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Kapitel 1

Einleitung

Die medizinische Diagnostik von Erkrankungen in der weiblichen Brust ist von sehr
grofler Bedeutsamkeit. Dies liegt vor allen Dingen darin begriindet, dafl das soge-
nannte Mammakarzinom, ein bosartiger Brustkrebs, die hdufigste Krebstodesursache
bei der Frau ist.

Die Untersuchung der Brust beginnt mit einer sogenannten Palpation, womit
gemeint ist, daf} die Brust nach verdéchtigen Stellen abgetastet wird. Das Abta-
sten sollte sich jedoch nicht allein auf die Brust beschrinken. Ebenso sollten die
Lymphknoten untersucht werden.

Ein weiterer Baustein der Mammadiagnostik ist im Anschlufl daran die Durch-
fiihrung einer sogenannten Mammographie. Hierunter versteht man die Nativauf-
nahme, d.h. die sogenannte Leeraufnahme ohne Verwendung von Kontrastmitteln,
der weiblichen Brust. Heutzutage wird dies durch die Erstellung eines oder zweier
Rontgenbilder erzielt. Im zweiten Fall erstellt man Bilder zu zwei senkrecht aufein-
ander stehenden Strahlengéingen, einem sogenannten mediolateralen (horizontalen)
und einem craniokaudalen (vertikalen) Strahlengang.

Die Mammographie wird sehr effektiv durch eine zusétzliche sonographische Un-
tersuchung der Brust ergénzt. Hiermit ist vor allen Dingen die Erkennung von Zysten
auferordentlich gut mdéglich.

Von denen dariiber hinaus reichenden Untersuchungsmethoden sollte noch die
Magnetresonanztomographie genannt werden, die allerdings, nicht zuletzt wegen der
Kostenfrage, eher selten zur Anwendung kommt.

Die medizinische Forschung auf dem Gebiet der Krebserkrankung hat ganz all-
gemein eine sehr wichtige Erkenntnis gebracht. Die Friiherkennung eines Krebses
steigert die Chance auf Bekdmpfung der Krankheit ganz erheblich. Daher sind im
Rahmen der Vorsorge regelméflige Kontrolluntersuchungen ratsam. Man hat da-
bei zu beachten, dafi die durchschnittliche Tumorverdopplungszeit speziell fiir das
Mammakarzinom bei ca. 3 Monaten liegt, womit Untersuchungen sinnvollerweise in
Intervallen von nicht {iber einem Jahr stattfinden sollten. Gerade wegen der gesund-
heitlichen Belastung einer Rontgenmammographie wird hiervon jedoch vor allem
bei jungen Frauen abgeraten. Daher besteht ein grofies Interesse an sogenannten
Scanning-Systemen, die in regelméfligen Vorsorgeuntersuchungen eingesetzt werden
kénnen und in der Lage sind, verdédchtige Regionen sicher zu orten.

Sowohl unter dem Aspekt dieses Scannings, als auch als Bereicherung und Ergén-
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zung der oben erwdhnten bewédhrten Untersuchungsmethoden konnte die elektrische
Impedanztomographie (EIT) von groflem Nutzen sein.

Bei diesem Untersuchungsverfahren mochte man sich zu Nutze machen, daf ver-
schiedenartige Materialien sich im allgemeinen in ihren elektrischen Impedanzen
(komplexen elektrischen Widerstinden) deutlich unterscheiden. Gelingt es, eine ge-
samte Widerstands- oder Leitfdhigkeitsverteilung in einem Ko6rper zu bestimmen,
so gelangt man auf diesem Weg unmittelbar zu dessen Zusammensetzung. Es wird
dann moglich, Bilder vom Inneren des Koérpers zu erzeugen.

Wie grof3 die Unterschiede des ohmschen Widerstandes in der medizinischen
Anwendung der EIT tatsdchlich sind, verdeutlicht die folgende Tabelle:

Gewebeart spezifischer Widerstand (Qm)
Knochen 17

Fett 21-28

Lunge 7.3-24

Herzmuskel (longitudinal) 1.6-5.8

Herzmuskel (transversal) 4.2-51

Skelettmuskel (longitudinal) | 1.3-1.5
Skelettmuskel (transversal) | 18-23

Leber 3.5-5.5

Blut 1.5

Plasma 0.66
Tabelle 1.1

Zur Bestimmung der unbekannten Leitfdhigkeitsverteilung sind nur auflerhalb
des betrachteten Korpers durchgefithrte Experimente nétig. Dazu werden an ihm
Elektroden angebracht, an denen die Moglichkeit besteht, Strom in den Korper ein-
oder abflieen zu lassen. Anschliefflend wird die resultierende Spannungsverteilung
gemessen. Dies kann an den gleichen Elektroden geschehen, es konnen aber auch ex-
tra hierfiir vorgesehene weitere Elektroden diese Aufgabe erledigen. Die Auswertung
der zu verschiedenen Strom-Konfigurationen gemessenen dufleren Potentialverteilun-
gen fiihrt dann zur Rekonstuktion der gesuchten Verteilung und zur Erstellung eines
Bildes.

Eine der Hauptschwierigkeiten in der praktischen Anwendung der EIT beruht auf
der Tatsache, dal zur Rekonstruktion der Leitfdhigkeitsverteilung eine moglichst
gute Kenntnis der Form des Korpers, sowie der Positionen der angebrachten Elek-
troden notwendig ist. Dies gilt insbesondere dann, wenn das gewiinschte Bild hoch
aufgelost sein soll.

In der Mammographie als Anwendungsgebiet der EIT kénnen diese Probleme noch
am besten bewéltigt werden, da sich der zu untersuchende Korper der Melappara-
tur anpassen kann. Doch nicht nur aus diesem Grund stellt die Mammographie ein
attraktives Anwendungsgebiet fiir die EIT dar. Die Fritherkennung von Mammakar-
zinomen, natiirlich eines der Hauptziele in der Mammadiagnostik, erscheint durch
die Betrachtung der elektrischen Impedanz besonders gut mdglich zu sein. Da sich
dieses kranke Brustgewebe von gesundem auch dadurch unterscheidet, dafl es sehr



viel stérker durchblutet wird, erhéht sich namlich die elektrische Leitfahigkeit si-
gnifikant, wie in obiger Tabelle die Widerstandswerte fiir Blut und Fett belegen.
Weiterhin existieren wichtige Unterschiede zwischen gesundem und krankem Gewe-
be, die von Verdnderungen in den Zellen herriihren. Betroffen sind dabei sowohl
Zellmembran als auch Zellwasser. Alles in allem kann man fiir ein Mammakarzinom
eine 20- bis 40-fach geringere elektrische Impedanz erwarten [59]. Dies fiihrt zu einer
enorm guten Differenzierung dieses kranken Gewebes von gesundem.

Zwei Vorgehensweisen erscheinen zur Konstruktion eines Tomographen denkbar:

1. Ein zylindrisches Gefafl wird mit einer Fliissigkeit gefiillt, deren Leitfdhig-

keit der von gesundem Brustgewebe entspricht. In diesen Zylinder wird die
zu untersuchende Brust eingetaucht. Messungen kénnen dann am Rand des
Zylinders, der dicht mit Elektroden besetzt ist, durchgefiihrt werden.
Ein groBler Vorteil dieser Methode ist die gewédhlte Symmetrie, die die mathe-
matische Formulierung des EIT-Problems erleichtert. Dies gilt insbesondere
fiir zweidimensionale Untersuchungen mit dem Ziel, kreisférmige Schnittbilder
des Brustgewebes zu berechnen. Die im Topf befindliche restliche Fliissigkeit
garantiert dabei den optimalen Kontakt zu den Elektroden.

2. Eine andere mogliche Vorgehensweise basiert auf einem aus einer ebenen Plat-
te bestehenden Tomographen. Auf dieser befinden sich zahlreiche Elektroden
zur Aufnahme der Meflidaten. Indem man die Platte an die Brust driickt, wird
der Rand des zu untersuchenden Korpers eben. Auch dies begiinstigt die ma-
thematische Formulierung des Problems.

Ein solches Gerit ist als Scanningsystem besonders gut vorstellbar. W&hlt
man eine sehr kleine Plattengrofe mit z.B. 3 x 3 cm? Flicheninhalt, so kann
der Arzt durch wiederholtes Anlegen der Platte an die Brust den jeweiligen
Bereich vor der Platte untersuchen.

Aber auch zur Ergénzung unklarer Befunde ist ein Einsatz des Geréts vorstell-
bar, indem verdéchtige Regionen ganz gezielt betrachtet werden.

Zum Stand der Forschung auf dem Gebiet der elektrischen Impedanzto-
mographie

Zum ersten Mal kam 1987 ein elektrischer Impedanz-Tomograph in der Praxis
zum Einsatz. Das von Brown und Seagel entwickelte Markl-System bestand aus
einem Giirtel mit 16 Elektroden, der dem Patienten um den Brustkorb gelegt wurde
und so Bilder der Herz- und Lungenaktivitét lieferte. Die Qualitit der Bilder nahm
im Laufe der Jahre fortlaufend zu. Neben verbesserten Rekonstruktionsalgorithmen
wurden auch die eingesetzten Computer immer leistungsstédrker. Dies ermoglichte
auch die Verwendung einer grofleren Anzahl von Elektroden. Heute arbeitet man in
Sheffield sowohl mit einem 64-, als auch mit einem (16+32+16)-Elektrodensystem.
Bei letzterem benutzt man drei Giirtel, die iibereinander am Korper angelegt wer-
den, wobei der mittlere Giirtel 32, die beiden dufleren Giirtel 16 Elektroden tragen.
Ebenso wurde es moglich, in nur Brucheilen von Sekunden einen ganzen Mefzy-
klus aufzunehmen und eben so schnell im Anschlufl ein Bild zu berechnen. Als
Rekonstruktionsalgorithmus in zwei aber auch drei Dimensionen verwendet man
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hauptséchlich den sogenannten Backprojection-Algorithmus. Das System arbeitet
bei unterschiedlichen Frequenzen von 1 KHz bis 1 MHz. Dies ermdglicht es, sowohl
Real- als auch Imaginérteil der Leitfdhigkeitsverteilung zu betrachten.

Viele Arbeitsgruppen auf der ganzen Welt arbeiten daran, ein &hnliches Gerét
zur Uberwachung von Herz und Lunge zu entwickeln. Beispielsweise entwickelte eine
Gruppe in Moskau um A.V. Korjenesky und V.A. Cherepenin ein Gerét, dafl in der
Sekunde bereits 12 Bilder liefert.

Das vielleicht weltweit fiihrende Team befindet sich im Rensellar Institut in Troy
bei New York. Die bekanntesten Mitarbeiter sind Jonathan Newell, Margaret Che-
ney, David Isaacson, David G. Gisser und Gary J. Saulnier. Der grofie Erfolg des
von ihnen entwickelten ACT3-Systems (die dritte Version des Adaptive Current
Tomography-Systems) beruht vor allem auf der Entdeckung der optimalen Stréme
durch David Isaacson. Hierbei werden in einem iterativen Verfahren duflere Strom-
verteilungen berechnet, die fiir eine Bestimmung der gesuchten Leitfdhigkeitsver-
teilung besonders gut geeignet sind. Das Gerét liefert in der Sekunde 20 Bilder,
ermoglicht also eine flielende Darstellung der Herz- und Lungenaktivitdt. Neben
dieser Uberwachungsfunktion bestehen weitere Ziele in der Lokalisierung von Tumo-
ren in der Lunge und der Diagnostizierung einer Lungenembolie.

Das ACT3-System arbeitet bei einer Frequenz von 28.8 KHz. Es werden 32
Elektroden verwendet. Zwei verschiedene Methoden zur Bildberechnung kommen
zum Einsatz. Zum einen werden zwei unmittelbar hintereinander aufgenommene
Meflzyklen miteinander verglichen. Man erhilt damit eine bildliche Darstellung der
Anderung der Leitfihigkeitsverteilung. Zum anderen wird fiir einen aufgenomme-
nen Mefzyklus im Anschlufl die Leitfahigkeitsverteilung bestimmt. Im zweiten Fall
werden alle Mefldaten mit den theoretisch erwarteten Mefidaten fiir eine homogene
Leitfahigkeitsverteilung verglichen. Die in dieser theoretischen Vorhersage liegenden
Fehler fiihren allerdings zur Zeit noch zu Bildern geringerer Qualitét.

Ein weiteres medizinisches Anwendungsgebiet der EIT bezieht sich auf die bild-
liche Darstellung von Gehirnfunktionen. Fiihrend ist hier eine Gruppe um David
Holder und Adam Gibson in London. Denkbar ist ein Einsatz der EIT auch zur
Uberwachung von Nierenimplantaten. Der Beginn der AbstoBung it sich dabei
theoretisch dadurch feststellen, dal wegen einer geringeren Durchblutung der Niere
deren elektrische Leitfadhigkeit abnimmt. In der praktischen Anwendung funktionie-
rende Geréte kamen jedoch hier noch nicht zum Einsatz.

SchlieBlich ist natiirlich die Fritherkennung von Mammakarzinomen als Anwen-
dungsgebiet der EIT von groflem Interesse. Hier kam es Anfang diesen Jahres in der
Forschung auf dem Gebiet der elektrischen Impedanztomographie insofern zu einem
Durchbruch, als das zum ersten Mal ein kommerziell erwerbliches Gerdt auf den
Markt kam, das in der medizinischen Technik auf EIT-Basis beruht. Der sogenannte
Transscan 2000 ist, wie der Name schon andeutet, ein Scanninggeréit zur Erkennung
von Erkrankungen in der weiblichen Brust. Dieses von der Firma Siemens vertrie-
bene System wird aktuell in einigen Kliniken getestet. Die grundlegende Idee des
Verfahrens und die mit dem Gerét zu erwartenden Resultate in der Erkennung von
Tumoren werden in der Arbeit gegen Ende des zweiten Kapitels diskutiert.

Eine Verwendung der EIT ist aber nicht auf die Medizin beschrénkt. Von groflem
Interesse ist auch die Optimierung chemischer Prozesse. Eine grofie Arbeitsgruppe
der Univerity of science and technology in Manchester beschiftigt sich mit der Uber-



wachung von Mischungen verschiedener Fliissigkeiten oder Gasen durch ein EIT-
System. Damit ist es auch moglich, das Verhéltnis von Wasser und Ol in Pipelines
Z1 messen.

Zum Stand der Forschung auf dem Gebiet der Mammographie

Wie bereits in den einleitenden Worten erwahnt, existieren im wesentlichen drei
Methoden zur Untersuchung der Brust, die sich gegenseitig ergénzen.

1. Zu Beginn der Untersuchung steht die griindliche Abtastung der Brust und
der Lymphknoten. Konnen hierdurch verdéchtige Regionen geortet werden,
ist dies unmittelbar eine Indikation fiir weitere Untersuchungen.

2. Die Rontgenaufnahme der Brust ist wohl die bedeutsamste dieser Untersu-
chungsmethoden. Bei der Verwendung dieser Technik hat man sich jedoch
den damit verbundenen Gesundheitsrisiken fiir die Patientin bewufit zu sein.
Fiir kontrastreiche Aufnahmen mit hoher Detailerkennung wéren Réhrenspan-
nungen von 25 — 35 kV wiinschenswert, was allerdings zu einer sogenannten
Parenchymdosis von ca. 1 cGy fiihrt. Diese Gesamtstrahlenbelastung fiir die
Brust stellt sich damit als deutlich zu hoch heraus. Man vermutet, dafl in
diesem Fall durch eine wiederholte Mammographie die Spontaninzidenz des
Brustkrebses um 0,8 — 1% erhoht sein konnte. Es ist daher notwendig, einen
Kompromify zwischen vertretbarer Strahlenbelastung und diagnostisch erfor-
derlicher Bildqualitéit zu finden. Mit der heutzutage verwendeten Technik be-
tragt die Strahlenbelastung noch ca. 0.07 cGy, was zumindest in Deutschland
als unbedenklich angesehen wird.

Die korrekte Interpretation einer Rontgenaufnahme ist nicht immer einfach.
Es existieren viele verschiedene Arten der Mammaerkrankung, von denen hier
nur einige erwiahnt werden sollen.

e Das Fibroadenom ist bei jungen Frauen der hiufigste benigne, d.h gut-
artige Tumor.

e Die Zyste ist ein blasenférmiges Gebilde mit fliissigem Inhalt. Die Un-
terscheidung der Zyste von einem soliden Tumor ist sicher nur durch die
sogenannte Pneumozystographie moglich, bei der man den Zysteninhalt
abpunktiert und durch Luft ersetzt, um im Anschluf} eine weitere Ront-
genaufnahme zu machen.

e Das extrem gefdhrliche Mammakarzinom kann durch das Réntgenbild
vor allem bei dlteren Patientinnen meist sicher erkannt werden. Hingegen
wird im dichten Driisenkérper junger Frauen nur jeder zweite getastete
Knoten auch im Rontgenbild gesichtet.

Gerade die sehr gute Erkennung der bosartigen Mammakarzinome machen die
Rontgenmammographie in der Mammadiagnostik heutzutage unentbehrlich.

3. Die Sonographie ist ein bildgebendes Ultraschallverfahren, das die teilweise
Reflexion von hochfrequenten Ultraschallwellen (1-10 MHz) an Grenzflichen
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unterschiedlicher Gewebestruktur nutzt. Ein Schallkopf sendet kurze Schallim-
pulse in den Korper, empfiangt die reflektierten Echoimpule und leitet sie zu
einer Bildrohre weiter.

Die Sonographie stellt in der Mammadiagnostik eine Realtime-Scanning Tech-
nik dar, die die Rontgenmammographie sehr effektiv ergénzt. Dies gilt vor
allem in der Zystendiagnostik, die sonographisch in iiber 90% der Fille kor-
rekt gelingt. Die Grenze der Nachweisbarkeit ist dabei mit 2 — 3 mm sehr
gering. Weniger gut ist mit ca. 1 cm die Nachweisgrenze fiir Fibroadenome.
Mammakarzinome sind sonographisch in ca. 85% zu diagnostizieren, wobei
auch hier die Nachweisgrenze bei ca. 1 cm liegt. Eine weitere Erkrankung,
das sogennate Lipom, wird mit Hilfe der Sonographie sehr gut erkannt, da sie
unter der Realtime-Ansicht bei variierender Gewebekompression sehr gut die
charakteristische Kompressibilitdt des Lipoms zeigt.

Generell kann man sagen, dafl die Sonographie fiir tastbare Befunde von iiber
ca. 1 cm sich der Rontgenmammographie sogar als iiberlegen erweist, allerdings
fiir die Fritherkennung von Karzinomen weniger geeignet ist.

Von weiterfiihrenden Untersuchungen, die bei einem unklaren Mammographie-
befund notwendig werden, soll hier noch die Magnetresonanztomographie erwéhnt
werden. Bei dieser Technik macht man sich zu Nutze, daffi Atomkerne mit unter-
schiedlicher Protonen- oder Neutronenanzahl einen Kernspin besitzen. In einem sta-
tischen dufleren Magnetfeld kommt es zu einer Aufspaltung der Energieniveaus ver-
schiedener Spinzustinde. Ubergénge zwischen den einzelnen Niveaus konnen durch
ein weiteres dufleres Hochfrequenzfeld angeregt werden. Die grofite Wirkung erzielt
man dabei bei Verwendung der sogenannten Lamorfrequenz. Eine 6rtliche Auflésung
erzielt man bei diesem Verfahren, indem man durch eine Inhomogenitit der ver-
wendeten Felder die Bedingungen zur Anregung der Kernresonanz von Ort zu Ort
unterschiedlich gestaltet.

In der Mammographie verwendet man haufig die Technik einer dynamischen Ma-
gnetresonanztomographie. Dabei vergleicht man die Zustdnde vor und nach Injekti-
on eines Kontrastmittels, das sehr schnell in Karzinomen angereichert wird. Bereits
nach Zeiten von durchschnittlich 1 Min treten in den Differenzbildern deutlich die
Strukturen des Tumors hervor.

Zu den einzelnen Kapiteln

1. Im Kapitel “Mathematische Formulierung des Problems” wird zunéchst die
grundlegende elliptische Differentialgleichung des EIT-Problems abgeleitet.
Dazu werden die Maxwellschen Gleichungen in einer quasistatischen Ndherung
mit dem Ohmschen Gesetz kombiniert. Es folgt die Vorstellung des direkten
und des inversen Problems der elektrischen Impedanztomographie. Beim erste-
ren handelt es sich um die Aufgabenstellung, bei bekannter Leitfihigkeitsver-
teilung o Meflergebnisse moglichst prézise vorhersagen zu konnen. Ist dieses
direkte Problem oder “Vorwiértsproblem” vollstdndig verstanden, so kann man
sich dem inversen Problem zuwenden, das darin besteht, aus Meflergebnissen
auf die Leitfdhigkeitsverteilung zuriickzuschlieflen.



Von besonders entscheidender Bedeutung ist ein genaues Verstdndnis von den
im Falle einer homogenen Leitfdhigkeit zu erwartenden Mef3werten. Spezielle
Fiélle dieses Vorwértsproblems lassen sich hdufig noch analytisch behandeln.

Die Betrachtung von nicht- und metallisch leitenden Objekten in einem anson-
sten homogen leitenden Medium ist storungstheoretisch sehr gut moglich. Mit
den gewonnen Ergebnissen kann man bereits Funktionsweisen einfacher Im-
pedanztomographen studieren, was gegen Ende des Kapitels auch geschieht.
Abschlielend wird die Problematik diskutiert, inwieweit eine rein zweidimen-
sionale Betrachtungsweise der EIT zuldssig ist. Damit verbunden wird ein
spezielles Elektrodensystem, das Guardelektrodensystem und seine Vorteile in
einer zweidimensionalen Behandlung der EIT vorgestellt.

. Das Kapitel “Modellierung der Elektroden” untersucht die Problematik der
Stromdichteverteilung auf der Elektrode. Wie experimentell sehr gut bestétigt
ist, gehorchen Stromdichte und Potential auf der Elektrode einer “Robin-
Randbedingung”. Ein in dieser Gleichung befindlicher Parameter Z beschreibt
das physikalische Phénomen des “Kontaktwiderstands”, der beim Ubergang
des Stroms von der Elektrode zum Korper auftritt.

Numerisch werden die Stromdichteverteilungen fiir verschiedene Kontaktwi-
derstédnde auf einer Elektrode bestimmt. Ebenso wird diskutiert, inwiefern es
erlaubt ist, einzelne Elektroden isoliert zu betrachten, d.h. Einfliisse anderer
Elektroden zu vernachléssigen.

Abschlieend werden alle Ergebnisse noch einmal an einem Fallbeispiel erlau-
tert.

. Das Kapitel “Linearisierung des Vorwértsproblems” diskutiert, wie winzige
Anderungen in der Leitfihigkeitsverteilung sich in der Losung des Potential-
problems bemerkbar machen. Ubertragen auf die Mammographie soll also her-
ausgefunden werden, wie ein winziger Tumor mit einer anderen elektrischen
Leitfdhigkeit als der des umgebenden gesunden Gewebes die Potentialmef3-
werte beeinflufit. Dies kann jedoch nur ndherungsweise bestimmt werden, da
dafiir die Linearisierung des eigentlichen nichtlinearen Problems erfolgen muf.
Im Kapitelabschnitt “Konsequenzen fiir realistische Mef3daten” wird gepriift,
inwieweit eine Linearisierung des Problems in der praktischen Anwendung
zuldssig ist. Die dazu herangezogenen realistischen Meflidaten stammen von
EIT-Versuchen unseres Kollaborationspartners Dr. G. Schuhfried aus Wien.

. Das Kapitel “Rekonstruktionsalgorithmen” behandelt zunéchst Verfahren, die
sich auf die Rekonstruktion der Verteilung Ay/o fiir eine Leitfahigkeitsvertei-
lung o beziehen. Ausgangspunkt ist die Formulierung eines Algorithmus, dem
die Auswertung eines einzigen Versuchs zugrunde liegt. Damit ist gemeint, dafl
nur die &uflere Potentialverteilung fiir eine &uflere Stromdichte gemessen wird.
Die Untersuchung dieses Verfahrens erfolgt am Beispiel des Einheitskreises und
des Halbraums.

Ein weiterer Ansatz zur Behandlung des EIT-Problems mit einem Versuch
ist aus der Natur kopiert. Der Elefantenriisselfisch orientiert sich in tiefen
Gewiéssern, indem er um sich ein Wechselstromfeld aufbaut und mit Rezepto-
ren auf der Haut die resultierende Potentialverteilung bestimmt. Der Abschnitt
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“Was sieht der Elefantenriisselfisch” zeigt daher zunéchst “Unterwasserbilder”,
wie sie der Fisch wahrnehmen kénnte. Im Anschlufl wird diskutiert, ob dhnliche
Untersuchungsmethoden in der Mammographie eingesetzt werden kénnen.

Im Anschlufl hieran werden mehrere Versuche zur Rekonstruktion untersucht.
Im Falle des Einheitskreises werden die Rekonstruktionen von Ay/o und der
Leitfahigkeitsverteilung o selbst fiir realistische Daten présentiert. Die Mef3-
ergebnisse unseres EIT-Versuchs in Wien beziehen sich dabei auf metallische
Storkoérper von ca. 2 cm Durchmesser in einem Tomographen von ca. 21 cm
Durchmesser. Umgerechnet auf typische Dimensionen in der Mammographie
untersucht man damit Stérungen einer homogenen Leitfdhigkeitsverteilung von
ca. 1 cm Durchmesser.

Die Untersuchung des EIT-Problems in drei Dimensionen wird abschliefend
fiir den Fall des Halbraums diskutiert. Die Rekonstruktion von A\/c bezieht
sich dabei auf synthetische Mef3daten.

. Die beiden Anhénge der Arbeit, “Inverse Probleme”, und “Variationsformulie-
rung des EIT-Problems” liefern in knapper Form die in der Arbeit benttigten
mathematischen Hilfsmittel.

Die Theorie der inversen Problem behandelt den mathematischen Formalis-
mus, mit dem beispielsweise in der Computertomographie aus vorgegebenen
Mefldaten auf die gesuchte bildgebende Verteilung, wie etwa den Rontgen-
absorptionskoeffizienten in der Rontgentomographie oder die elektrische Im-
pedanz in der Impedanztomographie, zuriickgeschlossen wird. Dabei kommen
Verfahren zur Anwendung, die eine stabile Rekonstruktion erméglichen. Mit
stabil ist in diesem Zusammenhang gemeint, daff kleine Anderungen in den
Daten zu kleinen Anderungen der Lésung des inversen Problems fiihren. Das
ist von grofler Bedeutung, da in der Praxis Meffehler, und seien sie auch win-
zig, unvermeidlich sind.

Letztendlich erreicht man diese Stabilisierung durch zusétzliche, verniinftige
Forderungen an die Losungsfunktion. Eines der meist gebrauchten Verfahren,
die Tikhonov-Phillips Regularisierung, wird ebenso vorgestellt, wie ein Stabi-
lisierungsverfahren neueren Datums, die approximative Inverse. Beide Verfah-
ren werden in spiteren Kapiteln in der konkreten Anwendung zum Einsatz
kommen.

Eine strenge mathematische Formulierung des Vorwértsproblems gelingt, in-
dem das Problem der Auffindung einer Losung zu einer elliptischen Differenti-
algleichung durch ein dquivalentes Variationsproblem ersetzt wird. Der Anhang
B der Arbeit bezieht sich auf die Vorlesung “Mathematische Grundlagen der
elektrischen Impedanztomographie” von Prof. Dr. M. Hanke-Bourgeois. Einige
wichtige Aussagen, die teilweise an verschiedenen Stellen der Arbeit benotigt
werden, sind im Anhang B kurz zusammengefafit dargestellt.



Kapitel 2

Mathematische Formulierung des
Problems

2.1 Voriiberlegungen

Die in der elektrischen Impedanztomographie aufgenommenen Meflwerte sind die
am Rand des betrachteten Koérpers bestimmten Potentialverteilungen zu verschie-
denen, moglichst genau bekannten &ufleren Stromdichten. Eine Bestimmung der ge-
suchten Leitfdhigkeitsverteilung im Innern des Korpers setzt zunéchst ein genaues
Verstédndnis des Vorwértsproblems der EIT voraus, dessen Losung ein Vorhersagen
der Melwerte zu einer bekannten Leitfdhigkeitsverteilung erlaubt. Dazu ist es im
Prinzip notwendig, die vier makroskopischen Maxwellschen Gleichungen

V-D = dmp, (2.1)
10D 47
H-_--= — =, 2.2
10B
E4+ = — 2.
V x +c8t 0, (2.3)
V-B = 0 (2.4)

fiir die dielektrische Verschiebung D, das elektrische Feld E, das magnetische Feld H
und die magnetische Induktion B zusammen mit dem verallgemeinerten ohmschen
Gesetz

j=J(E,B) (2.5)

zu l6sen.

In letzterem kann der Zusammenhang zwischen den Feldern £ und B und der
Stromdichte 7 durchaus kompliziert sein und, wie im Fall der Hysterese, von der
Vorgeschichte des Materials abhéngen. Die Quellen auf der rechten Seite der Max-
wellschen Gleichungen, die Stromdichte j und die Ladungsdichte p geniigen der
Kontinuitatsgleichung 5

p .
at+V-j = 0. (2.6)

Um die mathematische Formulierung des Problems nicht iberméfig zu verkom-
plizieren, sind einige einschriankende Annahmen zu treffen. Zum einen betreffen diese
das untersuchte Medium:
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e In dem betrachteten Medium gilt das ohmsche Gesetz in der Form
j = oFE, (2.7)
wobei die Leitfahigkeit o in obiger Gleichung eine skalare Grofle darstellt.

e Das Medium ist isotrop und es gelten die Verkniipfungsrelationen

D = ¢E, (2.8)
B = uH. (2.9)

Hierin ist € die sogenannte elektrische Dielektrizitdtskonstante und p die ma-
gnetische Permeabilitét.

Die Tatsache, dafl o skalar gew&hlt wird, stellt dabei je nach Anwendungsgebiet eine
starke Vereinfachung der real existierenden Situation dar. Insbesondere fiir Muskeln
in der medizinischen Anwendung der EIT sind radiale und longitudinale Leitfahigkeit
stark unterschiedliche Grofen, wie Tabelle (1.1) in der Einleitung verdeutlicht.

Weitere Vereinfachungen erreicht man durch Anforderungen an das Experiment:

e Die in der EIT verwendeten Strome sind Wechselstrome. Diese sind so zu
wahlen, dafl eine quasistatische Behandlung des Problems zuléssig ist. Dazu
mufl die Wellenlénge des elektrischen Feldes verglichen mit der maximalen
Ausdehnung des Gebietes sehr grof sein. Fiir medizinische Anwendungen ar-
beitet man daher zumeist im Bereich zwischen 1 kHz und 1 MHz.

Eine zu kleine Wahl der verwendeten Frequenz ist ebenfalls zu vermeiden, da
ansonsten eine elektrische Polarisation des Mediums zu erwarten ist.

Die Zuléssigkeit einer quasistatischen Behandlung 148t sich folgendermaflen begriin-
den [15],[27]:

Fiir sdmtliche Felder F' kann man bei harmonischer Zeitabhéngikeit
F(x,t) = F(x)e! (2.10)

schreiben.
Bei Beachtung der Verkniipfungsrelationen (2.8),(2.9) erhilt man damit aus den
Gleichungen (2.2),(2.3), sowie dem ohmschen Gesetz (2.7)

VxH = (% + 47T—0> E, (2.11)
C C

vxE = - “g (2.12)
C

In der praktischen Anwendung der EIT haben die untersuchten Kérper eine Ausdeh-
nung [ von weniger als 1 m. Damit ist die Bedingungsgleichung fiir die quasistatische

Behandlung

wl
— << 1 (2.13)
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fiir den oben angegebenen Frequenzbereich sehr gut erfiillt. Um sicher zu sein, dafl
eine Vernachldssigung der Zeitableitungen in den Maxwellgleichungen (2.1)-(2.4)
moglich ist, sollte man die Diskussion jedoch noch weiterfiihren.

Dazu schreibt man zunéchst die Gleichungen (2.11) und (2.12) in einer Form, in
der die Felder dimensionslos sind. Es sei

E [E] E,
H = [H]H,
x [x] 7,
V x [2] 1V x

)

wobei die Klammerausdriicke [| die Einheiten tragen sollen und alle mit einer Tilde
gekennzeichneten Groflen dimensionslos sind.
Damit gehen die Gleichungen (2.11) und (2.12) tiber in

VxH = (%ﬁlﬂ%) U[EET]E, (2.14)
e ienlH]l]
VxE = S EEpeH (2.15)

In Gleichung (2.14) dominiert auf der rechten Seite der Term 47o im allgemeinen
deutlich gegeniiber dem Term we. Fiir das spezielle Anwendungsgebiet Mammogra-
phie wird dies in der Folge noch gezeigt.

Damit sind die dimensionslosen Felder E und H in etwa von gleicher Grofen-
ordnung, wenn man die Einheiten [E] und [H] so wéhlt, dafl

dro [Ellx] )
clH]
gilt.
Mit dieser Forderung an [E] und [H] erhélt man als neues Gleichungssystem
VxH = B+ 2°F (2.16)
dro
_ 4 2 _
V= Hmoenkly (2.17)
¢

Hieraus folgt, daf} eine quasistatische Behandlung des Problems, in der VX E =0

gesetzt wird, zuldssig sein sollte, wenn die dimensionslose Grofie
drowp [z
wesentlich kleiner als 1 ist.

Im Falle der Mammographie als ein Beispiel aus der medizinischen Anwendung
der EIT kann man von einer Grofilenordnung [x] von weniger als 20 cm sprechen.
Die Leitfahigkeit ist im wesentlichen die von Fettgewebe, die sich nach Tabelle (1.1)
mit o < 0.05 (Ohmmeter) ™! abschiitzen ld3t. Ublicherweise wird in medizinischen
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Anwendungen eine Frequenz von etwa 30 kHz verwendet, womit ein verniinftiger
Hautkontakt sichergestellt ist. Damit ermittelt man einen Wert von k < 1074, was
unterhalb des Bereichs der momentan erreichten relativen Mef3genauigkeit liegt.

Mit den hier angegebenen Werten erhélt man auerdem 47o ~ 6 x 10? s7! und
we &~ 6 x 10°s71, wobei eine mittlere Dielektrizititskonstante von 20 zugrunde
gelegt wurde, was nicht unrealistisch ist. Dies bestétigt die oben durchgefiihrte
Abschétzung, wonach man den frequenzabhéngigen Term vernachldssigen und in
guter Ndherung mit einer reellen Leitfdhigkeit rechnen kann.

Mit Hilfe der Gleichungen (2.7), (2.11) erhélt man somit in guter N&herung

V.j=V(E)=V- (ivXH) — 0.
47

Aufgrund der doch sehr groben Abschétzungen in der obigen Diskussion entschei-
det aber letztendlich erst das Experiment und der Vergleich von gemessenen Daten
und theoretischer Vorhersage iiber die Giiltigkeit einer quasistatischen Behandlung
des Problems.

Dartiber hinaus kann man sagen, dafl die Betrachtung des komplexen Anteils
der Impedanz nur bei Verwendendung sehr hochfrequenter Wechselstrome im Expe-
riment moglich ist.

In der weiteren Diskussion wird die Leitfdhigkeitsverteilung als reell angesehen.
Die Vernachlédssigung der zeitlichen Ableitungen in den Maxwellschen Gesetzen fiihrt
nun auf einfache Weise zur grundlegenden Differentialgleichung der elektrischen Im-
pedanztomographie.

2.2 Herleitung der grundlegenden Differentialglei-
chung der EIT

Gegeben sei ein beschrinktes Gebiet 2 C IRP,p = 2,3, in dem sich ein leitendes
Medium befindet. Zur Bestimmung der gesuchten Leitfahigkeitsverteilung o werden
am Rand 0f) dieses Gebietes Elektroden angebracht, {iber die Strom ins Innere in-
jeziert wird. Weiterhin werden die zu verschiedenen Stromanordnungen resultieren-
den dufleren Potentialverteilungen gemessen. In der Praxis geschieht dies entweder
an den bereits vorliegenden Elektroden, {iber die Strom flieft, oder an extra dafiir
vorgesehene weitere Elektroden.

Da in der EIT mit Wechselstromen niedriger Frequenz gearbeitet wird, liegt in
guter Ndherung ein quasistatischer Zustand vor. Als Bedingungsgleichungen fiir die
Stromdichte j und das elektrische Feld E ergeben sich die Kirchhoffschen Gleichun-
gen [36]

V.j=0, (2.19)

V x E=0, (2.20)

unmittelbar aus dem Faradayschen Induktionsgesetz (2.3) und der Kontinuitétsglei-
chung (2.6) bei Vernachlissigung der zeitlich abgeleiteten Terme.
Weiterhin gelte das Ohmsche Gesetz (2.7)

j = oFE.
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Die Leitfdhigkeitsverteilung o : 2 — IR ist hierin eine beschrinkt mefbare Funk-
tion mit
0<o<0<7<o0. (2.21)

Da V x E = 0 gilt, hat das Feld E die Form
E = -V, (2.22)

wobei ¢ : © — IR das elektrische Potential in € ist. Die Gleichungen (2.19)-(2.22)
lassen sich zu einer einzigen Gleichung fiir das Potential ¢ zusammenfassen:

V- (oV¢) = 0. (2.23)

2.3 Das Vorwirtsproblem

Gleichung (2.23) stellt die entscheidende partielle Differentialgleichung des EIT-
Problems dar. Eine Losung dieser Gleichung bei gegebener Leitfdhigkeitsverteilung
o ist allerdings erst durch die Vorgabe einer Randbedingung eindeutig oder wie im
Fall der Neumannrandbedingung bis auf eine Konstante eindeutig festgelegt.

Die Randbedingung lautet im Falle des Neumannproblems

Jo(r) = (0%) (x) Vo € 09, (2.24)

/m jo(z)dzr = 0, (2.25)

wobei hierin n die duflere Normale auf 0f2 ist.

Physikalisch beschreibt j, die d&uflere Stromdichteverteilung, die im Experiment
an den Korper angelegt wird. Die Bedingung (2.25) ergibt sich aus der Forderung
nach Stromerhaltung (2.19).

Als Losungsfunktion erhdlt man das elektrische Potential ¢, das im Experiment
am Rand des Gebietes bestimmt wird und wie bereits erwdhnt nur bis auf eine
Konstante bestimmt ist. Diese kann so gewéhlt werden, dafl die Bedingung

/aQ (x) da = 0 (2.26)

erfiillt ist, wodurch die Eindeutigkeit der Losung des Neumannproblems sicherge-
stellt ist.

Eine andere Moglichkeit, eine Randbedingung zu formulieren, ist die Dirichlet-
Randbedingung

()| pcon = o) (2.27)

mit einer Randpotentialverteilung ¢g. Diese Bedingung stellt ohne eine weitere Zu-
satzbedingung die Eindeutigkeit der Losung des Problems (2.23) sicher.
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Zu diesem Zeitpunkt ist jedoch unklar, welche Funktionenrdume fiir die dufleren
Stromdichte- bzw. Potentialverteilungen zuléssig sind. Eine prézisere mathematische
Beschreibung des Problems verwendet die im Anhang B beschriebene Formulierung
des Problems als Variationsproblem. Damit kann gezeigt werden, dafl die Wahl ei-
ner quadratintegrablen Stromdichte zuldssig ist, und die resultierende &duflere Po-
tentialverteilung ebenfalls quadratintegrabel ist. Beachtet man weiterhin die beiden
Gleichungen (2.25),(2.26), so befinden sich beide Funktionen im Raum

£2(09) = {f e £00), [ f()dr = o}. (2.28)

Da die zu einer Neumannschen Randbedingung gehorige Stromdichte j, € £2(99)
eindeutig zu einer Randpotentialverteilung ¢ € L£2(99Q) fiihrt, die linear von j,
abhéngt, kann eine lineare Abbildung

Ay 2 L2(09) — L2(09) (2.29)

definiert werden, die die zueinander gehorigen Neumann- und Dirichletschen Rand-
bedingungen miteinander verbindet. Sie trdgt daher den Namen Neumann-nach-
Dirichlet Abbildung. Die Gestalt der Abbildung héngt von der Leitfdhigkeitsver-
teilung o ab. Diesen Zusammenhang kann man durch eine weitere Abbildung A
beschreiben:

Ao — A, (2.30)

Somit besteht das direkte Problem der EIT darin, aus einer gegebenen Leitfahig-
keitsverteilung o die zugehorige Neumann-nach-Dirichlet Abbildung A(o) = A, zu
bestimmen.

2.4 Das inverse Problem

Aus der obigen Formulierung des direkten Problems ist die Fragestellung fiir das
inverse Problem unmittelbar klar. Es geht um die Invertierung der Abbildung A
aus Gleichung (2.30). Dies ist natiirlich nur dann moglich, falls A injektiv ist. Dann
ist sichergestellt, dafl einer Neumann-nach-Dirichlet Abbildung A, eindeutig eine
Leitfahigkeitsverteilung o zugeordnet werden kann. Dabei spielt die gewéhlte Funk-
tionenklasse fiir die Leitfahigkeiten eine wichtige Rolle.

Zu einem Durchbruch in der mathematischen Forschung auf diesem Gebiet ge-
langten Kohn und Vogelius, als sie in einer beriihmten Arbeit einen Eindeutigkeits-
beweis fiir analytische Leitfédhigkeitsverteilungen zeigten. Damit wurde erstmals eine
formale Berechtigung fiir die Anwendbarkeit der elektrischen Impedanztomographie
geliefert.

In weiteren Arbeiten wurde jedoch auch gezeigt, daf§ die Rekonstruktion ei-
nes Leitfahigkeitstensors o; ; aus der Kenntnis der entsprechenden Neumann-nach-
Dirichlet Abbildung im allgemeinen nicht eindeutig ist. Daher und aus Griinden
des Rechenaufwands beschréanken sich die zur Zeit funktionierenden Geréte auf die
Rekonstruktion einer skalaren Leitfahigkeitsverteilung. Wie bereits erwéhnt, kann
jedoch insbesondere in der medizinischen Anwendung die Leitfihigkeitsverteilung
eines Korpers lokal stark richtungsabhéngig sein. Dies gilt vor allem fiir Muskeln
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oder Knochen. Bei der Rekonstruktion einer skalaren Leitfdhigkeit hat man diese
Tatsache zu ignorieren und mit einem grofleren Modellfehler zu leben.

Neben den Modellfehlern sind natiirlich auch Meffehler in der Behandlung des
inversen Problems zu beriicksichtigen. Daran anschlieflend stellt sich die Frage nach
der Stabilitit des inversen Problems. In wie weit beinflussen also kleine Anderungen
in den Mef3werten die rekonstruierte Leitfihigkeitsverteilung.

Fiir exemplarische Beispiele 148t sich die Instabilitdt der EIT unmittelbar nach-
weisen [31]. Betrachtet man zum Beispiel fiir den zweidimensionalen Fall des Ein-
heitskreises die radialsymmetrische Leitfihigkeitsverteilung

)X, 05r<yp
o(r) = { L o<t > 1, (2.31)

so ist fiir die Wahl X(p) =1+ p~!
||0'— 1“%2(9) = T Vp

Wie man zeigen kann [31], sind die Neumann-nach-Dirichlet Operatoren A(o) aus
(2.29) Hilbert-Schmidt Operatoren, d.h fiir eine beliebige Orthonormalbasis { f; } von
L2 ist

0 1/2
a@lns = (3 1@ 5lE:) < o

Beziiglich dieser Hilbert-Schmidt Norm ||| - ||| ms 148t sich fiir die Leitfahigkeiten aus
(2.31)
l[A(e) = AM)[lzs = 0, p =0

zeigen.
Anschaulich gesprochen verursachen winzige Storkérper mit sehr grofier Leit-
fahigkeit im Zentrum des Gebietes kaum mef3bare Effekte in den &ufleren Potentialen.
Damit ist das EIT-Problem schlecht gestellt. Die Bestimmung sinnvoller Leit-
fahigkeitsverteilungen ist somit nur mit Hilfe einer Stabilisierung des Problems durch
Techniken aus der Theorie inverser Probleme moglich.

2.5 Variationsformulierung

In der mathematischen Theorie partieller Differentialgleichungen spielt die Umfor-
mulierung eines Problems in ein zugehoriges Variationsproblem eine entscheidende
Rolle. Dabei wird die Losung der Differentialgleichung unter einer festen Nebenbe-
dingung als Losung eines Minimierungsproblems charakterisiert.

Die folgenden Abschnitte stellen im wesentlichen eine kurze Zusammenfassung
der entsprechenden Kapitel der Vorlesung “Mathematische Grundlagen der elektri-
schen Impedanztomograhie” von Prof. Dr. M. Hanke-Bourgeois dar [31]. An die-
ser Stelle werden jedoch nur das Konzept der Variationsformulierung, sowie die
hauptséchlichen Resultate bei Anwendung auf das EIT-Problem erldutert, da in der
Folge noch in konkreten Rechnungen davon Gebrauch gemacht wird. Eine etwas
umfangreichere Zusammenstellung der Ergebnisse findet sich im Anhang B.
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Es bezeichne H!(Q) die Vervollstindigung des Raumes {u € C*(Q)] [,ouds = 0}
beziiglich der Norm

1/2
ull gy = (/Q IVUIQda:) : (2.32)

Man kann zeigen, daf$ fiir eine Funktion f € £2(99) das lineare Funktional

b = d 2.33
W) = [ fuds (2.33)
stetig iiber H!(Q) ist.

Weiterhin sei die Bilinearform

a(u,v) := / oVu-Vudr (2.34)
Q

gegeben.

Existiert eine Beschrankung der Leitfahigkeitsverteilung o durch eine obere und
untere Schranke gemifl Gleichung (2.21), so kann gezeigt werden, daf§ die Funktion
®, mit

Bfu] = %a(u,u) — bu), (2.35)

ebenfalls stetig iiber H!(Q) ist.
Wie weiterhin gezeigt werden kann, ist die Funktion u,, € H!(Q), die ® mini-
miert, eindeutig durch die Variationsgleichung

a(tm,v) = b(v) VYve H(Q) (2.36)

charakterisiert. Gleichzeitig ist w,, Losung des Potentialproblems (2.23) zu einer
gegebenen Neumannrandbedingung f.

2.6 Losung der Laplacegleichung fiir spezielle Fil-
le

2.6.1 Einleitung

Fiir den Fall einer konstanten Leitfahigkeitsverteilung o reduziert sich das vorlie-
gende Problem auf die Losung der Laplacegleichung A¢ = 0. Eine prazise Kenntnis
der Losung dieser Gleichung zu verschiedenen Neumannrandbedingungen ist in der
elektrischen Impedanztomographie oftmals von entscheidender Bedeutung. Vorweg-
nehmend kann gesagt werden, daf§ die Strategie vieler Rekonstruktionsalgorithmen
die Erkennung einer Abweichung der Leitfihigkeitsverteilung vom homogenen Fall
ist. Es ist daher wiinschenswert, eine Potentiallésung zu dieser Situation moglichst
analytisch zu besitzen.

Die Problematik in der Aufgabenstellung liegt in der Geometrie der betrachteten
Gebiete. Im zweidimensionalen Fall ist der Kreis das am einfachsten zu behandelnde
Gebiet. In drei Dimensionen ist der Halbraum insbesondere fiir geophysikalische An-
wendungen von groflem Interesse. Die analytische Behandlung des Problems fiir eine
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nicht konstante Leitfihigkeitsverteilung o setzt im allgemeinen gewisse Symmetrie-
anforderungen an o voraus. So vereinfacht sich das Problem fiir radialsymmetrische
Leitfahigkeitsverteilungen auf dem Kreis entscheidend.

Ein anderer interessanter Fall ist die Betrachtung eines nicht- oder metallisch
leitenden Objekts, das von einem konstant leitenden Medium umgeben ist. Auch
hier kann in Einzelfillen eine Lésung des Problems geschlossen formuliert werden.

2.6.2 Lo6sung des Neumannproblems mit Greensfunktion

Fiir einige Gebiete ist die Bestimmung einer Greensfunktion zum Neumannpro-
blem mdglich. Dies 16st dann unmittelbar das Vorwértsproblem fiir eine konstante
Leitfahigkeitsverteilung und ermdglicht ebenso die Anwendung von Rekonstrukti-
onsverfahren, die im fiinften Kapitel der Arbeit untersucht werden.

Das Greensche Theorem lautet:

/Auvda:—/&vudx:/ v%ds—/ u@ds.
Q Q a0 On a0 On

Existiert eine Funktion G(x, '), so da8
AG(z, ") = =6z — '),

so gewinnt man durch die Ersetzung v — G, v — ¢ die Gleichung

é(x) = — /Q Do) Gl o) di' + | {G% - %} ds'. (2.37)
Zur Losung des Neumannproblems ist die Greensfunktion gesucht, die
NGy(z,2") = —=6(x—2a'), (2.38)
LNG(;’Il) = -5 VzeQ (2.39)
' €00

erfiillt. Hierin ist mit S die Gesamtoberfliche des betrachteten Gebietes {2 gemeint.
Die zweite dieser Forderungen ist erlaubt, da

aGN(xaII) r / / r_
/mT ds —/QAGN(x,x)dx = —1.

Hat man eine solche Greensfunktion gefunden, und fordert man fiir die zu einer
Neumannbedingung f gehorige gesuchte Potentiallosung ¢ die Normierung

/ O(7)|zeon ds = 0,
20

so lautet mit dem Greenschen Theorem speziell fiir A¢ = 0 die Losung

o(z) = /{9 _ Gala,a!) f(a) ds.
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2.6.3 Das zweidimensionale Potentialproblem

Zunéchst wird das Neumannproblem auf dem Kreis mit Radius R diskutiert. Es ist
also Q = {(x,y) : 22 + y*> < R?*}. Zur Ableitung der gesuchten Greensfunktion fiir
das Neumannproblem entwickelt man die freie Greensfunktion

Glr,6,7,8) = == In(r” + 1 = 277" cos( — ¢))

in einen vollstdndigen Satz harmonischer Funktionen, indem man zunéchst die Funk-
tion geeignet umformt:

2
_ﬁ In(r? 41" = 2r1' cos(v)) = _i {2111(7“>) +1n (1 + (:—i) — 2:—i coS(’Y)) } )
v = o4

Hierin bezeichnet r— ( r-) die kleinere (gréBere) Norm der beiden Vektoren ¥ und
7.

Als néchstes ist es zweckméflig, den von vy abhéngigen Ausdruck in der obigen
Gleichung in eine Fourierkosinusreihe zu entwickeln. Die Entwicklung einer Funktion

f(z) im Intervall [0, /] lautet

flz) = 30 + Z ay, cos —x (2.40)
2
= 7/ ) cos —x dx. (2.41)

Mit Hilfe der beiden Integrale [30]

/7T In(1 — 2acos(z) + a*) cos(nx)dr = _Za (a® < 1), (2.42)
0

/07T In(a® — 2abcos(x) +b*)dx = 2wIn(|al) (|a] > |b]), (2.43)

erhilt man

1 . 1

_%m(w_ 7|) = —5- {1n(r>) i % <—>>ncos(m)} ) (2.44)

Um zur Losung des Neumannproblems das Greensche Theorem anwenden zu konnen,
fordert man, wie in Gleichung (2.39) beschrieben, die Greensfunktion zu finden, die
0G(z,2")/on’ = —1/27 R fiir alle Vektoren z erfiillt. Zunéchst ist

9 {—1 In(r? 4+ 7% — 21’ COS(TL’Y))}

a’l“l 47T r"=R
1 0 < 1 (re\"
I} | R e _
5 o e - 1 () cos(nw}rFR
1 1 oo n
——— ! cos(ny).

2rR 2w = R*t!
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In der oben angegebenen Entwicklung (2.44) hat der erste Term —In(r.)/27 der
Summe die gewiinschte Eigenschaft (2.39). Die Normalenableitung der verbleibenden
Summe stimmt mit der Normalenableitung der in gestrichenen und ungestrichenen
Argumenten harmonischen Funktion

f(’rv ¢)7 70[7 ¢I> = - -
tiberein. Die beiden Forderungen (2.38), (2.39) sind demnach erfiillt, falls man zur
freien Greensfunktion —f/(27) addiert. Weiterhin hat man jedoch noch die Freiheit,
eine Konstante C' zu dieser Funktion zu addieren. Wihlt man speziell C' = — In(R),
so erkennt man in —In(R) + f die Reihenentwicklung (2.44) fir r~ = R und
r- = r'r/R wieder. Als Endergebnis erhélt man damit die Greensfunktion fiir das
Neumannproblem

Gx(ro0nr') = i) = 55 1) coston)]

25\
_ % {m(R) _ nfjl% (%)n cos(m)} (2.45)
_ _ﬁ{ In(r + 1 — 2rr' cos(d — )

+ In <R2 + 7222 — 27 cos(¢p — ¢')> } . (2.46)

Fiir den speziellen Fall einer Neumannrandbedingung der Form

i(6) = £ (606~ 60) —5(6— b)) (2.47)

die fiir eine konstante Leitfdhigkeitsverteilung ¢ = 1 eine Situation beschreibt, in der
ein Strom iiber eine punktférmige Elektrode bei ¢q in das Gebiet einfliefit und iiber
eine zweite punktformige Elektrode bei ¢, wieder abfliefit, erhilt man als Losung
des Potentialproblems bei Abwesenheit innerer Quellen

-1
u(r,¢) = 5 (ln(r2 + R* —2rRcos(¢ — ¢p)) — In(r? + R* — 2r R cos(¢ — ¢1>>) :
T
(2.48)
Fiir die Randwerte von u folgt somit

1 . 1—-cos(p—¢1)
— In .
21 1 —cos(¢ — )
Das Potential besitzt damit an den Orten der Elektroden logarithmische Singula-

ritdten. Diese Situation entschérft sich jedoch, wenn man die endliche Ausdehnung
der Elektroden beriicksichtigt.

u(R, ) = (2.49)

Weiterhin wird aus Gleichung (2.45) ersichtlich, daf im Falle des Einheitskreises
die Funktionen .

sinng , n>0
T(¢) = (2.50)

cosng , n<0

SI-5
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fiir eine Leitfahigkeitsverteilung o = 1 Eigenfunktionen der Neumann-nach-Dirichlet
Abbildung A, sind, denn es gilt

/027r GN (’I“, d)v 7"[7 ¢I) |T':1Tn(¢l) d¢l
_ __/%{m 3 Lo w—¢w}awvm'

— /27r io: ir (cos(mae) cos(ma') + sin(mae) sin(mae’)) 7, (¢') de'
_ L I (0) =3 irn(gz)). (2.51)

7] 7]

Die abgeleiteten Eigenwerte 1/|n| verdeutlichen, daf§ die kleine Variation einer
vorgegebenen dufleren Stromdichte zu einer kleinen Verdnderung der resultieren-
den dufleren Potentialverteilung fiihrt, wihrend eine Umkehrung der Aussage nicht
moglich ist. Dies ist auch der Grund, weshalb man in der elektrischen Impedanzto-
mographie méglichst Stréme anlegen und resultierende Spannungen messen sollte.

2.6.4 Das dreidimensionale Potentialproblem

Wie in der Einleitung angesprochen, bezieht sich ein weiteres wichtiges Anwendungs-
gebiet der elektrischen Impedanztomographie auf die Untersuchung des Halbraumes
Q= {(x,y,2)|z > 0}. Fiir eine konstante Leitfahigkeitsverteilung reduziert sich das
Problem auf die Lésung der Laplacegleichung A¢ = 0 in €2. Mit dem Produktansatz

o, y,2) = X(x) Y(y) Z(2) (2.52)
erhdlt man die drei entkoppelten Differentialgleichungen

1d*X , 1a&Y , 12z,
Xde = vap - zam st

Somit ist
¢($7 Y, Z) - / / eiiklx eiika e Vv FAkS 2 f(kl, kz) dky dks (253)

die allgemeine Losung der Laplacegleichung in €2 mit verschwindendem Potential
fir 2 — oo. Die Funktion f(ki,ks) dient der Beschreibung der Randbedingungen
auf 0Q = {(z,y,2)|z = 0}. Zunéchst sollen nur reine Neumannrandbedingungen
betrachtet werden. Dazu untersucht man am geeignetsten den Fall einer einzigen
Punktelektrode, {iber die der Strom 1 einflieft. Wegen der geforderten Stromerhal-
tung wird die abgeleitete Losung garantieren, dafl der Strom im Unendlichen abflief3t.
Man betrachtet also die Stromdichte

ad)(:c,y,Z) — 5(2)(

o T—3). (2.54)

j(f>:j(a:7y>:_ -

Das Minuszeichen riihrt dabei von dem in negative z-Richtung zeigenden Normalen-
vektor auf 0f2.



2.6 Losung der Laplacegleichung fiir spezielle Félle 21

Mit -
1 ei(kl xo+ko yo) 1 ei<k¢,fo>
f(klv k2> = =

2m)? e+ ke @) k2 4 k3

erhédlt man die gesuchte Funktion

i<E,53'0>

o(x,y,2) = 1 /oo /OO iR VAT - — dky dk,

(2m)? V13

da eine Berechnung der zugehorigen Randstromdichte zu einer Darstellung der §-
Distribution fiihrt:

o0p(x,y, 2 1 © oo L e o L.
B ¢(8zy >|Z0:(27r)2/ [ ¢TI @l = 0@(i — &)

Zur Ausfiilhrung der Integration wechselt man zu ebenen Polarkoordinaten und
erhélt mit k& = ||

1 oo 2w —ik |Z—Zo| cos b —kz
¢(x,y,2>=—(2ﬂ)2/0 /0 e~k E=Tol cosb k2 ;.

Die #-Integration liefert als Ergebnis [30]
27 A
/ e~k |E=30 030 qg — o Ji (k|7 — To)).
0

Hierin ist Jy die Besselfunktion erster Art 0-ter Ordnung. Als Endergebnis erhélt
man nach der ebenfalls moglichen Ausfithrung der k-Integration [30]

1 1
27 \/(a?— 7o)2 4.2

o(x,y,2)

Die Potentiallosung ¢(x, y, z) fiir eine beliebige auf 02 anliegende Neumannrandbe-
dingung j(x,y) lautet damit

L Y J(@'y') da'dy
R REY B By rar e e e G

Eine alternative Ableitung dieses Resultats mit Hilfe des Greenschen Theorems
ist ebenfalls moglich. Damit verbunden wird ein sehr wichtiges Konzept zur Lésung
vieler weiterer Probleme erldutert, die Methode der Spiegelladungen.

Die Anwendung des Greenschen Satzes (2.37) erzwingt zunéchst eine geeignete
Einschréinkung des Halbraums. Eine mdgliche Wahl stellt eine Halbkugel mit hin-
reichend groflem Radius R dar:

Q= {(z,y,2)|2* +y* +2* < R*, 2>0}. (2.56)

Es ist jedoch problematisch eine Greensfunktion zum Neumannproblem zu finden,
die die Bedingungen (2.38),(2.39) erfiillt. Die Forderung (2.39) nach einer Konstanz
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der Normalableitung der Neumanngreensfunktion auf der Oberfléche ist jedoch nicht
die einzige Moglichkeit zur Verwendung des Greenschen Theorems fiir das Neumann-
problem. Die Funktion

1 1

Gn(F,T) = = 7 T N TS (2.57)
erfiillt auf einem Teil der Randflache, ndmlich auf
09), = {(z,y,2) 2> +y* < R*, 2=0}, (2.58)
die Gleichung
aai],v (Z,7) =0 ,7€Q, e (2.59)

Die Konstruktion der Funktion (2.57) ist physikalisch motiviert. Der zu der freien
Greensfunktion 1/(4r |# —'|) addierte und in £ harmonische Term stellt die Poten-
tialverteilung einer Spiegelladung dar. Diese hat im Falle des Dirichletproblems das
umgekehrte Vorzeichen, damit die Greensfunktion am Rand (0€2); verschwindet. Im
Falle des Neumannproblems bleibt das Vorzeichen der Spiegelladung erhalten, damit
der Fluf des Potentials durch die Ebene z = 0 Null wird.

Um das Greensche Theorem zur Losung des Neumannproblems fiir den Halbraum
anwendbar zu machen, miissen allerdings Forderungen an die Potentialverteilung
gestellt werden. Fordert man fiir grofle |Z| das asymptotische Verhalten

O(T) o |Z7% ,a >0, (2.60)

so verschwindet fiir einen hinreichend grofien Radius R in Gleichung (2.37) das
Oberflichenintegral iiber der Halbkugel und man erhilt

9p(7')
on/

ot = - [ oxeanso@a + [ {ov)

99 (7')
on'

- —/ Gn(7, ) A (T AV +/ Gn (7, 7) ds'. (2.61)
(9] (89)1

Die so abgeleitete Losung rechtfertigt die Bedingung (2.60) sicher fiir eine lokali-
sierte Verteilung A¢. Fiir den Fall A¢ = 0 ergibt sich bei vorgegebener Neumann-
randbedingung j durch Anwendung von Gleichung (2.61) unmittelbar das aus dem
Separationsansatz abgeleitete Ergebnis (2.55).

Die Methode der Spiegelladungen erlaubt es, weitere interessante Spezialfille zu
betrachten.

2.6.5 Losung des Potentialproblems bei zusétzlichen Rand-
bedingungen
Bisher wurde nur die stark idealisierte Situation des unendlich ausgedehnten Halb-

raums untersucht. In der Realitdt mufl man bis auf wenige Ausnahmen (in geophysi-
kalischen Untersuchungen kann man die Erdoberfliche sicherlich als quasi unendlich
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Abbildung 2.1: Spiegelstrome

ausgedehnt auffassen, ebenso kann man die gesamte Erde als Halbraum unter dieser
Ebene ansehen) jedoch Stérungen dieser Situation untersuchen.

Der néchst einfachere Fall liegt vor, wenn eine Lésung der Laplacegleichung im
Raum Q, = {(z,y,2)||z| < a,z > 0} gesucht ist. Dabei soll weiterhin die duflere
Stromdichte nur in 09,1 = {(z,y, 2)| |z| < a, z = 0} von Null verschieden sein. Es
soll also kein Strom durch die Begrenzungsebenen x = +a flieen. Im Unterschied
zu dem bisher behandelten Problem lautet die Neumannbedingung nun:

ool 00|
az - - j(l‘,y), ax —ta - 0 (262)

Eine Moglichkeit, um zum Ergebnis zu gelangen, fithrt wiederum iiber den Sepa-
rationsansatz ¢(x,y, 2) = X(x)Y(y) Z(z), der zu drei entkoppelten Differentialglei-
chungen in €2, fithrt. Es ist in dem hier vorliegenden einfachen Fall aber wiederum
moglich, die Methode der Spiegelladungen zu verwenden. Die Idee ist, die auf 0€2, ;
anliegende Stromdichteverteilung j an den Ebenen x = 4a mehrfach zu spiegeln,
um dadurch die gewiinschten Randbedingungen zu erzeugen. Genauer gesagt ist es
Ziel des Verfahrens, eine harmonische Funktion im gesamten Raum €2 zu bestimmen,
die im Teilraum €, die Grenzbedingungen (2.62) erfiillt.

Die Vorgehensweise zur Bestimmung der Spiegelstrome geschieht dabei in volliger
Analogie zum Potentialproblem einer Ladungsverteilung zwischen zwei parallelen,
unendlich ausgedehnten, geerdeten, ebenen Platten, wie Abbildung (2.1) verdeut-
licht.

Ausgangspunkt der Betrachtung sind zwei Elektroden, die in der z = 0-Ebene zwi-
schen © = a und x = —a liegen. Durch eine der Elektroden soll der Strom +1 einge-
speist werden. Dieser flieft durch die zweite Elektrode wieder ab. In der Abbildung
ist dies durch die Elektrodenkonfiguration 3 dargestellt. Um der Randbedingung fiir
r = +a zu geniigen, wird die gespiegelte Stromdichte 4 verwendet. Verteilung 2
soll die gewiinschte Randbedingung fiir + = —a garantieren. Damit ist das Problem
jedoch noch nicht gel6st, da die hinzukommenden Stromdichteverteilungen jeweils
auf “der anderen Seite” wieder fiir Probleme sorgen. Zur Kompensation wird Ver-
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teilung 2 an der Ebene x = +a gespiegelt, was Verteilung 5 ergibt. Ebenso sind die
beiden Elektroden bei 1 die an x = —a gespiegelte Verteilung 4. Allgemein fiihrt
die Spiegelung einer Stromdichteverteilung j(z,y) an der Begrenzungsebene x = a
zu einer Spiegelverteilung j,1(x,y) = j(2a — x). Entsprechend fiihrt die Spiegelung
an der Ebene x = —a zur Verteilung j;1(z,y) = j(—2a — x). Die Korrekturen in
zweiter Ordnung haben die Form j,o(x,y) = j(4a + x) bzw. jio(x,y) = j(—4a + x)
und man findet als Korrektur in i—ter Ordnung

grile.y) = j(2ia+ (=1) ),
juilzyy) = j(=2ia+ (=1)"tz).

Die urspriingliche Stromdichteverteilung wiederholt sich demnach in Schritten von
2a zum einen Teil an der Ebene x = 0 gespiegelt, zum anderen Teil ungespiegelt.
Ob die aus den unendlich vielen Stromkonfigurationen resultierende Potential-
verteilung iiberhaupt existiert und, falls ja, wie grof3 die Konvergenzgeschwindigkeit
ist, hingt dabei entscheidend von der Ausgangsverteilung j(x,y) ab.
Entscheidend ist dabei das asymptotische Verhalten der zugehérigen Potential-
16sung, was man am besten durch eine Multipolentwicklung untersucht.
Dazu schreibt man die Losung des Potentialproblems fiir den Halbraum (2.55) in
der Form

) [ (') 8(2) da' dy' d2'
e /_Oo /_°° /_°° Je—a2+@—y)2+(-2)? (2.63)

Gleichung (2.63) zeigt die Analogie zu elektrostatischen Problemen, indem man
sich Stromdichteverteilungen auf Elektroden als Flachenladungsdichten vorstellt.
Die Multipolentwicklung einer Potentialverteilung lautet:

" q p-7 1 T
O T o iy 2.64
¢(J") r + 7"3 + 2 %:Q] T5 ( )

Die Gesamtladung ¢ der gedachten Flachenladungsdichte ist hier Null, was eine
Konsequenz aus der Stromerhaltung ist. Monopolmomente der Potentialverteilung
wiirden die Methode der Spiegelladung auch nicht méglich machen, da hier die be-
trachtete Reihe nicht konvergieren wiirde. Man kann demnach beispielsweise niemals
iiber eine Elektrode einen Strom in den Halbraum flieen lassen und diesen durch
Spiegelladungen bis ins Unendliche in einem Kasten einsperren. Beziiglich eines Re-
ferenzpotentials von Null im Unendlichen wére das dazu benétigte Potential auf der
Elektrode unendlich grof.

Um die Frage zu kldren, ob bei verschwindendem Monopolmoment die Konver-
genz der aus den Spiegelladungen erzeugten Reihe von Potentialfunktionen gegeben
ist, schatzt man die Ausgangspotentialverteilung zunéchst folgendermafien ab:

C
H(T) < s Vi: |Z =r>R.

Dies ist fiir ein festes R > 1 durch die Wahl einer geeigneten Konstante C' immer
moglich.
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Aufgrund der Tatsache, dafl die Spiegelverteilungen in regelméfligen Abstéinden
von 2a erscheinen und die obige Abschéitzung fiir jede Spiegelverteilung zuléssig ist,
ist damit auch die Existenz des zugehorigen Potentials gesichert.

Fiir grofe Entfernungen wird das Verhalten der Potentialverteilung vor allem
durch das Dipolmoment

1
ﬁ: _/Q flj(afl,yl) 5(ZI> d3£C'

und den Tensor des Quadrupolmoments

Qi = o [ (Brta} —126,) (', ') (=) P’ (2.65)
T Jo
bestimmt.

Ideal fiir eine schnelle Konvergenz des Verfahrens sind offensichtlich Stromdich-
teverteilungen j(z,y) mit moglichst vielen verschwindenden niedrigen Multipolmo-
menten der zugehorigen Potentialverteilung. Im Falle einer Quadrupolverteilung lau-
tet das Verhalten fiir groe Abstéinde ¢(r) oc 1/r3, wodurch die oben formulierte
Methode sehr schnell konvergieren sollte. Damit kann man auch folgern, dafl die
Potentiallosungen zu solchen Stromverteilungen sich bei einer kleinen Variation der
Randbedingungen stabil verhalten. Dies kann in der Praxis von grofler Bedeutung
sein, falls eine genaue Beschreibung der Randbedingungen nicht mdoglich ist. Nach-
teilhaft ist dann jedoch, dafl Informationen iiber die Leitfdhigkeitsverteilung, fiir die
man sich letztendlich interessiert, vor allem in unmittelbarer Ndhe der Oberfliche
2z = 0 gewonnen werden, wie in der Folge noch deutlich werden wird.

Ist das betrachte Gebiet quaderférmig, existieren also zusétzlich zur oberen
Randbedingung in z-Richtung noch weitere Bedingungen der Form |y| < b, 0 <
2 < ¢, so laBt sich auch hier die Methode der Spiegelstrome anwenden. Dazu wird
die gesamte oben konstruierte Stromdichteverteilung zunéchst geeignet an den y-
Grenzen des Gebiets mehrfach gespiegelt. Danach lassen sich die Randbedingun-
gen in 2-Richtung behandeln. Das Verfahren der Spiegelstrome hat gegeniiber der
Lésung des Problems durch einen Potenzreihenansatz den groflen Vorteil, dafl die
in der Losung auftauchenden Terme physikalisch interpretierbar sind. Weiterhin ge-
winnt man auf einfache Weise eine Vorstellung dariiber, wie Variationen in den
Randbedingungen die Potentiallosung beeinflussen.

2.6.6 Metallische Leiter und Nichtleiter

Aus der Variationsformulierung des EIT-Problems aus Abschnitt 2.5 geht hervor,
dal nur durch die Forderung einer nach oben und unten beschrinkten positiv-
definiten Leitfdhigkeitsverteilung garantiert werden kann, dafl eine eindeutige Lo-
sung des Potentialproblems existiert, die stetig von der &ufleren Neumannrandbe-
dingung abhéngt. Dies wird aber erst im Anhang B dieser Arbeit in einer ausfiihr-
licheren Formulierung des Variationsproblems deutlich.

Im Falle der Existenz eines metallischen oder nicht leitenden Korpers ist man da-
zu gezwungen, das Problem dahin gehend umzuformulieren, dafl man den Stérkérper
aus dem betrachteten Gebiet ausschliet und an dem so entstandenen zusédtzlichen
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Rand neue Randbedingungen formuliert. Jetzt und in der Folge soll dabei unter
einem metallischen Leiter ein idealer Leiter verstanden werden.

Fiir einen nicht leitenden Storkorper ist aus der physikalischen Anschauung un-
mittelbar klar, dafl kein Strom durch den Kérper flieft und damit als zusétzliche
Randbedingung eine verschwindende Neumannrandbedingung zu fordern ist. Fiir
den Fall des metallischen Leiters erwartet man im Storkorpergebiet eine konstan-
te Potentialverteilung, was wegen der Stetigkeit des Potentials auf eine zusétzliche
Dirichletrandbedingung fiihrt.

Als Beispiel kann man eine metallische Kugel in einem Gebiet €2 betrachten. Die
Kugel K (%), deren Mittelpunkt sich am Ort #, befindet, habe den Radius e.

Wie oben erldutert ist es sinnvoll, das Gebiet €, := Q\K(¥) zu betrachten.
Der Rand des so definierten Gebietes besteht aus dem Rand 02 des urspriinglichen
Gebietes 2 und dem durch den Ausschnitt der Kugel verursachten Rand 02

0 = 00 U 0Q.

Zu fest vorgegebener Neumannrandbedingung auf 02 lautet das Potentialproblem
also nun

Aqb(f) = 0 T e Q,

9¢ :

27 = i(z e o0

Y@ = i@ reon
o(Z) = const. &€ 0.

Betrachtet man die in {2 harmonische Funktion ¢y, die auf 092 die gewiinschte Neu-
mannrandbedingung j liefert, so ist die Funktion

G : Y — R, ¢u(7) = ¢o(7), ¥ €

ebenfalls in 2; harmonisch und erfiillt auf 02 die gleiche Neumannbedingung wie ¢.
Die geforderte konstante Potentialverteilung auf 0€)j ist aber noch nicht gegeben.
Eine Losung des Problems findet man im Falle des Halbraums Q2 = {(z, y, 2)|z > 0},
indem man, wie schon zuvor, mit Ladungsverteilungen auflerhalb des Gebietes 0€;,
also auch innerhalb der ausgeschlossenen Kugel K (7)), arbeitet.

Dazu definiert man das Koordinatensystem K, dessen Ursprung sich im Zentrum
der Kugel befinden mdge. Beziiglich dieses Systems lautet die Potentialverteilung

0o (Z') 1= do(T + &) = ().

Gesucht sind nun die Multipolmomente der Ladungsverteilung im Inneren der
Kugel, die zu einem dufleren Feld ¢y, fithren, das die Potentialverteilung ¢, richtig
korrigiert. Dazu soll in gestrichenen Kugelkoordinaten zunéchst gelten

Drorr (6,0, 0") = =0 (€,0', )+ < ¢y >a0, - (2.66)

Hierin stellt < ¢ >sq, das iiber die Kugeloberfliche gemittelte Potential dar.
Da die Korrekturpotentialverteilung ¢y, durch eine geeignete Ladungsvertei-
lung im Innern der Kugel erzeugt wird, kann man im Auflenraum der Kugel folgende

Darstellung fiir ¢, wéhlen:

Gronn (11,60, ) i El: (. 6 (2.67)
k:orr ) 2l 4 1 ,rll-i—l : ’

=0 m=—1
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Hierin bezeichnen die Y}, die Kugelflichenfunktionen, die die folgenden Orthonor-
malitéts- und Vollstdndigkeitsrelationen erfiillen:

T 2
/ o [ do sin(0) Y (6, 0)Yim (0,6) = G106y (2.68)
0 0

i SYE(0,0)Yin(0,¢) = 6(¢— ¢)d(cosf — cosd'). (2.69)

=0 m=—I
Mit der Forderung (2.66) erhélt man

2l 1 I+1 s 2w
o = A / e’ / ¢’ sin(0)Y (0, &) (D) (e, 0,8 )— < & >o0, ).
0 0

47
(2.70)
Wegen Yy = 1/v/4m verschwindet das Monopolmoment ¢qo. Damit hat das Korrek-
turpotential die Form

o0 [

T 27
Grore (7,0, 8) = =3 3 ( / dg" / " sin(0")Y7, (6", ¢")
I=tm=— "0 0
Yim (', ¢')e*!
(6(e. 0", 6")~ < 6 >o0,) ) ="y (2.71)
Die Funktion ¢; := ¢}, + ¢}, erfiillt nun auf 0Qy die geforderte Dirichletrandbe-

dingung, denn das so konstruierte Potential ist am Rand der Kugel konstant und
nimmt den Wert < ¢ >gq, an. AuBlerdem ist ¢; im gesamten Gebiet €2; harmonisch.
Allerdings ist die geforderte Neumannrandbedingung auf 0S2 verletzt. Dies hat man
durch eine Spiegelung der Ladungsverteilung in der Kugel an der z = 0-Ebene zu
kompensieren, was dann wiederum die Situation auf der Kugel stort. Durch weitere
Korrekturen und Spiegelungen né&hert man sich jedoch immer mehr der gesuchten
Potentiallosung. Eine besonders schnelle Konvergenz erzielt man fiir einen weit von
der z = 0-Ebene entfernten kleinen Storkorper.

Richtet man, wie in Abbildung (2.2) das Koordinatensystem K’ so aus, dafl bei
Abwesenheit des kugelformigen Storkorpers mit Zentrum 7y die z’-Achse in Rich-
tung des Gradienten Vo (Zy) zeigt, kann die Potentialverteilung im gestrichenen
Koordinatensystem in guter Naherung in Kugelkoordinaten bis auf eine Konstante
folgendermaflen geschrieben werden:

/ ! / ! — / / 4 = ! / /
oo(r', 0, ") = |Voo(Zo)|r cosd = §|V¢)g(x0)|r Yio(6', ¢'). (2.72)

Diese Gleichheit gilt umso besser, je kleiner der Radius € und je glatter die ungestorte
Potentialverteilung am Ort der Storung ist. Das Potential auf der Kugeloberfliche
hat damit den Wert \/% |V o(Zo)| € Yio (6, ¢').

Wegen der Orthonormalitéit der Kugelfldchenfunktionen ist das Korrekturpoten-
tial also nach Gleichung (2.71) in dieser N#herung ein reines Dipolpotential der

Form
4 L Y(e
S ,0.61) = [T & [Vin(i)| 2T 2), (2.7
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=1

Abbildung 2.2: Orientierung des Koordinatensystems K’

Nun kann man auch den Einflul der zur Erhaltung der Neumannrandbedingung auf
002 anzubringenden Spiegelladung am Ort der Kugel abschéitzen. Dazu dquivalent
kann man das Korrekturfeld ¢, am Ort & der Spiegelladung betrachten. Fiir
einen Abstand d der Kugel zur z = 0-Ebene erhélt man

3

IV oy ()] < 2 Ven(@0)] (55) (274

Bei hinreichend groflem Abstand der Stérung von der Meflebene und kleinem

Volumen des Storkorpers konnen also hohere Korrekturen komplett vernachléssigt

werden. Auf der Meflebene sind die Beitrdge der Korrektur aus der Ladungsver-

teilung im Inneren der Kugel und der Spiegelverteilung identisch. Man erhélt in
ungestrichenen Koordinaten

_263v¢0(f0> . (f— f{))
|7 — &3

¢korr(f>|z:0 = ,f € 0f). (275)

Die hier betrachtete metallische kleine Kugel gibt eine Vorstellung dariiber, welche
Anderungen in der Potentialverteilung beispielsweise in der Mammographie besten-
falls von einem kugelférmigen Tumor zu erwarten sind.

Die Untersuchung eines kleinen kugelférmigen Nichtleiters geschieht in volliger
Analogie. In diesem Fall ist klar, dafl kein Stromflufl in die Kugel stattfinden darf.
Der durch die Kugeloberfliche fliefende ungestorte Strom ist nach Gleichung (2.72)
in gestrichenen Koordinaten:

" . 47 .
Vigo(r', ', ) - = [Vo(To)| cos = /== [Veo(To)| Yro(¢, ).
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Wiederum dient ein durch eine Ladungsverteilung im Inneren der Kugel erzeugtes
Dipolpotential zur gewiinschten Korrektur:

dr Y0, ¢ 1 /3 .
¢;corr(r17917<10[) = ?C]w% y 10 = 5 E€3|V¢U(l’0)|. (276)

Unter Beriicksichtigung der Neumannrandbedingung auf 02 durch eine Spiegella-
dung erh&lt man in ungestrichenen Koordinaten die Korrekturpotentialverteilung
auf der Meflebene

€3v¢0(l_"0) . (l_”— .’fg)

|7 — |3

¢korr (f> |z:0 —

,F €09, (2.77)

Die beiden hier diskutierten Fille einer ideal leitenden bzw. nichtleitenden Kugel
in einem Medium mit konstanter Leitfdhigkeit konnen ebenso als Grenzfille einer
Situation angesehen werden, in der die Leitfdhigkeitsverteilung o in einem Gebiet €2

die Form
k , e KCQ
“@)—{o T eO\F (2.78)

mit einer Konstanten 0 < x # 1 hat [33],[12]. In der Folge soll nk die &uflere Normale
auf K und nq die duflere Normale auf (2 bezeichnen. Fiir eine Stromdichteverteilung
f € £2(09) kann man dann das Randwertproblem folgendermafien charakterisieren
[12]:

Ap(z) = 0 ,2€Q\OK,  (2.79)
9¢

5o (1) = fla) oedn, (2.80)
Q
,}Hﬁh (p(x + hng) —¢(x —hng)) = 0 ,x €K, (2.81)
lim <a¢($ +hng) ,{agi)(x _ hnK)) = 0 ,r € 0K, (2.82)
h—0+ ong On
/ ods = 0. (2.83)
20

Gleichung (2.81) garantiert die Stetigkeit der Potentiallosung. Als Folge der Strom-
erhaltung ergibt sich (2.82). Diese beiden Gleichungen, die die Grenzbedingungen
an der Trennfliche der beiden verschiedenen Medien bestimmen, werden durch drei
weitere Gleichungen erginzt, die aus dem Randwertproblem zur Laplacegleichung
bekannt sind.

Eine mogliche Vorgehensweise zur Bestimmung einer approximativen Losung
dieses Problems sieht wiederum zun#chst den iiblichen Ansatz

¢) = d)U + ¢k:orr

vor. Die Potentialverteilung ¢q ist im gesamten Gebiet €2 harmonisch und erfiillt
die Neumannrandbedingung (2.80). Fiir die Potentialverteilung ¢y, kann man bei
Ubergang in ein geeignetes gestrichenes Koordinatensystem, dessen Ursprung in K
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liegt,
¢;wrr(r/’ 917 ¢I> =
00 l
S A" 0,¢) . (0.0, ¢) € K
l =0 m=-1
S ST (Bun "+ Clpr” Y Y (0,6 Z(7,0,¢) € Q\K
(=0 m=—1
ansetzen.

Zur Bestimmung der unbekannten Groéflen Ay, By, Cl, verwendet man die Be-
dingungsgleichungen (2.80),(2.81),(2.82). Das Problem vereinfacht sich allerdings
enorm, wenn man es in einem Gebiet behandelt, in dem man mit Spiegelladungen
arbeiten kann. In diesem Fall setzt man By, fiir alle [ und m Null und vernachléssigt
zunéchst die Neumannrandbedingung (2.80). Dieses Versdumnis kann spéter durch
Spiegelladungen korrigiert werden.

Speziell fiir einen kugelférmigen Storkorper mit Radius e liefert dann die Stetig-
keitsbedingung (2.81)

Aij = CZ] 672].71.

Gleichung (2.82) ergibt

¢I
al

—Z (I +1)Chme Yo (0, ¢/ anAlm Ym0, 0) + (1= k)= (e, 6, ¢') = 0.

Mit Hilfe der Orthogonalitétsrelationen (2.68) fiir die Kugelflichenfunktionen erhélt
man damit abschlieflend

H—Q o aqbo
L= ! Y* 12 / . / / I.
Cig l+1+,€l / 8r’ 6,0, ¢ ) Y50, ¢') sin' db do

Fiir die Potentialverteilung ¢; aus Gleichung (2.72) bestimmt man damit

11—k 4

Cho =
1o 2—1—/{6

4
—|V

was im Limes k — oo zu dem Korrekturpotential aus Gleichung (2.73) und im Limes
x — 0 zu Gleichung (2.76) fiihrt.
Fiir kleine kugelférmige Stérobjekte erhélt man damit immer in erster Ordnung
eine Potentialdnderung in Form eines Dipolpotentials. Der Faktor
11—k

- 2.84
o= (2.84)

ermoglicht einen Vergleich zwischen kugelférmigen Objekten mit einer endlichen
Leitfahigkeit x und metallisch- bzw. nichtleitenden Ko6rpern gleicher Form. Bei-
spielsweise ist fiir eine hinreichend kleine Kugel mit 10-facher Leitfdhigkeit ihrer
Umgebung die Potentialdnderung am Rand im Vergleich zu einer metallischen Ku-
gel betragsméfig nur um einen Faktor 3/4 geringer.
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Die hier durchgefiihrten Rechnungen lassen sich zumindest fiir metallische Stor-
koérper problemlos auf kompliziertere Objekte ausweiten, sofern man deren Oberfla-
che durch Kugelkoordinaten parametrisieren kann. Dazu mufl man jedoch fiir eine
gegebene Parametrisierung €(#’, ¢') Gleichung (2.66) folgendermafien verallgemei-
nern:

¢;~corr(€(9,7 ¢,>7 9/’ d),) = _¢6 (6(9,7 ¢,>7 9/’ d)l) + [¢6]89K7 (2'85>
m 2
[ o [ o sino (@', ) 6i(e(, 0),0', )
0 0 s 2
/ a6 / ¢’ sin 0 e(d, &)
0 0

[%]agK = . (2-86)

Hiermit ist sichergestellt, dafl das damit abgeleitete Korrekturpotential keinen
Monopolanteil besitzt.

Das analytisch noch am besten zu behandelnde etwas anspruchsvollere Objekt
ist ein Rotationsellipsoid, dessen Oberfléche fiir drei feste Konstanten a, b, ¢ implizit
durch die Gleichung

IZ y2 22

§+—+§:1 (2.87)
gegeben ist.

In Kugelkoordinaten kann man damit die Oberfliche folgendermaflen parametri-
sieren:

€(0,0) = \/(a2 cos? ¢ + b2 sin? ¢) sin? 6 + c2 cos2 f.

Aus den Gleichungen (2.85), (2.67) und bei Ausnutzung der Orthogonalitdt der
Kugelflachenfunktionen ergeben sich in diesem Fall die Multipolmomente ¢, der
Potentialanderung ¢pq. zu

2 1 ™ 27 I+1
Gm = — L+ / ao’ / d¢’ <\/(a2 cos? ¢ + b2 sin® ¢) sin? § + ¢2 cos? 9)
0 0

4
sin(6") Y, (0", @) (D (€, ', &) — [Pplons)- (2.88)

Im Gegensatz zu Gleichung (2.70) hat man hier die Winkelabhéngigkeit von € zu
beachten, das nicht aus dem Integral gezogen werden darf.

In wie weit die hier bestimmten Korrekturpotentiale tatsdchlich bereits in nied-
rigen Ordungen sinnvolle Ergebnisse liefern, soll nun untersucht werden. Dazu kann
man nochmals eine metallisch leitende Kugel in einem ansonsten homogen leiten-
den Medium im Halbraum betrachten und fiir das Verhéltnis €/2d aus Gleichung
(2.74) Werte ansetzen, die nicht mehr wesentlich kleiner als eins sind. In diesem
Fall sind zum einen hohere Multipolmomente zu beriicksichtigen. Zum anderen er-
zwingt die Potentialverteilung, die durch die an der Ebene 2z = 0 gespiegelte La-
dungsverteilung entsteht, weitere Korrekturen. Die Groflenordnungen der einzelnen
Beitrége zur Potentialdanderung lassen sich an einzelnen Beispielen veranschaulichen.
Dazu betrachtet man eine Punktelektrode auf der z = 0-Ebene an den Koordinaten
(x = 0,y = 0), iiber die der Strom I = 1 in den Halbraum einflieit. Der Strom
fliele an einer weiteren Elektrode, die sich in grofler Entfernung zur ersten befinde,
wieder ab. Da es sich hier idealisiert um eine Punktelektrode handeln soll, ist damit
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fiir eine homogene Leitfahigkeitsverteilung von ¢ = 1 in der N&he der Elektrode die

Potentialverteilung
1 1

) = o T
gegeben. Auf eine Beriicksichtigung der Elektrodenbreite und die damit verbunde-
ne Anderung dieser Potentialverteilung wird im niichsten Kapitel eingegangen. An
dieser Stelle soll nur die durch einen ideal leitenden kugelférmigen Storkorper ver-
ursachte Potentialdnderung interessieren, die im wesentlichen von einer Elektroden-
modellierung unabhéngig ist, sofern sich der Stérkoérper in hinreichendem Abstand
zur Elektrode befindet.

Die folgenden Beispielrechnungen beziehen sich auf eine Kugel, deren Mittel-
punkt sich am Ort (z,y,2) = (2,0,6) befindet. Es werden die vier verschiedenen
Radien 0.5, 1,2 und 3 betrachtet. In Abbildung (2.3) sind zu jedem dieser Félle drei
Kurven abgebildet.

c = [ =

S R=0.5 < R=1

= =

O 0 ) 0

£ =

g -5 110° {0 - 0.00005

— - 0.00001 —=

2 2 - 0.0001

— - 0.000015 =

© - 0.00002 T - 000015

= < \

@ - 0.000025 G - 0.0002 y

IS o =

a 10 5 0 5 10 a - 10 -5 0 5 10
X X

C = C =

I3 R=2 5 R=3

@ 0 5] 0

S - 0.00025 < o001

W - 0.0005 W - 0.002

g - 0.00075 N E - 0.003

c 0.001 N\ 'C - 0.004

5 - 000125 \ / 3 - 0.00s

s o.oc1>$5 7 £ - 0.006

g - 000175 S 007

a 10 5 0 5 10 0

Potentialdnderung ohne Beriicksichtigung der Spiegelladungskorrektur

Potentialdnderung ohne Beriicksichtigung des Quadrupolmoments

Potentialdnderung bei voller Beriicksichtigung der Korrekturen

Abbildung 2.3: Durch eine ideal leitende Kugel verursachte Potentialdnderung fiir
verschiedene Kugelradien R

Die durchgezogene Linie stellt die beste Approximation an die resultierende Po-
tentialdnderung dar. Hier sind zur Bestimmung der Korrekturverteilung ¢, alle
Dipol- und Quadrupolmomente berticksichtigt. Weiterhin wurden die Auswirkungen
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des Potentials der Spiegelladungsverteilung am Ort der Stérung untersucht. In allen
hier betrachteten Féllen fiihrte dies im wesentlichen nur zu einer kleinen Korrektur
des urspriinglich angesetzten Dipolmoments ¢y.

Die Vernachlissigung dieser “Spiegelladungskorrekturen” liefert somit Anderun-
gen der Potentialverteilungen, die nur fiir die gréfleren Kugeln mit Radien 2 und 3
sichtbar sind.

Einen erheblich schwereren Fehler begeht man, wenn man die Multipolentwick-
lung (2.71) bereits beim Dipolmoment abbricht. Die reine Dipolkorrektur ist in den
Abbildungen ebenfalls dargestellt. Vor allem fiir die grofite der vier Kugeln ist dem-
nach eine Anwendung von Gleichung (2.75) zur Bestimmung der verursachen Po-
tentialdnderung am Rand nicht zuléssig.

Abschlielend kann man noch untersuchen, in welchem Verhéltnis zueinander die
vier Potentialdnderungen zu den vier unterschiedlich grofien Stérobjekten stehen.
Vergleicht man die Kurven zunéchst in groffer Entfernung zur Stérung, so zeigt sich,
daf sich die Werte der Potentialinderung im Verhéltnis wie die vier unterschiedli-
chen Volumina der Kugeln verhalten. Dies ist verstindlich, da fiir die Untersuchung
des asymptotischen Verhaltens eine alleinige Betrachtung der Dipolmomente aus-
reicht, und nach Gleichung (2.70) das Dipolmoment der Korrekturladungsverteilung
im Innern der Kugel proportional zu €? ist. Gleicht man durch eine Umskalierung
das asymptotische Verhalten der vier Kurven an, so bleiben jedoch in unmittelba-
rer Ndhe zum Stérobjekt Unterschiede in den Potentialverldufen zu erkennen. Dies
veranschaulicht Abbildung (2.4).

-

2

5 o

< -0.001!

W 0.002|

O . ,

2 -0.003

< -0.004

‘© - 0.005/

C . 0.006/ a

8 3

O -0.007L. ‘ | §

a - 10 -5 0 5 10
X

Abbildung 2.4: Vergleich der Korrekturpotentiale

Dargestellt sind die umskalierten Potentialfunktionen ¢, deren asymptotisches
Verhalten iibereinstimmt. Der Index R bezeichnet den Radius des zugehorigen Stor-
korpers. Deutlich sichtbar unterscheiden sich demnach die Korrekturpotentiale fiir
die Kugeln mit Radius 0.5 und 1 annihernd nur durch einen Faktor (0.5/1)3, den
Faktor also, der das asymptotische Verhalten der beiden Kurven angleicht. Fiir
grofere Storkorper gewinnen jedoch hohere Quadrupolmomente an Bedeutung, so
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daf} sich die unterschiedlichen Kurven auch noch nach einer Umskalierung deutlich
unterscheiden.

2.7 Einfache Impedanztomographen

An dieser Stelle ist man bereits soweit, sich die Wirkungsweise einfacher Impedanz-
tomographen klar zu machen. Mit einfach ist in diesem Zusammenhang keinesfalls
der technische Aufwand gemeint, der zur Konstruktion der in der Folge diskutierten
Geréte notig ist. Vielmehr sollen nun Tomographen betrachet werden, die unmittel-
bar, d.h. ohne eine Rekonstruktion der Leitfahigkeitsverteilung sinnvoll interpretier-
bare Bilder liefern.

Im Falle der Mammographie liegt es nahe, zunéchst einmal zu versuchen, Tech-
niken aus der Rontgendiagnostik zu kopieren. Die dort iibliche Vorgehensweise ist,
daf} die zu untersuchende Brust zwischen zwei Platten eingeklemmt wird. Durch
eine darauf folgende Bestrahlung der Brust erhédlt man unmittelbar ein Bild, dessen
Bildpunkte Aufschluf} iiber den entlang des Stahlengangs aufintegrierten Rontgenab-
sorptionskoeffizienten liefern. Zu messen ist in diesem Fall die Intensitédtsverteilung
der Rontgenstrahlung. In Analogie zu dieser Vorgehensweise konnte man versuchen,
die Rontgenstrahlung durch elektrische Stréme zu ersetzen. Die beiden Platten soll-
ten in diesem Fall moglichst dicht mit Elektroden besetzt sein. Setzt man dann die
Platten auf ein jeweils konstantes aber unterschiedliches Potential, so kann man in
Analogie zur Messung der Rontgenstrahlintensitét den iiber die Elektroden abflie-
Benden Strom messen.

Um eine Vorstellung von den mit dieser Technik zu erwartenden Bildern zu
erhalten, kann man als eine einfache Modellannahme einen Kasten mit Seitenléngen
a, b, ¢ betrachten, wie er in Abbildung (2.5) dargestellt ist.

In diesem Fall betrachtet man also das Gebiet

Q={(r,y,2)|0<zr<a,0<y<b 0<z<c}

In der Folge sollen Potentialverteilungen studiert werden, die sich dadurch ergeben,
daf} bei z = 0 bzw. z = ¢ eine Randpotentialverteilung angelegt wird und weiterhin
an den iibrigen Randflichen des Gebiets kein Stromflul nach auflen stattfindet.
Zusammenfassend betrachtet man das gemischte Randwertproblem

V(oVe) = 0,

¢(I7y70) = d)g(l',y),

¢(r,y.¢) = ¢clz,y),
9

0, x=0Ver=aVy=0Vy=h.
aon

Fiir eine homogene Leitfdhigkeitsverteilung o = 1 bestimmt man fiir ¢g = 0 und
¢. = Q die Potentialverteilung é(z,y,2) = Q/c 2. Mit den Uberlegungen aus den
letzten Abschnitten kann man sich nun klarmachen, wie sich bei gleichbleibenden
Randbedingungen die Potentialverteilung &ndert, wenn sich ein ideal leitender, klei-
ner kugelférmiger Korper im Gebiet befindet. Dazu schlieft man, wie in den vorigen
Diskussionen erldutert, die Kugel vom betrachteten Gebiet aus und erginzt eine
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T

Abbildung 2.5: Durch die Existenz eines sehr gut leitenden Objekts in einer homo-
genen Hintergrundleitfdhigkeit kommt es zu einer Biindelung des Stromflusses

auflerhalb der Kugel harmonische Potentialverteilung, die von einem in z-Richtung
ausgerichteten Dipol herriihrt. Die Dirichletrandbedingungen an den Grenzflichen
bei z = 0 und z = ¢ werden durch mehrere Spiegelladungen erzeugt. Dabei ist
zu beachten, dafl bei jeder Spiegelung ein Vorzeichenwechsel zustande kommt, da
sich die Dipolrichtung umkehrt und ein weiterer Vorzeichenwechsel zur Erhaltung
der Dirichletrandbedingung nétig ist. Zusammenfassend ist das Vorgehen in Abbil-
dung (2.6) dargestellt. Hier wird ebenfalls deutlich, dafl Effekte von Spiegelladungen
am Ort des Storobjekts tatsédchlich vernachléssigt werden kénnen, sofern dieses sich
nicht in allzu grofler Ndhe zum Rand befindet.

Fiir eine ideal leitende Kugel mit Zentrumskoordinaten (zg, 4o, 20) und Radius €
erhélt man somit bei Vernachléssigung der Neumannrandbedingungen mit den drei
fiihrenden Termen der Potentialkorrektur

—63 Q(Z - ZO)
¢korr($7yvz> ~ ’
c\/(l" —20)* + (¥ — %0)* + (2 — 20)*
. -3 Q(z + 2) -
ey (@ = 20)* + (y — 9o)* + (= + 20)?
. — Q(Z - (26 - ZU)) 5 (289)

c\/(x —29)?+ (y — 1)+ (2 — (2¢ — 20))?

Die wie gesagt hier noch vernachléssigten Neumannrandbedingungen werden durch
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¢0+¢s ’

Abbildung 2.6: Die ungestorte Potentialverteilung ¢, unterscheidet sich von der
Potentialverteilung im gestorten Fall auflerhalb des ideal leitenden, kugelférmigen
Storobjekts mit Durchmesser d im wesentlichen durch ein Dipolfeld ¢g,,.., das fiir
eine stetige Anbindung an die konstante Potentialverteilung ¢;, im Innenraum des
Objekts sorgt. Die zur Erhaltung der Randbedingungen nétigen Spiegelladungen
erzeugen eine Korrektur ¢, der Potentialverteilung, die am Ort der Stérung meist
vernachléssigbare Beitrige liefert

weitere Spiegelungen an den Ebenen x = 0,a bzw. y = 0, b erreicht.

Um die Situation zu vereinfachen wird in der Folge eine kleine Stérung der homo-
genen Leitfahigkeitsverteilung in unmittelbarer Nahe von z = 0 und grofflem Abstand
zu den iibrigen Begrenzungsflichen von €2 betrachtet. Interessiert man sich fiir die
Anderung der ohne die Stérung konstanten duBeren Stromdichteverteilung bei z = 0
in der Nihe der Stérung, so mufl man nur die in Gleichung (2.89) dominierenden
ersten beiden Terme betrachten. Die gesuchte Verteilung ergibt sich, indem man die
Normalenableitung, also in diesem Fall —d/dz, der Potentialkorrektur bildet. Man

erhalt
2¢ Q(QZS — (z — $0>2 —(y — 90)2>

5
VA + (= 20) + (y = yo)?
Die so gewonnene Randstromverteilung 148t sich bildlich darstellen, indem man die
Helligkeit eines Bildpunktes durch die Grofle der zugehorigen Stromdichte bestimmt.
Fiir zwei winzige ideal leitende Storkorper vom Radius 0.01 an den Koordinaten
(4,4,1) bzw. (4,4,3) erhdlt man damit die in Abbildung (2.7) dargestellten Dia-
gramme. Dazu kann man folgende Dinge feststellen:

(2.90)

d .
_%¢korr (l') |z:0 —

1. Die Qualitdt der Bilder ist in keinem Fall mit der Qualitdt von Rontgen-
bildern vergleichbar, sofern sich die Leitfdhigkeitsverteilung des Storobjekts



2.7 Einfache Impedanztomographen 37
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0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Abbildung 2.7: Darstellung der &uBeren Stromverteilung —d/dz ¢poprr(T)].=0
beziiglich zweier kugelformiger Storkorper an den Koordinaten (4,4,1) und (4,4,3)

ebenso deutlich von der Hintergrundverteilung abhebt, wie es beim Réntgen-
absorptionskoeffizienten der Fall ist. Dies gilt insbesondere dann, wenn sich
das Objekt in einiger Entfernung zur Meflebene befindet. In diesem Fall erhélt
man auch kaum Aufschluf iiber die genaue Grofe des Objekts. Der Faktor €
in Gleichung (2.90) sorgt nur fiir eine Erh6hung der Intensitit der gemessenen
Stromédnderung. Dies gilt zumindest fiir Radien e, fiir die die oben gefiihrte
Diskussion, die zur Ableitung von Gleichung (2.90) fiihrte, noch verniinftig
ist.

2. Die beiden gezeigten Bilder konnen nicht verdeutlichen, wie stark die Intensitét
der Stroménderung fiir verschiedene Entfernungen der Stérung zur Ebene z =
0 schwankt. Dies kann man aber unmittelbar an Gleichung (2.90) ablesen. Fiir
x = xo und y = yo, also am Ort der maximalen Stromdichtednderung findet
man

d = 463 Q
_E%O’"’"(w”ﬁ&w:wo,y:yo = ﬁ

Der durch die gemessene Stromverteilung sichtbare Effekt eines kleinen Storob-
jekts nimmt damit proportional zur dritten Potenz des Abstandes dieses Ob-
jekts zur Meflebene ab.

Aus beiden Punkten der Aufzdhlung geht deutlich hervor, daf§ sich die Chancen
auf erfolgreichen Einsatz eines Impedanztomographen vom hier dargestellten Typ
deutlich verbessern, falls man Objekte in nicht allzu groffer Entfernung zur Mefiebene
orten mufl.

Aus diesem Grund werden zur Zeit ebenfalls Geréte getestet, die aus einer einzi-
gen dicht mit Elektroden besetzten Platte bestehen [59]. Wihrend der Untersuchung
hélt die Patientin eine Elekrode, die als Stromquelle dient, in ihrer rechten Hand.
Die auf die Brust aufgesetzte Platte ermoglicht das Abflieen des Stroms, was im
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Falle eines sehr gut leitenden Objekts in der Néihe der Mefiplatte zu einem charak-
teristischen Bild, wie oben dargestellt, fiihrt.

Allerdings hat der Gewinn an N&he zu den gesuchten Objekten, wie beispiels-
weise Mammakarzinomen, auch einen Preis. Dieser besteht darin, daf3 der Strom im
ungestorten Fall sicherlich nicht eine so einfache Form hat, wie im oben diskutier-
ten Fall der zwei Platten auf unterschiedlichen Potentialniveaus. Vielmehr ist nun
nur in unmittelbarer Umgebung zur Meflebene ein Stromflul senkrecht zu dieser
gegeben. In tieferen Regionen mufl damit gerechnet werden, dafl auf schwer vorher-
zusagende Art und Weise der Strom “seitlich abflieft”. Damit mischen sich zu den
bisher betrachteten Dipolladungverteilungen, die in z-Richtung ausgerichtet sind,
noch Anteile in - oder y-Richtung. Die gemessenen dufleren Stromdichten haben
in diesem Fall eher das in Abbildung (2.8) gezeigte Aussehen. Hier sind fiir zwei

V(ﬁ(fo) = (1’ 0, 1) v¢(fﬂ) = (1’ 0, 0)

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Abbildung 2.8: Darstellung der dufleren Stromverteilung beziiglich eines kugelférmi-
gen Storkorpers an den Koordinaten (4,4,2) bei verschiedenen ungestorten Strom-
verldufen

verschiedene ungestorte Stromdichteverteilungen die durch eine kleine Stérung re-
sultierenden dufleren Stromdichtednderungen dargestellt. Im ersten Fall fliefit der
ungestorte Strom am Ort des leitenden Objekts mit gleichen Anteilen in z- und z-
Richtung. Im zweiten Fall hat der Strom keine z-Komponete mehr und fliefit parallel
zur Meflebene. Dieser Fall tritt in der Praxis beispielsweise dann auf, wenn man sich
die Mefiplatte parallel zur Thoraxwand, die in recht guter N&herung als stromun-
durchlissig angesehen werden kann, aufgesetzt denkt und Regionen in der Néhe der
Thoraxwand betrachtet.

In jedem der betrachteten Fille verliert das Bild sichtlich an Qualitdt. Ein noch
schwerwiegenderes Problem sollte allerdings die Tatsache darstellen, dafl bei einem
parallel zur Mefiplatte verlaufenden ungestorten Strom die betrachteten Dipolpo-
tentialverteilungen zur Mefiplatte hin stérker als zuvor, ndmlich mit 1/73 abfallen
und somit die gemessenen Verdnderungen der Stromverteilung sogar mit der vierten
Potenz des Abstandes des gesuchten Objekts zur Meflebene abnimmt.
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Weiterhin ist zu beachten, dafl in den bisherigen Diskussionen stillschweigend
angenommen wurde, daf sich die “Untergrundstromverteilung” auf der Mef3platte,
die man erhélt, falls man ein homogen leitendes Medium untersucht, aus der wirk-
lich gemessenen Verteilung herausfiltern 1&8t. Dies ist auch sicherlich fiir den aus
zwei Platten bestehenden Tomographen problemlos mdéglich. Hier kann der Unter-
grundstrom auf einem Grof3teil der Platte in guter Ndherung als konstant angesehen
werden. Probleme wiirden beim Einsatz des Gerétes in der Praxis noch am ehesten
an den Randzonen der Platten zu untersuchen sein.

Bei Verwendung von nur einer Platte, die auf die Brust aufgesetzt wird, ist
die Situation unklarer. Theoretisch ist eine Fourieranalyse der gemessenen Strom-
verteilung und Verwendung eines geeigneten Filters fiir niedige Fourierkomponen-
ten denkbar. Dabei wiirde man allerdings auch Informationen iiber tiefer gelegene
Objekte, die eine verschwommene &duflere Stromdichteéinderung erzeugen, verlieren.
Das Auffinden einer optimalen Losung ist sicherlich erst mit Meflergebnissen aus
dem praktischen Einsatz eines Gerétes und den daraus gewonnenen Erfahrungen
moglich.

Abschlielend soll noch betrachtet werden, welche Bildqualitdt man im Falle eines
nicht mehr kugelférmigen Storkorpers zu erwarten hat.

Die folgende Abbildung (2.9) bezieht sich auf ein zigarrenformiges Objekt, d.h.
den in Gleichung (2.87) definierten Rotationsellipsoiden mit a = 1, b = ¢ = 0.5, in
unterschiedlichen Entfernungen zur Mefiebene z = 0. Es wurden in Gleichung (2.88)
alle Multipolmomente bis einschliellich [ = 7 berticksichtigt.

2 =2 z2=3

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Abbildung 2.9: Darstellung der &ufleren Stromverteilung beziiglich eines zigar-
renformigen Storkorpers an den Koordinaten (4,4,2) bzw. (4,4,3)

Auf dem linken Bild ist die erwartete Ellipsoidform noch recht deutlich zu erken-
nen. Ebenfalls befriedigend ist die Tatsache, dafl auch die Dimension des gesuchten
Objekts in etwa richtig wiedergegeben ist. Das rechte der beiden Bilder macht deut-
lich, dafl allerdings bei zunehmender Entfernung des Storkoérpers zum Rand sehr
rasch keinerlei Aussagen zur Form des Objeks moglich sind. Dies gilt sicherlich
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dann, wenn die Entfernung des Objekts zur Meflebene bedeutend grofler ist, als
dessen Abmessungen.

2.8 Zur Berechtigung einer zweidimensionalen
Problembetrachtung

Da der elektrische Strom naturgeméaf in drei Dimensionen durch einen Kérper flief3t,
scheint die dreidimensionale Untersuchung der Gegebenheiten erzwungen zu sein.
Dies fiihrt jedoch zu folgenden formalen und praktischen Schwierigkeiten:

1. In den allerwenigsten Anwendungen kénnen MeBelektroden wirklich am ge-
samten Rand des Korpers angelegt werden. Im iibrigen ist man im allgemeinen
nicht an der Leitfdhigkeitsverteilung im gesamten Korper interessiert. So inter-
essiert man sich zum Beispiel in der medizinischen Anwendung des Verfahrens
immer nur fiir bestimmte Korperteile, wie einen Oberarm, Brustkorb etc.

2. Eine dreidimensionale Rekonstruktion der Leitfdhigkeitsverteilung kann wegen
einer beschrinkten Computerkapazitit nur zu Bildern mit einer sehr groben
Auflésung fiihren.

Damit liegt der Wunsch nahe, das Problem auf zwei Dimensionen zu reduzieren. Die
meisten bereits im Einsatz befindlichen Tomographen liefern zur Zeit auch in der
Tat nur zweidimensionale Rekonstruktionsergebnisse.

Die Berechtigung einer zweidimensionalen Betrachtungsweise ist fiir einige Spe-
zialfille tatséchlich gegeben. Dazu betrachte man folgendes Problem:

Gegeben sei das zylinderformige Gebiet

Q={(r0,2)0<r<R0<60<2r,—H/2<z2< H/2}

und eine von z unabhéngige Leitfahigkeitsverteilung o. Um die Glattheit des Gebie-
tes zu garantieren, hat man sich den Zylinder an den Kanten geeignet abgerundet
zu denken.

Gesucht ist nun eine Lésung u des Vorwértsproblems zu einer Neumannrandbe-
dingung, die nur auf dem Zylindermantel von Null verschieden sei und dort ebenfalls
von z unabhéngig ist.

Aus der Variationsformulierung des Vorwértsproblems geht hervor, dafl u damit
auch das Funktional

H/2 21 (R 2
Dlu] = / / / o(r,0) <U12~(7“,9,Z) + up(r,6,2) + ui(r,Q,z)) rdzdfdr
0 0

—H/2 r2
H/2 r2m

- / f(O)u(R,0,z) Rdzdb.
~H/2J0

minimiert. Betrachtet man die Funktion @(r, 6, z) := u(r, 6, —z), so stellt man fest,
daf
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r

H/2 27 R 02(r. 0
dla] = / / / o(r,0) (ai(r, 0, zHMJrag(r, 0, z))rddedr
0 0

- /M /027r F(0)a(R,0,2) Rd=do

U
—H/2
H/2 (21 (R 2 —
= / / / o(r,0) (uf(r, 0,—z) + (1,6, =2) 92’ ?) + u?(r, 6, —z)) rdzdfdr
—u/2Jo Jo r
H/2 (271
- / / F(O)u(R,8, =) Rdzdf
—r/2 Jo
“H/2 21 (R 2
= / / / o(r,0) (uz(r, 0,z) + 7u0(r’29’ ) +u?(r, 0, z)) r(—dz) df dr
iz Joo Jo r
_H/2 s2r
- / / F(O)u(R, 8, 2) R (—dz) db
2 Jo
= @fu]

ist.

Da die Losung jedoch eindeutig ist, folgt u(r, 0, z) = u(r,0, —z) und du/0z(r,0,0) =
0. Folglich fliet kein Strom durch die z = 0-Ebene und das Problem kann seperat
fiir die obere und untere Zylinderhélfte behandelt werden. Tut man dies, so erhélt
man mit den selben Argumenten du/0z(r, 6, £H/4) = 0. Fihrt man analog fort, so
kommt man zu der erwarteten Schluf3folgerung, dafl die Lésungsfunktion nicht von z
abhéngt. Dann reduziert sich jedoch das Minimierungsproblem in der Art, daf eine
Funktion wu(r,#) gesucht ist, die das Funktional

- ~2
ai] = [ [ o) (ai(r, ) + M) rdo dr

o Jo r
2w

. /0 F(0)a(R,0) Rdo

minimiert. Aquivalent dazu ist die Losung der Differentialgleichung V(oV¢) = 0 in
zwei Dimensionen fiir den Kreis mit Radius R bei gegebener Neumannrandbedin-

gung f(6).

Natiirlich ist die soeben diskutierte Situation selten in praktischen Anwendun-
gen zu finden und es ist notwendig, beliebige duflere Stromdichten j = j(¢, z) zu
betrachten. Eine analytische Behandlung des Problems ist allerdings dann nur noch
fiir eine sehr kleine Menge von Leitfahigkeitsverteilungen moglich [54]. Im Fall ei-
ner homogenen Leitfdhigkeitsverteilung o = 1 findet man eine Losung mit Hilfe des
Separationsansatz

u(r,0,z) = W(r)Q(0)Z(z).

Dieser fiihrt auf die drei gewohnlichen Differentialgleichungen

WH&Z = 0, (2.91)
d?Q
pT +n*Q = 0, (2.92)

AW  1dw n?
——— P+ =W = o 2.93
dr? +r dr ( + ) ( )
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Die spezielle Wahl der Separationskonstanten fiithrt zu den allgemeinen Losungen

Z(z) = a,sin(kz) + b, cos(kz), (2.94)
Q(0) = ag sin(ndh) + by cos(nh), (2.95)
Wi(r) = aL,(kr) + b.K,(kr). (2.96)

Die in Gleichung (2.96) auftauchenden Funktionen I,, und K, sind die sogenannten
modifizierten Besselfunktionen, die fiir reelle Argumente und reelles n reellwertig
sind.

Im folgenden soll z die Werte von 0 bis H durchlaufen, was die folgenden Rech-
nungen etwas bequemer macht. Die Forderung nach einem verschwindenden Strom-
flul durch den Boden und den Deckel des Zylinders fiihrt mit der Bezeichnung

(X
/\i — —
H

zu einer allgemeinen Losung

u(r,¢,z) = i cos N {Ao’nr” + i A; cos(\;z) In()\ir)}

n=0 =1
+ > sinng > B, cos(Aiz) L,(Ar). (2.97)
n=1 1=1

Hierbei wurde bereits die Forderung nach Regularitéit der Losungsfunktion beriick-
sichtigt, weshalb die in & = 0 divergenten Funktionen K, (x) nicht in den Doppel-
summen auftauchen.

Mit der Differentiationsregel

d 1
L h@) = 3Uhaa@) + Lo (@)
fiir die modifizierte Besselfunktion I,, bestimmt man
%u(r, b, %) = > cosng {n Aoy + D Aiy cos(Niz) =(Io1 (N R) + L (N R))}
r=1 n=0 i=1

+ > sinng > B, cos()z) )El([n_l(A,» R)+ L, 1(\MR)).  (2.98)
n=1 i=1
Speziell kann man nun eine duflere Stromdichte der Form

€ cos(mg) , L —e <2< Ly
Jm(®,2) = { (0 ) . 2 (2.99)

betrachten, die nur auf einem Band der Breite 2¢ von Null verschieden ist.
Zur Bestimmung der Konstanten A;,, B;, aus Gleichung (2.97), die zu den
harmonischen Funktionen w;e mit der gewiinschten Neumannrandbedingung (2.99)

gehoren, bendtigt man die Fourierkosinusentwicklung (2.40) von jf, im Intervall
(0,H):

o) = (53 (D4 Bl o)) ) ostme

i=1 N
(2 X 4cos(in/2)sin(\e)
- (H 2 N H

=1

cos()\iz)> cos(ma).
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Die Losung zum Neumannproblem beziiglich der &ufleren Stromdichte j, erhélt man
demnach mit Gleichung (2.98) durch die folgende Besetzung der Konstanten:

2¢

Aow = —F70um i Bin = 0;
" nH '
—8sin(\e) _
Spm , 1=2,6,10,---
HX (I, 1(\iR)+ 1,1 (N R)) !
Ain = 8sin(\e) . ‘
i,n Onm , =4,812,---
0 , sonst

Mit der Ersetzung ¢ = 2j erhélt man schliellich

2er™ X 2sin(2\ e + jm)
wje (r,¢,2) = cos me + :
J { mH ]z::l H)\?([m_l(Q)\] R) + Im+1(2)\j R))
X cos(2);2) Im(2/\jr)}. (2.100)

Ebenso einfach ist es moglich, fiir &uflere Stromdichten der Form

(2.101)

() = cos(mp) , di—e<z<di+ed—e<z<dy+e
Im T 0 ,  sonst

eine zugehorige Potentiallosung zu finden. In diesem Fall erhélt man die Koeffizien-
ten

4e
A n - 6nm ; an = U]
0 nH n=0
—8sin(Aze)(cos(\; dy) + cos(A; da))

Ai n 5nm-
: HX2 (I (M R) + IO R))

Die beiden verschiedenen Typen von hier untersuchten &dufleren Stromdichten
j¢, bzw. jdvd2€ gollen dabei in der derzeitigen Praxis verwendete Elektrodensyste-
me simulieren. Beispielsweise bei der Untersuchung des Brustkorbs in der medizi-
nischen Anwendung der EIT werden dem Patienten ein oder mehrere Giirtel um-
geschnallt, die dicht mit Elektroden besetzt sind. Dadurch kénnen am Patienten
anndhernd solche Stromdichten angelegt werden, wie sie hier diskutiert werden. Bei
der Verwendung mehrerer iibereinander sitzender Elektroden spricht man auch von
einem “Guardelektrodensystem”. Ublicherweise erfolgt dabei die Potentialmessung
an Elektroden, die zwischen zwei stromfiihrenden Elektroden plaziert sind, und tiber
die selbst kein Strom in den Korper ein- oder abflief3t.

Zur weiteren Diskussion ist eine asymptotische Darstellung der modifizierten
Besselfunktion I, hilfreich. Es gilt

In(z) — ﬁ @)n Lo o<< 1, (2.102)
L(z) — \/;T_xew (1+o (%)) L s> L (2.103)
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Zunichst folgt aus (2.103), dafl beispielsweise die Reihe (2.100) fiir » = R {iberhaupt
konvergiert, da die Glieder fiir grofie j stérker als C'/j* abfallen. Auflerdem wird
deutlich, dal unabhéngig von der Breite 2¢ des Strombandes fiir immer kleiner
werdendes H und damit immer grofler werdende Argumente in den modifizierten
Besselfunktionen der 0-te Term in der Reihenentwicklung (2.97) mit dem “richtigen”
1/m-Verhalten gegeniiber der restlichen Summe dominiert.

Es ist allerdings problematisch, Aussagen zum Konverenzverhalten fiir ein sehr
grofles H und insbesondere fiir den interessanten Grenzfall H — oo zu machen.

In der Folge wird exemplarisch der Fall H = R = 1 genauer betrachtet. Ab-
bildung (2.10) zeigt fir R = 1, H = 1, ¢ = 0.05, d; = 0.35 und dy = 0.65 die
resultierenden Potentialverteilungen bei ¢ = 0 fiir die Falle n = 1,2, 3. Dabei wer-
den die Potentiallésungen zu Stromdichten der Form j¢ mit ¢, bezeichnet, wéhrend
Potentiallssungen zu Stromdichten der Form j-42-¢ ¢ . lauten.

Zunéchst geht aus den Abbildungen ganz offenkundig hervor, dafl die Annahme
eines in der Ebene z = 0.5 flieBenden Stromes in beiden Fillen eine sehr starke
Vereinfachung der tatséchlichen Situation darstellt. Vielmehr bilden sich fiir klei-
ner werdende Werte von r zumindest fiir den Fall n = 1 im linken und im rech-
ten Diagramm iiberraschend schnell Aquipotentiallinien aus, die andeuten, daff der
Stromflufl bei festem r fiir verschiedene Werte von z annéhernd identisch ist. In den
linken der dargestellten Diagramme fillt auf, dafl an den Orten der Elektroden die
Potentialwerte extrem ansteigen, wihrend die Situation in Elektrodennihe fiir ein
Guardelektrodensystem weniger dramatisch erscheint.

Dariiber hinaus kann man sich jedoch die Frage stellen, ob die tatséchlich vorlie-
gende Potentialverteilung wenigstens bei z = 0.5 mit der in einem zweidimensionalen
Modell theoretisch vorhergesagten Funktion iibereinstimmt. Eine Antwort auf diese
Frage gibt Abbildung (2.11). Zum einen sind hier die Schnitte der Potentialvertei-
lungen aus Abbildung (2.10) mit der Ebene z = 0.5 dargestellt. In jedem einzelnen
Diagramm ist dies die obere der beiden dargestellten Kurven. Zusétzlich eingezeich-
net ist der jeweilige 0-te Term der Reihenentwicklung (2.97). Dieser zeigt namlich
gerade das von der zweidimensionalen Theorie verlangte r"/n-Verhalten des Radi-
alanteils der Potentialfunktionen zu dufleren Stromdichten der Form cos neo.

Aus der Abbildung geht hervor, dafl insbesondere in der Nidhe der Elektroden
eine zweidimensionale Beschreibung die real vorliegende dreidimensionale Situati-
on falsch wiedergibt. Am ehesten erscheint noch bei einem Guardelektrodensystem
eine zweidimensionale Problembeschreibung denkbar. Doch auch hier ist die Uber-
einstimmung mit der zweidimensionalen Theorie nicht perfekt.

Als néchstes soll untersucht werden, welche Neumann-nach-Dirichlet Abbildung
in einer zweidimensionalen Approximation bei einem tatséchlich dreidimensiona-
len zylindrischen Objekt bestimmt wird. Beispielsweise kann man sich fragen, zu
welchem Bild ein zweidimensionaler Rekonstruktionsalgorithmus kommt, wenn die
aufgenommenen Mefergebnisse von der Untersuchung eines zylinderférmigen Brust-
korbs stammen. Wiirde man also beispielsweise einen iiberraschenderweise homogen
leitenden Brustkorb als einen solchen wiedererkennen?

Dazu wird idealisiert angenommen, dafl in dem erwdhnten Experiment &dufle-
re Stromdichten, wie j¢ bzw. j%:%< mit hoher Genauigkeit an dem Zylinder mit
Hohe H und Radius 1 angelegt werden kénnen, und dafl es ebenfalls moglich ist,
die zugehorigen dufleren Potentialverteilungen bei z = H/2 zu bestimmen. Bei der
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Abbildung 2.10: Vergleich eines herkémmlichen Elektrodensystems mit einem
Guardelektrodensystem. Linke Seite: Potentialverteilung ¢, (r,2) = w(r,0,2).
Rechte Seite: Potentialverteilung v, (r,z) = Uy e (r,0,z). Dargestellt sind die
Fille n=1,2,3 fiir ¢ = 0.05, dy, = 0.35, dy = 0.65 und H = 1
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Abbildung 2.11: Vergleich eines herkémmlichen Elektrodensystems mit einem
Guardelektrodensystem in der Ebene der Potentialmessung. Linke Seite: Potenti-
alverteilung ¢, (r,0.5) = u; (r,0,0.5). Rechte Seite: Potentialverteilung 1, (r,0.5) =
szl,dz,e(r, 0,0.5). Die unteren Kurven in jedem Diagramm stellen das 0-te Glied in

der jeweiligen Reihenentwicklung (2.97) dar.
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Giiltigkeit einer zweidimensionalen Problembeschreibung sollte man im Falle einer
homogenen Leitfdhigkeitsverteilung bis auf einen unwichtigen Skalierungsfaktor das
Eigenwertspektrum der Neumann-nach-Dirichlet Abbildung A; aus Gleichung (2.51)
wiederfinden. In diesem Fall wiirde ein Rekonstruktionsalgorithmus wie gewiinscht
eine konstante Leitfahigkeitsverteilung liefern.

Zunéchst kann man dazu bemerken, dafl die von der Theorie vorhergesagten trigo-
nometrischen Eigenfunktionen der Neumann-nach-Dirichlet Abbildung in dem obi-
gen Gedankenexperiment tatsdchlich als Eigenfunktionen der gemessenen Neumann-
nach-Dirichlet Abbildung gefunden werden. Dies gilt fiir beide Typen der verwen-
deten dufleren Stromdichten, denn es gilt

uje (1,0, H/2) = am cos(mo), (2.104)
ujrdnl,dQ,E(l,gb,H/Q) = by, cos(mo). (2.105)

Fiir die Wahl von € = 0.1,0.2,0.3, 0.4 zeigt Abbildung (2.12) die resultierenden
Amplituden a,, und einen 1/m-Fit.
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Abbildung 2.12: Verhalten der Amplituden a, fiir vier verschiedene Breiten 2¢ des
“Strombandes”

Es wird deutlich, daf3 fiir ein zylindrisches Objekt eine zweidimensionale Pro-
blembetrachtung ohne Verwendung von Guardelektroden im allgemeinen &uflerst
kritisch ist, wenn nicht die Hohe H des Zylinders deutlich kleiner als dessen Radius
ist.
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Das Ergebnis bleibt anndhernd das gleiche, wenn man die Potentialverteilung
nicht bei z = H/2 betrachtet, sondern eine Integration von z = H/2 — € bis z =
H/2 + € durchfiihrt und die Gréfien

l [y—
= (

betrachtet. Dies verdeutlicht Abbildung (2.13) fiir e = 0.1, 0.2.

/ (16, z)dz> /(2€ cos(m)) (2.106)

H/2—¢

e=20.1 e=20.2
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Abbildung 2.13: Verhalten der Amplituden a], fiir zwei verschiedene Breiten 2e des
“Strombandes”

Zur Untersuchung von Guardelektrodensystemen kann man in Analogie zur obi-
gen Vorgehensweise fiir H = 1 zwei “Strombénder” der Breite ¢ = 0.05 an den Orten
2z =1/2+0.15 betrachten und die resultierende Potentialverteilung bei z = 1/2 be-
stimmen. Damit erhélt man unmittelbar die Amplituden b,, aus Gleichung (2.105).
Das Ergebnis ist in Abbildung (2.14) dargestellt.

02
015!
01!

0.05¢

0 2 4 6 8 10

Abbildung 2.14: Verhalten der Amplituden b, fiir ein Guardelektrodensystem

Zumindest fiir eine homogene Leitfahigkeitsverteilung scheint das Guardelek-
trodensystem eine zweidimensionale Problembetrachtung eher méglich zu machen.
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Dennoch ist auch hier die Ubereinstimmung mit der zweidimensionalen Theorie

und deren Voraussage fiir die Eigenwerte der Neumann-nach-Dirichlet Abbildung

A1 nicht perfekt.

Die Situation fiir eine andere Zylinderh6hen H mufl im Prinzip vollstindig neu
untersucht werden. Es deutet aber nichts darauf hin, daf} die zweidimensionale

Formulierung des Problems fiir sehr grofle H eher gerechtfertigt ist. Dies soll ab-

schlieend ein Vergleich der Potentialverteilungen zu einer Stromdichte mit Win-

kelabhégigkeit cos ¢ zu den beiden Zylinderhéhen H = 1 und H = 20 verdeutlichen.

Fiir grofle Zylinderhdhen scheint demnach das extreme Verhalten der Potentiallosung

am Rand noch zuzunehmen.
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Abbildung 2.15: Vergleich der Potentialverteilungen zu verschiedenen Zylinderhéhen

, daf} sich die hier gefiihrte Diskussion nur

Ebenfalls sollte noch bemerkt werden
auf eine homogene Leitfahigkeitsverteilung o

inwiefern

kompliziertere Leitfdhigkeitsverteilungen in der dreidimensionalen Wirklichkeit mit

1 bezog. Vollig unklar ist,
einer zweidimensionalen Theorie vertraglich sind.






Kapitel 3

Modellierung der Elektroden

3.1 Einleitung

Um in der elektrischen Impedanztomographie das Vorwértsproblem genau berech-
nen zu konnen, ist ein Verstindnis der Gegebenheiten an Orten stromfiihrender
Elektroden von grofler Bedeutung. Die Forschung auf diesem Gebiet beschriankte
sich jedoch bisher weitestgehend auf den zweidimensionalen Fall [18],[51],[52],[62].
Zum einen mo6chte man verstehen, wie der PotentialmefSwert auf der Elektrode durch
einen eventuell existierenden Kontaktwiderstand “verfilscht” sein kann. Zum ande-
ren interessiert aber auch die Stromdichteverteilung auf der Elektrode. Fiir diese ist
zunédchst nur das Integral iiber die Elektrodenflache, der {iber die Elektrode einflie-
ende Gesamtstrom, bekannt. Die Art der Verteilung beeinflult jedoch in starkem
Mafle die gesamte Potentialverteilung am Rand des untersuchten Korpers.

Da in der elektrischen Impedanztomographie selbst fiir konstante Leitfahigkeiten
eine analytische Losung des Vorwértsproblems nur in wenigen Féllen mit einfachen
Randbedingungen existiert, ist man im allgemeinen gezwungen, das Problem nume-
risch zu behandeln. Die Feinheit der dabei verwendeten Diskretisierung des Gebietes
ist aber insbesondere bei der Behandlung des Problems in drei Dimensionen fiir eine
prézise Vorstellung der Situation an einer Elektrode unzureichend.

Um eine analytische Rechnung auch mit komplizierten Randbedingungen durch-
fithren zu kénnen, mufl daher das real existierende Problem geeignet vereinfacht wer-
den. Eine Moglichkeit dazu bietet die Vorstellung, daf} ein Strom iiber eine Elektrode
in den Halbraum fliet und im Unendlichen abfliet. Storungen dieser idealisierten
Situation, etwa durch weitere stromfiihrende Elektroden oder durch die Begren-
zungen des tatsdchlich vorliegenden Gebietes konnen danach separiert betrachtet
werden.

3.2 Untersuchung eines einfachen Elektrodenmo-
dells

Eine mogliche Beschreibung der Situation an einer Elektrode besteht in der An-
nahme, dafl der iiber die Elektrodenflache einflieende Strom gerade so verteilt ist,
dafl das resultierende Potential auf der Elektrode konstant ist. Begriindet wird diese
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Annahme dadurch, dafi die metallische Elektrode als ideal leitend und damit als
Aquipotentialfliche angesehen wird. In der Folge sei die Elektrode kreisférmig und
habe den Radius 1.

Die Teile des Gebietes 0f2, auf denen sich jeweils eine Elektrode befindet, werden
mit F;,i = 1,---, N bezeichnet. Weiterhin sei j;(Z) die Stromdichteverteilung auf
der i-ten Elektrode. Es wird dann die Funktion j(Z) =Y, j;(¥) gesucht, so daf

o(x,y,2) = Z/ \/ﬁ

2’ f— . 7 . P
d°z" = ¢ V¥ €L, cj=const. |,

Sind alle Elektroden sehr weit voneinander entfernt, so kann die Situation an ei-
ner einzelnen Elektrode entkoppelt von den Einfliissen durch andere Elektroden
betrachtet werden. Ebenso kann man 0.B.d.A fordern, daf3 der iiber diese Elektrode
einflieende Gesamtstrom 1 betrage. Legt man den Mittelpunkt der Elektrode in den
Nullpunkt des gewéhlten Koordinatensystems, so kann aus Symmetriegriinden die
gesuchte Stromdichtefunktion allein vom Betrag des Vektors # abhéngen: j = j(|Z]).
Bei Benutzung ebener Polarkoordinaten erhélt man damit mit r = |7

2 / /
o(r,0,z=0) = / / Jr dr'dg : (3.1)
o \/7“2 + 7“’2 2rr' cos (6 — 6")

Man findet, dafl

1 1

jr) = Pry g (3.2)

die gesuchte Funktion ist.
Beweis:

e N

V1—1r2

2. Zur Berechnung des Potentials auf der Elektrode hélt man einen Punkt & auf
der Elektrode fest und geht, wie in Abbildung (3.1) angedeutet, zu den neuen
Koordinaten p = | — 7’| und dem Winkel v tiber.

Mit Hilfe des Dreiecks ABD erhélt man die Beziehung

r'? =1 + p* — 2rpcos,

und damit
1 1 1 1

JrE = 2rrcos (0 —0) 0 VI=1? VT =P+ 2rpeosy’

Um die Grenze R(y) der p-Integration zu berechnen, betrachtet man das Drei-
eck AC'D und erhélt mit |Z| =r, AC = R(v),CD =1, DA=r

R(y)*+7* —2R(y)rcosf =1 = R(y) =rcos(y) £ /1 — r2sin(y)2.
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Abbildung 3.1: Zur Potentialberechnung auf der Elektrode

Wegen

rcos(y) —y/1 —r2sin(y)? < rcos(y) — \/7“2 —1r2sin(y)2 = 0
ist damit die Grenze der p-Integration durch
R(v) =rcos(y) + /1 — r?sin(y)?

gegeben.

In den neuen Koordinaten lautet das Integral also

o r' dr'dd
0=0:=0) = — [ [
o(r & ) (2m)2Jo Jo 1 —r2\/r2+ 12 —2rr' cos @
B 1 /27r /rcos7+\/ —r?sin’ dpdry
2

1—-72sin? y
V1I—=1%2—p?+2rpcosy
/27r/ 1—r2sin? 5 dpd’y
27'[' —rcosy \/1 _p2 —7"2811’127‘

Nach Ausfithren der p-Integration erhilt man

2T 1—7r2sin? 5 dpd’Y
271’ / /—r cos 7y

—p? =2 Sin27

1 . \/1-r2sin?y
™ . p
= —— d |arcsin —————
(27)? /0 [ /1 —r2sin? 7]
—7 oSy

1 /27T s n ) 7 COS Yy d
= — — + arcsin ———————, d7.
(2m)% Jo 2 /1 —7r2sin?y
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Weiterhin gilt:

2m . r cosy dy
arcsin ——————

0 1 — r2sin? o
[T aresin _reosydy /2” aresin €08 VdY
0 1 —r2sin’y \/1—7r2sin?~y

0 . rcos(2m — ) (—=dy)
arcsin
\/1 — r2sin? (27 — )

/2 . r cos vy dy ™ . 7 cosydy
=2 / arcsin ———— + 2 / arcsin ————
0 1 —r2sin’y /2 /1 —r2sin?y

/2 d 0 — —d
= 2/ arcsin _reosvay + 2/ arcsin reos (W 7)( 7)
0 iy

i ) r cosy dy
= / arcsil ————— +
0 1 — r2sin? o

T~

1 —7r2sin?~y /2 \/1—rzsin2(7r—7)
/2
= 2/ arcsin S arcsin N dy = 0.
0 \/1—7r2sin?~y \/1—7r2sin?~y

Als Endergebnis fiir das Potential auf einer Elektrode zur Stromdichte j(r) =

1/(27y/1 — r?) folgt:
Sr0z=0)=7, r<li (3.3)

Das singuldre Verhalten der Stromdichteverteilung am Rand der Elektrode ist
hierbei kein Phdnomen, das nur bei der dreidimensionalen Behandlung des Problems
auftaucht. Vielmehr sind auch in der zweidimensionalen Theorie der EIT dann aller-
dings anders ausgebildete Singularititen zu beobachten. In der Natur sorgt jedoch
die Existenz eines Kontaktwiderstands dafiir, dafl die Stromdichteverteilung auf ei-
ner Elektrode in jedem Fall an jedem beliebigen Punkt auf der Elektrode endlich
ist, was in spéteren Untersuchungen noch deutlich werden wird.

Zunéchst soll jedoch die Potentialverteilung, die aus dem einfachen hier diskutier-
ten Elektrodenmodell hervorgeht, auch auflerhalb der Elektrode bestimmt werden.

3.3 Das Potential im Auflenraum

Im obigen Abschnitt wurde gezeigt, dafl die Stromdichtefunktion

j(ry = 1/(27 /1 —r?) die Eigenschaft besitzt, ein konstantes Potential auf der
gesamten Elektrode zu erzeugen. Eine Berechnung des Potentials auf dem gesamten
Rand 02 des Gebietes ist in diesem speziellen Fall ebenfalls leicht méglich. Dafiir
ist das Integral

1 2 1 TI dT’dQI
02=0) = = [ [ R
¢(r,0,z ) (2m)2Jo Jo /1T —12yr2+ 12 — 2r1' cos §) g (34)

fiir Punkte (z,y) auBerhalb der Elektrode zu losen. Wie zuvor geht man dazu zu
den Koordinaten p und 7 iiber.
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Abbildung 3.2: Zur Potentialberechnung im Auflenraum

Dabei édndern sich jedoch nun die Grenzen der Integration. Die Grenzen R, ()
und R,q.(y) der p-Integration ergeben sich durch Betrachten der Dreiecke ABD
bzw. AC'D in Abbildung (3.2):

Rin(y) =rcosy — /1 — 12 sin? 7y, Rpaw(y) =rcosy+/1 —1r2sin?~.

Die Winkelintegration erstreckt sich von —v,,00 biS Vimee. Zur Bestimmung dieses
Grenzwinkels betrachtet man das rechtwinklige Dreieck ADFE und findet

o1
Vimaz = arcsin —.
r

Man erhilt damit fiir Punkte aulerhalb der Elektrode das Potential

gb(r, 972 _ 0) _ /’Ymaz /rcosv-i- 1—7r2sin? 5 dpdv
27)2 Jmaz Jrcosy \/1 r2sin2y /1 — 12— p?2 4 2rpcosy
Ymaz 1— r2 sin? dp dﬁ),
N 27 /Vmaw —V/1-r2sin?y \/1 p? —r2sin®y
1 gt Visrzsinty
= W /_%m dy larcsin \/ﬁ]

]_ Ymazx e T ]_ . ]-

= —/ {——(——)}dﬁy: — arcsin —.

(27)% J=ymae L 2 2 21 r
Da fiir kleine Winkel a sin a & « gilt, reduziert sich in grofler Entfernung von der
Elektrode das Potential im Auflenraum, wie erwartet, auf das Potential einer Punkt-
elektrode. Abbildung (3.3) zeigt die Potentialverliufe im Falle einer Punktelektrode
und im Falle einer Elektrode vom Radius 1. Man erkennt eine schnelle Anndherung
der beiden Kurven, so daf§ mit bloem Auge schon bei einer Entfernung von ca. 3

Elektrodenradien kaum ein Unterschied zu sehen ist.
Da man typischerweise in der elektrischen Impedanztomographie eine Genauigkeit
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Abbildung 3.3: Vergleich der Potentialverlaufe beziiglich einer punktférmigen und
einer metallischen Elektrode ohne Berticksichtigung eines Kontaktwiderstands

der Vorwirtsrechnung von 1% erreichen méchte (in diesem Rahmen bewegen sich
die MefBfehler), ist von Interesse, ab welcher Entfernung eine Beriicksichtigung der
Elektrodenbreite nicht mehr nétig ist. Man erhélt als minimalen Abstand etwa 13
Elektrodenradien. Folglich ist die Verwendung von Punktelektroden im theoretischen
Modell zumindest fiir die Behandlung des Vorwartsproblems kritisch.

3.4 Korrekturstrome

In diesem Abschnitt soll ein Weg gefunden werden, eine Korrektur der Stromdichte-
funktion auf einer Elektrode zu finden, die notwendig wird, falls das System durch
die Existenz anderer Elektroden gestort wird. Gegeben sind dazu als einfachster
Fall zwei stromdurchflossene Elektroden im Abstand R, iiber die zum einen der
Strom +1 in den Korper ein-, zum anderen der Strom -1 aus dem Korper abflief3t.
Die Stromdichten auf beiden Elektroden sollen wiederum so gestaltet sein, daf§ das
resultierende Potential auf beiden Elektroden konstant sei. Dabei entsteht das Pro-
blem, dafl man die radiale Symmetrie der Losungsfunktion aufgeben muf3. Man sucht
daher eine nicht radialsymmetrische Korrekturstromdichte j,, so dafl sich die Strom-
dichtefunktion auf einer der beiden Elektroden folgendermaflen schreiben 1&8t:

1
j(r,0) = /T 12 + Jp(1,0), /Ejp df = 0. (3.5)

Dabei soll j, auf der Elektrode ein Potential erzeugen, das adddiert zum Stérpoten-
tial der zweiten Elektrode wiederum zu einem konstanten Gesamtpotential fiihrt.
Ein solcher Korrekturstrom konnte, wie bald deutlich wird, in etwa so aussehen:

. 27r cos d
Jp(r,0) = Cim, C = konst.
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Abbildung 3.4: Zum Korrekturstrom

Der Faktor 27 in obigem Ausdruck hat keinerlei Bedeutung und verkiirzt nur die
folgenden Rechnungen.

Zunéchst ist unmittelbar klar, daf§ der von j, verursachte Gesamtstom {iber die
Elektrode Null ist. Zur Berechnung des von j, erzeugten Potentials auf der Elektrode
geht man wie immer zu dem neuen Koordinatensatz p = | — #’| und dem Winkel ~
tiber. Abbildung (3.4) verdeutlicht, wie sich j, in diesen Koordinaten schreibt:

r'cost rcosf — pcos (v —6)

(1, 0") = =27 .
I ) 1—r72 V1I—=1r2—p2+2rpcosy

Damit ergibt sich das Korrekturpotential

2 preosy+y/1-r2sin?y  pepgf — pCOS ('7 _ 9)
Gp(r,0,2 = 0) =/ / — dpdy.
o Jo V1I—=1r2—p?+2rpcosy

Aus den vorigen Abschnitten ist bekannt, daf3

21 prcosy4++/1—r2sin?y rcos B
/ / V1—r2—p>+2rpcosy
= 121 cosf

dpd-y

ist. Die p-Integration fiir das verbleibende Integral kann ebenfalls problemlos durch-
gefiihrt werden:

/27r /r cos y+4/1—r2sin? y P COS ('7 _ Q)
0

dpd
0 V1—=1r2—p2+2rpcosy Py
2 —p+rcosy
/ r arctan CcoS 7y
0 V1I—1r2—p2+2rpcosy

rcosy4+4/1—r2sin?y

+ \/1 — p? + 2rpcos 'y> cos (7 — 9)} ) dry.
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Die Auswertung der oberen Grenze liefert das Integral

2

2m
/ —r <—z> cosycos (y—0)dy = Ty cost.
0 2 2

Die Auswertung der unteren Grenze ergibt

2 7 COS Y
r arctan ——cosy + vV'1 — 2| cos 0) dvy
/ ( ﬁ v+ V ) (v —0)

= / —r arctan ——— i S (0037 cos + siny sin 0)dy +

0 o
/ —r arctan W(COS(QW —7) cosf + sin(27 — ) sin 0)(—dvy)
s — T

™ T COS
= —2rcosf / arctan T cos? v dry
0

m

w/2
= —2rcosf {/ arctan ——2 0 ¢os? v dy+
0

N
/: arctan roos(r — ) cos*(m — ) (—dv)}

/2 1—1r2

/2 T COS T COS
= —2rcosf {/ arctan TR cos® y — arctan IR cos 7y dv} =0.
0

N V=12
Als Endergebnis erhilt man

21 cos 6

Op(r,0,2=0) = 5

(3.6)

Die Aquipotentiallinien dieser Verteilung befinden sich parallel zur y-Achse. Der Ab-
fall des Potentials parallel zur x-Achse ist linear. Dies entspricht in guter Naherung
einer Potentialverteilung, wie sie von einer hinreichend weit entfernten Elektrode
erzeugt wird. Das Potential des Korrekturstroms auf der gesamten Meflebene be-
rechnet man wie zuvor unter Beachtung von Abbildung (3.2). Man erhélt:

Tmaz /TCOSW 1—r2sin? rcosf — pcos (7—9)
7 COS 7Y \/1 r2sin?y \/1—7“2 p2—|—27’pCOS’Y

Op(r,0,2=0) / dpdry. (3.7)

'Ymaz

Fiihrt man die p-Integration aus (aus dem obigen Abschnitt ist bekannt, dafi dazu
eine Stammfunktion existiert), so erhélt man

1 Ymaz
¢p(r,0,2=0) = 27rcosfarcsin — — d~y rmcosycos(y —0)
r —Ymazx
]_ Ymazx 9
= 27rcosfarcsin — — dvy rmcos”ycosf.
r ’Ymaz

Entwickelt man cos? y fiir kleine Winkel v, so fillt der in r lineare Term weg und

man erhélt 5 _ .
Gp(r,0,2=10) = 37" cos f arcsin® ~ R ST Cos Qﬁ. (3.8)
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Nun ist man soweit, den Einfluf} einer stromdurchflossenen Elektrode FE; auf ei-
ne weitere Elektrode FEs, die sich im Abstand R von dieser aufhilt, abzuschétzen.
Dazu sieht man in erster Ndherung die Elektrode FEy, iiber die der Gesamtstrom
I, flieen soll, als Punktelektrode an. Die gesamte von Elektrode FE; herriihrende
Storpotentialverteilung ¢, auf Elekrode E5 lautet in linearer Ndherung

—I;r cos@

()bs (,r7 9) — 27TR2 Y

was bis auf den Faktor —I;/(7*R?) mit dem Potential aus Gleichung (3.6) iiberein-
stimmt.

Zur Korrektur dieser Storung baut sich demnach auf Elektrode Ej fiir I; = 1 die
Stromdichte

(1 0) =2 rcos 6 2rcos 6 (3.9)
r,0) =2m = .
T PRI -2 mRVI -2
auf.
Das Korrekturpotential hat in hinreichend grofler Entfernung die Gestalt
2cosf 1
(z)p(T,Q,Z = 0) = Wﬁ (310)

Man erkennt hieran, dafi der Einflul einer Elektrode auf eine andere mit dem Qua-
drat des Abstandes abnimmt. Fiir die Potentialmessung ist das Gebiet zwischen den
beiden Elektroden am meisten von der notwendigen Korrektur betroffen.

3.5 Die Stromverteilung auf einer Elektrode bei
nicht verschwindendem Kontaktwiderstand

Die Existenz eines Kontaktwiderstands Z zwischen Elektrode und zu untersuchen-
dem Korper verkompliziert das vorliegende Problem erheblich. Zur Beschreibung
der physikalischen Situation muf3 die an die Potentiallosung geforderte Randbedin-
gung gedndert werden. Zur Vereinfachung wird wiederum angenommen, dafl alle am
Korper anliegenden Elektroden weit genug voneinander entfernt liegen, so daf} die al-
leinige Betrachtung einer Elektrode, iiber die der Gesamtstrom 1 einfliefle, ausreicht.
Es zeigt sich, dal die Wahl der folgendenden Randbedingung den experimentellen
Erfahrungen am besten geniigt [51]:

o(T) + Z o(T) %(5) =V, Viek, (3.11)
o(Z) %(5) = 0, sonst. (3.12)

Hierin ist o die in der Folge als konstant 1 angenommene Leitfdhigkeit des Gebietes,
Z der positiv-definite Kontaktwiderstand und V' das konstante Potential auf der
Elektrode. Die Suche einer Losung des Potentialproblems unter der so formulier-
ten Randbedingung wird Robinproblem genannt. In dem hier untersuchten Fall der
unendlich ausgedehnten Ebene existiert eine lineare Beziehung zwischen Stromdich-
teverteilung j € L1(E) und der zugehorigen Potentialverteilung ¢ € L£Y(E) in der
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Form

d(x,y,z=0) = %/E\/%dzx' =: Aj(z,y). (3.13)

Der Kern des linearen Integraloperators A lautet

oL 1 1
k@, 9) = o T (3.14)
und ist damit schwach singuldr (der Grad der Singularitédt (=1) ist kleiner als die
Dimension der Mannigfaltigkeit, {iber die integriert wird (=2) [66]). Der lineare Ope-
rator A ist beziiglich der gewihlten £'(E)-Topologie stetig und kompakt. Uberdies
ist A selbstadjungiert und positiv definit. Das Robinrandwertproblem stellt sich da-
mit in dem hier speziell diskutierten Fall als Fredholmsche Integralgleichung zweiter
Art dar:

Aj+Zj=V. (3.15)

Eine eindeutige Losung existiert nach der Fredholmschen Alternative nur dann, wenn
die zugehorige homogene Gleichung Aj + Z7 = 0 nur die triviale Lésung besitzt.
Dies ist fiir Z > 0 wegen der oben erwdhnten Eigenschaften von A sicherlich der
Fall.

Zur numerischen Losung des Robinproblems kann man die Tatsache ausnutzen,
daf die gesuchte Stromdichteverteilung ebenso wie die zugehorige Potentialfunkti-
on radialsymmetrisch sein miissen. Zur Diskretisierung des Problems bietet es sich
daher an, die Elektrode in N Ringe zu zerlegen. Auf diesen Ringen soll die Strom-
dichtefunktion konstant sein. Wie aus Abbildung (3.5) hervorgeht, sollen der &uflere
und innere Begrenzungsradius des i-ten Ringes R; = ie und R; ; = (i—1)e betragen,
wobei € die Breite der Ringe darstellt. Fiir N Ringe und einen Elektrodenradius R
gilt also Ne = R. Bezeichnet man mit j; die Stromdichte auf dem i-ten Ring, so
flieft iiber diesen Ring ein Gesamtstrom I; = j;(mR? — 7R? ;) in das Gebiet ein.
Mit R; = ie erhilt man demnach I; = j; (2 — 1)me?. Die Forderung nach einem
Gesamtstrom von 1 fiithrt zur ersten Bedingung, die an die j; gestellt werden muf:

N
> g2 — e = 1. (3.16)
=1

Neben den N unbekannten Gréflen j; ist ebenfalls das konstante Elektrodenpotential
gesucht. Daher fehlen zur numerischen Losung des Problems weitere N Gleichungen.
Diese findet man dadurch, dafl man im Abstand r; = (2i — 1)e/2 eine Potentialbe-
rechnung durchfiithrt und das Robinproblem dort diskretisiert formuliert. Sind die
Potentiale ¢; im Abstand r; vom Elektrodenzentrum bekannt, so gewinnt man die
N Gleichungen:

o;+Zj; =V =const., i=1,--- N. (3.17)

Zur Berechnung der Potentiale ¢; muf3 die durch einen einzelnen Ring erzeugte
Potentialverteilung gefunden werden. Fiir beispielsweise den n-ten Ring interessiert
demnach das Potential

1 27 Ra r'dr'd¢’
6= 0(r) = 5= [

Ry 1 \/rf + 72 — 2r;r' cos ¢’

(3.18)

Dabei sind drei Falle zu unterscheiden:
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Abbildung 3.5: Zur Diskretisierung des Robinproblems

1. Interessiert das Potential ¢; auf einem weiter aulen gelegenen Ring (i > n),
so ist r; > R, und es gilt mit p = :—'

b = 1 /27r /Rn r'dr'd¢’
" 2o JRao /T F pE—2pcos @

In diesem Integral ist die Winkelintegration durchfiihrbar, denn es gilt [30]

| =
0o V1+p2—2pcosd

2K (p), p* <0,

wobei K (p) das vollstindig elliptische Integral 1.Art darstellt:

. w/2 do
R A —

V1 —pZSiHQOJ'

Somit folgt

b = L/Rn /” r'dr'de’ +/27r r'dr'd¢’
Y 2 R o mi/THpE—2pcosd Jx /14 pE— 2pcos

1 (Rn pm r'dr'de’ 2 (Boot (0! ,
= —/ / = —/ —K|—|dr
T JRuor Jo /T 4+p? —2pcosd’  mJRaoy i\ Ty

2 Rn/ri

= = / rri K (r')dr'.

T JRp—1/7;

Jetzt 148t sich auch die r'-Integration durchfiihren [30]. Man erhélt als Ender-
gebnis:

6 = THEC) - (1= KGR

™ Rn—1/7i
= T (B(Ru/r0) = B(Ru 1 /1) = (1= (R /1) K (R /1)

+ (1- (Rn—1/ri)2)K(Rn—1/ﬁ)> - (3.19)
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Hierin ist /2
E(p):/ V1 —p?sin® ada
0
das vollstandig elliptische Integral 2. Art.

2. Betrachtet man das Potential auf einem weiter innen gelegenen Ring, so gilt
r; < R,_1. Nach Ausfiihren der Winkelintegration erhélt man dann

b = 1 /27T Rn r'dr'd¢’
"o2mdo SR r’\/(%)2+1—2%cos¢’

2 Ry 2 ri/Rn —T;
= — K <£/) dr' = = r K(r')dr'.

7T Rn—l ’I“ 7T ri/Rn_l ’I“

Auch hier 148t sich die r'-Integration durchfiihren [30] und es folgt

nri/Rn
2r; | B
o = — l—(f >] (3.20)
& r Ti/Rn—l
_ % E(TZ/Rn)Rn _ E(’I“l/Rn_l)Rn_l (3 21)
s i i ' '

3. Ist das Potential auf dem betrachteten Ring gesucht, so erstreckt sich die r'-
Integration von r; — €/2 bis r; +¢/2. Mit den Ergebnissen aus 1. und 2. erhélt
man

1 21 prite/2 Tldrldgbl
¢ = 5= / /
2m o Jri—e)2 \/7“'2 + 717 — 211’ cos ¢

1 / 21 / " r'dr'd¢/
21 Jo ri—e/2 | [pl2 4 7“1'2 — 2r;1' cos ¢f

rite/2 r'dr'd¢’
+)
r; \/r’2 + 72 — 21,1 cos @'

o 7 E(?“’) ri/(ri+e/2)
S {[E(r’) — (L= 1)K (") bi—ejoyym + [T—]

T 1

- i) ()
() e )

Im folgenden ist fiir den Spezialfall N = 4 das zu losende Gleichungssystem abge-
bildet.
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Z+ = T
3(E@-§K@) | 3(FEH FGHE KE))
4T 47
5(EGH-H K() 5 (CBGHTEGR+3 KG5)- 3 K(3))
4T 4T
T(Bly) 8 KGs) 7T (BGH)TEGE) S K Gb) 5 K(G5))
4 4
T 3w
16 16
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4 4
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7(-B()+B(38)+33 K (18 (3)) . T(-EGH)+E EGED+ K($)
47 47
57 s
16 16
—1 J1 0
—1 J2 0
-1 J31=120
—1 Ja 0
0 \%4 1

Der Losungsvektor enthélt dabei in den ersten vier Eintrdgen die gesuchten, auf
den Kreisringen konstanten Stromdichten j;. Der fiinfte Eintrag gibt das auf der
Elektrode gemessene Potential an. Eine numerische Losung des Gleichungssystems
fiir fest vorgegebenen Kontaktwiderstand Z findet man problemlos mit Hilfe der
algebraischen Programmiersprache Mathematica. Dabei ist zu beachten, daf} die
elliptischen Funktionen nicht einheitlich wie oben definiert sind. In der Literatur

findet man ebenso die Bezeichnungen

K(p) =

E(p) =

do

Y
1 —psin®a

w/2
/ V1 — psin® ada,
0

die so auch in Mathematica verwendet werden.

Nach Erstellen des Programms kann man dessen Genauigkeit dadurch testen, daf3
man die Stromdichteverteilung fiir die Situation mit Kontaktwiderstand Z = 0 be-
stimmt. Fiir einen Elektrodenradius R = 1 lautet die exakte Losung nach Gleichung
(3.2) jz=o(r) = 1/(2mv/1 — r?). Abbildung (3.6) zeigt das Ergebnis der diskretisier-

ten Rechnung fiir 400 Ringe.
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Abbildung 3.6: Vergleich der numerischen und analytischen Bestimmung der radialen
Stromdichteverteilung fiir einen Kontaktwiderstand Z=0

Ebenfalls eingetragen ist die exakte analytische Losung, die hervorragend mit der

diskreten Verteilung iibereinstimmt. Ebenfalls befriedigend ist das Ergebnis fiir das
an der Elektrode konstante Potential V. Man erhélt 0.2501, was eine Abweichung
von weniger als 1%o von dem exakten Wert 0.25 darstellt.
Das Mathematica-Programm bestéitigt damit sehr gut die zuvor durchgefiihrten
Rechnungen. Die Potential- und Stomdichteverteilungen fiir verschiedene Kontakt-
widerstdnde konnen nun vollig problemlos bestimmt werden, indem der Programm-
parameter Z von Null verschieden gesetzt wird. Man erhélt die in der Abbildung
(3.7) dargestellten Verldufe, die sich auf die Kontaktwiderstdnde Z = 0.1 (sehr klei-
ner Kontaktwiderstand) und Z = 1000 (sehr grofler Kontaktwiderstand) beziehen.
Zur besseren graphischen Darstellung wurden die Punkte durch gerade Linien mit-
einander verbunden.

o
o
a

T os _% 0.31836
80
<
£ 045 S 031834
uwl 1 i r
z * T 0318w ‘7271000( )
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= 035 c
£ ‘o 03183
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S o2 S 031826
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Abbildung 3.7: Radiale Stromdichteverteilung fiir von Null verschiedene Kontakt-
widerstdnde. Das linke Diagramm bezieht sich auf einen Kontaktwiderstand von
7=0.1, das rechte auf Z=1000.
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Im Falle des sehr kleinen Kontaktwiderstands Z = 0.1 148t sich zunéchst kaum
eine Anderung zur Verteilung in Abbildung (3.6) erkennen. Dennoch sind die vor-
handenen Unterschiede sehr beachtlich. Folgende Punkte sind hervorzuheben:

1. Der Betrag der Stromdichte im Zentrum der Elektrode wéchst an. Er betréigt
im hier vorliegenden Fall eines Kontaktwiderstands von 0.1 etwa jz—o1(0) =
0.2. Zu vergleichen ist dies mit dem entsprechenden Wert fiir Z = 0. Dieser ist
Jz=0(0) = 1/(27) ~ 0.16. Es flieit demnach bei Erh6hung des Kontaktwider-
stands mehr Strom durch das Zentrum der Elektrode ein. Kompensiert wird
dieses Verhalten durch eine entsprechende Absenkung der Stromdichte am
Rand der Elektrode. Damit die Robin-Bedingung ¢ + Zj =V = const. erfiillt
ist, muf} sogar die Singularitit bei r = 1 vollstdndig verschwinden. Leider 148t
sich jedoch numerisch nicht bestimmen, zu welchem Wert die Stromdichtever-
teilung am Rand strebt.

2. Das auf der Elektrode gemessene konstante Potential wéchst an und nimmt
in dem speziellen Fall mit Z = 0.1 einen Wert von ca. 0.29 an. Auch dies ist
eine beachtliche Steigerung zu dem Potential von 0.25 im Falle eines Kontakt-
widerstands Z = 0.

Auch die in der Abbildung rechts dargestellte Stromdichteverteilung &hnelt den zu-
vor gesehenen.

Die Skalierung der y-Achse zeigt jedoch, dafi die Verteilung annidhernd konstant
ist. Der Wert der Stromdichte im Zentrum betriagt ca. 0.31826. Fiir das Gesamt-
potential auf der Elektrode ergibt sich hier V' = 319. Fiir immer gréfler werdenden
Kontaktwidersand flacht die Kurve immer mehr ab. Im Grenzwert Z — oo fliefit der
Strom gleichméBig {iber die Elektrode ein. Die konstante Stromdichte betrdgt dann
Jj = 1/m &~ 0.31831. Dies ist versténdlich, da in der Robin-Gleichung der Term Zj
auf der linken Seite den dominierenden Anteil einnimmt.

Hat man bei gegebenem Kontaktwiderstand die Stromdichteverteilung auf der
Elektrode wie oben beschrieben numerisch bestimmt, 1483t sich auch das zugehorige
duflere Potential diskretisiert angeben. Dazu ergénzt man zu den Elektrodenringen
weitere Ringe der Breite ¢ auflerhalb der Elektrode. Zur Berechnung der gesuchten
Potentialverteilung benutzt man Gleichung (3.19).

Von besonderem Interesse ist der Fall Z — oo, fiir den die Stromdichteverteilung
auf der Elektrode konstant wird. In diesem Fall ist die zugehorige duflere Potential-
verteilung leicht bestimmbar. Nach Gleichung (3.19) ergibt sich mit R, ; = 0 und
R,, = 1 fiir eine auf 1 normierte Stromdichte

0-5E0-0-Brl)

Dies kann man mit dem anderen Extremfall einer konstanten Potentialverteilung
auf der Elektrode vergleichen.

In Abbildung (3.8) sind beide Verteilungen dargestellt, wobei die zu einem kon-
stanten Potential auf der Elektrode gehdrige Verteilung gestrichelt eingezeichnet ist.
Das unterschiedliche Verhalten der beiden Kurvenverldufe ist mit blofem Auge kaum
sichtbar, so daf§ die Darstellung beider Kurven in einem Diagramm auch nur durch
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Abbildung 3.8: Vergleich der Potentialverldufe. Die zu konstantem Potential auf der
Elektrode gehorige Potentialverteilung ist gestrichelt dargestellt.

eine unterschiedlich stark gewéhlte Strichstéirke realisierbar war. Dennoch existiert
ein Unterschied, der durchaus mit den von Storkorpern verursachten Effekten in
der gemessenen Potentialverteilung am Rand konkurrieren kann. Dies kann man am
besten an Hand eines Fallbeispiels erkennen.

3.6 Ein Fallbeispiel

3.6.1 Fallbeschreibung

Alle bisherigen Uberlegungen lassen sich nun an einem Fallbeispiel anschaulich dar-
stellen. Dazu betrachte man Abbildung (3.9).

Abbildung 3.9: Ein Fallbeispiel

Im Schnittbild y = 0 sind zwei kreisféormige Elektroden Ey, Fy dargestellt, die
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sich auf der z = 0-Ebene befinden, und tiber die Strom in den Halbraum z >
0 ein- bzw. abflielt, wie die Pfeile andeuten. Die Elektroden haben den Radius
1 und befinden sich mit ihren Zentren an den Koordinaten #; = (—3,0,0) und
Ty = (3,0,0). Unmittelbar vor Elektrode 1 sei ein metallisch leitender kugelférmiger
Storkorper. Die Kugel hat den Radius 0.5 und befindet sich mit ihrem Zentrum an
den Koordinaten Zx = (—3,0,2).

Wihlt man fiir die Einheit im Diagramm 0.5 c¢cm, so ist der Abstand des Stor-
korpers, dessen Durchmesser 0.5 cm betriagt, zum Rand z = 0 1 cm. Die Elektroden
haben in diesem Fall ebenso einen Durchmesser von 1 cm. Ihre Mittelpunkte sind 3
cm voneinander entfernt. Damit ist die oben gewéhlte Situation durchaus praxisnah.
Beispielsweise interessiert man sich in der Mammographie fiir solch kleine Tumore,
die eine deutlich hohere Leitfdhigkeit haben, als das sie umgebende Gewebe.

Es soll nun geklart werden, welche Mefigenauigkeit mindestens notwendig ist,
um die Effekte der Storung in den Mefidaten zu erkennen. Danach wird untersucht,
welche Anforderungen an die Genauigkeit der theoretischen Beschreibung des Pro-
blems gestellt werden miissen. Um einen Vergleich verschiedener Potentialverteilun-
gen moglich zu machen, muf} eine einheitliche Normierung gew#hlt werden. In den
folgenden Abbildung ist dies die Normierung der Potentiale auf den Wert Null im
Punkt (0,0,0).

3.6.2 Erforderliche Mefigenauigkeit

Denkt man sich zunéchst den Storkorper weg, so bildet sich auf der z = 0-Ebene
eine zu einer konstanten Leitfahigkeit gehorige Potentialverteilung aus. Nimmt man
weiterhin an, dafl die Elektroden metallisch sind und kein Kontaktwiderstand exi-
stiert, so erwartet man ohne Beriicksichtigung der gegenseitigen Wechselwirkung
der Elektroden eine Potentialverteilung ¢g, wie sie in Abbildung (3.10) fiir y = 0
dargestellt ist.
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Abbildung 3.10: Ungestorte Potentialverteilung zum Fallbeispiel bei y = 0

Setzt man nun den Storkorper in das Gebiet ein, so dndert sich die Potential-
verteilung auf der Meflebene, wie im vorigen Kapitel beschrieben wurde. Da der
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Sﬁérkérper recht klein ist und der Abstand zur Ebene hinreichend grof3, ist diese
Anderung in sehr guter Ndherung ein Dipolpotential. Die Potentialdnderung d¢ auf
der Ebene z = 0 wird in Abbildung (3.11) gezeigt.
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Abbildung 3.11: Vom leitenden Storkorper verursachte Potentialanderung bei y = 0

Zur Ermittlung eines vom Stérkorper verursachten relativen Effekts ist ein direk-
ter Vergleich der Abbildungen (3.10) und (3.11) jedoch nicht sinnvoll, da in diesem
Fall die speziell gewdhlte Normierung eingehen wiirde. Eine Betrachtung, die un-
abhédngig von der Normierung ist, bezieht sich nur auf Potentialdifferenzen. Es ist
daher sinnvoll, die Ableitungen der Kurven aus obigen Abbildungen zu vergleichen.

In diesem Sinne zeigt Abbildung (3.12), da§ die maximale relative Grofie der
Anderung bei unter 2 Prozent liegt, was iiberraschend wenig ist. Dennoch sollte bei
einer Mef3genauigkeit von {iblicherweise 0.1 Prozent der Effekt prinzipiell beobacht-
bar sein.

00175 [ |
0.015 |
0.0125 | 00(z,y = 0)

001 | %%(%y: )

0.0075

0.005 |
0.0025

-20 ~10 0 10 20
X in Einheiten des Elektrodenradius

Abbildung 3.12: Relativer Effekt der Storung
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Wie aus den Uberlegungen der letzten Abschnitte hervorgeht, ist aber die oben be-
rechnete Potentialverteilung zur homogenen Leitfdhigkeitsverteilung sicherlich falsch.
Zum einen hat man die Auswirkungen eines nicht verschwindenden Kontaktwider-
stands zu beriicksichtigen. Zum anderen beinflussen die Elektroden gegenseitig die
auf ihnen herrschenden Stromdichteverteilungen.

3.6.3 Auswirkungen des Kontaktwiderstands

Betrachtet man zunéchst die Auswirkungen des Kontaktwiderstands, so ist die-
ser im schlimmsten Fall so grof}, daf§ die Stromverteilung auf beiden Elektroden
anndhernd konstant ist. Es ist wichtig zu beobachten, dafl in diesem Fall die Elek-

troden auch vollig entkoppelt voneinander beschrieben werden kénnen, da in der
Robin-Gleichung (3.11)
d¢

6+Z0o- = V. VicE

das an der Elektrode herrschende Potential eine untergeordnete Rolle spielt. Dem-
nach wird auch bei unmittelbar nebeneinander liegenden Elektroden die Stromdichte
konstant bleiben.

Die durch einen unendlich grofien Kontaktwiderstand verursachte Potentialdnde-
rung 0¢y auBerhalb der Elektroden ist in Abbildung (3.13) dargestellt. Dabei be-
nutzt man Gleichung (3.22), die die &ufiere Potentialverteilung zu einer gleichméfig
durchflossenen Elektrode angibt.
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Abbildung 3.13: Korrektur der Potentialverteilung wegen groflem Kontaktwider-
stand an den Elektroden

Ein Vergleich mit der vom Storkorper verursachten Potentialdnderung d¢ zeigt
wiederum im Intervall # € [—1,1] Abbildung (3.14). Zur besseren Unterscheidung
der Kurven wurde die vom Kontaktwiderstand hervorgerufene Anderung gestrichelt
dargestellt.

Im Diagramm wird deutlich, daf} eine genaue Kenntnis des Kontaktwiderstands
nicht nur fiir das auf einer Elektrode gemessene Potential von grofler Bedeutung ist.



70 Modellierung der Elektroden

g 000075 oz, y = 0) opr(z,y=0) 7
) e
%J 0.0005 | _
i 0.00025 | g
. =
—

g 0 =
£ ~
= - 000025 | -
2 00005 | e
B Ve
S -oo0075 |

/

1 - 05 0 05 i

X in Einheiten des Elektrodenradius

Abbildung 3.14: Vergleich der Potentialverliufe. Die durch die Anderung des Kon-
taktwiderstands hervorgerufene Potentialverschiebung ist gestrichelt dargestellt.

Die Anderung der Stromdichteverteilung auf der Elektrode verursacht einen global
sichtbaren Effekt, der die Erkennung des Storkorpers duflerst problematisch macht.

3.6.4 Effekte der Elektroden

Ist der Kontaktwiderstand vernachléssighar klein, so dominiert in der Robin-Glei-
chung (3.11) auf der linken Seite das Potential ¢. Dies fiihrt dazu, dafi man die
Elektroden nicht mehr entkoppelt voneinander betrachten darf. Eine notige Korrek-
tur 0¢. der Potentialverteilung wurde in guter Ndherung in Abschnitt 3.4 hergeleitet
und ist fiir den hier betrachteten Fall in Abbildung (3.15) dargestellt.
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Abbildung 3.15: Korrektur der Potentialverteilung wegen Einflufl anderer Elektroden

Der Vergleich mit der vom Storkérper verursachten Potentialénderung ist in
Abbildung (3.16) dargestellt, wobei die Effekte der Elektroden gestrichelt dargestellt
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Abbildung 3.16: Vergleich der Potentialverlaufe. Die durch die Elektroden verur-
sachten Potentialverschiebungen sind gestrichelt dargestellt.

In der Abbildung wird deutlich, daf§ fiir einen Kontaktwiderstand Z = 0 die
Elektroden keinesfalls entkoppelt voneinander betrachtet werden diirfen. Die damit
verbundenen Fehler sind von einer &hnlichen Groflenordnung wie im vorigen Ab-
schnitt. Der vom Storkorper herriihrende Effekt ist unterdriickt.

3.6.5 Zusammenfassung

In der Untersuchung des oben aufgefiihrten Fallbeispiels wurde deutlich, daf die
Potentialmessung in unmittelbarer Ndhe von Elektroden nur mit einem prézisen
Verstédndnis der zugehorigen Stromdichteverteilungen sinnvoll ist. Beide in diesem
Abschnitt diskutierten Fehlerquellen in der mathematischen Beschreibung des Vor-
wartsproblems konnen in ihren Auswirkungen die durch einen Storkorper verursach-
te Anderung der Potentialverteilung tiberdecken. Ein sehr groBer Kontaktwiderstand
sollte eine stabile konstante Stromdichte auf den Elektroden unabhingig von deren
Plazierungen garantieren. Solange man auf eine Potentialmessung auf stromfiihren-
den Elektroden verzichtet, wiirde ein solcher grofler Kontaktwiderstand eine einfache
mathematische Modellierung des Problems zulassen. Die Beschreibung der Strom-
dichteverteilungen auf Elektroden bei einem kleinen Kontaktwiderstand ist kompli-
zierter. In diesem Fall kommt es sehr stark auf die Positionierung der verschiedenen
Elektroden an. Die Stromdichteverteilungen kénnen dann in hoher Genauigkeit nur
noch numerisch berechnet werden. Dazu jedoch ist ein enorm hoher Rechenaufwand
erforderlich. Der im Abschnitt 3.4 aufgezeigte Weg fiir eine Korrektur der Stromdich-
ten auf Elektroden ist ein moéglicher Ausweg, falls alle stromfiihrenden Elektroden

hinreichend weit voneinander entfernt sind und nicht tiber zu viele Elektroden Strom
flief3t.






Kapitel 4

Linearisierung des
Vorwartsproblems

4.1 Einleitung

Die in Kapitel 2 vorgestellten Losungen des Vorwartsproblems stellen eine sehr kleine
Auswahl aus den Féllen dar, in denen eine analytische Losung des Vorwértsproblems
bekannt ist. Eine umfangreichere Auflistung findet sich in [53],[54]. Dennoch ist auch
fiir einfache Geometrien, wie etwa der Kreis in zwei Dimensionen, eine Bestimmung
der Neumann-nach-Dirichlet Abbildung im allgemeinen nur numerisch moéglich. Auf
Grund der Tatsache, daf§ die in Kapitel 2 vorgestellte Abbildung (2.30)

A:o— A,

die den Zusammenhang zwischen gesuchter Leitfihigkeitsverteilung o und gemesse-
nem Neumann-nach-Dirichlet Operator A, beschreibt, nichtlinear ist, kénnen ein-
zelne gefundene Losungen auch nicht linear kombiniert werden, um weitere Félle zu
beschreiben.

Durch die Linearisierung des Problems ist es moglich, die Auswirkungen kleiner
Leitfahigkeitsinderungen in den Mefwerten zu untersuchen. Damit konnen auch
Aussagen tiber die Stabilitédt des Vorwértsproblems beziiglich bestimmter Topologien
in der Menge der Leitfdhigkeitskoeffizienten getroffen werden. Weiterhin spielt die
Linearisierung des Vorwértsproblems in den meisten Rekonstruktionsalgorithmen
eine entscheidende Rolle.

In der Folge wird die Linearisierung des Vorwértsproblems zunéchst ausgehend
von der elliptischen Differentialgleichung (2.23) beschrieben. Die wesentlichen Zu-
sammenhénge lassen sich dadurch problemlos ableiten.

Sehr viel prinzipieller ist allerdings die Bestimmung der Fréchet-Ableitung der
Neumann-nach-Dirichlet Abbildung im néchsten Abschnitt, die [31] entnommen
ist. Hier wird dann auch die Frage nach den erlaubten Funktionenklassen fiir die
Leitfahigkeitsverteilung in der linearisierten Beschreibung des Problems diskutiert.
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Ausgangspunkt der folgenden Uberlegungen ist also zunichst die schon mehrfach
erwihnte elliptische Differentialgleichung (2.23)

V(oVe) =0,

die in der elektrischen Impedanztomographie den Zusammenhang zwischen gesuch-
ter Leitfahigkeitsverteilung o und zu verschiedenen Neumannbedingungen gehorigen
Potentialverteilungen ¢ beschreibt.

Setzt man die Stetigkeit des Vorwértsproblems fiir eine geeignete Wahl der
Funktionenklasse fiir die Leitfahigkeitsverteilung voraus, so fiihrt eine infinitesimale
Anderung der Leitfihigkeitsverteilung zu einer infinitesimalen Anderung der Poten-
tialverteilung bei gleichbleibender Neumannrandbedingung.

Sei ¢ Losung der Differentialgleichung (2.23) fiir eine Leitfihigkeitsverteilung oy
bei fester gegebener Neumannrandbedingung f. Dabei erfiillt ¢y die Normierungs-
bedingung (2.26), d.h. es ist

/39 Po()|pean ds = 0.

Gesucht ist nun eine Losung der Differentialgleichung V((og + do)V¢) = 0 bei glei-
cher Neumannrandbedingung und gleicher Normierung. Dabei sei do eine Variation
der Leitfdhigkeitsverteilung, die am Rand des betrachteten Gebietes verschwindet.
Fiir die Variation der Losung ¢ folgt damit:

V((o0 +60)V(go + 00)) =

Der erste der vier Terme ist nach Voraussetzung Null. Vernachléssigt man den letzten
Term, so erhélt man die Differentialgleichung

V(00V60) = —V(50V ). (4.1)

Da die Potentialverteilung ¢, bereits der verlangten Neumannrandbedingung f
gentigt, muf} Gleichung (4.1) unter der Neumannrandbedingung 9(ogd¢)/On = 0
gelost werden. Von besonderem Interesse ist der Fall oy = 1, fiir den man die Aus-
wirkungen kleiner Anderungen einer homogenen Leitfihigkeitsverteilung untersucht.

Gleichung (4.1) ist fiir oy = 1 die Poissongleichung A¢ = —4mp fiir eine La-
dungsdichteverteilung

1
P = EV((SUV%).

Eine Losung des Problems existiert, da man verlangt hat, daf} die Variation der
Leitfdhigkeiten am Rand verschwindet. Denn dann gilt

/V doV¢g)dx —/ 50% ds = 0, (4.2)

womit die Gesamtladung verschwindet.

Zur analytischen Losung des Problems hilft das Greensche Theorem (2.37). Hat
man eine Greensfunktion zum Neumannproblem gefunden, die somit die Anforde-
rungen (2.38) und (2.39) erfiillt, so lautet die Losung zu Gleichung (4.1)

Sp(x) = /Q G (i, 2 ) (V' (60 (') V' do(z))} da’.
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Die Potentialdnderung d¢ erfiillt dabei automatisch die Normierungsbedingung
(2.26), was durch die spezielle Konstruktion der Greensfunktion mit der Bedingung
(2.39) garantiert ist.

Da die Variation der Leitfdhigkeit am Rand nach Voraussetzung verschwindet,
erhélt man durch partielles Integrieren

So(z) = — /Q VG (x, 2) - V'o(x')oo (x')da'. (4.3)

Der linearisierte Zusammenhang zwischen infinitesimalen Leitfdhigkeits- und Poten-
tialdinderungen wird also durch eine Fredholmsche Integralgleichung mit Integralkern

K(z,2") = =V'Gy(z,2") - V'go(2") (4.4)

beschrieben.

In der Folge sollen idealisiert Punktelektroden betrachtet werden. Ein moglicher
Strom flie3t dann bei einer Elektrode am Ort x; in das Gebiet ein, und an einem an-
deren Ort x; wieder heraus. Bezeichnet ¢; ; die zugehorige Losung des Vorwirtspro-
blems zu oy = 1, so erzeugt eine Leitfahigkeitsinderung do zwischen zwei Punkten
xy, x; nach Gleichung (4.3) die Potentialdifferenzinderung

6o (wy) — 0p(x)
- /Q (V'Gylap,2') — V'Gy(ar,a')) - V' j(2')0(a')da’

= —/Q <V' /(9Q G (2", 2")(0(2" — xp) — 6(2" — Iﬂ)dx") V65 i(a)o0 (2 da!

- /Q V(@) - V' (2') 60(a)da. (4.5)

Gleichung (4.5) liefert fiir eine Diskretisierung der Leitfdhigkeitsverteilung die
Eintrdge der sogenannten Sensitivitymatrix. Sie gibt eine sehr schéne anschauliche
Vorstellung iiber die Auswirkungen kleiner Anderungen von o in den PotentialmeB-
werten.

In dem obigen Beispiel flieft der Strom von einer Punktelektrode am Ort x; zu
einer anderen am Ort ;. Um bei gegebener Variation der Leitfahigkeitsverteilung oo
die zugehorige Anderung der Potentialdifferenz beziiglich der Orte x;, und x; in erster
Néherung zu berechnen, denkt man sich an diesen Orten stromfiihrende Elektroden
und 16st das zugehorige Potentialproblem, um ¢ ; zu erhalten. Die gesuchte Grofie
do(xr) — 0¢(x;) ergibt sich dann unmittelbar mit Gleichung (4.5).

Zur Bestimmung infinitesimaler Potentialdnderungen wird also in diesem Fall
nur die Kenntnis der Neumann-nach-Dirichlet Abbildung zu o9 = 1 benétigt.

Fiir die Ableitung der obigen Gleichungen wurde allerdings die Stetigkeit des
Vorwiértsproblems vorausgesetzt. Weiterhin bezog sich die Untersuchung nur auf
die infinitesimale Anderung einer homogenen Leitfihigkeitsverteilung. Eine prizisere
Beschreibung der Situation ist nur iiber die Variationsformulierung des Vorwértspro-
blems moglich. Der néchste Abschnitt stellt eine sehr knappe Zusammenfassung zur
Linearisierung des Vorwértsproblems aus der bereits erwdhnten Vorlesung “Mathe-
matische Grundlagen der elektrischen Impedanztomographie” [31] dar. Eine etwas
umfangreichere Darstellung findet sich im Anhang B.2.
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4.2 Die Fréchet-Ableitung

Wie bereits mehrfach erwdhnt, ist die Mefigréfle in der elektrischen Impedanzto-
mographie die Neumann-nach-Dirichlet Abbildung A,, die in keinem linearen Zu-
sammenhang mit der gesuchten Leitfahigkeitsverteilung o steht. Bei der Frage nach
der Linearisierung des Vorwartsproblems geht es formell um die Bestimmung der
Fréchet-Ableitung A’ von A. Dazu muf jedoch zunéchst einmal die Frage nach der
Gutgestelltheit des Vorwértsproblems beantwortet werden.

Dazu seien zwei Leitfdhigkeitsverteilungen oy, 03, die beide nach oben und unten
beschrankt sind, gegeben:

0<ag<o,00 <70 <00

Bei gegebener Stromvorgabe f € L£2(99) fiihrt die Losung des Vorwértsproblems
nach Kapitel 2 zu zwei Potentialfunktionen wu;,us € H}(Q). Wie man zeigen kann,
gilt
2
w1 — uallmae) < o) 1 £l 200 o2 — o1 |oo- (4.6)

Besondere Beachtung verdient die Verwendung der Maximumnorm ||- || in der Men-
ge der Leitfdhigkeitskoeffizienten. Leider ist eine dhnliche Aussage bei Verwendung
der £%(Q2)-Topologie nicht méglich.

Ansonsten sind die durch Gleichung (4.6) beschriebenen Zusammenhénge recht
gut anschaulich versténdlich. Die Verwendung groflerer duflerer Strome f fithrt zu
groBeren Anderungen in den resultierenden Potentialen. Ebenso sorgt grob gespro-
chen eine grofle untere Schranke g, also grole Werte der Leitfdhigkeitsverteilungen
o1, 09 fiir kleine Werte der Potentiallosungen wy, us.

Der Weg zu einer Fréchet-Ableitung von A fiihrt {iber die Bestimmung der
Fréchet-Ableitung einer Zuordnungsfunktion Fy, die bei fester Neumannrandbedin-
gung f einer Leitfahigkeitsverteilung o die zugehorige Losung des Potentialproblems
u zuweist:

Fy @ LF(Q) — Hy (),
Fr @ o=u=Af.

Bezeichnet u = Fy(o) die Losungsfunktion zu einer Leitfahigkeitsverteilung o
und v + v’ = Fy(o + h) die Losungsfunktion zur Verteilung o + h, so ist das Ziel,
eine Beziehung zwischen u' und h fiir kleine Anderungen h abzuleiten.

Man findet, dafl der Operator

Fi(o) : L2(Q) = HJ(Q) . Fj(o)h = o/, (4.7)
/ oVu' -Vodr = —/ hVu-Vudr Yv e HL(Q) (4.8)
0 0

die Fréchet-Ableitung von FY ist. Es gilt

2
1Fs(o + 1) = Fy(0) = Fy(o)hlluyey < — 1f le2om 125 (4.9)
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Das eigentliche Interesse bezieht sich jedoch auf die Differenzierbarkeit im “Mef3wer-
traum”, d.h die Differenzierbarkeit des Neumann-nach-Dirichlet Operators. Dieser
bildet &uflere Stromverteilungen auf die resultierenden dufleren Potentialverteilun-
gen ab. Unter Verwendung des Spuroperators v, der einer Funktion v € H!(Q) die
Randwertverteilung zuordnet, liegt es damit nah, den Operator

(N(0)h)f = YF(o)h, he LX), f € LX) (4.10)

zu betrachten.

Bis hierher verliefen alle Betrachtungen in volliger Allgemeinheit. Speziell fiir
den zweidimensionalen Fall des Einheitskreises 148t sich weiter zeigen, dai A’(o)
beziiglich der Hilbert-Schmidt Norm ||| - |||gs die Fréchet-Ableitung der Neumann-
nach-Dirichlet Abbildung darstellt.

In diesem Fall gilt

IAG +8) = A@) = Nolhllus < 2l Sn (@)

n=1

Interessant ist die schwache Formulierung dieser Aussage. Fiir zwei Funktionen
f,g € L2(09) und zugehorige Potentiale u, v beziiglich vorgegebener Leitfihigkeits-
verteilung o kann man zeigen, daf3

< (N(o)h) f,g > = —/ﬂ hVu-Vods (4.12)

gilt.

Ausdriicke des Typs < Af, g > stellen aber gerade die aufgenommenen Meflwerte
fiir &uflere Stromdichtefunktionen f und Potential messende Funktionen ¢ dar. Im
entarteten Fall punktformiger Elektroden erkennt man Gleichung (4.5) wieder, die
aber nur fiir eine Leitfahigkeitsverteilung o = 1 abgeleitet worden war.

4.3 Spezielle Fille

Wie aus den vorigen Abschnitten hervorgeht, ist zur Bestimmung der Auswirkun-
gen einer Variation der Leitfdhigkeitsverteilung in erster Ndherung nur die Kenntnis
der Potentiallésungen zum ungestorten Fall nétig. Von besonderem Interesse fiir die
praktische Anwendung sind der Kreis in zwei und der Halbraum in drei Dimensionen.
In Kapitel 2 wurden analytische Lésungen zu einer homogenen Leitfahigkeitsvertei-
lung o = 1 angegeben. Mit den obigen Uberlegungen lassen sich nun Effekte kleiner
Storungen angeben.

4.3.1 Der zweidimensionale Fall

Speziell fiir das Neumannproblem auf dem Einheitskreis findet man nach Kapitel 2
die Greensfunktion

Gu(r, o1, )

- —% {ln(r2 + 1 = 2rr' cos(¢p — ¢')) +In (1 +11r% — 217’ cos(¢ — gb’))} :
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Nach Gleichung (4.12) lassen sich damit leicht die Auswirkungen einer kleinen
Storung oo einer homogenen Leitfdhigkeitsverteilung oy = 1 angeben. Bezeichnet
¢o die Potentiallosung zu vorgegebener duflerer Stromdichte f, so folgt fiir die &ufle-
re Potentialdnderung 6¢

< 09,9 >r2000)

- _/ v </ Gn(L, 0,7, ¢')g (¢)d¢) -Noo(r', ") oo (r', ") r'dr'de’
= [ (= [ TOx 106 Vo, ) ol o)) dr'as) g (6)do.

Speziell fiir » = 1 hat die Greensfunktion in kartesischen Koordinaten die einfache
Gestalt

Gn(Z, )| jz=1 = —%ln(|f—f’|)
Damit gilt
1 (7 — )
V'GON(Z, D)= = —5——5.

Fiir den entarteten Fall einer Punktstérung der Form

ist demnach die Anderung der duBeren Potentialverteilung in erster Niherung

durch L .
(I - I0> . v¢0($0)

7T|f— fg|2

50(7) = -

gegeben.
Daraus lassen sich folgende Dinge ablesen

e Betrachtet man im speziellen den Randpunkt in Richtung des ungestorten
Stroms, so ergibt sich bei einer Erhohung der Leitfahigkeit am Ort 7y der
Storung eine Erniedrigung des Randpotentials, was physikalisch sinnvoll ist.

e Die durch die Existenz eines Storkorpers hervorgerufenen Effekte in der Po-
tentialverteilung nehmen mindestens reziprok zum Abstand des Storkorpers
vom Rand ab.

e Eine Vergroflerung der Potentialinderung wird einzig und allein durch eine
Erhéhung des ungestorten Stroms am Ort der Storung hervorgerufen.

Aus dem dritten der genannten Punkte geht hervor, daf3 die Wahl der dufleren
Stromdichten im Experiment von grofler Bedeutung ist. Speziell fiir den Fall des
Kreises sorgen kosinusartige duflere Stromdichten j(¢) = cos n¢ fiir kleine n fiir
eine mehr oder weniger gleichméflige Verteilung des Stroms im gesamten Gebiet.
Fiir n = 1 ist bei einer homogenen Leitfdhigkeit die Stromdichte in jedem Punkt
gleich grof.

Groflie Werte von n entsprechen stark oszillierenden dufleren Stromdichten, die
hingegen nicht weit in das Gebiet eindringen, so dafl hierdurch nur Informationen
iiber die Leitfahigkeitsverteilung in unmittelbarer Randnihe gewonnen werden.
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4.3.2 Der dreidimensionale Fall

Die Linearisierung des Problems im dreidimensionalen Fall 148t sich am besten an
Hand des Halbraums verdeutlichen. Die Greensfunktion zum Neumannproblem hat
auf der Randebene die Gestalt

1
Gy (T, )|z = —.
Damit ergibt sich in Analogie zu den obigen Rechnungen fiir die Anderung der
Potentialverteilung durch das Einbringen eines punktférmigen Stérkorpers am Ort
Zo unnormiert

27T|.’f— f@|3

Die Unnormierbarkeit der Lésung spielt dabei keine Rolle, da sowieso nur Potential-
differenzen zwischen verschiedenen Punkten auf einem beschrinkten Teilgebiet der
Grenzebene mefibar sind.

An der abgeleiteten Gleichung ist auffillig, dafl im Gegensatz zum zweidimensio-
nalen Fall die Stiarke der Potentialanderung mindestens quadratisch zum Abstand
des Storkorpers vom Rand abnimmt. Dies ist anschaulich dadurch zu erklaren, dafl
in drei Dimensionen der Strom eine weitere Dimension zum UmflieBen der Stérung
besitzt. Die Bestimmung eines zweidimensionalen Schnittbilds einer dreidimensiona-
len Leitfahigkeitsverteilung ist damit generell problematisch. Die in der tatsédchlichen
dreidimensionalen Welt erzeugten mefibaren Effekte einer Storung kénnen in einem
zweidimensionalen Modell falsch interpretiert werden.

4.4 Grenzen der Zulissigkeit einer Linearisierung

In den vorherigen Abschnitten wurde das Potentialproblem fiir eine homogene Leit-
fahigkeitsverteilung mit infinitesimaler Stérung untersucht. Eine Linearisierung die-
ses Problems fiihrte zu einer Beziehung zwischen Leitfdhigkeitsdnderung im Inneren
des untersuchten Gebietes und zugehériger Anderung der Losung des Potentialpro-
blems am Gebietsrand. Diese linearisierte Beschreibung des Problems fiihrt aller-
dings bei starken Anderungen der Leitfihigkeitsverteilung zu véllig falschen Resul-
taten. Als Beispiel kann der Fall eines metallisch leitenden Storkorpers im Halbraum
dienen. Die durch das Einbringen eines solchen Storkérpers mit Radius e am Ort &
verursachte Potentialinderung am Rand wurde in Kapitel 2 abgeleitet. Bei hinrei-
chend grofiem Abstand zur Meflebene gilt Gleichung (2.75)
3 = .
Srore(7) = — 20D ;(|f “0) e o0,

|7 — &

Ein Vergleich mit Gleichung (4.13) zeigt, daf§ dies in der linearisierten Beschreibung
des Problems einer Leitfihigkeitsinderung éo = 3 und natiirlich nicht do = oo
entspricht. Dennoch ist erfreulich, dafl alle sonstigen Abhéngigkeiten beztiglich des
Ortes des Storkorpers und der Stérke des ungestorten Stroms auch im Grenzfall
eines metallischen Leiters erhalten bleiben.
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Ein dhnliches Resultat findet man fiir den Fall eines Nichtleiters. Ein Vergleich
der Gleichungen (2.77) und (4.13) zeigt, daf ein winziger nichtleitender Storkorper
in der linearisierten Beschreibung des Problems einer Anderung der Leitfihigkeit
von 1 auf —0.5 gleichkommt. Obwohl eigentlich negative Leitfdhigkeiten physika-
lisch sinnlos sind, 148t sich demnach das Potentialproblem beziiglich einer homoge-
nen Leitfahigkeitsverteilung mit Wert 1 und einem kleinem Stoérkorper recht gut in
der linearisierten Fassung im Leitfdhigkeitsintervall [—0.5, 4] untersuchen. Fiir das
inverse Problem, das darin besteht, aus Potentialverteilungen am Rand des zu unter-
suchenden Korpers zu verschiedenartigen Neumannrandbedingungen die Leitfahig-
keitsverteilung zu rekonstruieren, kann eine solche Einschrinkung der moglichen
Leitfahigkeitswerte ein probates Mittel zur Stabilisierung sein.

Die Existenz von Nichtleitern und metallischen Leitern stellt damit fiir die li-
nearisierte Beschreibung des Problems kein Hindernis dar. Problematischer wird die
Situation allerdings dann, wenn die Gréfle und die Anzahl der Stérkérper zunehmen.
Dennoch werden auch fiir kompliziertere Leitfdhigkeitsverteilungen bereits jetzt in
der Praxis mit Rekonstruktionsverfahren, die mit nur einem einzigen Newtonschritt
ein Bild erzeugen, gute Ergebnisse erzielt [17].

4.5 Konsequenzen fiir realistische Mefidaten

4.5.1 Versuchsbeschreibung

Mit unserem Kollaborationspartner Dr. G. Schuhfried fiihrt unsere Arbeitsgruppe in
Wien Experimente zur elektrischen Impedanztomographie durch. Der Versuchsauf-
bau ist in Abbildung (4.1) skizziert. Die genauen Abmessungen finden sich in Ab-
bildung (4.2).

Abbildung 4.1: Versuchsaufbau

In einem zylindrischen Gefifl befindet sich eine Salzlésung mit homogener Leitfa-
higkeit. Als Storkorper dient ein zylinderférmiger Leiter. Am Rand des Geféfles sind
drei Reihen von Elektroden angebracht. Uber die duferen zwei Reihen wird Strom
in das Gefafl injeziert, wobei die Stromverteilung in beiden Reihen gleich ist. In
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Abbildung 4.2: Abmessungen

der mittleren Schicht befinden sich potentialmessende Elektroden. Durch solch ein
Guardelektrodensystem, das schon in den Untersuchungen zur Berechtigung einer
zweidimensionalen Problembeschreibung im zweiten Kapitel vorgestellt wurde, ver-
sucht man, den Stromverlauf in der Ebene der potentialmessenden Elektroden zu
biindeln, um dort eine zweidimensional beschreibbare Situation zu schaffen. Hier-
bei denkt man sich die stromfiihrenden Elektroden in diese Ebene hinein proje-
ziert. Ein stromfiihrendes Elektrodenpaar 148t sich in diesem Sinne als eine einzige
stromfiihrende Elektrode in der zweidimensionalen Beschreibung verstehen. Hiervon
wird in der Folge durchgingig Gebrauch gemacht.

Die Gesamtanzahl der Elektroden in unserem Versuch ist 32. Die Durchnum-
merierung der Elektroden in den folgenden Abbildungen geschieht von 0 bis 31.
Der Vergleich der experimentellen Werte mit den theoretischen Rechnungen bezie-
hen sich auf den Einheitskreis, wobei in ebenen Polarkoordinaten (r,¢) sich das
Zentrum der i-ten Elektrode bei (1,i7/32) befindet. Die folgenden Untersuchungen
beziehen sich auf Potentialmessungen zu einem Stromeingang bei Elektrode 0 und
einem Stromausgang bei einer der {ibrigen Elektroden. Die absolute Stromstérke ist
in jedem Versuch die gleiche und kann 0.B.d.A als 1 angenommen werden. Dies er-
gibt 32 PotentialmeBwerte ¢; zu insgesamt 31 verschiedenen Stromkonfigurationen
Ji- Die Giiltigkeit der Bedingung (2.26) fiihrt in der diskretisierten Beschreibung des
Problems zu der Normierungsbedingung

so dal man letztendlich {iber 31 x 31 unabhéngige Me3werte verfiigt.

Zunéchst geschah die Aufnahme der ersten Mefireihe ohne den zylindrischen
Storkorper. Im Anschlufl wurde eine zweite Mefireihe mit Storkorper aufgenommen.
An Hand der soeben beschriebenen Versuchsanordnung lafit sich die Qualitét
einer linearisierten Beschreibung des Problems gut iiberpriifen. Die wesentlichen
Untersuchungen beziehen sich auf Gleichung (4.12), die den Zusammenhang zwi-
schen einer kleinen Stérung h einer Leitfdhigkeitsverteilung o und der zugehdorigen
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Potentialanderung u’ bei fest vorgegebener duflerer Stromdichte f beschreibt:
<u', g >p200) = / hVu-Vovd.
Q

Wie in Abschnitt 4.2 beschrieben sind hierin « und v die Potentiallosungen
beziiglich der ungestorten Leitfdhigkeitsverteilung o bei dufleren Stromdichten f
und g. Aus der obigen Gleichung ist unmittelbar ersichtlich, da§ bestimmte duflere
Stromdichten besonders gut zur Lokalisierung eines Stérobjekts geeignet sind. Dies
ist grob gesprochen dann der Fall, wenn die zugehorige Stromdichte zum ungestorten
Problem am Ort der Stérung besonders grof} ist.

In gleicher Weise erwartet man fiir die durch einen Stérkorper verursachte Poten-
tialinderung u’ bevorzugt Momente < u', g >z (sq), falls g auch als “guter” Strom
angesehen werden kann.

Beide Aspekte lassen sich an den gewonnenen Mefldaten sehr gut veranschauli-
chen.

4.5.2 Uberlagerung zu trigonometrischen Strommustern

Die oben erwéhnten 31 verschiedenen Stromanordnungen mit einem Stromeingang
bei Elektrode 0 und einem Stromausgang bei einer der iibrigen Elektroden bilden
eine Basis fiir die Menge aller moglichen Stromkonfigurationen. Somit ist es durch
eine geeignete Linearkombination der Basisstrome moglich, beispielsweise trigono-
metrische Strommuster anndhernd zu erzeugen. Bezeichnet j; den dufleren Strom
mit Stromeingang bei Elektrode 0 und Stromausgang bei Elektrode 7, so kann man
fiir ein k € IN, k£ < 16 folgende Linearkombination betrachten:

31

j = Z — cos(kim /16) j;.

i=1

Uber die i-te Elektrode flieft in diesem Fall der Strom cos(kim/16) in den Korper,
wodurch man sich einer kontinuierlichen Stromdichteverteilung der Form j(¢) =
cos k¢ anndhert.

Zwei Fragen bleiben jedoch noch offen:

1. Nimmt mit der angegebenen Uberlagerung der Strom an Elektrode 0 ebenfalls
den richtigen Wert cos(0 k7/32) = 1 an? Aquivalent dazu kann man fragen, ob
in der diskretisierten Beschreibung einer kosinusartigen dufleren Stromdichte
die Stromerhaltung unmittelbar garantiert ist, d.h ob

f:cos(km/m) =0

=1

gilt.

2. Fiir die dufleren Stromdichten ji(¢) = cos k¢ gilt unabhéngig von k£ > 0

[ lio)as = =

Es stellt sich die Frage, ob in der diskretisierten Beschreibung diese Eigenschaft
erhalten bleibt.
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Zunichst gilt

32 16 16
> cos(kir/16) = > cos(kim/16) + > cos(k(i + 16)7/16)
=1 =1 =1
16
B { 2> cos(kir/16) ; k=2n, n € IN
o i=1
0 i k=2n-—1, n e IN

Fahrt man mit der Zerlegung der Summe fort, so erhélt man im néchsten Schritt

2> cos(kir/16) = 2 (Z cos(kim/16) + Y cos(k(i + 8)7r/16)>

i=1 i=1 i=1
8
B { 43" cos(kir/16) ; k= 4n, n € IN
B i=1
0 : sonst

Letztendlich erhalt man

32

. 32 cos(km/16) ; k= 32n, n €N
> cos(kir/16) = { (0 /16) ‘ somst
i=1 )

Mit der Forderung £ < 16 ist also sichergestellt, da} der resultierende Strom an
Elektrode 0 tatsdchlich 1 betrégt. Es gilt demnach fiir alle £ < 16

| * costben/16)dr — 0= S~ cos(kir/16). (4.14)

=1

Zur Beantwortung der zweiten der obigen Fragen benutzt man die Identitét
9 1
cos® v = 5(1—1—(308 27).

Damit gilt in Analogie zum obigen Vorgehen

32

> Jeos(kin/10) =3 5 (1 + cos(hin/9))

=1

= 16+ % (; cos(kim/8) + ;cos(k(i + 16)7r/8)>

16
. 16 + 16 cos(kmw/8) ; k= 16mn, n € IN
= 16+ > cos(kim/8) :{ 16 (km/8) ' sonst
i=1 ,

Unter der Bedingung k£ < 16 erhélt man demnach in voller Analogie zur kontinuier-
lichen Beschreibung

32 32
/ | cos(kam/16)2de =16 =S | cos(kir/16)[ (4.15)
0 i=1
Alle Rechnungen bleiben giiltig, wenn man eine endliche Ausdehnung A der Elek-
troden mitberiicksichtigt, solange man annimmt, daf§ die Stromverteilung auf der
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Elektrode konstant ist. In diesem Fall wird der Strom, der iiber die i-te Elektrode
flieft, durch das Produkt der konstanten Stromdichte j; mit A beschrieben. In al-
len obigen Uberlegungen kann dann die Grole A aus den Summen herausgezogen
werden.

Aus Abschnitt 2.6.3 ist bekannt, dafi die Funktionen

1
—sinng , n>0

n@) = "
M cosng , n<0

Eigenfunktionen der Neumann-nach-Dirichlet Abbildung A; sind. Die folgenden Ab-
bildungen verdeutlichen, dafl eine diskretisierte sinus- bzw. kosinusférmige &uflere
Stromdichte fiir eine homogene Leitfahigkeitsverteilung in unserem Tomographen
tatsdchlich eine sinus- bzw. kosinusférmige &uflere Potentialverteilung erzeugt, wie
es die zweidimensionale theoretische Beschreibung verlangt. In Abbildung (4.3) wur-
den die aufgenommenen Mefldaten fiir eine homogene Leitfahigkeitsverteilung an-
genédhert zu einem kosinusférmigen Strommuster iiberlagert, indem {iber die i-te
Elektrode der Strom cos(im/32) eingespeist wurde. Der ebenfalls in der Abbildung

04 |

02|

Potential in bel. Einheiten
o

0 5 10 15 20 25 30
Elektr odennummer

Abbildung 4.3: Aufieres Potential zu kosinusférmiger Stromvorgabe und Fit der Mef-
daten durch cos(mz/32)

dargestellte Fit der Mefidaten durch eine Kosinusfunktion bestétigt die Erwartung
erstaunlich gut. Die Ubereinstimmung der Theorie und des Experiments ist, zumin-
dest was die Gestalt der Kurven angeht, auch fiir hoher frequente Stromverteilungen
gegeben. Dies veranschaulicht exemplarisch Abbildung (4.4) fiir eine duflere Strom-
verteilung der Form j(¢) = cos(4¢).

In den bisherigen Betrachtungen wurden allerdings die Amplituden der &ufle-
ren Potentialverteilungen nicht miteinander verglichen. Dies ist jedoch notwendig,
da auch hier die theoretische Beschreibung Vorhersagen macht. Die Eigenwerte der
Neumann-nach-Dirichlet Abbildung A; zu den Eigenfunktionen 7, sind 1/|n|. Fiir
eine konstante Leitfahigkeitsverteilung erwartet man demnach auch ein proportio-
nal zu 1/|n| abfallendes Verhalten der Eigenwerte. Um zu iiberpriifen, ob auch in
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Abbildung 4.4: Fit der Mefldaten durch cos(4mx/32)

diesem Punkt die diskretisierte duflere Stromdichte zu gleichen Resultaten wie im
kontinuierlichen Fall fithrt, wurden fiir Wellenzahlen £ =1, - - -, 15 und kosinusférmi-
ge diskrete duflere Stromverteilungen die resultierenden Potentialverteilungen un-
tersucht. Die Amplituden der Verteilungen wurden durch einen Fit der jeweiligen
diskreten PotentialmeBwerte durch die entsprechende Kosinusfunktion gewonnen.
AnschlieBend wurden durch einen Fit mit der Funktion 1/k die Ubereinstimmung
von Theorie und Praxis getestet. Das Resultat zeigt Abbildung (4.5).

04 [ .
03|
02| < >Qﬂl\3ﬂlw V\(.w
01 |
0L ,
0 2 4 6 8 10 12 14

Abbildung 4.5: Vergleich der Amplituden < A;T_g, T_p >2(90) der kosinusférmigen
duferen Potentialverteilungen fiir verschiedene Wellenzahlen k mit dem theoretisch
erwarteten Verhalten

Wie deutlich zu erkennen ist, weichen schon bei £ = 5 die Amplituden der diskret
gemessenen dufleren Potentialverteilungen vom erwarteten Verhalten der zweidimen-
sionalen Theorie sichtbar ab. Betrachtet man aber nochmals die Untersuchungen zur
Berechtigung einer zweidimensionalen Problembeschreibung, so stellt man qualitativ
eine recht gute Ubereinstimmung von Abbildung (4.5) mit Abbildung (2.14) fest.
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4.5.3 Optimale Strome

Welche Voraussetzungen an die Mefigenauigkeit miissen gestellt werden, damit zwei
Leitfahigkeitsverteilungen o und 7 voneinander unterschieden werden kénnen? Die-
se Frage kann nur im Zusammenhang mit den im Experiment angelegten dufleren
Stromdichten beantwortet werden. Fiir eine bestimmte duflere Stromvorgabe j mifit
man die zugehorigen Potentialverteilungen A,j und A,j. Diese sind unterscheidbar,
falls [|Asj — A7jllz2(a0) nicht unterhalb der Mefgenauigkeit liegt. Um verschiedene
Stromvorgaben miteinander vergleichen zu kénnen, ist es notwendig, eine geeignete
Normierung fiir j in die Uberlegungen mit einzubeziehen. Es erscheint sinnvoll, die
Grofie

%CV _ __>qm . >ﬁw__hwa©v A%HQV

171l 22 (00)

zu betrachten [29]. Ein &uflerer Strom, der optimal erkennen 148t, dafl es sich bei den
beiden Leitfdhigkeitsverteilungen o und 7 um unterschiedliche Funktionen handelt,
sollte nach der obigen Definition §(j) maximieren.

Es stellt sich im Falle des Einheitskreises heraus, daf§ im wesentlichen trigonome-
trische Strommuster mit niedriger Frequenz als optimale Strome angesehen werden
konnen. Das dies fiir zwei Leitfahigkeitsinderungen, die sich nur wenig voneinan-
der unterscheiden, tatsdchlich der Fall ist, wird im néchsten Abschnitt deutlich, in
dem fiir eine beliebige fest vorgegebene Stromvorgabe die resultierenden &ufleren
Potentiale genauer untersucht werden.

Die folgenden Untersuchungen beziehen sich auf die &ufleren Stromdichten cos ¢
und cos4¢ aus dem vorigen Abschnitt. In beiden Fillen dndert sich die duflere
Potentialverteilung, wenn man den leitenden Storkorper in die Salzldsung eintaucht.
Die gemessenen Potentialinderungen fiir beide Félle sind in den Abbildungen (4.6)
und (4.7) dargestellt.

002 |

0.01 ¢ L .

-0.01 ¢
-0.02 ¢ .
-0.03 ¢

-004 ¢

Potential in bel. Einheiten

- 005 | .
0 5 10 15 20 25 30
Elektr odennummer

Abbildung 4.6: Anderung der Potentialverteilung fiir j(¢) = cos(¢)
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Abbildung 4.7: Anderung der Potentialverteilung fiir j(¢) = cos(4¢)

Es wird deutlich, daf} fiir die héher frequente &uflere Stromdichte die Potenti-
aldnderung tatséchlich schwicher ist. Dies gilt aber nur fiir den absolut gemessenen
Effekt. Betrachtet man die relative Anderung der Potentialverteilung, so erkennt
man bei einem Vergleich der Abbildungen (4.6), (4.3) bzw. (4.7), (4.4), da$ fir die
jeweils maximale Potentialdnderung relativ zum ungestérten Potentialwert sich in
beiden Fiéllen in etwa eine 10-prozentige Abweichung ergibt.

Fiir diese deutlich sichtbaren Differenzen in den Potentialmeflwerten ist das Ar-
beiten mit optimalen Stréomen nicht zwingend notwendig. Sollen jedoch auch winzige
Storkorper erkannt werden, so wird es notwendig, optimale Strome anzulegen, um
Anderungen in den letzten Stellen der absoluten MeBgenauigkeit noch zu erkennen.

4.5.4 Fourieranalyse der Potentialinderung

Im vorigen Abschnitt wurde diskutiert, inwiefern &uflere Stromdichten mit gleicher
L2-Norm verschiedene durch einen Stérkérper verursachten Potentialinderungen
hervorrufen. Die Tatsache, dafl die zu erwartenden Effekte bei hoher frequenten
duferen Strémen abnimmt, wurde dort nur an Hand zweier Beispiele erldutert. Ein
besseres Verstdndnis gewinnt man leicht durch die Beobachtung, dafl in der lineari-
sierten Beschreibung des Problems durch Gleichung (4.12) Stréme und Spannungen
vollig gleichberechtigt eingehen. Ist also zu einer fest vorgegebenen &ufleren Strom-
dichte f ein bestimmtes Moment der Potentialinderung < u’, g > .2 besonders grof},
so kann man schlieffen, dafl g ebenfalls als optimaler Strom angesehen werden kann.

Als einfachsten Fall kann man dazu untersuchen, wie sich kleine Stérungen h
einer homogenen Leitfdhigkeitsverteilung ¢ = 1 in den Mefidaten auswirken. Nach
Gleichung (4.12) und der Greensfunktion G zum Neumannproblem erhélt man
damit in ebenen Polarkoordinaten in linearer Naherung

<u',g >

= |\OH \oﬁ v A\oﬁ Gn(1, 0, ?@\vm@vﬁ@v Nu(r, &) b, ) ' de'dr.
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Hierin ist u die Potentiallosung zum fest vorgegebenen Strom f. Mit der in Abschnitt
2.6.3 angegebenen Entwicklung (2.45) der Greensfunktion berechnet man weiter

<u',g >
B / /ZW ( { i%(r')”cosm(cb—cb’))} g(cb)dab)
V'u(r', ¢") h(r', ¢")r' do'dr’
B "/ /%( ZW Oo )" Hcosn(p — ¢')éw +sinn(¢p — ¢')éy) g (¢)d¢>
V'u(r',¢') h(r', ¢')r dd) dr'.

Hierin bezeichnen €, und &y die krummlinigen Basisvektoren

Der obige Ausdruck vereinfacht sich sehr stark, wenn man speziell ¢ = cos mo
setzt und damit

<u',cos me >p2
= — /27r (/27r OO (1" (cosn(p — ¢')éw +sinn(p — ¢')ey) cos me dqb)

NVu(r’ ¢>h( ¢)T d¢'dr’
= —/ / (cos m@'€. +sin me'éy) - V'u(r', ¢') h(r', ") do'dr’

- a44%0w(_§§2:3§)-vwﬂwmwwwww

erhélt. Entsprechend bestimmt man fiir ¢ = sin mao

<u',sin me > g2

271' . ’
S A N G O A R R e

Fiir den entarteten Fall einer Punktstorung der Form

h(r6) = ~3(r — 10)(9)

ergibt sich damit

<u',cos mep >p o= —rg L (Vu(re, 0)),,
<u;sinmo > = —rg (Vu(rg,0)),.

Die Beitrédge des ungestorten Stroms in x- bzw. y-Richtung bestimmen demnach die
Kosinus- bzw. Sinusbeitriige der #ufleren Potentialinderung. Der Faktor r™~! in den
obigen Gleichungen sorgt dafiir, dafl hoher frequente Anteile weniger stark vertreten
sind. Das Verhalten der Fourierkoeffizienten fiir Storkorper mit einer vorgegebenen



4.5 Konsequenzen fiir realistische Mefdaten 89

kleinen Ausdehnung 148t sich ebenfalls leicht abschitzen. In diesem Fall werden die

Fourierkoeffizienten fiir grofier werdende Frequenzen sehr schnell gegen Null gehen,

sobald die Ausdehnung der Stérung grofler als die entsprechenden Wellenldngen ist.
Daraus ergeben sich folgende Schlufifolgerungen:

1. Verursacht eine kleine Stérung der Leitfahigkeitsverteilung eine Anderung v’
der dufleren Potentialdifferenz, so nehmen die Momente < u',cos m¢ > 2,
</, sin m¢ >z fiir gréfer werdende m ab. Dies hat zur Folge, daf§ die dufie-
ren Stromdichten cos me, sin me fiir kleine m als optimale Strome angesehen
werden konnen, was im vorherigen Abschnitt bereits ohne Begriindung ange-
nommen wurde.

2. Das Abfallen der Fourierkoeffizienten wird vor allen Dingen vom Abstand des
Storkorpers zum Rand bestimmt. Die Fourierkoeffizienten fallen bei gréfferem
Abstand schneller ab. Dies hat zur Folge, dafl man die Effekte kleiner Storun-
gen, die sich in unmittelbarer Randnédhe befinden, zum groflen Teil aus den
Daten herausfiltern kann, indem man hochfrequente Anteile der gemessenen
Potentialdnderung eliminiert.

Der zweite der oben angesprochenen Punkte ist vor allem fiir einen praktischen
Einsatz der EIT von Relevanz. In vielen medizinischen Anwendungen bereitet die
unregelméfige Beschaffenheit der Haut grofle Probleme. Die Rekonstruktion der ei-
gentlich interessanten Objekte im Korperinneren wird dadurch enorm erschwert.
Zumindestens in der linearen Ndherung des Problems stellt jedoch die Fourierana-
lyse der Mefldaten und das Herausfiltern hoher Frequenzanteile eine mégliche Pro-
blembehandlung dar. Es bleibt allerdings noch die Frage, wie genau die linearisierte
Beschreibung des Problems die wirklichen Verhéltnisse wiedergibt.

Um die Qualitat der linearisierten Beschreibung des Problems zu priifen, kann
man untersuchen, ob sich die obigen Resultate mit den Meflwerten aus unserem
Versuch verifizieren lassen.

Zunéchst kann man die im Versuch angelegten Stréme zu einem kosinusartigen
Strommuster iiberlagern, wie im vorletzten Abschnitt erldutert wurde. Die resultie-
rende duflere Potentialverteilung zeigt Abbildung (4.3). Da sich das Zentrum des
Storkorpers in Polarkoordinaten bei ungefdhr r = 0.56 und ¢ = 0 befindet, erwar-
tet man nach den obigen Uberlegungen eine resultierende Potentialinderung ' der
Form

o0
u'(¢) = const Y 0.56" " cos ng. (4.18)
n=1
Als Realteil einer diskreten Fouriertransformation der gemessene Potentialdnderung,
die in Abbildung (4.6) dargestellt ist, bestimmt man die in Abbildung (4.8) darge-
stellten Koeflizienten a,,.

Das Abfallverhalten der Koeffizienten a, wird nur ungenau durch Gleichung
(4.18) beschrieben, wie der mit eingezeichnete Fit zeigt. Es fillt aber auf, daf ohne
den Koeffizienten a; eine viel bessere Ubereinstimmung von Theorie und Experiment
erzielt werden kann. Dies belegt Abbildung (4.9), in der deutlich wird, daf§ alle
iibrigen Koeffizienten a, recht gut das geforderte 0.56(" D-Verhalten zeigen.
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Abbildung 4.8: Fourierkoeffizienten a,, der Potentialinderung und Fit der Koeffizi-
enten durch 0.56" 1
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Abbildung 4.9: Fit der Fourierkoeffizienten a, ohne Beriicksichtigung des Koeffizi-
enten a,

Es stellt sich die Frage, ob dies mit der speziell gewahlten kosinusférmigen dufle-
ren Stromdichte zu tun hat.

Dies ist in der Tat der Fall, wie Abbildung (4.10) belegt. Hier wurde die durch den
Storkorper verursachte Potentialanderung fiir die &uflere Stromdichte j(¢) = cos 4¢,
wie sie in Abbildung (4.7) dargestellt ist, untersucht. Es wird hier noch deutlicher
sichtbar, dafl der Fourierkoeffizient a, am weitaus starksten vom erwarteten Verhal-
ten abweicht. Die trotzdem schlechtere Ubereinstimmung mit Gleichung (4.18) im
Vergleich zu Abbildung (4.9) ist hier durch die MefSungenauigkeit zu erkliren, da
die gemessene Potentialdnderung deutlich kleiner ist.

Zwei Antworten erscheinen plausibel, um diesen seltsamen Effekt zu erkléren:

1. Die angelegten Strome in den beiden Mefireihen mit und ohne Stérobjekt diffe-
rieren etwas voneinander. Dies wiirde in der Fourieranalyse der Differenzdaten
nur den zur dufleren Stromdichte gehdrigen Fourierkoeffizient entscheidend be-
treffen.
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Abbildung 4.10: Fit der Fourierkoeffizienten «a,, ohne Beriicksichtigung des Koeffizi-
enten a4 fiir eine duflere Stromdichte j(¢) = cos 4¢

2. Durch das Eintauchen des Storkorpers in den Meftopf steigt das Gel etwas an.
Denkt man sich an dieser Stelle den Storkorper weg und ersetzt ihn durch Gel,
so findet man eine andere Situation vor, als die ohne Stérkérper untersuchte.

Bei der Genauigkeit der dufleren Stromvorgabe von ca. 1%o erscheint der zweite
Grund die plausiblere Erklarung zu sein. In jedem Fall wird aber deutlich, wie pro-
blematisch es ist, die gemessene Neumann-nach-Dirichlet Abbildung A, von einer
Neumann-nach-Dirichlet Abbildung A,, zu einer konstanten Leitfdhigkeitsverteilung
09 = 1 zu unterscheiden, um in der linearisierten Form des Problems ¢ zu bestim-
men.






Kapitel 5

Rekonstruktionsalgorithmen

5.1 Uberblick

Der erste in der Praxis funktionierende Tomograph zur Bestimmung einer Leitfahig-
keitsverteilung aus dufleren Strom- und Spannungsmessungen war das von Barber
und Brown in Sheffield entwickelte APT (Applied Potential Tomography)-System
[2],[3]. Dabei lief man nur {iber zwei jeweils benachbarte Elektroden Strom in den
zu untersuchenden Korper ein- bzw. abflieen. Die Rekonstruktion gelang {iber
einen Backprojektion Algorithmus entlang der Aquipotentiallinien zur konstanten
Leitfahigkeitsverteilung.

Die meisten Rekonstruktionsalgorithmen basieren allerdings auf einer Lineari-
sierung des urspriinglich nichtlinearen Problems beziiglich einer Startverteilung fiir
die Leitfdhigkeit. Das heute wohl beriihmteste in der Praxis funktionierende Gerét
beruht auf dem im Rensselaer Polytechnik Institute entwickelten NOSER Algo-
rithmus (Newton One Step Error Reconstructor) [17]. Der Name deutet an, daf§ zur
Bilderstellung nur ein Newton-Schritt benotigt wird. Weiterhin verwendet das Gerét
optimale Strome, die die Effekte von Storungen einer homogenen Leitfédhigkeitsver-
teilung in den Daten besonders gut sichtbar machen [29]. Im Falle des Einheitskreises
sind dies im wesentlichen trigonometrische Strommuster. Ein kosinusartiger duflerer
Strom garantiert zum Beispiel eine gleichméflige Stromverteilung im gesamten Ge-
biet. Generell funktioniert die Methode der optimalen Stréme dann besonders gut,
wenn der Rand des Gebietes moglichst vollstdndig mit Elektroden besetzt ist.

Die Bestimmung der Leitfdhigkeitsverteilung mit nur einem Newton-Schritt ver-
sagt allerdings, wenn die gesuchte Verteilung zu komplexe Strukturen besitzt. In
diesem Fall ist die linearisierte Beschreibung des Problems mit zu groflen Fehlern
behaftet und es wird notwendig, weitere Korrekturen zu bestimmen. Die Vorgehens-
weise dabei sieht folgendermaflen aus:

1. Stelle eine Vermutung fiir oy auf
2. Loése das Vorwiértsproblem
3. Vergleiche das Ergebnis mit den Mefwerten

4. Bestimme eine Korrektur von oy durch eine Losung des linearisierten Problems
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5. Gehe zu (2)

Verfahren diesen Typs wurden mehrfach untersucht. [11],[58]. Es zeigte sich, dafl in
dieser Weise aufgebaute Algorithmen bereits nach wenigen Schritten befriedigende
Resultate liefern. Der grofle Nachteil solcher Verfahren liegt allerdings an dem er-
heblich héheren zeitlichen Aufwand. Dies bezieht sich vor allem auf die Punkte 2.
und 4. der obigen Aufzéhlung. Zur Bestimmung einer Korrektur im i-ten Schritt ist
zunédchst die Losung des Vorwértsproblems sehr zeitaufwendig. Der Rechenaufwand
zur Bestimmung einer verallgemeinerten Inversen der Fréchet-Ableitung in Schritt 4.
ist im Anschluf} hieran auch im Falle einer oft verwendeten groberen Diskretisierung
fiir das inverse Problem ebenfalls erheblich. Im Gegensatz dazu nutzt beispielswei-
se der NOSER Algorithmus aus, daf§ solche enorm zeitaufwendigen Berechnungen
einmalig mit hoher Prézision durchgefiihrt werden koénnen, wonach die eigentliche
Bildberechnung aus den gewonnenen Mefidaten in Bruchteilen von Sekunden moglich
ist.

Ein weiteres iteratives Verfahren ist der Layer-Stripping Algorithmus. Ziel dieses
Verfahrens ist es, die Leitfédhigkeitsverteilung schichtweise von auffen nach innen ge-
hend zu bestimmen. Dabei benutzt man zur Rekonstruktion in den &ufleren Schich-
ten vorzugsweise hochfrequente duflere Stromverteilungen, die nicht tief ins Gebiet
vordringen. Die Kenntnis der Leitfdhigkeitsverteilungen in den dufleren Schichten
wird dann benutzt, um durch Stréme niedrigerer Frequenz zu weiter innen liegenden
Schichten vorzudringen. Dabei pflanzen sich jedoch in jedem Iterationsschritt Feh-
ler aus den vorherigen Berechnungen fort. Die Leitfahigkeitsverteilung kann damit
im Innern des Gebiets nur noch ungenau bestimmt werden. Ebenso ist die Benut-
zung hochfrequenter &uflerer Stromdichten technisch schwer realisierbar. Aus diesen
Griinden ist der Layer-Stripping Algorithmus in der praktischen Anwendung nicht
ganz so erfolgreich, wie der NOSER Algorithmus.

Einer der bekanntesten direkten Rekonstruktionsalgorithmen in der EIT bezieht
sich auf ein Widerstandsnetzwerkmodell [20],[21],[22],[13]. In diesem Netzwerk ist
es nach Curtis und Morrow méglich, aus den gemessenen Strom- und Spannungs-
mefwerten am Rand unmittelbar die zugehorige diskrete Leitfédhigkeitsverteilung zu
bestimmen. Der Algorithmus bezieht sich dabei auf ganz bestimmte duflere Strom-
verteilungen, sogenannte Curtis-Morrow Stréme, die eine grofitenteils konstante zu-
gehorige Potentialverteilung erzeugen. Der Algorithmus hat jedoch zwei entschei-
dende Nachteile, die einen Einsatz in der Praxis verhindern.

Zum einen rekonstruiert man, dhnlich dem Layer-Stripping Algorithmus, die
Leitfahigkeitsverteilung vom Rand ausgehend, wobei sich in jedem Schritt die Fehler
der vorherigen Berechnungen fortpflanzen.

Zum anderen ist die Methode besonders dann vielversprechend, wenn die oben
erwdhnten Curtis-Morrow Strome im Experiment angelegt werden. Doch schon bei
sehr groben Gittern sind die dazu nétigen &ufleren Strome viel zu grof3.

Ein sehr aktuelles Forschungsgebiet bezieht sich auf die Gebietserkennung in der
elektrischen Impedanztomographie. Dabei geht man davon aus, dafl die Leitfahig-
keitsverteilung im wesentlichen konstant ist und sich nur in bestimmten Teilgebieten
sprunghaft dndert. Ein Rekonstruktionsalgorithmus zielt dann darauf ab, zunéchst
nur solche Teilgebiete zu lokalisieren, bevor man daran geht, die Werte der Leitfahig-
keit in diesen Gebieten zu bestimmen.
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Erst in jlingster Zeit ist es gelungen, einen Algorithmus fiir eine solche Gebiets-
erkennung zu entwickeln [12]. Nimmt die gesuchte Leitfihigkeitsverteilung o bis auf
die gesuchten Teilgebiete den Wert 1 an, so untersucht man das Bild des Operators
|A1 — A,|'? nach Anteilen von #uBleren Potentialverteilungen, die von Dipolen an
irgend welchen inneren Punkten herrithren. Findet man solche Anteile, so kann man
diese Punkte einem gesuchten Teilgebiet zuordnen.

Ist sogar der Wert der Leitfdhigkeit in den gesuchten Einschliissen bekannt, so
reicht theoretisch bereits die Kenntnis von ein (zweidimensionales Problem) bzw.
zwei (dreidimensionales Problem) #ufleren Potentialverteilungen aus, um die Leit-
fahigkeitsverteilung zu bestimmen [33]. Konkrete Rekonstruktionsalgorithmen exi-
stieren aber zur Zeit hierfiir noch nicht.

5.2 Vereinbarungen

Die in den néchsten Abschnitten vorgestellten Rekonstruktionsalgorithmen beziehen
sich auf einen oder mehrere Versuche. Damit ist gemeint, dafl zur Rekonstruktion
der gesuchten Leitfahigkeitsverteilung o die dufleren Potentialverteilungen zu einer
oder mehreren Stromkonfigurationen herangezogen werden.

Die numerischen Tests der Algorithmen in einem Gebiet 2 beziehen sich grundsétz-
lich auf Leitfahigkeitsverteilungen, die sich nicht wesentlich von einer homogenen
Verteilung oy unterscheiden:

o(x) = oplx)+6(x) ,req, (5.1)
op(x) = 1 ,x € Q.

Der Wert der Konstanten in Gleichung (5.2) schrinkt dabei die Allgemeinheit nicht
ein.

Fiir die Formulierung der Algorithmen ist es teilweise notig, gewisse Randbedin-
gungen an o zu fordern. Oftmals wird davon ausgegangen, daf}

olx) = 1 ,x€ 09,
Vo(@)-n = 0 ,xe 0Q

gilt, daf sich also die Leitfahigkeitsverteilung am Rand nicht &ndert. Diese Situation
ist ebenfalls in allen numerischen Tests der Algorithmen gegeben.

In der Folge wird bei Verwendung der Bedingungen (5.3),(5.4) ausdriicklich dar-
auf hingewiesen.

Alle folgenden bildlich dargestellten Funktionen f(x,y) sind wie folgt zustande
gekommen:

Dem betragsméfig grofiten Wert | fnq.| der Funktion f im jeweils betrachteten
Gebiet wurde ein Weifiton zugeordnet. Entsprechend wurden Bezirke, in denen die
Funktion den Wert —|f,..| annimmt, falls dies tiberhaupt der Fall ist, mit einem
Schwarzton gekennzeichnet. Dazwischen erfolgte eine Abstufung iiber weitere 28
verschiedene Graustufen.

Auch hier wird bei Abweichungen von dieser Regel ausdriicklich darauf hinge-
wiesen.
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5.3 Rekonstruktion mit einem Versuch

5.3.1 Umformulierung des EIT-Problems

Einer der Hauptschwierigkeiten in der Losung des EIT-Problems liegt in der Nicht-
linearitit der zugrunde liegenden Gleichungen begriindet. Da die Losung des Poten-
tialproblems zu einer Linearkombination zweier verschiedener Leitfahigkeitsvertei-
lungen im allgemeinen nicht eine Linearkombination der Einzell6sungen darstellt,
ist man iiblicherweise gezwungen, dal Problem durch Linearisierungsverfahren, wie
etwa das Newton-Verfahren zu vereinfachen. Die im wesentlichen von Prof. Sorin
Ciulli ausgearbeitete und hier vorgestellte Methode macht sich zu Nutze, dafl die
alleinige Betrachtung eines Versuchs, d.h. die Potentialmessung am Rand des zu un-
tersuchenden Korpers zu einer einzigen Randstromverteilung, viele mathematische
Komplikationen vermeidet [19]. Es zeigt sich, dafl das urspriingliche nichtlineare
Problem durch die Hintereinanderschaltung verschiedener einfach zu behandelnder
Probleme gelost werden kann. Wie sich herausstellt, ist dabei jedoch die Losung
nur eine Loésung im verallgemeinerten Sinne, deren Wert stark von einem guten
Regularisierungsverfahren abhéngt.

Die fundamentale elliptische Differentialgleichung des EIT-Problems lautet fiir
eine Leitfihigkeitsverteilung o nach Gleichung (2.23)

V(oVe) = 0, (5.5)

wobei die Potentialverteilung ¢ durch Neumann- oder Dirichletrandbedingungen
festgelegt ist. Durch die Transformationen

T = Vo, (5.6)
v = 76 51)

erhélt man eine Schrodingergleichung zum Energieeigenwert Null, denn

3 3

0 = V(oVe) = Y d(00,0) = 30,7 0:(v/7))

= 23:31'(7'5@'@/} —Yo;T) =TAY — VAT,

=1

und damit

A
A = ¢TT. (5.8)

Aus Gleichung (5.8) geht hervor, dafl eine Variation der Leitfihigkeitsverteilung
und damit eine Variation von 7 dem Einbringen einer Ladungsquelle X = —¢ A1/
dquivalent ist. Damit ist die Strategie des weiteren Vorgehens festgelegt. Ziel ist es,
aus der Kenntnis der Dirichlet- und Neumannrandwerte der Funktion 1 zunéchst
auf Ay zuriickzuschlieen, um im weiteren erst ¢, dann A7/7 und schliefllich 7
selbst zu berechnen.

Zur Bestimmung der Neumann- bzw. Dirichletranddaten der Funktion 1 ist eine
Messung der Leitfahigkeitsverteilung an der Oberfliche des betrachteten Gebietes
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notwendig. Fordert man die Giiltigkeit der Gleichungen (5.3) und (5.4), so erhilt
man aus den gemessenen Neumann- und Dirichletrandwerten der Funktion ¢ die
entsprechenden Randwerte der Funktion ¢

f(x) = Vi(z) nlecon = V(o(2)7(7))* nlpcon = Vo(r) - nlseon,
9(@) = Y(@)eesn = (9(2)7(2))|zecon = ¢(z)|seco0-

Mit Hilfe des Greenschen Satzes kann nun eine verallgemeinerte Losung fiir A
gefunden werden. Dazu ist es jedoch notwendig, fiir das betrachtete Gebiet €2 Greens-
funktionen Gp y(x,2') zum Dirichlet- bzw. Neumannproblem zu kennen. Im Falle
des Neumannproblems ist aus dem dritten Kapitel bekannt, dafl eine Greensfunktion
G (z,2") gesucht ist, die die Gleichungen (2.38) und (2.39) erfiillt:

AGy(x,2") = =z, 2") ,z,2" €Q,
1
aacle (x,2") = ~3 , v €0, ' €.

Wie zuvor stellt hierin S den gesamten Flécheninhalt der Randfléache dar.
Im Falle des Dirichletproblems fordert man

AGp(x,2')y = —d(x,2") ,x,2 €Q,
Gp(z,2') = 0 ,r € Q, a2 € on.

Mit dem Greenschen Satz (2.37) und Gleichung (5.8) folgt damit zum einen

o) = = [, 22D 1t — [ G i) 22

de'.  (5.9)

Gleichung (5.9) stellt die Beziehung zwischen den unbekannten Grofien 7 und ¢ und
der gemessenen dufleren Potentialverteilung g dar.

Die ebenfalls bekannte Stromverteilung f am Rand fiihrt zu einer weiteren Be-
stimmungsgleichung fiir die Funktion :

A1 (a')

T(z')

b(x) = /8 Galaa!) fla')ds — /Q G () () dz'. (5.10)

Dabei ist zu beachten, dafl das gemessene Potential die Normierungseigenschaft
(2.26)

/ Y(r)der = 0

o9

besitzt, damit Gleichung (5.10) giiltig ist.
Die Funktionen

oG
polr) = = [ ZP(r.a")|veomgla') s (5.10)
onle) = [ Gulw.a)eon (') ds (5.12)

beschreiben hierin Losungen des homogenen Problems zu einer konstanten Leitfdhig-
keitsverteilung, fiir die AT = 0 gilt, was zu einem Verschwinden der Volumeninte-
grale in den Gleichungen (5.9), (5.10) fiihrt.
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Die Groien ¢p(z) und ¢y (x) stimmen damit fiir eine homogene Leitfihigkeits-
verteilung oy = 1 miteinander {iberein. Weicht jedoch bei fester Randstromvorgabe
die am Rand des Gebietes 02 gemessene Potentialverteilung von der fiir 0 = 1 er-
warteten ab, kann die Leitfdhigkeitsverteilung nicht mehr im gesamten betrachteten
Gebiet €2 konstant sein. Es liegt daher nahe, die Differenz der beiden homogenen
Losungen zu betrachten:

p(r) = pn(r) —pp(r) = —/{GD(%I')—GN(I,x'>}¢(95’> Ao dr' (5.13)
Q T(z')
Mit den Bezeichnungen
K(z,2") = Gp(x,2") — Gy(x, ), (5.14)
X(x) = —=iY(x)A1(x)/7(x) (5.15)
erhdlt man demnach eine Fredholmsche Integralgleichung 1.Art:
o(r) = / K(z,2') X(2') da'. (5.16)
Q

Gleichung (5.16) stellt zusammen mit einer der beiden Gleichungen (5.9),(5.10) ein
zu diesen beiden Gleichungen dquivalentes Gleichungssystem dar.

Wie bereits angedeutet sieht das weitere Vorgehen zur Rekonstruktion der Leitfahig-
keitsverteilung folgendermaflen aus:

1. Bestimmung der Funktion X (z) durch Losen der Fredholmschen Integralglei-
chung (5.16).

2. Bestimmung der Funktion ¢(x) durch Einsetzen von X (x) in eine der Glei-
chungen (5.9),(5.10). Damit ergibt sich unmittelbar auch die Funktion V' (z) =
—AT1/T = X/1).

3. Bestimmung von 7(z) durch Losen der Fredholmschen Integralgleichung 2.Art

@) = molx) + /Q Go(z,a") V(@')r(z') da', (5.17)
o(z) = — ag%(w,x')|xfeaﬂﬁ($')ds', (5.18)

wobei o, die gemessene Oberflichenleitfihigkeitsverteilung ist, die in dem hier
betrachteten Fall konstant ist.

Aus der Aufzdhlung geht offensichtlich hervor, daf§ die einzelnen Rechnungen in
der obigen Reihenfolge durchgefiihrt werden miissen. Daher ist es wichtig, zu kléren,
ob eine ungenaue Bestimmung der Funktion X (z) eine Fehlerfortpflanzung in den
beiden weiteren Schritten nach sich zieht. Dazu muf} als erstes untersucht werden,
inwiefern eine prézise Bestimmung von X (x) prinzipiell méglich ist.

Es stellt sich heraus, daBl X (x) selbst bei fehlerfreien Medaten im allgemeinen

nicht exakt bestimmt werden kann. Dies sieht man unmittelbar dem Integralkern
K aus Gleichung (5.16) an. Da K (x,2') aus der Differenz zweier Greensfunktionen
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besteht, ist K in beiden Argumenten harmonisch. Hat man demnach eine Losung zu
Gleichung (5.16) gefunden, so erhélt man weitere Losungen, indem man Funktionen
addiert, die keine harmonischen Anteile enthalten. Man hat demnach eine unendlich
grofle Losungsmannigfaltigkeit, aus der man eine geeignete Losung zu wéhlen hat.
Am einfachsten geschieht dies unter der Annahme, dafl X, p € £%(Q) gilt und der
Operator

K: L) — L£*9Q)
(K@) = [ Keo) f@)do
Q
kompakt ist. Dann 148t sich K durch eine Sigulédrwertzerlegung darstellen:

Kf =Y 0, <f,v,> u. (5.19)

Hierin ist {v,} ein vollstindiges Orthogonalsystem fiir

R(KT) = N(K)*,
wihrend {uw,} ein vollstindiges Orthogonalsystem fiir
R(K) = N(K")*

ist.
Eine Moglichkeit zur Bestimmung einer eindeutig definierten Losung bietet die
verallgemeinerte Inverse fI = Kfg:

fl=Klg = > o' <g,u,> vy (5.20)
on>0
Die so gefundene verallgemeinerte Losung f1 ist demnach die Projektion der wahren
Losungsfunktion f auf das Komplement des Nullraums des Operators K:

=3 <fivn> v, (5.21)
Geeignete Zusatzinformationen konnen jedoch die Qualitit der gefundenen Lo-
sung steigern. Verfiigt man zum Beispiel {iber die Kenntnis einer Funktion, in de-
ren Ndhe sich die gesuchte Losung aufhalten sollte, so a8t sich dieses Wissen in
der Rekonstruktion der gesuchten Funktion ausnutzten. Dazu verwendet man einen
Lagrangen Multiplikator A, der bestimmt, in welchem Maf} die Zusatzinformation
eingehen soll. Die somit bestimmte eindeutige Losung X, hangt allerdings vom Sta-
bilisierungsparameter A ab, wie der Index andeuten soll.
Der obigen Aufzahlung zu Folge wird die Quellverteilung X, als néchstes bei-
spielsweise in Gleichung (5.10) eingesetzt, um die Funktion ¢ zu bestimmen. Dabei
ist jedoch zu beachten, dafl der Nullraum des dann betrachteten Integraloperators

Gy: g—f flx) = /Q Gn(x,2") g(a") da'

vom Nullraum N (K') verschieden ist, womit verschiedene Losungen zur Gleichung
(5.16) im allgemeinen verschiedene Potentiallosungen ¢ liefern. Dies fiihrt in der
Folge zu groen Problemen, da die Bestimmung der Funktion V' = A7/ eine Divi-
sion durch v verlangt, wobei die Auswirkungen der Nullstellen von v véllig unklar
sind.
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5.3.2 Anwendung der Methode auf den Einheitskreis

Im Falle des Einheitskreises sind die Greensfunktionen Gy p zum Neumann- bzw.
Dirichletproblem bekannt. Gy wurde bereits in Kapitel 2 abgeleitet (2.46). Im Falle
des Dirichletproblems bestimmt man

1 r? +1? — 2rr' cos(6 — ')

Gp(r,0,r',0') = T ar n1+7a27a12_2mﬁ/cos(9_9/)‘

(5.22)

Die zu losende Integralgleichung (5.16) hat demnach in diesem speziellen Fall die
Gestalt

1 2 1
o(r,0) = / r'dr’ do' —1In(1+r* 7" — 2rr' cos(6 — 0')) X (o, 0").  (5.23)
0 0

27

Wie ebenfalls in Kapitel 2 beschrieben wurde, 148t sich der Kern K dieser Integral-
gleichung in eine Fourierkosinusreihe entwickeln:

cos k(6 —0")

In(14r*r” = 2rr' cos(0 — 0') = = it .
m

k=1

Mit den Bezeichnungen

L 0) = /(2k +2)/mr" cos kb, (5.24)
ui(r,0) = +/(2k +2)/mr"sin k6 (5.25)

kann man K damit auch in der Form

K(r,0,r',6) = —ZZJk,ukTQ (r 6')

k=1j=1
1

2h(k + 1)

Or =

schreiben.

Da die Funktionen uf paarweise orthogonal zueinander stehen, hat man damit
unmittelbar eine Singuldrwertzerlegung des Operators K gefunden und kann eine
verallgemeinerte Inverse angeben. Verwendet man zur Stabilisierung eine Tikhonov-
Regularisierung, so bestimmt man mit Gleichung (A.19) bei einem Regularisierungs-
parameter A

X, = — § ( § ( , 5.26

A k1]10k+)\99kuk ( )

gpi = / rdr/ dﬁui(r, 0)o(r,0). (5.27)
0 0

Abbildung (5.1) zeigt ein Rekonstruktionsergebnis von X fiir realistische von
unserem Tomographen aufgenommene Mefwerte. Als duflere Stromdichte wurde eine
kosinusformige Verteilung gewihlt. Zur Bestimmung der Koeffizienten o], wurden die
in der Abbildung (4.9) dargestellten Fourierkoeffizienten a,, herangezogen, wobei der
Koeffizient a; mit Hilfe des in der Abbildung eingezeichneten Fits korrigiert wurde.
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1 0.5 0 0.5 i

Abbildung 5.1: Rekonstruktion von X

Das Rekonstruktionsergebnis war dabei anndhernd unabhéngig von der Wahl des
Regularisierungsparameters . Kleine Variationen in dem nicht unmittelbar gemesse-
nen, sondern durch einen Fit bestimmten Wert fiir ¢} erbrachten keine wesentlichen
Anderungen in der Rekonstruktion.

In jedem Fall kann man einzig und allein eine Art “Schatten” erkennen, den der
zylindrische Storkorper, wie er in Abbildung (4.1) skizziert ist, auf den Rand des
Gebietes wirft.

Als n#chstes hat man daher zu untersuchen, ob es zu einer Verbesserung der
Bildqualitdt nach dem zweiten Schritt der Rekonstruktion kommt. Hierzu ist ei-
ne Bestimmung der Funktion ¢ aus der rekonstruierten Verteilung X nétig. Nach
Gleichung (5.10) hat man dazu Integrale des Typs

1 2 .
/ rdr do Gn(r,0,r",0") ul.(r,0)
0 0

zu l6sen.

Hierzu kann man die Entwicklung (2.45) verwenden. Als Endergebnis erhélt man
zu einer gegebenen Funktion X, aus Gleichung (5.26) die zugehorige Potentialfunk-
tion

oo 2 ]
Br0) = on(r0) + 305 05 g

E+2)—kr?). 5.28
== ol k4k(k+1)(( +2) k) (5:28)

Somit ist es moglich, ebenfalls die Funktion A7/7 durch Division von X durch
Y zu bestimmen. Das Rekonstruktionsergebnis ist in Abbildung (5.2) dargestellt.
Problematisch ist dabei die Division durch Null an Stellen des Nulldurchgangs
der Funktion . In dem konkret abgebildeten Ergebnis wurde fiir Punkte x mit
|Y(z)] < a = 0.00001 die GroBle X (x)/a dargestellt. Damit ist eine Interpretati-
on des Ergebnisses in diesem Bereich sicher nicht sinnvoll. Im Gegensatz zu der
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Abbildung 5.2: Rekonstruktion von A7/

in den Vereinbarungen formulierten Regel zur bildlichen Darstellung eines Rekon-
struktionsergebnisses wurden daher solche kritischen Punkte o zur Bestimmung des
betragsmifig grofiten Werts der Verteilung nicht betrachtet.

Man kann feststellen, dafl sich eine Verbesserung des Rekonstruktionsergebnis-
ses aus Abbildung (5.1) im interessanten Bereich am Ort der Stérung sicherlich
nicht ergeben hat. Schon allein auf Grund des sinnlosen Verhaltens der dargestell-
ten Verteilung an den Stellen des Nulldurchgangs der Funktion ¢ kann man kein
verniinftiges Ergebnis fiir 7 durch die jetzt anstehende Losung von Gleichung (5.17)
erwarten.

Abgesehen von den nicht zufriedenstellenden hier présentierten Rekonstrukti-
onsergebnissen ist eine Behandlung des EIT-Problems mit einem Versuch in zwei
Dimensionen wohl schon aus praktischen Griinden kaum ratsam. Als Information
iiber die gesuchte Leitfahigkeitsverteilung steht einem einzig und allein die Potenti-
alverteilung zu einer d&ufleren Stromdichte zur Verfiigung. Dieser Informationsgehalt
ist zwar im Idealfall unendlich grof3, wie die Untersuchungen des vierten Kapitels
jedoch zeigen, sind die in der Praxis meflbaren Potentialinderungen in einer trigo-
nometrischen Basis auf die Anteile zu niedrigen Frequenzen beschréinkt. In dem hier
diskutierten Fall, der sich unmittelbar auf die Abbildung (4.6) bezieht, stehen einem
bestenfalls zehn Mefwerte zur Verfiigung, zu denen man im Rahmen des Meffehlers
Vertrauen haben kann. Ein Bild hoher Qualitdt war daher von Anfang an nicht zu
erwarten.

5.3.3 Anwendung der Methode auf den Halbraum

Die konkrete Anwendung der Methode auf den Spezialfall eines unendlich ausge-
dehnten Halbraums verlangt zunéchst die Bestimmung der beiden Greensfunktio-
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nen Gy p zum Neumann- bzw. Dirichletproblem der Potentialgleichung. Wie in den
Untersuchungen des zweiten Kapitels wird auch in der Folge statt des gesamten
Halbraums eine Halbkugel mit sehr groflem Radius R betrachtet.

Im Falle des Neumannproblems bestimmt man, wie in Kapitel 2 beschrieben, die
Greensfunktion (2.57)

1 1
- — — + 9
AT =T arJ@— )2+ (y— )2+ (2 + )

die auf einem Teil der Randflache, ndmlich auf
(09); == {(z,y,2); 2 +y* < R*, 2 =0},

die Gleichung
JG N

on'

(&) =0 ,7eQ 7 €0

erfiillt.
Beziiglich der Neumannrandbedingung

f(@) = V(&) - ii]ze00),

erhélt man als Losung zum Potentialproblem Ay = —X

/ ! =/ aG _’7 T
W@ = /Gfo (@) dV +/m)1 {¢(a¢)M

on’
— Gy 2 f(Z)}as’

_ /Gfo ) X (&) dV' — /(m) G (T, 7) f (&) dS'.

Die Konstruktion der Greensfunktion zum Dirichletproblem ist mit der Methode
der Spiegelladungen unmittelbar klar. Man erhélt

1 1
Ar |7 — 7| 47r\/x—x (y—y)+ (24 2')?

(5.29)

Das Vorzeichen der Spiegelladung stellt sicher, dafi G auf (9€2); wie gewiinscht
verschwindet. Damit gilt fiir eine Dirichletrandbedingung

9(F) = ¥()|ze0),

— ) - / - aGD(fv 'fl)
— X D)
@ = [ Goleax@av [ g
do (7 )
—G(7, 7) ggy}ds
_ / Go(#, ) X(Z)dV' + Mg(f) ds’.
(09): on'
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Wie in den Gleichungen (5.12),(5.11) fithrt man als néchstes die Funktionen ¢y und
@p ein, wobei darauf zu achten ist, dafl sich hier die Integration nur {iber (0£2),
erstreckt.

— o - aC;’D = = = /
op(Z) = o, O (2,7 g(z") dS (5.30)
on(T) = Gy (T, &) f(7)dS (5.31)

(0Q)1

Mit der Bezeichnung ¢ := on — ¢p erhidlt man dann die gewiinschte Fredholmsche
Integralgleichung (5.16) mit einem Integralkern

1
oo Je - ()2 (2 k)2

Zur Beschreibung eines praxisnahen Falls hat man zu beriicksichtigen, dafl die
Potentialverteilung auf der Meflebene natiirlich nur stark begrenzt experimentell
zuganglich ist. Realistisch ist, dafl man beispielsweise in einem rechteckigen Gebiet
N Potentialwerte diskret miffit. Damit ist jedoch eine Bestimmung der zugehorigen
harmonischen Funktion ¢p im gesamten Halbraum nicht moglich.

Ein weiteres Problem besteht in der Normierung der gemessenen Potentialfunk-
tion. Man umgeht dieses Problem, indem man nur Differenzpotentiale betrachtet,
die von einer Normierung unabhéngig sind. Fiir eine Referenzelektrode am Ort
o = (0,0,0) und N weitere Elektroden an den Orten #,, n = 1---N der Mef}-
elektroden erhélt man dann die N Gleichungen

Pin) = plio) = [ 1K (i, 7) = K (T, @)} X (&) V"

Zur Losung des Rekonstruktionsproblems betrachtet man also den Operator

K:L2Q) — RV, go(a?n)—go(a?o):/gKn(a?’)X(f’)dV', (5.32)
1 1

[\’n(fl> — - 00
27 \/(a:n — )2+ (g —y)2 + ()2 27|

(5.33)

der einer durch eine Leitfihigkeitsinderung verursachten Quelle X (Z) die zugehori-
gen Potentialdifferenzéinderungen am Rand zuordnet. Fiir den so definierten Opera-
tor 1&t sich leicht eine approximative Inverse finden. Im Anhang A der Arbeit iiber
Inverse Problem ist erlautert, was darunter genau zu verstehen ist.

Dazu hat man die Gramsche Matrix K A7 mit den Eintrigen

(RE o = [ K@) B () AV (5.34)
1

1 1 1 1
- =~ (- )av (535
<%vé<m W—@JQﬂ w—%O (5:35)

zu berechnen.
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Abbildung 5.3: Zur Berechnung von (KK7),n,

Zur Bestimmung der oben auftretenden Integrale geht man folgendermaflen vor:
Zunéchst ist

. 1 1 1
KK" = — dv
G b R AT
1
+ / ;)
&7 h R FET
- ]1+IQ.

Zur Auswertung des Integrals I; geht man am zweckméfigsten zu Kugelkoordinaten
tiber, wie es in Abbildung (5.3) angedeudet ist. Dabei legt man die z-Achse in
Richtung des Vektors #,,. Somit gilt mit |Z| = r und |%,| = r,

1

27)2 Ja |22 |7 — 7, |7]

|
- d¢/ dQ/ dr 2 sinf | = — .
(2 / (7"2 r\/r2 + 72 — 2rr, cos 9)

Nach Ausfithren der Winkelintegrationen erh&lt man

1 R n
I, = W/O dT(Qﬂ'—%{\/TZ—FT%—%“TnCOSQ 0)

R 1 R
- 2 _ _ )2
= o 47r7"n/0 dr <\/(rn +7) \/(rn r) > )
Das verbleibende Integral liefert
R
d 2 _ _ )2
/0 r<\/(rn—|—7") \/(rn 7) >
R Tn R
:/ dr(rn+r)+/ dr—(rn—r)—l—/ dr (ry, — 1)
0 0

1 1 1
=r,R+ 57“2 + 57‘% — 72 4 (R—ry,) — —R2 + 27‘% =2r,R —rZ.

11:
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Damit erhélt man als Endergebnis

R 2rpR — 12 Tn
[ = ———1 = = 5.36
! 2w 41r, 4 ( )

Das verbleibende Integral I, 148t sich ebenso einfach bestimmen. Der Integrand

1 1 1 ( 1 1)

zeigt das asymptotische Verhalten oc 1/|Z]3, so dafl fiir einen hinreichend grofien
Radius R der Halbkugel das Integral unter kleinen Translationen invariant ist. Um
dies zu erkennen, betrachtet man fiir eine Translation des Ursprungs um den Vektor
d das Integral tiber eine Halbkugel mit Zentrum dund Radius R = R— |J] Bezeichnet
man das so definierte Integrationsgebiet mit €, so ergibt sich fiir das Integral I:

]2 = dV + Rest.

1 / 1
(27T)2 fl|f_l_:n||f_fm| |f_fm||f|

Der Restterm 1dt sich auf Grund des asymptotischen Verhaltens des Integranden
leicht abschétzen:

]_ -
Rest < C' = 4nR*|d|.
R3

Fir im Vergleich zum Kugelradius kleine Translationen geht der Restterm damit
gegen Null, womit sich das Integral I, auf die Form des bereits berechneten Integrals
I, bringen 14a8t:

1 1 1
L = / - dv
2 2m)2 Jo | — Z| |7 — Tm| |7 — T |7]
1 / 1 1
~ — — — - — — dV
(2m)2 Ja 2|7 — (¥ — )| 2] |7 — (=20)|

1 / 1 1 < 1 )
== — =5 — | oS - — | dV
(2m)? Jo |2 |7 = (Tn = Zm)| |27 \|T[|7 = (=Tm)|  [7]?
]_ —

= — ([Tn| — [T — Tnl)-
47

Die gesuchten Matrixeintrdge haben somit die einfache Gestalt
. 1, . . .
(KK ) = i (Zm| + [Za] = |Tm — Zal)- (5.37)

Fiir einen Test des Rekonstruktiosverfahrens kann man sich eine Situation vorstellen,
wie sie in Abbildung (5.4) dargestellt ist.

Sie zeigt die MefBlanordnung auf der Ebene z = 0. Die Kreise e und o sollen
stromfiihrende Elektroden reprisentieren, wobei iiber die mittlere Elektrode (o) der
Strom I = +4 in den Halbraum einflieffen soll, wihrend iiber die dufleren Elektroden
(o) jeweils der Strom I = —1 abflieBt. Die tibrigen Punkte auf der Meflebene stel-
len potentialmessende Elektroden dar, deren Gesamtanzahl in der Abbildung und
den folgenden Rechnungen N = 31 x 31 = 961 ist. Auflerdem sei eine Potential-
messung auch auf der zentralen stromflieSenden Elektrode moglich. Die folgenden
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Abbildung 5.4: Modellierung der Mef3platte

Rechnungen beziehen sich auf eine Léngeneinheit, die durch den Abstand zweier
potentialmessender Elektroden gegeben ist.

Der Rekonstruktionsalgorithmus soll nun beispielhaft an einem kugelférmigen
metallisch leitenden Storkoérper mit Radius R = 1 und Zentrumskoordinaten (0, 0, 6)
getestet werden. Der Storkorper befindet sich damit hinter der stromfliefenden Elek-
trode e in einem Abstand von 6 Elektrodenabstinden zur Meflebene z = 0. Mit
den in Kapitel 2 angegebenen Methoden &3t sich die von diesem Storkorper ver-
ursachte Anderung der Potentialverteilung bestimmen. Man erhilt bei einem solch
groflen Verhéltnis von Abstand zur Mefebene zu Radius in sehr guter Ndherung
eine reine Dipolkorrektur ¢p. Da in dem hier untersuchten Fall die beiden Bedin-
gungsgleichungen (5.3),(5.4) sicher erfiillt sind, ergibt eine Messung verschiedener
Potentialdifferenzen ¢p(%,) — ¢p(¥y) unmittelbar bis auf ein Vorzeichen die gesuch-
ten MefiwertgroBen o(Z,) — ¢(Zo), aus denen die gesuchte Funktion X bestimmt
werden soll.

Die in der Folge dargestellten Losungen des Rekonstruktionsproblems (5.32),
(5.33) beziehen sich auf eine verallgemeinerte Inverse mit

(%, 9) = 6(F - 7).
Die daraus resultierende Verteilung X = ¢A7/7 ist fiir verschiedene Schnitte par-
allel zur (x,y)-Ebene in Abbildung (5.5) dargestellt.

Aus den einzelnen Abbildungen geht nicht hervor, dafl die rekonstruierte Funkti-
on zum Rand z = 0 hin stark anwéchst. Fiir eine dreidimensionale Vorstellung von
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z=2

-20 -10 0 10 20 o 20 -10 0 10 20

Abbildung 5.5: Schnittbilder der Rekonstruktion von X fiir einen kugelférmigen
Storkorper an den Koordinaten (0,0,6)

der Losungsfunktion ist es hilfreich sich daran zu erinnern, daf§ X eine harmonische
Funktion ist. Es wird aber deutlich, daf3 die grobe Ortung eines deutlich anders
leitenden Storkorpers moglich ist, sofern man eine Kenntnis davon besitzt, welche
Mef3werte man fiir den ungestorten Fall zu erwarten hat.

Weitere Tests des hier untersuchten Rekonstruktionsverfahrens belegen, dafl das
Hinzufiigen weiterer kleiner kugelférmiger Storkorper, die sich in groflerer Entfer-
nung zur Meflebene befinden, kaum sichtbare Verédnderungen im Rekonstruktionser-
gebnis liefert. Verursachen demnach mehrere unterschiedlich grofie und unterschied-
lich leitende Storkorper mehrere Anteile in der gemessenen Potentialdinderung, so
ist es einzig und allein mo6glich, dem dominierenden Anteil in dieser Verteilung ei-
ne Storquelle zuzuorden, in dem Sinne, wie es die Abbildung (5.5) verdeutlicht.
Solche Untersuchungen basieren allerdings darauf, dafl die unterschiedlichen Poten-
tialkorrekturen entkoppelt voneinander betrachtet werden kénnen, was nur fiir einen
hinreichend groflen Abstand der einzelnen Storquellen voneinander auch mit grofler
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Genauigkeit gilt.

Test der Stabilitit der Rekonstruktion

Von einem exakten Verstdndnis einer ungestorten Situation mit homogener Leitfahig-
keit, die bei den obigen Betrachtungen vorausgesetzt wurde, kann man realistischer-
weise nicht ausgehen. Daher ist es notwendig, den Rekonstruktionsalgorithmus auf
seine Stabilitdt zu testen. In Abbildung (5.6) sind Schnittbilder der Rekonstruktion
in den Ebenen z =1 und z = 6 fiir fehlerhafte Daten dargestellt.

Rekonstruktion fiir q=0.01

z2=26

-20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20
Rekonstruktion fiir q=0.1
z=06

-20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20

Abbildung 5.6: Schnittbilder der Rekonstruktion von X fiir einen kugelférmigen
Storkorper bei nach Gleichung (5.38) fehlerbehafteten Daten.

Fiir einen exakten Messwert m wurde dabei der fehlerhafte MeSwert m folgen-
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dermaflen bestimmt:

my = m(l+qz). (5.38)
Hierin ist z eine vom Computer generierte Zufallszahl zwischen —1 und 1 und ¢ die
Gewichtung des Fehlers, die in den beiden folgenden Beispielen 0.1 und 0.01 betrigt.
Obwohl insbesondere fiir ¢ = 0.1 das Rekonstruktionsergebnis sichtbar schlechter
ist, ist das Ergebnis durchaus zufriedenstellend, da eine grobe Ortung der Storung
weiterhin moglich ist.

5.3.4 Was sieht der Elefantenriisselfisch (Gnathonemus pe-
tersii)?

Der Elefantenriisselfisch ist ein in Afrika lebender schwach elektrischer Fisch. Solche
Tiere verfiigen iiber ein sogenanntes elektrisches Organ, meist abgewandelte Mus-
kelzellen, mit der sie in ihrer Umgebung ein elektrisches Wechselstromfeld aufbauen
konnen. Mit ihren Elektrorezeptororganen sind die Fische in der Lage, dieses Feld
zu messen und somit auch Verdnderungen der Feldform wahrzunehmen. Jedes Ob-
jekt in der Umgebung des Fisches projeziert in dieser Art ein “elektrisches” Bild
auf dessen Hautoberfliche. Das Aussehen des Bildes hiangt von Gréfle und Ort der
Storung ab. Nimmt man an, dafl in unmittelbarer Ndhe des Fisches das elektrische
Feld homogen ist, so kann man sich eine Vorstellung von diesem elektrischen Bild
machen. Dazu kann man sich den Fisch idealisiert in der (x, y)-Ebene liegend denken.
Das ungestorte elektrische Feld habe die Form E(x,y,z) = C . Ein ideal leitender
oder nichtleitender Stérkorper verursacht eine Anderung der Potentialverteilung in
Form eines Dipolfelds. Fiir eine ideal leitende Kugel mit den Zentrumskoordinaten
(0,0, zp) und Radius € betrigt die Potentialinderung d¢ auf der Fischhaut nach
Gleichung (2.75) in guter Ndherung

2C 3z

Die Abbildung (5.7) verdeutlicht, das ein in unmittelbarer Ndhe des Fisches
gelegener Storkorper ein sehr scharfes Dipolsignal als elektrisches Bild hinterlaft.
Entfernt sich der Kérper von der Hautoberflache, so verschwimmt das Signal zu-
nehmend. Genauer gesagt wandern Maximum und Minimum der Potentialdnderung
auseinander. Weiterhin verringert sich die Stérke der Anderung, was allerdings aus
den hier gezeigten Bildern nicht hervorgeht.

An der Universitdt Bonn, an der in der zoologischen Abteilung das Verhalten des
Fisches genauer untersucht wird, hat man daher die Vermutung geduflert, dal Gna-
thonemus petersii die Entfernung zu einem Objekt dadurch bestimmt, dafl er den
maximalen Anstieg mit dem maximalen Betrag der Potentialanderung ins Verhéltnis
setzt. In dem einfachen Modell eines homogenen elektrischen Feldes in der unmit-
telbaren Umgebung des Fisches kann man diese Vermutung leicht iiberpriifen.

Offensichtlich ist fiir jedes feste Wertepaar (x, zg) die Potential&nderung d¢ fiir
y = 0 maximal. Als z-Wert des maximalen Betrags der Potential&inderung ermittelt
man Tpe, = +2o/ V2 und als zugehérigen Potentialwert

4C €
—.
V322

¢max = |5¢(xmax70>| -
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0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Abbildung 5.7: Aussehen des elektrischen Bildes eines sehr kleinen kugelférmigen
Storkorpers in Abhéngigkeit zur Entfernung z vom Fisch

Zur Bestimmung des maximalen Anstiegs der Potentialdnderung sind die Extrem-
stellen der Funktion
(222 + y* + 25)% + 92 y?

(T E+ Ry

IVéo|” = 402

zu bestimmen. Man findet, dafl der maximale Anstieg der Potentialanderung sich
sich im Punkt (x,y) = (0,0) befindet. Damit gilt:

e = IV 80(0,0)] = 20 (<)

Das Verhiltnis aus beiden Grofien

¢max 2

= 2
faw 3V3
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ist also tatsédchlich proportional zur Entfernung des Stérkoérpers. Dies gilt aber sicher
nur solange, wie man das elektrische Feld als homogen ansehen kann. Im iibrigen
ergibt sich in dem hier diskutierten Fall einer ideal leitenden Kugel die Entfernung
zur z = 0-Ebene unmittelbar aus der Kenntnis von 4.

Eine Bestimmung des grofiten Betrags der Potentialdinderung ist fiir den Fisch
auflerdem dazu notwendig, um eine Abschétzung {iber die Grofle der Stérung zu
bekommen. Dabei mufy er allerdings zusétzlich eine Kenntnis iiber die ungefidhre
Leitfahigkeit des Storungobjekts besitzen. Das ist unmittelbar klar, wenn man be-
denkt, dal auch grofle Objekte vom Fisch sicherlich nicht mehr wahrgenommen
werden konnen, falls die Leitfdhigkeit des Objekt der Leitfihigkeit des umgebenden
Wassers zu dhnlich ist.

Um zu kléren, ob die hier beschriebene Vorgehensweise des Elefantenriisselfischs
zur Orientierung in triiben Gewéssern kopiert und in der medizinischen Diagnostik
eingesetzt werden kann, mufl man sich die weitergehende Frage stellen, inwiefern die
oben gezeigten elektrischen Bilder zu realistischen dreidimensionalen Leitfdhigkeits-
verteilungen umgerechnet werden kénnen.

Dazu kann man zunéchst vereinfacht das folgende Problem betrachten. Der Be-
zug zur Mammographie als einem méglichen praktischen Anwendungsgebiet wird
im Anschluf} diskutiert.

Gesucht sei die Leitfdhigkeitsverteilung o in

Q={(z,y,2)|0<x<a,0<y<b 0<z<c}

Fiir die weitere Behandlung ist es zweckméfBig den Rand 02 des Gebietes in die
sechs Seitenteile zu zerteilen:

0 = 0Q—o U 0 y—q U 0€dy—o U 0S2y—p U O€2,—o U OS2, ..

Hierbei ist zum Beispiel mit 0€,—q die Menge

gemeint.
Die folgenden Untersuchungen beziehen sich auf eine feste d&uflere Stromdichte.
Es sei

0
aa—z =—C ; (x,y,2) € 00— (5.39)
o0 '
0o = C ;5 (r,y,2) € 00— (5.40)
0% =0 ; sonst. (5.41)

Offensichtlich ist im Falle 0 = gy = 1 eine Losung des Potentialproblems durch
oo(x,y,z) = Cx gegeben. In der Folge wird der Einfachheit halber C' = 1 gesetzt,
was durch eine geeignete Wahl der Einheiten fiir Leitfdhigkeit und Potential immer
erreicht werden kann.
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Eine Anderung 6o der homogenen Verteilung bewirkt eine Anderung d¢ der
Potentialverteilung ¢p. Fiir eine Funktion g € £2(99Q) erhilt man nach Gleichung
(4.12) in linearer N#herung

< 06,9 >2000) = / Vo - Vo, 60 d,

wobei ¢, die Losung des Potentialproblems zu einer &ufleren Stromdichteverteilung
g ist.

In dem hier diskutierten Problem soll eine Potentialmessung jedoch nur auf 0€2,_
moglich sein. Es sei {u,} eine Orthonormalbasis von £2(9€,—¢). Weiterhin sei , €
L2(09) folgendermafen definiert:

. { up(x) 5 x € 00,

Up(x) = 0 . sonst (5.42)

Damit gilt mit Gleichung (4.12) speziell fiir Momente < §¢, i, >z2(a0)

< 0 tn > 2000 = < 06, iln > 200 = / Voo - Vo, do d*z.

Der Zusammenhang zwischen einer Leitfahigkeitsinderung do und einer zugehorigen
Anderung der Potentialverteilung d¢ € £2(0€2,—¢) wird damit in linearer Niherung
durch den Operator

A L2(Q) = L2(09.—)
Abo = — TLZ::I (/Q Vo - Vog, do d3x> Up, (5.43)

beschrieben.
Natiirlich kann man dabei nicht erwarten, aus der Kenntnis von d¢ eindeutig auf
die gesuchte Leitfahigkeitsverteilung zuriickschlieflen zu konnen.
Als vollsténdiges Orthonormalsystem fiir £2(9.—¢) kann man die Funktionen
Ui,j(ajvy) = Ci,j COS@COS% 4, =0,1,---, (Zvj) 7& (070> (544)
a

{ 2/Vab 5 i,j#0

Cij = (5.45)

2/(ab) ; sonst

wahlen.
Damit 148t sich jede Funktion ¢ € £2(9Q,—y) als doppelte Fourierkosinusreihe
schreiben:

plry) = Y aijuig(z,y) (5.46)
(1.3)2(0.0)
ai,j(xv y) = /0 /0 @(Iv y) ui,j(‘rv y) dx dy (547)

Fiir eine dufere Stromdichte @;; € L£2(99), die sich mit Gleichung (5.42) aus w; ;
ergibt, bestimmt man mit der Abkiirzung

05 = m/(i/a)? + (j /b)?
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die zugehorige Potentialfunktion

B Cij ITE WY [ 5 | g a2 e
Ga,,; (7,y,2) = =y C0Ss —— €08 = { A% 4 e i } . (5.48)

Die Funktion setzt sich aus Anteilen der Form

cos ax cos By etV HE

zusammen und ist damit offensichtlich harmonisch.
Fiir die Normalenableitung auf 02,y verifiziert man

_dday ey z)| _ —l4e e

I )

= Uz’,j-

Alle anderen Normalenableitungen auf den iibrigen fiinf Randflichen verschwinden,
was man leicht {iberpriift.

Damit gilt
Cjim . ATXT JTy 5, iz 5;.:2—=26; ic
—V¢0 : Véf)ai,]- = aéi,j(l — 67251}]"3) S1n 7 cos T { JE et J } .
Die Funktionen
—Voo - Vo, . .
Vo= d ,1=1,..,7=0,.. 5.49
1= Vo, e (5.49)

bilden somit ebenfalls ein Orthonormalsystem, womit unmittelbar ein singuléres

System fiir den Operator A gegeben ist. Mit o, ; := ||[Vo - Va, || c2(0) gilt
Avij = — (/ Vo - quulmvwdx> Uj
a ;¢¢(g 0)
oo
= Z (/ Ol,m Ul,m Vs,j d39€> Ulm = 044 U4 5.
[,m=0 Q
(1,m)#(0,0)

Fiir die Singuldrwerte o; ; ergibt sich

2

2T c 2 1/2
—0;.72 0;.72—20; ¢
0 = (e BiE 4 @lhdFT 00 ) dz
2,] (CLQ(SZ (1 —e 25”0) ‘/0

i 1 1 c\ 1/2
m —20; 72 —20; ¢ —49; ;¢c+26;;2

= e It L Dz T N o ——eT OO0

a5,-’j(1 — 67251‘,10) ([251,] 2(51',]' ] )

0
. 1/2

_ LT 1 —44; ;¢ —20; ¢

T i (1— e e (25” (l—e ,])4_2@6 i .

Als wichtigen Spezialfall kann man die Tiefe ¢ = oo betrachten, worauf sich die nun
unmittelbar folgenden Abbildungen auch beziehen. Man erhélt in diesem Fall

i = (5.50)

imx
vij(r,y,2) = Cij 2(5”81117(208

]Zy e i, (5.51)
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Die von kleinen Stérungen herrithrenden Anderungen in der Potentialverteilung,
wie sie Abbildung (5.7) zeigt, lassen sich somit durch die Anwendung einer verall-
gemeinerten Inversen auf Leitfdhigkeitsverteilungen zuriickrechnen. Es ist jedoch zu
beachten, dafl die Storung der homogenen Leitfdhigkeitsverteilung in dem hier be-
trachteten Kasten zu einer anderen Potentialanderung als im Halbraum fiihrt. Auf
diese Problematik wird in der Folge noch eingegangen. Zunéchst werden nur solche
Potentialdnderungen betrachtet, wie sie Abbildung (5.7) zeigt und wie sie ein Elefan-
tenriisselfisch “sehen” wiirde. Dabei wird angenommen, daf§ die notwendige Korrek-
tur durch Spiegelladungen zur Bestimmung der entsprechenden Potentialdnderung
im Kasten keinen wesentlichen Beitrag liefert.

Beispielhaft stellt Abbildung (5.8) Schnittbilder der berechneten Leitfihigkeits-
verteilung fiir eine winzige kugelférmige Storung mit Radius 0.01 an den Koordina-
ten (4,4,0.1) dar.

z2=0 z2=20.5

10 0 2 4 6 8 10

o
N
D
)]
[ee]

Abbildung 5.8: Schnittbilder in verschiedenen Tiefen z der rekonstruierten Leitfahig-
keitsverteilung beziiglich eines kugelférmigen Storkorpers mit Radius 0.01 an den
Koordinaten (4,4,0.1)
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Als zugrunde gelegte Meflwerte dienen hierzu die doppelten Fourierkosinuskoef-
fizienten aus Gleichung (5.47), die fiir die Randpotentialverteilung des entsprechen-
den Dipolfelds berechnet wurden. Es wurden Wellenzahlen bis zu ime: = Jjmaz = 30
beriicksichtigt. Eine Stabilisierung des Rekonstruktionsverfahrens war nicht notwen-
dig.

Das Schnittbild fiir z = 0 zeigt, daf§ die Stérung deutlich an den richtigen x-
und y-Koordinaten wiedergefunden wird. Allerdings ist das komplette dreidimen-
sionale Bild fehlerhaft. Dies ist aber auch nicht anders zu erwarten, wenn man die
harmonischen Funktionen v;; betrachtet, aus denen das Bild aufgebaut ist.

Fiir eine Storung, die weiter von der Ebene z = 0 entfernt ist, hat das Rekon-
struktionsergebnis eine deutlich geringere Qualitédt. Dies veranschaulicht exempla-
risch das in Abbildung (5.9) dargestellte Rekonstruktionsergebnis, das sich auf einen
vorgegebenen winzigen Storkorper am Ort (4,4,2) bezieht.

z2=0 z=2

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Abbildung 5.9: Schnittbilder in verschiedenen Tiefen z der rekonstruierten Leitfahig-
keitsverteilung beziiglich eines kugelférmigen Storkorpers mit Radius 0.01 an den
Koordinaten (4,4,2)

Auch in diesem Fall sind in verschiedenen Ebenen parallel zur z = 0-Ebene
weifle Flecken deutlich sichtbar. Jedoch wird auch hier deutlich, daf3 der betrachtete
Rekonstruktionsalgorithmus keine Tiefenauflosung liefert.

Weiterhin féllt auf, dal das Rekonstruktionsergebnis bei z = 0 sicherlich verbes-
serungsfihig ist. In der Folge wird daher im Zusammenhang mit dem Modell eines
denkbaren Tomographens die Stabilisierung des Rekonstruktionsverfahrens néher
untersucht.

Untersuchung der Stabilitit der Rekonstruktion

Als Vorbemerkung zu den folgenden Sétzen sollte man daran erinnern, dafl schon die
bisher gezeigten Bilder allesamt auf mehr oder weniger fehlerhaften Mefidaten beru-
hen. Bei der Bestimmung der vom Storkdrper verursachten Potentialinderung wurde
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nie auf die Abmessungen des Gebietes geachtet. Diese absichtliche Vernachléssigung
hat durchaus ihren Sinn, wenn man die schematische Darstellung eines denkbaren
Tomographen in Abbildung (5.10) betrachtet.
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® & & & & & & & D D
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Abbildung 5.10: Schematische Darstellung des Tomographen

Das hier gezeigte Bild hat man sich als Aufsicht auf einen Stempel vorzustellen,
den man auf die zu untersuchende Brust aufsetzt. Die in der Abbildung dargestellten
Kreise sollen Elektroden verschiedenen Typs darstellen. An den Elektroden & ist ein
konstantes Potential ¢, angelegt. Ebenso liegt an den Elektroden & ein ebenfalls
konstantes Potential ¢_ < ¢, an. An den weiterhin zu erkennenden Elektroden
© fallt die angelegte Potentialverteilung kontinuierlich von links mit dem Potential
¢, nach rechts mit dem Potential ¢ ab. Durch diese Anordnung wird in der zu
untersuchenden Brust vor der Stempeloberfliche ein anndhernd homogener Strom
erzeugt, der in der Abbildung von links nach rechts fliefft. Optional kénnen im Au-
Benraum des durch die Elektroden @&, © und ©@ erzeugten Quadrats noch weitere
Elektroden angebracht werden, die fiir eine noch gréflere Homogenitét des resultie-
renden Stroms sorgen. Weiterhin sind im Zentrum der Abbildung kleinere Punkte zu
erkennen, die weitere, kleinere Elektroden darstellen, an denen die resultierende Po-
tentialverteilung gemessen wird. Es ist sicherlich zweckméfig, den Abstand zwischen
potentialmessenden und stromfiihrenden Elektroden nicht zu gering zu wéhlen, um
Inhomogenitéiten der Stromverteilung in unmittelbarer Ndhe der stromfiihrenden
Elektroden in der zugehorigen Potentialverteilung auf der Stempeloberflache nicht
mitzumessen.

Setzt man einen solchen Tomographen nun moglichst so auf die Brust auf, dafl
die oben dargestellte Meflebene parallel zur Thoraxwand liegt, so kann man im Fal-
le eines homogen leitenden Fettgewebes vor den potentialmessenden Elektroden in
sehr guter Naherung eine stetig abfallende Potentialverteilung erwarten. Ebenso darf
man annehmen, dafl ein gedachter Kasten vor den potentialmessenden Elektroden,
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der bis zur Thoraxwand reicht, von einem homogenen Strom durchflossen wird. Man
findet also eine Situation vor, wie sie auf den letzten Seiten diskutiert wurde. Die
Anwesenheit eines hinreichend groflen Mammakarzinoms sollte zur Messung eines
elektrischen Bildes fiihren, das wie eines der Bilder aus Abbildung (5.7) aussehen
konnte. Keinesfalls wird man jedoch exakt die Potentialverteilung messen, die das
“Kastenmodell” mit den in den Gleichungen (5.39)-(5.41) geforderten Randbedin-
gungen vorhersagt. Wie sich in den bisher gezeigten Rekonstruktionsergebnissen
allerdings iiberwiegend gezeigt hat, spielen solche Randbedingungen keine so ent-
scheidende Bedeutung, zumal man bei der praktischen Anwendung eines solchen
Gerétes verddchtige Stellen auch problemlos ins Zentrum des Bildes riicken kann.
Ebenso simulieren vernachléssigte Spiegelpotentialverteilungen Einfliisse auf die Po-
tentialverteilung, die von Objekten auflerhalb des gedachten Kastens herriihren.

Die folgenden Untersuchungen zur Stabilitdt des Rekonstruktionsergebnisses be-
schrinken sich auf das Verhalten der Losung bei z = 0. Zur Stabilisierung des Rekon-
struktionsergebnisses ist die Untersuchung einer abgeschnittenen Singuldrwertzerle-
gung sinnvoll. Die endliche Anzahl von potentialmessenden Elektroden ermoglicht
nédmlich von vorn herein nur im begrenzten Mafle einen experimentellen Zugang zu
den Fourierkoeffizienten (5.47). Dies ist aber in vielen Fillen gar nicht so tragisch,
wie Abbildung (5.11) zeigt.

Die beiden linken der dargestellten Bilder zeigen das gesuchte Rekonstruktions-
ergebnis p(x,y) fiir einen winzigen Storkoérper an den Koordinaten 7y = (4,4, z) fiir
2z =0.1 und z = 2. Wenn do die gegebene Leitfdhigkeitsdnderung ist, bestimmt man

plx,y) = > <do,v; > vij(x,y,0).

1
0

In den Bildern auf der linken Seite wurde fiir 0o der entartete Fall einer J-
Distribution betrachtet. Die beiden rechten Bilder der Abbildung zeigen das jeweilige
Rekonstruktionsergebnis, das durch das Abschneiden hoher Frequenzen zustande ge-
kommen ist. Die dargestellten Resultate beziehen sich speziell auf 7,02 = Jmaz = 15.
Das Ergebnis fiir z = 2 kann man unmittelbar mit dem linken Bild aus Abbil-
dung (5.9) vergleichen, das sich auf i,0: = Jmez = 30 bezieht. Es wird deutlich,
da} das mit der abgeschnittenen Singuldrwertzerlegung erzielte Ergebnis der ange-
strebten Verteilung sehr viel ndher kommt, so dafl sich hier eventuell beschriankte
MeBmoglichkeiten als untragisch erweisen. Anders sieht es aus, wenn man winzige
Storungen in unmittelbarer Ndhe zur Mefiplatte betrachtet. Dies verdeutlichen die
beiden oberen Bilder, die sich auf einen Storkorper bei z = 0.1 beziehen und damit
mit dem Rekonstruktionsergebnis aus Abbildung (5.8) fir z = 0 verglichen wer-
den konnen. Hier macht sich das Fehlen hoher Frequenzen in der Losungsfunktion
eher negativ bemerkbar, da es sichtbar zu einem Verlust der Detailschérfe kommt.
Allerdings bezieht sich das Rekonstruktionsergebnis aus Abbildung (5.8) auch auf
anndhernd fehlerfreie Daten, da sich fiir Objekte in der N&he der Meflebene die
fehlenden Spiegelladungen in der Betrachtung kaum bemerkbar machen.

Aufler den bislang betrachteten Modellfehlern kann man auch zuféllige Mef3fehler
untersuchen, wie sie aus Gleichung (5.38) hervorgehen. Man erhélt auch in diesem
Fall bei Fehlern von bis zu 10% noch befriedigende Resultate. Als Grund hierfiir kann
man das sehr langsame Abfallen der Singuldrwerte aus Gleichung (5.50) anfiihren.
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z2=0.1
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Abbildung 5.11: Erwartetes (links) und aus den Daten berechnetes (rechts) Rekon-
struktionsergebnis bei z = 0 beziiglich eines winzigen Storkorpers an den Koordina-
ten (4,4,2) bzw. (4,4,0.1) bei Verwendung einer abgeschnittenen Singulérwertzerle-

gung.

Weitere Bemerkungen

Die in den Abbildungen (5.8) und (5.9) dargestellten Rekonstruktionsergebnisse er-
innern in ihrer Form an einen Trichter, der sich in positive z-Richtung aufweitet.
Fiir den in Abbildung (5.8) zugrunde gelegten Storkorper in unmittelbarer Néhe
zur Meflebene hat man den Eindruck, dafl sich der Trichter dort schliefft, wihrend
man sich bei Betrachten der Abbildung (5.9) die Spitze des Trichters auerhalb des
untersuchten Korpers im Halbraum z < 0 vorstellen kann. Tatséchlich existiert ein
einfacher Zusammenhang zwischen beiden Bildern. Dazu betrachte man fiir ¢ = oo
den Orthogonalprojektor P;; auf den durch v;; aufgespannten Unterraum. Es sei
also

Piif = <wij, [ >r2) vij-
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Speziell fiir eine §-Distribution f = dz, erhdlt man mit v; ; aus Gleichung (5.51)

L ATy . ITT 1T T ITT s .
(Pijoz,) (2, y.2) = 20;;C7;sin — sin——cos ——cos ——¢ %i.d(2+20)

Daraus folgt aber, daf fiir ein beliebiges € und alle 7, j gilt:

(Pijé(xoayo,zo))(mv Y,z + 6) = (Pijé(xo,yo,zo-l-E))(xa Y, Z)

Setzt man in obiger Gleichung speziell € = —zy, so erkennt man, daf§ man einen
punktformigen Storkorper an die Meflebene “heranzoomen” kann, indem man sich
das Rekonstruktionsergebnis fiir negative Werte von z betrachtet. Dies veranschau-
licht Abbildung (5.12) fiir einen punktformigen Stoérkoérper an den Koordinaten
(4,4,1).

z2=0 z=-=0.3

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Abbildung 5.12: Punktférmige Storkorper lassen sich zur Meflebene “zoomen”, in-
dem man das Rekonstruktionsergebnis im Halbraum z < 0 betrachtet. Der hier
gezeigte Fall bezieht sich auf einen Storkorper an den Koordinaten (4,4,1)
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Das fiir 2 = 0 noch sehr verschwommene Bild verschérft sich mehr und mehr,
falls man sich das Rekonstruktionsergebnis fiir immer kleiner werdende negative z
betrachtet.

Bei diesen Uberlegungen hat man jedoch zu beachten, daf fiir groBe Werte von
i und j die zugehorigen Funktionen v; ; fiir immer kleiner werdende negative z sehr
rasch ansteigen. Fine Betrachtung der Losungsfunktion fiir 2 < 0 ist daher nur im
Zusammenhang mit einer stirkeren Stabilisierung sinnvoll.

Eine Verbesserung der Bildqualitdt durch die Betrachtung der Losungsfunktion
fiir 2 < 0 ergibt sich vor allen Dingen fiir Objekte mit einer komplexeren &ufleren
Gestalt. Wie schon in den Betrachtungen zu den im ersten Kapitel beschriebenen
Impedanztomographen 14t sich als néchst komplizierterer Fall ein Rotationsellip-
soid noch recht einfach untersuchen. Die folgenden Abbildungen beziehen sich auf
einen solchen Ellipsoiden mit Zentrumskoordinaten (5, 5,2) und Halbachsen a = 1.5,
b= 0.5, c = 0.5, wobei sich die Konstanten auf die durch Gleichung (2.87) gegebe-
ne implizite Darstellung beziehen. Wie in den Untersuchungen des ersten Kapitels
wurde die Multipolentwicklung der vom Ellipsoiden verursachten Potentialdnderung
bis zu der Ordnung [ = 7 bestimmt.

Die Abbildung (5.13) zeigt das daraus abgeleitete Rekonstruktionsergebnis fiir
verschiedene Werte von z. Im linken der beiden Bilder, das sich auf den Fall z = 0
bezieht, ist die gewiinschte Zigarrenform des Objekts kaum zu erkennen. Das rechts
daneben dargestellte Ergebnis fiir = = —1 rekonstruiert das vorgegebene Objekt
sichtbar besser. Allerdings ist eine starke Regularisierung nétig, wie beispielsweise
die Wahl von 4,42 = Jimer = 10 in einer abgeschnittenen Singuldrwertzerlegung, was
zu dem hier dargestellten Bild fiihrte.

z=0 z=-—1
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Abbildung 5.13: Rekonstruktionsergebnis fiir einen herangezoomten ellipsoiden
Storkorper an den Koordinaten (5,5,2)

Die hier beschriebene Moglichkeit des Heranzoomens des Objekts wirft jedoch
unmittelbar die Frage auf, wie sich ein kleiner Storkorper in weiter Entfernung zur
Mefebene von einem gréfleren Korper in kleinerer Entfernung unterscheiden 148t,
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oder anders gefragt: wie weit darf man ein Objekt heranzoomen? Eine weiterfiihren-
de Untersuchung des Problems erscheint nur mit der Kenntnis der Leitfdhigkeits-
verteilung des Objekts moglich, wobei man sich immer dabei im klaren sein mu$,
daf} die hier benutzte linearisierte Formulierung des Problems fiir sehr grofie Ob-
jekte eventuell stark fehlerbehaftet ist. Geht man noch einen Schritt weiter, indem
man sich nur fiir ein kugelférmiges Objekt fester Leitfahigkeit interessiert, so sollten
Ort und Grofle der Kugel unmittelbar aus der gemessenen Potentialdnderung her-
vorgehen. Die Vorgehensweise wurde bereits bei der Interpretation der elektrischen
Bilder, wie sie ein Elefantenriisselfisch mdglicherweise sieht, angesprochen. Betrach-
tet man in diesem Bild nur den Abstand zwischen Maximum und Minimum der
Potentialdnderung und weiterhin den Betrag der maximalen Potential&dnderung, so
sollte es bei gegebener Leitfahigkeit der Kugel moglich sein, aus diesen gemessenen
zwei Groflen auf zwei unbekannte Groflien zuriickzuschlieen, ndmlich den Abstand
der Kugel zur (z,y)-Ebene und deren Durchmesser.

Eine entscheidende Verbesserung der Bilder erhélt man ebenfalls, wenn eine Zu-
satzinformation fiir die gesuchte Leitfahigkeitsverteilung der Art

5o(x,y,2) = do(w,y)h(=) (5.52)
fiir eine bekannte Funktion h(z) existiert.
In diesem Fall wird mit Q* = {(z,9)|0 <z <@, 0 <y < b} der Zusammenhang
zwischen der zu messenden Potentialinderung und der nun gesuchten Funktion do
durch den Operator

A £2(Q*) — L2(0Q.—)

A55 = — (/ Vo - Vo, 30(z,y) h(z) d%) "

(ulf#_(g 0)

= - Z / / Cigin SIH@COSZL%($ ) dy dx

N et ad; ;(1 — e=20%ii¢) a b vy
(1,47%(0.0)

X </ (e‘éi,jz + e‘si,j’z—%i’fc) h(z) dz) U; (5.53)
0

beschrieben.

Das singulére System fiir den Operator A hat damit die Gestalt {v; ;, u;;,7;;}
mit

v, = Cij sin % cos Jmy (5.54)
a b

— . LT ¢ —0;,;% 0;,52—20; j¢

7 = ad;j(1 — e 2%uic) /0 (e e ’ ) h(z) dz. (5.55)

Als Beispiel einer Rekonstruktion kann man nochmals den schon mehrfach dis-
kutierten Fall eines winzigen Storkorpers am Ort (4,4,2) betrachten. Die in der Folge
dargestellten Rekonstruktionsergebnisse konnen somit unmittelbar mit den Abbil-
dungen (5.9) und (5.11) verglichen werden.

Als Funktion h(z) wurde eine Stufenfunktion der Form

h(z) = O(z—cl) —0O(z—c2); c1=19,c2=2.1
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gewahlt. Hierin bezeichnet © die ©-Distribution, die fiir Argumente x > 0 den
Wert O(z) = 1 hat und ansonsten verschwindet. Das Rekonstruktionsergebnis ist in
Abbildung (5.14) dargestellt. Weiterhin zeigt die Abbildung die berechnete Rekon-
struktion fiir einen noch weiter von der Mefiebene entfernten Storkorper.

z =2 z2=3
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Abbildung 5.14: Rekonstruierte Leitfahigkeitsverteilung beziiglich zweier kugelférmi-
ger Storkorper an den Koordinaten (4,4,2) und (4,4,3) bei einer Zusatzinformation
der Form o(x,y,z) = h(z)a(z,y)

Im Falle des linken Bildes wird deutlich, daf§ sich die Qualitit der Rekonstrukti-
on gegeniiber den fritheren Ergebnissen bedeutend verbessert hat. Auch noch tiefer
gelegene Storkorper konnen mit einer Zusatzinfomation der Art (5.52) problemlos
erkannt werden. Im rechten Diagramm der Abbildung (5.14) wurde dazu die obige
Stufenfunktion mit den Konstanten ¢l = 2.9 und ¢2 = 3.1 besetzt. Jedoch scheint es
so zu sein, dafl die Qualitit der Bilder trotz der zusétzlichen Information (5.52) mehr
und mehr abnimmt, wenn der Abstand des Storkoérpers zur Meflebene wéchst. Dies
liegt allerdings vor allem daran, dafl bis zu diesem Zeitpunkt die Bestimmung der
vom Storkorper verursachten Potentialinderung ohne Beriicksichtigung von Rand-
bedingungen an den Wénden des betrachteten Kastens geschah. Korrigiert man
diese Ungenauigkeit durch Spiegelladungen, so verbessert sich das Rekonstrukti-
onsergebnis wieder. Dies veranschaulicht Abbildung (5.15), die das Ergebnis der
Rekonstruktion bei Berticksichtigung der ersten vier Spiegelladungen (rechts, links,
oben und unten) darstellt.

Als Faustregel kann man sagen, dal Randbedingungen kaum eine Rolle spielen,
falls der Abstand des Objekts zur Ebene z = 0 deulich geringer ist, als der Abstand
zu den gedachten Begrenzungsflichen des Kastens bei # = 0,a und y = 0, 0. Wenn im
speziellen Anwendungsgebiet Mammographie zentral vor der Mefiplatte befindliche
Objekte bis zu einer Tiefe von 1 cm geortet werden sollen, empfiehlt sich daher fiir
die Flache, auf der die Potentialmessung stattfindet, ungefihr eine Grofle von 4 x 4
cm?. Die in der Praxis zu klirende Frage ist demnach, ob in solchen Dimensionen
das “Kastenmodell” verniinftig ist oder korrigiert werden muf3.



124 Rekonstruktionsalgorithmen
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Abbildung 5.15: Rekonstruktionsergebnis der rechten Situation aus der zuletzt ge-
zeigten Abbildung bei zusétzlicher Berticksichtigung von Spiegelladungen

Bei der Betrachtung der Stabilitéit des hier vorgestellten Rekonstruktionsalgo-
rithmus mit einer zusétzlichen Information {iber die gesuchte Leitfdhigkeitsverteilung
der Form (5.52) spielt eben jene Zusatzinformation eine grofie Rolle. Dies erkennt
man, wenn man das Verhalten der Singuldrwerte @; ; aus Gleichung (5.55) fiir ver-
schiedene Funktionen h(z) betrachtet. Ist a priori bekannt, daf man die gesuchten
Objekte in unmittelbarer Ndhe zur Meflebene vorfindet, so liefert das in Gleichung
(5.55) auftretende Integral fiir hinreichend kleine ¢ und j im wesentlichen einen
gleichen Beitrag, so da8 man Singuldrwerte 7; ; oc i/J; ; erhélt.

Sucht man hingegen Objekte in sehr grofler Entfernung zur Meflebene, so sorgt
die im Integral auftauchende Exponentialfunktion fiir ein extrem schnelles Abfal-
len der Singuldrwerte. Eine geeignete Stabilisierung des Problems ist demnach der
speziell gewihlten Funktion h(z) anzupassen.

Zum Abschlufl der Untersuchungen dieses Abschnitts gehoren noch zwei Be-
merkungen, die sich auf alle hier vorgestellten Moglichkeiten einer Rekonstruktion
beziehen.

1. Alle bisherigen Untersuchungen bezogen sich auf den Fall eines in z-Richtung
unendlich ausgedehnten Kastens, also auf den Fall ¢ = oco. Die Betrachtung
eines endlichen Werts fiir ¢ ist problemlos moglich, fiihrt aber zu keinen we-
sentlichen Anderungen der Rekonstruktionsergebnisse. So bleiben alle der hier
dargestellten Bilder beispielsweise fiir den Fall ¢ = 5 anndhernd exakt erhal-
ten. Wirklich beachtlich Effekte ergeben sich erst fiir einen unrealistisch kleinen
Wert fiir ¢, fiir den man eine annéhernd flichenhafte Leitfdhigkeitsverteilung
rekonstruiert.

2. Der hier diskutierte Tomograph ist sicherlich noch ausbaufdhig. Zum einen
wurde zur Rekonstruktion der Leitfdhigkeitsverteilung nur die Potentialvertei-
lung zu einer dufleren Stromdichte betrachtet. Man kénnte zumindest einen
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konstanten Stromfluf} in y-Richtung in die Untersuchung miteinbeziehen.

Zum zweiten besteht eine weitere Moglichkeit zur Gewinnung von Informatio-
nen iiber die Leitfdhigkeitsverteilung in der Bestimmung verschiedener Mefer-
gebnisse der Potentialanderung fiir einen wachsenden Anprefidruck der Mef3-
platte auf die Brust. Eine solche Technik wird bereits mit Erfolg in der Sono-
graphie eingesetzt, indem man dort die durch die Kompression des Gewebes
hervorgerufene Anderung im Schallbild interpretiert.

5.4 Rekonstruktion mit mehreren Versuchen

5.4.1 Formulierung des Rekonstruktionsverfahrens zur Be-
stimmung von o

Die Bestimmung der Leitfdhigkeitsverteilung o in einem Gebiet €2 durch Kenntnis
der im zweiten Kapitel beschriebenen Neumann-nach-Dirichlet Abbildung ist sicher-
lich das zentrale Forschungsgebiet der elektrischen Impedanztomographie. Eine der
Problematiken bei der Behandlung des inversen Problems ist die vorliegende Nicht-
linearitdt. Viele der existierenden Rekonstruktionsalgorithmen beschréinken sich auf
die Behandlung der linearisierten Beschreibung des Problems, die in Kapitel 4 vorge-
stellt wurde. Zu einer gemessenen Neumann-nach-Dirichlet Abbildung Aj; bestimmt
man dazu zunéchst eine geeignete konstante Startverteilung oy. Diese gewinnt man
durch Minimierung der Funktion

FO) = [[|Aw = AM]s.
Als Resultat erhiilt man hieraus wegen A,, = oy 'Ay

° < Ap A >ug '

Die linearisierte Problemstellung lautet damit
AM = Aao + AI(O'O)50'. (557)

Bei der alleinigen Behandlung dieses linearisierten Problems hat man natiirlich zu
beachten, dafl man aufler méglicher experimenteller Fehler generell auch einen Mo-
dellfehler zu beachten hat.

Die wohl verbreitetste Vorgehensweise zur Behandlung des EIT-Problems besteht
in der Minimierung des Funktionals

F(o0) = [[[Av = Aoy = N(0)dollfizs + 7100 c2(0)- (5.58)

Der hierin zusitzlich auftretende Term 7 [|d0]||z>(q) dient zur Regularisierung des
Problems.

In der Folge soll eine Losung fiir 6o aus Gleichung (5.57) jedoch durch die Verwen-
dung einer approximativen Inversen gefunden werden. Dazu schreibt man das Pro-
blem fiir zwei Funktionen f,g € £2*(92) mit zugehdrigen Potentialldsungen ¢y, ¢,
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des Neumannproblems zu einer konstanten Leitfdhigkeitsverteilung o = o0y nach
Gleichung (4.12) in der Form

mg s =<4, (AM — Am)) f >r200) = —/Q oo VQf)g . Vd)f dx. (559)

Die GroBe < g, (Ay — Agy) f >r2(a0) ist hierin der in einem Experiment bestimmte
Mef3werte fiir eine duflere Stromdichte f und eine “Potentialmeffunktion” g¢.

Mifit man beispielsweise bei einer dufleren Stromdichte f die Potentialdifferenz
¢i; zwischen zwei Punkten z; und x; mit punktférmigen Elektroden, so ist die
zugehorige Meffunktion g = 6(z — z;) — d(x — x;).

Ebenso ist es aus der theoretischen Kenntnis der Neumann-nach-Dirichlet Ab-
bildung A; méglich, < g, Ay, f >,2(90) zu bestimmen. Fiir n verschiedene duflere
Stromdichten f;, ¢ = 1,---,n und m verschiedene PotentialmeBfunktionen g;, j =
1,---,m erhdlt man demnach N = mn Gleichungen fiir die gesuchte Leitfdhig-
keitsinderung do. Das Rekonstruktionsproblem lafit sich hieraus folgendermafien
formulieren:

A:L%(Q) — RN,
(A60) oty = /Qki,j(ma(x)dx i=1-mj=1--,m, (5.60)
kij = —Vo5 -V, (5.61)

5.4.2 Formulierung des Rekonstruktionsverfahrens zur Be-
stimmung von A,/o

Die ersten in diesem Kapitel untersuchten Rekonstruktionsalgorithmen bezogen sich
auf die Bestimmung der Funktion X = Ar7¢. Die urspriingliche Idee des Verfah-
rens bestand darin, aus der Kenntnis der Funktion X auf die Funktion ¢ = /oo
zu schliefen, um schluffendlich die eigentlich gesuchte Grofe, die Leitféhigkeitsver-
teilung o zu bestimmen. Das Problem bestand jedoch darin, daf§ die zunéchst zu
rekonstruierende Grofle X im allgemeinen fiir jeden Versuch eine andere ist, so dafl
zur Bestimmung von X nur eine Stromverteilung betrachtet werden darf. Es wurde
jedoch auch deutlich, dafl aus diesem einen Versuch selbst bei einer exakten Kenntnis
der gemessenen dufleren Potentialverteilung eine Bestimmung von X nicht eindeutig
moglich ist.

Die Auswertung mehrerer Versuche fiihrt zu einem anderen Problem. Es ist dann
zwingend notwendig, eine verniinftige Annahme fiir die Potentialfunktion zu ma-
chen, wie etwa die Losung zum ungestorten Problem mit Leitfdhigkeitsverteilung
oo = 1.

In der Folge wird ein Algorithmus formuliert, der kleine Anderungen einer homo-
genen Leitfahigkeitsverteilung oy rekonstruiert, wobei 0.B.d.A. gy = 1 gelten soll.
Weiterhin wird gefordert, daf§ die gesuchte Verteilung o = 0y + do den Bedingungen
(5.3), (5.4) geniigt.

Ausgangspunkt der Uberlegungen ist Gleichung (5.13). Da in der Folge die Me8-
ergebnisse zu verschiedenen &ufleren Stromdichten herangezogen werden sollen, wird
in der Zukunft ein Index f an einer Potentialfunktion an die zugehorige &uflere
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Stromdichte erinnern. In diesem Sinne schreibt sich Gleichung (5.13) folgenderma-
en neu:
/

o1(a) = pslo) = o sla) = = [ {Glo.) = G} dsla) ST
(5.62)

Mit den geforderten Bedingungen (5.3), (5.4) beschreibt ¢y ¢(x) die Potenti-
alverteilung zur fest vorgegebenen Neumannrandbedingung f fiir eine konstante
Leitfahigkeitsverteilung og. Die harmononische Funktion ¢p ¢(x) besitzt an den Stel-
len der Meflelektroden die gemessene Randpotentialverteilung.

Die Tilde ~soll in Gleichung (5.62) andeuten, daf8 es sich um eine Losung der
Schrodingergleichung (5.8) beziiglich der gesuchten Verteilung o handelt. Demge-
geniiber bezeichnen Potentialfunktionen ohne Tilde in der Folge Losungen zum un-
gestorten Problem oy = 1.

Fiir eine Potentialmefifunktion g € £2(9€2) ergibt sich damit

< Qp g >0 = —/Q (/aQ(GD(ﬂC,x') - GN($,$')|xeaQ>g($>d$) hy()
- /Q 6,(7') b (') AT (') da'.

Dabei wurde benutzt, dafl die Greensfunktion GGp zum Dirichletproblem nach
Voraussetzung am Rand verschwindet. Weiterhin wurde die Funktion @Ef iiber den
Zusammenhang (5.7) durch die eigentliche physikalische Potentialfunktion ¢ er-
setzt.

Unter der Annahme, da8 die gesuchte Anderung der Leitfihigkeitsverteilung do
klein ist, kann man g?)f gegen ¢y abschédtzen. Man erhdlt dann

< P59 >r200)= /Q Og(x")pp (") AT (2") da. (5.63)

Fiir die Rekonstruktion der gesuchten Funktion A7 kénnen nun mehrere Strom-
konfigurationen herangezogen werden.

Wie im letzten Abschnitt ergeben sich dabei fiir n verschiedene duflere Strom-
dichten f;, 7 = 1,---,n und m Potentialbeobachtungsfunktionen g;, j = 1,---,m
insgesamt N = mn Meflwerte zur Bestimmung von Ar.

Zusammengefafit untersucht man bei der Bestimmung von A7 das folgende Pro-
blem

B:LXQ) — RV,
(BAT) oty = /Qki,j(a:)m(x)da:, i=1--n,j=1---,m, (5.64)
kij = 050 (5.65)

5.4.3 Vergleich der beiden Verfahren

Zwischen den in den vergangenen Abschnitten abgeleiteten Sétzen von Integralglei-
chungen zur Bestimmung von do bzw. Ay/o besteht ein einfacher Zusammenhang.
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Bei Giiltigkeit der Bedingungen (5.3), (5.4) kann man die Integralgleichungen (5.60)
folgendermaflen umformen:

(A60)i-1yme; = —/Qngfi-qugj(Sada:

1 1
= = /Q (Voy, - Vg, + §A¢fi + §A¢)g].)50 dx

1

= D) QA(¢fi¢gj>50.dx

1
= =5 [ (0r65)2(60) da.

Die Oberflichenterme verschwinden hierbei bei der partiellen Integration wegen
der oben aufgefiihrten Randbedingungen fiir do.

Der in obiger Gleichung auftauchende Vorfaktor 1/2 erklért sich, wenn man
V1460 =~ 1+ 1/250 fiir kleine Anderungen do beachtet. Der Wechsel des Vorzei-
chens im Vergleich zu Gleichung (5.64) ist einfach durch den ebenfalls stattfindenden
Vorzeichenwechsel auf der Mefwertseite zu kléren.

Den deutlichen Unterschied zwischen den beiden hier diskutierten Problemstel-
lungen einer Rekonstruktion von 6o bzw. A7 erkennt man am besten daran, dafi man
den von einem Stoérkorper in einer homogenen Leitfahigkeitsverteilung og = 1 verur-
sachten “Gesamteffekt” E betrachtet, womit die Wurzel der Summe der Quadrate
aller im Versuch gemessenen Potentialéinderungen gemeint sein soll. Im Idealfall, in
dem die Bestimmung sémtlicher Potentialfunktionen zu sdmtlichen &ufleren Strom-
dichten exakt bestimmt werden kann, ermittelt man fiir £ die Hilbert-Schmidt Norm
der Differenz von gemessener Neumann-nach-Dirichlet Abbildung Ay, zu A;:

E = [[[Axr — Mif|| s

Im Falle des Einheitskreises kann man nun leicht die Voraussage fiir E fiir eine
punktférmige Stérung der Form do = §(Z — #y) in der linearisierten Problembe-
schreibung (5.60) bestimmen. Als Funktionen f; bzw ¢g; wihlt man dazu am geeig-
netsten die Funktionen 7,, aus Gleichung (2.50). Das linke Diagramm in Abbildung
(5.16) zeigt fiir ny,,., = 200 das Resultat |Adz,|, das offensichtlich nur von r = ||
abhéngt. Im Vergleich dazu ist rechts daneben |Bdgz,| gegen r aufgetragen.

Im Falle des Diagramms auf der linken Seite erkennt man, daf fiir kleine r der
mefBbare Gesamteffekt annéhernd konstant bleibt und den Wert 2/7 annimmt. Fiir
kleine Abstéinde des Stérobjekts zum Zentrum mifit man nédmlich im wesentlichen
nur zu den beiden dufleren Stromdichten 71(¢) = 1/\/mcos(¢), 7 1(¢) = 1/y/msin(p)
mit zugehorigen Potentialinderungen 0¢,,,0¢,_, die Momente < d¢:, 71 > 2050,
< 0ry, To >12(00)- Fiir ein grofer werdendes r ergibt sich in unmittelbarer Randnéhe
ein dramatischer Anstieg der Kurve.

Im Vergleich dazu zeigt sich im rechten Diagramm ein gleichméfiger Anstieg der
Kurve zum Rand hin. Damit ist allerdings noch nichts endgiiltiges iiber beispiels-
weise die Schlechtgestelltheit der beiden unterschiedlichen Probleme gesagt. Es wird
allerdings durchaus deutlich, dafl es sinnvoll erscheint, beide hier betrachteten Re-
konstruktionsmoglichkeiten an Hand realistischer Daten zu testen.
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Abbildung 5.16: MeBbarer Gesamteffekt E' fiir eine Storung do = (¥ — ) (links)
bzw. A1 = §(Z — &) (rechts) mit Abstand r = |Zy| zum Zentrum

5.4.4 Rekonstruktionsergebnisse fiir realistische Daten

Zum Test beider Rekonstruktionsverfahren wird zunéchst der im vierten Kapitel
beschriebene Fall eines Zylinders in einer homogen leitenden Fliissigkeit untersucht.
Wie in diesem Kapitel beschrieben, werden trigonometrische Randstromverteilun-
gen betrachtet, die man durch eine geeignete Linearkombination der im eigentlichen
Experiment verwendeten dufleren Stromdichten approximiert. Im Anschlufl daran
kann man eine diskrete Fouriertransformation der resultierenden Potentialverteilun-
gen durchfiihren. Dies alles geschieht in Analogie zu den Untersuchungen des vierten
Kapitels, die zu einer recht guten Bestédtigung der linearisierten Problembeschrei-
bung des EIT-Problems fiihrten.

Die folgenden Untersuchungen beziehen sich auf 30 Funktionen 7, ,|n| < 15 aus
Gleichung (2.50). Als zugehorige Potentialfunktion ¢,, zu einer &ufleren Stromdichte
T, bestimmt man

||

brn(r,g) = ﬁsinunw n>0, (5.66)
||

6r,(1,6) = =z cos(nlo),  n <0, (5.67)

cos(|n| —|m[)¢ , n,m >0
n|+[m|—-2
o cos(|n| = |m[)¢ , n,m <0
Vo, Vo, = T x sin(|n| —|ml)¢ , n>0m<0
sin(|m| —nl)¢p , m>0,n<0

Entsprechend ergeben sich die Integralkerne aus Gleichung (5.65) zur Rekonstruk-
tion von A7 durch einfache Multiplikation der harmonischen Funktionen (5.66),
(5.67).

Die Bestimmung der Startverteilung geschah im Falle der Rekonstruktion von
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do durch die diskretisierte Form von Gleichung (5.56):

n
2: <:7},A47}:>2
i,‘jlzfn
oy = ——I70 : (5.68)
E: <:7},Aﬂ4fj:><:7},A173 >

i,j=-n
1,570

Die Rekonstruktion von A7 setzt jedoch voraus, dafl die Leitfahigkeitsverteilung
am Rand des Gebietes konstant ist. Zur Bestimmung dieser Konstanten ist es daher
zweckméfig, in obiger Gleichung nur die zu groflen Frequenzen gehorigen Anteile
zu beriicksichtigen. Die meisten der folgenden Bilder, die eine Rekonstruktion von
AT zeigen, beziehen sich auf eine Bestimmung der Leitfdhigkeitsverteilung am Rand
durch die folgende Gleichung:

n

2: <:7},A17}:>2

i, j=—n
oy = nMa\ﬂanaz:lO ) (569)
E: <:7},Aﬂ4fj:><:7},A173 >
i, j=—n

lil,|i1>2nmaz=10

Die Folgen einer Variation von n,,,, werden ebenfalls diskutiert.

Die zunéchst gezeigten Bilder ergeben sich durch die numerische Bestimmung
und Anwendung einer verallgemeinerten Inverse mit e, (z,y) = §(x —y). Die Stabili-
sierung der beiden Rekonstruktionsprobleme wird dabei einzig und allein durch eine
Tikhonov-Stabilisierung zur Bestimmung des sogenannten Rekonstruktionskerns v,
aus Gleichung (A.21) erzielt. Im weiteren Verlauf dieses Abschnitts wird auch die
Méglichkeit einer Regularisierung durch eine geeignet gewéhlte Funktion e, disku-
tiert.

Alle in der Folge gezeigten Abbildungen beziehen sich auf eine Rekonstruktion
von 6o bzw. —A\/o. Der Wechsel des Vorzeichens im Falle von Ay/o erleichtert
den Vergleich der gewonnenen Resultate. Dies erkennt man, wenn man folgendes
Beispiel betrachtet:

50‘(3’;7 y) — e_a((x_xo)Q—l—(y_yO)Q)

Dfoo(ey) = (~20+0%((x = a0)? + (y — yo)?))e B0+,

Im Zentrum der Stérung bei (zo, yo) ergibt sich damit do(zo, o) = 1, wihrend man

AyJoo(xg, yo) = —2a erhilt.

Zunéchst zeigt daher Abbildung (5.17) das Rekonstruktionsergebnis von do bzw.
— A /o fiir einen zylindrischen Stérkérper, wie thn Abbildung (4.1) zeigt, mit den
von unserem Tomographen aufgenommenen Daten.

In beiden Féllen ist der Zylinder als heller Fleck deutlich erkennbar. Ebenfalls
ist in der Abbildung mafstabsgerecht, wie dies aus Abbildung (4.2) hervorgeht, der
Rand des Zylinders skizziert.

Wihrend die Rekonstruktion von do insbesondere in Randnéhe sicherlich weniger
fehlerbehaftet ist, liegen die Vorziige des rechts dargestellten Bildes, das die Rekon-
struktion von —/A\/o zeigt, in der besseren Ortsbestimmung des gesuchten Objekts.
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Abbildung 5.17: Rekonstruktionsergebnis fiir einen zylindrischen Stérkorper. Linke
Seite: Rekonstruktion von do. Rechte Seite: Rekonstruktion von —A./o

In beiden der hier dargestellten Bilder 148t sich jedoch die genaue Abmessung des
Storobjekts nicht erkennen.

Wie bereits erwahnt, soll auch fiir verschiedene Startwerte das Rekonstruktions-
ergebnis fiir —/A\/o untersucht werden. Bei der Wahl von n,,,, = 5 bzw. npe: = 0
ergeben sich die in Abbildung (5.18) dargestellten Bilder.

Abbildung 5.18: Rekonstruktion von —A,/c fiir einen zylindrischen Storkorper bei
unterschiedlicher Wahl der Startleitfihigkeit. Linke Seite: n,,,. = 5. Rechte Seite:
Nimae = 0

Gerade im Falle n,,,, = 0 geht aus der Abbildung deutlich hervor, daf§ die durch
Gleichung (5.69) ermittelte Konstante oy stark von dem Wert der Leitf&higkeit am
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Rand abweicht. Dies fiihrt dort zu einem Sprung der rekonstruierten Verteilung
AV

Dennoch bleibt der zylindrische Stérkorper sehr gut zu erkennen. Fiir praktische
Zwecke ist dies von Bedeutung, da man sicherlich nicht generell von einer ideal
konstanten Leitfdhigkeitsverteilung am Rand ausgehen kann.

In den Untersuchungen zur Berechtigung einer zweidimensionalen Problembe-
schreibung im ersten Kapitel wurde deutlich, daf§ die theoretische Kenntnis der
Neumann-nach-Dirichlet Abbildung A; von zweifelhaftem Wert sein kann, wenn
das hier betrachtete zweidimensionale Modell in der praktischen Anwendung keine
Giiltigkeit besitzt und Korrekturen aus einer prézisen dreidimensionalen Beschrei-
bung notwendig werden. Die Tatsache, dafl die bislang gezeigten Bilder {iberhaupt
die erzielte Qualitit besitzen, ist sicherlich auf das bei unserem Tomographen ver-
wendete Guardelektrodensystem zuriickzufiihren, wie die entsprechenden Untersu-
chungen im ersten und vierten Kapitel belegen. Es zeigte sich dort, daf§ im dreidi-
mensionalen Modell eines Zylinders der Héhe H das Guardelektrodensystem in der
Ebene der Potentialmessung auch fiir grofe Werte von H zu Potentialverteilungen
fithrt, die mit einer zweidimensionalen Theorie beschrieben werden kénnen. Den-
noch ist auch fiir diese Elektrodenanordnung eine zweidimensionale Beschreibung
nicht exakt gegeben. Insbesondere stimmt im Falle einer homogenen Leitfdhigkeits-
verteilung im Zylinder die theoretische Vorhersage von A, ¢ = konst. aus dem zwei-
dimensionalen Modell nicht mit den praktisch ermittelten MeSwerten < 7,,, A7, >
tiberein. Dies gilt jedoch nicht fiir die Nichtdiagonalelemente < 7,,, Ay/7,, >, m # n,
fiir die man im Experiment idealerweise immer < 7,,, A7, >= 0 bestimmen wiirde,
in Ubereinstimmung mit der zweidimensionalen Theorie.

Der Zusatz “idealerweise” ist hier allerdings von grofler praktischer Bedeutung,
da man nur iiber eine endliche Anzahl von Elektroden verfiigt, iiber die man Strom
in den Zylinder ein- und abflieflen lassen kann, und iiberdies noch Mefifehler mit-
beriicksichtigen muf.

Dennoch sollen nun Rekonstruktionsergebnisse betrachtet werden, die dadurch
entstehen, dafl man in den Gleichungen (5.60), (5.64) die im obigen Sinne kriti-
schen Meflwerte < 7,,, Ay/7, > nicht beriicksichtigt und die weitere Vorgehensweise
beibehilt. Offensichtlich entféllt dabei vollig die Problematik der Bestimmung ei-
nes geeigneten Startwerts. Es ist jedoch zu beachten, dafl nicht nur fiir eine kon-
stante Leitfahigkeitsverteilung sdmtliche Nichtdiagonaleintrdge der Neumann-nach-
Dirichlet Abbildung verschwinden. Wie bereits erwahnt, fiihren auch radialsymme-
trische Leitfdhigkeitsverteilungen o zu einer Neumann-nach-Dirichlet Abbildung A,
deren Eigenvektoren die Funktionen 7, sind. Mit dem hier untersuchten Rekonstruk-
tionsverfahren ist man demnach “blind” fiir radialsymmetrische Leitfdhigkeitsver-
teilungen.

Die Abbildung (5.19) zeigt die Rekonstruktionsergebnisse fiir den bereits zuvor
betrachteten zylindrischen Storkorper diesmal ohne Beriicksichtigung der Mef3werte
< Ty Ay >

Wie zu erkennen ist, bleibt das Resultat anndhernd das gleiche. Es sollte demnach
unabhéngig von der Hohe H des in der Realitit vorliegenden Zylinders moglich
sein, Storkorper zu erkennen, die in nicht allzu grofler Entfernung vom Rand liegen.
Je weiter sich jedoch die gesuchten Objekte vom Rand entfernt befinden, desto
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Abbildung 5.19: Rekonstruktionsergebnis fiir einen zylindrischen Storkorper ohne
Beriicksichtigung der Meflwerte < 7,,, Ay;7, >. Linke Seite: Rekonstruktion von do.
Rechte Seite: Rekonstruktion von —Ay/o

entscheidender werden die vernachlassigten Informationen, wonach man zumindest
mit der hier verwendeten verallgemeinerten Inversen keine verniinftigen Bilder mehr
erhélt.

Rekonstruktionsergebnisse fiir einen kleinen metallischen Stérkorper

Die folgenden Abbildungen stellen die Rekonstruktionsergebnisse fiir weitere Mef3rei-
hen, die in jiingster Zeit aufgenommen wurden und sich auf ein kleines metallisches
Objekt von ca. 2 cm Durchmesser beziehen, dar. Das Objekt wurde dabei an drei
verschiedenen Orten plaziert:

1. in der Ebene der Potentialmessung in etwa zwischen Mitte und Rand des
Tomographen

2. ca. 2 cm oberhalb der Ebene der Potentialmessung in etwa zwischen Mitte und
Rand des Tomographen

3. in der Ebene der Potentialmessung in etwa in der Mitte des Tomographen

In keinem der drei Félle war dadurch jedoch eine Rekonstruktion von do oder
A/ moglich. Es stellte sich heraus, daf§ die von einem solch kleinen Stérkorper
verursachten Anderungen in den &uBeren Potentialverteilungen nicht grofi genug
sind und von systematischen Fehlern weitestgehend iiberdeckt werden. Die damit
gemeinten Fehlerquellen sind die folgenden:

1. Der von uns benutzte Tomograph ist nicht ideal zylinderférmig. Der duflere
Durchmesser reicht von ca. 21 cm bis ca. 22 cm.

2. Die Positionierung der Elektroden ist nicht in exakt gleichméfiigen Abstanden.
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3. Die endliche Anzahl von Elektroden erlaubt es nicht genau genug, kosinusférmi-
ge duflere Stromdichten zu approximieren.

Natiirlich waren all diese Fehlerquellen bereits bei der Betrachtung des zylin-
derféormigen Storkorpers vorhanden, spielten aber dort kaum eine Rolle.

Um auch fiir kleinere Objekte zu einem Rekonstruktionsergebnis zu gelangen,
ist es notwendig, eine Eichung der Meflapparatur vorzunehmen. Damit ist gemeint,
daf} die Neumann-nach-Dirichlet Abbildung A; nicht aus der theoretischen Beschrei-
bung gewonnen wird, sondern ebenfalls im Experiment bestimmt wird. Um weite-
ren systematischen Fehlern vorzubeugen, die beispielsweise durch die Erwdrmung
der Meflapparartur oder der im Tomograph befindlichen Fliissigkeit zuriickzufiihren
wiare, wurde unmittelbar im Anschluf} an jede der drei oben aufgefithrten Messungen
eine sogenannte Leermessung ohne Storobjekt durchgefiihrt.

Bei dieser Eichung hat man zu beriicksichtigen, dafl bei der experimentellen
Bestimmung der Diagonalelemente < 7,, A17,, > die spezielle Hohe der Fliissigkeit
im Tomographen eine Rolle spielt. Die Eichung des Tomographen zur Untersuchung
ganz beliebiger Objekte ist daher wiederum nur fiir die Nichtdiagonalelemente der
Neumann-nach-Dirichlet Abbildung méglich.

Daher wird auch in der Folge, so weit dies moglich ist, auf kritische Mef3werte
der Form < 7,, Ay7, > fiir die Rekonstruktionen verzichtet.

Abbildung 5.20: Rekonstruktionsergebnis fiir einen kleinen metallischen Storkorper
ohne Berticksichtigung der Meflwerte < 7,, A7, >. Linke Seite: Rekonstruktion
von do. Rechte Seite: Rekonstruktion von —A\/o

Abbildung (5.20) zeigt die Rekonstruktionsergebnisse fiir ein kleines metallisches
Objekt in der Néhe des Rands des Tomographen.

Im Vergleich zu den bislang présentierten Resultaten fiir das zylinderférmige
Storobjekt schneiden die beiden hier gezeigten Bilder sicherlich eher schlecht ab.
In beiden der dargestellten Rekonstruktionsergebnisse tauchen mehrere grofiflichige
Bereiche auf, an denen man einen Storkoérper vermuten konnte. Dies gilt vor allem
fiir die rechts gezeigte Rekonstruktion von —/A,/o. Im Randbereich zeigt das Bild
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grofle Fluktuationen der rekonstruierten Verteilung. Andererseits trifft man mit der
Bestimmung von —A,/c besser den Ort des metallischen Objekts, das im Falle der
Rekonstruktion von do zum Rand hin verschwommen erscheint.

Die néchsten beiden Abbildungen zeigen, daf eine zweidimensionale Problembe-
trachtung und die Darstellung eines zweidimensionalen Schnittbilds nicht wirklich
als ein solches interpretiert werden darf. Vielmehr kommt es bestenfalls zu einer
Art Uberlagerung verschiedener Bilder, wobei die Leitfihigkeitsverteilung in der be-
trachteten Ebene den dominierenden Einflufl hat. Damit ist die Situation jedoch
nur stark vereinfacht beschrieben. Inwiefern eine Anderung der Leitfihigkeitsvertei-
lung in verschiedenen Ebenen zu unterschiedlichen Anderungen in den MeBwerten
fithrt, kann nur durch eine vollstdndig dreidimensionale Behandlung des Problems
untersucht werden.

Abbildung 5.21: Rekonstruktionsergebnis fiir einen kleinen metallischen Storkorper
auflerhalb der Ebene der Potentialmessung ohne Beriicksichtigung der Mefwerte
< Tp, Ay, >. Linke Seite: Rekonstruktion von do. Rechte Seite: Rekonstruktion
von —Ay/o

Die Abbildung (5.21) bezieht sich auf das metallische Objekt, das nun ca. 2 cm
auflerhalb der Ebene der Potentialmessung in den Tomographen gehalten wurde.
Im Vergleich zu den zuvor gezeigten Bildern verschlechtert sich bei der Betrachtung
von Ay/o die Bildqualitidt zusehends. Im linken oberen Bereich taucht ein weiterer
weiler Fleck auf, den man durchaus auch als gut leitenden Storkorper interpretieren
konnte.

Die Tatsache, dal das Rekonstruktionsergebnis fiir o ein fast schon besseres
Ergebnis, wie das eben gesehene, liefert, ist kaum versténdlich.

Die dritte der oben aufgezidhlten Mefireihen bezieht sich auf die Positionierung
des metallischen Storkorpers im Zentrum des Tomographen. Aufgrund der Tatsa-
che, daf} die in diesem Fall gesuchte Leitfdhigkeitsverteilung annédhernd radialsym-
metrisch ist, erhilt man fiir die gemessene Anderung der Neumann-nach-Dirichlet
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Abbildung fast ausschliellich in den Diagonalelementen < 7,,, Ay;7, > von Null ver-
schiedene Eintrége, so dafl es hier nicht in Frage kommt, diese kritischen Mef3werte
zu vernachléssigen.

Ebenfalls wird an dieser Stelle deutlich, daf§ die Bestimmung von Ay/o, so wie
sie hier durchgefiihrt wurde, fiir Stérobjekte im Zentrum des Tomographen versagt.

Abbildung 5.22: Rekonstruktion von do fiir einen kleinen metallischen Stérkorper in
der Mitte des Tomographen

Das Rekonstruktionsergebnis fiir 0o ist hingegen recht zufriedenstellend. Den-
noch sind auch hier in Randnéhe einige Bildartefakte zu erkennen, die man im
praktischen Einsatz eines Tomographen leicht als real existierende Objekte fehlin-
terpretieren konnte.

Abschlieflend soll nun untersucht werden, inwieweit eine geeignet gewéhlte Funk-
tion e, zur Stabilisierung des Problems beitragen kann. Dazu wurde folgende Funk-
tion betrachtet.

1
o) r—y<r'<r+y,rd—¢l<yr>v/7
g
,0),y(r', ¢)) = ™ 5.70
ey (2(r, 9),y(r', ¢')) i +(p2)272 , r<y/mor < (y/7)+~ ( )
0 , sonst
2 min{l,r+~}
fr(r) = %/max{o - r'dr. (5.71)

Damit erhélt man fiir eine gegebene Funktion h und einen Punkt x = (r cos ¢, r sin ¢)
mit hinreichend weitem Abstand zu Zentrum und Rand

<erfen) == s [T [ aras

ey(,:),h(-) >= — r'h(r'¢")dr'dd.

! (29)2 Jomayr Sty

Fiir v << r betrachtet man daher hier statt des Funktionswerts h(r, ¢) den iiber

eine Umgebung des Punktes x(r, ¢) gemittelten Wert. Die Umgebung nimmt dabei
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fiir sehr kleine vy immer mehr die Form eines Quadrats mit Kantenldnge 27y an.
Betrachtet man Punkte in einer ganz bestimmten Entfernung, nédmlich r = ~/7
vom Kreismittelpunkt, so geht das hier betrachtete Kreissegment in einen Kreis mit
Radius (y/m) + v iiber. Fiir noch néher am Kreiszentrum gelegene Punkte wird die
Funktion weiterhin iiber diese Kreisfliche gemittelt.

Einen weiteren Sonderfall hat man in unmittelbarer Randnéhe zu beachten. Dort
hat man das Problem, das das fiir kleine v anndhernd quadratische Kreissegment
iiber den Rand r = 1 herausragt. Die verallgemeinerte Inverse fiithrt in diesem Fall
zu einer Mittelung der Funktion iiber eine annéhernd rechteckige Fléche, wobei nur
eine Seitenldnge weiterhin 27 bleibt.

Abbildung 5.23: Rekonstruktion von —A,/o fiir einen kleinen metallischen
Storkorper bei zusétzlicher Stabilisierung durch eine Funktion e,. Linke Seite:
v = 0.01. Rechte Seite: v = 0.1.

Beispielhaft ist das Rekonstruktionsergebnis fiir Ay/o aus Abbildung (5.20) in
Abbildung (5.23) nochmals mit zusétzlicher Stabilisierung durch die in Gleichung
(5.70) definierte Funktion e, dargestellt. Das Rekonstruktionsergebnis gewinnt fiir
verschiedene Werte von 7 jedoch nicht iiberragend an Qualitidt. Fiir kleine Werte,
wie v = 0.01 weist das linke der hier dargestellten Bilder kaum Anderungen ge-
geniiber dem entsprechenden Ergebnis aus Abbildung (5.20) auf. Erst durch eine
sehr grofle Wahl von v sind sichtbare Verdnderungen feststellbar, wie das rechte der
dargestellten Bilder belegt, das durch die Wahl von v = 0.1 zustande gekommen
ist. Die Wirkung beschréankt sich jedoch auf Regionen in unmittelbarer Randnéhe.
Einige im linken Bild auftauchende helle Flecken am Rand sind im rechten Bild
zwar nicht vollig verschwunden, jedoch ist die Abnahme der Helligkeit deutlich er-
kennbar, womit man bei Betrachtung des rechten Bildes kaum Objekte in Randnihe
vermutet.

Leider fiihrt die Variation des Parameters A in der Tikhonov-Regularisierung fiir
den Rekonstruktionskern v, in Verbindung mit Variationen von 7 zu keiner nennens-
werten Verbesserung. Dies gilt fiir beide hier diskutierten Rekonstruktionsverfahren.
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Insbesondere fiihrt eine besonders kleine Wahl von A, wie dies im eigentlichen Sinn
der Methode ist, in keinem Fall zu einem sinnvollen Ergebnis.

Diskussion der Ergebnisse

Die hier durchgefiihrten Untersuchungen zeigen, dafl eine Ortung von Storkérpern
in einem ansonsten homogenen Medium durchaus moglich ist, falls man die von
jenem Korper verursachten Anderungen in den verschiedenen #ufieren Potential-
verteilungen prézise genug kennt. Eventuell ist es allerdings in einem praktischen
Einsatz eines solchen Verfahrens notwendig, Mefiverfahren zu entwickeln, die eine
unmittelbare Messung der Effekte mdéglich macht.

So erscheint es denkbar, zwei Mefzyklen vor und nach der Injektion eines Kon-
trastmittels durchzufithren und aus den Differenzen der verschiedenen Potentialmef-
werte ein Schnittbild der vom Kontrastmittel verursachten Anderung der Leitfihig-
keitsverteilung zu berechnen. In diesem Fall wiirde auch die Problematik der oben
diskutierten Tomographeneichung entfallen. Es bliebe allerdings weiterhin das Pro-
blem, das eine zweidimensionale Behandlung der EIT mit beachtlichen Modellfehlern
verbunden ist, die eine Interpretation des berechneten Bildes als wahres Schnittbild
der Leitfdhigkeitsverteilung verbieten.

Die dargestellten Ergebnisse zeigen, dafl eine Betrachtung von o ebenso wie eine
Betrachtung von A7 in den meisten Féllen zu sinnvollen Resultaten fiihrte. Im
Zentrum des Tomographen versagte allerdings die Rekonstruktion von A7, was nun
begriindet werden soll.

Die Forderung nach Giiltigkeit der Bedingungen (5.3), (5.4) war zur Bestim-
mung der Neumann- und Dirichletranddaten der Funktion ¢ nétig. Die gewéhlten
Forderungen an die gesuchte Leitfahigkeitsverteilung kann man sich auch durch eine
Bestimmung der Leitfdhigkeitsverteilung in unmittelbarer Randnéhe ersetzt denken.
In jedem Fall hat man jedoch das Problem, das die rekonstruierte Losung A7 nicht
unbedingt mit den geforderten Randbedingungen fiir o vertriglich sein mufl. Das
ergibt sich aus der Tatsache, dafl bei den hier untersuchten Problemen des Typs
A:L2(Q) - RY

(Af); :/Qki(x)f(x) de i=1,---,N

die Verwendung einer verallgemeinerten Inversen mit e, (z,y) = d(x,y) zu einer
Losung fiihrt, die in dem von den {k;} aufgespannten Raum liegt. Der Wert der Re-
konstruktion hédngt damit stark davon ab, wie gut die gesuchte Verteilung mit den
Funktionen £; approximiert werden kann. Die in dem hier untersuchten Rekonstruk-
tionsproblem auftauchenden Funktionen sind Produkte harmonischer Funktionen,
wobei allerdings rein harmonische Funktionen nicht auftauchen. Dies fiihrt insbe-
sondere fiir zentral im Tomographen gelegene Storobjekte zu schlechten Resultaten.

Eine Verbesserung des Rekonstruktionsergebnis &8t sich méglicherweise dadurch
erzielen, dafl man das hier gegebene inverse Problem unter Nebenbedingungen for-
muliert. Bei Giiltigkeit der Bedingungen (5.3), (5.4) gilt fiir jede in  harmonische
Funktion f

/QfA(T—l)da: - /mf%ds ~ /QVf-V(T—l)da:
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_ _/Q V((Vf)(r=1))dz = 0. (5.72)

Die gesuchte Funktion A7 = A(7—1) ist damit beziiglich des £?-Skalarprodukts
orthogonal zu allen in €2 harmonischen Funktionen.

Umgekehrt: Ist eine Funktion w = Aw orthogonal zu allen in  harmonischen
Funktionen, so erhilt man mit dem Greenschen Satz bei einer Dirichletrandbedin-
gung v = 0, also der Randbedingung fiir die Funktion 7 — 1 auf 02 die Losung

vp(z) = —/ Gp(z,z")w(x") da'.
Q
Eine Neumannrandbedingung der Form dv/dn = 0 fiihrt zu einer Lsung

ox(@) = = [ Gu(e,a) (@) da,

die auf der Oberflache des Gebiets auf 0 normiert ist.
Da sich die Greensfunktionen Gp und GGy nur um einen harmonischen Anteil
unterscheiden, findet man

on () — vp(z) = —/Q(GN(:c,a:') ~ Gplz, ) w(z') dz' = 0,

da nach Voraussetzung w keine harmonischen Anteile enthélt.

Es ist jedoch bei der Verwendung einer verallgemeinerten Inversen, die hier unter-
sucht wird, problematisch, die in Gleichung (5.72) formulierten Nebenbedingungen
an die gesuchte Funktion in das Rekonstruktionsverfahren mit einzubeziehen. Eine
Verbesserung der hier gezeigten Ergebnisse ist also durchaus denkbar.

5.4.5 Rekonstruktion von A,/c im Halbraum

In gleicher Weise, wie im vorigen Abschnitt fiir den Einheitskreis kann man auch
im Falle des Halbraums die Rekonstruktion von Ay/o untersuchen. Dazu betrachtet
man M + 1 punktférmig gedachte Elektroden an den Orten &3, k = 0,---, M auf
der (z,y) — Ebene. Damit sind M linear unabhégige Stromkonfigurationen denkbar.

Es sei
(@) = 6(F—2) —6(T—T) k=1,---,M .

In diesem Fall hilt man also eine Elektrode am Ort 7 als Stomausgang fest und
wahlt jeweils eine der verbleibenden Elektroden als Stromeingang.

Des weiteren seien auf der (z,y)-Ebene N + 1 weitere Elektroden an den Orten
@, k=0,---, N vorhanden, an denen zu jedem der angelegten #ufleren Strome die
zugehorige Potentialverteilung bestimmt werden kann. Als Beobachtungsfunktionen
kann man die folgenden N Funktionen wéhlen:

(@) = 6(F—a)—o0(F—) k=1,--- N .

Damit werden die Potentialdifferenzen zwischen einer Elektrode bei & zu allen wei-
teren Elektroden bestimmt.

Bezeichnet m._1)ny; die i-te gemessene Potentialdifferenz beziiglich der A-ten
angelegten Stromkonfiguration, so erhélt man in Analogie zum Gleichungssystem
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(5.64) zur Bestimmung der gesuchten Verteilung Ay/o im Halbraum die N M Glei-
chungen

K : L%(Q) — RN*M nuk_DN+i::j;IYW_UN+vazgrcf)dv” (5.73)

1 1 1 1 1
[,’ _ Z hog — _ —_ . 574
L (k—1)N+ () (2)2 <|f_f§| |f—f§|> <|f_fZ| |f—f€> ( )

Zur Bestimmung einer verallgemeinerten Inversen hat man in diesem Fall die
Gramsche Matrix des Systems { K} zu bestimmen und damit Integrale der Form

1 1 1 1
o \|T— 3| |7 — 7| |7 — 3| |7 — T
zu berechnen.

Als hinreichende Bedingung fiir die Existenz aller zu berechnender Integrale kann
man verlangen, dafl an den Orten der (z,y)-Ebene, an denen ein Strom in den
Halbraum ein- oder abfliefit, keine Potentialmessung stattfinden soll. In diesem Fall
hat man dafiir gesorgt, dal nicht mehr als zwei Vektoren #; in Gleichung (5.75)
ibereinstimmen, womit iiber die im Integral auftauchenden Singularitédten integriert
werden kann.

Zur Bestimmung der Integrale ist zunédchst zu beachten, dal man die Integration
einfacher auf dem gesamten IR?® durchfiihren kann:

/d$/ dy/ dZH|x—$Z| 2/ dx/ dy/ dzH . (5.76)

Eine Integration iiber den gesamten IR® vereinfacht sich durch die Bestimmung
folgender Fouriertransformation:

H 1 (I ! L L ke
. k = ]: k - / e d3 )

Nach dem Parselval’schen Theorem gilt damit

1 1 1 1 - 5
Qi,j,l,m::/lR3<_, - >d3a::/ i j (k)T (k)dk,

|7 — ] |7 — T5] |7 — T [T — T
(5.77)

wenn man die Paare (i,7) und (I,m) so wahlt, da§ 7; # 7, und &) # 7, gilt, was
aber immer moglich ist.

Zur Berechnung der gesuchten Fouriertransformation benétigt man die Feyn-
manformel

1 (v + - + UN) / / val o’ dai) 0 (vazl Qg — 1)

APt AN - L(vy) (a1 Ay + -+ -+ ayAy)ntton )

(5.78)
Setzt man hierin

T E—mr T
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so erhalt man

—-1/2

1 1 1 /1 doa™2(1 —
/ aa” 7(l=a) (5.79)
0

T[T -3 nh alf-FZP+(1-a)|F-5P
Weiterhin gilt

ol — )P+ (1 — )| = &° =7 — 208 - T + aF] — 2(1 — )T - & +

(1-a)75 =727 (af; + (1 — a)%)) + aF} + (1 — a)73

J j
= |7 = (aZ; + (1 — ) 7)) > — ?F = 2a(1 — )T - T — (1 — )T + o]

+(1— )@ = [T — (af; + (1 — a)T)) > + C*

CZ = a(l - Oé>|.’fz - .’fj|2.

Somit findet man
1 1 o
/ L APV
R3 |T — 7| |7 — 7]

Ly IVl w N WP
r3 |7 Jo |@— (ad; + (1 — a)Z;)? + C?
1 /! 1 s "

— d —1/2 1 — —1/2 / = ik (THadi+H(1-a)T ) d3 )
7r/0 aa” (1 -a) R3 |f|2+026 ¢

Zur Auswertung des Volumenintegrals setzt man k = |l; |€, und geht zu sphérischen

Polarkoordinaten iiber. Mit & := |k| und r := |Z| erhiilt man
/ 1 eiE~(f+afi+(1—a)fj) By =
R3 |T)? + C?

2w
ik (o +(1— a)i;) / d / d 9/ d zkrcosﬂ —
e’ 10) cos r TT’Z n 02

. - - 0o 2 dr . .
zk:-(axi-l-(l—a)a:j) 2 / r ikr _ —ikr) _
c o ikr(r? 4 C?) (e ‘ )
2

pif-(aFi+(1=a)F;) g /°° - rdr ~sinkr = QLeilZ-(afiJr(lfa)fj)eka.

r2 + C?) k

Die verbleibende a-Integration lifit sich durch die Substitution o = sin?  vereinfa-
chen:

/ _,14 614 eiE'fd?’:c.
R3 |T— 2| |7 — @}

< /1 do a_1/2(1 . a)—l/ZeiE-(afH-(l—a)fj) e~ Ck

B 2m [(7/2

k

. . _ o (win? o 2 V2 )i T
d(p QSIHQOCOSQO(SIHZ Q,OCOSZ ()0> 1/2 ezk (sin® pT;+(cos? )T ;) —sin ¢ cos pk|T; —; )

Der Exponent in diesem Integral 148t sich durch die Umformungen

k- % sin® o+ k- cos® o
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FoEa kT Pz i Pk
= 22 i (sm @+COSZ¢)+%SIHZ¢+#COSZ¢
R4k Eed—kei
= J2r L+ L ‘ cos 2¢p,

sinpcos p = 3 sin 2

noch weiter vereinfachen. Mit der Substitution {» = 2¢ und den Abkiirzungen

. fi—Ffj

@ = =5
R Rk
i; = 5

erhalt man schliefllich

/ 1 1 iR Py — 27 /W ) iR @i +bis cosY)—Ibij b siny (5.80)
RS |7 = T [T — T kJo

Mit Gleichung (5.77) bestimmt man hieraus

Qijim = /IR3 Qij(]a C]l—m(]a d’k

1 472 m I L
— d3l{3 - </ d k- (a5 +bij cosw)—bijkmnw)
(2m)3 / k2 e
v </ dy' e iR (@1 +Bim cOSY')— 51m|ksin1/1’).

Nach Vertauschung der Integrationsreihenfolge 148t sich die d®k Integration vollstéindig
ausfithren. Mit den Bezeichnungen

Aijlm(wa 7#’) = |C_iz] — C_ilm + gz’j COS w — glm COS ¢I| (581)
Bijim(,0") = |byj] sin ) + [bym| sin v’ (5.82)
und Ubergang in sphirische Polarkoordinaten erhilt man
Qi Jhlm
1 2 - - o
— d d3k - (aw —alm—l—bw 08 Y—Dbym COS Y’ )—|bsj |k sinap— by, |k sin ¢
(27T / ¢/ v ( k2 e

- / ) / dv ( / as [ acoss [*ar eim o504 )

B sin kAz]lm o~ FBijim

_ 2/ dw/ ' arctan( z]lm/Bz]lm)‘
0 0 Aijim
Das hierin noch auftauchende Flidchenintegral kann problemlos und ohne allzu
groflen Zeitaufwand numerisch bestimmt werden. Hat man fiir alle méglichen Kom-
binationen von stromfiihrenden und potentialmessenden Elektroden die zugehorigen
Groflen Q; 1, bestimmt, so ergeben sich letztendlich die gesuchten Matrixeintrage
der Gramschen Matrix zu den Funktionen K; aus Gleichung (5.74).
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Numerischer Test des Rekonstruktionsalgorithmus

Wie erwihnt, verlangt die hier gezeigte Behandlung des Problems, das stromfiihren-
de und potentialmessende Elektroden getrennt auf der (x,y)-Ebene plaziert sind.
Die numerischen Tests des Rekonstruktionsalgorithmus beziehen sich auf die in Ab-
bildung (5.24) dargestellte MeBplatte.

o o [e] [e] o o
L] L] L] L] L]

o o [e] [e] o o
L] L] L] L] L]

o o [e] [e] o o
L] L] L] L] L]

o o [e] [e] o o
L] L] L] L] L]

o o [e] [e] o o
L] L] L] L] L]

o o [e] [e] o o

Abbildung 5.24: Modellierung der Mef3platte

Die ausgefiillten Kreise (e) représentieren hierin stromfiihrende Elektroden, wih-
rend alle iibrigen Kreise (o) potentialmessende Elektroden beschreiben.

In allen in der Folge diskutierten Félle wurden die betrachteten kugelférmigen
Storobjekte als metallisch leitend angesehen. Fiir jede &uflere Stromanordnung wur-
de die zugehorige vom Storkorper verursachte Potentialinderung durch die Multi-
polentwicklung (2.71) bis einschlielich zur Ordnung [ = 2 bestimmt. Analog zu den
Ergebnissen in der zweidimensionalen Problembetrachtung soll auch hier immer die
Funktion —A/o dargestellt werden, was bei einem metallisch leitenden Storkorper
zu einem hellen Fleck in der Rekonstruktion fiihrt.

Im ersten der hier untersuchten Fiélle wird ein kugelférmiges Stérobjekt an den
Koordinaten (6,6, 6) mit einem Radius von R =1 betrachtet.

In Abbildung (5.25) sind drei verschiedene Schnittbilder des Rekonstruktionser-
gebnisses fiir —/A\/o in verschiedenen Ebenen parallel zur (x,y)-Ebene dargestellt.
Im Schnittbild fiir z=6 ist auch nochmals zur Orientierung die Positionierung der
verschiedenen Elektroden bei z = 0 skizziert. Weiterhin ist in der Abbildung ein
weiteres Schnittbild parallel zur (x, z)-Ebene dargestellt.

Wie zunéchst aus dem in der Abbildung links oben dargestellten Bild hervor-
geht, ist zwar deutlich ein Objekt zu erkennen, jedoch handelt es sich hierbei kaum
um eine Kugel mit Radius R = 1. Ebenso wird die Position der Kugel nicht ganz
richtig wiedererkannt. Die drei {ibrigen Schnittbilder parallel zur (z, y)-Ebene doku-
mentieren, das sowohl z- als auch y-Komponente der Stérung richtig wiedergegeben
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z2=23

0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12

Abbildung 5.25: Rekonstruktion von —A./o beziiglich eines kugelférmigen
Storkorpers mit Durchmesser 2 an den Koordinaten (6,6,6). Links oben: Schnitt-
bild y=6. Rechts oben: Schnittbild z=3. Links unten: Schnittbild z=4. Rechst unten:
Schnittbild z=6; ebenfalls ist hier die Elektrodenanordnung aus Abbildung (5.24)
mafistabsgerecht miteingezeichnet.

sind. Allerdings befindet sich die z-Komponente der Stérung etwas zu sehr in Nahe
der Meflebene. Dieser Effekt verschlimmert sich immer dramatischer, je weiter man
das Storobjekt von der z = 0-Ebene entfernt. Im Gegensatz dazu erhilt man eine
bedeutend bessere Bildqualitét fiir ndher an der Meflebene gelegene Objekte, wie
dies ja auch zu erwarten ist.

Dies verdeutlicht Abbildung (5.26), in der Storkorper verschiedenen Durchmes-
sers an den Mittelpunktskoordinaten (6,6,2) betrachtet werden. Dabei werden in
der Abbildung die Schnittbilder fiir y = 6 dargestellt.

Ein Gréfenunterschied zwischen beiden Objekten ist in diesem Fall auch in der
Rekonstruktion deutlich gegeben. Allerdings spiegelt das Ergebnis in beiden Féllen
nicht die vorgegebene Situation exakt wider. Dies verdeutlichen die miteingezeich-



5.4 Rekonstruktion mit mehreren Versuchen 145
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Abbildung 5.26: Rekonstruktion von —A,/o beziiglich eines kugelférmigen
Storkorpers an den Koordinaten (6,6,2). Fiir die Kugelradien R=0.5 und R=1 sind
jeweils die Schnittbilder fiir y = 6 dargestellt.

neten Abmessungen der betrachteten kugelférmigen Stérobjekte.

Somit liefern die hier gezeigten Rekonstruktionsergebnisse nur ungeféihre Hinwei-
se auf die Grofle von Stérobjekten und dies auch nur dann, wenn die Abmessungen
des Objekts nicht deutlich kleiner sind, als seine Entfernung zur Mefebene.

Auch fiir Storkorper, die nur wenig von der Mef3platte entfernt sind, lassen sich
keine scharfen Umrandungen des Objekts finden. Vielmehr verschwimmt das Rekon-
struktionsergebnis immer mehr fiir grofle Werte von z.

Untersuchung der Stabilitit des Rekonstruktionsalgorithmus

Abschlieflend soll die Stabilitét des hier untersuchten Rekonstruktionsalgorithmus
fiir Ay/o betrachtet werden. Dazu wird nochmals die bereits untersuchte Situation
eines kugelférmigen Storkorpers mit einem Durchmesser von 1 an den Koordina-
ten (6,6,6) betrachtet. Die Abbildung (5.25) zeigt verschiedene Schnittbilder der
Rekonstruktion fiir exakte Daten. Dies ist allerdings streng genommen schon nicht
ganz richtig, da die Berechnung der von der leitenden Kugel verursachten Anderung
der Potentialverteilung nur ndherungsweise geschah. In dem hier betrachteten Fall,
in dem die Abmessungen des Objekts deutlich kleiner sind, als dessen Entfernung
zum Rand z = 0, kann man jedoch eine Bestimmung der Potential&nderung, die
Dipol- und Quadrupolmomente beriicksichtigt, quasi als exakt ansehen.

Fehlerbehaftete Daten kann man sich beispielsweise durch Gleichung (5.38) er-
zeugen. Die so ermittelten Werte

my = m(l+qz)

lieferten fiir ¢ = 0.1 und ¢ = 0.01 die in Abbildung (5.27) dargestellten Schnittbilder
der Rekonstruktionsergebnisse bei y = 6. Diese beziehen sich jedoch nun auf eine
grofBere Wahl des Regularisierungsparameters .
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q=0.01
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Abbildung 5.27: Rekonstruktion von —A./o beziiglich eines kugelférmigen
Storkorpers an den Koordinaten (6,6,6) fiir nach Gleichung (5.38) fehlerbehaftete
Mefidaten. Dargestellt sind Schnittbilder der Rekonstruktion fiir y = 6

In beiden Féllen bleibt der Storkorper deutlich zu erkennen. Wie schon fiir den
Fall von exakten Daten hat man natiirlich auch hier nicht zu erwarten, scharfe
Objektbegrenzungen zu finden. Als wesentlichen Unterschied zum linken oberen Bild
der Abbildung (5.25) findet man jedoch, dafl die dargestellten Objekte scheinbar
ndher zur z = 0-Ebene geriickt sind. Dies ist allerdings nicht auf die zugrunde
liegenden fehlerbehafteten Daten zuriickzufiihren. Vielmehr erh&lt man auch fiir
den exakten Datensatz bei der hier gewdhlten Regularisierung ein ganz dhnliches
Ergebnis.

Die in diesem Abschnitt betrachteten Rekonstruktionsergebnisse errechneten sich
aus den von einem Stérobjekt verursachten Anderungen in den Potentialverteilun-
gen zu verschiedenen #dufleren Stromdichten. Man mufl aber betonen, dafl diese
Mefigroflen im Experiment nicht unmittelbar zugénglich sind. Die dort gefundenen
Potentialverteilungen beinhalten auch die Anteile zu einer homogenen Leitfdhig-
keitsverteilung. Wie die Untersuchungen des dritten Kapitels zur Modellierung der
Elektroden belegen, ist dieser hier gar nicht betrachtete Anteil allerdings zum einen
stark dominierend und zum zweiten von einer genauen Kenntnis des Kontaktwider-
stands abhéingig. Prinzipiell ist daher der praktische Einsatz eines Tomographen,
der aus einer Platte mit stromfithrenden und potentialmessenden Elektroden be-
steht, wie dies schematisch in Abbildung (5.24) dargestellt ist, ohne die Verwendung
weiterer Hilfsmittel, wie beispielsweise Kontrastmittel, erst dann denkbar, wenn ein
genaues Verstindnis von den zu erwartenden Mefiwerten im Falle einer homogenen
Leitfahigkeitsverteilung des untersuchten Objekts vorliegt. Abweichungen von diesen
Erwartungen kénnen dann beispielsweise zu den oben gezeigten Bildern umgerechnet
werden.



Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde der Einsatz der elektrischen Impedanztomogra-
phie (EIT) im Bereich der Mammographie untersucht. Die umfangreiche Forschung
auf diesem Gebiet begriindet sich dadurch, dal Mammakarzinome eine bedeutend
groBere Leitfdhigkeit besitzen, als das sie umgebende gesunde Gewebe. Eine Differen-
zierung von Objekten, die auf der Betrachtung des Rontgenabsorptionskoeffizienten
beruht, ist vor allem bei jungen Frauen mit einem dichteren Fettgewebe in der Brust
weniger gut gegeben.

Das endgiiltige Aussehen eines elektrischen Impedanztomographen ist auf sehr
vielfaltige Art und Weise denkbar, da mehrere Herangehensweisen an das Problem
moglich sind.

Die auf den ersten Blick natiirlichste Vorgehensweise besteht in einer Art Kopie
eines sehr erfolgreichen Untersuchungsverfahrens, der Rontgenaufnahme der Brust.
In diesem Fall wird die Brust zwischen zwei Platten geklemmt und ein Abfall
der Strahlintensitdt beim Durchgang von Roéntgenstrahlung durch das Gewebe be-
stimmt.

In Analogie dazu ist es im Bereich der elektrischen Impedanztomographie moglich,
die beiden Platten auf ein unterschiedliches elektrisches Potential zu legen, um im
Anschluf die duflere Stromdichteverteilung auf den Platten zu bestimmen. Die-
se Vorgehensweise wird gegen Ende des zweiten Kapitels der Arbeit untersucht.
Tatséchlich erscheint die praktische Verwendung eines solchen Tomographen durch-
aus denkbar. Objekte, die deutlich besser leiten, als die sie umgebende Materie
fithren zu einer beobachtbaren Erhohung der dufleren Stromdichte auf beiden Plat-
ten.

Es wird bei der Untersuchung eines solchen Verfahrens jedoch eine Problematik
deutlich, die man als charakteristisch fiir die gesamte elektrische Impedanztomogra-
phie ansehen kann. Die von den gesuchten Objekten, im Fall der Mammographie also
beispielsweise Mammakarzinomen, verursachten Effekte in den Me3werten nehmen
dramatisch ab, wenn sich das Objekt vom Rand des betrachteten Gebiets entfernt.
Speziell in dem hier betrachteten Fall nimmt die maximal mefibare Stroménderung
auf einer Platte in etwa mit der dritten Potenz des Abstands des Objekts zur Platte
ab. Verbunden damit fiithrt die Bestimmung der dufleren Stromdichteverteilung auf
den Platten fiir weit von beiden Platten entfernte Objekte nur zu sehr stark ver-
schwommenen Bildern. Die Chance auf Erkennung eines Tumors steigt damit, wenn
sich dieser in nicht allzu grofier Entfernung zur Mefiplatte befindet.
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Dies fiihrt unmittelbar zu der Idee, statt zweier Platten nur noch eine kleine
Platte zu benutzen, die man ganz gezielt an die Brust aufsetzt, um Regionen vor
dieser Platte zu untersuchen. Geréte, die auf dieser Technik basieren, werden bereits
heute in der Praxis getestet. Die Patientin hélt dabei eine Elektrode in der Hand,
iiber die Strom in den Korper flieft. Auf der Platte, die mit zahlreichen Elektroden
besetzt ist, wird dann gemessen, auf welche Art und Weise der Strom abflieit. Auch
dieses Untersuchungsverfahren wird im zweiten Kapitel dieser Arbeit betrachtet.

Ein Verfahren ganz &hnlicher Art wird im fiinften Kapitel iiber Rekonstruktions-
algorithmen untersucht. Das Verfahren beruht jedoch hier darauf, durch die Messung
von dufleren Potentialverteilungen Riickschliisse {iber die gesuchte Leitfdhigkeitsver-
teilung zu ziehen. Dazu versucht man, wiahrend der Aufnahme der PotentialmefSwer-
te einen moglichst homogenen, parallel zur Mefplatte flieBenden Strom in der Brust
anzulegen. Die zugehorige duflere Potentialverteilung sollte im Falle einer homoge-
nen Leitfahigkeit linear verlaufen. Abweichungen von diesem Verhalten lassen auf
die Existenz anders leitender Objekte, wie beispielsweise Mammakarzinome, schlie-
Ben. Das dazu verwendete Rekonstruktionsverfahren beruht auf der Linearisierung
des Vorwértsproblems der EIT, das im vierten Kapitel der Arbeit und in Teilen des
Anhangs B untersucht wird. Als Rekonstruktionsergebnis erhélt man die Projektion
der gesuchten Leitfihigkeitsverteilung auf einen Satz harmonischer Funktionen.

Auch bei Verwendung dieser Methode fallen mefibare Effekte mit der dritten
Potenz des Abstands des Objekts zum Rand ab.

Nachdem die theoretischen Test der Rekonstruktionsalgorithmen auf diesem Ge-
biet verheiflungsvoll sind, ist auch der Bau eines entsprechenden Geréts durch die
Firma Dr. G. Schuhfried GmbH geplant. Experimentelle Test und die Auswertung
realistischer Daten werden dann weitere Aufschliisse iiber die Chancen eines solchen
Tomographen liefern.

Alle oben aufgefiihrten bildgebenden Verfahren haben jedoch eins gemeinsam.
Die vollstdndige Rekonstruktion der dreidimensionalen Leitfahigkeitsverteilung und
die zugehorige Erstellung eines dreidimensionalen Bildes ist durch sie nicht moglich.
Bei den beiden ersten hier betrachteten Tomographen wird nur die duflere Strom-
verteilung zu einem konstant angelegten Potential bestimmt. Im dritten Fall besteht
die Vorgehensweise darin, durch die Messung einer Potentialverteilung Riickschliisse
auf die Leitfdhigkeitsverteilung zu schlieflen.

Eine weiterfiihrende Fragestellung ist daher, ob die Betrachtung mehrerer, ver-
schiedener duflerer Stromdichten und die Messung der jeweils zugehérigen Potential-
verteilungen eine Verbesserung des Rekonstruktionsergebnisses liefert. Die zugrunde
liegende mathematische Beschreibung dieses Problems, das man auch als das eigent-
liche EIT-Problem auffassen kann, wird zu Beginn des zweiten Kapitels dargestellt.

Rekonstruktionsalgorithmen, die sich auf die Messungen duflerer Potentialvertei-
lungen zu verschiedenen &dufleren Stromdichten beziehen, werden in der Arbeit in
zwei und in drei Dimensionen untersucht.

Im zweidimensionalen Modell der elektrischen Impedanztomographie betrachtet
man nur eine Schnittfliche eines dreidimensionalen Objekts. Am Rand dieser Fliche
plaziert man Elektroden, iiber die man verschiedenartige duflere Stromdichtekonfi-
gurationen am Korper erzeugt. Die zugehorigen &ufleren Potentialverteilungen, die
gemessen werden, fithren dann zur Bestimmung einer Leitfahigkeitsverteilung in dem
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betrachteten zweidimensionalen Gebiet.

Im Falle der Mammographie kénnte man in diesem Sinne versuchen, einige mit
Elektroden besetzte Giirtel um die zu untersuchende Brust zu schnallen, um in den
dadurch definierten Ebenen Schnittbilder der Leitfahigkeitsverteilung zu ermitteln.
Wie jedoch Untersuchungen im zweiten Kapitel der Arbeit zur Berechtigung einer
solchen zweidimensionalen Betrachtung aufzeigen, ist dies mit einem Fehler im zu-
grunde gelegten Modell verbunden, da der Strom keinesfalls auch nur anndhernd in
einer fest vorgegebenen Ebene flieffit. Im Falle einer praktischen Anwendung dieser
Methode miifite daher ein berechnetes zweidimensionales Bild immer als eine Uberla-
gerung verschiedener Schnittbilder angesehen werden, wobei unklar bleibt, wie diese
Uberlagerung genau zustande kommt. Dennoch zeigen Tests von zweidimensiona-
len Rekonstruktionsalgorithmen mit realistischen Daten, die unserer Arbeitsgruppe
von einem in der Firma Dr. G. Schuhfried GmbH entwickelten Tomographen zur
Verfiigung gestellt wurden, dafl die Ortung von Objekten sehr hoher Leitfahigkeit
in einem homogen leitenden Medium prinzipiell moglich ist. Dazu wird in dieser
Arbeit die Bestimmung der Leitfdhigkeitsverteilung o ebenso betrachtet, wie die
Rekonstruktion der Funktion Ay/o, wobei A hier den Laplace-Operator bezeichnet.

Als Testobjekte wurden in einigen Experimenten kleine metallische Storkorper
von ca. 2 cm Durchmesser bei einem Durchmesser des Tomographen von ca. 21
cm betrachtet. Dies entspricht in den typischen Dimensionen der Mammadiagno-
stik der Ortung von Mammakarzinomen von ca. 1 ¢cm Durchmesser. In beiden der
in der Arbeit betrachteten Methoden war es méglich, die metallischen Storkorper
wiederzuerkennen. Besonders erfolgreich ist die Betrachtung von Ay/o fiir Objekte,
die sich nicht im Zentrum des Tomographen befinden. In diesem Fall ist eine genaue
Ortsbestimmung der Objekte besser moglich, als mit dem herkémmlichen Verfah-
ren der Bestimmung von o selbst. Dieses Verfahren wiederum fiihrt fiir Storkorper
im Zentrum des Tomographen zu deutlich besseren Ergebnissen. Allerdings war zu
jedem der gezeigten Rekonstruktionsergebnisse die Aufnahme einer Mefireihe ohne
Storobjekt notwendig.

Abschlieflend wird im fiinften Kapitel der Arbeit die bereits oben angesprochene
Methode einer dicht mit Elektroden besetzten Platte, die zur Untersuchung auf die
Brust aufgesetzt wird, nun noch einmal unter dem Aspekt der Auswertung duflerer
Potentialverteilungen zu einer Reihe verschiedener &uflerer Stromdichten untersucht.
In dem hier speziell untersuchten Verfahren werden die an der Platte angebrachet
Elektroden als punktférmig angesehen und in zwei Gruppen getrennt. Zum einen
existieren Elektroden, iiber die Strom in die Brust ein- oder abfliet. Zum anderen
werden an den iibrigen Elektroden zu verschiedenen Stromanordnung die zugehori-
gen Potentialmefwerte bestimmt. Das vor dieser Meflebene untersuchte Gebiet wird
in dem in der Arbeit betrachteten Rekonstruktionsverfahren idealisiert als der ge-
samte Halbraum angenommen.

Die letzten Abschnitte des fiinften Kapitels zeigen Rekonstruktionen von Ay/o,
die sich fiir verschiedene gesuchte Objekte auf vom Computer generierte Mefidaten
beziehen. Es zeigt sich hierbei, dafl eine Lokalisierung der vorgegebenen Stérob-
jekte recht zufriedenstellend moglich ist, wihrend die Bestimmung einer scharfen
Umrandung der Objekte duflerst problematisch erscheint. Weiterhin hat man gene-
rell in Verfahren, die auf Potentialmessungen in unmittelbarer Néhe stromfiihrender
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Elektroden beruhen, mit groflen Komplikationen in der praktischen Umsetzung zu
rechnen. Wie die Untersuchungen im dritten Kapitel zur Modellierung von Elektro-
den in der EIT in drei Dimensionen zeigen, hingt die zu einer festen Stromvorgabe
gemessene Potentialverteilung auch empfindlich davon ab, wie der Strom genau iiber
die am Gebiet anliegenden Elektroden in das Gebiet ein- oder abflief3t.

Um moglichst genau den von einem Storkorper verursachten Effekt in der Ande-
rung der Potentialverteilung zu bestimmen und damit in der Folge Riickschliisse
auf Ort und Gestalt dieses Korpers zu ziehen, sind hochstwahrscheinlich weiterge-
hende Meftechniken notwendig. Zwei mdogliche Wege zu einer befriedigenden Pro-
blemlosung scheinen dabei besonders chancenreich zu sein.

Zum einen ist es denkbar, duflere Potentialverteilungen zu verschiedenen Fre-
quenzen des Wechselstroms zu bestimmen und die Differenz der gemessenen Ver-
teilungen zur Rekonstruktion der zugehérigen Anderung des komplexen Teils der
Leitfahigkeitsverteilung zu benutzen. Diese Technik wurde bereits von verschiede-
nen Arbeitsgruppen angewendet [50].

Zum anderen kann man versuchen, eine duflerst bewédhrte Methode in der Com-
putertomographie sich auch auf dem Gebiet der elektrischen Impedanztomographie
zu Nutze zu machen: die Kontrastmittelmethode. Speziell in der Mammographie
ist die sogenannte dynamische Magnetresonanztomographie eine der erfolreichsten
Untersuchungsmethoden iiberhaupt. Hierbei werden zwei Aufnahmen der Brust vor
und nach Injektion eines Kontrastmittels miteinander verglichen. In Mammakarzi-
nomen kommt es dabei in der enorm kurzen Zeit von meist weniger als einer Minute
zu einer bedeutenden Anreicherung dieser Fliissigkeit.

Mit der elektrischen Impedanztomographie ist es durchaus denkbar, die An-
reicherung eines Kontrastmittels in einem Mammakarzinom zu beobachten, sofern
dieses Mittel eine bedeutende Anderung der elektrischen Leitfahigkeit des Tumors
verursacht.



Anhang A

Inverse Probleme

A.1 Inverse und schlecht gestellte Probleme

Tomographien aller Art sind Verfahren, die mit Hilfe von Mefldaten, die auflerhalb
eines betrachteten Korpers aufgenommen werden, auf ein Bild im Inneren zuriick-
schlieflen. Dies geschieht dadurch, daf§ die Bestimmung einer geeigneten physikali-
schen Grofle das Korperinnere charakterisiert. So haben beispielsweise Knochen und
Fettgewebe unterschiedliche Rontgenabsorptionskoeffizienten, was man sich in der
Rontgentomographie zunutze macht.

Um auf diese Art Bilder erstellen zu kénnen, ist ein Verstdndnis notig, welche physi-
kalischen Gesetze dafiir sorgen, dafl man bestimmte Mef3daten erhélt. Mathematisch
gesprochen, ist es notwendig, einen Operator zu finden, der Bilder und Daten mit-
einander verbindet. Das Problem, aus bekannten Bildern und Daten diesen Operator
zu finden, wird auch Identifizierungsproblem genannt [5].

Hat man einen geeigneten Operator zur Verfiigung, so ist fiir eine gegebene Bild-
funktion eine Voraussage der experimentellen Daten moglich. Ein Problem dieser
Art wird in diesem Zusammenhang auch als direktes Problem bezeichnet.

Das eigentliche Problem der Bildberechnung bei gegebenen experimentellen Daten
und bekanntem mathematischen Operator nennt man das Rekonstruktionsproblem
[5]. In vielen Biichern wird dieses auch als das Inverse Problem bezeichnet [45].

Bei der Untersuchung solcher inverser Probleme st6f3t man auf vielseitige Kompli-
kationen. Dabei sind insbesondere folgende Punkte von Interesse:

e [st der Modelloperator des Problems nicht surjektiv, d.h. liegen die gemesse-
nen Daten nicht zwingend im Bild des Operators, so ist es moglich, dafl zu
vorgegebenen Daten gar keine Losung existiert. Grund dafiir sind Fehler, von
denen man zwei Typen zu unterscheiden hat:

1. Fehler, die durch das Modell und den zugehorigen Modelloperator ent-
stehen, der i.a. niemals exakt ist,

2. sowie experimentelle Fehler, die ohnehin unvermeidlich sind.
Obwohl in solch einem Fall keine Lsung im herkémmlichen Sinn existiert,

ist es aber trotzdem moglich, ein Resultat zu erzielen, indem man die Moore-
Penrose Losung angibt, die gleich vorgestellt wird.
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e Existiert zum Problem eine Losung, so muf} diese nicht eindeutig sein. Dieser
Fall tritt dann ein, wenn der das Problem beschreibende Modelloperator nicht
injektiv ist. Auch hier kann die Moore-Penrose Losung helfen, um aus den i.a.
unendlich vielen Md&glichkeiten eine auszuwéhlen.

e Die exakte Losung des Problems zu gegebenen fehlerbehafteten Daten kann

trotz kleiner Fehler ein sehr schlechtes Ergebnis darstellen. Dies ist so zu ver-
stehen:
Sorgt eine kleine Verinderung in den Daten fiir eine groBe Anderung im Er-
gebnis, so konnen die oben erwéhnten Fehler fiir ein véllig unsinniges Resultat
verantwortlich sein, indem sie eben jene kleine Verdnderung bewirken. Ab-
hilfe schafft in einem solchen Fall die Stabilisierung oder Regularisierung des
Problems.

Diese Uberlegungen fithren zur mathematischen Definition des schlecht gestell-
ten Problems nach Hadamard:

Definition A.1 Seien X,Y topologische Riume und sei A : X — Y eine Abbil-
dung. Das Problem (A, X,Y") heifit gut gestellt im Sinne von Hadamard, wenn

1. die Gleichung Af = g fiir jedes g € Y eine Lisung hat,
2. diese Ldsung eindeutiq ist,
3. die Lésung stetig von den Daten abhdngt.
Das Problem heifst schlecht gestellt, falls eine der Bedingungen nicht erfillt ist.

Es ist jedoch zu beachten, daf§ die Forderung der Stetigkeit der inversen Abbil-
dung (3.) zwar eine notwendige, aber keine hinreichende Bedingung fiir die Stabilitét
der Losung ist. Die Unterscheidung gut gestelltes oder schlecht gestelltes Problem
nach Hadamard ist in der Praxis tatsédchlich zu grob. Im Falle eines gut gestell-
ten Problems 148t sich jedoch das Maf§ der Fehlerfortpflanzung von den Daten zur
Losung durch eine Konditionszahl bestimmen, die man durch einen Vergleich der
relativen Fehler erhélt [5]:

67 Bl R
e < A g (A1)

Hierbei beschreibt ¢ f den Fehler in der Losung, wéihrend d¢ den Fehler in den Daten
angibt. Eine kleine Konditionszahl garantiert also eine stabile Losung. Man spricht in
diesem Fall auch von einem gut konditionierten Problem. Diese sind in der physikali-
schen Praxis jedoch leider ein Ausnahmefall, denn schlecht konditionierte Probleme
mit grofler Konditionszahl sind sehr viel hdufiger anzutreffen. Die Behandlung dieser
Probleme ist demnach der Hauptbestandteil in der Theorie der Inversen Probleme.
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A.2 Spektraldarstellung kompakter Operatoren

Mittels der Spektraldarstellung kompakter Operatoren 148t sich die Regularisierung
eines schlecht gestellten Problems besonders anschaulich darstellen. Daher wird sie
in den folgenden Abschnitten eine zentrale Rolle spielen und soll nun kurz vorgestellt
werden:

Seien X, Y Hilbertrdume und sei
K(X,Y)={A: X — Y, A linear, stetig und kompakt}

der Raum der linearen, stetigen und kompakten Opeatoren von X nach Y. Sei
weiterhin 7' € K (X, X) selbstadjungiert, also

T=T".
Bezeichnet
o(T)={X € C, \I — T'ist nicht invertierbar}

das Spektrum von 7T, so hat dieses folgende Eigenschaften:
1. o(T) ist eine diskrete Punktmenge mit einzig moglichem Hiufungspunkt Null.

2. A € o(T) mit X\ # 0 ist Eigenwert endlicher Vielfachheit, d.h der Kern NV (T —
M) der Abbildung T — AI ist endlichdimensional. !

3. Die Elemente des Spektrums bilden eine Nullfolge.

4. Es existiert eine Orthonormalbasis e, von X, die aus Eigenvektoren von T
besteht.?

Es gilt also fiir jedes x € X

Tx = Z/\n < X, Wy > Wh, (A.2)

wobei mit A, die Eigenwerte und mit w,, die zugehorigen orthonormierten Eigenvek-
toren von 1" gemeint sind.

Gilt zudem im speziellen T = A*A, fiir einen Operator A € K(X,X), so sind
auflerdem alle Eigenwerte A\, > 0. Die A\, # 0 seien so numeriert, dafl

A > >

Werden die zu den A, gehorigen Eigenvektoren mit v, bezeichnet, so 148t sich defi-
nieren:

on =+ A, (A.3)
Uy = o, Av,. (A.4)

!Die Eigenschaften (1.) und (2.) folgen aus der Kompaktheit des Operators mittels des Satzes
von Riesz-Schauder

’Die Eigenschaften (3.) und (4.) folgen aus dem Satz von Hilbert-Schmidt bei Ausnutzung der
Kompaktheit und Selbstadjungiertheit des Operators
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Die so definierten o, nennt man die Singuldrwerte des Operators A. Da, wie man
zeigen kann,

{v,} ein vollstiandiges Orthonormalsystem fiir R(A) und

{u,} ein vollsténdiges Orthonormalsystem fiir R(A*)

bildet, gilt also fiir jedes f € X

Af =300 < frtn > Uy (A.5)

Hiermit ist eine Spektraldarstellung des Operators A gegeben.

Definition A.2 Die Menge von Tripel

{Unv Unp, O—n}nZO

wird singuldres System fiir A genannt.

A.3 Die Moore-Penrose Losung

Wie oben angedeutet, dient dieser Abschnitt dazu, einen verallgemeinerten Lo&-
sungsbegriff vorzustellen. Eines der oben angesprochenen Probleme war, dafl zu
vorgegebenen Daten keine Losung des inversen Problems zu existieren braucht. Ist
dieser Fall eingetreten, so ist die Idee der Moore-Penrose Losung ein Ergebnis an-
zugeben, das anndhernd jene Daten erzeugt. Der dabei gemachte Fehler wird in der
Folge Defekt genannt und sollte méglichst klein sein.

Seien X, Y Hilbertraiime. Sei wiederum A € K(X,Y).
Sucht man nun die Lésungen der Operatorgleichung

Af =g, (A.6)

so ist zu beachten, dafl eine Losung nur fiir solche ¢, die g € R(A) erfiillen, also aus
dem Bild des Operators sind, existiert:

g = Z Gn Un.
n
Dariiber hinaus mufl ¢ noch gewisse Glattheitsbedingungen erfiillen, ndmlich

Yo, < gou, > P < oo
n

Erfiillt g beide Forderungen, so sagt man auch, dafl g die Picard-Bedingung erfiillt.
Fiir solche g, die nicht im Bild des Operators A liegen, kann man nun aber ein
f € X suchen, das den Defekt

J(f) = [Af =4l (A7)
minimiert. Bezeichnet
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den Projektionsoperator auf den Abschlufl des Wertebereichs von A, so erhilt man
fiir die Minimierung des Defekts:

min J(7) = lg — Pezayoll (4.9)

Somit erfiillt das gesuchte f die Gleichung
‘Af::‘PECEQ @XJO)

und wird damit Pseudolésung der Gleichung Af = ¢ genannt. Diese ist jedoch nur
im Falle der Injektivitdt des Operators A eindeutig. Ist A hingegen nicht injektiv, so
entscheidet man sich unter den unendlich vielen Md&glichkeiten einer Pseudolésung
fiir die mit kleinster Norm.

Definition A.3 Das so gefundene f wird Moore-Penrose Lisung oder verallgemei-
nerte Lisung genannt. Man schreibt auch f1 und nennt die dazu gehérige Abbildung

AV R(A) D R(A)T = X (A.11)
verallgemeinerte Inverse.
Diese hat folgende Eigenschaften [5]:

1. Der Definitionsbereich D(A") liegt dicht in Y. Es gilt D(AT) =Y, wenn R(A)
abgeschlossen ist.

2. Tst R(A) abgeschlossen und es existiert A~', dann gilt Af|; ) = A~"
3. R(AT) = N(A)*.
4. A" ist eine lineare Abbildung.

5. ATist beschriinkt und nach Punkt 4 damit auch genau dann stetig, wenn R(A)
abgeschlossen ist.

6. Fiir jedes y € D(A') ist der Vektor ATy die einzige Pseudoldsung, die in N'(A)*+
liegt.

Es 148t sich weiterhin zeigen, daf§ fT = Afg die eindeutige Losung der sogenannten
Normalgleichung
A*Af = A%yg (A.12)

ist.

Die verallgemeinerte Inverse 148t sich auch fiir nicht kompakte Operatoren bilden.
Die Eigenschaft der Kompaktheit kann aber, falls vorhanden, insofern ausgenutzt
werden, dafl man, wie schon fiir den Operator selbst, eine Singuldrwertdarstellung
der verallgemeinerten Inversen finden kann. Man erhilt:

Alg= 3" o' < g,up > vy (A.13)

on>0

In Gleichung (A.13) tretenden Terme der Form o, ! < g,u, > v, auf. Somit fiihrt

eine kleine Anderung in ¢ von der Form ¢ — g + e u,, fiir groBe n wegen des Faktors

o7 zu einer grofen Anderung in Afg. Eine der Schliisselaufgaben bei der Behand-

n
lung inverser Probleme ist gerade dies zu vermeiden, um die Ergebnisse stabil und

damit aussagekriftiger zu machen. Dies gelingt mit Hilfe einer Regularisierung.
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A.4 Regularisierung schlecht gestellter Probleme

Im folgenden seien die gemessenen fehlerhaften Daten immer mit ¢ bezeichnet.
Dabei soll € die Grofle des Fehlers bechreiben. Mit ¢ seien dementsprechend die
exakten Daten gemeint, also solche, die man mit Hilfe des Operators A aus einer
bekannten Verteilung f berechnet: Af = g. Wie bereits erwdhnt, hat man bei in-
versen Problemen hiufig damit zu kiimpfen, daf} sich Fehler in den Daten in keinem
verniinftigen Mafl zu Fehlern im Ergebnis fortpflanzen. Die Idee der Regularisierung
ist es nun, den Modelloperator A abzuindern, so dal man ansich einen weiteren
Fehler hinzufiigt, da nunmehr der Operator A das zugrunde gelegte Modell falsch
beschreibt. Existieren jedoch weitere Informationen iiber die gesuchte Losung f, wie
etwa Glattheitsbedingungen oder Forderungen an die Norm, so ist es moglich, den
entstandenen Gesamtfehler kleiner zu machen.

Definition A.4 Gegeben sei eine Familie von Operatoren
{T, }1>o0, T,:Y — X.

Existiert dann eine Abbildung v : Rt xY — IR™, so daf fir alle g € D(A) und fiir
alle g¢ € Y mit ||g — ¢°|| < € gilt:

lim Toc.ge) = Alg,

9¢—g
so nennt man {T,} eine Regularisierung von At. Sind dberdies alle T, lineare Ope-
ratoren, so ist {T.} eine lineare Regularisierung. Hierbei bezeichnet man v als Re-
gularisierungsparameter. Dieser wird so gewdhlt, daf

lim (e, g°) = 0

g€ —g
15t.

Wihrend v sinnvollerweise immer vom Fehler ¢ abhéngen sollte, muf§ es jedoch
nicht zwingend von den Daten g abhéngen. Spielen die Daten bei der Bestimmung
des Regularisierungsparameters eine Rolle, so spricht man von einer a-posteriori Pa-
rameterwahl, andernfalls von einer a-priori Parameterwahl.

Die Regularisierung eines kompakten Operators 148t sich am besten mit Hilfe
der Singuldrwertdarstellung gewinnen. Dazu betrachtet man die Darstellung eines
Operators A und der zugehorigen verallgemeinerten Inversen

Af:ZUn<fvvn>Un7

Alg = Z ol < g uy > v,
on >0
Eine Regularisierung der verallgemeinerten Inversen gewinnt man nun dadurch, daf
man eine Abbildung
F,: R*xY —R™"
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definiert, die Filter genannt wird. Weiterhin definiert man

Tyg:= Y 0,'F,(04,9) < g,un > vp. (A.14)

on>0

Im folgenden sei F’, unabhéngig von den Daten, was sicherstellt, daf alle 7', lineare
Operatoren sind.

Definition A.5 Nach den oben genannten Voraussetzungen heifst F., regularisie-
rendes Filter fiir den Operator A, wenn gilt

sup | Fy(0n)o, | = e(y) < oo, (A.15)
J}LI(I) F.(0n) =1 punktweise in oy, (A.16)
|F\(0,,)] < ¢ fiir alle v und o,. (A.17)

Erfiillt F, diese drei Bedingungen, so 148t sich zeigen, daf§ die durch Gleichung
(A.14) definierte Operatorenfamilie {7} eine Regularisierung von A" darstellt.

Ein Vergleich der aus den fehlerbehafteten Daten ¢g¢ gewonnenen regularisierten
Losung T, g€ mit der verallgemeinerten Inversen Afg liefert

17,9 = Algll = |T,9° = Tog +T,9 — Al]|
< |9 = Togll + 1IT,9 — ATgll.

Der so definierte Gesamtfehler der Regularisierung setzt sich aus einem Datenfeh-
ler ||T,g¢ — T,g|| und einem Regularisierungsfehler ||(7, — AT)g|| zusammen. Die
Kunst in der Wahl eines geeigneten Regularisierungsparameters besteht darin, einen
verniinftigen Kompromif3 zwischen Minimierung des Datenfehlers und Minimierung
des Regularisierungsfehlers zu finden.

Spezielle Regularisierungsverfahren gewinnt man durch die Wahl eines geeigne-
ten Filters. Hierfiir existieren mehrere Md&glichkeiten, von denen die abgeschnittene
Singulérwertzerlegung und die Tikhonov-Phillips Regularisierung die beliebtesten
sind.

A.5 Die abgeschnittene Singuldrwertzerlegung

Definition A.6 Das durch das Filter

1, o>
F7(0>:{0 | 0<z (A.18)

erzeugte Verfahren heifit abgeschnittene Singuldrwertzerlequng.

Um zu sehen, ob das so definierte Filter wiklich regularisierend ist, mufl man die
Bedingungen (A.15)-(A.17) iiberpriifen:
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1. Wegen F,(o,) =0 fiir 0, < 7 gilt

sup |Fy(on)on] ™ <770,

2. F,(o) konvergiert fiir v — 0 punktweise in o gegen 1,
3. |Fy(o)] < 1.

Fir den durch die abgeschnittene Singuldrwertzerlegung erzeugten regularisie-
renden Operator gilt somit

I ="

A.6 Die Tikhonov-Phillips Regularisierung

Der Ausgangspunkt bei der Behandlung eines inversen Problems war die Untersu-
chung des Defekts

J(f) = Af = gll-
Die Minimierung dieser Grofle ist jedoch mit Problemen verbunden. Man sieht dies
beispielsweise dem dquivalenten Problem der Losung der Normalgleichung (A.12)

A*Af = A%g

an. Der Operator A*A ist ndmlich nicht notwendigerweise positiv definit, was zur
Folge hat, dafl die Stetigkeit des inversen Operators (A*A)~! nicht gewihrleistet ist.

Eine Moglichkeit zur Regularisierung besteht darin, zum Defekt .J(f) einen Straf-
term der Form 7| f||* zu addieren und die Minimierung des Funktionals

T(f) = Af = gl + 11117

zu untersuchen. Der zusédtzliche Term, dessen Gewicht durch den Regularisierungs-
parameter v bestimmt ist, sorgt dafiir, dafl unter allen Funktionen, die mit den Daten
g im Rahmen eines Meffehlers vertréglich sind, solche mit kleiner Norm bevorzugt
werden.
Die Minimierung des Funktionals .J,(f) fithrt statt der Normalgleichung (A.12)
nun zur Gleichung
(A"A+~yI)f = Ag

Eine so gewihlte Regularisierung 148t sich mittels der Singuldrwertdarstellung
folgendermaflen darstellen:

T,g= Z 0;1 i

2
on>0 Un + Y

2
n

< Gy Up > Uy, (A.19)

Das so definierte Filter

Fyfom) = o2 —T— v
n

ist tatsichlich ein regularisierendes Filter, da die Gleichungen (A.15), (A.16), (A.17)
erfiillt sind:
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1.
sup |F,(0,)0,]7" = su <~
Sup |F (o )on| P S
2. fiir festes n gilt punktweise
2
i On _ _ 1,
=0 02 4 7
3.
2
sup |F,(0,)| = su < 1.
sup |F(ow)| U

A.7 Stabilisierung durch Anderung des Problems

Eine weitere Moglichkeit zur Behandlung inverser Probleme besteht in einer Abénde-
rung der Fragestellung. Dies geschieht beispielsweise dadurch, dafl man sich nicht
mehr fiir die eigentliche Losungsfunktion f, sondern fiir lineare Funktionale von f
interessiert. Fiir eine gegebene Operatorgleichung Af = ¢ zwischen zwei Hilbert-
rdumen X und Y entspricht dies der Wahl einer gréberen Topologie in X, was zu
einer Stabilisierung des Problems fiihrt. Gesucht sei also in der Folge die Funktion

fy(l‘) =< f(-),ev(a:,-) >X -

Die Funktionen e, sind dabei fiir die Stérke und Qualitdt der Stabilisierung ver-
antwortlich. Ein einfaches Beispiel fiir die Wahl von e, fir X = £%(Q2), Q@ C R?
lautet

3
e (z,y) = I XAz —yl)), (A.20)

wobei Y, die charakteristische Funktion der Kugel mit Radius v und Zentrum 0
ist, die fiir Argumente kleiner v den Wert 1 annimmt und ansonsten Null ist. Mit
der Wahl einer solchen Funktion rekonstruiert man also nicht mehr den eigentli-
chen Funktionswert f(x), sondern den um eine Umgebung von = gemittelten Wert
und eliminiert dadurch die hohen Frequenzkomponenten, die iiblicherweise fiir die
Schlechtgestelltheit des Problems verantwortlich sind.

Hat man sich zur Stabilisierung des Problems eine geeignete Funktion e, aus-
gewahlt, so ist es als néchstes notwendig, ein v, zu finden, so daf

A*v, = e, (A.21)

gilt. In obiger Gleichung kann im allgemeinen keine Gleichheit gefordert werden, da
e, nicht im Bild des Operators A* liegen muf. Zur Bestimmung von v, minimiert
man daher den Defekt ||A*v, — e,|| und erhdlt damit die Normalgleichung

AA* v, = Ae,.

Die zur Auffindung der Funktion v, bendtigte Regularisierung kann dabei sehr
schwach sein, da die feine Regularisierung des Problems erst durch den Parame-
ter v bestimmt wird.
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Damit gilt fiir die Funktionale < f,e, >:
< fiey > < fA, > =< Afv, > =<g,v,>=:5,9. (A.22)

Die Funktion S, g :=< g, v, > wird approximative Inverse des Operators A genannt
[46].

Besonders hiufig tritt in der Praxis die Situation X = £3(Q), Y = R" auf. Das
inverse Problem besteht dann darin, aus N Mewerten eine Funktion in £(Q) zu
rekonstruieren. Sei

A L2(Q) 5 RY, (Af)y =< fihn>= /Q knly) fy) dy n=1,---, N. (A.23)

Es 148t sich nun auch leicht der adjungierte Operator angeben:
N
AT RY = £2(Q), A*g(x) = > gn k(). (A.24)
n=1

Damit ist unmittelbar eine Matrixdarstellung des Operators AA* gegeben. Man
erhilt die sogenannte Gramsche Matrix der Basis {k, : 1 <n < N}

AA* L RY 5 RY, (AA% ) =< ks hp > = / ko (y) kn(y) dy.  (A.25)
Q
Zusammengefaflt bekommt man die approximative Inverse

<f()ey(hr) >=<g,0,>= ) gi((AA*)fl)ij/Q ki(y) ey(x,y)dy.  (A.26)
i,j
Man erhélt damit eine Losung des Problems, ohne dafl eine Diskretisierung der
gesuchten Funktion notwendig war. Die Funktionen

v = S A4y [ ki) ey dy.
j
die den Losungsraum aufspannen, kénnen unabhéngig von den Daten ermittelt wer-
den, so dafl bei Kenntnis dieser Funktionen eine Losungsfunktion schnell gefunden
ist. Allerdings kann insbesondere der Zeitaufwand zur Berechnung der Integrale
(AA")n =< km, ky > betrichtlich sein. Dies hingt von der jeweiligen Problem-
stellung ab.

Wie bereits angedeuted, ist zur Bestimmung von v,; eine Regularisierung, wie
etwa eine Tikhonov-Regularisierung aus dem vorigen Abschnitt zweckméflig. Bei
Vernachléssigung dieser Problematik kann man sich die Wirkung der approximativen
Inversen sehr leicht veranschaulichen. Es ist

S,g =< g,v, >=< g, (AA*) " Ae, >=< A*(AA*) g, e, > .

Der Ausdruck A*(AA*)~'g stellt aber gerade die Losung kleinster Norm fj; zum
Problem Af = g dar. Das erkennt man, wenn man beachtet, dafl die Losung kleinster
Norm im Bild des adjungierten Operators A* liegt und damit

fu = A'u, AA'w ==g
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gilt. Somit folgt, wie behauptet

fu = AT(AA7) g,
womit man fiir die approximative Inverse auch

Syg =< fm,ey >

schreiben kann. In dieser Weise glittet die approximative Inverse also die Lsung
kleinster Norm.

Die Vorteile der approximativen Inversen gegeniiber herkémmlichen Verfahren
sind:

1. Keine Diskretisierung von f wird benotigt.
2. Die Funktion e, kann beziiglich verschiedener Punkte v € X variieren.

3. Eine Anderung von ~ beeinfluBt nicht den Operator in der zu losenden Glei-
chung (A.21).






Anhang B

Variationsformulierung des
EIT-Problems

B.1 Variationsformulierung

In diesem Abschnitt erfolgt eine etwas ausfiihrlichere Zusammenfassung der ent-
sprechenden Kapitel der Vorlesung “Mathematische Grundlagen der elektrischen
Impedanztomograhie” von Prof. Dr. M. Hanke-Bourgeois [31].

Es bezeichne H!(Q) die Vervollstindigung des Raumes {u € C*(Q)| [,ouds = 0}
beziiglich der Norm

1/2
lull a0y = (/Q |Vu|2dx) . (B.1)

Man kann zeigen, daf fiir eine Funktion f € £2(99) das lineare Funktional
b(u) = fuds (B.2)

stetig iiber HL() ist.
Weiterhin sei die Bilinearform

a(u,v) = /QUVU-VU dx (B.3)

gegeben. Existiert eine Beschrinkung der Leitfahigkeitsverteilung o durch eine obe-
re und untere Schranke gem#f Gleichung (2.21), so kann gezeigt werden, daf die
Funktion ®, mit

Bfu] = %a(u,u) = bu), (B.4)

ebenfalls stetig iiber H!(Q) ist. Dies wird durch die obere Schranke & garantiert, die
fiir die Stetigkeit der Bilinearform sorgt:

0w, )] < 7 lull ey Iollm Voo € HA(S). (B.5)
Die untere Schranke stellt sicher, daf} die Bilinearform a zusétzlich koerzitiv ist:

a(u,u) > ollulfiyq Vue HQ). (B.6)
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Damit ist wegen

—_

1 1
2 2 2
®lul = allul” = Iblarsyllull = 5 bl @) + 55101t @)y

2
a 1 1 1
= (= 5;) - s = ~5 1o

® nach unten beschrénkt.
Dies ist wichtig, damit das Minimierungsproblem

®[u] — min (B.7)

eine Losung u,, € H!(Q) besitzt, fiir die iiberdies gezeigt werden kann, daf sie
eindeutig ist.
Da fiir ein ¢ € IR fiir alle v € H} ()

Pluy,] < Pluy, +tv] = %a(u, u) + ta(u,v) + %tZa(v, v) — b(u) — th(v)
= Ofu] +t(a(u,v) — b(v)) + %tZa(v, v)

gilt, 148t sich die Losung durch die Variationsgleichung (2.36)
a(tm,v) = bv) Yve HY(Q)

charakterisieren.
Fiir die so gefundene Potentialverteilung gilt
2
[t 20y < ;||f||c2(aa), (B.8)

was besagt, dafl die zu vorgegebenen Randstromen resultierenden Potentiale stetig
von diesen abhingen.

Fiir eine hinreichende Glattheit des Gebietes €2 sowie der Leitfahigkeitsverteilung
o erhdlt man aus Gleichung (2.36) durch partielle Integration

ou

/Q vV(oVu)dr = /aQ e ds —a(u,v) (B.9)
ou

= /ag o ds — b(v). (B.10)

Fiir sdmtliche Testfunktionen v die auf 0€2 verschwinden, liefern die Oberfléchenin-
tegrale keinen Beitrag, so dafl notwendig

V(eVu) = 0,

also gerade Gleichung (2.23) folgt. Setzt man dies wieder in Gleichung (B.10) ein,
so findet man fiir alle v € H!(Q)

ou
/ag UU%ds—b(v) =
ou
/mav%ds—/mvfds = 0.



B.2 Die Fréchet-Ableitung 165

Somit gilt

Wie gewiinscht fithrt damit die Losung des Minimierungsproblems (B.7) zur Losung
der Differentialgleichung V(ocVu) = 0 beziiglich der Neumannrandbedingung f =
adu/on.

Ebenso gilt die Umkehrung: Ist u Losung der Differentialgleichung (2.23) unter
einer fest vorgegebenen Neumannrandbedingung f, so folgt fiir dieses u die Giiltig-
keit der Gleichung (2.36).

B.2 Die Fréchet-Ableitung

Gegeben seien zwei Leitfdhigkeitsverteilungen oy, 09, die beide nach oben und unten
beschrankt seien:
0<o<0,00 <0< 00.

Bei gegebener Stromvorgabe f € £2(9Q) fiihrt die Losung des Vorwértsproblems
nach Kapitel 3 zu Potentialfunktionen uy,us € H}(Q2). Nach Gleichung (2.36) sind
diese durch das Variationsproblem

ai(u,v) = b(v) Yve HH(Q)
a;j(u,v) = / o;Vu - Vudz
Q

b(v) = aQfvds

charakterisiert. Da u;, us Losungen des Variationsproblems zu gleicher Neumann-
randbedingung f sind, folgt

ay(ug,v) = az(ug,v) Yo € HL(Q). (B.12)
Fiir die folgenden Betrachtungen ist es niitzlich, die Bilinearform

A o(u,v) == as(u,v) — ay(u,v) = /Q(ag —o01)Vu-Vodr (B.13)

einzufiihren.
Diese 148t sich nach oben abschétzen:

[Ar2(u, v)] < floz = oufoollull gz e[Vl m10)- (B.14)

Aus der Definition der Bilinearform A;, aus Gleichung (B.13) und Gleichung
(B.12) folgt zunéchst

ALQ(UQ, U) + Cll(UQ — Uy, U)
as(ug, v) — ay (U2, v) + ay(ug, v) — ay(uy,v) =
as (ug, v) — ay (uz, v) + ai(ug, v) — ag(uz,v) = 0. (B.15)
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Speziell fiir v = u; — us ergibt sich damit
ar(uy — ug, uy — ug) = Ay 2(ug, uy — uz). (B.16)
Beachtet man Gleichung (B.8), nach der
ol < 21z

so erhilt man als erstes Resultat Gleichung (4.6)

| ro

Jur — U2||Hg(9) <= ||f||cg(aﬂ)||02 — 01|oo-

S

Weiter sei Fy: o u
Fr: L) — HYQ), Fr:o—u

die Zuordnungsfunktion, die bei fester Neumannrandbedingung f einer Leitfahig-
keitsverteilung o die zugehorige Losung des Potentialproblems u zuweist. Bezeichnet
u die Losungsfunktion zu einer Leitfahigkeitsverteilung o und u 4+ u' die Losungs-
funktion zur Verteilung o + h, so ist das Ziel, eine Beziehung zwischen «’ und h fiir
kleine Anderungen h abzuleiten.

Fiithrt man in Gleichung (B.15) die Ersetzungen u; — u und us — u + ' durch,
so folgt mit den Definitionen der beteiligen Bilinearformen

/ oV - Vods = —/ WY (u+d) - Vode, Yoe HL(SQ). (B.17)
Q Q

Wegen der Stetigkeitsaussage aus Gleichung (4.6) 148t sich auf der rechten Seite der
Gleichung u + u' fiir kleine h gegen u abschétzen. Damit kann man zeigen, dafy der
Operator

Fi(o) : L2(Q) = HJ(Q) . Filo)h =
/ oVu'-Vude = —/ h¥Vu-Vvdr Vv € H(Q)
0 0

die Fréchet-Ableitung von FY ist. Es gilt

2

1Fy (0 + h) = Fy(o) = Fy(o)hllmyey < =11 llcxom IR][2- (B.18)

(e

Unter Verwendung des Spuroperators v, der einer Funktion v € H!(Q) die Rand-
wertverteilung zuordnet, kann man den Operator

(N(@))f = 7Ej(o)h, he L), | € £2(09)

definieren.
Speziell fiir den zweidimensionalen Fall des Einheitskreises 148t sich weiter zeigen,
dal A'(0) beziiglich der Hilbert-Schmidt Norm ||| - ||| die Fréchet-Ableitung der

Neumann-nach-Dirichlet Abbildung darstellt.
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In diesem Fall gilt
/ 32 4 - -2
lIA(e -+ h) = Alo) = A(o)h]l| < —5llhlls 2o n ™ (B.19)
= n=1

Weiterhin findet man, daf fiir zwei Funktionen f,¢g € £2(09Q) und zugehérige
Potentiale u,v beziiglich vorgegebener Leitfahigkeitsverteilung ¢ nach Gleichung
(B.17) fiir kleine h

<Womfg> = [ ugds
= /UVU'-Vvda:
Q

- —/ WV - Vo da
Q

gilt.
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