Effektive Feldtheorie fiir elektromagnetische
Ubergiinge zwischen pseudoskalaren und
Vektor-Mesonen

Dissertation
zur Erlangung des Grades
,,Doktor der Naturwissenschaften*

am Fachbereich Physik, Mathematik und Informatik
der Johannes Gutenberg-Universitit
in Mainz

Hans Christian Lange
geb. in Wiesbaden-Dotzheim

Mainz, September 2020



Erster Berichterstatter:

Zweiter Berichterstatter:

Datum der miindlichen Priifung: 10.12.2020
D77 (Dissertation der Johannes Gutenberg-Universitit Mainz)



Zusammenfassung

Die vorliegende Dissertation befasst sich mit der Berechnung von elektromagne-
tischen Ubergiingen zwischen pseudoskalaren und Vektor-Mesonen (PV7<*)). Die
Rechnungen werden auf dem Baumgraphenniveau einschlielich von Korrekturen
in ndchstfithrender Ordnung in einer simultanen Entwicklung nach externen Impul-
sen, Quarkmassen und 1/N¢ durchgefiihrt. Hierbei steht N fiir die Anzahl der Farb-
freiheitsgrade in der Quantenchromodynamik.

Zunichst wird fiir die elektromagnetischen Uberginge PV'y mit einem reellen Photon
die Wechselwirkungs-Lagrange-Dichte in fithrender Ordnung aufgestellt. Darauf auf-
bauend werden néchstfithrende Korrekturterme in 1/N¢ und den Quarkmassen ent-
wickelt. Ausgehend von der Lagrange-Dichte bestimmt sich iiber das invariante
Matrixelement eine allgemeine Formel fiir die Zerfallsrate der elektromagnetischen
Uberginge. Die numerische Anpassung der Parameter an experimentelle Zerfalls-
raten beginnt mit den Beitridgen fiihrender Ordnung; sukzessive werden Korrekturen
in 1/N¢ (SU(3)-Grenzfall) und den Quarkmassen hinzugenommen. In diesem Zu-
sammenhang werden die Beitrige einzelner Uberginge in den Kopplungskonstanten
in Verbindung mit den ®-¢- und N-n’- Mischungen untersucht.

Der zweite Teil dieser Arbeit beschéiftigt sich mit der Erweiterung des Modells zur
Beschreibung der elektromagnetischen Uberginge PVy mit reellen Photonen auf die
Dalitz-Zerfille PV{"¢~. Hierzu ist zur Beriicksichtigung der elektromagnetischen
Struktur der Mesonen zusitzlich zu der Punktwechselwirkung der Beitrag eines
Feynman-Diagramms mit einem virtuellen Vektor-Meson im Zwischenzustand zu
beriicksichtigen. Somit sind die Wechselwirkungs-Lagrange-Dichten der in diesem
Diagramm enthaltenen Vertices der Wechselwirkung eines Vektor-Mesons mit einem
Photon (V7y) und der Wechselwirkung zwischen einem pseudoskalaren und zwei
Vektor-Mesonen (PVV) aufzustellen. Zur Bestimmung der Kopplungskonstanten des
PVV-Vertex muss in der Folge der Gell—Mann-Sharp-Wagner-Prozess beim Zer-
fall eines Vektor-Mesons in drei pseudoskalare Mesonen herangezogen werden. Das
invariante Matrixelement der Dalitz-Zerfille PV/*/¢~ setzt sich nun aus dem aus
den Wechselwirkungs-Lagrange-Dichten der Prozesse V'yund PVV bestimmten An-
teil sowie dem bekannten invarianten Matrixelement der Punktwechselwirkung PVy
zusammen. Aus diesem lassen sich dann die Zerfallsraten der einzelnen Prozesse
numerisch berechnen. Beginnend mit dem Zerfall ® — ©°/T¢~ werden sukzessive
alle Ergebnisse zu Ubergangsformfaktoren der Dalitz-Zerfille der neutralen pseudo-
skalaren (TCO, N, M) und Vektor-Mesonen (po, , 0) dieser Dissertation mit vorhan-
denen experimentellen Datenreihen und Vorhersagen anderer theoretischer Modelle
verglichen.






Abstract

This thesis presents calculations for electromagnetic transitions between pseudoscalar
and vector mesons (PV%*)) in the framework of a chiral effective theory. The calcula-
tions are performed at the tree-level up to and including corrections of next-to-leading
order in a simultaneous expansion in external momenta, quark masses, and 1/Nc.
Here, N¢ denotes the number of colors in quantum chromodynamics.

First, the leading-order term of the interaction Lagrangian for electromagnetic tran-
sitions PV'y with real photons between a single pseudoscalar and a vector meson
is constructed. On that basis, the next-to-leading-order corrections in 1/N¢ and the
quark masses are generated. The general formula for the decay rate is calculated
starting from the Lagrangian, via the invariant matrix element as an intermediate
step. The numerical fitting of the parameters to experimental decay rates begins with
the leading-order contributions and corrections in 1/N¢ (SU(3)-limit) and the quark
masses are successively applied. The contribution of single transitions and concurrent-
ly of the @-¢ and M-1’ mixings is analyzed.

The second part of the thesis deals with the extension of the model for the electro-
magnetic transitions PV with real photons to the Dalitz decays PV/*¢~. To that
end, the electromagnetic structure which results in an additional Feynman diagram
containing a virtual vector meson in an intermediate state has to be considered. Con-
sequently, for this diagram the Lagrangians for the vertices of an interaction between
a single vector meson and a photon (V) as well as an interaction between a pseudo-
scalar and two vector mesons (PVV) have to be constructed. For the calculation of
the coupling in the PVV vertex one has to take into account the Gell—Mann-Sharp-
Wagner process for the decay of a single vector meson into three pseudoscalar mesons
(VPPP). The invariant matrix element of the Dalitz decays PV/T ¢~ is a composite
of the matrix element calculated from the interaction Lagrangians of the vertices Vy
and PVV as well as the known invariant matrix element of the point interaction PVY.
From this, the decay rates of all processes are numerically calculated. Starting with
the decay ® — m¢*¢~ and successively for all Dalitz decays of the neutral pseudo-
scalar (71;0, M. N’) and vector mesons (pO, , ), the calculated transition form factors
are compared to experimental datasets and other theoretical predictions.
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1. Einleitung

Der Beginn des 21. Jahrhunderts sah mit dem experimentellen Nachweis des Higgs-
Bosons [Aad+12; Cha+12] die Vervollstdndigung des Standardmodells der Elementar-
teilchenphysik (SM). Dieses Modell beschreibt die bekannten Elementarteilchen,
Quarks, Leptonen und (Eich-)Bosonen sowie die Wechselwirkungen zwischen
ihnen, die starke, schwache und elektromagnetische Wechselwirkung. Sowohl die
starke als auch schwache und elektromagnetische Wechselwirkung sind Quantenfeld-
theorien. Die beiden letztgenannten wurden in der elektroschwachen SU(2). x U(1)-
Symmetrie zusammengefasst, aus der mit der durch das Higgs-Boson verursach-
ten Symmetriebrechung die Massen von W- und Z-Bosonen entstehen. Einzig die
Gravitation entzieht sich bislang einer Einbeziehung in eine gemeinsame Theorie. Zur
Erkldrung der Stabilitdt von Atomkernen als gebundene Zustidnde von Neutronen und
positiv geladenen Protonen wurde mit der Theorie der starken Wechselwirkung eine
Gegenkraft kurzer Reichweite zur Kompensation der elektromagnetischen Abstoung
der Protonen entwickelt. Mit Streuexperimenten konnte dann gezeigt werden, dass
die als Nukleonen bezeichneten Protonen und Neutronen keine Elementarteilchen
sondern zusammengesetzte Systeme mit punktartigen Konstituenten, den Quarks und
Gluonen, sind [Blo+69; Bre+69]. Bereits vor ihrer Entdeckung wurde die Existenz
von Quarks als hypothetische Teilchen zur Erkldrung der Vielzahl stark wechsel-
wirkender Teilchen postuliert [Gel64; Zwe64; LR80]. Innerhalb des Standardmodells
ist die starke Wechselwirkung, beschrieben durch eine SU(3)c-Eichtheorie, die
Quantenchromodynamik (QCD) genannt wird [FGL73; GW73a; Wei73], ein fester
Bestandteil. Die der Theorie zugehorigen Materiefelder, die Quarks, tragen zusitz-
lich zu einer elektrischen noch eine sogenannte ,,Farb-“Ladung, kurz ,,Farbe* oder
aus dem Englischen ,,Color, die drei Werte (rot, griin und blau) annehmen kann.
Vermittelt wird die starke Wechselwirkung durch die Gluonen als Austauschteilchen
der Theorie, die, im Gegensatz zu den Photonen der elektromagnetischen Wechsel-
wirkung, die elektromagnetisch neutral sind, eine Farbladung annehmen. Daraus her-
rithrend ist eine Selbstwechselwirkung der Gluonen untereinander in Vertices, die aus
drei oder vier Gluonen bestehen, zu beobachten.

Obwohl sie die Bausteine der Materie sind, wurden bislang keine freien Quarks, son-
dern ausschlieBlich farbneutrale gebundene Zustinde aus Quarks, Antiquarks und
Gluonen, die sogenannten Hadronen, beobachtet. Dieses ,,Confinement* genannte
Phinomen [GW73b] entzieht sich bislang im Rahmen der QCD einer mathematisch
rigorosen Beschreibung. Eine weitere Eigenschaft der QCD, die mit dem Confine-
ment in Verbindung stehen konnte, ist die sogenannte asymptotische Freiheit [GW73b;
GW73a; Pol73]. Beschrieben wird dadurch das Verhalten der Kopplungskonstante
der starken Wechselwirkung o, gezeigt in Abbildung 1.1, die bei groen Energien
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kleine Werte annimmt. Dies ermoglicht fiir die QCD bei groen Energien eine Ent-
wicklung in einer Storungsreihe mit kleinem Parameter . Fiir niedrigen Energien ist
dies allerdings ausgeschlossen, da im Gegensatz zum Verhalten bei gro3en Energien
die Kopplungskonstante hier kein kleiner Parameter ist sondern grofere Werte an-
nimmt. Allerdings bedeutet dieses Verhalten der Kopplungskonstanten eine mogliche
Erklarung fiir das beobachtete Confinement. Da bislang eine analytische Losung der
QCD nicht bekannt ist, muss nach Alternativen gesucht werden, die eine Beschrei-
bung der QCD bei niedrigen Energien ermdglichen.

April 2016
o (Q? v Tdecays LO)
q( ) a DIS jets (NLO)
& Heavy Quarkonia (NLO)
031 o ee jets & shapes (res. NNLO) 1
e e.w. precision fits (N3LO)
v Pp—> jets NLO)
v pp —= tt (NNLO)
0.2} .
01l S =: hy b ".: 533 o |
= QCD ox(M;) =0.1181 £0.0011

10 0 [GeV] 100 1000
Abbildung 1.1.: Graph der Kopplungskonstanten der starken Wechselwirkung o in
Abhingigkeit von der Energie Q, entnommen aus [Tan+18].

Eine Moglichkeit fiir eine nicht-storungstheoretische Berechnung in Quantenfeld-
theorien sind die Gittereichtheorien, Einfilhrungen hierzu finden sich in
[Wit08; MW19] sowie in den dort genannten Referenzen. Ausgehend von einer Gitter-
regularisierung, der Einfithrung eines minimalen Abstands im Raum zur Regulari-
sierung der Theorie, lassen sich numerisch Losungen bestimmen. In den vergange-
nen Jahren konnten Rechnungen in Gittereichtheorien gro3e Fortschritte aufweisen,
auch wenn sie in Teilen durch die verfiigbaren Rechenkapazititen begrenzt werden,
nichtsdestoweniger bleibt eine analytische Methode zum Vergleich wiinschenswert.
Zur Erfassung von elektromagnetischen Ubergiingen arbeitet die vorliegende Disser-
tation mit der Verwendung einer effektiven Feldtheorie (EFT), einer weiteren Vari-
ante der Beschreibung der QCD bei niedrigen Energien. Anstelle von Quarks und
Gluonen nutzt die EFT die Niederenergiefreiheitsgrade der starken Wechselwirkung,
Mesonen und Baryonen. Im Allgemeinen ist eine effektive Feldtheorie die Néhe-
rung einer zugrundeliegenden Theorie bei niedrigen Energien und wird mittels einer
allgemeinst moglichen, mit der Symmetrie der zugrundeliegenden Theorie konsis-
tenten Lagrange-Dichte formuliert [Wei79]. Obwohl die Symmetrie der Struktur der
allgemeinsten Lagrange-Dichte Zwangsbedingungen auferlegt, existiert eine unend-
liche Anzahl an Termen, von denen jedem eine Niederenergiekonstante (englisch:
,low-energy constant®, LEC) zugeordnet ist. Mit einer Losung der zugrundeliegen-
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den Theorie sollten sich diese auf der Dynamik beruhenden Konstanten berechnen
lassen. Sollte allerdings keine direkte Verbindung zur Theorie bestehen, miissen die
LEC anhand experimenteller Daten bestimmt werden. Die Aussagekraft der Resul-
tate kann, auch im Hinblick auf die Giiltigkeit von Vorhersagen, hergestellt werden,
indem die Ergebnisse der EFT in einer Storungsreihe in ¢/A, mit g Impulsen oder
Massen und A einer intrinsischen Skala, organisiert werden. Wird diese Entwick-
lung an einer gewihlten Ordnung abgebrochen, hat dies eine endliche Anzahl von
Kopplungskonstanten zur Folge. Die Anwendung der EFT ist allerdings auf den Be-
reich niedriger Energien deutlich unterhalb der Skala A beschrinkt und in Folge der
Notwendigkeit des gewdhlten Abbruchs der Entwicklung nur von begrenzter Genau-
igkeit.

Die effektive Feldtheorie der starken Wechselwirkung ist die sogenannte chirale
Storungstheorie (englisch: ,,chiral perturbation theory*, ChPT) [Wei79; GL84; GL8S5].
Diese beruht auf der Annahme, dass die SU(3)z x SU(3)g-Symmetrie der QCD im
chiralen Grenzfall, im Limes der Massen der leichten Quarks gegen null und
Vernachldssigung der schweren Quarks, spontan zur Untergruppe SU(3)y hin gebro-
chen wird. Infolgedessen treten in der ChPT acht masselose Goldstone-Bosonen als
dynamische Freiheitsgrade auf, die mit dem Oktett der pseudoskalaren Mesonen
(7, K, M) identifiziert werden. Im Gegensatz zum fiir die Kopplung der starken Wech-
selwirkung beobachteten Verhalten bei niedrigen Energien nimmt die Stirke der
Wechselwirkung zwischen den Goldstone-Bosonen bei niedrigen Energien ab, wo-
mit die Storungsreihe eine Entwicklung in kleinen Impulsen der Goldstone-Bosonen
und Massen der Quarks ist. Zur Entscheidung, welche Feynman-Diagramme zu der
Berechnung von Amplituden bis zu einer gewéhlten Ordnung relevant sind, miissen
Zihlschemata herangezogen werden, Beispiel hierfiir ist Weinbergs ,,power counting*
[Wei79]. In diesem wird jedem Diagramm, in Abhingigkeit von dessen Verhalten
unter einer Reskalierung der duBleren Impulse und Quark-Massen, eine chirale Ord-
nung D zugewiesen. Die Selektion ergibt sich dann daraus, dass fiir geniigend klei-
ne Impulse und Massen Diagramme mit groBeren D weniger wichtig werden und
jene mit kleinem D dominieren. Es ist allerdings zu beachten, dass die ChPT nicht
im traditionellen Sinne renormierbar ist, d. h. Divergenzen die aus der Berechnung
von Schleifendiagrammen entstehen, kénnen nicht iiber eine Renormierung einer
endlichen Anzahl von Niederenergiekonstanten bis zu eine bestimmten endlichen
Ordnung kompensiert werden. Da allerdings Berechnungen in einer EFT nur bis zu
einer gewihlten Ordnung durchgefiihrt werden, wird die Renormierbarkeit nur bis zur
betrachteten Ordnung gefordert, die Theorie wird somit als renormierbar im
,modernen* Sinne bezeichnet [Wei79]. Weiterhin ist es moglich, die Grundprinzipien
der ChPT zu einer chiralen effektiven Feldtheorie zu erweitern, die schwere Freiheits-
grade wie Baryonen oder Vektor-Mesonen mit beriicksichtigt.

Innerhalb der ChPT ist das '-Meson in Folge einer Anomalie der U(1)4-Symmetrie
kein Goldstone-Boson. Grund fiir das Auftreten von Anomalien, die eine Brechung
der Symmetrie zur Folge haben, sind Quantenkorrekturen. Im Umkehrschluss be-
deutet dies, dass nur auf dem Niveau der klassischen Physik die U(1)4-Symmetrie
erhalten ist. Allerdings wird beobachtet, dass die Anomalie der U(1)4-Symmetrie fiir
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den Grenzfall einer Annahme einer gro3en Anzahl von Farbfreiheitsgraden (englisch:
Hlarge Ne“, LN¢) in der QCD [t H74; Wit79a] verschwindet und das 1’ somit zum
neunten Goldstone-Boson wird. In der entsprechenden EFT, die LNcChPT genannt
wird [Mou95; Leu96; Her+97; KL; Her98; KL00], kann das m’-Meson demzufolge
mittels einer simultanen Entwicklung in den Impulsen, Quark-Massen und 1/N¢ in-
tegriert werden [BMS17].

Bereits vor der Etablierung der QCD wurden Vektor-Mesonen als Zwischenzustinde
im sogenannten Vektor-Meson-Dominanz-(VMD-)Modell zur Beschreibung der
Wechselwirkung energiereicher Photonen mit hadronischer Materie genutzt [Sak69].
Fiir niedrige Energien bietet die ChPT ein Grundgeriist zur Beschreibung der pseudo-
skalaren Mesonen. Soll die Theorie hin zu hoheren Energien erweitert werden, ist die
Inklusion von Vektor-Mesonen als dynamische Freiheitsgrade zwingend erforderlich.
Die Grundlage fiir eine ChPT mit Vektor-Mesonen wurde durch die Konstruktion
der nicht-linearen Realisierung der chiralen Symmetrie geschaffen [Wei168; Cal+69;
CWZ69]. Seitdem wurden viele Ansitze zur Konstruktion einer effektiven Theorie
fiir Mesonen mit Spin 1 entwickelt [Mei88]. In der vorliegenden Arbeit werden die
Vektor-Mesonen mittels einer Darstellung in Vektor-Feldern [Ryd96; Wei05] und in
analoger Weise zu den Goldstone-Bosonen in die LN-ChPT integriert.

Das Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung der Wechselwirkung zwischen einem
Vektor-Meson V, einem pseudoskalaren Meson P und einem Photon 7y, die mafgeb-
lich fiir den strahlenden Zerfall eines Vektor-Mesons in ein pseudoskalares Meson
verantwortlich ist, mittels einer chiralen effektiven Lagrange-Dichte fiir alle zwolf
theoretisch moglichen Zerfille dieser Art. Die elektromagnetischen Uberginge PVYy
stellen eine wertvolle Ergidnzung zum Studium hadronischer Zerfille eines Vektor-
Mesons in ein Paar pseudoskalarer Mesonen dar, da sie den sogenannten Sektor
ungrader-intrinsischer Paritit' ausloten. Beginnend mit friihen, auf Uberlegungen
der SU (3)-Symmetrie basierenden Vorhersagen [Gla63], wurden strahlende Zerfille
von Vektor-Mesonen in pseudoskalare Mesonen in einer Vielzahl von Vorgehens-
weisen studiert. Ein Uberblick iiber frithe Veroftentlichungen findet sich in [ODo81].
Dazu gehoren unter anderem Untersuchungen im Rahmen des Quark-Modells
[Ani+65; BM65], mittels phinomenologischer [Dur87; DDV 17] oder chiraler effek-
tiver Lagrange-Dichten [GKS84; Haj93; KKW96; Ben+99; RPP03; LLOS; TLL12;
CGZ14], Summenregeln der QCD [ZHY98; GY02; ABY10] und Gittereichtheorien
[Wol86; CL92; Owe+15; SDE15; Ale+18].

Als eine Erweiterung der Untersuchung der elektromagnetischen Uberginge PV'y und
Anwendung des entwickelten Modells, werden die Dalitz-Zerfille PV /"¢~ mit ih-
ren Ubergangsformfaktoren (englisch: ,transition form factor*, TFF) betrachtet. Die
elektromagnetischen Formfaktoren leichter Mesonen spielen zum Einen fiir das Ver-
standnis der Eigenschaften dieser Mesonen eine wichtige Rolle. Zum Anderen bietet
eine genau Bestimmung dieser TFF bei niedrigen Energien die Mdoglichkeit einer
Verbesserung des hadronischen Beitrags der Streuung von Licht an Licht (englisch:

IDies verweist darauf, dass in den in dieser Dissertation betrachteten elektromagnetischen Ubergin-
gen nur ein einzelnes pseudoskalares Meson in der Wechselwirkung auftritt.
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,hadronic light by light scattering”, HLbL) zur Berechnung von (g —2) - Im Um-
kehrschluss kann die Genauigkeit von Berechnungen der HLbL-Beitrige zu (g —2) u
direkt an ihren Vorhersagen zu elektromagnetischen Formfaktoren leichter Mesonen
gemessen werden. Eine genau Kenntnis von Formfaktoren leichter Mesonen ist zu-
dem fiir die akkurate Bestimmung der Zerfallsraten dieser Mesonen in seltenen
Dilepton-Zerfillen (e*e™ oder u™u~) notwendig [HL15; MS16]. Der nach aktuellem
Stand am besten untersuchte Prozess ® — /"¢~ zeigte bislang eine grofe Diskre-
panz zwischen experimentellen und theoretischen Ergebnissen. Eines der Ziele dieser
Dissertation besteht darin, diesen und andere Dalitz-Zerfille simultan darstellen zu
konnen.

Die Gliederung dieser Dissertation gestaltet sich wie folgt: Im ersten Teil werden
in Kapitel 2 die Theoretischen Grundlagen, angefangen mit der Quantenchromo-
dynamik und chiralen Storungstheorie tiber den Grenzfall einer groen Anzahl an
Farbfreiheitsgraden und der LNcChPT hin zu der Inklusion von Vektor-Mesonen
und der Betrachtung der Mischung aufgrund der Brechung der Flavor-Symmetrie,
eingefiihrt. Der darauf folgende Hauptteil mit dem Thema der elektromagnetischen
Ubergiinge ist in zwei Teile weiter unterteilt. In Kapitel 3 wird die chirale effektive
Lagrange-Dichte zu allen zwolf Ubergiingen PVy bis NLO entwickelt, und bis zu
sechs zugehorige Kopplungkonstanten werden an experimentelle Zerfallsraten an-
gepasst. Die Ergebnisse werden dann sowohl mit experimentell ermittelten Werten
als auch theoretischen Ansitzen verglichen. Daran anschlieBend wird in Kapitel 4
das fiir die Zerfille PVy entwickelte Modell ausgehend von der bislang diskutierten
Punktwechselwirkung fiir die Dalitz-Zerfille PV/" ¢~ um die Beriicksichtigung der
elektromagnetischen Struktur der Teilchen erweitert. Als Zwischenschritt zur
Bestimmung der Kopplungskonstanten zum Vertex PVV wird die Betrachtung der
Zerfille eines Vektor-Meson in drei pseudoskalare Mesonen notwendig und durchge-
fiihrt. Bestimmte Zerfallsraten und Ubergangsformfaktoren der Dalitz-Zerfille zeigen
sich verglichen zu anderen theoretischen Modellen als denen ebenbiirtig und spie-
geln sich in den verfiigbaren experimentellen Datenreihen wieder. Der Gliederung
des Hauptteils dieser Dissertation folgend, finden sich in den einzelnen Kapiteln des
Appendix sowohl Gleichungen, Tabellen als auch Abbildungen zu den einzelnen Ka-
piteln von Theorie und elektromagnetischen Ubergingen. Appendix A gibt neben
den Gell-Mann-Matrizen sowohl zur Bestimmung des 1-1’-Mischungswinkels zuge-
horige Formeln, als auch ergiinzende Tabellen zu Transformationseigenschaften der
Bausteine der Lagrange-Dichte und dem Zihlschema der LNcChPT. In Appendix B
wird die Konstruktion der Lagrange-Dichte an Beispielen ausfiihrlich demonstriert,
die Berechnung der Amplituden der Zerfille PV aufgezeigt und zusitzliche Tabellen
und Abbildungen zu den Ergebnissen der Anpassung der Kopplungskonstanten an-
gegeben. AbschlieBend listet Appendix C die vollstindigen NLO-Lagrange-Dichten
sowie die Bestimmung der zugehorigen Amplituden der Zerfélle Vy, VPP und V PPP,
sowie die in den Dalitz-Zerfillen PV /"¢~ gegebenen Flavor-Spuren auf. Die zugeho-
rigen Ergebnisse sind jeweils in Tabellen angegeben. Zudem wird die Integration iiber
den Phasenraum eines Zerfalls von einem in drei Teilchen ausgefiihrt und zuletzt zu-
sidtzliche Tabellen und Abbildungen zu der Diskussion der Dalitz-Zerfille angefiigt.
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2. Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel werden im Uberblick die theoretischen Grundlagen vorgestellt, auf
denen die Diskussion der elektromagnetischen Uberginge PVy(*) dieser Dissertation
aufbauen. Der erste Abschnitt ist der Einfiihrung in die Theorie der starken Wech-
selwirkung, der sogenannten Quantenchromodynamik (QCD) gewidmet. Ausgehend
davon wird die chirale Storungstheorie fiir Mesonen (ChPT), eine Ndherung der QCD
fiir niedrigen Energien, eingefiihrt. Dabei richten sich die in den beiden ersten Ab-
schnitten prisentieren Inhalte und verwendeten Konventionen in groBem MaBe nach
[Sch03; SS12]. AnschlieBend werden Aspekte einer Entwicklung in 1/N¢, einer Ent-
wicklung in der Inversen der Anzahl der Farbfreiheitsgerade N¢, wie sie von t’Hooft
[t H74] vorgeschlagen wurde, vorgestellt. Zum Abschluss dieses Kapitels steht die
Einfiihrung der Vektor-Mesonen als explizite Freiheitsgrade einer chiralen effektiven
Theorie.

2.1. Quantenchromodynamik

Dieser Abschnitt stellt die Eigenschaften der QCD als Eichtheorie der starken Wech-
selwirkung vor. Dazu wird zunéchst die Lagrange-Dichte der QCD, gefolgt von deren
Eigenschaften im chiralen Grenzfall, erldautert. Weiterhin werden ausgehend von der
chiralen Symmetrie sowohl die spontane Brechung der Symmetrie und das Goldstone-
Theorem, als auch Green’sche Funktionen und Ward-Identititen diskutiert.

2.1.1. Die Lagrange-Dichte der QCD

Wie bereits erwihnt lidsst sich die starke Wechselwirkung durch die Quantenchro-
modynamik beschreiben, mit zugehdriger nicht-abelscher Eichgruppe SU (3).. Die
Lagrange-Dichte der QCD ist gegeben durch [Alt82; MP78]

6

. 1
Locp = qu (lll)—mf)CIf—Zga,yv§5V~ (2.1)
=1

Dabei sind die Materie-Felder der Theorie, die sogenannten Quarks, Fermion-Felder
mit Spin 1/2. Quarks kommen in sechs Quark-Arten vor, den sogenannten Quark-
,,Flavor*,

f€{u(up), d(down), s(strange), ¢ (charm), b(bottom), 7 (top)} (2.2)
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mit je drei verschiedenen Farbladungen rot(r), blau(b) und griin(g). Demzufolge wer-
den die Quark-Flavor f mittels Dirac-Spinoren in den Quark-Feldern

qf.1
ar = | 412 (2.3)
qr3

als ein Triplett der Farbladung dargestellt. Die Wechselwirkung zwischen den Quark-
Feldern findet mittels des Austauschs von acht massenlosen Eichbosonen statt, den
sogenannten Gluonen, reprisentiert durch das Feld!

A
A= Aay (2.4)

in einer Darstellung mit den acht Gell-Mann-Matrizen A,> als Erzeuger der Lie-
Gruppe SU (3). Die dem kinetischen Term der Gluon-Felder zugehorigen Feldstirke-
Tensoren schreiben sich wie folgt

g,uv = Ga,,uv% = (a,u/qa,v - aV/rzla,,u - gfabcﬂb,y/qc,v> % . (25)
Dabei gibt die Konstante g die Stirke der von dem Quark-Flavor unabhéngigen Kopp-
lung zwischen Quark- und Gluon-Feldern an und f;;. sind die Strukturkonstanten der
Gruppe SU(3). Der nicht-abelsche Anteil der Gluon-Feldstirke-Tensoren
—&fabeAp 4y Ay st fiir die Selbstwechselwirkung der Gluonen verantwortlich. Die
Kopplung der Quark- an die Gluon-Felder ist eine direkte Folge der kovarianten Ab-

leitung
Dugr = (au+igﬂu> qr (2.6)

die auf die Quark-Felder gy wirkt und die gewdhnliche partielle Ableitung 9,y er-
setzt.

Die kovariante Ableitung hat per Definition dieselben Transformationseigenschaften
wie das Objekt, auf das sie wirkt. Dies ist eine wichtige Eigenschaft, denn ein Kon-
struktionsprinzip der QCD-Lagrange-Dichte ist, dass sie invariant unter einer lokalen
SU (3)-Eichtransformation der Quark-Felder st gegeben durch
O(x) =[O (x),...,0g(x)] mit

. A
qr— q} =exp {—l@a(x)?} qgr=U(x)qyr . 2.7

Innerhalb dieser Dissertation findet implizit die Einstein’sche Summenkonvention Anwendung.
’Die Gell-Mann-Matrizen sind in Appendix A, Abschnitt A.l angegeben.
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Die Forderung nach lokaler Invarianz unter Eichtransformationen fiihrt auf das
folgende Transformationsverhalten der Gluon-Felder

Ay (x) = A (x) = U (x) A,(x)UT (x) + éayU(x)UT(x) , (2.8)

sodass die kovariante Ableitung angewandt auf g sich dann wie folgt verhilt:

Dugr— DLq} =U(x)Dyqy - (2.9)

2.1.2. QCD im chiralen Grenzfall

Tabelle 2.1.: Ladungen und Massen der Quarks, nach [Tan+18].

Flavor u d S
Ladung [e] % — % — %
Masse [MeV] 22103 47703 95%3
Flavor c b t
Ladung [e] % —% %

Masse [GeV] 1.27570922  4.18700% 173.0+£0.4

Mit Blick auf ihre in Tabelle 2.1 gegebenen Massen lassen sich die sechs Quarks in
die drei leichten Quarks u, d und s sowie die drei schweren ¢, b und ¢ unterteilen.
Fiir deren Massen gilt dann die Relation m,,,m;,m; < 1 GeV < m.,my, m;. Die hier
zur Trennung der beiden Gruppen verwendete Skala von 1 GeV steht im Zusammen-
hang mit der Masse der leichtesten Hadronen, die leichte Quarks enthalten und keine
Goldstone-Bosonen sind, beispielsweise das Rho-Meson mit mp ~ 775 MeV, sowie
der Skala der spontanen Symmetriebrechung [MG84]

Ay = 4TFy ~ 1170 MeV . (2.10)

Dies ist ein Hinweis darauf, dass die Lagrange-Dichte der QCD fiir den sogenannten
chiralen Grenzfall, in dem die schweren Quarks vernachlidssigt und die Massen der
leichten Quarks gleich null gesetzt werden,

. 1
Locp =Y, 4sildy— 3 Gam Gl . @.11)
f=ud,s

eine gute Ndherung als Ausgangspunkt fiir die Beschreibung der QCD im Bereich
niedriger Energien ist. Mit der Definition der Projektionsoperatoren
Pr=

(I4+7v), Po==(1-7s), (2.12)

| =

1
2
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die die Quark-Felder g jeweils auf ihre links-, g1 = Prg, oder rechtshindigen,
qr = Prq, Anteile projizieren, kann die Lagrange-Dichte wie folgt umgeschrieben
werden: 1
Locp =Y, (Gryilars+3.siPqrs) — 7 Gam i - (2.13)
f=ud,s
Als Folge der Unabhiéngigkeit der kovarianten Ableitung von dem Quark-Flavor weist
L8CD im Flavor-Raum eine globale U (3); x U(3)z-Symmetrie auf, welche zu der
Symmetriegruppe SU (3), x SU(3), x U(1),, x U(1), lokal isomorph ist. Eine An-
wendung des Noether-Theorems [Noel8] auf diese Symmetriegruppe fiithrt zu den
mit den SU (3)-Transformationen der links- und rechtshindigen Quarks assoziieren
Stromen
H_ & A o.IH =
La - CIL’YM?C[L ’ ,uL =0 )

a

(2.14)
_ uha
R‘Z = ‘IRYUE(]R ) aHRZ =0.

Eine zu diesen chiralen Stromen alternative Darstellung sind die Linearkombina-
tionen

A
VE =RE+LE ﬂmf :
(2.15)

A
A =Ry — L = quts—
die unter Parititstransformationen Eigenschaften von jeweils Vektor- oder Axial-
Vektorstromen zeigen. Zudem resultiert aus der Transformation aller links- und rechts-
hindigen Quark-Felder mit der gleichen Phase ein erhaltener Singulett-Vektorstrom
wie folgt

VH=qr¥'ar+4qr¥ L =qv'q, V" =0. (2.16)

Im Gegensatz dazu gilt fiir den aus der Transformation aller linkshéndigen Quark-
Felder mit einer Phase und aller rechtshidndigen Quark-Felder mit der entgegen-
gesetzten Phase entstehenden Singulett-Axial-Vektorstrom

3g2

= Wguvpcggv 56 s (217)

A =gp¥ar—q¥'9 =qY'q, 9.A"
dass dieser nur auf dem Niveau klassischer Physik erhalten ist. Auf dem Niveau der
Quanten-Physik ist eine sogenannte Anomalie zu beobachten [AB69; Adl69; BJ69].
Demzufolge ist die Lagrange-Dichte LBCD im chiralen Grenzfall nur unter globalen
Transformationen der Symmetriegruppe SU (3), x SU(3), x U(1),, invariant.

Auf Grundlage der erhaltenen Strome in den Gleichungen (2.14) und (2.16), und
genauer aus ihren Ladungsdichten, lassen sich unter Anwendung eines Raumintegrals
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zu ihnen zugehorige ,,Ladungsoperatoren*
3t
QL,a - d qu(t7x>7qL(t7x) )
— 7\‘ —
Ora = [ xqy(t.9) 5 an(t.9). @.18)
— }\’ —
Ov = [ dxq (1.5 5 4(1.%)

definieren. Darauf aufbauend konnen in einer analogen Vorgehensweise wie bei der
Addition oder Subtraktion der chiralen Strome in Gleichung (2.15) auch die Linear-
kombinationen der links- und rechtshindigen Ladungsoperatoren mit zueinander
gegenliufiger Paritit

QV7a - QR7a + QL,a > QA7a = QR,a - QL7a (219)

gebildet werden. Im Hinblick auf die Wirkung dieser Ladungsoperatoren auf den
Grundzustand im chiralen Grenzfall, |0),, wurde von Vafa und Witten [VW84] ge-
zeigt, dass dieser notwendigerweise unter der Symmetriegruppe SU (3) x U(1) in-
variant ist. Demzufolge wirken die Ladungsoperatoren Qv , und Qy auf den Grund-
zustand wie Vernichtungsoperatoren

Oval0) =Qvaql0)=0. (2.20)

Wire der Grundzustand unter der vollstindigen Symmetriegruppe G x U(1)y der zu
LBCD gehorenden Hamilton-Dichte, mit der sogenannten chiralen Gruppe
G = SU(3)r x SU(3)g und der fiir die Erhaltung der Baryonenzahl B verantwort-
lichen Gruppe U(1)y? invariant, so wire die Anordnung der Hadronen in niherungs-
weise entartete Multipletts entsprechend der Dimension der irreduziblen Darstellung
der Symmetriegruppe zu erwarten. Zudem wiirde in Ergénzung dessen fiir jedes Mul-
tiplett die Existenz eines zugehorigen Multipletts entgegengesetzter Paritét vorausge-
setzt. Da dies nicht zu beobachten ist, wird angenommen, dass die Ladungs-
operatoren Q4 , nicht als Vernichtungsoperatoren wirken und demzufolge der Grund-
zustand unter den zugehorigen axialen Transformationen nicht invariant ist. In
Folge davon ist der Grundzustand nicht unter Tranformationen der vollen Symme-
triegruppe der Hamilton-Dichte invariant, sondern nur unter jenen einer Untergruppe
H =SU(3)y x U(1)y. Es ist also festzuhalten, dass die betrachtete massenlose QCD
somit eine spontane Brechung der Symmetrie erfihrt, bei der die Symmetriegruppe G
spontan zur Untergruppe H gebrochen wird. Dem Goldstone-Theorem [Gol61] fol-
gend werden fiir die beiden Gruppen, dabei hat G ng = 16 und H nyg = 8 Erzeuger,
insgesamt

nGg —ng = 8 (2.21)

masselose Goldstone-Bosonen ¢, erwartet. Diese sind Pseudoskalare, da sie unter

3Diese teilt die Hadronen mit den Baryonenzahlen B = 0 in Mesonen und B = 1 in Baryonen auf.
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Paritéitstransformationen die gleichen Eigenschaften wie ihre Erzeuger Qu, auf-
weisen

Oq(1,%) = —Oa(t, —X) . (2.22)

Die in der physikalischen Realitét auftretenden von null verschiedenen Massen des
pseudoskalaren Oktetts resultieren aus einer Symmetriebrechung in Folge nicht-
verschwindender Quark-Massen. Die beobachtete SU(3)y-Symmetrie erklirt sich dar-
aus [Col66], dass die Symmetrie des Spektrums nicht von der Symmetrie der Hamilton-
Dichte, sondern von der des Grundzustands bestimmt wird.

2.1.3. QCD in Anwesenheit externer Felder

Von besonderem Interesse sind in der Quantenfeldtheorie sogenannte Green’sche
Funktionen. Diese stellen Erwartungswerte zeitgeordneter Produkte von Opera-
toren dar, die im Vakuum-Zustand, dem Zustand tiefstmoglicher Energie, ausgewer-
tet werden. Mittels der Lehmann-Symanzik-Zimmermann-(LSZ-)Reduktionsformel
[LSZ55] stehen diese in einer direkten Verbindung mit physikalischen Streuamplitu-
den. Die in dem vorangegangenen Abschnitt betrachtete globale chirale Symmetrie
hat Relationen der Green’schen Funktionen untereinander zur Folge. Erste derartige
Relationen, die sogenannten Ward-Identititen, wurden innerhalb der Quantenelektro-
dynamik mit Bezug auf die Eichinvarianz der U(1)-Symmetrie entdeckt [War50]. Der
Formalismus der Pfadintegrale bietet mit der Betrachtung funktionaler Ableitungen in
Bezug auf externe Felder eine elegante Vorgehensweise zur Bestimmung Green’scher
Funktionen. Zu diesem Zweck wird, den Darstellungen von Gasser und Leutwyler
folgend [GL84; GL85], die Lagrange-Dichte der QCD aus Gleichung (2.13) wie folgt
erweitert

L= Lcp+ Lexk = Lcp + TV (V' +V50") g +G (s — iysp) q - (2.23)

Die externen Felder *
8 A 8., 8 8
V”ZZV’;,'?, a'u:Za'377 SZZSLJ\.Q, pzzpakaa (2.24)
a=1 a=1 a=0 a=0

sind definiert als farbneutrale, hermitesche 3 x 3-Matrizen im Flavor-Raum, die an
Vektor-, Axialvektor-, skalare und pseudoskalare Quark-Strome koppeln.

Um die bekannte Lagrange-Dichte der QCD fiir drei Flavor u, d und s zu erhalten,
muss in Gleichung (2.23) fiir die externen Felder W = a" = p = 0 und
s = diag (mg,mg,mg) = M > gesetzt werden.

4Dabei ist es notwendig mit Ay = 1/2/3133 eine ,,neunte Gell-Mann-Matrix als Erzeuger einzu-
fiihren.
SDie Matrix M ist die Quark-Massen-Matrix der drei leichten Quarks.
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Das erzeugende Funktional ergibt sich dann zu

exp (iZ [Vaa7s>p]) = <0‘ T exp {i/d4xL€Xt‘| ‘O>chiraler Grenzfall - (2.25)

Die aus der chiralen Symmetrie, in Abwesenheit von Anomalien, entstehenden Ward-
Identitédten sind dquivalent zur Invarianz des erzeugenden Funktionals unter lokalen
chiralen Transformationen der du3eren Felder [Leu94]. Tatséchlich ist es, vorausge-
setzt die duBeren Felder erfiillen die folgenden Transformationseigenschaften

vyt ay=r,— VRryVII + ivRa,,v,I

Vo —ay = L= VILV] + iV, V)
s+ip|—>VR(s+ip)VZ
s—ip»—>VL(s—ip)V1; :

(2.26)

mit (Vg(x),VL(x)) € SU(3)g x SU(3),, moglich, die globale chirale Symmetrie der in
Gleichung (2.23) gegeben Lagrange-Dichte zu einer lokalen Symmetrie zu erweitern.
Zusitzlich erlaubt ein solches Vorgehen die Kopplung der effektiven Freiheitsgra-
de an externe Eichfelder [GL84; GL85]. So ist beispielsweise die Kopplung an das
elektromagnetische Vektorpotential A, mittels

ra=1l, = —eQA, (2.27)

definiert. Dabei ist Q = diag (2/3,—1/3,—1/3) die Ladungsmatrix der leichten Quarks.

2.2. Chirale Storungstheorie fir Mesonen

Die Einfithrung der QCD im vorangegangenen Abschnitt liefert das notwendige
Grundgeriist fiir die Konstruktion der zur QCD der Hadronen niedriger Energie zuge-
horigen effektiven Feldtheorie, der sogenannten chiralen Storungstheorie (englisch:
,chiral perturbation theory*, ChPT)6. Eine effektive Feldtheorie (englisch: ,effective
field theory*, EFT) ist eine nicht renormierbare Feldtheorie mit relativ zur zugrunde-
liegenden ,,vollen* Theorie eingeschrinktem Giiltigkeitsbereich. Im konkreten Fall
der ChPT als EFT der QCD ist dies die Skala der spontanen Symmetriebrechung
A =~ O(1 GeV). Grundsitzlich ist es dabei fiir die EFT nicht notwendig, alle Details
der vollen Theorie zu kennen. Grund dafiir ist, dass in effektiven Theorien simtliche
Parameter der vollen Theorie, die bei der entsprechenden Energieskala keine Rolle
mehr spielen, beseitigt werden. Die Grundidee der chiralen Storungstheorie ist es,
anstelle der Quarks und Gluonen als Freiheitsgraden der QCD eine Stérungstheorie,
die dieselben Symmetrien erfiillt wie die QCD, mit experimentell direkt beobacht-
baren Hadronen, den Goldstone-Bosonen 7, 1, K, zu entwickeln. Die Mechanismen

Eine ausfiihrliche Einfithrung in die ChPT findet sich in [SS12].
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der ChPT wurden von Gasser und Leutwyler [GL84; GL85] systematisch erarbeitet
und fuBen im Grunde auf die auf Weinberg [Wei79] zuriickgehende Idee einer effek-
tiven Feldtheorie. Um sicher zu stellen, dass die in der EFT berechneten Werte der
Observablen mit denen der zugrunde liegenden Theorie in Verbindung stehen, muss
die allgemeinste, mit den Symmetrien der vollen Theorie konsistente Lagrange-Dichte
konstruiert werden. Dies fiihrt dann, nach Weinberg [Wei79], zu der ,,allgemein
moglichsten S-Matrix, die mit Analytizitét, perturbativer Unitaritét, Cluster-Zerlegung
und den angenommenen Symmetrieeigenschaften konsistent ist*.

Ist die QCD die zugrundeliegende Theorie, muss die allgemeinste Lagrange-Dichte
der ChPT somit im Hinblick auf die spontan gebrochene chirale Symmetrie und
in gleichem Mafe den diskreten Symmetrien der Ladungskonjugation, Paritit und
Zeitumkehr invariant sein. Zudem ist es erforderlich, dass die Lagrange-Dichte ein
hermitescher Lorentz-Skalar ist. Als Folge der Forderung dieser Eigenschaften sind
die moglichen Terme der Lagrange-Dichte begrenzt, dennoch enthilt die allgemein-
ste mogliche Lagrange-Dichte immer noch eine unendliche Anzahl an Termen. Dem-
zufolge und aufgrund der Notwendigkeit einer systematischen Methode der Gewich-
tung von Diagrammen, die aus den Wechselwirkungstermen der effektiven Lagrange-
Dichte bei den Berechnungen fiir konkrete physikalische Matrixelemente aus der
S-Matrix entstehen, ist ein Muster zur Sortierung der effektiven Lagrange-Dichte ge-
fordert.

2.2.1. Weinbergs Power-Counting

Die allgemeinste, die Dynamik der Goldstone-Bosonen beschreibende, Lagrange-
Dichte kann in Bezug auf die Anzahl der in ihren Termen enthaltenen Ableitungen
und Quark-Massen

Leff=Lo+ Lo+ Lo+ (2.28)

geordnet werden. Dabei gibt der Index jeweils die Ordnung in der Entwicklung basie-
rend auf den Impulsen und Quark-Massen an. Die relative Gewichtung von Feynman-
Diagrammen lédsst sich durch Weinbergs Zihlschema [Wei79] beschreiben, das jedem
Diagramm eine chirale Ordnung D zuordnet. Wird das Verhalten der zu einem Dia-
gramm zugehdrigen invarianten Amplitude M (p;,m,) unter der simultanen linearen
Reskalierung der externen Impulse, p; — ¢p;, und quadratischer Reskalierung der
Massen der leichten Quarks, m, — tzmq untersucht,

M(p,',mq) — M(tpi,tzmq) =PM (pi,mq) , (2.29)
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so wird dieses von der chiralen Ordnung beschrieben. Die chirale Ordnung D
bestimmt sich mittels der Formel

D=2+2N + Y 2(n—1)Ny,
=l (2.30)
= 4NL—2N;+ Y 21Ny, .

n=1

Mit Blick auf einen Term £,,, sei dabei N,,, die Anzahl der Vertices, N; die unab-
hingiger Schleifen und N; die interner Linien von Goldstone-Bosonen. Eine
Integration tiiber eine Schleife zidhlt Gleichung (2.30) als D = 4, ein interner Pro-
pagator eines Goldstone-Boson, als D = 2 und ein Vertex aus £y, als D = 2n. Zudem
lasst sich aus dieser Gleichung auch folgern, dass nur Terme mit einer geradzahligen
chiralen Ordnung in der effektiven Lagrange-Dichte der ChPT fiir Mesonen auf-
treten. Fiir geniigend kleine Impulse und Massen tragen Feynman-Diagramme mit
einer grofen chiralen Ordnung weniger bei und diejenigen mit kleinem D dominie-
ren. Demzufolge kann die invariante Amplitude, indem nur Diagramme bis zu einer
gewdhlten maximalen chiralen Ordnung beriicksichtigt werden, systematisch ange-
ndhert werden.

2.2.2. LNc-Grenzfall und LN-ChPT

Bislang wurde fiir die ChPT, in Folge des Goldstone-Theorems [Gol61], ein
Oktett von acht masselosen pseudoskalaren Bosonen (7, K, 1ng) erwartet. Aufgrund
der Anomalie in der U(1)4-Symmetrie ist das Singulett-Eta m; auch im chiralen
Grenzfall masseloser Quarks mit einer Masse behaftet [t H76; Ven79; Wit79a]. Zur
Inklusion des Singulett-Eta in eine chirale effektive Feldtheorie muss die chirale
Storungstheorie fiir einen Grenzfall einer grolen Anzahl an Farbfreiheitsgraden N¢,
dem sogenannte ,,.Large Nc“- (LN¢)-Grenzfall, betrachtet werden. Diese notwen-
dige Erweiterung der ChPT wird kurz LNcChPT genannt. Eine Einfiihrung in die
Methodologie der QCD im LN¢-Grenzfall findet sich in [Wit79b; Man98; Leb99], das
hieraus abgeleitete Zihlschema und die nach diesen Prinzipien konstruierte Lagrange-
Dichte wurden in groer Ausfiihrlichkeit in [BMS17] und den dort genannten Refe-
renzen diskutiert. Im Folgenden sind einige Aspekte des LNc--Grenzfall fiir die QCD
und der Konstruktion der Lagrange-Dichte der LNcChPT ausgewdhlt. Fiir ausfiihr-
lichere Darstellungen sei auf die genannten Referenzen verwiesen.

Der Grenzfall einer abzédhlbar unendlichen Anzahl an Farbladungen vereinfacht die
Physik der starken Wechselwirkung und bietet einen guten Ausgangspunkt fiir theore-
tische Uberlegungen zu vielen ihrer Eigenschaften. Im LNc-Grenzfall wird die QCD
ausgehend von einer SU(3)-Eichgruppe mit N¢c = 3 auf eine SU(N¢)-Eichgruppe mit
Nc¢ Farben erweitert und im Limes N¢ — oo betrachtet. Physikalische Gro3en werden
dann im Bezug auf diese Grenzwertbetrachtung berechnet und ihre Korrekturen erge-
ben sich aus einer systematischen Entwicklung in der Inversen der Farbfreiheitsgrade,
1/N¢. Zur Bestimmung des fiir den LN¢-Grenzfall benétigten Zéhlschemas werden
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die Feynman-Diagramme in diesem Grenzfall betrachtet. Im Limes fiir gro3e N¢ ent-
stehen dann kombinatorische Faktoren, welche die Eigenschaften der Entwicklung in
1 /N¢ bestimmen.

Eine wichtige Erkenntnis, die aus der Betrachtung von Gluon-Beitrigen zur
Vakuumpolarisation der Gluonen resultiert, ist, dass die Kopplungskonstante g der
starken Wechselwirkung mit N¢ skaliert. Dies kann auch durch eine Betrachtung der
Renormalisierungsgruppengleichung der Kopplungskonstante,

,ud—i - —bog—n 4o <g5> , 2.31)

bo= —Nc— =Ny, (2.32)

mit Ny als Anzahl der Quark-Flavor. Fiir Nc — oo ist die Gleichung (2.31) divergent,
da by ~ O(N¢). Wird jedoch die Kopplungskonstante g mit N¢ skaliert, g/+/Nc, so
lasst sich die Gleichung wie folgt umschreiben

dg 11 2N\ g s
A [ A o o( ) 233
Hau ( 3 3NC> o2 T O\8 (2.33)

Fiir den Limes N¢ — oo nimmt die B-Funktion somit einen wohldefinierten Grenzwert
an. Da N¢ fiir ein laufendes g aus der Gleichung entfillt, ist die Skala der starken
Wechselwirkung, Aqgcp, fiir die Betrachtung des Grenzwerts Nc — oo auf einen Wert
festgelegt.

Im Weiteren sei den obigen Uberlegungen folgend fiir die Kopplungskonstante der
starken Wechselwirkung g/+/Nc gesetzt. Diese skaliert fiir fest gewdhltes g mit
1/+/Nc. Aus einer Betrachtung der kombinatorischen Faktoren von Feynman-Dia-
grammen resultiert, dass eine bestimmte Klasse von Diagrammen, sogenannte pla-
nare Diagramme, aufgrund ihrer geringeren Potenzen in 1/+/N¢ im LN¢-Grenzfall
im Vergleich zu allen anderen dominiert. Planare Diagramme zeichnen sich darin
aus, dass sie nur eine minimale Anzahl an Quark-Schleifen aufweisen.

Im vorangegangenen Abschnitt wurde erldutert, dass die U(1)4-Symmetrie durch
eine Anomalie gebrochen wird. Im chiralen Grenzfall ist die Divergenz des Singulett-
Axial-Vektorstroms durch den Ausdruck in Gleichung (2.17)

3g°

0,AM = 5
K 3272

Euvps Gl Gi©

gegeben.

Bei einer Betrachtung der Gleichung des LNc-Grenzfall verschwindet diese Anoma-
lie, da g*> wie 1/N¢ skaliert. Somit wird in diesem Grenzfall die U(1)4-Symmetrie
wiederhergestellt und die spontane Brechung der chiralen Symmetrie fiihrt auf ein
Nonett von masselosen Goldstone-Bosonen (7, K, ng, 1) [CW80; DV80].
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Fiir Uberlegungen innerhalb der LNcChPT wird eine Entwicklung von Feynman-
Diagrammen in simultaner Abhingigkeit von den Impulsen p, Quark-Massen m und
1/N¢ durchgefiihrt [BMS17]. Die drei Variablen dieser Entwicklung werden dabei
als kleine Parameter mit Ordnungen

p:o<\/5), m=0(), — =0 (2.34)

gezihlt [Leu96].

Die allgemeinste, mogliche Lagrange-Dichte der LNcChPT ist, der Skalierung aus
Gleichung (2.34) folgend, als eine unendliche Summe von Termen in den Ablei-
tungen, Quark-Massen und implizierten Potenzen von 1/N¢ geméiB

Logp=L£O W4 4. (2.35)

angeordnet. Dabei geben die Superskripte (i) die Ordnung in § an.
Die pseudoskalaren dynamischen Freiheitsgrade werden in der unitiren 3 x 3-Matrix

U (x) = exp (i@) (2.36)

zusammengefasst. In diesem Ausdruck steht F' fiir die Pion-Zerfallskonstante im drei-
flavor chiralen Grenzfall verschwindender Quark-Massen, m, = m; = my = 0, und
wirdals F = O (v/N¢) = O(1/+/3) gezihlt. Die hermitesche 3 x 3-Matrix der pseudo-
skalaren Felder,

8
D= Aitda+ropo=>+P (2.37)
a=1
n0 -+ Lang+ /3y Vot V2K
_ N 10+ Lng /2y V2K . (233)

V2K~ V2R’ ~Zng /2

enthilt sowohl die Oktett-Felder t, K und ng, als auch das Singulett-Feld 1n;. Es
wird dabei die iibliche Konvention der Benennung der acht Gell-Mann Matrizen A,
(a=1,...,8) sowie der notwendige Zusatz einer neunten Lambda-Matrix,
Ao = \/% 1 beibehalten. Die pseudoskalaren Felder ¢, zidhlen wie O(\/S) sodass
fiir das Argument der Exponentialfunktion O (80) gilt und demzufolge U = O (Ng)
1st.

Zum Zweck der Konstruktion der Lagrange-Dichte wird die globale U (3), x U (3)-
Symmetrie der QCD zu einer lokalen Symmetrie erweitert [GL85], eine ausfiihr-
liche Diskussion findet sich in [SS12]. Dieser Prozess beinhaltet die Einfithrung
externer Felder s, p, [, und r, (skalare, pseudoskalare und links- bzw. rechts-
hindige externe Felder). Diese werden als hermitesche, farblose (color-neutral)
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3 x 3-Matrizen dargestellt, die an die entsprechenden Quark-Bilinearformen koppeln.
Die externen skalaren und pseudoskalaren Felder s und p werden in der Definition
von y = 2B(s+ ip) kombiniert. Dabei steht die Niederenergiekonstante B in Relation
zum skalaren Quarkkondensat (gg) im chiralen Grenzfall dreier Flavor und ist von
Ordnung O (N2).

Wird die Schreibweise u = /U eingefiihrt, so sind das chirale Vielbein u, sowie die
Feldstéirke-Tensoren f,y liber die Gleichungen [SS12; Eck+89a; Eck+89b]

Uy =1 [uT (8,, — iry) u—u (8,, — ily) uq und (2.39)

fiyv = l’th,uvMT + ”Tprvu )

definiert. Dabei stehen [, und ry, fiir externe Felder, die an zugehorige Strome in der
QCD dreier Flavor koppeln [GL85]. Innerhalb dieser Arbeit werden die externen Fel-
der zur Beschreibung der betrachteten Zerfélle nur das elektromagnetische Vierer-
potential enthalten. Die dem #ufleren elektromagnetischen Potential zugehdrigen
Feldstirke-Tensoren f7,y und fg,v sind durch die Definitionen

Sy =0uly — Oyl —i[l,,ly] und

) (2.40)
fR,uv =0ulv _avr,u_l [r,wrv}

gegeben. Des Weiteren werden in der Wechselwirkungs-Lagrange-Dichte dieser
Arbeit Korrekturen aufgrund von Quark-Massen betrachtet, die mittels der Bausteine

Xt = uT)(uJr + uXTu (2.41)

beriicksichtigt werden. In [JGW14] wurde die der ChPT zugrundeliegende SU(3)-
Symmetrie auf eine U(3)-Symmetrie erweitert. Fiir die in dieser Dissertation betrach-
teten Prozesse der Wechselwirkungen zwischen pseudoskalaren, Vektor-Mesonen und
elektromagnetischen Feldern weisen alle préasentierten Bausteine ein wohldefinier-
tes Transformationsverhalten auf [BMS17]. Demzufolge besitzen alle Singulett- und
Oktett-Felder in u,, die gleichen Transformationseigenschaften.

Zur Bestimmung des invarianten Matrixelements miissen einige Bausteine in den Fel-
dern der Goldstone-Bosonen entwickelt werden. Innerhalb dieser Arbeit geniigt es da-
bei, nur den linearen Anteil der Entwicklung zu beriicksichtigen. Mit dem elektroma-
gnetischen Feldstérke-Tensor Fy = a,,AV — aVA,, und der Matrix der Quark-Massen
M = diag (m,,mg,my) gelten fiir die Bausteine die folgenden Ersetzungen [SS12]:

f+uv — _2€QF,uV )
.e
f—/.N — lFF,UV [Qaq)] 9

9,®
Uy — —T R (242)
X+ — 4BOM ’
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X — —Zi% {M, o} .

Schlussendlich muss noch die Invarianz potentieller Terme der Lagrange-Dichte unter
Lorentz-Transformationen, Paritit und Ladungskonjugationen unter Beachtung der
Transformationseigenschaften der Bausteine, gegeben in Tabelle A.1 und unter Aus-
nutzung der zyklischen Eigenschaft der Spur, sicher gestellt werden. Terme die diese
Bedingungen erfiillen und die notwendigen Felder fiir die zu betrachtenden Prozesse
enthalten, tragen zur gesuchten Wechselwirkungs-Lagrange-Dichte bei.”.

2.2.3. Inklusion von Vektor-Mesonen

Ziel dieser Dissertation ist, elektromagnetische Ubergiinge von pseudoskalaren und
Vektor-Mesonen mit einer chiralen effektiven Lagrange-Dichte zu untersuchen. Zu
diesem Zweck ist es notwendig, die Inklusion von Vektor-Mesonen als dynamische
Freiheitsgrade in einer chiralen EFT zu diskutieren.

Bereits vor der Entwicklung der QCD wurden die Wechselwirkungen von Vektor-
Mesonen mit Hilfe phdnomenologischer Lagrange-Dichten [Sch67; WZ67; Wei68]
untersucht. Zudem wurden Vektor-Mesonen als Zwischenzustinde im sogenannten
Vektor-Meson-Dominanz-Modell von J.J. Sakurai [Sak60; Sak69] zur Beschreibung
von Wechselwirkungen zwischen energiereichen Photonen und hadronischer Materie
verwendet.

Fiir den Bereich niedriger Energien bietet die ChPT ein Grundgeriist zur Beschrei-
bung von Goldstone-Bosonen. Soll dieser Formalismus hin zu héheren Energien er-
weitert werden, ist die Einbeziehung von Vektor-Mesonen zwingend erforderlich, da
die mit der spontanen Symmetriebrechung assoziierte Skala, A in Gleichung (2.10),
von der gleichen Gréenordnung ist, wie die typische Masse eines Vektor-Mesons,
beispielsweise mg++ = 891.8 MeV.

Im Prinzip sind Vektor-Mesonen in der ChPT bereits implizit als Anregungen, die
durch ,,Herausintegrieren* von expliziten Freiheitsgraden erzeugt wurden, beriick-
sichtigt. Einem phinomenologischen Ansatz folgend fiihrt der Austausch von Vektor-
Mesonen, bei einer Entwicklung fiir kleiner Impulse |¢?| < m%, zu einem Propagator

[SchO3] )
1 1 7 7 ) 6
— = |1+ (L ) +o . 2.43
P +(m%)+(m% +0(q°) (2.43)

Demzufolge miissen die Beitrige Ordnung fiir Ordnung in den zugeordneten Nieder-
energiekonstanten der Storungstheorie absorbiert werden. Eine faktische Séttigung
der Niederenergiekonstanten der effektiven chiralen Lagrange-Dichte von Ordnung
q4 durch Austausch von Mesonen, eine Vorstellung des VMD-Modells, wurde in
[Eck+89b] gezeigt.

"Explizite Terme der Wechselwirkungs-Lagrange-Dichten zu den in dieser Dissertation diskutierten
Prozessen sind in den Kapiteln 3 und 4 zu finden.
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Die Grundlage zur Konstruktion einer chiralen effektiven Lagrange-Dichte mit Vektor-
Mesonen wurde mit der Entwicklung der nicht-linearen Realisierung chiraler Sym-
metrie geschaffen [Wei68; Cal+69; CWZ69]. Seitdem wurde mit einer Vielzahl von
Ansitzen die Konstruktion einer effektiven Theorie fiir Mesonen mit Spin 1 ange-
strebt. Ein ausfiihrlicher Uberblick findet sich in [Mei88]. Die Wahl der Felder, die
homogen unter einer nicht-linearen Darstellung der chiralen Symmetrie transformie-
ren, legt den Varianten der Kopplungen der Mesonen keine Einschrinkungen auf
[Bir96].

Im sogenannten ,,Hidden-Gauge*-Formalismus wird das Rho-Meson als Eichboson
einer kiinstlich erstellten lokalen Symmetrie, die dem nicht-linearen Sigma-Modell
hinzugefiigt wird, eingefiihrt [BKY88]. Diese zusitzliche lokale Symmetrie steht in
keiner Verbindung zu physikalischen Phinomenen und kann durch eine Anpassung
der Eichung entfernt werden [Geo90]. Auch wenn Spin-1-Mesonen zuerst im Forma-
lismus antisymmetrischer Tensor-Felder [Kyr72; Eck+89b] beschrieben wurden, wird
in [SGSO05] eine Darstellung mit Vektor-Feldern [Ryd96; Wei05] verwendet. Die bei-
den Ansitze unterscheiden sich in der Wirkung der chiralen Gruppe auf die Flavor-
Freiheitsgrade der Vektor-Mesonen. Im ersten Ansatz werden die dynamischen Frei-
heitsgrade mit Hilfe antisymmetrischer Tensor-Felder 7,, zweiten Rangs mit sechs
Freiheitsgraden und im zweiten Ansatz mittels Vektor-Feldern V,, mit vier Freiheits-
graden dargestellt. Da massive Spin-1-Teilchen nur drei Freiheitsgrade aufweisen,
miissen sowohl den Tensor- als auch den Vektor-Feldern zusitzliche Zwangsbedin-
gungen auferlegt werden. Es wurde allerdings in [Eck+89a] gezeigt, dass unter der
Voraussetzung bestimmter Bedingungen die Beschreibung der Vektor-Mesonen mit
Vektor-Feldern gleichwertig zu jener mit Tensor-Feldern ist. Innerhalb dieser Dis-
sertation wird vor diesem Hintergrund der Vektor-Formalismus zur Darstellung der
Vektor-Mesonen gewihlt.

Die in den vorangegangenen Abschnitten eingefiihrte Inklusion des n’-Mesons in die
ChPT soll als Muster fiir die gleichzeitige Darstellung des Singulett-Vektor-Felds Vp ,,
mit den Oktett-Vektor-Feldern V, ,, a € {1,...,8}, in einer hermiteschen 3 x 3-Matrix

v, ; &v +Ev =V, +V,
u = Z R O] = VYuTVu
a=1 U
P+ g+ \@ml V2p* V2Kt
1
=5 V2p~ —p°+\/%oog+ 2o V2K*0
\/E = \/EE*O —\%0)34-\/%0)1 ;

(2.44)

sein. An dieser Stelle sei auf ein, im Unterschied zum pseudoskalaren Nonett, zusitz-
lichen Faktor 1/2 in Gleichung (2.44) hingewiesen. Dieser ist eine Frage der verwen-
deten Konvention.

Die allgemeinste, mit allen Symmetrien konforme, effektive Lagrange-Dichte fiir
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Vektor-Mesonen schreibt sich wie folgt [DGS10]
Ly = Lgei+ L3+ La+... . (2.45)

Dabei weisen die Punkte auf eine Anzahl ,nicht-renormierbarer Terme hin, wel-
che mit Blick auf Potenzen einer geniigend grolen Skala als unterdriickt angesehen
werden, oder auf Beitrige aus der Wechselwirkung mit anderen Freiheitsgraden. In
letzteren finden sich auch die der in dieser Dissertation gesuchten Wechselwirkungs-
Lagrange-Dichten zu elektromagnetischen Ubergiingen zwischen pseudoskalaren und
Vektor-Mesonen PVY.

Die erste Lagrange-Dichte der Reihe in Gleichung (2.45) kann in eine Summe aus
der kinetischen Lagrange-Dichte der Vektor-Mesonen und einem Masseterm aufge-
spalten werden:

Lsrei = Liin + Lmass
1
-2 (Vo V) +miy (VuV*) (2.46)

13 1,3
T Z VauVi" + 5’"‘2/ Z VauVi'
a=0 a=0

Aufgrund des Masseterms Lp,ss weisen Vektor-Mesonen im chiralen Grenzfall
weiterhin eine Masse auf. Fiir den Feldstédrke-Tensor gilt

8
A
Viv =Y (0uVay — vVan) 5 (2.47)
a=0

Die verbleibenden Terme £3 und L4 in Gleichung (2.45) stehen stellvertretend fiir
Wechselwirkungen zwischen drei beziehungsweise vier Vektor-Mesonen und bringen
jeweils dimensionslose Kopplungskonstanten, g, und h,p.q, mit sich. Demzufolge
kann Gleichung (2.45) wie folgt umgeschrieben werden

13 1,8
Ly = —Z Z Va7 vvltN + —m\z/ Z Va,,uvjl - gahcva,,uvh,va'uvcY - habcha,,qu.,VVcHVdv .
a=0 a=0

2
(2.48)
In Verbindung mit der Forderung, dass die Lagrange-Dichte aus Gleichung (2.48)
sowohl invariant unter einer U(1)-Ladungstransformation und globalen infinitesima-
len SU(3)-Transformationen als auch selbstkonsistent im Sinne perturbativer Renor-
malisierbarkeit ist, kann fiir das Oktett der Vektor-Mesonen das Resultat fiir die Kopp-

lungen
1
8abc = gfahc y habcd = Zgabegecd (2.49)

gezeigt werden [Neill]. Infolgedessen wird Gleichung (2.48) zu einer Yang-Mills-
Theorie fiir Vektor-Felder mit zusétzlichem Masse-Term reduziert [DGS10].
In einer chiralen effektiven Feldtheorie, die pseudoskalare und Vektor-Mesonen ent-
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hilt, miissen die chiral invarianten Kopplungen der Vektor-Mesonen an die Goldstone-
Bosonen bei niedriger Energie mit Blick auf die ChPT ein geeignetes Verhalten auf-
weisen. Zu diesem Zweck eignet sich ein Wechsel in die nicht-lineare Realisierung
der chiralen Symmetrie [Wei68]. In diesem Fall ergibt sich die Reprisentation von G
aus den Transformationseigenschaften von wu, der unitiren Wurzel aus U mit
u(x)> =U(x) als®

wsu' = \/VRUV, = VguK (Vi, Vg, U)" = K (Vi, Vg, U)uV, . (2.50)

Die ausgleichende SU(3)-Transformation K, der sogenannte Kompensator, ist somit
durch

—1
K (V, Vg, U) =\/VRUV,  VgvU (2.51)

gegeben. In Folge der Konstruktion wird angenommen, dass die Vektor-Felder in
Bezug auf den Kompensator homogen transformieren

V> KV, KT (2.52)

Im Rahmen dieser Dissertation gilt fiir das externe Feld einer elektromagnetischen
Wechselwirkung der Fall r, = [,,, woraus V;, = Vg =V folgt. Somit ist

K=(u)""Vu (2.53)

und da sich unter den gleichen Voraussetzungen fiir das transformierte u
W' =Vuv’ (2.54)
ergibt, folgt fiir den Kompensator

K(V,V,U)=V. (2.55)

2.2.4. Organisationsschema der Lagrange-Dichte

Bisher wurden die benétigten Bausteine und ihre Entwicklungen in den pseudo-
skalaren Feldern vorgestellt. Zur Konstruktion der Lagrange-Dichte eines Prozes-
ses ist es weiterhin notwendig, die Hierarchie der einzelnen Beitrdge zu klédren. Die
Methodologie des Zihlschemas, angepasst auf die in dieser Arbeit betrachteten Zu-
sammenhinge, fullt auf der Ausarbeitung des Zahlschemas der LNcChPT in [BMS17].
Als explizite Beispiele zur Illustration der Erkldrungen finden Terme aus Kapitel 3
Verwendung.

Um das in Gleichung (2.34) gegebene Zihlschema auf die Konstruktion einer
Lagrange-Dichte im Rahmen der LNc-Entwicklung anzuwenden, werden zwei Orga-
nisationsschemata miteinander kombiniert. Anwednung findet um Einen das klas-

8Eine Einfiihrung findet sich in [SS12]
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sische Zihlschema der konventionellen ChPT fiir Impulse und Massen [GL85], so
zéhlen kovariante Ableitungen als O(p), x als O (pz), usw. Die zugehorige chirale
Ordnung sei im Folgenden mit D, bezeichnet. Zum Anderen wird die relative Ge-
wichtung verschiedener Terme in LN durch Regeln aus [Her+97; KLOO] vorgege-
ben. In der Zdhlweise der LNc-Entwicklung ist die fithrende Ordnung einer Quark-
Korrelationsfunktion durch eine einzige Flavor-Spur von Ordnung Nc gegeben
[t H74; Wit79a; Man98] und allgemein sind Diagramme mit r» Quark-Schleifen und
somit r Flavor-Spuren von Ordnung Ng*r. Weist ein Term keine Flavor-Spur auf, so
entstammt dieser aus dem reinen Sektor der Gluonen und zéhlt in fiihrender Ord-
nung als Ng. Wird die vorangegangene Argumentation auf das Niveau der effektiven
Lagrange-Dichte iibertragen, kann gefolgert werden, dass Terme mit einzelnen Spu-
ren von Ordnung N¢ sind und Terme mit zwei Spuren von Ordnung O(1). Die Reihe
lieBe sich beliebig fortsetzen, fiir die Rechnungen dieser Arbeit geniigt jedoch die
Betrachtung von maximal zwei Spuren in einem Term der Lagrange-Dichte. Demzu-
folge ldsst sich mit der Anzahl der Spuren N, die Ordnung der LNc-Entwicklung mit
der Formel

D —2+ Ny (2.56)

1 =
NC

bestimmen. Die Ordnung eines einzelnen Operators berechnet sich dann aus der
Kombination der beiden Ordnungsschemata mittels

Dg = %Dp +DN51 . (2.57)
Zudem erlaubt Gleichung (2.57) auch die Identifikation des Verhaltens der zu den
Operatoren zugehorigen Niederenergiekonstanten in der LNc-Skalierung. Die einzel-
nen Ordnungen der den Lagrange-Dichten zugehorigen Bausteine sind in Tabelle A.2
aufgefiihrt.
Das verfeinerte Zidhlschema zur Organisation der Terme der Wechselwirkungs-
Lagrange-Dichte wird im Folgenden anhand einiger Terme zu den elektromagne-
tischen Ubergiingen PV'y aus Kapitel 3 illustriert.
Der Term fiihrender Ordnung”

<f+,uV {Vp7u6}> (2.58)

hat nach dem Zidhlschema der ChPT, bei Inklusion von Vektor-Mesonen, die Ordnung
O (p?). Der Ubersicht wegen wird in diesem und den folgenden Beispielen ein fiir
Lorentz-Invarianz und Paritit notwendiger Epsilon-Tensor in den Termen nicht ge-
zeigt. Mit den Ordnungen der Bausteine oder alternativ Gleichung (2.57) ergibt sich
mit D, =3 und N, -l fiir diesen Term mit einer Flavor-Spur die Ordnung O(8'/?).
In Relation zu dem Term fithrender Ordnung ist der folgende Term mit zwei Flavor-
Spuren

(Fom) (Vo) 259
Innerhalb dieser Dissertation seien die folgenden Konventionen zur Darstellung einer Flavor-Spur
(...), eines Kommutators |...,...] und eines Antikommutators {...,...} gewihlt.
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mit 1/N¢ unterdriickt. Folglich ergibt das Zihlschema die Ordnung O(8%/?). Dieser
und Terme, die aufgrund von der Hinzunahme von Korrekturen in den Quark-Massen
entstehen, beispielsweise

(frovx+ {Vorus}) (2.60)

nehmen im Zihlschema der LNcChPT dieselbe Ordnung an und sind somit relativ
zum Term fiithrender Ordnung als Korrekturen in nachfolgender Ordnung (englisch:
,hext to leading order*, NLO) gegeben. Entsprechend ergeben sich bei Aufspaltung
des Terms aus Gleichung (2.60) in zwei oder des Term aus Gleichung (2.59) in drei
Flavor-Spuren Korrekturen hoherer Ordnung als NLO.

Ein Blick auf die Parameter der Entwicklung

1 M?
— und ——, (2.61)
Nc (47F)

bestitigt die Annahme gleichwertiger NLO-Korrekturen zur fithrenden Ordnung. Fiir
den physikalischen Fall von drei Farbfreiheitsgraden N¢c = 3, der Kaonmasse M = Mg
und der Pion-Zerfallskonstante Fr, nehmen die Parameter dieselbe GroBenordnung
an:

1

— == 2.62

Ne 3 (2.62)
M2

K~ ~0.24. (2.63)
(4nF)

2.3. Mischung

Die Mischung von Zusténden ist ein Phinomen der Quantenmechanik, das direkt mit
den Symmetrien der Dynamik und ihrer moglichen Mechanismen zur Brechung in
Verbindung steht. Innerhalb des Niedrigenergiesektors der QCD lésst sich ein Wech-
selspiel zwischen der dynamischen Brechung der chiralen Symmetrie, der expliziten
Symmetriebrechung in Folge der Quark-Massen und der axialen Anomalie der U(1)4
beobachten. Die Untersuchung von pseudoskalaren und Vektor-Mesonen bietet ein
geeignetes Versuchsfeld zu den Mechanismen der Symmetriebrechungen innerhalb
der QCD.

Ein Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Inklusion der Mischung zwischen Singulett-
und Oktett-Feldern der Meson-Paare ¢-® und m-1’. Explizit griindet sich diese
Mischung in der Brechung der SU(3)-Symmetrie aufgrund der Quark-Massen und,
im Falle der pseudoskalaren Mesonen, der chiralen Anomalie. Da innerhalb dieser
Arbeit im Grenzfall einer vollstiandig erhaltenen Ispospin-Symmetrie gearbeitet wird,
d. h. fiir die Quark-Massen der u- und d-Quarks gilt m,, = m; = i, werden Effekte,
die bei einer Brechung der genannten Symmetrie eine Rolle spielen, vernachlissigt.
Werden die Felder, die den physikalischen Zustinden |n), |n’), |®) und |¢) entspre-
chen, durch kartesische, d. h. die Oktett-Felder ng und mg, beziehungsweise Singulett-
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Felder n; und m; ausgedriickt, so ergibt sich (vgl. beispielsweise [Tan+18])

N =cos(6p)Ng —sin(Bp) My ,
N’ =sin (6p) Mg +cos (Bp) M1 ,
¢ =cos (By) wg —sin (By ) ©;
o =sin (By ) wg + cos (By )

(2.64)

Dabei sind 6p und 6y die Mischungswinkel der pseudoskalaren und der Vektor-
Mesonen.

Die hier angegebenen Relationen und deren zugehorige Mischungswinkel gelten in
fiihrender Ordnung und sind aus der Diagonalisierung der Massen-Matrizen der
Mesonen mittels einer Drehung, charakterisiert durch den Winkel, zu ermitteln. Fiir
eine sogenannte ideale Mischung, einem mathematischen Idealzustand, in dem die
Oktett- und Sigulett-Felder voneinander vollstindig entkoppelt sind, wiirde der
Mischungswinkel der Vektormesonen einen Wert von Oy ~ 35.3° annehmen und es
gilt dann

2

Oideal =1/ 508 — und
3 \/_ (2.65)

2

; — 0)
ideal — \/— 8 + 1-
Alternativ ldsst sich sagen, in einer Darstellung der Quark-Basis gilt ¢ = —s5 und
o= (uﬁ—f—dﬁ) / /2. Diese mathematische Idealisierung entspricht allerdings nicht
der Realitiit, sondern stellt nur eine Ndherung dar. Wird die Diagonalisierung mit
physikalischen Massen durchgefiihrt, so ergibt sich fiir die in dieser Arbeit verwen-
deten Werte fiir die Mischungswinkel in fiihrender Ordnung 8y = 36.4°!0 [Tan+18]
sowie mit der aus [BMS17] entnommenen Formel fiir den Mischungswinkel fiihren-
der Ordnung GE)] = —19.7°.

Die Betrachtung der Mischung der Mesonen beschrinkt sich bislang auf die fiih-
rende Ordnung in der kinetischen und Massen-Lagrange-Dichte. Bei Erweiterung
des theoretischen Fundaments auf eine LN¢ chiraler Storungstheorie kommen zur
Wechselwirkungs-Lagrange-Dichten Korrekturterme zusitzlich zur fiihrenden
Ordnung (NLO) hinzu.

In [BMS17] wurde die n-1’-Mischung innerhalb des Zihlschemas der LN-ChPT in-
klusive von Korrekturen auf dem Ein-Schleifen-Niveau in NNLO untersucht. Aus-
gangspunkt hierfiir ist eine effektive Lagrange-Dichte der Oketett- und Singulett-
Felder, die durch Anwendung sukzessiver Transformationen in eine diagonalisierte
Lagrange-Dichte der physikalischen Felder umgewandelt wird. Dieser Formalismus
wurde in [Kra20] auf die ¢-w-Mischung der Vektor-Mesonen angewandt. Innerhalb
dieser Dissertation beschrinken sich die Betrachtungen auf das Niveau der Baum-
graphen, bei Beriicksichtigung von Korrekturen zur fithrenden Ordnung in 1/N¢ und

10Fehler der Mischungswinkel werden in den Rechnungen dieser Arbeit vernachlissigt.
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aufgrund der Quark-Massen bis inklusive NLO. Zugehorige, aus [BMS17] entnom-
mene Formeln und Rechnungen sind in Appendix A.2 skizziert.

Werden die Rechnungen ausgefiihrt, so ergibt sich in NLO fiir den Mischungswinkel
der pseudoskalaren Mesonen der Wert GQ} = —12.4°. Zudem bedeutet die aufgrund
der Korrekturen notwendige Redefinition der pseudoskalaren Felder auch, dass die
physikalischen Felder, ausgedriickt durch kartesischen Felder, eine modifizierte Form
annehmen. Vereinfacht dargestellt werden in der Gleichung des n-Meson die folgen-

den Ersetzungen
cosy (@g) — (1 — %Sgl)) cos (@Eﬁ) + %5;11) sin (@p)
sing (@Eﬂ) > —%Séll) cos (@E) — (1 — %651)) sin <®¥]> ;

verwendet, um den Ubergang zwischen der Mischung in fiihrender Ordnung und NLO
anzuzeigen und entsprechend gilt fiir das n’-Meson

sing (@) 1= (1 - %8@”) sin (©,) - %ag? cos (@}
COSy (G)I[g}) = _%Séll) sin (G)}[rnl]) + (1 - %5$1)) cos (@E) )

Dabei sind die aus der Renormierung des kinetischen Terms und der Redefinition der
pseudoskalaren Felder folgenden Korrekturen 851) in Gleichung (A.11) angegeben.
Somit ist die Betrachtung Mischung der pseudoskalaren Mesonen mit dem Organi-
sationsschema der Lagrange-Dichte in Einklang gebracht. Die zu [BMS17] analoge

Vorgehensweise im Fall der Vektor-Mesonen, wie sie in [Kra20] gezeigt wird, fiihrt
fiir den Mischungswinkel in NLO auf das Ergebnis @5] =39.5°.

(2.66)

(2.67)

2.4. Konstanten und Konventionen

In diesem Abschnitt werden verwendete Konstanten, Werte und Konventionen vorge-
stellt, die noch nicht in der vorangegangenen Einfiihrung in die theoretischen Grund-
langen Erwihnung fanden. Dabei handelt es sich unter anderem um die verwende-
ten physikalischen Massen der Teilchen oder ModellgroBen, die iiber experimentelle
Angaben bestimmt und dann wihrend der Ausarbeitung in dieser Arbeit implizit Ver-
wendung finden.

Alle experimentell fundierten Werte und Angaben zu Gro3en werden im Folgenden,
soweit nicht explizit anders genannt, der Veroffentlichung der Particle Data Group,
gekennzeichnet mit PDG, [Tan+18] entnommen.
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2.4.1. Massen und Breiten

In Tabelle 2.2 sind die Massen der pseudoskalaren und Vektormesonen angegeben.
Fiir deren Schreibweise wird die Konvention verwendet, dass die Massen der pseudo-
skalaren Mesonen (Goldstone-Boson) mit groBem M und die der Vektormesonen mit
kleinem m mit dem jeweils zugehdrigen Meson im tief gestellten Index gekennzeich-
net werden. Aufgrund der begrenzten Genauigkeit, mit der im Modell gearbeitet wer-
den kann, werden die Massen in dessen Rahmen als fehlerfrei angenommen.

Tabelle 2.2.: Massen der pseudoskalaren und Vektor-Meson in MeV.

My: Mg Mgz Mygpo My My

193.6 135.0 49377 497.6 5479 957.8

Mt Mo Mgt Myg o Mo my

7753 7753 891.8 895.6 78277 1019.5

Des weiteren finden die Zerfallskonstanten von Pion und Kaon Verwendung. Die
Werte werden aus [Tan+18] entnommen und sind in Tabelle 2.3 aufgefiihrt.

Tabelle 2.3.: Vergleich der Zerfallskonstanten von Pion, Kaon und der chiralen Zer-
fallskonstante, angegeben in MeV.

F. Fx Fy[BEl4]
922 110. 81.

Dabei zeigen ganze Zahlen, die von einem Punkt gefolgt werden'!, einen gerundeten
Wert an und stehen nicht fiir die exakte Zahl.
Zusitzlich zu diesen Werten wird noch das Verhiltnis der Quarkmassen

r="5_2746 (2.68)
m

zur Bestimmung einiger Grofen genutzt, die fiir die Rechnungen innerhalb unse-
res Modells Verwendung finden. Diese sind die allgemeine Zerfallskonstante F, die
quadrierten Pion- und Kaonmassen in fithrender Ordnung M% beziehungsweise 1\;112(,
sowie die Kopplungskonstanten Ls, Lg, A; und A,. Fiir die Kopplungskonstanten gilt
dabei: A = A — 2A,, Formeln zur Berechnung hierzu sieche [BMS17], bzw. in Ansiit-
zen Appendix A. Die Kopplungen und in der Folge der Mischungswinkel der -1’-

Mischung in NLO G)I[D”, entstammen 1/N¢- sowie Quark-Massen-Korrekturen zu den

HDezimalstellen werden in dieser Dissertation, in Anpassung an internationale Konventionen, mit
Punkten anstelle von Kommata markiert.
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kinetischen und Massentermen der Lagrange-Dichte der pseudoskalaren Mesonen. In
den Rechnungen finden die folgenden Formeln und Relationen Verwendung [SS12]

_r+1_2 1\_/1?{

M2 =——M, +4
Tor—1 nt 1—r2
e (141 Mo — 4Mg
Ko 20=1)
M3 Fy — M2F,
=—£2 —rf (2.69)
MK —M;
_F(Fx—F)
O AM2
F? 1+r-—0 _2) Ls
Ly = : My —My | +—=
i 4(1—r2)Mg< 2 Tm KT
mit den gemittelten Massen der Pionen und Kaonen!?
— Mo+M
Mﬂ: :% und
e Myo + My (2.70)
—

Werden nun innerhalb des Modells die Ergebnisse der Formeln aus (2.69) berechnet,
so ergeben sich die in Tabelle 2.4 angegebenen Werte.

Tabelle 2.4.: Massen von Pion und Kaon in fithrender Ordnung, Zerfallskonstante F
sowie Kopplungskonstanten Ls, Lg und A.

Mn M[( F
137.7MeV  519.6 MeV  90.7 MeV
Ls Lg A

1.60-1073 0.64-1073  —0.394

2Unter der Annahme, dass das nt° sein eigenes Antiteilchen ist.
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Elektromagnetische Ubergénge von
Mesonen
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3. Elektromagnetische Ubergange
(PVY)

Auf den in Kapitel 2 vorgestellten theoretischen Rahmenbedingungen aufbauend wird
in diesem Kapitel ein Modell zur Beschreibung der elektromagnetischen Uberginge
PV zwischen einem pseudoskalaren Meson P und einem Vektor-Meson V ausgear-
beitet. Mit den vorliegenden Messwerten physikalischer Zerfille der pseudoskalaren
und Vektor-Meson-Nonets steht zur Anpassung der Parameter des Modells eine gute
Grundlage zur Verfiigung. In schrittweiser Konstruktion des Modells, beginnend mit
der Bestimmung der Wechselwirkungs-Lagrange-Dichte, gefolgt von der Berechnung
von Ubergangs- und invariantem Matrixelement und Integration iiber den Phasen-
raum, enthilt man eine allgemeine, mit entsprechender Ersetzung der Massen und
Amplituden fiir alle Ubergiinge PV'y giiltige Formel fiir die Zerfallsrate. Mit dieser
lassen sich dann die Kopplungskonstanten bestimmen und unterschiedliche Néhe-
rungen innerhalb des Modells untersuchen und vergleichen. Zum Abschluss steht ein
Vergleich mit den Ergebnissen aus ausgewdhlten Referenzen, die sich beispielsweise
in ihrem Ansatz der Betrachtung der Vektor-Meson-Felder unterscheiden.

3.1. Die physikalischen Zerfalle

Der nachfolgende Abschnitt zeigt die Eigenschaften der physikalisch erfassten
Zerfélle PVy auf und leitet deren Anzahl schematisch her.

Elektromagnetische Ubergiinge zwischen einem einzelnen pseudoskalaren (Gesamt-
drehimpuls J = 0 und Paritit P = —) und Vektor-Meson (Gesamtdrehimpuls J = 1
und Paritit P = —) zeichnen sich dadurch aus, dass in diesen Prozessen keine Ande-
rung in Strangeness und Isospin-Projektion auftritt.

Abbildung 3.1 zeigt das pseudoskalare und das Vektor-Meson-Nonet, eingezeich-
net in einem Koordinatensystem mit der Isospin-Projektion /3 auf der Abszisse und
der Hyperladung Y auf der Ordinate. Im #uBeren Ring sind sechs Teilchen (m*,
K*, K°/K"), nach Beriicksichtigung der Ladungskonjugation verbleiben davon drei
voneinander echt verschiedene, angegeben. Fiir diese gilt bei elektromagnetischen
Ubergiingen, dass die Prozesse aufgrund der Differenz in den Massen immer von
den Vektor-Mesonen aus in Richtung der pseudoskalaren Mesonen erfolgen. Zudem
verbleibt man bei einem elektromagnetischen Ubergang beim Wechsel der Nonets
an den urspriinglichen Koordinaten des (I3, Y)-Diagramms, da sich, wie bereits an-
gesprochen, Strangeness und Ispospin-Projektion nicht dndern. Somit ergeben sich
bei Beriicksichtigung der Ladungskonjugation drei voneinander echt verschiedene
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Abbildung 3.1.: Nonets der pseudoskalaren und Vektor-Mesonen zur Linken, respek-
tive Rechten. Angegeben sind Isospin-Projektion /3 auf der Abszis-
senachse und Hyperladung Y auf der Ordinatenachse. Jedem Meson
beigeordnet ist die geniherte Masse in MeV.

Zerfille:
pt =>nty, K9 K%, K KTy,

Fiir jedes der neutralen Mesonen, pseudoskalaren wie Vektor-Mesonen mit [sospin-
projektion I3 = 0 und Hyperladung Y = 0, besteht die Moglichkeit, mit jeweils drei
Vektor- respektive pseudoskalaren Mesonen in Wechselwirkung zu treten. Dabei ist
die Entscheidung iiber das Teilchen im Ausgangszustand von den jeweiligen Massen
abhingig. Insgesamt ergeben sich die neun Zerfille

pP—=nly,  p’—=mny, o-—ady,
®—=MY, o — ndy, o —my,
o=y, n-=pdy, ooy

Dabei ist zu beachten, dass in dieser Dissertation die Isospin-Brechung in den Modell-
iiberlegungen nicht explizit beriicksichtigt wird und somit formell gesehen die Uber-
ginge von Rho-Mesonen in Pionen nicht in neutrale und geladene Zerfélle unter-
scheidbar sind. Innerhalb dieser Arbeit werden dennoch beide Zerfille als echt ver-
schieden beriicksichtigt, da die experimentell ermittelten Werte fiir die Zerfallsraten
einen grofleren Unterschied aufweisen als durch den geringen Einfluss der Brechung
der Isospin-Symmetrie! zu erwarten ist. Wobei anzumerken ist, dass sich diese Dis-
krepanz in den vergangenen Jahren deutlich reduziert hat, wie beispielsweise anhand

IS0 geben beispielsweise [Rus09] und [Div+12] mit Blick auf den Einfluss der Quarkmassen auf
die Zerfallskonstanten der Pionen und Kaonen eine Gréenordnung von < 1% fiir den Effekt der
Isospin-Brechung an.
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Abbildung 3.2.: Allgemeines Zerfallsschema fiir die elektromagnetischen Ubergiinge
zwischen einem pseudoskalaren und einem Vektor-Meson.

der Veroffentlichungen der Particle Data Group aus den Jahren 2016 [Pat+16] und
2018 [Tan+18] fiir die entsprechenden Zerfille nachgepriift werden kann.
Abschlielend ist festzuhalten, dass alle der zwolf theoretisch moglichen Zerfille PVy
auch experimentell mit ihren Verzweigungs- bzw. Zerfallsraten gemessen wurden.
Es existiert somit fiir den Entwurf und die Anpassung des Modells zur Beschrei-
bung der elektromagnetischen Uberginge eine gute Datenlage, was es im Verlauf der
Arbeit unter anderem ermdglicht, die Integration der Mischungen von ¢-®- und n-n/-
Mesonen in das Modell als Vorgabe zu setzen.

3.2. Die Lagrange-Dichte

In diesem Abschnitt wird die Konstruktion der Lagrange-Dichte fiir die Ubergiinge
PV sukzessive in den einzelnen Ordnungen skizziert. Die Rechnungen werden der
Ubersicht halber vereinfacht dargestellt, ergéinzend dazu sind in Appendix B, Ab-
schnitt B.1, Details und Zwischenschritte zu den Rechnungen in groBerer Ausfiihr-
lichkeit zu finden.

In einem ersten Schritt wird gezeigt, welche Vertices der Wechselwirkung in der Kon-
struktion der Lagrange-Dichte mit Beitrdgen beriicksichtigt werden miissen. Hiernach
finden die im ersten Kapitel dieser Arbeit in Abschnitt 2.2.2 vorgestellten Bau-
steine zur Konstruktion einer invarianten chiralen Lagrange-Dichte auf dem Niveau
der Baumgraphen Verwendung. Die zur Aufwertung des Modells notwendigen
Quantenkorrekturen (d. h. Schleifendiagramme) werden in der Masterarbeit von A.
Krasniqi [Kra20] vorgestellt.

3.2.1. Feynman-Diagramme

Das allgemeine Schema der Zerfélle PVyist in Abbildung 3.2 gegeben. Unter der An-
nahme der Dominanz von Vektor-Mesonen [Sak69] miissen die beiden in Abbildung
3.3 gezeigten Diagramme beriicksichtigt werden.

Zu folgern ist, dass von den in Abbildung 3.3 gezeigten Diagrammen innerhalb des
Vektorformalismus fiir ein reelles Photon im Endzustand, nur das Diagramm der
Punktwechselwirkung auf der linken Seite beitridgt. Der Fall eines propagierenden
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Abbildung 3.3.: Feynman-Diagramme der elektromagnetischen Ubergiinge zwischen
einem pseudoskalaren und einem Vektor-Meson. Linker Hand die
Punktwechselwirkung, zur Rechten der Zerfall mittels eines Vektor-
Mesons im Zwischenzustand in ein reelles Photon im Endzustand.

(virtuellen) Vektor-Mesons im Zwischenzustand erbringt keinen Beitrag zu den Zer-
fallen PVvy. Kdame anstelle des Vektorformalismus zur Darstellung der Felder der
Vektor-Mesonen hingegen der Tensorformalismus mit der Darstellung der Felder mit-
tels antisymmetrischer Tensoren zur Anwendung, wiirde auch das rechte der beiden
Diagramme einen Beitrag liefern. Ein Beispiel dafiir sind die Modelliiberlegungen
von Lutz und Leupold [LLOS8], in denen der entsprechende Formalismus zur Anwen-
dung kommt. Im Appendix in Abschnitt B.1 wird die Konstruktion der Terme der
Lagrange-Dichte genauer prisentiert.

3.2.2. Die Lagrange-Dichte fiihrender Ordnung

Unter Nutzung der Bausteine fiir das elektromagnetische Feld £y, das Vektor-Meson-
Feld V,, und das Feld des pseudoskalaren Mesons u,, lisst sich in fithrender Ordnung
die Wechselwirkungs-Lagrange-Dichte

Lio =18 (frw{Vp,us}) , eor3=1, (3.1)

fiir elektromagnetische Ubergiinge zwischen einem pseudoskalaren und einem Vektor-
Meson konstruieren. Aus den Eigenschaften des chiralen Vielbeins uq als Pseudoten-
sor erster Stufe und des Feldstidrke-Tensors sowie Vektorfelds als Tensoren zweiter
respektive erster Stufe ist die Notwendigkeit zum Erhalt der Invarianz unter Paritéts-
transformation Grund fiir die Hinzunahme des Epsilon-Tensors, welcher sich unter
Lorentz-Transformationen wie ein Pseudotensor vierter Stufe verhilt. Zudem wird
aufgrund der Anforderung an das Transformationsverhalten der Lagrange-Dichte un-
ter Ladungskonjugation der Antikommutator benotigt.

Nach der Entwicklung der Bausteine in den Feldern der Goldstone-Bosonen, gezeigt
in Gleichung (2.42), werden allein die linearen Terme behalten, weil Terme hoherer
Ordnung in den Goldstone-Bosonen mehr als ein pseudoskalares Meson beschreiben
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wiirden. AbschlieBend erhélt man die Wechselwirkungs-Langrange-Dichte der elek-
tromagnetischen Uberginge PV in fithrender Ordnung

Ly = 262" Fy (0 {V.96D}) - (3.2)

3.2.3. Korrekturen zur fihrenden Ordnung

Erginzend zum bisher diskutierten Beitrag zur Lagrange-Dichte in fithrender Ord-
nung existieren zwei Arten von Beitragen an Korrektur zur fithrenden Ordnung. Die
ersten sind die Korrekturen in 1/N¢, die aus insgesamt drei Termen mit jeweils zwei
Flavor-Spuren bestehen und die gleichen Bausteine wie im Fall der fithrenden
Ordnung beinhalten,

LNLO,]/NC :CZS#VpG <Vp> <f+pvl4<5> + C3f’3/Np6 <f+/4va> <uc>

3.3
s () (Vi) o

Nach der Durchfiihrung der Entwicklung der Bausteine in den Feldern der Goldstone-
Bosonen fiir diesen Term erhilt man die 1 /N¢-Korrekturen zur PVy-Wechselwirkungs-
Lagrange-Dichte,

008 e = 2L Eyy (e (V) (036) + ¢ (QVp) (36 P)

+¢4(0) (Vp0sP)) .

3.4)

Die zweite Art der Beitriage zur Lagrange-Dichte nachfolgender Ordnung sind Terme
einzelner Spuren die Quarkmassen-Korrekturen enthalten. Zu beachten ist, dass zu-
sétzlich zu den bereits verwendeten Bausteinen noch zwei weitere, X+ und fy, be-
riicksichtigt werden. Somit ergeben sich die vier Terme der Quarkmassen-Korrekturen
zu

Lnpoy =cs€"P (Xt fruv {Vos s } ) + c6€8™PC (X1 Vp fruvite + X+tto frunVp )
+ic78"™PO ({ fr, 0oV } x—) +icse™P (v [0pVou X+] ) -

Nach der nun folgenden Entwicklung der Bausteine und einer partiellen Integra-
tion der letzten beiden Terme ist zu erkennen, dass die Terme der Quarkmassen-
Korrekturen mit den Redefinitionen der Kopplungskonstanten ¢ = ¢5+ c¢ — ¢7 und
c_ = c5 — cq — cg umgeschrieben werden konnen. Dies eignet sich insofern, als dass
schlussendlich fiir die Quarkmassen-Korrekturen in erster Ordnung der PVy-Wechsel-
wirkung die folgenden beiden Terme

(3.5)

Y= 4Bo P Ey (e, (0%} {M 06} +c([0,06%] [V M])) (6)
erhalten werden.

An diesem Punkt sind nun alle relevanten Beitriage zur Wechselwirkungs-Lagrange-
Dichte der elektromagnetischen Ubergingen PV'y aufgestellt, inklusive der Korrek-
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turen in 1/N¢ und aufgrund der Quarkmassen. Wird die fithrende Ordnung mitge-
zéhlt, so ergeben sich zusammen mit den drei Termen aus den 1/N¢-Korrekturen
und den zwei vereinfachten Termen der Quarkmassen-Korrekturen insgesamt sechs
Terme. Es ist zu beachten, dass nach dem in dieser Arbeit verwendeten Organisations-
schema Korrekturen des Typs 1/N¢ x % als Korrekturen héherer Ordnung relativ zu
den Korrekturen der Quarkmassen gesehen werden, vergleichbar dem Fall der Kor-
rekturen LO x 1/N¢ ~ 1/N¢ gegeniiber der fithrenden Ordnung, und folglich nicht
beriicksichtigt werden.

3.3. Invariantes Matrixelement und Zerfallsbreite

In diesem Abschnitt wird, ausgehend von den in einem ersten Schritt vorgestellten
Feynman-Regeln zur Ersetzung der allgemeinen Felder mit expliziten physikalischen
Teilchen und deren Benennungen fiir die zugehorigen Impulse, das invariante Matrix-
element und damit schlussendlich die Zerfallsbreite der physikalischen Zerfille PVy
bestimmt.

Es ist anzumerken, dass die Behandlung der Spin-Zustinde des Vektor-Mesons nur
schematisch dargestellt wird, fiir eine genauere Diskussion wird auf [Ryd96] verwie-
sen. Die Bestimmung der invarianten Amplitude ausgehend von i £;,;; richtet sich nach
den Konventionen aus [BD65], gleiches gilt fiir die differentielle Zerfallsbreite.

3.3.1. Feynman-Regeln

Beteiligte Teilchen an den untersuchten Wechselwirkungen sind

* ein Vektor-Meson V im Anfangs- oder Endzustand, mit Masse my, Impuls p,
Polarisation €y (p),

* ein pseudoskalares Meson P im Anfangs- oder Endzustand, mit Masse Mp,
Impuls £,

* ein Photon y im Endzustand, mit Impuls ¢, und Polarisation € (k).

Fiir die zugehorigen, in den pseudokalaren Meson-Feldern entwickelten Bausteine
gelten die folgenden Ersetzungen durch die Feynman-Regeln eines Vertex PVy

d ~etias

0P — :I:iq,,ej”-q'Z ,
Vs ey (p)et i (3.7)
Ay~ SZ(Q)elq.Z )

Fov = i (qu€3(9) — avep(q)) €%
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am Wechselwirkungsort z. Das Vorzeichen in den Exponentialfunktionen ist jeweils
durch die Festlegung des Teilchens auf Anfangs- oder Endzustand, respektive — oder
+, vorgegeben.

3.3.2. Vom Matrixelement hin zur Zerfallsbreite

Mit der Anwendung der Ersetzungen aus dem vorangegangenen Abschnitt ergibt sich
aus der Lagrange-Dichte die invariante Amplitude der Zerfille PV7y. Der Ubersicht-
lichkeit wegen wird fiir den Zerfall eines Vektor-Meson im Ausgangs- und einem
pseudoskalaren Meson im Endzustand V (p,ey) — P (k) +7(q,€*) mit der Konven-
tion aus [BD65] die folgende Parametrisierung fiir das Ubergangs-Matrixelement ge-
wihlt

M = —2ie AP g,y (q) evp (p) ko (3.8)

wobei sich die Amplitude 4 in Einheiten von 2/F aus den Lagrange-Dichten in den
Gleichungen (3.2), (3.4) und (3.6) in Abschnitt 3.2 ergibt. In Appendix B.2 sind die
zu den jeweiligen Zerfillen zugehorigen Amplituden und deren Bestimmung in aller
Ausfiihrlichkeit aufgefiihrt. Den umgekehrten Fall eines pseudoskalaren Mesons im
Anfangs- und eines Vektor-Mesons im Endzustand, P (k) — V (p,ev) +7(q,€"), er-
gibt sich aus Gleichung (3.8) mittels der beiden Ersetzungen €y — €, und k — —k.
Im Folgenden sei der Fall eines Vektor-Mesons im Ausgangszustand gewéhlt. Das
Ubergangsmatrixelement aus Gleichung (3.8) muss, um in einem nichsten Schritt das
quadrierte Matrixelement zu erhalten, mit seinem komplex konjugierten multipliziert
werden und es ergibt sich

'\l A !

2 * *
’M} — 4¢? |/‘4‘2€:’va6€/~1v po 9udy (q)&v (q)€vp (P) Eyp (p) koke - (3.9)

Fiir die Polarisationsvektoren von Photon und Vektor-Meson finden nun die folgenden
Vollstindigkeitsrelationen [Ryd96] Anwendung:

Z 81; (Q7)\') &y (‘L}\') = 8w,

A=£1
. (3.10)
N PpDp’
Y e (P M)E)y (p4) = (—gmﬁ’ p2p> :
A=—1 my

Wird zudem die folgende Eigenschaft von zwei Epsilon-Tensoren mit einem einzel-
nen kontrahierten Index [82]

e P — —det (¢°) , a=p p, 0 o =4, p, 0 3.11)

beriicksichtigt, so ergibt sich das invariante Matrixelement zu

S / PPy’
M2 = CA4e2|/’Zl|2det <gaa ) Gl 8w <—gpp/ + %) koks . (3.12)
4
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Daraus bestimmt sich durch die Kontraktion der Lorentz-Indizes das Zwischen-
ergebnis

M2 = cpde?| A (2(q~k)2—2q2k2> . (3.13)

Die Konstante c4 zeigt dabei an, ob das Vektor-Meson V im Anfangs- oder Endzu-
stand auftritt. Im Beispiel bestimmt sich ¢4 = 1/3 fiir ein Vektor-Meson im Anfangs-
zustand in Folge einer Mittelung iiber die Spinzustinde. Wird der alternative Fall
eines Vektor-Meson im Endzustand betrachtet, so ergibt sich aus der Summation iiber
die Spins ein Wert von ¢4 = 1. In einem weiteren Schritt der Rechnung lassen sich
nun die Massenschalen-Bedingungen k%> = M%, fiir das pseudoskalare Meson P und
g* = 0 fiir das reelle Photon v, die Impulserhaltung p = k + ¢, sowie die Annahme,
dass der Zerfall im Schwerpunktsystem des Vektor-Mesons betrachtet wird, was zu
den Relationen

k=q-(p—q),
q-k=q-(p—q) (3.14)
pP-q=MyEy
fiihrt, ausnutzen. Die Energie Ej ist dabei dem pseudoskalaren Meson mit Impuls k
zugehorig. Nach Einsetzen in der Klammer in Gleichung (3.13) und Vereinfachen
ergibt sich daraus das Ergebnis

(M = cade?| 4122 (MyE— M3)” . (3.15)

Die gezeigten Schritte laufen im Grunde parallel zur Integration iiber den Phasen-
raum, sind aber ab dem letzten gezeigten Punkt in Gleichung (3.15) fiir die Ersetzung
der Energie E; auf diese angewiesen. Der Ubersicht wegen wurden in Gleichungen
(3.8)-(3.15) gezeigten Schritte einzeln dargestellt.

Als Nichstes steht die Integration iiber den Phasenraum des Zerfalls eines Vektor-
Mesons im Anfangszustand in ein pseudoskalares Meson und ein Photon im End-
zustand an. Fiir die zugehorige differentielle Zerfallsrate gilt (wie auch bei entspre-
chender Ersetzung der Massen und Impulse fiir jeden allgemeinen Zerfall von einem
zu zwei Teilchen)

1
dl = — | M2
2 M|

&k dq
2E; (2m)° 2E, (21)°

2n)*& (p—k—q) . (3.16)

Die Gesamtzerfallsrate (oder nur Zerfallsrate) ergibt sich durch Integration iiber die
Impulse & und g 2,

_ ! dk d’q 4 q4 2
- 2mv/2Ek(2n)3 2E, (2n)] (2m)*8* (p—q—k) | M| . (3.17)

%In den folgenden Rechnungen ist aus dem Kontext ersichtlich, ob es sich um 3- oder 4-dimensionale
Vektoren handelt. Die Vektorpfeile werden nur an ausgewihlten Stellen angegeben.
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Die Integration tiber g wird [Ryd96] folgend in eine iiber den 4-dimensionalen Impuls
q erweitert, sodass

- &k 14 2_ 2 0Y 54 2
~ 16m2my E_kdq8<q _mv)®(4)5 (p—q—k)|M[*, (3.18)

wobei gilt ¢° = Ey. Der Vollstindigkeit halber ist anzumerken, dass in diesem und
den folgenden Rechenschritten die quadrierte Masse des Photons m% = 0 in einigen
Schritten explizit ausgeschrieben wird. Dies dient dazu, die Anwendbarkeit der Rech-
nung auch fiir Félle mit einem massiven dritten Teilchen zu unterstreichen. In der
folgenden Diskussion wird das invariante Matrixelement nicht explizit ausgefiihrt. Es
sei dabei auf die obige Abfolge von Ersetzungen aus Gleichungen (3.8) bis (3.15) ver-
wiesen. Man nutzt nun, dass von einer Betrachtung im Ruhezustand des Mesons im
Anfangszustand ausgegangen werden kann, kombiniert dies mit der Energieerhaltung
und integriert iiber den Impuls g, sodass sich die Rechenschritte
1 d’k

_ a K 4 2 2 B 4, 2
Tezme | 448 (4 =) @ my —E)S' (p—g—)[91]

[ S (o2 - m2) @ (my — B[]

:167C2mv E;

1 d’k m? + M>3
= [ 228 B — L") @ (my — Ep) | M2 3.19
32n2m‘2,/Ek (k 2my ) (my = Ex) |M] (3-19)

ergeben. Hierbei wird fiir den quadrierten Impuls des Photons im Schwerpunktsystem
des Vektor-Mesons im Anfangszustand die Relation

7 =(p—k’=p*—2p-k+k

(3.20)
= my —2MyE;+Mp .

angewandt und dies wird wie folgt zur Umformung der 8-Funktion im zweiten in
Gleichung (3.19) gezeigten Rechenschritt genutzt:

B ((p—k)2 —m%) s ((m% —2MVEk+M%—m%>

(3.21)
=8 (2MyE; — (m} +M3))

Fiir den néchsten Schritt wird ein Wechsel des Koordinatensystems in Kugelkoordi-

naten durchgefiihrt
512
Bk = Rdk dQy K = ‘k‘ , (3.22)
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und die Energie-Impuls-Beziehung verwendet, um die Ersetzung
k dk

k2 +M3= dE, = —
Ej

k2dk
= — £ =\/E} —M3 dE. , (3.23)

zu erhalten, sodass sich die folgenden Umformungen

k>dk m?, + M3 —
32n2 /ko— S(Ek—vavp) © (my — Ex) | M |?

m? + M3
32752 z/kodEk\/Ez M26<Ek_v2TVP)®(mV_Ek)’M’2
m2 + M3
V-3 (£ VzTV) Omy—E)ME,  (324)

ergeben. Dabei sei darauf hin gewiesen, dass der ®-Term die Integration innerhalb
der unteren Grenze Mp und oberen Grenze my beschriankt. Nun ist noch die Integra-
tion iiber die Energie Ej auszufiihren und es ergibt sich das Zwischenergebnis vor
Einsetzen des invarianten Matrixelements

1 m2 + M2\ > S
\%

Nach Vereinfachen und Einsetzen des simultan mit denselben Schritten bestimmten
invarianten Matrixelements | M |2

— 1 2
(MP = cae?| AP S (mfy — M3) (3.26)

ergibt sich fiir den Spezialfall eines Vektor-Meson im Ausgangszustand des Uber-
gangs PV die Zerfallsrate mit der Konstanten ¢4 = 1/3 zu

_ 1 \/Lz (m‘z, —M123)2CA4€2|.54|2% (mA _m129)2

8mms, \| 4m?
2112
e |a|” 1 2
=CA—g m—%/(m%/—MI%) (my —Mp)
2laP (m} M\’
—c, ( v P) , (3.27)
87 my

Die Gleichung fiir die Zerfallsrate ldsst sich mit den Ersetzungen my <+ Mp und
ca = 1 auf ein pseudoskalares Meson im Anfangszustand anpassen.
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3.4. Ergebnisse

Ausgehend von dem in Gleichung (3.27) erhaltenen Ausdruck fiir die Zerfallsrate
werden die jeweiligen Modellterme an die zugehorigen experimentellen Daten an-
gepasst und somit die Kopplungskonstanten der Wechselwirkungs-Lagrange-Dichte
bestimmt. Die verwendeten Massen der pseudoskalaren und Vektor-Mesonen sind in
Abschnitt 2.4 vorgegeben, ebenso wie die Zerfallskonstanten und weitere Modell-
grofen. Die einzelnen experimentellen Zerfallsraten zu den betrachteten Zerfillen
wurden aus ihren jeweiligen Verzweigungsverhiltnissen (,,branching ratios*), ent-
nommen aus [Tan+18], bestimmt. Die bestimmten Zerfallsraten und ihre zugehorigen
Fehler werden im Folgenden, siehe beispielsweise Tabelle 3.1 in der zweiten Spalte,
immer mit einem I'exp angegeben.

Im Folgenden werden sukzessive unterschiedliche Stufen der Approximation inner-
halb des Modells getestet und die Ergebnisse der unterschiedlichen Szenarien mit-
einander verglichen. Zum Fit der Modellparameter an die Daten findet das Programm
Mathematica mit der vorprogrammierten Funktion NonLinearModelFit (fiir genauere
Informationen zu dem Programm selbst siche [Wol16]) Anwendung. Um ein Kriteri-
um zu haben, an dem die Qualitidt der Beschreibung der Zerfille zu messen ist, werden
sowohl eine relative Abweichung 81, als auch eine relativ zu den Unsicherheiten in
Modell und experimentellen Daten normierte Abweichung 8, eingefiihrt,

S I_‘Inod - I_‘exp
1= T )
exp
S — I'iod — 1—‘exp (3.28)
=aa—
Grznod + Gezzxp

Hierbei und in den folgenden Betrachtungen sind I'exp, Gexp die Zerfallsbreite und Un-
sicherheit der experimentellen Daten und I'y,04, Omoq die mit den bestimmten Modell-
groflen berechnete Zerfallsbreite sowie die zugehorige Unsicherheit derselben. Als
eine grobe Regel ist davon auszugehen, dass fiir Werte von |3, | grofer als eins, eine
Spannung zwischen den Modellwerten und den experimentellen Ergebnissen vorliegt.

3.4.1. Fuhrende Ordnung

In einem ersten Schritt wird ausschlieflich die Lagrange-Dichte in fithrender Ord-
nung aus Gleichung (3.2) betrachtet. Konsequenterweise muss an dieser Stelle in Er-
mangelung von Korrekturen in 1/N¢ oder aufgrund der Quarkmassen, der
Mischungswinkel der pseudoskalaren Mesonen in fithrender Ordnung, ®p = —19.7°
siche Abschnitt 2.3, und gleichfalls der Mischungswinkel der Vektor-Mesonen ent-
sprechend der idealen Mischung, ®y = 35.3°, angenommen werden. Es findet die ein-
heitliche Zerfallskonstante F = 90.7 MeV fiir alle Zerféille Anwendung, eine Verwen-
dung einer davon differierenden, fiir alle Zerfille einheitlichen Zerfallskonstanten be-
deutet nur eine Reskalierung der Kopplungskonstanten. Die FErgebnisse
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eines Fits in fithrender Ordnung mit dem Wert der zugehorigen Kopplungskonstanten
lc1| = 3.844-0.26-1072 sind in Tabelle 3.1 angegeben.

Tabelle 3.1.: Fit der experimentellen Daten mit dem Modell in fithrender Ord-

nung, Verwendung von idealer ¢-®-Mischung, sowie @n,y = —19.7°.
szed = 93. (elf Freiheitsgrade und ein Parameter), c; = 0.0384 £-0.0026.

Zerfall I'ppg in keV Iod in keV o1 o

p? = nly  70.1£9.0 412455 —041 2.7

pt —mty  67.1£75 40.94+5.5 -0.39 28

p? —ny 44.74+3.1 342+4.6 -0.23  —1.9

o — 1y 713.£19. 369. +49. —048 —6.5

O — Ny 3.82+0.34 4.1340.55 0.08  0.48

o—mny 55.4+1.1 48.8+6.5 —0.12  —0.99

o—n'y 0.26434+0.0095 0.446+0.060  0.69 3.0

K0 — K%  116.%10. 92.412. -0.21 —1.5

K+t - KTy 50.3+4.6 23.04+3.1 —0.54 4.9

n — p% 56.6+£2.6 31.1+42 —045 52

N — oy 5.14+0.35 3.10£042  —040 3.7

Zu beachten ist, dass der Zerfall ¢ — 7y in Folge der Okubo-Zweig-lizuka-Regel
[Oku63; 1iz66] in fithrender Ordnung nicht erfasst werden kann, da dessen Zerfalls-
rate, unabhéngig von dem Wert der Kopplungskonstanten c, fiir Nc — oo verschwin-
det. Wird die Mischung der M, -Mesonen vernachlissigt, d. h. unter Verwendung
von ®p = 0°, so fiihren die Ergebnisse der Lagrange-Dichte fiihrender Ordnung auf
dieselben Raten fiir die GroBen der Zerfallsamplituden wie im Rahmen des Quark-
Modells mit einer SU (6)-Symmetrie [Ani+65].

In diesem wie in allen weiteren Fillen werden die in den Tabellen angegebenen Werte
am Ende der Berechnung gerundet. Gewihlt wurde dabei im Regelfall eine Genauig-
keit des Fehlers nach Auf- oder Abrunden auf zwei Stellen. Da die Zerfallsrate eine
Funktion von |/‘4|2 ist, ist es unmdglich das Vorzeichen der Kopplungskonstanten ¢
zu ermitteln. Innerhalb dieser Arbeit wird deshalb die Vereinfachung vorgenommen,
dass fiir die Kopplungskonstante der fithrenden Ordnung c; > 0 gilt. Alle weiteren
Kopplungskonstanten entwickeln ihr Vorzeichen in Abhédngigkeit von dieser Wahl
und werden folglich in Bezug auf ein positiv gewihltes c¢; angegeben.

Mit Ausnahme der Zerfille ® — ny und ¢ — M’y zeigen sich die theoretisch berech-
neten Zerfallsbreiten durchweg kleiner als die entsprechenden experimentell ermittel-
ten Zerfallsbreiten. Weiterhin ist festzustellen, dass nur fiir die Zerfille ® — 1y und
¢ — my das angenommene Qualititskriterium der Abweichungen |8, | kleiner als eins
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ist. Mit Verwendung der experimentellen Unsicherheiten, ergibt sich fiir das redu-
zierte Chi-Quadrat
PDG _ 1LO)2
» 1 o (P9 -T3°)
Xred = v Z 2

i=1 G;

=93. (3.29)

Dabei ist, unter Auslassung von ¢ — 7'y, v =11 —1 = 10 (d. h. insgesamt elf Frei-
heitsgrade abziiglich eines Parameters) in fithrender Ordnung. Demzufolge bleibt,
beim Blick auf die Qualitét der Ergebnisse im Vergleich zum Experiment und der An-
zahl der beschriebenen Zerfille, die Schlussfolgerung, dass ein Modell in fithrender
Ordnung, das zu Beschreibung der Zerfille nur eine Kopplungskonstante zur Verfii-
gung stellt, keine gute Beschreibung der zwolf verschiedenen physikalischen Zerfille
ermoglicht.

3.4.2. Korrekturenin 1 /N¢

Mit dem néchsten Schritt werden die Korrekturen in 1/N¢ beriicksichtigt und zu-
néchst bleibt die SU (3)-Symmetrie der Wechselwirkungsterme erhalten. Konsequen-
terweise ist fiir die ¢-w-Mischung die ideale Mischung anzunehmen, der Winkel ®p
bleibt in fithrender Ordnung und in gleichem Mafe wird die einheitliche Zerfallskon-
stante F beibehalten. Fiir den Fall einer erhaltenen SU (3)-Symmetrie miissen mogli-
che Beitridge aufgrund der Quarkmassen nicht gesondert beriicksichtigt werden. Un-

ter Verwendung des allgemeinen Massenquadrats M = MIZ{ — M2 ist fiir eine erhal-
tene Symmetrie bei Betrachtung der vollstindigen Amplituden im Anhang in Tabelle
B.2 zu folgern, dass eine Hinzunahme von Korrekturen aufgrund der Quarkmassen
zu einer gleichméfBigen Verschiebung des Wertes der Kopplungskonstante fithrender
Ordnung c; fiihren wiirde, konkret bedeutet dies c; — ¢; = c1 + 2M2c+.
Dahingegen zeichnen sich die 1/N¢-Korrekturen fiir den Fall der erhaltenen Symme-
trie dadurch aus, dass sie sowohl bei der Ersetzung ¢; — ¢ + %03 fiir die Uberginge
zwischen den neutralen Feldern des Vektor-Meson-Oktetts und dem pseudoskalaren
Singulett (pom und mgn), als auch der Ersetzung ¢; — ¢1 + %cz im Falle der Uber-
ginge zwischen den neutralen Feldern des pseudoskalaren Oktetts und dem Singulett
der Vektor-Mesonen (n’®; und Ng®1), eine fiir die verschiedenen Uberginge unter-
schiedliche Auswirkung zeigen. Eine Aufzihlung der vollstandigen Amplituden aller
Ubergiinge mit Beitriigen der 1/Nc-Kopplungskonstanten ¢, und c3 findet sich im
Anhang in Tabelle B.2.

Die Ergebnisse eines Fits fiir den Fall einer erhaltenen SU (3)-Symmetrie sind in
Tabelle 3.2 aufgefiihrt. Im Vergleich zur fithrenden Ordnung, bei der das reduzier-
te Chi-Quadrat 93. betragen hat, nimmt es fiir diesen Fall (fiir nun alle zwolf Zer-
fille) den Wert 55. an. Die Kopplungskonstante ¢; nimmt den relativ zu dem Ergebnis
fithrender Ordnung kleineren Wert &, = (3.43 £0.22) - 1072 an. Demzufolge werden
die Werte der Raten fiir die Zerfélle p — wyund K* — K7, die nicht durch die 1/Nc-
Korrekturen ¢; und ¢3 beeinflusst werden, um einen Faktor (¢ /c;)? & 0.89 reduziert.
Fiir alle anderen Zerfille ist die Sachlage aufgrund der Mischungen (siehe Gleichung
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Tabelle 3.2.: Experimentelle gegeniiber Modellwerten fiir den Grenzfall einer erhal-
tenen SU(3)-Symmetrie. Idealer ¢-w-Mischung und Mischungswinkel
Ony = —19.7°. szed = 55. (zwolf Freiheitsgrade und drei Parameter)
und Kopplungskonstanten ¢; = 0.0343 +0.0022, ¢, = 0.0067 +0.0010
und c3 = —0.0043 = 0.0030.

Zerfall I'ppg in keV [mod in keV o1 %)
p? = nly  70.1£9.0 32.84+4.1 -0.53 3.8
pt —nty  67.1£7.5 32.6+4.1 —0.51 —4.0
P —=my 44.7+3.1 23.943.7 —0.47 —43
o — 1y 713. 4 19. 414. £ 40. —042 6.7
O — Ny 3.8240.34 5.764+0.70 0.51 2.5
o — 1y 5.5240.22 5341.6 —0.033 —0.11
o —my 55.441.1 61.7+7.3 0.11 0.85
o —n'y 0.2643+£0.0095 0.30240.066 0.14 057
K9 — K%  116.£10. 73.4+9.2 -037 3.1
K** — K*y 50.34+4.6 18.34+2.3 -0.37 3.1
n—=p%  56.6+2.6 47.9+4.6 —0.15 —1.7
N — oy 5.144+0.35 5.704+0.82 0.11 0.63

(2.64) und fiir die ideale Mischung Gleichung (2.65)) auf den ersten Blick etwas
komplexer. Obwohl die Ubergiinge wg — Mgy, ®; — M17%, p° — ngy und g — Ty
noch rein mit der Kopplungskonstanten ¢; beschrieben werden konnen, enthalten al-
le an dieser Stelle noch nicht genannten Zerfille, mit Ausnahme der obig genannten
p — myund K* — K7, sowohl die Kopplungen ¢; als auch einen der beiden Beitrige
aus 1/N¢ mit den Werten ¢; = (0.6740.10) - 1072 und ¢3 = (—0.4340.30) - 10%.
Obwohl in den Ergebnissen verglichen mit dem Fit in fithrender Ordnung Verbesse-
rungen zu sehen sind, ist das Ziel der simultanen Beschreibung aller zwolf physika-
lischen Zerfille innerhalb eines Modells nicht erreicht worden. Folglich ist festzustel-
len, dass die Annahme einer erhaltenen SU (3)-Symmetrie und Korrekturen in 1/N¢
nicht der umfinglichen Beschreibung der physikalischen Zerfille PVy dienen kann.

3.4.3. Korrekturen in 1 /N und Quarkmassen

Mit Blick auf die Ergebnisse fiir die Annahme einer erhaltenen SU (3)-Symmetrie ist
zu folgern, dass zu einer Verbesserung des Modells in der Lagrange-Dichte zwingend
Korrekturen aufgrund der Quarkmassen beriicksichtigt werden miissen. Dies wird im
Folgenden durch einige Beobachtungen untermauert werden.
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Eine wichtige, aus der SU (3)-Symmetrie zu ziehende Folgerung ist, dass die Ampli-
tuden 4 der Zerfille p — wy, K** — KTy und K** — K% die Relationen, nachzu-
schlagen in [Ani+65; ODo81] (siehe auch Appendix B, Tabelle B.2),

| Aoyl = | A+ k4| und

(3.30)
|ﬂK*0~>K0’Y| = 2|/{Zl](*:|:_>[(:t7|

erfiillen. Unter Anwendung der physikalischen Massen aus Tabelle 2.2 innerhalb der
Gleichung (3.27) fiir die Zerfallsbreite, sowie den experimentell ermittelten Zerfalls-
raten, ergeben sich die Verhiltnisse

M =0.865,

|'qK*i*>Ki’Y‘
(3.31)

"qK*O—ﬂ(O'Y
1= =15,
|ﬂK*i%Ki’Y‘

was auf dem Niveau der Amplituden zu einer Brechung der SU (3)-Symmetrie von
respektive 14% beziehungsweise 24% fiihrt. Dies ist von der gleichen Groenordnung
wie die relative Differenz zwischen den Zerfallskonstanten der Pionen F;; und Kaonen
Fx,
Fg — Fr
Fx

=16% . (3.32)

Ein direkter Vergleich der experimentellen Zerfallsraten fiir die Prozesse @ — nt’y
und p® — ©y resultiert in einem Verhiltnis von

Posanl 11, , (3.33)

|-qp0—>noy’ a

was nur eine geringe Abweichung gegeniiber dem Wert 3 aus den Vorhersagen
fiihrender Ordnung im Grenzfall groBen N¢ darstellt.

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt festgestellt, und dies obig weiter erdrtert
wurde, dass anhand der vorgestellten Ergebnisse und der beobachteten experimen-
tellen Zerfallsraten nicht von einem Erhalt der SU (3)-Symmetrie ausgegangen wer-
den kann, werden in einem néchsten Schritt nun zusitzlich die Terme beriicksichtigt,
die diese Symmetrie explizit brechen. Es zeigt sich, dass sich in Folge der Korrek-
turen aufgrund der Quarkmassen auch fiir die Mischungswinkel der ¢-®- und 1n-1'-
Mischung und die Zerfallskonstanten der pseudoskalaren Mesonen Anderungen er-
geben. Die bei Einbeziehung aller Korrekturen fiir die Meson-Felder notwendigen
Redefinitionen resultieren in einer Vervollstindigung der Feynman-Regeln durch die
Multiplikation der dufleren Linien mit einem Faktor \/Z fur Pionen und Kaonen
siehe [SS12] und darin genannte Referenzen. Ausfiihrlich wurde die notwendige
Vorgehensweise fiir die -1n’-Mischung in [BMS17] und fiir die Vektor-Mesonen in
[Kra20] gezeigt. Die Werte der Mischungswinkel bestimmen sich, unter Beriicksich-
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tigung der in dieser Dissertation verwendeten Konventionen und physikalischen Mas-
sen 2.4 und Appendix A.2, zu

Opp = 39.5°

o - (3.34)
®nn’ =—-124

Fiir die Zerfallskonstanten der Kaonen beziehungsweise Pionen werden die experi-
mentell gemessenen Werte Fg = 110 MeV und F; = 92.1 MeV verwendet. Fiir die
Zerfille, die ein 1 oder 1 beinhalten, wird die Zerfallskonstante F beibehalten. Wie
in Referenz [BMS17] nachzulesen ist, ergeben sich die Abweichungen von F im vor-
liegenden Falle iiber die Anderung in den Mischungsanteilen, siehe auch Gleichungen
(2.66) und (2.67), wobei sie auch bei Wunsch in einzelnen Zerfallskonstanten fiir die
Singulett- und Oktett-Felder zusammengefasst werden kdnnen.

Bislang ungeklirt ist jedoch noch, in welcher Art und Weise die aus den Korrekturen
der pseudoskalaren kinetischen Lagrange-Dichte in 1 /N¢ stammende Kopplungskon-
stante> A beriicksichtigt wird. Da es sich um eine Korrektur in 1/N¢ handelt, ldsst
sich anhand des Organisationsschemas in Abschnitt 2.2.4 eine Abschétzung iiber den
Betrag |Aj| ~ 1/3 der Konstanten treffen, wohl aber nicht iiber das Vorzeichen. In
einem ersten Schritt bietet es sich an jeweils die Werte A} = —1/3, 0, 1/3 in ei-
nem Fit zu verwenden und die Ergebnisse miteinander zu vergleichen. Dies ist im
Anhang in Tabelle B.4 aufgefiihrt. Anhand des Vergleichs der Ergebnisse aller drei
Fille ist zu folgern, dass ein Vernachlidssigen dieser Kopplungskonstanten (A; = 0)
nicht sinnvoll ist, und dass ein positives Vorzeichen von dem Fit (mit den in dieser
Dissertation vorgegebenen Konventionen und Bedingungen) bevorzugt wird. Die er-
haltenen Ergebnisse scheinen mit einem reduzierten Chi-Quadrat von 7.7 qualitativ
deutlich besser als die der Alternativen. Es ist allerdings darauf hinzuweisen, dass
dieses Vorgehen nur eine grobe Abschitzung der Kopplung sowie des Verhaltens der
Modellergebnisse ermdglicht. Schlussendlich wird im Folgenden die Konstante A
als ein weiterer Parameter fiir die Anpassung des theoretischen Modells an die expe-
rimentellen Daten beriicksichtigt.

Ein weiterer, der Verfeinerung der Ergebnisse zutrdglicher, noch zu diskutierender
Punkt ist die Vorgehensweise bei der Ndherung des invarianten Matrixelements, be-
ziehungsweise priziser, die Bestimmung des Quadrats der invarianten Amplitude und
daraus folgend des Matrixelements. Ausgehend von den Lagrange-Dichten inner-
halb des Organisationsschemas (Gleichungen (3.2), (3.4) und (3.6)), enthilt dieses
eine Summe aus Beitrdgen fiithrender Ordnung (LO) und Korrekturen (NLO) in den
Amplituden (siehe Appendix B, Tabelle B.2) und es ergibt sich, bei Unterdriickung
der Symbolik fiir die Mittlung iiber die Spins | M |> = |M |2, formell die folgende
Situation,

]f?\/[|2 = ’MLo—f-MNLO’z = ‘MLO{Z-FZRC(MLOMX;LO) + |MNL0}2 - (335

3 Als Beitrag in den §;, siehe Gleichung (A.11), in der n-1-Mischung in den Gleichungen (2.66) und
(2.67)
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Zu beachten ist dabei, dass hier Terme der Ordnung NNLO = NLO x NLO, d. h.
Korrekturen einer hoheren Ordnung als im Modell bislang beriicksichtigt, beitragen
wiirden. Der aufgrund dieser zusitzlichen Beitridge in hoherer Ordnung entstehen-
de Fehler wire wiederum von Ordnung NNLO. Es stehen also die folgenden zwei
Varianten zur Auswahl, wie bei der Berechnung des invarianten Matrixelement vor-
gegangen werden kann

I: alle Terme, d. h. ]M1]2 = ‘57\/[L0|2+2Re (MpoMyy, ) + |MNL0‘2 )

II: ohne NNLO, d. h. |£7\/[”‘2 = ‘MLO|2 +2Re (MLOMﬁLO) )

wovon die erste der beiden Varianten bislang implizit in den vorangegangenen Ab-
schnitten Anwendung fand. In Appendix B, Tabelle B.5 ist ein Vergleich zwischen
den beiden Varianten des invarianten Matrixelements zu sehen. Anhand der Ergeb-
nisse und unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass innerhalb dieser Dissertation mit
dem Organisationsschema Terme nur bis inklusive NLO beriicksichtigt werden, wird
in den folgenden Betrachtungen die zweite Variante mit dem Ausschluss von Beitri-
gen in NNLO gewihlt.

Der beste Fit inklusive der Abweichungen 8; und 9, fiir die obig genannten An-
nahmen und Voraussetzungen ist in Tabelle 3.3 angegeben. Verdeutlicht wird dies in
Abbildung 3.4, in der die Ergebnisse des Modells fiir eine Lagrange-Dichte fiihren-
der Ordnung in roter Farbe und einer inklusive Korrekturen in 1/N¢ und den Quark-
massen in blauer Farbe den experimentellen Werten in Schwarz gegeniibergestellt
werden.

Da die Linearkombination ¢ = ¢5 — ¢ — cg nur zu den geladenen Kaon-Zerfillen
K** — KTyeinen Beitrag liefert, stimmen experimentelle und Modellwerte in diesem
Falle exakt iberein. Daraus folgt, dass die verbleibende Linearkombination
c4+ = ¢5+ c¢ — c7 faktisch der einzig verfiigbare Parameter ist, der zur Beschreibung
von Konsequenzen der SU (3)-Symmetriebrechnung herangezogen werden kann. An-
hand der Werte fiir |8;|, die kleiner als eins sind, ist zu sehen, dass ausgenommen
der vier Zerfille p® — 1y, ® — 1’y, ® — ny und K** — K% durch das Modell ei-
ne gute Beschreibung der experimentellen Zerfallsbreiten erreicht wird. Auffillig im
Vergleich zum Fit in fithrender Ordnung ist, dass sich, mit Ausnahme des Zerfalls
o — MY, mehr oder minder deutliche Verbesserungen der Modellwerte ergeben. Der
Zerfall der neutralen Kaonen K*0 — Koy, fiir den, wie fiir alle der genannten Zer-
fille, nur die Kopplungen aus fithrender Ordnung und der Quarkmassen-Korrekturen
(explizit: ¢; und c4, nachzuschlagen in Appendix B, Tabelle B.2) eine Rolle spie-
len, kann den gesetzten Qualitédtskriterien nach nicht geniigend gut beschrieben wer-
den, auch wenn sich im Vergleich zur fithrenden Ordnung eine Verbesserung von
8 = —1.5zu &, = 1.1 ergibt. Fiir die Zerfille p® — ny, ® — 1’y und o — Ny ist die
Aufschliisselung der Beitriage aufgrund der Mischungen komplexer. Wie in Appen-
dix B in Tabelle B.2 nachzuschlagen ist, stechen die Abhéngigkeiten in den 1/Nc-
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Abbildung 3.4.:
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Visualisierung relativer Groen und Verdnderungen der Zerfalls-
breiten inklusive Fehler. Aufgefiihrt sind Experiment (schwarz), so-
wie im Modell die Ergebnisse fiir einen Fit mit der Lagrange-Dichte
fiihrender Ordnung (rot) und inklusive aller Korrekturen (blau).



Tabelle 3.3.: Vergleich experimenteller Zerfallsraten und Modellrechnung fiir

die vollstindige Lagrange-Dichte, mit |M" 2 Oy = 39.5° und

Oy = —12.4°. szed = 4.4 (zwolf Freiheitsgrade und fiinf Pa-
rameter), c¢; = 0.0527 £ 0.0015, ¢, = —0.00081 + 0.00016,
c3 = 0.00234 £ 0.00071, c¢; = (2.46+0.60) 1075 und
¢ =(=6.0%3.2)-1077 15, sowie Aj = 0.264 +0.056.
Zerfall I'ppG in keV Imoq in keV o1 o
p* - ndy  70.14+9.0 75.7+4.1 0.080  0.57
pt —nty  67.1£7.5 75.244.1 0.12  0.95
p? —my 44.7+3.1 522427 0.17 1.8
o — 1y 713.419. 658.+31. -0.077 —1.5
0 —nNy 3.824+0.34 4.564+0.22 0.19 1.8
o — my 5.5240.22 5.5340.46 0.002 0.019
o —my 55.4+1.1 55.74+2.3 0.005 0.098
o —n'y 0.2643+£0.0095 0.26040.020 —0.018 —0.21
K0 — K%  116.£10. 128.54+5.2 0.11 1.1
K** - K*y 50.3+4.6 50.34+9.7 — —
n—p%y  56.6+£2.6 532439 —0.060 —0.72
N — oy 5.1440.35 5.69+0.51 0.11  0.88
Korrekturen heraus. Es gelten im Einzelnen die Relationen
Pl s mMiyeccs, o = nlyeccy, (3.36)

Wg — MNiYyeccs, W —MNgYe<cCyp.

Dies liefert aber keine eindeutige Begriindung fiir die Ergebnisse, da fiir den Falle
einer Ersetzung des ® durch ein ¢ oder des 1 durch ein 1’ die zugehorigen Zerfille
innerhalb des Modells gut erfasst sind. Eine mogliche Erkldarung konnte sein, dass es
notwendig sein konnte, die p-®-Mischung im Ansatz des Modells zu beriicksichtigen.
Auffillig ist zudem, dass der Ubergang ; — 11, der fiir den physikalischen Zerfall
® — MY den primédren Anteil stellt, nur von der Quarkmassen-Korrektur ¢ abhéngig
ist und keinerlei weiteren Beitrag von anderen Kopplungen enthilt.

Abschliefend gewédhrt Tabelle 3.4 einen Blick auf die Korrelationskoeffizienten
{8c,~8c j} / (SC,-SC j) des Fits. Wie zu erwarten, ist eine starke Korrelation zwischen
den Parametern c¢; und c, festzustellen, da die Linearkombination ¢; = ¢; + 2M,2tc+
fiir alle Ubergiinge einen Beitrag liefert (siche Appendix B, Tabelle B.2). Des Wei-
teren fillt die ebenso starke Korrelation zwischen den Kopplungskonstanten ¢y und
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¢, auf, was innerhalb des Modells auf einen groBen Einfluss der Ubergiinge zwischen
dem Vektor-Meson-Singulett und dem pseudoskalaren Oktett auf die Kopplungskon-
stante fithrender Ordnung, und demzufolge auf die Anpassung des Modells an die ex-
perimentellen Werte, schlieBen lidsst. AbschlieBend festzuhalten ist die stirkere Kor-
relation zwischen den Konstanten c3, vorkommend in den Ubergingen zwischen dem
Vektor-Meson-Oktett und dem pseudoskalaren Singulett, und A aus den Korrekturen
der kinetischen Lagrange-Dichte der pseudoskalaren Mesonen, beides Korrekturen in
1/Nc.

Tabelle 3.4.: Untere Dreiecksmatrix der Korrelationskoeffizienten der Kopplungs-
konstanten c¢; und A; der zu Tabelle 3.3 zugehorigen Lagrange-Dichte.

cq ) c3 ct c_

¢ | —0.71

c3 | 0.008 0.12

c+ | —0.72 039 0.26

c_ | —0.18 0.13 —-0.02 0.09

Aq 0.31 —-0.10 0.66 —-0.05 —-0.07

3.4.4. Entwicklung der Quarkladungs-Matrix in 1/N¢

Zum Abschluss der Diskussion sukzessiver Korrekturen wird die Entwicklung der
Quarkladungs-Matrix in 1/N¢ [BWO1] folgend beriicksichtigt:

1 1
% 0 0 m—i—i 0 0
0=|0 -5 o= 0 H-3 O
1 1 1
00 =3 0 0 w2 (3.37)
1
(E) 01 8 Ly
—= —_— +_
2
0 0 -} 2N¢

In Folge dieser Entwicklung trigt der Anteil der Wechselwirkungs-Lagrange-Dichte
proportional zur Kopplungskonstanten c4, in der Lagrange-Dichte in Gleichung (3.4),
zusitzlich zu den invarianten Amplituden in Tabelle B.3 bei. Wird nun ein Fit mit
denselben Vorgaben wie im vorherigen Abschnitt fiir alle verfiigbaren Zerfélle durch-
gefiihrt, so ergeben sich die im Vergleich zu den bisherigen Ergebnissen deutlichen
Verbesserungen in Tabelle 3.5.

Im Anhang findet sich in Tabelle B.6 noch zusitzlich ein Vergleich der Wahl fiir die
Behandlung der invarianten Matrixelemente. Vergleichbar zum vorher betrachteten
Fall der vollstindigen Langrange-Dichte, wird auch an dieser Stelle die zweite Vari-
ante zur Betrachtung des invarianten Matrixelements aus dem vorherigen Abschnitt
gewihlt. Die geringeren Werte fiir das reduzierte > sind fiir den Fall der entwi-
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Tabelle 3.5.: Experimentelle Zerfallsraten gegeniiber Modellrechnung fiir den Fall

eines entwickelten Q, mit ‘M” 2 Qg = 39.5° und Opy = —12.4°.
szed = 2.2 (zwolf Freiheitsgrade und sechs Parameter) und
Kopplungskonstanten ¢; = 0.0533 £ 0.0010, ¢ = —0.000483 +
0.000061, c¢3 = 0.00085 4+ 0.00027, ¢4 = 0.00136 £+ 0.00050,
cy = (1.01£0.40)-10°—L und ¢ = (-5.1+£1.3)-107°

MeV? MeV?’
sowie A; = 0.228 +0.036.
Zerfall I'ppg in keV Iod in keV o1 o
p? = ny  70.1£9.0 65.2+4.6 —0.073  —0.50
pt >ty  67.1£7.5 64.7+4.6 —0.039 —0.50
p? > ny 44.7+3.1 51.0+1.8 0.14 1.7
o — 1y 713.£19. 688. +23. —0.035 —0.82
®— Ny 3.82+0.34 3.97+0.40 0.042 0.30
o — nly 5.524+0.22 5.554+0.32 0.006  0.084
o —mny 55.4+1.1 552+1.6 —0.003 —0.083
o—n'y 0.26434+0.0095 0.262+0.014 —0.007 —0.083
K0 — K%  116.410. 136.6+4.2 0.18 2.0
K** — K*y 50.34+4.6 50.3+6.8 - -
n — py 56.6+2.6 55.6+2.8 -0.018 —0.27
N — oy 5.14+0.35 5.23+0.44 0.017 0.15

ckelten Quarkladungs-Matrix zu erwarten, da an dieser Stelle ein zusitzlicher Pa-
rameter hinzu kommt. Uberraschend ist die im Vergleich zum Fall eines nicht ent-
wickelten Q deutliche Verschlechterung des Wertes fiir den Zerfall K*© — K%, die
der guten Passung der anderen Ergebnisse zu den experimentellen Werte gegeniiber
steht. Dies ist in Abbildung 3.5 unterstiitzend graphisch dargestellt. Eingezeichnet
sind in der Abbildung die Zerfallsbreiten fiir die experimentellen Angaben in Schwarz
und den Fit der vollstandigen Lagrange-Dichte in Blau, sowie fiir die vollstindige
Lagrange-Dichte mit der in 1/N¢ entwickelten Quarkladungs-Matrix in griiner Farbe.
Grund fiir die Abweichung des Zerfalls konnten moglicherweise die in dieser Arbeit
nicht beriicksichtigen Quantenkorrekturen (Schleifenbeitriagen) sein. Die in [Kra20]
berechneten und in Tabelle 5.7 aufgefiihrten Einschleifenkorrekturen unterstiitzen, im
Vergleich zu den in dieser Dissertation bestimmten Ergebnissen, die Annahme.
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Abbildung 3.5.: Visualisierung relativer GroBen und Verdnderungen der Zerfalls-
breiten inklusive Fehler. Gegeben sind Experiment (schwarz), so-
wie im Modell die Ergebnisse fiir die vollstindige Lagrange-Dichte
mit physikalischen (blau) und in 1/N¢ entwickelter Quarkladungs-
Matrix Q.
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3.4.5. Kopplungskonstanten und Konvergenz

Innerhalb dieser Arbeit wurde fiir die Lagrange-Dichten ein Organisationsschema ba-
sierend auf den 1/Nc- und Quarkmassen-Korrekturen, dargestellt durch die ., ver-
wendet, siche Abschnitt 2.2.4. Es sei daran erinnert, dass fiir die Anzahl der Farb-
freiheitsgrade im physikalischen Falle Nc = 3 gesetzt wird und mit Blick auf die
Entwicklung in den Quarkmassen ist Mz /(41F)? ~ 1/4 ein typischer dimensions-
loser, kleiner Parameter, mit der Skala der chiralen Symmetriebrechung A, = 4nF
[MG84]. In Tabelle 3.6 sind die im Modell erhaltenen Kopplungkonstanten in der
Reihenfolge der Entwicklung geordnet aufgefiihrt. Die zweiten Spalte, gekennzeich-
net mit LO, enthilt die Ergebnisse fiir die Lagrange-Dichte in fiihrender Ordnung
mit dem Mischungswinkel ®p = O o = —19.7° sowie idealer ¢-w-Mischung. Fiir
die Ergebnisse des Grenzfalls einer erhaltenen SU (3)-Symmetrie (LO + 1/N¢) in der
dritten Spalte werden die Mischungswinkel aus dem Fall fithrender Ordnung beibe-
halten. Darauf folgend ist in der vierten Spalte der Fall einer vollstandigen Lagrange-
Dichte inklusive der Korrekturen in 1/N¢ und Quarkmassen (NLO) mit den zugeho-
rigen Mischungswinkeln @p = Onp o = —12.4° und Oy = 39.5° aufgefiihrt. Zuletzt
ist mit den gleichen Mischungswinkeln der Fall einer Entwicklung der Quarkladungs-
Matrix (NLO, Q in 1/N¢) in der verbleibenden Spalte platziert. Wie in Appendix B
in den Tabellen B.2 und B.3 zu sehen ist, verdndern sich Beitrige und Gewichtung
der Kopplungskonstanten ¢; beim Ubergang von einer physikalischen hin zu einer in
1/N¢ entwickelten Quarkladungs-Matrix. Mit Ausnahme der Konstanten c¢; ist dies
der Grund fiir die teils unterschiedlichen Beitridge der einzelnen Kopplungskonstanten
in den beiden letzten Fillen.

Tabelle 3.6.: Vergleich der Kopplungskonstanten (von links nach rechts):
a) Lagrange-Dichte fithrender Ordnung, Mischungswinkel ®y,®p
in LO, Q physikalisch; b) Lagrange-Dichte inkl. Korrekturen in 1/N,
Mischungswinkel ®y,®p in LO, Q physikalisch; c¢) vollstindige
Lagrange-Dichte, Mischungswinkel ®y,®p in NLO, Q physikalisch;
d) vollstindige Lagrange-Dichte, Mischungswinkel ®y,®p in NLO,
mit Q in 1/Nc.

Kopplungskonstante c; LO LO+1/N¢ NLO NLO,Qin1/N¢
¢y in [1072] 3.844+0.26  3.434+0.22 5.27+0.15 5.3340.10
¢y in [1072] - 0.67+0.10 —0.081+0.016 —0.0483£0.0061
c3in [1072] - —0.44+030  0.23440.071 0.085 +0.027
¢4 in [1072] - - - 0.136 +0.050
¢4 in [1072GeV 2] - - 0.246+0.060 0.101 £0.040
c—in [1072GeV 2] - - —0.60+0.32 —0.5140.13
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Abschlieend sei noch kurz die Grolenordnung der einzelnen Korrekturen im Ver-
gleich zum Term fithrender Ordnung betrachtet (siehe Abschnitt 2.2.4 zum Aufbau
des Organisationsschemas). Die Konstanten ¢, c3 und ¢3 werden fiir den physika-
lischen Fall mit einem Faktor N¢c = 3 multipliziert, um die Koeffizienten der Entwick-
lung in 1/N¢ zu erhalten. Gleichermaflen werden zur Bestimmung der Koeffizenten
der dimensionslosen Entwicklung in den Quarkmassen die Konstanten ¢4 und c_ mit
(4nF )2, mit F aus Gleichung (2.69), multipliziert. Die den letzten beiden Spalten in
Tabelle 3.6 entsprechenden Ergebnisse sind in Tabelle 3.7 angegeben.

Tabelle 3.7.: Blick auf Konvergenzverhalten der vollstindigen Lagrange-Dichte,
Mischungswinkel ® in NLO, mit physikalischem Q in linker Spalte und
zur Rechten fiir Q in 1/N¢.

ci Q phys. [1072] Q1/N¢ [1072]
¢l 5.27 533
¢2-Ne —0.24 —0.14
¢3-Ne 0.70 0.26
c4-Ne - 0.41
;- (4nF)? 0.32 0.13
c_- (4nF)* —0.77 —0.66

Im Folgenden seien beispielhaft fiir die Folgerungen, die aus Tabelle 3.7 zu ziehen
sind, die Ergebnisse fiir den Fall der vollstindigen Lagrange-Dichte mit physika-
lischem Q aus der zweiten Spalte betrachtet. Wird Tabelle B.2 zu Rate gezogen,
fallt zunédchst das Faktum auf, dass in jeder der Amplituden 4;, ausgenommen As,
die Kopplungskonstante aus dem Beitrag fithrender Ordnung c; an erster Stelle steht.
Zur Vereinfachung der Identifikation des groBten relativen Beitrages ist jedes 4; der-
art mit einem passenden Faktor zu multiplizieren, dass der Term fithrender Ordnung
durch ein einfaches 1-c¢; gegeben ist. Mit Blick auf die Korrekturen in 1/N¢ ergibt
sich nach Einsetzen der Werte aus der mittleren Spalte von Tabelle 3.7

fiir die Amplituden A9 und A4;; beziehungsweise

33|

=0.199
2cq

fiir 47 und A4;¢. Es ist darauf zu verweisen, dass diese Zahlen, sobald sie noch einem
Faktor 1/3 multipliziert werden, relativ kleine Korrekturen in 1/N¢ zur Folge haben.
Fiir die Quarkmassen findet sich die grofite Korrektur aufgrund der Konstanten ¢ in
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der Amplitude 44 und nimmt das Verhiltnis

16]cy | (4nF)?

=0.324
3¢y
an, was noch mit ) )
Miz — M.
K TR < 1/4
(4nF)

zu multiplizieren ist. Diese relative Korrektur aufgrund der Quarkmassen ist somit
groBer als die Korrektur in 1/N¢. Gleiches gilt im Fall der durch den Prozess
K** — KTy bestimmten Kopplung c_, die auf ein Verhiltnis

6|c_| (4nF)*
Cl

=0.877

fithrt. Fiir den Fall eines in 1/N¢ entwickelten Q ergeben sich dhnliche Ergebnisse,
wobei sich die Verhiltnisse fiir alle Korrekturen aufgrund deren geringerer relativer
GroBe leicht in der GroBe reduzieren.

3.4.6. Vergleich mit anderen theoretischen Berechnungen

In dieser Dissertation wird der Vergleich des Vorgehens und der zugehorigen Ergeb-
nisse des Modells dieser Arbeit mit anderen theoretischen Berechnungen auf die-
jenigen Ansitze beschrinkt, die ebenfalls auf der Konstruktion chiraler effektiver
Langrange-Dichten basieren.

Zundchst wird eine Anwendung des Vektor-Meson-Formalismus in der Veroffent-
lichung von Klingl, Kaiser und Weise [KKW96] betrachtet. In dieser wird die be-
kannte Lagrange-Dichte fithrender Ordnung der Zerfille PV fiir den Zerfall neu-
traler Vektor-Mesonen in Pionen entwickelt. Beim Vergleich mit Gleichung (3.19)
aus [KKW96] fillt auf, dass bei einer Ersetzung von 2ecy /F durch d/ fy in Gleichung
(3.2) dieser Dissertation, die in beiden Arbeiten vorgestellten Lagrange-Dichten tiber-
ein stimmen. Man beachte bei dem Vergleich die unterschiedlichen Konventionen zur
Normierung der Vektor-Meson-Felder, im Vergleich zur Referenz unterscheidet sich
die gewihlte Normierung in dieser Arbeit um einen Faktor 1/2. Allerdings ist fest-
zuhalten, dass bei Vergleich von Gleichung (4.7) aus [KKW96] und der in dieser
Arbeit entwickelten Zerfallsrate in Gleichung (3.27) eine Diskrepanz zu konstatieren
ist. Konkret sollte in der zweiten Zeile von Gleichung (4.7) mit einem Faktor 1/9,
stammend aus den Elementen der Quarkladungs-Matrix aufgrund von (2/3 —1/3)?,
multipliziert werden. Demzufolge muss zur Vervollstindigung der Korrektur auch
die in Gleichung (4.10) erhaltene Kopplung d ~ 0.01 mit einem Faktor 3 multipli-
ziert werden.

Des Weiteren findet der Formalismus der antisymmetrischen Tensoren [Kyr69; Kyr72]
zur Bestimmung der PVy-Wechselwirkung Verwendung, Beispiele hierfiir sind die
Arbeiten [RPP0O3; LLO8; TLL12; CGZ14]. In der Veroffentlichung von Ruiz-Femenia,
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Pich und Portolés [RPP0O3] wurden die zu den Wechselwirkungen zweier Vektorfelder
mit einem pseudoskalaren Feld (kurz: V'V P) mit sieben Kopplungskonstanten und fiir
eine Vektorresonanz mit einem externen Vektorfeld und einem pseudoskalaren Feld
(kurz: VJP) mit vier Kopplungskonstanten gehdrende Wechselwirkungs-Lagrange-
Dichten konstruiert. Unter Ausnutzung des Verhaltens der QCD der Green’schen
Funktionen bei kleinen Distanzen, wurden zwischen den Kopplungen Zwangsbe-
dingungen entwickelt. Mit Verwendung dieser Zwangsbedingungen bietet Gleichung
(4.6) aus [RPPO3] eine von Parametern freie Vorhersage des Ubergangsmatrix—
elements fiir den Prozess ® — nt’y, was sich fiir den Wert der Kopplungskonstanten
c1 aus dieser Arbeit die folgende Vorhersage umsetzen lésst

1 1 ( 3 mgy me)
Cl = — S U
4/2\8n F  2m

Unter Verwendung von F' = 90.7 MeV und mg = my = 782.7 MeV und der Vernach-
lissigung von Messfehlern ergibt sich daraus der Wert |c| =4.77- 1072, was in einem
guten Vergleich mit der Vorhersage in fiihrender Ordnung |c1| = (3.8440.26) - 102
aus Tabelle 3.1 steht.

Auch die Autoren Lutz und Leupold [LLO8] nutzen zur Beschreibung der radia-
tiven Zerfille des Vektor-Meson-Nonets in das pseudoskalare Oktett die Beschrei-
bung der Vektor-Felder mittels antiysmmetrischer Tensoren. Hierbei klammert ihre
Diskussion allerdings das 1’ aus, wobei das physikalische 1 als Teil des pseudo-
skalaren Oketts eingeordnet wird, und fiir die ¢- und ®-Mesonen die ideale Mischung
angenommen wurde. Ein Zerfall findet nun entweder in fithrender Ordnung iiber
einen VV P-Vertex derart statt, dass das propagierende neutrale Vektor-Meson an ein
reelles Photon koppelt* oder iiber eine direkte PVy-Wechselwirkung, die allerdings
innerhalb des chiralen Zihlschemas dieser Quelle als von hoherer Ordnung gezihlt
wird. Die Zerfallsraten enthalten dann drei Kopplungskonstanten beziehungsweise
Kombinationen aus Kopplungskonstanten von einzelnen Vertices. Dabei handelt es
sich um die Kopplung des direkten Zerfalls e4 und die Kombinationen /4ey und byey
des indirekten Zerfalls. Innerhalb des Grenzfalls einer erhaltenen SU (3)-Symmetrie
stimmen die Ergebnisse fiir die invarianten Amplituden in vollem MaBle mit denen
aus [LLO8] iiberein. Dies lésst sich zeigen, indem alle Massen der Vektor-Mesonen
gleich my, alle Massen der pseudoskalaren Mesonen gleich M, die Zerfallskonstante
F = f und abschlieBend ¢|&;| = |é4| <éA =ep+ (1/4) hpey —ZbAeVMZ/m‘Z,>, ge-
setzt werden.

In der auf der vorangegangenen Referenz aufbauenden Arbeit von Terschluesen, Lutz
und Leupold [TLL12] wurde auch das 1’ zusitzlich mit beriicksichtigt. Mit zwei wei-
teren zusdtzlichen Parametern, dem Mischungswinkel der pseudoskalaren Mesonen
®p und dem aus der Wechselwirkung des Singulett-n mit zwei verschiedenen Vektor-

“Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass das entsprechende Diagramm, was in Abbildung 3.3 zu
Beginn dieses Kapitels zu finden ist, fiir eine Verwendung des Vektorformalismus keinen Beitrag
liefert.
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Mesonen stammenden Parameter by wurden insgesamt fiinf Parameter unter Verwen-
dung von fiinf physikalischen Zerfillen angepasst. Insbesondere ist be dieser Rech-
nung auffillig, dass ein unerwartet niedriger Wert ®p ~ +-2° fiir den Mischungswin-
kel bestimmt wurde. Werden Effekte, die zu einer Brechung der SU (3)-Symmetrie
fiihren, beriicksichtigt, so stehen in der vorliegenden Arbeit zwei Parameter ¢ und
c_ zur Verfiigung, wohingegen in Quelle [LLO8]36 nur die Kombination der Para-
meter bgey auf eine Brechung der SU (3)-Symmetrie fiihrt. Der genannte Term ent-
spricht der zu ¢ zugehorigen Struktur. Insbesondere ist festzustellen, dass die inner-
halb der SU (3)-Symmetrie giiltige Relation |Ag++ _,g+y| = 2|Ag-0_, goy| innnerhalb
des theoretischen Konstrukts von [LLO8] nicht gebrochen werden kann, ausgenom-
men es werden Terme hoherer Ordnung mit hinzu genommen. In der vorliegenden
Dissertation fiihrt im Gegensatz dazu der Parameter c_ auf ein Entkoppeln der Am-
plituden Ag-+_, g=y und Ag-0_, goy. Es ist zu bedenken, dass die Wichtigkeit eines sol-
chen Terms im Zusammenhang mit der Brechung der SU (3)-Symmetrie von Chen,
Guo und Zhen in Referenz [CGZ14] bereits fiir die strahlenden Zerfille K* — Ky
ausgearbeitet wurde. Zudem wurden in [CGZ14] die Ergebnisse von [RPP03] durch
die Erweiterung des Formalismus auf angeregte Vektor-Meson-Zustinde erginzt.
Eine neuere Referenz von Kimura, Morozumi und Umeeda [KMU18] untersucht
die Zerfille leichter Hadronen in einem Modell einer chiralen effektiven Lagrange-
Dichte im Hidden-Gauge-Formalismus [BKY85; BKY88] mit einer Darstellung der
Vektor-Meson-Felder durch antisymmetrische Tensoren [Eck+89a]. Dabei werden
Resonanzen von Vektor-Mesonen und Korrekturen auf dem Niveau einer Schleife mit
beriicksichtigt. Das Modell beriicksichtigt Oktett- und Singulett-Felder der Mesonen
in einer Darstellung der SU(3), die Mischung der pseudoskalaren und Vektor-Mesonen
wird als Folge einer Brechung der Isospin- und SU(3)-Symmetrien in Beitrdgen der
Selbstenergie betrachtet. Ergiinzend der Betrachtung der elektromagnetischen Uber-
ginge PVy werden die Dalitz-Zerfille PV /"¢~ untersucht und zugehorige Formfak-
toren unter Zuhilfenahme experimenteller Datenreihen bestimmt. Insgesamt erhélt
[KMU18] sechs Kopplungskonstanten in den Prozessen PV, drei fiir leichte Vektor-
Mesonen und drei in den Beitrigen der Resonanzen, die an experimentelle Daten
von Zerféllen und mittels Formfaktoren zu entsprechenden Dalitz-Zerfillen angepasst
werden. Im Gegensatz dazu werden in dem Modell dieser Dissertation nur experimen-
telle Daten zu den Zerfillen PV7y zur Anpassung der Kopplungskonstanten verwendet
und Formfaktoren der Dalitz-Zerfélle werden nicht benétigt. Insgesamt kann das Mo-
dell aus [KMU18] Vorhersagen fiir elf elektromagnetische Uberginge PV liefern,
aufgefiihrt in Tabelle 3.8, der Zerfall ' — p°y konnte nicht erfasst werden.

Ein Vergleich der in den Modellen aus [KMU18] und dieser Dissertation bestimmten
Zerfallsraten fiir die elektromagnetischen Uberginge PV'y ist in Tabelle 3.5 angege-
ben. Auch unter Beriicksichtigung, dass in [KMU18] ausgehend von experimentellen
Angaben einer élteren Ausgabe der Particle Data Group gearbeitet wird, ist festzu-
stellen, dass die Ergebnisse fast durchweg deutlich schlechter sind als die aus dem
Modell dieser Dissertation. Zudem sind auch die angegebenen Fehler, insbesondere
fiir den Zerfall ¢ — n’y, in fast allen Prozessen deutlich groBer als im Modell die-
ser Dissertation. Ein Blick auf die Ergebnisse dieser Dissertation fiir die Erhaltung
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Tabelle 3.8.: Experimentelle Zerfallsraten gegeniiber Modellrechnung aus dieser
Dissertation, siche Tabelle 3.5, und [KMU18].

Zerfall I'ppg in keV I'nod in keV I'kmuig in keV
p" -7y  70.14+9.0 65.24+4.6 46+5
pt =ty  67.1£7.5 64.74+4.6 7347
p? = ny 44.7+3.1 51.04+1.8 3315

o — 1ty 713.419. 688.423. 710490
®— Ny 3.8240.34 3.97+040  55%1%
o — my 5.52+0.22 5554032 171§?

o —mny 55.441.1 55.2+1.6 2019,
o—n'y 0.26434+0.0095 0.262+0.014 0.3970:2
K0 — K%  116.£10. 136.64+4.2  110+10
K** - K*y 50.3+4.6 50.3+6.8 28+3
n—p%  56.6+2.6 55.6+2.8 —

n — oy 5.14£0.35 5234044 46137

der SU(3)-Symmetrie in Tabelle 3.2 gegeniiber Brechung dieser Symmetrie in Tabel-
le 3.3 zeigt einen insgesamt deutlichen Unterschied in den bestimmten Zerfallsraten
und ihrer Abweichung von den experimentellen Werten. In dem Sinne gleichen die
Ergebnisse von [KMU18] eher dem Fall einer erhaltenen SU(3)-Symmetrie in dieser
Dissertation.

Ein Blick auf die in den obigen Abschnitten genannte Referenzen zeigt, dass diese
ihre Betrachtungen teils auf eine deutlich geringere Anzahl an Zerfillen beschrin-
ken. Favorisiert wird hier der Prozess ® — noy, unter anderem fiir eine anschlieende
Ausweitung der Diskussion auf den Dalitz-Zerfall ® — n°¢*¢~. Zudem werden zu-
meist Kopplungskonstanten und keine berechneten Zerfallsraten zu Zerfillen PV'y
angegeben. Somit ist zum Abschluss des Vergleichs festzuhalten, dass das Modell
dieser Dissertation nach aktuellem Stand gleichzeitig die vollstindigste Diskussion
aller elektromagnetischen Ubergiinge PVy mit den bislang im Vergleich zur aktuellen
Ausgabe der Particle Data Group [Tan+18] besten Ergebnissen liefert.

Abschlielend ist noch zu erwihnen, dass die Ergebnisse fiir die Lagrange-Dichte fiih-
render Ordnung dieser Arbeit mit den in Abbildung 3 von Danilkin, Deineka und Van-
derhaeghen in Referenz [DDV17] angegebenen Koeffizienten in gutem Male iiber-
ein stimmen. Die genannten Werte nutzen iiber die SU (3)-Symmetrie hinausgehend,
Eigenschaften der Nonet-Symmetrie unter der Annahme idealer Mischung fiir das
¢-o-System und der Vernachlissigung der n-1’-Mischung.
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4. Elektromagnetische Ubergénge
PVt~

Im vorangegangenen Kapitel wurden fiir ein im Rahmen einer chiralen effektiven
Feldtheorie entwickelten Modell fiir elektromagnetischer Uberginge eines Meson A
im Anfangszustand in ein Meson B und reelles Photon Y im Endzustand die zuge-
horigen Parameter an experimentelle Daten angepasst. Ziel ist nun die Erweiterung
des Modells von einem reellen auf ein virtuelles Photon im Endzustand, welches
in ein Lepton-Paar zerfillt. Das Lepton-Paar dieser auch Dalitz-Zerfélle genannten
Prozesse, in dieser Arbeit abgekiirzt PV /" (™, besteht immer aus einem geladenen
Teilchen-Antiteilchen-Paar, symbolisiert durch ¢*¢~. Angefangen mit prinzipiellen
Uberlegungen zum Ubergang von PVy zu PV/* ¢~ werden notwendige Feynman-
Diagramme festgelegt und zugehorige Lagrange-Dichten aufgestellt, im Anschluss
daran die Zerfallsraten und Ubergangsformfaktoren (im Englischen , transition form-
factor®, kurz TFF) bestimmt und mit experimentellen sowie Ergebnissen anderer
theoretischer Modelle verglichen.

4.1. Die physikalischen Zerfalle

Ausgehend von den Symmetrieiiberlegungen fiir die elektromagnetischen Uberginge
PVvyin Abschnitt 3.1 ist davon auszugehen, dass auch insgesamt zwolf physikalische
Zerfille PV{T{¢~ zu erwarten sind. Experimentell erfasst sind, die zur Bestimmung
der Zerfallsraten verwendeten Verzweigungsraten wurden aus [Tan+18] entnommen,
davon in exakten Messungen die in Tabelle 4.1 angegebenen Zerfille. Ergdnzend dazu
zeigt Tabelle 4.2 eine Auswahl von Zerfillen, fiir die bislang nur Abschitzungen iiber
obere Grenzen fiir die Werte der Zerfallsraten angegeben werden konnen.

Tabelle 4.1.: Exakt gemessene Zerfallsraten von physikalischen Zerfillen PV ¢~ in

keV.
Zerfall I'ppi [keV]
o — mlete” 6.54+£0.57
o — utu 1.14+0.16

¢ — mete  0.0565+0.0047
O —mete 0.459 +0.020
N — wete”  0.0392-+0.0096
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Tabelle 4.2.: Mittels Abschidtzungen erfasste Zerfallsraten physikalischer Zerfille
PV({t{™ inkeV.

Zerfall I'ppg [keV]
p? = mlete < 1.79
p? = mete” <1.04
®—nete” < 0.093
ooty <0.040

4.2. Von PVyzu PV/{*(~

4.2.1. Aufbau auf Punktwechselwirkung PVy

Unter der Annahme eines punktformigen Teilchens A im Ausgangszustand konnen,
aufbauend auf den Ergebnissen fiir die elektromagnetischen Ubergiinge PVYy in
Kapitel 3, die Dalitz-Zerfillen PV ¢~ innerhalb des Rahmens der Quantenelektro-
dynamik beschrieben werden. Dabei wird fiir einen Zerfall A — By* angenommen,
dass das virtuelle Photon in ein Lepton-Paar zerfillt [KWS55]. Den in [BD65] verwen-
deten Konventionen folgend bedeutet dies eine Ersetzung des Polarisationsvektors €y
des Photons in Gleichung (3.8) via

& — — ) (6 ﬁ(kg—,Sg—)’YaV(ngr,Sng)) . 4.1

Dabei ist ¢ der Impuls des virtuellen Photons, das Lepton-Paar £ und ¢~ ist in den
Zustianden u, v mit Impuls k)~ = k_ und respektive k,+ = k., sowie mit der gemein-
samen Masse my gegeben. Dieser einfache Ansatz fiihrt dann, bei Beriicksichtigung
der Polarisation der Vektor-Mesonen und vor Kontraktion der Lorentz-Indices fiir das
invariante Matrixelement, auf das folgende Ergebnis fiir den Fall eines Vektor-Mesons
im Ausgangszustand,

o(1)

2 Ing A ! PoPpo’
M| =etese™P Y gy (_gpp’ s )kckcl

A
2my 2e2 /1
% ) (k—vk v +kivk v — gywks k) — gyy |j2[|2 )
(¢%)" \m

l
wobei die gleichen Konventionen zu Benennungen und Normierungen aus Kapitel
3 zur Anwendung kommen. Der Grund fiir die Benennung des invarianten Matrix-
elements, wie es in Gleichung (4.2) gezeigt ist, wird spiter in der Diskussion ersicht-
lich. Auch sagt die Quantenelektrodynamik, abgekiirzt QED, eine starke Abhéngig-
keit der Zerfallsrate des Mesons im Anfangszustand von der invarianten Masse des
Lepton-Paares m%+ - = q2 voraus.

4.2)
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Unter Verwendung der in Abschnitt 3.4 fiir die elektromagnetischen Uberginge PV'y
bestimmten Kopplungskonstanten lassen sich dann mit der in Gleichung (4.2) durch-
gefithrten Anpassung des invarianten Matrixelements und der Integration iiber den
Phasenraum eines Zerfalls von einem in drei Teilchen die Zerfallsraten der Zerfille
PV/(*t¢~ bestimmen. Eine Ausfiihrung der Integrationsschritte, die in groBen Teilen
analog zum bereits bekannten Fall des Zerfalls eines Teilchens in zwei Endprodukte
funktioniert, findet sich in Appendix C.4. Die zu den experimentell exakt erfassten
Zerfillen zugehorigen Ergebnisse sind in Tabelle C.8 im Anhang aufgefiihrt und es
lisst sich feststellen, dass ausgenommen des Zerfalls ¢ — ne* e~ allein die GroBen-
ordnungen der Ergebnisse zu denen der experimentellen Werte passen. Im genannten
Fall liegt der Unterschied sogar bei einem Faktor o< 10?. Die Differenzen zwischen
den experimentellen Werten und Ergebnissen des an dieser Stelle betrachteten An-
satzes bestdtigen, dass diese einfache Erweiterung des Modells nicht der physika-
lischen Realitidt geniigt. Der Grund fiir die mangelhafte Beschreibung der Zerfille
und der Abweichung von der durch die Quantenelektrodynamik vorhergesagten Ab-
hingigkeit, ist in der Annahme punktférmiger Teilchen sowohl im Anfangs- als auch
im Endzustand zu suchen. Diese Mesonen A bzw. B weisen in der physikalischen
Realitit eine elektromagnetische Struktur auf, welche durch den elektromagnetischen
Ubergangsformfaktor, oder kurz Formfaktor, beschrieben wird [Lan85].
Ein Ansatz zur Erkldrung der Kopplung eines Hadron an das virtuelle Photon y* ist
das Modell der Vektor-Meson-Dominanz, abgekiirzt VMD [Sak69], das von einem
virtuellen Vektor-Meson V* mit Masse my+ im Zwischenzustand ausgeht. Dieser
Mechanismus zeigt sich vor allem im Bereich des zeitartigen Intervalls des Impuls-
tibertrags (ng)2 < ¢? als dominant. Nahe ¢ = m‘z,* ist ein resonantes Verhalten des
virtuellen Photons festzustellen, da sich das virtuelle Vektor-Meson der Massenscha-
le nihert. Beobachtung und der Grad dieses Verhaltens stellen somit ein Nachweis
des Modells der Vektor-Meson-Dominanz dar und die Eignung des Modells zur Be-
schreibung der Dalitz-Zerfille wird spiter in diesem Kapitel anhand experimenteller
Datenreihen untersucht.
In Anpassung an die allgemein giiltige Parametrisierung der Dalitz-Zerfille, geprigt
von [Lan85] fiir den Prozess ® — 1’/ ¢, lisst sich das Ubergangs-Matrixelement
fiir die elektromagnetischen Zerfille PVy (Gleichung (3.8)) fiir ein reelles Photon
umschreiben zu

MO = (4> =0) ee™POg,eieypks (4.3)

mit der Definition des Ubergangsformfaktors fiir g*> = 0
f(@#=0)=-4. (4.4)

Wie in Gleichung (4.4) zu erkennen ist, entspricht der Formfaktor im Fall reeller
Photonen bis auf ein Vorzeichen gerade der Amplitude in der in dieser Arbeit ge-
wihlten Normierung. Fiir die einfach differentielle Zerfallsrate, normiert mit der Zer-
fallsrate des zugehorigen elektromagnetischen Ubergangs, ergibt sich dann am Ende
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der Rechnung mit der Parametrisierung allgemein der Ausdruck

dT (A — BOT0)

= 2
dmp TS By~ (QEDasl [Fa (mese)I (4.5)

Dabei beschreibt der QED-Beitrag nur einen Term fiihrender Ordnung in den Zer-
fallsamplituden und es miissten weitere, radiative Korrekturen beriicksichtigt wer-
den. Allerdings wird die GroB3enordnung der Auswirkung dieser Korrekturen auf den
Term fithrender Ordnung anhand in der Struktur dhnlicher Prozesse in einem Bereich
von um die zehn Prozent abgeschiitzt. Fiir einen Betrachtung der radiativen Korrek-
turen des Prozesses 1’ — e*e ™ sieche beispielsweise [HKN15]. Die ausfiihrlichen
Inhalte der einzelnen Terme in Gleichung (4.5) werden im folgenden Abschnitt mit
der Erweiterung der Punktwechselwirkung auf eine Wechselwirkung mit Formfaktor
Fsp (my+y-) im Detail gezeigt.

4.2.2. Von Punktwechselwirkung zu Formfaktor

Zur vollstindigen Betrachtung der Zerfille PV "¢~ ist das in Kapitel 3 entwickelte
Modell um ein weiteres Feynman-Diagramm zu erweitern. Dieses ist zur Rechten in
Abbildung 4.1 zu finden und enthilt ein zusitzliches, virtuelles Vektor-Meson V* im
Zwischenzustand, das iiber ein virtuelles Photon y* in ein Lepton-Paar zerfallt.

/,P /,P
V /’// V ///
- H\\
Y et A i A
1 '
0 0

Abbildung 4.1.: Feynman-Diagramme fiir Dalitz-Zerfille PV/*¢~. Direkter Zerfall
mittels Punktwechselwirkung auf der linken, Zerfall mit Vektor-
Meson im Zwischenzustand auf der rechten Seite.

In der praktischen Rechnung bedeutet dies, dass in der Reihenentwicklung der
S-Matrix zusitzlich zum bereits berechneten Term erster Ordnung O (1) ein weiterer
Term bertiicksichtigt werden muss:

J/

1
S=14i [l Lt} 5 [AxdYTE Lt L} (4.6)

o(1) 0(2)
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wobei innerhalb dieser Dissertation sowohl das Vorzeichen als auch der Faktor 1/2
mit in den Term O(2) gezogen werden.! Das zum Term erster Ordnung zugehori-
ge Matrixelement wurde bereits in Gleichung (4.2) bestimmt, es verbleibt noch den
zum Term zweiter Ordnung zugehdrigen Beitrag zu berechnen. Im entsprechenden
Diagramm ist festzustellen, dass die Lagrange-Dichten fiir zwei weitere Vertices, fiir
die Wechselwirkung eines pseudoskalaren Meson mit zwei Vektor-Mesonen (kurz:
PVV) und fiir die Wechselwirkung eines Vektor-Mesons mit einem Photon, das in
ein Lepton-Paar zerfillt (kurz: V) zu bestimmen und die zugehdrigen Kopplungs-
konstanten zu ermitteln sind. Der Term zweiter Ordnung entsteht aus der Integration
tiber die Multiplikation der Normalordnungen der zu den Vertices zugehorigen
Wechselwirkungs-Lagrange-Dichten. Aus der Kontraktion je eines Vektor-Meson-
Zustands der beiden Lagrange-Dichten entsteht dann das propagierende Vektor-Meson
im Zwischenzustand?.

4.2.3. Der Vertex Vy

Als ersten weiteren Vertex, der zur Betrachtung der Prozesse PV /"¢~ notwendig ist,
wird der Ubergang zwischen einem neutralen Vektor-Meson V mit Masse my und
einem Photon ¥ (kurz V), das dann in ein Lepton-Paar £/~ zerfillt, fiir Leptonen
¢* mit Masse my, betrachtet.

Abbildung 4.2.: Vertex des Ubergangs eines Vektor-Mesons in ein Lepton-Paar.

Fiir den Zerfall eines Vektor-Mesons in ein Photon, sieche Abbildung 4.2, ldsst sich
nach Entwicklung der Bausteine die folgende Lagrange-Dichte aufstellen,

V= —2eC‘1/YF’N <QG,uv> - 4BOeC‘2/YFW <MQGIN> ) (4.7)

wobei G,y = d,,Vy —9yV,, der antisymmetrische Feldstirke-Tensor der Vektor-Mesonen
ist. Ein Term fiir Korrekturen in 1 /N tritt fiir neutrale Vektor-Mesonen auch fiir ein
in 1/N¢ entwickeltes Q nicht auf. Grund dafiir ist, dass fiir die Spuren aufgrund ihrer

'Der Zerfall Y — ¢ ¢— entspringt formell einer weiteren Ordnung in der Storungstheorie. Das Er-
gebnis der zugehdrigen Kontraktion T {: Lpyy :: Ly+,- : } wird mittels der Ersetzung in Gleichung
(4.1) beriicksichtigt.

Eine auf mathematische Vorgehensweise fokussierte Darstellung der Rechnungen lisst sich in
[Zei06] nachschlagen.
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zyklischen Eigenschaft und der Antisymmetrie des Feldstidrke-Tensors gilt

<Q> <G,UV> =0 )

Fir die drei physikalischen Zerfille neutraler Mesonen in ein Lepton-Paar,
p? = ete™, ® — ete” und ¢ — ete, sind die Zerfallsraten, bestimmt aus den
[Tan+18] entnommenen Verzweigungsraten, in Tabelle C.9 eingetragen. Da inner-
halb dieser Dissertation von einem Erhalt der Lepton-Universalitidt ausgegangen wird,
werden die ebenfalls gemessenen Zerfélle mit einem Paar Myonen im Endzustand als
den Elektronen gleich gestellt angesehen und konnen nicht als separate Daten zum Fit
der Kopplungskonstanten verwendet werden. Gleichwohl werden die Myon-Zerfille
in unterschiedlichen Kombinationen zusammen mit den Elektron-Zerfillen genutzt,
um das Ergebnis der Anpassung der Kopplungskonstanten zu verbessern. Fiir die Zer-
fallsbreite ergibt sich nach Bestimmung des invarianten Matrixelements und Integra-
tion tiber den Phasenraum zu

2.2 2 2
e e, / " g (m_g +2> de|a"7? . (4.8)
my, ny

Dabei sei 4V die zu den Ubergingen V7 zugehorige Amplitude. Es sei an dieser
Stelle zu erwiihnen, dass die Phasenriume fiir die Zerfille A — By und V — (¢~
strukturell im Phasenraum identisch sind, in dem Sinne kann die Integration wie in
Kapitel 3 fiir die elektromagnetischen Ubergiinge PV gezeigt durchgefiihrt werden.

4.2.4. Der Vertex PVV

Der zweite in der Diskussion der Prozesse PV /(" (™ zusiitzlich auftretende Vertex ist
der einer Wechselwirkung zwischen einem pseudoskalaren und zwei Vektor-Mesonen.
Das Feynman-Diagramm der Wechselwirkung eines pseudoskalaren Meson mit zwei
Vektor-Mesonen ist in Abbildung 4.3 dargestellt.

Abbildung 4.3.: Feynman-Diagram des Ubergangs zwischen einem pseudoskalaren
Meson P und zwei Vektor-Mesonen V.

Die zu dem Prozess zugehorige Wechselwirkungs-Lagrange-Dichte in fiihrender
Ordnung lautet

[PV _ _%guvpcclfvv {{3,V,Vp } 05®) . (4.9)
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Eine vollstindige Lagrange-Dichte, wie sie aus der Entwicklung der Bausteine
inklusive Korrekturen in 1/N¢ und der Quark-Massen entsteht, ist in Appendix C
in Gleichung (C.10) zu finden.

Zur Diskussion des Vertex fiir den Ubergang zwischen einem pseudoskalaren
Meson und zwei Vektor-Mesonen steht an experimentellen Ergebnissen laut der
Particle Data Group [Tan+18] in einer exakten Messung nur der Zerfall ¢ — wn® zur
Verfiigung. Dieser verletzt allerdings die Annahme der Isospin-Erhaltung und kann
somit innerhalb der Konventionen dieser Arbeit, welche die Erhaltung des Insospins
voraussetzen, nicht modelliert werden. Somit ist ein alternativer Weg zur Bestim-
mung der Kopplung des PVV-Vertex zu beschreiten. Gewéhlt werden die Zerfille
eines Vektor-Mesons in drei pseudoskalare Mesonen, die sich aus zwei Beitrigen zu-
sammensetzen. In Abbildung 4.4 sind der direkte Zerfall und der Zerfall mittels eines
virtuellen Vektor-Mesons im Zwischenzustand abgebildet.

P

v* /
P P
Abbildung 4.4.: Feynman-Diagramme fiir den Ubergang eines Vektor-Mesons V in
drei pseudoskalare Mesonen P. Linker Hand die Punktwechsel-

wirkung, rechter Hand der zweistufiger Zerfall via virtuellem Vektor-
Meson V* im Zwischenzustand.

Letzterer wurde bereits fiir den Zerfall ® — 31 von Gell-Mann, Sharp und Wagner
[GSW62a] in dem so benannten GSW-Prozess beschrieben, bei dem das w-Meson zu-
néchst in ein Pion und ein Rho-Meson, 7tp, tibergeht und dann das Rho-Meson in ein
Pion-Paar zerfillt, p — ©w. Zu den Diagrammen zugehorig sind die Wechselwirkungs-
Lagrange-Dichten fiihrender Ordnung zu den Vertices V PP,

VPP _ —i%CYPP <Vu [BNCI), cp] > 7 (4.10)
und VPPP,

[ V—PPP _ i}%SHVPGCYPPP (2 <V#8VCI> [ap(b, acq)} >
_ <VM (apcbavcpacq) — 3cq>avq’apq’)> ’)

4.11)

zu bestimmen. Die vollstdndigen Lagrange-Dichten inklusive Korrekturen in 1/N¢
und der Quark-Massen finden sich in Appendix C in den Gleichungen (C.11) und
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(C.12). Fiir den Zerfall eines Vektor-Mesons in zwei pseudoskalare Mesonen stehen
im Rahmen des Modells dieser Dissertation bis zu sieben’ Zerfille, siche Appendix
C in Tabelle C.10, zur Verfiigung. Hingegen stehen fiir die Zerfille eines Vektor-
Mesons, genauer eines neutralen Vektor-Mesons, in drei Pionen laut [Tan+18] ins-
gesamt drei Zerfille zur Verfiigung. Die zu diesen Prozessen zugehorigen Zerfalls-
raten sind in Appendix C in Tabelle C.11 aufgefiihrt. Demzufolge konnen die Kopp-
lungskonstanten des Vertex V PP in hoherer Ordnung bestimmt werden. Fiir die Rech-
nung zur Bestimmung der Kopplungen der beiden verbleibenden Vertices V PPP und
PVV in den Ubergingen zwischen einem Vektor-Meson und drei pseudoskalaren
Mesonen ist dies aber aufgrund der verfiigbaren Prozesse nur in fithrender Ordnung
moglich. Somit werden der Konsistenz wegen alle beteiligten Vertices nur ausgehend
von Lagrange-Dichten in fithrender Ordnung diskutiert.

Zunichst ergibt sich aus der zugehorigen Lagrange-Dichte fiir den Prozess V PP eines
Vektor-Mesons V mit Masse my und zweier pseudoskalarer Mesonen P; und P> mit
zugehorigen Massen M, beziehungsweise M, die Gleichung fiir die Zerfallsrate

2 2 2\ 2
pvoep_ 1 my + Mg, — Mg, Y
247l:m%,F2 2my q

(4.12)

2

. ((M§,)2 —2My, (M3, +mi) + (Mg, —my)
my

2
>CXI/PP‘_/(4VPP‘2 ‘

Sowohl die Integration iiber den Phasenraum des Ubergangs eines Teilchen im An-
fangszustand in zwei Teilchen im Endzustand als auch weitere Konventionen der Be-
stimmung sind aus Kapitel 2 bekannt. Die Amplituden* der Zerfille finden sich in
Appendix C, Tabelle C.2.

Das Ubergangs-Matrixelement der Punktwechselwirkung V — PPP fiir ein Vektor-
Meson V mit Impuls p und Masse my im Anfangszustand, sowie einem neutralen
Pion 7t° mit Impuls k1, Masse My, und einem Paar geladener Pionen 7wt und © mit
Impulsen k», k3 und Massen M, , M, im Endzustand ergibt sich zu

2
aVPPPO() _ _iﬁCYPPPS,UVP(’g# (p) kivkapks AV PPPOM) (4.13)

Die Werte fiir die zugehorige Amplitude finden sich in der zweiten Spalte von Tabel-
le C.3. Zudem ergibt sich das Ubergangs-Matrixelement des sequentiellen Zerfalls

3Zwei der Zerfille, 0/ — T, konnen innerhalb des Modells nicht beschrieben werden. Die
zugehorigen Amplituden fiir einen Fit in fiihrender Ordnung ergeben keine Beitrige.

“Im Gegensatz zu der in Kapitel 3 gewihlten Konvention zur Darstellung der Amplituden der Uber-
ginge PV, stehen die fiir die Vertices VPP sowie VPPP allein fiir einzelne Flavor-Spuren und
beinhalten weder Kopplungskonstanten noch Faktoren zur Normierung.
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V — PV* = PPP 7u
1
qVPPPO(2) _ ’ﬁ cll"VV c‘{PPe“VpGEy (p) kivkapkss
1 VPPPO(2) “14)
(ky +k3)* — M2 + i0+
p

Dabei fillt auf, dass bei den betrachteten Zerfillen nur ein Rho-Meson im Zwischen-
zustand auftreten kann. Die Werte fiir die zu den Zerfillen zugehdrigen Amplituden
finden sich in der dritten Spalte von Tabelle C.3.

4.2.5. Matrixelement und Zerfallsrate von PV /¢~

Aufbauend auf den Konventionen fiir die Ubergiinge PV in Kapitel 3 und erweitert
um die Betrachtung des Lepton-Paars, werden die Formeln fiir das Matrixelement und
die Zerfallsrate von Prozessen PV/{* ¢~ bestimmt. In den folgenden Rechenschritten
wird in den Flavor-Spuren fiir die Darstellung der Meson-Felder mittels Gell-Mann
Matrizen gewihlt, siehe Kapitel 2 Gleichungen (2.37) und (2.44). Dabei ist dem
Meson im Anfangszustand immer die Gell-Mann Matrix A, und dem Meson im End-
zustand die Matrix A;, zugeordnet. Mit den Rechenregeln fiir die Spur-Relationen
aus [I1Z80] oder [SS12] lassen sich dann die Werte der Spuren bestimmen. Einige
Beispiele hierfiir sind in Appendix C in Abschnitt C.1 gegeben. Implizit findet in
den folgenden Ergebnissen fiir die Propagatoren bereits die Darstellung der physika-
lischen Quarkladungs-Matrix

0 17\, n 1
_ — 3 B ——
2 2V3
in der Aufspaltung in die drei im Zwischenzustand auftretenden neutralen Vektor-
Mesonen p°, o und ¢ Anwendung.
Das O(2)-Ubergangs-Matrixelement fiir ein Vektor-Meson im Anfangszustand® er-
gibt sich dann unter Beriicksichtigung der ¢-m-Mischungs fiir das Vektor-Meson im
Zwischenzustand zu

4
MOR) — (=200 g5 () evp (p) ko

7 e e (4.16)
e (P)t 55— (Po) + 55— 75— (P
q2—M5+is( p)+q2—M§)+i8( w)+q2—Mq2)+i8( ) |

As (4.15)

mit den Propagator-Termen Fp, P, und Py unterschiedlicher Zusammensetzung, je
nachdem welches der neutralen Vektor-Mesonen im Zwischenzustand auftritt. Inner-
halb dieser Terme wird aufgrund der Struktur und mittels des Mischungswinkels GOy
die Mischung von Oktett- und Singulett-Feldern berticksichtigt. Fiir ein p-Meson im

Das Ergebnis fiir ein pseudoskalares Meson im Anfangszustand ergibt sich entsprechend der in
Kapitel 3 fiir Gleichung (3.8) genannten Umschreibungen.
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Zwischenzustand ergibt sich beispielsweise der folgende Term:

1
Py =5 (2777 (] + 26 M2 ) (s (M o)

+2¢{7EY () (s

e (B + YY) (M) (Mahs) (4.17)
+ 4B()C‘1/Y (cgvv + ZCgVV + civv) <M}u3 {Aas lb}>

+ 2Boc) (57 + V) (M (Madahy + Mdaka))

Die zu den Mesonen ® und ¢ zugehorigen Terme sind strukturell gleich und unter-
scheiden sich nur in ihren Mischungsanteilen, zu finden sind sie und ihre Relation
untereinander in Appendix C, Gleichung (C.7). Der in Gleichung (4.17) separat ge-
schriebene Faktor 1/4 entspringt der in dieser Dissertation gewihlten Normierung
der Vektor-Meson-Zustiande, die fiir die Kontraktion der Vektor-Meson-Zustinde im
Zwischenzustand beachtet werden muss. Zudem wurden in der Bestimmung der
Terme Py, Py, und Py bis zu diesem Punkt dem Organisationsschema folgend die
Lagrange-Dichten der Vertices PVV und V7 bis inklusive der Korrekturen in 1/N¢
und der Quark-Massen beriicksichtigt. In den folgenden Rechnungen werden die in-
nerhalb dieser Arbeit nicht bestimmbaren Kopplungen der Korrekturen zur fithrenden
Ordnung des Vertex PVV nicht weiter beriicksichtigt. Die Resultate der Berechnung
der einzelnen Spuren in den Propagator-Termen sind in Appendix C in den Tabellen
C.6 und C.7 aufgefiihrt.
Bei allen drei im Zwischenzustand auftretenden neutralen Vektor-Mesonen handelt
es sich um Teilchen mit einer nicht vernachldssigbaren Breite und dies trifft in be-
sonderem Male auf das p-Meson zu. Somit miissen die zugehorigen Propagatoren
ausgehend von der bislang implizit angenommenen infinitesimalen Breite wie folgt
erweitert werden, _ '

5 l — l - 5

G —M>+ie  g*—M2+iTM

wobei I die zum Teilchen mit Masse M zugehorige Zerfallsbreitei ist. Zudem sollte
die im Vergleich zu der eigenen Masse sehr grof3e Zerfallsbreite des p-Mesons nicht
als konstant angenommen werden, was im Gegensatz dazu fiir die ®- und ¢-Mesonen
eine gute Ndherung ist. Im Rahmen dieser Dissertation wird den Referenzen [LLOS]
und [TLL12] folgend die Breite mittels des Ansatzes

(4.18)

3

2 2 12 M?

2\ _ q- —4mp p°

Lo (¢°) =Tpo [M20 —an? ] 2 (4.19)
p

modelliert, dabei ist mp die Masse des Meson B im Endzustand. Die Abhédngigkeit
der Zerfallsbreite von ¢> wird im Folgenden der Ubersichtlichkeit wegen nicht mehr
explizit ausgeschrieben werden.

Die Addition der O(1)- und O(2)-Beitriige zum Ubergangs-Matrixelement der Pro-
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zesse PV/T¢~ aus den Gleichungen (4.2) und (4.16) und Sortieren nach den zu
den Propagatoren zugehdrigen Spuren ergibt nun das vollstindige Ubergangs-Matrix-
element:

+ - .€ *
qrPvete :_lfg:“\’pcqlu&',v (k) €vp (p)ks
2

cl— ZCPVVCVY+4CPVVCVYM2> q Az {Aa, A
( 1 ( 1 1 1 2 70 qZ_MF2)0+inOMp0 < 3{ a b}>

+c2 (M) (A3hp) + 3 (A3ha) (Ap)
+2Boc+ <.‘7\/[7\.3 {ka, 7\.;,}> +2Bgc_Tr [.‘7\/[ (7\.[)\.37\,5 + 7&1,7»37\.a)>

1 4
4+ ( <20PVV 'Y+ 3CPVV VY (4MK Mi()))

V3
. q sin 8y )2 + 7 cos(0v)% | | (As {Aas Mo })

g2 — M2+ iT oM, 4> — Mg +iloM;
- j§ () Qo) = (hsha) (k)
+ZB() <M7\.g {7\,6,,7\,1,}>—|-2B()\/_<M (A 7\48}\‘b+7\'b7\'87\4a)>

2 2
q q .

- <q2 —M3+ToMo >~ M2+ iF¢M¢> cos (6y )sin (Bv)

| <§\/§C{’vv VI (M2~ M2) (As Ao })
+¥c‘fw (CYY i 2! (4ME —M )) (Aa 7‘b>>

2 2
q 2 q . 2
- - cos (By )" + sin (0

<q2—M30+zrmMm (6v) q* — M3 + iToMy (6v) )

(et o 2) ) )|

e
= — i€y ko 00 (4) - (4.20)

Nach der Bestimmung des Betragsquadrats und der an das Meson im Anfangs-
zustand angepassten Behandlung der Polarisationsvektoren des Vektor-Mesons, sieche
Gleichung (3.10), ldsst sich das invariante Matrixelement berechnen. Kompakt ergibt
sich fiir die einfach differentielle Zerfallsrate der Zerfille PV (T ¢~

dI'(A— B0~
( i L= N 00 (¢1) PT () (4.21)
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Die Bestimmung des Phasenraums eines sequentiellen Zerfalls A — BV — B¢+ {~ und
dessen Vereinbarkeit mit dem Phasenraum der Punktwechselwirkung ist in
Appendix C in Abschnitt C.4, den in [BK73] gezeigten Schemata folgend, gegeben.
Eine kurze Ubersicht dazu findet sich unter anderem auch in [Tan+18]. Zur Bestim-
mung der Zerfallsrate muss Gleichung (4.21) innerhalb des Intervalls [4m3, (m4 — mg)?]
iiber ¢ integriert werden. Einen Normierungsfaktor und dem Phasenraum zugehéorige
Faktoren, sowie die Normierung aus den leptonischen Zustidnden und ein konstanter
Faktor ¢? aus dem leptonischen Tensor wird wie folgt zusammengefasst

1

— 2 0om)? . 4.22
32m (2n)° (2m) (22

NG

Aus der Integration des kontrahierten hadronischen und leptonischen Tensors iiber

die quadrierte invariante Masse mé,q bestimmt sich der Term

21
T6) =g (Ve 4mi )

3
. <(m%)2 — 2m (m3 +4°) + (m —q2>2> |
q2

(4.23)

Zur besseren Separation der Ubergangsformfaktoren aus der Rechnung und deren
Vergleich mit aktuellen experimentellen und theoretischen Ergebnissen, wird der in
Gleichung (4.21) gegebene Ausdruck fiir die differentielle Zerfallsrate der Dalitz-
Zerfille PV/1¢~ an die in [Lan85] gezeigten Konventionen angepasst. Dies kniipft
damit auch an die Darstellung in aktuellen theoretischen [LLO8; TLL12] sowie
experimentellen [Arn+16; Adl+17] Diskussionen an, was den Vergleich von Ergeb-
nissen aus verschiedenen Referenzen erleichtert. Dazu wird das Ubergangs-Matrix-
element wie folgt definiert

MOP = if (%) ee™Pquey (k)evp (p) ko (424)
mit dem O (2)-Anteil des Formfaktors
2 2

~ 4
2 q q
=— , P,) + : P
@) =5 <q2—Mg+zrpMp( b) qZ—M(20+zerw( @)

(4.25)

2
q
Ry | -
+q2—Mq2,+iF¢M¢( 4’))

Somit gilt innerhalb des Modells bis zur gewéhlten Ordnung der S-Matrix fiir den
Formfaktor der Dalitz-Zerfille A — BIT[~

(@) =f(d=0)+7 () . (4.26)
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Wird diese Summe mit Hilfe des Wertes fiir q2 = 0 (reelle Photonen) normiert, so
ergibt sich der im Allgemeinen diskutierte Ubergangsformfaktor

2

[ (&)

70 4.27)

Fas (%) =

Die einfach differentielle Zerfallsrate in Gleichung (4.21) ldsst sich nun alternativ
durch den Term

1
d[C(A—BITe™) & ca 1( 4m§>2<1+2m§)

dq? T 122 32n gt e 7
3
() o) 2
) 2
My

2
|7 (4]
darstellen. Bei anschlieBender Division durch die Zerfallsbreite des zugehorigen

elektromagnetischen Ubergangs A — By ergibt sich dann, mit der invarianten

Masse des Lepton-Paares ¢ = m§+ (> die normierte differentielle Zerfallsrate

1
dC(A—BTe) & 1 . 4m? '\’ - 2m?2
dm?., T(A—By) 12n°m7,, mi, mi,

3
2 2\ 2
((’"é) — 2mip (m3 +mi )+ (mi —mi., ) )

(5 —m3)*

: ’FAB (m%wf)‘z

1 (1_ 4m?

\EI\)
+
3
N~
Bf—
/N
[
+
S [
DN
e
N~ —

:12752m[%+€_ ,
3
m2, . 2 Amrim2, , ’ 2
1+ Lt A £re Fap (m5y,-
( mi"“%) (mi_m%)z | AB( o+y )‘

(4.29)

Sollte die einfach differentielle Zerfallsrate nicht nach dm?+ ¢, sondern dmy+,- ge-
sucht sein, muss die der Beziehung

dm?, , 2 - 1
LU — gy e (4.30)
dmy+ - dmy,, dmy+ -

folgende Ersetzung des Differentials vorgenommen werden.
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4.3. Ergebnisse

Die Ergebnisse der Anpassung der Kopplungskonstanten der einzelnen Vertices sowie
die abschlieBende Bestimmung und Diskussion der Ubergangsformfaktoren werden
im Folgenden sukzessive aufeinander aufbauend présentiert. Dazu wird zunéchst der
Vertex Vv beleuchtet, daran schlief3t sich die Prozedur zur Anpassung der Kopplungs-
konstanten des Vertex PVV mittels des GSW-Prozesses in Zerfillen eines Vektor-
Mesons in drei Pionen, VPPP, an. Schlussendlich werden Zerfallsraten und Uber-
gangsformfaktoren der Zerfille PV/" ¢~ bestimmt und sowohl mit experimentellen
Daten als auch weiteren theoretischen Berechnungen verglichen.

4.3.1. Ergebnisse Vertex Vy

Bei Annahme einer idealen ¢-®-Mischung ergibt sich fiir den Vertex Vy aus einem Fit
der Lagrange-Dichte aus Gleichung (4.7) in fithrender Ordnung an die Zerfallsraten
aus Tabelle C.9 fiir die Kopplungskonstante fithrender Ordnung c‘l/y das Ergebnis

Y =0.088240.0074 . 4.31)

Aus einem Fit inklusive der Korrekturen in den Quark-Massen mit Mischungswinkel
Oy = 39.5°, unter Beachtung der Approximation des quadrierten invarianten Matrix-
elements nach Vorbild von Kapitel 3, ergeben sich die in Tabelle 4.3 angegebenen
Kopplungskonstanten mit zugehorigen Zerfallsraten in Appendix C, Tabelle C.12.
Es ist festzustellen, dass aufgrund der geringen Anzahl an Termen im invarianten
Matrixelement sich die Ergebnisse fiir beide Betrachtungen nur geringfiigig vonein-
ander unterscheiden und die Unterschiede im Rahmen der Genauigkeit des Modells
vernachlissigt werden konnen. Der Konsistenz wegen wird, um an den besten Fit fiir
die elektromagnetischen Uberginge PV anzukniipfen, wie schon in Kapitel 3 die
zweite Variante der Niherung fiir das invariante Matrixelement, gekennzeichnet mit
dem Superskript /1, gewihlt.

Tabelle 4.3.: Ergebnisse der Kopplungskonstanten fiir die vollstindige Lagrange-
Dichte des Vertex V'y inklusive der Korrekturen in den Quark-Massen
mit physikalischer Mischung @y = 39.5°. In der linken Spalte sind die
Ergebnisse fiir ein vollstindiges quadriertes invariantes Matrixelement
gegeben, in der rechten die fiir ein reduziertes Quadrat (siehe Kapitel 3).

Konstante | M |? | M
¢Vin [1072] 9.514+047  9.50-+£0.47
i [1072GeV™2] —0.59+0.33 —0.55+0.29

Bei Betrachtung der in Appendix C in Tabelle C.1 aufgefiihrten Amplituden fiir die
Uberginge der Oktett- und Singulett-Felder ist festzustellen, dass fiir die Kopplung
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fithrender Ordnung der Beitrag des Singulett-Feldes, my — ¢ ¢, entfillt und diese
Felder erst bei Beriicksichtigung von Korrekturen aufgrund der Quark-Massen einen
Beitrag liefern. Dies liefert unter anderem bei einem Blick auf die Mischungsver-
héltnisse in Gleichung (2.64) eine Erkldrung dafiir, dass fiir einen Fit in fiihrender
Ordnung der Zerfall des ¢-Meson gegeniiber dem des ® dominiert.

Ein Vergleich der Ergebnisse der Anpassung der Kopplungskonstante fiihrender
Ordnung aus Gleichung (4.31) mit dem Ansatz aus [KKW96], der auf einer chiralen
effektiven Lagrange-Dichte fithrender Ordnung und der Verwendung des Vektor-
Formalismus zur Darstellung der Vektor-Meson-Felder basiert, und dem in der
Referenz ermittelten Ergebnis von gyy ~ 5.7 zeigt, dass bei einer Umrechnung der
verwendeten Normierungen und Konventionen

2
— =0.0877 (4.32)

4gY

beide Werte gut miteinander iibereinstimmen.

4.3.2. Ergebnisse Vertex VPP

Der Zerfall eines Vektor-Meson in zwei pseudoskalare Mesonen ergibt fiir eine An-
passung der Kopplungskonstanten fithrender Ordnung der theoretischen Zerfallsrate
in Gleichung (4.12) an die experimentellen Resultate das Ergebnis

cfPP = (275.4£26.) MeV . (4.33)

Mit Blick auf die Amplituden, gezeigt in Appendix C Tabelle C.2, ist festzustellen,
dass in einem Fit fithrender Ordnung innerhalb des Modells die Uberginge
®g/®y — T T~ nicht erfasst werden konnen. Zudem tréigt in dieser Ordnung auch
der Ubergang eines 0 in ein Paar geladener Kaonen nicht bei.

In einem Vergleich mit dem entsprechenden Ergebnis fiir den gleichen Prozess in
[KKW96], dort wurde fiir die Kopplung ein Wert von gonz ~ 6 ermittelt, ist unter
Bertiicksichtigung der Normierung der Vektor-Meson-Felder festzustellen, dass mit

der Umrechnung
VPP

29~ 5097 (4.34)
F ~~ . .

die Ergebnisse innerhalb der Fehler gut iibereinstimmen. Dieser Wert zeigt auch ei-
ne gute Ubereinstimmung mit sowohl demjenigen der bereits von Képp [Kop74]
ermittelt wurde, gonn = 5.98, als auch mit der in [Tan+18] angegebenen Zerfalls-
breite I'p.

Im weiteren Verlauf wird der Wert der Kopplungskonstanten ¢} ¥ in der Bestimmung
der Kopplungskonstanten des Vertex V PPP verwendet werden.
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4.3.3. Ergebnisse Vertex VPPP

Unter Beriicksichtigung des Propagators fiir Zerfille eines Vektor-Mesons in drei
pseudoskalare Mesonen in Gleichung (4.14) und den in Tabelle C.3 aufgefiihrten
Amplituden ist festzustellen, dass die Zerfille ¢/ — Ot n~ sowohl Beitrige aus
der Punktwechselwirkung als auch dem GSW-Prozess mit einem p-Meson im
Zwischenzustand enthalten und letzterer im Vergleich dominiert. Der Zerfall des p°-
Meson hingegen tritt innerhalb des Modells in der betrachteten Ordnung nur iiber die
direkte Punktwechselwirkung auf. Ein Fit an die experimentellen Werte liefert fiir die
Kopplungskonstanten die Ergebnisse

c/PPP = —0.017£0.013,
VYV = _0.46+0.11. (4.35)

Aus den Amplituden der in Tabelle C.3 aufgefiihrten zugehorigen Ubergiinge ist zu
schlieBen, dass der Zerfall des p° nur zu der Kopplung der Punktwechselwirkung bei-
trigt. Im Umkehrschluss ist daraus dann auch der grofle Fehler der Konstanten c‘l/P PP
zu erklédren, da der Zerfall des Rho-Meson einen groBBen Fehler aufweist. Es ist aller-
dings trotzdem wichtig fiir den Fit mit drei Zerféllen zu arbeiten, da ein Auslassen des
Zerfalls des p-Mesons zu deutlich differierenden Ergebnissen fiihrt, die Zentralwerte
in diesem Fall sind respektive c‘I/P PP — _0.066 und cf VV = _0.18. Bei Auslassung
des dritten Zerfalls unterscheiden sich somit die Betrige beider Kopplungskonstanten
im Vergleich zu dessen Beriicksichtigung deutlich.

Der vergleichbare Ansatz im Vektor-Formalismus aus Referenz [KKW96] erhilt fiir
den Anteil des direkten Zerfalls eines Vektor-Mesons in drei pseudoskalare Mesonen,
bei Betrachtung der experimentellen Werte zu ®/¢ — 37, die Kopplung 2 = —0.06.
Fiir die zweite gesuchte Kopplung eines pseudoskalaren mit zwei Vektor-Mesonen
ergibt sich das Ergebnis gyyp = 1.2. Werden die Lagrange-Dichten miteinander ver-
glichen und die verwendeten Normierungen angepasst, so ergibt sich in den beiden
Fillen

3
—8—f"3c1VPPP ~0.072,
21; (4.36)
—ﬁc’fw ~0.94+0.22.
2F
Dabei ist der in der Referenz verwendete Wert fiir die Zerfallskonstante der Pionen
fr = 92.4 MeV. Fiir den Vertex VPPP stehen die Zentralwerte der Kopplungs-
konstanten aus beiden Berechnungen in recht guter Ubereinstimmung, hingegen ist
fiir den Vertex PVV eine deutliche Abweichung im Betrag festzustellen. Eine ndhere
Betrachtung fiihrt zu dem Schluss, dass die Diskrepanz in den Betridgen sich auch ins-
besondere nicht mit einem Ausschluss des Zerfalls p® — ntn~n" aus der Anpassung
beheben lésst.
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Tabelle 4.4.: Experimentelle gegeniiber im Modell ermittelte Zerfallsraten fiir
Prozesse PV ("¢~ fiir exakt erfasste Zerfille. In der dritten Spalte stehen
Ergebnisse fiir I'(A — BY) = I'ppg, in der vierten fiir die Verwendung
der Modellergebnisse aus Tabelle 3.3.

Zerfall TppG [keV] mit /Y [keV]  mit Thpds [keV]
o —7lete”  6.54+0.57 6.75+0.18 6.23+0.17
o— Ot~ 1.14+0.16 0.86+0.14 0.80+0.13

o —mlete”  0.0565+0.0047 0.0728+0.0086 0.0729 4 0.0085
d—mete”  0.45940.020 0.471+£0.035 0.0473 £0.035
N’ — wete”  0.03924+0.0096 0.0350+0.0010 0.0387+0.0011

4.3.4. Ergebnisse zu PV/" (™

Zur Bestimmung der Zerfallsraten der Zerfille PV/1¢~ werden nun in Gleichung
(4.29) sowohl die Kopplungskonstanten der beiden Vertices V7y und PVV aus den
Gleichungen (4.31) und (4.36) als auch die fiir die elektromagnetischen Uberginge
PV bestimmten Kopplungen aus Tabelle 3.3 eingesetzt. Die resultierende differen-
tielle Zerfallsbreite ist dann im Intervall [2m;,my — Mp] iiber die invariante Masse
des Lepton-Paares g = (m7.. g,)l/ 2 zu integrieren. Respektive ist fiir eine Integration

iiber g = m?, ,_ das Intervall [4m?, (my — M, »)?] zu beachten. Die daraus erhaltenen
Ergebnisse fiir experimentell exakt erfasste Zerfille sind in Tabelle 4.4 angegeben.
Die experimentell nur mittels Abschédtzungen erfassten Ergebnisse sowie die Vorher-
sagen fiir bislang nicht erfasste Zerfille sind mit ihren Zentralwerten in den Tabellen
C.13 beziehungsweise C.14 in Appendix C gegeben. Genauere Angaben finden sich
in den Diskussionen zu den Formfaktoren der einzelnen Prozesse. In den Rechnungen
werden entsprechend Tabelle 3.3 die mittels der aus [Tan+18] entnommenen Verzwei-
gungsraten berechneten und die Modellergebnisse, respektive aus den Spalten zwei
und drei, fiir I' (A — By) in Gleichung (4.29) eingesetzt.

Entsprechend den Differenzen zwischen den im Modell bestimmten gegeniiber den
experimentellen Zerfallsraten der Prozesse PV'y ergeben sich leichte Abweichungen
in den Ergebnissen. So ist beispielsweise der fiir den Zerfall on’y mittels des Modells
bestimmte Wert kleiner, als das zugehorige experimentelle Ergebnis, folglich gilt dies
in umgekehrten MaBe auch fiir die entsprechenden Zerfallsraten @ — ¢+ ¢~. Mit
Blick auf den in Tabelle 4.4 gezeigten Vergleich zwischen experimentellen Werten
und Ergebnissen aus dem Modell ist festzustellen, dass im Rahmen der Fehler fiir
die meisten der Zerfille eine relativ gute Ubereinstimmung gefunden werden kann.
Eine besondere Ausnahme stellt hierbei der Zerfall ® — nu*u~ dar, im Gegensatz
zu dem direkt verwandten Prozess @ — mle™ e, dessen Zerfallsrate gut beschrieben
wird. Unter der Annahme der Lepton-Universalitét innerhalb des Modells wurde bei
guter Passung des Zerfalls in ein Elektron-Paar dasselbe auch fiir den Prozess mit
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einem Myon-Paar erwartet. Die Tatsache, dass dies nicht der Fall ist, wirft, bei fort-
wihrender Annahme der Lepton-Universalitit, die Frage auf, inwieweit das Modell
zuverlissig sein kann, wenn es scheinbar derart offenkundige Widerspriiche zur Folge
hat, oder ob der Grund fiir die festgestellte Diskrepanz bei experimentellen Messung-
en zu suchen ist. Dieser Konflikt lédsst sich an dieser Stelle nicht anhand der Zerfalls-
raten untersuchen, da diese mittels einer Integration iiber eine Strukturfunktion, den
Ubergangsformfaktor, entstehen und bei Integrationen Informationen iiber zugrunde
liegende Strukturen verloren gehen. Es besteht allerdings die Moglichkeit Ubergangs-
formfaktoren betrachteter Prozesse experimentell zu erfassen und somit mit den ent-
sprechenden Ergebnissen aus dem Modell zu vergleichen.

Mit Blick auf die Ergebnisse der Spuren, die in Appendix C in den Tabellen C.6 und
C.7 angegeben sind, ist festzustellen, dass ein propagierendes Rho-Meson nur fiir
Prozesse mit entweder einem p® oder einem n° in Anfangs- oder Endzustand auftritt.
Im Falle des Ubergangs p® — n%¢* ¢~ sowie aller physikalischen Prozesse, die eine
Mischung aus Oktett- und Singulett-Feldern in Anfangs- und Endzustand enthalten,
tritt eine Mischung zwischen den Mesonen ® und ¢ im Zwischenzustand auf. Zudem
ist zu erkennen, dass Korrekturen in 1/N¢, bedingt durch die Struktur der Terme,
nur im Zusammenhang von Prozessen mit einem einzelnen Singulett-Feld, sei es ein
pseudoskalares oder Vektor-Meson-Feld, auftreten. Auffillig sind bei den beobachte-
ten regelmiBigen Strukturen Zerfille mit einem 1’ im Anfangszustand, aufgrund der
im Vergleich zu den anderen Zerféllen umgekehrten Reihenfolge der Mesonen wech-
seln hierfiir auch jeweils die Relationen und in den Spuren /7 und /11 beziehungsweise
VIIund VIII.

Insgesamt stehen drei Prozesse zur Verfiigung, in denen der Ubergangsformfaktor
durch eine oder mehrere Messungen experimentell erfasst worden ist. Der Prozess
® — m2¢ T/~ ist bei weitem am besten erfasst, so stehen unter anderem mit den Mes-
sungen [Dzh+81], [Akh+05], [Ach+08], [Arn+09], [Arn+16], [Adl+17] sowohl Er-
gebnisse zu Elektron- als auch Myon-Zerfillen zur Verfiigung. Des Weiteren
stehen auch fiir die Formfaktoren zu ¢ — n¢* ¢, siehe [Ach+01] und [Bab+15], und
¢ — 104~ [Ana+16] Datenreihen zum Vergleich mit theoretischen Modellen bereit.
Fiir alle weiteren Prozesse ist bislang noch keine experimentelle Grundlage vorhan-
den, es steht aber zu hoffen, dass die BESIII-Kollaboration in naher Zukunft fiir den
Prozess ' — @¢* ¢~ Abhilfe schaffen kann.

Beginnend mit dem Ubergangsformfaktor der Zerfille ® — n°¢* ¢~ werden im
Folgenden sukzessive Ergebnisse zu allen Prozessen diskutiert. Dabei werden, so vor-
handen, zunichst erfasste Datenreihen prisentiert und mit dem Modell dieser Disser-
tation verglichen. Im Anschluss steht dann der Vergleich verschiedener theoretischer
Ansitze zur Beschreibung der Formfaktoren untereinander sowie ihre Passung im
Hinblick auf die Beschreibung experimenteller Ergebnisse.

4.3.5. Der Formfaktor fiir ® — w0/ ¢~

Vor einer Betrachtung des Formfaktors der Zerfille ® — m0¢T¢~ ist festzuhalten,
dass dieser bei Beriicksichtigung der Propagator-Terme in den Gleichungen (4.17)
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und (C.7) vom Lepton-Paar, Elektronen oder Myonen, unabhingig ist. Folglich soll-
ten alle Messungen, egal mit welcher Art Lepton-Paar sie durchgefiihrt werden, auf
denselben Formfaktor fiihren. Einziger Unterschied ist das Intervall. in dem je nach
Prozess Datenpunkte aufgenommen werden konnen. Fiir die untere Grenze gilt im
Falle eines Elektron-Paares 2m, ~ 1 MeV sowie fiir ein Myon-Paar 2m,, ~ 200 MeV.
Dementsprechend ist es fiir die gezeigten Messungen mit einem Paar Myonen im
Endzustand nicht moglich Messwerte im Intervall fiir 0 < my+,~ < 200 MeV zu er-
fassen.

70;
60/ e Daten A2 — Fit A2
e Daten NA60, p-A — Fit NA60
500 e Daten CMD2 — Fit LepG *
Daten SND
N 40: e Daten LepG
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Abbildung 4.5.: Experimentelle Datenreihen zu Formfaktoren |Fy0|*> der Dalitz-
Zerfille ® — m0¢T¢~ in Abhingigkeit von der invarianten Masse
des Lepton-Paars my+,-. In Schwarz sind die Datenpunkte und der
Monopol-Fit aus [AdI+17], in Rot Daten und Fit aus [Arn+16], in
Magenta die Daten aus [Akh+05], in Griin die Daten aus [Ach+08]
und in Blau Daten und Fit aus [Dzh+81] eingezeichnet.

Eine Zusammenstellung einiger Datenreihen ist in Abbildung 4.5 dargestellt. Der An-
nahme der Vektor-Meson-Dominanz folgend, dass nahe einer invarianten Masse des
Lepton-Paars von m+,~ = my+ ein resonantes Verhalten des virtuellen Photons fest-
zustellen ist, ldsst sich der Ubergangsformfaktor mittels einer Polfunktion parametri-

sieren X
) _
ms, ,_
F (my) = <1— Al ) . (4.37)

A2
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Dabei ist A2 die Steigung des Formfaktors bei my+,- = 0. Innerhalb des Quark-
Modells bestimmt sich die Steigung zu A(;Tzco = 1.68 GeV 2 [Lan85], was #dquivalent
zu einem A0 = 772 MeV ist. Die Nihe von Ao zu der Masse des Rho-Mesons
ist eine Folge der Isospin-Erhaltung im Zerfall @ — nt'y* — n%*¢~. Diese ldsst in
diesem Prozess nur Zerfille des virtuellen Meson y* — £ /— mit Isospin / = 1 zu
und schlieft demzufolge Beitrige von ®- und ¢-Mesonen mit Isospin I = 0 aus.

Die Zuordnung der Farben zu den Datenreihen in Abbildung 4.5 ist wie folgt: In
Blau sind die Ergebnisse der Lepton-G-Kollaboration [Dzh+81] mit einer Steigung
von Ac_oio = (2.3640.21) GeV~? und die Ergebnisse aus [Ach+08] und [Akh+05] in
einem dunklen Griin beziehungsweise in Magenta eingezeichnet. Hinzu kommen die
Datenpunkte der NAG60-Kollaboration fiir p-A-StoéBe [Arn+16] in Rot mit
A;ﬁo = (2.223:|:0.026stat:i:().017syst) GeV 2. Diese steht auch reprasentativ fiir
eine weitere Messung derselben Gruppe fiir In-In-St68e [Arn+09] mit der Steigung
A(;%O = (2.24 +0.06, = O.OZSyst) GeV~2, die aufgrund der guten Ubereinstimmung
mit den Ergebnissen aus den p-A-StoBen und deren besserer Statistik der Ubersicht
wegen in den Abbildungen dieser Arbeit nicht eigens aufgezeigt werden. Schliel3-
lich findet sich als letzte gezeigte Datenreihe die Ergebnisse der A2-Kollaboration
[Adl+17] mit A;tho = (1.99+0.21) GeV~2 in Schwarz. Aus den aufgezihlten Stei-
gungen lassen sich mit Gleichung (4.37) die zugehorigen Formfaktoren bestimmten.
Diese werden dann Gleichung (4.29) folgend zur Berechnung der Zerfallsraten ge-
nutzt und die entsprechenden Zentralwerte fiir die Zerfille ® — 7%/ ¢~ sind dann in
Tabelle 4.5 im Vergleich zu den in [Tan+18] gegebenen Werten aufgefiihrt. Fiir alle
angegebenen Ergebnisse wurde I'(A — By) = I'ppg verwendet. Dies gilt sowohl fiir
die Modellergebnisse, als auch fiir die Monopol-Fits an die Datenreihen. Im direk-
ten Vergleich lassen sich die Unterschiede zwischen den Zerfallsraten, die sich aus
den einzelnen Datenreihen bestimmen, sehr gut direkt auf die Formfaktoren zuriick-
verfolgen.

Tabelle 4.5.: Zentralwerte der Zerfallsrate der Dalitz-Zerfille o — n%¢T¢~ aus
[Tan+18] im Vergleich zu Ergebnissen aus dem Modell dieser Disser-
tation und den Datenreihen, Gleichung (4.37) folgend, aus [Dzh+81],
[Arn+16] und [AdI+17].

Zerfall FPDG [keV] Fmod [keV] I LepG [keV] FNA60 [keV] FAQ [keV]
o —nlete” 6.54+0.57 6.75 7.06 6.73 6.59
o—nlutu~ 1.144+0.16 0.86 1.20 0.88 0.75

Die Messungen aus [Dzh+81] sowie [Arn+16], gezeigt in Abbildung C.1, wurden fiir
den Dalitz-Zerfall mit einem Myon-Paar im Endzustand durchgefiihrt, die verblei-
benden Datenreihen aus [Ach+08], [Akh+05] und [AdI+17], zu finden in Abbildung
C.2, sind fiir einen Zerfall mit einem Elektron-Paar gemessen worden. Bei genauer
Betrachtung von Abbildung 4.5 fillt auf, dass die Datenreihen ab m+,~ ~ 500 MeV
beginnen, stark voneinander abzuweichen. Zwar besteht fiir die Messreihen mit einem

88



Myon-Paar eine relativ gute Ubereinstimmung, diese ist insbesondere fiir die beiden
Messungen [Arn+16] und [Arn+09] auffillig, jedoch ist im Vergleich zu [Adl+17] ein
deutlicher Unterschied sichtbar. Fiir kleine Werte der invarianten Masse des Lepton-
Paares, im mittleren Bereich von circa 200 MeV bis 500 MeV scheinen die Mes-
sungen gut iiberein zu stimmen. Allerdings ist die Darstellung in Abbildung 4.5 mit
der linear skalierten y-Achse im Rahmen der GroBenverhiltnisse der Werte, die der
Ubergangsformfaktor fiir den Dalitz-Zerfall annimmt, fiir einen solchen Vergleich
denkbar ungeeignet.

5o © DatenA2 — Fit A2 .2
I e Daten NA60, p-A  — Fit NAG60
Daten SND — Fit LepG
e Daten LepG
E 10 5
W
5, _
0 100 200 300 400 500 600

my - [MeV/c?]

Abbildung 4.6.: Experimentelle Datenreihen zu Formfaktoren |F, o[> der Dalitz-
Zerfille ® — ©¢T¢~ in Abhingigkeit von der invarianten Masse des
Lepton-Paars my+,- mit logarithmischer Skalierung der Ordinate. In
Schwarz sind die Datenpunkte und der Monopol-Fit aus [Adl+17],
in Rot Daten und Fit aus [Arn+16], in Griin die Daten aus [Ach+08]
und in Blau Daten und Fit aus [Dzh+81] eingezeichnet.

In Abbildung 4.6 sind die bislang genannten Datenreihen, mit Ausnahme derer aus
[Akh+05], in einem Plot mit einer logarithmischen Skalierung der y-Achse ange-
geben. Im Gegensatz zu der linearen Skalierung ist fiir diesen Fall das Verhalten
des Formfaktors fiir kleine bis mittlere Werte der invarianten Masse des Lepton-
Paars besser zu beobachten. Somit konnen die Datenreihen mit dieser Darstellung in
diesem Bereich besser miteinander verglichen werden. Als einziger Nachteil dieser
logarithmischen Darstellung ist festzuhalten, dass die Groenverhiltnisse der Form-
faktoren bei groen Werten von my+,—, infolge der gewihlten Skala auf den ersten
Blick verzerrt und die Differenz zwischen den Messungen aus [Dzh+81], [Arn+16]
und [AdI+17] im Vergleich zur linearen Darstellung in Abbildung 4.5 weniger deut-
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lich erscheint. Im Folgenden wird bei der Darstellung des Formfaktors zum Dalitz-
Zerfall ® — n°¢* ¢~ die logarithmische Skalierung bevorzugt, Abbildungen in line-
arer Skalierung sind zu Vergleichszwecken in Appendix C gegeben. Fiir die Uber-
gangsformfaktoren der weiteren in dieser Arbeit diskutierten Prozesse wird je nach
betrachtetem Wertebereich von m+,- die geeignet erscheinende Skalierung gewihlt.
Fiir den Vergleich mit dem Ergebnis fiir den Ubergangsformfaktor, der sich aus dem
Modell dieser Dissertation errechnet, sowie dem darauf folgenden Vergleich mit den
Formfaktoren anderer theoretischer Ansitze werden in den folgenden Darstel-
lungen der Ubersicht wegen nur die beiden aktuellen Datenreihen aus [Arn+16] und
[Adl+17] als Reprisentanten der experimentellen Ergebnisse herangezogen.

e Daten A2 HH
507, Daten NAGO, p-A |
— Modell
-- VMD
=101
&3 I
5,
1 e ‘ = ‘ - ‘ ‘ ‘ ‘ _
0 100 200 300 400 500 600

mp r [MeV/c?]

Abbildung 4.7.: Graphen der quadrierten Betriige des Ubergangsformfaktors |F, o |2,
angegeben in Abhingigkeit von der invarianten Masse des Lepton-
Paars my+,-. In Blau mit blauem Fehlerband ist das Ergebnis aus
dem Modell dieser Dissertation, in Schwarz die Daten aus [AdI+17]
und in Rot die Daten aus [Arn+16] gegeben.

In Abbildung 4.7, mit zugehoriger lineare Skalierung in Abbildung C.3, ist der Ver-
gleich zwischen dem Ergebnis des Modells aus dieser Dissertation angegeben,
eine blaue durchgehende Linie mit zugehdrigem in gestrichelten Linien begrenzten
Fehlerband und den Datenreihen aus [Arn+16] in Rot und [Adl+17] in Schwarz ge-
zeigt. Als Vergleich wurde mit der gestrichelten schwarzen Linie noch die Vorhersage
des Vektor-Meson-Dominanz-Modells, das fiir den Zerfall eines ®-Meson in ein 1°
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und ein Lepton-Paar ein Rho-Meson im Zwischenzustand mit Formfaktor

2
VMD Mo
Famo =——>5— (4.38)
m>, —ms. ,.
p? ()

erwartet, hinzugefiigt. Vorhersagen innerhalb des VMD-Modells sowie Abwei-
chungen von diesen wurden beispielsweise in [KKW96] und [Ach+01] diskutiert,
im Verlauf der weiteren Diskussion soll deswegen darauf nicht ndher eingegangen
werden. Ein Blick auf die bestimmten Spuren der Propagatoren in Tabelle C.6 be-
statigt, dass auch in dem Modell dieser Dissertation der Zerfall ein p-Meson im
Zwischenzustand aufweist. Es zeigt sich in Abbildung 4.7, dass die Vorhersage der
VMD zur Beschreibung der Datenreihe der NA60-Kollaboration ungeeignet ist und
die der A2-Kollaboration innerhalb des duBlersten unteren Ende der Fehlerbalken be-
schreibt. Im Gegensatz dazu eignet sich das Modell dieser Dissertation bis zu einem
Betrag der invarianten Masse des Lepton-Paares von circa 550 MeV sehr gut zur
Beschreibung beider Datenreihen. Es sei an dieser Stelle aber auch darauf hingewie-
sen, dass aufgrund einer in Abbildung 4.7 im Vergleich zum Verlauf der Datenreihen
festgestellten zu schwachen Kriimmung des Formfaktors die Datenpunkte in einem
Bereich von 200 bis 400 MeV knapp innerhalb der oberen Fehlerbalken beschrieben
werden. Fiir ein my+,- groBer als 550 MeV fillt auf, dass aufgrund der Divergenz
zwischen den Datenreihen nicht mehr beide gleichzeitig beschrieben werden konnen.
Wihrend die letzten zwei Datenpunkte der NA60-Kollaboration weit aullerhalb des
zu dem Modell angegebenen Fehlerbands liegen, lédsst sich die der A2-Kollaboration
fiir groBBe invariante Masse des Lepton-Paares mittels des Modells exzellent darstel-
len. In dem Sinne ist es von experimenteller Seite aus notwendig, die Differenz zwi-
schen den Datenreihen zu kldren, um genauer sagen zu konnen, inwieweit das Modell
den Ubergangsformfaktor gut beschreibt.

Vor dem Vergleich des Modells dieser Dissertation mit weiteren theoretischen An-
sdtzen wird zunéchst noch eine Auswahl in gezeigten Modellen getroffen und kurz
erldutert. In Abbildung 4.8 sind die Datenreihen der NA60- und A2-Kollaborationen
zusammen mit Abschitzungen fiir die Grenzbereiche des Ubergangsformfaktors nach
[ACK14] in Violett und [Capl5] angegeben. In der genannten Abbildung werden
zwel Ergebnisse aus [Capl5] gezeigt, zundchst in Orange mit einer gestrichelten
Linie jenes aus Abbildung 2 mit der Amplitude fi(¢) aus [SKN12] und dann mit
Strich-Punkten in dunklem Orange das verbesserte N/D-Modell aus Abbildung 4 mit
gopn = 13.42. Motiviert durch die beobachteten Diskrepanzen zwischen experimen-
tellen Ergebnissen und theoretischen Vorhersagen des Formfaktors fiir den Dalitz-
Zerfall ® — n°¢*¢~ wurde in [ACK14] unter Ausnutzung von Analytizitit und Uni-
taritdt im Rahmen der unitdren Grenzen fiir den elastischen Bereich des Prozesses
obere wie untere Grenzen fiir das Betragsquadrat des Formfaktors |F;0|* bestimmt.
Diese Idee wurde in [Capl5] mit dem Ausgangspunkt einer dispersiven Analyse
des Formfaktors aufgegriffen und erweitert. In beiden Féllen wurde die Diskrepanz
zwischen experimentellen und theoretischen Ergebnissen fiir den Ubergangsform-
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Abbildung 4.8.: Graphen der quadrierten Betréige des Ubergangsformfaktors |F o 2,

angegeben in Abhingigkeit von der invarianten Masse des Lepton-
Paars my+,-. Die Vorhersage aus [ACK14] ist mittels einer gestri-
chelten Linie in Magenta der dispersive Ansatz aus [Cap15] mit ge-
strichelter Linie in Orange und aus der gleichen Referenz das ver-
besserte N/D-Modell in dunkel-orangen Strich-Punkten aufgefiihrt.
Die gezeigten Datenreihen sind in Schwarz [AdI+17] und in Rot
[Arn+16].

faktor des Zerfalls in ein Myon-Paar im Endzustand, reprisentiert durch die Daten-
reihe der NA60-Kollaboration, bei Werten um und oberhalb einer invarianten Masse
des Lepton-Paars von my+,~ = 600 MeV bestitigt. Im Gegensatz dazu zeigen die
Grenzbereiche eine sehr gute Ubereinstimmung mit den Daten des Zerfalls mit einem
Elektron-Paar im Endzustand. In den folgenden Vergleichen der theoretischen Mo-
delle mit den experimentellen Datenreihen werden nur die beiden, im Vergleich zu
den Grenzen aus [ACK14] strengeren, Vorhersagen fiir die Formfaktoren aus [Cap15]
herangezogen.

Der Ubersichtlichkeit wegen sind die Graphen der verschiedenen Modelle, im Ver-
gleich zu den experimentellen Datenreihen aus [Arn+16] und [AdI+17], auf drei
verschiedene Abbildungen, 4.9,4.10 und 4.11, verteilt. Ein dem Modell dieser Disser-
tation recht dhnlicher Ansatz ist der aus [TLL12], welcher mit der Inklusion der n-1)/-
Mischung die Verfeinerung einer vorangegangenen Ausarbeitung aus [TL10] darstellt
und in Abbildung 4.9 mittels einer Linie in hellem Blau représentiert wird. Dieser
Ansatz beruht auch auf der Konstruktion einer chiralen effektiven Lagrange-Dichte
zur Beschreibung der elektromagnetischen Uberginge zwischen pseudoskalaren und
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Abbildung 4.9.: Graphen der quadrierten Betréige des Ubergangsformfaktors |F, o 2,

angegeben in Abhingigkeit von der invarianten Masse des Lepton-
Paars my+,-. Datenreihen in Rot [Arn+16] und Schwarz [AdI+17]
eingezeichnet. Berechnete Formfaktoren aus [TLL12] in hellem
Blau, [KMU18] in Gelb und verbessertes N/D-Modell aus [Cap15]
in dunklem Orange.

Vektor-Mesonen. Basierend auf den Konventionen in [LLO8] nutzt dieses Modell
antisymmetrische Tensoren zur Darstellung der Vektor-Meson-Felder und nimmt eine
ideale Mischung fiir die ¢-®-Mesonen an. Die zur Beschreibung der Dalitz-Zerfille
notwendigen vier Kopplungskonstanten, A4, bs, hg und ep, und der Mischungs-
winkel der m-n’-Mischung, ®, werden an die insgesamt fiinf Zerfille ® — 'y,
®—1nY, ® =Ny, ® — N'yund n’ — @y angepasst. Auffillig ist hierbei, dass dies fiir
den Mischungswinkel in dem unerwartet niedrigen Wert ® = (£2+1.1) ° mit einem
relativ groBem Fehler resultiert. In den folgenden Vergleichen werden, so merkbare
Unterschiede festzustellen sind, in allen Prozessen die Ergebnisse mit einem nega-
tiven Mischungswinkel betrachtet. Die Begriindung dafiir ist in der Diskusion des
Zerfalls ¢ — M'¢T¢~ gegeben. In Abbildung 4.9 ist zu sehen, dass der resultierende
Formfaktor fiir den Zerfall ® — n°¢*¢~ bis zu einer invarianten Masse des Lepton-
Paares von knapp 600 MeV eine gute Beschreibung der Datenreihe der NA60-Kolla-
boration in Rot liefert, wobei er in dem Bereich von 340 bis 440 MeV oberhalb al-
ler gezeigten Datenpunkte verlduft, was den Schluss zuldsst, dass die Kriimmung
der Kurve zur Beschreibung der Datenpunkte ungeniigend ist, und sich der Fehler
des Modells im oberen Bereich der der in Schwarz aufgefiihrten Werten der A2-
Kollaboration finden ldsst. Im Vergleich zu dem Modell dieser Arbeit ist zu sehen,
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dass der Formfaktor aus [TLL12] bis auf ein leicht divergierendes Verhalten fiir
grof3e my+,- gut mit der oberen Grenze des Fehlerbands iibereinstimmt. Es ist aller-
dings auch in Abbildung 4.9 festzustellen, dass der in der Referenz ermittelte Form-
faktor fiir gro3e invariante Masse des Lepton-Paares innerhalb keiner der Grenzen aus
[Cap15] befindet, explizit gezeigt in der Abbildung ist mit Strich-Punkten in dunklem
Orange der Ansatz basierend auf einem verbesserten N/D-Modell, welcher, wie in
Abbildung 4.8 zu sehen ist, im Vergleich mit dem auf der dispersiven Rechnung
basierenden Vorgehensweise etwas oberhalb liegt. Im Gegensatz dazu zeigt der in
dieser Dissertation bestimmte Formfaktor eine sehr gute Ubereinstimmung mit dem
verbesserten N/D-Modell und liegt mit einer relativ geringen Differenz im Bereich
groBlen my+,- oberhalb des Bereichs der dispersiven Rechnung.

Zusammengefasst ist zu sagen, dass die beiden Ansdtze Unterschiede in der
Konstruktion der chiralen effektiven Lagrange-Dichte, dem verwendeten Schema zur
Organisation der Terme der Lagrange-Dichte und darauf aufbauend der Inklusion
der Mischungswinkel in das jeweilige Modell aufweisen. Die Annahme einer idealen
0-m-Mischung ist nach den Ergebnissen dieser Dissertation, sieche Abschnitt 3.4, fiir
eine Betrachtung der Lagrange-Dichte in fithrender Ordnung und bei Erhaltung der
SU (3)-Symmetrie gerechtfertigt. Im Hinblick auf die Anpassung des Mischungs-
winkels der n-1’-Mischung mittels der elektromagnetischen Ubergiinge PV'y ist zur
allgemeinen Problematik der Bestimmung dieser Mischung auf die ausfiihrliche Aus-
arbeitung [BMS17] verwiesen, die in [TLL12] verwendete Vorgehensweise bietet
sich zur allgemeinen Bestimmung des Mischungswinkels aufgrund der gleichzeiti-
gen Mischung von pseudoskalaren und Vektor-Mesonen nicht an. Dies zeigt sich beim
Ergebnis in dessen Betrag sowie der beim Fehlen einer Festlegung auf ein Vor-
zeichen.

Ein weiterer Ansatz mit einer chiralen effektiven Lagrange-Dichte fiir pseudo-
skalare und Vektor-Mesonen mit Darstellung der Felder im ,Hidden-gauge*-
Formalismus [BKY85] ist in [KMU18] gezeigt. Hier werden zusitzlich zu leichten
Vektor-Mesonen auch deren Resonanzen beriicksichtigt, was den betrachteten Be-
reich invarianter Masse zu groBeren Werten hin erweitert. Innerhalb der Massen-
Matrix beriicksichtigt genannte Referenz sowohl die SU(3)- als auch die Isospin-
Brechung, werden Korrekturen in 1/N¢ und in den Quark-Massen nicht explizit
diskutiert. Zur Anpassung der Kopplungskonstanten der konstruierten Lagrange-
Dichte werden die Oktett- und Singulett-Felder von pseudoskalaren und Vektor-
Mesonen im Gegensatz zu dieser Arbeit separat unter einer SU(3)-Symmetrie be-
trachtet. Zusitzlich dazu werden sowohl experimentelle Daten zu elektro-
magnetischen Ubergiingen PVY, als auch Messreihen zu Dalitz-Zerfillen PV {T(~
herangezogen. In den Abbildungen dieser Dissertation finden die Ergebnisse aus
[KMU18] fiir c§'4 < 0 mit einer statistischen Sicherheit von 95.4% Verwendung. Die-
se Auswahl wurde getroffen, da in der Referenz selbst in Abbildung IV.3 fiir ein cgr 4
ein deutlicher Konflikt mit den Daten zu den Zerfillen n//m — v ¢~ festgestellt
wurde. Das in Abbildung 4.9 in Gelb mit Strich-Punkten eingetragene Ergebnis fiir
den Ubergangsformfaktor der Zerfille @ — n°¢* ¢~ stimmt iiber den gezeigten Werte-
bereich mit den in [Cap15] gezeigten Grenzen iiberein. Auch ist zu beobachten, dass
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die Betrige des Formfaktors aus [KMU18] konsistent grofler sind als die aus dem
Modell dieser Dissertation und kleiner sind als jene aus [TLL12]. Letzteres ist inte-
ressant, da theoretisch die Aquivalenz von Modellen mit antisymmetrischen Tensoren
und ,,Hidden-gauge*“-Formalismus erwartet wird [Bir96] und dies somit auf Unter-
schiede in der Konstruktion der Lagrange-Dichte sowie der Vorgehensweise bei der
Anpassung der Kopplungen hinweist.

Mit Blick auf die genannten Unterschiede ist abschlieBend zu sagen, dass ein
direkter Vergleich der Ansitze zum aktuellen Stand nur in Hinsicht auf die End-
ergebnisse, die bestimmten Ubergangsformfaktoren sowie Berechnungen und Vor-
hersagen fiir Zerfallsraten sinnvoll ist. Die Zerfallsraten aus obig diskutierten Model-
len von [TLL12] und [KMU18] sind in Tabelle 4.6 im Vergleich zu den innerhalb des
Modells dieser Arbeit berechneten Ergebnissen aufgefiihrt. Wie bei einem generell im
Betrag groBeren Formfaktor aus [TLL12] zu erwarten ist, sind bei Verwendung von
Gleichung (4.29) mit I'(A — By) = I'ppg in beiden Fillen, die bestimmten Zerfalls-
raten etwas grofer als die in dieser Arbeit berechneten. Das Ergebnis aus [KMU18]
ist fiir den Zerfall ® — m¥eTe™, wenn auch mit groBeren Fehlern, gut vergleichbar
mit denen aus dieser Dissertation und [TLL12]. Fiir ein Myon-Paar im Endzustand
besteht allerdings ein deutlicher Unterschied zu [TLL12] und der Zentralwert des Er-
gebnisses zeigt eine erkennbar bessere Ubereinstimmung mit dem Wert aus dieser
Dissertation.

Tabelle 4.6.: Theoretisch ermittelte Zerfallsraten fiir die Prozesse ® — n°¢*¢~ aus
der dritten Spalte von Tabelle 4.4, im Vergleich zu Ergebnissen aus
[TLL12] und [KMU18].

Zerfall I'mod [keV]  Drersch [keV]  I'kimura [keV]
o—nlete” 6.75+0.18 6.85+0.21  6.870%
o— Oy~ 0.86+0.14 0.97£0.03 0.897)13

Zu den beiden bislang diskutierten Modellen, die eine chiralen effektiven Lagrange-
Dichte zur Grundlage haben, kommen in Abbildungen 4.10 und 4.11 zwei aktuelle
Ansitze aus [SKN12] in Griin und [Dan+15] in Rot, die auf eine Bestimmung des
Ubergangsformfaktors mit Hilfe von Dispersionsrelationen zielen, hinzu. Die zuerst
genannte Referenz baut in der Berechnung und den theoretischen Fehlern auf einer
vorangegangenen Analyse von den zu den Dalitz-Zerféllen der Vektor-Mesonen zu-
gehorigen Zerfillen in drei Pionen, ¢/ — O™, mittels dispersiver Theorie in
[NKS12] auf. Die zweite Quelle [Dan+15] liefert entsprechende Rechnungen fiir die
Zerfille mit einer zusitzlichen Parametrisierung der inelastischen Beitrige mittels
einer Potenzreihe in einer geeignet gewihlten Variablen. Diese beriicksichtigt inner-
halb der dispersiven Analyse die Anderung im analytischen Verhalten der Amplitu-
de. Die Bestimmung der elektromagnetischen Ubergangsformfaktoren der Prozesse
o/ — 709" stellt dann eine Erweiterung des verwendeten Formalismus dar. In Ab-
bildung 4.10 ist in zwei gestrichelten griinen Linien der Grenzbereich fiir die voll-
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Abbildung 4.10.: Graphen der quadrierten Betriige des Ubergangsformfaktors

|Fypr0 |2, angegeben in Abhingigkeit von der invarianten Masse des
Lepton-Paars my+,-. Datenreihen in Rot [Arn+16] und Schwarz
[Adl+17] eingezeichnet. Berechnete Formfaktoren mittels dispersi-
ver Rechnung aus [SKN12] in Griin und ebenfalls dispersiver Rech-
nung aus [Cap15] in Orange.

standige dispersive Losung aus [SKN12] aufgefiihrt. Diese befindet sich, wie zu er-
warten war, vollstandig innerhalb des ebenfalls auf einem dispersiven Ansatz mit der
Amplitude aus [SKN12] beruhenden in gestrichelten orangen Linien angegebenen
Grenzbereichs von [Capl5], dort in Abbildung 2 eingezeichnet. Bis zu einer invari-
anten Masse des Lepton-Paares von circa 500 MeV beschreiben die Ansitze beide
Datenreihen sehr gut. Danach allerdings wird aufgrund des starken Anstiegs der von
der NA60-Kollaboration gemessenen Datenpunkte nur noch die Datenreihe der A2-
Kollaboration gut beschrieben. Im Vergleich mit dem Ergebnis dieser Arbeit ist fest-
zustellen, dass der Ubergangsformfaktor des vollstindigen dispersiven Ansatzes aus
[SKN12] bis zu einem my+,- von circa 420 MeV mit dessen Zentralwert fast iiber-
ein stimmt und hiernach eine stirkere Steigung aufweist. Gleiches gilt fiir den Form-
faktor aus [Capl5], der innerhalb seiner Grenzen mit dem Modell dieser Arbeit bis
circa 520 MeV eine gute Ubereinstimmung zeigt. Als letztes zeigt Abbildung 4.11 die
Formfaktoren von [Dan+15] aus der dispersiven Entwicklung bei Abbruch in nied-
rigster Ordnung als rote durchgehende Linie und erster Ordnung als rofe gestrichelte
Line. Im Anhang in Abbildung C.7 findet sich ein Vergleich der beiden dispersiven
Ansitze. Gut zu sehen ist, dass die Kurve fiir einen Abbruch der Entwicklung fiih-
render Ordnung aus [Dan+15] innerhalb des durch die vollstindige dispersive Rech-
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Abbildung 4.11.: Graphen der quadrierten Betriige des Ubergangsformfaktors

|Fyr0 |2, angegeben in Abhingigkeit von der invarianten Masse des
Lepton-Paars my+,-. Datenreihen in Rot [Arn+16] und Schwarz
[Adl+17] eingezeichnet. Berechnete Formfaktoren aus [Dan+15]
in Rot fiir LO-, dunklem Rot fiir NLO-Rechnung. In hellem Blau
Canterbury-Approximation wie in [Adl+17] als Referenz [53] ge-
zeigt.

nung gegebenen Grenzbereiches aus [SKN12] liegt. Bei einer Fortfiihrung der Ent-
wicklung bis inklusive der ersten Ordnung jedoch liegt der resultierende Formfaktor
oberhalb und auBlerhalb des gezeigten Grenzbereiches. Im Vergleich zu den beiden
gezeigten Datenreihen ist festzustellen, dass die dispersiven Ansitze aus beiden Re-
ferenzen sich insbesondere gut zur Beschreibung der Daten aus [Adl+17] eignen.
Wiederum ist eine Abweichung von der Datenreihe aus [Arn+16] fiir grofe invariante
Masse wie auch schon fiir die bislang diskutierten theoretischen Ansétze zu beobach-
ten. An dieser Stelle soll allerdings darauf hingewiesen werden, dass die Entwicklung
der Amplitude in [Dan+15] bis zu einer hoheren Ordnung die Moglichkeit bietet,
Terme an die Datenreihen anzupassen. Die Ergebnisse hierzu sind fiir einen Anpas-
sung an die Datenpunkte der NA60-Kollaboration in [Dan+15] selbst und fiir eine
Ausrichtung an den Werten der A2-Kollaboration in [Adl+17] gegeben. Ein solches
Vorgehen ermoglicht eine deutlich verbesserte, auf die einzelnen Daten zugeschnit-
tene Beschreibung der einzelnen Formfaktoren. Ein Vergleich zu dem Graphen des in
dieser Arbeit ermittelten Formfaktors zeigt auf, dass alle aus den dispersiven Model-
len bestimmten Formfaktoren fiir kleine invariante Masse des Lepton-Paares grofere
Betrige aufweisen als der im Rahmen dieser Arbeit ermittelte Formfaktor. Dieses Ver-
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hiltnis kehrt sich aber hin zu gro3eren m+,- nach einer Kreuzung der Graphen um.
Diese Beobachtung hat fiir alle Formfaktoren aus [SKN12] und [Dan+15] bei jeweils
anderen relativen Werten von my+,- Bestand. Insgesamt stimmen alle Graphen der
dispersiven Rechnungen mit dem Ergebnis dieser Arbeit innerhalb des Fehlerbands
iberein, bei groBen Werten der invarianten Masse des Lepton-Paares teils deutlich am
unteren Rand des Fehlerbereichs.

Als letzter theoretischer Ansatz in Abbildung 4.11 ist der in [AdI+17] als Quelle [53]
in Abbildung 19(a) aufgefiihrte Formfaktor in hellem Blau eingezeichnet. Dieser be-
ruht auf einer modellunabhingigen Berechnung mittels Canterbury-Approximation,
die eine Erweiterung der beispielsweise in [MS16] verwendeten Padé- Approximation
fiir bivariate Funktionen (Funktionen mit zwei Variablen) ist. Mit einem Steigungs-
faktor von A(;;O = (1.9340.26) gelingt diesem Modell im Gegensatz zu allen an-
deren theoretischen Ansdtzen eine herausragende Beschreibung der Datenreihe der
A2-Kollaboration. Allerdings bleibt festzustellen, dass weiterhin eine Diskrepanz mit
Blick auf die Ergebnisse der NA60-Kollaboration bestehen, die auch dieses Modell
nicht kldren kann. Zudem bleibt, mit Blick auf weitere Dalitz-Zerfille A — B¢T ¢~
abzuwarten, inwieweit dieser basierend auf Daten angelegte Ansatz ein konsistentes
Modell fiir mehr als nur einen Zerfall ergibt.

Zusammenfassend lisst sich sagen, dass fiir den Dalitz-Zerfall ® — mlu™u~ wei-
terhin im Bereich grofer invarianter Masse des Lepton-Paares eine Diskrepanz zwi-
schen den experimentell und theoretisch ermittelten Ubergangsformfaktoren existiert.
Hingegen scheinen die meisten der aktuellen theoretischen Modelle in guter Uber-
einstimmung mit aktuellen Ergebnissen zum Zerfall ® — nt’e*e™. Die offenkundige
Differenz zwischen den beiden neuesten Messungen zu Myonen und Elektronen im
Endzustand klért bislang nicht die Frage, ob und inwieweit theoretische Modelle die
physikalische Wirklichkeit beschreiben konnen. Zur Kldrung dieser Frage bleiben so-
mit neue experimentelle Ergebnisse zu den Dalitz-Zerfillen ® — n%¢*¢~ abzuwarten.

4.3.6. Der Formfaktor fiir ) — n¢™ ¢~

Zum Zerfall eines Phi-Mesons in ein Eta und ein Lepton-Paar findet sich in Abbil-
dung 4.12 der Vergleich zweier hierzu gemessener Datenreihen und ihre zugehorigen
Monopol-Fits. In Orange sind die Datenpunkte aus [Ach+01] mit
qunz = (3.841.8) GeV~2, gemessen mit dem SND-Detektor am Teilchenbeschleu-
niger VEPP-2M, und in Schwarz die von der KLOE2-Kollaboration [Bab+15] mit
einem Steigungsfaktor von qunz = (1.1740.21) GeV~? versffentlichten Ergebnisse
angegeben. Aufgrund des betrachteten Intervalls fiir diesen Prozess und der Werte der
Formfaktoren, geniigt ein Diagramm mit linear skalierter Ordinate. Auffillig ist auf
den ersten Blick der groe Unterschied im Intervall der erfassten Datenpunkte, wie
auch die deutlichen Unterschiede in der Anzahl an Messwerten und deren Fehlern. In
beiden Aspekten konnte die aktuelle Messung der KLOE2-Kollaboration deutliche
Verbesserungen aufzeigen. Es bleibt allerdings auch bei diesen Ergebnissen festzu-
stellen, dass die Datenpunkte ab einer invarianten Masse des Lepton-Paares von 300
MeV eine scheinbare Oszillation aufweisen, die sich gegen Ende des gemessenen
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Abbildung 4.12.: Graphen der quadrierten Betriige des Ubergangsformfaktors |F¢n 2,

angegeben in Abhédngigkeit von der invarianten Masse des Lepton-
Paars my+-.

Intervalls deutlich verstirkt und ebenso, dass die Fehler in hohem MaBe groBer wer-
den. In beiden Datenreihen ist eine gewisse regelmiBige Schwankung, d. h. Abwei-
chung der Datenpunkte in einem fast zyklischen Rhythmus von einer idealen Line,
zu beobachten. Aufgrund der besseren Qualitit und Statistik der neueren Messung
werden im Folgenden die theoretischen Ergebnisse mit der Datenreihe aus [Bab+15]
verglichen.

Im Vergleich der Datenreihen mit dem Ergebnis ermittelt mit dem in Blau aufge-
fiihrten Modell dieser Arbeit, gezeigt in Abbildung 4.13, ist zu sehen, dass die
Datenreihe der KLOE2-Kollaboration von dem berechneten Formfaktor gut beschrie-
ben wird und auch der in der Referenz angegebene Monopol-Fit innerhalb des
Fehlerbands der theoretischen Losung liegt. In Tabelle 4.7 findet sich ein Vergleich
der aus den Steigungfaktoren der Datenreihen und in dem Modell dieser Arbeit be-
rechneten Zentralwerte der Zerfallsraten. In allen Fillen wurde zur Berechnung
Gleichung (4.29) mit I" (A — By) = I'ppg verwendet. Es lassen sich die relativen Un-
terschiede der Ubergangsformfaktoren auch direkt in den Zerfallsraten beobachten.
Der Blick auf die mit einfacher Vektor-Meson-Dominanz, die fiir diesen Prozess mit
Beachtung der OZI-Regel [Oku63; 11z66] ein Phi-Meson mit Formfaktor

2
m
FyMD — 0 (4.39)
mq) - mé+‘€,
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Abbildung 4.13.: Graphen der quadrierten Betriige des Ubergangsformfaktors |F¢n 2,

angegeben in Abhédngigkeit von der invarianten Masse des Lepton-
Paars my+,-. Datenreihen in Schwarz [Bab+15] und Orange
[Ach+01] eingezeichnet. Berechnete Formfaktoren aus [TLL12] in
hellem Blau aus [KMU18] in Gelb, dem VMD-Modell in Schwarz
und dem Modell dieser Dissertation in Blau.

erwartet, zeigt, dass dieser Ansatz, wenn auch leicht aullerhalb, so doch unterhalb
des Modells dieser Dissertation liegt und die Datenreihe hinreichend gut beschreibt.
Allerdings ist aufgrund der starken Schwankungen und des sehr groen Fehlers der
Datenpunkte ab einer invarianten Masse des Lepton-Paares von 400 MeV keine ge-
naue Aussage iiber die Passung eines der beiden Ansidtze moglich. Eine weitere theo-
retische Modellierung bietet der Ansatz mittels der chiralen Lagrange-Dichte von
[TLL12] und ist mit einer hellblauen Linie in Abbildung 4.13 angegeben. Der ge-
nannte Formfaktor zeigt iiber das gesamte Intervall durchgiingig groBBere Werte als in
allen anderen Ergebnissen, sowohl dieser Arbeit, in VMD als auch dem Monopol-
Fit an die Ergebnisse. In dem Intervall der invarianten Masse des Lepton-Paares von
300 bis 400 MeV zeigt er im Vergleich zur Datenreihe aus [Bab+15] eine Tendenz
dazu, zu groBe Betriige fiir den Formfaktor des Prozesses ¢ — n¢ ¢~ zu liefern. Das
Ergebnis aus [KMU18], in Abbildung 4.13 in Gelb aufgefiihrt, zeigt eine gute Uber-
einstimmung mit dem Modell dieser Dissertation. Fiir Werte der invarianten Masse
tiber 400 MeV ist aber im Vergleich zu anderen gezeigten Modellen eine deutlich
stirkere Kriimmung des zugehorigen Graphen hin zu groen Betrigen des Form-
faktors festzustellen. Wiederum ist aber an dieser Stelle darauf hinzuweisen, dass

100



Tabelle 4.7.: Vergleich der Angaben fiir Werte der Zerfallsrate der Dalitz-Zerfille
o — 700 ¢~ aus [Tan+18] mit Zentralwerten aus dem Modell dieser
Arbeit und mit Formfaktoren berechnet aus Parametrisierung mittels

einer Polfunktion, siehe Gleichung (4.37), fiir die Datenreihen aus
[Ach+01] und [Bab+15].

Zerfall FPDG [keV] Fmod [keV] FVEPP [keV] FKLOE2 [keV]
d—mnete”  0.45940.0020 0.471 0.508 0.467
O —nutu~  <0.040 0.026 0.051 0.023

eine definitive Abwigung zur Qualitét des diskutierten Modells, wie bereits schon er-
wihnt, aufgrund des Verhaltens der Datenpunkte gegen Ende des gemessenen
Intervalls nicht abschlieBend moglich ist.

Zuletzt sind in Tabelle 4.8 die aus den Modellen basierend auf einer chiralen effekti-
ven Lagrange-Dichte berechneten Zerfallsraten fiir Dalitz-Zerfille ¢ — n¢*T¢~ ange-
geben. Fiir jedes der Modelle wird dabei zur Bestimmung der Zerfallsrate Gleichung
(4.29) verwendet und wie schon im vorangegangen diskutieren Prozess wiederum fiir
das Modell dieser Dissertation die Zerfallsrate der elektromagnetischen Uberginge
I'(A — By) = I'ppg angesetzt.

Tabelle 4.8.: Theoretisch ermittelte Zerfallsraten fiir die Prozesse ¢ — ¢ ¢~ aus der
dritten Spalte von Tabelle 4.4 im Vergleich zu Ergebnissen aus [TLL12]
und [KMU18].

Zerfall I'mod [keV] IMersch [keV] I'kimura [keV]
O —mnete” 0.471+0.035 0.48140.059  0.1975%
O —mutu~ 0.0254+£0.020 0.0283+0.0033 0.0117000

Die Ergebnisse in Tabelle 4.8 spiegeln mit einer Ausnahme die relativen Unter-
schiede in den Formfaktoren wider. Referenz [TLL12] zeigt groBBere Betrdge im Ver-
gleich zu dem Modell dieser Dissertation, wobei die berechneten Zerfallsraten in-
nerhalb der Fehler iibereinstimmen. Zudem bestitigt sich, dass aufgrund des klei-
neren Intervalls fiir ein Myon-Paar der Unterschied im Gegensatz zu dem Fall eines
Elektron-Paares im Endzustand stérker ausfillt. Die in [KMU18] angegebenen Werte
weisen deutliche Abweichungen von den mit dem Formfaktor bestimmten Ergebnis-
sen bei einer vergleichbaren Rechnung auf. Zudem fillt der grole Unterschied beim
Vergleich zu den Werten der Particle Data Group und der experimentellen Ergebnisse
in Tabelle 4.7 auf.
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Abbildung 4.14.: Graphen der quadrierten Betriige des Ubergangsformfaktors
2

‘quo , angegeben in Abhingigkeit von der invarianten Masse des

Lepton-Paars m+,-. Datenreihe in Schwarz [Ana+16] eingezeich-

net. Berechnete Formfaktoren aus [Dan+15] in Rot, aus [KMU18]

in Gelb, dem VMD-Modell in Schwarz und dem Modell dieser Dis-
sertation in Blau.

4.3.7. Der Formfaktor fiir ¢ — n0¢t¢~

Als dritter Dalitz-Zerfall, fiir dessen Ubergangsformfaktor experimentelle Daten einen
Vergleich mit theoretischen Modellen ermoglichen, wird der Prozess ¢ — w4+ ¢~ dis-
kutiert. Die Daten wurden von der KLOE2-Kollaboration in [Ana+16] veroffentlicht.
In den Abbildungen 4.14 und 4.15 ist die Datenreihe im Vergleich zu den Ergebnissen
theoretischer Modelle aufgefiihrt. Diese sind die Vektor-Meson-Dominanz, das Er-
gebnis der chiralen effektiven Lagrange-Dichte dieser Dissertation und aus [KMU18],
sowie die dispersiven Ansitze aus [SKN12] und [Dan+15]. Aufgrund des betrachte-
ten Intervalls, innerhalb dessen die Datenreihe erfasst wurde, und des Wertebereichs
des Formfaktors wird eine Darstellung in logarithmischer Skala gewihlt. Mit Blick
auf die Datenreihe ist zudem zu erwihnen, dass der Formfaktor nur bis zu einem Wert
von 625 MeV erfasst wurde, auch wenn aus theoretischer Sicht das gesamte Intervall
bis zu einem Wert von mgy — myo =~ 885 MeV reicht. Dementsprechend steht nicht das
gesamte Spektrum der invarianten Masse des Lepton-Paares fiir die Betrachtungen
zur Verfiigung, insbesondere aber der Bereich starken Anstiegs mit erwarteter Reso-
nanz im Bereich von my ~ my, aufgrund des Rho-Mesons im Zwischenzustand. In der
Folge beschrinken sich die folgenden mit Abbildungen illustrierten Diskussionen auf
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das Intervall der experimentell erfassten Datenpunkte.
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Abbildung 4.15.: Graphen der quadrierten Betrige des Ubergangsformfaktors
2
‘quo , angegeben in Abhingigkeit von der invarianten Masse des
Lepton-Paars my+,-. Datenreihe in schwarz [Ana+16] eingezeich-
net. Berechnete Formfaktoren aus [SKN12] in Griin und dem Mo-
dell dieser Dissertation in Blau.

Mit Blick auf den Formfaktor aus dem Modell dieser Dissertation ist festzustel-
len, dass dieser die gegebenen Datenpunkte sehr gut beschreibt, allerdings fiir eine
zunehmende invariante Masse des Lepton-Paares eine deutliche Verbreiterung des
Fehlerbands festzustellen ist. Der abgeschitzte Fehler scheint somit fiir diesen Pro-
zess einen sehr groBen Einfluss auf den Ubergangsformfaktor zu haben. Dabei ist
sowohl in den Datenpunkten als auch dem theoretischen Modell ein deutlicher An-
stieg der Fehler hin zu groBeren Betriigen der invarianten Masse des Lepton-Paares
zu beobachten.

Das VMD-Modell erwartet wie schon bei dem Zerfall @ — 1°/¢~ ein Rho-Meson
im Zwischenzustand, siehe Gleichung (4.38). In Abbildung 4.14 schwarz gestrichelte
Linie dargestellt, beschreibt es die Datenreihe im gegebenen Intervall grof3tenteils im
unteren Fehlerbereich, fiir einige Datenpunkte liegt der VMD-Formfaktor aber auch
deutlich unterhalb der Fehler. Ein Vergleich mit einem weiteren Modell basierend
auf einer chiralen effektiven Lagrange-Dichte aus [TLL12] ist nicht moglich. In dem
Ansatz der genannten Referenz wird bei der Konstruktion der Lagrange-Dichte eine
ideale Mischung der Vektor-Mesonen angenommen. Dies schliet dann folglich in
filhrender Ordnung die Zerfille ¢ — ny* aus, sieche Abschnitt 3.4. Eine Erweiterung
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der Lagrange-Dichte zur Inklusion von Korrekturen in 1/N¢ wire ein erster Schritt,
der bei Beibehaltung der idealen Mischung eine Diskussion dieser in diesem Mo-
dell fehlenden Prozesse ermdglichen konnte. Somit verbleiben an dieser Stelle der
Ansatz mit einer chiralen effektiven Lagrange-Dichte aus [KMU18] und die beiden
dispersiven Ansitze zum Vergleich mit experimentellen Daten und dem Modell die-
ser Dissertation. Diese sind in Abbildungen 4.14 und 4.15 in Gelb ([KMU18]), in Rot
([Dan+15] mit dem Abbruch der Reihenentwicklung in der Amplituden in fiithren-
der Ordnung) und Griin ([SKN12]) aufgefiihrt. Fiir letztgenannte Referenz sind mit
durchgezogenen Linien der dispersive Ansatz mit f1(¢) = a€(¢) und mit gestrichelten
Linien der Ansatz mit zwei Substraktionstermen in fj(¢) gezeigt. Ein Blick auf die
in Abbildung C.8 separat gezeigten dispersiven Formfaktoren ldsst darauf schlieBen,
dass der Formfaktor aus [Dan+15] und derjenige aus [SKN12] mit zwei Substrakt-
ionen sehr gut miteinander iibereinstimmen, wohingegen der Betrag des zweiten
Formfaktors aus [SKN12] im Bereich einer invarianten Masse von 120 bis 520 MeV
konstant unterhalb der beiden anderen Kurven liegt. Im direkten Vergleich zeigen
sich die beiden Formfaktoren mit dhnlichem Verlauf dabei gut dazu geeignet, die
Datenreihe zu beschreiben. Mit Blick auf den in dieser Arbeit ausgehend von einer
chiralen effektiven Lagrange-Dichte bestimmten Ubergangsformfaktor lisst sich sa-
gen, dass dieser bis zu einem my+ - von 300 MeV gut mit der Entwicklung bis fithren-
der Ordnung in [Dan+15] sowie dem Ansatz mit zwei Substraktionen aus [SKN12]
iibereinstimmt. Im Vergleich zu dem in [KMU18] ermittelten Ubergangsformfaktor
ist zu sehen, dass dieser fast vollstindig mit der oberen Grenze des Fehlerbands
aus dem Modell dieser Dissertation zusammenfillt, fiir grole invariante Masse des
Lepton-Paares um die 600 MeV im Betrag aber leicht kleinere Werte annimmt. Fiir
groBere Werte invarianter Massen hingegen und die dritte verbleibende Kurve des ein-
fachen dispersiven Ansatzes aus [SKN12] liegt das Ergebnis dieser Dissertation fiir
diesen Prozess im Betrag konsistent oberhalb der anderen Formfaktoren. Unter Be-
riicksichtigung der Datenpunkte und ihrer Fehler ist die Annahme zuléssig, dass fiir
den gezeigten Wertebereich das Modell dieser Arbeit eine im Vergleich etwas bes-
sere Beschreibung der experimentellen Ergebnisse liefert als die gezeigten disper-
siven Ansitze. Dies ist aber zum aktuellem Zeitpunkt noch mit Vorbehalt zu sehen,
da die Datenreihe nicht den Bereich der Resonanz abdeckt.

In Tabelle 4.9 sind die in [KMU18] und die mit dem Modell dieser Dissertation ermit-
telten Zerfallsraten angegeben. Wie bereits in den vorangegangenen Prozessen wird
fiir das Modell dieser Dissertation die Zerfallsrate der elektromagnetischen Uber-
ginge I'(A — By) = I'ppg angesetzt. Auffillig ist der Unterschied in einer Grofen-
ordnung zwischen den Ergebnissen, was im direkten Gegensatz zur guten Passung der
Formfaktoren in Abbildung 4.14 steht. Zudem sind bei den Ergebnissen aus [KMU18]
sehr groBle Fehler festzustellen, welche in der Referenz mit der Einbeziehung der
Kopplungskonstante des PV'V-Vertices in die Berechnung erklirt werden.
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Tabelle 4.9.: Theoretisch ermittelte Zerfallsraten fiir Prozesse ¢ — m'/T¢~ aus
der dritten Spalte von Tabelle 4.4 im Vergleich zu Ergebnissen aus

[KMU18].

Zerfall TppG [keV]  Tinod [keV]  Tkimura [keV]
¢ —nlete”in[1072] 5.65+0.47 7.284+0.86 23713

¢ — nlutyu in [1072] — 2.54+0.79 6.75,%7

4.3.8. Der Formfaktor fiir ® — ¢ ¢~

Der Dalitz-Zerfall eines Omega-Mesons in ein Eta und ein Lepton-Paar ist einer von
drei in dieser Arbeit diskutierten Zerfille, fiir die nach aktuellem Stand keine expe-
rimentellen Daten zu Formfaktoren zum Abgleich mit den theoretischen Modellen
verfiigbar sind. Aufgrund der oberen Intervallgrenze von mg — my und der unteren
Intervallgrenze von 2m, wird sowohl der Zerfall in ein Paar Elektronen, fiir den eine
Abschitzung iiber eine obere Grenze fiir den Betrag der Zerfallsrate existiert, als auch
in ein Myon-Paar erwartet. Das Modell der Vektor-Meson-Dominanz erwartet fiir den
Zerfall ein ®-Meson mit resultierendem Ubergangsformfaktor

m2
FgP = ——2 (4.40)
I’I’l(2D - m£+€_

im Zwischenzustand.

In Abbildung 4.16 finden sich die Ergebnisse fiir den Formfaktor der Vektor-Meson-
Dominanz, in Schwarz, sowie aus den Modellen basierend auf einer chiralen effek-
tiven Lagrange-Dichte aus [TLL12], [KMUI18] und dieser Dissertation in hellem
Blau, Gelb und respektive Blau aufgefiihrt. Wie zu sehen ist, stimmen alle Modelle
in ihrer Vorhersage des Formfaktors innerhalb eines Bereiches miteinander iiberein
und die Zentralwerte nehmen jeweils gro3ere Betrdge als die Vorhersage der Vektor-
Meson-Dominanz an. Zudem besteht innerhalb der jeweiligen Fehlerbereiche keiner-
lei Ubereinstimmung zwischen den Modellen basierend auf einer chiralen effektiven
Lagrange-Dichte und dem Formfaktor der Vektor-Meson-Dominanz. Die Vorhersage
aus [TLL12] liegt dabei im Bereich der Uberlappung der anderen beiden Modelle und
das Ergebnis aus [KMU18] zeigt sich als deutlich breiteres Band mit hauptsédchlich
groBeren Werten relativ zu dem Ergebnis aus dem Modell dieser Dissertation. Da-
bei zeigt der Formfaktor aus [TLL12] fiir groBere Werte der invarianten Masse etwas
grofere Betriige als der Zentralwert des Ubergangsformfaktors aus dem Modell die-
ser Dissertation. Dies wirkt sich auch auf die Bestimmung der Zerfallsraten aus, am
Besten zu sehen im Dalitz-Zerfall mit dem Elektron-Paar im Endzustand. Die Vor-
hersagen sind dabei in Tabelle 4.10 im Vergleich zu der Abschitzung fiir die obere
Grenze der Zerfallsrate aus [Tan+18] angegeben. Innerhalb der Fehler stimmen die
angegebenen Vorhersagen gut miteinander iiberein und bestidtigen somit den aus den
Formfaktoren gewonnenen Eindruck. Einzig die Vorhersage aus [KMU18] fiir den
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Abbildung 4.16.: Graphen der quadrierten Betriige des Ubergangsformfaktors ‘F(,m 2,

angegeben in Abhédngigkeit von der invarianten Masse des Lepton-
Paars my+,-. Vorhersagen zu Formfaktoren aus [TLL12] in hellem
Blau, aus [KMU18] in Gelb, der VMD in Schwarz und dem Modell
dieser Dissertation in Blau eingezeichnet.

Prozess ® — Nutu~ ist um einen Faktor zwei groRer als die aus den anderen beiden
Modellen.

Tabelle 4.10.: Theoretisch ermittelte Zerfallsraten fiir die Prozesse @ — n¢T¢~ aus
der dritten Spalte von Tabelle 4.4 im Vergleich zu Ergebnissen aus
[TLL12] und [KMU18].

Zerfall 1—‘PDG [keV] 1—‘mod [keV] 1—‘Tersch [keV] 1—‘Kimura [keV]
®—mnete”in[1072] <93 2.79+0.10 2.88+0.22 4.27;2
®—nutu” in [107] — 9.04+0.58 8.57+0.64 17.77

4.3.9. Der Formfaktor fiir 0 — /¢~

Als zweiter Dalitz-Zerfall, dessen Ubergangsformfaktor bislang noch nicht erfasst
wurde, steht der Prozess ¢ — n/¢*¢~ zur Diskussion. Das Vektor-Meson-Dominanz-
Modell sagt fiir diesen Zerfall unter Beachtung der OZI-Regel ein Phi-Meson im
Zwischenzustand mit Ubergangsformfaktor aus Gleichung (4.39) voraus und ist in
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Abbildung 4.17.: Graphen der quadrierten Betriige des Ubergangsformfaktors |F¢T|’ 2,

angegeben in Abhédngigkeit von der invarianten Masse des Lepton-
Paars my+,-. Vorhersagen zu Formfaktoren aus [TLL12] in hellem
Blau, [KMU18] in Gelb, der VMD in Schwarz und dem Modell
dieser Dissertation in Blau eingezeichnet.

Abbildung 4.17 in Schwarz aufgefiihrt. Des Weiteren sind im Vergleich die Modelle,
die auf die Konstruktion einer chiralen effektiven Lagrange-Dichte aufbauen, das aus
[TLL12], aus [KMU18] und das dieser Dissertation, angegeben. Im Falle des ers-
ten Ansatzes wird wie in den vorangegangenen Prozessen das Ergebnis fiir einen
Mischungswinkel mit negativem Vorzeichen diskutiert. Diese Auswahl wird dadurch
bestirkt, dass die Ergebnisse dieser Dissertation, in Blau gekennzeichnet, keinerlei
Hinweis auf ein Verhalten ergeben, das auf ein in [TLL12] in Abbildung 6 gezeigtes
Verhalten des Formfaktors fiir einen positiven Mischungswinkel hinweisen wiirde.
Mehr noch zeigt im direkten Vergleich das Ergebnis dieser Arbeit mit seinem Fehler-
band einen durchgiingig groleren Betrag des Formfaktors. Auch weisen beide Form-
faktoren ab einer invarianten Masse des Lepton-Paares von 10 MeV keinerlei Uber-
einstimmung mehr auf. Dabei verliduft der Formfaktor der Vektor-Meson-Dominanz
fast genau mittig zwischen den beiden Fehlerbereichen der in blau eingetragenen An-
sitze mit chiraler effektiver Lagrange-Dichte und zeigt somit auch keine Uberschnei-
dungen mit ihnen. Das Ergebnis aus [KMU18] weist mit dem Formfaktor aus dem
Modell dieser Dissertation eine Ubereinstimmung innerhalb dessen oberen Fehler-
bereichs auf, zeigt aber keinerlei Uberlappung mit dem VMD-Formfaktor und dem
Ergebnis aus [TLL12].

Wird das Intervall der invarianten Masse des Lepton-Paares betrachtet, so ist auffillig,
dass fiir ein Myon-Paar im Endzustand die untere Grenze bei 2m, ~ 211 MeV ist. Wo-

107



hingegen die obere Grenze nur einen Wert von mg —myy = 61.7 MeV aufweist. Dem-
zufolge ist ein Zerfall mit einem Myon-Paar im Endzustand nicht moglich und nur
ein Elektron-Paar tritt auf. Gezeigt wird ein Vergleich der Vorhersagen fiir den Dalitz-
Zerfall  — n’e™e™ aus den Modellen aus [TLL12], [KMU18] und dieser Dissertati-
on in Tabelle 4.11 gezeigt. Die Zerfallsraten wurden mit Gleichung (4.29) und unter
Annahme der Zerfallsrate der elektromagnetischen Uberginge I' (A — By) = I'ppg
berechnet.

Tabelle 4.11.: Theoretisch bestimmte Vorhersage der Zerfallsrate fiir den Dalitz-
Zerfall 9 —n’e™e™. Im Vergleich sind die Ergebnisse aus [TLL12] und
[KMU18] zu jenem aus dem Modell dieser Dissertation eingetragen.

Zerfall 1—‘mod [keV] 1—‘Tersch [keV] 1—‘Kimura [keV]
o—nete in[103] 136£0.16 1394030 20107

Insgesamt lésst sich fiir diesen Prozess konstatieren, dass aufgrund der mangelnden
Ubereinstimmung der betrachteten theoretischen Modelle keine eindeutige Aussage
iber die Vorhersagekraft einzelner Formfaktoren getroffen werden kann.

4.3.10. Der Formfaktor fiir ' — /"¢~

Auch fiir den Dalitz-Zerfall eines 1’ in ein ®-Meson und ein Lepton-Paar ist bislang
keine experimentelle Datengrundlage zu den Ubergangsformfaktoren vorhanden. Das
Modell der Vektor-Meson-Dominanz erwartet wie bei dem Zerfall ® — n¢™¢~ im
Zwischenzustand ein ®-Meson mit zugehorigem Formfaktor aus Gleichung (4.40).
In Abbildung 4.18 sind die Vorhersagen fiir den Formfaktor und, wenn vorhanden,
dessen Fehlerbereich aus den Modellen der Vektor-Meson-Dominanz in Schwarz,
[TLL12] in hellem Blau und dieser Arbeit in Blau aufgefiihrt. Im Vergleich mit dem
vorangegangenen Prozess ¢ — M/¢"¢~, siche Abbildung 4.17, fallen direkt Paralle-
len auf. Zunichst zeigt sich eine dhnliche Anordnung der Formfaktoren, mit dem
aus [TLL12] mit den niedrigsten Betrigen, gefolgt von dem VMD-Formfaktor und
dem Modell dieser Dissertation. Zudem besteht wiederum zwischen den einzelnen Er-
gebnissen, auch unter Beriicksichtigung der Fehlerbereiche, keine Ubereinstimmung.
Demzufolge ist festzuhalten, dass zum aktuellen Zeitpunkt ohne einen weiteren An-
sto} durch experimentelle Messungen oder theoretische Modelle, keine Aussage iiber
die Vorhersagekraft der Modelle basierend auf einer chiralen effektiven Lagrange-
Dichte getroffen werden kann.

Aus kinematischen Griinden, analog zum vorangegangenen Prozess ¢ — M/¢7¢~,
ist ein Zerfall in ein Myon-Paar ausgeschlossen. Vorhersagen fiir den Zerfall in ein
Elektron-Paar aus beiden Modellen, die auf einer chiralen effektiven Lagrange-Dichte
basieren, sind in Tabelle 4.12 angegeben.
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Abbildung 4.18.: Graphen der quadrierten Betrige des Ubergangsformfaktors

‘Fn/w 2, angegeben in Abhéngigkeit von der invarianten Masse des
Lepton-Paars my+,-. Vorhersagen zu Formfaktoren aus [TLL12] in
hellem Blau, der VMD in Schwarz und dem Modell dieser Disser-
tation in Blau eingezeichnet.

4.3.11. Der Formfaktor fiir p° — n0¢+ ¢~

Des Weiteren ist fiir den Zerfall eines p° in ein n° und ein Lepton-Paar bislang

keine experimentelle Datenreihe zum Vergleich mit Vorhersagen theoretischer Mo-
delle vorhanden. In Abbildung 4.19 sind die Vorhersagen fiir den Ubergangsform-
faktor dieses Prozesses in Gelb fiir [KMU18], Schwarz fiir die Vorhersage des VMD-
Modells und Blau fiir das Modell dieser Dissertation aufgefiihrt. Die beiden Ergeb-
nisse aus [KMUI18] und dieser Dissertation stimmen gut miteinander iiberein, zei-
gen aber im Gegensatz dazu keine Ubereinstimmung mit der Vorhersage der Vektor-
Meson-Dominanz mit einem ®-Meson im Zwischenzustand, vergleiche Gleichung
(4.40). Im direkten Vergleich nehmen die Ergebnisse aus den Modellen mit einer

Tabelle 4.12.: Theoretisch bestimmte Vorhersage der Zerfallsrate fiir den Dalitz-
Zerfall ' — wete™. Im Vergleich ist das Ergebnis aus [TLL12] zu
jenem aus dem Modell dieser Dissertation eingetragen.

Zerfall I'iod [keV]  D'rersen [keV]
N — wete  in[1072] 3.50+0.13 3.36+1.10
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Abbildung 4.19.: Graphen der quadrierten Betriige des Ubergangsformfaktors
|Fp0n0 |2, angegeben in Abhingigkeit von der invarianten Masse des
Lepton-Paars my+,-. Vorhersagen zu Formfaktoren aus [KMU18]
in Gelb der VMD in Schwarz und dem Modell dieser Dissertation
in Blau eingezeichnet.

chiralen effektiven Lagrange-Dichte groBere Betrdge fiir den Formfaktor an als von
dem VMD-Modell vorhergesagt.

In Tabelle 4.13 sind die aus den Vorhersagen von [KMU18] und dem Modell dieser
Dissertation berechneten Zerfallsraten der Zerfille p® — n¢* ¢~ aufgefiihrt. Die an-
gegebenen Werte weisen auf dieselbe GroBenordnung fiir den Wert der Zerfallsraten
hin, eine genaue Vorhersage ist aber aufgrund der Abweichungen nicht festzulegen.

Tabelle 4.13.: Theoretisch bestimmte Vorhersage der Zerfallsrate fiir den Dalitz-
Zerfall p® — n®¢¢~. Im Vergleich ist das Ergebnis aus [KMU18] zu
jenem des Modells dieser Dissertation aufgefiihrt.

Zerfall l_‘mod [keV] 1_‘Kimura [keV]
p¥ — w0t 0.661+0.020 0.43+0.05
p® —»n0¢te~in [1072] 82+1.8 5.0707
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Abbildung 4.20.: Graphen der quadrierten Betrige des Ubergangsformfaktors |Fp°n 2,
angegeben in Abhédngigkeit von der invarianten Masse des Lepton-
Paars my+,-. Vorhersagen zu Formfaktoren aus [KMU18] in Gelb
der VMD in Schwarz und dem Modell dieser Dissertation in Blau
eingezeichnet.

4.3.12. Der Formfaktor fiir p® — n¢+¢-

Als nichster Prozess wird der Zerfall eines p” in ein M und ein Lepton-Paar be-
trachtet. Die Vorhersagen fiir den Formfaktor des Prozesses aus der Vektor-Meson-
Dominanz fiir ein ®-Meson im Zwischenzustand, siehe Gleichung (4.40), dem An-
satz aus [KMU18], sowie dem Modell dieser Dissertation sind in Abbildung 4.20
in respektive Schwarz, Gelb und Blau aufgefiihrt. Dabei ist zu erkennen, dass beide
Modelle, die auf einer chiralen effektiven Lagrange-Dichte beruhen, fiir grof3e inva-
riante Massen des Lepton-Paares keine Ubereinstimmung zeigen. Innerhalb des obe-
ren Fehlerbereichs des Formfaktors aus dem Modell dieser Dissertation zeigt sich ein
Uberlappung mit dem Ergebnis aus [KMU18], letzteres deckt allerdings einen sehr
groBen Bereich an Werten fiir den Betrag des Ubergangsformfaktors ab.

Ein Vergleich der mit den Modellen aus [KMU18] und dieser Dissertation berech-
neten Vorhersagen fiir die Zerfallsraten zu den Dalitz-Zerfillen p® — n¢*¢~ findet
sich in Tabelle 4.14. Die gezeigten Ergebnisse stimmen in der Gréenordnung, wenn
auch nicht innerhalb der Fehlerbereiche, miteinander iiberein.
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Tabelle 4.14.: Theoretisch bestimmte Vorhersage der Zerfallsrate fiir den Dalitz-

Zerfall p® — n¢*¢~. Im Vergleich ist das Ergebnis aus [KMU18] zu
jenem des Modells dieser Dissertation angegeben.

p? —mete- 0.378 £0.011 0.25%] .
p® = nete~in [1075] 3.61+£0.15  3.3%)4

4.3.13. Der Formfaktor fiir n’ — p¢t¢-

Als letzter in dieser Dissertation préasentierter Formfaktor eines Dalitz-Zerfalls steht
der Zerfall eines 1 in ein p® und ein Lepton-Paar. Wie schon bei den vorangegan-
genen Zerfillen ¢ — M'¢"¢~ und ' — £1¢ tritt auch bei diesem Prozess ein Myon-
Paar im Endzustand aus kinematischen Griinden nicht auf. In Abbildung 4.21 ist die
mit dem Modell dieser Dissertation bestimmte Vorhersage fiir den Ubergangsform-
faktor im Vergleich mit der aus dem Vektor-Meson-Dominanz-Modell aufgefiihrt.
Zwischen den beiden Formfaktoren sind keine Ubereinstimmungen festzustellen, die
Betrige des Ergebnisses dieser Dissertation sind fiir Zentralwert wie fiir das gesamte
Fehlerband konsistent groBer als die des VMD-Modells. Mit der Zerfallsrate der elek-
tromagnetischen Ubergiinge I' (A — BYy) = I'ppg bestimmt sich aus Gleichung (4.29)
die Vorhersage fiir Zerfallsrate des Dalitz-Zerfalls ' — pleTe™ zu

1,0
MP —0.3804+0.022 keV . (4.41)

mod —

Zur weiteren Untersuchung dieses Zerfalls bietet sich aus den in dieser Dissertation
diskutierten Referenzen der Ansatz in [TLL12], der bereits den Zerfall ' — we*e™
untersuchen konnte.
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Abbildung 4.21.: Graphen der quadrierten Betrige des Ubergangsformfaktors
|Fn/po |2, angegeben in Abhiingigkeit von der invarianten Masse des
Lepton-Paars my+,-. Vorhersagen zu Formfaktoren der VMD in

Schwarz und dem Modell dieser Dissertation in Blau eingezeich-
net.
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5. Fazit und Ausblick

Das Ziel dieser Dissertation war die Untersuchung der elektromagnetischen Ubergin-
ge PVY* zwischen einem pseudoskalaren und einem Vektor-Meson innerhalb einer
chiralen effektiven Feldtheorie mit einer Inklusion von Vektor-Mesonen als dyna-
mischen Freiheitsgraden. Mit der Betrachtung der Nonetts von pseudoskalaren und
Vektor-Mesonen konnten auch die Mischungen n-1" und ¢-® in das Modell dieser
Arbeit eingepflegt werden. Die mathematischen Betrachtungen beschrinken sich da-
bei auf das Niveau der Baumgraphen und beriicksichtigen in der Lagrange-Dichte
des Modells Korrekturen in 1/N¢ und solche aufgrund der Quark-Massen. Mit der
Verwendung eines urspriinglich fiir die LNcChPT entwickelten Zihlschemas war
es moglich, die konstruierten Terme der Wechselwirkungs-Lagrange-Dichte in einer
Hierarchie zu ordnen.

Zur Anpassung der Modellparameter wurden als erstes die elektromagnetischen Uber-
ginge PV'y mit einem reellen Photon im Endzustand untersucht. Die Verfiigbarkeit
von experimentellen Ergebnissen zu allen zwolf theoretisch erwarteten Prozessen er-
moglichte eine umfingliche Anwendung des entwickelten Modells. Unter Beriick-
sichtigung der sich aus dem Zihlschema ergebenden Ordnungen wurden die zu dem
Prozess zugehorigen Terme der Wechselwirkungs-Lagrange-Dichte des Diagramms
der Punktwechselwirkung bis zu Termen in NLO konstruiert. Es ergaben sich insge-
samt ein Term in fithrender Ordnung, drei fiir die Korrekturen in 1/N¢ und zwei fiir
die Korrekturen aufgrund der Quark-Massen. Anschliefend wurde aus der Lagrange-
Dichte iiber das invariante Matrixelement die Formel fiir die Zerfallsrate und die zu
den Ubergingen der Felder zugehérigen Amplituden bestimmt.

Ausgehend von der fithrenden Ordnung wurden bei Anpassung der Kopplungskon-
stanten an die experimentellen Ergebnisse, unter Beriicksichtigung der Hierarchie der
Beitrige in den Amplituden, sukzessive Korrekturen hinzugenommen. Vor dem Fit
einer Kopplungskonstanten in fithrender Ordnung musste aufgrund der OZI-Regel,
bei angenommener idealer Mischung fiir das ¢-0-System, der Zerfall ¢ — 1y aus-
geschlossen werden. Die Ergebnisse erwiesen sich nicht zur simultanen Beschrei-
bung aller physikalischen Prozesse geeignet. Da eine Beschreibung aller physikali-
scher Zerfille angestrebt war, wurden in dem folgenden Schritt die Korrekturen in
1/Nc¢ bei gleichzeitiger Erhaltung der SU(3)-Symmetrie hinzu genommen. Infolge
dessen konnte der Zerfall ¢ — w0y mit beriicksichtigt werden und es ergaben sich
bei dem Fit dreier Kopplungskonstanten deutliche Verbesserungen fiir die Ergebnisse
der Zerfallsraten im Vergleich zum Fit in fithrender Ordnung. Allerdings wurde auf-
grund noch bestehender groBer Abweichungen zu den experimentellen Ergebnissen
das gesetzte Ziel einer gleichzeitigen Beschreibung aller physikalischer Zerfille nicht
erreicht. Da in den Amplituden der Kaonen eine Brechung der SU(3)-Symmetrie be-
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obachtet wird, war es notwendig auch Korrekturen aufgrund der Quark-Massen ein-
flieBen zu lassen.

In Folge der Hinzunahme von Korrekturen zur fithrenden Ordnung war es zur Ver-
besserung der Genauigkeit der Berechnungen in der gewiéhlten Ordnung erforderlich,
die Bestimmung des quadrierten invarianten Matrixelements zu untersuchen. Hier
entstanden aus NLO X NLO-Termen Beitrige in NNLO, eine Stufe hoher im Organi-
sationsschema als die betrachteten Terme an sich. Diese zusitzlichen Terme hoherer
Ordnung stellen aber fiir eine Rechnung in NNLO nur ein Bruchteil der moglichen
Beitrige dar. Da das Modell dieser Dissertation auf eine Diskussion bis einschlieBlich
NLO-Korrekturen ausgerichtet war, wurde die Entscheidung getroffen, diese NNLO-
Beitrige in den folgenden Rechnungen nicht zu beriicksichtigen. Fiir einen NLO-Fit
mit insgesamt fiinf Kopplungskonstanten an die Daten der elektromagnetischen Uber-
ginge ergab sich eine insgesamt gute Ubereinstimmung mit den experimentellen Er-
gebnissen. Fiir die Zerfille p® — 1y, ® — 1y, ® — My und K*° — K% wurden aber
im Hinblick auf die gesetzten Qualitédtskriterien groBere Abweichungen festgestellt.
Im Gegensatz dazu entkoppelt der Zerfall der geladenen Kaonen mit einer eigenen
Kopplungskonstante. Dieser kann innerhalb der betrachteten Ordnung somit immer
exakt bestimmt werden und bietet aber demzufolge auch keine Moglichkeit auf Ei-
genschaften der Kaon-Zerfille zu schlie3en.

In einem Versuch die Abweichungen der Modellergebnisse von den experimen-
tellen Werten zu reduzieren, wurde die Entwicklung der Matrix der Quark-Ladungen
in 1/N¢ beriicksichtigt. Dies hatte die Auswirkung, dass ein Term, der bislang auf-
grund der spurlosen physikalischen Quark-Ladungs-Matrix weggefallen war, beriick-
sichtigt werden konnte. Die Ergebnisse eines NLO-Fit mit sechs Kopplungskonstan-
ten boten, ausgenommen des Zerfalls K*0 — KOy, eine sehr gute Beschreibung der
experimentellen Zerfallsraten.

SchlieBlich wurden die Ergebnisse des in dieser Dissertation entwickelten Modells
mit denen aus anderen Modellen verglichen. Dabei wurden grofle Unterschiede in
der Beriicksichtigung von Korrekturen zur fithrenden Ordnung sowie der Betrach-
tung der Mischungswinkel festgestellt. Die Ergebnisse aus einem Fit in LO stimmten
mit denen jener Referenzen, die sich auf eine Betrachtung der elektromagnetischen
Uberginge PVy auf die fithrende Ordnung beschrinken, sehr gut iiberein. Bei Hin-
zunahme von Korrekturen konnte im direkten Vergleich der Modelle die Bedeutung
der beiden Terme mit den Kopplungskonstanten ¢4 und c_, die eine Brechung der
SU(3)-Symmetrie aufgrund der Quark-Massen zur Folge haben, bestitigt werden.
Allerdings werden diese Terme nicht in allen Ansitzen vollstindig beriicksichtigt.
Zudem fiel auf, dass die Mischung des ¢-®-Systems oft als ideal angenommen wird.
In dieser Dissertation wurde allerdings bestétigt, dass diese Annahme bei Beriick-
sichtigung von Korrekturen aufgrund der Quark-Massen zu vermeiden ist. Es wird,
sofern das '-Meson in Ansitzen mit beriicksichtigt wird, die 1-1’-Mischung in an-
deren Ansitzen nicht in einem dem in dieser Arbeit verwendeten Grundgeriist ver-
gleichbarem Umfang mit einbezogen. Insbesondere ist hervorzuheben, dass das Mo-
dell dieser Dissertation die aktuellste und umféinglichste Ausarbeitung einer chiralen
effektiven Lagrange-Dichte der elektromagnetischen Ubergiinge PVy unter Verwen-
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dung des Vektor-Formalismus zur Darstellung der Vektor-Mesonen ist.

Als eine Anwendung zur Betrachtung der elektromagnetischen Struktur der Mesonen
und als ein erster Test des Modells fiir elektromagnetische Ubergiinge PVy* wur-
de dieses im zweiten Teil dieser Arbeit auf die Dalitz-Zerfille PV/*{~ neutraler
Mesonen angewandt. Hier bestitigte sich, dass eine Beschrinkung auf die Betrach-
tung einer reinen Punktwechselwirkung aufgrund der elektromagnetischen Struktur
der Mesonen nicht der physikalischen Realitdt geniigt. Folglich wurde eine Erwei-
terung des Modells um ein Feynman-Diagram mit einem propagierenden virtuel-
len Vektor-Meson im Zwischenzustand erwogen und durchgefiihrt. Zur Bestimmung
des dem zusitzlichen Feynman-Diagramms zugehorigen Beitrags zum Ubergangs-
matrixelements des Zerfalls mussten die Lagrange-Dichten zu den Vertices V'Y und
PVV aufgestellt und die zugehorigen Kopplungen ermittelt werden. Fiir den ersten
Vertex gelang dies, schlug aber fiir PVV zunichst fehl, da der mit einer experimen-
tell gemessenen Zerfallsrate verfiigbare Zerfall ¢ — ®m innerhalb des Modells, das
eine Erhaltung der Isospin-Symmetrie vorausgesetzt hatte, nicht anwendbar war. Als
Folge davon wurde die zum Vertex PVV zugehorige Kopplung in den Zerfillen eines
Vektor-Mesons in drei pseudoskalare Mesonen innerhalb des GSW-Prozesses vor-
genommen. Hierzu mussten zusitzlich die Lagrange-Dichte der Vertices V PPP und
V PP bestimmt werden.

Aufgrund der fiir die Zerfélle V — PPP verfiigbaren experimentellen Daten konnte in
diesem Prozess fiir den Vertex PVV nur die Kopplungskonstante fiihrender Ordnung
ermittelt werden. Entsprechend fand auch von dem Vertex VPP nur die Kopplung
fiilhrender Ordnung Verwendung. Die ermittelten Kopplungskonstanten der Vertices
Vyund PVV wurden dann zur Berechnung der zu den Dalitz-Zerfillen zugehorigen
Zerfallsraten und Ubergangsformfaktoren verwendet.

Die Bestimmung der Formel fiir die Zerfallsrate geschah unter Beriicksichtigung des
zusitzlichen Feynman-Diagramms analog zu der Vorgehensweise fiir die Prozesse
PV7y. Einzig musste die bislang angewandte Integration iiber den Phasenraum ei-
nes Zerfalls von einem in zwei Teilchen auf einen Zerfall eines Telchens in drei
im Endzustand erweitert werden. Die Darstellung von Zerfallsrate und Formfaktor
wurde allgemein verwendeten Konventionen angepasst. Als propagierendes virtuel-
les Vektor-Meson wurden die Mesonen p, o und ¢ betrachtet. Fiir letztere wurde in
der Propagation die ¢-®-Mischung im Einklang mit den verwendeten Konventionen
dieser Dissertation betrachtet. Das p-Meson wurde im Propagator mit einer nicht-
vernachlissigbaren von der invarianten Masse des Lepton-Paars abhiingigen Bereite
modelliert, fiir die ®- und ¢-Mesonen wurde jeweils eine konstante Breite vorausge-
setzt.

Die Ergebnisse der Zerfallsraten zeigen in Teilen eine gute Ubereinstimmung mit den
verfligbaren experimentellen Werten. Zur Untersuchung der Abweichungen war es
notwendig die Ubergangsformfaktoren von Modell und Experiment zu vergleichen.
Dies wurde sukzessiv fiir die einzelnen Zerfille PV /"¢~ durchgefiihrt, und als wei-
tere Vergleich wurden zusitzlich Ergebnisse aus anderen theoretischen Modellen be-
trachtet.

Als Erstes wurde der experimentell sehr gut erfasste Dalitz-Zerfall o — n%¢*¢~ dis-
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kutiert. Fiir diesen standen sowohl Datenreihen zu ® — mlete™ als auch
o — 1yt u~ zur Verfigung. Ein Vergleich der experimentellen Formfaktoren zeigte
eine Diskrepanz zwischen Ergebnissen fiir die Messungen mit einem Elektron- und
einem Myon-Paar im Endzustand bei groen Werten von m+,-. Mit dieser Beobach-
tung erklérten sich die Differenzen zwischen experimentellen und Modellergebnissen
der Zerfallsraten. Zudem wurde festgestellt, dass das Modell dieser Dissertation ei-
ne sehr gute Beschreibung der Datenreihe fiir @ — nlete™ liefert. Dies gilt auch
fiir den Grofteil anderer aktueller theoretischer Modelle, die diesen Prozess besser
beschreiben und somit in recht guter Ubereinstimmung miteinander und zu dieser
Arbeit stehen. Es ist allerdings geboten, diesen Dalitz-Zerfall weiterhin experimen-
tell zu untersuchen, um die Diskrepanz zwischen den Messungen zu kléren.

Im Anschluss an den diskutieren Dalitz-Zerfall wurden zwei weitere Prozesse,
& —n¢T¢~ und ¢ — w4, zu denen experimentelle Datenreihen vorlagen, unter-
sucht. In beiden Fillen zeigte sich das in dieser Dissertation entwickelte Modell in der
Lage, die gegeben Datenpunkte sehr gut zu beschreiben. Der Vergleich mit anderen
theoretischen Ansétzen brachte aber die Erkenntnis, dass die ermittelten theoretischen
Formfaktoren nur teilweise mit dem Modell dieser Dissertation iibereinstimmen. Ins-
besondere ergeben sich im Bereich groBer invarianter Masse des Lepton-Paars Ab-
weichungen zwischen den einzelnen Modellen.

Als Abschluss wurden zur vollstindigen Betrachtung der Dalitz-Zerfille aller neutra-
ler Mesonen Vorhersagen fiir Prozesse. zu denen experimentelle Datengrund-
lagen fiir die Ubergangsformfaktoren nicht verfiigbar sind, betrachtet. Fiir die Zer-
fille @ — N/+¢~ und p® — 14+ ¢~ konnte dabei eine gute Ubereinstimmung der
betrachteten Vorhersagen festgestellt werden. Im Gegensatz dazu konnten fiir die Zer-
fille 9 — 00 0, — wl+0~,p° — Nt ¢~ undn — p%te~ groBe Abweichungen
zwischen den verfiigbaren Modellen festgestellt werden.

Insgesamt zeigt sich das Modell dieser Dissertation gut geeignet zur Beschreibung
von elektromagnetischen Ubergingen PVyund darauf aufbauend Daten zu den Dalitz-
Zerfillen PV ¢ ¢~ und ermédglicht die Untersuchung aller zwolf Zerfille A — By so-
wie von Formfaktoren und Zerfallsraten fiir alle Dalitz-Zerfélle neutraler Mesonen.
Zudem bietet der vorliegende Entwurf in dieser Dissertation einige Moglichkeiten zur
Erweiterung und Ausbau des Modells.

So wurden die Prozesse bislang nur auf dem Niveau der Baumgraphen betrachtet. Ei-
ne Inklusion von Quantenkorrekturen gibt somit einen logischen nichsten Schritt zur
Erweiterung des Modells vor. Erste Schritte zur Bestimmung von Beitrdgen aufgrund
von Schleifen und deren GroBBenordnungen wurden bereits in [Kra20] gegangen. Des
Weiteren wurde in derselben Referenz der in dem Modell verwendete
¢-o-Mischungswinkel in einer analogen Vorgehensweise zur Bestimmung des 1-1'-
Mischungswinkel in [BMS17] bestimmt. Dabei war in Ermangelung experimenteller
Daten zu einigen benétigten Kopplungen eine vollstindige Anwendung des fiir die
pseudoskalaren Mesonen entwickelten Formalismus auf die Vektor-Mesonen nicht
moglich und konnte somit nur eingeschrinkt durchgefiihrt werden.

Da in dieser Dissertation das Modell zunédchst von Grund auf entwickelt wurde, wur-
de in allen Anpassungen von Kopplungskonstanten an experimentelle Werte in den
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Fehlern nur die der experimentellen Angaben beriicksichtigt und die von Mischungs-
winkeln oder verwendeten Konstanten vernachlédssigt. Zur Verbesserung der Fehler-
betrachtung und in direkter Folge der Ergebnisse, miissen die Fehler aller genutzten
Werte in einer Verfeinerung des Modells entweder beriicksichtigt oder begriindet ver-
nachldssigt werden. Zudem fehlen bislang Abschitzungen iiber Fehler, die in Folge
von Erzeugung und Vernachldssigung von Termen hoherer Ordnung entstehen.

Die Bestimmung der Kopplungskonstanten cf VV iiber den GSW-Prozess in den Zer-
fiallen V — 3P weist eine groBe Unsicherheit auf, unter anderem wegen der groflen
Fehler des p-Zerfalls, aber auch durch die erzwungene Beschrinkung auf die fiih-
rende Ordnung des Zihlschemas in Folge einer geringen Anzahl an physikalischen
Zerfillen, die diesem Prozess entsprechen. Eine Moglichkeit zur Verbesserung der
Ergebnisse fiir diese Kopplung wire ein Vergleich zu in dispersiver Theorie ermit-
telten Ergebnissen [Dan+15], die in neueren Messungen bestétigt wurden [Abl+18].
Sollte eine Moglichkeit der Anpassung an die Ergebnisse dispersiver Theorien gefun-
den werden, hitte dies eine merkbare Reduzierung des Fehlers fiir die Dalitz-Zerfille
PV/{* ¢~ zur Folge.

Eine interessante Moglichkeit der Erweiterung der Betrachtung der Dalitz-Zerfille
PV (¢~ ist die zu der in den Zerfillen PV bereits angewandten Entwicklung der
Quark-Ladungs-Matrix Q in 1/N¢, die dort eine deutliche Verbesserung der Ergeb-
nisse zur Folge hatte. Als sinnvolle Erweiterung des Modells hitte dies eine direkte
Auswirkung auf die Terme der Propagatoren.

Des Weiteren ist in den betrachteten Zerfillen PVy und PV{1{~ ein expliziter Ver-
gleich von zur Darstellung von Vektor-Feldern verwendeten Vektor- und Tensor-
Formalismen, im Hinblick auf die in der Theorie erwartete Aquivalenz dieser Darstel-
lungen, zu erwédgen. Der Vergleich mit einer Referenz, die eine Darstellung mittels
antisymmetrischer Tensor-Felder fiir die Vektor-Mesonen einer chiralen effektiven
Lagrange-Dichte verwendete, ergab grofle Unterschiede in den verwendeten Konven-
tionen, angefangen beim Zahlschema bis hin zu den Mischungswinkeln. In Folge des-
sen ergeben sich in der Anzahl der experimentellen Prozesse, die zur Anpassung der
Modelle herangezogen werden, und den Ergebnissen der Fits deutliche Unterschiede.
Somit wire eine Moglichkeit die Konstruktion einer effektiven Lagrange-Dichte mit
durch antisymmetrische Tensoren dargestellten Vektor-Meson-Feldern im Rahmen
des in dieser Dissertation verwendeten Zdhlschemas und Konventionen durchzufiih-
ren und die daraus erhaltenen Ergebnisse mit denen dieser Dissertation zu verglei-
chen.

Als weitere Optionen fiir die Untersuchung von moglichen Erweiterungen des Mo-
dells stiinden die Beriicksichtigung der p-®w-Mischung und der Brechung der Isospin-
Symmetrie zur Auswahl. Die Beitrdge ersterer werden im Allgemeinen als klein be-
stimmt, ein Vergleich deren expliziter Gro3enordnungen in den untersuchten Pro-
zessen mit denen anderer angewandter Korrekturen erscheint aber in einem ersten
Schritt als sinnvoll. Eine Brechung der Isospin-Symmetrie mit m,, # m, konnte eine
Moglichkeit sein, in den Prozessen PV7y die Abweichungen in den Kaon-Zerfillen
zu untersuchen und die direkte Bindung des Zerfalls geladener Kaonen an die Kopp-
lungskonstante c¢_ aufbrechen.
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A. Handreichungen - Theoretische
Grundlagen

A.1. Die Gell-Mann Matrizen

Die acht hermiteschen, spurlosen Gell-Mann-Matrizen sind Erzeuger der Gruppe
SU(3), sie werden explizit in den folgenden Matrizen dargestellt

0 10 0 i 0 10 0
m=|-1 00|, m=[=io00], am=[o0o -10],

0 00 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 i 0 0 0
=0 00|, as=[0 00|, =0 0o 1], @&

100 i 00 0 -1 0

0 0 0 10 0
M:ool,xg:\@01o

0 —i 0 00 —2

Die neunte Gell-Mann-Matrix ist gegeben durch

2
Ao = \@1 . (A.2)

Relevante Eigenschaften der Gell-Mann-Matrizen lassen sich beispielsweise in [SS12]
oder [IZ80] nachschlagen.

A.2. Die Bestimmung des n-1/-Mischungswinkels

Die Darstellungen in diesem Abschnitt orientieren sich an den Vorgaben in [BMS17]
und sind auf die Rechnungen bis NLO in dieser Dissertation angepasst. Ein Super-
skript (1) einer Grofe AW zeigt an, dass diese inklusive von Korrekturen in NLO ist.
Die Singulett- und Oktett-Felder n; und ng seien in folgendem Tupel angeordnet

M = (2?) . (A.3)
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Unter Verwendung von My lésst sich die zugehorige allgemeinst mogliche Lagrange-
Dichte in NNLO wie folgt schreiben,

1 1 1
%ﬁzgpmﬁﬁ%A—?ﬂMﬁu+§DﬁQDmh (A4)

mit der kinetischen Matrix X4, die die Renormierung in NLO anzeigt, der Massen-
Matrix My, und die Matrix C4 gibt eine notwendige Renormierung in NNLO an.
Sollte Gleichung (A.4) nur in fithrender Ordnung betrachtet werden, so miissten die
folgenden Ersetzungen durchgefiihrt werden

K1, MmO 0. (A.5)
Im gleichen Sinne gilt fiir eine Betrachtung in NLO
2 2(1)
K=Ky, My—=M7", Ci—0. (A.6)

Da in dieser Dissertation in letzterem Fall gearbeitet wird, ist der erste Schritt eine
Diagonalisierung der kinetischen Matrix %3 mittels der Redefinition der Felder

M =vZng, (A7)
sodass -
VZ KNVZ=1. (A.8)
Dabei gilt fiir die kinetische Matrix
1+ay) 8
Ky = ( 18 81 1 (A.9)
5y 1+8"
und somit folgt fiir \/Z
. 18(1) 18(1)
VZ= 2.8 2781 (A.10)
15t _ 15 )
2981 291
mit den folgenden Werten fiir die 85 D,
1 4M,2( — M?
8y =83 Ls,
2 2
2 2
1y Mz —M
By = —16vV2—E L5 .
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Gleichzeitig ist ein Ubergang der Massen-Matrix M7 = \/ZTQ\/[Az\/Z aufgrund der
Renormierung der Felder mit

M; M
2 81
Mg = ( M2, M2) (A.12)

zu beachten. In den folgenden Gleichungen seien die Superskripte (1) der Ubersicht
wegen unterdriickt. Gegeben sind die transformierten Massen durch die Gleichungen

M% :M§ (1—09g) +AM§+M§1 (—0s1) ,
M3 = (MO+Mf) 1—61 + M7+ AM7 + Mg, (—831)

o 1 . 1
+ (Mg + M) (—5581)
und die ihrer zugehorigen Korrekturterme sind

8M3 — 8M2ZM?2 + 3M3

AMZ =16
8 3F2 8
SM} — AMZMZ 4 3M 2A
AM? = 16K 31{52 Tlg+ 32(2M,2<+M,%), (A.14)
M2) M2 2V2A;
AM3, = 64\/_( 3F2) Krg— T (Mg —mz)
T

Fiir die Massen in fithrender Ordnung gilt:

1

Mg §(4MK M3) |

M} = % (2Mx +M3) | (A.15)
V2

¥y = 22 (1% -3

Um die physikalischen Eigenzustinde der Massen-Matrix zu erhalten, muss im néchs-
ten Schritt die Matrix mittels einer orthogonalen Transformation, einer Drehung cha-
rakterisiert durch einen Winkel ®, diagonalisiert werden,

Nc =Rng,
_ (cos(®p) —sin(Op) (A.16)
~ \sin(@p) cos(®p) )’
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sodass gilt

2
RMZR" = Mc = (Af)” A%) : (A.17)
nl

Werden die Renormierungen sukzessive durchgefiihrt, ergeben sich bei geeignetem
Umschreiben fiir die Mischung der mathematischen in den physikalischen Feldern
die Gleichungen (2.66) und (2.67).

Zur Bestimmung des Mischungswinkels ®p aus

2M3,
2 2
V(042 —b3)> 14 (3,

sin (20p) = (A.18)

wird zunichst M(z) mit Hilfe der Gleichungen fiir die physikalische Massen von 1 und
n,

My + Mg = Mg + M7 (A.19)

2 2 2
M2 — M2 =\ (M3 — M) +4 (M2,), (A20)
bestimmt. Mit Einsetzen aller Massen Mi2 in gewiinschter Ordnung in Gleichung

(A.18) ldsst sich dann der Mischungswinkel bestimmen. Fiir den Mischungswinkel
in fithrender Ordnung ist die entsprechende Formel bereits in [BMS17] angegeben.
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A.3. Tabellen

Tabelle A.1.: Transformationseigenschaften der Bausteine der effektiven Lagrange-
Dichte. Dabei kennzeichne G Transformationen der chiralen Gruppe, C
Ladungskonjugationen und P Parititstransformationen.

Element G C P
U,u VRUV,, Veuk" = KuV, U7, u” Ut uf
DU  VkRDUV] pUT DU,
Vo Vi KV, KT, VY VT =V, v, vl vivf
X VRV, 1" '

TR v VRfR,,uVVI; — (frouv) g Y
N VLfL,wVLT — (frw) ! By

Tabelle A.2.: Zidhlschema fiir LNcChPT, geordnet in LN, ChPT Zihlschema und
kombiniertes Zihlschema, nach [BMS17]. Ergidnzt um die Vektor-
Meson-Felder.

Grofe o0(Nc) 0(p) 0()
Impulse p/Ableitungen 9, 1 p &2
1/N¢ Ng! 1 S
Quark-Massen m 1 p? )

Dyn. Felder 0, (a=1,...,8) No 1 &2

Externe Felder [, r,, 1 p 02
Externe Felder s, p 1 p? )
Meson-Propagator 1 p2 5!
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B. Handreichungen zu PVy

B.1. Konstruktion der Lagrange-Dichte

In diesem Abschnitt wird die Konstruktion der invarianten' Wechselwirkungs-
Lagrange-Dichte fiir die elektromagnetischen Ubergiinge eines einzelnen pseudo-
skalaren in ein Vektor-Meson und vice versa, erginzend zu den Ausfithrungen in
Abschnitt 3.2 dieser Arbeit vorgestellt. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion von all-
gemeinen Prinzipien der Konstruktion von Lagrange-Dichten siehe beispielsweise
[SS12] oder fiir eine Inklusion von Vektor-Feldern [Eck+89a].

Vor Beginn der Konstruktion und Priifung einzelner Terme der Wechselwirkungs-
Lagrange-Dichte miissen zunichst diejenigen Vertices festgelegt werden, die inner-
halb des Modells beschrieben werden sollen. In Abschnitt 3.2, Abbildung 3.3, sind
beide fiir die Ubergiinge PV auftretenden Feynman-Diagramme aufgezeichnet. Da
nur das Diagramm der Punktwechselwirkung fiir die Verwendung des Vektorforma-
lismus einen Beitrag liefert, werden in der Folge die zugehorigen Terme der Lagrange-
Dichte innerhalb des Organisationsschemas konstruiert. Am Anfang steht der Term
der Lagrange-Dichte in fiihrender Ordnung, zusammengesetzt aus einem einzelnen
Vektor-Feld V,, dem Feldstéirketensor f,, sowie dem chiralen Vielbein u, fiir das
pseudoskalare Meson, alle innerhalb einer Flavor-Spur (...). Demzufolge kann der
Term in einer ersten Skizze, ohne vollstindige Kontraktion der Lorentz-Indices, die
folgende Form annehmen:

<f+yvaMc> (B.1)

Als erster Schritt bei der Konstruktion eines jeden Terms, ist das Verhalten unter
der Paritétstransformation und Ladungskonjugation zu priifen, sowie die Lorentz-
Invarianz zu garantieren (die Eigenschaften der einzelnen Bausteine sind in Appendix
A, Tabelle A.1 nachzuschlagen). Im vorliegenden Fall des Terms fithrender Ordnung
weisen V, und f,y als Tensoren erster beziehungsweise zweiter Stufe positive, ug
als Peudotensor erster Stufe allerdings negative Paritidt auf, zum Ausgleich wird der
Epsilon-Tensor €“YP°, ein Pseudotensor vierter Stufe, benotigt, um die Invarianz un-
ter Parititstransformation zu garantieren. Zudem garantiert der Epsilon-Tensor eine
vollstindige Kontraktion aller Lorentz-Indices und damit die gewiinschte Eigenschaft
eines Lorentz-Skalars fiir folgenden Term der Lagrange-Dichte,

e (frwVpls) - (B.2)

Invariant bedeutet in diesem Zusammenhang immer, dass die Lagrange-Dichte ein unter Paritiits-
transformation wie Ladungskonjugation invarianter Lorentz-Skalar sei.
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Fiir die Ladungskonjugation gilt nun (unter Vernachlidssigung des Epsilon-Tensors,
der hierauf keinen Einfluss nimmt) mit Ausnutzung der Eigenschaften der Spur

<f+,qupuc> g <(_f+,uv)T (_Vp)T”cTs> = <”6fo+,uv> = <f+,uvucsz> ) (B.3)

was zum Erhalt der Invarianz unter Ladungskonjugation auf einen zusétzlichen Anti-
kommutator innerhalb der Spur fiihrt. Somit ergibt sich schlussendlich der Term
fiihrender Ordnung mit Kopplungskonstante c¢; in der Wechselwirkungs-Lagrange-
Dichte zu

Lo =18 (o {Vo,us}) - (B.4)

Nach Konstruktion des ersten Terms der Lagrange-Dichte fiihrender Ordnung bleibt
nun noch zu priifen, ob noch weitere Kombinationen geeigneter Bausteine passende
Terme ergeben. Wiirde anstelle des gewihlten Feldstéirketensors f, v der Tensor [y
Anwendung finden, fiele das chirale Vielbein als separater Baustein fiir das pseudo-
skalare Feld weg, da dieses bereits im Feldstédrketensor (in der Entwicklung des Bau-
steins in fithrender Ordnung) enthalten ist und die gesuchte Lagrange-Dichte in fiih-
render Ordnung nur ein pseudoskalares Meson beschreiben soll. Somit ergibe sich
die Struktur

{fooVy) (B.5)

unter Ladungskonjugation ergibe sich nun aufgrund der Transformationseigen-
schaften folgendes Problem,

(Fantia) S () (V)T) = = (FVi) B.6)

was diesen Term in fithrender Ordnung génzlich ausschlieft. Weitere Moglichkeiten
konnen entweder aufgrund der Verletzung von Invarianz unter Lorentz-, Paritédtstrans-
formationen und Ladungskonjugation ausgeschlossen werden, oder stimmen bis auf
eine totale Ableitung mit dem bereits gezeigten Term iiberein.

Als Nichstes werden die Korrekturen in 1/N¢ betrachtet. Diese konstruiert man, in-
dem Terme der Lagrange-Dichte fithrender Ordnung anstelle von einer in zwei Spu-
ren aufgeteilt werden. Die Invarianz unter Paritit und Ladungskonjugation sowie die
Lorentz-Invarianz wird iibernommen (die Aufteilung der Spuren dndern an diesen
Eigenschaften nichts). Im vorliegenden Fall (Gleichung (B.4)) ergeben sich bei drei
Bausteinen in der Lagrange-Dichte dann insgesamt drei Moglichkeiten, sie in zwei
Spuren anzuordnen, der Antikommutator wird dabei aufgrund der zyklischen Eigen-
schaft der Spur obsolet,

InLo,1 /N = C2€P° (Vo) (fruvits)
+ 3P0 (fr V) (Us) (B.7)
+ C48'quG <f+'uv> <Vpuc> .
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Es verbleiben letztendlich die zu den Korrekturen aufgrund der Quarkmassen zu-
gehorigen Terme. Die Quarkmassen werden mittels der Bausteine . beriicksichtigt,
welche in die bereits bestehenden Strukturen aus der Lagrange-Dichte fithrender Ord-
nung eingefiigt werden oder neue Varianten schaffen konnen. Zunichst wird der Fall
betrachtet, dass ein ), welches keine Anderung im Transformationsverhalten unter
Paritdt und Ladungskonjugation zur Folge hat und in der Entwicklung in fiihrender
Ordnung kein zusitzliches pseudoskalares Feld enthélt, zu den Bausteinen in Glei-
chung (B.4) hinzugefiigt wird. Auf Grundlage von Uberlegungen der Kombinatorik
erhilt man dann fiir die Anordnung der Bausteine in der Spur (unter Vernachldssi-
gung des weiterhin notwendigen Epsilon-Tensors) die folgenden zwei echt voneinan-
der verschiedenen Moglichkeiten:

<X+f+,uv {Vp;uc}> )

(B.8)
X+ Vo ruvtts + Y+ tio Vo) -

Zusitzlich kann nun iiber die Hinzunahme des %+ und nach Priifung des nach
Ladungskonjugation eingefiihrten Kommutators fiir den Term in Gleichung (B.5) als
dritten Baustein die folgende Variante der Bausteine beriicksichtigt werden

i(fow [OpVorx+]) - (B.9)

An dieser Stelle ist zu beachten, dass zur Garantie reeller Beitridge in der Lagrange-
Dichte nach Entwicklung des Bausteins f_,y in den pseudoskalaren Feldern, ver-
gleiche dazu Gleichung (2.42), ein Faktor i hinzu gefiigt werden muss. Zuletzt bleibt
zu erwigen, ob innerhalb der Lagrange-Dichte die Korrekturen aufgrund der Quark-
massen sich auch mit dem Baustein ) _ beschreiben lassen. Da dieser in seiner Ent-
wicklung in fithrender Ordnung ein pseudoskalares Feld impliziert, wird hierfiir kein
extra Baustein benotigt. Aufgrund des Verhaltens unter Parititstranstransformation
und Ladungskonjugation werden zudem die Bausteine f,y und V,, benotigt. Zur An-
passung der Lorentz-Invarianz mit Hilfe des Epsilon-Tensors wird den Vektor-Feldern
eine partielle Ableitung hinzugefiigt. Analog zum vorangegangenen Term muss in
Folge der Entwicklung des Bausteins y— wieder mit einem Faktor i multipliziert
werden werden. Nach Priifung des Terms unter Ladungskonjugation ergibt sich mit
einem Antikommutator die letzte Struktur in der Wechselwirkungs-Lagrange-Dichte
fiir elektromagnetische Ubergiinge PV zu

i{{ S Vo a-) -

Insgesamt ergeben sich vier Terme, die Korrekturen in den Quarkmassen anzeigen:

Lnpoy =cs€™P (Xt faw { Voo tts } ) + c68™P° (XaVi frvits + Xstis fruv Vo)

+ ic7etVPe <{f+yv7 apvc} X—> + icgeVPe <f—uv [ame X+} > .
(B.10)
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Werden diese untereinander auf mogliche Aquivalenzen bis auf totale Ableitungen
gepriift, so ist zu folgern, dass nur zwei Terme verbleiben (siehe Gleichung (3.5) in
Abschnitt 3.2).

B.2. Bestimmung der Amplituden 4,

In diesem Abschnitt soll die Bestimmung der Werte der Amplituden in Abhingigkeit
von den Kopplungkonstanten das Ziel sein. Generell ist eine kompakte Darstellung,
die physikalische Zusammenhénge iibersichtlich darstellt, bevorzugt. Im Folgenden
werden deshalb zur Bestimmung Matrizen der Felder verwendet. Eine Verwendung
von Gell-Mann-Matrizen als Alternative dazu fiihrt zu den gleichen Ergebnissen.
Allgemein lésst sich die effektive Lagrange-Dichte der PVy-Wechselwirkung als eine
Summe einer Anzahl n Strukturen ;5 mit zugehdrigen Amplitungen 4; schreiben

n
PV
L =ee™°F, Y 4. (B.11)
i=1

Wird in einem ersten Schritt fiir die Lagrange-Dichte fithrender Ordnung

£ = 2667, (0 (V. 00))
- EPGHPG

(B.12)

definiert, mit den Tensoren
lz‘pG = €8’uvPGFIuV s

2 (B.13)
Hoo = 21(0{Vp. 20} |
so liegt der nichste Schritt darin, fiir jeden einzelnen Ubergang die zugehorigen Ma-
trizen der Felder einzusetzen und die Spur zu bestimmen. Illustriert fiir das Beispiel
des Ubergangs p* — nty bedeutet dies

wo oo

P = )

v2\o 0 o
0 0 0

6@ — V2| dsm™ 0 0],
0 00

mit den Quarkladungen Q,, Q; und Q; in der Matrix

Q. 0 O
O=10 Qs 0], (B.14)
0 0 O
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und es folgt somit fiir die zugehérige Spur des Ubergangs
(0 {Vp;:06®}) = (Qu+Qa) Py doT - (B.15)

Wird dies fiir alle moglichen Uberginge durchgefiihrt, so ergibt sich fiir die Lagrange-
Dichte fiihrender Ordnung

2
Hpc = fcl [(Qu + Q) Tlpc + (Qu + Qd) T2p<5 + (Qd + Qs) T3p0

| 2
+ 3 (Qu+Qa+405) Tapo + 5 (Qu+ Qa+0s) Tspo

1 2 1 2 (B.16)
+ (Qu - Qd) (%T6PG\/;T7PG%T8[)G §T9pc>

2
+5 (Qu+ Qa —20s) (Tiops + T IP")] '

QI

Dabei wurden fiir die Singulett- und Oktett-Felder die folgenden Strukturen definiert

Tlpc = pg—a(ﬂt_ + pgacn—i_ + pgacno 5

Dps = K;;+aGK‘ + Kg—acK+ ;

Tip0 = Ky 96K + K:%96K

T4pc = W8pdoMs ,

T5ps = W1pdoMN1

Tspo = PpdoMs ; (B.17)

Trps = Pgacnl )
Tgps = wSpaGnO )
Tops = mlpaono )
Tiops = wSpacnl )
Ti1ps = W1pdsMs -
Die Werte der Faktoren, die sich aus den verschiedenen Linearkombinationen der
Quarkladungen ergeben, sind in Tabelle B.1 sowohl fiir den physikalischen als auch
den Grenzfall Nc — oo aufgetragen. Der Gleichung (B.16) ist bei genauerer Betrach-
tung der Werte in Tabelle B.1 zu entnehmen, dass der Term 75y fiir den Fall physi-

kalischer Quarkladungen keinen Beitrag liefert.
Die Korrekturen zur Lagrange-Dichte in 1/N¢ werden dem gleichen Prinzip folgend
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Tabelle B.1.: Faktoren aus Linearkombinationen der Quarkladungen im physika-
lischen sowie im Grenzfall No — oo.

Physikalischer Wert  Wert fiir N¢ — oo

Q. z !
o = =
0 - =
Qu+ Qu : 0
Qu+ Qs 3 0
Q-+ Qs -2 -1
Qu—Qu 1 1
0,4+ 0,;+40; —1 -2
Qu+Qu —20s 1 1
Qu+ Qu + Os 0 —5

umgeschrieben, und es ldsst sich die Lagrange-Dichte wie folgt schreiben:

3 1

Lo me = E™° {Cz (Qu+Qa+0s) Tsps + \@ (= Qa) Topo+— (Qu+0u=20)) Tnpo]
3 1

+¢3 [(Qu+Qa + Os) Tsps + \/;(Qu —Qq) Trps + 7 (Qu+Qa —20y) TlOpG]

+c4 (Qu +Q4+ Qs) (Tlpc + T2p(5 + T3p0 + T4p6 + TSpc) } .
(B.18)

Da fiir physikalische Quarkladungen (Q) = Q, + Q4 + Qs = 0 gilt, trdgt der letzte
Term mit Kopplungskonstante ¢4 in Gleichung (B.18) in diesem Falle nicht bei. Zu-
dem existiert in demselben Fall kein Ubergang von Singulett zu Singulett, was im
Term T5p5 angezeigt wird.

Zur Angabe des Falls der Korrekturen in den Quarkmassen werden die Kaon- und
Pionmassen in fiihrender Ordnung (vergleiche in Referenz [GL85]), MIZ( = By (i + my)
und M,% = 2By, verwendet. In der Ordnung, in der gearbeitet wird, werden die Aus-
driicke fiihrender Ordnung mit den physikalischen Werte ersetzt, d. h. MIZ( > M,z( und
M2 — M2,
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Die Korrekturen aufgrund der Quarkmassen sind dann gegeben durch

Lyt by = (205 — 71— cg) EPG{M% (Qu+ 04) Tips + [Mz0u+ (2Mg — M3) Q5] Trpo

1
+ [M%Qd + (ZMIZ( _M72t) QS} T3PG + § [M125 (Qu + Qd) +4 (ZMIZ( _M72t) Qs} T4po
2
+ § [MJZt (Qu + Qd) + (2M12( _Mrzc) Qs} TSpc

5 1 2 1 2
+Mn (Qu_Qd) ET@(S"‘ §T7pc+%Tgpc+ §T9pc

2
+ \/T— [M% (Qu + Qd) -2 (2M12( _M%) Qs] (TIOpG + Tllpc) }

+ (265 — c7+ ) EPT{ M2 (Qu+ Q) Tipo + [ (2MF — MZ) Qu+ M2Q,] Tipo

1
+ [(2M% — M3) Q4+ M7Q5)| Tsps + = [Mz (Qu+ Q) +4 (2M§ — M3) Os] Tipo

3
2
+ 5 [Mz (Qut Qu) + (2MF — M) Os] Tspo
+M2(Qu— Q4) LISy e S TS £
n \u d \/§ 6pc 3 1po \/§ 8po 3 9pc
2
+ \/T— [M% (Qu+Qd) -2 (2M12( _M12t) Qs} (T10p0+T11p0) } .

(B.19)

Wird ausgenutzt, dass 2Mz — M2 = M2+ 2 (Mlz( —M%) und Q; = Oy gilt, ldsst sich
dies umschreiben zu

PV
LNL%,X =(2¢5 —c7—cg) EP°

1 4
+4 (MIZ( - M121) (CS +c6— 07) EP° E (Qu + Qs) T2p0 + QsT3pG + §QST4pG

)|

2 2
+ ngTSpc - 2TQs (TIOpcs + Tllpc)

+2 (Mg —M3) (5 — c6 — c8) EP° (Qs — Qu) Topo -
(B.20)

In Tabelle B.2 sind nun alle Amplituden 4; mit i = 1,...,11, sowohl fiir die fithren-
de Ordnung der Lagrange-Dichte als auch die Beitrdge aufgrund der Korrekturen in
1/N¢c und der Quarkmassen eingetragen. Dazu wurden die Definitionen
cr =c5+ceg—cC7,c— =c5—ce¢—cg und ¢; = c| + ZM,%CJr angewandt, sodass die
Ergebnisse von den fiinf Parametern ¢ (¢1), ¢z, ¢3, ¢+ und c_ abhingig sind.

Fiir die Zerfille mit Beteiligung der ¢-, ®- und M-, 1’-Mesonen ist dann zur Bestim-
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Tabelle B.2.: Amplituden 4; fiir die vollstindige Lagrange-Dichte (LO und NLO) in

Einheiten von 2 /F.

Ubergang  Struktur Amplitude 4; in [2/F]

p — Ty T 1é

K* 5Ky D 16 +3 (M —M2)cy —2(My—M2)c
K9 — K%Y T —2& -3 (M2 —M2) ey

s =My T4 —1e = (M —Mz2)cy

o —my 75 —S (ML —M2)cy

PP —omsy T 01

pl—my T 2é1+1/3c3

ag—nly Ty \/%H

o -1y D \/gél +1/3¢

s —my Tio @51 +\%C3+¥ (M% —M2) e,
O —mngy  Tu V2 —l—%cz—l—% (M —M2) ..

mung der vollen Amplitude noch die Mischung der Singulett- und Oktett-Felder zu

beachten.

Tabelle B.3 zeigt die der Entwicklung von Q fiir groes N¢ zugehorigen Koef-
fizienten. Dabei sind die Ergebnisse sowohl fiir die fithrende Ordnung (LO) als auch
inklusive der Korrekturen (NLO) gezeigt, im ersten Fall in Abhéngigkeit von einem
in letzterem von sechs Parametern.
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Tabelle B.3.: Amplituden 4; fiir die vollstidndige Lagrange-Dichte (LO und NLO) im
Falle der Entwicklung von Q fiir groBes N¢ in Einheiten von 2/F.

Struktur  Amplitude 4; fiir LO in [2/F] Amplitude 4; fiur NLO in [2/F]

T 0 %cl — %04

T 0 %cl — %C4 -2 (MIZ( — M,%) c_

T —C1 —%cl — %04 — 2M12{CJr

T4 —%cl —%cl — %64 — % (2M12( —M,zc) Cct

15 —%cl —%cz — %03 — %04 — % (2M,2( —M,zt) ct
Ty el et EMaes

17 %cl \/>c1 + f@, +2fMZC+

T3 \%cl \[cl—i— 2 M2

Ty \/gcl %1+\/702+2sz0+

To 461 % 1+\[C3+2\[ (2ME —Mz) ¢
Ti1 \/Ticl % 1—1—\[02—1—2‘[ (2M2 M%)c+
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B.3. Tabellen

In diesem Abschnitt sind zu Kapitel 3 zugehorige zusitzliche Tabellen und Abbil-

dungen aufgefiihrt.

Tabelle B.4.: Test Wertebereich Ay, mit Oy, = 39.5° und Ony = —12.4°. Alle
Zerfallsbreiten in keV angegeben.

Zerfall I'ppg inkeV Aj=-}inkeV A;=0inkeV A;=1inkeV
p? — mdy 70.149.0 51.9413.5 66.3+8.1 74.54+5.4
pt -ty 67.1+7.5 51.5+13.4 65.8+8.1 74.0+5.4
P —=ny 44.7+3.1 33.848.8 4574523 55.7+3.6
o — 1y 713.+19. 463.498. 579.+59. 646. + 40.
O — My 3.8240.34 3.044+0.74  4.074+0.45 4.98+0.31
o — nly 5.5240.22 4.80+1.80  5.24+0.97 5.5540.60
o—my 55.4+1.1 51.9+8.9 543+4.8 56.1+£3.0
o—n'y 0.26434+0.0095  0.2484+0.078 0.251+0.041 0.24840.025
K0 — KYy 116. £ 10. 103.6+15.2 122.24+8.9 137.0£6.0
K** — K*y 50.3+4.6 50.3+£38.5 50.3+£20.7 50.3+£12.7
n — p%y 56.6+2.6 86.9410.0 70.7+4.2 50.1+1.8
N — oy 5.14+0.35 9.12+1.49  7.76+0.63 5.62+0.27
X2 - 70.0 20.2 7.7
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Ony = —12.4°.
Zerfall I'ppg in keV  mit ‘M ! }2 inkeV mit |£7\/[ I ‘2 in keV
p? — 0y 70.149.0 73.54+5.6 75.7+4.1
pt -ty 67.1+7.5 72.945.6 75.244.1
p? = ny 44.7+3.1 53.9+4.2 522427
o — 1ty 713.419. 637.+41. 658.+31.
O — Ny 3.82+0.34 4.81+0.37 4.56+0.22
o — nly 5.52+0.22 5.50+0.61 5.53+0.46
o—mny 55.4+1.1 55.8+3.1 55.7+2.3
o —ny 0.2643 40.0095 0.250 +£0.026 0.260 +0.020
K*0 — KOy 116.+10. 134.44+6.8 128.5+5.2
K** — K*y 50.3+4.6 50.34+13.0 50.34+9.7
N — pY 56.6+2.6 54.4+5.5 532439
N — oy 5.14+0.35 6.09 +£0.63 5.69+0.51
A - 8.0 4.4
A1 - 0.26640.081 0.264 +0.056

Tabelle B.5.: Vergleich der Niherungen des Matrixelements fiir vollstindige

Lagrange-Dichte mit |9’ ]2 und | M ?_ dabei sind Opep = 39.5° und
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Tabelle B.6.: Vergleich der Niherung des invarianten Matrixelements fiir vollstdndige
Lagrange-Dichte mit in 1/N¢ entwickeltem Q mit |9’ ]2 und | M 2
dabei sind Oy = 39.5° und Oy = —12.4°.

Zerfall Lexp in keV ‘M"z in keV |9\/[”‘2 in keV
p? — mly 70.149.0 61.9+7.1 65.24+4.6
pt =ty 67.1+7.5 61.5+7.0 64.84+4.6
p? = ny 44.7+3.1 52.0+3.2 51.0+1.8
o — 1ty 713.419. 683. 4 36. 688. 4 23.
O — Ny 3.82+034  4.114+0.67 3.97+0.40
o — nly 5524022  5.5740.54 5.55+0.32
o —mny 55.4+1.1 55.0£2.6 552+1.6
o —ny 0.264340.0095 0.259+£0.022 0.2624+0.014
K0 — KO 116.+ 10. 145.8+7.1 136.6+4.2
K** — Kty 50.34+4.6 5034113 50.3+6.8
n — py 56.6+2.6 55.9+2.5 55.6+2.8
N — oy 5.14+£035 5324043 5.23+0.44
Xood - 4.0 2.2
A1 - 0.230£0.051 0.22840.036
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C. Handreichungen - Zerfalle PV /" /~

C.1. Darstellung und Bestimmung von Flavor-Spuren
mit Gell-Mann-Matrizen

Als Alternative zu der in Appendix B vorgestellten Bestimmung der Amplituden der
Uberginge PV'y mit Hilfe der Matrixdarstellung der Meson-Felder steht die Darstel-
lung der Felder mittels Gell-Mann-Matrizen, sieche Appendix A, und den zugehorigen
Relationen fiir die Bestimmung von Spuren dieser Matrizen. Im Folgenden wird fiir
ein Beispiel gezeigt, wie mit der Darstellung iiber Gell-Mann-Matrizen die Flavor-
Spuren bestimmt werden konnen.

Es werde zur Illustration ein Zerfall auf die Existenz eines p® im Zwischenzustand
untersucht. Gewihlt ist beispielhaft die Spur

(A3 {ha,Ap}) (C.1)

aus Pp in Gleichung (4.17). Im einfachsten Fall gilt, unter Beachtung der in die-
ser Dissertation gewihlten Normierung der Vektor-Meson-Felder, fiir einen Zerfall
p? — n¢* ¢~ fiir die Meson-Felder

1
0

~ )
pr~ i (C.2)
7t0 N?\.3 s

was in die Spur eingesetzt mit der Ubertragung der Spur von Gell-Mann-Matrizen in
die Strukturkonstanten 4 beziehungsweise d und f

1 1
<7L3 {57”3’}”3}> = 5 (Mahaks) = hazs = (d33s +ifa33) ©3)

ergibt. Die Werte von d und f lassen sich beispielsweise in [[Z80] oder [SS12] nach-
schlagen und ihre Verwendung fiihrt zu dem Ergebnis

<x3{%x3,x3}> — (04i-0) . (C.4)

Demzufolge ergibt fiir ein p-Meson im Zwischenzustand der Zerfall p® — n0¢+¢~
in diesem Term keinen Beitrag. Werden die restlichen Beitrige im Propagator-Term
eines propagierenden p-Mesons fiir den gleichen Zerfall untersucht, ergeben die-
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se ebenfalls jeweils keine Beitrige. Somit ist rechnerisch bestitigt, dass der Zerfall
p? — 10¢T ¢~ nicht mittels eines p-Meson im Zwischenzustand erfolgt, sondern ein
Mischung aus ®- beziehungsweise ¢-Meson fiir den Ubergang notwendig ist.

C.1.1. Die Amplituden von Vy

Fiir den Zerfall eines Vektor-Mesons in ein Lepton-Paar gilt es die Amplitude
A% = [T (Qha) +2Bocy ' (MO, (C.5)

zu bestimmen, A, steht dabei fiir das Vektor-Meson-Feld im Anfangszustand. Die
zugehorigen Ergebnisse fiir die Uberginge der Oktett- und Singulett-Felder sind in
Tabelle C.1 aufgetragen, fiir die Amplituden der Zerfille ist in Teilen noch die
Mischung der kartesischen Felder zu beriicksichtigen.

Tabelle C.1.: Amplituden 477 der Ubergiinge eines Vektor-Meson-Feldes in ein
Photon (ein Lepton-Paar).

Ubergang 4"
POy LMY

4 4
W3 =Y gimer s (Mg —Mz)ey!

V
oy 33 (Mp-m3)

C.1.2. Die Amplituden von VPP und VPPP

Die fiir die Zerfille V PP in fiihrender Ordnung zu bestimmende Amplitude ist
AP = (N s A (C.6)

Dabei steht A, fiir das Vektor-Meson im Anfangszustand und A, A, fiir die pseudo-
skalaren Mesonen im Enzustand. In Tabelle C.2 sind die Ergebnisse fiir die Uber-
ginge der Felder aufgetragen. Es ist gut zu sehen, dass die Zerfille ®/¢ — @n in
fiihrender Ordnung keinen Beitrag liefern und somit nicht mit dem Modell erfasst
werden konnen.

Fiir die Zerfille eines Vektor-Mesons in drei pseudoskalare Mesonen sind die Flavor-
Spuren fiir die Punktwechselwirkung (Index O(1)) und den Zerfall iiber ein Vektor-
Meson im Zwischenzustand (Index O (2)) zu bestimmen. Die zugehorigen Ergebnisse
fiir die physikalischen Zerfille finden sich in Tabelle C.3.
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Tabelle C.2.: Amplituden 4”77 der Ubergiinge eines Vektor-Mesons in zwei pseudo-

skalare Mesonen.

Zerfall qvere

p— T 2

wg/0) — T 0

ws — KK~ —? cos (Oy)
wg— KK~ 0

K** - Kn 1

Tabelle C.3.: Amplituden der Uberginge eines neutralen Vektor-Mesons in drei

pseudoskalare Mesonen, dabei sind die Amplituden 290 der Punkt-
wechselwirkung und 4°?) fiir ein Vektor-Meson im Zwischenzustand

zugeordnet.
Zerfall 700 700
p? >t nl 2 0
S 8
g >ttt 2v3 v
w— i’ 2v6  84/3
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C.2. Propagator-Strukturen fiir PV /1~

Zusitzlich zu dem in Kapitel 3 Gleichung (4.17) gezeigten Propagator-Term fiir ein
p-Meson im Zwischenzustand konnen auch fiir die ®- und ¢-Mesonen entsprechende
Terme aufgestellt werden. In der folgend gezeigten Gleichung (C.7) wurde fiir die
Zwischenzustinde die Mischung der Oktett- und Singulett-Zustinde berticksichtigt.
Der Term fiir ein ®-Meson im Zwischenzustand lautet wie folgt

1
V3

Py = —=sin (0y)? i (ZCPVV (c‘l/y-l— %c‘zw (4M,2< —Mio)) (Ag {AasAp})

+ 2c1VYc§VV () (Agha)

+Cl ( PVV+CPVV) <7w ><}V8}Vb>

—|—4Bocl ( vV ZCPVV + C?VV) <M}L8 {Aa; kb}>
o+ 2Boc} V(57 V) (M (ks + Mhsha)) )

. 1(8 /2
+sin (By) cos (B) <§ \@c’fwcﬂ (M2~ M) (hs (o D))
+ 43£cfvv (c‘l/y—ki (4MK )) (Aahp)
+\/_CV ( PVV+C£VV) <7\‘a7\‘b>

\/_ VY( PVV+2CPVV+C£VV) <7»a> <7bb>

42
+2Bo—— (EVV + VY + AV <M{xa,xb}>>
2L (32 pyy vy nn a0
+cos (8y) 2 lge e (Mz —Mg) (M) | - (C.7)

Wiederum wurde der Faktor 1/4 zur Kennzeichnung der Normierung separat bei-
behalten. Der Propagator-Term des ¢-Mesons weist die gleiche Struktur wie P, auf,
nur die Anteile der Mischung miissen mittels der Ersetzung

sin (By ) cos (6y) — —sin (0)cos (0) (C.8)

und dem Tausch von
cos (By)* < sin (By)? (C.9)

angepasst werden.

Die in Gleichungen (4.17) und (C.7) (beide Propagatoren) angegebenen Struktu-
ren entstehen aus den vollstindigen NLO-Lagrange-Dichten der Vertices PVV und
V7, da ersterer innerhalb dieser Arbeit nur in fithrender Ordnung betrachtet werden
kann, entfallen dementsprechend alle Korrekturen in 1 /N¢ und den Quarkmassen. Die
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zugehorigen Kopplungskonstanten werden somit faktisch in den weiteren Berech-
nungen gleich null gesetzt.

C.2.1. Spuren in den Propagatoren

Aufgrund der Dimension der Propagatoren und der Anzahl der in ihnen auftretenden
Flavor-Spuren wird fiir die einzelnen Zerfille PV/T¢~ im Folgenden keine
Amplitude angegeben. Hingegen werden die berechneten Werte der einzelnen Spu-
ren fiir jeden Prozess aufgefiihrt. Zu diesem Zweck werden die Spuren mit romischen
Ziffern durchnummeriert, dies und die bei jeder Spur wirkenden Kopplungen sind der
Ubersicht wegen in Beitriige zu den Propagatoren P, und Py /Py aufgeteilt. In Tabelle
C.4 sind die fiinf zugehdrigen Spuren fiir ein propagierendes p-Meson aufgetragen.

Tabelle C.4.: Aufzihlung und Nummerierung der Spuren des Propagators P, mit
ihren beigeordneten Kopplungskonstanten.

Nummer Spur Kopplungen
I s {ha b)) e et ey
I (M) (k) AV Y
o (k) () ¢ e}
v (M {h ) AR

Vo (M (Adshy+hadady)) 5 el

Fiir die Spuren VI bis X propagierender ®- und ¢-Mesonen ist in den Spuren in
Tabelle C.4 die Gell-Mann-Matrix A3 durch die Matrix Ag zu ersetzen. Die gesam-
ten Spuren der Propagatoren Py, und Py sind in Tabelle C.5 eingetragen.

Tabelle C.5.: Aufzihlung und Nummerierung der Spuren der Propagatoren Py, /Py mit
ihren beigeordneten Kopplungskonstanten.

Nummer Spur Kopplungen
VI (Ag {Aas\p}) CZI)VY, v, CYY, c‘zlY
VII  (hg) (A3hp) AV Y
VIIT  (gha) (M) AV Y
X (Mg oM} AR
X (M (hAshy +Aahshy)) BV )Y
X1 (Aahp) vV, c‘l/y, c‘z/Y

Bei niherer Betrachtung der in Tabelle C.6 aufgetragenen Werte der Spuren zu Fp
ist auffillig, dass die Ubergiinge p® — n%* ¢~ und wg/wg — Mg/MNol ¢~ nicht mit
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einem p-Meson im Zwischenzustand auftreten. Nur Prozesse mit entweder einem 1t°
oder einem p” im Anfangs- oder Endzustand geben in dem entsprechenden Propaga-
tor einen Beitrag.

Tabelle C.6.: Werte der Spuren zu P, zu den jeweiligen Prozessen, bestimmt mit
einem Ansatz der Felder mittels Gell-Mann-Matrizen.

Ubergang I 11 11 v 1%

p =70t 0 0 0 0 0
pl=mslte E 0 0 ENVERE Y
p* — Mot e 4\@ 6\/2 (firn) 6y/2 (firm) 4,/2M2 4,/2m2
g — w000~ \/ig 0 0 \‘/%M,% \%M,Zt
wy — w00 4\/g 6,/ % 0 44/3M2 4, /iM2
wg —NglTl~ 0 0 0 0 0

Wy —MNol 4~ 0 0 0 0 0

wg — Mol 4~ 0 0 0 0 0

Wy —MNgl 4~ 0 0 0 0 0

Zudem ist auffillig, dass, ausgenommen Mischungen in den physikalischen Pro-
zessen, die vorliegenden Ubergiinge zwischen den mathematischen Feldern in fast
allen Spuren gleiche Beitrdge bringen. Dies gilt fiir Oktett- wie Singulett-Anteile in
der fithrenden Ordnung wie auch fiir die Korrekturen aufgrund der Quarkmassen. Da
es sich bei den betrachteten Teilchen um ausschlieBlich neutrale Teilchen handelt,
sind die beiden Spuren identisch. Eine Besonderheit stellen die zu den Korrekturen
in 1/N¢ zugehorigen Spuren, in denen die Singulett-Felder beitragen, dar. Hier ist
aufgrund der Struktur der Uberginge in Verbindung mit den Spuren einzelner Felder
zu beobachten, dass Spur /17 nur fiir den Ubergang p® — 1o/ ¢~ fiir ein 1 im End-
zustand einen Beitrag liefert, dieser aber im Betrag dem der fiir Spur /1 auftretenden
Uberginge in den Singulett-Feldern entspricht.

Analoge Beobachtungen zu denen bei Py, ausgenommen dem Sonderfall, lassen sich
auch fiir die Spuren der Propagatoren P, und Py in Tabelle C.7 bestitigen. Aufgrund
der Mischungen kommt zu den fiir P, bekannten Strukturen noch eine weitere Spur
hinzu.
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Tabelle C.7.: Werte der Spuren zu Py und Py zu den jeweiligen Prozessen, bestimmt
mit einem Ansatz der Felder mittels Gell-Mann-Matrizen. Die mit (x)
markierten Eintriige sind dem physikalischen Zerfall ' — ¢ ¢~ zu-
gehorig und treten an die Stelle der Werte fiir die Spuren VI und V111,
wihrend die entsprechenden anderen Werte gleich Null gesetzt werden.

Ubergang VI VII VIII IX X

p¥ — m0ete- % 0 0 %M}[ Mz

PP =mnglte— 0 0 0 0 0

P = motte— 0 0 0 0 0

g — w00 0 0 0 0 0

wy — 7t 0 0 0 0 0

wg = MelTLT — 0 0 —575 (8Mg —5M7)  —3%= (8ME —5My)
o —NolTe™ 44/3 0 0 35 (M7 —M3) 35 (M7 — M)
ool 43 630 63 4/2EMi-m3) 4\ /3 (@M - M)
oot 0 63 6yi) 4FEMi-m2) 43 m)

<
~

S O N N O O O O N

165



C.3. Wechselwirkungs-Lagrange-Dichten

Die im Folgenden angegebenen Lagrange-Dichten sind vor Vereinfachungen, die sich
aufgrund der Flavor-Strukturen o.4. ergeben, bestimmt. Fiir die verwendeten Bau-
steine und ihre Transformationseigenschaften, siehe Kapitel 1, sowie Appendix A.
Die Konstruktion ist analog zu der in Appendix B gezeigten Vorgehensweise fiir PVy
vorzunehmen.

Beachte, dass alle der angegebenen Lagrange-Dichten allgemeine Konstrukte fiir
beliebige Teilchen der gesuchten Charakterisierung, pseudoskalare oder Vektor-
Mesonen, in Anfangs- und Endzustéinden sind. Alternativ lieBe sich sagen, dass die
Lagrange-Dichten allgemein moglichst aufgestellt wurden und erst im weiteren Ver-
lauf der Rechnungen werden Zwangsbedingungen und daraus resultierende Vereinfa-
chungen der Terme, wie beispielsweise fiir Teilchen-Antiteilchen-Paare oder neutrale
Vektor-Mesonen, eingesetzt.

C.3.1. Volistandige Wechselwirkungs-Lagrange-Dichte zu Vertex
PVV

Die dem Ubergang zwischen einem pseudoskalaren und zweier Vektor-Mesonen zu-
gehorige Lagrange-Dichte ergibt sich innerhalb des verwendeten Organisations-
schemas inklusive Korrekturen in 1/N¢ und der Quark-Massen zu

1
LY = — e (Y ({9, Vo } 0] + 03" (9uW0) (Vpdo®)

+ AV (Vo) (9,V406®) + ¢4V (9, ViV (05 ®P)

+4Boct"V (M (9,ViVpds® + 06PV,p9, V4 ) )

+4Bocg”Y (M (Vyds®IuVy + 0, V40PV, )

+ 4Byt (M (9D Vp + VpduVads®) ) (C.10)

C.3.2. Volistandige Wechselwirkungs-Lagrange-Dichte zu Vertex
VPP

Die dem Ubergang zwischen einem Vektor-Meson und zweier pseudoskalarer Mesonen
zugehorige Lagrange-Dichte ergibt sich innerhalb des verwendeten Organisations-
schemas inklusive Korrekturen in 1/N¢ und der Quark-Massen zu

LV%PP — % (C\l/PP <V,u [a,uq), q)} >
+4Bocy P (M (VH9, PP — P9, V) )
+4Boc P (M (VF P9, P — 9,DDVH))
+ 4Bocy " (M (9, 2VHD — DVH9, D)) . (C.11)
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C.3.3. Volistandige Wechselwirkungs-Lagrange-Dichte zu Vertex
VPPP

Die dem Ubergang zwischen einem Vektor-Meson und dreier pseudoskalarer Mesonen
zugehorige Lagrange-Dichte ergibt sich innerhalb des verwendeten Organisations-
schemas inklusive Korrekturen in 1/N¢ und der Quark-Massen zu

LVIPPP <L (VPP (1, (9, b0y bt — Do bBpD D))
+¢5 PP (V, (v PO PIpP — 0y PPy D) )
+ 3PP (V) (9p D0y PO P — 0PIy DIy D) )
PP (1, (3 [9,®, 6]
+4Boct PP ( MV, (9 PIp PO P — 0PI, POVD) )
+4Bocg " ( MV, (9yPIsPIp P — 0y PO DIV D) )
+ 4By PP (M V), (0, Py PP — 9Py PIpP) )
+4Bocy " (M (9yDV,0p PP — dsPIp PV, 0vP) )
+4Boct PP (M (9y DV, 06D P — 0y PPV, 0vP) )
+4Boc\§TF (M (9 PIp PV, 06D — 05DV, 0, POy D) )
+4Bocy PP (M (9y@IsDPV,0pP — 0p PV, 05Dy D) )
+4Boc\ 3T (M (9, DV, 0y PP — 0PIy DV, 0, D) )
+ 4Boc|3 PP (M (9, DPV,,06P — dsDPV,,0y P, P) )) (C.12)

Aufgrund der Anzahl an Termen wurde zur Vereinfachung bei der Konstruktion vor-
ausgesetzt, dass es sich um ein neutrales Vektor-Meson im Ausgangszustand handelt
was die kombinatorisch moglichen Terme erheblich beschrinkt. Die zusitzliche An-
nahme, dass weder 1 noch 1’ als pseudoskalare Mesonen im Endzustand auftreten,
reduziert die Anzahl der Terme die Korrekturen in 1/N¢ anzeigen auf einen einzigen.
Das in Kapitel 3, Gleichung (4.11), angegebene Ergebnis fiir die Lagrange-Dichte
fiihrender Ordnung macht von der Tatsache Gebrauch, dass es sich im Endzustand
um drei Pionen, zwei davon ein geladenes Pion-Paar und eines ein neutrales Pion,
handelt.

C.4. Phasenraum zu PV/"¢~ und VPPP

Der Phasenraum eines mittels Zwischenschritten charakterisierten, sequenziellen Zer-
falls eines einzelnen Teilchen im Anfangszustand in eine bestimmte Anzahl, im kon-
kreten Falle drei, von Teilchen im Endzustand ist in den in dieser Arbeit vorlie-
genden Fillen identisch mit demjenigen einer Punktwechselwirkung eines Teilchens
im Anfangszustand mit derselben Anzahl und Art an Teilchen im Endzustand. Fiir
eine ausfiihrliche Bestimmung des Phasenraums sequenzieller Zerfille siehe [BK73],
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aktuell verwendete Konventionen fiir Phasenrdume finden sich in [Tan+18]. Die
Beispielrechnung ist fiir den Prozess PV (~ gezeigt, ldsst sich bei entsprechender
Ersetzung der Impulse und Massen aber auch fiir V PPP anwenden.

Die in der folgenden Rechnung gezeigten Zwischenschritte und Vorgehensweisen
orientieren sich an der Darstellung in [BK73]. Dabei wird der Fall eines Vektor-
Mesons V mit Masse my und Impuls p im Ausgangszustand und eines pseudoskalaren
Mesons P mit Masse Mp, Impuls k£ und Energie E; betrachtet, der umgekehrte Fall
eines pseudoskalaren Mesons im Anfangszustand ergibt sich analog der Ersetzungen
im Fall der elektromagnetischen Ubergiinge PV in Kapitel 3. Zusitzlich wird das
Lepton-Paar im Endzustand mit jeweils zugehdrigen Massen mp+ = m., my- =m_ |
sowie Impulsen g, ¢g— und Energien E, E_ bewusst als separate Teilchen angege-
ben, um, soweit dies moglich ist, die Option der Anwendung auf beliebige Teilchen
zu verdeutlichen. Der Zerfall findet mittels eines virtuellen Photon y* im Zwischen-
zustand mit ,Masse* my, Impuls ¢ und Energie E, statt. Wie bislang auch fiir die
elektromagnetischen Uberginge PV7y wird der Zerfall im Ruhesystem des Mesons im
Anfangszustand betrachtet und alle Koordinaten sowie Energien und Impulse werden
dementsprechend gewihlt. Rechenschritte, die in analoger Weise durchgefiihrt wer-
den, sind nicht ausfiihrlich kommentiert. Zur Erinnerung sei die Gleichung fiir die
differentielle Zerfallsrate eines allgemeinen dynamischen Prozesses angegeben

ar=|m7 s ] “pi (2n)484( y ) (C.13)
= — oy p=)pi| - :
2 ~~ 11 (omn)32E; .
d"yn \m,‘-// Statistik (=1 ( ﬁ) L =/
norm Phasenraum Impulserhaltung

Die folgende Diskussion in diesem Abschnitt wird sich auf eine Betrachtung des
Phasenraumes beschrinken, welcher zu Beginn ein neun-dimensionaler Dreikorper-
Phasenraum mit d°R [BK73] ist, mit

dk d3q_ d3q.

d’R =
(2m)32E; (2m)32E_ (2m)32E

2n)*8* (P—k—q_—q,) . (C.14)

Dabei sei daran erinnert, dass fiir zwei gleichartige Teilchen, wie im konkreten Fall
das Lepton-Paar, die Massen m = m_ gleich sind. Zum Zwecke einer moglichen
Verallgemeinerung auf Prozesse mit drei unterschiedlichen Teilchen im Endzustand
werden die Energien soweit moglich separat dargestellt.

In den folgenden Rechenschritten wird ein Faktor (21t) >, der sich aus der Normie-
rung der drei Integrationen mittels jeweils eines Faktors (27)~3 und der Impuls-
erhaltung mit einem Faktor (27)* zusammen setzt, vernachlissigt. Somit nimmt der

1Zur besseren Ubersicht sei in der Rechnung in diesem Abschnitt £+ +— + und £~ — — gesetzt.
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Phasenraum folgende Gestalt an:

&k &g dq
2E, 2E_ 2E,

separater Zweikorper—Zerfall

d°R

(P—k—q-—q+) . (C.15)

Dabei sei fiir die Impulserhaltung des zweiten Zerfalls y* — [*]~ die Gleichung
q = q— + g+ mit dem Impuls g des virtuellen Photons gesetzt.

Analog zu der bekannten Vorgehensweise in Kapitel 3 wird die Integration tiber g_
mittels Hinzufiigen einer Integration iiber einen festen Parameter, der Energie des
Leptons, welche nicht zur Integration iiber den Phasenraum beitrédgt, zu einer Integra-
tion iiber g_ erweitert

1
i:/dq(lﬁ(qz_—mz_)GD(q(l) . (C.16)

An dieser Stelle sei daran erinnert, dass Teilchen betrachtet werden, die auf der
Massenschale liegen, sogenannte ,,on-shell“-Teilchen. An dieser Stelle wird eine
Integration iiber g_ gewdhlt, fiir den betrachteten Prozess wire bei entsprechender
Anpassung der verwendeten Massen, Impulse und Energien eine Integration iiber ¢
in gleicher Weise moglich.

Wird nun im nichsten Schritt iiber den Impuls ¢g_ integriert, so ergibt sich

3 3 =
_1dk [d q+6((k—q+)2—m2_)®(qg)]

T8 E | g4 €17
2 ~ 2 2 2 2 :
:lﬁ Eqy 1 S Mg, +Mqq —M=—Mp _E. e (qo )
8 Ek E+ 2mv 2mv + B ’
mit den invarianten Massen mcquf =(q++¢-)* und m,ch+ = (k+q.)>

Nun wird das Koordinatensystem derart gewihlt, dass die z-Achse in Richtung des
Impulses des pseudoskalaren Meson verlduft. In Folge der Wahl gilt nun fiir den
Impuls des Teilchens ¢ in Kugelkoordinaten die folgende Relation

d’qy = | *dgydcos(8;)dd , (C.18)

dabei sind 0, und ¢ der Polar- und Azimutwinkel des Impuls-Vektors g+ in Bezug auf
ein Koordinatensystem mit einer in der Richtung von k orientierten z-Achse. Wird nun
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die Integration iiber g+ entsprechend Gleichung (C.18) ersetzt, so ergibt sich

1 %k I |2d ml, 4+m2 , —m> —M}
~Tom By dod cos (8;) |q+}|5+‘” 8( o ‘”zqmv —E, |©(my —E,—E,)
n &k

- 8mV E_k E+ 2mV

- 12 me 4m? —m? — M2
dcos(6,) |G| Cl+8< kq+ q+9- P—E+ G)(mv—Eq—E+)

(C.19)

Die Integration iiber d¢ in Gleichung (C.19) gibt aufgrund der Wahl des Koordina-
tensystems fiir den zweiten Zerfall einen Faktor 27.
Es verbleibt noch iiber d cos (0;) zu integrieren, iiblicherweise geschieht dies bei Zer-
fillen von einem in drei Teilchen unter Nutzung der Energie des zweiten Teilchens
E_. Da allerdings bereits iiber dessen Impuls g_ integriert wurde ist diese Wahl nicht
linger zulidssig. Als eine Alternative bietet sich bei genauerer Uberlegung die in
Gleichung (C.20) gezeigte quadrierte invariante Masse, welche einen Term propor-
tional zu cos (6,) und auch die bislang noch nicht verwendeten Energien E; und E
enthilt, an, .

myy, = m% +Mp+2EE, +2|k||q’| cos () . (C.20)

Zum Zwecke der Vereinfachung der Rechnung wird die Integration iiber den Kosinus
des Winkel spiter ausgefiihrt.
Im néchsten Schritt wird mittels der folgenden Gleichung

|+ |*dq+

E, G+ |dE (C.21)

die Integration iiber g mit der einer iiber £, getauscht, sodass sich bei Nutzung
dieser Ersetzung und Integration iiber die Energie E, der folgende Zwischenschritt
der Rechnung ergibt,

T &k -
=g, dcos(8:) —[lg+|dE+ 8 (E — E) O (my — By — E.)]
v k (C.22)
T Bk, ~
:%dcos (62) E [|4%1© (my — Ex — E)] .
Dabei wurde die Kurzschreibweise
2 2 2 >
g _ M, T Mgiq — M=~ Mp (C.23)
2mv

eingefiithrt. Bis zu diesem Punkt der Rechnung wurden zunichst nur die kinema-
tischen Eigenschaften fiir den zweiten Zerfall, den eines virtuellen Photons in ein
Lepton-Paar, betrachtet. Im weiteren Verlauf ist es nun notwendig, den bislang ver-
nachlissigten ersten Schritt des Zerfalls, den Ubergang eines Vektor-Meson in ein
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pseudoskalares und ein virtuelles Photon (direkt aus dem Ubergang in ein virtuelles
Vektor-Meson, das aber mit Blick auf die kinematischen Aspekte identisch mit dem
Photon ist), mit zu beriicksichtigen. Zu diesem Zweck miissen zwei Zwangsbedin-
gungen, die die diskutierten Eigenschaften eines sequentiellen Zerfalls garantieren,
eingefiihrt werden. Diese Bedingungen sind zunichst die Erhaltung des vierdimen-
sionalen Impulses fiir die erste Stufe des Zerfalls

1= / d*qd* (P—k)—q) (C.24)
und zweitens die Zwangsbedingung fiir den Masse-Impuls-Ubertrag

2
1_/qu+q q+qf ~q) (C.25)

des Teilchens im Zwischenzustand.
Werden diese Bedingungen im Folgenden Schritt der Bestimmung des Phasenraums
eingefiigt und iiber den Impuls ¢ integriert, so gilt

r — &k ~
ZSmV/‘C[+|dCOS(GZ)d 621+q E, ——d* 84((P_k)_‘1)8(m¢21+q7—qz)(")(mv—Ek—:,)

T - d*k _
:8mv /|q+|dcos (62) dmiqu_kS (mirqf - (P_k)z) O(my —E;—E)

d3k8( m‘2,+M12)—m621+q7

T . —
:m/\q+|dcos(ez)d e >®(mV—Ek—L) .

2mv
(C.206)
Mit bereits bekannten Vorgehensweise werden nun die Ersetzungen
&’k = |k|’dk dQ |

= |k|dE,

mit dem Raumwinkel des ersten Zerfalls [ dQ = 47 in dem nichsten Schritt genutzt,

m‘z,—kM]%—m2

q+q_> @(mv —E, — E)

T . 5 ~
:m\(HMcos (6.)dm;, , |k|dEdQd (Ek _ o

) 2 2 2
A 5 my —m3 +m,
ZM‘(H‘ |k| dcos (6;)dmy,, © <mv - oy

2 2

2
i
= dm dm> O my— +
mV kg+= " q1q- 2my ’

(C.28)
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dabei gilt nagh Gleichung (C.20) fiir das Quadrat der invarianten Masse
an, = |di| Kl deos (6.)
Werden nun die Relationen

dm?, = —2mydE. ,
S vesE (C.29)
qu+q7 = —2deEk 5

verwendet, so ergibt sich das in [Tan+18] gezeigte Ergebnis fiir Zerfille 1 — 3.
Wird zudem noch innerhalb der angegeben Grenzen iiber das Quadrat der invarianten

Masse m2  beziehungsweise die Energie E. integriert und sich ins Gedichtnis ge-
kq+

rufen, dass fiir das Quadrat der invarianten Masse der Leptonen a,’mfl+ g = dm,%+ -
gilt, so ergibt sich die in Kapitel 4 gezeigte einfach differentielle Zerfallsrate.
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C.5. Tabellen und Abbildungen

Tabelle C.8.: Vergleich der Zerfallsraten von experimentell exakt erfassten Zerfillen
PV/{*{~ aus [Tan+18] gegeniiber aus der mittels auf Annahme einer
Punktwechselwirkung basierenden Erweiterung des Modells berech-
neten Ergebnissen.

Zerfall I'ppg in keV I'nod,QeD in keV
o — nlete” 6.5440.57 8.63

o — 1lutu 1.144+0.16 0.56

o —nlte™  0.05650.0047 0.0006

O —mete 0.459 +0.020 0.459

N — wete™  0.039240.0096 0.0525

Tabelle C.9.: Zerfallsraten der Prozesse V — £ ¢, bestimmt mittels Verzweigungs-
raten entnommen aus [Tan+18].

Zerfall I'ppg in keV
p? = efe”  6.78+£0.42

p" = utu~ 7.03840.084
o—ete”  0.6254+0.014
o—utu~  0.63+0.15

o —ete”  1.2634+0.015
O—utu~  1.2154+0.081
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Tabelle C.10.: Zerfallsraten der Prozesse V — PP, bestimmt mittels Verzweigungs-
raten entnommen aus [Tan+18].

Zerfall I'pg in MeV
p— T 149.00 £ 0.80
o— Tt 0.130+0.011

O — K"K~ 2.091+£0.022

o —ntn~  (3.1040.55)-1074
K** - Kn 50.25+0.80
K0 — Kn 47.184+0.51

Tabelle C.11.: Zerfallsraten der Prozesse V — PPP, bestimmt mittels Verzweigungs-
raten entnommen aus [Tan+18]. Fiir den asymmetrischen Fehler des
p-Zerfalls wird der Vereinfachung halber der groerer Wert fiir einen

symmetrischen Fehler herangezogen.

Zerfall I'ppg in MeV
p? > nfnn® 0.015+£0.011
o—ntna®  7.573+0.072

o=t

0 0.6484+0.015

Tabelle C.12.: Experimentelle Werte gegeniiber aus Modell berechneten Ergebnissen
fiir den Vertex V. Variation der Approximation des Matrixelements
|M"|? und |M'!|? analog der Zerfille PV in Kapitel 3.
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Zerfall Ippg inkeV  Tiod, | M!|?inkeV  Tioq, |M!|? inkeV
p’ —ete” 6.78+£042  6.19+0.59 6.1940.59

p’ — utu~ 7.038+0.084 6.18+0.58 6.17+0.59
®—ete”  0.6254+0.014 0.82540.072 0.825+0.072
o—utu~  0.63+£0.15  0.82340.072 0.82340.072

O —ete”  1.263+0.015 1.25+0.13 1.25+0.13

O —utu~  1215+0.081 1.25+0.13 1.2540.13




Tabelle C.13.: Experimentelle gegeniiber im Modell ermittelten Zerfallsraten fiir
Prozesse PV /{1 (™ fiir mittels Abschitzungen erfasster Zerfille. In der
dritten Spalte stehen Ergebnisse fiir I' (A — BY) = I'exp, in der vierten
fiir die Verwendung der Modellergebnisse aus Tabelle 3.3.

Zerfall Tepg [keV] mitThyY [keV] mitTo " [keV]
p? - mlete™ < 1.79 0.66 0.71

p? = nete” < 1.04 0.32 0.38

o —nete”  <0.093 0.028 0.033

O —nutu~  <0.040 0.025 0.026

Tabelle C.14.: Vorhersagen der Zerfallsraten fiir Prozesse PVete™ neutraler Vektor-
Mesonen, die experimentell bislang noch nicht erfasst wurden. In der
dritten Spalte stehen Ergebnisse fiir I' (A — BY) = I'exp, in der vierten
fiir die Verwendung der Modellergebnisse aus Tabelle 3.3.

- PV - PV
Zerfall mit FgDZ} [keV] mit Ff;og [keV]
o nete  0.0014 0.0013

N’ — plete” 0.39 0.37
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Abbildung C.1.: Experimentelle Datenreihen zu Formfaktoren |F(Mo|2 der Dalitz-
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Zerfille ® — n°¢*¢~ in Abhingigkeit von der invarianten Masse
des Lepton-Paars m+,-. In Rot sind die Datenpunkte [Arn+16] und
in Blau Daten aus [Dzh+81] aufgetragen.
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Abbildung C.2.: Experimentelle Datenreihen zu Formfaktoren |F o |2 der Dalitz-
Zerfille ® — n°¢* ¢~ in Abhingigkeit von der invarianten Masse des
Lepton-Paars m+,-. In Schwarz sind die Datenpunkte aus [Adl+17],
in Magenta die Daten aus [Akh+05] und in Griin die Daten aus
[Ach+08] aufgetragen.
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Abbildung C.3.: Graphen der quadrierten Betriige des Ubergangsformfaktors |F, o |2,
aufgetragen in Abhingigkeit von der invarianten Masse des Lepton-
Paars my+ - in linearer Skalierung der Ordinate. In Blau mit blauem
Fehlerband ist das Ergebnis aus dem Modell dieser Dissertation, in
Schwarz die Daten aus [Adl+17] und in Rot die Daten aus [Arn+16]
gegeben.
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Abbildung C.4.: Graphen der quadrierten Betriige des Ubergangsformfaktors |F, o |2,
aufgetragen in Abhingigkeit von der invarianten Masse des Lepton-
Paars my+,- in linearer Skalierung der Ordinate. Datenreihen in Rot
[Arn+16] und Schwarz [Adl+17] aufgetragen. Berechnete Form-
faktoren aus dem Modell dieser Dissertation in Blau, [TLL12] in
hellem Blau, [KMUI18] in Gelb und verbessertes N/D-Modell aus
[Cap15] in dunklem Orange.
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Abbildung C.5.: Graphen der quadrierten Betriige des Ubergangsformfaktors |F, o |2,
aufgetragen in Abhingigkeit von der invarianten Masse des Lepton-
Paars my+,- in linearer Skalierung der Ordinate. Datenreihen in Rot
[Arn+16] und Schwarz [Adl+17] aufgetragen. Berechnete Form-
faktoren aus dieser Dissertation in Blau, mittels dispersiver Rech-
nung aus [SKN12] in Griin und ebenfalls dispersiver Rechnung aus
[Cap15] in Orange.
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Abbildung C.6.: Graphen der quadrierten Betriige des Ubergangsformfaktors |F, o |2,
aufgetragen in Abhingigkeit von der invarianten Masse des Lepton-
Paars my+,- in linearer Skalierung der Ordinate. Datenreihen in Rot
[Arn+16] und Schwarz [Adl+17] aufgetragen. Berechnete Form-
faktoren aus dieser Dissertation in Blau, [Dan+15] in Rot fiir LO-
, dunklem Rot fiir NLO-Rechnung. In hellem Blau Canterbury-
Approximation wie in [Adl+17] gezeigt.
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Abbildung C.7.: Graphen der quadrierten Betriige des Ubergangsformfaktors |F, o |2,
aufgetragen in Abhingigkeit von der invarianten Masse des Lepton-
Paars my+,- in linearer Skalierung der Ordinate. Datenreihen in Rot
[Arn+16] und Schwarz [Adl+17] aufgetragen. Berechnete Formfak-
toren aus [Dan+15] in Rot fiir LO- und dunklem Rot fiir NLO-
Rechnung, in Griin Ergebnis aus [SKN12].
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Abbildung C.8.: Graphen der quadrierten Betriige des Ubergangsformfaktors |F¢1~| 2,

aufgetragen in Abhiingigkeit von der invarianten Masse des Lepton-
Paars my+/-. Datenreihe in schwarz [Ana+16] aufgetragen. Berech-
nete Formfaktoren aus [Dan+15] in Rot und [SKN12] in Griin.
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