- Die Fortsetzbarkeit von Differentialformen
auf arithmetischen Quotienten
von hermiteschen symmetrischen Riumen

Von Klaus Pommerening in Mainz

Einleitung

Sei D ein hermitescher symmetrischer Raum vom nichtkompakten Typ, also
isomorph zu einem beschrinkten symmetrischen Gebiet. Auf D operiere eine diskonti-
nuierliche Gruppe I', die arithmetisch definierbar ist. Der Quotientenraum D/I' 148t
sich als Zariski-offener Teil in seine Baily-Borel- Kompaktiﬁzierung X einbetten, die
eine normale projektive Varietit ist. Der Funktionenkorper K von X ist der Kérper
der automorphen Funktionen fiir I' auf D [4].

Sei X ein glattes projektives Modell von K, das den reguldren Ort X7* von X} als
Zariski-offenen Teil enthdlt. Der Vektorraum Q7(X) der alternierenden holomorphen
Differentialformen vom Grad p ist endlich-dimensional und seine Dimension g, eine
birationale Invariante von K. Jede solche Differentialform liefert durch Einschriankung
eine Differentialform auf dem reguldren Ort von D/I', also eine I'-invariante Differen-
tialform  auf D; diese ist zwar zundchst auf dem Urbild des singuldren Orts von D/I'
nicht definiert, da aber D/I' normal ist und die Quotientenabbildung D — D/I" diskrete
Fasern hat, ist die Ausnahmemenge mindestens 2-kodimensional, und der Riemannsche
Hebbarkeitssatz liefert die Fortsetzung auf ganz D. Da w von X kommt, erfiillt es auch
die Wachstumsbedingungen bei Annidherung an die rationalen Randkomponenten, die
man von automorphen Formen verlangt und die oft schon aus dem Transformations-

-verhalten mit Hilfe des Koecher-Prinzips folgen; fiir die Anwendbarkeit dieses Prinzips
auf vektorwertige automorphe Formen siehe (3.95).

Bezeichne A[I, A’] den Raum der automorphen Formen fiir I' zu dem
natiirlichen Automorphiefaktor, der zu den p-Formen gehort, und Q°(D)" den Raum
der I'-invarianten p-Formen auf D. Dann haben wir die Inklusionen

QP (X) o, A[T, A'1 o Q"(D)",
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vergleiche (1. 1). Die Gleichheit an der z\gvei;en Stelle ist die Frage nach dem Koecher-
Prinzip, die Gleichheit an der ersten Stelle das Ziel dieser Arbeit. Ich beweise in §1:

Hauptsatz. Sei D ein hermitescher symmetrischer Raum vom nichtkompakten Typ
und I' eine arithmetisch definierbare Gruppe auf D. Sei X eine Desingularisierung der
Baily-Borel-Kompaktifizierung von . D/I'. Dann liefert fiir p<DimD die natiirliche
Inklusion einen Isomorphismus Q*(X)= A[I', \*].

Man kann diesen Satz auch ohne Verwendung der Desingularisierung mit dem
elementaren Begriff , Fortsetzungseigenschaft“ von [7], III. 5, formulieren. Nennt man
die Elemente von A[I', A’] ,,automorphe p-Formen®, so heilit das:

Korollar. Jede automorphe p-Form fiir I' auf D mit p< Dim D hat die Forisetzungs-
eigenschaft, definiert also eine regulare szferentzalform des Korpers K der automorphen
Funktionen.

Im Fall p=DimD ist die entsprechende Aussage bekanntlich falsch; allerdings
sind Spltzenformen fortsetzbar [2] Iv.§1.

Der Spezialfall, daB D der Siegelsche Halbraum und I .mit der Siegelschen
Modulgruppe kommensurabel ist, wurde in [8] behandelt. In diesem Fall ist auch
bekannt, daB A[I", A?]1+0 nur fiir ganz bestimmte p gilt [16]; die umgekehrte Frage
nach der Existenz derartiger leferentlalformen ist bisher nur sehr liickenhaft beant-
wortet.

Zwischenergebnisse und Beweise werde ich so formulieren, dal sich auch lokale
Aussagen (betreffend die Fortsetzung in die Umgebung fester Punkte) und Aussagen
_iiber beliebige Tensorfelder (statt alternierender Differentialformen) gewinnen lassen,
auch wenn ich diese Gesichtspunkte dann nicht weiter verfolge.

§ 1. Fortsetzbarkeit vdn Tensorfeldern

In diesem Paragraphen wird der Hauptsatz aus der Einleitung bew1esen dabei
lasse ich Liicken, die dann in §2—§4 geschlossen werden.

(1.1) Sei ® eine halbeinfache algebraische Gruppe, definiert iiber Q, und der
nichtkompakte Anteil G von & (R)° sei zu Aut D isogen; d.h., G operiert auf D so, daBl
Kern und Kokern von G — AutD endlich sind, und D ist 1somorph zum Quotienten
von G oder ®(R)° nach einer maximalen kompakten Untergruppe

Eine arithmetische Untergruppe I' < ®(Q) heilt netz, wenn fiir alle rationalen
Darstellungen p: & — GL,(C) iiber Q die von den Eigenwerten aller p(g), geT,
_erzeugte Untergruppe von C * torsionsfrei ist [5], 17.1. Da jede arithmetische
Untergruppe von G einen netten Normalteiler von endlichem Index hat, ist es oft
harmlos, die bequeme Voraussetzung ,nett“ zu machen. Ist I' nett, so insbesondere
torsionsfrei; die Operation von I' auf D ist dann fixpunktfrei, der Quotient D/I" also
glatt, und die Quotientenabbildung v: D — D/I' ist die universelle Uberlagerung. Sei
also ab jetzt I' nett. '
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Sei nun D als Gebiet in einem C-Vektorraum J realisiert und T ein I'-invariantes
(holomorphes kovariantes) Tensorfeld vom Grad p auf D, also
Te Q%P (DY =Q®P(D/I"),
oder anders ausgedriickt, T ist eine holomorphe Abbildung
T: D— M,=Mult,(J, C);

fiir Jedes ze D ist T(z): Jx_-:- xJ — C multilinear. Die Gruppe GL(J ) operiert auf M,
durch. die rationale Darstellung

p: GL(J) > GL(M,), (pg-B)[x1, .. x,1=Blg " %1, .., 87 x,].
Die I'-Invarianz von T bedeutet
T(2)[x1, .- x,1=TQ)[Y (@) x4, ..., V' (2) x,] firalleyel',zeD, x,, ..., x,€J,

also T(yz)=p(y'(2))- T(2); d.h., T ist automorphe Form im weiteren Sinne fiir I' zum
Automorphiefaktor j, =p o Ableitung. In den Fillen, wo das Koecher-Prinzip gilt, siche
(3. 5), ist also T sogar automorphe Form; in den anderen Fillen will ich das zusétzlich
voraussetzen und dann allgemein 7 ein- automorphes Tensorfeld nennen.

Sei D* die Vereinigung aller rationalen Randkomponenten (gebildet im kompak-
ten Dualraum von D) mit der Satake-Topologie. Dann ist D*/I', mit der Struktur einer
projektiven Varietit versehen, die Baily-Borel-Kompaktifizierung von D/I. Sei
n: X — D*/I' mit X2 D/I" eine Desmgularlslerung Das Problem ist: Wann ist 7 von
_ D/F auf X fortsetzbar?

(1. 2) Dieses Problem ist lokaler Natur: Sei E € C der offene Einheitskreis und
E=E—{0}. Sei y: E"— X eine Karte mit 0.B.d.A. y(0)=:xe X—D/I'; da die
Fortsetzung iiber analytische Mengen der Kodimension >2 kein Problem ist, kann
man ¥ (E x E" ') D/I" annehmen. Die Quotientenabbildung D* — D*/I" werde eben-
falls mit v bezeichnet.” Sei ae D* mit v(a)=n(x) gewidhlt und F die rationale
Randkomponente mit a € F. Sei ferner W eine zusammenhingende Umgebung von a in
der Satake-Topologie, die unter dem Stabilisator I, invariant ist, mit v(#¥) =~ W/I, und
YW W=0 firyel —T,[4], §4. Man kann weiter nyy (E") S v(W) und W n F relativ
kompakt in F annehmen. Die Fortsetzung von T in eine Umgebung von Xx ist gesichert,
wenn das zuriickgezogene Tensorfeld y*T von E x E"~! auf E" fortsetzbar ist.

Solche Abbildungen i lassen sich 21emhch gut beschreiben: Sei H cC die obere
Halbebene. Dann ist

q: HXE"™ ' > ExE"™', ({, n)— (2™, ),
die universelle Uberlagerung, und man kann y o ¢ auf die Uberlagerung
vi WnD—Wn DT,

hochheben. Das ergibt das kommutative Diagramm

HxE""'—X , WAD ¢ D*

R

ExE"! — S Wn DI, o D*T

L

E" —w>ﬂ:_1V(W) (&% X
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Die Abbildung ¥ erfiillt die Funktionalgleichung
Y +1,7)=yP(, n) miteinem yel,.

: Ich verwende jetzt einén Satz - von A.Borel, vgi. [14], 4.5: Sei TG
arithmetisch und ¢: H — D holomorph mit der Funktionalgleichung @ ({+1)=yo({) fir

ein y € I'; dann ist eine Potenz von y unipotent. Da I' als nett vorausgesetzt ist, ist also y -
selbst schon unipotent; auBerdem liBt y die gesamte Randkomponente F fest, da es '

N

dort den lepunkt a hat

Q1. 3) Jetzt wird D als Slegel Gebiet 3. Art im Vektorraum J iiber der Randkom-
ponente F mit a=0 realisiert. Dazu will ich mich der bequemen Sprache der Jordan-
Tripelsysteme bedienen. : i

Sei also J ein positives hermitesches Jordan-Tripelsystem, d.h., ein endlich-
- dimensionaler C-Vektorraum mit einer R-trilinearen Abbildung

‘{}'JXJXJ—»J

die C-linear in der ersten und dritten, C-antlhnear 1n der zweiten Variablen ist und
folgende Identltaten erfiillt:

{uow} = ( - {wou},

{uv{xyz}} = {{uvx}yz} — {x{vuy}z} + {xy {uvz}}
Ferner sei [J:J xJ — End¢(J) durch (x [0 y)z:= {xpz} definiert; die Spurform
| (1.):IxJ—=C, (xy):=Spx Oy,

ist hermitesch und wird als positiv definit vorausgesetzt.

Sei weiter e e J ein Idempotént, d.h, {éee} =e, und

J=J, @Jl ®J, mit Jv=Jv(e)={er|{eex}=vx}

"die zugehorige Peirce- Zerlegung, siche [11], §3 (Achtung: dort ist das Jordan-
Tripelprodukt anders normiert!), oder [13], V. §6. Dann ist J, mit xy:= {xey} eine
komplexe Jordan-Algebra mit Einselement e. Ist Q die quadratlsche Abbildung, also
Q) x = {uxu}, so ist A=J2@ (der Fixpunktraum) eine formal-reelle Jordan-Algebra
mit J, =A@ iA; die Spurform von A4 ist, vgl. [13], S.232, bis auf einen rationalen
Proportlonahtatsfaktor gleich der Einschrinkung der Spurform von J; der positive
Kegel P von A ist beziiglich der Spurform selbstadjungiert.

‘Die Abbildung
L:JixJ1 —J,;, L(v,w)={vwe},
2 2

ist beziiglich der reellen Form A hermitesch und beziiglich P positiv definit [11], 10. 4.
AuBerdem ist J, ein Untertripelsystem von J; sei F das zu J, gehorige beschrinkte
symmetrische Gebiet [11], §4, also die Emheltskugel in “der Spektralnorm Der
Ausdruck

p()w:=2i{ewt} fir weli, tel,,
. 2

95 Journal fiir Mathematik. Band 356
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ist C-linear in ¢, C-antilinear in w, insbesondere ist u(f)€ Endg(J1). Fiir te F ist
. 2 .
14 u(t) invertierbar; man setzt
L, w):=L(v,[1+u(8)]'w) fiir teF, v, weli.
i : 2

Dann ist

D:={(z,w,t)|te F,weJi, ze J;, Imz—ReL,(w,w)e P} -
2 .

die Realisierung des zu J gehorigen hermiteschen symmetrischen Raumes vom
nichtkompakten Typ als Siegel-Gebiet 3. Art iiber der Randkomponente F [11], §10.

.(1.4) Das Siegel-Gebiet D besitzt als Automorphismen unter anderem’ die
Translationen z — z+ v mit v € 4. Die arithmetische Gruppe I' liefert unter diesen die
Verschiebungen um die Vektoren eines Gitters 4.

Nun zuriick zur Abbildung ¥: Hx E"~! — D aus (1. 2). In §2 wird gezeigt, daB
es ein ved N P und eine holomorphe Abbildung A: E™ — J gibt mit

Y m=Cv +/1(82’"C, DR

Sei A=Ay + 41+ 4o mit Ay E"— J, fiir j=0, % 1
! |

Das Tensorfeld T will ich im Moment auch nur lokal betrachten: Sei W eine
Umgebung von 0 e F in der Satake-Topologie wie in (1. 2), die also insbesondere unter
I' n Z(F) invariant ist, wobei Z(F) der Stabilisator von F in G ist. Ich setze nur noch
“voraus, daB 7 auf W n D definiert und (als Tensorfeld) unter I' N Z(F) invariant ist;
fauBerdem soll die Wachstumsbedingung bei F erfiillt sein, die sich so ausdriickt: Da .
T(z+v)=T(z) fir ve 4, hat .T eine Fourier-Entwicklung iiber das duale Gitter:

T(w,t)= % a,(w,1) el

sed*

" mit a: J1 x (W n F)— M, holomorph; die Wachstumsbedingung heiBt: a,+0 hoch-
2 — E =
stens fiir se P. Die a,(w, t) mit se A* " P, weJ1 und t e W n F heilen  die Fourier-

Jacobi-Koeffizienten von T bei F. ?

Zu klaren ist, ob y*T auf ganz E" fortsetzbar ist.
(1. 5) Zur Klirung dieser Frage _yvird zuerst ¥ *T betrachtet. Fiir

¢ neHxE"!?

v

ist Y*T(, n) eine p-Multfi/linearform auf C" mit der Beschreibung .

PATC D7) =T ¥ Cm I Gy VG 1),)
= Z a (2'1 (eZMC’ ’7) /10(621:1{’ 77)) [ql (C ”)yl’ R | qj,(;a ”)yp] _e2ni§(s|u)_gs(e2ni§’ ’7)

sed*nP

2ni(s|lx(u,r1))'

mit g.: E" — C holomorph, g;(u, n)=e
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Nun zu ¢ *T: Es ist Y*T({, n) =y *T((, U)FOJQ'(C, 1) und
[ amie
o, B 1
g n= AR

fir u=e>" e E gilt also

VAT ) [xs .0 X 1= TEM G C ) xs-os g m7'x,]
=T*T(C:’7)[ylasyp] ’

1
2niu
Yi= {Cjz

le

Xjn

Fiir das Einsetzen wird auBerdem bendtigt
W myi=ypn v+ X (@) q' (Cm)y;
' =J’j10+/1/(ezni§,’7)xj- ,
Zusammengenommen kommt dann heraus:

X11
2miu

l//*T(d’n)[xl,---’xp]=‘- 2 as(l%(u,n), lo(u,ﬂ))[ v+/1’(u,ﬂ)x1,--»-]u‘s'”’gs(u,ﬂ)-

sed*nP

Also ist  * T auf E" fortsetzbar, wenn fiir alle se 4* ~ P und alle x,,..., x,eC"
der Summand dieser Reihe fortsetzbar ist. Dazu reicht es hin, wenn die meromorphe
Funktion u+— a,(...)... in 0 die Ordnung > —(s|v) hat ((s|v) ist ganzzahlig 20). Die-
multilineare Auswertung dieses Ausdrucks ergibt . ’

4 1 ‘
Z, @iy T, % a0 ol m) [Z1]

mit Z; =(zy,...,2,), wobei I{1,..., p} und

_{ xjv, wemn jel,
P (u, ) x;, wenn jél. - P

Damit ist gezeigt:

Lemma. Fiir jede der p-Multilinearformen a=ay (1 (u,n), Ao(u, n)) auf J mit
_ . 2 '
sed* NP und (u,n)eE" gelte:

 Sind mehr als (s|v) der Argumente z,, ..., z,eJ gleich v, so ist a[z,,...,2,]=0.
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Dann ist y*T auf E" fortsetzbar.'

(1. 6) Daraus ergibt sich ein lokales Fortsetzungskriterium, das ich aber erst in
(3. 8) etwas weiter verfolgen will. Fiir die Situation in (1. 1) folgt:

Satz. Sei I' eine nette arithmetische Gruppe auf D und T ein automorphes
Tensorfeld vom Grad p fiir I auf D. Fiir jede rationale Randkomponente F von D mdgen
alle Fourier-Jacobi-Koeffizienten a,(w, tye M,, s€ A* A P, we J1, t€F, folgende Bedin-
gung erfiillen 2 :

(F) Sind fiir ein ve A ~ P mehr als (s|v) der Argumente x,, ..., x, € J gleich v, so
ist ag(w, t) [xy,...,x,]1=0.

Dann ist T ein fortsetzbares Tensorfeld von D/I.

Falls T eine alternierende Differentialform ist, ist (F) nur im Fall (s|v)=0
wirklich eine Bedingung; man kann (F) dann ersetzen durch

(F') Ist x, € A P und (s|x;) =0, so ist a;(w,t)[xy,..., x,]1=0.

- Das entsprechende Kriterium fiir multikanonische Tensorfelder hat Y.-S. Tai mit
ganz anderen Methoden hergeleitet [2], IV. §1. Statt der expliziten Gestalt der glatten
Kompaktifizierungen von D/I' habe ich hier, einer Anregung von E. Freitag und dem
Muster von [8] folgend, elementare funktionentheoretische Schliisse im Umkreis des
Satzes von Landau/Valiron verwendet, siche §2. '

Die Bedingung (F') fiir p< DimD wird in §3 nachgewiesen. Daraus folgt dann
der in der Einleitung formulierte. Hauptsatz, denn die Voraussetzung »nett 1aBt sich
wie in [8], §3, entfernen.

§ 2. Holomorphe Abbiidungen in arithmetisché Quotienten
In diesem Paragraphen wird die Liicke zu Beginn von (1. 4) geschlossen.

(2.1) Sei D ein Siegel-Gebiet 3. Art iiber der Randkomponente F wié in (1. 3).
Gegeben sei eine Abbildung ¢: H — D mit der Funktionalgleichung

e+ =y0(),

wobei y € Z(F) unipotent ist. Se1 @ zerlegt in =0, + (pl +(p0 mit ¢;: H—J;. Da
Qo+ 1) 0o (D), ist @4 (C) Ao (€*™%) mit einer holomorphen Abbildung A,: E — F; ich
setze voraus, da 1, in 0 eine hebbare Singularitit hat, denn dies ist fiir die
Anwendung in (1.-4) erfiillt: -
In (1. 2) geht v¥ ({, n) =¥ (*™, n) in X-gegen ¥ (0, n) fir Im{ — o0, also in D*/T’
gegen einen Punkt von v(W)=~W/I,, und die v-Urbilder davon haben die gleiche J,- -
Komponente

2. 2) Zunichst wird zusitzlich 1,(0)=0 angenommen.
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Satz. Sei ¢:H-—.D holomorph, ¢=q¢,+ Q1+ @, mit @;: H—J, ferner sei
-2
@o(0) =4 (€*™) mit Ay: E— F holomorph und.1,(0)=0. Dann gilt

nd “”(C) —veP

e;Q)=0(L") u

kfiir { — oo in einem beliebigen Winkelbereich Q,={{ e HlaZarg{ <m—oa} mit a> 0.

Beweis. Die Aussage fiir ¢, ist trivial. Sei weiter e A* eine Linearform mit
[(P—{0})> 0. Dann ist /oL eine Norm auf J1 also /L(w, w)=c,||w|* mit geeignetem

c;>0 und ||w]?=(w|w). Fiir Kleines ¢ ist (1+p@®] ' =1—p@+p@)?—--, und
die Definition von L, ergibt die Abschitzung

S liellwl?

: I{ReL,(w, w)) Z ¢ wli* — 1= 1] 2 (e = e llEDlIwl?.

Fiir geniigend kleines ¢ ist also
6)) _ [(ReL,(w, w))Z csllw|l> mit ¢;>0.
Fir beliebiges (z, w, t) € D mit kleinem ¢ ist Imz—RelL, (w, w) e P, also
Iml(z)=1(Imz—ReL,(w, w))+ {(ReLt (w, w))> cs[wll*.
Fir ( e H mit geniigend groBem Im¢{ .ist (e g.enﬁgehd' kleiﬁ, also

@) hMM@b%w¥W>o

Aus dem Satz QOn Landau/Valiron [9] folgt, daB in jedem Winkelbereich Q, -der
Grenzwert .

—> 0,20 fir {— 0

nel
¢

existiert.

Da man A* mit endlich vielen solchen Linearformen aufspaﬁnen kann, folgt daB
(=
sind, ist v e P.

=wed in ]edem Q existiert; also- ist dort ¢, ({)=0(|{]). Da alle v, 20

Aus der Ungleichung (2) erhalte ich aulerdem

w@@w<%MWﬂx

PL ©
C

also ¢1(c) O(m 2)  insbesondere —0 fir { > o0 in Q. O
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(2.3) Zusatz. Falls in der Situation von (2. 2) von vornherein ¢ die Gestalt
o(Q)={"a,(e*™)+ - +a, (ez’”c) mit a,: E —.J holomorph hat, so ist a,=0 fiir ,u>2
und a, konstant =v € P.

Beweis. Die Aussage des Satzes (2.2) ergibt nur ,(0)=0 fir =2 und
a,(0)=v. Man mul} also etwas weiter ausholen .

Sei a,; die J;-Komponente von a,. Aus der Unglelchung 2) folgt lp,(O)eH fur
Im(> C. Fur keZ gllt dann

l(pl (C+k) - (C+k)m 2 mif 1

\ ,v k™ - ‘km laml (e )+ e k™

also fiir kK — oo auch la,,, (¢*™) € H. Fiir den offenen Kreis B um 0 mit Radius €2 gilt
also wegen der Gebietstreue la,,, (B)-< H oder /a,;, konstant. Fiir m=2 ist la,;(0)=0,

apy (€*™) e H,

2nC

_also la,, konstant=0, und fiir m—l ebenso la,; konstant=/ov. Also hat lp, die

Gestalt
1, (0) = Lo + lag, (€279,

und weil / beliebig war,
@1 () =Lv+a,, (e*™).
Auf @, wird jetzt (1) angewendet: Fiir Im{> C ist

Re Ly (#1(0) 91(0) e P

Annahme m=1undn:= a, 1 # 0. Sei { fest gewihlt mit Im{> C und 7 (e2™%) =i= 0. Fiir
keN 1st dann

01+ K) =Ko+ 1), 9oL +5) =0 (D),
7

, . 1
! ReLq,o(“k) (qn ¢+ k) 28 ({+k))=ReL,,  (n(e*™), n(e*™)) + [...]eP,

k2m
o (M R~ Re Ly 01+, 1 C+R)]

. - 1 _
= —ReL,, (1(e*™), ’Y(ezmc))’LF [...JeP, - T
also ‘

Re Ly, (1(e2™), (™)) e P n (-~ P)={0}.

Aus (1) fblgt n(e*™) =0, Widerspruch. Daher ist

/ p1(()=a, 1(e*™).
2 ’2

Fiir ¢, war nichts zu zeigen. []
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(2.4) Sei N(F)XG der Normalisator der Randkomponente F. Die Elemente
von N (F) liefern- Automorphismen von D des folgenden Typs [12], 1.§3: '

‘ o o z oz +a(w, t)
3 - , (W) > (ﬂ(t)W+b(i)>,
) ' . t g(t)

wobei « ein  Automorphismus von P, g ein Automorphlsmus von F, f: F— EndJ1

-

holomorph, b: F— J1 holomorph und a: J1 x F—J; holomorph und in w em

Polynom vom Grad <2 ist. Ferner operlert N (F) transitiv auf F und hefert die volle
Zusammenhangskomponente der 1 von AutF. Es ist N(F)=9% n G fiir eine paraboli-
sche Untergruppe N < G. :

Ist U= R, (M), so liefert die reelle Gruppe U=U(R) genau die , Translationen*
von D; setzt man u,:=[1+p(t)]u fir ueJ1 und teF, so liefert U also dle afﬁnen
Abblldungen

z z+v+1L(2w+u,,u) o
wl [w+uy fir ved, ueJi.
\t/) O\t 2

Insbesondere ‘ist U Erweiterung

0— 4" U-L5 7 —0.
. 2

Die drei weiteren Faktoren ®,, M, S:= G, der S5-Faktor-Zerlegung von 9% [2],
III. §4. 1, ergeben eine fastdirekte Zerlegung eines geeignet gewihlten Levi-Faktors von
9t: Nach Ubergang zu den reellen Gruppen liefert ®,(R) die Automorphismen von F
und IMM(R) ist kompakt; ist 3=IMSU, so ist Z(F)=3(R) G. Hier interessiert
S:=&(R)°. Diese Gruppe S operiert linear auf J, trivial auf J, und respektiert die
formal-reelle Jordan-Algebra 4; der Einschrinkungshomomorphismus S — GL(A4) hat
einen endlichen Kern und als Blld die zusammenhéngende Automorphismengruppe des
Kegels P, die gleichzeitig die zusammenhéingende Strukturgruppe der Jordan-Algebra 4
ist. Im {brigen ‘operiert & selbst auf J; (mit endlichem Kern) als zusammenhangende
Strukturgruppe und respektlert die Zerlegung Ji El—)J1 ®DJ,.

(2.5) Satz. Sei ¢: H—D holomorph, ¢ = (p1+<p1 +@o mit @;: H—J; und

0o () =120(e*™). mit Jo: E— F holomorph. Auferdem gelte e+ D=y0() mit
"y € Z(F) unipotent. Dann gibt es ein v e P und eine holomorphe Abbildung ).: E — J mit

i) y@w =C+ov,w, 1),
(i) @@)=Cv+A(*™).
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Beweis. Es ist nur (i) zu beweisen, denn (i) folgt daraus unmittelbar. -Sei
& € N(F) so gewihlt, daBl 6 den Punkt 4,(0) € F nach 0 abbildet und 5! die Gestalt (3)

aus (2.4) hat. Dann hat &% ¢ eine entsprechende Funktionalgleichung fiir die .

unipotente Transformation 896~ € Z(F). Ist die analoge Behauptung
Jop)=ts+ (™) -

bewiesen, so folgt (ii) mit v =af und 2=36"1¢ 1. Ich darf also 0.B.d.A. 4,(0)=0
annehmen. )

- Da y unipotent und Z(F)/SU kompakt ist, liegt y sogar in S U_; ist also affin,
d.h., '

yx=gx+b fir xeJ

mit g€ GL(J) umpotent und beJ (genauere Information wird hler mcht benotlgt) Zu
16sen ist also die Funktionalgleichung

el +1)=ge)+b.
Fiir die Ableitung,¢’: H — J gilt T
o' ((+1)=¢g0'(0).

Es ist g=exp(2niX)="3% % (2niX)* mit X € End(J) nilpotent, und
. n=0 M '

V()= exp(—2mil X) ' (0)

-hat die Perlode 1. Also hat  in H eine lokal gleichmaBig konvergente Fourier-
Entw1cklung :

© 1
Y= Y ¢ mit ¢,=[y(s+iy)e TV dseJ;
, J v

V= —00

dabei kann y>> 0 beliebig gewahlt werden. Einsetzen ergibt

c,=|exp[—2zmi(s+iy)X] o’ (s + i) e—2mv(s+.y) ds

|
-

exp[—2ni(s+iy) (v1 +X)]<p (s+iy) ds

[=]

=exp[—2ni(1+iy) W1+ X)]o(1 +iy)—exp[2ny(v1 + X)] 9 (iy)
—2ni(v1+X) [exp[—2ni(s +iy) (V1 + X)] (s +iy) ds.
- 0- . .
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Fir y2y, und 0<s=<1 liegt s+ iy in einem kaelberelch Q, (mit geeignetem oc) da
@()=0(¢]) nach (2 2), folgt

loGs+in<B- IS+ly| <B 1+,

el se*™>- B +y)

> L' [—2mi(1+iy)X]*
u=0 H:

2nvy

¥ e 2y pa+)

+2‘7tl|v1+X||-jez’”y -B1+y)ds
0

ir—'[ 2ri(s+iy) X]*

Aéc'elnvy_ym+l

N

mit geeignetem c¢> 0 fiir alle y>y,.. Falls v<0, geht die rechte Seite gegen 0 fir
y — 00, also ist dann ¢, =0. Daher ist iy in co holomorph, also

Y () =w(e*™) mit ©:E—J holomorph.
Damit hat '
¢'(O) =expQ2nilX) Y (§) = Z - (ZNZCX)" w(ez'"g)

eine lokal glelchmaﬁlg konvergente Re1henentw1cklung
(p’(?,’): Z Z C“ez""vgam mit a,, eJ.
u=0v=0
‘Die Stammfunktion ¢ hat also die Form

m+1
p()= X (*a,(e*™)
u=0
- mit a,: E— J holomorph. Die. Behauptung folgt aus (2.3). O

(2 6) Damit ist die Liicke in (1. 4) geschlossen; denn v hangt nicht von n ab da
n1cht von # abhingt: :

Fur den Fall von Siegel-Gebieten 2. Art verglelche man auch [15]

~ §3. Invarianzeigenschaften von Fourier-Jacobi-Koeffizienten

(3.1) Sei D ein Siegel-Gebiet 3. Art wie in (1. 3) beschrieben. Sei G _iber Q
definiert und F rationale Randkomponente. Dann sind R, U, 4 und & iiber Q definiert
[2], S.221, und ee 4(Q); fir die Bezeichnungen siehe (2. 4).

Sei I' <G eine arithmetische Gruppe. Dann ist I’ n U diskret und kokompakt,
insbesondere 4:=oa"'(I' n U) ein Gitter in 4 (es kam schon in (1.4) vor) und
Q:=B(' nU) ein Gitter in. J1; fiir die Bedeutung von o und B siche (2.4). Es

ist 4 £ A(Q), und das duale Gitzter 4% ist mit A kommensurabel [2], I1. §3, also auch
A* = A(Q). AuBerdem ist I' n § arithmetisch, und weil die halbeinfache Gruppe (S, ©)
iiber © definiert ist, ist I’ N (S S) Zar1sk1 dicht in (S, S) [5], 15. 12 zusammen mit
8. 10.
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Die Gruppe S(Q) operiert auf 4(Q) als Strukturgruppe dieser rationalen Jordan-
Algebra, vgl. (2. 4), und normalisiert W(Q). Fiir ye P n A(Q) ist die quadratische
Abbildung Q(y) im Bild von S(Q), und es folgt fiir ue Q, da 2{yeu} e QQ. Da
dieser Ausdruck linear in y ist, folgt, daB {yeu} e QQ fiir alle y € A(O) und ue Q, d.h,,
QQ ist ein A(Q)-Modul im Sinne von [11], 10. 2

(3.2) Idempotente und Randkomponenten: Sei ¢ € A ein Idempotent, wobei es
egal ist, ob man Idempotent in 4 oder in J meint. Die" gemeinsame Pelrce Zerlegung
von J beziiglich {c, e—c} [11], 3. 14, hat die Gestalt :

J =Joo@Jo1 @ Jo2 @ J11 DI, DIy,
Jy=J11 69]12@]22: jl =Jo1 @ Jo2, Jo=Jo0>

J1(C) J11,JI(C) J01@J12,J0(C) Joo D Jo2 D J33 -

Dann ist 4, (c) =AnJ, die Pelrce 1-Komponente, von ¢ in 4 und der positive Kegel
P, von A (c) erfiillt P,=P n A4,(c). Auf diese Weise erhdlt man alle Randkomponen- .
ten von P [2], I1. §3, [6], XI.§7.

Die Unterrdume J,; und J,, von Ji1 sind invariant unter u(J,):
.2 '

weJoy, teJy = pu(t)yw=2i{ewt} =2i{cwt} eJo;
nach den Peirce-Multiplikaﬁonsregeln, analog fiir J,,. AuBlerdem st
L{J1,Jy,) ST, ®J,,, denn fiir u e Jy; und v, we J,, gilt:
2 : X

L(u+v, w)={uwe} + {vwe} ={u,w,e—c} + {v,w, e—c}.

FEine Randkomponente P, des Kegels P, c€ A ein Idempotent, heiBit rational,
wenn P, n A(Q) 0. Das ist genau dann der Fall [2], S. 133, wenn c € 4(Q). Ist dann
ueQ, u=u +u, mit u; € Jo;, s0 u; =2{ccu} € QR und fiir geeignetes me N, m=1, ist
mueQ nnJy @R nJy,. Also hat Q nJy; @ Q n J,, einen endlichen Index in Q (der
" Quotient ist Torsionsgruppe und endlich erzeugt), msbesondere ist 2 n J,; ein Gitter in
Jo; fir i=1, 2.

(3. 3) Bis auf weiteres wird statt I" die Untergruppe I',:=1 N Z (F) betrachtet.
Diese ist eine diskrete Untergruppe von Z(F) mit den folgenden drei Eigenschaften:

a) I',nU ist kokompakt; die zugehérigen Gitter 44 und Q<J1 sind
dadurch wie iiblich definiert. 2

) I, (S, S) ist Zariski-dicht in (S, S).
c) Wenn A4* n P,+0, dann ist Q n J,, ein Gitter in Joa
AuBerdem sei W < D* eine I’ ;-invariante Umgebung eines Punktes a € F.
Sei p: GL(J)— GL(V) eine (endlich-dimensionale) rati'onale. Darstellung.” Sei

f: W D— V eine automorphe Form im weiteren Sinne fiir I',, zum Automorphiefak-
tor j,:=p o Ableitung, d.h., f ist holomorph in W ~ D und

- fGZ)=p(y'(2))-f(Z) firalle Ze Wn D undalle yerl,.
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Dann ist f invariant unter 4, hat also eine Fourier- Entw1cklung uber das duale Gitter
A*

fz,w, t)= Y a,w, t) e2™61D

sed*
mit holomorphen Fourler Jacobi-Koeffizienten a.:J1 x (W n F )— V; ich nehme
2

0.B.d.A. an, daB die Reihe in ganz W n D konvergiert.

(3.4) Das Transformationsverhalten unter Q ergibt eine Bedingung an die
Fourier-Jacobi-Koeffizienten: Fiir jedes t e F bilden .die u,=[1+ u(f)]Ju mit u e Q ein
Gitter @, in J1, und fiir ue Q, te F gilt mit einem passenden v e 4:

2 : .
f(z-l-'v+iL(2w+u,,u), w4 u,, t)=a(u) - f(z, w, t),A

wobei

' 1 2iL(—,u) iL(u(=)u,u)
o (u) —( 1 - u(—)u )GGL(V)
1 .

antiholomorph von u abhangt und ein reelles Polynom ist. Der Verglelch der Fourier-
Reihen- ergibt :

Z» a(u)as(w, t) e2ni(s|z)= Z as(w+.u,, l) e21¢i(s|z)_e—Zn(le(2w+u¢,u)),

se A* sed*

also die erste Invarianzeigenschaft
(FI1) a,(W+ 1y, 1) = 2 GILEW i) (. a,(w, t)

fir alle se A*, welJi, uef, te Wn F.
3 .

Da § auf J linear und auf J, trivial operiert, gilt fiir gel, NS die
Funktionalgleichung ’

Z p(&)-a,w, 1) ™D = p(g)-f(z, w, ) =f(g(z, w, 1) -
Z a (gw t) e2m(s|gz) _ Z as(gw’ t) elni(g*slé),

se 4* sed*

wobei g* die adjungierte Abbildung ist. Nun werden U und a4 von S normalisiert; die

- Konjugation der Verschiebung um v € 4 mit g € S ergibt die Verschiebung um gv e 4.

Da ebenso I', n U und ad von I', n S normalisiert werden, ist 4 unter I, n S
invariant. Daher ist 4* unter g* invariant, und d1e letzte Gleichungskette hat die
Fortsetzung

= Y a,1,(gw, t) 270612,

se4*

Der Koeffizientenvergleich ergibt die zweite Invariahzeigenschaft

(F12) age-1,(gw, 1) =p(g) -a,(w, 1) fiir alle se 4*, ge T, S, weJ1 und te W F.
2
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(3.5) Die Darstellung J1 —GL(V), u— o(u) der Vektorgruppe J1 ist rational,
2
das Bild ¢(J1) also eine zusammenhangende unipotente Untergruppe von GL(V). Also

2
haben wir eine Zerlegung
V=V, ®---®V, 4
mit g(Wv—veV, @---@V,_, fiir veV,, ueJi(1<j<m).
: 2

Bei festem s und ¢ sei entsprechend zerlegt

a;(w, )=a,(w)+---+a,(w) mit a;.J1 — V; holomorph;
2 . :
sei r maximal mit a,+0. Aus (FJ1) folgt
a,(w+u)+ - +a,(w+u) =GV 5 g, (W) + - + 0 (W) a,(w)].

Der Vergleich der ¥,-Komponenten ergibt

a,(w+ u) = e?™SIL@wruw g () fiiralle we J%, ueQ,

bei beliebigen festen se 4* und te W n F. Damit ist jede Koordinate von a, eine
Theta-Funktion zum Gitter ,, und die elementare Herleitung des Koecher-Prinzips
verlduft weiter wie in [3], wobei in einem Fall auch die zweite Invarianzeigenschaft
bendtigt wird; ,elementar” bedeutet, da man ohne die Kompaktifizierungstheorie
auskommt. Das Koecher-Prinzip gilt also fiir vektorwertige automorphe Formen sinnge-
mdfS genauso wie fiir skalarwertige.

Bis auf weiteres betrachte ich ab jetzt nur noch autbmorphe Formen, d.h.,
Fourier-Jacobi-Koeffizienten a;+ 0 kommen nur fiir s e 4* n P vor.

Fiir arithmetische Gruppen auf D, wie etwa in (1. 1) oder (1. 4), ist das hochstens
dann eine Einschrinkung, wenn ® iiber Q definierte Faktoren SL, enthilt. Falls eine
“arithmetische Untergruppe I' £ G gegeben ist, bedeutet ,,automorphe Form* natiirlich,
daB die Wachstumsbedingung in allen rationalen Randkomponenten gilt. Die automor-
phen Formen fir I' " Z(F) auf Mengen vom Typ W n D sollen auch lokale
automorphe Formen fiir I auf D heiBlen.

' (3. 6) Satz. In der Situation von (3.3) sei f: W n D - V eine automorphe Form
Siir T, £ Z(F) beziglich der rationalen Darstellung p: GL(J) — GL(V). Sei c€ A ein
Idempotent mit A* "~ P, %0, und sei se A* n P,. Dann gilt ﬁzr den Fourzer-.lacobz-
Koefﬁztenten a: J1 x(WnAF)—V von f: :

(1) ras(w+u,, H=c(wa,(w, 1) firalle welJi, u eQn Jog ~und te Wn F.
\ , 5 _

(i1) as(w, t) hingt nur von t und der Komponente von w in Jo, ab.

Die Doppelindizierung .von J bezieht sich auf (3. 2).

Beweis. (i) Fir ue Qn J,, ist auch y,eJy, und LQ2w+uy,u)e J12 ®J5,;
andererseits ist s € J;;. Da die Peirce-Zerlegung orthogonal ist, folgt |

(sILCw+u,u)=0




© Pommerening, Fortsetzbarkeit von Differentialformen 209

(i) Sei V=V, ®---@V, die Zerlegung aus (3.5). Ich zerlege auBerdem
w=w; +w, mit w;€Jy und betrachte bei festem w, und te W n F die holomorphe
Funktion a: Jo, =V, a(z)=a,(w,; +z, t), zerlegt in a=a, +---+a, mit a;: Jo, — V};
Zu zelgen a ist konstant

Fiir ue Q n J,, folgt aus (i)u wie in (3..5) die Periodizitit a,,(z +u,)=a,(z). Da
“die u, das Gitter Q, n J,, durchlaufen, ergibt der Satz von Liouville, daB a,, konstant
ist. ' . ' ‘

- Seien schon am,.‘..,aj'+ . als konstant entlarvt. Dann folgt fiir die V-
Komponente

a;j(z+u)=a;(z)+1(v),
wobei t(u) die Vi-Komponente von o(u)a;,,+--+0o(u)a, ist. Die Ableitung
a;j: Jo; — Home (Joz, ¥V;) ist daher holomorph und periodisch, also konstant, und
’ aJ(Z)=b12+b0 mlt bleHOmC(Joz, V_])’ boe I/j.
Es folgt .
t(W)y=byu,=bu+b,u(t)u fir alle ueQn Joz-

Da beide Seiten reelle P'olynome in u sind und ein Gitter Zariski-dicht ist, gilt diese
Glei¢hung sogar fiir alle u € J,,. Da b;u holomorph t(w) und b, u(t)u antlholomorph
sind, folgt b, =0, a; konstant.

Durch Induktion folgt die Behauptung: a konstant. {]

(3.7) Satz. In der Situation von (3. 3) sei f: W n D — V eine automorphe Form \
fir I, <Z(F) bezuglich der rationalen Darstellung p: GL(J) — GL(V). Sei ce A ein
Idempotent mit ‘A* N P,+0, und sei se A* n P.. Dann gilt fiir den Fourier-Jacobi-
Koejﬁzzenten a, von f bei beliebigen we Ji und te W n F:

2 .

(i) a,w, y=c(wa,(w,t) fir ale ueQn Jy,,
(i) a,(w, )=p(ga,w, 1) fir alle gel, S mit g*|pe_o=1.
Beweis. (1) folgt direkt aus (3. 6).

" (ii) Aus (FJ2) folgt a(gw, t)= p(g)a (w,t). Da Jy(e—c)= J11 @ Jo1 @ Joo, folgt
g*v=v fiir alle ve Jy,, also

N
/

- (gw|v)=(wlg*v)=(wlv) fiir alle ve Jy,,

gw—wé]l NJg =Jos-
2 .

Da ag(w, £) nur von der J,,-Komponente von w abhingt, folgt die Behauptung. [J°
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Bemerkung. Fiir das Jordan-Tripelsystem S,(C) der symmetrischen n x n-Matri-
zen folgt g*|;,, =1 aus g*|, , =1 automatisch; g*|; =1 ist sowieso erfiillt. Aber schon
fir M, ,(C), das Jordan-Tripelsystem aller 2 x g-Matrizen, ist dieser SchluB falsch.-

(3. 8) Ich kehre nun zur Situation in (1. 2) zuriick, wo insbesondere I' eine nette
arithmetische ‘Gruppe auf D ist, behalte aber auch die Voraussetzungen von (3. 1) bei.
Sei auBerdem w eine automorphe alternierende p-Form fiir I', =TI n Z(F) auf W n D;
jeder Fourier-Jacobi-Koeffizient a =a,(w, t) ist dann eine alternierende p-Multilinear-
form a: Jx ..« xJ— C. Als hinreichendes Kriterium fiir die Fortsetzbarkeit bleibt (F")

. aus (1. 6) ibrig.

Sei nun ¢ e 4(Q) das Idempotent mit s e P,. Ich betrachte die Gruppe
={2€ (S, 9)|glsge-a =1} SSSGL().

Da S iiber Q definiert und c rational ist, ist I' N S ZarlSkl-dlCht in S,. Nach (3. 7) ist
a unter allen g* mit g€ S, invariant, d.h.,

alg*xy,...,g*x,}=alxy,...,x,] fir alle geSc und  x;,...,x,€J.

Die Bedingung (s|x,;)=0 zusammen mit sePc, und x, € P impliziert im {ibrigen
x,€Jo(c) [6], X1.§7, also x, €J,,.

Ebenso ist 6(2 N J,,) Zariski-dicht in ¢(J,,) und a unter o(J,,) invariant, d.h.,

aléWyxy,...,E@Wx,]=alx,,...,x,] firalle ueld,, und xl,.:.,xp'eJ,

wobei »1 y1+2iL(ys, u)+iL(p(yo)u, u)
2
- Ew (y%>=(y%+u(yo)u >
! Yo Yo

wenn y] € J;, also o(u) = p(Ew)).

Also ist' a unter dem semidirekten Produkt S* x £(J,,)<GL(J) invariant, und
das Kriterium (F') wird dadurch auf das wesentliche vergrobert: Gegeben ist ein
Idempotent c € 4 und eine alternierende p-Multilinearform a auf J, die S* x &(J,,)-
invariant -ist. Fiir das Fortsetzbarkeitskriterium ist zu zeigen: -

F" Fiir xy €J,,, X;,..., %, €J beliebig gilt afxy, ..., x,]=0.

(3.9) Die Invarianz-Voraussetzung laBt sich einfacher fassen, wenn der Dual-
raum Hom(J, C) mit Hilfe der Spurform (komplex-antilinear) mit J identifiziert wird.
Dabei geht die Operation von GL(J) bzw. der Lie- Algebra gl(J) in die kontragrediente
iiber:

(g x)—g* 'x fir geGL()),
X, x)— —X*x fir Xegl(J).




Pommerening, Fortsetzbarkeit von Differentialformen 211

Die altérnierende Form a wird dann zu einem Element von APJ, das S-invariant fiir
die gewdhnliche Operation " von S, ist und auBerdem t(J,,)-invariant, wo
T tW):=¢{W*eGL(J) auf y=y, +y1 +y,€J mit y;e J; wie folgt wirkt:
. ~ 2

)

Y1 W : ) | | ' o
r(u)<y§> x <yL+2i{uey'1} | >=y+2i{uey}—2{ue{uey}}
- \Jo y§+2i{uey%}~2{ue{uey1}}

(belm Nachprufen denke man an (v [J w)*=w [] v) Ersetzt man in der Definition von’

- S, die Bedingung g e (S, S) durch ge S, so erhdlt man eine etwas gréBere Gruppe,
unter der a noch relativ invariant ist; die zugehorige Lie-Algebra enthilt alle Elemente
von (4;; ®A;, ® Ay,) O (e—c¢) mit A;=4 nJ;;, d.h, solche Elemente lassen die
Gerade Ca invariant. Die Lie-Algebra von 1(Jy,) besteht offensichtlich aus

. J02De=J02D(e_C).
Also ist die Gérade Ca invariant unter J [] (e—c) £ gl(/).

4

Das Ergebnis (4. 1) von §4 wird sein, daB im Falle p < Dim J dann
ae /\p('h (e—)®Jp(e—0c)= /\p(Ju @ J12 D Joy D Jo2.® Joo)

sein muB. Fiir die alternierende Form interpretiert ist das genau die Bedingung (F").

(3. 10) Damit ist, bis auf den letzten Rest in §4, die Liicke am End;:.von (1. 6)
. geschlossen. Dariiber hinaus gilt sogar die lokale Aussage:

Satz. Sei D ein hermitescher symmetrischer Raum vom nichtkompakten Typ und
I eine nette arithmetische Gruppe auf D. Sei X2 D/I" eine Desingularisierung der Baily-
Borel-Kompaktifizierung und x e X —D/I" im reguliren Ort einer 1-kodimensionalen
Komponente. Dann werden -die alternierenden p-Formen in einer. Umgebung von x fiir
p<DimD genau durch die entsprechenden lokalen automorphen p-Formen fiir I' auf D
gegeben.

Fiir die Bezeichnungsweise siehe (3. 5). Der Fall, daB x nicht im reguldren Ort
einer 1-kodimensionalen Komponente liegt, ist nur aus Bequemlichkeit nicht mitbehan-
delt worden, weil er ja fiir das globale Fortsetzungsproblem uninteressant ist. Wollte
man ihn mitbehandeln, miiBte man in (1. 2) nur £x E"~! durch E™ x E"~™ ersetzen und
konnte dann fiir die Abbildung ¥ in (1. 4) bzw. §2 den Ansatz von [15] auf Siegel-
Geblete 3. Art verallgemeinern.

§4. Invarianten in der dufleren Algebra eines Jordan-Tripelsystems

In diesem Paragraphen wird nun die letzte verbleibende Liicke geschlossen Sie
war in (3.9) offen geblieben.

(4. 1) Satz. Sei J ein positives hermitesches Jordan-Tripelsystem mit Struktural-
gebra g=J OO J<gl(J) und c e J ein Idempotent. Sei p< DimJ, und sei ae N\*J relativ
invariant fiir g.:=J ¢, also g.a< Ca. Dann ist ae N\P(J1(c)+J,(c)).

2
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‘ Bemerkung. Die Wurzelraum-Zerlegung in (4. 3) wird zeigen, daB g.=J 3 J,(¢)
und daB dies eine Unteralgebra von g ist. Natiirlich annulliert g, den Unterraum J,(c).
Aber schon an einfachen Beispielen sieht. man, dall der Annullator von J,(c) in g echt
grofer sein kann — etwa, wenn ¢ maximal, also J,(c)=0, aber J keine Jordan-
Algebra, also J#J,(c) ist.

Fiir den Beweis des Satzes darf man o.B.d.A. J als einfach annéhmeni Zerlegt
man ndmlich J in eine direkte Summe von einfachen Jordan-Tripelsystemen
J,® - @®J,, so zerlegen sich das Idempotent ¢ und die Lie-Algebra g entsprechend.

- AuBerdem ist

K¢

/\"J D [A":1®®A\"Ial,

wobei jeder Summand von g nur auf den entsprechenden Faktor ./\”"Jk wirkt,

Sei also J einfach. Sei {c,,..., c,} ein vollstindiges System von Idempotenten
von J mit c=c¢,,;+ - +¢,, 0=r=<n; insbesondere die ¢; primitiv und e:=c,+---+¢,
ein maximales, Idempotent; die Annahme r<n, also ¢=+0, ist keine Einschrinkung.
Dazu gehort die vollstindige Peirce-Zerlegung

\

J=J, ®J1, J1'=Jl(e)=, D _ Jy i=Ji@)=@ Jo
. 2 2 i=1. .,

jZn

IIA
Il/\

J..=

iy

mit {Jl (c) fir i=j21,

2 2

Joi=Jiw=J1(c) n [} Jo(c;) fir i=1,..., n.
2 J*i

Da e maximal ist, ist J,(¢) =0; da J einfach ist, haben alle-,,gemischten* Komponenten
J;; fir 1 £i<j<n die gleiche Dimension d, ebenso alle Komponenten J,; die-gleiche
Dlmenswn d' [10], §17. Ich will d die Multiplizitit von J1 und-d’ die Multiplizitat von

J1 nennen.
2

__(4. 2) Die Lie;Algebra.g hat die torale Unteralgebra,
= @1 Cc;Oc;.

Die Wurzelraum-Zerlegung von g beziiglich t sieht sO aus: l

A

0=30® @ g x1=2 g,

i*j.

mit der (noch ziemlich redundanten) Beéchreibung

gl]= Z JikDka fur i5j=03""7na (l,_])-’#(0,0) ‘ o
k=0 i :
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Na

Ist y,:t—>C die inte Koordinatenfunktion und 1y0=0,-\so gehort g;; zur Wurzel

1
5(%

—7;)- Das Waurzelsystem ist iibrigens vom Typ A4, _ 1., wenn J1 =0, und sonst vom
. 2
Typ A,. ‘

)

An der Wurzelraum-Zerlegung der L'ie-Algebra g+p,+p_ von ®, der Gruppe
aus (1. 1), in [2], III. §3. 2, Aussage III auf Seite 184, sieht man, dal} stets

Dimg;; = DimJ;;;

l]’

d1e dortlgen kompakten Wurzeln gehéren ndmlich zu unserer Lie-Algebra g, wihrend

die Wurzelrdume zu den positiven nichtkompakten Wurzeln den Peirce- Komponenten .

von J entsprechen. Es folgt

91]=CLDJIJ=JIJDCJ fﬁr i,j=1,...,n,i#:j,
. ’ S \
8io =¢; [ Jio> gOi=JOiDc' fir i=1,...,n.

In g, stecken die Wurzelriume 8i;=J;j |:| c; fiir z—O ..,n und j=’r+1,...,n
mit i/ +;j und die torale Unteralgebra
4

I3

Nun “ist
JDJ1(C)_Z Z Z ikDka
i= 0] r+1 k=r+1 '
- €2 2 6;S4..

also g,=J [ J,(c); und fiir x, yeJ gilt

N

[xOc,yOcl={xecy} D c—y O {CXC}GJDJ;(C-)=QC~-

Damit 1st die Bemerkung in (4 1) bew1esen Eine dhnliche Uberlegung zelgt auch, daB
g. von t normalisiert wird.

" Da eine relative g,-Invariante a unter dem Kommutator-Ideal [a.6.] absolut
invariant ist, d.h., [g.g.]a=0, ist es von Interesse, folgendes zu wissen:

‘a) g;clgg] fir i=0,...,n, j=r+1,...,n mit i+j Das folgt aus
Lo 1 , ‘ " " .
[c;Oc;, X]= _5X fir Xeg;;.

10:  Journal fur Mathematik. Band 356
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b) ¢0Oc¢—c;Ocjela.q.] fiiri,j=r+1,..., n Fir geeignetes x € J;;, das man

sich aus (4. 3) suchen kann, gilt nimlich {c¢; +¢;, x, x} =¢;+c;, also

jo

J

[ OxxOcl=cOe-3x0x,
1 .
[x Oy Dx]=§x Ox—c¢;Oc;,

also. ¢; O ¢;—c;Oc; € [gijgji]'

(4. 3) Der weitere Beweis beruht auf einer expliziten Basiswahl in J. Diese wird
jetzt vorgestellt, zunéchst fiir die Jordan-Algebra J,, die nach [10], 10. 14, einfach ist.

Lemma. Sei J, eine einfache komplexe Jordan-Algebra vom Rang n und der
Multiplizitit d. Sei {c,,...,c,} ein vollstindiges System von Idempotenten und
J, =@ J;; die zugehirige Peirce-Zerlegung. Dann gibt es

“
al;e J; =aj;,

5 1S, j<n, i+j, 1Sp<d, mit a;=dl, at, = —a, fiir 2<p<d,

50 daf g;'lt:
1) {all §,i§n} uiahltfi<jEn, 1 Su<d} ist eine C-Basis von‘ J.
(ii) ab - ay, =/5,w(ci+c,.)' fiir i%j.
(iil) ab-a} =%suva}§““’“), wenn i, j, k paarweise verschieden, wobei ¢, € {1, —1}
und n(y, v) e/{l, ..., d} die Eigenschaften (B2) bis (B7) unten haben./v
Es wird dann noch aj =;:,~ gesetzt.
Beweis. Im trivialen Fall n=1 .ist J,=C, aiso nichts zu .beweisen. Im Fall n=2 .

ist J, als Jordan-Algebra isomorph zu C" mit der Multiplikation

/

oo Xy Y1 X Yyt e+ XyIn

Xl | X2 | 2 xi)’z"*‘xzyl
Xy I X1 Yyt Xy

Dabei ist e=(1,0,...,0), und bis auf einen Automorphismus hat jedes vollstindige
11 ' .

| (5,5_,0,...,0 , cg=e—c. Bs ist

d=N-2 und J,,={0,0,/x5,..., xy) |x3,..., xy€C}. Daher ist nur noch a%, als

(¢t + 2)-ter Einheitsvektor zu wahlen. Damit ist (i) und (ii) erfiillt, und (iii) ist leer.

System von Idempotenten die Gestalt ¢, =c=




o
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Im Fall n=3 ist J, blS auf Isomorphie die Algebra H,(C) der f,,hermlteschen
n x n-Matrizen liber einer der Algebren mit Involution C=C, C @ C, Quaternionen-
Algebra oder Cayley-Algebra iiber C. Man kann eine Basis {b,, ..., b,} von C wihlen
mit

b; = Einselement von C,
b¥=b,, b} =—b, fir ;4=2,...'.,d,
wobei der Stern die C-lineare Involution von C begleutet,

b,b,=¢,,b

V) 2
so ‘daB gilt: :

B1) ¢, e{l, -1}, n(u,v)e{l,..., d};

(B2) fiir festes u ist m(u, —) eine Permutation von {1 d};

(B3) z(1,v)=nM1)=v und ¢, ,=¢,=1;

(B4 n(u, v)=n(@, p);
(B5) n(u,v)=1<pu=yv;

_ 1, wenn p=1
- — 1 6“‘= s >
D s I

€,y Wenn p=v oder =1 oder v=1,

B7 e = __1 1+6,.v+6,,.+6.v8 — ‘
(‘) w=(=1) o —&,, sonst.

Das kann man direkt aus der Multiplikationstafel von C ablesen, siche etwa [6],
S.222. ' v \

Die Behauptungen des Lemmas folgen jetzt, wenn man fiir i *J
a‘; =b”EU+b:Eﬂ

setzt, wobei E;; die Matrix mit einer 1 an der Stelle (i, /) und Nullen sonst sein soll.

|

(4.4) Falls das Jordan-Tripelsystem J nicht von einer Jordan-Algebra kommt,
ist die Basiswahl wie folgt zu vervollstindigen:

Lemma. Sei J ein einfaches positives hermitesches Jordan- Tnpelsystem mit
vollstindigem System {c,,...,c,} von Idempotenten und maximalem: Idempotent

e=c;+ - +c,. Dann kann man eine Basis der Jordan-Algebra J, wie in (4. 3) und eine

Basis {ao J1Su=<d} von Jedem Peirce-Raum J; fiir 1 <j<n wihlen, so daf

{aheay;} =L, a5 fir j*k,. j k=0,

wobei {,, € {1, —1,i, —i}, (u,v)e{l,...,d'} und 1(y, —) bei festem p eine Permuta-
tion von {1,...,d'} ist. ,

Es wird dann noch af, = afj; gesetzt.

Beweis. Hier greife ich vollends auf die Klassifikation zuriick. Es sind drei Falle -

zu behandeln




/
{

216 Pommerening, Fortsetzbarkeit von Differentialformen

1. Fall J= (C) mit 1<n<g¢q, das Jordan- Trlpelsystem der nxq Matrlzen

mit {uvw}-——(uv w+ wi'u). Hier ist d=2 und d' = =g —n, und man kann wahlen ‘ |
¢; =E; fir 1<j<n,

ajk =Ejk+Ekj,

L@} =iE; —iE,;

aO] Ejn+v v fur léjéna 1§v§q—n

} fur 1<j, k<n mit j+k,

2.Fall. J=A,,,,(C) mit n22, das Jordan ~Tripelsystem der schiefsymmetri-
schen (2n+ 1) x (2n+ 1)-Matrizen mit Tripelprodukt wie eben Hier ist d=4, d'=2,
und man kann wéhlen .

o€ =Ey 0= Es 550 v fir 15j<n,
1 _
ajk_EZj—l,Zk_EZk,Zj—l"EZj,Zk—1+E2k 1,259

a];kziEZj—l,Zk—'iEZk,Zj—l+iE2j,2k 1 —Ey 1,2j» fur 1<j, k<n mit ]:tzk

3 _ o _
Ape=Ez;_12c21 — Eqk~1,2j-1F Ezj k= Ean 25
4 B . .
ajlq_1E2j—l,2k—1—lE2k—l,2j—l_lEZj,2k+lE2k,2j

. .
ay;=Eyj 1 sns1—Eani1,2j-1 .. .
J S anrl 21 fir 1<j<n.

a%j =Es on+1— Eont 1,2
3. Fall. J=M, Z(C),"das‘ Jordan-Tripelsystem der 1 x 2-Matrizen iiber der kom-
plexen Cayley-Algebra mit {uvw} =% (u(@w) + w(ﬁu)), wobei .5 =7¢*, Hier ist
d=6, d’ 4. Sei {bl, ..., bg} eine Basis von C wie in (4. 3). Dann kann man wihlen
1 . 1
1 =§(b1+zb2,0) cy =—('b1—-1b2,0),

at, =_(ib2+u, 0) fiir 1 </1 <6

a(l)lz(oa b1+ib2)a a02_(0 bl ibz),
a3, =(0, by +ib,), - ad,=(0,b;—ib,),
a3, =(0, bs+ib), a3, =(0, by — ibg),
' a31=(0, b8+ib7)> ‘ 032=(O, bg_lb7)

Beim Nachrechnen der Behauptung beachte man, daB
. 1 -
. {(a9 O) (bl” 0) (0) X)} = 3 (0’ ax) D

(4.‘5‘) Kehren wir zur Wurzelraum-Zerlegung von g zurlick. Sei

2¢,dat . fir 1<i<n, 0<j<n) .. . \
. )26 U 4 =i=n, U/ 20, <us<
f {Za;‘j[]cj fir 0<isn, 1<jsn,| Th1spsdbod

Falls 1<, j<n, stimmen beide Definitionen tberein: Da a¥e J; n JQ(e) folgt dann
niamlich aus[117, 9. 13, : )

ab=edat=atJe=al;]c;.
T J Y J J J
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Die T}, fiir 1 Sp<dbzw. d’ bilden eine Basis von g;;, i +/. Aus (4.3) und (4. 4) folgen
Formeln fiir ihre Wirkung, von denen ich anschlieBend diese bendtige:

Tfic;=a}; ' ‘ fir 0<i<j<n, 1Spu<dbzw. d,
Tfa};=26,,¢c; fir 16, j€n, i), 1Zu,v<d,
Thay =g, ai*” fir 1<i<n, 1<j<k=n, i%j, 1<pu,v<d,

Thay,=(— )H"‘“e azv fir 1<i<j<n, 1<k<j<n, k=i, 1<pu, v<d,
T"akj—-( 1)‘5‘“+"”“£ ar®» fir 1<k<i<n, 1§j§fn,vi¢j, 15, v<d,
Thay=(— )1 "0, an  fir 15), k<n, j+k 1Susd, 1Sv<d,
Thag;=(—1)'"owl, ag” fiur 1<, j<n, i%j, 1Spu<d, 1Svd.

(4. 6) Die Basis von J ergibt auf kanonische Weise eine Basis der duBeren
Algebra. AJ, die aus t-Gewichtsvektoren besteht. Das Gewicht y =y, 7, + -+ XLu¥n
eines solchen Basisvektors » wird mit dem n-Tupel (x4, ..., x,) von halbganzen Zahlen
identifiziert. Dann ist '

Z v x (Zahl der Faktoren von v in J,(c;))

und ue/\"] mit p=y,+--+y,. Da g, von t normalisiert wird, ist auch jede.
Komponente von a in einem Gewichtsraum relativ g-invariant, wenn a selbst relativ
g.-invariant ist. Ein Gewichtsvektor, der relativ invariant fiir g, ist, ist es erst recht fiir
t., und unter t. n [g.g.] ist er sogar absolut 1nvar1ant sein Gewicht y erfiillt also
Arv1 = = Xn- '

Nehme ich zum Beweis von Satz (4. 1) eine relative g-Invariante a, so kann ich
also 0.B.d. A. annehmen, da8 a ein t-Gewichtsvektor zum Gewicht y mit y, ., =--- =y,
und daher Linearkombination entsprechender Basisvektoren ist. 5

Nun wird die Basis
{af;l0<i<j<n, 1<j<n, 1<p<1 bzw. d bzw. d'}
von J lexikographisch beziiglich des Tripels (i, j, u) geordnet. Die Basisvektoren von

/\J sollen stets als Produkt der af; in aufsteigender Reihenfolge geschrieben werden;
die Basis von AJ wird dann ebenfalls lexikographisch geordnet.

Ich kann annehmen, daB a Basisvektoren auBerhalb von A (Ji(c)® J,(c))
2

enthélt; sei v der lexikographisch erste unter diesen, dessen Koeffizient y moglicherwei-
. se nicht 0 ist. Zu zeigen: y=0. '

" 1. Fall. v enthilt keinen Faktor ¢, ‘mit r+1<m=n.

Dann enthdlt v einen sonstigen Faktor aus J,(c); sei aj; mit r+1=<i<j<n der
letzte davon. In T}v tritt der Basisvektor w auf, der aus v entsteht wenn man g;; durch
c; ersetzt, und zwar mit dem Koeffizienten +2; da T} beziiglich des duBeren Produkts
als Derivation operiert, treten in. der Basisdarstellung von T “v moglicherweise weitere
Summanden auf, die ‘aber.nicht interessieren. Andererseits kann w unter der Wirkung
von T7j; auch aus anderen Basisvektoren entstehen. Da w hinter aj; nur noch den Faktor .
¢; stehen hat, muB ein solcher Basisvektor lexikographisch vor v stehen und auBerhalb
von A (.h () @ Jy(c)) liegen, kann also bei a nicht vorkommen. Also tritt w in Tja=0"

mit dem Koefﬁ21enten +2y auf. Es folgt y=0.

\
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2. Fall. v enthélt einen Faktor ¢, mit r+1 <mz=n, jaber nicht alle al, mit
0<ism—1,15u<d bzw. d'. ‘ ‘

Dann sei
'={(i WI0Sism—1, 1<psd bzw. d', afy, fehlt in v},
= {0, w, J, VIO Si<], (i, ), G,vel, ai* bzw. a’(v ') kommt in v vor}.

Fir =0, p, j, v) el sei u, der folgende Basisvektor von AJ: In v werden ¢, und
a,’j(“ v) bzw. a”v ® durch a?, und al,,l ersetzt (und die Faktoren wieder in die rlchtlge
Reihenfolge gebracht) Dleser habe in der Basisdarstellung von a den Koeffizienten Va-

Fiir (k, p) €1 tritt in der Bas1sdarstellung von T, v der folgende Basisvektor w,,
von AJ auf: In v wird c,, durch ap, ersetzt. Der’ Koeffizient von wkp in T/, a setzt sich
additiv aus folgenden Beitrdgen zusammen:

a) Von v kommt (—1)*s.y, wobei s, die Anzahl der Faktoren von v ist, die
echt zwischen af, und c,, liegen. '

, b) Von u, mit n=(k,p,j,v)el kommt im Fall k=1 der Beitrag
(=D Foveg (= 1)"""““5’“"51v 7,> Wobei #, die Anzahl der Faktoren von v ist, die echt
zwischen a;; b und af, liegen. Im Fall k= 0 ist &,, durch {,, und n(p, v) durch r(v p)
Zu ersetzen.

¢) Von u, mit n=_(, u, k,p) €1’ kommt (- 1)"’"“’“" ‘&, (—1)'"~y,,, falls i=1.
Im Fall i=0 ist " der Beitrag (—1)'*%%-(,,-(—=1)"-y :

d) AuBerdem kann w,, bei Basisvektoren entstehen die bis zur Stelle (k, m) wie
v aussehen, auBer daB der Faktor gf, dazukommt, die also lexikographisch vor v
stehen und auBerhalb von /\(J1 (c) ® Jo(c)) liegen, die somit bei a nicht vorkommen.

Da T?,a=0, ist der Koeffizient von w, hierin 0, also

0=y+ Z (_1)1+61v‘Cvp'(_1)1+'"_Sjv"y’1
(j, v)eImit
n=(0,p,j,v)el’

LR G R I CE et
n=k,p, j, eI’

R (DI, (1,
\ ’ (0, u) € I mit ) e "
' n=(0,n,k,p)el’

+ T (=)t (=) ey,
(i, p)e I mit e N . "
n=(,puk,p)el’

Diese-Gleichungen werden iiber (k, p) € I summiert:
=II|‘I-'y+ 3 (_1‘)1+6llv;cvp'(_1)l+t"_;sjv")7,,

n=(0,p,j,v)el’ . _
+ . Z o ('“1)1+6‘"'3pv'(—1)”"’—5’"')’,,
n={k,p,j,v)el’ .

FT (2D (< 1),

n=(0,pn,k,p)el’

+ ‘ Z (_])‘51u+‘7u9.gp“.(_])’n‘skp.y"’

n=(i,u k,p)el’

also |7]-y=0, y=0.
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3. Fall. v enthilt ein é,,, mit r+1<m<n und alle af,, mit 0<i<m—1,1<u<d
bzw. d’, aber nicht alle a),; mit m+1<i<n, 1<u<d, als Faktoren. -

Jetzt sei . .
I :={(i,;¢)|m+1£i£n, 1<p<d, aj; fehlt in o},

I':={(, p,j,Iim+1<i<j<n; (Q,p), (,v)el, af*" kommt in v vor}.

Firn=_(, u,Jj, v) € I " entstehe der Basisvektor u, aus v, 1ndem man ¢, und a"“‘ V) durch
" ap; und ay,; ersetzt; der Koeffizient von u, in a sei y,.

Fiir (k, p) € I entstehe w,, aus v, indem man c,, durch a?, ersetzt. Der Koeffizient
von w,, in T}, a setzt sich additiv aus folgenden Beitréigen zusammen:

a) Von v kommt (—1)'~%#*%.y wobei s, dic Anzahl der Faktoren von v ist,
die echt zwischen c,, und a, liegen.

b) Von u, mit #n=(i, u, k, p)eI' kommt &, -(— 1)L+t sty wobei t, die
Anzahl der Féktoren von v ist, die echt zwischen a?, und aj** liegen, und
i C
’ ‘ epu'_‘(—l)l ép“'gpu

¢) Von u, mit n =(k, p>Jjs v) e I' kommt ¢, -(—1)"-y,.

Dabei habe ich 0.B.d. A. angenommen, daB » den Faktor c, nicht enthilt, denn
“-sonst lige der 2. Fall vor. Zusammen folgt:
0='y+ ’ Z gl'm.(_l)‘slo'”n_siu.yn

(i, p) eI mit
n=(,n.k,pyel’

v dip—1+t,—s5
+ . Z epv'(—l) tp n kp.'y".
(j,v)el mit
n=(k,p,jv)el’

Diese Gleichungen werden wieder iiber alle (k, p) € I summiert:

=7+ T g (—1)etiTmy
' n=(3,nk,p)el’ .
bt Z 6;v~(—1)619+tﬂ_skﬂ.ry"

n=(k,p,j,viel’

=|I|-y+ b [séu'(—1)6’“—8Lv'(_1)‘5“‘] :(__1),"-’_5.-,‘.))”.

n=(,pn, j,v)el’
Da &, (— 1) =g, (—1)%», folgt ‘wieder 0=|I|-y, also y=0.

4. Fall. v enthilt ein ¢, mit }+1§m§n, alle af,, mit 0<i<m—1, 1<u<d
bzw. d’, und alle a},; mit m+1<i<n, 1 <u<d, als Faktoren.

. L 1 1 )

Fiir das Gewicht y von v gilt dann xm=1+5(n—1)d+7d’=x,+1=--- =y, Das

geht nur, wenn v alle Basisvektoren von Ji(c) ®J1(c) als Faktoren enthilt. Da

p < DimJ, fehlt in v mindestens ein Basisvektor von Jo(c) als Faktor; sei 4j; ein solcher




-
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mit 0=5i<j<r, 1£u<dbzw. d', oder 1§iv=j§f, p=1.In T} v tritt der Basisvektor
w auf, der aus v entsteht, wenn man g}, durch a,.“j ersetzt, und zwar mit einem
Koeffizienten +1 oder +2. Da w sonst alle Faktoren von J,, ®---® J,, enthilt (r<n
ist vorausgesetzt), kommt es unter der Wirkung von T}, von keinem anderen
Basisvektor. Also folgt wieder y=0. o

Damit ist der Satz (4 1) und schlieBlich auch der Hauptsatz dleser Arbeit
bewiesen. []

i

Anmerkung. Das analoge Ergebnis zu Hilfssatz 2 in [8] ist im Fall d 22, n>4,
falsch. Daher sieht der Beweis von Satz (4. 1) teilweise anders aus als-der von Satz 4’ in

[8].
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