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Kapitel 1

Einleitung

Die nichtrelativistische Quantenchemie befafit sich mit der theoretischen Beschrei-
bung von Atomen und Molekiilen auf der Grundlage der Schrodinger-Gleichung [1].
Bereits 1928 entwickelte Paul Adrien Maurice Dirac ein Pendant zur Schrédinger-
Gleichung, die Dirac-Gleichung [2], welche die Einbeziehung der speziellen Relati-
vitédtstheorie in quantenchemische Rechnungen ermdoglicht. Dirac selbst stellte die
Relevanz relativistischer Effekte bei chemischen Fragestellungen zwar in Frage [3],
jedoch sind diese Effekte ohne Zweifel bei schweren Atomen und Molekiilen mit
schweren Elementen in quantenchemischen Rechnungen zu beriicksichtigen, wie die
frithen Arbeiten zur relativistischen Quantenchemie in den 70er und 80er Jahren ge-
zeigt haben (siehe zum Beispiel die Ubersichtsartikel [4, 5] aus dieser Zeit sowie die
jiingeren Ubersichten in [6, 7]). Paradebeispiele fiir relativistische Effekte, die auch
in populdrwissenschaftlicheren Darstellungen Eingang gefunden haben [8], sind die
gelbe Farbe von Gold, das in einer nichtrelativistischen Betrachtung silberfarben
wére [4, 5, 9-12], und der fliissige Aggregatzustand von Quecksilber bei Zimmer-
temperatur, welches im nichtrelativistischen Grenzfall ein Feststoff wire [4, 5, 13].
Folglich miissen bei diesen und anderen schweren Elementen relativistische Kor-
rekturen in quantenchemischen Rechnungen berticksichtigt werden. Doch auch bei
leichten Elementen und daraus aufgebauten Molekiilen, wie sie in dieser Arbeit un-
tersucht werden, treten relativistische Effekte auf [14], und so ist es die Fragestellung
und die zu erzielende Genauigkeit, die hier die Bedeutung dieser Beitrige mifit.

Relativistische Effekte sind bei leichten Elementen oft so klein, dafl sie in vielen
quantenchemischen Betrachtungen vernachlissigt werden. Dennoch sind es gerade
diese Beitrige, die verbleibende Abweichungen von noch so genauen nichtrelativi-
stischen Rechnungen von ebenso genauen experimentellen Ergebnissen ausmachen
konnen (siehe zum Beispiel [15]). Dies ist umso bedeutender, da die Vorhersage und
Interpretation spektroskopisch ermittelter Molekiileigenschaften wie der Gleichge-
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wichtsstruktur aus der Rotationsspektroskopie oder den Schwingungsfrequenzen aus
der Infrarotspektroskopie ein wichtiges Arbeitsziel theoretischer Chemiker darstellt
[16]. Aus diesemm Grund wurden in den letzten Jahren relativistische Effekte im-
mer haufiger in quantenchemischen Rechnungen berticksichtigt [6, 7, 17]. In dieser
Einleitung soll daher zunéchst eine Diskussion der verschiedenen Einfliisse auf die
Genauigkeit quantenchemischer Rechnungen erfolgen:

Die meisten quantenchemischen Methoden basieren auf der Born-Oppenheimer-
Néherung [18]. Hierbei fiihrt die Separation der Kernbewegung von der Bewegung
der Elektronen zur elektronischen Schrédinger-Gleichung, die die Kernanordnungen
als festgehaltene Parameter enthélt. Durch Losung der elektronischen Schrodinger-
Gleichung fiir alle moglichen Kernpositionen wird die Potentialhyperfliche eines Mo-
lekiils erhalten. Die Ermittelung von molekularen und spektroskopischen Eigenschaf-
ten basiert auf der Kenntnis zumindest einiger wesentlicher Punkte dieser Fliche,
so zum Beispiel der Minima fiir das Auffinden von Gleichgewichtsstrukturen.

Die Genauigkeit quantenchemischer Methoden héngt insbesondere von einer adédqua-
ten Beschreibung der Elektronenstruktur bei festen Kernkoordinaten ab [19]. Fir die
Berechnung der Elektronenstruktur dienen zum Beispiel die Dichtefunktionaltheorie
(siche beispielsweise [20, 21]), die im wesentlichen frithere semiempirische Verfahren
22, 23] abgelost hat, oder ab-initio-Verfahren, welche vollsténdig ohne empirische
Parameter auskommen. Die Grundlage vieler ab-initio-Verfahren ist die Hartree-
Fock-Methode [24-26], welche jedoch die Elektronenkorrelation, also die iiber ei-
ne gemittelte Wechselwirkung hinausgehende instantane wechselseitige Beeinflus-
sung der Elektronen untereinander vernachldssigt. Die gebrauchlichsten ab-initio-
Methoden mit Einbeziehung der Elektronenkorrelation basieren auf der Mgller-
Plesset-Storungstheorie [27] oder auf der Coupled-Cluster-Theorie, die vor 50 Jahren
von Coester und Kiimmel in der Kernphysik vorgeschlagen [28] und von Cizek 1966
in die Quantenchemie eingefithrt wurde [29, 30]. Die Wahl der Methode richtet sich
neben der zu untersuchenden Fragestellung auch nach der jeweiligen Systemgrofie.
Fiir hochgenaue Rechnungen an kleinen Molekiilen mit leichten Elementen eignen
sich insbesondere die Coupled-Cluster-Methoden (siche zum Beispiel [31-33]).

Ein weiterer Faktor, der die Genauigkeit quantenchemischer Rechnungen bestimmt,
ist die Wahl des Basissatzes. Da vollstdndig numerische Losungen der Schrodinger-
Gleichung fiir mehratomige Systeme zumeist rechentechnisch nicht durchfiihrbar
sind (siehe jedoch [34-39]), werden die Wellenfunktionen der derzeitig gangigen Pro-
gramme ausgehend von vorgegebenen Basisfunktionen aufgebaut [40-42]. Wihrend
zur Beschreibung periodischer Systeme vielfach ebene Wellen als Basis verwendet
werden [43], kommen fiir molekulare Systeme in den meisten quantenchemischen
Programmpaketen Linearkombinationen von (zumeist atomzentrierten) GauBfunk-
tionen oder seltener von Slaterfunktionen zum Einsatz. Fine vollstindige Basis ist



unendlich grofl und daher rechentechnisch nicht praktikabel, so daff man sich in der
Praxis auf endliche Basissétze beschrianken mufl. Die Verwendung von Basissétzen
fiithrt zu einer Matrixdarstellung der zu l6senden Gleichungen. Die dabei auftreten-
den Matrixelemente sind Integrale iiber die Einelektronenfunktionen mit den ent-
sprechenden Operatoren. Fiir Gauifunktionen werden diese Integrale effizient zum
Beispiel nach dem Schema von Obara und Saika [44], dem Rys-Schema [45] oder
dem Schema von McMurchie und Davidson [46] berechnet.

Bei der quantenchemischen Untersuchung von kleinen Molekiilen mit leichten Ele-
menten wird der Fokus zumeist auf die genaue Beschreibung der Elektronenkor-
relation mit moglichst guten Basissétzen gelegt, wiahrend relativistischen Effekten
weniger Aufmerksamkeit zukommt. Dies ist nicht nur in der Grolenordnung der re-
lativistischen Effekte begriindet — auch Effekte aufgrund der Elektronenkorrelation
sind klein — sondern vielmehr in der Tatsache, dafl bei der Untersuchung chemischer
Reaktionen Energiedifferenzen und nicht absolute Energien relevant sind. Da sich
chemische Reaktionen vor allem auf die Valenzelektronen auswirken, ist die Ande-
rung der Elektronenkorrelation im Gegensatz zu der der relativistischen Einfliisse
im allgemeinen schwerer abzuschétzen. Die skalarrelativistischen Korrekturen, also
die elektronenspinunabhéngigen Effekte, wirken sich insbesondere in Kernnéhe aus
und nehmen daher nur indirekt Einflul auf die Valenzelektronen. Bei der Berech-
nung molekularer Eigenschaften, wie der Gleichgewichtsstruktur, zeigt sich hinge-
gen, dafl auch bei Systemen mit leichten Elementen neben der Elektronenkorrelation
zusétzlich relativistische Effekte beriicksichtigt werden miissen, um die gewiinschte
Genauigkeit erreichen zu konnen (siche zum Beispiel [47]).

Relativistische Effekte konnen auf viele Arten in quantenchemischen Berechnungen
von Energien und molekularen Eigenschaften einbezogen werden [5-7, 48, 49]. Diese
kann man grob in vierkomponentige (relativistische), zweikomponentige (quasirela-
tivistische) und einkomponentige (skalarrelativistische) Ansétze einteilen. Sieht man
von quantenfeldtheoretischen Ansétzen ab, so ist der rigoroseste Ansatz ein vierkom-
ponentiger Ansatz, der direkt von der Dirac-Gleichung ausgeht. Die Wellenfunktio-
nen sind dabei vierkomponentige Bispinoren, die sich aus einem oberen Spinor (obere
oder auch grofie Komponente) und einem unteren Spinor (untere oder auch kleine
Komponente) zusammensetzen. Wihrend das Dirac-Hartree-Fock-Verfahren [50-52]
die Elektronenkorrelation nicht beriicksichtigt, sind, nach anfénglichen Schwierigkei-
ten (siche beispielsweise [53]), die aus der nichtrelativistischen Quantenchemie be-
kannten Ansétze auch auf das vierkomponentige Pendant iibertragen worden [54-80].
Es existiert eine Reihe von Methoden, die diesen vierkomponentigen Ansatz umge-
hen. Die quasirelativistischen Methoden sind zweikomponentige Ansétze, die auch
die Spin-Bahn-Kopplung beriicksichtigen. Zu diesen zéhlen beispielsweise die zeroth-
order-reqular-approzimation (die ZORA-Naherung) [81, 82] sowie die infinite-order-



Kapitel 1: Einleitung

regular-approzimation (IORA) [83], von der unterschiedliche Varianten existieren
(siche zum Beispiel [84]). Eine weitere quasirelativistische Strategie ist die Douglas-
Kroll-Hess-(DKH)-Methode [85-88]. In jiingster Zeit wurden diese operatorbasierten
quasirelativistischen Methoden durch matrixbasierte Transformationen im wesentli-
chen ersetzt [89-96]. Letztere bieten im Prinzip eine exakte Transformation von vier
auf zwei Komponenten. Desweiteren existieren skalarrelativistische Ansétze, die ein-
komponentig sind und damit die Spin-Bahn-Kopplung nicht (variationell) beriick-
sichtigen. Ausgehend von der nichtrelativistischen Schrodinger-Gleichung kénnen
ferner die relativistischen Korrekturen storungstheoretisch beriicksichtigt werden.
Ein derartiger Ansatz ist die Breit-Pauli-Storungstheorie [97-100]. Ein alternativer
Zugang ergibt sich durch die Direkte Storungstheorie [101-104]. Beide Varianten
werden im Rahmen dieser Arbeit verwendet. Ein anderes Konzept verfolgen die
relativistischen Pseudopotentiale [105, 106], die sowohl in ein- als auch in zwei-
komponentiger Form angewendet werden. Die Idee ist hierbei, die relativistischen
Einfliisse speziell auf die Valenzelektronen dadurch zu erfassen, daff man eine nicht-
relativistische oder quasirelativistische Beschreibung verwendet und den Einflufy der
kernnahen Elektronen (diese werden iiblicherweise stark von relativistischen Effekten
beeinflufit) auf die Valenzelektronen mit Hilfe von effektiven Potentialen beschreibt.
Diese Potentiale konnen dann entweder lokaler, semilokaler oder nichtlokaler Natur
sein [107]. Das ist vermutlich zur Zeit der populdrste Ansatz, um relativistische Effek-
te in der Quantenchemie zu beriicksichtigen. Dieses Verfahren ist sehr 6konomisch.
Pseudopotentiale werden jedoch iiblicherweise nicht fiir alle quantenchemischen Me-
thoden berechnet (insbesondere in Anbetracht der grofen Anzahl der Dichtefunktio-
nale). Die Verwendung quantenchemischer Methoden in Kombination mit effektiven
Kernpotentialen, die mit génzlich anderen quantenchemischen Methoden erhalten
wurden, fithrt zu unkalkulierbaren Problemen [107].

Das Ziel dieser Arbeit ist es, erstmals ein analytisches Verfahren fiir die stérungs-
theoretische Erfassung relativistischer Effekte auf Strukturparameter von Molekiilen
mit leichten Elementen im Rahmen des Coupled-Cluster-Ansatzes zu schaffen.
Zwar werden in der Literatur bereits relativistische Effekte auf Gleichgewichtsstruk-
turen und Schwingungsfrequenzen beschrieben, jedoch wurden diese gréfitenteils mit
numerischen Techniken ermittelt, die sich nicht fiir Molekiile mit vielen Freiheits-
graden eignen und zudem eine ungeniigende Genauigkeit aufweisen. In der rela-
tivistischen Quantenchemie wurden analytische Gradienten fiir die Krafte auf die
Atomkerne fiir den Hartree-Fock-Ansatz und die Dichtefunktionaltheorie zum Bei-
spiel fir die Direkte Storungstheorie [108, 109], den einkomponentigen [110-112]
und zweikomponentigen [113, 114] ZORA-Ansatz, den einkomponentigen Douglas-
Kroll-Hess-Ansatz [115] und den vierkomponentigen Dirac-Kohn-Sham-Formalismus
[113, 116] vorgestellt. Auf Post-Hartree-Fock-Niveau wurden analytische Gradienten
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bisher lediglich fiir die Mgller-Plesset-Storungstheorie im Rahmen der einkomponen-
tigen IORA-Néherung [117, 118] und im vierkomponentigen Dirac-Coulomb-Ansatz
[119] implementiert. Fiir eine hochgenaue Vorhersage von molekularen Eigenschaften
ist jedoch eine systematisch verbesserbare Beschreibung der Elektronenkorrelation
wichtig, wie sie zum Beispiel der in dieser Arbeit verwendete Coupled-Cluster-Ansatz
liefert.

Fiir Molekiile, die ausschlieBlich Atome der ersten Perioden des Periodensystems
enthalten, sind die relativistischen Beitrdge in der Regel als klein zu betrachten und
konnen daher effizient iiber die Storungstheorie erster Ordnung beriicksichtigt wer-
den [14, 120]. Im Rahmen der Stérungstheorie konnen die relativistischen Korrektu-
ren durch Modifikationen der vorhandenen quantenchemischen Programmpakete be-
rechnet werden. Die vorhandene Infrastruktur der analytischen Ableitungstechniken
kann somit effizient genutzt werden. Es scheint sinnvoll, die extrem leistungsfiahigen
nichtrelativistischen Methoden als Ausgangspunkt zu nutzen, um die kleinen relati-
vistischen Korrekturen storungstheoretisch zu erfassen. Vierkomponentige Ansétze
wéren hingegen weniger effizient, um diese kleinen Effekte zu berechnen.

In der Storungstheorie entspricht die relativistische Energiekorrektur erster Ordnung
AFE. der ersten Ableitung der Energie E nach einem relativistischen Storparameter

)\rel:
dE
AEvrol = ( ) .
d>\rel )‘rcl =0

Diese Grofle ist mit einem einfachen Erwartungswert der relativistischen Operato-
ren fiir die ungestorte Wellenfunktion verkniipft. Fiir eine Bestimmung der Gleich-
gewichtsstruktur eines Molekiils miissen die Kréfte auf die Atomkerne bestimmt

werden. Diese entsprechen einer ersten Ableitung der Gesamtenergie nach den Kern-
koordinaten Rk. Eine Einbeziehung der relativistischen Effekte auf diese Kréifte er-
fordert daher die gemischte zweite Ableitung der Energie nach dem relativistischen
Storparameter und den Kernkoordinaten:

dABa [ &B
dRx  \d\adRx/, _,

Anders als bei der Berechnung der ersten Ableitung der Energie, treten hier gestorte
Wellenfunktionen auf.

Das quantenchemische Programmpaket ACES2 [121], das in dieser Arbeit verwen-
det wird, kann analytische erste und zweite Ableitungen der Hartree-Fock-, Mgller-
Plesset- und Coupled-Cluster-Energie berechnen [122-127]. Die Aufgabe im Rahmen
dieser Dissertation besteht nun darin, die Integrale der relativistischen Stérungstheo-
rie (hier der Breit-Pauli- und der Direkten Storungstheorie) in dem Integralverar-
beitungsprogramm zur Verfiigung zu stellen und das Programm fiir die Berechnung
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analytischer Gradienten fiir die Ableitung nach dem relativistischen Stérparameter
zu modifizieren.

Das resultierende Verfahren fiir die Berechnung von relativistischen Korrekturen zu
Energien und Strukturparametern wird zunéchst fiir eine ausfiihrliche Studie zu der
Basissatzabhéngigkeit der relativistischen Beitrige genutzt. Dabei wird insbesondere
auf relativistische Einfliisse auf die Elektronenkorrelation geachtet. Dann werden die
Groflenordnungen relativistischer Korrekturen zu Energien im Rahmen hochgenauer
Rechnungen fiir die Thermochemie und zu Strukturparametern fiir die Mikrowellen-
spektroskopie diskutiert. Eine hochgenau berechnete Gleichgewichtsstruktur bietet
eine wichtige Grundlage fiir die Interpretation von Rotationsspektren. In der vorlie-
genden Arbeit wird ein konkretes Beispiel auf die Relevanz relativistischer Effekte
untersucht.

Zunéchst werden in Kapitel 2 und 3 die Grundlagen der nichtrelativistischen und
der relativistischen Quantenchemie wiederholt. In Kapitel 4 wird die quantenche-
mische Berechnung relativistischer Korrekturen zu Energien und Gleichgewichts-
strukturen auf der Grundlage der Storungstheorie erldutert. Die Berechnung der
benotigten Integrale im Rahmen der relativistischen Stérungstheorie wird in Kapi-
tel 5 vorgestellt. In Kapitel 6 wird die Implementierung in dem quantenchemischen
Programmpaket ACES2 vorgestellt. Die Diskussion der Basissatzabhéingigkeit und
der Groflenordnung der relativistischen Korrekturen findet sich in Kapitel 7. Die
Arbeit wird schliellich in Kapitel 8 zusammengefaflt.
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Kapitel 2

Theoretische Grundlagen

ausgewihlter quantenchemischer
Methoden

Die Grundlage fiir die Berechnung von Energien und Eigenschaften von Atomen
und Molekiilen im Rahmen der ab initio Quantenchemie bildet die zeitunabhéngige
Schrodinger-Gleichung [1]

HU = EV. (2.1)

Zu einem gegebenen zeitunabhédngigen Hamiltonoperator H wird mit dieser Eigen-
wertgleichung die Wellenfunktion W und die zugehorige Energie E des zu betrach-
teten Systems bestimmt. Fiir ein Molekiil mit Nx Atomkernen und N, Elektronen
lautet der nichtrelativistische Hamiltonoperator (ohne das Vorhandensein externer
Felder und unter der Annahme punktférmiger Teilchen) in atomaren Einheiten wie
folgt

. Nk 1 Ne ZAZB
A= - v ——v2
T YA ¥y
1:; Tcl VKK
Nk Nea Nei
Z 1
Y Ay (2.2)
1 o RAa a<p Tap
——— ™ ,
VKe ‘7ee

Der Operator der kinetischen Energie der Kerne T beinhaltet die Ableitungen (Di-
vergenz des Gradienten A = V?) nach den Atomkoordinaten, wobei der Index A
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die Atomkerne bezeichnet und M, die zugehorige Masse. Die Masse der Elektronen,
die Elementarladung und A besitzen in atomaren Einheiten den numerischen Wert
1. Der Operator der kinetischen Energie der Elektronen T} beinhaltet daher nur die
zweite Ableitung nach den Elektronenkoordinaten, welche mit « indiziert werden.
Die Coulombwechselwirkungen in einem Molekiil werden durch die letzten drei Ter-
me beschrieben: durch VKK, der Coulombabstofiung zwischen den Kernen, VKC, der
Coulombanziehung zwischen den Elektronen und den Kernen sowie der Coulomb-
abstoflung \766 zwischen den Elektronen. Die Beitrage des Abstandvektors zwischen
den Kernen werden durch R4p, zwischen den Elektronen durch r,s und zwischen
Elektronen und Kernen durch R4, dargestellt. Z4 bezeichnet die Kernladungszahl
des A-ten Atomkerns.

Das Massenverhéltnis von Elektronen und Protonen ist ungefihr 1 zu 2000, wodurch
eine ndherungsweise Separation der Kern- und Elektronenbewegung eingefiihrt wer-
den kann, obwohl der Hamiltonoperator selbst aufgrund der Kern-Elektron-Wechsel-
wirkung nicht separierbar ist. Im Rahmen der Born-Oppenheimer-Ndherung [18]
wird die Gesamtwellenfunktion ¥ als ein Produkt aus Kernwellenfunktion Uk (R 4)
und Elektronwellenfunktion W, (r,; R4) im Sinne eines Separationsansatzes darge-
stellt:

\I/(I'a,RA) = \Ifcl(ra;RA)\I/K(RA). (23)

Aus diesem Ansatz wird die in der Quantenchemie standardméfig verwendete elek-
tronische Schrodinger-Gleichung

~

Hel\I]el(ra; RA) = Eel(RA>\Ilel(ra; RA) (24)
mit dem elektronischen Hamiltonoperator
I:Iel - Tel + ‘A/ee + VKe (25)

erhalten. Da die elektronische Schrodinger-Gleichung bei festen Kernkoordinaten
R 4 gelost wird, hingt die elektronische Wellenfunktion parametrisch von R4 ab.
Die elektronische Energie E, als Funktion von R4 geht zusammen mit der Kern-
Kern-Wechselwirkung als Potential in die Schrodinger-Gleichung fiir die Bewegung
der Kerne

(TK + [Eel + VKKD Uy (Ry) = BV (Ry) (2.6)

ein. Die Born-Oppenheimer-Néherung vereinfacht die Beschreibung von Molekiilen
durch die Zerlegung des Problems in Probleme geringerer Dimensionen und ist zu-
dem konzeptionell vorteilhaft, da hier zum Beispiel Gleichgewichtsstrukturen als
Minimum der resultierenden Potentialhyperflache definiert sind.
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2.1. Hartree-Fock-Methode

Da eine exakte Losung der elektronischen Schrédinger-Gleichung fiir Mehrelektro-
nensysteme nicht moglich ist, wurden Verfahren zur ndherungsweisen Losung ent-
wickelt. Im folgenden werden drei ab initio Verfahren, also Verfahren ohne empirische
Parameter, vorgestellt, die in dieser Arbeit verwendet werden.

2.1 Hartree-Fock-Methode

Die Grundlage vieler Standardverfahren zur nadherungsweisen Losung der Schro-
dinger-Gleichung ist das Variationsprinzip [128]. Das Variationsprinzip besagt, daf
der Energieerwartungswert E einer Néherungswellenfunktion 0, welche den gleichen
Randbedingungen wie die exakte Wellenfunktion geniigt, geméf

E= M 2.7
(+[¥) o

immer grofler oder bestenfalls gleich dem exakten Energieerwartungswert FE ist. Das
Variationsverfahren stellt einen systematischen Ansatz zur Bestimmung der opti-
malen Néherungswellenfunktion U basierend auf der Minimierung des Energieer-
wartungswertes E dar.

Die einfachste Naherungswellenfunktion fiir Mehrelektronensysteme, welche die An-
tisymmetrie beziiglich der Vertauschung der Koordinaten zweier Elektronen erfiillt,
ist die Slater-Determinante

e1(T1)  pa(T1) 0 on(T1)
\D(I,Q, N ,N) — \/% 901(:7'2) 302(7-2> . (28)
o1 (Tn) o on(TN)

Diese stellt auch den Ausgangspunkt der Hartree-Fock-(HF)-Methode dar [24-26].
Mit dem Vorfaktor \/% ist die Slater-Determinante auf 1 normiert, sofern auch
die Spinorbitale ¢;(7;) normiert sind. Man kann das Spinorbital ¢;(7;) als das
Produkt aus einem Ortsorbital ¢;(r;) und einer vom Spin abhéngigen Funktion s(o;)
darstellen. Das Ortsorbital ist eine Funktion der Ortskoordinaten der Elektronen r;.
Die Spinfunktion s(o;) unterscheidet zwischen Elektronen mit a oder 3 Spin.

Der Energicerwartungswert einer Slater-Determinante (2.8) mit dem elektronischen

Hamiltonoperator (2.5) entspricht
N LN

W)= ha+ 5> Gillis) - (2.9)
i ij
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Kapitel 2: Theoretische Grundlagen ausgewahlter quantenchemischer Methoden

Die Einelektronenbeitrige in (2.9) sind in dem Integral iiber den Einelektronen-
Hamiltonoperator h, der aus der kinetische Energie und der Elektron-Kern-Anziehung

besteht, enthalten:
hi = <2 l> = <<Pi(7'1)

Die Summe der Coulomb- und Austauschbeitriage zur Zweielektronenwechselwirkung
kann mit dem Coulomboperator .J; und dem Austauschoperator K; dargestellt wer-

h

ﬁ(l)‘ eilT1)). (2.10)

den:

(ijlligy = (glig) — (ijlji)
= (@ilT1)p;(T2) }7’1_21\ 0i(T1)p;i(T2)) — (@i(T1)p;(T2) }7’1_21\ 0i(T1)pi(T2))

Der Coulombbeitrag J;; beschreibt die klassische elektrostatische Wechselwirkung
zwischen einem Elektron im Orbital ¢; und einem anderen im Orbital ¢;. Der Term
K;; beriicksichtigt die Austauschwechselwirkung zwischen diesen Elektronen. Diese
hat kein klassisches Analogon und tragt der Ununterscheidbarkeit der Elektronen
Rechnung. Es findet nur dann eine Austauschwechselwirkung statt, wenn beide Elek-
tronen den gleichen Spin besitzen.

Nach dem Variationsprinzip lassen sich die optimalen Molekiilorbitale ¢; durch Mi-
nimierung des Energieausdrucks (2.9) bestimmen. Die Spinorbitale miissen als Ne-
benbedingung in dieser Variation orthonormal bleiben. Das bedeutet, dafl

A

K;

(pilpj) = 6 (2.12)

erfiillt sein mu8f.
Aus der Minimierung unter diesen Nebenbedingungen mit Hilfe von Lagrangeschen
Multiplikatoren ergeben sich die allgemeinen HF-Gleichungen

J
mit dem Fockoperator

F=h+Y (- K). (2.14)
J

Der Fockoperator F' ist ebenso wie der Coulomboperator jj und der Austauschope-
rator K; ein effektiver Einelektronenoperator.
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2.1. Hartree-Fock-Methode

Die HF-Energie ist invariant gegeniiber einer unitdren Transformation der besetz-
ten Orbitale untereinander. Daher sind die Orbitale im HF-Ansatz nicht eindeutig
festgelegt.

Da die €;; Matrixelemente einer hermiteschen Matrix sind, ist es immer moglich eine
unitéire Transformation zu finden, welche diese in Diagonalform iiberfiihrt. Mit dieser
unitidren Transformation werden die allgemeinen HF-Gleichungen in die kanonische
Form

F%’ = €%, (2-15)

tiberfiihrt, wobei der Fockoperator und die Wellenfunktion W (bis auf einen Phasen-
faktor) invariant gegeniiber dieser sind.

Da der Operator F von den optimierten Molekiilorbitalen ¢; abhéngt, ist die HF-
Gleichung (2.15) eine Pseudo-Eigenwertgleichung, die eine iterative Losung erfor-
dert. Das iterative Verfahren ist hierbei konvergiert, wenn sich die Molekiilorbitale
beziehungsweise das durch die Elektronen erzeugte Feld nicht mehr verdndern. Da-
her hat sich der Name des Self-Consistent-Field-(SCF)-Verfahrens eingebiirgert.
Eine vollstdndige numerische Losung der Hartee-Fock-Gleichungen ist fiir Molekiile
rechentechnisch aufwendig; deshalb hat sich in der Quantenchemie die Verwendung
einer Basissatzndherung durchgesetzt. Die Ortsorbitale ¢; werden in einer vorgege-
bener Basis {x,, ¢ = 1,...,M} von M Basisfunktionen x, mit den Entwicklungs-
koeffizienten C),; dargestellt:

M
m

In den meisten quantenchemischen Programmpaketen werden kontrahierte Gauf3-
funktionen als Basisfunktionen verwendet. Im Falle einer vollstindigen Basis ist
diese Entwicklung exakt.

Die Basissatzentwicklung fiihrt zu einer Matrixdarstellung der HF-Gleichungen, den
Roothaan-Hall-Gleichungen [129]

FC = SCe, (2.17)
wobei die Fock-Matrixelemente durch

F,, = <Xu F

) (2.18)
und die Elemente der Uberlappungsmatrix S durch
S = (Xp IXv) (2.19)
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Kapitel 2: Theoretische Grundlagen ausgewahlter quantenchemischer Methoden

gegeben sind. Die Matrix € ist eine Diagonalmatrix, die die Orbitalenergien e¢;
enthélt.

Fiir geschlossenschalige Molekiile ist die HF-Energie in der Basissatzdarstellung im
sogenannten Restricted-HF-(RHF)-Ansatz durch

1 1
ERHF = Z D,ul/h',uz/ + 5 Z Duquo [ <XuXp ‘XVXU) - 5 <XuXp ‘XO’XV) ]7 (2'20>

nv uvpo
gegeben, wobei die Elemente der Dichtematrix durch

Nocc

Dy, = 2C;C, (2.21)

definiert sind.

Die HF-Methode offeriert im allgemeinen eine qualitativ richtige Beschreibung der
elektronischen Struktur von Atomen und Molekiilen. Sie liefert jedoch keine exakte
Beschreibung der Zweielektronenwechselwirkung, da nur eine Slater-Determinante
fiir die Wellenfunktion ¥ angesetzt wird und daraus lediglich gemittelte Wechsel-
wirkungen zwischen den Elektronen folgen. Die Bewegung der Elektronen ist jedoch
aufgrund ihrer Coulombwechselwirkung korreliert. Dieser Effekt wird Coulombkor-
relation genannt und ist im Gegensatz zur Austausch- oder Fermikorrelation, die
durch die Slater-Determinante beriicksichtigt wird, in der HF-Methode nicht erfafit.
Die Energiedifferenz zwischen der exakten Energie F und der HF-Energie Eyxp wird
als Korrelationsenergie

Ekorr =L — EHF (222)

definiert.

Verschiedene Methoden zur Berechnung der Korrelationsenergie werden in den bei-
den folgenden Abschnitten vorgestellt.

2.2 Coupled-Cluster-Theorie

2.2.1 Exakte Losung des Elektronenkorrelationsproblems

Eine HF-Rechnung bildet in der Regel den Ausgangspunkt fiir die Konstruktion von
Wellenfunktionen weiterfithrender Methoden zur Beschreibung der Elektronenkor-
relation.

18



2.2. Coupled-Cluster-Theorie

Die Losung der Roothaan-Hall-Gleichung liefert N,.. besetzte Molekiilorbitale ¢;
und Nyiyy = M — Ny virtuelle (unbesetzte) Molekiilorbitale ¢,. Im folgenden indi-
zieren 1,7,k, ... besetzte, a,b,c, ... virtuelle und n,m,o, ... beliebige Orbitale.

Die HF-Wellenfunktion WUyp setzt sich aus den besetzten Molekiilorbitalen ¢; zu-
sammen. Diese Wellenfunktion ist keine Eigenfunktion zum elektronischen Hamil-
tonoperator Hel und auch die HF-Energie Fyr ist kein Eigenwert zu Hel

Ein Ansatz zur Darstellung der exakten Wellenfunktion ist die Linearkombination

U = CQ\IIHF + Z C[(I)], (223)

I=1

mit den Entwicklungskoeffizienten c¢;. Hierbei stellen die Funktionen ®; angeregte
Slater-Determinanten dar, die aus der Grundzustands-Determinante Wyp erhalten
werden konnen.

Abbildung 2.1 zeigt alle moglichen angeregten Slater-Determinanten ®;, die aus
der Referenz-Slater-Determinante Wyp fiir ein Ho-Molekiil in einer minimalen Basis
erhalten werden kénnen.

Die angeregten Slater-Determinanten entsprechen nicht physikalischen Anregungen
im Sinne elektronisch angeregter Zusténde, sondern bilden eine Basis fiir die Dar-
stellung der Wellenfunktion des elektronischen Grundzustandes.

Die Koeffizienten ¢; werden durch das Variationsprinzip iiber

> Hp,Cp=EC, (2.24)
J
mit
Hyy = (| H|®) (2.25)

bestimmt.
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¢2 —l_ ¢2 f ¢2 ? ¢2 { ¢2 _1_l_ ¢2
—'—F $1 —f— b1 L 1 f 1 ; $1 P1
Uy = @ 1 Py Py Dy P5
Referenz- Einfachanregungen Doppel-
determinante anregung

Abbildung 2.1: Orbitalenergiediagramm fiir die Konstruktion von angeregten Slater-
Determinanten aus der Hartree-Fock-Referenzdeterminante am Beispiel des Hs-
Molekiils in einer minimalen Basis.

Dieses Verfahren wird configuration interaction (CI) [130] genannt. Die Beriicksichti-
gung aller moglichen Slater-Determinanten fithrt zum Full configuration interaction
(FCI) Verfahren. Dieses ist in den meisten Féllen rechentechnisch nicht durchfiihr-
bar, da die Zahl der Slater-Determinanten Ngp bei gréfleren System rasch anwichst:

M M!
Napy = = . 2.2
SD ( Nocc ) NOCC!(M - Nocc)! ( 6)

Daher konnen in der Regel nur beschréankte CI-Verfahren angewendet werden, wel-
che die wichtigsten Slater-Determinanten beriicksichtigen. Diese beschrénkten CI-
Verfahren sind, im Gegensatz zum FCI-Verfahren jedoch nicht gréfienkonsistent.
Dies bedeutet, daf3 die Energie fiir ein System aus nicht wechselwirkenden Einzelsy-
stemen nicht gleich der Summe der Energien der Teilsysteme ist.

Das im néchsten Teil vorgestellte Coupled-Cluster (CC) Verfahren ist auch fir be-
schrankte Entwicklungen gréfenkonsistent und hat heutzutage eine viel groflere Be-
deutung in der Computerchemie.

2.2.2 Coupled-Cluster-Ansatz fiir die Wellenfunktion

Der CC-Ansatz der Wellenfunktion ist im Gegensatz zum linearen Ansatz des CI-
Verfahrens ein exponentieller Ansatz [29, 30|

(Wee) = exp(T)| W), (2.27)
Der Clusteroperator

T=T+Ty+T5+... (2.28)
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2.2. Coupled-Cluster-Theorie

enthélt alle Operatoren fiir die Erzeugung der angeregten Slater-Determinanten. Im
Rahmen der zweiten Quantisierung [32] kann man diese Operatoren iiber Erzeu-
gungsoperatoren a, (dieser Operator erzeugt ein Elektron im Spinorbital ¢,) und
Vernichtungsoperatoren a; (dieser Operator vernichtet ein Elektron im Spinorbital
;) darstellen:

[ = Z Z t*ata;  erzeugt alle Einfachanregungen (2.29)

Z Z t¥a a;a,a;  erzeugt alle Doppelanregungen  (2.30)

ij  ab

=% Z Z b,?aJra,ab ajaay  erzeugt alle Dreifachanregungen (2.31)
ijk abc

usw., (2.32)

wobei die CC-Amplituden t?,t?]b, ... die unbekannten und zu bestimmenden Para-

meter sind.

2.2.3 Coupled-Cluster-Gleichungen

Variationsverfahren spielen in der Coupled-Cluster-Theorie keine wichtige Rolle, da
sie in der Praxis selten durchfithrbar sind. Vielmehr verwendet man Projektions-
techniken, die zu den CC-Gleichungen fiihren.

Zunichst wird der CC-Ansatz fiir die Wellenfunktion (2.27) in die Schrodinger-
Gleichung (2.1) eingesetzt

gexp(T)|\DHF> = EeXp(T)|‘I’HF> (2.33)

und anschliefend die HF-Energie subtrahiert

(H — Enp) exp(T)|¥np) = (E — Enp) exp(T)|Uyp) (2.34)
HN Ekorr:ECC

um die Korrelationsenergie Ey, zu erhalten. Gleichung (2.34) wird von links mit
exp(—T") multipliziert:

exp(=T) Hy exp(T) | W) = Eco|¥np). (2.35)

Die CC-Energie Ecc wird schlieflich durch Projektion von Gleichung (2.35) auf die
Referenz-Determinante bestimmt:

(Uyp| exp(—T) Hy exp(T)|¥nr) = Ecc. (2.36)
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Die CC-Gleichungen
(@) exp(=T) Hy exp(T)|Wyg) = 0, (2.37)

die durch Projektion auf die angeregten Determinanten |®;) erhalten werden, miissen
gelost werden, um die fiir die Berechnung der CC-Energie benétigten CC-Amplituden
zu bestimmen.

Wie im CI-Verfahren sind in der rechentechnischen Umsetzung Restriktionen im
Clusteroperator T notwendig. Es existiert eine Hierarchie von Ndherungsverfahren,
die durch die im Clusteroperator beriicksichtigten Anregungen charakterisiert sind:

T="T, CC doubles (CCD) [131]
T=T+T) CC singles and doubles (CCSD) [132]
T =T, +T1,+T; CC singles, doubles and triples (CCSDT) [133, 134]

Die beschrinkten CC-Methoden sind gréflenkonsistent, da in der CC-Theorie im
Gegensatz zur CI-Theorie nicht ein additiver sondern ein multiplikativer Ansatz fiir
die Wellenfunktion angesetzt wird. So werden im Rahmen der CCSD-Néaherung noch
Anteile der Dreifach- und Vierfachanregungen beriicksichtigt.

Das CCSD-Verfahren skaliert mit M%, das CCSDT-Verfahren mit M®. Um den Re-
chenaufwand auf M7 zu reduzieren werden die Dreifachanregungen in der CCSD(T)-
Néaherung storungstheoretisch im Anschlufl an eine CCSD-Rechnung berticksichtigt
[135, 136]. Das CCSD(T)-Verfahren stellt heute ein Standardverfahren fiir hochge-
naue Rechnungen dar [32].

2.3 Mgller-Plesset-Storungstheorie

Ein weiterer Ansatz zur Beschreibung der Elektronenkorrelation beruht auf Storungs-
theorie [128]. W&hlt man fiir den ungestorten Hamiltonoperator Hy die Summe der
Fockoperatoren

Ncl
Hy =) F(a), (2.38)
a=1

so erhilt man die Mgller-Plesset(MP)-Storungstheorie [27]. Damit sind alle Slater-
Determinanten, welche aus den besetzten und virtuellen Orbitalen einer HF-SCF-

Rechnung bei konstanter Teilchenzahl konstruiert werden kénnen, Eigenfunktionen
zu Hy.
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Der Storoperator H' ist die Differenz des exakten Hamiltonoperators H und dem
Operator des ungestérten Problems Hy:

H = H-H, (2.39)
_ ;a_z&:z( a)). (2.40)

Dieser Operator beschreibt die Coulombkorrelation als Differenz der exakten Be-
schreibung der Zweielektronenwechselwirkung und der gemittelten Beschreibung der
Zweielektronenwechselwirkung iiber den Fockoperator.

Der erste Beitrag zur Korrelationsenergie ist die Energiekorrektur zweiter Ordnung
(MP2)

“iXY lnE 2.4)
— € + € —ea—eb

zu welcher nur Doppelanregungen beitragen.

Untersuchungen haben gezeigt, dal die MP2-Methode fiir viele Anwendungen gute
Ergebnisse liefert, so dal MP2 die am haufigsten verwendete Ndherung im Rahmen
der MP-Storungstheorie ist [137]. Mit einem Rechenaufwand in der Gréfenordnung
von M? ist die MP2-N#herung eine rechentechnisch giinstige Methode, die zudem
groffenkonsistent ist.

2.4 Quantenchemische Berechnung von Molekiilei-
genschaften

Bislang wurde lediglich auf die Berechnung der Energie und Wellenfunktion eines Sy-
stems eingegangen. In quantenchemischen Untersuchungen an Molekiilen ist zudem
auch die Berechnung von molekularen Eigenschaften wie zum Beispiel der Gleich-
gewichtsstruktur und der Schwingungsfrequenzen von Interesse. Viele Molekiilei-
genschaften konnen als Ableitung der Energie nach entsprechenden Stérparametern
berechnet werden [138]. Fiir das Auffinden von Gleichgewichtsstrukturen auf der
entsprechenden Potentialkurve beziehungsweise -hyperfliche werden im Rahmen der
Born-Oppenheimer-Néherung die auf die Kerne wirkenden Kréfte, welche iiber die
erste Ableitung der Energie nach den Kernkoordinaten definiert sind, benttigt. Fiir
die Berechnung von harmonischen Schwingungsfrequenzen sind zweite Ableitungen
der Energie nach den Kernkoordinaten erforderlich.
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T = PR
R.

Abbildung 2.2: Potentialkurve eines zweiatomigen Molekiils mit dem Gleichgewichts-
abstand R,

2.4.1 Gleichgewichtsstrukturen von Molekiilen

Die Kenntnis der genauen Lage von Atomen in einem Molekiil ist der Ausgangspunkt
fiir die Berechnung von vielen weiteren molekularen Eigenschaften. Die Gleichge-
wichtsstruktur eines Molekiils entspricht im Rahmen der Born-Oppenheimer-Néahe-
rung einem Minimum auf einer Potentialhyperfliche, so wie es in Abbildung 2.2 fiir
ein zweiatomiges Molekiil dargestellt ist.

Die notwendige Bedingung fiir Extremalpunkte auf der Potentialhyperfliche ist,
dafl die erste Ableitung der potentiellen Energie V' = Vi + E (siehe Gleichung
(2.6)) nach den Kernkoordinaten verschwindet. Die Charakterisierung dieser Punkte
auf einer Potentialhyperfliche erfolgt iiber die zweite Ableitung. Ist diese positiv,
so handelt es sich um ein Minimum, ist diese negativ, so liegt ein Maximum vor.
Verschwindet die zweite Ableitung, kann zum Beispiel ein Sattelpunkt vorliegen.
Die Gleichgewichtsstruktur eines Molekiils ist durch das Verschwinden der Ener-
giegradienten bei gleichzeitig positiv definiter Hesse-Matrix festgelegt, wobei die
Hesse-Matrix iiber die zweiten Ableitungen der potentiellen Energie nach den Kern-
koordinaten definiert ist.

Die Gleichgewichtsstrukturen werden in vielen quantenchemischen Programmen mit
dem Quasi-Newton-Raphson-Verfahren [139] bestimmt. In diesem Minimierungsver-
fahren wird die explizite Berechnung der Hesse-Matrix vermieden. Die zweiten Ab-
leitungen werden abgeschétzt und in jedem Iterationsschritt durch die zur Verfiigung
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stehende Information (Energien und Gradienten) verbessert.

2.4.2 Schwingungen und Rotationen von Molekiilen

Molekiile fithren sowohl Translations- als auch Rotations- und Schwingungsbewe-
gungen im Raum aus. Die Translationsbewegung lé3t sich von den Rotations- und
Schwingungsbewegungen einfach abtrennen. Dagegen kénnen Rotation und Schwin-
gung nur naherungsweise unabhéngig voneinander betrachtet werden. Mit Hilfe der
Modelle des harmonischen Oszillators fiir die Molekiilschwingung beziehungsweise
des starren Rotators fiir die Rotation von Molekiilen kann eine separate theoretische
Untersuchung erfolgen. Die Kopplung von Rotation und Schwingung kann anschlie-
Bend mit storungstheoretischen Methoden beriicksichtigt werden.

Schwingungen von Molekiilen

Die Schwingungsbewegung der Kerne kann mit Hilfe interner massengewichteter
Normalkoordinaten @), beschrieben werden, wobei r die 3N — 6(5) Normalschwin-
gungen eines gewinkelten (linearen) Molekiils indiziert.

Der Operator fiir die kinetische Energie der Schwingungsbewegung der Kerne lautet
in diesen Koordinaten:

3N—6(5)

02
T =5

5 ok (2.42)

Eine Taylorreihenentwicklung der zugehorigen potentiellen Energie V() um die
Gleichgewichtsgeometrie liefert in den Normalkoordinaten:

2
Zk@ + - Z(a@&@sa@t) QrQsQi + . ... (2.43)

¢7“5t

Die ersten Ableitungen 0V/0Q), verschwinden definitionsgeméfl an der Gleichge-
wichtsgeometrie. Ferner sind die Normalkoordinaten so gewéhlt, dafl auch die Kreuz-
terme der zweiten Ableitungen 92V/(9Q,0Q) mit r # s verschwinden.

In der harmonischen Néherung wird nur der erste Term von Gleichung (2.43) bertick-
sichtigt. Die harmonischen Kraftkonstanten k, sind definiert als zweite Ableitungen
der potentiellen Energie nach den Normalkoordinaten

0*V

kr:@.

(2.44)
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Diese Kraftkonstanten werden in der Praxis iiber die Berechnung der Eigenwerte der
massengewichteten Hesse-Matrix erhalten. Die zugehorigen harmonischen Schwin-
gungsfrequenzen w, ergeben sich dann als Quadratwurzeln dieser Kraftkonstanten.

Strukturbestimmung mit Hilfe von Rotationskonstanten

Rotierende und gleichzeitig schwingende Molekiile kénnen mit dem Watson-Hamil-
tonoperator [140] beschrieben werden. Fiir semi-starre Molekiile, welche ein ausge-
priagtes Minimum auf der Potentialfliche besitzen, stellt der Watson-Hamiltonope-
rator einen guten Ausgangspunkt dar. Traditionell wird die zugehorige Schrodinger-
Gleichung mit Hilfe storungstheoretischer Techniken gelost [141].

Die storungstheoretische Behandlung erlaubt es dann z.B. Schwingungskorrekturen
zu den Rotationskonstanten zu ermitteln [141].

1 B
B =By~ Zar . (2.45)

Die Rotationskonstanten des Grundzustandes By konnen zum Beispiel mit Hilfe der
Mikrowellenspektroskopie sehr genau experimentell bestimmt werden. Die Gleich-
gewichtsrotationskonstante B, ist iiber das Trigheitsmoment I mit der Gleichge-
wichtsstruktur verkniipft:

h2
B, = 2.4
2hel (2.46)
mit
Ly, =1, = €uotipo E MGT e pi- (2.47)

1

Die Auswertung der entsprechenden, zum Beispiel in Referenz [142, 143] angegeben
Ausdriicke fiir die dabei auftretenden Schwingungs-Rotations-Wechselwirkungskon-
stanten af erfordern die Kenntnis des harmonischen und kubischen Kraftfelds des
betrachteten Molekiils.

Die berechneten Schwingungskorrekturen zu den Rotationskonstanten werden nicht
nur bendtigt, um genaue Vorhersagen fiir die Mikrowellenspektroskopie machen zu
kénnen sondern erméglichen es auch, aus den experimentell ermittelten Rotations-
konstanten By eine Gleichgewichtsstruktur abzuleiten [144]. Man subtrahiert dazu
von dem experimentell ermittelten Werten fiir B, die berechneten Schwingungskor-
rekturen und bestimmt dann mittels der Methode der kleinsten Fehlerquadrate die
dazugehorige Struktur.
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Fiir die Berechnung von Gleichgewichtsstrukturen von Molekiilen mufl zumindest die
erste Ableitung der Energie berechnet werden. Harmonische Schwingungsfrequenzen
kénnen mit Hilfe zweiter Ableitungen der Energie bestimmt werden.

In den folgenden Abschnitten wird die Theorie analytischer erster und zweiter Ab-
leitungen fiir die HF- und die CC-Theorie erldutert.

2.4.3 Erste Ableitungen von Energien

Ableitungen der Energie nach einem Storparameter z konnen iiber numerische oder
analytische Ableitungstechniken bestimmt werden. Fiir die Berechnung der ersten
Energieableitung mit Hilfe von numerischen Differenzen gilt

(dE) _ Blao+ Ax) — E(zy — Aa)

W N , (2.48)

wobei es sich bei dem Parameter Az um ein kleine Auslenkung des Stérparameters
von dem Ausgangswert xo handelt. Die Methode der finiten Differenzen ist einfach
anzuwenden, jedoch ist sie nur eine gute Nédherung fiir hinreichend kleine Werte
von Az. Ist Az hingegen zu klein, kann es aufgrund der endlichen Rechengenau-
igkeit des Computers sowie zu groflziigiger Konvergenzkriterien bei der Losung der
entsprechenden Gleichungen zu Ungenauigkeiten kommen. Zudem ist der Rechen-
aufwand fiir die Berechnung von Kréften auf Atomkerne mit dieser Methode recht
hoch, da fiir jede der 3 x Nk Koordinaten 2 Energieberechnungen durchgefiihrt
werden miissen.

Analytische Ableitungen haben den Vorteil, daf3 die Berechnung der Energieablei-
tungen deutlich weniger von Rundungsfehlern beeintréchtigt wird, jedoch miissen die
Formeln fiir einen analytischen Ausdruck der Energieableitung zunéchst theoretisch
abgeleitet werden und dann in einem quantenchemischen Programmpaket imple-
mentiert werden [138]. Da diese Arbeit jedoch nur einmal geschehen mufi und die
Effizienz und Genauigkeit der analytischen Ableitungen den numerischen Verfahren
weit iiberlegen ist, sind analytische Ableitungstechniken in den meisten quantenche-
mischen Programmpaketen verfiighar.

Die Energie E eines Molekiils hdngt von den Wellenfunktionsparametern C' und dem
Storparameter x ab. Nach der Kettenregel ist der Ausdruck fiir die erste Ableitung
der Energie nach dem Storparameter durch

dE(x,C(z)) OE(x,C(z)) N OE(z,C(x)) 0C(x)
dz B oz oC (z) ox
gegeben. Dabei werden der erste Term durch Ableitung der Atomorbital-(AO)-Inte-

grale und der zweite Term durch Ableitung der Wellenfunktionsparameter 0C(x)/0x
erhalten.

(2.49)
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Die erste Ableitung der RHF-Energie (2.20)

dERHF v po |vpy  10(uo |pv)
= Ty ST b (R N

uy o po

+ Z D, o (2.50)

jn%

enthélt somit die Ableitung der Ein- und Zweielektronenintegrale und die Ableitung
der Dichtematrix

OD,, ac:, _ac,,
— = 22( i+ Gl ) : (2.51)

die durch die Losung der Coupled-Perturbed-HF-(CPHF)-Gleichungen (siehe Kapi-
tel 2.4.5) erhalten werden konnen.

Fiir variationelle Verfahren wie das HF-Verfahren kann gezeigt werden, dafl die Ab-
leitung der Wellenfunktionsparameter 0C'(x)/0x nicht benotigt werden, da 0E /0C (x)
verschwindet. Allerdings mufl dann beim Differenzieren der Energie als Nebenbedin-
gung die Orthonormalitéit der Orbitale

ZC*S Cyi = (2.52)

mit Hilfe von Lagrangeschen Multiplikatoren €;; beriicksichtigt werden. Die Ablei-
tung der RHF-Energie unter der Nebenbedingung (2.52) fithrt dann zu [138, 145]

dERHF v pplvo)  10(uplov)
= T 4y ST b (MG - 2

uy o po

— WV_“” 2.53
; e (2.53)

wobei die Elemente der energiegewichteten Dichtematrix fiir geschlossenschalige Mo-
lekiile durch

Z 207,60, (2.54)

definiert sind.

Bei der ersten Ableitung der HF-Energie treten damit keine gestérten Wellenfunk-
tionsparameter auf, das gleiche gilt nicht so ohne weiteres fiir nichtvariationelle
Verfahren wie die CC-Theorie. Dennoch kénnen auch hier die Ableitungen der Wel-
lenfunktionsparameter aus den Ausdriicken fiir die ersten Ableitungen eliminiert
werden.
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2.4. Quantenchemische Berechnung von Molekiileigenschaften

In der CC-Theorie wird dazu das Energiefunktional
E = )+ Z i(x)gi(x,t(x))
— (W ‘(1 + A) exp(=T) Hy exp(T) | Wr) (2.55)

mit den CC-Gleichungen als Nebenbedingung minimiert. Hier ist A der Abregungs-
operator

A= Z Latag + =~ Z )\aba Qo FTay + ... (2.56)
i zyab
und es gilt:
(Tup A = A (@], (2.57)
I

Die Stationaritidtsbedingungen des Energiefunktionals sind:

dE
— 2.
I 0 (2.58)
und
dFE
=0. 2.
() 0 (2.59)

Die Ableitung des Energiefunktionals ist dann durch

dE . (0H .

oo <\I/HF}(1 + A) exp(=T) <—8&EN) exp(T) (2.60)
gegeben und enthélt keine Ableitungen der Wellenfunktionsparameter.
Fiir die Bestimmung der A-Amplituden miissen die A-Gleichungen

0= <@HF ‘(1 + A)(exp(—T) Hx exp(T) — ECC)‘ q>,> (2.61)

gelost werden, die sich aus Gleichung (2.59) ergeben.
Die Ausdriicke fiir die gegebenen ersten Ableitungen der Energie nach einer Stérung
x lassen sich, wie in Referenz [146] diskutiert, in folgender allgemeinen Form

ZDW P + Y Do g“””" ZIW Sy (2.62)

pvpo
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mit
Gupe = (pv|lpo) (2.63)

schreiben, wobei die Einteilchendichtematrizen D, , die energiegewichteten Einteil-
chendichtematrizen I, und die Zweiteilchendichtematrizen I',,, ,, eingefiihrt werden.
Die entsprechenden Definitionen dieser Dichtematrizen hdngen vom verwendeten
quantenchemischen Ansatz ab und kénnen der Literatur [122, 134, 145, 147-154]
entnommen werden.

2.4.4 Zweite Ableitungen von Energien

Die zweiten Ableitungen der RHF-Energie nach zwei Stérungen z und y, welche
durch [122, 138, 155]

d*E 0*hy 02 10
L S aL T ZDWDPU< {pplva) 1 <up|0V>)
7

dxdy " Oxoy o 0xdy 2 Ozdy
oD,, 8hw, (uplve)y — 10(up|ov)
D — = .
e e ()
0? 0" S OWW 0S,u
%; " 0xoy ; Jdy O

gegeben sind, enthalten nur erste Ableitungen der Wellenfunktionsparameter. Die
zur Berechnung erforderlichen gestérten Wellenfunktionsparameter 0C,; /0y konnen
in der HF-Theorie durch Losung der CPHF-Gleichungen erhalten werden (siehe
Kapitel 2.4.5).

Fiir die Berechnung der zweiten Ableitungen der CC-Energie werden ebenfalls die
gestorten Wellenfunktionsparameter benotigt. Die gestérten CC-Amplituden fiir den
gestorten Anregungsoperator oT /O0x werden iiber die gestorten CC-Gleichungen

OH, .
5 N exp(T)\poF>
v (2.65)

+ (4| [ exp(—T") Hy exp(T) ”‘I’HF>

0 =(dy| exp(—T)

bestimmt, welche durch Differentiation der urspriinglichen, ungestérten CC-Glei-
chungen nach dem Storparameter erhalten werden. Die gestorten A\-Amplituden
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werden entsprechend durch die Losung der gestorten A-Gleichungen (2.61)

dA A A
0 :<\IIHF‘d—y(exp(—T)HN exp(T) — ECC)‘(I)I>

+ (Uup|(1+ A)(exp(—T) ag?IJN exp(T aECC )|®r)

berechnet.

Differentiation von (2.60) unter Ausnutzung der Wignerschen (2n+1)-Regel fihrt zu
folgendem symmetrischen Ausdruck fiir die zweite Ableitung der CC-Energie nach
zwei Storungen z und y [126, 138]

~ ~

d2E ~ 82HN -
oy =(Uyp|(1+ A) exp(-T) 900y exp(T) | Ty )

. OHy dT

ol AT (2.67)
+ (Uyp|(1+ A) [exp(—T)a—yN,d—} | W)

+ (Uyp|(1+ A) [exp(— T)Hy exp(T), C!g} ,ig} ).

Dieser Ausdruck enthélt nur die ersten Ableitungen des Clusteroperators, jedoch
nicht die Ableitungen des A-Operators.

Fiir den Fall, dal z und y sich auf unterschiedlichen Typen von Storungen bezie-
hen und desweiteren deren Anzahl verschieden ist, lohnt sich die Betrachtung des
asymmetrischen Ausdrucks fiir die zweite Ableitung der CC-Energie [126, 138]

~

d2F 0*H .
dx <\IIHF‘ (1+ A)exp(— T) &E@Z eXp(T)‘\IfHF>
. OHy dT
_ gk Bl 2.68
+<\DHF‘(1+A)[GXP( T) o7 ady”\I]HF> (2.68)

dA . OHy )
+ <\IIHF‘d_yeXp(_T) O exp(T')

In diesem Ausdruck tritt zuséitzlich zu der Ableitung des Clusteroperators auch die
erste Ableitung des A-Operators beziiglich der Stérung y auf.
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Im AO-Formalismus 148t sich die zweite Ableitung der CC-Energie wie folgt schrei-
ben [126]

dEcc o*h, ar-scr o) oS
= v D — N ] g
dxdy Z (0 dy + %: 0xy + %: " 0xoy

1%
0*(uv||po) aDuv ahuv nr—scr O{pp||vo)
i ; oo =500y Z Z Dpo o
01, 05, 0FWPU ,u1/| |po)
+ %; 5 Ba gp; (2.69)

w““%www
+ZDWZ 5 o

po

und enthélt neben den ersten und zweiten Ableitungen der Integrale die gestorten
CC-Ein- und Zweiteilchendichtematrizen und die gestorte HF-SCF-Dichtematrix,
welche iiber die Losung der CPHF-Gleichungen erhalten werden kann.

2.4.5 Coupled-Perturbed-Hartree-Fock-Theorie

Fiir die Berechnung der zweiten Ableitung der Energie nach den Stérungen z und
y werden die gestorten Dichtematrizen benotigt.

Im Rahmen des HF-Ansatzes konnen diese mit Hilfe der CPHF-Theorie [122, 155]
bestimmt werden. Die CPHF-Theorie wird im folgenden Abschnitt fiir die fiir ge-
schlossenschalige Molekiile verwendete RHF-Methode fiir reelle Stérungen y vorge-
stellt.

Da die Basisfunktionen y,, und die Molekiilorbitale ¢, den gleichen Raum aufspan-
nen, gilt

M50 M

DR TR 3 ST 270
pn=1 p=1 p=1 p=1

mit den Entwicklungskoeffizienten U;ji als den sogenannten CPHF-Koeffizienten.
Im folgenden werden die Bestimmungsgleichungen fiir die CPHF-Koeffizienten her-
geleitet.

Das Brillouin-Theorem verlangt, dafi die Elemente der Fockmatrix zwischen be-
setzten und unbesetzten Molekiilorbitalen verschwinden. Die einzelnen Terme einer

Taylor-Reihenentwicklung um y = 0

fai(y) = 0= fai(0) + (i{;) Y + ... (2.71)
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miissen dementsprechend ebenfalls verschwinden.
Die Ableitung von f,; nach y fiihrt zu

O fui Ohyu, dpuplvo) — 3{up|ov)
- ;Cy,a (a—;j _'_%:Dpcr 2 CW;

dy dy
pe ’
aC 0C,;
+ = I/Cl/i + ¢ aJ pv - 2.72
%}: ay fM %}: 2 fu ay ( )

0D, 1
+ 2 3 250 (Gl = uslo)) €
nv po

Einsetzen der Parametrisierung (hier fiir reelle Basisfunktionen)

00, _ ZUgaCup (2.73)
oy >
aC,; y
5 ;qucyq (2.74)
dD,, 0C, 0Cy;
dy ;2( gy it Gy,
= ) 2 UY(CpCoj+ CpiCay) (2.75)
J P

in Gleichung (2.72) fiithrt zu:

0=+ YU (4(aplid) — {anlis) — {ailoi)

(2.76)
+ UinLEZ' + Ugi‘fa-
Die Ableitung der Orthonormalitdtsbeziehung fiir die Molekiilorbitale nach y
0 0
dy ( Z CNPSMVCV‘Z) - a_yapq =0 (2.77)
pv

liefert eine Beziehung zwischen den CPHF-Koeffizienten und den Uberlappungsma-
trixelementen:

Up+Spg + Uy =0 (2.78)
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mit
05,
Sh=> Crp—“Cug. (2.79)
pv 4
Fiir die Diagonalelemente der CPHF-Koeffizienten gilt demnach
1
Uy, = —§Sgp. (2.80)

Fiir die Auflerdiagonalelemente zwischen besetzten Molekiilorbitalen wird aufgrund
der Invarianz gegeniiber einer Rotation dieser Orbitale untereinander
ij

1
UY = _55% (2.81)

gesetzt. Fiir die Elemente zwischen besetzten und unbesetzten Molekiilorbitalen gilt
dagegen:

Ul =—(U% + S%). (2.82)
Die Umformulierung von Gleichung (2.76)
+ 2 Ul (4{ablig) — (ablji) = (ajlbi))
J (2.83)
3 Z Sij (4<ak}ij> - <ak‘ji> - <aj‘k‘i>)
kj
—SYei+ U (e, — €)
fithrt zu einem linearen Gleichungssystem
> AUl = B, (2.84)
bj
mit
Ay = (4{ablij) — (ab|ji)y — (aj|bi)) + dapdij(€a — €) (2.85)
und
BY = —fY + She + % S Sy (4(aklig) — (ak|ji) — {aj|ki)).  (2.86)
kj

Dieses Gleichungssystem muf} fiir den Satz von Storparametern y gelost werden.
Das entspricht zum Beispiel 3 x Nk Gleichungen fiir die Berechnung der zweiten
Ableitung der HF-Energie nach den Kernkoordinaten.
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Kapitel 3

Storungstheoretische Behandlung
relativistischer Effekte

3.1 Bewegungsgleichungen in der relativistischen
Quantenmechanik

3.1.1 Klein-Gordon-Gleichung
Der Ausgangspunkt ist die relativistische Hamilton-Funktion eines freien Teilchens
H = +\/p?c® + m2c*, (3.1)

wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit und m die Masse des Teilchens ist. Durch Ersetzung
des Impulses p und der Energie E entsprechend der kanonischen Quantisierung

. . 0 9 9\
p — —ihV, mit V = (%’3_@@) (3.2)
E — ih%, (3.3)

wird das relativistische Analogon der Schrodinger-Gleichung (2.1) mit dem Hamil-
tonoperator

H = -122V? + m2ch (3.4)

erhalten.

Diese Gleichung fiihrt aufgrund des Wurzeloperators zu nicht-lokalen Losungen. Sie
ist desweiteren nicht symmetrisch in Ort und Zeit, denn es treten erste Ableitungen
nach der Zeit auf, aber zweite Ableitungen nach den Ortskoordinaten.
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Die genannten Probleme lassen sich umgehen, indem man das Quadrat der Hamilton-
Funktion
H? = pc® + m?c* (3.5)
betrachtet und
H*U = E*¥ (3.6)

fordert. Auf diese Weise wird die Klein-Gordon-Gleichung

2
—hz%\ﬂ = (=R*AV? + m2c") ¥ (3.7)
erhalten [156, 157].
Diese Gleichung ist explizit lorentzinvariant und enthélt sowohl zweite Ableitungen
nach der Zeit als auch dem Ort.
Eine andere Problematik ergibt sich, da durch das Quadrieren der Wurzel die Ener-
gie des freien Teilchens nicht mehr positiv definit ist — es existieren sowohl Teilchen
mit positiven als auch mit negativen Energieeigenwerten. Die Teilchen mit negati-
ven Energien kann man den Antiteilchen der entsprechenden klassischen Teilchen
zuordnen. Viel schwerwiegender ist allerdings die Problematik, die sich aus der Qua-
drierung der Energie ergibt: Da nun eine zweite Ableitung der Wellenfunktion nach
der Zeit auftritt, gibt es keine positiv definite Wahrscheinlichkeitsdichte. Aus die-
sen Griinden wurde die Klein-Gordon-Gleichung zunéchst als physikalisch unsinnig
verworfen. Jedoch wird sie heute verwendet, um Teilchen mit einem Spin 0 (zum
Beispiel m-Mesonen) zu beschreiben [158].

3.1.2 Dirac-Gleichung

Das Bestreben von Dirac war es, eine Gleichung zu finden, in der nur die erste Ab-
leitung nach der Zeit auftritt und die eine positiv-definite Wahrscheinlichkeitsdichte
liefert.

Ein allgemeiner Ansatz, der diese Forderung erfiillt, ist

0 he 0 0 0

ih—U=—|a,— —ta,— | ¥ 2 3.8

iho : (a 8:c+ay8y+a8z) + Bmce (3.8)

Die Koeffizienten a; und 3 sind keine einfachen Zahlen, da die Gleichung ansonsten

nicht invariant gegeniiber rdumlichen Drehungen wére, sondern N x N-Matrizen,

die sogenannten Dirac-Matrizen. Daraus folgt, dal die Wellenfunktion ¥ ein N-
komponentiger Spaltenvektor ist.
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Damit (3.5) gilt, miissen die Matrizen mindestens die Dimension einer 4 x4-Matrix
haben. Eine mogliche Wahl ist eine Darstellung iiber die Pauli-Spinmatrizen o;:

o = ( 0 0'01' ) i =x,,2, (3.9)

g
. 01 0 —1 . 1 0
mit ax—(l 0), ay—(i O),sovme UZ_(O _1)(3.10)
und g:(é _01). (3.11)

Die zugehorige Wellenfunktion W besitzt 4 Komponenten und kann als 4-komponen-
tiger Spaltenvektor

¥y
_| ¥
¥ = v, (3.12)
Wy
dargestellt werden.
Daraus ergibt sich die zeitabhéngige Dirac-Gleichung [2]
0 .\
ih—W¥ = HpW¥ 1
1 8t D (3 3)
mit dem Dirac-Hamiltonoperator fiir ein freies Teilchen (siehe zum Beispiel [159])
Hp, = co-p+Bmc (3.14)
. h 0 0 0
und a-p = T (ax% + ayﬁ—y + aza) . (3.15)

Fiir ein Teilchen in einem externen Potential V' gilt fiir den Dirac-Hamiltonoperator
(siche zum Beispiel [160])

Hp =ca-p+Bmc® + V1. (3.16)

Analog zur zeitunabhéngigen nichtrelativistischen Schrodinger-Gleichung 148t sich
die zeitunabhéngige Dirac-Gleichung (siehe zum Beispiel [161]) mit einem Separati-
onsansatz fiir die Wellenfunktion herleiten, so daff nun

Hp®(r) = W¥(r) (3.17)

erfiillt ist, wobei der Energieeigenwert W zusétzlich die Ruheenergie des Elektrons
beinhaltet:

W = E +mc*. (3.18)

37



Kapitel 3: Storungstheoretische Behandlung relativistischer Effekte

Die Dirac-Gleichung ist wie die Klein-Gordon-Gleichung lorentzinvariant und im
Gegensatz zur Schrodinger-Gleichung symmetrisch beziiglich der Ableitungen nach
Raum und Zeit.

Mit der Dirac-Gleichung kénnen Teilchen mit Spin 1/2 beschrieben werden. Sie
eignet sich somit als Grundlage fiir die Beschreibung von Elektronen im Rahmen
einer relativistischen Theorie.

Losungen der Dirac-Gleichung

Lost man die Dirac-Gleichung (3.17) fiir ein freies Elektron, erhdlt man die Ener-
gieeigenwerte

—~

3.19)

2p? + m2ch.

Bei der Losung der Dirac-Gleichung treten negative und positive Energiezustédnde
auf, wie in Abbildung 3.1 a) graphisch veranschaulicht wird.
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Abbildung 3.1: Energiespektrum des Dirac-Operators fiir a) freie Teilchen und b)
Elektronen in einem Potential V' < 0.
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Zu dem positiven Energieeigenwert existieren zwei Losungen fiir die Wellenfunktion
v

W + mc? 0
2
v, = 0 ePr/hund W) = W e elPr/h, (3.20)
0 c(ps — 1py)
c(pe +ipy) 0

W + mc? ist groBer als |¢(p, % ip,)| und daher werden die ersten beiden Zeilen
der Wellenfunktion auch grofle Komponente und die letzten beiden Zeilen kleine
Komponente genannt. (Auch die Dirac-Gleichung wirft das Problem der negativen
Energieeigenzustidnde auf.) Die gebundenen Zustédnde von Elektronen in einem at-
traktiven externen Potential sind kleiner als £ = mc?® (siche Abbildung 3.1 b)).
Da es unendlich viele Zusténde tiefster Energie im Energiekontinuum unterhalb von
E = —mc? gibt, stellt sich die Frage nach der Stabilitit der elektronischen Zustinde.
Dirac postulierte, dal im Vakuum alle Zustdnde des negativen Energiekontinuums
gemifl dem Pauli-Prinzip besetzt sind. Anregungen aus diesem ,,Dirac-See® wur-
den als Erzeugung von Antiteilchen zu den Elektronen gedeutet. Antiteilchen sind
ladungskonjugierte Teilchen zu den herkémmlichen Teilchen, das heifit, dafl sie die
gleiche Masse und den gleichen Spin haben, jedoch die entgegengesetzte Ladung tra-
gen. Anderson [162] gelang 1933 der experimentelle Nachweis der Antiteilchen zum
Elektron, die Positronen genannt wurden.

Beschreibung von Mehrelektronensystemen

Mit der Dirac-Gleichung (3.17) kénnen Einelektronensysteme beschrieben werden.
Fiir Mehrelektronensysteme mufl der Hamiltonoperator zusétzlich zu dem Einelek-
tronenterm auch einen Term zur Beschreibung der Wechselwirkung der Elektronen
untereinander enthalten (siehe zum Beispiel [52]).

Der Einelektronenterm ist fiir Mehrelektronensysteme durch eine Summe {iber alle
Einelektronenoperatoren gegeben hp(«)

Hy = Y hp(a) (3.21)
ho(e) = co - Pa+ Boc® + Vie(a)1, (3.22)

unter Einbeziehung der Kern-Elektron-Wechselwirkung Vi, (vergleiche Gleichung

(2.2)).

In der nichtrelativistischen Quantenchemie wird die Wechselwirkung zwischen Elek-
tronen iiber die klassische Coulomb-Wechselwirkung V.. (vergleiche ebenfalls (2.2))
beschrieben.
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Verwendet man diesen Wechselwirkungsterm zusammen mit dem obigen relativisti-
schen Einelektronenoperator (3.21) erhélt man den in der relativistischen Quanten-
chemie haufig verwendeten Dirac-Coulomb-Operator

A A 1
o a<p

Diese Wahl fiihrt jedoch nicht zu einer lorentzinvarianten Theorie. Die Elektron-
Elektron-Wechselwirkung zwischen bewegten Ladungen wird iiber eine instantane
Wechselwirkung beschrieben, die nicht mit dem Einsteinschen Relativititdtsprinzip
im Einklang steht, welches besagt, dafl eine maximale Ausbreitungsgeschwindigkeit
c existiert.

In einer lorentzinvarianten quantenmechanischen Beschreibung der Elektron-Elek-
tron-Wechselwirkung gibt es keine direkte, instantane Wechselwirkung zwischen den
Elektronen, sondern vielmehr eine Wechselwirkung zwischen den Elektronen und
den erzeugten elektromagnetischen Feldern. Eine addquate Beschreibung ist nur mit
Hilfe der Quantenelektrodynamik maoglich.

Um einen Hamiltonoperator zu erhalten, der dieses Prinzip (ndherungsweise) beriick-
sichtigt, kénnen stérungstheoretisch zusétzliche Beitrdge hinzugezogen werden.
Elektronen in einem Molekiil sind bewegte elektrische Ladungen und die zugehérige
Gaunt-Wechselwirkung V& ergibt sich aus der klassischen Elektrodynamik [163].
Die magnetische Wechselwirkung zwischen den bewegten Ladungen kann sowohl mit
Hilfe der Stromdichten j fiir zwei Elektronen mit

Lji-Jo
yGaunt — 3.24
C2 12 ( )

als auch allgemein fiir alle Elektronenpaare iiber die schon zuvor eingefiihrte Matrix
(8%

plamt _ _ §~ Jo X (3.25)
a<f TaB

dargestellt werden.
Damit ergibt sich der Dirac-Coulomb-Gaunt-Hamiltonoperator

Hp = za: NOEDD [L - w} . (3.26)

a<f raﬁ Taﬁ

Die Gaunt-Wechselwirkung stellt trotz des Faktors ¢=2 weiterhin eine instantane
Wechselwirkung zwischen den durch die Elektronen erzeugten Strome dar. Retar-
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3.2. Storungstheorie fiir relativistische Effekte

dierende Effekte konnen mit einem von Breit [99] eingefiihrten Zusatzterm beschrie-
ben werden. Dieses zusitzliche Potential VRetardation Jeany ehenfalls mit den Dirac-
Matrizen «; dargestellt werden

. 1
vRetardatlon _ _5 (al . VI) . <a2 . V2) 712 (327)
_ 1 o - O B (Oé17”12) ;})(0427"12) . (3.28)
2 12 19

In diesem Zusatzterm ist die Gaunt-Wechselwirkung mit einem entgegengesetzten
Vorzeichen und 1/2 als Vorfaktor enthalten.

Die Breit-Wechselwirkung ist die Summe dieser beiden Beitrige. Der Dirac-Coulomb-
Breit-Operator

ﬁD = Z}ALD(OK) + Z
@ a<f

ist exakt in ¢2.

Tap Tap Tiﬁ

1 1 (o, o (aarap) - (0gTap)
__§< 5y p 5ﬁ>] (3.29)

3.2 Storungstheorie fiir relativistische Effekte

Obgleich Dirac 1929 annahm [3], dafl relativistische Effekte in der Chemie und wei-
ten Feldern der Physik nicht von Bedeutung sind, zeigen die Entwicklungen auf dem
Feld der relativistischen Quantenchemie, dafl diese Effekte besonders fiir Elemente
mit hohen Kernladungszahlen Z einen Einflufl auf die Elektronenstruktur von Ato-
men und Molekiilen und damit auf molekulare Eigenschaften haben. Fiir Molekiile,
die aus leichten Elementen aufgebaut sind, sind relativistische Effekte in der Regel
jedoch sehr klein und kénnen oft vernachléssigt werden. In hochgenauen Berechnun-
gen von molekularen Eigenschaften und hochgenauen Vorhersagen von Spektren ist
jedoch deren Beriicksichtigung erforderlich, insbesondere wenn es um einen rigorosen
Vergleich mit experimentellen Ergebnissen geht.

Kleine Effekte kénnen im Rahmen der Storungstheorie effizient beschrieben werden.
Es 148t sich zeigen, dafl die Storungsreihe fiir gebundene Eigenzustéinde des Dirac-
Operators fiir Kernladungszahlen Z < 137 konvergiert [104].

Die Storungstheorie fiir relativistische Effekte basiert auf einer Entwicklung in der
Feinstrukturkonstante «, die in atomaren Einheiten mit der Lichtgeschwindigkeit ¢
iiber

(3.30)

1
o= -
c

verkniipft ist.

41



Kapitel 3: Storungstheoretische Behandlung relativistischer Effekte

3.2.1 Mass-Velocity-Darwin-Nédherung

Bei einer quasirelativistischen Beschreibung wird von einer zweikomponentigen Dar-
stellung der Dirac-Gleichung ausgegangen. Hierfiir wird der vierkomponentige Bi-
spinor ¥(r) iiber zwei zweikomponentige Spinoren dargestellt

¥(r) = ( e(r) ) : (3.31)

x(r)

wobei ¢ als die grofie und y als die kleine Komponente der Wellenfunktion bezeichnet
werden, da fiir elektronische Zusténde ¢ grofler als x ist.

Ausgehend von der Einelektronen-Dirac-Gleichung mit einem um —mc? verschobe-
nen Energienullpunkt

[ca-p+ (B—1)mc® +V(r)l] ¥ = E¥ (3.32)

erhdlt man mit (3.31)

(23w (8 )meo (3 D] (1))

beziehungsweise in einer vereinfachten Darstellung

(Ct‘f/-lp (Via2;v};c2)1)<i>:E<i>, (3.34)

wobei o der Vektor der Pauli-Spinmatrizen (vergleiche Gleichung (3.10)) ist
o=\ o, |. (3.35)

Eine Beziehung zwischen der grofien Komponente ¢ und der kleinen Komponente x
wird durch Umformen der unteren Gleichung von (3.34)

co-py+ (V —2mc*)x = Ex (3.36)
erhalten:
co-p
= ) 3.37
X T E vV iome” (3:37)

Die kleine Komponente x wird durch Einsetzen von (3.37) in die obere Gleichung
von (3.34)

Vo+co -pxy=FEyp (3.38)
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3.2. Storungstheorie fiir relativistische Effekte

eliminiert und man erhéalt

1
E—V 4+ 2mc?

Vo+c(o-p) (o -p)p = FEop. (3.39)

Die Energie F ist in der Groflenordnung des Potentials V', aber in der Regel (aufler
im kernnahen Bereich) sehr viel kleiner als 2mc?, so daf sich fiir

1 1 1 V-E\!
1 (-2=5)"

E—-V +2me?  2mc? (2m62 + 1) " 2me? 2mc?
die Taylorentwicklung
1 [ee)
=> at (3.41)
1—x —

anbietet (Voraussetzung ist hier z < 1.) Somit ergibt sich aus Gleichung (3.39)

00 k
Ve + <02 (o p) 2771102 > <Zﬂ:§) (o p)) p = Eyp. (3.42)
k=0

In nullter Ordnung (k = 0) ergibt sich der nichtrelativistische Grenzfall:

Vot (¢lophgns(eon)) e = B

2mc?
1
Vo+—p?p=Ep (3.43)
2m
(V+T)p=Hyp = Ep.

Es gilt ndmlich

(0-A)o-B)=A -B+ioc: (A xB) (3.44)
und
pxp=0, (3.45)
(o -p)(o-p)=p’ (3.46)
folgt.
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Wird die Reihenentwicklung nach dem ersten Stérungsterm abgebrochen, so dafl
sich

Vip+c(o-p) 2%02 (1 + ‘;;Cf) (c-p)p = Ep (3.47)
V4Tt gs (@ p)(V-E)o-p)p = Bo (349

ergibt, wird der nichtrelativistische Grenzfall und die relativistische Korrektur in
der ersten Ordnung in ¢~2 erhalten.
Die relativistischen Korrekturterme ergeben sich mit (3.44) aus

1 1
33 P)(V=FE)(e-p)y = —p(V-E)-p (3.49)
1
4m2c2 o (p(V = E) xp).
Der erste Korrekturterm wird haufig in der Form
1 1 1 2 2
4m262p(V E)-p = W(Pv) : Tm2e2 Vp” — Ep”, (3.50)
~—Tp?

geschrieben (so zum Beispiel auch in den Originalarbeiten von Darwin und Breit
[98-100]). Diese Formulierung fiihrt zu zwei nichthermiteschen Operatoren, deren
Summe jedoch hermitesch ist. Deswegen schreibt man besser (siehe zum Beispiel
[164]):

1
4m262p(v E)-p m [(PV) P
1
+5lV - E)p’ +p*(V — E)]
z—;}p2
1
+5lV - E)p*> - p*(V — BE)]]
1 (3.51)
X alPV) P
1
+ §[Vp2 — Ep* — (p°V) —2(pV) - p — Vp* + Ep’]
1 ~
— Tp? — 217
4m?2c? p 8m?2c? (P°V)

Die skalarrelativistischen Korrekturen setzen sich demnach aus dem Mass-Velocity-
Term (MV-Term)

~ 1 ~ P
MV __ 2 _
h*Y = I Tp” = Ry (3.52)
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3.2. Storungstheorie fiir relativistische Effekte

und dem Darwin-Term (D-Term)

_ 217 _
B 8m2c2(p V) +8m202

(V2V) (3.53)

zusammen.
Fiir die zweite Ableitung eines Potentials V' ergibt sich desweiteren mit Hilfe der
Poisson-Gleichung

~V2V = 4np, (3.54)

wobei p die das Potential verursachende Ladungsdichte darstellt. Gleichung (3.53)
148t sich dann zu
. h2
D _
umschreiben. Da fiir das Coulomb-Potential V = —>" , Z4/(r — Ry4) die Ladungs-
dichte

p=—Y Zad(r—Rn) (3.56)
A
gilt, wird fiir den Einelektronen-Darwin-Term (D1-Term)
- Th?
hP = S > Zad(r —Ry) (3.57)
A

erhalten.
Der Spin-Bahn-Kopplungsterm ergibt sich aus dem zweiten Term in Gleichung (3.49)

aio(B(V = B) xp) = 5 (bV x b~ bE x ) .
= ﬁ(p‘/) X p |
und da p x p=0:
o — N, [(VV) x p]. (3.59)

4m?2c?
Der Spin-Bahn-Kopplungsterm wird jedoch im folgenden nicht weiter betrachtet, da
er fiir geschlossenschalige Molekiile in niedrigster Ordnung keinen Beitrag liefert.
Damit ergibt sich der relativistische Operator in der Mass-Velocity-Darwin-(MVD)-
Einelektronenndherung zu

]A,LMVDI — ]A,LMV + }A_LDI (360)
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Mass-Velocity-Darwin-Ndherung fiir Zweielektronensysteme

Ausgangspunkt fiir die Herleitung der MVD-Néherung fiir Zweielektronensysteme
ist die Dirac-Coulomb-Gleichung fiir zwei Elektronen

[BD(1) + I (2) + (g12 — 2mc?)1] U(1,2) = BU(1,2), (3.61)
beziehungsweise
V-FE coy - P2 coq - Pp1 0 Uy
coy-ps V —2mc® - E 0 co - Ppi U |
co - Pp1 0 V —2mc® - F cos - P2 U, | 0(3.62)
0 col - Pp1 oy Po V —4dmc® — F U,
mit
1 1 1
V= VitVatgun=) (—+—|+— (3.63)
. \lix T2k T2

Die Verwendung des Dirac-Coulomb-Hamiltonoperators erscheint inkonsistent, aber
man kann argumentieren, dafl relativistische Effekte viel stiarker auf dem Ein- als
auf dem Zweielektronenlevel wirken. Desweiteren basieren fast alle géngigen relati-
vistischen Mehrelektronenrechnungen auf diesem Hamiltonoperator.

Die Wellenfunktion in Gleichung (3.62) ist ein 16-komponentiger Vektor [165]. Sie
kann in Analogie zu der grofien und der kleinen Komponente des Einelektronensy-
stems durch vier 4-komponentige Vektoren W, ¥, U, und ¥, ausgedriickt werden.
Der erste Index bezieht sich auf das erste Elektron, der zweite Index entsprechend
auf das zweite Elektron, [ bedeutet grofie (large) Komponente und s kleine (small)
Komponente.

Gleichung (3.62) kann auch durch vier Gleichungen dargestellt werden:

(V—-E)y+coy-pVis+cop-p1¥y = 0 (3.64)
coy P2y + (V = 2mc? — E)Vy, + coy - p1¥s, 0 (3.65)
coy -1V + (V —2me® — EYWy + coy - paV, 0 (3.66)
coy PV + coy - pa¥y + (V —4dme® — E)U,, = 0. (3.67)

Ziel ist es nun eine Gleichung zu finden, die nur ¥; enthélt und konsistent bis zur
Ordnung ¢~2 ist.

Aus der Betrachtung des Einelektronenfalls ist bekannt, dafi das Verhéltnis von W,
(und W) zu ¥y ungefihr proportional (2mc)~! ist. Daraus lifit sich dann ableiten,
daB ¥,, zu ¥y in einem Verhiltnis der GroBenordnung ¢=2 steht.

46



3.2. Storungstheorie fiir relativistische Effekte

Somit kann folgendes angesetzt werden:

COo3 - P2
VU, ~ 2 Uy und Uy~ B
2mece 2mc

-

Aus Gleichung (3.67) wird dann

_12c01 - pico; - P2

U~ (=V +4mc* + E
( +4me” + E) 2

-

Dieser Zusammenhang kann dann in Gleichung (3.66) eingesetzt werden

cor-p1Vy+ (V- o2me? — E)U,
_12¢co1 - pico; - P2
2mc?

+ coo pQ(—V+4mC2+E) \If” =~ O,

was zu
Uy ~02me® +E-V)™!

coq-p1+coy - p2(4mc2 +E-V)
2mc?

fithrt. Analog ergibt sich mit Gleichung (3.65)
Uy ~(2mc* + E— V)™

. pr1(dmct +E —-V)~
{00'2 p2 + coy - pi(4me® + ) 2

Eingesetzt in Gleichung (3.64) wird dann
(V- E)
+coy-pa(2mc® + E— V) teoy - py

+coy - pa(2mc® + E— V) leoy - pi(dme® + E V)

_12¢co1 - pico;y - P2
! vy

2c01 - p1CO3 - P2
1 v.

_12¢01 - P1CO3 - P2

2mc?

_12c01 - pico; - P2

( )

( )

+coy-p1(2mé® + E—V) teo, - py
+coy-p1(2mc® + E— V) teoy - pa(dmc® + E V)

=0

2mc?

erhalten.

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)

}‘I’u

Werden nur Terme bis zur GroéBenordnung ¢=2 betrachtet, miissen fiir den zweiten

und den vierten Term Taylorentwicklungen durchgefiithrt werden:

coy-p1(2mc® +E V) 'co, - py

1 V-E B
A o1 Pp1 2m02(1 + 53 )| coy-p1+O(c?)
2 2 .
P1 1 4 h 2 ig1((p1V) x p1)
= L . v 1
2m  8m3c? P1 8m2c? Vivi+ 4m?2c?

(3.74)
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Fiir den dritten und den fiinften Term ist der Abbruch nach dem ersten Glied der
Taylorentwicklung naheliegend:

_1200'1 *P1co2 - P2

coy-pr(2mc® + E - V) leoy -pi(dmct + E - V)

2mc?
_ 2(coy - p1)2(00'2 ’ p2)2 (3.75)
16m3cb '
Der gesamte Ausdruck vereinfacht sich nun zu:
(V s Vi P2 P P _ P (Viv) | (V3V)
N 2m o2m,_ 8m3c2  8m3c2 | Am2c | 4m2c2
Ho MV-— Tcrmc D—Terme
. . 3.76
i (piV) X p) _ ioa((aV) X Pa) \ (376)
+ 4m?2c? + 4m?2c? )w” = £

SO—Terme

Mit (3.63) werden die Ein- und Zweielektronen-Darwin-Terme

CRAVRV)  RA(VEV)  RA(VRV)  RA(VEVR)  RA((Vi+ Va)i)

4m2c? 4m2c2 Am2c2 22 i
7Th2 7Th2 7?712
=53 Z Za0(01 = Ra) 5 Z Zad(xs — Ra) = —550(r) —12) (3.77)
R ~ — / gDQ‘(’L2)
th(l) th(Q)

und analog die Ein- und Zweielektronen-Spinbahnwechselwirkungsterme erhalten.

3.2.2 Direkte Storungstheorie

Die zuvor diskutierte Storungstheorie fithrt mit den MV- und D-Termen zu sin-
guldren Operatoren.

Ein anderer storungstheoretischer Ansatz fiir die Beschreibung relativistischer Effek-
te ist die Direkte Storungstheorie (DPT), die von Rutkowski [101] und Kutzelnigg
(102, 103] in die Quantenchemie eingefithrt wurde [104]. In der DPT treten keine
singuldren Operatoren auf und héhere Ordnungen lassen sich problemlos formulie-
ren.

Fiir die Herleitung der DPT startet man von (3.34). Hierbei wurde der Energienull-
punkt um die Ruhemasse des Elektrons mc? verschoben, da somit die gebundenen
elektronischen Zusténde einen negativen Energieeigenwert E aufweisen. Fiir solche
Zusténde ist die kleine Komponenten y um einen Faktor in der Gréflenordnung von
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¢! kleiner als die groie Komponente . Um mit GréBen in der gleichen Ordnung
in ¢ hantieren zu kénnen, wird ein Wechsel der Metrik mit

(2)-(2)

vorgenommen. Die Dirac-Gleichung mit geéinderter Metrik lautet dann

(Do 4 ¢ ?Dy)V = E(Sy + ¢ 28,)¥ (3.79)
mit
(V1 o-p [0 0
DO_(O’-p —2m1) D2_<0 Vl) (3.80)
(3.81)
und

soz((l)g) 52:(8(1’). (3.82)

Fiir den Grenzwert ¢ gegen unendlich gilt:
D,V = ES,V. (3.83)

Hierbei entspricht die Wellenfunktion W der Eigenfunktion ¥, des Operators Dy und
E dem zugehorigen Energieeigenwert Ej. Dieses Limit fithrt zu der zeitunabhéngigen
Lévy-Leblond-Gleichung [166]

DO\II(] = E()SO\II(], (384)

welche dem nichtrelativistischen Limit der Dirac-Gleichung entspricht. Die Lévy-Le-
blond-Gleichung ist das vierkomponentige Analogon zur nichtrelativistischen Schro-
dinger-Gleichung und liefert die gleichen Energieeigenwerte.

Gleichung (3.79) beinhaltet ¢=2 als einen natiirlichen Entwicklungsparameter. Ent-
wickelt man die Wellenfunktion ¥ und die Energie F in diesem Entwicklungspara-
meter

_ 1—  1— 1\ —
1 1 = /1\"
E = E0+§E2+EE4+---:;:0 =) B (3.86)
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kann die Storungstheorie direkt angewendet werden:

1 1
(Do + D2)(Yo + Vo + ...

1 1 1—
= (E0+§E2+...)(So+gsz)(\lfo+g\112+...). (3.87)

Die einzelnen Beitriige werden entsprechend ihrer Abhingigkeit von ¢=2 geordnet.
Die ungestorte Gleichung, das entspricht der nullten Ordnung (¢=2" mit n = 0),
stellt die zeitunabhéngige Lévy-Leblond-Gleichung (vergleiche (3.84)) dar.

Die gestorte Gleichung erster Ordnung (¢=2" mit n = 1)

DQ@Q = E()S()Eg + EQSQ\IIQ + E()SQ\IIQ (388)

fithrt zu einer Gleichung, in der die gestérte Wellenfunktion W, und die Stérungs-
energie erster Ordnung auftritt. Die Gleichungen hoéherer Ordnungen sind analog
herzuleiten und werden hier nicht betrachtet.

Um die Gleichungen auszuwerten, werden sie mit der ungestérten Wellenfunktion W
von links multipliziert und iiber alle Elektronenkoordinaten integriert. Das entspricht
den bei der Storungstheorie iiblichen Projektionstechniken.

Hierbei wird die Hermitezitdt von Dy — EySy sowie die Normierung von ¥,

(Wo[So| Wo) = (o |0) =1 (3.89)
ausgenutzt.
Die Projektion auf die ungestorte Gleichung ergibt die ungestorte Energie Ej
<\I]0 ‘D0| \I]0> = <\I/0 |E(]So‘ \I]0> = E(]. (390)

Die gestorte Gleichung erster Ordnung (3.88) ergibt:

(Ug | Dg| Uy) + (U |Dy| Up) = Eog(Uq[So| Wa) + Eo(Wg [So| ¥o)  (3.91)
+Eo(Wo |Sy| ¥o).

Aufgrund der Orthogonalitit der Wellenfunktionen erhélt man
(Wo [Do| Us) = Eo(¥o| W) =0 (3.92)
und
(W |Sy| T2) = 0. (3.93)
Damit wird ein Ausdruck fiir die gestorte Energie erster Ordnung erhalten:
Ey = (Vg |Da| Wo) — Eo(Wo |Sa| o). (3.94)
Hier wird, korrespondierend zu dem Wigner-Theorem, die gestorte Wellenfunktion

erster Ordnung VU, fiir die gestorte Energie erster Ordnung nicht benétigt.
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Auswertung der ungestorten Energie

Durch Ausmultiplizieren von Gleichung (3.90) und Beriicksichtigung von

Xo =50 Pgo (3.95)

wird die nichtrelativistische Energie E, .o erhalten

Ey = (9o |Do|¥o)

- (Y )
= <<P0|V|<Po>
+ (X0 |o - Pl o) + (¥o|o - Pl Xx0)

J

—~

3.96)

=2(p0|T|0)
—2m(Xo |xo0)
————

=(w0| 7o)

= <()00 ’f{ @0) = Enonrol- (397)

Auswertung der gestorten Energie erster Ordnung

Die Auswertung des ersten Terms von Gleichung (3.94) ergibt

wapan = ((5)](53)[(%)

= (xo|V]xo0)

= alelepIVie Pl (3.95)

Der zweite Term von Gleichung (3.94) beinhaltet

waislv = ((2)](0 D)[(2)

= (Xo|x0)

1

= ool o). (3.99)

Somit ist fiir die Berechnung der ersten Korrektur der Energie im Rahmen der DPT

By = (g0l p)V(o - D)l 9o) — Eo—s o |[17] 00) (3.100)

1
4m? 4m?
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auszuwerten.
Im skalarrelativistischen Fall ersetzt man formal:

-p—Pp

und erhalt

1 1 ,
Ey = W(@o IPVp| wo) — Eom(@o 19| o).

Direkte Storungstheorie fiir Mehrelektronensysteme

(3.101)

(3.102)

Ausgangspunkt bildet wiederum die Dirac-Coulomb-Gleichung fiir zwei Elektronen

(vergleiche (3.62)).
In der verinderten Metrik wird ¥ durch ¥ ersetzt:

?ll vy
ST \Ills - C\I]ls
\Il N @sl N C\I]sl

@SS 02\:[]«33

Damit ergibt sich aus Gleichung (3.62)

Vv o2 P2 o1 P1 0 Uy
oy Py —2m+ % 0 501 Py Uy,
o1 P1 0 —2m+ Y 5os-ps U,

0 $01-P1 502-P2 — B+ 4 U,

1 0 0 0 0,
_pl 0z 00 Uy,
“Floo L oo || T,
00 0 %/\7.,

oder

[Do+ ¢ Do+ ¢ Dy U =FE (So+ ¢ *Sy+ ¢ *Sy) ¥
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mit

V. oy-py o1-p1 0 1000

| o2-p; —2m 0 0 0000
Do = or-pr 0 om0 |7 =000 0 (3.106)

0 0 0 0 0000

0 0 0 0 0000

0 %4 0 o1 P1 o 01 00
D=4 V. oype |’ S2= 10 0 1 0 (3.107)

0 01 -P1 O2-P2 —4m 00 0O

000 0 0000

000 0 0000
Di=l o000l %= {0000 (3.108)

000V 0001

Einsetzen der Entwicklungen der Energie und der Wellenfunktion in dem Parameter
¢™? (3.85) in Gleichung (3.105) fiihrt zu:

0= (Dy — FSo) 7" (3.109)
0= (Do — EoSo) T + (Dy — EySy — ExSy) T (3.110)
0 =(Dy — EsSo) T + (Dy — EySy — E»S)T"

) (3.111)
+ (D4 — E()S4 — E282 — E4S())\If .

Gleichung (3.109) ist die Lévy-Leblond-Gleichung fiir zwei Teilchen: Es ergeben sich
drei Gleichungen, wobei die zweite und die dritte Gleichung einen Zusammenhang

zwischen @l(g) und @l(lo) beziehungsweise WS) und Wl(lo) liefern:
0 = Vﬁl(lo) +oy- pQWI(S) +o04 'P1ES) - Eo@l(lo) (3.112)
0 = o0 pTy —2mT — T = "2’2' P2 (3.113)
m
0 = or-p0)) —2m0Y - YW= LU PLGO) (3.114)
2m
Damit ergibt sich fiir Gleichung (3.109):
0— A - —(0) T

Daraus 143t sich schlieflen, dafi die Lévy-Leblond-Gleichung fiir N Teilchen dquiva-
lent zur Schrédinger-Gleichung fiir N Teilchen ist.
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Desweiteren wird die nichtrelativistische Normierung der Wellenfunktion genutzt:
7O 7@ 7O q 15
(U, |y, ) = (07 [Se|¥) = 1. (3.116)

Der Beitrag erster Ordnung Stérungstheorie wird durch Projektion mit 7 von
links auf Gleichung (3.110) erhalten:

E® = (TV|D, — EOS,[T") (3.117)
= (U|V = EOT,) + (Uy|V — EO|Ty) — d4m(T|T)
+<@ls‘0'1p1 ‘Ess> + <@sl ‘0'2132 ‘@ss>
+<@ss}o'1p1@ls> + <$ss‘o'2p2@sz>-

Aus Gleichung (3.111) folgen die Zusammenhénge

— 1 —

1 — 1 —
Ve = — v, = — Vg = — 8 3.118
4m2(0'1P1)(0'2P2) i 2m0'1P1 ! 2m¢72p2 l ( )

1 — 1 —
= %0'1131‘1’15 + %0'2132‘1’31- (3.119)
Damit kann der Beitrag £®) zu

1 _
B = W<\If”‘0'2p2(v = Ti = Ey)aapa|Vu)

o B (3.120)
+ ﬁ<\pll“71pl(v — Ty — Ey)o1p: |Vy)
m
vereinfacht werden.
Durch Umformung wird dann
@_ ! g T LT T
EY = —2<‘1’u} o1p1Vio1p1 [ Vi) + — (V| oapaVaoraps )
hPVP(1) hPVP(2)
1 — _
+ W@’u‘ 01P191201P1 + 02P201202P3 W)
) (3.121)

. _
T (Pu|(Va+ 1o — Eo) 01p101ps [ V)
Pt
1 _
T 4Am2 <\I/”‘(V1 +T1 — Eo) 02P202D3 “I’u>
P3

erhalten.
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3.2. Storungstheorie fiir relativistische Effekte

Fiir HF-Wellenfunktionen lassen sich die beiden letzten Terme zu

1 — — 1 _
W@I’;;‘(% +13 - Eo)p%“l’ll> = W<\IIII‘FIP%‘\IIII> (3.122)
und
1 — — 1 — _
4—W<‘1’u‘(V1 + Ty — Eo)p3|Pu) = 4—W<‘I’u‘F2P§“I’u> (3.123)

umschreiben, und man erhélt den Energiebeitrag in zweiter Ordnung DPT

1 &,
B = o5 (el wle)
=1

+ 4—;2(@%@1"”(172)}%00—<<pi<pj\gp“°(1,2)\gajga,->) (3.124)

i<j

T
T a2 Z€i<%“p%‘%’>-
i=1
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Kapitel 4

Quantenchemische Berechnung
relativistischer Korrekturen zu
Energien und
Gleichgewichtsstrukturen mit
Hilfe der Storungstheorie

4.1 Relativistische Storoperatoren

Der Hamiltonoperator fiir die Behandlung relativistischer Korrekturen im Rahmen
der Storungstheorie setzt sich aus einem nichtrelativistischen Hamiltonoperator H
und einem relativistischen Stoéroperator H™ zusammen:

H = Hy+ \aH™. (4.1)

Dabei ist A, ein Storparameter, der einen kontinuierlichen Wechsel zwischen dem
ungestorten Problem (A = 0) und dem gestorten Problem (A, = 1) erlaubt.

Im Rahmen der Storungstheorie in der MVD-Néaherung setzt sich der relativistische
Operator fiir geschlossenschalige Molekiile aus drei Anteilen zusammen (vergleiche
Kapitel 3.2.1):

e = MY+ B2+ 3 (4.2)

Um auch im Rahmen der DPT die relativistische Energiekorrektur als eine Stérung
zu betrachten, wird ebenfalls der relativistische Storparameter A, eingefiihrt. Je-
doch héngt in der DPT sowohl der Hamiltonoperator als auch die Metrik von der
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relativistischen Storung ab. Der relativistische Stéroperator fiir die DPT-Energie ist
demzufolge:

f{rel _ [:[prl + f{p\/p2 (43)
und fiir die verdnderte Metrik gilt:
S =1+ \NaS™. (4.4)

Die Definitionen der entsprechenden Operatoren finden sich im néchsten Abschnitt.

4.2 Relativistische Energiekorrekturen

In erster Ordnung Stérungstheorie ist die relativistische Energiekorrektur als erste
Ableitung des Energieerwartungswertes nach dem relativistischen Storparameter A,q

gegeben:
E .
AErClI < d ) :<\I,‘Hrol
d)\rel Are1=0

Die Berechnung dieser Energiekorrekturen erfordert die Berechnung der auftreten-
den Integrale der relativistischen Operatoren iiber die Basisfunktionen x,, x, usw.
Die Integrale werden anschliefend mit den entsprechenden Dichtematrizen kontra-
hiert um AF,. zu erhalten. Fiir alle quantenchemische Berechnungen, die nur erste
Ableitungen der Energie benotigen, miissen keine gestérten Dichtematrizen berech-
net werden. In den angegebenen Gleichungen fiir die relativistischen Korrekturen
(Gleichungen (4.6) und (4.10)) bezeichnet D, die Elemente der Einteilchendichte-
matrix, I',,,, die der Zweiteilchendichtematrix und 1, die der energiegewichteten
Dichtematrix. Die Definition der Dichtematrizen héangt von der verwendeten quan-
tenchemischen Methode ab (siehe Kapitel 2.4) und die entsprechenden Ausdriicke
finden sich fiir gingige Ansétze in der Literatur.

\1f> (4.5)

Im néchsten Abschnitt werden die relativistischen Energiekorrekturen in der AO-
Basis und zusammenfassend die relativistischen Stéroperatoren angegeben.

Zusammenfassung der Energieausdriicke und der relativistischen Stérope-
ratoren

Die Energiekorrektur in der MVD-N&aherung ergibt sich zu:

AEMYP2 =57 D (Y + RN 43 Tipoghl,. (4.6)
uv

uvpo
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4.3. Krafte auf Atomkerne mit Finbeziehung relativistischer Effekte

Die Storoperatoren der MVD-Néherung lauten zusammenfassend:

- - 1
MY =3 0) = — s S (02 (47)

Dl 7h?
Z h =553 Z Zi0(re — Ry) (4.8)

und

D2 _ ng(a,ﬁ) S Z(S(ra —rg). (4.9)

a<f a<p
Die Energiekorrektur in der DPT erster Ordnung lautet:
ABPTE =By = 3 Dl D v + 2 Sy (4.10)
v nvpo v

Die Storoperatoren in der DPT sind:

ArpVpl \%
HPYP th P 4m202 ZparaKpa, (4.11)
gree =% ! 2 (4.12)
— dm>c* "
und
Fpve2 ng\/p 1 Z p Lp +p Lp . (4.13)
4m2c2 a’/’aﬁ “ 5Taﬁ p
a<f a<fB

4.3 Krifte auf Atomkerne mit Einbeziehung rela-
tivistischer Effekte

Die relativistischen Energiekorrekturen AEMVP2 und AEPPT sind bereits in der
Literatur [14, 167] diskutiert und in einigen quantenchemischen Programmpaketen
implementiert worden. Die relativistischen Korrekturen zu Kréften auf Atomkerne
werden im Rahmen dieser Arbeit erstmals mit Hilfe analytischer Ableitungen fiir
die Coupled-Cluster-Methoden diskutiert.
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Krifte auf Atomkerne sind iiber die negativen ersten Ableitungen der Energie nach
den Kernkoordinaten Ri = (Ry,...,Ry)T definiert. Somit ergeben sich die relati-
vistischen Beitriage auf diese Krifte als die ersten Ableitungen der relativistischen
Energiekorrektur A E* nach diesen Kernkoordinaten. Da die relativistische Energie-
korrektur bereits eine erste Ableitung der Energie nach dem relativistischen Storpa-
rameter A, ist, werden diese Beitrige durch die gemischten zweiten Ableitungen
der Energie nach den Kernkoordinaten Rk und dem relativistischen Stérparameter
Arel €rhalten.

Fiir eine analytische Berechnung der zweiten Ableitungen kann die Berechnung der
gestorten Wellenfunktionsparameter und Dichtematrizen nicht mehr vermieden wer-
den. Der asymmetrische Ansatz fiir die Berechnung der zweiten Ableitung (siehe
Abschnitt 2.4.5) hat den Vorteil, da§ die gestorten Wellenfunktionsparameter nur
fiir eine der beiden involvierten Storungen berechnet werden. Da es nur einen rela-
tivistischen Storparameter A, aber 3 x Nk Koordinaten fiir ein Molekiil mit Nk
Atomen gibt, ist die Verwendung des asymmetrischen Ausdrucks fiir die Berechnung
von dAE /dx vorteilhaft.

Um den asymmetrischen Ausdruck fiir d?E/d),qdRk herzuleiten, differenziert man
den allgemeinen Ausdruck fiir die Ableitung der Energie F nach den Kernkoordina-
ten (2.62) nach dem relativistischen Storparameter A

(i)
dhadRe

— Z D 82 /W
MV a)\rela]-:{']i(

oD Oh
25, ()
Are1=0 %/: a)\rel Are1=0 aRK Are1=0

4.14)
8 g Vpo aF vpo ag vpo (
+ I pvp ) + ( pp ) ( pwp )
;;)’ wr (a)\rolﬁRK Are1=0 ;;)' 8)\r01 Are1=0 8RK Are1=0
ol 08 028,
2, ), 2 ),
%’: a)\rel Are1=0 aRK Are1=0 Z a)\relaRK Are1=0

Fiir den MVD-Ansatz vereinfacht sich der Ausdruck (4.14) zu
dAE Z n Ohy P! Z dD,, ohy,
dRk " 8RK OArel / . —o ORK

g,uz/po aruupa 8g,w/,ocr
+ D D5+ D ( e ), R (4.15)

pvpo nvpo
oL, ) S,
+ ;
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da
h',uz/ = hzl;j + )\rolhll\ﬁ/VDl (416)
und
uvpo = gﬁf,pg + )\rolgEEpg- (417)
Da die Metrik der Basisfunktionen nicht beeinflufit wird, gilt:
0S,
— = 0. 4.18
a)\rel ( )

Analoge Vereinfachungen ergeben sich fiir den entsprechenden Ausdruck der DPT

dAEDPT2 Z D hpvp Z Dy 0Ny
" ORic et ) 5 _o ORx

ngp or 89
> " Tvpe “””" +y (= —mee 4.19
+ Hyp < 6)\rel ) =0 (9RK ( )
puvpo puvpo rel
oL, 0S,., DSy
I, | —t— .
> (8)\rel))\ —o IRk +2 1 (8)\r018RK Ara=0
4 rel g rel

Hier hingt jedoch die Metrik der Basisfunktionen von der relativistische Storung ab
und der sogenannte Reorthonormalisierungsterm mit

028, St
<8>\r018RK> s ORg (420

ist zu beriicksichtigen.

Um die Kréfte auf die Atomkerne unter Beriicksichtigung relativistischer Effekte zu
berechnen, sind die in den Gleichungen (4.15) und (4.19) auftretenden Integralablei-
tungen erforderlich. Deren Berechnung wird im folgenden Kapitel beschrieben.
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Kapitel 5

Integrale und Integralableitungen

Ein bekanntes Schema fiir die rekursive Berechnung von Integralen iiber Gau3funk-
tionen mit beliebigen Drehimpulsquantenzahlen L ist das Schema von McMurchie
und Davidson [46]. Zunéchst werden die grundlegenden Konzepte dieses Schemas
vorgestellt und dann wird ihre Anwendung fiir die ben6tigten Integrale iiber die re-
lativistischen Integrale in dem modifizierten Integralberechnungsprogramm ABA-
CUS [168], welches Teil des quantenchemischen Programmpaketes ACES2 ist,
erldutert.

5.1 Integrale iiber Gaufifunktionen

Die allgemeine Formel fiir eine kartesische Gaufifunktion mit einem Zentrum am
Kernort A lautet:

O(n,lmyos,A) = Ny (g2 2% exp(—aa|ral?) (5.1)
mit
x Ay zA
I‘A:I‘—A: Yy - Ay = Ya . (52)
z A, <A
Diese Funktionen werden mit s-, p-, d-, ... Funktionen in Zusammenhang gebracht,

je nach dem Wert von L = n+1+m = 0,1,2,.... Die Gréfle des Exponentialkoef-
fizienten a4 entscheidet iiber die Breite der Gaufifunktion. Der Normierungsfaktor
ist

anm(OAA) = Nn(OéA)Nl<OAA)Nm(OéA), (53)
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wobei
204\ /* i 1
N =|— 4 e 4
K@) ( ™ ) N TRV (54)
mit
n!=n(n—2)(n—4)...1 oder 2. (5.5)

In quantenchemischen Programmpaketen wird fiir gewohnlich mit kontrahierten
GauBfunktionen (das heifit Linearkombinationen von GauBfunktionen) gearbeitet.
Im folgenden werden jedoch nur unkontrahierte Gaufifunktionen (primitive GauB-
funktionen) behandelt, da die Integrale tiber kontrahierte Gaufifunktionen aus den
angegebenen Formeln fiir die primitiven Gauflfunktionen leicht durch eine zusétzli-
che Summation erhalten werden koénnen.

Das Produkt zweier Gauflifunktionen an den Zentren A und B

QIJ = ¢I(n7lam7aA7A)®I(ﬁ ,m,O[B,B)

= 2Byl 2 expl—(aar? + apry)] (5.6)

>

~~

Erjexp(—aprd)

ergibt wieder eine Gaufifunktion an einem neuen Zentrum

A B
p_ dafAtaphb (5.7)
oy + ap
Der neue Exponentialkoeffizient ap ist die Summe von a4 und ag:
ap = oy +ap (5.8)
und der Vorfaktor F;; ergibt sich aus:
Q0B 2
Er;= —-——|A - BJ|7]|. 5.9
1J = €Xp aA+aB‘ | (5.9)
5.1.1 Entwicklung nach Hermite-Gauf3ifunktionen
Die kartesischen Gaufifunktionen koénnen faktorisiert werden:
®(n,l,m,ap,P) = 2’ exp(—aprh)yhexp(—apys) 2h exp(—apzp), (5.10)

so dafl im folgenden die Diskussion meist auf eindimensionale Gaufifunktionen be-
schrinkt werden kann.
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Uber die Ableitungen der kartesischen Gauffunktionen nach den Komponenten ihres
Zentrums

a t
<8P ) exp(—aprh) = Ay(p; ap) exp(—apr?) (5.11)

lassen sich die Hermite-Gaufifunktionen mit den Funktionen A;(xp;ap) definieren.
Der Vorteil der Hermite-Gauffunktionen besteht nun darin, daf§ die Vorfaktoren in
der Ladungsverteilung €2;; iiber die Funktionen A dargestellt werden kénnen:

n+n

22 exp(—aprp) = Z AN AN (zp; ap) exp(—aprh), (5.12)
N=0

wobei die Entwicklungskoeffizienten d}, die das Gewicht des Beitrags bestimmen,
tiber Rekursionsformeln berechnet werden (siehe folgenden Abschnitt).
Ferner kann bei Integralen iiber die Ladungsverteilungen die Orthogonalitéit der
verschiedenen Hermite-Gaufifunktionen ausgenutzt werden, und es gilt:

o o0 t
/ Ay(zp; ap) exp(—aprp)dr = / (8?3) exp(—aprh)dr

— 00 [e.e]

o\ ™
— <8P>/ exp(—aprd)dr

Vo
T
ap

= 5”\/;‘ (5.13)

5.1.2 Rekursionsformeln fiir Entwicklungskoeffizienten

Die Funktionen A; sind mit den Hermite-Polynomen H; iiber
Aj(zp;ap) = O{jp/2Hj(\/O{PI’P) (5.14)

verkniipft.
Aus der allgemeinen Rekursionsformel fiir die Hermite-Polynome

1
ZHN(Z) = NHN_l(Z) + §HN+1<Z) (515)
erhélt man mit z = \/apxp und (5.14) die Rekursionsformel fiir die Funktionen A;

_ 1
raAN(zp;ap) = NAn_1(zp; ap) + PA,AN(zp;ap) + E/\NH@P; ap) (5.16)
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mit
PA, =P, — A,. (5.17)

Durch Einsetzen von (5.16) in

n+14n
ol = Z dﬁrl’"AN(mp; ap)
N=0
n+n _
= Z dgfnl’AAN(SL’p; Oép)
N=0
n+n _ L 1
= Z dy' |:NAN—1(5CP§ ap) + PAAx(zp;ap) + gANJ,-l(xP; ap)
P

N=0

ergibt sich durch Koeffizientenvergleich die Rekursionsformel fiir die Entwicklungs-
koeffizienten

— _ — 1 —
Ay = (N + 1)di7, + PALAY + 20 N1 (5.18)
P

Analoge Uberlegungen ergeben:
@ — (N + AT, + PB,d + idﬁ,ﬁ_l (5.19)
mit
PA, =P, — A,. (5.20)
Der Start fiir die Rekursion ergibt sich aus
202 =1=dy. (5.21)

Fir N >n+m ist djf' = 0.
Damit gilt fiir die Ladungsverteilung
n+n I+l m+m )
Q= Eu Z Z Z A didi" Ay (zp; ap)AL(yp; ap) A (zp; ap) exp(—apry)
N=0 L=0 M=0
n+m I+l m+m )
= E[J Z Z Z d%ﬁd%dﬁmANALAM exp(—ozpr%), (522)

N=0 L=0 M=0

da fiir die anderen Vorfaktoren analoge Entwicklungen zu (5.12) gelten.
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Das einfachste Einelektronenintegral ist das Uberlappungsintegral

Sty = / Qpydr

[e.e]

n+m 1+l m+m

= By > Y dvdidyr / AnApAy exp(—apry)dr

N=0 L=0 M=0 v

~~

ON,00L,00M,0 (%) o

o T 3/2

= Epdymdtdrm (—) : (5.23)
ap

das einfach iiber die entsprechenden Entwicklungskoeffizienten ausgewertet werden

kann.

5.2 Integrale fiir die Storungstheorie in der Mass-
Velocity-Darwin-Naherung

Fiir die Berechnung der relativistischen Energiekorrekturen und der relativistischen
Korrekturen zu den Kriften auf die Atomkerne miissen Integrale des MV-Operators
hy, des D1-Operators hy)) und des D2-Operators g.>  sowie die Integralableitun-
gen OhyY /0w, Ohy) [Ox und dgy0z,5 /O berechnet werden.

Die Implementlerung der Matrixelemente des MV- und des D2-Operators erfolgt
nach dem Schema von McMurchie und Davidson. Die Integrale und die Integralab-
leitungen des D1-Operators folgen direkt aus der Berechnung der Funktionswerte
an den Kernpositionen.

5.2.1 Integrale iiber den Mass-Velocity-Operator

Die Integrale des MV-Operators (3.52) tiber die Basisfunktionen x,, und x, enthalten
den Impulsoperator zur vierten Potenz. Daher mufl das Integral iiber die primitiven
GauBfunktionen ®; an Zentrum A und ®; an Zentrum B

(®r[p’|@s) = (21 p* - p?| D)
o L 2 0 2 o & (5.24)
=Y d S t2:5751+255 2 d
< 1‘( +84+8z4+ D2 Oy? + 8x28z2+ 8y282)‘ J>
ausgewertet werden.
Hierbei ist es unerheblich, ob der Operator auf ®;, ®; oder auf beide Funktionen
wirkt.
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Bei der Berechnung der Integrale im quantenchemischen Programmpaket ACES2
wirken Einelektronenoperatoren immer nach rechts. Um die vorhandene Struktur zu
nutzen, wurde die Implementierung aller neuen Integrale analog durchgefiihrt.

Der erste Typ der Integrale beinhaltet die vierte Ableitung einer kartesischen Gauf-
funktion nach x:

o 9 L _ _ e
/_OO@I@(DJdr = Eylam-1)7m-2)7m—3)dy™ !

—2apn(m — 1) (47 — 2)d)"

+4ag(6n(n+ 1) + 3)dy" (5.25)

—8a% (47 + 6)dy "t

- i -\ 32
+16oz4Bdg’n+4} el famm (—) .
ap

Die vierte Ableitung einer kartesischen Gaufifunktion taucht bereits bei der zweiten
Ableitung der kinetischen Energie nach den Kernkoordinaten auf, die fiir die Be-
rechnung von analytischen Ableitungen, zum Beispiel fiir Schwingungsfrequenzen,
benétigt wird.
Die zugehorige Integralableitung hingegen erfordert die fiinfte Ableitung der Basis-
funktionen, wofiir die entsprechenden Entwicklungskoeffizienten fiir die Vorfaktoren

implementiert werden mufiten.
Da ®; nur von r — B abhéngt, gilt fiir die Ableitung des Integrals (5.24) nach einer

Kernkoordinate B,:
0
8—Bm <(I)[ ‘p4‘ (I)J> = <(I)[ 8—Bxp4 (I)J> = — <(I)[ (I)J> . (526)

Das entsprechende Integral iiber die primitiven Gaufifunktionen ergibt sich aus:

9 4
%P

[e%s) 5 _
/ (I)I%(I)Jdr = Eyla@m-1)7—2)(7[—3)(m—4)dg™ "

—2apn(m — 1)(7m — 2)(5m — 5)d)"
+4a%m(107° + 5)dg™ " (5.27)
—8a%,(m(10m 4 20) + 15)dy ™

3/2
n,m n,mn 1 rmm ™
+16a% (57 + 10)dy ™ — 32a%dy ™) el fo <a—P> :

5.2.2 Integrale iiber den Einelektronen-Darwinoperator

Die Integrale iiber den D1-Operator (3.57) enthalten eine Dirac-Deltafunktion. Diese
Integrale kénnen direkt iiber die Funktionswerte der primitiven Gaufifunktionen an
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den Kernpositionen ausgewertet werden.
Fiir das Matrixelement ergibt sich:

(wfivfon) - S geto e
h2
= 55 Z Zx® (K — A)®,;(K — B) (5.28)
T NS (e A, — AK. — A"
2m?2c?

(Kx - Bx)ﬁ(Ky - By)l(Kz - BZ)m
exp(—aark 4 — aprip) (5.29)
mit
rka=K—-—A und rgp=K-B. (5.30)
Die Matrixelemente der Integralableitung werden ebenfalls direkt {iber die Funkti-
onswerte der entsprechenden Integrale berechnet.

Fiir den Fall, dafl beide Basisfunktionen ®; und ®; das gleiche Zentrum besitzen,
muf} das folgende Matrixelement ausgewertet werden:

o(efle) | o g ny
0K,  m2e2 L 0K, J
00,(L—-A)
+Z,0,(L — A)T>. (5.31)
Fiir die Ableitung der Basisfunktionen nach einer Kernposition
00;(K—-A . "
I(aTZ) = [n(Kx — A" = 204(K, — A,) +1}
(K, — A (K, — A.)™ exp(—aari4) (5.32)
miissen die Sonderfille fiir n = 0 und n = 1 explizit bei der Programmierung

beriicksichtigt werden. Besitzen die beiden Basisfunktionen unterschiedliche Kerne

als Zentrum, mufl sowohl die zuvor besprochene Ableitung nach K als auch die

Ableitung nach der Position der Basisfunktion ®;(A) berechnet werden. Bei der
Implementierung wird dann

02;(K—-A) 09/ (K—-A)

oK. = oA (5.33)

ausgenutzt.
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5.2.3 Integrale iiber den Zweielektronen-Darwinoperator

Die Implementierung der Integrale des D2-Operators (3.77) wurde von Klopper in
[167] ausgehend von den Rekursionsformeln fiir die nichtrelativistischen Zweielek-
tronen-Coulomb-Integrale beschrieben.

Die nichtrelativistischen Zweielektronen-Coulomb-Integrale kénnen, wie die Einelek-
tronenintegrale, iiber die Hermiteschen Gauflfunktionen dargestellt werden [46]:

1
Guvpe = <(I)I(I)K‘T_12‘(I)J(I)L> (534)

na+npla+lp ma+mp nc+np le+lp me+mp

:EABECDNZZO;)MZ:O ZZ

N'=0 L'=0 M’'=0
1
Ay AP YA AN AP AP [N LM | — |N'L' M
12
mit

[NLM%\N’L’M'} - / / Aw(@p)AL(yp)har (z0) exp(—apr?y)  (5.35)
1

T—HAN'(f’fQ)AL’(yQ)AM'(ZQ) exp(—agrig)dridr,.

Diese Funktion ist wieder durch Ableitungen nach den Koordinaten P, P, ...
definiert:

1y, oY/ o \* o \M 1
[NLM\T—H}NLM}:<0—P$> (a—Py) ---<8Qz) [ooo\r—m}ooo}. (5.36)

Nach Boys [40] kann das Grundintegral

1
[ooo\r—\ooo] = Mo Fo(T) (5.37)
12
mit der Fehlerfunktion
1
Fo(T) = / exp(—Tu?)du (5.38)
0
ausgewertet werden. Dabei ist
27r/2
P 5.39
0 apagy/ap + agQ ( )
und
=—PQ mit PQ = (P, —Q.)"+ (P, — Q)"+ (P. —Q,)". (5.40)

ap +aq

~
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Da T nur Kombinationen von P — Q beinhaltet, gilt:

<8gm)N,g(T) - <_a?am>N,9(T> (5.41)

fiir jede beliebige Funktion ¢g(7"). Und damit ist

[NLM| S IN'L'M') = Ao(—=1)N M R v 1 e (5.42)

T12

Die Hilfsfunktion Ry, ist durch
aNY o\ o \M
(%) (%) (a_) Fo(T) (5.43)

T =~(a® +b* + %) (5.44)

mit

definiert.
Fiir die Erzeugung aller Ry bis zu einem maximalen Wert von N + L + M sind
Rekursionsformeln niitzlich, die aus dem allgemeineren Integral

Rnpaj :(_W)N+L+M(_27)j

L LMo ) (5.45)
/ uN TR G (Ayaw) Hi (Vybu) H g (VAyew) exp(Tu?®)du
0
abgeleitet werden.
Mit
1 .
Fy(T) = /O u* exp(—Tu?)du (5.46)
ergibt sich
Ropoj = (—27)ij(T)- (5.47)

Aus den Rekursionsrelationen fiir die Hermite-Polynome folgen die Rekursionsrela-
tionen fiir RNLMj:

RO,O,M—i—l,j = CRO,O,M,j-H + MRo,o,M—l,jJrl (5-48)
Ror+i,m; = bRorwmj+1+ LRo -1 41 (5.49)
Ryiiomy = aBRnpaj+1 + NRy_1,omj+1- (5.50)
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Damit konnen die bendtigten Ry (gegeben als Rypa0) mit Hilfe einer Tabelle der
Fehlerfunktionen F;(T") fiir alle Werte des Indexes j von 0 bis zu einem Maximum
von N + L + M generiert werden.

Fiir die Auswertung des D2-Integrals miissen Zweielektronenintegrale iiber eine §-
Funktion ausgewertet werden [167]:

[000[6(r12)|000] = /dr1 exp(—aprfp)/dm exp(—agrip)d(riz)

= /dr1 exp(—aprip — agrip)

— exp(—T) (L)m. (5.51)

ap + ag

Analog zu (5.37) wird das D2-Integral mit einer Funktion Fy(T') dargestellt:

T T T 3/2 ~
~3 [000]6(r12)|000] = —3 exp(—T) <m) = Mo Fo(T). (5.52)
Damit ist
- 1
Fo(T) = (=27) 5 exp(=T). (5.53)
Die Berechnung der entsprechenden Hilfsfunktion
1 .
Rigo; = 75(=27) " exp(=T) (5.54)

4c2

erfolgt durch eine Modifikation von (5.47).
Die Ableitung des D2-Integrals
0

aTq)[q)K‘é(Tlg)‘q)Jq)L> = /drlfbl(rl,A)<I>J(r1,B)CI)K(rl,C)CI)L(rl,D) (555)
weist, analog zu den Integralableitungen der Zweielektronenwechselwirkung, keine
Ableitung des Operators auf. Die vorhandene Struktur fiir die Berechnung der In-
tegralableitungen kann ohne Anderung verwendet werden.
Der Beitrag fiir den Einzentrenfall (wenn alle Basisfunktionen am gleichen Kern
lokalisiert sind) entféllt aufgrund der Translationsinvarianz.
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5.3 Integrale fiir die Direkte Storungstheorie

5.3.1 Einelektronenintegrale fiir die Matrixelemente der klei-
nen Komponente mit dem Kernelektronpotential
Fiir die DPT-Korrektur zur Energie miissen Integrale iiber das Kernelektronpotenti-

al Vi, mit der kleinen Komponente der Wellenfunktion berechnet werden (vergleiche
(4.11)). Das fiihrt zu Integralen der Form

Ve D*D;

R,

0<I>J

()] TV [03)) = (] (T ) 15522 + (1 Vi
(0] (T ) 1520 + (@il

OVke 8(13 8 <I>
(o] (T ) 152 + (@iltial 5
Das Kernelektronpotential entspricht:

Vie = Y _ Zerg. (5.57)
C

=) (5.56)

In Gleichung (5.56) treten zwei Typen von Integralen auf. Einer der Integraltypen
enthélt die Ableitung des Operators und der Gaufifunktion:

0 0P or;t o
<<I>1}< ro )} J> /drleyAzA exp(—aar?y) ; e (xBszB exp(—apry))

n+a+1l I+l m+m 8r‘1 (558)
_E,JZZZdFlLlM [NLM| C}
mit
dy =7dp" " — 20pdd" (5.59)
Das Integral
o oNY 7/ a\L/ o\ M »
[NLM|rg'] = <8Px) or,) \oF [000[rs'] (5.60)

kann {iber partielle Ableitungen eines Grundintegrals definiert werden, wobei dieses
mit der Fehlerfunktion Fy(7) verkniipft ist:
27

[000[r5'] = () mit T = apCP . (5.61)
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Mit der Hilfsfunktion Ry, ergibt sich

[NLM|rz'] = i—WRNLM (5.63)
P

Da der Operator von (r — C) abhéingt, gilt:

or;t or;!
8; = _ag : (5.64)

Desweiteren ist 7' nur von (C — P) abhéngig (vergleiche (5.61)). Daraus folgt:

0

[ 2
8P

NLM|rg }:a—PRNHLM (5.65)

8rc} 0

VLM ] = -2 |

NLM|r'] =

Der andere Integraltyp beinhaltet die zweite Ableitung der Gauffunktion und ist
von Integralen zur Berechnung der Hesse-Matrix bekannt:

8 (I)J n+n+2 1+l m+m
(@i|rct[ 55 ) = Err D D2 D diel i Rueu (5.66)
N L M
mit
dy =7 — 1)dy™? = 2a(20 + 1)dy" + 4asdy ™. (5.67)

Fiir die Ableitung der Integrale nach den Kernkoordinaten mufl sowohl die Ableitung
der Gauifunktion als auch die Ableitung des Operators nach den Kernkoordinaten
in Betracht gezogen werden.
Da

0 0

a5 = 5,0 (5.68)

gilt, ergibt sich fiir die Ableitung des Integrals (5.56) nach der Kernkoordinate B,

ain<(I>I(A)\Vr51V}<I>J(B)> = <®I(A)\Vrglv\%q>J(B)>

81"_1 9P 02D
_< I‘ ‘ 8$2J> <(I>I}r 1} J> (5 69)
81“_1 9*P B 8 P )
<(I)I‘ ‘8$a;> + <(I)I‘r01‘ 8$a;2
81“_1 8 (I>J 1 83<I>J
(0| 2 Py gt L0y
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mit

81' a (I)J n+n+2 I+l m+m o
<(I)[‘ ¢ ‘ > = EIJ Z Z Z d%elﬁfﬂ"}mRNH,L,M (570)

Or?

P (IDJ n+n+3 I+l m+m

(@ilre'|55) = B D) ) Z diell [ Ry (5.71)
N L

9 1 92 n+n+1 I++1 m+m
(@ ‘ re ‘8x3;> — By, Z Z ZdN ™ RN 1L (5.72)

83(1)] n+a+1 1+1+2 m+m
(®;|rc!| o) = Ery Z Z Z dNeS I Ry (5.73)

Hierbei ist
dY =a@m—1)(7 - 2)dp™ " — 6agm?d)™ !

n n 5.74
+ 40330+ 3)dyg ™ — 8addg ™. (5.74)
Die Ableitung nach der Kernkoordinate C, fiihrt mit (5.64) zu
0 O -1
o (i Vig'v|es) = —(e]v Cv|e,)
o’rt 0P ar O*P
— (<q>l‘ C ‘ J> <(I)I‘ C ‘ a$2J>
0Pr 8<I> 8r 0P
+{(@r| 5 C\ J> (@] 8y2J (5.75)
o r‘1 0<I> ar—1 PP
< I‘@xac‘ J> < I‘ " ‘ 8z2J>)‘
Hierbei miissen die zusétzlichen Integrale
52 Od n+a+l I+ m+m -
<(I>I} 8;§ } J = Eu Z Z Z dllifelLlfJ\n}mRN—i-ZLM (5.76)
a o n+n I+H+1 m+m
I} a;acy} 1y = EIJZ Z Z Ay er fim Ry v m (5.77)
aral 02(I>J n+7 I+H+2 m+m

(@] o | a2 ”Z Z Z el fii" Ry o (5.78)

ausgewertet werden.
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5.3.2 Integrale fiir die Reorthonormalisierung

Die Integrale fiir den Reorthonormalisierungsterm (4.12) entsprechen denen fiir die
kinetische Energie mit dem einzigen Unterschied, dafl diese bei der Berechnung des
entsprechenden Energiebeitrags mit den Elementen der energiegewichteten Dichte-
matrix W, statt der Dichtematrix D, kontrahiert werden miissen.

Fiir die Berechnung der Energiekorrektur miissen Integrale der Form

T+ @l + ()55

und fiir die relativistischen Korrekturen zu den Kraften auf die Atomkerne miissen
die Ableitungen dieser Integrale nach der Kernkoordinate B,

PP >’ PP
J> < I‘a 8;2>+<(I)1‘8Ta:2>) (5.80)

implementiert werden. Die Implementierung dieser Integrale wird im Anhang A

(®r|p?|®s) = —h* ((®s] (5.79)

<<I>f\p @) = 0*((®1]

veranschaulicht.

5.3.3 Zweielektronenintegrale fiir die Matrixelemente der
kleinen Komponente mit dem Potential der Zweielek-
tronencoulombwechselwirkung

Fiir die Berechnung des Zweielektronenbeitrags miissen Matrixelemente der klei-

nen Komponente mit dem Operator fiir die Zweielektronenwechselwirkung (4.13)

bestimmt werden.
Zu betrachten sind Integrale der Form

<<I>A<I>C\V1iv1 + V2iv2\q>3q>D>

(2 w(%‘f;f)%>+<%<%‘i:>u—a ( )>

5.81)
0D, 0P 9P (
(G ) el (52) wod+ oa (50 |- fow
12
0P 4 0dp 8<I>C
bo|— o o — :
+<(8Z1) o\m\(%) o)+ (e (G0 ) | fow (522))
Mit den Entwicklungskoeffizienten
dﬁB = nAan"NA_1’"’3_1 — 2oanAd}A_1’"B+1
na+lnp—1 na+lng+1 (582)
— QQAanNA B —|—4OéAOéBdNA B
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und analogen Ausdriicken fiir e2B, ... fiP (diese sind bereits fiir die Berechnung

zweiter Ableitungen vorhanden) erfolgt die Implementierung anhand von

1 1
(PAPc|V1I—V1+ V33—V, |Ppdp)
712 712

= FEapEcp
na+np+2la+lp ma+mp nc+np loc+lp mg+mp

AB lalp pmamp jnenp lch mcmp
ZZZZZZdN%fMd fii
/ /
na+ng lA+lB+2 ma+mp nc+np lg+lp mg+mp
+ E E E E E E dnAnB ABfmAdenan lClDfmCmD
M
/ /
na+npg lA—HB mA+mB+2 nc+np lo+lp meg+mp
Lal lcl
+ E E E E E E dnAnB A Bf dnan c, Dfm/C’mD
/ /
na+npg lA—HB ma+mp nc+np+2lc+lp mg+mp
+ E E E E E E dnAnB lAlemAdeCD lchfmcmD
M
/
na+npg lA—HB ma+mp nc+np lo+lp+2meg+mp
+ E E E E E E dnAnB lA'HBfmAdenCnD CDfmCmD
M
na+ng lA-I-lB ma+mp nc+np lc-HD mC+mD+2

UDVID VD DEDUID DD DI A i

RN+N',L+L/,M+M'- (5.83)

Fiir die Implementierung der Ableitung der Integrale werden die Ableitungen nach
den Kernkoordinaten A, B, C und D benétigt.

Bei der Ableitung des Integrals (5.81) nach der Kernkoordinate A, treten neue
Entwicklungskoeffizienten dA*P auf, welche implementiert wurden.

Die Ableitung nach der Kernkoordinate A, beinhaltet:

0
( (01’?) @c\vl—vl + Vg—vg\@BcbD> (5.84)

() oel- (%if) 20) + () 2l (550) 20
() ol () 2o+ < (5r) (s ) Ilos (522
(5er) () 1t ()< (5) (5 oo (522
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Die Berechnung der Integrale erfolgt geméf

(22) 1 (2

= FEapEcp
na+np+3la+lp ma+mp nc+np lc+lp me+mp

Z Z Z Z Z Z dAAB lAlB mAdenan lClDfmCmD
RN+N/,L+L/,M+M' (5.85)
mit den Entwicklungskoeffizienten
= na(ng — Dngdit 2"~ — 202 (2n4 + Dngdit ™2 ™!
+40 npdyt TP — 2apna(ng — 1)dy 2T (5.86)

+4OAA(IB(27’LA -+ 1)dnA,nB+1 8OzA BdnA+2 np+1

9P 4 1 8<I>B)
b — o
< (axl&yl) C‘le‘ ( ayl D>

= EapEcp

AAB
dN

sowie

na+np+lia+ip+2ma+mp nc+np le+lp me+mp

S S DD Db Sl SR

RN+N',L+L/,M+M' (5.87)

A

mit dem bereits diskutierten Entwicklungskoeffizienten 2" und dem Entwicklungs-

koeffizienten
dy = nady =" — 20 ,d T (5.88)

der in den Integralableitungen fiir die erste Ableitung der Energie auftritt.

Eine explizite Herleitung der Entwicklungskoeffizienten dyy, da¥ und dA*® wird aus
den im Anhang A vorgestellten Ableitungen von Gauffunktionen ersichtlich.
Desweiteren soll erwihnt werden, dafl fiir die Ableitung nach der Kernkoordinate
B, der Entwicklungskoeffizient dAPP auftritt.

So ergibt sich das Integral

()t ()

= FEapEcp

nat+np+3la+lp ma+mp nc+np le+lp me+mp

Z Z Z Z Z Z dABB lAlemAdenan lchfmCmD

RN+N’,L+L’,M+M’ (5.89)
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mit dem Entwicklungskoeffizienten

ABB
dN

na—lnpg—2 na+lng—2
dN dN

nAnB(nB — 1) — 20&A’N,B<HB — 1)
—2apn4(2np + D)d " + dasapnp(2ng + DdiA ™" (5.90)

2 na—1npg+2 2 ma+lnp+2
+apnady' ™" — 8asapdyt T,
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Kapitel 6
Implementierung

Programme zur Berechnung von relativistischen Korrekturen zu Energie und Ener-
giegradienten wurden im Rahmen des quantenchemischen Programmpaketes ACES2
(Mainz-Austin-Budapest Version) [121] erstellt, wobei ausgenutzt wurde, daf§ mit
ACES2 analytische erste und zweite Ableitungen der HF-, MP2- und CC-Energie
[122-127] berechnet werden konnen. Um die entsprechenden Korrekturen zu er-
halten, miissen die ,relativistischen“ Integrale und Integralableitungen berechnet
werden und mit den ungestorten, beziehungsweise den gestérten Dichtematrizen
kontrahiert werden (siehe Kapitel 4).

Die fiir die Berechnung der relativistischen Energiekorrekturen und Korrekturen der
Krifte auf die Atomkerne erforderlichen neuen Programmteile und Modifikationen
in ACES2 werden im folgenden diskutiert.

6.1 Berechnung der Integrale

Die benétigten Integrale iiber die relativistischen Operatoren wurden im Rahmen des
Integralableitungsprogramms vdint von ACES2 implementiert (vergleiche Kapitel
5). Die Berechnung der Einelektronenintegrale erfolgt dabei in dem Unterprogramm
onedrv.f.
Folgende Integrale konnen mit der entsprechenden modifizierten Version von vdint
berechnet werden:

hyY und 0h),Y /ORk  in p4int.f

hpwund Oh)) /ORx in darwin.f

heYP und ORRYP /ORk  in dptpvpl.f

Siey und 955 /ORk  in reoint.f
Fiir die Berechnung dieser Integrale werden zusétzliche Ableitungen der primi-
tiven Basisfunktionen benétigt, dafiir wurden die Unterprogramme mdodc.f und



Kapitel 6: Implementierung

dptodc.f erstellt.

Die relativistischen Energiekorrekturen werden durch die Bildung von Erwartungs-
werten (Kontraktion der relativistischen Integrale mit den ungestorten Dichtema-
trizen) erhalten:

AEMV  in averp4.f
AEP! in averdw. f
AEPYPLin averpvp.f
AFE™  in avereo.f

Die Zweielektronenintegrale werden in dem Unterprogramm twoint.f berechnet.
Fiir die Berechnung der D2-Korrektur (g.?,,) wird twoint.f durch das Unterpro-
gramm twodarwin.f ersetzt, wihrend die Berechnung der pVp2-Korrektur (gﬁ,\g})
in twodpt. f erfolgt. Die AO-Integrale werden in allen Féllen in dem Unterprogramm
intder.f berechnet.

Fiir die Berechnung des D2-Beitrags wird das von intder.f aufgerufene Programm
r000.f wie in Abschnitt 5.2.3 erldutert modifiziert, was zu der neuen Routine
rx000. £ fithrte. Fiir die Berechnung des Erwartungswerts kann die vorhandene Pro-
grammstruktur unverdndert genutzt werden.

Die Berechnung des Zweielektronenbeitrags der DPT erforderte umfangreiche Verédnde-
rungen der AO-Integralberechnung. Das Unterprogramm r000.f wurde entspre-
chend modifiziert, um den korrekten Vorfaktor (vergleiche Gleichung (5.54)) mit-
einzubeziehen. In cint1.f werden die Entwicklungskoeffizienten d"”,... mit der
Hilfsfunktion Rxin/ r+1,m+am multipliziert und in cint2.f wird das erhaltene
Produkt mit den Entwicklungskoeffizienten dy"?, ... multipliziert. Fiir die DPT-
Integrale mufiten diese Routinen wie folgt modifiziert werden. Fiir die Berechnung
der Terme in den ersten drei Zeilen von Gl. (5.83) werden in cildriv.f die verdnder-
ten Entwicklungskoeffizienten d47,... benutzt und c2driv.f bleibt unverindert.
Fiir die Terme in den letzten drei Zeilen von Gleichung (5.83) geschieht dies um-
gekehrt. Die Entwicklungskoeffizienten d4Z, ... und d4PP, ... fiir die Integralablei-
tung 895,\/’50 /O0z mufiten neu hergeleitet und Programme (Unterprogramme dertaab. f
und dertabb.f) zu deren Berechnung erstellt werden.

6.2 Berechnung relativistischer Korrekturen zu den
Kriaften auf Atomkerne

Wihrend fiir die Berechnung der relativistischen Korrekturen zur Energie keine Ab-
speicherung der relativistischen Integrale erforderlich ist, ist eine solche fiir die Be-
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rechnung der relativistischen Beitrige auf die Atomkerne erforderlich. Fiir HF-SCF-
Berechnungen gentigt dazu die Abspeicherung der entsprechenden Fock-Matrix

Fit = hia 4+ Doty (6.1)
po

mit der dann im Modul cphf die CPHF-Gleichungen gelést werden konnen. Fiir
Berechnungen mit Beriicksichtigungen der Elektronenkorrelation miissen hingegen
auch die relativistischen Zweielektronenintegrale abgespeichert werden. Diese wer-
den dann im Modul sdcc von der AO-Basis in die MO-Basis transformiert und
dort fiir die Losung der gestorten CC-Gleichungen benétigt. Fiir die geometrischen
Ableitungen der relativistischen Integrale ist hingegen keine Abspeicherung erforder-
lich, da diese sofort nach der Berechnung mit den entsprechenden Dichtematrizen
kontrahiert werden.

6.2.1 Coupled-Perturbed-Hartree-Fock-Gleichungen in der
relativistischen Storungstheorie

In Abschnitt 2.4.5 wurde bereits die CPHF-Theorie fiir die Berechnung zweiter Ab-
leitungen diskutiert. In dem vorliegenden Abschnitt entspricht die Storung x (fiir die
keine Losung der CPHF-Gleichungen erforderlich ist) den Kernkoordinaten und die
Storung y (fiir die hingegen die CPHF-Gleichungen gelost werden miissen) entspricht
dem relativistischen Storparameter A.q.

Im Rahmen der MVD-Néherung héngen die Basisfunktionen x,, und damit auch die
Uberlappungsmatrix S nicht von dem relativistischen Stérparameter ). ab, daher
vereinfacht sich Gleichung (2.84) zu

ZAaibjUI));rel _ _féjrcl). (6.2)
bj
In der DPT hingegen entspricht
Sia) = CupSjiCug (6.3)

und somit muf} hier der Reorthonormalisierungsbeitrag berticksichtigt werden.
Die entsprechenden Modifikationen im Modul xcphf umfassen vor allem die Trans-
formation von F2 und S2, in der MO-Basis. Die dazu verwendeten Routinen sind

formrel.f im Falle der MVD-Néaherung und formdptl.f und formdpt2.f im Falle
von DPT.
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6.2.2 Gestorte Coupled-Cluster-Wellenfunktionsparameter
im Rahmen der relativistischen Storungstheorie

Fiir den in ACES2 implementierten asymmetrischen Ansatz fiir die Berechnung von
zweiten Ableitungen der CC-Energie miissen die gestorten CC-Gleichungen (2.65)
und die gestorten A-Gleichungen (2.66) fiir die relativistische Stérung gelost werden
[126].

Die entsprechenden Modifikationen in sdcc umfassen hauptséchlich organisatori-
sche Aspekte in dem Sinne, dafl die korrekten gestorten Integrale bei der Losung der
gestorten Gleichungen verwendet werden. Um den Speicheraufwand etwas zu redu-
zieren werden im Modul sdcc auch partielle AO-Algorithmen benutzt. Diese stehen
auch bei der Berechnung der relativistischen Korrekturen zu Energiegradienten zur
Verfiigung.

6.3 Fluldiagramm fiir die Berechnung relativisti-
scher Energiekorrekturen und relativistischer
Korrekturen zu den Kriften auf Atomkerne

In Abbildung 6.1 ist die Berechnung relativistischer Energiegradienten anhand ei-
nes FluBdiagramms dargestellt. Die Losung der HF-SCF-Gleichungen mit den un-
gestorten, das heit nichtrelativistischen AO-Integralen h,, und g,,,, ergibt die
ungestorte HF-SCF-Dichtematrix ijVF —SCF it der sowohl die nichtrelativistische
HF-Energie Eup_scr als auch die relativistische Energiekorrektur AEWL oop be-
rechnet werden. Entsprechend werden die CC-Energie Ecc und relativistische Ener-
giekorrektur AE%L nach Losung der ungestérten CC-Gleichungen (2.37) und A-
Gleichungen (2.61) ebenfalls durch einfache Bildung von Erwartungswerten der ent-
sprechenden Integralen mit den CC-Dichtematrizen D, I',,, und I, erhalten.
Die gestorten HF-SCF-Dichtematrizen 8D5VF —SCF /OArel werden mit Hilfe der CPHF-
Gleichung berechnet. Die gestérten CC- und A-Gleichungen liefern die gestorten
CC-Dichtematrizen 0D, /01, 01,,/0Ae und 0L, 5 /OArel. Die gestorten Zwei-
teilchendichtematrizen O, » /OArel und die ungestérten Zweiteilchendichtematrizen
I',ps werden von der AO- in die MO-Basis transformiert. Um die relativistischen
Energiegradienten zu erhalten, werden noch die Ableitungen der nichtrelativistischen
Integrale 0h,,, /ORk und ag;{—”l’:’ sowie der relativistischen Integrale R, /Ry und

rel
65’1‘1—“}’:’ nach den Kernkoordinaten berechnet und diese mit den (gestorten) Dichte-

matrizen kontrahiert.
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6.3. FluBdiagramm fiir die Berechnung relativistischer Energiekorrekturen und
relativistischer Korrekturen zu den Kraften auf Atomkerne

Berechnung ungestorter AO-Integrale
hyw und 00

!

Losung der HF-SCF-Gleichungen — DEVF —SCF Fyr_scF

!

Transformation der Integrale
von der AO- in die MO-Basis

-

Losung der ungestorten CC-Gleichungen (2.37) 15
und A-Gleichungen (2.61) — Dyq, Upgrs, Ipg ce

-

Berechnung relativistischer Integrale el el
rel AEHp_gcp und AEEG
nvpo

rel
Ry, und g
!
Losung der CPHF-Gleichungen (2.84)

. N DI -SCF
flir eine Stérungen A, — — 55—
re

!

gestorte CC- (2.65) und A-Gleichungen (2.66)

. ) . ODpy  pgrs  Olpg
fiir eine Storung Ay losen — vl wratlw

-

Riicktransformation der gestorten
Dichtematrizen von der AO- in die MO-Basis

-

Riicktransformation der ungestorten
Dichtematrizen von der AO- in die MO-Basis

!

Berechnung der Ableitungen der Integrale
ahuu agp.upo' u d ahzcul ag;rl,culpo

ORk’ ORk ORk '’ ORk
-
Kontraktion der (gestorten) Dichtematrizen mit OAEIL ooy N B,
den Integralen (vergleiche (2.64) und (2.69)) oRx M ToRk
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Abbildung 6.1: Fluldiagramm fiir die Berechnung relativistischer Energiegradienten.






Kapitel 7

Anwendungen

Im anwendungsbezogenen Teil dieser Arbeit werden die relativistischen Effekte auf
Energien und Strukturparameter von Molekiilen untersucht. Die relativistischen
Energiebeitrdge im Rahmen der MVD-Néaherung und der Direkten Stérungstheo-
rie wurden in der Literatur bereits diskutiert (siche zum Beispiel [104, 167] und dort
zitierte Literatur). Dabei wird immer wieder die Frage gestellt, welche Basisséitze bei
der Berechnung dieser Korrekturen verwendet werden sollten. Somit wird in dieser
Arbeit zunéchst die Basissatzabhingigkeit untersucht, um die optimalen Anforde-
rungen fiir hochgenaue Rechnungen zu ermitteln.

Die Basissatzanforderungen fiir die Berechnung relativistischer Korrekturen zu Struk-
turparametern werden ebenfalls untersucht. Die Berechnung dieser relativistischen
Beitrage miindet schliellich in einem anwendungsbezogenen Projekt.

7.1 Relativistische Energiebeitrige

Anhand zweier Beispiele, Fluor- und Chlorwasserstoff, werden die einzelnen Beitréige
diskutiert, insbesonders in Bezug auf ihre Basissatzabhéngigkeit und ihre Gréfien-
ordnung. Desweiteren werden die einzelnen Beitrédge zu den relativistischen Kor-
rekturen auf die Energien und die Bildungsenthalpien der Molekiile des HEAT-
Projektes (HEAT ist das Akronym fiir High-accuracy extrapolated ab initio thermo-
chemistry) diskutiert.

7.1.1 Basissatzabhingigkeit

Die Basissatzabhéngigkeit wird fiir die Hierarchie der Basissitze cc-pCVXZ [169]
diskutiert. Diese Basissidtze sind speziell fiir Rechnungen konstruiert worden, die
die Elektronenkorrelation beriicksichtigen (cc steht fir correlation consistent). Des-
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weiteren beinhalten diese Basen steile Polarisationsfunktionen, die eine adiquate
Beschreibung der Korrelationseffekte fiir die Elektronen in den Innerschalenorbi-
talen ermoglichen (C steht fiir core). Da sich relativistische Effekte besonders im
kernnahen Bereich auswirken, ist es wahrscheinlich am besten, alle Elektronen in
die Korrelationsbehandlung miteinzubeziehen.

Tabelle 7.1: Basissatzabhéngigkeit der relativistischen Energiekorrekturen des Fluor-
wasserstoffmolekiils fiir die Basissidtze cc-pCVXZ (X = D, T, Q und 5) in der
CCSD(T)-Néherung. Die Molekiilstruktur, die in der CCSD(T')-N&herung mit dem
cc-pCVQZ-Basissatz erhalten wird, wurde den Rechnungen zugrunde gelegt. Die
Energiekorrekturen sind in Hartree angegeben.

X AEMV AEDl AEDQ

D —0,409115 0,322663 —0,004790

T —0,411437 0,324457 —0,004692

Q —0,417571 0,330391 —0,004617

5 —0,420324 0,333004 —0,004575

X AEﬁp\/pl AEﬁReO AEiprZ

D —0,181786 0,053190 0,037381

T —0,182295 0,053282 0,037401

Q —0,182533 0,053358 0,037372

5 —0,182606 0,053395 0,037358

X Eynr_scr AFEccsp(r) AFEnvpi A FEyivp AFEppr
D —100,019729 —0,250708 —0,086452 —0,091243 —0,091215
T —100,058248 —0,341661 —0,086979 —0,091671 —0,091612
Q —100,067848 —0,370162 —0,087180 —0,091797 —0,091803
5 —100,070495 —0,379909 —0,087320 —0,091895 —0,091853

In Tabelle 7.1 sind die relativistischen Energiekorrekturen auf dem CCSD(T)-Niveau
mit den Basissidtzen cc-pCV X7 angegeben. Wie auch in Abbildung 7.1 verdeutlicht,
werden fiir die Berechnung des MVD1-Beitrags zwei Zahlen der gleichen Gréflen-
ordnung voneinander abgezogen. Der MV-Beitrag A Eypy ist immer negativ und der
D1-Beitrag /A Ep; ist immer positiv. Beide Energiekorrekturen sind vom Betrag her
etwa gleich grof}, wobei der Betrag von A FEp; geringfiigig kleiner ist. Der Betrag der
D2-Korrektur A Eps ist zwei Groflenordnungen kleiner als A Fyy und AEp; und
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Abbildung 7.1: GréBlenordnung der relativistischen Energiebeitrage zur CCSD(T)-

Energie des Fluorwasserstoffmolekiils (cc-pCV5Z Basissatz).

eine Groflenordnung kleiner als die Summe der beiden Beitriage. A FEps tragt immer
ein negatives Vorzeichen. Die MVD1-Korrektur A FEyvp; ist damit insgesamt nega-
tiv. Die MVD2-Korrektur A Eypyps ist in der gleichen Gréflenordnung wie A Eyyp:
und, da A FEps negativ ist, etwas kleiner als A Eyyp;.

Der pVpl-Beitrag AE,y, ist der wichtigste Beitrag zur DPT-Energiekorrektur
AFEppr und ist immer negativ. Der Reorthonormalisierungsterm A Fge, ist dem
Betrage nach eine Gréflenordnung kleiner als AE,y,; und in der gleichen Gréfen-
ordnung wie der pVp2-Term A E,ype. Die resultierende Energiekorrektur A Eppr ist
demzufolge immer negativ.

In Abbildung 7.1 wird auch deutlich, dafl im Rahmen der DPT-N&herung der Zwei-
elektronenbeitrag nicht vernachléassighar ist. Im Gegensatz dazu ist es in der MVD-
Néherung moglich, sich auf die Einelektronenterme zu beschranken, was der MVD1-
Néherung entspricht. Die Energiebeitrage A Eyype und A Eppr sind sich sehr dhn-
lich und sollten im Basissatzlimit die gleichen Energiekorrekturen ergeben.

In Tabelle 7.2 sind die relativistischen Energiekorrekturen auf dem CCSD(T)-Niveau
mit den Basissétzen cc-pCV X7Z fiir das Chlorwasserstoffmolekiil angegeben. Es zei-
gen sich zum Fluorwasserstoffmolekiil analoge Verhéltnisse fiir die einzelnen rela-
tivistischen Energiebeitriage. Die resultierenden relativistischen Energiekorrekturen
A Evvp, AEyvpe und A Eppr sind fiir das Chlorwasserstoffmolekiil ungefidhr eine
Grofenordnung grofler als die fiir das Fluorwasserstoffmolekiil.
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Tabelle 7.2: Basissatzabhéngigkeit der relativistischen Energiekorrekturen des Chlor-
wasserstoffmolekiils mit den Basisséitzen cc-pCVXZ (X = D, T, Q und 5) im Rah-
men der CCSD(T)-Néherung. Die Molekiilstruktur, die in der CCSD(T)-Ndherung
mit dem cc-pCVQZ-Basissatz erhalten wird, wurde den Rechnungen zugrunde ge-
legt. Die Energickorrekturen sind in Hartree angegeben.

X AEM\/ AEDl AEDQ

D —5,853915 4,452460 —0,041451

T —5,913583 4,509885 —0,041046

Q —5,933170 4,527611 —0,040536

3 —5,964618 4,558391 —0,040090

X AEﬁp\/pl AEﬁReO AEiprZ

D —2,708838 0,805609 0,460330

T —2,711087 0,806265 0,459933

Q —2,712369 0,806953 0,459573

5 —2,712973 0,807360 0,459428

X EHF—SCF AEiCCSD(T) AEiMVDl AEjMVDZ AEﬁDPT
D —460,089894 —0,382180 —1,401455 —1,442906 —1,442900
T —460,107899 —0,571207 —1,403698 —1,444744 —1,444889
Q —460,111964 —0,648776 —1,405558 —1,446094 —1,445843
5 —460,112628 —0,680493 —1,406228 —1,446318 —1,446186

Beim Fluorwasserstoffmolekiil trigt die relativistische Energiekorrektur ungefihr
0,1% zur Gesamtenergie bei, wihrend der Beitrag der Korrelationsenergie ungefihr
0,3% ist. Hingegen betriagt beim Chlorwasserstoffmolekiil der Beitrag der relativi-
stischen Energiekorrektur ungefihr 0,3% und der Beitrag der Korrelationsenergie
ungefihr 0,1% der Gesamtenergie. Damit wird ersichtlich, dafl die Beriicksichti-
gung relativistischer Effekte fiir Elemente hoherer Ordnungszahlen wichtiger wird.
Die Einelektronenbeitrage hiangen stérker von Z ab als die Zweielektronenbeitrige.
Somit spielen letztere bei leichten Elementen eine gréfiere Rolle. Dies deckt sich
auch mit dem Skalierungsverhalten, dafl man nach der relativistischen ordnungs-
zahlabhéngigen Storungstheorie erwartet [170, 171]. Ferner erwartet man, dafl die
relativistischen Beitriige zu der Elektronenwechselwirkung (skalieren mit o?Z3) fiir
schwerere Elemente in ihrer Bedeutung gegeniiber den relativistischen Einelektro-
nentermen (o>Z*) abnehmen, was sich auch hier zeigt. Demzufolge sollten die rela-
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tivistischen Effekte und die Korrelationseffekte bei leichten Elementen nicht additiv
sein. Bei schweren Elementen jedoch sollte eine Additivitdtsannahme eine zuneh-
mend bessere Niaherung darstellen.

Dies zeigt sich auch hier in der Anderung der relativistischen Korrektur bei Beriick-
sichtigung der Elektronenkorrelation. Bei Fluorwasserstoff betrigt die relative Ande-
rung 0,19%, wihrend bei Chlorwasserstoff lediglich eine relative Anderung von 0,07%
auftritt. Fiir Bromwasserstoff (Zahlenwerte hier nicht explizit aufgefiihrt) ergibt sich
schlieBlich eine relative Anderung von 0,017%.

Tabelle 7.3: Basissatzabhéngigkeit der relativistischen Energiekorrekturen des Fluor-
und des Chlorwasserstoffmolekiils mit den Basissitzen cc-pCVXZ (X = D, T, Q
und 5) im Rahmen der HF-SCF-Methode. Die Energiekorrekturen sind in Hartree
angegeben.

HF HCl
X A FEyivp AFEppr A FEyvivp AFEppr
D —-0,091144 —0,091121 —1,442485 —1,442605
T —0,091394 —0,091393 —1,444440 —1,444444
Q —0,091601 —0,091618 —1,445151 —1,445101
5 —0,091722 —0,091684 —1,445282 —1,445347

In Tabelle 7.3 ist die Basisabhéngigkeit der relativistischen Energiekorrekturen im
Rahmen der HF-SCF-Methode fiir das Fluor- und das Chlorwasserstoffmolekiil an-
gegeben. Wie auch aus Abbildung 7.2 deutlich wird, ist die Basissatzkonvergenz fiir
die CCSD(T)-Methode langsamer als mit der HF-SCF-Methode. Dies hingt damit
zusammen, dafl auch die Gesamtenergie des Molekiils bei Methoden mit Einbezie-
hung der Elektronenkorrelation zumeist langsamer als bei HF-SCF konvergiert.

In Abbildung 7.2 ist desweiteren ersichtlich, daf sich fiir die relativistische Ener-
giekorrektur A FEppr keine schnellere Konvergenz ergibt als fiir die relativistische
Energiekorrektur A FEyvps. Am deutlichsten ausgepréigt ist diese Tatsache im Fall
der CCSD(T)-Energiekorrekturen.
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Abbildung 7.2: Basissatzkonvergenz der relativistischen Energiebeitrage A FEyvpo
und A FEppr zur HF-SCF- und zur CCSD(T)-Energie des Chlorwasserstoffmolekiils.

7.1.2 Relativistische Energiebeitrige im Rahmen thermo-
chemischer Untersuchungen

Das Ziel des HEAT-Projektes [15, 172, 173] ist die hochgenaue Vorhersage thermo-
chemischer Daten mit chemischer Genauigkeit (1 kJ mol™" und besser).
Hochgenaue Rechnungen haben in den letzten Jahren durch die Weiterentwicklung
theoretischer Methoden [33] und die hohere Leistung der zur Verfiigung stehenden
Computer eine bisher unerreichbare Genauigkeit erzielt [15, 174]. Desweiteren ist
auch die Genauigkeit der zur Verfiigung stehenden thermochemischen Daten fiir
kleine Molekiile in den letzten Jahren dank der sogenannten active thermochemical
tables (ATcTs) [175] deutlich verbessert worden und in den Bereich von einigen
Zehntel kJ mol™! (oder 10 cm™?) geriickt.

Fiir die quantenchemische Berechnung der Energiebeitriage mit der angestrebten
Genauigkeit von 1 kJ mol~! und besser ist sowohl eine adiquate Beschreibung der
Elektronenkorrelation als auch die Verwendung eines ausreichend guten Basissatzes
essentiell [176]. Die CC-Theorie eignet sich gut zur Behandlung der Elektronenkor-
relation [31-33, 177], insbesondere da es sich um ein Verfahren handelt, dessen Giite
sich sukzessive durch den beriicksichtigten Anregungsgrad der Wellenfunktion bis
zum FCI-Limit verbessern 1a8t.
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Tabelle 7.4: Beitrage zu den Gesamtenergien der 31 Molekiile des HEAT-Projektes [15]. Die Werte sind in Hartree

angeben. Der Umrechnungsfaktor ist: 2625.4976 kJ mol~! = 1F},.

Spezies EfIOFfsCF AE(OJOCSD(T) AECCSDT AECCSDTQ AEMVDQ AEZPE AEDBOC AESO Total

Ny —108,993257  —0,549274 0,000507  —0,001457 —0,062734 0,005379  0,003982 0,000000 —109,592778
Hy —1,133661  —0,040911 0,000000 0,000000 —0,000014 0,009930 0,000460 0,000000 —1,164192
Fy —198,774570  —0,756425 0,000100  —0,001536 —0,184175 0,002094 0,005175 0,000000 —199,699623
CcO —112,790997  —0,535543 0,000097  —0,000951 —0,071754 0,004946  0,004000 0,000000 —113,385733
02 —149,691925  —0,635217 0,000112  —0,001854 —0,111092 0,003643 0,004711 —0,000012 —150,425135
CqoHo —76,855684  —0,480411 0,000223  —0,000911 —0,032182 0,026296 0,003674 0,000000  —77,336574
C —-37,693774  —0,151041 —0,000466  —0,000030 —0,016310 0,000000 0,001660 —0,000144 —37,858885
CCH —176,183645 —-0,428923 —0,001147  —0,000928 —0,032171 0,013887  0,003503 0,000000 —76,627014
CF —137,239487  —0,551585 —0,000435  —0,000525 —0,108161 0,003004 0,004239 —0,000178 —137,887051
CHs —38,941051 —0,207841 —0,000458  —0,000082 —0,016078 0,017093 0,002161 0,000000 —39,145043
CH —38,284553 —-0,194296 —0,000628  —0,000076 —0,016254 0,006473 0,002063 —0,000067 —38,486113
CHs —39,681308  —0,254300 —0,000408  —0,000120 —0,016052 0,029598 0,002404 0,000000  —39,818969
CN —92,242929  —0,477290 —0,002005  —0,001378 —0,047531 0,004722  0,003629 0,000000  —92,759535
COq —187,725719 —0,876563 0,000567  —0,001753 —0,127036 0,011594 0,006314 0,000000 —188,704787
F —-99,416800  —0,318033 —0,000199  —0,000116 —0,092107 0,000000 0,002591 —0,000574  —99,820399
HSOH —150,852930  —0,711472 0,000227  —0,001280 —0,110795 0,026160 0,005078 0,000000 —151,638530
H,0 —76,067761  —0,371594  0,000033  —0,000453 —0,055274 0,021218 0,002710  0,000000  —76,467887
H —0,500022 0,000000 0,000000 0,000000 —0,000007 0,000000 0,000272 0,000000 —0,499757
HCN —92,915916  —0,517656 0,000413  —0,001230 —0,047429 0,015886 0,003819 0,000000  —93,458858
HCO —113,304223 —0,553349 —0,000125 —0,000943 —0,071567 0,012892  0,004336 0,000000 —113,908525
HF —100,071316 —0,389256 0,000056  —0,000392 —0,091793 0,009409 0,002735 0,000000 —100,535719
HNO —129,850244  —0,634499 0,000253  —0,001469 —0,086733 0,013681 0,004732 0,000000 —130,548995
HO, —150,253106 -0,661501 —0,000447 —0,001116 —0,110933 0,014057  0,004996 0,000000 —151,001586
N —54,404657  —0,184700 —0,000344  —0,000042 —0,031465 0,000000 0,002007 0,000000 —54,617171
NH» —55,5692445  —0,287829 —0,000368  —0,000224 —0,031232 0,018868 0,002564 0,000000  —55,888628
NHj3 —56,225187  —0,339348 —0,000104  —0,000316 —0,031079 0,033956 0,002609 0,000000  —56,557435
NH —54,986522 —-0,235129 —0,000454  —0,000127 —0,031360 0,007422 0,002353 —0,000001 —55,241781
NO, —204,131111  —0,955082 0,000416  —0,002896 —0,142071 0,008535 0,006733 0,000000 —205,207036
NO —129,309786  —0,589993 —0,000094  —0,001291 —0,086861 0,004365 0,004351 —0,000275 —129,974283
(0] —74,819232 —0,248562 —0,000338  —0,000078 —0,055689 0,000000 0,002366 —0,000312 —75,118615
OF —174,211642 —-0,674172 —0,000938  —0,000994 —0,147649 0,002426 0,004951 —0,000414 —175,020353
OH —75,428343  —0,310311 —0,000289  —0,000259 —0,055498 0,008475 0,002619 —0,000297  —75,780681
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Abbildung 7.3: Darstellung des N-Elektronen- und des Basissatzfehlers einer CC-
Rechnung.

Der in Abbildung 7.3 dargestellte N-Elektronenfehler einer CC-Rechnung entspricht
der Differenz des zugehorigen Ergebnisses mit dem Resultat einer FCI-Rechnung
unter Verwendung des gleichen Basissatzes. Der Basissatzfehler ist der Unterschied
des Ergebnisses einer Rechnung zu einer fiktiven Rechnung im Basissatzlimit (BSL)
mit der gleichen Methode. Die Erhohung des Anregungsgrades der Wellenfunktion
und die Vergroflerung der Basis sollte in ausgewogener Weise geschehen, um beide
Fehler in der gleichen Grofienordnung zu halten [176]. Desweiteren kann man auf
diese Weise in den Rechnungen am ehesten von einer Fehlerkompensation profitieren.
Fiir die angestrebte Genauigkeit von 1 kJ mol™! und besser miissen mindestens
Vierfachanregungen in der CC-Rechnung (CCSDTQ) berticksichtigt werden [127,
154, 178-182]. Aufgrund des Skalierungsverhaltens der CCSDTQ-Methode kénnen
jedoch keine ausreichend grofien Basissidtze verwendet werden. Daher werden fiir
hochgenaue Rechnungen Anséitze verwendet, die auf der Annahme einer Additivitét
von Elektronenkorrelations- und Basissatzeffekten basieren [15, 174, 183]. Dabei
werden Basissatz- und N-Elektronenfehler unabhéngig voneinander betrachtet.
Mit einem Additionsschema 148t sich die Gesamtenergie

Erota = E(1/A) + [E(2/B) — E(1/B)] + [E(3/C) — E(2/C)] + ... (7.1)

als Summe von Beitridgen einer Hierarchie von Methoden (1,2, ... ), die mit addqua-
ten (zumeist bedeutet das anwendbaren) Basissitzen (A, B, ...) verwendet wurden,
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darstellen. Somit kénnen fiir die verschiedenen Beitréige unterschiedliche Basissétze
verwendet werden.
Im HEAT-Protokoll [15] wird die Gesamtenergie FErya als eine Summe von acht
Termen dargestellt:

Erotal =Exr_scr + AECesp(m) + AEccspr + AEccsprq + AEREL

(7.2)

Die Berechnungen der einzelnen Beitrdge wurden an Molekiilstrukturen durchgefiihrt,
die aus CCSD(T)-Rechnungen mit den cc-pVQZ Basissitzen erhalten werden. Diese
Gleichgewichtsstrukturen weichen von den experimentell erhaltenen Strukturen um
weniger als 0,3 pm fiir Bindungsldngen und 0,5° fiir Bindungswinkel ab [184].

Zusammen ergeben die Beitréige Ep_gop und AEGegpr) eine Abschétzung der
CCSD(T)-Energie im Basissatzlimit. Die Energiebeitrdge wurden mit hierarchisch
aufgebauten Basissétzen berechnet (aug-cc-pCV X Z-Basissétzen) und dann zum Ba-

sissatzlimit extrapoliert: Fiir die HF-SCF-Energie wird die empirische Formel von
Feller [185] benutzt

Egl(F—SCF = Egp + aexp(—bX), (7.3)

wobei Er_gor die Energie ist, die mit dem entsprechenden aug-cc-pCV X Z-Basissatz
erhalten wird. Die Parameter a, b und Efy_gop miissen durch drei HF-SCF-Rechnungen
bestimmt werden. Die extrapolierte AEgOCSD(T) wird ganz dhnlich erhalten:

C

= (7.4)

AEé(CSD(T) = AECcsp(r) +

Es werden zudem noch Beitrdge hoherer Anregungen in der CC-Wellenfunktion
beriicksichtigt:

AEccspr = EggsDT(fC) - EcngsD(T)(fc) (7.5)
und
AEccsprq = Egcanro (fe) — Eecdpr  (fo), (7.6)

wobei AFEccgpr durch eine Extrapolation mit den zwei Basissidtzen cc-pVTZ und
ce-pVQZ in der frozen-core (fc) Ndherung erhalten wird.

Die Beitrage AEppoc, AFEso und AFEyzpg entsprechen der diagonalen Born-Oppen-
heimer-Korrektur [186], der Korrektur aus der Spin-Bahn-Wechselwirkung und dem
Beitrag der Nullpunktsschwingungsenergie (zero-point vibrational energy). Auf die
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Kapitel 7: Anwendungen

Tabelle 7.5: Relativistische Energiebeitriage fiir die Molekiile des HEAT-Projektes
(in Hartree). Die Energiekorrekturen wurden mit dem aug-cc-pCVQZ Basissatz und

der CCSD(T)-Néherung berechnet.

96

Spezies AEMV AEDl AEDQ AEMVDl AEMVDQ
Ny —0,294753 0,235977 —0,003958 —0,058776 —0,062734
Hs —0,000082 0,000072 —0,000003 —0,000010 —0,000014
F —0,837226  0,662293 —0,009241 —0,174934  —0,184175
CO —0,334180  0,266706 —0,004280 —0,067474  —0,071754
(O] —0,513583 0,408688 —0,006197 —0,104895 —0,111092
CoHy  —0,154105  0,124258 —0,002334 —0,029847  —0,032182
C —0,077902 0,062762 —0,001171 —0,015139 —0,016310
CCH —0,154086 0,124243 —0,002328 —0,029843 —0,032171
CF —0,495620 0,393249 —0,005790 —0,102370 —0,108161
CH, —0,077089 0,062174 —0,001163 —0,014915 —0,016078
CH —0,077722 0,062641 —0,001172 —0,015081 —0,016254
CHs; —0,077005 0,062119 —0,001166 —0,014886 —0,016052
CN —0,224733  0,180346 —0,003144 —0,044388 —0,047532
COq —0,589659 0,470105 —0,007368 —0,119554 —0,126922
F —0,418632 0,331140 —0,004615 —0,087492 —0,092107
HSOH  —0,512650 0,408053 —0,006198 —0,104597 —0,110795
H,O —0,255869 0,203693 —0,003098 —0,052176 —0,055274
H —0,000032 0,000025 0,000000 —0,000007 —0,000007
HCN  —0,224346  0,180061 —0,003144 —0,044285 —0,047429
HCO —0,333602 0,266303 —0,004268 —0,067299 —0,071567
HF —0,417573 0,330397 —0,004617 —0,087176 —0,091793
HNO —0,403639 0,321980 —0,005074 —0,081659 —0,086733
HO, —0,513024 0,408288 —0,006197 —0,104736 —0,110933
N —0,147812 0,118313 —0,001967 —0,029498 —0,031465
NH, —0,147032 0,117771 —0,001971 —0,029261 —0,031232
NH; —0,146487 0,117378 —0,001970 —0,029109 —0,031079
NH —0,147471 0,118081 —0,001970 —0,029390 —0,031360
NO, —0,659561 0,525654 —0,008164 —0,133907 —0,142071
NO —0,404007 0,322222 —0,005077 —0,081784 —0,086861
O —0,257288 0,204693 —0,003094 —0,052595 —0,055689
OF —0,675428 0,535500 —0,007721 —0,139928 —0,147649
OH —0,256647 0,204248 —0,003098 —0,052400 —0,055498




7.1. Relativistische Energiebeitrage

Korrekturen, die aus der Einbeziehung relativistischer Effekte resultieren, wird im
folgenden nidher eingegangen.

In Tabelle 7.4 werden die einzelnen Beitrage zu den Gesamtenergien der Molekiile
des HEAT-Projektes aufgefiihrt, wie sie in Referenz [15] zu finden sind. In der Li-
teratur finden sich die relativistischen Energiekorrekturen in der MVD1-Nédherung.
Im Rahmen dieser Arbeit wurde die MVD2-Korrektur berechnet. Diese Zahlenwerte
finden sich in [172]. Die relativistischen Beitrige sind betragsméBig besonders fiir die
Molekiile Fy, CO5, NO5 und OF grof. Fiir diese Molekiile und auch einige andere
riicken die relativistischen Effekte in die Grofenordnung der CCSD(T)-Korrektur
AE%OCSD(T). Fir alle Molekiile ist A Ergr, nach AE@OCSD(T) die zweitgrofite Korrektur
zu der Gesamtenergie.

In Tabelle 7.5 sind die einzelnen Beitrdge zu der relativistischen Energiekorrek-
tur AFEyvpe aufgefithrt. Im HEAT-Protokoll von 2004 [15] wurde der AFEyypi-
Beitrag mit dem aug-cc-pCVTZ-Basissatz berechnet. Der Unterschied zu den Kor-
rekturen, die mit dem aug-cc-pCVQZ Basissatz berechnet wurden, betragt ungefihr
0,0001 Hartree. Fiir Ny, beispielsweise, weichen die Beitrige um 0,2% voneinander
ab. Die Beitrage /A Eps sind zwar um eine Groflenordnung kleiner als die A FEyvpi-
Beitrage, bewegen sich allerdings auch in der Groflenordnung anderer Beitrége, so
zum Beispiel der AEccgpr und der AEccsprg-Beitrdge. Somit sollten auch diese
Beitrage aus dem D2-Term Bertiicksichtigung finden, wie es bei der Erweiterung des
HEAT-Protokolls von 2006 geschah [172]. Die bisherige Diskussion bezieht sich nur
auf die absoluten Betrage, die Auswirkungen auf die thermochemisch relevanten
Energien wird im folgenden diskutiert.

In Tabelle 7.6 sind die Atomisierungsenergien einzelner Molekiile angegeben, die aus
den Werten in Tabelle 7.4 erhalten werden konnen. Zusétzlich zu den Beitragen des
D2-Terms AFEps; wurden noch die Beitrage der Nullpunktsschwingungsenergie um
den Beitrag AFEqg erweitert. Im HEAT-Protokoll von 2004 war es nicht moglich, die
Beitréage hoherer Ordnung in der CC-Wellenfunktion mit einer UHF-Wellenfunktion
als Referenz zu berechnen, dies wird durch AFEgry korrigiert. Die relativistischen
Korrekturen A Fyvpy sind etwas kleiner als die Korrekturen durch die Einbeziehung
hoherer Anregungen in die Wellenfunktion, aber etwas grofler als die Korrekturen
durch die DBOC-N&aherung. Besonders wichtig scheint hier die Einbeziehung der
Nullpunktsschwingungsenergie AFEyzpg, die in der Regel eine Gréflenordnung grofier
als die anderen Beitrige ist. Der D2-Beitrag AFEp, ist eine Groflenordnung kleiner
als die relativistische Korrektur AFEyvp1-
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Tabelle 7.6: Beitriige zu den Atomisierungsenergien [172]. Alle Daten sind in kJ mol™! angegeben.

Spezies  Efy_scr  AECtspery AFccspr  AEccsprq  AEwvpr AEzpp AEppoc AEso  AEgo  AEry  AFEp

N, 182,94 472,26 3,14 3,61 0,56 —14,12 0,08 0,00 0,00 0,00 —0,07
H, 350,81 107,41 0,00 0,00 0,01  —2597 0,22 0,00 0,10 0,00 —0,01
Fy —154,98 316,00 ~1,31 3,42 ~020  —5,50 0,02 —3,01 0,00 0,00 —0,03
ele) 729,86 356,91 —2,37 2,21 0,69 —12,98 0,07 —1,20 0,00 0,00 —0,04
0, 140,36 362,56 —2,07 4,46 0,82  —9,56 0,06 —1,61 0,00 0,33  —0,02
CoH, 122897 468,20 ~3,03 2,23 1,14  —68,93 0,50 —0,76 0,15 0,00 0,02
CCH 777,34 333,02 0,56 2,28 ~1,12  —36,34 023 —0,76 0,13 —0,01 0,03
CH, 649,11 149,13 —0,02 0,14 0,63 —45,07 0,11 —038 —0,13 0,00 0,02
CH 238,28 113,57 0,43 0,12 ~0,18 —16,97 0,34 —0,20 0,03 0,00 0,00
CH; 1017,30 271,11 ~0,15 0,24 0,72 —77,64 0,19 —0,38 0,32 0,00 0,01
CO, 1033,08 599,66 —4,49 4,11 —2,05  —30,40 020 —2,02 0,05 0,00 —0,03
HSOH 562,96 562,77 —2.,37 2,95 1,63 —68,77 052 —1,64 0,03 0,00 —0,03
H,0 652,40 323,02 ~0,97 0,99 1,14  —55,73 053 —0,82 0,05 0,00 —0,01
HCO 764,53 403,66 ~1,78 2,19 1,16 —34,03 ~0,10 —120 —0,26 0,03 —0,01
HF 405,62 187,00 —0,67 0,72 0,84  —24,66 034 —1,51 0,05 0,00 —0,01
HO, 300,93 431,57 ~0,60 2,52 ~1,20 —37,05 002 —1,64 —0,13 0,02 —0,03
NO 225,52 411,50 —1,54 3,07 0,83 —11,46 0,06 —0,10 0,00 0,09 —0,05
oH 286,41 162,12 ~0,13 0,48 054  —2221 0,05 —0,04 0,04 0,00 —0,01

uosunpuomuy :J, eydeyy



7.1. Relativistische Energiebeitrage

Tabelle 7.7: Bildungsenthalpien berechnet mit den HEAT-Protokollen von 2004 und
2006 (HEAT I [15] und HEAT II [172]) dargestellt im Vergleich zu den experimen-
tellen Daten (ATcT) [175]. Die Zahlen werden in kJ mol™! angegeben.

Spezies HEAT I HEAT II ATcT

N, 0,11 0,04 0,00:0,00
H, —0,40 —0,31 0,00:0,00
F, —0,22 —0,25 0,004:0,00
CO ~113,40 —11344 -113,82+0,03
0, 0,29 0,60 0,00:0,00
CoH, 229,17 229,33 228,82-0,30
CCH 563,96 564,12 563,94-0,31
CH, 391,25 391,14 390,96:£0,27
CH 592,91 592,94  592,96:0,25
CH, 149,74 150,07  149,97+0,10
CO,  —392.84 —392,82 -393,1140,01
HSOH —129,07 —129,06 -129,7840,07
H,O  —239,36 —239,33 -238,0140,03
HCO 42,34 42,09 41,9240,26
HF —27287  —272,82  -272,73+0,24
HO, 15,15 15,01 15,2140,25
NO 91,21 91,25 90,59-40,08
OH 36,73 36,76 37,09+0,05

In Tabelle 7.7 werden die Bildungsenthalpien, wie sie mit den HEAT-Protokollen von
2004 (HEAT I) und 2006 (HEAT II) erhalten werden, mit den experimentellen Daten
(bestimmt tiber den ATc¢T-Ansatz) verglichen. Die Erweiterung des HEAT-Schemas
in HEAT II bringt keine deutliche Verbesserung der berechneten Bildungsenthal-
pien. Der Grund fiir die verbleibenden Diskrepanzen hat wahrscheinlich mehrere
Ursachen, wobei sicherlich Ungenauigkeiten in den berechneten Nullpunktschwin-
gungsenergien einen grofien Anteil haben (sieche dazu auch HEAT III [173]).

99



Kapitel 7: Anwendungen

7.2 Relativistische Effekte auf Strukturparameter
und Schwingungsfrequenzen

Um die relativistischen Effekte auf Gleichgewichtsstrukturen und harmonische Schwin-
gungsfrequenzen zu erhalten, wird das in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren zu
Berechnung von relativistischen Effekten zu Kréften auf Atomkerne mittels analy-
tischer Gradienten angewendet.

Die Untersuchungen beschrinken sich im folgenden auf Molekiile, die aus Atomen
der ersten bis zur dritten Zeile des Periodensystems stammen. Fiir diese Molekiile
ist die storungstheoretische Behandlung relativistischer Effekte ausreichend. Des-
weiteren sind fiir diese Molekiile hochgenaue Rechnungen mit Methoden, welche die
Elektronenkorrelation beriicksichtigen, moglich.

7.2.1 Benchmark-Rechnungen

Die Untersuchung wird mit einer Analyse der Basissatzabhingigkeit der relativisti-
schen Korrekturen fiir die Molekiile Fluor-, Chlor- und Bromwasserstoff begonnen.
Ausgehend davon werden geeignete Basissidtze identifiziert, um die relativistischen
Korrekturen auf Gleichgewichtsstrukturen und harmonischen Schwingungsfrequen-
zen groferer Molekiile mit mehreren Freiheitsgraden zu ermitteln.

Es sei noch erwédhnt, dafl sich diese Studie ausschliefllich mit den relativistischen
Korrekturen und nicht mit den eigentlichen, mit dem Experiment vergleichbaren,
Werten auseinandersetzt. Die erhaltenen Korrekturen sollen in entsprechende Addi-
tionsschemata [187] einflieffen, um molekulare Eigenschaften mit hoher Genauigkeit
vorherzusagen.

Basissatzkonvergenz fiir die Berechnung von relativistischen Korrekturen
auf Bindungslingen

In Tabelle 7.8 sind die relativistischen Korrekturen Aryvpr und Aryyvpe fir ver-
schiedene Basissitze in den HF-SCF- und CCSD(T)-Rechnungen fiir Fluor-, Chlor-
und Bromwasserstoff angegeben. Fiir das Fluorwasserstoff konvergieren die konven-
tionellen cc-pVXZ- und cc-pCV X Z-Basissétze [42, 169] fiir die HF-SCF-Rechnung
zu —0,001 pm fiir ATMVDI und —0,003 pm fiir A’T’MVDQ.

Die Berticksichtigung der Elektronenkorrelation im Rahmen der CCSD(T)-Methode
fithrt im Gegensatz zu den HF-SCF-Ergebnissen zu einer Verlingerung der Bin-
dung um 0,004 pm fiir Aryyp; und 0,003 pm fiir Aryyvpe. Im allgemeinen erwartet
man eine Verkiirzung der Bindung durch die Einbeziehung relativistischer Effekte
[5]. Offensichtlich ist der Effekt der Elektronenkorrelation auf die relativistischen
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Abbildung 7.4: Basissatzabhingigkeit der relativistischen Korrektur Arypyp; zur
Bindungsldnge des Fluorwasserstoffmolekiils auf dem HF-SCF-Niveau. (Anderung
der Bindungslédnge bezogen auf den nichtrelativistischen Wert, angegeben in pm).

Korrekturen so stark, daf§ zumindest im Fluorwasserstoffmolekiil bei den CCSD(T)-
Rechnungen eine Verldngerung der Bindung auftritt.

Die cc-pCV X Z-Basissétze fithren zu einer schnelleren Basissatzkonvergenz im Falle
des Fluorwasserstoffs, da hier eine bessere Beschreibung der kernnahen Elektronen
moglich ist, wie sie gerade fiir die relativistischen Effekte wichtig ist. Dies wird
auch in Abbildung 7.4 deutlich. Fiir das Chlorwasserstoffmolekiil wird ein dhnli-
ches Verhalten beobachtet. Jedoch kann hier keine Aussage iiber die tatséchliche
Grofle der relativistischen Effekte getroffen werden, da die Verwendung der cc-pV XZ
und cc-pCVXZ-Basen mit X = D, T, Q und 5 nicht ausreicht, um hinreichend
konvergierte Werte zu erhalten. Daher wurde fiir dieses Molekiil eine Analyse der
Einzelbeitriage der relativistischen Korrekturen vorgenommen, um Aufschluf iiber
die Basissatzanforderungen der einzelnen Beitrdge zu erhalten. Insbesondere das
Vorhandensein der ¢-Distribution im D1-Term scheint fiir eine schlechte Basissatz-
konvergenz verantwortlich zu sein, wie auch von dem mathematisch verwandten
Fermi-contact-Term, der fiir die Berechnung der indirekten Spin-Spin-Kopplungs-
konstanten bendtigt wird, bekannt ist [188, 189]. In Referenz [189] werden die modi-
fizierten Basissitze cc-pCVXZ-SUn (n = 0,1,...) fiir die Berechnung der indirekten
Spin-Spin-Kopplungskonstanten vorgeschlagen. Fiir die cc-pCV XZ-SUO-Basen wer-

101



Kapitel 7: Anwendungen

Tabelle 7.8: Basissatzabhéngigkeit der relativistischen Korrekturen zu den Bin-
dungsléngen der Hydrogenhalogenide. Die Korrekturen sind in pm angegeben.

Basis HF-SCF CCSD(T)
T'nr Ar MVD1 Ar MVD2 T'nr Ar MVD1 Ar MVD2

HF
cc-pVDZ 90,1486  —0,0071  —0,0088 91,9589 0,0009  —0,0006
cc-pV'TZ 89,7942  —0,0068  —0,0085 91,6184 0,0018 0,0011
cc-pVQZ 89,6895 0,0015  —0,0001 91,5167 0,0059 0,0048
cc-pVoZ 89,6954  —0,0007  —0,0023 91,5463 0,0039 0,0029
cc-pV6Z 89,6985  —0,0011  —0,0027 91,6044 0,0039 0,0030

cc-pCVDZ 90,1415 0,0023 0,0008 91,9463 0,0090 0,0075
cc-pCVTZ 89,7985  —0,0030  —0,0045 91,6694 0,0029 0,0015
cc-pCVQZ 89,6873  —0,0010  —0,0025 91,5768 0,0045 0,0032
cc-pCVHZ 89,6930 —0,0011  —0,0027 91,6188 0,0043 0,0030

HCI
ce-pVDZ  127,7037  —0,0257 —0,0284 128,8564 —0,0075  —0,0096
cc-pVTZ 126,6710  —0,0569  —0,0600  127,5232  —0,0421  —0,0446
cc-pVQZ  126,4986  —0,0610 —0,0642  127,5390 —0,0387 —0,0412
cc-pVoZ 126,4112  —0,0280  —0,0307  127,0439 —0,0072  —0,0071

cc-pCVDZ  127,6750 0,0058 0,0037  128,8060 0,0196 0,0182
cc-pCVTZ 1264832 —0,0167 —0,0192 127,3530 —0,0024  —0,0041
ce-pCVQZ 126,3985 —0,0168 —0,0192  127,3576  —0,0039  —0,0056
ce-pCVHZ  126,3830 —0,0194  —0,0219  127,3568  —0,0072  —0,0090

HBr
cc-pVDZ 140,9049 —0,3154 —0,3223  142,3014 —0,2291 —0,2348
cc-pVTZ 140,3654  —0,4338 —0,4420 140,8962 —0,4218 —0,4287
ce-pVQZ 140,3497  —0,3508 —0,3582  140,7926  —0,3383  —0,3447
cc-pVhZ 140,3400  —0,3403  —0,3475 140,5416  —0,3000 —0,3057

cc-pCVTZ 140,3179  —0,3779  —0,3848  141,3524  —0,3097  —0,3155
cc-pCVQZ 1404215 —0,2638 —0,2702  141,3619 —0,2183  —0,2223

102



7.2. Relativistische Effekte auf Strukturparameter und Schwingungsfrequenzen

‘ ‘ ‘ —0,15 :
0.18 L cc-pCVXZ o N N N
’ aug-cc-pCVXZ &
0.17 L cc-pCVXZ-SUO
g ’ ce-pCVXZ-SUL o = 0.16
=016 | A 016}
Z &
< BIo T < cc-pCVXZ &
H —0.17 Lt aug-cc-pCVX7Z *
o 0.17 cc-pCVXZ-SUO &
0,13 — : ‘ ‘ cc-pCVXZ-SUL &
"D T Q 5 D - Q :
Kardinalzahl Kardinalzahl

Abbildung 7.5: Vergleich der Basissatzabhangigkeit der relativistischen Korrekturen
Aryy und Arp; zur Bindungsldnge des Chlorwasserstoffmolekiils auf dem HF-SCF-
Niveau.

den die kontrahierten s-Funktionen des cc-pCV XZ-Basissatzes durch die unkontra-
hierten s-Funktionen des cc-pV XZ-Basissatzes ersetzt. Die Verwendung der unkon-
trahierten s-Funktionen des cc-pCV XZ-Basissatzes fithrt zu linearen Abhéngigkei-
ten in den Rechnungen und kann daher nicht empfohlen werden. Desweiteren wur-
de auch der Einflufl zusétzlicher steiler s-Funktionen auf die Basissatzabhéangigkeit
tiberpriift. Die zugehorigen Koeffizienten wurden durch Annahme einer einfachen
geometrischen Reihe [19] aus dem grofiten und dem zweitgrofiten der vorhandenen
Koeffizienten erhalten:

Qpeun = (M) QgriBter - (77)
QyweitgroBter

Die Basissatzabhéngigkeit der Einzelbeitrige Aryy und Arp; zur Bindungsléange
des Chlorwasserstoffs ist in Tabelle 7.9 ersichtlich. Allerdings ist hier anzumer-
ken, dafl die Gesamtkorrektur Aryyp; nicht der Summe der Einzelbeitrage ent-
spricht. In Abbildung 7.5 ist die Basissatzabhingigkeit der Einzelbeitrige Aryy
und Arp; zur Bindungslinge des Chlorwasserstoffmolekiils fiir die Basissitze cc-
pCVXZ, aug-cc-pVXZ, ce-pCVXZ-SUO und cc-pCVXZ-SUI (im Rahmen von HF-
SCF-Rechnungen) graphisch dargestellt.

Zunéchst ist auffillig, dafl sich die Basissatzabhingigkeit der beiden Einzelbeitrige
kaum voneinander unterscheidet. Desweiteren 148t sich feststellen, dafl die Basissétze
cc-pCVXZ-SUO und cc-pCVXZ-SU1 eine viel schnellere Basissatzkonvergenz als
die anderen Basissiitze liefern. Der Unterschied zwischen cc-pCVX7Z-SUO und cc-
pCVX7Z-SU1 ist hingegen marginal. Tatsdachlich konvergiert der cc-pCV XZ-SU1 fiir
den D1-Beitrag etwas schneller. Der Unterschied ist allerdings so gering, dafl die
Verwendung der cc-pCV XZ-SUO-Basissitze in der Regel ausreicht.
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Tabelle 7.9: Basissatzabhingigkeit der einzelnen Beitrédge zur relativistischen Kor-
rektur Aryvpr zu der Bindungslange des Chlorwasserstoffmolekiils. Die Korrekturen
sind in pm angegeben.

Basis HF-SCF CCSD(T)

Tnr ATM\/ ATDI Tnr A’/’MV ATDl
cc-pVDZ 1277295  0,1157  —0,1403  128,8564  0,1604  —0,1662
ce-pV'TZ 126,7279  0,0651  —0,1208  127,5232  0,1075  —0,1479
ce-pVQZ 126,5596  0,0617  —0,1117 127,5390 0,1112  —0,1481
cc-pVHZ 126,4392 0,108 —0,1343  127,0439 0,1661 —0,1707
cc-pCVDZ 127,6692  0,1815 —0,1740  128,8060  0,2203  —0,1983
cc-pCVTZ 126,5000 0,1392 —0,1544 127,3530 0,1833 —0,1834
cc-pCVQZ 126,4152  0,1396  —0,1546 127,3576  0,1812  —0,1826
cc-pCVHZ 126,4024  0,1352 —0,1529 127,3568  0,1758  —0,1806

ce-pwCVDZ 1272844 0,1790 —0,1734
ce-pwCVTZ 126,4116  0,1423  —0,1557
ce-pwCVQZ 126,4134  0,1369  —0,1532

cc-aug-pVDZ 1277171 0,0727  —0,1187
cc-aug-pV'TZ 126,7443  0,0823  —0,1249
cc-aug-pVQZ 126,5663  0,0589  —0,1161
cc-aug-pVbhZ 126,4398  0,1049 —0,1324

cc-aug-pCVDZ  127,6487  0,1621  —0,1641
cc-aug-pCVTZ  126,5163  0,1403  —0,1539
cc-aug-pCVQZ  126,4197  0,1427  —0,1562

cc-pCVDZ-SUO 1274549  0,1398  —0,1523  128,3929  0,1789  —0,1765
cc-pCVTZ-SUO  126,4992  0,1361  —0,1525  127,2697  0,1796  —0,1809
cc-pCVQZ-SUO  126,4162  0,1357  —0,1526  127,3551  0,1770  —0,1804
cc-pCV5Z-SUO0  126,4018  0,1366 ~ —0,1536  127,3526  0,1771  —0,1812

cc-pCVDZ-SU1  127,4081  0,1405 —0,1535 128,3508  0,1817 —0,1791
cc-pCVTZ-SU1  126,4899  0,1372  —0,1536  127,2595  0,1809  —0,1822
cc-pCVQZ-SU1  126,4135  0,1366  —0,1534  127,3526  0,1781  —0,1814
cc-pCV5Z-SUL  126,4015  0,1369  —0,1538 1273524  0,1774  —0,1816
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Abbildung 7.6: Basissatzabhingigkeit der relativistischen Korrektur Arypyp; zur
Bindungslédnge des Chlorwasserstoffmolekiils und des Bromwasserstoffmolekiils auf
dem HF-SCF-Niveau.

In Abbildung 7.6 wird die Basissatzabhéngigkeit der Aryypi-Korrektur zur Bin-
dungsldnge des Chlorwasserstoffmolekiils und des Bromwasserstoffmolekiils auf dem
HF-SCF-Niveau veranschaulicht. Die Verwendung des cc-pCV XZ-SUO-Basissatzes
ist fiir beide Molekiile ausreichend und fiithrt zu einer schnelleren Basissatzkonver-
genz. Die Beriicksichtigung weiterer steiler Funktion bringt fiir beide Molekiile keine
Vorteile. Offensichtlich ist jedoch vor allem fiir diese beiden Molekiile, daff durch die
Einbeziehung der kernnahen Funktionen die cc-pCV XZ-Basisséitze zu einer schnel-
leren Basissatzkonvergenz als die cc-pV . XZ-Basen fithren. In Tabelle 7.10 sind die
relativistischen Korrekturen Aryvpr und Aryyvpe fiir HE, HCl und HBr fiir die
Basissiitze cc-pCVXZ-SUO und cc-pCV XZ-SU1 gegeniibergestellt. Die cc-pCV XZ-
SUn-Basissétze bieten durch die unkontrahierten s-Funktionen eine grofiere Flexibi-
litdt als die cc-pCV X Z-Basisséitze. Realistische Vorhersagen fiir die relativistischen
Korrekturen kénnen also schon mit dem cc-pCVTZ-SUO Basissatz getroffen werden.
Werte nahe dem Basissatzlimit werden mit dem cc-pCVQZ-SUO-Basissatz erhalten.
Im Gegensatz zur Berechnung der Spin-Spin-Kopplungskonstanten [189] fithrt die
Hinzunahme weiterer steiler s-Funktionen zu keinem signifikanten Vorteil (siehe Ta-
belle 7.10). Fiir die Berechnung der Spin-Spin-Kopplungskonstanten muf} die Spin-
dichte am Kernort genau bestimmt werden. Dies ist offensichtlich schwieriger als die
akkurate Beschreibung der Elektronendichte am Kernort, wie sie fiir die Berechnung
des D1-Terms benétigt wird. Mit Hilfe der cc-pCV XZ-SUO-Basissétze ist nun eine
Aussage iiber die Gréfenordnung der relativistischen Effekte auf die Bindungslénge
des Chlorwasserstoffmolekiils moglich. Fiir Chlorwasserstoff konvergieren die HF-
SCF-Rechnungen zu einem Wert von —0,019 pm fiir den MVD1-Beitrag und —0,021
pm fiir den MVD2-Beitrag. Die Beriicksichtigung der Elektronenkorrelation im Rah-
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Tabelle 7.10: Basissatzabhéngigkeit der relativistischen Korrekturen zu den Bin-
dungslidngen der Hydrogenhalogenide fiir die Basissitze cc-pCVXZ-SUO und cc-
pCVXZ-SU1. Die Bindungsldngen und die relativistischen Korrekturen sind in pm
angegeben.

Basis HF-SCF CCSD(T)
Tnr Aryyvpr Arvvpe Tnr Aryyvpr Armvpe

HF

ce-pCVDZ-SUO 89,6160 0,0011  —0,0004 91,2163 0,0075 0,0061
cc-pCVTZ-SUO 89,8009  —0,0008 —0,0024 91,6475 0,0050 0,0036
cc-pCVQZ-SUO 89,6880  —0,0010 —0,0025 91,5701 0,0045 0,0032
ce-pCV5Z-SU0 89,6943  —0,0011  —0,0027 91,6175 0,0043 0,0030

cc-pCVDZ-SUL 89,5763 0,0012 —0,0003 91,2163 —0,0306 —0,0320
cc-pCVTZ-SUL 89,7912  —0,0008 —0,0023 91,6377  0,0050 0,0036
ce-pCVQZ-SUL 89,6866 —0,0009 —0,0025 91,5678 0,0045 0,0032
ce-pCV5Z-SUL 89,6941  —0,0011  —0,0027 91,6173 0,0043 0,0030

HCI

cc-pCVDZ-SUO 1274549  —0,0143  —0,0165  128,3929 0,0001  —0,0017
cc-pCVTZ-SUO 126,4992  —0,0181  —0,0205  127,2697  —0,0037  —0,0056
cc-pCVQZ-SUO 126,4162  —0,0186  —0,0210  127,3551  —0,0058  —0,0076
cc-pCV5Z-SUO0  126,4018  —0,0187  —0,0212  127,3526  —0,0066  —0,0084

cc-pCVDZ-SU1  127,4081  —0,0147 —0,0169  128,3508 0,0003  —0,0015
cc-pCVTZ-SUL  126,4899  —0,0181  —0,0206 127,2595 —0,0037  —0,0055
ce-pCVQZ-SU1 1264135 —0,0185 —0,0210 127,3526  —0,0057 —0,0076
cc-pCV5Z-SUL  126,4015  —0,0187 —0,0212 127,3524  —0,0066  —0,0084

HBr
cc-pCVTZ-SUO  140,8048 —0,3372 —0,3444 140,9081 —0,2790 —0,2848
cc-pCVQZ-SUO  140,6846 —0,2901 —0,2965 141,3720 —0,2414  —0,2462

ce-pCVTZ-SUL 140,7954  —0,3372  —0,3444  140,8985 —0,2790  —0,2848
ce-pCVQZ-SUL  140,6820 —0,2901  —0,2964  141,3694  —0,2413  —0,2461
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Abbildung 7.7: Vergleich der Basissatzabhéangigkeit der relativistischen Korrekturen
Aryvpr und Aryype zur Bindungsldange des Fluor- und des Chlorwasserstoffmo-
lekiils auf HF-SCF- und CCSD(T)-Niveau mit den Basissétzen cc-pCVXZ-SUO.

men der CCSD(T)-Methode fiihrt zu einer Verkiirzung der Bindung um —0,007
pm fiir den MVD1-Beitrag und —0,008 pm fiir den MVD2-Beitrag. Im Gegensatz
zu Fluorwasserstoff, wo eine Bindungsverldngerung beobachtet wird, fithrt fiir das
Chlorwasserstoffmolekiil auch die gleichzeitige Beriicksichtigung der Elektronenkor-
relation und relativistischer Effekte zu einer Bindungsverkiirzung. Dennoch wird
auch hier deutlich, dafl Effekte durch die Elektronenkorrelation und relativistische
Effekte nicht additiv sind. Am ehesten findet man Additivitéit von relativistischen
und Elektronenkorrelationseffekten bei Bromwasserstoff.

Abbildung 7.7 demonstriert die etwas langsamere Konvergenz der relativistischen
Korrektur zur Bindungsldnge zum Basissatzlimit in den CCSD(T)-Rechnungen im
Vergleich zu den HF-SCF-Rechnungen. Hinsichtlich der D2-Korrektur zeigt sich,
daf} diese wenig abhéingig vom Basissatz ist. Die Differenz zwischen Aryyp; und
Aryvpe im Fluorwasserstoffmolekiil ist 0,0016 pm fiir die HF-SCF-Rechnung und
ungefihr 0,0013 pm fiir die CCSD(T)-Rechnung. Fiir das Chlorwasserstoffmolekiil
betragt die Differenz 0,0025 pm fiir die HF-SCF-Rechnung und 0,0018 pm fiir die
CCSD(T)-Rechnung. Fiir HBr 148t sich anhand der durchgefiihrten Rechnungen die
relativistische Korrektur nur mit einer Genauigkeit von 0,01 pm abschétzen. Fiir die
HF-SCF-Rechnung ergibt sich eine Bindungsverkiirzung von —0,29 pm im Falle des
MVD1-Ansatzes und —0,30 pm wenn die D2-Korrektur hinzugenommen wird. Die
Beriicksichtigung der Elektronenkorrelation reduziert die Effekte auf —0,24 pm fiir
den MVD1-Beitrag und —0,25 pm fiir den MVD2-Beitrag.

Die Grofle der relativistischen Effekte auf den Bindungsabstand nimmt im Rahmen
der HF-SCF-Methode fiir jede Reihe im Periodensystem um etwa eine Groflenord-
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nung zu. Fiir die Rechnungen mit Elektronenkorrelation ist die Situation etwas kom-
plizierter, da man sowohl Bindungsverléingerung wie -verkiirzung beobachtet und ein
allgemeiner Trend schwerer zu identifizieren ist. Allerdings sind auch die relativisti-
schen Effekte fiir Bromwasserstoff am grofiten.

Basissatzabhéngigkeit relativistischer Korrekturen zu harmonischen
Schwingungsfrequenzen

In Tabelle 7.11 sind die relativistischen Korrekturen zu den harmonischen Schwin-
gungsfrequenzen fiir die Hydrogenhalogenide zusammengestellt, wie sie in Rech-
nungen mit verschiedenen Basissidtzen erhalten werden. Die jeweiligen Frequenzen
wurden an den entsprechenden optimierten Gleichgewichtsstrukturen bestimmt. Fiir
die Berechnung der relativistischen Korrekturen werden zweite Ableitungen der re-
lativistischen Energiekorrektur nach den Kernkoordinaten benttigt, was dritten Ab-
leitungen der Gesamtenergie entspricht. Die relativistischen Korrekturen zur Kraft-
konstantenmatrix wurden numerisch ausgehend von den analytisch berechneten re-
lativistischen Beitragen zu den Kréften ermittelt. Auch hier wird die Konvergenz
zum Basissatzlimit durch die Verwendung der cc-pCV X Z-SUO-Basissétze beschleu-
nigt, wenn auch der Effekt hier nicht so grofl ist wie bei der Berechnung der re-
lativistischen Korrekturen zur Bindungsldnge. Zudem wird auch hier eine stérkere
Basissatzabhéngigkeit fiir die Rechnungen mit Beriicksichtigung der Elektronenkor-
relation beobachtet.

Die harmonischen Schwingungswellenzahlen werden durch die Einbeziehung relativi-
stischer Effekte immer kleiner. Dies ist insofern bemerkenswert als eine Verkiirzung
der Bindung gewdchnlich mit einer Erhohung der Schwingungsfrequenz einhergeht.
Die relativistischen Korrekturen betragen —2,2 ecm™! (—=2,8 ecm™! fiir CCSD(T))
fiir Fluorwasserstoff, —3,3 ecm™ (—4,3 cm™!) fiir Chlorwasserstoff und —6,9 cm™!
(—9,9 em™!) fiir Bromwasserstoff. Sie sind damit groBer als eine Wellenzahl und
miissen daher, wenn man spektroskopische Genauigkeit in den Vorhersagen erreichen
will, beriicksichtigt werden. Erwartungsgeméfl nehmen die relativistischen Korrektu-
ren mit der Ordnungszahl der Halogenatome zu. Somit ergibt sich fiir Fluorwasser-
stoff eine Abnahme der Frequenz von 0,05% (0,07% CCSD(T)) fiir Chlorwasserstoff
von 0,10% (0,14% CCSD(T)) und fiir Bromwasserstoff von 0,25% (0,37% CCSD(T)).
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Tabelle 7.11: Basissatzabhéingigkeit der relativistischen Beitrdge zu den harmoni-
schen Schwingungswellenzahlen (in cm™!) der Hydrogenhalogenide berechnet auf
HF-SCF- und CCSD(T)-Niveau.

HF-SCF CCSD(T)
Basis nr MVD1 MVD2 nr MVD1 MVD2
HF
cc-pCVDZ 4440,6 2.8 —2,7 4151,9 —3.,6 —3.,6
cc-pCVTZ 4480,7 —2.4 —2.4 4178,0 —3,2 —-3,1
ce-pCVQZ 4477.9 —2,2 —-2,1 4166,3 —2,8 —2,8
cc-pCV5HZ 4475,1 —2,2 —-2,1 4155,2 —2,8 —2,8
cc-pCVDZ-SUO  4486,3 —2.4 —2.4 4207,0 —-3,3 —3,2
cc-pCVTZ-SUO  4479,8 —2,2 —2,2 4182.,0 —-29 —-29
ce-pCVQZ-SUO  4477.5 —2,2 —-2,1 4166,2 —2,8 —2,8
cc-pCV5Z-SUO  4475,1 —2,2 —-2,1 4155,3 —2,8 —2,8
HCI
cc-pCVDZ 3150,6 -3.4 —-3.4 3028.2 —4.4 —4.4
ce-pCVTZ 3142.9 -3,0 -3,0 3012,3 —4,0 —4.1
ce-pCVQZ 3143,6 -3, —-3,5 3007,0 —4.4 —4.4
cc-pCV5HZ 31431 -3,3 -3,3 3004,7 —4,2 —4,2
cc-pCVDZ-SUO 31464 -3,5 -3,5 30273 —4.5 —4.5
cc-pCVTZ-SUO 31424 -3,3 -3,3 3018,1 —4.4 —4.4
ce-pCVQZ-SUO  3143,5 -3,3 -3,3 3007,1 —4,3 —4.3
cc-pCV5HZ-SUO  3143,2 -3,3 -3,3 3004,8 —4,2 —4.3
HBr
ce-pCVTZ 2795,4 —4.9 —4.9 2678,1 —8,6 —8,6
ce-pCVQZ 2795,5 —8,2 —8,1 2675,1 —11,1 —11,2
cc-pCVTZ-SUO  2793,2 —5,2 —5,2 2706,1 —8.0 —8.,0
cc-pCVQZ-SUO  2795,6 —6,9 —6,9 2675,2 -9.9 -9.9
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Relativistische Korrekturen zu Bindungslingen im Rahmen der Direkten

Storungstheorie

In Tabelle 7.12 werden die relativistischen Korrekturen Aryryvpe und Arppr fiir die
verschiedenen Basisséiitze miteinander verglichen. Da im Basissatzlimit die Differenz
der beiden Beitrige gegen Null gehen sollte, ist diese ein gutes Maf fiir die Giite des
jeweiligen Basissatzes.

Tabelle 7.12: Basissatzabhingigkeit der relativistischen Korrekturen Aryyyps und
Arppr zu den Bindungslangen (in pm) der Hydrogenhalogenide.

Basis HF-SCF CCSD(T)

AT’MVDQ ATDPT Differenz AT’MVDQ ATDPT Differenz
HF
cc-pCVDZ 0,0008 —0,0004 0,0012  0,0075 0,0062 0,0013
cc-pCVTZ —0,0045 -0,0030 —0,0016  0,0015 0,0030  —0,0015
cc-pCVQZ —0,0025 —0,0025 0,0000  0,0032  0,0032 0,0000
cc-pCV5HZ —0,0027 —0,0027 0,0000  0,0030  0,0030 0,0000
cc-pCVDZ-SUO0  —0,0004 —0,0004 0,0000  0,0061  0,0060 0,0000
cc-pCVTZ-SUO  —0,0024 —0,0023  —0,0001 0,0036  0,0037 —0,0001
cc-pCVQZ-SUO  —0,0025 —0,0025 0,0000  0,0032 0,0032 0,0000
cc-pCV5HZ-SUO0  —0,0027 —0,0027 0,0000  0,0030  0,0030 0,0000
HCI
cc-pCVDZ 0,0037 —0,0068 0,0105  0,0182  0,0081 0,0101
cc-pCVTZ —0,0192 —0,0202 0,0010 —0,0041 —0,0051 0,0010
cc-pCVQZ —0,0192  —0,0204 0,0012 —0,0056 —0,0070 0,0014
cc-pCVHZ -0,0219 -0,0213 —0,0005 —0,0090 —0,0085 —0,0005
cc-pCVDZ-SUO  —0,0165  0,2076  —0,2241 —0,0017 —0,0017 0,0001
cc-pCVTZ-SUO  —0,0205 —0,0195 —0,0011 —0,0056 —0,0057 0,0002
cc-pCVQZ-SUO0  —0,0210 —0,0214 0,0003 —0,0076 —0,0077 0,0001
cc-pCV5Z-SUO0 —0,0212  —0,0212 0,0000 —0,0084 —0,0084 0,0000
HBr
cc-pCVTZ —0,3848 -0,3537 —0,0311 -0,3155 —0,2869 —0,0286
cc-pCVQZ —0,2702  —0,2905 0,0202 —0,2223 —0,2408 0,0184
cc-pCVTZ-SUO  —0,3444 —0,3373 —0,0071 —0,2848 —0,2796 —0,0052
cc-pCVQZ-SUO  —0,2965 —0,2972 0,0007 —0,2462 —0,2462 —0,0001
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Wie auch in Abbildung 7.8 fiir das HF- und das HCI-Molekiil veranschaulicht, wird
die Basissatzkonvergenz des cc-pCV X Z-Basissatzes fiir die relativistischen Korrek-
turen durch die DPT etwas schneller als in der MVD-Né&herung erreicht. Die Dif-
ferenz ist hingegen fiir die cc-pCV XZ-SUO-Basen sehr gering. Die Konvergenz so-
wohl fiir die MVD2- als auch fiir die DPT-Korrektur wird mit diesen Basen sehr
viel schneller erreicht als mit den konventionellen cc-pCV XZ-Basissétzen. Die un-
kontrahierten s-Funktionen ermdoglichen eine gute Beschreibung der relativistischen
Korrekturen. Wie die angegebenen relativistischen Korrekturen in Tabelle 7.12 an-
deuten, gelten die hier fiir HF und HCI gemachten Beobachtungen auch fiir HBr.
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Abbildung 7.8: Vergleich der Basissatzabhéngigkeit der relativistischen Korrekturen
Aryvpe und Arppr zur Bindungslédnge des Fluor- und des Chlorwasserstoffmolekiils
auf den Niveaus HF-SCF und CCSD(T) mit den Basissédtzen cc-pCVXZ und cc-
pCVXZ-SU0.
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Zusammenfassend 1483t sich sagen, dafl die Verwendung eines cc-pCVQZ-SUO-Basis-
satzes im Rahmen des MVD2-Ansatzes unerléBlich ist, wiahrend fiir die Berechnung
der DPT-Korrekturen auch schon der cc-pCVQZ-Basissatz ausreicht.

Relativistische Effekte und Elektronenkorrelation

In Tabelle 7.13 sind die relativistischen Korrekturen zu den Strukturparametern
und den harmonischen Schwingungsfrequenzen fiir die Molekiile HF', HC1, HBr, H,O
und HsS zusammengefafit. Zusétzlich zu den HF-SCF- und den CCSD(T)-Zahlen
sind hier auch die relativistischen Korrekturen, die mit der MP2-Methode erhal-
ten werden, aufgefiithrt. In Tabelle 7.14 sind die relativistischen Korrekturen zu den
Bindungslédngen und -winkeln fiir die Molekiile HSOH, HyS; und HSOH angegeben.
Die Resultate zeigen, wie auch schon zuvor und in der Literatur [47, 190, 191] be-
merkt, dafl Effekte aufgrund der Elektronenkorrelation und relativistische Effekte
fiir Verbindungen leichter Elemente nicht additiv sind.

Im allgemeinen tiberschiatzen HF-SCF-Rechnungen dem Betrage nach die Gréfle der
relativistischen Korrekturen auf die Bindungslédnge. So betragen die relativistischen
Korrekturen im HCI- und im HBr-Molekiil —0,019 und —0,290 pm auf dem HF-SCF-
Level und —0,006 und —0,241 pm auf dem CCSD(T)-Level. Die CCSD(T) Werte
sind damit um 69% beziehungsweise 17% kleiner als die entsprechenden HF-SCF-
Zahlen.

Die relativistischen Korrekturen zu den Bindungswinkeln werden auf dem HF-SCF-
Niveau leicht unterschétzt. So vergréflert sich der Beitrag der relativistischen Kor-
rektur auf den Bindungswinkel im HyO-Molekiil von —0.06° (HF-SCF) auf —0.07°
(CCSD(T)).

Die relativistischen Korrekturen zu den OH-Bindungslédngen im HSOH- und HSOH-
Molekiil liegen in der gleichen Groflenordnung wie die relativistischen Korrekturen
zur HX-Bindung im Fluorwasserstoff- und im Wassermolekiil. Fiir die SH-Bindung
in den Molekiilen H,S, H3S, und HSOH findet man nur auf HF-SCF-Niveau, dafl
die relativistische Korrektur in etwa mit der fiir HCI iibereinstimmt. Die CCSD(T)-
Berechnungen hingegen sagen fiir die SH-Bindung eine Verldngerung aufgrund relati-
vistischer Effekte voraus, wihrend sie im Falle von HCI zu einer Bindungsverkiirzung
fiithren.

Eine signifikante Verldngerung der XY-Bindung wird hingegen fiir alle drei HoXY-
Molekiile gefunden.

Fiir die Bindungswinkel fiihren die relativistischen Effekte zu einer Reduktion der
Werte um einige hundertstel Grad. Der Einflul der der Elektronenkorrelation ist auf
die Diederwinkel am grofiten.
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Tabelle 7.13: Strukturparameter (Bindungsldngen in pm, Bindungswinkel in Grad) und harmonische Schwingungs-
wellenzahlen (in cm™!) berechnet auf dem HF-SCF-, MP2- und CCSD(T)-Niveau mit und ohne Beriicksichtigung
relativistischer Effekte. nr bezeichnet hierbei den nichtrelativistischen Wert, MVD1 und MVD2 bezeichnen dement-
sprechend die relativistischen Korrekturen. Alle Rechnungen wurden mit dem cc-pCVQZ-SUO Basissatz durch-
gefiihrt.

HF-SCF MP2 CCSD(T)

Molekiil nr MVD1 MVD2 nr MVD1 MVD2 nr MVD1 MVD2
HF

rHF 89,689  —0,001 —0,003 91,663 0,005 0,004 91,570 0,004 0,003

w 44775 -2,2 -2,1 4163,3 -2,8 -2.8 4166,2 -2,8 -2,8
HCI1

THCL 126,416  —0,019  —0,021 126,915  —0,008  —0,010 127,355  —0,006  —0,008

w 3143,5 -3,3 -3,3 3058,6 —4,0 —4,0 3007,1 —4,3 —4,3
HBr

THBr 140,685  —0,290  —0,296 140,591 -0,260  —0,265 141,372 —0,241 —0,246

w 2795,6 -6,9 —6,9 2741,2 —8,6 —8,6 2675,2 -9,9 -9,9
H>,O

rOH 93,961 0,000  —0,002 95,685 0,005 0,004 95,706 0,005 0,004

@ 106,22 —0,06 —0,06 104,13 -0,07 —0,07 104,22 —0,07 —0,07

Was 4230,1 -2,2 —-2,2 3984,8 -2,6 —2,6 3958,3 -2,7 2,7

W 4130,7 -2,0 -2,0 3861,4 -2,6 —2,6 3850,7 -2,6 —2,6

Wh 1750,6 1,3 14 1641,0 1,2 1,3 1658,0 1,2 1,3
H-S

rSH 132,601 -0,013  —0,015 132,943  —0,004  —0,006 133,512 —0,001 —0,003

@ 94,15 —0,08 —0,08 92,13 -0,10 -0,10 92,30 —0,09 —0,09

Was 2870,4 -3,3 -3,3 2811,0 -3,7 —-3,7 2748,3 —4,0 —4,0

W 2862,2 -3,5 -3,5 2791,3 —4,0 —4,1 2732,3 —4,3 —-4,3

Wh 1320,8 0,8 0,9 1218,2 0,6 0,7 1214,3 0,7 0,7
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Tabelle 7.14: Relativistische Korrekturen zu den Strukturparametern (Bin-
dungsldangen in pm und Bindungswinkel in Grad) der Molekiile H, XY mit X, Y = O,
S auf HF-SCF- und CCSD(T)-Niveau mit dem Basissatz cc-pCVQZ. nr bezeichnet
hierbei den nichtrelativistischen Wert, wihrend MVD1 und MVD2 die jeweiligen
relativistischen Korrekturen bezeichnen.

Parameter HF-SCF CCSD(T)

nr MVD1  MVD2 nr MVD1  MVD2
H202
THO 94,117 0,000  —0,002 96,192 0,006 0,007
00 138,446 0,045 0,045 144,972 0,074 0,078
/(HOO) 103,08 —0,05 —0,05 99,99 —0,05 —0,05
/(HOOH) 111,28 —0,05 —0,05 112,73 —0,03 —0,03
H,S,
THS 132,722 —-0,009 —0,011 133,911 0,007 0,005
TS 204,948 0,074 0,073 205,399 0,106 0,106
/(HSH) 99,05 —0,06 —0,06 98,15 —0,06 —0,07

/(HSSH) 89,90 —0,06 —0,06 90,61 —0,03 —0,03

HSOH

THO 94,024 0,000  —0,002 96,013 0,007 0,006
T'HS 132,908  —0,005  —0,007 134,143 0,010 0,009
'S0 162,650 0,079 0,079 166,191 0,114 0,115
/(HOS) 110,19 —0,07 —0,08 107,01 —0,09 —0,10
/(HSO) 99,16 —0,04 —0,04 98,55 —0,04 —0,04
/(HSOH) 90,51 —0,08 —0,08 91,29 —0,07 —0,07

Fiir die Bindungslénge der Molekiile in Tabelle 7.13 nehmen die relativistischen Ef-
fekte um so stirker zu, je weiter unten das involvierte Element im Periodensystem
der Elemente steht. Die zugehorigen relativistischen Beitrége zu den Bindungsldngen
liegen in der Groflenordnung von einigen Tausendstel pm fiir Molekiile, die Elemen-
te der zweiten Periode (O, F) enthalten, einigen Hundertstel pm fiir Molekiile, die
Elemente der dritten Periode (Cl, S) enthalten und einigen Zehntel pm fiir Mo-
lekiile, die Elemente der vierten Periode (Br) enthalten. Somit sind relativistische
Effekte fiir Molekiile, die nur Elemente der zweiten Periode enthalten, in der Regel
vernachléssigbar klein, da Vorhersagen fiir Molekiilstrukturen sowohl von experimen-

114



7.2. Relativistische Effekte auf Strukturparameter und Schwingungsfrequenzen

teller als auch von theoretischer Seite gegenwiirtig bestenfalls mit einer Genauigkeit
von 0,1 bis 0,01 pm gemacht werden koénnen [187, 192].

Jedoch miissen relativistische Effekte bei hochgenauen Rechnungen fiir Molekiile,
die Elemente der dritten und vierten Periode enthalten, beriicksichtigt werden. Ei-
ne Vernachldssigung der relativistischen Effekte kann der Grund fiir verbleibende
Unterschiede zwischen den theoretischen und experimentellen Ergebnissen sein.

Im Falle der harmonischen Schwingungswellenzahlen fithrt die Einbeziehung der
Elektronenkorrelation zu einer Vergroflerung der relativistischen Korrekturen. Fiir
das HF-Molekiil éindert sich die relativistische Korrektur von —2,2 ecm™! (HF-SCF)
zu —2,8 em~! (CCSD(T)) und fiir das HCI-Molekiil von —3,3 em™ (HF-SCF) zu
—4,3 em™! (CCSD(T)) sowie fiir das HBr-Molekiil von —6,9 cm™' (HF-SCF) zu
—9,9 cm™! (CCSD(T)). Allgemein fiihrt die Einbeziehung relativistischer Effekte bei
der Berechnung der harmonischen Schwingungsfrequenzen der Hydrogenhalogenide
zu einer Abnahme der Schwingungsfrequenz, die um so grofler ist, je weiter unten
das entsprechende Halogenid im Periodensystem steht.

Bei den gewinkelten Molekiilen HoO und HsS konnen nur fiir die asymmetrische
Streckschwingung w,s und fiir symmetrische Streckschwingung ws analoge Aussagen
getroffen werden. Bei der Biegeschwingung wy, wird der absolute Wert durch die
relativistische Korrektur vergrofiert.

Im allgemeinen stimmen die Ergebnisse aus den MP2-Rechnungen gut mit denen
aus den CCSD(T)-Rechnungen tiberein. Jedoch werden die relativistischen Effekte
auf Bindungsldngen immer etwas zu grofl vorhergesagt, wiahrend die relativistischen
Effekte auf die Schwingungsfrequenzen leicht unterschéitzt werden. Dieser Trend
verstérkt sich fiir zunehmende Kernladungszahlen.

Vergleich mit Ergebnissen anderer Ansitze zur Beschreibung relativisti-
scher Effekte

Um die Giite der in dieser Arbeit erhaltenen storungstheoretischen Ergebnisse bei
der Erfassung relativistischer Effekte besser beurteilen zu kénnen, werden die vor-
liegenden Resultate, sofern moglich, mit entsprechenden Ergebnissen aus der Litera-
tur [47, 190, 191] verglichen. Diese basieren in der Regel auf Rechnungen, die ohne
analytische Gradienten durchgefiihrt worden sind, und daher auf kleine Molekiile
beschrankt sind.

Unproblematisch ist der Vergleich mit den Ergebnissen fiir HF, HCI und HBr von
Hennum et al. [190], da in dieser Arbeit ebenfalls DPT zur Beriicksichtigung der
relativistischen Effekte verwendet wurde. Kleinere Differenzen von 0,01 ergeben sich
hier nur, weil in dieser Arbeit der CCSD-Ansatz zur Erfassung der Elektronenkor-
relation verwendet wurde, wihrend die Ergebnisse in der vorliegenden Arbeit auf
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MP2- und CCSD(T)-Rechnungen basieren. Zum Beispiel geben Hennum et al. fiir
die relativistische Korrektur zur harmonischen Schwingungsfrequenz von HBr einen
Wert von —8.5 cm ™! an, wihrend die in der vorliegenden Arbeit erhaltenen Korrek-
turen —8.6 cm™! (MP2) und 9,9 cm™! (CCSD(T)) betragen.

Interessanter sind die Vergleiche mit den Resultaten vierkomponentiger Rechnungen.
Diese stellen bei der Entwicklung approximativer Methoden zur Erfassung relativi-
stischer Effekte, trotz aller Kritik (siehe zum Beispiel [53]), die Referenz dar. Leider
sind die entsprechenden Korrekturen fiir die Geometrien in [193] nur mit einer Ge-
nauigkeit von 0,1 pm angegeben worden, so dafl ein Vergleich und eine Bewertung
der gerade fiir HF und HCI sehr kleinen Korrekturen schwierig ist. Fiir die Schwin-
gungsfrequenz von HCIl und HBr wird von Visscher et al. [193] der relativistische
Beitrag mit —3 cm™! und —15 em™! angegeben (CCSD(T)-Rechnungen mit unkon-
trahierter cc-pVTZ-Basis). Die in dieser Arbeit durchgefiihrten DPT-Rechnungen
liefern hingegen Korrekturen von —2,3 cm™! und —3,0 cm™!. Wie erwartet, ergibt
sich fiir Molekiile mit Elementen der ersten und zweiten Langperiode eine recht gu-
te Ubereinstimmung zwischen den vierkomponentigen und den DPT-Ansitzen. Fiir
Molekiile, die Elemente hoherer Langperioden enthalten, scheinen die vorliegenden
Ergebnisse auf grofiere Diskrepanzen zwischen DPT und den vierkomponentigen
Anséitzen hinzudeuten.

Obwohl der Vergleich einige interessante Hinweise auf die Giite der DPT-Rechnungen
gibt, ist es offensichtlich, dafl umfangreichere Testrechnungen (zum Beispiel unter
Verwendung gleicher, geniigend grofier Basissétze) erforderlich sind, um die Qua-
litdt und damit auch die Niitzlichkeit des DPT-Ansatzes abschlieend beurteilen zu
koénnen.

Grof3enordnung des Zweielektronen-Darwin-Terms

Die Verédnderungen, die durch die Beriicksichtigung des D2-Terms auftreten, liegen
bei allen hier betrachteten Féllen in der Groflenordnung von wenigen Tausendstel
pm und das unabhéngig davon, ob das betrachtete Molekiil Elemente der zweiten,
dritten oder vierten Periode enthélt. Daher ist die Beriicksichtigung des D2-Terms
fiir das Erreichen einer Genauigkeit von 0,01 pm nicht relevant. Die Vernachléssigung
des D2-Terms fiihrt zu einer deutlichen Reduktion des Rechenaufwands, was ein
Argument fiir die Verwendung des MVD1-Ansatzes anstelle von DPT ist.

Trotzdem kann festgestellt werden, dafl der Beitrag des D2-Terms zur relativisti-
schen Korrektur der Bindungsldnge zwar umso kleiner, aber dennoch umso wichtiger
ist, je niedriger die Kernladungszahl des involvierten Elementes ist. So betriagt die
Anderung durch den D2-Term im HF-Molekiil —0,0015 pm (HF-SCF-Rechnung) be-
ziehungsweise —0,0013 pm (CCSD(T)), was einer Reduktion des relativistischen Bei-
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trags um 62% (HF-SCF) beziehungsweise 29% (CCSD(T)) entspricht. Fiir das HCI-
Molekiil betriagt die entsprechende Reduktion 12% beziehungsweise 32%, wihrend
der Effekt des D2-Terms auf die Bindungsldnge im HBr-Molekiil zwar vom Betrag
etwas grofler (—0,0064 pm (HF-SCF) und —0,0049 pm (CCSD(T))) ist, aber damit
lediglich 2% der relativistischen Korrektur ausmacht.

Der Effekt des D2-Terms auf die harmonischen Schwingungswellenzahlen ist kleiner
als 0,1 cm~! und ist damit nicht relevant.

7.2.2 HXY-Verbindung mit X = O, Sund Y = F, Cl, Br

Die Resultate fiir die relativistischen Korrekturen zu den Strukturparametern der
HXY-Molekiile mit X = O, Sund Y = F, Cl, Br in Tabelle 7.15 bestétigen die zuvor
gefundenen Zusammenhénge.

Fiir HOF sind die relativistischen Korrekturen sowohl auf dem HF-SCF-Niveau als
auch auf dem CCSD(T)-Niveau mit weniger als 0,1 pm relativ klein. Jedoch sind
die relativistischen Effekte fiir die OF-Bindung stérker ausgeprigt (0,06 pm auf
CCSD(T)-Niveau) als fiir die OH-Bindung (0,004 pm auf CCSD(T)-Niveau). Die
relativistischen Effekte nehmen zu, wenn Fluor durch Chlor beziehungsweise wenn
Sauerstoff durch Schwefel ersetzt wird.

Noch grofier sind die relativistischen Effekte fiir HOBr und HSBr. Fiir HOBr wird die
OBr-Bindung um 0,2 pm lénger durch die Beriicksichtigung relativistischer Effekte
und der Bindungswinkel um —0,26° kleiner. Beim HSBr tritt eine Verkiirzung der
SBr-Bindung auf, die jedoch durch die Beriicksichtigung der Elektronenkorrelation
von —0,13 pm (HF-SCF-Niveau) auf —0,04 pm (CCSD(T)-Niveau) reduziert wird.
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Tabelle 7.15: Strukturparameter (Bindungslinge in pm und Bindungswinkel in
Grad) der HXY-Molekiile (mit X = O, Sund Y = F, Cl, Br) berechnet auf HF-SCF-
und CCSD(T)-Niveau mit dem Basissatz cc-pCVQZ-SUO. nr bezeichnet hierbei den
nichtrelativistischen Wert, wiahrend sich MVD1 und MVD2 auf die jeweiligen rela-
tivistischen Korrekturen beziehen.

HF-SCF CCSD(T)

Molecule nr MVD1  MVD2 nr MVD1  MVD2
HOF

ron 94,536  —0,065 —0,067 96,567 0,005 0,004

ror 136,320  —0,099  —0,100 143262 0,055 0,055

o 100,69 0,05 0,05 97,84  —0,04  —0,04
HOCI

rou 94,240 —0,001  —0,002 96,306 0,007 0,006

roc 164,192 0,078 0,077 169,000 0,114 0,115

o 106,04  —0,08  —0,08 102,77 —0,09  —0,09
HOBr

rou 94,191  —0,001  —0,002 96,302 0,014 0,013

o 177,745 0,141 0,139 182,559 0220 0,220

o 106,71  —023  —0,24 102,99  —025  —0,26
HSF

T 132,649 —0,006 —0,009 133,845 0,008 0,007

rer 158,178 0,065 0,064 161,670 0,087 0,086

o 96,66  —0,04  —0,04 96,04  —0,03  —0,03
HSCI

rsm 132,550  —0,008  —0,010 133,734 0,007 0,005

rscl 201,091 0,064 0,062 202,049 0,093 0,002

o 96,59 0,05 0,05 95,69  —0,05  —0,05
HSBr

rsm 132,545  —0,007  —0,010 133,728 0,009 0,011

— 217,056  —0,126 —0,132 218,688  —0,053  —0,043

o 96,30  —0,05  —0,05 95,19  —0,06  —0,06
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7.2.3 Vinylhalogenide

In Tabelle 7.16 sind die Strukturparameter der Vinylhalogenide Fluor-, Chlor- und
Bromethen angeben. Fiir Fluor- und Chlorethen konnten neben den MP2-Werten
auch die CC-Strukturen erhalten werden. Fiir die CCSD(T)-Rechnungen des Bro-

methens war der Rechenaufwand jedoch zu hoch.

Tabelle 7.16: Strukturparameter (Bindungsldngen in pm und Bindungswinkel in
Grad) der Vinylhalogeniden CyH3X (mit X = F, Cl, Br) berechnet auf dem
MP2-Niveau mit dem cc-pCVQZ-Basissatz. In Klammern sind die Zahlenwerte der
CCSD(T)-Rechnungen angegeben. nr bezeichnet hierbei den nichtrelativistischen
Wert, wihrend A die relativistische Korrektur (DPT-Wert — nr Wert) angibt.

Parameter nr A nr A nr A

r(CX) 133,869 0,008 171,554 0,016 186,898 —0,128
(134,052) (0,007) (172,673) (0,017)

r(CQC) 131,776 —0,028 132,319 —0,031 132,304 —0,050
(132,219) (—0,028) (132,660) (—0,032)

r(CHI) 107,732 —0,013 107,686 —-0,012 107,663 —0,011
(107,949) (—0,013) (107,853) (—0,013)

r(CH2) 107,460 —0,013 107,705 —-0,011 107,808 —0,008
(107,754)  (—0,013) (107,975) (—0,012)

r(CH3) 107,573 —0,014 107,667 —0,013 107,685 —0,012
(107,866) (—0,014) (107,932) (—0,013)

/(CCX) 122,09 —0,01 122,92 —0,02 122,88 —0,06
(121,92)  (-0,01)  (122,83) (—0,02)

/(CCH1) 125,64 0,02 123,50 0,04 123,73 0,14
(125,79) (0,02)  (123,80) (0,04)

/(CCH2) 118,71 —0,01 119,10 0,00 119,07 0,00
(118,98)  (—0,01)  (119,30) (0,00)

/(CCH3) 121,29 0,00 121,71 0,00 122,01 0,00
(121,37) (0,00)  (121,83) (0,00)

Auch wenn sich die absoluten Werte der MP2- und der CCSD(T)-Néherung sehr
wohl unterscheiden — so sind zum Beispiel die Bindungsléngen in der MP2-Néhe-
rung zumeist kiirzer als in der CCSD(T)-Nédherung — so sind doch die relativistischen
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wo

Abbildung 7.9: Molekiilstruktur der Vinylhalogenide CoH3X, mit X = F, Cl, Br.

Korrekturen bis auf 0,002 pm identisch. Das entspricht dem bereits erwéhnten Fr-
gebnis, dafl die MP2-Naherung die Elektronenkorrelation fiir die Berechnung der
relativistischen Korrekturen hinreichend genau erfafit.

In Tabelle 7.17 finden sich die Bindungsldngen und die CCH-Bindungswinkel des
Ethens. Die Betrige relativistischen Korrekturen hdngen mit Differenzen von weni-
ger als 0,001 pm fiir den CC-Abstand und 0,0001 pm fiir die CH-Bindungslédnge nur
wenig von der verwendeten Methode ab.

Tabelle 7.17: Strukturparameter (Bindungslinge in pm und Bindungswinkel in
Grad) von Ethen CyHy, berechnet auf MP2- und CCSD(T)-Niveau mit dem Ba-
sissatz cc-pCVQZ. nr bezeichnet hierbei den nichtrelativistischen Wert, wiahrend A
die relativistischen Korrektur (DPT-Wert — nr Wert) ist.

MP2 CCSD(T)
Parameter nr DPT A nr DPT A
r(CQC) 132,618 132,592 —0,026 133,117 133,090 —0,027
r(CH) 107,798 107,785  —0,013 108,089 108,076  —0,013
/(CCH) 121,34 121,34 0,00 12145 121,45 0,00

Die CC-Bindungslénge des nichtsubstituierten Ethens wird durch die Beriicksich-
tigung relativistischer Effekte um 0,027 pm kiirzer. Fiir die Vinylhalogenide wird
die relativistische Korrektur immer grofler, je schwerer das entsprechende Halogen-
atom ist. Die CH-Bindungsldnge wird durch die Substitution wenig beeinflufit. Die
Bindungslédnge wird fiir alle betrachteten Ethene durch die relativistischen Effekte
um 0,013 pm verkiirzt. Nur beim Vinylbromid fallt die Bindungsverkiirzung mit
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0,011 pm etwas geringer aus.

Im allgemeinen verkiirzen relativistische Effekte Bindungslidngen. Fiir Vinylfluorid
und -chlorid wird jedoch fiir die CX-Abstdnde eine Verldngerung beobachtet. Dies
wurde zuvor schon fiir andere Molekiile im Falle von Rechnungen unter Beriicksich-
tigung der Elektronenkorrelation gefunden (siehe zum Beispiel HyO). Beim Vinyl-
bromid tritt hingegen die iibliche Verkiirzung der CX-Bindungslénge auf (um 0.128
pm).

Die Beriicksichtigung relativistischer Effekte hat, wie man schon fiir das nichtsubsti-
tuierte Ethen ersehen kann, sehr geringen Einflul auf die Bindungswinkel. Die Bin-
dungswinkel auf der nichtsubstituierten Seite der Vinylhalogenide werden, ebenso
wie im Ethen, fast nicht durch relativistische Effekte beeinflult. Die Bindungswinkel
/(CCX) und /(CCHI) werden umso mehr beeinfluit, je schwerer das Halogenatom
ist.

7.2.4 Phenylhalogenide

In Tabelle 7.18 und 7.19 sind die Strukturparameter des Benzols und der Phenylha-
logenide CgH5X, mit X = F und Cl zusammengefaf3t, wie sie in MP2-Berechnungen
mit und ohne Beriicksichtigung relativistischer Effekte erhalten werden.

Abbildung 7.10: Molekiilstruktur der Phenylhalogenide CgH;X, mit X = F, CI.
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Tabelle 7.18: Strukturparameter (Bindungslédnge in pm) von Benzol berechnet auf
dem MP2-Niveau mit dem cc-pCVQZ-Basissatz. nr bezeichnet hierbei den nichtre-
lativistischen Wert, wéhrend A die relativistische Korrektur (DPT-Wert — nr Wert)
ist.

Parameter nr DPT A
r(CC) 138,791 138,766  —0,025
r(CH) 107,929 107,916  —0,013

Die CC-Bindungslénge im Benzol verkiirzt sich um 0,025 pm. Wie aus der ersten
der beiden Tabellen ersichtlich ist, verkiirzt sich die CC-Bindungsldnge im Benzol
aufgrund relativistischer Effekte um 0,013 pm. Dieser Wert entspricht dem, welchen
man auch fiir Ethen findet.

Die CX-Bindungen werden durch relativistische Effekte im Phenylfluorid um 0,008
pm und im Phenylchlorid um 0,015 pm verldngert. Die CH-Bindungsldngen in den
Phenylhalogeniden werden nur wenig von der Substitution durch die Halogenatome
beeinflufit. Die relativistischen Korrekturen zu den CC-Bindungsldngen verédndern
sich nur gering im Vergleich zum nichtsubstituierten Benzol. So werden die zum
Halogenatom benachbarten CC-Bindungen durch indirekte Effekte etwas stdrker
verkiirzt als im Benzol, wiahrend die CC-Bindungen der iibernéichsten Nachbarn
etwas weniger stark verkiirzt werden. Die weiter entfernten CC-Bindungen werden
durch die Substitution kaum beeinfluf3t.

Die relativistischen Effekte auf die Bindungswinkel sind allenfalls bei den Bindungs-
winkeln zu den direkt benachbarten C-Atomen von Relevanz.

Die gefundenen Groflenordnungen fiir die relativistischen Effekte stimmen fiir die
Vinylhalogenide und die Phenylhalogenide {iberein.
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Tabelle 7.19: Strukturparameter (Bindungsldngen in pm und Bindungswinkel in
Grad) der Phenylhalogenide C¢H5X (mit X = F, Cl) berechnet auf dem MP2-Niveau
mit dem cc-pCV(QZ-Basissatz. nr bezeichnet hierbei den nichtrelativistischen Wert,
wihrend A die relativistische Korrektur (DPT-Wert — nr Wert) angibt.

CGH5F C6H5Cl
Parameter nr DPT A nr DPT A
r(CX) 134,299 134,307 0,008 172,295 172,310 0,015
r(C1HI) 107,809 107,795 —0,013 107,833 107,820 —0,013
r(C2H2) 107,886 107,873  —0,013 107,911 107,898 —0,013
r(C3H3) 107,839 107,826 —0,013 107,864 107,851 —0,013
r(C1C6) 138,024 137,997 —0,027 138,633 138,603 —0,030
r(C1C2) 138,748 138,725 —0,023 138,706 138,684 —0,022
r(C2C3) 138,770 138,745 —0,025 138,758 138,734  —0,024
/(C1C6CH) 122,37 122,38 0,01 121,26 121,27 0,02
/(C6C1C2) 118,47 118,46 —0,01 119,05 119,04 —0,01
/(C1C2C3) 120,41 120,42 0,00 120,44 120,44 0,00
/(C2C3C4) 119,86 119,87 0,00 119,77 119,77 0,00
/(HIC1C2) 121,91 121,92 0,00 121,18 121,19 0,00
/(H2C3C2) 119,44 119,43 0,00 119,39 119,39 0,00

7.2.5 Bromfluormethan

Die folgende Untersuchung des Molekiils Bromfluormethan, CH,FBr, ist ein Bei-
spiel fiir das Zusammenspiel von theoretischen und experimentellen Methoden fiir
die Bestimmung von Gleichgewichtsstrukturen. Die Beriicksichtigung relativistischer
Effekte in dieser Studie war hier nur mit dem in dieser Arbeit vorgestellten analyti-
schen Gradiententechniken moglich.

Halogenierte Kohlenwasserstoffe sind derzeit von Interesse, da sie in photolytischen
Prozessen in der Erdatmosphére involviert sein konnen und eine wichtige Rolle beim
Ozonabbau spielen [194, 195].

Die Arbeit von Puzzarini et al. [196] beschéftigt sich mit der Ermittlung der Gleich-
gewichtsstruktur von CHyFBr mit Hilfe theoretischer und experimenteller Metho-
den. Dabei kommt der Theorie eine doppelte Rolle zu. Zum einen kann mit der
quantenchemisch ermittelten Gleichgewichtsstruktur und den berechneten Rotati-
onskonstanten das Rotationsspektrum zugeordnet werden. Zum anderen kann aus
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dem experimentell bestimmten By-Werten und den berechneten Schwingungskor-
rekturen AB,;, ein sogenannter empirischer Gleichgewichtswert B, fiir die Rota-
tionskonstanten abgeleitet werden und dariiber dann eine genaue empirische oder
semiexperimentelle Gleichgewichtsstruktur erhalten werden.

Die Berechnung der Schwingungsrotationskopplungskonstanten erméglicht die Be-
stimmung der Schwingungskorrekturen AB,y,. Die schwingungsgemittelte Rotati-
onskonstante B, = B.+A By, kann dann (zusammen mit anderen spektroskopischen
Parametern wie Zentrifugaldehnungskonstanten, usw.) zur Vorhersage der Spektren
genutzt werden. Aus dem gemessenen Spektrum lift sich dann ein experimenteller
Wert fiir By ableiten und damit die Gleichgewichtsstruktur bestimmen.
Heutzutage wird die Kombination aus experimentellen Rotationskonstanten des
Grundzustandes mit berechneten Nullpunktsschwingungskorrekturen als der beste
Ansatz gewertet, verlafiliche Gleichgewichtsstrukturen von mehratomigen Molekiilen
vorherzusagen [197-199]. Die Genauigkeit der auf diese Art bestimmten Struktur-
parameter wurde von Pawlowski et al. auf besser als 0,1 pm fiir Bindungsléingen
von Molekiilen der zweiten Periode abgeschitzt [199]. Diese Methode kann auch auf
Molekiile angewendet werden, die Elemente der dritten Periode enthalten [200, 201].
Da es sich bei Brom um ein Element der dritten Periode handelt, spielen relativi-
stische Effekte eine wichtige Rolle bei der Berechnung der Gleichgewichtsstruktur.
Somit wurden bei der Bestimmung der Strukturparameter relativistische Effekte mit
Hilfe der DPT beriicksichtigt. Fiir eine Optimierung der Struktur (Cy-Symmetrie)
miissen sieben Parameter optimiert werden (drei Bindungslangen und vier Bindungs-
winkel).

Rechentechnische Details

Alle quantenchemischen Berechnungen wurden mit dem Programmpaket ACES2

[121] durchgefiihrt, auler die CCSDT-Rechnungen, welche mit dem Programmpaket

MRCC [202] erfolgten.

Die Berechnung der Gleichgewichtsstruktur wurde iiber ein Additivitdtsschema so-

wie der Verwendung von Extrapolationstechniken vorgenommen, die bereits in Ab-

schnitt 7.1.2 fiir Energien erldutert wurde. Ein darauf aufbauendes Schema fiir Ener-

giegradienten wurde von Heckert et al. vorgestellt [187, 203].

Der Gradient auf dem die Strukturoptimierung basiert, ist dann durch
dEyw,  dE>*(HF — SCF) N dAE>(CCSD(T)) N dAE(core)

dx dx dx dx

(7.8)

gegeben. Hierbei sind dFi./dx die Energiegradienten, die auf der aexp(—bX)-
Extrapolation der HF-SCF-Energie, und dAE*°(CCSD(T))/dx diejenigen, die der
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7.2. Relativistische Effekte auf Strukturparameter und Schwingungsfrequenzen

X ~3-Extrapolation des CCSD(T)-Korrelationsbeitrags entsprechen. Diese Rechnun-
gen wurden mit den Basissidtzen cc-pVXZ in der fe-Ndherung durchgefiihrt (ver-
gleiche 7.1.2). Die Beitrige der Elektronenkorrelation der Innerschalenelektronen,
dAFE(core)/dz, wurden mit dem cc-pCVQZ-Basissatz unter Einbeziehung aller Elek-
tronen (all) bestimmt.

Die Differenz zwischen der gendherten und der rigorosen Behandlung der Dreifach-
anregungen (full T') wurde in Rechnungen mit dem cc-pVDZ-Basissatz iiber

Ar(full — T) ~ r(CCSDT) — r(CCSD(T)) (7.9)

abgeschétzt.

Die relativistische Korrektur wurde mit den in dieser Arbeit vorgestellten analyti-
schen Gradienten auf dem MP2-Niveau mit dem Basissatz cc-pCVQZ unter Bertick-
sichtigung aller Elektronen berechnet:

Ar(DPT) ~ r(MP2 + DPT) — r(MP2). (7.10)
Die theoretisch beste Struktur erhilt man so mit
re(best) =~ r(Eio) + Ar(full = T) + Ar(DPT), (7.11)

wobei 7(Fot) die mittels des Gradienten aus Gleichung (7.8) bestimmten Struktur-
parameter sind.

Fiir die Ermittlung der Schwingungsrotationskonstanten c, (ein entsprechender
Ausdruck findet sich in [142, 143]) werden zweite und dritte Ableitungen der Ener-
gie nach den Normalkoordinaten benotigt. Die Gleichgewichtsrotationskonstante B,
wird aus der experimentell ermittelten Grundzustandsrotationskonstante By iiber

1
B.=Bo+ 5 Zar (7.12)

erhalten.

Die Gleichgewichtsstruktur r, kann dann mittels der Methode der kleinsten Fehler-
quadrate ausgehend von den nach Gleichung (7.12) bestimmten Rotationskonstanten
ermittelt werden.

Ergebnisse

Die Rotationsschwingungsspektren wurden mit Hilfe des effektiven Hamiltonopera-
tors analysiert und zugeordnet. Die berechneten und gemessen Spektren sowie deren
Auswertungen finden sich in [196].

125



Kapitel 7: Anwendungen

Die empirische Gleichgewichtsstruktur von Bromfluormethan wurde aus den expe-
rimentell ermittelten Grundzustandsrotationskonstanten By und den berechneten
Schwingungskorrekturen ermittelt. In Tabelle 7.20 sind die Ergebnisse dargestellt.
Die Bezeichnungen (fc)MP2/cc-pVTZ Methoden beziehen sich auf die fiir die Be-
rechnung der anharmonischen Kraftfeldkonstanten verwendeten Methoden. Die in
Klammern angegebenen statistischen Unsicherheiten héngen mit den experimentel-
len Ungenauigkeiten bei der Ermittlung der Rotationskonstanten zusammen.

Fiir die empirischen Strukturparameter macht es kaum einen Unterschied, welche
der Basisséitze fiir die Berechnung der anharmonischen Kraftfelder benutzt wur-
de. Die Verwendung von fc-CCSD(T)/cc-pVTZ-Ergebnissen bedingt einige kleinere
Unterschiede zu den MP2-Resultaten. Am ausgeprégtesten sind diese fiir die CH-
Bindungsldnge (Unterschied von 0,02 pm) und fiir den HCH-Bindungswinkel (Un-
terschied von 0,015°).

Tabelle 7.20: Die empirisch ermittelten Strukturparameter zur Gleichgewichtsstruk-
tur von Bromfluormethan [196]. Angegeben sind die Methoden zur Berechnung des
harmonischen und kubischen Kraftfelds. Die Bindungsldngen sind in pm, die Bin-
dungswinkel in Grad angegeben. In Klammern sind die statistischen Unsicherheiten
angegeben, die bei der Anpassung der schwingungsgemittelten Rotationskopplungs-
konstante auftreten.

(fc)MP2/ (fc)MP2/ (all)MP2/ (fc)CCSD(T)/

Parameter cc-pVTZ cc-pCVTZ cc-pCVTZ cc-pVTZ
TCF 135,777(18) 135,770(17) 135,757(13) 135,753(22)
TCBr 192,853(18) 192,854(16) 192,854(12) 192,842(22)
rcH 108,325(6) 108,325(6) 108,333(4) 108,302(8)

/(FCBr) 110,152(46) 110,153(41) 110,151(32) 110,148(55)
/(HCF) 109,544(14) 109,548(13) 109,552(10) 109,546(17)
/(HCBr)  107,244(12) 107,237(11) 107,233(8) 107,251(15)
/(HCH) 113,051(10) 113,055(9) 113,057(7) 113,036(11)

In Tabelle 7.21 sind die einzelnen Beitrige zu den Strukturparametern des Brom-
fluormethans angegeben.

Fiir fast alle Parameter ist das CCSD(T)-Basissatzlimit mehr oder weniger in den
cc-pVbhZ-Rechnungen erreicht. Nur fiir die CBr-Bindungslénge fiithrt die Basissatz-
extrapolation zu einer signifikanten Bindungsverkiirzung von 0,2 pm. Ahnliches ist
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bei den Bindungswinkeln zu beobachten. Der Unterschied betrigt hier bei dem Bin-
dungswinkel /(HCBr) 0,2° und weniger als 0,1° bei den anderen Bindungswinkeln.
Die Beriicksichtigung der Elektronenkorrelation der Innerschalenelektronen (core-
valence-(CV)-Beitrag) fithrt zu einer Verkiirzung der Bindungslangen und auch hier
ist der Einflul auf die CBr-Bindungsldnge am gréfiten. Die Bindungswinkel werden
hingegen kaum beeinflufit.

Die Verwendung von CCSDT statt CCSD(T) fiihrt, wie zu erwarten, nur zu einer
geringen Anderung (unter 0,1 pm fiir alle Bindungslingen und weniger als 0,1° fiir
die Bindungswinkel).

Die Beriicksichtigung relativistischer Effekte bedingt eine Verkiirzung der Bindun-
gen. Auch hier ist der Einfluf§ auf die CBr-Bindungsldnge am grofiten (Arcp, = 0,2
pm. Die Anderungen in den Bindungswinkeln betragen etwa 0,02°-0,1°.

Vergleicht man die theoretisch und die empirisch ermittelten Strukturparameter, so
zeigt sich ein gute Ubereinstimmung (eine Abweichung von unter 0,03 pm bezie-
hungsweise 0,1°) aufler fiir die theoretische CBr-Bindungslénge, die von der empiri-
schen Bindungsldnge 0,3 pm abweicht.

Die gesamte Artikel bezieht sich auf die Ermittlung der Gleichgewichtsstruktur von
Bromfluormethan, wobei sich der Betrag im Rahmen dieser Arbeit auf die Einbe-
ziehung relativistischer Effekte mittels analytischer Ableitungen auf die berechneten
Strukturparameter beschréinkt.

Tabelle 7.21: Individuelle Beitridge zu dem theoretisch besten Ergebnis fiir die Struk-
turparameter von Bromfluormethan [196]. Die Bindungsldangen sind in pm, die Bin-
dungswinkel sind in Grad angegeben.

CCSD(T)/ CCsD(T)/ CCSD(T)/cc-pVooZ Ar (full-T)/ Ar (DPT) Beste
Parameter cc-pV5Z cc-pVooZ +CV /cc-pCVQZ cc-pVDZ MP2/cc-pCVQZ Vorhersage
TCF 135,90 135,98 135,77 0,038 —0,022 135,78
T'CBr 193,72 193,52 192,64 0,098 —0,180 192,56
TCH 108,48 108,47 108,33 0,013 —0,011 108,33
/(FCBr) 110,29 110,20 110,20 —0,004 —0,058 110,14
/(HCF) 109,55 109,46 109,48 0,000 0,024 109,51
/(HCBr) 107,24 107,46 107,33 —0,012 —0,058 107,27
/(HCH) 11291 113,01 112,95 0,026 0,118 113,09
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Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

Das Ziel dieser Arbeit war es, relativistische Effekte auf Strukturparameter von
Molekiilen, die aus leichten Elementen aufgebaut sind, zu untersuchen.

Angesichts der heutzutage erreichbaren Genauigkeit bei der spektroskopischen Be-
stimmung von Molekiilstrukturen sind bei der theoretischen Beschreibung relativi-
stische Effekte nicht nur fiir Molekiile mit schweren Elementen bedeutsam, sondern
miissen auch bei Molekiilen mit Atomen der ersten Perioden beriicksichtigt werden.
Mit entsprechenden hochgenauen Berechnungsmethoden machen zuverlassige quan-
titative Vorhersagen fiir die Thermochemie und Molekiilspektroskopie (wie zum
Beispiel die Rotationsspektroskopie) moglich. Diese Ansitze erfordern neben der
Berticksichtigung relativistischer Effekte gleichzeitig eine addquate und systema-
tische Einbeziehung der Elektronenkorrelation, die vorteilhaft mit der Coupled-
Cluster-Theorie erfolgen kann.

Der Weg, der in dieser Arbeit beschritten wurde, um die relativistischen Effekte in
die hochgenauen Coupled-Cluster-Rechnungen miteinzubeziehen, war der der rela-
tivistischen Stérungstheorie erster Ordnung unter Verwendung zweier alternativer
Ansiitze. Die relativistischen Korrekturen wurden einerseits mit der Mass-Velocity-
Darwin-N#herung (MVD-Nédherung) und andererseits mit dem Ansatz der Direkten
Storungstheorie (DPT) beschrieben. Diese Ansiitze wurden gewéhlt, da fiir Molekiile
mit leichten Elementen einerseits die Korrekturen klein sind, so dafl eine wichtige
Voraussetzung fiir die schnelle Konvergenz der Storungsentwicklung erfiillt ist, und
andererseits im Rahmen der Stérungstheorie die relativistischen Beitrage durch Mo-
difikationen der vorhandenen, nichtrelativistischen quantenchemischen Programm-
pakete erhalten werden konnen. Die bestehende hocheffiziente Infrastruktur, zum
Beispiel die der analytischen Ableitungen, konnte somit vorteilhaft genutzt werden.
Relativistische Korrekturen zu den Kréften auf die Atomkerne, die fiir das Auf-
finden von Gleichgewichtsstrukturen benotigt werden, wurden im Rahmen dieser
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Arbeit mit Hilfe analytischer Ableitungstechniken berechnet. Der Vorteil der ana-
lytischen gegeniiber numerischen Ableitungen der Energie liegt nicht nur in der
hoheren Genauigkeit, sondern vor allem in der Anwendbarkeit auf groffere Systeme.
Friithere Untersuchungen zu relativistischen Einfliissen auf Strukturparameter waren
im wesentlichen auf zweiatomige Molekiile beschrankt.

Ein Resultat dieser Arbeit ist, dafl nun erstmalig eine Implementierung analyti-
scher Gradienten fiir die Berechnung relativistischer Korrekturen zu Strukturpa-
rametern mit Hilfe der relativistischen Storungstheorie im Rahmen des Coupled-
Cluster-Ansatzes bereit steht.

Die Implementierung erfolgte in dem quantenchemischen Programmpaket ACES2,
welches bereits die Infrastruktur fiir die Berechnung zweiter analytischer Ableitun-
gen zur Verfiigung stellt. Im Gegensatz zu einigen anderen quantenchemischen Pro-
grammen stand in ACES2 jedoch zunéchst keine relativistische Energiekorrektur
zur Verfiigung. Als erster Schritt wurden diese Energiekorrekturen bereit gestellt,
wobei die Implementierung der dazu erforderlichen Integrale im wesentlichen nach
Angaben aus der Literatur durchgefiihrt wurde. Hierfiir konnte die bestehende In-
frastruktur der ersten analytischen Ableitungen genutzt werden, wobei die Energie-
korrekturen durch Bildung einfacher Erwartungswerte erhalten werden konnten. Mit
der Berechnung der analytischen Gradienten wurde Neuland betreten. Diese wieder-
um erfordern die Implementierung der Ableitung von Integralen iiber relativistische
Storoperatoren nach den Kernkoordinaten sowie die Bereitstellung eines Schemas
zur Berechnung von gestérten Wellenfunktionsparametern. Fiir die Berechnung der
gestorten Wellenfunktionsparameter wurden die vorhandenen Programmteile zur
Berechnung zweiter analytischer Ableitungen erweitert und angepafit. Damit steht
ein leistungsfihiges Werkzeug zur systematischen Untersuchung relativistischer Kor-
rekturen zur Verfiigung.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde zunédchst die Basissatzabhédngigkeit der relativisti-
schen Beitrdge zu Energien, Strukturparametern und harmonischen Schwingungs-
frequenzen im Detail untersucht. Insbesondere wurde Wert auf die addquate Einbe-
ziehung der Elektronenkorrelation gelegt. Die Uberpriifung der Basissatzkonvergenz
der relativistischen Energiekorrekturen in der DPT ergab schliefllich keine schnellere
Konvergenz als in der MVD-Néaherung. Nur fiir extrem kleine Basissétze, die jedoch
fiir Coupled-Cluster-Rechnungen wenig geeignet sind (double-zeta-Qualitét), wur-
den deutlich unterschiedliche Ergebnisse erhalten. Als geeignete Wahl fiir die Berech-
nung von relativistischen Energiekorrekturen in Systemen mit leichten Elementen
konnte der cc-pCVQZ-Basissatz identifiziert werden.

In Verbindung mit dieser Arbeit erhielt die Berechnung der Zweielektronen-Darwin-
(D2)-Korrektur, die nun auch in dem quantenchemischen Programmpaket ACES2
zur Verfiigung steht, Einzug in das HEAT-Protokoll zur Berechnung thermoche-
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mischer Daten. Das Akronym HEAT steht dabei fiir High-accuracy extrapolated ab
initio thermochemistry. Fiir absolute Energien der Molekiile des HEAT-Datensatzes
hat die D2-Korrektur die Groflenordnung der Beitrige durch die Quadrupelterme
des Coupled-Cluster-Ansatzes zur Beriicksichtigung der Elektronenkorrelation. Fiir
relative Energien ist der D2-Term klein (in der Gréfienordnung von 0,01 kJ mol ™),
aber ist, wie sich hier zeigte, fiir einige Molekiile genauso wichtig wie zum Beispiel
Beitriage aus der diagonalen Born-Oppenheimer-Korrektur, die bereits in dem vor-
herigen HEAT-Protokoll enthalten waren.

In der MVD-Néaherung ergab sich fiir konventionelle Basissatzhierarchien (zum Bei-
spiel ce-p(C)VXZ) keine hinreichend systematische Konvergenz der relativistischen
Korrekturen zu den Strukturparametern. Durch die Benutzung der sogenannten
SUn-Basissétze, die aus der Berechnung von Spin-Spin-Kopplungskonstanten be-
kannt sind, lie} sich das Konvergenzverhalten mafigeblich verbessern. Hier bot sich
insbesondere der cc-pCVQZ-SUO-Basissatz an. Im Rahmen der DPT geniigte die
Verwendung des cc-pCVQZ-Basissatzes. Es zeigte sich, dafi der MVD1-Ansatz fiir
die Abschiatzung der Groflenordnung der relativistischen Effekte auf Strukturpa-
rameter ausreichend ist. Die Einbeziehung der D2-Korrektur, bezichungsweise die
Verwendung des DPT-Ansatzes, ist nur fiir hochgenaue Rechnungen vonnéten.
Wie zu erwarten sind relativistische Effekte und Effekte aufgrund der Elektronenkor-
relation zumindest fiir Molekiile mit leichten Elementen nicht additiv. Fiir Molekiile
mit schweren Elementen jedoch stellt, zumindest im Rahmen der Stérungstheorie,
die Additivitdt der beiden Betridge eine mit steigender Ordnungszahl zunehmend
bessere Annahme dar. Fiir die Hydrogenhalogenide findet man bei den Hartree-
Fock-Rechnungen einen systematischen Trend fiir die relativistischen Effekte auf die
Bindungslédngen. So wird die Bindung mit zunehmender Ordnungszahl immer kiirzer.
Die Einbeziehung der Elektronenkorrelation bei den Coupled-Cluster-Rechnungen
hingegen zeigt eine Verldngerung der Bindung beim Fluorwasserstoff und weniger
stark ausgepréigte relativistische Korrekturen als bei den Hartree-Fock-Rechnungen
fiir Chlor- und Bromwasserstoff. Fiir die anderen hier untersuchten mehratomigen
Molekiile findet sich kein einheitlicher Trend; dies unterstreicht die Notwendigkeit
expliziter Rechnungen. Die relativistischen Einfliisse auf Strukturparameter sind lo-
kalisierte Effekte. Es werden die zu den schweren Elementen benachbarten Bindun-
gen und Bindungswinkel beeinfluit, wihrend sich weiter entfernte Bindungen weit-
gehend unbeteiligt zeigen. Beitrdge der Bindungswinkel und Diederwinkel &ndern
sich typischerweise unter 0,1°. Fiir die harmonischen Schwingungsfrequenzen der
Hydrogenhalogenide ergibt sich ein konsistentes Bild. Die Schwingungsfrequenzen
werden mit zunehmender Ordnungszahl des Halogens immer niedriger, so daf} die
Verkiirzung der Bindung mit einer Frequenzerniedrigung einhergeht. Dieser relativi-
stische Effekt lauft damit dem konventionellen Trend einer Kraftkonstantenerhéhung
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bei kiirzeren Bindungen (Badgersche Regel) entgegen.

Die Leistungsfahigkeit der hier vorgestellten analytischen Ableitungen fiir die Be-
rechnung relativistischer Effekte auf Strukturparameter konnte schliellich in einem
Gemeinschaftsprojekt mit C. Puzzarini, G. Cazzoli, A. Baldacci und A. Baldan de-
monstriert werden. Hier wurde die Gleichgewichtsstruktur von Bromfluormethan in
einem Zusammenspiel aus ab-initio-Rechnungen und Rotationsspektroskopie ermit-
telt.

In dieser Arbeit wurde somit das Fundament fiir die systematische, storungstheo-
retische Erfassung relativistischer Effekte auf verschiedenste Eigenschaften gelegt.
Darauf aufbauen konnen zukiinftig Implementierungen zur Beriicksichtigung der
Spin-Bahn- und Bahn-Bahn-Kopplung sowie zur Berechnung relativistischer Ein-
fliisse auf elektrische und magnetische Eigenschaften von Molekiilen.

Auch die relativistischen Korrekturen zu den harmonischen Schwingungsfrequenzen
konnen dann in einem erweiterten Ansatz mit Hilfe analytischer dritter Ableitun-
gen berechnet werden. Denkbar ist schliellich auch die zukiinftige Berticksichtigung
héherer Ordnungen der DPT, die dann auch Verbindungen mit schweren Elementen
zuganglich macht.

Damit steht ein leistungsfahiges und vielseitiges Werkzeug fiir die Berechnung relati-
vistischer Korrekturen auf verschiedenste molekulare Eigenschaften zur Verfiigung,
das mit modernen, systematisch verbesserbaren quantenchemischen Methoden ver-
kniipft ist. Hiermit ist es moglich, hochgenaue Rechnungen zur Vorhersage und In-
terpretation von Experimenten durchzufiihren.
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Anhang A

Ableitungen von Gaufifunktionen

Viele benotigte Integrale lassen sich auf Matrixelemente von abgeleitete Gau3funk-
tionen zuriickfithren. Da diese Ableitungen und die zugehorigen Matrixelemente
immer wieder verwendet werden, wird in diesem Abschnitt eine zusammenfassen-
de Darstellung gegeben. Zudem wird die Implementierung in dem Programmpaket
ACES2 kurz erlautert.

Betrachtet werden zunéchst Matrixelemente iiber zwei Gaufifunktionen, die folgen-
dermaflen definiert sind:

Oy(x — A)"(y — 4y

)l(z — A" eXp(—aAri) (A1)
G (xr— B)"(y — By)l(z — B.)"exp(—agry). (A.2)

Grundlage bildet das Integral {iber die nicht abgeleiteten Gaufifunktionen. Es ent-
spricht einem Matrixelement der Uberlappungsmatrix.

n+n I+l m+m
<®I}¢J> = ZZ Z E[defﬁdLl ]"V}WANALAMeXp(—apr?D)
N L M
B2
= Epdgte fi™ (a_) - (A.3)
P

Die entsprechende Umsetzung findet man beispielsweise in dem Unterprogramm
cint2.f:

WORKI1(ISCR1+I) = DERX0*DERY0*DERZ0.

Das Ergebnis, welches in dem Datenfeld WORK1 abgespeichert wird, setzt sich aus
drei Einheiten zusammen:



Anhang A: Ableitungen von Gauflfunktionen

DERX0 = SHGTF*ODCO0X(ISTRET)
DERY0 = SHGTF*ODC00Y (ISTREU)
DERZ0 = SHGTF*ODCO00Z(ISTREV)

mit

ap

SHGTF = B} (2 )1/2.

Das Datenfeld ODCO00X enthilt die entsprechenden Entwicklungskoeffizienten fiir
die a-Komponente der GauBfunktion dj”. Die Datenfelder ODCO00Y und ODC00Z
enthalten die entsprechenden Entwicklungskoeffizienten fiir die y- und die z-Kompon-
ente der GauBfunktion e/ und f7™.

Der Laufindex ISTRET wird iiber die Quantenzahlen n und 7, die von den Drehim-
pulsen der Gaufifunktionen ®; und ®; abhéingen, festgelegt. Die Indizes ISTREU
und ISTREV werden analog iiber die Quantenzahlen [, I, m und 7 gesteuert.

Der Inhalt des Datenfeldes WORK1 wird iiber Zeiger angesprochen. Die Zeiger fiir
die Matrixelemente der verschiedenen Operatoren werden in dem Unterprogramm
onedrv.f festgelegt.

Nach Berechnung aller Matrixelemente wird in dem Unterprogramm cint2.f auch
die Kontraktion der Gaufifunktionen zu den entsprechenden Basisfunktionen vorge-
nommen. Die Kontraktionskoeffizienten befinden sich in den Datenfeldern CONTA
und CONTB.

Das erste Matrixelement der Uberlappungsmatrix iiber die Basisfunktionen befindet
sich dann in dem global zugénglichen Datenfeld WORK1 mit dem Zeiger ISO0004-1.

Erste Ableitung

%CI)I = (n(r — A)" ' = 2aa(z — A)" ™ (y — A,) (2 — A)™exp(—aar?y) (A4)

Fiir das entsprechende Matrixelement ergibt sich nach dem Schema von McMurchie
und Davidson:

9 n+n+1 I+ m+m . o
<%¢[}¢J> = Z Z Z E[J(ndN 1w _ QOéAdN—H7 )elLl ﬂmANALAM exp(—ozpr?;)
N L M

3/2
n—1,7n n+17\ Il pmm ™

= Ery(nd) ™" — 2a4dy el o (a—) : (A.5)
P

In dem Unterprogramm cint2.f findet sich dann fiir die Ableitung der Uberlappungs-
matrix nach der x-Komponente der Kernkoordinaten:
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WORKI1(ISCR2+1) = DERX1*DERY0*DERZO0.
Dabei gilt:

1/2 B B
DERX1 = B} () (ndy ™" = 2045 ™7).

Das gilt analog fiir die Ableitungen nach den y- und der z-Komponenten der Kern-
koordinaten.

Fiir die Berechnung der gemischten zweiten Ableitungen nach der x- und y-Kompo-
nente der Kernkoordinaten wird eine Kombination von DERX1 und DERY1 benotigt:

WORKI1(ISCR10+1) = DERXT*DERY1*DERZO0.

Zweite Ableitungen

Fiir die zweite Ableitung der Gauflfunktion ®; gilt:
2
%(I)I =(n(n—1)(z — A,)"?
—2a4(2n 4+ 1)(xz — A)" (A.6)
+ 40’ (z — A,)" )
(y = Ay)'(z = A)" exp(—aar}).
Das Matrixelement

2
<a—q)f‘q)=]> =Ly (n(n - 1)Oig_2’ﬁ —2a4(2n + 1)d§™ + 4aidg+27ﬁ)

0x?
3/2
Il pmmm T
€o.Jo -
ap

tritt in dem Unterprogramm cint2.f zum Beispiel bei der Berechnung der zweiten
Ableitung des Uberlappungsintegrals auf:

WORKI1(ISCR9+I) = DERX2*DERY0*DERZO0.

(A7)

Dritte Ableitungen

Fiir die dritte Ableitung der GauBfunktion ®; gilt:

a—3<I>1 =(n(n—1)(n—2)(z — A,)"°

Ox3
— 6an®(z — A,)"
+ 40 (3n + 3)(x — A,)"
— 8a%(z — A,)"?)
(4 — 4z — An)" exp(—ar).

(A.8)
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Vierte Ableitungen

Fiir die vierte Ableitung der Gaufifunktion ®; gilt:

84
pradl

=(n(n—1)(n —2)(n - 3)(z

x)n—4

—A
—2an(n —1)(4n — 2)(z — A,)" 2
+ 403 (6n(n + 1)+ 3)(z — A,)" (A.9)
— 8a® (4n + 6)(x — A,)"H?
+ 160 (x — A,)"H)
(y — Ay)'(z = A)" exp(—aar}).

Die Berechnung der Entwicklungskoeffizienten fiir die erste bis zur vierten Ableitung
der GauBfunktionen ist dem Unterprogramm dodc.f realisiert.

Fiinfte Ableitungen

Fiir die fiinfte Ableitung der Gaufunktion ®; gilt:
PE

—&; =(n(n—1)(n—2)(n—3)(n—4)(z — A;)"°
— 20 n(n —1)(n —2)(5n — 5)(z — A,)"

oxd

+4a%n(10n* +5)(z — A,)" !
— 8% (10n(n + 2) + 15)(z — A,)" ™!
+ 160 (5n + 10)(x — A,)"+?

— 3200 (z — A,)")

(y — Ay)'(z = A)™ exp(—aary).

Die Berechnung der Entwicklungskoeffizienten erfolgt in dem Unterprogramm mdodc.f.

A.1 Technische Details

A.1.1 Dritte Ableitungen von Energien

Die in dieser Arbeit verwendeten dritten Differentiation werden durch numerische
Ableitungen der analytischen zweiten Ableitung iiber die Methode der zentralen
Differenzen bestimmt [204]. Die Verwendung von analytisch berechneten zweiten
Ableitungen (Kraftkonstanten) zur Bestimmung der dritten und vierten Ableitungen
reduziert den Rechenaufwand und erhéht vor allem die Genauigkeit im Vergleich zu
rein numerisch bestimmten Ableitungen [204]. 2007 berichteten O’Neill et al. tiber

dritte analytische Ableitungen der CC-Energie [205].
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