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Zusammenfassung

Untersucht werden in der vorliegenden Arbeit Versionen des Satzes von Michlin für Pseudodiffe-
rentialoperatoren mit nicht-regulären banachraumwertigen Symbolen und deren Anwendungen
auf die Erzeugung analytischer Halbgruppen von solchen Operatoren auf vektorwertigen Sobo-
levräumen W k

p (Rn, E), wobei k ∈ N0, 1 ≤ p ≤ ∞ und E ein Banachraum ist.

Für einen beliebigen Banachraum E und beliebige L(E)−wertige Symbole ist es unmöglich
einen Satz von Michlin auf Lp (Rn, E) zu erhalten. Deshalb ersetzen wir den Lp−Raum durch
den Vektorraum V (Rn, E), der durch die Vereinigung aller Besovräume Bs

p,q (Rn, E) erklärt
ist. Für Banachräume Ei, i = 0, 1, 2, Skalare m ∈ R, l, ρ ∈ N mit ρ ≥ 2l > n und Symbo-
le a ∈ Sm,ρ1,0 (Rn, E1) , die beschränkte stetige Ableitungen bis zur Ordnung ρ besitzen, wird

gezeigt, dass es eine eindeutige lineare Abbildung ã (D) : V (Rn, E2) −→ V (Rn, E0) gibt,
so dass ã (D) ∈ L(Bs+m

p,q (Rn, E2) , Bs
p,q (Rn, E0)) und ihre Restriktion auf jeder Schnittmenge

C∞b (Rn, E2) ∩ Bs+m
p,q (Rn, E2) (s ∈ R, p, q ∈ [1,∞]) mit der klassischen Definition des Pseu-

dodifferentialoperators a(D), der in [Ku,81] durch ein oszillatorisches Integral definiert wurde,
übereinstimmt. Mit Hilfe dieser Version des Satzes von Michlin wird bewiesen, dass geeignete Re-
striktionen des Operators −ã (D) analytische Halbgruppen auf den Besovräumen Bs

p,q (Rn, E0)
und C∞−Halbgruppen auf den Sobolevräumen W k

p (Rn, E0) erzeugen.

Weiterhin wird aus ã (D) ∈ L(Bs+m
p,q (Rn, E2) , Bs

p,q (Rn, E0)), der stetigen Einbettung

Bk
p,1 (Rn, E) ↪→W k

p (Rn, E) ↪→ Bk
p,∞ (Rn, E) (1 ≤ p ≤ ∞)

und einigen Eigenschaften der Interpolationstheorie hergeleitet, dass die W k
p−Realisierung eines

parabolischen Pseudodifferentialoperators, dessen entsprechendes Symbol einen m−homogenen
Hauptteil besitzt, der negative Erzeuger einer analytischen Halbgruppe auf W k

p (Rn, E0) ist
(und sogar eine stark stetige Halbgruppe, wenn p < ∞). Daraus erhalten wir Existenz und
Eindeutigkeit von Lösungen nicht-autonomer Cauchy-Probleme in Besov- und Sobolevräumen.

Schließlich führen wir eine Symbolklasse Cr∗S
m,ρ
1,δ (Rn, E) ein, in der Symbole a(x, ξ) be-

schränkte Regularität in beiden Veränderlichen x, ξ besitzen und die die in [Am,97] und [Ki,03]
angegebenen Symbole enthält. Durch eine Version der von R. Coifman und Y. Meyer in [C-
M,79] eingeführten Zerlegung der Symbole in elementare Symbole und dank einiger Resul-

tate aus der Littlewood-Paley-Theorie erhalten wir einen Pseudodifferentialoperator ˜a (x,D)

für Symbole a ∈ Cr∗S
m,2ρ
1,δ (Rn, E) (r > 0, 0 ≤ δ ≤ 1, ρ ≥ 2l > n), für den ˜a (x,D) ∈

L
(
Bs+m
p,q (Rn, E2) , Bs

p,q (Rn, E0)
)

gilt, wenn − (1− δ) r < s < r. Mit anderen Worten ver-
allgemeinert dieses Resultat die Versionen des Satzes von Michlin in [Am,97;Th. 6.2] (falls
p, q ∈ [1,∞)) und [Ki,03;Th. 2.3.1] (falls p ∈ [1,∞] und q ∈ [1,∞)).
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Summary

In the present work we investigate versions of Michlin’s theorem for pseudodifferential operators
with non-regular Banach-valued symbols and their applications to the generation of analytic
semigroups on Banach-valued Sobolev spaces.

For arbitrary Banach space E and arbitrary L(E)−valued symbols it is impossible to ob-
tain a Michlin’s theorem on Lp (Rn, E). Hence we replace the Lp space by the vector space
V (Rn, E), which is defined by the union of all Besov spaces. For Banach spaces Ei, i = 0, 1, 2,
scalars m ∈ R, l, ρ ∈ N with ρ ≥ 2l > n and symbols a ∈ Sm,ρ1,0 (Rn, E1), which all derivati-
ves smaller than or equal than ρ are continuous, we show that there is a unique linear map
ã (D) : V (Rn, E2) −→ V (Rn, E0) with ã (D) ∈ L(Bs+m

p,q (Rn, E2) , Bs
p,q (Rn, E0)). Its restriction

on every intersection C∞b (Rn, E2)∩Bs+m
p,q (Rn, E2) (s ∈ R, p, q ∈ [1,∞]) coincides with the clas-

sical definition of the pseudodifferential operator a (D) in [Ku,81], which has been defined by
means of an oscillatory integral. In this way, we show that suitable restrictions of the operator
−ã (D) generate analytic semigroups on the Besov spaces Bs

p,q (Rn, E0) and C∞−semigroups on
the Sobolev spaces W k

p (Rn, E0).

Furthermore, using that ã (D) ∈ L(Bs+m
p,q (Rn, E2) , Bs

p,q (Rn, E0)), the continuous embedding

Bk
p,1 (Rn, E) ↪→W k

p (Rn, E) ↪→ Bk
p,∞ (Rn, E) (1 ≤ p ≤ ∞),

and some properties of the interpolation theory, we show that the W k
p−realization of a parabolic

pseudodifferential operator, for which the corresponding symbol has am−homogeneous principal
part, is the negative generator of an analytic semigroup on W k

p (Rn, E0) and, if p <∞, it is the
generator of a strongly continuous semigroup. Therefore, we obtain the existence and uniqueness
of solutions for non-autonomous Cauchy problems in Besov and Sobolev spaces.

Finally, we introduce a class of symbol Cr∗S
m,ρ
1,δ (Rn, E), in which the symbols a(x, ξ) are non-

regular in the local variable x and in the dual variable ξ, and in which are included the class of
symbols defined in [Am,97] and [Ki,03]. Using a version of decomposition of symbols into elemen-
tary symbols introduced in [CM,79], and using some results from the Littlewood-Paley theory,
we obtain for symbols a ∈ Cr∗S

m,2ρ
1,δ (Rn, E) (r > 0, 0 ≤ δ ≤ 1, ρ ≥ 2l > n) a pseudodifferential

operator ˜a (x,D) with ˜a (x,D) ∈ L
(
Bs+m
p,q (Rn, E2) , Bs

p,q (Rn, E0)
)
, if − (1− δ) r < s < r. This

pseudodifferential operator coincides with ã (D) and a (x,D) denifed in [Ki,03]. In other words,
this result generalizes the versions of the Michlin’s theorem in [Am,97; Th 6.2] (if p, q ∈ [1,∞))
and [Ki,03; Th 2.3.1] (if p ∈ [1,∞] und q ∈ [1,∞)).
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1.1 Funktionenräume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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Kapitel 0

Einleitung

In dieser Arbeit untersuchen wir Versionen des Satzes von Michlin für Pseudodifferentialopera-
toren mit nicht-regulären banachraumwertigen Symbolen und Erzeugungsresultate analytischer
Halbgruppen von solchen Operatoren auf vektorwertigen Funktionenräumen (wie zum Beispiel
auf vektorwertigen Sobolevräumen W k

p (Rn, E) mit k ∈ N0, 1 ≤ p ≤ ∞ und E ein beliebi-
ger Banachraum). Außerdem werden Anwendungen solcher Resultate auf die Lösbarkeit von
parabolischen Psudodifferentialgleichungen untersucht.

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir zuerst Symbole im Raum Sm,ρ1,0 (Rn, E) mit m ∈ R,
ρ ∈ N0 und E ein Banachraum. Dabei sei a ∈ Sm,ρ1,0 (Rn, E)

:⇐⇒ a ∈ Cρ (Rn, E) und ∀α ∈ Nn
0 mit |α| ≤ ρ, ∃cα > 0, so dass∥∥∥∂αξ a (ξ)

∥∥∥
E
≤ cα 〈ξ〉m−|α| für alle ξ ∈ Rn. (1)

Wegen des Satzes von Michlin (siehe [Ber-Loef,76; Th.6.1.6], [N-H-H,02; Th. 3.7]) ist bekannt,
dass der Pseudodifferentialoperator oder der von a induzierte Fourier-Multiplikator1

F−1aF : Lp (Rn, E1) −→ Lp (Rn, E2) für 1 < p <∞

stetig ist, wenn a ∈ S0,n+1
1,0 (Rn,L (E1, E2)) und E1, E2 Hilberträume sind. In der Praxis möchte

man die Gültigkeit dieses Resultats für beliebige Banachräume E1, E2 haben, aber dies ist wegen
einer Beobachtung von G. Pisier unmöglich, die besagt: Gilt der Satz von Michlin auf Lp (Rn, E)
für L (E)−wertige Symbole, so ist E isomorph zu einem Hilbertraum (siehe [L-L-M,98] für einen
Beweis). Deswegen muss man zum Beispiel die Raumskala Lp (Rn, E) wechseln, zusätzliche Vor-
aussetzungen für (1) machen oder die Geometrie des Banachraumes E berücksichtigen, um
Versionen des Satzes von Michlin zu erhalten. Einerseits hat H. Amann in [Am,97; Th. 6.2]
für beliebige Banachräume Ei, i = 1, 2 und a ∈ Sm,n+1

1,0 (Rn,L (E1, E2)) behauptet, dass der
Pseudodifferentialoperator F−1aF : Bs+mp,q (Rn, E1) −→ Bsp,q (Rn, E2) (s ∈ R, p, q ∈ [1,∞]) stetig
ist. Dabei ist Bsp,q = B̊s

p,q, B
s
p,q oder bsp,q (der homogene, der nicht-homogene oder der kleine

1F und F−1 bezeichnen die Fouriertransformation bzw. die inverse Fouriertransformation.

v
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Besovraum). Er hat seine Ergebnisse für die Lösbarkeit der elliptischen und parabolischen Diffe-
rentialgleichungen auf Zylindern verwendet. Außerdem hat er Resultate der maximalen Regula-
rität von parabolischen Differentialgleichungen erhalten. Die maximale Regularität von parabo-
lischen Differentialgleichungen via Fourier-Multiplikatorsätze wurde auch von L. Weis in [We,01]
und W. Arendt in [Ar,04] untersucht. Andererseits hat Weis in [We,01] für UMD−Räume Ei,
i = 1, 2 und Symbole a in S0,1

1,0 (R,L (E1, E2)), die eine stärkere Beschränktheitsbedingung als
(1) erfüllen, bewiesen, dass F−1aF : Lp (R, E1) −→ Lp (R, E2) (für 1 < p <∞) stetig ist. Unter
einem UMD− Raum E versteht man einen Banachraum, für den die Hilberttransformation von
Lp (R, E) nach Lp (R, E) für 1 < p < ∞ stetig ist, oder äquivalent dazu, für den die Funktion
m(t) = iπsign(t) ein Fourier-Multiplikator auf Lp (R, E) (1 < p <∞) ist. Diese Bedingung hat
die Reflexivität von E zur Folge (siehe [Am,95; Remark 4.4.2]). Um einen optimalen Wert von ρ
zu erreichen, wurde die Geometrie der Banachräume E1, E2 betrachtet. M. Girardi und L. Weis
haben zum Beispiel in [Gi-We,03] Banachräume E1, E2, die Fouriertyp p ∈ [1, 2] hatten (das
heißt Banachräume Ei, für die die Fouriertransformation von Lp (Rn, Ei) nach Lp′ (Rn, Ei) mit
1
p + 1

p′ = 1 stetig ist), und Symbole a ∈ S0,ρ
1,0 (Rn,L (E1, E2)) betrachtet. Unter diesen Voraus-

setzungen haben sie bewiesen, dass für alle s ∈ R, r, q ∈ [1,∞] der Pseudodifferentialoperator
F−1aF : Bs

r,q (Rn, E1) −→ Bs
r,q (Rn, E2) stetig ist, wenn ρ =

[
n
p

]
+1. Daraus folgt, dass man für

beliebige Banachräume E1, E2 (d.h. mit Fouriertyp p = 1) das Theorem 6.2 in [Am,97] erhält.
Falls E1, E2 gleichmäßig konvexe Banachräume sind (deshalb haben sie Fouriertyp p, p > 1)2,
kann man ρ = n wählen.

Viele Anwendungen auf Probleme der Physik wie zum Beispiel das Problem der Reaktions-
Diffusions-Prozesse, das in [Am,00] studiert wurde, weisen auf die Notwendigkeit hin, banach-
raumwertige Symbole zu betrachten. Einen besonderen Fall dieses Problems werden wir auf dem
Sobolevraum W k

1 (Rn, L1 (Y, µ)) (im Kapitel 4) untersuchen. Es ist bekannt, dass L1 (Y, µ) kein
reflexiver Raum ist. Aus diesem Grund möchten wir in dieser Arbeit (analog wie in [Am,97]) eine
Version des Satzes von Michlin für banachraumwertige Symbole erhalten, mit der wir die Erzeu-
gung analytischer Halbgruppe vom entsprechenden Pseudodifferentialoperator erhalten können.
Somit erhält man Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen parabolischer Pseudodifferentialglei-
chungen. Dazu betrachten wir in der vorliegenden Arbeit beliebige Banachräume Ei, i = 0, 1, 2,
den Vektorraum

V (Rn, Ei) :=
⋃

(s,p,q)∈R×[1,∞]×[1,∞]

Bs
p,q (Rn, Ei)

statt Bs
p,q (Rn, Ei) und Symbole a in Sm,ρn

1,0 (Rn, E1) mit

ρn :=
{
n+ 1, n ∈ N ungerade,
n+ 2, n ∈ N gerade,

und wir zeigen im Satz 2.3.1, dass eine eindeutige und lineare Abbildung

ã (D) : V (Rn, E2) −→ V (Rn, E0)
2siehe [Bourg,87].
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so existiert, dass

ã (D)
∣∣∣Bs+m

p,q (Rn,E2)∩C∞
b (Rn,E2) = a (D) ∀s ∈ R, p, q ∈ [1,∞] ,

wobei3

[a (D)u] (x) := os−
∫ ∫

eiξηa (ξ) • u (x− η) d (ξ, η)
(2π)n

, x ∈ Rn, u ∈ C∞b (Rn, E2)

(beachte, dass a (D) = F−1 (a • F (·)) auf S (Rn, E2), dem Raum der schnell fallenden Funktio-
nen). Das hat zur Folge, dass(

a 7→ ã (D)
)
∈ L

(
Sm,ρn

1,0 (Rn, E1) ,L
(
Bs+mp,q (Rn, E2) ,Bsp,q (Rn, E0)

))
für alle m, s ∈ R , p, q ∈ [1,∞] und somit(

a 7→ ã (D)
)
∈ L

(
Sm,ρn

1,0 (Rn, E1) ,L
(
W l
p (Rn, E2) ,W k

p (Rn, E0)
))

,

wenn m ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞ und k, l ∈ N mit l > k +m (siehe auch Folgerungen des Satzes 2.3.1).
Die Abschätzung für ρn haben wir durch die Untersuchung der Eigenschaften des oszillatori-
schen Integrals erhalten. Außerdem vereinfachen diese Eigenschaften den Beweis unseres ersten
Hauptresultats (Satz 2.3.1).

Danach werden parabolische Symbole a (mit Konstanten ω und κ) in Sm,ρ1,0 (Rn,L (E1, E0))
für m > 0 und E1 ↪→ E0 betrachtet. Präzisiert ausgedrückt, ist a parabolisch in
Sm,ρ1,0 (Rn,L (E1, E0)), wenn Konstanten ω ≥ 0 und κ ≥ 1 so existieren, dass[

a(ξ) + µmeiθI
]−1
∈ L (E0, E1) und

∥∥∥∥[a(ξ) + µmeiθI
]−1
∥∥∥∥
L(E0,E1)

≤ κ 〈ξ, µ〉−m

für alle |ξ, µ| ≥ ω und θ ∈
[
−π

2 ,
π
2

]
. Dabei sind 〈ξ, µ〉 :=

√
1 + |ξ|2 + µ2 und |ξ, µ| :=

√
|ξ|2 + µ2

mit (ξ, µ) ∈ Rn × R+
0 . Dieser Begriff verallgemeinert die in [Am,01] gegebene Definition der

normal-elliptischen Differentialoperatoren mit L (E1, E0)−wertigen konstanten Koeffizienten,
und zwar: p (D) :=

∑
|α|≤m aαD

α ist normal-elliptisch, wenn es eine Konstante κ ≥ 1 so gibt,
dass

[λI + p0 (ξ)]−1 ∈ L (E0, E1) und
∥∥∥[λI + p0 (ξ)]−1

∥∥∥
L(E0,E1)

≤ κ

1 + |λ|
für alle λ ∈

∑
π
2

:= {z ∈ C : Re z ≥ 0} und ξ ∈ Rn mit |ξ| = 1. Dabei ist p0 (ξ) :=
∑

|α|=m aαξ
α

der Hauptteil von p (D) (siehe Abschnitt 4.2.2). Für parabolische Symbole a werden wir zeigen:

a) Der Operator A1 := − ã(D)
∣∣∣
Bs+m

p,q (Rn,E1)
erzeugt eine analytische Halbgruppe auf

Bsp,q(Rn, E0), die sogar stark stetig ist, wenn 1 ≤ q <∞ und E1
d
↪→ E0.

3Dabei ist • : E1 × E2 → E0 eine Multiplikation (siehe Abschnitt 1.1).
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b) Die Fkp (Rn, E0)−Realisierung des Operators A2 := −ã (D)
∣∣∣Bk+m

p,∞ (Rn,E1) mit k ∈ N0 erzeugt

eine C∞−Halbgruppe des singulären Typs α auf dem Raum Fkp (Rn, E0). Dabei sind α ∈
(0, 1) beliebig,

(
B,Fkp

)
=
(
B̊,W k

p

)
für 1 ≤ p <∞ und

(
B,Fk∞

)
ein Paar in

{(
B,W k

∞

)
,
(
b, B ∪ Ck

)
,
(
B̊, Ck0

)
,
(
B,Ckb

)}
.

Es stellt sich die Frage, ob die Fkp (Rn, E0)−Realisierung des Operators A2 auch eine analyti-
sche Halbgruppe auf Fkp (Rn, E0) erzeugt (mit anderen Worten, ob die Aussage b) für α = 1 gilt).
In [Am,01] wurden Ergebnisse über die Erzeugung analytischer Halbgruppe auf Lp (Rn, E0) mit
1 ≤ p < ∞, BUC (Rn, E0) und auf C0 (Rn, E0) von Differentialoperatoren erhalten. In [Ki,01]
wurde die Erzeugung analytischer Halbgruppen auf Lp (Rn, E0) (1 ≤ p <∞) von geeigneten pa-
rabolischen Pseudodifferentialoperatoren mit L (E0)−wertigen Symbolen der Ordnung m > 1,
die in der Dualvariable ξ mindestens Regularität der Ordnung 2n + 1 hatten, bewiesen. Pseu-
dodifferentialoperatoren mit C−vektorwertigen Symbolen von mehreren Veränderlichen, a(x, ξ),
die nicht in der Ortsvariable x regulär sind, aber unendlich oft-differenzierbar in der Dualvaria-
ble ξ sind, wurden von J. Escher und J. Seiler in [Esc-Sei,07] untersucht. Wenn man dort ein
Symbol a unabhängig von der Ortsvariablen (d.h. a(x, ξ) = a(ξ)) betrachtet, erhält man nach
ihrem Theorem 4.8, dass der entsprechende Operator −a(x,D) eine analytische Halbgruppe auf

Hs = Cs∗ (Rn) ,W s
p (Rn) mit 1 < p <∞, und auf Bs

p,q (Rn) , 1 ≤ p, q <∞

erzeugt. Dabei sind s > 0 und Cs∗ (Rn) = Bs
∞,∞ (Rn) die sogenannten Hölder-Zygmund-Räume.

Aber wie wir schon oben erwähnt haben, ist die Betrachtung banachraumwertiger nicht-regulären
Symbole die Grundlage dieser Arbeit, was durch die Arbeiten [Am,01] und [Ki,01] motiviert
wurde. In diesen beiden wie auch in der Arbeit [D-K,06], in der UMD−banachraumwertige
Symbole betrachtet wurden, hat die Homogenität des Hauptsymbols eine wichtige Rolle gespielt.
Diese Homogenität wird in einer Unterklasse von Sm,ρ1,0 (Rn, E) berücksichtigt. Analog wie in
[Ki,01] bezeichnen wir mit Sm,ρ (Rn, E) den Raum aller Funktionen a ∈ Sm,ρ1,0 (Rn, E), die eine
Funktion a0 ∈ Sm,ρ1,0 (Rn, E) besitzen, so dass

a− a0 ∈ Sm−1,ρ
1,0 (Rn, E) und

a0 (tξ) = tma0 (ξ) für alle t > 0, ξ ∈ Rn\ {0} .

Das Symbol a0 wird der Hauptteil oder das Hauptsymbol von a genannt. Außerdem wird
Sm,ρ (Rn, E) mit der Norm

‖a‖Sm,ρ(Rn,E) :=
∥∥a0
∥∥
Sm,ρ

1,0 (Rn,E)
+
∥∥a− a0

∥∥
Sm−1,ρ

1,0 (Rn,E)

betrachtet, die die Einbettung Sm,ρ (Rn, E) ↪→ Sm,ρ1,0 (Rn, E) liefert. Für m > 0 und a ein para-
bolisches Symbol in Sm,ρn (Rn,L (E0)) (das heißt a0 ist parabolisch in Sm,ρn

1,0 (Rn,L (E0)), siehe
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Unterabschnitt 3.3.1) werden wir zeigen, dass die Fk (Rn, E0)−Realisierung des Operators A2

eine analytische Halbgruppe auf

Bsp,q (Rn, E0) , W k
p (Rn, E0) , BUCk (Rn, E0) , Ck0 (Rn, E0) und auf Ckb (Rn, E0) (2)

für alle 1 ≤ p, q ≤ ∞, s ∈ R, k ∈ N0 erzeugt, wenn E1 = E0. Natürlich erzeugt dieser Operator
auch eine analytische Halbgruppe auf4 W s

p (Rn, E0) = Bs
p,p (Rn, E0) für alle s ∈ R+\N und

1 ≤ p <∞.
Wir erhalten dann (im Satz 4.1.3) Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen des linearen

Cauchy-Problems {
u̇+A(t)Fk

p
u = f (t) , 0 < t ≤ T,
u (0) = u0,

(3)

wobei {A(t) : 0 ≤ t ≤ T} eine geeignete Familie von parabolischen Pseudodifferentialoperatoren
ist, Fkp (Rn, E0) = W k

p (Rn, E0) für 1 ≤ p < ∞, Fk∞ (Rn, E0) =
B ∪ Ck (Rn, E0) (in diesem Fall ist m > k), A(t)Fk

p
die Fkp (Rn, E0)−Realisierung von A(t)

bezeichnet und f : [0, T ] −→ Fkp (Rn, E0) eine gegebene hölderstetige Funktion ist. Darüber
hinaus ist dabei u̇ := ∂tu.

Als eine zweite Anwendung legen wir die Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen eines un-
endlichen gekoppelten Gleichungssystems dar in der Gestalt des folgenden Reaktions-Diffusions-
Anfangswertproblems{

∂tu+A (t)u = R (x, t, y, u) , t,∈ (0, T ], x ∈ Rn,
u (x, 0, y) = u0 (x, y) , x ∈ Rn.

(4)

Dabei sind y ein Parameter in einem Maßraum (Y, µ) mit endlichem Maß,

A (t)u := −
n∑

i,j=1

aij (t) ∂2
xixj

u+
n∑
i=1

bi (t) ∂xiu+ b0 (t)u

(der Diffusionsterm) eine Familie von elliptischen Differentialoperatoren zweiter Ordnung und
aij , bi geeignete Koeffizienten, die von der Ortsvariable x unabhängig sind. Dazu schreiben wir
(4) als ein abstraktes semilineares Cauchy-Problem{

u̇+A(t)Fk
p
u = g (t, u) , 0 < t ≤ T,
u (0) = u0,

(5)

auf Fkp (Rn,E) mit k ∈ N0, p ∈ [1,∞], E =L1 (Y, µ; R), Fkp = W k
p falls 1 ≤ p < ∞ und

Fk∞ = B ∪ Ck (in diesem Fall ist m > k). Unter geeigneten Voraussetzungen (siehe Satz
4.2.3) wird gezeigt, dass das Problem (5) eine eindeutige Lösung u besitzt und außerdem
u ∈ C1

(
(0, T ] ,Fkp (Rn,E)

)
. Für den Beweis wird ein Resultat von Amann [Am,00;Th. 5.1] über

4Die Definition und einige Eigenschaften von W s
p (Rn, E0) für s ∈ R+\N und 1 ≤ p ≤ ∞, der E0−vektorwertige

Sobolev-Slobodecki Raum, findet man im Kapitel 1.
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Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen eines abstrakten semilinearen Cauchy-Problems ver-
wendet.

Resultate wie in diesem Hauptsatz (Satz 4.2.3), wobei E ein L1−Raum ist und k ∈ N0,
sind noch nicht in der Literatur bekannt. Auf der anderen Seite liefert dieser Satz die Exi-
stenz und Eindeutigkeit von Lösungen des in [Am,00] von Amann eingeführten Koagulations-
Fragmentations-Problems mit Diffusion auf dem Sobolevraum W k

1 (Rn, L1 (Y, dy; R)) für k ∈ N0,
Y = R+ oder N0, wenn der Diffusionsterm A (t) von der Ortsvariablen unabhängig ist.

Zum Schluss führen wir mit Hilfe der in (1) und in [Esc-Sei,07] gegebenen Räume Sm,ρ1,0 (Rn, E)
bzw. Cr∗S

m,ρ
1,δ (Rn) (r > 0, 0 ≤ δ ≤ 1, ρ ∈ N mit ρ ≥ ρn) eine Definition des Raumes der Symbole

Cr∗S
m,ρ
1,δ (Rn, E) ein. Wir sagen, dass eine E−vektorwertige Funktion a : Rn

x × Rn
ξ → E in

Cr∗S
m,ρ
1,δ (Rn, E) liegt, falls5

ax (·) := a (x, ·) ∈ Sm,ρ1,0

(
Rn
ξ , L∞ (Rn

x, E)
)
∩ Sm+δr,ρ

1,0

(
Rn
ξ , C

r
∗ (Rn

x, E)
)

f.f.a. x ∈ Rn. (6)

An dieser Stelle möchten wir darauf hinweisen, dass die in [Ki,03] angegebenen Symbole auch
in Cr∗S

m,ρ
1,δ (Rn, E) enthalten sind (siehe Bemerkung 5.1.3).

Durch eine Version der von R. Coifman und Y. Meyer in [C-M,78] eingeführten Zerlegung
der Symbole in elementare Symbole (eine solche Zerlegung für bestimmte banachraumwertige
Symbole wurde in [P-S,06] vorgestellt) und dank einiger Resultate aus der Littlewood-Paley-

Theorie erhalten wir eine Definition eines ”Pseudodifferentialoperators” ˜a (x,D) für Symbole
a ∈ Cr∗S

m,2ρ
1,δ (Rn, E) mit ρ > ρn. Im Satz 5.3.1 werden wir für − (1− δ) r < s < r, ρn wie in

(1.1), ρ > ρn und a ∈ Cr∗S
m,2ρ
1,δ (Rn, E1) zeigen, dass ˜a (x,D) ähnliche Eigenschaften zu ã (D) in

Satz 2.3.1 besitzt. Außerdem gilt ˜a (x,D)
∣∣∣
Bs+m

p,q (Rn,E2)
∈ L

(
Bs+mp,q (Rn, E2) ,Bsp,q (Rn, E0)

)
mit

B ∈
{
b, B, B̊ mit 1 ≤ p <∞

}
(siehe Korollar 5.3.2). Mit anderen Worten verallgemeinern der

Satz 5.3.1 und das Korollar 5.3.2 Versionen des Satzes von Michlin in [Am,97;Th. 6.2] (falls
p, q ∈ [1,∞)) und [Ki,03;Th. 2.3.1] (falls p ∈ [1,∞] und q ∈ [1,∞)). Siehe dafür Bemerkung
5.3.2. Analoge Ergebnisse zu skalaren vektorwertigen Symbolen hat Marschall in [Mar,87] mit
weniger Regularitätsannahmen in der Dualvariable ξ erhalten, aber in diesem skalaren Fall
wurde der Satz von Plancherel verwendet, den wir in unserem allgemeineren Fall nicht zur
Verfügung haben. Darüber hinaus gibt es schon in der Literatur Ergebnisse über Versionen des
Satzes von Michlin auf Lp (Rn, X)-Räumen (1 < p <∞) durch Pseudodifferentialoperatoren mit
L (X)−wertigen Symbolen a(x, ξ), aber dabei ist X ein UMD−Banachraum und die Symbole
erfüllen eine stärkere Beschräktheitsbedingung als (1), siehe [De-Kr,06], [P-S,06].

Solche Versionen des Satzes von Michlin, wie schon oben erwähnt wurde, spielen bei der Ana-
lysis partieller Differentialgleichungen und der Pseudodifferentialgleichungen eine wichtige Rolle.
Zum Beispiel kann man auch die Beschränktheit der geeigneten nicht regulären Pseudodifferen-
tialoperatoren zur Untersuchung der Regularität von Lösungen der nicht linearen elliptischen
partiellen Differentialgleichungen anwenden (siehe [Tay,91]).

5Cr
∗ (Rn, E) := Br

∞,∞ (Rn, E) für r > 0 (siehe Definition 1.1.4).
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Diese Arbeit ist wie folgt aufgebaut:
Im ersten Kapitel findet man die hier benutzten Bezeichnungen, Definitionen und Eigen-

schaften der Funktionenräume (Abschnitt 1.1), der sektoriellen Operatoren und analytischen
Halbgruppen (Abschnitt 1.2) und des oszillatorischen Integrals (Abschnitt 1.3). Insbesondere
werden wir im Abschnitt 1.3 eine allgemeine Version des Theorems 6.4 aus [Ku,81] zeigen, aus
dem eine Version des Satzes von Fubini für oszillatorische Integrale folgt.

Dann werden im zweiten Kapitel die Definitionen des Raumes der Symbole Sm,ρ1,0 (Rn, E), des
Pseudodifferentialoperator a(D) und des Vektorraumes V (Rn, E) gegeben. Außerdem werden
wir unser erstes Hauptresultat (Satz 2.3.1) bewiesen. Für die Konstruktion des Operator ã(D)
wenden wir an, dass (

Bs
p,q (Rn, E) ∩ C∞b (Rn, E) ; ‖·‖Bs

p,q

)
d
↪→ Bs

p,q (Rn, E)

gilt, wenn 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q < ∞, und einige Eigenschaften der Interpolationstheorie für den
Fall q =∞.

Das dritte Kapitel enthält die Definitionen der Symbolklasse Sm,ρ (Rn, E), parabolischen
Symbole in Sm,ρ1,0 (Rn, E) und Sm,ρ (Rn, E) und Realisierung eines Operators. Mittels der Ver-
sion des Satzes von Michlin des zweiten Kapitels zeigen wir im Abschnitt 3.1 die Erzeugung
analytischer Halbgruppen auf Besovräumen vom Operator A1, im Abschnitt 3.2 die oben for-
mulierte Aussage b) über die Erzeugung C∞−Halbgruppen und im Abschnitt 3.3 die Erzeugung
analytischer auf Fkp (Rn, E0) von der Fkp (Rn, E0)−Realisierung des Operators A2, wenn E0 = E1.
Benutzt wird in diesem Abschnitt, dass für parabolische Symbole a in Sm,ρn (Rn, E0)

b0λ :=
(
λ+ a0

)−1 ∈ S−m,ρn
1,0 (Rn, E0) gilt,

was zusammen mit der Homogenität von a0 und einigen Eigenschaften des oszillatorischen In-
tegrals die folgende Abschätzung liefert:

∥∥b0λ (D)u
∥∥
Wk

p (Rn,E0)
≤ M

1 + |λ|
‖u‖Wk

p (Rn,E0) ´ für alle u ∈ C∞b (Rn, E0) ∩W k
p (Rn, E0)

und alle λ ∈
∑

π
2
,R :=

{
z ∈ C : |z| ≥ R und |arg z| ≤ π

2

}
, wobei M ≥ 1 und R > 0 ge-

eignete Konstanten sind. Damit erhalten wir, dass die W k
p (Rn, E0)−Realisierung von A0

2 :=

−ã0 (D)
∣∣∣Bk+m

p,∞ (Rn,E0) eine analytische Halbgruppe auf dem Sobolevraum W k
p (Rn, E0) erzeugt.

Da
a = a0 +

(
a− a0

)
und a− a0 ∈ Sm−1,ρn

1,0 (Rn, E0) gelten,

liefert ein Störungsargument (Satz 1.2.2), dass die W k
p (Rn, E0)−Realisierung von A2 auch eine

analytische Halbgruppe auf W k
p (Rn, E0) erzeugt, wenn E1 = E0. Daher erhält man die Be-

hauptung in (2) (genau genommen den Satz 3.3.3 und dessen Korollar). Trotzdem kann man
den genauen Defitionsbereich der Operatoren nicht angeben. Es ist aber möglich, die dichten
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Einbettungen

Bk+m
p,1 (Rn, E1)

d
↪→ D

(
A(τ)Wk

p (Rn,E0)

)
d
↪→ bk+mp,∞ (Rn, E1) , 1 ≤ p <∞,

bk+m∞,1 (Rn, E1)
d
↪→ D

(
A(τ)BUCk(Rn,E0)

)
d
↪→ bk+m∞,∞ (Rn, E1)

(7)

zu erhalten, die hilfreich für die Untersuchung der Cauchy-Probleme (3) und (5) in Kapitel 4
sind.

Zur Untersuchung parabolischer Evolutionsgleichungen werden in Kapitel 4 die Resultate
des dritten Kapitels verwendet. Lineare Cauchy-Probleme (wie in (3)) auf Besovräumen werden
im Abschnitt 4.1 behandelt. Da der Definitionsbereich von A (t)Fk

p
in diesem Fall unabhängig

von t ist, wenden wir auch Resultate aus [Acq-Te,85,86], [Pou,65] und [Ta,60] an. Falls man das
Problem (3) auf W k

p (Rn, E0) für 1 ≤ p <∞ oder auf BUCk (Rn, E0) für p =∞ betrachtet (und
damit hängt der Defitionsbereich von A (t)Fk

p
von t ab) verwenden wir auch ein Ergebnis aus

[Am,95], (7) und einigen Eigenschaften der Interpolationstheorie, um das Problem zu lösen. Im
Abschnitt 4.2 werden semilineare Cauchy-Probleme betrachtet. Insbesondere wird Existenz und
Eindeutigkeit von Lösungen eines semilinearen und elliptischen Differentialgleichungssystems
zweiter Ordnung untersucht (siehe Satz 4.2.3). Mit Hilfe des Satzes 4.2.3 können wir dann im
Abschnitt 4.3 das oben erwähnten Koagulations-Fragmentations-Problem mit Diffusion analy-
sieren. Dazu geben wir eine kurze Beschreibung des Diffusionsterms A (t) und des Reaktionsterm
R in (4), und danach wird im Satz 4.3.1 die Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen dieses
Problems gezeigt.

Das letzte Kapitel 5 untergliedert sich in drei Abschnitte: Der erste beginnt mit der Definition
des Raumes der Symbole Cr∗S

m,ρ
1,δ (Rn, E) und endet mit einem Korollar über die Zerlegung eines

Symbols aus Cr∗S
m,ρ
1,δ (Rn, E) in elementare Symbole.

Im zweiten Abschnitt definieren wir die Abbildungen a(x;D) und ã(x;D) für elementa-
re bzw. allgemeine Symbole in Cr∗S

m,ρ
1,δ (Rn, E). Die Existenz und einige Eigenschaften dieser

”Pseudodifferentialoperatoren” werden dort gezeigt.
Im dritten Abschnitt zeigen wir den Hauptsatz diesen Kapitels (Satz 5.3.1), und als Folge-

rung wird die Stetigkeit von ã(x;D) auf den Funktionenräumen B ∪ Ck (Rn, E), Ck0 (Rn, E),
Ckb (Rn, E) und W k

p (Rn, E) für 1 ≤ p ≤ ∞ und k ∈ N untersucht (siehe Korollar 5.3.3).
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Kapitel 1

Einleitende Definitionen und
Bezeichnungen

In diesem Kapitel geben wir die Definitionen und Bezeichnungen an, die in der ganze Arbeit
benutzt werden, wie auch einige wichtige Resultate oder Eigenschaften über die hier betrachteten
Funktionenräumen (siehe Abschnitt 1.1). Im Abschnitt 1.2 wird kurz die Theorie analytischer
Halbgruppen beschreibt und in der Abschnitt 1.3 werden grundlegende Eigenschaften des oszi-
llatorischen Integrals für nicht reguläre Amplituden untersucht.

In der vorliegenden Arbeit bezeichnen ∅ die leere Menge, N die Menge der natürlichen Zahlen,
N0 := N0 ∪ {0},

ρn :=
{
n+ 1, n ∈ N ungerade,
n+ 2, n ∈ N gerade,

(1.1)

R die Menge der reellen Zahlen, R+ := {x ∈ R : x > 0}, R+
0 := R+ ∪ {0}, C die der komplexen

Zahlen, |x| :=
(∑n

i=1 x
2
i

) 1
2 die euklidische Norm auf Rn, 〈x〉 :=

(
1 + |x|2

) 1
2 für x ∈ Rn und E, Ei,

i = 0, 1, 2 Banachräume mit Normen ‖·‖E , ‖·‖Ei
. Alle vorkommenden Banachräume sind über

K = R∨C (das heißt über R oder über C). Sind
(
E1, ‖·‖E1

)
und

(
E2, ‖·‖E2

)
derselbe Vektorraum

mit äquivalenten Normen ‖·‖E1
und ‖·‖E2

, so bezeichnet man dies als E1
·= E2. Weiterhin sei

L (E1, E0) der Raum der linearen und stetigen Abbildungen mit Definitionsbereich E1 und sein
Bild in E0, und L (E0) := L (E0, E0). Wenn A ∈ L (E1, E0) und

ρ(A) :=
{
λ ∈ C : λI −A : D(A) = E1 → E0 bijektiv und (λI −A)−1 ∈ L (E0)

}
die Resolventenmenge von A ist, dann wird A als ein Operator in E0 (mit dem Definitions-
bereich E1) aufgefasst. Mit R (λ,A) := (λI −A)−1, λ ∈ ρ(A), wird hier die Resolvente von
A bezeichnet. Falls X := (X,P) und Y := (Y,Q) zwei lokal konvexe topologische Vektorräume
sind, deren Topologien von den Familien der Halbnormen P bzw. Q induziert werden, so wird
L (X,Y ) , der Raum der linearen und stetigen Abbildungen von X nach Y , mit der Topolo-
gie der beschränkten Konvergenz versehen, das heißt die Topologie in L (X,Y ) ist von der

1
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Familie der Halbnormen{
u 7→ sup

x∈B
q (u (x)) ;B ⊂ X beschränkt und q ∈ Q

}
induziert.

Bekanntlich heißt eine lineare Abbildung u : (X,P) −→ (Y,Q) stetig genau dann, wenn für
jedes q ∈ Q existieren p1, ..., pN ∈ P für ein N ∈ N und eine Konstante K, so dass

q (u (x)) ≤ K max
1≤i≤N

pi (x) ∀x ∈ X (1.2)

(siehe [Do,06; Lemma 3.18]).

1.1 Funktionenräume

Wir bezeichnen mit Ck (Rn, E), k ∈ N0 ∪ {∞}, den Fréchetraum aller E−vektorwertigen Funk-
tionen auf Rn, deren Ableitungen bis zur Ordnung ≤ k stetig sind, mit der von der Familie der
Halbnormen

u 7→ pl,K (u) := max
|α|≤l
‖∂αu‖∞,K , l < k + 1, K ⊂ Rn kompakt,

induzierten Topologie. Dabei ist ∂α = ∂α1 ...∂αn für α = (α1, .., αn) ∈ Nn
0 . Manchmal wird die

Notation Dxj := (−i) ∂xj benutzt. Um abzukürzen schreiben wir Ck (Rn, E) := Ck (Rn) wenn
E = K, und falls k = ∞ schreibt man auch C∞ (Rn, E) := E (Rn, E), der Raum der allen
unendlich-oft differenzierbaren Funktionen. Weiterhin sei D (Rn, E) der Raum der Testfunk-
tionen, das heißt der Raum der allen unendlich-oft differenzierbaren Funktionen u : Rn −→ E
mit kompaktem Träger und versieht mit der Topologie des induktiven Limes.

Für eine offene Menge Ω ⊂ Rn und ein θ ∈ (0, 1) definiert man den Raum der hölderste-
tigen Funktionen durch

Cθ (Ω, E) :=
{
u : Ω→ E stetig : ‖u‖Cθ(Ω,E) <∞

}
,

wobei

‖u‖Cθ(Ω,E) := ‖u‖∞,Ω + [u]θ und [u]θ := sup
x,y∈Ω, x 6=y

‖u (x)− u (y)‖E
|x− y|θ

.

Wir betrachten auch für k ∈ N0 folgende Funktionenräume:

Ckb (Rn, E) :=
{
u ∈ Ck (Rn, E) : ‖u‖Ck

b
:= max

|α|≤k
sup
x∈Rn

‖∂αxu‖E <∞
}
,

BUCk (Rn, E) :=
{
u ∈ Ckb (Rn, E) : ∂αxu ist gleichmäßig stetig für alle |α| ≤ k

}
mit der Norm ‖u‖BUCk := max

|α|≤k
sup
x∈Rn

‖∂αxu‖E für u ∈ BUCk (Rn, E) ,
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Ck0 (Rn, E) := der Abschluss von D (Rn, E) im BUCk (Rn, E)

mit der Norm ‖u‖Ck
0

:= max
|α|≤k

sup
x∈Rn

‖∂αxu‖E für u ∈ Ck0 (Rn, E) ,

BUC∞ (Rn, E) := C∞b (Rn, E) :=
⋂
k∈N0

Ckb (Rn, E) und C∞0 (Rn, E) :=
⋂
k∈N0

Ck0 (Rn, E) .

Ckb (Rn, E), BUCk (Rn, E) und Ck0 (Rn, E) sind Banachräume und C∞0 (Rn, E) und C∞b (Rn, E)

sind Frécheträume mit der Familie der Normen
{
pk(·) := ‖·‖Ck

b
: k ∈ N0

}
.

Sind r ∈ R+\N und [r] := max {k ∈ N0 : k < r}, so definiert man den Raum

Crb (Rn, E) :=
{
u ∈ C [r]

b (Rn, E) : ∂αu ∈ Cr−[r] (Rn, E) ∀ |α| = [r]
}

mit der Norm
‖u‖Cr

b (Rn,E) := ‖u‖
C

[r]
b (Rn,E)

+ max
|α|=[r]

[∂αu]r−[r] .

Ebenso definiert man den Raum B ∪ Cr (Rn, E) durch

B ∪ Cr (Rn, E) :=
{
u ∈ B ∪ C [r] (Rn, E) : ∂αu ∈ Cr−[r] (Rn, E) für alle |α| = [r]

}
mit der Norm ‖u‖B∪Cr(Rn,E) := ‖u‖Cr

b (Rn,E) für u ∈ B ∪ Cr (Rn, E).
Ein wichtiger Fréchetraum ist

S (Rn, E) :=
{
ϕ ∈ C∞(Rn, E) : ∀k, l ∈ N0, ‖ϕ‖k,l := max

|α|≤l
sup
x∈Rn

〈x〉k ‖∂αxϕ(x)‖E <∞
}

,

der Raum der schnell fallenden E−wertigen Funktionen, der mit seiner Standardtopo-
logie betrachtet wird. Ferner wird S (Rn,C) := S (Rn) geschrieben.

Der Raum der E−wertigen temperierten Distributionen S ′ (Rn, E) := L (S (Rn) , E)
ist der Raum der stetigen und linearen Abbildungen von S (Rn) nach E mit der Topologie der
beschränkten Konvergenz.

Für 1 ≤ p ≤ ∞ definiert man den Raum der Funktionen Lp(Rn, E) durch

Lp(Rn, E) :=
{
u : Rn → E : u (stark) messbar und ‖u‖Lp(Rn,E) <∞

}
,

wobei

‖u‖Lp(Rn,E) :=


[∫

Rn ‖u(x)‖pE dx
] 1

p , falls 1 ≤ p <∞,

essup
x∈Rn

‖u(x)‖E , falls p =∞.

Sind V und W lokal konvexe Räume, so ist V stetig eingebettet in W , wenn V
ein linearer Unterraum von W ist und aus der Konvergenz in V stets Konvergenz in W folgt.
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In diesem Fall schreibt man dann V ↪→W . Ist die Einbettung außerdem dicht, so schreibt man

V
d
↪→W . Ist U ⊂ V , dann bezeichnet U den Abschluss von U in V .
Man kann zeigen, dass

D (Rn, E) ↪→ S (Rn, E) ↪→ Lp(Rn, E) ↪→ S ′ (Rn, E) .

Nun seien α ∈ Nn
0 und u ∈ S ′ (Rn, E), dann ist die distributionelle Ableitung (bzw. die

verallgemeinerte Ableitung) der Ordnung α von u, bezeichnet ∂αu, definiert durch

(∂αu) (ψ) := (−1)|α| u (∂αψ) für alle ψ ∈ S (Rn) .

Damit definiert man für 1 ≤ p ≤ ∞ und k ∈ N0 den vektorwertigen Sobolevraum
W k
p (Rn, E) durch

W k
p (Rn, E) :=

{
u ∈ S ′(Rn, E) : ∂αu ∈ Lp(Rn, E) für alle |α| ≤ k

}
zusammen mit der Norm

‖u‖Wk
p (Rn,E) :=



[ ∑
|α|≤k

‖∂αu‖pLp(Rn,E)

] 1
p

, falls 1 ≤ p <∞,

max
|α|≤k

‖∂αu‖L∞(Rn,E) , falls p =∞.

Und die sogenannten Sobolev-Slobodecki-Räume W s
p (Rn, E) für s ∈ R+\N und p ∈

[1,∞[ sind definiert durch

W s
p (Rn, E) :=

{
u ∈W [s]

p (Rn, E) : ‖u‖W s
p (Rn,E) <∞

}
,

wobei

‖u‖W s
p (Rn,E) :=

 ∑
|α|≤[s]

‖∂αu‖pLp(Rn,E) +
∑
|α|=[s]

∫
R2n

‖∂αu(x)− ∂αu(y)‖pE
|x− y|n+(s−[s])p

d (x, y)


1
p

.

Abkürzung: Für die obigen und folgenden Funktionenräume F (Rn, E) mit E = K schreiben
wir zur Abkürzung F (Rn,K) := F (Rn).

Definition 1.1.1 Wir definieren den Raum der Funktionen temperierten Wachstums mit
Werten im Banachraum E durch

u ∈ OM (Rn, E) :⇔

{
u ∈ C∞ (Rn, E) : ∀α ∈ N ∃cα > 0,mα ∈ N mit∥∥∥∂αξ u (ξ)

∥∥∥
E
≤ cα 〈ξ〉mα ∀ξ ∈ Rn

zusammen mit der Familie der Halbnormen P := {pα,ϕ : α ∈ Nn
0 , ϕ ∈ S (Rn)}, wobei pα,ϕ :

OM (Rn, E) −→ R+
0 durch

pα,ϕ (u) := sup
ξ∈Rn

∥∥ϕ (ξ) ∂αξ u (ξ)
∥∥
E

definiert ist.
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Für m ∈ R und a (ξ) := 〈ξ〉m kann man leicht durch Induktion zeigen, dass∣∣∂αξ a (ξ)
∣∣ ≤ cm,|α| 〈ξ〉m−|α| ∀ξ ∈ Rn und α ∈ Nn

0 . (1.3)

Somit gilt a ∈ OM (Rn).
Mit der obigen Familie der Halbnormen, P, ist OM (Rn, E) ein vollständig lokal konvexer

topologischer Raum (siehe [Am,03; Lemma 1.2.6]).
Unter einer Multiplikation b : E1×E2 → E0 versteht man eine stetige bilineare Abbildung

mit

‖b‖L(E1×E2,E0) := sup
ei∈Ei\{0}, i=1,2

‖b (e1, e2)‖E0

‖e1‖E1
‖e2‖E2

≤ 1.

Einige Beispiele der Multiplikationen sind:

i) die skalare Multiplikation K× E → E, (k, e) 7→ ke,

ii) die Auswertung einer linearen Abbildung L(E1, E0)× E1 → E0, (A, e1) 7→ Ae1,

iii) die Komposition L(E1, E2)× L(E0, E1)→ L(E0, E2), (A,B) 7→ AB.

Wenn F (Rn, Ei), i = 0, 1, 2, geeignete Ei-vektorwertige Funktionenräume sind, • : E1 ×
E2 −→ E0 eine Multiplikation ist und

(u1 • u2) (x) := u1 (x) • u2 (x) für x ∈ Rn und ui ∈ F (Rn, Ei) , i = 0, 1,

die von “•” induzierte punktweise Multiplikation der Funktionen u1 und u2 ist, dann kann man
eine Faltung ∗• bezüglich “•” auf geeigneten Funktionenräumen erhalten. Präzisiert wird dies
in folgenden Lemmata.

Lemma 1.1.1 Sei (F1,F2,F0) eines der Tripel (E ,D′,D′), (E , E ′, E ′), (S,OM,S),
(OM,OM,OM), (OM,S ′,S ′), (E , E , E) oder (E ,D,D). Dann existiert eine eindeutige, bilineare
und in beiden Komponenten stetige Abbildung

F1 (Rn, E1)× F2 (Rn, E2) −→ F0 (Rn, E0) , (a, u) 7→ a • u,

die die punktweise Multiplikation bzgl. • genannt wird, so dass

(ϕ⊗ e1) • (ψ ⊗ e2) = (ϕψ)⊗ (e1 • e2)

für ϕ ⊗ e1 ∈ D (Rn) ⊗ E1 und ψ ⊗ e2 ∈ D (Rn) ⊗ E2. Dabei sind ϕ ⊗ e (x) := ϕ (x) e, ϕ ∈
D (Rn), e ∈ E, x ∈ Rn und D (Rn)⊗E := span {ϕ⊗ e : ϕ ∈ D (Rn) und e ∈ E}, D′ (Rn, Ei) :=
L (D (Rn) , Ei) und E ′ (Rn, Ei) := L (E (Rn) , Ei) mit der Topologie der beschränkten Konvergenz
versehen.

Beweis. Siehe [Am,03] Theorem 1.6.4., S.40. �
Aus dem Lemma 1.1.1 ergibt sich:
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Lemma 1.1.2 Seien auch E3, E4 und E5 Banachräume und wir nehmen an, dass Multiplika-
tionen

• : E1 × E2 −→ E0,

• : E0 × E3 −→ E5,

• : E2 × E3 −→ E4,

• : E1 × E4 −→ E5,

existieren, die assoziativ sind, das heißt

(e1 • e2) • e3 = e1 • (e2 • e3) für alle ei ∈ Ei, i = 1, 2, 3.

Dann gilt
u1 • (u2 • u3) = (u1 • u2) • u3 für alle ui ∈ E (Rn, Ei) , i = 1, 2, 3.

Lemma 1.1.3 Sei (F1,F2,F0) eines der Tripel (B ∪ C,L1, B ∪ C), (C0, L1, C0),
(L∞, L1, B ∪ C) oder (Lp, L1, Lp) mit 1 ≤ p < ∞. Dann existiert eine Fortsetzung der Fal-
tung bezüglich “•” von F1 (Rn, E1)×D (Rn, E2) zu einer Multiplikation

∗• : F1 (Rn, E1)× F2 (Rn, E2) −→ F0 (Rn, E0) .

Die Fortsetzung ist für f ∈ F1 (Rn, E1) und g ∈ F2 (Rn, E2) gegeben durch

(f ∗• g) (x) =
∫

Rn

f (y) • g (x− y) dy, x ∈ Rn.

Außerdem gilt
‖f ∗• g‖F0(Rn,E0) ≤ ‖f‖F1(Rn,E1) ‖g‖F2(Rn,E2) .

Beweis. Siehe [Am,03], Theorem 1.9.9., S. 69. �
Außerdem gibt es nach [Am,03; Th. 1.9.1] bilineare und in beiden Komponenten stetige

Abbildungen
∗• : S (Rn, E1)× S ′ (Rn, E2) −→ OM (Rn, E0) , (1.4)

∗• : E ′ (Rn, E1)× E ′ (Rn, E2) −→ E ′ (Rn, E0) , (1.5)

so dass
(v1 ⊗ e1) ∗• (v2 ⊗ e2) = (v1 ∗ v2)⊗ (e1 • e2) (1.6)

für alle v1, v2 ∈ D (Rn) und ei ∈ Ei, i = 1, 2.
Auf dem Raum der Lebesgue-integrierbaren Funktionen L1(Rn, E) definiert man die Fou-

riertransformation (bzw. die inverse Fouriertransformation) einer Funktion f ∈ L1(Rn, E)
durch

f̂(ξ) :=
1

(2π)
n
2

∫
Rn

e−iξxf(x)dx, ξ ∈ Rn (bzw. f̌ :=
[
f̂
]
(−·) ).
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Es ist bekannt, dass
[
f̂
]∨

=
[
f̌
]∧ = f für alle f ∈ S (Rn, E).

Die Fouriertransformation (bzw. die inverse Fouriertransformation) einer Distribution
u ∈ S ′(Rn, E) definiert man durch

û (ψ) := u
(
ψ̂
)

(bzw. ǔ (ψ) := u
(
ψ̌
)
) für alle ψ ∈ S (Rn) .

Man bezeichnet auch û bzw. ǔ als Fu bzw. F−1u. Bekanntlich ist auch, dass F , F−1 ∈
L (S (Rn, E)) ∩ L (S ′ (Rn, E)) und FF−1 = F−1F = IS′(Rn,E).

Für ψ ∈ S (Rn) und u ∈ S ′(Rn, E) schreibt man

ψ (D)u := F−1 (ψFu) . (1.7)

Man kann diesen Ausdruck mit Hilfe der in [Am,03; Th. 1.9.10] gefundenen Gleichheit

̂u1 ∗• u2 = (2π)n/2 û1 • û2, u1 ∈ S(Rn, E1) und u2 ∈ S ′(Rn, E2), (1.8)

umformulieren. Der Faktor (2π)n/2 in (1.8) kommt aus der Definition von ϕ̂ für ϕ ∈ S(Rn).
Im skalaren Fall gilt auch die Gleichheit (1.8) für Distributionen u1, u2 ∈ S ′(Rn) mit kom-

paktem Träger (siehe z. B. [Tr,67; Kapitel 30]). Die Gültigkeit von (1.8) wird in der Bemerkung
1.1.1 für den vektorwertigen Fall gezeigt, aber zunächst rufen wir den Begriff vom Träger einer
temperierten Distribution in Erinnerung. Seien u ∈ S ′(Rn, E) und Ω ⊂ Rn offen. Man sagt, dass
u in Ω verschwindet, falls

〈u, ϕ〉 := u (ϕ) = 0 ∀ϕ ∈ S(Rn) mit supp (ϕ) ⊂ Ω.

Ist Gu :=
{

Ω ⊂
offen

Rn : u verschwindet in Ω
}

, so ist ω :=
⋃

Ω∈Gu

Ω ∈ Gu. Dann definiert man den

Träger von u durch
supp (u) := Rn\ω.

Sind ui ∈ S ′(Rn, E) für i = 1, 2, so ist offensichtlich, dass Gu1 ∩ Gu2 ⊂ Gu1+u2 . Daher und aus
den de Morganschen Gesetzen ergibt sich:

supp (u1 + u2) ⊂
2⋃
i=1

supp (ui) . (1.9)

Weiterhin ist es nicht so schwer zu zeigen, dass für ein abgeschlossenes Intervall I ⊂ Rn und
u ∈ S ′(Rn, E) Folgendes gilt:

supp (u) ⊂ I ⇐⇒ [ u (ϕ) = 0 für alle ϕ ∈ S(Rn) mit I ∩ supp (ϕ) = ∅ ] . (1.10)

Weitere wichtige Aspekte temperierter Distributionen mit kompaktem Träger sind: a){
u ∈ S ′ (Rn, E) : u hat kompakten Träger

}
= E ′ (Rn, E)
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(siehe dazu z. B. [Am,95; III.4.5]), und b) der Satz von Paley-Wiener für Distributionen (siehe
z.B. [Wal,94; S. 191] für den skalaren Fall und [Mei,72; Satz 2] für den vektorwertigen Fall)
besagt, dass es für jedes u ∈ E ′ (Rn, E) eine holomorphe Funktion ũ gibt mit

ũ (z) =
〈
u, (2π)−

n
2 e−iz·x

〉
, z = ξ + iη, ξ, η ∈ Rn und ũ = Fu ∈ OM (Rn, E) . (1.11)

Daraus ergibt sich eine nützliche Bemerkung.

Bemerkung 1.1.1 Seien u ∈ E ′(Rn, E1) und v ∈ E ′(Rn, E2). Dann gilt

F (u ∗• v) = (2π)n/2 (Fu) • (Fv) in S ′ (Rn, E0) .

Beweis. Seien u ∈ E ′(Rn, E1) und v ∈ E ′(Rn, E2). Aus der Proposition 1.3.3 in [Am,03; S.17]

wissen wir bereits, dassD (Rn, E1)
d
↪→ E ′ (Rn, E1). Genau genommen seiBR := {x ∈ Rn : |x| < R}

für R > 0. Dann existiert eine Folge (uk)k∈N in D (Rn, E1) und eine Konstante R0 > 0 mit

uk → u in E ′ (Rn, E1) und supp (uk) , supp (u) ⊂ BR0 für alle k ∈ N. (1.12)

Die in [Am,03; Prop.1.3.3] gegebene Folge ist uk = (φku) ∗ ρ 1
k
, k ∈ N, wobei φk ∈ D (Rn) mit

φk|Bk
= 1 für alle k ∈ N und (ρε)ε>0 ein Standardregularisierer (engl. standard mollifier) ist

(mit ρ1 gerade). Daher sieht man deutlich, dass

supp (uk) ⊂ supp (φku) + supp
(
ρ 1

k

)
⊂ supp (u) +B1 für alle k ∈ N,

was (1.12) erklärt.
Nun seien α ∈ Nn

0 und ϕ ∈ E (Rn) beliebig und sei ψ0 eine Funktion in D (Rn) mit ψ0|BR0
= 1.

Dann erhält man nach (1.11) und (1.12), dass

pα,ϕ (F (u− uk)) = sup
ξ∈Rn

∥∥ϕ (ξ) ∂αξ (F (u− uk) (ξ))
∥∥
E1

= sup
ξ∈Rn

‖ϕ (ξ) (F (xα (u− uk)) (ξ))‖E1

= sup
ξ∈Rn

∥∥∥ϕ (ξ)
〈
xα (u− uk) , (2π)−

n
2 e−iξ·x

〉∥∥∥
E1

= sup
ξ∈Rn

∥∥∥∥∥∥∥
〈
u− uk, (2π)−

n
2 xαe−iξ·xϕ (ξ)ψ0 (x)︸ ︷︷ ︸

=:ψξ(x)∈E(Rn
x)

〉∥∥∥∥∥∥∥
E1

= sup
ψ∈B:={ψξ: ξ∈Rn}

‖〈u− uk, ψ〉‖E1
−→
k→∞

0,

da B ⊂ E (Rn) beschränkt ist und uk → u in E ′ (Rn, E1). Also

Fuk −→ Fu in OM (Rn, E1) .
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Daraus folgt zusammen mit dem Lemma 1.1.1:

Fuk • Fv −→ Fu • Fv in OM (Rn, E0) .

Da OM (Rn, E1) ↪→ S ′ (Rn, E1), E ′ (Rn, E1) ↪→ S ′ (Rn, E1) und F ∈ L (S ′ (Rn, E1)) gelten, erhält
man sofort aus (1.5) und (1.8), dass

F (u ∗• v)←− F (uk ∗• v) = (2π)
n
2 Fuk • Fv −→ (2π)

n
2 Fu • Fv in S ′ (Rn, E0) .

Somit ist die Bemerkung bewiesen. �
Definiert man [u (−·)] (ϕ) := u (ϕ (−·)) für ein u ∈ S ′ (Rn, E) und alle ϕ ∈ S (Rn), so gilt für

alle ui ∈ E ′ (Rn, Ei), i = 1, 2, dass

(u1 ∗• u2) (−·) = [u1 (−·)] ∗• [u2 (−·)]

(siehe Remarks 1.9.5(b) und 1.9.6(h) in [Am,03]). Daraus folgt zusammen mit der Bemerkung
1.1.1, dass

F−1 (u1 ∗• u2) = (2π)n/2
(
F−1u1

)
•
(
F−1u2

)
für alle ui ∈ E ′ (Rn, Ei) und i = 1, 2. (1.13)

Zum Schluss möchten wir noch eine im Abschnitt 5.2 eine wichtige Rolle spielende Bemerkung
über den Träger einer Faltung machen. Seien ui ∈ E ′(Rn, Ei), i = 1, 2, temperierte Distributionen
mit kompaktem Träger, dann gilt

supp (u1 ∗• u2) ⊂ supp (u1) + supp (u2) (1.14)

(vgl. [Am,03; Remarks 1.9.6 (f)]).

1.1.1 Besovräume

Vor der Definition der Besovräume führen wir zuerst die Definition einer Zerlegung der Eins ein.

Definition 1.1.2 (Die Menge Φ (Rn) der Zerlegung der Eins) Eine Folge (φj)j∈N0
in

S(Rn) heißt eine Zerlegung der Eins (bezeichnet (φj)j∈N0
∈ Φ (Rn), wenn sie Folgendes erfüllt:

a)

supp(φ0) ⊂ Ω0 := {x ∈ Rn : |x| ≤ 2} und

supp(φj) ⊂ Ωj :=
{
x ∈ Rn : 2j−1 ≤ |x| ≤ 2j+1

}
für alle j ∈ N.

b)
∞∑
j=0

φj(ξ) = 1 für alle ξ ∈ Rn, und

c) Für jedes α ∈ Nn
0 existiert eine Konstante cα > 0 so, dass1∣∣Dα

ξ φj(ξ)
∣∣ ≤ cα2−j|α|1Ωj (ξ) für alle ξ ∈ Rn und j ∈ N0.

1Unter 1Ω versteht man die charakteristische Funktion einer Menge Ω.
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Im Folgenden betrachten wir stets eine Zerlegung der Eins (ψj)j∈N0
, die wie folgt konstruiert

ist: Für ein ψ ∈ S (Rn) mit

suppψ ⊂ {x ∈ Rn : |x| ≤ 2} und ψ (x) = 1 auf |x| ≤ 1 (1.15)

definiert man 
ψ̃ (x) := ψ (x)− ψ (2x) ∀x ∈ Rn,
ψj (x) := ψ̃

(
2−jx

)
∀x ∈ Rn, j ∈ N,

ψ0 := ψ,
ψ−1 :≡ 0.

(1.16)

Man kann leicht zeigen, dass

k∑
j=0

ψj(ξ) = ψ
(
2−kξ

)
für alle ξ ∈ Rn und k ∈ N0. (1.17)

Definition 1.1.3 (Der Besovraum). Für s ∈ R und p, q ∈ [1,∞] definiert man den E-
vektorwertigen Besovraum der Ordnung s durch

Bs
p,q (Rn, E) :=

{
u ∈ S ′ (Rn, E) :

∥∥∥2ks ‖ψk (D)u‖Lp(Rn,E)

∥∥∥
lq
<∞

}
mit der Norm

‖u‖ψBs
p,q(Rn,E) :=

∥∥∥2ks ‖ψk (D)u‖Lp(Rn,E)

∥∥∥
lq

.

Folglich erhält man den Banachraum
(
Bs
p,q (Rn, E) , ‖·‖ψBs

p,q

)
. Für verschiedene ψ bekommt

man äquivalente Normen. Deswegen schreibt man nur ‖·‖Bs
p,q

statt ‖·‖ψBs
p,q

.
Einige wichtige Eigenschaften der Besovräume sind:

Satz 1.1.1 Seien s ∈ R und p, q ∈ [1,∞]. Dann gelten:

a) S (Rn, E) ↪→ Bs
p,q (Rn, E) ↪→ S ′ (Rn, E), aber S (Rn, E)

d
↪→ Bs

p,q (Rn, E), wenn p, q ∈
[1,∞).

b) Für alle 1 ≤ q0 ≤ q1 ≤ ∞ gilt

Bs
p,q0 (Rn, E) ↪→ Bs

p,q1 (Rn, E) . (1.18)

c) Für alle ε > 0 und 1 ≤ q0, q1 ≤ ∞ gilt:

Bs+ε
p,q0 (Rn, E) ↪→ Bs

p,q1 (Rn, E) . (1.19)

d) Seien s1 ≤ s0 und 1 ≤ p0 ≤ p1 ≤ ∞ mit s1 − n
p1

= s0 − n
p0

. Dann gilt

Bs0
p0,q (Rn, E) ↪→ Bs1

p1,q (Rn, E) . (1.20)
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e) Ist s ∈ R+\N, so ist

Bs
p,p (Rn, E) ·=

{
W s
p (Rn, E) , 1 ≤ p <∞,

BUCs (Rn, E) , p =∞.

f) Falls 1 ≤ p <∞, 1 ≤ q ≤ ∞ und k ∈ N0 mit s > n
p + k, dann gilt

Bs
p,q (Rn, E) ↪→ Ck0 (Rn, E) .

g) Für k ∈ N0 gilt
Bk
p,1 (Rn, E) ↪→W k

p (Rn, E) ↪→ Bk
p,∞ (Rn, E) , (1.21)

Bk
∞,1 (Rn, E) ↪→ Ckb (Rn, E) ↪→ Bk

∞,∞ (Rn, E) . (1.22)

Beweis. Die Aussagen a)-f) findet man in [Am,97; Kapitel 5], [Ki,03; §1.2] oder in [Schm,86].
Die Aussage g) befindet sich in [Ki,03; Theorem 1.2.6, S.12]. �

Korollar 1.1.1 Sei Bm := B
−(m− 1

m)
nm,m (Rn, E) für m ∈ N. Dann gelten:

a) Bm ↪→ Bm+1 für alle m ∈ N.

b) Seien m1,m2 ∈ N mit m1 ≤ m2. Dann Bm1 ↪→ Bm2.

c) Für beliebig s ∈ R und p, q ∈ [1,∞] existiert ein m0 ∈ N, so dass

Bs
p,q (Rn, E) ↪→ Bm0.

Beweis. Dies folgt aus der obigen Eigenschaften der Besovräume. In der Tat:

a) Sei m ∈ N. Dann gilt nach (1.19) und (1.20), dass

Bm = B
−(m− 1

m)
nm,m ↪→ B

−(m+1− 1
m)

nm,m+1 ↪→ Bŝ
n(m+1),m+1,

wobei ŝ− 1
m+1 = − (m+ 1) + 1

m −
1
m ist. Also ŝ = − (m+ 1) + 1

m+1 . Somit erhält man

Bm = B
−(m− 1

m)
nm,m ↪→ B

−[(m+1)− 1
m+1 ]

n(m+1),m+1 = Bm+1.

b) Es folgt aus a).



12 Kapitel 1. Einleitende Definitionen und Bezeichnungen

c) Nun seien s ∈ R, p, q ∈ [1,∞] und m ∈ N. Dann

Bs
p,q (Rn, E) ↪→ B[s]−1

p,m (Rn, E) ↪→ Bŝ
nm,m (Rn, E) , (1.23)

wobei [s] die größte ganze Zahl kleiner oder gleich als s ist und ŝ := 1
m + [s] − 1 −

n
p = −

(
m− 1

m

)
+
(
m+ [s]− 1− n

p

)
. Dann wählen wir ein m0 ∈ N so groß, dass ŝ >

−
(
m0 − 1

m0

)
(z.B. ist ein m0 ∈ N mit m0 > 1 + n

p − [s] geeignet). Somit erhält man
zusammen mit (1.19), (1.23):

Bs
p,q (Rn, E) ↪→ B

−
(
m0− 1

m0

)
nm0,m0 (Rn, E) = Bm0 .

Daraus folgt c).

�
Aus dem Korollar 1.1.1 kann man leicht sehen, dass es für s0, s1 ∈ R, p0, p1, q0, q1 ∈ [1,∞]

ein m0 ∈ N gibt, so dass

Bs0
p0,q0 (Rn, E) ∩Bs1

p1,q1 (Rn, E) ↪→ B
−

(
m0− 1

m0

)
nm0,m0 . (1.24)

Weiterhin findet man zwei Lemmata, die in den Sätzen 2.2.3 und 2.3.1 verwendet werden.

Lemma 1.1.4 Seien s ∈ R, p ∈ [1,∞] und q ∈ [1,∞). Dann gilt(
C∞b (Rn, E) ∩Bs

p,q (Rn, E) ; ‖·‖Bs
p,q

)
d
↪→ Bs

p,q (Rn, E) . (1.25)

Beweis. Für alle s ∈ R, p ∈ [1,∞] und q ∈ [1,∞) ist es klar, dass

C∞b (Rn, E) ∩Bs
p,q (Rn, E) ↪→ Bs

p,q (Rn, E) .

Es bleibt nur die Dichtheit zu zeigen. Falls p < ∞ ist, so erhält man nach Satz 1.1.1 und
S (Rn, E) ⊂ C∞b (Rn, E) ∩ Bs

p,q (Rn, E) die Dichtheit in (1.25). Nun seien u ∈ Bs
∞,q (Rn, E)

mit q ∈ [1,∞), (ψj)j∈N0
eine Zerlegung der Eins wie in (1.16) und uN :=

N∑
k=0

F−1 (ψkFu),

N ∈ N. Nach Definition ist F−1 (ψjFu) ∈ L∞ (Rn, E) ∀j ∈ N0 und somit ist uN ∈ L∞ (Rn, E).
Weiterhin sei (ϕj)j∈N0

andere Zerlegung der Eins wie in (1.16). Dann gilt nach (1.7), (1.8) und
(1.4), dass

ϕj (D) (ψk (D)u) = (2π)−
n
2 ϕ̌j ∗ (ψk (D)u) ∈ OM (Rn, E) für alle j, k ∈ N0, (1.26)

also ist ϕj (D) (ψk (D)u) eine reguläre Distribution. Daraus folgt zusammen mit ϕ̌j ∈ L1 (Rn),
ψk (D)u ∈ L∞ (Rn, E0) und dem Lemma 1.1.3, dass

‖ϕj (D) (ψk (D)u)‖L∞ ≤ ‖ϕ̌j‖L1
‖ψk (D)u‖L∞ (1.27)

= cϕ ‖ψk (D)u‖L∞ ∀ j, k ∈ N0,
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wobei die Konstante cϕ := max
{
‖ϕ̌0‖L1

, ‖ϕ̌1‖L1

}
nicht von j und k abhängt. Damit erhält man

ϕj (D) (u− uN ) = ϕj (D)u−
N∑
k=0

ϕj (D) (ψk (D)u) ∈ L∞ (Rn, E) .

Daraus ergibt sich zusammen mit supp(ψj), supp(ϕj) ⊂ Ωj und (1.27), dass

‖u− uN‖qBs
∞,q(Rn,E)

=
∞∑
j=0

2jsq
∥∥∥∥∥ϕj (D)

(
u−

N∑
k=0

F−1 (ψkFu)

)∥∥∥∥∥
q

L∞(Rn,E)

=
∞∑
j=0

2jsq
∥∥∥∥∥ϕj (D)

( ∞∑
k=0

F−1 (ψkFu)−
N∑
k=0

F−1 (ψkFu)

)∥∥∥∥∥
q

L∞(Rn,E)

= (2π)n/2
∞∑
j=0

2jsq
∥∥∥∥∥F−1

(
ϕj

∞∑
k=N+1

ψkFu

)∥∥∥∥∥
q

L∞(Rn,E)

= cn

{
2Nsq

∥∥F−1 (ϕNψN+1Fu)
∥∥q
L∞(Rn,E)

+ 2(N+1)sq
∥∥F−1 (ϕN+1(ψN+1 + ψN+2)Fu)

∥∥q
L∞(Rn,E)

+
∞∑

j=N+2

2jsq
∥∥F−1 (ϕjFu)]

∥∥q
L∞(Rn,E)

 (weil
1∑

r=−1

ϕjψj+r = ϕj)

(1.8)
= cn

{
2Nsq ‖ψN (D) (ϕN (D)u)‖qL∞ + 2(N+1)sq ‖(ψN+1 + ψN+2) (D) (ϕN+1 (D)u)‖q∞

+
∞∑

j=N+2

2jsq ‖ϕj (D)u‖q∞}

(1.27)

≤ cn,q,s,ψ

2Nsq ‖ϕN (D)u‖q∞ + 2(N+1)sq ‖(ϕN+1 (D)u)‖q∞ +
∞∑

j=N+2

2jsq ‖ϕj (D)u‖q∞


= cn,q,s,ψ

∞∑
j=N

2jsq ‖ϕj (D)u‖q∞ −→
N→∞

0,

da u in Bs
∞,q (Rn, E) ist. Dies impliziert uN ∈ Bs

∞,q (Rn, E) und uN → u in Bs
∞,q (Rn, E).

Darüber hinaus ist uN eine reguläre Distribution in C∞b (Rn, E), denn

uN =
N∑
k=0

F−1 (ψkFu) =
N∑
k=0

F−1 ((χkψk)Fu) (mit χk :=
1∑

r=−1

ψk+r)

=
N∑
k=0

F−1 (χkF (ψk (D)u))
(1.8)
=

N∑
k=0

cnχ̌k ∗ (ψk (D)u) .
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Daraus folgt zusammen mit dem Lemma 1.1.3 für alle α ∈ Nn
0

∂αuN = cn

N∑
k=0

(∂αχ̌k)︸ ︷︷ ︸
∈L1

∗ (ψk (D)u)︸ ︷︷ ︸
∈L∞

∈ B ∪ C (Rn, E) .

So ist der Satz bewiesen. �

Lemma 1.1.5 Seien si ∈ R, pi ∈ [1,∞], qi ∈ [1,∞) für i = 0, 1 und u ∈ Bs0
p0,q0 ∩ B

s1
p1,q1 ⊃

S (Rn, E). Dann existiert eine Folge (uN )N∈N in C∞b (Rn, E) ∩ Bs0
p0,q0 (Rn, E) ∩ Bs1

p1,q1 (Rn, E),
so dass

uN

‖·‖
B

s0
p0,q0−→ u und uN

‖·‖
B

s1
p1,q1−→ u.

Beweis. Der Beweis ist im Beweis des Lemmas 1.1.4 enthalten. Für u ∈ Bs0
p0,q0 (Rn, E) ∩

Bs1
p1,q1 (Rn, E) ist eine geeignete Folge (uN )N∈N definiert durch uN :=

∑N
k=0F−1 (ψkFu),N ∈ N,

wobei (ψk)k∈N0
eine Zerlegung der Eins ist. �

Wegen der Gültigkeit der stetigen Einbettungen S (Rn, E) ↪→ Bs
p,q (Rn, E) und

Bs+1
p,q (Rn, E) ↪→ Bs

p,q (Rn, E) für alle s ∈ R und p, q ∈ [1,∞] darf man die homogenen Be-
sovräume und die kleinen Besovräume definieren durch

B̊s
p,q (Rn, E) :=

{
u ∈ S (Rn, E) : ‖·‖Bs

p,q

}Bs
p,q

, bzw.

bsp,q (Rn, E) :=
{
Bs+1
p,q (Rn, E) : ‖·‖Bs

p,q

}Bs
p,q

.

Nach Definition und Satz 1.1.1 a) folgt sofort:

S (Rn, E) ↪→ B̊s
p,q (Rn, E) ↪→ Bs

p,q (Rn, E) für alle s ∈ R und p, q ∈ [1,∞] ,
Bs+1
p,q (Rn, E) ↪→ bsp,q (Rn, E) ↪→ Bs

p,q (Rn, E) für alle s ∈ R und p, q ∈ [1,∞] ,
B̊s
p,q (Rn, E) = Bs

p,q (Rn, E) für alle s ∈ R und p, q ∈ [1,∞) .
(1.28)

Einige Eigenschaften dieser Räume sind:

Satz 1.1.2 Seien s ∈ R, p, q ∈ [1,∞] , −∞ < s < t <∞ und k ∈ N0. Dann gelten:

a)

bsp,q (Rn, E) =
{
Bs
p,q (Rn, E) , falls 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q <∞,

B̊s
p,∞ (Rn, E) , falls 1 ≤ p <∞, q =∞.

b) B̊s
∞,∞ (Rn, E) ·= Cs0 (Rn, E), wenn s ∈ R+\N. Außerdem

B̊k
p,1 (Rn, E)

d
↪→W k

p (Rn, E)
d
↪→ B̊k

p,∞ (Rn, E) = bkp,∞ (Rn, E) (1 ≤ p <∞), (1.29)
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Bk
∞,1 (Rn, E) ↪→W k

∞ (Rn, E) ↪→ Bk
∞,∞ (Rn, E) , (1.30)

bk∞,1 (Rn, E) = Bk
∞,1 (Rn, E)

d
↪→ B ∪ Ck (Rn, E)

d
↪→ bk∞,∞ (Rn, E) , (1.31)

B̊k
∞,1 (Rn, E)

d
↪→ Ck0 (Rn, E)

d
↪→ B̊k

∞,∞ (Rn, E) . (1.32)

c) Falls E1 ↪→ E0, dann gelten:

Bs
p,q (Rn, E1) ↪→ Bs

p,q (Rn, E0) , (1.33)

B̊s
p,q (Rn, E1) ↪→ B̊s

p,q (Rn, E0) , (1.34)

bs∞,q (Rn, E1) ↪→ bs∞,q (Rn, E0) . (1.35)

Ist E1
d
↪→ E0, so sind auch die Einbettungen (1.34) , (1.35) dicht.

d)

B̊t
p,q (Rn, E)

d
↪→ B̊s

p,q (Rn, E) und btp,q (Rn, E)
d
↪→ bsp,q (Rn, E) .

e) Seien B ∈
{
b, B̊;B mit 1 ≤ q <∞

}
und E1

d
↪→ E0. Dann gilt

Btp,q (Rn, E1)
d
↪→ Bsp,q (Rn, E1)

d
↪→ Bsp,q (Rn, E0) . (1.36)

f) Seien B ∈
{
b, B̊;B

}
, 1 ≤ q1 ≤ q2 ≤ ∞ und E1 ↪→ E0. Dann gilt

Bsp,q1 (Rn, E1) ↪→ Bsp,q2 (Rn, E0) . (1.37)

g) Seien B ∈
{
b, B̊;B

}
, 1 ≤ q1, q2 ≤ ∞ und E1 ↪→ E0. Dann gilt

Btp,q1 (Rn, E1) ↪→ Bsp,q2 (Rn, E0) . (1.38)

h) Seien q1, q2 ∈ [1,∞). Dann gilt

Bt
p,q1 (Rn, E)

d
↪→ Bs

p,q2 (Rn, E) . (1.39)

i) Seien q1, q2 ∈ [1,∞] und B ∈
{
b, B̊;B mit q1, q2 <∞

}
. Dann gilt

Btp,q1 (Rn, E)
d
↪→ Bsp,q2 (Rn, E) . (1.40)

j) Seien die Voraussetzungen wie in i) und E1
d
↪→ E0 gegeben. Dann gilt

Btp,q1 (Rn, E1)
d
↪→ Bsp,q2 (Rn, E0) . (1.41)
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Beweis. Die Aussagen a)− d) findet man in [Am,97; Kapitel 5].
Beweis von e): Nach d) und c) gilt die Aussage (1.36) für B = B̊. Dieser Fall impliziert die

folgende Behauptung.

Behauptung: Seien s ∈ R, p, q ∈ [1,∞] und E1
d
↪→ E0. Dann gilt

bsp,q (Rn, E1)
d
↪→ bsp,q (Rn, E0) . (1.42)

Für p =∞ und 1 ≤ q ≤ ∞ gilt die Behauptung nach c). Falls 1 ≤ p, q <∞, erhält man aus a)
und (1.28) bsp,q = Bs

p,q = B̊s
p,q. Ist 1 ≤ p <∞ und q =∞, so ist nach a) bsp,∞ = B̊s

p,∞. Damit ist
(1.42) bewiesen.

Aus d) und (1.42) folgt (1.36), wenn B = b. Weil Bs
p,q (Rn, E) = bsp,q (Rn, E) für alle

1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q <∞ gilt, gilt dann (1.36) falls B = B und 1 ≤ q <∞.
Beweis von f) : Der Fall B = B folgt aus (1.33) und Satz 1.1.1 b). Nun seien B = B̊ und

u ∈ B̊s
p,q1 (Rn, E1). Dann existiert eine Folge (ul) ⊂ S (Rn, E1) mit ul −→ u in Bs

p,q1 (Rn, E1).
Daher erhält man nach dem ersten Fall ul −→ u in Bs

p,q2 (Rn, E0). Also u ∈ B̊s
p,q2 (Rn, E0) und

‖u‖B̊s
p,q2

(Rn,E2) = ‖u‖Bs
p,q2

(Rn,E2) ≤ c1 ‖u‖Bs
p,q1

(Rn,E1) = c ‖u‖B̊s
p,q1

(Rn,E1) .

Also gilt (1.38), wenn B = B̊. Analog zeigt man den Fall B = b.
Beweis von g) : Der Fall B = B erhält man aus (1.33) und Satz 1.1.1 c). Jetzt seien B = B̊

und u ∈ B̊t
p,q1 (Rn, E1). Dann ist nach (1.34) u ∈ B̊t

p,q1 (Rn, E0). Damit existiert eine Folge
(ul) ⊂ S (Rn, E0) mit ul −→ u in Bt

p,q1 (Rn, E0). Dann strebt wegen Satz 1.1.1c) ul −→ u in
Bs
p,q2 (Rn, E0) und somit gilt u ∈ B̊s

p,q2 (Rn, E0) mit

‖u‖B̊s
p,q2

(Rn,E0) = ‖u‖Bs
p,q2

(Rn,E0) ≤ c ‖u‖Bt
p,q1

(Rn,E0)

≤ c̃ ‖u‖Bt
p,q1

(Rn,E1) = c̃ ‖u‖B̊t
p,q1

(Rn,E1) .

Also gilt (1.38) für B = B̊. Den Fall B =b zeigt man analog mit Hilfe von (1.37) und Satz 1.1.1c).
Beweis von h): Die stetige Einbettung folgt aus (1.38). Es bleibt nur die Dichtheit zu zeigen.

Dazu sei u ∈ Bs
p,q2 (Rn, E). Nach (1.36) (mit E1 = E0 = E und B = B) gibt es eine Folge

(ul)l∈N ⊂ Bt+1
p,q2 (Rn, E) mit ul −→ u in Bs

p,q2 (Rn, E). Da Bt+1
p,q2 (Rn, E) ↪→ Bt

p,q1 (Rn, E) wegen
(1.38) gilt, ist (ul)l∈N ⊂ Bt

p,q1 (Rn, E). Somit existiert eine Folge in Bt
p,q1 (Rn, E), die gegen u in

Bs
p,q2 (Rn, E) konvergiert. Dies zeigt h).

Beweis von i): Aufgrund von (1.38) bleibt nur die Dichtheit in (1.40) zu zeigen. Der Fall
B = B für 1 ≤ q1, q2 <∞ ist genau (1.39).
Falls B = B̊, erhält man nach der Definition des homogenen Besovraumes die Dichtheit. Dazu
sei u ∈ B̊s

p,q2 (Rn, E). Dann existiert eine Folge (ul)l∈N ⊂ S (Rn, E) mit ul −→ u in Bs
p,q2 (Rn, E)

und weil S (Rn, E) ↪→ B̊t
p,q1 (Rn, E) für alle t ∈ R und p, q1 ∈ [1,∞] gilt, erhält man eine

Folge (ul)l ⊂ B̊t
p,q1 (Rn, E) mit ‖ul − u‖B̊s

p,q2
(Rn,E) = ‖ul − u‖Bs

p,q2
(Rn,E) −→ 0. Somit liegt

B̊t
p,q1 (Rn, E) dicht in B̊s

p,q2 (Rn, E).
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Nun seien u ∈ bsp,q2 (Rn, E) und ε > 0. Dann existiert ein u0 ∈ Bs+1
p,q2 (Rn, E), so dass

‖u− u0‖Bs
p,q2

(Rn,E) <
ε
2 . Nach (1.38) ist Bs+1

p,q2 (Rn, E) ↪→ Bs
p,1 (Rn, E) und deswegen ist u0 ∈

Bs
p,1 (Rn, E) = bsp,1 (Rn, E). Da btp,1 (Rn, E)

d
↪→ bsp,1 (Rn, E) nach (1.36) gilt, gibt es ein ũ0 ∈

btp,1 (Rn, E) mit ‖u0 − ũ0‖bsp,1(Rn,E) < ε
2 . Mit Hilfe von (1.37) erhält man btp,1 (Rn, E) ↪→

btp,q1 (Rn, E) für alle q1 ∈ [1,∞] und somit ũ0 ∈ btp,q1 (Rn, E). Daraus ergibt sich

‖u− ũ0‖bsp,q2
(Rn,E) = ‖(u− u0) + (u0 − ũ0)‖Bs

p,q2
(Rn,E)

≤ ‖u− u0‖Bs
p,q2

(Rn,E) + ‖u0 − ũ0‖Bs
p,q2

(Rn,E)

≤ ‖u− u0‖Bs
p,q2

(Rn,E) + ‖u0 − ũ0‖Bs
p,1(Rn,E)

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Also btp,q1 (Rn, E)
d
↪→ bsp,q2 (Rn, E).

Beweis von j):

Btp,q1 (Rn, E1)
d
↪→

(1.40)
Bsp,q2 (Rn, E1)

d
↪→

(1.36)
Bsp,q2 (Rn, E0) .

�
Nun werden wir aus technischen Gründen die sogenannten Calderon-Zygmund-Räume als

bestimmte Besovräume betrachten. In [Tay,91; §A.1] findet man eine schöne Verdeutlichung des
engen Zusammenhanges zwischen diesen beiden Räumen.

Definition 1.1.4 (Der Calderon-Zygmund-Raum) Für r > 0 ist der E-vektorwertige
Calderon-Zygmund-Raum Cr∗ (Rn, E) definiert durch Cr∗ (Rn, E) := Br

∞,∞ (Rn, E) mit der Norm

‖u‖Cr
∗(Rn,E) := sup

j∈N0

2jr ‖ψj (D)u‖L∞(Rn,E) für u ∈ Cr∗ (Rn, E) .

Dabei ist (ψj)j∈N0
eine durch (1.16) definierte Zerlegung der Eins.

Bemerkung 1.1.2 Bezüglich der obigen Definition erhält man:

a) Es gibt eine Konstante Cr > 0, so dass

‖u‖L∞(Rn,E) ≤ Cr ‖u‖Cr
∗(Rn,E) für alle u ∈ Cr∗ (Rn, E) ,

denn u =
∞∑
j=0

ψj (D)u in S ′ (Rn, E) für alle u ∈ S ′ (Rn, E) und
∞∑
j=0

ψj (D)u ∈ L∞ (Rn, E),

wenn u ∈ Cr∗ (Rn, E).

b)

Crb (Rn, E) ·= Cr∗ (Rn, E) falls r ∈ R+\N und Crb (Rn, E) ( Cr∗ (Rn, E) falls r ∈ N.

Dazu kann man in [Tay,91; §A.1] den skalaren Fall nachlesen. Für den vektorwertigen
Fall vergleiche Satz 1.1.1 f), g).
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1.1.2 Interpolation von Funktionenräumen

Die reelle Interpolation

In diesem Unterabschnitt werden einige Ergebnisse zur reellen Interpolationstheorie zusammen-
gestellt. Folgende Definitionen und Sätze stammen aus [Lu,95] Kapitel 1.

Im Folgenden seien E,F Banachräume mit F ↪→ E gegeben.

Definition 1.1.5 Sei 0 ≤ α ≤ 1. Ein Banachraum D mit F ↪→ D ↪→ E gehört zur Klasse Jα
zwischen E und F , wenn eine Konstante cα > 0 so existiert, dass

‖x‖D ≤ cα ‖x‖
1−α
E ‖x‖αF für alle x ∈ F . (1.43)

Im diesem Fall schreibt man D ∈ Jα (E,F ).

Es gibt verschiedene Methoden, die einen reellen Interpolationsraum zwischen E und F
definieren. Wir benutzen die sogenannte K−Methode.

Definition 1.1.6 Für t ∈ ]0,∞[ sei

K (t, x, E, F ) := inf
x=a+b
a∈E,b∈F

(‖a‖E + t ‖b‖F ) .

Dann definiert man den reellen Interpolationsraum (·, ·)θ,q mit Exponent θ ∈ ]0, 1[ und
Parameter 1 ≤ q ≤ ∞ durch:

(E,F )θ,q :=
{
x ∈ E : ‖x‖(E,F )θ,q

:=
∥∥∥t−θ− 1

qK (t, x, E, F )
∥∥∥
Lq

<∞
}

.

Einige wichtige Eigenschaften der reellen Interpolation von Funktionenräumen sind:

Satz 1.1.3 Seien 1 ≤ q1 ≤ q2 ≤ ∞ und θ ∈ ]0, 1[. Dann gelten:

a)
(
(E,F )θ,q1 ; ‖·‖(E,F )θ,q1

)
ist ein Banachraum.

b)
F ↪→ (E,F )θ,q1 ↪→ (E,F )θ,q2 ↪→ (E,F )θ,∞ ↪→ F

c) Seien Ei, Fi, i = 1, 2 Banachräume, Fi ↪→ Ei, i = 1, 2 und T ∈ L(E1, E2)∩L(F1, F2). Dann
gelten T ∈ L

(
(E1, F1)θ,q1 , (E2, F2)θ,q1

)
und

‖T‖L
(
(E1,F1)θ,q1

,(E2,F2)θ,q1

) ≤ (‖T‖L(E1,E2)

)1−θ (
‖T‖L(F1,F2)

)θ
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d) Seien Ei, Fi, i = 1, 2, 3 Banachräume mit E1 ↪→ E2 ↪→ E3 und F1 ↪→ F2 ↪→ F3: Außerdem
nehmen wir an, dass

(E1, F1)θ,q1
·= (E3, F3)θ,q1 =: Λθ,q1.

Dann gilt
(E2, F2)θ,q1

·= Λθ,q1.

Beweis. Zu a)-c) siehe [Lu,95], 1.2.3-1.2.6. Die Aussage d) folgt aus der Definition. �

Korollar 1.1.2 Für θ ∈ ]0, 1[ und 1 ≤ q ≤ ∞ gibt es eine Konstante c (θ, q) so, dass

‖y‖(E,F )θ,q
≤ c (θ, q) ‖y‖1−θE ‖y‖θF für alle y ∈ F . (1.44)

Beweis. Siehe [Lu,95] Lemma 1.2.7. �
Wir beenden den Unterabschnitt mit einem wichtigen Resultat, das man in [Am,97; §5] oder

in [Schm,83; Th. 2, S. 23] finden kann.
Seien p, q, q1, q2 [1,∞], −∞ < s1 < s2 <∞ und θ ∈ (0, 1). Dann gilt(

Bs1
p,q1 (Rn, E) , Bs2

p,q2 (Rn, E)
)
θ,q

·= B(1−θ)s1+θs2
p,q (Rn, E) . (1.45)

Die komplexe Interpolation

Zusammengestellt werden im Folgenden einige Resultate über die in [Am,95; Ch.I, Sektion 2.4]
gefundene komplexe Interpolationstheorie . Hierbei bezeichnen E0, E1 komplexe Banachräume
mit E1 ↪→ E0.

Nun seien S := {z ∈ C : 0 < Re z < 1}, Sj := {z ∈ C : Re z = j}, j = 0, 1,

C0 (Sj , Ej) :=
{
f ∈ C (Sj , Ej) : lim

|t|→∞
‖f (j + it)‖Ej

= 0
}
, j = 0, 1, und

F (E0, E1) :=
{
f ∈ Cb

(
S,E0

)
: f |S holomorph und f |Sj

∈ C0 (Sj , Ej) , j = 0, 1
}

.

Dann ist F (E0, E1) ein Banachraum mit der Norm

‖f‖F(E0,E1) := max
{

sup
t∈R
‖f (it)‖E0

, sup
t∈R
‖f (1 + it)‖E1

}
.

Für gegebenes θ ∈ (0, 1) definiert man den komplexe Interpolationsraum [E0, E1]θ durch2

[E0, E1]θ := ({x ∈ E0 + E1 : f (θ) = x für ein f ∈ F (E0, E1)} ; ‖·‖θ) ,

2Für die Definition von [E0, E1]θ braucht man nicht unbedingt E0 ↪→ E1. Es genügt zu betrachten, dass es ein
Hausdorff-topologischer Vektorraum V gibt, so dass Ei ↪→ V für j = 0, 1. Falls E1 ↪→ E0 und V = E0, dann ist
E0 ∩ E1

∼= E1 und E0 + E1
∼= E0.



20 Kapitel 1. Einleitende Definitionen und Bezeichnungen

wobei
‖x‖θ := inf

{
‖f‖F(E0,E1) : f (θ) = x

}
.

[E0, E1]θ ist ein exakter Interpolationsraum mit Exponent θ, das heißt die Ungleichung (1.43)
ist mit (cα, α,D,X, Y ) = (1, θ, [E0, E1]θ , E0, E1) erfüllt:

‖x‖θ ≤ ‖x‖
1−θ
E0
‖x‖θE1

für alle x ∈ E1. (1.46)

Sind E0, E1 reelle Banachräume mit E1 ↪→ E0, so ist [E0, E1]θ definiert durch

[E0, E1]θ :=
(
[(E0)C , (E1)C]θ ; ‖·‖θ

)
.

Dabei bezeichnet (Ei)C, i = 0, 1, die Komplexifizierung von Ei.
Zum Schluss geben wir ein Resultat an, das man in [Am,97] Sektion 5 finden kann.
Sind p, q ∈ [1,∞], −∞ < s1 < s2 <∞, B ∈

{
B̊, b

}
und θ ∈ (0, 1), so gilt

[
Bs1p,q (Rn, E) ,Bs2p,q (Rn, E)

]
θ

·= B(1−θ)s1+θs2
p,q (Rn, E) . (1.47)

1.2 Sektorielle Operatoren und analytische Halbgruppen

Hierbei geben wir eine kurze Einführung der Theorie analytischer Halbgruppen, die wir aus
[Lu,95; Ch. 2] entnommen haben.

Definition 1.2.1 (sektorieller Operator) Sei A : D (A) ⊂ E −→ E ein linearer Operator in
einem Banachraum E, wobei D (A) nicht unbedingt dicht in E ist. Dann heißt A sektoriell,
wenn es Konstanten ω ∈ R, θ ∈

]
π
2 , π

[
und M > 0 so existieren, dass

i) ρ (A) ⊃ Sθ,ω := {λ ∈ C : λ 6= ω, |arg (λ− ω)| < θ},

ii) ‖R (λ,A)‖L(E) ≤
M

|λ−ω| für alle λ ∈ Sθ,ω.

Ist die Resolventenmenge von A nicht leer, so ist A abgeschlossen, und deshalb ist D(A)
unter der Graphnorm

‖e‖D(A) = ‖e‖E + ‖Ae‖E
ein Banachraum. Nun bezeichnet man durch Γω den gegen den Uhrzeigersinn orientierten Rand
von Sθ,ω. Ist A sektoriell auf Sθ,ω, so erhält man, dass die Funktion(

t 7→ etA
)
∈ C∞

(
R+,L (E)

)
und sogar analytisch,

wobei
etA :=

1
2πi

∫
Γω

etλR(λ,A)dλ ∈ L (E) für t > 0.
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Somit definiert die Familie
{
etA : t ≥ 0

}
, wobei e0A := I, eine analytische Halbgruppe auf E.

Wir erinnern uns, dass eine Familie von Operatoren {T (t) : t ≥ 0} ⊂ L (E) eine Halbgruppe
heißt, wenn {

T (t)T (s) = T (t+ s), t, s ≥ 0,
T (0) = I.

Eine Halbgruppe T (t) heißt analytisch, wenn die Funktion t 7→ T (t) : R+ → L (E) analytisch
ist. Wenn die Funktion t 7→ T (t)x für jedes x ∈ E auf R+ ∪ {0} stetig ist, dann heißt die
Halbgruppe stark stetig.

In [Lu,95] wurde gezeigt, dass
{
etA : t ≥ 0

}
mit A sektoriell auch eine stark stetige Halb-

gruppe ist, genau dann, wenn

lim
t→0

etAx = x für alle x ∈ E.

Die Proposition 2.1.4 in [Lu,95] besagt:

lim
t→0

etAx = x ⇐⇒ x ∈ D (A)

und somit ist die analytische Halbgruppe
{
etA : t ≥ 0

}
auch stark stetig genau dann, wenn D (A)

dicht in E liegt.

Satz 1.2.1 Sei A : D (A) ⊂ E −→ E ein linearer Operator mit {λ ∈ C : Reλ ≥ ω} ⊂ ρ(A) und

‖λR (λ,A)‖L(E) ≤M für alle Reλ ≥ ω,

wobei M > 0 und ω ∈ R. Dann ist A sektoriell.

Beweis. Siehe [Lu,95] Proposition 2.1.11. �

Satz 1.2.2 Sei A ein sektorieller Operator in E mit Konstanten M > 0, ω ∈ R und θ ∈
]
π
2 , π

[
.

Außerdem seien Eα in der Klasse Jα zwischen E und D (A) mit 0 ≤ α < 1 und B ∈ L (Eα, E).
Dann ist A+B : D (A) −→ E sektoriell mit Konstanten M̃ = 2M , ω̃ = ω̃ (cα,M, ω) und θ̃ = θ.

Beweis. Siehe [Lu,95] Proposition 2.4.1 und deren Beweis. �

1.3 Das oszillatorische Integral

Zur Definition eines Pseudodifferentialoperators mit nicht regulären Symbolen im Kapitel 2
benötigen wir die Theorie oszillatorischer Integrale. Aus diesem Grund werden wir das oszi-
llatorische Integral und seine Eigenschaften für nicht reguläre Amplituden untersuchen. Oszi-
llatorische Integrale und ihre Eigenschaften für reguläre Amplituden wurden z.B. in [Hör,60],
[Ku,81] und [Sa,91] studiert.
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Definition 1.3.1 (Das oszillatorische Integral) Sei a : R2n −→ E eine messbare Funktion.
Wir nennen a oszillatorisch integrierbar, falls für alle χ ∈ S

(
R2n

)
mit χ (0, 0) = 1 der

Limes

lim
ε↓0

∫ ∫
e−iη·yχ (εη, εy) a (η, y) d (η, y)

existiert und unabhängig von der Wahl von χ ist. In diesem Fall bezeichnen wir

os−
∫ ∫

e−iη·ya (η, y) d (η, y) := lim
ε↓0

∫ ∫
e−iη·yχ (εη, εy) a (η, y) d (η, y)

(das oszillatorische Integral von a).

Bemerkung 1.3.1 Wenn a ∈ L1

(
R2n, E

)
, dann stimmen wegen des Satzes über die dominierte

Konvergenz das Lebesgue-Integral und das oszillatorische Integral überein, das heißt

os−
∫ ∫

e−iη·ya (η, y) d (η, y) =
∫ ∫

e−iη·ya (η, y) d (η, y) .

Außerdem ist die Linearität des oszillatorischen Integrals offensichtlich .

Definition 1.3.2 (der Raum der Amplitude A(m,ρ,ρ′)
δ,τ ) Seien m ∈ R, 0 ≤ δ < 1, 0 ≤ τ ,

ρ, ρ′ ∈ N0 ∪{∞} und a ∈ C(ρ,ρ′)
(
R2n
η,y, E

)
(d.h. ∂αη ∂

β
y a (·, ·) ∈ C

(
Rn
η × Rn

y , E
)

für alle α, β ∈ Nn
0

mit |α| ≤ ρ, |β| ≤ ρ′ ). Dann definieren wir den Raum
A(m,ρ,ρ′)
δ,τ

(
Rn
η × Rn

y , E
)

durch

a ∈ A(m,ρ,ρ′)
δ,τ

(
Rn
η × Rn

y , E
)

:⇐⇒

{
∀α, β ∈ Nn

0 mit |α| ≤ ρ, |β| ≤ ρ′, ∃cα,β > 0, so dass∥∥∥∂αη ∂βy a (η, y)
∥∥∥
E
≤ cα,β 〈η〉m+δ|β| 〈y〉τ ∀ (η, y) ∈ R2n

η,y

mit den Normen (l, l′ ∈ Nn
0 , l ≤ ρ, l′ ≤ ρ′)

‖a‖(m,l,l′) := max
|α|≤l
|β|≤l′

sup
η,y∈Rn

〈η〉−m−δ|β| 〈y〉−τ
∥∥∥∂αη ∂βy a (η, y)

∥∥∥
E
.

Wir bezeichnen weiterhin

Amδ,τ
(
Rn
η × Rn

y , E
)

:= A(m,∞,∞)
δ,τ

(
Rn
η × Rn

y , E
)

und

A
(
Rn
η × Rn

y , E
)

:= ∪m∈R ∪0≤δ<1,0≤τ Amδ,τ
(
Rn
η × Rn

y , E
)
.

Mit der Familie der Normen
{
‖·‖(m,l,l′) : l = 0, ..., ρ, l′ = 0, ..., ρ′

}
ist A(m,ρ,ρ′)

δ,τ

(
Rn
η × Rn

y , E
)

ein Fréchetraum.
Analog können wir den Raum A(m,(ρ1,ρ2),(ρ′1,ρ′2))

δ,τ

(
R2n
η,η′ × R2n

y,y′ , E
)

definieren, nämlich:
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Definition 1.3.3 (der Raum der Amplitude A(m,(ρ1,ρ2),(ρ′1,ρ′2))
δ,τ ) Seien m ∈ R, 0 ≤ δ < 1,

0 ≤ τ und ρi, ρ′i ∈ N0 ∪{∞}, i = 1, 2.

a) Sei a : R2n
η,η′ × R2n

y,y′ −→ E eine Abbildung. Dann a ∈ C(ρ1,ρ2,ρ′1,ρ′2)
(
R2n
η,η′ × R2n

y,y′ , E
)

genau dann, wenn ∂αη ∂
α′
η′ ∂

β
y ∂

β′

y′ a ∈ C
(
R2n
η,η′ × R2n

y,y′ , E
)

für alle α, α′, β, β′ ∈ N0 mit |α| ≤
ρ1, |α′| ≤ ρ2, |β| ≤ ρ′1 und |β′| ≤ ρ′2.

b) Sei a ∈ C(ρ1,ρ2,ρ′1,ρ′2)
(
R2n
η,η′ × R2n

y,y′ , E
)
. Dann

a ∈ A(m,(ρ1,ρ2),(ρ′1,ρ′2))
δ,τ

(
R2n
η,η′ × R2n

y,y′ , E
)

:⇐⇒ ∀α, α′, β, β′ ∈ N0 mit |α| ≤ ρ1, |α′| ≤ ρ2, |β| ≤ ρ′1, |β′| ≤ ρ′2,
∃C := Cα,α′,β,β′ > 0, so dass für alle η, η′, y, y′ ∈ Rn gilt:∥∥∥∂αη ∂α′η′ ∂βy ∂β′y′ a (η, η′, y, y′)

∥∥∥
E
≤ C 〈η〉m+|β|δ 〈η′〉m+|β′|δ 〈y〉τ 〈y′〉τ .

c) Für li, l′i ∈ N0, i = 1, 2 mit li ≤ ρi und l′i ≤ ρ′i definieren wir auf A(m,(ρ1,ρ2),(ρ′1,ρ′2))
δ,τ die

Norm

‖a‖(m,(l1,l2),(l′1,l′2)) := max
|α|≤l1,|α′|≤l2
|β|≤l′1,|β′|≤l′2

sup
η,η′∈Rn

y,y′∈Rn


∥∥∥∂αη ∂α′η′ ∂βy ∂β′y′ a (η, η′, y, y′)

∥∥∥
E

〈η〉m+|β|δ 〈η′〉m+|β′|δ 〈y〉τ 〈y′〉τ

 .

Lemma 1.3.1 Seien ρ, ρ′ ∈ N0 ∪{∞}, l, l′ ∈ N0 mit 2l ≤ ρ, 2l′ ≤ ρ′, a ∈ C(ρ,ρ′)
(
R2n
η,y, E

)
und

χ ∈ S
(
R2n
η,y

)
. Dann gilt∫ ∫

e−iη·yχ (η, y) a (η, y) d (η, y)

=
∫ ∫

e−iηy 〈y〉−2l 〈Dη〉2l
(
〈η〉−2l′ 〈Dy〉2l

′
(χ (η, y) a (η, y))

)
d (η, y) ,

wobei 〈Dη〉2l := (1−4η)
l =

(
1 +

∑n
j=1D

2
ηj

)l
.

Beweis. Durch Induktion kann man leicht zeigen, dass

〈y〉−2l 〈Dη〉2l e−iη·y = e−iη·y, (1.48)

〈η〉−2l′ 〈Dy〉2l
′
e−iη·y = e−iη·y. (1.49)

Dann erhält man nach (1.49), nach partieller Integration, (1.48) und nach einer weiteren die
Behauptung des Lemmas. �
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Lemma 1.3.2 Es seien die folgende Voraussetzungen a), b) und c) gegeben:

a) m, τ, δ ∈ R, 0 ≤ τ , 0 ≤ δ < 1, l, l′ ∈ N mit n + τ < 2l und m+n
1−δ < 2l′. Seien auch

ρ, ρ′ ∈ N0 ∪ {∞} mit 2l ≤ ρ, 2l′ ≤ ρ′ und a ∈ A(m,ρ,ρ′)
δ,τ

(
Rn
η × Rn

y , E
)
.

b) Seien (χj)j∈N ⊆ S
(
R2n
η,y

)
, χ ∈ C∞

(
R2n
η,y

)
mit

lim
j→∞

∂αη ∂
β
y χj (η, y) = ∂αη ∂

β
y χ (η, y) ∀ (η, y) ∈ R2n , α, β ∈ Nn

0 .

c) Für α, β ∈ Nn
0 existiert eine Konstante cα,β, so dass∣∣∣∂αη ∂βy χj (η, y)

∣∣∣ < cα,β für alle (η, y) ∈ R2n und j ∈ N.

Dann gilt

lim
j→∞

∫ ∫
e−iηy 〈y〉−2l 〈Dη〉2l

{
〈η〉−2l′ 〈Dy〉2l

′
{χj (η, y) a (η, y)}

}
d (η, y)

=
∫ ∫

e−iηy 〈y〉−2l 〈Dη〉2l
{
〈η〉−2l′ 〈Dy〉2l

′
{χ (η, y) a (η, y)}

}
d (η, y) .

Beweis. Seien für j ∈ N und (η, y) ∈ R2n
η,y

Jj (η, y) := 〈y〉−2l 〈Dη〉2l
{
〈η〉−2l′ 〈Dy〉2l

′
{χj (η, y) a (η, y)}

}
,

J (η, y) := 〈y〉−2l 〈Dη〉2l
{
〈η〉−2l′ 〈Dy〉2l

′
{χ (η, y) a (η, y)}

}
.

Man kann leicht nachrechnen, dass

Jj (η, y)− J (η, y)

= 〈y〉−2l 〈Dη〉2l
{
〈η〉−2l′ 〈Dy〉2l

′
{(χj (η, y)− χ (η, y)) a (η, y)}

}
= 〈y〉−2l

∑
|γ|≤2l

µ≤γ

∑
|θ|≤2l′

β≤θ

∑
α≤µ

cz

(
∂γ−µη 〈η〉−2l′

)(
∂µ−αη ∂θ−βy (χj − χ)

)(
∂αη ∂

β
y a
)

,

wobei cz eine Konstante ist, die von z := (α, β, γ, µ, θ) abhängt. Daraus folgt zusammen mit b)
und c), dass ‖Jj (η, y)− J (η, y)‖E −→j→∞

0 für alle (η, y) ∈ R2n und

‖Jj (η, y)‖E ≤ cl,l′ |a|(m,2l,2l′) 〈y〉
−2l+τ 〈η〉m−(1−δ)2l′ ∈ L1

(
R2n
η,y

)
.

Somit folgt die Behauptung aus dem Satz über dominierte Konvergenz. �

Lemma 1.3.3 Seien χ ∈ S (Rn) mit χ (0) = 1 und 0 < ε < 1. Dann gelten:
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a) χ (εx) −→
ε→0

1 gleichmäßig auf allen kompakten Teilmengen von Rn.

b) ∂αxχ (εx) −→
ε→0

0 gleichmäßig auf Rn, wenn α 6= 0 ist.

c) Für alle α ∈ Nn
0 existiert ein cα > 0, unabhängig von 0 < ε < 1, so dass

|∂αxχ (εx)| ≤ cαεσ 〈x〉−(|α|−σ) , (0 ≤ σ ≤ |α|) , für alle x ∈ Rn.

Beweis. Siehe [Ku,81] Lemma 6.3. �

Satz 1.3.1 Seien m, τ, δ ∈ R, 0 ≤ τ , 0 ≤ δ < 1, l, l′ ∈ N mit n + τ < 2l, m+n
1−δ < 2l′. Seien

auch ρ, ρ′ ∈ N0 ∪ {∞} mit 2l ≤ ρ, 2l′ ≤ ρ′ und a ∈ A(m,ρ,ρ′)
δ,τ

(
Rn
η × Rn

y , E
)
. Dann existiert das

oszillatorische Integral

os−
∫ ∫

e−iy·ηa (η, y) d (η, y) = lim
ε→0

∫ ∫
e−iη·yχ (εη, εy) a (η, y) d (η, y) .

Denn es gelten:

a)
∥∥∥〈y〉−2l 〈Dη〉2l

{
〈η〉−2l′ 〈Dy〉2l

′
a (η, y)

}∥∥∥
E
∈ L1

(
R2n
η,y

)
.

b) os−
∫ ∫

e−iη·ya (η, y) d (η, y) =
∫ ∫

e−iη·y 〈y〉−2l 〈Dη〉2l
{
〈η〉−2l′ 〈Dy〉2l

′
a (η, y)

}
d (η, y).

Außerdem existiert eine von a ∈ A(m1,ρ,ρ′)
δ,τ unabhängige Konstante c > 0, so dass∥∥∥∥os− ∫ ∫ e−η·ya (η, y) d (η, y)

∥∥∥∥
E

≤ c ‖a‖(m,2l,2l′) .

Beweis. Die Behauptung folgt aus den Lemmata 1.3.1, 1.3.2, 1.3.3 und aus dem Satz über
dominierte Konvergenz. Dafür betrachten wir χ ∈ S(R2n) mit χ (0, 0) = 1, 0 < ε < 1 und

Iε :=
∫ ∫

e−iη·yχ (εη, εy) a (η, y) d (η, y) .

�

Beispiel 1.3.1 Seien die Voraussetzungen von Satz 1.3.1 erfüllt und a ∈ A(m,ρ,ρ′)
δ,τ

(
Rn
η × Rn

y , E
)
,

so dass a unabhängig von y ist. Dann gilt

os−
∫ ∫

e−iy·ηa (η) d (η, y) = (2π)na(0).



26 Kapitel 1. Einleitende Definitionen und Bezeichnungen

Beweis. Sei χ ∈ S(Rn) mit χ (0) = 1. Es ist offensichtlich, dass

[(η, y) 7→ ψ (η, y) := χ (η)χ (y)] ∈ S(R2n) mit ψ (0, 0) = 1.

Nun sei 0 < ε < 1. Dann folgt aus dem Satz 1.3.1, dem Transformationssatz und aus dem Satz
über dominierte Konvergenz, dass

os−
∫ ∫

e−iy·ηa (η) d (η, y) = lim
ε→0

∫ ∫
e−iy·ηχ (εη)χ (εy) a (η) d (η, y)

η′:= η
ε
, y′:=εy
= lim

ε→0

∫ ∫
e−iy

′·η′χ
(
ε2η′

)
χ
(
y′
)
a
(
εη′
)
d
(
η′, y′

)
= (2π)

n
2 lim
ε→0

∫
Rn

χ
(
ε2η′

)
χ̂
(
η′
)
a
(
εη′
)
dη′

= (2π)
n
2 χ (0)

(∫
Rn

ei0·η
′
χ̂
(
η′
)
dη′
)
a (0)

= (2π)n χ (0)χ (0) a (0) = (2π)n a (0) .

�

Beispiel 1.3.2 Seien Voraussetzungen von Satz 1.3.1 erfüllt und a ∈ A(m,ρ,ρ′)
δ,τ

(
Rn
η × Rn

y , E
)
.

Ist
∫
e−iy·ηa (η, y) dη bzgl. y (bzw.

∫
e−iy·ηa (η, y) dy bzgl. η) integrierbar, dann gilt

os−
∫ ∫

e−iy·ηa (η, y) d (η, y) =
∫ (∫

e−iy·ηa (η, y) dη
)
dy

(
bzw. os−

∫ ∫
e−iy·ηa (η, y) d (η, y) =

∫ (∫
e−iy·ηa (η, y) dy

)
dη

)
.

Beweis. Satz über die dominierte Konvergenz. �
Wegen des Satzes 1.3.1 erhält man wichtige Eigenschaften des oszillatorischen Integrals.

Einige von diesen werden im Folgenden bewiesen, aber zuerst zwei Definitionen.

Definition 1.3.4 Seien a : R2n
η,y −→ E eine messbare Funktion, A ∈ L

(
R2n

)
invertierbar,

q (η, y) := η · y für alle (η, y) ∈ R2n
η,y und χ ∈ S

(
R2n

)
mit χ (0, 0) = 1. Dann definieren wir

os−
∫ ∫

e−iq(A(η,y))a (η, y) d (η, y) := lim
ε↘0

∫ ∫
e−iq(A(η,y))χ (εη, εy) a (η, y) d (η, y) ,

wenn der Limes existiert und er unabhängig von der Wahl von χ ist.

Bemerken Sie, dass die Definitionen 1.3.4 und 1.3.1 übereinstimmen, wenn A ≡ Id ∈ L
(
R2n

)
.
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Definition 1.3.5 Sei ∅ 6= B ⊂ A(m,ρ,ρ′)
δ,τ

(
Rn
η × Rn

y , E
)
. B ist eine beschränkte Menge in

A(m,ρ,ρ′)
δ,τ

(
Rn
η × Rn

y , E
)

genau dann, wenn

sup
a∈B

{
‖a‖(m,l,l′)

}
<∞ für jedes l ≤ ρ, l′ ≤ ρ′,

d.h. für alle l ≤ ρ und l′ ≤ ρ′ existiert ein q := q (l, l′) > 0, so dass

‖a‖(m,l,l′) < q ∀a ∈ B.

1.3.1 Grundlegende Eigenschaften des oszillatorischen Integrals

Satz 1.3.2 (Translationsinvarianz) Seien Voraussetzungen für m,ρ, ρ′, δ und τ wie in Satz
1.3.1 erfüllt, a ∈ A(m,ρ,ρ′)

δ,τ

(
Rn
η × Rn

y , E
)

und (η0, y0) ∈ R2n. Dann gilt

os−
∫ ∫

e−iηya (η0 − η, y0 − y) d (η, y) = os−
∫ ∫

e−i(η0−η)·(y0−y)a (η, y) d (η, y) ,

wobei

os−
∫ ∫

e−i(η0−η)·(y0−y)a (η, y) d (η, y) := os−
∫ ∫

e−iηye−i(η0y0−η0y−ηy0)a (η, y) d (η, y) .

Beweis. Nach Definition gilt, dass

os−
∫ ∫

e−i(η0−η)·(y0−y)a (η, y) d (η, y)

= os−
∫ ∫

e−iηye−i(η0y0−η0y−ηy)a (η, y) d (η, y)

= lim
ε↘0

∫ ∫
e−i(η0−η)·(y0−y)χ (εη, εy) a (η, y) d (η, y)

= lim
ε↘0

∫ ∫
e−iη·yχ (ε (η0 − η) , ε (y0 − y)) a (η0 − η, y0 − y) d (η, y)

L.1.3.1= lim
ε↘0

∫ ∫
e−iη·y 〈y〉−2l 〈Dη〉2l

{
〈η〉−2l′ 〈Dy〉2l

′
(χε (η, y) ã (η, y))

}
d (η, y) .

Dabei sind χε (η, y) := χ (ε (η0 − η) , ε (y0 − y)) und ã (η, y) := a (η0 − η, y0 − y),
∀ (η, y) ∈ Rn

η × Rn
y . Da 〈η0 − η〉 ≤

√
2 〈η0〉 〈η〉 und 〈y0 − y〉 ≤

√
2 〈y0〉 〈y〉 gelten, erhält man
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ã ∈ A(m,ρ,ρ′)
δ,τ

(
Rn
η × Rn

y ;E
)
. Dann folgt aus den Lemmata 1.3.2 und 1.3.3, dass

os−
∫ ∫

e−i(η0−η)·(y0−y)a (η, y) d (η, y)

= lim
ε↘0

∫ ∫
e−iη·y 〈y〉−2l 〈Dη〉2l

{
〈η〉−2l′ 〈Dy〉2l

′
{χε (η, y) ã (η, y)}

}
d (η, y)

=
∫ ∫

e−iη·y 〈y〉−2l 〈Dη〉2l
{
〈η〉−2l′ 〈Dy〉2l

′
{1ã (η, y)}

}
d (η, y)

S.1.3.1= os−
∫ ∫

e−iη·yã (η, y) d (η, y)

= os−
∫ ∫

e−iη·ya (η0 − η, y0 − y) d (η, y) ,

also ist der Satz bewiesen. �

Satz 1.3.3 (Parameterdifferentiation-Version I) Seien m, δ, τ, ρ, ρ′, l und l′ wie im Satz
1.3.1, N ∈ N0 und a : Rn

x × R2n
η,y −→ E, so dass ∂γxa (x, ·, ·) ∈ A(m,ρ,ρ′)

δ,τ

(
Rn
η × Rn

y , E
)

für alle
x ∈ Rn und |γ| ≤ N . Außerdem nehmen wir an, dass es für jedes x ∈ Rn eine Umgebung Ux
gibt, so dass die Menge {(∂γxa) (x′, ·, ·) : x′ ∈ Ux} beschränkt in A(m,ρ,ρ′)

δ,τ

(
Rn
η × Rn

y , E
)

ist. Dann
gilt ∀γ ∈ Nn

0 mit |γ| ≤ N , dass

∂γxos−
∫ ∫

e−iη·ya (x, η, y) d (η, y) = os−
∫ ∫

e−iη·y∂γxa (x, η, y) d (η, y) .

Beweis. Seien γ, α, β ∈ Nn
0 mit |γ| ≤ N , |α| ≤ 2l ≤ ρ und |β| ≤ 2l′ ≤ ρ′. Für x ∈ Rn existiert

eine Umgebung Ux, so dass {(∂γxa) (x′, ·, ·) : x′ ∈ Ux} beschränkt in A(m,ρ,ρ′)
δ,τ

(
Rn
η × Rn

y , E
)

ist.
Das heißt es gibt eine Konstante q := q(x, γ,m, l, l′) > 0, so dass∥∥(∂γxa) (x′, ·, ·)∥∥(m,2l,2l′)

< q, für alle x′ ∈ Ux.

Daraus folgt, dass ∥∥∥∂γx∂αη ∂βy a (x′, η, y)∥∥∥
E
≤ q 〈η〉m+δ|β| 〈y〉τ auf Ux × R2n

η,y (1.50)

für alle |γ| ≤ N , |α| ≤ 2l und |β| ≤ 2l′.
Nun sei b (x, η, y) := 〈y〉−2l 〈Dη〉2l

{
〈η〉−2l′ 〈Dy〉2l

′
a (x, η, y)

}
. Wegen (1.50) und der Voraus-

setzungen erhält man für alle x′ ∈ Ux:∥∥(∂γxb) (x′, η, y)∥∥E ≤ cl,l′,m,x 〈η〉m−(1−δ)2l′ 〈y〉−2l+τ ∈ L1
(
R2n
η,y

)
.

Daraus folgt zusammen mit dem Satz 1.3.1 und dem klassischen Parameterdifferentiationssatz,
dass

∂γxos−
∫ ∫

e−iη·ya (x, η, y) d (η, y) =
∫ ∫

e−iη·y∂γxb (x, η, y) d (η, y)

= os−
∫ ∫

e−iη·y∂γxa (x, η, y) d (η, y) .

Somit ist der Satz bewiesen. �
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Satz 1.3.4 (Parameterdifferentiation-Version II) Seien m, δ, τ, ρ, ρ′, l und l′ wie im Satz
1.3.1 und a ∈ A(m,(ρ,ρ),(ρ′,ρ′))

δ,τ

(
R2n
η,η′ × R2n

y,y′ , E
)
. Dann gelten für alle α, α′, β, β′ ∈ Nn

0 mit
|α| , |α′| ≤ 2l, |β| , |β′| ≤ 2l′:

∂αη ∂
β
y os−

∫ ∫
e−iη

′·y′a
(
η, η′, y, y′

)
d
(
η′, y′

)
= os−

∫ ∫
e−iη

′·y′∂αη ∂
β
y a
(
η, η′, y, y′

)
d
(
η′, y′

)
,

(1.51)

∂α
′

η′ ∂
β′

y′ os−
∫ ∫

e−iη·ya
(
η, η′, y, y′

)
d (η, y) = os−

∫ ∫
e−iη·y∂α

′
η′ ∂

β′

y′ a
(
η, η′, y, y′

)
d (η, y) . (1.52)

Beweis. Die Gleichheiten (1.51) und (1.52) erhält man analog zum Beweis des Satzes 1.3.3.
�

Satz 1.3.5 (Partielle Integration) Seien die Voraussetzungen für m, δ, τ, ρ, ρ′ wie im Satz
1.3.1 erfüllt, α, β ∈ Nn

0 und a ∈ A(m,ρ+|α|,ρ′)
δ,τ

(
Rn
η × Rn

y , E
)
, ã ∈ A(m,ρ,ρ′+|β|)

δ,τ

(
Rn
η × Rn

y , E
)
). Nun

definieren wir folgende oszillatorische Integrale

os−
∫ ∫ (

Dα
η e

−iη·y) a (η, y) d (η, y) := os−
∫ ∫

e−iη·y (−y)α a (η, y) d (η, y) , (1.53)

os−
∫ ∫ (

Dβ
y e
−iη·y

)
ã (η, y) d (η, y) := os−

∫ ∫
e−iη·y (−η)β ã (η, y) d (η, y) . (1.54)

Dann gelten:

os−
∫ ∫ (

Dα
η e

−iη·y) a (η, y) d (η, y) = (−1)|α| os−
∫ ∫

e−iη·yDα
η a (η, y) d (η, y) , (1.55)

os−
∫ ∫ (

Dβ
y e
−iη·y

)
ã (η, y) d (η, y) = (−1)|β| os−

∫ ∫
e−iη·yDβ

y ã (η, y) d (η, y) . (1.56)

Beweis. Wir werden nur (1.55) beweisen. Der Beweis von (1.56) ist analog. Sei χ ∈ S
(
R2n
η,y

)
mit χ (0, 0) = 1. Dann gilt nach partieller Integration, der Leibniz Regel und nach dem Lemma
1.3.1, dass∫ ∫

e−iη·yχ (εη, εy) (−y)α a (η, y) d (η, y)

= (−1)|α|
∫ ∫

e−iη·y 〈y〉−2l 〈Dη〉2l
{
〈η〉−2l′ 〈Dy〉2l

′ (
χ (εη, εy)Dα

η a (η, y)
)}
d (η, y)

+
∑

0<θ≤α
(θ 6=0)

(−1)|α|
∫ ∫

e−iη·y 〈y〉−2l 〈Dη〉2l
{
〈η〉−2l′ 〈Dy〉2l

′
(
Dθ
ηχ (εη, εy)Dα−θ

η a (η, y)
)}

d (η, y) .

Somit und wegen der Lemmata 1.3.2-1.3.3 existiert das ozsillatorische Integral

os−
∫ ∫

e−iη·y (−y)α a (η, y) d (η, y)

und (1.55) gilt. �
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Satz 1.3.6 (Transformationsformel) Seien Voraussetzungen für m, δ, τ, ρ, ρ′ wie im Satz 1.3.1,
a ∈ A(m,ρ,ρ′)

δ,τ

(
Rn
η × Rn

y , E
)
, q (η, y) = η · y für alle (η, y) ∈ R2n

η,y und A ∈ L
(
R2n

)
invertierbar.

Dann gilt

os−
∫ ∫

e−iq(A(η,y))a (A (η, y)) |det (A)| d (η, y) = os−
∫ ∫

e−iη·ya (η, y) d (η, y) .

Beweis. Die Behauptung folgt aus der Definition 1.3.4 und aus dem Satz 1.3.1, denn χ◦A−1 ∈
S
(
R2n

)
und χ ◦A−1 (0, 0) = 1, wenn χ ∈ S

(
R2n

)
mit χ (0, 0) = 1. �

Korollar 1.3.1 Seien Voraussetzungen für m, δ, τ, ρ, ρ′ wie im Satz 1.3.1 gegeben und
a ∈ A(m,ρ,ρ′)

δ,τ

(
Rn
η × Rn

y , E
)
. Dann gilt

os−
∫ ∫

e−iξ·ηa (ξ, η) d (ξ, η) = os−
∫ ∫

eiξ·ηa (−ξ, η) d (ξ, η) .

Beweis. Es folgt aus dem Satz 1.3.6 mit A =
(
−I 0
0 I

)
. �

Im Folgenden werden wir das Hauptresultat dieses Abschnitts beweisen, mit dem wir eine
Version des Satzes von Fubini beweisen werden.

Satz 1.3.7 Seien m, δ, τ ∈ R, 0 ≤ τ , 0 ≤ δ < 1, l, l′ ∈ N mit n + τ < 2l, n+m
1−δ < 2l′,

ρ, ρ′ ∈ N∪{∞} mit 2l ≤ ρ, 2l′ ≤ ρ′ und a ∈ A(m,(ρ,ρ),(ρ′,ρ′))
δ,τ

(
R2n
η,η′ × R2n

y,y′ , E
)
. Dann existiert

das oszillatorische Integral

os−
∫ ∫

e
−i( η

η′)·(
y
y′)a

(
η, η′, y, y′

)
d
(
η, η′, y, y′

)
. (1.57)

Außerdem gelten:

a) Das oszillatorische Integal (1.57) ist gleich∫ ∫
e−iηy−iη

′y′ 〈y〉−2l 〈y′〉−2l 〈Dη〉2l
〈
Dη′
〉2l (〈η〉−2l′ 〈η′〉−2l′ 〈Dy〉2l

′ 〈
Dy′
〉2l′

a
)
d
(
η, η′, y, y′

)
.

b) Für alle a ∈ A(m,(ρ,ρ),(ρ′,ρ′))
δ,τ

(
R2n
η,η′ × R2n

y,y′ , E
)

gilt

∥∥∥∥os− ∫ ∫ e
−i( η

η′)·(
y
y′)a

(
η, η′, y, y′

)
d
(
η, η′, y, y′

)∥∥∥∥
E

≤ cl,l′ ‖a‖(m,(2l,2l),(2l′,2l′)) ,

wobei die Konstante cl,l′ > 0 unabhängig von a ist.
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Beweis. Seien 0 < ε < 1, χ ∈ S
(
R4n

)
mit χ (0) = 1 und

Iε :=
∫ ∫

e−iη·ye−iη
′·y′χ

(
εη, εη′, εy, εy′

)
a
(
η, η′, y, y′

)
d
(
η, η′, y, y′

)
.

Dann folgt aus (1.48), (1.49) und partieller Integration, dass

Iε =
∫ ∫

e−iη·ye−iη
′·y′〈y〉−2l 〈y′〉−2l 〈Dη〉2l

{
〈η〉−2l′ 〈Dη′

〉2l {〈
η′
〉−2l′ 〈Dy〉2l

′
{〈
Dy′
〉2l′ {χa}}}}︸ ︷︷ ︸

=:Jε

.

In der folgenden Notation ∑
|γ|≤2l,β≤γ...

czf
(
η, η′, y, y′; γ, β, ...

)
bezeichnet cz eine Konstante, die von z := (γ, β, ...) abhängt. Nun werden wir eine Abschätzung
für |Jε| in vier Schritten finden.

1.Schritt Aufgrund der Leibniz Regel erhält man

〈Dy〉2l
′
{〈
Dy′
〉2l′ {χa}} =

∑
|γ|≤2l′,|θ′|≤2l′

β′≤θ′,β≤γ

cz

(
∂γ−βy ∂θ

′−β′
y′ χ

)
∂βy ∂

β′

y′ a.

2.Schritt〈
Dη′
〉2l {〈

η′
〉−2l′ 〈Dy〉2l

′
{〈
Dy′
〉2l′ {χa}}}

1. Schritt=
∑
|θ|≤2l

cθ∂
θ
η′


〈
η′
〉−2l′

∑
|γ|≤2l′,|θ′|≤2l′

β′≤θ′,β≤γ

cz

(
∂γ−βy ∂θ

′−β′
y′ χ

)
∂βy ∂

β′

y′ a


=

∑
|θ|≤2l,γ′≤θ
α′≤γ′

∑
|γ|≤2l′,|θ′|≤2l′

β′≤θ′,β≤γ

cz

(
∂θ−γ

′

η′
〈
η′
〉−2l′

)(
∂γ

′−α′
η′ ∂γ−βy ∂θ

′−β′
y′ χ

)
∂α

′
η′ ∂

β
y ∂

β′

y′ a.

3.Schritt Aus dem 2. Schritt folgt

〈Dη〉2l
{
〈η〉−2l′ 〈Dη′

〉2l {〈
η′
〉−2l′ 〈Dy〉2l

′
{〈
Dy′
〉2l′ {χa}}}}

=
∑

|λ|≤2l,Γ≤λ
α≤Γ

∑
θ≤2l,γ′≤θ
α′≤γ′

∑
|γ|≤2l′,|θ′|≤2l′

|β′|≤θ′,β≤γ

cz

(
∂λ−Γ
η 〈η〉−2l′

)(
∂θ−γ

′

η′
〈
η′
〉−2l′

)(
∂Γ−α
η ∂γ

′−α′
η′ ∂γ−βy ∂θ

′−β′
y′ χ

)
·

·∂αη ∂α
′

η′ ∂
β
y ∂

β′

y′ a.
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4.Schritt Nach dem 3. Schritt, dem Lemma 1.3.3, den Voraussetzungen und
∣∣∣∂αx 〈x〉m̃∣∣∣ <

cm̃ 〈x〉m̃−|α| für alle α ∈ Nn
0 erhält man

‖Jε‖E ≤ cl,l′ ‖a‖(m,(2l,2l)(2l′,2l′)) 〈y〉
−2l+τ 〈y′〉−2l+τ 〈η〉m−(1−δ)2l′ 〈η′〉m−(1−δ)2l′︸ ︷︷ ︸

∈ L1

(
R2n

η,η′×R2n
y,y′

)
für alle 0 < ε < 1. Außerdem folgt aus dem 3. Schritt und dem Lemma 1.3.3, dass

lim
ε↓0

Jε

= e−iη·ye−iη
′·y′ 〈y〉−2l 〈y′〉−2l 〈Dη〉2l

{
〈η〉−2l′ 〈Dη′

〉2l (〈
η′
〉−2l′ 〈Dy〉2l

′ 〈
Dy′
〉2l′

a
(
η, η′, y, y′

))}
punktweise für alle (η, η′, y, y′) ∈ R2n

η,η′ × R2n
y,y′ .

Dann folgt die Existenz des oszillatorischen Integrals in (1.57) und die Aussage a) aus dem
Satz über dominierte Konvergenz . Die Behauptung b) folgt aus dem 4. Schritt. �

Satz 1.3.8 (Fubini) Seien m, δ, τ ∈ R, 0 ≤ τ , 0 ≤ δ < 1, l, l′ ∈ N mit n+ τ < 2l, n+m
1−δ < 2l′,

ρ, ρ′ ∈ N∪{∞} mit 2l ≤ ρ, 2l′ ≤ ρ′ und a ∈ A(m,(ρ,ρ),(ρ′,ρ′))
δ,τ

(
R2n
η,η′ × R2n

y,y′ , E
)
. Dann gelten:

[
(η, y) 7−→ os−

∫ ∫
e−iη

′·y′a
(
η, η′, y, y′

)
d
(
η′, y′

)]
∈ A(m,ρ,ρ′)

δ,τ

(
Rn
η × Rn

y , E
)
, (1.58)

[(
η′, y′

)
7−→ os−

∫ ∫
e−iη·ya

(
η, η′, y, y′

)
d (η, y)

]
∈ A(m,ρ,ρ′)

δ,τ

(
Rn
η′ × Rn

y′ , E
)

(1.59)

und

os−
∫ ∫

e
−i( η

η′)·(
y
y′)a

(
η, η′, y, y′

)
d
(
η, η′, y, y′

)
(1.60)

= os−
∫ ∫

e−iη·y
(
os−

∫ ∫
e−iη

′·y′a
(
η, η′, y, y′

)
d
(
η′, y′

))
d (η, y)

= os−
∫ ∫

e−iη
′·y′
(
os−

∫ ∫
e−iη·ya

(
η, η′, y, y′

)
d (η, y)

)
d
(
η′, y′

)
.

Beweis. Zunächst zeigen wir (1.58). Seien α′, β′ ∈ Nn
0 mit |α′| ≤ 2l ≤ ρ, |β′| ≤ 2l′ ≤ ρ′ und

η, y ∈ Rn fest. Dann gilt für alle (η′, y′) ∈ R2n
η′,y′ , dass∥∥∥∂α′η′ ∂β′y′ a (η, η′, y, y′)∥∥∥

E
≤ ‖a‖(m,2(l,l),2(l′,l′)) 〈η〉

m 〈η′〉m+δ|β′| 〈y〉τ
〈
y′
〉τ

=
(
‖a‖(m,2(l,l),2(l′,l′)) 〈η〉

m 〈y〉τ
) 〈
η′
〉m+δ|β′| 〈

y′
〉τ .
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Also a (η, ·, y, ·) ∈ A(m,ρ,ρ′)
δ,τ

(
Rn
η′ × Rn

y′ , E
)

für alle feste (η, y) ∈ R2n
η,y. Somit existiert nach Satz

1.3.1
b (η, y) := os−

∫ ∫
e−iη

′·y′a
(
η, η′, y, y′

)
d
(
η′, y′

)
, für alle (η, y) ∈ R2n

η,y.

Außerdem gilt nach dem Satz über Parameterdifferenziation (das heißt Satz 1.3.4), Satz 1.3.1b)
und nach den Voraussetzungen für a, dass b ∈ A(m,ρ,ρ′)

δ,τ

(
Rn
η × Rn

y , E
)

und daher ist b ozsillato-
risch integrierbar. Dann folgt aus den Sätzen 1.3.1b), 1.3.4 und 1.3.7, dass

os−
∫ ∫

e−iη·yb (η, y) d (η, y) =
∫ ∫

e−iη·y 〈y〉−2l 〈Dη〉2l
(
〈η〉−2l′ 〈Dy〉2l

′
b (η, y)

)
d (η, y)

= os−
∫ ∫

e
−i( η

η′)·(
y
y′)a

(
η, η′, y, y′

)
d
(
η, η′, y, y′

)
.

Somit ist die erste Gleichung in (1.60) bewiesen. Ebenso zeigt man (1.59) und

os−
∫ ∫

e−iη
′·y′
(
os−

∫ ∫
e−iη·ya

(
η, η′, y, y′

)
d (η, y)

)
d
(
η′, y′

)
= os−

∫ ∫
e
−i( η

η′)·(
y
y′)a

(
η, η′, y, y′

)
d
(
η, η′, y, y′

)
.

�
Es gibt auch einen zum Satz über majorisierte Konvergenz analogen Satz für die oszillatori-

schen Integrale. Der Beweis ist analog zum skalaren Fall (vergleiche [Ku,81]).

Lemma 1.3.4 Sei f ∈ C2 (I, E), mit I = [0, 1]. Dann existiert eine Konstante M > 0, un-
abhängig von f , so dass(

max
I

∥∥f ′ (t)∥∥
E

)2

≤M
(

max
I
‖f (t)‖E

){
max

I
‖f (t)‖E + max

I

∥∥f ′′ (t)∥∥
E

}
.

Beweis. Ein Beweis für den skalaren Fall findet man in [Ku,81], Lemma 6.5, S.49. Nun
seien E ein beliebiger Banachraum und f ∈ C2(I,E), f 6= 0. Dann existiert ein t0 ∈ [0, 1], so
dass max

I
‖f ′ (t)‖E = ‖f ′ (t0)‖E 6= 0. Nach dem Satz von Hahn-Banach existiert ein x∗ ∈ E∗

(E∗ der Dualraum von E) mit ‖x∗‖E∗ = 1 und 〈x∗, f ′ (t0)〉 = ‖f ′ (t0)‖E. Sei F (t) := 〈x∗, f (t)〉,
t ∈ [0, 1]. Dann folgt die Behauptung aus der Anwendung des skalaren Falles auf F . �

Satz 1.3.9 (Dominierte Konvergenz) Seien die Voraussetzungen für m, δ, τ, ρ, ρ′ wie im Satz
1.3.7 erfüllt, {aj}j∈N eine beschränkte Folge in A(m,ρ+1,ρ′+1)

δ,τ

(
Rn
η × Rn

y , E
)

und wir nehmen an,

dass es ein a ∈ A(m,ρ+1,ρ′+1)
δ,τ

(
Rn
η × Rn

y , E
)

gibt, so dass

aj (η, y) −→
j→∞

a (η, y) (1.61)

gleichmäßig auf allen kompakten Teilmengen von R2n
η,y. Dann gilt

lim
j→∞

os−
∫ ∫

e−iη·yaj (η, y) d (η, y) = os−
∫ ∫

e−iη·ya (η, y) d (η, y) . (1.62)
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Beweis. Für (η, y) ∈ R2n (fest) und beliebiges j ∈ N definieren wir

fj (t) := aj (η + tek, y)− a (η + tek, y) , t ∈ [0, 1] =: I,

wobei ek =
(

0, ...,
k
1, 0, ..., 0

)
∈ Rn ein kanonischer Vektor in Rn ist. Dann folgt aus den Voraus-

setzungen, dass max
I
‖fj (t)‖E −→j→∞

0 und für alle kompakten Teilmengen K in R2n gilt

max
K

max
I
‖fj (t)‖E ≤ max

K
max

I

{
‖aj (η + tek, y)‖E + ‖a (η + tek, y)‖E

}
≤ max

K
max

I

{
〈η + tek〉m 〈y〉τ ‖aj‖(m,0,0) + 〈η + tek〉m 〈y〉τ ‖a‖(m,0,0)

}
≤ cK für alle j ∈ N.

Analog zeigt man, dass

max
K

max
I

∥∥f ′′j (t)
∥∥
E
≤ c̃K für alle j ∈ N.

Also ist {
max
K

max
I
‖fj (t)‖E + max

K
max

I

∥∥f ′′j (t)
∥∥
E

: j ∈ N
}

beschränkt in R für jedes K ⊂ R2n kompakt. Daraus folgt zusammen mit dem Lemma 1.3.4 für
alle ∀ (η, y) ∈ K, dass

‖∂ηk
aj (η, y)− ∂ηk

a (η, y)‖E = ‖∂ηk
(aj − a) (η, y)‖E

=
∥∥∥∥limt→0

aj (η + tek, y)− a (η + tek, y)− [aj (η, y)− a (η, y)]
t

∥∥∥∥
E

=
∥∥∥∥limt→0

fj (t)− fj (0)
t

∥∥∥∥
E

=
∥∥f ′j (0)

∥∥
E

≤ c
1
2

[(
max

I
‖fj (t)‖E

){
max

I
‖fj (t)‖E + max

I

∥∥f ′′j (t)
∥∥
E

}] 1
2

.

Dann erhält man nach den Voraussetzungen für {aj}j∈N, dass

max
K
‖∂ηk

aj (η, y)− ∂ηk
a (η, y)‖E ≤ c

1
2 max

K

(
max

I
‖fj (t)‖E

)
︸ ︷︷ ︸

konvergiert gegen 0, wenn j→∞

1
2

·

max
K

max
I
‖fj (t)‖E + max

K
max

I

∥∥f ′′j (t)
∥∥
E︸ ︷︷ ︸

beschränkt


1
2

−→ 0, wenn j →∞.
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Somit gilt für alle k = 1, ..., n, dass

∂ηk
aj (η, y) −→

j→∞
∂ηk

a (η, y) (1.63)

gleichmäßig auf jeder kompakten Teilmenge K ⊂ R2n. Analog erhält man für jedes k = 1, ..., n,
dass

∂yk
aj (η, y) −→

j→∞
∂yk

a (η, y) (1.64)

gleichmäßig auf jeder kompakten Teilmenge K ⊂ R2n
η,y gilt.

Nun seien α, β ∈ Nn
0 mit |α| ≤ ρ− 1 und |β| ≤ ρ′ − 1 und wir nehmen an, dass

∂αη ∂
β
y aj (η, y) −→

j→∞
∂αη ∂

β
y a (η, y)

gleichmäßig auf jeder kompakten Teilmenge K ⊂ R2n
η,y gilt. Dann gilt für alle k = 1, ..., n:

∂α+ek
η ∂βy aj (η, y) −→

j→∞
∂α+ek
η ∂βy a (η, y) gleichmäßig auf K.

In der Tat haben wir nach Voraussetzung, dass(
∂αη ∂

β
y aj

)
j∈N
⊂ A(m,ρ+1−|α|,ρ′+1−|β|)

δ,τ

(
Rn
η × Rn

y , E
)

Außerdem gilt für alle l ≤ ρ+ 1− |α| und l′ ≤ ρ′ + 1− |β|:∣∣∣∂αη ∂βy aj∣∣∣
(m,l,l′)

= max
|α̃|≤l
|β̃|≤l′

sup
η,y∈Rn

{
〈η〉−(m+δ|β̃|) 〈y〉−τ

∥∥∥∂α̃η ∂β̃y (∂αη ∂βy aj (η, y)
)∥∥∥

E

}

= max
|α̃|≤l
|β̃|≤l′

sup
η,y∈Rn

{
〈η〉−(m+δ|β̃|) 〈y〉−τ

∥∥∥∂α̃+α
η ∂β̃+β

y aj (η, y)
∥∥∥
E

}
≤ |aj |(m,ρ+1,ρ′+1)

< q für alle j ∈ N,

weil (aj)j∈N in A(m,ρ+1,ρ′+1)
δ,τ beschränkt ist. Also ist

(
∂αη ∂

β
y aj

)
j∈N

beschränkt in

A(m,ρ+1−|α|,ρ′+1−|β|)
δ,τ . Dann folgt aus (1.63) und (1.64), dass

∂α+ek
η ∂βy aj (η, y) −→

j→∞
∂α+ek
η ∂βy a (η, y) gleichmäßig auf K,

∂αη ∂
β+ek
y aj (η, y) −→

j→∞
∂αη ∂

β+ek
y a (η, y) gleichmäßig auf K.

Somit erhält man für alle α, β ∈ Nn
0 mit |α| ≤ ρ und |β| ≤ ρ′, dass

∂αη ∂
β
y aj (η, y) −→

j→∞
∂αη ∂

β
y a (η, y) glm. auf jeder kompakten Teilmenge K ⊂ R2n

η,y. (1.65)



36 Kapitel 1. Einleitende Definitionen und Bezeichnungen

Da ∥∥∥〈y〉−2l 〈Dη〉2l
{
〈y〉−2l′ 〈Dy〉2l

′
aj (η, y)

}∥∥∥
E
≤ cl,l′q 〈η〉m−(1−δ)2l′ 〈y〉τ−2l ∈ L1

(
R2n
η,y

)
für alle j ∈ N gilt, folgt aus dem Satz 1.3.1 b), (1.65) und aus dem Satz über (die klassische)
dominierte Konvergenz, dass

lim
j→∞

os−
∫ ∫

e−iη·yaj (η, y) d (η, y)

= lim
j→∞

∫ ∫
e−iη·y 〈y〉−2l 〈Dη〉2l

{
〈y〉−2l′ 〈Dy〉2l

′
aj (η, y)

}
d (η, y)

=
∫ ∫

e−iη·y 〈y〉−2l 〈Dη〉2l
{
〈y〉−2l′ 〈Dy〉2l

′
a (η, y)

}
d (η, y)

= os−
∫ ∫

e−iη·ya (η, y) d (η, y)

und somit ist der Satz bewiesen. �

Bemerkung 1.3.2 Die Sätze 1.3.2-1.3.5 kann man auch mit Hilfe des Satzes 1.3.9 beweisen,
aber in diesem Fall muss a ∈ A(m,ρ+1,ρ′+1)

δ,τ

(
Rn
η × Rn

y , E
)

gefordert werden. Also muss die Am-
plitude a mehr stetige Ableitungen haben.



Kapitel 2

Pseudodifferentialoperatoren

Das Ziel dieses Kapitels ist eine Version des Satzes von Michlin auf Besovräumen zu zeigen.
Natürlich muss der hier konstruierte Pseudodifferentialoperator einer geeigneten Funktion a ∈
Cρ (Rn, E1) mit

[a (D)]u (x) = F−1 (aû) (x) =
∫
eix·ξa (ξ) • û (ξ)

dξ

(2π)n/2

=
∫
eix·ξa (ξ) •

(∫
e−iξ·ηu (η)

dη

(2π)n/2

)
dξ

(2π)n/2

auf S (Rn, E2) übereinstimmen1. Im Allgemeinen gilt die Gleichheit∫
eix·ξa (ξ) •

(∫
e−iξ·ηu (η)

dη

(2π)n/2

)
dξ

(2π)n/2
=
∫ ∫

eiξ·(x−η)a (ξ) • u (η)
d (ξ, η)
(2π)n

nicht. Sie gilt jedoch im Sinne von oszillatorischen Integralen, wenn bx (ξ, η) := a (ξ) • u (x− η)
in A(m,ρ,ρ′)

0,0

(
Rn
ξ × Rn

η , E0

)
liegt und ρ, ρ′ die Voraussetzungen von Satz 1.3.1 erfüllen. Deshalb

muss n < 2l ≤ ρ sein, was die Definition von ρn in (1.1) einen Sinn macht. Zusäztlich muss a
noch andere Bedingungen erfüllen wie zum Beispiel∥∥∂αξ a (ξ)

∥∥
E1
≤ cα 〈ξ〉m−|α| für alle ξ ∈ Rn und |α| ≤ ρ.

Unter den obigen Voraussetzungen für a kann man sogar a (D) auf den ganzen Raum C∞b (Rn, E2)
durch das oszillatorische Integral

a (D)u (x) := os−
∫ ∫

eiξ·ηa (ξ) • u (x− η) d (ξ, η)
(2π)n

, x ∈ Rn,

definieren. Dann können wir dank der dichten Einbettung(
Bs
p,q (Rn, E) ∩ C∞b (Rn, E) ; ‖·‖Bs

p,q

)
d
↪→ Bs

p,q (Rn, E) (2.1)

1Dabei sindt • : E1 × E2 → E0 eine Multiplikation und E0, E1 und E2 Banachräume.

37
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(für alle s ∈ R, p ∈ [1,∞], q ∈ [1,∞)) und einiger Eigenschaften der Interpolationstheo-
rie das Hauptresultat dieses Kapitels (Satz 2.3.1) zeigen, das besagt: Für jede Funktion a
im Raum Sm,ρn

1,0 (Rn, E1) (siehe Definition 2.1.1) gibt es einen eindeutigen linearen Operator

ã (D) : V (Rn, E2) −→ V (Rn, E0), wobei V (Rn, Ei) =
⋃

s∈R,p,q∈[1,∞]

Bs
p,q (Rn, Ei), so dass

ã (D)
∣∣∣Bs+m

p,q (Rn,E2)∩C∞
b (Rn,E2) = a (D) ∀s ∈ R, p, q ∈ [1,∞] .

Dabei ist

[a (D)u] (x) := os−
∫ ∫

eiξηa (ξ) • u (x− η) d (ξ, η)
(2π)n

, x ∈ Rn, u ∈ C∞b (Rn, E2) .

Damit erhält man ferner(
a 7→ ã (D)

)
∈ L

(
Sm,ρn

1,0 (Rn, E1) ,L
(
Bs+mp,q (Rn, E2) ,Bsp,q (Rn, E0)

))
für alle m, s ∈ R , p, q ∈ [1,∞], B ∈

{
B, B̊, b

}
und somit(

a 7→ ã (D)
)
∈ L

(
Sm,ρn

1,0 (Rn, E1) ,L
(
W l
p (Rn, E2) ,W k

p (Rn, E0)
))

,

falls m ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞ und k, l ∈ N mit l > k +m.
Dieses Kapitel untergliedert sich in drei Abschnitte: Im ersten Abschnitt definieren wir den

Raum der Symbole Sm,ρ1,0 (Rn, E1) und geben wir einige Beispiele an. Dann wird im zweiten
Abschnitt der Operator a (D) auf C∞b (Rn, E) definiert und die Stetigkeit von

a (D) :
(
Bs+m
p,q (Rn, E2) ∩ C∞b (Rn, E2) ; ‖·‖Bs+m

p,q

)
−→ Bs

p,q (Rn, E0)

gezeigt, wenn a ∈ Sm,ρ1,0 (Rn, E2) mit ρ ≥ ρn und q < ∞ (siehe Satz 2.2.3). Schließlich werden
der Satz 2.3.1 und einige Folgerungen im dritten Abschnitt gezeigt.

2.1 Der Raum der E -wertigen Symbole Sm,ρ
1,0 (Rn, E)

Definition 2.1.1 Seien m ∈ R, ρ ∈ N0 und E ein Banachraum. Man definiert den Raum der
E-wertigen Symbole vom Grad m und Regularität ρ durch

Sm,ρ1,0 (Rn, E) :=
{
a ∈ Cρ (Rn, E) : ∀ |α| ≤ ρ ∃cα > 0;

∥∥Dα
ξ a (ξ)

∥∥
E
< cα 〈ξ〉m−|α| ∀ξ ∈ Rn

}
mit der Norm

‖a‖Sm,ρ
1,0 (Rn,E) := max

|α|≤ρ
sup
ξ∈Rn

{
〈ξ〉|α|−m

∥∥Dα
ξ a (ξ)

∥∥
E

}
.
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Sm,ρ1,0 (Rn, E) ist ein Banachraum. Man sieht leicht, dass

a • b ∈ Sm1+m2,ρ
1,0 (Rn, E0) für alle a ∈ Sm1,ρ

1,0 (Rn, E1) , b ∈ Sm2,ρ
1,0 (Rn, E2) und

Sm1,ρ
1,0 (Rn, E) ⊂ Sm2,ρ

1,0 (Rn, E) , wenn m1 ≤ m2.

Beispiel 2.1.1 Seien m ∈ R und ρ ∈ N0 gegeben.

a) Sind m ∈ N, aα ∈ E für alle |α| ≤ m und p(ξ) =
∑

|α|≤m aαξ
α für ξ ∈ Rn, so ist

p ∈ Sm,ρ1,0 (Rn, E) wegen ∂βξα = β!
(
α
β

)
ξα−β und 1√

2
(1 + |ξ|) ≤ 〈ξ〉 ≤ (1 + |ξ|).

b) S (Rn, E) ⊂ Sm,ρ1,0 (Rn, E).

c) OM (Rn, E) ⊂ ∪m>0S
m,ρ
1,0 (Rn, E).

d) Sei a(ξ) = 〈ξ〉m für alle ξ ∈ Rn. Dann a ∈ Sm,ρ1,0 (Rn).

Weiterhin sei ρn wie in (1.1), das heißt

ρn =
{
n+ 1, n ∈ N ungerade,
n+ 2, n ∈ N gerade.

2.2 Pseudodifferentialoperatoren für Symbole auf Sm,ρ
1,0 (Rn, E)

2.2.1 Definition des Operators a(D) für Symbole in Sm,ρ1,0 (Rn, E)

Definition 2.2.1 Seien m ∈ R, ρ ∈ N mit ρ ≥ ρn und a ∈ Sm,ρ1,0 (Rn, E1). Dann definieren wir
den Pseudodifferentialoperator a (D) durch

[a (D)u] (x) := os−
∫ ∫

eiξ·ηa (ξ) • u (x− η) d (ξ, η)
(2π)n

, u ∈ C∞b (Rn, E2) und x ∈ Rn.

Bemerkung 2.2.1 a) Das oszillatorische Integral der Definition 2.2.1 existiert wegen

bx (ξ, η) := a (ξ) • u (x− η) ∈ A(m,ρ,∞)
0,0

(
Rn
ξ × Rn

η , E0

)
(2.2)

und des Satzes 1.3.1.

b) Sei ψ ∈ S (Rn, E1). Dann gilt nach dem Beispiel 1.3.2, dass

(2π)
n
2 ψ (D)u = ψ̌ ∗• u ∀u ∈ C∞b (Rn, E2) .

Satz 2.2.1 Seien m ∈ R, ρ ∈ N mit ρ ≥ ρn und a ∈ Sm,ρ1,0 (Rn, E1). Dann ist die Abbildung

a (D) : C∞b (Rn, E2) −→ C∞b (Rn, E0)

linear und stetig.
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Beweis. Sei l′ wie im Satz 1.3.1 (nämlich 2l′ > n + m). Nach diesem Satz und nach (2.2)
erhalten wir für alle u ∈ C∞b (Rn, E2), dass

‖(a (D)u) (x)‖E0
≤ c ‖bx (·, ·)‖(m,ρ,2l′) ≤ c ‖a‖Sm,ρ

1,0
‖u‖

C2l′
b (Rn,E2)

, (2.3)

wobei die Konstante c unabhängig von a und u ist. Nun definiere man b (x, ξ, η) := a (ξ)•u (x− η)
auf Rn

x × R2n
ξ,η und seien k ∈ N0 und γ ∈ Nn

0 mit |γ| ≤ k. Dann gilt für jedes x ∈ Rn, dass

∂γxb(x, ·, ·) ∈ A(m,ρ,∞)
0,0

(
Rn
ξ × Rn

η , E0

)
. Für x ∈ Rn existiert ein R := Rx > 0 mit x ∈ BR(0).

Damit betrachten wir
Nγ(x) :=

{
(∂γxb) (x′, ·, ·) : x′ ∈ BR(0)

}
.

Dann gilt für alle α, β ∈ Nn
0 , l, l

′ ∈ N0 mit |α| ≤ 2l ≤ ρ, |β| ≤ 2l′ und x′ ∈ BR(0)∥∥∥(∂αξ ∂βη (∂γxb)
)

(x′, ·, ·)
∥∥∥
E0

≤ ‖a‖Sm,ρ
1,0
〈ξ〉m−|α| ‖u‖

C2l′+k
b

,

also ∥∥∂γxb(x′, ·, ·)∥∥(m,2l,2l′)
≤ ‖a‖Sm,ρn

1,0
‖u‖

C2l′+k
b

für alle x′ ∈ BR(0),

das heißt Nγ(x) ist eine beschränkte Teilmenge von A(m,ρ,∞)
0,0

(
Rn
ξ × Rn

η , E0

)
. Daraus folgt zu-

sammen mit Satz 1.3.3, dass

‖∂γx [a (D)u] (x)‖E0
=
∥∥∥∥os− ∫ ∫ eiη·ξa (ξ) • (∂γxu) (x− η) d (ξ, η)

(2π)n

∥∥∥∥
E0

= ‖(a (D) (∂γxu)) (x)‖E0

(2.3)

≤ c ‖a‖Sm,ρ
1,0
‖∂γxu‖C2l′

b (Rn,E2)

≤ c ‖a‖Sm,ρ
1,0
‖u‖

C2l′+k
b (Rn,E2)

∀x ∈ Rn,

wobei die Konstante c unabhängig von a und u ist. Also

‖a (D)u‖Ck
b (Rn,E0) ≤ c ‖a‖Sm,ρ

1,0
‖u‖

C2l′+k
b (Rn,E2)

.

Somit folgt zusammen mit der Bemerkung in (1.2) die Behauptung. �

Satz 2.2.2 Seien Voraussetzungen von Lemma 1.1.2 erfüllt und m1,m2 ∈ R, ρ ∈ N mit ρ ≥ ρn,
a ∈ Sm1,ρ

1,0 (Rn, E1) und b ∈ Sm2,ρ
1,0 (Rn, E2). Dann gilt

a(D)b(D)u = (a • b)(D)u für alle u ∈ C∞b (Rn, E3) .

Beweis. Es ist klar, dass a • b ∈ Sm1+m2,ρ
1,0 (Rn, E0). Dann folgt aus dem Satz von Fubini,

dem Satz 1.3.2 und aus dem Beispiel 1.3.1 die Behauptung: Seien u ∈ C∞b (Rn, E3) und x ∈ Rn,
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dann gilt

a(D)b(D)u(x)

= os−
∫ ∫

eiξ·ηa (ξ) •
(
os−

∫ ∫
eiξ

′·η′b
(
ξ′
)
• u
(
x− η − η′

) d (ξ′, η′)
(2π)n

)
d (ξ, η)
(2π)n

= os−
∫

R4n

eiξ·ηeiξ
′·η′ [a (ξ) • b

(
ξ′
)]
• u
(
x− η − η′

) d (ξ, ξ′, η, η′)
(2π)2n

y=η+η′
= os−

∫
R4n

ei(ξ−ξ
′)·ηeiξ

′·y [a (ξ) • b
(
ξ′
)]
• u (x− y) d (ξ, ξ′, η, y)

(2π)2n

ξ̃=ξ−ξ′
= os−

∫
R4n

eiξ̃·ηeiξ
′·y
[
a
(
ξ′ + ξ̃

)
• b
(
ξ′
)]
• u (x− y)

d
(
ξ̃, ξ′, η, y

)
(2π)2n

= os−
∫ ∫

eiξ
′·y

os− ∫ ∫ eiξ̃·ηa
(
ξ′ + ξ̃

) d(ξ̃, η)
(2π)n

 • [b (ξ′) • u (x− y)
] d (ξ′, y)

(2π)n

= os−
∫ ∫

eiξ
′·y [a (ξ′) • b (ξ′)] • u (x− y) d (ξ′, y)

(2π)n

= [(a • b)(D)u] (x).

Somit ist die Behauptung bewiesen. �

Der Beweis des folgenden Lemmas ist analog zum Beweis des Lemmas 2.5.3 in [Am,03] aber
hier geben wir zusätzlich eine wichtige Abschätzung für den Beweis des Satzes 2.2.3.

Lemma 2.2.1 Seien (ψj)j∈N0
wie in (1.16) und a ∈ Sm,n+1

1,0 (Rn, E), m ∈ R. Dann gilt (ψja)
∨ ∈

L1 (Rn, E) und

∥∥(ψja)∨∥∥L1(Rn,E)
≤ cn,m,ψ2jm ‖a‖

Sm,n+1
1,0 (Rn,E)

für alle j ∈ N0.

Beweis. Seien (ψj)j∈N0
eine Zerlegung der Eins wie in (1.16) und a ∈ Sm,n+1

1,0 (Rn, E),m ∈ R.
Dann ∥∥(ψja)∨∥∥L1(Rn,E)

=
∥∥∥∥(ψ̃a (2j ·))∨∥∥∥∥

L1(Rn,E)

für alle j ∈ N0, (2.4)

wobei ψ̃ = ψ falls j = 0.
Nun seien B :=

{
x ∈ Rn : 1

2 ≤ |x| ≤ 2
}
, 1B die charakteristische Funktion von B, α ∈ N0 mit
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|α| ≤ n+ 1 und j ∈ N. Dann gilt für alle ξ ∈ Rn

∥∥∥Dα
(
ψ̃a
(
2j ·
))

(ξ)
∥∥∥
E
≤
∑
β≤α

(
α

β

)
2j|β|︸︷︷︸

=2|β|2(j−1)|β|

∣∣∣Dα−βψ̃ (ξ)
∣∣∣ 1B (ξ)

∥∥∥(Dβa
) (

2jξ
)∥∥∥
E

≤
∑
α≤β

cα,β,ψ̃1B (ξ) max
|β|≤n+1

sup
Ωj

〈ξ〉|β|
∥∥∥Dβa (ξ)

∥∥∥
E

≤ cn,ψ ‖a‖Sm,n+1
1,0

1B (ξ) sup
Ωj

〈ξ〉m

≤ cn,ψ ‖a‖Sm,n+1
1,0

1B (ξ) ·

{ (
1 + 22(j+1)

)m/2
, falls m ≥ 0,(

1 + 22(j−1)
)m/2

, falls m < 0.

≤ cn,m,ψ2jm ‖a‖
Sm,n+1

1,0
1B (ξ) .

Ein analoges Resultat bekommt man für j = 0, ψ̃ = ψ.
Somit ist Dα

(
ψ̃a
(
2j ·
))
∈ L1 (Rn, E) mit∥∥∥Dα

(
ψ̃a
(
2j ·
))∥∥∥

L1(Rn,E)
≤ cn,m,ψ2jm ‖a‖

Sm,n+1
1,0

für alle j ∈ N0, |α| ≤ n+ 1.

Daraus folgt zusammen mit

xαF−1
(
ψ̃a
(
2j ·
))

= (−1)|α|F−1
(
Dα
(
ψ̃a
(
2j ·
)))
∈ C0 (Rn, E) ,

(2.4) und der Ungleichung |x|n+1 ≤ c (n)
∑

|α|=n+1 |xα| die Behauptung. �

Satz 2.2.3 Seien ρ ∈ N mit ρ ≥ ρn, s,m ∈ R und a ∈ Sm,ρ1,0 (Rn, E1). Dann existiert genau eine
Fortsetzung as,p,q (D) von

a (D) :
(
Bm+s
p,q (Rn, E2) ∩ C∞b (Rn, E2) ; ‖·‖Bm+s

p,q

)
−→ Bs

p,q (Rn, E0)

auf Bs+m
p,q (Rn, E2), so dass

as,p,q (D) : Bs+m
p,q (Rn, E2) −→ Bs

p,q (Rn, E0)

linear und beschränkt für alle p ∈ [1,∞] und q ∈ [1,∞) ist.
Außerdem gilt

‖as,p,q (D)u‖Bs
p,q(Rn,E0) ≤ cn,m,ψ ‖a‖Sm,n+1

1,0 (Rn,E1)
‖u‖Bs+m

p,q (Rn,E2) ∀u ∈ Bs+m
p,q (Rn, E2) .

Beweis. Wir werden zeigen, dass

a (D) :
(
C∞b (Rn, E2) ∩Bs+m

p,q (Rn, E2) ; ‖·‖Bs+m
p,q

)
−→ Bs

p,q (Rn, E0) (2.5)
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linear und stetig ist, wenn p ∈ [1,∞] und q ∈ [1,∞). Dann folgt die Behauptung aus dem Lemma

1.1.4. Seien (ψk)k∈N0
eine Zerlegung der Eins wie in (1.16), χk :=

r=1∑
r=−1

ψk+r für alle k ∈ N0,

u ∈ C∞b (Rn, E2) ∩Bs+m
p,q (Rn, E2) mit p ∈ [1,∞] , q ∈ [1,∞) und s,m ∈ R. Dann gilt nach dem

Satz 2.2.2 für alle k ∈ N0 und alle x ∈ Rn :

[ψk (D) (a (D)u)] (x) = os−
∫ ∫

eiξη (ψka) (ξ) • u (x− η) d (ξ, η)
(2π)n

Bp. 1.3.2
=

∫
F−1 (χkψka) (η) • u (x− η) dη

(2π)
n
2

= (2π)−
n
2
[
F−1 (χkψka) ∗• u

]
(x) (nach Lemmata 2.2.1, 1.1.3)

= (2π)−n
[[(
F−1χk

)
∗
(
F−1ψka

)]
∗• u

]
(x)

= (2π)−n
[(
F−1 (ψka)

)
∗•
(
F−1 (χk) ∗ u

)]
(x)

= (2π)−
n
2 F−1 (ψka) ∗• (χk (D)u) (x) ,

wobei
F−1 (ψka) ∗• χk (D)u ∈ Lp (Rn, E0) .

Dann folgt aus den Lemmata 2.2.1 und 1.1.3, dass

‖ψk (D) (a (D)u)‖Lp(Rn,E0) ≤ 3cn,m,ψ2km ‖a‖
Sm,n+1

1,0 (Rn,E1)
‖ψk (D)u‖Lp

∀k ∈ N0

und alle p ∈ [1,∞]. Somit erhält man für alle p ∈ [1,∞], q ∈ [1,∞) und u ∈ C∞b (Rn, E1) ∩
Bs+m
p,q (Rn, E1), dass

‖a (D)u‖Bs
p,q(Rn,E) ≤ 3cn,m,ψ ‖a‖Sm,n+1

1,0

( ∞∑
k=0

2ksq2kmq ‖ψk (D)u‖qLp

)1/q

= 3cn,m,ψ ‖a‖Sm,n+1
1,0

‖u‖Bs+m
p,q (Rn,E2) .

Daraus folgt, dass

a (D) :
(
C∞b (Rn, E2) ∩Bs+m

p,q (Rn, E2) ; ‖·‖Bs+m
p,q

)
−→ Bs

p,q (Rn, E0)

linear und stetig ist, und

‖a (D)u‖Bs
p,q(Rn,E0) ≤ c̃n,m,ψ ‖a‖Sm,n+1

1,0 (Rn,E1)
‖u‖Bs+m

p,q (Rn,E2)

für alle u ∈ C∞b (Rn, E2)∩Bs+m
p,q (Rn, E2). Dann folgt die Behauptung des Satzes aus dem Lemma

1.1.4 und aus Dichtheitsargument. �

Bemerkung 2.2.2 Beachte, dass die Aussage (2.5) auch für q =∞, p ∈ [1,∞] gilt. Man muss

oben lediglich die Summe
∞∑
k=0

durch sup
k∈N0

ersetzen.
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Einige wichtige Resultate der Interpolationstheorie gestattet uns, die Gültigkeit des Satzes
2.2.3 für p ∈ [1,∞] und q =∞ zu behaupten (siehe den Beweis des Satzes 2.3.1 a-ii)).

Aus (1.45) erhält man sofort, dass(
Bs+m−ε
p,1 (Rn;Ei) , Bs+m+ε

p,1 (Rn;Ei)
)

1
2
,q

·= Bs+m
p,q (Rn;Ei) (2.6)

für alle s,m ∈ R, 1 ≤ p, q ≤ ∞ und ε > 0 und nach Satz 2.2.3 folgt für alle s,m ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞
und ε > 0, dass

as−ε,p,1 (D) ∈ L(Bs+m+ε
p,1 (Rn, E2) , Bs+ε

p,1 (Rn, E0) )∩L(Bs+m−ε
p,1 (Rn, E2) , Bs−ε

p,1 (Rn, E0) ) (2.7)

für alle a ∈ Sm,ρn
1,0 (Rn, E1). Damit hat man die Voraussetzungen des Satzes 1.1.3c), der im

Beweis des Satzes 2.3.1 verwendet wird.

2.3 Eigenschaften des Operators ã (D) auf dem Raum V (Rn, E)

Wir definieren die Menge V (Rn, E) durch

V (Rn, E) :=
⋃

(s,p,q)∈R×[1,∞]×[1,∞]

Bs
p,q (Rn, E) .

Die Menge V (Rn, E) hat folgende Eigenschaften:

• V (Rn, E) ist wegen des Korollars 1.1.1 ein Untervektorraum von S ′ (Rn, E).

• Da Bs
p,∞ (Rn, E) ↪→ Bs−1

p,q (Rn, E) für alle s ∈ R, p, q ∈ [1,∞] gilt, ist dann klar, dass

V (Rn, E) =
⋃

(s,p,q)∈R×[1,∞]×[1,∞)

Bs
p,q (Rn, E) .

Nun werden wir das Hauptresultat dieses Kapitels beweisen.

Satz 2.3.1 (und Definition des Operators ã (D)) Seien m ∈ R, ρn wie in (1.1) und a ∈
Sm,ρn

1,0 (Rn, E1). Dann gelten:

a) Es gibt eine Abbildung T : V (Rn, E2) −→ V (Rn, E0), so dass

i) T ist linear.

ii) T
∣∣∣Bs+m

p,q
: Bs+m

p,q (Rn, E2) −→ Bs
p,q (Rn, E0) ist stetig für alle s ∈ R und p, q ∈ [1,∞].

iii) T
∣∣∣(Bs+m

p,q (Rn,E2)∩C∞
b (Rn,E2)) = a (D) für alle (s, p, q) ∈ R× [1,∞]× [1,∞), wobei

[a (D)u] (x) = os−
∫ ∫

e−iξ·ηa (ξ) • u (x− η) d (ξ, η)
(2π)n

, u ∈ C∞b (Rn, E2) .
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b) Sei S : V (Rn, E2) −→ V (Rn, E0) eine andere Abbildung, die i)-iii) erfüllt. Dann ist
T = S. Wir bezeichnen den Operator T durch ã (D).

Beweis. a) Sei T : V (Rn, E2) −→ V (R;E0) definiert durch

T
∣∣∣Bs+m

p,q
:= as,p,q (D) für alle (s, p, q) ∈ R× [1,∞]× [1,∞] , (2.8)

wobei as,p,q (D) die eindeutige Fortsetzung von

a (D) :
(
C∞b (Rn, E2) ∩Bs+m

p,q (Rn, E2) ; ‖·‖Bs+m
p,q

)
−→ Bs

p,q (Rn, E0)

auf Bs+m
p,q (Rn, E2) ist (siehe Satz 2.2.3).

Wir werden in der folgenden Behauptung A zeigen, dass T wohldefiniert ist.
Behauptung A. Seien si,m ∈ R, pi ∈ [1,∞], qi ∈ [1,∞) für i = 1, 2, u ∈ Bs1+m

p1,q1 (Rn, E2) ∩
Bs2+m
p2,q2 (Rn, E2) und a ∈ Sm,ρn

1,0 (Rn, E1). Dann gilt

as1,p1,q1 (D)u = as2,p2,q2 (D)u in S ′ (Rn, E0) .

Beweis: Nach Lemma 1.1.5 existiert eine Folge (uN )N∈N0
in C∞b (Rn, E2)∩Bs1+m

p1,q1 (Rn, E2)∩
Bs2+m
p2,q2 (Rn, E2) mit

uN −→ u in Bsi+m
pi,qi (Rn, E2) für jedes i = 1, 2, (2.9)

und nach Definition von asi,pi,qi (D) gilt

asi,pi,qi (D)u = lim
N→∞

a (D)uN in Bsi
pi,qi (Rn, E0) , i = 1, 2. (2.10)

Ferner erhält man nach dem Korollar 1.1.1, dass

Bsi
pi,qi (Rn, E0) ↪→ B

−
(
j0− 1

j0

)
nj0,j0

(Rn, E0) , i = 1, 2 (2.11)

für ein geeignetes j0 gilt.
Daraus folgt ‖as1,p1,q1 (D)u− as2,p2,q2 (D)u‖

B
sj0
nj0,j0

= 0, wobei sj0 := −
(
j0 − 1

j0

)
.

Beweis von i) Seien u, v ∈ V (Rn, E2) und λ ∈ C. Dann existiert ein m0 ∈ N, so dass

λu+ v ∈ B
−

(
m0− 1

m0

)
nm0,m0 (siehe den Korollar 1.1.1). Daher folgt die Linearität von T .

Beweis von ii) Nach dem Satz 2.2.3 wissen wir, dass diese Behauptung für alle p ∈ [1,∞]
und 1 ≤ q <∞ gilt. Außerdem ist es klar nach (1.19), dass

Bs+m
p,∞ (Rn, E2) ↪→ Bs+m−1

p,1 (Rn, E2) ⊂ V (Rn, E2)

für alle s ∈ R, p ∈ [1,∞] gilt. Da as−1,p,1 (D) auf Bs+m−1
p,1 (Rn, E2) erklärt ist, ist auch as−1,p,1 (D)

auf der Teilmenge Bs+m
p,∞ (Rn, E2) von Bs+m−1

p,1 (Rn, E2) erklärt. Im Folgenden werden wir zeigen,
dass as−1,p,1 (D) auf Bs+m

p,∞ (Rn, E2) stetig ist. Somit folgt ii).
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Behauptung B. Seien s,m ∈ R und p ∈ [1,∞]. Dann ist

as−1,p,1 (D) : Bs+m
p,∞ (Rn, E2) −→ Bs

p,∞ (Rn, E0) stetig.

Außerdem gilt für alle u ∈ Bs+m
p,∞ (Rn, E2):

‖as−1,p,1 (D)u‖Bs
p,∞(Rn,E0) ≤ c (n,m,ψ) ‖a‖

Sm,n+1
1,0 (Rn,E1)

‖u‖Bs+m
p,∞ (Rn,E2) . (2.12)

In der Tat folgt aus (2.7) und (1.19), dass

Bs+m−1
p,1 (Rn, E2)

as−1,p,1(D)
−→
stetig

Bs−1
p,1 (Rn, E0)

∪ ∪(
Bs+m−1
p,1 (Rn, E2) , Bs+m+1

p,1 (Rn, E2)
)

1
2
,∞

−→
(
Bs−1
p,1 (Rn, E0) , Bs+1

p,1 (Rn, E0)
)

1
2
,∞

∪ ∪
Bs+m+1
p,1 (Rn, E2)

as−1,p,1(D)
−→
stetig

Bs+1
p,1 (Rn, E0)

Somit erhält man zusammen mit dem Satz 1.1.3c) und (2.6), dass die Restriktion

as−1,p,1 (D) : Bs+m
p,∞ (Rn, E2) −→ Bs

p,∞ (Rn, E0) stetig ist und (2.12) erfüllt.

Beweis von iii) Es folgt aus der Definition von T (siehe (2.8) und Satz 2.2.3).
Beweis vom Teil b) Nun sei S : V (Rn, E2) −→ V (Rn, E0) andere Abbildung, die i)-iii)

erfüllt. Für u ∈ V (Rn, E2) existiert ein (s0, p0, q0) mit q0 <∞, so dass u ∈ Bs0+m
p0,q0 (Rn, E2). Dann

existiert eine Folge (uN )N∈N0
in C∞b (Rn, E)∩Bs0+m

p0,q0 (Rn, E2) mit uN −→ u in Bs0+m
p0,q0 (Rn, E2) .

Aus iii) erhält man TuN = SuN für alle N ∈ N0. Dann folgt aus ii), dass

Tu = Bs0
p0,q0 (Rn, E0)− lim

N→∞
TuN = Bs0

p0,q0 (Rn, E0)− lim
N→∞

SuN = Su.

Also T = S auf V (Rn, E2). �

Im Folgenden zeigen wir einige Eigenschaften des Operators ã (D).

Korollar 2.3.1 Seien m ∈ R, 1 ≤ p, q ≤ ∞, und B ∈
{
B, B̊, b

}
. Dann gilt(

a 7→ ã (D)
)
∈ L

(
Sm,ρn

1,0 (Rn, E1) ,L
(
Bm+s
p,q (Rn, E2) ,Bsp,q (Rn, E0)

))
mit ∥∥∥ã (D)u

∥∥∥
Bs

p,q(Rn,E0)
≤ c (n,m,ψ) ‖a‖

Sm,n+1
1,0 (Rn,E1)

‖u‖Bs+m
p,q (Rn,E2) ∀u ∈ Bs+mp,q (Rn, E2) .

Beweis. Wir zeigen den Satz in drei Fällen. Dafür beachte, dass Bs
p,q, B̊

s
p,q und bsp,q Ba-

nachräume sind und ‖·‖Bs
p,q

= ‖·‖B̊s
p,q

= ‖·‖bsp,q
.
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1. Der Fall B = B ist im Satz 2.3.1 enthalten.

2. Der Fall B = b: Seien 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, s ∈ R und u ∈ bs+mp,q (Rn, E2). Dann existiert
eine Folge (ul)l∈N ⊂ Bs+m+1

p,q (Rn, E2) mit ul −→ u in Bs+m
p,q (Rn, E2). Somit erhält man

nach dem ersten Fall, dass

ã (D)ul −→
l→∞

ã (D)u in Bs
p,q (Rn, E0) .

Nun genügt es zu zeigen, dass ã (D)ul ∈ Bs+1
p,q (Rn, E0)

(
↪→ bsp,q (Rn, E0)

)
für alle l ∈ N.

De facto ist ã (D)ul ∈ Bs+1
p,q (Rn, E0), da

ã (D) ∈ L
(
Bs+m+1
p,q (Rn, E2) , Bs+1

p,q (Rn, E0)
)
.

3. Der Fall B = B̊:

a) Sind 1 ≤ p, q <∞, so ist B̊s
p,q = Bs

p,q. Dann wendet man den ersten Fall an, um die
Behauptung zu erhalten.

b) Sind 1 ≤ p <∞ und q =∞, so gilt B̊s
p,∞ = bsp,∞. Dann ist in diesem Fall der zweite

anwendbar.

c) Nun seien p = ∞ und 1 ≤ q ≤ ∞. Weiterhin sei u ∈ B̊s+m
∞,q (Rn, E2). Dann existiert

eine Folge (ul)l∈N in S (Rn, E2), so dass ul −→ u in Bs+m
∞,q (Rn, E2). Weil ã (D) :

Bs+m
∞,q (Rn, E2) −→ Bs

∞,q (Rn, E0) stetig ist, gilt dann

ã (D)ul −→
l→∞

ã (D)u in Bs
∞,q (Rn, E0) .

Es bleibt nur zu zeigen, dass
(
ã (D)ul

)
l∈N
⊂ B̊s

∞,q (Rn, E0). Dazu wählen wir ein

t ∈ R+, so dass t > n+ [|s|] + 2. Weil ul ∈ S (Rn, E2) ↪→ Bt+m
1,q (Rn, E2) gilt, ist dann

ã (D)ul ∈ Bt
1,q (Rn, E0) ↪→

Satz 1.1.1 f)
C

[|s|]+2
0 (Rn, E0)

↪→
(1.32)

B̊[|s|]+2
∞,∞ (Rn, E0) ↪→

(1.38)
B̊s
∞,q (Rn, E0) .

�

Korollar 2.3.2 Seien m, s ∈ R, k ∈ N0 und ε > 0, so dass l := m + k + ε ∈ N0, und
Fk∈

{
B ∪ Ck, Ck0 , Ckb ,W k

p ; 1 ≤ p ≤ ∞
}
. Dann gilt(

a 7−→ ã (D)
)
∈ L

(
Sm,n+1

1,0 (Rn, E1) ,L
(
Fl (Rn, E2) ,Fk (Rn, E0)

))
mit∥∥∥ã (D)u

∥∥∥
Fk(Rn,E0)

≤ c (k, l, n,m, ψ) ‖a‖
Sm,n+1

1,0 (Rn,E1)
‖u‖Fl(Rn,E2) für alle u ∈ Fl (Rn, E2) .
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Beweis. Zunächst zeigen wir den Fall Fk = W k
p für k ∈ N0, 1 ≤ p ≤ ∞. Da l > m+k, erhält

man nach (1.21) und (1.19):

Bk
p,1 (Rn, E) ↪→W k

p (Rn, E) und W l
p (Rn, E) ↪→ Bl

p,∞ (Rn, E) ↪→ Bk+m
p,1 (Rn, E) . (2.13)

Dies hat zur Folge, dass ã (D) auf W l
p (Rn, E2) wohldefiniert ist und für alle u ∈W l

p (Rn, E2) gilt∥∥∥ã (D)u
∥∥∥
Wk

p (Rn,E0)
=

∥∥∥ã (D)|Bk+m
p,1 (Rn,E2)u

∥∥∥
Wk

p (Rn,E0)

(2.13)

≤ c1

∥∥∥ã (D)|Bk+m
p,1 (Rn,E2)u

∥∥∥
Bk

p,1(Rn,E0)

Kor. 2.3.1
≤ c̃ (k, l, n,m, ψ) ‖a‖

Sm,n+1
1,0 (Rn,E1)

‖u‖Bk+m
p,1 (Rn,E2)

(2.13)

≤ c (k, l, n,m, ψ) ‖a‖
Sm,n+1

1,0 (Rn,E1)
‖u‖W l

p(Rn,E2) .

Somit ist ã (D) ∈ L
(
W l
p (Rn, E2) ,W k

p (Rn, E0)
)

und∥∥∥ã (D)u
∥∥∥
Wk

p (Rn,E0)
≤ c (k, l, n,m, ψ) ‖a‖

Sm,n+1
1,0 (Rn,E1)

‖u‖W l
p(Rn,E2) (2.14)

für alle u ∈W l
p (Rn, E2).

Nun sei Fk = B ∪ Ck, Ck0 , oder Ckb für k ∈ N0. Dann erhält man für alle u ∈ Fl (Rn, E2)
nach der Definition der Normen ‖·‖Fk(Rn,E) und ‖·‖Wk

∞(Rn,E), (2.14) und nach Fl (Rn, E) ↪→
W l
∞ (Rn, E), dass∥∥∥ã (D)u

∥∥∥
Fk(Rn,E0)

=
∥∥∥ã (D)|W l

∞(Rn,E2)u
∥∥∥

Fk(Rn,E0)

=
∥∥∥ã (D)|W l

∞(Rn,E2)u
∥∥∥
Wk

∞(Rn,E0)
(2.14)

≤ c (k, l, n,m, ψ) ‖a‖
Sm,n+1

1,0 (Rn,E1)
‖u‖W l

∞(Rn,E2)

= c (k, l, n,m, ψ) ‖a‖
Sm,n+1

1,0 (Rn,E1)
‖u‖Fl(Rn,E2) .

Somit ist das Korollar bewiesen. �



Kapitel 3

Erzeugung der analytischen
Halbgruppen von parabolischen

Pseudodifferentialoperatoren auf
Sobolevräumen

Untersucht wird in diesem Kapitel die Erzeugung der analytischen Halbgruppen von paraboli-
schen Pseudodifferentialoperatoren auf vektorwertigen Sobolevräumen W k

p (Rn, E0), 1 ≤ p ≤ ∞.
Dabei ist E0 ein beliebiger Banachraum.

Falls E0, E1 Banachraüme mit E1 ↪→ E0 sind und a ∈ Sm,ρn
1,0 (Rn,L (E1, E0)), wissen wir

bereits nach dem Korollar 2.3.1, dass(
a 7→ ã (D)

)
∈ L

(
Sm,ρn

1,0 (Rn,L (E1, E0)) ,L
(
Bm+s
p,q (Rn, E1) ,Bsp,q (Rn, E0)

))
(3.1)

mit ∥∥∥ã (D)u
∥∥∥
Bs

p,q(Rn,E0)
≤ c ‖a‖

Sm,n+1
1,0 (Rn,L(E1,E0))

‖u‖Bs+m
p,q (Rn,E1) ∀u ∈ Bs+mp,q (Rn, E1) (3.2)

für jedes m, s ∈ R, 1 ≤ p, q ≤ ∞ und B ∈
{
B, B̊, b

}
. Falls a ein parabolisches Symbol in

Sm,ρn
1,0 (Rn,L (E1, E0)) ist, werden wir hier zeigen:

a) Der Operator A1 := − ã(D)
∣∣∣
Bs+m

p,q (Rn,E1)
erzeugt eine analytische Halbgruppe

auf Bsp,q(Rn, E0).

b) Die Fk (Rn, E0)−Realisierung des Operators A2 := −ã (D)
∣∣∣Bk+m

p,∞ (Rn,E1) mit m ∈ R+,

k ∈ N0 erzeugt eine C∞−Halbgruppe des singulären Typs α auf dem Raum Fk (Rn, E0).
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Dabei sind α ∈ (0, 1) beliebig,
(
B,Fkp

)
=
(
B̊,W k

p

)
für 1 ≤ p < ∞ und

(
B,Fk∞

)
ist ein

Paar in {(
B,W k

∞

)
,
(
b, B ∪ Ck

)
,
(
B̊, Ck0

)
,
(
B,Ckb

)}
.

Zusätzlich zeigen wir, dass

c) die Fk (Rn, E0)−Realisierung des Operators A2 eine analytische Halbgruppe auf dem
Raum Fk (Rn, E0) erzeugt, das heißt, dass die Aussage b) auch für α = 1 gilt, wenn
das entsprechende Symbol einen m−homogenen Hauptteil hat und E1 = E0 (siehe
Definition 3.3.1). Genauer wird hier Sm,ρn (Rn,L (E0)), eine bestimmte Klasse der ba-
nachraumwertigen Symbole mit beschränkter Regularität, betrachtet und gezeigt, dass die
Fk (Rn, E0)−Realisierung von A2 = −ã (D)

∣∣∣Bk+m
p,∞ (Rn,E0) eine analytische Halbgruppe auf

Bsp,q (Rn, E0) , W k
p (Rn, E0) , BUCk (Rn, E0) , Ck0 (Rn, E0) und auf Ckb (Rn, E0) (3.3)

für alle 1 ≤ p, q ≤ ∞, s ∈ R und k ∈ N0 erzeugt, wenn das entsprechende Symbol a parabo-
lisch in Sm,ρn (Rn,L (E1, E0)) ist. Außerdem erzeugt dieser Operator auch eine analytische
Halbgruppe auf W s

p (Rn, E0)
·= Bs

p,p (Rn, E0) für alle s ∈ R+\N und 1 ≤ p <∞.

Im Folgenden zeigen wir, wie die Hauptresultate diesen Kapitels erreicht wurden: Im ersten
Abschnitt findet man die Definition parabolischer Symbole in Sm,ρ1,0 (Rn,L (E1, E0)) und einige
wichtige Eigenschaften der entsprechenden Familie der Pseudodifferentialoperatoren, wie zum
Beispiel deren Erzeugung analytischer Halbgruppen auf Bsp,q (Rn, E0). Im zweiten Abschnitt wird
die Behauptung b) gezeigt und im dritten zeigen wir unsere Hauptsätze, formal (3.3). Genau
genommen handelt es sich um den Satz 3.3.3 und das Korollar 3.3.1. Dazu werden zuerst im
Unterabschnitt 3.3.1 die Symbolklasse Sm,ρ (Rn,L (E1, E0)) und der Begriff vom parabolischen
Symbol in Sm,ρ (Rn,L (E1, E0)) definiert und dann werden ihre Eigenschaften untersucht.

Im ganzen Kapitel bezeichnen Ei, i = 0, 1 Banachräume mit E1 ↪→ E0.

3.1 Analytische Halbgruppen von Pseudodifferentialoperatoren
auf Besovräumen

Für alle s ∈ R, p, q ∈ [1,∞], m ∈ R+, B ∈
{
B, B̊, b

}
und a ∈ Sm,ρn

1,0 (Rn,L (E1, E0)) be-

zeichne A := ã(D)
∣∣∣
Bs+m

p,q (Rn,E1)
mit dem Definitionsbereich D(A) = Bs+mp,q (Rn, E1) und E :=

Bsp,q(Rn, E0). Da E1 ↪→ E0 und m > 0 sind, gilt dann

D(A) ↪→ Bs+mp,q (Rn, E0) ↪→ Bsp,q(Rn, E0) = E.

Somit erhält man nach (3.1), dass

A : D(A) ⊂ E → E ein stetiger Operator ist. (3.4)
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Wir werden diese Notationen im Satz 3.1.2 und Korollar 3.1.2 benutzen, um zu zeigen, dass
der Operator −A in (3.4) sektoriell ist und deswegen erzeugt er eine analytische Halbgruppe auf
Bsp,q(Rn, E0), wenn das Symbol a parabolisch ist.

Im Folgenden benutzen wir die Bezeichnung

Lis (E1, E0) :=
{
T ∈ L (E1, E0) : T bijektiv und T−1 ∈ L (E0, E1)

}
.

Satz 3.1.1 Seien M > 0, r ≥ 0, θ ∈ [0, 2π] Konstanten, Stθ :=
{
λ = µeiθ : µ ≥ r

}
ein Strahl

in C und

Aθ,M := {A ∈ L (E1, E0) : (λI −A) ∈ Lis (E1, E0) und∑1
j=0 (1 + |λ|)1−j ‖R (λ,A)‖L(E0,Ej)

≤M für alle λ ∈ Stθ}.

Dann existieren Konstanten εθ := ε (θ,M) > 0, rθ > 0 und M̂ := M̂ (M) > 0, so dass∑εθ

θ,rθ
:= {λ ∈ C : |λ| ≥ rθ und arg(λ) ∈ [θ − εθ, θ + εθ]} ⊂ ρ(A) ∀A ∈ Aθ,M und

1∑
j=0

(1 + |λ|)1−j ‖R (λ,A)‖L(E0,Ej)
≤ M̂ für alle λ ∈

∑εθ

θ,rθ
und A ∈ Aθ,M .

Beweis. Zuerst zeigen wir zwei Behauptungen.
Behauptung I: Sei θ = 0 in den Voraussetzungen. Dann existieren Konstanten ε0 > 0,

r0 > 0 und M̃ := M̃ (M) > 0, so dass
∑ε0

0,r0
⊂ ρ(A) für alle A ∈ A0,M und

‖R (λ,A)‖L(E0) ≤
M̃

1 + |λ|
∀λ ∈

∑ε0

0,r0
und A ∈ A0,M gelten.

Beweis der Behauptung I: Wähle ε0 := arcsin( 1
2(M+1)) und ein r0 > r. Nun definiere∑∗

ε0,r0
:=
{
λ̃ ∈ C : Re λ̃ ≥ r0 und

∣∣∣arg(λ̃)
∣∣∣ ≤ ε0}

und

s :=
|λ|2

Reλ
für λ ∈

∑∗

ε0,r0
. (3.5)

Dann folgt aus |λ| = |Reλ− i Imλ| und aus λ− s = Imλ[iReλ−Imλ]
Reλ für alle λ ∈

∑∗
ε0,r0

, dass

1
s
|λ− s| = Reλ

|λ|2
|Imλ| |iReλ− Imλ|

Reλ
=
∣∣∣∣ Imλ

|λ|

∣∣∣∣ = |sin(arg (λ))| ≤ 1
2 (M + 1)

(beachte, dass ε0 ∈
(
0, π6

)
und f (t) = sin (t) auf

(
−π

6 ,
π
6

)
monoton wachsend ist). Also

|λ− s| ≤ 1 + s

2 (M + 1)
für alle λ ∈

∑∗

ε0,r0
. (3.6)
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Nach den Voraussetzungen gilt {s ∈ R : s ≥ r0} ⊂ St0 ⊂ ρ(A) für alle A ∈ Aθ,M . Dann erhält
man für alle λ ∈

∑∗
ε0,r0

und s wie in (3.5), dass

∥∥∥(λ− s) (sI −A)−1
∥∥∥
L(E0)

≤ |λ− s| M

1 + s
≤ 1

2
für alle A ∈ A0,M .

Dann gilt nach dem Satz über die Neumannsche Reihe B :=
(
I + (λ− s) (sI −A)−1

)−1
∈

L (E0) und ‖B‖L(E0) ≤ 2. Auf der anderen Seite gilt, dass

λI −A = (sI −A)
[
I + (λ− s) (sI −A)−1

]
= (sI −A)B−1.

Daraus folgt, dass (λI −A)−1 ∈ L (E0) und

‖R (λ,A)‖L(E0) ≤ ‖B‖L(E0) ‖R (s,A)‖L(E0)

≤ 2M
1 + s

=
2M

1 + |λ|
|λ− s+ s|+ 1

1 + s

≤ 2M
1 + |λ|

[
|λ− s|
1 + s

+ 1
]

≤ M̃

1 + |λ|
für alle λ ∈

∑∗

ε0,r0
und A ∈ A0,M

mit M̃ := 1+2M . Dann lässt sich auf
∑∗

ε0,r0
ein Sektor der Form

∑ε0
0,r0

konstruieren und somit
ist die Behauptung I bewiesen.

Behauptung II: Die Behauptung I gilt für jedes θ ∈ [0, 2π].
Beweis der Behauptung II : Seien θ ∈ (0, 2π] und O : C→ C eine durch O (z) := e−iθz,

z ∈ C, definierte Rotationsfunktion. Es ist klar, dass O bijektiv ist und O−1 (z) = eiθz, z ∈ C.
Nach den Voraussetzungen ist Stθ ⊂ ρ(A) für alle A ∈ Aθ,M und

‖R (λ,A)‖L(E0) ≤
M

1 + |λ|
für alle λ ∈ Stθ und A ∈ Aθ,M .

Somit erhält man e−iθA ∈ A0,M für alle A ∈ Aθ,M , denn R
(
µ, e−iθA

)
= eiθR (λ,A) für alle

λ = µeiθ ∈ Stθ ⊂ ρ(A), und

1∑
j=0

(1 + |µ|)1−j
∥∥∥R(µ, e−iθA)∥∥∥

L(E0,Ej)
=

1∑
j=0

(1 + |λ|)1−j ‖R (λ,A)‖L(E0,Ej)
≤M

für alle λ ∈ Stθ und A ∈ Aθ,M .
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Dann gilt nach der Behauptung I, dass∥∥∥R(w, e−iθA)∥∥∥
L(E0)

≤ M̃

1 + |w|
für alle w ∈

∑ε0

0,r0
und A ∈ Aθ,M .

Nun sei
∑εθ

θ,rθ
:= O−1

(∑ε0
0,r0

)
. Dann gilt für alle λ ∈

∑εθ
θ,rθ

(also e−iθλ ∈
∑ε0

0,r0
) und alle

A ∈ Aθ,M , dass R (λ,A) = e−iθR
(
e−iθλ, e−iθA

)
∈ L (E0). Daraus folgt

∑εθ
θ,rθ
⊂ ρ(A) und

‖R (λ,A)‖L(E0) ≤
M̃

1 + |λ|
für alle λ ∈

∑εθ

θ,rθ
, A ∈ Aθ,M .

Folglich ist die Behauptung II bewiesen.
Um den Beweis dieses Satzes zu beenden, genügt es zu zeigen, dass

‖R (λ,A)‖L(E0,E1) ≤ M̂ für alle λ ∈
∑εθ

θ,rθ
und A ∈ Aθ,M gilt. (3.7)

Dabei ist M̂ := max
{
M̃,M

(
1 + 2M̃

)}
. Dazu seien A ∈ Aθ,M , λ ∈

∑εθ
θ,rθ

und λθ := rθe
iθ ∈ Stθ.

Aus |λθ| = rθ ≤ |λ| und aus

x = (λθ −A)−1 [(λ−A)x+ (λθ − λ)x] für alle x ∈ E1

erhält man:

‖x‖E1
≤ ‖R (λθ, A)‖L(E0,E1)

[
‖(λ−A)x‖E0

+ |λθ − λ| ‖x‖E0

]
(3.8)

≤M
[
‖(λ−A)x‖E0

+ 2 |λ| ‖x‖E0

]
(nach Definition von Aθ,M ).

Darüber hinaus erhält man nach Behauptung II, dass

‖R (λ,A) y‖E0
≤ M̃

1 + |λ|
‖y‖E0

für alle y ∈ E0, A ∈ Aθ,M und λ ∈
∑εθ

θ,rθ

und somit folgt für alle x ∈ E1 (also (λ−A)x ∈ E0):

‖x‖E0
= ‖R (λ,A) [(λ−A)x]‖E0

≤ M̃

1 + |λ|
‖(λ−A)x‖E0

für alle A ∈ Aθ,M , λ ∈
∑εθ

θ,rθ
.

Daher und aufgrund von (3.8) bekommt man

‖x‖E1
≤M

[
‖(λ−A)x‖E0

+ 2M̃
|λ|

1 + |λ|
‖(λ−A)x‖E0

]
≤M

(
1 + 2M̃

)
‖(λ−A)x‖E0

für alle x ∈ E1, A ∈ Aθ,M und λ ∈
∑εθ

θ,rθ
. Daraus folgt zusammen mit (λ−A) ∈ Lis (E1, E0)

die Aussage (3.7). �
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Definition 3.1.1 (Parabolische Symbole) Seien m ∈ R+, µ ≥ 0, ρ ∈ N0 und
a ∈ Sm,ρ1,0 (Rn,L (E1, E0)). Dann heißt das Symbol a parabolisch in Sm,ρ1,0 (Rn,L (E1, E0)) mit
Konstanten ω und κ, wenn Konstanten ω ≥ 0 und κ ≥ 1 existieren, so dass[

a(ξ) + µmeiθI
]−1
∈ L (E0, E1) und

∥∥∥∥[a(ξ) + µmeiθI
]−1
∥∥∥∥
L(E0,E1)

≤ κ 〈ξ, µ〉−m (3.9)

für alle |ξ, µ| ≥ ω und θ ∈
[
−π

2 ,
π
2

]
. Dabei sind 〈ξ, µ〉 :=

√
1 + |ξ|2 + µ2 und |ξ, µ| :=

√
|ξ|2 + µ2.

Im folgenden Satz verwenden wir für R ≥ 0 und 0 < θ ≤ π die Notation∑
θ,R

:= {λ ∈ C : |λ| ≥ R und |arg(λ)| ≤ θ}

und die Ungleichung
1 + tm ≤ c (1 + t)m für alle t ≥ 0, (3.10)

wobei m ≥ 0 und c := c(m) > 0 eine geeignete Konstante ist.

Satz 3.1.2 Seien s ∈ R, p, q ∈ [1,∞], m ∈ R+, ρn wie in (1.1), A ⊂ Sm,ρn
1,0 (Rn,L (E1, E0))

beschränkt. Außerdem nehmen wir an, dass alle a ∈ A parabolisch in Sm,ρn
1,0 (Rn,L (E1, E0))

mit denselben Konstanten ω > 0 und κ ≥ 1 sind, und A := ã(D)
∣∣∣
Bs+m

p,q (Rn,E1)
, a ∈ A. Dann∑

π
2
,R ⊂ ρ (−A) für R = ωm, und

(1 + |λ|)1−j (λ+ a)−1 ∈ S−jm,ρn
1,0 (Rn,L (E0, Ej)) , j = 0, 1, (3.11)

(1 + |λ|)1−j
∥∥∥(λ+ a)−1

∥∥∥
S−jm,ρn

1,0 (Rn,L(E0,Ej))
≤ ĉ (κ) , j = 0, 1, (3.12)

(1 + |λ|)1−j
∥∥∥(λI +A)−1

∥∥∥
L(Bs

p,q(Rn,E0),Bs+jm
p,q (Rn,Ej))

≤ c (κ) , j = 0, 1 (3.13)

für alle λ ∈
∑

π
2
,R und alle a ∈ A, wobei die Konstanten ĉ (κ), c (κ) unabhängig von λ und a

sind. Außerdem gilt

(λI +A)−1 = b̃λ(D)
∣∣∣
Bs

p,q(Rn,E0)
λ ∈

∑
π
2
,R

und a ∈ A, (3.14)

wobei bλ := (λ+ a)−1.

Beweis. Sei a ∈ A parabolisch mit Konstanten ω ≥ 0 und κ ≥ 1 und sei R := ωm. Dann gilt
für alle λ ∈

∑
π
2
,R (also |λ| ≥ R, λ =

(
|λ|

1
m

)m
eiθ mit θ = arg(λ) ∈

[
−π

2 ,
π
2

]
) und ξ ∈ Rn, dass∣∣∣ξ, |λ| 1m ∣∣∣ ≥ ω, und daraus folgt zusammen mit (3.9) für alle ξ ∈ Rn, λ ∈

∑
π
2
,R und µ := |λ|

1
m ,

dass [λI + a(ξ)]−1 ∈ L (E0, E1) und

〈ξ〉m
∥∥∥[a(ξ) + λI]−1

∥∥∥
L(E0,E1)

≤ 〈ξ, µ〉m
∥∥∥∥[a(ξ) + µmeiθI

]−1
∥∥∥∥
L(E0,E1)

≤ κ
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und

(1 + |λ|)
∥∥∥[a(ξ) + λ]−1

∥∥∥
L(E0)

= (1 + µm)
∥∥∥∥[a(ξ) + µmeiθI

]−1
∥∥∥∥
L(E0)

(3.10)

≤ c
(
1 + µ2

)m
2

∥∥∥∥[a(ξ) + µmeiθI
]−1
∥∥∥∥
L(E0)

≤ c 〈ξ, µ〉m
∥∥∥∥[a(ξ) + µmeiθI

]−1
∥∥∥∥
L(E0,E1)

≤ cκ.

Also
〈ξ〉m

∥∥∥[a(ξ) + λI]−1
∥∥∥
L(E0,E1)

≤ κ, (3.15)

(1 + |λ|)
∥∥∥[a(ξ) + λ]−1

∥∥∥
L(E0)

≤ cκ (3.16)

für alle ξ ∈ Rn , λ ∈
∑

π
2
,R und a ∈ A.

Weil die Abbildung T 7−→ T−1 : Lis (E1, E0) −→ Lis (E0, E1) C∞ ist, gilt (λ+ a)−1 ∈
Cρn (Rn,L (E0, E1)) für alle λ ∈

∑
π
2
,R mit

∂j (λ+ a)−1 = − (λ+ a)−1 (∂ja) (λ+ a)−1 .

Daher zeigt man durch Induktion, dass für jedes α ∈ Nn
0 mit |α| ≤ ρn die partielle Ableitung

∂αξ (λ+ a)−1 eine Summe von Termen der Form

± (λ+ a)−1
(
∂α1
ξ a
)

(λ+ a)−1 ...
(
∂αk
ξ a
)

(λ+ a)−1 (3.17)

mit α1 + ...+ αk = α ist.
Aus a ∈ A ⊂ Sm,ρn

1,0 (Rn,L (E1, E0)) und (3.15) folgt für alle |β| ≤ ρn, ξ ∈ Rn und λ ∈
∑

π
2
,R,

dass

〈ξ〉|β|
∥∥∥(∂βξ a(ξ)) (λ+ a(ξ))−1

∥∥∥
L(E0)

≤ 〈ξ〉m 〈ξ〉|β|−m
∥∥∥∂βξ a(ξ)∥∥∥L(E1,E0)

∥∥∥(λ+ a(ξ))−1
∥∥∥
L(E0,E1)

≤ κ ‖a‖Sm,ρn
1,0

≤ c(κ) für alle a ∈ A,

da A beschränkt ist. Aufgrund dessen und zusammen mit (3.15), (3.17) erhält man

〈ξ〉|α|+m
∥∥∥∂αξ (λ+ a(ξ))−1

∥∥∥
L(E0,E1)

= 〈ξ〉m 〈ξ〉|α|
∥∥∥∂αξ (λ+ a(ξ))−1

∥∥∥
L(E0,E1)

(3.18)

≤ c̃(κ) 〈ξ〉m
∥∥∥(λ+ a(ξ))−1

∥∥∥
L(E0,E1)

≤ ĉ(κ)

für alle |α| ≤ ρn, ξ ∈ Rn, λ ∈
∑

π
2
,R und alle a ∈ A. Daraus folgt

(λ+ a)−1 ∈ S−m,ρn
1,0 (Rn,L (E0, E1))
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und ∥∥∥(λ+ a)−1
∥∥∥
S−m,ρn

1,0 (Rn,L(E0,E1))
≤ ĉ(κ) für alle λ ∈

∑
π
2
,R

und a ∈ A. (3.19)

Analog zu (3.18) mit 〈ξ〉|α| statt 〈ξ〉|α|+m erhalten wir nach (3.16), dass

〈ξ〉|α|
∥∥∥∂αξ (λ+ a(ξ))−1

∥∥∥
L(E0)

≤ c̃(κ)
∥∥∥(λ+ a(ξ))−1

∥∥∥
L(E0)

≤ c̄(κ)
1 + |λ|

für alle |α| ≤ ρn, ξ ∈ Rn, λ ∈
∑

π
2
,R und a ∈ A. Somit (1 + |λ|) (λ+ a)−1 ∈ S0,ρn

1,0 (Rn,L (E0))
und

(1 + |λ|)
∥∥∥(λ+ a)−1

∥∥∥
S0,ρn

1,0 (Rn,L(E0))
≤ c̄(κ) für alle λ ∈

∑
π
2
,R

und a ∈ A.

Also sind (3.11) und (3.12) bewiesen.
Auf der anderen Seite erhalten wir nach (3.1) und (3.2) für bλ := (λ+ a)−1, dass

(1 + |λ|)1−j b̃λ(D)
∣∣∣
Bs

p,q(Rn,E0)
∈ L

(
Bs
p,q(Rn, E0), Bs+jm

p,q (Rn, Ej)
)
, j = 0, 1 und

(1 + |λ|)1−j
∥∥∥∥ b̃λ(D)

∣∣∣
Bs

p,q(Rn,E0)

∥∥∥∥
L(Bs

p,q(Rn,E0),Bs+jm
p,q (Rn,Ej))

≤ c∗(κ), j = 0, 1

für alle λ ∈
∑

π
2
,R und alle a ∈ A. Wir wissen auch, dass

λI +A = λI + ã(D)
∣∣∣
Bs+m

p,q (Rn,E1)
∈ L

(
Bs+m
p,q (Rn, E1), Bs

p,q(Rn, E0)
)

für alle λ ∈
∑

π
2
,R und alle a ∈ A. Daher und nach Satz 2.2.2, Lemma 1.1.4 und nach der

Stetigkeit der Operatoren λI + ã(D)
∣∣∣
Bs+m

p,q (Rn,E1)
und b̃λ(D)

∣∣∣
Bs

p,q(Rn,E0)
erhält man

(λI +A) b̃λ(D)
∣∣∣
Bs

p,q(Rn,E0)
= IBs

p,q(Rn,E0),

b̃λ(D)
∣∣∣
Bs

p,q(Rn,E0)
(λI +A) = IBs+m

p,q (Rn,E1)

für alle λ ∈
∑

π
2
,R, a ∈ A, und somit folgt die Behauptung. �

Bevor wir einige Folgerungen des Satzes 3.1.2 darlegen, werden wir eine elementare Bemer-
kung zeigen, die in den Beweisen der Korollarien 3.1.1 und 3.3.1 und der Sätze 3.2.1 und 3.3.3
verwendet wird.

Bemerkung 3.1.1 Seien Ai, Bi, i = 1, 2, nicht leere Mengen mit A1 ⊂ A2, B1 ⊂ B2 und
fi : Ai −→ Bi, i = 1, 2 bijektive Funktionen. Ist f1 = f2|A1

, so ist f−1
1 = f−1

2

∣∣
B1
.
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Beweis. a) f−1
2

∣∣
B1
◦ f1 = IA1 . In der Tat: Sei a1 ∈ A1, dann gilt nach den Voraussetzungen,

dass f2 (a1) = f1 (a1) ∈ B1 und somit

f−1
2

∣∣
B1
◦ f1 (a1) = f−1

2 (f2 (a1)) = a1.

b) f1 ◦ f−1
2

∣∣
B1

= IB1 . Um diese Aussage zu beweisen, betrachten wir ein beliebiges b1 ∈ B1

und sei x := f−1
2

∣∣
B1

(b1) ∈ A2 (also b1 = f2 (x)). Da f1 : A1 −→ B1 surjektiv ist, gibt es ein
a1 ∈ A1 mit f1 (a1) = b1. Daraus folgt zusammen mit f1 = f2|A1

:

f2 (a1) = f1 (a1) = b1 = f2 (x) .

Dann erhält man nach der Injektivität von f2, dass a1 = x und somit x ∈ A1 und

f1 ◦ f−1
2

∣∣
B1

(b1) = f1 (x) = f2 (x) = b1.

�

Korollar 3.1.1 Seien die Voraussetzungen von Satz 3.1.2 erfüllt und B ∈
{
b, B̊

}
. Dann existie-

ren positive Konstanten M und R, so dass
∑

π
2
,R ⊂ ρ

(
−ã(D)

∣∣∣
Bs+m

p,q (Rn,E1)

)
und

(1 + |λ|)1−j
∥∥∥∥∥
(
λI + ã(D)

∣∣∣
Bs+m

p,q (Rn,E1)

)−1
∥∥∥∥∥
L(Bs

p,q(Rn,E0),Bs+jm
p,q (Rn,Ej))

≤M, j = 0, 1 (3.20)

für alle λ ∈
∑

π
2
,R und alle a ∈ A.

Beweis. Sei R > 0 wie im Satz 3.1.2. Folglich ist
∑

π
2
,R ⊂ ρ

(
−ã(D)

∣∣∣
Bs+m

p,q (Rn,E1)

)
und

(1 + |λ|)1−j (λ+ a)−1︸ ︷︷ ︸
=bλ

∈ S−jm,ρn
1,0 (Rn,L (E0, Ej))) ( j = 0, 1) (3.21)

für alle a ∈ A und λ ∈
∑

π
2
,R und daher erhält man zusammen mit Korollar 2.3.1 und Bsp,q ↪→

Bs
p,q:[(

λ+ ã(D)
∣∣∣
Bs+m

p,q (Rn,E1)

)−1

|Bs
p,q(Rn,E0)

]
|Bs

p,q(Rn,E0) = b̃λ(D)
∣∣∣
Bs

p,q(Rn,E0)

∈ L
(
Bsp,q(Rn, E0),Bs+mp,q (Rn, E1)

)
,

also (
λ+ ã(D)

∣∣∣
Bs+m

p,q (Rn,E1)

)−1 (
Bsp,q(Rn, E0)

)
⊂ Bs+mp,q (Rn, E1)
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und somit

Bsp,q(Rn, E0) ⊂
(
λ+ ã(D)

∣∣∣
Bs+m

p,q (Rn,E1)

)(
Bs+mp,q (Rn, E1)

)
∀λ ∈

∑
π
2
,R

und a ∈ A. (3.22)

Auf der anderen Seite ist

λ+ ã(D)
∣∣∣
Bs+m

p,q (Rn,E1)
= λ+ ã(D)

∣∣∣
Bs+m

p,q (Rn,E1)
∈ L

(
Bs+mp,q (Rn, E1),Bsp,q(Rn, E0)

)
für alle λ ∈

∑
π
2
,R und a ∈ A. Daraus folgt zusammen mit (3.22)(

λ+ ã(D)
∣∣∣
Bs+m

p,q (Rn,E1)

)(
Bs+mp,q (Rn, E1)

)
= Bsp,q(Rn, E0) ∀λ ∈

∑
π
2
,R

und a ∈ A. (3.23)

Nun ergibt sich aus dem Satz 3.1.2, (3.23) und Bsp,q ↪→ Bs
p,q, dass die Funktionen

λ+ ã(D)
∣∣∣
Bs+m

p,q

: Bs+m
p,q (Rn, E1) −→ Bs

p,q(Rn, E0)

∪ ∪
λ+ ã(D)

∣∣∣
Bs+m

p,q

: Bs+mp,q (Rn, E1) −→ Bsp,q(Rn, E0)

für alle λ ∈
∑

π
2
,R und a ∈ A bijektiv sind, und deswegen

(
λ+ ã(D)

∣∣∣
Bs+m

p,q

)−1

=
(
λ+ ã(D)

∣∣∣
Bs+m

p,q

)−1
∣∣∣∣∣
Bs

p,q

= b̃λ(D)
∣∣∣
Bs

p,q

∀λ ∈
∑

π
2
,R

und a ∈ A

(3.24)
nach Bemerkung 3.1.1.

Dann folgt die Behauptung aus (3.21), (3.24) Korollar 2.3.1 und (3.12). �

Korollar 3.1.2 Seien die Voraussetzungen von Satz 3.1.2 erfüllt, B ∈
{
B, B̊, b

}
und A :=

ã(D)
∣∣∣
Bs+m

p,q (Rn,E1)
für jedes a ∈ A. Dann erzeugt der Operator

−A : Bs+mp,q (Rn, E1) ⊂ Bsp,q(Rn, E0) −→ Bsp,q(Rn, E0)

eine analytische Halbgruppe auf Bsp,q(Rn, E0) für jedes a ∈ A. Darüber hinaus erzeugt −A eine

stark stetige Halbgruppe auf Bsp,q(Rn, E0), wenn E1
d
↪→ E0 und q <∞.

Beweis. Die Erzeugung analytischer Halbgruppe auf Bsp,q(Rn, E0) folgt aus den Sätzen 3.1.1,
3.1.2 und dem Korollar 3.1.1. Daher und aus dem Satz 1.1.2 j) erhält man, dass −A eine stark

stetige Halbgruppe auf Bsp,q(Rn, E0) erzeugt, wenn E1
d
↪→ E0 und q <∞. �
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3.2 C∞−Halbgruppen auf Sobolevräumen

Wir wollen nun einen Satz über Erzeugung einer C∞−Halbgruppe auf den Sobolevräumen von
einer Familie der parabolischen Pseudodifferentialoperatoren zeigen, aber zuerst einige Defini-
tionen.

Definition 3.2.1 Seien A : D(A) ⊂ E → E ein linearer und abgeschlossener Operator, wobei
D(A) nicht unbedingt dicht in E ist, und α ∈ (0, 1]. −A ist der Erzeuger einer
C∞−Halbgruppe des singulären Typs α auf E genannt, wenn Konstanten M > 0, ω ∈ R
und θ ∈

]
π
2 , π

[
existieren, so dass Sθ,ω ⊂ ρ(−A) und

‖R(λ,−A)‖L(E) ≤
M

(1 + |λ|)α
für alle λ ∈ Sθ,ω. (3.25)

Dabei ist Sθ,ω = {λ ∈ C : λ 6= ω und |arg(λ− ω)| < θ}.

Nun bezeichnet man durch Γω den gegen den Uhrzeigersinn orientierten Rand von Sθ,ω.
Dann erhält man, dass (

t 7→ e−tA
)
∈ C∞

(
R+\ {0} ,L (E)

)
,

wobei
e−tA :=

1
2πi

∫
Γω

etλR(λ,−A)dλ ∈ L (E) für t > 0.

Somit definiert die Familie
{
e−tA : t ≥ 0

}
, wobei e0A := I, eine unendlich oft differenzierbare

Halbgruppe auf E, die analytisch ist, wenn α = 1. Für die Theorie der C∞− Halbgruppen kann
man z. B. den Artikel von Yagi [Ya,89] nachlesen.

Definition 3.2.2 (die Realisierung eines Operators) Seien A : D(A) ⊂ E0 → E0 ein li-
nearer Operator und E1 ↪→ E0. Dann definiert man die E1−Realisierung von A (bezeichnet
mit AE1) durch

D(AE1) := {x ∈ D(A) ∩ E1 : Ax ∈ E1} , AE1x := Ax, x ∈ D(AE1).

Ist der Operator A abgeschlossen, so ist auch die Realisierung AE1 : D (AE1) ⊂ E1 −→ E1. In
diesem Fall ist

(
D (AE1) , ‖·‖D(AE1)

)
ein Banachraum mit der Graphnorm:

‖u‖D(AE1)
:= ‖u‖E1

+ ‖AE1u‖E1
, u ∈ D (AE1) .

Wir werden im Folgenden zeigen, dass eine geeignete Realisierung des Operators −ã(D) eine
C∞−Halbgruppe auf W k

p (Rn, E0) , BUCk (Rn, E0) , Ck0 (Rn, E0) und Ckb (Rn, E0) erzeugt. Dazu
rufen wir einige wichtige stetige Einbettungen des Paragraphen 1.1.1 in Erinnerung. Für k ∈ N0

hat man
B̊k
p,1 (Rn, E)

d
↪→W k

p (Rn, E)
d
↪→ B̊k

p,∞ (Rn, E) (1 ≤ p <∞), (3.26)
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Bk
∞,1 (Rn, E) ↪→W k

∞ (Rn, E) ↪→ Bk
∞,∞ (Rn, E) , (3.27)

bk∞,1 (Rn, E) = Bk
∞,1 (Rn, E)

d
↪→ B ∪ Ck (Rn, E)

d
↪→ bk∞,∞ (Rn, E) , (3.28)

B̊k
∞,1 (Rn, E)

d
↪→ Ck0 (Rn, E)

d
↪→ B̊k

∞,∞ (Rn, E) , (3.29)

Bk
∞,1 (Rn, E) ↪→ Ckb (Rn, E) ↪→ Bk

∞,∞ (Rn, E) . (3.30)

Nun bezeichnet man

B :=


B̊, falls Fkp = W k

p , 1 ≤ p <∞,
B, falls Fkp = W k

∞, p =∞,
b, falls Fkp = B ∪ Ck, p =∞,
B̊, falls Fkp = Ck0 , p =∞,
B, falls Fkp = Ckb , p =∞.

(3.31)

Daraus folgt
Bkp,1 (Rn, E) ↪→ Fkp (Rn, E) ↪→ Bkp,∞ (Rn, E) , 1 ≤ p ≤ ∞. (3.32)

Auf Basis der obigen Ergebnisse und Bezeichnungen erhält man:

Satz 3.2.1 Seien die Voraussetzungen von Satz 3.1.2 erfüllt, α ∈ (0, 1), m > 0, k ∈ N0, Fkp =
W k
p für 1 ≤ p < ∞, Fk∞ ∈

{
W k
∞, BUC

k, Ck0 , C
k
b

}
und B wie in (3.31), und seien nun A :=

ã (D)
∣∣∣Bk+m

p,∞ (Rn,E1) für a ∈ A und AFk
p

die Fkp (Rn, E0)−Realisierung von A. Dann erzeugt −AFk
p

eine C∞−Halbgruppe des singulären Typs α auf dem Raum Fkp (Rn, E0). Genau genommen gibt

es Konstanten M > 0, ω̃ ∈ R und θ̃ ∈
]
π
2 , π

[
, so dass Sθ̃,ω̃ ⊂ ρ

(
−AFk

p

)
und∥∥∥∥(λI +AFk

p

)−1
∥∥∥∥
L(Fk

p(Rn,E0))
≤ M

(1 + |λ|)α
(3.33)

für alle λ ∈ Sθ̃,ω̃ und a ∈ A. Darüber hinaus gilt(
λI +AFk

p

)−1
=
(
λI + ã (D)

∣∣∣Bk+m
p,∞ (Rn,E1)

)−1 ∣∣∣Fk
p(Rn,E0) . (3.34)

Beweis. Seien Fkp ∈
{
B ∪ Ck, Ck0 , Ckb ,W k

p ; 1 ≤ p ≤ ∞
}

und B wie in (3.31). Nach dem Satz
3.1.2 und den Korollarien 3.1.1, 3.1.2 existieren Konstanten M̃ > 0, ω̃ ∈ R und θ̃ ∈

]
π
2 , π

[
, so

dass

i) Sθ̃,ω̃ ⊂ ρ
(
−ã (D)

∣∣∣Bk+m
p,∞ (Rn,E1)

)
für alle a ∈ A.

ii) der Operator −ã (D)
∣∣∣Bk+m

p,∞ (Rn,E1) in Bkp,∞ (Rn, E0) abgeschlossen ist, da seine Resolventen-
menge nicht leer ist, und
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iii) für alle λ ∈ Sθ̃,ω̃ und a ∈ A(
λI + ã (D)

∣∣∣Bk+m
p,∞ (Rn,E1)

)−1
: Bkp,∞ (Rn, E0)

Isomorph.−→ Bk+mp,∞ (Rn, E1) ,
∪

Fk
p(Rn,E0)

(3.35)

∥∥∥∥(λI + ã (D)
∣∣∣Bk+m

p,∞ (Rn,E1)

)−1
∥∥∥∥
L(Bk

p,∞(Rn,E0),Bk+m
p,∞ (Rn,E1))

≤ M̃ , (3.36)

(1 + |λ|)
∥∥∥∥(λI + ã (D)

∣∣∣Bk+m
p,∞ (Rn,E1)

)−1
∥∥∥∥
L(Bk

p,∞(Rn,E0))
≤ M̃ . (3.37)

Ist u ∈ D
(
AFk

p

)
, das heißt u ∈ D(A) ∩ Fkp (Rn, E0)

Satz 1.1.2 g)
= Bk+mp,∞ (Rn, E1) und

ã (D)
∣∣∣Bk+m

p,∞ (Rn,E1) u ∈ Fkp (Rn, E0), so ist v :=
(
λI + ã (D)

∣∣∣Bk+m
p,∞ (Rn,E1)

)
u ∈ Fkp (Rn, E0) ⊂

Bkp,∞ (Rn, E0). Dann erhält man aus (3.35), dass

u =
(
λI + ã (D)

∣∣∣Bk+m
p,∞ (Rn,E1)

)−1
v in Bk+mp,∞ (Rn, E1) liegt.

Also
D
(
AFk

p

)
⊂ Bk+mp,∞ (Rn, E1) . (3.38)

Nun seien λ ∈ Sθ̃,ω̃, a ∈ A und u ∈ D
(
AFk

p

)
mit

(
λI +AFk

p

)
u = 0. Dann ist

−̃a (D)
∣∣∣Bk+m

p,∞ (Rn,E1) u = −AFk
p
u = λu

und somit u = 0 (siehe (3.35)). Also ist f1 := λI + AFk
p

: D
(
AFk

p

)
−→ Fkp (Rn, E0) injektiv.

Außerdem ist f1 surjektiv. In der Tat: Sei v ∈ Fkp (Rn, E0). Dann ist nach (3.35), (3.32) und Satz
1.1.2 g)

uλ :=
(
λI + ã (D)

∣∣∣Bk+m
p,∞ (Rn,E1)

)−1
v ∈ Bk+mp,∞ (Rn, E1) ↪→ Fkp (Rn, E0) ,

das heißt(
λI + ã (D)

∣∣∣Bk+m
p,∞ (Rn,E1)

)−1 (
Fkp (Rn, E0)

)
⊂ Fkp (Rn, E0) für alle λ ∈ Sθ̃,ω̃ und a ∈ A, (3.39)

und somit

AFk
p
uλ =

(
λI + ã (D)

∣∣∣Bk+m
p,∞ (Rn,E1)

)
uλ − λuλ = v − λuλ ∈ Fkp (Rn, E0) .

Also uλ ∈ D
(
AFk

p

)
und

f1(uλ) =
(
λI + ã (D)

∣∣∣Bk+m
p,∞ (Rn,E1)

)
uλ = v,



62
Kapitel 3. Erzeugung der analytischen Halbgruppen von parabolischen Pseudodifferentialoperatoren auf

Sobolevr äumen

das heißt f1 ist surjektiv. Daraus folgt zusammen mit (3.35), (3.38), (3.32) und der Bemerkung
3.1.1, dass (

λI +AFk
p

)−1
=
(
λI + ã (D)

∣∣∣Bk+m
p,∞ (Rn,E1)

)−1 ∣∣∣Fk
p(Rn,E0) . (3.40)

Somit ist (3.34) bewiesen.
Andererseits ergibt sich aufgrund vom Satz 1.1.2 g) und (3.32), dass

Bk+mp,∞ (Rn, E1) ↪→ Bk+δp,1 (Rn, E0) ↪→ Fkp ↪→ Bkp,∞ (Rn, E0) ↪→ Bk−εp,1 (Rn, E0) (3.41)

für alle 0 < ε < δ < m und Fkp := Fkp (Rn, E0). Daraus und aus (3.32), (3.35)-(3.37), (3.40) folgt,
dass AFk

p(Rn,E0) ein abgeschlossener Operator auf Fkp (Rn, E0) ist und∥∥∥∥(λI +AFk
p

)−1
∥∥∥∥
L(Fk

p ,B
k+δ
p,1 (Rn,E0))

+ (1 + |λ|)
∥∥∥∥(λI +AFk

p

)−1
∥∥∥∥
L(Fk

p ,B
k−ε
p,1 (Rn,E0))

Tλ:=

(
λI+A

Fk
p

)−1

= sup
0 6=u∈Fk

p

‖Tλu‖Bk+δ
p,1 (Rn,E0)

‖u‖Fk
p

+ (1 + |λ|) sup
0 6=u∈Fk

p

‖Tλu‖Bk−ε
p,1 (Rn,E0)

‖u‖Fk
p

(3.42)

≤ c1 sup
0 6=u∈Bk

p,∞(Rn,E0)

‖Tλu‖Bk+m
p,∞ (Rn,E0)

‖u‖Bk
p,∞(Rn,E0)

+ c2 (1 + |λ|) sup
0 6=u∈Bk

p,∞(Rn,E0)

‖Tλu‖Bk
p,∞(Rn,E0)

‖u‖Bk
p,∞(Rn,E0)

≤ M̂

für alle λ ∈ Sθ̃,ω̃ und a ∈ A, wobei M̂ := (c1 + c2) M̃ > 0 unabhängig von λ und a ist.
Nach den Interpolationseigenschaften der Besovräume (vgl. Unterabschnitt 1.1.2) und

B(1−θ)(k−ε)+θ(k+δ)
p,1 = Bk+εp,1 mit θ := 2ε (ε+ δ)−1 erhält man

‖u‖Bk+ε
p,1
≤ c (ε, δ) ‖u‖1−θBk−ε

p,1

‖u‖θBk+δ
p,1

, u ∈ Bk+δp,1 . (3.43)

Daher bekommt man für Tλ =
(
λI + ã (D)Fk

p

)−1
:

‖Tλ‖L(Fk
p) = sup

u∈Fk
p

‖Tλu‖Fk
p

‖u‖Fk
p

≤ c̃ sup
u∈Fk

p

‖Tλu‖Bk+ε
p,1 (Rn,E0)

‖u‖Fk
p

≤ ĉ (ε, δ) sup
u∈Fk

p


(‖Tλu‖Bk−ε

p,1 (Rn,E0)

‖u‖Fk
p

)1−θ(‖Tλu‖Bk+δ
p,1 (Rn,E0)

‖u‖Fk
p

)θ
≤ c̃ (ε, δ) ‖Tλ‖1−θL(Fk

p ,B
k−ε
p,1 (Rn,E0)) ‖Tλ‖

θ
L(Fk

p ,B
k+δ
p,1 (Rn,E0))

≤ ĉ (ε, δ) (1 + |λ|)(ε−δ)/(ε+δ) , λ ∈ Sθ̃,ω̃ (wegen (3.42)).
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Somit folgt (3.33) durch die Substitution ε := (1− α) δ/ (1 + α). �
Wir werden noch einmal die folgenden Aussagen, die im Satz 3.2.1 bewiesen wurden, im

nächsten Abschnitt verwenden:(
λI + ã(D)

∣∣∣
Bk+m

p,∞ (Rn,E1)

)−1 (
Fkp (Rn, E0)

)
⊂ Fkp (Rn, E0) für alle λ ∈ Sθ̃,ω̃ und a ∈ A,

(3.44)(
λI +AFk

p

)−1
=
(
λI + ã(D)

∣∣∣
Bk+m

p,∞ (Rn,E1)

)−1
∣∣∣∣∣
Fk

p(Rn,E0)

für alle λ ∈ Sθ̃,ω̃ und a ∈ A. (3.45)

Außerdem werden wir im Abschnitt 3.3 mit den obigen Notationen weitergehen. Dort werden
wichtig stetige Einbettungen des Definitionsbereichs vonAFk

p
,D
(
AFk

p

)
, in Bk+mp,∞ (Rn, E1) gezeigt.

Dabei ist D
(
AFk

p

)
ein Banachraum mit der Graphnorm

‖u‖
D

(
A

Fk
p

) := ‖u‖Fk
p(Rn,E0) + ‖Au‖Fk

p(Rn,E0) , u ∈ D
(
AFk

p

)
. (3.46)

3.3 Analytische Halbgruppen von parabolischen Pseudodiffe-
rentialoperatoren auf Sobolevräumen

Für bestimmte Symbole a in Sm,ρn
1,0 (Rn,L(E0)) untersuchen wir in diesem Abschnitt, ob geeig-

nete Restriktionen des Operators −ã (D) analytische Halbgruppen auf den Räumen W k
p (Rn, E0)

erzeugen. Erzeugung der analytischen Halbgruppe auf Lp (Rn, E0), C0 (Rn, E0) undBUC (Rn, E0)
wurde zwar von Amann H. in [Am,01] bewiesen, aber dies bezog sich auf L (E0)−vektorwertige
und parabolische Differentialoperatoren.

3.3.1 Die Symbolklasse Sm,ρ (Rn, E)

Definition 3.3.1 (von Sm,ρ (Rn, E)) Seien m ∈ R und ρ ∈ N0. Durch Sm,ρ (Rn, E) definieren
wir den Raum aller Funktionen a ∈ Sm,ρ1,0 (Rn, E), die eine Funktion a0 ∈ Sm,ρ1,0 (Rn, E) besitzt,
so dass

a− a0 ∈ Sm−1,ρ
1,0 (Rn, E) und

a0 (tξ) = tma0 (ξ) für alle t > 0 und ξ ∈ Rn\ {0} .

Das Symbol a0 ist der Hauptteil von a genannt. Außerdem betrachte Sm,ρ (Rn, E) mit der
Norm

‖a‖Sm,ρ(Rn,E) :=
∥∥a0
∥∥
Sm,ρ(Rn,E)

+
∥∥a− a0

∥∥
Sm−1,ρ(Rn,E)

.
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Für m ∈ N und alle ρ ∈ N0 ist es klar, dass das Symbol eines Differentialoperators mit
banachraumwertigen konstanten Koeffizienten, p (ξ) =

∑
|α|≤m aαξ

α mit ξ ∈ Rn, ein Element in
Sm,ρ (Rn, E) ist.

Weiterhin erhält man sofort aus Sm−1,ρ
1,0 (Rn, E) ⊂ Sm,ρ1,0 (Rn, E), dass

‖a‖Sm,ρ
1,0 (Rn,E) ≤

∥∥a0
∥∥
Sm,ρ

1,0 (Rn,E)
+
∥∥a− a0

∥∥
Sm,ρ

1,0 (Rn,E)

≤
∥∥a0
∥∥
Sm,ρ

1,0 (Rn,E)
+
∥∥a− a0

∥∥
Sm−1,ρ

1,0 (Rn,E)

= ‖a‖Sm,ρ(Rn,E) für alle a ∈ Sm,ρ (Rn, E) .

Also
Sm,ρ (Rn, E) ↪→ Sm,ρ1,0 (Rn, E) mit ‖a‖Sm,ρ

1,0 (Rn,E) ≤ ‖a‖Sm,ρ(Rn,E) (3.47)

und damit ist jede beschränkte Menge in
(
Sm,ρ (Rn, E) ; ‖·‖Sm,ρ(Rn,E)

)
auch in(

Sm,ρ1,0 (Rn, E) ; ‖·‖Sm,ρ
1,0 (Rn,E)

)
.

Definition 3.3.2 Seien m ∈ R+, ρ ∈ N0 und a ∈ Sm,ρ (Rn,L (E1, E0)). Dann heißt das Symbol
a parabolisch in Sm,ρ (Rn,L (E1, E0)) genau dann, wenn a0 im Sinne von Definition 3.1.1
parabolisch ist.

Bemerkung 3.3.1 Sei A eine Familie der parabolischen Symbole in Sm,ρ (Rn,L (E1, E0)) mit
denselben Konstanten κ0 > 1 und ω0 > 0, das bedeutet es gibt Konstanten κ0 > 1 und ω0 > 0,
so dass[

a0 (ξ) + µmeiθI
]−1
∈ L (E0, E1) und

∥∥∥∥[a0 (ξ) + µmeiθI
]−1
∥∥∥∥
L(E0,E1)

≤ κ0 〈ξ, µ〉−m (3.48)

für alle |ξ, µ| ≥ ω0, θ ∈
[
−π

2 ,
π
2

]
und a ∈ A. Sei ferner A ⊂ Sm,ρ (Rn,L (E1, E0)) beschränkt,

das heißt es gibt eine Konstante K > 0 mit

‖a‖Sm,ρ < K für alle a ∈ A. (3.49)

Dann gelten:

a) A ist eine Familie der parabolischen Symbole in Sm,ρ1,0 (Rn,L (E1, E0)) mit denselben Kon-
stanten ω = ω

(
ω0,K

)
> 0 und κ = 2κ0.

b) Zum R :=
(
ω0
)m ist die Menge

{
b0λ :=

(
λ+ a0

)−1 : a ∈ A, λ ∈
∑

π
2
,R

}
beschränkt in

S−m,ρ1,0 (Rn,L (E0, E1)) mit∥∥∂αξ b0λ (ξ)
∥∥ ≤ cK,κ0,α 〈ξ〉m−|α|

〈
ξ, |λ|1/m

〉−2m
für alle ξ ∈ Rn, λ ∈

∑
π
2
,R

,

a ∈ A und |α| ≤ ρ.
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Beweis. a) Sei a ∈ A und q = a − a0 auf Rn, wobei a0 der Hauptteil von a ist. Dann gilt
für alle ξ ∈ Rn und a ∈ A:

‖q (ξ)‖L(E1,E0) ≤ K 〈ξ〉
m−1 . (3.50)

Daraus folgt∥∥∥∥q (ξ)
(
µmeiθI + a0 (ξ)

)−1
∥∥∥∥
L(E0)

≤ ‖q (ξ)‖L(E1,E0)

∥∥∥(λI + a0 (ξ)
)−1
∥∥∥
L(E0,E1)

≤ K 〈ξ〉m−1 〈ξ, µ〉−m

= K

(
〈ξ〉
〈ξ, µ〉

)m
〈ξ〉−1

für alle |ξ, µ| ≥ ω0, θ ∈
[−π

2 ,
π
2

]
und a ∈ A.

Daher erhält man eine Konstante ω = ω
(
ω0,K

)
≥ ω0 so groß genügt, dass∥∥∥∥q (ξ)

(
µmeiθI + a0 (ξ)

)−1
∥∥∥∥
L(E0)

≤ 1
2
∀ |ξ, µ| ≥ ω, θ ∈

[
−π
2
,
π

2

]
und a ∈ A.

So ergibt sich aus

µmeiθI + a (ξ) =
[
I + q (ξ)

(
µmeiθI + a0 (ξ)

)−1
](
µmeiθI + a0 (ξ)

)
und aus dem Satz von Neumann, dass

(
µmeiθI + a (ξ)

)−1 ∈ L (E0, E1) und∥∥∥∥(µmeiθI + a (ξ)
)−1

∥∥∥∥
L(E0,E1)

≤ 2
∥∥∥∥(µmeiθ + a0 (ξ)

)−1
∥∥∥∥
L(E0,E1)

≤ 2κ0︸︷︷︸
=:κ

〈ξ, µ〉−m

für alle |ξ, µ| ≥ ω, θ ∈
[−π

2 ,
π
2

]
und a ∈ A.

Beweis von b): Zunächst nehme β ∈ Nn
0 mit |β| ≤ ρ. Dann gilt für alle

(
|λ|

1
m

)m
ei arg(λ) =

λ ∈
∑

π
2
,R∥∥∥(∂βξ a0 (ξ)

) (
λ+ a0 (ξ)

)−1
∥∥∥
L(E0)

≤
∥∥∥∂βξ a0 (ξ)

∥∥∥
L(E0)

∥∥∥(λ+ a0 (ξ)
)−1
∥∥∥
L(E0)

(3.51)

≤
∥∥∥∂βξ a0 (ξ)

∥∥∥
L(E0)

∥∥∥(λ+ a0 (ξ)
)−1
∥∥∥
L(E0,E1)

≤
∥∥a0
∥∥
Sm,ρ

1,0
〈ξ〉m−|β| κ0

〈
ξ, |λ|1/m

〉−m
.

Nun sei α ∈ Nn
0 mit |α| ≤ ρ. Weil die Ableitung ∂αξ

(
λ+ a0

)−1 eine Summe von Termen der
Form

±
(
λ+ a0

)−1
(
∂α1
ξ a0

) (
λ+ a0

)−1
...
(
∂αk
ξ a0

) (
λ+ a0

)−1
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mit α1 + ...+ αj = α ist, folgt aus (3.51), dass∥∥∥∂αξ (λ+ a0 (ξ)
)−1
∥∥∥
L(E0)

≤
∥∥∥(λ+ a0 (ξ)

)−1
∥∥∥
L(E0)

|α|∑
j=1

∑
α1+...+αj=α

j∏
i=1

∥∥∥(∂αi
ξ a (ξ)

) (
λ+ a0 (ξ)

)−1
∥∥∥
L(E0)

≤ κ0
〈
ξ, |λ|1/m

〉−m |α|∑
j=1

∑
α1+...+αj=α

j∏
i=1

κ0
∥∥a0
∥∥
Sm,ρn

1,0
〈ξ〉m−|αi|

〈
ξ, |λ|1/m

〉−m

≤ cK,κ0,α

|α|∑
j=1

〈ξ〉jm−|α|
〈
ξ, |λ|1/m

〉−m(j+1)

≤ cK,κ0,α 〈ξ〉m−|α|
〈
ξ, |λ|1/m

〉−2m
|α|∑
j=1

〈ξ〉m(j−1)
〈
ξ, |λ|1/m

〉m(1−j)

︸ ︷︷ ︸
≤1

≤ c̃K,κ0,α 〈ξ〉m−|α|
〈
ξ, |λ|1/m

〉−2m

für alle ξ ∈ Rn, λ ∈
∑

π
2
,R und a ∈ A. Somit ist b) bewiesen. �

Wir werden später (im Kapitel 4) nicht-autonome Evolutionsgleichungen betrachten und
deswegen zeigen wir folgende Sätze für eine Familie der parabolischen Symbole.

Satz 3.3.1 Seien m > 0, k ∈ N0, 1 ≤ p ≤ ∞ und A ⊂ Sm,ρn (Rn,L (E1, E0)) beschränkt.
Außerdem nehmen wir an, dass alle a ∈ A parabolisch in Sm,ρn (Rn,L (E1, E0)) mit denselben
Konstanten ω > 0 und κ ≥ 1 sind. Dann existieren Konstanten M ≥ 1 und R > 0, so dass∥∥∥∥∥ b̃0λ(D)

∣∣∣∣
Bk

p,∞(Rn,E0)

u

∥∥∥∥∥
Wk

p (Rn,E0)

≤ M

1 + |λ|
‖u‖Wk

p (Rn,E0)

für alle u ∈ C∞b (Rn, E0) ∩W k
p (Rn, E0), λ ∈

∑
π
2
,R und a ∈ A. Dabei sind b0λ :=

(
λ+ a0

)−1,

B := B̊ falls 1 ≤ p <∞ und B := B falls p =∞.

Beweis. O.B.d.A. sei R = 1 in der Bemerkung 3.3.1. Nach Definition ist

∥∥∥∥∥ b̃0λ(D)
∣∣∣∣
Bk

p,∞(Rn,E0)

u

∥∥∥∥∥
Wk

p (Rn,E0)

=



( ∑
|α|≤k

∥∥∥∥∂αx (b̃0λ(D)u (x)
)∥∥∥∥p

Lp(Rn,E0)

) 1
p

, falls 1 ≤ p <∞,

max
|α|≤k

∥∥∥∥∂αx (b̃0λ(D)u (x)
)∥∥∥∥

L∞(Rn,E0)

, falls p =∞,
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für alle u ∈ C∞b (Rn, E0) ∩ W k
p (Rn, E0), λ ∈

∑
π
2
,1 und a ∈ A. Deshalb müssen wir

∂αx

(
b̃0λ(D)u (x)

)
berechnen.

Nach dem Satz über Parameterdifferentiation für oszillatorische Integrale, der Transforma-
tionsformel und der Homogenität von b0λ erhält man für alle u ∈ C∞b (Rn, E0) ∩W k

p (Rn, E0),
λ ∈

∑
π
2
,1, |λ| := µm, λ̂ := µ−mλ und |α| ≤ k, dass

∂αx

(
b̃0λ(D)u (x)

)
= os−

∫ ∫
eiξ·ηb0λ (ξ) ∂αxu (x− η) d (ξ, η)

(2π)n

= os−
∫ ∫

eiξ·η
1
|λ|
b0
λ̂

(
ξ

µ

)
∂αxu (x− η) d (ξ, η)

(2π)n

= os−
∫ ∫

µnei(µξ)·ηb0
λ̂
(ξ) ∂αxu (x− η) d (ξ, η)

|λ| (2π)n

= lim
ε→0

∫
Rn

(∫
Rn

µnei(µξ)·ηχε (ξ, η) b0λ̂ (ξ) dξ
)
∂αxu (x− η) dη

|λ| (2π)n
,

also

∂αx

(
b̃0λ(D)u (x)

)
= lim

ε→0

∫
Rn

Kε (η, λ) ∂αxu (x− η) dη

|λ| (2π)n
, (3.52)

wobei

Kε (η, λ) :=
∫

Rn

µnei(µξ)·ηχε (ξ, η) b0λ̂(ξ)dξ (3.53)

und χε (ξ, η) := χ (εξ)χ (εη) für alle ξ, η ∈ Rn, 0 < ε < 1 und χ eine Funktion in D (Rn) mit
χ ≡ 1 auf |ξ| ≤ 1 und χ ≡ 0 auf |ξ| ≥ 2 ist. Beachte, dass in (3.52) ∂αxu ∈ Lp (Rn, E0) für alle
|α| ≤ k. Nun zeigen wir die folgende Behauptung.

Behauptung: i) Konstanten C∗ > 0 und 0 < θ < 1 existieren, so dass für alle ε ∈ (0, 1),
η ∈ Rn, λ ∈

∑
π
2
,1 (|λ| := µm) und a ∈ A:

(1 + |µη|) |µη|n ‖Kε (η, λ)‖L(E0) ≤ C
∗µn |µη|θ .

Dabei sind C∗ und θ unabhängig von ε, η, λ und a.
ii) Es gibt eine messbare Funktion K : Rn ×

∑
π
2
,1 −→ L (E0) mit

Kε (η, λ) −→
ε→0

K (η, λ) punktweise für jedes (η, λ) ∈ Rn
η ×

∑
π
2
,1

und
‖K (·, λ)‖L1(Rn

η ,L(E0)) ≤M

für alle λ ∈
∑

π
2
,1und a ∈ A, wobei die Konstante M > 0 unabhängig von λ und a ist.
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Beweis von i): Sei α ∈ Nn
0 mit |α| = n, n+ 1. Dann∫

Rn

Dα
ξ

(
χε (ξ, η) b0λ̂(ξ)

)
dξ =0

und somit

‖(µη)αKε (η, λ)‖L(E0) =
∥∥∥∥µn ∫

Rn

ei(µξ)·ηDα
ξ

[
χε (ξ, η) b0λ̂(ξ)

]
dξ

∥∥∥∥ (3.54)

=
∥∥∥∥µn ∫

Rn

(
ei(µξ)·η − 1

)
Dα
ξ

[
χε (ξ, η) b0λ̂(ξ)

]
dξ

∥∥∥∥
≤ 2

∫
Rn

µn |µξ|θ |η|θ
∥∥∥Dα

ξ

[
χε (ξ, η) b0λ̂(ξ)

]∥∥∥ dξ
für alle 0 < θ < 1, weil

∣∣ei(µξ)·η − 1
∣∣ < 2 |µξ|θ |η|θ. Auf der anderen Seite erhalten wir nach der

Bemerkung 3.3.1b) und dem Lemma 1.3.3:∥∥∥Dα
ξ

[
χε (ξ, η) b0λ̂(ξ)

]∥∥∥ ≤∑
β≤α

cα |χ (εη)|
∣∣∣∂α−βξ χ (εξ)

∣∣∣ ∥∥∥∂αξ b0λ̂(ξ)∥∥∥ (3.55)

≤
∑
β≤α

cα,k 〈ξ〉|β|−|α| 〈ξ〉m−|β| 〈ξ, 1〉−2m

≤ c̃α,k 〈ξ〉m−|α| 〈ξ, 1〉−2m

für alle ξ, η ∈ Rn, 0 < ε < 1, λ ∈
∑

π
2
,1 und a ∈ A.

Nun wähle θ ∈ (0, 1) ∩ (0,m). Dann folgt aus (3.54) und (3.55)

‖(µη)αKε (η, λ)‖ ≤ 2c̃α,kµn |µη|θ
∫

Rn

|ξ|θ 〈ξ〉m−|α| 〈ξ, 1〉−2m dξ

≤ cα,kµn |µη|θ
[∫

|ξ|≤1
|ξ|θ dξ + Cα

∫
|ξ|≥1

|ξ|θ |ξ|m−|α| |ξ|−2m dξ

]
< Cα,kµ

n |µη|θ ,

wobei die Konstante Cα,k nicht von µ, η und a ∈ A abhängt. Somit ergibt sich i).
Beweis von ii): Seien ε, ε′ ∈ (0, 1) , ξ, η ∈ Rn und λ ∈

∑
π
2
,1. Dann erhält man analog zu

(3.54) und (3.55), dass

(1 + |µη|) |µη|n ‖Kε (η, λ)−Kε′ (η, λ)‖L(E0)

≤ c(n)
∑

|α|=n,n+1

µn |µη|θ
∫

Rn

|ξ|θ
∥∥∥∂αξ [(χε (ξ, η)− χε′ (ξ, η)) b0λ̂(ξ)]∥∥∥L(E0)

dξ

und

|ξ|θ
∥∥∥∂αξ [(χε (ξ, η)− χε′ (ξ, η)) b0λ̂(ξ)]∥∥∥ ≤ 2c̃α,k |ξ|θ 〈ξ〉m−|α| 〈ξ, 1〉−2m ∈ L1

(
Rn
ξ

)
.



3.3. Analytische Halbgruppen von parabolischen Pseudodifferentialoperatoren auf Sobolevr äumen 69

Daraus folgt zusammen mit dem Lemma 1.3.3 und dem Satz über majorisierte Konvergenz:

(1 + |µη|) |µη|n ‖Kε (η, λ)−Kε′ (η, λ)‖L(E0) −→
ε,ε′→0

0

punktweise auf Rn
η×
∑

π
2
,1, und deshalb existiert eine messbare FunktionK : Rn

η×
∑

π
2
,1 → L (E0)

mit
Kε (η, λ) −→

ε→0
K (η, λ) .

Ferner erfüllt die Funktion K nach Teil i)

‖K (η, λ)‖L(E0) ≤
C∗µn |µη|θ−n

1 + |µη|
∈ L1

(
Rn
η

)
für alle λ ∈

∑
π
2
,1 und a ∈ A. Daraus folgt ii).

Nun erhält man nach (3.52), den Behauptungen i)-ii) und dem Satz über majorisierte Kon-
vergenz für alle |α| ≤ k, λ ∈

∑
π
2
,1 und u ∈ C∞b (Rn, E1) ∩W k

p (Rn, E0), dass

∂αx

[
b̃λ(D)u (x)

]
=
∫

Rn

K (η, λ) (∂αxu) (x− η) dη

|λ| (2π)n

=
1

|λ| (2π)n
[K (·, λ) ∗ (∂αxu)] (x) ∈ Lp (Rn, E0) ,

da ∂αxu ∈ Lp (Rn, E0). Also b̃λ(D)u ∈W k
p (Rn, E0) und

∥∥∥∥ b̃λ(D)
∣∣∣
Bk

p,∞(Rn,E0)
u

∥∥∥∥
Wk

p (Rn,E0)

=

∑
|α|≤k

∥∥∥∂αx (b̃λ(D)u
)∥∥∥p

Lp(Rn,E0)

 1
p

Lem. 1.1.3
≤ 1

|λ|

∑
|α|≤k

‖K (·, λ)‖p
L1(Rn

η ,L(E0)) ‖∂
α
xu‖

p
Lp(Rn,E0)

 1
p

≤ M

1 + |λ|
‖u‖Wk

p (Rn,E0) (1 ≤ p <∞)

für alle u ∈ C∞b (Rn, E0)∩W k
p (Rn, E0) , λ ∈

∑
π
2
,1 und a ∈ A. Den Fall p =∞ zeigt man analog.

Dazu muss man oben
∑
|α|≤k

durch max
|α|≤k

ersetzen. �

Satz 3.3.2 Seien m > 0, k ∈ N0, Fkp = W k
p für 1 ≤ p ≤ ∞ und B wie in (3.31). Wir nehmen

im Fall p =∞ an, dass m > k. Außerdem seien A := {aτ : τ ∈ I} ⊂ Sm,ρn (Rn,L (E1, E0)) eine
beschränkte Familie von parabolischen Symbolen mit denselben Konstanten ω > 0 und κ ≥ 1,
A0(τ) := ã0

τ (D)
∣∣∣
Bk+m

p,∞ (Rn,E1)
für τ ∈ I und A0(τ)Wk

p (Rn,E0) die W k
p (Rn, E0)−Realisierung von
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A0(τ). Dabei ist a0
τ der Hauptteil von aτ . Dann existieren Konstanten M ≥ 1 und R > 0, so

dass ∥∥∥∥(λI +A0(τ)Wk
p (Rn,E0)

)−1
∥∥∥∥
L(Wk

p (Rn,E0))
≤ M

1 + |λ|
für alle λ ∈

∑
π
2
,R

und τ ∈ I,

wobei M und R unabhängig von λ und τ ∈ I sind. Somit erzeugt −A0(τ)Wk
p (Rn,E0) eine analy-

tische Halbgruppe auf W k
p (Rn, E0).

Beweis. Nach (3.34) wissen wir, dass

(
λI +A0(τ)Wk

p (Rn,E0)

)−1
=
(
λI + ã0

τ (D)
∣∣∣
Bk+m

p,∞ (Rn,E1)

)−1
∣∣∣∣∣
Wk

p (Rn,E0)

. (3.56)

Außerdem erhalten wir nach Satz 3.1.2, dass ein R1 ≥ 0 existiert, so dass

b̃0λ(D)
∣∣∣∣
Bk

p,q(Rn,E0)

=
(
λI + ã0

τ (D)
∣∣∣
Bk+m

p,q (Rn,E1)

)−1

(3.57)

für alle λ ∈
∑

π
2
,R1

, τ ∈ I, p, q ∈ [1,∞] und k ∈ N0. Daraus folgt unmittelbar

(
λI +A0(τ)Wk

∞(Rn,E0)

)−1
= b̃0λ(D)

∣∣∣∣
Bk
∞,∞(Rn,E0)

auf W k
∞ (Rn, E0) . (3.58)

Da die Abbildungen

λI + ã0
τ (D)

∣∣∣
Bk+m

p,∞ (Rn,E1)
: Bk+m

p,∞ (Rn, E1) −→ Bk
p,∞(Rn, E0)

∪ ∪
λI + ã0

τ (D)
∣∣∣
B̊k+m

p,∞ (Rn,E1)
: B̊k+m

p,∞ (Rn, E1) −→ B̊k
p,∞(Rn, E0)

bijektiv sind und wegen Bemerkung 3.1.1, ist dann(
λI + ã0

τ (D)
∣∣∣
B̊k+m

p,∞ (Rn,E1)

)−1

=
(
λI + ã0

τ (D)
∣∣∣
Bk+m

p,∞ (Rn,E1)

)−1
∣∣∣∣∣
B̊k

p,∞(Rn,E0)

. (3.59)

Weil W k
p (Rn, E0) ↪→ B̊k

p,∞(Rn, E0) für alle 1 ≤ p <∞ gilt, erhält man

(
λI +A0(τ)Wk

p (Rn,E0)

)−1 (3.59)
=

(
λI + ã0

τ (D)
∣∣∣
Bk+m

p,∞ (Rn,E1)

)−1
∣∣∣∣∣
Wk

p (Rn,E0)

(3.57)
= b̃0λ(D)

∣∣∣∣
Wk

p (Rn,E0)

.
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Nun gibt es nach Satz 3.3.1 Konstanten M ≥ 1 und R2 > R1, so dass für alle λ ∈
∑

π
2
,R2

und τ ∈ I :

∥∥∥∥(λI +A0(τ)Wk
p (Rn,E0)

)−1
u

∥∥∥∥
Wk

p (Rn,E0)

≤ M

1 + |λ|
‖u‖Wk

p (Rn,E0) ∀ ∈ S (Rn, E0) , 1 ≤ p <∞,

(3.60)∥∥∥∥(λI +A0(τ)Wk
∞(Rn,E0)

)−1
u

∥∥∥∥
Wk

∞(Rn,E0)

≤ M

1 + |λ|
‖u‖Wk

∞(Rn,E0) ∀u ∈ C∞b (Rn, E0) . (3.61)

Im Falle 1 ≤ p <∞ ist S(Rn, E0)
d
↪→W k

p (Rn, E0) und daher

∥∥∥∥(λI +A0(τ)Wk
p (Rn,E0)

)−1
∥∥∥∥
L(Wk

p (Rn,E0))
≤ M

1 + |λ|
falls 1 ≤ p <∞. (3.62)

Es bleibt nur die Abschätzung (3.61) für alle u ∈ W k
∞ (Rn, E0) unter der Voraussetzung m > k

zu zeigen.
Da m > k, gibt es ein r1 ∈ R (z.B. r1 = k−m

2 ) mit r1 < k < r1 + m. Nun wählen wir ein
R3 > R2, so dass (3.56), (3.61), (3.62) für alle λ ∈

∑
π
2
,R3

und τ ∈ I gelten und die Abbildungen

λI + ã0
τ (D)

∣∣∣
B

r1+m
∞,1 (Rn,E1)

: Br1+m
∞,1 (Rn, E1) −→ Br1

∞,1(Rn, E0)

∪ ∪
λI + ã0

τ (D)
∣∣∣
Bk+m
∞,∞(Rn,E1)

: Bk+m
∞,∞(Rn, E1) −→ Bk

∞,∞(Rn, E0)

bijektiv und stetig sind (dies ist möglich wegen (3.1) und Satz 3.1.2). Dann

(
λI + ã0

τ (D)
∣∣∣
Bk+m
∞,∞(Rn,E1)

)−1

=
(
λI + ã0

τ (D)
∣∣∣
B

r1+m
∞,1 (Rn,E1)

)−1
∣∣∣∣∣
Bk
∞,∞(Rn,E0)

(3.63)

nach der Bemerkung 3.1.1.
Nun seien u ∈ W k

∞ (Rn, E0) und ψ ∈ S(Rn) mit ψ ≡ 1 auf B1 (0), 0 ≤ ψ ≤ 1 und ψ ≡ 0
auf Rn\B2 (0). Ferner sei ψl(ξ) := ψ(2−lξ) für ξ ∈ Rn, l ∈ N0. Seien darüber hinaus r2 ∈ R
mit r1 < r2 < k und r := r2 − r1 > 0. Dann ist offensichtlich, dass ψl ∈ Sr,ρn

1,0 (Rn) und
ul := ψl(D)u ∈ C∞b (Rn, E0). Somit erhält man zusammen mit (3.56), (3.63), (3.13) für alle
λ ∈

∑
π
2
,R3

und τ ∈ I, dass von λ und τ unabhängige Konstanten ci, i = 1, 2, 3, existieren, so
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dass ∥∥∥∥(λI +A0(τ)Wk
∞(Rn,E0)

)−1
(u− ul)

∥∥∥∥
Wk

∞(Rn,E0)

=

∥∥∥∥∥
(
λI + ã0

τ (D)
∣∣∣
Bk+m
∞,∞(Rn,E1)

)−1

(u− ul)

∥∥∥∥∥
Wk

∞(Rn,E0)

≤ c1

∥∥∥∥∥
(
λI + ã0

τ (D)
∣∣∣
B

r1+m
∞,1 (Rn,E1)

)−1

(u− ul)

∥∥∥∥∥
B

r1+m
∞,1 (E1)

≤ c2 ‖u− ul‖Br1
∞,1(Rn,E0)

= c2 ‖(I − ψl(D))u‖Br1
∞,1(Rn,E0)

≤ c3 ‖1− ψl‖Sr,n+1
1,0 (Rn)

‖u‖Br2
∞,1(Rn,E0)

−→ 0, wenn l→∞.

Also (
λI +A0(τ)Wk

∞(Rn,E0)

)−1
ul

l→∞−→
(
λI +A0(τ)Wk

∞(Rn,E0)

)−1
u in W k

∞ (Rn, E0) (3.64)

und gleichmäßig in τ ∈ I. Weil

‖(ψl(D))u‖Wk
∞(Rn,E0) = (2π)−

n
2
∥∥ψ̌l ∗ u∥∥Wk

∞(Rn,E0)

= (2π)−
n
2 max
|α|≤k

∥∥ψ̌l ∗ ∂αxu∥∥L∞(Rn,E0)

≤
∥∥ψ̌l∥∥L1(Rn)

max
|α|≤k

‖∂αxu‖L∞(Rn,E0)

=
∥∥ψ̌∥∥

L1(Rn)
‖u‖Wk

∞(Rn,E0) ,

erhalten wir zusammen mit (3.61), dass∥∥∥∥(λI +A0(τ)Wk
∞(Rn,E0)

)−1
ul

∥∥∥∥
Wk

∞(Rn,E0)

≤ M

1 + |λ|
‖ul‖Wk

∞(Rn,E0)

≤
M
∥∥ψ̌∥∥

L1(Rn)

1 + |λ|
‖u‖Wk

∞(Rn,E0)

=
M̂

1 + |λ|
‖u‖Wk

∞(Rn,E0)

für alle λ ∈
∑

π
2
,R3

und τ ∈ I, wobei die Konstante M̂ := M
∥∥ψ̌∥∥

L1(Rn)
unabhängig von τ ∈ I

und l ist.
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Daraus folgt∥∥∥∥(λI +A0(τ)Wk
∞(Rn,E0)

)−1
u

∥∥∥∥
Wk

∞(Rn,E0)

≤ M̂

1 + |λ|
‖u‖Wk

∞(Rn,E0) für alle u ∈W k
∞ (Rn, E0) ,

(3.65)
λ ∈

∑
π
2
,R3

und τ ∈ I. �
Nun werden wir den Hauptsatz dieses Kapitels darlegen.

Satz 3.3.3 Seien m > 0, k ∈ N0, Fkp = W k
p für 1 ≤ p ≤ ∞ und B wie in (3.31). Wir nehmen

im Fall p =∞ an, dass m > k. Außerdem seien A := {aτ : τ ∈ I} ⊂ Sm,ρn (Rn,L (E1, E0)) eine
beschränkte Familie von parabolischen Symbolen mit denselben Konstanten ω > 0 und κ ≥ 1,
A(τ) := ãτ (D)

∣∣∣
Bk+m

p,∞ (Rn,E1)
für τ ∈ I und A(τ)Wk

p (Rn,E0) die W k
p (Rn, E0)−Realisierung von

A(τ). Dann gelten:

a)

Bk+m
p,1 (Rn, E1)

d
↪→ D

(
A(τ)Wk

p (Rn,E0)

)
d
↪→ bk+mp,∞ (Rn, E1) , 1 ≤ p <∞, (3.66)

Bk+m
∞,1 (Rn, E1) ↪→ D

(
A(τ)Wk

∞(Rn,E0)

)
↪→ Bk+m

∞,∞ (Rn, E1) . (3.67)

b) Ist E0 = E1, so existieren Konstanten M ≥ 1 und R > 0, so dass∥∥∥∥(λI +A(τ)Wk
p (Rn,E0)

)−1
∥∥∥∥
L(Wk

p (Rn,E0))
≤ M

1 + |λ|
für alle λ ∈

∑
π
2
,R

und τ ∈ I,

wobei M und R unabhängig von λ und τ ∈ I sind. Somit erzeugt −A(τ)Wk
p (Rn,E0) eine

analytische Halbgruppe auf W k
p (Rn, E0).

Beweis. a) Die Aussagen (3.66) und (3.67) folgen aus (3.1) und aus der Gleichheit
B̊k
p,∞ (Rn, E1) = bkp,∞ (Rn, E1) für 1 ≤ p <∞, denn man erhält nach Definition 3.2.2 mit

A(τ) : D (A(τ)) ⊂ bkp,∞ (Rn, E0) =: E0 −→ E0 und

A(τ)Wk
p

: D
(
A(τ)Wk

p

)
⊂W k

p (Rn, E0) =: E1 −→ E1,

dass

D
(
A(τ)Wk

p (Rn,E0)

)
=
{
u ∈ bk+mp,∞ (Rn, E1) : ãτ (D)

∣∣∣
bk+m
p,∞ (Rn,E1)

u ∈W k
p (Rn, E0)

}
, p <∞,

und somit1

Bk+m
p,1 (Rn, E1) ↪→ D

(
A(τ)Wk

p (Rn,E0)

)
↪→ bk+mp,∞ (Rn, E1) , 1 ≤ p <∞.

1D
(
A(t)W k

p (Rn,E0)

)
wurde mit der Graphnorm (3.46) versehen.
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Nun sei u ∈ bk+mp,∞ (Rn, E1). Dann existiert (wegen der Definition von den kleinen Besovräumen
b) eine Folge (ul)l∈N ⊂ Bk+m+1

p,∞ (Rn, E1) mit ul → u in Bk+m
p,∞ (Rn, E1). Ferner erhält man nach

(3.1), dass

ãτ (D)
∣∣∣
bk+m
p,∞ (Rn,E1)

ul = ãτ (D)
∣∣∣
Bk+m+1

p,∞ (Rn,E1)
ul ∈ Bk+1

p,∞ (Rn, E1) ↪→W k
p (Rn, E0)

Daraus folgt D
(
A(τ)Wk

p

)
d
↪→ bk+mp,∞ (Rn, E1).

Weiterhin sei u ∈ D
(
A(τ)Wk

p

)
. Dann erhält man nach Definition von D

(
A(τ)Wk

p

)
für ein

λ ∈ Sθ,ω ⊂ ρ (−A(τ)) wie im Satz 3.2.1, dass

v :=
(
λI + ãτ (D)

∣∣∣
bk+m
p,∞ (Rn,E1)

)
u ∈W k

p (Rn, E0) .

Da Bk
p,1 (Rn, E0)

d
↪→W k

p (Rn, E0) für 1 ≤ p <∞, existiert eine Folge (vl)l∈N ⊂ Bk
p,1 (Rn, E0) mit

vl −→ v in W k
p (Rn, E0) . (3.68)

Aber aufgrund vom Satz 3.2.1 wissen wir, dass

(
λI +A(τ)Wk

p

)−1
=
(
λI + ãτ (D)

∣∣∣
bk+m
p,∞ (Rn,E1)

)−1
∣∣∣∣∣
Wk

p (Rn,E0)

: W k
p (Rn, E0) −→W k

p (Rn, E0)

stetig ist. Daraus folgt

ul :=
(
λI + ãτ (D)

∣∣∣
bk+m
p,∞ (Rn,E1)

)−1

vl −→ u in W k
p (Rn, E0) . (3.69)

Auf der anderen Seite erhalten wir nach Bk+m
p,1 (Rn, E1) = bk+mp,1 (Rn, E1) ↪→ bk+mp,∞ (Rn, E1) (siehe

Satz 1.1.2 f)) und der Bemerkung 3.1.1, dass

ul =
(
λI + ãτ (D)

∣∣∣
bk+m
p,∞ (Rn,E1)

)−1

vl =
(
λI + ãτ (D)

∣∣∣
Bk+m

p,1 (Rn,E1)

)−1

vl ∈ Bk+m
p,1 (Rn, E1)

(3.70)
für alle l ∈ N. Dann folgt aus (3.68)-(3.70), dass eine Folge (ul)l∈N ⊂ Bk+m

p,1 (Rn, E1) existiert,
so dass

‖u− ul‖D(A
Wk

p
) = ‖u− ul‖Wk

p
+
∥∥∥∥ ãτ (D)

∣∣∣
bk+m
p,∞ (Rn,E1)

(u− ul)
∥∥∥∥
Wk

p

= ‖u− ul‖Wk
p

+ ‖v − λu− vl + λul‖Wk
p

≤ (1 + |λ|) ‖u− ul‖Wk
p

+ ‖v − vl‖Wk
p
−→ 0, wenn l→∞.
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Somit liegt Bk+m
p,1 (Rn, E1) dicht in D

(
A(τ)Wk

p

)
für 1 ≤ p < ∞. Folglich ist (3.66) bewiesen.

Analog zeigt man (3.67).
Beweis von b) Es reicht zu zeigen, dass der Operator

−A(τ)Wk
p

: D
(
A(τ)Wk

p

)
⊂W k

p (Rn, E0) −→W k
p (Rn, E0)

sektoriell ist. Dazu wenden wir den (Störungs-)Satz 1.2.2 an. Sei τ ∈ I gegeben. Dann

aτ = a0
τ + (aτ − a0

τ ), (3.71)

wobei −A0(τ)Wk
p

wegen der Sätze 3.3.2 und 1.2.1 sektoriell ist.

Weil qτ := aτ − a0
τ ∈ Sm−1,ρn

1,0 (Rn,L (E1, E0)) und Btp,∞ (Rn, E0) ↪→ Bsp,∞ (Rn, E0) ↪→
Fkp (Rn, E0) für alle 0 ≤ k < s < t gelten, erhält man nach (3.1) für alle ε ∈ (0, 1) ∩ (0,m)

q̃τ (D)Fk
p(Rn,E0) = q̃τ (D)

∣∣∣
Bk+m

p,∞ (Rn,E1)

= q̃τ (D)
∣∣∣
Bk+m−ε

p,1 (Rn,E1)
∈ L

(
Bk+m−εp,1 (Rn, E1) ,Bk+1−ε

p,1 (Rn, E0)
)

und L
(
Bk+m−εp,1 (Rn, E1) ,Bk+1−ε

p,1 (Rn, E0)
)
↪→ L

(
Bk+m−εp,1 (Rn, E1) ,Fkp (Rn, E0)

)
. Außerdem er-

gibt sich aus (1.28), (3.32), (3.66), (3.67) und Satz 1.1.3d) mit θ := m−ε
m , dass(

Fkp (Rn, E0) , D(A(τ)Fk
p
)
)
θ,1

·=
(
Bk
p,1 (Rn, E0) , Bk+m

p,1 (Rn, E0)
)
θ,1

·= Bk+m−ε
p,1 (Rn, E0)

für alle 1 ≤ p ≤ ∞. Zusätzlich ist D(A0(τ)Fk
p
) = D(A(τ)Fk

p
), denn a− a0 ∈ Sm−1,ρn

1,0 (Rn,L (E0))
und deswegen

˜(a− a0) (D)
∣∣∣
Bk+m

p,∞ (Rn,E0)
u ∈ Bk+1

p,∞ ↪→ Bkp,1 ↪→ Fkp für alle u ∈ Bk+mp,∞ (Rn, E0) .

Nun folgt die Behauptung aus dem Satz 1.2.2. �

Korollar 3.3.1 Seien die Voraussetzungen wie im Satz 3.3.3 mit p = ∞, m > k, aber nun
Fk∞ ∈

{
BUCk, Ck0 , C

k
b

}
und B wie in (3.31). Dann gelten:

a)

bk+m∞,1 (Rn, E1)
d
↪→ D

(
A(τ)BUCk(Rn,E0)

)
d
↪→ bk+m∞,∞ (Rn, E1) ,

B̊k+m
∞,1 (Rn, E1)

d
↪→ D

(
A(τ)Ck

0 (Rn,E0)

)
d
↪→ B̊k+m

∞,∞ (Rn, E1) ,

Bk+m
∞,1 (Rn, E1) ↪→ D

(
A(τ)Ck

b (Rn,E0)

)
↪→ Bk+m

∞,∞ (Rn, E1) .

(3.72)
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b) Ist E1 = E0, so erzeugt

−A(τ)Fk
∞

: D
(
A(τ)Fk

∞

)
−→ Fk∞ (Rn, E0)

eine analytische Halbgruppe auf Fk∞ (Rn, E0) für alle τ ∈ I. Genauer gibt es Konstanten
θ ∈

]
π
2 , π

[
, M ≥ 1 und ω > 0, so dass∥∥∥∥(λI +A(τ)Fk

∞

)−1
∥∥∥∥
L(Fk

∞)
≤ M

1 + |λ|
(3.73)

für alle λ ∈ Sθ,ω und τ ∈ I.

Beweis. b) Wir wissen bereits aufgrund von (3.44) und (3.45) dass es ein R1 > 0 gibt,

so dass
(
λI +A (τ)Fk

∞

)−1 (
Fk∞
)
⊂ Fk∞ (Rn, E0) für alle λ ∈

∑
π
2
,R1

, τ ∈ I. Auf der anderen

Seite erhalten wir wegen Bk+m∞,∞ (Rn, E0) ∩ Fk∞ (Rn, E0) = Bk+m∞,∞ (Rn, E0) und der Definition von
Realisierung eines Operators, dass

D
(
A (τ)Fk

∞

)
=
{
u ∈ Bk+m∞,∞ (Rn, E0) : ãτ (D)

∣∣∣
Bk+m
∞,∞(Rn,E0)

u ∈ Fk∞ (Rn, E0)
}

,

A (τ)Fk
∞
u = ãτ (D)

∣∣∣
Bk+m
∞,∞(Rn,E0)

u für u ∈ D
(
A (τ)Fk

∞

)
und

D
(
A (τ)Wk

∞

)
=
{
u ∈ Bk+m

∞,∞ (Rn, E0) : ãτ (D)
∣∣∣
Bk+m
∞,∞(Rn,E0)

u ∈W k
∞ (Rn, E0)

}
,

A (τ)Wk
∞
u = ãτ (D)

∣∣∣
Bk+m
∞,∞(Rn,E0)

u für u ∈ D
(
A (τ)Wk

∞

)
.

Da Bk+m∞,∞ (Rn, E0) ↪→ Bk+m
∞,∞ (Rn, E0) (siehe (1.28)) und Fk∞ (Rn, E0) ↪→ W k

∞ (Rn, E0) gelten, ist
dann

D
(
A (τ)Fk

∞

)
⊂ D

(
A (τ)Wk

∞

)
und A (τ)Fk

∞
= A (τ)Wk

∞
auf D

(
A (τ)Fk

∞

)
.

Nach Satz 3.2.1 gibt es eine Konstante R2 ≥ R1, so dass für alle λ ∈
∑

π
2
,R2

, τ ∈ I die
Abbildungen

λI +A (τ)Wk
∞

: D
(
A (τ)Wk

∞

)
−→ W k

∞(Rn, E0)
∪ ∪

λI +A (τ)Fk
∞

: D
(
A (τ)Fk

∞

)
−→ Fk∞ (Rn, E0)

bijektiv sind. Daher erhält man wegen der Bemerkung 3.1.1, dass(
λI +A (τ)Fk

∞

)−1
=
(
λI +A (τ)Wk

∞

)−1
auf Fk∞ (Rn, E0) .
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Daraus folgt zusammen mit (3.65) und der Definitionen der Normen ‖·‖Wk
∞

und ‖·‖Fk
∞

die
Behauptung (3.73).

Beweis von a) Ein Beweis für die stetigen Einbettungen in (3.72) führt man analog zum
Beweis von (3.66) und (3.67). Als Beispiel werden wir im Folgenden den ersten Ausdruck in
(3.72) zeigen.

Es ist klar, dass

D (A (τ)BUCk) =
{
u ∈ bk+m∞,∞ (Rn, E1) : ãτ (D)

∣∣∣
bk+m
∞,∞(Rn,E1)

u ∈ BUCk (Rn, E0)
}

,

A (τ)BUCk u = ãτ (D)
∣∣∣
bk+m
∞,∞(Rn,E1)

u für u ∈ D (A (τ)BUCk) .

Daraus ergibt sich sofort D (A (τ)BUCk) ↪→ bk+m∞,∞ (Rn, E1). Nun sei u ∈ bk+m∞,∞ (Rn, E1). Dann
existiert nach Definition eine Folge (ul)l∈N ⊂ Bk+m+1

∞,∞ (Rn, E1) mit ul → u in Bk+m
∞,∞ (Rn, E1).

Außerdem haben wir wegen (3.1), (1.19) und (3.28), dass

ãτ (D)
∣∣∣
bk+m
∞,∞(Rn,E1)

ul = ãτ (D)
∣∣∣
Bk+m+1
∞,∞ (Rn,E1)

ul ∈ Bk+1
∞,∞ (Rn, E1) ↪→ BUCk (Rn, E0) .

Also D (A (τ)BUCk)
d
↪→ bk+m∞,∞ (Rn, E1).

Nun sei u ∈ bk+m∞,1 (Rn, E1). Dann ist u ∈ bk+m∞,∞ (Rn, E1) wegen Satz 1.1.2 f), und nach (3.1),
(1.35), (3.28) ist

ãτ (D)
∣∣∣
bk+m
∞,∞(Rn,E1)

u = ãτ (D)
∣∣∣
bk+m
∞,1 (Rn,E1)

u ∈ bk∞,1 (Rn, E1) ↪→ BUCk (Rn, E0) .

Dies liefert bk∞,1 (Rn, E1) ↪→ D (A (τ)BUCk).
Weiterhin sei u ∈ D (A(τ)BUCk). Dann erhält man nach Definition von D (A(τ)BUCk) für

ein λ ∈ Sθ,ω ⊂ ρ (−A(τ)) wie im Satz 3.2.1, dass

v :=
(
λI + ãτ (D)

∣∣∣
bk+m
∞,∞(Rn,E0)

)
u ∈ BUCk (Rn, E0) .

Da bk∞,1 (Rn, E0)
d
↪→ BUCk (Rn, E0) ist, existiert eine Folge (vl)l∈N ⊂ bk∞,1 (Rn, E0) mit

vl −→ v in BUCk (Rn, E0) . (3.74)

Aber nach Satz 3.2.1 wissen wir, dass

(λI +A(τ)BUCk)−1 =
(
λI + ãτ (D)

∣∣∣
bk+m
∞,∞(Rn,E1)

)−1
∣∣∣∣∣
BUCk(Rn,E0)

: BUCk (E0) −→ BUCk (E0)

stetig ist. Daraus folgt

ul :=
(
λI + ãτ (D)

∣∣∣
bk+m
∞,∞(Rn,E1)

)−1

vl −→ u in BUCk (Rn, E0) . (3.75)
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Auf der anderen Seite erhalten wir nach bk+m∞,1 (Rn, E1) ↪→ bk+m∞,∞ (Rn, E1) (siehe Satz 1.1.2 f))
und der Bemerkung 3.1.1, dass

ul =
(
λI + ãτ (D)

∣∣∣
bk+m
∞,∞(Rn,E1)

)−1

vl =
(
λI + ãτ (D)

∣∣∣
bk+m
∞,1 (Rn,E1)

)−1

vl ∈ bk+m∞,1 (Rn, E1) (3.76)

für alle l ∈ N. Dann folgt aus (3.74)-(3.76), dass eine Folge (ul)l∈N ⊂ b
k+m
∞,1 (Rn, E1) existiert,

so dass

‖u− ul‖D(A(τ)
BUCk ) = ‖u− ul‖BUCk +

∥∥∥∥ ãτ (D)
∣∣∣
bk+m
∞,∞(Rn,E1)

(u− ul)
∥∥∥∥
BUCk

= ‖u− ul‖BUCk + ‖v − λu− vl + λul‖BUCk

≤ (1 + |λ|) ‖u− ul‖BUCk + ‖v − vl‖BUCk −→ 0, wenn l→∞.

Somit ist Bk+m
p,1 (Rn, E1)

d
↪→ D

(
A(τ)Wk

p

)
. �

Mit der Bezeichnung in (3.31) lassen sich der Satz 3.3.3 und sein Korollar in einem Satz
zusammenfassen:

Satz 3.3.4 Seien m > 0, k ∈ N0, Fkp = W k
p für 1 ≤ p < ∞, Fk∞ ∈

{
W k
∞, BUC

k, Ck0 , C
k
b

}
und B wie in (3.31). Wir nehmen im Fall p = ∞ an, dass m > k. Außerdem seien A :=
{aτ : τ ∈ I} ⊂ Sm,ρn (Rn,L (E1, E0)) eine beschränkte Familie von parabolischen Symbolen mit

denselben Konstanten ω > 0 und κ ≥ 1, A(τ) := ãτ (D)
∣∣∣
Bk+m

p,∞ (Rn,E1)
für τ ∈ I und A(τ)Fk

p(Rn,E0)

die Fkp (Rn, E0)−Realisierung von A(τ). Dann gelten:

a)

Bk+m
p,1 (Rn, E1)

d
↪→ D

(
A(τ)Wk

p (Rn,E0)

)
d
↪→ bk+mp,∞ (Rn, E1) , 1 ≤ p <∞, (3.77)

Bk+m
∞,1 (Rn, E1) ↪→ D

(
A(τ)Wk

∞(Rn,E0)

)
↪→ Bk+m

∞,∞ (Rn, E1) , (3.78)

bk+m∞,1 (Rn, E1)
d
↪→ D

(
A(τ)BUCk(Rn,E0)

)
d
↪→ bk+m∞,∞ (Rn, E1) ,

B̊k+m
∞,1 (Rn, E1)

d
↪→ D

(
A(τ)Ck

0 (Rn,E0)

)
d
↪→ B̊k+m

∞,∞ (Rn, E1) ,

Bk+m
∞,1 (Rn, E1) ↪→ D

(
A(τ)Ck

b (Rn,E0)

)
↪→ Bk+m

∞,∞ (Rn, E1) .

(3.79)

b) Ist E1 = E0, so existieren Konstanten M ≥ 1 und R > 0, so dass∥∥∥∥(λI +A(τ)Fk
p(Rn,E0)

)−1
∥∥∥∥
L(Fk

p(Rn,E0))
≤ M

1 + |λ|
für alle λ ∈

∑
π
2
,R

und τ ∈ I,

wobei M und R unabhängig von λ und τ ∈ I sind. Somit erzeugt

−A(τ)Fk
p

: D
(
A(τ)Fk

p

)
−→ Fkp (Rn, E0)

eine analytische Halbgruppe auf Fkp (Rn, E0).



Kapitel 4

Anwendungen

In diesem Kapitel untersuchen wir mittels der Ergebnisse des dritten Kapitels parabolische
Evolutionsgleichungen.

im ersten Abschnitt betrachten wir nicht-autonome, lineare Cauchy-Probleme mit konstan-
ten als auch mit variablen Definitionsbereichen. Danach wird im zweiten Abschnitt semilineare
Cauchy-Probleme studiert. Analysiert wird insbesondere die Existenz und Eindeutigkeit von
Lösungen eines semilinearen elliptischen Differentialgleichungssystems zweiter Ordnung. Zum
Schluss stellen wir im dritten Abschnitt die Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen eines
Koagulations-Fragmentations-Problems mit Diffusion fest.

4.1 Lineare Cauchy-Probleme

Seien T > 0, J := [0, T ] ein abgeschlossenes Intervall in R und t ∈ J . Im Folgenden bezeichnet t

in a (t, ·) ∈ Sm,ρn
1,0

(
Rn
ξ ,L (E1, E0)

)
und in ã(t,D) nur einen Parameter. Ferner betrachten wir in

diesem Abschnitt eine Familie A := {a (t, ·) : t ∈ J} ⊂ Sm,ρn (Rn,L (E1, E0)) von parabolischen
Symbolen mit denselben Konstanten ω > 0 und κ ≥ 1, so dass

J � t 7−→ a (t, ·) ∈ Sm,ρn (Rn,L (E1, E0))

eine hölderstetige Abbildung bezüglich der Symboltopologie ist, und wir wenden die Sätze des
Abschnitts 3.3 an, um Existenz und Eindeutigkeit der Lösungen des Cauchy-Problems{

u̇+A(t)Fk
p
u = f (t) , t ∈ J\ {0} ,
u (0) = u0,

(4.1)

in Fkp (Rn, E0) zu untersuchen. Dabei sind A (t) = ã(t,D), t ∈ J , und f : [0, T ] → Fkp (Rn, E0)
eine gegebene hölderstetige Funktion.

Eine Funktion u ∈ C ([0, T ] , E)∩C1 (]0, T ] , E) heißt klassische Lösung von (4.1) in [0, T ],
wenn u (t) ∈ D

(
A(t)Fk

p

)
und u′ (t) + A (t)Fk

p
u (t) = f (t) für alle t ∈ ]0, T ] und u(0) = u0. Gilt

79
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zusätzlich u ∈ C1 ([0, T ] ;E), dann heißt u strenge Lösung von (4.1). In diesem Fall erhält
man u0 ∈ D

(
A (0)Fk

p

)
.

Im Folgenden seien E0, E1 Banachräume mit E1
d
↪→ E0.

Lemma 4.1.1 Seien α,m, s ∈ R mit 0 < α < 1 und m > 0, p, q ∈ [1,∞], ρn wie in (1.1), A :=
{a (t, ·) : t ∈ J} ⊂ Sm,ρn

1,0 (Rn,L (E1, E0)) eine Familie der parabolischen Symbole mit denselben
Konstanten ω und κ, so dass

t 7−→ a (t, ·) ∈ Cα
(
J, Sm,ρn

1,0 (Rn,L (E1, E0))
)

. (4.2)

Außerdem seien B ∈
{
B, B̊, b

}
und A (t) := ã(t,D)

∣∣∣
Bs+m

p,q (Rn,E1)
für t ∈ J . Dann ist A beschränkt

und
t 7−→ A (t) ∈ Cα

(
J,L

(
Bs+mp,q (Rn, E1),Bsp,q(Rn, E0)

))
.

Beweis. Da die Funktion g : J → R, die durch g(t) := ‖a (t, ·)‖Sm,ρn
1,0 (Rn,L(E1,E0)) t ∈ J

definiert ist, nach Voraussetzung stetig auf dem kompakten Intervall J ist, erhält man sofort,
dass A beschränkt in Sm,ρn

1,0 (Rn,L (E1, E0)) ist.
Nun seien t, t′ ∈ J und dt,t′ (·) := a (t, ·) − a (t′, ·) ∈ Sm,ρn

1,0 (Rn,L (E1, E0)). Dann folgt aus
(3.2) und (4.2), dass∥∥A(t)−A(t′)

∥∥
L(Bs+m

p,q (Rn,E1),Bs
p,q(Rn,E0)) =

∥∥∥∥ ˜dt,t′ (D)
∣∣∣
Bs+m

p,q (Rn,E1)

∥∥∥∥
L(Bs+m

p,q (Rn,E1),Bs
p,q(Rn,E0))

≤ c
∥∥a (t, ·)− a

(
t′, ·
)∥∥
Sm,n+1

1,0 (Rn,L(E1,E0))

≤ cK
∣∣t− t′∣∣α ,

wobei die Konstanten c und K unabhängig von t, t′ sind. �
Beachte, dass das Lemma 4.1.1 wegen (3.47) auch gilt, wenn man dort Sm,ρn

1,0 durch Sm,ρn

ersetzt.
Nun rufen wir die dichten Einbettungen (1.36) in Erinnerung, die in den folgenden Sätzen

eine wichtige Rolle spielen.

Seien p, q ∈ [1,∞], −∞ < s < t < ∞, E0, E1 Banachräume mit E1
d
↪→ E0 und B ∈{

b, B̊;B mit 1 ≤ q <∞
}

. Dann gilt

Btp,q (Rn, E1)
d
↪→ Bsp,q (Rn, E1)

d
↪→ Bsp,q (Rn, E0) . (4.3)

Daraus folgt für alle m > 0, dass

Bm+s
p,q (Rn, E1)

d
↪→ Bsp,q (Rn, E0) . (4.4)

Deswegen nehmen wir zuerst an, dass E1
d
↪→ E0.
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4.1.1 Von t unabhängige Definitionsbereiche D (A(t))

Seien E0, E1 Banachräume mit E1
d
↪→ E0 gegeben.

Satz 4.1.1 Seien α,m, s ∈ R mit 0 < α < 1 und m > 0, p, q ∈ [1,∞], ρn wie in (1.1),
B ∈

{
b, B̊;B mit 1 ≤ q <∞

}
, A := {a (t, ·) : t ∈ J} ⊂ Sm,ρn

1,0 (Rn,L (E1, E0)) eine Familie der
parabolischen Symbole mit denselben Konstanten ω und κ, so dass

t 7−→ a (t, ·) ∈ Cα
(
J, Sm,ρn

1,0 (Rn,L (E1, E0))
)

und seien außerdem A (t) := ã(t,D)
∣∣∣
Bs+m

p,q (Rn,E1)
für t ∈ J , u0 ∈ Bsp,q (Rn, E0) und

f ∈ Cα
(
J,Bsp,q (Rn, E0)

)
. Dann existiert eine Konstante ω̃ > 0, so dass der Operator Ã(t) :=

ω̃I +A (t) für jedes t ∈ J folgendes erfüllt:

a) D
(
Ã(t)

)
·= Bm+s

p,q (Rn, E1) und D
(
Ã(t)

)
d
↪→ Bsp,q (Rn, E0) für alle t ∈ J .

b) Es gibt eine Konstante M ≥ 1, so dass {z ∈ C : Re(z) ≥ 0} ⊂ ρ
(
−Ã(t)

)
und∥∥∥∥(λI + Ã(t)

)−1
∥∥∥∥
L(Bs

p,q(Rn,E0))
≤ M

1 + |λ|
für alle Re(λ) ≥ 0 und t ∈ J .

c) Der Operator Ã (t) Ã (τ)−1 ist hölderstetig in t mit der gleichmäßigen Operatornorm für
jedes τ ∈ J (fest): Es gibt eine Konstante K > 0, so dass∥∥∥Ã (t) Ã (τ)−1 − Ã

(
t′
)
Ã (τ)−1

∥∥∥
L(Bs

p,q(Rn,E0))
≤ K

∣∣t− t′∣∣α für alle t, t′ ∈ J . (4.5)

Somit existiert eine eindeutige Lösung u := u (·, u0, f) des Cauchy-Problems{
u̇+A(t)u = f (t) , t ∈ J\ {0} ,

u (0) = u0,
(4.6)

(wegen der Theoreme 1.2-1.3 in [Ta,60] und der Sätze 4.11-4.12 in [Pou,65]) und1

u ∈ Cα
(
J\ {0} ,Bm+s

p,q (Rn, E1)
)
∩ C1+α

(
J\ {0} ,Bsp,q (Rn, E0)

)
.

Genauer ist u(t) = eω̃tv(t), wobei

v ∈ Cα
(
J\ {0} ,Bm+s

p,q (Rn, E1)
)
∩ C1+α

(
J\ {0} ,Bsp,q (Rn, E0)

)
die eindeutige Lösung des Problems{

u̇+ Ã (t)u = e−ω̃tf (t) , t ∈ J\ {0} ,
u(0) = u0,

(4.7)

ist. Die Funktion u ist eine strenge Lösung von (4.6), wenn u0 ∈ Bm+s
p,q (Rn, E1).

1w ∈ Cα (J\ {0} , E) bedeutet, dass w ∈ Cα ([ε, T ] , E) für alle 0 < ε < T .



82 Kapitel 4. Anwendungen

Beweis. Nach Korollar 3.1.2 erhalten wir, dass von t unabhängige Konstanten ω ≥ 0 und
β ∈

]
π
2 , π

[
existieren, so dass Sβ,ω ⊂ ρ (−A (t)) für alle t ∈ J. Wir werden für ein festes ω̃ ≥ ω

zeigen, dass der Operator Ã(t) := ω̃I +A (t), t ∈ J , die Aussagen a)− c) erfüllt.
Die Aussage a) folgt aus der Definition von Ã und (4.4). b) folgt aus dem Korollar 3.1.2. Es

bleibt nur (4.5) zu zeigen. Dafür seien τ, t, t′ ∈ J und u ∈ Bsp,q (Rn, E0). Dann gilt nach Lemma
4.1.1 und Satz 3.1.2, dass∥∥∥[Ã (t) Ã (τ)−1 − Ã

(
t′
)
Ã (τ)−1

]
u
∥∥∥
Bs

p,q(Rn,E0)
=
∥∥∥[Ã (t)− Ã

(
t′
)] (

Ã (τ)−1 u
)∥∥∥

Bs
p,q(Rn,E0)

≤ K
∣∣t− t′∣∣α ∥∥∥Ã (τ)−1 u

∥∥∥
Bs+m

p,q (Rn,E0)

≤ Kc (κ)
∣∣t− t′∣∣α ‖u‖Bs

p,q(Rn,E0) ,

wobei die Konstanten K und c (κ) unabhängig von τ, t, t′ ∈ J sind. Somit ist (4.5) bewiesen. �

Bemerkung 4.1.1 Seien die Voraussetzungen wie im Satz 4.1.1 gegeben, aber mit E1 ↪→ E0

und B ∈
{
b, B̊, B

}
. Dann erhält man: a′) D (A (t)) ·= Bs+mp,q (Rn, E1) ↪→ Bsp,q (Rn, E0) für alle

t ∈ J und b), c) wie im Satz 4.1.1. Daraus folgen zusammen mit den Theoremen 4.1, 4.3, 5.1
und 5.4 in [Acq-Te,85]:

i) Ist u0 ∈ Bs+mp,q (Rn, E1)
Bs

p,q(Rn,E0)
, so hat das Problem (4.6) eine eindeutige Lösung u in

Cα
(
J\ {0} ,Bm+s

p,q (Rn, E1)
)
∩ C1+α

(
J\ {0} ,Bsp,q (Rn, E0)

)
.

ii) Sind u0 ∈ Bs+mp,q (Rn, E1) und A (0)u0 + f (0) ∈ Bs+mp,q (Rn, E1)
Bs

p,q(Rn,E0)
, so ist dann u

eine strenge Lösung.

4.1.2 Variable Definitionsbereiche D (A(t))

Wir werden nun den Satz 3.3.3 und das Korollar 3.3.1 anwenden, um Existenz und Eindeu-
tigkeit der Lösungen des Cauchy-Problems (4.1) auf W k

p (Rn, E0) falls 1 ≤ p < ∞ und auf
BUCk (Rn, E0) falls p =∞ zu erhalten. Im Gegensatz zum obigen Fall (D (A (t)) = Bs+mp,q (Rn, E1)
für alle t ∈ J) stehen uns lediglich (3.77) und (3.79) zur Verfügung, das heißt

Bk+m
p,1 (Rn, E1)

d
↪→ D

(
A(τ)Wk

p (Rn,E0)

)
d
↪→ bk+mp,∞ (Rn, E1) , 1 ≤ p <∞,

bk+m∞,1 (Rn, E1)
d
↪→ D

(
A(τ)BUCk(Rn,E0)

)
d
↪→ bk+m∞,∞ (Rn, E1) .

In diesem Fall verwenden wir ein in [Am,95; Chapter IV, Theorem 2.5.1]2 bewiesenes Theorem
über die Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen des Cauchy Problems (4.1), wobei D (A (t))
variabel sein kann.

2Beachte, dass die reelle Interpolation (·, ·)θ,q für 1 ≤ q < ∞ eine “zulässige” Interpolation ist. Dazu siehe
§2.11 in [Am,95].
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Satz 4.1.2 Seien (A (t))t∈J eine Familie von Operatoren in einem Banachraum E0 mit Defini-
tionsbereich E1 (t) := D (A (t)) für t ∈ J , so dass

a) E1(t)
d
↪→ E0 für alle t ∈ J .

b) {z ∈ C : Re(z) ≥ 0} ⊂ ρ (−A(t)) und es gibt eine Konstante M ≥ 1, so dass∥∥∥(λI +A(t))−1
∥∥∥
L(E0)

≤ M

1 + |λ|
für alle Re(λ) ≥ 0 und t ∈ J .

c) Es gibt Konstanten θ ∈ ]0, 1[, q ∈ [1,∞[, κ ≥ 1 und einen Banachraum Eθ,q :=
(
Eθ,q; ‖·‖θ,q

)
,

so dass
Eθ,q

·= (E0,E1(t))θ,q =: Eθ,q (t)

und
κ−1 ‖x‖θ,q ≤ ‖x‖Eθ,q(t) ≤ κ ‖x‖θ,q

für alle x ∈ Eθ,q und t ∈ J.

d) Es gibt Konstanten ρ ∈ ]1− θ, 1[ und η > 0, so dass t 7−→ A−1 (t) ∈ Cρ (J,L (E0,Eθ,q))
und

sup
t,t′∈J, t 6=t′

∥∥A−1 (t)−A−1 (t′)
∥∥
L(E0,Eθ,q)

|t− t′|ρ

 ≤ η.
Außerdem seien u0 ∈ E0, F = (E0,Eθ,q)θ̃,r für ein θ̃ ∈ ]0, 1[, r ∈ [1,∞[ und

f ∈ Cσ (J,E0) + C (J, F )

für ein σ ∈ ]0, 1[. Dann hat das Cauchy-Problem{
u̇+A (t)u = f (t) , t ∈ J\ {0} ,

u(0) = u0,

eine eindeutige Lösung
u ∈ C (J,E0) ∩ C1 (J\ {0} ,E0) .

Ist u0 ∈ (E0,Eθ,q)β′,q′ für ein β′ ∈ ]0, 1[ und ein q′ ∈ [1,∞[ , so ist

u ∈ C
(
J, (E0,Eθ,q)β′,q′

)
.

Ferner ist u eine strenge Lösung, wenn u0 ∈ D (A (0)) .

Beweis. Siehe [Am,95] Theorem 2.5.1 in Chapter IV. �
Nun nehmen wir im Folgenden E1 = E0 an.
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Lemma 4.1.2 Seien α,m ∈ R mit 0 < α < 1 und m > 0, p ∈ [1,∞], A := {a (t, ·) : t ∈ J} ⊂
Sm,ρn (Rn,L (E0)) eine Familie der parabolischen Symbole mit denselben Konstanten ω und κ,
so dass

t 7−→ a (t, ·) ∈ Cα (J, Sm,ρn (Rn,L (E0))) .

Außerdem seien k ∈ N0, Fkp = W k
p für 1 ≤ p < ∞, Fk∞ = B ∪ Ck (in diesem Fall p = ∞ wird

m > k angenommen), B wie in (3.31) und A (t) := ã(t,D)
∣∣∣
Bk+m

p,∞ (Rn,E0)
für t ∈ J . Dann existiert

eine von t unabhängige Konstante ω̃ > 0, so dass der Operator Ã(t) := ω̃I + A (t)Fk
p
, t ∈ J ,

erfüllt:

a) E1(t) := D
(
Ã(t)

)
d
↪→ Fkp (Rn, E0) := E0 für alle t ∈ J .

b) Es gibt eine Konstante M ≥ 1, so dass {z ∈ C : Re(z) ≥ 0} ⊂ ρ
(
−Ã(t)

)
und

∥∥∥∥(λI + Ã(t)
)−1

∥∥∥∥
L(E0)

≤ M

1 + |λ|
für alle Re(λ) ≥ 0 und t ∈ J.

c) Für jedes p, q ∈ [1,∞] und θ ∈ ]0, 1[ existiert eine Konstante κ > 0, so dass

Eθ,q := Bk+θm
p,q (Rn, E0)

·= (E0,E1(t))θ,q für alle t ∈ J (4.8)

und
κ−1 ‖x‖θ,q ≤ ‖x‖(E0,E1(t))θ,q

≤ κ ‖x‖θ,q

für alle x ∈
(
Eθ,q; ‖·‖θ,q

)
und t ∈ J .

d) Für jedes θ ∈ ]0, 1[ , p, q, r ∈ [1,∞], γ ∈ ]0, θm[ und θ̃ := γ
mθ gilt

Bk+γ
p,r (Rn, E0)

·= (E0,Eθ,q)θ̃,r .

e) Für jedes θ ∈ ]0, 1[ und jedes q ∈ [1,∞] gibt es eine Konstante η > 0, so dass

t 7−→ Ã−1 (t) ∈ Cα (J,L (E0,Eθ,q)) (4.9)

und

sup
t,t′∈J, t 6=t′


∥∥∥Ã−1 (t)− Ã−1 (t′)

∥∥∥
L(E0,Eθ,q)

|t− t′|α

 ≤ η. (4.10)
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Beweis. Nach Satz 3.3.3 und Korollar 3.3.1 erhalten wir, dass von t unabhängige Konstanten
ω ≥ 0 und β ∈

]
π
2 , π

[
existieren, so dass Sβ,ω ⊂ ρ

(
−A (t)Fk

p

)
für alle t ∈ J. Wir werden für ein

festes ω̃ ≥ ω zeigen, dass der Operator Ã(t) := ω̃I +A (t)Fk
p
, t ∈ J , die Aussagen a)− e) erfüllt.

Aus Satz 3.3.3, Korollar 3.3.1, (1.28), Satz 1.1.2 a) und (3.32) folgen a), b) und

Bk+m
p,1 (Rn, E0) ↪→ D

(
A (t)Fk

p

)
↪→ Bk+m

p,∞ (Rn, E0) ,

Bk
p,1 (Rn, E0) ↪→ Fkp (Rn, E0) ↪→ Bk

p,∞ (Rn, E0)

für alle t ∈ J und p ∈ [1,∞]. Daher und aufgrund vom Satz 1.1.3 d) und (1.45) erhält man für
jedes θ ∈ ]0, 1[ und p, q ∈ [1,∞], t ∈ J :(

Fkp (Rn, E0) , D
(
Ã (t)

))
θ,q

·= Bk+θm
p,q (Rn, E0) .

Somit erfüllt Ã die Aussage c).
Die Aussage d) folgt aus

Bk
p,1 ↪→ Fkp ↪→ Bk

p,∞, Bk+θm
p,1 ↪→ Bk+θm

p,q ↪→ Bk+θm
p,∞ ∀p, q ∈ [1,∞]

und aus dem Satz 1.1.3d), denn

(E0,Eθ,q)θ̃,r =
(
Fkp, B

k+θm
p,q

)
θ̃,r

·=
(
Bk
p,1, B

k+θm
p,1

)
θ̃,r

·= B
(1−θ̃)k+θ̃(k+θm)
p,r = Bk+γ

p,r

für θ̃ = γ
mθ .

Nun zeigen wir e). Man hat nach Fkp (Rn, E0) ↪→ Bk
p,∞ (Rn, E0) für alle p ∈ [1,∞], dass

∥∥∥Ã (t)−1
∥∥∥
L(Fk

p ,B
k+θm
p,∞ )

≤ c1

∥∥∥∥∥
(
ω̃I + ã(t,D)

∣∣∣
Bk+m

p,∞

)−1
∥∥∥∥∥
L(Bk

p,∞,B
k+θm
p,∞ )

(4.11)

für alle t ∈ J , wobei c1 eine Konstante unabhängig von t ist. Außerdem existieren von t un-
abhängige Konstanten c2 > 0, M und R ≥ 0 (wegen des Satzes 3.1.2 und Bk+m

p,∞ (Rn, E0) ↪→
Bk+θm
p,∞ (Rn, E0)), so dass∥∥∥∥∥

(
λI + ã(t,D)

∣∣∣
Bk+m

p,∞

)−1
∥∥∥∥∥
L

(
Bk

p,∞,B
k+jm
p,∞

) ≤ c2M (4.12)

für alle λ ∈
∑

π
2
,R, t ∈ J und j = θ, 1.
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Jetzt wählen wir ein ω̃ ≥ R (also ω̃ ∈
∑

π
2
,R). Dann erhalten wir für alle t, t′ ∈ J , dass∥∥∥Ã (t)−1 − Ã

(
t′
)−1
∥∥∥
L(Fk

p ,B
k+θm
p,∞ )

≤ c1

∥∥∥∥∥
(
ω̃I + ã(t,D)

∣∣∣
Bk+m

p,∞

)−1

−
(
ω̃I + ã(t′, D)

∣∣∣
Bk+m

p,∞

)−1
∥∥∥∥∥
L(Bk

p,∞,B
k+θm
p,∞ )

, (wie in (4.11))

≤ c1

∥∥∥∥∥
(
ω̃I + ã(t,D)

∣∣∣
Bk+m

p,∞

)−1
∥∥∥∥∥
L(Bk

p,∞,B
k+θm
p,∞ )

∥∥∥∥ ã(t,D)
∣∣∣
Bk+m

p,∞
− ã(t′, D)

∣∣∣
Bk+m

p,∞

∥∥∥∥
L(Bk+m

p,∞ ,Bk
p,∞)

·

∥∥∥∥∥
(
ω̃I + ã(t′, D)

∣∣∣
Bk+m

p,∞

)−1
∥∥∥∥∥
L(Bk

p,∞,B
k+m
p,∞ )

≤ c1 (c2M)2
∥∥∥∥ ã(t,D)

∣∣∣
Bk+m

p,∞
− ã(t′, D)

∣∣∣
Bk+m

p,∞

∥∥∥∥
L(Bk+m

p,∞ ,Bk
p,∞)

(nach (4.12))

≤ η∞
∣∣t− t′∣∣α (wegen der Bemerkung des Lemmas 4.1.1).

Dabei ist η∞ := c1 (c2M)2K eine Konstante unabhängig von t. Somit ist (4.10) für q =∞ und
alle θ ∈ ]0, 1[ gezeigt.

Nun sei ein θ′ ∈ R mit 0 < θ < θ′ < 1. Dann gilt für alle q ∈ [1,∞] nach (1.19), dass
Bk+θ′m
p,∞ (Rn, E0) ↪→ Bk+θm

p,q (Rn, E0). Daraus folgt

sup
t,t′∈J, t6=t′


∥∥∥Ã−1 (t)− Ã−1 (t′)

∥∥∥
L(E0,Eθ,q)

|t− t′|α

 = sup
t,t′∈J, t6=t′


∥∥∥Ã−1 (t)− Ã−1 (t′)

∥∥∥
L(E0,B

k+θm
p,q )

|t− t′|α



≤ sup
t,t′∈J, t6=t′


c
∥∥∥Ã−1 (t)− Ã−1 (t′)

∥∥∥
L

(
E0,B

k+θ′m
p,∞

)
|t− t′|α



= c sup
t,t′∈J, t6=t′


∥∥∥Ã−1 (t)− Ã−1 (t′)

∥∥∥
L(E0,Eθ′,∞)

|t− t′|α


≤ cη∞ =: η

und somit ist e) bewiesen. �

Satz 4.1.3 Seien α,m, T ∈ R+ mit 0 < α < 1, p ∈ [1,∞], θ ∈ ]1− α, 1[, ρn wie in (1.1),
J = [0, T ], A := {a (t, ·) : t ∈ J} ⊂ Sm,ρn (Rn,L (E0)) eine Familie der parabolischen Symbole
mit denselben Konstanten ω und κ, so dass

t 7−→ a (t, ·) ∈ Cα (J, Sm,ρn (Rn,L (E0))) .
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Ferner seien k ∈ N0, Fkp = W k
p für 1 ≤ p < ∞, Fk∞ = BUCk (in diesem Fall, p = ∞, wird

m > k angenommen), B wie in (3.31) und A (t) := ã(t,D)
∣∣∣
Bk+m

p,∞ (Rn,E0)
für t ∈ J . Weiterhin

seien u0 ∈ Fkp (Rn, E0) und

f ∈ Cσ
(
J,Fkp (Rn, E0)

)
+ C

(
J,Bk+γ

p,r (Rn, E0)
)

für ein σ ∈ ]0, 1[, r ∈ [1,∞[ und γ ∈ ]0, θm[. Dann hat das Cauchy-Problem{
u̇+A (t)Fk

p
u = f (t) , t ∈ J\ {0} ,
u(0) = u0,

(4.13)

eine eindeutige Lösung

u ∈ C
(
J,Fkp (Rn, E0)

)
∩ C1

(
J\ {0} ,Fkp (Rn, E0)

)
.

Ist u0 ∈ Bk+mθβ
p,q′ (Rn, E0) für ein 0 < β < 1 und ein q′ ∈ [1,∞[, dann

u ∈ C
(
J,Bk+mθβ

p,q′ (Rn, E0)
)

.

Außerdem ist u eine strenge Lösung, wenn u0 ∈ D
(
A (0)Fk

p

)
.

Beweis. Nach dem Lemma 4.1.2 und dem Satz 4.1.2 existiert eine eindeutige Lösung

v ∈ C
(
J,Fkp (Rn, E0)

)
∩ C1

(
J\ {0} ,Fkp (Rn, E0)

)
des Problems {

u̇+ Ã (t)u = e−ω̃tf (t) , t ∈ J\ {0} ,
u(0) = u0.

Dabei ist Ã (t) wie im Beweis des Lemmas 4.1.2.
Nun seien 0 < β < 1 und q′ ∈ [1,∞[. Dann gilt nach den Voraussetzungen, dass γ′ := mθβ <

mθ, und deswegen ist γ′ ∈ ]0, θm[. Damit folgt aus dem Lemma 4.1.2d), dass

Bk+mθβ
p,q′ (Rn, E0) = Bk+γ′

p,q′ (Rn, E0)
·= (E0,Eθ,q)β,q′ .

Also liefert der Satz 4.1.2, dass v ∈ C
(
J,Bk+mθβ

p,q′ (Rn, E0)
)
, wenn u0 ∈ Bk+mθβ

p,q′ (Rn, E0) und v

eine strenge Lösung ist, wenn u0 ∈ D
(
Ã (0)

)
= D

(
A (0)Fk

p

)
. Somit ist

u(t) := eω̃tv(t)

die einzige Lösung von (4.13), die alle gewünschten Eigenschaften dieses Satzes besitzt. �
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Bemerkung 4.1.2 Wenn E0 = E1, Fkp = W k
p für 1 ≤ p <∞, Fk∞ ∈

{
BUCk, Ck0 , C

k
b ,W

k
∞
}

und
B wie in (3.31) sind, dann erhält man

D
(
A(t)Fk

p

)
↪→ Fkp (Rn, E0)

statt a) im Lemma 4.1.2. In diesem Fall kann man die Theorie über lineare und parabolische
Gleichungen in Banachräumen mit nicht dichten Definitionsbereichen anwenden. Dazu siehe z.
B. [Acq-Te,86,87] und [Ya,89,90].

4.1.3 Beispiel

Seien k ∈ N0, 1 ≤ p <∞, σ ∈ ]0, 1[, u0 ∈ W k
p (R) = W k

p (R,C), f ∈ Cσ
(
[0, 1] ,W k

p (R)
)
, b ∈ R,

b ≥ 0 und wir betrachten das Cauchy-Problem{
u̇−4xu+ b sin(t)u = f(t, x), (t, x) ∈ (0, 1]× R,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R,
(4.14)

auf W k
p (R). Mit Hilfe des Satzes 4.1.3 werden wir die Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen

dieses Problems zeigen.
Dabei sind E0 = E1 = C, Fkp = W k

p , B = B̊, n = 1 und ρn = 2. In diesem Augenblick seien
IC : C −→ C die identische Abbildung und a : [0, 1]× R −→L (C) eine Funktion, die durch

a (t, ξ) :=
[
ξ2 + b sin (t)

]
IC, (t, ξ) ∈ [0, 1]× R,

definiert ist. Es ist klar, dass a (t, ·) ∈ S2,l (R,L (C)) für alle t ∈ [0, 1] und l ∈ N, nämlich

‖a (t, ·)‖S2,l(R,L(C)) = max
|α|≤l

sup
ξ∈R

∣∣∣〈ξ〉|α|−2 ∂αξ
[
ξ2
]∣∣∣+ |b| ≤ 2 + |b| für alle t ∈ [0, 1] .

Dabei beachte, dass a0 (t, ξ) := ξ2 der Hauptteil von a (t, ·) ist. Außerdem gilt für jedes t ∈ [0, 1]

a (t,D) = −4+ b sin(t)IC auf S (R)

(dazu siehe Definition 2.2.1). Weil
{
u ∈ S (R) : ‖·‖Bk+2

p,∞(R)

}‖·‖
Bk+2

p,∞(R)
= B̊k+2

p,∞ (R) ↪→ S ′ (R),

müssen die Operatoren H(t) := ã (t,D)
∣∣∣
B̊k+2

p,∞(R)
und −4 + b sin(t)IC im Distributionensinne

zusammenfallen. Nun sei A(t), t ∈ [0, 1], die W k
p−Realisierung von H(t) in W k

p (R), das heißt{
D (A(t)) =

{
u ∈ B̊k+2

p,∞ (R) : H(t)u ∈W k
p (R)

}
,

A(t)u := H(t)u, u ∈ D (A(t)) .

Dann ist {
u̇+A(t)u = F (t), t ∈ (0, 1] ,

u(0) = u0,



4.1. Lineare Cauchy-Probleme 89

das entsprechende abstrakte Cauchy-Problem von (4.14) mit

[t 7→ F (t) := f (t, ·)] ∈ Cσ
(
[0, 1] ,W k

p (R)
)
.

Zum Schluss zeigen wir, dass A := {a (t, ·) : t ∈ [0, 1]} ⊂ S2,2 (R,L (C)) eine Familie der parabo-
lischen Symbole mit denselben Konstanten ω und κ ist, und

t 7→ a (t, ·) ∈ CαL
(
[0, 1] , S2,2 (R,L (C))

)
(4.15)

für alle α ∈ ]0, 1[.
Es gibt eine Konstante ω > 0, so dass

ξ4 + µ4 ≥ 2ξ2 + 2µ2 + 1 für alle |ξ, µ| ≥ ω.

Weil ξ4 + µ4 ≥ 2ξ2µ2 für alle ξ, µ ∈ R gilt, ist

ξ4 + µ4 =
1
3
[
3
(
ξ4 + µ4

)]
≥ 1

3
[(
ξ4 + µ4

)
+
(
2ξ2 + 2µ2 + 1

)
+
(
ξ4 + µ4

)]
≥ 1

3
[
ξ4 + µ4 + 2ξ2 + 2µ2 + 2ξ2µ2 + 1

]
=

1
3
(
ξ2 + µ2 + 1

)2 für alle |ξ, µ| ≥ ω.

Daher folgt für alle t ∈ [0, 1], θ ∈
[
−π

2 ,
π
2

]
(also cos θ ≥ 0) und alle |ξ, µ| ≥ ω, dass∣∣∣µ2eiθ + ξ2

∣∣∣ =√(µ2eiθ + ξ2) (µ2e−iθ + ξ2)

=
√
ξ4 + µ4 + 2ξ2µ2 cos θ

≥
√
ξ4 + µ4

≥ 1√
3

(
1 + ξ2 + µ2

)
=

1√
3
〈ξ, µ〉2 .

Also ist A := {a (t, ·) : t ∈ [0, 1]} ⊂ S2,2 (R,L (C)) eine Familie der parabolischen Symbole mit
denselben Konstanten ω und κ :=

√
3, denn∥∥∥∥[µ2eiθIC + a0(t, ξ)
]−1
∥∥∥∥
L(C)

=
∣∣∣∣[µ2eiθ + ξ2

]−1
∣∣∣∣ ≤ κ 〈ξ, µ〉−2

für alle |ξ, µ| ≥ ω, θ ∈
[
−π

2 ,
π
2

]
und t ∈ [0, 1].

Außerdem erhält man für alle α ∈ ]0, 1[ und alle t, t′ ∈ [0, 1], dass∥∥a(t, ·)− a(t′, ·)∥∥
S2,2(R,L(C))

≤ |b|
∣∣sin(t)− sin(t′)

∣∣
≤ |b|

(
sup
β∈[0,1]

|cos(β)|

)∣∣t− t′∣∣ ≤ |b| ∣∣t− t′∣∣α ,

also gilt (4.15). Dann folgt aus dem Satz 4.1.3, dass das Cauchy-Problem (4.14) eine eindeutige
Lösung u ∈ C

(
[0, 1] ,W k

p (R)
)
∩C1

(
]0, 1] ,W k

p (R)
)

besitzt.
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4.2 Semilineare Cauchy-Probleme

4.2.1 Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen des semilinearen Cauchy-
Problems

In diesem Abschnitt bezeichnen E0, E1 Banachräume mit E1
d
↪→ E0 und (E0,E1)θ,r einen reellen

Interpolationsraum zwischen E0 und E1 für 0 < θ < 1 und 1 ≤ r < ∞. Ist eine Funktion
u : E1 → E0 Fréchet-differenzierbar, dann sagt man u ∈ C1 (E1,E0), wenn deren Fréchet-
Ableitung Du : E1 → L (E1,E0) stetig ist. Induktiv definiert man Ck (E1,E0) für k ∈ N und
C∞ (E1,E0) durch

⋂
k∈N Ck (E1,E0). Nun definiert man zu k ∈ N0, u ∈ Ck (E1,E0) und einer

beschränkten Teilmenge B ⊂ E1

pk,B(u) := max
r≤k

sup
x∈B
‖Dru(x)‖

und den lokal konvexen Raum

Ck
b (E1,E0) :=

{
u ∈ Ck (E1,E0) : pk,B(u) <∞ ∀B ⊂ E1 beschränkt

}
mit der Topologie, die von der Familie der Halbnormen {pk,B : B ⊂ E1 beschränkt} induziert ist.
Dabei bezeichnen D0u := u und C0 (E1,E0) := C (E1,E0).

Weiterhin sei C∞
b (E1,E0) := ∩k∈N0C

k
b (E1,E0) mit der von der Familie der Halbnormen

{pk,B : k ∈ N0, B ⊂ E1 beschränkt} induzierten Topologie. Darüber hinaus definieren wir zu ei-
ner Funktion u : E1 → E0 und zu einer beschränkten Teilmenge B ⊂ E1

pB (u) := sup
x∈B
‖u (x)‖E0

+ sup
x,y∈B
x 6=y

‖u (x)− u (y)‖E0

‖x− y‖E1

und

C1
b (E1,E0) := {u : E1 −→ E0 : pB (u) <∞ für alle B ⊂ E1 beschränkt} .

Mit der Familie von Halbnormen {pB : B ⊂ E1 beschränkt} ist C1
b (E1,E0) ein lokal konvexer

Raum. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist

C1
b (E1,E0) ↪→ C1

b (E1,E0) .

Nun seien T > 0, J = [0, T ], X ein lokal konvexer Raum, dessen Topologie von der Familie der
Halbnormen P induziert ist, und 0 < α < 1. Dann definieren wir für eine Funktion u : J −→ X,
T̃ ∈ J und p ∈ P

pα,T̃ (u) := max
0≤t≤T̃

p (u (t)) + sup
0≤s<t≤T̃

p (u (s)− u (t))
|s− t|α

und den lokal konvexen Raum

Cα (J,X) :=
{
u : J −→ X : pα,T̃ (u) <∞ für alle T̃ ∈ J und p ∈ P

}
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mit der Topologie, die die Familie der Halbnormen
{
pα,T̃ : T̃ ∈ J und p ∈ P

}
erzeugt.

Mit den obigen Definitionen lässt sich jetzt ein Resultat über Existenz und Eindeutigkeit von
Lösungen des semilinearen Cauchy-Problems formulieren. Im Folgenden bezeichnet J̊ := (0, T ].

Satz 4.2.1 Seien r ∈ [1,∞), 0 < ρ ≤ γ < β < 1, θ ∈ {β, γ, ρ}, E1
d
↪→ E0 und

Eθ,r := (E0,E1)θ,r .

Außerdem nehmen wir an, dass −A (t) : E1 → E0 eine stark stetige und analytische Halbgruppe
auf E0 erzeugt, und

[t 7−→ A (t)] ∈ Cα (J,L (E1,E0)) ,

[t 7−→ g (t, ·)] ∈ Cα
(
J,C1

b (Eγ ,Eρ)
)

für ein α ∈ (0, 1).
Ist u0 ∈ Eβ,r gegeben, so hat das Anfangswertproblem{

u̇+A (t)u = g (t, u) , t ∈ J̊ ,
u (0) = u0,

(4.16)

eine eindeutig maximale Lösung

u (·, u0) := u (·, u0, A, g) ∈ C (J (u0) ,Eβ,r) ∩ C
(
J̊ (u0) ,E1

)
∩ C1

(
J̊ (u0) ,E0

)
.

Das maximale Intervall der Existenz, J (u0) := J (u0, A, g), ist offen in J . Ist

sup
t∈J(u0)∩[0,T̃ ]

‖u (t, u0)‖Eβ,r
<∞

für jedes T̃ ∈ J , so ist u (·, u0) eine globale Lösung, das heißt J (u0) = J . Außerdem gibt es
für jedes T̃ ∈ J̊ (u0) eine Umgebung U von (u0, A, g) in

Eβ,r × Cα (J,L (E1,E0))×Cα
(
J,C1

b (Eγ ,Eρ)
)
,

so dass
[
0, T̃

]
⊂ J

(
ũ0, Ã, g̃

)
für

(
ũ0, Ã, g̃

)
∈ U und

u
(
·, ũ0, Ã, g̃

)
−→ u (·, u0, A, g) in C

([
0, T̃

]
,Eβ,r

)
,

wenn
(
ũ0, Ã, g̃

)
−→ (u0, A, g) in U .

Beweis. Siehe [Am,00] Theorem 5.1. �
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4.2.2 Elliptische Differentialoperatoren

Eine Anwendung des Satzes 4.2.1 auf einer Familie der elliptischen Differentialoperatoren wird
durch ein Beispiel im nächsten Abschnitt eingeführt. Aus diesem Grund geben wir in diesem
Paragraphen einige Definitionen und Eigenschaften der elliptischen Differentialoperatoren wie-
der, die man in [Am,01] Sektion 3 finden kann. Insbesondere wird im Satz 4.2.2 gezeigt, dass das
Symbol eines normal-elliptischen Differentialoperators mit konstanten Koeffizienten parabolisch
ist.

Seien E0, E1 Banachräume mit E1 ↪→ E0, m ∈ N und aα : Rn → L (E1, E0) für |α| ≤ m.
Dann ist

P := P (x,Dx) :=
∑
|α|≤m

aα (x)Dα
x (4.17)

ein linearer Differentialoperator auf Rn mit L (E1, E0)−vektorwertigen Koeffizienten. Wir
nennen p0 : Rn

x × Rn
ξ → L (E1, E0),

p0 (x, ξ) :=
∑
|α|=m

aα (x) ξα, (4.18)

das Hauptsymbol von P .
Für θ ∈ [0, π] sei

∑
θ := {λ ∈ C : |arg λ| ≤ θ} ∪ {0}. Sind κ ≥ 1 und θ ∈ [0, π) gegeben, so

wird der Differentialoperator P (κ, θ)−elliptisch genannt, wenn

[λI + p0 (x, ξ)]−1 ∈ L (E0, E1) und
∥∥∥[λI + p0 (x, ξ)]−1

∥∥∥
L(E0,E1)

≤ κ

1 + |λ|
(4.19)

für alle λ ∈
∑

θ und (x, ξ) ∈ Rn
x × Rn

ξ mit |ξ| = 1.
Der Operator P heißt θ−elliptisch, wenn er (κ, θ)−elliptisch für ein κ ≥ 1 ist, und normal-

elliptisch, wenn er π
2−elliptisch ist.

Bemerkung 4.2.1 ([Am,01], Remarks 3.1) Sei P wie in (4.17). Dann gelten:

a) Die Bedingung (4.19) ist äquivalent zu

[λI + p0 (x, ξ)]−1 ∈ L (E0, E1) und
∥∥∥[λI + p0 (x, ξ)]−1

∥∥∥
L(E0,E1)

≤ κ

|ξ|m + |λ|
für alle λ ∈

∑
θ und (x, ξ) ∈ Rn

x × Rn
ξ mit ξ 6= 0.

b) Ist P normal-elliptisch, so ist m gerade.

Satz 4.2.2 Seien P ein normal-elliptischer Differentialoperator (genau genommen (κ, π/2)-
elliptisch) mit konstanten Koeffizienten, das heißt aα (x) = aα ∈ L (E1, E0) für alle x ∈ Rn

und |α| ≤ m, und sei Mm := max {‖aα‖ : |α| ≤ m}. Dann ist

p (ξ) :=
∑
|α|≤m

aαξ
α ∈ Sm,ρn

1,0 (Rn,L (E1, E0))

ein parabolisches Symbol mit Konstanten ω := ω (κ,Mm) > 0 und κ0 := κ0 (κ,m) > 1. Darüber
hinaus ist p parabolisch in Sm,ρn (Rn,L (E1, E0)) mit Konstanten ω und κ.
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Beweis. Seien p0 (ξ) :=
∑

|α|=m aαξ
α und q (ξ) := p (ξ) − p0 (ξ) für ξ ∈ Rn, wobei p0 das

Hauptsymbol von P ist. Dann gilt für alle ξ ∈ Rn:

‖q (ξ)‖L(E1,E0) ≤ (max {‖aα‖ : |α| ≤ m})
∑

|α|≤m−1

|ξ||α| ≤ c (Mm) max
{

1, |ξ|m−1
}

.

Daher und aufgrund der Bemerkung 4.2.1 a) erhält man∥∥∥q (ξ) (λI + p0 (ξ))−1
∥∥∥
L(E0)

≤ ‖q (ξ)‖L(E1,E0)

∥∥∥(λI + p0 (ξ))−1
∥∥∥
L(E0,E1)

≤
κc (Mm) max

{
1, |ξ|m−1

}
|ξ|m + |λ|

für alle 0 6= ξ ∈ Rn und λ ∈
∑

π
2
.

Nun seien µ ≥ 0, θ ∈
[
−π

2 ,
π
2

]
und λ := µmeθi ∈

∑
π
2
. Da

lim
|ξ,µ|→∞

κc (Mm) max
{

1, |ξ|m−1
}

|ξ|m + µm
= 0 gilt,

gibt es eine Konstante ω1 := ω1 (κ,Mm) > 1 so groß genügt, dass

κc (Mm) max
{

1, |ξ|m−1
}

|ξ|m + µm
<

1
2
∀ |ξ, µ| ≥ ω1.

Daher erhält man
∥∥∥q (ξ)

(
µmeθiI + p0 (ξ)

)−1
∥∥∥
L(E0)

≤ 1
2 für alle |ξ, µ| ≥ ω1 und θ ∈

[
−π

2 ,
π
2

]
.

Dann folgt aus

µmeθiI + p (ξ) =
[
I + q (ξ)

(
µmeθiI + p0 (ξ)

)−1
](
µmeθiI + p0 (ξ)

)
und aus dem Satz von Neumann, dass

(
µmeθiI + p (ξ)

)−1 ∈ L (E0, E1) und∥∥∥∥(µmeθiI + p (ξ)
)−1

∥∥∥∥
L(E0,E1)

≤ 2
∥∥∥∥(µmeθiI + p0 (ξ)

)−1
∥∥∥∥
L(E0,E1)

(4.20)

≤ 2κ
|ξ|m + µm

für alle |ξ, µ| ≥ ω1 und θ ∈
[
−π

2 ,
π
2

]
.
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Nun seien ξ ∈ Rn, µ > 0 mit |ξ, µ| =
√
|ξ|2 + µ2 > ω1 > 1. Dann ist 2

(
|ξ|2 + µ2

)
≥

|ξ|2 + µ2 + 1 und somit

〈ξ, µ〉m =
(
1 + |ξ|2 + µ2

)m
2

≤ 2
m
2

(
|ξ|2 + µ2

)m
2

= 2
m
2

m
2∑
j=0

(m
2

j

)
|ξ|2j µ2(m

2
−j),

m

2
∈ N wegen Bemerkung 4.2.1b)

= 2
m
2

m
2
−1∑

j=1

(m
2

j

)
|ξ|2j µ2(m

2
−j)

︸ ︷︷ ︸
=:Q(|ξ|,µ)

+ 2
m
2 (|ξ|m + µm) .

Da lim
|ξ|,µ→∞

Q(|ξ|,µ)
|ξ|m+µm = 0 ist, gibt es eine Konstante ω2 := ω2 (m) > 1, so dass

Q (|ξ| , µ)
|ξ|m + µm

≤ 1 für alle |ξ, µ| > ω2

und somit ist
〈ξ, µ〉m ≤ 2

m
2

+1 (|ξ|m + µm) für alle |ξ, µ| > ω, (4.21)

wobei ω := ω (κ,Mm) = max {ω1, ω2}.
Dann folgt aus (4.20) und (4.21), dass p parabolisch in Sm,ρn

1,0 (Rn,L (E1, E0)) mit Konstanten
ω = ω (κ,Mm) und κ0 := 2

m
2

+2κ > 1 ist, wie auch in Sm,ρn (Rn,L (E1, E0)) mit Konstanten ω,
κ. �

Eigentlich sollten wir oben (wegen Bemerkung 3.3.1 a)) nur zeigen, dass p parabolisch in
Sm,ρn ist. Aber wir haben den Satz 4.2.2 so bewiesen, weil wir damit illustrieren möchten,
warum die Symbolklasse Sm,ρn (Rn,L (E1, E0)) so definiert wurde.

Eine Folgerung des Satzes 4.2.2 wird nach den folgenden Bezeichnungen gegeben. Seien (Y, µ)
ein Maßraum mit endlichem Maß, • : E2×E1 −→ E0 eine Multiplikation, Ei := Lp (Y, µ;Ei) für
i = 0, 1, 1 ≤ p ≤ ∞, m ∈ N und seien für alle α ∈ Nn

0 mit |α| ≤ m

[t 7−→ aα (t, ·)] ∈ Cb
(
R+, L∞ (Y, µ;E2)

)
. (4.22)

Es ist klar, dass für jedes t ∈ R+ und |α| ≤ m der durch

[aα (t) v] (y) := [aα (t) (y)] • v (y) für y ∈ Y und v ∈ E1 (4.23)

definierte punktweise Multiplikationsoperator aα (t) : E1 −→ E0 linear und stetig ist. Dabei ist
aα (t) (y) := aα (t, y).
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Somit ist
Pt := Pt (Dx) :=

∑
|α|≤m

aα (t)Dα
x (4.24)

ein Differentialoperator mit den konstanten Koeffizienten aα (t) ∈ L (E1,E0) und dem Parameter
t ∈ R+. Außerdem gibt es nach (4.22) eine Konstante K > 0, so dass∑

|α|≤m

‖aα‖Cb(R+,L(E1,E0)) < K.

Nun sei für t ∈ R+ und ξ ∈ Rn

pt (ξ) :=
∑
|α|≤m

aα (t) ξα

das Symbol von Pt. Dann folgt aus dem Satz 4.2.2:

Korollar 4.2.1 Sind die Operatoren Pt in (4.24) (κ, π/2)-elliptisch für alle t ∈ R+ (d.h. die Pt
sind normal-elliptisch mit derselben Konstante κ ≥ 1), so ist {pt : t ∈ R+} ⊂ Sm,ρn (Rn,L (E1,E0))
eine beschränkte Familie der parabolischen Symbole mit denselben Konstanten ω := ω (κ,K) > 0
und κ0 := κ0 (κ,m) ≥ 1.

Ein besonderer Fall eines elliptischen Differentialoperators wird im folgenden Beispiel be-
trachtet.

4.2.3 Beispiel: Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen eines semilinearen
und elliptischen Differentialgleichungssystems zweiter Ordnung

Seien T > 0, J = [0, T ], J̊ = (0, T ], α ∈ (0, 1), (Y, µ) ein Maßraum mit endlichem Maß, y ∈ Y
und für jedes t ∈ J sei

A (t) := −
n∑

i,j=1

aij (t) ∂2
xixj

+
n∑
i=1

bi (t) ∂xi + b0 (t) (4.25)

ein Differentialoperator zweiter Ordnung mit nicht von x sondern von einem Parameter t ∈ J
abhängigen Koeffizienten aij (t) , bi (t) , b0 (t), so dass

[t 7−→ aij (t)] ∈ Cα (J, L∞ (Y, µ,R)) ,
[t 7−→ b0 (t)] ∈ Cα (J, L∞ (Y, µ,R)) ,
[t 7−→ bi (t)] ∈ Cα (J, L∞ (Y, µ,R))

(4.26)

für alle i, j = 1, ..., n gelten und [aij (t, y)]n×n für jedes t ∈ J , y ∈ Y symmetrisch ist (vgl. (4.23)).
Darüber hinaus nehmen wir an, dass eine von t und y unabhängige Konstante δ > 0 existiert,
so dass

n∑
i,j=1

aij (t, y) ξiξj ≥ δ ‖ξ‖2 ∀ξ ∈ Rn, y ∈ Y und t ∈ J gilt. (4.27)
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Wir werden mit Hilfe des Satzes 4.2.1 die Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen folgenden
Cauchy-Problems, des Reaktions-Diffussions-Typs zeigen:{

∂tu+A (t)u = R (x, t, y, u) , t ∈ (0, T ], x ∈ Rn,
u (x, 0, y) = u0 (x, y) , x ∈ Rn.

(4.28)

Dabei bezeichnen y ∈ Y einen Parameter und u0, R geeignete gegebene Funktionen. Dazu ist
es notwendig, (4.28) in ein abstraktes Cauchy-Problem umzuwandeln.

Für das Problem (4.28) werden folgende Betrachtungen und Aussagen zusammengestellt.
Das Hauptresultat dieses Abschnitts wird im Satz 4.2.3 gezeigt.

a) Umschreibung des Differentialoperators (4.25) : Sei E := Lp (Y, µ; R) für ein
1 ≤ p ≤ ∞. Nach (4.25) und (4.26) gibt es von x unabhängige Funktionen
aβ ∈ Cα (J,Cb (Rn, L∞ (Y, µ; R))) mit |β| ≤ 2, so dass

A (t) =
∑
|β|=2

aβ (t)Dβ
x + i

∑
|β|=1

aβ (t)Dβ
x + a0 (t) für alle t ∈ J, (4.29)

nämlich
aβ (t) = aij (t, ·) für |β| = 2 und geeignete i, j = 1, .., n.

Mit der Notation

[aβ (t) v] (y) := [aβ (t) (y)] · v (y) für alle v ∈ E, y ∈ Y , t ∈ J und |β| ≤ 2,

wobei aβ (t) (y) := aβ (t, y) ist, lässt sich aβ (t) : E → E wie ein Multiplikationsoperator
schreiben. Somit lässt sichA (t) als ein linearer Differentialoperator mit L (E)−vektorwerti-
gen konstanten Koeffizienten auffassen.

b) Behauptung: Sei t ∈ J und

p0,t (ξ) :=
∑
|β|=2

aβ (t) ξβ, für alle ξ ∈ Rn, (4.30)

das Hauptsymbol von A(t). Dann gelten

[λI + p0,t (ξ)]
−1 ∈ L (E) und

∥∥∥(λI + p0,t (ξ))
−1
∥∥∥
L(E)
≤ κ (δ)

1 + |λ|

für alle t ∈ J , λ ∈
∑

π/2 und ξ ∈ Rn mit |ξ| = 1. Dabei ist κ (δ) ≥ 1 eine von t, ξ und
λ unabhängige Konstante und E wurde komplexifiziert. Somit ist A(t) eine Familie der
(κ, π/2)−elliptischen Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizienten.
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Beweis. Seien t ∈ J , y ∈ (Y, µ), λ ∈
∑

π/2 (also Reλ ≥ 0) und ξ ∈ Rn mit |ξ| = 1. Dann gilt∣∣∣∣∣∣λ+
n∑

i,j=1

aij (t, y) ξiξj

∣∣∣∣∣∣
2

=

Reλ+
n∑

i,j=1

aij (t, y) ξiξj

2

+ Im2 λ (4.31)

≥ |λ|2 + 2 Reλ


n∑

i,j=1

aij (t, y) ξiξj︸ ︷︷ ︸
≥0

+ δ2 |ξ|4︸︷︷︸
=1

≥ min
(
1, δ2

)︸ ︷︷ ︸
=:Cδ

(
|λ|2 + 1

)
.

Daraus folgt, dass λ + p0,t (ξ) : E → E surjektiv ist, denn es gibt für v ∈ E ein

u :=
(
λ+

∑n
i,j=1 aij (t, ·) ξiξj

)−1
· v ∈ E mit (λI + p0,t (ξ))u = v. Außerdem erhält man aus

(4.31) für alle v ∈ E = Lp (Y, µ; R), dass

‖(λ+ p0,t (ξ)) v‖Lp(Y,µ) =

∫
Y

∣∣∣∣∣∣λ+
n∑

i,j=1

aij (t, y) ξiξj

∣∣∣∣∣∣
p

|v (y)|p dµ


1
p

(falls p <∞)

≥ Cδ 〈λ〉 ‖v‖Lp(Y,µ) .

Ebenso zeigt man diese Abschätzung für p =∞. Dann ist λ+ p0,t (ξ) : E→ E injektiv und∥∥∥(λ+ p0,t (ξ))
−1
∥∥∥
L(E)
≤ κ̃ (δ)
〈λ〉

≤ κ (δ)
1 + |λ|

für alle t ∈ J , λ ∈
∑

π/2 und ξ ∈ Rn mit |ξ| = 1. Somit ist die Behauptung bewiesen. �

c) Aufgrund des Korollars 4.2.1 ist {pt : t ∈ J} ⊂ S2,ρn (Rn,L (E)) eine beschränkte Familie
der parabolischen Symbole mit denselben Konstanten ω > 0 und κ0 > 1. Dabei ist pt das
Symbol von A(t).

d) Seien die Voraussetzungen wie im Satz 3.3.4 mit A := {pt : t ∈ J}, Fk∞ (Rn,E) =
BUCk (Rn,E) und k < 2 falls p =∞. Dann erzeugt

−A (t)Fk
p

: D
(
A (t)Fk

p

)
→ Fkp (Rn,E) , t ∈ J,

(wegen des Satzes 3.3.4) eine analytische und sogar eine stark stetige Halbgruppe auf
Fkp (Rn,E). Außerdem sieht man nach der Definition vonA(t) und (4.26), dassD

(
A (t)Fk

p

)
=

D
(
A (0)Fk

p

)
=: D0 und[

t 7−→ A (t)Fk
p

]
∈ Cα

(
J,L

(
D0,F

k
p (Rn,E)

))
. (4.32)
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e) Annahme: Seien r̃ ∈ [1,∞), 0 < ρ ≤ γ < β < 1, θ ∈ {β, γ, ρ}, E1 := D0, E0 := Fkp (Rn,E)
und

Eθ,r̃ := (E0,E1)θ,r̃ .

Ferner sei u0 ∈ Eβ,r̃ und wir nehmen an, dass es eine Funktion

[t 7−→ g (t, ·)] ∈ Cα
(
J,C1

b (Eγ,r̃,Eρ,r̃)
)

gibt,

so dass g(·, ·) die Funktion R in (4.28) vertritt3. Damit:

f) lässt sich der Satz 4.2.1 anwenden, um Existenz und Eindeutigkeit des Problems (4.28)
festzustellen. Präzisiert wird dies im folgenden Satz.

Satz 4.2.3 Seien die Voraussetzungen und die Bezeichnungen wie im Beispiel 4.2.3, 0 < ρ ≤
γ < β < 1, r̃ ∈ [1,∞), u0 ∈ Bk+2β

p,r̃ (Rn,E) und

[t 7−→ g (t, ·)] ∈ Cα
(
J,C1

b

(
Bk+2γ
p,r̃ (Rn,E) , Bk+2ρ

p,r̃ (Rn,E)
))

.

Dann hat das Anfangswertproblem{
u̇+A (t)Fk

p
u = g (t, u) , t ∈ J̊ ,
u (0) = u0,

(4.33)

eine eindeutig maximale Lösung

u := u
(
·, u0, AFk

p
, g
)
∈ C

(
J (u0) , B

k+2β
p,r̃ (Rn,E)

)
∩ C

(
J̊ (u0) , D0

)
∩ C1

(
J̊ (u0) ,Fkp (Rn,E)

)
.

Das maximale Intervall der Existenz, J (u0) := J
(
u0, AFk

p
, g
)
, ist offen in J . Ist außerdem

sup
t∈J̊(u0)∩[0,T̃ ]

‖u (t, u0)‖Bk+mβ
p,r̃ (Rn,E)

<∞

für alle T̃ ∈ J , dann ist u eine globale Lösung, d.h. J (u0) = J . Darüber hinaus gibt es für jedes
T̃ ∈ J̊ (u0) eine Umgebung U von

(
u0, AFk

p
, g
)

in

Bk+2β
p,r̃ (Rn,E)× Cα

(
J,L

(
D0,F

k
p (Rn,E)

))
×Cα

(
J,C1

b

(
Bk+2γ
p,r̃ (Rn,E) , Bk+2ρ

p,r̃ (Rn,E)
))

,

so dass
[
0, T̃

]
⊂ J

(
ũ0, Ã, g̃

)
für

(
ũ0, Ã, g̃

)
∈ U und

u
(
·, ũ0, Ã, g̃

)
−→ u (·, u0, A, g) in C

([
0, T̃

]
, Bk+2β

p,r̃ (Rn,E)
)

,

wenn
(
ũ0, Ã, g̃

)
−→ (u0, A, g) in U .

3Konkrete Funktionen R und g werden im Unterabschnitt 4.3.1 eingeführt.
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Beweis. Sei θ ∈ {β, γ, ρ}. Für alle k ∈ N0 und p ∈ [1,∞] wissen wir bereits, dass

Bk
p,1 (Rn,E) ↪→ Fkp (Rn,E) ↪→ Bk

p,∞ (Rn,E) ,

Bk+2
p,1 (Rn,E) ↪→ D0 ↪→ Bk+2

p,∞ (Rn,E)

(vgl. (3.32), (3.77), (3.79), (1.28) und Satz 1.1.2a)). Daraus folgt zusammen mit dem Satz 1.1.3d)
und (1.45):

Eθ,r̃ = (E0,E1)θ,r̃ =
(
Fkp (Rn,E) , D0

)
θ,r̃

·= Bk+2θ
p,r̃ (Rn,E)

für alle r̃ ∈ [1,∞). Außerdem hat man nach den Sätzen 3.3.4 und 1.1.2 j), dass E1
d
↪→ E0. Daher

und aus dem Satz 4.2.1 folgt die Behauptung dieses Satzes. �

Bemerkung 4.2.2 Nimmt man die Voraussetzungen des Korollars 3.1.2 an mit A := {pt : t ∈ J}
und 1 ≤ q <∞ statt d) im Beispiel 4.2.3, so erzeugt

−A (t) : Bs+2
p,q (Rn,E)→ Bs

p,q (Rn,E) , t ∈ J,

eine stark stetige und analytische Halbgruppe auf Bs
p,q (Rn,E). In diesem Fall ist D(A (t)) =

Bs+2
p,q (Rn,E) für alle t ∈ J und ferner gilt

[t 7−→ A (t)] ∈ Cα
(
J,L

(
Bs+2
p,q (Rn,E) , Bs

p,q (Rn,E)
))

.

Daher kann man analog zum Satz 4.2.3 das folgende Resultat feststellen:

Satz 4.2.4 Seien die Voraussetzungen und die Bezeichnungen wie im Beispiel 4.2.3, aber mit
den Voraussetzungen der Bemerkung 4.2.2 statt d) in diesem Beispiel. Darüber hinaus seien
u0 ∈ Bs+2β

p,q (Rn,E) für 0 < ρ ≤ γ < β < 1, q ∈ [1,∞) und

[t 7−→ g (t, ·)] ∈ Cα
(
J,C1

b

(
Bs+2γ
p,q (Rn,E) , Bs+2ρ

p,q (Rn,E)
))

.

Dann hat das Anfangswertproblem{
u′ +A (t)u = g (t, u) , t ∈ J̊ ,

u (0) = u0,
(4.34)

eine eindeutig maximale Lösung u := u (·, u0, A, g) in

C
(
J (u0) , Bs+2β

p,q (Rn,E)
)
∩ C

(
J̊ (u0) , Bs+2

p,q (Rn,E)
)
∩ C1

(
J̊ (u0) , Bs

p,q (Rn,E)
)

.

Das maximale Intervall der Existenz, J (u0) := J (u0, g), ist offen in J . Ist außerdem

sup
t∈J̊(u0)∩[0,T̃ ]

‖u (t, u0)‖Bs+mβ
p,q (Rn,E)

<∞

für alle T̃ ∈ J , so ist u eine globale Lösung, d.h. J (u0) = J .
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Bemerkung 4.2.3 Sind s, s + 2β ∈ R+\N und p = r̃ im Satz 4.2.4, so ist u die eindeutige
Lösung des Problems (4.34) in

C
(
J (u0) ,W s+2β

p (Rn,E)
)
∩ C

(
J̊ (u0) ,W s+2

p (Rn,E)
)
∩ C1

(
J̊ (u0) ,W s

p (Rn,E)
)

,

denn Bs
p,p (Rn,E) ·= W s

p (Rn,E) für alle s ∈ R+\N und 1 ≤ p <∞.

4.3 Reaktions-Diffusions-Gleichungen

In diesem Abschnitt untersuchen wir ein Koagulations-Fragmentations-Problem mit Diffusion
für ein System mit einer großen Anzahl von Partikeln. Dieses Modell wurde in [Am,00] von
Amann H. eingeführt und dort wurde angenommen, dass das zu betrachtende System eine
sehr große Anzahl von Teilchen aufweist, die koagulieren oder zerfallen können, um größere
bzw. kleinere Cluster zu bilden. Der Zweck dieser Theorie ist die Beschreibung des Verlaufs
der Partikelgrößen-Verteilung als eine von der Zeit und der Position abhängigen Funktion u in
einem System, das Veränderungen infolge verschiedener physikalischer Einflüsse erlebt. Dieses
mathematische Koagulations-Fragmentations-Modell berücksichtigt die Bewegung der Cluster
infolge der Diffusion und der sich überlagernden Transportprozesse.

Formal hat das hier betrachtete unendliche gekoppelte Gleichungssystem die Form des fol-
genden Reaktions-Diffusions-Anfangswertproblems:{

∂tu+A (x, t, y)u = R (x, t, y, u) , t ∈ (0, T ], x ∈ Rn,
u (x, 0, y) = u0 (x, y) , x ∈ Rn,

(4.35)

wobei n = 1, 2 oder 3 und (4.35) von einem Parameter y abhängt, der das Volumen oder (mit
anderen Worten) die Größe eines Clusters darstellt. Der Diffusions-Konvektions-Operator A und
der Reaktionsterm R sind gegeben durch

A (x, t, y)u := −∇x · [a (t, y)∇xu+−→a (t, y)u] +
−→
b (t, y) · ∇xu+ a0 (t, y)u, (4.36)

R (x, t, y, u) := c (x, t, y, u) + f (x, t, y, u) + h (x, t, y) , (4.37)

und u ist die Partikelgröße-Verteilungsfunktion. Somit sind

u (x, t, y) ≥ 0 (4.38)

und ∫
X

∫ y1

y0

u (x, t, y) dydx (4.39)

die Gesamtsumme der Teilchen mit Volumina innerhalb des Intervalls [y0, y1] ⊂ R+, die in der
Zeit t und in der Region X ⊂ Rn enthalten sind. Das Maß dy ist entweder das Lebesgue-Maß
auf R+ oder das Zählmaß auf N.

Eine kurze Einführung der Bedeutung jeder Terme in (4.36), (4.37) und deren erforderliche
Voraussetzungen werden im folgenden Abschnitt zusammengestellt. Die detaillierte Beschrei-
bung dieses Modells findet man in [Am,00].
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4.3.1 Kurze Beschreibung der Terme des Koagulations-Fragmentations-
Problems und Voraussetzungen

Hierbei übernehmen wir die Bezeichnungen von Amann in [Am,00]. Seien (Y, dy) der Maß-
raum N mit dem Zählmaß oder (R+, dλ) mit dem Lebesgue-Maß (damit greift man die si-
multane Herangehenweise an den Fall diskreter und kontinuierlicher Clustergrößen auf), E :=
L1 (Y, (1 + y) dy) = L1 (Y, dy) ∩ L1 (Y, ydy), α ∈ (0, 1), T > 0, J = [0, T ], J̊ = (0, T ], t ∈ J und
Rn×n
sym der Raum der n× n-symmetrischen Matrizen mit Komponenten in R.

Der Reaktionsterm R

Der Reaktionsterm R in (4.37) ist die Summe der folgenden drei Terme:

i) Einer ist der Koagulationsterm c der Gestalt

c (x, t, y, u) :=
1
2

∫ y

0
η
(
x, t, y − y′, y′

)
u
(
y − y′

)
u
(
y′
)
dy′−u (y)

∫ ∞

0
η
(
x, t, y, y′

)
u
(
y′
)
dy′,

(4.40)
wobei der Koagulationskern η (x, t, y, y′) die Rate der Verschmelzung von Clustern der
Größen y und y′ in der Zeit t und an der Position x beschreibt. Dort wird angenommen,
dass

0 ≤ η
(
x, t, y, y′

)
= η

(
x, t, y′, y

)
f.f.a. y, y′ ∈ Y und (x, t) ∈ Rn×J ,

also wird nur die bilineare Koagulation betrachtet. Das erste Integral in (4.40) beschreibt
die Tatsache, dass ein Cluster der Größe y nur entstehen kann, wenn zwei Cluster mit
Volumina y−y′ und y′ kollidieren. Der letzte Term in (4.40) bedeutet, dass ein Cluster der
Größe y verschwindet, wenn dieses mit einem Cluster anderen beliebigen Volumens kolli-
diert. Also nimmt die Konzentration der y−Cluster durch die Koagulation von Clustern
der Größen y′ < y und y−y′ zu und durch die Koagulation eines y−Clusters mit einem Clu-
ster beliebiger Größe ab. Nun sei Kcoag der abgeschlossene Unterraum von L∞

(
Y 2, dy2; R

)
definiert durch

Kcoag :=
{
η ∈ L∞

(
Y 2, dy2; R

)
: η
(
y, y′

)
= η

(
y′, y

)
f.f.a. y, y′ ∈ Y

}
. (4.41)

Dann nehmen wir an, dass

[t 7−→ η (t)] ∈ Cα (J,B ∪ Cr (Rn,Kcoag)) (4.42)

für ein r > 0 gilt.

ii) Der zweite Term f ist der Fragmentationsterm und dieser ist gegeben durch

f (x, t, y, u) :=
∫ ∞

y
ϕ
(
x, t, y′, y

)
u
(
y′
)
dy′ − u (y)

y

∫ y

0
ϕ
(
x, t, y, y′

)
y′dy′, (4.43)
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wobei der Fragmentationskern, ϕ,

0 ≤ ϕ
(
x, t, y, y′

)
,
(
y, y′

)
∈ Y 2

∆ :=
{(
z, z′

)
∈ Y 2 : 0 ≤ z′ < z

}
(4.44)

erfüllt. Das erste Integral in (4.43) steht für die Produktion der Cluster der Größe y aus
zerfallenen Clustern größerer Volumina. Das letzte Integral in (4.43) berücksichtigt das
Verschwinden der y–Cluster infolge seiner Fragmentation in kleineren Clustern. Es wird
hier angenommen, dass eine Konstante β > 0 existiert mit

ϕ
(
x, t, y, y′

)
≤ β und

1
y

∫ y

0
ϕ
(
x, t, y, y′

)
dy′ ≤ β. (4.45)

Nun definiere
(ϕ 7−→ φϕ) ∈ L

(
L∞

(
Y 2

∆, dy
2
)
, L1,Loc (Y, dy; R)

)
(4.46)

durch

φϕ (y) :=
1
y

∫ y

0
ϕ
(
y, y′

)
y′dy′ f.f.a. y ∈ Y , (4.47)

wobei φϕ (0) := 0. Dann ist

Kfrag :=
{
ϕ ∈ L∞

(
Y 2

∆, dy
2; R

)
: φϕ ∈ L∞ (Y, dy; R)

}
(4.48)

ein Banachraum mit der Norm ϕ 7−→ ‖ϕ‖∞+‖φϕ‖∞. Nun wird für ein r > 0 angenommen,
dass

[t 7−→ ϕ (t)] ∈ Cα (J,B ∪ Cr (Rn,Kfrag)) . (4.49)

iii) Der Kraft- oder Quellterm h repräsentiert die Produktion, die aus vorhandenen Quellen
resultiert. Das heißt, der Quellterm steht für die Erzeugung der Cluster der Größe y in der
Zeit t an der Position x infolge des Beitrages von (zum Beispiel) Teilchen. Zum Schluss
nehmen wir an, dass

h (x, t, y) ≥ 0 für y ∈ Y , (4.50)

[t 7−→ h (t)] ∈ Cα (J,W τ
1 (Rn,E)) (4.51)

für ein 0 < τ < r.

Der Diffusionsterm A

Der Operator A in (4.36) besteht aus den folgenden Teilen:

i) Der Koeffizient a stellt die Diffusionsmatrix dar, die folgende Voraussetzungen erfüllt:

[t 7−→ a (t)] ∈ Cα
(
J, L∞

(
Y, dy; Rn×n

sym

))
(4.52)
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und es gibt eine Konstante δ > 0, so dass für alle t ∈ J , y ∈ Y und
a (t, y) := [aij (t, y)]i,j=1,...,n

n∑
i,j=1

aij (t, y) ξiξj ≥ δ |ξ|2 für alle ξ ∈ Rn. (4.53)

Weil es in der Natur kein unendlich großes und kein unendlich kleines Cluster gibt, nehmen
wir an, dass aij (t, y) gleichmäßig beschränkt ist.

ii) Das Driftvektorfeld −→a beschreibt den Partikeltransport infolge der Außenkräfte wie gravi-
tationelle, elektrische oder thermische Felder. Für −→a wird angenommen, dass

[t 7−→ −→a (t)] ∈ Cα (J, L∞ (Y, dy; Rn)) . (4.54)

iii) Sind die Teilchen in einem strömenden Fluid suspendiert, das heißt gibt es konvektive Di-
ffusion, so stellt

−→
b in (4.36) die Geschwindigkeit des Fluids dar. Deswegen muss man

in diesem Fall (4.35) mit den Navier-Stokes-Gleichungen für
−→
b ergänzen. Hierbei wird

der inkompressible Fall, nämlich div
−→
b = 0, angenommen, und dass die suspendierten

Teilchen nicht auf die Geschwindigkeitsverteilung wirken. In diesem Fall kann man die
Navier-Stokes-Gleichungen für

−→
b lösen und das Resultat in (4.35) einsetzen. Mit anderen

Worten nimmt man an, dass
−→
b gegeben ist. Nämlich[

t 7−→
−→
b (t)

]
∈ Cα (J, L∞ (Y, dy; Rn)) .

iv) Der Koeffizient a0 ist eine Absorptionsrate und erfüllt

[t 7−→ a0 (t)] ∈ Cα (J, L∞ (Y, dy; R)) . (4.55)

Die folgenden Bezeichnungen ermöglichen uns, das Problem (4.35) zu einem abstrakten An-
fangswertproblem der Gestalt (4.16) umzuformulieren.

Bezeichnungen

Seien η ∈ Kcoag und ϕ ∈ Kfrag. Dann definiert man

Cη (v, w) (y) :=
1
2

∫ y

0
η
(
y − y′, y′

)
v
(
y − y′

)
w
(
y′
)
dy′ − v (y)

∫ ∞

0
η
(
y, y′

)
w
(
y′
)
dy′ (4.56)

für v, w ∈ E und f.f.a y ∈ Y , und

fϕ (v) (y) :=
∫ ∞

y
ϕ
(
y, y′

)
v
(
y′
)
dy′ − φϕ (y) v (y) , v ∈ E, f.f.a y ∈ Y . (4.57)
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Nun nehmen wir an, dass (η, u, v) von Rn nach Kcoag×E×E und (ϕ, u) von Rn nach Kfrag×E
Abbildungen sind, und definiere

Cη (u, v) (x) := Cη(x) (u (x) , v (x)) , x ∈ Rn, (4.58)

fϕ (u) (x) := fϕ(x) (u (x)) , x ∈ Rn, (4.59)

χ (x, t) := χ (t) (x) , χ
(
x, t, y, y′

)
:= χ (x, t)

(
y, y′

)
(4.60)

für χ ∈ {η, ϕ}, (x, t) ∈ Rn × J und (y, y′) ∈ Y × Y . Außerdem seien

c (x, t, y, u) := Cη(x,t) (u, u) (x) , f (x, t, y, u) := fϕ(x,t) (u) (y) (4.61)

für (x, t) ∈ Rn × J , y ∈ Y und u ∈ E. Schließlich seien C (t, ·) und F (t, ·) die Nemytskii-
Operatoren, die von c (·, t, ·, ·) bzw f (·, t, ·, ·) induziert sind, das heißt

C (t, u) (x) := c (x, t, ·, u (x)) , F (t, u) (x) := f (x, t, ·, u (x)) (4.62)

für u : Rn −→ E und (x, t) ∈ Rn × J.
Unter den Voraussetzungen

σ /∈ N, r > 0, τ ∈ (0, r) \N,
{
τ + n < 2σ < 2n, falls τ < n,
σ := τ , falls τ > n,

(4.63)

(4.42) und (4.49) wurde in [Am,00; Sec. 3] festgestellt, dass

[t −→ C (t, ·) + F (t, ·)] ∈ Cα (J,C∞
b (W σ

1 (Rn,E) ,W τ
1 (Rn,E))) . (4.64)

Mit der Bezeichnung

g (t, u) := C (t, u) + F (t, u) + h (t) (4.65)

lässt sich das Problem (4.35) als die semilineare parabolische Evolutionsgleichung{
u̇+A (t)Wk

1
u = g (t, u) , t ∈ J̊ ,
u (0) = u0,

(4.66)

im Banachraum W k
1 (Rn,E) schreiben, wobei A (t)Wk

1
die Bedingung (4.32) mit Fkp = W k

1 erfüllt
und

[t −→ g (t, ·)] ∈ Cα (J,C∞
b (W σ

1 (Rn,E) ,W τ
1 (Rn,E))) . (4.67)

Nun können wir das System (4.35) einfach lösen.



4.3. Reaktions-Diffusions-Gleichungen 105

4.3.2 Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen des Koagulations-Fragmenta-
tions-Problems

Satz 4.3.1 Seien die Notationen und Voraussetzungen wie im Beispiel 4.2.3 und im Unterab-
schnitt 4.3.1 gegeben mit

0 ≤ k < τ < r, τ /∈ N, (4.68)

k + n

2
< σ < min {n, k + 2} , falls k < n (4.69)

und
k < σ < k + 2, falls k > n (4.70)

für ein σ /∈ N. Ist u0 ∈ W σ
1 (Rn,E), so hat das Koagulations-Fragmentations-System (4.35),

d.h. das Anfangswertproblem (4.66), eine eindeutige Lösung

u (·, u0) ∈ C (J (u0) ,W σ
1 (Rn,E)) ∩ C

(
J̊ (u0) , D0

)
∩ C1

(
J̊ (u0) ,W k

1 (Rn,E)
)

. (4.71)

Das maximale Intervall der Existenz, J (u0), ist offen in J . Ist außerdem

sup
t∈J̊(u0)∩[0,T̃ ]

‖u (t, u0)‖Wσ
1 (Rn,E) <∞

für alle T̃ ∈ J , dann ist u eine globale Lösung, das heißt J (u0) = J . Diese Lösung
u (·, u0, e, η, ϕ, h) := u (·, u0) mit e(t):=

(
a(t),−→a (t),

−→
b (t), a0(t)

)
∈ E2 und

E2 := L∞
(
Y, dy; Rn×n

sym

)
× L∞ (Y, dy; Rn)L∞ (Y, dy; Rn)× L∞ (Y, dy; R)

hängt im folgenden Sinne stetig von den gegebenen Daten ab: Für T̃ ∈ J (u0) existiert eine
Umgebung U von (u0, (e, (η, ϕ) , h)) in

W σ
1 (Rn,E)×BUCα (J,E2 ×B ∪ Cr (Rn,Kcoag ×Kfrag)×W τ

1 (Rn,E)) ,

so dass u
(
·, ũ0, ẽ, η̃, ϕ̃, h̃

)
auf

[
0, T̃

]
existiert und

u
(
·, ũ0, ẽ, η̃, ϕ̃, h̃

)
−→ u (·, u0, e, η, ϕ, h) in C

([
0, T̃

]
,W σ

1 (Rn,E)
)

,

wenn
(
ũ0, ẽ, η̃, ϕ̃, h̃

)
−→ (u0, e, η, ϕ, h) in U .

Beweis. Im Falle k < n sind k+n
2 < σ und k < τ . Daher kann man ein geeignetes τ so

wählen, dass k < τ < n und
τ + n

2
< σ < min {n, k + 2} . (4.72)



106 Kapitel 4. Anwendungen

Nun wähle ein σ1 /∈ N mit

max
{
τ,
τ + n

2

}
< σ1 < σ < min {n, k + 2} . (4.73)

Daraus folgt

0 <
τ − k

2︸ ︷︷ ︸
=:ρ

<
σ1 − k

2︸ ︷︷ ︸
=:γ

<
σ − k

2︸ ︷︷ ︸
=:β

< 1. (4.74)

Falls k > n, gibt es nach den Voraussetzungen ein τ /∈ N mit k < τ < σ. Dann wähle ein σ1 /∈ N
mit k < τ ≤ σ1 < σ. Daraus ergibt sich zusammen mit (4.70):

0 <
τ − k

2︸ ︷︷ ︸
=ρ

≤ σ1 − k
2︸ ︷︷ ︸

=γ

<
σ − k

2︸ ︷︷ ︸
=β

< 1.

Außerdem ist in diesem Fall wegen (4.68) τ > n. Weil

W σ
1 (Rn,E) ·= Bk+2β

1,1 (Rn,E) ,W σ1
1 (Rn,E) ·= Bk+2γ

1,1 (Rn,E) und W τ
1 (Rn,E) ·= Bk+2ρ

1,1 (Rn,E)

gelten, folgt sofort die Behauptung dieses Satzes aus (4.32), (4.67) und dem Satz 4.2.3. �

Bemerkung 4.3.1 Im Bezug auf den Satz 4.3.1 sei auf Folgendes hingewiesen:

a) Falls es im Problem (4.66) keine Koagulation und Fragmentation gibt (das heißt g(t, u) =
h(t)) und h ∈ Cα

(
J,W k

1 (Rn,E)
)
, u0 ∈W k

1 (Rn,E), dann reicht der Satz 4.1.3, um (4.66)
zu untersuchen.

b) Unter geeigneten Voraussetzungen kann man in einem abstrakten Sinne die Positivität der
Lösung des Problems (4.66) zeigen (vgl. [Am,00; Th. 6.3]).



Kapitel 5

Verallgemeinerung der Theorie

Mittels der im Kapitel 2 und in [Esc-Sei,07] gegebenen Räume Sm,ρ1,0 (Rn, E) bzw. Cr∗S
m,ρ
1,δ (Rn)

wird eine Definition des Raumes der Symbole Cr∗S
m,ρ
1,δ (Rn, E) eingeführt, so dass dessen E-

banachraumwertige Symbole a(x, ξ) beschränkte Regularität in den Variablen x und ξ besitzen.
Anschließend zeigen wir eine Version des Satzes von Michlin auf banachraumwertigen Besov-
räumen, das heißt wir zeigen die Stetigkeit des Pseudodifferentialoperators ã(x;D) auf den
Familien der Besovräume Bs+mp,q (Rn, E) mit geeigneten Skalaren s,m ∈ R und 1 ≤ p, q ≤ ∞.

Außerdem untersuchen wir die Stetigkeit von ã(x;D) auf den Funktionenräumen Ck0 (Rn, E),
Ckb (Rn, E), B ∪ Ck (Rn, E) und W k

p (Rn, E) für 1 ≤ p ≤ ∞ und k ∈ N0.
Im Folgenden bezeichnen E, Ei, i = 0, 1, 2 Banachräume und seien ρ ∈ N, δ,m, p, q, r, s ∈ R

mit 0 ≤ δ ≤ 1, r > 0 und 1 ≤ p, q ≤ ∞. Wir rufen in Erinnerung, dass ein Symbol a in
Sm,ρ1,0 (Rn, E1) liegt, wenn a ∈ Cρ (Rn, E1) und es für alle α ∈ Nn

0 mit |α| ≤ ρ ein cα > 0 gibt, so
dass ∥∥∂αξ a (ξ)

∥∥
E1
≤ cα 〈ξ〉m−|α| für alle ξ ∈ Rn. (5.1)

Für ρ = ρn wie in (1.1), a ∈ Sm,ρn
1,0 (Rn, E1) und

V (Rn, Ei) =
⋃

(s,p,q)∈R×[1,∞]×[1,∞]

Bs
p,q (Rn, Ei) , i = 0, 2

wurde in Satz 2.3.1 gezeigt, dass es einen eindeutigen und linearen Pseudodifferentialoperator
ã (D) : V (Rn, E2) −→ V (Rn, E0) gibt, so dass:

i)

ã (D)
∣∣∣Bs+m

p,q (Rn,E2)∩C∞
b (Rn,E2) = a (D) ∀s ∈ R, p, q ∈ [1,∞] ,

wobei

[a (D)u] (x) := os−
∫ ∫

eiξηa (ξ) • u (x− η) d (ξ, η)
(2π)n

, x ∈ Rn, u ∈ C∞b (Rn, E2) .

107
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ii) (
a 7→ ã (D)

)
∈ L

(
Sm,ρn

1,0 (Rn, E1) ,L
(
Bm+s
p,q (Rn, E2) ,Bsp,q (Rn, E0)

))
(5.2)

für alle m, s ∈ R, 1 ≤ p, q ≤ ∞ und B ∈
{
B, B̊, b

}
. Ferner gilt∥∥∥ã (D)u

∥∥∥
Bs

p,q(Rn,E0)
≤ c ‖a‖

Sm,n+1
1,0 (Rn,E1)

‖u‖Bs+m
p,q (Rn,E2) für alle u ∈ Bs+mp,q (Rn, E2) .

(5.3)

Um eine Fortsetzung der obigen Resultate für Symbole mit Orts- und Dualvariable zu erhal-
ten, haben wir zuerst den Raum der Symbole Cr∗S

m,ρ
1,δ (Rn, E) für r > 0, 0 ≤ δ ≤ 1 und ρ ∈ N

mit ρ ≥ ρn definiert. Wir sagen, dass eine E−vektorwertige Funktion a : Rn
x × Rn

ξ → E in
Cr∗S

m,ρ
1,δ (Rn, E) liegt, falls1

ax (·) := a (x, ·) ∈ Sm,ρ1,0

(
Rn
ξ , L∞ (Rn

x, E)
)
∩ Sm+δr,ρ

1,0

(
Rn
ξ , C

r
∗ (Rn

x, E)
)

f.f.a. x ∈ Rn.

An dieser Stelle möchten wir darauf hinweisen, dass die in [Ki,03] angegebenen Symbole a ∈
Sm,r1,0

(
Rn
x × Rn

ξ , E
)

auch in Cr∗S
m,ρ
1,δ (Rn, E) enthalten sind (siehe Bemerkung 5.1.3).

Durch eine Version der von R. Coifman und Y. Meyer in [C-M,79] eingeführten Zerlegung
der Symbole in elementare Symbole (eine solche Zerlegung für bestimmte banachraumwertige
Symbole wurde in [Por-Štr,06] angegeben) und dank einiger Resultate aus der Littlewood-Paley-
Theorie erhalten wir eine Definition eines ”Pseudodifferentialoperators”

˜a (x,D) : Vm
r,δ (Rn, E2) −→ V0

r,δ (Rn, E0)

für Symbole a ∈ Cr∗S
m,2ρ
1,δ (Rn, E) mit ρ > ρn, die mit den definierten Operatoren ã (D) im Satz

2.3.1 und a (x,D) in [Ki,03] (falls 1 ≤ p ≤ ∞ und 1 ≤ q <∞) übereinstimmt. Dabei bezeichnet

Vm
r,δ (Rn, E) :=

⋃
(δ−1)r<s<r

⋃
p,q∈[1,∞]

Bs+m
p,q (Rn, E) .

Der Hauptsatz dieses Kapitels (Satz 5.3.1) besagt, dass es für ρ > ρn und a ∈ Cr∗S
m,2ρ
1,δ (Rn, E1)

eine Abbildung ˜a (x,D) : Vm
r,δ (Rn, E2) −→ V0

r,δ (Rn, E0) gibt, die Folgendes erfüllt:

a) ˜a (x,D)
∣∣∣
Bs+m

p,q (Rn,E2)
∈ L

(
Bs+m
p,q (Rn, E2) , Bs

p,q (Rn, E0)
)

mit∥∥∥ ˜a (x,D)u
∥∥∥
Bs

p,q(Rn,E0)
≤ c ‖a‖(m,2ρ)δ,E1

‖u‖Bs+m
p,q (Rn,E2)

für alle u ∈ Bs+m
p,q (Rn, E2), p, q ∈ [1,∞] und s ∈ R mit (δ − 1) r < s < r, wobei ‖a‖(m,2ρ)δ,E1

=

max
{
‖a‖

Sm,2ρ
1,0 [L∞(Rn,E1)]

, ‖a‖
Sm+rδ,2ρ

1,0 [Cr
∗(Rn,E1)]

}
. Dabei ist Sm,ρ1,0 [E] := Sm,ρ1,0 (Rn, E).

1siehe in § 1.1.1 die Definition von Cr
∗ (Rn, E).
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b) Für alle p, q ∈ [1,∞], s ∈ R mit (δ − 1) r < s < r, u ∈ C∞b (Rn, E2) ∩ Bs+m
p,q (Rn, E2) und

fast alle x ∈ Rn ist

[
˜a (x,D)u

]
(x) = os−

∫ ∫
e−iξ·ηa (x, ξ) • u (x− η) d (ξ, η)

(2π)n
.

Die Aussage a) gilt auch für B ∈
{
b, B̊ mit 1 ≤ p <∞

}
statt B (siehe Korollar 5.3.2). Außerdem

wird an der Bemerkung 5.3.2 verdeutlicht, dass unser Satz 5.3.1 eine Fortsetzung des Theorems
2.3.1 in [Ki,03] (im Falle 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q < ∞) ist. Analoge Ergebnisse zu skalaren vek-
torwertigen Symbolen hat Marschall J. in [Mar,87] mit weniger Regularität in der Dualvariable
ξ erhalten, aber in diesem skalaren Fall wurde der Satz von Plancherel verwendet, den wir in
unserem allgemeineren Fall nicht zur Verfügung haben.

Dieser Kapitel ist wie folgt organisiert: Der erste Abschnitt beginnt mit der Definition des
Raumes der Symbole Cr∗S

m,ρ
1,δ (Rn, E) und endet mit einem Korollar über die Zerlegung eines

Symbols aus Cr∗S
m,ρ
1,δ (Rn, E) in elementare Symbole.

Im zweiten Abschnitt definieren wir die Pseudodiferentialoperatoren a(x;D) und ã(x;D) für
elementare bzw. allgemeine Symbole in Cr∗S

m,ρ
1,δ (Rn, E). Die Existenz und einige Eigenschaften

dieser Pseudodifferentialoperatoren werden dort gezeigt.
Zum Schluss zeigen wir im dritten Abschnitt den Satz 5.3.1 und damit wird die Stetigkeit

von ã(x;D) auf den Funktionenräumen B∪Ck (Rn, E), Ck0 (Rn, E), Ckb (Rn, E) und W k
p (Rn, E)

für 1 ≤ p ≤ ∞ und k ∈ N0 untersucht (siehe Korollar 5.3.3).

5.1 Raum der Symbole Cr
∗S

m,ρ
1,δ (Rn, E)

Zur Motivation der Definition des Raumes von Symbolen Cr∗S
m,ρ
1,δ (Rn, E) beschreiben wir in der

folgenden Bemerkung eine in [Ki,03] betrachtete Klasse der Symbole mit Orts- und Dualvariable.

Bemerkung 5.1.1 In [Ki,03] betrachtete Ch. Kiehn einen Raum der Symbole Sm,r1,0

(
Rn
x × Rn

ξ , E
)

mit m ∈ R und r ∈ [0,∞], der geeignete Funktionen a : Rn
x×Rn

ξ −→ E (mit beschränkter Regula-
rität in x und unendlich oft differenzierbar in ξ) enthält. Dieser wurde genau wie folgt definiert:

a) Falls r ∈ N0 ist a ∈ Sm,r1,0

(
Rn
x × Rn

ξ , E
)
, wenn für jedes N ∈ N0 eine Konstante Cr,N > 0

existiert mit

|a|(m,r)N := max
|α|≤N , |β|≤r

sup
x,ξ∈Rn

〈ξ〉|α|−m
∥∥∥∂αξ ∂βxa (x, ξ)

∥∥∥
E
< Cr,N .

Daraus folgt∥∥∂αξ a (·, ξ)
∥∥
Cb(Rn,E)

≤ Cr,N 〈ξ〉m−|α| für alle ξ ∈ Rn und |α| ≤ N ,∥∥∂αξ a (·, ξ)
∥∥
Cr

b (Rn,E)
≤ Cr,N 〈ξ〉m−|α| für alle ξ ∈ Rn und |α| ≤ N .
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b) Falls r ∈ [0,∞) \N0 ist a ∈ Sm,r1,0

(
Rn
x × Rn

ξ , E
)
, wenn für jedes N ∈ N0 eine Konstante

C̃r,N > 0 existiert mit

|a|(m,r)N := |a|(m,[r])N + max
|α|≤N ,|β|=[r]

sup
x,y∈Rn

x 6=y

〈ξ〉|α|−m

∥∥∥∂αξ ∂βxa (x, ξ)− ∂αξ ∂
β
xa (y, ξ)

∥∥∥
E

|x− y|r−[r]
< C̃r,N .

Daraus ergibt sich∥∥∂αξ a (·, ξ)
∥∥
Cb(Rn,E)

≤ C̃r,N 〈ξ〉m−|α| für alle ξ ∈ Rn und |α| ≤ N ,∥∥∂αξ a (·, ξ)
∥∥
Cr

b (Rn,E)
≤ C̃r,N 〈ξ〉m−|α| für alle ξ ∈ Rn und |α| ≤ N .

c) Den Fall r =∞ werden wir hier nicht betrachten, da es bedeutet, dass das Symbol unendlich
oft differenzierbar in x ist, und dafür interessieren wir uns nicht.

Bemerkung 5.1.2 a) Obwohl die Notationen der Räume der Symbole in der Bemerkung 5.1.1
und in (5.1) fast ähnlich sind, sind ihre Objekte ganz verschieden.

b) Ist a ∈ Sm,r1,0

(
Rn
x × Rn

ξ , E
)
, r ∈ [0,∞), ein wie in der Bemerkung 5.1.1 definiertes Symbol,

so ist

ax (·) := a (x, ·) ∈ Sm,N1,0

(
Rn
ξ , Cb (Rn

x, E)
)
∩ Sm+rδ,N

1,0

(
Rn
ξ , C

r
b (Rn

x, E)
)

(mit δ = 0)

für jedes x ∈ Rn und jedes N ∈ N0.

Hiermit möchten wir eine Klasse der Symbole in mehreren Veränderlichen definieren. Die
Stetigkeit entsprechender Pseudodifferentialoperatoren wird in den nächsten Abschnitten unter-
sucht. Die Bemerkung 5.1.2 motiviert die folgende Definition.

Definition 5.1.1 (Der Raum der Symbole Cr∗S
m,ρ
1,δ (Rn, E)) Seien m, r, δ ∈ R mit r > 0,

0 ≤ δ ≤ 1, ρn wie in (1.1), ρ ∈ N mit ρ ≥ ρn und a : Rn
x × Rn

ξ → E eine E−vektorwertige
Funktion. Dann a ∈ Cr∗S

m,ρ
1,δ (Rn, E) genau dann, wenn

ax (·) := a (x, ·) ∈ Sm,ρ1,0

(
Rn
ξ , L∞ (Rn, E)

)
∩ Sm+δr,ρ

1,0

(
Rn
ξ , C

r
∗ (Rn, E)

)
f.f.a. x ∈ Rn.

Bemerkung 5.1.3 a) Man sieht offensichtlich nach den Bemerkungen 1.1.2 b), 5.1.1 und 5.1.2
und nach der Definition 5.1.1, dass

Sm,r1,0

(
Rn
x × Rn

ξ , E
)
⊂ Cr∗S

m,ρ
1,δ

(
Rn
ξ , E

)
für jedes r > 0, 0 ≤ δ ≤ 1 und ρ ≥ ρn.

b) Seien die Voraussetzungen wie in der Definition 5.1.1, aber nun sei a ∈ Sm,ρ1,0

(
Rn
ξ , E

)
und

a (x, ξ) := a (ξ) für alle x, ξ ∈ Rn. Dann a ∈ Cr∗S
m,ρ
1,δ (Rn, E) für alle r > 0 und 0 ≤ δ ≤ 1.
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Beweis. Seien x, ξ ∈ Rn und α ∈ Nn
0 mit |α| ≤ ρ. Dann gilt offensichtlich∥∥∂αξ a (·, ξ)

∥∥
L∞(Rn,E)

=
∥∥∂αξ a (ξ)

∥∥
E
≤ Cα 〈ξ〉m−|α| ,

d.h. a ∈ Sm,ρ1,0

(
Rn
ξ , L∞ (Rn, E)

)
. Ferner erhält man nach Bemerkung 1.1.2 b):∥∥∂αξ a (·, ξ)
∥∥
Cr
∗(Rn,E)

≤ C (r)
∥∥∂αξ a (·, ξ)

∥∥
Cr

b (Rn,E)

≤ C (r)
∥∥∂αξ a (ξ)

∥∥
E

≤ Cr,α 〈ξ〉m−|α| ≤ Cr,α 〈ξ〉m+δr−|α| ,

also a ∈ Sm+δr,ρ
1,0

(
Rn
ξ , C

r
∗ (Rn, E)

)
für alle r > 0 und alle 0 ≤ δ ≤ 1. �

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Untersuchung der Pseudodifferentialoperatoren ist die Zerlegung
der Symbole aus Cr∗S

m,2ρ
1,δ (Rn, E) in eine unendliche Summe von elementaren Symbolen (vgl.

Definition 5.1.2 und Korollar 5.1.1). Diese Zerlegung liefert im Wesentlichen der folgende Satz.

Satz 5.1.1 Seien m, r, δ ∈ R mit r > 0 und 0 ≤ δ ≤ 1, ρn wie in (1.1), ρ ∈ N mit ρ ≥ ρn und
a ∈ Cr∗S

m,2ρ
1,δ (Rn, E). Außerdem sei (cj)j∈Zn eine durch cj := (1+|j|)ρ

(1+|j|2)ρ , j ∈ Zn, definierte Folge

in l1 (Zn). Dann existieren Folgen (ϕk)k∈N0
in S (Rn) und (ajk)(j,k)∈Zn×N0

in Cr∗ (Rn, E), so
dass

a)
a (x, ξ) =

∑
j∈Zn

cjaj (x, ξ) für alle ξ ∈ Rn und f.f.a. x ∈ Rn mit

aj (x, ξ) =
∞∑
k=0

eij·2
−kξ

(1 + |j|)ρ
ϕk (ξ) ajk (x) für alle j ∈ Zn, ξ ∈ Rn und f.f.a. x ∈ Rn.

b) Es gibt Konstanten C1 = C1 (n,m) > 0 und C2 = C2 (n,m, r, δ) > 0, so dass

‖ajk (x)‖E ≤ C12km ‖a‖Sm,2ρ
1,0 [L∞(Rn,E)]

für alle (j, k) ∈ Zn×N0 und f.f.a. x ∈ Rn, (5.4)

‖ajk‖Cr
∗(Rn,E) ≤ C22k(m+rδ) ‖a‖

Sm+rδ,2ρ
1,0 [Cr

∗(Rn,E)]
für alle (j, k) ∈ Zn × N0. (5.5)

c) ϕ0, ϕ1 ∈ S (Rn), ϕk (ξ) = ϕ1

(
2−kξ

)
für alle ξ ∈ Rn, k ∈ N und erfüllen:

suppϕ0 ⊂W0 := {ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ 3} und

suppϕk ⊂Wk :=
{
ξ ∈ Rn : 2k−2 ≤ |ξ| ≤ 2k+2

}
für jedes k ∈ N.

d) Für jedes α ∈ Nn
0 gibt es eine Konstante Cα > 0, so dass∣∣∂αξ ϕk (ξ)

∣∣ ≤ Cα2−k|α|1Wk
(ξ) für alle ξ ∈ Rn, k ∈ N0.
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e) aj ∈ Cr∗S
m,ρ
1,δ (Rn, E) mit

‖aj‖Sm,ρ
1,0 [L∞(Rn,E)] ≤ C̃1 ‖a‖Sm,2ρ

1,0 [L∞(Rn,E)]
,

‖aj‖Sm+rδ,ρ
1,0 [Cr

∗(Rn,E)]
≤ C̃2 ‖a‖Sm+rδ,2ρ

1,0 [Cr
∗(Rn,E)]

für alle j ∈ Zn, wobei die Konstanten C̃1, C̃2 unabhängig von j sind.

Beweis. Sei (ψk)k∈N0
eine Zerlegung der Eins wie in (1.16). Für k ∈ N0 definiere

bk (x, ξ) := ψk

(
2kξ
)
a
(
x, 2kξ

)
, ξ ∈ Rn und f.f.a. x ∈ Rn. (5.6)

Nach Rechnung erhält man, dass supp
(
ψk
(
2k·
))
⊂
[

1
2 , 2
]

für alle k ∈ N. Nun entwickeln wir
die 2π−periodische Fortsetzung in ξ von bk in eine Fourier-Reihe und mit Hilfe von Funk-
tionen ϕ0, ϕ1 ∈ S (Rn), so dass supp(ϕ0) ⊂ {ξ : |ξ| ≤ 3}, ϕ0 ≡ 1 auf supp(ψ0), suppϕ1 ⊂{
ξ : 2−2 ≤ |ξ| ≤ 22

}
und ϕ1 ≡ 1 auf

[
1
2 , 2
]
, bekommt man

b0 (x, ξ) =
∑
j∈Zn

cj
eij·ξ

(1 + |j|)ρ
ϕ0 (ξ) aj0 (x) für alle ξ ∈ Rn und f.f.a. x ∈ Rn,

bk (x, ξ) =
∑
j∈Zn

cj
eij·ξ

(1 + |j|)ρ
ϕ1 (ξ) ajk (x) für alle k ∈ N, ξ ∈ Rn und f.f.a. x ∈ Rn,

wobei

ajk (x) =
1

(2π)n

∫
[−π,π]n

e−ij·ξ (I −∆ξ)
ρ bk (x, ξ) dξ (5.7)

für alle (j, k) ∈ Zn × N0 und f.f.a. x ∈ Rn. Die obigen Reihen konvergieren gleichmäßig in ξ
(siehe [A-B-H-N,01; Theorem 4.2.20]).

Nun definieren wir für ξ ∈ Rn

ϕk (ξ) :=
{
ϕ0 (ξ) , falls k = 0,
ϕ1

(
2−kξ

)
, falls k ≥ 1.
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Dann gilt für alle ξ ∈ Rn und f.f.a. x ∈ Rn, dass

a (x, ξ) =

[ ∞∑
k=0

ψk (ξ)

]
a (x, ξ)

=
∞∑
k=0

ψk

(
2k
(
2−kξ

))
a
(
x, 2k

(
2−kξ

))
=

∞∑
k=0

bk

(
x, 2−kξ

)

=
∞∑
k=0

∑
j∈Zn

cj
eij·2

−kξ

(1 + |j|)ρ
ϕk (ξ) ajk (x)


=
∑
j∈Zn

cj

( ∞∑
k=0

eij·2
−kξ

(1 + |j|)ρ
ϕk (ξ) ajk (x)

)
,

da die Reihe
∑

k für jedes ξ ∈ Rn eine endliche Summe ist. Daraus folgt a). Die Behauptungen
c) und d) folgen aus der Konstruktion der Folge (ϕk)k und nach einfacher Rechnung. Nun zeigen
wir b).

Aus

ajk (x) =
1

(2π)n

∫
[−π,π]n

e−ij·ξ
∑
|α|≤2ρ

cα∂
α
ξ bk (x, ξ) dξ (5.8)

=
1

(2π)n

∫
[−π,π]n

e−ij·ξ
∑
|α|≤2ρ

∑
β≤α

cαβ

(
∂α−βξ ψk

(
2kξ
))(

∂βξ a
(
x, 2kξ

))
dξ

erhält man für k ∈ N

‖ajk (x)‖E ≤
1

(2π)n

∫
[−π,π]n

∑
|α|≤2ρ

∑
β≤α

ĉα,β2k|β|χ[ 1
2
,2] (ξ)

∥∥∥(∂βξ a (x, ·)
)(

2kξ
)∥∥∥

E︸ ︷︷ ︸
≤c̃β‖a‖S

m,2ρ
1,0 [L∞(Rn,E)]

•〈2kξ〉m−|β|

dξ

≤ c (n,m, φ) ‖a‖
Sm,2ρ

1,0 [L∞(Rn,E)]
2km für alle j ∈ Zn, k ∈ N und f.f.a. x ∈ Rn.

Für k = 0 ist das obige Resultat trivial. Somit ist (5.4) bewiesen.
Nach (5.4) ist ajk ∈ L∞ (Rn, E) und daher ist für alle l ∈ N0 und η ∈ Rn (ψl (D) ajk) (η)

wohldefiniert und ψl (D) ajk = (2π)−n/2 ψ̌l ∗ ajk ∈ B ∪C (Rn, E) (siehe Lemma 1.1.3). Aus (5.8)
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und dem Satz von Fubini ergibt sich für alle l ∈ N0∥∥∥[2lrψl (D) ajk
]
(η)
∥∥∥
E

=

∥∥∥∥∥ 2lr

(2π)n/2

∫
Rn

ψ̌l (η − x) ajk (x) dx

∥∥∥∥∥
E

Fubini=

∥∥∥∥∥∥ 1

(2π)3n/2

∫
[−π,π]n

e−ij·ξ
∑
|α|≤2ρ

∑
β≤α

cαβ

[
∂α−βξ ψk

(
2kξ
)] [

2lrψl (D)
(
∂βξ a

(
·, 2kξ

))]
(η) dξ

∥∥∥∥∥∥
E

≤ 1

(2π)3n/2

∫
[−π,π]n

∑
|α|≤2ρ

∑
β≤α

c̃α,β2k|β|χ[ 1
2
,2] (ξ)

∥∥∥2lrψl (D)
((
∂βξ a

)(
·, 2kξ

))∥∥∥
E
dξ.

Daraus folgt zusammen mit∥∥∥2lrψl (D)
((
∂βξ a

)(
·, 2kξ

))∥∥∥
L∞(Rn,E)

≤ c (m, r, δ) ‖a‖
Sm+rδ,2ρ

1,0 [Cr
∗(Rn,E)]

〈
2kξ
〉m+rδ−|β|

,

dass

‖ajk‖Cr
∗(Rn,E) ≤ c (n,m, r, δ, ψ) ‖a‖

Sm+rδ,2ρ
1,0 [Cr

∗(Rn,E)]
2k(m+rδ) für alle (j, k) ∈ Zn × N0.

Beweis von e): Sei ϕjk (ξ) := eij·2−kξ

(1+|j|)ρϕk (ξ) für alle ξ ∈ Rn und (j, k) ∈ Zn ×N0, dann ist wegen
a)

aj (x, ξ) =
∞∑
k=0

ϕjk (ξ) ajk (x) für alle j ∈ Zn, ξ ∈ Rn und f.f.a. x ∈ Rn.

Beachte, dass diese Reihe eine endliche Summe für jedes ξ ∈ Rn ist, weil supp(ϕjk) ⊂ Wk. Da
|j||α|

(1+|j|)ρ ≤ 1 für alle |α| ≤ ρ,

〈ξ〉|α| 1Wk
(ξ) =

(
1 + |ξ|2

) |α|
2 1Wk

(ξ) ≤
(

1 +
(
2k+2

)2
) |α|

2

1Wk
(ξ) ≤ cα2k|α|1Wk

(ξ)

und

〈ξ〉m 1Wk
(ξ) ≥


(
1 +

(
2k−2

)2)m
2 1Wk

(ξ) ≥ cm2km1Wk
(ξ), falls m ≥ 0,(

1 +
(
2k+2

)2)m
2 1Wk

(ξ) ≥ c̃m2km1Wk
(ξ), falls m < 0,

(5.9)

gelten, erhält man nach (5.4) und d) für alle |α| ≤ ρ, j ∈ Zn, ξ ∈ Rn und f.f.a. x ∈ Rn, dass

∥∥∂αξ aj (x, ξ)∥∥E ≤ |j||α|

(1 + |j|)ρ
3Cα2−k|α|1Wk

(ξ)C12km ‖a‖Sm,2ρ
1,0 [L∞(Rn,E)]

≤ C̃1,α ‖a‖Sm,2ρ
1,0 [L∞(Rn,E)]

〈ξ〉m−|α| .
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Damit ist ‖aj‖Sm,ρ
1,0 [L∞(Rn,E)] ≤ C̃1 ‖a‖Sm,2ρ

1,0 [L∞(Rn,E)]
bewiesen. Ebenso zeigt man, dass

‖aj‖Sm+rδ,ρ
1,0 [Cr

∗(Rn,E)]
≤ C̃2 ‖a‖Sm+rδ,2ρ

1,0 [Cr
∗(Rn,E)]

und somit ist e) bewiesen. �

Bemerkung 5.1.4 Sei (ϕk)k∈N0
die im Satz 5.1.1 konstruierte Folge und sei

ϕjk (ξ) :=
eij·2

−kξ

(1 + |j|)ρ
ϕk (ξ) für alle ξ ∈ Rn, ρ ≥ ρn und (j, k) ∈ Zn × N0.

Dann gelten:

a) Es gibt eine Konstante Ĉ > 0 (Ĉ = max
{
‖ϕ̌0‖L1(Rn) , ‖ϕ̌1‖L1(Rn)

}
), so dass

‖ϕ̌jk‖L1(Rn) ≤ Ĉ für alle (j, k) ∈ Zn × N0.

b) Sind (ψk)k∈N0
eine wie in (1.16) gegebene Zerlegung der Eins, Ĉ wie oben und χk :=

ψk−1 + ψk + ψk+1 für k ∈ N0, so gilt für alle s ∈ R, p, q ∈ [1,∞] und u ∈ Bs
p,q (Rn, E),

dass
‖ϕjk (D)u‖Lp(Rn,E) ≤ Ĉ ‖χk (D)u‖Lp(Rn,E) für alle (j, k) ∈ Zn × N0.

Beweis. Vom Teil a): Seien j ∈ Zn und k ≥ 1. Dann erhält man nach dem Satz über
Integraltransformation, dass

‖ϕ̌j,k‖L1(Rn) =
∫

Rn

∣∣∣∣∫
Rn

eix·ξϕj,k (ξ) dξ
∣∣∣∣ dx

≤
∫

Rn

∣∣∣∣∫
Rn

eix·ξeij·2
−kξϕk (ξ) dξ

∣∣∣∣ dx (weil
1

(1 + |j|)ρ
≤ 1)

η:=2−kξ
=

∫
Rn

2kn
∣∣∣∣∫

Rn

eix·2
kηeij·ηϕ1 (η) dη

∣∣∣∣ dx
y:=2kx

=
∫

Rn

∣∣∣∣∫
Rn

eiy·ηeij·ηϕ1 (η) dη
∣∣∣∣ dy

=
∫

Rn

|ϕ̌1 (y + j)| dy

x:=y+j
=

∫
Rn

|ϕ̌1 (x)| dx

= ‖ϕ̌1‖L1(Rn) .

Analog erhält man ‖ϕ̌j,0‖L1(Rn) ≤ ‖ϕ̌0‖L1(Rn) für alle j ∈ Zn.
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Beweis vom Teil b): Aus Definition einer Zerlegung der Eins und aus Satz 5.1.1 c) folgt, dass
ϕjk = ϕjkχk für alle (j, k) ∈ Zn × N0. Somit bekommt man für alle u ∈ Bs

p,q (Rn, E) :

‖ϕjk (D)u‖Lp(Rn,E) = (2π)−
n
2 ‖ϕ̌jk ∗ u‖Lp(Rn,E)

= (2π)−
n
2

∥∥∥(2π)−
n
2 (ϕ̌jk ∗ χ̌k) ∗ u

∥∥∥
Lp(Rn,E)

= (2π)−
n
2

∥∥∥ϕ̌j,k ∗
(
(2π)

−n
2 χ̌k ∗ u

)∥∥∥
Lp(Rn,E)

= (2π)−
n
2 ‖ϕ̌j,k ∗ χk (D)u‖Lp(Rn,E)

≤ ‖ϕ̌j,k‖L1(Rn) ‖χk (D)u‖Lp(Rn,E) (wegen Lemma 1.1.3)

a)

≤ Ĉ ‖χk (D)u‖Lp(Rn,E) .

�

Definition 5.1.2 (Elementare Symbole) Seien m, r, δ ∈ R mit r > 0, 0 ≤ δ ≤ 1, ρ ∈ N mit
ρ ≥ ρn und a ∈ Cr∗S

m,ρ
1,δ (Rn, E). Man nennt das Symbol a elementar, falls Folgen (ϕk)k∈N0

⊂
S (Rn), (Mk)k∈N0

⊂ Cr∗ (Rn, E) und eine von k unabhängige Konstante c > 0 existieren, so
dass

a (x, ξ) =
∞∑
k=0

ϕk (ξ)Mk (x) für alle ξ ∈ Rn und f.f.a. x ∈ Rn (5.10)

mit ϕ0, ϕ1 ∈ S (Rn), ϕk (ξ) = ϕ1

(
2−kξ

)
für k ≥ 1 und

supp (ϕ0) ⊂ {ξ : |ξ| ≤ 3} , supp (ϕk) ⊂Wk für k ≥ 1, (5.11)

‖∂αϕk‖L∞(Rn) ≤ c2
−k|α| für alle α ∈ N0, (5.12)

‖Mk‖L∞(Rn,E) ≤ c ‖a‖Sm,ρ
1,0 [L∞(Rn,E)] 2

km und ‖Mk‖Cr
∗(Rn,E) ≤ c ‖a‖Sm+rδ,ρ

1,0 [Cr
∗(Rn,E)]

2k(m+rδ)

(5.13)
für k ∈ N0. Dabei ist Wk wie im Teil c) des Satzes 5.1.1 .

Korollar 5.1.1 Seien die Voraussetzungen wie im Satz 5.1.1 und a ∈ Cr∗S
m,2ρ
1,δ (Rn, E) gegeben.

Dann existieren eine Folge der elementaren Symbole (aj)j∈Zn in Cr∗S
m,ρ
1,δ (Rn, E) und eine von j

unabhängige Konstante c > 0, so dass

a =
∑
j∈Zn

cjaj, ‖aj‖Sm,ρ
1,0 [L∞(Rn,E)] ≤ c ‖a‖Sm,2ρ

1,0 [L∞(Rn,E)]
und

‖aj‖Sm+rδ,ρ
1,0 [Cr

∗(Rn,E)]
≤ c ‖a‖

Sm+rδ,2ρ
1,0 [Cr

∗(Rn,E)]
für alle j ∈ Zn.

Beweis. Dies folgt aus dem Satz 5.1.1. �
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5.2 Pseudodifferentialoperatoren für Symbole auf Cr
∗S

m,ρ
1,δ (Rn, E)

Wir beginnen den Abschnitt mit der Einführung einiger wichtigen Lemmata bezüglich der
Littlewood-Paley-Theorie.

Lemma 5.2.1 Seien s > 0 und 1 ≤ q ≤ ∞. Dann gibt es eine Konstante c > 0, so dass∥∥∥∥∥
(

2−ks
k∑
l=0

al

)
k

∥∥∥∥∥
lq

≤ c
∥∥∥(2−ksak)

k

∥∥∥
lq

für alle Folgen (ak)k∈N0
in C.

Beweis. Siehe [Am,01] Lemma A1.1, S. 37. �

Lemma 5.2.2 Seien s ∈ R, 1 ≤ p, q ≤ ∞, (vk)k∈N0
eine Folge in S ′ (Rn, E) mit∥∥∥2ks ‖vk‖Lp(Rn,E)

∥∥∥
lq
<∞ und Konstanten 0 < c1 < c2 so gegeben, dass

supp (v̂0) ⊆ {ξ : |ξ| ≤ c2} und supp (v̂k) ⊆
{
ξ : c12k ≤ |ξ| ≤ c22k

}
, k ∈ N.

Dann existiert v :=
∑∞

k=0 vk in S ′ (Rn, E), nämlich v ∈ Bs
p,q (Rn, E) mit

‖v‖Bs
p,q(Rn,E) ≤ c

∥∥∥(2ks ‖vk‖Lp(Rn,E)

)∥∥∥
lq

,

wobei die Konstante c unabhängig von vk ist.

Beweis. Für den skalaren Fall siehe [Marshall,87] Lemma 1.1 und für den vektorwertigen
Fall [Am,01] Proposition A1.2. �

Lemma 5.2.3 Seien s > 0, 1 ≤ p, q ≤ ∞, (vk)k∈N0
eine Folge in S ′ (Rn, E) mit∥∥∥2ks ‖vk‖Lp(Rn,E)

∥∥∥
lq
<∞ und c eine Konstante, so dass

sup p (v̂k) ⊆
{
ξ : |ξ| ≤ c2k

}
für alle k ∈ N0.

Dann existiert v :=
∑∞

k=0 vk in S ′ (Rn, E), v ∈ Bs
p,q (Rn, E) und

‖v‖Bs
p,q(Rn,E) ≤ c̃

∥∥∥(2ks ‖vk‖Lp(Rn,E)

)∥∥∥
lq

,

wobei die Konstante c̃ unabhängig von vk ist.

Beweis. Für den skalaren Fall siehe [Marshall,87] Lemma 1.2 und für den vektorwertigen
Fall [Am,01] Proposition A1.2. �
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5.2.1 Definition von a(x, D) für elementare Symbole in Cr
∗S

m,ρ
1,δ (Rn, E1)

Satz 5.2.1 Seien δ,m, p, q, r, s ∈ R mit 0 ≤ δ ≤ 1, p, q ∈ [1,∞], r > 0, − (1− δ) r < s < r,
ρ ∈ N mit ρ ≥ ρn und a ∈ Cr∗S

m,ρ
1,δ (Rn, E1) ein elementares Symbol, das heißt

a (x, ξ) =
∞∑
k=0

ϕk (ξ)Mk (x) für alle ξ ∈ Rn, f.f.a. x ∈ Rn

mit (ϕk)k∈N0
und (Mk)wie in der Definition 5.1.2. Ferner seien (ψl)l∈N0

eine Zerlegung der
Eins, wie in (1.16), und Ml,k := ψl (D)Mk. Dann existiert

∞∑
k=0

∞∑
l=0

Ml,k • ϕk (D)u in Bs
p,q (Rn, E0) für alle u ∈ Bs+m

p,q (Rn, E2)

und es gibt eine Konstante c > 0, so dass∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

∞∑
l=0

Ml,k • ϕk (D)u

∥∥∥∥∥
Bs

p,q(Rn,E0)

≤ c ‖a‖(m,ρ)δ,E1
‖u‖Bs+m

p,q (Rn,E2) für alle u ∈ Bs+m
p,q (Rn, E2) ,

(5.14)
wobei ‖a‖(m,ρ)δ,E1

:= max
{
‖a‖Sm,ρ

1,0 [L∞(Rn,E1)] , ‖a‖Sm+rδ,ρ
1,0 [Cr

∗(Rn,E1)]

}
.

Beweis. Seien (ψl)l∈N0
eine Zerlegung der Eins, u ∈ Bs+m

p,q (Rn, E2), Ml,k := ψl (D)Mk für
alle l, k ∈ N0 und uk := ϕk (D)u. Dann erhält man nach (5.13), dass

‖Ml,k‖L∞(Rn,E1) = 2−lr
[
2lr ‖ψl (D)Mk‖L∞(Rn,E1)

]
≤ 2−lr ‖Mk‖Cr

∗(Rn,E1)

≤ c (n,m,ψ) ‖a‖
Sm+rδ,ρ

1,0 [Cr
∗(Rn,E1)]

2−lr2k(m+rδ) für alle l, k ∈ N0.

Also

‖Ml,k‖L∞(Rn,E1) ≤ c (n,m,ψ) ‖a‖
Sm+rδ,ρ

1,0 [Cr
∗(Rn,E1)]

2−lr2k(m+rδ) für alle l, k ∈ N0. (5.15)

Nun zeigen wir die folgenden drei Behauptungen.
Behauptung I: a(1)

s,p,q (x,D)u :=
∑∞

k=0

∑k−4
l=0 Ml,k • uk ∈ Bs

p,q (Rn, E0) und∥∥∥a(1)
s,p,q (x,D)u

∥∥∥
Bs

p,q(Rn,E0)
≤ c1 ‖a‖Sm,ρ

1,0 [L∞(Rn,E1)] ‖u‖Bs+m
p,q (Rn,E2) für alle u ∈ Bs+m

p,q (Rn, E2) .

Behauptung II: a
(2)
s,p,q (x,D)u :=

∑∞
k=0

∑k+3
l=k−3Ml,k • uk ∈ B

s+(1−δ)r
p,q (Rn, E0)

↪→ Bs
p,q (Rn, E0) und∥∥∥a(2)

s,p,q (x,D)u
∥∥∥
Bs

p,q(Rn,E0)
≤ c2 ‖a‖Sm+rδ,ρ

1,0 [Cr
∗(Rn,E1)]

‖u‖Bs+m
p,q (Rn,E2) für alle u ∈ Bs+m

p,q (Rn, E2) .
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Behauptung III: a(3)
s,p,q (x,D)u :=

∑∞
k=0

∑∞
l=k+4Ml,k • uk ∈ Bs

p,q (Rn, E0) und∥∥∥a(3)
s,p,q (x,D)u

∥∥∥
Bs

p,q(Rn,E0)
≤ c3 ‖a‖Sm+rδ,ρ

1,0 [Cr
∗(Rn,E1)]

‖u‖Bs+m
p,q (Rn,E2). für alle u ∈ Bs+m

p,q (Rn, E2) .

Somit erhält man nach den Behauptungen I-III, dass

∞∑
k=0

∞∑
l=0

Ml,k (x) • ϕk (D)u =
3∑
i=1

a(i)
s,p,q (x,D)u ∈ Bs

p,q (Rn, E0)

und (5.14) gilt.
Beweis der Behauptung I: Sei vk :=

∑k−4
l=0 Ml,k • uk für alle k ≥ 4. Dann folgt aus (1.17),

dass

vk =
k−4∑
l=0

[
F−1 (ψlFMk)

]
•
[
F−1 (ϕkFu)

]
=

[
F−1

((
k−4∑
l=0

ψl

)
FMk

)]
•
[
F−1 (ϕkFu)

]
=
[
F−1

(
ψ
(
2−k+4·

)
FMk

)]
•
[
F−1 (ϕkFu)

]
.

Also
vk =

[
F−1

(
ψ
(
2−k+4·

)
FMk

)]
•
[
F−1 (ϕkFu)

]
. (5.16)

Weil
supp

(
ψ
(
2−k+4·

)
FMk

)
⊂

komp.

{
η ∈ Rn : |η| ≤ 2k−3

}
=: Uk

und
supp (ϕkFu) ⊂

komp.

{
ξ ∈ Rn : 2k−2 ≤ |ξ| ≤ 2k+2

}
= Wk

gelten, erhält man nach (1.13− 1.14), dass

(2π)−n/2F−1
[(
ψ
(
2−k+4·

)
FMk

)
∗• (ϕkFu)

]
=
[
F−1

(
ψ
(
2−k+4·

)
FMk

)]
•
[
F−1 (ϕkFu)

]
= vk

und
sup p (v̂k) ⊂ Uk +Wk für alle k ≥ 4.

Ist η+ξ ∈ Uk+Wk, dann ist |η + ξ| ≤ 2k−3+2k+2 = 33
8 2k und |η + ξ| ≥ |ξ|−|η| ≥ 2k−2−2k−3 =

1
82k. Also

sup p (v̂k) ⊂
{
η ∈ Rn :

1
8
2k ≤ |η| ≤ 33

8
2k
}



120 Kapitel 5. Verallgemeinerung der Theorie

und daher erhält man nach dem Lemma 5.2.2 und (5.16), dass

∥∥∥a(1)
s,p,q (x,D)u

∥∥∥
Bs

p,q(Rn,E0)
≤ c̃1

[ ∞∑
k=0

2ksq
∥∥∥[F−1

(
ψ
(
2−k+4·

)
FMk

)]
• uk

∥∥∥q
Lp(Rn,E0)

]1/q

≤ c̃1

[ ∞∑
k=0

2ksq
∥∥∥∥[ψ (2−k+4·

)]∨
∗Mk

∥∥∥∥q
L∞(Rn,E1)

‖uk‖qLp(Rn,E2)

]1/q

≤ c̃1

[ ∞∑
k=0

2ksq
∥∥∥∥[ψ (2−k+4·

)]∨∥∥∥∥q
L1(Rn)

‖Mk‖qL∞(Rn,E1) ‖uk‖
q
Lp(Rn,E2)

]1/q

≤ ĉ1
∥∥ψ̌∥∥

L1(Rn)
· ‖a‖Sm,ρ

1,0 [L∞(Rn,E1)]

[ ∞∑
k=0

2k(s+m)q ‖uk‖qLp(Rn,E2)

]1/q

≤ c1 ‖a‖Sm,ρ
1,0 [L∞(Rn,E1)] ‖u‖Bs+m

p,q (Rn,E2) .

Dabei wurde in der letzten Abschätzung die Bemerkung 5.1.4b) mit j = 0 angewandt.
Analog zeigt man den Fall q =∞. Dazu muss oben die Summe

∑∞
k=0 durch supk∈N0

ersetzt
werden. Damit wurde die Behauptung I gezeigt.

Beweis der Behauptung II: Nun sei vk :=
∑k+3

l=k−3Ml,k • uk, dann erhält man nach (1.9)
und nach analoger Rechnung zur Behauptung I, dass supp(v̂k) ⊂

{
ξ : |ξ| ≤ 20 · 2k

}
für alle

k ∈ N0. Daraus und aus dem Lemma 5.2.3 mit s+ (1− δ) r > 0 folgt, dass

∥∥∥a(2)
s,p,q (x,D)u

∥∥∥
B

s+(1−δ)r
p,q (Rn,E0)

Fall q<∞
≤ c̃

 ∞∑
k=0

2k(s+(1−δ)r)q

∥∥∥∥∥
k+3∑
l=k−3

Ml,k • uk

∥∥∥∥∥
q

Lp(Rn,E0)

1/q

Dreieck. Ung.
≤ c̃

[ ∞∑
k=0

2ksq2k(1−δ)rq
(

k+3∑
l=k−3

‖Ml,k • uk‖Lp(Rn,E0)

)q]1/q

(5.15)

≤ c̃ (n,m,ψ) ‖a‖
Sm+rδ,ρ

1,0 [Cr
∗(Rn,E1)]

[ ∞∑
k=0

2ksq2k(1−δ)rq
(

k+3∑
l=k−3

2km2kδr2−lr
)q
‖uk‖qLp(Rn,E2)

]1/q

≤ 7c̃ (n,m,ψ) ‖a‖
Sm+rδ,ρ

1,0 [Cr
∗(Rn,E1)]

[ ∞∑
k=0

2k(s+m)q2krq
(

max
k−3≤l≤k+3

{
2−lr

})q
‖uk‖qLp(Rn,E2)

]1/q

= 7 · 23r c̃ (n,m,ψ) ‖a‖
Sm+rδ,ρ

1,0 [Cr
∗(Rn,E1)]

[ ∞∑
k=0

2k(s+m)q2krq2−krq ‖uk‖qLp(Rn,E2)

]1/q

≤ c̃ (n,m, r, ψ) ‖a‖
Sm+rδ,ρ

1,0 [Cr
∗(Rn,E1)]

‖u‖Bs+m
p,q (Rn,E2) (Bem. 5.1.4b) mit j = 0).

Ebenso zeigt man den Fall q = ∞. Dazu muss man oben die Summe
∑∞

k=0 durch supk∈N0

ersetzen. Somit ist die Behauptung II bewiesen.
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Beweis der Behauptung III: Nun sei vl :=
∑l−4

k=0Ml,k • uk für alle l ≥ 4. Dann folgt aus
(1.9), dass

supp (v̂l) = supp

(
l−4∑
k=0

F (Ml,k • uk)

)

=
l−4⋃
k=0

supp (F (Ml,k • uk))

⊂
l−4⋃
k=0

(Ωl +Wk) (nach analoger Rechnung zur Beh. I).

Für jede l ≥ 4, 0 ≤ k ≤ l − 4 und alle ξ + η ∈ Ωl +Wk erhält man:

|ξ + η| ≤ 2l+1 + 2k+2 ≤ 2l+1 + 2l−2 =
9
4
· 2l,

|ξ + η| ≥ |ξ| − |η| ≥ 2l−1 − 2l−2 =
1
4
· 2l

und somit ist

sup p (v̂l) ⊂
{
ξ ∈ Rn :

1
4
· 2l ≤ |ξ| ≤ 9

4
· 2l
}

︸ ︷︷ ︸
⊂Wl!

, l ≥ 4. (5.17)

Behauptung IIIa):
∑∞

l=4 vl ∈ S ′ (Rn, E0).
Seien dazu φ ∈ S (Rn) und χl :=

∑1
i=−1 ψl+i, l ≥ 4. Dann ergibt sich aus

∑∞
k=0 ψk = 1 in

OM (Rn) und (5.17):

〈vl, φ〉 =
〈
χlv̂l, φ̌

〉
=
〈
vl,
(
χlφ̂ (−·)

)∧〉
= 〈vl, (χl (D)φ (−·)) (−·)〉 .

Daraus folgt für alle p, p′ ∈ [1,∞] mit 1
p + 1

p′ = 1, q ∈ [1,∞[, q′ ∈ ]1,∞] mit 1
q + 1

q′ = 1 und alle
φ ∈ S (Rn), dass∑∞

l=4 ‖〈vl, φ〉‖E0
≤

∑∞
l=4

∫
Rn ‖vl (x)‖E0

|(χl (D)φ (−·)) (−x)| dx
Hölder
≤

∑∞
l=4 ‖vl‖Lp(Rn,E0) ‖χl (D)φ (−·)‖Lp′ (Rn)

=
∑∞

l=4

(
2ls ‖vl‖Lp(Rn,E0)

)(
2−ls ‖χl (D) (φ)‖Lp′ (Rn)

)
Hölder
≤ 3 ‖φ‖B−s

p′,q′ (R
n)

(∑∞
l=4 2lsq ‖vl‖qLp(Rn,E0)

)1/q
.

(5.18)
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Weiter erhält man nach (5.15) und Lemma 5.2.1 mit s− r < 0, dass( ∞∑
l=4

2lsq ‖vl‖qLp(Rn,E0)

)1/q

≤ c (n,m,ψ) ‖a‖
Sm+rδ,ρ

1,0 [Cr
∗(Rn,E1)]

[ ∞∑
l=4

2lsq
(
l−4∑
k=0

2−rl2k(m+rδ) ‖uk‖Lp(Rn,E2)

)q]1/q

= c (n,m,ψ) ‖a‖
Sm+rδ,ρ

1,0 [Cr
∗(Rn,E1)]

[ ∞∑
l=4

(
2l(s−r)

l−4∑
k=0

2k(m+rδ) ‖uk‖Lp(Rn,E2)

)q]1/q

Lemm.5.2.1
≤ c̃ (n,m,ψ) ‖a‖

Sm+rδ,ρ
1,0 [Cr

∗(Rn,E1)]

[ ∞∑
l=0

2l[s+m−r(1−δ)]q ‖ul‖qLp(Rn,E2)

]1/q

≤ 3c̃ (n,m,ψ) ‖a‖
Sm+rδ,ρ

1,0 [Cr
∗(Rn,E1)]

‖u‖
B

s+m−r(1−δ)
p,q (Rn,E2)

≤ 3̃ (n,m,ψ) ‖a‖
Sm+rδ,ρ

1,0 [Cr
∗(Rn,E1)]

‖u‖Bs+m
p,q (Rn,E2) , (5.19)

da s+m− r (1− δ) ≤ s+m.
Somit liefern (5.18) und (5.19):

∞∑
l=0

‖〈vl, φ〉‖E0
≤ c (n,m,ψ, φ, a, u) <∞. (5.20)

Im Fall q =∞, also q′ = 1, bekommt man analog zu (5.18) und (5.19), dass

∞∑
l=4

‖〈vl, φ〉‖E0
≤

∞∑
l=4

‖vl‖Lp(Rn,E0) ‖χl (D) (φ)‖Lp′ (Rn)

≤
(

sup
l∈N0

2sl ‖vl‖Lp(Rn,E0)

) ∞∑
l=0

2−ls ‖χl (D) (φ)‖Lp′ (Rn)

≤ c ‖φ‖B−s
p′,1(Rn)

(
sup
l∈N0

2sl ‖vl‖Lp(Rn,E0)

)
≤ c̃ (n,m,ψ, φ, a, u) <∞,

wobei
sup
l∈N0

2sl ‖vl‖Lp(Rn,E0) ≤ c̃ (n,m,ψ) ‖a‖
Sm+rδ,ρ

1,0 [Cr
∗(Rn,E1)]

‖u‖Bs+m
p,∞ (Rn,E2) . (5.21)

Insgesamt hat man also für jedes q ∈ [1,∞]:

∞∑
l=4

‖〈vl, φ〉‖E0
≤ c (n,m,ψ, φ, a, u) <∞ ∀φ ∈ S (Rn) .
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Folglich ist die Reihe
∑∞

l=4 〈vl, φ〉 absolute konvergent im Banachraum E0. Somit existiert ein
〈v, φ〉 ∈ E0, so dass für die Folge (Fi)i≥4 ⊂ S ′ (Rn, E0) mit Fi :=

∑i
l=4 vl

〈Fi, φ〉 −→
i→∞

〈v, φ〉 in E0 gilt,

was 〈Fi − Fi′ , φ〉
i,i′→∞−→ 0 impliziert. Dann ist (Fi)i≥4 eine Cauchy-Folge im vollständigen Raum

S ′ (Rn, E0) und somit existiert v ∈ S ′ (Rn, E0) mit

i∑
l=4

vl −→
i→∞

v in S ′ (Rn, E0) , (5.22)

das heißt die Behauptung IIIa) gilt.
Behauptung IIIb):

∞∑
k=0

L∑
l=k+4

Ml,k • uk =
L∑
l=4

l−4∑
k=0

Ml,k • uk für alle L ∈ N mit L ≥ 4 (5.23)

und somit ist
∞∑
k=0

∞∑
l=k+4

Ml,k • uk =
∞∑
l=4

l−4∑
k=0

Ml,k • uk in S ′ (Rn, E0) . (5.24)

Beweis durch Induktion: Für L = 4 erhält man leicht die Gleichheit (5.23). Nun wenden wir
den Induktionsschritt an:

∞∑
k=0

L+1∑
l=k+4

Ml,k • uk =
L−3∑
k=0

L+1∑
l=k+4

Ml,k • uk
(

denn k läuft von k = 0 bis zu einem
k, so dass l = k + 4 = L+ 1.

)

=
∞∑
k=0

L∑
l=k+4

Ml,k • uk +
L−3∑
k=0

ML+1,k • uk

=
L∑
l=4

l−4∑
k=0

Ml,k • uk +
L−3∑
k=0

ML+1,k • uk

=
L+1∑
l=4

l−4∑
k=0

Ml,k • uk

und damit ist (5.23) gezeigt. Daher und aus (5.22) erhält man

∞∑
k=0

∞∑
l=k+4

Ml,k • uk =
∞∑
l=4

l−4∑
k=0

Ml,k • uk in S ′ (Rn, E0) .
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Jetzt folgt sofort die Behauptung III aus (5.17), (5.24) und Lemma 5.2.2, denn

∥∥∥a(3)
s,p,q (x,D)u

∥∥∥
Bs

p,q(Rn,E0)
≤ c


∞∑
l=4

2lsq

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
l−4∑
k=0

Ml,k • uk︸ ︷︷ ︸
=vl

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

q

Lp(Rn,E0)


1/q

(falls 1 ≤ q <∞)

(5.19)

≤ c (n,m,ψ) ‖a‖
Sm+rδ,ρ

1,0 [Cr
∗(Rn,E1)]

‖u‖Bs+m
p,q (Rn,E2) .

Analog zeigt man den Fall q =∞, wobei man (5.21) statt (5.19) verwendet. �
Wir bezeichnen die im Satz 5.2.1 gegebene Distribution

∑∞
k=0

∑∞
l=0Ml,k • ϕk (D)u durch

as,p,q (x,D)u :=
∞∑
k=0

∞∑
l=0

Ml,k • ϕk (D)u, u ∈ Bs+m
p,q (Rn, E2) .

Bemerkung 5.2.1 Mit den Voraussetzungen des Satzes 5.2.1 erhält man

as,p,q(x,D)u (x) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn

eiξ·xa (x, ξ) • û (ξ) dξ f.f.a. x ∈ Rn und u ∈ S (Rn, E2) .

Beweis. Sei a (x, ξ) =
∑∞

k=0 ϕk (ξ)Mk (x) ein elementares Symbol in Cr∗S
m,ρ
1,δ (Rn, E1) (siehe

die Voraussetzungen des Satzes 5.2.1). Dann erhält man für alle u ∈ S (Rn, E2) und f.f.a.
x ∈ Rn:

1

(2π)
n
2

∫
Rn

eiξ·xa (x, ξ) • û (ξ) dξ = Fξ→x

a (x, ·) • û︸ ︷︷ ︸
∈L1(Rn

ξ ,E0)

 (x) ∈ L∞ (Rn, E0)

und damit ist dieses Integral eine reguläre Distribution in S ′ (Rn, E0). Auf der anderen Seite
erhält man nach (5.15), dass

K∑
k=0

L∑
l=0

‖Ml,k • ϕk (D)u‖L∞(Rn,E0) ≤
K∑
k=0

L∑
l=0

cn,m ‖a‖Sm+rδ,ρ
1,0

2−lr2k(m+rδ) ‖ϕk (D)u‖L∞(Rn,E2)

≤ cn,m,r,a
K∑
k=0

2k(m+rδ) ‖ϕk (D)u‖L∞(Rn,E2)

≤ cn,m,r,a ‖u‖Bm+rδ
∞,1 (Rn,E2) <∞ ∀K,L ∈ N0.

Also konvergiert
∑∞

k=0

∑∞
l=0Ml,k • ϕk (D)u absolut im Banachraum L∞ (Rn, E0) und somit ist

diese Doppelreihe auch eine reguläre Distribution in S ′ (Rn, E0).
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Nun bekommt man im Distributionensinne
1

(2π)
n
2

∫
Rn

eiξ·xa (x, ξ) • û (ξ) dξ = F−1
ξ→x [a (x, ·) • û]

= F−1
ξ→x

[( ∞∑
k=0

Mk (x)ϕk

)
• û

]

=
∞∑
k=0

(Mk (x)) • F−1
ξ→x [ϕkû]

=
∞∑
k=0

 ∞∑
l=0

ϕl (D) (Mk)︸ ︷︷ ︸
=Ml,k

 • ϕk (D) (u)

=
∞∑
k=0

∞∑
l=0

Ml,k • ϕk (D) (u)

= as,p,q(x,D)u,

und daraus folgt die Behauptung. �
Die obige Bemerkung zeigt, dass as,p,q(x,D)u nicht von der Wahl der Folgen (ϕk), (ψk) und

(Mk) abhängt, wenn u ∈ S (Rn, E2). Nun wollen wir die folgende Abbildung definieren, deren
Unabhängigkeit von der Wahl der Folgen (ϕk), (ψk) und (Mk) im Satz 5.2.3 bewiesen wird.

Definition 5.2.1 Seien die Voraussetzungen wie im Satz 5.2.1 gegeben, aber mit ρ > ρn! Dann
definiert man die Abbildung as,p,q(x,D) : Bs+m

p,q (Rn, E2) −→ Bs
p,q (Rn, E0) durch

as,p,q(x,D)u :=
∞∑
k=0

∞∑
l=0

Ml,k • ϕk (D)u für jedes u ∈ Bs+m
p,q (Rn, E2) .

Man erhält sofort nach dem Satz 5.2.1, dass:

Satz 5.2.2 Seien die Voraussetzungen wie im Satz 5.2.1 gegeben, aber mit ρ > ρn! Dann
as,p,q(x,D) ∈ L

(
Bs+m
p,q (Rn, E2) , Bs

p,q (Rn, E0)
)

mit

‖as,p,q(x,D)u‖Bs
p,q(Rn,E0) ≤ c ‖a‖

(m,ρ)
δ,E1

‖u‖Bs+m
p,q (Rn,E2) für alle u ∈ Bs+m

p,q (Rn, E2) ,

wobei ‖a‖(m,ρ)δ,E1
= max

{
‖a‖Sm,ρ

1,0 [L∞(Rn,E1)] , ‖a‖Sm+rδ,ρ
1,0 [Cr

∗(Rn,E1)]

}
.

Satz 5.2.3 Seien die Voraussetzungen wie im Satz 5.2.1 gegeben, aber mit ρ > ρn. Dann gelten:

a) Sind p, q ∈ [1,∞], s ∈ R mit (δ − 1) r < s < r und u ∈ C∞b (Rn, E2) ∩ Bs+m
p,q (Rn, E2) so

ist

[as,p,q(x,D)u] (x) = os−
∫ ∫

eiξ·ηa (x, ξ) • u (x− η) d (ξ, η)
(2π)n

für fast alle x ∈ Rn.
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b) Die in der Definition 5.2.1 definierte Abbildung as,p,q(x,D) hängt nicht von der Wahl der
Folgen (ϕk), (ψk) und (Mk) ab.

Beweis. Um a) zu zeigen, wenden wir den Satz über dominierte Konvergenz (Satz 1.3.9) an.
Dafür zeigen wir zuerst folgende Behauptung.

Behauptung Seien a (x, ξ) =
∑∞

k=0 ϕk (ξ)Mk (x) wie in der Definition 5.1.2 mit ρ > ρn,
u ∈ C∞b (Rn, E2) ∩Bs+m

p,q (Rn, E2), x ∈ Rn (fest),

bN (ξ, η) :=
N∑
k=0

ϕk (ξ)Mk (x) • u (x− η) für N ∈ N und

b0 (ξ, η) := a (x, ξ) • u (x− η) für alle (ξ, η) ∈ R2n.

Dann gelten:

i) (bN )N∈N0
⊂ A(m,ρ,∞)

0,0

(
Rn
ξ × Rn

η , E0

)
beschränkt, d.h. es gibt für jedes l ∈ N0 ein Cn,l > 0,

so dass ∀α, β ∈ Nn
0 mit |α| ≤ ρ, |β| ≤ l:∥∥∥∂αξ ∂βη bN (ξ, η)

∥∥∥
E0

≤ Cρ,l 〈ξ〉m ∀ (ξ, η) ∈ R2n und N ∈ N0. (5.25)

ii) bN (ξ, η) −→
N→∞

b0 (ξ, η) gleichmäßig auf allen kompakten Teilmengen von R2n.

Beweis der Behauptung i): Aus a ∈ Sm,ρ1,0 [L∞ (Rn, E1)] und u ∈ C∞b (Rn, E2) folgt b0 ∈
A(m,ρ,∞)

0,0

(
Rn
ξ × Rn

η , E0

)
, denn b0 erfüllt (5.25) mit Cρ,l = ‖a‖Sm,ρ

1,0 [L∞(Rn,E1)] ‖u‖Cl
b(Rn,E2). Nun

seien N ∈ N und ξ ∈ Rn. Dann ist entweder |ξ| > 2N+2 oder |ξ| ≤ 2N+2. Im ersten Fall erhält
man bN (ξ, η) = 0 für alle |ξ| > 2N+2, η ∈ Rn. Falls |ξ| ≤ 2N+2 gilt, gibt es ein kN ≤ N + 1, so
dass für alle |α| ≤ ρ, |β| ≤ l :∥∥∥∂αξ ∂βη bN (ξ, η)

∥∥∥
E0

≤
N∑
k=0

∣∣∂αξ ϕk (ξ)
∣∣1Wk

(ξ) ‖Mk (x)‖E1

∥∥∥∂βη u (x− η)
∥∥∥
E2

≤ c ‖a‖Sm,ρ
1,0 [L∞(Rn,E1)] ‖u‖Cl

b(Rn,E2)

kN+1∑
j=kN−1

2mjcα2−|α|j︸ ︷︷ ︸
≤C̃α

1Wj (ξ)

(5.9)

≤ 3Cρ,m ‖a‖Sm,ρ
1,0 [L∞(Rn,E1)] ‖u‖Cl

b(Rn,E2) 〈ξ〉
m .

Somit ist i) bewiesen.
Beweis von ii): Sei K ⊂ Rn

ξ × Rn
η kompakt. Dann existiert ein Ñ ∈ N, so dass

K ⊂
{

(ξ, η) : |(ξ, η)| < 2Ñ−2
}

. Daher erhält man

bN (ξ, η) =
Ñ∑
k=0

ϕk (ξ)Mk (x) • u (x− η) für alle (ξ, η) ∈ K und N ≥ Ñ .
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Daraus folgt für alle ε > 0 und N ≥ Ñ :

‖bN (ξ, η)− b0 (ξ, η)‖E0
= lim

L→∞
L≥Ñ

∥∥∥∥∥∥bN (ξ, η)− bL (ξ, η)︸ ︷︷ ︸
=0

∥∥∥∥∥∥
E0

= 0 < ε für alle (ξ, η) ∈ K.

Also ist ii) bewiesen.
Aufgrund der obigen Behauptung darf man den Limes unter das oszillatorische Integral

ziehen (siehe Satz 1.3.9). Daraus folgt a), denn

os−
∫ ∫

eiξ·ηa (x, ξ) • u (x− η) d (ξ, η)
(2π)n

= os−
∫ ∫

eiξ·ηb0 (ξ, η)
d (ξ, η)
(2π)n

= lim
N→∞

os−
∫ ∫

eiξ·ηbN (ξ, η)
d (ξ, η)
(2π)n

= lim
N→∞

os−
∫ ∫

eiξ·η

(
N∑
k=0

ϕk (ξ)Mk (x)

)
• u (x− η) d (ξ, η)

(2π)n

= lim
N→∞

N∑
k=0

Mk (x) •
(
os−

∫ ∫
eiξ·ηϕk (ξ)u (x− η) d (ξ, η)

(2π)n

)

=
∞∑
k=0

[Mk • ϕk (D)u] (x)

= [as,p,q (x,D)u] (x)

für alle u ∈ C∞b (Rn
x, E2) ∩Bs+m

p,q (Rn, E2) und f.f.a. x ∈ Rn.
Beweis von b): Zuerst betrachten wir p ∈ [1,∞] und q ∈ [1,∞) . Dann gilt (siehe (1.25))

C∞b (Rn, E2) ∩Bs+m
p,q (Rn, E2)

d
↪→ Bs+m

p,q (Rn, E2) .

Außerdem sieht man nach a), dass die Restriktion der stetigen linearen Abbildung as,p,q(x,D) :
Bs+m
p,q (Rn, E2) −→ Bs

p,q (Rn, E0) auf C∞b (Rn, E2) ∩ Bs+m
p,q (Rn, E2) nicht von der Wahl der Fol-

gen (ϕk), (ψk) und (Mk) abhängt. Deswegen hängt die eindeutige und stetige Fortsetzung von
as,p,q(x,D)|C∞

b (Rn,E2)∩Bs+m
p,q (Rn,E2) auf Bs+m

p,q (Rn, E2), die mit as,p,q(x,D) zusammenfällt, nicht
von der Wahl dieser Folgen ab.

Nun betrachten wir den Fall p ∈ [1,∞] und q = ∞. Sei u ∈ Bs+m
p,∞ (Rn, E2), so ist u auch

in Bs′+m
p,1 (Rn, E2) für ein s′ ∈ R mit − (1− δ) r < s′ < s und somit existieren nach Satz 5.2.1
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as,p,∞(x,D)u, as′,p,1(x,D)u in S ′ (Rn, E0), so dass

N∑
k=0

∞∑
l=0

Ml,k • ϕk (D)u −→
N→∞

as,p,∞(x,D)u in S ′ (Rn, E0) und

N∑
k=0

∞∑
l=0

Ml,k • ϕk (D)u −→
N→∞

as′,p,1(x,D)u in S ′ (Rn, E0) .

Also as,p,∞(x,D)u = as′,p,1(x,D)u und weil as′,p,1(x,D)u unabhängig von der Wahl der Folgen
(ϕk), (ψk) und (Mk) ist, so ist auch as,p,∞(x,D)u. �

Korollar 5.2.1 Seien a ∈ Sm,ρ1,0

(
Rn
ξ , E1

)
mit ρ > ρn und a (x, ξ) := a (ξ) für alle x, ξ ∈ Rn.

Nach Bemerkung 5.1.3 wissen wir bereits, dass a ∈ Cr∗S
m,ρ
1,δ

(
Rn
ξ , E1

)
für alle r > 0 und 0 ≤ δ ≤

1. Sind a ein elementares Symbol und p, q ∈ [1,∞], s ∈ R mit − (1− δ) r < s < r, so gilt

a (D) = as,p,q (x,D) auf C∞b (Rn, E2) ∩Bs+m
p,q (Rn, E2) . (5.26)

Im Folgenden zeigen wir den Hauptsatz dieses Abschnitts. Dazu definiere für m ∈ R, r > 0
und 0 ≤ δ ≤ 1 die Teilmenge Vm

r,δ (Rn, E) ⊂ S ′ (Rn, E) durch

Vm
r,δ (Rn, E) :=

⋃
(δ−1)r<s<r

⋃
p,q∈[1,∞]

Bs+m
p,q (Rn, E) .

Satz 5.2.4 (und Definition der Abbildung a(x,D)) Seien die Voraussetzungen wie im Satz
5.2.1 gegeben, aber mit ρ > ρn. Dann gibt es eine eindeutige Abbildung a(x,D) : Vm

r,δ (Rn, E2) −→
V0
r,δ (Rn, E0), so dass:

a) a(x,D)|Bs+m
p,q (Rn,E2) : Bs+m

p,q (Rn, E2) −→ Bs
p,q (Rn, E0) ist linear stetig für alle p, q ∈ [1,∞]

und s ∈ R mit (δ − 1) r < s < r.

b) Sind p, q ∈ [1,∞], s ∈ R mit (δ − 1) r < s < r und u ∈ C∞b (Rn, E2) ∩ Bs+m
p,q (Rn, E2), so

ist

[a(x,D)u] (x) = os−
∫ ∫

eiξ·ηa (x, ξ) • u (x− η) d (ξ, η)
(2π)n

f.f.a. x ∈ Rn.

Beweis. a) Sei a(x,D) : Vm
r,δ (Rn, E2) −→ V0

r,δ (R;E0) definiert durch

a(x,D)|Bs+m
p,q (Rn,E2) := as,p,q (x,D) für alle p, q ∈ [1,∞] und s ∈ R mit (δ − 1) r < s < r,

(5.27)
wobei die in der Definition 5.2.1 definierte Abbildung

as,p,q (x,D) : Bs+m
p,q (Rn, E2) −→ Bs

p,q (Rn, E0)
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wegen Satz 5.2.2 linear und stetig ist. Also gilt a) automatisch und b) folgt sofort aus dem
Satz 5.2.3. Dann bleibt nur zu zeigen, dass die Abbildung a(x,D) wohldefiniert und eindeutig
bestimmt ist. Dies wird analog zum Beweis des Satzes 2.3.1 gezeigt:

a(x,D) ist wohldefiniert. Seien si ∈ R mit (δ − 1) r < si < r, pi ∈ [1,∞], qi ∈ [1,∞) für
i = 1, 2 und u ∈ Bs1+m

p1,q1 (Rn, E2) ∩ Bs2+m
p2,q2 (Rn, E2). Dann gilt as1,p1,q1 (D)u = as2,p2,q2 (D)u in

S ′ (Rn, E0), denn eine Folge (uN )N∈N0
in C∞b (Rn, E2) ∩

( ⋂
i=1,2

Bsi+m
pi,qi (Rn, E2)

)
existiert (nach

Lemma 1.1.5) mit
uN −→ u in Bsi+m

pi,qi (Rn, E2) , für jedes i = 1, 2, (5.28)

und daher bekommt man nach der Stetigkeit von asi,pi,qi (x,D), dass

asi,pi,qi (x,D)u = lim
N→∞

asi,pi,qi (x,D)uN in Bsi
pi,qi (Rn, E0) , i = 1, 2. (5.29)

Ferner erhält man nach dem Korollar 1.1.1, dass

Bsi
pi,qi (Rn, E0) ↪→ B

−
(
j0− 1

j0

)
nj0,j0

(Rn, E0) , i = 1, 2 (5.30)

für ein geeignetes j0 ∈ N gilt. Daraus folgt zusammen mit as1,p1,q1 (x,D)uN = as2,p2,q2 (x,D)uN
(wegen Satz 5.2.3a)) und sj0 := −

(
j0 − 1

j0

)
, dass

‖as1,p1,q1 (x,D)u− as2,p2,q2 (x,D)u‖
B

sj0
nj0,j0

= ‖as1,p1,q1 (x,D)u− as1,p1,q1 (x,D)uN + as2,p2,q2 (x,D)uN − as2,p2,q2 (x,D)u‖
B

sj0
nj0,j0

≤ ‖as1,p1,q1 (x,D)u− as1,p1,q1 (x,D)uN‖Bsj0
nj0,j0

+ ‖as2,p2,q2 (x,D)u− as2,p2,q2 (x,D)uN‖Bsj0
nj0,j0

≤ c1 ‖as1,p1,q1 (x,D)u− as1,p1,q1 (x,D)uN‖Bs1
p1,q1

+ c2 ‖as2,p2,q2 (x,D)u− as2,p2,q2 (x,D)uN‖Bs2
p2,q2

−→
N→∞

0.

Also as1,p1,q1 (x,D)u = as2,p2,q2 (x,D)u in B
s̃j0
nj0,j0

(Rn, E0) (↪→ S ′ (Rn, E0)) und somit ist a(x,D)
wohldefiniert.

a(x,D) ist eindeutig bestimmt. Nun sei T : Vm
r,δ (Rn, E2) −→ V0

r,δ (Rn, E0) andere Abbil-
dung, die a)-b) erfüllt. Für u ∈ Vm

r,δ (Rn, E2) existiert ein (s0, p0, q0) mit q0 < ∞, so dass
u ∈ Bs0+m

p0,q0 (Rn, E2). Dann existiert eine Folge (uN )N∈N0
in C∞b (Rn, E) ∩ Bs0+m

p0,q0 (Rn, E2) mit
uN −→ u in Bs0+m

p0,q0 (Rn, E2). Aus b) erhält man TuN = a(x,D)uN für alle N ∈ N0. Dann folgt
aus a), dass

Tu = Bs0
p0,q0 (Rn, E0)− lim

N→∞
TuN = Bs0

p0,q0 (Rn, E0)− lim
N→∞

a(x,D)uN = a(x,D)u.

Also T = a(x,D) auf Vm
r,δ (Rn, E2). �
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5.2.2 Definition von ˜a (x, D) für Symbole in Cr
∗S

m,2ρ
1,0 (Rn, E1)

Nun stellt sich die Frage, wie man einen Pseudodifferentialoperator bezüglich eines beliebigen
Symbols a in Cr∗S

m,2ρ
1,0 (Rn, E1) definieren könnte. Unter den Voraussetzungen des Satzes 5.1.1

wissen wir schon (siehe auch Korollar 5.1.1), dass eine reelle Folge (cj)j∈Zn in l1 (Zn) und eine
Folge der elementaren Symbole (aj)j∈Zn in Cr∗S

m,ρ
1,δ (Rn, E) existieren, so dass

a (x, ξ) =
∑
j∈Zn

cjaj (x, ξ) f.f.a. x ∈ Rn und alle ξ ∈ Rn.

Wir könnten einen Operator ˜a (x,D) auf Vm
r,δ (Rn, E) definieren durch

˜a (x,D)u :=
∑
j∈Zn

cjaj (x,D) , (5.31)

aber ist ˜a (x,D)u so überhaupt wohldefiniert (d.h. hängt diese Definition nicht von der Wahl
der Folgen (cj)j∈Zn und (aj)j∈Zn ab)? Sei u ∈ C∞b (Rn, E2)∩Bm+s

p,q (Rn, E2) mit (δ − 1) r < s < r

gegeben, dann würde nach Satz 5.2.4 und (5.31)[
˜a (x,D)u

]
(x) =

∑
j∈Zn

cj

[
os−

∫ ∫
e−iξ·ηaj (x, ξ) • u (x− η) d (ξ, η)

(2π)n

]
(5.32)

= lim
N→∞

os−
∫ ∫

e−iξ·η

∑
|j|≤N

cjaj (x, ξ) • u (x− η)

 d (ξ, η)
(2π)n

gelten und an dieser Stelle möchten wir den Limes unter das Integral ziehen.
Analog zum Beweis des Satzes 5.2.3 werden wir zeigen, dass man in (5.32) den Limes un-

ter das oszillatorische Integral ziehen darf, wenn ρ > ρn! Daher erhalten wir eine vernünftige
Definition der wie in (5.31) vorhergesehenen Abbildung ˜a (x,D), deren Unabhängigkeit von der
Wahl der Folgen (cj)j∈Zn und (aj)j∈Zn im Satz 5.2.6 gezeigt wird.

Definition 5.2.2 (der Abbildung ˜a (x,D) auf Vm
r,δ (Rn, E2)) Seien m, r, δ ∈ R mit r > 0,

0 ≤ δ ≤ 1, ρ ∈ N mit ρ > ρn und a ∈ Cr∗S
m,2ρ
1,δ (Rn, E1). Nach Korollar 5.1.1 existiert eine reelle

Folge (cj)j∈Zn in l1 (Zn) und eine Folge der elementaren Symbole (aj)j∈Zn in Cr∗S
m,ρ
1,δ (Rn, E1),

so dass
a (x, ξ) =

∑
j∈Zn

cjaj (x, ξ) f.f.a. x ∈ Rn und alle ξ ∈ Rn.

Damit definiert man die Abbildung ˜a (x,D) : Vm
r,δ (Rn, E2) −→ V0

r,δ (Rn, E0) durch

˜a (x,D)u :=
∑
j∈Zn

cjaj (x,D)u für alle u ∈ Vm
r,δ (Rn, E2) . (5.33)
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Aus Korollar 5.1.1, (5.27) und Satz 5.2.2 folgt sofort:

Satz 5.2.5 Seien die Voraussetzungen wie in der Definition 5.2.2. Dann gilt
˜a (x,D)

∣∣∣
Bs+m

p,q (Rn,E2)
∈ L

(
Bs+m
p,q (Rn, E2) , Bs

p,q (Rn, E0)
)

mit

∥∥∥∥ ˜a (x,D)
∣∣∣
Bs+m

p,q (Rn,E2)
u

∥∥∥∥
Bs

p,q(Rn,E0)

≤ c ‖a‖(m,2ρ)δ,E1
‖u‖Bs+m

p,q (Rn,E2)

für alle u ∈ Bs+m
p,q (Rn, E2), p, q ∈ [1,∞] und s ∈ R mit (δ − 1) r < s < r, wobei ‖a‖(m,2ρ)δ,E1

=

max
{
‖a‖

Sm,2ρ
1,0 [L∞(Rn,E1)]

, ‖a‖
Sm+rδ,2ρ

1,0 [Cr
∗(Rn,E1)]

}
.

Satz 5.2.6 Seien die Voraussetzungen wie in der Definition 5.2.2. Dann gelten:

a) [
˜a (x,D)u

]
(x) = os−

∫ ∫
eiξ·ηa (x, ξ) • u (x− η) d (ξ, η)

(2π)n

für alle u ∈ C∞b (Rn, E2) ∩Bs+m
p,q (Rn, E2), p, q ∈ [1,∞] und s ∈ R mit (δ − 1) r < s < r.

b) Die in der Definition 5.2.2 gegebene Abbildung ˜a (x,D) hängt nicht von der Wahl der
Folgen (cj)j∈Zn und (aj)j∈Zn ab.

Beweis. Analog zum Beweis des Satzes 5.2.3.
Beweis von a): Seien p, q ∈ [1,∞], s ∈ R mit (δ − 1) r < s < r, u ∈ C∞b (Rn, E2) ∩

Bs+m
p,q (Rn, E2), x ∈ Rn (fest),

bN (ξ, η) :=
∑
|j|≤N

cjaj (x, ξ) • u (x− η) , für N ∈ N und

b0 (ξ, η) := a (x, ξ) • u (x− η) für alle (ξ, η) ∈ R2n.

Dann gelten:

i) (bN )N∈N0
⊂ A(m,ρ,∞)

0,0

(
Rn
ξ × Rn

η , E0

)
beschränkt, das heißt es gibt für jedes l ∈ N0 ein

Cρ,l > 0, so dass ∀α, β ∈ Nn
0 mit |α| ≤ ρ, |β| ≤ l:∥∥∥∂αξ ∂βη bN (ξ, η)
∥∥∥
E0

≤ Cρ,l 〈ξ〉m ∀ (ξ, η) ∈ R2n und alle N ∈ N0.

ii) bN (ξ, η) −→
N→∞

b0 (ξ, η) gleichmäßig auf allen kompakten Teilmengen von R2n.
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Beweis von i): Aus a ∈ Sm,2ρ1,0

(
Rn
ξ , L∞ (Rn

x, E1)
)

und u ∈ C∞b (Rn, E2) folgt

b0 ∈ A(m,ρ,∞)
0,0

(
Rn
ξ × Rn

η , E0

)
und nach Korollar 5.1.1 gilt bN ∈ A(m,ρ,∞)

0,0

(
Rn
ξ × Rn

η , E0

)
für

alle N ∈ N.
Beweis von ii): Sei ε > 0. Da (cj)j∈Zn in l1 (Zn) ist, gibt es ein Ñ ∈ N, so dass∑

N≤|j|≤L

cj < ε für alle L ≥ N ≥ Ñ .

Daraus folgt für alle N ≥ Ñ , K ⊂ R2n kompakt und alle (ξ, η) ∈ R2n:

‖bN (ξ, η)− b0 (ξ, η)‖E0
= lim

L→∞
L≥N≥Ñ

‖bN (ξ, η)− bL (ξ, η)‖E0

≤ lim
L→∞

L≥N≥Ñ

∑
N≤|j|≤L

cj ‖aj (x, ξ) • u (x− η)‖E0

≤ cK ‖a‖Sm,2ρ
1,0 [L∞(Rn,E1)]

‖u‖C∞
b (Rn,E2) ε

wegen des Korollars 5.1.1. Dabei ist c̃K := max
(ξ,η)∈K

〈ξ〉|m|. Somit ist ii) bewiesen.

Aufgrund der obigen Behauptung darf man den Limes unter das oszillatorische Integral
ziehen (siehe Satz 1.3.9). Daraus und zusammen mit (5.32) folgt a), denn[

˜a (x,D)u
]
(x) = lim

N→∞
os−

∫ ∫
e−iξ·η

∑
|j|≤N

cjaj (x, ξ) • u (x− η)

 d (ξ, η)
(2π)n

= os−
∫ ∫

eiξ·ηa (x, ξ) • u (x− η) d (ξ, η)
(2π)n

für alle u ∈ C∞b (Rn
x, E2) ∩ Bs+m

p,q (Rn, E2) und für fast alle x ∈ Rn. Dabei ist s ∈ R mit
(δ − 1) r < s < r.

Beweis von b): Sei s ∈ R mit (δ − 1) r < s < r. Zunächst betrachten wir p ∈ [1,∞] und
q ∈ [1,∞). Dann

C∞b (Rn, E2) ∩Bs+m
p,q (Rn, E2)

d
↪→ Bs+m

p,q (Rn, E2) .

Darüber hinaus sieht man nach a), dass die Restriktion der stetigen linearen Abbildung
˜a (x,D)

∣∣∣
Bs+m

p,q (Rn,E2)
: Bs+m

p,q (Rn, E2) −→ Bs
p,q (Rn, E0) auf C∞b (Rn, E2) ∩ Bs+m

p,q (Rn, E2) nicht

von der Wahl der Folgen (cj)j∈Zn und (aj)j∈Zn abhängt. Deshalb hängt die eindeutige und stetige

Fortsetzung von ˜a (x,D)
∣∣∣
C∞

b (Rn,E2)∩Bs+m
p,q (Rn,E2)

auf Bs+m
p,q (Rn, E2), die mit ˜a (x,D)

∣∣∣
Bs+m

p,q (Rn,E2)

zusammenfällt, nicht von der Wahl dieser Folgen ab.
Nun sei u ∈ Vm

r,δ (Rn, E2) beliebig. Dann existierten s ∈ R mit (δ − 1) r < s < r, p ∈ [1,∞]

und q ∈ [1,∞), so dass u ∈ Bs+m
p,q (Rn, E2). Deshalb hängt ˜a (x,D)u = ˜a (x,D)

∣∣∣
Bs+m

p,q (Rn,E2)
u

nicht von der Wahl der Folgen (cj)j∈Zn und (aj)j∈Zn ab. �
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5.3 Eigenschaften der Abbildung ˜a (x, D)

Gezeigt wird jetzt der Hauptsatz dieses Kapitels.

Satz 5.3.1 Seien m, r, δ ∈ R mit r > 0, 0 ≤ δ ≤ 1, ρ ∈ N mit ρ > ρn und a ∈ Cr∗S
m,2ρ
1,δ (Rn, E1).

Dann erfüllt die in der Definition 5.2.2 definierte Abbildung ˜a (x,D) Folgendes:

a) ˜a (x,D)
∣∣∣
Bs+m

p,q (Rn,E2)
∈ L

(
Bs+m
p,q (Rn, E2) , Bs

p,q (Rn, E0)
)

mit

∥∥∥ ˜a (x,D)u
∥∥∥
Bs

p,q(Rn,E0)
≤ c ‖a‖(m,2ρ)δ,E1

‖u‖Bs+m
p,q (Rn,E2) für alle u ∈ Bs+m

p,q (Rn, E2) ,

p, q ∈ [1,∞] und s ∈ R mit (δ − 1) r < s < r, wobei

‖a‖(m,2ρ)δ,E1
= max

{
‖a‖

Sm,2ρ
1,0 (Rn,L∞(Rn,E1))

, ‖a‖
Sm+rδ,2ρ

1,0 (Rn,Cr
∗(Rn,E1))

}
.

b) [
˜a (x,D)

]
u (x) = os−

∫ ∫
eiξ·ηa (x, ξ) • u (x− η) d (ξ, η)

(2π)n

für alle u ∈ C∞b (Rn, E2) ∩Bs+m
p,q (Rn, E2), p, q ∈ [1,∞] und s ∈ R mit (δ − 1) r < s < r.

Beweis. Die Aussage a) folgt aus dem Satz 5.2.5 und b) aus dem Satz 5.2.6. �

Bemerkung 5.3.1 Seien die Voraussetzungen wie im Satz 5.3.1 gegeben. Ist a auch ein ele-
mentares Symbol, so gilt

˜a (x,D) = a (x,D) auf Vm
r,δ (Rn, E2) .

Beweis. Dies folgt aus den Sätzen 5.2.4 und 5.3.1. �

Korollar 5.3.1 Seien die Voraussetzungen von Satz 5.3.1 erfüllt. Ist δ = 0 (also −r < s < r),
so gilt ∥∥∥ ˜a (x,D)u

∥∥∥
Bs

p,q(Rn,E0)
≤ c ‖a‖

Sm,2ρ
1,0 (Rn,Cr

∗(Rn,E1))
‖u‖Bs+m

p,q (Rn,E2)

für alle u ∈ Bs+m
p,q (Rn, E2), das heißt[

a 7−→ ˜a (x,D)
]
∈ L

(
Cr∗S

m,2ρ
1,0 (Rn, Cr∗ (Rn, E1)) ,L

(
Bs+m
p,q (Rn, E2) , Bs

p,q (Rn, E0)
))

für alle p, q ∈ [1,∞] und |s| < r. Dabei ist ‖a‖
Sm,2ρ

1,0 (Rn,Cr
∗(Rn,E1))

:= ‖a‖(m,2ρ)δ,E1
.
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Beweis. Weil Cr∗ (Rn, E1) ↪→ L∞ (Rn, E1) für r > 0 gilt, ist dann

‖a‖
Sm,2ρ

1,0 (Rn,L∞(Rn,E1))
≤ cr ‖a‖Sm,2ρ

1,0 (Rn,Cr
∗(Rn,E1))

.

Dann folgt die Behauptung aus dem Satz 5.3.1 a). �

Bemerkung 5.3.2 Gezeigt wird mit dem letzten Korollar, dass der Satz 5.3.1 eine Fortsetzung
des Theorems 2.3.1 in [Ki,03] ist, wenn 1 ≤ p ≤ ∞ und 1 ≤ q < ∞. Dafür beachte, dass
der in [Ki,03] definierte Operator a (x,D) mit dem Integral im Satz 5.3.1b) auf C∞b (Rn, E1) ∩
Bs+m
p,q (Rn, E1) übereinstimmt.

Korollar 5.3.2 Seien die Voraussetzungen wie im Satz 5.3.1 gegeben und
B ∈

{
b, B, B̊ mit 1 ≤ p <∞

}
. Dann gilt ˜a (x,D)|Bs+m

p,q (Rn,E2) ∈ L
(
Bs+mp,q (Rn, E2) ,Bsp,q (Rn, E0)

)
mit∥∥∥ ˜a (x,D)|Bs+m

p,q (Rn,E2)u
∥∥∥
Bs

p,q(Rn,E0)
≤ c ‖a‖(m,2ρ)δ,E1

‖u‖Bs+m
p,q (Rn,E2) für alle u ∈ Bs+mp,q (Rn, E2) ,

(5.34)
p, q ∈ [1,∞] und s ∈ R mit (δ − 1) r < s < r.

Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis des Korollars 2.3.1 und wird in drei Fällen gezeigt.
Dafür beachte, dass Bs

p,q, B̊
s
p,q und bsp,q Banachräume sind und ‖·‖Bs

p,q
= ‖·‖B̊s

p,q
= ‖·‖bsp,q

.

1. Der Fall B = B ist im Satz 5.3.1 enthalten.

2. Der Fall B = b: Seien 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, s ∈ R mit (δ − 1) r < s < r und
u ∈ bs+mp,q (Rn, E2). Für ε > 0 mit s+ ε < r gibt es nach Satz 1.1.2d) eine Folge (ul)l∈N ⊂
Bs+m+ε
p,q (Rn, E2) mit ul −→ u in Bs+m

p,q (Rn, E2). Somit erhält man nach dem ersten Fall,
dass

˜a (x,D)ul −→
l→∞

˜a (x,D)u in Bs
p,q (Rn, E0) .

Es fehlt nur zu zeigen, dass ˜a (x,D)ul ∈ Bs+ε
p,q (Rn, E0)

(
↪→ bsp,q (Rn, E0)

)
für alle l ∈ N. In

der Tat ist ˜a (x,D)ul ∈ Bs+ε
p,q (Rn, E0), da ˜a (x,D) ∈ L

(
Bs+m+ε
p,q (Rn, E2) , Bs+ε

p,q (Rn, E0)
)
.

3. Der Fall B = B̊: Sei s ∈ R mit (δ − 1) r < s < r.

a) Sind 1 ≤ p, q < ∞, so ist B̊s
p,q = Bs

p,q. Dann wendet man den ersten Fall an, um
(5.34) zu erhalten.

b) Sind 1 ≤ p <∞ und q =∞, so gilt B̊s
p,∞ = bsp,∞. Dann ist in diesem Fall der zweite

anwendbar.

�
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Bemerkung 5.3.3 Seien die Voraussetzungen von Satz 5.3.1 erfüllt mit r ∈ R+\N. Dann

˜a (x,D)
∣∣∣
B̊s+m
∞,q (Rn,E2)

∈ L
(
B̊s+m
∞,q (Rn, E2) , B̊s

∞,q (Rn, E0)
)

mit

∥∥∥∥ ˜a (x,D)
∣∣∣
B̊s+m
∞,q (Rn,E2)

∥∥∥∥
B̊s
∞,q(Rn,E0)

≤ c ‖a‖(m,2ρ)δ,E1
‖u‖B̊s

∞,q(Rn,E2)

für alle u ∈ B̊s+m
∞,q (Rn, E2), q ∈ [1,∞] und s ∈ R mit (δ − 1) r < s < r.

Beweis. Seien 1 ≤ q ≤ ∞ und u ∈ B̊s+m
∞,q (Rn, E2), dann existiert eine Folge (ul)l∈N in

S (Rn, E2), so dass ul −→ u in Bs+m
∞,q (Rn, E2). Weil ˜a (x,D) : Bs+m

∞,q (Rn, E2) −→ Bs
∞,q (Rn, E0)

stetig ist, gilt dann
˜a (x,D)ul −→

l→∞
˜a (x,D)u in Bs

∞,q (Rn, E0) .

Es bleibt nur zu zeigen, dass (
˜a (x,D)ul

)
l∈N
⊂ B̊s

∞,q (Rn, E0) . (5.35)

Nach Bemerkung 1.1.2b) ist Cr∗ (Rn, E) ·= Crb (Rn, E). Nach Satz 5.3.1b) und ul ∈ S (Rn, E2)
zeigt man analog zum Beweis des Satzes 2.2.1, dass

˜a (x,D)ul ∈ Cr0 (Rn, E) ∀l ∈ N.

Daraus folgt zusammen mit dem Satz 1.1.2 b) die Behauptung (5.35). Somit ist die Bemerkung
bewiesen. �

Wir stellen schließlich die Stetigkeit von ã(x;D) auf den Funktionenräumen B∪C l (Rn, E),
C l0 (Rn, E), C lb (Rn, E) und W l

p (Rn, E) für 1 ≤ p ≤ ∞ und ein geeignetes l ∈ N fest.

Korollar 5.3.3 Seien die Voraussetzungen wie im Satz 5.3.1 gegeben. Ferner seien k ∈ N0 mit
k < r und ε > 0, so dass l := m+k+ε ∈ N0, und Fk∈

{
B ∪ Ck, Ck0 , Ckb ,W k

p ; 1 ≤ p ≤ ∞
}
. Dann

gilt
˜a (x,D) ∈ L

(
Fl (Rn, E2) ,Fk (Rn, E0)

)
mit∥∥∥ ˜a (x,D)u

∥∥∥
Fk(Rn,E0)

≤ c ‖a‖(m,2ρ)δ,E1
‖u‖Fl(Rn,E2) für alle u ∈ Fl (Rn, E2) .

Beweis. Zunächst zeigen wir den Fall Fk = W k
p für k ∈ N0 mit k < r, 1 ≤ p ≤ ∞. Da

l > m+ k, erhält man nach (1.21) und (1.19):

Bk
p,1 (Rn, E) ↪→W k

p (Rn, E) und W l
p (Rn, E) ↪→ Bl

p,∞ (Rn, E) ↪→ Bk+m
p,1 (Rn, E) . (5.36)
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Dies hat zur Folge, dass ˜a (x,D) auf W l
p (Rn, E2) wohldefiniert ist und für alle u ∈ W l

p (Rn, E2)
gilt: ∥∥∥ ˜a (x,D)u

∥∥∥
Wk

p (Rn,E0)
=

∥∥∥ ˜a (x,D)|Bk+m
p,1 (Rn,E2)u

∥∥∥
Wk

p (Rn,E0)

(5.36)

≤ c1

∥∥∥ ˜a (x,D)|Bk+m
p,1 (Rn,E2)u

∥∥∥
Bk

p,1(Rn,E0)

≤ c̃ ‖a‖(m,2ρ)δ,E1
‖u‖Bk+m

p,1 (Rn,E2) (wegen des Korollars 5.3.2)
(5.36)

≤ C ‖a‖(m,2ρ)δ,E1
‖u‖W l

p(Rn,E2) .

Somit ist ˜a (x,D) ∈ L
(
W l
p (Rn, E2) ,W k

p (Rn, E0)
)

für alle 1 ≤ p ≤ ∞ und∥∥∥ ˜a (x,D)u
∥∥∥
Wk

p (Rn,E0)
≤ C ‖a‖(m,2ρ)δ,E1

‖u‖W l
p(Rn,E2) für alle u ∈W l

p (Rn, E2) . (5.37)

Nun sei Fk = B∪Ck, Ck0 , oder Ckb für k ∈ N0 mit k < r. Dann erhält man für alle u ∈ Fl (Rn, E2)
nach der Definition der Normen ‖·‖Fk(Rn,E) und ‖·‖Wk

∞(Rn,E), nach (5.37) und nach Fl (Rn, E) ↪→
W l
∞ (Rn, E), dass∥∥∥ ˜a (x,D)u

∥∥∥
Fk(Rn,E0)

=
∥∥∥ ˜a (x,D)|W l

∞(Rn,E2)u
∥∥∥

Fk(Rn,E0)

=
∥∥∥ ˜a (x,D)|W l

∞(Rn,E2)u
∥∥∥
Wk

∞(Rn,E0)
(5.37)

≤ c ‖a‖(m,2ρ)δ,E1
‖u‖W l

∞(Rn,E2)

= c ‖a‖(m,2ρ)δ,E1
‖u‖Fl(Rn,E2) .

Somit ist das Korollar bewiesen. �
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Zwitzerland.
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