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Zusammenfassung

Untersucht werden in der vorliegenden Arbeit Versionen des Satzes von Michlin fiir Pseudodiffe-
rentialoperatoren mit nicht-reguléren banachraumwertigen Symbolen und deren Anwendungen
auf die Erzeugung analytischer Halbgruppen von solchen Operatoren auf vektorwertigen Sobo-
levraumen WZ? (R™, E), wobei k € Ny, 1 < p < oo und E ein Banachraum ist.

Fiir einen beliebigen Banachraum FE und beliebige £(FE)—wertige Symbole ist es unmdoglich
einen Satz von Michlin auf L, (R", E) zu erhalten. Deshalb ersetzen wir den L,—Raum durch
den Vektorraum V (R", E), der durch die Vereinigung aller Besovraume B, (R", E) erklirt
ist. Fiir Banachrdume F;, ¢ = 0,1,2, Skalare m € R, I,p € N mit p > 2l > n und Symbo-
le a € S7y (R", Ey), die beschriinkte stetige Ableitungen bis zur Ordnung p besitzen, wird
gezeigt, dass es eine eindeutige lineare Abbildung a (D) : V (R", Ey) — V (R", Ep) gibt,
so dass a(D) € L(Byt™ (R", Ey), By, (R", Ep)) und ihre Restriktion auf jeder Schnittmenge
Cy° (R™, E2) N Byt™ (R™, Ey) (s € R, p,q € [1,00]) mit der klassischen Definition des Pseu-
dodifferentialoperators a(D), der in [Ku,81] durch ein oszillatorisches Integral definiert wurde,
iibereinstimmt. Mit Hilfe diesﬂersion des Satzes von Michlin wird bewiesen, dass geeignete Re-
striktionen des Operators —a (D) analytische Halbgruppen auf den Besovraumen By, (R™, Ey)
und C°°—Halbgruppen auf den Sobolevriaumen Wlf (R™, Ey) erzeugen.

—~

Weiterhin wird aus a (D) € L(By:™ (R", Eq), By , (R™, Ey)), der stetigen Einbettung
By, (R", E) — Wy (R", E) — B, (R",E) (1 <p<c0)

und einigen Eigenschaften der Interpolationstheorie hergeleitet, dass die Wg—Realisierung eines
parabolischen Pseudodifferentialoperators, dessen entsprechendes Symbol einen m—homogenen
Hauptteil besitzt, der negative Erzeuger einer analytischen Halbgruppe auf W]f (R™, Ey) ist
(und sogar eine stark stetige Halbgruppe, wenn p < oo). Daraus erhalten wir Existenz und
Eindeutigkeit von Losungen nicht-autonomer Cauchy-Probleme in Besov- und Sobolevréumen.

SchlieBlich fithren wir eine Symbolklasse CLS7%’ (R", E) ein, in der Symbole a(x,§) be-
schréinkte Regularitéit in beiden Veréinderlichen , ¢ besitzen und die die in [Am,97] und [Ki,03]
angegebenen Symbole enthélt. Durch eine Version der von R. Coifman und Y. Meyer in [C-
M,79] eingefiithrten Zerlegung der Symbole in elementare Symbole und dank einiger Resul-

tate aus der Littlewood-Paley-Theorie erhalten wir einen Pseudodifferentialoperator a (z, D)
fiir Symbole a € CIST(;Q" (R, E) (r > 0,0 <46 <1, p > 2 > n), fir dn a(z,D) €
L(Bst™ (R", Ea), By, (R", Ep)) gilt, wenn —(1—6)r < s < r. Mit anderen Worten ver-
allgemeinert dieses Resultat die Versionen des Satzes von Michlin in [Am,97;Th. 6.2] (falls
p,q € [1,00)) und [Ki,03;Th. 2.3.1] (falls p € [1, 00] und ¢ € [1, 00)).



Summary

In the present work we investigate versions of Michlin’s theorem for pseudodifferential operators
with non-regular Banach-valued symbols and their applications to the generation of analytic
semigroups on Banach-valued Sobolev spaces.

For arbitrary Banach space E and arbitrary L£(E)—valued symbols it is impossible to ob-
tain a Michlin’s theorem on L, (R", E). Hence we replace the L, space by the vector space
V (R™, E'), which is defined by the union of all Besov spaces. For Banach spaces F;, i = 0,1, 2,
scalars m € R, I,p € N with p > 2/ > n and symbols a € 57" (R", E1), which all derivati-
\L(e_simaller than or equal than p are continuous we show that there is a unique linear map
a(D):V(R" Ey) — V (R", Ey) with a( ) € £(BSer (R, Es), B, , (R™, Ep)). Its restriction
on every intersection Cp° (R, E2) N Byt™ (R", Es) (s € R, p,q € [1,00]) coincides with the clas-
sical definition of the pseudodifferential operator a (D) in [Ku,81], which has been defined by
means of an oscillatory integral. In this way, we show that suitable restrictions of the operator

—_~—

—a (D) generate analytic semigroups on the Besov spaces B, , (R", Ey) and C°°—semigroups on
the Sobolev spaces Wf (R™, Ep).

Furthermore, using that m € L(Byt™ (R, Eq), By, (R™, Ey)), the continuous embedding
By, (R, E) — Wy (R, E) < By (R",E)  (1<p<c0),

and some properties of the interpolation theory, we show that the Wlf—realization of a parabolic
pseudodifferential operator, for which the corresponding symbol has a m—homogeneous principal
part, is the negative generator of an analytic semigroup on ij (R™, Ey) and, if p < oo, it is the
generator of a strongly continuous semigroup. Therefore, we obtain the existence and uniqueness
of solutions for non-autonomous Cauchy problems in Besov and Sobolev spaces.

Finally, we introduce a class of symbol C7S7"3” (R", E), in which the symbols a(z,€) are non-
regular in the local variable x and in the dual variable ¢, and in which are included the class of
symbols defined in [Am,97] and [Ki,03]. Using a version of decomposition of symbols into elemen-
tary symbols introduced in [CM,79], and using some results from the Littlewood-Paley theory,
we obtain for symbols a € CISV; 20 (R" E) (r > 0,0 <8 <1, p>2l>n) a pseudodifferential

operator a (SC,D) with a(m,D) € L(BsH™ (R, Ey), By, (R", Ey)), if — (1 —0)r < s < r. This

pseudodifferential operator coincides with a (D) and a (z, D) denifed in [Ki,03]. In other words,
this result generalizes the versions of the Michlin’s theorem in [Am,97; Th 6.2] (if p, ¢ € [1,00))
and [Ki,03; Th 2.3.1] (if p € [1,00] und ¢ € [1,00)).
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KAPITEL O

Einleitung

In dieser Arbeit untersuchen wir Versionen des Satzes von Michlin fiir Pseudodifferentialopera-
toren mit nicht-reguléren banachraumwertigen Symbolen und Erzeugungsresultate analytischer
Halbgruppen von solchen Operatoren auf vektorwertigen Funktionenrdumen (wie zum Beispiel
auf vektorwertigen Sobolevraumen W;’f (R™ FE) mit £k € Ny, 1 < p < oo und E ein beliebi-
ger Banachraum). Auflerdem werden Anwendungen solcher Resultate auf die Losbarkeit von
parabolischen Psudodifferentialgleichungen untersucht.

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir zuerst Symbole im Raum Sffép (R™, E) mit m € R,
p € Ng und E ein Banachraum. Dabei sei a € S7'y" (R", E)

<= a€C?(R"E) und Yo € N§f mit |a| < p, Jeo > 0, so dass
‘ o2a (g)HE < co (&Y™ fiir alle € € R™, (1)

Wegen des Satzes von Michlin (siehe [Ber-Loef,76; Th.6.1.6], [N-H-H,02; Th. 3.7]) ist bekannt,
dass der Pseudodifferentialoperator oder der von a induzierte Fourier-Multiplikator®

FlaF:L,(R",Ey)) — L,(R", Ey) fiir 1 < p< oo

stetig ist, wenn a € SR’Z}H (R™, L (Eh, E2)) und E1, E2 Hilbertrdume sind. In der Praxis mochte
man die Giiltigkeit dieses Resultats fiir beliebige Banachrdume E7, Es haben, aber dies ist wegen
einer Beobachtung von G. Pisier unmdoglich, die besagt: Gilt der Satz von Michlin auf L, (R", E)
fiir £ (E)—wertige Symbole, so ist £ isomorph zu einem Hilbertraum (siehe [L-L-M,98] fiir einen
Beweis). Deswegen muss man zum Beispiel die Raumskala L, (R", E') wechseln, zusétzliche Vor-
aussetzungen fiir (1) machen oder die Geometrie des Banachraumes E beriicksichtigen, um
Versionen des Satzes von Michlin zu erhalten. Einerseits hat H. Amann in [Am,97; Th. 6.2]
fiir beliebige Banachrdume E;, i = 1,2 und a € S (’)nﬂ (R™, L (F1, E2)) behauptet, dass der
Pseudodifferentialoperator F~'aF : Byt™ (R", E1) — Bj , (R", E3) (s € R, p,q € [1,00]) stetig

ist. Dabei ist Bj , = é;,q, B, , oder by . (der homogene, der nicht-homogene oder der kleine

1F und F~! bezeichnen die Fouriertransformation bzw. die inverse Fouriertransformation.
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Besovraum). Er hat seine Ergebnisse fiir die Losbarkeit der elliptischen und parabolischen Diffe-
rentialgleichungen auf Zylindern verwendet. Auflerdem hat er Resultate der maximalen Regula-
ritdt von parabolischen Differentialgleichungen erhalten. Die maximale Regularitéit von parabo-
lischen Differentialgleichungen via Fourier-Multiplikatorsétze wurde auch von L. Weis in [We,01]
und W. Arendt in [Ar,04] untersucht. Andererseits hat Weis in [We,01] fiir UM D—Ré&ume E;,
i = 1,2 und Symbole a in S%(l) (R, L (E4, Eg)), die eine stérkere Beschranktheitsbedingung als
(1) erfiillen, bewiesen, dass F~aF : L, (R, E1) — L, (R, E2) (fiir 1 < p < 00) stetig ist. Unter
einem UM D— Raum FE versteht man einen Banachraum, fiir den die Hilberttransformation von
L, (R, FE) nach L, (R, E) fir 1 < p < oo stetig ist, oder dquivalent dazu, fiir den die Funktion
m(t) = inmsign(t) ein Fourier-Multiplikator auf L, (R, E) (1 < p < 00) ist. Diese Bedingung hat
die Reflexivitidt von E zur Folge (siehe [Am,95; Remark 4.4.2]). Um einen optimalen Wert von p
zu erreichen, wurde die Geometrie der Banachrdume FE7, Fo betrachtet. M. Girardi und L. Weis
haben zum Beispiel in [Gi-We,03] Banachraume FEj, s, die Fouriertyp p € [1,2] hatten (das
heifft Banachrdaume E;, fiir die die Fouriertransformation von L, (R", E;) nach L, (R", E;) mit
% + L =1 stetig ist), und Symbole a € S?:g (R™, L (E1, E2)) betrachtet. Unter diesen Voraus-

p
setzungen haben sie bewiesen, dass fiir alle s € R, r,q € [1,00] der Pseudodifferentialoperator

F~laF : Bi,(R", E1) — B; , (R", E) stetig ist, wenn p = {ﬂ + 1. Daraus folgt, dass man fiir
beliebige Banachrdume FEp, Eo (d.h. mit Fouriertyp p = 1) das Theorem 6.2 in [Am,97] erhélt.
Falls Ey, Ey gleichmiBig konvexe Banachriume sind (deshalb haben sie Fouriertyp p, p > 1),
kann man p = n wihlen.

Viele Anwendungen auf Probleme der Physik wie zum Beispiel das Problem der Reaktions-
Diffusions-Prozesse, das in [Am,00] studiert wurde, weisen auf die Notwendigkeit hin, banach-
raumwertige Symbole zu betrachten. Einen besonderen Fall dieses Problems werden wir auf dem
Sobolevraum W (R”, Ly (Y, 1)) (im Kapitel 4) untersuchen. Es ist bekannt, dass Ly (Y, u1) kein
reflexiver Raum ist. Aus diesem Grund méchten wir in dieser Arbeit (analog wie in [Am,97]) eine
Version des Satzes von Michlin fiir banachraumwertige Symbole erhalten, mit der wir die Erzeu-
gung analytischer Halbgruppe vom entsprechenden Pseudodifferentialoperator erhalten kénnen.
Somit erhélt man Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen parabolischer Pseudodifferentialglei-
chungen. Dazu betrachten wir in der vorliegenden Arbeit beliebige Banachriume F;, i = 0,1, 2,
den Vektorraum

V (R", E;) := U B:, (R, E))
(s,p,9) ERX[1,00] X [1,00]

statt By , (R", E;) und Symbole a in Sy'¢ (R", E1) mit

] n+1, n € N ungerade,
Pr= n+ 2, n € N gerade,

und wir zeigen im Satz 2.3.1, dass eine eindeutige und lineare Abbildung

a(D):V(R" Ey) — V (R", Ep)

%siehe [Bourg,87].
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so existiert, dass

a(D)

Bt R, E)Ceo (R By) = (D) Vs €R,p,g € [l,00],

wobei®

[a(D)u](x) :=o0s — //eigna (&) ou(x—mn) d(;i’)z), z e R", ue CF (R", Ey)

(beachte, dass a (D) = F~! (a e F(-)) auf S (R", F3), dem Raum der schnell fallenden Funktio-
nen). Das hat zur Folge, dass

—

((L —=a (D)> €L (Si%pn (Rna El) aﬁ (B;,—Zm (an EQ) 7B;,q (RnaEO)))

fiir alle m,s € R , p,q € [1, 00| und somit

—_~

(a —q (D)) eL (S{f;;f’" (R", Ey), L (Wg (R", Ez) , W} (R”, EO))) :

wenn m € R, 1 < p < oo und k,l € N mit [ > k 4+ m (siche auch Folgerungen des Satzes 2.3.1).
Die Abschitzung fiir p, haben wir durch die Untersuchung der Eigenschaften des oszillatori-
schen Integrals erhalten. Auflerdem vereinfachen diese Eigenschaften den Beweis unseres ersten
Hauptresultats (Satz 2.3.1).

Danach werden parabolische Symbole a (mit Konstanten w und ) in S7¢” (R™, £ (E1, Ey))
fir m > 0 und FE; < Fy betrachtet. Prézisiert ausgedriickt, ist a parabolisch in
S%p (R™, L (E1, Ep)), wenn Konstanten w > 0 und x > 1 so existieren, dass

[a(f) + umei"f} B <k(&u "

L(Eoy,E1)

fiir alle |£, u| > w und 6 € [—%, Z]. Dabei sind (&, 1) := /1 + €12 4 12 und |€, u] = \/]€]2 + p2

mit (£, ) € R® x Ry, Dieser Begriff verallgemeinert die in [Am,01] gegebene Definition der
normal-elliptischen Differentialoperatoren mit L (E7, Ey) —wertigen konstanten Koeffizienten,
und zwar: p (D) := Z| al<m aeD® ist normal-elliptisch, wenn es eine Konstante x > 1 so gibt,
dass B

|:a(é—)+um619]i| - GE(E(),El) und ‘

K

AT+ 70 (O] € £(Bo, B1) wnd [JAL 40 (€17 < 1

fiir alle A € Z% i={z € C:Rez >0} und { € R" mit [¢{] = 1. Dabei ist po (£) := >_} =, Gal”
der Hauptteil von p (D) (siehe Abschnitt 4.2.2). Fiir parabolische Symbole a werden wir zeigen:

—~—

a) Der Operator A; := —a(D) erzeugt eine analytische Halbgruppe auf

By (R, Ey)

d
B; ,(R", Ey), die sogar stark stetig ist, wenn 1 < ¢ < oo und E; — Ej.

3Dabei ist @ : E1 x E2 — Eg eine Multiplikation (siche Abschnitt 1.1).
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b) Die §& (R", Ey) —Realisierung des Operators Ay := —m it (R ) TOIE k € Ny erzeugt

eine C*°—Halbgruppe des singulidren Typs a auf dem Raum S’; (R™, Ep). Dabei sind a €
(0,1) beliebig, (B,S’;) = (B, Wi) fir 1 <p < oo und (B,Sﬁo) ein Paar in

{ (B, Wfo) : <b, BU C’f) , (é, C§> , (B, Cgf) } .

Es stellt sich die Frage, ob die 3’; (R™, Ep) —Realisierung des Operators Ay auch eine analyti-
sche Halbgruppe auf {S"’Z‘j (R™, Ep) erzeugt (mit anderen Worten, ob die Aussage b) fiir « = 1 gilt).
In [Am,01] wurden Ergebnisse iiber die Erzeugung analytischer Halbgruppe auf L, (R", Ep) mit
1 <p< oo, BUC (R", Ep) und auf Cy (R", Ey) von Differentialoperatoren erhalten. In [Ki,01]
wurde die Erzeugung analytischer Halbgruppen auf L, (R", Ey) (1 < p < co) von geeigneten pa-
rabolischen Pseudodifferentialoperatoren mit £ (Ey) —wertigen Symbolen der Ordnung m > 1,
die in der Dualvariable £ mindestens Regularitdt der Ordnung 2n + 1 hatten, bewiesen. Pseu-
dodifferentialoperatoren mit C—vektorwertigen Symbolen von mehreren Verénderlichen, a(z,§),
die nicht in der Ortsvariable x reguldr sind, aber unendlich oft-differenzierbar in der Dualvaria-
ble ¢ sind, wurden von J. Escher und J. Seiler in [Esc-Sei,07] untersucht. Wenn man dort ein
Symbol a unabhingig von der Ortsvariablen (d.h. a(z,&) = a(§)) betrachtet, erhdlt man nach
ihrem Theorem 4.8, dass der entsprechende Operator —a(x, D) eine analytische Halbgruppe auf

H® =Ci (R"), W, (R") mit 1 <p < oo, und auf By , (R"), 1 <p,q < o0

erzeugt. Dabei sind s > 0 und C; (R") = BS, ., (R") die sogenannten Hélder-Zygmund-Réume.
Aber wie wir schon oben erwéhnt haben, ist die Betrachtung banachraumwertiger nicht-reguléren
Symbole die Grundlage dieser Arbeit, was durch die Arbeiten [Am,01] und [Ki,01] motiviert
wurde. In diesen beiden wie auch in der Arbeit [D-K,06], in der UM D—banachraumwertige
Symbole betrachtet wurden, hat die Homogenitit des Hauptsymbols eine wichtige Rolle gespielt.
Diese Homogenitét wird in einer Unterklasse von S%p (R™, E) beriicksichtigt. Analog wie in
[Ki,01] bezeichnen wir mit $™ (R", E) den Raum aller Funktionen a € 57" (R", E), die eine
Funktion a° € S7” (R", E) besitzen, so dass

a—a’e S{'};l’p (R", E') und
a® (&) = t™a® (&) fiir alle t > 0, £ € R™\ {0}.

Das Symbol a° wird der Hauptteil oder das Hauptsymbol von a genannt. Auflerdem wird
S™P (R", F) mit der Norm

HGHSm,p(Rn,E) = HaoHsfjép(Rn,E) + Ha - GOHSTJL"(R",E)

betrachtet, die die Einbettung S™* (R", E) < S)¢" (R", E) liefert. Fiir m > 0 und a ein para-
bolisches Symbol in ™= (R”, L (Ep)) (das heifit a® ist parabolisch in ST (R™, L (Ey)), siche



Unterabschnitt 3.3.1) werden wir zeigen, dass die §* (R™, Ey) —Realisierung des Operators Ag
eine analytische Halbgruppe auf

B, (R, Ey) Wj (R", Ey), BUC* (R™, Ey), CE(R™, Ey) und auf CF (R", Ej) (2)

fir alle 1 < p,q < 00,5 € R, k € Ny erzeugt, wenn Fy = Fy. Natiirlich erzeugt dieser Operator
auch eine analytische Halbgruppe auf* W3 (R", Ey) = By, (R", Ep) fiir alle s € RT\N und
1<p<oo.
Wir erhalten dann (im Satz 4.1.3) Existenz und Eindeutigkeit von Losungen des linearen
Cauchy-Problems
{ u+A(t)3;gu:f(t), 0<t<T,

u (0) = up, 3)

wobei {A(t) : 0 <t < T} eine geeignete Familie von parabolischen Pseudodifferentialoperatoren
ist, FEMRYME) = WFRWE) fir 1 < p < oo, FER,E) =
B U CF(R", Ep) (in diesem Fall ist m > k), A(t)gy die 3% (R™, Ey) —Realisierung von A(t)
bezeichnet und f : [0,7] — S’; (R™, Ep) eine gegebene holderstetige Funktion ist. Dariiber
hinaus ist dabei @ := Osu.

Als eine zweite Anwendung legen wir die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen eines un-
endlichen gekoppelten Gleichungssystems dar in der Gestalt des folgenden Reaktions-Diffusions-
Anfangswertproblems

du+ A(t)u=R(z,t,y,u), t,€(0,T], ze€R", ()
u(x707y) = Uo (xay)a xr € R™.

Dabei sind y ein Parameter in einem Mafiraum (Y, ) mit endlichem Maf,

n

A u= =" ai; (t) 0, u+ > bi(t) du+bo (t)u
=1

1,j=1

(der Diffusionsterm) eine Familie von elliptischen Differentialoperatoren zweiter Ordnung und
a;j, b; geeignete Koeffizienten, die von der Ortsvariable x unabhéngig sind. Dazu schreiben wir
(4) als ein abstraktes semilineares Cauchy-Problem

{u+A®%u—gwwa0<t§Tv (5)

u (0) = uo,

auf S’; (R™E) mit £ € Ny, p € [1,00], E =Ly (Y, 1;;R), %’; = Wzi“ falls 1 < p < oo und
" = BUCF (in diesem Fall ist m > k). Unter geeigneten Voraussetzungen (siche Satz

4.2.3) wird gezeigt, dass das Problem (5) eine eindeutige Losung w besitzt und auflerdem
ue C((0,T] ,S]; (R",E)). Fiir den Beweis wird ein Resultat von Amann [Am,00;Th. 5.1] iiber

4Die Definition und einige Eigenschaften von W, (R", Ey) fur s € RT\Nund 1 < p < oo, der Ey—vektorwertige
Sobolev-Slobodecki Raum, findet man im Kapitel 1.
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Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen eines abstrakten semilinearen Cauchy-Problems ver-
wendet.

Resultate wie in diesem Hauptsatz (Satz 4.2.3), wobei E ein L;—Raum ist und k£ € Ny,
sind noch nicht in der Literatur bekannt. Auf der anderen Seite liefert dieser Satz die Exi-
stenz und Eindeutigkeit von Losungen des in [Am,00] von Amann eingefiithrten Koagulations-
Fragmentations-Problems mit Diffusion auf dem Sobolevraum W (R™, L, (Y, dy; R)) fiir k € N,
Y = R* oder Ny, wenn der Diffusionsterm A (¢) von der Ortsvariablen unabhéngig ist.

Zum Schluss fithren wir mit Hilfe der in (1) und in [Esc-Sei,07] gegebenen Réume S7'y” (R", E)
bzw. C’IST&” (R™) (r >0,0<d <1, pe Nmit p> p,) eine Definition des Raumes der Symbole
CiSTy’ (R, E) ein. Wir sagen, dass eine E—vektorwertige Funktion a : R} x Rf — E in
Ccr S’Tép (R™, E) liegt, falls®

az (1) :=a(z,) € 7 (RY, Loo (R, E)) me}J‘”’P( ¢, CI(R},E))  ffa zeR" (6

An dieser Stelle méchten wir darauf hinweisen, dass die in [Ki,03] angegebenen Symbole auch
in C7S7%” (R™, E) enthalten sind (siche Bemerkung 5.1.3).

Durch eine Version der von R. Coifman und Y. Meyer in [C-M,78] eingefithrten Zerlegung
der Symbole in elementare Symbole (eine solche Zerlegung fiir bestimmte banachraumwertige
Symbole wurde in [P-S,06] vorgestellt) und dank einiger Resultate aus der Littlewood-Paley-

e~

Theorie erhalten wir eine Definition eines , Pseudodifferentialoperators” a (z, D) fiir Symbole
a € CIST* (R, E) mit p > p,. Im Satz 5.3.1 werden wir fiir — (1 —0)r < s < r, p, wie in

—_~—

(1.1), p > p, und a € CLST* (R™, Ey) zeigen, dass a (z, D) dhnliche Eigenschaften zu a (D) in
Satz 2.3.1 besitzt. Auflerdem gilt a(x, D) T €L (B;;j;m (R, Es), B}, (R™, Ep)) mit
B e {b, B, B mit 1< p < oo} (siehe Korollar 5.3.2). Mit anderen Worten verallgemeinern der

Satz 5.3.1 und das Korollar 5.3.2 Versionen des Satzes von Michlin in [Am,97;Th. 6.2] (falls
p,q € [1,00)) und [Ki,03;Th. 2.3.1] (falls p € [1,00] und ¢ € [1,00)). Siehe dafiir Bemerkung
5.3.2. Analoge Ergebnisse zu skalaren vektorwertigen Symbolen hat Marschall in [Mar,87] mit
weniger Regularitdtsannahmen in der Dualvariable £ erhalten, aber in diesem skalaren Fall
wurde der Satz von Plancherel verwendet, den wir in unserem allgemeineren Fall nicht zur
Verfiigung haben. Dariiber hinaus gibt es schon in der Literatur Ergebnisse {iber Versionen des
Satzes von Michlin auf L, (R", X )-Réumen (1 < p < oo) durch Pseudodifferentialoperatoren mit
L (X) —wertigen Symbolen a(z, ), aber dabei ist X ein UM D—Banachraum und die Symbole
erfiillen eine stiirkere Beschriktheitsbedingung als (1), siehe [De-Kr,06], [P-S,06].

Solche Versionen des Satzes von Michlin, wie schon oben erwéhnt wurde, spielen bei der Ana-
lysis partieller Differentialgleichungen und der Pseudodifferentialgleichungen eine wichtige Rolle.
Zum Beispiel kann man auch die Beschrinktheit der geeigneten nicht reguliren Pseudodifferen-
tialoperatoren zur Untersuchung der Regularitdt von Lésungen der nicht linearen elliptischen
partiellen Differentialgleichungen anwenden (siehe [Tay,91]).

5CL(R™, E) := BL, o (R™, E) fiir r > 0 (siehe Definition 1.1.4).
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Diese Arbeit ist wie folgt aufgebaut:

Im ersten Kapitel findet man die hier benutzten Bezeichnungen, Definitionen und Eigen-
schaften der Funktionenrdume (Abschnitt 1.1), der sektoriellen Operatoren und analytischen
Halbgruppen (Abschnitt 1.2) und des oszillatorischen Integrals (Abschnitt 1.3). Insbesondere
werden wir im Abschnitt 1.3 eine allgemeine Version des Theorems 6.4 aus [Ku,81] zeigen, aus
dem eine Version des Satzes von Fubini fiir oszillatorische Integrale folgt.

Dann werden im zweiten Kapitel die Definitionen des Raumes der Symbole S’po (R™, E), des
Pseudodifferentialoperator a(D) und des Vektorraumes V (R", E) gegeben. Aulerdem werden

—~—

wir unser erstes Hauptresultat (Satz 2.3.1) bewiesen. Fiir die Konstruktion des Operator a(D)
wenden wir an, dass

d
(B3 (B ) 1 G (B, E): ) < By, (27, )

gilt, wenn 1 < p < 00,1 < g < oo, und einige Eigenschaften der Interpolationstheorie fiir den
Fall ¢ = oc.

Das dritte Kapitel enthélt die Definitionen der Symbolklasse S (R™, E), parabolischen
Symbole in S7's” (R", E) und S™* (R", E) und Realisierung eines Operators. Mittels der Ver-
sion des Satzes von Michlin des zweiten Kapitels zeigen wir im Abschnitt 3.1 die Erzeugung
analytischer Halbgruppen auf Besovrdumen vom Operator A;, im Abschnitt 3.2 die oben for-
mulierte Aussage b) iiber die Erzeugung C'*°—Halbgruppen und im Abschnitt 3.3 die Erzeugung
analytischer auf S’; (R™, Ey) von der 3’; (R™, Ey) —Realisierung des Operators Ay, wenn Ey = Fj.
Benutzt wird in diesem Abschnitt, dass fiir parabolische Symbole a in S™#~ (R™, Ey)

B = (A +a%) " € S (R, Ey) gilt,

was zusammen mit der Homogenitit von a” und einigen Eigenschaften des oszillatorischen In-
tegrals die folgende Abschéitzung liefert:

1% (D) uHWZ,;(Rn,EO) ST B el (g, gy~ fir alle w € C3° (R™, Ep) N W (R", Ey)
und alle \ € Z%ﬁ = {zE(C: |z| > R und |arg z| < g}, wobei M > 1 und R > 0 ge-
eignete Konstanten sind. Damit erhalten wir, dass die W]f (R™, Ey) —Realisierung von A9 :=
—ad (D)
Da

BEET (R7, ) eine analytische Halbgruppe auf dem Sobolevraum ij (R™, Ep) erzeugt.

a=a"+ (a—a’) und a—a’ € S%—Lp” (R™, Ep) gelten,

liefert ein Stérungsargument (Satz 1.2.2), dass die Wlf (R™, Ep) —Realisierung von Ay auch eine
analytische Halbgruppe auf Wlﬂ“ (R™, Ey) erzeugt, wenn E; = Ej. Daher erhélt man die Be-
hauptung in (2) (genau genommen den Satz 3.3.3 und dessen Korollar). Trotzdem kann man
den genauen Defitionsbereich der Operatoren nicht angeben. Es ist aber méglich, die dichten
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Einbettungen

bEEm (R, Ey), 1< p< oo,

m n d
B;ﬁ (R*,E1) — D (A(T)Wg(Rn,Eo)) )
D i (R™, By )

m n d
bl;ﬁ R", E1) < (A(T)BUck(Rn,Eo))

zu erhalten, die hilfreich fiir die Untersuchung der Cauchy-Probleme (3) und (5) in Kapitel 4
sind.

Zur Untersuchung parabolischer Evolutionsgleichungen werden in Kapitel 4 die Resultate
des dritten Kapitels verwendet. Lineare Cauchy-Probleme (wie in (3)) auf Besovrdumen werden
im Abschnitt 4.1 behandelt. Da der Definitionsbereich von A (t)g’g in diesem Fall unabhéngig
von t ist, wenden wir auch Resultate aus [Acq-Te,85,86], [Pou,65] und [Ta,60] an. Falls man das
Problem (3) auf W]? (R", Ey) fiir 1 < p < oo oder auf BUC* (R", Ey) fiir p = oo betrachtet (und
damit hédngt der Defitionsbereich von A (t)g;; von t ab) verwenden wir auch ein Ergebnis aus

d
—

d
—

[Am,95], (7) und einigen Eigenschaften der Interpolationstheorie, um das Problem zu lésen. Im
Abschnitt 4.2 werden semilineare Cauchy-Probleme betrachtet. Insbesondere wird Existenz und
Eindeutigkeit von Losungen eines semilinearen und elliptischen Differentialgleichungssystems
zweiter Ordnung untersucht (siehe Satz 4.2.3). Mit Hilfe des Satzes 4.2.3 konnen wir dann im
Abschnitt 4.3 das oben erwidhnten Koagulations-Fragmentations-Problem mit Diffusion analy-
sieren. Dazu geben wir eine kurze Beschreibung des Diffusionsterms A (¢) und des Reaktionsterm
R in (4), und danach wird im Satz 4.3.1 die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen dieses
Problems gezeigt.

Das letzte Kapitel 5 untergliedert sich in drei Abschnitte: Der erste beginnt mit der Definition
des Raumes der Symbole C}, ST ¥ (R™, E) und endet mit einem Korollar iiber die Zerlegung eines
Symbols aus C] Sﬁ;p (R™, E) in elementare Symbole.

Im zweiten Abschnitt definieren wir die Abbildungen a(z; D) und a(z; D) fiir elementa-
re bzw. allgemeine Symbole in C7S]"” (R", E). Die Existenz und einige Eigenschaften dieser
, Pseudodifferentialoperatoren” werden dort gezeigt.

Im dritten Abschnitt zeigen wir den Hauptsatz diesen Kapitels (Satz 5.3.1), und als Folge-

rung wird die Stetigkeit von a(z; D) auf den Funktionenriumen B U C* (R", E), Ck (R", E),
Cy (R",E) und W} (R", E) fiir 1 < p < oo und k € N untersucht (siche Korollar 5.3.3).
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KAPITEL 1

FEinleitende Definitionen und
Bezeichnungen

In diesem Kapitel geben wir die Definitionen und Bezeichnungen an, die in der ganze Arbeit
benutzt werden, wie auch einige wichtige Resultate oder Eigenschaften iiber die hier betrachteten
Funktionenrdumen (siehe Abschnitt 1.1). Im Abschnitt 1.2 wird kurz die Theorie analytischer
Halbgruppen beschreibt und in der Abschnitt 1.3 werden grundlegende Eigenschaften des oszi-
llatorischen Integrals fiir nicht regulire Amplituden untersucht.
In der vorliegenden Arbeit bezeichnen () die leere Menge, N die Menge der natiirlichen Zahlen,
Np:=NyuU {O},
] n+1, n € N ungerade,
P = { n+ 2, n € N gerade, (1.1)

R die Menge der reellen Zahlen, RT := {z € R: 2 > 0}, R := R* U {0}, C die der komplexen

1 1
Zahlen, |z| := (37, #7)? die euklidische Norm auf R", (z) := (1 + ]:):\2> * fiir z € R” und E, F;,
i = 0, 1,2 Banachriume mit Normen ||-||g, ||-||,. Alle vorkommenden Banachrdume sind iiber
K = RVC (das heiBt iiber R oder iiber C). Sind (E1, [||| ,) und (E, ||| 5,) derselbe Vektorraum

mit dquivalenten Normen |[-[|; und |- z,, so bezeichnet man dies als Ey = Ep. Weiterhin sei
L (E1, Ep) der Raum der linearen und stetigen Abbildungen mit Definitionsbereich F; und sein
Bild in Ey, und £ (Ey) := L (Ep, Ep). Wenn A € L (E1, Ep) und

p(A) = {)\ € C: M\ — A:D(A) = E; — Ej bijektivund (A\] — A) ™' e E(Eo)}

die Resolventenmenge von A ist, dann wird A als ein Operator in Fy (mit dem Definitions-
bereich E)) aufgefasst. Mit R (X, A) := (A — A)~", XA € p(A), wird hier die Resolvente von
A bezeichnet. Falls X := (X,P) und Y := (Y, Q) zwei lokal konvexe topologische Vektorrdume
sind, deren Topologien von den Familien der Halbnormen P bzw. Q induziert werden, so wird
L(X,Y), der Raum der linearen und stetigen Abbildungen von X nach Y, mit der Topolo-
gie der beschrinkten Konvergenz versehen, das heifit die Topologie in £ (X,Y") ist von der

1



2 Kapitel 1. Einleitende Definitionen und Bezeichnungen

Familie der Halbnormen

{u — sup ¢ (u (x)); B C X beschrénkt und ¢ € Q}
€D
induziert.
Bekanntlich heifit eine lineare Abbildung u : (X,P) — (Y, Q) stetig genau dann, wenn fiir
jedes q € Q existieren pq,...,py € P fiir ein N € N und eine Konstante K, so dass

q(u(x)) < Klglizgcvpi (x) VeeX (1.2)

(siche [Do,06; Lemma 3.18]).

1.1 Funktionenridume

Wir bezeichnen mit C* (R™, E), k € Ny U {oc0}, den Fréchetraum aller E—vektorwertigen Funk-
tionen auf R™, deren Ableitungen bis zur Ordnung < k stetig sind, mit der von der Familie der
Halbnormen

i (u) = lmlangaauHooK, Il <k+1, K CR" kompakt,
al< )

induzierten Topologie. Dabei ist 0% = 9*1...0%" fiir a = (a1, ..,a,) € Nj. Manchmal wird die
Notation D; := (i) d,; benutzt. Um abzukiirzen schreiben wir CF (R™, E) := C*(R") wenn
E = K, und falls & = oo schreibt man auch C* (R" F) := £ (R", E), der Raum der allen
unendlich-oft differenzierbaren Funktionen. Weiterhin sei D (R", ) der Raum der Testfunk-
tionen, das heifit der Raum der allen unendlich-oft differenzierbaren Funktionen u : R" — FE
mit kompaktem Trager und versieht mit der Topologie des induktiven Limes.

Fiir eine offene Menge 2 C R™ und ein 6 € (0,1) definiert man den Raum der hélderste-
tigen Funktionen durch

CY (O, E) = {u 1 Q= B stetig : ||ullgoq ) < oo} ,

wobel

[u(z) —u(y)ll
[ullco,py = lull o +[uly und [uly:=  sup L
z,y€, w#y ’w - y’

Wir betrachten auch fiir k € Ny folgende Funktionenrdume:

CF (R E) := {u e C*(R", E) : ||u||C£c = max sup ||0yull g < oo} ,

|| <k zeRrn
BUCK (R™,E) := {u e OF (R", E) : 0% ist gleichmiBig stetig fiir alle |o| < k}

mit der Norm ||ul| gror := max sup [|0%u||, fiir u € BUCY (R™, E),
|| <k zeRrn
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CF (R", E) := der Abschluss von D (R", E) im BUC* (R", E)

mit der Norm ||u||c§ = maX Sup |0%u||,  fiir u € Ck (R™, E),
< n

la|<k zeR
BUC™ (R™,E) := C° ( = () ¢f (R, E) und Cg° ( = () ¢t (R, E
keNp k€Ng
CF (R, E), BUCk (R", E) und C} (R", E) sind Banachriume und C§° (R", E) und Cg° (R, E)
sind Fréchetrdume mit der Familie der Normen {pk() = ||||C[1; tk e No}.

Sind € RT\N und [r] := max{k € Ny : k < r}, so definiert man den Raum
Cr (R, E) := {u e MR, E): 0°u e C" I (R", E) V|a|= [r]}

mit der Norm

lull gy g gy = llull e RnE)+|g|12€§][aau]r—[r].

Ebenso definiert man den Raum B U C" (R", E) durch
BUC" (R E) := {u e BUCI(R™ E) : 9% € C""I"/(R™, E) fiir alle |a] = [r]}

mit der Norm |[ul gycr e, g HuHcr e ) fir u € BUCT (R, E).
Ein wichtiger Frechetraum ist

S(R", E) = {so € CX(R,E) : Yk L € o, [lply = max sup (@)" | 920()] < oo} ,
St geR”

der Raum der schnell fallenden E—wertigen Funktionen, der mit seiner Standardtopo-
logie betrachtet wird. Ferner wird S (R",C) := S (R"™) geschrieben.

Der Raum der E—wertigen temperierten Distributionen &' (R", E) := L (S (R"), E)
ist der Raum der stetigen und linearen Abbildungen von S (R™) nach F mit der Topologie der
beschriankten Konvergenz.

Fiir 1 < p < oo definiert man den Raum der Funktionen L,(R", E') durch

L,(R",E) := {u :R" — E :u (stark) messbar und |[ul[, gn gy < oo} ,

wobei 1
URTL HU(JT)H% dﬂ?] p, falls 1 < p < oo,
HU’HLP(RH,E) =

essup ||u(z)| g, falls p = co.
z€R™

Sind V und W lokal konvexe Réume, so ist V stetig eingebettet in W, wenn V
ein linearer Unterraum von W ist und aus der Konvergenz in V stets Konvergenz in W folgt.
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In diesem Fall schreibt man dann V' — W. Ist die Einbettung aulerdem dicht, so schreibt man

\% <, W.Ist U C V, dann bezeichnet U den Abschluss von U in V.
Man kann zeigen, dass

D (R", E) — 8 (R",E) — L,(R",E) — &' (R", E).

Nun seien a € Nj und v € &' (R", E), dann ist die distributionelle Ableitung (bzw. die
verallgemeinerte Ableitung) der Ordnung « von u, bezeichnet 0%u, definiert durch

(0%u) (1) := (=)l 0w (8%p) fiir alle 1 € S (R™).

Damit definiert man fiir 1 < p < oo und k& € Ny den vektorwertigen Sobolevraum
W} (R", E) durch

WY (R", E) == {u € S'(R",E) : 9"u € Ly(R", E) fiir alle |a| <k}
zusammen mit der Norm
7
> H@O‘qu ®E)| falls 1 < p < oo,

L <k
R S

max ||0%u n falls p = 0.
o |<k:|| ||L (R™,E) > p

Und die sogenannten Sobolev-Slobodecki-Réume W;(R™, E) fir s € R*\N und p €
[1, 00[ sind definiert durch

Wi (R", E) i= {u € WIR™, E) : |ullys .y < 00}
wobei

. w oruly)
mmmw=2wwmn+2/ nmwdmw

|ar| <[] |al=

B =

Abkiirzung: Fiir die obigen und folgenden Funktionenrdume § (R", ) mit £ = K schreiben
wir zur Abkiirzung § (R™, K) := § (R").

Definition 1.1.1 Wir definieren den Raum der Funktionen temperierten Wachstums mit
Werten im Banachraum E durch

. ue C*®R"E €N30a>0ma€Nmzt
u e C)A4(H§ ,12).¢$ Hag “ 7na VE e R
zusammen mit der Familie der Halbnormen P := {pa,:a € Nj,p € S(R")}, wobei pq,, :

Om (R", E) — R durch

Pap (1) == sup [[¢ (£ O (§)HE definiert ist.
EER
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Fiir m € R und a (§) := (£)™ kann man leicht durch Induktion zeigen, dass
1020 ()] < o (™' VEE€R™ und o € N (1.3)

Somit gilt a € O (R™).
Mit der obigen Familie der Halbnormen, P, ist O (R™, E) ein vollstdndig lokal konvexer
topologischer Raum (siche [Am,03; Lemma 1.2.6]).
Unter einer Multiplikation b : F; x Fs — Ej versteht man eine stetige bilineare Abbildung
" b er.c2)|
L €1, €2)ll g,
Pl senn =, 00 o Terls Teallz, =

Einige Beispiele der Multiplikationen sind:
i) die skalare Multiplikation K x E — E, (k,e) — ke,
ii) die Auswertung einer linearen Abbildung L(F1, Ey) x E1 — Ey, (A, eq) — Aeq,
iii) die Komposition £(E1, Ea) x L(Eo, E1) — L(Eo, Es), (A, B) — AB.

Wenn § (R", E;), i = 0,1,2, geeignete E;-vektorwertige Funktionenrdume sind, e : F; x
Fy — FEjy eine Multiplikation ist und

(up @ ug) () :=uy (x) eug () fir x € R" und u; € F(R", E;),i=0,1,

[Pl

die von “e” induzierte punktweise Multiplikation der Funktionen w1 und us ist, dann kann man
eine Faltung %, beziiglich “e” auf geeigneten Funktionenrdumen erhalten. Prézisiert wird dies
in folgenden Lemmata.

Lemma 1.1.1 Sei (F1,32,50) eines der Tripel (£,D,D"), (£,E,&), (S,0um,S),
(Or, Opm, OpMm), (Op, S, S, (E,E,E) oder (E,D, D). Dann existiert eine eindeutige, bilineare
und in beiden Komponenten stetige Abbildung

31 (Rn>E1) X 32 (Rn’ EQ) - 30 (an EO) ’ (a’v u) = aeu,
die die punktweise Multiplikation bzgl. @ genannt wird, so dass

(p@er) o (P ©er) = (p1) @ (e1 0 €2)
fir p@e € D(R") @ E1 und ¥ @ ea € D(R™) @ Ea. Dabei sind ¢ @ e(x) :== ¢ (x)e, ¢ €
DR"),ec E,z € R" und D(R")® FE :=span{p®@e:p € D(R") und e € E}, D' (R", E;) :=
L(DR"),E;) und &' (R™, E;) := L (E (R™), E;) mit der Topologie der beschrinkten Konvergenz
versehen.

Beweis. Siehe [Am,03] Theorem 1.6.4., S.40. O
Aus dem Lemma 1.1.1 ergibt sich:
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Lemma 1.1.2 Seien auch Es, E; und Es Banachrdume und wir nehmen an, dass Multiplika-
tionen

o: F) x Es — Ey,
o: Fyx E3 — Ej,
o: Fy x B3 — Fy,
o: F x By — Ej,

existieren, die assoziativ sind, das heifit
(81 [ 62) ec3 —¢€1 @ (62 L] 63) de’ alle e; € Ei; 1= 1,2,3.

Dann qilt
uy @ ('LLQ ° 'LL3) = (u1 o U,Q) ® U3 f'L'L"I’ alle U; € & (Rn,EZ) 5 1= 1,2,3.

Lemma 1.1.3 Sei  (F1,82,50) eines der Tripel (BUC,L;,BUC), (Co,L1,Cy),
(Loo, L1, BUC) oder (Lp,L1,L,) mit 1 < p < oco. Dann existiert eine Fortsetzung der Fal-
tung beziiglich “e” von §1 (R™, E1) x D (R"™, E2) zu einer Multiplikation

e 1 51 (R", E1) x F2 (R", E2) — §o (R", Ep) .

Die Fortsetzung ist fir f € §1 (R™, E1) und g € §2 (R™, E2) gegeben durch

(f*e9)(x) = Rnf(y%g(x—y)dy, z € R™.

Aufserdem gilt
[f *e gH&O(R”,EO) < Hf”gl(Rn,El) HQH&(RH,EQ) .
Beweis. Siehe [Am,03], Theorem 1.9.9., S. 69. O

AuBerdem gibt es nach [Am,03; Th. 1.9.1] bilineare und in beiden Komponenten stetige
Abbildungen

xe : S(R", E1) x 8’ (R", Ey) — O (R", Ep), (1.4)
xe : &' (R" E1) x & (R", B3) — &' (R", Ey), (1.5)

so dass
(V1 ® e1) *e (V2 ® €2) = (V1 *V2) ® (€1 ® €2) (1.6)

fiir alle v1,v2 € D(R") und ¢; € E;, i = 1, 2.

Auf dem Raum der Lebesgue-integrierbaren Funktionen L;(R", FE) definiert man die Fou-
riertransformation (bzw. die inverse Fouriertransformation) einer Funktion f € L;(R", E)
durch 1

fo = [ @y, ¢ R (o = [F] ()

en? )
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gV .
Es ist bekannt, dass [f} = [f]A = f fir alle f € S(R™, E).
Die Fouriertransformation (bzw. die inverse Fouriertransformation) einer Distribution
u € §'(R", E) definiert man durch

T () = u (J) (baw. @ () == u () ) fiir alle ¢ € S (R").

Man bezeichnet auch u bzw. @ als Fu bzw. F 'u. Bekanntlich ist auch, dass F, F~ ! €
LSRR, E)NL(S (R, E)) und FF ' = FLF = Iggn p).
Fiir ¢ € S (R™) und u € §'(R™, E) schreibt man

Y (D)u:=F L (YFu). (1.7)
Man kann diesen Ausdruck mit Hilfe der in [Am,03; Th. 1.9.10] gefundenen Gleichheit
uﬁ_.\uQ = (271')“/26; ° @, up € S(Rn, El) und ug € S,(Rn, Eg), (1.8)

umformulieren. Der Faktor (277)"/ % in (1.8) kommt aus der Definition von ¢ fiir ¢ € S(R™).

Im skalaren Fall gilt auch die Gleichheit (1.8) fiir Distributionen uy,us € S’'(R™) mit kom-
paktem Tréger (siehe z. B. [Tr,67; Kapitel 30]). Die Giiltigkeit von (1.8) wird in der Bemerkung
1.1.1 fiir den vektorwertigen Fall gezeigt, aber zunéichst rufen wir den Begriff vom Tréger einer
temperierten Distribution in Erinnerung. Seien v € §'(R", F) und © C R" offen. Man sagt, dass
u in ) verschwindet, falls

(u,p) :=u(p) =0 Vo e S(R™) mit supp (¢) C Q.
Ist G, = {Q C R"™ :wu verschwindet in }, So ist w := U ) € G,. Dann definiert man den

Jit
ofrren Qegu
Trager von u durch

supp (u) := RM\w.

Sind u; € §'(R™, E) fiir i = 1,2, so ist offensichtlich, dass Gy, N Gy, C Guy+u,- Daher und aus
den de Morganschen Gesetzen ergibt sich:

2
supp (uy + ug) C | Jsupp (u;) . (1.9)
=1

Weiterhin ist es nicht so schwer zu zeigen, dass fiir ein abgeschlossenes Intervall I C R"™ und
u € §'(R"™, E) Folgendes gilt:

supp (u) C I <= [ u(y) = 0 fiir alle ¢ € S(R™) mit I Nsupp () =2 ]. (1.10)
Weitere wichtige Aspekte temperierter Distributionen mit kompaktem Triger sind: a)

{ue S (R", E) : u hat kompakten Triger} = &' (R", E)
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(siche dazu z. B. [Am,95; I11.4.5]), und b) der Satz von Paley-Wiener fiir Distributionen (siehe
z.B. [Wal,94; S. 191] fiir den skalaren Fall und [Mei,72; Satz 2| fiir den vektorwertigen Fall)
besagt, dass es fiir jedes u € £’ (R™, E) eine holomorphe Funktion @ gibt mit

u(z) = <u, (2%)7% eiiz'z> 2=+, {neR” und a=Fue Oy (R E). (1.11)
Daraus ergibt sich eine niitzliche Bemerkung.
Bemerkung 1.1.1 Seien u € E'(R™, Eq) und v € E'(R™, Ey). Dann gilt
F(usev) = (2m)2 (Fu) o (Fv) inS (R", Ep).

Beweis. Seien u € &'(R™, Eq) und v € '(R™, E3). Aus der Proposition 1.3.3 in [Am,03; S.17]
wissen wir bereits, dass D (R", E) g (R™, E1). Genau genommen sei Bg := {x € R" : |z| < R}
fir R > 0. Dann existiert eine Folge (uy),cy in D (R™, E1) und eine Konstante Ry > 0 mit

up — uin & (R", E1) und supp (ug), supp (u) C Bp, fiir alle k € N. (1.12)

Die in [Am,03; Prop.1.3.3] gegebene Folge ist ui = (¢pu) * pL; k € N, wobei ¢ € D (R"™) mit
Oklp, =1 fiir alle & € N und (pe).( ein Standardregularisierer (engl. standard mollifier) ist
(mit p; gerade). Daher sieht man deutlich, dass

supp (ug) C supp (¢ru) + supp (p%) C supp (u) + By fiir alle k € N,
was (1.12) erklért.
Nun seien o € Nj und ¢ € & (R") beliebig und sei 1o eine Funktion in D (R") mit ¢o|p, = 1.
0

Dann erhélt man nach (1.11) und (1.12), dass

Pa,p (F (u—uyg)) = sup H‘P(f) aga (F (v — uy) (f))HEI

£ER”
= sup [l (&) (F (2 (u—wr)) ()l ,
EER™
= s o (€ (o 0= ) 2 E )|

= sup <u — up, (2) 72 2% 0 (€) Yo (95)>
£ER? ~~
=g (z)€E(RY) )R

= sw -y, — 0,
PpeB:={1p¢: (ER™} o0

da B C & (R™) beschrinkt ist und up — w in & (R™, E1). Also

Fur, — Fu in Op (R™ EY).
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Daraus folgt zusammen mit dem Lemma 1.1.1:
Fup, e Fv — FueFv in Opn (R", Ep).

Da Oy (R™, Ey) — 8" (R™, E), &' (R™, Ey) — 8" (R™, E1) und F € L (S’ (R™, Ey)) gelten, erhilt
man sofort aus (1.5) und (1.8), dass

F (ke v) —— F (g %o v) = (27)2 Fup @ Fo — (27)2 Fue Fv in S (R", Ep).

Somit ist die Bemerkung bewiesen. O
Definiert man [u (—)] (¢) := u (¢ (—-)) fiir ein u € S’ (R™, E) und alle ¢ € S (R™), so gilt fiir
alle u; € &' (R™, E;), i = 1,2, dass

(u1 e ug) (=) = [u1 (=)] *e [ug (=)]

(siehe Remarks 1.9.5(b) und 1.9.6(h) in [Am,03]). Daraus folgt zusammen mit der Bemerkung
1.1.1, dass

F1 (ug #e ug) = (2m)"/2 (F'uy) o (Flup) fiir alle w; € &' (R™, E;) und i =1,2. (1.13)

Zum Schluss méchten wir noch eine im Abschnitt 5.2 eine wichtige Rolle spielende Bemerkung
iiber den Triiger einer Faltung machen. Seien u; € &'(R", E;), ¢ = 1, 2, temperierte Distributionen
mit kompaktem Trager, dann gilt

supp (u1 *e u2) C supp (u1) + supp (u2) (1.14)
(vgl. [Am,03; Remarks 1.9.6 (f)]).

1.1.1 Besovraume

Vor der Definition der Besovriume fiithren wir zuerst die Definition einer Zerlegung der Eins ein.

Definition 1.1.2 (Die Menge ® (R") der Zerlegung der Eins) Eine Folge (¢;);cy,
S(R™) heifst eine Zerlegung der Fins (bezeichnet (95)jen, €@ (R™), wenn sie Folgendes erfiillt:

a)
supp(do) C Qo :={x € R" : || <2} und
supp(¢;) C Q= {z e R" : 2771 < |z| <27*'} fiir alle j € N,

b) f ¢j(&) =1 fir alle £ € R™, und
j=0

¢) Fiir jedes a € Ny ezistiert eine Konstante co > 0 so, dass'

|Dg¢;(€)| < ca27911q,(€) fiir alle & € R™ und j € No.

!Unter 1q versteht man die charakteristische Funktion einer Menge Q.
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Im Folgenden betrachten wir stets eine Zerlegung der Eins (¢;)
ist: Fiir ein ¢ € S (R™) mit

jENy? die wie folgt konstruiert

suppy) C {x € R" : |z| <2} und ¢ (x) =1 auf |z| <1 (1.15)

definiert man

¥ (z) =49 (z) — ¢ (2z) Vo €R",
Vi (x) =1 2_jx) Vr e R j €N,

1.16
¢0 =Y, ( )
P1:=0
Man kann leicht zeigen, dass
k
3 (€)= ¢ (2-’%5) fiir alle ¢ € R™ und k € N. (1.17)

Jj=0

Definition 1.1.3 (Der Besovraum). Fir s € R und p,q € [1,00] definiert man den E-
vektorwertigen Besovraum der Ordnung s durch

By, (R, E) = {ue & ®", E) : 2% | (D) ull 1, g 1y

< oo}
la

mit der Norm

el gy = || 2% e (D)l 0,

Ja’

Folglich erhilt man den Banachraum (B; s R" E), 1%, ) Fiir verschiedene 1 bekommt
? P,q

man fquivalente Normen. Deswegen schreibt man nur ||| 5. statt [|-|%. -
p,q p,q

FEinige wichtige Eigenschaften der Besovriume sind:
Satz 1.1.1 Seien s € R und p,q € [1,00]. Dann gelten:
0) S(R",E) — B, (R"E) — & (R",E), aber S(R",E) <> BS, (R",E), wenn p,q €
[1,00).
b) Fiir alle 1 < qo < q1 < o0 gilt

B, (R",E)— B, (R",E). (1.18)

P:d0 e}
c¢) Fiir alle e >0 und 1 < qp, ¢1 < 00 gilt:

Byte(R", E) = By, (R, E). (1.19)

d) Seien s1 < sp und 1 < pg < p; <0 mitsl—pﬂlzso—pﬂo. Dann gilt

B (R", E) — B (R",E). (1.20)

Po,q P1,9
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e) Ist s € RT\N, so ist

W (R", E) 1<p<oo
S n — P ? > >
By, (B, ) { BUC* (R",E), p=occ.

f) Falls1 <p<oo,1<g<o0undkeNy mz’ts>%+k, dann gilt
Bi,(R",E) — C§ (R", E).
g) Firk € Ny gilt
BE, (R",E) — W) (R",E) < B}  (R", E), (1.21)
BY | (R",E) — Cy (R",E) — BY, _(R",E). (1.22)

Beweis. Die Aussagen a)-f) findet man in [Am,97; Kapitel 5], [Ki,03; §1.2] oder in [Schm,86].
Die Aussage g) befindet sich in [Ki,03; Theorem 1.2.6, S.12]. O

(L
Korollar 1.1.1 Sei B, := Bm% m) (R™, E) fiir m € N. Dann gelten:

a) By, — Byt fiir alle m € N.
b) Seien my,ma € N mit m; < mg. Dann By,, < Bn,.
¢) Fir beliebig s € R und p,q € [1,00] existiert ein mg € N, so dass

By (R, E) < Byy,,.
Beweis. Dies folgt aus der obigen Eigenschaften der Besovriume. In der Tat:

a) Sei m € N. Dann gilt nach (1.19) und (1.20), dass

(m—L —(m+1-L 5
By = Bnn(hm ) — Bm,(LmH ) — sz(erl),erl?

wobei § — =—(m+1)+L—List. Alsos=—(m+1)+ #H Somit erhilt man

_1
m+1

~[tm+1)- 7]

(L
By, = er(:?n ) - Bn(m+1),m+1 = Bpn+1.

b) Es folgt aus a).
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¢) Nun seien s € R, p,q € [1,00] und m € N. Dann

B:,(R",E) < BEIL(R" F) — B, . (R" E), (1.23)
wobei [s] die grofite ganze Zahl kleiner oder gleich als s ist und § := L 4 [s] — 1 —

L)+ (m+ [s] —1— %) Dann wéhlen wir ein mg € N so grof}, dass 5 >

m

n
p

= — (m —_
— (mo — n”%) (z.B. ist ein mo € N mit mo > 1+ 7 — [s] geeignet). Somit erhélt man
zusammen mit (1.19), (1.23):
s n 7(moimio) n
B, , (R™, E') — Brnmo,mo (R™, E) = Bp,-
Daraus folgt c).
O

Aus dem Korollar 1.1.1 kann man leicht sehen, dass es fiir sg,s1 € R, po, p1,q0,q1 € [1, 0]
ein mg € N gibt, so dass

1
—(mo—L
B (B E) B3, (R, ) — Bang ™. (120
Weiterhin findet man zwei Lemmata, die in den Sdtzen 2.2.3 und 2.3.1 verwendet werden.

Lemma 1.1.4 Seien s € R, p € [1,00] und q € [1,00). Dann gilt
oo n S n d S n
(G ®", B) N By, (R, E); |15, ) <> By, (R™, E). (1.25)
Beweis. Fiir alle s € R, p € [1,00] und ¢ € [1,00) ist es klar, dass
Gy’ (R, E)N B, ,(R",E) — By . (R", E).

Es bleibt nur die Dichtheit zu zeigen. Falls p < oo ist, so erhélt man nach Satz 1.1.1 und
S(R", E) c C°(R",E)N B, ,(R", E) die Dichtheit in (1.25). Nun seien u € B3, ,(R", E)

N
mit ¢ € [1,00), (¥);cy, eine Zerlegung der Eins wie in (1.16) und uy = 7 F 1 (YpFu
k=0

(YrFu)
N € N. Nach Definition ist F~! (¢;Fu) € Lo (R", E) Vj € Ny und somit ist uy € Lo (R™, E).
Weiterhin sei (¢;) .y, andere Zerlegung der Eins wie in (1.16). Dann gilt nach (1.7), (1.8) und
(1.4), dass

o3 (D) (r (D)) = (2m) % @y % (4 (D) u) € Opg (R, B)  fir alle jk € N, (1.26)

also ist ¢; (D) (¥ (D) u) eine reguldre Distribution. Daraus folgt zusammen mit ¢; € L (R"),
Y (D)u € Lo (R, Ep) und dem Lemma 1.1.3, dass

e (D) (W (D))l < N85l L, 19k (D) ullp, (1.27)
:c@Hwk(D)uHLm vjakeNm
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wobei die Konstante ¢, := max {||¢o||,, , |¢1], } nicht von j und k abhéngt. Damit erhélt man

¢j (D) (u—un) = ¢; (D)u— Y ¢; (D) (¥ (D)u) € Lo (R, E).

Daraus ergibt sich zusammen mit supp(%;), supp(y;) C €; und (1.27), dass

lu = unlipy, @)

N
275 ||, (D) (u - Z}"_l (VpFu) )
k=0 ~(R™,E)
e N
2751 || o5 (D) <Z F (YpFu) — Z]—" ' (YrFu )
k=0

0 [e%) q
= (27T)"/2 Z 2Jsa || F~1 (goj Z UL Fu
§=0

k=N-+1
=c, {2qu |71 (¢N¢N+1f“)HqLoo(Rn,E)

4 o(N+1)sq Hj:—l (on+1(UN41 + Ung2) Fu) HqLOO(R",E)

o

<
I
<)

q

<.
Il
o

Loo(R™,E)

Loo (R, E)

o 1
+ 2 2F Tl (el Y et =)
J=N+2 =t

e {2V o (D) (o (D)), + 2340 (11 + Yivs2) (D) (v (D) W)l

+ Z 2% ||p; (D) ul|Z}
j=N+2

(1.27)
< ngon § 2V lon (D) | + 2V [ (on (D) w) |14, + Z 291 ||, (D) ul|
j=N+2

o0
= Cngaw ) 2%l (D)ullly — 0,

da u in B, ,(R", E) ist. Dies impliziert uy € B3, ,(R", F) und uy — u in BS, ,(R", E).

Dariiber hinaus ist uy eine regulére Distribution in Cp° (R", E), denn

N
N=> F  (Fu) = Zf ((Oxwtor) Fu) - (mit xp : Z Vk4r)
k=0

r=—1

N N
=S F T G F (e (D)w) S e x (v (D) u).

k=0 k=0
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Daraus folgt zusammen mit dem Lemma 1.1.3 fiir alle o € Nij

N
un = ¢n Z y(D)u) e BUC (R E).
k_ M
- €L
So ist der Satz bewiesen. O
Lemma 1.1.5 Seien s; € R, p; € [1,00], ¢; € [1,00) fiir i = 0,1 und u € B} . N Byt

S (R™, E). Dann ezistiert eine Folge (un)yey 0 Cp° (R™, E) N B . (R", E)N Byt (R™, E),
so0 dass

Il gso Il g1
170 q0
uy — u und un

Beweis. Der Beweis ist im Beweis des Lemmas 1.1.4 enthalten. Fiir u € B9 . (R", E) N

Byt . (R", E) ist eine geeignete Folge (un )y definiert durch uy := Zk:O F~L(pFu), N €N,
wobei (k) ey, eine Zerlegung der Eins ist. O

Wegen der Giiltigkeit der stetigen Einbettungen S(R",E) < B, (R",FE) und
BstH(R", E) — Bj ,(R",E) fiir alle s € R und p,q € [1,00] darf man die homogenen Be-
sovriaume und die kleinen Besovridume definieren durch

s
BPLZ

B, (R" E) = {u eS®R™E): | g, }  baw.

s
BP(I

by (R"E) = { B35 (R E) ¢ || 5, }
Nach Definition und Satz 1.1.1 a) folgt sofort:
S(R" E) — 103;(1 (R",E) — By . (R", E) fiir alle s € R und p,q € [1, 0],
Bi;j;l (R", E) — by (R", E) — B, (R",E) fiir alle s € R und p,q € [1,q], (1.28)
B, (R",E) = B3, (R",E) fiir alle s € R und p, g € [1,00).

Einige Eigenschaften dieser Rédume sind:

Satz 1.1.2 Seien s € R, p,q € [1,00], —00 < s <t < 0o und k € Ng. Dann gelten:

a)
BS R" F 1<p< 1<
bs (Rn,E)_ ( ) ); f(L”S ANy Zse O S g <00,
P4 BS w R E), falls1<p<oo, qg=0
b) Bf,ooo (R™, E) = C§ (R, E), wenn s € RT\N. Auferdem

BY, (R", E) <& WE(R™, E) <5 BE(R", E) =45 (R"E) (1<p<oc), (1.29)
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BL, ;| (R",E) — WL (R*, E) — BS, ., (R", E),
b, (R, E) = BE | (R, E) <5 BUCH (R™, E) <5 bf,  (R", E),
Bt (R, E) < b (R, E) S BE (R, E).
¢) Falls E1 — Ey, dann gelten:
By, (R, Er) — By, (R", Ey) ,
é;q (R", Ey) — B; (R, Ey),

pq

bl.q (R™, Ey) — b3, (R", Ep) .

Ist By <, Ey, so sind auch die Finbettungen (1.34),(1.35) dicht.
d)

o d = d
B, ,(R"E)—= By (R",E) und b,,(R"E)—"b (R"E).

e) Seien B € {b,é;B mitl <g< oo} und E LA Ey. Dann gilt
d d
B, " E) < By, (B, B) < By, (B ).

f) Seien B € {b,é;B }, 1< ¢ < g2 <00 und By — Ey. Dann gilt

BS

p,q1

(R",Ey) — B,

Psq2

(R™, Ey) .

g) Seien B € {b,é;B }, 1<q1,q92 < o0 und E1 — Ey. Dann gilt

Bt

p,q1

(R", Ey) — B}

D,q2 (R", Ep) -
h) Seien qi,q2 € [1,00). Dann gilt

Bt (R"E)< B (R",E).

p,q1 p,q2

i) Seien q1,q2 € [1,00] und B € {b,é;B mit q1,q2 < oo}. Dann gilt

B.. (R",E)% B, (R"E).

p,q1 p,q2
d
j) Seien die Voraussetzungen wie in i) und E1 — Eqy gegeben. Dann gilt

Bt (R"Ei) <% B, (R Ey).

p,q1 p,q2

(1.30)
(1.31)

(1.32)

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)
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Beweis. Die Aussagen a) — d) findet man in [Am,97; Kapitel 5].
Beweis von e): Nach d) und ¢) gilt die Aussage (1.36) fiir B = B. Dieser Fall impliziert die
folgende Behauptung.

d
Behauptung: Seien s € R, p,q € [1,00] und E; < Ej. Dann gilt

d
By (R Ey) <5 b5, (R, ). (1.42)

Fiir p = oo und 1 < ¢ < oo gilt die Behauptung nach ¢). Falls 1 < p, ¢ < oo, erhéilt man aus a)
und (1.28) by , = B, , = é§7q. Ist 1 <p < oo und g = oo, so ist nach a) b, ,, = BpOO Damit ist
(1.42) bewiesen.

Aus d) und (1.42) folgt (1.36), wenn B = b. Weil By (R", E) = b, (R",E) fiir alle
1<p<oo,1<q< oo gilt, gilt dann (1.36) falls B= B und 1 < ¢ < oc.

Beweis von f): Der Fall B = B folgt aus (1.33) und Satz 1.1.1 b). Nun Seien B = B und
uw € BS, (R" Ep). Dann existiert eine Folge (u;) € S (R", Ey) mit u; — u in B > (R Eq).

P.a1
Daher erhéilt man nach dem ersten Fall u; — u in BS_ (R™, Ep). Also u € B, (R", Ep) und

Psq2 P,q2
el oy = il oy < 1 Nl ooy = €llully - n )

Also gilt (1.38), wenn B = B. Analog zeigt man den Fall B = b.

Beweis von g) : Der Fall B = B erhilt man aus (1.33) und Satz 1.1.1 c¢). Jetzt seien B = B
und u € éftqu (R™, E1). Dann ist nach (1.34) u € BIZ a (R", Ep). Damit existiert eine Folge
(u;) € S(R™, Ep) mit u; — u in Bt (R™, Ep). Dann strebt wegen Satz 1.1.1c) w; — u in

pa
R"™, Ey) und somit gilt u € By . (R", Ep) mit

pQ2( p(I2

el s, on gy = 0l oy < €l 3, o

< Cllullpy , ey = Cllull gy @)

Also gilt (1.38) fiir B = B. Den Fall B =b zeigt man analog mit Hilfe von (1.37) und Satz 1.1.1c).

Beweis von h): Die stetige Einbettung folgt aus (1.38). Es bleibt nur die Dichtheit zu zeigen.
Dazu sei u € By, (R", E). Nach (1.36) (mit £y = Ey = E und B = B) gibt es eine Folge
(w)ey C BEEL (R" E) mit ; — w in Bj  (R", E). Da BLt) (R", E) — B!, (R", E) wegen

.02 P,q2 P.q1
(1.38) gilt, ist (u1);en C By, (R™, E). Somit existiert eine Folge in B, (R", E), die gegen u in
B, ., (R", E) konvergiert. Dies zeigt h).

Beweis von i): Aufgrund von (1.38) bleibt nur die Dichtheit in (1.40) zu zeigen. Der Fall
B = B fiir 1 <q,q2 < oo ist genau (1.39).
Falls B = B , erhélt man nach der Definition des homogenen Besovraumes die Dichtheit. Dazu
sei u € Bz o (R, E). Dann existiert eine Folge (u;);cy C S (R", E) mit vy — v in By, (R", E)

und weil S(R", E) — B}t7 o (R E) fir alle ¢ € R und p,q1 € [1,00] gilt, erhdlt man eine

Folge (u l)l - B;qu (R™, E) mit |[Juy _uHé;,%(R”,E) = Hul_uHBg,qQ(R”,E) — 0. Somit liegt
t
Bp q (R", E) dicht in B; e (R E).
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Nun seien u € by q2 (]R”,E) und € > 0. Dann existiert ein ug € Bst!(R", E), so dass

l|lu — uo||Bs (&) < 3 Nach (1.38) ist Bt (R", E) — B; 1 (R", E) und deswegen ist ug €

B, (R E) = b3, (R”,E). Da b, (R", E) <> b3, (R, E) nach (1.36) gilt, gibt es ein iy €
bl (R", E) mit H“O_fLOHb;J(Rn,E) < §. Mit Hilfe von (1.37) erhilt man 0!, (R",E) —
bf, o (R™, E) fiir alle ¢, € [1, 00] und somit 4o € b}, , (R”, E). Daraus ergibt sich
lu = dollyy (o) = 1(u—uo) + (uo —a0)llp; &, m)
< lu = wol g, . ,®E) T luo = oll g, | , (R",E)
< llu—wolls , @n,i) + w0 = ol ps | (wn ;)

<§+§:€.

Also bl, ,, (R", E) < b (R", E).

.42
Beweis von j):

t n d S n d s n
BPQI (R ,El) (1‘—46) Bp % (R ,El) (1‘—>36) Bp @ (R ,Eo).

O

Nun werden wir aus technischen Griinden die sogenannten Calderon-Zygmund-Riume als

bestimmte Besovrdume betrachten. In [Tay,91; §A.1] findet man eine schéne Verdeutlichung des
engen Zusammenhanges zwischen diesen beiden R&umen.

Definition 1.1.4 (Der Calderon-Zygmund-Raum) Fir r > 0 ist der E-vektorwertige
Calderon-Zygmund-Raum C| (R", E) definiert durch C| (R", E) := BL, ., (R", E) mit der Norm

HUHC‘:(R”,E) = SUI\I]) 27 [ (D) UHLOO(R",E) firue C; (R", E).
J€No

Dabei ist (wj)jeNo eine durch (1.16) definierte Zerlegung der Eins.
Bemerkung 1.1.2 Beziglich der obigen Definition erhdlt man:
a) Es gibt eine Konstante C, > 0, so dass

el ey < Cr lill gy Jiir alle w € CT(R™, B,

denn u = f Y; (D)u in 8" (R", E) fir alleuw € S'(R", E) und io: ¥ (D)u € Lo (R™, E),
wenn u € ]CZZ? (R™" E). =
3

C} (R",E) =CL (R",E) fallsT € R"\N und Cj (R",E) C CL (R",E) falls r € N.

Dazu kann man in [Tay,91; §A.1] den skalaren Fall nachlesen. Fiir den vektorwertigen
Fall vergleiche Satz 1.1.1 f), g).
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1.1.2 Interpolation von Funktionenriumen
Die reelle Interpolation

In diesem Unterabschnitt werden einige Ergebnisse zur reellen Interpolationstheorie zusammen-
gestellt. Folgende Definitionen und Sitze stammen aus [Lu,95] Kapitel 1.
Im Folgenden seien E, F' Banachriume mit F' — FE gegeben.

Definition 1.1.5 Sei 0 < o < 1. Ein Banachraum D mit F' — D — E gehort zur Klasse J,
zwischen E und F, wenn eine Konstante c, > 0 so existiert, dass

Iz p < callzlg @ 2% fir alle x € F. (1.43)

Im diesem Fall schreibt man D € J, (E,F).

Es gibt verschiedene Methoden, die einen reellen Interpolationsraum zwischen E und F
definieren. Wir benutzen die sogenannte K —Methode.

Definition 1.1.6 Firt € ]0, 00| sei

K(ta,B.F)i= it (lallg+¢bl5)

a€EpEF

Dann definiert man den reellen Interpolationsraum ("')97q mit Ezponent 6 € 0,1[ und
Parameter 1 < g < oo durch:
< oo} |
Lq

Einige wichtige Eigenschaften der reellen Interpolation von Funktionenrdumen sind:

_p—1L
(B, F),, = {:c €E: |olpm,, = Ht qK(t,x,E,F)’

Satz 1.1.3 Seien 1 < q1 < ¢2 < 00 und 0 € 10,1[. Dann gelten:

a) ((E, F)oas H'H(E:F)e,q) ist ein Banachraum.

b)
F— (EﬂF)Q,ql - (E7F)9,q2 - (EﬂF)G,oo %F

c) Seien E;, F;, i = 1,2 Banachriume, F; — E;, i = 1,2 und T € L(Ey, E2)NL(F1, Fy). Dann
gelten T € L ((El,Fl)gm, (Eo, F2)9,q1> und

0
Il (.m0, gy ) < (Thew) (1T,
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d) Seien E;, F;, i = 1,2,3 Banachriume mit Ey — FEy — E3 und Fy — Fy — F3: Auflerdem
nehmen wir an, dass

(B1,F1)p,, = (B3, F3)g . =t Moy, -
Dann gilt
(E27 F2)97q1 - Ae,ql .
Beweis. Zu a)-c) siche [Lu,95], 1.2.3-1.2.6. Die Aussage d) folgt aus der Definition. O

Korollar 1.1.2 Fir 6 €]0,1[ und 1 < ¢ < oo gibt es eine Konstante c(60,q) so, dass
—0 0 -
Wil < ¢ @) ol Il fiir atie y € F. (1.44)

Beweis. Siche [Lu,95] Lemma 1.2.7. O

Wir beenden den Unterabschnitt mit einem wichtigen Resultat, das man in [Am,97; §5] oder
in [Schm,83; Th. 2, S. 23] finden kann.

Seien p, q,q1,q2 [1,00], —00 < 51 < s3 < oo und 6 € (0,1). Dann gilt

(B, (R",E), B2, (R", E)), =B 9% R E). (1.45)

p,q1 p,q2 0.,q p.q

Die komplexe Interpolation

Zusammengestellt werden im Folgenden einige Resultate iiber die in [Am,95; Ch.I, Sektion 2.4]
gefundene komplexe Interpolationstheorie . Hierbei bezeichnen Ejy, Fy komplexe Banachriume
mit £y — Ej.

Nun seien S:={2€C:0<Rez <1}, S;:={2€C:Rez=j},j=0,1,

Co (S]‘,E]‘) = {f S C(Sj,E]‘) : tl\iinoo Hf(j —i—it)HEj = 0}, 7=0,1, und

F (Ey, Ey) = {f e Gy (g, Eo) : f|g holomorph und f\sj €Cy(S5,E5), j= 0,1}.

Dann ist F (Ey, F1) ein Banachraum mit der Norm

1100y = {sup 1 i0)ll g, »sup | f (1 + z‘t)HEl} .
teR teR

Fiir gegebenes 6 € (0,1) definiert man den komplexe Interpolationsraum [Ey, E1], durch?

[EQ,E1]0 = ({x e FEy+ Fq: f (9) = gz fiir ein f S f(EQ,El)} ; HH@)?

Fiir die Definition von [Eo, E1]e braucht man nicht unbedingt Eo — F;. Es geniigt zu betrachten, dass es ein
Hausdorff-topologischer Vektorraum V' gibt, so dass F; — V fiir j = 0,1. Falls E1 — Ey und V = Ey, dann ist
EoﬂEl gEl und E0—|—E1 %JE().
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wobei

lally := inf {Ifl (5o ) : £ (0) = 2}
[Eo, E1], ist ein exakter Interpolationsraum mit Exponent 6, das heifit die Ungleichung (1.43)
ist mit (cq,, D, X,Y) = (1,6, [Ey, E1]y, Eo, E1) erfiillt:

|zl < Nzl ]|, fir alle z € Ey. (1.46)

Sind Ey, E; reelle Banachréume mit Ey — Ejy, so ist [Ey, E1], definiert durch

[Eo, Erlg := ([(Eo)c» (B1)clg s lI-llg) -
Dabei bezeichnet (E;)q, ¢ = 0,1, die Komplexifizierung von E;.
Zum Schluss geben wir ein Resultat an, das man in [Am,97] Sektion 5 finden kann.
Sind p,q € [1,00], —00 < §1 < $9 < 0, B € {é,b} und 6 € (0,1), so gilt

(B3 (R™, E), B2, (R", E)] , = B{l-s+0s2 (R" E). (1.47)

9:

1.2 Sektorielle Operatoren und analytische Halbgruppen

Hierbei geben wir eine kurze Einfiihrung der Theorie analytischer Halbgruppen, die wir aus
[Lu,95; Ch. 2] entnommen haben.

Definition 1.2.1 (sektorieller Operator) Sei A: D (A) C E — E ein linearer Operator in
einem Banachraum E, wobei D (A) nicht unbedingt dicht in E ist. Dann heifst A sektoriell,
wenn es Konstanten w € R, 0 € ]%,7‘(’[ und M > 0 so existieren, dass

i) p(A) D Spw ={AeC: N #w, |arg(A —w)| <0},
ii) |[RO\A)lgp) < pli fir alle A € S,

Ist die Resolventenmenge von A nicht leer, so ist A abgeschlossen, und deshalb ist D(A)
unter der Graphnorm

lell pay = llell g + | Ael g

ein Banachraum. Nun bezeichnet man durch I',, den gegen den Uhrzeigersinn orientierten Rand
von Sy, Ist A sektoriell auf Sy, so erhélt man, dass die Funktion

(t— etA) € C™ (R*,£(E)) und sogar analytisch,

wobei .
et = 5 /ew‘R()\, A)dh e L(E)  firt>0.
i
Tw
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Somit definiert die Familie {etA 1t > 0}, wobei e%4 := I, eine analytische Halbgruppe auf E.
Wir erinnern uns, dass eine Familie von Operatoren {7T'(t) : t > 0} C L (E) eine Halbgruppe
heifit, wenn
Tt)T(s)=T(t+s), t,s>0,
{ T(0) =1.

Eine Halbgruppe T'(t) heifit analytisch, wenn die Funktion ¢ — T'(¢) : R — £ (FE) analytisch
ist. Wenn die Funktion ¢ — T(t)z fiir jedes z € E auf RT U {0} stetig ist, dann heifit die
Halbgruppe stark stetig.

In [Lu,95] wurde gezeigt, dass {etA it > O} mit A sektoriell auch eine stark stetige Halb-
gruppe ist, genau dann, wenn

lim etz = fiir alle x € E.

t—0

Die Proposition 2.1.4 in [Lu,95] besagt:

}in(l)etszx < ze€D(A

und somit ist die analytische Halbgruppe {etA it > 0} auch stark stetig genau dann, wenn D (A)
dicht in F liegt.

Satz 1.2.1 Sei A: D (A) C E — E ein linearer Operator mit {\ € C: Re X > w} C p(A) und
AR A A)llggy <M fir alle Re X > w,
wobei M >0 und w € R. Dann ist A sektoriell.
Beweis. Siche [Lu,95] Proposition 2.1.11. O

Satz 1.2.2 Sei A ein sektorieller Operator in E mit Konstanten M >0, w € R und 0 € ]%, 7r[.
Auperdem seien Eq in der Klasse Jo 2wischen E und D (A) mit 0 < a <1 und B € L (Eq, E).
Dann ist A+ B : D (A) — E sektoriell mit Konstanten M = 2M, & = & (¢q, M,w) und 6 = 6.

Beweis. Siehe [Lu,95] Proposition 2.4.1 und deren Beweis. O

1.3 Das oszillatorische Integral

Zur Definition eines Pseudodifferentialoperators mit nicht reguldren Symbolen im Kapitel 2
benétigen wir die Theorie oszillatorischer Integrale. Aus diesem Grund werden wir das oszi-
llatorische Integral und seine Eigenschaften fiir nicht reguldre Amplituden untersuchen. Oszi-
llatorische Integrale und ihre Eigenschaften fiir regulire Amplituden wurden z.B. in [Hor,60],
[Ku,81] und [Sa,91] studiert.
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Definition 1.3.1 (Das oszillatorische Integral) Sei a : R*® — E eine messbare Funktion.
Wir nennen a oszillatorisch integrierbar, falls fir alle x € S (RQ") mit x (0,0) = 1 der
Limes

lim / / e~MYx (en, ey) a(n,y) d (1,y)

€l0

existiert und unabhdngig von der Wahl von x ist. In diesem Fall bezeichnen wir

08-//6”"”@ (n,y)d(n,y) = lgfg//e‘i”‘yx (en, ey) a(n,y) d(n,y)

(das oszillatorische Integral von a).

Bemerkung 1.3.1 Wenna € L, (RQ”, E’), dann stimmen wegen des Satzes iiber die dominierte
Konvergenz das Lebesgue-Integral und das oszillatorische Integral iberein, das heifst

os—//e‘i"'ya (n,y)d(n,y)://e_i”'ya (m,y)d (n,y).

Auferdem ist die Linearitdt des oszillatorischen Integrals offensichitlich .

Definition 1.3.2 (der Raum der Amplitude Af{:’p’pl)) Seienm € R,0<§ < 1,0< T,
p.p' € Ng U{oo} und a € CW#) (R2 E) (d.h. 820)a(-,-) € C (R2 x R}, E) fiir alle o, § € Nj
/

mit  |a < p, |5 < o ). Dann definieren wir den  Raum
APP) (RR % RY, E) durch

Vo, 8 € Nj mit |of < p, |B] <p/, Ieas >0, so dass
9
‘ 50, a (n,y)HE < ca ()™ ()T Y (n,y) € R2Y

mit den Normen (I,I" e N§, 1 < p, I' < p/)

ac Ag’:’p’”/) (Ry x R}, E) 1= {

Wy

lall i) = max sup (n) o500 (nv)|

ool <1 n,yER™
|BI<V

Wir bezeichnen weiterhin

AP (R x Y, E) == AV ) (R! x R, E) und
A (R} x Ry, E) := Uner Up<s<1,0<r Af (R} x R, E) .

Mit der Familie der Normen {II'H(m i l=0,p,0 =0, ...,p'} ist AT/ (R x R, E)

ein Fréchetraum.

Analog kénnen wir den Raum AgT(pl e (oh02)) (R%%/ X Ri@/a E) definieren, némlich:
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Definition 1.3.3 (der Raum der Amplitude AgT’(pl’pz)’(pl’pz))) Seienm € R, 0< 6 < 1,

0 <7 und p;,p; € Ng U{oo}, i =1,2.
a) Sei a : Rg%/ X R;Z/ — E eine Abbildung. Dann a € C(prop2:0102) (R%%, X R;@,E)
genau dann, wenn 83‘85‘/8585,@ eC <R$]”n, X Ri’;/,E) fir alle o, o, 3, 8" € Ny mit |a] <
p1; |0/ < pa, |8l < py und |F] < ph.

; P1,02,07 05 2 2
b) Seia e CPrr2eih) (Rng, X Ryg,,E). Dann

we Agjr,(m,pz),(pl,ﬂz)) (R??%’ y R?/Z/”E)

= VOZ,O/,,B,B/ € NO mit |Oé| < 1, |O/| < P2, |/8’ < P/17 ‘ﬁ/| < P/2;
3C = Cow 33 > 0, so dass fir alle n,n',y,y" € R"™ gilt:

‘ asag/,ayﬁaf/a(n’n/’y’y/) . < C<n>m+\ﬁ|6 <,,7/>m—&-|/8 |6 <y>‘r <y/>T .
(m.(p1.p2),(P1.05)) die

c¢) Firl;, I; € No, i = 1,2 mit l; < p; und lj < p} definieren wir auf A

Norm
B |osoalogamn.v)|,
”aH (mv(llle)v(lllvlé)) ) max SUp

el oISt parern | ()™ (rym B (T ()T
|B1<U4,18 <1 y,y’ €R7

Lemma 1.3.1 Seien p,p' € Ng U{oo}, I,I' € Ng mit 20 < p, 2' < p/, a € CPF) (R%’;,E) und
XES (]R?]Z) Dann gilt

/ / e™"x (n,y) a(n.y) d (n,y)
= [ [ o) (0 () (v atn) dno),

l
wobei <D,7>2l =(1- An)l = (1 + Z?zl D,sz) ’

Beweis. Durch Induktion kann man leicht zeigen, dass
(y) 2Dy eV = 7Y, (1.48)

<77>—21, <Dy>2l, e—in-y — e—iﬁ'y_ (149)

Dann erhélt man nach (1.49), nach partieller Integration, (1.48) und nach einer weiteren die
Behauptung des Lemmas. O
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Lemma 1.3.2 Es seien die folgende Voraussetzungen a), b) und c) gegeben:

a) m,7,6 € R, 0<7,0<6 <1, L,I' e Nmitn+7 <2l und 3 < 2I'. Seien auch
p, 0 € NoU{oo} mit 21 < p, 2' < g/ und a € AL™"") (R? x RY, E).

b) Seien (Xj);en €S (R%?y), x € C® (R?ﬁ;) mit

jhlﬁlo a0\ (ny) =0000x (n,y) V(ny) €R*™ , a,BeNG.

c) Fir o, € Ny existiert eine Konstante c, 3, so dass

33‘85Xj (n, y)‘ < cap firalle (n,y) € R*™ undj e N.

Dann gilt

i [ [ ) 0 ) (D) () a ()} d )

Jj—o0

://e—im‘ ()~ <Dn>2’{<77>*21/ (Dy)* {x (n,y)a(nvy)}}d(n, y) -
Beweis. Seien fiir j € N und (n,y) € R?yny

J; () = () (D) {7 (DY s ) a ()}
J (n,) = ()~ D {7 (D) (X (n.y) a (n.w)} |

Man kann leicht nachrechnen, dass

Jj (n,y) = J (n,)
= () (D) { ) (D) {0 () = X () a ()} |

=) Y e (g m ) (950 - ) (9505a)

|v|<L21)0|<2l a<p
p<y B0

wobei ¢, eine Konstante ist, die von z := («, 3,7, i, 6) abhéingt. Daraus folgt zusammen mit b)
und ¢), dass || (n,y) — J (n,y)||; — 0 fiir alle (n,y) € R** und
Jj—00

247 —(1=8)2
195 1.9 < v lal g ) ()7 )™ "0 € Ly (BT
Somit folgt die Behauptung aus dem Satz iiber dominierte Konvergenz. O

Lemma 1.3.3 Seien x € S (R™) mit x (0) =1 und 0 < € < 1. Dann gelten:
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a) x (ex) — 1 gleichmdfig auf allen kompakten Teilmengen von R™.
b) 0% (ex) = 0 gleichmifig auf R™, wenn o # 0 ist.
¢) Fir alle o € N ezistiert ein co > 0, unabhdngig von 0 < € < 1, so dass
109x (ex)] < cae® ()17 (0 <o <), fir alle z € R™.
Beweis. Siehe [Ku,81] Lemma 6.3. O

Satz 1.3.1 Seien m, 7,0 e R, 0< 7, 0<d <1, L,I' e Nmitn+71 < 2, %“? < 2l'. Seien

auch p,p’ € NogU {oo} mit 21 < p, 2I' < p' und a € AgTZ’p’pl) (]Rg X RZ,E). Dann existiert das
oszillatorische Integral

os//e‘iy'"a (n,y)d(n,y) = lig%//e‘m'yx (en,ey)a(n,y)d(n,y) .

Denn es gelten:
o) ||t () {<n>—2” (D) a <n,y>}HE € L1 (R]).

b) os— [ [ e mva(ny)d(ny) = [ [ eV ) (D) { ) (D) aln,y) pd ().

Auferdem emistiert eine von a € Aj ml’pp) unabhdngige Konstante ¢ > 0, so dass

- [ [erannao)|,

Beweis. Die Behauptung folgt aus den Lemmata 1.3.1, 1.3.2, 1.3.3 und aus dem Satz iiber
dominierte Konvergenz. Dafiir betrachten wir y € S(R*") mit x (0,0) =1, 0 < ¢ < 1 und

< cllall 21,20 -

I :z//e‘i”'yx (en,ey)a(n,y)d(n,y).

O

Beispiel 1.3.1 Scien die Voraussetzungen von Satz 1.8.1 erfillt und a € .,4 mspsp') (RZ x Ry, E),
so dass a unabhdngig von y ist. Dann gilt

os— [ [ amdm.y) = 207ao).
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Beweis. Sei y € S(R") mit x (0) = 1. Es ist offensichtlich, dass

[(n,y) = ¥ (n,y) == x () x (¥)] € S(R™) mit v (0,0) = 1.

Nun sei 0 < € < 1. Dann folgt aus dem Satz 1.3.1, dem Transformationssatz und aus dem Satz
iiber dominierte Konvergenz, dass

os— [ [emamatny) = i / [ xieamdm.y

n
=4, yi=ey

= i / / eV x () a(en') d (n',y))

= (277)% lil% % (6217/) X (77') a (677') dn/

€—! Rn

=0 ([ @) b))
= 20" X (O)x (0)a (0) = (2)"a (0).

O
Beispiel 1.3.2 Seien Voraussetzungen von Satz 1.3.1 erfillt und a € A mpp) (]R” x R )

Ist [e=%Ma (n,y)dn bzgl. y (bzw. [ e %Ma(n,y)dy bzgl. n) integrierbar, dann gilt

05 — / / e Ma(n,y)d (n,y) = / ( / e Ma (1, y) dn) dy
<bzw~ 08 — / / e W a (n,y)d(n,y) = / < / e W a (1,y) dy> dn) :

Beweis. Satz iiber die dominierte Konvergenz.

O
Wegen des Satzes 1.3.1 erhidlt man wichtige Eigenschaften des oszillatorischen Integrals

Einige von diesen werden im Folgenden bewiesen, aber zuerst zwei Definitionen

Definition 1.3.4 Seien a : R%’; — FE eine messbare Funktion, A € E(RQ”) invertierbar

q(n,y):=n-y fir ale (n,y) € RQ” und x € S (R2”) mit x (0,0) = 1. Dann definieren wir

os—// A g (n,y) d (n,y) —hm// —aAm)y (en, ey) a(n,y) d(n,y),

wenn der Limes existiert und er unabhdngig von der Wahl von x ist

Bemerken Sie, dass die Definitionen 1.3.4 und 1.3.1 iibereinstimmen, wenn A = Id € L (RZ”).
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Definition 1.3.5 Sei ) # B C Ampp (]RZ; X RZ,E). B ist eine beschrinkte Menge in

A((;’Tpp) (RZ x R, E) genau dann, wenn
sup {HaH(m”/)} < oo fiir jedes | < p, I' < p/,
a€B 7

d.h. fiir alle | < p und ' < p' existiert ein q :== q (I,1') > 0, so dass

||G“H(m,l,l’) < q Va € B

1.3.1 Grundlegende Eigenschaften des oszillatorischen Integrals

Satz 1.3.2 (Translationsinvarianz) Seien Voraussetzungen fiir m,p,p’,d und T wie in Satz
1.3.1 erfillt, a € AS"") (R? x RY, E) und (no, yo) € R*™. Dann gilt

08 — //ei"ya (no —n,y0 —y)d(n,y) = o0s — //6“”0")'(‘”‘)”)@ (m,y)d(n,y),

wobei
05 — //ei("o”)'(yoy)a(n,y)d(n,y) ‘— 08 — //einyei(noyonoynyo)a@’y)d(my)_

Beweis. Nach Definition gilt, dass

03_//ei(770”)'(yoy)a(n,y)d(??;y)
T / / e e w0y g (n, ) d (1, y)

:li{%//ei(non)-(yoy)x(em ey)a(n,y)d(n,y)

:l{%// “Yx (€m0 —m) e (Yo — ) a(no —n,y0 — y) d (n,y)

M [ ) 2 () () (D) (e ) (1) d ).

Dabei sind xe(n,y) = x(e(mo—n),e(yo—y) und a(n,y) = almo—n2y —y),
V(n,y) € Ry x RY. Da (o —n) < V2 (no) (n) und (yo —y) < V2 {yo) (y) gelten, erhilt man



28 Kapitel 1. Einleitende Definitionen und Bezeichnungen

a e .A mpp (RZ x Ry; E) Dann folgt aus den Lemmata 1.3.2 und 1.3.3, dass

08—//6“"0”)'(@’0y)a(n,y)d(njy)

:li\rr(l)//e_my ()~ <Dn>21{<77>_2l/ (D) {xe (n,) @ (n, y)}}d(my)

= [ e o) (o (D) )} d .y

S.1.3.1 —iny~
= 08—//6 Ta (n,y)d(n,y)
:03—//ei"'ya(no—n,yo—y)d(n,y),

also ist der Satz bewiesen. O

Satz 1.3.3 (Parameterdifferentiation-Version I) Seien m,d, 7, p, p’, [ und " wie im Satz
1.3.1, N € Ny und a : R x ]R%?y — E, so dass dja(x,-,-) € A(mpp (RZ X RZ,E) fiir alle
x € R™ und |y| < N. Auflerdem nehmen wir an, dass es fur ]edes x € R™ eine Umgebung U,
gibt, so dass die Menge {(07a) (2',-,-) : 2’ € U,} beschrinkt in Agﬁ’p’p,) (R x Ry, E) ist. Dann
gilt Vy € N2 mit |y| < N, dass

@w—//&m%m%wdmw=w—//a”wmw%wdmm.

Beweis. Seien v, o, 8 € N§ mit |y] < N, |a| <20 < pund |3] < 2I' < /. Fiir z € R"™ existiert

eine Umgebung Uy, so dass {(07a) (¢/,-,-) : ' € U,} beschrénkt in .A ’pp) (Rp x Ry, E) ist.
Das heifit es gibt eine Konstante ¢ := q(m v,m,,1") > 0, so dass

H(Oza) (;19', . ) H(m’%m,) < g, fiir alle 2’ € U,.
Daraus folgt, dass

fiir alle |y| < N, |a| <20 und |5] < 20
Nun sei b (z,7,y) := (y)~ 2 <Dn>21 {<n>72ll (Dy>2l/ a(x,n, y)} Wegen (1.50) und der Voraus-

setzungen erhilt man fiir alle 2/ € U,:
—(1=6)2l —2l+1
1076) (2, 0,9) || o < ctwrama ()™~ ()T € LY (R

Daraus folgt zusammen mit dem Satz 1.3.1 und dem klassischen Parameterdifferentiationssatz,

dass
@%—//6m%@%deMZ//emW%@mwﬂmw

= 0S8 — //e—in'yaga (xan7y)d<n’y> :

Somit ist der Satz bewiesen. O

8;83‘85 (2, n,y) HE < q ()™ HIBLONT auf U, x Rgny (1.50)
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Satz 1.3.4 (Parameterdifferentiation-Version II) Seien m,d,7,p,p’', | und ' wie im Satz
1.8.1 und a € A((;n:’(p’p)’(pl’pl)) <R727’;‘7, X R;’;,,E). Dann gelten fiir alle a,o’,3,5 € Nj mit
o, '] <20, |8], 18] < 21':

(9,?8503 - //eml'y/a (' y,y') d (') = os — //em/'yl(?g@ga (n.n'sy, ) d (0, y) .

(1.51)
a5 0y 08—//6‘i"'ya (.0 y,y') d(n,y) = 08—//6_i"'y8$'8§a(?7, 'y y')d(n,y) . (1.52)

Beweis. Die Gleichheiten (1.51) und (1.52) erhélt man analog zum Beweis des Satzes 1.3.3.
(]

Satz 1.3.5 (Partielle Integration) Seien die Voraussetzungen fiir m,d,,p,p wie im Satz
1.3.1 erfiillt, o, B € Ny und a € A{™"T) (Re R B, a € AP (R < R E) ). Nun
definieren wir folgende oszillatorische Integrale

08—//(Dﬁe_i"'y)a(n,y)d(n,y) = 08—//6_“7“”(—y)“a(n,y)d(n,y), (1.53)
08—// Dﬁ ’” a(n,y)d(n,y) —os—// Y (=n)”a(n,y)d(n,y) . (1.54)

Dann gelten:

os— [ [ (Dge ) atnydtng = -0os = [ [emiDtatpamy.  (15)
os— [ [ (Bie ™) atmdtny) = (0o [ [emiDlamyamy. (150

Beweis. Wir werden nur (1.55) beweisen. Der Beweis von (1.56) ist analog. Sei x € S (R%@)
mit x (0,0) = 1. Dann gilt nach partieller Integration, der Leibniz Regel und nach dem Lemma
1.3.1, dass

[ [emmena) ot dmy
= 0l [ e @) (i (D) (x(eney) Dia n.) }d(n.1)
+ > (—D'“//emy ()~ <Dn>2l{<77>_21, (Dy)* (D"x(envey) Dy~? (n,y))}d(n,y)-

0<6<ac
(6#0)

Somit und wegen der Lemmata 1.3.2-1.3.3 existiert das ozsillatorische Integral

os—//e””’ (=y)"a(n,y)d(n,y)

und (1.55) gilt. O
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Satz 1.3.6 (Transformationsformel) Seien Voraussetzungen fiirm,d, 1, p, p’ wie im Satz 1.5.1,

a € Ag:’p’p/) (RZ x Ry, E), q(n,y) =n-y fir ale (n,y) € ]R%’Z und A € L (R*") invertierbar.
Dann qilt

08—//6"‘“(”’”)@(%1 (n,y)) |det (A)|d (n,y) :03_//ein-ya (n,y)d (n,y) -

Beweis. Die Behauptung folgt aus der Definition 1.3.4 und aus dem Satz 1.3.1, denn yoA~! €
S (R?") und x 0 A71(0,0) = 1, wenn x € S (R**) mit x (0,0) = 1. O

Korollar 13.1 Seien  Voraussetzungen fir m,d,7,p,p" wie im Satz 1.3.1 gegeben und
a € AP (RE x R, E). Dann gilt

os— [ [eeragmaem=os— [ [=rai-eman.

Beweis. Es folgt aus dem Satz 1.3.6 mit A = ( (;I ? ) 0

Im Folgenden werden wir das Hauptresultat dieses Abschnitts beweisen, mit dem wir eine
Version des Satzes von Fubini beweisen werden.

Satz 1.3.7 Seien m,6,7 € R, 0 < 7,0 <6 <1, ,I' e Nmit n+7 < 2l, 22 < 2,

p, 0 € NU{oo} mit 2l < p, 2! < p und a € A((;T (p).(¢"6')) <R72]T;]/ X Rg’;,,E). Dann ezistiert
das oszillatorische Integral

os—// i (0 0') d (s u,9) - (1.57)

Auferdem gelten:

a) Das oszillatorische Integal (1.57) ist gleich
/ / eIV () 2 (VDY (D) < )2y (D) (D) a) d(n,n',y.y) .

b) Fir alle a € AL (Rgfg, x R, E> gilt

os—// (m.n'sy, ') d (n,n',y, )

. < a llall g 120,20 20) »

wobei die Konstante ¢y > 0 unabhingig von a ist.
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Beweis. Seien 0 < € < 1, x € § (R*) mit x (0) =1 und

I :—//e‘i"'ye‘i”"y'x(en,en’,ey,ey’)a(n,n’,y,y’)d(n,n’,y,y’)-

Dann folgt aus (1.48), (1.49) und partieller Integration, dass

o= [ [ 2y o) ™ (o) {6 (00 {(0)) (v} -

=:Je

In der folgenden Notation

Yo efn vy s )

h<21,6< ...

bezeichnet ¢, eine Konstante, die von z := (v, (3, ...) abhéngt. Nun werden wir eine Abschétzung
fiir |J¢| in vier Schritten finden.
1.Schritt Aufgrund der Leibniz Regel erhélt man

2l 2l _3.0—3 /
D) (D) (xaty = Y e (977000 x) 900 a.
<21 0| <21
p'<0",5<y

2.Schritt

<Dn/>2l {<n/>—2l’ <Dy>2l’ {<Dy/>2l’ {Xa}}}

1. Schritt Z 0662/ <n/>—zl’ Z Cs (3;_333:7@)0 8535/@

<21 <2t o <or
B'<8",6<y
- 077/ n=2l 7/7a/ -y 9’*6’ o 8 ,3/
S S e (0 ) ) (9 0y 0y x) oy 056)a.
01<21'<0 y|<ar 0| <o
a’'<y! B'<8",6<y

3.Schritt Aus dem 2. Schritt folgt

D { )~ (DY { () (D) {(D)" {xa} }}}
= > XY e@T ) (@ w)™) (o oyl ) -

[A[<2L,T<N 0<21,y'<O || <2l/,|0|<2l
asl o'y |B<0,B<y

9%9% 889° ¢,

nen Ty Ty
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4.Schritt Nach dem 3. Schritt, dem Lemma 1.3.3, den Voraussetzungen und |0% (x)m‘ <

e (z)™19! fiir alle o € N2 erhéilt man

_ T —2l+1 m—(1— ! m—(1-8)2l
el g < et g ganany oy ) 27 () 72T (= A=0020 ym= (20

-~

€ L1<R2” , xR2" ,)
M Yy

fiir alle 0 < € < 1. Auflerdem folgt aus dem 3. Schritt und dem Lemma 1.3.3, dass

lim J,
€l0

= eV () =2 (D L ) (D) () (D (D)

punktweise fiir alle (n,7',y,y’) € ]Rf]”n, X R?ﬁ/"
Dann folgt die Existenz des oszillatorischen Integrals in (1.57) und die Aussage a) aus dem
Satz iiber dominierte Konvergenz . Die Behauptung b) folgt aus dem 4. Schritt. g

!

a (n,n'7y7y’))}

Satz 1.3.8 (Fubini) Seien m,6,7 € R,0<7,0<6 <1, 1,I'e Nmit n+7 < 2l, 22 <2/,
p,p € NU{oo} mit 2l < p, 2I' < p' und a € Agﬂ:’(p’p)’(p/’p/)) (R%ﬁ?, X RZ;H E) Dann gelten:

[m,y) 05— / / Y a (nf ') d (n',y')] € Al (RN X R, F),  (158)

[(77 Yy »—>os—// “Ya (n,n'y,y') d(n, )] .A( ’pp)(RZ,XRZ/,E) (1.59)

und

08—// (s u ') d (' 9, 9) (1.60)

e oy
:os_//e—m“y’(os_// “i14q (.1, of) d (n, y))d( /).

Beweis. Zunichst zeigen wir (1.58). Seien o/, 5/ € Ny mit |o/| < 21 < p, || < 2I' < p’ und
7,y € R™ fest. Dann gilt fiir alle (v, ') € ]R%Fy/, dass

Ha a0 a (n. 77',117?/)HE < Nall g 2,020 (W™ ()™ ) ()
= (el a0y ™ @)7) (Y™ )
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Also a(n,-y,-) € .A mpp (RZ, x R, E) fiir alle feste (n,y) € R%@ Somit existiert nach Satz
1.3.1

bULw:=cw—-/:/e”ﬁyﬁ(nﬂfﬂhd)dOﬂyﬁ, fiir alle (n,y) € R},

Auflerdem gilt nach dem Satz {iber Parameterdifferenziation (das heifit Satz 1.3.4), Satz 1.3.1b)

und nach den Voraussetzungen fiir a, dass b € .A m.psp') (RZ x Ry, E) und daher ist b ozsillato-
risch integrierbar. Dann folgt aus den Sétzen 1.3. 1b) 1.3.4 und 1.3.7, dass

os— [ [emmmupaimy = [ ey <Dn>” (02 (D)™ b)) d (0, 9)
—w—//_’ a(nn'y,y')d ', y.y).

Somit ist die erste Gleichung in (1.60) bewiesen. Ebenso zeigt man (1.59) und

08 — //e_”’,'y/ <os — // i ya 77777 Y, y)d(n y)) d(n',y’)
_%—//‘l a(nn',y.y)d (', y,y).

O

Es gibt auch einen zum Satz iiber majorisierte Konvergenz analogen Satz fiir die oszillatori-
schen Integrale. Der Beweis ist analog zum skalaren Fall (vergleiche [Ku,81]).

Lemma 1.3.4 Sei f € C?(I,E), mit I = [0,1]. Dann existiert eine Konstante M > 0, un-
abhdngig von f, so dass

(g 7 <t>HE)2 < a1 (£ O ) {mg £ )+ me |47 0] |

Beweis. Ein Beweis fiir den skalaren Fall findet man in [Ku,81], Lemma 6.5, S.49. Nun
seien E ein beliebiger Banachraum und f € C%(I,E), f # 0. Dann existiert ein to € [0,1], so
dass mIaXHf' Ol = IIf (to)|lp # 0. Nach dem Satz von Hahn-Banach existiert ein x* € E*

(E* der Dualraum von E) mit ||z*|| g« = 1 und (x*, f' (to)) = ||f' (to)|| g- Sei F(t) := (z*, f (¢)),
t € [0,1]. Dann folgt die Behauptung aus der Anwendung des skalaren Falles auf F. O
Satz 1.3.9 (Dominierte Konvergenz) Seien die Voraussetzungen fiirm, 8,1, p, p’ wie im Satz
1.8.7 erfillt, {aj} ‘N €ine beschrinkte Folge in Ag mp+1’p 1) (RZ X RZ,E) und wir nehmen an,

dass es ein a € .A mpH’p +b) (]Rg x Ry, ) gibt, so dass

a; (y) — a(n.y) (1.61)

gleichmdflig auf allen kompakten Teilmengen von R%fLy Dann gilt

tmos— [ [0 dty) =os— [ [emampdmng. o)
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Beweis. Fiir (,y) € R?" (fest) und beliebiges j € N definieren wir
£i(t) = aj (n +tep,y) —a(n+teg,y), t €0,1] =1,

k
wobei ey, = <0, ey 1,050 O> € R"™ ein kanonischer Vektor in R™ ist. Dann folgt aus den Voraus-

setzungen, dass max 1f; (t)]|; — O und fiir alle kompakten Teilmengen K in R*" gilt
j—00

maxmae | (1) < masma {[lag (1 -+ teg, ) + (1 + te, )|}

< g { (1 + ter)™ (67 050l g 0) + 01+ k)™ B)7 Nl o) )
<cg fir alle j € N,
Analog zeigt man, dass

mMax max H HE < ¢k fir alle j € N.

Also ist
" L.
{m[zgxmlafoj D g + max max K& (t)HE 1j€ N}

beschrinkt in R fiir jedes K C R?" kompakt. Daraus folgt zusammen mit dem Lemma 1.3.4 fiir
alle V(n,y) € K, dass

Hankaj (77724) - anka(nvy)HE = Hank (aj - (1) (7773/)||E

iy @ (n+ tex,y) —a(n+ tex,y) — [a; (n,y) — a(n,y)]
t—0 t E
i 1O = 5 (0)
t—0 t E
= HfJ HE

<t | (mx 8 0l ) om0+ max |57 0], g

Dann erhélt man nach den Voraussetzungen fiir {a;}, .y, dass

jEN?

1
g |9  1.5) = O ) < of e (s 1,01,

konvergiert gegen 0, wenn j—oo

N

m}gxmlax | f; (t)HE + m}gxmlax Hfj” (t)HE

~\~

beschrinkt

— 0, wenn j — oo.
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Somit gilt fiir alle k =1, ...,n, dass

eaj (10,y) — Opea(n,y) (1.63)

J—00

gleichméBig auf jeder kompakten Teilmenge K C R?". Analog erhélt man fiir jedes k = 1, ..., n,
dass

Oyeaj (1Y) — Oy.a(n.y) (1.64)

gleichméfig auf jeder kompakten Teilmenge K C ]R?f; gilt.
Nun seien o, 8 € Njj mit |a| < p—1und |8| < p/ — 1 und wir nehmen an, dass

Oy 0ya; (n,y) — 950ya(n,y)
gleichméfBig auf jeder kompakten Teilmenge K C R?]g gilt. Dann gilt fiir alle k =1, ...,n:
83“’“ 85(1]- (n,y) Pl 8,‘;“’“ 85(1 (n,y)  gleichmifig auf K.
In der Tat haben wir nach Voraussetzung, dass
(a’?agaj)jeN c Ag?7p+1f|al,p’+1flﬁ\) (R x R, E)
AuBerdem gilt fiir alle l < p+1—|ajund I < p' +1— |3

80‘85a-‘ = max sup { n —(m+8]) y) T
‘ TV Ny (a1t g yern () ()

|Bl<v

= max sup {(n) (") ¢y)
I?\Sl n,yER”
|8|<v

< la;

%0 (05 ) |}

9509 P, (n,y)HE}

[m.pt1,041)
< q firalle j € N,

weil - (a;) ey In Aé’:vpﬂ,purl) beschrankt ist. Also ist (8?85%) N beschrankt in
) ]E

A((;n:’pﬂ_‘a"plﬂ_w'). Dann folgt aus (1.63) und (1.64), dass

a;v%kayﬁaj (n,y) — Tf]”ekaga (n,y) gleichmaBig auf K,

j—oo
87‘;‘85+6kaj (n,9) P 8,‘;‘85“% (n,y) gleichmaBig auf K.
Somit erhélt man fiir alle o, 5 € Nj mit |a| < p und |G| < p/, dass

6$85aj (n,y) P 8385@ (n,y) glm. auf jeder kompakten Teilmenge K C R%’; (1.65)
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|~ @ {7 (D) 0 | < cwa ™ ) e L (R2)

fiir alle j € N gilt, folgt aus dem Satz 1.3.1 b), (1.65) und aus dem Satz iiber (die klassische)
dominierte Konvergenz, dass

lim os — //e—in-yaj (n,y)d(n,y)

J—00

=t [ [ ey 0, {0 D) 0 1)} d )

Jj—00

- / / e () (D) { () (D) a (1,y) fd (1,y)

- os//e"'”'ya (m,y)d(n,y)

und somit ist der Satz bewiesen. O

Bemerkung 1.3.2 Die Sdtze 1.3.2-1.5.5 kann man auch mit Hilfe des Satzes 1.3.9 beweisen,

aber in diesem Fall muss a € Agﬁl’pﬂ’plﬂ) (RZ X RZ,E) gefordert werden. Also muss die Am-

plitude a mehr stetige Ablez’tungén haben.



KAPITEL 2

Pseudodifferentialoperatoren

Das Ziel dieses Kapitels ist eine Version des Satzes von Michlin auf Besovrdumen zu zeigen.
Natiirlich muss der hier konstruierte Pseudodifferentialoperator einer geeigneten Funktion a €
C?(R™, Ey) mit

a w(z) = F L (at) (z) = | *%q ° L
o (Pute) = ai) () = [ Sa @ eie)

= [ e™a (&) e ey dn de
= [e=ate ( [eEmm (%)nﬂ) e

auf S (R™, Ey) iibereinstimmen!. Im Allgemeinen gilt die Gleichheit

fotaon( et ) e ] o 42

nicht. Sie gilt jedoch im Sinne von oszillatorischen Integralen, wenn b, (§,7) :=a (§) e u (x —n)
in .A(mp ) (Rg x Ry, Eo> liegt und p, p’ die Voraussetzungen von Satz 1.3.1 erfiillen. Deshalb

muss n < 2] < p sein, was die Definition von p, in (1.1) einen Sinn macht. Zus#ztlich muss a
noch andere Bedingungen erfiillen wie zum Beispiel

[08a (©)]] 5, < ca (9™ fiir alle € € R” und |a] < p.

Unter den obigen Voraussetzungen fiir a kann man sogar a (D) auf den ganzen Raum Cp° (R", E»)
durch das oszillatorische Integral

a(D)u(z) :zos—//eig'na(f)ou(x—n)d(é’n), z e R",

definieren. Dann kénnen wir dank der dichten Einbettung

d
(B, " E) N G (R, B): [, ) < B, (R ) 2.)

'Dabei sindt o : E1 X Ey — Ej eine Multiplikation und Ep, F1 und F> Banachriaume.

37
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(fiir alle s € R, p € [1,00], ¢ € [1,00)) und einiger Eigenschaften der Interpolationstheo-
rie das Hauptresultat dieses Kapitels (Satz 2.3.1) zeigen, das besagt: Fiir jede Funktion a
im Raum Sy"" (R", Ey) (siehe Definition 2.1.1) gibt es einen eindeutigen linearen Operator

—~

a(D):V (R, Ey) — V (R", Ep), wobei V (R™, E;) = U B, ., (R", E;), so dass
s€R,p,q€[1,00]
a (D) Bzzm(R",Ez)ﬂCé’c(R",Ez) =a (D) Vs € Rapv q€ [17 OO] .

Dabei ist

[a (D) u] (x) :=o0s — //eigna (&) ou(xr—mn) d(éi’)z), zeR", ue CyF (R, Ey).

Damit erhalt man ferner

(a — cf(f)) er (Sﬁ;f’" (R", By), £ (BSt™ (R, ), BS,, (R, EO)))

fiir alle m,s e R, p,q € [1,00], B € {B,é,b} und somit

—_—~

(a —q (D)) er (S{’};f’n (R™, E1), L (W; (R", By) , W (R", E0)>> :

falls me R, 1 <p<oound k,l € Nmit ] > k +m.
Dieses Kapitel untergliedert sich in drei Abschnitte: Im ersten Abschnitt definieren wir den

Raum der Symbole Sy'3” (R", E1) und geben wir einige Beispiele an. Dann wird im zweiten
Abschnitt der Operator a (D) auf Cy° (R, E) definiert und die Stetigkeit von

a(D): (Byy™ (R", B2) 0 G (R", Ba); |l gy ) — By (R, Ey)

m,p

gezeigt, wenn a € Sy" (R, E») mit p > p,, und ¢ < oo (siehe Satz 2.2.3). Schliefllich werden
der Satz 2.3.1 und einige Folgerungen im dritten Abschnitt gezeigt.

2.1 Der Raum der E -wertigen Symbole Sj’ (R", E)

Definition 2.1.1 Seienm € R, p € Ng und F ein Banachraum. Man definiert den Raum der
E-wertigen Symbole vom Grad m und Regularitit p durch

SIS (R™, E) = {a € CP(R",E) : Y]a| < p Jea > 0;

Dga ()] < cale)™ " veer"}

mit der Norm

. — |a| —m D& }
v rg@;&g{(@ 1Dga (@),
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S1¢” (R™, E) ist ein Banachraum. Man sieht leicht, dass
aebe STy (R, Ey) fiir alle a € ST (R", E1), b € S7¢” (R, Ey) und
ST&,p (R", E) C 5%2”) (R",E), wenn m; < my.
Beispiel 2.1.1 Seien m € R und p € Ny gegeben.
a) Sind m € N, aq € E fir alle || < m und p(§) = > 4 <y al” fir & € R", so ist
p € ST (R", B) wegen 0%¢* = 81 () €27 und J3 (1+ Ig]) < (&) < (1 + [¢])-
b) S(R™, E) C S1" (R, E).
¢) Om (R, E) C U057 (R, E).
d) Seia(§) = (&)™ fir alle § € R™. Dann a € Sy’ (R™).
Weiterhin sei p, wie in (1.1), das heifit
- { n+ 1, n € N ungerade,

n+ 2, n € N gerade.

2.2 Pseudodifferentialoperatoren fiir Symbole auf 5})" (R", E)

2.2.1 Definition des Operators a(D) fiir Symbole in S7y” (R", E)

Definition 2.2.1 Seien m € R, p € N mit p > p,, und a € Sﬁ’)p (R™, Ey). Dann definieren wir
den Pseudodifferentialoperator a (D) durch

la (D) ] _03_// ¢ (¢ ,ux_n)d(é{)n)

Bemerkung 2.2.1 ) Das oszillatorische Integral der Definition 2.2.1 existiert wegen

u € Cp° (R", E) und x € R"™.

b (€,1) = a (&) e u(x — 1) € AfG") (RY x RY, Ey) (2.2)
und des Satzes 1.5.1.
b) Seip € S(R™, Ey1). Dann gilt nach dem Beispiel 1.5.2, dass
(27)2 ¢ (D)u =1 *eu Yu € C° (R", Ey) .
Satz 2.2.1 Seien m € R, p € N mit p > p, und a € Sy's’ (R", E1). Dann ist die Abbildung
a(D):Cy° (R, Ey) — Cp° (R™, Ey)

linear und stetig.
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Beweis. Sei I’ wie im Satz 1.3.1 (ndmlich 2/ > n + m). Nach diesem Satz und nach (2.2)
erhalten wir fiir alle u € C;° (R", E»), dass

I(a (D) w) (@)l g, < b 5 M, pory < llallspe lullcar gn gy (2.3)

wobei die Konstante ¢ unabhéngig von a und w ist. Nun definiere man b (z, &, 1) := a (§)eu (x — 1)
auf R? x RQ” und seien k£ € Ny und v € Ny mit |y| < k. Dann gilt fiir jedes z € R”, dass

o0ib(x,-,-) € Amp’“) (Rg X ]R:;,Eo). Fiir z € R” existiert ein R := R, > 0 mit z € Bg(0).

Damit betrachten wir

Niy(x) = {(82b) (', ) - o € Br(0)}
Dann gilt fiir alle o, 5 € N, 1,1’ € Ng mit o] < 21 < p, |G| < 2" und 2’ € Br(0)

| (207 @10)) (@', < Nl (€™l g

also

Ha;b(xla ) ')H(m,2l,2l’) < HG’HSI%”” HUHC2Z’+k fiir alle 2’ € BR(0)7

das heiBt N, (z) ist eine beschrénkte Teilmenge von .A(m +#:00) (R? x Ry, Eo). Daraus folgt zu-

sammen mit Satz 1.3.3, dass
d(&n)
_ QR _ ’
0s // ) (1’ 77) (271_)71

pu) ()| g,

: )
< CH“HSI’BP HaguHcgz'

102 la (D) u] () g, =

Eo

(RW,EQ)

<c HaHS{%p HUHCbQZUrk(]R",Eg) Vo € Rn’
wobei die Konstante ¢ unabhéngig von a und u ist. Also
0 (D) g o ) < €l el o o sy -
Somit folgt zusammen mit der Bemerkung in (1.2) die Behauptung. O

Satz 2.2.2 Seien Voraussetzungen von Lemma 1.1.2 erfillt und mi,mo € R, p € N mit p > py,
a€ Sy" (R", Ey) und b € S{'¢"” (R™, Ez). Dann gilt

a(D)b(D)u = (a®b)(D)u  fir alle u € C;° (R", E3) .

Beweis. Es ist klar, dass a e b € Sm1+m2’p (R™, Ep). Dann folgt aus dem Satz von Fubini,
dem Satz 1.3.2 und aus dem Beispiel 1. 3.1 die Behauptung: Seien u € Cy° (R", E3) und z € R,
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dann gilt

a(D)b(D)u(x

Ju()
(o [ bt S 2

=os [ T [a© eb(€)] eule ) TS

T e [ a0 ()] (o= DEELY

(27T)2n

—os— [ [ fos- / [e€a(e+¢) d(gf;’;l) b (€) wue ) LY

—os— [ / b (€)] oule—y) Tl

= [(a e b)(D

Somit ist die Behauptung bewiesen. O

Der Beweis des folgenden Lemmas ist analog zum Beweis des Lemmas 2.5.3 in [Am,03] aber
hier geben wir zusétzlich eine wichtige Abschétzung fiir den Beweis des Satzes 2.2.3.

Lemma 2.2.1 Seien () o, wie in (1.16) und a € Sffénﬂ (R*, E), m € R. Dann gilt (Yja)" €
Li (R™ E) und

[(ja HLl(]Rn B) S Cn,mp 2™ Ha”s{%”“(Rn,E) fiir alle j € No.

Beweis. Seien (¢5) .y, eine Zerlegung der Eins wie in (1.16) und a € S{nowrl (R™, E), m € R.
Dann

159) | 1, .y H(W(W))V fiir alle j € No, (2.4)

L(R™,E)

wobei ¢ = 9 falls j = 0.

Nun seien B := {x eER™: 5 <|z| < 2}, 1p die charakteristische Funktion von B, o € Ny mit

1
2
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o] <n+1und j € N. Dann gilt fiir alle £ € R”

o o) 6], =X (3) 22 Iosite o (%) )
B<a

E
hS =21812(i—1)|8]
_ 18 || pB
< ;3004,@11113 (5) \ﬁ%?il S;]l]p <£> HD “ (6)“E
ax

< ny llallgpyi 15 (€) sup €)™

J
(1 +220+D)™? falls m > 0,
(1+226-0)"" falls m < 0.

< Cump 2™ [l g1 15 (€)

< o lallgnos 15 (€) - {

FEin analoges Resultat bekommt man fiir j = 0, 1/; = .
Somit ist D (J}a (2j-)) € L; (R, E) mit

o )

Daraus folgt zusammen mit

Ll(R",E) S Cn,m,ijm Ha”SKL(’)n+1 ful" al]e ] e NO) ’a’ S n _|_ 1

2 F 7 (fa(2)) = (-0 F (D7 (da(2)) € Co (R", B),
(2.4) und der Ungleichung |z|"™ < ¢ (n) > laj=n+1|2?| die Behauptung. O

Satz 2.2.3 Seien p e Nmit p > p,, s,m € R unda € Sﬁ’)p (R™, Ey). Dann existiert genau eine
Fortsetzung asp q (D) von

a (D) : (Bt (R, E>) (1 C3° (R, Ba) s | gy ) — By (R”, o)
auf Byt™ (R™, Ey), so dass
aspq (D) : Byt™ (R", Ey) — By (R, Ey)

linear und beschrdnkt fir alle p € [1,00] und g € [1,00) ist.
Auferdem gilt

@sp.q (D) u”Bgﬂ(R”,Eo) < Cnmyy ”CLHS%HH(Rn’El) HUHB;,*;IW(RTL,EQ) Vu € B;,Zm (R", E) .
Beweis. Wir werden zeigen, dass

a(D): (Cgo (R", By) N B3E™ (R™, Ey); H'HB;LW> — B:, (R", Ey) (2.5)
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linear und stetig ist, wenn p € [1,00] und ¢ € [1, 00). Dann folgt die Behauptung aus dem Lemma

r=1
1.1.4. Seien (¢k)keNo eine Zerlegung der Eins wie in (1.16), xx := >, g4, fir alle k € Ny,
r=—1
ue Cpe (R, Ey) N B;fgm (R™, E9) mit p € [1,00], g € [1,00) und s,m € R. Dann gilt nach dem
Satz 2.2.2 fiir alle k € Ny und alle z € R" :

[Yx (D) (a (D) u) —03_// 1 (ra) ( ou(x—n)d(;i))
Bp.13.2 / F1 (xuona) (7) o u (@ — 1) (;:;

= (27)"2 [F (xwra) xe u] () (nach Lemmata 2.2.1, 1.1.3)
= (2m) " [[(F ) + (Fwa) ] xe ] (@

= (2m) " [(F7 (¥na)) e (F71 () )]( )

= (2m)75 F 1 () %o (ux (D) u) (),

wobei
F~ 1 (¥ra) #e xx (D) u € Ly, (R™, Ey) .

Dann folgt aus den Lemmata 2.2.1 und 1.1.3, dass
14k (D) (a (D) U)HLP(RH,EO) < 3Cn,m,w2km HaHs{’}dn“(R",El) [4bx. (D) u”Lp Vk € No

und alle p € [1,00]. Somit erhélt man fiir alle p € [1,00], ¢ € [1,00) und u € Cp° (R™, E1) N
Byt™ (R™, Ey), dass

o0

1/q
ksqok
la (D) ull sy ey < Benans lall s (22 254 |4y, (D) u||%p>

k=0

= 3enmy lallgpoes [l pgin e,y -
Daraus folgt, dass
a(D): (G (R™, E2) N By (R™, Ba); |-l g ) — By (R, Ey)
linear und stetig ist, und
la.(D) 3. oy < s lall s o oy Ml g sy

fiir alle w € Cp° (R", E2)NBy ™ (R™, Ey). Dann folgt die Behauptung des Satzes aus dem Lemma
1.1.4 und aus Dichtheitsargument. O
Bemerkung 2.2.2 Beachte, dass die Aussage (2.5) auch fiir ¢ = oo, p € [1,00] gilt. Man muss

o0
oben lediglich die Summe Y durch sup ersetzen.
k=0 k€Ng
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Einige wichtige Resultate der Interpolationstheorie gestattet uns, die Giiltigkeit des Satzes
2.2.3 fiir p € [1,00] und ¢ = oo zu behaupten (siehe den Beweis des Satzes 2.3.1 a-ii)).
Aus (1.45) erhélt man sofort, dass
(B;jm—ﬁ (R™; E;), B (R™; E,-)) = Bt™ (R™; E;) (2.6)
27
fir alle s,m € R,1 < p,q < oo und € > 0 und nach Satz 2.2.3 folgt fiir alle s, m € R, 1 <p < 0
und € > 0, dass

as—ep1 (D) € c(B;jm+€ (R™, Bs) ,B;jﬁ (R™, Ep) )mc(B;jm—e (R", Ea), By 1 (R", Ey) ) (2.7)

fiir alle a € 73" (R", B1). Damit hat man die Voraussetzungen des Satzes 1.1.3c), der im
Beweis des Satzes 2.3.1 verwendet wird.

2.3 Eigenschaften des Operators a (D) auf dem Raum V (R" F)
Wir definieren die Menge V (R", E) durch

V (R", E) := U B;,(R"E).
(s,p,q)ERX[1,00] X [1,00]

Die Menge V (R", F) hat folgende Eigenschaften:
e V (R", E) ist wegen des Korollars 1.1.1 ein Untervektorraum von &’ (R™, E).
e Da B, (R", E) — B;Ql (R™, E) fur alle s € R, p,q € [1,00] gilt, ist dann klar, dass

V (R", E) = U B, (R"E).
(s,p,q) ERX[1,00]X[1,00)

Nun werden wir das Hauptresultat dieses Kapitels beweisen.

—~

Satz 2.3.1 (und Definition des Operators a (D)) Seien m € R, p, wie in (1.1) und a €
STy (R, Er). Dann gelten:

a) Es gibt eine Abbildung T : V (R", E3) — V (R", Ey), so dass

i) T ist linear.

i) T

Batm B;;Zm (R™, E2) — By, (R", Eo) ist stetig fiir alle s € R und p, q € [1, 00].
i) T ‘(B;$7YL(RR7E2)QC§0(Rn’E{Z)) =a (D) fir alle (s,p,q) € Rx [1,00] x [1,00), wobei

[a(D)u] (z) = o0s — //eié'”a (&) ou(x—n) azéi’)z) ,u€ Cp° (R, Ey) .
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b) Sei S : V(R", Ey) — V (R", Ey) eine andere Abbildung, die i)-iii) erfillt. Dann ist
T = S. Wir bezeichnen den Operator T durch a (D).

Beweis. a) Sei T': V (R", Ey) — V (R; Ey) definiert durch

T

B;i}m = Qspg (D) fiir alle (37p7 q) € Rx [17 OO] X [17 OO] ) (28)
wobei ag ;4 (D) die eindeutige Fortsetzung von
a(D): (G (R, Bz) 0 By (R, Ba); || s ) — By (R, Ey)

auf Byt (R™, Ey) ist (siehe Satz 2.2.3).

Wir werden in der folgenden Behauptung A zeigen, dass T wohldefiniert ist.

Behauptung A. Seien s;,m € R, p; € [1,00], q; € [1,00) fiir i =1,2, u € B;}’Zlm (R™ E5) N
B;gfg;” (R™, E) und a € Sffdp" (R™, Ey). Dann gilt

As1,p1,q1 (D) U = Gs;y,ps,q2 (D) u in S (Rna EO) .

Beweis: Nach Lemma 1.1.5 existiert eine Folge (un) ey, in Cp° (R™, E2) N Byt ™ (R™, Fa) N

P1,91
Bs2tm (R" E ) it
P2,02 » £42) 1111

uy — w in Byt (R, Ey)  fiir jedes i = 1,2, (2.9)

und nach Definition von ag, p, 4, (D) gilt

Us;pig (D)u = lim a(D)uy in By . (R", Ep), i=1,2. (2.10)

N—o0

Ferner erhalt man nach dem Korollar 1.1.1, dass

. 1
. —(Jo—=- .
By g (R", Eo) — ang,jo ) (R™, Ep), i=1,2 (2.11)
fiir ein geeignetes jo gilt.
Daraus folgt Hashph(n (D)u— (s2,p2,92 (D) UHBSJ'Q = 0, wobei sj, 1= — (]0 - %0)
n730:30

Beweis von i) Seien u,v € V (R", E3) und A € C. Dann existiert ein mp € N, so dass
1

Au+v € B;é?ﬁ;mi‘)) (siehe den Korollar 1.1.1). Daher folgt die Linearitét von 7'
Beweis von ii) Nach dem Satz 2.2.3 wissen wir, dass diese Behauptung fiir alle p € [1, 0]
und 1 < ¢ < oo gilt. AuBerdem ist es klar nach (1.19), dass

Byt (R™, Ey) — By (R", E3) C V (R", Ej)

firalles € R, p € [1,00] gilt. Da as—1,p1 (D) auf B;jm_l (R™, E) erklért ist, ist auch as—1,51 (D)
auf der Teilmenge B3t (R", E3) von B;jm_l (R™, Ey) erklért. Im Folgenden werden wir zeigen,
dass as—1,p1 (D) auf By (R, Es) stetig ist. Somit folgt ii).
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Behauptung B. Seien s,m € R und p € [1, c0]. Dann ist
as—1p1 (D) : Byt (R, Ey) — By (R", Ep) stetig.
AuBerdem gilt fiir alle u € Byt (R™, Ey):
llas—1,p,1 (D) UHBZS,,OO(R”,E()) < c(n,m, 1) ”‘IHS%"H(Rn’EI) ||u||B;j;gL(Rn,E2) : (2.12)
In der Tat folgt aus (2.7) und (1.19), dass

as—1,p,1(D)
-

BN (R", Ey) Bi7' (R", Ey)

stetig
U U
(B @B B RN EY), o — (B R B RE),
27 2
U U
B (R, By) e By (R, Ey)
) stetig ’

Somit erhélt man zusammen mit dem Satz 1.1.3c) und (2.6), dass die Restriktion
as—1p1 (D) : Byt (R", E3) — By (R", Ep) stetig ist und (2.12) erfiillt.

Beweis von iii) Es folgt aus der Definition von 7' (siehe (2.8) und Satz 2.2.3).
Beweis vom Teil b) Nun sei S : V (R", Ey) — V (R", Ey) andere Abbildung, die i)-iii)
erfiillt. Fiir u € V (R, Fy) existiert ein (so, po, go) mit o < 00, so dass u € B0T™ (R", Ey). Dann

Po,q0

existiert eine Folge (un)yey, in C3° (R”, E)N B0t (R, Ep) mit uy — w in Botm (R", Ey).

Aus iii) erhélt man Tuy = Suy fiir alle N € Ny. Dann folgt aus ii), dass

Tu =By, (R, Eo) — Jim Tuy = By, (R", By) — lim Suy = Su.

Also T = S auf V (R, Ey). 0

—_—~—

Im Folgenden zeigen wir einige Eigenschaften des Operators a (D).
Korollar 2.3.1 Seien m e R, 1 <p, g < o0, und B € {B,é,b}. Dann gilt
(e a(D)) € £ (ST (R, B1), £ (By,* (R", Ez) , By, (R, Ey)))
mit

a(D)u

o

s+m n
By, (R",50) < c(n,m,1) ||a||gflén+1(Rn,E1) [ullgstm@n g,y Vo€ Byg™ (RY, Ea).

Beweis. Wir zeigen den Satz in drei Fillen. Dafiir beachte, dass B, , é;}q und b, , Ba-
nachriume sind und [|-[|gs = [|"llg. = [I"lls -
p,q pP,q p,q
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1. Der Fall B = B ist im Satz 2.3.1 enthalten.

2. Der Fall B="5b:Seien 1 <p<o0,1<¢g<o0,s€Rundu € b;:zm (R™, E3). Dann existiert
eine Folge (u;),cy C Bt (R™, Ey) mit u; — w in B5H™ (R™, Ey). Somit erhilt man
nach dem ersten Fall, dass

CL/(\D/)UZ — cmu in By , (R", Ep) .

l—0o0

—~

Nun geniigt es zu zeigen, dass a (D) € Bit!t (R™, Ey) (— b5, (R™, Ep)) fiir alle [ € N.
De facto ist a (D)u; € B5h! (R", Eyp), da

—~—

a(D) € L (B3 (R", Ey), Byt (R™, Ey)) .
3. Der Fall B = B:

a) Sind 1 < p, ¢ < o0, S0 ist é;,q = B, ;- Dann wendet man den ersten Fall an, um die
Behauptung zu erhalten.

b) Sind 1 < p < oo und ¢ = o0, so gilt Bg;m = bp oo Dann ist in diesem Fall der zweite
anwendbar.

¢) Nun seien p = oo und 1 < ¢ < co. Weiterhin sei u € ng o' (R", E3). Dann existiert

—_—~—

eine Folge (u),cy in S(R", Ey), so dass u; — u in B3" (R", Ep). Weil a (D) :
B3t (R, Ey) — B, , (R™, Ey) stetig ist, gilt dann

a(D)wyy — a(D)u in B3, ,(R", Ep).

l—o00
Es bleibt nur zu zeigen, dass (a/(b/)ul>l v © f)’goq (R™, Ey). Dazu wihlen wir ein
e )
t € R, sodasst>n—+||s|]] +2. Weil y; € S (R", E3) — B?qm (R™, E) gilt, ist dann

a(Dyu € Bf ,(R", ) = 0 2 (R, )

— Bl (R Ey) — égo,q (R™, Ey) .
(1.32) (1.38)

O
Korollar 2.3.2 Seien m,s € R, k € Ng und ¢ > 0, so dass | := m + k + ¢ € Ny, und
Fre {B U Ck,C'(’f,Cf,Wlf; 1<p< oo} Dann gilt

—

(a —a (D)) €L (S{’}é"“ (R", Ey), L (gl (R", Es) , §* (R”,EO)>) mit

a(D)u

T (R™,Eo) < C(k’l7n’ m?w) ”aHSTdnH(R",El) HUHSZ(RTL7E2) fU/I“ alle u € & (R 7E2) .
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Beweis. Zuniichst zeigen wir den Fall §* = Wk fir k € Ng, 1 <p < o0.Dal > m+k, erhilt
man nach (1.21) und (1.19):

By, (R",E) — W} (R",E) und W} (R",E) < Bl (R",E) < BM™(R" E). (2.13)

—

Dies hat zur Folge, dass a (D) auf Wll) (R™, Ey) wohldefiniert ist und fiir alle u € Wzi (R™, Es) gilt

H /EUHW,E(RH,EO) a(D )|Bk+m(R" Es) Hwk R™, o)

C1

e

(D)l i,

R" Eo)

< ¢ (ka l7 n,m, 1/}) "a“SI"6”+1(Rn7E1) Hu”BﬁJ{m(Rn,Ez)

w
=

1
< c(k,l,m,m, 1) HaHS%nH(Rn’El) HuHWé(Rn’EQ) .

—_~—

Somit ist a (D) € £ (W} (R, Ez), Wk (R", Ep)) und

[yl gy €17 0) el g ) Ny, (2.14)
fiir alle u € Wl (R™, E).

Nun sei Sk BUC*, C’O, oder C’k fir k& € Ny. Dann erhilt man fiir alle u € F (R™, E5)
nach der Definition der Normen |- Hgk @,z Wd [k @ g, (2.14) und nach S (R", E) —

Wl (R™, E), dass

o

Sk (Rn»EO) H ’Wl (Rn E2 ‘

3k (R™,Eo)
@ (D)l (a1

Wk R" EO
< C(k7 L n,mﬂﬁ) Ha||SI”6"+1(Rn,E1) HUHWCI)O(RTL,EQ)

= C(k7 la n,mﬂ/’) ||a||5'{”én+1(R”,E1) ”uH{S’l(R”,Eg) :

Somit ist das Korollar bewiesen. O



KAPITEL 3

Erzeugung der analytischen
Halbgruppen von parabolischen
Pseudodifferentialoperatoren auf
Sobolevriumen

Untersucht wird in diesem Kapitel die Erzeugung der analytischen Halbgruppen von paraboli-
schen Pseudodifferentialoperatoren auf vektorwertigen Sobolevraumen WZ? (R™, Ep), 1 < p < 0.
Dabei ist Ej ein beliebiger Banachraum.

Falls Ey, E1 Banachraiime mit £y — Fp sind und a € S{"" (R", £ (E1, Ep)), wissen wir
bereits nach dem Korollar 2.3.1, dass

(a - {(VD)) €L (Sf}ép" (R", L (E1, Eo)), £ (Bl (R", E1), B3, (R”,Eo))) (3.1)
mit
|« @

a(D)u

S+m n
gy iy = <Nyt @n e moy 1l @n - Ve € Bpg™ (BT Br) - (32)

fir jedes m,s € R, 1 < p,q < oo und B € {B,é,b}. Falls a ein parabolisches Symbol in
ST (R™, L (E1, Eyp)) ist, werden wir hier zeigen:

—

a) Der Operator A; := —a(D)
auf B, (R, Ep).

erzeugt eine analytische Halbgruppe
Bt (R, By) g Yy grupp

—

b) Die §* (R", Ey) —Realisierung des Operators Ay := —a (D) BEET (R By
k € Ny erzeugt eine C*°—Halbgruppe des singuliren Typs a auf dem Raum F* (R", Ep).

mit m € RT,

49
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Dabei sind a € (0,1) beliebig, (B,SI;) = (B,Wli“) fiir 1 < p < oo und (B,%’Igo) ist ein

Paar in
{ (B, W;“O) , <b, BU C’f) , (é, C{;) , (B, Cf) } .

Zusétzlich zeigen wir, dass

c) die ¥ (R", Ey) —Realisierung des Operators Ay eine analytische Halbgruppe auf dem
Raum F* (R", Ey) erzeugt, das heifit, dass die Aussage b) auch fiir o = 1 gilt, wenn
das entsprechende Symbol einen m—homogenen Hauptteil hat und E; = Ej (siehe
Definition 3.3.1). Genauer wird hier S™*" (R", L (Ey)), eine bestimmte Klasse der ba-
nachraumwertigen Symbole mit beschriankter Regularitit, betrachtet und gezeigt, dass die

¥ (R", Ey) —Realisierung von Ay = —a/(\lj) eine analytische Halbgruppe auf

Bl;,t;n(anEo)
B, (R™, Eg), WE(R", Eg), BUC* (R", Ep), Cf (R",Ep) und auf Cf (R", Ep)  (3.3)

fir alle 1 < p,q < 00,5 € Rund k € Ny erzeugt, wenn das entsprechende Symbol a parabo-
lisch in S 7 (R™, L (E1, Ep)) ist. AuBlerdem erzeugt dieser Operator auch eine analytische
Halbgruppe auf W (R", Ey) = B, (R", Ep) fiir alle s € R"\N und 1 < p < oo.

Im Folgenden zeigen wir, wie die Hauptresultate diesen Kapitels erreicht wurden: Im ersten
Abschnitt findet man die Definition parabolischer Symbole in 57’ (R™, £ (E1, Ep)) und einige
wichtige Eigenschaften der entsprechenden Familie der Pseudodiﬁerentialoperatoren, wie zum
Beispiel deren Erzeugung analytischer Halbgruppen auf B; (R™, Ep). Im zweiten Abschnitt wird
die Behauptung b) gezeigt und im dritten zeigen wir unsere Hauptsitze, formal (3.3). Genau
genommen handelt es sich um den Satz 3.3.3 und das Korollar 3.3.1. Dazu werden zuerst im
Unterabschnitt 3.3.1 die Symbolklasse S (R", L (E1, Ep)) und der Begriff vom parabolischen
Symbol in S™* (R™, L (E7, Ey)) definiert und dann werden ihre Eigenschaften untersucht.

Im ganzen Kapitel bezeichnen F;, i = 0,1 Banachrdume mit F; — Fj.

3.1 Analytische Halbgruppen von Pseudodifferentialoperatoren
auf Besovriaumen

Fiir alle s € R, p,q € [1,00], m € RY, BE{B,é,b} und a € Sfo’p" (R™, L (E1, Ep)) be-
Bt (ke ) mit dem Definitionsbereich D(A) = B;i™(R", E1) und E :=
B, ,(R", Ep). Da By — Ep und m > 0 sind, gilt dann

zeichne A := a/(\D/)

D(A) — By (R", Ey) — B ,(R", Ey) = E.
Somit erhélt man nach (3.1), dass

A:D(A) C E — E ein stetiger Operator ist. (3.4)
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Wir werden diese Notationen im Satz 3.1.2 und Korollar 3.1.2 benutzen, um zu zeigen, dass
der Operator —A in (3.4) sektoriell ist und deswegen erzeugt er eine analytische Halbgruppe auf
B, ,(R™, Ey), wenn das Symbol a parabolisch ist.

Im Folgenden benutzen wir die Bezeichnung

Lis (E1, E) == {T € L (E1,Ep) : T bijektivund 7' € £ (Eo, E1)} .

Satz 3.1.1 Seien M > 0, r > 0, 6 € [0,27] Konstanten, Sty := {)\ = pe? > 7‘} ein Strahl
in C und
AQ,M = {A eL (El, Eo) 3 ()\I — A) € Lis (El, Eo) und
im0 L+ IR Al gy ) < M fir alle A € St}

Dann existieren Konstanten eg := e (0, M) >0, r9 > 0 und M := M (M) >0, so dass

Z;g ={AeC: |\ >rp und arg(\) € [0 — €9, 0 + €]} C p(A) VA € Agn und
o

1

S+ TR Dl pgy ) <M fir alle xe > und A€ Ag.
sTo
Jj=0

Beweis. Zuerst zeigen wir zwei Behauptungen.
Behauptung I: Sei § = 0 in den Voraussetzungen Dann existieren Konstanten e > 0,
ro >0 und M := M (M) > 0, so dass > C p(A) fiir alle A € Ag s und

M
1+ Al

IR (A A)ll ) < VA€ Z;‘) und A € Ag s gelten.
sT0

Beweis der Behauptung I: Wihle € := arcsin(2(MlH)) und ein ro > r. Nun definiere

Z:MO = {X € C:ReA > 7o und ‘arg(i)‘ < 60}

und
I s e (3.5)
Re A om0 '
Dann folgt aus [A| = |Re A —iIm \| und aus A — s = w fiir alle A € 377, dass
1’)\_8’_Re)\\Im)\HiRe)\—ImM Im A _ sinarg ()] < 1
s BET\E Re A | SWI=50r+1
(beachte, dass ey € (0, %) und f (t) = sin (¢) auf (—%, %) monoton wachsend ist). Also
1+s
’A — 8’ S m fir alle A € Z (36)

€0, TO
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Nach den Voraussetzungen gilt {s € R:s > rg} C Sty C p(A) fiir alle A € Ap . Dann erhilt
man fiir alle A € 377 “und s wie in (3.5), dass

—_

M
= I—A—1H <A < - fiir alle A .
H()\ s) (s ) (B = A — s T =5 firall € Ao.mr

-1
Dann gilt nach dem Satz iiber die Neumannsche Reihe B := (I—l— (AN—3s) (s — A)_l) €

L (Ep) und || Bl|z g,y < 2. Auf der anderen Seite gilt, dass
A — A= (sI - A) I—i—()\—s)(sI—A)_l} = (sI — A) B~

Daraus folgt, dass (A\I — A)™* € £ (Ep) und

IR N Dl i) < 1Bl 2ieg) 1B (8, Dl )
2M
<
T 14s
2M A —s+s|+1
L+ |A| 1+s

2M [’)\_8’—1—1]
T14HA [ 1+
<M furalle)\ez und A € Ag v
_l—i—‘)\‘ €0,70 ’

mit M := 1+ 2M. Dann lisst sich auf D eo.r, €in Sektor der Form 3 (° *konstruieren und somit
ist die Behauptung I bewiesen.

Behauptung II: Die Behauptung I gilt fiir jedes 6 € [0, 27].

Beweis der Behauptung II: Seien 6 € (0,27] und O : C — C eine durch O (2) := e ¥z,
z € C, definierte Rotationsfunktion. Es ist klar, dass O bijektiv ist und O~! (2) = €2, z € C.
Nach den Voraussetzungen ist Sty C p(A) fiir alle A € Ay ps und

M "
HR()\’A)HL‘,(E()) S rw fiir alle A € St@ und A S AQ’M.

Somit erhiilt man e A € Ao ar fiir alle A € Ag s, denn R (u, e*wA) = R () A) fiir alle
A= pue € Sty C p(A), und

S [ e 5] . =S AT RO Ay < M
j=0 Ei) 5

fiir alle A € Stg und A € Ag .
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Dann gilt nach der Behauptung I, dass

M
e <
L(Eo) ~ 14 |w|

—1i6 . €0
HR (w, e A) fiir alle w € Zo,ro und A € Ag .
Nun sei > = o1 ( B?TO). Dann gilt fiir alle A € 37 " (also e N\ € > 0r,) und alle
A€ A, dass R(NA) =e PR (e7),e""YA) € L (Ey). Daraus folgt > ¢’ C p(A) und

0,r¢

IR (X, A)llz fiir alle A € Z;"W, A€ Ag .

LM
Fo) = 14 A

Folglich ist die Behauptung II bewiesen.
Um den Beweis dieses Satzes zu beenden, geniigt es zu zeigen, dass

RO A pgy ) < M firalle Ae D7 und A € Ay gil. (3.7)
b 7’,’9

Dabei ist M := max {]\Z7 M (1 + 2M> } Dazuseien A € Agar, A € Z;"re und \g := rpet? € Sty.
Aus [Ng| = 79 < |A] und aus

r=MN—A) (A=A z+(Ng—Nax] fiiralle z € B
erhélt man:

I2llz, < IR o, Dl £y, I = A) 2l g, + Ao = Al |2l g, (3-8)
<M [|(A=A)zllg, + 2|\ ||zl g,] (nach Definition von Ag as).

Dariiber hinaus erh&lt man nach Behauptung II, dass

€0

IR (X, A) yll g, fiir alle y € Ep, A € Agpy und A €

<My
=T e

977”9

und somit folgt fiir alle z € E; (also (A — A) z € Ey):

M
< -
s < 1+ )

€0

|zl g, = [[R (A A) [(A — A) 2] (A= A) x|, firalle A€ Agn, A€ Z

0,ro
Daher und aufgrund von (3.8) bekommt man

Al
1+ A

<M (1 + zM) I(A = A) 2|l g,

lally, < M [H(A— A) |, + 200 H(A—A)ano]

fiir alle z € E1, A € Agy und A € 3777 . Daraus folgt zusammen mit (A — A) € L;; (Er, Ep)
die Aussage (3.7). O
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Definition 3.1.1 (Parabolische Symbole) Seien m € RY, u > 0, p € Ny und
a € STy (R*, L(E1, Eo)). Dann heifit das Symbol a parabolisch in Sy'¢’ (R", L (Ex, Ep)) mit
Konstanten w und k, wenn Konstanten w > 0 und xk > 1 existieren, so dass

-1 g1
a(€) + umewl} € L(Ey, E1) und [a(:f) + umelel}

<kEw " (3.9)
L(FEo,E1)

fir alle |€, p| > w und 6 € [—F,5]. Dabei sind (&, p) :== /1 + €12 + p2 und |€, p| == 1/ |€]* + p2.

Im folgenden Satz verwenden wir fiir R > 0 und 0 < 8 < 7 die Notation

Ze s {AeC: |\ >R und |arg(N\)| < 6}
und die Ungleichung
1+t <c(l+4+t)™ firallet >0, (3.10)

wobei m > 0 und ¢ := ¢(m) > 0 eine geeignete Konstante ist.

Satz 3.1.2 Seien s € R, p,q € [1,00], m € R, p, wie in (1.1), A C S{%p” (R™, L (E4, Ey))
beschrinkt. Aufierdem nehmen wir an, dass alle a € A parabolisch in Sy ¢ (R", L (Ex, Eo))

—_—~—

mit denselben Konstanten w > 0 und k > 1 sind, und A := a(D) T a € A. Dann
D,q "By
Z%,R C p(—A) fir R=w™, und

L+ (A +a) e Spgm™ (R, L(Eo, By)), j=0,1, (3.11)

G+WWWW+M”H <e(r), j=0,1, (3.12)

Sy (R L(Eo,Ej))

(1+ A “()\I+A)_ <clk), j=01 (3.13)

|

L(Bj 4(R",Eo),B; i (R",E))
fiir alle \ € Zg,R und alle a € A, wobei die Konstanten ¢ (k), ¢ (k) unabhingig von A\ und a
sind. Auflerdem gilt

P

(M + A)~! = by(D)

NS und a € A, 3.14
Bg’q(R",EO) Z%,R ( )

wobei by :== (A +a)~ "

Beweis. Sei a € A parabolisch mit Konstanten w > 0 und £ > 1 und sei R := w™. Dann gilt
ﬁmmeAEZ%ﬁ(MmLMZILA:(Mﬁﬁméemﬁgznmxme[_%gblmdgeRmd%s
‘f, |)\|%‘ > w, und daraus folgt zusammen mit (3.9) fiir alle £ € R",)\ € Z%,R und p = \)\]%,
dass [\ + a(€)] " € £ (Ey, 1) und

<K

™ |lae) + A0~ S

L(Eo,E1)

L(Eo,En)
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und
D ) +27 |, = ks o e
e |[ate - et .
< clen™ | [a(e) + ume]” o =
AISO Gl [UGEY (3.15)
1+ ) @) + 27, <en (3.16)

fiir alle £ € R" , X € Z%R und a € A.
Weil die Abbildung T — T : Lis (E1, Ey) — Lis (Eo, E1) C™ ist, gilt (A+a)" " €
CPn (R", L (Eo, Ey)) fiir alle A € 35 p mit
(A +a) == +a) " (9a) A +a) .

Daher zeigt man durch Induktion, dass fiir jedes a € N mit |a| < p,, die partielle Ableitung
I (A + a)~! eine Summe von Termen der Form

+(At+a)t (agla) A+a) .. (8?’“@) A +a)! (3.17)

mit aq + ... + a = « ist.

Aus a € A C ST (R, L (E1, Ep)) und (3.15) folgt fiir alle |3] < p,, £ € R™ und A € ngR,
dass

@ (8a@)) At a7, < @@ a0+ a7

<K ||aHS{”ép" < (k) firallea € A,

L(Eo) L(Eo,E1)

da A beschriankt ist. Aufgrund dessen und zusammen mit (3.15), (3.17) erhélt man

@ oe raten ™|, = @@ o araten | (3.18)
<ew) " | +a@) |,
< ¢(k)

fiir alle |o| < pn, E€R™, X € Z;R und alle a € A. Daraus folgt

A +a)"! € S (R”, L (Ey, En))
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und

|+ Séls) firalede S wdacA (319

S;’gl,/?n (R",l:(EQ,El))

Analog zu (3.18) mit (£)!* statt (£)!*I*™ erhalten wir nach (3.16), dass

el

o (A +a(©)7)|,, < |+a),

(Eo) (Eo)

<

fiir alle |a| < pn, € € R", A € Yz  und a € A. Somit (1+[A) (A +a)”" € SYE" (R™, L (Ey))
und

1+ [ +a)|

< ¢(k) fiir alle \ € und a € A.
SYE™ (R™,L(E)) (%) Z%ﬁ

Also sind (3.11) und (3.12) bewiesen.
Auf der anderen Seite erhalten wir nach (3.1) und (3.2) fiir by := (A +a) ™', dass

—_—

(14D ba(D)

€ L (B; 4(R", Ey), Byi/™ (R", Ej)) , j = 0,1 und
Bs (R™,Ep) (P»q( 0) P,q ( ])) J un

(L+ A7 | oa(D)

<c*(k),j=0,1

£(B3 4(R,Eo), Byl ™ (R, E;))

B3, ,(R™,Eq)
fiir alle A € Z% p und alle a € A. Wir wissen auch, dass

—_~—

A + A=) + a(D)

c L(BST™(R" E.). B (R". E,
Blg:;m(RnyEl) ( p.q ( ’ 1)7 p7q( ? 0))

fiir alle XA € Zg,R und alle a € A. Daher und nach Satz 2.2.2, Lemma 1.1.4 und nach der

und by (D)

—

Stetigkeit der Operatoren AI + a(D) erhélt man

By.q(R™,Eo)

B;j&m(anEl)

(M + A) by(D)

= Ips (rn.E
’ O)’
Bs (R",Eo) P

—_~—

bx(D)

Bg,q(R7L7EO) (AI + A) = B;tlm(anEl)

fiir alle \ € Zg Rr» @ € A, und somit folgt die Behauptung,. O
Bevor wir einige Folgerungen des Satzes 3.1.2 darlegen, werden wir eine elementare Bemer-

kung zeigen, die in den Beweisen der Korollarien 3.1.1 und 3.3.1 und der Sétze 3.2.1 und 3.3.3

verwendet wird.

Bemerkung 3.1.1 Seien A;, B;, i = 1,2, nicht leere Mengen mit Ay C As, By C By und
fi i Aj — By, i = 1,2 bijektive Funktionen. Ist f1 = f2|A1, s0 ist ffl = ]‘2*1|B1 .
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Beweis. a) f2_1 ‘Bl o f1 = I4,.In der Tat: Sei a; € A;, dann gilt nach den Voraussetzungen,
dass f2 (a1) = f1 (a1) € B und somit

f3tlp, o fila) = f3t (f2(a1)) = ar.

b) fio fy 1 ’ B, = Ip,. Um diese Aussage zu beweisen, betrachten wir ein beliebiges b1 € By
und sei z = f{l‘Bl (b1) € Az (also by = fa(x)). Da f1 : Ay — Bj surjektiv ist, gibt es ein
a; € Ay mit fi (a1) = by. Daraus folgt zusammen mit f; = f2|A1:

fa(a1) = fi(a1) = b1 = fa(z).

Dann erhilt man nach der Injektivitiat von fo, dass a1 =  und somit x € A; und

fro f5 g, (1) = fi(x) = fo(z) = b1.
U

Korollar 3.1.1 Seien die Voraussetzungen von Satz 3.1.2 erfillt und B € . Dann existie-

Byt (Rm, By >

<M, j=0,1 (3.20)
£(By 4 (R",Eo) By ™ (R™,Ey))

ren positive Konstanten M und R, so dass Zw RCP < (

(L+ )

—1
B;,fq’n(Rn,El)>

(M+ a(D)

fiir alle A € Z%R und alle a € A.

e

Beweis. Sei R > 0 wie im Satz 3.1.2. Folglich ist Z%R Cp <—a(D)

) und
Byg" (R™,Ey)
L+ A+ a)™! e Sgm™ (R, L(Eo, By))  (j=0,1) (3.21)
—_———
—by
fir alle a € A und A € Z% g und daher erhélt man zusammen mit Korollar 2.3.1 und B, , —

s .
BP,Q'

e~

-1
3 (R" . ez = ba(D
BZi&’”(RmEﬂ) BN ’Eo)] |83 (&7, E0) = OA(D)

<A+JD/)

Bz’q(R",Eo)
€ L(B;,(R", Ey), By (R", Ey)),
also

-1
</\ + a(D) )) (B;,(R", Eq)) C Byt ™(R™, Ey)

ByE™ (R, Fy
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und somit

—_~—

B (R, Ey) C ()\ +a(D)

BT (R E 2 d . (3.22

Auf der anderen Seite ist

—~—

A+ a(D)

—_—~—

=X+ a(D)

= € L(BI™(R" Ey),B; (R, E
Byl (R, Er) (P:q (R™, E1), p,q( ) 0))

BZQM(R”,El)

fiir alle A € Z%R und a € A. Daraus folgt zusammen mit (3.22)

</\ + a(D) Biim(R", B1)) = By (R, Bp) VA€ Y  undacA  (3.23)
2

Bf,i}m(R",El)> ( pq

Nun ergibt sich aus dem Satz 3.1.2, (3.23) und Bj , — B, ,, dass die Funktionen

—~

+
A+ a(D) B B;qm(R”,El) — B;q(R”,EO)
@) U
A+ aD)| ¢ BEmRNE) — By (R"Eo)
p,q

fiir alle A € E% g und a € A bijektiv sind, und deswegen

()\ + a(D) s+m> = </\+ a(D) S+m> = b\(D) VA e ZW unda € A
prq Bpq Bs B;),q E’R
p,q
(3.24)
nach Bemerkung 3.1.1.
Dann folgt die Behauptung aus (3.21), (3.24) Korollar 2.3.1 und (3.12). O

Korollar 3.1.2 Seien die Voraussetzungen wvon Satz 3.1.2 erfullt, B € {B,é,b} und A =

;D/ ir jedes a € A. Dann erzeugt der Operator
D) ggiman ) 77 g P

—A: B IR, E) C By (R", Ey) — By (R, Ey)
eine analytische Halbgruppe auf Bz’q(R”, Ey) fiir jedes a € A. Dariber hinaus erzeugt —A eine

d
stark stetige Halbgruppe auf By ,(R", Ey), wenn E; — Ey und q < oo.

Beweis. Die Erzeugung analytischer Halbgruppe auf B, ,(R", Ey) folgt aus den Sétzen 3.1.1,
3.1.2 und dem Korollar 3.1.1. Daher und aus dem Satz 1.1.2 j) erhélt man, dass —A eine stark

d
stetige Halbgruppe auf B, ,(R", Ey) erzeugt, wenn F; — Ep und ¢ < oo. d
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3.2 (*°—Halbgruppen auf Sobolevriaumen

Wir wollen nun einen Satz iiber Erzeugung einer C*°—Halbgruppe auf den Sobolevraumen von
einer Familie der parabolischen Pseudodifferentialoperatoren zeigen, aber zuerst einige Defini-
tionen.

Definition 3.2.1 Seien A : D(A) C E — E ein linearer und abgeschlossener Operator, wobei
D(A) nicht unbedingt dicht in E ist, und o € (0,1]. —A ist der Erzeuger einer
C*°— Halbgruppe des singuliren Typs a auf E genannt, wenn Konstanten M > 0, w € R
und 0 € |5, 7| ezistieren, so dass Sy, C p(—A) und

M
R\, —A <

Dabei ist Sp, = {A € C: A # w und |arg(A —w)| < 0}.

fir alle A € Sp . (3.25)

Nun bezeichnet man durch I',, den gegen den Uhrzeigersinn orientierten Rand von Sp,,.
Dann erhélt man, dass

(t e ™) € C™ (RT\ {0}, L (E)),

wobei
e~ = Qim / ePR(\, —A)d\ € L(E) fiir t > 0.
Ty
Somit definiert die Familie {e_tA it > O}, wobei €% := I, eine unendlich oft differenzierbare

Halbgruppe auf F, die analytisch ist, wenn o = 1. Fiir die Theorie der C'°°— Halbgruppen kann
man z. B. den Artikel von Yagi [Ya,89] nachlesen.

Definition 3.2.2 (die Realisierung eines Operators) Seien A : D(A) C Ey — Ey ein li-
nearer Operator und Fy — Ey. Dann definiert man die E1— Realisierung von A (bezeichnet
mit Ag, ) durch

D(Ag,) ={zr € D(A)NE,: Az € E\}, Ap,x:= Az, v € D(Ag,).

Ist der Operator A abgeschlossen, so ist auch die Realisierung Ag, : D (Ag,) C E1 — Ei. In
diesem Fall ist (D (Ag,), H'HD(AE )> ein Banachraum mit der Graphnorm:
1

lullp(ag,) = llullp, + 1Apullp, . we D(AR).

Wir werden im Folgenden zeigen, dass eine geeignete Realisierung des Operators —a/(\D/) eine
C*°—Halbgruppe auf W:f (R, Ey), BUC* (R", Ey), Ck (R", Ey) und CF (R", Ey) erzeugt. Dazu
rufen wir einige wichtige stetige Einbettungen des Paragraphen 1.1.1 in Erinnerung. Fiir £ € Ny
hat man . .

By, (R", E) = W, (R",E) = By (R, E) (1 <p<o0), (3.26)
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BE | (R",E) — WL (R",E) — B%,  (R",E), (3.27)
k n k n d k n d k n
boo’1 (R, F) = Boq (R",E) — BUC" (R",FE) — boo’Oo (R", E), (3.28)
Bt | (R",E) — Cf (R",E) — BE,  (R",E). (3.30)
Nun bezeichnet man
B, falls §F = 1 <p< oo,
B, falls § - D = o0,
B:={ b fallsg Z B U C”“ p = 00, (3.31)
B, falls S CO, p = 00,
B, falls § Z C,f:, p = 00.
Daraus folgt
B’;’l (R™,E) — g’; (R™,E) — B’;’oo (R",E), 1<p< . (3.32)

Auf Basis der obigen Ergebnisse und Bezeichnungen erhilt man:

Satz 3.2.1 Seien die Voraussetzungen von Satz 3.1.2 erfillt, o € (0,1), m > 0, k € Np, S’; =
W]f? fir 1 < p < oo, §& € {Wfo,BUCk,C(If,Cf} und B wie in (3.31), und seien nun A :=
m Bh M (R By) fiira € A und Agz; die 5’5 (R™, Ey) — Realisierung von A. Dann erzeugt —Agg
eine C°— Halbgruppe des singuldren Typs a auf dem Raum S’; (R™, Ey). Genau genommen gibt
es Konstanten M >0, @ € R und 0 € ]%,ﬂ'[, so dass S(;@ Cp <—A5§) und

H (A +45) < (3.33)
P2 le(sp@n )~ (LHIAD
fiir alle X € S; - und a € A. Dariiber hinaus gilt
—1 —~—— —1
()\I + Ag,g) - ()\I +a(D) BW(R”’EO) . (3.34)

Beweis. Seien Sk e {BuUC* Ck ct, VV]C 1 <p < oo} und B wie in (3.31). Nach dem Satz

3.1.2 und den Korollarien 3.1.1, 3.1.2 existieren Konstanten M > 0, w € R und 6 ] 2,7T[ SO
dass

i) S35 p(-a(D)

—~—

i7) der Operator —a (D)
menge nicht leer ist, und

B’;,tom(R",En) fiir alle a € A.

BEAT R, By) in B’;m (R™, Eyp) abgeschlossen ist, da seine Resolventen-
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iii) fiir alle A € S; o und a € A

-1

= n Isomorph. m n

(A +a (D) |gssrn ) ) Bpoo R, E0) R B RGE,
SI;(R”,E())
—_~— -1 ~
M+ a (D) | ptmmn <M, (3.36)
H( Bpoc (R ’El)) L(BE (R, Eo) By (R, Ey))

—_— -1 ~

(T+ A H </\I +a(D) B’;tom(R",El)) < M. (3.37)
’ L(Bf o (R™,Ep))

st u € D(Ag), das heibt w € D(4) N §h(R", By =70

—_~— —~—

@ (D) | gty & € (R, Ep), s0 ist v = <)\I+a(D)
Bh ., (R™, Eg). Dann erhilt man aus (3.35), dass

Bitm (R™, Ep) und

B’S,to’”(R",El))“ € §y (R", Ey) C

—~— -1
w— ()\I +a(D) | gt en E1)) v in BEY (R E)) Tiegt.

Also
D (AS,];) C BT (R, EY). (3.38)

Nun seien A € S; 5, a € Aund v € D (A&’;) mit ()\I+ A&’g) u = 0. Dann ist

—a (D)

Bt ey U= ~Agpn = u

und somit u = 0 (siehe (3.35)). Also ist f1 := A + Agr = D <A3§) — §&(R", Ey) injektiv.

AuBlerdem ist f; surjektiv. In der Tat: Sei v € S’; (R™, Ep). Dann ist nach (3.35), (3.32) und Satz
1.1.2 g)

—~—

uy = ()\I—l—a(D)

I R )

das heifit

— —1
()\I +a(D) Bﬁ@m(RH,EO) (3’; (R", EO)) C 3 (R, Eo) firalle A€ S, und a € A, (3.39)

und somit

—_~—

Agruy = ()J +a (D)

B'Eﬁom(R",EQ) Uy — AUy =V — Auy, € 3”; (R™, Eyp) .

Also uy € D (A&’;) und

—_~—

fi(uy) = (/\I+ a(D)

B’;,t?(u&%&)) Ux =10,
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das heifit f; ist surjektiv. Daraus folgt zusammen mit (3.35), (3.38), (3.32) und der Bemerkung
3.1.1, dass

(rr+ Ags)_l — (M +a(D)

-1
B;f,tom(Rn,El)) 3k (R, ) - (3.40)

Somit ist (3.34) bewiesen.
Andererseits ergibt sich aufgrund vom Satz 1.1.2 g) und (3.32), dass

BEEM (R™, Ey) < BEYO (R, Eo) < §h — BE  (R", Eo) — B (R, Ey) (3.41)

fiir alle 0 < € < § < m und §% := §F (R, Ey). Daraus und aus (3.32), (3.35)-(3.37), (3.40) folgt,
dass Agzg (Rn,E,) €in abgeschlossener Operator auf S’; (R™, Ep) ist und

- —1
H ()\I+ Agg) +(1+ A H()\IJr Agg)
£(35.8,1° (R, Eo)) £(35.B, 1 (R, Fo))
-1
1= (nr+ag ) I Txull gh-s o T3l g o
. sup bt (87, 50) + (1 +[A]) sup n (R7,50) (3.42)
A ootz Tullgs
| TAw] st o ”TAu”Bk (R",E —
<c sup Bpc (R Fo) ca (L4 |A]) sup o) <M
0£ueBk (R, Ep) ||U||Bl;m(Rn,Eo) 0£ueBk . (R",Ep) HUHBk (R™,Ep)

fir alle A € S; - und a € A, wobei M = (¢1 4 ¢2) M > 0 unabhiingig von A und a ist.
Nach den Interpolationseigenschaften der Besovraume (vgl. Unterabschnitt 1.1.2) und

B;Sfe)(k_e)w(kw) = BII;,J{G mit 6 := 2¢ (e +6) " erhiilt man

6
||U||Bk+e < c(€,0) Hu||B,C . HUHBHM u € B]]Zj : (3.43)

_ _1
Daher bekommt man fiir T = <)\I +a (D)E’;) :

1 Txull g

173l (g5) = sup
o) g Tullg

HT)‘“”B}’?}"{E(R",E@

< ¢ sup
ueFk HUHSI;)
1-6 0
1Dl (g ) Il g e, o)
< ¢ (e, 0) sup L L
uegk ||uH&,; Hu”gg
~ 0

< C<€ 5) HT)\H (S:k Bk (R, Eo)) HT)‘“[Z(S’;,B';TS(R",EO))

<é(e,0) (1+ |\ 0/ (et , A E Sj (wegen (3.42)).
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Somit folgt (3.33) durch die Substitution € := (1 — «)d/ (1 + ). O
Wir werden noch einmal die folgenden Aussagen, die im Satz 3.2.1 bewiesen wurden, im
néchsten Abschnitt verwenden:

-1
<)\I + a(D) > (5’; (R", EO)) C 3 (R, Eo) fiiralle A€ S;, und a € A,

(3.44)

Byt (R, Ey)

fiir alle A € S - und a € A. (3.45)

1 o -1
()J + A%) — <)\I + a(D) B (Rn,E1)>

3k (R, Ep)
AuBlerdem werden wir im Abschnitt 3.3 mit den obigen Notationen weitergehen. Dort werden
wichtig stetige Einbettungen des Definitionsbereichs von A&’;v D <Ag;£) ,in Bg;m(R”, E) gezeigt.

Dabei ist D <A3§) ein Banachraum mit der Graphnorm

Il ) = 1t + 4wl € D (43) - (3.46)

55

3.3 Analytische Halbgruppen von parabolischen Pseudodiffe-
rentialoperatoren auf Sobolevridumen

Fiir bestimmte Symbole a in 573" (R", £L(Ep)) untersuchen wir in diesem Abschnitt, ob geeig-

—_~—

nete Restriktionen des Operators —a (D) analytische Halbgruppen auf den Réumen ij (R™, Eyp)

erzeugen. Erzeugung der analytischen Halbgruppe auf L, (R", Ey), Cy (R", Ey) und BUC (R", Ey)
wurde zwar von Amann H. in [Am,01] bewiesen, aber dies bezog sich auf L (Ey) —vektorwertige

und parabolische Differentialoperatoren.

3.3.1 Die Symbolklasse S™* (R", E)

Definition 3.3.1 (von S™? (R", E)) Seien m € R und p € No. Durch S™? (R", E) definieren
wir den Raum aller Punktionen a € S{'y’ (R", E), die eine Funktion a’ € ST (R™, E) besitzt,
so dass

a—a’e STO_L’) (R",E) und

a® (t&) = t™a° (&) fir alle t > 0 und € € R™\ {0} .
Das Symbol a° ist der Hauptteil von a genannt. Auferdem betrachte S™° (R™, E) mit der
Norm

lall gm.o@n gy = HGOHSmm(Rn,E) + H“ - GOHSm—Lv(Rn,E) :
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Fiir m € N und alle p € Ny ist es klar, dass das Symbol eines Differentialoperators mit
banachraumwertigen konstanten Koeffizienten, p (§) = Z| al<m &Y mit £ € R™, ein Element in
Smp (R™, E) ist.

Weiterhin erhilt man sofort aus S}y Y (R", E) C STy (R™, E), dass

lall gme o,y < ||a°] s ®n,E) T la - aOHS{',%”(R",E)

0
= HCLOHS{%P(W,E) +||a - aous{'}glvp(ﬂan,E)
= lallgmpgn gy fir alle a € S™” (R", E).

Also
Sm»p (RTL7 E) — STO"D (RTL) E) mlt ”aHSTép(Rn,E) S HaHS"L’p(R”,E) (347)

und damit ist jede beschrinkte Menge in <Sm’p (R™, E) 5 ||l gmoo (g, E)> auch in

Definition 3.3.2 Seien m € R*, p € Ny und a € S™? (R", L (E1, Ey)). Dann heifit das Symbol
a parabolisch in S™* (R" L (E1, Ey)) genau dann, wenn a° im Sinne von Definition 3.1.1
parabolisch ist.

Bemerkung 3.3.1 Sei A eine Familie der parabolischen Symbole in S™P (R", L (E1, Ey)) mit
denselben Konstanten k° > 1 und w® > 0, das bedeutet es gibt Konstanten k° > 1 und w° > 0,
so dass

<K (6 )" (3.48)

. -1
|:CL0 (5) + /Lmewl}
L(Fo,E1)

911
a’ (&) + p"e I] € L(Ey, E1) und ‘

fiir alle |&,u] > &, 0 € [—g, g] und a € A. Sei ferner A C S™P (R", L (E1, Ey)) beschrinkt,

das heifst es gibt eine Konstante K > 0 mit
lal|lgm., < K fir alle a € A. (3.49)
Dann gelten:

a) A ist eine Familie der parabolischen Symbole in S{%p (R™, L (E1, Ey)) mit denselben Kon-
stanten w = w (wO,K) > 0 und k = 2x°.

b) Zum R = (%)™ ist die Menge {bg = ()\—i—ao)*l race A Ne Z%’R} beschrankt in
S;gl’p (Rn,ﬁ(Eo,El)) mat

—2m
1080 (€)1 < exeso O™ (& NM™) T i alle g€ R A€ DT,

ac A und|al <p.
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Beweis. a) Sei a € A und ¢ = a — a” auf R", wobei a® der Hauptteil von a ist. Dann gilt
fiir alle £ € R"™ und a € A:

la Ol zer,my) < K ©m . (3.50)
Daraus folgt
< 1 (€)M + )7,

L(Eo)
< KON EmT

= <<§£L>>m @

fiir alle |, 1) > w?, 6 € [5F, 5] und a € A.

Daher erhilt man eine Konstante w = w

Ey,E1)

o© (mer 40 ©)

K) > u so groB geniigt, dass

<

(w°
1
c(ry) 2

HQ(f) (MmeiGI—I—ao ({))_1 Vg, ul >w, §€ [_;, ;T} und a € A.

So ergibt sich aus
. . -1 .
W+ a(©) = |14 (©) (et + () | (e + 0 ©)
und aus dem Satz von Neumann, dass (u"eI + a ({))71 € L (Ey, Eq1) und

H(umei"IJra(g))_l H(M”e*’ +a° )_1

L(Eoy,E1) L(Eo,En)

fiir alle [, pu| > w, 0 € [_7”, g] und a € A.
Beweis von b): Zunéchst nehme 8 € Nj mit |3| < p. Dann gilt fiir alle (])\ﬁ)meiarg()‘) =

A€ xR

(000 ©) h+ () 7Y, <[220, (351)

< [loe )
L(Eo)

g P e (T

Jla+e @

L(Eo) HE(EO)

‘ A +a’ () HL(EO,El)

Nun sei o € Nj mit |a| < p. Weil die Ableitung 9§ (A + ao)f1 eine Summe von Termen der

Form
£ (A+a®) " (02a°) (A+a®) T (0%a) (M)
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mit o + ... + oj = a ist, folgt aus (3.51), dass

|

|a| J
fore@ X 3 @) orao],,

7j=1 a1+...+04j:Oé =1

¢ (A + d° (5))71“5(1;0)

|af J

S D DI DI § (T S T I

7j=1 al+..taj=a =1

|a|

< om0 3 (T (g N

Jj=1

>—m(j+1)

|al

< excan €77 (6 V) Y070 (6 )™

j=1 ~
<1

< s O™ (g )

fiir alle { € R™, A € Zg,R und a € A. Somit ist b) bewiesen. O

Wir werden spéter (im Kapitel 4) nicht-autonome Evolutionsgleichungen betrachten und
deswegen zeigen wir folgende Sétze fiir eine Familie der parabolischen Symbole.

Satz 3.3.1 Seien m > 0, k € No, 1 < p < oo und A C S™P (R™, L (E1, Ep)) beschrinkt.
Aufserdem nehmen wir an, dass alle a € A parabolisch in S™P~ (R"™, L (Eq, Ey)) mit denselben
Konstanten w > 0 und k > 1 sind. Dann existieren Konstanten M > 1 und R > 0, so dass

—_~—

K (D) -

u < T+ HUHWZ’f(R",Eo)

Blg,oo(anEO)

W[f (R™,Eyp)

fiir alle w € Cp° (R™, Eg) N W} (R™, Ey), A € Z%,R und a € A. Dabei sind b3 := (A + ao)_l,
B::éfall51§p<oo und B := B falls p = cc.

Beweis. O.B.d.A. sei R =1 in der Bemerkung 3.3.1. Nach Definition ist

( >
lal<k

max
lof <k

p

oz (RDu(e)

D
) , falls 1 <p < oo,

P

Ly(R",Ey)
R(D)

u
Blg,oc(anEO)

Wi (&7 0) falls p = oo
Lo (Rn,E‘O) ’ 7

o (R(D)u(e))
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fir alle u € Cp°(R", Ep) N ij (R™, Ep), XA € Zg,l und a € A. Deshalb miissen wir

oy (bg(D)u (:E)) berechnen.

Nach dem Satz iiber Parameterdifferentiation fiir oszillatorische Integrale, der Transforma-
tionsformel und der Homogenitéit von ) erhélt man fiir alle u € C5° (R", Eg) N W:f (R™, Ey),

e 2%71, Al == p™, A= ™\ und |a| < k, dass

2z (l%u(w))zos [ [eem@apute—n G
o [ [ () o -0 G

=08 — // ipe)- 77bo (&) O%u(x —n) ‘)C\l’(é’:;n

= lim </ u"e’("g c(&m) bo (€) d{) Ogu(x —n) s
R n

e—0

also

wobei

Ko )= [ e (n) 9(€)e

R"

(3.52)

(3.53)

und x. (&,m) = x (€€) x (en) fir alle £,n € R™, 0 < € < 1 und x eine Funktion in D (R") mit
x =1 auf (] <1 und x =0 auf || > 2 ist. Beachte, dass in (3.52) 0%u € L, (R", Ep) fiir alle

|a] < k. Nun zeigen wir die folgende Behauptung.

Behauptung: i) Konstanten C* > 0 und 0 < 6 < 1 existieren, so dass fiir alle € € (0, 1),

neR" \e Z;l (|IA] := p™) und a € A:

(L + ) L l™ (1K (1, Ml i) < C* ™ L]

Dabei sind C* und 6 unabhéngig von €, 7, A und a.
ii) Es gibt eine messbare Funktion K : R™ x Zg,l — L (Ep) mit

K (n,\) — K (n,A\) punktweise fiir jedes (n,A) € R} x Zﬂ I

und
HK(’)\)HLl(R%,ﬁ(Eo)) S M

fiir alle A € nglund a € A, wobei die Konstante M > 0 unabhéngig von A und « ist.



Kapitel 3. Erzeugung der analytischen Halbgruppen von parabolischen Pseudodifferentialoperatoren auf
68 Sobolevr aumen

Beweis von i): Sei a € Nj mit |a| = n, n+ 1. Dann

Lt (xe e 1) as =0

und somit
G e (0l = [ 090 [xe €m6)]ae| (3.54)
[ (e 1) g [ e 10 e

§2/R u" |l Inl’ HDE {xe(én ”‘dﬁ

fiir alle 0 < 0 < 1, weil ‘ei(”g)'" -1 <2 11€1% I9)°. Auf der anderen Seite erhalten wir nach der
Bemerkung 3.3.1b) und dem Lemma 1.3.3:

2@ (3.55)

< ZC x ! IBI |ot] §>m*|ﬂ\ (€, 1)*2

B<La
< o (€)™l (g, 1)

fiiralle S, neR", 0<e<1, N € Zg,l und a € A.
Nun wéhle 6 € (0,1) N (0,m). Dann folgt aus (3.54) und (3.55)

[ [xe€mB©@] [ < 3 ealx tenl [27x(
B<a

1) K () < 2 nl® [ 1€ (€)™, 1y7m g

< Capp™ m|? [/ !§\9d€+0a/ €1 g™l g 72m ag
|€1<1 l€|>1

0
< Corpt™ lpm|”,

wobei die Konstante C,, j, nicht von p,n und a € A abhéngt. Somit ergibt sich i).
Beweis von ii): Seien €,¢ € (0,1), §&,n € R” und A € > » ;. Dann erhélt man analog zu
2

(3.54) und (3.55), dass
(L + [pn]) [l [1Ke (0, ) = Ko (0, M| g4

) /
<ct) 30w nl® [ 16l o8 [ t6m - xo € 80, €
J

L(E
|a|=n,n+1 (Eo)

und

€l |

¢ [(xe (€m = xe €M) B©)]|| < 2n kel (€™ (€. 1) € L (RE).
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Daraus folgt zusammen mit dem Lemma 1.3.3 und dem Satz iiber majorisierte Konvergenz:

(LA L) L™ [ Ke (0, 2) = Ker (1 Ml gy =2 O

punktweise auf R} x> "= |, und deshalb existiert eine messbare Funktion K : Ry x> x| — L (Ep)
27 27
mit

Ferner erfiillt die Funktion K nach Teil i)

* 60—
C*p™ ||

K (n, A <

€ L ()

fiir alle \ € Zg,l und a € A. Daraus folgt ii).

Nun erhélt man nach (3.52), den Behauptungen i)-ii) und dem Satz iiber majorisierte Kon-
vergenz fiir alle [ <k, A € Y x ; und u € C° (R™, Ey) N W} (R™, Ey), dass
2 b

7 [ba(Dyu / K, ) (@) (@ = NM@)

‘)\’ (271') [K( ) (8a )]( ) S L (RnaEO)v

da 0%u € Ly (R", Ey). Also by(D)u € W} (R, Eg) und

bA(D) " _ Haa (i)

1
P

Lem. 1.1.3 1] N

= W Z H HP ) Ha HLp R",Ep)
|a|<k
M
15 Al lullwy@n gy (1 <P <o0)

fiir alle u € Cp° (R™, Eg) "W} (R™, Eg) ,\ € Zw ; und a € A. Den Fall p = oo zeigt man analog.

Dazu muss man oben »_ durch max ersetzen, O
la|<k |al<k

Satz 3.3.2 Seien m > 0, k € Ny, Sk Wk fir 1 < p < oo und B wie in (3.31). Wir nehmen
im Fall p = oo an, dass m > k. Auﬁerdem seien A :={a, : 7 € I} C S™P* (R", L (E4, Ep)) eine
beschrdnkte Familie von parabolischen Symbolen mit denselben Konstanten w > 0 und k > 1,

A%7) == a%(D) fir T € 3 und AO(T)Wg(anEO) die sz (R™, Ey) — Realisierung von

Bllfatom(anEl)
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A%(7). Dabei ist a2 der Hauptteil von a,. Dann existieren Konstanten M > 1 und R > 0, so
dass

<

-1
A+ A n
H( (Mwp ,Eo)) cwEn g L+

tr alle \ € und 7 € 7,
firatie e Y,

wobei M und R unabhingig von \ und 7 € J sind. Somit erzeugt —AO(T)WZ?(Rn,EO) eine analy-
tische Halbgruppe auf sz (R™, Ep).

Beweis. Nach (3.34) wissen wir, dass

-1 o —1
0 _
()\I“‘ A (T)Wplc(R",Eo)> = ()\I“— CL?.(D) B];fgom(Rn,El)> (356)
W;(R",Eo)
Auflerdem erhalten wir nach Satz 3.1.2, dass ein Ry > 0 existiert, so dass
— -1
(D = ()\I—I— a%(D ) 3.57
(D) B (R, Ep) ~(D) By (R™,Eq) ( )
fiir alle X € Egle, T €7, p,q € [1,00] und k € Ny. Daraus folgt unmittelbar
—1 —_—
(AI + AP )k o, EO)) — (D) auf WE (R™, Ep). (3.58)
= Blogo,oo(RnaEO)
Da die Abbildungen
M + a2(D) a—— By UMR", Ey) — By (R", Ep)
U U
ok Ak
A+ a2(D) B (Rn By) Byt (R Ey) — By o (R", Ep)
bijektiv sind und wegen Bemerkung 3.1.1, ist dann
A 9D = (Al 9(D 3.59
( + 6x0) éﬁ,té”mn,m)) < ) Bﬁ,té"(RmEl)) : (359
B;If,oo(anEO)

Weil W (R, Ey) — égm(R", Ey) fiir alle 1 < p < oo gilt, erhélt man

-1

—_——

—1 (3.59) (3.57) T
()\I-f- AO(T)WZI;:(RTL,EO)> = ()\I-f- CLQ_(D) =

b‘i(D)]
Wk (R, Eo) WEk(R™,Eo)

BS&W(Rn,El))
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Nun gibt es nach Satz 3.3.1 Konstanten M > 1 und Ry > Ry, so dass fiir alle A € Z%RZ
und 7 € J:

M
<

||u|ywk R" E, VGS(RTL,EO), 1 §p<OO,
wh@En By LT[l 5 (R",Eo)

0 —1
<>\I "‘ A (T)Wg(R",EQ)) u

(3.60)

M o0 n
< by Hu‘|W§O(R",EO) Vu € Cy° (R", Ep) . (3.61)

-1
A+ A° n
’( (Twr ® ,Eo)) u i S T4

Im Falle 1 < p < o0 ist S(R™, Ep) <, Wf (R™, Ep) und daher

<
c(Wh®nEy)) L1t RY

H ()\I + AO(T)WAQ(R”,EO)) o

falls 1 < p < 0. (3.62)

Es bleibt nur die Abschiitzung (3.61) fiir alle u € WX (R", Ey) unter der Voraussetzung m > k
zu zeigen.

Da m > k, gibt esein 11 € R (z.B. r; = Tm) mit 71 < k < r1 +m. Nun wéihlen wir ein
R3 > Ry, so dass (3.56), (3.61), (3.62) fiir alle A € 3 "« p_und 7 € J gelten und die Abbildungen

w\:!

e~ —

A + a2(D)

BT (Re ) B;jm(Rn, E,) — B;&l(R”? Ey)

0,1

U U
BLR(R™ Br) —  BY o (R", Ey)

—_——

A + a2(D)

BT (R E)

bijektiv und stetig sind (dies ist moglich wegen (3.1) und Satz 3.1.2). Dann

<>\I + a9(D) (3.63)

-1
BT‘l +m(Rn El))

-1
— 0
B’ésfé”o(R",El)> ()\I + a2(D)

BE oo (R™, Ep)

nach der Bemerkung 3.1.1.

Nun seien v € WE (R", Ep) und ¢ € S(R™) mit ¢ = 1 auf B;(0), 0 < ¢ < 1und ¢ = 0
auf R™\ By (0). Ferner sei (&) := (27%) fiir £ € R, I € Ny. Seien dariiber hinaus ro € R
mit 11 < r9 < k und 7 := r9 —r; > 0. Dann ist offensichtlich, dass 1; € SIZS” (R™) und
w = Y(D)u € Cy° (R, Ep). Somit erhélt man zusammen mit (3.56), (3.63), (3.13) fur alle
A€ Zg R, und 7 € J, dass von A und 7 unabhéngige Konstanten ¢;, ¢ = 1,2, 3, existieren, so
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dass

H ()‘I + AO(T)W;CO(W,EO)>_1 (u — w)

Wk (R™,Ep)

u — )

—1
BEm™ (R”,E1>> (

|- 0

WE (R™,Eo)

-1
ngm(RmEl)) (1= w)

< e flu—wllgr | wen )
= c2|[(1 — (D)) UHB;}J(R”,EO)

< ea |t = Gillgpmss oy Nlre oy

<a ()\I + a2(D)

BI™(Eq)

— 0, wenn | — oo.

Also

()\I + A (T)W&(R",EQ)> u; — ()\I + A (T)Wéco (R",Eo)) u 1 Woo (]R ,EO)
und gleichméfig in 7 € J. Weil

1(@(D)) ullyys (g gy = (20) % 60 ull s gon )

= (2m)"% max [0 R ull,_ o

< HJ]ZHLl(Rn) ﬁz}z ”85u||LOO(R",E0)

¥

L1(R") ”uHWé“o(R”,Eo) ’

erhalten wir zusammen mit (3.61), dass

0 -1
()\I + A (T)W&(R",Eo)) ug

< — n
=1+ |)\| ||ulHW§o(R ,Eo)

M |4 .
_‘WW“MWWM
L+ || o0

W& (R™,Eo)

M
= m HUHWQ(R",EO)

fiir alle A € } x p. und 7 € J, wobei die Konstante M:=M HQZ)HLl(
27

Rn)
und [ ist.

(3.64)

unabhéngig von 7 € J
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Daraus folgt

H (A + Ao . T

< ——— |ullyr o g fiir alle uw € WE (R™, Eyp),
wi (mn gy LA e R °°

(3.65)
)‘GZg,RS und 7 € J. O
Nun werden wir den Hauptsatz dieses Kapitels darlegen.

Satz 3.3.3 Seien m > 0, k € N, 8’; = W;f fir 1 < p < oo und B wie in (3.31). Wir nehmen
im Fall p = oo an, dass m > k. Auflerdem seien A = {a, : 7 € 3} C ™ (R", L (E1, Ey)) eine
beschrinkte Familie von parabolischen Symbolen mit denselben Konstanten w > 0 und k > 1,

A(r) == a,(D)
(1) = ax( )B’;,tom(R",El)
A(7). Dann gelten:

fir T € J und A(T)WZ?(Rn,EO) die Wlﬂf (R™, Ey) — Realisierung von

a)
d d
BM™ (R”, By) <5 D (A(T)WM,L,EO)) L phtm (R By), 1<p< oo, (3.66)
BT (R", ) = D (A(T)we g ) = BEFE (R, Ey). (3.67)

b) Ist Eg = E1, so existieren Konstanten M > 1 und R > 0, so dass

H (M + AT ) B

< fir alle X € __undT €T,
c(WhEnEy)) LT A ZEvR

wobei M und R unabhdngig von X\ und 7 € J sind. Somit erzeugt —A(T)W;c(anEO) eine

analytische Halbgruppe auf Wf (R™, Ep).

_ Beweis. a) Die Aussagen (3.66) und (3.67) folgen aus (3.1) und aus der Gleichheit
B]’;oo (R™, Eq) = b];po (R™, Eq) fiir 1 < p < oo, denn man erhilt nach Definition 3.2.2 mit
A(t): D (A(1)) C b’;,oo (R", Ey) =: Eg — Ep und
A(T)ys : D (A(T)W;f) c Wk (R", Ey) = E, — Ej,

P

dass

P

D (A(T)WI’;’(R",EO)) = {u € b’;fgom (R"™, Ey) : ar(D)

e WER™ Ey) b, p< o,

und somit!

B;ﬁl_m (Rn7E1) — D (A(T)W’E(Rn,Eo)> — b];:g;n (Rn, El) y 1 < p < 00.

'D <A(t)W£ (Rn’EO)) wurde mit der Graphnorm (3.46) versehen.
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Nun sei u € b’;fgom (R™, Eq). Dann existiert (wegen der Definition von den kleinen Besovraumen
b) eine Folge (u;);cn C Bg:;omﬂ (R™, Eq) mit u; — u in B;f&m (R™, Ey). Ferner erhdlt man nach
(3.1), dass

—~—

a-(D)

—_—

u = a,(D) u € Bg;g (R, Ey) — Wj (R", Fy)

b5 (R, En) By k't (R, En)
Daraus folgt D (A(T)sz) <, bitm (R™, Ey).

Weiterhin sei u € D (A(T)Wéc). Dann erhdlt man nach Definition von D (A(T)W;c) fiir ein
A€ Sy C p(—A(7)) wie im Satz 3.2.1, dass

vi— <)\I+m

Wk (R, Ep).
b’;tom(R”,El)>ue p (RY, Fo)

Da B;f’l (R™, Ey) <, W} (R, Ey) fiir 1 < p < oo, existiert eine Folge (v;);cy C Bﬁl (R™, Ey) mit
v — v in W} (R", Ey) . (3.68)

Aber aufgrund vom Satz 3.2.1 wissen wir, dass

P

(AI + A(T)Wg)_l - </\I + ay(D) L WE (R, Bo) — W (R™, Ey)

W} (R",Eo)

—1
k+m n
bP;OO (R 7E1)>

stetig ist. Daraus folgt

v — u in Wzi“ (R™, Ep) . (3.69)

o 1
= (A (D
ul < +ar(D) b’ﬁ%"@”ﬂl))

Auf der anderen Seite erhalten wir nach B;fjm (R™, Ey) = b’;jm (R™ Ey) — b’;i;om (R™, Ey) (siehe
Satz 1.1.2 f)) und der Bemerkung 3.1.1, dass

-1 - 1

= (A - D Bk-{—m R" E

bz;’tom(Rn’El)) v, ( + a,(D) )) v € BEY™ (R, By)
(3.70)

fir alle I € N. Dann folgt aus (3.68)-(3.70), dass eine Folge (u;);cyy C B;;jm (R™, Ey) existiert,
so dass

e (M + (D) ByA™ (R B
p,1 ’

a-(D)

(u —uy)

bgw(anEl)

uU—1u = lu—u +
o=l = s = vl "

= |ju — ulHW;C + v —Au—v + )\UZHW];c

< (L4 AD lv = wllypy + llv = vl — 0, wenn I — oo.
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Somit liegt BX1™ (R", Ey) dicht in D (A(T)W;c) fir 1 < p < oo. Folglich ist (3.66) bewiesen.
Analog zeigt man (3.67).
Beweis von b) Es reicht zu zeigen, dass der Operator

—A(T)wr : D (A(T)W;) C Wy (R”, Ep) — Wy (R, Ep)
sektoriell ist. Dazu wenden wir den (Stérungs-)Satz 1.2.2 an. Sei 7 € J gegeben. Dann
ar = al + (a, —a2), (3.71)

wobei —AO(T)WI;'c wegen der Sétze 3.3.2 und 1.2.1 sektoriell ist.
Weil ¢; == ar — a2 € S 17" (R, L (B, Ey)) und B, (R Ey) — B5 (R, Ey) —
3’; (R™, Eyp) fiir alle 0 < k < s < t gelten, erhélt man nach (3.1) fiir alle e € (0,1) N (0,m)
4r (D)gg(R",EO) = ¢ (D)

P

= qr (D)

Bg,tom(anEl)

k+m—e R™ E k+1—e R™. E,
pimeqan gy € £ (G517 R B0) BT (R, )
und £ (B{;jm—f (R, 1), B (R, E0)> L (B’;jm—e (R™, E1), 3% (R, EO)). AuBerdem er-
gibt sich aus (1.28), (3.32), (3.66), (3.67) und Satz 1.1.3d) mit 6 := =< dass

m

(8% (R, Eo), D(A(n)g)) = (B (R", Bo), BET™ (R", o)) = BE{™ ™ (R", By)

0,1 ’ ; 0,1

fiir alle 1 < p < oo. Zusétzlich ist D(AO(T)%) = D(A(T)S;;), denn a —a’ € Sirfo_l’p" (R™, L (Ep))
und deswegen

(a —a®) (D)

k41 k ke o
ppm o WE Bl — By §y fiir alle u € By L (R™, Ep) .
Bp,oo (R 7E0)

Nun folgt die Behauptung aus dem Satz 1.2.2. O

Korollar 3.3.1 Seien die Voraussetzungen wie tm Satz 3.3.8 mit p = oo, m > k, aber nun
3k, € {BUC*, CE,CF} und B wie in (3.31). Dann gelten:

a)
d d
b’;j”fl (R",Ey) = D (A(T)BUck(Rn,EO)> — b (R™, Ey),
° d d o
B]ogof{n (R, Ev) — D (A(T)cnmn gy ) = BErm (R™, Ey), (3.72)
B/;o-i:im (Rn7 El) — D A(T)Céc(anEO) — B];O—J':g (Rn, El) .
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b) Ist E1 = Ey, so erzeugt
. k n
—A(r)g D (A(r)g ) — Bk (", Eo)

eine analytische Halbgruppe auf & (R™, Ey) fiir alle 7 € 3. Genauer gibt es Konstanten
0 e ]%,7’[’[, M >1 und w >0, so dass

(3.73)

HWM(T)%)_1 ey LTI

fiir alle A € Sp, und 7 € 3.

Beweis. b) Wir wissen bereits aufgrund von (3.44) und (3.45) dass es ein R; > 0 gibt,

-1
so dass <AI+A(T>S§O) (3%) c 3% (R, Ep) fiir alle A € Z%Rl, 7 € J. Auf der anderen
Seite erhalten wir wegen B’;jgg (R™, Eo) N X (R, Ey) = B’;jgg (R™, Ep) und der Definition von
Realisierung eines Operators, dass

D (A (T)S,;O) - {u e BT (R™, Ey) : ar(D)

fir w e D (A (7')3;;0)

u € gl;o (RH’EU)} ’

S )

A(T)z u= ar(D)

u
BES (R, Eo)

und
D (A ) = {w e BER " B (D)

P

A(r)yg = a(D)

Wk (R™, E,
B’;ofg(R”,Eo)ue o ( ’O)}’

u fﬁI‘UED(A(T)Wé%).

BEFT (R, Ey)

Da BEI™ (R™, Eg) — BET™ (R", Ey) (siehe (1.28)) und %, (R, Ey) — WL (R", Ey) gelten, ist
dann

D(A(T)ggo) CD(A(T)W&) und A (7)g = ATy aufD(A(T)SQ.

Nach Satz 3.2.1 gibt es eine Konstante Ry > Rj, so dass fiir alle A € Zg,sz T € J die
Abbildungen
M+ A(T)ye © D (A (T)Wé%) L WA (R, Ey)
U U
M+ A(r)g : D (A (T)S,&) — 3 (R E)

bijektiv sind. Daher erhélt man wegen der Bemerkung 3.1.1, dass

(M4 Amg) = (M+AE) anf g & E).
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Daraus folgt zusammen mit (3.65) und der Definitionen der Normen |||y und |||z die
Behauptung (3.73).

Beweis von a) Ein Beweis fiir die stetigen Einbettungen in (3.72) fithrt man analog zum
Beweis von (3.66) und (3.67). Als Beispiel werden wir im Folgenden den ersten Ausdruck in
(3.72) zeigen.

Es ist klar, dass

D (A (T)BUC']‘C) = {u € b}(;—)’:glo (anEl) : a‘T(D) blgé:g(]R”,Eﬂ u € BUCk (RR,EU)} )

A(T)gyer v = ar(D) v firue D(A(T)gyer) -

bhd T (R By )

Daraus ergibt sich sofort D (A (7)gyer) < biT (R™, Ey). Nun sei u € b7 (R™, Ey). Dann
existiert nach Definition eine Folge (w),cy C BEZ (R™, Ey) mit v, — u in BE7 (R™, Ey).
AuBlerdem haben wir wegen (3.1), (1.19) und (3.28), dass

—_—— P

a-(D) - u = ar (D)

k1 k
™ (R, E1) BRETH (e ) € Bogoo (R”, B1) — BUC™ (R", Ep) .

,00
Also D (A () gyen) <> bEI™ (R? ).
Nun sei u € b¥ (R, Ey). Dann ist u € b’;jg (R™, E) wegen Satz 1.1.2 f), und nach (3.1),

00,1

(1.35), (3.28) ist

a-(D) u= a;(D)

b’ggig (anEl)

bk 1 (R", Ey) < BUC* (R", Ey).
e gy € Voo (R B1) = BUCT (R Bo)
Dies liefert b%, ; (R", E1) — D (A (T) gyn)-

Weiterhin sei v € D (A(7)gycr). Dann erhélt man nach Definition von D (A(T)gycr) fur
ein A € Sy, C p(—A(7)) wie im Satz 3.2.1, dass

vi= <)\I + a-(D)

BUC* (R™. E) .
bﬁ&’&é(Rﬂ,E@)ue (R”, Eo)

Da bk | (R", Ey) <5 BUCK (R", Fy) ist, existiert cine Folge (), C bk, | (R™, Ep) mit

v — v in BUC? (R™, Ey). (3.74)

Aber nach Satz 3.2.1 wissen wir, dass

: BUC* (Ey) — BUC* (Ey)

~1
I+ A(r T I+ a (D
(A (T)Buct) (A ar( )bkfm( " 1)>

BUCk(R™,Eq)

stetig ist. Daraus folgt

= <)\I + a (D) v —u in BUC* (R", Ey). (3.75)

—1
b’ééiZé(R",El)>
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Auf der anderen Seite erhalten wir nach bﬁ:{” (R™, B1) — biim (R™, Ey) (siche Satz 1.1.2 f))
und der Bemerkung 3.1.1, dass

—1 -1
— (AT + a (D
b’;m(Rn,E1>> Y < o )b’;:,;”(mn,El)>

fiir alle [ € N. Dann folgt aus (3.74)-(3.76), dass eine Folge (u;);cy C bﬁ:{n (R™, Ey) existiert,
so dass

v € VEM(R™, By (3.76)

00,1

w = <)\I + a,(D)

ar(D) (u — )

= [lu —wl pyer + v — Au = v + A gyon

I = wllpagry ) = 1o = wllsyer + P (B )

BUCk

< (14 AD lu — il e+ [0 = vl e — 0. wenm I — oo,

d
Somit ist BET™ (R", ;) <% D (A(T)Wg). O
Mit der Bezeichnung in (3.31) lassen sich der Satz 3.3.3 und sein Korollar in einem Satz
zusammenfassen:

Satz 3.3.4 Seien m > 0, k € No, §F = W} fir 1 < p < oo, & € {WE,BUCF,C§,CF}
und B wie in (3.31). Wir nehmen im Fall p = oo an, dass m > k. Auflerdem seien A :=
{a, : 7 €T} C S™Pn (R"™, L (E1, Ey)) eine beschrinkte Familie von parabolischen Symbolen mit

denselben Konstanten w > 0 und k > 1, A(T) := a(D)

I fiir T €3 und A(T)gz;(RmEo)

die S’; (R™, Ey) —Realisierung von A(T). Dann gelten:

a)
BM™ (R", Ey) <5 D (A(T)W;(Rn,Eo)) L phtm (R By), 1<p< oo, (3.77)
B (B, Ey) > D (A(r)w o ) — BEZ (B By), (3.79)

m n d m n
I (R, Ey) D(A(T)BUck(Rn,EO)> — bET(R™ EY),
d
—

d
—

d
—
—

élgof{n (R", Ex) D { A(T) or(re, o) B (R Ey), (3.79)
Blgoffl(RmEl) D A(T)cgj(Rn,Eo) — BEM(R" Ey).

b) Ist By = Ey, so existieren Konstanten M > 1 und R > 0, so dass

-1
H ()\I + A(T)S:Zlg(Rn7E0)> fir alle A € ZE " und T € 7,
27

Lk (R, Ep)) 1+ Al

wobei M und R unabhdngig von A und 7 € J sind. Somit erzeugt
~A(r)zs D (A(n)gs) — Bk (R”, E)

eine analytische Halbgruppe auf 3’5 (R™, Ep).



KAPITEL 4

Anwendungen

In diesem Kapitel untersuchen wir mittels der Ergebnisse des dritten Kapitels parabolische
Evolutionsgleichungen.

im ersten Abschnitt betrachten wir nicht-autonome, lineare Cauchy-Probleme mit konstan-
ten als auch mit variablen Definitionsbereichen. Danach wird im zweiten Abschnitt semilineare
Cauchy-Probleme studiert. Analysiert wird insbesondere die Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen eines semilinearen elliptischen Differentialgleichungssystems zweiter Ordnung. Zum
Schluss stellen wir im dritten Abschnitt die Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen eines
Koagulations-Fragmentations-Problems mit Diffusion fest.

4.1 Lineare Cauchy-Probleme

Seien T' > 0, J := [0, 7] ein abgeschlossenes Intervall in R und ¢ € J. Im Folgenden bezeichnet ¢

ina(t-)e Sfdp” (Rg, L (Ex, EO)) und in a(t, D) nur einen Parameter. Ferner betrachten wir in

diesem Abschnitt eine Familie A := {a(t, ) : t € J} C ™~ (R", L (E1, Ey)) von parabolischen
Symbolen mit denselben Konstanten w > 0 und « > 1, so dass

Jat—al(t,-) e S™ (R", L(E1, Ey))

eine holderstetige Abbildung beziiglich der Symboltopologie ist, und wir wenden die Sitze des
Abschnitts 3.3 an, um Existenz und Eindeutigkeit der Losungen des Cauchy-Problems

{ i+ Alt)gu=f(1), teJ\{0},

' (0) = o, (4.1)

in Sl; (R™, Ep) zu untersuchen. Dabei sind A (t) = a/(zz,\ﬁ), teJ,und f:[0,7] — 3’; (R™, Ey)
eine gegebene holderstetige Funktion.
Eine Funktion u € C ([0, T], E)NC* (]0,T], E) heifit klassische Lésung von (4.1) in [0, 77,

wenn u (t) € D <A(t)g;;> und o/ (t) + A (t)S’; u(t) = f(¢t) fir alle t € ]0,T] und u(0) = ug. Gilt

79
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zusitzlich u € C1([0,T]; E), dann heifit u strenge Losung von (4.1). In diesem Fall erhélt
man ug € D (A (0)8’;>

d
Im Folgenden seien Ey, F1 Banachrdume mit F; — Fj.

Lemma 4.1.1 Seien a,m,s e R mit 0 < a <1 undm >0, p,q € [1,0], p, wie in (1.1), A:=
{a(t,)):te J} C Sy (R", L(Ex, Eo)) eine Familie der parabolischen Symbole mit denselben
Konstanten w und k, so dass

tal(t,) € C® (J, S (R, L (B, Eo))) . (4.2)

Aufserdem seien B € {B,é,b} und A (t) := a(t, D)

und

fiirt € J. Dann ist A beschrdankt
B;Em(anEl)

t— A(t) € C* (J,L (By ™ (R™, Ey), By ,(R", Ey))) -

Beweis. Da die Funktion g : J — R, die durch g(¢t) := ||a(t7')”S{”(;""(Rn,L(El,EO)) teJ
definiert ist, nach Voraussetzung stetig auf dem kompakten Intervall J iyst, erhélt man sofort,
dass A beschrénkt in ST (R", £ (E1, Ep)) ist.

Nun seien ¢,¢ € J und diy (-) := a(t,") —a(t,:) € ST (R", L (E1, Ep)). Dann folgt aus
(3.2) und (4.2), dass

—_——

|A(t) — dyp (D)

At . =
ez o g0 ’ B (B |2 (3fm (&n 51) B3 (R, o))
) »1):9p.q )

/
< ella(t) ~ 0 () oo o ey
<cK|t—t|",
wobei die Konstanten ¢ und K unabhingig von ¢, ¢ sind. O
Beachte, dass das Lemma 4.1.1 wegen (3.47) auch gilt, wenn man dort Sffdp " durch S™r
ersetzt.

Nun rufen wir die dichten Einbettungen (1.36) in Erinnerung, die in den folgenden Sétzen
eine wichtige Rolle spielen.

d
Seien p,q € [1,00], —00 < s < t < 00, Ey, By Banachriume mit E; — Ey und B €
{b,é;B mit 1 < g < oo}. Dann gilt

d d
Bl (R", E) < B, (R, Ey) < BS, (R", Ey). (4.3)
Daraus folgt fiir alle m > 0, dass

m-rSs n d S n
By (R", Ey) — By, (R", Ey) . (4.4)

. d
Deswegen nehmen wir zuerst an, dass F1 — Ej.
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4.1.1 Von t unabhingige Definitionsbereiche D (A(t))

d
Seien Ey, F; Banachriume mit Fy — Ey gegeben.

Satz 4.1.1 Seien a,m,s € R mit 0 < o < 1 und m > 0, p,q € [1,00], pp wie in (1.1),
B e {b,é;B mitl <gq< oo}, A= {a(t,)):teJ} C Sy (R", L(E, Ey)) eine Familie der

parabolischen Symbole mit denselben Konstanten w und K, so dass

b a(t,) € C (ST (R", £ (By, F))

und seien auferdem A(t) = a(t,D)

irt € J, uy € B, (R" Ey) und
BEE™ ®n ) fiir ugQ 5 0) un

fec(l B;, (R™, Ey)). Dann existiert eine Konstante @ > 0, so dass der Operator A(t) :=

wl + A(t) fiir jedes t € J folgendes erfiillt:
a) D (A(t)) = B (R", By) und D (A(t)) < Bs (R, Ey) fiir alle t € J.
b) Es gibt eine Konstante M > 1, so dass {z € C: Re(z) >0} Cp (—fl(t)) und

<
c(By,(®n o)) 1T Al

~ —1
H (M + A(t)) fiir alle Re(\) >0 und t € J.

¢) Der Operator A(t) A (7)™ ist holderstetig in t mit der gleichmafigen Operatornorm fiir
jedes T € J (fest): Es gibt eine Konstante K > 0, so dass

’M@pﬂﬂ*—AuﬁAhrw <SK|t—t|" firalett' €J.  (4.5)

L£(Byg 4 (R™,Ey))

Somit existiert eine eindeutige Losung u = u (-, ug, f) des Cauchy-Problems
{u+A(t)u:f(t), te J\{0}, (4.6)
u (0) = uo,
(wegen der Theoreme 1.2-1.8 in [Ta,60] und der Séitze 4.11-4.12 in [Pou,65]) und*
ue O (J\ {0}, By (B", ) N O (J\ {0}, By, (R", Ey))

12,
Genauer ist u(t) = e“*o(t), wobei

v e C (J\{0}, B (R, By)) n C (J\{0}, B, (R", Ey))

7P

die eindeutige Losung des Problems

W+ At u=etf (1), t € J\{0},
{ AU (4.7)

ist. Die Funktion u ist eine strenge Lisung von (4.6), wenn uy € B;?(;rs (R™, Ey).

Lw € C* (J\ {0}, E) bedeutet, dass w € C° ([¢, T], E) fiir alle 0 < ¢ < T
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Beweis. Nach Korollar 3.1.2 erhalten wir, dass von ¢ unabhéngige Konstanten w > 0 und
B € |5, [ existieren, so dass Sg., C p(—A(t)) fiir alle ¢ € J. Wir werden fiir ein festes @ > w
zeigen, dass der Operator A(t) := OI + A(t), t € J, die Aussagen a) — c) erfiillt.

Die Aussage a) folgt aus der Definition von A und (4.4). b) folgt aus dem Korollar 3.1.2. Es
bleibt nur (4.5) zu zeigen. Dafiir seien 7,¢,¢' € J und u € B, , (R", Ep). Dann gilt nach Lemma
4.1.1 und Satz 3.1.2, dass

[AwA@ " = A@) Al

[A (1) — A (t’)] (A ()L u) ‘

A(T)flu‘

B ,(R™, Ep) H

<K|t—t|"

B ,(R™, Ep)

By ™ (R", Eo)
< Ke(r) ‘t - t/}a ||u||Bqu(R”,E0) ’

wobei die Konstanten K und ¢ (k) unabhiingig von 7,¢,t' € J sind. Somit ist (4.5) bewiesen. [J

Bemerkung 4.1.1 Seien die Voraussetzungen wie im Satz 4.1.1 gegeben, aber mit Fy — Ej
und B € {b,é,B}. Dann erhdlt man: ') D (A(t)) = Byt™ (R", E1) — By, (R™, Ey) fiir alle
t € J und b),c) wie im Satz 4.1.1. Daraus folgen zusammen mit den Theoremen 4.1, 4.3, 5.1
und 5.4 in [Acq-Te,85]:

—— B ,(R",E,
i) Ist ugp € By™ (R™, Ey) pal O), so hat das Problem (4.6) eine eindeutige Lisung u in
C (J\ {0}, Byt (R™, Ey)) n CHre (J\ {0}, B5 , (R", Ey)).
N stm o = Br.a(R"Eo)
ii) Sind ug € B5t™ (R", E1) und A(0)ug + f(0) € By" (R™, Ey) "
eine strenge Lisung.

, so ist dann u

4.1.2 Variable Definitionsbereiche D (A(t))

Wir werden nun den Satz 3.3.3 und das Korollar 3.3.1 anwenden, um Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losungen des Cauchy-Problems (4.1) auf W:f (R™ Ep) falls 1 < p < oo und auf
BUC* (R", Ey) falls p = oo zu erhalten. Im Gegensatz zum obigen Fall (D (A (t)) = Byt (R™, Ey)
fiir alle t € J) stehen uns lediglich (3.77) und (3.79) zur Verfiigung, das heif3t

d d
ngm (Rna El) — D (A(T)WIE(R",E'O)) — b];j;om (Rn, El) , 1< p < 00,
d d
bﬁ;ﬂn (R”, El) — D (A(T)BUC"“(]R”,EO)> — blég:gﬂo (Rn,El) )

In diesem Fall verwenden wir ein in [Am,95; Chapter IV, Theorem 2.5.1]2 bewiesenes Theorem
iiber die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen des Cauchy Problems (4.1), wobei D (A (t))
variabel sein kann.

2Beachte, dass die reelle Interpolation () p fir 1 < g < oo eine “zuldssige” Interpolation ist. Dazu siehe
§2.11 in [Am,95].
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Satz 4.1.2 Seien (A(t)),c; eine Familie von Operatoren in einem Banachrawm Eq mit Defini-
tionsbereich Eq (t) := D (A (t)) firt € J, so dass

a) By (t) <% By fir alle t € J.

b) {z € C:Re(z) >0} C p(—A(t)) und es gibt eine Konstante M > 1, so dass

H()\I n A(t))*H fiir alle Re(\) > 0 und t € J.

< -
L(Eo) — 1+ |A|

¢) Es gibt Konstanten 6 € ]0,1[, ¢ € [1,00[, K > 1 und einen Banachraum Ey , := (Ea,q; H'H@,q):
s0 dass
Egq = (Eo,E1(t))g,, = Egq (?)
und
K el < Nzl o < lzla,

fiir alle x € Eg 4 und t € J.

d) Es gibt Konstanten p € |1 —0,1[ und n > 0, so dass t — AL (t) € C?(J, L (Ep,Eqy))

und 1 !
A= () — A (t/)Hﬁ(EmEG,q)

sup <.
e d, t4t [t —t|”

Auperdem seien ug € Eo, F' = (Eo,Eq4)z,. fir ein 0 €10,1[, r € [1,00[ und
f € C7 (J,Bo) + C (J, F)
fir ein o € 10,1[. Dann hat das Cauchy-Problem

{z’H—A(t)u:f(t), t e J\ {0},
u(0) = uy,

eine eindeutige Lisung
u € C(J,Ey)nC*(J\{0},Ep).

Ist ug € (Bo,Eo,q) 4 , fir ein 8" €]0,1] und ein ¢’ € [1,00[ , so ist
we C(J,(Bo,Bag)g )
Ferner ist u eine strenge Lésung, wenn ug € D (A (0)).

Beweis. Siche [Am,95] Theorem 2.5.1 in Chapter IV. O
Nun nehmen wir im Folgenden E; = Fy an.



84 Kapitel 4. Anwendungen

Lemma 4.1.2 Seien a,m € R mit 0 < o <1 und m >0, p € [1,00], A:={a(t,"):t € J} C
SmPr (R™, L (Ep)) eine Familie der parabolischen Symbole mit denselben Konstanten w und k,
s0 dass

t—al(t,-) e C*(J,8™P (R", L(Ep))) .
Auferdem seien k € Ny, S’; = Wﬁ fir 1 < p < oo, §& = BUCF (in diesem Fall p = co wird
m > k angenommen), B wie in (3.31) und A (t) := a(t, D)

urt € J. Dann existiert
Bllfgom(anEO) f

eine von t unabhingige Konstante @ > 0, so dass der Operator A(t) := &I + At)gn, t € J,
erfillt:
A A~k (on -
a) Ei(t) := D (A(t)) < 5k (R, Ey) = By fiir alle t € J.,

b) Es gibt eine Konstante M > 1, so dass {z € C: Re(z) >0} Cp (ffl(t)) und

~ -1
H (M + A(t)) fiir alle Re(\) > 0 und t € J.

<
LEy) LA

¢) Fiir jedes p,q € [1,00] und 6 € ]0,1[ existiert eine Konstante k > 0, so dass

Eg,q := By i9™ (R", Eg) = (Eo,E1(t)),, fir allete J (4.8)

q

und

K el < el s, < A el
fiir alle x € (an; H-||0,q> und t € J.
d) Fiir jedes 6 €10,1[, p,q,r € [1,¢], v € ]0,0m[ und 0 := X gilt
By (R™, Ey) = (Eo, Bg g)g, -
e) Fiir jedes 0 € 10,1 und jedes q € [1,00] gibt es eine Konstante n > 0, so dass

t— A1 (t) € C*(J, L (Eo, Eg ) (4.9)

und
At - At

L(Eo,E
sup A (Bo o) <. (4.10)
e, 4t |t —t|




4.1. Lineare Cauchy-Probleme 85

Beweis. Nach Satz 3.3.3 und Korollar 3.3.1 erhalten wir, dass von ¢ unabhéngige Konstanten
w>0und B € ]g, 7r[ existieren, so dass Sg,, C p (—A (t)%) fiir alle t € J. Wir werden fiir ein
festes @ > w zeigen, dass der Operator A(t) :== oI + A (t)g;;, t € J, die Aussagen a) — e) erfiillt.

Aus Satz 3.3.3, Korollar 3.3.1, (1.28), Satz 1.1.2 a) und (3.32) folgen a), b) und

BYA™ (B, Bo) = D (A (1)) = BYS (B, B

BE| (R, Eg) — §L (R", Ey) — Bf , (R", Ey)

fiir alle ¢t € J und p € [1, 00]. Daher und aufgrund vom Satz 1.1.3 d) und (1.45) erhélt man fiir
jedes 0 €]0,1[ und p,q € [1,00], t € J:

(35 (&, B0). D (A())), = BE"™ ", Eo).

0,q
Somit erfiillt A die Aussage c).
Die Aussage d) folgt aus
B;;’l — {?I; — Bﬁoo, B}’;jem — B;f"gem — B;fj;ﬁm Vp,q € [1, 0]

und aus dem Satz 1.1.3d), denn
k pk+0 : k k+6 . 1—0)k+0(k+0m) k
(EO’ Eovq)é,’f’ - (gP, prjl_ m)ér - (Bp’:l’ pr—il_ m)ér - BZS’T ) - Bpj:’y

fﬁr@z#.

Nun zeigen wir e). Man hat nach §& (R", Ey) — Bf _ (R", Ey) fiir alle p € [1,00], dass

-1
B’;,t?)

fiir alle t € J, wobei ¢; eine Konstante unabhéngig von t ist. Aulerdem existieren von ¢ un-
abhéngige Konstanten ca > 0, M und R > 0 (wegen des Satzes 3.1.2 und B;fjgom(R",Eo) —
B{;fggm(R”, Ep)), so dass
-1
)

fiir alle X € Z%R, teJund j=06,1.

HA(t)_IHc <w1+ a(t, D)

<Cl

(4.11)

(gllg’BﬁJ&?m) E(Bk

k+6m
p,oo?BI%OO )

<M (4.12)

-
Bi)

<)\I + alt, D)

L(Bk

p,007
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Jetzt wihlen wir ein @ > R (also @ € Z% r)- Dann erhalten wir fiir alle t,¢ € J, dass

[ae =@,

k+6
3k.ByE™)

< (J;I+ a(t, D) , (wie in (4.11))

-1
o)

-1 —_~—
B’;fg;") - (J)I-i— a(t’, D)

—1
<c (@I—F a(t,D) k+m) a(t, D) —— a(t’7D) e
Bp.od L(BE oo, BEEE™) P,o0 Byl (Bt BE )

—_~— -1
<‘I)I+ a(t’, D) Bk+m)
p,00

L(BE oo, BEET)

a(t, D)

<c (CQM)2

—a(t', D)

, (nach (4.12))
Byt Bt [ (Bt BE L)

< Mo ’t — t"a (wegen der Bemerkung des Lemmas 4.1.1).

Dabei ist 7)o := ¢1 (coM)? K eine Konstante unabhiingig von ¢. Somit ist (4.10) fiir ¢ = co und
alle § € |0, 1] gezeigt.

Nun sei ein #/ € R mit 0 < § < 6 < 1. Dann gilt fiir alle ¢ € [1,00] nach (1.19), dass

B;I;:;g/m (R™, Eg) — Bit?™ (R", Ey). Daraus folgt

HA—l () — A= ()

HA—l (1) — A= ()

L(Eo,Eg,q) L(Eo,BEH™)
/€, tht! |t =] /€, tht! [t —t|
ATy — AL (¥
c||at O (g 82009
< sup T
e, tAY |t =]
AL () — A
H ®) () L(Eo.Egr )
=c sup o
/€, t4t! |t —t|
< Moo =i 7N
und somit ist e) bewiesen. O

Satz 4.1.3 Seien a,m, T € Rt mit 0 < a < 1, p € [1,00|, 0 € |1 —a, 1], p, wie in (1.1),
J=10,T], A:={a(t,:):teJ} C 8™ (R" L(Ey)) eine Familie der parabolischen Symbole
mit denselben Konstanten w und k, so dass

te a(t,) € C%(J, 8™ (R, £ (Ep))) .
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Ferner seien k € Ny, 3’; = W}f fir 1 < p < oo, & = BUC* (in diesem Fall, p = oo, wird

—_—~—

m > k angenommen), B wie in (3.31) und A(t) := a(t, D)

seien ug € S]; (R™, Ep) und

Bllﬁ,tom (anEU

fece (J, 3w, Eo)) +C (J, BEY (R™, E0)>
fir ein o €10,1[, r € [1,00[ und v € ]0,0m][. Dann hat das Cauchy-Problem

u—l—A(t)&gu:f(t), t e J\ {0},
u(0) = uy,

eine eindeutige Lisung
weC (J, 3k (®, EO)) nct (J\ {0}, 8" (", E0)> .
Ist ug € B;;;,”wﬂ (R™, Ep) fiir ein 0 < 8 <1 und ein ¢’ € [1,00][, dann
k+m0B mon
we C (1B (R, Ey))

Auflerdem ist u eine strenge Ldsung, wenn ug € D (A (0)gk>
p

Beweis. Nach dem Lemma 4.1.2 und dem Satz 4.1.2 existiert eine eindeutige Losung

veC (43R Eo)) N Ct I\ {0}, 35 (R", Eo))

des Problems - }
U+ At)u=e“f(t), t e J\ {0},
{ u(0) = wo.

Dabei ist A (t) wie im Beweis des Lemmas 4.1.2.

: fur t € J. Weiterhin

(4.13)

Nun seien 0 < 3 < 1 und ¢’ € [1, oo[. Dann gilt nach den Voraussetzungen, dass 7/ := mé3 <

m6, und deswegen ist 7/ € |0, 0m/[. Damit folgt aus dem Lemma 4.1.2d), dass

k+mOB mn _ pktY on -
B,y RY, Eo) =B, )" (R”, Eo) = (Eo,Eo,q)5, -

Also liefert der Satz 4.1.2, dass v € C (J, Bg;meﬁ (R™, Eo)), wenn ug € Bﬁ:,m% (R™, Ep) und v

eine strenge Losung ist, wenn ug € D (fl (O)) =D (A (0)315). Somit ist

u(t) := e*to(t)

die einzige Losung von (4.13), die alle gewiinschten Eigenschaften dieses Satzes besitzt.

g
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Bemerkung 4.1.2 Wenn Ey = E1, %k Wk fiir1 <p < oo, §k € {BUC]“ CO,C’b,Wk } und
B wie in (3.31) sind, dann erhdlt man

D (A(t)g) = % (R", Eo)

statt a) im Lemma 4.1.2. In diesem Fall kann man die Theorie iber lineare und parabolische
Gleichungen in Banachrdumen mit nicht dichten Definitionsbereichen anwenden. Dazu siehe z.
B. [Acq-Te,86,87] und [Ya,89,90).

4.1.3 Beispiel

Seien k € No, 1 < p < 00, 0 €10,1[, up € W} (R) = W} (R,C), f € C? ([0,1],W} (R)), b € R,
b > 0 und wir betrachten das Cauchy-Problem

{ U — ANgu+bsin(t)u = f(t,x), (t,z) € (0,1] x R,

u(0,2) = up(x), z €R, (4.14)

auf WZ? (R). Mit Hilfe des Satzes 4.1.3 werden wir die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen
dieses Problems zeigen.

Dabei sind Ey = 1 = C, Sk Wk B = B, n =1 und p, = 2. In diesem Augenblick seien
I¢ : C — C die identische Abblldung und a : [0,1] x R — L (C) eine Funktion, die durch

a(t,€) = [ +bsin()] Ie, (£,€) €[0,1] xR,
definiert ist. Es ist klar, dass a (¢,-) € S*! (R, £ (C)) fiir alle t € [0,1] und [ € N, nimlich

la (t, Ml s2e@.cic)) = max sup ‘<§>‘a'*2 g €] ‘ + bl <2+ b fiir alle ¢ € [0,1].

Dabei beachte, dass a® (t, &) := ¢ der Hauptteil von a (¢, -) ist. AuBerdem gilt fiir jedes ¢ € [0, 1]

a(t,D)=—A+bsin(t)lc auf S(R)

Nl g2

(dazu siehe Definition 2.2.1). Weil {u eSR): H'”B,’;ﬁ.ﬁ(R)} B, () BI’;J&? (R) — S (R),

miissen die Operatoren H(t) := a(t,D) und —A + bsin(¢)I¢ im Distributionensinne

By (R)

zusammenfallen. Nun sei A(t), t € [0,1], die W} —Realisierung von H(t) in W} (R), das heiBt

{ D(A®) = {u € BEE2 (R): Htju e W) (R)},
A(t)u :== H(t)u, ue D (A(t)).

Dann ist

{u+A() = (), te (0,1},
u(0) = ug
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das entsprechende abstrakte Cauchy-Problem von (4.14) mit
[t F(1) = f (1)) € €7 ([0,1), Wf (R)).
Zum Schluss zeigen wir, dass A := {a (t,-) : t € [0,1]} C $%2 (R, L (C)) eine Familie der parabo-

lischen Symbole mit denselben Konstanten w und & ist, und
t—al(t,-) € C*L([0,1],5% (R, L(C))) (4.15)

fiir alle € ]0, 1[.
Es gibt eine Konstante w > 0, so dass

ey pt>22 424+ 1 fiir alle |€, p| > w.
Weil ¢4 + p# > 26242 fiir alle &, € R gilt, ist

4 _

722%
&~
+
=
|

AV
Wl Wl W~ Wl

[
[
[£4+M4+2§2+2M2+2£2M2+1]
(

£+ 2—1—1)2 fiir alle |&, p| > w.

=

Daher folgt fiir alle ¢ € [0,1], 6 € [—-%, 5] (also cosf > 0) und alle |¢, u| > w, dass

26 + 2| = \J(w2ei +€2) (u2e= + )

= /& + A + 26212 cos b

> VE
L 2 2 _L 2
zﬂ(uf +u)—\/§<§,u>-

Also ist A := {a(t,-): t €[0,1]} € S*2(R, L (C)) eine Familie der parabolischen Symbole mit
denselben Konstanten w und & := v/3, denn

[uQeiGIC + ao(t,f)} -

—‘[uQép-%EQ}_ll§§H<§,u>_2
£(©)

fiir alle |, 4] > w, 0 € [-Z,%] und ¢ € [0,1].
AuBerdem erhélt man fiir alle o € ]0,1[ und alle ¢,¢" € [0, 1], dass

Ha(t, D) —a(t, -)HSM(RL(C)) < |0] ‘sin(t) — sin(t’)|
gb[( sup knsun|> [t—t] <ol |t —¢|",
Be[0,1]

also gilt (4.15). Dann folgt aus dem Satz 4.1.3, dass das Cauchy-Problem (4.14) eine eindeutige
Lésung u € C ([0,1] ,Wlf’ (R)) nC* (Jo, 1] ,W]ﬁ“ (R)) besitzt.



20 Kapitel 4. Anwendungen

4.2 Semilineare Cauchy-Probleme

4.2.1 Existenz und Eindeutigkeit von LOsungen des semilinearen Cauchy-
Problems

In diesem Abschnitt bezeichnen Egy, E; Banachriume mit Eq <i> Eo und (Eo, El)g,r einen reellen
Interpolationsraum zwischen Eg und E; fir 0 < 6 < 1 und 1 < r < oo. Ist eine Funktion
u : E; — Eg Fréchet-differenzierbar, dann sagt man u € C!(Eq,Eq), wenn deren Fréchet-
Ableitung Du : E; — L (Eq,[Eg) stetig ist. Induktiv definiert man C* (E1,Eo) fiir ¥ € N und
C> (Eq,Eo) durch (o C* (E1,Eo). Nun definiert man zu k € Ny, u € C* (E1,Eo) und einer
beschriankten Teilmenge B C E;

pr,B(u) := maxsup || D"u(x)||
r<k xeB

und den lokal konvexen Raum
Ck (B, Eo) := {u € CF(E1,Eo) : prop(u) < 0o VB C Ky beschréinkt}

mit der Topologie, die von der Familie der Halbnormen {pj g : B C E; beschréankt} induziert ist.
Dabei bezeichnen D% := u und C° (E1,Eg) := C (Eq, Ey).

Weiterhin sei C{° (E1,Eq) = Nken, CF (E1,E¢) mit der von der Familie der Halbnormen
{pr.B : k € Ny, B C E; beschrankt} induzierten Topologie. Dariiber hinaus definieren wir zu ei-
ner Funktion u : E; — Eg und zu einer beschrankten Teilmenge B C E;

(@) —u (9) g
pe (u) := sup Ju («)||g, + sup °
z€B z,yeB Hl‘ - yHEl
TFy

und
C}-(Ey,Eo) := {u:E; — Eg : pp (u) < oo fiir alle B C E; beschriinkt} .

Mit der Familie von Halbnormen {pp : B C E; beschrénkt} ist C}- (E1, Eo) ein lokal konvexer
Raum. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist

CI% (El,Eo) —> C%’ (El,Eo) .

Nun seien 7' > 0, J = [0, 7], X ein lokal konvexer Raum, dessen Topologie von der Familie der
Halbnormen P indusziert ist, und 0 < o < 1. Dann definieren wir fiir eine Funktion v : J — X,

TeJundpeP
p(u(s) —u(?))

P, (u) == max p(u(t))+ sup P

’ 0<t<T 0<s<t<T

und den lokal konvexen Raum

C*(J,X) = {u:J—>X :paj,(u) <oofiralle T € Jundpep}
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mit der Topologie, die die Familie der Halbnormen {p W TeJundpe 77} erzeugt.

Mit den obigen Definitionen lisst sich jetzt ein Resultat iiber Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen des semilinearen Cauchy-Problems formulieren. Im Folgenden bezeichnet J := (0, T7.

d
Satz 4.2.1 Seienr € [1,00), 0< p<y<f<1,0€{8,v,p}, E1 = Ey und
Egm = (E(]’El)O,r .

Aufserdem nehmen wir an, dass —A (t) : E; — Eg eine stark stetige und analytische Halbgruppe
auf Eq erzeugt, und

[t — A(t)] eC” (J,£ (El,Eo)) s
t—g(t,)] € C*(J,C} (E,,E,))

fir ein ac € (0,1).
Ist ug € Eg, gegeben, so hat das Anfangswertproblem

{u+A(t>u:g(t,u>, ted, (4.16)

u (0) = uo,
eine eindeutig maximale Losung
(- u0) = u (-, uo, A, g) € C (J (ug) , Eg,) N C (j (ug) ,El) nol (j’ (o) ,Eo) .
Das mazimale Intervall der Existenz, J (ug) := J (uo, A, g), ist offen in J. Ist

sup [t o), < o0
teJ (uo)N[0,T] ’

fiir jedes 1:“ € J, so ist u (-, ug) eine globale Ldsung, das heifst J (ug) = J. Auferdem gibt es
fir jedes T € J (up) eine Umgebung U von (ug, 4, g) in

g, x C*(J, £ (1, Eo)) x C* (J,C- (B, E,))
so dass [O,T} cJ (ao,/i,g) Fiir (ao,fx,g> e U und
w (i, 4,5) — u(uo,Asg) inC([0,7] Eg, ),
wenn (aO,A,g) (w0, A, g) inU.

Beweis. Siche [Am,00] Theorem 5.1. O
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4.2.2 Elliptische Differentialoperatoren

FEine Anwendung des Satzes 4.2.1 auf einer Familie der elliptischen Differentialoperatoren wird
durch ein Beispiel im néchsten Abschnitt eingefithrt. Aus diesem Grund geben wir in diesem
Paragraphen einige Definitionen und Eigenschaften der elliptischen Differentialoperatoren wie-
der, die man in [Am,01] Sektion 3 finden kann. Insbesondere wird im Satz 4.2.2 gezeigt, dass das
Symbol eines normal-elliptischen Differentialoperators mit konstanten Koeffizienten parabolisch
ist.

Seien Ey, E; Banachrdume mit £y — Ep, m € N und a, : R" — L (E1, Ey) fiir |a] < m.
Dann ist

P:=P(z,D;):= >  aq(z) DS (4.17)
la|<m

ein linearer Differentialoperator auf R" mit £ (E;, Ey) —vektorwertigen Koeffizienten. Wir
nennen po : RE x R — £ (E1, Ep),

po (z,§) == Z aq (x) &7, (4.18)

|a|=m
das Hauptsymbol von P.
Fir 6 € [0,7] sei ) 5 :={A € C:|arg\| <0} U{0}. Sind k > 1 und 6 € [0, 7) gegeben, so
wird der Differentialoperator P (x, ) —elliptisch genannt, wenn
K

M 4o (€))7 € £ (B, 1) und ([0 4 po (o007 <

(4.19)
fiir alle A € >y und (z,§) € Ry x Ry mit [¢] = 1.

Der Operator P heifit —elliptisch, wenn er (k, ) —elliptisch fiir ein £ > 1 ist, und normal-
elliptisch, wenn er §—elliptisch ist.
Bemerkung 4.2.1 ([Am,01], Remarks 3.1) Sei P wie in (4.17). Dann gelten:

a) Die Bedingung (4.19) ist dquivalent zu
K

N+ 90 2,67 € £(Bo, Br) wnd [N 4p0 017 S gy

fir alle A € 35 und (z,€) € Ry x RY mat £ # 0.
b) Ist P normal-elliptisch, so ist m gerade.

Satz 4.2.2 Seien P ein normal-elliptischer Differentialoperator (genau genommen (k,m/2)-
elliptisch) mit konstanten Koeffizienten, das heifit a (x) = ao € L (E1, Ey) fir alle x € R™
und |a| < m, und sei My, := max{||aq| : |a| < m}. Dann ist

p(€):= ) aal® € ST (R", L (E1, Ey))
|| <m

ein parabolisches Symbol mit Konstanten w 1= w (k, My,) > 0 und ko := Ko (k,m) > 1. Dariber
hinaus ist p parabolisch in S™ P (R™, L (E1, Ey)) mit Konstanten w und k.
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Beweis. Seien pg (§) := szm an® und q (&) == p (&) — po (§) fiir & € R™, wobei py das
Hauptsymbol von P ist. Dann gilt fiir alle £ € R™:

10 ()l e,y < (max{llaall sl <m}) D [ < e (M) max {1, g™}

la|<m—1

Daher und aufgrund der Bemerkung 4.2.1 a) erhélt man

la@ a1 +po )7

IN

10Ol ez,m0) | AT +20 (€))7

m—1
<mc<Mm>mjx{1,§| }
= €™+ A

L(Ep) L(Eo,E1)

firalle 0 £ € R” und A € > x.
2
Nun seien © >0, 6 € [—g, g] und \ == p"e? € Z% Da

k¢ (M,,) max {1, |§]m71}
lim —
|1l —00 &™ + pm

=0 gilt,

gibt es eine Konstante wy := wy (k, M,,) > 1 so grof geniigt, dass

ke (M) max {1, \§|m_1}
1™ + pm

<5 V& Zwr

1
2

Daher erhilt man Hq({) (ume®I +po (€)) < L fiir alle |, p| > wy und 0 € [-Z, Z].

Dann folgt aus

1
HL(EO)

, . —1 .
W () = [140(© (e T +0() | (57 m (@)
und aus dem Satz von Neumann, dass (,ume(%l +p (f))fl € L (FEy, E1) und

H (e 1 +p(©) " (4.20)

| <2 H (umeeil + po (é*))i1

< 2K
"

L(Eo,Eq L(Eo,E1)

fiir alle |¢, 4| > wy und 6 € [—3, F].
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Nun seien £ € R”, > 0 mit |&, 4| = y/[€* 4+ 42 > wi > 1. Dann ist 2<|§|2—|—,u2> >
1€]? + 12 + 1 und somit

(€m)™ = (1+1eP +4?)
<2% (¢ +12)°
m % m : m_ m
=22 (2> €% u2(7_3), 5 € N wegen Bemerkung 4.2.1b)
=0\
m_q

—92% (?) €12 1 2(5-9) 4 2% (jg™ + ™).
1

=Q(I€lp)
Da mlim \SI(‘J-;T) = 0 ist, gibt es eine Konstante wy := wa (m) > 1, so dass
HH—00
" ’f‘ M) <1 firalle | u| > w2
und somit ist
(€™ <22 (g™ + ™) fiir alle |€,p] > w, (4.21)

wobel w := w (k, My,) = max {w,ws }.

Dann folgt aus (4.20) und (4.21), dass p parabolisch in S'¢”" (R", L (E1, Ep)) mit Konstanten
w = w (K, My,) und kg := 222k > 1 ist, wie auch in §™Pn (R”,E (E1, Ep)) mit Konstanten w,
K. U

Eigentlich sollten wir oben (wegen Bemerkung 3.3.1 a)) nur zeigen, dass p parabolisch in
S™:Pn igt. Aber wir haben den Satz 4.2.2 so bewiesen, weil wir damit illustrieren mochten,
warum die Symbolklasse S™#» (R™, L (E1, Ep)) so definiert wurde.

Eine Folgerung des Satzes 4.2.2 wird nach den folgenden Bezeichnungen gegeben. Seien (Y, )
ein Mafiraum mit endlichem Ma8, o : Ey x B} — Ej eine Multiplikation, E; := Ly, (Y, p; E;) fiir
i=0,1,1<p<o0, meN und seien fiir alle « € Nj mit |a| <m

[t — aq (t,)] € Cp (R, Loo (Y, 5 E3)) . (4.22)
Es ist klar, dass fiir jedes t € Rt und |a| < m der durch
[aq (t) V] (y) :=[aq () (y)] ev(y) firy €Y und v € Ey (4.23)

definierte punktweise Multiplikationsoperator a, (t) : E; — Eg linear und stetig ist. Dabei ist
aa (1) (y) = aq (t, ).
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Somit ist
P:=P/(D;):= Y aa(t)DS (4.24)

|laj<m

ein Differentialoperator mit den konstanten Koeffizienten a,, (t) € £ (E1,Ey) und dem Parameter
t € R*. AuBerdem gibt es nach (4.22) eine Konstante K > 0, so dass

Z Hao‘”Cb(R*vﬁ(El,Eo)) < K.
laj<m
Nun sei fiir t € RT und £ € R"
pe(€) =) aa(t)&
laj<m

das Symbol von P;. Dann folgt aus dem Satz 4.2.2:

Korollar 4.2.1 Sind die Operatoren P; in (4.24) (k,m/2)-elliptisch fiir alle t € RT (d.h. die P,
sind normal-elliptisch mit derselben Konstante k > 1), so ist {p; : t € RT} C S™» (R", L (Eq, Ep))
eine beschrinkte Familie der parabolischen Symbole mit denselben Konstanten w := w (k, K) >0
und Ko := Ko (k,m) > 1.

Ein besonderer Fall eines elliptischen Differentialoperators wird im folgenden Beispiel be-
trachtet.

4.2.3 Beispiel: Existenz und Eindeutigkeit von Losungen eines semilinearen
und elliptischen Differentialgleichungssystems zweiter Ordnung

Seien T > 0, J = [0,7], J = (0,T], a € (0,1), (Y, p) ein MaBraum mit endlichem MaB, y € Y
und fiir jedes t € J sei

n

Ay ==Y ai; ()02, + fj bi (t) Dy, + bo () (4.25)
=1

1,j=1

ein Differentialoperator zweiter Ordnung mit nicht von z sondern von einem Parameter ¢t € J
abhéngigen Koeffizienten a;; (t), b; (t),bo (t), so dass

[t — a;; ()] € C¥(J, Loo (Y, 1, R))
[t — bo (1)] € C%(J, Lo (Y, 1, R)) (4.26)
[t — b (t)] ece (*L Lo (}/’ MaR»

fir alle ¢, j = 1, ..., n gelten und [a;; (¢, y)]nxn fir jedes t € J, y € Y symmetrisch ist (vgl. (4.23)).
Dartiber hinaus nehmen wir an, dass eine von ¢ und y unabhéngige Konstante § > 0 existiert,
so dass

> ai(ty) & =6 |IE)? VEER™, yeY und t € J gilt. (4.27)
ij=1
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Wir werden mit Hilfe des Satzes 4.2.1 die Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen folgenden
Cauchy-Problems, des Reaktions-Diffussions-Typs zeigen:

{ du+ A(t)u= R(z,t,y,u), te(0,T], zecR", (4.28)

U(%an)zuo(l}?/% xz € R™.

Dabei bezeichnen y € Y einen Parameter und ug, R geeignete gegebene Funktionen. Dazu ist
es notwendig, (4.28) in ein abstraktes Cauchy-Problem umzuwandeln.

Fiir das Problem (4.28) werden folgende Betrachtungen und Aussagen zusammengestellt.
Das Hauptresultat dieses Abschnitts wird im Satz 4.2.3 gezeigt.

a) Umschreibung des Differentialoperators (4.25) : Sei E := L, (Y,u;R) fiir ein
1 < p < oo. Nach (4.25) und (4.26) gibt es von x unabhingige Funktionen
ag € C(J,C (R", Loo (Y, ; R))) mit |3] < 2, so dass

A)=Y ag(t)DJ+i Y az(t) DI +ag(t) firalleteJ, (4.29)
18=2 18]=1

namlich

ag (t) = ai; (t,-) fir |B] = 2 und geeignete i,j = 1,..,n.
Mit der Notation
lag (t)v] (y) :==ap (t) (y)] -v(y) firallevekE,yeY,teJund |3 <2,
wobei ag (t) (y) := ag (t,y) ist, ldsst sich ag (t) : E — E wie ein Multiplikationsoperator
schreiben. Somit lésst sich A (¢) als ein linearer Differentialoperator mit £ (E) —vektorwerti-

gen konstanten Koeffizienten auffassen.

b) Behauptung: Sei t € J und

pos (&)=Y ag(t)¢’, firalle { €R", (4.30)
181=2

das Hauptsymbol von A(t). Dann gelten

_ - K (6)
AT +pos (€)' € L(E) und H()\I—Fpo,t (€) 1H£(E) < TN

fir alle t € J, A € 2o und £ € R™ mit |[{] = 1. Dabei ist £ (§) > 1 eine von ¢,£ und
A unabhéngige Konstante und E wurde komplexifiziert. Somit ist A(t) eine Familie der
(k,7/2) —elliptischen Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizienten.
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Beweis. Seient € J, y € (Y, 1), A€ 3 5 (also ReA > 0) und § € R" mit |¢[ = 1. Dann gilt

2 2
A+ a (ty) &) = [Red+ D i (t,y) &g | +Tm? A (4.31)
i,j=1 tj=1
> AP+ 2Red [ D ay(ty) &g | + 07 ¢!
ij=1 ]
>0
> min (1,6%) (]AP +1).
C
= 5

Daraus folgt, dass A + po:(§) : E — E surjektiv ist, denn es gibt fir v € E ein

-1
u = <)\+ > oi = @ij () §i§j> -v € E mit (A +poy (§))u = v. AuBerdem erhdlt man aus
(4.31) fiir alle v € E = L, (Y, s R), dass

n o
10+ @)l = | [+ D ) egs| b @P | (Ralls p < o0)
Y ij=1

> Cs (N [vll (v -

Ebenso zeigt man diese Abschétzung fiir p = co. Dann ist A+ pg ¢ (€) : E — E injektiv und

_ i (9) K (0)

A ! <FO)

[+ e, < T < T3

firallet € J, A€} 5 und { € R" mit [¢| = 1. Somit ist die Behauptung bewiesen. O

c) Aufgrund des Korollars 4.2.1 ist {p; : t € J} C S%P» (R", L (E)) eine beschriinkte Familie
der parabolischen Symbole mit denselben Konstanten w > 0 und kg > 1. Dabei ist p; das
Symbol von A(t).

d) Seien die Voraussetzungen wie im Satz 3.3.4 mit A = {p,:t€ J}, F& R E) =
BUC* (R™,E) und k < 2 falls p = co. Dann erzeugt

—A(t)g s D (A (t)gg) — 35 (RYE), tel,

(wegen des Satzes 3.3.4) eine analytische und sogar eine stark stetige Halbgruppe auf
3% (R™,E). AuBerdem sicht man nach der Definition von A(t) und (4.26), dass D (A (t)gk> =
P

D (A (0)3;;) =: Dy und

[t — A (t)%} e Ce (J,E (Do,g'; (R",E))) . (4.32)
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e) Annahme: Seien 7 € [1,00),0< p <y < f<1,60€{8,7,p}, E1 := Dy, Ey := 3’; (R™, E)
und
Eg’; = (E()?El)ﬁj .

Ferner sei ug € Eg7 und wir nehmen an, dass es eine Funktion
[t— g (t,-)] € C¥ (J, Cé* (E%f,IEp,;)) gibt,
so dass ¢g(-,-) die Funktion R in (4.28) vertritt®. Damit:

f) ldsst sich der Satz 4.2.1 anwenden, um Existenz und Eindeutigkeit des Problems (4.28)
festzustellen. Prézisiert wird dies im folgenden Satz.

Satz 4.2.3 Seien die Voraussetzungen und die Bezeichnungen wie im Beispiel 4.2.3, 0 < p <
y<pB <1, 7€[lo0), u € B;f;zﬁ (R™E) und

[t — g(t,)] € C* (J, cl- (B’“”7 (R",E), B¥2 (R”,E))) .

p,7 » Fp,T

Dann hat das Anfangswertproblem

{ u—I—A(t)gi;?z (4.33)

g(t,u), teJ,
u 0>

0) =
eine eindeutig maximale Lisung

wi=u (-0, Ag,g) € C (I (uo), By (R"E)) 0 C (J (wo), Do) N C* (J (wo) , 5k (R",E)) .
Das mazimale Intervall der Ezistenz, J (ug) := J (uo, Ay;,g), ist offen in J. Ist aufSerdem

sup [Ju(t, ug < o0

. . M gtms gn gy
t€J (uo)N[0,7] pr

fiir alle T € J, dann ist u eine globale Lisung, d.h. J (ug) = J. Dariiber hinaus gibt es fiir jedes
T e j(uo) eine Umgebung U von (uo,Ag;;,g) n

B (R E) x O (J, c (DO,S’; (R”,IE))) x C° (J, cl- (Bz’;;27 (R",E), BXt% (R",E))) ,
so dass [O,T} cJ (ﬂo,/ij) fiir (ﬂo,fl,§> eU und
u (o, A,5) — u(uo,Ayg) in € ([0,7], By (R E)),

wenn (710,;1,§> — (ug, A, g) inlU.

3Konkrete Funktionen R und g werden im Unterabschnitt 4.3.1 eingefiihrt.
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Beweis. Sei 6§ € {3,, p}. Fiir alle k € Ny und p € [1, o] wissen wir bereits, dass
le;,l (Rn,E) — 31; (Rna E) - B]’;,oo (Rna E) )
BIY? (R™,E) — Dy — BEE2 (R™,E)

(vgl. (3.32), (3.77), (3.79), (1.28) und Satz 1.1.2a)). Daraus folgt zusammen mit dem Satz 1.1.3d)
und (1.45):

Eo; = (Eo,E1)y; = (85 (R",E), Do) = Bit™ (R",E)

T

fiir alle 7 € [1,00). Auerdem hat man nach den Sétzen 3.3.4 und 1.1.2 j), dass E; <, Eo. Daher
und aus dem Satz 4.2.1 folgt die Behauptung dieses Satzes. O

Bemerkung 4.2.2 Nimmt man die Voraussetzungen des Korollars 3.1.2 an mit A := {p; : t € J}
und 1 < g < oo statt d) im Beispiel 4.2.3, so erzeugt

—A(t): Bit? (R"E) — By (R"E), te€J,

eine stark stetige und analytische Halbgruppe auf B, ,(R",E). In diesem Fall ist D(A(t)) =
Bst2 (R™,E) fiir alle t € J und ferner gilt

[t— A(t)] € C*(J, £ (B? (R",E),B; , (R",E))).
Daher kann man analog zum Satz 4.2.3 das folgende Resultat feststellen:

Satz 4.2.4 Seien die Voraussetzungen und die Bezeichnungen wie im Beispiel 4.2.3, aber mit
den Voraussetzungen der Bemerkung 4.2.2 statt d) in diesem Beispiel. Dariiber hinaus seien
ug € Bit? (RE) fir0 < p<~<f<1,qe[l,00) und

[t =4 (tv )] € Cc” (Ja Cl% (B]S),J(SQ’Y (Rna E) 7B;’452p (Rna E))) :
Dann hat das Anfangswertproblem

{u’+A(t)u:g(t,u), ted, (4.34)

u (0) = uyp,
eine eindeutig maximale Lisung u := u (-, up, A, g) in
c (J (o), B35 (R™, IE)) ne (j (uo) , BL52 (R, ]E)) ncol (j’ (uo) , B, (R, IE)) .
Das mazimale Intervall der Existenz, J (ug) := J (ug, g), ist offen in J. Ist aufferdem

sup HU (t7 UO) HBS‘H”B R".E < 00
te€J (uo)n[0, 7] b (RTE)

fiir alle T € J, so ist u eine globale Losung, d.h. J (ug) = J.
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Bemerkung 4.2.3 Sind s, s + 28 € RT\N und p = 7 im Satz 4.2.4, so ist u die eindeutige
Lésung des Problems (4.34) in

C (J (o) , W5+28 (R™, E)) ne (j (ug) , WEH? (R”,E)) nol (j (uo) , W2 (R”,E)) ,

denn By, (R",E) = W3 (R",E) fiir alle s € RT\N und 1 < p < co.

4.3 Reaktions-Diffusions-Gleichungen

In diesem Abschnitt untersuchen wir ein Koagulations-Fragmentations-Problem mit Diffusion
fiir ein System mit einer groflen Anzahl von Partikeln. Dieses Modell wurde in [Am,00] von
Amann H. eingefiihrt und dort wurde angenommen, dass das zu betrachtende System eine
sehr grofie Anzahl von Teilchen aufweist, die koagulieren oder zerfallen kénnen, um grofere
bzw. kleinere Cluster zu bilden. Der Zweck dieser Theorie ist die Beschreibung des Verlaufs
der Partikelgroflen-Verteilung als eine von der Zeit und der Position abhingigen Funktion w in
einem System, das Verdnderungen infolge verschiedener physikalischer Einfliisse erlebt. Dieses
mathematische Koagulations-Fragmentations-Modell beriicksichtigt die Bewegung der Cluster
infolge der Diffusion und der sich iiberlagernden Transportprozesse.

Formal hat das hier betrachtete unendliche gekoppelte Gleichungssystem die Form des fol-
genden Reaktions-Diffusions-Anfangswertproblems:

{ ou+ A(z,t,y)u=R(z,t,y,u), te(0,T], xR,

u(z,0,y) = uo (z,y), xr € R", (4.35)

wobei n = 1,2 oder 3 und (4.35) von einem Parameter y abhéngt, der das Volumen oder (mit
anderen Worten) die Grofe eines Clusters darstellt. Der Diffusions-Konvektions-Operator A und
der Reaktionsterm R sind gegeben durch

Az t,y)u= V- [a(t,y) Vou+ @ (t,y)u] + b (t,y) - Vou+ao (t,y) u, (4.36)
R(z,t,y,u) :==c(z,t,y,u) + f (z,t,y,u) + h(z,t,y), (4.37)

und u ist die Partikelgrofle-Verteilungsfunktion. Somit sind

u(x,t,y) >0 (4.38)

Y1
// u(z,t,y) dydz (4.39)
X Jyo

die Gesamtsumme der Teilchen mit Volumina innerhalb des Intervalls [y, y1] C R, die in der
Zeit t und in der Region X C R™ enthalten sind. Das Mafl dy ist entweder das Lebesgue-Maf3
auf RT oder das Zahlma$ auf N.

Eine kurze Einfithrung der Bedeutung jeder Terme in (4.36), (4.37) und deren erforderliche
Voraussetzungen werden im folgenden Abschnitt zusammengestellt. Die detaillierte Beschrei-
bung dieses Modells findet man in [Am,00].

und
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4.3.1 Kurze Beschreibung der Terme des Koagulations-Fragmentations-
Problems und Voraussetzungen

Hierbei iibernehmen wir die Bezeichnungen von Amann in [Am,00]. Seien (Y,dy) der Mafl-
raum N mit dem Zihlma oder (RT,d)\) mit dem Lebesgue-Mafl (damit greift man die si-
multane Herangehenweise an den Fall diskreter und kontinuierlicher ClustergréBen auf), E :=
Ly (Y, (1 +y)dy) = Ly (Y,dy) N Ly (Y, ydy), a € (0,1), T >0, J =1[0,T], J = (0,T], t € J und

Rg,., der Raum der n x n-symmetrischen Matrizen mit Komponenten in R.

Der Reaktionsterm R

Der Reaktionsterm R in (4.37) ist die Summe der folgenden drei Terme:

i) Einer ist der Koagulationsterm ¢ der Gestalt

Y 9]
c(z,t,y,u) = ;/0 n(z,ty—y,y)uly—y)u(y) dy’—u(y)/o n(ztyy) u(y')dy',
(4.40)
wobei der Koagulationskern 7 (z,t,y,4") die Rate der Verschmelzung von Clustern der
Groflen y und ¢’ in der Zeit t und an der Position x beschreibt. Dort wird angenommen,
dass
0<n (a:,t,y,y’) =7 (:c,t,y’,y) ffa. y,y/ €Y und (z,t) € R"xJ,

also wird nur die bilineare Koagulation betrachtet. Das erste Integral in (4.40) beschreibt
die Tatsache, dass ein Cluster der Grofle y nur entstehen kann, wenn zwei Cluster mit
Volumina y —y’ und ¢’ kollidieren. Der letzte Term in (4.40) bedeutet, dass ein Cluster der
Grofe y verschwindet, wenn dieses mit einem Cluster anderen beliebigen Volumens kolli-
diert. Also nimmt die Konzentration der y—Cluster durch die Koagulation von Clustern
der Grofien ¢y’ < y und y—y’ zu und durch die Koagulation eines y—Clusters mit einem Clu-
ster beliebiger Grofie ab. Nun sei Kyq4 der abgeschlossene Unterraum von L, (YQ, dy?; R)
definiert durch

Kioag = {7] € Ly (Y2,dy2;R) i (y, y') =7 (y’,y) ffa. v,y € Y} . (4.41)
Dann nehmen wir an, dass
[t—n(t)] € C*(J,BUC" (R", Kcoag)) (4.42)
fiir ein r > 0 gilt.

ii) Der zweite Term f ist der Fragmentationsterm und dieser ist gegeben durch

[e%9) Y
[zt y,u) :=/ o (z,t,9,y)u(y) dy’—u;y)/o o (z,t,y,y) y'dy, (4.43)
Yy
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wobei der Fragmentationskern, ¢,
0<yp (m,t, y,y’) , (y,y’) €YR = {(z,z’) eY?.0<2 < z} (4.44)

erfiillt. Das erste Integral in (4.43) steht fiir die Produktion der Cluster der Grofle y aus
zerfallenen Clustern groferer Volumina. Das letzte Integral in (4.43) beriicksichtigt das
Verschwinden der y—Cluster infolge seiner Fragmentation in kleineren Clustern. Es wird
hier angenommen, dass eine Konstante 8 > 0 existiert mit

1 [y
¥ (CC, tv Y, y/) < ﬂ und & / ¥ (CC, tv Y, y,) dy/ < ﬁ (445)
0
Nun definiere
(¢ — ¢y) € L (Lo (YR, dy?) , L1, 10c (Y, dy; R)) (4.46)
durch
1 Y / / /
b (y) = S ¢ (v,9)y'dy’ ffa.yey, (4.47)

wobei ¢, (0) := 0. Dann ist
Kfrag = {¢ € Loo (YR, dy*;R) : ¢ € Lo (Y, dy; R) } (4.48)

ein Banachraum mit der Norm ¢ — |[|¢|| o + /¢y || - Nun wird fiir ein 7 > 0 angenommen,
dass

t— ()] € CY(J,BUC" (R", Kfpaq)) - (4.49)

iii) Der Kraft- oder Quellterm h reprisentiert die Produktion, die aus vorhandenen Quellen
resultiert. Das heifit, der Quellterm steht fiir die Erzeugung der Cluster der Grofle y in der
Zeit t an der Position x infolge des Beitrages von (zum Beispiel) Teilchen. Zum Schluss
nehmen wir an, dass

h(z,t,y) >0 firyeY, (4.50)
[t — h(t)] € C*(J, W] (R",E)) (4.51)

firein 0 < 7 < 7.
Der Diffusionsterm A
Der Operator A in (4.36) besteht aus den folgenden Teilen:
i) Der Koeffizient a stellt die Diffusionsmatrix dar, die folgende Voraussetzungen erfiillt:

[t — a(t)] € C* (J, Lo (Y, dy; REin)) (4.52)

sym
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und es gibt eine Konstante § > 0, so dass fiir alle t € J, y € Y und

n

D aij (ty) &8 > 6 1€ fiir alle € € R™. (4.53)
ij=1

WEeil es in der Natur kein unendlich grofles und kein unendlich kleines Cluster gibt, nehmen
wir an, dass a;; (t,y) gleichméBig beschrénkt ist.

ii) Das Driftvektorfeld @ beschreibt den Partikeltransport infolge der AuBenkriifte wie gravi-
tationelle, elektrische oder thermische Felder. Fiir @ wird angenommen, dass

[t — a (t)] € O%(J, Lo (Y, dy; R™)) . (4.54)

iii) Sind die Teilchen in einem stréomenden Fluid suspendiert, das heifit gibt es konvektive Di-
ffusion, so stellt D in (4.36) die Geschwindigkeit des Fluids dar. Deswegen muss man
in diesem Fall (4.35) mit den Navier-Stokes-Gleichungen fiir b erginzen. Hierbei wird
der inkompressible Fall, ndmlich div? = 0, angenommen, und dass die suspendierten
Teilchen nicht auf die Geschwindigkeitsverteilung wirken. In diesem Fall kann man die
Navier-Stokes-Gleichungen fiir b 16sen und das Resultat in (4.35) einsetzen. Mit anderen
Worten nimmt man an, dass Y gegeben ist. Namlich

[t — b (t)] € C%(J, Lo (Y,dy;R™)).
iv) Der Koeffizient ag ist eine Absorptionsrate und erfiillt
[t — ag(t)] € C%(J, L (Y,dy; R)) . (4.55)

Die folgenden Bezeichnungen erméglichen uns, das Problem (4.35) zu einem abstrakten An-
fangswertproblem der Gestalt (4.16) umzuformulieren.

Bezeichnungen

Seien 1 € Koag und ¢ € Kjpqq. Dann definiert man

Cy (v,w) (y) == % /Oy n(y—v,y)v(y—y)w)dy —ov(y) /OOO n(y,y)w(y)dy  (4.56)

fir v,w € E und f.fay €Y, und

fo(0) (4) == / T o) o () dY — by W)v(y), vEE ffayeY.  (457)
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Nun nehmen wir an, dass (7, u,v) von R™ nach K¢yqq x E x E und (¢, u) von R™ nach Kfrag ¥ E
Abbildungen sind, und definiere

Cy (u,v) (z) := Cyyy (u(z),v (7)), =€R", (4.58)
fo (u) (%) = fo@) (u(x)), =R, (4.59)
X (z,t) = x () (2), x(z.t,9,9):=x(1) (v,9) (4.60)

fir x € {n, ¢}, (x,t) € R" x J und (y,y’) € Y x Y. AuBerdem seien

c (.T, t,y, U) = Cn(m,t) (u7 u) (IL’) , (xa t,y, ’LL) = fgo(:r,t) (u) (y) (461)

fir (z,t) € R" x J, y € Y und u € E. SchlieBlich seien C (t,-) und F (¢,-) die Nemytskii-
Operatoren, die von ¢ (-, t,-,-) bzw f (-, t,-, ) induziert sind, das heifit

C(t,u) (z) :=c(z,t,,u(x)), F(tiu)(x):=f(z,t-,u(z)) (4.62)

fir u:R” — E und (x,t) € R" x J.
Unter den Voraussetzungen

T+n <20 <2n, falls T <n,
c¢N,r>0,7e€(0,7)\N, { S falls 7 > 71, (4.63)
(4.42) und (4.49) wurde in [Am,00; Sec. 3] festgestellt, dass
[t —C (ta ) + F (tu )] eC” (J7 CIC)X) (Wf (an E) ’ WlT (Rna E))) : (464)
Mit der Bezeichnung
g(t,u):=C (t,u) + F (t,u) + h(t) (4.65)
lasst sich das Problem (4.35) als die semilineare parabolische Evolutionsgleichung
{u—i-A(t)Wlku:g(t,u), tel, (466)
u (0) = uyp,

im Banachraum W{ (R, E) schreiben, wobei A (t)Wl;C die Bedingung (4.32) mit §& = W erfiillt
und

[t — g(t,-)] € C(J,Cy° (WY (R"E), W7 (R",E))). (4.67)

Nun koénnen wir das System (4.35) einfach 16sen.
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4.3.2 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen des Koagulations-Fragmenta-
tions-Problems

Satz 4.3.1 Seien die Notationen und Voraussetzungen wie im Beispiel 4.2.83 und im Unterab-
schnitt 4.3.1 gegeben mit

0<k<t<r, T7T¢N, (4.68)
k
—;—n <o <min{n,k+2}, fallsk <n (4.69)
und
k<o<k+2, fallsk>n (4.70)

fir ein o ¢ N. Ist ug € W (R™,E), so hat das Koagulations-Fragmentations-System (4.35),
d.h. das Anfangswertproblem (4.66), eine eindeutige Lisung

(- u0) € C (J (up) , W8 (R",E)) N C (j’ (uo) ,DO) nol (j (ug) , WE (R”,E)) . AT
Das mazimale Intervall der Existenz, J (ug), ist offen in J. Ist auflerdem

_sup ||u(t7u0)||Wf(R",E) <00
t€.J (uo)N[0,T]

fiir alle T € J, dann ist u eine globale Lisung, das heift J (ugp) = J. Diese Ldisung
w (g, e, 1,0, ) == u (-, up) mit e(t):= (a(t), @), ?(t),ao(t)) € By und

Ep := Loo (Y, dy; R1S) X Loo (Y, dy; R™) Lo (Y, dy; R™) X Log (Y, dy; R)

sym

hingt im folgenden Sinne stetig von den gegebenen Daten ab: Fir T € J (ug) existiert eine
Umgebung U von (UO, (e7 (777 SD) 7h)) in

WY (R",E) x BUC® (J,Ey X BUC" (R, Keoag X K frag) X Wi (R™,E)),

so dass u (-,ﬁo,é,ﬁ,aﬁ,ﬁ> auf {O,T} existiert und
U ('7 1107 év ﬁ7 957 B) —u ('7 up, €, 1, ¥, h) in C (|:07 T:| ) Wla (Rn,E)) ’
wenn (a07 é> 777 @7 B) - (u()? €, h) inlU.

Beweis. Im Falle £ < n sind
wéahlen, dass k < 7 < n und

HT" < o und k < 7. Daher kann man ein geeignetes 7 so

T+n
2

<o <min{n,k+2}. (4.72)
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Nun wéhle ein o7 ¢ N mit

maX{T,T—;n}<01<a<min{n,k+2}. (4.73)
Daraus folgt
—k —k —k
o<T2 <Ul2 <U2 <1. (4.74)
—— = =0
=:p = =0

Falls k > n, gibt es nach den Voraussetzungen ein 7 ¢ N mit k¥ < 7 < ¢. Dann wihle ein 01 ¢ N
mit k < 7 < o1 < 0. Daraus ergibt sich zusammen mit (4.70):

T—k o1—-k o-k

0< 5 < 5 < 5 < 1.
=p =y :ﬁ

AuBlerdem ist in diesem Fall wegen (4.68) 7 > n. Weil

Wy (R™,E) = By 1*” (R",E), W{* (R",E) = By }*" (R",E) und Wy (R",E) = B{ 1> (R",E)
gelten, folgt sofort die Behauptung dieses Satzes aus (4.32), (4.67) und dem Satz 4.2.3. O
Bemerkung 4.3.1 Im Bezug auf den Satz 4.3.1 sei auf Folgendes hingewiesen:

a) Falls es im Problem (4.66) keine Koagulation und Fragmentation gibt (das heifit g(t,u) =
h(t)) und h € C* (J, W (R”,E)), ug € WF (R, E), dann reicht der Satz 4.1.3, um (4.66)
zu untersuchen.

b) Unter geeigneten Voraussetzungen kann man in einem abstrakten Sinne die Positivitit der
Lésung des Problems (4.66) zeigen (vgl. [Am,00; Th. 6.3]).



KAPITEL 5

Verallgemeinerung der Theorie

Mittels der im Kapitel 2 und in [Esc-Sei,07] gegebenen Riume 7'y’ (R”, E) bzw. C7 Sﬁ;p (R™)
wird eine Definition des Raumes der Symbole C7S}” (R", E) eingefiihrt, so dass dessen E-
banachraumwertige Symbole a(z,{) beschrinkte Regularitét in den Variablen x und £ besitzen.
Anschlielend zeigen wir eine Version des Satzes von Michlin auf banachraumwertigen Besov-

riumen, das heifit wir zeigen die Stetigkeit des Pseudodifferentialoperators a(z; D) auf den
Familien der Besovraume Bjt™ (R, E) mit geeigneten Skalaren s,m € R und 1 < p,q < oo.

AuBerdem untersuchen wir die Stetigkeit von a(x; D) auf den Funktionenriumen C§ (R", E),
Cy (R",E), BUC*(R", E) und W} (R", E) fiir 1 < p < 0o und k € Ny.

Im Folgenden bezeichnen E, E;, i = 0,1, 2 Banachrdume und seien p € N, ,m,p,q,r, s € R
mit 0 < § <1, >0und 1 < p,gq < co. Wir rufen in Erinnerung, dass ein Symbol a in
ST (R™, Ey) liegt, wenn a € C? (R™, E1) und es fiir alle o € Njj mit |a| < p ein ¢, > 0 gibt, so
dass

[08a (€]l 5, < ca (@™ fir alle £ € R, (5.1)

Fiir p = p, wie in (1.1), a € S{"" (R", Ey) und
V (R", E;) = U By, (R"E;), i=0,2
(s,p,q) ERX[1,00] X [1,00]
wurde in Satz 2.3.1 gezeigt, dass es einen eindeutigen und linearen Pseudodifferentialoperator
a(D):V(R" Ey) — V (R", Ey) gibt, so dass:
i)
a(D)

B;:Zm(Rn,EQ)ﬂcgc(Rn,EQ) =a (D) VS € R,p, q € []., OO] 3
wobei

[a(D)u] (z) :== os — //eigna (&) ou(x—mn) d(;i)z)’ zeR" ue Cy° (R, Ey).

107
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i)

<a — a (D)) er (sf}dﬂn (R", Ev), £ (Bl (R, Ep) , B, (Rn,EO))) (5.2)
fir alle m,s e R, 1 <p,q < ocound B € {B,é,b}. Ferner gilt

o

: <c ||a||S?L6n+1(Rn’E1) HUHB;T([”(R",EQ) fiir alle u € Bzzm (R™, E»).

(5.3)

B3 ,q(R™,Eo

Um eine Fortsetzung der obigen Resultate fiir Symbole mit Orts- und Dualvariable zu erhal-
ten, haben wir zuerst den Raum der Symbole CIST&” (R"E) firr >0,0<d<1und peN
mit p > pp definiert. Wir sagen, dass eine E—vektorwertige Funktion a : R} x Rf — E in
C}:S’ﬁ;p (R", E) liegt, falls!

a; () = a(z,") € ST (RY, Loo (RY, E)) N ST (RE, CT (R, E))  f.f.a. x € R

An dieser Stelle mochten wir darauf hinweisen, dass die in [Ki,03] angegebenen Symbole a €
STy (RZ x Rg, E) auch in C}:S’I’?f (R™, E') enthalten sind (siehe Bemerkung 5.1.3).

Durch eine Version der von R. Coifman und Y. Meyer in [C-M,79] eingefiihrten Zerlegung
der Symbole in elementare Symbole (eine solche Zerlegung fiir bestimmte banachraumwertige

Symbole wurde in [Por-Str,06] angegeben) und dank einiger Resultate aus der Littlewood-Paley-
Theorie erhalten wir eine Definition eines ,,Pseudodifferentialoperators”

—_——

a (337 D) : :,15 (R", Ep) — VB,E (an EO)

flir Symbole a € C7 S'{nfp (R™, E') mit p > py, die mit den definierten Operatoren m im Satz
2.3.1 und a (z, D) in [Ki,03] (falls 1 < p < oo und 1 < g < 00) tibereinstimmt. Dabei bezeichnet

nRLE) = U B ®E).
(6—1)r<s<r p,q€[l,00]

Der Hauptsatz dieses Kapitels (Satz 5.3.1) besagt, dass es fiir p > p, und a € C] 5’%2‘7 (R™ Ey)
eine Abbildung a (z, D) : V™ (R", E3) — V0 (R", Ey) gibt, die Folgendes erfiillt:

a) a(z,D) € L (Byt™ (R, Ez), By, (R", Ey)) mit

B;?;m(Rn’EQ)

< c”aH(mQﬂ)

H a(x’D)u‘ B (R" o) — s U e )

(m,2p) _
6B

max{nausmmw @y 0l gtz (Rn,El)]}. Dabei ist 573 [E] := S7% (R", E).

fiir alle w € Byt™ (R™, Ea), p,q € [1,00] und s € R mit (§ — 1) r < s < r, wobei |af|

!siehe in § 1.1.1 die Definition von C7 (R, E).
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b) Fiir alle p,q € [1,00], s € Rmit (§ —1)r < s <7, u € C°(R", Ey) N Byt™ (R", E) und
fast alle z € R™ ist

[a (x, D)u} () =o0s — //e’f'”a (x,§)ou(x—n) d(;fr’)z)

Die Aussage a) gilt auch fiir B € {b, Bmit1<p< oo} statt B (siche Korollar 5.3.2). Aulerdem
wird an der Bemerkung 5.3.2 verdeutlicht, dass unser Satz 5.3.1 eine Fortsetzung des Theorems
2.3.1 in [Ki,03] (im Falle 1 < p < 00, 1 < ¢ < o0) ist. Analoge Ergebnisse zu skalaren vek-
torwertigen Symbolen hat Marschall J. in [Mar,87] mit weniger Regularitit in der Dualvariable
¢ erhalten, aber in diesem skalaren Fall wurde der Satz von Plancherel verwendet, den wir in
unserem allgemeineren Fall nicht zur Verfiigung haben.

Dieser Kapitel ist wie folgt organisiert: Der erste Abschnitt beginnt mit der Definition des
Raumes der Symbole C] Sf %’ (R™, E) und endet mit einem Korollar iiber die Zerlegung eines
Symbols aus C} ST(;’) (R™, E') in elementare Symbole.

Im zweiten Abschnitt definieren wir die Pseudodiferentialoperatoren a(x; D) und a(x; D) fir
elementare bzw. allgemeine Symbole in C7 ST’ (R", E). Die Existenz und einige Eigenschaften
dieser Pseudodifferentialoperatoren werden dort gezeigt.

Zu/niﬁchluss zeigen wir im dritten Abschnitt den Satz 5.3.1 und damit wird die Stetigkeit

von a(x; D) auf den Funktionenriumen BUC* (R, E), C§ (R", E), CF (R", E) und ij (R™, E)
fiir 1 < p < oo und k € Ny untersucht (siehe Korollar 5.3.3).

5.1 Raum der Symbole C[S|'y" (R", E)

Zur Motivation der Definition des Raumes von Symbolen C} 57"’ (R", E') beschreiben wir in der
folgenden Bemerkung eine in [Ki,03] betrachtete Klasse der Symbole mit Orts- und Dualvariable.

Bemerkung 5.1.1 In [Ki,03] betrachtete Ch. Kiehn einen Raum der Symbole S%T (R;’ x R, E)

mit m € R undr € [0,00], der geeignete Funktionen a : Ry xR — E (mit beschrdnkter Regula-
ritit in x und unendlich oft differenzierbar in §) enthdlt. Dieser wurde genau wie folgt definiert:

a) Fallsr € Ny ist a € ST(’)T <R§ X R?,E), wenn fir jedes N € Ny eine Konstante Cy x> 0

existiert mat

alfy = e sup (6)f |oeota(@&)| < Cr.
Daraus folgt
|0¢a ("g)HCb(RnE) < Con (&)™l fiir alle ¢ € R™ und |a| < N,
H@ga (-,§)| ) < CrN <£>m_|a| fiir alle £ € R und |a] < N.
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b) Falls r € [0,00)\Ng ist a € Sﬁ’f (Rg X R?,E), wenn fir jedes N € Ny eine Konstante

Cr.n > 0 existiert mit

00 (@,) — 0¢0la (4.8)||

m,[r]) <§>|a\*m }

(m,r) (m,[r
a = la + max su < C,nN.
laly el [al<N,|8I=Ir] & yeRr o=yl i
TFY

Daraus ergibt sich

IN

198 (.6l ¢y gn.y < Crn (O™ 11 fir alle € € R" wnd |a] < N,

|0ga (-, )| Con (&)™11 fiir alle ¢ € R™ und |a| < N.

IN

Cr(R™,E)

c) Den Fall r = oo werden wir hier nicht betrachten, da es bedeutet, dass das Symbol unendlich
oft differenzierbar in x ist, und dafiir interessieren wir uns nicht.

Bemerkung 5.1.2 a) Obwohl die Notationen der Riume der Symbole in der Bemerkung 5.1.1
und in (5.1) fast dhnlich sind, sind ihre Objekte ganz verschieden.

b) Ista € ST(’)T (Rg X Rg,E), r € [0,00), ein wie in der Bemerkung 5.1.1 definiertes Symbol,
S0 st

m,N (myn n m+r6,N (myn ~r mn .
az (1) =a(z,-) € Sy (RE,Cy (R}, E)) N SL(;F (RZ,Cy (R}, E)) (mit 6 =0)
fiir jedes x € R™ und jedes N € Ny.

Hiermit mo6chten wir eine Klasse der Symbole in mehreren Verédnderlichen definieren. Die
Stetigkeit entsprechender Pseudodifferentialoperatoren wird in den néchsten Abschnitten unter-
sucht. Die Bemerkung 5.1.2 motiviert die folgende Definition.

Definition 5.1.1 (Der Raum der Symbole CS;” (R", E)) Seien m,r,d € R mit r > 0,
0<0d<1, pywiein (1.1), p € Nmit p > p, und a : R} x R — E eine E—vektorwertige
Funktion. Dann a € CLST” (R™, E) genau dann, wenn

az () = a(z,-) € ST (RY, Lo (R", E)) N Sy (RE,CL(R™, E))  f.f.a. x € R™.

Bemerkung 5.1.3 a) Man sieht offensichtlich nach den Bemerkungen 1.1.2b), 5.1.1 und 5.1.2
und nach der Definition 5.1.1, dass

STy (R} x R?,E) c CLSTY (RQ,E) fiir jedes r >0, 0 <6 <1 und p > py.

b) Seien die Voraussetzungen wie in der Definition 5.1.1, aber nun sei a € Sﬁ;p (R?,E) und
a(z,§) =a(&) fir alle z,§ € R". Dann a € CLS|" (R™, E) fiir aller >0 und 0 < § < 1.
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Beweis. Seien z,{ € R" und a € Nj mit |a| < p. Dann gilt offensichtlich
Haga("€>“Loo(R”,E) = Haé HE < Ca <‘£>m_‘a| ’
dh. ae STy (Rg, Lo (R™, E)) Ferner erhiilt man nach Bemerkung 1.1.2 b):

Haga(Wgﬂ

Cr(R",E) <C(r) H@?a(-,g)\
<C(r)||oga (@),
< Cro ()™ < € (€)ool

Cy (R, E)

also a € Sm+5r’p (R" Cr (R, )) fiir alle » > 0 und alle 0 < § < 1. O

Ein w1cht1ges Hilfsmittel zur Untersuchung der Pseudodifferentialoperatoren ist die Zerlegung
der Symbole aus C787%* (R", E) in eine unendliche Summe von elementaren Symbolen (vgl.
Definition 5.1.2 und Korollar 5.1.1). Diese Zerlegung liefert im Wesentlichen der folgende Satz.

Satz 5.1.1 Seien m,r,d € R mitr > 0 und 0 < 6 <1, p, wie in (1.1), p € N mit p > p,, und
a € C'TS%Qp (R™, E). Auferdem sei (c;);

icgn €ine durch ¢ = ((:_ngjlg;p, j € Z", definierte Folge

in I (Z™). Dann existieren Folgen (k)pen, i S(R") und (ajk)( in C} (R", E), so

j,k)EZ™ xNg
dass
a)
a(x,§) = Z ciay (x,§)  fir alle £ € R™ und f.f.a. x € R" mit
jeznr
o0 ZJ 2= k:£
Z ) 5k (&) aj (z)  fiir alle j € 2™, € R™ und f.f.a. z € R™.

0

b) Es gibt Konstanten C1 = C (n,m) > 0 und Cy = Cy (n,m,r,0) >0, so dass

lage (2)ll < C12"" lallgmeny gn gy fiir alle (,k) € Z"xNo und f.f.a. x € R", (5.4)

laskll oy gn gy < Co280F7) lall gmtrszo iy fiir alle (j,k) € Z" x Ng.  (5.5)

R",E)]
) o, p1 € SR"), @i (&) = 1 (277) fiir alle £ € R™, k € N und erfiillen:
supppo C Wy :={§ e R" : [¢| <3} wund
suppp C Wy 1= {5 ER™: 272 < |¢] < 2’““} fiir jedes k € N.

d) Fir jedes o € Ny gibt es eine Konstante Cy,, > 0, so dass

080k (&)] < Ca27M 1y, (€)  fiir alle € € R, k € Ny.
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e) aj € CLSTY (R, E) mit

lasll sz e,y < C1 lallgmees g,y

HGJ'HSTJT‘W[C;(W,E)] <G Ha”sfg“"”’[cz(ﬂ%",E)]

fiir alle j € Z"™, wobei die Konstanten C1, Co unabhingig von j sind.

Beweis. Sei (¢k);c, €ine Zerlegung der Eins wie in (1.16). Fiir k& € Ny definiere
by (z,€) := 1y, <2k§> a (x,2k§) , £€R”und f.f.a. z € R™. (5.6)

Nach Rechnung erhélt man, dass supp (wk (2’“')) C [%, 2] fiir alle & € N. Nun entwickeln wir
die 2w —periodische Fortsetzung in & von by in eine Fourier-Reihe und mit Hilfe von Funk-

tionen g, p1 € S(R"), so dass supp(po) C {€: (€] <3}, o = 1 auf supp(¢y), supppr C
{§ 1272 < < 22} und ¢ = 1 auf [%,2], bekommt man

Gii €
by (z,&) = Z ijwo (&) ajo (v) fiir alle £ € R" und f.f.a. x € R",
jezn

67/j€ . n n
b (2,6) = ) ST (&) aji (x) fiir alle k €N, ¢ € R" und f.f.a. z € R",
jezr

wobei

@)= o [ U A b 0 6.7

fiir alle (j,k) € Z™ x Ny und f.f.a. x € R™. Die obigen Reihen konvergieren gleichmiflig in &
(siehe [A-B-H-N,01; Theorem 4.2.20)).

Nun definieren wir fiir £ € R"

_ o (§), falls k& = 0,
P {8) = { o1 (275¢), falls k > 1,
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Dann gilt fiir alle £ € R™ und f.f.a. x € R", dass

7,€) = li b (5)] a (w,€)
v (28 (27%¢) ) (2" (27%) )

I
(e g

k=0
=3 b (a: 2*’“5)
k=0
S 232 ke

zJ-2 '“5

2; Cj (Z Tm)p‘pk (&) ajk (@) )

da die Reihe ), fiir jedes £ € R™ eine endliche Summe ist. Daraus folgt a). Die Behauptungen
¢) und d) folgen aus der Konstruktion der Folge (¢), und nach einfacher Rechnung. Nun zeigen
wir b).

Aus
5 (@) = o /[} et a% oy (2.€) d (55)
— g S S (0 (22)) (0 (5 2) )
@) Jimmmp o <2p B<a

erhilt man fir k € N
b e < e e 2 B cas Pz @ (o)) (),
o(2%¢) ™17

< c(n,m,e) HaHS;nézp[Loo(Rn’E)] 2km fiir alle j € Z", k € N und f.f.a. z € R™.

SCBHGHSI”(SQP[LOO(R",E)]

Fiir k£ = 0 ist das obige Resultat trivial. Somit ist (5.4) bewiesen.
Nach (5.4) ist ajr € Loo (R™, E) und daher ist fiir alle [ € Ng und n € R"™ (¢ (D) a3x) (n)
wohldefiniert und ; (D) aj, = (277)_"/2 Ui * ag, € BUC (R", E) (siehe Lemma 1.1.3). Aus (5.8)
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und dem Satz von Fubini ergibt sich fiir alle [ € Ny

| |27 (D) ag] ()|,

= g L oD @

s [ eSS S [ (25)] [2 () (9 (2) )| ) e
(2m) [=7] la|<2p B<a E
o [ 5 S e @ o () (124))

|a|<2p <L

Daraus folgt zusammen mit

J2run0) ((02) (+25€)) |, _ oy = 0D el gy (€)1

dass
laskll oy @n gy < €m0, 7, 8,9) llall gmtrszopor @n. 2k(m+r9) i alle (5, k) € Z" x Ny.

i k
Beweis von e): Sei gy (€) = (1J+2|J|)’§” i () fiir alle £ € R™ und (j, k) € Z™ x Ny, dann ist wegen
a)

Z ik (€) agr (z) fiir alle j € Z2",¢ € R" und f.f.a. x € R™.

Beachte, dass diese Reihe eine endliche Summe fiir jedes £ € R™ ist, weil supp(p5,) C Wy. Da

% < 1 fiir alle |af < p,
Jal g
(O 1w, (€) = (1+1€P) 7 1w (6) < <1 * <2'”2>2> 1w (6) < a2, (€)
und

(14 (252)%) " 1 () = w2 i, (&), falls m > 0,

(1 + (2k+2)2> 2 1w, (€) > Em2™ 1y, (€), falls m < 0,

gelten, erhilt man nach (5.4) und d) fiir alle |o| < p,j € Z™, £ € R" und f.f.a. x € R", dass

I3

(€™ 1w, (&) = (5.9)

|j||a‘ —k km
Haf a; (z,€) HE = (1+U|)p30@2 ‘a|1Wk(§)Cl2 HGHS{%QP[LM(R"»EH

m—|al

(R”,EH <§>
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Damit ist Haj|]5%p[Loo(Rn7E)] <y HaHS%m[Lw(Rn’E” bewiesen. Ebenso zeigt man, dass

Haj”gi’?g”‘svﬂ[cl([gn’E)] <O HGHS?JTS’QP[CI(RTL7E)]
und somit ist e) bewiesen. O

Bemerkung 5.1.4 Sei (¢r),cy, die im Satz 5.1.1 konstruierte Folge und sei

eld27 ke )
ok (§) == ng (&) fir alle £ € R™, p > pp und (j, k) € Z™ x N.

Dann gelten:
a) Es gibt eine Konstante C >0 (C = max{||<,bo||L1(Rn) ; ||551||L1(Rn)}), so dass

185kl 1, @y < C  fiir alle (j, k) € Z™ x Ny.

b) Sind (Yr)yen, €ine wie in (1.16) gegebene Zerlegung der Eins, C wie oben und xj =
V-1 + Uk + Yy fir k € No, so gilt fir alle s € R, p,q € [1,00] und u € B, , (R", E),
dass

Ik (DY ull gy < Cllxe (D) ull o gy Jir alle (i k) € 2 x No.

Beweis. Vom Teil a): Seien j € Z™ und k£ > 1. Dann erhdlt man nach dem Satz iiber
Integraltransformation, dass

Ll(Rn) - /Rn

nZZi_kf / 2]671

2t iy gijn
= e¥e My (n) dn| dy
—/R |1 (y +J)] dy

sy / 1 ()] do

= @11l ., (mmy -

dzx

| i

125,51

1)

dr (weil ——— <
(el T

dzx

/ el ey () dn

Analog erhilt man ”@J',OHLl(]Rn) < [Ioll ., mny fiir alle j € Z™.
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Beweis vom Teil b): Aus Definition einer Zerlegung der Eins und aus Satz 5.1.1 ¢) folgt, dass
Pjk = PjreXxk fiir alle (j, k) € Z" x Np. Somit bekommt man fiir alle u € B, , (R", E) :

sk (D) uHLp(Rn7E) = (2m)7 7 || pjk * u”Lp(Rn,E)

_n

= (27T) 2

21) "2 (B % ¥ ’
(2m) 72 (Pje * Xi) * u L&)

= (277)7% ik * ((271')% Xk * u) ‘

Lp(R",E)
= 2m) "2 gk * Xk (D) ull, ge
< HSbj,k”Ll(R") Ixk (D) ullp,, g gy (wegen Lemma 1.1.3)

INE

C [lx (D) ullp, @n k) -
[

Definition 5.1.2 (Elementare Symbole) Seien m,r,d € R mitr >0,0<§ <1, p e N mit
p > pn und a € CLSTY (R™, E). Man nennt das Symbol a elementar, falls Folgen (‘Pk)keNo C
S (R™), (Mk)gen, C CF (R, E) und eine von k unabhingige Konstante ¢ > 0 existieren, so
dass

a(,&) = ¢p(§) My (z) fir alle { € R" und f.f.a. x €R" (5.10)
k=0

mit o, o1 € S (R™), @i, (€) = p1 (27%¢) fir k > 1 und

supp (po) C {&: €] <3}, supp(pr) C Wy firk > 1, (5.11)
10 @rll . gy < 2711 fiir alle o € N, (5.12)
2km 2k(m+r5)

HMkHLOO(R”,E) = CH“||S{%”[LOO(RH,E)} und ||Mk||c;(Rn,E) < C||a’|sfjr5vp[cg(Rn,E)]
(5.13)

fiir k € Ng. Dabei ist Wy, wie im Teil ¢) des Satzes 5.1.1 .

Korollar 5.1.1 Seien die Voraussetzungen wie im Satz 5.1.1 und a € C’IS%% (R™, E) gegeben.
Dann existieren eine Folge der elementaren Symbole (aj) in CLSTYP (R™, E) und eine von

unabhdngige Konstante ¢ > 0, so dass

jezn

o= i lallsper. @ ey < cllallspar@nm  wnd
jezn ’ ’

HajHSi’fJT&p[Cl(Rn,EH S C Ha“sﬁgré’ZP[C:(Rn,E)] f’lM" allej € Zn

Beweis. Dies folgt aus dem Satz 5.1.1. 0
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5.2 Pseudodifferentialoperatoren fiir Symbole auf C]S7'y" (R", E)

Wir beginnen den Abschnitt mit der Einfiihrung einiger wichtigen Lemmata beziiglich der
Littlewood-Paley-Theorie.

Lemma 5.2.1 Seien s > 0 und 1 < q < co. Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0, so dass

k
|(z3a) | el ),
=0 kllla

fiir alle Folgen (ay);ey, in C.

Beweis. Siche [Am,01] Lemma A1.1, S. 37. O

Lemma 5.2.2 Seien s € R, 1 < p,g < o0, (vk)pen, e€ine Folge in S'(R™", E) mit

Hka ||Uk||Lp(Rn,E)qu < oo und Konstanten 0 < ¢; < ¢z so gegeben, dass

supp (0g) C {€ : €| < c2}  und supp () C {5 12" < |¢] < 2 } k e N.

Dann existiert v := 3 2 gvg in S’ (R, E), namlich v € By  (R", E) mit

ol 5, @n ) < | (2 okl o)

ja’
wober die Konstante ¢ unabhdngig von vy, ist.

Beweis. Fiir den skalaren Fall sieche [Marshall,87] Lemma 1.1 und fiir den vektorwertigen
Fall [Am,01] Proposition A1.2. O

Lemma 5.2.3 Seien s > 0, 1 < p, ¢ < oo, (r)pey, €ine Folge in S'(R", E) mit

HZk:s ||Uk||Lp(Rn,E)qu < oo und c eine Konstante, so dass

supp (0g) C { €] < c2k} fir alle k € Ny.

Dann existiert v := 3 2 qvp in S’ (R", E), v € By  (R", E) und

~|| (oks
o) ,an.my < & | (2% 10kl @n,m )|,

wobet die Konstante ¢ unabhdngig von vy, ist.

Beweis. Fiir den skalaren Fall siehe [Marshall,87] Lemma 1.2 und fiir den vektorwertigen
Fall [Am,01] Proposition A1.2. O
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5.2.1 Definition von a(z, D) fiir elementare Symbole in C]S]}" (R", E})

Satz 5.2.1 Seien 0,m,p,q,r,s € R mit 0 <6 <1, pg € [l,00], >0, —(1=0)r <s<r,
p €N mit p> p, und a € CLST"’ (R", E1) ein elementares Symbol, das heifst

a(x,8) = ¢p(§) My (z) fir alle { €R, f.fa. z €R"
k=0

mit (or)pen, und (My)wie in der Definition 5.1.2. Ferner seien (1),cy, eine Zerlegung der
FEins, wie in (1.16), und My, := 1y (D) My. Dann existiert

o0 o0
Y>> My e (D)u in By, (R",Ey) fiir alle u € By,™ (R", Ey)
k=0 =0

und es gibt eine Konstante ¢ > 0, so dass

ZZM“" ® (D)u

k=0 =0

< c[lally3 ull gy gn gy fiir alle w € Byi™ (R™, Ey),
Bg,q(R",Eo)

(5.14)

).

wobei ||a||(m’p = max { ||a|| all
SE T 516" [Loo (R, E1)] 2 Ml gbrorior (R By)) f -

Beweis. Seien (¢;),cy, eine Zerlegung der Eins, u € ng;m (R™, Ey), My := 1y (D) My, fiir
alle I,k € Ng und uy, := ¢ (D) u. Dann erhélt man nach (5.13), dass

1Mokl oy = 27 [ 27 190 (D) Mil e )
< 27" | Ml oy o,y
< e (n,m ) llal gnrsoer @n ) 9~lrok(m+m9)  fir alle I, k € No.
Also
[ M k|

Loo(®R7,Ey) < c(n,m,) Ha|]s?1(;rr¢s,p[C:(Rn7El)] 97l ok(m+md)  fiir alle I,k € Ng.  (5.15)

Nun zeigen wir die folgenden drei Behauptungen.

Behauptung I: ag}g,q (2, D) u =300 Sor i My, ey, € B, , (R, Ep) und

Behauptung II: ag?[),,q (z,D)u = X S My e uy € BZ,Z(I_&)T (R™, Ey)
— B, (R", Ey) und

|

aggq (z,D) u‘

. st (mpn
B3, ,(R™, Eo) sa Ha||s{'}(;'“[Loo(JR",E1)] ||U”B;j&m(Rn7E2) fir alle u € Bp,q (R", E5).

P,q

ag?) (z,D) u‘

. s+m n
B, (R",Eo) < ez [lall gmirsoigrimn ) 1l Bggm @,y fiir alle w € Byg™ (R, By) .
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Behauptung III: ag?&q (x,D)u =372 > s My @ up € By, (R™, Eg) und

s?p’q

|

Somit erhélt man nach den Behauptungen I-111, dass

a®) (x,D) u‘

. s+m n
B;!q(Rn’EO) S C3 ||a||s{r’10-|»7’6,p[0:(Rn’E1)] Hu”B;i}m(R",Eg) ful" alle u < Bp7q (R ,EQ) .

DD My (@) epr(D)u=al’), (z,D)ue By, (R", Ey)

k=0 =0 i=1

und (5.14) gilt.
Beweis der Behauptung I: Sei vy, := Z;:Sl M, 1, ® uy, fiir alle £ > 4. Dann folgt aus (1.17),
dass

k—

vp =Y _[F (0 FM)| o [F (onFu)]
=0

([

[ (o ) )] [ .

W~

Also )
v = |F! (¢ (2—k+4~) ka)} o [F7! (orFu)]. (5.16)
Weil
supp (w (2*k+4~) .7-"Mk> koglp. {77 eER":nl < 2’“73} =: Uy
und

supp (o1 Fu) | {eerm: 2 < <22} —w,

gelten, erhdlt man nach (1.13 — 1.14), dass

(2m) 2 F [ (w (2740) FM) v (onFw)| = [F70 (0 (2754) Fad) [o F7 (orFu)] =
und
supp (0x) C Uy + Wy, fiir alle k > 4.

Ist n+& € U+ Wy, dann ist [ + & < 28342642 = 339k yund [+ ¢] > |¢]—|n| > 2F2—2F73 =
%2’“. Also

1 33
supp (o) € {n e B s 12 < o] < 2o}
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und daher erhélt man nach dem Lemma 5.2.2 und (5.16), dass

- ] 1/q
(1) ‘ <G ksq —1 —k+4 ’ q
‘ Uspq (x,D)u B (R".Eo) = C1 22 _f <w ( ) ka;)] ® U L, (R", Fo)
¥ L k=0 :
) - ) ] T . . 1/q
sa 22 ! _w (2 ﬂ * My Loo(R™ E1) HukHLP(R",Ez)
Lk=0 co B E1
- ] L1l 1/q
<a szsq "lﬂ (27’”4‘)} ”Mquoo R, E) [ kHLp R™ Eg)]
k=0 L(R™)

<é

e’} 1/q
7 k(s+m
L[]l ey - lallsyar iz, @n i) [22 (s¥m)g \UichLp(Rn,EQ)]
k=0

sa ||a||S’f?6f'[Loo(Rn,El)] ||U||B;j;m(Rn7E2) :

Dabei wurde in der letzten Abschitzung die Bemerkung 5.1.4b) mit j = 0 angewandst.

Analog zeigt man den Fall ¢ = co. Dazu muss oben die Summe ) 7° ; durch sup,cy, ersetzt
werden. Damit wurde die Behauptung I gezeigt.

Beweis der Behauptung II: Nun sei vy, := Zfi,i?) M, 1, ® uj,, dann erhélt man nach (1.9)
und nach analoger Rechnung zur Behauptung I, dass supp(0x) C {§ (€l <20 2’“} fiir alle
k € Ny. Daraus und aus dem Lemma 5.2.3 mit s + (1 — ) r > 0 folgt, dass

Fall q<oo k+3 7 /e
k(s+(1-06)r
‘ gg (x7 D) ’U/‘ s+(1=8)7r pm — Z 2 (S+ Z Ml k® UL
Bp:q (R 7E0) I—k—3 I (Rn 5 )
s 20
Dreleck Ung. k+3 /e
[ZkaqQk (1-8)r < Z HMlk‘ukHL (R Eo)) ]
l=k—-3
G2  ksgok(1=8 -« kmokdr o1 ' v
< E(TL, m, 1[)) ||a’|STJr5,p[C:(Rn7E1)} Z oksq9 (1=d)rq Z gkmokéro—Iir ||uk||Lp Re, )
k=0 I=k—3

1/q

oo q

< 7¢(n,m, ) HGHS{’,LJ”S”[C:(R”,EQ] [Z pHrmaghra <k—3n<1la<xk+3 {2”}) HUkHQLp(Rn’EZ)]
k=0 ==

o

1/q
— 3 k(s+ k k
7 2 T (TL m, '@b) |’aHSm+r<Sp[C,,,(Rn El [22 S m)q2 7'q2 rq ||uk||Lp(Rn Eg)]
0

<é(n,m,r,v) Ha”slngﬂﬂ,p[cl.(Rn’El)] H“”B;fgm(Rn,Eg) (Bem. 5.1.4b) mit j = 0).

Ebenso zeigt man den Fall ¢ = oco. Dazu muss man oben die Summe )/ durch sup;cy,
ersetzen. Somit ist die Behauptung II bewiesen.
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Beweis der Behauptung III: Nun sei v; := Zf,;lo M i, @ uy, fiir alle [ > 4. Dann folgt aus
(1.9), dass

-4
supp (9;) = supp (Z F (M o Ukz))

k=0

-4
= (Jsupp (F (M1 0 wr))
k=0
-4
C U (9 + W) (nach analoger Rechnung zur Beh. I).

k=0
Fir jede [ > 4,0 <k <1 —4 und alle { +7 €  + W), erhélt man:
€ +n| < 2 4 2k T2 < ol 4 ol=2 % 2l
R R
und somit ist

1
supp(@l)c{ge]&":4.2lgg\gj-zl}, 1> 4. (5.17)

-
cwy!

Behauptung IIIa): Y °, v € &' (R", Ey).

Seien dazu ¢ € S (R™) und x; := 22'1:—1 Y144, | > 4. Dann ergibt sich aus > ;2 (¢, = 1 in
Onm (R™) und (5.17):

(vi, ¢) = (xit1, &)

= (. (wo)")
= (v, (Xt (D) @ (=) (=) -

Daraus folgt fiir alle p, p’ € [1, 0c] mit %%— L =1,¢ge1,00[ ¢ €]1,00] mit %%— L —1 und alle

P q
¢ € S(R™), dass

S o B, S S I (@)L, 106 (D) 6 (—)) (—)]
>t ||Ul||Lp(R”7EU) Ixi (D) ¢ (_')HLP,(R”)
= S (2 e ) (7T D) O @) O

Hol 5 %o olsg q 1/q
19115 @y (52020 100l o))

<
Holder
<

INE
(e}
=
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Weiter erhilt man nach (5.15) und Lemma 5.2.1 mit s — r < 0, dass

wobei

[e%s} 1/q
ls
( E 9lsq ”’l}l”%p(Rn’Eo))

=4
= -4 171/a
— 1
< e(mym ) llal gprsoicrgan pyyy | 222 (ZQ rigktmro) ““k"Lp(R",Ez»)) ]
' Li=4 k=0

r oo -4 aq1/a
= C (n, m, 'l/]) HaHSIn(TT&p[C:(Rn,El)] Z (21(57") Z 2k(m+7'6) HukHLP(R",E2)> ]

Li=4 k=0

Lemm.5.2.1 _ = l[s+m—r(1-05)]q q v
¢(n,m,y) ”aHsin(j‘”s”’[Cg(R”,El)} Z 2 lullz, g )
’ =0

S 36 (’I’L, m, 7!1) ||a||S{,LJ7l670[CI(Rn,E1)} ||U||B5T1m7r(176) (RH,EQ)

< 3(nym. ) llall gprsioy n iy el gtm en, 2 (5.19)
das+m—r(l1-9)<s+m.
Somit liefern (5.18) und (5.19):
o
Z||<Ul>d)>||E0 < C(n7m7w7¢a CL,U) < 0. (520)
1=0
Im Fall ¢ = oo, also ¢’ = 1, bekommt man analog zu (5.18) und (5.19), dass
oo oo
D lw d)llg, < D Mol @,z e (D) (D), ey
1=4 1=4
[ee]
< (500 2 ol o ) 3227 It (D) @), e
leNg =0 P
<c s oy | sUp 2% (|0 n
= ”QZSHBP,J(R ) <l€NIF; | lHLP(R ,EO))
S E(n7m7w7¢7a7u) < 007
1l ~
sup 2% vtz o oy < € (s ) llall s o n, oy el o ) - (5.21)

leN

Insgesamt hat man also fiir jedes ¢ € [1, 00]:

> L D), < e(n,m, b, ¢,a,u) < oo Vo €S (R").
=4
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Folglich ist die Reihe ) ;°, (v, ¢) absolute konvergent im Banachraum FEy. Somit existiert ein
(v,¢) € Eo, so dass fiir die Folge (F}),5, C S' (R", Ep) mit F; := Y7/, v

<E7¢> — <Ua¢> in EO g11t7

1—00

was (F; — Fy, ¢) ") impliziert. Dann ist (F});-, eine Cauchy-Folge im vollstindigen Raum
S’ (R", Ey) und somit existiert v € 8’ (R", Ey) mit

[
> u — vin S (R, Ep), (5.22)
l: 11— 00

das heifit die Behauptung I11a) gilt.
Behauptung IIIb):

o) L L -4
Z Z Ml,k ® Ul — ZZMZ7I€ ® UL fir alle L € N mit L Z 4 (523)
k=0l=k+4 =4 k=0
und somit ist
] oo oo -4
Z Z Ml,k ® UL — Z Z Ml,k ® UL in S, (Rn, Eo) . (524)
k=01=k+4 =4 k=0

Beweis durch Induktion: Fiir L = 4 erhélt man leicht die Gleichheit (5.23). Nun wenden wir
den Induktionsschritt an:

> g denn k lduft von £ = 0 bis zu einem
)P IETITIES D DEIRE (R e S
k=0 Il=k+4 k=0 l=k+4
o) L L-3
=> > Mygoup+ Y Mppipou
k=0Il=k+4 k=0
L -4 L-3
=3 Myeup+ > Mpyiyou
=4 k=0 k=0
L+11-4
= Ml,k ® UL
=4 k=0

und damit ist (5.23) gezeigt. Daher und aus (5.22) erhélt man

oo -4

i i My oup = Myeu, in8 (R" Ey).

k=0l=k+4 =4 k=0
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Jetzt folgt sofort die Behauptung IIT aus (5.17), (5.24) und Lemma 5.2.2, denn
q 11/4

(falls 1 < ¢ < o0)

00 -4
l
‘ ag?zg,q (va)u’ Bs (R, Ep) ¢ 22 ™ ZM““ ® Uk
P.q ’ =4 k=0

—

L =u LP(R”,E())_
(5.19)
< c(n,m,) Hausi’f(ﬁ‘s*p[cz(Rn,El ] ”uHnyi}m(R",Eﬂ )
) O

Ml,k ® Vg (D) U, uec B;:Zm (Rn EQ)

Analog zeigt man den Fall ¢ = oo, wobei man (5.21) statt (5.19) verwendet
Wir bezeichnen die im Satz 5.2.1 gegebene Distribution )~ >, M; 1 ® @) (D) u durch
o0 o0

=0

as,p,q (x7 D) U
k=0

Bemerkung 5.2.1 Mit den Voraussetzungen des Satzes 5.2.1 erhdlt man
/ et (z,8) @t (€)dE  f.fa. x € R und u € S (R, Ey)

aspg(x, D)u(x) = 7
pale D)) =
e 3
die Voraussetzungen des Satzes 5.2.1). Dann erhélt man fiir alle u € S (R” Es) und f.f.a

1 e,
Beweis. Sei a (z,&) = Y p— ¥k (&) My (z) ein elementares Symbol in C”"S;n(;p (R™, Ey) (siehe
zeR™
ely (R€ 7E0)

1
(2)*
und damit ist dieses Integral eine regulire Distribution in S’ (R™, Ey). Auf der anderen Seite
( k)

[ ema@e) et (©ds = Feu |ae) 0| (0) € Lo (B, )

k=0 1=0
K
< Cnmraz2k(m+ré) H(Pk ( )uHLoo R™, E>)

< oo VK,LeNy.

(R™, Ep) und somit ist

erhélt man nach (5.15), dass
K L K L
d)
D> Mk e o (D)ull g gy < DD nam llallgmirsn 27725 g (D) il g,y
( k)
k=0

=0

k=01
1 (RH,EQ)

Also konvergiert -7 > M i, @ o5 (D) u absolut im Banachraum L
diese Doppelreihe auch eine regulire Distribution in S’ (R", Ey)
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Nun bekommt man im Distributionensinne

1 i&-x P =F1 a(x,-)el
ot / a(z,6) e (§)d = F ! [a(x, ) el
=7, KZ My, (z) @k) . UI
k=0
= (M (x)) ® F L [l
k=0
=> | D (D) (M) | ox (D) (u)
k=0 \ 1=0 —My,
“ 33 Mig o i (D) ()
k=0 1=0
= Qg p7q(x7 D)U,
und daraus folgt die Behauptung. .

Die obige Bemerkung zeigt, dass as p (2, D)u nicht von der Wahl der Folgen (¢x), (1) und
(My) abhéngt, wenn u € S (R"™, E»). Nun wollen wir die folgende Abbildung definieren, deren
Unabhéngigkeit von der Wahl der Folgen (¢r), (%) und (M) im Satz 5.2.3 bewiesen wird.

Definition 5.2.1 Seien die Voraussetzungen wie im Satz 5.2.1 gegeben, aber mit p > p,! Dann

definiert man die Abbildung aspq(x, D) : Byt™ (R", Ey) — By  (R™, Eo) durch

aspq(z, D)u Z Z M e (D)u fir jedes u € B;:Zm (R™, E) .
k=0 1=0

Man erhéilt sofort nach dem Satz 5.2.1, dass:

Satz 5.2.2 Seien die Voraussetzungen wie im Satz 5.2.1 gegeben, aber mit p > py! Dann
aspq(x, D) € L (Byi™ (R, Ea), By, (R, Ey)) mit

|laspq(z, D)uHBS J(R" Fo) < c||a||5E1 ||u”Bs+m(Rn ) fiir alle u € B;;gm (R, Ey),

m.p) _
wobei ||a||5 = max{||a||5%p[Loo(Rn7El)} , ||a||STJr5,p[CI(Rn’E1)]}.
Satz 5.2.3 Seien die Voraussetzungen wie im Satz 5.2.1 gegeben, aber mit p > py,. Dann gelten:

a) Sind p,q € [1,00], s € R mit (0 —1)r < s <r und u € Cy° (R", E2) N B51™ (R™, E3) so
188

[aspq(x, D)u] (x) = 0s — // Eng (2,6) e u(z —n) (;f )n) fiir fast alle x € R™.
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b) Die in der Definition 5.2.1 definierte Abbildung aspq(x, D) hingt nicht von der Wahl der
Folgen (¢), (Yx) und (My) ab.

Beweis. Um a) zu zeigen, wenden wir den Satz iiber dominierte Konvergenz (Satz 1.3.9) an
Dafiir zeigen wir zuerst folgende Behauptung.

Behauptung Seien a (z,&) = Y 12 ¢k (§) My (x) wie in der Definition 5.1.2 mit p > p,
u € C5° (R", Ey) N Bit™ (R™, By), @ € R™ (fest),

ngk u(z —mn) fir N € N und

bo (&,7m) := a(a:,ﬁ) eu(x—mn) firalle (§n)e€ R?",

Dann gelten:

i) (bn) e, C AT (Rg x R2, EO) beschriinkt, d.h. es gibt fiir jedes I € Ng ein Cppy > 0,
so dass Yo, 8 € Ny mit |a| < p, |B] <

HaaaﬁbN g,n)HE <C,u (6™ Y(&m) € R und N € Ny (5.25)
0

ii) by (&,m) e bo (¢,m) gleichmiBig auf allen kompakten Teilmengen von R2?".

Beweis der Behauptung i): Aus a € S7'" [Loo (R™, E1)] und u € Cp° (R", Ey) folgt by €
Apo) (Rg x R, F, ) denn by erfiillt (5.25) mit Cpy = [lallgpops, . (gn ) 0] 0t gn ) N

seien N € N und ¢ € R™. Dann ist entweder |¢| > 2V72 oder |¢| < 2VF2. Im ersten Fall erhiilt
man by (&,n) = 0 fiir alle |¢| > 2V*2, 5 € R™. Falls |¢] < 2V*2 gilt, gibt es ein ky < N + 1, so
dass fiir alle |o| < p, || < 1:

N
‘ 2opb (&, 77)H < 1080k (O] 1w, (&) 1My ()| g, agu(x_n)‘EQ
k=0
kn+1
< cllallspeinn @ my 1l oz D 2™ a2 1w; (€)
=t <Ca
5.9)

< 3G, m ol it mn oy 1lloyn, ) (€)™ -

Somit ist i) bewiesen.
Beweis von ii): Sei K C Rg x R} kompakt. Dann existiert ein N € N, so dass

C {(5,7]) g n)| < QN_Q}. Daher erhilt man

N
Z u(z —n) fir alle (¢,7) € K und N > N.
k=0
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Daraus folgt fiir alle ¢ > 0 und N > N:

1o (&) = bo (€M)l g, = Jim by (€ ) —br (€, )] =0 <efiralle (§n) € K.
L>N =0 Fo

Also ist i) bewiesen.

Aufgrund der obigen Behauptung darf man den Limes unter das oszillatorische Integral
ziehen (siehe Satz 1.3.9). Daraus folgt a), denn

08 — //eig'”a (,8) eu(x—n) d(éi’)z)

=08 — //e’f'"bo (&m) d(;f;)?z)

= Jim o5 [ [ ey ) 57
A N

= Jim os— [ [ e (Z o1 () My <:c>> ule =)

k=0
N
= ]\}Enoo Z My, () o <os — //eif Top (&) u(x —n) déi’;]))
=" [My, o 04 (D) ] (x)
k=0

fiir alle u € C3° (R, E2) N Byt™ (R", Ep) und f.fa. z € R™
Beweis von b): Zuerst betrachten wir p € [1,00] und ¢ € [1,00) . Dann gilt (siehe (1.25))

Cp° (R™, Ey) N BEE™ (R, By) < BEE™ (R™, Ey) .

Auflerdem sieht man nach a), dass die Restriktion der stetigen linearen Abbildung as p4(z, D) :
Byt™ (R, Ey) — By (R™, Ey) auf Cp° (R, E2) N By t™ (R™, E») nicht von der Wahl der Fol-
gen (pr), (¥r) und (Mj) abhéngt. Deswegen hingt die eindeutige und stetige Fortsetzung von
a&pvq(x’D)‘C?(Rn,Ez)mB;jzm(R",Ez) auf Byt™ (R", Ey), die mit aspq(2, D) zusammenfillt, nicht
von der Wahl dieser Folgen ab.

Nun betrachten wir den Fall p € [1,00] und ¢ = oco. Sei u € B;fg;” (R™, Ey), so ist u auch

in B;:frm (R™, E) fiir ein s’ € R mit — (1 —0)r < s’ < s und somit existieren nach Satz 5.2.1
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s p.oo(T, D)u, ag p1(z, D)u in &' (R™, Ep), so dass

ZZM”C e (D)u P asjpoo(x D)u in &' (R", Ey) und

k=0 =0

N oo

Z Z Mo (D)u e as p1(x, D)u in S’ (R™, Ey) .
k=0 1=0 *

Also asp.00(z, D)u = ay p1(z, D)u und weil ay ;1 (2, D)u unabhéngig von der Wahl der Folgen
(pk), (¥g) und (My) ist, so ist auch asp oo (x, D)u. O
Korollar 5.2.1 Seien a € S%ﬂ (R?,EO mit p > py, und a(x,&) = a(§) fir alle z,§ € R™.
Nach Bemerkung 5.1.3 wissen wir bereits, dass a € CS{3’ (Rg, El) fir aller >0 und0 <§ <
1. Sind a ein elementares Symbol und p,q € [1,00], s € R mit — (1 —08)r < s <r, so gilt

a(D) =agpq(x,D) auf Cy° (R", Ey)N B;:;m (R", Ey) . (5.26)

Im Folgenden zeigen wir den Hauptsatz dieses Abschnitts. Dazu definiere fiir m € R, » > 0
und 0 < § <1 die Teilmenge Vs (R", E) C §' (R", E) durch

nRLE) = U By ®YE).

(6—1)r<s<r p,g€[l,00]

Satz 5.2.4 (und Definition der Abbildung a(z, D)) Seien die Voraussetzungen wie im Satz
5.2.1 gegeben, aber mit p > p,. Dann gibt es eine eindeutige Abbildung a(x, D) : Vs (R", Eo) —
V?,a (R™, Ey), so dass:

a) a(x,D)|B;ng(Rn B B;:;m (R", Ey) — B, , (R", Ey) ist linear stetig fir alle p,q € [1, ]
und s e Rmit (§ —1)r <s<r.

b) Sind p,q € [1,00], s€e R mit (6 —1)r < s <r und u € Cy° (R", Ey) ﬂB;jgm (R™, E5), so
15t

la(z, D) —08—// € (2, €) o u (z — 1) i’m ffa. zeR™

Beweis. a) Sei a(z, D) : Vi (R", Ep) — V975 (R; Ep) definiert durch

a(zx, D”B;Z’”(R" By) = Gspg (z,D) fiir alle p,g € [1,00] und s e Rmit (0 —1)r <s<r,
(5.27)
wobei die in der Definition 5.2.1 definierte Abbildung

tspq (2, D) : Byy™ (R", Ez) — By 4 (R", Ey)
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wegen Satz 5.2.2 linear und stetig ist. Also gilt a) automatisch und b) folgt sofort aus dem
Satz 5.2.3. Dann bleibt nur zu zeigen, dass die Abbildung a(z, D) wohldefiniert und eindeutig
bestimmt ist. Dies wird analog zum Beweis des Satzes 2.3.1 gezeigt:

a(z, D) ist wohldefiniert. Seien s; € R mit (6 — 1)r < s; < 7, p; € [1,00], ¢; € [1,00) fiir
i=1,2und u € Bylt™ (R, E) N B2t (R, Ep). Dann gilt as, p, g, (D) 4 = sy py.q0 (D) u in

S' (R", Ep), denn eine Folge (un) ey, in C5° (R™, E2) N ( N Byitm™ (R, Eg)) existiert (nach
i=1,2
Lemma 1.1.5) mit

uy — win Byt™ (R", Ey), fiir jedes i = 1,2, (5.28)

und daher bekommt man nach der Stetigkeit von a, p, 4 (x, D), dass

s pirgi (T, D)u = lim ag, p, 4 (v, D)un in Byl (R", Ep), i=1,2. (5.29)

N—oo

Ferner erhalt man nach dem Korollar 1.1.1, dass

(i1
BS  (R", Ep) — B (i JO)(R”,EO), i=1,2 (5.30)

Di i 1J0,J0

fiir ein geeignetes jo € N gilt. Daraus folgt zusammen mit as, p, ¢, (€, D) UN = sy py.q0 (T, D) un

(wegen Satz 5.2.3a)) und sj, = — (jo - %), dass
Hashpufh (.CL‘, D) U — Qsy,pa,q2 (:L‘, D) uHst_o ]
nj0»Jo
= HaShphtIl (:C, D) U — sy ,p1,q1 (x7 D) UN + Gsy,po g0 (xv D) UN — Qsy,p2,q2 (:C, D) UHBSJO

nj0,J0

< Ha317p17q1 (, D)u — As1,p1,q1 (z,D) uNHBSJ'Q -t Has%Pz,lD (z, D)u— Gs3,p2,q2 (z, D) UNHBSJ'O

130,50 nJj0,J0
< Ha517p17q1 (:C’ D) U — Qsy,p1,q1 (l’, D) UNHB;%’(H + c2 ”CLSQ,;DQ,QQ (:L'a D) U — Qsy,py,q2 (l‘, D) UNHBZ;%
— 0.
N—oo

Also ag, py.q (€, D) U = Qg po.go (, D) win BZJJI%JO (R™, Ep) (— S" (R™, Eyp)) und somit ist a(z, D)
wohldefiniert.

a(z, D) ist eindeutig bestimmt. Nun sei T' : Vs (R", Ey) — Vgé (R™, Ey) andere Abbil-
dung, die a)-b) erfiillt. Fiir u € Vs (R™, Ey) existiert ein (sg,po,qo) mit ¢o < oo, so dass
u € Bt (R", Ep). Dann existiert eine Folge (un)yey, in C3° (R™, E) N Bpot™ (R, Ey) mit

Po,q0 Po,90

uy — u in BT™ (R™, Ey). Aus b) erhilt man Tuy = a(x, D)uy fiir alle N € Ng. Dann folgt
0,90

aus a), dass

Tu=B)° . (R" Ey) — A}im Tuy = B° . (R", Ep) — lim a(z, D)uy = a(z, D)u.
—00

Po,90 Po,90 oo

Also T' = a(z, D) auf Vs (R", E»). O
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—_—

5.2.2 Definition von a (x, D) fiir Symbole in C];ST(;Q" (R™, Ey)

Nun stellt sich die Frage, wie man einen Pseudodifferentialoperator beziiglich eines beliebigen
Symbols a in C}, ST (’)2’) (R™, E1) definieren koénnte. Unter den Voraussetzungen des Satzes 5.1.1
czn 0 I*(Z™) und eine
in C7 S}y (R", E) existieren, so dass

wissen wir schon (siche auch Korollar 5.1.1), dass eine reelle Folge (c;);

Folge der elementaren Symbole (a; )j czn

a(x,§) = Z ciaj (z,§)  f.f.a. x € R" und alle { € R".
jezr

P

Wir kénnten einen Operator a (x, D) auf V% (R", E') definieren durch

a(x,D)u = Z ¢a; (x, D), (5.31)
jezn

—_—

aber ist a (x, D)u so iberhaupt wohldefiniert (d.h. héngt diese Definition nicht von der Wahl
der Folgen (Cj)jezn und (aj)jeZ" ab)? Sei u € C° (R”, E3) N B (R™, Ey) mit (6 — 1)r < s <r
gegeben, dann wiirde nach Satz 5.2.4 und (5.31)

a(:-v\,j))u (z) = Z ¢ |os — e Na; (z,€) e u(z — 1) d <£’Z) (5.32)
(2m)

jezn

; —i. d (&,
= Jim os— [ [ 3 oy @) sule —n)| L5

N—o0 h
lil<N

gelten und an dieser Stelle mochten wir den Limes unter das Integral ziehen.
Analog zum Beweis des Satzes 5.2.3 werden wir zeigen, dass man in (5.32) den Limes un-
ter das oszillatorische Integral ziehen darf, wenn p > p,! Daher erhalten wir eine verniinftige

Definition der wie in (5.31) vorhergesehenen Abbildung a (x, D), deren Unabhéngigkeit von der

Wahl der Folgen (¢j);cz. und (a;);cz. im Satz 5.2.6 gezeigt wird.

Definition 5.2.2 (der Abbildung a(z, D) auf Vs (R", E3)) Seien m,r,6 € R mit r > 0,
0<6<1,peNmitp>p,undac C’IS%% (R™, Ey). Nach Korollar 5.1.1 existiert eine reelle
Folge (c;); in C:S%p (R™, Ey),
so dass

in 11 (Z") und eine Folge der elementaren Symbole (aj)j

a(x,§) = Z caj (x,§)  f.f.a. v € R" und alle £ € R".
jezn

Damit definiert man die Abbildung a (z, D) : Vs (R", Ey) — VE’(; (R™, Ey) durch

a/(a?,—l/))u = Z cjaj (z, D)u  fiir alle w € V"5 (R™, Ey) . (5.33)
jezr
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Aus Korollar 5.1.1, (5.27) und Satz 5.2.2 folgt sofort:

Satz 5.2.5 Seien die Voraussetzungen wie in der Definition 5.2.2. Dann gilt
a(z,D) el (B;;m (R™, E2), By, (R”,EO)) mit

B;)j}m(Rn,Eé)

P

a(z,D)

2p)
< cuaugglp [ull pm mn, B,)
Bs, ,(R™,Eq) ’

u
Bg:zm(R",Ez)
fir alle w € Byt™ (R", Ey), p,q € [1,00] und s € R mit (§ —1)r < s < r, wobei HaH((;"}Elp =

max {HGHST{)%[Loo(R”,El)] 5 ”CLHSIHJM’QP[CI(R”,EQ}}'

Satz 5.2.6 Seien die Voraussetzungen wie in der Definition 5.2.2. Dann gelten:

a)

[a (x’D)U] (z) =o0s — //eig'"a (z, &) ou(x —n) d(;f;’;l)

fiir alle u € Cp° (R, Ep) N B;”ng (R™, E9), p,qg € [1,00] und s e R mit (6§ —1)r < s <r.

b) Die in der Definition 5.2.2 gegebene Abbildung a(x,D) hdngt nicht von der Wahl der

Folgen (c¢j);ezn und (a5);czn ab.

Beweis. Analog zum Beweis des Satzes 5.2.3.

Beweis von a): Seien p,q € [l,00], s € Rmit (6—1)r < s < r, u € Cp°(R", Ez) N
Byt (R, Ey), x € R™ (fest),

) = 2 cjaj (z,§) eu(x —n), fir N € Nund

JIEN
bo (6,m) = a(e,&) sule—n) firalle (&) cR™

Dann gelten:

i) (ON)nen, € Aoo (m,p,00) (Rg X RZ,EO) beschrinkt, das heifit es gibt fiir jedes [ € Ny ein
Cpy >0, s0 dass Va,ﬁ € N§ mit |of < p, |B] <L

i) by (&,1m) fe bo (¢,m) gleichméBig auf allen kompakten Teilmengen von R?".

EOyb (€, n)H < Coy (&)™ V(&,1m) € R* und alle N € No.
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Beweis wvon i): Aus a € Sm2p( , Lo (RZ, El)) und v € Cp°(R" Ey) folgt

bo € AJH) (Rg x RQ,EO) und nach Korollar 5.1.1 gilt by € AJp"™ (Rg x R;;,EO) fiir
alle N € N.

Beweis von ii): Sei € > 0. Da (¢j);.,, in I1 (Z") ist, gibt es ein N €N, so dass

I jezn
Z cg<e fﬁralleLzNZN.
N<[jI<L
Daraus folgt fiir alle N > N, K C R?" kompakt und alle (€,m) € R?™:
1o (&) = bo (&)l g = i [ow (€1) = b1 (€ 1) [ g,
L>N>N
< dim o Y gl (@ &) eulz =)y,

L—oo
L>N>N VslsL

IN

CK Ha”s{”f”[Loo(Rn,El)] HUHCZ?O(R”,EQ) €

wegen des Korollars 5.1.1. Dabei ist ¢ := (gm?xK (&)™ Somit ist i) bewiesen.
’77 E
Aufgrund der obigen Behauptung darf man den Limes unter das oszillatorische Integral

ziehen (siehe Satz 1.3.9). Daraus und zusammen mit (5.32) folgt a), denn

[a (@, D)“] (z) = zx}i_H)looos_// e |J|<N6jaj (2,8) o u(z —1n) d(;f;)’l’
o [eoneen 152

fir alle u € Cp° (R}, Ez) N Byt™ (R", Ez) und fiir fast alle € R". Dabei ist s € R mit
-—1r<s<r.
Beweis von b): Sei s € R mit (0 —1)r < s < r. Zunéchst betrachten wir p € [1,00] und
q € [1,00). Dann
C° (R™, Ey) N BEE™ (R, By) <% BEI™ (R™, Ey) .
Dariiber hinaus sieht man nach a), dass die Restriktion der stetigen linearen Abbildung
a(z, D) . Bstm (R, Ey) — B, (R, Ey) auf C° (R", Ey) N B3t™ (R™, Ey) nicht

B;:Zm (RH7E2) P
von der Wahl der Folgen (c;j) und (a;)

abhéngt. Deshalb hiangt die eindeutige und stetige
auf Byt™ (R™, Ey), die mit a (z, D)

jezr jezn

Fortsetzung von a (z, D)
C° (R, Eo)NBy ™ (R™, Ey)

zusammenfillt, nicht von der Wahl dieser Folgen ab.
Nun sei v € V% (R", Ey) beliebig. Dann existierten s € R mit (6 —1)r < s <r, p € [1,00]

und ¢ € [1,00), so dass u € Byt™ (R", Ep). Deshalb hingt a (z, D)u = a(x, D)
nicht von der Wahl der Folgen (¢;) und (a;); . ab.

BISNng(anEQ)

s+m n u
Bpsq (R 7E2)

jezr Jjezn
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5.3 Eigenschaften der Abbildung a (z, D)

Gezeigt wird jetzt der Hauptsatz dieses Kapitels.

Satz 5.3.1 Seienm,r,6 € R mitr >0,0<4§ <1, pENmztp>pn undaEC’rszp(R” Ey).
Dann erfillt die in der Definition 5.2.2 definierte Abbildung a (m,D) Folgendes:

a) a(z,D) T € L (Bst™ (R, Ey), By, (R, Ep)) mit

H a(a:,D)u‘

m2) i st+m n
Bj, (R, Eq) < C||CL||5E ”uHBerm(Rn,Ez) fiir alle w € B, ;™ (R™, Ez),

p,q € [1,00] und s € R mit (6 —1)r < s <r, wobei

lall{57 = max {|[a] gm0 al] wonsrsizo s o ,
1 Sl,é (Rn7LOO(Rn?E1)) ! SI,O ' p(Rn’Cl (anEl))

[a (x, D)} u(z) =o0s — //eif'"a (x,&) ou(x—n) d(;fr’)z)

fir alle w € Cg° (R", E2) N Byt™ (R, Ey), p,q € [1,00] und s € R mit (6 —1)7 < s <.

Beweis. Die Aussage a) folgt aus dem Satz 5.2.5 und b) aus dem Satz 5.2.6. O

Bemerkung 5.3.1 Seien die Voraussetzungen wie im Satz 5.53.1 gegeben. Ist a auch ein ele-
mentares Symbol, so gilt

a(r,D)=a(x,D) auf V5 (R" Ey).
Beweis. Dies folgt aus den S&tzen 5.2.4 und 5.3.1. g

Korollar 5.3.1 Seien die Voraussetzungen von Satz 5.3.1 erfillt. Ist 6 =0 (also —r < s < r),
so gilt

|

By gy = S Nsrze@n, oo m) 1llgm en oy

fir alle w € Byt™ (R, Ey), das heifst

[a — a(z, )} er (CTS’{”O?P (R”,CI (R™, Ev)), £ (BS5™ (R", Es) , BS, (R”,Eo)))

m2p

fir alle p,q € [1,00] und |s| < r. Dabei ist HaHS%Qp(Rn’C:(RmEI
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Beweis. Weil C} (R", E1) — Lo (R", Eq) fur r > 0 gilt, ist dann

lallsy2e n o v )y < r lallspe o oo, 1))
Dann folgt die Behauptung aus dem Satz 5.3.1 a). O

Bemerkung 5.3.2 Gezeigt wird mit dem letzten Korollar, dass der Satz 5.3.1 eine Fortsetzung
des Theorems 2.3.1 in [Ki,03] ist, wenn 1 < p < oo und 1 < ¢ < oo. Dafiir beachte, dass
der in [Ki,03] definierte Operator a (x, D) mit dem Integral im Satz 5.3.1b) auf Cp° (R™, E1) N
Byt™ (R™, Ey) dibereinstimmt.

Korollar 5.3.2 Seien die  Voraussetzungen  wie im  Satz  5.83.1 gegeben  und
B < {b, B,Bmitl1<p< oo} Dann gilt a (z, D)’B;*;M(R" m) €L (Bst™ (R™, Ey) , B , (R™, Ey))
mat

2 ”
<c HQH((;I; 2 ||uHB;Em(Rn’E2) fiir alle u € B;jgm (R™, E5),

(5.34)

a(x,D n u’
H (@, D)tz ) B34 (R", Fo)

p,q € [l,00] und s e R mit (6 —1)r <s<r.

Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis des Korollars 2.3.1 und wird in drei Féllen gezeigt.
Dafiir beachte, dass B, ,, B, , und b, , Banachrédume sind und ||-||st)’q = ||-||]§§1q = ||-||b§7q.
1. Der Fall B = B ist im Satz 5.3.1 enthalten.

2. Der Fall B = b: Seien 1 < p <00, 1 <g<o00,8s € Rmit (§—1)r < s < r und
u € byt™ (R™, Ey). Fiir € > 0 mit s + ¢ < 7 gibt es nach Satz 1.1.2d) eine Folge (u);cy C
Byt (R™, Ep) mit w; — u in By 1™ (R™, Ey). Somit erhilt man nach dem ersten Fall,
dass

a(x,D)u; — am)u in By . (R", Eyp) .

l—0o0

Es fehlt nur zu zeigen, dass a (z, D)u; € Bi¢ (R™, Ey) (— b5, (R", Ep)) fiir alle [ € N. In

o~

der Tat ist a (z, D)u € Bite (R”, Ey), da a(z, D) € L (B5im+e (R, Ey), Bite (R™, Ey)).

3. Der Fall B=B: Sei s € Rmit (§ — 1)r < s <.

a) Sind 1 < p, ¢ < o0, so ist Béqu = B, ,- Dann wendet man den ersten Fall an, um
(5.34) zu erhalten.

b) Sind 1 < p < oo und ¢ = oo, so gilt ngpo = bp oo- Dann ist in diesem Fall der zweite
anwendbar.

g
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Bemerkung 5.3.3 Seien die Voraussetzungen von Satz 5.5.1 erfillt mit r € RT\N. Dann

a(x,D)

és+7rL(Rn Ez) = £ (‘égc—j_,;n (Rn’ EQ) 7-é§o7q (Rn7 E(])) mit
o0,q b}

)2
< cllally 5 lull g, n s,

a(x,D)

Bgo,q(anEO)

B (R Ey)
fir alle u € ég;fg”(IR{",Eg), ge[l,o0] undseR mit (0 —1)r <s<r.

Beweis. Seien 1 < ¢ < oo und u € ngqm (R™, E5), dann existiert eine Folge (u;),cy in

S (R", Ey), so dass u; — u in B3I (R™, Ey). Weil a (z, D) : B3 (R™, Ey) — B3, , (R™, Ey)
stetig ist, gilt dann

a (@, Dyu — a(x, D)u in B, (R, Ep).
— 00

Es bleibt nur zu zeigen, dass

P

(a (z, D)UZ)ZEN C B, (R, Ep). (5.35)

Nach Bemerkung 1.1.2b) ist C] (R", E) = C} (R™, E)). Nach Satz 5.3.1b) und v, € S (R", E»)
zeigt man analog zum Beweis des Satzes 2.2.1, dass

a(x,D)uy € Cy(R",E) VIeN.

Daraus folgt zusammen mit dem Satz 1.1.2 b) die Behauptung (5.35). Somit ist die Bemerkung
bewiesen. o g

Wir stellen schlieflich die Stetigkeit von a(z; D) auf den Funktionenriumen BUC! (R™, E),
C{ (R™, E), CL(R", E) und Wzl) (R™ E) fiir 1 <p < oo und ein geeignetes [ € N fest.

Korollar 5.3.3 Seien die Voraussetzungen wie im Satz 5.3.1 gegeben. Ferner seien k € Ng mit
k<runde >0, sodassl:=m+k+ec Ny, und e {B U Ck,C'(’)“,Cf,Wf; 1<p< oo} Dann
gilt

a(zx,D) €L (31 (R", By) , 3 (R”,EO)) mit

m,2 . n
‘c(i,E1 2 lullgirn g,y fiir alle u € 3 (R, Ey) .

Ha (z, D)u‘

<clla
Ek(R",EO)

Beweis. Zunichst zeigen wir den Fall gk = WI? fir k € Ngmit £k <r, 1 <p < o0. Da
[ > m + k, erhdlt man nach (1.21) und (1.19):

By, (R",E) — W} (R",E) und W} (R",E) < Bl (R",E)— B:{™(R", E). (5.36)
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P

Dies hat zur Folge, dass a (z, D) auf Wzl, (R™, Ey) wohldefiniert ist und fiir alle u € W]l, (R™, Es)
gilt:

e~

oDy = e Dt
(5.36) —
< C Ha $,D m(Rn U‘
- 1 ( )’ng (R, B2) Bg,l(anEO)
< lall 5 ol s,y (wesen des Korollars 5.3.2)

)2
< Cllall§s" lulwyzn, ) -

Somit ist a (z, D) € £ (W} (R", E2) , W} (R", Ep)) fiir alle 1 < p < co und

(m,2p) s 1 (on
Ha(a:,p)uHWg(anEo) < CalS2 ullwyan iy fiir alle w € WY (R", Ey) (5.37)

Nun sei §¥ = BUCk, C(]f, oder C’f fiir k € No mit & < r. Dann erhélt man fiir alle u € § (R™, Es)
nach der Definition der Normen ||| gk (gn gy und ||-[lyyx (gn g, nach (5.37) und nach R, E) —
Wl (R™, E), dass

(@, D)ul = el Dlwin

H“(x ¥l 5t e af\/”%’(R B2 | gt e )
= ‘ a (xuD)|W&(R",EQ)UHW§O(R71’EO)
(5.3

2
< cllal§E ullwe @ g

2
= cllall{s ull g g my)

Somit ist das Korollar bewiesen. O
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