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ZUSAMMENFASSUNG

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Modellierung nie-
derenergetischer elektromagnetischer und hadronischer Prozesse
im Rahmen einer manifest lorentzinvarianten, chiralen effektiven
Feldtheorie unter expliziter, dynamischer Beriicksichtigung reso-
nanter, das heiffit vektormesonischer Freiheitsgrade. Diese effektive
Theorie kann daher als Approximation der grundlegenden Quan-
tenchromodynamik bei kleinen Energien verstanden werden. Be-
sonderes Augenmerk wird dabei auf das verwendete Ziahl- sowie
Renormierungschema gelegt, wodurch eine konsistente Beschrei-
bung mesonischer Prozesse bis zu Energien von etwa 1 GeV ermog-
licht wird.

Das verwendete Zéhlschema beruht dabei im Wesentlichen auf
einem Argument fiir grofes N, (Anzahl der Farbfreiheitsgrade)
und lésst eine dquivalente Behandlung von Goldstonebosonen (Pi-
onen) und Resonanzen (Rho- und Omegamesonen) zu. Als Renor-
mierungsschema wird das fiir (beziiglich der starken Wechselwir-
kung) instabile Teilchen besonders geeignete complex-mass sche-
me als Erweiterung des extended on-mass-shell scheme verwendet,
welches in Kombination mit dem BPHZ-Renormierungsverfahren
(benannt nach Bogoliubov, Parasiuk, Hepp und Zimmermann) ein
leistungsfihiges Konzept zur Berechnung von Quantenkorrekturen
in dieser chiralen effektiven Feldtheorie darstellt. Samtliche vorge-
nommenen Rechnungen schlieflen Terme der chiralen Ordnung vier
sowie einfache Schleifen in Feynman-Diagrammen ein.

Betrachtet werden unter anderem der Vektorformfaktor des Pi-
ons im zeitartigen Bereich, die reelle Compton-Streuung (bezie-
hungsweise Photonenfusion) im neutralen und geladenen Kanal
sowie die virtuelle Compton-Streuung, eingebettet in die Elektron-
Positron-Annihilation. Zur Extraktion der Niederenergiekopplungs-
konstanten der Theorie wird letztendlich eine Reihe experimentel-
ler Datensétze verschiedenartiger Observablen verwendet.

Die hier entwickelten Methoden und Prozeduren — und insbe-
sondere deren technische Implementierung — sind sehr allgemei-
ner Natur und konnen daher auch an weitere Problemstellungen
aus diesem Gebiet der niederenergetischen Quantenchromodyna-
mik angepasst werden.
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ABSTRACT

This thesis is concerned with modelling electromagnetic and hadro-
nic processes in the low-energy regime, employing a manifestly
lorentz-invariant chiral effective field theory with dynamical vec-
tor mesons. This effective theory serves as an approximation of
the more fundamental quantum chromodynamics at low energies.
Focusing on power counting and renormalization, a consistent de-
scription of different processes up to approximately 1 GeV is pos-
sible.

The key ingredient of the power counting is a large-NN, argu-
ment, which implies an equivalent treatment of Goldstone bosons
(pions) and resonances (rho and omega mesons). A suitable renor-
malization scheme is the complex-mass scheme (a generalization
of the extended on-mass-shell scheme) which—combined with the
BPHZ renormalization method (named after Bogoliubov, Parasiuk,
Hepp, and Zimmermann)—yields a powerful framework for the
computation of quantum corrections in chiral effective theories.
All calculations contain contributions up to and including fourth
chiral order at the one-loop level.

Analyzed quantities are, besides others, the vector form factor
of the pion in the timelike region and real Compton scattering (re-
spectively photon fusion) in the neutral and charged channels. In
addition, virtual Compton scattering off the pion, embedded into
electron-positron annihilation, is discussed. Furthermore, experi-
mental data of various observables are used to extract the values
of all contributing low-energy coupling constants.

The developed methods—especially the technical implementa-
tions—are of very general nature and, therefore, straightforward
to adapt to additional problems in low-enery quantum chromody-
namics.
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PROLOG

Umfeld

Das Gebaude der modernen theoretischen Physik ruht auf zwei fun-
damentalen Séulen, der allgemeinen Relativitatstheorie einerseits
und den relativistischen Quantenfeldtheorien andererseits. Erste-
re ist geometrischer Natur und beschreibt gravitative Effekte auf
kosmologischen Skalen wihrend Letztere die drei iibrigen elemen-
taren Wechselwirkungen — die elektromagnetische sowie die schwa-
che und starke Kernkraft — im Standardmodell der Teilchenphysik
zusammenfasst. Diese Eichtheorie, die auf universellen Prinzipien
wie der Quantentheorie, der speziellen Relativitatstheorie sowie
der Clusterzerlegung basiert, generiert aufgrund ihrer mathema-
tischen Struktur Wechselwirkungen zwischen fermionischer Mate-
rie durch bosonische Austauschteilchen [1]. Diese Materie unter-
teilt sich dartiber hinaus in punktformige Leptonen und Quarks,
die — nach bisherigem Kenntnisstand — fundamental sind. Die ver-
schiedenen Austauschbosonen klassifizieren die Art von Wechsel-
wirkung, denen die Materiefelder unterworfen werden und sind
beziiglich ihrer Eigenschaften sehr eng mit den Symmetrien der
zugrunde liegenden Theorie verkniipft.

Die Quantenelektrodynamik (QED), vereinigt mit der schwachen
Kraft zur elektroschwachen Wechselwirkung, beschreibt durch eine
SU(2) x U(1)-Symmetrie elektromagnetisch oder schwach gelade-
ne Teilchen und verwendet dazu den Austausch von masselosen
Photonen beziehungsweise massiven W- und Z-Bosonen, die ihre
Masse durch den Mechanismus der spontanen Symmetriebrechung
erhalten [2-4]. Die Quantenchromodynamik (QcD) [5-7] ist durch
eine SU(3)-Symmetrie charakterisiert und liefert ein Modell zur
Beschreibung der Dynamik von Farbladung tragender Materie —
ausschlieBlich Quarks — mittels Austausch von Gluonen (als Eich-
bosonen); im Gegensatz zur QED tragen diese Austauschteilchen
jedoch selbst Farbladungen und sind damit einer Selbstwechselwir-
kung unterworfen.

Bislang sind experimentell keine freien Quarks sondern ledig-
lich farbneutrale Kompositionen, bestehend aus einem Quark-Anti-
quark-Paar (den Mesonen) oder drei Quarks (den Baryonen) be-
obachtet worden; dieses Phénomen wird im Allgemeinen als Farb-
einschluss (color confinement) bezeichnet [8]. Dartiber hinaus ist



PROLOG

die Kopplungskonstante der QCD eine laufende Kopplung, die fiir
grofle Energien ab einigen GeV klein genug ist, perturbative Me-
thoden zuzulassen [5, 8, 9]. Im Bereich kleiner Energien, bis etwa
1 GeV, versagen diese jedoch, so dass auf effektive Feldtheorien
zuriickgegriffen werden muss, die als Abstraktion fundamentalerer
Prinzipien die Dynamik eines Problems auf effektive Freiheitsgra-
de einschrédnken und somit vereinfachen. Eine mdégliche Alternati-
ve zu diesen effektiven Theorien stellt die Gitter-QcD dar [10], die
starke Wechselwirkungsprozesse in einer diskretisierten Raumzeit
simuliert und somit eine zu perturbativen Methoden komplemen-
tdre Herangehensweise verwendet, die im Rahmen dieser Arbeit
jedoch nicht weiter verfolgt wird.

Eine effektive Feldtheorie der QCD ist die sogenannte chirale
Storungstheorie (chiral perturbation theory, xPT) [11-13], die an-
stelle von Quarks und Gluonen zusammengesetzte Systeme — Gold-
stonebosonen [14] — als Freiheitsgrade verwendet, jedoch nur fiir
sehr kleine Energietibertrage bis einige 100 MeV uneingeschrankt
anwendbar ist. Sie basiert auf der chiralen Symmetrie der QCD-
Lagrangedichte im Grenzfall verschwindender Quarkmassen sowie
einer manifest sichtbaren Skalenseparation zwischen den leichten
Mesonen (Pionen mit Massen von rund 140 MeV) und der typi-
schen hadronischen Skala der Symmetriebrechung A (rund 1 GeV).

Eine Erweiterung des Konzeptes effektiver Feldtheorien durch
Einbau weiterer Vektormesonen vergréfiert den moglichen Konver-
genzbereich von besagten wenigen 100 MeV signifikant und defi-
niert auf diese Art chirale effektive Feldtheorien (yEFT), deren
Freiheitsgrade im Allgemeinen jedoch beziiglich der starken Wech-
selwirkung instabile Teilchen sind. Die konsistente Beschreibung
dieser Resonanzen ist prinzipiell sehr wichtig, wie beispielswei-
se das iiberaus erfolgreiche Vektormesondominanzmodell [15, 16]
zeigt, vom konzeptionellen und technischen Standpunkt — insbe-
sondere beziiglich Kausalitét und Unitaritét [17] — jedoch durchaus
anspruchsvoll. Besonderes Augenmerk muss in diesem Zusammen-
hang sowohl auf die einer systematischen Entwicklung zugrunde
liegende Skalenseparation [18] als auch auf ein angemessenes Re-
normierungsschema [19-23] gelegt werden, da die korrekte Bertick-
sichtigung von Quantenkorrekturen in Anwesenheit von Resonan-
zen nicht trivial ist.

Das in dieser Arbeit verwendete Modell hadronischer Wechsel-
wirkungen ist eine solche yEFT mit pionischen und vektormesoni-
schen Freiheitsgraden, wodurch eine konsistente theoretische Be-
schreibung verschiedenartiger Prozesse bis zu Energien von etwa
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1 GeV unter Berticksichtigung von Effekten hoherer Ordnung er-
moglicht wird.

Motivation

Das bereits erwahnte Standardmodell der Teilchenphysik ist eine
ausgesprochen leistungsfdhige Theorie, deren Voraussagen bisher
héufig mit &ullerster Prizision experimentell bestatigt worden sind.
Allerdings gibt es auch signifikante Abweichungen zwischen theore-
tischen Vorhersagen und experimentell gemessenen Zahlenwerten,
die beispielsweise im Falle des anomalen magnetischen Moments
des Myons bei rund drei Standardabweichungen liegen [24]. Die
grofte hierzu beitragende Unsicherheit ist nach wie vor der hadro-
nische Anteil der Elektron-Positron-Annihilation in zwei Pionen,
so dass eine genaue Analyse dieses Prozesses neue Erkenntnisse
liefern kann.

Besonders interessant sind dabei radiative Methoden (radiative
return) wie initial-state (isr) und final-state radiation (fsr), da da-
durch Energiescans an Colliderexperimenten fester Schwerpunkt-
energie durchgefithrt werden konnen [25]. Der isr-Teil ist ein rei-
ner QED-Prozess und damit ausgesprochen gut bekannt, der fsr-
Beitrag kodiert jedoch die hadronischen Anteile und ist daher stark
modellabhéngig.

Der urspriingliche Versuch einer (soweit moglich) modellunab-
héangigen fsr-Analyse, die auf experimentellen Daten einer Ladungs-
asymmetrie beruht, um mogliche Regionen zulédssiger hadronischer
Parameter zu kartographieren und damit Einfliisse auf Wirkungs-
querschnitte abzuschétzen, erwies sich letztendlich als nicht ziel-
fithrend; die relevanten Resultate sowie weitergehende Informatio-
nen sind in Anhang D zusammengefasst. Die Verwendung eines
leistungsfihigen und nicht auf diesen einzelnen Prozess beschrank-
ten hadronischen Modells ist somit unumgénglich und soll in der
vorliegenden Arbeit genauer untersucht werden.

Struktur

In Kapitel 2 werden die theoretischen Grundlagen der QCD so-
wie der xPT kurz dargestellt und die wesentlichen Konstruktions-
merkmale der yEFT erklart. Dariiber hinaus wird die vollstandige
Lagrangedichte, welche die Basis sémtlicher weiterer Rechnungen
darstellt, motiviert.

Im darauf folgenden Kapitel 3 werden einige allgemeine quan-
tenfeldtheoretische Aspekte wie beispielsweise die Renormierung

3
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genauer beleuchtet und explizit der dieser Arbeit zugrunde liegen-
den Theorie angepasst.

Das anschliefende Kapitel 4 beschéftigt sich mit der Berech-
nung niederenergetischer Prozesse und der Verkniipfung mit ex-
perimentellen Observablen. Speziell werden der Formfaktor des
Pions, die Photonenfusion, die Pionenstreuung sowie die virtuelle
Compton-Streuung am Pion, eingebettet in die Elektron-Positron-
Annihilation, untersucht.

Darauthin werden in Kapitel 5 samtliche Kopplungskonstanten
mit Hilfe verschiedener experimenteller Datensatze bestimmt.

Eine kurze Zusammenfassung schliefit sich in Kapitel 6 an.

Im Anhang finden sich eine umfassende Zusammenstellung der
verwendeten Notationen (Kapitel A), eine ausfiihrliche Erérterung
der relevanten kinematischen Randbedingungen (B), eine kurze
Einfithrung in das zur Parameteranpassung verwendete bootstrap-
Verfahren (C), die bereits angesprochene modellunabhéngige Ana-
lyse (D) und — neben einigen Ergénzungen (E) und technischen
Details (F) — nattrlich die notwendigen Feynman-Diagramme (G)
und -Regeln (H) sowie, dariiber hinaus, maschinenlesbare Versio-
nen der wichtigsten berechneten Funktionen (I).



QUANTENCHROMODYNAMIK UND
EFFEKTIVE FELDTHEORIEN

In diesem Kapitel werden, ausgehend von der fundamentalen Quan-
tenchromodynamik, die relevanten Konstruktionsmerkmale der chi-
ralen Storungstheorie sowie die Lagrangedichte der in dieser Arbeit
verwendeten chiralen effektiven Feldtheorie zusammengestellt.

2.1 QUANTENCHROMODYNAMIK

Die Quantenchromodynamik (QCD) ist eine nicht-abelsche SU(3)-
Eichtheorie, welche die fundamentalen Wechselwirkungen der fer-
mionischen Materiefelder (Quarks) untereinander durch Austausch
acht masseloser Eichbosonen (Gluonen) beschreibt [5-7].

Es existieren insgesamt 18 verschiedene Quarks, die in sechs fla-
vors mit jeweils drei color-Freiheitsgraden auftreten und die in
Tabelle 2.1 auf der nachsten Seite eingetragenen, aufféllig unter-
schiedlichen Massen aufweisen.

2.1.1 Lagrangedichte und Symmetrie des Grundzustands

Kombiniert man die drei Dirac-Spinoren eines flavors f zu einem
Vektor qf, so lautet die Poincaré- und lokal eichinvariante La-
grangedichte der QCD

ZLaop = Z qr(in"Dy —my)qy — %gzyga,ﬁw’
f=u,...,t

wobei die kovariante Ableitung
Dy = 9y — igsay AL

die acht Gluonenfelder AZ — entsprechend den Generatoren einer
SU(3) — einfiihrt. g5 ist die starke Kopplungskonstante, die

Gl = OpAL — 0y AL — g f* AL A

sind Feldstarketensoren, welche die antisymmetrischen SU(3)-Struk-
turkonstanten f®° enthalten (die Definitionen sind samtlich aus
[27] entnommen, woran sich auch die weiteren Ausfithrungen die-
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Flavor: up down  strange
Masse in MeV: =~ 2 ~ b ~ 95

Flavor: charm beauty  truth
Masse in GeV: =~ 1 ~ 4 ~ 173

Tabelle 2.1: Quarkmassen, entnommen aus [26].

ses Kapitels orientieren). Der verallgemeinerte kinetische Term
der Lagrangedichte (derjenige, der quadratisch in G ist) lasst eine
Gluonenselbstwechselwirkung zu, die eines der Hauptcharakteris-
tika dieser Yang-Mills-Theorie ist [28, 29].

Beziiglich einer typischen hadronischen Skala der Symmetriebre-
chung A := 47 F ~ 1.156 GeV (mit der Pionzerfallskonstante F')
sind die ersten beiden Quarks (u und d) ausgesprochen leicht, so
dass im niederenergetischen Bereich der QCD nur diese eine signi-
fikante Rolle spielen. Dariiber hinaus ist die Summe der Strom-
quarkmassen der leichten Hadronen sehr viel kleiner als die beob-
achtete Gesamtmasse, so dass es in erster Naherung ausreicht, die
Lagrangedichte im chiralen Grenzfall verschwindender Quarkmas-
sen,

g(SCD = > §riv"Dugy — igzygwuv’
f=u,d

zu betrachten. Unter Verwendung der beiden Projektionsoperato-
ren P' = 2(1—75) und P* = 3(1 4 75) zerfillt diese in — beziig-

lich der Helizitat — getrennte links- und rechtshindige Quarkfelder
qL|R — pur q,

Leon =2 (T Dug} + T Dug}) — 1G5,6°H.
f=ud

Da die kovariante Ableitung flavor-unabhéngig ist, existiert eine
globale U(2), x U(2),-Invarianz beziiglich der Quarkfeldtransfor-
mationen

qL|R > UL|RqL|R, wobei UM = exp (—%T“Qé'R — i6L|R) ;

mit den drei Pauli-Matrizen 7% und Parametern 6. Der Vektor ¢
entspricht hierbei dem zweikomponentigen Quarkisospinor (g, gq)” .
Verwendet man das Noethertheorem [30] sowie die Methode von
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Gell-Mann und Lévy [31], so finden sich 34+ 3414 1 = 8 erhal-
tene Strome L¥, R LF und RM, die in den Linearkombinationen

Vi =R+ L =q"%q AL =Ri—LL =3/ s%q,
VI =R+ L = q'q, Al = BRI — LI = qv"sq,

das heifit in (Triplett- und Singulett-) Vektor- und Axialvektorstro-
men, zusammengefasst werden kénnen. Die globale U(2), x U(2),
zerfallt in eine SU(2), x SU(2), x U(1), x U(1),-Symmetrie, wo-
bei die U(1),, der Baryonenzahlerhaltung entspricht. Die U(1),
iiberlebt durch Fluktuationen im Gluonenhintergrund eine Quan-
tisierung nicht und erzeugt eine hier nicht weiter relevante An-
omalie [32-34]; die verbleibende SU(2), x SU(2), ist die chirale

R
Symmetriegruppe der QCD fiir zwei masselose Quarks.

2.1.2  Symmetriebrechung

Die erwahnten erhaltenen Strome V/}* und A# implizieren die Exis-
tenz von Ladungsoperatoren Qv , und Q)4 4, die mit dem Hamilton-
operator im chiralen Grenzfall kommutieren und daher die Exis-
tenz von degenerierten Zustanden diametraler Paritat im Hadro-
nenspektrum nahe legen. Diese Zustande sollten sich in Multipletts
entsprechend der Dimensionalitat irreduzibler Darstellungen der
chiralen Symmetriegruppe anordnen. Empirisch beobachtet man
jedoch keine sogenannte Paritatsverdoppelung, weshalb davon aus-
gegangen werden kann, dass es in der QCD zu einer spontanen Sym-
metriebrechung kommt; der Grundzustand ist daher nicht mehr
invariant unter der vollstdndigen chiralen Symmetriegruppe.

Dem Coleman-Theorem zufolge [35] bestimmt die Symmetrie
des Grundzustandes die Symmetrie des Spektrums und umgekehrt
sollten sich aus dem Spektrum Informationen iiber den Grund-
zustand ableiten lassen. Sei npy die Anzahl an Generatoren der
Grundzustandssymmetrie und ng die Zahl der Generatoren der
kompletten Symmetriegruppe des Hamiltonoperators — also sechs
fir die SU(2), x SU(2), — so folgt aus dem Goldstonetheorem [14,
36] die Existenz von ng — ny masselosen Goldstonebosonen. Da
sich im Teilchenspektrum drei Pionen finden, die sehr viel leichter
sind als samtliche iibrigen nur aus Up- und Down-Quarks zusam-
mengesetzten Hadronen, identifiziert man dieses Triplett mit den
Goldstonebosonen einer spontan zur SU(2),, gebrochenen Grund-
zustandssymmetrie der Quantenchromodynamik.

7
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Eine zusatzliche explizite Symmetriebrechung durch die Massen-
matrix M mischt die links- und rechtshandigen Felder geméafl

Ly = —"Mg"— - MIg%, mit M= ("),

mq

so dass die oben definierten Stréome die expliziten Divergenzen
9, VI =ig[M, %Ta]q und 0, AL = ig{M, %Ta}%q

entwickeln und die chirale Symmetrie somit nicht mehr erhalten
ist; dies erklart die kleine, jedoch nicht vollstandig verschwindende
Pionenmasse [27].

2.2 CHIRALE STORUNGSTHEORIE

Bisher ist es nicht moglich, aus der Quantenchromodynamik als
fundamentale Theorie ein vollstandiges Hadronenspektrum oder
starke Wechselwirkungsprozesse mit beliebiger Genauigkeit abzu-
leiten. Fir grofle Energien — ab einigen GeV — ist zwar asympto-
tische Freiheit zu erwarten [5, 8, 9], im niederenergetischen Be-
reich hingegen ist eine perturbative Beschreibung mit Quarkfel-
dern nicht moglich.

Eine Alternative hierzu ist eine effektive Feldtheorie mit Gold-
stonebosonen als dynamische Freiheitsgrade, die sogenannte chira-
le Stérungstheorie (chiral perturbation theory, xpT) [12, 13].

2.2.1 Effektive Feldtheorien

Die Idee, die hinter dem Konzept einer effektiven Feldtheorie steht,
lasst sich vereinfachend zusammenfassen zu

...if one writes down the most general possible La-
grangian, including all terms consistent with assumed
symmetry principles, and then calculates matrix ele-
ments with this Lagrangian to any given order of per-
turbation theory, the result will simply be the most
general possible S matriz consistent with analyticity,
perturbative unitarity, cluster decomposition and the
assumed symmetry principles. S. Weinberg [11]

Diese Konstruktionsvorschrift liefert jedoch a priori eine unendli-
che Anzahl an moglichen Termen, da beziiglich des Komplexitéats-
grades neben den Symmetrien keinerlei weitere Einschrankungen
vorgenommen werden. Fiir praktische Anwendungen ist es daher
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offensichtlich notwendig, eine konsistente Methode zu entwickeln,
welche die zur Verfiigung stehenden Terme nach ihrer Relevanz
klassifiziert, so dass mit einer endlichen Anzahl an Ausdriicken
hinreichend genaue Approximationen physikalischer Observablen
berechnet werden kénnen.

2.2.2 Klassisches Zahlschema

Bezeichne p eine beziiglich der hadronischen Skala A kleine Grofie —
Massen oder Impulse — so konnen die einzelnen Terme einer effek-
tiven Lagrangedichte . als Potenzreihe in p/A entwickelt werden.
In einer rein pionischen Theorie treten Impulse — gleichzusetzen
mit Ableitungen — immer lorentzinvariant und daher quadratisch
auf. Weiterhin ist die Quarkmasse als kleinste mogliche Einheit
proportional zur quadrierten Pionenmasse [37], so dass sich die
vollstandige effektive Lagrangedichte als Reihe einzelner Beitrage
mit geradzahliger Ordnung darstellen lasst:

323(2)_{_3(4)4_3(6)4_...‘

Die chirale Ordnung eines einzelnen Terms dieser Lagrangedich-
te beziehungsweise eines einzelnen beitragenden Diagramms lasst
sich mit dem Weinberg’schen Zahlschema [11] bestimmen: Linea-
res Reskalieren der dufleren Impulse (p; — tp;) sowie quadrati-
sches Reskalieren der leichten Quarkmassen (m — t?m)! liefert
einen globalen Koeffizienten ¢"* und damit einen Beitrag der chira-
len Ordnung n zu £ (im Folgenden mit O(n) abgekiirzt).

Jeder einzelne Term einer effektiven Lagrangedichte erhalt dar-
iiber hinaus als Koeffizient eine Niederenergiekopplungskonstante
(low-energy coupling constant, LEC), die allerdings nicht aus der
Theorie abgeleitet werden kann sondern durch Anpassungen an
experimentelle Daten fixiert werden muss.

2.2.3 Resonanzen

Neben den Goldstonebosonen existieren im niederenergetischen
Bereich bis zu 1 GeV Resonanzen, die in der klassischen xPT nicht
enthalten sind, jedoch — wie zum Beispiel im Falle des Vektor-
mesondominanzmodells [15, 16] — eine durchaus gewichtige Rolle

Wie bereits erwihnt ist m oc m2 [37], so dass durch diese Wahl Konsistenz
mit der Massenschalenbedingung p? = m?2 sichergestellt wird.
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spielen konnen. Ohne expliziten Einbau einer Resonanz als zusétz-
lichen Freiheitsgrad liefert deren Propagator

2
1 1 q2 q2
qz_mz%‘mz{”nw(mz L

nur fiir |¢?| < m? Beitrdge, die in Kopplungen absorbiert wer-
den kénnen [38-40]. Beriicksichtigung als neue dynamische Gro-
e erlaubt jedoch die Uberwindung dieser natiirlichen Barriere
und liefert schliefllich eine sogenannte chirale effektive Feldtheorie
(YEFT), deren Konvergenzbereich durch die Masse der leichtesten,
nicht eingebauten Resonanz nach oben hin beschrankt wird. Nach
Inklusion des Rho- und Omegamesons liegt diese Grenze in der
Region der hadronischen Skala A = 47 F', also bei rund 1 GeV.

Die Massen der instabilen Teilchen sind dabei komplexe Grofien,
deren renormierte Werte auf die Polposition des zugeordneten voll-
standigen (dressed) Propagators gesetzt werden, um Unabhéngig-
keit von Feldredefinitionen zu gewéhrleisten [41-48].

2.3 EFFEKTIVE LAGRANGEDICHTE

Die Lagrangedichte einer effektiven Feldtheorie setzt sich aus einer
Vielzahl einzelner Bausteine zusammen, denen jeweils wohldefinier-
te Transformationscharakteristika beziiglich der chiralen Gruppe
G = SU(2), x SU(2),, mit Elementen (L, R), sowie diskrete chi-
rale Ordnungen O(n) zugewiesen werden kénnen. Diese Ordnun-
gen beruhen dabei auf einem Zahlschema, das im Rahmen der
vorliegenden Arbeit nicht nur Pionen sondern auch Rhomesonen
beachten muss.

2.3.1  Zdhlschema und Prdzision

Die empirischen Massen der leichten (Vektor-) Mesonen sind auf-
fallig unterschiedlich und reichen (im Falle des Rhomesons) nahe
an die hadronische Skala A = 47 F" heran — eine Skalenseparation
ist auf den ersten Blick daher nicht offensichtlich. Allerdings kann
im Rahmen der large-N.-QCD ein Argument gefunden werden, wel-
ches das Zéhlschema weniger als Auspréagung einer manifesten Ska-
lenseparation sondern vielmehr als perturbative Entwicklung im
kleinen Parameter 1/N. interpretiert [18, 49].

Referenz [18] folgend verhélt sich die Skala A fiir groBe Werte
von N, proportional zu /N, wihrend die Mesonenmassen m gegen
endliche Werte streben und der Entwicklungskoeffizient m/A daher
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klein wird [50, 51]. Terme der chiralen Ordnung O(n) skalieren wie
(m/A)" und somit letztendlich wie (1/v )", so dass im Folgenden
sowohl Pionen- als auch Rhomesonen gleich behandelt werden kon-
nen. Deren Massen sowie Ableitungen der entsprechenden Felder
sind damit konsequent von der Ordnung O(1).

Bezeichne die Abktirzung ¢ := 1/y/N. den Entwicklungskoeffizi-
enten, so werden beliebige physikalische Observablen o als Reihe
mit Beitragen verschiedener chiraler Ordnung o) gemaf

o =0 4e0V) 426 4 3600 ...

dargestellt. Da praktische Rechnungen lediglich eine endliche An-
zahl an Termen berticksichtigen, wird ein systematischer Fehler
eingefiihrt, der mit der Grofe €? abgeschétzt werden kann. 6 be-
zeichnet dabei die Differenz der Ordnungen der vernachlassigten
Beitrage sowie der fiihrenden Beitrédge mit nicht-verschwindendem
o).

Die in dieser Arbeit betrachteten Prozesse beinhalten Terme
mit geraden Ordnungen bis einschlieBlich O(4), so dass O(6) ver-
nachlassigt wird. Die minimal beitragende Ordnung ist im besten
Falle O(2), welche ein 6 = 6 —2 = 4 und daher einen systemati-
schen Fehler von % = 1/N?2 implziert. Fir N, = 3 bedeutet dies
daher eine (optimistisch abgeschétzt) mindestens zehnprozentige
Unsicherheit aller vorgenommenen Rechnungen. Im spéteren Ka-
pitel 5.1 wird auf diese Fehler noch einmal eingegangen.

2.3.2 Bausteine

Die relevanten Bausteine fiir die in den folgenden Abschnitten zu-
sammenzustellende Lagrangedichte einer chiralen effktiven Feld-
theorie bestehen aus Quantenfeldern beziehungsweise deren (ko-
varianten) Ableitungen. Soweit nicht anders erwiahnt sind diese
Bausteine [27] entnommen.

Die dynamischen Freiheitsgrade sind 2 x 2-Matrizen, welche die
physikalischen Teilchen durch Felder in kartesischen Koordinaten
parametrisieren.? Die drei Pionen sind in einem

.__ i¢/F . . —a_a __ 70 Vort
U:=e mit ¢ 1= w7 _<\/§7r— _WO), (2.1)
sowie dem Transformationsverhalten U — RUL' beziiglich der
chiralen Gruppe G, zusammengefasst. Diesem U wird dabei die

2 Die Transformation zwischen kartesischen und sphérischen Koordinaten ist in

Anhang A.4 definiert.

11
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Ordnung O(0) zugewiesen; die drei 7% sind die Pauli-Matrizen,
die Pionzerfallskonstante F' ~ 92 MeV ist eine der Kopplungen
und experimentell bekannt. Das Photon ist als externes Feld mit
dem physikalischen Photonfeld A,, iiber

vy 1= —%e.AMTg (2.2)

verkniipft und von der Ordnung O(1), um Konsistenz beztiglich
der weiter unten definierten kovarianten Ableitung D,U sicherzu-
stellen (in dieser Arbeit ist e > 0 mit €*/4r & 1/137).

Die drei moglichen Rhomesonen konnen in einem Feld p, (ana-
log zu U von der Ordnung O(0)) zusammengefasst werden, welches
jedoch inhomogen transformierend gewéahlt wird [38]. Es ist

pe= bt wi g KK S 29

wobei der Kompensator K durch das Transformationsverhalten
der unitiren Wurzel u := /U mit

—1
u— VRUL' = RuK™' und K =VRUL' RVU,

festgelegt wird; ¢ ist eine weitere Kopplungskonstante. Die den
beiden Vektoren v, und p, zugeordneten Feldstarketensoren

. (2.4)
Puv = Oupy — Oupy — lg[Pua PV]

transformieren jeweils homogen (das heifft X, — KX, K1) und
sind von den Ordnungen O(2) (f) beziehungsweise O(0) (der
Kommutator in p,,,) und O(1) (die Ableitungen in py, ).

Die kovariante Ableitung der Pionenfelder ist definiert geméf3

D,U = 9,U +i[U,v,], mit DU+~ RD,UL',  (2.5)

generiert Wechselwirkungen mit Photonen und ist insgesamt von
der Ordnung O(1) (weiterhin ist D,UT = (D,U)T). Weitere Bau-
steine dieser Ordnung sind Kombinationen der bisherigen, insbe-
sondere zum einen der inhomogen transformierende chirale Zusam-
menhang

F,u = %{UT(a,u — ivﬂ)u + u(@u — iUN)UT}, (26>
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O(n) Felder Ableitungen Massen  Kompositionen

0 T, py U7 u, p/U/
1 vy Oum, Oupy wy, DU, Ty puw
2 a,uvl/ m72ra m/2) X5 X+ f/u/a fiy

Tabelle 2.2: Bausteine der yEFT-Lagrangedichte mit deren zugewiese-
nen chiralen Ordnungen O(n). p,, enthalt Beitrédge der Ordnun-
gen O(0) und O(1).

mit I')y — KI', K f— KK f. zum anderen ein homogen transfor-
mierendes chirales Vielbein

Uy = i{uTaﬂu — uéuuT — i(uTvMu — uvuuT)}. (2.7)

Die Masse der Pionen wird durch die beiden Objekte

x:i=1m2 und yi:=ulxu' +uxTu=m2U"+0),

jeweils von der Ordnung O(2), eingefiihrt. Letzteres ist, genau wie
der modifizierte Feldstarketensor

fuiy = ufw,uT + quWu (2.8)

mit der Ordnung O(2), aus [38] entnommen.
Eine Zusammenfassung dieser Bausteine mit den jeweils zuge-
wiesenen chiralen Ordnungen findet sich in Tabelle 2.2.

2.3.3 Pionische Lagrangedichte

Die beiden pionischen Anteile der Lagrangedichte in einer fiir den
SU(2)-Sektor niitzlichen Form (entnommen aus [27], urspriinglich
zu finden in [12] und [52]) ohne Terme, die ausschlielich externe
Felder beinhalten, lauten fiir die chirale Ordnung O(2)

20 = 1F?tr(D,UDFUY) + L2t (yUT + UxY), (2.9)

13
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beziehungsweise fir die chirale Ordnung O(4)

2 = 1, ©?(D,UDFUY)
+ 11 tr(D,UD,UT) tr(D*UDYUT)
+ (I3 + L) e (\UT + UxT)
+ Ly tr(DLUDFUT) tr(xUT + UxT)
+ s tr( L, U fUT)
+ 3l tr(fu (D*UDYUT + DFUTDY D))

(2.10)

und beinhalten die Kopplungen F' sowie [ bis lg.

2.3.4  Vektormesonische Lagrangedichte

Der Ausgangspunkt fiir die Konstruktion einer vektormesonischen
Lagrangedichte ist die allgemeinste Struktur mit dimensionslosen
Kopplungen, die sich aus einem homogen transformierenden Feld
V= %V;Ta (mit V,, = KV, KT) zusammensetzen ldsst, nimlich

Ly = =5t (Vi V) +m? tr(V,V*) +ig tr(V, [V, V?])
— Pt (V, VR VY) + g (VW VAVY)

wobei V,,, = V,V, =V, V, mit V,V,, = 9,V,, + [[',, Vi,]. Selbst-
konsistenzbedingungen sorgen dafiir, dass lediglich eine einzige
Kopplungskonstante ¢ auftritt [53], zusatzliche Zwangsbedingun-
gen fixieren die Zahl unabhangiger Komponenten der Felder V),
1, 54]. Mit der Abkiirzung V, := Vj, —ig [V}, V. ] lasst sich dies
zusammenfassen zu

Ly = =StV V) +m? tr(V,VH)

deren Invarianz beziiglich SU(2), x SU(2),-Transformationen und

korrektes Hochenergieverhalten [38] durch die beiden Identifikatio-

nen Vy — pu und V, — p, — él"u gewahrleistet werden kann;

generell sind physikalische Observablen unempfindlich gegen Feld-

redefinitionen [55]. Die effektive Lagrangedichte fir Rhomesonen

mit massiver Yang-Mills-Struktur lautet schliefllich [56]

23 = =3 (pup™)
+ (M2 + ey tr(xp)) tr( (o — 10 (0 — 101)),

(2.11)
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mit den Kopplungen g und c¢,. Der c¢,-Term ist ein zusatzlicher,
mit den Symmetrien vertraglicher Baustein, der Auswirkungen auf
die Masse des Rhomesons jenseits des chiralen Grenzfalls (772,)
hat. Da im Falle perfekter Isospin-Symmetrie tr(x4 ) = 4m2 (bis
auf Terme hoherer Ordnung) wird die physikalische, komplexe
Rhomasse - diejenige die im Propagator verwendet wird — mit
m?) = mp + 4cxm 1dent1ﬁ21ert Dartiber hinaus wird die KSRF-
Relation® 2¢%F? = mp [57, 58] verwendet.

Der erste, kinetische Term in Gleichung (2.11) liefert mit den in
Tabelle 2.2 zusammengefassten Bausteinen Vertizes mit drei oder
vier Rhomesonen, die von den Ordnungen O(1) beziehungswei-
se O(0) sind, da Ableitungen nicht zwingend Bestandteil lorentz-
invarianter Terme sein miissen. Eine Unterdriickung hoherer Schlei-
fen durch chirale Ordnungen ist damit jedoch nicht sichergestellt,
da hierzu die Vertexordnung O(2) nicht unterschritten werden
darf. Eine Moglichkeit, dieses Problem zu umgehen ist wiederum
ein large- N-Argument (ebenfalls [18] entnommen) und beruht auf
der Feststellung, dass Vertizes mit n Vektormesonen wie N1~"/2
skalieren [50, 59]. Dies bedeutet jedoch, dass neben der bisheri-
gen, gleichen Behandlung von Pionen und Rhomesonen in An-
wesenheit letzterer eine zusétzliche Ordnungskorrektur der Form
NI="2 = (N7Y2)n=2 & O(n — 2) vorgenommen werden muss.
Fir n = 3 Rhomesonen verschiebt sich die Ordnung somit von
O(1) zu O(2), fir n = 4 von O(0) zu O(2), so dass eine syste-
matische Unterdriickung hoherer Schleifen durch das Zahlschema
gewahrleistet wird.

Weitere sechs mogliche Beitrage zur vektormesonischen Lagrange-
dichte finden sich in [38] und bilden

‘gp(E) = e tr(pu f1)
+ ieq tr(pw, [u“,ul’])
+ieg (o — T, )[uy,fﬁ”])
+eatr((pp — 5T0) [w", x-])-

Die beiden iibrigen Terme

(2.12)

€ tr((pu — éru)u”uo‘zﬂ) und

euvas tr((pn — 100 {u”, £27}),

3 Benannt nach Kawarabayashi, Suzuki, Riazuddin und Fayyazuddin
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generieren Vertizes mit einer ungeraden Anzahl an Pionenlinien
der Ordnungen drei oder vier und sind daher fiir diese Arbeit nicht
relevant.

2.3.5 Effektive Lagrangedichte

Zusammengefasst ergibt sich die im Folgenden verwendete yEFT-
Lagrangedichte

2 6 2 4
=1 =1 =1 =1
(2.13)

mit insgesamt elf unbekannten Niederenergiekopplungskonstanten
l1 bis lg, e1 bis e4 und cy; g kann durch die KSRF-Relation elimi-
niert werden. Die Zahlenwerte von F' sowie der Massen m, und
m, sind bekannt und in Anhang A.1 verzeichnet.

Die relevanten Vertizes fiir die in Kapitel 4 betrachteten nie-
derenergetischen Prozesse auf Einschleifenniveau sind (aufgelost
nach moglichen chiralen Ordnungen) in Tabelle 2.3 auf der nachs-
ten Seite zusammengefasst. Die Namensgebung der einzelnen Ter-
me der Lagrangedichte 2\ gpr orientiert sich an der Reihenfolge
der einzelnen Summanden in den Gleichungen (2.9) (G und Ga),
(2.10) (s1 bis sg), (2.11) (Y1 und Y2) sowie (2.12) (E; bis Eq).
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O(n) Vertizes
g((}) G1 2 7277 7T2727 7477 7-['4'72
" Go 2 7t 76
St 4 7 7r4% 7T4’)/2, 70
S2 4 7, wiy, w442, 78
j(s) S3 4 74, w6
" S4 4 7T277 W2727 747 7T477 74727 7T6
S 4 w22 iy?
S6 4 7T2% 7T2727 7.‘-477 7T4’}/2
yi 2 ot
gp(y) 2 w22t
Y2 3 gpmiprtypaipatyp
4wttty ity
n 2 VP, wyp?
3 yp, mp, whp
e s
e 3 wp, wyp, whp, whp
2
B0 m2p, Typ
4 w22 ey mhe?
m 3 e map i i
4

2 2,2 4 4 4.2 6
7T1y77T777T77T,}/77T777T

Tabelle 2.3: Vertexinhalt der einzelnen Terme in Zper aus Glei-
chung (2.13), sortiert nach chiralen Ordnungen O(n), mit zusétz-
licher p34-Vertexkorrektur.
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In diesem Kapitel werden einige technische Aspekte von Quanten-
feldtheorien im Allgemeinen und der in dieser Arbeit verwendeten
chiralen effektiven Feldtheorie im Besonderen zusammengefasst.

3.1 MATRIXELEMENTE

Die zentrale Grofe einer jeden quantenfeldtheoretischen Rechnung
ist die sogenannte S-Matrix, der unitare Grenzfall des Zeitentwick-
lungsoperators, der die physikalische Information eines Streupro-
zesses in Form einer Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen Wel-
lenpaketen eines Anfangs- und Endzustandes kodiert.

Die in diesem Abschnitt verwendeten Definitionen, Notationen
und Konventionen orientieren sich an [4].

3.1.1 Green’sche Funktionen

Bezeichnen die Vektoren p und p’ vereinfachend sowohl Impuls als
auch sdmtliche weitere Charakteristika von ein- beziehungsweise
auslaufenden Teilchen eines beliebigen Streuprozesses mit Zeitent-
wicklungsoperator e "t so definiert

: —iH (2 .
ouelP’ | Pl = lim (p [ ) | p) = (p' | 7 | p)

formal die unitére S-Matrix () der Theorie; diese ist mit der in-
teressanteren Ubergangsmatrix .7 gemiB . = 1 +i.7 verkniipft,
die den eigentlichen Wechselwirkungsanteil beschreibt. Das fiir
praktische Anwendungen relevante invariante Matrixelement M
ist, mit einer gesamtimpulserhaltenden Deltadistribution fir die
ein- und auslaufenden p; und p}, definiert gemas

W' 17 | p) = (2m)* W (i pi — i) iM(p, D).

Zur Berechnung des Matrixelementes wird die weiter unten aus-
fihrlicher behandelte Lsz-Reduktionsformel' verwendet, die auf
n-Punkt-Korrelationsfunktionen, den Green’schen Funktionen G,
beruht. Diese sind chronologische (zeitgeordnete) Produkte orts-

1 Benannt nach Lehmann, Symanzik und Zimmermann, vgl. Abschnitt 3.1.2
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und zeitabhéngiger Feldoperatoren ¢; = ¢;(x;), ausgewertet zwi-
schen dem Vakuumzustand der Theorie. Diese Produkte konnen
als Summe von Feynman-Diagrammen aufgefasst werden, so dass
vereinfachend

G($1’ - ’wn) z <(0 ‘ erfr:rlu(efllle)r .v.er.bf:d(eign)} ’ §)> (31>

Diagramme mit n externen Linien

gilt, wobei die Zeitordnung 7 in Anhang A.2 definiert ist; im All-

gemeinen tragen die Feldoperatoren weitere Lorentz- oder Isospin-

indizes, die hier im Index ¢ = 1, ..., n subsumiert sind.
Fouriertransformierte von Zweipunkt-Korrelationsfunktionen,

Si(p) = [ A e (0| T{onei(2)ona (0)} 10).

beschreiben die raumzeitliche Evolution eines keiner Wechselwir-
kung unterworfenen Teilchens und werden freie (undressed) Propa-
gatoren genannt. Vollstdndige (dressed) Propagatoren S hingegen
beinhalten Wechselwirkungen und werden durch Einfiigen einer
unendlichen Anzahl an Selbstenergieeinschiiben E (die Summe al-
ler einteilchenirreduziblen Schleifendiagramme mit zwei externen
Linien ohne externe Propagatoren) geméasf

S=85y+S5ESy +SyESfESy + - -+
= Sp+SE(Sy+ SpESp++++) = Sy + SpES

konstruiert. Auflosen nach S sowie Entwicklung der E liefert im
Allgemeinen vollstandige (nicht renormierte) Propagatoren mit ei-
nem Residuum R # 1.

3.1.2  Reduktionsformel

Die Lsz-Reduktion [60, 61] verkniipft schlieBlich Matrixelemente
M mit (in den Impulsraum fouriertransformierten) Green’schen
n-Punkt-Funktionen (auf der Massenschale, das heifit p? = m%,
angedeutet durch ms) und lautet [4]

iM(pr,.-opn) = [T B 2S5 G, opa)| 5 (3:2)

die R; sind dabei die Residuen der vollstdndigen externen Propa-
gatoren. Im Folgenden werden sowohl die Argumente py, ..., p, als
auch die Produktzeichen [}, (angedeutet durch [-]) unterdriickt.



3.2 RENORMIERUNG

Definiert man eine trunkierte Green’sche Funktion G; — die Sum-
me aller Diagramme ohne externe Linien — durch Abseparation von
vollstdndigen Propagatoren gemafl

G = [Si) Gy = [R; Sy ;] Gy, (3.3)
so folgt fir das Matrixelement aus Gleichung (3.2) schliefllich
iM=[VR] G (3.4)

Bis auf konstante Koeffizienten sind diese G} die sogenannten Ver-
texfunktionen.

3.1.3  Feynman-Diagramme

Prinzipiell tragen zu den trunkierten Green’schen Funktionen eines
Prozesses alle Impulsraumdiagramme bei, die eine kompatible Si-
gnatur (Anzahl und Teilchentyp) externer Linien aufweisen — und
damit potentiell unendlich viele. Aus diesem Grund ist es notwen-
dig, Kriterien fiir die Klassifikation einzelner Diagramme zu finden,
um sie einer Gruppe vergleichbarer Relevanz zuordnen zu kénnen.
Die beiden zur Verfiigung stehenden Merkmale sind zum einen die
Anzahl an Schleifen, welche einer Entwicklung in der Wirkung &
entsprechen, zum anderen die einem Diagramm zugeordnete chi-
rale Ordnung O(n).

Wegen des in dieser Arbeit verwendeten Zéhlschemas, das aus-
schliefllich geradzahlige Gesamtordnungen zulasst, zerfallt die Sum-
me aller beitragenden Diagramme Xp bis zur chiralen Ordnung
vier mit bis zu einer Schleife in

Sp=G=T® 4+17W 4 (4, (3.5)

wobei die 7 die Summe aller Baumdiagramme sowie L™ die
der Einschleifendiagramme der Ordnung n bezeichnen.

3.2 RENORMIERUNG

A priori sind die aus einer hermiteschen Lagrangedichte durch per-
turbative Rechnungen abgeleiteten Observablen, zumindest in fiih-
render Ordnung, endlich. Werden jedoch zuséatzlich Quantenkor-
rekturen hoherer Ordnung — also insbesondere Schleifen, die eine
d*k-Integration implizieren — beriicksichtigt, so sind die berech-
neten Observablen im Allgemeinen divergent und besitzen somit
keine unmittelbare Aussagekraft. Um diesen Rechnungen Bedeu-
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tung verleihen zu konnen, ist daher ein Verfahren notwendig, diese
Unendlichkeiten in einem ersten Schritt manifest sichtbar zu ma-
chen und anschlieffend konsistent unter Kontrolle zu bringen — die
sogenannte Regularisierung mit anschlieBender Renormierung.

Im klassischen Sinne ist die YyEFT nicht renormierbar, da die Di-
vergenzen der Schleifenintegrale nicht durch Redefinition eines end-
lichen Satzes von Feldern und Kopplungen beseitigt werden kon-
nen. Da es sich jedoch um eine effektive Feldtheorie handelt, der
die allgemeinste Lagrangedichte zugrunde liegt, lasst sich die sto-
rungstheoretische Renormierbarkeit zumindest Ordnung fiir Ord-
nung sicherstellen [1].

3.2.1 Dimensionale Reqularisierung

Die Divergenzen der Einschleifenintegrale sind in den Strukturen
[ d*k TI, 1/N; enthalten, sofern die Nenner der Teilchenpropagato-
ren [N; vom Integrationsimpuls & abhéngen. Verwendete Methoden
zur Regularisierung dieser Integrale sind die Pauli-Villars-, die Cut-
Off- und die dimensionale Regularisierung [62], wobei letztere die
Poincaré- und globalen Symmetrien der YEFT erhalt und daher in
dieser Arbeit ausschlieBlich angewandt wird.

Im Rahmen der dimensionalen Regularisierung wird die Raum-
zeitdimension von vier auf D erweitert und ein divergentes Integral
somit durch analytische Fortsetzung fiir nicht-ganzzahlige Dimen-
sionen definiert. AnschlieBendes Verwenden einiger Integralrelatio-
nen Gaufi’scher Exponentialfunktionen und Entwicklung der auf-
tretenden I'-Funktionen in einer Reihe um D = 4 liefert schlieflich
Ausdriicke, in denen die Unendlichkeiten in der Form (D —4)~1
fir D — 4 zu Tage treten. Bezeichne p den 't Hooft-Parameter,
der die gesamte Massendimension konstant hélt, so bedeutet dies
fiir ein beliebiges Schleifenintegral schematisch

d4]{f 1 dim. Reg. 4-p de 1
/(27r41;[ M /(27T)D Hﬁ_

In der chiralen Storungstheorie wird fiir gewohnlich
R:= 52— (Indr —yp +1)

als divergente Grofie fir D — 4 identifiziert und durch das MS-
Schema (modified minimal subtraction in xPT) in renormierte Kopp-
lungskonstanten absorbiert [27].
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3.2.2  Renormierung

Die der Renormierung zugrunde liegende Idee ist die Aufspaltung
einer hermiteschen, unrenormierten Lagrangedichte .# — abhén-
gig von unrenormierten Kopplungen gy, Massen mgy und Feldern
¢o — in eine renormierte (%) sowie eine geeignete Gegentermla-
grangedichte (.Zy). Durch die Ersetzungen

go — gr + 9y, m% — m% +om? und ¢g — VZo,,

mit Z = 1+ §Z, werden renormierte (das heifit endliche) Objekte
gr, m2, ¢ und (unendliche) Gegenterme &g, dm?, §Z definiert, die
eine Aufspaltung gemaf

gO(QO, mo, ¢0) = gr(g?"?m?"? ¢7“) + ggt(' e )

zulassen. .7, enthalt dabei ausschlieBlich renormierte Gréfien, £,
samtliche weitere Terme (unrenormierte Grofien und Kombinatio-
nen von renormierten und unrenormierten Objekten) [63]. Diese
beiden Strukturen sind jeweils fiir sich genommen nicht notwendi-
gerweise hermitesch jedoch insgesamt identisch zum hermiteschen
2, so dass die Unitaritdt der Theorie nicht verletzt wird [22].
Ist es moglich, die durch Schleifenintegrationen auftretenden Un-
endlichkeiten mit denjenigen in Gegentermen zu identifizieren, so
konnen physikalische Observablen als Funktionen von renormier-
ten Kopplungen dargestellt werden und sind somit endlich und
messbar.

Da die Aufspaltung der Kopplungskonstanten nicht eindeutig ist,
existieren beliebig viele Renormierungsschemata, die sich durch
die Fixierung des endlichen, renormierten Anteils einer Kopplung
voneinander unterscheiden. Fiir Theorien mit instabilen Teilchen
als expliziten Freiheitsgraden, und damit potentiell grolen Imagi-
nérteilen in den Schleifenintegralen, bietet sich das complex-mass
Schema (cMs) [19-23] als Erweiterung des eztended on-mass-shell
Schemas [64] an, bei dem die renormierten Massen mit den Polpo-
sitionen der vollstandigen Teilchenpropagatoren identifiziert wer-
den. Die renormierten Kopplungen kénnen damit im Allgemeinen
komplexwertige Groflen sein.

Renormierung der Felder

Eine Ersetzung aller in der Theorie auftretenden Felder geméaf3
¢0; — VZ;i¢; renormiert diese. Fir den renormierten vollstan-
digen Propagator S; impliziert dies S] = Z;~ 1S;, die renormier-
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te Green’sche Funktion lautet G" = [[T%; Z;,/?|G (das Produkt

?_, wird im Folgenden wiederum durch die Klammer [-] angedeu-
tet). Das renormierte Matrixelement ist (analog Gleichung (3.4))
gegeben durch

iM"=|\/Ri| GF, (3.6)

mit den Residuen der vollstandigen, renormierten Propagatoren
R}. Fir die trunkierte, renormierte Green’sche Funktion Gy folgt

G =[(snY e =[zs e = [Vzs vz ¢
- [vZisT ]G = [vZ] G 37)

Die Wellenfunktionsrenormierungskonstanten Z; sind beliebig
und werden mit den Residuen der vollstandigen, unrenormierten
Propagatoren identifiziert (letztendlich eine der Renormierungs-
bedingungen). Dies impliziert renormierte Residuen R] = 1 und
daher fiir das renormierte Matrixelement schlieflich

iM" =G} = [[T21 VZi] Gr. (3.8)

Alternativ kann nattirlich auch die Forderung R} = 1 als Renor-
mierungsbedingung aufgefasst werden.

Renormierung der Kopplungskonstanten

Fir die Renormierung der Kopplungskonstanten sind zwei ver-
schiedene Methoden — nicht zu verwechseln mit den oben angespro-
chenen Renormierungsschemata — gebrauchlich: Die Gegenterm-
methode sowie das BPHz-Verfahren? [63, 65-69]. Wihrend erstere
eine Berechnung der notwendigen Gegenterme in .Z; voraussetzt,
um die Aufspaltung %4y — £ + £ und Absorption der Diver-
genzen explizit durchfithren zu konnen, basiert letztere auf einer
Entwicklung divergenter Integranden und Abzug eben dieser an
einer festgelegten kinematischen Stelle. Prinzipiell sind beide Me-
thoden dquivalent, jedoch ist der direkte Abzug unerwiinschter Bei-
trage technisch einfacher zu implementieren und wird daher hier
primér verwendet. Genau genommen kann auch der Gebrauch des
Ms-Schemas als Manifestation eines BPHZ-Abzugsverfahrens inter-
pretiert werden, da die genaue Struktur der Gegenterme, so sie
einmal bestimmt sind, keine Rolle mehr spielt und Beitriage in
Amplituden proportional zur Divergenz R einfach ignoriert wer-
den.

2 Benannt nach Bogoliubov, Parasiuk, Hepp und Zimmermann
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Die fiir die vorliegende Arbeit relevanten Diagrammtopologien
sind gliicklicherweise von vergleichsweise einfacher Struktur, da le-
diglich eine Schleife und keine divergenten Subgraphen auftreten
konnen; es ist daher nicht notig, den allgemeinsten Fall, die soge-
nannte Waldformel, anzuwenden.

Bezeichne Z = Z(k,p) = [I;1/N; einen Schleifenintegranden,
abhangig von einem Integrationsimpuls k£ sowie einer beliebigen
Anzahl an externen Impulsen, zusammengefasst im Vektor p, so
versucht die BPHZ-Methode eine Ersetzung der Form

/d4k I(k, p) 2% /d4k; Z(k,p) (3.9)

durchzufithren, welche die rechte Seite nach der Integration diver-
genzfrei hélt. Sei d der totale Divergenzgrad eines Integrals — die
Differenz der maximalen Potenz der Integrationsvariablen im Zah-
ler und Nenner —, so lautet die Konstruktionsvorschrift fiir Z

Z(k,p) = (1 =) Z(k,p), (3.10)

wobei der Tayloroperator @ die ersten d Ableitungen nach den
externen Impulsen p um den Renormierungpunkt p, symbolisiert
[68]; mit dem Multiindex a daher zusammengefasst zu

(1) = Y PP 7). (3.11)
la]<d :

Die konkrete Anwendung dieser Entwicklung wird im zweiten Teil
des folgenden Abschnitts (oder auch in Anhang A.3) demonstriert.

3.2.3 Anwendung des complex-mass Schemas

Mit diesen Voriiberlegungen ist es nun moglich, das complex-mass
Schema speziell auf die in dieser Arbeit verwendete effektive Theo-
rie zu Ubertragen.

Propagatoren

Das einzige zu renormierende externe Feld ist das Pion, dessen
Selbstenergieeinschiibe —iX(p?) der Summe der in Abbildung G.1
aufgefithrten Diagramme entsprechen (Isospinindizes werden un-
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terdriickt); der vollstandige (dressed, jedoch noch unrenormierte)
Propagator lautet damit

i
Sﬂ' = )
p* —mig — X(p?)

(3.12)

wobei die ¥ fir Rechnungen der Ordnung O(4) maximal linear in
p? sind. Die Forderung, der Pol entspreche der renormierten und
diese wiederum der physikalischen Masse m, liefert, nach einer
Aufspaltung gemaB mg — m2 + ém?, die Renormierungsbedin-

gung

pQ—m%—émz—Z(zﬂ)‘ , =0 = om?=-%(m?)

p2:m7r
und fixiert somit die Gegenterme dm?. Mit den beziiglich der Mas-
se renormierten Selbstenergiebeitrigen £(p?) 1= Z(p?) — Z(m?2),

die sich in der hier vorliegenden Ordnung darstellen lassen gemafl
2(p?) = (p? —m2)L’, folgt fiir den Propagator letztendlich

5 i iR,
T2 m2 —5(02)  p2—m2’
p?—mz —2(p?)  pP-mg

(3.13)

mit dem Residuum R, = (1 —X/)7! =~ 1+ %/ Die ¥/ = 9Z/gp?
sind in dieser Ordnung energieunabhéngig.

Der vollstandig renormierte Propagator ergibt sich durch geeig-
nete Wahl der Wellenfunktionsrenormierungskonstante Z, die das
Residuum R, = 1 setzt. Fur dieses Z, = 1+ 07, folgt

Ap(m2) B 2m21y

62, =% = —
2472 2 F2 7

(3.14)

mit dem im folgenden Abschnitt definierten skalaren Integral Ag;
l4 ist eine der Kopplungskonstanten.

Eine analoge Argumentation auf das Rhomeson tibertragend lau-
tet der unrenormierte, vollstdndige Propagator

171 2N TSN 1+H2(P2)
9 pp mZ+T1 (p2)+p2 103 (p2)

p? —mf — 1 (p?) 7

SpY = —i
wobei sich die Selbstenergieeinschiibe gemaf
T = ¢"illy (p*) + p'p"ill2(p?)

parametrisieren lassen (da deren Ausdriicke fiir die in dieser Ar-
beit betrachtete Ordnung keine Rolle spielen, wird auf eine Anga-
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be der zugehorigen Diagramme verzichtet). Eine Aufspaltung der
Form m% — m% + 6m? mit gleichzeitiger Forderung, der Pol des
Propagators entspreche der physikalischen Masse m, (und diese
wiederum der renormierten) ergibt die Bedingung

[

P =0s om?=-II (mz),

- m% —om? — Hl(pQ)’
so dass sich der Propagator schreiben lasst gemaf
14115 (p°)

175 2N 1A Y _
g pp m2+11 (p2) +p2Iz (p?)
p? —m2 —TI (p?) ’

po s
Sp = —i

wobei Iy (p?) := I1; (p?) — I (mg). Nach einer Entwicklung die-
ser I'T; um den Pol ldsst sich dieser Propagator (in Polnédhe) in die
Form

g — BB
SpY = —iszimzp + polfreie Anteile,
b= mp

mit dem Residuum R, ~ 1+ IT} (m,%), bringen. Eine geeignete
Wahl der Z, setzt wiederum R, = 1 (diese Darstellung ist [56]
entnommen).

Schleifenintegrale

Die Notation von [70] tibernehmend, héngt das allgemeine skala-
re n-Punkt-Integral in D Dimensionen von internen Impulsen p;
beziehungsweise Massen m; ab und ist definiert gemafl

2mp)4—P 1
- G [Pk :
1 NON1~~~Nn,1

wobei N; = (k+p;)? —m? +iefiri =0,...,n—1 (pp = 0). Der
totale Divergenzgrad ist d = D — 2n; fiir d < 0 sind diese Inte-
grale ultraviolett-konvergent, Infrarotdivergenzen spielen hier kei-
ne Rolle, da keine masselosen Propagatoren auftreten. Umschrei-
ben samtlicher tensorieller Integrale mittels Passarino-Veltman-
Reduktion [71] liefert letztendlich Amplituden, die ausschliefllich
von skalaren Integralen abhiangen und mit 702 = Ag, By, ...
bezeichnet werden. Von diesen weisen in vier Dimensionen ledig-
lich Ag und By ein d > 0 und damit Ultraviolettdivergenzen
auf; Cy mit d = —2 ist endlich und nicht renormierungsbediirf-
tig. Die Argumente dieser Integrale sind Skalarprodukte geeigne-
ter Linearkombinationen der Impulse p; sowie quadrierte Massen
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m? und zusammen mit etwaigen Tensorkoeffizienten ausfiihrlich in
Anhang A.3 definiert.

Die Ersetzung aus Gleichung (3.10) jeweils auf das gesamte In-
tegral angewandt — das heiffit Vertauschung von Integration und
Entwicklung — ergibt fiir Ay die Renormierungsvorschrift

Aog(m?) 222 (1 — t @) Ay (m?) = 0, (3.15)

da dieses Integral nicht von externen Impulsen abhangt und somit
fiir jeden Renormierungspunkt gleich ist.
Vom Grad d = 0 ist By(p?, m?, m?) und wird daher geméf

Bo(p?,m*, m?) 2% (1 — ) By (p?, m?, m?)
= Bo(pQ,m2,m2) — Bo(pg,mz,m2) =: Rg(p2,m2) (3.16)

ersetzt, wobei bei dieser Gelegenheit das renormierte skalare Inte-
gral Ry definiert worden ist (Schleifen mit unterschiedlichen Mas-
sen treten in den hier betrachteten Prozessen nicht auf).

Weitere Integralstrukturen, die durch Reduktion der hier rele-
vanten Amplituden entstehen kénnen, werden jeweils von einem
Koeffizienten D — 4 begleitet, so dass ausschlielich deren diver-
gente Anteile (sofern sie existieren) nicht-verschwindende Beitrage
liefern kénnten. Durch korrekte Anwendung des BPHZ-Verfahrens
werden diese jedoch vollsténdig subtrahiert, daher sind die einzi-
gen letztendlich numerisch zu bestimmenden Integrale die endli-
chen Rs sowie Cj.

Bezeichne der Operator R4 die Anwendung der Ersetzungs-
regeln aus den Gleichungen (3.15) und (3.16), so erzeugt das BPHZ-
Verfahren aus trunkierten Green’schen Funktionen G gemaf3

iM" =R V7| G} (3.17)

ein letztendlich beziiglich der Felder und Kopplungskonstanten re-
normiertes Matrixelement M". Die Zahlenwerte dieser Kopplun-
gen sind komplex und werden durch Anpassung an experimentelle
Daten bestimmt.

3.2.4  Renormierungspunkt

Als Renormierungs- beziehungsweise Abzugspunkt wird die hadro-
nische Skala der Symmetriebrechung, A2 = (47 F)? ~ 1.337 GeV?,
verwendet, die renormierten Massen der beteiligen Teilchen sind
die physikalischen (mit den Zahlenwerten aus Anhang A.1).
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Abbildung 3.1: Real- und Imaginédrteil der renormierten Integrale
Ro(q?,m2) = Bo(q*,m2,m2) — Bo(A%,m2,m2), normiert auf
R2(0,m2), mit m, = m,=. Die vertikale Eins entspricht einem
Fehler von rund 3% im Formfaktor des Pions und ist jenseits der
Zweipionschwelle (¢? = 4m?2 ~ 0.073 GeV?) zu vernachlissigen.

Aufgrund der Wahl dieses Renormierungspunktes jenseits der
Zweipionschwelle entstehen jedoch garantierte imaginire Beitrage
der Ry-Integrale, die insbesondere an der Stelle Ro(0,m2) nicht
verschwinden und daher den in Kapitel 4.2 ausfiihrlich betrach-
teten Formfaktor des Pions fiir ¢> = 0 von der Eins verdringen.
Diese Abweichungen liegen dort jedoch in der Groflenordnung von
rund zwei bis drei Prozent und sind daher wegen der insgesamt zu
erwartenden Unsicherheit der hier vorgenommenen theoretischen
Beschreibung (wie in Kapitel 2.3.1 erlautert mindestens 10%) zu
vernachlassigen. Dartiber hinaus reduziert sich diese Diskrepanz
fiir ¢> > 0.2 GeV? deutlich, wie Abbildung 3.1 zu entnehmen ist.

Diese minimale Abweichung ist der Preis, den es fiir den Einbau
der Vektormesonen und Beriicksichtigung von Quantenkorrektu-
ren in Kombination mit dem Abzugspunkt A? zu entrichten gilt.

3.3 WARD-IDENTITATEN

Im Rahmen der chiralen Stérungstheorie lassen sich sogenannte
(chirale) Ward-Identitdten ableiten [12, 13|, die Relationen zwi-
schen den einzelnen Green’schen Funktionen verschiedener Pro-
zesse herstellen und zur Kontrolle theoretischer Berechnungen hin-
zugezogen werden kénnen. Wie bereits erwahnt sind Green’sche
Funktionen Vakuumerwartungswerte von zeitgeordneten Produk-
ten quantenfeldtheoretischer Operatoren. Von Interesse sind hier
ein elektromagnetischer Stromoperator J#(z) = gy*(§ + 37°)q
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(mit dem Quarkfeld ¢ = ¢(x)) sowie eine pseudoskalare Dichte
7a(2) = iGy57%q, welche die gleichzeitigen Kommutatoren

[Jo(z, 1), ma(y, t)] = e300 (x — y)mp(x,t) und

[Jo(,t), J*(y,t)] =0 (3.18)

erfilllen (die genaue Gestalt der J# und 7, ist fiir die weiteren
Betrachtungen dabei unerheblich, die Kommutatoren sind ausrei-
chend). Die elektromagnetische Ward-Identitét als Teilmenge der
chiralen Ward-Identitaten verkniipft nun n 4 1-Punkt- mit n-Punkt-
Funktionen tiber die Relation [27]

O (0 T{J -7} | 0)
= (0| T{OET 0, -+ T} | 0)
T 5(a® — 29) (0| Ty o, Tag) g - -7} |0y 1)

+ 5(1’0 - x?z) (O] TH{ma, - a1 [0, Tan ]} 1 0)

mit den Abkiirzungen J# = J#(x) und 74, = mq,, (x5 ); fiir erhalte-
ne Strome verschwindet der erste Term der rechten Seite. Wahrend
diese Identitdat Green’sche Funktionen im Ortsraum beschreibt ist
fiir praktische Berechnungen der Impulsraum relevant, der durch
eine Fourier-Transformation (FT) der Form

6(4)(]91 + e +pn)G(p1a cee 7pn)
n
— / [1 d*zi e 7% G(z1, ..., 20) (3.20)
=1
erreicht werden kann (Faktoren von 27 treten jeweils auf beiden

Seiten der relevanten Gleichungen auf und spielen daher keine Rol-
le). Die einfachste Green’sche Funktion ist der Pionpropagator

Gap(z1,22) = (0| T{ma(z1)mp(22)} | 0) LN dapS(p), (3.21)

wobei es sich bei S um den vollsténdigen (dressed) Propagator
(entweder renormiert oder unrenormiert) handelt.
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3.3.1 Formfaktor des Pions

Die entsprechende Green’sche Funktion des Formfaktors (die Sum-
me aller beitragenden Diagramme mit externen, vollstandigen Pro-
pagatoren) lautet

Gop(@, w1, 22) = (0| T{J* ()70 (21)m(22)} | 0)
5 S(p1)iesap ™ (p1, —p2)S(p2), (3.22)

mit der in Kapitel 4.2 definierten Vertexfunktion I'*. Die Impul-
se p; (assoziiert mit den z;) und ¢ (zu = gehorend) sind jeweils
einlaufend gewéhlt (daher das Vorzeichen von po in I'*); die Ele-
mentarladung e tritt nicht explizit auf, da der Stromoperator in
Einheiten der Ladung definiert ist.

Anwenden der Identitat (3.19) und Ausnutzen der Kommutator-
relationen (3.18) liefert

DGl (w1, 12) = 8 (& — 21)ie3am G (z, 22)
+ 6 (2 — 2)iegpmGam (21, ),

beziehungsweise (nach Anwendung der in Gleichung (3.20) defi-
nierten Fourier-Transformation auf beiden Seiten)

—iguS(p1)iesap ™ (p1, —p2)S(p2)
— iESamémbS(pQ) + i53bm6amS(pl)
= qul"(p1, —p2) =157 (p1) —iS ™ (p2), (3.23)

und damit die bekannte Ward-Takahashi-Identiat [72, 73]. Auf der

Massenschale reduziert sie sich zu ¢, I'* = 0.

3.3.2  Virtuelle Compton-Streuung

Die Green’sche Funktion der virtuellen Compton-Streuung G’
lasst sich aufgrund ihrer Isospin-Struktur allgemein in die Form

Gy (@,y,21,29) = (0 | T{I*(2)J" (y)ma(x1)mp(22) } | 0)
=5 S(p1) (asT” + (Oab — 03a030)TE”) S (p2)  (3.24)

bringen [74], wobei die Symmetrien der beiden Vertexfunktionen
I =T*% (q,p1, p2) in Kapitel 4.4 ausfiihrlicher behandelt werden.
Die Impulse p; (<> ;) und g (+> ) sowie ¢’ (+> y) sind wiederum
einlaufend gewéhlt, die Ladung tritt nicht auf.
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Anwendung der Relationen (3.19) und (3.18) liefert

aiGZzI;(ﬂf, Y, 1, 12) = 5(4)(5U — 21)ie3am Gy (Y, 7, 72)

1 5@ (x — 22)ie3pm Gy (Y, 11, )
mit den GY, des Formfaktors aus Gleichung (3.22). Eine Fourier-
transformation beider Seiten und Kontraktion der e-Tensoren er-
gibt

—iquS(p1) (6T (¢, P21, 2)
+ (Oab — 934035)T5" (4, p1,2) ) S (p2)
= (0ab — 03a035) (S (g + p1)T” (g + p1, —p2) S (p2)

— S(p)T" (p1,q+p2)S(q+ p2))

und damit schliefllich sowohl ¢,I'f" = 0 als auch

quT%" (¢, p1,2) = 1S(q + p1)I" (¢ + p1, —p2) S~ (p1)
— 1S (p2)T¥ (p1, ¢+ p2)S(g + p2), (3.25)

die Ward-Identitat der virtuellen Compton-Streuung [75, 76]. Auf
der Massenschale reduziert sie sich wiederum zu ¢,I'}” = 0.
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Die in Kapitel 2.3 abgeleitete Lagrangedichte ist die einer effekti-
ven Theorie und enthélt daher eine Reihe von Kopplungskonstan-
ten (LEC), deren renormierte Zahlenwerte durch Anpassung an ex-
perimentelle Daten bestimmt werden miissen. Es ist unwahrschein-
lich, sdmtliche unbekannten Parameter durch eine einzelne mess-
bare Grofle eines einzigen Prozesses fixieren zu koénnen; aus die-
sem Grund ist es zweckdienlich, mehrere verschiedene (moglichst
einfache) Prozesse zu analysieren und somit sukzessive alle Kopp-
lungskonstanten festzulegen. Insbesondere bieten sich der Zerfall
des Rhomesons, der elektromagnetische Formfaktor des Pions, die
Streuung zweier Pionen sowie die reelle und virtuelle Compton-
Streuung am Pion an.

In diesem Kapitel werden die relevanten theoretischen Amplitu-
den dieser Prozesse berechnet sowie deren LEC-Inhalt angegeben.
Soweit moglich werden dariiber hinaus sinnvolle (Linear-) Kombi-
nationen dieser Kopplungen bestimmt. Die eigentliche Extraktion
der Kopplungen [y bis I, e1 bis e4 und ¢, aus experimentellen
Daten wird erst im folgenden Kapitel 5 vorgenommen.

4.1 ZERFALL DES RHOMESONS

Der Zerfall eines neutralen Rhomesons in zwei geladene Pionen
wird durch ein einzelnes Baumdiagramm der chiralen Ordnung
drei beschrieben. Die totale Zerfallsbreite des Prozesses

pa(p) = my(p1) + me(p2) (4.1)

lautet (nach einer Phasenraumintegration) im Ruhesystem des zer-
fallenden Teilchens

4m2 ((M|?)
p? 167m

I,=4/1- (4.2)
wobei die Masse m dem Realteil der physikalischen Rhomesonmas-
sem, = m— %Tp entspricht und bei etwa 770 MeV liegt; die Breite
I', = 150 MeV ist ebenfalls experimentell bekannt, die Massenscha-
lenbedingung des (instabilen) Rhomesons wird durch p? = m?
festgelegt.
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Das Matrixelement des Zerfalls aus (4.1) ldsst sich in der Form
iMabe = €uape (P — ph) B parametrisieren, wobei €, = €,(\)
den Polarisationsvektor des einlaufenden Rhomesons darstellt. Die
Abkiirzung B = B(p?) ist energieabhéingig, enthilt die relevanten
Kopplungkonstanten und lautet auf der Massenschale

B_

m 2 9 9
\/_’;7 + ﬁ(264m7T — eam”); (4.3)
die Masse m, stammt dabei aus der Lagrangedichte. Eine Projek-
tion auf physikalische Koordinaten liefert als realisierbaren Pro-
zess (das heiBt p° — 777~ mit den Zweipionenzustinden aus
Anhang A.4) letztendlich iM = ie, (p}’ — ph) B beziehungsweise

1 * 4 4
(M) = 3 3 eues, (04 = p5) (0 = p5) | B »
A .
= %(m2—4m72r)|B\2.

Einsetzen von Gleichung (4.4) in (4.2) und Verwendung der Re-
lation (4.3) liefert eine Bedingung der Form

2m? 2 487rm2fp
(& =
F2 72 7 (m2—4m2)¥>’

m
’ £ + 264_

wobei die Zahlenwerte simtlicher Objekte (bis auf ez und ey) be-
kannt sind. Wegen des Betragsquadrats der linken Seite ist die
Phase zwischen es und e4 nicht zuganglich, so dass fiir den weite-
ren Verlauf (und insbesondere zur Anpassung samtlicher Kopplun-
gen im folgenden Kapitel) vereinfachend ein reeller Zahlenwert fiir
e angenommen wird. Dies erlaubt die Konstruktion eines funktio-
nalen Zusammenhangs der Form

F? :
ey = W(Re(a) +4/b— Im%a)) mit ir
mp 4m?2 487™m?T, (4.5)
a:= + eq und b:= 575
V2F  F? (m?2 — 4m2)%2

wobei die Abkiirzung a komplex, b jedoch reell ist. es wird damit in
samtlichen Rechnungen effektiv eliminiert und verbleibt, solange
b > Im?(a), reell.
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4.2 FORMFAKTOR DES PIONS

Der einfachste elektromagnetische Prozess ist die Wechselwirkung
eines Photons mit zwei Pionen und wird (kartesisch) durch

v (q) + ma(p) = m(p') (4.6)

beschrieben. Die (renormierte) Summe der in Abbildung G.2 auf-
gefiihrten Diagramme X7, definiert tiber

X = eezaven ' (p, 1) (4.7)

eine Vertexfunktion I'*, die wiederum in zwei Formfaktoren F’ und
G gemaf

2 2
T (p,p) = (0 +p)"F( p*,0°) + (0 — p)"G(d? p*, 1)

mit ¢ = p’ — p zerfallt. Invarianz von I'* unter Zeitinversion im-
pliziert G (¢?, p%,p’ 2) = —G(¢% 7 2 p?) und daher auf der Massen-
schale G(q?,m2,m2) = 0. Die verbleibende Funktion

Fr(q*) = F(q*,mz,m3) (4.8)

ist der elektromagnetische Formfaktor des Pions, dessen analyti-
scher Ausdruck in Abschnitt E.1.1 angegeben ist. Fiir ein raum-
artiges ¢ < 0 ist Fj reell, fiir die in dieser Arbeit betrachteten
zeitartigen ¢> > 0 jedoch komplex.

Die Vertexfunktion erfiillt wegen der elektromagnetischen U(1)-
Symmetrie die in Kapitel 3.3 abgeleitete Ward-Takahashi-Identitat

quI*(p,p') = 1S, M (p) — 19,1 ('), (4.9)

die auf der Massenschale aquivalent zu ¢,I'*(p,p’) = 0 ist. Die
Ward-Identitat ist explizit iberpriift worden und fiir beliebige Re-
normierungschemata erfiillt.

Da die oben genannten, beitragenden Diagramme von der Ord-
nung zwei beziehungsweise vier sind, liegt die zu erwartende Un-
sicherheit theoretischer Vorhersagen (mit den Uberlegungen aus
Kapitel 2.3.1) im besten Falle bei etwa 1/N2 ~ 10 %.

Im Grenzfall kleiner Impulsiibertrage ist

2

T Ry(0,m2) ~ 0.98 — 0.03i (4.10)

RO =13

und daher — wie bereits in Abschnitt 3.2.4 beschrieben — im Rah-
men der hier zu erreichenden Genauigkeit durchaus mit F(0) = 1
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kompatibel. Die in F} auftretenden Kopplungskonstanten sind /g,
e1, e2 und eq.

Bisher sind als vektormesonische Freiheitsgrade lediglich Rho-
mesonen beriicksichtigt worden, so dass die in der Natur auftre-
tende Rho-Omega-Mischung nicht abgebildet werden kann und
nun — ausschlieBlich im Formfaktor — rein phédnomenologisch im-
plementiert wird. Weitere Resonanzen spielen fiir den in dieser
Arbeit relevanten Energiebereich bis circa 1 GeV und die betrach-
teten Prozesse keine Rolle. Die Beitrage des Omegamesons sind
im Vergleich zum Rhomeson klein, daher ist eine Berticksichtigung
in fithrender Ordnung durch ein einzelnes Baumdiagramm ausrei-
chend. Die wichtigste Struktur dieses Diagramms ist zweifelsohne
der Propagator, sodass das sehr vereinfachende Modell

m, (4.11)
mit dem zusétzlichen (dimensionslosen) komplexen Parameter h,
verwendet werden kann; der Faktor ¢? im Zahler fixiert dabei die
Ladung unabhéngig von h.

Fiir die folgenden Betrachtungen ist sowohl F7; als auch Féw) von
Bedeutung, wobei beziiglich der Bezeichungen nicht zwischen die-
sen beiden Groflen unterschieden und jeweils aus dem Kontext er-
sichtlich wird, welcher Formfaktor F}; letztendlich gemeint ist. Ins-
besondere werden im weiteren Verlauf zur Anpassung der Kopplun-
gen Datenpunkte verwendet, die aus den Prozessen 7= — vym 70
(wegen der Quantenzahlen der beteiligten Teilchen ohne Omega-
meson, ALEPH) und eTe™ — 777~ (mit Omega, KLOE) extrahiert
wurden — die entsprechenden Referenzen sind in Kapitel 5 angege-
ben.

4.3 PIONENSTREUUNG

Die Streuung zweier Pionen, in einer kartesischen Basis gegeben
durch

Ta(p1) + mp(p2) = 7e(ps) + ma(pa), (4.12)

wird durch die Feynman-Diagramme in Abbildung G.3 im Anhang
bis zur chiralen Ordnung vier mit einer Schleife vollstandig erfasst.
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4.3.1  Amplituden

Das Matrixelement, die renormierte Summe aller beitragenden
Diagramme, zerfallt gemafl

M = Mldab(scd + M25ac5bd + M35ad5bc (4'13)

in drei unabhéngige Isospinamplituden M; [12]. Eine Projektion
auf physikalische Zustdnde oder solche mit Gesamtisospin I liefert
sowoh! die Amplituden M) mit

M(O) = 3Mi+ Mg+ Mg,
MY = My— M3 und (4.14)
M = My + Ms,

(deren Konstruktion in Anhang A.4 dargestellt ist) als auch die
fiir die 777~ -Streuung relevante Linearkombination

My = Moy + Ms. (4.15)

Die geméafl Kapitel 2.3.1 zu erwartende Unsicherheit liegt, ana-
log zum Formfaktor, ebenfalls bei mindestens 10 %, da wiederum
Terme der Ordnung sechs vernachléssigt worden sind.

4.3.2  Streuldingen

An der Schwelle, in invarianten Mandelstamvariablen s = 4m2
sowie t = 0 = u (die Definition der kinematischen Variablen fin-
det sich in Anhang B.2), verschwindet die Isospin-Amplitude MO
wegen Bose-Symmetrie; weiterhin ergibt sich fiir die beiden Streu-
lingen all) := =MDy,

Tm2  40m? 1 256mS e2
p
om2  16m2 1 128mS 2
92 — 20w 7?< )_7T4
32ma a2 —+ jal l1—|—lz—|—3l3 m/%F‘l ,

deren vollstandige Ausdriicke (inklusive Quantenkorrekturen) in
Anhang E.1.2 angegeben sind. Die Terme fiihrender Ordnung (je-
weils der erste) entsprechen dabei dem Stromalgebraresultat von
Weinberg [77]. Die enthaltenen Kopplungskonstanten sind die Kom-
bination l; + s + %lg sowie ef und, in den Schleifen, 2.
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Eine passende Linearkombination der vollstandigen Ausdriicke
eliminiert offensichtlich die Kopplungen [; bis I3 und liefert die
einfache Relation

cred + 0203< =c3 (4.16)

mit den drei (komplexen) Koeffizienten

36mS
o =
! ﬁm%F‘l’
4 2.9 4

. ImiE  (dm; — dmzmg + 3m, R (4m2,m2)

323 4 m;l) ™ (4.17)

2 —smaon)).
¢ = 200 — 5@ — 2
AmF?
3m;1r 2 2 2
+ W(SRQ(O7 mﬂ) — 13R2(2m7r, mﬁ)),

deren Zahlenwerte ausschliellich von bekannten Grélen abhéngen
(zu finden in Anhang A.1); fiir die al/) liegen experimentelle Mess-
werte vor.

Analog zum Zerfall des Rhomesons — jedoch ohne weitere An-
nahmen beztiglich méglicher Zahlenwerte — kann die Kopplung ¢,
ebenfalls durch e4 ausgedriickt und damit fiir weitere Rechnungen
eliminiert werden. Es ist, ausgehend von Gleichung (4.16),

oy ==+ é(c;), —cre?). (4.18)

4.3.3  Wirkungsquerschnitt

Der totale Wirkungsquerschnitt der 7+ 7~ -Streuung, ausgedriickt
durch invariante Mandelstamvariablen s und ¢, lautet

1 t*
= dt % 4.19
’ 16ms(s — 4m2) /t* M (s, )1 (4.19)

der physikalisch zulassige Integrationsbereich ohne experimentelle
Einschrénkungen der Streuwinkel erstreckt sich von

t~=4m2—s bis tt =0.

Details zur Kinematik sind wiederum in Anhang B.2 ausfiihrlich
dargestellt. Die im Wirkungsquerschnitt auftretenden Kopplungs-
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konstanten sind [y bis [3, ci sowie eo und eq. Mittelfristig ist es
jedoch zweckmafBig, anstelle der [; Linearkombinationen der Form

h+lb+3ls=X, 2449% =Y ud =2 (4.20)

zu verwenden, da der Parameter X derjenige ist, der direkt aus
den Streuldngen extrahiert werden kann.

4.4 VIRTUELLE COMPTON-STREUUNG
UND PHOTONENFUSION

Die zweifach virtuelle Compton-Streuung am Pion ist — wiederum
in kartesischen Koordinaten ausgedriickt — der Prozess

V(g A) +malp) = 7" (¢, N) +m(p') (4.21)

und wird durch die Diagramme in den Abbildungen G.4 und G.5
im Anhang bis zur chiralen Ordnung vier unter expliziter Bertick-
sichtigung des Rhomesons beschrieben.

4.4.1 Vertexfunktionen

Das renormierte Matrixelement der virtuellen Compton-Streuung
zerfallt wegen seiner Isospinstruktur gemafl

iM' = _jeQEMe;*{éabl"‘l“’ + (5ab — 63a53b)1"§‘”} (4.22)

in zwei Tensoren """, wobei die Polarisationsvektoren €, := €,(\)
und € := €()) dem ein- beziechungsweise auslaufenden Pho-
ton zugeordnet sind [74]. Impulserhaltung impliziert lediglich drei
voneinander unabhéngige Viererimpulse, beispielsweise ¢, ¢’ und
P := p+p/, und daher als mogliche Lorentzinvarianten die Ska-
larprodukte ¢2, ¢, ¢-¢ und ¢- P = ¢ - P, so dass allgemein
die Argumente I'*" = T/ (q, ¢, P) gewéhlt werden kénnen — die
zugehorigen Invarianten werden nicht extra notiert.

Die diskreten Symmetrien, das heiffit Invarianz unter Pionen-
und Photonen-Kreuzung, lauten damit (zu finden in [78])

ré'“/(cb qla P) - r'i“/(cb qla _P) und

y y (4.23)
Iﬂél (Q7q/ap) - FZ‘M(_Q7 —q/»P)-
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Die kontinuierlichen Symmetrien sind die Ward-Identitéten fiir
[ und TH” aus Kapitel 3.3, die wiederum explizit iiberpriift wor-
den sind. Auf der Massenschale folgt die bekannte Eichinvarianz

L7 =0=T"q,. (4.24)

Die Tensoren I''"” sowie etwaige Linearkombinationen dieser zer-
fallen dariiber hinaus gemafl " = f;7/"” in zehn invariante Am-
plituden f; mit kinematischen Koeffizienten 7/, die sich durch
Kombination der drei Impulse ¢, ¢ und P mit den beiden zur Ver-
fiigung stehenden Lorentzindizes p und v ergeben. Eine einfache
Wabhl fiir die 7/ sind die zehn Strukturen

g, prpY, Phg”, prq”, ¢" P,
¢"q", a"q"”, q"P”, "¢, 7"q",

die keinerlei besondere Symmetrierelationen erfiillen, technisch je-
doch sehr einfach zu identifizieren sind. Prinzipiell ist es moglich,
beliebige weitere Tensorbasissysteme zu wéhlen, wobei die entspre-
chenden Transformationsmatrizen jedoch nicht notwendigerweise
frei von kinematischen Singularitdten sind.

Fir einen Vergleich mit weiteren Rechnungen ware eine Pro-
jektion auf die (eichinvarianten) Basen aus [78] oder auch [79]
notwendig, um beispielsweise die verallgemeinerten Polarisierbar-
keiten des Pions zu analysieren. Allerdings ist es nicht gelungen,
die in der vorliegenden Arbeit berechnete vcs-Amplitude singula-
ritdtenfrei in diese Basissysteme zu transformieren, so dass eine
Verkniipfung mit bisherigen Ergebnissen deutlich erschwert wird.

4.4.2  Photonenfusion

Durch geeignete Vertauschung der ein- und auslaufenden Teilchen
in Gleichung (4.21) lasst sich die Kinematik der Photonenfusion,

Y(q1, A1) + (g2, A2) = ma(p1) + m(p2), (4.25)

erzeugen. Mit den Tensoren I''"” der zweifach virtuellen Compton-
Streuung sowie den drei Ersetzungen P — ps — p1, ¢ — ¢1 und
q — —qo ergibt sich das kartesische Matrixelement

iM" = —15251#62,,,{5@1)1#” + (0ap — 53a53b)rgy}a (4.26)

welches anschliefend natiirlich wiederum auf die physikalischen
Freiheitsgrade 7% und 7° projiziert werden muss. Mit den Rela-
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tionen fiir gekoppelte Zweipionzustiande aus Anhang A.4 ergeben
sich die neutrale und geladene Amplitude

iMpy = —16261#627”1#” = €162, T}, und

iMl = —16261#62’,, (F’f’/ + Fé”’) = €1 462, T, (4.27)
wobei I''" = T/ (q1, —q2, p2 — p1) sowie (da zwei reelle Photonen
beteiligt sind) ¢ = ¢ = q1-e1 = q2- €2 = 0 [74]. Die in die-
sen Amplituden enthaltenen Kopplungskonstanten sind im neutra-
len Kanal ausschlieBlich cye, im geladenen die Linearkombination
L :=2l5 — lg sowie cxe%, e1 und es.

Die systematische Unsicherheit aus Kapitel 2.3.1 betrdagt im Fal-
le des geladenen Kanals wiederum rund 1/n2 ~ 10 %, da Terme
der Ordnung zwei und vier zur Amplitude beitragen. Der neutra-
le Kanal enthélt allerdings ausschliefilich Quantenkorrekturen der
chiralen Ordnung vier, so dass eine globale Ungenauigkeit von bis
zu 1/N. ~ 30 % angenommen werden kann.

Das tiber einlaufende Photon-Polarisationen gemittelte Betrags-
quadrat dieser Matrixelemente lautet

(IM?) = 212 > €6, T e e s T = iTﬁyT“”,

A1,A2
wobei fiir die beiden moglichen Kanéle jeweils die entsprechend
definierten 7" aus Gleichung (4.27) verwendet werden. Der expli-
zite algebraische Ausdruck fur (JMgy]) findet sich in Anhang E.1.3,
derjenige fiir (| M) in Anhang I.

Fiir den totalen Wirkungsquerschnitt (ausgedriickt durch Man-
delstamvariablen) ergibt sich

I 5
mit den durch den experimentell zuldssigen Streuwinkel 6* gemafl
|cos 0| < & eingeschrénkten Integrationsgrenzen

t+ = %(i&/s(s —4m2) — s+ Qm%).

Details zur Kinematik sind in Anhang B.2 zusammengefasst.

Bis zur hier vorliegenden chiralen Ordnung vier ist das Matrix-
element des neutralen Kanals M{), von der Variablen ¢ und somit
dem Streuwinkel #* unabhingig. Weiterhin tritt diese Integrations-
variable im geladenen Kanal M nicht in den Schleifenintegralen
auf, so dass eine vollstandige analytische Integration moglich ist.
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4.4.3 FEinfach virtuelle Compton-Streuung

Die einfach virtuelle Compton-Streuung am Pion (vcs) wird nicht
direkt sondern durch Einbettung in leptonische Prozesse gemes-
sen. Eine Moglichkeit ist die strahlungsbegleitete Streuung hoch-
energetischer geladener Pionen an atomaren Elektronen (das heifit
nte” — mte~v) [80]. Im weiteren Verlauf wird jedoch die Elektron
Positron-Annihilation unter Abstrahlung eines Photons sowie zwei-

er Pionen,

e (ri, k1) +e (re ka) = 7 (p1) + 7 (p2) +7(q, A), (4.29)

verwendet, wobei ein zeitartiges virtuelles Photon ausgetauscht
wird. Das Matrixelement zerfallt in einen sogenannten initial-state
radiation (isr) Anteil, welcher die Abstrahlung des reellen Photons
auf der leptonischen Seite beschreibt, sowie einen final-state radia-
tion (fsr) Anteil, der die eigentlichen vcs-Beitrdge beinhaltet. Es
gilt daher

iM = i~/\/lisr + i-/Vlfsr
6+
L+ Y

e_ \ 6_ Haﬂ \\
\ \

\ 7T+ \ +
(4.30)

wobei L und HY® virtuelle Compton-Streuung am Elektron be-
ziehungsweise Pion sowie LF und H® den elektromagnetischen
Vertex des Elektrons respektive Pions parametrisieren. Fiir zwei
auslaufende geladene Pionen folgt durch eine Projektion auf phy-
sikalische Zustdnde

H® = ie(py —pg)aFw((pl +p2)2) sowie

(4.31)
HP = —ie?(Ty7 +157),

mit den I’?ﬁ = I’?’B(k;l + ko, q,p1 — p2) aus Gleichung (4.22). Der
Formfaktor F; enthalt dabei das Omegameson. Die beiden Ten-
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pv

soren T zerfallen dariiber hinaus gemafi T'*? = fit; " in drei

invariante Amplituden f; = f;i(so, s1, s2) mit der Basis

{“’ =g"
=k-qP*P" —k-P(¢"P"+ P*E”) und (4.32)
T:)fw = ¢k,

wobei die Abkiirzungen k := ki + k2 und P := p; — p2 verwendet
worden sind (die Ausdriicke der f; sind in Anhang I zusammenge-
stellt).

Geeignete kinematische Invarianten fiir diesen Prozess finden
sich beispielsweise in [81] und lauten

= (k1 + k2)?,
s1 = (p1+p2)?, &
s2 = (p2 +q)%,
ty = (k1 —p1)*, ks
to = (ks — q)*

Die quadrierte invariante Masse des auslaufenden Zweipionen-Systems
ist dabei s7.

Die leptonischen Beitrdage in fithrender Ordnung mit den in An-
hang A.5 angegebenen Feynman-Regeln lauten (mit e > 0)

Lt = —iyte sowie
- - 4.34
g =2 L = hitme e —d me ] (430)
2q-k 2q - ko

Fir die Berechnung von differentiellen Wirkungsquerschnitten
ist dariiber hinaus das tiber die einlaufenden Elektronenspins ge-
mittelte und die auslaufende Photonpolarisation summierte Ma-
trixelement O mit M := (|M|?) = 15, ,, A MM relevant, wel-
ches in die drei Komponenten

E)ﬁisr = <‘Misr|2>, E):nfsr - <|Mfsr|2> und

(4.35)
Ming = <M;rerfsr + Mier;rsr>
zerfallt; My ist dabei eine isr-fsr-Interferenz.
Im nun Folgenden werden fiir die Fermionen die Abkiirzungen
01 := 9(r1, k1) und ug 1= u(re, ko) verwendet.

43



44

NIEDERENERGETISCHE PROZESSE

Komponenten

Aus den in Gleichung (4.30) angegebenen Diagrammen lassen sich
die isr-Beitrage direkt ablesen und lauten

—1gva
S1

= Mg = (p1 — p2)u(p1 — p2) gl Fr 277, (4.36)

IMISI‘ — Ule L'L“/ HaUQ

wobei der Formfaktor F = Fy(s1) von der invarianten Masse s;
der auslaufenden Pionen abhangt. Der gemittelte leptonische Teil
£v8 ist dabei

1

e =
dst

Z €peytn Lt TUlUlLaBUQ

1,72,

= — 25 (U +me) L (s — ) 1)

und beinhaltet simtliche QED-Beitrige fiithrender Ordnung. Kon-
traktion mit den Pionenimpulsen und Zusammenfassen der Ele-
mentarladungen e liefert somit schliefSlich

Migr = 66|F7r|2sisr7 (437)
mit den reinen QED-Anteilen
Sise = (1 — p2)u(p1 — p2) €7 (4.38)

Ganz analog ergeben sich aus dem zweiten Diagramm die fsr-
Beitrage

—i

= 9:nfsr = e6riﬁTriV£ﬁya“; (439>

der leptonische Teil ist in diesem Falle gegeben durch

1

fgﬁyau = p Z 6,36;@2/7&“17717/1”2
0 7"177’27)‘
g
4ﬁg tr<(k2 + me)va(}f me)'Vu)

gﬁy (gau(kl ko +m ) kl,ak2,,u - k2,ak1,u)-
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Einsetzen der drei invarianten Amplituden f; mit ihren entspre-
chenden Basiselementen aus Gleichung (4.32) liefert schliefilich

3
M = € > f7 1S5, (4.40)
i,j=1
mit dem beziiglich der Vertauschung von ¢ und j symmetrischen
S A (4.41)
Der isr-fsr-Interferenzterm 9%,; reduziert sich letztendlich zu
Ming = 2 Re(MI Mgy) mit

eb

<M;rerfSI> = (pl - pQ)VF;FaBEZB, wobei

48081
o = —gus tr((fo +me) F LT (Fr = me)ra),

wobei Fr = Fr(s1). Verwendung der invarianten Amplituden f;
sowie Zusammenfassen simtlicher Konstanten liefert

3
Mine = € Y Re(F7 f;) S, (4.42)
=1
wobel
st — ! (p1 — p2)uri "8l (4.43)
2 25051 7 Olﬁ

Die Funktionen f;, F; sowie Sigr, Sf;r und Slmt sind in Anhang I
in einer maschinenlesbaren Form angegeben.

Observablen

Eine mogliche experimentelle Observable ist der einfach differenti-
elle Wirkungsquerschnitt 6 := do/ds; als Funktion von sy, fiir den
bis etwa 1 GeV? prizise Datensitze der KLOE-Kollaboration exis-
tieren (genaue Referenzen werden im folgenden Kapitel genannt).
Dieses ¢ zerfillt in die drei Beitréige

o= 6'isr + 6fsr + &int (444)
und berechnet sich (mit der Gram-Determinante Ay4) jeweils gemés

1 m
o = dsodtidty ——= 4.4
’ 102474s0(so — 4m2) / P20 V=74 (4.45)
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L
AS)
|

et 90/

Y
™

cosl+ <0 ! cosbl,+ >0

Abbildung 4.1: Seitenansicht der e™e™-Annihilation. Die gestrichelte
Linie symbolisiert eine Ebene mit der Strahlachse als Normale
(eine Vereinfachung von Abbildung B.2 im Anhang). Die farbigen
Flachen entsprechen den experimentell zuldssigen Streuwinkeln
0.+ beider abgestrahlter Pionen. Blau ist dabei die Vorwérts-,
griin die Riickwéartsrichtung.

aus den entsprechenden gemittelten Matrixelementen 901; diese
mehrdimensionale Integration ist ausschlieflich numerisch durch-
zufithren. Weitere Details (insbesondere zu den verwendeten Inte-
grationsgrenzen und Definitionen) sind in Anhang B.3 zusammen-
gefasst.

Sind die experimentell zulassigen Winkel beider abgestrahlter
Pionen beziiglich der Strahlachse symmetrisch (und liegen daher
innerhalb der farbigen Flachen in Abbildung 4.1), so trégt die isr-
fsr-Interferenz nicht zum Wirkungsquerschnitt bei, da diese unge-
rade unter Ladungskonjugation ist; allerdings ist sie aus diesem
Grunde wesentlich fiir eine Vorwarts-Rickwarts-Asymmetrie Ay,
des 7t im Endzustand [25, 82].

Seien die Vorwérts- beziehungsweise Riickwértsanteile des (diffe-
rentiellen) Wirkungsquerschnitts, kombiniert mit experimentellen
Einschrankungen, gegeben durch

67 =& fiir cosf+ > 0 und |cos B, +| < cosg (blau),

A —

=6 fir cos 0+ < 0 und |cosf,+| < cos g (grin),

(6 ist nur durch |cosf +| < cos ¢ eingeschrankt, fiir KLOE ist bei-
spielsweise ¢ = 50°), so lautet die Asymmetrie

5+
— 0

S

Q>
S
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Da fiir die einzelnen Komponenten der &
Gleichung (4.44))

* (mit der Zerlegung aus

At A At oA— At oA
Oigr = Oigry  Opgp = Oy und 65 —0; (4.47)

gilt, folgt fiir die Asymmetrie schliellich

A— ~k ~n— Jun
Aq. = Oint — Tint _ Oint — Oing (4 48)
ftb = *= g ~t At A ~ - .
Oisr + Ofsr + Oigr + Ofsr Oisr 1 Ofsr

Prinzipiell sollte sie daher sehr empfindlich auf das verwendete
fsr-Modell reagieren und somit direkten experimentellen Zugriff
darauf gewahren.

4.5 KOPPLUNGSKONSTANTEN

Eine vollstandige Liste der in diesem Kapitel abgeleiteten Prozes-
se beziehungsweise Observablen mit den enthaltenen Kopplungs-
konstanten ist in Tabelle 4.1 zusammengestellt. Im nun folgenden
Kapitel werden die Zahlenwerte dieser LEC durch Anpassungen an
experimentelle Datensatze bestimmt.

RZ (4.1) e e4
FF (4.2) l6 e1 € €4 h
PL (4.3.2) 1+ 1+ %lg Ci 6?1
PW (4.3.3) ll l2 l3 Ci €9 €4
FN (4.4.2) ey €3
FG (4.4.2) 205 — lg Cxe% el e
vCs (4.4.3) Is lg cyed e1 e e3 es h

Tabelle 4.1: Kopplungskonstanten des Rhozerfalls (Rz), Pionformfak-
tors (FF), der Pionstreuldngen (PL), des Wirkungsquerschnitts
der geladenen Pionenstreuung (Pw), der Photonfusion im neutra-
len (FN) sowie geladenen (FG) Kanal und schlieflich der virtuellen
Compton-Streuung am geladenen Pion (VCs).
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Die bis zu diesem Punkt zusammengestellten Amplituden nieder-
energetischer Prozesse konnen nun endlich dazu verwendet werden,
die renormierten Zahlenwerte der Kopplungskonstanten (LEC, im
Folgenden auch Parameter oder Freiheitsgrade genannt) durch An-
passung an experimentelle Daten zu bestimmen. Wegen der grofien
Menge zur Verfiigung stehender Kopplungen ist es unwahrschein-
lich, sdémtliche Werte durch eine einzige kombinierte Regression
festlegen zu konnen!; stattdessen werden die einzelnen Parame-
ter durch sukzessives Anpassen einzelner Prozesse extrahiert. Eine
Ubersicht der vorliegenden Kopplungen — sowie einiger identifizier-
ter (Linear-) Kombinationen dieser — ist in Tabelle 4.1 auf Seite 47
zusammengestellt.

Die in dieser Arbeit verwendete YEFT enthélt Terme der klas-
sischen chiralen Storungstheorie und somit auch [y bis lg, deren
renormierte Zahlenwerte jedoch wegen des expliziten Einbaus des
Rhomesons nicht mit den xyPT-Werten vergleichbar sind. Prinzipi-
ell konnten alle LEC komplex sein, jedoch werden im weiteren Ver-
lauf reelle [; angenommen. Die mit den Rhomesonen verkniipften
Kopplungen ey bis e4 und ¢, sind a priori komplex, da diese in der
effektiven Lagrangedichte mit ebenfalls komplexen Rhomassen er-
scheinen und dariiber hinaus dazu verwendet werden, Imaginartei-
le der Schleifenintegrale am Renormierungspunkt zu absorbieren.
Eine Sonderstellung nimmt dabei jedoch es ein, da zur Anwendung
der Relation (4.5) aus Kapitel 4.1 reelle Zahlenwerte angenommen
werden miissen.

Samtliche verwendeten Amplituden beinhalten Quantenkorrek-
turen, sofern sie maximal von der chiralen Ordnung O(4) sind.

5.1 PRAZISION

Die Kalibrierung der Theorie durch experimentelle Daten erfolgt
mit einem bootstrap-Verfahren [83], welches auf wiederholter nicht-
linearer Regression durchmischter Datensatze beruht; technische
Details sowie die verwendete Nomenklatur sind in Anhang C zu-

Hierfir wire eine aufwéndige Trennung von LEC und kinematischen Grofien
notig, die bei numerischen Integrationen wegen deren endlicher Prézision pro-
blematisch ist.
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sammengefasst. Die auf diese Weise ermittelten Zahlenwerte der
Kopplungen und deren Fehler ergeben sich aus den Mittelwerten
sowie der Standardabweichung der durch das bootstrapping er-
zeugten Verteilungsdichten (deren Abbildungen allein im Anhang
zu finden sind). Um extreme statistische Ausreifler unter Kontrol-
le zu halten, werden gelegentlich nicht alle bootstrap-Datensétze
sondern lediglich ein $-Perzentil verwendet (die dufleren a = 1—f
Punkte werden ignoriert).

Insgesamt liefert dieses Verfahren Zahlenwerte der Kopplungs-
konstanten, die mit statistischen Unsicherheiten behaftet sind. Zu-
sitzlich sollten dariiber hinaus prinzipiell die in Kapitel 2.3.1 be-
schriebenen systematischen Fehler beachtet werden, die eine wei-
tere gobale Unsicherheit von mindestens 10% implizieren. Die in
den Abbildungen dieses Kapitels verwendeten Fehlerbédnder beru-
hen jedoch ausschliellich auf den statistischen Unsicherheiten, so
dass sdmtliche Angaben nur bis auf (im besten Falle) rund 10%
genau sein konnen.

In den meisten Féllen liegen die Fehler der experimentellen Da-
ten im niedrigen einstelligen Prozentbereich, so dass sie damit we-
sentlich genauer als die durch die hier verwendete Theorie zu erwar-
tende Prazision sind. Sind die experimentellen Fehler nur schwer
von den eigentlichen Datenpunkten zu unterscheiden, werden in
den Abbildungen keine Fehlerbalken eingezeichnet.

5.2 STRATEGIE

Die verwendete Strategie zur sukzessiven Parameteranpassung wird
in diesem Abschnitt etwas genauer erliutert und ist als Ubersicht
in Tabelle 5.1 auf der néchsten Seite zusammengefasst, deren ein-
zelne Spalten von links nach rechts abgearbeitet werden.

Es ist naheliegend, mit der Kopplungskonstantenkombination
d := cye? aus dem neutralen Kanal der Photonfusion (Kapitel 4.4.2)
zu beginnen, da dieses d der einzige (komplexe) Freiheitsgrad die-
ses Prozesses ist — Spalte A in Tabelle 5.1 ist damit behandelt.

Dartiber hinaus lassen sich einige bereits angesprochene Abhén-
gigkeiten verschiedener Kopplungen untereinander ausnutzen, die
effektive Anzahl voneinander unabhédngiger Parameter zu reduzie-
ren. Insbesondere ergibt sich aus dem Zerfall des Rhomesons die
Relation

2

ey = ;;LQ(Re(a) + 2231/b — Im2(a)), (5.1)



5.2 STRATEGIE

A B C D E F
RZ €4 €9
FF lG, (S¥] €1, €9 h
PL e4 Cx l, Lo, 13
Pw €4 Cx, €2 ll; l27 l3
FN d
FG d L e1, €2
ves d 15, l6, €4 €1, €2 h es3
42 4 2 2 2

Tabelle 5.1: Strategie zur Anpassung der Kopplungskonstanten; die
Prozessbezeichnungen (erste Spalte) entsprechen denjenigen in
Tabelle 4.1. Der Reihe nach, von links nach rechts gelesen, wer-
den die fett gedruckten Elemente angepasst, woraufhin deren und
sdmtliche weiter links angeordneten Spalten vollstdndig bekannt
sind. Die Anzahl an reellen, anzupassenden Freiheitsgraden pro
Spalte ist in Zeile # eingetragen. Die Elemente der Spalte C hén-
gen ausschliellich von e4 ab; die verwendeten Abkiirzungen sind
d:= cxe% und L := 25 — I;.

mit den in Gleichung (4.5) genannten a = a(es) und b; ey wird
dabei reell angenommen, so dass die Bedingung b > Im?(a) er-
filllt sein muss. Die hier und im Folgenden auftretenden s = +1
parametrisieren jeweils mogliche Haupt- und Nebenzweige einer
Wurzel.

Aus den Streuldngen der Pionenstreuung ergibt sich zusétzlich
_ 1 2
oy = sy o5 (3 — cref) (5.2)

mit den bekannten ¢; aus Gleichung (4.17) in Kapitel 4.3.2. Unter
zusatzlicher Verwendung von d := cxe% folgt direkt

Cc2 /e
= d| ————= 5.3
e1 = 1/ 72 <C3—clei> , (5.3)

so dass letztendlich eq, e und ¢, durch e4 ausgedriickt werden kén-
nen; die Zahlenwerte der in a, b und ¢; enthaltenen Groéfen sind in
Anhang A.1 zusammengefasst, deren Unsicherheiten jedoch nicht
weiter berticksichtigt werden, um die folgenden Rechnungen nicht
unnotig zu verkomplizieren (kleine Ungenauigkeiten werden dar-
iiber hinaus durch die angepassten Kopplungen absorbiert). Spal-
te C in Tabelle 5.1 ist damit bekannt, sobald ey festgelegt worden
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ist. Jedoch sind die drei moglichen Vorzeichen s¢; in den Gleichun-
gen (5.1) bis (5.3) voneinander unabhéngig, so dass insgesamt acht
verschieden Gruppen moglicher Parameter analysiert werden miis-
sen.

Eine kombinierte Analyse sowohl des omegafreien Formfaktors
als auch des totalen Wirkungsquerschnitts der geladenen Photon-
fusion liefert, unter Verwendung der Relationen (5.1) und (5.3),
die reellen Zahlenwerte L := 2[5 — lg und [g sowie ein komplexes
e4 (Spalte B und damit auch C). Durch eine anschlieende, sepa-
rate Anpassung des Formfaktors mit Omegamesonen ergibt sich
dariiber hinaus der phanomenologische Parameter h.

Die einzige zu diesem Zeitpunkt noch verbleibende freie Kopp-
lung ist es, die letztendlich durch die Vorwérts-Riickwérts-Asym-
metrie der eTe”-Annihilation festgelegt wird. Die iibrigen Kopp-
lungen [ bis I3 (mit den Streulédngen sind jedoch nur zwei unab-
héngig) sind fiir die virtuelle Compton-Streuung zwar nicht inter-
essant, konnen jedoch zuséatzlich durch den Wirkungsquerschnit
der Pionenstreuung bestimmt werden.

5.3 NEUTRALE PHOTONENFUSION

Zur Extraktion der Kopplungskonstantenkombination d := cxe%
bietet sich der totale Wirkungsquerschnitt der neutralen Photo-
nenfusion an, da zu diesem sonst keine weiteren LEC beitragen. d
ist komplexwertig, so dass insgesamt zwei voneinander unabhangi-
ge Parameter, der Real- und Imaginirteil (d = d” +id?), festgelegt
werden miissen.

Der Energiebereich verwendeter Daten wird auf s &~ 0.85 GeV?
eingeschréankt, da dariiber hinausgehende resonante Strukturen
durch die dieser Arbeit zugrunde liegende Theorie nicht aufgelost
werden kénnen.? Zur Anpassung tragen letztendlich die ersten 13
Datenpunkte der Crystal Ball-Kollaboration fiir |cos 8*| < 0.8 (ent-
nommen aus [85], im Folgenden €8 genannt) sowie fiir eben diesen
Winkelbereich die ersten 10 Punkte der Belle-Kollaboration (aus
[84], B8) bei; dartiber hinaus werden 16 weitere Belle-Punkte fiir
lcos 0*| < 0.6 (B6) verwendet. Die gewdhlte Ausgangspopulation
A = B6UB8U C8 enthélt damit 39 Elemente, die eingesetzte Mas-
se my ist die des neutralen Pions m._o.

Das 99-Perzentil von insgesamt 10000 bootstrap-Stichproben
liefert die in Anhang E.2.1 abgebildeten relativen Haufigkeitsver-
teilungen des Real- und Imaginarteils von d. Die Mittelwerte der

2 Beispielsweise ist das f(980) in den Daten aus [84] gut zu erkennen.
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Abbildung 5.1: Wirkungsquerschnitt der neutralen Photonenfusion fiir
berechnetes d mit 1o-Fehlerband (blau) und (zum Vergleich) fiir
d = 0 (rot). Belle-Daten (Punkte) aus [84] und Crystal Ball-
Daten (Dreiecke) aus [85].

entsprechenden Verteilungen bilden den endgiiltigen Zahlenwert
und liefern letztendlich

d=—0175(£7%) +10.213 (£8 %). (5.4)

Der damit berechnete Wirkungsquerschnitt ist dariiber hinaus in
Abbildung 5.1 zu finden, wobei das ebenfalls eingetragene Feh-
lerband eine Standardabweichung der Verteilungen des Real- und
Imaginarteils von d berticksichtigt und somit eine reine statistische
Unsicherheit darstellt.

Die Ubereinstimmung der theoretischen Anpassung mit den ex-
perimentellen Daten ist ausgesprochen gut und beispielsweise mit
den Ergebnissen einer SU(3)-Rechnung aus [86] oder durch Disper-
sionsrelationen erhaltenen Resultaten aus [87] vergleichbar.

54 FORMFAKTOR UND GELADENE PHOTONENFUSION

Zur Anpassung von lg, e4 = e} +iej und L := 2I5 — lg, und
daher insgesamt vier unabhéngigen reellen Parametern, werden
sowohl der omegafreie Formfaktor des Pions als auch der tota-
le Wirkungsquerschnitt der geladenen Photonenfusion gleichzeitig
verwendet. Als Ausgangspopulation dienen 40 Datenpunkte der
ALEPH-Kollaboration fiir den Formfaktor ohne Omega [88]3 (ge-
wonnen aus 7 — v, 7m0) sowie 37 Punkte des MARK-II-Detektors
fir die geladene Fusion [90]; weitere Datensatze (beispielsweise der

3 Die Aktualisierung [89] wurde nicht mehr beachtet.
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Abbildung 5.2: Omegafreier Formfaktor mit ALEPH-Daten aus [8§]
(links) und geladene Photonenfusion mit MARK-II-Daten aus [90]
(rechts). Jeweils mit 1o-Fehlerband, basierend auf Liste L;.

Belle- oder Cello-Kollaborationen) werden nicht weiter berticksich-
tigt.4

Jeweils 10000 bootstrap-Datensétze liefern fiir jede mogliche
Kombination der Vorzeichen ¢ aus den Gleichungen (5.1) bis
(5.3) Dichteverteilungen der vier unbekannten, reellen Parameter,
die jeweils einzeln analysiert werden mussen. Mogliche Ausschluss-
kriterien bestimmter Parametersitze sind zum einen ein nicht-
verschwindender Imaginérteil der Kopplung es (diese ist reell an-
genommen), zum anderen eine mangelhafte Ubereinstimmung der
erhaltenen Kurven mit den experimentellen Daten. Die vollstandi-
ge Analyse ist in Anhang E.2.2 zusammengefasst und liefert letzt-
endlich nur zwei mogliche Parameterlisten:

L1: s =—0.0320 (£1%) Ly: s =—0.0290 (£2%)
le = —0.0697 (£1 %) lg = —0.0464 (£2 %)
eh = 0.520 (£1%) eh = —0.264 (£6 %)
e = 0242 (+6%) el = —0.302 (5 %)

Mit den Werten aus Liste L ergibt sich schliefllich exemplarisch
der in Abbildung 5.2 eingezeichnete Formfaktor beziehungsweise
Wirkungsquerschnitt, wobei das Fehlerband die statistischen Unsi-
cherheiten in sdmtlichen (gemés Tabelle 4.1 oder 5.1) beitragenden
Parametern berticksichtigt — die Graphen von Ly sind vergleichbar.

Diese Ergebnisse stimmen wiederum sehr gut mit den experi-
mentellen Daten tberein und sind &hnlich zu denjenigen in [91]
(fiir den Formfaktor) oder [86] (fiir die Photonenfusion).

4 Der zeitliche Aufwand der Parameteranpassung durch bootstrapping reagiert
sehr empfindlich auf die Grole der Ausgangspopulation, daher wird lediglich
der MARK-II Datensatz verwendet.
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Abbildung 5.3: Formfaktor des Pions inklusive Omegamesonen (blau),
mit Daten aus [92, 93]; zum Vergleich der Formfaktor ohne Ome-
ga (h = 0) in rot. Die fiir die Anpassung des Parameters h ver-
wendeten Daten sind die acht Punkte in der Region des Peaks.
Das Fehlerband beriicksichtigt die Unsicherheiten sémtlicher bei-
tragender Kopplungen.

Zur Extraktion der rein phanomenologischen Kopplung h im
Pionformfaktor mit Omegamesonen werden die sehr prazisen Da-
ten der KLOE-Kollaboration verwendet (entnommen aus [92] und
[93] mit einfacher Mittelung fiir Werte gleicher Energie). Dariiber
hinaus gehende Datenséitze (beispielsweise CMD-2 oder SND) wer-
den nicht beriicksichtigt, da durch diese keine wesentliche neue
Information gewonnen wird.® Weiterhin ist zur Auflosung der Ome-
gabeitriage ausschliellich die zentrale Region in der Nahe des Rho-
mesons interessant, so dass lediglich acht Datenpunkte (Nummer
47 bis 54) als Ausgangspopulation ausgewahlt werden. Die Dichte-
verteilungen mit den entsprechenden resultierenden Graphen fiir
jeweils 10000 bootstrap-Stichproben mit den beiden als sinnvoll
zu erachtenden Gruppen L; aus der vorhergehenden Anpassung
finden sich in Anhang E.2.3. Beide moglichen Resultate mit den
ermittelten Zahlenwerten fiir A,

L1: h=-0.00363(+£39%) —i0.0123 (£10%) und
Lo: h= 0.00237(£49%) —10.0124 (£10 %),

Im weiteren Verlauf werden von KLOE gemessene Wirkungsquerschnitte rele-
vant sein, so dass es fiir eine konsistente Datenbasis naheliegend ist, ebenfalls
auf deren Formfaktoren zuriickzugreifen.
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sind vielversprechend. Exemplarisch ist in Abbildung 5.3 der funk-
tionale Verlauf fiir Gruppe L; dargestellt, das Fehlerband bertick-
sichtigt die Unsicherheiten samtlicher beitragender Kopplungen
(also neben h noch lg, €1, e2 und ey).

Innerhalb der Fehlerbénder ist die Beschreibung der experimen-
tellen Daten recht gut und beispielsweise wiederum mit [91] ver-
gleichbar. Allerdings ist, gerade in der Region des Peaks, leider
nicht die Prézision etablierter Modelle wie beispielsweise Gounaris-
Sakurai [94], Kithn-Santamaria [95] oder der sehr aktuellen HLS-
Vorhersage aus [96] zu erreichen.

5.5 PIONENSTREUUNG

Die bislang noch freien Kopplungen der geladenen Pionenstreuung,
1 bis I3, spielen fur die in dieser Arbeit betrachteten elektroma-
gnetischen Prozesse keine Rolle und kénnen nur schwer bestimmt
werden. Prinzipiell wére eine vollstdndige Partialwellenanalyse not-
wendig, um Zahlenwerte mit moderaten Fehlern aus experimentel-
len Daten zu extrahieren, die jedoch den Rahmen dieser Arbeit
sprengt. Als minimaler Kompromiss werden daher Daten des tota-
len Wirkungsquerschnitts verwendet, dessen Analyse jedoch tech-
nisch aufwéndig ist, da — im Gegensatz zur Photonenfusion — die
Integrationsvariable (die Mandelstamvariable ¢) als Argument der
Schleifenintegrale auftritt und somit eine komplizierte Trennung
von Kopplungen und kinematischen Gréfen vorgenommen werden
muss (vergleichbar zu der weiter unten in Kapitel 5.6.4 beschrie-
benen Methode).

Die Kopplungen /; kénnen in die (reellen) Linearkombinationen

X=bL+l+3is; Y=24+9 ud Z=I

zerlegt werden, wobei der Zahlenwert des X durch die Ausdriicke
der Streuldngen aus Kapitel 4.3.2 festgelegt ist. Allerdings ent-
wickelt dieses X einen signifikanten imagindren Anteil, der zwar
durch geeignete Einschrankungen der Relationen (5.1) bis (5.3)
unter Kontrolle gebracht werden kann, hier jedoch nicht weiter
beachtet wird.

Anpassung des Y und Z an Daten aus [97] liefert schlieBlich
die in Anhang E.2.4 zusammengefassten Ergebnisse, deren Aus-
sagekraft in Anbetracht der erhaltenen Unsicherheiten sowie der
erwahnten Inkonsistenz jedoch nebensachlich ist.
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5.6 VIRTUELLE COMPTON-STREUUNG

Die einzige noch verbleibende freie (komplexe) Kopplungskonstan-
te ist ez, die ausschlieflich in den invarianten Amplituden f; der
virtuellen Compton-Streuung auftritt, welche ihrerseits in die Elek-
tron-Positron-Annihilation eingebettet wurde. Die weiteren geméf3
Tabelle 5.1 beitragenden Kopplungen sind festgelegt; im weiteren
Verlauf werden die Zahlenwerte der beiden moglichen Listen L; aus
Abschnitt 5.4 zugrunde gelegt.

5.6.1 FEinfluss von e3

Da die Kopplung e3 ausschliellich in den invarianten Amplituden
fi auftritt, liegt die Vermutung nahe, dass sie Einfluss auf die
verallgemeinerten Polarisierbarkeiten des Pions haben konnte.

Die vollstandige vcs-Amplitude Mg, das Produkt der f; so-
wie der Tensorbasis aus Gleichung (4.32), lisst sich zwar nicht
singularitiatenfrei in die vcs-Basis aus Referenz [78] tiberfithren,
die reinen e3-Anteile liefern jedoch

3
Mts =3 fiml" = (¢"k — q- k" )k Aes + ..., (5.5)
i=1
wobei k? = sy der Energie des virtuellen Photons und damit

(im fsr-Fall) der Schwerpunktsenergie entspricht; A enthalt weitere
physikalische Konstanten sowie die Kopplung e.

Vergleich dieses Terms mit der in obiger Referenz zusammen-
gestellten, allgemeinen vcs-Amplitude mit eichinvarianter Tensor-
basis (Gl. (18)) impliziert einen Beitrag von ez zu der dort fi
genannten Funktion (nicht die hier verwendete invariante Ampli-
tude) und damit in der Tat einen Einfluss auf die Steigung sowohl
der elektrischen als auch magnetischen Polarisierbarkeit des Pions
(ebenfalls in der genannten Referenz abgeleitet, Gln. (35,36)).

Weiterhin ist das in Gleichung (5.5) auftretende Produkt von
Vierervektoren, ausgedriickt in Invarianten, ¢ -k o« sg — s1, so dass
gerade bei kleinen Energien s; signifikante Beitrage der es-Terme
zu erwarten sind.

5.6.2 Observablen

Die beiden zur Verfiigung stehenden Observablen sind in Kapi-
tel 4.4.3 ausfiihrlich diskutiert worden und zum einen der differen-
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tielle Wirkungsquerschnitt § := do/ds;, zum anderen die Asymme-
trie Ag,. Der Wirkungsquerschnitt zerfallt geméfl

o= é\-isr + 6-fsr + a-int (56)

in drei Beitrdge, wobei i,y auf eine Interferenz zwischen isr- und
fsr-Amplitude zuriickzufithren ist. Mit den Vorwérts- beziehungs-
weise Riickwirtsanteilen 6% = &(cos 0+ = 0) folgt fiir die Asym-

metrie schlielich

b Int (5.7)
Oisr + Ofsr
Fiir symmetrische Streuwinkel 6+ tragt die Interferenz iy, da sie
ungerade unter Ladungskonjugation ist, nicht zur Summe 6 und
daher auch nicht zum Nenner der Asymmetrie bei.
Veroffentlichte Datensétze liegen fiir zwei verschiedene Regionen
akzeptierter Photonenstreuwinkel mit unterschiedlichen Schwer-
punktsenergien |/sq vor [92, 93|; dargestellt sind die Observablen
darin jeweils in Abhéngigkeit von s;.
Weitere Details zur Kinematik sind in Anhang B.3 zusammen-
gefasst.

5.6.3 Kleine Photonenwinkel

Die KLOE-Daten aus [92] sind bei einer Schwerpunktsenergie von
rund /sop = 1.02 GeV aufgenommen worden und beriicksichtigen
ausschlielich kollineare Ereignisse mit |cos 6| > cos 15°; die Rich-
tung der abgestrahlten Pionen spielt dabei keine Rolle.® In diesem
Bereich sind die fsr-Beitriage des Wirkungsquerschnitts kinema-
tisch sehr stark unterdriickt, so dass im Wesentlichen 6 = &is, und
daher eine Anpassung von es nicht sinnvoll ist. Allerdings kann
diese Analyse dazu verwendet werden, sowohl die fiir diese Ar-
beit notwendigen numerischen Integrationsalgorithmen (Referenz
in Anhang F) zu tberprifen, als auch die Préizision der reinen
QED-Anteile fithrender Ordnung, Sig aus Gleichung (4.38), abzu-
schatzen.

Bezeichne die Abkiirzung dA das dreidimensionale Integrations-
mal3 dsy dty dto inklusive sdmtlicher kinematischer und kombinato-

Tatsédchlich wurden zwei Pionenspuren im Kalorimeter des KLOE-Detektors
nachgewiesen und die Richtung des Photons rekonstruiert.



5.6 VIRTUELLE COMPTON-STREUUNG

rischer Faktoren sowie geeignet gewahlter Grenzen (definiert in An-
hang B.3), so lautet der isr-Beitrag (mit Mg, aus Gleichung (4.37))

b= bip = /dA My, = e6|F,r|2/dA S = |Fy|2S,

wobei Fr = Fr(s1) den Formfaktor inklusive Omegamesonen be-
zeichnet. Ein Vergleich der theoretischen Vorhersage des so defi-
nierten § mit einem aus experimentellen Daten gewonnenen Sy
lasst eine Abschéatzung der Prazision sowohl der numerischen Me-
thoden als auch der verwendeten QED-Anteile zu. Das Verhéltnis

_ Sdat _ Gdat/|Frl3y 0.289

r(s1) == S = 3 ~ 1.173 — Gavz®!

(5.8)

ist in etwa linear in s; und wird durch die hier angegebene Funk-
tion sehr gut approximiert; die Abweichungen sind kleiner 10 %
und vollstandig auf die Vernachléssigung von QED-Beitréage hohe-
rer Ordnung (Schleifen und Strahlungskorrekturen) zuriickzufiih-
ren — § ist frei von modellabhéngigen hadronischen Komponenten.

Den energieabhéngigen Korrekturfaktor r(s1) verwendend erge-
ben sich die in Abbildung 5.4 auf der nachsten Seite eingetragenen
Wirkungsquerschnitte

6 =|Fs2S und 6" :=r6;

die fsr-Anteile 6, liegen (berechnet mit es = 0) bei deutlich unter
0.1nb/Gev? und sind damit zu vernachléssigen. Die Abweichungen
des korrigierten Wirkungsquerschnitts 6" von den KLOE-Daten las-
sen sich auf den (nicht perfekt die Daten reproduzierenden) Form-
faktor des Pions aus Abbildung 5.3 zuriickfithren. Insgesamt ist da-
her davon auszugehen, dass sowohl die berechneten QED-Anteile S
in fithrender Ordnung ausreichend genau als auch die verwendeten
numerischen Methoden korrekt implementiert worden sind.

5.6.4 Groffe Photonenwinkel

Zur Extraktion des Zahlenwertes von es bietet sich eine KLOE-
Messung bei einer Schwerpunktsenergie von /so = 1.00 GeV und
unter Beriicksichtigung groer Photonenwinkel (|cos 6., < cos50°)
an [93]7, da die fsr-Beitrdige nicht mehr kinematisch unterdriickt
sind und eine gewichtigere Rolle spielen. Besonders niitzlich ist in
diesem Zusammenhang die Asymmetrie Ag,, da sie wegen ihrer

Sowohl die beiden Pionen als auch das Photon wurden im Kalorimeter nach-
gewiesen.
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Abbildung 5.4: Differentieller Wirkungsquerschnitt & fiir kleine Photo-
nenwinkel, gemessen bei /sg = 1.02GeV (mit Daten aus [92]),
oben. Eingetragen sind theoretische Vorhersagen fiir 6 (blau) so-
wie 8" (rot); auf eine Angabe von Fehlerbdndern wird verzichtet.
Interpolierte Daten Saat/s (schwarz) sowie approximierende Funk-
tion r = r(s1) aus Gleichung (5.8) (rot), unten.

Sensitivitat auf den Interferenzterm ein direktes Mafl der hadroni-
schen Anteile liefert [25, 82].

Ein etwaiges bootstrapping zum Fixieren von es ist jedoch pro-
blematisch, da die Phasenraumintegration fiir einen Dreiteilchen-
Endzustand ausschliellich numerisch durchgefithrt werden kann.
Zwar ist prinzipiell eine Aufspaltung der gemittelten Betragsqua-
drate 91 in Kopplungskonstanten und kinematische Groflen mog-
lich, wegen der endlichen Prézision numerischer Methoden jedoch
sehr aufwandig, zeitintensiv und nicht praktikabel. Die in dieser
Arbeit gewédhlte Vorgehensweise sukzessiver Parameteranpassung
umgeht dieses Problem teilweise, da zu diesem Zeitpunkt lediglich
eine einzige Kopplung verbleibt, namlich e3. Aufteilen der drei
Amplituden geméfl f; = a; + esb; in jeweils zwei Komponenten
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(sowohl die a; als auch die b; enthalten Kopplungen, jedoch nicht
e3) lasst eine Zerlegung der Wirkungsquerschnitte in der Form

Gir = /dA My = /dA (h1 + eghg + e3hs + e§63h4) und
Bint = / dA My = / dA Re(hs + esh),

mit 9 aus den Gleichungen (4.40) und (4.42), zu. Die im Allge-
meinen komplexwertigen Funktionen h; = h;(s1) sind dabei

3
hy =2 Re(CLTGQS{S; + aikagstg)r + agagSésg) + Z\ai|25£?r,
3 =1
hy = Z ajbiSfo-‘r + (a§b1 + CLTbQ)S{SQr
=1
+ (a3b1 + albs) S + (a3by + abbs) SH,

hs =h5 und hgy = hi(a <+ D), sowie

3 3
hs = F* Z a;S™ und hg = FF Z b Si™,
i=1 i=1

mit den Sl-f?r und S aus (4.41) beziehungsweise (4.43). Der Form-
faktor F; = Fy(s1) enthdlt wiederum das Omegameson. Eine In-
tegration dieser einzelnen Komponenten h; ist, unter Verwendung
der Kopplungskonstanten aus den Listen Ly oder Lo und der Gren-
zen fiir |cos6, r+| < cos50°, ohne Weiteres moglich und liefert
letztendlich Wirkungsquerschnitte in Form einfacher Polynome in
e3 und damit sehr kompakte Ausdriicke fiir Ag,.®

Da der Zahlenwert der Kopplung e fiir Energien ab etwa 0.6 GeV?
kaum Einfluss auf die Asymmetrie hat?, werden als Ausgangspo-
pulation nur die ersten 25 Datenpunkte verwendet. Jeweils 10 000
bootstrap-Datensétze liefern fiir beide Listen die in Anhang E.2.5
zusammengefassten Dichteverteilungen mit den jeweiligen zuge-
ordneten Mittelwerten und daraus resultierenden Graphen fiir die
Asymmetrie und den differentiellen Wirkungsquerschnitt. Damit
ergeben sich die moglichen Zahlenwerte

Li: e3=—0.0618(£109%) +i0.521 (+85%) und
Ly: ez= 0.00475 (£540%) —10.595 (£28 %).

Die moglichen Beitrége fiir |cosf, +| < £ mit £ = cos50° (fiir die Anteile
der Asymmetrie) oder £ = 1 (fiir den gesamten differentiellen Wirkungsquer-
schnitt) sind separat zu berechnen.

Durch einfache manuelle Variation zwischen +2 festgestellt und plausibel mit
den Uberlegungen aus Abschnitt 5.6.1.
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Abbildung 5.5: Asymmetrie (Daten aus [25], links) und differentieller
Wirkungsquerschnitt (Daten aus [98], rechts) fir Lo. Zur Anpas-
sung der Asymmetrie sind nur die Punkte verwendet worden. In
blau fiir berechnetes eg, in rot fiir e3 = 0.

Sowohl die Asymmetrie als auch der differentielle Wirkungsquer-
schnitt sind fiir Ly in Abbildung 5.5 eingetragen; die Fehlerbénder
berticksichtigen dabei lediglich die Unsicherheiten von e3. Wegen
deren relativer Grofle sind keine definitiven Aussagen tiber das
Vorzeichen der entsprechenden Zahlenwerte moglich.

Offensichtlich ist es nur schwer méglich, eine Ubereinstimmung
zwischen Theorie und Experiment herzustellen.

Fir grole Energien s; ist eine sehr gute Vereinbarkeit der be-
rechneten Asymmetrie mit den experimentellen Daten festzustel-
len, die jedoch ausschliefSlich auf den Kopplungen l5 und lg sowie
h und e4 (und daher auch eq, e und ¢, ) beruht, da die Vergleichs-
kurve fiir e3 = 0 nahezu identisch verlduft (Abbildung 5.5, links).
Ein direkter Vergleich mit der deutlich schlechteren Anpassung der
Liste 11 aus Anhang E.2.5 unterstreicht dabei den Einfluss des ha-
dronischen Modells auf die Asymmetrie. Allerdings ist insbesonde-
re bei kleinen Werten von s; eine signifikante Abweichung sichtbar,
die ein Hinweis darauf ist, dass die einzige fir diese Analyse zur
Verfligung stehende Kopplung eine suboptimale Wahl gewesen sein
konnte. Allerdings ist nicht klar, welcher Parameter bessere Ergeb-
nisse verspricht, da es die einzige LEC ist, welche ausschlieflich die
in Gleichung (5.5) verwendete kinematische Struktur aufweist.

Der Eindruck einer schlechten Parameterwahl wird durch Ein-
setzen samtlicher LEC in den gesamten differentiellen Wirkungs-
querschnitt (isr- und fsr-Beitrdge, die Interferenz annuliert sich)
verstarkt, da in diesem Falle iiber den gesamten Energiebereich
(jedoch insbesondere bei kleinen Energien) eine gravierende Dis-
krepanz festzustellen ist (Abbildung 5.5, rechts). Die moglichen
Ursachen dieser ungeniigenden Beschreibung experimenteller Da-
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ten sind vielschichtig, lassen sich jedoch grob in zwei Kategorien,
technische und physikalische Aspekte, einteilen.

Zu den technischen Aspekten gehort sowohl eine unzureichende
Berticksichtigung von QED-Effekten hoherer Ordnung als auch eine
fehlerhafte Ubersetzung experimenteller Randbedingungen in In-
tegrationsgrenzen; beides ist jedoch sehr unwahrscheinlich, da die
small angle-Daten gut beschrieben werden konnen. Weiterhin kann
auch ein einfacher Rechenfehler oder eine Fehlinterpretation der
zur Verfiigung stehenden Daten nicht mit Sicherheit ausgeschlos-
sen werden. Dartiber hinaus ist es sicherlich auch moglich, durch
die in diesem gesamten Kapitel dargestellte Strategie der sukzessi-
ven Parameteranpassung lediglich ein lokales Optimum moglicher
Zahlenwerte der LEC gefunden zu haben.

Zu den Griinden physikalischer Natur gehoren eine ungentigende
Berticksichtigung des Omegamesons in den Feynman-Diagrammen
der virtuellen Compton-Streuung (unwahrscheinlich, da dessen Ein-
fluss vergleichsweise gering sein sollte) oder fehlende weitere Re-
sonanzen (ebenfalls unwahrscheinlich, da die wichtigste Signatur,
das Rhomeson, bereits konsistent eingebaut ist).

Zu diesem Zeitpunkt muss dieses Problem als offene Frage be-
trachtet werden, die weitergehende Untersuchungen verlangt.

5.7 VOLLSTANDIGER PARAMETERSATZ

Die vollstandigen Liste der in L; und Lo enthaltenen Kopplun-
gen, die letztendlich fiir die virtuelle Compton-Streuung am Pion
relevant sind, ist in Tabelle 5.2 auf der nédchsten Seite zusammen-
gefasst. Die Fehler entsprechen dabei einer Standardabweichung
der zugehorigen Dichteverteilungen beziehungsweise einer quadra-
tischen Addition der zugrundeliegenden Fehler.

An dieser Stelle ist zu betonen, dass die hier angegebenen Nieder-
energiekopplungskonstanten ausschliellich in Kombination mit der
in Kapitel 2.3.5 zusammengestellten Lagrangedichte sowie unter
Verwendung des in Kapitel 3.2.3 erlauterten complex-mass Renor-
mierungschemas und der dort angegebenen BPHZ-Vorschrift giiltig
sind.

Eine Ubertragung auf andersartige Lagrangedichten ist nicht
ohne Weiteres moglich.
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Liste 1q Liste Lo
Is  —0.0320 +1%  —0.0290 +2%
lg —0.0697 +1%  —0.0464 +2%
el 0.165 +1% 0.189 +1%
el 0.0211 +8%  —0.0235 +14 %
es  0.118 +1% 0.0608 +2 %
ef —0.0618  +108% 0.00475 4540 %
es  0.521 +85 % 0.595 +28 %
el 0.242 +6%  —0.302 +5%
ejy  0.520 +1%  —0.264 +6 %
ch —4.18 +7%  —6.10 +1%
. 9.01 +1% 4.49 +2%
R"  —0.00363  +40% 0.00237  +49%
R —0.0123 +10%  —0.0125 +10%

Tabelle 5.2: Vollstindige Liste der Real- und Imaginéarteile der in L;
und Ly enthaltenen Kopplungen.
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In der vorliegenden Arbeit sind die relevanten Konstruktionsmerk-
male einer lorentzinvarianten chiralen effektiven Feldtheorie zur
Modellierung einer Vielzahl niederenergetischer hadronischer Pro-
zesse erortert worden. Neben der Angabe einer geeigneten La-
grangedichte, die nicht nur Pionen sondern dariiber hinaus Vek-
tormesonen als neue Freiheitsgrade aufweist, ist besonderes Augen-
merk auf das verwendete Zéhl- sowie Renormierungsschema gelegt
worden; samtliche Rechnungen schliefen Quantenkorrekturen ein.

Weiterhin ist eine konsistente Methode zur Extraktion der in
der Theorie enthaltenen Kopplungskonstanten vorgestellt worden,
deren Ergebnisse stellenweise sehr gut mit experimentellen Daten
iibereinstimmen, letztendlich jedoch noch einige Fragen offen las-
sen.

Theorie

Zur Beschreibung mesonischer Prozesse bis zu Energieiibertragen
von rund 1GeV im Rahmen einer effektiven Feldtheorie war die
Berticksichtigung resonanter Freiheitsgrade obligatorisch. Die hier-
zu verwendete Lagrangedichte ist die allgemeinste der chiralen
Ordnung O(4) im Sektor gerader innerer Paritdt mit dynami-
schen Pionen und Rhomesonen, deren theoretische Vorhersage-
kraft durch phanomenologische Beriicksichtigung des Omegame-
sons im Zusammenhang mit dem Formfaktor des Pions noch wei-
ter verbessert worden ist. Das angewandte Zahlschema beruht da-
bei auf einer nicht ganz offensichtlichen Separation der leichten
(Vektor-) Mesonenmassen und der hadronischen Skala 47 F', die
jedoch im Rahmen der large-N.-QCD moglich ist [18, 49] (Kapi-
tel 2.3).

Die Berechnung von Quantenkorrekturen in Form von Schleifen
der Feynman-Diagramme setzte die Verwendung des complex-mass
Renormierungschemas [19-23] voraus, welches die komplexen Mas-
sen der eingebauten Resonanzen — die Polpositionen vollsténdiger
Propagatoren — mit renormierten Massen identifiziert. In Kom-
bination mit dimensionaler Regularisierung [62] und dem BPHZ-
Verfahren [65-67] sowie, zum Vergleich, dem MS-Schema, war ei-
ne konsistente Renormierung moglich. Neben allgemeinen Uber-
legungen zur Renormierung quantenfeldtheoretischer Rechnungen

65



66

EPILOG

ist dieses complexr-mass Schema sowie die BPHZ-Methode explizit
demonstriert worden (Kapitel 3.2.3).

Zur Kontrolle der Rechnungen sind dartiiber hinaus die elektro-
magnetischen Ward-Identitéten [72, 75, 76] abgeleitet und auf dem
Niveau der Vertexfunktionen der relevanten Prozesse fiir das ver-
wendete Renormierungschema tiberprift worden.

Prozesse

Die Bestimmung der Niederenergickonstanten (LEC) ist durch eine
sukzessive Anpassung einzelner Kopplungen und wiederholtes Ein-
setzen der extrahierten Werte in weitere, kompliziertere Prozesse
durchgefithrt worden (Kapitel 5). Integraler Bestandteil war dabei
ein bootstrap-Verfahren [83], das sehr robuste Ergebnisse sowohl
beziiglich der Zahlenwerte als auch der statistischen Unsicherhei-
ten einzelner Kopplungen liefert (Anhang C).

Die in aller Ausfiihrlichkeit betrachteten Prozesse waren im Ein-
zelnen

o der elektromagnetische Formfaktor des Pions,
o die Pionenstreuung,
o die neutrale und geladene Photonenfusion sowie schlieflich

o die virtuelle Compton-Streuung am Pion (VCS), eingebettet
in die Elektron-Positron-Annihilation in zwei Pionen unter
Abstrahlung eines reellen Photons.

Verwendete Observablen waren Formfaktoren, differentielle und to-
tale Wirkungsquerschnitte sowie Asymmetrien, deren experimen-
telle Rahmenbedingungen in Form von Einschrankungen zulassiger
Integrationsbereiche kinematischer Invarianten ausfiihrlich disku-
tiert worden sind (Anhang B).

Die Zahlenwerte des finalen Satzes von Kopplungskonstanten
hangen vom gewahlten Renormierungsschema ab, so dass eine nai-
ve Ubertragung auf andere Theorien ausgeschlossen ist; jedoch soll-
te es problemlos moglich sein, im Rahmen des hier vorliegenden
Modells weitere Prozesse zu analysieren und damit bereits extra-
hierte Kopplungen zu verwenden.

Offene Fragen

Eine bislang offen gebliebene Frage ist der Einfluss der final-state
radiation-Beitrage auf die niederenergetische Elektron-Positron-An-
nihilation und insbesondere deren Kalibrierung durch Ladungs- be-
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ziehungsweise Vorwarts-Riickwarts-Asymmetrien. Zwar ist es mog-
lich, eine passable Ubereinstimmung von Theorie und Experiment
beziiglich der Asymmetrie zu erreichen, die Ubertragung dieser
Ergebnisse auf differentielle Wirkungsquerschnitte ist jedoch pro-
blematisch.

Mogliche Griinde hierfiir sind eine ungeniigende Beriicksichti-
gung von QED-Quantenkorrekturen oder das Fehlen relevanter Bei-
trage im hadronischen Modell.

Losungsmoglichkeiten sind natiirlich der Einbau in einen leis-
tungsfahigen Event-Generator, beispielsweise PHOKHARA [25], der
bereits hoheren QED-Effekten Rechnung tragt oder aber konsis-
tente Implementierung weiterer Resonanzen, wodurch jedoch eine
Vielzahl neuer Kopplungskonstanten entstehen kann, die wieder-
um Anpassungen an experimentelle Daten verlangen.

Zu diesem Zeitpunkt muss dieses Problem jedoch als noch offene
Frage betrachtet werden.

Technische Details

Da aus der YEFT-Lagrangedichte aus Kapitel 2.3.5 eine sehr grofie
Anzahl verschiedener Vertizes mit jeweils unterschiedlichen chira-
len Ordnungen extrahiert werden kann und dariiber hinaus eine
Vielfalt physikalischer Prozesse beschrieben werden soll, war die
Verwendung von geeigneten Computerprogrammen essentiell. Teil-
weise sind dafiir bereits vorhandene Programme und Bibliotheken
eingesetzt worden, wobei in vielen Féllen jedoch sehr starke Modi-
fikationen notwending waren. Teilweise sind jedoch auch neue Pro-
gramme geschrieben worden, die explizit dazu geeigent sind, mit
sehr langen algebraischen Ausdriicken nicht-kommutierender Ob-
jekte mit mehreren Zehntausenden von Termen umzugehen oder
aber geeignete Interfaces zwischen einzelnen Programmpaketen be-
reitstellen.

Die technische Umsetzung der in dieser Arbeit vorgestellten
Rechnungen, ausgehend von der Lagrangedichte speziell die Ab-
leitung der Feynman-Regeln, Generation der einzelnen Diagram-
me und Amplituden, Uberpriifung der erhaltenen Ausdriicke und
schliefllich die Anwendung numerischer Methoden, beanspruchte
einen Grof3teil der insgesamt aufgewendeten Zeit.

Ausblick

Die hier vorgestellten Methoden sind sehr allgemeiner Natur und
damit durchaus noch ausbaufdhig. Weitere direkt hierauf aufbau-
ende Studien sind eine vollstandige Partialwellenanalyse der Pio-
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nenstreuung zur besseren Extraktion der entsprechenden LEC, ein
konsistenter Einbau des Omegamesons, um dessen Beitrédge in
sdamtlichen Prozessen einzuschalten sowie, vielleicht am wichtigs-
ten, eine Anpassung der vCS-Parameter an tatsiachliche vcs-Daten
fiir beliebige Virtualidten, da nur auf diese Weise stérende Ein-
fliisse der QED oder des komplizierten Dreiteilchen-Phasenraums
eliminiert werden kénnen.

Weiterhin sollte es mit den vorhandenen Quellcodes und Me-
thoden moglich sein, analoge Rechnungen in einer vollstdndigen
SU(3)-xEFT durchzufithren, um die Wechselwirkung weiterer Gold-
stonebosonen zu analysieren.

Zusammenfassend ist zu sagen, dass die hier vorgestellte chirale
effektive Feldtheorie in Kombination mit dem verwendeten Z&hl-
schema sowie der complex-mass Renormierung einen offensicht-
lich leistungsfahigen Rahmen zur konsistenten und gleichzeitigen
Beschreibung unterschiedlichster niederenergetischer hadronischer
Prozesse darstellt und dadurch, wegen der bislang noch offenen
Fragen, weitere Analysen verdient.
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NOTATIONEN UND KONVENTIONEN

A.1 EXPERIMENTELLE ZAHLENWERTE

Die in dieser Arbeit verwendeten Zahlenwerte physikalischer Kon-
stanten sind dem aktuellen Review of Particle Physics der Particle
Data Group [26] entnommen. Benutzt werden letztendlich die auf
maximal drei signifikante Stellen gerundeten Werte:

mo = 0.135 GeV

i ey F = 0.0922 GeV
my+ = 0. e
— V1
e = 0.511 MeV € e
a = 1/137

m, = (0.770 — 0.075i) GeV

hic)? = 0.389 GeV2 mb
ey = (0.783 — 0.004) Gev () e

Weiterhin sind empirische Daten der Streuldngen der Pionen-
streuung relevant, deren aktueller experimenteller Status beispiels-
weise in [27, Kap. 3.5.4] zusammengefasst ist. Die dort genannten
Zahlenwerte sind

a®) = 0.217 £ 0.008 + 0.006 ~ 0.217 £ 0.010
(urspriinglich entnommen aus [99]) und
a9 — ) = 0.268 &£ 0.010 & 0.004 £ 0.013 ~ 0.268 &= 0.017,

wobei im letzten Schritt die Fehler jeweils quadratisch addiert wor-
den sind. Fiir die der vorliegenden Arbeit zugrunde liegenden Zah-
lenwerte ergibt sich daher

a® =0217 und «® = —0.051.

Fehler samtlicher Messdaten werden nicht weiter berticksichtigt,
um hierauf aufbauende Rechnungen nicht unnétig zu verkompli-
zieren; weiterhin sind diese Unsicherheiten fiir gewohnlich deutlich
kleiner als die geméifl der Uberlegung in Kapitel 2.3.1 zu erwarten-
de theoretische Préazision.
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A.2 ALLGEMEINES

Die verwendete Minkowskimetrik ist
g" = diag(1,—1,—1,—-1).

Die vollstandig antisymmetrischen Levi-Civita-Symbole in drei oder

vier Dimensionen, ¢;;;, beziehungsweise €45, sind jeweils +1 fiir

gerade Permutationen der Indizes, —1 fiir ungerade und 0 sonst.
Mit der Heavyside’schen Stufenfunktion

1 fi >0
o) = ur x ,
0 firz<0

lautet das chronologische (zeitgeordnete) Produkt quantenfeldtheo-
retischer Operatoren

T{6(2)o(y)} = O=" —y")d(x)é(y) + O — 2")b(y)o(2).
Die drei Generatoren der SU(2) sind die Pauli-Matrizen
Fe@h. P05 wa P=(0).
die die Relationen
{%Tja %Tk} = 1eium, 73-2 = laxo, {75, 7k} = 203 1axo,

TiTh = iEjlel + 5jk]12><2a und tr{Tka} = 25jk]12><2

erfullen.

A.3 SKALARE INTEGRALE

Das allgemeine n-Punkt-Integral vom Tensorrang r in D Dimen-
sionen hangt von internen Impulsen p; beziehungsweise Massen m;
ab, ist definiert gemafl
4-D
TR — (277-”)
im2

/de ) Sl SR
NoNti -+ Np-1’

mit N; = (k+p;)2 —m? +ie fir i = 0,...,n—1 (po = 0) [70]
und beschreibt eine Schleife in der Form



A.3 SKALARE INTEGRALE

ql\k+pl D)

mi |

k A mo }

mp—1 :

an /k + Pn—1 ~ Qn—1

mit den externen Impulsen g;; es ist dabei p; = Eg:l q;. Der
't Hooft-Parameter p fixiert die Massendimension. Fiir gewohn-
lich wird die Notation TV# = AK~ T2E = BH" et cetera
verwendet; fiir r = 0 (das heifit skalare Integrale) gilt dariiber
hinaus 742 = Ag, By, . ... Tensorielle Integrale lassen sich in

nahezu beliebige Tensorkoeffizienten zerlegen, gebrauchlich ist da-
bei die Basis aus [100]. Exemplarisch bedeutet dies fiir B daher
beispielsweise

B* = g" Byo + p/'p} B,

wobei (D —4)Byg = ¢p? —m? (zu finden im Anhang in [70]).

In den in dieser Arbeit durchgefithrten Rechnungen treten (ne-
ben den reguliren Ay, By und Cj) die Strukturen (D — 4)By
auf, die jedoch im Rahmen des BPHZ-Renormierungsschemas kon-
sequent ignoriert werden, da sich das Bpyg im Allgemeinen in einen
divergenten und einen (fir D — 4) endlichen Anteil aufspalten
lasst, die unabhangig voneinander entwickelt werden konnen. Kor-
rekte Anwendung des Abzugsschemas verwirft den unendlichen
Anteil jedoch®, so dass insgesamt keine Beitrige des Bgy zu er-
warten sind (die endlichen Anteile werden wegen des Koeffizienten
D — 4 eliminiert). Alternativ ldsst sich der relevante unendliche
Anteil natiirlich (mit dem ¢4 aus Gleichung (3.10)) geméif

2)(1,2 2 1,2 2
) (ko ) = (ko )
explizit entwickeln, woraus die verwendete Renormierungvorschrift

(D — 4) Boo(p*, m*,m*) =% 0.
folgt.
Die verwendete Methode, tensorielle Integrale in skalare umzu-

schreiben, ist die sogenannte Passarino-Veltman-Reduktion [71].
Mit der Abkiirzung

4-D

aq = 27

im?

dPk

Dies ist die Definition des Abzugsschemas: Die unendlichen Anteile werden
subtrahiert.
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sind die Argumente der in dieser Arbeit verwendeten Integrale
2) / dQ)
k2 —md’
dQ)

2 2 2\ _
Bo(p1, mg, mi) _/(k2_m(2))[(k +p1)? —mi] e

CO(p17p27 P1 +p2) m(2)7m%’m%)

/ dO
= (k4 p1)2 —mi][(k + p1 +p2)? —m3]

Die Notation ist damit kompatibel mit den relevanten Computer-
programmen (speziell LoopTools [101]).

Da keine Integrale mit gemischten Massen auftauchen, wird ei-
ne vereinfachende Notation, die gleichzeitig via BPHZ renormierte
Integrale mit Renormierungspunkt A? definiert, verwendet. Es ist

Ry(p?,m?) := By(p*, m*,m?) — Bo(A%, m? m?) und
R3(pi, p3,p3, m*) := Co(pi, p3, p3, m*, m*,m?).
Die Skala A? wird nicht als Argument der Integrale R; aufgefasst,
da diese eine extern festgelegte Grofie und keine intrinsische, dy-
namische Variable ist.

A.4 ISOSPIN-ZERLEGUNG

Samtliche Green’sche Funktionen sind Summen von Feynman-Dia-
grammen in kartesischer Notation, das heifit mit Feldern 7; und p;
fiir ¢« = 1, 2, 3. Physikalische Prozesse werden jedoch ausschliefSlich
in Koordinaten wohldefinierter Ladungszustéinde, also mit Feldern
750 und pt0, beschrieben, so dass eine Transformation zwischen
diesen beiden Systemen notwendig ist. Diese ist gegeben durch die
Definitionen

|7ri>:$%(\m>:l:i|7r2>) und  |7%) = |73)  bzw.
%) =F5(Io1) £ilp2)) wnd o) = |ps).

Weiterhin relevant sind gekoppelte Zweipionenzustande, darge-
stellt in kartesischer und sphérischer Notation wohldefinierten Iso-
spins. Bezeichne I3 die dritte Komponente des Gesamtisospins I,
so sind die physikalischen Pionen gegeben durch |r¥) = |1, +1)
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und |7%) = |1,0). Fiir Zweipionenzustinde gilt die Clebsch-Gordan-
Zerlegung

11
mr) = m @) = LBy e 15 =3 (4
I.M

i) 1)

mit I = 0,1,2 sowie M = I3 + I5; fur diese Arbeit relevant sind
die Zustande

7t 77) = 710,00 + 55 11,0) + £ 12,0)  und
707%) = —110,0) + /2 |2,0).

Analog ergibt sich durch simples Ausmultiplizieren der kartesi-
schen Darstellung

|7T7r’> = |T)® |7T Zaj 7)) ® Zbk |mr) = Zajbk |77
J.k

und daher
|7t r™) = %(— |mimy) +1|mime) —1i|memy) — \71'27rg>) sowie
|7970) = |mams) .
Kombination dieser Darstellungen liefert fiir die Matrixelemente
M = (memq | Tamp) = Midapdea + M20acOpa + M30aadpe  und
M= (I'" M| 1, M) = M6y

(letztere folgt aus dem Wigner-Eckart-Theorem [102]) die Relatio-
nen [12]
(rtr [ otrT) = M@ 4 IMO 4+ IO = My + M,
(r979 | 797%) = %M(Q) + %M(O) = Mi+ Mo+ M3 und
(%79 | ntr7) = %M(z) - %M(O) = -M;.

—

Auflésen nach den M) ergibt damit

MO = 3 My + My + Ms,
MY = Moy — M3 und
M2 = My + Ms.
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A.5 EINIGE QED-RELATIONEN

Die hier aufgefiihrten QED-Relationen sind [4] entnommen und
entsprechen daher der dort vorgenommenen Normierung.

Die folgenden Feynman-Regeln sind von rechts nach links zu le-
sen: Der Pfeil auf den Linien symbolisiert die Flussrichtung der
Fermionen, der vertikale Balken das Ende des Diagramms; p be-
zeichnet den Impulsfluss. Die einzelnen Zeilen entsprechen den Pro-
pagatoren P, den ein- und auslaufenden Fermionen F, den ein- und
auslaufenden Antifermionen AF, den ein- und auslaufenden Pho-
tonen PH sowie dem QED-Vertex Vv

P p :1(¢+me) Iu’\/\/vvvz\j/vv\/vwljz_ig'u’l/
p*—m? p?
p p _
F ———— =u(r,p) ——— =a(r,p)
<P _ p—
AF ——— =19(r,p) ——F =u(r,p)
PH /l ANANNNNNANNN] — eu()\’p) ,U AV VYV V.V VN E,u()"p)

\% I W% = —iey

Die Dirac-Gleichungen lauten

a(r,p) (P —me)
o(r,p) (P +me)

mit y#p,, =: p. Die Vollstandigkeitsrelationen sind

Zu(r,p)ﬂ(r,p) =p+me und > v(r,p)o(r,p) = p—me

r

0= (p—me)u(r,p) und
0= (p+me)v(r,p),

sowie Ze ) — —Guv-

Mit u := u(r,p) und o’ := u(r’',p") (@ analog) sowie expliziten
Spinorindizes und zwei Produkten von Gamma-Matrizen r() gilt

_ 1
Z u:zrc(lb)ubuc ud - Z ud a ab ﬁ + me)bcrﬁd)

r,r!

= (15/ + me)darab (i/’ + me)bcr((:d)

= tr((# + me)TH (g + me)I?)).



KINEMATIK

In diesem Kapitel werden einige allgemeine kinematische Uberle-
gungen zusammengefasst und fiir die in dieser Arbeit relevanten
Prozesse angepasst. Samtliche Definitionen sind aus [81] entnom-
men.

Besonderes Augenmerk wird hierbei auf kinematische Invarian-
te mit deren Wertebereichen sowie den Wirkungsquerschnitt als
Observable gelegt.

B.l ALLGEMEINES
B.1.1 Wertebereiche

Die kinematischen Abhéngigkeiten eines beliebigen 2 — n-Teilchen
Prozesses konnen durch Zusammenfassen einzelner Impulse zu Im-
pulsgruppen auf 2 — 2-Subprozesse der Form p, + pp — p1 + po
mit p; = (F;, p;) zuriickgefithrt werden. Mit der kinematischen
Funktion

01 1 1 1

1 1 0 v z =z
Glr.y,zuv,w)=—odet |1 v 0 u y (B.1)

1 2z u 0 w

1 2z vy w O

gilt fiir den physikalisch zuldssigen Wertebereich des Prozesses
Pa >C>< h
Do D2

die Ungleichung

G((pa+m)* (pa — 1), 13, 2 P, PT) < 0. (B.2)

Neben diesen rein physikalischen Randbedingungen sind wei-
terhin experimentelle Grenzen, bedingt durch eine Detektorakzep-
tanz kleiner 4w, zu berticksichtigen. Im Schwerpunktssystem (cm-
System), ausgezeichnet durch p, + p, = 0, lasst sich ein Impuls
P := ps+p, = (/5,0) mit s = (p, + pp)? definieren, dessen

7
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Raumkomponente identisch verschwindet. Mit seiner Hilfe konnen
sowohl die Energien als auch die Raumkomponenten sémtlicher
Impulse im cm-System durch Invariante ausgedriickt werden; es
gilt (mit P? = s)

P-p:
E;, = pi sowie

\/g
s (Pp)? o, Mu(Pup) (B3)

PSR =T

mit der symmetrischen Gram-Determinante

2

P pPr-pP2 - P1°Pn
2
p2-P1 p P2 p
An(pay -+, pn) = det . '2 _ . " (B.4)
2
Pn-P1 Pn-D2 - Pn

Fir den Winkel 60* zwischen zwei beliebigen Impulsen p; und p;
im cm-System folgt aus p; - p; = E;E; — |p;||p;| cos 0™ schlieBlich

P-p;P-pj — P?p; - pj
\/Az(P,pi)Az(P,pj)

cosf* =

(B.5)

B.1.2  Wirkungsquerschnitt

Der totale Wirkungsquerschnitt eines 2 — n-Teilchen Prozesses
mit den Impulsen p, + pp — i pi setzt sich aus kinematischen
sowie dynamischen Komponenten zusammen und lautet allgemein

o = ;/d¢n<|/\/l|2>,

mit dem Flussfaktor F' = 2)\"/2(s, m2,m?), wobei s = (p, + pp)>.
Die kinematische Funktion

Mz,y,2) = (x —y— z)2 — 4y2,

verkniipft mit Ao (pe, pp) = —3A(s,p2,p3), beinhaltet ausschlief-
lich Parameter der einlaufenden Teilchen. Das Phasenraumintegral
ist definiert gemafl

n 3. n
[T o ) 005 (o= 3,

2 i=1



B.2 ZWEITEILCHENSTREUUNG

wobei p; = (Fj, p;), und bildet zusammen mit F' den kinemati-
schen Baustein. Sdmtliche Strukturen im Wirkungsquerschnitt o,,,
die nicht ausschlieBlich durch diese beiden Groéflen erzeugt wer-
den konnen, lassen sich auf dynamische, das heifit physikalische
Eigenschaften des zu untersuchenden Prozesses zurtickfithren und
sind im (héufig gemittelten) quadrierten Matrixelement (|M|?)
kodiert.

Fiir theoretische Analysen des Matrixelementes ist ein in mog-
lichst vielen Variablen differentieller Wirkungsquerschnitt am ge-
eignetsten, da dieser keine kinematischen Anomalien durch (nu-
merische) Phasenraumintegrationen beinhaltet und daher einen
Blick auf die eigentliche Physik zuldsst. Experimentell ist jedoch —
beispielsweise wegen begrenzter Detektorauflosung oder Kenntnis
der beteiligten Teilchen und Impulse — ein wenig differentieller
(das heifit integrierter) Wirkungsquerschnitt zugéanglich, so dass
die Vor- und Nachteile einer teilweisen numerischen Integration
abgewogen werden miissen.

B.2 ZWEITEILCHENSTREUUNG
B.2.1 Kinematik

Die Kinematik der Zweiteilchenstreuung,

Pa+ Do — p1+p2 mit p; = (E;,p;), (B.6)

lasst die Definition von insgesamt drei Invarianten — den Mandelstam-

Variablen — zu,

s=(pat+m)? t=pa—p1)® und u= (ps—p2)?
(B.7)

Das+t+u= pg + pg + p% + p% verbleiben auf der Massenschale

p? = m? zwei unabhingige Variablen, fiir gewdhnlich s und ¢. Die

gemischten Skalarprodukte lassen sich durch
pa-pb=%(s—pa—p}),  p1opa= 50 +pa—t),
p2-pa=3(p5+ps—u), pi-pa=3(s—pi—p3), (BSY)
po-py =505 +0p—t),  pr-pp= 50+ —u)

in Invariante transformieren.
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b1

Pa / Po
P2

cm-System

Abbildung B.1: Experimentell zulassiger Bereich der 2 — 2-Teilchen-
streuung, abhingig vom Streuwinkel, |cos §*| < &.

B.2.2  Wirkungsquerschnitt

Der einfach differentielle Wirkungsquerschnitt in Invarianten ist

do 1

- — 2
&~ TG 7o) M OF) ()

der totale Wirkungsquerschnitt damit

7 do
= dt —. B.10
7 t— dt ( )

Physikalische Grenzen

Der physikalisch zuldssige Wertebereich der Variablen t € [t~ ¢7]
kann aus der Bedingung in Gleichung (B.2) extrahiert werden.
Ubertragen auf die in dieser Arbeit relevanten Prozesse gilt im
Falle der Pionenstreuung (rm — 7m)

G(s, t,m2,m2,m2,m2) = —4m2st + s*t + st> <0
= 4mi-s<t<0, (B.11)

fiir die (reelle) Photonfusion (yy — 7m)

G(s,t,m2,0,0,m2) = mis —2mist +s*t + s> <0 =

m2—5—L/s(s—4am2) <t <mi -5+ 3\/s(s—4m2).

(B.12)

Experimentelle Grenzen

Im hier relevanten Fall der 2 — 2-Streuung ist 0* der Streuwinkel
zwischen p, und p; im Schwerpunktssystem, dessen Akzeptanzbe-
reich durch die Relation |cos@*| < £ (dquivalent zu cosf* < ¢
und cos 6* > —¢) mit € € [0, 1] (griiner Bereich in Abbildung B.1)
angegeben wird.



B.3 DREITEILCHEN-ENDZUSTAND

Fiir die Pionenstreuung mit vier Pionen auf der Massenschale
folgt fiir den physikalisch zuldssig minimalen Wert ¢, sowie maxi-
malen Wert ¢

. 2t
COS@ :1+m = ti:%<i£—1)(5—4m%),

(B.13)

und ist damit identisch zu Gleichung (B.11) fir £ = +1. Fir die
Photonfusion mit zwei Pionen auf der Massenschale sowie zwei
masselosen Photonen ergibt sich

s —2m2 + 2t
s(s —4m?2)

= 5 = 3(£&/s(s —4m2) —s+2m2), (B.14)

welches wiederum mit Gleichung (B.12) fir £ = £1 konsistent ist.

cos 0" =

B.3 DREITEILCHEN-ENDZUSTAND
B.3.1 Kinematik
Die Kinematik eines 2 — 3-Prozesses lautet

k14 ko = p1 +p2+q. (B.15)

Die zugehorigen Invarianten sind fiir gewohnlich definiert gemafl

= (k1 + k2)?,
s1= (p1+p2)%,
s2 = (p2+q)?%,
t1 = (k1 —p1)2 und
to = (k2 — q)°

(B.16)
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Die zehn moéglichen gemischten Skalarprodukte sind daher

k1 ko = 3 (—ki — k3 + s0),

p1-p2 = 5(—pT —p3 + s1),

PQ'QZ%( PQ—q + 52),

kl'p1=%(k1+p1 t1),

ky-q = 5(k3 +q° —t2), (B.17)
Pl'q:%(P2+SO—81—82) '
ki-q=3(— 2+80—81+t2)

ko p1 = $(—ki+s0—s2+t1),

kzmzz%( q +82—t1+t2)

ki po = 2(—pi+s1+t —t2).

B.3.2  Wirkungsquerschnitt

Der vierfach differentielle Wirkungsquerschnitt ist gegeben durch

dle {M?))

— B.18
dsidsedtidts 102474N(s, k2, k3) /Ay’ ( )

die Argumente von A4 (aus Gleichung (B.4)) sind vier beliebige
Linearkombinationen der zur Verfiigung stehenden Impulse — der
Fall A4 > 0 ist kinematisch ausgeschlossen.

Letztendlich interessant ist der beziiglich s; einfach differentielle
Wirkungsquerschnitt

e
Cdsy 102474\ (s, kP k3)

(IM2))
/dSthldtQ \/—_A4 (B.19)

mit den im Folgenden abzuleitenden Integrationsbereichen. Steht
das Maf dA abkiirzend fiir sdmtliche auftretenden Faktoren, so ist

vereinfachend
6:/dA (IM?)) it
. (B.20)
dA = / dsodtydt
102470\ (s, k7, k3) J P22 TR

sowie geeigneten Grenzen.
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Physikalische Grenzen

Fiir den konkreten Fall der et e -Annihilation in zwei Pionen und
ein reelles Photon,

e (k1) +e (k) = 7" (p1) +7 (p2) +7(q), (B.21)

folgt aus Gleichung (B.2) fiir so = (p2 + ¢)*

)o( o
—q
G((P2 + q>27 kl + k? _p2) 7p%7p%7q27 (kl + k2)2) <0
und liefert
G = misl + s182(81 4 s2 — s0) + m?r(s% — 5081 —28182) <0

1 1
= 55 = 5 (2mfr + 59— 51) + 2—81\/51(50 — 51)%(s1 —4m2),
(B.22)

wobei die Massenschalenbedingungen k? = m2, p? = m2 und

¢* = 0 verwendet worden sind. Fiir t; = (k1 — p1)? eignet sich
k’l D1
e -
ks P2 +q
G((kl + k2)27 (kl _pl)Q’ (pQ + Q)27 k27 k%uP%) <0
und ergibt

G = mgso + So(m%(SQ — tl) -|—t1(80 — 89 —I—tl))
+mg(mf‘T + s% —m%(so +2s2) —so(s2+2t1)) <0

woraus der Bereich

ti:;(2mg+m%—so+32)

1
& 5 —/s0(s0 — 4m3) (md + (s0 — 2)2 — 2m2 (50 + 52))

50
(B.23)
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Pion-Ebene

Photon-Ebene

Abbildung B.2: Experimentelle Grenzen der 2 — 3-Streuung fiir
[cos 03] > € (rot), |cos 05| < & (blau) und |cos 0] < € (griin).

folgt. Fiir to = (kg — q)? ist

ko q
oy -
k‘l b1 +p2
G((kl + k2)27 (kQ - Q)27 (pl +p2)27 k%/ k%* q2) S 0

nutzlich und liefert schlieBlich

G = mifs() —+ S()tQ(S() — 81+ tQ) + mz(s% — 80(81 + 2t2>)
(B.24)

beziehungsweise die beiden Grenzen

1 1 ‘
i = (2ml—so+s1) £ 2—90\/80(80 — 4m2)(sp — 51)2.
(B.25)

Experimentelle Grenzen

Der Impuls K := ki + k2 = (/50,0) definiert das cm-System. Die
Strahlachse (k1 oder k) definiert dariiber hinaus in Kombination
mit dem reellen Photon beziehungsweise einem der beiden Pionen
eine Photon- respektive Pion-Ebene. Zu beriicksichtigen ist die
Abstrahlung sowohl des Photons unter kleinen (|cos 85| > &, rot)
beziehungsweise grofien (|cos 6| < £, blau) Winkeln als auch bei-
der Pionen unter groen Winkeln (|cos 6| < ¢, grin), schematisch
dargestellt in Abbildung B.2
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Fiir den Photon-Streuwinkel 67 folgt aus Gleichung (B.5)
2m?2 — — 2t
cos 0y = s0(2me = 50+ 51 2) : (B.26)
\/so(so —4m2)(so — s1)?
umgestellt nach ty ergibt sich fo = a —bcos mit den beiden
Abkiirzungen
a=m?— Sogsl und
(B.27)
1
b= 250\/50(30 —4m2)(sg—s1)? > 0.
Die Bedingung |cos 65| > £ iibersetzt sich damit in
to <a—0bf und to>a+ bE, (B.28)
fiir [cos 03] < £ folgt analog
to >a—0bf und t9 < a+ bE. (B.29)
In Kombination mit den festen physikalischen Grenzen aus (B.25)
ergibt sich fiir die beiden experimentell realisierbaren Winkel (im
Falle des KLOE-Detektors) von 65 < 15° (rot) sowie 65 > 50°
(blau) der (mafstabsgetreue) Akzeptanzbereich:
— e 1
ty ty
Fiir numerische Berechnungen ist eine Ubersetzung der geometri-
schen Gegebenheiten eines konkreten Experiments im Allgemeinen
nicht notwendig, da ein numerischer Test der Form |cosf| < £ ein-
facher zu implementieren ist.
Fir die Winkel der beiden Pionen zur Strahlachse folgt ganz
analog zu den bisherigen Uberlegungen
— 2t1 —m2 — 2m?
cos O, = Solso — s2 4 2 - mx — 2me) und
\/so(so —4m2)(mi 4 (so — 52)2 — 2m2 (s — s2)
2
— — 2t + 2t
cos Oy, — so(m7T S1 + S92 1+ 2)

(B.30)

V/50(s0 — 4m2) (md + (s1 + 52)2 — 2m2 (250 + 51 + s2))






DAS BOOTSTRAP-VERFAHREN

Zur Bestimmung der Niederenergiekopplungskonstanten ist eine
Anpassung der theoretischen Amplituden an experimentelle Daten
notwendig; hierzu wird die Methode der kleinsten Quadrate (non-
linear least squares) in Kombination mit dem bootstrap-Verfahren
[83] zur Fehlerabschitzung verwendet, da dieses technisch einfach
zu implementieren ist.

Eine Menge von n experimentellen Datenpunkten, zusammen-
gefasst im Vektor v; = (24, y;,0;) — mit y;-Messfehlern 6; (Fehler
beztiglich der z-Achse werden nicht berticksichtigt) — definiert als
Ausgangspunkt eine Population A = {vy,...,v,}. Bezeichne der
reelle Vektor p = (p1,...,pr) die Menge aller freien Parameter
einer theoretischen Vorhersage f = f(z;,p), so gilt es im Allge-
meinen, die Funktion

(C.1)

beztiglich p (numerisch) zu minimieren. Diese Prozedur liefert ei-
ne Abschéitzung p der unbekannten Parameter, die — neben der
genauen Struktur der Funktion f —vom Inhalt der Population A
abhéngt, p = p(A).

Mit bootstrapping bezeichnet man nun das m-malige Durchmi-
schen! der Ausgangspopulation zur Erzeugung neuer bootstrap-
Datensétze B; (i = 1,...,m) mit anschlieBender Abschétzung der
unbekannten Parameter p = p(B;) gemaB (C.1). Der Mittelwert

i Bi) bzw. (p;) = Zﬁj(&-) (C.2)

1
m

liefert dabei ein mogliches Maf fiir die Zahlenwerte der einzelnen
unbekannten Parameter p;, die den Vektor p bilden. Die aus der
Varianz

V) = > (5408 — ()’ (C3)

Einmaliges Durchmischen einer Population A mit n Elementen v; bedeutet
n-maliges Ziehen mit Zuricklegen von v; aus A, so dass eine neue Population
B mit n Elementen entsteht, die jedoch Dopplungen enthalten kann.
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abgeleitete Standardabweichung o}, = \/V (p;) ist dariiber hinaus
eine mogliche Abschétzung der Fehler besagter Parameter.

Die letztendlich in dieser Arbeit verwendeten Zahlenwerte der
Parameter p; sind die sehr einfache Wahl

pj = <ﬁj> + Opjs (C-4>

das heifit die bootstrap-Mittelwerte plus/minus eine Standardab-
weichung der entsprechenden bootstrap-Verteilung.

Der Korrelationskoeffizient der Parameter p; und p; ist iiber die
Kovarianz

cov(pi,pj) = z( (B) — () (B;(By) — (9;)) (C.5)
l:1
gemaf
cor(pi, pj) = cov(pi,pj) (C.6)
OpiTp;
definiert.

Fiir den Fehler o einer Funktion f = f(p) = f(p1,...,px) mit
den p; aus Gleichung (C.4) kann die Relation

K (o
=3 (o

ZI\OPilp—ip

koof of
" > ) Z a—pz—cov (pi,pj), (C.7)

i,j=1
i7#]

die GauB’sche Fehlerpropagation mit korrelierten Parametern [103],
verwendet werden. Sind die Kovarianzen nicht bekannt, muss auf
den zweiten Term verzichtet werden. Da die korrekte Berticksichti-
gung der Korrelationen fiir die in dieser Arbeit relevanten Funktio-
nen f (meist quadrierte Matrixelemente) technisch sehr aufwéindig
ist werden diese nicht verwendet.



MODELLUNABHANGIGE ANALYSE

Experimentelle Analysen, die sich die Abstrahlung (zusétzlicher)
Photonen im Anfangszustand zunutze machen (radiative return)
stellen ein ausgesprochen machtiges Werkzeug zur Vermessung
hadronischer Wirkungsquerschnitte in Collider-Experimenten fes-
ter Schwerpunktenergie /s dar. Die Emission eines einzelnen di-
rekt oder indirekt nachgewiesenen Photons lasst einen Energiescan
iiber einen weiten Bereich von der Schwelle bis zur maximalen
Schwerpunktsenergie zu. Besonders erfolgreich wird diese Metho-
de (wegen der hohen Luminositit) bei Detektoren moderner Meso-
nenfabriken wie beispielsweise KLOE, BES-1II, BABAR oder BELLE
eingesetzt [25].

Speziell in der Elektron-Positron-Annihilation e“et — 7t~y
kann das nachgewiesene Photon entweder vom leptonischen Teil
(initial-state radiation, isr) oder hadronischen Teil (final-state ra-
diation, fsr) emittiert werden. Wéhrend die isr-Beitriage mit aufler-
ordentlicher Prézision duch die QED beschrieben werden kénnen
(inklusive Quanten- und Strahlungskorrekturen héherer Ordnung),
setzen die fsr-Anteile im Allgemeinen die Wahl eines niederenerge-
tischen Modells der QCD voraus, das die charakteristischen Eigen-
schaften des Zweipionen-Endzustandes erfasst. Prinzipiell kann fsr
als Verunreinigung beziehungsweise unerwiinschter Hintergrund
aufgefasst werden, so dass es wiinschenswert ist, einen Eindruck
von der Grofe der entsprechenden Einfliisse zu erhalten, ohne ein
besonderes hadronisches Modell zugrunde legen zu miissen.

In diesem Kapitel werden die wesentlichen Ergebnisse einer mo-
dellunabhéingigen! Analyse des fsr-Beitrages mit Hilfe des Event-
Generators PHOKHARA (beispielsweise [104]) — beziehungsweise
einer via MPI? parallelisierten Version — fiir die Kinematik des
off-peak KLOE-Experiments (/s = 1GeV, [93]) zusammengefasst.
Uberpriift wurde dabei die Méglichkeit, durch experimentelle Da-
ten der Asymmetrie Informationen iiber den Wirkungsquerschnitt
oder zumindest der zu erwartenden Fehler zu extrahieren — ohne
an ein bestimmtes hadronisches Modell gebunden zu sein.

Nicht vollstdndig modellunabhéngig, da Annahmen beziiglich der verwendeten
Tensorbasis gemacht werden miissen.

Message Passing Interface, Kommunikationsprotokoll fiir parallele, verteilte,
numerische Berechnungen. Verwendet wurde die OpenMPI-Implementierung.
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Daten, Definitionen und weitere Informationen sind aus dem
sehr umfangreichen Bericht [25], insbesondere Kapitel 4 sowie den
darin genannten Referenzen, entnommen.

Wirkungsquerschnitt und Asymmetrie

Der beziiglich der invarianten Masse des Zweipionensystems (1)
differentielle Wirkungsquerschnitt & := do/ds; der eTe~-Annihila-
tion zerféllt in die Beitréige

0 = Oisr + Ofsr + Oint,

wobei der isr-fsr-Interferenzterm &j,¢ ungerade unter Ladungskon-
jugation ist (weitere Details zu den einzelnen Bausteinen, den ki-
nematischen Randbedingungen und Definitionen der Observablen
sind in Kapitel 4.4.3 zu finden). Dies impliziert eine Vorwérts-
Riickwérts-Asymmetrie der emittierten Pionen, die (mit 6% = &
fir cos 0+ 2 0) definiert ist gemaf (Gleichung (4.48))

P At A A — +
Asza —0 :Jint—omt:]\f - N

und fiir symmetrische Integrationswinkel der Pionen sehr empfind-
lich auf die Interferenzen und damit die fsr-Modelle reagiert. Da
die in diesem Kapitel vorgestellte Analyse mit Hilfe eines Event-
Generators durchgefiihrt wurde, bestand Zugriff auf die explizite
Anzahl der in Vorwirts- (N1) oder Riickwértsrichtung (N ™) emit-
tierten w1,

Im Folgenden werden sowohl diese Asymmetrie als auch der to-
tale Wirkungsquerschnitt (ebenfalls durch explizite Zahlraten be-
stimmt) eine Rolle spielen und vereinfachend mit A beziehungs-

weise o bezeichnet.

Methode

Das im Generator bereits implementierte fsr-Modell [105] verwen-
det als Ansatz die eichinvariante Tensorbasis /" der vcs-Kontakt-
diagramme (die Polfreien Beitrage) aus [78], der Eichinvarianz
sowie Symmetrie beziiglich Ladungskonjugation und Photonen-
Kreuzung zugrunde liegt. Die moglichen hadronischen Modelle
sind dabei durch die drei Funktionen f; parametrisiert, welche die
Koeffizienten der vcs-Amplitude M* = f;T#" bilden.

Die hier besprochene modellunabhéangige Methode beschréankt
sich auf eine (zufillige) Variation dieser (komplexen) Funktionen
fi, um Bereiche zuldssiger (das heift mit den Daten kompatibler)
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Asymmetrien zu identifizieren; die im gleichen Schritt berechneten
Wirkungsquerschnitte liefern Informationen beziiglich des Einflus-
ses eines etwaigen fsr-Modells, welches durch die Asymmetrien ka-
libriert worden ist. (Poldiagramme sind durch eine Parametrisie-
rung des Formfaktors des Pions berticksichtigt und werden nicht
modifiziert.)

Fiir jede einzelne Energie s1, fiir die experimentelle Daten so-
wohl fiir die Asymmetrie (Agat) als auch fir den (totalen) Wir-
kungsquerschnitt (o4,t) vorliegen, werden eine Menge von Zahlen-
werten der drei f; generiert und anschliefend die theoretischen
Vorhersagen Ay, und oy, berechnet; es entstehen hierdurch lange
Listen von Tupeln der Form (s1, f1, f2, f3, Atn, 0tn), welche die re-
levanten Informationen einer bestimmten physikalischen Konfigu-
ration der f; beinhalten. AnschlieSender Vergleich der A;j, mit den
zugehorigen — durch s; festgelegten — experimentellen Daten Agqs
liefert zwei neue, disjunkte Listen: Die Trefferliste, die ausschlief3-
lich Tupel enthalt, deren Asymmetrie mit den Daten kompatibel ist
(also innerhalb der Fehlerbalken liegt), und der dazu komplemen-
tdre Rest. Nach dieser Definition sind die in der Trefferliste ent-
haltenen Asymmetrien auf die Bereiche der experimentellen Daten
eingeschrankt.

Graphisches Auftragen der in der Trefferliste enthaltenen Wir-
kungsquerschnitte liefert einen Eindruck, wie prazise mogliche (mo-
dellunabhéngige) Informationen, welche durch die Asymmetrie ge-
wonnen wurden, letztendlich beziiglich des Wirkungsquerschnitts
sein konnen.

Ergebnisse

Insgesamt ist ein sechsdimensionaler Parameterraum abgetastet
worden, um die Einfliissse der drei komplexen Funktionen f; zu
analysieren. Da eine Darstellung der entsprechenden Ergebnisse
jedoch nicht ohne Weiteres moglich ist, werden hier nur die Resul-
tate einer Variation des Real- und Imaginérteils von f; = fT +if3
bei gleichzeitiger Fixierung von fo = f3 = 0 zusammengefasst.
Die endgiltige Kernaussage ist jedoch identisch.

Die Trefferliste liefert fiir jede einzelne Energie Verteilungen wie
diejenigen, die exemplarisch in Abbildung D.1 eingetragen sind.
Die Farben dieses zweidimensionalen Dichtehistogramms entspre-
chen dabei der relativen Haufigkeit, eine kompatible Konfiguration
gefunden zu haben (von 0% in weifl bis 100 % in blau). Die kon-
kreten Zahlenwerte der gewéhlten f; (f] horizontal und f} verti-
kal) spielen dabei keine Rolle und sind implementierungsabhéngig,
wurden jedoch nach Moglichkeit so eingestellt, die experimentell
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zuldssigen Asymmetrien gut auszuleuchten. Die griinen Bereiche
in Abbildung D.2 (oben) entsprechen dabei den getesteten Werten.

Die in Abbildung D.2 (unten) eingezeichneten Bander sind gleich-
zeitig die Spannbreiten derjenigen Wirkungsquerschnitte, die in
der Trefferliste enthalten sind.

Dieser modellunabhéangigen Analyse nach ist es daher — sogar
unter Verwendung der vereinfachenden Annahme, lediglich f; tra-
ge signifikant zur fsr-Amplitude bei — nicht moglich, durch einfa-
che Anpassung an Daten der Asymmetrie sinnvolle Aussagen tiber
den Wirkungsquerschnitt zu treffen. Ein zugrunde liegendes Mo-
dell der hadronischen Beitrage der Elektron-Positron-Annihilation
ist daher essentiell.



s; = 0.17 GeV?

s1 = 0.35 GeV?

s1 = 0.53 GeV?

s; = 0.71 GeV?
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s; = 0.23 GeV?

-------
-------
-----

S1 = 0.41 GeV2

s1 = 0.59 GeV?

s; = 0.77 GeV?

s; = 0.29 GeV?

S1 = 0.47 G6V2

s1 = 0.65 GeV?

s1 = 0.83 GeV?

-----
---------

Abbildung D.1: Einige ausgewéhlte Trefferverteilungen mit horizonta-
lem fI und vertikalem f}, beliebige Skala. Jeder Datenpunkt
(Quadrat) entspricht 64 fi-Konfigurationen; farblich eingetragen
sind dabei die relativen Haufigkeiten von Konfigurationen kom-
patibel mit Asymmetrie-Daten von weifl = 0 bis blau = 1. Zur

Orientierung ist f; = 0 in rot eingezeichnet.
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Abbildung D.2: Oben: Abgetasteter Asymmetriebereich (in griin) so-
wie die mit den Daten kompatiblen Werte (aus der Trefferliste,
in blau). Unten: Die entsprechenden Wirkungsquerschnitte der
Trefferliste (in blau). Die fir Abbildung D.1 verwendeten Ener-
gien sind jeweils in rot eingetragen, die Datenpunkte sind in [25]
zu finden.
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E.l ANALYTISCHE AUSDRUCKE

In diesem Kapitel finden sich einige analytische Ausdriicke der in
dieser Arbeit berechneten Grofien. Da diese Objekte teilweise aus-
gesprochen umfangreich und untibersichtlich sind, wird haufig auf
eine lesbare Version verzichtet. Sdmtliche relevanten Funktionen
sind jedoch in Anhang I in einer maschinenlesbaren Form aufge-
fithrt.

E.1.1 Formfaktor des Pions

Der Formfaktor des Pions zerfallt geméf3

FW) =
@ —m2 {mp T
N 2464m3r <\/§F — 261mp) — mlz) (\/§F(61 + 2e9) + l6mp)
1 F?m,
[ mtmmfmd)
¢* —m2 24m2F2
P F2(4m2 + m%)RQ (q2, m?r) - 166162mf§R2 (¢%, mg)
9672 F4
B 2 F?Ro(q?, m2) — 16e1eam2Ra (%, m%)
96724
se1€2Ra(q?, m2) s
1 1
9672 F4 m2
hq?
_l’_ - -
¢* —m,

in einen Term fithrender und einen héherer Ordnung sowie einen
Omega-Beitrag.
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E.1.2 Streuldngen
Die vollstdndigen Ausdriicke inklusive Quantenkorrekturen fir die

Streulédngen der Pionenstreuung an der Schwelle (th.), definiert
gemaf 32rall) == M(I)’th, lauten

32mal0) =

7m?72T N 40721,;& (
F F

4
967 2F4

9cy m4
+ oot (2R2(0.m))

> N 256m0 €3

1
i +1l+ -l
1+ l2+ 503 mZF

3

n (10R(0, m2) + 147 Ry (4m2, m?))

dm; —4 +3
mi — 4m?2 m mpR2(4m%,mg)>

4
mp

und

128mSe3

2) _
327?(1( ) = — m%F‘l

2m2  16ma (

=t l1+l2+l3>

3
4

4871 2F4
90 m4
2F4

+ (11R2(0,m2) + 6Ro(4m?, m?))

+ R2(0 m )

Die Terme der Ordnung O(m?2) entsprechen dabei dem Stromal-
gebraresultat von Weinberg [77], diejenigen der Ordnung O(m32)
(ohne Rhomesonen, daher nur die [;-Beitrage) denjenigen von Gas-
ser & Leutwyler [12] (gut zu erkennen an Iy, wobei der fehlende
Faktor 3 x 3272 auf die Definition der renormierten I; zuriickzu-
fithren ist).
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E.1.3  Amplituden der Photonenfusion

Die gemittelte Amplitude des neutralen Kanals der Photonenfusi-
on ist beziiglich ihrer Lange iiberschaubar und lautet

1
002\ _
<|M | >_ 1152W4m;§2F8m%
X {e4mfr [—B(mz(e%scx(s — 4m[2))R3(0, s,0, mg)

+2F2(s —m2)R3(0,5,0,m2)) + ets?c, Ra(s, m/%))
- Se%scxm/%Rg(O, m%)] {6m;2R§ (0,5,0,m2)F?(m2 — s)
- ciefs(—lszA’Rg(O, 5,0, m%)*
+m3?(3R5(0,5,0,m2)s + 8R3(0,m2))
+ 3R5(s, m?))s)} }

Diejenige des geladenen Kanals ist jedoch deutlich umfangreicher

und daher lediglich in maschinenlesbarer Form in Anhang I ange-
geben.

E.1.4 VCS-Amplituden

Die drei invarianten Amplituden der vcs, angepasst an die eTe™-
Kinematik und ausgedriickt in Invarianten, sind ausgesprochen
umfangreich und werden daher, ausgenommen exemplarisch fs, in
maschinenlesbarer Form in Anhang I angegeben. Dieses fy lautet

1
4872 mZ(m2 — s2)(m2 + so — 51— s2)(m2 — s0)

fo

X {(m% —50) {F2m2<(4m727 — 50) Ra (50, m2) + 4m?2 Ry (0, mi))

— 616280(8(2) — 16mﬁ)R2(so, mz)]
+ 967T2F2mp [\/5(61 + 262)F80m/2) - 4\/§e4Fm72Tso

— somy, (80(46162 +1g) — 8ele4m727) + mz(l(;so — F2)] }
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E.2 GRAPHEN UND DICHTEVERTEILUNGEN

In diesem Abschnitt werden eine Reihe von Abbildungen aufge-
fihrt, fir die im eigentlichen Text dieser Arbeit kein Platz gefun-
den wurde. Es handelt sich hierbei hauptsachlich um Dichtevertei-
lungen der durch bootstrapping bestimmten Parameter, die jeweils
im Haupttext ausfiihrlich besprochen und definiert sind. Etwaige
Korrelationen dieser Parameter (die nur bei gleichzeitiger Anpas-
sung verschiedener Freiheitsgrade bestimmt werden kénnen) wer-
den konsequent ignoriert, da sie folgende Rechnungen sehr stark
verkomplizieren und nicht immer zuganglich sind. Die Verteilun-
gen der x2 werden nicht abgebildet sondern lediglich als Mittelwert
(x2) angegeben. Mit S-Perzentil ist eine Verteilung nach Elimina-
tion der a« = 1 — f dufleren Werte (je @/2 pro Seite) gemeint.

E.2.1 Photonenfusion, neutraler Kanal

Die Dichteverteilungen fiir d = d” + id’ des neutralen Kanals der
Photonenfusion, berechnet mit einer Ausgangspopulation von 39
Elementen, ergeben sich aus 10000 bootstrap-Stichproben; letzt-
endlich verwendet wird ein 99-Perzentil, es ist (x2) ~ 0.7:

0.06 0.06 [ n

0.04 |- B 0.04 |- B

0.02 — 0.02 |- |
w 0.00 —

0-00 _9 ~1.8 ~1.6 ~1.4 1.6 1.8 2 22 24
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E.2.2 Formfaktor und geladene Photonenfusion

Zur Bestimmung der Kopplungskonstanten lg, e4 = € + ie} und
L := 25 — lg wird die geladene Photonenfusion (Daten aus [90]) zu-
sammen mit dem omegafreien Formfaktor (Daten aus [88]) gleich-
zeitig angepasst. Die Ausgangspopulation enthélt 77 Datenpunkte.

Abhéngigkeiten der LEC e; und ey von eq werden durch die
Relationen

c /4

2

e1 = s\ r0d | ———— und
C3 — C1€y

2

= g ) ),

hergestellt, wobei die verschiedenen Vorzeichen s; = +1 unabhan-
gig voneinander variiert werden kénnen (Details zu den enthalte-
nen Parametern sind in Abschnitt 5.2 zu finden). Die moglichen
Variationen werden in acht Gruppen G = (3¢, 559, 5¢3) mit

G1 = (+7+’+)a Go = (+7+7_)7 G3 = (+7_a+)7
G4: (+7_7_)7 G5: (_7+7+)7 G6: (_7+7_)7
G7 = (_a _7+)7 Gg = (_7 ™ _)

zusammengefasst und jeweils einzeln analysiert.

Im Folgenden werden fiir jede Gruppe die Dichteverteilungen der
freien Parameter lg, €}, €} und L, bestimmt durch 10 000 bootstrap-
Datensétze, angegeben (Rohdaten). Weiterhin werden (manuell)
isolierte Peak-Strukturen identifizert und eine entsprechende Un-
termenge des vollstandigen Rohdatensatzes herausgegriffen; diese
dient zur Bestimmung der Mittelwerte und Fehler (jeweils eine
Standardabweichung) der freien Parameter.

Zur Identifikation geeigneter Vorzeichengruppen wird der Ima-
gindrteil der Kopplung es verwendet, da diese in dieser Arbeit
reell gewéahlt worden ist: Sollte Im(e2) # 0 sein wird die gesamte
Gruppe verworfen. Zahlenwerte der bestimmten Parameter wer-
den letztendlich nur angegeben, wenn experimentelle Daten gut
beschrieben werden konnen.

Korrelationen werden zur Vereinfachung der Rechnungen konse-
quent ignoriert. Fehler der abgeleiteten Kopplungen [5, e, e2 und
¢y ergeben sich durch Gauf’sche Fehlerpropagation.

Die Resultate dieses Abschnitts vorwegnehmend: Lediglich Gg
liefert Zahlenwerte, die sowohl Im(ez) = 0 berticksichtigen als
auch eine gute Ubereinstimmung mit Daten erzeugen.
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Signaturgruppe 1

Rohdaten:
0.15 0.40
0.10
0.20
0.05
0.00 0.00 | | .-rﬂ | |_om
—-10 -8 -6 -4 =2 0 —1 0 1 2
lg 1-1072 ey
0.30 |- B
0.80 [~ B
0.60 [~ - 0.20 - B
0.40 B
0.10 - B
0.20 [~ B
0.00 n ! | 0.00 ! | oenlly | Lol
—-0.5 0 0.5 -2 0 2 4
el L 1-1072

Isolation des Peaks liefert Mittelwerte mit Im(ez2) = 0. Die ent-
sprechenden Abbildungen sind damit (es ist (x2) ~ 20):

T \ 400
40 | :
’ 300 |-
2 200]
b
100 |- }iiii ¢ ff%iﬁg#;‘;ﬁiﬁiﬁ#‘i
| | | | | | O 7\ | |
| | |
0 0.2 04 06 0.8 1 0 0.2 04 06 0.8 1
¢? [GeV? s [GeV?]

Die Qualitdt dieser Anpassung ist nicht brauchbar, daher wird
diese Gruppe nicht weiter beachtet.
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Signaturgruppe 2
Rohdaten:

0.60

0.40

0.20

0.00

0.60

0.40

0.20

0.00

\ \ | | | | |
-2 0 2 4 6 8 10

ey 11072

1.00 |-

0.50 -

0.00

-5 0 5 10 15
T
ey 0.1

0.60

0.40

0.00

-3 -2 -1 0 1

L 1-1072

Isolation des Peaks liefert Mittelwerte mit Im(ez2) = 0. Die ent-
sprechenden Abbildungen sind damit (es ist (x2) ~ 5):

| |
02 04 06 0.8 1
¢ [GeV?]

o [nb]

300

200

100

Die Qualitdt dieser Anpassung ist nicht brauchbar, daher wird
diese Gruppe nicht weiter beachtet.



102

ERGANZUNGEN

Signaturgruppe 3

Die Rohdaten fiir Signatur Gs lassen die Identifikation zweier, etwa
gleich grofler Peaks zu, die beide einzeln berticksichtigt werden:

0.30

0.20

0.10

0.00 ‘ ‘ ‘

le

0.30 7
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0.10

0.00 : :
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Die Mittelwerte der Liste Ly sind damit

l5
ls
el
€2
€4

Cx

Realteil Imaginarteil
—0.0320 +1%
—0.0697 +1%
0.165 +1% 0.0211 +£8%
0118 +1%
0.520 +£1% 0242 +6%
—4.18 +7% 9.00 +1%

Es ergeben sich die Abbildungen (mit (x2) ~ 0.8):

0.2

| |
04 06 08 1
q* [GeV?]

300
200 + *
100 |- B |
0 7\ | | | | \7
0 02 04 06 0.8 1
5 [GeV?]

Isolation des rechten Peaks liefert:

0.04

0.02

0.00

—4.4

-3.6 —34 =32 -3

-0.1

—2.8 —2.6

0.06

0.04

0.02

0.00
-3 —2.8-2.6-24-22 -2

ez -0.1

0.08
0.06
0.04
0.02

0.00
—-1.3-1.25-1.2-1.15-1.1-1.05 -1

L 1-1072
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Die Mittelwerte der Liste Lo sind damit

Realteil Imaginéarteil
l5 —0.0290 +2%
lg —0.0464 +2%
el 0189 +1% —0.0235 +14%
€2 0.0608 +2%
€4 —-0.264 +6% —0.302 +5%
Cy —6.10 +1% 4.49 +2%

Es ergeben sich die Abbildungen (mit (x2) = 0.8):

®

| |
04 06
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Signaturgruppe 4

|
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0.00 | | | ;r”-l-ll
2 3 4 5 6
lg 1-1072
0.60 - —
0.40 B
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0.00 m ! ! ! ! !
-2 0 2 4 6 8
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Isolation des grofleren Peaks liefert eo

300

—_

o

S
T

| |
04 06 0.8
s [GeV?]

0 02

0.05 - N

0.00 | | |

0.40 - N
0.30 - N
0.20 - -
0.10

0.00
-1

1-1072

Im(eq) # 0 wird diese Gruppe nicht weiter beachtet.

0.0312 — 0.0152i; da
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Signaturgruppe 5

0.40 0.30 [ 7
0.30 0.20 | .
0.20
0.10 |- .
0.10 m
0.00 — | | ! 0.00 ol | ik l ! !
-6 -4 -2 0 2 4 —5 —4.5 —4 —3.5 —3 —2.5 —2
lg 1-1072 ey
0.60 [ = 0.30 |- a
0.40 |- B 0.20 |- N
0.20 |- . 0.10 |- JL ~
0.00 | r'ﬂ-l\ | | | |-L | 0.00 b | _J-H'U. |
-4 -2 0 2 4 6 8 10 -10 -8 -6 —4
631 0.1 L 1-102

Isolation des grofleren Peaks (ganz links in lg) liefert e = —0.268 +
0.0188i; da Im(ey) # 0 wird diese Gruppe nicht weiter beachtet.

Signaturgruppe 6

1.00

0.60 |- .
0.80 |- .
0.60 |- . 0.40 |- .
0.40 |- .
0.20 |- .
0.20 |- .
0.00 L | | | | | | | 0.00 : . .
—0.6—0.4—0.2 0 0.2 04 0.6 0.8 -2 0 2
lg 0.1 e}
1.00 [ ] 0.80 [ ]
0.60 |- .
0.50 |- g 0.40 |- .
0.20 |- .
0.00 | | | | 0.00 | | | L
-1 —0.5 0 0.5 —0.5 0 0.5 1
62 L 0.1

Isolation des Peaks liefert eo = —0.0586 — 0.0174i; da Tm(e4) # 0
wird diese Gruppe nicht weiter beachtet.
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Signaturgruppe 7

0.20 - .

0.05
0.10 - .

0.00 [l 0.00

lg 1-1072

0.20 0.10

0.15 0.08
0.06

0.10
0.04

0.05 0.02

0.00 0.00

85 9 95 10 105 1.8 2 2224 26 28 3 32

efx 0.1 L 1-1072

Isolation des grofieren Peaks (rechts in lg) liefert e; = —0.0586 —
0.0174i; da Tm(ey) # 0 wird diese Gruppe nicht weiter beachtet.

Signaturgruppe 8

0.10 | ] 0.10 1 ]
0.08
0.06
0.05 |- .
0.04
0.02
0.00 0.00
-8 —7.8 —7.6 —74 —72 -7
lg 1-1072 el 0.1
008 L — 010 [ |
0.06 |- .
0.04 - 5 0.05 - N
0.02 |- .
0.00 0.00
71 -7 —69 —-68 —6.7 22 23 24 25
63‘1 0.1 L 1-1072

Es folgt ea = —0.00647 — 0.0248i; da Im(eq) # 0 wird diese Grup-
pe nicht weiter beachtet.



E.2 GRAPHEN UND DICHTEVERTEILUNGEN

E.2.3 Formfaktor inklusive Omegamesonen

Fiir den Formfaktor des Pions inklusive Omegamesonen werden
als Grundlage die beiden moglichen Listen L; potentieller Para-
meter aus Abschnitt E.2.2 verwendet. Die experimentellen Daten
stammen aus [92, 93|, wobei jedoch nur acht Punkte im Bereich
des Rho-Omega-Peaks zur Anpassung verwendet werden. Von den
jeweils 10 000 bootstrap-Stichproben werden die d&ufleren 5% elimi-
niert (es verbleibt das 95-Perzentil), eine weitere Einschrankung
zur Selektion einzelner Peaks wird nicht vorgenommen.
Die Dichteverteilungen mit Liste Ly als Ausgangspunkt sind:

I I
0.04 |- .
0.05 |- e
0.02 |- .
0.00 U 0.00 - ‘
-8 —6 —4 -2 0 -1.6-15-14-13-1.2—-1.1 —1
h" 1-1073 hi 11072

Der Mittelwert des Chi-Quadrat liegt bei etwa (x2) ~ 50. Hieraus
folgt als Zahlenwert des Parameters h letztendlich

h = —0.00363 (+39 %) —10.0123 (£10 %).

Die Dichteverteilungen mit Liste Ly als Ausgangspunkt sind:

I
0.20 |- o 0.10 |- i
0.10 |- . 0.05 |- -
0.00 —— —coerhen 0.00 L !
-2 0 2 4 6 -1.8 —-16 -14 -12 -1
h" 1-1073 ht 11072

Der Mittelwert des Chi-Quadrat liegt bei etwa (x2) =~ 60. Hieraus
folgt als Zahlenwert des Parameters h letztendlich

h = 0.00237 (£49 %) —i0.0124 (+10 %).

Die entsprechenden Graphen fir die beiden Gruppen L (links)
und Ly (rechts) sehen damit dhnlich aus und sind:
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E.2.4 Pionenstreuung
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Die Ausgangspopulation zur Anpassung des Wirkungsquerschnitts
der Pionenstreuung besteht aus 17 Datenpunkten, entnommen aus
[97]. Insgesamt sind 10000 bootstrap-sample berechnet worden,
von denen letztendlich ein 99-Perzentil verwendet wird.

Die Dichteverteilungen mit den beiden Gruppen als Ausgangs-

punkt sind fiir Ly:

0.06

0.04

0.02

0.00
1.6 1.8 2

Y

Fir Lo:

22 24 26 28

0.1

0.08
0.06
0.04
0.02
0.00

11 12

.1-102

0.06

0.04

0.02

0.00

0.08
0.06
0.04
0.02
0.00
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Es ergeben sich die beiden Graphen (links Ly mit (x2) =~ 570 ,
rechts Ly mit (x2) =~ 57):

T T = : —
150 \/ g 150 B
HH —
3 I
| ¢ |k |
100 + 100
3 S
5, T
50 s - 50 |
] (S
s +
£
0 L 1 ! ] b 0L
0 02 04 06 0.8 1 0
s [GeV?]

E.2.5 Vorwdrts-Rickwdrts-Asymmetrie

Fir die Vorwérts-Riickwérts-Asymmetrie steht eine (komplexe)
Kopplung (e3) zur Verfiigung, die fiir die beiden Listen L; be-
reits festgelegter Parameter angepasst wird. Die Ausgangspopu-
lation besteht aus insgesamt 25 Datenpunkten, es wurden 10000
bootstrap-Stichproben erhoben.

Mit Liste Ly als Ausgangspunkt ergeben sich die Dichtevertei-

lungen:
0.30 I . 0.20 5
020 | | 0.15 |- :
0.10 |- :
010 ) 0.05 | :
0.00 ! : ‘ 0.00 ! | !

|
=2

|
W

|
V)
o
V)
S
o

05 1 15 2 25 3
T . .
€3 0-1 €3

Diese liefern den Mittelwert

e3 = —0.0618 (£109 %) 4 10.521 (85 %).

Liste Lo als Ausgangspunkt liefert

0.08 [- g
0.04 |- =
0.06 |- =
0.04 1 | 0.02 | :
0.02 |- e
0.00 : 0.00 :
—-15 —-10 -5 0 5 -1 -0.8 —06 —04 —0.2

e 1-1072 el
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mit dem Mittelwert

e3 = 0.00475 (£540 %) —10.595 (£28 %).

Die mit diesen Werten fiir e berechneten Asymmetrien bezie-
hungsweise differentiellen Wirkungsquerschnitte sind (links fir 14
mit (x?) ~ 11, rechts fiir Loy mit (x?) ~ 8.5, zum Vergleich ist

es = 0 in rot eingetragen):

0.4 ]
0.2 i
0 i
—0.2 i
04 | } lcos 0, - +]<cos50° |

. | | | | | |

0 02 04 06 0.8 1

s1 [GeV?]
20 [ ‘ 7]
s

15 + N
10 + N
5 i
0L |C?S 97\<‘cos 500‘7

0.4

0.2

A,
o

—0.2

-0.4

20

15

10

& [nb/Gev?]

iﬁﬁiim""

{ [cos 0, - +]<cos50° |
| | | | |
0 02 04 06 0.8 1
s1 [GeV?]

|cos 6| <cos 50°
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E.3 ALTERNATIVES RENORMIERUNGSSCHEMA

Das in Kapitel 3 ausfiihrlich motivierte complez-mass Renormie-
rungsschema in Kombination mit dem BPHZ-Abzugsverfahren ist
natiirlich nur eine von vielen Moglichkeiten, Ultraviolettdivergen-
zen konsistent in Gegenterme zu absorbieren. Eine in der klas-
sischen chiralen Storungstheorie verwendete Methode, das soge-
nannte MS-Schema, subtrahiert Terme proportional zur divergen-
ten Grofle

R — (Indr —vg + 1),

T D—4

die natiirlich nur im Rahmen der dimensionalen Regularisierung
entstehen kann. Die nach einer Passarino-Veltman-Reduktion ver-
bleibenden divergenten skalaren Integrale — Ag und By — lauten in
dieser Regularisierung (mit dem Regulator p)

Ag(m?) = —m? (R+ In ’:}—;) und
2 2
By(p?, m?,m?) = —(R+ ln% +1+ J(%)),
mit der Funktion
1
J(z) = /O dz In(1+2(z% — 2) —i0")
o—1

o+1
=49-2+2 %—1arccot %—1 fir 0 < x < 4,

—2—o0ln fir x <0,

—2—011(1%;—‘;—1#0 flir 4 < x,
wobei o = o(z) = \/1—2 fiir 2 ¢ [0,4] (entnommen aus [106]).

Die bisher vernachlassigten zusatzlichen endlichen Beitrage, die
beispielsweise aus der Kombination (D — 4) By entstehen, miissen
in diesem Zusammenhang jedoch berticksichtigt werden.

Im Folgenden werden die Ergebnisse der Photonenfusion so-
wie des omegafreien Formfaktors des Pions unter Verwendung des
complex-mass Renormierungschemas (die renormierten Teilchen-
massen werden mit komplexen Polpositionen der vollstandigen
Propagatoren identifiziert) und Subtraktion der divergenten An-
teile via MS zusammengefasst. Die Prozedur der sukzessiven Pa-
rameteranpassung ist dabei identisch zu der in Kapitel 5 vorge-
stellten. Fiir die neutrale Photonenfusion ergeben sich dabei die
in Abbildung E.1 eingetragenen Graphen, die geladene Fusion in
Kombination mit dem Formfaktor des Pion fiir eine einzige rea-
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Abbildung E.1: Wirkungsquerschnitt der neutralen Photonenfusion mit
lo-Fehlerband. Belle-Daten (Punkte) aus [84] und Crystal Ball-

Daten (Dreiecke) aus [85].

0 0.2

| |
04 06 08 1

¢* [GeV?]

300

200

100

o(yy — ™) [nb]

0

| | |
04 06 08 1
s [GeV?]

0.2

Abbildung E.2: Formfaktor ohne Omegameson mit ALEPH-Daten aus
[88] (gewonnen aus 7 — v,m~7), links; geladene Photonenfusion
mit MARK-II-Daten aus [90], rechts.

listische Parametergruppe ist in Abbildung E.2 zusammengestellt.
Auf die Angabe von Zahlenwerten der LEC sowie den zugeordneten
Dichteverteilungen wird verzichtet. Weiterhin wird keine ausfiihrli-
che Analyse der verschiedenen Signaturgruppen durchgefiihrt, die-
se Abbildungen lediglich exemplarischer Natur sind.

Es ist festzustellen, dass sich durch Verwendung eines alternati-
ven Renormierungschemas die Qualitdt der Beschreibung experi-
menteller Daten nicht groflartig éndert; allerdings sind die tatsach-
lichen Zahlenwerte der angepassten LEC durchaus renormierungs-

chemaabhéngig.



TECHNISCHE DETAILS

Fiir die technische Implementierung notwendiger Rechnungen sind
eine Reihe verschiedener Computerprogramme verwendet worden.

Zur Entwicklung der sehr komprimierten Lagrangedichte aus
Gleichung (2.13) in einzelne Quantenfelder wurde FORM [107]
verwendet, da dies fiir nicht-kommutative Algebra mit tausenden
von Termen besonders gut geeignet ist.

Weitere analytische Berechnungen sind mittels Mathematica, Ver
sion 9 [108] und insbesondere einiger spezieller Pakete durchge-
fithrt worden:

FEYNARTS 3.7 [109]: Nach Modifikation des Quellcodes: Zur
Bestimmung relevanter Feynman-Diagramme und Erzeugung
der zugeordneten analytischen Ausdriicke.

FORMCALC 8.2: [101]: Zur Reduktion tensorieller Integrale und
Vereinfachung von Lorentz- sowie Isospinstrukturen in den
analytischen Ausdriicken der Feynman-Diagramme.

FEYNCALC 8.2 [110]: Zur Berechnung von Dirac-Spuren im QED-
Anteil der vcs.

Numerische Berechnungen sind nahezu vollstandig in Fortran (mit-
tels [111]) durchgefithrt worden. Nachladen weiterer Bibliotheken
war jedoch notwendig, insbesondere:

LOOPTOOLS 2.8 [101]: Zur numerischen Berechnung der skala-
ren n-Punkt-Integrale.

CUBA 3.2 [112]: Zur numerischen Integration fiir den Dreiteil-
chen-Endzustand der vcs mittels Vegas-Algorithmus.
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FEYNMAN-DIAGRAMME

In diesem Kapitel werden die relevanten Feynman-Diagramme der
betrachteten Prozesse aufgefiihrt.

Die Summe aller zu einem Prozess beitragenden Diagramme X p
besteht fiir gewohnlich aus Baumdiagrammen der chiralen Ord-

nung zwei (TZ@) und vier (TZ-(4)) sowie Einschleifendiagrammen
; )); den &uBeren Linien werden keine Pro-
pagatoren zugeordnet. Die Vertexordnungen aus Tabelle 2.3 auf
Seite 17 sind explizit eingetragen, die Pion- und Rhomesonpropa-
gatoren sind jeweils von der Ordnung O(—2). Jede Schleife tragt
dartiber hinaus zusétzlich eine Ordnung von O(4) bei.
Multiplikation mit den Wellenfunktionsrenormierungskonstan-
ten des Pions, Z, = 1+ §Z;, liefert fir die renormierten Summen
'» mit NV externen Pionen Korrekturen der Form %N (5Z7rT(2), die
insgesamt von der chiralen Ordnung vier sind.

der Ordnung vier (L(4

Pion (wivo) ____________
Photon ()
Rho (p™)
Vertex O(n) ®
T1(4) Lg4) Lg;)

Abbildung G.1: Selbstenergiediagramme des Pions.
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Abbildung G.2: Baum- und Schleifendiagramme des Pionformfaktors
mit Xp = T1(2) +32, Ti(4) +30 LZ(4). Korrektur durch Renor-
mierung ist X', = Xp + 6ZWT1(2).

(2) (4) (4) (4)

Tl Tl T2 T4

~ - ~ - ~ /s == N ==
@] RON o—a

- ~ - ~ 7 N - YT T -

(4) (4) (4) (4)

Ll L2 LS L4

S~ 0L \\\(;;),/’ NN . e
e e poiicd o4

(4) (4) (4) (4)

L5 LG L7 L8

| ‘;®<” | \‘\“©” ’ | \\\ /®;/ | \\\\\ @1

o R <!

Abbildung G.3: Baum- und Schleifendiagramme der Pionenstreuung
mit Xp = T1(2) +3h, Tl-(4) +38 LZ(4). Korrektur durch Renor-
mierung ist X7, = Xp + 25ZWT1(2).
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7 7 o
@ ® 7
T4£4) T5(4) Té4)
T7(4) T8(4) T9(4)
__\:L_\_@___@{Jj__ ____ __\_‘_@}@___@_I_r‘_/__
Ty Ty ()

o "

Abbildung G.4: Baumdiagramme der virtuellen Compton-Streuung am
Pion mit £p = 27, Tz‘(2) +3 Tz‘(4) +3 Lz(4) +3h Cz'(4);
die Korrekturen C’i(4) ergeben sich durch Verwendung des voll-

standigen Pionenpropagators in TQ(Q) und T§2) und lauten C’z-(4)

5Z¢rT¢(2)~ Die Schleifendiagramme finden sich in folgender Ab-
bildung G.5. Korrektur durch Renormierung ist X7, = Xp +
82T
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Abbildung G.5: vcs-Schleifendiagramme.



FEYNMAN-REGELN

In diesem Kapitel sind einige der verwendeten Feynman-Regeln zu-
sammengefasst. Da diese zum Teil ausgesprochen kompliziert sind,
werden stellenweise lediglich die Komponenten fithrender chiraler
Ordnung in einer lesbaren, der gesamte Ausdruck jedoch in einer
fir den Import in ein Computeralgebrasystem geeigneten Form
angegeben.

Die Anteile verschiedener chiraler Ordnung sind jeweils durch
einen Koeffizienten x” identifiziert; alle Impulse sind einlaufende.
Die verwendete Notation ist

p* = FV[p,mu], 0ap = ID[a,b],
g = MT [mu,nu], cabe = IE[a,b,c],
p-q=SPIp,ql, X" = chi’n;

Zeilenumbriiche miissen konsequent entfernt werden. Die Lorentz-
Indizes sind p;, die Isospin-Indizes a;, die Impulse jeweils p;.

Y (p1) ph2 (p2)

ied
= - ;az (2e10P208" — g"172(2e1gp1 - p2 +m7))

—— (I*chi~3%e*ID[3,a2]*(-2*el*g*FV[p1l,mu2] *FV[p2,mul]+MT [mul,mu2]*(mr~2+2*elxg*SP[p1,p2])))/g

Tay (pl)ﬂ-az (p2)7u1 (pS)
= €€3a1az (plll1 - pgl) +oee

(chi~2xexIE[3,a1,a2]* (2% (FV[p1,mul]-FV[p2,mu1l)+(chi~2x(FV[p2,mull * (8*ed*g+mp~2-4*g ~2%14*mp~2+m
= r"2-4%g"2x16%SP[p1,p3])+FV[p1,mull * (-8*ed*g*mp~2+4*g~2%14*mp~2-mr~2+4*g~2x16*SP [p2,p3]))) / (F~2*
g72)))/2

Tay (P1)Tay (P2) Pl (P3)

1 ) 2
= W <€a1a2a3 (p‘;l (864517717r + 8eagp1 - p3 + mp)

— " (8eagm? + 8eagpa - ps +m3)) )

__ (chi~3*IE[al,a2,a3]*(FV[p2,mul]*(-4*cx*mp~2+4* (cx+2xed*g) *mp~2+mr"2+8*e2xg*SP [p1,p3])-FV [p1,mul
T 1x(—4xcxxmp”2+4* (cx+2%ed*g) ¥mp”2+mr~2+8%e2xg*SP [p2,p3]))) / (2¥F"2%g)
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Y (p1) ph2 (p2) ph3 (p3)
= 2¢€10€3aa3 (g"H2p° — M1 H3ph?)

—— 2xchi™2*exel*g*IE[3,a2,a3]*(FV[pl,mu3]*MT [mul,mu2] -FV[p1,mu2] *MT [mul,mu3])

Pht (1) P2 (p2) 2 (p3)

_ 243 M1 1142 0 H3 243 0 N1
- g€a1a2a3 (gu a p2 - gﬂ a p2 - g/L K p3

— gﬁ‘l%p/lm + 9“1”3])52 + g“WQp‘f3>

chi~2*gxIE[al,a2,a3]*(FV[p1,mu3]*MT [mul,mu2] -FV [p2,mu3]*MT [mul,mu2] -FV[p1l,mu2] #MT [mul,mu3] +FV [p
3,mu2] #MT [mul,mu3] +FV [p2,mul] *MT [mu2,mu3] -FV [p3,mu1] *MT [mu2,mu3])

Tay (p1 )?Taz (pg)ﬂ'ag (p3)7Ta4 (p4)

= W (5026135&1&4 (m72r —p1 P2 —Dp1-p3+2p1-p4

+2p2 - p3 —p2-Pa— D3 P4)

- 5a1a35a2a4(m72r —p1-p2+2p1-p3—p1-p4
— P2 p3+2p2-pa—Dp3-pa)

— SayasOazas (M2 + 2p1 - p2 — p1 - P3 — P1 - P4
—p2'p3—p2'p4+2p3'p4)) +--

((-1/12)*chi~2%(4xF~2+(ID[al,a2] *ID[a3,a4]* (-mp~2-2*SP [p1,p2]+SP[p1,p3]1+SP[p1,p4]+SP[p2,p3]1+SP[
p2,p4]-2*SP[p3,p4])+ID[al,a3]*ID[a2,a4]* (-mp~2+SP [p1,p2]-2*SP [p1,p3]+SP [p1,p4]+SP [p2,p3] -2*SP [p
2,p4]+SP[p3,p4])+ID[al,a4]*ID[a2,a3]*(-mp~2+SP [p1,p2] +SP[p1,p3]-2xSP [p1,p4] -2*SP [p2,p3]+SP [p2,p
4]+SP[p3,p41))-(chi~2*(ID[al,a3]*ID [a2,ad] * (32*g ~2*13*mp~4+32%g~2x14*mp~4+12*cx*mp~2%SP [p1,p2]+
48*ed*g*mp~2+SP [p1,p2] -8*g~2%14*mp~2+SP [p1,p2] +3* (-4*cx*mp~2+mr~2) *SP [p1,p2] +12*cx*mp~2*SP [p2,p
3]+48+*e4*gxmp~2%SP [p2, p3] -8*g~2%14*mp~2%SP [p2, p3] +3* (-4*cx*mp~2+mr~2) *SP [p2,p3]+SP [p1,p4] * (12*c
X*mp~2+48*ed*gkmp~2-8%g 2% 14*mp~2+3* (~4*cx*mp” 2+mr~2) +48%g~2x12%SP [p2, p3] ) ~24*cx*mp~2*SP [p2,p4]
-96%edxgxmp~2*SP [p2,p4] +40%g~2%14*mp~2*SP [p2, p4] -6 (-4*cx*mp~2+mr~2) *SP [p2, p4]+SP [p1,p3] * (-24*c
X*mp~2-96%ed*grmp " 2+40*g 2% 14*mp~2-6%* (~4*cx*mp”~2+mr~2) +96%g~2%11*SP [p2,p4] ) +12*cx*mp~2+SP [p3,p4
]+48%ed*g*mp~2+SP [p3,p4] -8%g~2%14*mp~2+SP [p3, p4] +3* (-4*cx*mp~2+mr~2) *SP [p3, p4] +48%g~2x12*SP [p1,
p2]1*SP[p3,p4])+ID[al,a4] *ID[a2,a3] * (32%g~2+13+mp~4+32*g~2*%14*mp~4+12%cx*mp~2*SP [pl,p2] +48%ed*g*
mp~2*SP [p1,p2] -8%g~2*14*mp~2*SP [p1,p2] +3* (-4*cx*mp~2+mr~2) *SP [p1, p2] -24*cx*mp~2*SP [p2, p3] -96*e4d
—— *g*mp~2%SP[p2,p3] +40*g~2%14*mp~2%SP [p2,p3] -6* (~4*cx*mp~2+mr~2) *SP [p2,p3]+SP [p1, p4] * (-24*cx*mp~2
-96%ed*grmp~2+40%g ~2%14*mp~2-6* (~4*cx*mp~2+mr"2) +96%g~2+11*SP [p2,p3] ) +12%cx*mp~2+SP [p2,p4] +48*e
4xg*mp~2*SP [p2,p4] -8+g~2*%14*mp~2*SP [p2, p4] +3* (-4*cx*mp~2+mr~2) #*SP [p2,p4]+SP [p1, p3] * (12*cx*mp~2+
48%ed*gHmp”2-8+g~2x14*mp~2+3% (—4*cx*mp”2+mr~2) +48%g~2*%12%SP [p2, p4] ) +12*cx*mp~2*SP [p3, p4] +48xed*
g*mp~2%SP [p3,p4] -8*g~2%14*mp~2%SP [p3, p4] +3* (-4*cx*mp~2+mr~2) *SP [p3,p4] +48%g~2*12%SP [p1,p2] *SP [p
3,p41)+ID[al,a2] *ID[a3,a4] * (32%g~2*13+mp~4+32*g 2%14*mp~4+12*cx*mp~2*SP [p1,p3] +48*ed*g*mp~2+SP [
pl,p3]-8%g~2%14*mp~2+SP [p1,p3]+3* (-4*cx*mp~2+mr~2) *SP [p1,p3] +12*cx*mp~2*SP [p2, p3] +48*e4*g*mp~2*
SP[p2,p3]-8*g~2*14*mp~2*SP [p2, p3] +3* (~4*cx*mp~2+mr~2) *SP [p2, p3]+SP [p1,p4] * (12*cx*mp~2+48*ed*g*m
PT2-8%g 2%14*mp~2+3% (~4*cx*mp”2+mr~2) +48%g~2x12*SP [p2,p3] ) +12*cx*mp~2*SP [p2, p4] +48*e4*g*mp~2*SP
[p2,p4]-8*g~2%14*mp~2+SP [p2,p4] +3* (-4*cx*mp~2+mr~2) *SP [p2, p4] +48%g~2+12xSP [p1,p3] *SP [p2, p4] -24*
cx*mp~2*SP [p3,p4] -96*ed*g*mp~2+SP [p3,p4] +40%g~2x14+mp~2+SP [p3, p4] -6% (—~4*cx*mp~2+mr~2) *SP [p3, p4]
+SP [p1,p2] * (-24*cx*mp~2-96%ed*g*mp~2+40%g 2% 14*mp~2-6* (-4*cx*mp~2+mr~2) +96%g~2+11xSP [p3,p4]))))
/g72))/F4
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Tay (P1)Tay (P2)7** (p3)7"*2 (P4)
= —2ie? (5361153@ - 5(11(12) ghh2 4.

(=2%I)*chi~2*e~2*((ID[3,a1]*ID[3,a2]-ID[a1,a2])*MT [mul,mu2]+(chi~2*(ID[al,a2] *(g* ((-e3+g*16) * (F
VIp1,mu2]+FV[p2,mu2])*FV[p4,mu1]+FV [p3,mu2]*((-e3+g*16) * (FV[p1,mul]l+FV[p2,mull) +4*g*15xFV [p4,mu
11))+MT [mul,mu2] * (2*cx*mp~2+8*ed*g*mp~2-2+g 2+ 14*mp~2+mr"2+g* (e3-g*16) *SP [p1,p3] +e3*g*SP [p1,p4]
-g~2x16*SP [p1,p4] +e3*g*SP [p2,p3]-g~2*16%SP [p2,p3] +e3*g*SP [p2,p4] -g~2*16%SP [p2, p4] -4*g~2*15*SP [p
3,p41))+ID[3,a1]*ID[3,a2] *(g* (- ((-e3+g*16) * (FV [pl,mu2] +FV [p2,mu2] ) *FV [p4,mu1] ) +FV [p3,mu2] * (- ((-
e3+g*16) * (FV[p1,mul]+FV[p2,mull))-4*g*15*FV [p4,mu1l) ) +MT [mul,mu2] * (-8*ed*g*mp~2+2%g~2x14*mp~2-m
r 2+g* (-e3+g*16)*SP [p1,p3] -e3*g*SP [p1,p4]+g~2*16%SP [p1,p4]-e3*g*SP [p2,p3] +g~2%16*SP [p2,p3] -e3*g
*SP [p2,p4]+g~2%16*SP [p2,p4] +4*g~2*15%SP [p3,p4]))) )/ (F~2*g~2))

Tay (P1)Tay (p2)7" (03) P2 (p4)

((-I/2)*chi~3*ex(-(ID[3,a1]*ID[a2,a4]*(-2xg* (4*e2*FV[p1,mu2] #*FV [p4,mul] +FV [p3,mu2] * (2*¥e3*FV [p1,
mul]+e1*FV[p4,mul]))+MT [mul,mu2] * (8*ed*g+mp 2+mr~2+4*e3*g*SP [p1,p3] +8*e2%g*SP [p1,p4] +2*elxg*SP[
p3,p4]1)))+2+ID[3,a4]*ID[al,a2] * (-2*g* (2*%e2* (FV[p1,mu2] +FV [p2,mu2] ) *FV [p4,mul] +FV [p3,mu2] * (e3* (F

— VI[p1,mul]+FV[p2,mul])+e1*FV[p4,mull))+MT [mul,mu2] * (4*cx*mp~2+8*ed g mp 2+mr 2+2%e3*g*SP [p1,p3]+
4xe2*g*SP [pl,p4]+2xe3%g*SP [p2,p3] +4*e2xg*SP [p2,p4] +2%elxg*SP [p3,p4]))-ID[3,a2]*ID[al,ad] * (-2xg*
(4%e2+FV [p2,mu2] *FV [p4,,mu1] +FV [p3,mu2] * (2*e3*FV [p2,mu1] +e1*FV [p4,mul] ) ) +MT [mul,mu2] * (8*ed*g*mp™
2+mr~2+4*e3*g*SP [p2,p3] +8*e2xg*SP [p2,p4] +2*e1*g*SP [p3,p4]))) )/ (F 2*g)

Tay (P1)Tay (P2) Pl (03) P42 (pa)

4i
= 2 (ng (5a2a3 (5a1a4 - 5611@3 5a2a4) (pllwpgl - pﬁtlplf)
- m72r5a1a25a3a4cx9mﬂ2)

((=4xI)*chi~2* (- (e2*g* (FV[p1,mu2]*FV[p2,mu1] -FV[p1,mul] *FV [p2,mu2] ) *(ID[al,a4]*ID[a2,a3]-ID[a1,
a3]*ID[a2,a4]))+cx*mp~2+ID[al,a2] *ID[a3,a4]*MT [mul,mu2]))/F"2

Pht (p1) k2 (p2) Pl (p3) Pt (pa)
= —ig? (5a2a35a1a4(29”2“3g“1“4 — glams ghas _ glpz gispa )

_ 5a1a3 5a2a4 (gM2u39u1u4 _ 29M1N39u2u4 + gM1M2 gM3M4)

— OayazOagay (9213 gHHe + ghths ghzis — 29“1“29M3M4)>

(-I)*chi~2*g~2x(-(ID[al,a2] *ID[a3,a4]* (MT [mul,mud] *MT [mu2,mu3] +MT [mul,mu3] *MT [mu2,mu4] -2*MT [mul
,mu2] *MT [mu3,mu4]))+ID[al,a4]*ID[a2,a3]* (2*MT [mul,,mud] *MT [mu2,mu3] -MT [mul,mu3] *MT [mu2,mud] -MT [m
ul,mu2] *MT [mu3,mu4])-ID[al,a3]*ID[a2,a4]* (MT [mul,mud] *MT [mu2,mu3] -2+MT [mul,mu3] *MT [mu2,mud] +MT [
mul,mu2] *MT [mu3,mu4d]))






MASCHINENLESBARE FUNKTIONEN

In diesem Kapitel sind einige relevante Funktionen in einer fir
ein Computeralgebrasystem (speziell Mathematica) verwertbaren
Form angegeben. Im einzelnen sind dies

e der Formfaktor des Pions, ohne Omega,

o die gemittelten, quadrierten Matixelemente der Photonenfu-
sion in Invarianten,

o die invarianten Amplituden f; der vcs und die kinemati-
schen Beitrdge S (jeweils in Invarianten).

Die Notation ist identisch zu derjenigen in Kapitel H, die komple-
xe Konjugation wird mit cc abgekiirzt; Zeilenumbriiche miissen
wiederum entfernt werden.

Fr =

(96%F~2+mr*Pi~2* (F~2*mr~3+Sqrt [2] ¥Fx (4*xed*mp~2- (e1+2%e2) ¥mr"2) *qs+mr*qs* (-8%el*ed+mp~2-16*mr~2+4*el*
e2%qs+16*qs)) - (mr~2-gs)* (F~2*mr~ 2% (4*xmp~2-gs) *R2[qs ,mp~2] —e1*e2*qs* (-16*mr~4+qs~2) *R2[gs,mr"2])) /(96
*F~4%mr~2%Pi”~2% (mr~2-gs))

f1=

= (F~2%mr~2% (mr~2-s0) * (s0* (s0-4*s1) ~4*mp~2% (s0-51) ) *R2 [0, mp~2] +3*F ~2%mr "~ 2% (mr~2-s0) *s0*s1*R2[s1,mp~2
1-((s0-s1) * (-384*F~4*mr~4*Pi~2-1536*Sqrt [2] *e4*F ~3*mp~2+mr*Pi~2xs0+3072%e1*e4*F " 24mp”~2*mr ~2*Pi~2%s0+
768*3qrt [2] xe1#F~3*mr~3%Pi”~2*s0+768*F " 2%15*mr ~4*Pi~2%s0-192*%Sqrt [2] *e1*F~3*mr*Pi~2%s0~2+384*Sqrt [2] *
e2*F " 3+mr*Pi~2+s072-192%Sqrt [2] ¥e3*F " 3*mr*Pi~2xs072-384*e1 2*F " 2+mr " 2*Pi~2%s0"2-768%e1*e2+F ~2*mr " 24P
172%s072+384*e1*e3*F " 2*mr~2*Pi~2%s072-768+F " 2*%15*mr~2*%Pi~24s072-3844Sqrt [2] e 1¥F ~3*mr~3*%Pi~2%s1+768*
Sqrt [2] *e2*F " 3*mr~3*Pi~2%s1-768*F " 2*15*mr ~4*Pi~2+s1+384+F " 2*16*mr ~4*Pi~2+s1+192xSqrt [2] xe1*#F " 3*mr*Pi
~2%s0*s1-384*Sqrt [2] *e2+F~3*mr*Pi~2%s0*s1+192*Sqrt [2] *e3+F~3*mr*Pi~2+s0*s1+384%e1”2+F~2*mr~2%Pi~2%s0
*51-768%e1*e2*F~2*mr~2%Pi~2%s0%*s1-384*el1*e3*F ~2*mr~2*Pi~2%s0%*s1+768*F " 2*15*mr~2*%Pi~2%s0%s1-384*F~2%1
6*mr~24P1i”~2%s0%s1+16*F~2*mp~2*mr~2% (mr~2-s0) *R2 [0, mp~2] +16%e1*mr~ 2% (-2*cx*el*mp~2+(e1-2*e2) *mr~2) * (m
r~2-s0)*(s0-s1)*R2[0,mr 2] +16*cx*el”2*mp~2*mr "4*s0*R2[s0,mr"2] +16%e1”~2*mr " 6*s0*R2 [s0,mr"2] +32*elxe2%
mr~6*s0*R2[s0,mr~2] -8*cx*el”2*mp~2*mr~2%s0"2*R2[s0,mr"2] -16%e1”2*mr 4*s0"2*R2[s0,mr"2] -32*el*e2*mr~4
*s072*R2[s0,mr"2] -8*cx*el”2*mp~2*s0"3*R2[s0,mr"2] -e1”2*mr"2+s0"3*R2 [s0,mr"2] -2*el*e2*mr~2*s0"3*R2[sO
,mr~2]+e172%s0"4*R2[s0,mr 2] +2*e1*e2%s0"4*R2[s0,mr 2] +32*cx*el”2*mp~2*mr 4*s1*R2[s0,mr"2] -16%el”2*mr
~6%s1*R2[s0,mr"2] +32*el*e2*mr 6*s1*R2[s0,mr"2] -52*cx*el”2*mp~2*mr " 2+s0*s1*R2 [s0,mr 2] +16*el~2*mr 4*s
0*s1*R2[s0,mr"2] -32*el*e2*mr~4*s0*s1*R2[s0,mr 2] +20*cx*el”2*mp~2+s0"2*s1*R2[s0,mr 2] +e1~2+mr"2%s0~ 2%
s1*R2[s0,mr"2] -2*el*e2*mr~2%s0"2*s1*R2[s0,mr 2] -e1"2%s0"3*s1*R2[s0,mr"2] +2*el1*e2*s0"~3*s1*R2[s0,mr 2]
-48xcx*el”2+mp~2*mr~4*s0*R2[s1,mr"2] +48*cx*el”2*mp~2*mr~2*s0"2+R2[s1,mr 2] -12*cx*el”2*mp”~ 2+mr " 2*s0%*s
1*R2[s1,mr 2] +12*cx*el”2*mp~2+s0"2*s1*R2[s1,mr 2] +24*cx*el”2*mp~2*mr " 2+s172*R2[s1,mr"2] -24*cx*el”2*m
p~2%s0*s172+R2[s1,mr 2] +24*F~2*mp~2*mr ~4*s1*R3[0,s1,s0,mp~2] -24*F " 2*mp~2*mr~2+s0*s1*R3[0,s1,s0,mp"2]
+96*cx*el”2+mp~2*mr 6*s0*%R3[0,s1,s0,mr 2] -96*cx*el”2*mp~2*mr~4*s0"2*R3[0,s1,s0,mr 2] -96*cx*el”~2*mp~2
*#mr~6*s1*¥R3[0,s1,s0,mr 2] +72%cx*el”2*mp~2*mr " 4*s0*s1*R3[0,s1,s0,mr 2] +24*cx*el”2*mp~2+mr " 2*s0"2*s1*R
3[0,s1,s0,mr 2] +24*cx*el”2*mp~2*mr~4*s1"2+%R3[0,s1,s0,mr 2] -24*cx*el 2 mp~2*mr~2*s0%s172*R3[0,s1,s0,m
r~21))/4)/ (48+F 4*mr~2%Pi~2* (mr~2-s0) *(s0-s1))

f2 =

(-96%F~4xmr~4*Pi~2-384*Sqrt [2] e4*F~3*mp~2*mr*Pi~2%s0+768%e1*ed*F ™2 mp~2*mr 2%Pi~2%s0+96*Sqrt [2] *e1*
F~3%mr~3%Pi~2xs0+192*Sqrt [2] *e2+F " 3*mr ~3*Pi~2%s0+96%F " 2%16*mr "4*Pi~2*s0-384%e1*e2+F " 2xmr "2*Pi~2%s0"2
—96%F~2%16*mr ~2+Pi~2%s0”~2+4*F " 2%mp”~2*mr "2 (mr~2-s0) #*R2 [0, mp~2] +F~2*mr 2% (4*mp~2-s0) * (mr~2-s0) *R2[s0,
mp~2] +16%el*e2*mr " 6+s0*R2 [s0,mr"2] -16%el*e2+mr~4*s0~2%R2[s0,mr 2] —~el*e2*mr ~2*s0~3*R2[s0,mr"2] +elxe2*
s074*R2[s0,mr"2]) / (48+F~4*mr~2*Pi~ 2% (mr~2-s0) * (mp~2-s2) * (mp~2+s0-s1-52))
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fa =

= ((F~2*mr~2* (mr~2-s0) * (12+mp~4*s0*s1-4*mp~2% (50" 3-6*s0"2%s1-51"3+6*s0*s1* (s1+52) ) +s0* (s0~3-3*s0"2*s1
+3%s0%s1* (s1-4%52) +s1* (-s172+12%s1%s2+12%5272) ) ) *R2 [s0,mp~2] ) /4-3*F~2*mr 2% (mr~2-s0) *s0*s1* (mp~2-s2)
*(mp~2+s0-s1-s2) *R2[s1,mp~2] +((s0-s1) * ((e1* (mr~2-s0) * ((s0-s1) "2% (- ((16*mr~4-s0"2) * (e1x (s0-s1) +2%e2%(
s0+s1)))-4*cx*el*mp” 2% (s0* (2+s0-5*s1) +4*mr~2% (s0+2+s1) ) )+ ((e1-2*e2) * (16%mr~4-s0"2) * (s0-s1) +4*cx*el*m
P 2% (s0% (2%s0-5%s1) +4*mr~2% (s0+2%s1) ) ) * (2*mp~2+s0-51-2%52) “2) *R2[s0,mr~2] ) /8+2% (-3*cx*el~2%mp~2% (mr~
2-50) * (4*mr ~"2*s0+(s0-2%s1) ¥s1) * (mp~2-52) * (mp~2+s0-s1-52) ¥*R2[s1,mr 2] +2*mr* (3*F " 2*mp "~ 2*mr* (mr~2-s0) *s
1% (mp~2-52) * (mp~2+s0-s1-52) *R3[0,s1,50,mp~2] +((s0-51) * ((2*mp~2+s0-51-2%52) "2 (2*e 1kmr* (-2*cx*el*mp~2
+(e1-2%e2) *mr~2) * (mr~2-s0) *R2 [0, mr~2] +3% (8*F "2+P1i~2* (4*15*mr " 3-2%16*mr~3-Sqrt [2] ¥e3*F*s0-2%el1 " 2*mr*s
0-4%15*mr*s0+2*16*mr*s0+2%Sqrt [2] xe2*F* (-2*mr~2+s0) +e1* (Sqrt [2]*F* (2*mr~2-s0) +2 (2xe2+e3) *mr*s0) ) +cx
*e1”2*mp~2*mr* (mr~2-s0) * (4*mr~2-s1)*R3[0,s1,s0,mr"2]) ) - (s0-s1) * (2+F~2*mp "~ 2*mr* (mr ~2-s0) *R2 [0, mp~2] +2
*elxmr (-2xcx*el*mp~2+(e1-2%e2) *mr~2)* (mr~2-s0) * (s0-s1) *R2[0,mr~2] -3% (8*F~2%Pi”~ 2 (2+F " 2*mr "~ 3+2*mr* (e
172%s0% (s0-s1) - (mr~2-s0) * (2*15% (s0-s1) +16*s1) +e1*s0* (-8*ed*mp~2+e3* (-s0+s1) +2*e2* (s0+s1) ) ) +Sqrt [2] *F
*(8*xed*mp~2%s0-2%e2*%s0"2+e3*s0"2-4*e2*mr " 2*s1+2xe2+s0*s1-e3*s0*s1+el* (sO* (s0-s1)+mr~2% (-4*s0+2%s1)))
) -cx*el”2%mp~2*mr* (mr~2-s0) * (4*mr~2-s1) * (s0-s1) *R3[0,s1,s0,mr"21))))/4))))/2) / (24*F "~ 4*mr"2%Pi~ 2 (mr~
2-50) *(s0-s1) "2 (mp~2-52) * (mp~2+s0-s1-52) )

(IMO0)2) =

(e~ 4xmp~4* (6%F~2% (mp~2-8) *cc [mr] "2*cc [R3[0,S,0,mp~2] ] -S*cc[cx]*ccle1] "2# (3*S*cc [R2[S,mr~2]]-12*cc [mr
1~4*cc[R3[0,S,0,mr 2] ]+cc[mr] ~2* (8*cc[R2[0,mr~2]]+3*S*cc[R3[0,S,0,mr"2]]1)))*(-8*cx*el 2*mr 2*S*R2[0,
mr~2]-3*(cx*e1”2%S"2+R2[S,mr 2] +mr 2% (2*¥F~ 2% (-mp~2+S) *R3[0,S,0,mp~2] +cx*el~2xS* (~4*mr~2+S) *R3[0,S,0,
mr~2]1))))/(1152+F~8+mr~2+Pi~4*cc [mr] ~2)

(IME2) =

(e74x(s™2*(mp~2-t) * (mp~2-s-t) *cc [e1] "2* (-4*cc [mr] "4*cc [R2[0,mr~2]]+mp~2*cc [cx] * (Bxs*cc[R2[s,mr"2]1-1
2+cc[mr] ~4*cc[R3[0,s,0,mr"2]]+cc [mr] 2% (8*cc[R2[0,mr 2] ]1+3*s*cc[R3[0,s,0,mr"2]1))) * (~4*F~2*mp~4*mr"2
*R2[0,mp~2] +4*e1+mr "2+ (2*cx*el*mp~2- (e1-2%e2)*mr~2) * (mp~2-t) * (mp~2-s-t) *R2[0,mr"2] -3+ (- (cx*e1”2*mp~2
*s*(mp~2-t) * (mp~2-s-t) *R2[s,mr"2] ) +mr* (16%F ~2*Pi~ 2% (mr* (- (F~2*mp~2) +L* (mp~2-t) * (mp~2-s-t) ) +Sqrt [2] *e
1xF* (mp~2-t) * (mp~2-s-t) -2*Sqrt [2] *e2*F* (mp~2-t) * (mp~2-s-t) ) ~F~2*mp~2*mr* (mp~2-t) * (mp~2-s-t) *R3[0,s,0
,mp~2] —cx*el”2*mp~2*mr* (4*mr~2-s) * (mp~2-t) * (-mp~2+s+t) *R3[0,s,0,mr"2])) ) +8%s~2* (mp~2-t) * (mp~2-s-t) *c
clell*ccmrl*(ccle2]*cc[mr] "3*cc[R2[0,mr~2]1* (-4*F~2+mp~4*mr~2*R2[0,mp~2] +4*el*mr"2x (2*cx*el*mp~2-(e
1-2%e2) *mr~2) * (mp~2-t) * (mp~2-s-t) *R2 [0, mr~2] -3 (- (cx*e1”~2*mp~2*s* (mp~2-t) * (mp~2-s-t) *R2[s,mr~2] ) +mr*
(16%F~2%P1i~ 2% (mr* (- (F~2*mp~2) +L* (mp~2-t) * (mp~2-s-t) ) +Sqrt [2] *e 1xF* (mp~2-t) * (mp~2-s-t) ~2%Sqrt [2] xe2+F
*(mp~2-t) * (mp~2-s-t) ) -F~2%mp~2*mr* (mp~2-t) * (mp~2-s-t) *R3[0,s,0,mp~2] ~cx*el” 2 mp~2+mr* (4*mr~2-s) * (mp~
2-t)*(-mp~2+s+t)*R3[0,s,0,mr"2])) ) -6*F " 3%Pi~2% (-4*Sqrt [2] *F"~2*mp~4*mr~2*R2 [0,mp~2] +4*Sqrt [2] ¥e1*mr~2
*(2%cxxelxmp”~2- (e1-2%e2) *mr~2) * (mp~2-t) * (mp~2-s-t) *R2[0,mr~2] -3* (- (Sqrt [2] *cx*el™2+xmp~2*s* (mp~2-t) *
mp~2-s-t)*R2[s,mr"2]) +mr* (16+F~2*Pi~2% (Sqrt [2] *mr* (- (F~2*mp~2) +L* (mp~2-t) * (mp~2-s-t) ) +2*e1*F* (mp~2-t
)* (mp~2-s-t) -4*e2xF* (mp~2-t) * (mp~2-s-t) ) -Sqrt [2] *F~2*mp~2*mr* (mp~2-t) * (mp~2-s-t)*R3[0,s,0,mp"2] -Sqrt
[2] *cx*el1™2xmp~ 2*mr* (4*mr~2-s) * (mp~2-t) * (-mp~2+s+t) *R3[0,s,0,mr"2])) ) ) +F"2*cc [mr] * (-96*F*Pi~2*s~2x (m
p2-t)* (-mp~2+s+t) *xcc [e2] * (-4*Sqrt [2] *F~2+mp~4*mr~2*R2 [0,mp~2] +4*Sqrt [2] *e1*mr~2% (2*cx*el*mp~2-(el-2
*e2) *mr~2) * (mp~2-t) * (mp~2-s-t) *R2[0,mr~2] -3* (- (Sqrt [2] *cx*e1~2*mp~2*s* (mp~2-t) * (mp~2-s-t) *R2[s ,mr"2]
)+mr* (16%F~2*Pi~2% (Sqrt [2] xmr#* (- (F~2+mp~2) +L* (mp~2-t) * (mp~2-s-t) ) +2*e1*#F* (mp~2-t) * (mp~2-s-t) —4*e2*F*
(mp~2-t)*(mp~2-s-t) ) -Sqrt [2] F~2*mp~2*mr* (mp~2-t) * (mp~2-s-t) *R3[0,s,0,mp~2] -Sqrt [2] *cx*el” 2*mp”2*mr*
(4xmr~2-s)*(mp~2-t) * (-mp~2+s+t)*R3[0,s,0,mr"2])) ) +cc [mr] * (48*Pi~2%s~ 2% (mp~2-t) * (-mp~2+s+t) *cc [L]1* (-4
*F~2+mp~4*mr~2*R2[0,mp~2] +4*e1xmr 2% (2*cx*el*mp”2-(e1-2%e2) *mr~2)* (mp~2-t) * (mp~2-s-t) *R2[0,mr~2] -3 (
- (cx*el1”2+mp~2*s* (mp~2-t) * (mp~2-s-t) *R2[s,mr"2] ) +mr* (16+F " 2+Pi 2% (mr* (- (F~2#mp~2) +L* (mp~2-t) * (mp~2-s
-t))+Sqrt [2] xe1*Fx (mp~2-t) * (mp~2-s-t) -2*Sqrt [2] ¥e2*F* (mp~2-t) * (mp~2-s-t) ) ~F ~2*mp~2*mr* (mp~2-t) * (mp~2
-s-t)*R3[0,s,0,mp"2] ~cx*el”2*mp~ 2*mr* (4*xmr~2-s)* (mp~2-t) * (-mp~2+s+t)*R3[0,s,0,mr"2])) ) -4*mp~2*cc [R2[
0,mp~2]11 % (~4*F~2*mp~2*mr " 2% (mp~8-4*mp~6*t-4*mp~ 2%t~ 2% (s+t) +t "2 (s+t) "2+mp~4* (s"2+2*s*t+6xt~2) ) *R2 [0,
mp~2] +4*e1*mp~2*mr~ 2% (2xcx*el*mp~2-(e1-2%e2) *mr~2) *s~ 2% (mp~2-t) * (mp~2-s-t) *R2[0,mr~2] +3* (cx*el™2*mp~
4%s”3% (mp~2-t) * (mp~2-s5-t) *R2 [s,mr~2] +mr* (16*F~2%P1i~2% (- (Sqrt [2] * (e1-2*e2) *F*mp~2%s~ 2+ (mp~2-t) * (mp~2-
s-t)) -L*mp~2*mr*s~2% (mp~2-t) * (mp~2-s-t) +F~2*mr* (mp~8-4*mp~6*t-4*mp~ 2%t~ 2% (s+t) +t "2 (s+t) "2+mp~4* (s~2
+2%s5*kt+6%t72) ) ) +F " 2*mp~4*kmr*s” 2% (mp~2-t) * (mp~2-s-t) *R3[0,s,0,mp"2] +cx*el1”2*mp~4*mr* (4*mr~2-s) *s~ 2% (m
p~2-t)*(-mp~2+s+t)*R3[0,s,0,mr"2])) ) +3* (mp~2*s~ 2% (mp~2-t) * (mp~2-s-t) *cc [R3[0,s,0,mp~2] ] * (-4*F~2*mp~4
*#mr~2*R2[0,mp~2] +4*e1*mr~ 2+ (2*xcx*el*mp~2- (e1-2%e2) ¥mr~2) * (mp~2-t) * (mp~2-s-t) ¥*R2[0,mr~2] -3* (- (cx*el1~2
#mp~2*s* (mp~2-t) * (mp~2-s-t) *R2[s,mr~2] ) +mr* (16%F~2+Pi~ 2 (mr* (- (F~2*mp~2) +L* (mp~2-t) * (mp~2-s-t) ) +Sqrt
[2] *e1*F* (mp~2-t) * (mp~2-s-t) -2*Sqrt [2] *e2*Fx (mp~2-t) * (mp~2-s-t) ) ~F~2*mp~ 2*mr* (mp~2-t) * (mp~2-s-t) *R3[
0,s,0,mp"2] -cx*el1”2*mp”~2*mr* (4*mr~2-s)* (mp~2-t)* (-mp~2+s+t)*R3[0,s,0,mr"2])) ) +16*F " 2%Pi"~ 2 (-4*F "~ 2*mp
~2+mr "2 (mp~8-4*mp~ 6%t -4*mp~ 2%t 2% (s+t) +t 2% (s+t) "2+mp~4* (5" 2+2*s*t+6%t"2) ) ¥*R2 [0, mp~2] +4*e1*mp”2*mr"
2% (2xcxxelxmp”~2-(e1-2%e2) *mr~2) *s~ 2% (mp~2-t) * (mp~2-s-t) *R2[0,mr~2]+3* (cx*e1”2*mp~4*s”~3* (mp~2-t) * (mp~
2-s-t)*R2[s,mr"2] +mr* (16%F~2%Pi~2* (- (Sqrt [2] * (e1-2%e2) ¥F*mp~2*s~2* (mp~2-t) * (mp~2-s-t) ) ~L*mp~2*mr*s"2
*(mp~2-t) * (mp~2-s-t) +F~2*mr* (mp~8-4*mp~6*t—-4*mp~ 2%t~ 2% (s+t) +£t 2% (s+t) "2+mp~4* (5™ 2+2*s*t+6%t72) ) ) +F "2
*mp~4*mr*s”~2* (mp~2-t) * (mp~2-s-t) *R3[0,s,0,mp 2] +cx*el”2+mp 4*mr* (4*mr~2-s) *s~ 2% (mp~2-t) * (-mp~2+s+t) *
R3[0,s,0,mr"21))))))))/(11524F 8*mr"2+Pi~4* (mp~2-t) ~2* (-mp~2+s+t) “2*cc [mr] ~2)

Sisr =

(4% (2+me~8*mp~2+me~ 6% (2*mp~4-5172+2%s272+51* (s2-2%t 1+2%t2) -mp~ 2% (4*s0-5*s1+4*s2+8*t2) ) +t2* (s0-s1+t2)
*#(mp~4xs1+s1%(S272+t 1% (S1+2%t1-2%£2) +52% (-2%t1+12) -s0* (s2-t1+t2) ) +mp~ 2% (SO™2+2%S0* £ 2+2%£272-51% (2%t 1
+12)))+me 4% (-s173+3*s1"2%s2+51*5272-51 "2+t 1+2*s1#s2*t 1+2%s 1%t 17 2+mp~4* (~4*s0+5*s1-4%t2) +4*s172*%t2-5
*S1kS2¥t2-4*kS27 2% 2+2%S 1t 1¥t2-4*s 127 2+50% (517 2+s 1% (~4*s2+3*%t1-3%12) +4*s2% (-t 1+t2) ) +mp~2* (3%s0"2+s
172+4%t 2% (2%52+3%£2) —S1# (4%S2+6%L 1+9%£2) +50% (~3*s1+4% (S2+£1+2%£2)) ) ) +me~2% (S172%s272+3%51 3%t 1-2%s1"
2%s2%t1+4%s172%t172+507 2% (2% (£1-t2) "2+s1* (s2+t1-t2) ) ~s173%t2-2%s1"2%s2%t2-2%s1kS27 241 2-6*s 1™ 2%t 1%t 2~
4xS1¥t172%t2-5172%£ 27 2+3*%S1kS2¥ 272+ 2% 527 2% £ 27 2+ 2% S 1L 1 #1272+ 2+ s 14127 3+mp 4% (2507 2-5*s0*s1+3*s172+4
*S0*t2-6%s1kt2+2%1272) -s0% (172 (52+4*t1-2%12) +4*s2%t 2% (-t 1+t2) +s1# (s272+6%t 1k (£1-12) ~2%s2% (£ 1+2%t£2)
))-mp 2% (S0 3+5172% (B*t1-2%£2) +4% 27 2% (s2+2%£2) +507 2% (~S1+4*t 14+2%£2) s 1%t 2% (4*S2+8*t 14+7*12) +s0% (2*s1
*(-Bxt1+t2) +4xt 2% (s2+£1+2%t2)))))) /(5172 (me”2-t2) "2 (me”2-s0+s1-t2) "2)

int _
S =

(2% (4*me~4* (mp~2-52) +s0*s1%52-5172%52+507 2%t 1-2%s0*s1¥t 1+51 2%t 1-S0 2%t 2+50%S 1 ¥t 2+S0* S22kt 2+ 15 2% L2~
mp~2* (S072+s1%t2+50% (-s1+t2) ) -me 2% (3*s1"2+51*52+4*s1xt1-4*s1*t2-4*s2%t2+mp~ 2% (3*S0-5*s1+4%£2) +s0* (-
3xs1+s2-4xt1+4%t2))) )/ (sO*s1x(me”2-t2) * (-me~2+s0-s1+t2))



MASCHINENLESBARE FUNKTIONEN

int _
Syt =

(s072%s172%52-2+s0%s173%52+5174%52-4*s0*s172%s272+4%s1"3%s272+2*me " 6% (8*mp~4+mp~ 2% (9*s0-9*s1-8*s2) - (
s50-s1)*(s1+52) ) +s073*ks1*t1-3*%s0"2%s17 2%t 1+3%s0%s1 " 3%t 1-51"4*t 1+8*s0%5172*s2%t1-8*s1"3%s2%t 1-8*s0*s1*
S272%t1+8%s172%s27 2%t 1+4%s07 3%t 172-4%s07 2% 1%t 172-4*s0*s1 2%t 17 2+4%s17 3%t 172-8%s0 7 2%s2*t 17 2+24*s0%*s1
*S2%t172-16%s172%s2%t172+8%s07 2%t 17 3-16%s0*s1*t173+8*s1 2%t 17 3+s0"3*s1*t2-2%s0"2%s1 " 2%t 2+s0%s1 " 3%t 2-
S072%s1*s2%t2+4%s0*s172%52%t2-3%s1 7 3% 2% 2-8*s1 7 2%527 2%t 2-6%s0 "3kt 1 ¥t 2+6%50 ™ 2ks 1kt 1t 2-2%s0*s17 2%t 1%
t2+2%517 3%t 1%t 2+16%S072%s2%t 1%t 2-16%S0*s1*S2%t 1*xt2+16%s1 2% S2%t 1%t 2-8*s0*s2 724t 1%t 2-8*s1*s27 2%t 1%t 2~
16%s07 2%t 17 2%t 2+24%s0%s 14t 17 2%t 2-8%s1 7 2%t 17 2% 2+8*s0% 2%t 17245 2+8*s 152kt 1 7 2% £ 2424507 3%t 27 2+2%s07 2%*s
1%£272-4%s0%s172%t272-6%5072452%t272-6%s0*S1*s2%t 27 2+4*s1 7 2%s2%£ 27 2+4%s0*s27 24t 27 2+4*s1*s27 2%t 272+10
*507 2%t 1527 2-8*s0*s 1t 1%t 272-2%s1 7 2%t 1% £272-8*s0*S2* £ 1#£272-8*s 152kt 1*x£ 27224507 2%t 27 3+2*s0*s1*t 2"~
3+2xs0%52%£273-2%s1*s2%1273-4*mp~4* (S0™2% (s1+2%52-2%t1+£2) ~s0* (s172+2*s1# (s2-t1) + (-2%s2+2%t 1-5%t£2) *t
2) +t2% (5172+s 1% (2%52-2%t1-3%£2) +4%£272) ) ~2*me ~4* (- (5072 (2*s1+s2+t1-12) ) +2*mp~4* (3*s0-5*s1+12%t2) +s0
* (B#s172+52% (2%52-4%t 1+t2) -s 1% (s2-4%t 1+7#£2) ) +51% (~3%s172+5 1k (-2%52-3%t 1+6%£2) +52k (2%52-4%t 14+7+£2) ) +
mp~2% (14*s072+13*5172+16*s1%52-4*s1*t1-23*s1%t2-24*s2%t2+s0* (-23*s1-16%s2+12*t 1+15%t2) ) ) ~-mp~2* (s173*
(4%s2-4%t1-t2) -16%s2%t273+5073* (S1+4*t1+6%t2) +2%s17 2% (4*S272-8%S2*t 1+4*t172-10%s2*t2+8*t 1¥t2+t272) -2
*S1xt2k (4%S272-4%t172-16%S 2%t 2+1 2%t 1#£2+1272) —s07 2% (2%51 72+ 1% (4*s2+4*t 1+11%t2) +4* (4*s2*t 1-4%t172+s2
*£2-3%£272) ) +50% (517 3+517 2% (4*t1+6%t2) +2%t 2% (-4%S272-16*52x£ 2+ (2%t 1+12) "2) +51* (~8*5272-24%1172-22%t2
"2+8*s2% (4%t1+t2))) ) +me” 2% (-2*%s0"3* (s1+t1-t2) —~4*+mp~4* (s0"2-5172-12%t272-2*s0* (s1+s2-t 1+4*t2) +s1* (-2%
S2+2%t1+8%£2) ) +507 2% (Bxs172+51% (52+2% (£ 1-5%t£2) ) -4k (2%t 172-3xt 1L 2+t 2% (52+12) ) ) +2xs50% (-2%s1"3+52x (4*s
2%t 1-4%£172+£272) +51% (4%S272-164S2%t 1+1 2kt 17 2+14% 52+t 2- 164t 1*£2+5272) +5172% (-6*s2+5* (£1+£2) ) ) +s1* (s
T3+2ks1x (8%s2%t1-8%t172- 12452kt 2+ 10t 1*E2+£272) +2%52% (4* S22+t 1-4*t 17 247*£272) +5172% (11%s52-2% (5*t 1+t2)
))+mp~ 2% (10%s073-5%s173-4*5172% (9*52-8*t 1-5+12) ~48+s2*%t 2" 2+51% (~8*5272+8*t 17 2+64*s2%t2-32*t 1¥t2-30*t
272) +2%s0% (5*s172-4%5272+4%t172+51% (20%52-24%t1-224t2) ~32*S2*t2+16*t 1*t 2+7*t272) +s0" 2% (~15*s1+4* (5%
s2+8xt1+6%t2)))) )/ (2*s0*s1* (me~2-t2) * (-me~2+s0-s1+t2))

int _
S3™ =

(- (s0%s172%52) +5173*s2+2%me” 6% (-mp~2+51+52) ~S0"2%s1*t1+2%s0*s1" 2%t 1-517 3%t 1-50"2%s 1%t 2+s0*s17 2%t 2+s0
*51kS2*t2-3%s17 2% 52kt 2-2% S0 2k 1 ¥ 242k 51724t 1k £ 2+2% 50724527 2-4*s0* S 1127 2-2%s0%S2* £ 27 2+4* 51 xS 2% 5272~
2xs0*t1*t272-2%s 1kt 1#t272+2%S0%t273-2%S2%t273+2%me " 4* (s172+2+s1*s52-51*t 1-s0* (2*%s1+s2+t1-t2) -2*s1*t2-
3*s2%t2+mp~ 2% (2+s0-51+3%t2) ) +mp~ 2% (s0™2* (s1+2%t2) —s0* (s172+s1*t2-4*£272) +t2% (s172-2%s1*t2+2%t272) ) +m
€72 (817 3+3%5172%52-2%517 2%t 1+2%507 2% (s1+t1-£2) ~2%S 1724t 2-8* S 1kS2¥ t 2+4* S 1AL 1 ¥ £ 2+ 2% S 1F L2 2+6% 5241272+
s0% (~3*5172-51% (52-8%t2) +4* (s52+t1-t2) *t2) -mp~ 2% (2%50"2-50*s1+5172+8%s0%t2-4*s1*t2+6%t272) ) ) / (sO0*s1%(
me~2-t2) * (-me~2+s0-s1+t2))

fsr _

Sll -
(2*me~2+s0) /s0"2
fsr _ ofsr _

Sl2 - 321 -

(2*me”~4* (mp~2+s0-51-52) -s0*s1*S2+5172%S2-2%s1%5272+3*S0" 2%t 1-2%s0*s 1kt 1-s17 2%t 1-64s0*S2*t 1+6%s1*s2*t
1+4%s0%t172-4%s1%t172-507 2%t 2+50%s 1 ¥t 2+50%*S 2%t 2-3* 5 1 x5 2% £ 2+ 24527 2% £ 2-2sO* L 1k 2+ 2k s 1t 11 2-4ks2¥ L 1%t
242%52%t272-2+mp " 4* (S0+t2) +mp~ 2% (507 2+2* (2%t 1-t2) ¥t 2+50% (-s1+6%52-2%t 1+t2) +s51% (-2%s2+2%t 1+t£2) ) +me 2%
(2#mp~4-2%5072+5172-3%51%52-2%5272+mp " 2* (S0-3*s1-4%t 1) +6*s1 ¥t 1+4*s2%t1-2%s 1t 2+50% (S1+5%52-6*t 1+2%t2
)))/(4xs072)

fsr _ ofsr _
513 - S31 -
0
fsr _
S22 -

(- (5073*s51%52) +5072%s1"2%s52+50%s1"3%52-51"4*52+6%50"2%51%5272-6%51"3%5272-12%s0%s1%s2"3+4%51 7245273+
8%s1%s274+me " 4* (8*mp~6-50"3-2%s1"3+4*mp~4* (5%s0-5%s51-2%52) +6%50"2*52+2*s172%s52+12%51 %527 2+8*5273+s0%
(3%s172-8%51%52-12%5272) +2%mp~ 2% (5*S0™2+7*5172+4%s1%52-4%5272-4*s0* (3*s1+52) ) ) ~s0"4*t 1+2+s0"3*ks1*t1-
2%s0%5173%t1+5174*t1+6%s07 3%ks2%t1-22%s072*s1*52%t 1+10%s0*s172%s2%t 1+6%s1 7 3*s2%t1-12%s07 2% 527 2% 1+48%
S0*S1%5272%£1-20%5172%52 2%t 14+8%50%52 7 3%t 1-24%51%527 3%t 1-16*50%s1ks2%£1"2+16%s1 2ks2%£ 1" 2+16%s1%5272
*t172-2%s073*s1*t2+4*s072%s17 2%t 2-2%s0%517 3%t 2+50 " 3*52* £ 2+13%s0 7 2*s1*k52%£2-17*s0%s1 " 2%s2% £ 2+3%s1 " 3*s
2%t 2-6%5072%S27 2%t 2-20%S0%S1%527 2% 2+ 18% 5172k 52 2kt 2+12% 50452 3*t 2+4*S1%52 "3kt 2-8*52"4*£2-2%s0 3kt 1%
t2+2%5072%s 1kt 1t 2+2%50%s1 2%t 1#£2-2%s1 3%t 1kt 2+12%S07 2% S22t 1% 2-12%51 7 2% s2*t 1% 2-24%s0*s27 2%t 1%t 2+8
*S1*S2 2%t 14t 2+16%52 3% 1¥£2+507 3%t 272-2%50" 241127 2+50*51 7 2%t 272-6%50" 2452+t 2" 2+8*S0*s1*s2% 27 2-2%
S172%S2%t272+12%S0%s27 2%t 27 2-12%51 %527 2%t 27 2-8%s2" 3%t 27 2+8+mp 8% (s0+t2) ~4*mp~ 6% (SO~ 2+s0% (~3*s1+6%s2+
2kt 1-3%12) +2% (2kS2+2%t 1-3%12) ¥t 2+5 1% (~2%52+2%t 1+3%12) ) +2*mp~4x (3*S0~3+4*52% (6%t 1-T*t2) ¥t 2+5172% (-6*s
2+6%t1+3%12) +5072% (4*S2-6%t1+11%12) ~2xs1* (2%S272+2% 2%t 1-4%t 17 2-15*S2¥t 2+6% L 1¥t 2+3%£272) +s0% (~3*s172
—2%51% (5*52-4*t1+9%t£2) +2% (64527 2+6*S2+t 1-1 1k S22kt 2+2% L 1L 2+3%£272) ) ) +mp 2% (50" 4+s1"3* (6*s2-6*t1-t2) +s
073 (~s1-6%s2+10%t1+t2) +8*527 2kt 2% (2452-6*t 1+5%12) ~d*s1x52% (2%5272-10%5 2kt 1+8*t 17 2+13% 52kt 2-4*t 1%t 2-
6%£272) +2%s17 2% (12%5272-12%s2% (£ 1+12) +t 2% (6%t 1+£2) ) +s0* (s173+3%s172% (2% s2+2%t 1+5%t2) ~4*s1# (3*s272+4%*
£172-14%52%t2+2%£272) ~4*52% (2%S272+6%S 2%t 1 -5k S2¥t 2-4*t 1¥t2+6%£272) ) =507 2% (s172+51% (6%s2+10%t 1+15%t2)
—2% (6%5272+8%t172-6*t 1#t2+3%£272-4*s2% (£1+2%t2) ) ) ) +me " 2% (-8+mp~8+5074-5174-9%51"3%52+2+51 " 2*s272+20%
S1%S273+8%5274+2%517 3%t 1-20%51 " 2%s2%t1-40%s1%527 2%t 1-16%527 3%t 1+507 3% (~7*s2+2%t1) -2*mp~4* (5*s0”2+9%s
172+ 1% (26%52+4%t1-24%t£2) ~2%s0% (5%s1+5%52-2%t 1-8%t2) +8%s2% (3t 1-4%t2) ) ~4+mp~ 6% (s0-5*s1-4* (s2+t1-2%t2
))+2%5173%t2+16%51 7 2% 2kt 2+16%s1xS27 2%t 2+507 2% (~4*ks172+6%52 (3%52-2%t 1) +51* (9%52-2%t 1+2%12) ) +s0% (4*s
173+4%5272% (-5*52+6%t1) ~4*s1ks2% (T#52-8*t 1+4*£2) +5172% (7#52-2% (£ 1+2%t2) ) ) +mp 2% (-11%s0"3+7*s1"3+s0"2
*(25%51+24%52-20%t1) +4*S1+s2% (3*S2+12%t1-16%12) +4*s17 2% (12452-3*t 1-4%12) - 1645272 (52-3*t 1+2%£2) +s0* (
—21%5172-8%s1% (T*s2-4%t1-2%t2) +4*s2* (52-4%t1+8%t2)))) )/ (8*s072)

fsr _ ofsr _

523 - 532 -
- ((2*mp~2+s0-s1-2%s2) * (2*¥me~4* (mp~2-51-52) ~s0*s1%52-51"2%52-50" 2%t 1+51" 2%t 1+50" 2%t 2-3*s0*s1*t2-s0*s2
*E2+3kS1kS2kE2-2%S0FL 1L 2-2x S 1xE 1k 2+2ks0% 127225525427 2+me " 2% (~5172-3*s1%52+2*s1*t 1+mp~2% (-3*s0+s1-
4%t£2) +50% (3*S1+52+2%t 1-2%12) +2*s 1t 2+4*s2%t2) +mp~ 2% (SO~ 2+t 2% (~s1+2%t2) +s0% (s1+3%t2) ) ) ) / (8%s072)
fsr _

SSS -

((me~2-t2) * (me~2-s0+s1-t2)) / (2*s0)
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