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z \ N ^ T�� LOHKJ \ UKbwi*F�JML ^ b \ NdU LOH7T(FdU7TGR ^7\ U ^ FdR p ^ fdTST�� TGe ^�\ g e \ N��dNdT[i~T[N ^ \ N.L
e[HKp U ^ LOJ \ g�� \ bwN ^ ��LOH ^ bce[JcTGU,bwN ^ T[HBLXe ^ bwN�P/a�b ^ f LON bwNnvxT[H7U7T�� \ a?T[HWJML a�� \X^ T[N ^ bMLOJ bwN
d = 2 R bwi~T[NdUKb \ NdU���� f�bcU
UKp U ^ T[i�e LON"R�TGU7e[HKbwm@T e \ JwJ \ bcRdLOJ���LOH ^ bce[JcTGU�L ^*^ fdT(LObwH sa L ^ T[H�bwN ^ T[H g LXeGT
��LSi \ R�T[J UKp_U ^ T[i g \ H�T����@T[HKbwi~T[N ^ LOJ U ^ FdR p \ g ^ a \ suR bwi~T[NdUKb \ N�LOJ
i~T[J ^ bwN�P�� � ^ bcU UKf \ a�N ^ f�L ^ ^ fdT U ^ L ^ T \ g ^ fdT UKp U ^ T[i"! L U ^ HKb#� \ g�a�bcR ^ f Z%$ R�T&�@T[NdR�U
vxT[HKp
U7T[NdUKb ^ bwvxT[Jwp \ N ^ fdT���H7TGe[bcU7T m \ F�NdRdLOHKp*e \ NdR b ^ b \ NdU L ^ ^ fdT ^ a \(' a LOJwJcU*)���H \ v_bcR_s
bwN�P ^ fdTWe \ N��dNdT[i~T[N ^ ���ug \ NdT,FdU7TGU�L*e \ HKHKF�PnL ^ TGR{m \ F�NdRdLOHKp(e \ i�i~T[NdUKF�HBL ^ T�a�b ^ f
^ fdT \ H7R�T[H \ g ^ fdT m�F�J ]/^ HKbMLON�PQF�JMLOHWe[HKp U ^ LOJwJwbwNdT U ^ HKFde ^ F�H7T
�lm \X^ f \ HKbcT[N ^ L ^ b \ N�LOJ \ H s
R�T[H LONdR+� \ UKb ^ b \ N�LOJ \ H7R�T[H;bcU;T[N�f�LONdeGTGR,� LONdR
U7Fde7f~UKF�H g LXeGT s bwNdR FdeGTGR \ H7R�T[H-�@T[H7UKbcU ^ U
NdT LOH ^ fdTWm \ F�NdRdLOHKbcTGU�LOJcU \ L ^�^ T[i.�8T[HBL ^ F�H7TGU�a�fdT[H7T ^ fdT�U7p_U ^ T[i�bwN ^ fdTWm�F�J ] bcU bwN
b ^ U0/dF�bcR{U ^ L ^ T
�21 \ a T[vxT[H���FdUKbwN�P~U7i \q\X^ f{H7T&��F�JcU7bwvxT�m \ F�NdRdLOHKbcTGU,LXU�a LOJwJcU3��H \ v_bcR_s
bwN�P ^ fdT e \ N��dNdT[i~T[N ^ � \ N�Jwp ^ fdT \ HKbcT[N ^ L ^ b \ N�LOJ \ H7R�T[H bcU T[N�f�LONdeGTGR,�_m�F ^ � \ UKb ^ b \ N�LOJ
!54qF�LXUKb s $ J \ N�P HBLON�PxT \ H7R�T[H bcU;R�TGU ^ H \ pxTGR,6-� fdT i~T LON suU74nF�LOH7T�R bcU8��JMLXeGT[i~T[N ^?\ g ^ a \
��LOH ^ bce[JcTGU N JML ^K^ bceGT.��LOHBLOi~T ^ T[H7U*L
��LOH ^ bwN ^ fdT-pqsuR bwH7TGe ^ b \ N�LOJ \ N�P ^ fdT-a LOJwJcU ^ fdT[N
e[H \ UBU7TGU \ vxT[H~g H \ i ^ fdT{J \ PnLOHKb ^ f�i�bce bwNde[H7T LXU7T9! eBf�LOHBLXe ^ T[HKbcU ^ bce�g \ H d = 2

$-^7\ L
JwbwNdT LOH?bwNde[H7T LXU7T:! e7f�LOHBLXe ^ T[HKbcU ^ bceDg \ H d = 1

$ �-� fdTDU ^ HKb#� ^ fdT[NST�� f�bwm�b ^ U LWvXLON�bcU7f�bwN�P
U7fdT LOH i \ R F�JwFdU;��� fdTGUBT�H7TGUKF�J ^ U LOH7T�bwN ^ T[H<��H7T ^ TGR bwN ^ T[HKi~U \ g L=��fdT[N \ i~T[N \ J \ PQbce LOJ
f�LOHKi \ N�bce ^ fdT \ HKp>��? JcU \{^ fdTST��@TGe ^
\ g�bwNde \ i�i~T[NdUKF�HBLOm�bwJwb ^ p \ g ^ fdTSU ^ HKb#� a�bcR ^ f
Z a�b ^ f ^ fdT ^ HKbMLON�PQF�JMLOH�JML ^K^ bceGT-U ^ HKFde ^ F�H7T*bcU,R bcUBe[FdU7U7TGR,� LONdR LSe \ i.��LOHKbcU \ N a�b ^ f
U7F�H g LXeGT,T��@TGe ^ U \ N@��f�LXU7T ^ HBLONdUKb ^ b \ NdU bwN%UKbwi.��JcTA� UKbwN�PXs LONdRCB3D,s i \ R�T[JcU bcU i LXR�T
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% � % � fdT U ^ HBLObwN LONdR ^ fdT�U ^ H7TGU7U ^ T[NdU \ H��=�%�%�=�%�=�%� �=�%�=�%�=�%�%�=� &
% � � � fdT[HKi \ R pqN�LOi�bce H7T[JML ^ b \ NdU �%�=� �=�%�%�=�%�=�%� �=�%�=�%�=�%�%�=� '
% �)( * ^ H7TGU7U suU ^ HBLObwN{H7T[JML ^ b \ NdU LONdR ��H \ ��LOPnL ^ b \ N \ g T[JMLXU ^ bce�a L vxTGU �%�%�=� % �
% � + ` \X^ TGU \ N�UKF�H g LXeGT�T[JMLXU ^ bce[b ^ p �%�=� �=�%�%�=�%�=�%� �=�%�=�%�=�%�%�=� % (

, - ���� � �/.(	 �0� �!12�  �� �0� �3� �4����	 � � ��� ����	 � �65
��� % �?f \ bceGT \ g L-z \ R�T[J �=�%�%�=�%�=� �=�%�%�=�%�=�%� �=�%�=�%�=�%�%�=� % �
��� � j bwH7U ^ UKbwi*F�JML ^ b \ NdU�a�b ^ f /lL ^ a LOJwJcU�6 eBf \q\ U7bwN�P ^ fdT=��LOHBLOi~T ^ T[H ε 7#8:9;9 %=<
���)( I;vQLOJwF�L ^ b \ N \ g ^ fdT T[JMLXU ^ bce e \ NdU ^ LON ^ U �%�=�%�=�%� �=�%�=�%�=�%�%�=� �Q�
��� + * ^ H7TGU7U /dFde ^ F�L ^ b \ NdU �=�%�%�=�%�=� �=�%�%�=�%�=�%� �=�%�=�%�=�%�%�=� �Q�
���)> * ^ HBLObwN�/dFde ^ F�L ^ b \ NdU �=�%�%�=�%�=� �=�%�%�=�%�=�%� �=�%�=�%�=�%�%�=� �?>

���)>�� % 1 \ a ^ fdTWi~T ^ f \ R/a \ H ] U�6 ^ fdT m�J \ e ] LON�LOJwp UKbcU:�=�%�=�%�%�=� �Q�
���)>�� � * ^ HBLObwN /dFde ^ F�L ^ b \ NdUWLONdR/T[JMLXU ^ bce e \ NdU ^ LON ^ U"�%�=�%�=�%�%�=� � <
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(�� % Z T ^ LObwJcU�LOm \ F ^(^ fdT m�J \ e ] LON�LOJwp_UKbcU{LONdR ^ fdT T[vQLOJwF�L ^ b \ N \ g ^ fdT

U ^ HBLObwN ��T[JcR �%�=� �=�%�=�%�%�=�%�=� �=�%�%�=�%�=�%� �=�%�=�%�=�%�%�=�I( %
(�� � J J \ e ] LON�LOJwp_UKbcU;6 H7TGUKF�J ^ U g \ H ^ fdT�m�F�J ] �%�=�%�=�%� �=�%�=�%�=�%�%�=�I(?(
(��)( J J \ e ] LON�LOJwp_UKbcU;6 H7TGUKF�J ^ U g \ H ^ fdT e \ N��dNdTGR�UKp U ^ T[i~U �%�=�%�=�%�%�=�I(�+
(�� + ` F�i~T[HKbce LOJ�vXLOJwFdTGU \ g ^ fdT/T[JMLXU ^ bce�e \ NdU ^ LON ^ U�6 ^ fdT ^ a \ R b �@T[H7T[N ^

i~T ^ f \ R�U LONdR{R b � T[H7T[N ^ a LOJwJ�R bcU ^ LONdeGTGU �=�%�=�%� �=�%�=�%�=�%�%�=�I(?>
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+�� % � N ^ H \ R Fde ^ b \ N �=� �=�%�=�%�%�=�%�=� �=�%�%�=�%�=�%� �=�%�=�%�=�%�%�=�Q+n�
+�� � � fdT U ^ HKFde ^ F�H7T�g LXe ^7\ H�bwN ^ a \ LONdR/bwN \ NdT�R bwi~T[NdUKb \ N �=�%�=�%�%�=�Q+ %
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+��)( � fdT U ^ HKFde ^ F�H7T�g LXe ^7\ H�i~T LXU7F�H7TGR/bwN ^ fdT e \ N��dNdTGR{U7p_U ^ T[i~U �%�%�=�Q+�(
+�� + Z bcU<��JMLXeGT[i~T[N ^ e \ HKH7T[JML ^ b \ N g F�Nde ^ b \ N 6 ^ fdT e LXU7T \ g ^ fdT�f�LOHKi \ N�bce

JML ^K^ bceGT bwN ^ fdT m�F�J ] �%�=�%�%�=�%�=� �=�%�%�=�%�=�%� �=�%�=�%�=�%�%�=�Q+�'
+��)> �DTGU7F�J ^ U g H \ i ^ fdT UKbwi F�JML ^ b \ NdUWLONdR{e \ i.��LOHKbcU \ N{a�b ^ f ^ fdT ^ fdT \ HKp > %

� � � �H1 �  "  � � � � �2� �� �� � �D�� � � $
>�� % � H7R�T[HDbwN�L ^ a \ suR bwi~T[NdUKb \ N�LOJ;UKp U ^ T[i �%�=�%�=�%� �=�%�=�%�=�%�%�=�I>0&
>�� � � H7R�T[HKbwN�P(LONdR�UKF�H g LXeGTGU �%�=�%�=� �=�%�%�=�%�=�%� �=�%�=�%�=�%�%�=� �Q�
>��)( � fdT e LXU7T \ g ^ fdTA��LOH ^ bMLOJwJwp/e \ N��dNdTGR B3D�i \ R�T[J>LXUDUKbwi.��JcT[H ^ fdT \ s

H7T ^ bce LOJ>m�LXe ] PQH \ F�NdR �=�%�%�=�%�=� �=�%�%�=�%�=�%� �=�%�=�%�=�%�%�=� �Q�
>�� + � H7R�T[HDbwN ^ a \ suR bwi~T[NdUKb \ N�LOJ e \ N��dNdTGR�e[HKp U ^ LOJcU�6 NqF�i~T[HKbce LOJ�H7TGU7F�J ^ U �Q�
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� vxT[H ^ fdT JMLXU ^ R�TGe LXR�TGU��ne \ JwJ \ bcRdLOJ�U7FdU<�8T[NdU7b \ NdU f�LGvxT�R HBLGa�N i Fde7f%L ^K^ T[N ^ b \ N�g H \ i
H7TGUBT LOH7e7fdT[H7U��2� fdT,H7T LXU \ NdU g \ H ^ f�L ^ LOH7T,i LONqp>� bwNSg LXe ^ e \ JwJ \ bcRdLOJ ��LOH ^ bce[JcTGU�e LON%m8T
FdUBTGR(LXU?H7T LXR bwJwp(L vXLObwJMLOm�JcT ��fnp UKbce LOJ@i \ R�T[JcU g \ H U ^ FdR pqbwN�P-e \ JwJcTGe ^ bwvxTA��fdT[N \ i~T[N�L��
� \ JwJ \ bcRdLOJ@R bcU<�@T[H7UKb \ NdU e LON m@T0��H7T&��LOH7TGR(LONdRSe7f�LOHBLXe ^ T[HKbwE TGR ^7\ JMLOHKPxTDT�� ^ T[N ^ U bwNSL
e \ N ^ H \ JwJcTGR/a L p>�dT�� TGe ^ bwvxTWbwN ^ T[HBLXe ^ b \ NdUDe LON%m@TWe7f�LON�PxTGR/mqp vQLOHKb \ FdU�i~T LONdU��-� fdT
JMLOHKPxT UKbwE T \ g ^ fdT=��LOH ^ bce[JcTGU+! F�� ^7\ ∼ 1 − 10µm

$ LOJwJ \ a�UDbwN�N \ vQL ^ bwvxT \ mdUBT[HKvXL ^ b \ N
^ TGeBf�N�b 4nFdTGU
Jwb ] T~g \ H
T���LOi.��JcT vqbcR�T \ i�bce[H \ U7e \ �np�LONdR R bwPQb ^ LOJ bwi LOPxT ��H \ eGTGU7UKbwN�P
a�f�bceBf(e LON�N \X^ m@TDL
����JwbcTGR(bwN ^ fdT \ H7R�T[H suR bcU \ H7R�T[H���fdT[N \ i~T[N�L \ g�L ^7\ i�bce,UKp U ^ T[i~U
U \ L"R�TGT&� bwNdU7bwPQf ^ bwN ^7\&^ fdT2U ^ L ^ bce2LONdR R pqN�LOi�bce LOJ%��H \ eGTGU7U7TGU%P \ bwN�P \ N�U7Fde7f
U7p_U ^ T[i~U?bcU�� \ UBUKbwm�JcT
� ?DJcU \ g H \ i ^ fdT ^ TGe7f�N \ J \ PQbce LOJ � \ bwN ^�\ g v_bcT[a�bwN%i LONqp.��T[JcR�U
g H \ i i L ^ T[HKbMLOJ,U7e[bcT[NdeGT ^7\ N�LON \X^ TGeBf�N \ J \ PQp3LONdR.m�b \ J \ PQp>� ^ fdT/bwNqvxTGU ^ bwPnL ^ b \ N \ g
e \ JwJ \ bcR�UDbcU \ g PQH7T L ^ bwN ^ T[H7TGU ^ �
o LOH ^ bce[F�JMLOHKJwp�bwN ^ T[H7TGU ^ bwN�P"bcU ^ fdT�� \ U7UKbwm�bwJwb ^ p \ g�e[H7T L ^ bwN�P.e \ N��dNdTGR3e \ JwJ \ bcRdLOJ

e[HKp U ^ LOJcU;bwN 2d
\ H T[vxT[N bwN 1d

^7\ ^ TGU ^ g LXUBe[bwN�L ^ bwN�P*e \ NdeGT&� ^ U \ N ^ fdT�U ^ L ^ bcU ^ bce LOJ�i~T s
eBf�LON�bceGU \ g8J \ a suR bwi~T[NdUKb \ N�LOJ@UKp U ^ T[i~U���� \ NdU7bcR�T[H;g \ H T��dLOi.��JcT ^ fdT�e[HKp U ^ LOJwJwbwE L ^ b \ N
LONdR{i~T[J ^ bwN�P bwN ^ a \ R bwi~T[NdUKb \ NdU�6 L�e[JMLXU7UKbce=��H \ m�JcT[i UKbwNdeGT ^ fdT�
=�01,`3D ^ fdT \ HKp
\ g i~T[J ^ bwN�P~f�LXUDm8TGT[N%g \ HKi F�JML ^ TGR�bwN ^ fdT�i�bcR &X�
� U \ g ^ fdT�JMLXU ^ eGT[N ^ F�HKp>�

�uN ^ fdT+��H7TGU7T[N ^�^ fdTGU7bcUWa?T�UKf�LOJwJ;e \ NdUKbcR�T[H UKp U ^ T[i~U�������������������������� �"!#��$%���'&
�(��)*�,+#-.�����/�����_b � T
� e \ JwJ \ bcR�U e \ N��dNdTGR{bwN \ NdT R bwi~T[NdU7b \ N�LOJ�U ^ HKb#� \ g a�bcR ^ f D �0 T%a�bwJwJ�bwNnvxTGU ^ bwPnL ^ T ^ fdTGU7T/e \ N��dNdTGR&e \ JwJ \ bcRdLOJ,UKp_U ^ T[i~U ^ f�H \ F�PQf�e \ i.��F ^ T[H
U7bwi F�JML ^ b \ NdU(�8T[H g \ HKi~TGR%a�b ^ f ^ fdT z \ N ^ T�� LOHKJ \ i~T ^ f \ R,�
VWT[NdT[HBLOJwJwpSU<�@T L ] bwN�P��qa�fdT[N/m \ F�NdRdLOHKbcTGU�LOH7T,bwN ^ H \ R FdeGTGR/bwN{L U7p_U ^ T[i���LONdR(bwN

��LOH ^ bce[F�JMLOH��qJwb ] T�bwN \ F�H?e LXU7T�U ^ LOH ^ bwN�P�g H \ i!U7e[HBL ^ e7f ^ f�bcU ] bwNdR \ g@bwNnvxTGU ^ bwPnL ^ b \ N �_bwN
\ H7R�T[H ^7\ ] TGT&� ^ fdT ��H \ m�JcT[i!g LObwHKJwp~UKbwi.��JcT \ NdTDa LON ^ U ^7\ U ^ L p LXU NdT LOH�LXU�� \ U7UKbwm�JcT
^7\S^ fdT
m�F�J ] UKb ^ F�L ^ b \ N � 0 T*g \ JwJ \ a?TGR ^ f�bcU,i~T ^ f \ R,�lm�F ^ b ^ UKf \ F�JcR m8T*H7T[i LOH ] TGR
^ f�L ^ ��LOJ ^ f \ F�PQf%bwN ^ fdTGUBT e \ NdR b ^ b \ NdU���R HBLOi L ^ bceWeBf�LON�PxTGU?bwN ^ fdT m8T[f�L vqb \ F�H \ g ^ fdT
e \ N��dNdTGR(UKp U ^ T[i�a�b ^ f(H7TGU<�@TGe ^ ^7\*^ fdT�m�F�J ] \ NdT,e LON \ g ^ T[N/L
���8T LOH��-� N ^ f�bcU U7T[NdU7T

+



^ fdT bwNnvxTGU ^ bwPnL ^ b \ N \ g;L-e \ N��dNdTGR UKp_U ^ T[i1bcUDLOJwa L p_UDvxT[HKpSbwN ^ T[H7TGU ^ bwN�P��
�uN ^ f�bcU ^ fdTGUKbcU a?T a�bwJwJ�U ^ FdR p ^ fdT T[JMLXU ^ bce m8T[f�L vqb \ F�H \ gli \ R�T[J e \ N��dNdTGR 2d e \ J sJ \ bcR�U�LONdR ^ fdTWR�T[PQH7TGT�LONdR ] bwNdR \ g \ H7R�T[H ��H7TGU7T[N ^ bwN ^ fdTGUBT,U7p_U ^ T[i~U LONdR(bwNdR FdeGTGR

mqp ^ fdT a LOJwJcU��
� fdT�T[JMLXU ^ bce�e \ NdU ^ LON ^ U LOH7T \ NdT \ g ^ fdT ] T[p:4nF�LON ^ b ^ bcTGU bwN ^ fdT�e7f�LOHBLXe ^ T[HKbwE L ^ b \ N

\ g@e[HKp_U ^ LOJ U7p_U ^ T[i~U;� � N 2d
^ fdT[p ��JMLGp�L,e[HKFde[bMLOJ�H \ JcT bwN ^ fdT i~TGe7f�LON�bcUKi \ gli~T[J ^ bwN�P

U \D^ fdT[p*a?T[H7T bwN ^ T[NdUKbwvxT[Jwp-U ^ FdR bcTGR
bwN�UKbwi F�JML ^ b \ NdU g \ H m�F�J ] UKp U ^ T[i~U��ObwN:��LOH ^ bce[F�JMLOH
bwN ^ fdT e LXU7T \ g
f�LOH7R R bcU ] U%bwN�L ^ HKbMLON�PQF�JMLOH e[HKp U ^ LOJ � 0 T2a LON ^�^7\ U \ i~T[f \ a
PxT[NdT[HBLOJwbwE T ^ f \ U7T e LOJce[F�JML ^ b \ NdU ^7\-^ fdT e \ N��dNdTGR{PxT \ i~T ^ HKp{LONdR ^ HKp{LONdR{T[vQLOJwF�L ^ T
^ fdT T[JMLXU ^ bce�e \ NdU ^ LON ^ UWLOJcU \ bwN ^ f�bcU e LXU7T
�

� N ^ fdT~e \ N ^ HBLOHKp>� m \ F�NdRdLOHKbcTGU bwNdR FdeGTGR \ H7R�T[HKbwN�P�bwN U ^ HKb#�dU LONdR2f�LOJ g0��JMLONdTGU
f�L vxT LOJwH7T LXR pSm@TGT[N{U ^ FdR bcTGR%bwN ^ fdTA��LXU ^ g \ H�U<��bwN/UKp_U ^ T[i~U ��HKbwi LOHKbwJwp%bwN ^ fdT�e \ N s
^ T�� ^ \ glUKF�H g LXeGT?e[HKb ^ bce LOJ���fdT[N \ i~T[N�L,a�fdT[H7T m \X^ f-UKF�����H7TGU7U7b \ N \ H T[N�f�LONdeGT[i~T[N ^?\ g
\ H7R�T[H�NdT LOH g H7TGTWm \ F�NdRdLOHKbcTGU�f�LGvxT�m@TGT[N \ mdU7T[HKvxTGR,� a T�a LON ^�^7\-^ HKp(LONdR/R�TGU7e[HKbwm@T
^ fdT \ H7R�T[H�bwNdR FdeGTGR/mnp{L
a LOJwJ \ N \ F�HDUKp U ^ T[i~U��

� f�bcU ^ fdTGUKbcU�f�LXU ^ fdTWg \ JwJ \ a�bwN�P U ^ HKFde ^ F�H7T
6
bwN ^ fdT3�dH7U ^ ��LOH ^ a?T a�bwJwJlbwNqvxTGU ^ bwPnL ^ T ^ fdT T[JMLXU ^ bce3��H \ �@T[H ^ bcTGU g \ H \ F�H?UKp U ^ T[i~U��

bwN/eBf�L
� ^ T[H % FdU7T g F�J@e \ NdeGT&� ^ U 4qF�LON ^ b ^ bcTGUDLONdR%H7T[JML ^ b \ NdU�bwN%T[JMLXU ^ bce[b ^ p ^ fdT \ HKp a�bwJwJ
m@T�U7f \ H ^ Jwp.H7T[vqbcT[a TGR,��bwN e7f�L
� ^ T[H{�2a T�a�bwJwJWR�TGU7e[HKbwm@T \ F�H(i \ R�T[J \ g e \ N��dNdTGR
e \ JwJ \ bcRdLOJ?e[HKp_U ^ LOJcU*LONdR2R bcU7e[FdU7UWa�fnp ^ f�bcUWi \ R�T[J bcU L%UKF�b ^ LOm�JcT \ NdT-g \ H�e \ JwJ \ bcRdLOJ
U7p_U ^ T[i~U ! LONdR3b ^ bcU/LOJcU \ FdU7T g F�J bwN \X^ fdT[H ��T[JcR�U $ ��a T a�bwJwJ PQbwvxT ^ fdT R�T ^ LObwJcU \ g
\ F�H�UKbwi*F�JML ^ b \ NdU��>R bcUBe[FdU7U ^ fdT-i~T ^ f \ R�UWFdU7TGR g \ H ^ fdT
e LOJce[F�JML ^ b \ N \ g ^ fdT-T[JMLXU ^ bce
e \ NdU ^ LON ^ U LONdR bwN2e7f�L
� ^ T[H (Sa T-a�bwJwJ���H7TGUBT[N ^ LONdR R bcU7e[FdU7U ^ fdT
H7TGUKF�J ^ a T g \ F�NdR
g \ H ^ fdT[i��

�uN�e7f�L
� ^ T[H7U + LONdR >/a T~a�bwJwJ?g \ e[FdU \ N ^ fdT \ H7R�T[H+��H7TGU7T[N ^ bwN ^ fdTSe \ JwJ \ bcRdLOJ
U ^ HKb#�dU���bwN{e7f�L
� ^ T[H +~a?T a�bwJwJ ��LOH ^ bce[F�JMLOHKJwp/bwNnvxTGU ^ bwPnL ^ T f \ a ^ fdT ^ p��8TGU \ g m \ F�NdR_s
LOHKbcTGUWa T-e7f \_\ U7T�L �@TGe ^W^ fdT ^ fdT[HKi LOJ�/dFde ^ F�L ^ b \ NdU�g H \ i ^ fdT�T�4qF�bwJwbwm�HKbwF�i JML ^K^ bceGT
� \ UKb ^ b \ NdU�bwN ^ fdTWm�F�J ] ��T[vxT[N ^ F�LOJwJwp%a T�a�bwJwJ UKf \ a ^ f�L ^ bwN \ NdT�e LXU7T
� bwN ^ fdT R bwH7TGe s
^ b \ N ��LOHBLOJwJcT[J ^7\S^ fdT*m \ F�NdRdLOHKbcTGU ^ fdT[H7T
bcUWLSU ^ H \ N�P%H7TGR Fde ^ b \ N bwN ^ fdT+� \ UKb ^ b \ N�LOJ
J \ N�P HBLON�PxT \ H7R�T[H�� ? JcU \ U \ i~T ^ fdT \ H7T ^ bce LOJ e LOJce[F�JML ^ b \ NdU \ N�UKFde7f /dFde ^ F�L ^ b \ NdU
g \ H*L(f�LOHKi \ N�bce(e[HKp_U ^ LOJ;bwN ^ fdT U ^ HKb#�2PxT \ i~T ^ HKp2a�bwJwJ m8T.��H7TGUBT[N ^ TGR,� �uN eBf�L
� ^ T[H
>(a T-a�bwJwJ2��H7TGU7T[N ^�^ fdT.��H \ m�JcT[i \ g ^ fdT \ H7R�T[H bwNdR FdeGTGR2mnp2L%UKF�H g LXeGT
R bcUBe[FdU7UKbwN�P
^ fdT m@T[f�LGv_b \ F�H \ g e \ N��dNdTGR(U8��bwN(UKp U ^ T[i~U��nbwNC��LOH ^ bce[F�JMLOH�a T,a�bwJwJ8R bcU7e[FdUBU bwN%U \ i~T
R�T ^ LObwJ ^ fdTWe LXU7T \ g U<��bwNdU a�b ^ f{L B3D U7pqi�i~T ^ HKp~a�fdT[H7T L*UKF�H g LXeGTDbcU ��H7TGUBT[N ^ � ^ f�bcU
e LON m8T�e \ NdU7bcR�T[H7TGR L�U \ H ^D\ g UKbwi.��JcT[HDH7T g T[H7T[NdeGT i \ R�T[J g \ H \ F�H U ^ HKb#�dU;� ?Dg ^ T[HDa?T
a�bwJwJlR bcU7e[FdU7U ^ fdT � \ UKb ^ b \ N�LOJ8LONdR \ HKbcT[N ^ L ^ b \ N�LOJ \ H7R�T[H bwNdR FdeGTGRSmnp ^ fdT�m \ F�NdRdLOHKbcTGU

>



\ N \ F�H UKp_U ^ T[i~U��
j�bwN�LOJwJwp/bwN L
���8T[NdR b � ?�a T a�bwJwJ ��H7TGUBT[N ^ U \ i~T�bwN ^ T[H7TGU ^ bwN�P/LOJ ^ f \ F�PQf bwNde \ i-s

��JcT ^ TSH7TGUKF�J ^ U \ m ^ LObwNdTGR"vQLOHKpqbwN�P ^ fdTSR bcU ^ LONdeGT m@T ^ a TGT[N ^ fdT a LOJwJcU-bwN ^ fdT(U ^ HKb#� �
0 T�J \q\X] TGR L ^ ^ fdT�m8T[f�L vqb \ F�H \ g ^ fdT�U ^ HKb#�dU a�fdT[N ^ fdT R bcU ^ LONdeGT�m8T ^ a?TGT[N ^ fdT
m \ F�NdRdLOHKbcTGU�LONdR ^ fdT bwN ^ T[H<��LOH ^ bwvxe[JcTWm�F�J ] R bcU ^ LONdeGT,LOH7T bwNde \ i�i~T[NdUKF�HBL ^ T,b � T
� N \X^
LON/bwN ^ T[PxT[HDNqF�i m@T[H \ g JML ^K^ bceGT�H \ a�U e LON{m8T LOJwJ \ e L ^ TGR/m@T ^ a TGT[N ^ fdT�a LOJwJcU��

�
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� fdT*T[JMLXU ^ bce[b ^ p ^ fdT \ HKp{R�T LOJcUDa�b ^ f i LXe[H \ U7e \ ��bce
m \ R bcTGU LONdR ^ fdT[bwH R�T g \ HKi L ^ b \ NdU
g H \ i ^ fdT3� \ bwN ^ \ g>v_bcT[a \ g ^ fdT i~TGe7f�LON�bceGU \ g>e \ N ^ bwNnF�L�� ^ fdT,R�TGU7e[HKb#� ^ b \ N \ g ^ fdTGU7T
R�T g \ HKi L ^ b \ NdUDLOHKbcU7TGU g H \ i ^ fdTWR�T��dN�b ^ b \ N \ g ^ a \-] T[p i~TGeBf�LON�bce LOJ 4nF�LON ^ b ^ bcTGU ^ fdT
U ^ HBLObwN LONdR ^ fdT U ^ H7TGU7U ^ T[NdU \ H ηij LONdR σij H7TGU<�@TGe ^ bwvxT[Jwp>�, T ^ � U�e \ NdUKbcR�T[H,i LXe[H \ U7e \ ��bce-m \ R p/bwN L~H7T g T[H7T[NdeGT ' F�NdR�T g \ HKi~TGR�)-e \ N��dPQF�HBLhs
^ b \ N LONdR3L2PxT[NdT[HKbce � \ bwN ^%\ g�b ^ L ^ � \ UKb ^ b \ N R � ?Dg ^ T[H(L R�T g \ HKi L ^ b \ N�a�f�bceBf
fdT[H7T,a T�UKF���� \ UBTDf \ i \ PxT[NdT \ FdU ^ fdT � \ bwN ^ a�bwJwJ@m@T bwN r �-� fdT , LOPQHBLON�PQbMLON U ^ HBLObwN^ T[NdU \ H ηij bcU�R�T��dNdTGR ^ H \ F�PQf ^ fdT�H7T[JML ^ b \ N{m@T ^ a?TGT[N r LONdR R 6

r =
√

(2ηij + δij)RiRj ,

b g ^ fdT�R�T g \ HKi L ^ b \ N�bcU�UKi LOJwJ LONdR%a?T e \ NdU7bcR�T[H ri = Ri + ui
^ fdT[N

ri ' Ri +
∑

j

∂ui
∂Rj

Rj, r2i ' R2
i + 2

∑

j

∂ui
∂Rj

RiRj +
∑

jk

∂ui
∂Rj

∂ui
∂Rk

RjRk.

* \ a T e LON a�HKb ^ T g \ H ^ fdT U ^ HBLObwN ^ T[NdU \ H�! H7T&�8T L ^ TGR bwNdR�T�� TGU LOH7T bwi.��Jwbce[b ^ Jwp UKF�i�i~TGR $

ηij =
1

2

(

∂ui
∂Rj

+
∂uj
∂Ri

)

+
∂ul
∂Ri

∂ul
∂Rj

. ! % � % $

^ f�bcU ^ T[NdU \ H*R�TGUBe[HKbwm8TGU f \ a�JcT[N�P ^ fdU*LONdR e \ N��dPQF�HBL ^ b \ NdU
i \ R b g p F�NdR�T[H ^ fdT R�T s
g \ HKi L ^ b \ N �

� fdT g \ H7eGTGUWa�f�bce7f LOHKbcUBT-LOH7T \ m ^ LObwNdTGR2e \ NdU7bcR�T[HKbwN�P ^ fdT
U ^ H7TGU7U ^ T[NdU \ H σij. � ga T*e \ NdU7bcR�T[HWLSUKF�H g LXeGT Σ,
^ fdT g \ H7eGT \ N ^ fdT*U7F�H g LXeGT bwN ^ fdT
R�T g \ HKi~TGR U ^ L ^ T
e LON

&



m@TWa�HKb ^K^ T[N LXU�6
Fi =

∫

Σ
σiknkdΣ,

U \ σiknkdΣ bcU ^ fdT~b e \ i.� \ NdT[N ^*\ g ^ fdT-g \ H7eGT \ N ^ fdT-bwN��dN�b ^ TGUKbwi LOJ?U7F�H g LXeGT dΣa�b ^ f N \ HKi LOJ n. � f \ U7T R�T��dN�b ^ b \ N�LOH7T ^ fdT~U ^ LOH ^ bwN�P � \ bwN ^ \ g ^ fdT~T[JMLXU ^ bce[b ^ p b � T
�^ fdT R�TGU7e[HKb#� ^ b \ N \ g ^ fdT T[JMLXU ^ bce�m@T[f�LGv_b \ H \ g L
i L ^ T[HKbMLOJ�� %�� �


���� ����� ��� * #	�  ��
� ��� ����
!� �(�!*� ��

?Dg ^ T[H ^ fdT-UKf \ H ^ i~TGe7f�LON�bce LOJ R�T��dN�b ^ b \ NdU \ g ^ fdT���H7T[v_b \ FdU�U7TGe ^ b \ N JcT ^ � U�e \ NdUKbcR�T[H
^ fdT%��H \ m�JcT[i \ g;R�T g \ HKi L ^ b \ NdU,bwN L�i L ^ T[HKbMLOJ g H \ i ^ fdT ^ fdT[HKi \ R pqN�LOi�bce LOJ�� \ bwN ^
\ g v_bcT[a%�
, T ^ � U ^ L ] T�L i L ^ T[HKbMLOJ>L ^ ^ fdTWT�4qF�bwJwbwm�HKbwF�i1a�f \ U7TWU ^ L ^ T,bcU L g F�Nde ^ b \ N \ g>JcT ^ � U

U�LGp ^ fdT ^ T[i.�@T[HBL ^ F�H7T T LONdR ^ fdT i LXe[H \ UBe \ ��bce*e \ N��dPQF�HBL ^ b \ N x � , T ^ � U,e \ NdUKbcR�T[HLOJcU \ T[JMLXU ^ bce�f \ i \ PxT[NdT \ FdU
R�T g \ HKi L ^ b \ NdU g H \ i L/H7T g T[H7T[NdeGT~U ^ LOH ^ bwN�P�e \ N��dPQF�HBLhs
^ b \ N X

^ fdT?fqp � \X^ fdTGUKbcU LOm \ F ^ ^ fdT T[JMLXU ^ bce R�T g \ HKi L ^ b \ NdU T[NdUKF�H7TGU ^ f�L ^ U ^ L ^ T?g F�Nde s
^ b \ NdU�LOH7TWUKbwN�PQJcT s vQLOJwFdTGRSg F�Nde ^ b \ N \ g ^ fdT vXLOHKbMLOm�JcTGU a T eBf \q\ UBT
� 0 T U7F���� \ U7T ^ f�L ^
^ fdT g H7TGTWT[NdT[HKPQp bcU bwNnvQLOHKbMLON ^ a�b ^ f%H7TGU<�@TGe ^ ^7\ LON/LOHKm�b ^ HBLOHKpSHKbwPQbcR%H \X^ L ^ b \ N \ g ^ fdT
i L ^ T[HKbMLOJ � ^ f�bcU�i~T LONdU ^ f�L ^ ^ f�bcU 4nF�LON ^ b ^ p*R�T&�@T[NdR�U \ N�Jwp \ N ^ fdT?H7T[JML ^ bwvxT�� \ UKb ^ b \ NdU
\ g ^ fdT*i L ^ T[HKbMLOJ ��LOH ^ bce[JcTGU LONdR ^ fdTGU7T�� \ U7b ^ b \ NdUWbwN x LOH7T g F�Nde ^ b \ N \ g ^ fdT
bwN�b ^ bMLOJ
� \ UKb ^ b \ NdU,bwN X LONdR ^ fdT-U ^ HBLObwN ^ T[NdU \ H ηij ��t NdR�T[H ^ fdTGUBT-LXUBUKF�i.� ^ b \ NdU ^ fdT*g H7TGTT[NdT[HKPQp.�@T[H F�N�b ^ i LXU7U !5� ^ bcU?e \ NnvxT[N�bcT[N ^ bwN(T[JMLXU ^ bce[b ^ p ^ fdT \ HKp ^7\ a \ H ] a�b ^ f~g F�Nde s
^ b \ NdU �8T[H�F�N�b ^ i LXUBU�m8TGe LOFdUBT ^ fdT�i LXU7U bcU�e \ NdU7T[HKvxTGR{a�f�bwJcT ^ fdT�v \ JwF�i~T�b ^ U7T[J g bcU
LWg F�Nde ^ b \ N \ g ^ fdT U ^ HBLObwN $ f(x, T ) e LON m@T a�HKb ^K^ T[N(LXU L,g F�Nde ^ b \ N \ g ^ fdTDH7T g T[H7T[NdeGTF�NdR�T g \ HKi~TGR&U ^ L ^ T
� ^ fdT/U ^ HBLObwN ^ T[NdU \ H�� LONdR �=�-� f�L ^ bcU~b g ^ fdT{R�T g \ HKi L ^ b \ N&bcU
U7i LOJwJ 6

f(x, T ) = f(X, {ηij}, T ) ≈ f(X, {0}, T ) +
∂f

∂ηij
ηij +

∂2f

∂ηij∂ηkl
ηijηkl + . . . .

! % � � $
� ^ e LON�m8T{U7f \ a�N ��U ^ LOH ^ bwN�P g H \ i ^ fdT �dH7U ^ ��HKbwNde[b#��JcT \ g ^ fdT ^ fdT[HKi \ R p_N�LOi�bceGU
� % �d� � ^ f�L ^ g \ H ^ fdT U ^ H7TGU7U bwN ^ fdTWH7T g T[H7T[NdeGT e \ N��dPQF�HBL ^ b \ N L ^ B f \ JcR�U��

σij = ρ(X)
∂f

∂ηij
, ! % �)( $

a�fdT[H7T ρ(X) bcU ^ fdT
R�T[NdUKb ^ p{bwN ^ fdT*H7T g T[H7T[NdeGT
U ^ L ^ T*LONdR ^ fdT
R�T[HKbwvXL ^ bwvxT
bcU ^ L ] T[NL ^ ηij = 0. � g a T e \ NdUKbcR�T[H ^ fdTWU7TGe \ NdR(R�T[HKbwvXL ^ bwvxT ^ fdT[N%a?T \ m ^ LObwN/L�g \ F�H ^ f(HBLON ]

'



^ T[NdU \ H�6
Cijkl = ρ(X)

∂2f

∂ηij∂ηkl
, ! % � + $

a�fdT[H7T ^ fdT Cijkl LOH7T�e LOJwJcTGR ^ fdT�T[JMLXU ^ bce e \ NdU ^ LON ^ U \ g ^ fdT i L ^ T[HKbMLOJ �
� fdT,g \ HKi*F�JML % �)(-e LON/m8T,PxT[NdT[HBLOJwbwE TGR ^7\ PxT ^�^ fdT�U ^ H7TGU7U bwN ^ fdT�U ^ HBLObwNdTGR/e \ N s

�dPQF�HBL ^ b \ N x 6

σij(x) = ρ(x)αikαjl
∂f

∂ηkl
, ! % �)> $

a�fdT[H7T ^ fdT R�T[HKbwvQL ^ bwvxTGU LOH7T ^ L ] T[N/L ^ x LONdR ^ fdT LOJ#��f�LXU LOH7T�fdT[H7T ^ fdT ^ HBLONdU g \ HKi Lhs^ b \ N e \ T�� e[bcT[N ^ UDR�T��dNdTGR LXU
αij =

∂ri
∂Rj

. ! % � � $

� ^ bcU LOJcU \ bwN ^ T[H7TGU ^ bwN�P ^7\ a�HKb ^ T ^ fdT T�4qF�L ^ b \ N \ g i \X^ b \ N(g \ H ^ fdT r � U bwN/LOmdU7T[NdeGT \ gm \ R p~g \ H7eGT
��b ^ e \ i~TGU�g H \ i `,T[a ^7\ N � U�U7TGe \ NdR/JML a \ g i \X^ b \ N

ρ(x)r̈i =
∂σij
∂rj

, ! % � & $

LONdR ^ fdT
H7T[JML ^ b \ N m8T ^ a?TGT[N ^ fdT-R�T[NdUKb ^ p�bwN ^ fdT
H7T g T[H7T[NdeGT�LONdR U ^ HBLObwNdTGR e \ N��dPQF s
HBL ^ b \ N

ρ(X)

ρ(x)
= J = det[αij ].

! % �)' $

1,T[H7T J bcU ^ fdT rnLXe \ m�bMLON \ g ^ fdT ^ HBLONdU g \ HKi L ^ b \ N�g H \ i X
^7\

x LONdR ^ fdT T�4qN � % �)'bcU L-e \ N ^ bwNnF�b ^ p�T�4qF�L ^ b \ N�T�����H7TGUBUKbwN�P ^ fdT�e \ NdU7T[HKvQL ^ b \ N \ g ^ fdTWi LXU7U��
J \X^ f ^ fdT�U ^ HBLObwN LONdR ^ fdT U ^ H7TGU7U ^ T[NdU \ H LOH7T U7pqi�i~T ^ HKbce

ηij = ηji, σij = σji,
! % � < $

LONdR LOJcU \ g \ H ^ fdT T[JMLXU ^ bce e \ NdU ^ LON ^ U�a?T f�LGvxT

Cijkl = Cklij = Cjikl = · · · . ! % � % � $

� fdT UKpqi�i~T ^ HKp bwN T�4qNdU�� % � < LONdR % � % �%bcU FdUKF�LOJwJwp2e LOJwJcTGR ^ fdT�� \ bwP ^ UKp_i�i~T ^ HKp
LONdR LOJwJ \ a�U ^ fdT
U \ e LOJwJcTGR�� \ bwP ^ N \X^ L ^ b \ N � ^ f�L ^ i~T LONdU a T*e LON H7T&��JMLXeGT-e \ F���JcTGU
\ g bwNdR�T���TGU�a�b ^ f \ N�Jwp \ NdT
�-�uN ^ a \ R bwi~T[NdUKb \ NdU�a T�f�LGvxT
6

xx→ 1, yy → 2, xy → 3.

0 T
a�bwJwJ FdU7T ^ f�bcU,N \X^ L ^ b \ N ^ f�H \ F�PQf \ F ^ ^ fdT ^ T�� ^ U \ a?T-a�bwJwJ a�HKb ^ T*g \ HWT��dLOi.��JcT
Cxxxx

LXU C11
\ H Cxyxy LXU C33

LONdR{U \�\ N �
<



?Di \ N�P ^ fdT � \ U7UKbwm�JcT e7f�LON�PxTGU \ g*bwNdR�T���TGU/bwN ^ fdT2T[JMLXU ^ bce2e \ NdU ^ LON ^ U ^ fdT[H7T
bcU \ NdT~a�f�bce7f�JcT LXR ^7\ L/N \ N ^ HKbwvqbMLOJ UKp_i�i~T ^ HKp 6�a�fdT[N ^ fdT ^ a \ bwN�NdT[H \ H \ F ^ T[H
bwNdR�T���TGU LOH7T�T���e7f�LON�PxTGR U \ g \ H T��dLOi.��JcT Cijkl = Cikjl

^ fdT�UKp_i�i~T ^ HKbcTGU LOH7T�e LOJwJcTGR
^ fdT�� LOFdeBfnp H7T[JML ^ b \ NdU LONdR ^ fdT[p LOH7T-N \X^ U ^ HBLObwPQf ^ g \ HKa LOH7R�e \ NdU7T�4nFdT[NdeGTGU \ g ^ fdT
R�T��dN�b ^ b \ NdU FdUKF�LOJwJwp{g \ H N \ HKi LOJ;i L ^ T[HKbMLOJcU ^ fdT[p T����8T[HKbwi~T[N ^ LOJwJwp R \ N � ^ f \ JcR �)( � �
� N ^ a \ R bwi~T[NdUKb \ NdUDa?T�f�L vxT \ N�Jwp \ NdT � LOFde7fqp/H7T[JML ^ b \ N

Cxxyy = Cxyxy,

\ H�bwN ^ fdT � \ bwP ^ N \X^ L ^ b \ N
C12 = C33,

! % � %?% $
a�f�bwJcT(bwN ^ f�H7TGT%R bwi~T[NdUKb \ NdU-a?T(f�L vxT(g \ H-T���LOi.��JcT{���2jdH \ i ^ fdT%T����8T[HKbwi~T[N ^ LOJ
� \ bwN ^ vqbcT[a b ^ bcU ] N \ a�N ^ f�L ^ g \ H i LONnp�i L ^ T[HKbMLOJcU ^ fdT�� LOFde7fnp�H7T[JML ^ b \ NdU>bwN�PxT[NdT[HBLOJ
R \ N � ^ f \ JcR,�da�f�bwJcT \ N ^ fdT \X^ fdT[H�f�LONdR ^ fdT \ H7T ^ bce LOJwJwp/b ^ bcU0� \ UBUKbwm�JcT ^7\ UKf \ a ^ f�L ^
b ^ bcU�U7F � e[bcT[N ^�^7\ f�L vxT L-UKbwN�PQJcT�U<�@TGe[bcTGU�e[HKp U ^ LOJ@a�b ^ f���LObwHKa�bcU7TWbwN ^ T[HBLXe ^ b \ NdUWLONdR
^ fdT
f�LOHKi \ N�bce L
����H \ �_bwi L ^ b \ N �>g \ H ^ fdT-T�4qN � % � %?% ^7\ m@T*vxT[HKb ��TGR �)( � � � f�bcUWa�bwJwJ
m@T ^ fdT�e LXU7T~LOJcU \ bwN ^ f�bcU ^ fdTGUKbcUC! L ^ JcT LXU ^ bwN ^ fdT-m�F�J ] e LXU7T $ U7bwNdeGT*a T�a�bwJwJ R�T LOJ
fdT[H7T a�b ^ f L ^ a \ s m \ R p@� \X^ T[N ^ bMLOJ LONdR�L ^ HKbMLON�PQF�JMLOH,e[HKp_U ^ LOJ �
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	�� �%�!*� *�� ��
!�����
�%� ��
 �������

0 T a�bcUKf ^7\ R�T[HKbwvxT ^ fdT,JwbwNdT LOH?H7T[JML ^ b \ N%m@T ^ a TGT[N ^ fdTDvQLOHKbML ^ b \ N \ g ^ fdT U ^ HBLObwN/LONdR
^ fdT(vQLOHKbML ^ b \ N \ g ^ fdT%U ^ H7TGU7U*g H \ i ^ fdT%H7T g T[H7T[NdeGT/e \ N��dPQF�HBL ^ b \ N�!51 \_\X] T*� U*JML a $ �
jdH \ i T�4nNdU;� % � ��� % �)>~LONdR % �)'-a T e LON{a�HKb ^ T

σij(x) =
ρ(X)

J
αikαjl

∂f

∂ηkl
= J−1αikαjl[σkl(X) + Cklmnηmn + · · · ]. ! % � % � $

, T ^ � U e \ NdUKbcR�T[H~bwN��dN�b ^ TGU7bwi LOJ R bcU<��JMLXeGT[i~T[N ^ g H \ i ^ fdT/H7T g T[H7T[NdeGT�e \ N��dPQF�HBL ^ b \ N �
a T�a LON ^D^7\ T[vQLOJwF�L ^ T

∂σij
∂ηkl

∣

∣

∣

∣

{η=0}
, ! % � % ( $

a�fdT[H7TWfdT[H7TWa T e \ NdUKbcR�T[H�bwN ^ fdT�R�T��dN�b ^ b \ N�T�4qN � % � % g \ H ηij \ N�Jwp ^ fdTWJwbwNdT LOH0��LOH ^bwN ^ fdTWR bcU<��JMLXeGT[i~T[N ^ U;�2�uN \ H7R�T[H ^7\ T[vQLOJwF�L ^ T ^ fdT R�T[HKbwvQL ^ bwvxTWbwN ^ fdT T�4qN � % � % (*a?T
NdTGTGRST�����H7TGUBUKb \ NdU g \ H ^ fdTDR�T[HKbwvQL ^ bwvxT \ g ^ fdT�rnLXe \ m�bMLON/LONdR-g \ H ∂αij

∂ηkl

� j \ H ^ fdT �dH7U ^

% �



a T e LON{FdU7T�rqLXe \ m�b/� U�bcR�T[N ^ b ^ p
∂J

∂αrs
= (α−1)srJ,

! % � % + $

a�f�bwJcT�g \ H ^ fdT UBTGe \ NdR/a?T e LON/FdUBT ^ fdT,g \ HKi*F�JML � � �

∂αij
∂ηkl

=
1

2
(δikδjl + δjkδil) .

! % � % > $

t,UKbwN�P ^ fdT{T�4qNdU�� % � % +�LONdR % � % > bwN ^ fdT{R�T[HKbwvQL ^ bwvxT % � % ( LONdR&e \ NdU7bcR�T[HKbwN�P ^ fdT
H7T g T[H7T[NdeGT e \ N��dPQF�HBL ^ b \ N η = 0 a?T�f�L vxT
∂σij
∂ηkl

∣

∣

∣

∣

η=0

= Bijkl =
1

2
(σikδjl + σilδjk + σjkδil + σjlδik − 2σijδkl) + Cijkl,

! % � % � $
LONdR 1 \_\X] T*� U�JMLGa bwN/b ^ U�i \ H7T�PxT[NdT[HBLOJ g \ HKi1bcU

σij(x) = σij(X) +Bijklηkl.
! % � % & $

�uN U7bwi�bwJMLOH a L p�a?T,e LON~a�HKb ^ T ^ fdT % � & LXU LWa L vxT T�4qF�L ^ b \ N � U ^ LOH ^ bwN�P g H \ i ^ fdT
T�4qN � % � % �~LONdR/FdU7bwN�P ^ fdT�bcR�T[N ^ b ^ p \ g I;F�JcT[H o;b \ JML LONdR{rqLXe \ m�b � ��� + �

∂

∂rj

αjl
J

= 0, ! % � % ' $

LONdR ^ fdT�R�T��dN�b ^ b \ N % � �-a T�f�LGvxT
∂σij
∂rj

=
ρ(X)

J

∂rj
∂Rl

∂

∂rj

[

αik
∂f

∂ηkl

]

=
ρ(X)

J

∂

∂Rl

[

αik
∂f

∂ηkl

]

, ! % � %=< $

N \ a ^ L ] bwN�P~bwN ^7\ LXeGe \ F�N ^D^ fdT UBTGe \ NdR ��LOH ^D\ g;T�4nN � % � % �-a T�f�LGvxT

∂σij
∂rj

= [σjl(X)δik + Cijkl]
∂2rk

∂Rj∂Rl
, ! % � �Q� $

U \-^ fdT T�4nF�L ^ b \ N \ g i \X^ b \ N % � &-m8TGe \ i~TGU

ρ(X)r̈i = Sijkl
∂2rk

∂Rj∂Rl
, ! % � � % $

a�b ^ f ^ fdT e \ T�� e[bcT[N ^ U Sijkl a�f�bce7f�bwN ^ fdT i \ H7T�PxT[NdT[HBLOJ>e LXU7TWf�L vxT ^ fdTWg \ HKi

Sijkl = σjl(X)δik + Cijkl.
! % � �Q� $

%?%



� fdT i~T LON�bwN�P \ g;T�4qNdU�� % � % � LONdR % � �Q��bcU ^ f�L ^ b g ^ fdT U ^ H7TGU7U�bwN ^ fdT H7T g T[H7T[NdeGT
e \ N��dPQF�HBL ^ b \ N bcU�N \ N-E T[H \ � ^ fdT[N ^ fdT ^ f�H7TGT ^ fdT[HKi \ T[JMLXU ^ bce e \ T�� e[bcT[N ^ U a?T R�T��dNdTGR
N�LOi~T[Jwp ^ fdT*T[JMLXU ^ bce*e \ NdU ^ LON ^ U C � ^ fdT
T[JMLXU ^ bce i \ R F�Jwb B LONdR ^ fdT
e \ T�� e[bcT[N ^ U SLOH7TWLOJwJ@R b �@T[H7T[N ^ �21 \ a?T[vxT[H ^ fdT[H7T�LOH7T,U \ i~T U7bwi.��Jwb ��e L ^ b \ NdU b g>a?T,e \ NdUKbcR�T[H�LXU a?T
a�bwJwJdR \ g \ H LOJwi \ U ^ LOJwJ ^ fdT�e LXU7TGU;bwN ^ f�bcU ^ fdTGU7bcU�� ^ fdT�e LXU7T \ g LON�bwN�b ^ bMLOJ�fnp R H \ U ^ L ^ bce
��H7TGUBUKF�H7T

σij(X) = −Pδij , ! % � �?( $
^ fdT T�4nN � % � % ��U7bwi.��Jwb ��TGU�bwN

Bijkl = −P (δjlδik + δilδjk − δijδkl) + Cijkl,
! % � ��+ $

LONdR ^ fdT�T�4nN � % � �Q��m8TGe \ i~TGU

Sijkl = −Pδjlδik + Cijkl.
! % � �?> $

� g�a T e \ NdUKbcR�T[H LON-bcU \X^ H \ ��bce i L ^ T[HKbMLOJ �xFdUKF�LOJwJwp ^ fdT ^ fdT U ^ H7TGUBU suU ^ HBLObwN-H7T[JML ^ b \ NdU
! bwN ^ a \ R bwi~T[NdUKb \ NdU $ LOH7T�a�HKb ^K^ T[N bwN ^ fdTWg \ HKi � % �

σik = Kηllδik + 2µ(ηik −
1

2
ηllδik),

! % � �Q� $
a�fdT[H7T K bcUWe LOJwJcTGR ^ fdT-m�F�J ] i \ R F�JwFdU LONdR µ ^ fdT-UKfdT LOH�i \ R F�JwFdU��:� \ i.��LOHKbwN�Pa�b ^ f % � ��+�a?T e LON{a�HKb ^ T ^ fdTGU7T�T[JMLXU ^ bce�i \ R F�Jwb>LXU�e \ i m�bwN�L ^ b \ N \ g ^ fdT C ! bwN ^ fdT
e LXUBT \ g fqp_R H \ U ^ L ^ bce ��H7TGU7UKF�H7T $

K =
1

2
(C11 +C12), µ =

1

2
(C11 − C12) − P = C33 − P, ! % � �0& $

LONdR ^ fdT � LOFde7fnp/H7T[JML ^ b \ N % � %?% e LON/m@TWa�HKb ^K^ T[N

µ =
K

2
− P. ! % � �?' $

0 T~a�bwJwJ FdU7T�bwN ^ f�bcU ^ fdTGUKbcU
LOJcU \/^ fdTGU7T i \ R F�Jwb UKbwNdeGT ^ fdT ^ HKbMLON�PQF�JMLOH*JML ^K^ bceGT a?T
a�bwJwJ e \ NdUKbcR�T[H-e LON�m@T~H7T[PnLOH7R�TGR"LXU�LON bcU \X^ H \ ��bceSi L ^ T[HKbMLOJ � � f�bcU*bcU
R FdT ^7\{^ fdT
f�bwPQf(UKp_i�i~T ^ HKp \ g ^ fdTDJML ^K^ bceGT,LONdR bwN PxT[NdT[HBLOJ8b ^ � U N \X^?^ HKFdTDU \ g \ H T���LOi.��JcTDb g a?T
a \ F�JcR/e \ NdUKbcR�T[H ^ fdTWfdT��dLOP \ N�LOJ UKpqi�i~T ^ HKpSm�F ^ bwN (
R bwi~T[NdUKb \ NdU�a?TWa \ F�JcR%f�L vxT
>
bwNdR�T&�@T[NdR�T[N ^ T[JMLXU ^ bce e \ NdU ^ LON ^ U��

% �




���� �&* �%��� *� ���)� � �
� ����
!��� �%��� � � �

? JcU \ bwN.T[JMLXU ^ bce[b ^ p ^ fdT \ HKp"e \ NdeGT&� ^ U \ g ^ fdT[HKi \ R pqN�LOi�bceGU(L ^ bwN ^ T[H g LXeGTGU e LON.m8T
FdUBTGR,� ? R�T��dN�b ^ b \ N \ g bwN ^ T[H g LXe[bMLOJ T���eGTGU7U@4nF�LON ^ b ^ p�g \ H ^ fdT T[JMLXU ^ bce T[NdT[HKPQp�bcU
� \ U7UKbwm�JcT LONdR/g H \ i ^ f�L ^ L-U7F�H g LXeGT U ^ H7TGU7U�LONdR�L-UKF�H g LXeGT U ^ HBLObwN �

� fdT�bwN ^ T[H g LXe[bMLOJ�T[JMLXU ^ bce T[NdT[HKPQp(eBf�LON�PxT δW ���	��
���
 e LON{m@TWa�HKb ^K^ T[N LXU

δW ������
���
 =

∫ xB

xA

σij(x)δηij(x)dV − σAijδη
A
ijV

A − σBijδη
B
ijV

B, ! % � � < $

a�fdT[H7T σij(x) LONdR ηij(x) LOH7T ^ fdT m�F�J ] U ^ H7TGUBU LONdR�U ^ HBLObwN ^ T[NdU \ H(��H \ �dJcTGUWLXe[H \ UBU^ fdT bwN ^ T[H g LXeGT%! �@T[H<�@T[NdR bce[F�JMLOH ^7\W^ fdT��*R bwH7TGe ^ b \ N $ �-�ug8e \ NdR b ^ b \ NdU;Jwb ] T i~TGeBf�LON�bce LOJ
T�4qF�bwJwbwm�HKbwF�i LONdR&LOmdU7T[NdeGT \ g,H7T[JML ^ bwvxT/PQJwbcR bwN�P2m@T ^ a?TGT[N ^ fdT ^ a \ i L ^ T[HKbMLOJcU LOH7T
g F�J �dJwJcTGR.LONdR.U<��Jwb ^K^ bwN�P ^ fdT%U ^ HBLObwN&LONdR ^ fdT(U ^ H7TGU7U ^ T[NdU \ H7U-bwN&L���LOHBLOJwJcT[JDLONdR.L
�@T[H<�@T[NdR bce[F�JMLOH ��LOH ^ a�b ^ f H7TGU<�@TGe ^ ^7\S^ fdT*U7F�H g LXeGT
� ^ fdT
T�4nN � % � � < f�LXU�LSUKbwi.��JcT[H
g \ HKi

δW ���	��
���
 = (δη
‖
ijsij + σ⊥ijδeij)SAB,

! % �)(Q� $
a�fdT[H7T

sij =
1

SAB

[
∫ xB

xA

σ
‖
ij(x)dV − σ

‖A
ij V

A − σ
‖B
ij V

B

]

, ! % �)( % $

eij =
1

SAB

[∫ xB

xA

ε⊥ij(x)dV − ε⊥Aij V A − ε⊥Bij V B

]

. ! % �)(Q� $

� fdT H7T[JML ^ b \ NdU % �)( % LONdR % �)(Q�~R�T��dNdT sij LXU ^ fdT�bwN ^ T[H g LXe[bMLOJ�T���eGTGU7U 4qF�LON ^ b ^ p ! �@T[HF�N�b ^ LOH7T L $
\ g ^ fdT@��LOHBLOJwJcT[J�e \ i.� \ NdT[N ^ U \ g ^ fdT%m�F�J ] U ^ H7TGU7U ^ T[NdU \ H LONdR eij LXU^ fdT*bwN ^ T[H g LXe[bMLOJ T�� eGTGU7U 4qF�LON ^ b ^ p \ g ^ fdT �@T[H<�8T[NdR bce[F�JMLOHWe \ i.� \ NdT[N ^ U \ g ^ fdT m�F�J ]
U ^ HBLObwN ^ T[NdU \ H�� � fdT ^ a \ e \ NdR b ^ b \ NdU%FdUBTGR&f�LGvxT ^ fdT�g \ JwJ \ a�bwN�P.i~T LON�bwN�P�6 ^ fdT
N \ N"PQJwbcR bwN�P e \ NdR b ^ b \ N ^ T[JwJcU ^ f�L ^�^ fdT(bwN��dN�b ^ TGUKbwi LOJDeBf�LON�PxT \ g ^ fdT/U ^ HBLObwN ^ T[N s
U \ HC��LOHBLOJwJcT[J ^7\�^ fdT bwN ^ T[H g LXeGT i FdU ^ m@T ^ fdT UBLOi~T bwN ^ fdT�a�f \ JcT i L ^ T[HKbMLOJWb � T
�
δη

‖
ij(z) = δη

‖A
ij = δη

‖B
ij
�la�f�bwJcT ^ fdT*i~TGe7f�LON�bce LOJ T�4qF�bwJwbwm�HKbwF�i e \ NdR b ^ b \ N2T[NdUKF�H7TGU

^ f�L ^S^ fdT/N \ HKi LOJWe \ i.� \ NdT[N ^ U \ g ^ fdT�U ^ H7TGU7U ^ T[NdU \ H(LOH7T{f \ i \ PxT[NdT \ FdU(bwN ^ fdT
a�f \ JcT
i L ^ T[HKbMLOJ σ⊥ij(z) = σ⊥Aij = σ⊥Bij

U \ b g \ NdT���f�LXU7T ! g \ H,bwNdU ^ LONdeGT J $ bcU ^ fdT
vQLXe[F�F�i���i~TGeBf�LON�bce LOJ T�4qF�bwJwbwm�HKbwF�iki~T LONdU�E T[H \ �8T[H<�@T[NdR bce[F�JMLOHDU ^ H7TGU7U;�

� fdT UKF�H g LXeGT U ^ H7TGUBU,LONdR U ^ HBLObwN ^ T[NdU \ H�LOH7T bwi.� \ H ^ LON ^ g \ H R�TGU7e[HKbwm�bwN�P%T[JMLXU ^ bce
T�� TGe ^ U \ N ^ fdT ^ fdT[HKi \ R pqN�LOi�bceGU \ g L�U \ JwbcR��OU \ JwbcR�bwN ^ T[H g LXeGT
�0�ug;a?T e \ NdU7bcR�T[H ^ a \
U \ JwbcR ��f�LXU7TGU%U7T&��LOHBL ^ TGR�mnp�LON�bwN ^ T[H g LXeGT2LONdR3L H7T[vxT[H7UKbwm�JcT ^ HBLONdU g \ HKi L ^ b \ N3bwN
a�f�bceBf~fdT L ^ �nU ^ H7TGU7U LONdR:��LOH ^ bce[JcT�NqF�i m@T[H e LON~m@T�e7f�LON�PxTGR,� ^ fdT bwN ^ T[H g LXe[bMLOJlT���eGTGU7U

% (



��LOH ^ bwN ^ fdT.! g \ H T��dLOi.��JcT $ bwN ^ T[HKN�LOJ�T[NdT[HKPQp(e LON%m@T a�HKb ^K^ T[N/FdU7bwN�P ^ fdT,T�4qN � % �)(Q�
LONdR{f�LXU ^ fdTWg \ HKi

dU ���	��
���
 = TdS ���	��
���
 + (δη
‖
ijsij + σ⊥ijδeij)A+ µidN ������
���
i . ! % �)(?( $

� fdT
UKbwi�bwJMLOH�T�����H7TGU7UKb \ N bwN ^ fdT
e LXU7T \ g2/dF�bcR��;/dF�bcR bwN ^ T[H g LXeGT*a \ F�JcR bwNnv \ JwvxT ^ fdT
U7F�H g LXeGT ^ T[NdUKb \ N γ

dU ���	��
���
 = TdS ������
���
 + γdA+ µidN ���	��
���
i . ! % �)(�+ $

?�e ^ F�LOJwJwp2bwN ^ fdT~i \ U ^ PxT[NdT[HBLOJ?e LXU7T a?TSe LON f�LGvxT%L/H7T[vxT[H7U7bwm�JcT ^ HBLONdU g \ HKi L ^ b \ N
bwN a�f�bce7f2L ^D^ fdT*UBLOi~T ^ bwi~T ^ fdT[H7T bcU R�T g \ HKi L ^ b \ N2LONdR e[H7T L ^ b \ N \ g ^ fdT UKF�H g LXeGT
�
^ f�L ^ bcU�bwNdU ^ T LXR \ g ^ fdT�T�4nN � % �)(?(-a?T U7f \ F�JcR/e \ NdUKbcR�T[H

dU ���	��
���
 = TdS ������
���
 + γdA � ��
 + (δη
‖
ijsij + σ⊥ijδeij)A+ µidN ���	��
���
i . ! % �)(?> $

� f�bcU T�����H7TGU7UKb \ N ^7\ PxT ^ fdT[H a�b ^ f ^ fdT�g LXe ^ ^ f�L ^ ^ fdT T���eGTGU7U bwN ^ T[HKN�LOJ T[NdT[HKPQp U ���	��
���
bcU-LOJwa L p_U~L/g F�Nde ^ b \ N \ N�Jwp \ g ^ fdT(T[N ^ H \ �qp>� ^ fdTSbwN ^ T[H g LXeGT(LOH7T L�� LONdR ^ fdT NqF�i-s
m@T[H \ g ��LOH ^ bce[JcTGU*e LON m@T-FdU7TGR ^7\ R�T[HKbwvxT ^ fdT[HKi \ R p_N�LOi�bce LOJ?H7T[JML ^ b \ NdU bwNnv \ Jwv_bwN�P
^ fdT%UKF�H g LXeGT 4nF�LON ^ b ^ bcTGU \ g T�4nN � % �)(?> ��LOH ^ bce[F�JMLOHKJwp ^ fdT *qfqF ^K^ JcT[a \ H ^ f�T�4qF�L ^ b \ N
e \ N�NdTGe ^ bwN�P ^ fdT�bwN ^ T[H g LXeGT U ^ H7TGUBU sij ^7\~^ fdTWbwN ^ T[H g LXeGT T[NdT[HKPQp γ �)>���� � �

� ^ bcU�LOJcU \ � \ U7UKbwm�JcT ^7\ R�T��dNdT�UKF�H g LXeGT�T[JMLXU ^ bce�e \ NdU ^ LON ^ U LONdR{LOJcU \
^7\ a�HKb ^ T LON
1 \_\X] � U JML a&g \ H ^ fdT�UKF�H g LXeGT�U ^ H7TGU7U�� j \ H?L�U7p_U ^ T[i�a�b ^ f(L g H7TGT�U7F�H g LXeGT ^ fdT�T[NdT[HKPQp
F�� \ N L R�T g \ HKi L ^ b \ N \ g L PQbwvxT[N ��LOH ^W\ g ^ fdT UKp U ^ T[i \ g;v \ JwF�i~T V0

LONdR�UKF�H g LXeGT
\ g LOH7T L A0

e LON/m8TWa�HKb ^K^ T[N LXU

E = E0 +A0γ0 +A0s0,ijηij +
1

2
V0Cijklηijηkl + · · · , ! % �)(Q� $

a�fdT[H7T γ0
LONdR s0,ij LOH7T ^ fdT U7F�H g LXeGT T[NdT[HKPQp*LONdR U7F�H g LXeGT U ^ H7TGU7U \ g ^ fdT F�NdR�T g \ HKi~TGRU7p_U ^ T[i�� � N ^ fdT \X^ fdT[H�f�LONdR%g \ H ^ fdT�m�F�J ] U7p_U ^ T[i1a T e LON{a�HKb ^ T

E
��� 9��

= E0 +
1

2
C

��� 9��
ijkl ηijηkl + · · · . ! % �)(0& $

% +



I-����LONdR bwN�P ^ fdT�T�� eGTGU7UDT[NdT[HKPQp E −E
��� 9�� \ NdT f�LXU

A0γ0 =
[

E −E
��� 9�� ]

η=0
, A0s0,ij =

[

∂E

∂ηij
− ∂E

��� 9��
∂ηij

]

η=0

,

A0C
� � ��
ijkl =

[

∂2E

∂ηij∂ηkl
− ∂2E

��� 9��
∂ηij∂ηkl

]

η=0

.

� jdH \ i ^ fdTGU7TDR�T��dN�b ^ b \ NdU?b ^ bcU?LOJcU \ � \ U7U7bwm�JcT ^7\ e LOJce[F�JML ^ T ^ fdTDR�T&�@T[NdR�T[NdeGT \ g ^ fdT
U7F�H g LXeGT�T[NdT[HKPQp{LONdR ^ fdT U7F�H g LXeGT�U ^ H7TGUBU a�b ^ f ^ fdT R�T g \ HKi L ^ b \ N �

1 \ a?T[vxT[H LOJ ^ f \ F�PQf2bwN ^ f�bcU ^ fdTGUKbcU,a?T
a�bwJwJ;R�T LOJ0! LOi \ N�P \X^ fdT[H ^ f�bwN�PxU $ a�b ^ f
^ fdT T[JMLXU ^ bce m@T[f�LGv_b \ F�H \ g@L,e \ N��dNdTGR~U7p_U ^ T[i+b � T
� UKF�H g LXeGTGU a�bwJwJ�m8T���H7TGU7T[N ^ a?T a�bwJwJ
N \X^ FdUBT ^ fdT.4nF�LON ^ b ^ bcTGU a�f�bceBf�L
���@T LOH fdT[H7T
�.� f�bcU U7TGe ^ b \ N2f�LXU ^7\ m8T-bwN ^ T[NdR�TGR
i \ H7T*LXUDLON \ vxT[HKv_bcT[a \ N ^ fdTA��H \ m�JcT[i \ g T[JMLXU ^ bce[b ^ p%bwN���H7TGU7T[NdeGT \ g;UKF�H g LXeGTGU��
j \ H LWe \ i.��H7T[fdT[NdUKbwvxT�R�TGU7e[HKb#� ^ b \ N \ g ^ f�bcU;UKF�m��KTGe ^ ! bwN (WR bwi~T[NdUKb \ NdU $ LONdR ^ fdT

HKbceBf���fdT[N \ i~T[N \ J \ PQp{U ^ T[i�i�bwN�P g H \ i1b ^ UBTGT � & � �
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?,U�b ^ bcU�a T[JwJ s ] N \ a�N � \ NdT e LON ��H7T&��LOH7T
UKp U ^ T[i~U \ g U8��fdT[HKbce LOJ e \ JwJ \ bcRdLOJ���LOH ^ bce[JcTGU
a�b ^ f3vQLOHKb \ FdU ^ p �@TGU \ g bwN ^ T[HBLXe ^ b \ NdU�62NdT[F ^ HBLOJ ��LOH ^ bce[JcTGU%e \ L ^ TGR�a�b ^ f � \ Jwp_i~T[H
m�HKFdU7fdTGU ^ f�L ^ f�L vxT*L UKf \ H ^ HBLON�PxT T[N ^ H \ ��bce H7T&��F�JcU7b \ N R FdT ^7\~^ fdT T���e[JwFdR�TGR{v \ J s
F�i~T{bwN ^ T[HBLXe ^ b \ N m8T ^ a?TGT[N � \ Jwp_i~T[H7U ��H \ vqbcR�T L i \ R�T[J�g \ HSL
����H \ �_bwi L ^ T f�LOH7R
U8��fdT[H7TGU � %?% � % ��� % (�� % + � � �?f�LOHKPxTGR e \ JwJ \ bcR�U9! a�b ^ f e \ F�N ^ T[HKb \ NdU{bwN ^ fdT U \ JwF s
^ b \ N $ bwN ^ T[HBLXe ^ a�b ^ f ^ fdT Z T �7LOPQF�bwN s , LONdRdLOF s � T[HKvxT[pns � vxT[HKm@TGT ] ! Z , � � $ � \X^ T[N ^ bMLOJ
� % >�� % � � �dL�U7e[H7TGT[NdTGR ! D F ] LGa Lhs ^ p��8T $ � \ F�JwF�i m bwN ^ T[HBLXe ^ b \ N �

1 \ a?T[vxT[H \ g���LOH ^ bce[F�JMLOHWbwN ^ T[H7TGU ^ � bwN \ F�HWe \ N ^ T�� ^ LOH7T���LOH ^ bce[JcTGU�e \ N ^ LObwN�bwN�P�L
U7F��8T[H<��LOHBLOi LOPQNdT ^ bce
e \ H7T
6;b g UKFde7f ��LOH ^ bce[JcTGU LOH7T�fdT[JcR L ^�^ fdT�a L ^ T[H s LObwH bwN ^ T[H g LXeGT
\ g�L a L ^ T[H:�dJwi$F�NdR�T[HKNdT L ^ f�L PQJMLXU7U:��JML ^ T{LONdR \ NdT{L
����JwbcTGU~L i LOPQNdT ^ bce@��T[JcR
\ HKbcT[N ^ TGR �@T[H<�8T[NdR bce[F�JMLOH ^7\W^ fdT�PQJMLXU7U ��JML ^ T
� \ NdTDe[H7T L ^ TGU L 2d UKp U ^ T[i \ g@e \ JwJ \ bcRdLOJ
��LOH ^ bce[JcTGU�bwN ^ T[HBLXe ^ bwN�P a�b ^ f L F�N�b g \ HKi�Jwp%H7T&��F�JcUKbwvxT r−3 bwN ^ T[HBLXe ^ b \ N �)'�� < � �;t,UKbwN�P
JMLXUBT[H ��T[JcR�U m�LXUBTGR R�T[v_bceGTGU�! \ � ^ bce LOJ ^ a TGT[E T[H7U $ b ^ bcU>T[vxT[N�� \ U7U7bwm�JcT ^7\ e \ N��dNdT?UKbwN�PQJcT
H \ a�U \ g���LOH ^ bce[JcTGU LONdR ^ fdT \ H7R�T[HKbwN�P \ g ^ fdT+��LOH ^ bce[JcTGU e LON2m8T-R bwH7TGe ^ Jwp \ mdU7T[HKvxTGR
bwN/H7T LOJ�U<��LXeGT�mnp(v_bcR�T \ i�bce[H \ U7e \ �np>�

1 \ a?T[vxT[H T����8T[HKbwi~T[N ^ U e LON2bwN g T[H ^ fdT:��H7TGe[bcU7T
g \ HKi \ g ^ fdT-bwN ^ T[H<��LOH ^ bce[JcT�� \ s
^ T[N ^ bMLOJlL ^ m8TGU ^ bwNdR bwH7TGe ^ Jwp>�nb g@L ^ LOJwJ �xU \ b ^ bcU bwi.� \ H ^ LON ^ �qLXU L,U \ H ^;\ g8PQF�bcR�T JwbwNdT g \ H
^ fdTDT����@T[HKbwi~T[N ^ U ^7\ �@T[H g \ HKi�e \ i.��F ^ T[H UKbwi F�JML ^ b \ NdU \ g UKF�b ^ LOm�JcT�i \ R�T[J�UKp U ^ T[i~U��

* \*^ fdT bwN ^ T[HBLXe ^ b \ N LOi \ N�P-e \ JwJ \ bcRdLOJ,��LOH ^ bce[JcTGU i L p m@T e \ NqvxT[N�bcT[N ^ Jwp ��LOHBLOi-s

% �



T ^ T[HKbwE TGR{mnp
V (r) = ε

(σ

r

)n
, ! ��� % $

a�fdT[H7T ^ fdTDT���� \ NdT[N ^ i LGp�vQLOHKp g H \ i n = ∞ � %?% � % ��� % (�� % + � bwN ^ fdTDe LXU7T \ g f�LOH7R
U8��fdT[H7T(e \ JwJ \ bcR�U ^7\ n = 3 g \ H-UKF��8T[H<��LOHBLOi LOPQNdT ^ bce�R b#� \ JMLOH�e \ JwJ \ bcR�U �)'�� < � % � � �0 T f�LGvxT eBf \ U7T[N�L � \X^ T[N ^ bMLOJ�a�b ^ f n = 12 LONdR�a�b ^ f�L�e[F ^7\ ��L ^ rc = 5σ,L ^ L ^ T[i.�8T[HBL ^ F�H7T kBT/ε = 1 ! kB bcU ^ fdT J \ J ^ EGi LON�N.e \ NdU ^ LON ^ $ LONdR�R�T[NdUKb ^ p
! eBf \q\ U7bwN�P F�N�b ^ U UKFdeBf ^ f�L ^ σ = 1

$
ρ = 1.05 �-� f�bcU?e7f \ bceGT�H7T ^ LObwNdU ^ fdTDLXR vXLON ^ LOPxT\ g�L UKi \_\X^ f�� \X^ T[N ^ bMLOJ@a�f�bce7f(bcU LOJcU \ UKF � e[bcT[N ^ U7f \ H ^ HBLON�PxTGR g \ H e \ i.��F ^ L ^ b \ N�LOJ

e \ NqvxT[N�bcT[NdeGT
�
? ^ ^ fdTDeBf \ U7T[N%R�T[NdUKb ^ pSLONdR ^ T[i.�8T[HBL ^ F�H7T ^ fdT�m�F�J ] 2d UKp U ^ T[i bcU R�TGT&� bwN ^ fdTe[HKp U ^ LOJwJwbwNdT@��f�LXU7T/U7bwNdeGT g \ H ^ fdT/e7f \ U7T[N&R�T[NdU7b ^ p�i~T[J ^ bwN�P \ eGe[F�H7U~L ^ T ≈ 1.35

� % & � � ` \X^ T ^ f�L ^ ^ fdT*f \ i \ PxT[NdT[b ^ p \ g ^ fdT � \X^ T[N ^ bMLOJ �@T�4qN �D��� % �lbwi.��JwbcTGU ^ f�L ^ ! bwN
d = 2 R bwi~T[NdUKb \ NdU $ T���eGTGU7U ^ fdT[HKi \ R pqN�LOi�bce ��H \ �@T[H ^ bcTGU�! H7T[JML ^ bwvxT ^7\ ^ fdT(bcR�T LOJe \ N ^ HKbwm�F ^ b \ N $ LONdR ^ fdT-U7e LOJcTGR ��LObwHWR bcU ^ HKbwm�F ^ b \ N g F�Nde ^ b \ N g(r/σ) R�T&�@T[NdR \ N LU7bwN�PQJcT=��LOHBLOi~T ^ T[H

x = ρσ2(ε/kBT )2/n, ! ��� � $
HBL ^ fdT[H ^ f�LON ρ LONdR T UBT&��LOHBL ^ T[Jwp � +�( � �` T�� ^ a T?R bcUBe[FdU7U f \ a ^7\ H7T&��H7TGUBT[N ^ ^ fdT e \ N��dN�bwN�P,a LOJwJcU�� 0 T f�L vxT e \ NdUKbcR�T[H7TGR
^ a \/^ p �@TGU \ g m \ F�NdRdLOHKp � \X^ T[N ^ bMLOJ a�f�bceBf ��H \ v_bcR�TGU ^ fdT�e \ N��dNdT[i~T[N ^ bwN L(U ^ HKb#�
a�b ^ f ^ fdT�a LOJwJcU \ HKbcT[N ^ TGR���LOHBLOJwJcT[J ^7\ JML ^K^ bceGT L ��TGU \ g ^ fdT ^ HKbMLON�PQF�JMLOH JML ^K^ bceGT
6

% � � fdT �dH7U ^ e7f \ bceGT bcU;L U \ e LOJwJcTGR ' /lL ^ a LOJwJ )�LONdR*b ^ bcU PQbwvxT[N-mnp-LON*bwN ^ T[PQHBL ^ b \ N
\ g ^ fdT H7T&��F�JcUKbwvxT=��LOH ^D\ g ^ fdT , T[N�N�LOH7R_sur \ NdTGU(� \X^ T[N ^ bMLOJ 6

V 7#8:9;9 = ε 7#8:9;9
(

σ

|x− x 7#8:9;9 |
)10

, ! ���)( $

g \ H
L ��LOH ^ bce[JcTSL ^ � \ UKb ^ b \ N r = (x, y), a�fdT[H7T ^ fdT x− R bwH7TGe ^ b \ N bcU eBf \ U7T[N
�8T[H<�@T[NdR bce[F�JMLOH ^7\-^ fdT m \ F�NdRdLOHKbcTGU��da�f�bwJcT y HKF�NdUDLOJ \ N�P ^ fdTWm \ F�NdRdLOHKbcTGU;�

��� * ^ HKFde ^ F�H7TGR%a LOJwJcU�e LOFdUKbwN�P�L �8T[HKb \ R bce e \ HKHKF�PnL ^ b \ N \ g ^ fdT3� \X^ T[N ^ bMLOJ �2� fdT[p
LOH7T e[H7T L ^ TGR�mqpWeBf \q\ U7bwN�P ^ a \ H \ a�U \ g���LOH ^ bce[JcTGU�! HKF�N�N�bwN�PDbwN ^ fdT y− R bwH7TGe ^ b \ N $
��� TGRSbwN ^ fdT3� \ UKb ^ b \ NdU \ g ^ f�bcU?bcR�T LOJ ^ HKbMLON�PQF�JMLOH JML ^K^ bceGT
�2� fdTGU7T3��� TGRC��LOH ^ b s
e[JcTGU bwN ^ T[HBLXe ^ a�b ^ f ^ fdT,i \ m�bwJcTA��LOH ^ bce[JcTGU a�b ^ f ^ fdT,U�LOi~T(� \X^ T[N ^ bMLOJ V (r)

\ g
T�4nN ��� % � *qF�i�i�bwN�P*F�� ^ fdTGU7T0� \X^ T[N ^ bMLOJcU R FdT ^7\W^ fdT ��� TGR:��LOH ^ bce[JcTGU?R�T��dNdTGU
^ fdT e \ HKHKF�PnL ^ b \ N � \X^ T[N ^ bMLOJ V � ��� � �

\ g U7Fde7f�U ^ HKFde ^ F�H7TGR�m \ F�NdRdLOHKbcTGU;�
� fdT � \ UKb ^ b \ N x 7#8:9;9 \ g ^ fdT ^ a \ a LOJwJcU~LOH7T%L R bcU ^ LONdeGT D L
��LOH ^ a�b ^ f D bwN ^ fdT

% &



j bwPQF�H7T���� % 6�* ] T ^ eBf \ g ^ fdT ^ a \W] bwNdR�U \ g�a LOJwJ�e \ NdUKbcR�T[H7TGR,6�JcT g ^ ^ fdT e LXU7T % ^ fdT ' /lL ^
a LOJwJ )7�dHKbwPQf ^�^ fdT e LXU7T � ^ fdT ' U ^ HKFde ^ F�H7TGR{a LOJwJ )

g \ HKi�6
D = na

√
3

2
, ! ��� + $

a�b ^ f n m8T[bwN�P LON�bwN ^ T[PxT[H LONdR a m@T[bwN�P ^ fdT JML ^K^ bceGT�U<��LXe[bwN�P \ g ^ fdT bcR�T LOJ ^ HKbMLON�PQF�JMLOHJML ^K^ bceGT
e \ i.��L ^ bwm�JcT-a�b ^ f ^ fdT*eBf \ U7T[N R�T[NdU7b ^ p9! U7TGT �dP�� >�� % � ��LOP��,�0&��la�fdT[H7T ^ fdT
JML ^K^ bceGT U<��LXe[bwN�P~bcU�R�T[N \X^ TGR ^ fdT[H7T�a�b ^ f ^ fdT UKp_i m \ J a0

$

a2 ·
√

3

2
=

1

ρ
, ! ���)> $

U \ a�b ^ f ρ = 1.05
^ f�bcU�i~T LONdU a ≈ 1.049 �

� f�bcU�e7f \ bceGT
a LXUWi LXR�T-bwN \ H7R�T[H ^7\ U ^ LOH ^ e \ NdU7bcR�T[HKbwN�P ^ fdT-e \ N��dNdTGR2e LXU7T*bwN
L-U7b ^ F�L ^ b \ N LXU�NdT LOH LXU0� \ U7UKbwm�JcT ^7\~^ fdT�m�F�J ] e LXUBT
�
j�bwN�LOJwJwpSa?T,i~T[N ^ b \ N ^ f�L ^ J \_\X] bwN�P-L ^ ^ fdTWT��@TGe ^�\ g�e \ N��dNdT[i~T[N ^D\ N/e \ JwJ \ bcRdLOJ

U7FdU<�8T[NdU7b \ N
e LON-m@T \ glbwN ^ T[H7TGU ^ LOJcU \ g \ H;LDa�bcR�T vXLOHKbcT ^ p \ g8UKp_U ^ T[i~U�6 T
� P�� T[JcTGe ^ H \ NdU
L ^*^ fdTSU7F�H g LXeGT \ g Jwb 4qF�bcR�fdT[JwbwF�i ^ f�L ^ bcU*e \ N��dNdTGR�bwN�L 4nF�LXUKb s \ NdT suR bwi~T[NdU7b \ N�LOJ
eBf�LON�NdT[J � % ' � ��H \ v_bcR�T*LON�T��dLOi.��JcT�g \ H L�e \ N��dNdTGR 0 bwPQNdT[HDe[HKp U ^ LOJ � +?+ ��� LON \X^ fdT[H
U7Fde7f.UKp U ^ T[i�a�fdT[H7T@��LOH ^ bce[JcTGU-F�NdR�T[H�PxT \ i~T ^ HKbce/e \ N��dNdT[i~T[N ^ LOH7T ' R FdU ^ p9��JMLXU s
i LXU<) � %=< � ! T
� P�� NdT[PnL ^ bwvxT[Jwp e7f�LOHKPxTGR�*qb ��� �dNdT+��LOH ^ bce[JcTGUWa�b ^ f % � µ i R bMLOi~T ^ T[HLOH7T%UKFdU8�8T[NdR�TGR�bwN"a?T L ] Jwp�b \ N�bwE TGR�H gA?DH�R bcU7eBf�LOHKPxTGU � �Q� ��� i LOPQNdT ^7\ HKfdT \ J \ PQbce LOJ
! z � $ e \ JwJ \ bcR�U F�NdR�T[HSe \ N��dNdT[i~T[N ^ � � % � �Q� � LOH7T \ g,PQH7T L ^ bwN ^ T[H7TGU ^ g \ H�vQLOHKb \ FdU
i�bce[H \ /dF�bcR bce
L
����Jwbce L ^ b \ NdU��
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ε ���	�
�
?,U?a?TWUBLObcR~a T,a LON ^ TGR ^7\ UKbwi*F�JML ^ TWL*UKb ^ F�L ^ b \ N%vxT[HKp~NdT LOH ^7\ ^ fdT m�F�J ] e LXU7TWLONdR
^ f�bcUDa LXU ^ HKFdT�N \X^D\ N�Jwp(g \ H ^ fdT�a LOJwJ R bcU ^ LONdeGT�m�F ^ LOJcU \ g \ H ^ fdT vXLOJwFdT \ g ε 7#8:9;9 bwNT�4qN � ���)(���� N \ H7R�T[H ^7\ R \ U \ a?T ^ HKbcTGR�R b � T[H7T[N ^ vQLOJwFdTGU \ g ε 7#8:9;9 ! LONdR~LOJcU \ R b �@T[H7T[N ^R bcU ^ LONdeGTGU LOi \ N�P ^ fdT a LOJwJcU $�^7\ U7TGT�a�f�bceBf e7f�LON�PxTGU \ eGe[F�H ^7\�^ fdT�JML ^K^ bceGT*R FdT ^7\
^ fdT%� \X^ T[N ^ bMLOJ����)( �

0 T��@T[H g \ HKi~TGR&z \ N ^ T s � LOHKJ \ UKbwi*F�JML ^ b \ NdU a�b ^ f ^ fdT�e LON \ N�bce LOJ,z T ^ H \ � \ JwbcU
LOJwP \ HKb ^ f�i�� ^ fdT~UKbwi*F�JML ^ b \ NdU a T[H7T R \ NdT�bwN�L ' U ^ HKb#�8T~PxT \ i~T ^ HKp )�a?T e \ NdUKbcR�T[H7TGR
U7bwi F�JML ^ b \ N m \ � TGUDa�b ^ f LON�PQJcT*LOi \ N�P ^ fdT x LONdR y− R bwH7TGe ^ b \ N \ g 60 R�T[PQH7TGTGUDbwN sU ^ T LXR \ g ^ fdT�FdUKF�LOJ 90 R�T[PQH7TGTGU�� ^ f�bcU a LXU R \ NdT ^7\ UKbwi F�JML ^ TDm8T ^K^ T[H ^ fdT ^ HKbMLON�PQF�JMLOHPxT \ i~T ^ HKp \ g ^ fdT(UKp_U ^ T[i�� � fdT%R bwi~T[NdUKb \ NdU \ g ^ fdT m \ ��TGU
a?T[H7T ! bwN"F�N�b ^-\ g a $
30 × 30 LONdR 20 × 60 � � fdTSLGvxT[HBLOPxTGU*a?T[H7T(R \ NdT \ vxT[H HKF�NdU \ g 106 z �+e[p e[JcTGU
Lhg ^ T[HDLON�T�4qF�bwJwbwm�HBL ^ b \ N \ g LXU�i LONnp/z � sue[p_e[JcTGU LXU�bwN ^ fdTA��H \ R Fde ^ b \ N�HKF�N

0 T�e \ NdUKbcR�T[H7TGR%bwN ��LOH ^ bce[F�JMLOH ^ fdT LON�PQJcT α LOi \ N�P ^ fdTWJML ^K^ bceGT%��JMLONdTGU ! �dPQF�H7T��� � $

α

y

x

j bwPQF�H7T
��� ��6 ? N�PQJcT α m@T ^ a?TGT[N JML ^K^ bceGT���JMLONdTGU�� �uNdU7T ^ 6 U7eBfdT[i L ^ bce ��bce ^ F�H7T
��z LObwN��J \X^ 6 NnF�i~T[HKbce LOJ vXLOJwFdTGU LXeGe \ H7R bwN�P ^7\~\ F�HDU7bwi F�JML ^ b \ NdU�� ^ fdT�vQLOJwFdT \ g α g \ H�f�LOH7Ra LOJwJcU�bcU α �
8 �
� 7#8:9;9 � = 60.68.

�uN ^ fdT �dPQF�H7T ��� � ^ fdT R bcU ^ LONdeGT bcU%e7f \ UBT[N bwN L a L p ^ f�L ^ L ^%^ fdT R�T[NdUKb ^ p
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ρ = 1.05 � 30 JMLGpxT[H7U e LON.m@T{LOJwJ \ e L ^ TGR&T���LXe ^ Jwp.LXU-bwN ^ fdT/m�F�J ] � �uN ^ fdT%bcR�T LOJ
! m�F�J ]�$ e LXU7T ^ fdT%R bcU ^ LONdeGTC�dH7U ^ JMLGpxT[H s JcT g ^ a LOJwJ ! x = 0

$ LONdR ^ fdT(R bcU ^ LONdeGT%JMLXU ^
JML pxT[H s HKbwPQf ^ a LOJwJ ! x = D∗) LOH7T ^ fdT UBLOi~T
�

x1st 9)8�� 
�� =
1

2
·
√

3

2
a = D∗ − x30th 9)8�� 
�� .

0 T*e \ NdUKbcR�T[H7TGR bwN �dPQF�H7T
���)( ^ f�bcU R bcU ^ LONdeGT \ g ^ fdT
R b �@T[H7T[N ^ JMLGpxT[H7U.! ��LOHBLOJwJcT[J
^7\�^ fdT~a LOJwJ R bwH7TGe ^ b \ N $ LONdR ^ fdT JcT g ^ a LOJwJ � g \ H*R b � T[H7T[N ^ ε 7#8:9;9 LONdR�LOJcU \ g \ H ^ a \R b � T[H7T[N ^ vQLOJwFdTGU \ g R bcU ^ LONdeGTGU�e \ HKH7TGU<� \ NdR bwN�P ^7\ e \ NdU7bcR�T[HKbwN�P 30 JML pxT[H7U%! F�� $ LONdR
20 JML pxT[H7U�! R \ a�N $ �
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j bwPQF�H7T ���)(�6 Z bcU ^ LONdeGT m8T ^ a?TGT[N ^ fdT �dH7U ^ �dvxT�e[HKp_U ^ LOJ JMLGpxT[H7U�! ��JMLONdTGU $ ��LOHBLOJwJcT[J ^7\^ fdT a LOJwJ�R bwH7TGe ^ b \ N LONdR ^ fdT�JcT g ^ a LOJwJ>g \ H�R b � T[H7T[N ^ ε 7#8:9;9 � ^ fdT�m�F�J ] LONdR ^ fdT�f�LOH7Ra LOJwJcUDe LXU7T

�Q�



0 T(UBTGT ^ f�L ^-^ fdT%UKb ^ F�L ^ b \ N ��LXU7UKbwN�P g H \ i 30
^7\

20 JMLGpxT[H7U R \ TGUKN � ^ e7f�LON�PxTi*Fde7f(a�f�bwJcT \ N ^ fdT \X^ fdT[H f�LONdR,�qJ \_\X] bwN�P-L ^ ^ fdT �dPQF�H7TGU ��� � LONdR(���)(��na TDU7TGTDf \ a
i*Fde7f ^ fdT�vQLOJwFdT ε 7#8:9;9 bcU;bwi.� \ H ^ LON ^ bwNSR�T g \ HKi�bwN�P ^ fdT�e[HKp_U ^ LOJ ��� fdTDvXLOJwFdT \ g ε 7 8:9;9a�f�bceBf�i�bwN�bwi�bwE T ^ fdT R�T g \ HKi L ^ b \ NdUDbwN ^ fdTWJML ^K^ bceGT U ^ HKFde ^ F�H7T bcU

ε 7#8:9;9 = 0.0005.

� f�bcU a�bwJwJ m8T ^ fdT{vQLOJwFdT{a?T a�bwJwJ e \ NdU7bcR�T[H ^ f�H \ F�PQf \ F ^%^ f�bcU ^ fdTGU7bcU~g \ H ^ fdT
U7bwi F�JML ^ b \ NdU a�b ^ f ^ fdTA/lL ^ a LOJwJcU;�

0 TDe \ NdUKbcR�T[H7TGR%LOJcU \�^ fdT e LXU7T \ g f�LOH7R~a LOJwJcU bwN~a�f�bce7f ^ fdT�bwN ^ T[HBLXe ^ b \ N � \X^ T[N s
^ bMLOJ>bcU

V 7#8:9;9 =
{

0 0 < x < D∗,

∞ T[JcU7T[a�fdT[H7T .
! ��� � $

� N ^ f�bcU*e LXU7T LXe ^ F�LOJwJwp ^ fdT U7p_U ^ T[i bcU N \X^ L�e[HKp_U ^ LOJ LONnp_i \ H7T(LXU a?T e LON�U7TGT�bwN
�dPQF�H7T ��� +�� 1 \ a?T[vxT[H(a?T��@T[H g \ HKi~TGR�U \ i~T{U7bwi F�JML ^ b \ NdU(bwi.� \ U7bwN�P ^ fdT�e[HKp U ^ LOJ
^7\ H7T[i LObwN R bcUKJ \ e L ^ b \ N g H7TGT
� ^ f�L ^ bcU;�@a?T
H7T � TGe ^ TGR LOJwJ ^ fdT-i \ vxTGU�a�f�bce7f2m�HKbwN�P{L
eBf�LON�PxT/bwN ^ fdT(NdT LOH7TGU ^ NdT[bwPQfnm \ F�H7U \ g,LONqp9��LOH ^ bce[JcT ! e g H��2g \ JwJ \ a�bwN�P�U7TGe ^ b \ NdU $ �
? Nnp�UKp_U ^ T[i a�b ^ f ^ f�bcU*e \ NdU ^ HBLObwN ^ a�bwJwJ NdT[vxT[H
i~T[J ^ U \ a?T(e \ F�JcR9�dNdR�LOJcU \ ^ fdT
JML ^K^ bceGT R�T g \ HKi L ^ b \ N vXLOJwFdTGU g \ H ^ fdT�f�LOH7R/a LOJwJ>e LXU7T
�

j bwPQF�H7T/��� +�6C� \ N��dPQF�HBL ^ b \ N&a�b ^ f�f�LOH7R � \X^ T[N ^ bMLOJD��� � ^ fdT(a LOJwJcU-HKF�N"LOJ \ N�P ^ fdT^ bwJ ^ TGR�UKbcR�TGU

� %



� ��� � � � 
���� �%�!*� *�� �%������
!��� �%��� � *� ����%�� ��(�

� LOJce[F�JML ^ b \ NdU \ g8T[JMLXU ^ bce e \ NdU ^ LON ^ U g H \ i�UKbwi*F�JML ^ b \ NdU g LOJwJ_bwN ^7\W^ a \ e L ^ T[P \ HKbcTGU��Qb � T
�
^ fdT[p
LOH7T \ m ^ LObwNdTGR-T[b ^ fdT[H g H \ i ^ fdT[HKi LOJdL vxT[HBLOPxTGU \ g�/dFde ^ F�L ^ b \ NdU \ g ^ fdT U ^ H7TGU7U \ H
^ fdT�U ^ HBLObwN � ^ fdT,U \ e LOJwJcTGR ' /dFde ^ F�L ^ b \ N�)�i~T ^ f \ R�U � �?( � � \ H g H \ i ^ fdT�U ^ H7TGU7U suU ^ HBLObwN
e[F�HKvxT~LXU e \ i.��F ^ TGR g H \ i L%UBT[HKbcTGU \ g UKbwi*F�JML ^ b \ NdU � ��+ � �-j JwFde ^ F�L ^ b \ N i~T ^ f \ R�U��
^ f \ F�PQf H7T�4qF�bwHKbwN�PSJ \ N�PxT[HWHKF�NdUDg \ HWLXeGe[F�i F�JML ^ bwN�P{U ^ L ^ bcU ^ bce LOJwJwp UKbwPQN�b ��e LON ^ RdL ^ L��
LOH7T \ g ^ T[N ��H7T g T[HKH7TGR&m@TGe LOFdU7T ^ fdT�T[N ^ bwH7T i L ^ HKb � \ g ^ fdT{T[JMLXU ^ bce{e \ NdU ^ LON ^ U(e LON
m@T T[vQLOJwF�L ^ TGR�bwN"L�UKbwN�PQJcTSHKF�N � a�f�bwJcTSbwN ^ fdTSUBTGe \ NdR�i~T ^ f \ R g \ H
T[vxT[HKp T[JMLXU ^ bce
e \ NdU ^ LON ^ LON�L
����H \ ��HKbML ^ T*U ^ HBLObwN9! \ HDU ^ H7TGU7U $ f�LXU ^7\ m@T L
����JwbcTGR,�

0 T L
����JwbcTGR ^ a \ /dFde ^ F�L ^ b \ N i~T ^ f \ R�U/bwN \ F�H�U7bwi F�JML ^ b \ NdU�� � N \ H7R�T[H ^7\
T[vQLOJwF�L ^ T ^ fdT T[JMLXU ^ bce2e \ NdU ^ LON ^ U/a?T i \ N�b ^7\ H{m \X^ f ^ fdT U ^ H7TGU7U{LONdR ^ fdT U ^ HBLObwN
^ T[NdU \ H R F�HKbwN�P ^ fdT~UKbwi*F�JML ^ b \ NdU
LONdR T[vXLOJwF�L ^ T ^ fdT[bwH=/dFde ^ F�L ^ b \ NdU�� LXeGe \ H7R bwN�P ^7\
^ fdT T�4nNdU�� % � ��LONdR % � +��de LON/a?T ^ fdT[N e LOJce[F�JML ^ T ^ fdT T[JMLXU ^ bce e \ NdU ^ LON ^ U��

?DJwJ ^ fdT U7bwi F�JML ^ b \ NdU a?T[H7T R \ NdT bwN ^ fdT ` � � T[NdU7T[i*m�JcT U \ NqF�i m@T[H \ g-��LOH ^ b s
e[JcT
��v \ JwF�i~T
LONdR ^ T[i.�8T[HBL ^ F�H7T-LOH7T e \ NdU ^ LON ^ ^ f�H \ F�PQf \ F ^W^ fdT U7bwi F�JML ^ b \ N � J \X^ f
i~T ^ f \ R�U�f�L vxT*LXR vQLON ^ LOPxTGU LONdR�R bcUBLXR vXLON ^ LOPxTGU��

% � * LOi.��JwbwN�P ^ fdT2U ^ H7TGUBU ^ T[NdU \ H LONdR b ^ U@/dFde ^ F�L ^ b \ NdU ] TGT&��bwN�P ^ fdT v \ JwF�i~T
e \ NdU ^ LON ^ i~T LONdU UKi LOJwJ �dN�b ^ T?U7bwE T?T�� TGe ^ �Om�F ^ \ N ^ fdT \X^ fdT[H f�LONdR
b ^ H7T�4qF�bwH7TGU
� \X^ T[N ^ bMLOJcU a�f�bceBfSLOH7T�T[vxT[HKp_a�fdT[H7T�R b � T[H7T[N ^ bMLOm�JcT
�2?�PxT[NdT[HBLOJwbwE L ^ b \ N \ g ^ f�bcU
i~T ^ f \ R,� ^ f�L ^ e LON m@T FdU7TGR a�b ^ f N \ N LON�LOJwp ^ bce+� \X^ T[N ^ bMLOJcU LXU,a?T[JwJ � T�� bcU ^ U
m�F ^ b ^ bcU�i \ H7T R b � e[F�J ^ � �?> � �

��� �uN ^ fdTSU�LOi.��JwbwN�P \ g ^ fdT(U ^ HBLObwN ^ T[NdU \ H�LONdR b ^ U /dFde ^ F�L ^ b \ NdU ^ fdT~g \ HKi \ g
^ fdTA� \X^ T[N ^ bMLOJ bcU�N \X^ U \ bwi.� \ H ^ LON ^ m�F ^ UKbwNdeGT ^ fdT�v \ JwF�i~T ! LONdR/fdT[NdeGT ^ fdT
^7\X^ LOJ U ^ HBLObwN $ LOH7T
e \ NdU ^ LON ^ �@L �dN�b ^ T
UKbwE T
LON�LOJwp UKbcU bcU,H7T�4nF�bwH7TGR bwN \ H7R�T[H ^7\
PxT ^ i~T LON�bwN�PXg F�J ^ fdT[HKi \ R p_N�LOi�bce LOJ 4qF�LON ^ b ^ bcTGU;�ni \ H7T \ vxT[H LXU �dN�LOJ�H7TGUKF�J ^?\ g
^ f�bcU,LON�LOJwp UKbcUDa?T \ m ^ LObwN ^ fdT U \ e LOJwJcTGR e \ i.��JwbMLONdeGT*i L ^ HKb � ^ f�L ^D^ fdT[N f�LXU
^7\ m@TWJwbwN ] TGR ^7\-^ fdT T[JMLXU ^ bce e \ NdU ^ LON ^ U��

� ��� � ��������� � � � � ��� �%�!*� )�

� fdT bcR�T LDfdT[H7T bcU ^7\ T[vQLOJwF�L ^ T ^ fdT U ^ H7TGUBU ^ T[NdU \ H g H \ i ^ fdT v_bwHKbMLOJng \ HKi F�JMLWLONdR ^ fdT[N
^7\ e \ NdUKbcR�T[H b ^ U�/dFde ^ F�L ^ b \ NdU�� j \ H ^ fdT m�F�J ] e LXU7T ^ fdT�g \ HKi F�JMLXT g \ H ^ fdT,e LON \ N�bce LOJ
T[NdUBT[i m�JcT a T[H7T�PQbwvxT[N/g \ H ^ fdTA�dH7U ^�^ bwi~T�bwN � ��+ � � j \ H ^ fdT�U ^ H7TGUBU ^ T[NdU \ H�b ^ H7T LXR�U�6

�Q�



σij =
1

V
〈
∑

〈αβ〉
V ′(Rαβ)

Rαβi Rαβj
Rαβ

〉 − NkTδij
V

, ! ��� & $

a�fdT[H7T ^ fdT U7F�i�i L ^ b \ N*bcU \ vxT[H;LOJwJqR bcU ^ bwNde ^ ��LObwH7U \ g���LOH ^ bce[JcTGU;� Rαβi = (Rα−Rβ)i
�

Rαβ =
∣

∣Rα −Rβ
∣

∣

LONdR V ′(r) = dV
dr
�

j \ H ^ fdT T[JMLXU ^ bce�e \ NdU ^ LON ^ U a?T�f�L vxT

Cijkl =
1

V kT







〈
∑

〈αβ〉
V ′(Rαβ)

Rαβi Rαβj
Rαβ

〉· 〈
∑

〈αβ〉
V ′(Rαβ)

Rαβk Rαβl
Rαβ

〉 −

− 〈





∑

〈αβ〉
V ′(Rαβ)

Rαβi Rαβj
Rαβ



 ·





∑

〈αβ〉
V ′(Rαβ)

Rαβk Rαβl
Rαβ



〉







+

+
1

V
〈
∑

〈αβ〉
V ′′(Rαβ)

Rαβi Rαβj Rαβk Rαβl
(Rαβ)2

〉 − 1

V
〈
∑

〈αβ〉
V ′(Rαβ)

Rαβi Rαβj Rαβk Rαβl
(Rαβ)3

〉 +

+
2NkTδilδjk

V
. ! ���)' $

j \ H L�e \ N��dNdTGR{U7p_U ^ T[i�� a T f�L vxT ^7\ e \ NdUKbcR�T[H ^ fdT e \ N ^ HKbwm�F ^ b \ N \ g ^ fdT�a LOJwJcU
LXU�a?T[JwJ ��a T e \ i.��F ^ TGR{b ^ bwN ^ fdT�g \ JwJ \ a�bwN�P a L p 6

�uN ^ fdT e LXU7T \ g U ^ HKFde ^ F�H7TGR a LOJwJcU a?TDFdU7TGR ^ fdT�g \ HKi*F�JMLXT,��� & LONdRS���)' e \ F�N ^ bwN�P
bwN ^ fdT[i ^ fdTWe \ N ^ HKbwm�F ^ b \ N/g H \ i ^ fdT ��LObwHKa�bcU7T,bwN ^ T[HBLXe ^ b \ NdU�m8T ^ a?TGT[N ^ fdT i \ v_bwN�P
��LOH ^ bce[JcTGU,LONdR ^ fdT=��LOH ^ bce[JcTWg \ HKi�bwN�P ^ fdT�a LOJwJcU��

�uN ^ fdT*e LXU7T \ g ^ fdT /lL ^ a LOJwJcU,PQbwvxT[N mqp ^ fdT*a LOJwJ�� \X^ T[N ^ bMLOJ ���)(���a T g \ JwJ \ a TGR
^ fdTDUKF�PQPxTGU ^ b \ N~bwN � �Q� � a�fdT[H7T�bwNSLWR b �@T[H7T[N ^ m�F ^ U7bwi�bwJMLOH e \ N ^ T�� ^ ! ^ fdT�T[vQLOJwF�L ^ b \ N
\ g ^ fdT*J \ e LOJ U ^ H7TGU7U ^ T[NdU \ H,bwN2LSe \ N��dNdTGR2UKp U ^ T[i $ T LXe7f a LOJwJ a LXU ^ H7T L ^ TGR2LXU�LON
LXR�R b ^ b \ N�LOJ(��LOH ^ bce[JcT \ g�bwN��dN�b ^ T{i LXUBU�a�f�bce7f3R FdT ^7\ UKp_i�i~T ^ HKp"H7T LXU \ NdU��?PQbwvxTGU
e \ N ^ HKbwm�F ^ b \ NdU \ N�Jwp�bwN ^ fdT R bwH7TGe ^ b \ N(N \ HKi LOJ ^7\ ^ fdTDa LOJwJcU�� * \ a?T,e \ NdUKbcR�T[H7TGR g \ H

�?(



^ f�bcUDUKp_U ^ T[i ^ fdTWg \ HKi*F�JMLXT

σij =
1

V
〈
∑

〈αβ〉
V ′(Rαβ)

Rαβi Rαβj
Rαβ

〉 − NkTδij
V

+
1

V
〈
N

∑

h=1

V ′
wall[xh − xleftwall] · (xh − xleftwall)〉δixδjx

− 1

V
〈
N

∑

h=1

V ′
wall[xrightwall − xh] · (xrightwall − xh)〉δixδjx, ! ��� < $

g \ H ^ fdT U ^ H7TGUBU ^ T[NdU \ H�a�f�bwJcTWg \ H ^ fdT T[JMLXU ^ bce e \ NdU ^ LON ^ U�a T�FdU7TGR

Cijkl =
1

V kT







〈
∑

〈αβ〉
V ′(Rαβ)

Rαβi Rαβj
Rαβ

+ wco〉· 〈
∑

〈αβ〉
V ′(Rαβ)

Rαβk Rαβl
Rαβ

+ wco〉 −

− 〈





∑

〈αβ〉
V ′(Rαβ)

Rαβi Rαβj
Rαβ

+ wco



 ·





∑

〈αβ〉
V ′(Rαβ)

Rαβk Rαβl
Rαβ

+ wco



〉







+

+
1

V
〈
∑

〈αβ〉
V ′′(Rαβ)

Rαβi Rαβj Rαβk Rαβl
(Rαβ)2

〉 − 1

V
〈
∑

〈αβ〉
V ′(Rαβ)

Rαβi Rαβj Rαβk Rαβl
(Rαβ)3

〉 +

+
2NkTδilδjk

V
+
δixδjxδkxδlx

V
〈
N

∑

h=1

V ′′
w [xh − xlw] · (xh − xlw)2〉 −

− δixδjxδkxδlx
V

〈
N

∑

h=1

V ′′
w [xrw − xh] · (xrw − xh)

2〉 −

− δixδjxδkxδlx
V

(

〈
N

∑

h=1

V ′
w[xh − xlw] · (xh − xlw)〉 −

− 〈
N

∑

h=1

V ′
w[xrw − xh] · (xrw − xh)〉

)

, ! ��� % � $

a�fdT[H7T ^ fdT ^ T[HKi ' a e \ )�bwNdR bce L ^ TGU ^ fdT�a LOJwJ8e \ N ^ HKbwm�F ^ b \ N ^7\ ^ fdT�v_bwHKbMLOJ�bwNST�4nN �;��� <
^ f�L ^ bcU��

”wco” =
1

V

N
∑

h=1

V ′
wall[xh − xleftwall] · (xh − xleftwall)δixδjx

− 1

V

N
∑

h=1

V ′
wall[xrightwall − xh] · (xrightwall − xh)δixδjx.

! ��� %?% $

��+



� ��� � �������! � � � � �)� �(�!*� ��
0 T FdU7TDfdT[H7T ^ fdTDi~T ^ f \ RC��H \ � \ UBTGR mqp *_T[N�PQF�� ^ L*T ^ LOJ � bwN � �0& � � � NdT,e LON(L
����Jwp
b ^ \ N�Jwp/bwN�UKbwi F�JML ^ b \ NdU \ g e[HKp U ^ LOJcU�� ^ f�L ^ bcU��da�fdT[N b ^ bcU � \ U7UKbwm�JcT ^7\ f�LGvxT-LON{F�N s
R�T[HKJwp_bwN�P H7T g T[H7T[NdeGT�JML ^K^ bceGTDLONdR~b ^ bcU;m�LXU7TGR \ N ^ fdT�UBLOi.��JwbwN�P \ g LON~bwNdU ^ LON ^ LONdT \ FdU
i�bce[H \ UBe \ ��bce�U ^ HBLObwN ' ��T[JcR�) ^ f�L ^ bcU R�T��dNdTGR*bwN�T[vxT[HKp*JML ^K^ bceGT � \ bwN ^ v_bML ^ fdT T�4qN � % � % �
fdT[H7T ^ fdT U7T ^ {u} H7T&��H7TGU7T[N ^ U ^ fdT R bcU8��JMLXeGT[i~T[N ^ U*g H \ i ^ fdT~JML ^K^ bceGT(T�4nF�bwJwbwm�HKbwF�i
� \ UKb ^ b \ NdU PQbwvxT[N mnp ^ fdT~UBT ^ {R} � � fdT R�T[HKbwvQL ^ bwvxTGU*LOH7T T[vQLOJwF�L ^ TGR NqF�i~T[HKbce LOJwJwp^ f�H \ F�PQf �dN�b ^ T R b � T[H7T[NdeGTGU LONdR%g \ H ^ fdT U�L ] T \ g UKbwi.��Jwbce[b ^ p>� \ N�Jwp ^ fdT JwbwNdT LOH3��LOH ^
bwN{T�4qN � % � % bcU ^ L ] T[N�bwN ^7\ LXeGe \ F�N ^ �

�uN \ H7R�T[H%g \ H ^ f�bcU%i~T ^ f \ R ^7\ a \ H ] LXU/b ^ bcU%a�b ^ f \ F ^ i \ R b ��e L ^ b \ NdU{b ^ bcU
NdTGeGTGUBUBLOHKp*N \X^?\ N�Jwp ^7\ f�L vxTDL,JML ^K^ bceGT�m�F ^ LOJcU \�^ f�L ^;^ f�bcU JML ^K^ bceGT�U ^ LGp U R�T g TGe ^ g H7TGT
bwN ^ fdT UKbwi F�JML ^ b \ NdU�� ^ f�L ^ bcU;LOJwJ ^ fdT?z \ N ^ T � LOHKJ \ i \ vxTGU bwN ^ H \ R Fde[bwN�P R bcUKJ \ e L ^ b \ NdU
LOH7T H7T � TGe ^ TGR
U \ R F�HKbwN�P ^ fdT UKbwi F�JML ^ b \ NdU ^ fdT NdT LOH7TGU ^ NdT[bwPQfqm \ F�H7U \ gdT[vxT[HKp=��LOH ^ bce[JcT
e LON�N \X^ m8T?e7f�LON�PxTGR,� � N ^ f�bcU>U7T[NdUBT b ^ bcU>N \X^ T[vxT[N NdTGeGTGUBUBLOHKp ^7\ �@T[H g \ HKi+L � \ H \ N \ b
e \ NdU ^ HKFde ^ b \ N.Lhg ^ T[H*T[vxT[HKp i \ vxT ^7\ R�T ^ T[HKi�bwNdT ^ fdT NdT[a�NdT LOH7TGU ^ NdT[bwPQfnm \ F�H7U \ g
^ fdT i \ vxTGR ��LOH ^ bce[JcT
�_m�F ^ b ^ bcU UKF � e[bcT[N ^ ^7\ e \ N ^ H \ J ^ f�L ^?^ fdTDNdT LOH7TGU ^ NdT[bwPQfnm \ F�H7U
\ g ^ fdT=��LOH ^ bce[JcT
�lJwbcU ^ TGR�L ^D^ fdT m@T[PQbwN�N�bwN�P \ g ^ fdT UKbwi*F�JML ^ b \ N �lU ^ L pxTGR{F�NdeBf�LON�PxTGR,�
LON{T��dLOi.��JcT \ g;UKFde7f�H7T � TGe ^ TGR/i \ vxTGU,LOH7TWPQbwvxT[N�bwN ^ fdT �dPQF�H7T m@T[J \ a
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P \ bwN�P NdT LOH7T[H?LONdR�NdT LOH7T[H ^7\W^ fdT ^ HBLONdUKb ^ b \ N�� \ bwN ^ ^ f�bcU NnF�i m@T[H?U7f \ F�JcR�i \ H7TDLONdR
i \ H7TSbwNde[H7T LXU7T
� \ NdTSe LON�FdU7T ^ f�bcU ^7\ TGU ^ bwi L ^ T ^ fdTSR bcU7J \ e L ^ b \ N ��LObwH g \ HKi L ^ b \ N

�?>



��H \ m�LOm�bwJwb ^ p%LONdR g H \ i ^ f�L ^ R bcU7e[FdU7U ^ fdT ^ a \ R bwi~T[NdUKb \ N�LOJ@i~T[J ^ bwN�P�U7eGT[N�LOHKb \ � �?' � �
��������� �
	���
���������
���	�����	������ �!
��"�$#&%�	�'��)(+*"(+%-,"�/.��

� fdTWm�J \ e ] LON�LOJwp_U7bcU i~T ^ f \ R%f�LXU�m@TGT[N%FdU7TGR(g \ H T��dLOi.��JcT ^7\ e LOJce[F�JML ^ T ^ fdT�e \ i-s
��H7TGUBUKbwm�bwJwb ^ p \ g ^ fdT@� U7bwN�P JML ^K^ bceGT%PnLXU �)(Q� � LONdR ^ fdT ^ a \ R bwi~T[NdU7b \ N�LOJ , T[N�N�LOH7R_s
r \ NdTGU0/dF�bcR �)( % �#(Q� � �-1,T[H7TWa?T R�TGU7e[HKbwm8T*L
vxT[H7UKb \ N \ g ^ f�bcU�i~T ^ f \ R{a�f�bce7f LOJwJ \ a�U
FdU ^7\ T�����Jwbce[b ^ Jwp LONdR UKp U ^ T[i L ^ bce LOJwJwp�bwNde \ H<� \ HBL ^ T ^ fdT��dN�b ^ T
U7bwE T
T�� TGe ^ U�LOHKbcUKbwN�P
g H \ i L N \ N E T[H \ e \ HKH7T[JML ^ b \ N2JcT[N�P ^ f LXU a T[JwJ LXU,U8�8TGe[bMLOJ;e \ NdU ^ HBLObwN ^ U�R FdT ^7\S^ fdT
N�L ^ F�H7T \ g ^ fdT T[NdUBT[i m�JcT FdUBTGR,�
, T ^ � U e \ NdU7bcR�T[H,L ^ a \ suR bwi~T[NdUKb \ N�LOJ UKp U ^ T[i R�TGUBe[HKbwm8TGR/mqp�L�U7e LOJMLOH \ H7R�T[H3��Lhs

HBLOi~T ^ T[H ψ(r) � 0 T LOH7T bwN ^ T[H7TGU ^ TGR bwN ^ fdT ��H \ �@T[H ^ bcTGU \ g ^ f�bcU/UKp U ^ T[i bwN ^ fdT
R bcU \ H7R�T[H7TGR���f�LXU7T
�-� ^ bcU ^ fdT[H7T g \ H7T,UKF � e[bcT[N ^?^7\ FdU7T ^ fdT�g \ JwJ \ a�bwN�P:4qF�LXR HBL ^ bceDg H7TGT
T[NdT[HKPQp(g F�Nde ^ b \ N�LOJ � F [{ψ}] �

F = kBT

∫ (

1

2
rψ2 +

1

2
c{5ψ(r)}2

)

dr. ! ��� % � $

� f�bcU%i~T ^ f \ R e \ NdUKbcU ^ U%bwN3i~T LXU7F�HKbwN�P��,R F�HKbwN�P ^ fdT UKbwi*F�JML ^ b \ N � ψ LONdR b ^ U
/dFde ^ F�L ^ b \ NdUWLGvxT[HBLOPxTGR�a�b ^ f�bwN�U \ i~T�UKF�m�m \ � TGU \ g;UKbwE T Lb < L

^ f�L ^ bcU��

ψ =
1

Lb

∫ Lb

ψ(r)dr, ! ��� % ( $

〈ψ2〉 =
1

L2
b · L2

b

∫ Lb
∫ Lb

〈ψ(r)ψ(r′)〉drdr′. ! ��� % + $
0 T�e LON�R�T ^ T[HKi�bwNdT ^ fdT%g \ HKi \ g ^ fdT�T�4qN ����� % + U ^ LOH ^ bwN�P g H \ i ^ fdT � HKNdU ^ T[bwN s
0 T[HKN�bce ] T�����H7TGU7U7b \ N/g \ H ^ fdT e \ HKH7T[JML ^ b \ N{g F�Nde ^ b \ N{bwN ^ fdT j \ F�HKbcT[H,U<��LXeGT �)(�+ �

βGψψ(q) = 〈ψqψ−q〉 = χ∞
ψψ

1

1 + q2ξ2ψψ
, ! ��� % > $

a�fdT[H7T ξψψ bcU ^ fdT*e \ HKH7T[JML ^ b \ N2JcT[N�P ^ f � χ∞
ψψ
bcU ^ fdT-UKFdUBeGT&� ^ bwm�bwJwb ^ p�bwN ^ fdT*bwN��dN�b ^ T

U7p_U ^ T[i g \ H ^ fdT�vQLOHKbMLOm�JcT ψ � χ∞
ψψ = 〈ψ2〉 = limq→0 βGψψ(q) �` \X^ T ^ f�L ^ T�4_U��"��� % � LONdR&��� % >2LOH7T{L
����H \ ��HKbML ^ T/g \ H ^ fdT%J \ N�P a L vxT[JcT[N�P ^ f

Jwbwi�b ^/\ N�Jwp LONdR�LXU7UKF�i~T ^ f�L ^ e \ HKH7T[JML ^ b \ NdU/bwN ^ f�bcU%Jwbwi�b ^ LOH7T bcU \X^ H \ ��bce
� � f�bcU
LXUBUKF�i.� ^ b \ N{H7TGU ^ HKbce ^ U ^ fdTWvQLOJwbcR b ^ p \ g ^ fdT L
����H \ LXe7f ^ f�L ^ bcU \ F ^ JwbwNdTGR/m8T[J \ a LONdR
U7f \ F�JcR/m8T ] T&� ^ bwN/i�bwNdR,�

�Q�



�uN ^ fdT�f \ i \ PxT[NdT \ FdU,e LXU7T ^ fdT T�4qN � ��� % +~m@TGe \ i~TGU

〈ψ2〉 =
1

L2
b

∫ Lb

〈ψ(r)ψ(0)〉dr =
1

L2
b

∫ Lb

βGψψ(r)dr ≡ 1

L2
b

χLb

ψψ,
! ��� % � $

a�fdT[H7T Gψψ(r) bcU ^ fdT ^ a \ suR bwi~T[NdUKb \ N�LOJ j \ F�HKbcT[H ^ HBLONdU g \ HKi L ^ b \ N \ g ^ fdTD��� % >�� 0 Tf�L vxT
Gψψ(r) =

1

ξ2
χ∞
ψψY (r/ξψψ), ! ��� % & $

a�fdT[H7T
Y (η) =

1

(2π)2

∫ ∞

0
zdz

∫ 2π

0

eizcosθ

[z2 + η2]
dθ. ! ��� % ' $

� NdT,T����8TGe ^ U ^ f�L ^ a�fdT[N ^ fdT,UKbwi F�JML ^ b \ N%m \ �~bcU UKF � e[bcT[N ^ JwpSJMLOHKPxT ^ fdTDm�J \ e ] UKFdU s
eGT&� ^ bwm�bwJwb ^ p2H7TGe \ vxT[H7U*b ^ U bwN��dN�b ^ T vXLOJwFdT χLb

ψψ → χ∞
ψψ
LXU Lb → L ��1 \ a?T[vxT[H ^ fdTm@T[f�LGv_b \ F�H \ g ^ fdT m�J \ e ] UKFdU7eGT&� ^ bwm�bwJwb ^ p/bcU U ^ H \ N�PQJwp{R�T&�@T[NdR�T[N ^W\ N ^ fdT T[NdU7T[i*m�JcT

bwN�a�f�bce7f ^ fdT UKbwi*F�JML ^ b \ N�bcU*e LOHKHKbcTGR \ F ^ �)(?( � �%j \ H*T��dLOi.��JcT
� FdUKbwN�P ^ fdT~JML ^K^ bceGT
PnLXU?JMLON�PQF�LOPxT �)(�+ � �nbwN/L�PQHBLONdR(e LON \ N�bce LOJ T[NdU7T[i m�JcT a�fdT[H7T ^ fdT eBfdT[i�bce LOJ@e \ i.� \ s
U7b ^ b \ N ψ \ g ^ fdT�JML ^K^ bceGTDPnLXU bcU?LOJwJ \ a?TGR ^7\ /dFde ^ F�L ^ T a�f�bwJcT ^ fdTDe7fdT[i�bce LOJ � \X^ T[N ^ bMLOJR b � T[H7T[NdeGT�bcU m8T[bwN�P ] T&� ^ e \ NdU ^ LON ^ � ^ fdT�m�J \ e ] UKFdU7eGT&� ^ bwm�bwJwb ^ p L
����H \ LXe7fdTGU χ∞

ψψ
g \ H

JMLOHKPxT Lb � 1 \ a?T[vxT[H ^ f�bcU bcU�N \ J \ N�PxT[H ^ HKFdT�bwN�L/e LON \ N�bce LOJ T[NdU7T[i m�JcT UKbwNdeGT ^ fdTL vxT[HBLOPxT \ g ψ bwN ^ fdT T[N ^ bwH7T*UKp_U ^ T[i1bcUDe \ NdU ^ HBLObwNdTGR ^7\ vXLON�bcU7f ��� f�bcU�i~T LONdU ^ f�L ^a�fdT[N Lb → L � χLb

ψψ
vQLON�bcUKfdTGU�LOJcU \ � * \ bwN�UKFde7f&L e LXU7T ^ fdTSm@T[f�LGv_b \ F�H \ g χLb

ψψbcU i \ H7T�e \ i.��Jwbce L ^ TGR{m�F ^ �dLOJ ^ f \ F�PQf{bwN ^ fdT ' a�H \ N�P )WT[NdU7T[i*m�JcT
��bcU�U ^ bwJwJ,� \ U7UKbwm�JcT
�
�@T[H g \ HKi�bwN�P ^ fdT�m�J \ e ] LON�LOJwp_UKbcU;� ^7\ f�LGvxT�bwN g \ HKi L ^ b \ NdU \ N χ∞

ψψ
�

� ^ e LON m8T-UKf \ a�N � �0& � ^ f�L ^W^ fdT�LON�LOJwp UKbcUWR \ NdT-m8T g \ H7T*e LON m@T
H7T&�8T L ^ TGR m�F ^
\ NdT f�LXU ^7\ H7T&��JMLXeGT G(r) a�b ^ f

G′(r) = G(r) − ∆L,
! ��� %=< $

a�b ^ f
∆L =

1

L2

∫ L

G(r)dr. ! ��� �Q� $
?,U g \ H ^ fdT G(r)

^ fdT�bwN ^ T[PQHBLOJ@��� % ' e LON�N \X^ m@T�T[vXLOJwF�L ^ TGRST�����Jwbce[b ^ Jwp�m�F ^ b ^ e LON m@T
a�HKb ^K^ T[N�bwN ^ T[HKi \ g L J TGUBU7T[J@g F�Nde ^ b \ N ! e g H�T�4qNdU�� 3.915.2 LONdR 6.532.4 bwN �)(?> � $

G(r) =
2

π
ξ−2χ∞

ψψK0(r/ξ),
! ��� � % $

a�fdT[H7T�g H \ i!N \ a \ N a?T \ i�b ^ ^ fdT UKF�mdU7e[HKb#� ^ U?bwN G � χ � ξ g \ H UKbwi.��Jwbce[b ^ p>� 0 T�f�LGvxT

�0&



^ fdT[H7T g \ H7T
∆L =

1

L2
χ∞Φ(L/ξ), ! ��� �Q� $

a�b ^ f ^ fdTWg F�Nde ^ b \ N Φ(α) m@T[bwN�P R�T��dNdTGR�LXU

Φ(α) =
2

π
α2

∫ 1

0

∫ 1

0
K0

(

α
√

x2 + y2
)

dxdy. ! ��� �?( $

� ^ e LONSm8T�T LXU7bwJwp
vxT[HKb ��TGR ^ f�L ^ g \ H JMLOHKPxT α � Φ(α) P \ TGU ^7\ 1 a�b ^ f�bwN/LWHBLON�PxT O(1) �t,UKbwN�P ^ fdT T�����H7TGU7UKb \ NdU LOm \ vxT
��a?T e LON�a�HKb ^ TWg \ H ^ fdT m�J \ e ] UKFdUBeGT&� ^ bwm�bwJwb ^ p

χLb = χ∞ [

Φ(xL/ξ) − x2Φ(L/ξ)
]

, x =
Lb
L
. ! ��� ��+ $

` \X^ T ^ f�L ^?^ fdTDT�4qN � ��� ��+*PQbwvxTGU χLb → 0 LXU Lb → L LXU a?T T����@TGe ^ TGR,� �uN PxT[NdT[HBLOJf�bwPQfdT[H \ H7R�T[H�e \ HKH7TGe ^ b \ N bwN x e LON L
���8T LOH,bwN χLb LXU,a?T[JwJ � ^ fdT[p�e \ i~T g H \ i ^ fdT
m�H7T L ] R \ a�N \ g ^ fdT 4nF�LXR HBL ^ bceWg \ HKi \ g ^ fdTWg H7TGT�T[NdT[HKPQp{��� % ���

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

L
b
/L

0

0.1

0.2

0.3

0.4

x·
 χ

L
b/ χ

∞

L/ ξ =50
L/ ξ = 10
L/ ξ = 5
L/ ξ = 1

j bwPQF�H7TD��� ��6 χ ·x ^ L ] T[N~g H \ i ^ fdT�T�4qN �;��� ��+%��J \X^K^ TGR~vxT[H7U7FdU x = Lb

L
�Qg \ H R b �@T[H7T[N ^

vQLOJwFdTGU \ g L
ξ
�

�uN ^ fdT+�dPQF�H7T~��� �(a?T:��J \X^K^ TGR χLb · x LOPnLObwNdU ^ x g \ HWvXLOHKb \ FdU�vQLOJwFdTGU \ g L/ξ �0 TWe LON/U7TGT ^ f�L ^ LXU L/ξ → ∞ ^ fdT[N Φ(α) → 1 � U \
^ fdTWT�4nN � ��� ��+-P \ TGU \ vxT[H ^ fdT

�?'



U7bwi.��JcT LXUKp_i.� ^7\X^ bceWg \ HKi

χLb · x = χ∞ (

x− x3
)

. ! ��� �?> $

0 T,e LON ^ fdT[N(T�� ^ HBLXe ^ χ∞ g H \ i ^ fdT,UKJ \ �@T \ g ^ fdT JwbwNdT LOH H7T[PQb \ N(bwN ^ fdT T�4qN � ��� �?>��
� g e \ F�H7UBT a�fdT[N L ∼ ξ

^ f�bcU3��H \ eGTGR F�H7T
bcUDN \X^ U \ a?T[JwJ R�T��dNdTGR LONdR �dNdR bwN�P ^ fdT
JwbwNdT LOH,H7T[PQb \ N bcUDN \X^ U \ U ^ HBLObwPQf ^ g \ HKa LOH7R,�W` T[vxT[H ^ fdT[JcTGUBUDmqp � ^K^ bwN�P ^ fdT g F�JwJ�RdL ^ L
^7\-^ fdT�g \ HKikbwN{T�4qN � ��� ��+~a T e LON�U ^ bwJwJ T[vQLOJwF�L ^ T χ∞ �

��������� � 
���(+.�*�����' 
��"( 
�. 	 *&� (+*�� ��% (+� 
�. ' ' 	 *�� 
�(+* 
��

0 T L
����Jwp*N \ a ^ fdT�i~T ^ f \ R \ g ^ fdT ��H7T[vqb \ FdU U7F�mdU7TGe ^ b \ N ^7\ \ F�H2��H \ m�JcT[i��-� N ^ f�bcU
e LXUBT ψ H7T&��H7TGU7T[N ^ U*U7F�b ^ LOm�JcT�JwbwNdT LOH*e \ i*m�bwN�L ^ b \ NdU \ g�e \ i.� \ NdT[N ^ U \ g ^ fdT U ^ HBLObwN^ T[NdU \ H ηij(R) ��� fdT�U7FdU7eGT&� ^ bwm�bwJwb ^ bcTGU χ ^ fdT[N a�bwJwJ;PQbwvxT ^ fdT-e \ i.��JwbMLONdeGT�i L ^ HKb �,�jdH \ i ^ f�L ^ a?T�e LON ^ fdT[N T[vXLOJwF�L ^ T ^ fdT-T[JMLXU ^ bce�e \ NdU ^ LON ^ U�� , T ^ � UA� \ bwN ^ \ F ^ �dH7U ^
^ f�L ^ a?T
e LON FdUBT ^ fdT
LON�LOJwp UKbcU,T���� \ U7TGR/m@T g \ H7T
� �uN{g LXe ^ LOJwJ ^ fdT*UKbwi F�JML ^ b \ NdU�LOH7T
i LXR�T bwN ^ fdTSe LON \ N�bce LOJ T[NdUBT[i m�JcT
� ^ f�L ^ bcU;� ^ fdT v \ JwF�i~T(LONdR ^ fdT UKf�L
�@T \ g ^ fdT
m \ �2LXU,a?T[JwJ LOH7T-e \ NdU ^ LON ^ ��� fdT \ vxT[HBLOJwJ U ^ HBLObwN \ g ^ fdT
a�f \ JcT�UKbwi*F�JML ^ b \ N2m \ � bcU
����TGR ! = 0 e[JcT LOHKJwp $ �2� f�bcU i~T LONdU ^ f�L ^�^ fdT�U ^ HBLObwN@/dFde ^ F�L ^ b \ NdUDP \-^7\ E T[H \ a�fdT[N
Lb → L U \ a T T����8TGe ^ L
m@T[f�LGv_b \ F�HDJwb ] T ^ fdT \ NdT bwN@�dP�� ��� ���

� \ NdUKbcR�T[H L ^ HKbMLON�PQF�JMLOHWJML ^K^ bceGT*g LOHWLGa L p�g H \ i LONqp���f�LXU7T ^ HBLONdUKb ^ b \ NdUWF�NdR�T[H
LON�fnp R H \ U ^ L ^ bce ��H7TGUBUKF�H7T o�� � fdT*T[JMLXU ^ bceWg H7TGT T[NdT[HKPQp{e LON{m@T�a�HKb ^K^ T[N �lPQbwvxT[N ^ fdT
U7pqi�i~T ^ HKbcTGU�bwN ^ fdT�m�F�J ] e LXUBT
��bwN ^ fdT%4qF�LXR HBL ^ bceWg \ HKi

F =

∫
[

K

2
η2
+ +

µ+ P

2

(

η2
− + 4η2

xy

)

− Pη+

]

dr, ! ��� �Q� $

a�fdT[H7T η+
LONdR η− LOH7TWJwbwNdT LOH�e \ i*m�bwN�L ^ b \ NdU \ g ^ fdT�R bMLOP \ N�LOJ e \ i.� \ NdT[N ^ U \ g ^ fdTU ^ HBLObwN ^ T[NdU \ H

η+ = ηxx + ηyy, η− = ηxx − ηyy.

� N T�4nN ����� �Q� K bcU ^ fdT
m�F�J ] i \ R F�JwFdU LONdR µ ^ fdT*U7fdT LOH,i \ R F�JwFdU.! U7TGT-U7TGe
� % �)(LONdR�T�4nNdU�� % � �0& $ �
�
	���

��	�������������������� 	"!
���$#%�&���(')��!
����*,+���!
�-	.�/	0
�

���$�-	���'1��#0
�	32��$�/'4�5+��$�

Lb = L


+&��!
�

�$#%�&�('768�9���-

+&�:���������$;&

��6�������
<� 	=��>�	0�/��#0?�����

O(a/L)2 @ �5+���!
� a

���A

+��:�(	"
�

���$�B;�	"!C	�>D��

��!5�FE �%E
χL = C · (a/L)2 6= 0
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� fdT UKFdU7eGT&� ^ bwm�bwJwb ^ bcTGU ^7\ e \ NdUKbcR�T[H�bwN ^ f�bcU�e LXUBT LOH7T
6

S++ = 〈η++η++〉, ! ��� �0& $
S−− = 〈η−−η−−〉, ! ��� �?' $
S33 = 4〈ηxyηxy〉. ! ��� � < $

0 T T����@TGe ^ N \ a g \ H ^ fdT ^ f�H7TGT \ g ^ fdT[i ^ fdT�g \ HKi \ g;T�4qN � ��� ��+��dU \�^ f�L ^ T�4qF�L ^ b \ N
e LON�m8T/FdUBTGR ^7\ \ m ^ LObwN ^ fdT UKp U ^ T[i UKbwE T/bwNdR�T&�@T[NdR�T[N ^ 4nF�LON ^ b ^ bcTGU S∞

γγ
� � NdeGT

^ fdTGUBTDe \ i.��JwbMLONdeGTGU�LOH7T \ m ^ LObwNdTGR ^ fdT�m�F�J ] LONdR ^ fdTDUKfdT LOH?i \ R F�JwFdU LOH7T PQbwvxT[N mnp
^ fdT�g \ HKi*F�JMLXT � �0& �

βK =
1

2S++
, ! ���)(Q� $

βµ =
1

2S−−
− βP, ! ���)( % $

βµ =
1

2S33
− βP. ! ���)(Q� $

j \ JwJ \ a�bwN�P ^ fdT UBLOi~T U7e7fdT[i~T b gda?T e \ NdUKbcR�T[H N \ a ^ fdT ^ HKbMLON�PQF�JMLOH;JML ^K^ bceGT bwN ^ fdT
e \ N��dNdTGR�e LXU7T ^ fdT�T[JMLXU ^ bceA��LOH ^�\ g ^ fdT,g H7TGT�T[NdT[HKPQp(a�bwJwJ f�LGvxT L
J \ a?T[HDUKp_i�i~T ^ HKp>�
0 T e \ NdUKbcR�T[H7TGR/bwNdU ^ T LXR \ g;T�4qN � ��� �Q�~L
i \ H7T�PxT[NdT[HBLOJ�T�����H7TGU7UKb \ N

F =

∫

dr











1

2

(

η1 η2 η3

)







C11 C12 0

C12 C22 0

0 0 4C33













η1

η2

η3






− Ptη1 − Plη2











,

! ���)(?( $
a�fdT[H7T*fdT[H7T*a?T*FdU7TGR LOPnLObwN ^ fdT � \ bwP ^ N \X^ L ^ b \ N �8bwN ^ fdT*m�F�J ] e LXU7T \ g e \ F�H7U7T*a?T
f�L vxT C11 = C22

LONdR C12 = C33
�@LONdR ^ fdT*T�4nN �����)(?( bcUDT�4qF�bwvQLOJcT[N ^,^7\ T�4qN ��� �Q�

! UBTGT�LOJcU \ T�4nNdU;� % � �0& g \ H ^ fdT H7T[JML ^ b \ N~m@T ^ a TGT[N ^ fdT C LONdR ^ fdT i \ R F�Jwb K LONdR µ $ �
? PnLObwN J \q\X] bwN�P�L ^W^ fdT+/dFde ^ F�L ^ b \ NdU \ g ^ fdT-R b � T[H7T[N ^ ��LOH ^ U \ g ^ fdT�U ^ HBLObwN ^ T[NdU \ H
a T e LON~e LOJce[F�JML ^ T ^ fdT e \ i.��JwbMLONdeGT i L ^ HKb � S LONdR*g H \ i ^ f�L ^ ^ fdT T[JMLXU ^ bce�e \ NdU ^ LON ^ Ui L ^ HKb � C
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1

2
S−1. ! ���)(�+ $

(Q�



� ���"� �*	 � �

� � 
 � �	� � � � �
��	 � � �
	 � � � ���I�

� ��� 	G��� � � � � 	G� � ���
	

� ��
 � � �(����
!� ��� * � ���%����� 
!* ��� �� )�

 � ���!� �� �# �%��� � � �

�� �
� �(�!*� �*
� �(�)�����%�(���� 	� ��
!#

� N ^ f�bcU�e7f�L
� ^ T[H a T
a LON ^ ^7\ T���� \ U7T ^ fdT-H7TGUKF�J ^ UWa?T
g \ F�NdR g \ H ^ fdT-T[JMLXU ^ bce�e \ N s
U ^ LON ^ U���1 \ a?T[vxT[H;a T��dH7U ^ U ^ LOH ^ a�b ^ f-U \ i~T R�T ^ LObwJcU;LOm \ F ^ f \ a ^ fdT?m�J \ e ] LON�LOJwp UKbcU
a LXU��8T[H g \ HKi~TGR
LONdR*f \ a"a T?T[vQLOJwF�L ^ T ^ fdT?R�T[HKbwvQL ^ bwvxTGU NdTGTGR�TGR g \ H ηij(R) LXeGe \ H7R_sbwN�P ^7\-^ fdT % � % �

0 T e \ NdU7bcR�T[H7TGR�R b �@T[H7T[N ^ a LOJwJdR bcU ^ LONdeGTGU LONdR�U \ R b � T[H7T[N ^ UKp U ^ T[i�UKbwE TGU���� p�� s
bce LOJ@HKF�NdU a?T[H7T �@T[H g \ HKi~TGRSg \ H U7p_U ^ T[i e \ N ^ LObwN�bwN�P�m@T ^ a TGT[N 20× 20 LONdR 80× 80
��LOH ^ bce[JcTGU �8T[H g \ HKi�bwN�P 106 z \ N ^ T s � LOHKJ \ U ^ T&�dU=�@T[H=��LOH ^ bce[JcT�g \ H T[vxT[HKp HKF�N � 0 T
FdUBTGR�U ^ LONdRdLOH7R"z \ N ^ T s � LOHKJ \ i~T ^ f \ R�U-a�fdT[H7T%UKbwN�PQJcT���LOH ^ bce[JcTGU~LOH7T%U7T[JcTGe ^ TGR"L ^
HBLONdR \ i ^7\ L ^K^ T[i.� ^ L,UKi LOJwJ�HBLONdR \ i R bcU8��JMLXeGT[i~T[N ^ bwN~LWU84qF�LOH7T \ glJwbwNdT LOH R bwi~T[N s
U7b \ N k = 0.206 eGT[N ^ T[H7TGR2L ^ ^ fdT \ JcR � \ U7b ^ b \ N \ g ^ fdT���LOH ^ bce[JcT
�(� N ^ fdT
R bwH7TGe ^ b \ N
��LOHBLOJwJcT[J ^7\�^ fdT�a LOJwJcU;���8T[HKb \ R bceWm \ F�NdRdLOHKp%e \ NdR b ^ b \ NdU,LOH7T�FdU7TGR,�

� fdT{m�J \ e ] LON�LOJwp_U7bcU~bcU �@T[H g \ HKi~TGR�T[vxT[HKp 10 z \ N ^ T s � LOHKJ \ U ^ T&�dUSLONdR�b ^ bcUR \ NdT e7f \_\ UKbwN�P Lb bwN ^ fdT,g \ HKi

Lb =
n

100
L, n = 1, 2, · · · , 100.

� fdT UKF�m{m \ � \ g UKbwE T Lb bcU ��JMLXeGTGR{HBLONdR \ i�Jwp 100
^ bwi~TGU�bwN ^ fdT UKbwi*F�JML ^ b \ N�m \ �,�

I vxT[HKp ^ bwi~T ^ fdT LGvxT[HBLOPxT vQLOJwFdTGU \ g ^ fdT e \ i.� \ NdT[N ^ U \ g ^ fdT�U ^ HBLObwN ^ T[NdU \ H�bwN ^ fdT
U7F�m�m \ ��LOH7T e \ i.��F ^ TGR,� LONdR�Lhg ^ T[H ^ f�L ^ ^ fdT NdTGTGR�TGR�e \ HKH7T[JML ^ b \ NdU��,LXeGe \ H7R bwN�P

( %



^7\�^ fdT T�4qN �#�/��� �Q� \ H ^ fdTST�4nN �/���)(?(�� ^ bwi~TGU ^ fdT NnF�i*m8T[H \ g0� \ bwN ^ U bwN ^ fdT UKF�m
m \ � ! LXeGe \ H7R bwN�P ^7\ T�4qN � ��� % � $ �0� fdT[N ^ fdT
LGvxT[HBLOPxT*vXLOJwFdTGU \ vxT[H ^ fdT 100

^ HKbcTGU,LOH7T
e \ NdU7bcR�T[H7TGR-LONdR ^ fdTGU7T a�bwJwJ_m8T ^ fdT UBLOi.��JcTGR
m�J \ e ] L vxT[HBLOPxTGU�� � \ i L ] T�LON-T�����Jwbce[b ^
T��dLOi.��JcT
�lJcT ^ � U ^ L ] T η++

bwN ^ fdT m�F�J ] e LXU7T
6 T[vxT[HKp ^ bwi~T*a?T*e \ NdUKbcR�T[HWLSUKF�m m \ �
a�b ^ f L
PQbwvxT[N Lb/L ��a T T[vQLOJwF�L ^ T

η++ =
1

n(Lb)

n(Lb)
∑

i=1

ηi++,
! (�� % $

a�fdT[H7T ^ fdT~UKF�i bcU \ vxT[H ^ fdT n(Lb)
JML ^K^ bceGTSUKb ^ TGU bwNdUKbcR�T ^ fdT UKF�m m \ �,� 0 T ^ fdT[N

e \ NdU7bcR�T[H ^ fdT U74nF�LOH7T \ g;T�4qN � (�� % ^ bwi~TGU n(Lb)
� ?�g ^ T[H LGvxT[HBLOPQbwN�P \ vxT[H 100

^ HKbcTGU;�
a T ^ L ] T ^ f�bcU�LGvxT[HBLOPxT
��LXeGe \ H7R bwN�P ^7\-^ fdT fdT�T�4qN � ��� % ��LXU ^ fdTWUBLOi.��JcTGR%vQLOJwFdT,g \ H

η++
2 · L2

b = χ
η++

Lb

! (�� � $

�
� fdT�U ^ HBLObwN+��T[JcR*bcU;T[vQLOJwF�L ^ TGR~LXU g \ JwJ \ a�U�6>a?T�e \ NdUKbcR�T[H g \ H;T[vxT[HKp JML ^K^ bceGT � \ bwN ^

^ fdT bwNdU ^ LON ^ LONdT \ FdU,R bcU<��JMLXeGT[i~T[N ^ g H \ i ^ fdT*LGvxT[HBLOPxT%� \ UKb ^ b \ N

uR(t) = R(t) −R, ! (��)( $

a�fdT[H7T ^ fdT~L vxT[HBLOPxT~JML ^K^ bceGT {R} bcUWF��8RdL ^ TGR T[vxT[HKp 105 z \ N ^ T s � LOHKJ \ U ^ T&�dU��+�uN
\ H7R�T[H ^7\ PxT ^D^ fdT
U ^ HBLObwNdUDa T NdTGTGR ^ fdT
R�T[HKbwvXL ^ bwvxTGU ^7\S^ fdT
� e \ i.� \ NdT[N ^ U \ g uRa�b ^ f H7TGU<�@TGe ^D^7\ x LONdR y �3� fdT*R�T[HKbwvQL ^ bwvxTGU�LOH7T e LOJce[F�JML ^ TGR FdUKbwN�P ^ fdT 6 NdT LOH7TGU ^NdT[bwPQfqm \ F�H7U \ g T[vxT[HKp JML ^K^ bceGT/UKb ^ T
� 0 T(e \ NdU7bcR�T[H LOJwJ ^ fdT ^ HKb#��JcT ^ U�i LXR�T(mqp ^ fdT
eGT[N ^ HBLOJ JML ^K^ bceGT:� \ bwN ^ ��JwFdU ^ a \ e \ NdU7TGe[F ^ bwvxT-NdT LOH7TGU ^ NdT[bwPQfnm \ F�H7UC!?g \ HWT��dLOi.��JcT
^ fdT%� \ bwN ^ U {0, 1, 2} U7TGT �dPQF�H7T�m@T[J \ a $
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1 2
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45
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j bwPQF�H7T (�� % 6 , L ^K^ bceGT UKb ^ T LONdR{b ^ U�NdT LOH7TGU ^ NdT[bwPQfqm \ F�H7UDbwN L ^ HKbMLON�PQF�JMLOH e[HKp U ^ LOJ
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* ^ LOH ^ bwN�P~g H \ i ^ fdTGU7T 3 � \ bwN ^�^ f�LON{a T e \ NdUKbcR�T[H ^ fdT 3 e \ JwF�i�N{vxTGe ^7\ H7U






u0
i

X0

Y 0






,







u1
i

X1

Y 1






,







u2
i

X2

Y 2






,

a�fdT[H7T uαi LOH7T ^ fdT
b s ^ f e \ i.� \ NdT[N ^ \ g ^ fdT-R bcU<��JMLXeGT[i~T[N ^ g H \ i ^ fdT-T�4qF�bwJwbwm�HKbwF�i� \ UKb ^ b \ N-g \ H ^ fdT α ��LOH ^ bce[JcT�a�f�bwJcT (Xα;Y α) LOH7T ^ fdT�e \_\ H7R bwN�L ^ TGU \ g@b ^ U;H7T g T[H7T[NdeGTJML ^K^ bceGTC� \ bwN ^ � � fdT[N�a TSe LOJce[F�JML ^ T ^ fdTC��JMLONdT���LXUBUKbwN�P�g \ H ^ fdT 3 � \ bwN ^ U
bwN ^ fdT
ui, x, y

U<��LXeGTWa�f�bceBf�a�bwJwJ f�L vxT ^ fdT�JwbwNdT LOH�g \ HKi

ui = ax+ by + c, ! (�� + $

LONdR�a?T ^ L ] T a = ∂ui

∂x
LONdR b = ∂ui

∂y
� 0 T�H7T&�@T L ^ ^ fdTGUBT e LOJce[F�JML ^ b \ NdUSg \ H(LOJwJ

^ fdT 6
^ HKb#��JcT ^ U%� \ U7U7bwm�JcT~LONdR ^ fdT[N ^ L ] T ^ fdT LGvxT[HBLOPxTSLXU ^ fdT+�dN�LOJ H7TGUKF�J ^ g \ H ^ fdT

R�T[HKbwvQL ^ bwvxTGU�a�f�bceBf LOH7TWFdU7TGR{bwN ^ fdT�JwbwNdT LOH ��LOH ^D\ g;T�4nN � % � % g \ H η �0 T�e \ Nde[JwFdR�T ^ f�bcU U7TGe ^ b \ N�i~T[N ^ b \ N�bwN�P ^ f�L ^ �qLOJ ^ f \ F�PQf bwN L,i \ R b ��TGR�vxT[H7UKb \ N
g \ H ^ fdT�T[vXLOJwF�L ^ b \ N \ g ^ fdT�UKFdU7eGT&� ^ bwm�bwJwb ^ bcTGU;� ^ f�bcU�i~T ^ f \ R a LXU�FdUBTGR N \X^ \ N�Jwp�bwN
U7bwi F�JML ^ b \ NdU�m�F ^ LOJcU \ bwN
T����@T[HKbwi~T[N ^ U�a�fdT[H7T
�Oa�b ^ f v_bcR�T \ i�bce[H \ U7e \ �qp ^ TGe7f�N�b 4qFdTGU��
\ NdT�e LON i \ N�b ^7\ H ^ fdT /dFde ^ F�L ^ b \ NdU \ g ^ fdT0��LOH ^ bce[JcTGU g H \ i ^ fdT[bwH?L vxT[HBLOPxT � \ UKb ^ b \ NdU
LONdR/g H \ i ^ f�L ^ e \ i.��F ^ T ^ fdT�T[JMLXU ^ bce e \ NdU ^ LON ^ U	� % � � �

� ��� � 
!* ��� �� �� 
 � ���!� � �(��� � 
 �%� � *+� �%��� � � 
 �

0 T-H7T&� \ H ^ fdT[H7T \ F�H�H7TGUKF�J ^ U�H7T[PnLOH7R bwN�P ^ fdT-m�J \ e ] LON�LOJwp UKbcU�i~T ^ f \ R a�f�bce7f a LXU
e \ NdU7bcR�T[H7TGR/bwN ^ fdT=��H7T[v_b \ FdU�e7f�L
� ^ T[H

0 T e \ NdUKbcR�T[H7TGRC�dH7U ^ ^ fdT,T LXUKbcTGU ^ e LXUBT
6 ^ fdT m�F�J ] � ^ f�L ^ bcU��_U \ g ^ R bcU ] U a�b ^ f ^ fdT
bwN ^ T[HBLXe ^ b \ N � \X^ T[N ^ bMLOJ ��� % a�b ^ f �8T[HKb \ R bce m \ F�NdRdLOHKp(e \ NdR b ^ b \ NdU?bwN/LOJwJ@R bwH7TGe ^ b \ NdU��
1,T[H7TWa?TWa LON ^ ^7\ �dNdR ^ fdTWm�J \ e ] UKFdUBeGT&� ^ bwm�bwJwb ^ bcTGU LXeGe \ H7R bwN�P ^ fdT�U7eBfdT[i~T \ g T�4qN �
��� ��+(LONdR@�dP�� ��� �

* \ i~T%H7TGUKF�J ^ U LOH7T/UKf \ a�N.bwN9�dPxU (�� �2LONdR (��)(��9� fdT%m@T[f�LGv_b \ F�H7U�a?T(g \ F�NdR
LOH7T ^ fdT \ NdT a TST����8TGe ^ g H \ i ^ fdT ^ fdT \ HKp \ g ^ fdT���H7T[v_b \ FdU
e7f�L
� ^ T[H LONdR"LOH7T~bwN
LOPQH7TGT[i~T[N ^ a�b ^ f � �0& � LXU�a?T[JwJ �
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j bwPQF�H7T (�� ��6 � \ i.��JwbMLONdeGTGU e[F�HKvxTGU�bwN ^ fdTWm�F�J ] e LXU7T
6;U7p_U ^ T[ikU7bwE T 900 ��LOH ^ bce[JcTGU
� ��� � 
!* ��� �� �� 
 � �%�!��� �(��� � 
 �(� � *�� �%�)� � *� �  )��# � � � �%� � �
0 T~H7T&� \ H ^ fdT[H7T ^ fdT~H7TGUKF�J ^ U�a?T�g \ F�NdR g \ H ^ fdT~e \ N��dNdTGR U7p_U ^ T[i~U;� ^ f�L ^ bcU�� U \ g ^
R bcU ] U;a�b ^ fSbwN ^ T[HBLXe ^ b \ N � \X^ T[N ^ bMLOJ8��� % ��JwFdU ^ fdT ^ a \ ^ p �@TGU \ g@a LOJwJcU?a?TDe \ NdUKbcR�T[H7TGR
LXeGe \ H7R bwN�P ^7\-^ fdT U7TGeGU�� ��� % LONdR{��� ���

? U LOJwH7T LXR p � \ bwN ^ TGR \ F ^ bwN UKF�mdU7TGe
�S���)>�� ����R FdT ^7\{^ fdT�J \ a T[H*UKp_i�i~T ^ HKp \ g
^ fdT%��H \ m�JcT[ikbwNdU ^ T LXR \ g ^ fdT 3 e \ i.��JwbMLONdeGTGU S++

� S−−
��LONdR S33

a?T e \ NdUKbcR�T[H7TGR
S11

� S22
� S12

LONdR S33
� j \ H ^ fdT �dH7U ^ 3

\ g ^ fdT[i��;bwN �dP�� (�� +�� ^ fdTSH7TGU7F�J ^ U*a T
g \ F�NdR�LOH7T ^ fdT \ NdT a?T�bwNdR�TGTGR{T����@TGe ^ TGR

1 \ a?T[vxT[H g \ H S33
a T�g \ F�NdR LON2F�NdT����@TGe ^ TGR m@T[f�LGv_b \ F�H�g \ H ^ fdT�e LXU7T \ g ^ fdT

/lL ^ a LOJwJcU;�na�f�bwJcT,bwN ^ fdT,e LXU7T \ g ^ fdT U ^ HKFde ^ F�H7TGRSa LOJwJcU ^ f�bcU R \ TGU N \X^ f�L
���8T[N � ^ fdT
e[F�HKvxTGU~LOH7TC��J \X^K^ TGR"bwN9�dPxU�� (��)> LONdR (�� � H7TGU<�@TGe ^ bwvxT[Jwp>� � fdT%e[F�HKvxTSbwN9�dP�� (��)>
U7f \ a�U ^ f�L ^ g \ H ^ f�L ^ e LXU7T ^ fdT m�J \ e ] LON�LOJwp_UKbcU,U7eBfdT[i~T
LXU a?T*R�T[HKbwvxTGR�bwN UKF�mdU7TGe
�
���)>�� % e LON�N \X^ m@T
L
����JwbcTGR fdT[H7T
�8bwN ��LOH ^ bce[F�JMLOH,a T-e LON�N \X^ fdT[H7T
LXU7U7F�i~T ^ f�L ^W^ fdT
/dFde ^ F�L ^ b \ N \ g ηxy bwN ^ fdT�a�f \ JcT~m \ � bcU*T�4nF�LOJ ^7\ 0

\ H vxT[HKp2UKi LOJwJ �@?!H7T[JwbMLOm�JcT
LON�LOJwp UKbcU�g \ H ^ f�bcU e LXU7T a LXU�N \X^ � \ U7UKbwm�JcT LONdR ^ f�bcU�i LXR�T�b ^ bwi.� \ UBUKbwm�JcTWg \ H�FdU ^7\
T�� ^ HBLXe ^ ^ fdT C33

g H \ i ^ f�bcU;e[F�HKvxT a�b ^ f ^ fdT i~T ^ f \ R \ g8UKF�mdUBTGe
� ���)>�� ��� � fdT H7T LXU \ N
g \ H ^ fdT~UKfdT LOHA/dFde ^ F�L ^ b \ NdU ^7\ m@T�U \ JMLOHKPxT�� bwN ^ fdT~e LXU7T \ g ^ fdT:/lL ^ a LOJwJcU;� a�bwJwJ
m@T T�����JMLObwNdTGR bwN ^ fdT g \ JwJ \ a�bwN�P%eBf�L
� ^ T[H7U��31,T[H7T*a?T � FdU ^ UBLGp ^ f�L ^ b ^ bcU,e[JcT LOHKJwp�L

(�+



0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

L
b
/L

0

0.0002

0.0004

0.0006

0.0008 3120 particles
780 particles
195 particles

xS
33

j bwPQF�H7T (��)(�6 S33
bwN ^ fdT,m�F�J ] e LXU7T g \ H R b � T[H7T[N ^ UKp U ^ T[i UKbwE TGU�� LXU ^ fdT,U7p_U ^ T[i UKbwE T

bwNde[H7T LXUBTGU�a?T P \-^7\ a LOH7R ^ fdTWJwbwi�b ^ ��� �?>�� , \q\X] LOJcU \ L ^ �dP�� ��� ���

a LOJwJ bwNdR FdeGTGR T�� TGe ^ a�f�bce7f UKf \ a�U ^ f�L ^W^ fdT
UKp U ^ T[i bcU,J \_\ UKbwN�P(U \ i~T Y[\ H7R�T[H Y bwN
^ fdT R bwH7TGe ^ b \ N y ��LOHBLOJwJcT[J ^7\-^ fdT�a LOJwJcU

� ��� � � � � ����� � 
 � � 
	�)����*�� �%��� ��
!��� �%��� � *� ����%�� ��(�����(�)�
� 
 * #���� � ���� � � � �%��* #�� �� �# #���� � ���� � 
 � 
 
 #��!���
�%�� � ���

1,T[H7T~a T PQbwvxT��dN�LOJwJwp ^ fdT vXLOJwFdTGU \ g ^ fdTST[JMLXU ^ bceSe \ NdU ^ LON ^ U*g \ H ^ fdT UKp U ^ T[i~U*a?T
U7bwi F�JML ^ TGR,�:�uN ^ fdT ^ a \/^ LOm�JcTGU (�� % LONdR (�� � ^ fdT-H7TGUKF�J ^ U \ m ^ LObwNdTGR2a�b ^ f ^ fdT ^ a \
R b � T[H7T[N ^ i~T ^ f \ R�U;�xbwN ^ fdT�e LXU7T \ g@R bcU ^ LONdeGT�m8T ^ a?TGT[N ^ fdT�a LOJwJcU D = 30

√
3

2 a
! U7TGe
�

��� % $ LOH7T(a�HKb ^K^ T[N � 0 TSg \ F�NdR"a�b ^ f ^ fdT ^ a \ i~T ^ f \ R�U�� a�b ^ f�bwN ^ fdT/T[HKH \ H7U;� ^ fdT
U�LOi~TWH7TGUKF�J ^ U��

�uN ^ fdT0�dPxU�� (�� &�a?T,e \ NdUKbcR�T[H ^ fdT T[JMLXU ^ bce,e \ NdU ^ LON ^ U?g \ H?R b � T[H7T[N ^ R bcU ^ LONdeGTGU \ g
^ fdT a LOJwJcU���� N m \X^ f*e LXU7TGU>a T U7TGT ^ f�L ^>^ fdT vQLOJwFdTGU \ g ^ fdTGU7T?e \ NdU ^ LON ^ U R \ N � ^ eBf�LON�PxT
i*Fde7f(a�b ^ f ^ fdT R bcU ^ LONdeGT
�-� f�bcU bcU?R FdT ^7\�^ fdT�g LXe ^?^ f�L ^ T[JMLXU ^ bce R�T g \ HKi L ^ b \ NdU LOH7T
J \ N�P HBLON�PxT
��LONdR{U \ LOH7T ^ fdT T�� TGe ^ U�bwNdR FdeGTGR�mnp ^ fdT�a LOJwJcU��

�uN \ H7R�T[H ^7\ f�LGvxT R b �@T[H7T[N ^ m8T[f�L vqb \ F�H7UDa�b ^ f D \ NdT�UKf \ F�JcR%vQLOHKp b ^ ^7\ i FdeBfJMLOHKPxT[HDvXLOJwFdTGU�� a T[JwJ>m@T[p \ NdR ^ fdTA� \ U7UKbwm�bwJwb ^ bcTGU \ g \ F�HDe \ i.��F ^ bwN�P�� \ a T[H��
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j bwPQF�H7T�(�� +�6 S11
� S22

� S12
g \ H ^ fdT UKp_U ^ T[i�a�b ^ fC/lL ^ a LOJwJ �_bwN ^ fdTDU ^ HKFde ^ F�H7TGR(e LXU7T^ fdT e[F�HKvxTGU�J \q\X] UKbwi�bwJMLOH

?DN \X^ fdT[H*LXU8�8TGe ^ \ g ^ f \ U7T�H7TGU7F�J ^ U ^7\ � \ bwN ^*\ F ^ bcU ^ fdT�vQLOJwFdT-g \ F�NdR2g \ H C33bwN ^ fdT(e LXU7T \ g /lL ^ a LOJwJcU�� ^ LOm ��(�� % JMLXU ^ H \ akLONdR �dP��
(�� & ! L $ � � fdTGUBTSvQLOJwFdTGU
LOH7T@4qF�b ^ T/R b �@T[H7T[N ^ g H \ i ^ fdT%m�F�J ]�\ NdTGU�� ^ fdT � LOFde7fqp"H7T[JML ^ b \ N&R \ TGU
N \X^ f \ JcR
LONqpqi \ H7T
� ?3����H \ �_bwi L ^ T[Jwp%a T�f�LGvxT

2C33(n) = C33(
m�F�J ] ),

LONdR UKbwNdeGT C33(n) ∼ P �>a�fdT[H7T P bcU ^ fdT.��H7TGUBUKF�H7T
� ^ f�bcU i~T LONdU ^ f�L ^ ^ fdT~UKfdT LOHi \ R F�JwFdUDLXU7U \ e[bML ^ TGR ^7\ C33
vXLON�bcU7fdTGU�� U7TGTWT�4nNdU�� % � % ��LONdR % � ��+����uN ^ f�bcU ] bwNdR \ g

e \ NdR b ^ b \ NdU b ^ m@TGe \ i~TGU�vxT[HKp%T LXUKp ^7\ UKfdT LOH ^ fdT UKp U ^ T[i��-� f�bcUDbcU�e \ NdUKbcU ^ T[N ^ LOJcU \
a�b ^ f ^ fdT�e[F�HKvxT~bwN �dP��E(��)>�� a�fdT[H7T~a?T:� \ bwN ^ \ F ^ LOPnLObwN ^ f�L ^�^ fdT \ vxT[HBLOJwJ UKfdT LOH
/dFde ^ F�L ^ b \ NdUWbwN ^ fdT a�f \ JcT
m \ �{m@TGe \ i~T*T���eGT&� ^ b \ N�LOJwJwp�JMLOHKPxT-LOJ ^ f \ F�PQf �8T[HKb \ R bce
m \ F�NdRdLOHKp/e \ NdR b ^ b \ NdU�bwN \ NdT�R bwH7TGe ^ b \ N LOH7T=��H7TGU7T[N ^ �

(Q�
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j bwPQF�H7T (�� ��6 S33
6;U ^ HKFde ^ F�H7TGR/a LOJwJcU,LONdR/m�F�J ]
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I JMLXU ^ bce�� \ NdU ^ LON ^ U * ^ H7TGU7U�j JwFde ^ � j \ HKi F�JML * ^ HBLObwN j�JwFde ^ � j \ HKi F�JML J?F�J ]
C11 123 121 127.5

C22 127 121 127.5

C12 41 45 43

C33 15 − +�(

� LOm�JcT (�� % 6>` F�i~T[HKbce LOJ vXLOJwFdT?g \ H ^ fdT T[JMLXU ^ bce e \ NdU ^ LON ^ U bwN
F�N�b ^ U \ g kBT/σ2 bwN ^ fdT
e LXUBT \ g�/lL ^ a LOJwJcU�� 1,T[H7T
a?T-e \ NdUKbcR�T[H7TGR L 30 × 30 UKp_U ^ T[i��@b � T
��a?T-e \ NdUKbcR�T[H7TGR
30 JMLGpxT[H7U%bwN ^ fdT x R bwH7TGe ^ b \ N �3�8T[H<�@T[NdR bce[F�JMLOH ^7\ ^ fdT e \ N��dN�bwN�P"a LOJwJcU{LONdR 30JML pxT[H7U bwN ^ fdT y R bwH7TGe ^ b \ N �dbwN(a�f�bceBf �8T[HKb \ R bce m \ F�NdRdLOHKp%e \ NdR b ^ b \ NdU�LOH7T�L
����JwbcTGR,�
ε 7#8:9;9 = 0.0005 � � T[JML ^ bwvxT T[HKH \ H7U \ g ^ fdT�H7TGUKF�J ^ UDLOH7T*LOm \ F ^ 3 �

I JMLXU ^ bce�� \ NdU ^ LON ^ U * ^ H7TGU7U�j JwFde ^ � j \ HKi F�JML * ^ HBLObwN j�JwFde ^ � j \ HKi F�JML J?F�J ]
C11 122 122 127.5

C22 125 122 127.5

C12 41 44 43

C33 40 44 43

� LOm�JcTE(�� ��6�`DF�i~T[HKbce LOJ vQLOJwFdTGU g \ H ^ fdT
T[JMLXU ^ bce*e \ NdU ^ LON ^ UWbwN F�N�b ^ U \ g kBT/σ2 bwN^ fdT�e LXUBT \ g ^ fdT�/lL ^ a LOJwJcU��qLOPnLObwN�a?T�e \ NdUKbcR�T[H7TGR-fdT[H7T�L 30×30 U7p_U ^ T[i�� �DT[JML ^ bwvxTT[HKH \ H7U \ g ^ fdTWH7TGU7F�J ^ U LOH7T LOPnLObwN LOm \ F ^ 3 �

(?'
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(b)

j bwPQF�H7T (�� &�6;I;JMLXU ^ bceWe \ NdU ^ LON ^ U�bwN(F�N�b ^ U \ g kBT/σ2 g \ H /lL ^ a LOJwJcU%! L $ LONdR%U ^ HKFde s^ F�H7TGR-a LOJwJcU(! m $ ��J \X^K^ TGR�v U�� ^ fdT NnF�i*m8T[H \ g@H \ a�U m8T ^ a?TGT[N ^ fdT�a LOJwJcU�� 1 \ HKbwE \ N ^ LOJ
U ^ HBLObwPQf ^ JwbwNdTGU U7f \ a ^ fdT�m�F�J ] vXLOJwFdTGU \ g ^ fdT�e \ HKH7TGU<� \ NdR bwN�P ^ HKbMLON�PQF�JMLOH e[HKp U ^ LOJ �
g \ H�a�f�bce7f ^ fdT�UKp_i�i~T ^ HKbcTGU C11 = C22

LONdR C12 = C33
f \ JcR

( <
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� N ^ f�bcU e7f�L
� ^ T[H���a?T ^ F�HKN \ F�H L ^K^ T[N ^ b \ N i LObwN�Jwp \ N ^ fdT+/dFde ^ F�L ^ b \ NdU�g H \ i ^ fdT
T�4qF�bwJwbwm�HKbwF�i JML ^K^ bceGT%� \ UKb ^ b \ NdU�g \ H ^ fdT e \ N��dNdTGR�UKp_U ^ T[i~U�a?T LOH7T e \ NdUKbcR�T[HKbwN�P��

� F�H%LObwi bcU ^7\ JwbwN ]&^7\ ^ fdT��dNdR bwN�PxU \ g ^ fdT ��H7T[vqb \ FdU%eBf�L
� ^ T[H ^7\�^ fdT m8T s
f�L vqb \ F�H \ g UKFde7f /dFde ^ F�L ^ b \ NdU;�0�?JcT LOHKJwp{R FdT ^7\�^ fdT J \ a R bwi~T[NdUKb \ N�LOJwb ^ p LONdR ^ fdT
PxT \ i~T ^ HKbce LOJ e \ NdU ^ HBLObwN ^ U \ g ^ fdT ��H \ m�JcT[i ! L 2d UKp U ^ T[i e \ N��dNdTGR bwN \ NdT~R bwH7TGe s^ b \ N $ a?T�T����8TGe ^�^ fdTGU7T=/dFde ^ F�L ^ b \ NdU ^7\ ��JMLGp{LON/bwi.� \ H ^ LON ^ H \ JcT
��LONdR ^7\ fdT[J#�{FdU
bwN{e[JMLOHKb g p_bwN�P~a�f�L ^ bcU ^ fdT T�� TGe ^�\ g ^ fdT e \ N��dNdT[i~T[N ^W\ N{UKFde7f e[HKp_U ^ LOJcU;�

�uN \ H7R�T[H ^7\ f�L vxT L�i \ H7T 4qF�LON ^ b ^ L ^ bwvxT LON�LOJwp UKbcU(a?T R bcU7e[FdU7U%LOJcU \ ��bwN ^ fdT
g HBLOi~T \ g ^ fdT/f�LOHKi \ N�bce ^ fdT \ HKp>� ^ fdT /dFde ^ F�L ^ b \ NdU \ g ^ fdT ��LOH ^ bce[JcTGU�g H \ i ^ fdT[bwH
JML ^K^ bceGT%� \ bwN ^ U�a�b ^ f��@T[HKb \ R bceWm \ F�NdRdLOHKp/e \ NdR b ^ b \ NdU��

1 \ a?T[vxT[HWbwN \ H7R�T[H ^7\ f�LGvxT�L~UKb ^ F�L ^ b \ N i \ H7T*H7TGU7T[i m�JwbwN�P ^ fdT \ NdT \ g?LSe \ N s
�dNdTGR�U7p_U ^ T[i !lg \ H a�f�bceBf�a?T�R bcR N � ^;^ HKp-LONnp�LON�LOJwp ^ bce LOJde LOJce[F�JML ^ b \ N $ a T�e \ NdUKbcR�T[H
^ fdT x R bwH7TGe ^ b \ N bwNdR�T&�@T[NdR�T[N ^ Jwp{g H \ i ^ fdT y R bwH7TGe ^ b \ N � ^ f�L ^ bcU��da T vQLOHKp ^ fdT*T��_s^ T[NdU7b \ N D \ vxT[H a�f�bce7f�a T{e \ NdUKbcR�T[H ^ fdT@�@T[HKb \ R bce/m \ F�NdRdLOHKp"e \ NdR b ^ b \ NdU~bwN x �a�f�bwJcT L � ^ fdT T�� ^ T[NdUKb \ N{bwN ^ fdT y R bwH7TGe ^ b \ N bcU ] T&� ^ e \ NdU ^ LON ^ � 0 T T����8TGe ^D^7\ U7TGTL e[H \ U7U \ vxT[H-m8T ^ a?TGT[N�L 1d

^ p �@T(m8T[f�L vqb \ F�H�� ^ p���bce LOJ \ g D � L
^7\ L 2d

^ p��8T
m@T[f�LGv_b \ F�H LXU D ∼ L �0 T�a�bwJwJ ^ fdT[N(R bcU7e[FdU7U a�fdT[N ^ fdTDe[H \ UBU \ vxT[H ^ L ] TGU2��JMLXeGTWLONdR~e \ i.��LOH7T ^ fdT LON s
LOJwp ^ bce LOJ8H7TGUKF�J ^ U a�b ^ f ^ fdT U7bwi F�JML ^ b \ NdU m \X^ fSa�b ^ fC�@T[HKb \ R bce�m \ F�NdRdLOHKp~e \ NdR b ^ b \ NdU
LONdR{bwN ^ fdT e \ N��dNdTGR{e LXU7T \ g bwN ^ T[H7TGU ^ �

+n�
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� N R�TGUBe[HKbwm�bwN�P ^ fdT+� \ UKb ^ b \ N�LOJ \ H7R�T[H,bwN2LSUKp_U ^ T[i LON bwi.� \ H ^ LON ^ 4nF�LON ^ b ^ p�bcU ^ fdT
U ^ L ^ bce U ^ HKFde ^ F�H7TWg LXe ^7\ H

S(q) =
1

N

∑

ll′

〈exp [iq · (Rl −Rl′)]〉, !�+�� % $

a�fdT[H7T {Rl} LOH7T ^ fdT=� \ U7b ^ b \ NdU \ g ^ fdT%��LOH ^ bce[JcTGU��
� g a?T�e \ NdUKbcR�T[H*LXU {Rl} L%U7T ^�\ g � \ bwN ^ U \ g L(JML ^K^ bceGT-a T�f�LGvxT
�>bwN ^ fdT ^ fdT[H si \ R p_N�LOi�bce�Jwbwi�b ^

S(q) ∝ δ(q −G), !�+�� � $
a�fdT[H7T G bcU L vxTGe ^7\ H~bwN ^ fdT%H7TGe[b#��H \ e LOJ�JML ^K^ bceGT
� � g�e \ F�H7U7T/bwN�L e[HKp U ^ LOJ � ^ fdT
/dFde ^ F�L ^ b \ NdUDg H \ i ^ fdT T�4nF�bwJwbwm�HKbwF�i � \ UKb ^ b \ N�f�LGvxT ^7\ m@T ^ L ] T[N{bwN ^7\ LXeGe \ F�N ^ �
, T ^ � U e \ NdU7bcR�T[HWLON f�LOHKi \ N�bce*e[HKp U ^ LOJ>a T*e LON a�HKb ^ T g \ H ^ fdT*U ^ HKFde ^ F�H7T g LXe ^7\ H

�)(Q� � 6

S(q) =
1

N

∑

ll′

exp
[

iq ·
(

R0
l −R0

l′
)]

exp

[

−1

2
〈[q · (ul − ul′)]

2〉
]

, !�+��)( $

a�fdT[H7T R0
l
bcU ^ fdT~JML ^K^ bceGT(T�4nF�bwJwbwm�HKbwF�i � \ UKb ^ b \ N�LONdR ul

bcU ^ fdTSR bcU<��JMLXeGT[i~T[N ^�\ g
^ fdT l s ^ f ��LOH ^ bce[JcT
�

� \ NdUKbcR�T[HKbwN�P LOPnLObwN"L/H7TGe[b#��H \ e LOJ JML ^K^ bceGTSvxTGe ^7\ H g \ H q � LONdR ^ L ] bwN�P�bwN ^7\ LXe se \ F�N ^�^ fdT�f \ i \ PxT[NdT[b ^ p \ g ^ fdT U7p_U ^ T[ikT�4qN �2+��)(-m@TGe \ i~TGU

S(q) =
∑

l

exp

[

−1

2
〈[q · (u0 − ul)]

2〉
]

. !�+�� + $

0 T a�bwJwJ R bcUBe[FdU7U bwN/R�T ^ LObwJ bwN%UBTGe
�2+�� +
f \ a ^7\ T[vXLOJwF�L ^ TWHKbwP \ H \ FdU7Jwp ^ fdT�T���� \ s
NdT[N ^ bwN{T�4nN �2+�� +��-1,T[H7TWa?T � FdU ^ UBL p ^ f�L ^ g \ H U7i LOJwJ q � ^ fdTWi LObwN{e \ N ^ HKbwm�F ^ b \ N bcUPQbwvxT[N�mnp{L ^ T[HKikJwb ] T

∫

dk

ω2
k

=
1

c2

∫

dk

k2
, !�+��)> $

a�fdT[H7T ω(k) LOH7T ^ fdT:��f \ N \ N g H7T�4nFdT[Nde[bcTGU�a�f�bceBf bwN ^ fdT-J \ a�a LGvxT~vxTGe ^7\ H Jwbwi�b ^LOH7T,JwbwNdT LOH�� ω(k) = ck �qa�b ^ f c m8T[bwN�P ^ fdTWU \ F�NdR(vxT[J \ e[b ^ p>�2� fdT ^ T[HKi1bwN%T�4nN �2+��)>PQbwvxTGU
L/e \ N ^ HKbwm�F ^ b \ N"a�f�bceBf a�bwJwJ?R�T&�@T[NdR \ N ^ fdT~R bwi~T[NdUKb \ N \ g ^ fdTSe[HKp_U ^ LOJ a?T
LOH7T
e \ NdUKbcR�T[HKbwN�P�� �uN ^ a \ LONdR�bwN \ NdT*R bwi~T[NdUKb \ N ^ f�bcU,e \ N ^ HKbwm�F ^ b \ N2a�bwJwJ R bwvxT[HKPxT

+ %



H7TGU8�8TGe ^ bwvxT[Jwp%J \ PnLOHKb ^ f�i�bce LOJwJwp�LONdR/JwbwNdT LOHKJwp%a�b ^ f l �-� f�L ^ bcU

〈[q · (u0 − ul)]
2〉 ∼ log l 2d, !�+�� � $

〈[q · (u0 − ul)]
2〉 ∼ l 1d. !�+�� & $

� fdTGUBT R bwvxT[HKPxT[Nde[bcTGU-LONdR ^ fdT[bwH*T�� TGe ^ U TGU8�8TGe[bMLOJwJwp2bwN ^ fdT ^ a \ R bwi~T[NdUKb \ N�LOJ e LXU7T
f�L vxT�m@TGT[N�T�� ^ T[NdU7bwvxT[Jwp(U ^ FdR bcTGR LONdR{R bcU7e[FdU7U7TGR%bwN�i LONnp@��L
�8T[H7U	�)(0&��#(?'��/( < �6+n���
+ %�� � Z FdT ^7\~^ fdT[i bwN d = 2 LONdR d = 1 b ^ bcU � \ U7UKbwm�JcT ^7\ f�LGvxT*L~e[HKp_U ^ LOJ \ N�Jwp/L ^
T = 0 �, T ^ � U�e \ NdUKbcR�T[H�N \ a�i \ H7TWbwN{R�T ^ LObwJ ^ fdT \ NdT suR bwi~T[NdUKb \ N�LOJ e LXU7T
�dLOPnLObwN/bwN ^ fdT
f�LOHKi \ N�bce*e LXU7TWb � T�a T ^ L ] T LON�1WLOi�bwJ ^7\ N�bMLON \ g LON/f�LOHKi \ N�bce e7f�LObwN � + %��

H =
1

2

∑

l

[

π2
l

m
+mc2

(yl+1 − yl − a)2

a2

]

, !�+��)' $

a�fdT[H7T � \ bwN ^ ��LOH ^ bce[JcTGU \ g8i LXU7U m f�L vxT � \ U7b ^ b \ NdU yl LONdR
e \ N � F�PnL ^ T i \ i~T[N ^ L πl �
� N ^ fdT e[JMLXUBUKbce LOJ PQH \ F�NdR�U ^ L ^ T \ NdT f�LXU yn = y0 + na, n = 1, 2, · · · , N → ∞ �
a m8T[bwN�P ^ fdT JML ^K^ bceGT U<��LXe[bwN�P \ g ^ fdT \ NdT suR bwi~T[NdUKb \ N�LOJ �@T[HKb \ R bce JML ^K^ bceGT
� � fdT
��LOHBLOi~T ^ T[H c ��JMLGp U ^ fdT H \ JcT \ g-L�U \ F�NdR vxT[J \ e[b ^ p�a�fdT[N \ NdT2R�T ^ T[HKi�bwNdTGU ^ fdTT[bwPxT[N g H7T�4qFdT[Nde[p \ g H � j�H \ i$T�4qN � +��)'{b ^ bcU-U ^ HBLObwPQf ^ g \ HKa LOH7R ^7\ e LOJce[F�JML ^ T ^ fdT
e \ HKH7T[JML ^ b \ N�g F�Nde ^ b \ N \ g ^ fdT�i LObwN U84nF�LOH7T�R bcU8��JMLXeGT[i~T[N ^ U un = yn − na LXU

〈(un − u0)
2〉 = n

a2kBT

mc2
= nδ2. !�+�� < $

1,T[H7T δ e7f�LOHBLXe ^ T[HKbwE TGU ^ fdT%J \ e LOJ�R bcU<��JMLXeGT[i~T[N ^ U�� � fdT/T�4qN � +�� < bcU~e[JcT LOHKJwp ^ fdT
U�LOi~T
LXU,T�4nN � +�� & \ N�Jwp{a�HKb ^K^ T[N bwN i \ H7T���H7TGe[bcU7T
a L p LONdR b ^ UDbwN ^ T[H<��H7T ^ L ^ b \ N bcU
^ f�L ^?^ fdT�H7T[JML ^ bwvxT R bcU<��JMLXeGT[i~T[N ^ U ul−ul−1

L ^ T LXe7fSbwNdR�T�� l \ g ^ fdT 1d JML ^K^ bceGT,LXR�RF��/bwN L
HBLONdR \ i a LOJ ] s Jwb ] TWg LXUKf�b \ N �
t UKbwN�P T�4qN ��+�� < ^ fdT�U ^ HKFde ^ F�H7T�g LXe ^7\ H bwNST�4nN �B+��)(�e LON~m@T a�HKb ^K^ T[N bwN ^ fdT g \ HKi

S(q) =
sinh

(

q2δ2

2

)

[

cosh
(

q2δ2

2

)

− cos (qa)
] . !�+�� % � $

*qbwNdeGT cos (qa) = 1 g \ H ^ fdT J?HBLOPQP3�8T L ] U � \ U7b ^ b \ NdU qa = 2πν, ν = 0,±1,±2, · · · �\ NdT H7TGe \ PQN�bwE TGU ^ f�L ^ g \ H�UKi LOJwJ δ ^ fdT?U ^ HKFde ^ F�H7T g LXe ^7\ H�f�LXU LDU7T[HKbcTGU \ gdHBL ^ fdT[H UKf�LOH<�
�@T L ] U L ^�^ fdT J HBLOPQP � \ UKb ^ b \ NdU;�ha�f�bceBf
U7i \q\X^ f�Jwp R�T[vxT[J \ � ^7\ a LOH7R�LDU7T[HKbcTGU \ g�R�T[J ^ L
g F�Nde ^ b \ NdU δ(q − qν)

LXU δ → 0 ! a�f�bce7f"i~T LONdU T = 0 � e g H���T�4nN � +�� < $ �{j \ H T

+n�



U7i LOJwJ�m�F ^ N \ N�E T[H \ � \ N ^ fdT \X^ fdT[H f�LONdR,� ^ fdTDU ^ HKFde ^ F�H7TDg LXe ^7\ H H7TGU7T[i*m�JcTGU L U7T[HKbcTGU
\ g , \ H7T[N ^ EGbMLON �@T L ] U

S(q ≈ qν) ≈ q2νδ
2

[

q4νδ
4/4 + (q − qν)

2 a2
] =

=
4

q2δ2
1

[

1 + (q − qν)
2 ν−4ξ2

] , !�+�� %?% $

ν = 1, 2, 3, · · · , ξ = amc2/(2π2kBT ). !�+�� % � $

� fdT{JcT[N�P ^ f ξ R�TGU7e[HKbwm�bwN�P ^ fdT{a�bcR ^ f \ g ^ fdT �dH7U ^ �dUBT[FdR \ sFJ?HBLOPQP9�8T L ] e LON�m@TbwN ^ T[H<��H7T ^ TGR LXU ^ fdT e \ HKH7T[JML ^ b \ N�JcT[N�P ^ f \ g ^ fdT=� \ UKb ^ b \ N�LOJ \ H7R�T[H bwN ^ fdT 1d eBf�LObwN �jdH \ ikT�4nN �2+�� < a?TWU7TGT ^ f�L ^ ^ f�bcU�e \ HKH7TGU<� \ NdR�U ^7\ L*R bcU ^ LONdeGT na LOJ \ N�P ^ fdTWeBf�LObwNg \ H a�f�bceBf ^ fdT�i~T LON�U84nF�LOH7T R bcU<��JMLXeGT[i~T[N ^ U
f�LXU�PQH \ a�N ^7\ L/vXLOJwFdT a2

2π2

� a�f�bceBf
fdT[NdeGT
bcUWLON LON�LOJ \ PQFdT ^7\S^ fdT ' , bwNdR�T[i LON�N e[HKb ^ T[HKb \ N�) \ g i~T[J ^ bwN�P(g LOi�bwJwbMLOHDg H \ i
e[HKp U ^ LOJcU�bwN d = 3 �)(�+ � �?` \X^ T ^ f�L ^ o;bMLXeGT[N ^ T*T ^ LOJ �
� +?+ � UKF�PQPxTGU ^ TGR ^7\ PxT[NdT[HBLOJwbwE T
^ fdT ' , bwNdR�T[i LON�N e[HKb ^ T[HKb \ N�) ^7\ TGU ^ bwi L ^ T ^ fdT*i~T[J ^ bwN�P ^ T[i.�8T[HBL ^ F�H7T \ g L e[HKp U ^ LOJ
^7\ J \ a suR bwi~T[NdUKb \ N�LOJ UKp_U ^ T[i1mnp%H7T�4nF�bwHKbwN�P~g \ H ^ fdT ' , bwNdR�T[i LON�N ��LOHBLOi~T ^ T[H*) Lp

Lp =
〈(u1 − u0)

2〉
a2

= 0.1. !�+�� % ( $

*qFdeBf L�N \X^ b \ N�a \ F�JcR-bwi.��Jwp ^ f�L ^ T[vxT[N~L,e[HKp_U ^ LOJ_bwN d = 1 f�LXU L N \ N�E T[H \ i~T[J ^ bwN�P^ T[i.�@T[HBL ^ F�H7T Tm > 0 �
? U bcU,a?T[JwJ ] N \ a�N � T�4nNdU;� +�� % �(LONdR +�� %?% R \ ��H \ vqbcR�T�L H7T LOJwbcU ^ bce-R�TGU7e[HKb#� ^ b \ N

\ g i L ^ T[HKbMLOJcUDU7Fde7f LXU ^ fdT i~T[H7e[F�HKp%eBf�LObwN�e \ i.� \ F�NdR Hg3−δAsFe6 � + % � +n� � �

�)��� ����� ����� � � � �)��� � �
� �%*�� � ����� � ����# �! �(�)� � *� �  ���#
� � � �%� � �

0 f�bwJcT~LSPxT[NdT[HBLOJ R bcU7e[FdU7U7b \ N \ N ^ fdT ' \ H7R�T[H7U<)���H7TGU7T[N ^ bwN ^ fdT�UKp_U ^ T[i~U LONdR f \ a
^ fdTGUBT \ H7R�T[H7U�LOH7TWeBf�LON�PxTGR/mnp ^ fdT(��H7TGUBT[NdeGTWLONdR ^ fdT,N�L ^ F�H7T \ g ^ fdT,a LOJwJcU�a�bwJwJ@m8T
e LOHKHKbcTGR \ F ^ bwN ^ fdT,NdT�� ^ eBf�L
� ^ T[H�� bwN ^ f�bcU�eBf�L
� ^ T[H�a?T LOH7T,bwN ^ T[H7TGU ^ TGR/U<�8TGe[b ��e LOJwJwp
\ N�Jwp�bwN ^ fdT+� \ UKb ^ b \ N�LOJ J \ N�P%HBLON�PxT \ H7R�T[H ! , � � $ LOJ \ N�P ^ fdT
a LOJwJ;R bwH7TGe ^ b \ N LONdR
UBTGT~f \ a�b ^ bcU*L � TGe ^ TGR mqp ^ fdTSe \ N��dNdT[i~T[N ^ � * \ a?T(e \ NdUKbcR�T[H�LONdR i~T LXUKF�H7TSbwN
^ fdT UKbwi F�JML ^ b \ NdU���g \ H \ F�HDe \ N��dNdTGR UKp U ^ T[i~U��qg \ H T[vxT[HKpSJML pxT[H,L 1d s Jwb ] T*U ^ HKFde ^ F�H7Tg LXe ^7\ H��8T[H JMLGpxT[H�a�b ^ f q bcU R bwH7TGe ^ TGR/LOJ \ N�P y � 0 T ^ L ] TWL R�T��dN�b ^ b \ N/Jwb ] T ^ fdT \ NdTT�4qN � +�� % m�F ^ a�b ^ f ^ fdT:��LOH ^ bce[JcTGU e \ NdUKbcR�T[H7TGR \ N�Jwp bwN LSU7bwN�PQJcT-JMLGpxT[H=��LOHBLOJwJcT[J ^7\

+�(



^ fdT a LOJwJ�LONdR a�b ^ f \ N�Jwp ^ fdT y e \_\ H7R bwN�L ^ TGU��;U \ g \ H ^ fdTSPxT[NdT[HKbce nth JMLGpxT[H ^ f�bcUi~T LONdU
S(q) =

1

N 9)8�� 
��
∑

ll′∈nth 9)8 � 
��
〈exp [iq (yl − yl′)]〉. !�+�� % + $

� N ^ fdT �dP�� +�� % ^ fdT H7TGUKF�J ^ U*LOH7T(UKf \ a�N g \ H ^ fdT e LXU7T \ g ^ fdT./lL ^ a LOJwJcU ! ��J \X^ L $
LONdR�g \ H ^ fdT \ NdT \ g ^ fdT*U ^ HKFde ^ F�H7TGR a LOJwJcU.! ��J \X^ m $ � 0 T-e[JcT LOHKJwp�UBTGT
LSR HBLOi L ^ bce
R b � T[H7T[NdeGT�bwN ^ fdT-m@T[f�LGv_b \ F�H \ g * !54 $ g \ H ^ fdT ^ a \ e LXU7TGU��-j \ H ^ fdT�U ^ HKFde ^ F�H7T[JcTGU7U
H7T&��F�JcU7bwvxTWa LOJwJ ��a TWf�LGvxT L ^ p���bce LOJ,/dF�bcR_s Jwb ] T U ^ HKFde ^ F�H7T,g LXe ^7\ H�� m�F ^ a�b ^ f/fdT[bwPQf ^ U
\ g ^ fdT��dH7U ^ ^ a \ �@T L ] U>a�f�bceBf�LOH7T?i FdeBf�JMLOHKPxT[H ^ f�LON
g \ H ^ p ��bce LOJ�/dF�bcR�U0! H7T[i~T[i m@T[H
^ f�L ^ bwN ^ f�H7TGTWR bwi~T[NdUKb \ N�LOJ /dF�bcR�U�L ^ ^ fdTDi~T[J ^ bwN�P ^ T[i.�@T[HBL ^ F�H7T ^ fdT(�dH7U ^ �8T L ]S\ g
S(q) H7T LXe7fdTGU LDfdT[bwPQf ^?\ g8LOm \ F ^ 3 � +�( � � �uN*g LXe ^ ^ f�bcU U ^ HKFde ^ F�H7T g LXe ^7\ H bcU LOJwi \ U ^ bwN
L+4qF�LON ^ b ^ L ^ bwvxT LOPQH7TGT[i~T[N ^ a�b ^ f�L � ^�^7\
^ fdT * !54 $ g \ H ^ fdT 1d f�LOHKi \ N�bce�e7f�LObwN \ gT�4qN +�� % �
LXR � FdU ^ bwN�P-L*UKbwN�PQJcT3��LOHBLOi~T ^ T[H bwN ^ fdT3� ^ N�LOi~T[Jwp δ = 0.07 � �DT[i~T[i*m8T[Hf \ a?T[vxT[H0� ^ f�L ^ fdT[H7T a?T R�T LOJnfdT[H7T?a�b ^ f
L�U7p_U ^ T[i a�b ^ f 30 H \ a�U e \ N��dNdTGR m@T ^ a TGT[N^ a \ m \ F�NdRdLOHKbcTGU��dHBL ^ fdT[H ^ f�LON L ^ HKFdT 1d UKp_U ^ T[i��j \ H ^ fdTSU ^ HKFde ^ F�H7TGR a LOJwJcU�� ^ fdT U ^ HKFde ^ F�H7T g LXe ^7\ H*T�� f�bwm�b ^ U ^ fdTSUKf�LOH<�
J HBLOPQP
�@T L ] U�T����@TGe ^ TGR(g \ HDL�e[HKp_U ^ LOJ � �

� fdT H7TGR Fde ^ b \ N \ g ^ fdT \ H7R�T[H,bwN ^ fdT e LXUBT \ g-/lL ^ a LOJwJcU��8bcU�LOJcU \ U7TGT[N R bwH7TGe ^ Jwp
a�fdT[N \ NdT UKF��@T[HKbwi.� \ UBT ^ fdT�� \ UKb ^ b \ NdU g H \ i 1000 e \ N��dPQF�HBL ^ b \ NdU \ g ^ fdT ��LOH ^ bce[JcTGU
! �dP��B+�� �(��J \X^ L $ � ? PnLObwN*a T a LON ^;^7\ U ^ H7TGU7U�fdT[H7T ^ f�L ^ �QR�TGU<��b ^ T ^ fdT?U7f�L
�8T \ g S(q) �bwN ^ fdTDe LXU7T \ g /lL ^ a LOJwJcU�� ^ fdT�UKp U ^ T[i�bcU �,)*� - ���#����� � !
� � N L(/dF�bcR,� \ NdT�a \ F�JcR U7TGT
�
bwN�L UKN�L
�dUKf \X^ \ glLDUKbwN�PQJcT e \ N��dPQF�HBL ^ b \ N �xJ \X^ U \ glR bcUKJ \ e L ^ b \ NdU;LONdR*U7F��8T[HKbwi.� \ UKbwN�P
L�JMLOHKPxT NqF�i m@T[H \ g�U7Fde7f*U7N�L
�dUKf \X^ U;L�F�N�b g \ HKi R�T[NdUKb ^ p R bcU ^ HKbwm�F ^ b \ N
H7TGUKF�J ^ U>a�f�bceBf
bcU N \X^ ^ fdT~e LXU7T~fdT[H7T
� 0 T~a�bwJwJ UKf \ a!bwN ^ fdT~NdT�� ^ eBf�L
� ^ T[H ^ f�L ^ J \ e LOJwJwp fdT[H7T L
e[HKp U ^ LOJwJwbwNdT*U ^ HKFde ^ F�H7T bcU,U ^ bwJwJ ��H7TGU7T[N ^ LONdR ^ f�L ^,^ f�bcUDJMLXe ]{\ g \ H7R�T[H e \ NdeGT[HKNdU ^ fdT
� \ UKb ^ b \ N�LOJ , � � bwN ^ fdT y R bwH7TGe ^ b \ N \ N�Jwp>�,f \ a T[vxT[H�6 ^ fdT \ HKbcT[N ^ L ^ b \ N�LOJ , � �R FdT ^7\{^ fdTSU ^ H \ N�P e \ N��dNdT[i~T[N ^ bwN JMLGpxT[H7U+��LOHBLOJwJcT[J ^7\{^ fdT~a LOJwJcU bcU*HBL ^ fdT[H
a?T[JwJ
R�T[vxT[J \ �@TGR,��LONdR2T[vxT[N2m@T ^K^ T[H�g \ H ^ fdT:��JMLON�LOH a LOJwJcU�HBL ^ fdT[H ^ f�LON ^ fdT�U ^ HKFde ^ F�H7TGR
a LOJwJcU�� ^ fdT \ H7R�T[H�bwN ^ fdT x R bwH7TGe ^ b \ N � \ H ^ f \ P \ N�LOJ ^7\-^ fdTWa LOJwJcU���bcUDLOJcU \ T[N�f�LONdeGTGRmqp ^ fdT�e \ N��dNdT[i~T[N ^ �+� fdT~LON�LOJ \ PQp ^7\ 1d f�LOHKi \ N�bce�e7f�LObwNdU bwN ^ fdT
e LXUBT \ g /lL ^a LOJwJcU�UKF�PQPxTGU ^ U ^ f�L ^ g \ H T = 0

^ fdTSHBLON�PxT \ g � \ UKb ^ b \ N�LOJ , � � PxT ^ U-PQHBLXR F�LOJwJwp
vxT[HKp�JMLOHKPxT
��m�F ^%^ HKFdT , � � \ N�Jwp \ eGe[F�H7U(g \ H T = 0 � ! ` \X^ T ^ f�L ^ LOJcU \ � UKbwN�P
��� #0
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i \ R�T[J?U ^ HKb#�dU \ g �dN�b ^ TSa�bcR ^ f f�LGvxT%L ^ HBLONdU7b ^ b \ N \ N�Jwp L ^ T = 0 g \ H
LONqp �dN�b ^ TvQLOJwFdT \ g D �lm�F ^�^ fdT[H7T ^ fdT�e \ HKH7T[JML ^ b \ N2JcT[N�P ^ f2m@T[J \ a ^ fdT-e[HKb ^ bce LOJ ^ T[i.�@T[HBL ^ F�H7T
Tc
\ g ^ fdT 2d i \ R�T[J�bcU~i Fde7f�JMLOHKPxT[H�� \ g \ H7R�T[H D exp ( e \ NdU ^ LON ^ ×D)

$ � � fqFdU
^ fdT/U7p_U ^ T[i i L p�m@T(vqbcT[a TGR�LXU~L ] bwNdR \ g ^ a \ suR bwi~T[NdU7b \ N�LOJ,UKi~TGe ^ bce@��f�LXUBT
�?L
��f�LXUBT%a�b ^ f \ HKbcT[N ^ L ^ b \ N�LOJ,J \ N�P2HBLON�PxT \ H7R�T[H�m�F ^ � \ U7b ^ b \ N�LOJ�J \ N�P2HBLON�PxT \ H7R�T[H
bwN \ NdT�R bwH7TGe ^ b \ N \ N�Jwp>� � ^ a \ F�JcR�m@T/a�H \ N�P ^7\ bwN ^ T[H<��H7T ^%^ fdT R�TGU ^ LOm�bwJwbwE L ^ b \ N
\ g e[HKp U ^ LOJwJwbwNdT ^ a \ suR bwi~T[NdUKb \ N�LOJ�J \ N�P�HBLON�PxT \ H7R�T[HSmnp /lL ^ U ^ HKFde ^ F�H7T[JcTGU7U a LOJwJcU
LXU UKF�H g LXeGT s bwNdR FdeGTGR�i~T[J ^ bwN�P�� � g�UKF�H g LXeGT s bwNdR FdeGTGR i~T[J ^ bwN�P \ eGe[F�HKH7TGR,� a?T�a \ F�JcR
�dNdR J \X^ U \ g-R bcUKJ \ e L ^ b \ NdU/NdT LOH ^ fdT2m \ F�NdRdLOHKbcTGU��,a�f�bce7f bcU/N \X^/^ fdT2e LXU7T fdT[H7T
� �uN3g LXe ^ ��a?T f�L vxT FdU7TGR ^ fdT2LOJwP \ HKb ^ f�i \ g � �?' � ^7\ e7fdTGe ] ^ fdT g \ HKi L ^ b \ N \ g
R bcU7J \ e L ^ b \ N ��LObwH7U g H \ i�L J \ e LOJ8e \q\ H7R bwN�L ^ b \ N ��?3��LOH ^ g H \ i ^ fdT�H \ a�U LXR �7LXeGT[N ^ ^7\
^ fdT,a LOJwJcU�� ^ fdTWe \q\ H7R bwN�L ^ b \ N/NqF�i m@T[H \ g�T LXe7f ��LOH ^ bce[JcTWbwN{L ^ HKbMLON�PQF�JMLOHDU ^ HKFde ^ F�H7T
bcU;���Qa�f�bwJcT R bcUKJ \ e L ^ b \ NdU UKf \ a"F���vqbML,L�>hs g \ JcR \ H & s g \ JcR
e \_\ H7R bwN�L ^ b \ N �qLONdR�L ^ ^ fdT
a LOJwJcU ^ fdT(e \_\ H7R bwN�L ^ b \ N�NqF�i m@T[H \ gDT LXeBf9��LOH ^ bce[JcTSbwN�L ^ HKbMLON�PQF�JMLOH
U ^ HKFde ^ F�H7TSbcU
+���R bcUKJ \ e L ^ b \ NdU,UKf \ a�bwN�P F��{v_bML (hs g \ JcR \ H >hs g \ JcR�e \_\ H7R bwN�L ^ b \ N � 0 T f�LGvxT�g \ F�NdR
^ f�L ^ L ^ T = 1

^ fdT
LGvxT[HBLOPxT-R�T[NdUKb ^ p \ g R bcUKJ \ e L ^ b \ NdU bcU 10−5 �@LONdR ^ f�bcU T�����JMLObwNdU
a�fqpSN \ R bcUKJ \ e L ^ b \ N ��LObwHDbcU�U7TGT[N/bwN ^ p���bce LOJ>UKN�L
�dU7f \X^ ��bce ^ F�H7TGUDUKFdeBf LXU �dPE+�� �QL��

��L ] bwN�P,bwN
i�bwNdR ^ fdTGU7T H7TGU7F�J ^ U LONdR
H7TGe \ NdUKbcR�T[HKbwN�P LOPnLObwN ^ fdT?T[JMLXU ^ bce e \ NdU ^ LON ^ U
\ g��dP (�� &���a T e LON�UBL p ^ f�L ^�^ fdTWg LXe ^�^ f�L ^ e \ N��dNdT[i~T[N ^ mnp ��JMLON�LOH U ^ HKFde ^ F�H7T[JcTGU7U
a LOJwJcU ^ F�HKNdU LDe \ JwJ \ bcRdLOJ 2d e[HKp U ^ LOJ bwN ^7\ L ] bwNdR \ g@UKi~TGe ^ bce���f�LXU7T � +n� � ! \ H;U ^ H \ N�PQJwpi \ R F�JML ^ TGR:/dF�bcR,�QH7TGU8�8TGe ^ bwvxT[Jwp $ LOJcU \ UKf \ a�U;F���a�fdT[N \ NdT�T��dLOi�bwNdTGU ^ fdTGU7T ' m�F�J ] )
��H \ �@T[H ^ bcTGU \ g ^ fdT{U ^ HKb#� ! ^ fdT{T[JMLXU ^ bce{e \ NdU ^ LON ^ U $ � 0 f�bwJcT%g \ H~U ^ HKFde ^ F�H7TGR&a LOJwJcU
\ NdT-H7T LXeBfdTGU ^ fdT-m@T[f�LGv_b \ H \ g ^ fdT-m�F�J ] HBL
��bcR Jwp>� ^ f�bcU e[JcT LOHKJwp R \ TGUWN \X^ f�L
���@T[N �
g \ H+��JMLON�LOH
a LOJwJcU�� bwN ^ fdT(e LXUBT \ g C33(n) � ? PnLObwN�a?T � \ bwN ^�\ F ^ fdT[H7T ^ f�L ^
^ fdT
4qFdTGU ^ b \ N*f \ a g \ H ^ fdT?T[JMLXU ^ bce e \ NdU ^ LON ^ U ^ fdT ^ fdT[HKi \ R p_N�LOi�bce Jwbwi�b ^ bcU�L
����H \ LXeBfdTGR
bcU bwN ^ HKbwPQF�bwN�P�� � fdT ��JMLON�LOH m \ F�NdRdLOHKp ��H \ v_bcR�TGU/LON�T[JMLXU ^ bce�R bcU ^7\ H ^ b \ N \ g�J \ N�P
HBLON�PxT � & � ^7\S^ fdT
e[HKp U ^ LOJ � LONdR \ F�HWH7TGUKF�J ^ U,bwi.��Jwp ^ f�L ^ bwN d = 2

^ f�bcUWR bcU ^7\ H ^ b \ N
R bcU ^ F�HKmdU ^ fdT=� \ UKb ^ b \ N�LOJ , � � �

+�>
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j bwPQF�H7T +�� % 6 1d U ^ L ^ bceWU ^ HKFde ^ F�H7T g LXe ^7\ H * !54 $ ��J \X^K^ TGR%vxT[H7UKFdU qa/2π ! a m@T[bwN�P ^ fdTR bcU ^ LONdeGT*m@T ^ a TGT[N ^ fdT
JML ^K^ bceGT-L ��TGU,bwN ^ fdT y− R bwH7TGe ^ b \ N ��LOHBLOJwJcT[J ^7\ ^ fdT
m \ F�NdR_sLOHKbcTGU $ ��g \ H ��JMLON�LOH,a LOJwJcU.! L $ LONdR�g \ H,U ^ HKFde ^ F�H7TGR a LOJwJcU:! m $ �A� N e LXUBT ! L $ L.� ^,^7\
* !54 $ g \ H�L
f�LOHKi \ N�bce e7f�LObwN�LXeGe \ H7R bwN�P ^7\
^ fdT�T�4qN � +�� % ��LOJcU \ bwNde[JwFdR�TGR ! U ^ HBLObwPQf ^
JwbwNdT $ a�f�bwJcT ^ fdT R bcU ] U LOH7T ^ fdT,UKbwi F�JML ^ b \ NdU�RdL ^ L��-? JwJlRdL ^ L
LOH7T�g \ H?U7p_U ^ T[i \ g 900��LOH ^ bce[JcTGU;� ^ f�L ^ bcU 30 × 30 JML ^K^ bceGTGU�� ^ fdT a LGvxT(vxTGe ^7\ H q bcU \ HKbcT[N ^ TGR"LOJ \ N�P ^ fdT
y− R bwH7TGe ^ b \ N �

+n�
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(a)

(b)

j bwPQF�H7T +�� ��6 o LOH ^ bce[JcT*e \ N��dPQF�HBL ^ b \ NdU,e \ HKH7TGU8� \ NdR bwN�P ^7\~^ fdT U ^ HKFde ^ F�H7TWg LXe ^7\ H7U�bwN
�dP�� +�� % �0? PnLObwN ��J \X^ ! L $ UKf \ a�U ^ fdT*e LXU7T \ g /lL ^ a LOJwJcU,LONdR ��J \X^ ! m $�^ fdT e LXU7T \ g
U ^ HKFde ^ F�H7TGR a LOJwJcU�� 8 JMLGpxT[H7U*LXR �7LXeGT[N ^�^7\%^ fdT-a LOJwJ \ N ^ fdT
JcT g ^ LOH7T-UKf \ a�N 6 1000e \ N��dPQF�HBL ^ b \ NdU \ F ^ \ g L HKF�N%JMLXU ^ bwN�P 106 z \ N ^ T � LOHKJ \ U ^ T&�dU�LOH7T,U7F��8T[HKbwi.� \ U7TGR,�
N \X^ T ^ fdTA��H \ i�bwNdT[N ^ LON�bcU \X^ H \ �np \ g ^ fdT R�T[NdUKb ^ p@�@T L ] U�bwN ^ fdT e LXU7T ! L $

+ &
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�%�����)��� � *� ���� 
!� � �%� � � �! ��%��� � � 
 �

� N \ H7R�T[H ^7\ fdT[J#�%F�NdR�T[H7U ^ LONdR bwN�P ^ fdT,JMLXe ](\ g � \ UKb ^ b \ N�LOJ , � � bwN ^ fdT,e LXU7T \ g /lL ^
U ^ HKFde ^ F�H7T[JcTGU7U>a LOJwJcU��Xa?T?N \ a"T[vQLOJwF�L ^ T?LON�LOJwp ^ bce LOJwJwp ^ fdT?R bcU8��JMLXeGT[i~T[N ^ e \ HKH7T[JML ^ b \ N
g F�Nde ^ b \ N

B(y) = 〈[uy(y) − uy(o)]〉, !�+�� % > $
a�fdT[H7T uy bcU ^ fdT-R bcU<��JMLXeGT[i~T[N ^ LGa LGp g H \ i L H7T g T[H7T[NdeGT-JML ^K^ bceGT
bwN ^ fdT-R bwH7TGe ^ b \ N
��LOHBLOJwJcT[J ^7\�^ fdT�a LOJwJcU,LONdR ^ fdT LON�PQF�JMLOH�m�HBLXe ] T ^ U UKbwPQN�b g p%T[NdU7T[i m�JcT
LGvxT[HBLOPQbwN�P��

0 T U ^ LOH ^ g H \ i ^ fdT e \ N ^ bwNnF�F�i�L
����H \ � bwi L ^ b \ N�g \ H L ^ a \ R bwi~T[NdUKb \ N�LOJ�T[JMLXU ^ bce
U \ JwbcR ^ f�L ^ f�LXUDL ^ HKbMLON�PQF�JMLOH,U ^ HKFde ^ F�H7T �)(�+ �

Hel =
1

2

∫

dQx
2π

∫

dQy
2π

[

(λ+ 2µ− P )Q2u2
L + (µ− P )Q2u2

T

]

. !�+�� % � $

1,T[H7T ^ fdT%bwN ^ T[PQHBL ^ b \ N&bcU�T�� ^ T[NdR�TGR \ vxT[H ^ fdT �dH7U ^ J HKbwJwJ \ F�bwN&E \ NdT
� λ LONdR µ LOH7T^ fdT a T[JwJ s ] N \ a�N , LOi~T2e \ T�� e[bcT[N ^ U��WLONdR P bcU ^ fdT�fqp_R H \ U ^ L ^ bce ��H7TGU7UKF�H7T ! U7TGTg \ H T��dLOi.��JcT T�4qN � % � �?> $ � � fdT j \ F�HKbcT[H ^ HBLONdU g \ HKi u(Q) � \ g ^ fdT R bcU<��JMLXeGT[i~T[N ^vxTGe ^7\ H u(l) f�LXU m@TGT[N�R�TGe \ i.� \ U7TGR�bwN ^7\ J \ N�PQb ^ FdR bwN�LOJ=! , $ LONdR ^ HBLONdUKvxT[H7U7T !5� $e \ i.� \ NdT[N ^ U;� * \
u(l) =

1√
N

∑

Q

u(Q) exp [iQ · rl] ,

LONdR

uL(Q) = Q̂ · u(Q), uT (Q) = u(Q) − Q̂uL(Q), Q̂ ≡ Q

|Q| .

0 T�a�bcUKf ^7\ e LOJce[F�JML ^ T�g H \ i ^ fdT T[JMLXU ^ bce 1,LOi�bwJ ^7\ N�bMLON +�� % � ^ fdT�R bcU<��JMLXeGT[i~T[N ^
e \ HKH7T[JML ^ b \ N�g F�Nde ^ b \ N �dbwN ^ fdTWi \ H7T�PxT[NdT[HBLOJ�e LXUBTWa?T�f�L vxT

B(r) ≡ 〈[u(r) − u(o)]2〉 =
2

N

∑

Q

〈|u(Q)|2〉 [1 − cos (Q · r)] . !�+�� % & $

` \X^ T ^ f�L ^ B(r) LOJcU \ e \ N ^ H \ JcU ^ fdT U ^ L ^ bce U ^ HKFde ^ F�H7TWg LXe ^7\ H S(q) ! T�4qN � +��)( $ �t UKbwN�P ^ fdT�T�4qF�b#��LOH ^ b ^ b \ N ^ fdT \ H7T[i \ NdT
H7T LXR bwJwp UKf \ a�UWg H \ i T�4nN � +�� % � ^ f�L ^
�)(�+ �

〈uα(Q)uβ(−Q)〉 =
kBT

λ+ 2µ− P

Q̂αQ̂β
Q2

+
kBT

µ− P

(

δαβ − Q̂αQ̂β

)

Q2
, !�+�� % ' $

+�'



a�fdT[H7T α LONdR β R�T[N \X^ T�� LOH ^ TGU7bMLON e \ i.� \ NdT[N ^ U�� 1 T[H7T a?T UKf�LOJwJxg \ e[FdU \ N ^ fdT B(y)bwN T�4nN � +�� % > ^ f�L ^ bcU ^ fdT R bcU<��JMLXeGT[i~T[N ^ U,e \ HKH7T[JML ^ b \ N g F�Nde ^ b \ N \ g y sue \ i.� \ NdT[N ^ ULONdR�e \ NdUKbcR�T[H LOJcU \ L-R bcU ^ LONdeGT r LOJ \ N�P ^ fdT y suR bwH7TGe ^ b \ N � ^7\ �dNdR

B(y) = 〈[uy(na0) − uy(o)]
2〉 =

2

N

∑

Qx

∑

Qy

〈uy(Q)uy(−Q)〉 [1 − cos(Qyna0)] ,

!�+�� %=< $
a�fdT[H7T ^ fdT vQLOJwFdTGU Qx LONdR Qy \ vxT[H a�f�bce7f ^ fdT UKF�i~U>LOH7T T�� ^ T[NdR�TGR
LOH7T R�T ^ T[HKi�bwNdTGRmqp ^ fdT PxT \ i~T ^ HKp \ g ^ fdT2e \ NdUKbcR�T[H7TGR e[HKp_U ^ LOJ ��LONdR ^ fdT2m \ F�NdRdLOHKp e \ NdR b ^ b \ NdU
eBf \ U7T[N � 0 TWfdT[H7T e \ NdU7bcR�T[HDL
JML ^K^ bceGT \ g UKbwE T D bwN ^ fdT x suR bwH7TGe ^ b \ N LONdR/U7bwE T L bwN^ fdT y suR bwH7TGe ^ b \ N �qLONdR e7f \_\ U7T0�@T[HKb \ R bce m \ F�NdRdLOHKp�e \ NdR b ^ b \ NdU��-� ^ bcU;e \ NqvxT[N�bcT[N ^ ^7\i~T LXU7F�H7T ^ fdT�JcT[N�P ^ fdU bwN ^ fdT y suR bwH7TGe ^ b \ N bwN{F�N�b ^ U \ g ^ fdT JML ^K^ bceGT U8��LXe[bwN�P ao ≡ 1
! �dP�� >�� % $ LONdR-bwN ^ fdT x suR bwH7TGe ^ b \ N�bwN�F�N�b ^ U \ g d ≡ a0

√
3/2 � ^ fdT�R bcU ^ LONdeGT m@T ^ a?TGT[N^ fdT H \ a�U��2� fdT[N

Qx/π = −1,−1 +
2

D
,−1 +

4

D
, · · · , 1 − 2

D
, !�+�� �Q� $

Qy/π = −1,−1 +
2

L
,−1 +

4

L
, · · · , 1 − 4

L
, !�+�� � % $

b � T
� ^ fdTEJ HKbwJwJ \ F�bwN E \ NdT�bcU L
����H \ ��HKbML ^ T[Jwp R bcUBe[H7T ^ bwE TGR ! ^ fdT[H7T~LOH7T L/a0
R bcU7e[H7T ^ T

vQLOJwFdTGU Qy �XT ^ e
� $ �Xm�F�H ^ fdT?eGT[N ^ T[H \ g ^ fdT J HKbwJwJ \ F�bwN-E \ NdT ! ^ fdT � \ bwN ^ Qx = Qy = 0
$

f�LXU ^7\ m@T \ i�b ^K^ TGR g H \ i ^ fdT-UKF�i�i L ^ b \ N � UKbwNdeGT
b ^ a \ F�JcR p_bcT[JcR bwN T�4qN � +�� %=< L
F�N�b g \ HKi R bcU<��JMLXeGT[i~T[N ^ \ g ^ fdT�a�f \ JcT�JML ^K^ bceGT
�

�uN ^ fdT NdT�� ^ U7TGe ^ b \ N~a T a�bwJwJ�R bcU7e[FdU7U LA4qF�LON ^ b ^ L ^ bwvxT e \ i.��LOHKbcU \ N \ g@T�4nN ��+�� %=<
^7\ UKbwi*F�JML ^ b \ N~H7TGUKF�J ^ U�� � ^ bcU ��H7T g T[HBLOm�JcT ^7\ T[vQLOJwF�L ^ T�T�4nNdU��B+�� %=< s +�� � % NqF�i~T[HKbce LOJwJwp>�
1,T[H7T a T HBL ^ fdT[H R bcU7e[FdU7U LON
L
����H \ � bwi L ^ T T[vXLOJwF�L ^ b \ N \ g�T�4nN �!+�� %=< a�f�bceBf
T�����JMLObwNdU
^ fdT m8T[f�L vqb \ F�H \ g ^ fdT R bcU<��JMLXeGT[i~T[N ^ U e \ HKH7T[JML ^ b \ N 4nF�LOJwb ^ L ^ bwvxT[Jwp>�

� \ NdUKbcR�T[HKbwN�P ^ fdT-Jwbwi�b ^ a�fdT[H7T-m \X^ f 1 � n � D LONdR 1 � n � L a T�e LONL
����H \ �_bwi L ^ T ^ fdT UKF�i�i L ^ b \ NdUDmnp%bwN ^ T[PQHBLOJcU�� ^7\~\ m ^ LObwN9! N = LD
$

〈[uy(n) − uy(o)]
2〉 ≈ 2

∫ π

−π

dQx
2π

∫ π

−π

dQy
2π

1 − cos (Qyn)

Q2
x +Q2

y

·

·
[

Q2
y

Q2
x +Q2

y

kBT

λ+ 2µ− P
+

+
Q2
x

Q2
x +Q2

y

kBT

µ− P

]

. !�+�� �Q� $

� NdT%e LON&UKf \ a ^ f�L ^ g \ H ^ fdT%e \ NdUKbcR�T[H7TGR"Jwbwi�b ^�^ fdT(bwN ^ T[PQHBLOJ�f�LXU;� LXU�T����@TGe ^ TGR,�

+ <



L{J \ PnLOHKb ^ f�i�bce(vXLOHKbML ^ b \ N"bwN n � UKbwi�bwJMLOH ^7\�^ fdT(UKbwi.��JcT[H bwN ^ T[PQHBLOJ
� � a�fdT[H7T g bcU
Le \ NdU ^ LON ^ �

I =
2kBT

g

∫ π

−π

dQx
2π

∫ π

π

dQy
2π

1 − cos (Qyn)

Q2
x +Q2

y

=
kBT

2g

∫ π

−π

dQx
2πQx

[1 − exp (Qxn)] ≈ kBT

2πg
lnn. !�+�� �?( $

� f�bcU�J \ PnLOHKb ^ f�i�bce R bwvxT[HKPxT[NdeGT \ g ^ fdT�e \ HKH7T[JML ^ b \ N/g F�Nde ^ b \ N \ g ^ fdT�R bcU<��JMLXeGT[i~T[N ^ U
bcU H7TGU<� \ NdUKbwm�JcT g \ H ^ fdT�g LXe ^ ^ f�L ^ bwN ^ a \ suR bwi~T[NdU7b \ N�LOJ@e[HKp U ^ LOJcU ^ fdTDR�T[J ^ LWg F�Nde ^ b \ N
U7bwN�PQF�JMLOHKb ^ bcTGU \ g S(q) L ^�^ fdT J HBLOPQP~U<� \X^ U LOH7TWH7T&��JMLXeGTGR{mnp � \ a?T[H JMLGa U7bwN�PQF�JMLOH sb ^ bcTGU;�dLXU�b ^�� U�a T[JwJ ] N \ a�N � +n���6+ & � �

� N ^ fdT \X^ fdT[H*f�LONdR,� L R b � T[H7T[N ^ H7TGUKF�J ^ bcU \ m ^ LObwNdTGR�b g�a?T(e \ NdUKbcR�T[H~L/vxT[HKp
T[J \ N�PnL ^ TGR"UKp U ^ T[i�� D � n � L � � fdT[N"b ^ bcU-U ^ bwJwJ�L
����H \ ��HKbML ^ T ^7\ ^ HBLONdU g \ HKi
(1/L)

∑

Qy
(. . . ) bwN ^7\ ∫

dQy/2π(. . . ) m�F ^;] TGT&� ^ fdT�U7F�i \ vxT[H Qx
R bcU7e[H7T ^ T
� � f�bcU

p_bcT[JcR�U ^7\ LON{T�����H7TGU7UKb \ N \ g ^ fdT ^ p �@T

〈[uy(n) − uy(o)]
2〉 ≈ 2kBT

g

1

D

∑

Qx

∫ π

π

dQy
2π

1 − cos (Qyn)

Q2
x +Q2

y

. !�+�� ��+ $

� ^ bcU T LXUKp ^7\ U7TGT ^ f�L ^D^ fdT R \ i�bwN�L ^ bwN�P ^ T[HKi bwN T�4qN � +�� ��+%e \ i~TGUDg H \ i L UKbwN�PQJcT
^ T[HKi bwN ^ fdT UKF�i�� N�LOi~T[Jwp ^ fdT ^ T[HKika�b ^ f Qx = 0 �

〈[uy(n) − uy(o)]
2〉 ≈ 2kBT

g

1

D

∫ π

−π

dQy
2π

1 − cos (Qyn)

Q2
y

.

�>HBLONdU g \ HKi�bwN�P ^ fdT�bwN ^ T[PQHBL ^ b \ N g H \ i Qy
^7\
z = Qyn

LONdR�FdU7bwN�P �)(?> � ∫ ∞
−∞ dz(1−

cos z)/z2 = π �dL
JwbwNdT LOH bwNde[H7T LXU7T \ g ^ fdT�R bcU<��JMLXeGT[i~T[N ^ U,e \ HKH7T[JML ^ b \ N�H7TGU7F�J ^ U��

〈[uy(n) − uy(o)]
2〉 ≈ π

2kBT

g

n

D
, D ≤ n ≤ L. !�+�� �?> $

� \ i.��LOHKbcU \ N \ g T�4nN ��+�� < LONdR +�� �?>�UKf \ a�U ^ f�L ^ bwN ^ f�bcU Jwbwi�b ^ L�e[H \ U7U \ vxT[H ^7\ 4qF�LXUKb
F�N�b suR bwi~T[NdU7b \ N�LOJ m@T[f�LGv_b \ F�H f�LXU \ eGe[F�HKH7TGR,��I24nF�L ^ bwN�P T�4nNdU�� +�� �?({LONdR +�� �?>/a?T
e LON TGU ^ bwi L ^ T ^ fdTWJ \ e L ^ b \ N \ g ^ fdT e[H \ U7U \ vxT[H

n � � � � � ∼ D lnn � � � � � ∼ D lnD. !�+�� �Q� $
��� ��!
�1

+�� � #�!
>=���/	 " E ����"���#��� " 3�$ ���.����� '

R ∞

−∞

`

x2 + c2
´−1

{1 − cos [a (b − x)]} dx =
π [1 − exp(ac) cos(ab)/c]

E

>Q�



Z T��dN�bwN�P/LOPnLObwN ^ fdT � \ U7b ^ b \ N�LOJ e \ HKH7T[JML ^ b \ N JcT[N�P ^ f ξ g H \ i ^ fdT*e \ NdR b ^ b \ N \ g ^ fdTi~T LON U84nF�LOH7T R bcU<��JMLXeGT[i~T[N ^ e \ HKH7T[JML ^ b \ N�H7T LXeBfdTGU,L��dN�b ^ T g HBLXe ^ b \ N \ g ^ fdT U74nF�LOH7T
\ g ^ fdT�JML ^K^ bceGT U8��LXe[bwN�P���a?TA�dNdR L
H7TGUKF�J ^ LON�LOJ \ P \ FdU ^7\ T�4nN �2+�� % �

ξ ≈ D
g

2πkBT
: !�+�� �0& $

^ fqFdU ξ R bwvxT[HKPxTGU bwN*m \X^ f ^ fdT Jwbwi�b ^ U D → ∞ LONdR T → 0 ��j \ H ^ fdT T�4nN �!+�� �0& ^ fdT[H7TbcU~LON�LON�LOJ \ P \ FdU H7TGUKF�J ^ g \ H ^ fdT ^ a \ suR bwi~T[NdUKb \ N�LOJ B(D i \ R�T[J � a?T{a�bwJwJ�R bcU7e[FdU7U
^ fdTGUBT LONdR \X^ fdT[H LON�LOJ \ PQbcTGU�bwN ^ fdT�NdT�� ^ eBf�L
� ^ T[H��

�uN ^ fdT-m�F�J ] e LXUBT�! D → ∞)
^ fdT[H7T�U ^ bwJwJ bcUWN \ � \ U7b ^ b \ N�LOJ;J \ N�P/HBLON�PxT \ H7R�T[H��

\ g>e \ F�H7UBT
�_U7bwNdeGT�J \ PnLOHKb ^ f�i�bce,vXLOHKbML ^ b \ N ! T�4qNdU +�� �
LONdR +�� �?> $?\ g ^ fdTDi~T LON%U74nF�LOH7T
R bcU8��JMLXeGT[i~T[N ^ e \ HKH7T[JML ^ b \ N~f�LXU ^ L ] T[N \ vxT[H��-� ^ bcU a?T[JwJ ] N \ a�N ^ f�L ^ ^ f�bcU g LXe ^ bwi.��Jwp
LOJcU \ bwi.��JwbcTGU ^ f�L ^W^ fdT+�8T L ] fdT[bwPQf ^ U \ g ^ fdT-U ^ HKFde ^ F�H7T*g LXe ^7\ H7UWbwN ^ fdT H7TGe[b#��H \ e LOJ
JML ^K^ bceGT � \ bwN ^ U�LOH7T N \X^ ��H \ � \ H ^ b \ N�LOJ ^7\ N �_m�F ^ U7e LOJcT a�b ^ f/L*UKF�m�JwbwNdT LOH � \ a?T[H \ g
N

S(G) ∝ N 1−constkBT/g, !�+�� �?' $
a�fdT[H7T ^ fdT
e \ NdU ^ LON ^ bwN ^ fdT
T���� \ NdT[N ^ bwN T�4nN � +�� �?'Se LON m@T*e LOJce[F�JML ^ TGR LON�LOJwp ^ b s
e LOJwJwp�g H \ i ^ fdT-f�LOHKi \ N�bce ^ fdT \ HKp � +n���P+ &��P+�' � �+� fdT�e \ NdU7T�4nFdT[NdeGT \ g T�4nN � +�� �?'
bcU ^ f�L ^ L ^ ^ fdT ^ fdT[HKi \ R pqN�LOi�bceSJwbwi�b ^ � ^ fdT[H7T~bcU*N \ � \ UKb ^ b \ N�LOJ \ H7R�T[H�� a�f�bwJcT
�;L ^
J \ a T \ HKbcT[N ^ L ^ b \ N�LOJ \ H7R�T[H?bcU���H7TGU7T[N ^ �)( < � � 0 TDU7f�LOJwJ�H7T ^ F�HKN \ N ^ f�L ^ bwN ^ fdT�NdT�� ^eBf�L
� ^ T[H��

�)��� � ����� 
 �%� � �(* � �%�)� �%� � � 
!� �%��*� )� �� �# � *
� � �+���!��*� 

 � �(� �%��� �%����*+� �

0 TWf�L vxT�T[vXLOJwF�L ^ TGR ^ fdT�R bcU<��JMLXeGT[i~T[N ^ e \ HKH7T[JML ^ b \ N�g F�Nde ^ b \ N 〈[uy(n) − uy(o)]
2〉 �FdU7bwN�P m \X^ f ^ fdT ^ fdT \ HKp \ g ^ fdT3��H7T[vqb \ FdU U7TGe ^ b \ N ! T�4qNdU���+�� % '
LONdR +�� %=< $ �qa�b ^ f ^ fdT

T[JMLXU ^ bce~e \ NdU ^ LON ^ U \ g ^ fdT�m�F�J ] e[HKp_U ^ LOJ LXU
LON bwN���F ^ LONdR ^ fdT UKF�i bwN T�4qN �E+�� %=<
NqF�i~T[HKbce LOJwJwp�e \ i.��F ^ TGR,� LONdR�R bwH7TGe ^ Jwp g H \ i ^ fdT(UKbwi F�JML ^ b \ NdU ! �dPxU�� +��)({s�+��)> $ �
j bwP�� +��)( UKf \ a�U ^ f�L ^ g \ H�JMLOHKPxT
T[N \ F�PQf L ^ fdT JwbwNdT LOH,H7T[JML ^ b \ N�bwN T�4qN � +�� �?>�bcUDbwNg LXe ^ H7T&��H \ R FdeGTGR,�dbwN ^ fdTWJwbwi�b ^ D � n� L �21 \ a T[vxT[H��da�fdT[N n m@TGe \ i~TGU \ g ^ fdT\ H7R�T[H n ≈ 2D

\ H UKi LOJwJcT[H���R�T[v_bML ^ b \ NdU�U7T ^ bwN ! R FdT ^7\*^ fdTWe[H \ U7U \ vxT[H ^7\ a LOH7R�U ^ fdT
J \ PnLOHKb ^ f�i�bce~m8T[f�L vqb \ F�H�� T�4qN � +�� �?( $ � a�f�bwJcT
g \ H n ≈ L/4 R�T[vqbML ^ b \ NdU U7T ^ bwN R FdT^7\�^ fdT~UKp_i�i~T ^ HKp \ g ^ fdT �@T[HKb \ R bce�m \ F�NdRdLOHKp e \ NdR b ^ b \ NdU ^ f�L ^ Jwbwi�b ^*^ fdT~JwbwNdT LOH
bwNde[H7T LXUBTSbwi.��JwbcTGR"mqp�T�4qN � +�� �?>�� � N \ H7R�T[H ^7\ ^ TGU ^ g \ H ^ fdT(bwN�b ^ bMLOJ�J \ PnLOHKb ^ f�i�bce
bwNde[H7T LXUBT \ g B(y) = 〈[uy(n) − uy(o)]

2〉 a�b ^ f y � ^ fdT*RdL ^ L�g \ H D = 20 � L = 500

> %



\ g �dP�� +��)( LOH7T/H7T&��J \X^K^ TGR \ N�JwbwNdT LOH s J \ P�U7e LOJcTGU�bwN �dP�� +�� +���LONdR&RdL ^ L g H \ i'L
R bwH7TGe ^ z \ N ^ T � LOHKJ \ UKbwi F�JML ^ b \ N \ g ^ f�bcU%UKp U ^ T[i LOH7T�bwNde[JwFdR�TGR,� � NdT e LON U7TGT
^ f�L ^
^ fdTSf�LOHKi \ N�bce ^ fdT \ HKp�LONdR ^ fdT(z \ N ^ T@� LOHKJ \ H7TGUKF�J ^ U-LOH7T bwN 4nF�LON ^ b ^ L ^ bwvxT
LOPQH7TGT[i~T[N ^ ��a�b ^ f&N \ LXR � FdU ^ LOm�JcT ��LOHBLOi~T ^ T[H7U�� ? UKbwi�bwJMLOH%LOPQH7TGT[i~T[N ^ f�LXUSLOJcU \
m@TGT[N~g \ F�NdR�bwN(U ^ FdR bcTGU \ g ^ fdT�J \ a ^ T[i.�@T[HBL ^ F�H7T(��f�LXU7T \ g ^ fdT B(D i \ R�T[J �)>Q����> % �
a�f�bceBf2e LON m@T e \ NdU7bcR�T[H7TGR L UKbwi.��JcT[H,H7T g T[H7T[NdeGT
U7p_U ^ T[i g \ H \ F�HA��H \ m�JcT[i���j�H \ i
^ f�bcU,a \ H ] �)>Q����> %�� b ^ bcUWLOJcU \ e[JcT LOH ^ f�L ^W^ f�bcU�LOPQH7TGT[i~T[N ^ m�H7T L ] UWR \ a�N NdT LOH ^ fdT

 \ U ^ T[HKJwbwE[s � f \ F�JcTGU7U ^ HBLONdUKb ^ b \ N �)>Q� � ! R FdT ^7\ v \ H ^ T�� ��LObwH>g \ HKi L ^ b \ N ^ fdT U8��bwN a L vxT
U ^ b �8NdTGU7U \ g ^ fdT�B(D�i \ R�T[J;PxT ^ UWH7T[N \ HKi LOJwbwE TGR $ ��LONdR UKbwi�bwJMLOHKJwp a?T�T����8TGe ^W^ f�L ^
^ fdT LOPQH7TGT[i~T[N ^ U7TGT[N�bwN �dP�� +�� +�PxT ^ U a \ H7U7T a�fdT[N ^ fdT i~T[J ^ bwN�P ^ HBLONdUKb ^ b \ N3bcU
L
����H \ LXeBfdTGR,6 a T%T����@TGe ^-^ f�L ^*^ fdT%T[JMLXU ^ bce%e \ NdU ^ LON ^ U-PxT ^ H7T[N \ HKi LOJwbwE TGR&R FdT ^7\
R bcU7J \ e L ^ b \ N s ��LObwH(g \ HKi L ^ b \ N � + &�� +�'�� >?(�� >?>�� >Q��� >0& � � ?DJ ^ f \ F�PQf3b ^ a \ F�JcR3m8T
vxT[HKp bwN ^ T[H7TGU ^ bwN�P ^7\ U ^ FdR p \ F�H-i \ R�T[J�L ^*^ T[i.�@T[HBL ^ F�H7TGU-e[J \ U7T[H ^7\�^ fdTSi~T[J ^ bwN�P
^ HBLONdU7b ^ b \ N �na T�f�LGvxT N \X^ L ^K^ T[i.� ^ TGR ^7\ R \ ^ f�bcU R FdT ^7\ ^ fdTDT[N \ HKi \ FdU R b � e[F�J ^ bcTGU
\ g \ m ^ LObwN�bwN�P a T[JwJ�T�4qF�bwJwbwm�HBL ^ TGR�UKbwi*F�JML ^ b \ N RdL ^ L�� ?DJwH7T LXR p{L ^ T = 1 g \ H y > 50
�dP�� +�� +.R bcU<��JML p_U(fqF�PxT2U ^ L ^ bcU ^ bce LOJ�T[HKH \ H7U���bwN U<��b ^ T \ g-L HKF�N ^ f�L ^ JMLXU ^ TGR�g \ H
i LONqpSa TGT ] U L ^ L*o T[N ^ bwF�i +.��H \ eGTGUBU \ H��-� fdT[H7T g \ H7TWb ^ bcU Jwb ] T[Jwp ^ f�L ^�^ fdT[H7TWbcU N \
U7p_U ^ T[i L ^ bce�R bcUBe[H7T&��LONde[p m@T ^ a TGT[N ^ fdT-f�LOHKi \ N�bce ^ fdT \ HKp2LONdR ^ fdT�z \ N ^ TC� LOHKJ \
H7TGU7F�J ^ U T[vxT[N g \ H y = L/2 = 250 � ? Nnp_a LGp \ NdTSe LON�U7TGT ^ f�L ^ g \ H y > 40

^ fdT
bwNde[H7T LXUBT \ g B(y) a�b ^ f y bcU*U ^ H \ N�PxT[H ^ f�LON ^ fdT~bwN�b ^ bMLOJ J \ PnLOHKb ^ f�i�bce(m8T[f�L vqb \ F�H��
1 \ a T[vxT[H�g H \ i �dP�� +��)(�b ^ bcU�e[JcT LOH ^ f�L ^�^ fdT JwbwNdT LOHDm@T[f�LGv_b \ F�H,LXeGe \ H7R bwN�P ^7\ T�4qN �
+�� �?>
e LON�N \X^ H7T LOJwJwp(m8T,U7TGT[N � m@TGe LOFdU7T ^ fdTWT��@TGe ^ U�R FdT ^7\-^ fdT �8T[HKb \ R bce,m \ F�NdRdLOHKp
e \ NdR b ^ b \ NdU U ^ LOH ^ HBL ^ fdT[HDT LOHKJwp>�
j�bwP�� +��)>Se \ i.��LOH7TGU,N \ a�H7TGUKF�J ^ U g \ H ^ fdT f�LOHKi \ N�bce ^ fdT \ HKp9! T�4qNdU�� +�� % '~s +�� %=< $

a�b ^ f z \ N ^ T+� LOHKJ \ H7TGU7F�J ^ U�g \ H ^ fdT e LXU7T D = 20 � L = 100 �dbwNde[JwFdR bwN�P/LOJcU \ RdL ^ Lg \ H
L UKp U ^ T[i a�b ^ f ��JMLON�LOH-a LOJwJcU�� g \ H ^ fdT JML pxT[H7U
e[J \ UBTGU ^*^7\ ^ fdTSa LOJwJcU�� �uN ^ f�bcU
e LXUBT ^ fdT[H7T U7TGT[i~U ^7\ m@T U \ i~T?UKp_U ^ T[i L ^ bce?R bcU7e[H7T&��LONde[p m8T ^ a?TGT[N ^ fdT?z \ N ^ T0� LOHKJ \
RdL ^ L�LONdR ^ fdT f�LOHKi \ N�bce ^ fdT \ HKp>�xm�F ^;^ fdT?PxT[NdT[HBLOJ ^ H7T[NdR-bcU;UKbwi�bwJMLOH�� 0 T?f�L vxT�U7TGT[N
m@T g \ H7T ^ f�L ^ ^ fdTC�@T[HKb \ R bce%m \ F�NdRdLOHKp"e \ NdR b ^ b \ NdU U ^ LOH ^�^7\ m@TSg T[J ^ L ^ n ≈ L/4LOJwH7T LXR p>� N \*^ HBLXeGT \ g B(y) bwNde[H7T LXU7bwN�P
a�b ^ f y U ^ H \ N�PxT[H ^ f�LON(J \ PnLOHKb ^ f�i�bceWbcU?U7TGT[NbwN ^ f�bcU~e LXU7T
� ? N&bwN ^ T[H7TGU ^ bwN�P g T L ^ F�H7T/f \ a T[vxT[H�� bcU ^ fdT%g LXU ^ T[H~bwNde[H7T LXU7T \ g ^ fdT
R bcU8��JMLXeGT[i~T[N ^ U e \ HKH7T[JML ^ b \ N g F�Nde ^ b \ N \ g���LOH ^ bce[JcTGU LXR �7LXeGT[N ^�^7\ L a LOJwJ � g \ H>L�UKp U ^ T[i
\ g ^ fdT UBLOi~T JwbwNdT LOH R bwi~T[NdUKb \ NdU+! D = 20 � L = 100

$ m�F ^ a�b ^ f ^ a \ ��JMLON�LOHDa LOJwJcU
LOJ \ N�P ^ fdT y s L � bcU HBL ^ fdT[H ^ f�LON �8T[HKb \ R bce m \ F�NdRdLOHKp e \ NdR b ^ b \ NdU�� t N g \ H ^ F�N�L ^ T[Jwp^ fdT i�bwJcR e[F�HKvQL ^ F�H7T \ g ^ fdT2RdL ^ L�bwN �dP +��)> ! R FdT ^7\"^ fdT �8T[HKb \ R bce m \ F�NdRdLOHKp
e \ NdR b ^ b \ NdU bwN ^ fdT y suR bwH7TGe ^ b \ N�a�f�bce7f3LOH7T/U ^ H \ N�PQJwp g T[J ^ g \ H y > 25

$ ��H7T[vxT[N ^ U
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H7T[JML ^ b \ N2m8T ^ a?TGT[N ^ fdT
UKJ \ �8T*bwN
^ fdT,H7T[JML ^ b \ NdU B(y) ∝ ln y g \ H�L ^ a \ R bwi~T[NdUKb \ N�LOJ>e[HKp U ^ LOJ UKF�H g LXeGTWLXR �7LXeGT[N ^�^7\ L
/lL ^ a LOJwJ ��LONdR bwN ^ fdT-m�F�J ] H7TGU<�8TGe ^ bwvxT[Jwp>�:� f�bcU�e \ i.��LOHKbcU \ N bcU \ g bwN ^ T[H7TGU ^ UKbwNdeGT
U7bwi�bwJMLOHDe LOJce[F�JML ^ b \ NdUDe LON{m@T�R \ NdTWbwN ^ fdTAB(D�i \ R�T[J�! ^ fdT[p%a�bwJwJ m8T�R bcUBe[FdU7U7TGR%bwN
eBf�L
� �E> $ �*j�H \ i ^ f \ U7T�e LOJce[F�JML ^ b \ NdU \ NdT-a \ F�JcR T����@TGe ^W^ f�L ^ ^ fdT�UKJ \ �@T \ g ^ fdT
H7T[JML ^ b \ N B(y) ∝ ln y g \ HWL H \ a LXR �7LXeGT[N ^W^7\ ^ fdT*a LOJwJ bcU ^ a�bceGT�LXU,JMLOHKPxT[H LXU ^ fdTU7J \ �8TWbwN ^ fdT�m�F�J ] �
j�bwPxU;� +��)(�s +��)> T[i.��f�LXUKbwE T ^ fdT{LXU<�@TGe ^
^ f�L ^ L e[HKp U ^ LOJ bwN ^ a \ R bwi~T[NdUKb \ NdU

bcUWLSe[HKb ^ bce LOJ U7p_U ^ T[i�� LXUDg LOH�LXU(� \ UKb ^ b \ N�LOJ J \ N�P(HBLON�PxT \ H7R�T[H,bcU,e \ NdeGT[HKNdTGR,�=� fdT
bwNdU ^ LOm�bwJwb ^ p \ g ^ f�bcU \ H7R�T[H��dT[vqbcR�T[NdeGTGR{mnp ^ fdTWPQH \ a ^ f \ g ^ fdT R bcU<��JMLXeGT[i~T[N ^ e \ HKH7T s
JML ^ b \ N g F�Nde ^ b \ N(a�b ^ fSR bcU ^ LONdeGT
�nbcU?T[N�f�LONdeGTGR mqp:/lL ^ a LOJwJcU?m \ F�NdRdLOHKp~e \ NdR b ^ b \ NdU��
U7bwi�bwJMLOH ^7\ LON.B(D3i \ R�T[Jda�b ^ f�g H7TGT�UKF�H g LXeGTGU���� f�bcU T[N�f�LONdeGT[i~T[N ^ \ g /dFde ^ F�L ^ b \ NdU
L ^ ^ fdT g H7TGT UKF�H g LXeGT.! \ H�/lL ^ a LOJwJ � H7TGU<�@TGe ^ bwvxT[Jwp $ bcU?g T[J ^�\ vxT[H vxT[HKpSJMLOHKPxTWR bcU ^ LONdeGTGU
bwN ^ fdT x suR bwH7TGe ^ b \ N �_a�fdT[H7T LOJcU \ LON(LON \ i LOJ \ FdU T[N�f�LONdeGT[i~T[N ^�\ g ^ fdT0/dFde ^ F�L ^ b \ NdUT�� bcU ^ U��Wo;H7TGU7F�i LOm�Jwp>� ^ fdTGU7T*J \ N�P%HBLON�PxT�T��@TGe ^ U \ g g H7TGT
UKF�H g LXeGTGU�LOH7T
H7TGU<� \ NdUKbwm�JcT
g \ H ^ fdT R b � T[H7T[NdeGT m@T ^ a TGT[N C33(n) g \ H ^ f�bwN U ^ HKb#�dU \ g n JMLGpxT[H7UDm \ F�NdR�TGR/mqp /lL ^a LOJwJcU�� LONdR ^ fdT*e \ HKH7TGU<� \ NdR bwN�P{UKp U ^ T[i~U a�b ^ f �@T[HKb \ R bce
m \ F�NdRdLOHKp�e \ NdR b ^ b \ NdUWbwN
LOJwJ R bwH7TGe ^ b \ NdU;�
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�?JcT LOHKJwp ^ fdT:� \ U7UKbwm�bwJwb ^ p \ g�R�T��dN�bwN�P�UKFdeBf LON \ H7R�T[H=��LOHBLOi~T ^ T[H Jwb ] T ^ fdT \ HKb s

T[N ^ L ^ b \ N�LOJ \ NdT LXU bwN�T�4nNdU�� >��)> e \ i~TGU�g H \ i ^ fdT ^ a \ suR bwi~T[NdUKb \ N�LOJ ^7\ � \ J \ PQp>�
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! L ^ R�T[NdUKb ^ bcTGU ρl LONdR ρs $ a�b ^ f e \ HKH7TGU<� \ NdR bwN�PC��H7TGU7U7F�H7TGU pl LONdR ps > pl

�lHBL ^ fdT[H
^ f�LON(v_bML*L*UKbwN�PQJcT3�dH7U ^ \ H7R�T[H ^ HBLONdUKb ^ b \ N{L ^ ��H7TGU7UKF�H7T pt ! a�fdT[H7TWL%/dF�bcR \ g�R�T[NdUKb ^ p
ρ′l
LONdR(L U \ JwbcR \ g R�T[NdUKb ^ p ρ′s a�bwJwJ8e \ T�� bcU ^ $ 6 U7TGT �dP�� >�� ���2J \X^ f(bwN ^ fdT0/dF�bcR���f�LXU7TLONdR(bwN ^ fdT,fdT��dL ^ bceA��f�LXU7T
� Ψ6 = 0 � m�F ^ ^ fdT m@T[f�LGv_b \ F�H7U \ g g6(R) LOH7T,R b � T[H7T[N ^ 6bwN ^ fdT(/dF�bcR \ NdT(�dNdR�U�LON%T���� \ NdT[N ^ bMLOJ R�TGe LGp>�da�f�bwJcT ^ fdT[H7T,bcU�L � \ a?T[H s JML a R�TGe LGp

bwN ^ fdT fdT���L ^ bce=��f�LXUBT 6

g6(R → ∞) ∝ exp(−r/ξ), ρ < ρl,
! >�� � $

g6(R → ∞) ∝ r−η, ρl < ρ < ρs,
! >�� & $

LONdR ^ fdT~e \ HKH7T[JML ^ b \ N�JcT[N�P ^ f ξ \ g ^ fdT~m \ NdR \ HKbcT[N ^ L ^ b \ N�LOJ \ H7R�T[H*R bwvxT[HKPxTGU-LXU ρlbcU L
����H \ LXe7fdTGR,�@LXUDR \ TGU ^ fdT�m \ NdR \ HKbcT[N ^ L ^ b \ N�LOJ UKFdU7eGT&� ^ bwm�bwJwb ^ p χ ≡
∫

dRg6(R)

>?'



� + &��#+�'��#>Q���#>?(��/>?>��#>Q���#>0& � 6

ln ξ ∝ lnχ ∝ (ρl − ρ)−1/2. ! >��)' $

� \ NqvxT[H7U7T[Jwp{b g \ NdT f�LXU,L:�dH7U ^,\ H7R�T[H ^ HBLONdUKb ^ b \ N �lm \X^ f ξ LONdR χ U ^ LGp@�dN�b ^ T
L ^ ρ′sLONdRSL,N \ N�E T[H \ \ H7R�T[H2��LOHBLOi~T ^ T[H Ψ6
f�LXU?LOJwH7T LXR p-U ^ LOH ^ TGR ^7\ bwNde[H7T LXU7TDL ^ ρ′l a�f�bwJcTLXeGe \ H7R bwN�P ^7\W^ fdT 
 \ U ^ T[HKJwbwE>��� f \ F�JcTGU7U��>1WLOJ#�8T[HKbwN �n` T[JcU \ N~LONdR+D \ F�N�PC!�
=�01,`3D $

UBeGT[N�LOHKb \ � Ψ6
bcU�N \ N�E T[H \ g \ H ρ > ρs

\ N�Jwp>�
� fdT�i~TGe7f�LON�bcU7i \ g ^ fdTGUBTDe \ N ^ bwNqF \ FdU ��f�LXU7T ^ HBLONdU7b ^ b \ NdU?bcU ^ fdT�F�Nqm�bwNdR bwN�P \ g

^7\ � \ J \ PQbce LOJdR�T g TGe ^ U�� � FdU ^ LXU bwN ^ fdT ^ a \ suR bwi~T[NdUKb \ N�LOJ B(D�g T[HKH \ i LOPQNdT ^ \ H-��JMLON�LOH
H \X^7\ H
i \ R�T[J?a�fdT[H7TSv \ H ^ T��qs LON ^ bwv \ H ^ T���F�Nqm�bwNdR bwN�P \ eGe[F�H7U � + &��H+�'��2>Q���B>?(��B>?> � �
^ fdT ^ HBLONdU7b ^ b \ N2g H \ i ^ fdT�U \ JwbcR ^7\%^ fdT-fdT��dL ^ bce:��f�LXU7T-bcU�R HKbwvxT[N mqp ^ fdT-F�Nqm�bwNdR_s
bwN�P \ g R bcUKJ \ e L ^ b \ NdUA��LObwH7U�a�b ^ f \ ��� \ U7b ^ T[Jwp \ HKbcT[N ^ TGR J F�HKPxT[H7U�vxTGe ^7\ H7U�� 0 f�bwJcT�L
g H7TGT
R bcUKJ \ e L ^ b \ N a \ F�JcR f�LGvxT�LON bwN��dN�b ^ T[Jwp�J \ N�P/T�� ^ HBLSf�LOJ g s H \ a \ g L ^7\ i~U�� U7Fde7f
L R bcUKJ \ e L ^ b \ N ��LObwH(L ^ �dN�b ^ T{R bcU ^ LONdeGT{bwNnv \ JwvxTGU%L �dN�b ^ T/NqF�i m@T[H \ g L ^7\ i~U�� U \
^ f�bcU
T���e[b ^ L ^ b \ N�f�LXU
L@�dN�b ^ T(T[NdT[HKPQp LONdR e LON \ eGe[F�H bwN ^ fdTSe[HKp U ^ LOJ bwN ^ fdT[HKi LOJ
T�4qF�bwJwbwm�HKbwF�i���� fdTWfdT��dL ^ bce=��f�LXU7T i~T[J ^ U�v_bML-R bcU7e[JwbwN�L ^ b \ N���LObwH�F�Nqm�bwNdR bwN�P��

0 T e \ Nde[JwFdR�T ^ f�bcU U7TGe ^ b \ NC� \ bwN ^ bwN�P \ F ^?^ f�L ^ T[v_bcR�T[NdeGT g H \ i!NnF�i~T[HKbce LOJ UKbwi-s
F�JML ^ b \ NdU,LONdR{T����8T[HKbwi~T[N ^ U�g \ H ^ fdT T��_bcU ^ T[NdeGT \ g ^ fdT�fdT��dL ^ bce=��f�LXU7T bcU�U7e LOH7eGT
�

�uN ��LOH ^ bce[F�JMLOH,g H \ i ^ fdT-UKbwi F�JML ^ b \ N�LOJ-� \ bwN ^W\ g v_bcT[a�U ^ FdR p_bwN�P ^ fdT 
=�01,`3D
UBeGT[N�LOHKb \ �qLOJwH7T LXR p
bwN ^ fdT m�F�J ] e LXU7T
�nH7T�4nF�bwH7TGU?L,J \X^ \ g8T�� \ H ^ U�� � fdT H7T LXU \ N�bcU ^ f�L ^
bwN \ H7R�T[H ^7\ f�LGvxT2U ^ L ^ bcU ^ bce LOJwJwp�UKbwPQN�b ��e LON ^ RdL ^ L�� \ NdT H7T�4qF�bwH7TGU/e \ N��dPQF�HBL ^ b \ NdU
a�fdT[H7T L U7T[HKbcTGU \ gWa?T[JwJ,T�4nF�bwJwbwm�HBL ^ TGR�R bcUKJ \ e L ^ b \ N ��LObwH7USLOH7T���H7TGU7T[N ^ � m�F ^ U7Fde7f
R bcU7J \ e L ^ b \ NdU ��LObwH7U%U<��LONdU \ N�i LONqp&JML ^K^ bceGT U7b ^ TGU(LONdR�bwNnv \ JwvxT i LONnp ��LOH ^ bce[JcTGU
a�f�bwJcT \ N ^ fdT \X^ fdT[HDf�LONdR{a?T a LON ^ ^7\ P \ NdT LOH ^ fdT ^ HBLONdU7b ^ b \ N � \ bwN ^ LONdR�U \ m�bwP
�dN�b ^ T UKbwE T�e \ HKH7TGe ^ b \ NdU ^7\ PxT ^ fdT[HDa�b ^ f�e[HKb ^ bce LOJ�UKJ \ a�bwN�P R \ a�N LOH7T�T����@TGe ^ TGR,�

�uN ^ fdT�U7TGe
�;���)>,a T�i~T[N ^ b \ NdTGR ^ f�L ^ LWa L p \ g ��LOH ^ Jwp \ vxT[H7e \ i�bwN�P ^ fdTGU7T0��H \ m s
JcT[i~U bcU ^7\ LOH ^ b ��e[bMLOJwJwp���H7T[vxT[N ^;^ fdT e[HKp_U ^ LOJqg H \ i�i~T[J ^ bwN�P LOJcU \ NdT LOH ^ fdT ^ HBLONdUKb ^ b \ N
� \ bwN ^ U;�,jdH \ i ^ fdT*e \ F�N ^ \ g ^ fdT H7T �KTGe ^ TGR i \ vxTGUWJcT LXR bwN�P ^7\ L R bcU7J \ e L ^ b \ N ��LObwH��
\ NdT e LON(TGU ^ bwi L ^ T ^ fdT3��H \ m�LOm�bwJwb ^ p \ g f�L vqbwN�P-UKFdeBf%L R bcUKJ \ e L ^ b \ N � *qFdeBf%L ��H \ m�Lhs
m�bwJwb ^ p ^7\ PxT ^ fdT[H�a�b ^ f ^ fdTWT[JMLXU ^ bce�e \ NdU ^ LON ^ U \ g ^ fdT,R�T g TGe ^ s g H7TGT�U \ JwbcR/e LON%m8T ^ fdT[N
FdUBTGR LXU?LON~bwN���F ^ bwN ^ fdT�H7T[N \ HKi LOJwbwE L ^ b \ N(PQH \ F�� / \ a�T�4qF�L ^ b \ NdU \ g ^ fdT 
=�01,`3D
^ fdT \ HKp ! UBTGT � �?'��n� < � g \ H ^ fdTDe LXU7T \ g f�LOH7R(R bcU ] U $ � �uN ^ f�bcU a L pSLOJwJ ^ fdT34nF�LON ^ b ^ bcTGU
\ g bwN ^ T[H7TGU ^ e LON{m@T T[vQLOJwF�L ^ TGR LOJcU \ NdT LOH ^ fdT e[HKb ^ bce LOJ>H7T[PQb \ N ��1 \ a?T[vxT[H a�b ^ f ^ f�bcU
^ TGeBf�N�b 4nFdT*b ^ a LXUDN \X^ � \ U7U7bwm�JcT ^7\ H7T LXe7f e \ Nde[JwFdUKbwvxT H7TGUKF�J ^ U�HKF�JwbwN�P \ F ^�^ fdT%� \ U s
U7bwm�bwJwb ^ p \ g L a?T L ] �dH7U ^ \ H7R�T[H ��f�LXU7T ^ HBLONdUKb ^ b \ N@��H7TGeGTGR bwN�P ^ fdT 
=1(��`3D�i~T[J ^ bwN�P

> <



UBeGT[N�LOHKb \ �

� ��� � ��#)� ���! 	 �� �# ���)� � �
� ���

� fdT*T��@TGe ^ \ g;T�� ^ T[HKN�LOJ>a LOJwJcU+! LONdR�� \ H g H7TGT UKF�H g LXeGTGU�H7TGU<�@TGe ^ bwvxT[Jwp $�\ N���f�LXU7T m8T s
f�L vqb \ F�H7U�f�LXU m@TGT[N U ^ FdR bcTGR g \ H L J \ N�P ^ bwi~T
�)>?'���> < � �Q��� � % �h�Q��� �?(��
+�>��
+ < ��>Q����> %�� �
0 T fdT[H7T a LON ^{^7\ H7TGe LOJwJ�m�HKbcT�/dp ^ fdT2UKbwi.��JcTGU ^ e LXUBT
�,L�UKp U ^ T[i F�NdR�T[HKP \ bwN�P�L
UBTGe \ NdR_s \ H7R�T[H=��f�LXU7T ^ HBLONdUKb ^ b \ N bwN ^ fdT
m�F�J ] g H \ i L R bcU \ H7R�T[H7TGR2U ^ L ^ T ^7\ LON \ H s
R�T[H7TGRSU ^ L ^ T�a�b ^ f \ NdT sue \ i.� \ NdT[N ^ \ H7R�T[H ��LOHBLOi~T ^ T[H ! T
� P�� LON�� UKbwN�P�g T[HKH \ i LOPQNdT ^ �
�dP�� >��)( $ � � NdT%i FdU ^ R bcU ^ bwN�PQF�bcU7f.m8T ^ a?TGT[N&m \ F�NdRdLOHKp�e \ NdR b ^ b \ NdUSL ^�^ fdTSa LOJwJ
��H \ vqbcR bwN�P%L-JwbwNdT LOH e \ F���JwbwN�P ^7\�^ fdT \ H7R�T[H(��LOHBLOi~T ^ T[H+! ' UKF�H g LXeGT�i LOPQNdT ^ bce=��T[JcR�)
H1
bwN ^ fdT�e LXUBT \ g�LSg T[HKH \ i LOPQNdT ^ $ LONdR L@4qF�LXR HBL ^ bce�e \ F���JwbwN�P ! LXUWb ^ \ eGe[F�H7U�bwN

g T[HKH \ i LOPQNdT ^ U�a�fdT[H7T%i�bcU7U7bwN�P2NdT[bwPQfnm \ H7U�bwi.��Jwp ^ f�L ^�^ fdT%U<��bwNdU-bwN ^ fdT%UKF�H g LXeGT
��JMLONdT T����@T[HKbcT[NdeGT/JcTGU7UST�� eBf�LON�PxT{bwN ^ T[HBLXe ^ b \ NdU ^7\ NdT[bwPQfnm \ HKbwN�P�U<��bwNdU ^ f�LON ^ fdT
U8��bwNdU bwN ^ fdT m�F�J ]�$ � � N m \X^ f�e LXU7TGU ^ fdT~HBLON�PxT \ vxT[H
a�f�bce7f ^ fdT \ H7R�T[H*NdT LOH ^ fdT
U7F�H g LXeGTDbcU T[b ^ fdT[H?T[N�f�LONdeGTGR \ H H7TGR FdeGTGRSbcU \ g ^ fdT \ H7R�T[H \ g ^ fdTDe \ HKH7T[JML ^ b \ N%JcT[N�P ^ f
ξb
\ g \ H7R�T[HA��LOHBLOi~T ^ T[H=/dFde ^ F�L ^ b \ NdU bwN ^ fdT*m�F�J ] � ? ^W^ fdT�e[HKb ^ bce LOJ ^ T[i.�@T[HBL ^ F�H7T

Tc
\ g ^ fdT UBTGe \ NdR \ H7R�T[H ^ HBLONdUKb ^ b \ N%a�fdT[H7T ξb f�LXU R bwvxT[HKPxTGR ^7\ bwN��dN�b ^ p>� ^ fdTWT���� \ sNdT[N ^ bMLOJ R�TGe LGp ^7\ a LOH7R�U ^ fdT-m�F�J ] f�LXU�m8TGT[N H7T&��JMLXeGTGR2mqp L � \ a T[H s JMLGa�m@T[f�LGv_b \ H

! �dP���>��)(Om $ �W` \X^ T ^ f�L ^ bwN �dP���>��)(~a T
f�LGvxT \ N�Jwp�e \ NdUKbcR�T[H7TGR ^ fdT
e LXU7T ^ f�L ^,^ fdT
��T[JcR H1

L ^�^ fdTWUKF�H g LXeGT LXe ^ U bwN ^ fdTWUBLOi~T�R bwH7TGe ^ b \ N LXU ^ fdT \ H7R�T[H0��LOHBLOi~T ^ T[H ΨbbwN ^ fdT m�F�J ] ! �dP��2>��)(Xe $ � � fdT e LXU7T ^ f�L ^;^ fdT ��T[JcR~L ^ ^ fdT�UKF�H g LXeGT�LXe ^ U bwN ^ fdT�R bwH7TGe s
^ b \ N \ ��� \ UKb ^ T ^7\S^ fdT \ H7R�T[H ��LOHBLOi~T ^ T[H,bwN ^ fdT*m�F�J ] bcU,LOJcU \ \ g PQH7T L ^ bwN ^ T[H7TGU ^ �8b ^
i L p�JcT LXR ^7\ ^ fdT�g \ HKi L ^ b \ N \ g2! bcR�T LOJwJwp i LXe[H \ U7e \ ��bce LOJwJwp ^ f�bce ]�$ ' a?T ^K^ bwN�P-JMLGpxT[H7U*)
�)> < �q�Q���n� % �n�Q���n�?(��0+�> � �xm�F ^ ^ f�bcU���fdT[N \ i~T[N \ NSbcU N \X^ F�NdR�T[H e \ NdUKbcR�T[HBL ^ b \ N(fdT[H7T
�
j�bwP�� >��)( bcU N \X^ ^ fdTDa�f \ JcTWU ^7\ HKp>� \ g�e \ F�H7U7T
� UKbwNdeGTWL ^ L%��f�LXUBT ^ HBLONdUKb ^ b \ N/b ^ bcU

LOJcU \ \ g bwN ^ T[H7TGU ^ ^7\ e \ NdUKbcR�T[H ^ fdTDe \ HKH7T[JML ^ b \ NSg F�Nde ^ b \ N G(r1, r2) = 〈Ψ(r1)Ψ(r2)〉\ g ^ fdTWJ \ e LOJ \ H7R�T[H ��LOHBLOi~T ^ T[H Ψ(r) = Ψ(s, z) � s m@T[bwN�P ^ fdT U7T ^�\ g d− 1 R bwi~T[N sU7b \ N�LOJ?e \_\ H7R bwN�L ^ TGU���LOHBLOJwJcT[J ^7\{^ fdT(UKF�H g LXeGT
�G*qbwNdeGT ^ HBLONdU7JML ^ b \ N�LOJ?bwNqvXLOHKbMLONdeGT(bcU
\ N�Jwp�m�H \X] T[N&bwN ^ fdT%E[suR bwH7TGe ^ b \ N&N \ HKi LOJ ^7\ ^ fdT%a LOJwJ �?a?T/e LON&eBf \q\ UBT s1 = 0 �
s2 = s � ^7\ H7TGR�T��dNdT ^ fdT e \ HKH7T[JML ^ b \ N�g F�Nde ^ b \ N LXU G(r1, r2) ≡ g(s, z1, z2)

� 0 f�bwJcT
b ^ ^ F�HKNdU \ F ^ �)>?'�� > < � �Q� � ^ f�L ^ ^ fdT�R�TGe LGp \ g>P
g \ H T > Tc

bcU�LOJwa LGp U�PQbwvxT[N/mqp(LON
T���� \ NdT[N ^ bMLOJ R�TGe LGp>� g ∝ exp(−|r1 − r2|/ξb) LONdR/g \ H T → Tc

^ fdT R�TGe L p{JcT[N�P ^ f
ξb
R \ TGU-N \X^ R�T&�@T[NdR \ N ^ fdT%R bwH7TGe ^ b \ N \ g r1 − r2

� ^ fdTC� \ a?T[H�JMLGa L ^ Tc R \ TGU

�Q�



R�T&�@T[NdR \ N ^ fdT R bwH7TGe ^ b \ N �

g(s, z1, z2) ∝ s−(d−2+η‖), z1, z2
�dN�b ^ T , s→ ∞ ! >�� < $

g(s, z1, z2) ∝ |z1 − z2|−(d−2+η⊥), s, z1,
�dN�b ^ T , z2 → ∞. ! >�� % � $

� fdT-T���� \ NdT[N ^ U η‖ LONdR η⊥ R b � T[H LOJcU \ g H \ i ^ fdT�T���� \ NdT[N ^ T[Nde \ F�N ^ T[H7TGR2bwN ^ fdTm�F�J ] � G(r1, r2) ∝ |r1 − r2|−(d−2+η) �
?DJwJ ^ fdT(LOm \ vxT(H7TGUKF�J ^ U-L
����Jwp \ N�Jwp2g \ H
L�U7T[i�b s bwN��dN�b ^ T(PxT \ i~T ^ HKp>� LONdR b ^ bcU

LOJcU \,\ glbwN ^ T[H7TGU ^;^7\ LXU ] a�f�L ^ f�L
���@T[NdU a�fdT[N \ NdT�e \ NdUKbcR�T[H7U bwNdU ^ T LXR�L ^ f�bwN:�dJwi \ g
L�JMLOHKPxT�m�F ^ �dN�b ^ T ^ f�bce ] NdTGU7U D � � fdT[N ^ fdTDe \ HKH7T[JML ^ b \ N(JcT[N�P ^ fSe LON PQH \ a ^7\ a LOH7R�UbwN��dN�b ^ p \ N�Jwp bwN ^ fdT d−1 R bwH7TGe ^ b \ NdU ��LOHBLOJwJcT[J ^7\,^ fdT?e \ N��dN�bwN�P�a LOJwJcU�� ? U L�H7TGU7F�J ^ �L e[H \ U7U \ vxT[H g H \ i d R bwi~T[NdUKb \ N�LOJ@e[HKb ^ bce LOJlm@T[f�LGv_b \ H ^7\ d− 1 R bwi~T[NdUKb \ N�LOJ8e[HKb ^ bce LOJm@T[f�LGv_b \ H U7T ^ U,bwN L ^ L ^ T[i.�8T[HBL ^ F�H7T�NdT LOH Tc a�fdT[N ξb f�LXUWPQH \ a�N ^7\ LOm \ F ^W^ fdTR bcU ^ LONdeGT D m@T ^ a TGT[N ^ fdT a LOJwJcU�� ? ^ L�! UKf�b g ^ TGR $ ^ HBLONdUKb ^ b \ N ^ T[i.�8T[HBL ^ F�H7T Tc(D) �L%UBTGe \ NdR \ H7R�T[H ^ HBLONdUKb ^ b \ N a�b ^ f d − 1 suR bwi~T[NdU7b \ N�LOJ?e[HKb ^ bce LOJ m@T[f�LGv_b \ F�H \ eGe[F�H7U;�b g d > 2 � �uN ^ fdT/e LXUBT d = 2 � f \ a?T[vxT[H�� Tc(D) = 0 � UKbwNdeGT d − 1 = 1

^ fdT[N
e \ bwNde[bcR�TGU{a�b ^ f ^ fdT J \ a?T[H�e[HKb ^ bce LOJ R bwi~T[NdU7b \ N � � fdT2e \ HKH7T[JML ^ b \ N JcT[N�P ^ f ξ(T )PQH \ a�U(LXU ξ(T ) ∝ (T − Tc(∞))−ν ! a�b ^ f ν = 1 � ��+ � $ F�N ^ bwJ ξ(T ) m8TGe \ i~TGU \ g^ fdT \ H7R�T[H \ g D ��LONdR ^ fdT[N L e[H \ U7U \ vxT[HSU7T ^ USbwN ^7\ L2m@T[f�LGv_b \ F�H � �?> � ξ(T ) ∝
D exp[(σ/kBT )D] � σ m@T[bwN�P ^ fdT bwN ^ T[H g LXe[bMLOJ ^ T[NdUKb \ N%m8T ^ a?TGT[N{e \ T��_bcU ^ bwN�P���f�LXU7TGUbwN d = 2 ��` \X^ T ^ f�L ^ g \ H ^ fdT�B(D�i \ R�T[J �8f \ a?T[vxT[H�� d = 2 bcU ^ fdT J \ a?T[H e[HKb ^ bce LOJR bwi~T[NdU7b \ N �)>Q��� >�+���+�'��_�Q���q�0& � � LONdR ^ fdT[N ξ(T ) PQH \ a�U�LXU ξ(T ) ∝ exp[ e \ NdU ^ (T −
Tc(∞))−1/2] F�N ^ bwJ ξ(T ) m8TGe \ i~TGU \ g ^ fdT \ H7R�T[H \ g D ��LONdR ^ fdT[N�L e[H \ UBU \ vxT[H�U7T ^ UbwN ^7\ � �?' �

ξ(T ) = 2Γ(T )D/kBT = D/[πη(T )], ! >�� %?% $

Γ(T ) m8T[bwN�P ^ fdT{fdT[Jwbce[b ^ p.i \ R F�JwFdU \ g ^ fdT d = 2 m�F�J ] B3D i \ R�T[J ��LONdR η(T )R�TGUBe[HKbwm8TGU ^ fdTWR�TGe LGp \ g ^ fdTWU<��bwN suU<��bwN/e \ HKH7T[JML ^ b \ N%g F�Nde ^ b \ N \ g ^ fdT B3D,s i \ R�T[J8bwN
d = 2 L ^ LOJwJ ^ T[i.�8T[HBL ^ F�H7TGU,bwN ^ fdT J \ a s ^ T[i.�@T[HBL ^ F�H7T+��f�LXU7TC! H7TGe LOJwJ ^ f�L ^ Ψb ≡ 0bwN ^ f�bcUDi \ R�T[J $ �

? U L/H7TGUKF�J ^ ��U7F�m ^ JcT~e[H \ U7U \ vxT[H7U \ eGe[F�H bwN ^ fdT~e \ HKH7T[JML ^ b \ N�g F�Nde ^ b \ NdU bwN ^ f�bwN
�dJwi~U NdT LOH ^ fdT/e[HKb ^ bce LOJ3� \ bwN ^ Tc \ g ^ fdT/m�F�J ] UKp U ^ T[i ! LONdR.m@T[J \ akb ^ $ � � N�LON
� UKbwN�P�U7p_U ^ T[i��>T�4nN � >�� < bcU T����@TGe ^ TGR ^7\ f \ JcR NdT LOH Tc \ N�Jwp g \ H s < ξ(T ) ∝ D
�Da�f�bwJcT g \ H s > ξ(T ) LON T���� \ NdT[N ^ bMLOJ R�TGe LGp ��H \ � \ H ^ b \ N�LOJ ^7\ exp[−s/ξ(T )

�
\ eGe[F�H7U���j \ H T < Tc

�?a?T�f�LGvxT g ≈ Ψ2
b
g \ H s < ξ(T ) �?a�f�bwJcT{g \ H s > ξ(T )^ fdTSUBLOi~T T���� \ NdT[N ^ bMLOJ R�TGe LGp \ eGe[F�H7U ! m�F ^ N \ a ξ(T ) e LON m@T~T�� ^ H7T[i~T[Jwp JMLOHKPxT
�R FdT ^7\/^ fdT~T���� \ NdT[N ^ bMLOJ?R�T&�@T[NdR�T[NdeGT \ g ξ(T )
\ N D � LXU�N \X^ TGR�LOm \ vxT $ � �uN ^ fdT

� %



B(D+i \ R�T[J ��f \ a?T[vxT[H��8a?T T����@TGe ^ L:� \ a T[HDJMLGa R�TGe LGp \ g g a�b ^ f s g \ H s < D g \ HLOJwJ ^ T[i.�@T[HBL ^ F�H7TGU m8T[J \ a Tc �QLONdR*g \ H s > D LON�T���� \ NdT[N ^ bMLOJdR�TGe L p exp[−ρ/ξ(T )
�

a�b ^ f ξ(T ) m@T[bwN�P~PQbwvxT[N{mqp%T�4qN � >�� %?% ^ L ] TGU \ vxT[H��0 T f�L vxT T[i.��f�LXU7bwE TGR-LOPnLObwN
fdT[H7T ^ fdT m@T[f�LGv_b \ F�H \ g ^ fdT d = 2 B(D&i \ R�T[J ��?,ULOJwH7T LXR p{U7f \ a�N�bwN ^ fdT%��H7T[v_b \ FdU UBTGe ^ b \ N ^ fdT[H7T*LOH7T*e[J \ U7T*LON�LOJ \ PQbcTGU m@T ^ a?TGT[N ^ fdT
\ H7R�T[HKbwN�P bwN ^ f�L ^ i \ R�T[JnLONdR ^ fdT;m@T[f�LGv_b \ F�H \ g�� \ U7b ^ b \ N�LOJ \ H7R�T[H>bwN d = 2 e[HKp_U ^ LOJcU��
� fdT*LON�LOJwp_UKbcU \ g ^ fdTAB(D+i \ R�T[J a�bwJwJ�e \ N ^ bwNnFdT*bwN ^ fdTWg \ JwJ \ a�bwN�P(U7TGe ^ b \ N LXU�a T[JwJ �
� f�bcU�a�bwJwJ fdT[J#�{FdU�bwN/f�L vqbwN�P%L:4nF�LOJwb ^ L ^ bwvxT F�NdR�T[H7U ^ LONdR bwN�P \ g \ F�H�UKp U ^ T[i~U��

� ��� ����� � ����� *�� �%��� � �+�%�%�!� 
 
 � � *� �  )��#���� � * #���
 ���
�%� � � 
�� � �%����*+��� �%��� � 
 � � ��� 	+�(* �) �#

0 fdT[N2a?T e \ NdUKbcR�T[H*L%e \ N��dNdTGR UKp U ^ T[i ^ fdT-m@T[f�LGv_b \ H NdT LOH ^ fdT-a LOJwJ a�bwJwJ?LOPnLObwN
R�T&�@T[NdR(vxT[HKp i*Fde7f \ N ^ fdT,N�L ^ F�H7T \ g ^ fdT,m \ F�NdRdLOHKpSe \ NdR b ^ b \ N���H \ vqbcR�TGR%mqp ^ fdT
a LOJwJ �

0 b ^ f H7TGU<�@TGe ^ ^7\ � \ UKb ^ b \ N�LOJ \ H7R�T[H�bwN ^ fdT%�_suR bwH7TGe ^ b \ N2N \ HKi LOJ ^7\(^ fdT*a LOJwJcU��
m \X^ f ^ p��8TGU \ g m \ F�NdRdLOHKp e \ NdR b ^ b \ NdU L ^�^ fdT-a LOJwJcU�� ^ fdT�/lL ^ U ^ HKFde ^ F�H7T[JcTGU7U�a LOJwJcU
LONdR ^ fdT U ^ HKFde ^ F�H7TGR \ NdTGU��QLXe ^ Jwb ] T LON \ H7R�T[HKbwN�P(��T[JcR R \ TGU�bwN ^ fdT e LXUBT \ g�i LOPQNdT ^ bce
U7p_U ^ T[i~U ! �dP��B>��)( $ �-� \ NdU7T�4nFdT[N ^ Jwp>�Oa?T T����@TGe ^ ^ f�L ^ ^ fdT R�T[NdUKb ^ p�R bcU ^ HKbwm�F ^ b \ N ρ(x)a�bwJwJ m@T N \ N s F�N�b g \ HKi NdT LOH x = x 7#8:9;9 = 0 LOJcU \ bwN ^ fdT�/dF�bcR ��f�LXU7T
�?LONdR�UKf \ aL��8T[HKb \ R bceSi \ R F�JML ^ b \ N�a�b ^ f"L �@T[HKb \ R�e[J \ U7T ^7\ a0

√
3/2 a�f�bce7f"R�TGe LGp U \ vxT[H�LR bcU ^ LONdeGT \ g \ H7R�T[H ξ(T ) � ^ fdT+� \ U7b ^ b \ N�LOJ e \ HKH7T[JML ^ b \ N2JcT[N�P ^ f � ?DJcU \ a�b ^ f H7TGU<�@TGe ^^7\�^ fdT \ HKbcT[N ^ L ^ b \ N�LOJ \ H7R�T[H Ψ6

� m \X^ f ^ p��8TGU \ g�a LOJwJcU
e[JcT LOHKJwp�LXe ^ Jwb ] T \ H7R�T[HKbwN�P
��T[JcR�U;�nLONdR-U \W\ NdT�T����@TGe ^ U ^ f�L ^ Ψ6(x) ∝ exp[−x/ξ6(T )] LOJcU \ bwN ^ fdT�/dF�bcR:��f�LXUBT\ g�L*U7T[i�bwbwN��dN�b ^ TWUKp U ^ T[i�� �uN%L ^ f�bwNC�dJwi1e \ N��dNdTGR m@T ^ a TGT[N ^ a \ ��LOHBLOJwJcT[J8a LOJwJcU�L
�dN�b ^ T�R bcU ^ LONdeGT L
��LOH ^ ��R FdT ^7\*^ fdT�e \ i*m�bwNdTGR{T�� TGe ^ \ g m \X^ f%a LOJwJcU�U \ i~T,N \ N�E T[H \
L vxT[HBLOPxT \ H7R�T[HC��LOHBLOi~T ^ T[H Ψ6(T ) bwN ^ fdT ^ f�bwN �dJwi fdT[NdeGT a�bwJwJ m@T ��H7TGUBT[N ^ L ^LOJwJ ^ T[i.�@T[HBL ^ F�H7TGU��>LOJcU \ bwN ^ fdT+/dF�bcR ��f�LXUBT
�+� N ^ fdT-U \ JwbcR ��f�LXU7T
� \ g e \ F�H7U7T
� ^ fdT
U7b ^ F�L ^ b \ N a�bwJwJ�HBL ^ fdT[H?H7TGU7T[i m�JcT3�dP�� >��)(Xe
�nb � T
� Ψ6(x)−Ψ6(T ) ∝ exp[−x/ξ6(T )] �g \ H �%NdT LOH ^ fdTWa LOJwJ�a�b ^ f x 7#8:9;9 = 0 �

1 \ a?T[vxT[H��lLXU a T�f�LGvxT�UBTGT[N/bwN{U7TGe
�2+��)( ^ fdT�UKb ^ F�L ^ b \ N{bcU04qF�b ^ T�R b �@T[H7T[N ^ a�b ^ f
H7TGU8�8TGe ^ ^7\{^ fdT � \ UKb ^ b \ N�LOJ \ H7R�T[H bwN ^ fdT�pnsuR bwH7TGe ^ b \ N ��LOHBLOJwJcT[J ^7\{^ fdT�a LOJwJ �@� fdT
m \ F�NdRdLOHKp�e \ NdR b ^ b \ N ��H \ v_bcR�TGR mnp ^ fdT
U ^ HKFde ^ F�H7TGR a LOJwJ LOJcU \ e LON m8T*e \ NdUKbcR�T[H7TGR
LXU*L ] bwNdR \ g ��T[JcR e \ N � F�PnL ^ T ^7\/^ fdT � \ UKb ^ b \ N�LOJ \ H7R�T[H���R FdT ^7\%^ fdT e \ i�i~T[NdUKF s
HBL ^ T e \ HKHKF�PnL ^ b \ N \ g ^ f�bcU0� \X^ T[N ^ bMLOJ>bwN ^ fdT y suR bwH7TGe ^ b \ N � * \ g \ H x NdT LOH x 7#8:9;9 LOJcU \N \ N�E T[H \ \ H7R�T[H:��LOHBLOi~T ^ T[H7U ΨG0

(x), ΨG1
(x) a�bwJwJ m8TSbwNdR FdeGTGR"R FdT ^7\ ^ fdTSH7T s

�Q�



U8� \ NdU7T \ g ^ fdT UKp U ^ T[i ^7\-^ fdTGU7T J \ e LOJ \ H7R�T[HKbwN�P���T[JcR�U���LONdR ^ f�bcU�e[HKp U ^ LOJwJwbwNdT�J \ e LOJ
\ H7R�T[H�a�bwJwJ_R�TGe L p ^7\ a LOH7R�U E T[H \ ��H \ � \ H ^ b \ N�LOJ ^7\ exp[−x/ξ(T )] �hbwN-L�U7T[i�b s bwN��dN�b ^ TU7p_U ^ T[i bwN b ^ U /dF�bcR ��f�LXU7T
�%� N b ^ UWe[HKp U ^ LOJwJwbwNdT:��f�LXU7T
�@f \ a?T[vxT[H�� ^ HKFdT-e[HKp U ^ LOJwJwbwNdT
J \ N�P/HBLON�PxT \ H7R�T[H�a�b ^ f N \ N�E T[H \/\ H7R�T[H=��LOHBLOi~T ^ T[H7U ΨG0

, ΨG1

R \ TGUWN \X^ T�� bcU ^ �
LXU N \X^ TGR%bwN{UBTGe
�2+�� ���dLONdRSa T�HBL ^ fdT[H�T����8TGe ^ L�� \ a?T[H�JML a�R�TGe LGp \ g ^ fdTWUKF�H g LXeGT s
bwNdR FdeGTGR�e[HKp_U ^ LOJwJwbwNdT \ H7R�T[H��>UKbwi�bwJMLOH ^7\/^ fdT~e LXU7T \ g��dP�� >��)(Om ��� fdT UKb ^ F�L ^ b \ N bcU
HBL ^ fdT[H�LON�LOJ \ P \ FdU ^7\ ^ fdT ^ a \ suR bwi~T[NdUKb \ N�LOJ-B3D i \ R�T[J g \ H ^ T[i.�@T[HBL ^ F�H7TGUWm@T[J \ a
^ fdT 
 \ U ^ T[HKJwb ^ E[s � f \ F�JcTGU7U ^ HBLONdUKb ^ b \ N �)>Q���H>�+ � �Q��� �0&��>� < �!&X� � bwN�L(J \ e LOJ UKF�H g LXeGT
i LOPQNdT ^ bce ��T[JcR H1

� + < � >Q��� > % � � � N g LXe ^ ��L ^ J \ a ^ T[i.�8T[HBL ^ F�H7TGU ^ fdTA1WLOi�bwJ ^7\ N�bMLON
\ g ^ fdT�B(D i \ R�T[JDe LON�m8T/H7TGR FdeGTGR ^7\ L f�LOHKi \ N�bce�g \ HKi ! J bcU ^ fdT�T�� eBf�LON�PxTe \ NdU ^ LON ^ $ LONdR ! g \ H H1 = 0

$

HXY = −J
∑

〈l,j〉
cos(θl − θj) ≈

1

2
J

∑

〈l,j,〉
(θl − θj)

2, ! >�� % � $

a�fdT[H7T�LON-F�N�bwi.� \ H ^ LON ^ e \ NdU ^ LON ^ a LXU \ i�b ^K^ TGR,� � fdT�U<��bwN suU8��bwN-e \ HKH7T[JML ^ b \ N-g F�Nde s
^ b \ N%bwN ^ f�bcU�U<��bwN s a LGvxT�H7T[PQbwi~T�e LON ^ fdT[N/m@TDa�HKb ^K^ T[N ! e g H�� ^ fdT�LON�LOJ \ PQpSa�b ^ f ^ fdT
R bcU8��JMLXeGT[i~T[N ^ e \ HKH7T[JML ^ b \ N�g F�Nde ^ b \ N $

〈S0 · Sr〉 = 〈cos(θ0 − θr)〉 = exp[−1

2
〈(θ0 − θr)

2〉]. ! >�� % ( $

� fqFdU \ NdTA�dNdR�U�bwN ^ fdTWm�F�J ]%^ f�L ^ �)>Q���#>�+ �6+�'����Q���d�0& �

〈(θ0 − θr)
2〉 ≈ kBT

2πJ
ln(πr/a0),

! >�� % + $

LONdR fdT[NdeGT ^ fdT U<��bwN suU<��bwN e \ HKH7T[JML ^ b \ N g F�Nde ^ b \ N T�� f�bwm�b ^ U ^ fdT*a?T[JwJ ] N \ a�N � \ a T[H
JML a R�TGe LGp

〈cos(θ0 − θr)〉 ≈ (
πr

a0
)−kBT/(2πJ). ! >�� % > $

*qF�H g LXeGT(T��@TGe ^ U \ N ^ fdTSR�TGe LGp \ gDe \ HKH7T[JML ^ b \ NdU \ g L ^ a \ suR bwi~T[NdUKb \ N�LOJWV�LOFdU7UKbMLON
i \ R�T[J f�L vxT m@TGT[N LON�LOJwp_E TGR{mnp � LOH7R p � & % � ���uN ^ fdT g HBLOi~T[a \ H ]{\ g L�e \ N ^ bwNqF�F�i
L
����H \ �_bwi L ^ b \ N � ^ fdTWf�LOHKi \ N�bce 1WLOi�bwJ ^7\ N�bMLON T�4qN � >�� % �-m@TGe \ i~TGU

HXY =
1

2
J

∫

x>0
[∇θ(r)]2 dxdy, r = (x, y) ! >�� % � $

a�fdT[H7T L g H7TGT UKF�H g LXeGT L ^ x = 0 bcU{LXU7UKF�i~TGR�g \ H�LON \X^ fdT[HKa�bcU7T2UBT[i�b,bwN��dN�b ^ TU7p_U ^ T[i�� Z FdT ^7\%^ fdT-g H7TGT�UKF�H g LXeGT
� ^ HBLONdUKJML ^ b \ N�LOJ?bwNnvQLOHKbMLONdeGT \ g ^ fdT~e \ HKH7T[JML ^ b \ N
g F�Nde ^ b \ N 〈eiθ(r1)e−iθ(r2)〉 \ g ^ fdT \ H7R�T[H=��LOHBLOi~T ^ T[H eiθ(r) bcU,m�H \X] T[N � m�F ^ R FdT ^7\

�?(



^ fdT
V�LOFdU7UKbMLON{eBf�LOHBLXe ^ T[H \ g ^ fdT%1,LOi�bwJ ^7\ N�bMLON �lT�4nN � >�� % ���da?T U ^ bwJwJ>f�LGvxT

〈eiθ(r1)e−iθ(r2)〉 = exp

{

−1

2
〈[θ(r1) − θ(r2)]

2〉
}

=

= exp

[

G(r1, r2) −
1

2
G(r1, r1) −

1

2
G(r2, r2)

]

, ! >�� % & $

a�fdT[H7T G(r1, r2) = 〈θ(r1)θ(r2)〉 � � N ^ fdT%e \ N ^ bwNnF�F�i���L�g H7TGT%UKF�H g LXeGT(a�b ^ f.N \U7F�H g LXeGT ��T[JcR�U e LON{m8T�R�TGUBe[HKbwm8TGR%mqp/L � \ N ` T[F�i LON�N{m \ F�NdRdLOHKp/e \ NdR b ^ b \ N

∂G(r1, r2)

∂x1

∣

∣

∣

∣

x1=0

= 0, ! >�� % ' $

LONdR ^ f�bcU�e \ NdR b ^ b \ N e LON/m@T LOF ^7\ i L ^ bce LOJwJwp/H7T LOJwbwE TGR/mqp(a�HKb ^ bwN�P

G(r1, r2) = G∞(r1 − r2) +G∞(r1 − r′2),

a�fdT[H7T G∞(r) = G∞(r1, r2 = r1 + r) g \ H ^ fdT�g F�JwJwp ^ HBLONdUKJML ^ b \ N�LOJwJwp bwNnvQLOHKbMLON ^bwN��dN�b ^ T���JMLONdT
�;LONdR r′2
bcU ^ fdT i�bwHKH \ H*bwi LOPxT \ g r2

a�b ^ f ^ fdT UKF�H g LXeGT�m@T[bwN�P ^ fdT
U7pqi�i~T ^ HKp�L � bcU;! ^ fdT*JwbwNdT x = 0

$ � *qbwNdeGT G∞(r) bcU+! L
��LOH ^ g H \ i e \ NdU ^ LON ^ U $�^ fdTe \ HKH7T[JML ^ b \ N PQbwvxT[N{bwN{T�4qN � >�� % +�� \ NdTA�dNdR�U � & % �

〈eiθ(r1)e−iθ(r2)〉 ∝
[ |r1 − r′1||r2 − r′2|
|r1 − r2|2|r1 − r′2|2

]

, ! >�� %=< $

a�b ^ f
η =

kBT

2πJ
. ! >�� �Q� $

�ug m \X^ f�UKb ^ TGU r1, r2
LOH7T bwN ^ fdT m�F�J ] �Dg LOH{L a LGp3g H \ i ^ fdT UKF�H g LXeGT
� a?T f�L vxT

|r1| → ∞ � |r2| → ∞ �dLONdR ^ fdT[N |r1 − r′1| ≈ |r2 − r′2| ≈ |r1 − r′2| �_g \ HDLONnp(JMLOHKPxTm�F ^ �dN�b ^ T |r1 − r2| �2� fdT[N�T�4qN � >�� %=< H7TGR FdeGTGU ^7\ T�4qN � >�� % >���LXU�b ^ UKf \ F�JcR/m@T
�
� g@UKb ^ T % bcU e[J \ U7T ^7\W^ fdT�UKF�H g LXeGT
� r1 = (a0, y)

�na?T�f�L vxT |r1−r′1| = 2a0
�xa�f�bwJcT

|r2 − r′2| = 2x b g ^ fdT UKb ^ T r2 = (x, y) bcU�R�TGT&�{bwN ^ fdT�m�F�J ] �-� fdT[N

〈eiθ(r1)e−iθ(r2)〉 ≈
[

4a0x

x4

]η/2

∝ x−3η/2 =⇒ η⊥ =
3η

2
. ! >�� � % $

� fdT
H7TGUKF�J ^ η⊥ = 3η/2 = 3kBT/(4πJ) R \ TGUWN \X^ U7TGT[i ^7\ m@T*R bcU7e[FdUBU7TGR�bwN ^ fdTJwb ^ T[HBL ^ F�H7T	�)> % ��& %�� �Qa�f�bwJcT ^ fdT�e LXU7T ^ f�L ^ m \X^ f r1
LONdR r2

LOH7T NdT LOH ^ fdT�UKF�H g LXeGT f�LXU
m@TGT[N~LOPnLObwNSLON�LOJwp_E TGR,��� fdT[N r1 = (a0, y1)

LONdR r2 = (a0, y1+y) �xLONdR�T�4qN � >�� %=<

��+



bwi.��JwbcTGU � & %��

〈eiθ(r1)e−iθ(r2)〉 ≈
[

4a2
0

y4

]η/2

∝ y−2η =⇒ η‖ = 2η. ! >�� �Q� $

*qbwNdeGT ^ fdT�J \ a ^ T[i.�@T[HBL ^ F�H7T ��f�LXUBT \ g ^ fdT.B(D i \ R�T[J e LON m@T-bwN ^ T[H<��H7T ^ TGR"LXU L
JwbwNdT \ g e[HKb ^ bce LOJ � \ bwN ^ U;��a?T T����@TGe ^ L�U7e LOJwbwN�P�H7T[JML ^ b \ N �)>?'��4> < � ^7\ f \ JcR,�

η‖ = 2η⊥ − η, ! >�� �?( $

LONdR ^ f�bcU H7T[JML ^ b \ N�bcU bwNdR�TGTGR�U�L ^ bcU*��TGR
mnp-T�4nNdU��2>�� � % LONdRE>�� �Q���2J LXUBTGR \ N�NqF�i~T[HKb s
e LOJ RdL ^ L��?J T[H7e7fdT �)> % � e \ Nde[JwFdR�TGR ^ f�L ^�^ fdT?H7T[JML ^ b \ N η‖ = 2η f \ JcR�U;LOJcU \D\ F ^ UKbcR�T \ g^ fdT U<��bwN-a L vxT H7T[PQbwi~T
�nL ^ LOJwJ ^ T[i.�@T[HBL ^ F�H7TGU F�� ^7\D^ fdT 
 \ U ^ T[HKJwb ^ E[s � f \ F�JcTGUBU(!�
=� $
^ HBLONdU7b ^ b \ N ^ T[i.�8T[HBL ^ F�H7T
� a�fdT[H7T η = 1/4 � &X� � LONdR fdT[NdeGT η‖ = 1/2 � I24qN ��>�� � %^ fdT[N�bwi.��JwbcTGU η⊥ = 3/8 L ^�^ fdT�
=� ^ HBLONdUKb ^ b \ N �

� g N \ a L UKF�H g LXeGT,i LOPQNdT ^ bce(��T[JcRSbcU�L
����JwbcTGR,�dL*H7TGU<� \ NdU7T \ g L U8��bwN%L ^ L*UKb ^ T rR�TGT&��bwN ^ fdTWm�F�J ] bcU�e[H7T L ^ TGR,� � f�bcU�H7TGU<� \ NdU7T�R�TGe LGp U ^7\ a LOH7R�U E T[H \ LXeGe \ H7R bwN�P ^7\
�)>?'��4> < �

〈|S(r)|〉 = 〈| exp[iθ(r)]|〉 ∝ x−η/2, g \ H d = 2, ! >�� ��+ $
b � T
� ^ fdT2UBLOi~T T���� \ NdT[N ^ η ^ f�L ^ e \ N ^ H \ JcU�LOJcU \"^ fdT R�TGe L p \ g-e \ HKH7T[JML ^ b \ NdU/bwN^ fdT m�F�J ] e \ N ^ H \ JcU�LOJcU \�^ fdT \ H7R�T[H3��LOHBLOi~T ^ T[H3��H \ �dJcT
�0� fdT*e \ HKH7T[JML ^ b \ N�g F�Nde ^ b \ N
m@T ^ a TGT[N�U<��bwNdU%a�f�bce7f LOH7T m \X^ f�L ^(^ fdT2U7F�H g LXeGT T��_f�bwm�b ^/^ fdT[N�L �dN�b ^ T HBLON�PxT
�
f \ a?T[vxT[H���j�H \ i ^ fdT�UBe LOJwbwN�P�L
����H \ LXe7f ^7\ UKF�H g LXeGT�e[HKb ^ bce LOJ-��fdT[N \ i~T[N�L �)>?'���> < �
\ NdT e LON ��H7TGR bce ^

〈S0 · Sr〉 − 〈S0〉 · 〈Sr〉 ∝ exp(−y/ξ‖), ! >�� �?> $

a�b ^ f
ξ‖ ∝ H

−(1+η/2−η⊥)
1 = H

−(1−η)
1

! >�� �Q� $
a�fdT[H7T bwN ^ fdT JMLXU ^ U ^ T&�
T�4nN ��>�� � % a LXU�FdU7TGR,��? ^>^ fdT 
=� ^ HBLONdUKb ^ b \ N � ^ fdT T���� \ NdT[N ^
R�TGUBe[HKbwm�bwN�P ^ fdT R bwvxT[HKPxT[NdeGT \ g ξ‖ LXU H1 → 0 m@TGe \ i~TGU 1 − η = 3/4 �

�DTGR bwH7TGe ^ bwN�P L ^K^ T[N ^ b \ N ^7\ ^ fdT f�LOHKi \ N�bce U \ JwbcR,�XU ^ FdR bcTGR
bwN ^ fdT ��H7T[v_b \ FdU eBf�L
� s
^ T[H��_a T T[i.��f�LXUKbwE T ^ f�L ^ ^ fdT,e LXU7T \ g ^ fdT(��JMLON�LOH a LOJwJ R \ TGU N \X^ bwNnv \ JwvxT�LONqp.)uUKF�H s
g LXeGT ��T[JcR�)7�dLXU g LOH�LXU � \ UKb ^ b \ N�LOJ \ H7R�T[H�bwN ^ fdTWpnsuR bwH7TGe ^ b \ N���LOHBLOJwJcT[J ^7\-^ fdTWa LOJwJ bcU
e \ NdeGT[HKNdTGR,�G*qbwNdeGT ^ fdT e \ i.��LOHKbcU \ N�m@T ^ a?TGT[N"T�4qNdU�� +�� �?(�� >�� % +�U7f \ a�U ^ f�L ^ ^ fdT
4qF�LON ^ b ^ p kBT/(2πg) ��JML p_U ^ fdT�UBLOi~TDH \ JcT LXU ^ fdTDT���� \ NdT[N ^ η bwN ^ fdT0B(D i \ R�T[J �a TWe \ Nde[JwFdR�T ^ f�L ^ ^ fdT � \ UKb ^ b \ N�LOJ e \ HKH7T[JML ^ b \ NdU�m@T ^ a?TGT[N R bcU<��JMLXeGT[i~T[N ^ U�m@T ^ a TGT[N

�?>



^ a \ ��LOH ^ bce[JcTGU�bwN ^ fdT UKF�H g LXeGTWbwNde[H7T LXU7T LXU

〈[uy(n) − uy(0)]
2〉 ∝ η‖ lnn, ! >�� �0& $

a�f�bwJcT ^ fdT i~T LON U84qF�LOH7T e \ HKH7T[JML ^ b \ N m@T ^ a?TGT[N L���LOH ^ bce[JcT NdT LOH ^ fdT a LOJwJ LONdR LON s
\X^ fdT[H3��LOH ^ bce[JcT R�TGT&�{bwN ^ fdT�m�F�J ] UKf \ F�JcR/m@T[f�LGvxT*LXU

〈[uy(n) − uy(0)]
2〉 ∝ η⊥ lnn. ! >�� �?' $

0 T,UKF�PQPxTGU ^ ^ f�L ^ ^ fdT,UBe LOJwbwN�P*H7T[JML ^ b \ N ��T�4qN � >�� �?(��qm@T ^ a TGT[N ^ fdT T���� \ NdT[N ^ U η � η‖LONdR η⊥ e LON�m8T�e LOHKHKbcTGR \ vxT[H ^7\�^ fdT=��H7TGUBT[N ^ e LXU7T LXU�a?T[JwJ �j�bwN�LOJwJwp2a T~f�L vxT ^7\ i~T[N ^ b \ N"LOJcU \/^ f�L ^ LXeGe \ H7R bwN�P ^7\/^ fdT 
=�01,`3D ^ fdT \ HKp
\ g�i~T[J ^ bwN�P \ NdT,U7f \ F�JcR%LOJcU \ e \ NdU7bcR�T[H bwN{LXR�R b ^ b \ N ^7\
^ fdT(/dF�bcRC��f�LXUBTWLONdR ^7\
^ fdT
e[HKp U ^ LOJwJwbwNdT=��f�LXUBT LOJcU \�^ fdTWfdT��dL ^ bce=��f�LXU7T
�

1 \ a?T[vxT[H LOJ ^ f \ F�PQf b ^ a \ F�JcR m8T vxT[HKp�bwN ^ T[H7TGU ^ bwN�P ^7\ U ^ FdR p�f \ a a LOJwJ T g s
g TGe ^ U�UKf \ a�F��{bwN ^ fdT�
=�01,`3D+U7eGT[N�LOHKb \ \ g i~T[J ^ bwN�P�� ^ f�bcU0��H \ m�JcT[i UKf�LOJwJ N \X^ m8T
LXR�R H7TGUBU7TGR�fdT[H7T
� UKbwNdeGT
� LXU-a T%R bcU7e[FdU7U7TGR�bwN.U7TGe
��>�� % �;b ^ U ^ bwJwJ a \ F�JcR"H7T�4nF�bwH7T/L
��H \ f�bwm�b ^ bwvxT[Jwp/JMLOHKPxT e \ i.��F ^ L ^ b \ N�LOJ�T�� \ H ^ �

� ��� � ��#)� � �! &� 
 * � #)� � �� )�%�!*� �� 

� *� �� ���# � � � ���%� 
����  � �
� � ����� � 
 ������� 
 �%�

0 T+��H7TGU7T[N ^ fdT[H7T ^ fdT*H7TGU7F�J ^ U�e \ i�bwN�P \ F ^ g H \ i \ F�HWNnF�i~T[HKbce LOJ UKbwi*F�JML ^ b \ NdU�H7T s
PnLOH7R bwN�P ^ fdT \ H7R�T[H bwNdR FdeGTGR mqp ^ fdT*e \ N��dNdT[i~T[N ^ bwN \ F�HWUKp U ^ T[i~U:! U7TGT U7TGeGU;� ��� %
LONdR���� � $ 6�a T~J \_\X] TGR2m \X^ f�L ^ ^ fdT \ HKbcT[N ^ L ^ b \ N�LOJ \ H7R�T[H*LONdR�L ^ ^ fdT.� \ UKb ^ b \ N�LOJ
\ H7R�T[H+! JMLGpxT[HKbwN�P $ bwN ^ fdT x suR bwH7TGe ^ b \ N �J T g \ H7T(R \ bwN�P L 4nF�LON ^ b ^ L ^ bwvxT{LON�LOJwp_UKbcU*a?TC��H7TGU7T[N ^ bwN9�dP�� >�� +�� � FdU ^ bwN ^ fdT
U8��bwHKb ^ \ g �dP�� +�� ����L%UBT[HKbcTGU \ g�LOm \ F ^ 1000 UKF��@T[HKbwi.� \ U7TGR2U7N�L
�dUKf \X^ ��bce ^ F�H7TGU \ g^ fdT-bwNdU ^ LON ^ LONdT \ FdU�� \ UKb ^ b \ NdU \ g ^ fdT:��LOH ^ bce[JcTGU���� fdTGU7T.��J \X^ U�PQbwvxT~L%P \_\ R 4qF�LOJ s
b ^ L ^ bwvxT-bwNdU7bwPQf ^ bwN ^7\(^ fdT�T�� TGe ^�\ g ^ fdT�e \ N��dN�bwN�P/a LOJwJcU \ N ^ fdT \ H7R�T[H \ g ^ fdT ^ a \
R bwi~T[NdU7b \ N�LOJ U \ JwbcR,�@� N ^ f�bcU e LXUBT~a?T(LOH7TSL ^ T = 1.6 b � T
�Sg LOH-LOm \ vxT ^ fdT~i~T[J ^ sbwN�P ^ HBLONdUKb ^ b \ N \ g ^ fdT m�F�J ] U \ JwbcR ! L ^,^ fdT*eBf \ U7T[N R�T[NdUKb ^ p>� T � 
 9 ����� � ∼= 1.35

$ � 0 T
e LON{UBTGT ^ fdT�R�T[NdU7b ^ p%i \ R F�JML ^ b \ N ! JML pxT[HKbwN�P $ bwNdR FdeGTGR/mqp ^ fdTWa LOJwJcUDLONdR ^ fdT ^ T[N s
R�T[Nde[p ^7\ a LOH7R�U ^ fdT%/dF�bcR ��f�LXU7T-LXU x i \ vxTGU ^7\ ^ fdT vQLOJwFdTGU \ g ^ fdT
eGT[N ^ T[H \ g ^ fdTm \ �,��UKFdeBf�L+��f�LXU7T
� m8T[bwN�P�f \ i \ PxT[NdT \ FdU;�dp_bcT[JcR�U�L
F�N�b g \ HKikPQH7T[pC��L ^K^ T[HKN{bwN ^ fdT
m�F�J ] �.1 \ a?T[vxT[H*NdT LOH ^ fdT�a LOJwJcU a?T�H7TGe \ PQN�bwE T ^ fdT-N \ N F�N�b g \ HKi R�T[NdU7b ^ p2R bcU ^ HKb s

�Q�



m�F ^ b \ N � ^ fdT
R�T[NdU7b ^ p�bcU�T[N�f�LONdeGTGR bwN JML pxT[H7U=��LOHBLOJwJcT[J ^7\(^ fdT*a LOJwJcU LONdR R�T&��JcT ^ TGR
bwN.m@T ^ a TGT[N � � fdT{T�� TGe ^ \ g ^ fdT/R b �@T[H7T[N ^ ^ p �@TGU \ g�e \ N��dNdT[i~T[N ^ � bcU�v_bcUKbwm�JcT%bwN
^ fdT=�dH7U ^ H \ a�U NdT LOH ^ fdT a LOJwJ 6?a�f�bwJcTWg \ H ^ fdT e LXU7T \ g ^ fdTA/lL ^ a LOJwJcU ^ fdT ��L ^K^ T[HKNdU
LOH7T�U ^ H \ N�PQJwpST[J \ N�PnL ^ TGR�LONdR/U \ f \ i \ PxT[NdT \ FdUDbwN ^ fdT y suR bwH7TGe ^ b \ N � ^ f�bcU�R \ TGU N \X^f�L
���@T[N�bwN�P-bwN ^ fdT e LXU7T \ g ^ fdTWU ^ HKFde ^ F�H7TGR(a LOJwJcU a�fdT[H7T,a T,UBTGT e[J \ U7T ^7\
^ fdTDa LOJwJ �
J \ e LOJ \ H7R�T[HKbwN�P{LOJcU \ bwN ^ fdT y suR bwH7TGe ^ b \ N � * \ LXUWLOJwH7T LXR p � \ bwN ^ TGR \ F ^ bwN ^ fdT ��H7T sv_b \ FdUWe7f�L
� ^ T[HWa?T-e LON2U7TGT
LOJwH7T LXR p{g H \ i ^ fdT-UKN�L
�dUKf \X^ ��bce ^ F�H7TGU ^ f�L ^,^ fdT*a LOJwJcU
L � TGe ^ ^ fdT � \ UKb ^ b \ N�LOJ \ H7R�T[H bwN bwN ^ fdT y suR bwH7TGe ^ b \ NSbwN R b �@T[H7T[N ^ i LON�NdT[H��qa�f�bwJcT ^ fdTi~T LON suU74nF�LOH7TWR bcU<��JMLXeGT[i~T[N ^�\ g ^ fdT3��LOH ^ bce[JcTGU�L a L p g H \ i ^ fdT,JML ^K^ bceGT � \ UKb ^ b \ NdU \ g
^ fdTSbcR�T LOJ�e[HKp_U ^ LOJ U ^ HKFde ^ F�H7T(bcU
F�N�b g \ HKi�Jwp UKi LOJwJcT[H
g \ H ^ fdTC��LOH ^ bce[JcTGU�e[J \ U7T ^7\ L
U ^ HKFde ^ F�H7TGR a LOJwJ � ^ fdT[H7T-bcU LC��H \ N \ F�NdeGTGR LON�bcU \X^ H \ �qp \ g2/dFde ^ F�L ^ b \ NdU e[J \ U7T ^7\ L
��JMLON�LOHDa LOJwJ �

0 T*f�L vxT�U ^ FdR bcTGR ^ fdT
JMLGpxT[HKbwN�P ��fdT[N \ i~T[N�L%bwN ^ fdT-U ^ HKb#�dUWmqp�H7TGe \ H7R bwN�P ^ fdT
L vxT[HBLOPxTSR�T[NdU7b ^ p ��H \ �dJcTGU*bwN �_suR bwH7TGe ^ b \ N ! �dPxU;� >��)>��2>�� � LONdR
>�� & $ � *qbwNdeGT ρ(x)T�� f�bwm�b ^ U ^ fdT%UKp_i�i~T ^ HKp ρ(x) = ρ(D − x) � \ N�Jwp ^ fdT%JcT g ^ f�LOJ g \ g ^ fdT%U ^ HKb#�.bcUU7f \ a�N �%j \ H J \ a ^ T[i.�@T[HBL ^ F�H7TGU�� UKFdeBf�LXU T = 1 � a T U7TGT ^ f�L ^*^ fdT~JML pxT[HKbwN�P T g sg TGe ^ � T[N�f�LONdeGT[i~T[N ^
\ g ρ(x) LOH \ F�NdR ^ fdT-bcR�T LOJ2� \ UKb ^ b \ NdU \ g ^ fdT-JML ^K^ bceGT�H \ a�U � bcUv_bcUKbwm�JcT \ vxT[H~L�g T[a�JMLGpxT[H7U \ N�Jwp ! �dvxTSJML pxT[H7U-bwN ^ fdTSe LXU7T \ g T = 1

$ � LONdR ^ fdT[N
^ fdT
m�F�J ] m8T[f�L vqb \ HWbcU,H7T LXe7fdTGR,��?3����H \ LXeBf�bwN�P ^ fdT
i~T[J ^ bwN�P ^ HBLONdUKb ^ b \ N g H \ i ^ fdT
\ ��� \ UKb ^ T U7bcR�T
�df \ a T[vxT[H��8a?T UBTGT L�U \ i~T[a�f�L ^ JMLOHKPxT[HDHBLON�PxT \ vxT[HDa�f�bceBf JML pxT[HKbwN�P
e LON m@T \ mdU7T[HKvxTGR,� 0 f�bwJcT g \ H T = 1.8 ! LONdR f�bwPQfdT[H $ g \ H 10 ≤ x ≤ 20

^ fdT-R�T[N s
U7b ^ p bcU
F�N�b g \ HKi�bwN ^ fdT ^ f�bwN�U ^ HKb#�dU�LONdR.LOPQH7TGTGU
a�b ^ f ^ fdTSR�T[NdUKb ^ p bwN ^ fdT m�F�J ] �
bwHKH7TGU8�8TGe ^ bwvxT \ g ^ fdT~m \ F�NdRdLOHKp e \ NdR b ^ b \ NdU�L ^ ^ fdT~a LOJwJ � LOJwH7T LXR p g \ H T = 1.6 La T L ] R�T[NdUKb ^ p i \ R F�JML ^ b \ N"bcU
U ^ bwJwJ JcT g ^ T[vxT[N�bwN ^ fdT eGT[N ^ T[H \ g ^ fdT(U ^ HKb#� � � fqFdU
^ fdT bwNde[H7T LXUKbwN�P�HBLON�PxT \ g ^ fdT�JML pxT[HKbwN�P"T�� TGe ^ LXU \ NdT L
����H \ LXe7fdTGU ^ fdT i~T[J ^ bwN�P
^ T[i.�@T[HBL ^ F�H7T T � 
 9 ����� �

g H \ i LOm \ vxT-H7T�/�TGe ^ U ^ fdT�T�� bcU ^ T[NdeGT \ g LON bwNde[H7T LXUKbwN�P{e \ H s
H7T[JML ^ b \ N JcT[N�P ^ f ξ \ g�� \ UKb ^ b \ N�LOJ \ H7R�T[H�� ?,UWbcU�a T[JwJ ] N \ a�N � ξ H7T[i LObwNdU%�dN�b ^ T L ^
T � 
 9 ����� �

b g ^ fdT ^ HBLONdUKb ^ b \ N�bcUA�dH7U ^ \ H7R�T[H��>a�f�bwJcT ξ UKf \ F�JcR R bwvxT[HKPxT ^7\ bwN��dN�b ^ p L ^^ fdT ^ HBLONdUKb ^ b \ N(g H \ i ^ fdT,fdT��dL ^ bce ��f�LXU7T ^7\
^ fdTWe[HKp U ^ LOJ �nb g ^ fdT 
=�01,`3D U7eGT[N�LOHKb \
\ g ^ a \ suR bwi~T[NdUKb \ N�LOJ i~T[J ^ bwN�P L
����JwbcTGU �)>Q��� >�+ �4+�'��H>?>���>?(��P+ &���>Q����>0& � ���uN ��HKbwN s
e[b#��JcT
� \ NdT e \ F�JcR ^ HKp ^7\ FdU7T ^ fdT JMLGpxT[HKbwN�P ��fdT[N \ i~T[N \ N R FdT ^7\ a LOJwJcU ^7\ T�� ^ HBLXe ^
bwN g \ HKi L ^ b \ N \ N ξ �-� N ��HBLXe ^ bceGT
� ^ f�bcU�bcU�HBL ^ fdT[H,R b � e[F�J ^ bwN ^ fdT ^ HBLONdUKb ^ b \ N H7T[PQb \ NU7bwNdeGT ^ fdT �dN�b ^ T/U ^ HKb#�.a�bcR ^ f Z e LOFdU7TGU-bwi.� \ H ^ LON ^ �dN�b ^ T/UKbwE T/T�� TGe ^ U�� � f�bcU�bcU
R�T[i \ NdU ^ HBL ^ TGR~bwN.�dP�� >�� &�! ^7\ � $ �qa�fdT[H7T�RdL ^ LWg \ H T = 1.4 LOH7T�UKf \ a�N 6 t UKbwN�P RdL ^ L\ N�Jwp~g \ H nx = 30 a?T[JwJ suR�T��dNdTGR \ H7R�T[HKbwN�P-bwN/L�JMLGpxT[H7TGR%U ^ HKFde ^ F�H7T,bcU T[N g \ H7eGTGR \ vxT[H^ fdT*T[N ^ bwH7T-U ^ HKb#� ��a�f�bwJcT ^ fdT m�F�J ] L ^ T = 1.4 e[JcT LOHKJwp/f�LXUDi~T[J ^ TGR,� LONdR ^ fdT m�F�J ]

�0&



R�T[NdU7b ^ p R bcU ^ HKbwm�F ^ b \ N.LOJwH7T LXR p bcU*F�N�b g \ HKi�� ?1e \ i.��LOHKbcU \ N"a�b ^ f�e \ HKH7TGU<� \ NdR bwN�P
RdL ^ L/g \ H nx = 60 ! �dP�� >�� &�� m \X^K^7\ i $ UKf \ a�U;��f \ a?T[vxT[H�� ^ f�L ^ N \ a ^ fdT U ^ HKb#��bcU
R bcU \ H7R�T[H7TGR�bwN�b ^ U-eGT[N ^ T[H�� LONdR"LOJcU \ ^ fdT/LOi \ F�N ^�\ gDJMLGpxT[HKbwN�P NdT LOH ^ fdTSa LOJwJcU-bcU
U7p_U ^ T[i L ^ bce LOJwJwp~U7i LOJwJcT[H ^ f�LON a LXU g \ F�NdR-g \ H nx = 30 �-? U L�e \ NdU7T�4qFdT[NdeGT
� L�H7T[Jwb sLOm�JcT�TGU ^ bwi L ^ b \ N \ g ξ g \ H0� NdT LOH T � 
 9 ����� �

a \ F�JcR/H7T�4qF�bwH7T L*U7p_U ^ T[i L ^ bceWvQLOHKbML ^ b \ N
\ g ^ fdT�U ^ HKb#�2a�bcR ^ f D = nxa

√
3/2

\ vxT[H*LSa�bcR�T�HBLON�PxT
� bwN \ H7R�T[H ^7\ m@T�LOm�JcT ^7\
T�� ^ HBL
� \ JML ^ T ^ fdT
H7TGUKF�J ^ U ^7\ a LOH7R�U D → ∞ �=?,U�LOJwH7T LXR p � \ bwN ^ TGR \ F ^ � ^ fdT
fnF�PxT
e \ i.��F ^ T[HDH7TGU \ F�H7eGTGU�H7T�4qF�bwH7TGR ^7\ R \-^ f�bcU�f�L vxT=��H7T[vxT[N ^ TGR�FdU g H \ ike LOHKHKp_bwN�P \ F ^
U7Fde7f.L�UKp U ^ T[i L ^ bceSU ^ FdR p \ g ^ a \ suR bwi~T[NdUKb \ N�LOJ�i~T[J ^ bwN�P v_bML{UKF�H g LXeGTST�� TGe ^ U�� ?
N�LObwvxT3� ^ \ g ^ fdTDR�T[NdUKb ^ p R b �@T[H7T[NdeGTGU ρ(x � 8�� )−ρ L ^ ^ fdT i L �_bwi L � \ U7b ^ b \ NdU x � 8��bwN ^ fdT HBLON�PxT 3 ≤ 27

^7\ L
g F�Nde ^ b \ N{Jwb ] T

f(x) ∝ exp(−x/ξ) + exp[(D − x)/ξ], ! >�� � < $

p_bcT[JcR�U ^ fdT�RdL ^ L/UKf \ a�N2bwN �dPG>��)'��:�uN ��HKbwNde[b#��JcT
� a T~T����8TGe ^W^ f�L ^ ξ UKf \ F�JcR N \X^R�T&�@T[NdR \ N ^ fdT ^ p �@T \ g�m \ F�NdRdLOHKp e \ NdR b ^ b \ N.L ^ ^ fdTSa LOJwJ 6 \ N�Jwp ^ fdT���H7T g LXe ^7\ H
\ g ^ fdT-LOm \ vxT*g F�Nde ^ b \ N2UKf \ F�JcR,�=� f�bcUWT����@TGe ^ L ^ b \ N2bcU,m \ HKNdT \ F ^ g \ H T = 2 LONdR
T = 1.8 � a�b ^ f�bwN ^ fdT�U ^ L ^ bcU ^ bce LOJ T[HKH \ H7U�� a�f�bwJcT*g \ H T ≤ 1.6

^ fdT
H7TGUKF�J ^ U,g \ H ^ fdT
e LXUBT \ g U ^ HKFde ^ F�H7TGR a LOJwJcU*LOH7T UKJwbwPQf ^ Jwp m�F ^ UKp U ^ T[i L ^ bce LOJwJwp JMLOHKPxT[H���o;H7TGUKF�i LOm�Jwp
^ f�bcU,T�� TGe ^ bcU,R FdT ^7\ L~N \ N�JwbwNdT LOH H7TGU8� \ NdU7T \ g ^ fdT R�T[NdUKb ^ p�R bcU ^ HKbwm�F ^ b \ N ρ(x) ^7\^ fdT��@T[H ^ F�HKm�bwN�P ' ��T[JcR�)
e[H7T L ^ TGR�mqp ^ fdT a LOJwJcU��8a�f�bce7f bcU,T����@TGe ^ TGR{g \ H x e[J \ U7T ^7\m \X^ f/a LOJwJcU;�

� f�bcU ��H \ m�JcT[i e LON{m@T LGv \ bcR�TGR�mnp%H7TGU ^ HKbce ^ bwN�P ^ fdT � ^�^7\�^ fdTWbwN�NdT[HDH7T[PQb \ N \ g
^ fdTDU ^ HKb#� �xa�fdT[H7T ^ fdTDR�T[NdUKb ^ p \ U7e[bwJwJML ^ b \ NdU LOH \ F�NdR ^ fdTDL vxT[HBLOPxTDR�T[NdUKb ^ p~LOH7T�UKi LOJwJ
T[N \ F�PQf ! �dPxU�� >��)>��H>�� �(LONdR >�� & $ U \ ^ f�L ^ UKFdeBf N \ N�JwbwNdT LOH T��@TGe ^ U�LOH7T
NdT[PQJwbwPQbwm�JcT
�
m�F ^S^ fdT[N ^ fdT ��H \ m�JcT[i bcU ^ f�L ^ R FdT ^7\ ^ fdT�U ^ L ^ bcU ^ bce LOJ N \ bcU7T \ g ^ fdT RdL ^ L ^ fdT
U ^ L ^ bcU ^ bce LOJ>T[HKH \ H7U \ g ξ m8TGe \ i~TWi*Fde7f�JMLOHKPxT[H��0 T N \ a ^ F�HKN ^7\*^ fdT,m8T[f�L vqb \ F�H \ g ^ fdT,J \ e LOJ \ HKbcT[N ^ L ^ b \ N�LOJ \ H7R�T[H ��LOHBLOi~T ^ T[H
〈|Ψ6(x)|〉2 � �dP�� >�� < �=? UWT����8TGe ^ TGR \ N ^ fdT \ H7T ^ bce LOJ;PQH \ F�NdR�U ! U7TGT ^ fdT*R bcUBe[FdU7UKb \ N\ g>UBTGe
�2>�� � $ �_a T U7TGT ^ f�L ^ m \X^ fSm \ F�NdRdLOHKp e \ NdR b ^ b \ NdU T[N�f�LONdeGT ^ fdT \ HKbcT[N ^ L ^ b \ N�LOJ
\ H7R�T[H NdT LOH ^ fdT�a LOJwJcU*bwN L/UKbwi�bwJMLOH i LON�NdT[H�� 0 f�bwJcT
g \ H T < T � 
 9 ����� �

L/e[JcT LOHKJwp
R�T[vxT[J \ �@TGR /lL ^ ��JML ^ T LOF&bcU \ mdU7T[HKvxTGR�g \ H 10 ≤ x ≤ 20 � g \ H T > T � 
 9 ����� �

^ fdT
H7TGU7bcR F�LOJ \ H7R�T[HC��LOHBLOi~T ^ T[H(NdT LOH ^ fdT eGT[N ^ T[H \ g ^ fdT��dJwi'bcUSN \X^ e \ NdU ^ LON ^(\ vxT[H
LON�T�� ^ T[NdR�TGR H7T[PQb \ N \ g+�,� � fqFdU�� ^ fdT g LXe ^/^ f�L ^ 〈|Ψ6(x)|2〉 bcU/U ^ bwJwJ�N \ N�E T[H \T[vxT[HKp_a�fdT[H7T~bwN ^ fdT ^ f�bwN�U ^ HKb#��T[vxT[N�L ^*^ T[i.�8T[HBL ^ F�H7TGU g LOH
LOm \ vxT T � 
 9 ����� �

LOPnLObwN
bcUDe[JcT LOHKJwp�L+�dN�b ^ T suUKbwE T T�� TGe ^�� � \ NdUBT�4nFdT[N ^ Jwp>� ��J \X^K^ bwN�P 〈|Ψ6(x = D/2)|2〉 v_U�� T

�?'



! �dP�� >�� % � ^7\ � $ ^ fdTWi~T[J ^ bwN�P ^ HBLONdUKb ^ b \ N{R \ TGU N \X^ UKf \ a L
e[JcT LOH�vQLON�bcUKf�bwN�P \ g ^ f�bcU
i~T LON~U74nF�LOH7T \ H7R�T[H-��LOHBLOi~T ^ T[H��xm�F ^ NdT LOH T = T � 
 9 ����� �

^ fdT[H7T bcU L i�bwJcR-bwN�/�TGe ^ b \ N
� \ bwN ^ bwN ^ fdT e[F�HKvxTGU��8LONdR/g \ H T > T � 
 9 ����� �

\ NdTA�dNdR�U ^ fdT ' �dN�b ^ T UKbwE T ^ LObwJcU*)�a?T[JwJ
] N \ a�N{g H \ i U7bwi F�JML ^ b \ N U ^ FdR bcTGU \ g \X^ fdT[H3��f�LXU7T ^ HBLONdUKb ^ b \ NdU�� ^7\q\ � &X���4&C( � �

?DPnLObwN \ NdT(e LON.LXUBU \ e[bML ^ T%L e \ HKH7T[JML ^ b \ N.JcT[N�P ^ f ξ ! a�f�bce7f&UKf \ F�JcR�m@T ^ a�bceGT
^ fdT e \ HKH7T[JML ^ b \ N�JcT[N�P ^ f ξ6 R�T��dNdTGR bwN U7TGe
� >�� ���,UKbwNdeGT a?T2R�T LOJWa�b ^ f ^ fdT \ H s
R�T[H ��LOHBLOi~T ^ T[H2U84qF�LOH7T $ �=� ^K^ bwN�P ^ fdT�RdL ^ L3LOPnLObwN ^7\ L&g F�Nde ^ b \ N \ g ^ fdT ^ p �@T
A{exp(−x/ξ) + exp[(D − x)/ξ]} � a�fdT[H7T�? bcU LON�LOi.��Jwb ^ FdR�T�g LXe ^7\ HSR�T&�8T[NdR_sbwN�P \ N ^ fdT ^ p �@T \ g m \ F�NdRdLOHKpSe \ NdR b ^ b \ N � j�bwP�� >�� %?% UKf \ a�U ^ f�L ^ ^ f�bcU e \ HKH7T[JML ^ b \ N
JcT[N�P ^ f LOJcU \ bcU vxT[HKp�UKi LOJwJ;L ^ f�bwPQf ^ T[i.�@T[HBL ^ F�H7TGU�� LONdR�bwNde[H7T LXUBTGU,U7JwbwPQf ^ Jwp{g LXU ^ T[H
^ f�LON ^ fdT=� \ U7b ^ b \ N�LOJ e \ HKH7T[JML ^ b \ N�JcT[N�P ^ f R \ TGU ! �dP�� >��)' $ �

� fdT-JMLXU ^�^ f�bwN�P/a?T-a LON ^ ^7\ UKf \ a�fdT[H7T�bcU LON LON�LOJwp UKbcU \ g ^ fdT \ HKbcT[N ^ L ^ b \ N�LOJ
e \ HKH7T[JML ^ b \ N g F�Nde ^ b \ N g6(r) � T�4nN ��>��)>�� �31 \ a T[vxT[H��@a�f�bwJcT ^ f�bcU e \ HKH7T[JML ^ b \ N g F�Nde s^ b \ N�bcU ^ HBLONdUKJML ^ b \ N�LOJwJwp bwNnvQLOHKbMLON ^ bwN ^ fdT~m�F�J ] � bwN�L{U7p_U ^ T[i a�b ^ f a LOJwJcU
UKFdeBf�L
^ HBLONdU7JML ^ b \ N�LOJDbwNnvQLOHKbMLONdeGT f \ JcR�U~bwN&p"R bwH7TGe ^ b \ N \ N�Jwp>� 0 T/fdT[H7T/fdT[NdeGT�H7TGU ^ HKbce ^
L ^K^ T[N ^ b \ N ^7\%^ fdT-m@T[f�LGv_b \ H \ g ^ fdT R�TGe LGp \ g ^ f�bcU e \ HKH7T[JML ^ b \ N bwN pnsuR bwH7TGe ^ b \ N g \ H
R b � T[H7T[N ^ R bcU ^ LONdeGTGU � \ g m \X^ f�UKb ^ TGU g H \ i ^ fdT�a LOJwJ �

g6(x, y) = 〈Ψ6(x, 0)Ψ6(x, y)〉. ! >��)(Q� $

j bwPxU��2>�� % �WLONdRE>�� % (DPQbwvxT�L PQJ \ m�LOJ�v_bcT[a \ g ^ f�bcU>g F�Nde ^ b \ N-g \ H ^ f�H7TGT ^ T[i.�@T[HBL ^ F�H7TGU��
� NdT-e LON2e[JcT LOHKJwp UBTGT ^ f�L ^ NdT LOH ^ fdT
a LOJwJcU ^ fdT[H7T-bcU,vxT[HKp{Jwb ^K^ JcT y suR�T&�@T[NdR�T[NdeGT�L ^LOJwJ ^ T[i.�8T[HBL ^ F�H7TGU�� R FdT ^7\/^ fdT~f�bwPQf R�T[PQH7TGT \ g \ HKbcT[N ^ L ^ b \ N�LOJ \ H7R�T[H*T[N g \ H7eGTGR L ^
^ fdT(a LOJwJcU�� � N ^ fdT(eGT[N ^ T[H \ g ^ fdT%U ^ HKb#� � ^ fdT[H7T%bcU~LOPnLObwN"Jwb ^K^ JcT%vQLOHKbML ^ b \ N�L ^ J \ a
^ T[i.�@T[HBL ^ F�H7TGU T = 1 � a�fdT[H7T ^ fdT UKp U ^ T[i T[vxT[HKpqa�fdT[H7T bcU/a?T[JwJ \ H7R�T[H7TGR,� LONdRL ^ f�bwPQf ^ T[i.�@T[HBL ^ F�H7TGU T = 1.8 ��a�fdT[H7T ^ fdT�U7p_U ^ T[i bwN ^ fdT eGT[N ^ T[H%bcUSLOJwi \ U ^R bcU \ H7R�T[H7TGR,� � N.e \ N ^ HBLXU ^ � e[J \ U7T ^7\ ^ fdT ^ HBLONdUKb ^ b \ N ! T
� P�� g \ H T = 1.4

$ L UKJ \ a
vQLOHKbML ^ b \ N \ g g(x, y) a�b ^ f%m \X^ f��%LONdRSp�bcU \ mdU7T[HKvxTGR,� Z FdT ^7\*^ fdT H7TGU7bcR F�LOJ \ H7R�T[Ha�f�bceBf \ eGe[F�H7U bwN g(x, y) g \ H*JMLOHKPxT R bcU ^ LONdeGTGU;� L
��LOH ^ g H \ i ^ fdT~Jwbwi�b ^ bwN�P e LXUBT \ gvxT[HKp(JMLOHKPxT D LONdR�e \ HKH7TGU<� \ NdR bwN�PQJwp%JMLOHKPxT�T[N \ F�PQf x bwN ^ fdTWi�bcR�R JcT \ g ^ fdT�U ^ HKb#� �a T,f�LGvxT,N \X^ UKFdeGeGTGTGR�TGR(bwN%L*e \ Nnv_bwNde[bwN�P 4nF�LON ^ b ^ L ^ bwvxT[JwpSH7T[JwbMLOm�JcT�LON�LOJwp UKbcU \ g ^ fdT
g F�Nde ^ b \ N�LOJ vXLOHKbML ^ b \ N \ g g(x, y) � � f�bcU ��H \ m�JcT[i fdT[NdeGT(i FdU ^ m@T JcT g ^ ^7\ g F ^ F�H7Ta \ H ] �

� <
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j bwPQF�H7TE>�� % 6�VWT \ i~T ^ HKp \ g ^ fdT ^ HKbMLON�PQF�JMLOH�JML ^K^ bceGT
6 ^ fdT y s L � bcU bcU \ HKbcT[N ^ TGR LOJ \ N�PL NdT LOH7TGU ^ NdT[bwPQfnm \ F�H R bwH7TGe ^ b \ N � ^ fdT x s L �_bcU:�@T[H<�@T[NdR bce[F�JMLOH ^7\ b ^ � � fdT/JML ^K^ bceGT
U8��LXe[bwN�P bcU R�T[N \X^ TGR LXU a0

��LONdR&fdT[NdeGT�NdT[bwPQfnm \ F�HKbwN�P�H \ a�U \ g=��LOH ^ bce[JcTGU/LOJ \ N�P^ fdT x s L � bcU
LOH7T%L ^ R bcU ^ LONdeGT a0

√
3/2 � � fdT(LON�PQJcT(m8T ^ a?TGT[N&L/m \ NdR�e \ N�NdTGe ^ bwN�P��LOH ^ bce[JcTGU k LONdR j LONdR L H7T g T[H7T[NdeGT
R bwH7TGe ^ b \ N ! ^ fdT y suR bwH7TGe ^ b \ N2bwN ^ fdT��dPQF�H7T $ bcUR�T[N \X^ TGR.LXU φjk � � fdTSm�LXUKbce~vxTGe ^7\ H7U \ g ^ fdT H7TGe[b#��H \ e LOJ JML ^K^ bceGT%LOH7TSR�T[N \X^ TGR.LXU

G0
LONdR G1

�-� fdTWR bcU<��JMLXeGT[i~T[N ^ u(l)
\ g ^ fdT l � ^ fC��LOH ^ bce[JcT,g H \ i�b ^ U bcR�T LOJ8JML ^K^ bceGT� \ UKb ^ b \ N/bcU�R�TGe \ i.� \ U7TGR�bwN � LOH ^ TGUKbMLON�e \_\ H7R bwN�L ^ TGU ux(l) LONdR uy(l) �
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j bwPQF�H7T >�� ��6�� F�LOJwb ^ L ^ bwvxT2bcU \X^ fdT[HKi~U%a�fdT[H7T ^ fdT ��H7TGUBUKF�H7T p bcU@��J \X^K^ TGR�vxT[H7UKFdUR�T[NdU7b ^ p ρ �_g \ H ^ fdT e LXU7T \ g L��dH7U ^�\ H7R�T[H ^ HBLONdUKb ^ b \ N ! F����8T[H0��LOH ^ $ LONdR LXeGe \ H7R bwN�P^7\ ^ fdT 
=�01,` D ^ fdT \ HKp9! J \ a?T[H ��LOH ^ $ � � < � ��` \X^ T ^ f�L ^ bwN ^ fdT*e LXU7T \ g U \ g ^ R bcU ] U\ NdT e LON(T�4qF�bwvQLOJcT[N ^ Jwp e \ NdUKbcR�T[H ^ fdTDvQLOHKbML ^ b \ N \ g ^ fdT3��H7TGU7UKF�H7T a�b ^ f ^ T[i.�@T[HBL ^ F�H7T
HBL ^ fdT[H ^ f�LON�R�T[NdUKb ^ p
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) ψ(z)~exp(-z/ξ
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b
~exp(-z/ξ

b
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ψ
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ψ
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����� 0
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ψ
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) ψ
b
-ψ(z)~exp(-z/ξ

b
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ψ
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(d)

ψ
1

T<T
c

j bwPQF�H7T�>��)(�6 *_e7fdT[i L ^ bceWvQLOHKbML ^ b \ N \ g ^ fdTDJ \ e LOJ \ H7R�T[H ��LOHBLOi~T ^ T[H Ψ(z) LXU L g F�Nde s^ b \ N \ g ^ fdT�R bcU ^ LONdeGT z g H \ i�L a LOJwJ ! \ H g H7TGT�UKF�H g LXeGT H7TGU<�@TGe ^ bwvxT[Jwp $�^ f�L ^ bcU J \ e L ^ TGRL ^ z = 0 � ^ fdT U7TGe \ NdR \ H7R�T[H���f�LXUBT ^ HBLONdU7b ^ b \ N*g H \ i ^ fdT?R bcU \ H7R�T[H7TGR:��f�LXU7T=! a�fdT[H7T
Ψb > 0

$�\ eGe[F�H7UWL ^ Tc bwN ^ fdT m�F�J ] �3� N e LXUBTGU+! L $ s ! e $ b ^ bcUWLXU7UKF�i~TGR ^ f�L ^ L ^D^ fdTa LOJwJDL ^ z = 0 L J \ e LOJ�UKF�H g LXeGTC��T[JcR H(z) = H1δ(z)
e \ N � F�PnL ^ T ^7\ ^ fdT \ H7R�T[H

��LOHBLOi~T ^ T[H Ψ(z) LXe ^ U;�-? U�L*H7TGUKF�J ^ � ^ fdT[H7T�T�� bcU ^ U N \X^�\ N�Jwp(L*J \ e LOJ \ H7R�T[H���LOHBLOi-sT ^ T[H Ψ1
HKbwPQf ^ L ^�^ fdT UKF�H g LXeGT
��m�F ^ U7F�H g LXeGT s bwNdR FdeGTGR \ H7R�T[H \ eGe[F�H7U�bwN L-H7T[PQb \ N \ g

L a�bcR ^ f \ g \ H7R�T[H ξb � ^ fdT \ H7R�T[H s ��LOHBLOi~T ^ T[H�e \ HKH7T[JML ^ b \ N%JcT[N�P ^ fSbwN ^ fdT�m�F�J ] �nm \X^ fg \ H T > Tc
LONdR g \ H T < Tc

��� f�bcU UKF�H g LXeGT�bwNdR FdeGTGR \ H7R�T[H*R�TGe LGp U ^7\ E T[H \ g \ H
T > Tc

LONdR ^7\ Ψb
g \ H T < Tc

� �DbwPQf ^ L ^ T = Tc
^ fdT \ H7R�T[H�R�TGe LGp U�LOJcU \ ^7\ E T[H \ �

m�F ^ i*Fde7f i \ H7T-UKJ \ a�Jwp N�LOi~T[Jwp LXeGe \ H7R bwN�P ^7\ L � \ a T[H,JML a%�@a�b ^ f LON T���� \ NdT[N ^^ f�L ^ f�LXU m@TGT[N�R�T[N \X^ TGR"LXU η � ��� � = η/2 fdT[H7T
��� N e LXU7T ! R $ b ^ bcU-LXU7UKF�i~TGR ^ f�L ^^ fdT-UKF�H g LXeGT
bcU ' NdT[F ^ HBLOJ )7� N \ UKbwPQN \ g ^ fdT \ H7R�T[H=��LOHBLOi~T ^ T[H�bcU(��H7T g T[HKH7TGR,�>LONdR U \^ fdT�U7F�H g LXeGT~e \ F���JcTGU \ N�Jwp ^7\%^ fdT \ H7R�T[H%��LOHBLOi~T ^ T[H*U84qF�LOH7T
6 ^ fdT-i \ U ^ g H7T�4qFdT[N ^
e LXUBT ^ fdT[N�bcU ^ f�L ^
^ fdT \ H7R�T[HKbwN�P ^ T[NdR�T[Nde[p�L ^*^ fdTSUKF�H g LXeGT~bcU*H7TGR FdeGTGR ! T
� P��/mnp^ fdT ' i�bcU7UKbwN�PSNdT[bwPQfnm \ H�T��@TGe ^ ) $ � � fdT[N Ψ1 < Ψb

g \ H T < Tc
�@LONdR Ψ(z) H7T[JML � TGU^7\ a LOH7R�U Ψb

g H \ i+m@T[J \ a%�-� fdT HBLON�PxT \ vxT[H a�f�bce7f Ψb
LONdR Ψ(z) L
����H7TGe[bMLOm�Jwp�R b � T[HbcU LOPnLObwN \ g ^ fdT \ H7R�T[H \ g Ψb

�

&X�



λ=0, T=1,6

λ=1  T=1,6

j bwPQF�H7T >�� +�6�� \ N��dPQF�HBL ^ b \ NdU \ g ^ fdT@��LOH ^ bce[JcTGU�bwN ^ fdT �dH7U ^ < H \ a�U LXR �KLXeGT[N ^~^7\^ fdT~JcT g ^ a LOJwJ L ^ T = 1.6 ��g \ H ^ fdT~U ^ HKFde ^ F�H7TGR a LOJwJ=! ^7\ � $ LONdR ^ fdT.��JMLON�LOH*a LOJwJ! m \X^K^7\ i $ � % �Q�Q��e \ N��dPQF�HBL ^ b \ NdU \ g>L,HKF�N~JMLXU ^ bwN�P 106 z \ N ^ T � LOHKJ \ U ^ T&�dU3! z � * $
�@T[H ��LOH ^ bce[JcT LOH7T�UKF��@T[HKbwi.� \ UBTGR,�����_bwN�P ^ fdT�eGT[N ^ T[H \ g�i LXU7U \ g ^ fdTWi \ m�bwJcT=��LOH ^ b s
e[JcTGUDbwN T LXeBf e \ N��dPQF�HBL ^ b \ N bwN ^ fdT*UBLOi~T%� \ UKb ^ b \ N � � fdT JwbwNdT LOH,R bwi~T[NdUKb \ NdUDa T[H7T
Ly = 30 LONdR nx = 30 ��a�b ^ f �8T[HKb \ R bceWm \ F�NdRdLOHKp/e \ NdR b ^ b \ NdUDbwN ^ fdT y suR bwH7TGe ^ b \ N �0 T f�LGvxT UKF���� \ U7TGR ^7\ a�HKb ^ T ^ fdTWa LOJwJ � \X^ T[N ^ bMLOJ LXU

V 7#8:9;9 = λV � 9)8 � 8 � + (1 − λ)V � ���
�
� �
�
��
 � .

! >��)( % $
* \ λ = 0 i~T LONdUDU ^ HKFde ^ F�H7TGR/a LOJwJcUDa�f�bwJcT λ = 1 i~T LONdU ��JMLON�LOH�a LOJwJcU
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j bwPQF�H7T >��)>�6 Z T[NdUKb ^ p%R bcU ^ HKbwm�F ^ b \ N ρ(x) ��J \X^K^ TGR%v U x g \ H nx = 30 LONdR ^ T[i.�@T[HBLhs^ F�H7TGU;6 T = 1.0 ! ^7\ � $ LONdR T = 1.2 ! m \X^K^7\ i $ �=� fdT*m�JMLXe ] vxT[H ^ bce LOJ JwbwNdT
�8i LOH ] U^ fdT eGT[N ^ T[H \ g ^ fdT U ^ HKb#� �
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j bwPQF�H7T >�� ��6 Z T[NdUKb ^ p%R bcU ^ HKbwm�F ^ b \ N ρ(x) ��J \X^K^ TGR%v U x g \ H nx = 30 LONdR ^ T[i.�@T[HBLhs^ F�H7TGU;6 T = 1.6 ! ^7\ � $ LONdR T = 1.8 ! m \X^K^7\ i $ �
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j bwPQF�H7T >�� &�6-� \ � 6 UBLOi~T�LXU��dPxU;� >��)>
LONdR >�� �*m�F ^ g \ H T = 1.4 � J \X^K^7\ i�6 R�T[NdUKb ^ pR bcU ^ HKbwm�F ^ b \ N ρ(x) v U x g \ H T = 1.4 LONdR ��JMLON�LOH a LOJwJwU bwN ^ fdT
e LXUBT \ g nx = 30! H7TGR{JwbwNdT $ LONdR nx = 60 ! m�JMLXe ] JwbwNdT $ ��H7TGU<�@TGe ^ bwvxT[Jwp>�

&X�



1.4 1.6 1.8 2

T
0

1

2

3

4

5

6

7

ξ
 posit.

λ =1
λ =0

Correlation lenght in the positional order  decay

j bwPQF�H7T >��)'�6�� \ HKH7T[JML ^ b \ N JcT[N�P ^ f ξ g \ H ^ fdT R�TGe LGp \ g ^ fdT�� \ UKb ^ b \ N�LOJ \ H7R�T[H NdT LOH ^ fdTa LOJwJcUA��J \X^K^ TGR v_U�� ^ T[i.�8T[HBL ^ F�H7T
� g \ HWL UKp U ^ T[i a�b ^ f nx = 60, ny = 60 LONdR g \ H^ fdT ^ a \ ^ p��8TGU \ g@m \ F�NdRdLOHKp-e \ NdR b ^ b \ NdU?L ^;^ fdT a LOJwJcU����?bwH7e[JcTGU;H7T g T[H ^7\W^ fdT0��JMLON�LOH
a LOJwJ�LONdR�U84qF�LOH7TGU ^7\ ^ fdT�U ^ HKFde ^ F�H7TGR-a LOJwJ�m \ F�NdRdLOHKp
e \ NdR b ^ b \ N �nH7TGU<�8TGe ^ bwvxT[Jwp ! U7TGT
�dP�� >�� + $ �
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j bwPQF�H7T >�� < 6 o;J \X^�\ g ^ fdT J \ e LOJ \ HKbcT[N ^ L ^ b \ N�LOJ \ H7R�T[H ��LOHBLOi~T ^ T[H�U84qF�LOH7T 〈|Ψ6(x)|2〉vxT[H7U7FdU x �>g \ H nx = ny = 30 LONdR ^ a \�^ T[i.�@T[HBL ^ F�H7TGU�� T = 1.2 ! ^7\ � $ LONdR 1.6! m \X^K^7\ i $ ���?bwH7e[JcTGU H7T g T[H ^7\ ^ fdT(��JMLON�LOH a LOJwJ LONdRSU84qF�LOH7TGU ^7\ ^ fdT,U ^ HKFde ^ F�H7TGR a LOJwJ
m \ F�NdRdLOHKp�e \ NdR b ^ b \ N � H7TGU<�8TGe ^ bwvxT[Jwp>� � fdT PQH7TGT[N"JwbwNdTGU~LOH7T�� ^ LXeGe \ H7R bwN�P ^7\ ^ fdT
T�4qN � >�� � <
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j bwPQF�H7T >�� % ��6 z T LON*U84nF�LOH7T \ H7R�T[H ��LOHBLOi~T ^ T[H bwN ^ fdT eGT[N ^ T[H \ g ^ fdT U ^ HKb#�@! ^7\ � � Tc bcU^ fdT i~T[J ^ bwN�P ^ T[i.�@T[HBL ^ F�H7T \ g ^ fdT m�F�J ]�$ LONdR-NdT LOH ^ fdT a LOJwJcU(! m \X^K^7\ i $ ��J \X^K^ TGR-v U��^ T[i.�@T[HBL ^ F�H7T
�=�?bwH7e[JcTGU H7T g T[H ^7\ ^ fdT���JMLON�LOH a LOJwJ LONdR U84qF�LOH7TGU ^7\~^ fdT
U ^ HKFde ^ F�H7TGR
a LOJwJ m \ F�NdRdLOHKp%e \ NdR b ^ b \ N ��H7TGU<�@TGe ^ bwvxT[Jwp>�2?DJwJ RdL ^ L�H7T g T[H ^7\ nx = ny = 30 �
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c bulk

j bwPQF�H7T >�� %?% 60� \ HKH7T[JML ^ b \ N�JcT[N�P ^ f T�� ^ HBLXe ^ TGR{g H \ i ^ fdT R�TGe LGp \ g ^ fdT J \ e LOJ \ HKbcT[N s^ L ^ b \ N�LOJ \ H7R�T[HA��LOHBLOi~T ^ T[H U84qF�LOH7T
a�b ^ f2R bcU ^ LONdeGT�! �dP��)>�� < $ ��J \X^K^ TGR v_U�� ^ T[i.�@T[H s
L ^ F�H7T
� �?bwH7e[JcTGU-H7T g T[H ^7\ ^ fdT ��JMLON�LOH�a LOJwJDLONdR"U84qF�LOH7TGU ^7\ ^ fdT/U ^ HKFde ^ F�H7TGR�a LOJwJ
m \ F�NdRdLOHKp/e \ NdR b ^ b \ N �dH7TGU<�@TGe ^ bwvxT[Jwp>�2? JwJ RdL ^ L-H7T g T[H ^7\ nx = ny = 30 �
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j bwPQF�H7T >�� % (�6 � \ HKH7T[JML ^ b \ N"g F�Nde ^ b \ N g6(x, y) � LXU-bwN9�dP���>�� % ��� 1,T[H7T T = 1.4 �
nx = ny = 60 � ^ fdT x s L � bcU HKF�NdU?g H \ i 0

^7\
60 LONdR ^ fdT y s L � bcU?HKF�NdU g H \ i 0

^7\
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0 T e LON/N \ a U7F�i�i LOHKbwE T ^ fdT�i LObwN �dNdR bwN�PxU e \ i�bwN�P \ F ^ g H \ i ^ f�bcU�a \ H ] �
�uN ^ f�bcU ^ fdTGUKbcUWa T�R�T LOJ ^ a�b ^ f ^ a \ suR bwi~T[NdUKb \ N�LOJ i \ R�T[J e \ JwJ \ bcRdLOJ e[HKp U ^ LOJcUWbwN

L(e \ N��dNdTGR PxT \ i~T ^ HKp>� 0 T
FdU7TGR LON bcR�T LOJwbwE TGR2R�TGU7e[HKb#� ^ b \ N m \X^ f g \ H ^ fdT�e \ JwJ \ bcR
e \ JwJ \ bcR~bwN ^ T[HBLXe ^ b \ NdU�LONdR-g \ H ^ fdT�a LOJwJcU��-� f�bcU?LOJwJ \ a?TGRSFdU ^7\ \ vxT[H7e \ i~TDNqF�i~T[HKbce LOJ
��H \ m�JcT[i~U?bwN ^ fdT UKbwi F�JML ^ b \ NdU LONdR,� ^7\ H7T LXe7fSa�b ^ f�bwN%L�H7T LXU \ N�LOm�JcTA� o t ^ bwi~T
�qH7T s
U7F�J ^ U LONdR-e \ Nde[JwFdUKb \ NdU a T m8T[JwbcT[vxT ^ fdT[p e LON-m@T 4qF�LOJwb ^ L ^ bwvxT vXLOJwbcR g \ H H7T LOJ UKp U ^ T[i~U
LXU�a?T[JwJ �

� fdT��dH7U ^ ��LOH ^�\ g ^ fdT(a \ H ] a LXU�R�T[v \X^ TGR ^7\ ^ fdT%U ^ FdR p \ g ^ fdT%T[JMLXU ^ bce(m8T s
f�L vqb \ F�H�g \ HDL-i \ R�T[J e \ JwJ \ bcRdLOJ�e[HKp U ^ LOJ bwN�e \ N��dNdTGR{PxT \ i~T ^ HKp>�

?�g ^ T[H ^ fdT �dH7U ^ bwN ^ H \ R Fde ^7\ HKp%eBf�L
� ^ T[H�a�b ^ f/U \ i~TWH7T[i�bwNdR bwN�PxUDLOm \ F ^ T[JMLXU ^ bce s
b ^ p ^ fdT \ HKp>�?bwN&e7f�L
� ^ T[H(��a T/bwN ^ H \ R FdeGTGR ^ a \2] bwNdR�U \ gWe \ N��dNdT[i~T[N ^ 6 ^ fdT /lL ^
a LOJwJcU LONdR ^ fdT U ^ HKFde ^ F�H7TGR{a LOJwJcU���� fdT�a LOJwJ � \X^ T[N ^ bMLOJ>bwN ^ fdTA/lL ^ a LOJwJcU e LXU7T e LON
m@TSvqbcT[a TGR&LXU ^ fdT 1/r12 � \X^ T[N ^ bMLOJ�bwN ^ T[PQHBL ^ TGR&LOJ \ N�P ^ fdT y R bwH7TGe ^ b \ N�LONdR ^ fdT
x R bwH7TGe ^ b \ N ! x < x 9 
 
 � 7#8:9;9 LONdR x > x ��� � � � 7#8:9;9

$ a�f�bwJcT ^ fdT~U ^ HKFde ^ F�H7TGR2a LOJwJ � \ s
^ T[N ^ bMLOJ � LXU~i~T[N ^ b \ NdTGR.bwN&eBf�L
� ^ T[HS� e LON"H7TGU7T[i m�JcT�L U7b ^ F�L ^ b \ N.bwN.a�f�bce7f&bwN&L
e \ JwJ \ bcRdLOJ e[HKp_U ^ LOJ>L
a LOJwJ>bcU�g \ HKi~TGR ' g H7TGT[EGbwN�P ) L \ NdT \ H ^ a \ H \ a�U \ g ��LOH ^ bce[JcTGU ^7\
^ fdT[bwH T�4nF�bwJwbwm�HKbwF�i � \ UKb ^ b \ N/a�b ^ f ��g \ H�T��dLOi.��JcT
��JMLXU7T[H \ � ^ bce LOJ ^ a?TGT[E T[H7U;�

�?JcT LOHKJwp ^ fdT a LOJwJ%� \X^ T[N ^ bMLOJcU{m�H \ F�PQf ^ R bcU ^7\ H ^ b \ NdU/bwN ^ fdT ^ HKbMLON�PQF�JMLOH{m�F�J ]
JML ^K^ bceGT
��� f�bcU�a LXU ^ HKFdT�bwN ��LOH ^ bce[F�JMLOH�g \ H ^ fdT e LXU7T \ g ^ fdT /lL ^ a LOJwJcU���U \ i~T ^ bwi~TGU��
Jwb ] T bwN ^ fdT e LXU7T \ g ^ fdT f�LOH7R /lL ^ a LOJwJcU;�_g \ H ^ fdT UBLOi~T,e7f \ UBT[N(a�bcR ^ f \ g ^ fdT,U ^ HKb#� �
^ fdT e[HKp_U ^ LOJ i~T[J ^ TGR,�

0 T U ^ FdR bcTGR ^ fdTGUBT R bcU ^7\ H ^ b \ NdUWLONdR{e7f \ U7T ��LOHBLOi~T ^ T[H7UDJwb ] T ^ fdT a�bcR ^ f \ g ^ fdT
U ^ HKb#��LONdR ^ fdT�e \ F���JwbwN�P e \ NdU ^ LON ^ bwN ^ fdTWa LOJwJ � \X^ T[N ^ bMLOJ ε 7 8:9;9 ^7\ PxT ^ bwN ^ fdT�U ^ HKb#�LON{T�4qF�bwJwbwm�HKbwF�i JML ^K^ bceGT*LXU�NdT LOH LXU0� \ U7UKbwm�JcT ^7\�^ fdTWFdU7F�LOJ ^ HKbMLON�PQF�JMLOHDJML ^K^ bceGT
�

�uN ^ fdT�U7TGe \ NdR ��LOH ^ \ g eBf�L
� ^ T[H*�(a?T.��H7TGUBT[N ^ TGR ^ fdT-i~T ^ f \ R�U�FdU7TGR g \ H ^ fdT
e \ i.��F ^ L ^ b \ N \ g ^ fdT�T[JMLXU ^ bce�e \ NdU ^ LON ^ U�� 0 T�e \ NdU7bcR�T[H7TGR/m \X^ f ^ fdT /dFde ^ F�L ^ b \ N \ g
^ fdTSU ^ H7TGU7U ^ T[NdU \ H
LONdR ^ fdT J \ e LOJ?U ^ HBLObwN ^ T[NdU \ H�6 ^ fdT[N�a?T ��H \ � \ U7TGR�U \ i~T T LXU7p

'?(



PxT[NdT[HBLOJwbwE L ^ b \ N(g \ H ^ fdTDg \ HKi*F�JMLXT
� \ HKbwPQbwN�LOJwJwp R�T[HKbwvxTGRSbwN ^ fdTDm�F�J ] e LXU7T
� � f�bcU a LXU
R \ NdT mnp ^ L ] bwN�PSbwN ^7\ LXeGe \ F�N ^,^ fdT*e \ N ^ HKbwm�F ^ b \ N ^7\~^ fdT bwN ^ T[HBLXe ^ b \ NdU�R FdT ^7\~^ fdT
a LOJwJ � \X^ T[N ^ bMLOJcU�LONdRSmnp~e \ NdUKbcR�T[HKbwN�P��_g \ H ^ fdT e[HKp_U ^ LOJlbwN%L U ^ HKb#�SPxT \ i~T ^ HKp>� bwN ^ fdT
T[JMLXU ^ bce�g H7TGT*T[NdT[HKPQp�L~JcTGU7U U7pqi�i~T ^ HKbce*m�F ^ i \ H7T-LXR�T�4nF�L ^ T
T�����H7TGU7UKb \ N ^ f�LON ^ fdT
m�F�J ]%\ NdT
�

�uN~eBf�L
� ^ T[H (,a?T�FdUBTGR ^ fdT�i~T ^ f \ R�U \ g ^ fdT0��H7T[v_b \ FdU e7f�L
� ^ T[H ^7\ e \ i.��F ^ T ^ fdT
T[JMLXU ^ bce?e \ NdU ^ LON ^ U�� j \ H \ F�H U7p_U ^ T[i~U ^ fdT H7TGUKF�J ^ U PQbwvxT[N-mnp ^ fdT ^ a \ i~T ^ f \ R�U;LOPQH7TGT
a�b ^ f�bwN ^ fdTWNnF�i~T[HKbce LOJ�T[HKH \ H�� � N�Jwp(T���eGT&� ^ b \ N{a LXU ^ fdT�vXLOJwFdT \ g C33

bwN ^ fdT�e LXU7T
\ g ^ fdT:/lL ^ a LOJwJcU;� fdT[H7T-b ^ a LXU�N \X^ � \ UBUKbwm�JcT ^7\ f�LGvxT LON TGU ^ bwi L ^ T \ g ^ f�bcU�vQLOJwFdT
a�b ^ f ^ fdT U ^ HBLObwN /dFde ^ F�L ^ b \ N i~T ^ f \ R,�.� f�bcUWg LObwJwF�H7T-a LXU e LOFdU7TGR g H \ i ^ fdT-f�bwPQf
U7fdT LOH0/dFde ^ F�L ^ b \ NdU ��H7TGU7T[N ^ bwN ^ fdT�a�f \ JcT U7bwi F�JML ^ b \ N U ^ HKb#�{bwN ^ f \ U7T e \ NdR b ^ b \ NdU��
� NdT \ g ^ fdT ] T[p fqp � \X^ fdTGUKbcU g \ H ^ fdT~i~T ^ f \ R ^7\ a \ H ] �>N�LOi~T[Jwp LOJwi \ U ^ E T[H \{\ H
vxT[HKp&U7i LOJwJ,U ^ HBLObwN /dFde ^ F�L ^ b \ NdU%bwN ^ fdT a�f \ JcT U ^ HKb#� � a LXU%e[JcT LOHKJwp.N \X^ g F�J �dJwJcTGR
LONdR ^ fdT,T����@TGe ^ TGR%UKf�L
�@T�g \ H ^ fdT,e \ i.��JwbMLONdeGT�e[F�HKvxTWe \ i�bwN�P \ F ^ g H \ i ^ fdTDm�J \ e ]
LON�LOJwp UKbcU�� a LXU�N \X^ H7TGe \ vxT[H7TGR,�

0 f�bwJcT(g \ H LOJwi \ U ^ LOJwJ ^ fdT{e \ N��dNdTGR�T[JMLXU ^ bce{e \ NdU ^ LON ^ U~a�b ^ f&m \X^ f ^ p��8TGU \ g
a LOJwJcUWa?T�R bcR N \X^ �dNdR JMLOHKPxT
R b � T[H7T[NdeGTGU�a�b ^ f ^ fdT
m�F�J ] e LXU7T
� ^ fdT
m@T[f�LGv_b \ F�H \ g
C33
bwN ^ fdT�e LXUBT \ g ^ fdT�/lL ^ a LOJwJcU a LXU R HBLOi L ^ bce LOJwJwp~R b � T[H7T[N ^ g H \ i ^ fdT m�F�J ] �nLONdR

fdT[NdeGT ^ fdT�i \ U ^ bwN ^ T[H7TGU ^ bwN�P \ NdT
� j \ H T[vxT[HKp%U ^ HKb#�/a�bcR ^ f�a?T ^ HKbcTGR C33
R H \ �dU ^7\

LOm \ F ^ f�LOJ g ^ fdT
vQLOJwFdT \ g ^ fdT-m�F�J ] e LXU7T
� 0 T-e LON2UBL p ^ f�L ^ a�fdT[N /lL ^ a LOJwJcU LOH7T
��H7TGUBT[N ^ ^ fdT~e[HKp U ^ LOJ;bwN2m@T ^ a TGT[N�e LON m@T�T LXUKbwJwp UKfdT LOH7TGR LOJ \ N�P ^ fdT�R bwH7TGe ^ b \ N \ g
^ fdT a LOJwJ �

�uN eBf�L
� ^ T[HB+ a?T bwNnvxTGU ^ bwPnL ^ TGR*g F�H ^ fdT[H ^ fdT;m@T[f�LGv_b \ F�H \ g \ F�H e \ N��dNdTGR*e[HKp U ^ LOJcU
g \ e[FdUKbwN�P \ N ^ fdTWi~T LON�U84qF�LOH7T R bcU<��JMLXeGT[i~T[N ^ U��

0 T�UBLGa ^ f�L ^ a�f�bwJcT bwN ^ fdT�U ^ HKFde ^ F�H7TGR�e LXU7TWa TWf�LGvxT L
N \ HKi LOJ�e[HKp_U ^ LOJ m \X^ f
bwN ^ fdT%F�Nde \ N��dNdTGR y R bwH7TGe ^ b \ N�LONdR ^ fdT/e \ N��dNdTGR x R bwH7TGe ^ b \ N � bwN ^ fdT/e LXUBT \ g
/lL ^ a LOJwJcU�� R FdT ^7\ ^ fdT%e \ N��dNdT[i~T[N ^ � ^ fdT[H7T%bcU-L J \ U7U \ gDJ \ N�P HBLON�PxT@� \ UKb ^ b \ N�LOJ
\ H7R�T[H LOJ \ N�P ^ fdT�a LOJwJlR bwH7TGe ^ b \ N � 0 T�eBf�LOHBLXe ^ T[HKbwE TGR ^ fdT�m@T[f�LGv_b \ F�H \ g ^ fdTDe[HKp U ^ LOJ
bwN ^ fdT�/lL ^ a LOJwJ�e LXU7T
��e \ NdU7bcR�T[HKbwN�P \ NdT suR bwi~T[NdU7b \ N�LOJ,f�LOHKi \ N�bce g \ HKi F�JMLXT2LONdR
L
����Jwp_bwN�P ^ fdT[i ^7\ ^ fdT UKp_U ^ T[i�6>bwNC��LOH ^ bce[F�JMLOH ^ fdT U ^ HKFde ^ F�H7T�g LXe ^7\ H S(q) �@T[H H \ aLOJ \ N�P ^ fdT y R bwH7TGe ^ b \ N a LXU e \ NdUKbcR�T[H7TGR,�.� fdT�P \_\ R2LOPQH7TGT[i~T[N ^ g \ F�NdR2a�b ^ f ^ fdT
� ^K^ bwN�P ^7\W^ fdT 1d f�LOHKi \ N�bceDT�����H7TGU7UKb \ N~U7f \ a�U ^ f�L ^ bwNdR�TGTGRSLXU;J \ N�P*LXU;a T�J \q\X] L ^^ fdT�R bcU8��JMLXeGT[i~T[N ^ U g H \ i�JML ^K^ bceGT�T�4qF�bwJwbwm�HKbwF�i � \ UKb ^ b \ NdU LOJ \ N�P ^ fdT a LOJwJ�R bwH7TGe ^ b \ N �
^ fdT*m@T[f�LGv_b \ F�H \ g ^ fdT
e[HKp_U ^ LOJ�e \ N��dNdTGR m8T ^ a?TGT[N /lL ^ a LOJwJcU��lbcU \ NdT suR bwi~T[NdU7b \ N�LOJ
HBL ^ fdT[H ^ f�LON ^ a \ suR bwi~T[NdU7b \ N�LOJ � ? JcU \ ��J \X^ U \ g ^ fdTWbwNdU ^ LON ^ LONdT \ FdU,e \ N��dPQF�HBL ^ b \ NdU
bwN ^ fdT3/lL ^ a LOJwJ@e LXUBT
�qUKf \ a e[JcT LOHKJwp>�qbwN%e \ N ^ HBLXU ^ a�b ^ f ^ fdT,U ^ HKFde ^ F�H7TGR(a LOJwJcU e LXU7T
�

'�+



JMLXe ]2\ g�� \ UKb ^ b \ N�LOJ \ H7R�T[H bwN ^ fdT�a LOJwJ R bwH7TGe ^ b \ N 6 ^ fdT�UKp U ^ T[i ��H7TGU7T[N ^ U*U7T[HKbcTGU \ g
U7i~TGe ^ bce U ^ HKb#�dU0��LOHBLOJwJcT[J ^7\~^ fdT�a LOJwJcUDHBL ^ fdT[H ^ f�LON L-e[HKp U ^ LOJ Jwb ] T=��bce ^ F�H7T
�

�uN ^ fdT(U7TGe \ NdR ��LOH ^*\ g�e7f�L
� ^ T[H +{a T~g \ e[FdUBTGR2i \ H7TC4qF�LON ^ b ^ L ^ bwvxT[Jwp \ N ^ fdT
e[H \ UBU \ vxT[H m@T ^ a TGT[N \ NdT suR bwi~T[NdUKb \ N�LOJqm8T[f�L vqb \ F�H LONdR ^ a \ suR bwi~T[NdUKb \ N�LOJ_m8T[f�L vqb \ F�H
g \ H ^ fdT R bcU<��JMLXeGT[i~T[N ^ U e \ HKH7T[JML ^ b \ N
g F�Nde ^ b \ N
bwN-L U ^ HKb#�*PxT \ i~T ^ HKp D×L � 0 T e \ N sU7bcR�T[H7TGR g \ H�UKbwi.��Jwbce[b ^ p%L ^ HKbMLON�PQF�JMLOH�JML ^K^ bceGTWbwN ^ fdT ' m�F�J ] ) e LXU7T
� ^ f�L ^ bcU�� �8T[HKb \ R bce
m \ F�NdRdLOHKp~e \ NdR b ^ b \ NdU bwN m \X^ fSR bwH7TGe ^ b \ NdU=! HBL ^ fdT[H ^ f�LON ^ a \ a LOJwJcU LXU m \ F�NdRdLOHKbcTGU
bwN ^ fdT x suR bwH7TGe ^ b \ N���JwFdU0�@T[HKb \ R bceWm \ F�NdRdLOHKp/e \ NdR b ^ b \ NdU�bwN ^ fdT y suR bwH7TGe ^ b \ N $ LONdRL PxT \ i~T ^ HKp�a�fdT[H7T D � ^ fdT%T�� ^ T[NdU7b \ N \ g ^ fdTSJML ^K^ bceGT%bwN x a LXU-J \ a?T[H \ H�T�4qF�LOJ^ f�LON L � ^ fdT*T�� ^ T[NdUKb \ N \ g ^ fdT JML ^K^ bceGT bwN y � 0 T e \ F�JcR���H \ vxT ^ f�L ^ a�fdT[N D ≈ L^ fdT R bcU<��JMLXeGT[i~T[N ^ UWe \ HKH7T[JML ^ b \ N{g F�Nde ^ b \ N B(y) = 〈[uy(y) − uy(0)]

2〉 f�LXU,L ^ a \ sR bwi~T[NdU7b \ N�LOJ m@T[f�LGv_b \ F�HA��H \ � \ H ^ b \ N�LOJ ^7\ ln y a�f�bwJcT
a�fdT[N a?T
e \ NdUKbcR�T[H D � L^ fdT[N ^ fdT�m@T[f�LGv_b \ F�H \ g B(y) bcU ��H \ � \ H ^ b \ N�LOJ ^7\ y b � T
� \ NdT suR bwi~T[NdU7b \ N�LOJ � 
WN \ a sbwN�P��dg H \ i ��H7T[vqb \ FdU UKbwi F�JML ^ b \ NdU \ g ^ fdT m�F�J ] UKp U ^ T[i�� ^ fdT , LOi~T*e \ T�� e[bcT[N ^ U g \ H
\ F�HSUKp_U ^ T[i a?T{e \ F�JcR�vxT[HKb g p"bwN�L2NnF�i~T[HKbce LOJ,a LGp ^ fdT LON�LOJwp ^ bce{g \ HKi*F�JMLXT \ m s
^ LObwNdTGR,�lLOJcU \ bwN ^ fdT e LXUBT \ g vxT[HKp%m�bwP U ^ HKb#�dU;� z \ H7T \ vxT[H�a?T*e \ F�JcR{UKf \ a ^ f�L ^�^ fdT
��H7TGUBT[NdeGT \ g�/lL ^ a LOJwJcU*T[N�f�LONdeGTGR�U7bwPQN�b ��e LON ^ Jwp B(y) a�b ^ f�H7TGU<�8TGe ^ ^7\/^ fdT�m�F�J ]e LXUBT LXU�T����@TGe ^ TGR%g H \ i ^ fdT�m@T[f�LGv_b \ F�H \ g S(q) �

�uN3e7f�L
� ^ T[H >2a?T�g \ e[FdU7TGR \ N ^ fdT \ H7R�T[HSbwNdUKbcR�T ^ fdT U ^ HKb#��bwNdR FdeGTGR�mnp ^ fdT
e \ N��dNdT[i~T[N ^ �.1 T[H7T-a T \ mdU7T[HKvxTGR a�b ^ f2m \X^ f ^ p��8TGU \ g a LOJwJcU=��H7T ^K^ p U7bwi�bwJMLOH�m8T s
f�L vqb \ F�H7U;�

0 T e \ NdUKbcR�T[H7TGR �dH7U ^ ^ fdT � \ UKb ^ b \ N�LOJ \ H7R�T[H bwN ^ fdT x R bwH7TGe ^ b \ N � ^ f�L ^ bcU�� ^ fdTU ^ H \ N�PDi \ R F�JML ^ b \ N
bwN ^ fdT R�T[NdUKb ^ p bwNdR FdeGTGR*mnp ^ fdT?a LOJwJcU �8T[H<�@T[NdR bce[F�JMLOH ^7\�^ fdT[i��
LONdR�TGU ^ bwi L ^ TGR ^ fdT e \ HKH7T[JML ^ b \ N JcT[N�P ^ f LXU7U \ e[bML ^ TGR%a�b ^ f{b ^ �

� fdT[N a?T~g \ e[FdU7TGR \ N ^ fdT \ HKbcT[N ^ L ^ b \ N�LOJ \ H7R�T[H
R�TGU7e[HKbwm@TGR mnp ^ fdT \ H7R�T[H ��Lhs
HBLOi~T ^ T[H Ψ6(x)

� ? JcU \ bwN ^ f�bcUSe LXU7T
��L ^ L2UKF � e[bcT[N ^ Jwp&f�bwPQf ^ T[i.�@T[HBL ^ F�H7T LONdR
U7F � e[bcT[N ^ Jwp%JMLOHKPxT U ^ HKb#�dU a TWg \ F�NdR%f�bwPQf \ HKbcT[N ^ L ^ b \ N�LOJ \ H7R�T[H,L ^�^ fdT�a LOJwJcU�a�f�bceBf
R�TGe[H7T LXUBTGU��_a�b ^ f/L ^ p ��bce LOJ e \ HKH7T[JML ^ b \ N/JcT[N�P ^ f � a�fdT[N%a?T,i \ vxTGR ^7\*^ fdTWeGT[N ^ T[H \ g
^ fdT U ^ HKb#�dU����uN ^ f�bcU e LXU7T�f \ a?T[vxT[H,f�bwPQf��dN�b ^ T U7bwE T e \ HKH7TGe ^ b \ NdU,LOH7T%��H7TGU7T[N ^ 6�LOJcU \
L ^ f�bwPQf ^ T[i.�@T[HBL ^ F�H7T%LONdR g \ H a�bcR�TSU ^ HKb#�dU
L ^*^ fdTSeGT[N ^ T[H \ g ^ fdTSU ^ HKb#� ^ fdT \ HKb s
T[N ^ L ^ b \ N�LOJ \ H7R�T[H(��LOHBLOi~T ^ T[H a LXU U7bwPQN�b ��e LON ^ Jwp/N \ N�E T[H \ LXU�b ^ U7f \ F�JcR{m@T�bwN ^ fdT
/dF�bcR ��f�LXUBT
� � f�bcUWa LXU�e LOFdUBTGR mnp ^ fdT�U ^ bwJwJ ^7\_\ UKi LOJwJ;UKp U ^ T[i UKbwE TGUWe \ NdUKbcR�T[H7TGR
LONdR LOJcU \ mnp ^ fdT�U ^ H \ N�P~JML pxT[HKbwN�P bwNdR FdeGTGR/mqp ^ fdT�a LOJwJcU��
j�bwN�LOJwJwp a T~a LON ^ ^7\ U ] T ^ e7f U \ i~T�g F�H ^ fdT[H*H7TGU7T LOH7e7f�JwbwNdTGU e \ i�bwN�P \ F ^ g H \ i

^ f�bcU�a \ H ] 6
LXU�LOJwH7T LXR pSi~T[N ^ b \ NdTGR/bwN/e7f�L
� ^ T[H +-b ^ a \ F�JcR%m@T,vxT[HKp bwN ^ T[H7TGU ^ bwN�P ^7\ F�NdR�T[H s
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U ^ LONdR,� bwN ^ fdT�e LXU7T \ g /lL ^ a LOJwJcU�g \ H�JMLOHKPxT�T[N \ F�PQf�U ^ HKb#�(a�bcR ^ f D �_f \ a ^ fdT,m�F�J ]m@T[f�LGv_b \ F�H��;g \ H�T���LOi.��JcT%bwN ^ fdT%e LXU7T \ g C33(D)
\ H \ g B(y) � bcU-H7T LXeBfdTGR,� ^ fdT

��H \ m�JcT[i bcU ^ f�L ^ a T T����8TGe ^ D ^7\ m@T,vxT[HKp JMLOHKPxT
�dLONdR/U \ �_g LOH m8T[p \ NdR ^ fdTWvQLOJwFdTGULXeGeGTGUBUKbwm�JcT�a�b ^ f{N \ HKi LOJ>e \ i.��F ^ L ^ b \ N�LOJ�� \ a?T[H��
?DN \X^ fdT[H?bwN ^ T[H7TGU ^ bwN�P���H \ m�JcT[i!a \ F�JcR~m@T ^ fdT�U ^ FdR p \ g ^ fdT 
=�01,` D,suU7eGT[N�LOHKb \

\ g
i~T[J ^ bwN�P�bwN ��H7TGU7T[NdeGT \ g-a LOJwJcU;� ?DPnLObwN fdT[H7T9� o t ^ bwi~T2bcUBUKFdTGU%i L ] T ^ f�bcU
��H \ m�JcT[i vxT[HKp%R b � e[F�J ^ LXU�a?T U�LGa�bwN�eBf�L
� ^ T[H >��

?DN{T LXUKbcT[H3��H \ m�JcT[i ! g H \ i ^ fdT�e \ i.��F ^ L ^ b \ N�LOJ � \ bwN ^D\ g v_bcT[a $ a \ F�JcR/m@T ^ fdT
U ^ FdR p \ g ^ fdT/U ^ HKb#�dU-bwN�LON ' bwNde \ i�i~T[NdUKF�HBL ^ T�){UKb ^ F�L ^ b \ N � ^ f�L ^ bcU-H7T[JML � bwN�P ^ fdT
e \ NdR b ^ b \ N ��� + ^7\ L
i \ H7T�H7T LOJwbcU ^ bce T�����H7TGU7U7b \ N

D =

√
3

2
a(n+ ∆),

a�fdT[H7T ∆ e LON�m@TSLONnp NnF�i m@T[H�! e[JcT LOHKJwp N \X^
^7\q\ JMLOHKPxT $ � 0 T(U ^ LOH ^ TGR ^7\ U ^ FdR p
��LOH ^ bMLOJwJwp \ F�H
e \ N��dNdTGR�UKp U ^ T[i~U a�b ^ f ^ fdTSe \ NdR b ^ b \ N�a�HKb ^K^ T[N&LOm \ vxT(LONdR�U \ i~T
��H7T[Jwbwi�bwN�LOHKp{RdL ^ L�LONdR{H7TGUKF�J ^ U LOH7T�UKf \ a�N{bwN ^ fdT L
���@T[NdR b � ?��

� NdT e \ F�JcR3e \ NdUKbcR�T[H ^7\ T�� ^ T[NdR ^ fdT U ^ FdR p \ g ^ fdT T�� TGe ^ U \ g ^ fdT a LOJwJcU ^7\
^ f�H7TGT%R bwi~T[NdUKb \ N�LOJ�e \ JwJ \ bcRdLOJ�e[HKp U ^ LOJcU \ H ^7\�^ a \ R bwi~T[NdUKb \ N�LOJ�e \ JwJ \ bcRdLOJ�m�bwN�LOHKp
e[HKp U ^ LOJcU LXU a?T[JwJ � g \ H ^ fdTGU7T~UKp U ^ T[i~U L ^ ^ fdT�i \ i~T[N ^ H7TGUKF�J ^ U�g \ H ^ fdT�m�F�J ] e LXU7T
LOH7T*LGvQLObwJMLOm�JcT � &D+ �/&C> � �
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� ��� 	 �!����� �

� � � � � ��� ���I� ��� 	G� � ��� � � � ��� �����

���I� � � ��� 	

0 TDa LON ^ ^7\ ��H7TGU7T[N ^ fdT[H7TDU \ i~T�H7TGUKF�J ^ U \ m ^ LObwNdTGR bwNSPxT \ i~T ^ HKbce LOJ e \ N��dPQF�HBL ^ b \ NdU
a�fdT[H7T ^ fdTDR bcU ^ LONdeGTDm@T ^ a TGT[N ^ fdTDa LOJwJcU R \ TGU N \X^ T���LXe ^ Jwp�i L ^ eBf ^ fdT R bcU ^ LONdeGT \ g
^ fdT JML ^K^ bceGT UKb ^ TGU�bwN ^ fdT�m�F�J ] �

� f�H \ F�PQf \ F ^�^ fdT a�f \ JcT ^ fdTGUKbcU ^ fdT,e \ NdR b ^ b \ N/bwN(T�4qN � ���)> fdT[JcRSa�b ^ f%bwN(i \ U ^
\ g ^ fdT-UKbwi F�JML ^ b \ NdU n T�4qF�LOJ ^7\ 30

\ H 60 LONdR a ≈ 1.049 �-` \ a%�>LXU�LON ^ bce[b#��L ^ TGRbwN ^ fdT e \ Nde[JwFdUKb \ NdU���a T e \ NdUKbcR�T[H ^ fdT e LXUBT

D =

√
3

2
a(n+ ∆), !5?�� % $

a�fdT[H7T ∆ bwN ��HKbwNde[b#��JcT-e LON m@T*LONnp NnF�i*m8T[H��=� \ m@T
e[JcT LOH7T[H��@bwN ^ fdT
UKbwi F�JML ^ b \ NdUa T
a�bwJwJ-��H7TGU7T[N ^ a T � FdU ^ e7f�LON�PxT ^ fdT-R bcU ^ LONdeGT
bwN ^ fdT x R bwH7TGe ^ b \ N LXeGe \ H7R bwN�P ^7\T�4qN � ?�� % a�b ^ f n = 30 � a�f�bwJcT-a?T ] TGT&� e \ NdU ^ LON ^�^ fdT-JcT[N�P ^ f \ g ^ fdT�UKbwi F�JML ^ b \ Nm \ �%bwN ^ fdT y R bwH7TGe ^ b \ N ��U \-^ fdT R bwi~T[NdU7b \ NdU \ g ^ fdT�m \ �/LOH7T

Lx = D =

√
3

2
a(30 + ∆), Ly = 30 · a, !5?�� � $

LONdR ^ fdT ^ T[i.�8T[HBL ^ F�H7T*e \ NdUKbcR�T[H7TGR{bcU T = 1 �
� fdT e LXU7T ∆ � \ UKb ^ bwvxT�bcU ^ fdT�JcT LXU ^ bwN ^ T[H7TGU ^ bwN�P \ NdT
�dfdT[H7T ^ fdT UKb ^ F�L ^ b \ N�J \q\X] U

vxT[HKp U7bwi�bwJMLOH ^7\�^ fdT?e \ i�i~T[NdUKF�HBL ^ T e LXU7T L ^ f�bwPQf T �hb � T
�>bwNde[H7T LXU7bwN�P ∆
^ fdT UKp U ^ T[i

a�bwJwJdU7f \ a.JMLGpxT[H7U NdT LOH ^ fdT a LOJwJcU LONdR-a�bwJwJ�U ^ LOH ^;^7\ i~T[J ^ L ^ ^ fdT�eGT[N ^ T[H \ g ^ fdT U ^ HKb#�
Jwb ] T bwN@�dPxU�� >�� + LONdRG>�� ���

�?JcT LOHKJwp&a�fdT[N�a T e \ NdUKbcR�T[H(NdT[PnL ^ bwvxT vXLOJwFdT{g \ H ∆
^ fdT�UKb ^ F�L ^ b \ N e7f�LON�PxTGU;�

'0&



� fdT e[HKp_U ^ LOJ � f�LXU�N \ a�JcTGU7UDU<��LXeGT ^7\ H7T[JML �%bwN ^ fdT x R bwH7TGe ^ b \ N �da�bwJwJ m@T�U \ i~T[f \ ag HKFdU ^ HBL ^ TGR&LONdR.U \ bwN ^ T[HKN�LOJDU ^ H7TGU7U7TGU ^7\ PxT ^ fdT[H~a�b ^ f.R�T g \ HKi L ^ b \ NdU \ g ^ fdTSm�F�J ]
JML ^K^ bceGT a�bwJwJ m8T ��H7TGU7T[N ^ L ^�^ fdT T�4qF�bwJwbwm�HKbwF�i�� ^ f�bcU�bcU�UKf \ a�N{bwN@�dP��-?�� % a�fdT[H7T a?T
e \ NdU7bcR�T[H7TGR ^ fdT+��H \ m�LOm�bwJwb ^ p R bcU ^ HKbwm�F ^ b \ N \ g ^ fdT \ H7R�T[HA��LOHBLOi~T ^ T[H ΨG0

R�T��dNdTGR
bwN T�4nN � >�� ����bwN ^ fdT e LXU7T \ g U ^ HKFde ^ F�H7TGR�a LOJwJcU��da?T UBTGT ^ f�L ^�^ fdT�JMLOHKPxT[HDbcU |∆| ^ fdTi \ H7T ^ fdT
JML ^K^ bceGT
bcUWR b �@T[H7T[N ^ g H \ i ^ fdT*m�F�J ]�^ HKbMLON�PQF�JMLOH�JML ^K^ bceGT � ^ fdT
vxTGe ^7\ H G0

! �dP�� >�� % $ bcU�N \X^ L-H7TGe[b#��H \ e LOJ vxTGe ^7\ H \ g ^ fdT R�T g \ HKi~TGR/JML ^K^ bceGT LONnp_i \ H7T
�
z L pqm@T�i \ H7T�bwN ^ T[H7TGU ^ bwN�P�bcU ^7\ e \ NdUKbcR�T[H ^ fdT~R bcU ^ HKbwm�F ^ b \ N \ g ^ fdT \ H7R�T[H%��Lhs

HBLOi~T ^ T[H ΨG1

�.� fdT~H7TGe[b#��H \ e LOJ?JML ^K^ bceGT G1
bcU R bwH7TGe ^ TGR�LOJ \ N�P x � \ H ^ f \ P \ N�LOJ ^7\^ fdT%a LOJwJcU LONdR"b ^ PQbwvxTGU L i~T LXUKF�H7T \ g ^ fdT%NnF�i*m8T[H \ g JMLGpxT[H7U~bwN ^ fdT/U ^ HKb#� � �uN

�dP�� ?+� � ^ fdTSR bcU ^ HKbwm�F ^ b \ N \ g ΨG1

g \ H
R b �@T[H7T[N ^ vQLOJwFdTGU \ g ∆ bcU%��J \X^K^ TGR,��1,T[H7T
a T~e LON U7TGT ^ f�L ^ bwNde[H7T LXUKbwN�P |∆| ^ f�bcU \ H7R�T[H%��LOHBLOi~T ^ T[H f�LXU
L%vQLOJwFdT�vxT[HKp e[J \ UBT^7\

1 g \ H ∆ = −1 � ΨG1

^ fdT[N R�TGe[H7T LXU7TGU ^7\ LON bwN ^ T[HKi~TGR bML ^ T-vQLOJwFdT g \ H ∆ = 1.5LONdR ^7\ LOJwi \ U ^ 0 g \ H ∆ = −2
� a�fdT[N |∆| bcU*UKF � e[bcT[N ^ Jwp JMLOHKPxT ^ fdT UKp U ^ T[i H7T sLOHKHBLON�PxTGU b ^ U U ^ HKFde ^ F�H7TSe7f�LON�PQbwN�P ^ fdT-NqF�i m@T[H \ g JMLGpxT[H7U g H \ i ^ fdT~bwN�b ^ bMLOJ 30

^7\
29 � Z T g \ HKi L ^ b \ NdU-LONdR eBf�LON�PxTGU \ g ^ fdT~NqF�i m@T[H \ g�JMLGpxT[H7U*bwN ^ fdTSU ^ HKb#� e LON m@TU7f \ a�N&J \_\X] bwN�P L ^ ^ fdT/UKF��8T[HKbwi.� \ U7TGR&e \ N��dPQF�HBL ^ b \ NdU%LXU-a?T[JwJ � �uN �dP�� ?+�)( bcU
��J \X^K^ TGR ^ fdT-bwN ^ T[HKi~TGR bML ^ T e LXUBT ∆ = −1.5 6�a?T�e LON e[JcT LOHKJwp U7TGT ^ a \ H7T[PQb \ NdU�bwN^ fdT U ^ HKb#� a�fdT[H7T�i�bcU*� ^ U
L
���8T LOH��C�uN �dP��C?�� + ^ fdT~e LXU7T ∆ = −2 bcU e \ NdUKbcR�T[H7TGRLONdR \ NdT e LON U7TGT-mnp e \ F�N ^ bwN�P�� ^ f�L ^ ^ fdT-NnF�i*m8T[H \ g JML pxT[H7U*L ^�^ fdT�T�4qF�bwJwbwm�HKbwF�i
R�TGe[H7T LXUBTGR,�.�uN �dP��.?+�)>��@g \ JwJ \ a�bwN�P �?f�LOFdR fnF�HKb LONdR�*_T[N�PQF�� ^ L � &X� � � a T:��J \X^K^ TGR
^ fdTWU ^ H7TGUBU σ = σyy − σxx

vxT[H7UKFdU |∆| a�f�bce7f{e LON/m@T,e \ NdUKbcR�T[H7TGR ��H \ � \ H ^ b \ N�LOJ ^7\L~PxT \ i~T ^ HKbce LOJ;U ^ HBLObwN ε i~T LXUKF�H7TGR�H7TGU8�8TGe ^ ^7\~^ fdT bcR�T LOJ m�F�J ]/^ HKbMLON�PQF�JMLOH,JML ^K^ bceGT
6
ε = (a − ax)/a = |∆|/n �+?Dg ^ T[H ^ fdT-bwN�b ^ bMLOJ bwNde[H7T LXU7T
� a?T~U7TGT ^ f�L ^�^ fdT�UKp U ^ T[iU ^ LOH ^ U�b ^ U�bwN ^ T[HKN�LOJ�H7T LOHKHBLON�PxT[i~T[N ^ bwNdUKbcR�T ^ fdT U ^ HKb#��LXU |∆| H7T LXe7fdTGU 1.5 �, \q\X] bwN�P%N \ a+m�HKbcT�/dp L ^W^ fdT-e LXU7T \ g ^ fdT�/lL ^ a LOJwJcU��@a T+�dNdR�fdT[H7T ^ fdT
UBLOi~T
m@T[f�LGv_b \ F�H \ g ^ fdT(U ^ HKFde ^ F�H7TGR�e LXU7T
� N�LOi~T[Jwp2bwNde[H7T LXUKbwN�P ∆ ��R�T g \ HKi L ^ b \ NdU-U ^ LOH ^
L
���@T LOHKbwN�P{LONdR T[vxT[N ^ F�LOJwJwp�a T*f�L vxT�L eBf�LON�PxT*bwN ^ fdT*NnF�i m@T[H \ g JMLGpxT[H7U;�lm�F ^ bwN
e \ N ^ HBLXU ^ a�b ^ f ^ fdT�U ^ HKFde ^ F�H7TGR2e LXU7T*a?T-NdT[vxT[H \ mdU7T[HKvxT
bwN ^ T[HKi~TGR bML ^ T~U ^ L ^ TGUWJwb ] T
^ fdT,e LXU7T ∆ = −1.5 � * \ g \ H T��dLOi.��JcT J \q\X] bwN�P-L ^ P (ΨG1

) a?T,e LON \ mdUBT[HKvxT,L ^ a \
�@T L ] TGR2e[F�HKvxT
Jwb ] T ^ fdT \ NdT-bwN �dP���?�� ��� ^ f�L ^ bcU ^ fdT-UKp U ^ T[i R F�HKbwN�P ^ fdT�z \ N ^ T
� LOHKJ \ U7bwi F�JML ^ b \ NSe LON~U7FdR�R�T[N�Jwp*f�L vxT�b ^ U;U ^ HKFde ^ F�HBLOJ�eBf�LON�PxT
�-� fdT i~TGe7f�LON�bcUKi \ g
^ fdT ^ HBLONdU7b ^ b \ N{bcU�UKbwi�bwJMLOH ^7\-^ fdT�UKp U ^ T[i a�b ^ f�U ^ HKFde ^ F�H7TGR{a LOJwJ�LXU b ^ bcU�U7f \ a�N/bwN
�dP�� ?+� &,a�fdT[H7T ^ fdT�e \ N��dPQF�HBL ^ b \ NdU R F�HKbwN�P ^ fdT � F�i.� \ g ΨG1

LOH7T�UKf \ a�NSm�F ^ ^ f�bcU
� F�i.� bcU vxT[HKp g LXU ^ ��! fnF�NdR H7TGR�U \ g�z \ N ^ T � LOHKJ \ e[p_e[JcTGU�� U7TGT:�dP�� ?+� � $ � �?JcT LOHKJwp
^ fdT*g H7TGT*T[NdT[HKPQp JMLONdR�U7e L
�@TGU,g \ H ^ fdT-U ^ HKb#� bwN ^ fdT ^ a \ e LXU7TGU�LOH7T-R b �@T[H7T[N ^ � , b ] T

'?'



g \ H ^ fdT%H7TGUKF�J ^ U \ g C33
^ f�bcU-bcU~L U7bwPQN�L ^ F�H7T \ g ^ fdT/R b � T[H7T[N ^ T[JMLXU ^ bce(m@T[f�LGv_b \ F�H

bwNdR FdeGTGR \ N ^ fdT U ^ HKb#�/mqp ^ fdT ^ a \ ^ p��8TGU \ g;e \ N��dNdT[i~T[N ^ �
j�bwN�LOJwJwp�a?T-e \ Nde[JwFdR�T-i~T[N ^ b \ N�bwN�P ^ f�L ^ LON�LOJ \ P \ FdU�U ^ HKFde ^ F�HBLOJ;e7f�LON�PxTGUWa T[H7T

\ mdUBT[HKvxTGR~mnp��?f�LOFdR fqF�HKb@LONdR *_T[N�PQF�� ^ L bwN ^ a \ suR bwi~T[NdUKb \ N�LOJ@f�LOH7R R bcU ] eBf�LON�NdT[JcU
e \ N��dNdTGR{mnp%f�LOH7R/a LOJwJcU � &X� �

' <



0 0.2 0.4 0.6 0.8
ψ

G
0

0

2

4

6

8

P(
ψ

G
0)

∆= −0.25
∆= −0.5
∆= −0.75
∆= −1

ψ
G

0
distribution, case of  λ=0

j bwPQF�H7T:?+� % 6�o;H \ m�LOm�bwJwb ^ p2R bcU ^ HKbwm�F ^ b \ N g \ H ^ fdT \ H7R�T[H=��LOHBLOi~T ^ T[H ΨG0

! U7TGT*T�4qN �
>�� % LONdR �dP�� >�� % $ bwN ^ fdT e LXU7T \ g;U ^ HKFde ^ F�H7TGR�a LOJwJ�LONdR%g \ H�R b � T[H7T[N ^ vQLOJwFdTGU \ g ∆ �

0 0.2 0.4 0.6 0.8
ψ

G
1

0

5

10

15

P(
ψ

G
1)

 ∆ = −1.0
 ∆ = −1.5
 ∆ = −2.0

 ψ
G

1
 distribution, λ=0

j bwPQF�H7T ?+� ��6So H \ m�LOm�bwJwb ^ p&R bcU ^ HKbwm�F ^ b \ N \ g ^ fdT \ H7R�T[H.��LOHBLOi~T ^ T[H ΨG1

! UBTGT(T�4qN �
>�� � LONdR �dP�� >�� % $ bwN ^ fdT e LXU7T \ g;U ^ HKFde ^ F�H7TGR�a LOJwJcU�g \ H�R b � T[H7T[N ^ vQLOJwFdTGU \ g ∆ �

< �



j bwPQF�H7T0?+�)(�6�*qF��@T[HKbwi.� \ UBTGR�e \ N��dPQF�HBL ^ b \ NdU bwN ^ fdT�e LXU7T \ g8U ^ HKFde ^ F�H7TGR-a LOJwJcU;a�b ^ f
∆ = −1.5 � � \ � 6 ^ fdT-a�f \ JcT UKbwi*F�JML ^ b \ N m \ �2bcU�UKf \ a TGR,� J \X^K^7\ i�6*L%e[J \ U7T-F��U7f \ a�bwN�P ^ fdT e \ H7T \ g \ NdT \ g ^ fdT ^ a \ R bcUKJ \ e L ^ b \ NdU�� ^ fdT UKb ^ TGUSa�b ^ f 5 NdT LOH7TGU ^NdT[bwPQfqm \ F�H7U�LONdR ^ fdT \ NdT a�b ^ f 7 LOH7TDf�bwPQf�JwbwPQf ^ TGR,��� fdT3�dPQF�H7TGU�LOH7T \ m ^ LObwNdTGR(Jwb ] TbwN@�dPxU;� +�� ��LONdRG>�� +��

<6%



j bwPQF�H7T ?�� +�6 *qF��@T[HKbwi.� \ UBTGRSe \ N��dPQF�HBL ^ b \ NdU bwN ^ fdT e LXU7T \ g>U ^ HKFde ^ F�H7TGRSa LOJwJcU�LONdR
∆ = −2 ��e \ F�N ^ bwN�P ^ fdT{NqF�i m@T[H \ g JML pxT[H7USg H \ i JcT g ^S^7\ HKbwPQf ^ � 29 JML pxT[H7U%LOH7T��H7TGUBT[N ^ LOJ ^ f \ F�PQfSa?T�U ^ LOH ^ TGR ^ fdT�UKbwi*F�JML ^ b \ NdU a�b ^ f ^ fdT�FdUKF�LOJ 30 � 1 T[H7T�bwN \ H7R�T[H^7\ f�L vxT*L-UKi LOJwJcT[H �dJcT \ N�Jwp 100 e \ N��dPQF�HBL ^ b \ NdUWLOH7TA��J \X^K^ TGR,�

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2
|∆|

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

σ la
te

ra
l-σ

or
th

og
on

al

j bwPQF�H7T�?��)>�6 z T LXU7F�H7T \ g ^ fdT bwN ^ T[HKN�LOJ U ^ H7TGUBU�bwNdUKbcR�T ^ fdT U ^ HKb#�{vxT[H7U7FdU |∆| bwN ^ fdTe LXUBT \ g ^ fdT U ^ HKFde ^ F�H7TGR/a LOJwJ �

< �



0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
ψ(G

1
)

0

1

2

3

4

5

6

P(
ψ

G
1)

∆=−1.6;  λ=1

0 20000 40000 60000 80000 1e+05
MC cycles

0

0.2

0.4

0.6

0.8

ψ
G

1

j bwPQF�H7T+?�� ��63� LXUBT \ g ^ fdT /lL ^ a LOJwJcU,a�b ^ f ∆ = −1.6 �A� \ � 6�R bcU ^ HKbwm�F ^ b \ N \ g ^ fdT\ H7R�T[H���LOHBLOi~T ^ T[H ΨG1

J \X^K^7\ i�6�T[v \ JwF ^ b \ N \ g ΨG1

R F�HKbwN�P ^ fdT�z \ N ^ T � LOHKJ \
U7bwi F�JML ^ b \ NdU��

< (



j bwPQF�H7TC?�� &�6 *qF��8T[HKbwi.� \ U7TGR e \ N��dPQF�HBL ^ b \ N"bwN ^ fdTSe LXU7T \ g /lL ^ a LOJwJcU
LONdR ∆ =
−1.6

� ^ fdT�e \ N��dPQF�HBL ^ b \ NdU LOH7T ^ L ] T[N \ N�Jwp-R F�HKbwN�P ^ fdT � F�i.� \ g ΨG1

! U7TGT ��H7T[v_b \ FdU
�dPQF�H7T $ �

< +



� � � � �2� � � ��� � �

� %�� , � Z � , LONdRdLOF � I �qz9� , b g U7f�b ^ U�� � )��(��+%! �(- -�� 	 - +#�(����
����
����I R b ^7\ HKb �DbwF�N�b ^ b %=<?<?<
� � � Z � � � 0 LOJwJMLXeGT������ ����� ����� � 5P,�� &?&X��� %=< �?'
�)( � r�� 1�� 0 T[bwNdT[H��,�/+*��� �(����
�+#-�� ��
(� +#�'��
(��) �!	 - +#�(����
����"��� Z,\ vxT[H,�Q�Q�Q�
� + � � �
� HKFdTGU7R�T[JwJ � � �
?+�
� \ F���bwNSbwN$#�+#�,! � �%
��"! ���&� ��� �����*TGR b ^ TGR�mnp * �xj J('�PQPxT
�

* ��HKbwN�PxT[H � T[HKJMLOP��#J T[HKJwbwN %=< �Q��� � \ J �8�8� � %
�)> � r�� � �dI;HKbce ] U7U \ N ��� �)�*�+�,�-
��
� � � �d�Q� % � %=< � <
� � � � �/*qfnF ^K^ JcT[a \ H ^ f ���&� )+
.�,�/�,� )0
��21 )#� ! )#� � 5/@ �d��+?+�� %=< >Q�
� & � o �dz3'�JwJcT[H���?+�/* L�4�J5� �)�*�+�,�-
��
��� �768� � � � % >0&����Q�Q��+
�)' � 
.� 0 LOf�N�T ^ LOJ �#�9���:� �+��� �����,1 ��� �7� � , �d�0&C' % � %=<?<?<
� < � 
.� 0 LOf�N �lV:��z LOH7T ^ ����� ����� �����81 ��� �7� � � �#(Q�?>Q���l�Q�Q�Q�
� % � � 
 0 f�LON�T ^ LOJ ��o;fqp_U �DT[v , T ^K^ � � O � % >?>?>Q�Q���l�Q�Q�?(
� %?%�� 0 � � � o \q\ N LONdR2o�� `+� o;FdU7T[p>� bwN<; ��� �=�>� + ����)#� �-69��� !#��
 ����)*� +*�,! ����$ � - +*��� )#�

)?�&6 � +#� � �"� +*����������)*��� � �@
�)#$!6,- � A ��� � ! �&�dTGR b ^ TGR{mqp%z J�LOFdUDT ^ LOJ �#� 
WJwFna T[H
Z,\ H7R H7TGeBf ^ � %=<?< >:��� �#( � 1+��`�� 0 � , T ]_] T[H ] T[H T ^ LOJ �#� �/�(� !�� �����G>?(

� % � � �=�do LOJwm@T[HKP��CB �)�>�+�D;E6,���-�&B )#-�-(��F�� � ���G� +H
 �I�-
��
� , �d� < &�� %=<?< &
� % ( � 1�� ,8J a?T[N �2K)�����:� �+�*L�B )#� ! �(���+��� +*� � ��� � @ � � + % >��d�Q�Q� %
� % + � 1�� ,8J a T[N ��� � `+� , b ]x\ U��xTGR�U��#�8B )*- - )#� ! +#-�M � �
6'��� �(��)*� ����	5A*� ���(�,+#-:N �/�(- ! � * �@T s

e[bMLOJ bcU7UKFdT \ g;r���o;fqp_U�� 6 � \ NdR�TGU��dz L ^K^ T[H � 5 �#(?'����Q�Q��+
� % > � J � �+� Z T[H �7LOPQF�bwN � , � Z � , LONdRdLOF �POQ
 �/+@����� �(�"
�)0
(� ��$���
�+SR��!�T� � � � ���?(?(��

%=< + %

< >



� % � � I � r�� � T[HKa T[p>��r��,�=� V:� � vxT[HKm8TGT ] �P� �
��)��>� )?�%���
� �,�/+ �(��- ���"� )?�I1 � )>6,� ) �(��

B )#- - )#� ! ��� I;JcUBT[vqbcT[H�� %=< +�'

� % & � 
.�#J�LOPxe7f�b ��1+� � ��? NdR�T[H7U7T[N � 0 �P*qa \ �@T������ ����� �����8	 �#@ � < & < +�� %=<?< �
� % ' � o � V,JMLXU7U \ i�� �+� Z,\X^ UBT[N ]x\ � o � j \ E \_\ N�b � z �>r�� , T L�� 0 ��J?bwJcT[p>� V.��o L
��Lhs

PxT \ HKPQb \ F � * � I �-? NdR H7TGU7T[N ��?+� 
WHKbcU ^ T[NdU7T[N � � ��� ��� � �����&1 � � �7� � $ � % &X�?'Q�Q���
�Q�Q� %

� %=< � D:� s , � , LOb � , bwN ���,����� ��� � �=���5	 5 � � � % >Q�Q� % ���Q�Q� % � , � 0 �,�>T[N�P�� o � * � � F �
, bwN ��� ����� ����� �=���81 � � �7� � O �d��+�>Q�Q��+��l�Q�Q�?(

� �Q� � r���1+� �?fnF � , bwN � � ���:� �!� �=���81 � � �7� $ , �6+n�Q� < � %=<?< +
� � %�� � ��1WLOPQf�P \q\ bcT o�� * � ZW\ p_JcT
�9���:� �!� �=���,	 $ O �d�Q� % +n�?'��l�Q�Q��+
� �Q� � � ��1WLOPQf�P \q\ bcT o�� * � ZW\ p_JcT
�9���:� �!� �=���,	 $ , �d� %?% +n�?>��l�Q�Q�?>
� �?( � z9�Oo LOHKHKbwNdT[JwJ \ ��?+� �,LOf�i LON � K)�2B �
�($ �%����� ��� $ 5 �Q�Q�Q�Q��� %=< 'Q� � ?�� ?+�XV,FdUBT[v �

z9� z � 0 T[f�NdR�T[H t+� 0 �/*qF ^ T[H��-����� ����� �=��� � � � � % � %=<?< �
� ��+ � Z �
���/*�4nF�bwH7T
� ?�� � ��1 \ J ^ � 0 ��V:��1 \_\ vxT[H��-����� ����
�+ � , �#(?'?'�� %=< � <
� �?> � � �dj�LOHBLOP \ ��D.��
 LON ^7\ H������ ����� �=���8	 5H� �d��+ &C'����Q�Q�Q�
� �Q� � j�� � LOHKN�b ] �dr��/J LXUBe7f�N�LOPxT[J � 
.� J bwNdR�T[HIK%�8����� �+�DB ���($ � �4� @ �6+?+?+?+��l�Q�Q�Q�
� �0& � * � *_T[N�PQF�� ^ L�� o��;` bcT[JMLOm�L��?z � � L \ ��
.� J?bwNdR�T[H ����� ��� � ����� 	 5�� � % �0&X���

�Q�Q�Q�
� �?' � * �/*_T[N�PQF�� ^ L���o���` bcT[JMLOm�L��'
.� J bwNdR�T[HP����� ����� ������	 5H� �d�Q� < +����Q�Q�Q�
� � < � 
.�0J bwNdR�T[H��6* �6*_T[N�PQF�� ^ L��_o��n` bcT[JMLOm�L J. ����� �+�*LIB )#�,! �(�'���9� + � � ��� � � �_�?(Q�?(��

�Q�Q�Q�
�)(Q� � 
.�#J bwNdR�T[H��2������� ��� � L&B )#�,! �(�����,� +*� � ��� � @ � %?%=< � %=< ' %
�)( %�� z � \ vxT[H7T
� Z � 0 ��1,TGT[HKi LON � 
.�/J?bwNdR�T[H�	��)� )>6,��� ���81 ��� �7� 5 �/>?'?>�� %=< '?'�6!K%�

����� ���&B )#� ! �(���+��� +*� �7� , �/&X�Q� < � %=<?< �
�)(Q� � z9� � \ vxT[H7T
�lo �l`DbcT[JMLOm�L��'
.�4J bwNdR�T[H��2�8����� �+� � LQB )#�,! �(�'���,� +*� �7� � O ��� % >��

%=<?< (

< �



�)(?( � r�� , T[m \ a�b ^ E>� r�� 
.�8o�T[H7e[FdU�� , � � T[HKJcT ^ �,����� ���8� ����� �
�#@ �@�?>Q��� %=< �0& � 
.� 0 �

WHBL ^ fnp>�T����� ���9� �����-O @�� � < +�>�� %=< '?> � r �qr��6* LOJMLXe[FdU7T
��?�� � � Z T[N ^7\ N �_o���?��
I;PxT[JcU ^ L �-�9����� ����� �����8	 �#@ �d�?(?'Q��� %=<?< �

�)(�+ � o �Qz �>�?f�LOb ] bwN �>�=� � � , F�m8T[NdU ] p>�:� �(���9
�� 6,- �(� ) ��B )*�,! �(��� � !I� +*� � ���D� ��� ����
(���
� LOi m�HKbcR PxT t N�bwvxT[H7UKb ^ p%o H7TGU7U�� %=<?< >

�)(?> � � � * �8V,HBLXR�UKf ^ T[pqN � ��� z9� ��p_EGf�b ] �&� + ��- � ) �PF�� � ����� +#- � �&� ���(�/����+#�,! �&� ) ! �%
 ���&�
?�e LXR�T[i�bce o;H7TGU7U;� %=< 'Q�

�)(Q� � `�� 0 �>?,UKfde[H \ g ^ �n`+� Z �xz T[HKi�bwN � � )#-.� !/� �/+*� � ����� ����
(�&� 1 � 0 �uN ^ T[HKN�L ^ b \ N�LOJ
I R b ^ b \ NdU�� %=< ' %

�)(0& � � ��I �do T[bcT[HKJcU��9# �(- ���8����� �+��OQ
 �/+
� $ �/' % � %=< �?(
�)(?' � , � Z � , LONdRdLOF �-� ��� ��� �2�,� )#��� ���7� �/� �d�Q��� %=< (0&
�)( < � `�� Z ��z T[HKi�bwN �9����� ����� ����� � $ 5 �d�?>Q��� %=< �?'
� +n� � J ��rqLONde \ v_bce[b �-����� �+��� �����81 ��� �7� � � �d�Q��� %=< �0&
� + %�� �+��r���I;i~T[HKp>�dr�� Z ��?3� TI� ��� ����� �����81 ��� �7� �4O � % >Q�0&�� %=< &C'
� +n� � r�� Z �;?3� T bwN3; � ! ���(����� ����� �"� )#���#- �#&�N - � 
 � �
+ ��� ���$B )#�,! ����� � !!� +*� � ��� �9� ��� �($��

!5�=� ��bcU ^ TWTGR,� $ o JcT[NnF�i o H7TGU7U�� %=< 'Q����� �#( <?<
� +�( � r�� o �01WLONdU7T[N � � � ���?z e Z,\ N�LOJcR,� � �
� ) �>� )?� � ��$ 6 - � 1 ���4� � ! ���(?�e LXR�T[i�bce

o;H7TGU7U�� , \ NdR \ N
� +?+ � V:��o;bMLXeGT[N ^ T
� ��� �+�4*_eBfna T[bwPxT[H ^ �8r �dr��#J T ^7\ F�HBLXU��dj ��z �do TGT ^ T[H7U ���:� �+��� �����

� � 5 � �d��+�>?(Q��+����Q�Q��+
� +�> � 
.�#J bwNdR�T[H�bwN B ) �
���(��)*� +#� ! � �"��� 
 � �)� � +*� � �)�*� +H
 ���&��TGR/mqp Z �lV.��o�T ^K^ b g \ H��

I;JcU7T[v_bcT[H�� %=<?< >���� � % � %
� +n� � * � � U ^ JwF�NdR,�/JA������1,LOJ#�@T[HKbwN3����� ����� ����� � � ,#@ �#(?(?>�� %=< ' %
� + & � Z �
����` T[JcU \ N � J � 1,LOJ#�@T[HKbwN � ����� ����� ����� � � � � �d��+�>0&�� %=< & <
� +�' � Z � � �x`,T[JcU \ N �qbwN ��� + � � �T� +#�'��������)#�'� +*�,! B2��������
�+#-)�����(�,)#$ �(�,+>�	��)#- ��
;� ! � �

Z,\ i*mdU LONdR{r � , � , T[m \ a�b ^ E
TGR�U�� $ ?�e LXR�T[i�bce o;H7TGUBU�� %=< '?(
� + < � J � J T[H7eBfdT�� ����� �+��1 ��� �7��O @ O , �#(?(Q�����Q�Q�Q�

< &



�)>Q� � J �4J T[H7e7fdT
�,?+� ����j�LOHKbwN�LXU * LONde7fdT[E>� �:��o LOH7TGR�TGU��,	��)� )>6 ��� ���21 � � �7� 5 O � >?( < �
�Q�Q�Q�

�)> %�� J � J T[H7eBfdT
�,K)��� ��� ����OIL,� +*���%��� �(�-� @/5 �#>?'?>����Q�Q�?(
�)>Q� � r��dz ��
 \ U ^ T[HKJwbwE>� Z ��r ��� f \ F�JcTGU7U���K%�8����� ���&B 5 � %?% ' % � %=< &C(
�)>?( � ?���o���D \ F�N�P ���:� �P� ����� � � � � % '?>?>�� %=< & <
�)>�+ � ?�� o���D \ F�N�P���bwN �,�"� )#���#- � N - �%
 � �
+*������� B )#� ! �(��� � ! � +*� � ��� � � �(� �($��9!5�=�

��bcU ^ T
��TGR,� $ o JcT[NnF�i o H7TGU7U�� %=< 'Q����� ���0& %
�)>?> � J ������1WLOJ#�8T[HKbwN � Z �
����` T[JcU \ N � � ��� ����� �����81 ��� �7� � � � % � % � %=< &C'
�)>Q� � 
.�dr��/* ^ HBLONdR m�F�HKP��-� �����2� ) !�������� �+� 5 O � % � % � %=< '?'
�)>0& � 1���
WJcT[bwNdT[H ^ ��� + � � ��� �(- !#��� � B )#�,! �(�'� � ! � +*� � �=��� 0 \ HKJcR *_e[bcT[N ^ b ��e
� %=< ' <
�)>?' � 
.��J bwNdR�T[H��xo�� � �
1 \ fdT[Nnm@T[HKP��:����� ���%� �=��� � 5 ��(�+n� % � %=< &X� � �/�(� ! � � �x� %=< +��

%=< &D+
�)> < � 
.� J bwNdR�T[H���bwN ��� + � � � � +#���(����� )#� +#�,! B2�(������
�+#-&���
�(�,)*$%���,+�� ��)#- ��� ! � �

Z,\ i*m LONdR{r�� , � , T[m \ a�b ^ E
TGR�U $ ��?�e LXR�T[i�bce o;H7TGUBU�� %=< '?(���� � %
� �Q� � 1�� 0 � Z bcT[f�J � bwN ��� + � � �T� +*����������)*� +#�,!3B2�������"
 +#- ���
�(�,)*$%���,+�� ��)#- ���
	 ! � �

Z,\ i*m LONdR{r�� , � , T[m \ a�b ^ E
TGR�U $ ��?�e LXR�T[i�bce o;H7TGUBU�� %=< 'Q����� �4&C>
� � %�� Z �>I �B*qF�JwJwbwvQLON ��z � z9� �>T[J \ RdL V�LOi L�� bwN N - � � ! F�� � ���G��+�
���+*-E���
�(�,)*$%���,+

! � ��?�� �?H \ � ^7\ N ��TGR,� $ � 0 bwJcT[p>� %=< 'Q����� � +�>
� �Q� � * � Z bcT ^ HKbceBf � bwN ���
+ � � � � +#���(����� )#�	+*�,! B2�(������
�+#-,�����(�,)#$ �(�,+�� ��)#-(���
� ! � �

Z,\ i*m LONdR{r�� , � , T[m \ a�b ^ E
TGR�U $ ��?�e LXR�T[i�bce o;H7TGUBU�� %=< '?'���� � %
� �?( � V:�?j \ HKPnLXeGU�� ��� , b#� \ a�U ] p>�3�=� z ` bcT[Fna T[N�fnF�bwE T[N �,bwN ��� + � � � � +#���(����� )#�

+#�,! B2��������
�+#- � �
�(�,)#$ �(� +�� ��)*-(����� ! � � ZW\ i m.LONdR�r�� , � , T[m \ a�b ^ E%TGR�U $ �
?�e LXR�T[i�bce o;H7TGU7U;� %=<?<6% ��� � % (?>

� ��+ � � �_r��6J L � ^ T[H��T	5A +H
 ��- � � )#- �#� ! � ) ! �(- � ��� �,�/+ ��� �����"
�+*-9� � 
(� +#� �"
(�&��?�e LXR�T[i�bce
o;H7TGU7U�� , \ NdR \ N � %=< 'Q�

� �?> � z9��I ��j�bcU7fdT[H���K)�8���:� �+�,� )+
0�2K +>6
+#� � �06H6,- � ,#5 �4'0&�� %=< � <
� �Q� � J ��`DbcT[N�fqF�bcU��dbwN3���
+ � �@�T� +*����������)*� +#�,! B2�(������
�+#-9� �
�(�,)#$ �(� +�� ��)#- ����� ! � �

Z,\ i*m LONdR{r�� , � , T[m \ a�b ^ E
TGR�U $ ��?�e LXR�T[i�bce o;H7TGUBU�� %=< '0&���� %
< '



� �0& � r�� , � � LOH7R p>�8bwN ��� + � � �T� +#�'��������)#� +#�,!@B2�(�����"
�+*--���
�(� )#$ �(�,+�� ��)#-(����� ! � �
Z,\ i*m LONdR{r�� , � , T[m \ a�b ^ E
TGR�U $ ��?�e LXR�T[i�bce o;H7TGUBU�� %=< '0&���� >?>

� �?' � z9��I ��j�bcU7fdT[H�� �+��o���o;HKbwv_i LON �9���:� �+��� ����� � @P, �6+?+ &�� %=< '?>
� � < � r��dz ��
 \ U ^ T[HKJwbwE>�EK)������� �+�&B L�� )#- � ! �,�/+*� � ����� ��� $ � % ��+n��� %=< &D+
� &X� � 1�� 0 �qr���J J J ^ T LONdR JA�n` bcT[N�fnF�bcU���K%� ����� �+� OIL�� +*���%��� �(�-� ,/, � % + % >�� %=< ' <
� & %�� r�� , � � LOH7R p>��� � 
�-(�,����� ��� � , �4O �/> % +�� %=< '�+
� &X� � 
.� J bwNdR�T[H�� Z � 0 �21 TGT[HKi LON�N �P� )#� � � B +���- ) � ��$ � - +*����)*� ��� �,�/+ ��� �����"
�+*-

����� ����
(����O � F�� �"� ) ! � 
 ��� )#� � + ^ f{TGR,�4* ��HKbwN�PxT[H��8�Q�Q�Q�
� &C( � Z �@o�� , LONdRdLOF � 
.� J bwNdR�T[H��,O � � ��! � �/) � )*� � � B +��(- ) � � $ � - + ����)#��� �@� �/+#&

��� �����"
�+*-9����� ����
(���l�ONdR/TGR,� � LOi m�HKbcR PxT
tDN�bwvxT[H7U7b ^ p/o;H7TGU7U��d�Q�Q�?>
� &D+ � 
.�dj�HBLON�EGHBLOfdT
�-� � ! ��������� ���dt N�bwvxT[H7UKb ^ p \ g 
 \ NdU ^ LON�E
� &C> � o ��1,T[NdU7T[JcT[H��9� � ! ���
����� ����t N�bwvxT[H7UKbwp \ g 
 \ NdU ^ LON�E
� &X� � Z � �?f�LOFdR fqF�HKb � * �/*_T[N�PQF�� ^ L�������� ����� �����81 ��� �7� � @ � %?% >0&X�Q���8�Q�Q��+

<?<



� � ���	� � � � � 
 � �!� � �

`WLOi~T
6 ? NdR H7T L ��bceGe[b
Z L ^ T \ g2J bwH ^ f 6 % &
rQF�Jwp %=< �Q�
o JMLXeGT \ g2J bwH ^ f 6 � \ i~T
��� ^ LOJwp
`WL ^ b \ N�LOJwb ^ p 6 � ^ LOJwbMLON

%=< & < s %=< '�+ *_TGe \ NdRdLOHKp/U7e7f \_\ J>TGR Fde L ^ b \ N � , bceGT \ *_e[bcT[N ^ b ��e \ * ^ L ^ LOJcT
' z LOH7eGT[JwJ \ z LOJ#��bwPQf�b )7� � \ i~T

%=< '�+Xs %=<?< � o;fnp UKbceGU * ^ FdR bcTGU,L ^�^ fdT�tDN�bwvxT[H7U7b ^ p \ g � \ i~T ' , L * L
��bcT[N�E L )
%=<?< �hs %=<?< & 0 \ H ] bwN�PST����@T[HKbcT[NdeGT LXU \ � eGT e[JcT[H ] LONdR/T[i.��J \ pxTGT bwN�` \ N V \ v �

� HKPnLON�bwE L ^ b \ NdU
%=<?< � �?bwvqbwJ�U7T[HKvqbceGT L ^ ?�� `+� j � j�� ?+� * � bwN � \ i~TC! `WV � 6�U7F���� \ H ^�^7\ �@T \ ��JcT

a�b ^ f �dUKp_eBf�bce R bcU7T LXU7T LONdR ^ fdT[bwH�g LOi�bwJwbcTGU $
%=<?< & s �Q�Q�Q� o;fnp UKbceGU * ^ FdR bcTGU,L ^�^ fdT�tDN�bwvxT[H7U7b ^ p \ g � \ i~T ' , L * L
��bcT[N�E L )
z L p%�Q�Q�Q� , LOF�HBL ! z �/*_e[b � $ bwN�o;fqp_UKbceGU�F�NdR�T[H ^ fdT UKF��@T[HKvqbcU7b \ N \ g o;H \ g<�

VWb \ vQLON�N�b��?bceGe \X^K^ b L ^�^ fdT t N�bwvxT[H7UKb ^ p \ g � \ i~T ' , L * L
��bcT[N�E L )
*qbwNdeGT � e ^7\ m8T[H,�Q�Q�Q� o;f Z F�NdR�T[H ^ fdT UKF��@T[HKvqbcUKb \ N \ g;o;H \ g<� 
WF�H ^

J bwNdR�T[H bwN ^ fdT�� \ NdR�T[NdU7TGR z L ^K^ T[H(� fdT \ HKp V,H \ F�� L ^�^ fdT��uNdU ^ b ^ F ^ T�g \ HDo fnp UKbceGU
\ g ^ fdT t N�bwvxT[H7UKb ^ p \ g;z LObwN�E

% �Q�


