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Kapitel 1

Dichte Polymerschmelzen

1.1 Polymere

Polymere sind Stoffe, die aus Molekülen bestehen, die aus vielen Monomeren (Atomgrup-
pen) aufgebaut sind. Im täglichen Leben wird man ständig mit ihnen konfrontiert, schließlich
sind wir als Lebewesen aus (Bio-) Polymeren aufgebaut. Polymere spielen eine enorme Rolle
auch in der heutigen Technologie, daher sind sie Untersuchungsstoff für Physiker, Chemiker,
Biologen und Materialwissenschaftler.

Die Vorstellung, daß Polymere aus mehreren Atomgruppen bestehen, die durch kova-
lente Bindungen miteinander verbunden sind, hat sich erst nach 1930 durchgesetzt. Früher
war auch die Modellvorstellung verbreitet, daß Polymere aus Molekülen bestehen, die durch
(mysterïose) intermolekulare Kräfte aneinander haften (Flory, 1953), es gab die Vorstellung
eines anderen Aggregatzustandes, in dem sich Moleküle befinden, um Polymere zu bilden.
Eigenschaften wie Elastizität und Viskosiẗat sind eine Folge der kovalenten Struktur. Diese
Vorstellung setzte sich durch nach den Arbeiten von Staudinger (Staudinger, 1920). Den An-
fang der statistischen Beschreibung von Polymeren legte Kuhn (Kuhn, 1930). Mark, einer der
ersten Verfechter der Vorstellung der langen Kette, war auch einer der ersten, die ausführlich
die statische Struktur von1, 4 Polybutadien (PBD), studierten (Mark, 1967),(Mark, 1966),
dessen Studium auch diese Arbeit gewidmet ist.

Meilensteine in der physikalischen Modellierung von Polymeren sind die Beschreibung
der Statik durch einen Random Walk (Kuhn, 1930), die Abbildung dieses Random Walks
auf einen quantenmechanischen Propagator (Doi und Edwards, 1994), die Abbildung von
Polymeren auf dasN - Vektor Modell im LimesN → 0 in der N̈ahe des kritischen Punk-
tes (de Gennes, 1979). Insbesondere wurde das Skalenverhalten von Polymeren, auch mit-
tels Computersimulationen, erfolgreich studiert. Die Verbindung zu der Theorie kritischer
Pḧanomene wurde ergiebig bei der Untersuchung dieser Stoffe angewandt.

Interessante neue Richtungen in der Polymerforschung sind Untersuchungen zur Pro-
teinfaltung (Kussell und Shakhnovich, 1999), Experimente mit einzelnen Molekülen oder
biologischen Zellen (Zhuang et al., 2000), (Käs, 2000). Auch traditionelle Gebiete wie die
Erforschung von dichten Schmelzen sind wieder interessant, speziell in Verbindung mit Un-
tersuchungen des Glasübergangs z.B. von einfachen Flüssigkeiten im bulk (Kob und Ander-

1



2 KAPITEL 1. DICHTE POLYMERSCHMELZEN

BFM PBDFENE
Abbildung 1.1: Vergleich zwischen Computermodellen für Polymerschmelzen: Bondfluktuati-
onsmodell (BFM) auf dem Gitter (links), kontinuierliches FENE Modell (Mitte) und ein reali-
stisches United Atom Modell (siehe Kapitel 2) für Polybutadien.

sen, 1995a), (Kob und Andersen, 1995b) und in beschränkten Geometrien (Scheidler, 2001)
oder von Polymeren im bulk (Bennemann, 1998) oder in beschränkten Geometrien (Varnik,
2000). Ferner hat in den letzten Jahren auch die Untersuchung von realistischen Modellen
(Paul et al., 1995), (Paul et al., 1997), (Paul et al., 1998) Aufschwung genommen. Dabei steht
die Erforschung von mikroskopischen Bewegungsprozessen und der Vergleich mit dem Ex-
periment im Vordergrund.

1.2 Polymerschmelzen

Polymere existieren in allen Aggregatzuständen, wegen ihrer chemischen Instabilität bei ho-
hen Temperaturen sind sie jedoch selten im Gaszustand zu beobachten. Im flüssigen Zustand
sind sie viskoelastisch, im Unterschied zu einfachen Flüssigkeiten. Die Elastizität beruht auf
entropischen Kr̈aften, die durch die Verbundenheit der Monomere entstehen. Beim Abkühlen
bilden Polymere bevorzugt Gläser. Man kann auch Kristalle, z.B. aus Polyethylen bilden, ge-
nerell sind aber Polymerkristalle viel schwieriger zu bekommen als Kristalle aus einfachen
Flüssigkeiten. Polymere bilden eher eine polykristalline Struktur als Monokristalle.

Experimentell sind Polymerschmelzen gut erforscht, im wesentlichen werden Techniken
wie Neutronenstreuung, Kernspinspektroskopie, Viskositätsmessungen, Dielektrizitätsmes-
sungen und R̈ontgenstreuung angewandt.

Computersimulationen in den letzten Jahren konzentrierten sich zunächst auf das Ver-
halten auf großen L̈angenskalen und für lange Zeiten. Daf̈ur waren einfache Modelle aus-
reichend, so z.B. das erfolgreiche Bondfluktuationsmodell (BFM) auf dem Gitter (Carmesin
und Kremer, 1988), (Carmesin und Kremer, 1990), (Deutsch und Binder, 1991), siehe Abbil-
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dung 1.1 f̈ur ein Vergleich zwischen den Modellen. Das Verhalten auf kleineren Längenska-
len und f̈ur kurze Zeiten wurde später durch das FENE Kontinuumsmodell studiert (Kremer
und Grest, 1990), (Bennemann, 1998). Darin werden jedoch meistens die Biegesteifigkeit
und die Torsionssteifigkeit nicht berücksichtigt. Dies sind langreichweitigere Wechselwir-
kungen (Dreiteilchenwechselwirkungen und Vierteilchenwechselwirkungen, siehe Kapitel
2) entlang der Kette als die Konnektivität (Zweiteilchenwechselwirkung) und bestimmen
die Kurzzeitdynamik und die Statik auf mittleren und kurzen Längenskalen. Um diesen Be-
reich zu studieren, sind Modelle notwendig, die alle Wechselwirkungen einschließen, wie in
(Paul et al., 1998) und (van Zon und de Leeuw, 1998). Schwierigkeiten bei den Computer-
simulationen sind die exponentiell mit der Abnahme der Temperatur wachsenden Zeitskalen
(empirisches Vogel-Fulcher Gesetz, (Strobl, 1996)), speziell in der Nähe des Glas̈ubergangs:

τ(T ) = A exp

(

B

T − T0

)

(1.1)

(dabei wird keine Divergenz beobachtet, bei der Glasübergangstemperatur beobachtet man
ein Crossover zu einem Arrhenius Verhalten, siehe Gleichung (1.2)).

Statik

Die Statik von Schmelzen wird einerseits stark von der Einzelkettenstatik beeinflußt und
andererseits durch Packungseffekte. Eine Kette in der Lösung zeigt ein Self Awoiding Ran-
dom Walk (SAW) Verhalten, die selbe Kette in der Schmelze ein Random Walk Verhalten
(de Gennes, 1979), (de Cloizeaux und Jannink, 1990). Der Grund dafür ist, daß die Exclu-
ded Volume Wechselwirkung (die verhindert, daß zwei Monomere aufeinander liegen) stark
in der Schmelze abgeschirmt wird. Intuitiv gesprochen, kann man eine Kette leicht aus der
Lösung “herausziehen”, um sie aus der Schmelze herauszuziehen muß man mehr Arbeit lei-
sten. Die Einzelkettenstatik ist experimentell gut bekannt und theoretisch wohl verstanden
für einfache Modelle.

Die Statik in der Schmelze ist theoretisch nur ansatzweise verstanden. Im wesentlichen
sind Skalengesetze bekannt. Die Schwierigkeiten kommen von den Pack-ungseffekten, die
durch die komplexe Geometrie, bestimmt durch die lokalen Wechselwirkungen, schwer zu
beschreiben sind.

An dieser Stelle k̈onnen Simulationen einen guten Dienst erweisen, wenn sie mit reali-
stischen Potentialen, wie in dieser Arbeit, durchgeführt werden.

Dynamik

Für lange Zeiten wird die Dynamik im wesentlichen durch die Konnektivität (Verbunden-
heit) der Monomere bestimmt, für kurze Zeiten spielen jedoch langreichweitigere Wechsel-
wirkungen entlang der Kette eine Rolle.

Für lange Zeiten erwartet man Ficksches Verhalten in der Schmelze: Polymere und Mo-
nomere bewegen sich diffusiv. Für kürzere Zeiten beobachtet man Rouse Verhalten: die Poly-
mere (Kettenschwerpunkte) bewegen sich diffusiv, die Bewegung der Monomere wird durch



4 KAPITEL 1. DICHTE POLYMERSCHMELZEN

die Konnektiviẗat (Verbundenheit) bestimmt. Man unterscheidet zwischen einem entangled
Regime (N > Ne) (de Gennes, 1979), (Kremer und Grest, 1990), und einem nicht-entangled
Regime f̈ur kleinereN (N ist der Polymerisationsgrad). Ferner wird die Monomerdyna-
mik von den lokalen intramolekularen Wechselwirkungen bestimmt. Man beobachtet Ab-
weichungen von dem Rouseschen Verhalten in der Monomerdynamik (Paul et al., 1998), die
teilweise durch die Biegesteifigkeit bestimmt werden (Harnau, 1998), (Harnau und Reine-
ker, 1999), (Guenza, 2002). Abweichungen werden auch in der Polymerdynamik beobachtet
(Paul et al., 1991), (Kopf et al., 1997), (Paul et al., 1998). Ein Polymer nimmt ein Volumen
proportional zum GyrationsradiusV ≈ R3

g ein mitRg =
√
Nl/
√

6, l ist die statistische Seg-
mentl̈ange. Innerhalb dieses Volumens wechselwirken etwa

√
N Ketten miteinander durch

ein effektives Potential (Hansen und McDonald, 1986). Die Reichweite des Potentials ist
von der Gr̈oßenordnung des Korrelationsloches (de Gennes, 1979) in der Paarkorrelations-
funktion und von der Gr̈oßenordnung vonRg (Schweizer und Curro, 1997). So verursa-
chen intermolekulare Wechselwirkungen eine Abweichung von dem Rouseschen Verhalten
der Polymere. Diese Abweichungen können durch eine Betrachtung mit Langevingleichun-
gen beschrieben werden, die durch effektive soft-core intermolekulare Gaußsche Potentiale
erg̈anzt werden. Die Potentiale werden berechnet, in dem man die Dynamik der Flüssigkeit
auf die langsamen Observablen projiziert. Dies sind in (Guenza, 1999) die Koordinaten der
n = ρRgl

2 Polymere, die im Korrelationsloch miteinander wechselwirken.
Geht man zu noch k̈urzeren Zeiten, so kann man bei tiefen Temperaturen einen Pla-

teaubereich in∆R2(t) beobachten (Bennemann, 1998). Dieser Plateaubereich ist vom Ver-
halten einfacher Flüssigkeiten aus dem Glasübergangsbereich bekannt (Kob und Andersen,
1995a). Im letzten Fall wird das Verhalten gut durch die Modenkopplungstheorie beschrie-
ben (G̈otze, 1998). Diese Theorie wird im Moment auch auf Polymereübertragen (Chong,
2001). Einige Aussagen dieser Theorie wurden positiv auch für einfache Polymerëuberpr̈uft
(Bennemann, 1998), (Aichele, 2000), und für Polymere mit Biegesteifigkeit und Torsions-
steifigkeit (van Zon und de Leeuw, 1998). Für noch k̈urzere Zeiten beobachtet man einen
ballistischen Bereich, in dem die Monomere sich frei bewegen. Dieses Verhalten ist auch in
der Polymerdynamik zu beobachten (Paul et al., 1998).

Heterogeniẗaten spielen in der Statik von dichten Flüssigkeiten eine Rolle (Adam und
Gibbs, 1965), aber auch in der Dynamik von einfachen Fluiden (Kob et al., 1997) und von
Polymeren (Bennemann et al., 1999), insbesondere im GlasübergangsbereichB (siehe Ab-
bildung 1.2). Es ist interessant zu untersuchen, ob die Heterogenitäten auch bei hohen Tem-
peraturen im ergodischen BereichA zu beobachten sind.

Allgemein wird der physikalisch relevante Bereich auf Abbildung 1.2 dargestellt. Die
vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit dem ergodischen BereichA und der Grenze zum Be-
reichB. Mit abnehmender Temperatur erhöht sich die Dichte der Schmelze, die Glasüber-
gangstemperatur wird durch den Schnittpunkt der Tangenten zu derV (T ) Kurve definiert.
Arbeiten mit dem BFM k̈onnen den Hochtemperaturbereich vonA studieren, die Arbeit
(Bennemann, 1998) beschäftigt sich mit dem BereichB. Die Glas̈ubergangstemperatur für
Polybutadien liegt bei180K, die Grenze zwischen den BereichenA undB bei etwa220K.

Das Verhalten von dichten Flüssigkeiten ist nicht universell, die lokalen Wechselwirkun-
gen spielen eine wichtige Rolle für die Dynamik. Durch Anwendung von realistischen Po-
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Abbildung 1.2: Verhalten des Volumens mit abnehmender Temperatur am Glasübergang. Die
GlastemperaturTg ist eingetragen. Der thermodynamische Prozeß verläuft im Kreis vom
flüssigen Zustand in den Glaszustand und zurück (Angell et al., 2000). Im BereichA ist das
System ergodisch und im Gleichgewicht. Im BereichC ist das System gefroren im Glaszustand.
Die Eigenschaften des Systems in diesem Bereich sind stark von dem Wega−b−c−d abḧangig.
Im BereichB findet die Relaxation statt.

tentialen kann damit die Frage beantwortet werden:Was passiert f̈ur kurze Zeiten auf kleinen
Längenskalen in der dichten Schmelze?

1.3 Polybutadien

Polybutadien geḧort zu den am weitesten verbreiteten Polymeren und hat eine enorme tech-
nologische Bedeutung. Vor allem werden seine guten Tieftemperatureigenschaften geschätzt,
es bleibt elastisch bei tiefen Temperaturen. Dieser Effekt wird durch die tiefe Glasübergang-
stemperatur quantifiziert,Tg ≈ 180K. Es war das erste künstlich synthesierte Elastomer,
synthetischer Kautschuk (natürlicher Kautschuk ist Polyisopren). Es wird in Autoreifen ver-
wendet, in Antriebsriemen, in Strukturpolymeren (Kopolymeren) wie ABS (acrylonitrile-
butadiene-styrene, für Kühlschr̈anke und medizinische Geräte), Golfb̈allen (TheGolfballOut-
let.com, 1999), Schuhsohlen, als Komponente für festen Raketentreibstoff (Bedard, 2001),
(Department of State, 1993), als Isolationsmaterial in elektronischen Elementen und Schal-
tungen, wenn hohe Flexibilität erforderlich ist (Bardoliwalla, 1997), als Lackgrundlage in
der Autoproduktion (Story, 2001), als Ausgangsstoff bei der Erforschung von Polymeren
Leitern und Halbleitern (Dai et al., 1994). Der Weltverbrauch betrug im Jahr1999 2 × 106
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Tonnen (bei Gesamtproduktion von Polymeren von etwa180×106 Tonnen), bei einem jährli-
chen Wachstum von etwa2.8% (Lacson, 2000). Im “European White Book on Fundamental
Research in Materials Science” (MPI für Metallforschung, 2000) wurde die Rolle von Mate-
rialien als entscheidend für die wirtschaftliche Leistung und die Lebensqualität bezeichnet,
speziell in den folgenden Bereichen:

• Umwelt

• Gesundheit

• Kommunikation

• Konsumg̈uter

• Transport

Aus den oben genannten Anwendungen von Polybutadien wird ersichtlich, welche Bedeu-
tung dieser Stoff f̈ur die meisten Bereiche der Materialanwendung hat. In dem “White Book”
wird ferner verlangt, daß der Grundlagenforschung von Werkstoffen eine größere Bedeutung
beigemessen werden soll, speziell soll das fundamentale Verständnis f̈ur Prozesse auf allen
Skalen durch Anwendung analytischer Techniken und Computermodellierung weiter verbes-
sert werden.

Polybutadien geḧort aber auch zu den am besten experimentell erforschten Polymeren.
Vor allem ist sein dynamisches Verhalten in der Schmelze weitgehend untersucht worden.
Grund daf̈ur sind die niedrigen Anschaffungskosten für die Proben, die einfache Handha-
bung, da interessante Effekte in Temperaturbereichen beobachtet werden können, die kei-
ne hochspezialisierten Anlagen erfordern. Wesentliche Untersuchungsmethoden dabei sind
Neutronenstreuung (Richter et al., 1988), (Frick et al., 1989), (Frick et al., 1990), (Kana-
ya et al., 1991), (Frick et al., 1991), (Richter et al., 1992), (Arbe et al., 1996), (Zorn et al.,
1993), (Buchenau et al., 1994), (Zorn et al., 1995b), (Arbe et al., 1996), (Zorn et al., 1996),
(Arbe et al., 1997), (Richter et al., 1997), (Richter, 1997), (Kanaya et al., 1999), (Schmidt
und Buchenau, 2000), (Richter et al., 2001), (Kanaya und Kaji, 2001), (Richter et al., 1999),
(Frick und Alba-Simionesco, 1999), (Alba-Simionesco et al., 1998), (Richter, 2000), Kern-
spinresonanz (NMR) (Dejean de la Batie et al., 1989), (Guillermo et al., 1990), (Rössler
et al., 1993), (Fleischer und Appel, 1995), (Guillermo und Addad, 2002), (Vogel und Rössler,
2001), Dielektriziẗatsmessungen (Arbe et al., 1996), (Deegan und Nagel, 1995), (Zorn et al.,
1997), (Hofmann et al., 1996), (Robertson und Roland, 2000), (Kudlik et al., 1999), (Kud-
lik et al., 1998), (Gomez et al., 2001), dynamisch-mechanische Spektroskopie (Zorn et al.,
1997), (Zorn et al., 1995b), (Poshyachinda et al., 1996), Ultraschallexperimente (Wartewig
et al., 1989), (Alig et al., 1991) und Fluoroscence Anisotropy Decay (Viovy et al., 1989).

Experimentelle Ergebnisse zeigen, daß zwei Relaxationsprozesse in der Schmelze statt-
finden, einα und einβ Prozeß (siehe Abbildung 1.3) . Derα Prozeß der strukturellen Rela-
xation weist ein Verhalten der Relaxationszeiten nach (1.1), wobei bei tiefen Temperaturen
ein Übergang zum Arrheniusverhalten (typisch für aktivierte Prozesse) beobachtet wird:

τ ∼ exp

(

E

T

)

(1.2)
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Abbildung 1.3: Typische Frequenzen in der dichten Schmelze von Polybutadien. Das Schema
ist typisch f̈ur die meisten Glasbildner. Bei der TemperaturT ∗, die der ModenkopplungsTc ≈
1.2Tg ≈ 220K entspricht, beobachtet man eine Bifurkation in den Relaxationsfrequenzen.
Der α Prozeß, der f̈ur hohe Temperaturen ein Arrhenius Verhalten zeigt, gehtüber in einen
Prozeß mit Vogel-Fulcher Verhalten. Derβ Prozeß zeigt ein Arrhenius Verhalten auch für tiefe
Temperaturen. Nach (Rault, 2000).

mit einer typischen EnergieskalaE, die z.B. durch Energiebarrieren festgelegt wird. Im Ex-
periment wird dieser Prozeß im Zerfall des ersten Maximums im dynamischen Struktur-
faktor beobachtet und wird daher mit Prozessen, die durch zwischenmolekulare Wechsel-
wirkungen dominiert werden, in Verbindung gebracht. Eine solche Veränderung ist imβ
Prozeß hingegen nicht zu beobachten. Ein Arrhenius-artiges Verhalten wurde in der Neutro-
nenstreuung f̈ur die Temperaturabhängigkeit der Relaxationszeit für einen Impuls̈ubertrag
beobachtet, der dem zweiten Maximum im Strukturfaktor entspricht. Da dieses Maximum
(statisch) temperaturunabhängig ist, wird es mit intramolekularen Wechselwirkungen in Ver-
bindung gebracht, die bei einer relativ kleinenÄnderung der Temperatur um einige Duzend
K wenig Sensibiliẗat zeigen (Frick et al., 1989). Experimentelle Techniken lassen bisher kei-
ne eindeutige Zuordnung von mikroskopischen Prozessen zu den beobachteten Effekten zu.
An dieser Stelle kann die Stärke der hier angewandten Methode benutzt werden, um einer-
seitsexplizite mikroskopische Bewegungsprozesse festzumachen und andererseits Größen
zu liefern, die direkt mit experimentell beobachteten Größen verglichen werden. Bisheri-
ge Molekulardynamiksimulationen (Li und Mattice, 1992), (Kim et al., 1993), (Han et al.,
1994), (Gee und Boyd, 1994), (Gee und Boyd, 1995) konnten nicht die genannten Probleme
lösen, weder qualitativ noch quantitativ. Probleme dieser Arbeiten waren nichtäquilibrierte
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Schmelzen und Kraftfelder, die quantitativen Vergleich mit dem Experiment nicht standhiel-
ten. Um diese Probleme zu umgehen, wird in dieser Arbeit ein neuartiges Kraftfeld benutzt,
das eigens f̈ur das Projekt entwickelt wurde (Smith und Paul, 1998). Dieses Kraftfeld wurde
schon mehrfach und ausgiebig getestet und mit verschiedenen Experimenten verglichen: mit
Neutronenstreuexperimenten (Smith et al., 2000), (Smith et al., 2001b), NMR (Smith et al.,
1999), (Smith et al., 2001a). Um die Schmelze zuäquilibrieren, wurde eine neue Metho-
de entwickelt, dieÄquilibrierung bis240K erlaubt. Durch diese Methode können statische
und dynamische Eigenschaften von Polybutadien mit guter Genauigkeit reproduziert wer-
den. Ausgehend von dieser Basis werden Größen studiert, die komplementäre und weiter-
reichende Information zu den experimentellen Verfahren liefern. Potentiale werden gezielt
modifiziert, um speziell den Einfluß der Torsionspotentiale auf die Statik und die Dynamik
der Schmelze zu studieren. Durch eine ausführliche Betrachtung von dynamischen Zwei-
punktkorrelationsfunktionen werden Effekte festgestellt, die entscheidend die Dynamik der
Schmelze pr̈agen. Die Fouriertransformierten dieser Funktionen werden direkt mit experi-
mentellen Gr̈oßen verglichen, um so experimentelle Ergebnisse zu interpretieren.

1.4 Plan dieser Arbeit

Es ergeben sich zwei wesentliche Fragen, die diese Arbeit aufklären soll:

• Wodurch wird die Kurzzeitdynamik bestimmt?

• Welche mikroskopische Prozesse bestimmen die Dynamik und wieübersetzen sie sich
in experimentell beobachtbare Größen?

Die Struktur der Arbeit ist wie folgt aufgebaut. Zuerst werden Modell und Methode vor-
gestellt. Ferner wird die Thermodynamik des Modellsystems untersucht im Rahmen der
Simulationsmethode. In den darauf folgenden Kapiteln wird die Statik der Kette und der
Schmelze untersucht. Besonderer Wert wird auf die Rolle der Torsionssteifigkeit gelegt, ihre
Quantifizierung und auf ihre Auswirkung auf die Statik der Kette und der Schmelze. Die
Untersuchung̈uberdeckt einen Temperaturbereich von240K bis 353K.

Den Kern der Untersuchung bilden die Kapitelüber die Dynamik. Wieder steht die Rolle
der Torsionssteifigkeit im Fokus der Untersuchungen. Speziell wird ihre Auswirkung auf die
Verlangsamung der Dynamik untersucht und ein Vergleich mit anderen Systemen angestrebt,
die einähnliches Verhalten zeigen. Die wesentlichen Größen werden wieder in einem breiten
Temperaturintervall studiert.

Eine Zusammenfassung schließt die Arbeit ab.



Kapitel 2

Modell und Simulationstechniken

In diesem Kapitel werden die betrachteten Molekülmodelle und die in der Simulation ver-
wendeten Methoden vorgestellt.

2.1 Chemische Struktur von Polybutadien

1, 4 Polybutadien hat eine relativ einfache Struktur. Es ist einlineares Kopolymer, das aus
zwei verschiedenen Typen,trans und cis−CH2 − CH = CH − CH2− Wiederholeinhei-
ten (mitCH3 Gruppen an den Kettenenden) besteht (siehe Abbildungen 2.1, 2.2). Jede Wie-
derholeinheit besteht aus vier Kohlenstoffatomen und sechs Wasserstoffatomen. Bei der Syn-
these von Polybutadien erhält man auch Wiederholeinheiten mit Vinylgruppen, diese werden
aber hier nicht ber̈ucksichtigt und nur der Vollständigkeit halber erẅahnt. Außer durch die
chemische Zusammensetzung wird die Kette durch ihre Geometrie gekennzeichnet. Dafür
gibt man die Bindungslängen, Bindungswinkel und Torsionswinkel beiT = 0 an. Die Bin-
dungswinkelθ werden durch das Skalarprodukt aufeinanderfolgender Bindungsvektoren de-
finiert. Die Torsionswinkelφ geben den Winkel an, der zwischen den Ebenen entsteht, die
durch die Bindungsvektoreni, i + 1 und i + 1, i + 2 gebildet werden. Der Winkelφ = 0
entspricht demcis Zustand, der Winkelφ = π demtransZustand. Die Besonderheit bei Po-
lybutadien ist, daß Rotationen um die Doppelbindung durch hohe Energiebarrieren verhin-
dert werden. Das ist der Grund, warum einecisEinheit nicht in einetransEinheitübergehen
kann bei den betrachteten Temperaturen, und obwohl die chemische Struktur dieselbe ist,
die Geometrie zu einer Unterscheidung der Bausteine zwingt. Damit wird in der Kette eine
zufällige Unordnung erzeugt, die der Grund dafür ist, daß Polybutadien beim Abkühlen ein
Glas bildet.

2.2 Atomistische Modelle f̈ur Polybutadien

Ein realistisches Modell für ein Polymer schließt alle Atome und deren Wechselwirkungen
ein. Solche Simulationen können wegen des großen Rechenaufwandes nur für sehr kurze

9
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Abbildung 2.1: Struktur von cis PBD.

Zeiten oder kleine Systeme durchgeführt werden. Im ersten Fall können die Tieftemperatu-
reigenschaften wegen exponentiell anwachsender Zeiten nicht studiert werden, im zweiten
Fall sind die Daten wegen der schlechten Statistik nicht genug aussagefähig.

Wir interessieren uns hier für Effekte, die auf einer L̈angenskala stattfinden, die größer
ist als die thermische Wellenlänge des Systems. Daher kann das System klassisch behan-
delt werden. Außerdem werden einige Freiheitsgrade als irrelevant betrachtet und effektive
Potentiale werden für die Wechselwirkungen der Teilchen benutzt, die nach einem Vergröbe-
rungsschritt bleiben. So kommt man zu einemUnited Atom Modell.

2.3 United Atom Modell für Polybutadien

Die Freiheitsgrade der Wasserstoffatome und die Schwingungen der Atomabstände entlang
der Kette (Bindungslängen) werden als irrelevant betrachtet, da sie hochfrequent sind, und
entsprechend eliminiert. Es bleiben die neuen Teilchen, die die Positionen der Kohlenstof-
fatome einnehmen, die Masse der jeweiligen (CHx) Gruppe haben und durch effektive Po-
tentiale wechselwirken (Smith und Paul, 1998),(Smith et al., 1999). In der Simulation wurde
ein Modell mit 45% cis und 55% trans Anteilen benutzt. Die Ketten wurden so generiert,
daß dieses Verḧaltnis auch innerhalb jeder Kette möglichst gut nachgebildet wird (13 cisund
16 transEinheiten pro Kette, insgesamt29 Wiederholeinheiten, 116 Atome pro Kette in40
Ketten). Allerdings sind die Kettenlängen nach einer Synthese im Labor nicht gleich, sie
folgen einer Verteilung. Die im Computer generierten Kettenlängen haben eine feste Länge
gleich dem Mittelwert der Kettenlängen, die in einer speziellen Synthese einer experimen-
tellen Probe erzeugt wurden. Der Grund für die Wahl der Kettenlänge ist, daß einerseits die
Ketten unentangled bleiben sollen, andererseits sollen die Ergebnisse direkt mit vorhandenen
experimentellen Daten verglichen werden (Smith et al., 1999).
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Abbildung 2.2: Struktur von trans Polybutadien.

Die drei Typen von United Atom Einheiten (siehe Abbildung 2.3), weiter Teilchen oder
Atome genannt, wechselwirken durch drei verschiedene Wechselwirkungsklassen: Zweiteil-
chen, Dreiteilchen und Vierteilchenwechselwirkungen. Die Teilchentypen werden numeriert:
CH3 ist vom Typ1, CH2 vom Typ2, CH vom Typ3.

2.3.1 Zweiteilchen-Wechselwirkungen

Die Potentiale, die die Verbindungslängen definieren, sindδ Funktionen:

Ebind(rij) = δ(rij − bij) (2.1)

Die entsprechenden Bindungslängen sind in Tabelle 2.5 aufgeführt. Die Oszillationen, die
die Bindungsl̈angen ausf̈uhren, sind sehr schnell mit einer Frequenz von1015s−1 und k̈onnen
und sollen nicht klassisch behandelt werden, wie schon erwähnt.

Für die Zweiteilchenwechselwirkung nichtverbundener Teilchen wird das phänomenolo-
gische Lennard-Jones Potential benutzt. Der attraktive Anteil entspricht einer Dipol-Dipol-
Wechselwirkung, der abstoßende Anteil wird phänomenologisch eingeführt.

Tabelle 2.1: Bindungslängen f̈ur Polybutadien.

Typ Nr. Typ b[Å]
1 CH2 − CH2(β) 1.53
2 CH2 − CH(α) 1.50
3 CH = CH cis 1.34
4 CH = CH trans 1.34
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Abbildung 2.3: Struktur des United Atom Modells für Polybutadien: Atomtypen sind in den
Vertizes, Bindungstypen unterhalb/links von den Verbindungen, Torsionstypen oberhalb/rechts,
Bindunkswinkeltypen in Kreisen angegeben.

ELJ(rij) = εij

[

(

σij
rij

)12

− 2

(

σij
rij

)6
]

. (2.2)

Die Position des Minimumsσij und die Energieεij hängt vom Atomtyp ab. Wechselwirkun-
gen finden statt nur zwischen Atomen verschiedener Ketten und zwischen Atomen, die mehr
als vier Bindungsl̈angen entlang der Kette entfernt sind, wenn sie zur selben Kette gehören.
Die Parameter werden in Tabelle 2.2 aufgeführt.

2.3.2 Dreiteilchen-Wechselwirkungen

Die Dreiteilchenwechselwirkungen definieren die Biegesteifigkeit der Kette. Die Bindungs-
winkel schwingen harmonisch mit hoher Frequenz um ihre Gleichgewichtslagen. Das Poten-
tial hat die Form (Smith und Paul, 1998)

Ebend =
1

2
k(θ − θ0)2. (2.3)

Dies istäquivalent zu

Ebend =
1

2

k

sin2 θ0

(cos θ − cos θ0)2 +O((θ − θ0)2). (2.4)

Tabelle 2.2: Lennard-Jones-Potential für Polybutadien.

Typ Nr. Typ ε[K] σ[Å]
1 CH2 ↔ CH2 47.125 4.5
2 CH2 ↔ CH 51.102 4.257
3 CH ↔ CH 50.347 3.8
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In der Simulation werden die Skalarprodukte der Verbindungsvektorencos θ berechnet, da-
her ist es einfacher, die Variante (2.4) im Programm zu implementieren. Die Parameter wer-
den in Tabelle 2.3 aufgelistet.

Tabelle 2.3: Bindungswinkel-Potential für Polybutadien.

Typ Nr. Typ k[K] θ[rad]
1 CH2 − CH = CH 45010.218 2.1973
2 CH2 − CH2 − CH 57899.05 1.9487

2.3.3 Vierteilchen-Wechselwirkungen

Entscheidend f̈ur die Torsionssteifigkeit und auch für die Kettendynamik bei tiefen Tempera-
turen ist die Vierteilchenwechselwirkung, d.h. die Torsionspotentiale. Die Parametrisierung
dieser Wechselwirkungen bereitet auch die größten Schwierigkeiten bei den quantenmecha-
nischen Berechnungen (Smith und Paul, 1998). Speziell ist die Auswirkung der Potential-
barrieren so stark, daß feine Korrekturen notwendig sind (Smith et al., 1999).

Es werden vier verschiedene Potentiale benutzt, die aber auf fünf im Programm abge-
bildet werden, da diecis und dietrans Zusẗande nicht ineinander̈ubergehen k̈onnen. Das
Potential hat die Form

Etor(φ) =
1

2

6
∑

n=1

kn (1− cosnφ) . (2.5)

Man kann dieses Potential auch als eine Reihenentwicklung incosφ schreiben und diese
Entwicklung als eine Approximation einer analytischen Funktion sehen:

Etor(φ) = −16 k6 (cos(φ))6 − 8 k5 (cos(φ))5 + (−4 k4 + 24 k6) (cos(φ))4

+ (10 k5 − 2 k3) (cos(φ))3 + (−k2 + 4 k4 − 9 k6) (cos(φ))2

+ (−5/2 k5 + 3/2 k3 − 1/2 k1) cos(φ)

+1/2 k1 + k6 + k2 + 1/2 k3 + 1/2 k5 (2.6)

In dieser Form wird dieses Potential auch programmiert. Die Parameter werden in Tabelle
2.5 aufgelistet.

Tabelle 2.4: Torsions-Potentialtype für Polybutadien.

Nr. Typ

1 CH2 − CH = CH − CH2 (cis)
2 CH2 − CH = CH − CH2 (trans)
3 CH = CH − CH2 − CH2 (α-cis)
4 CH = CH − CH2 − CH2 (α-trans)
5 CH − CH2 − CH2 − CH (β)
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Tabelle 2.5: Torsions-Potentialparameter für Polybutadien

Nr. k1[K] k2[K] k3[K] k4[K] k5[K] k6[K]

1 0.0 12083.3 0.0 0.0 0.0 0.0
2 0.0 12083.3 0.0 0.0 0.0 0.0
3 432.984 −20.1388 584.025 80.5552 191.319 −60.4164
4 −120.833 −367.533 1198.26 40.2776 45.3123 −30.2082
5 −498.435 −312.151 −2034.02 −35.2429 −125.868 −95.6593
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Abbildung 2.4: Torsionspotentiale:trans undcis Doppelbindung links,β Bindung rechts mit
trans, gauche+ undgauche− Zusẗanden (180◦,±60◦).

Die Barrieren bei der Doppelbindung sind von der Größenordnung von10000K und
können ẅahrend der Simulation nichtüberwunden werden (in Abbildung 2.4 wird das Poten-
tial dargestellt, auf Abbildung 2.6 die dazugehörenden Boltzmanngewichteexp(−βEtor(φ)).

Das Potential f̈ur die Rotationen um dieβ Bindungen und die dazugehörenden Boltz-
manngewichte sind entsprechend auf Abbildungen 2.4 und 2.8 dargestellt. Die Barrieren bei
derβ Bindung sind ungef̈ahr1500K hoch zwischen dentrans undgauche+ undgauche−

Zusẗanden und etwa2500K über diecis Barriere. Diese Barrieren, insbesondere die erste,
werden im Simulationslauf̈uberschritten.

Bei derα Bindung (siehe Abbildung 2.5 für die Potentiale, Abbildung 2.7 für die Boltz-
manngewichte) bildet das Torsionspotential nur einen Teil der effektiven Wechselwirkung,
die durch die gleichzeitige Zusammenwirkung des Torsionspotentials und der Lennard-Jones
Wechselwirkung entlang der Kette (so genannte1 − 5- Wechselwirkung zwischen Atomen,
die vier Bindungen entlang der Kette voneinander entfernt liegen) zustande kommt. Hier
wird nur die explizite Torsionswechselwirkung betrachtet, für die Betrachtung der effektiven
Wechselwirkung siehe Kapitel 4. Dabei sind die Barrieren beiα trans etwa1000K hoch.
Anders ist der Fall bei denα cis Bindungen, bei denen die Barriere voncis nachskew etwa
800K betr̈agt und vonskew nachcis sogar nur etwa300K. Allerdings sind diesëUberg̈ange
aus dem Grund nicht m̈oglich, daß der Zustandcis nicht besetzt werden kann wegen den
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Abbildung 2.5: Torsionspotentiale für Rotationen um dieα Bindung: umα cis links undα
trans rechts mit den Zuständencis, skew+ undskew− (0◦, 115◦,−115◦).
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Abbildung 2.6: Boltzmanngewichte für die Torsionswinkel der Doppelbindung,cis links,trans
rechts, abgeleitet aus den Potentialen.

Lennard-Jones Wechselwirkungen (siehe Kapitel 4).Überg̈ange zwischen diesen Zuständen
wären ẅahrend der Simulation bei den studierten Temperaturen möglich. Die Barriere zwi-
schen den Zuständenskew+ und skew− ist etwa700K und spielt eine wichtige Rolle für
die Dynamik der Kette.

Die Winkelverteilungen, die sich aus diesen Potentialen ergeben, entsprechen mit Aus-
nahme derα cis Potentiale den gemessenen Verteilungen, siehe dazu Abschnitt 4.1.2.

Damit ist das chemisch realistische Modell, daß weiterhin CRC (Chemically Realistic
Chain) Modell genannt wird, vollständig beschrieben. Zusätzlich zu diesem Modell wird
ein Modell betrachtet, bei dem die Vierteilchenwechselwirkungen ausgeschaltet sind, das so
genannte FRC (Freely Rotating Chain) Modell. So wird speziell die Rolle dieser Wechsel-
wirkungen auf Statik und Dynamik des Systems untersucht.
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Abbildung 2.7: Boltzmanngewichte für die Torsionswinkel derα Bindung,cis links, trans
rechts.
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Abbildung 2.8: Boltzmanngewichte für die Torsionswinkel derβ Bindung.

2.4 Simulationsmethode

Im wesentlichen existieren zwei Gruppen von Simulationsmethoden, um klassische Systeme
zu untersuchen: Molekulardynamik und Monte Carlo. Beide Methodengruppen können im
Kontinuum angewendet werden, Monte Carlo Methoden auch auf einem Gitter. Im letzten
Fall sind dieÄquilibrierungszeiten viel k̈urzer als im Kontinuum, da die Anzahl der Zustände
kleiner ist. Damit kann sehr erfolgreich das Langzeitverhalten von Polymeren studiert wer-
den. Auch das Skalenverhalten wird durch solche Simulationen erfolgreich studiert. Ein ele-
mentarer Schritt dabei ist z.B. ein Sprung auf einen benachbarten Gitterplatz. Wie in dieser
Arbeit gezeigt wird, findet die wesentliche Physik in der dichten Schmelze von Polybutadien
aber auf einer Zeitskala statt, die klein ist im Vergleich zu der Sprungzeit. Damit erweisen
sich Gittermethoden als ungeeignet, um die Kurzzeitphysik zu studieren. Der ballistische Be-
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reich und der Plateaubereich bleiben damit für eine Monte Carlo Simulation auf dem Gitter
versteckt. Man ist hingegen schnell im subdiffusiven und diffusiven Bereich (siehe Kapitel
7). Damit kann man Monte Carlo Methoden erfolgreich für dieÄquilibrierung der Schmelze
einsetzen. Gittermethoden sind hierfür ungeeignet f̈ur reelle Polymere, da sie nur einfache
Potentiale zulassen - z.B. das erfolgreiche Bond Fluktuationsmodell (Carmesin und Kremer,
1988), (Carmesin und Kremer, 1990), (Deutsch und Binder, 1991), läßt excluded Volume
Wechselwirkung und Biegesteifigkeit zu, aber keine Torsionssteifigkeit. Es macht auch we-
nig Sinn, Torsionssteifigkeit in diesem Modell zu implementieren, da es die Polymere auf
einer vergr̈oberten Skala beschreibt, auf der die Torsionskorrelationen schon zerfallen sind.
Erfolgreiche Algorithmen ẅurden also alle Wechselwirkungen im Kontinuum berücksich-
tigen, aber eine Durchquerung der Ketten zulassen, da durch gegenseitige Behinderung die
Dynamik sehr langsam wird. Damit wird der Einfluß von Packungseffekten in der Schmelze
abgeschẅacht. F̈ur die tats̈achliche Aufnahme der physikalischen Trajektorie sollten dann
Molekulardynamik Methoden angewendet werden, da sie eine physikalische Dynamik lie-
fern. Die Monte Carlo Dynamik ist nicht immer physikalisch, da man oft unphysikalische
elementare Bewegungsschritte benutzt.

2.4.1 Molekulardynamik Algorithmen

In dieser Arbeit wurde ein anderer Weg beschritten, der sich als erfolgreich für dieses spe-
zielle Polymer erwies. Als erstes wurden die Ketten in einer Box zufällig erzeugt und die
Lennard-Jones Wechselwirkungen wurden langsam in einer Molekulardynamik Simulation
eingeschaltet. Dann wurde die Schmelze bei der erwünschten TemperaturohneVierteilchen-
wechselwirkungen̈aquilibriert (typischerweise10ns Lauf), danach wurden die Vierteilchen-
wechselwirkungen langsam (linear in100000ps) eingeschaltet und die Schmelze nocheinmal
nacḧaquilibriert (noch10ns).

Verlet Algorithmus

Allgemein löst man bei einer Molekulardynamiksimulation die Newtonschen Bewegungs-
gleichungen

mi
~̈ri = ~Fi (2.7)

für Teilchen der Massemi mit den Orten~ri und den darauf wirkenden Kräften~Fi. Eine solche
Simulation ẅurde bei konservativen Kräften zu einer Energieerhaltung führen, man ẅurde
damit mikrokanonische Mittelwerte durch den Simulationslauf erzeugen. Ein Algorithmus
zur Integration dieser Gleichungen sollte daher das Phasenvolumen erhalten und die Struktur
der klassischen Mechanik, die symplektische Form, invariant lassen (Arnold, 1988). Sei

Γ = (~rN , ~pN) = (~r1, ..., ~rN ; ~p1, .., ~pN) (2.8)

ein Punkt im Phasenraum und seiH die Hamiltonfunktion des Systems. Die zeitliche Ent-
wicklung einer VariableA(Γ(t)), die nicht explizit von der Zeit abhängt, wird dann gegeben
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durch die Bewegungsgleichung

dA

dt
=

∑

i

{

~̇ri ·
∂

∂~ri
+ ~̇pi ·

∂

∂~pi

}

A

=: iL A. (2.9)

Damit wird der Liouville Operator definiert. Die formale Lösung der Bewegungsgleichung
lautet damit

A(Γ(t)) = exp(iLt)A(Γ(0)) . (2.10)

Der OperatorL ist hermitesch, damit ist der Propagator

U(t) := exp(iLt) (2.11)

unitär

U−1(t) = U †(t) (2.12)

und erḧalt das Phasenvolumen. Die folgende Ableitung der diskreten Bewegungsgleichungen
basiert auf (Frenkel und Smith, 1996). Man zerlegt nun den Liouvilleoperator in Raumanteil
und Impulsanteil:

iL1 :=
∑

i

~̇ri ·
∂

∂~ri
(2.13)

iL2 :=
∑

i

~̇pi ·
∂

∂~pi
(2.14)

und benutzt die Trotterformel für eine Approximation, wobei nichtkommutierende Anteile
vernachl̈assigt werden:

ei(L1+L2)t =
[

eiL1∆/2eiL2∆eiL1∆/2
]P

+O(t∆2). (2.15)

Hier wurde mit∆ = t/P die Integrationsschrittweite bezeichnet. Ein Integrationsschritt wird
damit mitP = 1 durchgef̈uhrt. Wendet man diesen infinitesimalen Zeitentwicklungsoperator
auf den ZustandΓ(t), so erḧalt man die diskretisierten Bewegungsgleichungen in der Form

~ri(t+ ∆) = ~ri(t) +
~pi(t)

mi

∆ + ~Fi(t)
∆2

2mi

(2.16)

~pi(t+ ∆) = ~pi(t) +
∆

2

[

~Fi(t) + ~Fi(t+ ∆)
]

. (2.17)

Diese Form wird in der Literatur Velocity Verlet Algorithmus (Allen und Tildesley, 1989)
genannt. Wichtige Merkmale sind die Zeitumkehrinvarianz, die Erhaltung des Phasenvolu-
mens, Genauigkeit bis Ordnung∆2 und, last but not least, die Einfachheit des Algorithmus.
In einer Simulation mit vielen tausend Teilchen ist das ein wichtiges Kriterium für die Taug-
lichkeit eines Algorithmus.
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NVT Ensemble

Typische Experimente werden bei konstantem Druck und konstanter Temperatur durch-
geführt. Der Simulationslauf bei dieser Arbeit wurde bei konstanter Temperatur durchgeführt,
d.h. ein anderes Ensemble war hierfür notwendig. Arbeiten von Nosé liefern den Schlüssel
(Nośe und Klein, 1983), (Nośe, 1984a), (Nośe, 1984b): man koppelt das System an ein ex-
ternes Bad. Die Lagrangefunktion, die eine isotherme Verteilung erzeugt ist

LNose = s2
∑

i

mi
~̇ri

2

2
− U(~rN) +

Q

2
ṡ2 − g

β
ln(s) , (2.18)

die zugeḧorige Hamiltonfunktion lautet damit

HNose =
1

s2

∑

i

~π2
i

2mi

+ U(~rN) +
1

2Q
πs

2 +
g

β
ln(s) , (2.19)

mit den entsprechenden verallgemeinerten Impulsen

~πi =
∂LNose

∂~̇ri
= mi s

2 ~̇ri (2.20)

πs =
∂LNose
∂ṡ

= Q ṡ (2.21)

und den zugeḧorigen Bewegungsgleichungen

~̇ri =
~πi
mis2

(2.22)

~̇πi = ~Fi (2.23)

ṡ =
πs
Q

(2.24)

π̇s =
1

s

{

∑

i

~π2
i

mis2
− gkBText

}

. (2.25)

Hier hat s die Bedeutung eines Skalenparameters für die Zeit. Die Schrittweite ist int
zeitabḧangig. F̈uhrt man jedoch die Realzeitt′ = t/s ein, so wird die Schrittweite kon-
stant. In dieser Darstellung nach Hoover (Hoover, 1985), (Hoover, 1986) lauten dann die
Bewegungsgleichungen

~̇ri =
~pi
mi

(2.26)

~̇pi = ~Fi − ξ ~pi (2.27)

ṡ/s = ξ (2.28)

ξ̇ =
1

Q

{

∑

i

~p2
i

mi

− gkBText

}

. (2.29)
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Eine Invariante der Dynamik, die zurÜberpr̈ufung der Implementation dient, ist die Größe

H∗ =
∑

i

~p2
i

2mi

+ U(~rN) +
1

2Q
ξ2 +

g

β

∫

ξ(t′)dt′ . (2.30)

Der Parameterg wird durch die Forderung nach Gleichheit der Ensemblemittelwerte im
kanonischen und mikrokanonischen Ensemble durch die Anzahl der Freiheitsgrade des Sy-
stems bestimmt,g = 3N . Der “Massenterm”Q (eigentlich mit der Dimension eines inver-
sen Drehimpulses) wird so bestimmt, daß die Temperaturverteilung Gaußsch ist. Ein ande-
res Kriterium ist, daß die typische Frequenz vonξ einer typischen Frequenz des Systems
entspricht, z.B. der Frequenz der harmonischen Schwingungen im Lennard-Jones Potential.
Man erḧalt die Abscḧatzung

ω2
ξ ≈

2dNkBText
Q

(2.31)

und setzt sie gleich der Lennard-Jones Frequenz im fcc Gitter:

ωξ =
2U ′′LJ(r = 21/6σ)

m
= 114.3

ε

mσ2
. (2.32)

Der so ermittelte Wert kann als Orientierung dienen, in der Praxis entscheidet man sich für
einen Wert, der eine Gaußsche Verteilung liefert.

Zwangsbedingungen

Die Längen der Verbindungen zwischen den Monomeren sind in den betrachteten Modellen
fest geẅahlt. Damit ist das Potential unendlich, daß diese Bedingungen garantiert. Eine di-
rekte Implementation in den Bewegungsgleichungen ist damit nicht möglich. Einen Ausweg
bietet die Ber̈ucksichtigung der Nebenbedingungen durch Lagrangesche Parameter, durch
die Zwangskr̈afte bestimmt werden, die die Bindungslängen fixieren. Die Zwangskräfte las-
sen sich aus der Zwangsbedingung

(~xj+1 − ~xj)2 − b2
j = 0 (2.33)

als

~Fi = −~∇xi

∑

j

λj((~xj+1 − ~xj)2 − b2
j) = −2

∑

λj(δi,j+1 − δi,j)(~xj+1 − ~xj) (2.34)

berechnen. Die Implementation der Zwangsbedingungen erfolgt nach dem SHAKE Algo-
rithmus (Van Gunsteren und Berendsen, 1977),(Van Gunsteren, 1980), die eine iterative
Lösung f̈ur die Lagrangeparameter entlang der Kette vorschreibt. Im Velocity Verlet Al-
gorithmus geht man noch einen Schritt weiter und fordert, daß eine Bedingung für die Ab-
leitung der Zwangsbedingung erfüllt ist, d.h.

d

dt
(~xj+1 − ~xj)2 = 0 = 2(~vj+1 − ~vj) · (~xj+1 − ~xj) (2.35)

gilt. Die algorithmische Implementation ist dem SHAKE Algorithmusähnlich, wurde von
Andersen vorgeschlagen (Andersen, 1983), und wird RATTLE genannt, siehe auch (Allen
und Tildesley, 1989).
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Nachbarlisten

Die Berechnung der Lennard-Jones Kräfte kostet am meisten Zeit während des Laufes. Da
aber die Wechselwirkungen nicht langreichweitig sind (im Unterschied zu Coulomb Wech-
selwirkungen) kann man eine Partitionierung des Volumens durchführen (in diesem Fall in
64 Zellen). Man ber̈ucksichtigt nur die Teilchen, die sich in den Zellen befinden, welche die
Zelle umranden, in dem sich ein Bezugsteilchen befindet. Die nichtgebundene Wechselwir-
kung wird bei9 Å abgeschnitten. Ein geeigneter Algorithmus dafür benutzt Nachbarschafts-
listen, die an die Zellen gebunden sind (Quentrec und Brot, 1975), (Allen und Tildesley,
1989).

Die Implementation des Algorithmus wurde in FORTRAN durchgeführt, wobei ein vor-
handenes Programm, mit dem schon Polyethylen erfolgreich studiert wurde (Paul et al.,
1998), mit entsprechenden Datenstrukturen erweitert wurde, um kompliziertere Modelle si-
mulieren zu k̈onnen.

2.5 Zusammenfassung

Die wesentlichen Probleme bei der Aufstellung der Simulation liegen in der Bestimmung
der Potentialparameter für ein realistisches Modell. Speziell die Parametrisierung der Torsi-
onspotentiale bereitet Schwierigkeiten. Schwierigkeiten treten auch beimÄquilibrieren des
Systems auf. Hier wurde ein einfacher, jedoch effizienter Weg gefunden, um das System ins
Gleichgewicht zu bringen. Die Ergebnisse für die Statik zeigen̈uberzeugend, daß das System
gut äquilibriert ist.
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Kapitel 3

Thermodynamik des Modellsystems

Die Bestimmung von makroskopischen Eigenschaften eines Systems aus den mikroskopi-
schen Gr̈oßen ist eine der zentralen Aufgaben der statistischen Thermodynamik. Die makro-
skopischen Gr̈oßen sind durch Gleichungen verbunden, die den makroskopischen Zustand
des Systems bestimmen, die Zustandsgleichungen. Für einfache Fl̈ussigkeiten existiert eine
Reihe von Zustandsgleichungen, die qualitativ (van der Waals Gleichung) und quantitativ
(Gleichungen f̈ur Lennard-Jones Fluide) ihr Verhalten beschreiben. Wichtige Forderungen
an diese Gleichungen sind die Beschreibung des Flüssigkeit-Gas̈Ubergangs und des quan-
titativen Verhaltens. F̈ur Polymere existieren Gleichungen, die qualitativ Phasenüberg̈ange
gut beschreiben k̈onnen, allerdings sind sie für die quantitative Beschreibung von reellen
Polymeren nicht geeignet. Andererseits gibt es empirische Gleichungen, die gut quantitativ
in einem kleinen Parameterbereich das Verhalten von realen Polymeren beschreiben, global
scheitern sie aber, z.B. für hohen Druck oder am kritischen Punkt. Hier wurde die Zustands-
gleichung aus rein praktischen Gründen untersucht: um die Dichten zu bestimmen, bei denen
der Druck dem Normaldruck gleich ist bei den verschiedenen Temperaturen.

3.1 Zustandsgleichungen f̈ur Polymerschmelzen

Am Anfang der 80er Jahre stellte Wertheim die Theorie der Zustandsgleichungen für Makro-
molek̈ule auf eine solide Basis, er entwickelte die so genannte thermodynamische Störungs-
theorie erster Ordnung (TPT1) (Wertheim, 1984). Die Hauptidee dieser Theorie ist, die freie
Energie des Polymersystems (S Ketten, N Monomere pro Kette) durch die freie Energie einer
Schmelze vonungebundenenMonomeren auszudrucken und daraus die Zustandsgleichung
zu gewinnen:

F − FLJ
kBT

= − ln

1
S!

∫

D[r] exp
(

−ELJ [r]+Epair[r]

kBT

)

1
(SN)!

∫

D[r] exp
(

−ELJ [r]
kBT

)

= − ln
(SN)!

S!
− ln

〈

exp

(

−Epair[r]
kBT

)〉

LJ

. (3.1)

23
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Dabei ḧalt das PaarpotentialEpair die Monomere im Makromolek̈ul zusammen. Die TPT1
Näherung besteht nun in der Faktorisierung der Vielteilchenkorrelationsfunktionen für das
Lennard-Jones Fluid:

ρ(r1, . . . , rNS) =
e−βELJ [r]

∫

D[r]e−βELJ [r]

= ρSN(r1, . . . , rSN)gSN(r12, . . . , rNS−1,NS)

≈ ρNSg(2)(N−1)S
(r12). (3.2)

Daraus ergibt sich
〈

exp

(

−Epair[r]
kBT

)〉

LJ

≈ 1

V

∫

d3r12gLJ(r12) exp

(

−Epair
kBT

)

=
δ

V
. (3.3)

Die Zustandsgleichung ergibt sich daraus (∆P ist die Druckdifferenz zum LJ System) zu
(MacDowell et al., 2000)

∆P

kBT ρ̃
= (N − 1)(1 + ρ̃

d ln δ

dρ̃
) (3.4)

mit der Polymerdichtẽρ.
Diese Gleichung wurde erfolgreich für harte Kugeln (anstatt Lennard Jones) und für

delta- und FENE Paarpotentiale angewendet. Das Phasendiagram von FENE Polymeren wird
richtig beschrieben. Allerdings versagt die Näherung bei der Beschreibung von realistischen
Molekülen: Dreiteilchen- und Vierteilchenwechselwirkungen können nicht ber̈ucksichtigt
werden. Man kann realistische Polymere nur auf einer vergröberten Skala beschreiben. Da-
zu müßte die realistische Schmelze z.B. auf ein FENE Modell abgebildet werden. Dieses
Problem ist systematisch noch nicht gelöst worden.

3.2 Gleichung von Cho-Sanchez

Ein anderer Ansatz führt weiter in dem Fall realistischer Polymere (Sanchez und Lacombe,
1976), (Sanchez et al., 1993), (Sanchez und Cho, 1995). Dieser Ansatz kommt aus der ex-
perimentellen Praxis, basiert jedoch auf grundlegenden Eigenschaften der Polymerschmel-
zen. Thermodynamische Untersuchungen haben zu der Ansicht geführt, daß Zustandsdaten
für Polymere ein Gesetz der korrespondierenden Zustände erf̈ullen. Dadurch wird jedes Po-
lymer durch f̈ur es charakteristische Parameter: TemperaturT ∗, Druck P ∗ und Dichteρ∗

gekennzeichnet.
Als erstes betrachtet man den Kompressionsmodul als Funktion von Druck und Tempe-

ratur:

ε =

∫ V

V0

dV ′

V ′
=

∫ P

P0

∂ lnV

∂P
dP = −

∫ P

P0

1

B
dP. (3.5)

Nun kannB in eine Reihe um einen ReferenzdruckP0 entwickelt werden:

B = B0 +B1(P − P0) +
1

2
B2(P − P0)2 + . . . (3.6)
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Führt man den reduzierten Druck

∆P =
P − P0

B0

(3.7)

ein und entwickelt1/B nach∆P und plottetε(∆P ), so stellt sich heraus, daß die Kurven
für alle Temperaturen aufeinander liegen, d.h. die Temperaturabhängigkeit vonB liegt inB0

(Nulldruck-Modul).
Eine weitere Annahme ist der algebraische Zerfall der Kompressibilität χ = 1/B für

hohen Druck:

χ ∼ 1

P ω
. (3.8)

Diese Annahme ist erfüllt f ür einfache Fl̈ussigkeiten, eine einfache Rechnung liefert im mean
field ω = 2, für harte Kugeln ergibt sich in der Carnahan-Starling Näherung (Hansen und
McDonald, 1986)ω = 4/3. Die Annahme hier ist, daßω = 9/10 für Polymere gilt, ei-
ne Annahme, die auf Vergleich mit experimentellen Daten beruht (eineÜberpr̈ufung dieser
Annahme durch TPT1 ẅare eine lohnende Aufgabe). Daraus ergibt sich

lim
P→∞

∂B

∂ lnP
= ω. (3.9)

Setzt man hier die Reihenentwicklung vonB in p = P/B0 bis zu zweiter Ordnung ein, ap-
proximiert sie durch eine[1, 1] Padeapproximation (Bender und Orszag, 1978) und integriert
die Gleichung (3.9), so ergibt sich

B = B0

(

1 +
B1p

ω

)ω

. (3.10)

Setzt man in (3.5) ein, so ergibt sich die isotherme Zustandsgleichung:

ln
V (T, P )

V (T, P0)
=

1

B1

ω

1− ω

(

1−
(

1 +
B1P

ωB0

)1−ω
)

. (3.11)

V (T, P0) undB0 sind unbekannte Funktionen der Temperatur, daher wird die Gleichung
auch isotherme Gleichung genannt.

Beachtet man, daß die Dichte bei Druck Null eine lineare Funktion der Temperatur ist
und der Logarithmus vonB0 auch, so kann man die Gleichung für variable Temperaturen
erweitern. F̈ur die Dichte gilt mit den Fitparameterna undm:

ρ(P = 0) = a−mT = 1/V (T, P = 0). (3.12)

Skaliert man

ρ∗ = a, T ∗ = a/m (3.13)

und führt man die reduzierten Größenρ̃ = ρ/ρ∗ undT̃ = T/T ∗, so ergibt sich die Gleichung

ρ̃(T̃ , P = 0) = 1− T̃ , (3.14)
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wobei die Dichtekurven f̈ur alle Polymere auf eine Gerade zusammenfallen, ein weiteres
Gesetz korrespondierender Zustände.

Die Beobachtung, daß bei Druck NullB0 ∼ exp(−bT ) gilt, führt zu einer anderen Ska-
lierung:B0 ∼ exp(−b̃T̃ ). FürT → 0 erḧalt man einen charakteristischen DruckP ∗. Zusam-
men mit der Beobachtung̃b ≈ 9 erḧalt man

B0 = P ∗ exp(−9T̃ ). (3.15)

Die Zustandsgleichung folgt daraus zu

ln
V (T, P )

V (T, P0)
=

1

B1

ω

1− ω



1−

(

1 +
B1P̃ e

9T̃

ω

)1−ω


 . (3.16)

B1 ist eine temperaturunabhängige Gr̈oße,B1 ≈ 10.2. Daraus ergibt sich die Zustandsglei-
chung

V (T̃ , P̃ )

V (T̃ , 0)
=
ρ̃(T̃ , P = 0)

ρ̃(T̃ , P̃ )
= exp(0.882(1− (1 + 11.3P̃ e9T̃ )

1
10 )). (3.17)

Die physikalische Bedeutung der reduzierten Parameter ist die folgende:1/ρ∗ ist das
spezifische Volumen bei Druck Null und Temperatur Null,

T̃ = 1− ρ0 = 1− ρ/ρ∗ =
v − v∗

v
, (3.18)

wobei die letzte Gr̈oße das relative freie Volumen gibt.P ∗ ergibt die inverse Kompressibilität
bei Druck Null und Temperatur Null.

3.3 Anwendung auf Polybutadien

In (Sanchez und Cho, 1995) werden konkrete Daten für 60 verschiedene Polymere ange-
geben. F̈ur Polybutadien lauten die Daten:ρ∗ = 1.0971g/cm3, T ∗ = 1633.8K, P ∗ =
9443.2MPa im Bereich277 − 328K. Leider kann die Gleichung nicht direkt zum Bestim-
men der Dichtenρ(T, P = 0) benutzt werden. Einerseits liegt das an den Parametern, die
für eine spezielle chemische Zusammensetzung von Polybutadien bestimmt worden sind, für
unser System erhält man einen anderen Parametersatz. Aber auch mit den richtigen Parame-
tern reicht die Genauigkeit nicht aus, um die Dichten bei Normaldruck zu bestimmen, man
braucht eine Genauigkeit von vier Stellen. Deshalb müssen diese Dichten aus den Simulati-
onsl̈aufen bestimmt werden.

3.3.1 Isothermen

Die Isothermen wurden studiert, um das Volumen der Schmelze bei Normaldruck (1at) zu
bestimmen. Die Dichte wurde dabei mit vier Stellen Genauigkeit bestimmt. Die Druckbe-
stimmung ist hingegen nicht genau: der Normaldruck liegt bei1 ± 5at, daher werden hier
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die Begriffe Normaldruck und Druck Null als̈aquivalent benutzt. Die Isothermen sind nicht-
linear und wurden mit einem Polynom zweiten Grades in der Dichte approximiert (siehe
Abbildung 3.1) und daraus die gesuchte Dichte bestimmt:

P = a0 + a1ρ+ a2ρ
2. (3.19)

Die sich daraus ergebenden Dichten werden in Tabelle 3.1 aufgeführt.

Tabelle 3.1: Temperaturen, Dichten und Boxlängen, die sich aus den Isothermen ergeben.

T [K] 240 260 273 293 323 353
ρ[g/cm3] 0.9652 0.9487 0.9393 0.9193 0.8929 0.8676
L[Å] 47.665 47.940 48.098 48.387 48.860 49.330

3.3.2 Isobaren

Die Isobare wird auf Grund der Daten in Tabelle 3.1 gezeichnet. Sie zeigt im betrachteten
Bereich wie erwartet ein lineares Verhalten und ist in Abbildung 3.2 gezeigt. Daraus werden
die Parameter bestimmt, die für die Cho-Sanchez Gleichung notwendig sind. Die Regressi-
onsgerade ergibt sich zu

ρ0 = 1.1759− 0.00087387T. (3.20)

Daraus ergeben sichρ∗ = 1.1759g/cm3, T ∗ = 1345.6K. P ∗ wird aus einem Fit der Isother-
men bestimmt. Man erhält

P̃ =
1

11.3





(

1

0.882
ln

ρ(P̃ , T̃ )

ρ(P̃ = 0, T̃ )
+ 1

)10

− 1



 e−9T̃ . (3.21)

Die Größe vonP ∗ variiert mit der Temperatur um etwa6%.

Tabelle 3.2: Reduzierte Parameter, Vergleich zwischen Sanchez-Cho Parameter und Simu-
lation. Die Werte f̈ur ρ∗ und T ∗ wurden aus der Isobare bestimmt. Die Werte für P ∗ für
verschiedene Temperaturen wurden aus den Isothermen bestimmt. Der Wert für “alle T ”
wurde aus der Isochore bestimmt. Die Nulldruckdichten wurden aus den Isothermen durch
den Fit der Cho-Sanchez Isotherme bestimmt.

T [K] alle T 240 260 293 Cho-Sanchez

ρ∗[g/cm3] 1.1759 1.0971
T ∗[MPa] 1345.6 1633.8
P ∗[K] 7681.5 8486.9 8676.9 8832.4 9443.2

ρ0[g/cm3] 0.9616 0.9455 0.9194
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Abbildung 3.1:oben:Isothermen f̈ur T = 240K undT = 260K und die Cho-Sanchez Kurven.
P ∗ undρ0 wurden aus dem Fit bestimmt.
unten: Isotherme f̈ur T = 293K und Cho-Sanchez Kurve. NurP ∗ mußte gefitet werden.
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Abbildung 3.2: Eine Isobare beiP ≈ 0 und Regressionsgerade. Lineares Verhalten stimmt mit
den Erwartungen der Theorie von Cho-Sanchezüberein.

3.3.3 Isochoren

Eine Isochore wurde für ρ = 0.9193g/cm3 aufgenommen, das ist die Nulldruckdichte bei
T = 293K, siehe Abbildung 3.3. Die Gleichung der Isochore lautet

P̃ =
1

11.3

(

(

1

0.882
ln

0.9193/1.1729

1− T̃
+ 1

)10

− 1

)

e−9T̃ . (3.22)

Dabei wurde die Dichteρ∗ = 1.1729 neu bestimmt, genausoP ∗ = 7681.6MPa = 78275at.
Der Wert vonP ∗ ist somit temperaturunabhängig, unterscheidet sich allerdings von den tem-
peraturabḧangigen Werten substantiell. Die Dichteρ∗ unterscheidet sich nur wenig von der
aus der Isobare bestimmten Dichte, die Bestimmung hier ist viel sensitiver, da der Druck von
der10-ten Potenz der Dichte abhängt. Im allgemeinen ist es am genauesten,P ∗ undρ∗ aus
der Isochore zu bestimmen. Damit kann man die Dichtenρ0 aus den Isothermen bestimmen.
Allerdings ist die Approximation nicht mehr so gut. Es gibt also keinen eindeutigen Satz
von Parametern(P ∗, ρ∗, T ∗) und Nulldruckdichtenρ0(T ), die alle Simulationsdaten fittet.
Einerseits liegt das an der Druckbestimmung, da die Fehler dabei sehr groß sind. Anderer-
seits kann es an der Cho-Sanchez Gleichung liegen bzw. an dem Bereich der Anwendbarkeit
dieser Gleichung. Eine andere Möglichkeit ist, daß der Wert von den Konstantenω undB1

nicht exakt ist. Es ist nicht undenkbar, daß diese Konstanten aus first principles für einfache
Polymere bestimmt werden können (TPT1). Eine numerische Bestimmung kann sogar ohne
großen Aufwand vollzogen werden.
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Abbildung 3.3: Eine Isochore beiρ = 0.9193g/cm3 und die Cho-Sanchez Kurve.ρ∗ undP ∗

wurden aus der Fitkurve bestimmt.

3.4 Vergleich zwischen dem CRC und dem FRC Modell

Der Druck in den beiden Systemen ist sehr unterschiedlich. Die Bestimmung erfolgt aus der
Virialgleichung:

PV = NatkBT +
1

3

Nat
∑

i=1

~ri · ~fi (3.23)

mit den Zwischenatomaren Kräften ~fi. Die Kräfte der Lennard-Jones Wechselwirkungen
werden nur f̈ur kurze Absẗande ẅahrend des Simulationslaufes berechnet, um Zeit zu sparen.
Deshalb ist eine Korrektur für große Absẗande zwingend. Man besorgt sich die Korrektur
aus einer anderen Formulierung der Virialgleichung. Die Virialgleichung kann auch durch
die Paarkorrelationsfunktiongm(r) umgeschrieben werden (Hansen und McDonald, 1986),
siehe auch Kapitel 5 für Definition vongm:

βP

ρ
= 1− 2

3
πβρ

∫ ∞

0

v′(r)gm(r)r3dr. (3.24)

Eine Druckkorrektur f̈ur die Lennard-Jones Wechselwirkung wird für großer > 9Å berech-
net, wo f̈ur den Wert vongm(r) ≈ 1 gilt.
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Tabelle 3.3: Druckkomponenten, Vergleich CRC-FRC Modell.

T [K] Ptot Pcor Pid Pvir Pnonb Ptor Pbend Pconstr

240CRC 790.10 −823.59 937.33 −621.48 −621.48 10−16 10−19 474.25
240FRC 820.80 −823.59 937.37 −591.27 −591.27 0 −10−19 474.70
273CRC 753.15 −784.5 1037.73 −621.49 −621.49 10−16 −10−19 336.91
273FRC 789.20 −784.5 1038.18 −582.70 −582.70 10−17 −10−18 333.72
323CRC 666.50 −709.88 1171.16 −629.97 −629.97 10−16 −10−17 125.31
323FRC 707.16 −709.88 1171.35 −582.62 −582.62 0 10−16 118.43
353CRC 650.98 −670.26 1243.71 −607.29 −607.29 −10−16 10−17 14.56
353FRC 690.66 −670.26 1243.99 −558.73 −558.73 0 10−18 5.40

Daraus ergeben sich die verschiedenen Druckkomponenten, die in Tabelle 3.3 aufgeführt
sind. F̈ur sie gelten die Relationen

P = Pcor + Pid + Pvir + Pconstr

Ptot = Pid + Pvir + Pconstr (3.25)

Pvir = Pnonb + Ptor + Pbend.

Der Wert des Druckunterschiedes bei gleicher Temperatur und gleichem Volumen ist abhän-
gig von den Torsionswechselwirkungen. Das ist nicht durch die Torsionskräfte zu erkl̈aren,
deren Virial Null ist.

Bei konstanten Volumen und Temperatur, wenn man die Torsionswechselwirkungen ein-
schaltet, wird der Druck niedriger. Dafür ist die Druckkomponente zuständig, die sich aus
den nichtgebundenen Wechselwirkungen ergibt. Im FRC Modell bewegen sich die Monome-
re schneller (siehe Kapitel 5), es kommt zu mehr Stößen zwischen den Atomen. Die Teilchen
haben mehr Bewegungsfreiheit, um in den abstoßenden Teil des Lennard-Jones Potentials
einzutreten. Damit ist der etwas höhere Druck im FRC Modell zu erklären.

Der Druck der Zwangskräfte wird hingegen nur durch die Statik bestimmt, einen Unter-
schied zwischen dem FRC und dem CRC Modell gibt es im Rahmen der Genauigkeit nicht.

3.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Zustandsgleichung des Systems untersucht, um die Nulldruck-
dichte als Funktion der Temperatur zu bestimmen. Bei unserer Prozedur wird sie aus den Iso-
thermen bestimmt. Ein Vergleich mit der phänomenologischen Gleichung von Cho-Sanchez
zeigt, daß ein vollständig konsistenter Satz von Parametern nicht bestimmt werden kann,
der gleichzeitig Isothermen, Isobaren und Isochoren beschreibt. Trotzdem ist die Gleichung
nützlich, um genaue Nulldruckdichten zu bestimmen. Die Parameter, die aus der Betrach-
tung bestimmt wurden, sind den Parametern aus der Literatur sehrähnlich, was noch eine
thermodynamische Verifikation des Modells darstellt.
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Kapitel 4

Statik der Einzelkette

In diesem Kapitel wird die Statik des Systems unter dem Gesichtspunkt der Verbundenheit
der Monomere untersucht. Betrachtet wird die statistische Kette, deren Parameter man erhält,
indem manüber alle Ketten f̈ur verschiedene Zeitpunkte mittelt. Die gegenseitige Position
von unterschiedlichen Ketten wird keine Rolle spielen. Andere Ketten werden als Hinter-
grund betrachtet, der im wesentlichen eine Abschirmung für die ketteninternen Potentiale
darstellt. Zuerst werden modellunabhängige Gr̈oßen betrachtet - Kettenenden (End-zu-End)
Abstand, Gyrationsradius, Steifigkeit. Man kann eine Polymerkette einerseits als eine Saite
betrachten und deren Eigenschwingungen analysieren. Diesen Weg der Untersuchung gehen
wir im nächsten Unterkapitel, wobei wir uns auf das Rouse Modell stützten. Andererseits
kann man die Kette als bestehend aus diskreten Teilchen betrachten, diese Betrachtungswei-
se wird dann im dritten Unterkapitel angewendet. Korrelationsfunktionen für die entspre-
chenden Variablen werden diskutiert und dieÄhnlichkeiten und die Unterschiede zwischen
dem FRC und dem CRC Modell untersucht.

4.1 Einige einfache Observablen

4.1.1 Re und Rg

Die Statik einer Polymerkette läßt sich unter anderem charakterisieren durch ihren End-zu-
End Abstand, das ist der Abstand zwischen den beiden Endmonomeren. Aus Symmetrie-
gründen (Isotropie der Schmelze) verschwindet der Mittelwert von~Re, daher bildet man den
Mittelwert des Quadrats von~Re:

〈R2
e〉 = 〈(~RN − ~R1)

2
〉. (4.1)

Die Mittelung erfolgt hierüber alle Ketten und verschiedene zeitliche Konfigurationen des
Systems. BeiT = 0, im Grundzustand, ḧatte eine FRC Kette den maximalen Kettenendenab-
stand, die Kette ẅare gestreckt, da dertrans - Zustand bevorzugt wird (siehe dazu Abschnitt
4.1.2). Bei der CRC Kette ist hingegen das temperaturabhängige Verhalten wegen der zufälli-
gen Folge vontrans undcis Abschnitten nicht klar. BeiT > 0 spielen Energie und Entropie

33
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Abbildung 4.1: Wahrscheinlichkeitsverteilungen fürR2
g undR2

e beiT = 353 K undT = 273 K.
Das System ist guẗaquilibriert, Verteilungen f̈ur Ketten mit und ohne Torsionspotential liegen
aufeinander.

eine Rolle daf̈ur, welchen Kettenendenabstand das System im Mittel einnimmt. Die Kette in
der Schmelze ist für Absẗande gr̈oßer als die statistische Segmentlänge Gaußsch, daher ist
die Verteilung vonRe eine Gaußfunktion in drei Dimensionen (Strobl, 1996).

Aus den Abbildungen 4.1 und 4.2 sieht man, daß die Schmelze für T = 353K und
T = 273K gut äquilibriert ist, f̈ur T = 240K dagegen die Verteilung nicht der Gleichge-
wichtsverteilung entspricht. Die entsprechenden zweiten und vierten Momente der Vertei-
lungen sind in Tabelle 4.1 aufgeführt.

Eine andere Gr̈oße, die in Random Walk Modellen direkt mitRe zusammenḧangt, ist der
GyrationsradiusRg, der definiert ist durch

〈R2
g〉 = 〈 1

N

N
∑

i=1

(

~RCM − ~Ri

)2

〉, (4.2)
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Abbildung 4.2: Wahrscheinlichkeitsverteilungen für R2
g undR2

e beiT = 240 K. Verteilungen
weichen von den Gleichgewichtsverteilungen ab.

wobei ~RCM das Massenzentrum der Kette bezeichnet. Der Gyrationsradius ist durch Streu-
experimente meßbar mit Kleinwinkelstreuung (Strobl, 1996).

Über die Temperaturabhängigkeit im betrachteten Temperaturbereich kann man sagen,
daß der Gyrationsradius mit zunehmender Temperatur geringfügig abnimmt. Bei dem End-
zu-End Abstand kann man auf so eine Tendenz nicht schließen.

Tabelle 4.1: Zweites und viertes Moment des Gyrationsradius und des Kettenenden Abstand.

T [K] R2
e[Å

2] R4
e[Å

4] R2
g[Å

2] R4
g[Å

4]
353FRC 1291.35 2.6879× 106 205.224 50631.7
353CRC 1233.54 2.45792× 106 200.155 48890.6
273FRC 1326.18 2.7360× 106 210.982 53254.1
273CRC 1348.94 2.77645× 106 217.574 56849.1
240FRC 1324.55 2.7751× 106 211.343 53895.5
240CRC 1348.35 3.31436× 106 220.498 59188.8

4.1.2 Torsionswinkelverteilungen

In diesem Abschnitt werden die Torsionswinkelverteilungen untersucht und mit den aus
den Potentialfunktionen erwarteten verglichen. Die Verteilung für die Doppelbindungen ent-
spricht der aus dem Potential berechneten Verteilung (vergleiche Abbildung 2.6, Abbildung
4.3) genauso wie für dieα trans Bindung (vergleiche Abbildung 2.7, Abbildung 4.4, rechte
Seite) und dieβ Bindung (vergleiche Abbildung 2.8, Abbildung 4.5 links). Anders ist der
Fall bei derα cis Bindung: hier spielen Zweiteilchenwechselwirkungen so eine starke Rolle,
daß dercis Zustand gar nicht besetzt werden kann, was man aus dem Potential erwarten
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Abbildung 4.3: Winkelverteilung für die Doppelbindungstorsionspotential: links dercis Zu-
stand, rechts dertrans Zustand.

würde (vergleiche Abbildung 2.7, Abbildung 4.4, linke Seite). Es macht Sinn, hier ein ef-
fektives Potential f̈ur die Drehungen um dieα cis Bindung aus der Verteilung abzuleiten.
Aus

P (φ) =
1

Z
e−βEeff (φ,T ) (4.3)

(mit der Annahme einer Unabhängigkeit der Verteilung von anderen Wechselwirkungen)
erḧalt man

−βEeff (φ, T ) = lnP (φ) + const. (4.4)

Daraus (Abbildung 4.5) kann man die relevanten Energieskalen ablesen: die Potentialbar-
riere zwischen den beidenskew Zusẗanden betr̈agt etwa650K und kann durch thermische
Aktivierung überwunden werden. Das System dieses Torsionspotentials ist ein klassisches
Beispiel f̈ur ein Zweizustandssystem. Wesentlich ist, daß das Potential sehr schwach von der
Temperatur abḧangt. Eine sẗarkere Besetzung descis Zustandes beiT = 353K ist auf die
kürzere Dauer des Simulationslaufes für diese Temperatur zurückzuf̈uhren.

Die Torsionswinkelverteilungen für die FRC Kette liefern eine Winkelverteilung, die sehr
schwach von der Temperatur abhängt (Abbildungen 4.6, 4.7, 4.8). Daraus ergibt sich ein stark
temperaturabḧangiges Torsionspotential. Es wird generiert,ähnlich wie im Falle derα cis
Bindung beim CRC, von der1− 5 Lennard-Jones Wechselwirkung. Die Erhöhung der Ener-
giebarrieren mit zunehmender Temperatur kann man sich qualitativ dadurch erklären, daß die
Anzahl der1 − 5 Stöße mit zunehmender Temperatur zunimmt. Die Anzahl der zulässigen
Zusẗande im Konfigurationsraum nimmt dadurch ab, das Teilchen spürt eine effektiv ḧohere
Barriere. DieseÜberlegung gilt nur in einem engen Temperaturbereich (beiT = 0 würde
das Teilchen einδ Potential sp̈uren). Bei der Erḧohung der Temperatur wird die Dichte des
Systems reduziert. Das Phasenvolumen, das einem Teilchen zur Verfügung steht, wird einer-
seits erḧoht durch die reduzierte Dichte, andererseits aber reduziert durch die erhöhte Anzahl
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Abbildung 4.4: Winkelverteilung für die α Bindung Torsionspotential: links dercis Zustand,
rechts dertrans Zustand.
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Abbildung 4.5: Winkelverteilung für dieβ Bindung Torsionspotential (links); effektives Poten-
tial für Rotationen um dieα cis Bindung (rechts).

der Sẗoße mit anderen Teilchen. Der zweite Effekt dominiert im untersuchten Temperatur-
bereich. Die Torsionsbarrieren haben eine Höhe zwischen200K und400K und k̈onnen bei
den beobachteten Temperaturenüberwunden werden. Die Verteilung wird generiert durch

G = −TS(φ). (4.5)

Die Verteilung ist damit

P (φ) =
1

Z
e−βG (4.6)
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Abbildung 4.6: Torsionswinkelverteilung (links) und das entsprechende effektive Potential
(rechts) f̈ur die Doppelbindung.
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Abbildung 4.7: Torsionswinkelverteilung (links) und das entsprechende effektive Potential
(rechts) f̈ur dieα Bindung.

und ist temperaturunabhängig.

4.1.3 Steifigkeit

Kontinuierliche Modelle

Die Steifigkeit ist eine Eigenschaft, die aus der Verbundenheit der Monomere herrührt. Ver-
bindet man drei Atome miteinander, so kann man eine Biegesteifigkeit definieren. Verbindet
man allerdings vier Atome hintereinander, so kann man zusätzlich das Modell mit einer Tor-
sionssteifigkeit versehen. Somit werden die Biegesteifigkeit und die Torsionssteifigkeit bei
diskreten Modellen durch Drei- beziehungsweise Vierteilchenwechselwirkungen definiert.
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Abbildung 4.8: Torsionswinkelverteilung (links) und das entsprechende effektive Potential
(rechts) f̈ur dieβ Bindung.

Bei kontinuierlichen Modellen wird die Biegesteifigkeit durch eine Wechselwirkung zwi-
schen den Tangenten zur Kurve an zwei naheliegende Orte definiert. Die Torsionssteifigkeit
wird für solche Systeme durch das Quadrat der “Rotationsgeschwindigkeit”Ω = dφ/ds um
die Tangente definiert (Landau und Lifshitz, 1975). Für eine Stange der L̈angeL definiert
man die Biegeenergie damit als

Ebiege
kBT

=
A

2

∫ L

0

(

d~τ

ds

)2

ds (4.7)

mit der SteifigkeitA , der Tangenteτ und dem Kurvenparameters, und die Torsionsenergie
durch

Etors
kBT

=
C

2

∫ L

0

Ω2ds (4.8)

mit der TorsionssteifigkeitC und der Rotationsrate (“Geschwindigkeit”) um die Tangente
Ω. Kontinuierliche Modelle sind analytisch einfacher zu behandeln, da man mit differen-
zierbaren Kurven zu tun hat und entsprechende Differentialgleichungen aufstellen kann (Doi
und Edwards, 1994), (Harnau, 1998). Früher hat man hauptsächlich der Biegesteifigkeit Auf-
merksamkeit geschenkt. Seit wenigen Jahren hat sich das Interesse für die Torsionssteifigkeit
intensiviert, vor allem verbunden mit Experimenten mit einzelnen DNS, an deren Enden ein-
zelne Teilchen befestigt werden, durch die die DNS Moleküle dann verdreht werden (Smith
et al., 1992), f̈ur theoretische Untersuchungen siehe (Marko und Siggia, 1995), (Kamien
et al., 1997), (Bouchiat und Ḿezard, 2000).

Diskrete Simulationsergebnisse

In der Simulation hat man ein diskretes Modell, deshalb muß man die Definition etwas mo-
difizieren. Man kann in jedem Atom entlang des Polymers ein lokales orthogonales Koor-
dinatensystem definieren und die Korrelationsfunktionen der Einheitsvektoren untersuchen
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Abbildung 4.9: Torsionssteifigkeit,T = 273K, CRC Modell, verschiedeneλ (oben) und Bie-
gesteifigkeit,T = 273K (unten).
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Abbildung 4.10: BiegesteifigkeitT = 353K (links) undT = 240K (rechts).

(genaue Definition des Systems siehe später). Nimmt man die Tangentialvektoren, so erhält
man Informationüber die Biegesteifigkeit. Betrachtet man die Normalvektoren, so erhält
man Erkenntnis̈uber die Torsionssteifigkeit des Moleküls:

Ct(|i− j|) = 〈~τi · ~τj〉, |i− j| = n (4.9)

Cn(|i− j|) = 〈~νi · ~νj〉.

Es soll darauf hingewiesen werden, daß im Modell gerade die Tangentenτ die Dreiteilchen-
wechselwirkung definieren, und die Normalenν die Vierteilchenwechselwirkung.

Mit beiden Korrelationsfunktionen kann man jeweils eine Längenskala verbinden, auf
der die Funktionen auf1/e abgefallen sind und sie als Korrelationslänge definieren. F̈ur alle
Temperaturen erḧalt man so aus der Simulation eine Biegesteifigkeit von3.8 Bindungsl̈angen
(Abbildungen 4.9 unten. 4.10).

Die Torsionssteifigkeit ist hingegen temperaturabhängig. Es ist hier sinnvoll, den Mittel-
wert des zweiten Legendre Polynoms zu betrachten, da es für unabḧangige Vektoren ver-
schwindet:
∫ 1

−1
P2(cosφij)d cosφij
∫ 1

−1
d cosφij

=
1

2

∫ 1

−1

(

3

2
cos2 φij −

1

2

)

d cosφij = 0, (4.10)

wobei hier der Winkel zwischen der Normale am Orti und am Ortj betrachtet wird. Der
Grund, daß man nicht einfach〈cosφij〉 betrachtet ist, daß auf kurzen Längenskalen der Win-
kel stark variiert (anders als bei der Biegesteifigkeit) und man auch keinen Unterschied zwi-
schen0 undπ machen will. Eine andere M̈oglichkeit ẅare,〈cos2 φij〉 zu betrachten, dessen
Mittelwert für unabḧangige Vektoren1

3
ist. Für eine logarithmische Auftragung und genauere

Auswertung ist allerdings das zweite Legendre Polynom geeigneter.
Bei der Torsionssteifigkeit ist es sinnvoll, die Steifigkeit in Abhängigkeit von der Position

λ relativ zu der Doppelbindung aufzunehmen. Ein Atom, das am Anfang der Doppelbindung
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Abbildung 4.11: Definition des Parametersλ in Abḧangigkeit von dem Abstand zur Doppel-
bindung.

Tabelle 4.2: Momente des Torsionswinkels derα Bindung (λ = 1, n = 1) in Abḧangigkeit von
der Temperatur.

T [K] 〈cosφ〉 〈cos2 φ〉 φ[◦]
353 −0.301 0.378 107.51
273 −0.326 0.360 109.02
240 −0.339 0.353 109.8

liegt, besitzt so einλ = 0 (siehe Abbildung 4.11). Die eine Bindungslänge langen flachen
Bereiche auf Abbildung 4.9 markieren die Position der Doppelbindung, die beiλ+ 2k liegt,
k eine naẗurliche Zahl (die Normalen an den beiden Enden der Doppelbindung sind fast
parallel bzw. antiparallel). Betrachten wir den Fallλ = 1. Die Werte vonP2 bei n = 1, 2
sind temperaturabhängig (vergleiche Abbildung 4.12, unten), man sieht hier die Temperatu-
rabḧangigkeit des mittleren Kosinus und des mittleren Winkels derα-Bindung, dessen Tor-
sionspotential relativ weich ist (siehe auch Tabelle 4.2). Die thermische Abhängigkeit der
β-Bindung ist hingegen sehr schwach und kann nicht eindeutig ermittelt werden. Für λ = 0
erḧalt man qualitativ gute Daten, aus denen man eine Korrelationslänge bestimmen kann.
Man geht folgendermaßen vor (siehe Abbildung 4.12, oben): der positive Teil vonP2 wird
logarithmisch aufgetragen. Man sieht eine Periode von4, die der Sequenz der Polymerkette
entspricht. Der Abfall der Peaks wird durch eine exponentiell abfallende Kurve approxi-
miert. Der Nenner im Exponenten ist ein Maß für die Torsionssteifigkeit. Somit ergibt sich
für T = 353K eine Torsionssteifigkeit von2.2, für T = 273K undT = 240K eine von2.8.

Beim FRC Modell kann man keinen guten Fit mit der angegebenen Funktion machen
(Abbildung 4.13). Allerdings ist klar aus dem Bild, daß die Korrelationslänge viel kleiner
ist, etwa0.8 für alle Temperaturen. Die Periode derP2 Funktion ist hier2, was der Struktur
des Modells entspricht.

Die Torsionspersistenzlänge ẅachst mit abnehmender Temperatur, da sich die Normalen
tiefer in den Potentialminima aufhalten. Die Torsionskorrelationsfunktion fällt exponenti-
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Abbildung 4.12: Torsionssteifigkeit, CRC Modell, Fit mit einer abfallenden periodischen Funk-
tion,λ = 0 (oben),λ = 1 (unten) mit absoluten Werten der Funktionen (KA-Kurven).
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Abbildung 4.13: Torsionssteifigkeit des FRC Modells, für verschiedene Temperaturen,λ = 3.

ell mit n ab, da die Anzahl der m̈oglichen Zusẗande exponentiell ẅachst (wenn man sich
vorstellt, daß die Torsionszusände diskret sind).

Ähnlich zerf̈allt auch die Biegekorrelation exponentiell. Einen Unterschied zwischen
dem CRC und dem FRC Modell kann man hier nicht feststellen, da für die Biegesteifigkeit
in diesem Modelldie Vierteilchenwechselwirkungen keine Rolle spielen.

Modell f ür die Biegesteifigkeit

Betrachten wir zuerst ein einfaches Modell für die Biegesteifigkeit (Grosberg und Khokhlov,
1994). Seicos θ(s) der Winkel zwischen zwei Punkten, die im Abstands voneinander lie-
gen. Der exponentielle Zerfall der Korrelationsfunktion basiert auf die Multiplizität dieser
Funktion. Wenn die kontinuierliche Kette zwei benachbarte Segmente der Länges und s′

hat, dann erḧalt man die Relation

〈cos θ(s+ s′)〉 = 〈cos θ(s)〉〈cos θ(s′)〉, (4.11)

die auf kurzen Skalen für frei rotierende Ketten gilt, auf große Skalen auch für Ketten mit
Torsionssteifigkeit (Grosberg und Khokhlov, 1994). Daraus ergibt sich:

〈cos θ(s)〉 = exp(−s/l̃). (4.12)

Für ein diskretes Modell ohne Torsionssteifigkeit erhält man

〈cos θi,i+n〉 = (〈cos θ〉)n. (4.13)
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Zusammen mit (4.12) unds/n = b, wobeib die Bindungsl̈ange ist, ergibt das

l̃ =
b

| ln〈cos θ〉|
. (4.14)

Betrachten wir nun die Beziehung zwischen der mikroskopischen Steifigkeit und der Persi-
stenzl̈ange. Nehmen wir an, daß das Potential die Form

Ebiege =
1

2
sκ

(

θ

s

)2

=
κθ2

2s
, (4.15)

wobeiθ/s die Krümmung undκ das Elastiziẗatsmodul ist. F̈ur kleine Winkel erḧalt man aus
(4.12)

〈cos θ(s)〉 ≈ 1− s

l̃
(4.16)

und man kann auch den Kosinus entwickeln und man erhält

〈θ2(s)〉 ≈ 2
s

l̃
= 2sT/κ, (4.17)

wobei die letzte Gleichheit aus dem expliziten Energieausdruck gewonnen wurde:

〈θ2(s)〉 = 2

∫

exp(−E/T )θ2dθ
∫

exp(−E/Tdθ)
= 2sT/κ. (4.18)

Daraus ergibt sich die Persistenzlänge zu

l̃ =
κ

T
. (4.19)

Damit hat man eine Beziehung zwischen der mikroskopisch definierten Steifigkeit und der
makroskopischen Persistenzlänge.

Modell f ür die Torsionssteifigkeit

Betrachten wir nun einige Modellfälle für die Torsionssteifigkeit. Als erstes soll ein Modell
für eine Helix (Abbildung 4.14) im Grundzustand betrachtet werden. Die Helix, die die Peri-
odeb hat, beiφ = 0 anf̈angt und entlang derz Achse liegt, kann in kartesischen Koordinaten
folgendermaßen dargestellt werden:

x = r cosφ

y = r sinφ

z =
bφ

2π
. (4.20)

Sei der Normalvektor bei Winkelφ der Helix:

~ν(φ) =





cosφ
sinφ

0



 . (4.21)



46 KAPITEL 4. STATIK DER EINZELKETTE

-2

0

2

Y

0

2

4

6

8

10

Z

-2

0

2

X

Abbildung 4.14: Eine Spirale als ein einfaches System mit Torsionssteifigkeit

Damit ergibt sich f̈ur die Korrelationsfunktion

~ν(φ1) · ~ν(φ2) = cos(φ2 − φ1) = cos

(

2π(z2 − z1)

b

)

(4.22)

- eine periodische Funktion inz mit Periodeb. Sein/nw = (z2−z1)/b, wobeinw die Anzahl
der Atome pro Windung ist undn ist der Abstand, gerechnet in Anzahl Bindungslängen. Das
zweite Legendre Polynom ergibt sich daraus zu

P2

(

cos
2πn

nw

)

=
3

2
cos2 2πn

nw
− 1

2
. (4.23)

Damit kann man die Abḧangigkeit der Korrelationsfunktion vonn, insbesondere die Peri-
odizität, für ein “Toymodel” verstehen.

Um den Zerfall der Torsionskorrelationsfunktion zu modellieren, betrachten wir ein Mo-
dell für ein Polymer, bei dem man eine Biegesteifigkeit und ein Torsionspotential annimmt.
Bei diesem Modell l̈aßt sich die Korrelationsfunktion auch explizit berechnen, wobei man
den exponentiellen Zerfall der Korrelationsfunktion versteht. Man führt an jedem Atom ein
lokales Koordinatensystem ein, wobei man diexi Achse entlang deri-ten Bindung legt (Tan-
gente), dieyi Achse (orthogonal zuxi) in der Ebene deri-ten undi− 1 Bindung, so daß der
Winkel zuri−1-ten Bindung kleinerπ/2 ist, und diez Achse (Normale) so, daß das Koordi-
natensystem rechtshändig ist (Flory, 1988). Dann kann man denÜbergang von einem lokalen
Koordinatensystem zum nächsten durch Drehmatrizen definieren. Durch multiplizieren von
den Matrizen (auch Transfermatrizen genannt) kann man die Projektion eines Vektors am
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Ort i auf einen Vektor am Ortj ausrechnen. Die Koordinaten der Basisvektoren voni + 1
System in dem Systemi sind gegeben durch

(~ex)i+1 =









cos(θi)

sin(θi) cos(φi)

sin(θi) sin(φi)









(~ey)i+1 =









sin(θi)

− cos(θi) cos(φi)

− cos(θi) sin(φi)









(~ez)i+1 =









0

sin(φi)

− cos(φi)









. (4.24)

Ein beliebiger Vektor hat dann die Koordinaten

~v =









vx

vy

vz









(4.25)

und die Transformation von demi+ 1-ten zumi-ten System erfolgt nach der Gleichung

~v′ = Ti~v (4.26)

durch die orthogonale Transfermatrix

Ti =









cos(θi) sin(θi) 0

sin(θi) cos(φi) − cos(θi) cos(φi) sin(φi)

sin(θi) sin(φi) − cos(θi) sin(φi) − cos(φi)









(4.27)

undTi−1 = 1. Uns interessiert nun die Korrelationsfunktion (k wird hier anstatt des natürli-
chenn benutzt und reell gemacht)

〈〈~νi · ~νi+k〉〉T = 〈〈3|TiTi+1 · · ·Ti+k−1|3〉〉T , (4.28)

wobei die inneren Klammer ein Skalarprodukt bezeichnen und dieäußeren ein thermisches
Mittel bzw. die Funktion
〈

(〈~νi · ~νi+k〉)2
〉

T
= 〈〈3|TiTi+1 · · ·Ti+k−1|3〉〈3|TiTi+1 · · ·Ti+k−1|3〉〉T . (4.29)

Da nicht die Spur, sondern ein Matrixelement berechnet werden muß, kann man die Ma-
trizen bei der zweiten Rechnung nicht rotieren und nicht permutieren. Die Berechnung der
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Abbildung 4.15: Darstellung von verschiedenen Varianten des Modells mittheta = π
2 : ein

trans- Modell, ein cis-trans Modell und eineα Helix, alle im Grundzustand

ersten Funktion ist hingegen einfach. Mit der Annahme, daß die Kovarianz der Matrizen
verschwindet, erḧalt man

〈〈3|TiTi+1 · · ·Ti+k−1|3〉〉T = 〈3|〈T 〉kT |3〉. (4.30)

Betrachten wir ein Potential, für dasU(φ) = U(−φ) gilt, dann ist〈sinφ〉 = 0. Daraus ergibt
sich

〈〈~νi · ~νi+k〉〉T = (−1)k〈cosφ〉kT . (4.31)

Die Korrelationsfunktion oszilliert um den Wert0 und nimmt exponentiell ab, da sie ein
Produkt von Termen ist, die betragsmäßig kleiner als1 sind. Nimmt man den Betrag der
Funktion, so erḧalt man:

| 〈〈~νi · ~νi+k〉〉T | = exp(k ln |〈cosφ〉T |). (4.32)

Man kann hier eine Korrelationslänge definieren:

χ = − 1

ln |〈cosφ〉T |
. (4.33)

Die beiden interessanten Grenzfälle sindU(φ) = 0, 〈cosφ〉 = 0, und 〈cosφ〉 = 1. Im
ersten Fall ist die Kette frei rotierend, die Torsionskorrelationslänge ist0. Im zweiten Fall
besteht die Kette aus einer Folge vontrans und cis Zusẗanden, die Korrelationslänge ist
unendlich.
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Die Berechnung der Funktion (4.29) kann näherungsweise erfolgen, indem man eine
Rekursionbeziehung ableitet, die die MatrixU erzeugt:

Uk+1 =
k+1
∏

1

Ti = UkTk+1. (4.34)

Betrachten wir der Einfachheit halber ein Modell, bei dem für die Bindungswinkelθ = π/2
gilt. Aus der Abbildung 4.15 kann man sehen, daß dieses Modell allgemein genug ist, um
z.B. eine Polyethylen-ähnliche Kette aufzubauen oder einβ Blatt oder eineα Helix. Uns
interessiert das Element(U33)2, das (4.29) angibt. Es stellt sich nun heraus, daß man ein
geschlossenes System von Rekursionsgleichungen bilden kann:

(Uk+1
33 )2 = (Uk

32)2 sin2 φk+1 + (Uk
33)2 cos2 φk+1 − 2Uk

33U
k
32 sinφk+1 cosφk+1

(Uk+1
32 )2 = (Uk

31)2

(Uk+1
31 )2 = (Uk

32)2 cos2 φk+1 + (Uk
33)2 sin2 φk+1 + 2Uk

32U
k
33 sinφk+1 cosφk+1

Uk+1
33 Uk+1

32 = Uk
31U

k
32 sinφk+1 − Uk

31U
k
33 cosφk+1

Uk+1
31 Uk+1

32 = Uk
31U

k
32 cosφk+1 + Uk

31U
k
33 sinφk+1

Uk+1
31 Uk+1

33 = (Uk+1
32 )2 cosφk+1 sinφk+1 + Uk

32U
k
33(sin2 φk+1 − cos2 φk+1)

−(Uk
33)2 sinφk+1 cosφk+1. (4.35)

(Im folgenden betrachten wir die Gleichungen für die Quadrate der Matrixelemente. Eine
andere, allgemeinere Variante wäre, die Rekursionsgleichungen für die Matrixelemente von
U zu lösen, die linear sind, und dort einzusetzen, wo Produkte von verschiedenen Elementen
in den ersten drei Gleichungen auftreten. Dann erhält man ein System aus drei Gleichun-
gen mit variablen Koeffizienten. Der einfachere, aber nicht allgemeine Weg ist der folgend
beschriebene).

Betrachten wir wieder ein symmetrisches PotentialU(φ) = U(−φ), dann gilt auch
〈sin 2φ〉 = 0. Damit verschwindet der letzte Term in der ersten Gleichung von (4.35) und die
ersten drei Gleichungen (für die Quadrate der Matrixelemente) entkoppeln von dem Rest.
Schreibt man nun die Transformation infinitesimal, so erhält man ein lineares Differential-
gleichungssystem:

d~U(k)

dk
=





−〈sin2 φ〉 〈sin2 φ〉 0
0 −1 1

〈sin2 φ〉 1− 〈sin2 φ〉 −1



 ~U(k), (4.36)

wobei die ersten drei Variablen von (4.35) zu einem Vektor~U zusammengefaßt wurden mit
der Anfangsbedingung

~U(0) =





1
0
0



 . (4.37)
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Abbildung 4.16: DieP2 Funktion, berechnet nach (4.38)

Die Summe
∑3

i=1
~Ui = 1 ist eine Invariante der Differentialgleichung. Die Lösung lautet:

U1(k) =
1

3
−
e−

1
2
k(2+〈s2〉)

((

−4 + 〈s2〉2 − V
)

sinh(1
2
k
√
V )− 4

√
V cosh(1

2
k
√
V )
)

6
√
V

U2(k) =
1

3
−
e−

1
2
k(2+〈s2〉)

(√
V cosh(1

2
k
√
V ) + (2 + 〈s2〉) sinh(1

2
k
√
V )
)

3
√
V

(4.38)

U3(k) =
1

3
−
e−

1
2
k(2+〈s2〉)

(

2
√
V cosh(1

2
k
√
V )−

(

2 〈s2〉+ 〈s2〉2 − V
)

sinh(1
2
k
√
V )
)

6
√
V

,

wobei s = sinφ gesetzt wurde undV = 4 − 8〈sin2 φ〉 + 〈sin2 φ〉2. Im Limes großerk
geht das uns interessierendeU1 wie erwartet gegen1

3
, für k = 0 ist es1. Für einen Wert von

〈sin2 φ〉 = 4−2
√

3, was einem Winkel von ungefähr47◦ entspricht,̈andertV das Vorzeichen,√
V wird imagin̈ar. Dadurch oszilliert die Korrelationfunktion für Winkel aus dem Intervall

[47◦, π− 47◦]∪ [π+ 47◦,−47◦] und f̈allt exponentiell ab, was dem Verhalten entspricht, das
auch in der Simulation beobachtet wird. Diese Oszillation sagt nur, daß wenn der Winkel z.B.
aus dem Intervall[47◦, π/2] ist, der Winkel zwischen der Normaleνi undνi+2 in der N̈ahe
von π/2 liegt, was anschaulich aus geometrischenÜberlegungen klar ist (siehe Abbildung
4.15). F̈ur einen Wert von〈sin2 φ〉 = 0 ist die Korrelationsfunktion konstant gleich1. Die
Persistenzl̈ange, die aus der Formel folgt (vorausgesetzt

√
V reell), ist

χ̃ =
2

2 + 〈sin2 φ〉 −
√

4− 8〈sin2 φ〉+ 〈sin2 φ〉2
(4.39)
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Für kleine〈sin2 φ〉 (cis oder trans Zustände) liefert diese Formel

χ̃ ≈ 2

3〈sin2 φ〉
. (4.40)

Ein Wert von〈sin2 φ〉 = 0 liefert eine unendliche Persistenzlänge. Die hierzu aus der
Simulation bestimmten Werte sind̃χ = 2.2, χ̃ = 2.8. Es ist nicht m̈oglich, mit diesem ein-
fachen Modell diese Werte zu berechnen. Man kann jedoch qualitativ die Torsionssteifigkeit
damit analysieren. Diese Betrachtungen kann man als eine Ergänzung zu den quantitativen
Untersuchungen sehen, die wesentliche Unterschiede zwischen dem CRC und dem FRC
Modell feststellten.

Zusammenhang zwischen Biege- und Torsionssteifigkeit

Als nächstes wollen wir der Frage nachgehen, in wieweit die Biegesteifigkeit von der Torsi-
onssteifigkeit abḧangt. Aus der Simulation kann man keine Abhängigkeit ableiten. Mit dem
vorgeschlagenen Modell läßt sich die Frage nicht eindeutig beantworten, es gibt Parame-
terbereiche, in denen eine Abhängigkeit deutlich ist, in anderen ist keine vorhanden. Wir
brauchen eine Rekursionsrelation für U11. Diese ist den folgenden Gleichungen zu entneh-
men:

Uk+1
11 = Uk

11 cos θk+1 + Uk
12 sin θk+1 cosφk+1 + U13 sin θ sinφ

Uk+1
12 = Uk

11 sin θk+1 − Uk
12 cos θk+1 cosφk+1 − U13 cos θ sinφ

Uk+1
13 = Uk

12 sinφk+1 − U13 cosφ. (4.41)

Mit der Annahme eines symmetrischen Torsionspotentials reduziert sich das System auf die
folgende Differentialgleichung:

d~V (k)

dk
=

(

〈cos θ〉 − 1 〈sin θ〉〈cosφ〉
〈sin θ〉 −(1 + 〈cosφ〉〈cos θ〉)

)

~V (k) (4.42)

und die Anfangsbedingung

~V (0) =

(

1
0

)

. (4.43)

Die Lösung lautet:

U11(k) =
exp(−1

2
k(〈cos θ〉〈cosφ〉+ 2− 〈cos θ〉))

√
W

×
(√

W cosh
1

2
k
√
W + (〈cos θ〉〈cosφ〉+ 〈cos θ〉) sinh

1

2
k
√
W

)

, (4.44)

undW wurde definiert als

W = 〈cos θ〉2(1 + 〈cosφ〉)2 + 4〈sin θ〉2〈cosφ〉. (4.45)
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Der Exponent, der den Zerfall der Korrelationsfunktion bestimmt, ist damit

1

2
k
(

〈cos θ〉〈cosφ〉+ 2− 〈cos θ〉 −
√

〈cos θ〉2(1 + 〈cosφ〉)2 + 4〈sin θ〉2〈cosφ〉
)

. (4.46)

Im allgemeinen ḧangt also die Biegesteifigkeit ab von dem Torsionspotential. In dem Falle
〈cos θ〉 = 0 und 〈cosφ〉 < 0 ist diese Abḧangigkeit nicht vorhanden, das Torsionspotential
verursacht eine Oszillation der Korrelationsfunktion, jedoch keineÄnderung der Zerfalls-
konstante.

4.2 Rousemodenanalyse

Bei der Rouse Analyse behandelt man die Kette als quasikontinuierlich. Die Idee für die
Betrachtung kommt aus der Kontinuumsmechanik schwingender Saiten, in der man Fourier-
analyse der Schwingungen untersucht. Bei der Betrachtung von polymeren Ketten allerdings
wird meistens ein Weg begangen, in dem man die Kette als diskret mit einer diskreten Menge
von Fouriermoden behandelt. Seien die Atome an den Orten~Rn, n = 1...N undb die effek-
tive Bindungsl̈ange aus〈R2

e〉 = Nb2. Das Modell wurde von Rouse zuerst vorgeschlagen für
die Behandlung von polymeren Lösungen (Rouse, 1953), für Erweiterungen siehe (Allegra
und Ganazzoli, 1981a), (Allegra und Ganazzoli, 1981b), (Harnau, 1998). Eine stochastische
Differentialgleichung, die ein Teilchen in einer Lösung beschreibt, ist die Langevin Glei-
chung:

ζ
dx

dt
= −∂U

∂x
+ f(t) (4.47)

mit der Reibungskonstanteζ aus~v = ~F/ζ. Ein Massenterm fehlt hier, da die Bewegung
überd̈ampft ist. Die stochastische Kraftf(t) faßt die Kr̈afte zusammen, die das Fluid durch
die Sẗoße mit anderen Teilchen in der Umgebung auf das Teilchen ausübt. Eine Volumenaus-
schlußwechselwirkung wird nicht betrachtet (Doi und Edwards, 1994), nur der Zusammen-
halt durch ein harmonisches Potential:

U =
k

2

N
∑

n=2

(~Rn − ~Rn−1)2, (4.48)

wobei gilt

k =
3kBT

b2
. (4.49)

Für die Innenatome ergibt sich daraus die Gleichung

ζ
d~Rn

dt
= −k(2~Rn − ~Rn+1 − ~Rn−1) + ~fn(t) (4.50)
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Abbildung 4.17: Rousemodell einer Polymerkette-Atome sind gebunden durch elastische Bin-
dungen, deren L̈ange im Mittelb ist.

und für die Endatome

ζ
d~R1

dt
= −k(~R1 − ~R2) + ~f1(t)

ζ
d~RN

dt
= −k(~RN − ~RN−1) + ~fN(t). (4.51)

Im Kontinuumslimes wirdn eine reelle Variable, man erhält

ζ
∂ ~Rn

∂t
= k

∂2 ~Rn

∂n2
+ ~fn(t). (4.52)

Man muß noch zwei hypothetische Atome hinzufügen, damit die Differentialgleichung den
Differenzengleichungen entspricht:

~R0 = ~R1, ~RN+1 = ~RN , (4.53)

die dann zu Randbedingungen im Kontinuumslimes werden:

∂ ~Rn

∂n

∣

∣

∣

∣

n=0

= 0,
∂ ~Rn

∂n

∣

∣

∣

∣

n=N

= 0. (4.54)

Die Momente der Zufallskräfte werden gegeben durch

〈~fn(t)〉 = 0

〈fnα(t)fmβ(t′)〉 = 2ζkBTδ(n−m)δαβδ(t− t′). (4.55)
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Abbildung 4.18: Kontinuierliches Modell einer Polymerkette.

Die Hauptannahme des Rousemodells ist, daß Wechselwirkungen entlang der Kette lokali-
siert sind. Eine allgemeine Rousegleichung in diesem Sinne lautet

d~Rn(t)

dt
=
∑

m

Anm ~Rm + ~gn(t) (4.56)

mit den stochastischen Kräften~gn(t) und der Wechselwirkungsmatrix entlang der KetteAnm,
die nur von|n−m| abḧangt. Die Gleichung läßt sich dann schreiben als

d~Rn(t)

dt
=
∑

m

Am ~Rn+m + ~gn(t) (4.57)

mit Am := An,n+m. Entwickelt man nun~Rn

~Rn+m = ~Rn +m
∂ ~Rn

∂n
+

1

2
m2∂

2 ~Rn

∂n2
+ . . . (4.58)

und benutzt, daß aus Symmetriegründen
∑

Am = 0,
∑

mAm = 0 (4.59)

gilt, so erḧalt man asymptotisch die Gleichung

∂ ~Rn

∂t
=

1

2

∑

m

m2Am
∂2 ~Rn

∂n2
+ ~gn(t), (4.60)

die der Rousegleichung̈aquivalent ist. DiesëAquivalenz gilt nur f̈ur kleinem und die Glei-
chung beschreibt nur die Zweiteilchenwechselwirkung. Nimmt man nun die nächstḧohere
Ordnung, so wird auch die Dreiteilchenwechselwirkung mitgerechnet und die Kette erhält
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so eine Steifigkeit und die Beschreibung auf kurzen Skalen wird besser. Die Entwicklung
für kleinem beschreibt die Statik der Polymere aufgroßenSkalen, f̈ur eine Beschreibung
auch beikleinenSkalen muß man die nächsten,höherenOrdnungen inm ber̈ucksichtigen.
Die kurzreichweitige Zweiteilchenwechselwirkung bestimmt somit das langskalige Verhal-
ten der Kette, das kurzskalige Verhalten wird hingegen von der im Vergleich dazu lang-
reichweitigeren Dreiteilchenwechselwirkungen bestimmt. (Bei der Volumenausschlußwech-
selwirkung, die aber nicht entlang der Kette ist, sieht man den entgegengesetzten Effekt: eine
langreichweitige Wechselwirkung bestimmt das langskalige Verhalten der Kette).

Durch die Einf̈uhrung von Normalkoordinaten läßt sich das Differentialgleichungssy-
stem diagonalisieren:

~Xp :=
1

N

∫ N

0

dn cos
(pπn

N

)

~Rn(t), p = 0, 1, 2, . . . (4.61)

Die ModeXp stellt die Bewegung eines Segmentes der LängeN/p dar. In Normalkoordina-
ten lautet nun die Rousegleichung:

ζp
∂

∂t
~Xp = kp ~Xp + ~fp(t) (4.62)

mit

ζ0 = Nζ, ζp = 2Nζ, p = 1, 2 . . . (4.63)

kp = 2π2kp2/N =
6π2kBT

Nb2
p2, p = 0, 1, 2, . . . (4.64)

und den stochastischen Kräften

〈~fp(t)〉 = 0

〈fpα(t)fqβ(t′)〉 = 2ζkBTδ(p− q)δαβδ(t− t′). (4.65)

Die Korrelationsfunktion zwischen den Moden ergibt sich nun zu

〈Xpα(t)Xqβ(0)〉 = δpqδαβ
kBT

kp
exp(−t/τp) (4.66)

mit

τp = τ1/p
2, τ1 =

ζ1

k1

=
ζN2b2

3π2kBT
. (4.67)

Für die statischen Amplituden ergibt sich daraus

〈 ~X2
p (0)〉 =

Nb2

2π2p2
. (4.68)

Das Modell sagt eine1/p2 Abhängigkeit der statischen Amplituden voraus. Die Rou-
semoden wurden bei der Auswertung diskret berechnet. Für analytische Berechnungen ist
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dagegen das kontinuierliche Modell einfacher zu handhaben. Betrachten wir zuerst die stati-
schen Amplituden der Korrelationsfunktionen aus (4.66).

Uns interessieren hier die statischen Eigenschaften der Korrelationsfunktion. Wie in Ab-
bildung 4.19 dargestellt hängen sie nicht von der Temperatur ab. Nochüberraschender ist
es, daß sie auch nicht von der Torsionssteifigkeit abhängen. Bei einemp = 5, was einer
Länge von23 entlang der Kette entspricht, beobachtet man ein Crossover zu einem Bereich,
in dem die statische Amplitude wie1/p3 zerf̈allt. Wie ist das zu erklären? Leider ist hier eine
Skalenanalyse nicht m̈oglich, daN undp beide dimensionslos sind. Für kurze Absẗande ist
die Polymerkette nicht mehr Gauß’sch, Biegesteifigkeit und Torsionssteifigkeit spielen eine
Rolle. Insbesondere spielt die Biegesteifigkeit hier eine wichtige Rolle (Harnau, 1998).

Kontinuierliches Modell mit Steifigkeit

Eine vereinfachte Betrachtung soll hier die Hauptideen darstellen. Die Biegesteifigkeit wur-
de zuerst bei Polymeren in (Kratky und Porod, 1949) betrachtet als Wechselwirkung zwi-
schen den Tangenten an benachbarten Orten entlang der Kette(~Rn − ~Rn−1) · (~Rn+1 − ~Rn).
Im kontinuierlichen Modell nimmt die Gleichung (4.52) mit diesem zusätzlichen Term die
Form (Harnau, 1998) (siehe auch (Winkler et al., 1994), (Winkler et al., 1997), (Harnau
et al., 1995),(Harnau et al., 1996), (Harnau et al., 1997),(Harnau und Reineker, 1999),(Har-
nau et al., 1999))

ζ
∂ ~Rn

∂t
= k

∂2 ~Rn

∂n2
− γ ∂

4 ~Rn

∂n4
+ ~fn(t). (4.69)

Die Randbedingungen für kurze Zeiten werden so approximiert, daß (4.53) gilt und auch die
dritten Ableitungen verschwinden:

∂3 ~Rn

∂n3

∣

∣

∣

∣

n=0

= 0,
∂3 ~Rn

∂n3

∣

∣

∣

∣

n=N

= 0. (4.70)

Exakt gerechnet (mit den richtigen Randbedingungen) sind die Eigenmoden unterschiedlich
von den Rousemoden, es sind sogenannte Biegemoden. In unserer Näherung diagonalisie-
ren allerdings die Rousemoden den Differentialoperator von (4.69), man erhält für die kp
folgenden Ausdruck:

kp =
2π2

N

(

kp2 +
π2γp4

N2

)

, p = 0, 1, 2, . . . (4.71)

Damit kann man den Exponenten in1/p3 als einen Crossoverexponenten verstehen zu1/p4,
den man nur f̈ur sehr steife Ketten erwarten würde.

Diskretes Modell mit Steifigkeit

Rechnet man mit diskreten Moden ohne Steifigkeit (was auch einer freely jointed chain ent-
spricht), so erḧalt man f̈ur die Korrelationsfunktion den Ausdruck

〈Xpα(t)Xqβ(0)〉 = δpqδαβ
〈R2

e〉
24N(N − 1) sin2 pπ

2N

exp(−t/τp). (4.72)
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Abbildung 4.19: Normierte statische Amplituden der Rousemoden (oben) und die selben Am-
plituden unnormiert (unten).
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Abbildung 4.20: Frei gebundene Kette-Modell eines Polymers.

Für kleinep/N und großeN erḧalt man wieder die entsprechende Gleichung zu (4.66).
Die effektive Bindungsl̈ange erḧalt man durch die Konvention, daß für alle Modelle Kon-

turlänge und Kettenendenabstandübereinstimmen sollen:

〈R2
e〉 = l̄2CNN = b2Neff

L = l̄N = bNeff (4.73)

mit dem charakteristischen Verhältnis

CN :=
〈R2

e〉
Nl̄2

(4.74)

und der mittleren Bindungslängēl. Also gilt damit

b = CN l̄. (4.75)

Die effektive Bindungsl̈ange berechnet sich aus einemCN = 5.2 aus der Simulation zu
b = 7.74, die Kettenl̈ange zuNeff = 22. Aus dem Verlauf der Kurve für großep erḧalt man
eine Biegesteifigkeitγ/kBT = 0.7. Betrachten wir nun ein diskretes Molekülmodell ohne
Torsionsbarrieren (Kreer et al., 2001). Die Korrelationsfunktion dafür lautet:

〈 ~X2
p (0)〉 =

〈R2
e〉

8N(N − 1)

[

1

sin2
(

pπ
2N

) − 1

γ̃2 + sin2
(

pπ
2N

)

(

1 +O(N−1)
)

]

≈ 〈R2
e〉

8N(N − 1)

[

1

sin2
(

pπ
2N

)

+ 1
γ̃2 sin4

(

pπ
2N

)

]

(4.76)

mit

γ̃2 =
(1− |〈cos θ〉|)2

4|〈cos θ〉|
. (4.77)
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Abbildung 4.21: Alle Moden der betrachteten Modelle verglichen mit den theoretischen Vor-
hersagen. Die Zahlen geben den mittleren Kosinus des Bindungswinkels an.

Diese letzte Gleichung gilt für 〈cos θ〉 ≤ 0. Für 〈cos θ〉 = 0 reduziert sich (4.76) auf die
entsprechende Variante von (4.72)(freely jointed chain). Mit diesem Modell kann man einen
mittleren effektiven Winkel ausrechnen. Der mittlere Kosinus des Winkels zwischen zwei
Bindungen ergibt sich zu〈cos θ〉 = −0.74. Damit kann man also zwei Abbildungen von Po-
lybutadien auf andere Modelle konstruieren: einerseits auf ein Kontinuumsmodell mit Stei-
figkeit, andererseits auf eine diskrete freirotierende Kette.

Kritischer Vergleich mit dem Freely Rotating Chain Modell von (Kreer et al., 2001)

Die Rousemodenamplituden eines Freely Rotating Chain - Modells wurden in (Kreer et al.,
2001) angegeben als

8N(N − 1)

R2
e

〈 ~X2
p (0)〉 =

[

1

sin(pπ/2N)

]2

− 4(−α)

1− 2(−α) cos(pπ/N) + (−α)2
× (4.78)

[

1 +
1

N

2α(1 + α)

1− α
1− (−1)p(−α)N

1 + 2α cos(pπ/N) + α2

sin(pπ/N)

tan(pπ/2N)

]

.

Dabei stehtα für den mittleren Kosinus〈cos θ〉. Wie schon bei den vorherigen Betrachtungen
approximiert eine Kurve mit〈cos θ〉 = −0.74 am besten den Crossoverbereich und den1/p3

Bereich bis Modep = 30. Für größerep beobachtet man Abweichungen, die am Ende des
Bereichs von einer Größenordnung sind. Die weiteren eingezeichneten Werte entsprechen
den mittleren Winkeln, die im Modell vorgegeben wurden (siehe Abbildung 4.21).
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Woher kommen diese großen Abweichungen? Eine mögliche Antwort wird nun darge-
stellt. Man k̈onnte behaupten, daß das theoretische Modell gut das Verhalten für kleine und
sehr großep beschreibt mit dem “mittleren” mikroskopischen Parameter〈cos θ〉 = −0.58.
Der Crossoverbereich wird dann schlecht beschrieben. Der Grund dafür ist nicht in der Tor-
sionssteifigkeit zu finden, da das FRC und das CRC Modell das gleiche Verhalten, auch für
verschiedene Temperaturen, zeigen. Er ist viel mehr in den Vielteilchenwechsewirkungen in
der Schmelze zu suchen, die im theoretischen Modell nicht berücksichtigt wurden. Speziell
sind in der Schmelze Kreuzungen der Ketten nicht erlaubt. Dadurch entstehen lokal Scher-
kräfte, die die Statik modifizieren könnten und die Steifigkeit im Bereich6 < p < 100
renormieren. Durch die zusätzlichen Spannungen in der Schmelze beobachtet man eine ef-
fektive Steifigkeit, die gr̈oßer ist als die Steifigkeit der einzelnen Kette.

Solche Abweichungen wurden in (Kreer et al., 2001) nicht beobachtet. Ein möglicher
Grund daf̈ur ist, daß in Monte Carlo Modellen die Non-Crossing Bedingung “mathemati-
scher” Natur ist und nicht physikalischer Natur: man verbietet gewisse Diagonalsprünge,
dadurchändert sich die Statik des Modells jedoch nicht. In einer Molekulardynamiksimula-
tion sind es jedoch Potentiale, die das Queren der Ketten nicht erlauben und diese Potentiale
können durchaus die Statik der Kette modifizieren. Auch in (Bennemann, 1998) wurden Ab-
weichungen vom Rouseverhalten beobachtet, die in diese Richtung gehen.

4.3 Kettenstrukturfaktor

Betrachten wir die Dichte der Kette, bestehend ausN Atomen in einem mittleren Feld der
anderen Molek̈ule:

ρ(~r) =
N
∑

i=1

δ(~r − ~ri). (4.79)

Die Korrelation zwischen den Dichten ist gegeben nun durch

G(~r) =
1

N

∫

〈ρ(~r′ + ~r)ρ(~r′)〉d~r

=
1

N
〈
N
∑

i,j 6=i

δ(~r + ~rj − ~ri)〉+ δ(~r)

= (N − 1)g(~r) + δ(~r) =: Gd +Gs. (4.80)

Hiermit werdenGd undGs auch definiert. Die Definition f̈ur g(~r) ist damit

g(~r) =
1

N(N − 1)
〈
N
∑

i,j 6=i

δ(~r + ~rj − ~ri)〉 =
2

N(N − 1)
〈
N
∑

i,j>i

δ(~r + ~rj − ~ri)〉 (4.81)

und ihre Normierung ist
∫

V

g(~r)d3r = 1. (4.82)
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Abbildung 4.22:g(r) bei allen Temperaturen, oben das großskalige Verhalten, unten Verhalten
für kleiner.
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Damit istG aufN normiert:
∫

V

G(r)d3r = N. (4.83)

Für großer verschwindetg wegen der endlichen Kettenlänge:

lim
r→∞

g(r) = 0. (4.84)

Die Fourierkomponenten der Dichte sind

ρ~k =

∫

exp(−i~k · ~r)ρ(~r)d~r =
N
∑

i=1

exp(−i~k · ~ri), (4.85)

und die Selbstkorrelationsfunktion der Kette, auch Strukturfaktor genannt, ist definiert durch

S(~k) =
1

N2
〈ρ~kρ−~k〉. (4.86)

Der Strukturfaktor ist experimentell zugänglich durch Streuung von Neutronen oder Rönt-
genstrahlen unter verschiedenen Winkeln. Andererseits ist er leicht aus der Simulation durch
Fouriertransformation zu berechnen. Es gelten folgende Beziehungen:

S(~k) =
1

N

(

1 + (N − 1)

∫

exp(−i~k · ~r)g(~r)d~r

)

(N − 1)g(~r) =
1

(2π)3

∫

exp(i~k · ~r)
(

NS(~k)− 1
)

d~k. (4.87)

Für ein isotropes System ist der Strukturfaktor nur vonq = |~k| abḧangig, man erḧalt

S(q) =
1

N

(

1 + 4π(N − 1)

∫

r2g(r)
sin qr

qr
dr

)

. (4.88)

Aus der Simulation wird direktg(r) bestimmt, und daraus wirdS(q) durch eine Fouriertrans-
formation berechnet. Es wird ein Histogram der Atome aufgezeichnet, die sich im Abstand
rk von einem Atom befinden:

g(rk) =
Hist(rk)

VkN(N − 1)
. (4.89)

Die Normierung ergibt sich damit zu
∫

g(r)d3r =
∑

k

Hist(rk)

VkN(N − 1)
4πr2

k∆rk = 1. (4.90)

Die so geẅahlten Normierungen basieren auf den Definitionen für einfache Fl̈ussigkeiten.
Die Normierung des Kettenstrukturfaktors ist so gewählt, daß

S(q = 0) = 1 (4.91)
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Abbildung 4.23:S(q) bei allen Temperaturen (oben), Vergleich mit SAW (unten).
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Abbildung 4.24: Großskaliges Portrait beiT = 273K: CRC (links) und FRC (rechts). Unter-
schiede auf dieser Skala zwischen den Modellen sind kaum zu sehen.

gilt. Der Beitrag dieses Terms wird dannN -fach versẗarkt, wenn man den totalen Struktur-
faktor der Schmelze bildet:

St(~k) = NS(~k) + ρshsd(~k) + (2π)3ρsδ(~k), (4.92)

wobei die (absolut integrierbare) totale Korrelationsfunktion für unterschiedliche (distinkte)
Moleküle eingef̈uhrt wurde:

hsd(~r) =
1

NSρs

S
∑

α,γ=1
α6=γ

N
∑

n,l=1

〈δ(~r − ~rαn + ~rγl )〉 − 1 = gsd(~r)− 1. (4.93)

Betrachten wir einige Eigenschaften des Einzelkettenstrukturfaktors. Für q = 0 streut die
Kette als ganzes. F̈ur kleineq kann man die Exponentialfunktion entwickeln, man erhält

S(~k) ≈ 1−
q2R2

g

3
. (4.94)

Damit kann man experimentell den Gyrationsradius durch Kleinwinkelstreuung bestimmen.
Für großeq oszillieren die Exponentialfunktionen stark in 4.86, nur die Terme mitn = l
liefern einen Beitrag. Damit ergibt sich

S(q →∞) =
1

N
. (4.95)
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Für ein diskretes Molek̈ulmodell mit großer Steifigkeit ergibt sich die Proportionalität im
intermedïaren Streubereich (Harnau, 1998)

S(q) ∼ 1

q
. (4.96)

Für das gleiche Modell mit kleiner Steifigkeit ergibt sich

S(q) ∼ 1

q2
(4.97)

wie beim Rouse Modell. Betrachten wir das kontinuierliche Rouse Modell. Hier ist der Struk-
turfaktor exakt auszurechnen, man erhält die so genannte Debye Funktion (Doi und Edwards,
1994)

S(q) =
2

x4

(

e−x
2

+ x2 − 1
)

(4.98)

mit

x2 = q2R2
g. (4.99)

Für kleineq erḧalt man damit (4.94), f̈ur großeqRg

S(q) ≈ 2

q2R2
g

. (4.100)

Approximiert wird die Funktion durch die Ornstein-Zernike Korrelation

S(q) =
1

1 +
qR2

g

2

. (4.101)

Die Fouriertransformierte davon

g(r) =
8πN

(2π)3(N − 1)R2
g

e
− r
√

2
Rg

r
(4.102)

beschreibt f̈ur mittlerer das Verhalten von der Korrelationsfunktion gut. Im Falle von Self
Avoiding Walk Ketten erḧalt man durch ein Skalenargument das Verhalten des Strukturfak-
tors. Die Annahme ist, daß

Rg ∼ bNν (4.103)

gilt. S(q) ist eine Funktion der dimensionslosen KombinationqRg. Die Argumentation geht
wie in (4.95). Betrachten wir den FallqRg � 1. Dann sind die streuenden Paare aus Berei-
chen innerhalb Blobs der Größenq ∼ q−1/ν , es gilt

S(q) ∼ 1

NBlobs

∼ 1

N
. (4.104)
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Abbildung 4.25: Vergr̈oßerte Ausschnitte von dem CRC Molekül (links) und dem FRC Molekül
(rechts). Unterschiede in der lokalen Statik werden deutlich.

Weiter gilt, daß

S(q) = F (qRg) = F (qNν) = (qNν)α. (4.105)

Durch Vergleich erḧalt manα = −1/ν und

S(q) ∼ 1

q
1
ν

. (4.106)

Was istν? Lange Zeit wurde der mean field Wert3/5 angegeben, durch Monte Carlo Simu-
lationen erhielt man den Wert0.588. Auch durch eine4 − ε Entwicklung ist der Wert mit
kleinerer Genauigkeit als mit MC zu berechnen (Schäfer, 1999). Erst vor kurzem konnte man
das Problem des SAW analytisch lösen (Hueter, 2001a), (Hueter, 2001b), der Exponent hat
demnach den Wert

ν(d) :=

{

1 : d = 1
max

(

1
2
, 1

4
+ 1

d

)

: d ≥ 2
. (4.107)

In drei Dimensionen ergibt sich damit ein Wert vonν = 7/12. Damit ist der Wert des Ex-
ponenten̈ahnlich wie f̈ur eine steife Kette, Steifigkeit und langreichweitige SAW Wechsel-
wirkung haben einen̈ahnlichen Effekt auf die Asymptotik vonS(q). Der Strukturfaktor ist
auch exakt f̈ur ein kontinuierliches Molek̈ulmodell mit Steifigkeit auszurechnen, siehe dazu
(Harnau, 1998).

Betrachten wir nun genauer die Unterschiede in der lokalen Struktur zwischen dem FRC
und dem CRC Modell (Abbildung 4.22). Der Peak bei2.53 Å entspricht in beiden Model-
len der Position des zweitnächsten Atoms entlang der Kette und wird durch die Dreiteil-
chenwechselwirkung bestimmt. Die nächsten drei Peaks entsprechen Torsionszuständen im
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Tabelle 4.3: Aufschlüsselung der Peaks vong(r) nach den Torsionszuständen.

3.03 Å 3.58 Å 3.93 Å

αcis skew± X

αtrans skew± X

αtrans trans X

β gauche± X

β trans X

doppel trans X

doppel cis X

CRC, bei FRCüberlappen die Peaks auf einen einzelnen Peak und stehen für Absẗande zu
drittnächsten Atomen entlang der Kette. Bei dem FRC Modell wird dertrans Zustand be-
vorzugt, daher r̈uhrt auch der Peak bei3.77 Å. Eine genaue Aufschlüsselung findet man in
Tabelle 4.3. Die n̈achsten zwei Peaks entsprechen im CRC1 − 5 Korrelationen. Diese Kor-
relationen liefern auch einen Beitrag für frühere Peaks. Einen kleinen Beitrag liefern auch
1− 6 Korrelationen. Der Peak bei4.90 Å kommt von der1− 5 und der1− 6 Korrelation.

4.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden die statischen Eigenschaften der beiden betrachteten Modelle
bei verschiedenen Temperaturen verglichen. Auf großen Skalen sind die beiden Modelle
identisch. Auf mittleren Skalen ergeben sich Unterschiede durch die Torsionssteifigkeit, die
durch eine Analyse quantifiziert werden konnten. Einerseits wurden die effektiven Potentia-
le ermittelt, andererseits wurde die makroskopische Torsionssteifigkeit der Kette eingeführt
und quantifiziert. Die Unterschiede zwischen dem CRC und dem FRC Modell sind jedoch
in einer Rouse Analyse nicht zu sehen. Eine Betrachtung der Paarkorrelationsfunktiong(r)
gibt Aufschlußüber die Unterschiede auf kleinen Skalen. Die Unterschiede, die sich daraus
für die experimentell beobachteten statischen Streufunktionen ergeben, werden am Ende des
nächsten Kapitels besprochen.
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Kapitel 5

Statische Eigenschaften der Schmelze

In diesem Kapitel werden die Eigenschaften der Schmelze, bestehend ausS = 40 Poly-
butadien Ketten, untersucht. Im Mittelpunkt steht der Vergleich zwischen dem FRC und
dem CRC Modell und das Verhalten von CRC mitÄnderung der Temperatur. Es werden
Größen untersucht, die einerseits den Eigenkettenanteil mit einbeziehen, andererseits auch
Größen, die nur Fremdkettenanteile einschließen, um festzustellen, in welchem Maße die
Struktur der beobachteten Größen von Konformationen innerhalb der Ketten und Strukturen
außerhalb der Ketten abhängt (siehe Abbildung 5.1). Eine solche Trennung ist im Experi-
ment sehr schwierig, hier kommen besonders die Stärken der Simulationsmethode hervor.
Ein Vergleich mit experimentellen Arbeiten wird vorgenommen.

5.1 Statischer Strukturfaktor

Betrachten wir die Dichteρm(~r) der Schmelze, bestehend ausNS Atomen:

ρm(~r) =
NS
∑

i=1

δ(~r − ~ri). (5.1)

Die mittlere Dichte ist dann

〈ρm(~r)〉 =: ρm. (5.2)

Die Korrelation zwischen den Dichten ist gegeben durch

Gm(~r) =
1

NS

∫

〈ρm(~r′ + ~r)ρm(~r′)〉d~r

=
1

NS
〈
NS
∑

i,j 6=i

δ(~r + ~rj − ~ri)〉+ δ(~r)

= ρmgm(~r) + δ(~r). (5.3)

Die Definition für gm(~r) ist damit

69
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Abbildung 5.1:oben:So wird die Kette von der Schmelze wahrgenommen: der Radius der Ato-
me entspricht einer harten Kugel, die ein Lennard-Jones Teilchen approximiert,R ≈ 2.25Å.
Das Bild ist genau wie auf Abbildung 4.24, nur die Radii sind skaliert. Die lokale Struktur wird
dabei von den großen Radienüberlagert.
Mitte: FRC Kette und
unten: Bild wie in 4.25, CRC Kette, lokale Struktur wird völlig verdeckt durch die Gr̈oße
der effektiven harten Kugeln. Wesentlich dafür ist das Verḧaltnis Bindungsl̈ange/Kugelradius
≈ 1.5/4.5 = 1/3.
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Abbildung 5.2:gm(r) undgmd(r) der Schmelze für T = 273K, CRC und FRC Modell. Die An-
teile aus verschiedenen Ketten liegen praktisch aufeinender. Wenn man den Eigenkettenanteil
berücksichtigt, so ergeben sich Unterschiede, die in der Nahstruktur durch Torsionswechsel-
wirkungen verursacht werden, siehe Kapitel 4. Mit einem GyrationsradiusRg ≈ 15 Å liegt
der größte Teil der Kette innerhalb einer Kugel mit diesem Radius.

gm(~r) =
1

NSρm
〈
NS
∑

i,j 6=i

δ(~r + ~rj − ~ri)〉 =
2

NSρm
〈
NS
∑

i,j>i

δ(~r + ~rj − ~ri)〉 (5.4)

und ihre Normierung ist

∫

V

gm(~r)d3r =
NS − 1

ρm
= V

(

1− 1

NS

)

. (5.5)

Diese Funktion wird in Abbildung 5.2 dargestellt. Die Peaks für kleiner entsprechen den
Bindungen, Bindungswinkeln, und Torsionswinkelverteilungen. Die darunter liegende Grund-
struktur wird von den Nachbarn in der Schmelze bestimmt. Aus der Normierung vongm folgt
die Normierung f̈urGm:
∫

V

Gm(r)d3r = NS. (5.6)

Für großer und ein homogenes System hatGm den Grenzwert

lim
r→∞

Gm(r) =
1

NS

∫

〈ρm(~r′ + ~r)ρm(~r′)〉d~r

=
1

NS
ρ2
mV = ρm. (5.7)
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Abbildung 5.3:gmd(r) der Schmelze für verschiedene Temperaturen. Man sieht drei Peaks,
die zu drei Nachbarschalen gehören, bei5, 9 und 14 Å. Durch Erḧohung der Temperatur
verschieben sich die Peaks zu größeren Absẗandenr und die Ḧohe der Peaks nimmt ab. Teilchen
wandern aus den inneren in die nächsten Nachbarschalen und die Nachbarschalen verschieben
sich gleichzeitig zu gr̈oßerenr, man beobachtet thermische Ausdehnung.

Ähnlich gilt für gm(~r)

lim
r→∞

gm(r) = 1− 1

NS
≈ 1. (5.8)

In einem Abstand von etwar = 15 Å (der dem Gyrationsradius entspricht) wird dieser
Grenzwert etwa erreicht, für die Simulationspraxis bedeutet das, daß die “teure” Auswertung
der Korrelationsfunktionen sich auf eine Sphäre mit diesem Abschneideradius beschränken
kann. Die Auswertung funktioniert in einerähnlichen Art wie die Berechnung der Lennard-
Jones Kr̈afte. Dabei muß der Abschneideradius kleiner als die Kantenlänge der Unterboxen
sein. Bei der Auswertung hier wurden3 Unterboxen und ein Abschneideradius von16 Å
benutzt.

Eine n̈utzliche Unterscheidung, die man machen kann, ist eine weitere Korrelationsfunk-
tion zwischen Teilchen unterschiedlicher Ketten zu definieren:

gmd(~r) =
1

NSρm

S
∑

α,γ=1
α6=γ

N
∑

n,l=1

〈δ(~r − ~rαn + ~rγl )〉. (5.9)

Damit läßt sich schreiben

gm(~r) = gmd(~r) +
N − 1

ρm
g(~r). (5.10)
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Abbildung 5.4:St(q) der Schmelze für T = 273K, CRC Modell. Diese Sicht ist nicht sehr
informativ, da durch das endliche Volumen dieδ-Funktion, die den Anteil der direkten Streu-
ung darstellt, die Information für q > 0 überlagert. Man sieht daraus die Richtigkeit der
Normierung, die Integration wurde bis zu einemrV durchgef̈uhrt, das dem Volumen der Simu-
lationsbox entspricht.

Diese Beziehung gilt allerdings nicht exakt für die Simulationsdaten. Die Funktionengm und
gmd werden mit den Boxkoordinaten berechnet, die Funktiong hingegen mit den tatsächli-
chen Koordinaten. Der Unterschied, der sich daraus ergibt, ist allerdings für die Berechnung
der Streufunktionen vernachlässigbar. Bei der Betrachtung im Ortsraum jedoch muß man die
g(r) wie im Kapitel 4 aus den wahren Koordinaten berechnen und den Anteil der fremden
Ketten wie hier mit den Boxkoordinaten.

Die Darstellung vongmd für verschiedene Temperaturen ist in Abbildung 5.3 zu sehen,
der Vergleich mitgm in Abbildung 5.2. Die Funktion ist stark temperaturabhängig und cha-
rakterisiert die thermische Ausdehnung der Schmelze. Eine Differenz zwischen dem FRC
und dem CRC Modell kann man ingmd nicht feststellen. Die Torsionssteifigkeit spielt da-
mit für die Packung in der Schmelze keine große Rolle. Betrachtet man jedochgm, so stellt
man dieselben Differenzen fest, die auch ing(r) auftreten im Bereich2 − 8Å und durch
die Torsionszustände bestimmt werden (siehe Abbildungen 5.1, 5.2 und 4.22). Damit stellen
wir fest, daß die Struktur der Schmelze hauptsächlich von den nichtgebundenen Wechselwir-
kungen beeinflußt wird. Eine Größe, die die Packungseigenschaften charakterisiert, ist das
Bindungs-zu-Kugelradius Verhältnis

B ≈ 1.5/4.5 = 1/3. (5.11)

Diese Gr̈oße ist daf̈ur verantwortlich, daß keine Unterschiede ingmd zwischen dem CRC
Modell und dem FRC Modell zu sehen sind. Wie wir später bei der Betrachtung der Dynamik
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von Polybutadien feststellen werden, spielt dieses kleine Verhältnis auch eine wichtige Rolle
für ihren Charakter.

Die Fourierkomponenten der Dichte sind

ρs~k =

∫

exp(−i~k · ~r)ρm(~r)d~r =
NS
∑

i=1

exp(−i~k · ~ri) (5.12)

und die Selbstkorrelationsfunktion der Dichtefluktuationen, auch Strukturfaktor genannt, ist
definiert durch

St(~k) =
1

NS
〈ρs~kρs−~k〉. (5.13)

Der Strukturfaktor ist experimentell zugänglich durch Streuung von Neutronen oder Rönt-
genstrahlen unter verschiedenen Winkeln. Andererseits ist er leicht aus der Simulation durch
Fouriertransformation zu berechnen. Es gelten folgende Beziehungen (Hansen und McDo-
nald, 1986):

St(~k) = 1 + ρm

∫

exp(−i~k · ~r)gm(~r)d~r

ρmgm(~r) =
1

(2π)3

∫

exp(i~k · ~r)
(

S(~k)− 1
)

d~k. (5.14)

Für ein isotropes System ist der Strukturfaktor nur vonq = |~k| abḧangig, man erḧalt

St(q) = 1 + 4πρm

∫

r2gm(r)
sin qr

qr
dr. (5.15)

Setzt man nun in (5.14) den Ausdruck (5.10) ein und ersetzt die inL2 nicht integrierbare
Funktiongmd(~r) = 1 + hmd(~r), so kann man den statischen Strukturfaktor als zusammenge-
setzt aus drei Anteilen ausdrucken:

St(~k) = 1 + (N − 1)

∫

e−i
~k·~rg(~r)d~r + ρmhmd(~k) + (2π)3ρmδ(~k). (5.16)

Diese Funktion, normiert auf die Anzahl der Streuer, wird in Abbildung 5.4 dargestellt. Die
ersten zwei Terme rühren von Streuung an Zentren, die der selben Kette gehören, dieser
Anteil wurde im Abschnitt 4.3 behandelt. Der dritte Term wird verursacht durch Streuung
an Zentren, die zu unterschiedlichen Molekülen geḧoren. Der letzte Term beschreibt direkt
durchgehende Wellen, deren Intensität durch die Dichte reduziert wird, andere Information
ist darin nicht enthalten. Die Funktion, die in Abbildung 5.5 dargestellt wird, besteht aus
dem regul̈aren Teil vonSt(q), also ist

Sm(q) = 1 + 4π(N − 1)

∫

sin qr

qr
g(r)r2dr + ρmhmd(q). (5.17)

Aus der Simulation werden direktgm(r) undgmd(r) bestimmt, und daraus wirdSd(q) durch
eine Fouriertransformation berechnet. Es wird ein Histogram der Atome aufgezeichnet, die
sich im Abstandrk von einem Atom befinden:

gm(rk) =
Hist(rk)

VkρmNS
. (5.18)
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Abbildung 5.5:oben:Sm(q) der Schmelze für T = 273K, CRC und FRC Modell. Der Anteil
der direkten Streuung wurde nicht berücksichtigt. Das FRC und das CRC Modell sind auf die-
ser Skala nicht zu unterscheiden. Ein Vergleich zwischen der kompletten Streufunktion und dem
Anteil der fremden Ketten läßt schließen, daß die beiden ersten Peaks vonSm(q) Korrelationen
mit Nachbarn von fremden Ketten enthalten. Der erste Peak ist klar der ersten Nachbarschale
zuzuordnen, da er ein ausgeprägtes Maximum bildet, dagegen ist die Zuordnung des zweiten
Peaks unklar.
unten:Relative DifferenzSm(q) der Schmelze für T = 273K, für das CRC und FRC Modell.
Für q < 0.25 spielen finite size Effekte eine starke Rolle, eine genaue Auswertung ist nicht
möglich. Für großeq liegt der Unterschied unter2.5%. In der N̈ahe des ersten Peaks ergibt
sich eine Differenz von10%, die nicht auf Differenzen ingm(r) in dem ersten Peak zurück-
zuf̈uhren ist.
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Abbildung 5.6:Sm(s) der Schmelze für verschiedene Temperaturen. Der Hauptpeak bei

q ≈ 1.5 Å
−1

verschiebt sich zu kleinerenq Werten mit Erḧohung der Temperatur (Volu-
menausdehnung) und flacht ab. Der Wert beiqmin, der die Kompressibiliẗat angibt, ist nicht
zuverl̈assig hieraus zu ermitteln, die Tendenz ist jedoch, daß die Kompressibilität mit der Tem-
peratur ẅachst. Der zweite Peak, ist hingegen von den Temperaturänderungen nicht betroffen.

Die Normierung ergibt sich damit zu
∫

gm(r)d3r =
∑

k

Hist(rk)

VkNSρm
4πr2

k∆rk = V

(

1− 1

NS

)

. (5.19)

Ähnlich geht man beigmd vor, nur betrachtet man da Atome, die zu verschiedenen Mo-
lekülen geḧoren. Mit dieser Methode ist es möglich, Korrelationsfunktionen auf Abständen
zu bestimmen, die kleiner als die halbe Boxgröße sind. Somit kann der Grenzfall aus Glei-
chung (5.7) f̈ur die FunktionGm in der Simulation nicht erreicht werden, sie gilt für diese
Funktion f̈ur r > Lp, wobeiLp die Konturl̈ange des Polymers ist. Die Funktion nähert sich
jedoch exponentiell diesem Wert an.

Die hier geẅahlten Normierungen basieren auf den Definitionen für einfache Fl̈uss-
igkeiten (Hansen und McDonald, 1986). Die Normierung des Gesamtstrukturfaktors ist so
geẅahlt, daß

St(q = 0) = NS, (5.20)

also die Anzahl der Streuer liefert. Im Limesq → 0 erḧalt man die Kompressibilität der
Schmelze aus dem Fluktuations-Dissipations Theorem

Sm(0) = ρmkbTχT =
χT
χ0
T

, (5.21)
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Abbildung 5.7:hmd(q) der Schmelze für verschiedene Temperaturen. Der Hauptpeak beiq ≈
1.5 Å

−1
verschiebt sich zu kleinerenq Werten mit Erḧohung der Temperatur und flacht ab.
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Abbildung 5.8: Finite size Effekte beihmd(q → 0). Der minimale zuverl̈assige Wert f̈ur q ist
q = 4π/LB. Durch eine Variation der Integrationsgrenze bei der Fouriertransformation (rc)
sieht man, daß die Fouriertransformierte nur für sehr kleineq Werte darauf sensitiv reagiert.
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Abbildung 5.9: Vergleich zwischen dem Kettenstrukturfaktor (oben) und dem Schmelzenstruk-
turfaktor (unten). Der Peak bei etwa3Å ist deutlich mit den Torsionspotentialen in Zusammen-
hang zu bringen (oben). Die relative Höhe dieses Peaks ist größer im Schmelzenstrukturfaktor
(unten). Dadurch hat die Packung auch einen Anteil daran.
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wobeiχ0
T = β/ρ die Kompressibiliẗat des idealen Gases ist. Der Wert für großeq wird durch

schnelle Oszillationen bestimmt, die sich gegenseitig löschen, einen Beitrag liefern nur die
Terme von denselben Streuzentren, man erhält

S(q →∞) = 1. (5.22)

Ein Vergleich zwischenhmd undSm (Abbildung 5.5) erlaubt die Feststellung, daß der zweite
Peak inS(q) teilweise durch Korrelationen in der Schmelze mit Atomen, die nicht zu der ei-
genen Kette geḧoren, entsteht. Durch ein Experiment ist die Funktionhmd nicht bestimmbar.
Die relativen Unterschiede zwischen dem FRC und dem CRC Modell sind klein. Der erste
Peak vonSm ist temperaturabḧangig, seine Lage entspricht dem ersten Peak ingm (Abbil-
dung 5.6). Der zweite Peak ist hingegen temperaturunabhängig. Dieses Verhalten entspricht
dem im Experiment beobachteten in (Richter et al., 1988) und (Frick et al., 1989).

Eine entsprechende Darstellung vonhmd findet man auf Abbildung 5.7. F̈ur kleine q
ist diese Funktion stark abhängig von der Gr̈oße der Kugel,̈uber die integriert wird. Der
theoretisch erwartete Wert ist

1 + ρhmd(0) = 1− 2N +
N

S
= −228.1. (5.23)

Die Funktion kann aber aus der Simulation nur bis zu einemqmin ≈ 4π
LB

berechnet wer-
den. Wertet man die Fouriertransformation für verschiedene Voluminarc (Cutoffradius), so
variiert der Wert der Funktion beiqmin stark von dem Abschneideradiusrc. Dieser Zusam-
menhang ist in Abbildung 5.8 dargestellt. Die Funktion ist allerdings für großeq Werte nicht
durch diese Ungenauigkeit betroffen.

Für die Dynamik der Kette stellt sich die Frage, woher der zweite Peak in dem Struktur-
faktor der Schmelze herrührt. Um diese Frage zu beantworten, muß man im Vergleich den
Kettenstrukturfaktor und den Strukturfaktor der Schmelze betrachten. Auf Abbildung 5.9 ist
der Unterschied zwischen dem CRC Modell und dem FRC Modell deutlich zu sehen. Daraus
kann man schließen, daßder zweite Peak im Strukturfaktor (bei3Å) im wesentlichen von der
internen Kettenstruktur bestimmt wird und mit den Torsionen in Verbindung gebracht werden
kann. Der Peak bei5.5 Å ist auch klar der ketteninternen Struktur zuzuordnen. Unterschiede
zwischen den Kurven in den beiden Bildern ergeben sich dadurch, daß der Strukturfaktor der
Schmelze mit den Boxkoordinaten berechnet wird (dabei werden Ketten in Stücke zerschnit-
ten und Intrakettenkorrelationen nicht exakt berücksichtigt, eine quantitative Berechnung des
Schmelzenstrukturfaktors ẅurde eine getrennte Berechnung des Fremdkettenanteils und des
Intrakettenanteils und ihre Summenbildung erfordern) und der Kettenstrukturfaktor mit den
tats̈achlichen Koordinaten.

5.2 Statische Orientierungskorrelation

Orientierungskorrelationen spielen eine wichtige Rolle bei Flüssigkristallen (Frenkel, 1991).
Dabei entsteht unter bestimmten Bedingungen eine langreichweitige Ordnung zwischen den
Teilchen, die steif sind und eine längliche Form haben.
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Abbildung 5.10: Darstellung der Orientierungs- und Dichte-Dichte- Korrelationsfunktionen
für die Doppelbindungen: die unterste Kurve stellt die Korrelation der Dichte-Winkel- Korre-
lationsfunktion dar und zerfällt auf 1/3. Ihre Maxima und Minima stimmen̈uberein mit denen
vongmbd, deshalb wird der Quotientgw gebildet. Die Extrema vongmbd sind verschoben im
Vergleich zu denen vongmd zu gr̈oßerenr. Der Peak vongw für kleiner ≈ 2.7 ist mit schlech-
ter Statistik in diesem Bereich zu erklären.

Polybutadien wird durch die besondere Torsionssteifigkeit der Doppelbindungen ausge-
zeichnet. Deshalb ist es interessant zu untersuchen, ob sie zu einer Orientierungsordnung in
der Schmelze f̈uhrt. Eine Orientierungskorrelationsfunktion wird oft als Funktion des Ko-
sinus des Winkels zwischen zwei Vektoren (hier also zwei Doppelbindungsvektoren) defi-
niert und ist eine Funktion auf dem Intervall[−1, 1]. Dabei gilt wegen der Kopf-Schwanz-
Symmetrie der Bindungsvektoren

f(cos θor) = f(− cos θor). (5.24)

Hiermit kann man diese Funktion in der Basis der Legendre-Polynome darstellen:

f(cos θor) =
∞
∑

`=0

2`+ 1

4π
S`mP`(cos θor), (` gerade). (5.25)

In einer isotropen Schmelze verschwinden alle KoeffizientenS` mit ` > 0. Andererseits sind
sie unterschiedlich von Null bei vorhandenen Orientierungsordnung:

S`m =

∫ ∫

d cos θordφf(cos θ)P`(cos θor) = 〈P`(cos θor)〉 (5.26)

Die GrößeS2m wird oft als der nematische Ordnungsparameter definiert.
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Abbildung 5.11: Temperaturabhängigkeit der Orientierungskorrelation (P2 vongw).
oben: Komplette Funktion, f̈ur kleiner wird die Temperaturabḧangigkeit durch die Torsions-
steifigkeit bestimmt, für großer durch die thermische Ausdehnung. Die Funktion wird glatter
mit steigender Temperatur.
unten: Fremdkettenanteil, die Temperaturabhängigkeit wird durch die thermische Ausdehnung
bestimmt. Die Stufe zwischen4.5 und5 Å entspricht einer Stufe in der Dichte-Dichte- Korre-
lationsfunktion der Doppelbindungen im Korrelationsmaximum (siehe Abbildung 5.10).
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Abbildung 5.12: Orientierungskorrelationsfunktion (P2 vongw).
oben: Vergleich zwischen dem FRC und dem CRC Modell für großer: der Unterschied liegt
bei r < 7Å. Die Extrema entsprechen den Dichte-Dichte- Korrelationen, die nicht vollständig
faktorisiert werden k̈onnen. Kurven mit mehreren Peaks für kleiner enthalten den Eigenket-
tenanteil und unterscheiden sich zwischen dem FRC und dem CRC Modell, die Kurven des
Fremdkettenanteils liegen aufeinander.
unten: Vergleich zwischen dem FRC und dem CRC Modell für kleiner, im Fremdkettenan-
teil sind keine Unterschiede zu beobachten (Kurven liegen aufeinander). In der kompletten
Korrelationsfunktion spielt die Lage in denβ und α Torsionspotentialen eine Rolle für die
beobachteten Oszillationen, Kurven unterscheiden sich zwischen dem FRC und dem CRC Mo-
dell.
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Bei Polybutadien interessiert man sich für die örtliche Abḧangigkeit der Korrelations-
funktion. Daher ist es sinnvoller, eine Korrelationsfunktion in Anlehnung an die Dichte-
Dichte- Korrelationsfunktion zu definieren:

gor(r) =
1

ÑSρm
〈
ÑS
∑

i,j 6=i

cos2 θorδ(r − |~rj − ~ri|)〉, (5.27)

wobei~r die Orte der Doppelbindungen sind undÑ deren Anzahl pro Kette, und die Funktion

gmb(r) =
1

ÑSρm
〈
ÑS
∑

i,j 6=i

δ(r − |~rj − ~ri|)〉, (5.28)

die Dichtekorrelationsfunktion der Doppelbindungen darstellt.Ähnlich wie bei der Dichte-
Dichte-Korrelationsfunktion der Schmelze kann man hier Funktionen für den Eigenketten-
anteil und den Fremdkettenanteil definieren. Interessant ist vor allem der Fremdkettenanteil
der Orientierungskorrelationsfunktion:

gord(r) =
1

ÑSρm
〈

S
∑

α,γ=1
α6=γ

ÑS
∑

i,j

cos2 θorδ(r − |~rαj − ~r
γ
i |)〉, (5.29)

und der Fremdkettenanteil der Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion der Doppelbindungen:

gmbd(r) =
1

ÑSρm
〈

S
∑

α,γ=1
α6=γ

ÑS
∑

i,j

δ(r − |~rαj − ~r
γ
i |)〉. (5.30)

Die Funktiongord hängt von der Orientierung und von der Dichte ab. Um den Dichteanteil
herauszudividieren, kann man die Annahme machen, daß die Funktion in zwei Anteilen
faktorisiert:

gord(r) ≈ gw(r)gmbd(r). (5.31)

Mit gw wird dann das zweite Legendrepolynom gebildet, daß in den Abbildungen 5.12 und
5.11 gezeigt wird. Beim Vergleich zwischen dem CRC und dem FRC Modell stellt sich her-
aus, daß die Unterschiede im Eigenkettenanteil liegen. Das kurzskalige Verhalten wird von
den Torsionswechselwirkungen dominiert. Sie wurden ausführlich an anderer Stelle in der
Arbeit diskutiert. Hier ist man vor allem an dem Fremdkettenanteil interessiert. Die Funktion
hat einen maximalen Wert unter0.1 im Bereich um3 Å. Im Bereich um4.5 Å bildet sich ei-
ne Stufe, die einem Maximum ingmbd entspricht. Die Orientierungsordnung in der Schmelze
ist schwach und ihre Reichweite wird von der Reichweite der Dichte-Dichte- Korrelations-
funktion bestimmt.
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5.3 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden die statischen Eigenschaften der Schmelze betrachtet, wobei der
Schwerpunkt auf Gr̈oßen gelegt wurde, die durch fremde Ketten bestimmt werden. So wur-
den Vielteilcheneffekte berücksichtigt. Die thermische Ausdehnung der Schmelze manife-
stiert sich in der Dichte-Dichte- Korrelationsfunktion und in dem ersten Maximum des Struk-
turfaktors. Der zweite Peak wird hingegen von Veränderungen der Temperatur im betrach-
teten Bereich nicht betroffen. Er wird teilweise von Intrakettenwechselwirkungen (Torsions-
potentialen) bestimmt, teilweise durch intermolekularen Korrelationen. In der Schmelze ist
keine starke Orientierungsordnung vorhanden. Unterschiede zwischen dem FRC und dem
CRC Modell machen sich bei allen beobachteten Größen im Fremdkettenateil nicht bemerk-
bar, der durch die nichtgebundenen Wechselwirkungen bestimmt wird.



Kapitel 6

Dynamische Eigenschaften der
Einzelkette

Die Einzelkettendynamik in der dichten Schmelze wird in diesem Kapitel anhand der zeitli-
chen Entwicklung der in Kapitel 4 definierten Größen betrachtet: der Rouse-Autokorrela-
tionsfunktionen, der Orts-Orts-Korrelationsfunktionen entlang der Kette und des Ketten-
strukturfaktors. Zus̈atzlich werden noch Torsionssprünge untersucht, die eine entscheidende
Rolle in der Dynamik von Polybutadien in der dichten Schmelze spielen, und der Zerfall von
Orientierungskorrelationsfunktionen.

6.1 Rouseanalyse

Typischerweise betrachtet man den Zerfall der Rouse-Autokorrelationsfunktionen aus Glei-
chung (4.72). Die Korrelationsfunktionen für das CRC Modell zerfallen langsamer als die für
das FRC Modell (siehe Abbildung 6.1, unten). Für kleinep zerfallen die Korrelationsfunk-
tionen exponentiell (siehe Abbildung 6.2). Für großep beobachtet man eine Abweichung
vom exponentiellen Verhalten. Damit möchte man im wesentlichen zwei Merkmale quanti-
fizieren, die Zerfallsdauer und die Abweichung vom Exponentialverhalten. Für kurze Zeiten
bilden die Autokorrelationsfunktionen der Rousemoden ein Plateau beim CRC Modell, das
typisch f̈ur die Glasdynamik ist (siehe Abbildungen 6.1 und 6.2). Die Dynamik der Moden
wird hier bisp = 40 untersucht.

Zeitliches Verhalten

Die Zerfallszeit wird bestimmt, indem für die abgedruckten Kurven die Zeit bestimmt wird,
bei der sie auf1/e abgefallen sind. Die Zeiteinheit wird dann mit dieser Zeitτe skaliert. Die
entsprechenden Zeiten, normiert durch die Zerfallszeit der dritten Mode (da diejenigen mit
kleineremp im CRC Modell ẅahrend des Simulationslaufes nicht zerfallen sind), werden
auf Abbildung 6.3 dargestellt. Für das FRC Modell erḧalt man eine Abḧangigkeit, die dem
1/p4 Gesetzähnlich ist, das man für biegesteife Ketten erhält (Harnau, 1998). Eine biege-
steife Kette relaxiert schneller als eine Rousekette, da entlang der Kette Wechselwirkungen

85
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Abbildung 6.1: Zeitskalierte Moden für CRC und FRC f̈ur kleinep (oben). Ḧohere Moden,
unskaliert, Vergleich CRC-FRC (unten).
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Abbildung 6.2: Zeitskalierte Moden, hohep, FRC (oben) und CRC (unten).
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vorhanden sind, die mehrere Monomere miteinander korrelieren.
Überraschend ist hingegen das Verhalten der Zeiten für das CRC Modell - es ist dem

Rouse-Modell (1/p2) ähnlicher. Durch die zusätzliche Torsionssteifigkeit wird die Kette
langsamer als die FRC Kette. Dies drückt sich jedoch auch in einem qualitativen Unter-
schied zu der biegesteifen FRC Kette aus. Die FRC Kette relaxiert schneller auf kurzen
Längenskalen als eine Rousekette, die torsionssteife Kette relaxiertähnlich langsam wie die
Rousekette. Mikroskopisch sind die Torsionsbarrieren dafür verantwortlich, eine Relaxation
ist nur durch Torsionssprünge m̈oglich. Die Kette wird dadurch langsamer, und es kommt zu
einer Zeitverz̈ogerung. In dem Fall der Schmelze kommt es zu der Verzögerung durch ein
Wechselspiel zwischen der Dynamik der Torsionssprünge und der Schmelzendynamik.

Strukturelle Relaxation

Wie man auf Abbildung 6.2 beobachten kann, zerfallen die Kurven der Autokorrelations-
funktionen flacher als eine Exponentialfunktion. Dieses Verhalten ist typisch für denα Zer-
fall bei der strukturellen Relaxation bei dichten Polymerschmelzen (Bennemann, 1998), (Ai-
chele und Baschnagel, 2001a), aber auch generell in Flüssigkeiten (Sillescu, 1999), (Rault,
2000). Man kann diese Abweichung durch eine Kohlrausch-Williams-Watts (KWW) Funk-
tion quantifizieren:

〈Xpα(t)Xpα(0)〉 ∼ exp(−(t/τp)
β). (6.1)

Dabei bestimmt der Parameterβ die Steilheit f̈ur lange Zeiten. Einβ > 1 entspricht einer
steileren Kurve als die Exponentialfunktion, einβ < 1 einer flacheren. Bei der Relaxation
werden Werteβ ≤ 1 beobachtet. Dieses Gesetz wurde ursprünglich pḧanomenologisch ein-
geführt. Es gibt zwei m̈ogliche Begr̈undungen: ein homogenes und ein heterogenes Szenario.
Beim heterogenen Szenario nimmt man an, daß viele exponentielle Zerfälle stattfinden (auf
verschiedenen Zeitskalen) und durch eine Mittelungüber die Zerf̈alle effektiv eine nicht-
exponentielle Funktion beobachtet wird. Im homogenen Szenario wird angenommen, daß
nichtexponentielle Zerfälle mikroskopisch stattfinden, die durch kooperative Bewegungen
bedingt sind. So z.B. sind die Monomere in einer Polymerkette stark korreliert miteinan-
der, und damit ist ein nichtexponentieller Zerfall erwartet, bedingt durch eine subdiffusive
Bewegung (Arbe et al., 1998).

Die Werte f̈ur β undτp werden auf Abbildung 6.3 dargestellt. Die Zeitenτp müssen et-
wa gleich1 sein, da eine Skalierung der Zeiteinheit schon durchgeführt wurde. Interessant
ist hier, daß die Werte vonβ in beiden Modellen sehr̈ahnlich sind. Sie fallen monoton ab
mit zunehmendemp. Damit wird die strukturelle Relaxation der Rousemoden zeitlich durch
die Torsionssteifigkeit beeinflußt, die Steilheit der Kurven der Rouseschen Autokorrelati-
onsfunktionen bleiben jedoch davon unberührt. Da in der Bewegung der Monomere (siehe
Kapitel 7) dynamische Heterogenitäten im CRC Modell festgestellt werden, sie aber offen-
sichtlich denβ Exponenten vont nicht beeinflussen (wahrscheinlich weil sie nur auf sehr
kurze Zeitskalen zu beobachten sind), kann man bestätigen, daß in Polybutadien, wie in (Ar-
be et al., 1998) behauptet, das homogene Szenario erfüllt ist.
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Abbildung 6.3:τ undβ für die skalierten Moden von CRC (oben).τe für beide Modelle, unten.
Normierung: CRC:τ3 ≈ 44752ps; FRC: τ3 ≈ 759ps.
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Plateaubereich

Für höhere Moden bilden die Korrelationsfunktionen für das CRC Modell ein Plateau (Abbil-
dung 6.1 unten). Der Zerfall ist weder exponentiell noch vom KWW Typ und findet in zwei
Stufen statt. Zuerst zerfallen die Kurven vibratorisch, in der zweiten Stufe relaxatorisch. Ei-
ne Plateaubildung bei den Rousemoden wurde im Bereich des Glasübergangs f̈ur das FENE
Modell beobachtet (Bennemann, 1998). Auch die Modenkopplungstheorie sieht so ein Ver-
halten voraus (Chong, 2001). In beiden Fällen spielen die Packung und die Konnektivität
eine Rolle. In unserem Fall ist jedoch die Vierteilchenwechselwirkung entscheidend, die zu
einer Verz̈ogerung der Dynamik führt.

In der Modenkopplungstheorie wird die Plateaubildung durch zusätzliche effektive Kopp-
lung begr̈undet, die als Ged̈achtnis Term auftritt (ein Integralkern in den Bewegungsglei-
chungen) (Chong, 2001), den man durch Herausprojizieren der schnellen Freiheitsgrade
erḧalt. Die Modenkopplungstheorie macht Vorhersagen für das Verhalten der Korrelations-
funktionen, insbesondere soll das so genannte Faktorisierungstheorem (siehe auch Abschnitt
8.1) gelten. Das Theorem behauptet, daß alle Korrelationsfunktionen im Plateaubereich sich
schreiben lassen als

φA(t) = f cA + hAG(t). (6.2)

Diese Form kann man mit der Hilfsfunktion

R(t) :=
φA(t)− φA(t′)

φA(t′′)− φA(t′)
(6.3)

überpr̈ufen, wobeiφp(t) = 〈Xpα(t)Xpα(0)〉/〈Xpα(0)2〉 mit A = p gesetzt wird. Wenn man
diese Funktion, die nicht mehrp abḧangig sein sollte, plottet, so m̈ußten die Kurven f̈ur alle
p aufeinander liegen im Plateaubereich. Das Theorem wurdeüberpr̈uft für die inkoḧarente
Streufunktion von einfachen Flüssigkeiten (Gleim und Kob, 2000) und für die Rouse Auto-
korrelationsfunktionen von Polymeren im FENE Modell in der Simulation (Aichele, 2000),
(Aichele und Baschnagel, 2001b). Im Fall des Plateaubereichs, den wir hier für Polybutadien
weit oberhalb der Glasübergangstemperatur sehen, gilt das Theorem jedoch nicht, wie eine
kritischeÜberpr̈ufung auf Abbildung 6.4 zeigt. Die gewählten Zeiten f̈ur die Aufpunkte sind
auf beiden Seiten des Wendepunktes der Korrelationsfunktionen einmal weiter auseinander,
einmal n̈aher zusammen. In beiden Fällen gehen jedoch die Kurven für verschiedenep aus-
einander, was den Erwartungen des Faktorisierungstheorems widerspricht1. Damit ist das
Faktorisierungstheorem für die Rousemoden nicht erfüllt. Eine mögliche Ursache dafür ist,
daß bei der Modenkopplungstheorie Packungeffekte eine Rolle für die Verlangsamung der
Dynamik spielen, im Fall von Polybutadien jedoch die Torsionsbarrieren die Dynamik ver-
langsamen. Die Modenkopplungstheorie berücksichtigt Zweipunktkorrelationsfunktionen.
Die Torsionswechselwirkungen verursachen jedoch direkte Vierteilchenkorrelationen, die

1Sicherlich ist eine Aussage hier nur mit einer gewissen Genauigkeit zu treffen, die numerisch ist. Ein
Vergleich mit (Aichele, 2000) zeigt jedoch, daß hier das Theorem nicht als erfüllt gelten kann, vor allem wegen
der starken Abweichungen für die niedrigen Moden. Man kann erwarten, daß mit abnehmender Temperatur
auch diese Moden das Theorem erfüllen werden.
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Abbildung 6.4: Faktorisierungstheorem: entfernte und nahegelegene Zeitpunkte,t′ = 0.8ps,
t′′ = 10ps (unten),t′ = 1ps, t′′ = 3ps (oben) um den Wendepunkt, der etwa bei2ps liegt.
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vier Punkte im Raum korrelieren. Es ist hier anzunehmen, daß diese Vierpunktfunktionen
nicht einfach durch Zweipunktfunktionen auszudrücken sind. Damit die Modenkopplungs-
theorie das Verhalten von Polybutadien bei hohen Temperaturen beschreiben kann, muß sie
also erweitert werden.

Damit zeigt die Rouseanalyse einige interessante Aspekte. Zuerst zeigt sich im CRC
Modell eine Plateaubildung, die jedoch nicht dem typischenβ Regime der Glasdynamik
entspricht - das Faktorisierungstheorem wird nicht erfüllt. Weiter zeigt das Verhalten der
CRC Kette eine rouseähnliche Abḧangigkeit derτe Relaxationszeiten - eine Abweichung
von den Erwartungen für biegungsssteife Ketten. Damit ist die CRC Kette “rouseartiger” als
die FRC Kette in diesem Aspekt. Man hat in diesem Fall eine rein dynamische Beeinflus-
sung des Verhaltens der Rousekorrelationsfunktionen, da das statische Verhalten der Korre-
lationsfunktionen f̈ur die beiden betrachteten Modelle sehrähnlich ist (siehe Abschnitt 4.2).
Die strukturelle Relaxation, auch wenn sie auf unterschiedlichen Zeitskalen stattfindet, zeigt
qualitativ einähnliches Verhalten, die Steigung der Autokorrelationsfunktionen, quantifiziert
durch denβ Parameter, ist etwa gleich für die beiden Modelle.

6.2 Paarkorrelationsfunktion

Die zeitliche Verallgemeinerung der Paarkorrelationsfunktion ist die Ketten- van Hove Funk-
tion. Zeitabḧangige Korrelationsfunktionen spielen eine wichtige Rolle in der Theorie der
Flüssigkeiten (Hansen und McDonald, 1986) und werden hier benutzt, um die Kettendy-
namik zu charakterisieren. Dabei stellt sich heraus, daß sie für kurze Zeiten die relative
Bewegung der Monomere charakterisieren, während sie f̈ur lange Zeiten im wesentlichen
Informationüber die Bewegung der Kette als ganzes enthalten.

Bei den Paarkorrelationsfunktionen, im Unterschied zu den Rousemoden, wurden we-
sentlichere Unterschiede in der Statik vom CRC und vom FRC Modell ausgemacht auf
bestimmten L̈angenskalen, die mit den Torsionswechselwirkungen in Zusammenhang ge-
bracht werden konnten. Daher sind Unterschiede in der Dynamik zu erwarten. Die Definiti-
on der zeitabḧangigen Paarkorrelationsfunktionen ist eine Verallgemeinerung der Definition
aus Abschnitt 4.3:

g(~r, t) =
1

N(N − 1)
〈
N
∑

i,j 6=i

δ(~r+~rj(t)−~ri(0))〉 =
2

N(N − 1)
〈
N
∑

i,j>i

δ(~r+~rj(t)−~ri(0))〉.(6.4)

Im Limes langer Zeiten gilt

lim
t→∞

g(r, t) =
1

V
(6.5)

(siehe auch Abschnitt 7.1). Die Analyse der Paarkorrelationsfunktion beruht im wesentli-
chen auf einer Betrachtung der Niveaulinien von gleichemg in Abhängigkeit vont und r
(Abbildung 6.5).
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Abbildung 6.5: Paarkorrelationsfunktion: Niveaulinien mit gleichemg für CRC (oben) und
FRC (unten).
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Abbildung 6.6:r2g(r, t) für FRC, kleine Skalen (unten) und große Skalen (oben).
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Lokale Bewegungen

Für kurze Zeiten (bist ≈ 0.1ps für beide Modelle) verbreitern sich die Peaks der nächsten
Nachbarn nur unwesentlich. Damit kann man die Schlußfolgerung ziehen, daß die vibratori-
sche Bewegung im wesentlichen transversal stattfindet (siehe dazu auch Abschnitt 7.1). Die
innere Kettenstruktur zerfällt in einer Zeit von etwalog t ≈ −0.5ps bei beiden Modellen.
Wo sich allerdings Unterschiede zeigen, ist die Ausbildung eines Peaks für kleiner ≈ 0: bei
FRC liegt das Maximum bei etwalog t ≈ 0.1, bei CRC bei etwalog t ≈ 1.8. Dieser Peak
entspricht einer Bewegung entlang des Kettenkonturs. Der Prozeß braucht besonders beim
CRC Modell eine lange Zeit. Wir bezeichnen ihn als Rutschprozeß oder Slideprozeß. Wie im
Kapitel 7 ersichtlich wird, spielt dieser Prozeß eine entscheidende Rolle in der Dynamik von
der Polybutadienschmelze. Im FRC Modell schließt er direkt an den vibratorischen Zerfall
der ketteninternen Korrelationsfunktion an, im CRC Modell findet er erst viel später statt. Im
Kapitel 7 wird gezeigt, daß der Slidingprozeß den Anfang des subdiffusiven Bereiches kenn-
zeichnet in beiden Modellen, wobei er im FRC Modell am ballistischen Bereich anschließt
und im CRC Modell den Ausbruch aus dem Käfig markiert.

Betrachten wir nun die tatsächliche Wahrscheinlichkeit, daß sich ein Teilchen im Inter-
vall dr um r befindet, wenn seine Position beit = 0 durchg(r) gegeben ist. Sie ist durch
4πr2g(r, t)dr gegeben und nicht vong(r, t)dr selbst - die Funktion ist eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung in drei Dimensionen mit dem Maßdµ = dr3 = 4πr2dr, ein physikalisches
Bild ensteht erst bei der Darstellung vonr2g(r, t). Allerdings wird durch die Multiplikation
mit r die (numerische) Analyse für kleiner schwierig (Abbildung 6.6 unten). Der Rutsch-
prozeß ist noch zu sehen, nur nicht so deutlich wie vorher auf Abbildung 6.5.

Polymerbewegungen

Für großer erleichtert hingegen die Multiplikation mitr2 die Analyse: man beobachtet die
Bewegung der Kette als ganzes (Polymerbewegung, siehe auch Abschnitt 7.2), nicht so sehr
die relative Bewegung der Monomere. Bei einer Zeit von etwat ≈ 1000ps und in einem
Abstand von13 Å bildet sich inr2g(r, t) ein Peak, der dem Ende des subdiffusiven Berei-
ches entspricht (siehe Abschnitt 7.2). Die Raumskala wird dabei durch den Gyrationsradius
festgelegt. Ab diesen Zeitpunkt bewegt sich die Kette diffusiv wie ein Brownsches Teilchen.
Damit beschreibtg(r, t) für lange Zeiten die Bewegung der Polymere. EineÄhnlichkeit be-
steht auch zu der Monomerbewegung (siehe Abschnitt 7.1über die van Hove Autokorrela-
tionsfunktion), insbesondere zum Ausbruch aus dem Käfig. Der Unterschied liegt allerdings
darin, daß bei den Monomeren dieses qualitative Verhalten (Peakbildung und Ausbruch) am
Anfang des subdiffusiven Bereiches liegt, bei den Polymeren jedoch an dessen Ende.

Eine genauere Betrachtung des Peaks wird auf Abbildung 6.7 dargestellt. Wie es zu der
Peakbildung kommt, sieht man qualitativ auf den Schnitten mit den (g, t) und (g, r) Koordi-
natenebenen. Dabei nimmt die Dispersion vonr2g(r, t) als Funktion vonr für festest ab bis
t ≈ 102.8ps und sp̈ater wieder zu. Als Funktion vont für festesr zeigtr2g für kleiner keine
Peakstruktur, Teilchen erreichenr zu unterschiedlichen Zeiten. Für großer jedoch erreichen
viele Teilchen diesen Abstand zu einerähnlichen Zeit, es bildet sich ein Peak. Die Peaks in
r und int laufen zusammen und es bildet sich der Peak in der Abbildung 6.6 oben.
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Damit kann man aus der Betrachtung vong(r, t) wichtige Schl̈usseüber die Dynamik in
der Schmelze ziehen. Rutschprozeße spielen eine entscheidende Rolle bei der Monomerdy-
namik. Auch die Polymerdynamik kann anhand der Betrachtung vong(r, t) beobachtet wer-
den - derÜbergang in den diffusiven Bereich wird durch einen Peak markiert.

6.3 Einzelkettenstrukturfaktor

Um einen Vergleich mit experimentellen Ergebnissen vorzunehmen, muß die Fouriertrans-
formierte der Paarkorrelationsfunktion betrachtet werden. Die dabei entstehende Größe - der
dynamische Kettenstrukturfaktor - ist eine Verallgemeinerung des statischen Kettenstruktur-
faktors aus Abschnitt 4.3. Eine Berechnung kann nach der Formel

S(~q, t) =
1

N

〈

N
∑

i,j=1

exp [i~q · (~ri(t)− ~rj(0))]

〉

(6.6)

durchgef̈uhrt werden bzw. nach der eindimensionalen Variante für homogene Flüssigkeiten.
Eine Fouriertransformation vong(r, t) verbietet sich allerdings, da für große Zeitenr2g(r, t)
nur langsam verschwindet.

Großskaliges Verhalten

Speziell ist hier das Verhalten für kleine Impuls̈ubertr̈ageq interessant. In diesem Limes
verḧalt sich die Funktion wie (Doi und Edwards, 1994)

S(q, t) ∼ exp(−Dq2t) (6.7)

mit dem Diffusionskoeffizienten der SchwerpunktbewegungD (Abbildung 6.8) (Krushev
et al., 2002). Dabei wurden die Diffusionskoeffizienten für kleineq bestimmt (q = 0.05),
und die Zeitskala wurde damit transformiert. Durch diese Transformation liegen die Kurven
vom CRC und vom FRC Modell auch für größereq bis 0.3Å−1 aufeinender. Die Dynamik
auf großen L̈angenskalen wird damit nicht qualitativ von den Torsionen beeinflußt.

Ein Vergleich mit dem Rousemodell auf Abbildung 6.8 zeigt Abweichungen für die
größerenq Werte. Speziell machen sich da Unterschiede auf einer Längenskala von der
Größenordnung vonRg bemerkbar. Diese Unterschiede sind jedoch unabhängig von der Tor-
sionssteifigkeit, da man die Kurven für beide Modelle aufeinander skalieren kann in diesem
q Bereich. F̈ur den kleinstenq Wert liegen jedoch die Rouse Streufunktionen und die FRC
Funktionen aufeinander, da beide einen exponentiellen Zerfall im diffusiven Bereich zeigen.
Die Unterschiede f̈ur großeq Werte werden in (Harnau, 1998) durch die Biegesteifigkeit
begr̈undet.

Lokale Relaxation

Damit haben wir gezeigt, daß auf den großen Skalen, auf denen die Kettenstruktur identisch
ist, keine qualitativen Unterschiede zwischen dem CRC und dem FRC Modell im dynami-
schen Strukturfaktor auftreten. Auf kleineren Längenskalen kann man jedoch Unterschiede
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(Mitte) und gleichemr (unten).



98 KAPITEL 6. DYNAMISCHE EIGENSCHAFTEN DER EINZELKETTE

102 103 104 105

t [ps]

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

S
(q

,t)
/S

(q
,0

)

Rouse
FRC

102 103 104 105

t [ps]

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

S
(q

,t)
/S

(q
,0

)

Rouse
CRC

Abbildung 6.8:oben:Vergleich zwischen FRC und Rousemodell.
unten:Vergleich zwischen CRC und Rousemodell.
q = 0.05, 0.08, 0.1, 0.14, 0.2, 0.24, 0.3Å−1 (von rechts nach links).
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erwarten. Speziell ist da der Zerfall des Peaks bei3Å−1 interessant, den wir mit Torsions-
zusẗanden in Verbindung gebracht haben, und des Peaks bei5.5Å−1 (Abbildung 6.9) (siehe
auch Abschnitt 5.1). Die Peaks zerfallen im FRC Modell zu90% und mehr vibratorisch,
während die ersten drei Peaks (Torsionspeaks um3Å−1) im CRC Modell relaxatorisch auf
größeren Zeitskalen (100ps) zerfallen, diëublicherweise mit der Schmelzendynamik in Ver-
bindung gebracht werden, und die wir hier mit Torsionssprüngen in Verbindung setzen. Der
Peak beiq = 5.5 zerf̈allt in beiden Modellen vibratorisch. Dies ist noch eine Bestätigung
dafür, daß die drei Peaks mit den Torsionen zusammenhängen und die Torsionen die Schmel-
zendynamik mitbestimmen.

Damit kann man auch in der Dynamik eine Verbindung zwischen der Torsionssteifigkeit
und dem zweiten Peak im Strukturfaktor beobachten, in dem experimentell derβ Prozeß
beobachtet wird. Die hier beobachteten Effekte sind mikroskopisch nicht so aufschlußreich
wie die aus der Betrachtung vong(r, t) gewonnenen Erkenntnisse, ihr Wert liegt jedoch in
ihrer Relevanz f̈ur das Experiment.

6.4 Winkelkorrelationen

In diesem Abschnitt werden die Autokorrelationsfunktionen von Größen beobachtet, die die
Statik der Kette bestimmen: der Normalen und der Tangenten, die im Kapitel 4 eingeführt
wurden und in der Hamiltonfunktion entsprechend die Torsionswechselwirkung und die Bie-
gewechselwirkung definieren.

Normale Vektoren

Die Torsionssteifigkeit spielt eine wichtige Rolle für die Kettendynamik. Diese Rolle kann
durch die Betrachtung der zeitlichen Entwicklung der Autokorrelationsfunktion von Vekto-
ren untersucht werden, die durch Torsionspotentiale wechselwirken - das sind die in Kapitel
4 eingef̈uhrten normalen Vektoren. In diesem Fall wird das zweite Legendre Polynom des
Winkels betrachtet, den die Normale zum Zeitpunktt mit der Normale zum Zeitpunkt0 bil-
det,P2(~ν(t) · ~ν(0)). Es gibt drei Unterschiede in dem Zerfall dieser Funktion zwischen dem
CRC und dem FRC Modell (Abbildung 6.10, oben): einen quantitativen und zwei qualitative.
Im CRC Modell zerf̈allt die Funktion auf einer Skala von etwa100ps, bei FRC bei0.3ps (auf
einen Wert von1/e). Der Zerfall im CRC Modell ist jedoch im wesentlichen relaxatorisch
(durch Spr̈ungeüber die Barrieren), ẅahrend der Zerfall im FRC Modell im wesentlichen
vibratorisch ist. Der Zerfall im CRC Modell ist ferner unabhängig von der Lage der Normale
entlang der Kette (λ - Nomenklatur wie in Kapitel 4). Im FRC Modell hingegen sieht man
eine Abḧangigkeit in dem vibratorischen Zerfall, keinen Unterschied jedoch in dem relaxa-
torischen Anteil, der in beiden Modellen Rouseartig geschieht (∼ t−1). Dieses Resultat ist
etwasüberraschend, da im NMR Experiment lokale chemische Strukturen gerade im Zerfall
von Winkelkorrelationsfunktionen aufgeschlüsselt werden. Hier jedoch konnte im CRC Mo-
dell ein Vektor gefunden werden, dessen Autokorrelationsfunktion unabhängig von dieser
Struktur stattfindet. Die Kette wird damit stabilisiert durch die Torsionssteifigkeit, die Ei-
genschaften werden homogenisiert entlang der Kette. Damit können die Normalen als lokale
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Abbildung 6.11:P2- Funktionen f̈ur die CH - Reorientierung von CRC, abhängig von der
lokalen Struktur,t steht f̈ur eine trans,c für eine cis Gruppe.

Vektoren genommen werden im CRC Modell, mit deren Bewegung man typische Zeitskalen
verbinden kann. Sie ẅurden sich als Basisvektoren für eine lokale bewegliche Basis anbie-
ten, in der man andere lokale Vektoren auch dynamisch darstellen kann.

Tangenten

Eineähnliche Betrachtung läßt sich auch f̈ur die Tangentialvektoren durchführen (Abbildung
6.10, unten), die die Biegesteifigkeit definieren. Qualitativ gilt für die Tangentialvektoren
das gleiche wie f̈ur die Normalvektoren: der vibratorische Zerfall im FRC Modell ist von
der lokalen Struktur abḧangig, der relaxatorische nicht, genauso wie der komplette Zerfall
im CRC Modell. Die Zerfallszeiten sind jedoch viel größer, da die Kette viel länger braucht,
um sich in L̈angsrichtung umzuorientieren -450ps für CRC,2.ps für FRC. Im Fall von CRC
kann die Tangente auch als ein bewegter Basisvektor genommen werden.

Als ein dritter solcher Vektor ẅurde sich die Binormale anbieten. Wenn man die gemisch-
ten Korrelationsfunktionen der drei Basisvektoren aufnehmen würde, k̈onnte man den Zer-
fall der Autokorrelationsfunktion eines beliebigen Vektors betrachten, um einen Vergleich
mit dem Experiment durchzuführen. Dabei ẅurde man die Zeitskalen mit geometrischen
Bewegungen in Verbindung bringen.
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Experiment

Interessant sind diese Betrachtungen, um mit experimentellen NMR Daten einen Vergleich
durchzuf̈uhren. Bei einem NMR Experiment wird ein Spin durch einen Puls ausgerichtet,
und sein Zerfall wird in einem Magnetfeld betrachtet. Für den Vergleich mit so einem Expe-
riment erzeugt man die Wasserstoffkoordinaten von dem United Atom Modell von Polybuta-
dien (Smith et al., 1999), (Smith et al., 2001b) und beobachtet den Zerfall der Orientierungs-
vektoren dieser Atome (Abbildung 6.11). Für das hier untersuchte CRC Modell wurde in
diesen Arbeiten gezeigt, daß die aus der Simulation gewonnenen Zeitskalen quantitativ mit
dem Experimenẗubereinstimmen. Dabei wird ersichtlich, daß die lokale Struktur eine wich-
tige Rolle f̈ur die Zerfallszeiten spielt. Die Wasserstoffatome liegen weder auf der Normale,
noch auf der Tangente oder Binormale, d.h. in der Dynamik hier spielen auch die gemisch-
ten Korrelationsfunktionen der Basisvektoren eine Rolle. Man kann im Experiment nur eine
Superposition von einzelnen Bewegungen beobachten, da die Vektoren derCH Bindungen
sowohl auf die Torsionssteifigkeit als auch auf die Biegesteifigkeit sensitiv sind. Bei der Si-
mulation hat man den Vorteil, daß man die Grundbewegungen feststellen kann und diesen
Grundbewegungen Zeitskalen zuordnen kann.

Durch diese Betrachtung wurden folgende wichtige Merkmale der Kettendynamik fest-
gestellt. Zuerst spielt die Torsionssteifigkeit eine wichtige Rolle für die Festlegung der Zeits-
kalen in der Dynamik. Dabei zerfällt die normale Autokorrelationsfunktion auf einerähnli-
chen Skala, auf der auch die Rutschprozesse bei CRC stattfinden, etwa100ps. Dann spielt
die Torsionssteifigkeit eine stabilisierende Rolle, da durch die Torsionssteifigkeit die Rela-
xation der Normalen und der Tangenten unabhängig von der lokalen chemischen Struktur
stattfindet.

6.5 Torsionsspr̈unge

Der Grund f̈ur die verlangsamte Dynamik im Zerfall der normalen Autokorrelationsfunktion
sind die Torsionsbarrieren. Sie werden durch Sprüngeüberwunden. Damit ist die Orientie-
rungsrelaxation durch diese Sprünge bedingt.

Für kurze Zeiten vibrieren die Normalen um die Potentialminima. Für längere Zeiten be-
obachtet man Sprüngeüber die Torsionsenergiebarrieren (siehe Abbildung 6.12), wobei es
sich um thermisch aktivierte Prozesse handelt. Die Sprünge sind auf kurze Zeitskalen korre-
liert, für lange Zeiten werden sie jedoch unabhängig. Eine Analyse der Wartezeitverteilung
auf der100ps Skala wird auf Abbildung 6.13 dargestellt. Dabei wurden Zustände in den
Potentialminima definiert und die Zeiten zwischen den Sprüngen zwischen zwei Zuständen
aufgenommen. Die Verteilung zeigt ein Maximum für kurze Zeiten, das den korrelierten
Spr̈ungen entspricht. Durch solche Sprünge k̈onnen sich gr̈oßere Abschnitte von den Ketten
reorientieren. F̈ur lange Zeiten werden die Sprünge unkorreliert, die Verteilung hat einen ex-
ponentiellen Charakter. Insbesondere wird dann sichtbar, daß die mittlere Wartezeit im Fall
derβ Potentiale gr̈oßer ist als die f̈ur dieα-trans undα-cis. Aus einem exponentiellen Fit
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0.0150 exp(−0.0336t) β.

kann man den Anteil der korrelierten Sprünge ermitteln:

Ψ(t) = a exp(−bt). (6.8)

Die Parameter sind in Abbildung 6.13 angegeben. Der Anteil der unkorrelierten Sprünge
wird aus dem Integral dieser Funktion berechnet. Damit ergibt sich ein unkorrelierter Anteil
bei denα cis von0.31, bei denα trans von0.48 und bei denβ von 0.43. Damit sind die
Spr̈unge um dieα cis Bindungen am stärksten korreliert. Die mittlere Wartezeit wird be-
stimmt aus der Anzahl der Sprünge pro Torsion im Intervall von100ps. Daraus ergibt sich
ein Sprung im Mittel bei derα cis Bindung alle20ps, bei derα trans Bindung alle24ps, bei
derβ Bindung alle725ps und gemittelẗuber alle Torsionen alle33ps.

6.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Dynamik aus der Sicht der Einzelkette analysiert. Ein glasähn-
licher Zerfall der Rousemoden wurde beobachtet, der jedoch das Faktorisierungstheorem
nicht erf̈ullt. Die Zerfallszeiten der Rousemoden erfüllen im FRC Modell etwa ein durch die
Steifigkeit erwartetes1/p4 Gesetz. Im CRC Modell skalieren dieselben Zeiten unerwartet
wie im Rousemodell, bedingt durch dynamische Effekte. Die strukturelle Relaxation findet
in beiden Modellen mit einem̈ahnlichenβ Parameter statt. Bei der Betrachtung der Paar-
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korrelationsfunktion wurde ein Slidingprozeß beobachtet, der durch das kleine Bindung-zu-
Radius Verḧaltnis in der Statik bedingt ist. Dabei tritt dieser Prozeß im FRC Modell im
Anschluß an dem vibratorischen Zerfall auf, im CRC Modell viel später, bedingt durch die
Torsionsbarrieren. Ein Peak inr2g(r, t) für lange Zeiten markiert den Anfang der Diffusion
der Polymere. Der dynamische Strukturfaktor kann durch eine Skalentransformation zwi-
schen dem FRC und dem CRC Modell skaliert werden im Bereich des Gyrationsradius. Die
Torsionssteifigkeit ist in diesem Bereich für die Dynamik nicht konstituierend, vermutlich
jedoch die Biegesteifigkeit, was durch einen Vergleich mit dem Rousemodell gezeigt wurde.
Im Bereich des zweiten Peaks im Strukturfaktor wurden wesentliche Unterschiede zwischen
dem CRC und dem FRC Modell festgestellt, wobei im ersten Fall der Zerfall relaxatorisch
stattfindet, bedingt durch Torsionssprünge, und im zweiten vibratorisch. Eine Betrachtung
der an den Torsionswechselwirkungen teilnehmenden Normalen zeigte, daß die Torsions-
steifigkeit die Anzahl der unabhängigen Bewegungen reduziert und so die Kette stabilisiert.
Ähnliches wurde auch für die Tangenten beobachtet. Dabei findet der Zerfall der Orien-
tierungskorrelationsfunktionen im CRC Modell im wesentlichen relaxatorisch und im FRC
Modell vibratorisch statt. Der Zerfall im CRC Modell geschieht durch Sprünge, wobei die
mittlere Zeit zwischen zwei Sprüngen etwa33ps ist.



Kapitel 7

Dynamik der Schmelze

In diesem Kapitel wird die Dynamik des Systems unter dem Gesichtspunkt betrachtet, daß
es aus wechselwirkenden Teilchen besteht, die sich in effektiven Potentialen bewegen. Zu-
erst wird die Bewegung eines Monomers im effektiven Potential untersucht, das durch die
Kettennachbarn und die Monomere, die zu anderen Ketten gehören, gebildet wird. Sp̈ater
werden selbst die Polymere als einzelne Teilchen betrachtet, die durch effektive Potentiale
wechselwirken, die aus der Verbundenheit der Monomere und der Zweiteilchenwechselwir-
kungen in der Schmelze herrühren. Die Basis f̈ur die Betrachtungen bilden zeitabhängige
Zweipunktkorrelationsfunktionen und ihre Momente.

7.1 Monomerdynamik

Die zentrale Gr̈oße, die bei der Monomerdynamik eine Rolle spielt, ist die zeitliche Ver-
allgemeinerung der Zweiteilchenkorrelationsfunktion, die van Hove Funktion (Hansen und
McDonald, 1986). Ihre Momente und ihre Fouriertransformierten geben den Stoff für diesen
Abschnitt. Die zeitliche Korrelation zwischen den Dichten ist gegeben durch

Gm(~r, t) =
1

NS

∫

〈ρm(~r′ + ~r, t)ρm(~r′, 0)〉d~r

=
1

NS
〈
NS
∑

i,j 6=i

δ(~r + ~rj(t)− ~ri(0))〉+
1

NS
〈
NS
∑

i=1

δ(~r + ~ri(t)− ~ri(0))〉

= ρmgm(~r, t) + gs(~r, t). (7.1)

Die Definition für gm(~r, t) ist damit

gm(~r, t) =
1

NSρm
〈
NS
∑

i,j 6=i

δ(~r + ~rj(t)− ~ri(0))〉 =
2

NSρm
〈
NS
∑

i,j>i

δ(~r + ~rj(t)− ~ri(0))〉 (7.2)

und für gs

gs(~r, t) =
1

NS
〈
NS
∑

i=1

δ(~r + ~ri(t)− ~ri(0))〉. (7.3)
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Die Anfangsbedingung für gs ist

gs(r, 0) = δ(r) (7.4)

und für gm

gm(r, 0) = gm(r). (7.5)

Eine zum Versẗandnis von Polymerschmelzen nützliche Unterscheidung, die man machen
kann, ist eine weitere Korrelationsfunktion zwischen Teilchen unterschiedlicher Ketten zu
definieren

gmd(~r, t) =
1

NSρm

S
∑

α,γ=1
α6=γ

N
∑

n,l=1

〈δ(~r − ~rαn(t) + ~rγl (0))〉. (7.6)

Damit läßt sich schreiben

gm(~r, t) = gmd(~r, t) +
N − 1

ρm
g(~r, t). (7.7)

Im Langzeitlimes erḧalt man den̈uber die Box gemittelten Wert

lim
t→∞

Gm(r, t) =
1

NS
ρ2
mV = ρ. (7.8)

Ähnlich gilt für gm(~r, t)

lim
t→∞

gm(r, t) = 1− 1

NS
≈ 1 (7.9)

und für gs undg

lim
t→∞

gs(r, t) =
1

V
= lim

t→∞
g(r, t). (7.10)

Für lange Zeiten wird ein Gleichgewichtswert erreicht, d.h. der Mittelwertüber das Volumen
entspricht diesem Gleichgewichtswert. Deshalb kann man beide Seiten der Gleichung (7.7)
über das Volumen integrieren, und man erhält für den Fall langer Zeiten

lim
t→∞

gmd(r, t) = 1− 1

S
. (7.11)

7.1.1 Mittlere quadratische Verschiebungen

Eine einfach zu beobachtende Größe ist das mittlere Verschiebungsquadrat der Monome-
re. Diese Gr̈oße wird f̈ur die drei verschiedenen Typen von Monomeren beobachtet. Dabei
stellt sich heraus, daß die Typen sich in zwei Klassen ordnen lassen: Endmonomere von Ket-
ten und innere Monomere, die voneinander unterscheidbar sind. Die geraden Momente der
Koordinatendifferenzen eines Teilchens sind

∆r2k(t) =
〈

|~r(t)− ~r(0)|2k
〉

=

∫

V

[~r(t)− ~r(0)]2k gs(~r, t)d~r , (7.12)
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Abbildung 7.1: Mittlere quadratische Verschiebung der Endmonomere bei FRC und CRC im
Vergleich.
FRC: für kleinet ballistischer Bereich (t < 10−1ps, ∆r2 < 2×10−1Å2); Übergang zum sub-
diffusiven Verhalten ( bist < 100ps, ∆r2 < 2×100Å2), subdiffusiver Bereich (bist < 103ps,
∆r2 < R2

g), Übergangsbereich; subdiffusiver Bereich (bist < 8× 104ps, ∆r2 < R2
e); in die-

sem Bereich zeigt sich als einzigem der Rouseexponent2/4; diffusiver Bereich (abt > 105).
CRC: Der ersteÜbergangsbereich zeigt ein qualitativ anderes Verhalten, es bildet sich der
Anfang eines Plateaus. Dies erstreckt sich bis (t < 2× 102ps, ∆2 < 2× 101Å2). Der subdif-
fusive Bereich endet beit ≈ 8× 104ps, der diffusive Bereich wird nicht erreicht.

wobei die ungeraden Momente aus Symetriebetrachtungen verschwinden und das zweite
Moment f̈ur k = 1 das mittlere Verschiebungsquadrat ergibt.

Für Zeiten, die viel kleiner sind als die mittlere Zeit zwischen zwei Stößen, bewegen sich
die Teilchen n̈aherungsweise ballistisch in einer einfachen Flüssigkeit:

~rj(t) = ~rj(0) + ~vj(0)t , j = 1, . . . , NS . (7.13)

Die Geschwindigkeiten sind dabei, abhängig von der Temperatur, Maxwellverteilt:

fM(~v) =

(

2πkBT

m

)− d
2

exp

[

− m

2kBT
~v2

]

. (7.14)
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Abbildung 7.2: Mittlere quadratische Verschiebung der Monomere bei FRC und CRC: Ver-
gleich zwischen Endmonomeren und inneren Monomeren.
FRC: Die Kurve f̈ur die Innenmonomere liegt unterhalb der Kurve für die Endmonomere; der
ballistische Bereich endet früher f̈ur die inneren Monomere. Eine Trennung zwischen Rousebe-
reich (Exponent1/2) und subdiffusivem Bereich (Exponent2/3) gibt es f̈ur die Innenmonome-
re nicht, der effektive Exponent ist0.6. Wahrscheinlich spielt die Steifigkeit eine Rolle, die die
Endmonomere nicht spüren. DerÜbergang in den diffusiven Bereich findet etwa gleichzeitig
statt f̈ur die End- und Innenmonomere, ab dann liegen beide Kurven aufeinander.
CRC: ähnlich wie FRC; das Plateau wird ausgeprägter bei den Innenmonomeren, die an
mehr Wechselwirkungen als die Endmonomere teilnehmen und mehr Einschränkungen in der
Bewegung haben.

Damit ergibt sich f̈ur die Autokorrelationsfunktion

gbal
s (~r, t) = 〈 (~r − [~rj(t)− ~rj(0)]) 〉j=〈δ (~r − ~v t) 〉~v

=

∫

d~v fM(~v) δ (~r − ~v t) (7.15)

= t−d
(

2πkBT

m

)− d
2

exp

[

− m

2kBT

~r2

t2

]

.
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Abbildung 7.3: Temperaturabhängigkeit des mittleren Verschiebungsquadrats:
oben: Endmonomere. Im ballistischen Bereichüberholen die Monomere bei353K alle ande-
ren, im subdiffusiven Bereich stört allerdings die Torsionssteifigkeit die Dynamik, und die FRC
Kette wird schneller. Mit abnehmender Temperatur bildet sich ein Plateau, das bei240K einen
horizontalen Bereich aufweist (bei100ps). Der Übergang in den subdiffusiven Bereich erfolgt
bei allen bei etwa10Å.
unten: Innenmonomere. Die FRC Ketteüberholt schon im ersten̈Ubergangsbereich alle an-
deren. DerÜbergang in den subdiffusiven Bereich erfolgt auch bei10Å.
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Benutzt man nun den Gleichverteilungssatz für die kinetische Energie

Ekin =
1

2
m
〈

~v2
〉

=
d

2
kBT , (7.16)

so erḧalt man f̈ur das mittlere Verschiebungsquadrat

∆r2(t)=
〈

~v2(t)
〉

t2=
dkBT

m
t2. (7.17)

Damit läßt sich die Autokorrelationsfunktion im ballistischen Regime schreiben als

gbal
s (~r, t) =

(

2π∆r2(t)

d

)− d
2

exp

[

−d
2

~r2

∆r2(t)

]

mit d = 1, 2, 3 . (7.18)

Im Langzeitlimes erfahren die Teilchen viele Zufallsstöße, man kann die Dynamik durch
einen Zufallsprozeß modellieren. Für einen Random Walk in kontinuierlicher Zeit indRaum-
dimensionen erḧalt man (Paul und Baschnagel, 2000)

gRWs (~r, t) = (4πD t)−
d
2 exp

(

− ~r2

4D t

)

, (7.19)

D ist dabei die Diffusionskonstante, und sie entspricht bei einem gaußschen Prozeß dem
zweiten Moment der Verteilung, hier

D = lim
t→∞

∆r2(t)

2 d t
. (7.20)

Somit kann man in diesen zwei Bereichen, für kurze und f̈ur lange Zeiten, den allgemeinen
gaußschen Ansatz für die Autokorrelationsfunktion machen:

gGauß
s (~r, t) =

(

2π∆r2(t)

d

)− d
2

exp

[

−d
2

~r2

∆r2(t)

]

. (7.21)

Was in der Mitte, zwischen diesen Bereichen passiert, ist das Zentralthema der folgenden
Untersuchungen. Einerseits spielt die Verbundenheit der Monomere eine Rolle, man erwar-
tet ein t1/2 Verhalten der mittleren Verschiebungsquadrate im sogenannten Rouse Bereich
(Doi und Edwards, 1994). Zusätzlich spielt die Steifigkeit eine Rolle (Harnau und Reineker,
1999). Andererseits beeinflussen die Wechselwirkungen mit anderen Ketten und topologi-
sche Einschr̈ankungen (Verbot der Durchquerung von anderen Ketten) die Dynamik (Shaffer,
1994). Dadurch erḧalt man wahrscheinlich das subdiffusive Verhalten mit dem Exponenten
≈ 2/3. Im CRC Modell spielt sich eine Verlangsamung der Dynamik durch Verschränkun-
gen ab: einerseits durch Verbundenheit zwischen den Monomeren und die Torsionssteifigkeit
entlang der Kette, andererseits durch die Packung in der Schmelze, wobei die Verschränkun-
gen durch Monomere verursacht werden, die zu Fremdpolymeren gehören.

Betrachten wir den Vergleich zwischen dem FRC und dem CRC Modell. Während des
Simulationslaufs durchläuft das FRC Modell alle besprochenen Bereiche. Das CRC Modell
hingegen erreicht nicht den Diffusionsbereich, da die Dynamik durch Torsionsbarrieren we-
sentlich langsamer ist. Das FRC Monomer durchläuft fünf Bereiche (Abbildung 7.1): einen
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ballistischen Bereich, einen̈Ubergangsbereich, einen subdiffusiven Bereich, einen zweiten
Übergangsbereich und endet im diffusiven Bereich. Interessant ist insbesondere der subdif-
fusive Bereich. In anderen Arbeiten wurde schon der Exponent

∆r2(t) ∼ tα (7.22)

α ≈ 0.6 angegeben (Paul et al., 1991), (Paul et al., 1998). Diese Zahl liegt sehr in der Nähe
eines rationalen Exponentenα = 2/3. In der Rousetheorie kann man die mittleren Verschie-
bungsquadrate durch die Rousemoden ausdrücken (f̈ur t < τ1) (Grosberg und Khokhlov,
1994), (Granek, 1997):

〈∆r(t)2〉 ∼
∫ N

0

dp

pn

{

1− exp

(

−tp
n

τ1

)}

∼ t1−
1
n . (7.23)

Für das Rousemodell erhält man mitn = 2 einen Exponenten von1/2, für steife Ketten
mit n = 4 einen Exponenten von3/4. Interessant ist, daß einn = 3 wie bei der Statik von
Polybutadien betrachtet einen Exponenten von2/3 liefert. Es ist allerdings nicht klar, was
genau den Exponenten hier verursacht, ob das Effekte sind, die man in der Statik beobachten
kann (durch Interkettenwechselwirkungen) oder dynamische Effekte wie topologische Ein-
schr̈ankungen (Entanglements). Ein Einzelkettenmodell kann keine ungeraden Exponenten
n aufweisen, da damit die Head-Tail Symmetrie verletzt sein würde (man ẅurde dann dritte
Ableitungen in der Langevingleichung für die Monomere erhalten)1.

Ein Monomer im CRC Modell l̈auft nach dem ballistischen Bereich und demÜbergangs-
bereich in einen Plateaubereich ein (Abbildung 7.1). Dieser glasähnliche Bereich ist bei ein-
fachen Fl̈ussigkeiten und Polymeren in der Nähe des Glas̈ubergangs bekannt. Nach dem
Plateaubereich beobachtet man einenÜbergang in den subdiffusiven Bereich, der Diffusi-
onsbereich wird nicht erreicht.

Betrachten wir nun die Temperaturabhängigkeit des mittleren Verschiebungsquadrats
(Abbildung 7.3). Einerseits nimmt die mittlere Geschwindigkeit mit abnehmender Tempe-
ratur ab. Daher liegen die Kurven für niedrigere Temperaturen unter den Kurven für hohe
Temperaturen. Mit abnehmender Temperatur bildet sich ein Plateau aus, das einen für den
Glas̈ubergangsbereich typischen flachen Bereich bei240K aufweist. Das Plateau, dessen
Höhe mit abnehmender Temperatur abnimmt, wird mit einem modifizierten Käfigeffekt er-
klärt, das durch die Packungunddie Torsionssteifigkeit verursacht wird: das Monomer bleibt
in der n̈aheren Umgebung gefangen genommen von Nachbarmonomeren, und es dauert eine
Weile, bis es entkommen kann. In einem Kristall würde die Kurve dort enden, da die Teilchen
ihre Kristallzelle normalerweise nicht verlassen können. Im Glas und in der Schmelze sind
solcheÜberg̈ange wahrscheinlicher. Dabei spielen bei Polybutadien Torsionssteifigkeit und
Packungsdichte eine konstituierende Rolle für die Plateaubildung und seine Dimensionen.

1Ein Vielkettenmodell k̈onnte allerdings solche Effekte berücksichtigen. Es ist bekannt, daß ein Teilchen,
daß an einer flexiblen Membrane befestigt ist, einen Exponenten in den Verschiebungen von2/3 aufweist (Gra-
nek, 1997). Ob allerdings dieser Exponent mit dem hier beobachteten in Verbindung gebracht werden kann, ist
unklar. Es ist denkbar, daß für kurze Zeiten tats̈achlich durch Kreuzungen von den Ketten eine zweidimensio-
nale Elastiziẗat aufgebaut wird, die dann zu einem effektiven Exponenten von2/3 führt.
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Als nächstes betrachten wir den Unterschied zwischen dem Verhalten von Endmonome-
ren und inneren Monomeren (Abbildung 7.2). Die Kurven für die Innenmonomere werden
von den Kurven der Endmonomere majoriert. Das ist anschaulich klar, da die Endmonome-
re wenigere Zwangsbedingungen erfüllen müssen. Im Diffusionsbereich gibt es dann keinen
Unterschied zwischen beiden Typen, die Schmelze verhält sich wie eine einfache Flüssigkeit.

7.1.2 Nichtgaußsche Parameter

Betrachten wir die Fourietransformierte der van Hove Funktion, die so genannte intermediäre
Streufunktion

Sm(~q, t) =

∫

d~r Gm(~r, t) exp [i~q · ~r] =
1

NS

〈

NS
∑

j=1

NS
∑

k=1

exp [i~q · (~rj(t)− ~rk(0))]

〉

. (7.24)

Wie bei der Ortsfunktion unterscheidet man hier den Selbstanteil (in der experimentellen Li-
teratur inkoḧarent genannt) und den Distinktanteil (in der experimentellen Literatur kohärent
genannt). In diesem Abschnitt interessiert uns der Selbstanteil

Ss(~q, t) =
1

NS

〈

NS
∑

j=1

exp [i~q · (~rj(t)− ~rj(0))]

〉

. (7.25)

Als Fouriertransformierte muß diese Funktion im ballistischen und im Diffusionsbereich
gaußsch sein:

Ss(~q, t) ∼ exp

[

−∆2(t)

2 d
~q2

]

. (7.26)

Da die Funktion in zwei Grenzbereichen gaußsch ist, könnte man einen gaußschen Ansatz
für den ganzen Definitionsbereich annehmen und Korrekturen dazu einführen. Die Prozedur
wird in (Rahman, 1964) und in (Boon und Yip, 1980) beschrieben. Im wesentlichen ist es
eine Kumulantenentwicklung um die Gaußfunktion, die zum Ergebnis in drei Dimensionen
führt:

Ss(q, t) = exp

[

−q
2

6
∆2(t)

]

(7.27)

×

{

1 +
1

2!
α2(t)

[

q2

6
∆2(t)

]2

− 1

3!
[α3(t)− 3α2(t)]

[

q2

6
∆2(t)

]3

+ . . .

}

Die nichtgaußschen Parameterαn sind durch die geraden Momente angegeben:

αn(t) =
∆2n(t)

cn [∆2(t)]n
− 1 , (7.28)

cn =
1 · 3 · 5 · · · (2n+ 1)

3n
. (7.29)
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Abbildung 7.4: Nichtgaußscher Parameter bei CRC und FRC: Vergleich zwischen Endmono-
meren und inneren Monomeren.
FRC: Beide Kurven erreichen einen maximalen Wert von etwa0.15. Die Anfangswerte liegen
bei 0.03 für die Endmonomere und0.07 für die Mittelmonomere. Der erste Peak der Innen-
monomere (Hauptpeak) liegt bei0.05ps, für die Endmonomere ist da nur ein leichter Anstieg
zu sehen. Zwei weitere Peaks der Innenmonomere liegen bei30ps und bei6000ps. Bei den
Endmonomeren liegt der Hauptpeak bei5ps, kleinere Vorpeaks bei0.07ps und0.3ps.
CRC: Das Maximum f̈ur die Endmonomere erreicht einen Wert von0.6 bei 30ps, für die In-
nenmonomere0.35 bei 100ps. Die Anfangswerte liegen bei0.04 bzw.0.06. Die Kurve f̈ur die
Endmonomere zeigt im wesentlichen einen Peak mit einem Vorpeak, der an der Stelle des er-
sten Vorpeaks für FRC liegt. Die Kurve f̈ur die Innenmonomere zeigt einen Hauptpeak und
zwei kleine Peaks, der erste mit Wert0.08 bei 0.05ps wie bei FRC, der zweite mit Wert0.17
bei30000ps.

Bei Computersimulationen wurde oft schonder Nichtgaußsche Parameterα2(t) untersucht,
deshalb ist es sinnvoll, zum Vergleich hier diese Größe zu diskutieren:

α(t) := α2(t) =
3

5

∆4(t)

[∆2(t)]2
− 1. (7.30)

Für gaußsche Funktionen verschwindet dieser Ausdruck. Für kurze und f̈ur lange Zeiten
erwartet man, daß diese Funktion verschwindet, während sich im Zwischenbereich ein Peak
ausbildet.
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Abbildung 7.5: Temperaturabhängigkeit des nichtgaußschen Parameters:
oben: Endmonomere. Der erste Peak (bei0.5ps) ist temperaturunabḧangig. Der zweite ver-
schiebt sich von5 zu40 nach400ps mit abnehmender Temperatur, der Wert wächst von0.25
zu 0.6 nach0.8. Während die aufsteigende Flanke die Steigung behält, wird die abfallende
Flanke steiler.
unten: Innenmonomere. Erster Peak wie oben. Zweiter Peak verschiebt sich von(8, 0.2), zu
(80, 0.37) nach(1600, 0.48) mit absteigender Temperatur.
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Betrachten wir zuerst den Vergleich zwischen dem FRC und dem CRC Modell und par-
allel dazu den Vergleich zwischen Endmonomeren und Mittelmonomeren. (Abbildung 7.4).
Bei CRC erreicht der Wert des nichtgaußschen Parameters einen Wert von0.6 für die End-
monomere bzw.0.35 für die Innenmonomere, ẅahrend bei FRC der maximale Wert bei0.15
liegt. Der Wert f̈ur CRC istähnlich hoch wie bei Gläsern (Scheidler, 2001), (Horbach, 1998),
besonders f̈ur die Endmonomere. Die Anfangswerte für die Innenmonomere von FRC liegen
nahe bei den entsprechenden Werten von CRC,ähnliches gilt auch f̈ur die Endmonomere.
Die Werte sind verschieden von Null. Der Grund dafür ist, daß die Monomere durch feste
Verbindungen miteinander verbunden sind und sich für kurze Zeiten auf eine Mannigfaltig-
keit der “mittleren” Dimensiond = (3N − (N − 1))/N = 2 + 1/N bewegen. Dabei stehen
den Innenmonomeren nur2 Freiheitsgrade zur Verfügung, daf̈ur den Endmonomeren im Mit-
tel aber2.5 pro Monomer (vergleiche dazu etwa eine Ringkette, bei der2 Freiheitsgrade pro
Monomer vorhanden sind). Dadurch ist auch die größere mittlere quadratische Verschiebung
der Endmonomere für kleine Zeiten zu erklären, sie besitzen eine höhere kinetische Energie.
Die Formel f̈ur die nichtgaußschen Parameter gilt aber nur für d = 3. Andererseits besteht
kein linearer Zusammenhang zwischen den Koordinaten in3d und den verallgemeinerten
Koordinaten, daher kann man nicht erwarten, daß die hier beobachtete Verteilung gaußsch
sein wird, sie ist nur gaußsch (im ballistischen Bereich) in den entsprechenden verallgemei-
nerten Koordinaten.

Bei den Endmonomeren (Abbildung 7.4) spielt die Torsionssteifigkeit in soweit eine Rol-
le, als daß es quantitative Unterschiede zwischen dem FRC und dem CRC Modell gibt. Bei
den Mittelmonomeren hingegen sind die Unterschiede qualitativer Natur.

Die Temperaturabḧangigkeit wird in Abbildung 7.5 dargestellt. Die Maxima verschie-
ben sich zu l̈angeren Zeiten mit abnehmender Temperatur, die Höhe nimmt zu, wie auch in
einfachen Fl̈ussigkeiten beobachtet (Scheidler, 2001), (Horbach, 1998).

7.1.3 Van Hove Autokorrelationsfunktion

Die naẗurliche Beschreibung der Dynamik im Einteilchenbild bei einer Computersimulati-
on ist in der Sprache der van Hove Autokorrelationsfunktion. Im Experiment und auch bei
theoretischen Untersuchungen wird ihre Fouriertransformierte untersucht. Die Information
in beiden F̈allen ist naẗurlich dieselbe. Die van Hove Autokorrelationsfunktion hat allerdings
eine anschaulichere Bedeutung als ihre Fouriertransformierte, multipliziert mitr2 gibt sie
die Wahrscheinlichkeit an, daß sich das Teilchen im Abstandr vom Startpunkt zum Zeit-
punktt befindet, wenn es am Anfang beir = 0, t = 0 war. Meistens werden in der Literatur
nur die Momente (zweites und viertes) dieser Funktion angegeben, in dieser Arbeit wird die
Funktion selbst untersucht.

Betrachten wir zuerst wieder den Vergleich zwischen dem CRC und dem FRC Mo-
dell. Zuerst wird die dreidimensionale Struktur der van Hove Funktion untersucht, später
die Schnitte der Fläche mit den Koordinatenebenen und Ebenen, die parallel dazu sind. Die
Daten erstrecken sich in beiden Fällen bis105ps in der Zeit (sieben Gr̈oßenordnungen), bis
80Å bei FRC und30Å bei CRC im Raum (siehe Abbildung 7.6).gs wurde logarithmisch
aufgetragen und erstreckt sichüber10 Größenordnungen. F̈ur kurze (< 1ps) und lange Zei-
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Abbildung 7.6: Van Hove Autokorrelationsfunktiongs(r, t) mit Niveaulinien gleichesr für
CRC bei273K (oben) und FRC (unten). Spezifisch beim CRC Modell ist die Plateaubildung,
die beim FRC Modell fehlt.
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ten (> 103ps) gibt es nur quantitative Unterschiede in der Flächenstruktur. In dem Zwi-
schenbereich und für r < 5Å bildet sich bei dem CRC Modell eine Zwischenstufe, die
die Verz̈ogerung der Dynamik darstellt. Die Daten für die langen Zeiten (> 100ps) wurden
durch Splines approximiert, um die Funktion für kleiner zu erhalten, wo durch wenige Er-
eignisse die Daten besonders verrauscht sind. Auffällig ist das algebraische Verhalten von
gs(r = 0, t) und die Plateaus in den Niveaukurven im CRC Modell. Diese Merkmale werden
nun ausf̈uhrlicher studiert anhand der Schnitte der Fläche mit verschiedenen Ebenen.

Betrachten wir den Schnitt mit der (gs, t) Ebene und Parallelen dazu beim CRC Modell
(Abbildung 7.7 oben). F̈ur kleiner und t zerf̈allt die Funktion algebraisch mit einem Ex-
ponenten von−2. Dieser Bereich entspricht der ballistischen Bewegung der Teilchen auf
einer Mannigfaltigkeit der Dimension2 (siehe 7.18). Reduktion auf eine zweidimensionale
Mannigfaltigkeit bei kurzen Zeiten ensteht durch die konstant gehaltenen Bindungslängen.
Bei etwa1ps bildet sich ein Plateau aus, die erste Ableitung∂ log gs(r = 0, t)/∂ log t ≈ 0.
Dabei wird die zweite Ableitung vongs positiv im Übergangsbereich. Der Plateau Bereich
entspricht einem K̈afig, in dem das Teilchen gefangen bleibt. Bei einem Kristall wäre hier
das Ende der Funktionsänderung, sie ẅurde nicht weiter zerfallen. Bei einem Glas beobach-
tet man ein̈ahnliches Verhalten wie hier. Bei etwa103ps findet ein anderer Crossover statt
zu einem Bereich mit einem Exponenten von etwa−1, die zweite Ableitung wird negativ im
Übergangsbereich. Wenn man für diesen Bereich die Skalenannahme macht, daß es nur eine
relevante L̈angenskala in diesem Bereich gibt

gs(r, t) ∼ f

(

r√
∆r2

, t

)

(7.31)

und benutzt, daß
∫

f

(

r√
∆r2

)

drd (7.32)

dimensionslos ist, so erhält man durch gleichzeitiges skalieren vonr und ∆r2 (was einem
anderen Maßstab entspricht)

gs(r, t) = (∆r2)−d/2f

(

r√
∆r2

)

. (7.33)

Ein Zerfall wiet−2 in zwei Dimensionen entspricht einem ballistischen Verhalten∆r2 ∼ t2,
ein Zerfall vongs(r = 0, t) wie t−1 einem Verhalten des zweiten Moments wie

∆r2 ∼ t
2
3 . (7.34)

Dieses Verhalten ist nicht exakt erfüllt f ür das zweite Moment, außer für die Endmonomere
für mehrere Gr̈oßenordnungen in der Zeit und im Ort. Es ist allerdings ein Hinweis dafür,
daß hier m̈oglicherweise ein stabiles Regime vorliegt. Die Funktiongs(r = 0, t) beschreibt,
wie das Teilchen seinen ursprünglichen Ort verl̈aßt: das passiert nach algebraischen Gesetzen
mit einem Plateaubereich und Crossover Bereichen dazwischen.

Betrachtet man die Kurve für ein r > 0, so beschreibt sie, wie ein Teilchen zu diesem
Ort kommt (steigendesgs, positive erste Ableitung) und wie es wieder diesen Ort verläßt
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(abfallendesgs, negative erste Ableitung). Für r = 1.2 verweilt das Teilchen etwa50ps
in der N̈ahe dieses Ortes, es ist gefangen in einem Käfig. Bei r = 1.5 bleibt die zweite
Ableitung positiv imÜbergangsbereich, beir = 2 ändert sich jedoch die Krümmung, die
zweite Ableitung wird positiv und wieder negativ. Wenn man bedenkt, daß die Funktion
durch Mittelungüber viele Teilchentrajektorien entsteht, kann man sagen, daß ein Teil der
Monomere den Ortr = 2 relativ schnell erreicht, der größere Teil jedoch viel länger daf̈ur
braucht (so genannte dynamische Heterogenität auf dieser Ortsskala). Für r > 7 existiert
dieserÜbergangsbereich nicht mehr, die zweite Ableitung ist negativ im ganzen Verlauf der
Kurve.

Der Unterschied zwischen dem CRC und dem FRC Modell ist in dem Plateaubereich;
dieser Bereich fehlt v̈ollig bei dem FRC Modell, man beobachtet keine Heterogenitäten. Statt
dessen m̈undet der erste stabile Bereich direkt in den zweiten stabilen Bereich. Damit haben
die Vierteilchenwechselwirkungen (Torsionen) einen dramatischen Einfluß auf das Verhalten
der Autokorrelationsfunktion im mesoskopischen Bereich.

Eine Temperaturänderung hat auch einenähnlich starken Einfluß auf das qualitative Ver-
halten der Autokorrelationsfunktion, wie man schon bei der Betrachtung der Momente dieser
Funktion feststellen konnte. BeiT = 240K ist die Plateaubildung noch ausgeprägter als bei
T = 273K (Abbildung 7.8). Bei etwar ≈ 2 ist der Knick in dem Funktionsablauf nach
dem Plateau besonders deutlich zu beobachten. Für größerer nimmt die Korrelationsfunk-
tion algebraisch zu (r ≈ 5), ein Verhalten, das man beim FRC Modell oder bei höheren
Temperaturen nicht beobachten kann.

Bei T = 353K (Abbildung 7.8 unten) kann man keinen qualitativen Unterschied zum
FRC Modell feststellen, damit hat eine Temperaturerhöhung von80K in diesem Fall eine
ähnliche Auswirkung auf die Autokorrelationsfunktion wie das Abschalten der Vierteilchen-
wechselwirkungen (Torsionspotentiale).

Betrachtet man die Schnitte der Fläche mit Fl̈achen gleicher Zeit, so kann man nur kleine
qualitative Unterschiede im Verhalten feststellen. Diese Unterschiede wurden schon durch
die Momente der Autokorrelationsfunktion quantifiziert, und diese Momente liefern eine
klarere Beschreibung der Verteilungsfunktionen gleicher Zeit. Sie sind in der Regel nicht-
gaußsch. Exemplarisch werden hier die Funktionen für das FRC und das CRC Modell bei
T = 273K betrachtet. Die Unterschiede sind in der mesoskopischen Dynamik, wobei die
Kurven für CRC exponentiellen Zerfall zeigen (Geraden für log t = 2) und die f̈ur FRC eine
Krümmung aufweisen.

Als letzter Punkt in der Beschreibung werden die Schnitte der Fläche der Autokorrelati-
onsfunktion mit der(r, log t) Ebene betrachtet. Man erhält diese Kurven aus der Gleichung

log gs(r, log t) = const. (7.35)

Aus den Bildern sieht man (Abbildung 7.10), daß manr als Funktion vonlog t schreiben
kann:

r = f(log t). (7.36)

Man beobachtet drei verschiedene Bereiche bei denäußeren Kurven: im ersten Bereich
wächst diese Funktion mit positiver Krümmung (bislog t ≈ 1ps). Im zweiten Bereich ist die
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Abbildung 7.7:oben:gs(r, t) mit Niveaulinien f̈ur gleichesr für CRC bei273K mit
r = 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 1, 1.2, 1.3, 1.5, 2, 2.5, 3, 3.5, 4, 4.5, 5, 5.5, 6, 6.5, 7, 8 . . .. Plateau-
bildung ist deutlich zu sehen.
unten: FRC mit den gleichen Niveauwerten vonr. Eine Plateaubildung ist nicht zu beobach-
ten.
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Abbildung 7.8:oben:gs(r, t) mit Niveaulinien f̈ur gleichesr für CRC bei240K mit
r = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1, 1.2, 1.2, 1.5, 2, 2.5, 3, 3.5, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. Das
Plateau ist stark ausgeprägt.
unten: CRC bei353K mit den gleichen Niveaulinien für kleiner wie oben. Keine Plateaubil-
dung.
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Abbildung 7.9:obenCRCT = 273K: links : gs(r, t) mit Niveaulinien f̈ur gleichest mit
log t = −2,−1.5,−1,−0.5, 0, 0.5, 1, 1.5, 2; rechts mitlog t = 2, 2.5, 3, 3.5, 4, 4.5, 5. Interes-
sant ist der exponentielle Zerfall beilog t = 2.
unten FRCT = 273K: links : gs(r, t) mit Niveaulinien f̈ur gleichest mit
log t = −2,−1.5,−1,−0.5, 0, 0.5, 1, 1.5, 2; rechts mitlog t = 2, 2.5, 3, 3.5, 4, 4.5, 5.
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Abbildung 7.10:gs(r, t) mit Niveaulinien f̈ur gleichesg, äußere Kurven mitlog g ≈ −7, innere
mit log g ≈ 1.
obenT = 273K: links : CRC, rechts: FRC. Auch hier beobachtet man die Plateaubildung bei
CRC alsÄnderung der Kr̈ummung.
unten links: CRCT = 240K: rechts CRCT = 353K.
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Abbildung 7.11:log r2gs(r, t) mit Niveaulinien f̈ur gleichesg für CRC bei273K . Die Struktur
zeigt die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens. Auf dem unteren Bild ist deutlich das
Einlaufen des Teilchens in den “Käfig” (bis log t = 0) und das Auslaufen (nachlog t = 1.5).
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Steigung positiv, die Kr̈ummung hat jedoch einen (absolut) kleineren Wert. Beim CRC Mo-
dell ist einÜbergangsbereich deutlich, bei FRC ist derÜbergang nahtlos. Im dritten Bereich
biegt die Kurve zur = 0, die Krümmung wird negativ, die Steigung negativ. Bei den inne-
ren Kurven fehlt der zweite Bereich. Der dritte Bereich beschränkt das Teilchenpacket für
große Zeiten. In dieser Auftragung ist deutlich, wie die ursprünglicheδ-Funktion zerfließt.
Der Übergangsbereich zwischen dem ersten und zweiten Bereich ist stärker ausgeprägt mit
abnehmender Temperatur.

Für die physikalische Interpretation ist es günstiger, wenn man die Niveaukurven der
Funktionlog r2g(r, t) betrachtet (Abbildung 7.11). In dieser Auftragung istr keine Funktion
mehr vonlog t. Man beobachtet den ballistischen Bereich für kurze Zeiten, den Plateaube-
reich, in dem das Teilchen gefangengenommen wird und den Ausbruch aus dem Käfig, der
zeitlich mit dem Slidingprozeß̈ubereinstimmt. Damit kann man vermuten, daß der Ausbruch
aus dem K̈afig durch den Slidingprozeß geschieht.

7.1.4 Distinkte van Hove Funktion

Die Teilchen, die die Umgebung für ein Teilchen bilden, werden durch die distinkten van
Hove Funktionengmd undgm beschrieben. Zuerst wirdgmd betrachtet. Interessant ist dabei
das Auff̈ullen des Excluded Volume Loches und der Zerfall der Peaks der nächsten Nachbar-
schalen. Im3d Bild fallen zun̈achst quantitative Unterschiede zwischen dem CRC und dem
FRC Modell auf (Abbildung 7.12)-die Funktiongmd zerf̈allt vollständig auf dem betrach-
teten Zeitintervall f̈ur FRC, f̈ur CRC nicht. Qualitative Unterschiede stellt man fest, wenn
man die aufsteigende Flanke des ersten Peaks betrachtet: beim CRC Modell bildet sich ein
Plateau aus im Bereichlog t ≈ 0 im Unterschied zu FRC. Dieses Verhalten ist besser zu
untersuchen im2d Schnitt mit der(g, log t) Koordinatenebene (Abbildung 7.13 ). Für kleine
r < 3.6 beobachtet man bei CRC eine Funktiongmd(r = const, log t) mit positiver erster
Ableitung, bei der sich ein Plateau für r > 2.5 undlog t > −1 bildet. Physikalisch sieht man
hier das Auff̈ullen des Excluded Volume Loches. Für r > 3.6 beobachtet man den Zerfall
des ersten Peaks, das in ein Auffüllen des Loches für lange Zeiten̈ubergeht. Je größerr,
desto sp̈ater findet dieser̈Ubergang statt. So beobachtet man den Zerfall beir = 4.5 auf ein
Plateau und weiter auf eine Mulde, von der die Funktion zu ihrem Langzeitlimes aufsteigt.
Dabei gibt es Kurven, die im ganzen Zeitintervall relativ konstanten Wert haben. Ihre Be-
deutung wird sp̈ater klarer, wenn man die Fläche “von oben” betrachtet. Die Kurven sind bei
ihrer Mündung im letzten Kurvenverlauf zum Limeswert nach ihremr Wert geordnet, d.h.
je kleinerr, desto sp̈ater wird der Limeswert erreicht. Der qualitative Unterschied zum FRC
Modell liegt darin, daß sich bei FRC kein Plateau bildet.

Betrachtet man den räumlichen Verlauf der Kurven für gleiche Zeiten (Abbildung 7.14),
so stellt man keine qualitativen Unterschiede zwischen beiden Modellen fest. Die Peakstruk-
tur ist beim CRC Modell nachlog t ≈ 2.5 zerfallen, bei FRC nachlog t ≈ 1.

Die Schnitte mit dengmd = const Ebenen (Abbildung 7.16) zeigen noch einmal den Zer-
fall der Peaks wie eben erwähnt. Die Plateubildung stellt man fest an der ersten Niveaulinie
(0.1) bei CRC (und deutet auf eine verstärkte Transversalbewegung wegen der Verzögerung
in der Dynamik, siehe Abbildung 7.19) sowie an den verlängerten Peaks (z.B0.75). Inter-
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Abbildung 7.12:gmd(r, t) mit Niveaulinien f̈ur gleichesr für CRC (oben) und FRC Modell
(unten) beiT = 273K. Der asymptotische Wert wird nur beim FRC Modell erreicht. Unter-
schiede sind an der Frontseite des ersten Maximums zu sehen, wobei sich beim CRC Modell
Plateaus bilden.
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Abbildung 7.13:gmd(r = const, t) für CRC T = 273K (oben) und FRC (unten),r =
1, 2.5, 3, 3.5, 3.6, 3.7, 3.8, 4, 4.5, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 15, von unten nach oben, gezählt bei großen
Zeiten. Die Plateaubildung im CRC Modell deutet auf transversale Bewegung hin, die durch
die verlangsamte Dynamik in longitudinaler Richtung im CRC Modell gefördert wird (siehe
Text).
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Abbildung 7.14: Auff̈ullen des excluded Volume Loches und des Korrelationsloches. Darstel-
lung vongmd(r, t = const) für T = 273K, t = −2, 0, 1, 2, 2.5, 3, 3.5, 4, 5, CRC (oben) und
FRC (unten). Stabile Punkte beir ≈ 8.4 sind deutlich zu sehen.
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Abbildung 7.15: “K̈afig” Effekt in einfachen Fl̈ussigkeiten (aus (Scheidler, 2001)) und in dich-
ten Polymerschmelzen. Im ersten Fall erfolgt die Bewegung in zufälliger Richtung, bei Polyme-
ren bevorzugt entlang der Kette.

essant ist das Stück der Fl̈ache, das eine Ḧohe von etwa0.87 aufweist (r ≈ 8.4). Dieser
Streifen bleibt stabil auf sehr lange Zeitskalen (bislog t ≈ 4.5), bevor er nach unten zu klei-
nenr abbiegt. Sogar in diesem Bereich ist seine Breite größer als von den Nebenbereichen.
Dieser Streifen bildet eine Separatrix zwischen der ersten und zweiten Koordinationsschale,
die sehr stabil ist - d.h. die Schalenanordnung bleibt auf langen Zeitskalen erhalten (dieser
Streifen erscheint als ein Punkt in den Schnitten mit den Ebenen gleicher Zeit, in dem viele
der Kurven sich schneiden, Abbildung 7.14). Von unten nach oben beobachtet man zuerst
das Excluded Volume Loch für kurze Zeiten, den ersten Peak, die dazugehörende Mulde,
den zweiten Peak und Mulde und den dritten Peak. Offensichtlich anihiliert der erste Peak
mit der ersten Mulde, ẅahrend auch das Excluded Volume Loch aufgefüllt wird. Der zwei-
te Peak mischt sich nur mit der zweiten Mulde, nicht jedoch mit der ersten. Nachdem diese
Peakstruktur sich aufgelöst hat, biegen die Kurven nach unten und füllen das Excluded Volu-
me Loch auf. Die Schalentrennung scheint immer noch präsent in diesem Bereich. Bei einer
Temperatur von240K (Abbildung 7.17) erfolgt die Aufl̈osung der Schalenstruktur erst bei
104.2 ps.

Die Funktiongd, in der auch der Intrakettenanteil mitberücksichtigt wird, wird auf Ab-
bildung 7.17 f̈ur das CRC Modell gezeigt. Dabei wird deutlich, daß eine Skalentrennung
in der Zeit stattfindet. Das Excluded Volume Loch wird durch Kettennachbarn bei kurzen
Zeiten besetzt, es findet eine longitudinale Bewegung statt (Slidingprozeß, siehe Kapitel 6).
Dabei wird die Isotropie der Bewegung in der Schmelze verletzt. Erst für lange Zeiten, wenn
sich die Monomere auf einen Abstand von einem Lennard-Jones Radius bewegt haben, wird
die Symmetrie wieder hergestellt. Für kurze Zeiten werden L̈angenskalen durch die inter-
ne Kettenstruktur und durch die Lennard-Jones Wechselwirkung festgelegt, für lange Zeiten
nur durch die Lennard-Jones Wechselwirkung. Dieser Zusammenhang wird in einem ein-
dimensionalen “Schalenmodell” bildlich dargestellt (Abbildung 7.18). Dabei wird die Lage
der ersten Schale auch durch die Kettennachbarn mitbestimmt.

Durch diese Betrachtung kann man die elementaren Prozesse beschreiben, die die Ketten-
dynamik beeinflussen. Auf kurzen Zeitskalen wird ein Monomer in seiner Bewegung durch
ketteninterne Einschränkungen (Konnektiviẗat und insbesondere beim CRC Torsionspoten-



7.1. MONOMERDYNAMIK 131

Abbildung 7.16: Niveaulinien für gleichesgmd(r, t) für CRC/FRCT = 273K (oben/unten).
Plateaubereiche im CRC Modell sind deutlich zu sehen in der niedrigsten Linie und in den
Bereichen, in denen die Peaks zerfallen (log t ≈ 0.5), im FRC Modell nicht. Dem excluded
Volume Loch folgt die 1. Schale, Loch, 2. Schale, Loch, 3.Schale. Die innere Schalenstruktur
zerf̈allt nach103ps/101ps. Die Schalentrennung besteht weiter durch eine stabile Niveaulinie
bei 8.4Å. Die 1.Schale bleibt gleich weit entfernt bist = 104ps/t = 102.5ps und fließt in das
Excluded Volume Loch ein. Die 2. Schale fließt zu größerenr bis log t ≈ 4.5/ log t ≈ 3 und
fließt danach in Richtung Excluded Volume Loch. Die Separatrix existiert bist = 103.5 im
FRC Modell.
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Abbildung 7.17: Niveaulinien für gleichesgmd(r, t) für CRC beiT = 240K (oben). Innere
Schalenstruktur zerfällt nach104.2ps.
Niveaulinien f̈ur gleichesgm(r, t) für CRC beiT = 273K (unten). Der Slidingprozeß ist
deutlich zu sehen und eine Skalentrennung in der Bewegung der Kette und der Schmelze (siehe
Text).
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Abbildung 7.18: Eindimensionales Schalenmodell, um Längenskalen zu verdeutlichen.
Absẗande zwischen 1., 2., 3. Schale werden durch die Lennard-Jones Wechselwirkung be-
stimmt, “Kern”-Struktur durch die Bindungslänge. Da im ”Kern” zwei Teilchen beherbergt
werden, entspricht der Abstand zur ersten Schale einem effektiven Lennard-Jones Radius von
5.5Å (erste Schale liegt bei5 statt bei4.5Å ). Bewegung entlang der Kette entspricht in diesem
Bild ein Vertauschen der Plätze der Teilchen im “Kern” (mittleres Bild). Das Verschwinden der
Schalenstruktur geschieht, wenn sich die Teilchen auf einen Abstand von einem Lennard-Jones
Radius bewegt haben (Bild rechts).

tiale) und Teilchen aus der Schmelze behindert. In diesem Punkt gibt es einen Unterschied
zu einfachen Fluiden, bei denen die Einschränkungen nur durch die Schmelze hervorgeru-
fen werden (siehe Abbildung 7.15). Die Schwankungen innerhalb der Torsionsminima ma-
chen weniger als1 Å aus, siehe dazu die Intrakettenpaarkorrelationsfunktion in Kapitel 4.
Die Segmente verschaffen sich also zusätzlich Platz durch Vibrationen im Lennard-Jones
Potential. Damit ist die K̈afiglängenskala durch die Wechselwirkung von zwei Effekten be-
stimmt: Einschr̈ankung durch Torsionen und durch die Schmelze. Beide Effekte sind tem-
peraturabḧangig, daher sinkt das Plateau bei der mittleren quadratischen Verschiebung mit
abnehmender Temperatur (siehe dazu Abbildung 7.19). Bei dem CRC Modell beiT = 273K
wird das Teilchen auf der Zeitskalat = 1ps, r ≈ 1Å gehindert (Abbildungen 7.2 und 7.11).
Da die Peaks der Kettennachbarn sich bis zu diesem Zeitpunkt nicht wesentlich verbrei-
tert haben (Abbildung 7.17), erfolgt die Bewegung bis dahin hauptsächlich transversal. Die
Schmelze r̈uckt transversal ein im CRC Modell (Abbildung 7.16, oben). Die Bewegung zum
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Abbildung 7.19: Darstellung der L̈angenskala des “K̈afigs”. Sie wird durch zwei Faktoren be-
stimmt: Dichte der Schmelze und Einschränkungen durch interne Kettenstruktur (hier Torsio-
nen). Im Bilda undbwird die Bewegung einer Kette dargestellt, wenn die Umgebung sich nicht
anpassen kann ẅahrend des̈Ubergangs entlang der Kette. Dann entspricht dieÜbergangswei-
te der Bindungsl̈ange. Dauert der̈Ubergang sehr lange (wegen interner Einschränkungen, hier
Torsionen), so hat die Umgebung Zeit, um sich anzupassen, dieÜbergangsweite wird kleiner
als ohne Torsionspotentiale (c undd). Je dichter die Schmelze und je niedriger die Temperatur,
desto steifer werden die Torsionspotentiale und die Einschränkung durch die Schmelze, der
“K äfig” wird enger.

nächsten Nachbarplatz fängt an und wird beit ≈ 101.8 beendet (longitudinale Bewegung).
Zu diesem Zeitpunkt erfolgt der̈Ubergang zur subdiffusiven Bewegung (Abbildung 7.2).
Damit kann die Kurzzeitdynamik einer realistischen Polymerschmelze vollständig qualitativ
und zum Teil quantitativ beschrieben werden.

7.2 Polymerdynamik

Die Bewegung der Schwerpunkte der Polymere erfolgt in einem effektiven Potential, das
durch die Monomerwechselwirkungen entsteht. Dieses Potential wurde ausführlich für Stern-
polymere in L̈osungen studiert (Watzlawek et al., 1999), für Schmelzen wurden bis jetzt Ap-
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Abbildung 7.20: Mittlere quadratische Verschiebung der Massenzentren der Polymere. Der
ballistischen Bewegung folgt ein subdiffusiver Bereich∆r2 ∼ t4/5, t > 1ps für FRC, Bild
oben, und der Diffusionsbereicht > 103ps für FRC; ein Plateaubereich, ein subdiffusiver
Bereich und ein diffusiver Bereich beim CRC Modell hingegen. Auf dem unteren Bild wird das
Verhalten f̈ur verschiedene Temperaturen dargestellt.
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proximationen durch Gaußsche Potentiale durchgeführt (Guenza, 2002). Bekannt ist, daß vor
dem Eintreten des diffusiven Regimes ein subdiffusives Verhalten zu beobachten ist. Dieses
Verhalten wird auch in einem langen Zeitbereich bei dem FRC Modell beobachtet. Im Ein-
zelkettenbild kann man die Bewegung mit dem Rousemodell beschreiben (Doi und Edwards,
1994).

7.2.1 Mittlere quadratische Verschiebungen

Die Statistik erlaubt keine so genaue Analyse der van Hove Funktionen wie bei den Mono-
meren. Die mittleren quadratischen Verschiebungen geben einen Hinweisüber die relevanten
Zeit- und Ortsskalen, ohne aber einen genauen Aufschlußüber die darunterliegenden Prozes-
se zu geben (siehe Abbildung 7.20). Das Ende des ballistischen Bereichs und derÜbergang
in den subdiffusiven Bereich mit einem Exponenten von4/5 erfolgt bei etwa1ps. Ein Rou-
severhalten wird im ganzen Zeitbereich von einem Exponenten von1 gekennzeichnet. Die
Ursache f̈ur die Abweichungen vom Rousemodell können in zwischenmolekularen Wech-
selwirkungen liegen und werden so modelliert (Guenza, 2002). Die Einschränkung auf die
Monomerbewegung spiegelt sich auch in der Polymerbewegung wieder, es bildet sich ein
Plateau bei dem CRC Modell. Der̈Ubergangsbereich in den diffusiven Bereich findet bei
103ps statt. Damit gibt es eine Korrespondenz der Zeitskalen zwischen der Monomerdyna-
mik und der Schwerpunktsdynamik.

Bei den L̈angenskalen kann man eine untere Schranke für die mittlere quadratische Ver-
schiebung der Polymere bestimmen:

〈(rmol(t)− rmol(0))2〉 =
1

N2
〈(

N
∑

i=1

(ri(t)− ri(0)))2〉 ≥ 1

N
〈∆r(t)2〉. (7.37)

Diese Schranke entspricht dem tatsächlichen Wert f̈ur unabḧangige Monomerverschiebun-
gen mit einer Skalierung wie1/N . Der tats̈achliche Skalenfaktor ist1/

√
N und ist nicht

einfach zu rechtfertigen, er wird jedoch durch die Korrelation zwischen den Monomeren
verursacht.

7.3 Universelle Dynamik in dichten Polymerschmelzen

Exponenten

Der ballistische Bereich ist universell für alle Fl̈ussigkeiten. Bei Polymeren ist die Kon-
nektivität die konstituierende Eigenschaft, daher erwartet man einen Rousebereich mit ei-
nem Exponenten beim mittleren Verschiebungsquadrat von1/2 in der Schmelze. Allerdings
spielen dort auch andere Effekte eine Rolle. Bei langen Ketten bilden sich Entanglements,
man erwartet einen Exponenten von1/4 (Doi und Edwards, 1994). Durch erhöhte Steifig-
keit modifiziert sich der Rouse Wert zu3/4 (Harnau und Reineker, 1999), (Amblard et al.,
1996), (Granek, 1997). Durch die Steifigkeit wird die Kette dadurch weniger subdiffusiv
(“schneller”) als die Rousekette. Hierfür ist eine erhebliche Dominanz der Steifigkeitüber
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Abbildung 7.21: Universelle Exponenten im mittleren Verschiebungsquadrat. Rechts oben wird
der Rouse Exponent in der Schmelze mit erlaubten Querungen der Ketten dargestellt. Links
oben wird der Exponent für steife Filamente dargestellt, der in der Lösung beobachtet wur-
de. In einer Schmelze wurde er noch nicht beobachtet. Unten rechts wird der Exponent von
entangled - Ketten dargestellt, der durch Verbot der Querungen von langen Ketten erzeugt
wird (Shaffer, 1994). Der Exponent unten links wurde in dichten Schmelzen beobachtet, al-
lerdings wird er meistens als ein Crossover Exponent betrachtet. Gestrichelte Linien zeigen
möglicheÜberg̈ange, durchgehende Linien bekannteÜberg̈ange.

die Dehnungssteifigkeit auf mittleren Längenskalen notwendig. Topologische Einschränkun-
gen f̈uhren hier auch zu einer Verminderung des effektiven Exponenten (Padding und Briels,
2001). Eine genaue Analyse liegt bis heute jedoch nach meinem Wissen nicht vor. Es ist
verlockend zu vermuten, daß dieser Exponent2/3 ist, es gibt allerdings nicht viele Argu-
mente daf̈ur, weitere Studien in diese Richtung sind notwendig. Erhöht man die L̈ange einer
steifen Kette, sollte sie auch das Reptationsverhalten zeigen. DieseÜberlegungen sind auf
Abbildung 7.21 dargestellt.

Symmetrien

Die mikroskopische Dynamik im Fall der betrachteten Modelle ist sehr spezifisch, trotz-
dem weist sie einige universelle Eigenschaften auf. Für kurze Zeiten findet die ballistische
Bewegung transversal und zweidimensional statt, was durch die festen Bindungslängen ge-
geben ist. Das kleine Verhältnis der Bindungslänge zum Lennard-Jones Radius bestimmt
eine bevorzugt longitudinale Bewegung am Anfang des subdiffusiven Bereichs. Damit ist
die Isotropie der Schmelze für kurze Zeiten verletzt. Man kann erwarten, daß diese Effekte
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allgemein f̈ur reelle Polymere gelten.

7.4 Zusammenfassung

In diesem Teil wurde die mikroskopische Dynamik in der Schmelze untersucht. Zuerst wur-
den erzeugte Größen wie das zweite Moment und der nichtgaußsche Parameter der van Hove
Autokorrelationsfunktion untersucht. Im mittleren Verschiebungsquadrat vom CRC Modell
(im Unterschied zum FRC Modell) wird ein glasähnlicher Plateaubereich beobachtet, der
auf eine Verlangsamung der Dynamik aufgrund der Torsionsbarrieren hindeutet. Die Höhe
des Plateaus nimmt ab mit abnehmender Temperatur durch Packungseffekte in der Schmelze
und kleinere Oszillationen in den Torsionsminima. Bei den Endmonomeren wird ein subdif-
fusives Verhalten mit einem Exponenten von2/3 beobachtet, bei den Innenmonomeren mit
einem Exponenten von0.6.

Beim nichtgaußschen Parameter werden quantitative Unterschiede zwischen dem FRC
und dem CRC Modell bei den Endmonomeren beobachtet und qualitative Unterschiede bei
den Innenmonomeren, die auf die Torsionssteifigkeit zurückzuf̈uhren sind. Die beobachtete
Temperaturabḧangigkeit istähnlich wie im Glas̈ubergangsbereich von einfachen Flüssigkei-
ten.

Zus̈atzlich zu den Momenten wurden auch die generierenden Verteilungsfunktionen be-
trachtet. Der Plateaubereich kann damit direkt in verschiedenen Projektionen untersucht wer-
den. Dynamische Heterogenitäten wurden beobachtet im CRC Modell im Plateaubereich, die
temperaturabḧangig sind. Ein algebraischer Zerfall für kleiner deutet auf eine zweidimen-
sionale ballistische Bewegung für kurze Zeiten und läßt einen stabilen subdiffusiven Bereich
vermuten. Eine Betrachtung der physikalischen Wahrscheinlichkeit zeigt den Verlauf der
Bewegung im K̈afig und den Ausbruch daraus, vermutlich durch den Slidingprozeß.

Eine Betrachtung der distinkten van Hove Funktion zeigt das Auffüllen des excluded Vo-
lume Loches und des Korrelationsloches. Dabei stellt sich heraus, daß das Excluded Volume
Loch bevorzugt durch Teilchen der selben Kette aufgefüllt wird, wodurch es zu einer Sym-
metriebrechung der Isotropie der Schmelze für kurze Zeiten und zu einer Skalentrennung in
dem zeitlichen Verlauf der Dynamik kommt. Dabei wird das Ende des Slidingprozesses mit
dem Anfang des subdiffusiven Bereiches in Verbindung gebracht. Eine Verzögerung dieses
Prozesses durch die Torsionsbarrieren führt zu der Plateaubildung im CRC Modell. Durch
die Verz̈ogerung der longitudinalen Bewegung im CRC Modell kommt es zu einer verstärk-
ten Transversalbewegung der Schmelze.

Die Verz̈ogerung der Monomerdynamik beim CRC Modell führt auch zu einer Plateau-
bildung in den mittleren Verschiebungsquadraten der Polymerschwerpunkte. Darüber hinaus
werden Abweichungen vom Rouseverhalten festgestellt, die typisch für dichte Schmelzen
sind.



Kapitel 8

Zeitabhängige Streufunktionen

In diesem Kapitel wird eine Analyse der Fouriertransformierten der Paarkorrelationsfunktio-
nen aus dem vorherigen Kapitel durchgeführt. Im Prinzip enthalten sie dieselbe Information,
allerdings ist diese Information schwieriger zu interpretieren. Wegen des Vergleichs mit dem
Experiment ist jedoch eine solche Betrachtung zwingend, da experimentell durch Neutro-
nenstreuung nur diese fouriertransformierte Größen zu beobachten sind.

8.1 Inkohärente Streufunktion

Betrachten wir zuerst die Selbststreufunktion oder inkohärente Streufunktion. Sie ist definiert
durch

Ss(~q, t) =
1

NS

〈

NS
∑

j=1

exp [i~q · (~rj(t)− ~rj(0))]

〉

. (8.1)

Eine Bestimmung durch diese Gleichung bei einer festen Boxgröße kann allerdings nur auf
einem Gitter erfolgen f̈ur endlich vieleq Werte (̈ahnlich wie bei den zulässigen~q Vektoren
zu einer Elementarzelle im Kristall). Daher ist es anschaulicher, wenn diese Funktion aus
der van Hove Autokorrelationsfunktion durch eine Fouriertransformation berechnet wird.
Der Vorteil dieser Vorgehensweise ist ferner, daß man leicht den kompletten funktionalen
ZusammenhangS(q, t) betrachten kann. Dabei ergeben sich allerdings numerische Schwie-
rigkeiten f̈ur kurze Zeiten, da die van Hove Autokorrelationsfunktion eineδ- Funktion bei
t = 0 ist. Die Streufunktion ist wegen des endlichen Intervalls inr keine Konstante, sondern
variiert schwach. F̈ur Zeiten gr̈oßer alslog t > −1.5 kann man der numerischen Berechnung
vertrauen, das ergibt sich aus dem Wert vonS(q = 0, t) ≈ 1 für diese Zeiten. Ein weiteres
Problem kann die L̈ange des Integrationsintervalls sein: man muß sicher sein, daß die Funk-
tion r2gs(r, t) klein genug f̈ur großer ist, damit die Norm erhalten bleibt. Die Vorschrift für
die Fouriertransformation lautet

Ss(q, t) = 4π

∫

r2gs(r, t)
sin qr

qr
dr. (8.2)
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Abbildung 8.1: Intermediäre StreufunktionSs(q, t) für das CRC Modell beiT = 273K. Deut-
lich sind die Plateaus für mittlereq zu sehen.

Betrachtet man den Vergleich zwischen dem FRC und dem CRC Modell, so fällt auf, daß
durch ein beim CRC vorhandenen Plateau ein qualitativer Unterschied vorhanden ist (Ab-
bildungen 8.1 und 8.2). Dieses Plateau entspricht dem Plateau in der van Hove Autokor-
relationsfunktion beim CRC Modell. Betrachtet man näher die zeitliche Entwicklung für
verschiedeneq, so stellt man fest, daß der Plateauwert mit steigendemq abf̈allt. Hier sieht
man, daß die vibratorischen Freiheitsgrade stärker zur Dekorrelation kurzwelliger als lang-
welliger Moden beitragen. Eine typischeq-Skala kann hier nicht bestimmt werden, jedoch
eine Zeitskala, bei der der Umkehrpunkt der Kurve liegt, etwa beilog t ≈ 0.5 (Abbildung
8.3). Diese Zeit entspricht dem Wendepunkt ings(r = 0, t). Der weitere zeitliche Verlauf
beschreibt damit das Entweichen aus dem “Käfig”.
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Abbildung 8.2: Intermediäre StreufunktionSs(q, t) für das FRC Modell beiT = 273K. Zerfall
erfolgt ohne Plateaus.

Das hier beobachtete Plateau erinnert an das Verhalten von glasbildenden Materialien
in der N̈ahe der kritischen Temperatur der Modenkopplungstheorie (Tc ≈ 220K für PBD).
Ein wesentlicher Punkt in der Modenkopplungstheorie der Gläser in der N̈ahe vonTc ist
das Faktorisierungstheorem. Dieses Theorem behauptet, daß im Plateau Bereich zeitliche
Korrelationsfunktionen in der Form

φA(t) = f cA + hAG(t) (8.3)

geschrieben werden können. Der additive Term und der multiplikative Anteil können durch
folgende Konstruktion herausgefiltert werden:

R(t) :=
φA(t)− φA(t′)

φA(t′′)− φA(t′)
. (8.4)
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Abbildung 8.3: Intermediäre StreufunktionSs(q, t) für das CRC Modell beiT = 273K, t-
Abḧangigkeit oben undq-Abḧangigkeit unten.
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Abbildung 8.4: Test des Faktorisisierungstheorems der Modenkopplungstheorie für zwei Punk-
te am Ende des Plateaubereichs: Faktorisierung scheint zu funktionieren.
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Abbildung 8.5: Kritischer Test des Faktorisisierungstheorems der Modenkopplungstheorie für
zwei Punkte im Zentrum des Plateaubereichs: Faktorisierung funktioniert nicht. Man beobach-
tet eine Auff̈acherung der Kurven für t < t′ undt > t′′.
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Dabei stehtA für eine Gr̈oße, die an die Dichtefluktuationen koppelt. Dabei ist wichtig, daß
G nicht vonA abḧangt. F̈ur φA setzen wir hierSs(q, t) ein. Es wird erwartet, daß dieq-
Abhängigkeit damit rausfaktorisiert wird. Es wurden zwei verschiedene Paare von(t′, t′′)
Werten um den Wendepunkt betrachtet. Damit wurde sichergestellt, daß die Faktorisierungs-
eigenschaft nicht von der speziellen Wahl der Parameter abhängig ist. Die Auswertung wird
in Abbildung 8.4 und 8.5 dargestellt. Nach dem Faktorisierungstheorem müssen alle Kur-
ven im sogenanntenβ Bereich (der dem Plateaubereich hier entsprechen würde) auf eine
Masterkurve zusammenfallen, die nur von der Zeit abhängt. Nimmt man die Zeiten weiter
auseinender (log t′ = 0.301, log t′′ = 0.698), so fallen die Kurven im̈ublichen Maße aufei-
nender (siehe z.B. (Aichele, 2000)). Nimmt man jedoch die zwei Punkte näher aneinander
(log t′ = 0.477, log t′′ = 0.602) , so driften die Kurven stark auseinander, vor allem außer-
halb des Bereiches(t′, t′′), was bei einem erfüllten Faktorisierungstheorem nicht zu erwarten
ist. Somit ḧalt das Theorem einen kritischen Test im betrachteten Bereich nicht durch. Dies
deutet auf ein anderes Verhalten der Dynamik als von der Modenkopplungstheorie ange-
nommenen. Einfache Flüssigkeiten und auch Polymere mit einfachen Potentialen (FENE)
erfüllen die Erwartungen der Modenkopplungstheorie (siehe (Bennemann, 1998), (Kob und
Andersen, 1995a), (G̈otze, 1999)). Im wesentlichen basiert diese Theorie auf Zweipunkt-
funktionen. Bei realistischen Polymermodellen spielen jedoch Vierteilchenkorrelationen ei-
ne entscheidende Rolle, wie der Vergleich zwischen dem FRC und dem CRC Modell deutlich
macht. Diese Mehrteilchenkorrelationsfunktionen wurden bis jetzt bei der Modenkopplungs-
theorie nicht ber̈ucksichtigt. Eine Erweiterung der Theorie wird hier notwendig.

8.2 Kohärente Streufunktion

Betrachtet man die zeitliche Entwicklung des totalen Strukturfaktors, erhält man die koḧaren-
te Streufunktion. Sie ist definiert als

St(~q, t) =
1

NS

〈

NS
∑

i,j=1

exp [i~q · (~ri(t)− ~rj(0))]

〉

. (8.5)

Wieder ist eine Berechnung durch eine Fouriertransformation vorteilhaft nach der Vorschrift

St(q, t) = Ss(q, t) + 4π

∫

r2gm(r, t)
sin qr

qr
dr. (8.6)

Die dreidimensionale Struktur der Streufläche wird auf Abbildung 8.6 dargestellt. Es sind
vier Maxima zu beobachten. Das erste Maximum zerfällt am langsamsten, gefolgt von dem
zweiten und den beiden letzten, die durch die intramolekulare Struktur der Kette bestimmt
werden. Insbesondere sind die ersten zwei Peaks interessant. Die Lage des ersten wird durch
die etwa periodische Anordnung der Nachbarschalen in der Schmelze bestimmt. Sein Zerfall
erfolgt in zwei Phasen. Die erste Phase wird durch die Vibrationsrelaxation der intramole-
kularen Schwingungsfreiheitsgrade bestimmt bist ≈ 1ps. Die zweite Phase entspricht der
strukturellen Relaxation der Schmelze bist ≈ 103.5, wie schon im Kapitel 7 diskutiert.
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Abbildung 8.6: Totaler dynamischer Strukturfaktor der SchmelzeSt(q, t) für das CRC Modell
beiT = 273K.

Dieser Zerfall ist am besten auf der Abbildung 8.8 zu verfolgen, in der die zeitliche
Abhängigkeit dargestellt ist für verschiedeneq. Interessant ist dabei, daß Peaks zu großen
q > 4 alle schnell vibratorisch zerfallen, während der Peak beiq ≈ 3 in zwei Prozesse
zerf̈allt: vibratorisch auf der kurzen Zeitskala, relaxatorisch auf einer längeren Zeitskala (bis
t ≈ 102ps). Dieser Peak in dem statischen Strukturfaktor der Schmelze, da temperaturu-
nabḧangig, wurde mit der intramolekularen Struktur in Verbindung gebracht (Frick et al.,
1989). Der Zusammenhang mit den Torsionsbarrieren wurde im Kapitel 5über die Statik der
Schmelze ausgearbeitet. Die Zerfallszeit stimmt auch mit derüberein, die bei dem Zerfall der
normalen Orientierungskorrelationsfunktion festgestellt wurde - etwa102ps. Der erste Teil
des Zerfalls ist vibratorisch in den Potentialminima der Torsionspotentiale, der zweite Teil
ist verbunden mit einer Umorientierung der Normalen zu den Ketten, die durch Torsions-



8.2. KOHÄRENTE STREUFUNKTION 147

q [1/A]

S
(q

,t)

2 4 6 8 100

0.5

1

1.5

2

2.5

3

q [1/A]

S
(q

,t)

1 2 3 40

0.5

1

1.5

2

2.5

Abbildung 8.7: Totaler dynamischer Strukturfaktor der SchmelzeSt(q, t) für das CRC Modell
bei T = 273K als Funktion vonq für kurze Zeiten (oben:log t = −2,−1,−0.5, 0) und f̈ur
lange Zeiten (unten:log t = 0, 1, 2, 2.5, 3, 3.5, 4).
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Abbildung 8.8: Totaler dynamischer Strukturfaktor der SchmelzeSt(q, t) für das CRC Mo-
dell bei T = 273K als Funktion der Zeit (oben: Werte vonq von oben nach unten:
q = 1.45, 1.6, 1.3, 5.4, 5, 3.1, 4, 2.2, 1) und Niveaulinien gleichesSt (unten).
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Abbildung 8.9: Fit des Zerfalls der ersten beiden Peaks des Strukturfaktors. Für kurze Zeiten
wird der Zerfall des ersten Peaks mit einer Exponentialfunktion mitτ = 4.63 gefitet. F̈ur lange
Zeiten wird ein KWW Fit mitτ = 348.4, Plateauwertf = 0.81 undβ = 0.62 durchgef̈uhrt.
Für den zweiten Peak lauten die KWW Parameterf = 0.324, τ = 11.73, β = 0.4. Expe-
rimentelle Daten bei einer Temperatur von 260K sind mit Rhombus dargestellt (Zorn et al.,
1995a).

spr̈unge stattfindet. Damit kann dieser Peak mit ziemlicher Sicherheit mit Korrelationen in
Zusammenhang gebracht werden, die durch Vierteilchenwechselwirkungen entlang der Ket-
te entstehen. Die relative Langlebigkeit der ersten beiden Peaks ist nocheinmal im unteren
Teil von Abbildung 8.8 zu sehen. Auf Abbildung 8.7 wird dieq Abhängigkeit des Struktur-
faktors dargestellt. Daraus ist in einer anderen Projektion zu sehen, wie die Strukturen der
Peaks zerfallen.

Eine quantitative Analyse des Zerfallsprozeßes bietet sich an für den ersten und den
zweiten Peak. Der schnelle Zerfall des ersten Peaks kann durch eine Exponentialfunktion
beschrieben werden (Debye-ähnlich, siehe (Zorn et al., 1995a)):

St(q, t) = exp

(

− t

τD

)

. (8.7)

Für lange Zeiten nimmt man eine KWW Funktion an:

St(q, t) = f exp

(

−
(

t

τKWW

)β
)

. (8.8)
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Auffallend ist, daß der Parameterβ von dem aus dem Experiment bekannten Wertβ ≈ 0.3
beiT = 260K in (Zorn et al., 1995a) abweicht (Abbildung 8.9). Der Unterschied ist dadurch
zu erkl̈aren, daß der Zerfall der Korrelationsfunktion im Experiment nur bis zu einem Wert
von0.6 beobachtet wurde. Die Zeitskalen stimmen jedoch gutüberein.

8.3 Zusammenfassung

Die Inkoḧarente Streufunktion zeigẗahnlich wie die van Hove Autokorrelationsfunktion
einen glas̈ahnlichen Plateaubereich. Einen Test des Faktorisierungstheorems erfüllt diese
Funktion jedoch nicht, was m̈oglicherweise eine Erweiterung der Modenkopplungstheorie
des Glas̈ubergangs notwendig macht.

Bei der koḧarenten Streufunktion sind die Zerfälle des ersten und des zweiten Peaks im
statischen Strukturfaktor interessant. Insbesondere zerfällt der zweite Peak relaxatorisch, wie
schon bei dem Strukturfaktor der Kette beobachtet. Ein Vergleich des (auch relaxatorischen)
Zerfalls des ersten Peaks mit experimentellen Daten zeigt eine quantitativeÜbereinstimmung
der Zeitskalen.



Kapitel 9

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde eine dichte Schmelze von Polybutadien durch Molekulardynamik
Simulationen untersucht. Dafür wurde ein realistisches Modell angewendet, das durch quan-
tenmechanische Berechnungen bestimmt wurde. Durch Vergleich zwischen einem Modell
mit (CRC) und einem ohne Torsionssteifigkeit (FRC) wurde speziell ihre Rolle für die Sta-
tik und die Dynamik untersucht. Dabei wurde eine neue Methode zurÄquilibrierung des
Systems angewandt.

Zuerst wurde eine thermodynamische Untersuchung des Modells durchgeführt, um den
ad̈aquaten Dichtebereich festzulegen. Dabei wurde die Tauglichkeit des Modells nocheinmal
auf eine andere Art als bisher verifiziert.

Die Unterschiede in der Statik zwischen den beiden betrachteten Modellen sind klein im
ganzen Temperaturbereich und quantitativer Natur und machen sich vor allem in der Ein-
zelkettenpaarkorrelationsfunktion bemerkbar. Durch Vergleich mit experimentellen Daten
konnte der zweite Peak im Strukturfaktor mit der Torsionssteifigkeit in Verbindung gebracht
werden. Ein neues Modell für die Quantifizierung der Torsionssteifigkeit wurde vorgeschla-
gen. Die Statik der Rousemoden hat einenähnlichen Charakter in beiden Modellen gezeigt
und wurde damit nicht wesentlich von den Torsionspotentialen beeinflußt.

Die Modifikationen der Hamiltonfunktion haben zu kleinen Unterschieden in der Statik
geführt, haben jedoch eine dramatische Auswirkung auf die Dynamik gezeigt. Ein glasähn-
liches Verhalten in der Kettendynamik (Rousemoden) und den mittleren quadratischen Ver-
schiebungen konnte festgestellt werden. Das Faktorisierungstheorem, das ein Test für die
Modenkopplungstheorie in der Nähe des Glas̈ubergangs darstellt, wird jedoch nicht erfüllt.
Dabei verhalten sich die Rouserelaxationszeiten durch die Verlangsamung Rouseartig im
CRC Modell, ẅahrend sie sich im FRC Modellähnlich wie f̈ur steife Ketten auf kurzen
Längenskalen verhalten. Die Kurven des dynamischen Kettenstrukturfaktors für kleine q
Werte konnten durch eine Zeitskalentransformation für beide Modelle aufeinander gebracht
werden. Dadurch wurde gezeigt, daß die Torsionssteifigkeit in diesem Bereich keine quali-
tativ bestimmende Rolle in der Dynamik spielt. Für größereq hingegen wurde speziell der
Zerfall des zweiten Maximums im Strukturfaktor untersucht, in dem experimentell derβ
Prozeß beobachtet wurde, und es wurde festgestellt, daß hierfür die Torsionssteifigkeit eine
entscheidende Rolle spielt. Damit wurde eine mögliche Verbindung zwischen der mikro-
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skopischen Bewegung (Reorientierung der Normalen, die an der Torsionswechselwirkung
teilnehmen) und dem experimentell beobachteten Effekt aufgezeichnet.

In der Kettendynamik wurden durch eine neuartige Analyse Sliding-Prozesse entlang der
Kette festgestellt, die den subdiffusiven Bereich einläuten. Eine Verz̈ogerung des Sliding-
Prozesses wurde für die Plateaubildung im CRC Modell verantwortlich gemacht. Durch den
Vergleich zwischen dem CRC und dem FRC Modell konnte festgestellt werden, daß die
Torsionssteifigkeit eine wichtige Rolle in der Verzögerung spielt - Torsionssprünge finden
auf einer Zeitskala statt, auf der auch Sliding-Prozesse stattfinden. Es wurde festgestellt,
daß vor dem Anfang des Sliding-Prozesses die Dynamik im wesentlichen transversal zu den
Verbindungen stattfindet.

Durch Betrachten von Paarkorrelationsfunktionen in der Schmelze wurden die Vorstel-
lungenüber diese Effekte weiter ausgearbeitet. Die Struktur der van Hove Autokorrelations-
funktion für kleine Absẗande zeigt, daß die ballistische Bewegung für kurze Zeiten auf einer
zweidimensionalen Mannigfaltigkeit stattfindet, zu der lokal die Verbindungen im wesent-
lichen auf der Normale liegen. Am Ende des ballistischen Bereiches zeigt die FRC Kette
einenÜbergang in einen subdiffusiven Bereich, die CRC Kette in einen plateauförmigen,
glas̈ahnlichen Bereich, der durch einen Käfig bestimmt wird. Die Dimensionen des Käfigs
werden im wesentlichen durch die Packung und durch die Torsionspotentiale bestimmt. Das
Ausbrechen aus dem Käfig im CRC Modell geschieht durch den Sliding-Prozeß. In der Be-
wegung der Monomere wurden im CRC Modell dynamische Heterogenitäten festgestellt, die
mit der Verz̈ogerung des Sliding-Prozesses in Verbindung gebracht werden können, und die
für lange Zeiten verschwinden. Weiterhin wurde beobachtet, daß die Isotropie der Schmelze
für kurze und mesoskopische Zeiten verletzt wird und für lange Zeiten wiederhergestellt.
Eine Skalentrennung in der Bewegung der Schmelze und der Kette wurde für beide Model-
le festgestellt. Durch die verzögerte Dynamik im CRC Modell wurde eine Verstärkung der
transversalen Bewegung der Schmelze beobachtet.

Die meisten dieser Effekte konnten in experimentell relevanten Größen nicht nachge-
wiesen werden. Der Grund dafür ist, daß Streuexperimente an Dichtefluktuationen koppeln,
während die dynamischen Heterogenitäten und die Isotropieverletzung, die in der Polymer-
schmelze beobachtet wurden, keine Dichtefluktuationen hervorrufen. Die Orientierungskor-
relationen jedoch sind durch NMR beobachtbar, und die dort beobachteten Zeiten entspre-
chen den in dieser Arbeit ermittelten. Auch konnten typische Relaxationszeiten des Struk-
turfaktors mit experimentellen Daten verglichen werden.

Die wesentlichen Erkenntnisse, die diese Arbeit liefert, sind so durch die Stärke der Si-
mulationsmethode gegeben: man kann gezielt Modelle konstruieren, Wechselwirkungen mo-
difizieren, und man kann Effekte mikroskopisch beobachten, die noch nicht experimentell
beobachtet werden können. Durch eine Verifikation des Modells durch Vergleich mit expe-
rimentell zu ermittelnden Größen kann man aber sicher sein, daß die dadurch erarbeiteten
Vorstellungen physikalisch richtig sind.
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Bouchiat, C. und Ḿezard, M. (2000).cond-mat/9904118.

Buchenau, U., Schonfeld, C., Richter, D., Kanaya, T., Kaji, K., und Wehrmann, R. (1994).
Phys. Rev. Lett., 73:2344.

Carmesin, I. und Kremer, K. (1988).Macromolecules, 21:2819.

Carmesin, I. und Kremer, K. (1990).J. Phys. (France), 51:915.

Chong, S. (2001). Vortrag im Seminar KOMET, Universität Mainz.

Dai, L., Mau, A., Griesser, H., und Winkler, D. (1994).Macromolecules, 27:6728.

de Cloizeaux, J. und Jannink, G. (1990).Polymers in Solutions. Clarendon, Oxford.

de Gennes, P.-G. (1979).Scaling Concepts in Polymer Physics. Cornell University Press,
Ithaca.

Deegan, R. D. und Nagel, S. (1995).Phys. Rev. B, 52:5653.

Dejean de la Batie, R., Laupretre, F., und Monnerie, L. (1989).Macromolecules, 22:122.

Department of State (1993). Missile technology control regime. WWW.
http://www.state.gov/www/global/arms/treaties/mtcranx.html.

Deutsch, H. und Binder, K. (1991).J. Chem. Phys., 94:2294.

Doi, M. und Edwards, S. (1994).The Theory of Polymer Dynamics. Oxford University Press,
New York.

Fleischer, G. und Appel, M. (1995).Macromolecules, 28:7281.

Flory, P. (1953).Principles of Polymer Chemistry. Cornell University Press, Ithaca.

Flory, P. (1988).Statistical Mechanics of Chain Molecules. Hanser Publishers, Munich.



LITERATURVERZEICHNIS 155

Frenkel, D. (1991). Statistical mechanics of liquid christals. In Hansen, J. P., Levesque, D.,
und Zinn-Justin, J., editors,Proceedings of the Les Houches Summer School of Theore-
tical Physics, Les Houches 1989, Session LI, pages 689–762. North-Holland, Amster-
dam.

Frenkel, D. und Smith, B. (1996).Understanding Molecular Simulation. Academic Press,
San Diego.

Frick, B. und Alba-Simionesco, C. (1999).Physica A.

Frick, B., Farago, B., und Richter, D. (1990).Phys. Rev. Lett., 64:2921.

Frick, B., Richter, D., und Ritter, C. (1989).Europhys. Lett, 9:557.

Frick, B., Zorn, R., Richter, D., und Farago, B. (1991).J. Non-Cryst. Solids, 131:169.

Gee, R. H. und Boyd, R. H. (1994).J. Chem. Phys., 101:8028.

Gee, R. H. und Boyd, R. H. (1995).Polymer, 36:1435.

Gleim, T. und Kob, W. (2000).Eur. Phys. J. B, 13:83.

Gomez, D., Alegria, A., Arbe, K., und Colmenero, J. (2001).Macromolecules, 34:513.

Götze, W. (1998). The essentials of the mode-coupling theory for glassy dynamics.Matter
Physics.

Götze, W. (1999).J. Phys.: Condens. Matter, 11:A1–A45.

Granek, R. (1997).J. Phys. II France, 7:1761.

Grosberg, A. und Khokhlov, A. (1994).Statistical Physics of Macromolecules. AIP Press,
New York.

Guenza, M. (1999).J. Chem. Phys., 110:7574.

Guenza, M. (2002).Phys. Rev. Lett., 88:25901.

Guillermo, A. und Addad, J. (2002).J. Chem. Phys., 116(7):3141.

Guillermo, A., Dupeyre, R., und Cohen-Addad, J. (1990).Macromolecules, 23:1291.

Han, J., Gee, R., und Boyd, R. H. (1994).Macromolecules, 27:7781.

Hansen, J.-P. und McDonald, I. R. (1986).Theory of Simple Liquids. Academic Press,
London.

Harnau, L. (1998).Zur Theorie dynamischer und statischer Strukturfaktoren von Makromo-
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