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binärer Polymerbürsten

Dissertation

zur Erlangung des Grades

”
Doktor der Naturwissenschaften“

am Fachbereich Physik
der Johannes Gutenberg-Universität in Mainz

vorgelegt von

Ludger Wenning

geboren in Frankfurt am Main

Mainz 2004





Zusammenfassung

Diese Arbeit beschäftigt sich mit Strukturbildung im schlechten Lösungsmittel bei
ein- und zweikomponentigen Polymerbürsten, bei denen Polymerketten durch Pfrop-
fung am Substrat verankert sind. Solche Systeme zeigen laterale Strukturbildungen,
aus denen sich interessante Anwendungen ergeben.
Die Bewegung der Polymere erfolgt durch Monte Carlo-Simulationen im Kontinu-
um, die auf cbmc–Algorithmen sowie lokalen Monomerverschiebungen basieren. Ei-
ne neu entwickelte Variante des cbmc–Algorithmus erlaubt die Bewegung innerer
Kettenteile, da der bisherige Algorithmus die Monomere in Nähe des Pfropfmono-
mers nicht gut relaxiert.
Zur Untersuchung des Phasenverhaltens werden mehrere Analysemethoden entwickelt
und angepasst: Dazu gehören die Minkowski-Maße zur Strukturuntersuchung bi-
nären Bürsten und die Pfropfkorrelationen zur Untersuchung des Einflusses von
Pfropfmustern.
Bei einkomponentigen Bürsten tritt die Strukturbildung nur beim schwach gepfropf-
ten System auf, dichte Pfropfungen führen zu geschlossenen Bürsten ohne laterale
Struktur. Für den graduellen Übergang zwischen geschlossener und aufgerissener
Bürste wird ein Temperaturbereich bestimmt, in dem der Übergang stattfindet. Der
Einfluss des Pfropfmusters (Störung der Ausbildung einer langreichweitigen Ord-
nung) auf die Bürstenkonfiguration wird mit den Pfropfkorrelationen ausgewertet.
Bei unregelmäßiger Pfropfung sind die gebildeten Strukturen größer als bei regelmä-
ßiger Pfropfung und auch stabiler gegen höhere Temperaturen.
Bei binären Systemen bilden sich Strukturen auch bei dichter Pfropfung aus. Zu
den Parametern Temperatur, Pfropfdichte und Pfropfmuster kommt die Zusam-
mensetzung der beiden Komponenten hinzu. So sind weitere Strukturen möglich,
bei gleicher Häufigkeit der beiden Komponenten bilden sich streifenförmige, lamel-
lare Muster, bei ungleicher Häufigkeit formt die Minoritätskomponente Cluster, die
in der Majoritätskomponente eingebettet sind. Selbst bei gleichmäßig gepfropften
Systemen bildet sich keine langreichweitige Ordnung aus. Auch bei binären Bür-
sten hat das Pfropfmuster großen Einfluss auf die Strukturbildung. Unregelmäßige
Pfropfmuster führen schon bei höheren Temperaturen zur Trennung der Komponen-
ten, die gebildeten Strukturen sind aber ungleichmäßiger und etwas größer als bei
gleichmäßig gepfropften Systemen.
Im Gegensatz zur self consistent field -Theorie berücksichtigen die Simulationen Fluk-
tuationen in der Pfropfung und zeigen daher bessere Übereinstimmungen mit dem
Experiment.
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Abstract

This Ph.D thesis investigates the self-assembly of one and two-component polymer
brushes in bad solvents. In a polymer brush the chain molecules are immobile graf-
ted with one end onto a substrate leading to lateral structure formation which is
interesting for applications.
The self-assembly of brushes is studied by off-lattice Monte Carlo simulation utili-
zing configurational bias Monte Carlo (CBMC) and local monomer displacements.
A new version of CBMC-algorithm is developed to relax the inner portion of the
polymers and to overcome the difficulty of the original CBMC-method in updating
monomer positions close to the grafting surface.
To quantify the structure several methods to analyze the data have been adopted
and devised, for instance, Minkowski measures to study the morphology and cor-
relation functions to quantify the influence of the grafting pattern on the lateral
structure.
Dense grafting results in a laterally homogeneous one-component brush; only in
sparsely grafted brushes lateral structure formation can be observed. The structure
formation is not a sharp transition as predicted by mean field theory but the gradual
change from a homogeneous to a laterally segregated (clustered) structure gradually
occurs over a finite temperature interval. The pattern of the grafting points has a
pronounced influence on the structure which is quantified by appropriate correlation
functions. Irregular grafting prevents the formation of long-range order, the struc-
ture sizes are the larger and the more stable with respect to higher temperature the
more irregular the grafting pattern is.
Two-component, mixed brushes form lateral structures already at high grafting den-
sity. The system is not only characterized by temperature, grafting density and
grafting pattern but the composition constitutes another parameter. Thus there are
additional morphologies: At symmetric composition lamellar stripes form while for
more asymmetric composition the minority component forms clusters which are em-
bedded into the majority component. Even for regular grating patters the simulation
data show no long-range order. Also in this case the grafting pattern influences the
morphology: the more irregular the pattern is the higher the temperature structure
formation can be observed and the larger and the more size-disperse are the clusters.
In contrast to self-consistent field theory the simulations account for fluctuations in
the grafting pattern and gratifyingly agree with the lack of long-range order and
larger cluster sizes observed in experiments.
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2.4 Binäre Bürsten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.4.1 SCFT-Berechnungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.4.2 Experiment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3 Modell und Simulation 27
3.1 Potentiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.1.1 Lennard-Jones-Potential . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.1.2 FENE-Potential . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.1.3 Bindungs-Potential . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.2 Simulationsmethode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.2.1 Lokale Moves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.2.2 Configurational Bias Monte Carlo . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.2.3 Parallel Tempering . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.2.4 Effizienz der Moves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.3 Konfiguration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.3.1 Pfropfstellen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.3.2 Typenanordnung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.3.3 Kettenlänge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4 Auswertungsmethoden 53
4.1 Dichte-Tomographie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4.1.1 Histogramme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

vii



Inhaltsverzeichnis

4.1.2 Korrelationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
4.2 Strukturbestimmung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.2.1 Paarkorrelationsfunktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
4.2.2 Strukturfaktor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
4.2.3 Minkowski-Maße . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
4.2.4 Dichteprofil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

5 Ergebnisse 83
5.1 Einkomponentige Bürste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

5.1.1 Pfropfdichte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
5.1.2 Temperatur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
5.1.3 Pfropfung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
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1 Einleitung

In dieser Dissertation soll das Phasenverhalten binärer Polymerbürsten mittels Mon-
te Carlo–Simulationen untersucht werden. Dabei liegt ein Schwerpunkt in der Un-
tersuchung der Strukturbildung in ein- und zweikomponentigen Systemen.

Polymerbürsten

Unter Polymerbürsten versteht man im Allgemeinen Polymere, die auf einem Sub-
strat adsorbiert sind. Das Substrat kann dabei eine feste Oberfläche, eine flüssige
Phasengrenzfläche oder auch eine Membran sein. Die Polymere können dabei über
einzelne chemische Bindungen einer speziellen Kopfgruppe oder durch Adsorption
mehrerer Monomere, beispielsweise bei Blockcopolymeren, fixiert sein. Diese Anhef-
tung an das Substrat wird Pfropfung genannt.

Abbildung 1.1: Geschlossene Polymerbürste des Systems
(144/16/3/1.5/sq) (siehe Abschnitt 3). Diese Parame-
ter bedeuten kurz, dass hier 144 Ketten der Länge 16
in einem Quadratgitter (sq) auf der Fläche von 3σ2

LJ

pro Kette bei der Temperatur 1.5 vorliegen.

Im Speziellen bezeichnet der
Begriff Polymerbürste den dich-
ten Zustand, bei dem sich aus
Platzmangel die Polymere senk-
recht zum Substrat strecken.
Dies ist in nebenstehender Ab-
bildung gut zu erkennen. Gera-
de an der vorderen Ecke sind ei-
nige Ketten sehr gestreckt. Die-
se Ketten werden anschaulich
mit den Borsten einer Bürste
verglichen; daher stammt dann
auch der Name

”
Bürste“.

Die Parameter in der Bildun-
terschrift kennzeichnen das ab-
gebildete System und werden in
Abschnitt 3 erläutert.
Die Farbe kodiert die Höhe, ei-
ne dies erläuternde Farbtabelle
ist in Abbildung 4.1 zu finden.
Die Bilderzeugung, eine Eigenentwicklung in dieser Dissertation, wird im An-
hang A.1 beschrieben.

Die Adsorption von Polymeren auf Substraten ist von großer Bedeutung für For-
schung und Anwendungen:

1



1 Einleitung

Wissenschaftliche Bedeutung von Polymerbürsten

Für die Forschung sind Polymerbürsten von Interesse, weil die adsorbierten Polyme-
re ein anderes Verhalten zeigen als das schon oft beschriebene Verhalten der gleichen
Polymere in einer Schmelze oder in einer Lösung. Der Grund hierfür sind die räum-
lichen Einschränkungen für die Polymerkette sowie die Änderung der Energie durch
die Wechselwirkungen mit dem Substrat und der freien Oberfläche.
Für die statistische Thermodynamik kondensierter Materie bieten die Polymerbür-
sten noch viele ungelöste und schwierige Probleme.
Ein besseres Verständnis der Eigenschaften der Polymeroberflächen ist jedoch sehr
wichtig für eine weitere Entwicklung von Anwendungen.

Anwendungstechnische Bedeutung von Polymerbürsten

Die erste beschriebene Anwendung von Polymerbürsten war die Stabilisierung von
Kolloiden [1]. Hierbei wurde ausgenutzt, dass die Polymerbürsten in einem guten Lö-
sungsmittel eine Barriere gegen die Durchdringung von anderen Bürsten oder von
großen Molekülen bilden. Der Grund dafür ist die starke Entropieabnahme, wenn
der Bürste weniger zugängliches Volumen zur Verfügung steht.
Mittels Polymerbürsten gelingt eine Änderung der Oberflächenbeschaffenheit vom
hydrophoben zum hydrophilen Charakter und umgekehrt. Diese Änderung kann da-
zu benutzt werden, die Anhaftung weiterer Stoffe zu vermeiden oder zu begünstigen.
Haftungsbegünstigung:
Die meist polaren Farbstoffe und Lacke haften schlecht oder gar nicht an den meist
unpolaren Kunststoffen. Hier können Polymerbürsten in der Vorstrichfarbe als Haft-
vermittler dienen.
Im Bereich der Medizintechnik ist es vorteilhaft, Oberflächen von Implantaten so
zu beschichten, dass sie den Zellen des umliegenden Gewebes nicht fremd vorkom-
men. Dies ist für Implantate wichtig, bei denen eine Abstoßungsreaktion des Körpers
verhindert werden muss. Diese Art der Oberflächenwandlung wird

”
Erzeugung von

Biokompatibilität“ genannt.
Haftungsvermeidung:
Das Anhaften von Zellfilmen, Algen, Moosen und Tangen wird fouling genannt. Das
Wachstum solcher Filme soll meist unterdrückt oder besser noch verhindert wer-
den, da diese Filme schadensträchtig sind: Oberflächen korrodieren, Rohrleitungen
verstopfen, in Trinkwasserleitungen können gesundheitsschädliche Substanzen ab-
gegeben werden. Der Bewuchs an Schiffsrümpfen führt wegen erhöhter Reibung zu
höherem Energieverbrauch. Herkömmliche anti-fouling-Anstriche für Schiffe geben
ständig giftige Substanzen an das Meerwasser ab, die dann über die Nahrungskette
eine Vielzahl an Lebewesen im Ozean schädigen. Geeignete Polymerbürsten könnten
dieses Anhaften analog zu einer Teflonbeschichtung in einer Pfanne verhindern.
Bei manchen Implantaten, wie zum Beispiel an künstlichen Herzklappen oder auch
in Dialysegeräten beeinträchtigt ein Anhaften von Proteinen oder auch Zellen deren
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Funktion. Hier kann die Adsorption von Proteinen mittels Oberflächen aus Poly-
merbürsten verhindert werden.
Eine weitere interessante Eigenschaft von Polymerbürsten ist deren geringe Rei-
bung [2] zwischen zwei Bürsten im guten Lösungsmittel, die zum Beispiel in künst-
lichen Gelenken ausgenutzt werden könnte.

Der Übersichtsartikel [3] bespricht einige der genannten Anwendungen und ein paar
weitere ausführlicher.

Binäre Bürsten

Das Hauptthema vorliegender Dissertation bildet die Simulation von binären (zwei-
komponentigen) Bürsten.
Diese Bürsten zeigen weitere Verhaltensweisen und sind dadurch nicht nur aus Sicht
der Forschung interessant, sondern bieten ebenfalls viele neue Anwendungsmöglich-
keiten.

Eine Erzeugung nanostrukturierter Oberflächen ist durch die Selbstorganisation sol-
cher Bürsten möglich. Die auf der Nanometerskala gebildeten Strukturen haben
Wiederholungskonstanten im Bereich der Kettenausdehnung und sind damit um ein
Vielfaches kleiner als Strukturen, die sich durch Stempeltechniken oder Belichtungs-
techniken wie in der Halbleiterproduktion realisieren lassen. Außerdem lassen sich
durch eine Variation der Kettenlängen verschiedene Strukturgrößen einstellen.
Anwendungsgebiete für auf diese Weise strukturierte Oberflächen können unter an-
derem optische Anwendungen sein, bei denen ein kontinuierlicher Gang im Bre-
chungsindex an der Oberfläche erforderlich ist.
Stärker vernetzte Strukturen könnten auch stabil gegenüber einer Berührung der
Oberfläche durch ein anderes Substrat sein, wobei sich diese Strukturen durch ihre
leichte Verformbarkeit gut an das andere Substrat anpassen. Anwendung solcher ver-
netzter Strukturen könnten Oberflächen mit starker Adhäsionskraft sein, die damit
auch eine hohe Haftreibung zeigen könnten. Ein Beispiel für eine nanostrukturierte
Oberfläche mit hoher Adhäsionskraft gibt es in der Tierwelt: Der Gecko kann sich
durch die hohen van der Waals–Kräfte der feinen Lamellen an seinen Füßen auch
an Glasscheiben festhalten.

Andere Anwendungen nutzen das Wechselspiel der beiden Polymerkomponenten:
Durch vertikale Strukturierung ist es möglich, dass eine der beiden Polymerkom-
ponenten häufiger an der Oberfläche vertreten ist als die andere und daher die Ei-
genschaft der Oberfläche dominiert. Schafft man dann noch die Möglichkeit, diese
vertikale Strukturierung reversibel zu schalten, wie es in den Experimenten von Ser-
gej Minko [4, 5, 6, 7] am Institut für Polymerforschung in Dresden demonstriert wur-
de, ergeben sich interessante Anwendungen, beispielsweise selbstreinigende Oberflä-
chen.
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1 Einleitung

Monte Carlo-Simulationen

Computersimulationen der Polymerbürsten sind neben den Experimenten und zu-
sätzlich zu den schon erfolgten theoretischen Beschreibungen nötig, da diese bisher
in großen Bereichen nur ungenügend übereinstimmen. Woraus diese Abweichungen
resultieren, kann mit Simulationen untersucht werden. Eine dieser Simulationsme-
thoden stellt die Monte Carlo-Simulation dar, mit der verschiedene mögliche Konfi-
gurationen berechnet werden können. Die Simulationen stellen ein Bindeglied zwi-
schen Theorie und Experiment dar und ermöglichen die Verfeinerung theoretischer
Aussagen und Beschreibungen.

Im Gegensatz zum Experiment ist in der Simulation die genaue Kontrolle der Kon-
figuration und der Systemparameter möglich. Die Komplexität der Versuchsanord-
nung (beispielsweise die Polydispersität der Kettenlänge oder die zufällige Verteilung
der Pfropfpunkte) kann ähnlich zur theoretischen Beschreibung schrittweise zusätz-
lich eingebaut und untersucht werden. Im Experiment ist eine hohe Komplexität der
Anordnung von Anfang an vorhanden und ist daher nur wenig variabel.

Ein Vorteil der Simulation gegenüber dem Experiment ist, dass viele Messgrößen
gleichzeitig zugänglich sind und die Untersuchung zerstörungsfrei erfolgt. Denn selbst
wenn die Proben bei der experimentellen Untersuchung intakt bleiben, werden sie
meist durch den Messprozess beziehungsweise durch die dafür nötige Probenaufbe-
reitung gestört. Beispielsweise muss die Rasterkraft-Mikroskopie im Vakuum oder
in Luft erfolgen, die Entfernung des Lösungsmittels aus den Proben verändert diese.
Außerdem ist die genaue Reproduzierbarkeit einer Simulation von Vorteil gegenüber
dem Experiment; wenn später noch einmal andere Parameter betrachtet werden sol-
len, ist dies leicht und mit geringen Kosten möglich.

Andere Eigenschaften teilt sich die Simulation eher mit dem Experiment als mit der
Theorie.
Die Simulationen sind innerhalb des gewählten Modells

”
exakt“, weil nicht so viele

Näherungen nötig sind wie in der theoretischen Beschreibung. Beispielsweise wer-
den in der Flory-Huggins-Theorie (siehe Abschnitt 2.1) die Wechselwirkungen der
Monomere gerade mit dem zweiten Virialkoeffizienten beschrieben, die höheren Vi-
rialkoeffizienten werden aber bei dichten Systemen immer wichtiger.
In vielen theoretischen Beschreibungen können Fluktuationen nicht berücksichtigt
werden, obwohl diese einen großen Einfluss auf das Verhalten haben, wie es sich bei
der Untersuchung der Pfropfpunkte (siehe Abschnitt 5.1.3) gezeigt hat.

Eine weitere wichtige Gemeinsamkeit zwischen Simulation und Experiment ist die
Auswertung, die sich an beide anschließt, denn die erhaltenen Messwerte werden mit
den gleichen statistischen Methoden untersucht. Die in dieser Arbeit verwendeten
statistischen Untersuchungen der Rasterbilder mit den Minkowskimaßen lassen sich
sowohl an den mittels Simulation berechneten Dichtebildern als auch an den im Ex-
periment erhaltenen Rasterkraftmikroskop-Aufnahmen durchführen.
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Aufgrund der langen Relaxationszeiten bei den in der Arbeit untersuchten Syste-
men ist es nicht mehr möglich, viele unabhängige Konfigurationen zu erzeugen, um
damit eine thermodynamische Größe berechnen zu können. Stattdessen können nur
noch einzelne Konfigurationen berechnet werden. Dies entspricht häufig der expe-
rimentellen Situation, dass nur wenige Konfigurationen hergestellt werden können.
Da also nur wenige Konfigurationen zur Verfügung stehen, ist es wichtig, dafür gute
Analysemethoden zu verwenden.
Es zeigte sich beispielsweise, dass die Minkowskimaße bessere Strukturbeschreibun-
gen liefern als der klassische Strukturfaktor.

Um die Relaxationszeiten gering zu halten und dadurch mehr statistisch verwertbare
Ergebnisse zu erhalten, sind gute Modelle und schnelle Algorithmen nötig.
Unter einem guten Modell kann man ein Modell verstehen, das schon kompliziert
genug ist, um das zu untersuchende Verhalten zu zeigen, aber noch einfach genug,
um nicht beispielsweise durch zu komplizierte Potentiale zuviel Rechenzeit zu ver-
brauchen.
Gute Simulationsalgorithmen helfen, die Konfiguration schneller zu verändern, in-
dem zum Beispiel großräumigere Änderungen vorgenommen werden können.
Im Rahmen dieser Dissertation wurden verschiedene Monte Carlo-Algorithmen ein-
gesetzt, unter anderem ein selbstentwickelter Algorithmus zur Bewegung innerer
Monomere einer Kette, der eine Zeitersparnis bei der Simulation binärer Bürsten
liefert.

Phasenverhalten

Die Polymerbürsten bilden in Abängigkeit von verschiedenen Parametern wie Tem-
peratur und Zusammensetzung der beiden Komponenten sowie der Pfropfdichte ver-
schiedene Phasen aus. Dabei gibt es hier aufgrund der zweidimensionalen Struktur-
bildung andere Strukturen mit anderen Symmetrien als in dreidimensionalen Syste-
men. Beispielsweise bilden die viel untersuchten Diblockcopolymere [8], bei denen je
zwei Ketten verschiedener Polymere durch eine Bindung verknüpft sind, verschiede-
ne dreidimensionale Strukturen aus. Dazu gehören nicht nur lamellare Phasen, son-
dern in Abhängigkeit von der Kettenlänge der beiden Monomersorten auch Zylinder
in einer hexagonalen Anordnung oder Kugeln auf einem raumzentrierten kubischen
Gitter. Auch noch kompliziertere Phasen wurden beobachtet.
Bei der zweidimensionalen Strukturbildung der Polymerbürsten sind eine lamellare,
streifenförmige Phase, eine schachbrettartig angeordnete sowie hexagonal geordnete
Phasen vorhergesagt.
Bei der Strukturbildung beim Unordnungs-Ordnungs-Übergang sind Fluktuationen
wichtig, da sie das Ausbilden einer langreichweitigen Ordnung verhindern oder ver-
zögern können. Der Einfluss dieser Fluktuationen ist in der Nähe des Übergangs von
der ungeordneten zur geordneten Phase am stärksten.
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1 Einleitung

Gliederung der Arbeit

Die Arbeit gliedert sich in folgende große Abschnitte:
Als erstes werden theoretische Modelle und Experimente zu den ein- und zwei-
komponentigen Bürsten behandelt.
Danach folgt die Beschreibung des in der Arbeit verwendeten Modells, der Simu-

lationsmethoden und der Erzeugung der Ausgangskonfiguration. Auch der neu
entwickelte Simulationsalgorithmus wird hier vorgestellt. Dann werden die verwen-
deten Auswertungsmethoden aufgeführt, soweit diese im Ergebnisteil mehrfach
verwendet wurden.
Der Hauptteil beschäftigt sich mit den Ergebnissen der Simulationen.
Bei den einkomponentigen Bürsten wird zuerst auf die Strukturbildung im
schlechten Lösungsmittel und den großen Einfluss der Pfropfung eingegangen. Diese
Strukturbildung tritt nur bei schwach gepfropften Systemen auf, dichte Pfropfungen
führen zu geschlossenen Bürsten ohne laterale Struktur.
Bei den binären Bürsten zeigt sich ein noch komplexeres Verhalten: Bei ihnen
bilden sich die Strukturen auch in dichten Systemen aus und zeigen eine Abhängig-
keit nicht nur von der Lösungsmittelqualität und Pfropfung, sondern auch von der
Zusammensetzung.
Im Ausblick werden die Ergebnisse kurz zusammengefasst und weitergehende Un-
tersuchungsmöglichkeiten angesprochen.
Im Anhang wird etwas genauer auf die Implementation der Simulation und der
Auswerteprogramme eingegangen, ohne jedoch den zu umfangreichen Quellcode voll-
ständig aufzuführen. Außerdem sind längere Rechnungen zur theoretischen Beschrei-
bung der Polymere oder zur Berechnung der Strukturfaktoren zu finden.
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2 Theorie und Experiment

In diesem Kapitel wird eine kurze Zusammenfassung von experimentellen und theo-
retischen Arbeiten aus der Literatur vorgestellt. Dabei beschränkt sich die Zusam-
menstellung auf den für die Arbeit relevanten Teil der Systeme im schlechten Lö-
sungsmittel, die häufiger untersuchten Systeme im guten Lösungsmittel werden hier
nur gestreift.
Zunächst werden jedoch einige Begrifflichkeiten wie der End-zu-End-Abstand, der
Gyrationsradius und die Lösungsmittelqualität bei Einzelketten in Lösungen er-
läutert. Anschließend wird kurz auf die experimentelle Realisierung der Pfropfung
eingegangen. Danach werden die einkomponentigen und binären Bürsten vor-
gestellt.

2.1 Einzelketten in Lösungen

Die Einzelkette in der Lösung ist ein relativ gut verstandenes System, in welchem die
Längenparameter End-zu-End-Abstand und Gyrationsradius sowie die Lösungs-

mittelqualität definiert werden können. Diese Größen zur Beschreibung der Kon-

formation sind modellunabhängig und können zum Vergleich zwischen Experiment,
Theorie und den Simulationen verwendet werden. Eine ausführlichere Einführung zu
diesem Thema ist in den Büchern [9, 10, 11, 12, 13] zu finden.

Ein Modellsystem für eine ideale Polymerkette ist die frei verbundene Kette (free-
ly jointed chain), bei der die Bindungsvektoren völlig frei gewählt werden können.
Dieses Modell wird auch Irrflugmodell genannt, da die Kette in diesem Fall einem
random walk entspricht.
Ein weiteres Modell ist die frei rotierende Kette (freely rotating chain), bei der an
die Bindungsvektoren die Bedingung gestellt wird, dass die Bindungswinkel durch
Bindungswinkelpotentiale konstant bleiben müssen. Diese Modelle können weiter
spezialisiert werden, indem auch die Rotation noch durch Torsionspotentiale einge-
schränkt wird. Hier wird nur die frei verbundene Kette besprochen werden, da an
ihr das wichtige Verhalten am einfachsten zu berechnen ist.

2.1.1 Konformation

Zur Beschreibung der Form einer Einzelkette (Konformation) dienen der End-zu-
End-Abstand und der Gyrationsradius. Wichtig für die Berechnung der Freien
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2 Theorie und Experiment

Energie einer Kette ist die Verteilung der End-zu-End-Abstände und das aus-
geschlossene Volumen.

End-zu-End-Abstand

Die betrachtete Polymerkette besteht aus Nmon Monomeren, die über N = Nmon − 1
Kettensegmente der Länge a miteinander verbunden sind. Die Kettensegmente zei-
gen unabhängig voneinander in verschiedene Richtungen ai. Der End-zu-End-Vektor
ist definiert als

R = rNmon
− r1 =

N∑

i=1

ai . (2.1)

Das mittlere Abstandsquadrat ist der Mittelwert

R2
E =

〈
R2
〉
=
〈
(rNmon

− r1)
2
〉
=

〈
N∑

i=1

ai

N∑

j=1

aj

〉

=
N∑

i=1

〈
a2i
〉
+ 2

N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

〈aiaj〉 = Na2 + 2a2
N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

〈cosΘij〉
(2.2)

mit dem Bindungswinkel Θij zwischen den Bindungsvektoren ai und aj.
Bei der frei verbundenen Kette gibt es nun keine Korrelationen in der Orientierung
benachbarter Bindungsvektoren, daher ist 〈cosΘij〉 = 0. Damit folgt für das Quadrat
des End-zu-End-Abstands

R2
E = Na2 (2.3)

Für die frei rotierende Kette ergibt sich bei einem Bindungswinkel τ = 109.47◦ (Te-
traederwinkel) der End-zu-End-Abstand zu R2

E = 2Na2 für N →∞.
Allgemein kann R2

E = CNa2 geschrieben werden, wobei C vom speziellen Polymer
abhängt. Für die frei verbundene Kette ist C = 1, für die frei rotierende Kette ist
C = 2 beim Bindungswinkel τ = 109.47◦. Für Ketten, die noch weiter eingeschränkt
sind (beispielsweise durch Torsionspotentiale), ergeben sich noch größere Werte für
C. Experimentell erhält man zum Beispiel für Polyethylen C = 6.8 am Θ-Punkt bei
410K nach [14].

Innere Längen können mit der gleichen Formel berechnet werden, in Gleichung 2.2
ändern sich nur die Summationsgrenzen, und man erhält

〈
(rj − rk)

2
〉
= |j − k|a2 (2.4)

im Irrflugmodell. Dies bedeutet, dass der mittlere quadratische Abstand nicht von
der Kettenlänge und der Position in der Kette beeinflusst wird, die Kette ist al-
so selbstähnlich. Bei einer realen Kette beschränkt sich diese Selbstähnlichkeit auf
Längenskalen, die wesentlich größer als die Bindungslänge a und kleiner als der
End-zu-End-Abstand sind.
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2.1 Einzelketten in Lösungen

Gyrationsradius

Als weitere Größe zur Beschreibung der Form der Kette (Konformation) dient der
Gyrationsradius oder Trägheitsradius. Der mittlere quadratische Trägheitsradius ist
definiert als

R2
G =

1

Nmon

Nmon∑

j=1

〈
(rj − rCM)2

〉
(2.5)

mit dem Schwerpunktsvektor

rCM =
1

Nmon

Nmon∑

j=1

rj . (2.6)

Eine weitere Auswertung dieses Ausdrucks (siehe Anhang A.2) liefert

R2
G =

1

6

Nmon + 1

Nmon

R2
E , (2.7)

für sehr lange Ketten Nmon →∞ die Näherung

R2
G =

1

6
R2
E . (2.8)

Für das Irrflugmodell ergibt sich für die beiden Längen RE und RG das Skalenver-
halten RE ∝ Nmon

ν mit einem Exponenten ν = 0.5.
Der Gyrationsradius ist für den Vergleich von Theorie, Simulation und Experiment
wichtig, weil er sich direkt in Streuexperimenten messen lässt. Als Strukturfaktor
ergibt sich in der Guinier-Näherung qRG ¿ 1

S(q) = Nmon

[

1− q2

3
R2
G + . . .

]

. (2.9)

Verteilung der End-zu-End-Abstände

Die Verteilung der End-zu-End-Abstände des Polymerknäuels lässt sich im Irrflug-
modell sehr einfach beschreiben. Da die einzelnen Bindungsvektoren zufällig sind,
ergibt sich für den End-zu-End-Vektor R als Summe dieser Bindungsvektoren nach
dem Zentralen Grenzwertsatz eine Gauß-Verteilung.

PNmon,3(R) =

(
3

2πR2
E

)3/2

exp

{

− 3R2

2R2
E

}

=

(
3

2πNmona2

)3/2

exp

{

− 3R2

2Nmona2

}

.

(2.10)

Dabei wurde der End-zu-End-Abstand R2
E = (Nmon − 1)a2 zu Nmona

2 vereinfacht,
was für große Nmon, für die der zentrale Grenzwertsatz gilt, möglich ist.
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2 Theorie und Experiment

Aus diesem Ausdruck erhält man den Beitrag zur Entropie durch

S = kB ln(P ) = S0 − kB
3R2

2Nmona2
(2.11)

und daraus einen Beitrag zur Freien Energie

F = U − TS = F0 +
3kBT

2Nmona2
R2 . (2.12)

Diese Freie Energie entspricht einem harmonischen Potential in der Kettenlänge, das
heißt, dass auf das Polymerknäuel eine elastische Kraft wirkt, die den End-zu-End-
Vektor auf den Gleichgewichtswert 0 bringen möchte. Daher wird das Knäuel auch
als entropische Feder bezeichnet.

Ausgeschlossenes Volumen

Bei der bisherigen Beschreibung der Polymere wurde nicht beachtet, dass die Mono-
mere sich nicht gegenseitig durchdringen können. Im Irrflugmodell kann die Kette
sich beliebig häufig an der gleichen Stelle aufhalten. Eine Polymerkette, die sich
nicht mehr selbst durchdringt, kann als selbstvermeidender Irrflug (self avoiding
walk, saw) modelliert werden.
Wenn nun das Volumen eines Monomers wegen seines Eigenvolumens für weitere
Monomere ausgeschlossen wird, benötigt die Kette mehr Raum und quillt dement-
sprechend auf. Gegen dieses Aufquellen wirkt jedoch die Entropie, die die kompak-
teren Gaußschen Ketten bevorzugt. Aus der Kombination dieser beiden Effekte kann
nach Flory das neue Verhalten berechnet werden:
Als mittlere Monomerdichte in einem Knäuel mit dem Radius R ergibt sich

Φ = Nmon
a3

R3
(2.13)

als Quotient des ausgefüllten Volumens und des Knäuelvolumens. Für die Gesamt-
Wechselwirkungsenergie U erhält man dann mit der Energie pro einzelner Wechsel-
wirkung ε

U = εNmonΦ = ε
Nmon

2a3

R3
. (2.14)

Dabei wechselwirkt jedes der Nmon Monomere mit im Mittel Φ anderen Monomeren.
Bei dieser Berechnung wurden alle möglichen Dichte-Korrelationen in der Kette
vernachlässigt, dies ist ein sogenannter mean field -Ansatz.
Eine weitere Schreibweise für diese Energie ist

U = kBTv
Nmon

2

R3
, (2.15)

mit dem excluded volume-Parameter v, der sich aus Virialentwicklungen der Wech-
selwirkungsenergie ergibt.
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2.1 Einzelketten in Lösungen

Mit der Entropie einer Gaußschen Kette aus Gleichung 2.11 ergibt sich dann die
Freie Energie

F = F0 + kBTv
Nmon

2

R3
+

3kBT

2Nmona2
R2 . (2.16)

Minimieren dieser Freien Energie nach R liefert dann den End-zu-End-Abstand

RE = (va2)1/5Nmon
3/5 ∝ Nmon

ν mit ν = 3/5 . (2.17)

Dieser Exponent ν = 0.6 ist höher als bei der Gaußschen Kette ν = 0.5, der End-
zu-End-Abstand ist also größer, die Kette aufgequollen.

Genauere Analysen, sowohl Computersimulationen als auch die Renormierungsgrup-
pen-Theorie, liefern einen etwas besseren Wert ν = 0.588, welcher gut mit experi-
mentellen Daten bei hohen Molekulargewichten übereinstimmt.
Die Abweichungen im Exponenten rühren von Korrelationen in der Kette her, die
in dem mean field–Ansatz von Flory nicht berücksichtigt werden. Diese Korrela-
tionen führen zu weniger Kontakten der Kette mit sich selbst, sodass die repulsive
Kraft der Wechselwirkung überschätzt wird. Andererseits hat die Kette auch nicht
die Konformation eines Gaußschen Knäuels, sodass die elastische Energie ebenfalls
überschätzt wird. Beide Effekte heben sich gegenseitig nahezu vollständig auf, aber
es bleibt die kleine Abweichung im Exponenten.

2.1.2 Lösungsmittelqualität

Flory und Huggins formulierten 1942 unabhängig voneinander eine mean field -Theo-
rie, mit der sich die fundamentalen Eigenschaften von Polymerlösungen und Poly-
mermischungen beschreiben lassen. Diese Theorie geht davon aus, dass die beiden
Komponenten A und B Plätze in einem Gitter einnehmen. Das Lösungsmittel wird
genauso wie das Polymer behandelt, es bekommt die Kettenlänge N = 1 zugewiesen.
Dabei werden alle n Gitterplätze vollständig besetzt, es gibt keine Volumenänderung
bei der Mischung. Das Ergebnis dieser Theorie ist die Änderung der Freien Energie
pro Gitterplatz zwischen dem gemischten und einem ungemischten System

∆Fmisch
kBT

=
∆Fentropisch

kBT
+

∆Fenthalpisch
kBT

(2.18)

mit dem entropischen und enthalpischen Beitrag

∆Fentropisch
kBT

=
ΦA

NA
lnΦA +

ΦB

NB
lnΦB

∆Fenthalpisch
kBT

= χΦAΦB .

(2.19)

Dabei beschreibt der Flory-Huggins-Parameter χ die Wechselwirkung der beiden
Komponenten. Da die Mischung inkompressibel ist, ist ΦB = 1−ΦA und mit ΦA = Φ
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2 Theorie und Experiment

folgt für die Freie Energie der Mischung pro Gitterplatz

∆Fmisch
nkBT

=
Φ

NA
ln {Φ}+ 1− Φ

NB
ln {1− Φ}+ χΦ(1− Φ) . (2.20)

Die Mischungsentropie wird dabei von der Konnektivität in der Polymerkette stark
beeinflusst, die Entropie wird um den Faktor 1/N kleiner im Vergleich zur Mono-
mermischung mit NA = NB = 1. Dies führt dazu, dass die Entropie, welche die
Mischung bevorzugt, kleiner wird im Vergleich zum Monomersystem. Aus diesem
Grund sind viele Polymere nicht miteinander mischbar, selbst wenn die Monomere
noch mischbar sind.
Dagegen ändert sich die Mischungsenthalpie nicht beim Übergang vom Monomer-
zum Polymersystem in diesem Modell. Bei der Herleitung dieser Mischungsenthal-
pie wurden jedoch Korrelationen in der Besetzung nicht berücksichtigt, die sich bei-
spielsweise daraus ergeben, dass in der Nähe eines Monomers im Inneren einer Kette
mindestens zwei weitere Monomere dieser Kette zu finden sind und keine gleichmä-
ßige Verteilung zΦ vorliegt.

Der Flory-Huggins-Wechselwirkungsparameter χ ergibt sich dabei als

χ =
z (εAB − (εAA + εBB)/2)

kBT
(2.21)

mit der Koordinationszahl auf dem Gitter z und den Wechselwirkungsenergien εAA,
εAB und εBB.
In Polymerlösungen ist dieser Parameter χ eng mit dem zweiten Virialkoeffizien-
ten verwandt, der sich aus der Reihenentwicklung des osmotischen Drucks ergibt.
Der osmotische Druck ist die Änderung der Freien Energie mit dem Volumen bei
konstanter Kettenanzahl nA

Π = −∂∆Fmisch

∂V

∣
∣
∣
nA

(2.22)

mit der Zahl der Gitterplätze n = nANA/Φ und dem Volumen V = na3. Einsetzen
der Freien Energie und eine Reihenentwicklung der Logarithmen liefert dann

Π =
kBT

a3

(
Φ

NA
+

Φ2

2

(
1

NB
− 2χ

)

+
Φ3

3NB
+ . . .

)

. (2.23)

Ein Vergleich mit der üblichen Virialentwicklung des osmotischen Drucks mit der
Anzahldichte c = Φ/a3

Π = kBT

(
1

NA
c+

v

2
c2 + wc3 + . . .

)

(2.24)

ergibt für den zweiten Virialkoeffizienten (das ausgeschlossene Volumen)

v = a3
(

1

NB
− 2χ

)

(2.25)
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2.1 Einzelketten in Lösungen

und umgestellt

χ =
1

2

(
1

NB
− v

a3

)

. (2.26)

Da bei der Herleitung dieser Formel alle Korrelationen in der Anordnung der Mono-
mere ignoriert wurden, die Systeme als inkompressibel behandelt wurden und sich
die höheren Virialkoeffizienten nur aus der Reihenentwicklung der Logarithmen und
nicht aus den Wechselwirkungen ergeben, trifft dieser Ausdruck nicht oder nur nä-
herungsweise auf reale Systeme zu. Stattdessen findet man Abweichungen, so ist
beispielsweise χkBT temperaturabhängig.

Durch die energetische Wechselwirkung der Monomere ergibt sich eine Korrelation
in deren Anordnung, die zu einem weiteren Beitrag zur Mischungsentropie führt, der
analog zur Mischungsenthalpie proportional zur Anzahl der Monomerkontakte ist.
Damit kann χ als Summe eines enthalpischen Beitrags χH und eines entropischen
Beitrags χS geschrieben werden.
Für Polymerschmelzen wird dies in der empirischen Form χ = χS + χH = A+B/T
zusammengefasst. Diese Form lässt sich an viele experimentelle Daten anfitten. Die
Werte A und B sind in Tabellenwerken (siehe in [13]) zu finden. Für die meisten Po-
lymermischungen (zum Beispiel Polystyrol/Polymethylmethacrylat ps/pmma) er-
geben sich für χ Werte um 0.01 herum, da es nur einen sehr geringen Unterschied
in den Wechselwirkungsenergien gibt. Nur wenige Polymermischungen zeigen eine
attraktive Wechselwirkung und damit ein negatives χ.

In Polymerlösungen wird der Parameter χ in der Form

χ =
1

2
− A′

(
T −Θ

T

)

(2.27)

geschrieben, Θ gibt die Temperatur an, bei der χ = 1
2
wird. Das ausgeschlossene

Volumen ergibt sich zu

v = a3 (1− 2χ) = 2A′a3
T −Θ

T
. (2.28)

Hier wird bei der Θ-Temperatur das ausgeschlossene Volumen v = 0, die Lösung
verhält sich ideal. In der Tabelle 2.1 sind für verschiedene Lösungsmittelqualitäten
die Parameter χ und v aufgeführt.

Im guten Lösungsmittel sind die effektiven Wechselwirkungen zwischen den Mo-
nomeren und den Lösungsmittelmolekülen günstiger als die Wechselwirkung der
Monomere untereinander. Um möglichst viel Kontakt mit dem Lösungsmittel zu
erzielen, quillt das Polymerknäuel auf. Das positive ausgeschlossene Volumen führt
zu einer Abstoßung der Monomere. Damit entspricht die Kettenkonformation einem
selbstvermeidenden Zufallspfad (self avoiding walk, saw).
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2 Theorie und Experiment

Am Thetapunkt sind die beiden Wechselwirkungen genau gleich stark, sodass das
Polymerknäuel effektiv keine Wechselwirkung spürt und daher die ideale Form der
Gaußschen Kette annimmt. Die dabei möglichen Durchkreuzungen der Kette sehen
in einem realen Polymerknäuel aber nur so aus, als ob sie sich schneiden würden.
Auf der mikroskopischen Längenskala schafft es die Kette immer noch, sich selbst
auszuweichen.
Dies ist auch der Fall in Polymerschmelzen, bei denen die Abstoßung der Kette mit
sich selbst genau gleich groß ist wie die Abstoßung von anderen Ketten in der Schmel-
ze. Damit hat die Kette keine Veranlassung mehr, sich auszudehnen, um Selbstkon-
takte zu vermeiden, oder zu schrumpfen, um die Zahl der Fremdkontakte zu verrin-
gern. Anders formuliert sind hier die Wechselwirkungsenergien εAB = εAA = εBB alle
gleich, sodass v = 0 wird.

Im schlechten Lösungsmittel werden die reinen Monomer-Monomer–Wechsel-
wirkungen für das Polymerknäuel günstiger, daher wird das Lösungsmittel aus dem
Knäuel verdrängt und das Knäuel schrumpft. Bei einer vollständigen Lösungsmit-
telverdrängung und einer kompakten kugelförmigen Packung des Polymers ist das
Gesamtvolumen des Knäuels daher proportional zu R3. Das ausgeschlossene Volu-
men ist negativ, was zu einer effektiven Anziehung der Monomere führt. In diesem
Fall sind die höheren positiven Virialkoeffizienten nötig, um das Polymer vor einem
Kollaps zu bewahren.

Lösungsmittel- Temperatur Exponent Flory-Huggins- ausgeschlossenes

qualität Parameter Volumen

gut T > Θ ν = 0.588 χ > 1/2 v > 0

Θ-Punkt T = Θ ν = 0.5 χ = 1/2 v = 0

schlecht T < Θ ν = 0.333 χ > 1/2 v < 0

Tabelle 2.1: Zusammenstellung der drei Bereiche unterschiedlicher Lösungsmittelqualität

Das Skalengesetz RG ∝ RE ∝ Nmon
ν gilt allerdings nur im Limes sehr großer Ket-

tenlängen Nmon, da nur dann die Kette selbstähnlich sein kann. Auf zu kleinen
Längenskalen wird die Mikrostruktur wichtig, sodass auf diesen Längenskalen die
Ketten einen selbstvermeidenden Zufallspfad bilden aufgrund des ausgeschlossenen
Volumens der einzelnen Monomere.

Die Ketten in einer Bürste befinden sich in einem dichten Zustand, der ähnlich
zu einer Schmelze ist. Daher sollte die Ausdehnung der Ketten mit dem Exponent
ν = 0.5 skalieren. Dies sollte zumindest bei den Abständen in der xy-Ebene der Fall
sein. Senkrecht dazu können die Ketten aufgrund des Platzmangels in der Bürste
vom Substrat weg gestreckt sein, was bei stark gestreckten Ketten bis zu einem Ex-
ponenten ν = 1 führt.
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Die hier in der Arbeit verwendeten Polymerketten sind mit Nmon = 32 jedoch noch
so kurz, dass die inneren Abstände der Ketten in der Bürste relativ unabhängig von
T ungefähr mit N 0.6 statt mit ν = 0.5 skalieren.

2.2 Pfropfung im Experiment

Im Gegensatz zu den Einzelketten in Lösungen sind die Polymere bei einer Poly-
merbürste an der Oberfläche verankert, sodass die Ketten nicht mehr frei beweglich
sind. Als Oberfläche werden dafür häufig Silizium-Wafer verwendet, da diese als
sehr saubere ebene Flächen präpariert werden können. Besonders gut als Substrat
eignen sich Metalloberflächen aufgrund ihrer starken Wechselwirkung mit anderen
Substanzen.
Aber auch an anderen Grenzflächen sind Bürsten möglich, zum Beispiel auf anderen
Polymeren oder auf Membranen. Ein Beispiel für solche Bürsten in biologischen Sy-
stemen sind Proteinfäden und Polysaccharide auf Zellmembranen. Bakterien nutzen
solche Bürsten unter anderem, um sich auf anderen Substraten zu verankern und
Biofilme zu bilden.
Zur Verankerung gibt es typischerweise die beiden Möglichkeiten der Physisorpti-
on und der kovalenten Bindung. Eine Beschreibung der verschiedenen Verfahren,
Polymere zu einer Pfropfreaktion zu bewegen, ist im Übersichtsartikel [3] zu finden.

2.2.1 Physisorption

Bei der Physisorption wird üblicherweise ein Blockcopolymer auf dem Substrat ver-
ankert, wobei der eine Block stark mit dem Substrat wechselwirkt und der andere
Block die Bürste formt. Eine schwache Bindung ist dabei durch van der Waals-Kräfte
möglich. Eine wesentlich stärkere Bindung entsteht an Metalloberflächen durch die
Spiegelladung im Metall.
Ein Nachteil dieses Verfahrens ist die Instabilität der Bürste bei höheren Tempera-
turen oder in besseren Lösungsmitteln, bei denen sich die einzelnen Ketten wieder
von der Oberfläche lösen oder zumindest ihre Pfropfstellen verlagern.
Diese Systeme sind für die hier vorliegende Arbeit ungeeignet, da ihre Pfropfstellen
nicht gut definiert werden können und auch nicht langzeitstabil sind. Auch eine an-
fängliche Mikrophasenseparation, wie sie hier in der Arbeit untersucht werden soll,
ist in diesen Systemen instabil, stattdessen bilden sich mit der Zeit makroskopische
Domänen aus.
Eine theoretische Arbeit zur Adsorption von Blockcopolymeren ist in der Disserta-
tion von S. Metzger [15] zu finden.
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2.2.2 Kovalente Bindung

Bei dieser Art der Pfropfung bildet eine bestimmte Kopfgruppe des Polymers eine
kovalente Bindung zum Substrat aus. Solche Bindungen werden beispielsweise durch
Sulfidbrücken (sulfur bond) oder durch Silane gebildet.

Bei der Herstellung der Bürste gibt es zwei prinzipielle Verfahren, das sogenannte
grafting to und grafting from, die unterschiedliche Auswirkungen auf die Struktur
der Bürste haben.

Grafting To

Endfunktionalisierte Polymere scheiden sich bei diesem Verfahren aus einer Lösung
auf dem Substrat ab, wobei die Kopfgruppe eine kovalente Bindung mit dem Sub-
strat eingeht. Die neu hinzukommenden Ketten müssen erst durch die schon ent-
standene Bürste diffundieren, bevor die Kopfgruppe das Substrat erreichen kann.
Dieses Verfahren führt deswegen zu unregelmäßigen und dünnen Pfropfungen. Auch
die Filmdicke ist begrenzt, da eine wachsende Bürste die Diffusion immer stärker
behindert.
Ebenso ist die Erzeugung binärer Bürsten nicht gut möglich, da es starke unge-
wünschte Korrelationen in der Zusammensetzung gibt, wenn die beiden Polymer-
komponenten nicht miteinander mischbar sind. In einer Region, in der Komponente
A häufiger vorkommt, hat die Komponente B fast keine Möglichkeit mehr, durch die
A-Schicht hindurch an die Oberfläche zu gelangen. Daher reichern sich in Regionen,
in denen A häufig vorkommt, bevorzugt weitere A-Ketten an.
Dabei gibt es ein Wechselspiel zwischen der Entropie und der Enthalpie. Die Entro-
pie bevorzugt eine gleichmäßige Verteilung der Pfropfpunkte.Die Enthalpie dagegen
bevorzugt aufgrund der Wechselwirkung zwischen den Monomeren eine Trennung
der beiden Sorten, da A-Ketten sich bevorzugt in Gebieten aufhalten, in denen A
schon häufig ist.
Ein Vorteil dieser Methode ist, dass auch die Polydispersität der Bürste bekannt ist,
wenn die Polydispersität der Polymerketten vorher bekannt war.

Grafting From

Dieses Verfahren ermöglicht dicke Filme mit hoher Pfropfdichte. Zunächst wird die
kovalente Bindung der einzelnen Kopfgruppen mit dem Substrat erzeugt. Erst da-
nach wird durch eine Polymerisationsreaktion das Polymer aufgebaut, wobei die
Kopfgruppen als Keim dienen. Die wesentlich schnellere Diffusion der Monomere zu
den Polymerenden beeinflusst hier das Wachstum der Bürste.
Mit diesem Verfahren ergeben sich zwei Vorteile, der zweite allerdings nur bei bi-
nären Bürsten:
Zum einen können höhere Pfropfdichten dadurch erreicht werden, dass im ersten
Schritt nur Monomere an der Wand verankert werden, da die Pfropfdichte kaum
durch die Diffusion begrenzt wird.

16



2.3 Einkomponentige Bürsten

Zum anderen werden die einzelnen Monomere wesentlich stärker durch die Entro-
pie beeinflusst, sodass sie sich stärker mischen und daher weniger Korrelationen im
Pfropfmuster zeigen. Dies ist auch ein Ergebnis der Flory-Huggins-Theorie: Die Mo-
nomere können sich mischen, selbst wenn die Polymere nicht mischbar sind.
Ein Nachteil ist allerdings, dass die Polydispersität bei einer radikalischen Polyme-
risation in der grafting from–Bürste größer [16] ist als bei freien Polymeren in der
Lösung und damit auch größer ist als in den grafting to–Bürsten.

2.3 Einkomponentige Bürsten

Für einkomponentige Bürsten gibt es einige theoretische Modelle, von denen sich
die meisten auf dicht gepfropfte Bürsten, sehr lange Ketten und gute Lösungsmittel
beschränken.
Über das Wechselspiel zwischen einem energetischen und einem entropischen Beitrag
zur Freien Energie kann das grobe Verhalten recht einfach erklärt werden. Der ener-
getische Beitrag ist einfach die Wechselwirkung der Ketten untereinander. Aus der
Entropie der Kettenkonformation, die eine Gaußsche Kette bevorzugt, ergibt sich
der elastische, entropische Beitrag. In dicht gepfropften Systemen kann sich in der
Richtung z senkrecht zum Substrat allerdings kein Gaußscher random walk einstel-
len. Im guten Lösungsmittel wird die Kette etwas gestreckter, da die Kette aufgrund
des großen ausgeschlossenen Volumens mehr Platz benötigt.

a)

b)

c)

Abbildung 2.1: Schema einer Bürste bei ver-
schiedener Lösungsmittelqualität: a) gequol-
lene Bürste im guten Lösungsmittel (T =
5ε/kB), b) geschlossene Bürste in schlech-
tem Lösungsmittel (T = 2ε/kB) c) aufgeris-
sene Bürste in sehr schlechtem Lösungsmittel
(T = 1.2ε/kB)

Bei hohen Temperaturen oder im gu-
ten Lösungsmittel ist der entropische
Anteil groß, die Bürste quillt auf, in-
dem Lösungsmittel in die Bürste ein-
dringt. Eine derartig gequollene Bür-
ste ist in Abbildung 2.1a schema-
tisch dargestellt. Dagegen ist bei nied-
rigen Temperaturen oder schlechten Lö-
sungsmitteln der entropische Beitrag
gering, die Bürste zieht sich zusam-
men und reißt dabei eventuell so-
gar auf, wie in der gleichen Ab-
bildung unter b und c zu sehen
ist.

In den beiden folgenden Abschnitten
wird eine genauere Beschreibung der
Bürsten im guten und schlechten Lö-

sungsmittel gegeben. Dabei wird kurz
auf die theoretische Beschreibung, Simu-
lationen und Experimente eingegangen. Eine wesentlich umfangreichere Darstellung
ist in den Übersichtsartikeln [17, 18, 19] zu finden.
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2 Theorie und Experiment

2.3.1 Bürste im guten Lösungsmittel

Für eine einkomponentige Bürste im guten Lösungsmittel ist das Alexander-Modell [20]
das einfachste Modell, es geht von zwei Annahmen aus:

• Die mit der Pfropfdichte σ gepfropften Ketten sind alle gleichmäßig weit ge-
streckt, sie enden alle in Höhe der Schichtdicke h.

• Das Konzentrationsprofil φ(z) ist eine Stufenfunktion, damit ergibt sich die
Dichte φ = Nmona

3σ/h.

Mit diesen beiden Annahmen ergibt sich für die Freie Energie F einer Kette ein
einfacher Ausdruck. Die Freie Energie setzt sich aus zwei Beiträgen zusammen:
Der elastische Beitrag beschreibt die Deformation der Kette

Fel = kBTσ
h2

Nmona2
. (2.29)

Der Wechselwirkungsbeitrag

Fww = kBTσ
v

2
Nmonρ = kBTσ

v

2

σNmon
2

h
(2.30)

mit der Dichte

ρ =
σNmon

h
(2.31)

enthält die Polymer-Polymer- und Polymer-Lösungsmittel-Wechselwirkung.
Minimieren von F (h) ergibt die Gleichgewichtshöhe

h = Nmon

(
va2σ

4

)1/3

und in natürlichen Einheiten

h

RE

=

(
1

4

vNmon
2

R3
E

σR2
E

)1/3

.

(2.32)

Zur Untersuchung der Bürsten wurden in mehreren Arbeiten numerische Berechnun-
gen in der self consistent field -Theorie (scft) benutzt. Dabei kann die Vorausset-
zung gleich weit gestreckter Ketten fallengelassen werden. Die scf-Theorie ersetzt
die einzelnen Monomerwechselwirkungen durch ein ortsabhängiges chemisches Po-
tential U(z), welches selbstkonsistent aus der Monomerdichte berechnet wird. In ei-
ner Analogie zum Pfadintegralformalismus in der Quantenmechanik entspricht diese
Polymerkette im Feld U der Trajektorie eines quantenmechanischen Teilchens im
Potential, dabei entspricht die Kettenlänge der Laufzeit des Teilchens.

Diese Methode funktioniert allerdings nur bei nicht allzu gutem Lösungsmittel und
bei nicht zu hoher Pfropfdichte, da die einzelnen Ketten als Gaußsche Ketten be-
schrieben werden, die sich beliebig strecken können. Eine reale Kette jedoch kann
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2.3 Einkomponentige Bürsten

sich nicht beliebig weit strecken, daher liefert diese Methode bei stark gestreckten
Ketten ein fehlerhaftes Ergebnis.
Bei ihren scft-Untersuchungen fanden Skvortsov et al. [21], dass die Monomerdich-
te mit einer Parabel angefittet werden kann. Semenov [22] machte die Beobachtung,
dass bei stark gestreckten Bürsten die einzelne Kette nur wenig um die optimale
Konfiguration herum fluktuiert und diese Fluktuation im Limes großer Kettenlän-
gen kleiner wird. In der Analogie zur Quantenmechanik entspricht diese Lösung,
bei der nur wenige Kettenpfade in der Zustandssumme dominieren, dem klassischen
Grenzfall, bei dem die Wirkung extremal wird.
Dies konnten Milner, Witten und Cates [23] und unabhängig Zhulina et al. [24] aus-
nutzen, um eine analytische Theorie im sogenannten strong stretching limes (ssl)
herzuleiten.
Das Ergebnis dieser Berechnungen ist, dass die Monomerdichte

φ(z) =
π2

8N2v
(h2 − z2) (2.33)

parabelförmig ist mit der Bürstenhöhe

h = (
12

π2
)1/3(σv)1/3N . (2.34)

Viele Experimente (siehe Referenzen in [17]) und auch Simulationen [25, 26, 27]
bestätigen dieses Verhalten, sowohl die parabelförmige Monomerdichte als auch die
Proportionalität

h ∝ Nmonσ
1/3 . (2.35)

Simulationen und analytische Berechnungen mit Berücksichtigung höherer Ordnun-
gen zeigen außer dem parabolischen Profil im Inneren der Bürste eine Auflösungszone,
die auch von de Gennes [9] vorhergesagt wurde. In dieser Auflösungszone strecken
sich einzelne lose Polymerenden über die scft-Bürstenhöhe hinaus. In diesem Be-
reich nimmt die Dichte exponentiell mit der Höhe ab. Dieses Verhalten ist nähe-
rungsweise in den Dichteprofilen in Abbildung 4.25 erkennbar.
In diesem strong stretching limes muss gelten, dass die Höhe h der Bürste wesent-
lich größer ist als der End-zu-End-Abstand RE = b

√
Nmon im Θ-Lösungsmittel,

damit es zu der namensgebenden starken Streckung kommen kann. Andererseits
darf die Kette nicht zu stark gestreckt werden, sodass h gleichzeitig wesentlich klei-
ner als die Gesamtlänge der Kette bNmon sein muss. Für kurze Ketten (hier in
der Dissertation Nmon = 32) lässt sich daher dieses Verhalten nicht beobachten,√
Nmon ¿ h/b¿ Nmon ist nicht erfüllbar.

2.3.2 Bürste im schlechten Lösungsmittel

In einem schlechten Lösungsmittel wird die Bürste bei niedrigen Pfropfdichten
instabil, es kommt zu einer lateralen Symmetriebrechung. Dabei reißt die Bürste
auf und bildet zuerst Löcher und dann Streifen. Sowohl bei niedrigen Pfropfdichten
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2 Theorie und Experiment

als auch in sehr schlechten Lösungsmitteln bilden sich statt einer Bürste nur noch
vereinzelte Cluster. Konfigurationen dazu sind in Abbildung 5.1 zu sehen.
Diese laterale Instabilität wurde in den frühen Simulationen von Lai und Binder [28]
sowie von Grest und Murat [29] gesehen. Sie wurde darauf von Yeung und Balazs [30]
sowie Tang und Szleifer [31] in analytischen Arbeiten bestätigt.
Soga und Zuckermann [32] untersuchten ein System eines Kugel-Feder-Modells in
einem Potential, das durch die Anzahl der Monomere in Gitterboxen bestimmt wur-
de. Dadurch ließ sich die Energie sehr einfach in einem mean-field -ähnlichen Ansatz
ausdrücken. Durch dieses einfach berechenbare Potential war eine Simulation mit
großen Polymeranzahlen und Kettenlängen möglich. Sie fanden in einem zufällig
gepfropften System eine geschlossene Bürste, die bei Verschlechterung der Lösungs-
mittelqualität aufreißt und schließlich einzelne, unregelmäßige Cluster bildet.
Diese laterale Strukturbildung wurde auch experimentell mit Hilfe der Rasterkraft-
mikroskopie gefunden [33, 34].

Die meisten analytischen Untersuchungen zu Bürsten im schlechten Lösungsmittel
sagen dabei keine laterale Instabilität vorher. Halperin [35] fand beispielsweise, dass
verdünnte Bürsten im mushroom-Regime ähnliches Verhalten wie in der Lösung zei-
gen und dichte Bürsten in der Höhe schrumpfen, aber gestreckt bleiben.
Shim und Cates [36] und Zhulina et al. [37] konnten die Ergebnisse in Gleichung 2.33
auf Bürsten im Θ-Lösungsmittel verallgemeinern, sie fanden ein elliptisches Dichte-
profil mit senkrechter Asymptote in der Höhe h, jedoch wurde dieses Profil weder
von Simulationen noch von Experimenten bestätigt.
Unterhalb der Θ-Temperatur fanden die Simulationen [28, 29, 38] im Dichteprofil
ein Plateau bis fast zur Höhe h, welche angenähert linear h ∝ Nmonσ anwuchs. Ross
und Pincus [39] berechneten den Strukturfaktor der Bürste und fanden einen konti-
nuierlichen Kollaps der Bürste.

Die Bürstenhöhe h im Theta-Lösungsmittel kann mit dem gleichen Argument wie
im Alexander-Modell berechnet werden. Dabei ist aber der zweite Virialkoeffizient
Null, daher wird der dritte Koeffizient w benötigt. Damit ändert sich der Wechsel-
wirkungsbeitrag zur Freien Energie

Fww = kBTσwNmonρ
2 = kBTσ

v

2

σNmon
2

h
(2.36)

mit der Dichte

ρ =
σNmon

h
, (2.37)

während der elastische Beitrag gleich bleibt.
Minimieren von F (h) ergibt die Gleichgewichtshöhe

h =
√
aσNmon (2.38)

und damit das Skalenverhalten h ∝ σ1/2Nmon.
Im schlechten Lösungsmittel ist eine Berechnung in dieser Form nicht mehr möglich,
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2.4 Binäre Bürsten

das Skalenverhalten ergibt sich aber aus der folgenden Überlegung: Wenn die Bürste
stark geschrumpft ist, liegt sie in der Flüssigkeitsdichte vor. Dies ist die Dichte einer
Polymerschmelze, die mit ihrer Dampfphase koexistiert. Bei langen Ketten sinkt
der Dampfdruck stark, sodass die Dampfphase ein Vakuum ist. Diese konstante
Flüssigkeitsdichte sei ρ0. Dann ergibt sich die Höhe zu

h =
1

ρ0
σNmon , (2.39)

die Höhe wächst also linear mit der Pfropfdichte σ an.
Dieser Übergang des Exponenten von 0.33 im guten Lösungsmittel über 0.5 beim
Θ-Punkt zu 1 im schlechten Lösungsmittel wird in Abschnitt 5.1.1 untersucht.

2.4 Binäre Bürsten

Nach der Untersuchung der einkomponentigen Bürsten bot sich eine Erweiterung
auf zweikomponentige Bürsten mit inkompatiblen Polymeren an. 1999 erforschte als
erster Sidorenko [40] experimentell das Verhalten dichter Polymerbürsten aus hy-
drophilen und hydrophoben Homopolymeren. Wenn diese Bürsten in Kontakt mit
einem hydrophilen Lösungsmittel gebracht wurden, reicherten sich die hydrophilen
Polymere an der Oberfläche an. Das Verhalten war reversibel, mit hydrophoben Lö-
sungsmitteln zeigte sich das umgekehrte Verhalten.
Die ersten theoretischen Untersuchungen dazu wurden 1991 von Marko und Wit-
ten [41] durchgeführt. Sie fanden, dass eine dicht gepfropfte Bürste eine laterale
Strukturierung gegenüber der vertikalen Strukturierung bevorzugt, bei der beispiels-
weise die Komponente A eine Schicht am Substrat bildet, auf der eine Schicht der
Komponente B aufliegt. Die Breite der Lamellen berechneten sie zu 1.97RE.
Singh und Balazs [42] betrachteten in einer theoretischen Arbeit binäre Polymer-
bürsten bei niedrigen Pfropfdichten in einem selektiven Lösungsmittel. Die vom Lö-
sungsmittel nicht favorisierte Komponente bildete Cluster am Substrat, die von der
anderen Komponente bedeckt wurden.
In Simulationen konnte Soga [43] eine laterale Segregation bei einsetzender Unver-
träglichkeit der beiden Komponenten beobachten. Sein Modell war ein Kugel-Feder-
Modell in einem Potential, das durch die Anzahl der Monomere in vergröberten
Gitterboxen bestimmt wurde. Brown [44] konnte in zwei langen Simulationen eines
Gittermodells ebenfalls eine laterale Segregation sehen.

In Abbildung 2.2 sind drei verschiedene Strukturen der binären Bürste schematisch
dargestellt: Im ersten Teilbild a) ist bei der hohen Temperatur T = 5ε/kB, also im
guten Lösungsmittel, eine weitgehend unstrukturierte Bürste zu sehen. Allerdings
findet aufgrund der attraktiven Wechselwirkungen innerhalb der gleichen Kompo-
nente schon eine leichte Trennung in A-reichere und B-reichere Bereiche statt. In
Abschnitt 5.2.1 wird die in Abbildung 5.26 dargestellte Durchmischung genauer un-
tersucht.
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2 Theorie und Experiment

a)

b)

c)

Abbildung 2.2: Schema einer zweikomponentigen
Bürste bei verschiedener Lösungsmittelquali-
tät: a) gequollene, unstrukturierte Bürste im
guten Lösungsmittel (T = 5ε/kB), b) lateral
segregierte Bürste in schlechtem Lösungsmit-
tel (T = 2ε/kB) c) Bürste im selektiven Lö-
sungsmittel (TA = 5ε/kB, TB = 1.5ε/kB)

Im schlechteren Lösungsmittel kommt
es dann zu einer Mikrophasenseparati-
on, wie in den beiden anderen Teilbil-
dern zu sehen ist. Im Teilbild b) ist das
Lösungsmittel für beide Komponenten
gleich schlecht, die beiden Komponenten
bilden gleichartige Cluster in einer late-
ralen Anordnung, eine vertikale Schich-
tung in einer Sandwich-Struktur ist da-
gegen instabil.
In Teilbild c) ist eine Bürste im selek-
tiven Lösungsmittel zu sehen. Dies be-
deutet hier, dass für die Komponente
A das Lösungsmittel gut ist und sich
die Ketten daher strecken, dagegen ist
das Lösungsmittel für die andere Kom-
ponente B schlecht, diese Komponente
bildet dichte Cluster. Dabei kommt es
auch hier hauptsächlich zu einer latera-
len Segregation. Da die beiden Kompo-
nenten aber verschieden stark gequollen
sind, streckt sich die gequollene Kompo-
nente über die dichte Komponente hin-
weg. Dadurch kommt es zu einer leich-
ten Ausbildung einer vertikalen Segrega-

tion, sodass die A-Komponente das Verhalten der Oberfläche dominiert.
Die binären Bürsten konnten in dieser Dissertation in höherer Qualität als in den
oben genannten Arbeiten simuliert werden. Höhere Qualität bedeutet, dass in dieser
Dissertation im Kontinuum (off lattice) simuliert wird, was Gitterartefakte wie die
Kristallisation vermeidet. Außerdem wurden in dieser Arbeit größere Systeme mit
höherer Statistik und mehr Parametern untersucht. Die höhere Qualität ist durch
die Steigerung der Rechengeschwindigkeit der Computer und vor allem durch die
Verbesserung der Algorithmen (Entwicklung der cbmc-Moves) möglich geworden.
Durch bessere neue Analysemethoden (beispielsweise Pfropfkorrelation und Min-
kowskimaße) können auch andere Parameter wie der Einfluss der Pfropfung und die
Strukturbildung beobachtet werden.

2.4.1 SCFT-Berechnungen

Mit Hilfe der self consistent field -Theorie (scft) konnte M. Müller [45, 7] ein Pha-
sendiagramm für die binäre Bürste berechnen.
Dabei wurden die Polymere als Gaußsche Ketten modelliert. Die Ketten waren
gleichmäßig und irreversibel mit einer Pfropfdichte σ auf das Substrat gepfropft.
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2.4 Binäre Bürsten

Die beiden Komponenten A und B hatten gleiche Kettenlängen N und End-zu-
End-Abstände RE. Die Wechselwirkungen wurden in einer Virialentwicklung für ein
binäres System behandelt, sie ergeben mit dem zweiten Virialkoeffizienten eine Ener-
giedichte

e[ΦA,ΦB] = kBT
(vAA

2
Φ2

A +
vBB
2

Φ2
B + vABΦAΦB

)

. (2.40)

Als mittlere Wechselwirkungsstärke zwischen den Monomeren ergibt sich

v = (2vAB + vAA + vBB) /4 (2.41)

und analog dem Flory-Huggins-Parameter

χ̃ =
χ

v
=

1

2v
(2vAB − vAA − vBB) (2.42)

die Inkompatibilität zwischen den beiden Komponenten. Mit größerem χ̃ steigt die
Inkompatibilität und sinkt die Lösungsmittelqualität. Die Selektivität des Lösungs-
mittels wird beschrieben durch den Parameter

ζ =
1

2v
(vAA − vBB) . (2.43)
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Abbildung 2.3: Phasendiagramm der binären Po-
lymerbürsten im nicht-selektiven Lösungs-
mittel

Die räumliche Abhängigkeit der Zusam-
mensetzung Φ wurde in einen Satz or-
thonormierter Funktionen unter Berück-
sichtigung der jeweiligen (beispielswei-
se hexagonalen) Symmetrie entwickelt.
Die Freie Energie der verschiedensten
periodischen Strukturen wurde dabei
berechnet. Eine Minimierung nach der
Strukturgröße und ein Vergleich ver-
schiedener periodischer Strukturen er-
gab die jeweils thermodynamisch stabile
Phase.

Dabei zeigte sich, dass außer der be-
reits bekannten und erwarteten lamel-
laren Struktur noch weitere dimple-
Strukturen stabil sind. In Abbildung 2.3 ist das Phasendiagramm der binären Bür-
ste dargestellt. Außer der ungeordneten Phase dis bei hohen Temperaturen oder
kleinem χ̃ und der lamellaren Phase ripple existieren die dimple-Phasen. Bei der
dimple A-Phase bildet das Polymer A einzelne Cluster, die hexagonal angeordnet
in einer Matrix des Polymers B liegen, genau umgekehrt ist dies in der dimple B-
Phase. In der dimple S-Phase dagegen bilden die Cluster ein Schachbrettmuster.
In den beiden dimple-Phasen, die unterhalb χ̃ ≈ 3 vorkommen, bildet die Mino-
ritätskomponente die Cluster aus. Bei höherer Inkompatibilität χ̃, also niedrigerer
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2 Theorie und Experiment

Temperatur, dreht sich dieses Verhalten um: Die Majoritätskomponente bildet ein-
zelne Cluster, dazwischen schafft es die Minoritätskomponente nicht, eine geschlos-
sene Bürste zu bilden.
Der Abstand (Periodizität) zweier Lamellen beträgt dabei b = 2.2RE, die Periodi-
zität in der der dimple-Phase etwa b = 1.9RE. Diese Strukturgrößen wachsen in
beiden Phasen mit sinkender Temperatur beziehungsweise steigender Inkompatibi-
lität schwach an.

Experimentelle Beispiele für die lamellare und die dimple-Phase sind in Abbil-
dung 2.5 zu sehen. Simulationsbilder sind beispielsweise in den Abbildungen 5.32
sowie 5.44 und 5.49 zu finden.

2.4.2 Experiment

Bisher gibt es zu den binären Bürsten vergleichsweise wenig experimentelle Beobach-
tungen. Die ersten Experimente wurden von der Gruppe um S. Minko [40, 4, 5, 6, 7]
am Institut für Polymerforschung (IPF) in Dresden angestellt. Mit seinen Mitarbei-
tern konnte er binäre Bürsten aus Polystyrol (ps) oder fluoriertem Polystryrol (psf)
als erste Komponente und Poly(2-Vinylpyridin) (pvp) oder Polymethylmethacrylat
(pmma, Plexiglas) als zweite Komponente herstellen. Als Substrat wurden Silizium-
Wafer, Polytetrafluoroethylen (ptfe, Teflon) oder eine Polyamid-Unterlage benutzt.

Abbildung 2.4: Benetzbarkeit einer binären Bürste aus
ps/pvp auf einem Textilgewebe aus Polyamid a–c und
einer ebenen Unterlage aus Polyamid d,e: Abgebildet
ist die Bürste, auf die mit einer Pipette ein Tropfen
Wasser gegegeben wird. Nach Behandlung mit Tolu-
ol ist die Bürste a,d hydrophob, nach Behandlung mit
saurem Wasser (pH=3) ist die Bürste c,e hydrophil. In
einem nicht selektiven Lösungsmittel Ethanol b bildet
sich ein mittlerer Kontaktwinkel aus. Das Textilgewe-
be ist ein Beispiel für die praktische Anwendung bei
der Reinigung von Kleidung. Bild aus [46]

Eines der ersten Ergebnisse
war, dass die Oberflächentex-
tur reversibel geändert und
die Benetzbarkeit der Ober-
fläche variiert werden konnte.
Das Umschalten durch ein se-
lektives Lösungsmittel wie To-
luol, 1,4-Dioxan oder saures
Wasser fand innerhalb weni-
ger Minuten bis Stunden statt.
Auch Zwischenzustände konn-
ten durch Lösungsmittelgemi-
sche oder nicht selektive Lö-
sungsmittel erreicht werden,
wie in Abbildung 2.4 zu se-
hen ist. Für die gezeigten
Bilder wurden mikroskopisch
rauhe Unterlagen aus Poly-
amid benutzt, damit der ef-
fektive Kontaktwinkel extremer
wird.

24



2.4 Binäre Bürsten

Die Gruppe um S. Minko fand, dass — wie theoretisch vorhergesagt — die Bür-
sten lateral und nicht vertikal segregieren, solange das Lösungsmittel nicht selektiv
ist. Im selektiven Lösungsmittel fanden sie eine laterale Struktur, die dimple-Phase,
die bis dahin nicht vorhergesagt worden war. Beide Phasen bilden dabei — anders
als theoretisch vorhergesagt — keine langreichweitige Ordnung aus. Sie machen da-
für drei mögliche Gründe aus: große Polydispersität, lokale Fluktuationen in den
Pfropfpunkten und dass die Zeitskala zum Aufbau langreichweitiger Ordnung mög-
licherweise wesentlich länger ist als die im Experiment verfügbare Zeit.

In Abbildung 2.5 sind zwei Rasterkraftmikroskop-Aufnahmen einer psf/pmma–
Bürste zu sehen. Im linken Teilbild befand sich die Bürste vor der Aufnahme in einem
nicht-selektiven Lösungsmittel. Dabei bildete sich eine lamellare Struktur heraus, die
jedoch keine langreichweitige Ordnung zeigt.

Abbildung 2.5: Rasterkraftmikroskop-Aufnahme im tap-

ping mode einer binären Bürste aus psf/pmma
auf Silizium-Wafern, Bildbreite ist 2.5µm. Links ist
die Bürste im nicht-selektiven Lösungsmittel Toluol,
rechts im selektiven Lösungsmittel Aceton (gut für
pmma). Bild aus [5]

Im rechten Teilbild ist die glei-
che Bürste zu sehen, nach-
dem sie mit dem für pmma
selektiven Lösungsmittel Ace-
ton behandelt wurde. Dabei hat
sich eine dimple-Struktur ge-
bildet. Als Strukturgröße ergab
sich ein Wert von 2.8(6)RE,
während die scf-Rechnungen
einen Wert von 2.2RE vorher-
sagten. Auch hier hat sich keine
langreichweitige Ordnung ein-
gestellt.

Dies entspricht auch der Situa-
tion, wie sie sich in den Simula-
tionen in dieser Dissertation ergab. Es gibt ebenfalls keine langreichweitige Ordnung.
Auch die Strukturgröße ergibt in der Simulation zufällig gepfropfter Syteme größere
Werte als vorhergesagt. Dies zeigt, dass das Modell gut gewählt ist und die Experi-
mente wiedergibt, aber den Vorteil hat, die Gründe für dieses Verhalten zu zeigen.
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3 Modell und Simulation

Das Modell der hier verwendeten Monte-Carlo-Simulation ist ein Kugel-Feder-Modell
(off lattice bead spring) [47], in dem eine Polymerkette vereinfacht durch mit Federn
verbundene Kugeln wiedergeben wird. Dieses Modell wird aufgrund seiner Einfach-
heit in vielen Simulationen verwendet. Die Kugeln werden im Folgenden auch Mo-
nomere und die Federn Bindungen genannt.

τ vib
~~ 10   s

−13

_> 10  s
−7τR lp

Abbildung 3.1: Zusammenhang zwischen einer
chemischen Polymerkette (Beispiel Polyethy-
len) und der Modellkette

In diesem Modell werden mehrere che-
mische Monomere zu einem Modell-
Monomer zusammengefasst. Als natür-
liche Größe für die Anzahl der zusam-
mengefassten Monomere bietet sich die
Persistenzlänge an. Die Persistenzlän-
ge lp ist ein Maß für die Steifigkeit der
Polymerkette und beschreibt die Län-
ge, bis zu der die Richtungen der Mo-
nomerbindungen korreliert sind. Feste
Bindungswinkel oder eine Behinderung
durch Seitenketten schränken die Ori-
entierung der Bindungsvektoren ein und
machen dadurch die Kette steif.
Diese Länge lp entspricht ziemlich genau der Größe der Modell-Monomere. Diese
zeigen ebenfalls fast keine Korrelation in den Bindungsvektoren, da bei dem hier
verwendeten Modell kein bestimmter Bindungswinkel durch ein Potential vorgege-
ben ist. Eine kleine Korrelation entsteht dennoch durch das ausgeschlossene Volu-
men. Einem Modell-Monomer entsprechen beim Polyethylen in etwa drei bis fünf
CH2-Gruppen, bei steiferen Polymeren eine noch größere Zahl an chemischen Mono-
meren. Diese hier vorgenommene Vergröberung wird auch coarse-graining genannt.

Die relevanten Wechselwirkungen im verwendeten Modell sind die Verbundenheit
entlang der Kette, der Volumenausschluss und die attraktive Wechselwirkung zwi-
schen den Monomeren.
Die Monomere wechselwirken über ein Lennard-Jones-Potential miteinander, wel-
ches mit dem kurzreichweitigen, repulsiven Anteil hauptsächlich dafür sorgt, dass
die Polymere sich nicht durchdringen können. Dies wird Volumenausschluss genannt.
Mit einem eventuell vorhandenen attraktiven Anteil können sie noch kondensieren
und Cluster bilden. Das fene-Potential modelliert die zur Bindung der Monomere
verwendeten Federn.
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3 Modell und Simulation

Die Simulationsbox ist in der x- und y-Dimension periodisch, um keine Randef-
fekte zu zeigen, sie ist in der z-Dimension nach unten durch das Substrat begrenzt
und nach oben offen, was jedoch nicht stört, da sich die gepfropften Polymere nicht
vom Substrat entfernen können.
Das Substrat ist hart, dies bedeutet, dass die Polymere nicht mit dem Substrat
wechselwirken, außer dass sie nicht in das Substrat eindringen können.
Die Pfropfung wird so realisiert, dass sich das gepfropfte Monomer nicht mehr
bewegen kann.

Simulationsparameter (Npoly/Nmon/σ
−1/T/d/Φ)

Die einzelnen Simulationen werden durch die folgenden Parameter bestimmt. Dabei
werden als Längeneinheit σLJ und Energieeinheit ε die Parameter der Lennard-Jones-
Wechselwirkung benutzt. Die Parameter eines Systems werden an vielen Stellen
dieser Arbeit in der kompakten Notation (Npoly/Nmon/σ

−1/T/d/Φ) angegeben.

• Anzahl der Polymere Npoly

• Kettenlänge Nmon

Meistens ist Nmon = 32, daraus ergibt sich bei der Θ-Temperatur in der
Schmelze der End-zu-End-Abstand RE ≈ 7.3σLJ und der Gyrationsradius zu
RG ≈ 3.0σLJ. Bei den polydispersen Systemen sind die Kettenlängen gaußver-
teilt mit der Standardabweichung b.

• Pfropfdichte σ
Mit der Pfropfdichte und der Anzahl der Polymere ist die Größe der Simulati-
onsbox auf die Grundfläche A = Npolyσ

−1 festgelegt. Die Seitenlängen der Box
Lx und Ly mit A = LxLy ergeben sich dann als quadratische oder rechteckige
Box je nach dem Pfropfmuster.

• Temperatur T
Die Θ-Temperatur liegt im verwendeten Modell bei Θ = 3.3ε/kBT [48].

• Pfropfung d
Bei der Pfropfung sind zufällige Pfropfstellen mit einem minimalen Abstand d
möglich, aber auch regelmäßige Anordnungen, die bei quadratischen und he-
xagonalen Gittern als sq und hx bezeichnet werden.
Die Positionen der beiden Polymertypen in binären Systemen können regel-
mäßige Muster oder zufällige Positionen sein.

• Zusammensetzung Φ
Die Zusammensetzung beider Polymersorten ist nur bei den binären Bürsten
relevant, sie ergibt sich aus den Kettenanzahlen der beiden Komponenten NA
und NB zu Φ = NB/(NA+NB). Bei den einkomponentigen Systemen fehlt die
Angabe Φ = 0.
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3.1 Potentiale

3.1 Potentiale

Für die Simulationen werden die beiden folgenden Poten-
tiale verwendet:
Das Lennard-Jones-Potential sorgt für den Volumen-
ausschluss und das Clustern der Monomere, es wirkt zwi-
schen allen Monomeren.
Das FENE-Potential beschreibt die Bindungen in einer
Kette.
Die beiden Parameter der Lennard-Jones-Wechselwirkung
legen die Längen- und Energieskala und damit auch die
Temperaturskala fest.

Lennard-
 Jones

FENE

3.1.1 Lennard-Jones-Potential

Zwischen allen Monomeren der Simulation wirkt ein Lennard-Jones-Potential, es soll
den Volumenausschluss der Monomere und eventuell eine Kondensation bewirken.
Das Potential hat die Form

VLJ = 4ε

[(σ

r

)12

−
(σ

r

)6
]

(3.1)

mit den beiden Parametern Potentialtiefe ε und Nulldurchgang σ, der die Wechsel-
wirkungsreichweite festlegt.
Der r−6-Term beschreibt eine attraktive van der Waals–Wechselwirkung: Bei einzel-
nen Atomen oder Molekülen bilden Kern und Hülle einen fluktuierenden Dipol, der
über das Induzieren eines weiteren Dipols mit seinem Nachbarn wechselwirkt. Die
dabei entstehende attraktive Wechselwirkung zeigt eine r−6-Abhängigkeit. Der an-
dere r−12-Term modelliert die abstoßende Austauschwechselwirkung der Elektronen
zweier Hüllen, wenn die beiden Atome ineinander gedrückt werden.
Eine andere mögliche Form wäre eine Exponentialfunktion, die sich auch quanten-
mechanisch als abstoßendes Potential bei der Antibindung im Wasserstoffmolekül
ergibt. Die genaue Form ist dabei aber nicht so wichtig, da dieses Potential als
Modellpotential auf jeden Fall an experimentelle Daten angefittet werden muss. Au-
ßerdem soll es hier die Modellmonomere beschreiben, die aus mehreren Atomen
zusammengesetzt sind.
Wichtig ist nur, dass das Potential bei kleinerem r stark ansteigt. Im Lennard-Jones-
Potential wird dies durch ein Potenzgesetz realisiert. Der Exponent 12 ist willkürlich
gesetzt, als 2 · 6 vereinfacht er die Berechnung.
Da dieses Potential noch eine unendliche Reichweite hat, aber stark gegen Null für
größere r konvergiert, ist für die Simulation noch eine Verbesserung möglich: Das
Potential wird ab einer bestimmten Entfernung gleich Null gesetzt, um das Potential
für größere Abstände nicht mehr berechnen zu müssen. Dabei entsteht jedoch ein
kleiner Sprung im Potential, der zu Artefakten in der Monte-Carlo-Simulation führen
kann. Um dies zu vermeiden, wird das gesamte Potential um diesen Wert angeho-
ben. Ein üblicher Wert zum Abschneiden ist das Doppelte der Gleichgewichtslage
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3 Modell und Simulation

rcutoff = 2 6
√
2σ, das Potential an dieser Stelle ist dann VLJ(rcutoff) = −4ε2

7−1
214

.
Damit wird das abgeschnittene, verschobene Potential

VLJ =

{

4ε
[(

σ
r

)12 −
(
σ
r

)6
+ 127

16384

]

, falls r < rcutoff = 2 6
√
2σ

0 , sonst
. (3.2)

Dieses Potential hat noch den vollen attraktiven Anteil.

Eine rein repulsive Form des Potentials wird aber ebenfalls benutzt. In vielen Fällen
soll das Potential durch das Fehlen des attraktiven Anteils ein Polymer im guten
Lösungsmittel modellieren.
Hier in der Dissertation wird es bei dem zweikomponentigen System als Wech-
selwirkung zwischen Monomeren mit verschiedenem Typ benutzt. Die attraktive
Intra-Typ-Wechselwirkung und die rein repulsive Inter-Typ-Wechselwirkung führen
zusammen zu einer Nicht-Mischbarkeit der beiden Typen.
Dabei wird das Potential im Minimum abgeschnitten: rcutoff = 6

√
2σ, das Potential

an dieser Stelle ist dann VLJ(rcutoff) = −ε. Dieses Potential soll eine rein repulsive
Wechselwirkung liefern. Diese soll jedoch sanft in endlichem Abstand auf Null ab-
klingen, um bei Molekulardynamik-Simulationen stetige, endliche Kräfte zu liefern.
Das Potential sieht dann folgendermaßen aus:

VLJ =

{

4ε
[(

σ
r

)12 −
(
σ
r

)6
+ 1

4

]

falls r < rcutoff = 6
√
2σ

0 sonst
. (3.3)

Der Verlauf des Lennard-Jones-Potentials ist in Abbildung 3.2 zu sehen.

Die beiden Parameter σ und ε werden in den meisten Simulationen auf Eins gesetzt,
weil sie nur dazu benutzt werden, die Längenskala und die Energie- und damit Tem-
peraturskala festzulegen, da es keine anderen vorgegebenen Skalen gibt. Eine andere
Wahl der Parameter ist nur nötig, wenn mehr als eine Teilchensorte simuliert werden
soll, also beispielsweise bei den binären Bürsten.
Dabei weist eine unterschiedliche Wahl von ε den beiden Komponenten eine unter-
schiedliche effektive Temperatur zu. Da die Temperatur eigentlich einer Lösungsmit-
telqualität entspricht, ist dieser Fall sinnvoll: Er entspricht einem System, in dem
das Lösungsmittel eine bessere Qualität für die eine Komponente als für die andere
hat.

Im Folgenden wird σ immer als σLJ geschrieben. In dieser Form wird es als Längen-
einheit benutzt.

3.1.2 FENE-Potential

Benachbarte Monomere eines Polymers wechselwirken zusätzlich zum Lennard-Jones-
Potential über das fene-Potential (finite extensible nonlinear elastic) miteinander.
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3.2 Simulationsmethode

Dieses Potential existiert in zwei Formen, die sich leicht unterscheiden. In dieser Dis-
sertation wird die Variante ohne repulsiven Anteil verwendet. Der repulsive Anteil
ist nur dann nötig, wenn keine Lennard-Jones-Wechselwirkung zwischen den Nach-
barmonomeren für den stabilisierenden Volumenausschluss sorgt. Das Potential ist
dann rein attraktiv und steigt mit wachsendem r immer weiter an, sodass die beiden
Monomere gebunden sind, da sie sich nicht mehr beliebig weit voneinander entfernen
können. Dabei gibt der Parameter K die Steifigkeit an, mit der die Überschneidung
zweier Polymere verhindert werden soll, und R0 skaliert die Bindungslänge. Die Form
des fene-Potentials

Vfene = −K
2
R2
0ε ln

[

1−
(
r

R0

)2
]

(3.4)

ist in Abbildung 3.2 zu sehen. Die beiden Parameter sind in den untersuchten Simu-
lationen K = 30ε/σ2LJ und R0 = 1.5σLJ. Diese Wahl der Parameter stammt aus [47],
sie sollte dort die Bindungen steif halten, sodass keine Durchkreuzungen der Ketten
auftreten können. Dies ist jedoch nicht in allen Simulationen sinnvoll und nötig, aus
Gründen der besseren Vergleichbarkeit ist diese Wahl aber beibehalten worden.

3.1.3 Bindungs-Potential
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Abbildung 3.2: Lennard-Jones- und fene-
Potential ergeben das Bindungs-Potential

Das Bindungspotential ist die Summe
aus dem Lennard-Jones- und fene-
Potential. Dieses resultierende Potential
innerhalb der Polymerkette ist in Abbil-
dung 3.2 zu sehen.
Während ein reines Lennard-Jones-
System den Gleichgewichtsabstand r0 =
6
√
2σ ≈ 1.1225σLJ hat, ist dieser Ab-

stand innerhalb der Kette kleiner, er be-
trägt nur noch r0 ≈ 0.9609σLJ. Die-
ser deutlich andere (fast 15% kleinere)
Gleichgewichtsabstand in der Kette hat
zur Folge, dass selbst bei tiefen Tempe-
raturen die Polymere in diesem Modell
nicht kristallisieren können, wie es zum Beispiel in einem reinen Monomersystem
auftritt. Stattdessen zeigen die Polymere bei niedrigen Temperaturen einen Glas-
übergang [49, 50]. Diese Verlangsamung tritt schon weit entfernt vom Glasübergang
auf und kann auch an den Korrelationszeiten in Abbildung 3.9 gesehen werden, die
mit sinkender Temperatur exponentiell anwachsen.

3.2 Simulationsmethode

Bei Monte-Carlo-Simulationen wird keine wirkliche Dynamik nachgeahmt, wie dies
bei Molekulardynamik-Simulationen der Fall ist, stattdessen werden nur verschie-
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3 Modell und Simulation

dene mögliche Konfigurationen erzeugt.
”
Möglich“ heißt dabei, dass die Konfigura-

tionen mit den Randbedingungen der Simulationsbox und den Zustandsparametern
wie Temperatur, Teilchenzahl und weiteren verträglich sind. Direkte Versuche, ei-
ne Konfiguration zu bilden, erzeugen extrem unwahrscheinliche Konfigurationen.
Daher werden mit Hilfe von Monte Carlo-Moves (mc-Moves) aus Ausgangskonfigu-
rationen Gleichgewichtskonfigurationen und aus Gleichgewichtskonfigurationen neue
Gleichgewichtskonfigurationen erzeugt. Dabei kann ein einzelner mc-Move praktisch
beliebige Änderungen an der Konfiguration vornehmen, vorausgesetzt, er erfüllt die
Bedingung der detaillierten Balance in Gleichung 3.7.

Wenn man die Wahrscheinlichkeit P (x, t) betrachtet, dass das System zum Simu-
lationsschritt t im Zustand x ist, kann diese sowohl zunehmen (das System geht
aus anderen Zuständen x′ in den gegebenen Zustand x über), als auch abnehmen
(das System geht aus dem Zustand x in andere Zustände x′ über). Somit kann die
Zeitabhängigkeit durch die master -Gleichung

dP (x, t)

dt
= −

∑

x′

W (x→ x′)P (x, t)

︸ ︷︷ ︸

Abfluss aus x→x′

+
∑

x′

W (x′ → x)P (x′, t)

︸ ︷︷ ︸

Zufluss aus x′→x

(3.5)

beschrieben werden. Dabei ist W (x → x′) die Wahrscheinlichkeit (pro Zeiteinheit)
dafür, dass das System bei x war und von dort nach x′ übergeht [51].

Die Gleichgewichtsverteilung P (x, t) = P (x) ∝ exp {−βU(x)}, eine Boltzmannver-
teilung, muss zeitunabhängig sein, also

∑

x′

[W (x′ → x)P (x′)−W (x→ x′)P (x)] = 0. (3.6)

Mit der Forderung der detaillierten Balance (detailed balance)

W (x′ → x)P (x′) = W (x→ x′)P (x) (3.7)

lässt sich diese Gleichung in jedem Fall erfüllen. Sie besagt, dass der Strom vom
alten Zustand x′ zum neuen Zustand x genauso groß ist wie der umgekehrte.
Mit der Verteilung der Zustände P (x) ∝ exp {−βU(x)} nach der Boltzmannvertei-
lung folgt aus der detaillierten Balance 3.7

W (x′ → x)

W (x→ x′)
=

P (x)

P (x′)
= exp {−β(U(x)− U(x′))} . (3.8)

Eine Möglichkeit, diese Gleichung zu erfüllen, ist der folgende Ansatz für den Strom
vom alten zum neuen Zustand:

W (x′ → x) = VxA(x
′ → x) (3.9)
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3.2 Simulationsmethode

mit der Vorschlagswahrscheinlichkeit Vx für den neuen Zustand x und der Akzep-
tanzwahrscheinlichkeit

A(x′ → x) = min

(

1,
Vx
Vx′

exp {−β(U(x)− U(x′))}
)

. (3.10)

Im einfachsten Fall wird eine neue Konfiguration direkt erzeugt, sodass Vx = Vx′ = 1
ist, und man erhält das sogenannte Metropolis-Kriterium [52]

W (x′ → x) = min (1, exp {−β(U(x)− U(x′))}) . (3.11)

Dieses Kriterium besagt, dass der neue Zustand auf jeden Fall akzeptiert wird, wenn
die Gesamtenergie beim Übergang erniedrigt wird, ansonsten aber nur mit der Wahr-
scheinlichkeit exp {−β (U(x)− U(x′))} akzeptiert wird.

Aufgrund der oben genannten Beliebig-
keit der mc-Bewegungen gibt es ver-
schiedene mc-Moves, einfache wie die lo-
kalen Moves und komplizierte wie die
configurational bias Monte Carlo-Moves
(cbmc-Moves), die jedoch die Konfigu-
ration stärker ändern können und damit
den Phasenraum schneller abdecken.
In nebenstehender Zeichnung sind die
verwendeten Moves schematisch darge-
stellt. Von oben nach unten sind dies:

CBMC-End-Moves aus 3.2.2a) lagern große Teile des Polymers als Ganzes um.
Allerdings ist dabei das freie Ende nötig, das gepfropfte Polymerende bleibt
praktisch unverändert.

Lokale Moves aus 3.2.1a) sind zwar nicht so effektiv, können aber als einzige die
Bindungsabstände in der Kette relaxieren.

Lokale Rotations-Moves aus 3.2.1b) sind eine effektivere Art lokaler Moves.

Innere CBMC-Moves aus 3.2.2b) sind eine in dieser Dissertation neuentwickelte
Variante der cbmc-End-Moves, die den inneren Teil einer Kette umlagern
können.

Eine andere Methode, die für einige Simulationen in dieser Dissertation verwendet
wurde, ist das parallel tempering. Bei diesem Verfahren werden mehrere Simula-
tionen gleichzeitig (parallel) bei verschiedenen Temperaturen durchgeführt, genauer
wird dies in Abschnitt 3.2.3 erläutert.

Im Folgenden werden zuerst die einfacheren lokalen Moves beschrieben, danach die
komplexeren cbmc-Moves und anschließend das parallel tempering-Verfahren.
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3 Modell und Simulation

3.2.1 Lokale Moves

Bei den lokalen Moves wird die Position jedes Teilchens ein klein wenig verscho-
ben. Akzeptiert wird dieser Schritt dann nach dem Metropolis-Kriterium aus Glei-
chung 3.11. Diese Methode ändert die Konfiguration insgesamt nur sehr wenig, da
die einzelnen Partikel sich nur wenig von ihren alten Plätzen entfernen können. Ein
Grund für das Nicht-Akzeptieren vieler lokaler Moves ist eine hohe Dichte im Sy-
stem, die zur energetisch sehr ungünstigen Überlappung der Partikel führt.
Bei der Auswahl der einzelnen neuen Teilchenpositionen gibt es auch wieder mehrere
Möglichkeiten, von denen die beiden folgenden in den Simulationen zu der vorlie-
genden Dissertation benutzt werden.

a) lokale Verrückung

Dieser Move ist der einfachst mögliche Move. Die neue Teilchenposition ergibt sich
aus der alten Position einfach durch Addition eines zufälligen Vektors, der in einer
Kugel mit dem Radius r liegt. Dabei darf r nicht zu groß gewählt werden, da sonst
die Akzeptanzrate stark sinkt. Hier wurde r zu 0.3σLJ gewählt.
Der Vorteil dieses Moves ist, dass er als einziger der hier verwendeten Moves die
Bindungslänge relaxieren kann, alle anderen Moves halten diese konstant.
Im System (576/32/10/2.5/sq/0.5) liegt die Akzeptanzrate dieses Moves bei 37.19%.

b) Rotation

Bei diesem Move rotiert ein Monomer einer Kette um die Verbindungsachse seiner
beiden Kettennachbarn. Daher sind diese Moves nur für die inneren Monomere eines
Polymers möglich. Ein ähnlicher Move ist auch für das Kettenende möglich, auf die
Implementierung wurde allerdings verzichtet, da die Umlagerung des Kettenendes
auch durch die cbmc-End-Moves gelingt.

a

s

b

r

h

c

Abbildung 3.3: Schematische Darstellung einer
lokalen Rotation

Die drei Monomere r1, r2, r3 sind über
die beiden Bindungen a = r12 und b =
r23 verbunden. Mögliche neue Positio-
nen für das innere Monomer r2 liegen
nun alle auf dem dick und verzerrt ge-
zeichneten Kreisring mit dem Radius h,
der sich als Schnitt zweier Kugeloberflä-
chen ergibt.

Die Berechnung einer neuen Position ist
recht effizient. Die verwendeten Formeln
sollen hier kurz hergeleitet werden. Das
Ergebnis ist dabei so formuliert, dass ein
Computer mit minimalem Aufwand die
neue Position berechnen kann. So kön-
nen trigonometrische Funktionen ganz
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3.2 Simulationsmethode

vermieden werden, nur eine Wurzel ist bei der Berechnung der zufälligen Positi-
on am Ende nötig.
Mit c = s+ r, a2 = h2 + s2, b2 = h2 + r2 folgt b2 = a2 − s2 + (c− s)2 = a2 + c2 − 2cs, umgestellt

s = (c2+a2−b2)/2c und damit für das Verhältnis f = s/c = (c2+a2−b2)/2c2 = 1

2
((a2−b2)/c2+1)

sowie für die Höhe h2 = a2 − s2 = a2 − c2f2. Für das Zentrum des Kreisrings ergibt sich damit

z = r1+s/c(r3−r1) = r1+f(r3−r1). Um jetzt einen Punkt auf dem Kreisring zu finden, braucht

man nun zwei beliebige, aufeinander senkrecht stehende Vektoren in der Kreisebene: e0 = r12 × et

und e1 = e0 × r12. Um das Kreuzprodukt einfach zu berechnen ist et = ez oder ex, wenn r12 und

ez linear abhängig sind. Mit einer zufälligen Position auf dem Einheitskreis R ergibt sich dann

eine neue Position zu p = z + hRxe0 + hRye1.

Der Vorteil dieser Rotations-Moves gegenüber den normalen lokalen Moves ist, dass
sie die Bindungslängen zu den beiden Nachbarn in der Kette konstant lassen. Damit
führt nur noch der Energieanstieg bei der Überlappung mit anderen Teilchen zum
Verwerfen dieses Moves, was sich also in einer hohen Akzeptanzrate äußert. Im
System (576/32/10/2.5/sq/0.5) liegt die Akzeptanzrate dieses Moves bei 48.55%,
höher als bei den einfachen Verrückungen. Die Umlagerungen fallen auch größer
aus als bei den normalen lokalen Moves, statt wie dort maximal 0.3σLJ sind hier
Verschiebungen mit einer Länge von mehr als 1.5σLJ möglich.

3.2.2 Configurational Bias Monte Carlo

Bei diesen Moves wird die Position mehrerer Teilchen gleichzeitig verändert mit dem
Ziel, großräumige Umlagerungen der Polymere zu bewirken. Die grundlegende Idee
der Methode des configurational bias Monte Carlo (cbmc) ist es, ein Polymer an
einer Stelle abzuschneiden und anschließend bis zur alten Länge neu wachsen zu
lassen.
Dieser üblicherweise verwendete cbmc-Move wurde schon 1955 von Rosenbluth und
Rosenbluth [53] verwendet. Eine ausführliche Beschreibung und eine Überprüfung
der Einhaltung der detaillierten Balance ist bei Frenkel und Smit [54] zu finden.

Würde die Erzeugung des neuen Kettenstücks rein zufällig erfolgen, so würde mit
großer Wahrscheinlichkeit eine Konfiguration vorgeschlagen, in welcher der neue Teil
sich selbst, den alten Kettenrumpf oder eine andere Kette durchdringt oder sich
diesen zu sehr nähert. Dies ist aufgrund des stark repulsiven Anteils der Lennard-
Jones-Wechselwirkung energetisch unmöglich oder zumindest extrem unwahrschein-
lich. Damit hätte der Vorschlag ein verschwindendes Boltzmann-Gewicht und es
würden nur wenige der neuen Kettenteile im mc-Prozess akzeptiert werden. Des-
halb muss das neue Kettenstück bevorzugt so generiert werden, dass eine energetisch
günstige Konfiguration entsteht. Durch diese Bevorzugung entsteht jedoch ein Bias,
der noch korrigiert werden muss, um die detaillierte Balance (Gleichung 3.7) nicht
zu verletzen. Dies geschieht mit Hilfe des sogenannten Rosenbluth-Gewichts. Dieses
Gewicht ist gegeben durch

Zx ∝ Vx exp {−βU(x)} (3.12)
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mit der Erzeugungswahrscheinlichkeit Vx der Konfiguration. Damit wird die Glei-
chung 3.10 zu

A(x′ → x) = min

(

1,
Zx

Zx′

)

. (3.13)

Das gesamte benutzte Verfahren für einen cbmc-Move lässt sich übersichtlich mit
dem angewandten Algorithmus wie folgt zusammenfassen:

1. Auswahl des Polymers und der Anzahl N der Monomere, die neu gesetzt
werden sollen.

2. Schrittweiser Abbau der alten Kette, beginnend bei Monomer 0 bis zu Mo-
nomer N − 1:
Abbau von Monomer i und Berechnung des Gewichtsfaktors wi:

a) Erzeugung von Ntrial − 1 neuen möglichen Positionen rj, die alte Posi-
tion ist r0. Dabei ist Pi(j) die Erzeugungswahrscheinlichkeit der neuen
Position rj für Monomer i.

b) Berechnung der potentiellen Energien der Ntrial Positionen Uj = U(rj)

c) Berechnung des Gewichts wi =
∑Ntrial

j=0 Pi(j) exp {−βUj}
d) Entfernung des Monomers i

Abschließend Berechnung des Rosenbluth-Gewichts: Zalt =
N−1∏

i=0

wi

3. Schrittweiser Aufbau der neuen Kette, beginnend bei Monomer N − 1 bis zu
Monomer 0:
Anbau von Monomer i und Berechnung des Gewichtsfaktors wi:

a) Erzeugung von Ntrial neuen möglichen Positionen rj. Dabei ist Pi(j) die
Erzeugungswahrscheinlichkeit der neuen Position rj für Monomer i.

b) Berechnung der potentiellen Energien der Ntrial Positionen Uj = U(rj)

c) Berechnung des Gewichts wi =
∑Ntrial

j=0 Pi(j) exp {−βUj}
d) Wahl einer neuen Position rj mit der Wahrscheinlichkeit

Pi(j) exp {−βUj} /wi und Einbau des Monomers i.

Abschließend Berechnung des Rosenbluth-Gewichts: Zneu =
0∏

i=N−1
wi

4. Nach Gleichung 3.13 wird die neue Kette akzeptiert, falls Zneu/Zalt größer
ist als eine zufällige Zahl im Intervall [0, 1[, ansonsten muss die alte Kette
wiederhergestellt werden.

Bei Simulationen auf einem Gitter ergibt sich die Zahl Ntrial einfach aus der Ko-
ordinationszahl des Gitters. Bei der in der Dissertation verwendeten Simulation im
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Kontinuum gibt es keine Möglichkeit, alle Positionen zu benutzen. Deshalb muss
eine Auswahl getroffen werden, indem Ntrial auf einen festen Wert gesetzt wird.
Dabei führen zu kleine Werte zu einer geringen Akzeptanz der Moves, zu hohe Werte
dagegen zu einem hohen Rechenzeitbedarf, dazwischen gibt es ein Optimum, wie in
Abbildung 3.4 zu sehen ist.

Sp

Pfropfung

Dies kann zum Beispiel an der Korrelation der Projektion der Pfropf-
vektoren auf das Substrat gemessen werden. Der Pfropfvektor ist da-
bei als der Vektor definiert, der vom Pfropfpunkt zum Schwerpunkt
der Kette zeigt, wie in nebenstehendem Schema dargestellt ist. Die
Korrelationszeit gibt dann dabei die Zeit an, in der die Projektion
des Pfropfvektors auf das Substrat auf die mittlere Verteilung zerfal-
len ist, also eine größere Verlagerung des Schwerpunktes eingetreten
ist.
Die hier verwendeten Korrelationszeiten stammen aus einem kleinen
System (Npoly = 25) bei Temperatur T = 2.0ε/kB und einer inver-
sen Pfropfdichte von σ−1 = 8σ2LJ, einem relativ dichten System, bei dem sich eine
geschlossene Bürste bilden kann.
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Abbildung 3.4: Abhängigkeit der Korrelations-
zeit τ der Pfropfvektor-Korrelation von der
Anzahl der Versuchspositionen Ntrial in dem
System (25/32/8/2/sq)

Dabei ergibt sich hier der beste Wert
Ntrial = 43 für die cbmc-End-Moves.
Bei den Simulationsläufen wurde aller-
dings der Wert Ntrial = 25 nach [15]
verwendet. Das Problem mit dem be-
sten Wert für Ntrial ist, dass dieser sehr
von der Dichte des Systems abhängt.
Bei hohen Dichten (große Pfropfdich-
te, niedrige Temperatur) ist ein hoher
Wert sinnvoll, da hier die Akzeptanzra-
te gering ist und daher eine möglichst
optimale neue Position gefunden wer-
den muss. Bei niedrigen Dichten (klei-
ne Pfropfdichte, hohe Temperatur) ist
die Akzeptanzrate sowieso hoch, daher
muss nicht soviel Zeit damit verbracht
werden, eine noch bessere Anordnung zu
finden, ein kleiner Wert für Ntrial ist dann also besser.
Ein weiteres Problem ist, dass dieses Maß die Korrelationszeit der Pfropfvektor-
Korrelation misst und nicht die Korrelationszeit der für weitere Untersuchungen
interessanten Größen misst, wie zum Beispiel die langsame Veränderung und Verla-
gerung der Cluster.
Die Bestimmung der Korrelationszeit dieser Clusterumlagerungen erfordert jedoch
große Systeme mit einem entsprechendem Bedarf an Rechenzeit. Im Abschnitt 3.2.4
wird die Korrelationszeit einer großräumigeren Umlagerung einer binären Bürste
betrachtet, die sich anders verhält als die Korrelationszeiten bei den Pfropfvektor-
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Korrelationen.

Dabei ergab sich, dass eine schnellere Relaxation erreicht wurde, wenn die im Move
verwendete Kettenlänge nicht der maximale Wert Nmon−1 ist, sondern eine zufällige
Zahl zwischen 4 und Nmon−1. Die obere Grenze ist Nmon−1, da das Pfropfmonomer
nicht bewegt werden kann, die untere Grenze ist zu 4 gewählt worden, da bei zu kur-
zen Kettenteilen der Aufwand wieder größer wird als der Nutzen verglichen mit den
wesentlich einfacheren lokalen Moves. Dies liegt daran, dass die Akzeptanzrate mit
wachsender Kettenlänge exponentiell abfällt, wie in Abbildung 3.7 zu sehen ist. Da-
her werden Versuche, lange Kettenteile zu bewegen, nur selten akzeptiert und daher
auch hier der Aufwand stärker steigt als der Nutzen. Der Einfluss der Verteilung der
Kettenlängen N auf die Korrelationszeit ist hier aber nicht systematisch untersucht
worden.

Die Anzahl der Versuchspositionen Ntrial ist nicht der einzige optimierbare Parame-
ter, die Anzahl der cbmc-Moves pro lokalem Move und die Verteilung der Ketten-
längen N bei einem cbmc-Move sind genauso einstellbare Parameter. Ein weiteres
Problem liegt dann vor, wenn mehrere mc-Moves gleichzeitig verwendet werden und
die Parameter sich gegenseitig beeinflussen, sodass nur iterativ nach dem Minimum
in einer mehrdimensionalen Parameter-Landschaft gesucht werden kann.
Daher ist eine gute Anpassung des Werts für Ntrial allein mit den hier untersuchten
Pfropfvektor-Korrelationen nicht möglich, mit den interessanteren großräumigeren
Umlagerungen wäre ein enormer Aufwand an Rechenzeit nötig. Für die beiden Wer-
te Ntrial = 25 und 35 sind die großräumigen Umordnungen in einer binären Bürste
untersucht worden. Dabei stellte sich heraus, dass beide Wahlen etwa die gleiche Ef-
fizienz zeigen. Zwar ist die benötigte Zahl der Monte-Carlo-Schritte bei Ntrial = 35
kleiner, aber die dafür benötigte Rechenzeit größer.

Die Erzeugung der neuen Positionen rj und die damit verbundene Erzeugungswahr-
scheinlichkeit Pi(j) ist für die beiden cbmc-Moves unterschiedlich, daher werden
diese in den nächsten beiden Abschnitten getrennt besprochen.

a) CBMC-End-Move

Eine neue Position ergibt sich hier als zufälliger Punkt auf einer Kugeloberfläche,
die das vorherige Monomer als Zentrum und den Bindungsabstand als Radius hat.

In Abbildung 3.5 ist ein cbmc-End-Move schematisch dargestellt. Zu sehen ist die
alte Polymerkette, der ungeänderte Teil der Kette und der neugebildete Teil. Beim
neugebildeten Teil sind die Ntrial = 5 Versuchspositionen zu sehen, wovon dann je-
weils eine ausgewählt wurde und zur neu wachsenden Kette hinzukam. Um die Ab-
bildung einfach zu halten, wurde die Kette stark gestreckt, indem Positionen rechts
vom alten Monomer bevorzugt wurden. Das Abbauen der alten Kette führt zum
gleichen Bild, wie es sich beim Aufbau ergibt, es wurde deswegen hier weggelassen,
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um die Abbildung nicht zu überladen.

Abbildung 3.5: Darstellung eines cbmc-End-
Moves

Bei der kugelsymmetrischen Wahl der
neuen Position auf der Kugeloberfläche
ist die Erzeugungswahrscheinlichkeit für
alle Positionen gleich Pi(j) = Pi. In
die Erzeugungswahrscheinlichkeit geht
dann nur noch die Größe der Oberfläche
ein, also ist Pi eine Funktion der Bin-
dungslänge von Monomer i zu Monomer
i + 1. Damit können die Pi aus den wi

herausfaktorisiert werden, und damit ist
dann

Z =
N−1∏

i=0

wi =
N−1∏

i=0

Pi

N−1∏

i=0

w′
i . (3.14)

Wenn nun die Bindungslängen beim Aufbau die gleichen sind wie bei der alten Ket-
te, kürzen sich die Erzeugungswahrscheinlichkeiten beim entscheidenden Ausdruck
Zneu/Zalt heraus. Daher ist die genaue Kenntnis der Pi nicht nötig.
Im System (576/32/10/2.5/sq/0.5) liegt die Akzeptanzrate dieses Moves bei 18.87%.
Dieser Move kann nur das Ende einer Polymerkette bewegen, da es extrem unwahr-
scheinlich ist, dass das neue Polymerende wieder an den alten Ort gelangt, um dort
die Kette fortsetzen zu können. Diese Einschränkung kann aufgehoben werden, wenn
ein Bias eingeführt wird, der bevorzugt neue Positionen so erzeugt, dass das neue Po-
lymerende zu einem gewünschten Punkt hinwächst. Dies geht jedoch auch einfacher,
wie im nächsten Abschnitt zu sehen ist.

b) innerer CBMC-Move

Das Ziel dieser Moves ist es, den inneren Teil einer Kette zu bewegen. Dabei gibt
es dann die Bedingung, dass die neu wachsende Kette ein bestimmtes Ziel erreichen
muss, um dort die aufgebrochene Kette wieder schließen zu können. Bei dem hier
verwendeten Verfahren wird dies dadurch erreicht, dass sich die Monomere vor und
nach dem Move auf der gleichen Kugelschale um das Zielmonomer herum befinden
müssen.

Abbildung 3.6: Darstellung eines cbmc-Inner-
Moves

In Abbildung 3.6 ist ein innerer cbmc-
Move schematisch dargestellt. Zu sehen
ist die alte Polymerkette, der an beiden
Enden ungeänderte Teil der Kette und
der neugebildete Teil. Hier ist ebenfalls
eine gestreckte Kette gezeichnet worden,
um die Abbildung übersichtlich zu hal-
ten. Wichtig für die Konstruktion der neuen Kette sind die großen Kreise, deren
Zentrum das Zielmonomer ist. Beim neugebildeten Teil sind die kleinen Kreise zu
sehen, die jeweils einen Radius von einer Bindungslänge haben.
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Der Schnitt des kleinen Kreises mit dem großen Kreis liefert dann hier zwei Schnitt-
punkte. Diese beiden Punkte erfüllen die Bedingung, dass die Bindungslänge stimmt,
und die Bedingung, dass das Zielmonomer mit der restlichen zu wachsenden Kette
erreichbar bleibt. Auch hier ergibt sich beim Abbauen der Kette das gleiche Bild wie
beim Aufbau.
Im dreidimensionalen Fall schneiden sich nicht zwei Kreisringe in zwei Schnittpunk-
ten, sondern zwei Kugelschalen in einem Kreisring. Dies entspricht genau der Situa-
tion, wie sie schon bei den lokalen Rotationen in Abbildung 3.3 auftauchte. Damit
gibt es hier ebenfalls eine größere Auswahl an neuen Positionen als es in der sche-
matischen Zeichnung der Fall ist.

Analog zum Fall der cbmc-End-Moves ist auch hier die Erzeugungswahrscheinlich-
keit für alle Positionen gleich Pi(j) = Pi. In die Erzeugungswahrscheinlichkeit geht
hier nur der Umfang des Kreisrings ein. Aufgrund der Kugelsymmetrie im Zielmo-
nomer sind die Kreisringe beim Auf- und Abbau der Kette gleich groß, wenn die
Bindungslängen konstant gehalten werden. Damit ist der Ausdruck Zneu/Zalt eben-
falls wieder unabhängig von den Pi. Dies führt dann zu der großen Ähnlichkeit der
beiden cbmc-Moves, die sich nur im Verfahren zur Erzeugung der neuen Positionen
unterscheiden.
In den Simulationen wurde Ntrial = 25 verwendet analog zu den cbmc-End-Moves,
dieser Wert ist ebenfalls ein optimierbarer Parameter. Die Anzahl der zu bewegenden
Monomere N lag dabei zwischen 3 und 24, die untere Grenze war zu drei gewählt,
da damit schon Kettenüberkreuzungen aufgehoben werden können, die obere Gren-
ze wurde niedriger als bei den cbmc-End-Moves gewählt, da die Akzeptanzrate bei
wachsendem N stark sinkt und der Move daher dann wenig nützt. Auch diese beiden
Grenzen sind noch nicht optimiert. Aufgrund der Einschränkung in N ist die gesam-
te Akzeptanzrate bei den inneren cbmc-Moves höher als bei den cbmc-End-Moves.
In Abbildung 3.7 kann aber abgelesen werden, dass bei festem N der cbmc-End-
Move eine höhere Akzeptanzrate hat. Im System (576/32/10/2.5/sq/0.5) liegt die
Akzeptanzrate dieses Moves bei 28.63%.

Test der CBMC-Moves

Zum abschließenden Test, ob die cbmc-Moves richtig arbeiten, wurden einige Ein-
zelketten-Eigenschaften beobachtet. Die einzelnen Simulationen enthielten jeweils
lokale Moves, dazu kam dann noch eine Kombination der drei anderen Moves (lo-
kale Rotationen, innere cbmc-Moves und cbmc-End-Moves). Eine nicht gepfropfte
Kette der Länge Nmon = 128 wurde bei einer Temperatur von 2.75ε/kB längere Zeit
simuliert. In diesem Temperaturbereich zeigt die Kette gerade den Wechsel vom
Knäuel, der Niedrigtemperatur-Konformation, in die gestreckte Konformation bei
hoher Temperatur. In diesem Bereich reagieren die Observablen sehr empfindlich
auf Störungen, die beispielsweise durch falsche Algorithmen auftreten.
Die Energiehistogramme dieser Simulationen waren im Rahmen der statistischen
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Schwankungen identisch, die einzelnen Moves arbeiten also untereinander gleich. Ei-
ne Berechnung der End-zu-End-Abstände RE und daraus eine Abschätzung für die
statistische Segmentlänge b = R2

E/(Nmon − 1) ergibt einen Wert von b = 1.836σ2LJ,
in guter Übereinstimmung mit den Daten aus dem Artikel [48].

In Abbildung 3.7 ist die Akzeptanzrate für die beiden cbmc-Moves in einem Bür-
stensystem dargestellt. Diese nimmt näherungsweise exponentiell mit zunehmender
Kettenlänge des bewegten Teils der Kette ab. Dies trifft besonders für die inneren
cbmc-Moves zu, die Daten der cbmc-End-Moves zeigen starke Abweichungen von
dem exponentiellen Verhalten. Dieses unterschiedliche Verhalten ergibt sich daraus,
dass der cbmc-End-Move nur das freie Ende einer Kette umlagern kann. Da dieses
freie Ende meist auch in der Konfiguration an der Bürstenoberfläche weniger dicht
umgeben ist, fällt es den cbmc-End-Moves leicht, ein kurzes Stück dieses freien
Endes neu zu setzen. Sobald aber auch tiefliegende Teile der Kette bei großem N
umgelagert werden sollen, nimmt die Akzeptanz stark ab, in der Kurve entsteht ein
Knick.
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Abbildung 3.7: Abhängigkeit der Akzeptanz-
rate von der Anzahl der neu gesetzen
Kettenlänge für den cbmc-End-Moves E

und den inneren cbmc-Move I im System
(576/32/10/2.5/sq/0.5), für beide Moves ist
Ntrial = 25, es ergibt sich näherungsweise ein
exponentieller Abfall

Die inneren cbmc-Moves dagegen ver-
suchen auch bei kleinem N Kettentei-
le nahe dem Substrat im dichten Teil
der Bürste umzulagern, was die Akzep-
tanzrate verschlechtert. Durch die zu-
fälligere Mischung leicht oder schwierig
umzulagernder Teile gibt es hier einen
gleichmäßigeren Abfall der Akzeptanz-
rate.
Ein weiterer Grund, weshalb der cbmc-
End-Move eine höhere Akzeptanzrate
bei gleichem N zeigt, ist die größere
Auswahl möglicher neuer Positionen, die
bei den inneren cbmc-Moves durch die
Lage auf den Kreisringen stark einge-
schränkt wird.

Mit diesem starken Abfall der Akzep-
tanzrate mit wachsender Kettenlänge
wird klar, dass der cbmc-End-Move nur beschränkt für längere Ketten angewendet
werden kann, da er nur selten Monomere in der Nähe des Pfropfmonomers umlagert.
Daher sind die inneren cbmc-Moves wichtig, um auch längere Ketten in der Nähe
des Pfropfpunktes bewegen zu können.

3.2.3 Parallel Tempering

Das sogenannte parallel tempering-Verfahren [55, 56] ermöglicht, Konfigurationen
bei tiefen Temperaturen schneller zu äquilibrieren, indem Konfigurationen mitver-
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wendet werden, die bei höheren Temperaturen gewonnen wurden. Dazu werden meh-
rere Simulationen gleichzeitig (parallel) durchgeführt und die Konfigurationen in
bestimmten Zeitabständen ausgetauscht. Die Idee dabei ist, dass Barrieren in der
Energielandschaft, die bei niedrigen Temperaturen die Äquilibrierung behindern, bei
höheren Temperaturen unwichtig werden und übergangen werden können.
Damit beim Austauschen der Konfigurationen die detaillierte Balance (Gleichung 3.7)
nicht verletzt wird, darf diese Konfigurationsvertauschung nur mit der Akzeptanz-
wahrscheinlichkeit ähnlich zum Metropolis-Kriterium 3.11

W = min (1, exp {− (βj − βi) (U(i)− U(j))}) (3.15)

durchgeführt werden. Dabei bezeichnet U(i) die Gesamtenergie und βi = 1/(kBTi)
die inverse Temperatur im System i.
Damit dieser Austausch mit ausreichend hoher Wahrscheinlichkeit durchgeführt wer-
den kann, müssen die Histogramme der Gesamtenergien der Konfigurationen bei
beiden Temperaturen Ti und Tj überlappen. Nur dann kann der günstige Fall ein-
treten, dass die Energie des Systems bei der hohen Temperatur niedriger liegt als
die Energie des Systems mit der tiefen Temperatur.
Diese Bedingung führt allerdings dazu, dass bei sehr vielen Temperaturen simuliert
werden muss, damit die Überlappungen der Histogramme groß genug sind. Daher
ist diese Methode nur dann sinnvoll, wenn nicht nur Konfigurationen bei der nied-
rigsten Temperatur benötigt werden, sondern auch bei höheren.
Dadurch, dass einzelne Konfigurationen zeitweise unabhängig voneinander äquili-
briert werden können, eignet sich dieses Verfahren gut, um auf Parallelrechnern zu
laufen. Da nur relativ wenig Kommunikationsbedarf zwischen den einzelnen Prozes-
sen besteht, gleichzeitig aber das Austauschen der Konfigurationen eine schnellere
Äquilibrierung bewirkt, ist dieses Verfahren eine sehr effiziente Art der Parallelisie-
rung.
Ein Problem ergibt sich aber dadurch, dass mit diesem Verfahren nur kleine Systeme
effizient untersucht werden können. Da die Gesamtenergie eines Systems proportio-
nal zur Systemgröße N wächst, die Schwankung der Energie und damit die Histo-
grammbreite aber nur mit

√
N , müssen bei wachsender Systemgröße immer mehr

Zwischentemperaturen eingeführt werden, damit die Histogramme ausreichend über-
lappen können.

3.2.4 Effizienz der Moves

Aus der Berechnung der Korrelationszeiten lässt sich bestimmen, ob ein bestimmter
Move effektiv ist, das heißt, ob in der diesem Move zugestandenen Rechenzeit nicht
ein anderer Move das System besser äquilibriert hätte. Ein effektiverer Move braucht
weniger Rechenzeit als ein anderer, um ein System zu äquilibrieren. Anders formu-
liert kann der effektivere Move in einer gegebenen Zeit mehr statistisch voneinander
unabhängige Daten produzieren. Bei dieser Untersuchung darf nicht die verwendete
Anzahl der Monte-Carlo-Schritte betrachtet werden, sondern die Gesamtzeit, da die
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verschiedenen Moves eine sehr unterschiedliche Rechenzeit benötigen.
Diese Bestimmung der Effizienz ist allerdings nicht ganz einfach, da geeignete Kor-
relationsfunktionen ausgewählt werden müssen. Ungeeignet ist beispielsweise die
Korrelation der Bindungslänge, da diese nur von den lokalen Moves relaxiert wird,
die anderen Moves halten diese konstant. Auch der End-zu-End-Abstand ist unge-
eignet, da er nur von den Positionen der beiden Endmonomere abhängt, die von den
inneren cbmc-Moves und den lokalen Rotationen nicht geändert werden können.
Weitere Größen sind ungeeignet, wenn sie zu stark von lokalen Eigenschaften abhän-
gen, da auch die lokalen Eigenschaften mit Ausnahme der Bindungslänge von allen
Moves schnell verändert werden können. Ein Beispiel für die schnelle Änderung der
Energie des Systems wird in Abbildung 5.27 für ein binäres System beobachtet.

Bei den in dieser Dissertation betrachteten Strukturbildungen auf größeren Längen-
skalen müssen daher auch Korrelationen betrachtet werden, die von großräumigen
und daher nur langsam veränderlichen Größen abhängen.
Ein Maß dafür ist beispielsweise der Peak im Strukturfaktor. Da dieser Struktur-
faktor pro Konfiguration allerdings nur wenige statistisch auswertbare Daten liefert,
erscheint er ungeeignet. Um eine genügend hohe Datenmenge zu erzielen, müssten
sehr lange Simulationsläufe durchgeführt werden.
Eine mittlere Größe ist dagegen der schon in Abschnitt 3.2.2 verwendete Pfropfvek-
tor, der mit der Länge RE keine stark lokalisierte Größe ist und eine höhere Statistik
aufweist, weil er über jede einzelne Kette gemittelt werden kann.
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Abbildung 3.8: Autokorrelationsfunktionen des
Pfropfvektors im System (25/32/8/20/sq)
für verschiedene Move-Zusammensetzungen,
der lokale Move l ist bei allen Simulationen
vorhanden, die anderen Moves wie lokale Ro-
tationen r, cbmc-End-Moves e und innere
cbmc-Moves i werden nur teilweise benutzt.

Bei der Berechnung der Autokorrelati-
onszeiten des Pfropfvektors stellte sich
jedoch heraus, dass auch diese Größe
nur bedingt geeignet ist, die Korrela-
tionszeit für die Konfigurationsumlage-
rungen angemessen zu bestimmen. Dies
wird erst mit den im letzten Teil die-
ses Abschnitts verwendeten Dichtebil-
dern möglich.

In Abbildung 3.8 sind die Autokorrela-
tionsfunktionen für die Pfropfvektoren
dargestellt. Die einzelnen Moves zeigen
eine sehr unterschiedliche Korrelations-
zeit. Auffallend ist, dass die lokalen Ro-
tationen lr sehr gut abschneiden, ob-
wohl dieser Move verglichen mit den
cbmc-Moves sehr einfach ist. Enttäu-
schend ist dagegen das Abschneiden der
inneren cbmc-Moves, im Einzelvergleich li gegen lr sind sie langsamer als die ein-
facheren lokalen Rotationen. Im Vergleich aller Moves lrei gegen lre bremsen sie
sogar die Relaxation.
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3 Modell und Simulation

Wie am Ende dieses Abschnittes gezeigt wird, sind die inneren cbmc-Moves doch
nicht so schlecht, wie sie hier erscheinen. Dies liegt daran, dass die Pfropfvektoren ei-
ne nicht gut geeignete Größe zur Messung der Korrelationszeit sind. Sie bevorzugen
zum Beispiel die cbmc-End-Moves, da diese das freie Ende der Kette effektiv umla-
gern, was eine große Positionsänderung des Schwerpunktes bringen kann. Die Moves,
die die inneren Teile der Polymerkette umlagern, also die inneren cbmc-Moves, ver-
ändern den Schwerpunkt nur wenig, sodass sie hier schlechter abschneiden.

In Abbildung 3.9 ist das Problem zu sehen, das bei der Simulation bei niedrigen
Temperaturen auftritt: Die Korrelationszeit nimmt exponentiell zu. Dieses übliche
Verhalten wird mit dem Arrhenius-Gesetz

τ = τ0 exp {−EA/(kBT )} (3.16)

mit der Aktivierungsenergie für den Relaxationsprozess EA beschrieben.

1.5 2 2.5 3
Temperatur T

0

100

200

300

400

K
or

re
la

tio
ns

ze
it 

 τ
  [

10
9 T

ak
te

]

0 100 200

t [10
9
Takte]

0.01

0.1

A
ut

ok
or

re
la

tio
n 

C

T = 1.5
T = 1.7
T = 2.0
T = 2.5
T = 3.0

Abbildung 3.9: Korrelationszeiten τ und Auto-
korrelationsfunktionen des Pfropfvektors im
System (25/32/8/T/sq) in Abhängigkeit von
der Temperatur

Diese Aktivierungsenergie setzt prak-
tisch eine untere Grenze für die in
den Simulationen erreichbare Tempera-
tur fest, da ab einer bestimmten Tem-
peratur die Simulationszeit nicht mehr
ausreicht, das System ins Gleichgewicht
zu bringen.
Bei steigender Dichte nimmt die Rela-
xationszeit der Ketten ebenfalls stark
zu. Bei der Untersuchung der binären
Polymerbürsten ergab sich in Tabel-
le 5.8 eine sehr stark mit der Pfropfdich-
te ansteigende Korrelationszeit für die
großräumigen Umlagerungen der Clu-
ster.

Eine wesentlich bessere Methode, die
Korrelationszeit in binären Systemen zu bestimmen, wird im letzen Teil dieses Ab-
schnitts untersucht. Die Korrelationen beziehen die Struktur der gesamten Bürste
ein und können so Korrelationen auf großen Längenskalen untersuchen.

Kettendurchdringung

In vielen Simulationen können auch die lokalen Moves Ketten einander durchdrin-
gen lassen und somit Konfigurationen schneller äquilibrieren. Mit den hier in dieser
Arbeit verwendeten fene-Parametern (siehe Abschnitt 3.1.2) ist dies jedoch nicht
mehr möglich.

Eine kurze Abschätzung anhand der Abbildung 3.10 zeigt dies deutlich: Die Ideal-
konfiguration, bei der gerade eben noch eine Durchquerung einer Kette durch die
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3.2 Simulationsmethode

andere gelingt, besteht aus fünf Monomeren, von denen vier in der xy-Ebene ei-
ne Raute bilden. Zwei auf der y-Achse liegende Monomere sind mit einer Bindung
zusammengehalten, die beiden anderen Monomere auf der x-Achse sind mit dem
fünften Monomer verbunden, welches sich nun entweder über oder unter (heller) der
Ebene aufhalten kann.

x

y

z

c

b

a

d

Abbildung 3.10: Kettendurchkreuzung

Dabei werden die Monomerabstände sehr
stark gegenüber ihren Idealabständen
verzerrt: die ungebundenen Abstände
sind dabei auf a = 0.983σLJ und d =
0.946σLJ gegenüber dem Idealabstand
1.122σLJ gestaucht, die Bindungslängen
jedoch von idealerweise 0.961σLJ auf b =
c = 1.114σLJ gedehnt. Dies führt zu einer
sehr hohen Gesamtenergie von 84.52ε, bei
Idealabständen wäre die Energie 51.61ε.
Diese Abstände wurden erhalten, indem
die Summe der einzelnen Wechselwir-
kungsenergien nach den Abständen mini-
miert wurden.
In einer realen Konfiguration können diese idealen Abstände natürlich nicht einge-
halten werden, aber dennoch liegt die mittlere Energie nahe am Idealwert: Rela-
tiv unabhängig von Temperatur und Pfropfdichte ergibt sich eine durchschnittliche
fene-Energie von 18.51ε pro Bindung und mit stärkerer Abhängigkeit von Tempe-
ratur und Pfropfdichte eine Lennard-Jones-Energie von −0.9ε pro Monomer. Dies
ergibt eine mittlere Energie für die fünf Monomere von 51.03ε, also sogar kleiner als
die Idealkonfiguration, was jedoch nicht weiter verwunderlich ist, da diese mittlere
Energie auch attraktive Wechselwirkungen dieser fünf Monomere mit der sie umge-
benden Monomermatrix berücksichtigt.
Die resultierende, riesige Energiedifferenz von etwa 30ε verhindert dann das Durch-
dringen zweier Polymerketten.

Die lokalen Moves können so eine Überkreuzung nicht direkt relaxieren, da sich die
Ketten nicht durchdringen können. Deshalb dauert es sehr lange, bis sich die Ket-
ten aneinander vorbei bewegt haben. Die cbmc-Moves sind daher für eine schnelle
Relaxation dieser Überkreuzungen wichtig. Der cbmc-End-Move kann die Enden
der beiden Polymere effektiv aneinander vorbei bewegen, der innere cbmc-Move
dagegen kann eine Überkreuzung durch den Neuaufbau auf der gegenüberliegenden
Seite der anderen Kette umgehen. Aus diesem Grund sind beide cbmc-Moves sehr
wichtig, um die Systeme schnell äquilibrieren zu können.

Beitrag des inneren CBMC-Moves

Da der cbmc-End-Move nur das freie Ende der Kette umlagern kann und er meist
nur einen kleineren Teil im oberen Bereich der Kette bewegt, wird der Kettenteil in
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3 Modell und Simulation

der Nähe des Pfropfmonomers nur selten verlagert. Gerade in diesem Bereich nahe
dem Substrat sind aber Umlagerungen und Kettendurchkreuzungen wichtig, um bei
den einkomponentigen Bürsten die innere Struktur eines Clusters zu relaxieren. Bei
den binären Bürsten ist diese Relaxation sogar noch wichtiger, da sich hier nur dann
Umlagerungen der gesamten Bürste ergeben können, wenn sich beide Komponenten
verlagern, was eine Durchdringung der Ketten erfordert.

Bei den binären Bürsten bietet sich eine einfache Möglichkeit an, die Struktur einer
Bürste mit einer anderen zu vergleichen, indem die Monomerdichten in einem Ra-
sterbild aufgetragen und miteinander korreliert werden. Dieses Verfahren ist in dem
Abschnitt 4.1.2 beschrieben.
Aus den dabei erhaltenen Autokorrelationen kann bestimmt werden, wie schnell sich
eine komplette Konfiguration umlagern kann. Diese Autokorrelationszeit ist daher
für die eigentlichen Untersuchungen ein wesentlich besseres Maß als die in den vor-
herigen Abschnitten verwendeten Pfropfvektorkorrelationen. Der Nachteil ist aller-
dings, dass die hierbei nötigen Simulationen wesentlich rechenzeitaufwendiger sind,
sodass damit keine Parameteroptimierungen (wie in Abschnitt 3.2.2 beschrieben)
realistisch sind.
In Abbildung 3.11 sind acht normierte Dichtebilder aus einer Zeitreihe des Systems
(576/32/10/2.5/sq/0.5) gezeigt. Da bei den in der oberen Zeile abgebildeten Dichte-
bildern die Zeitabstände kürzer als die Korrelationszeit τ sind, sind diese miteinander
korreliert. In der unteren Zeile sind unkorrelierte Bilder im Zeitabstand von je einem
τ zu sehen.

t = 0 t = 0.25τ t = 0.5τ t = 0.75τ

t = 1τ t = 2τ t = 3τ t = 15τ

Abbildung 3.11: Zeitreihe im System (576/32/10/2.5/sq/0.5), die Korrelationszeit τ beträgt an-
genähert 10000 Monte-Carlo-Schritte, entsprechend etwa 13.5 Stunden Rechenzeit auf einem
Pentium IV mit 2.6 GHz

Aus dieser Zeitreihe sind zwei Ergebnisse ablesbar: Erstens kann überhaupt eine Kor-
relationszeit der Konfiguration bestimmt werden, was keine Selbstverständlichkeit
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3.2 Simulationsmethode

ist, und zweitens ändert sich die Konfiguration selbst nach einer Simulationsdauer
länger als 15 Korrelationszeiten nicht qualitativ. Damit kann in dieser Dissertati-
on nachgewiesen werden, dass die fehlende langreichweitige Ordnung kein Artefakt
einer zu kurzen Simulationszeit ist. Dies ist ein qualitativer Unterschied zu vielen
anderen Simulationen, bei denen nicht ausgeschlossen werden kann, dass ein selbst-
aggregierendes System nach längerer Simulationszeit doch noch eine qualitative Ver-
haltensänderung zeigt.
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Abbildung 3.12: Autokorrelationsfunktionen im
System (576/32/10/2.5/sq/0.5) bei verschie-
denen Moves, die dünnen waagerechten Li-
nien markieren die Höhen 0.8, 0.8e−1 und
0.8e−2 zum Ablesen der Korrelationszeit.

In Abbildung 3.12 sind die Autokorre-
lationsfunktionen für das oben gezeig-
te System aufgetragen, um den Beitrag
der inneren cbmc-Moves bewerten zu
können. Dabei wurden vier verschiede-
ne Move-Kombinationen verwendet, de-
ren Namen wie folgt aufgebaut sind: L
steht für lokale Moves, R für Rotationen,
E für die cbmc-End-Moves und I für
die inneren cbmc-Moves. Die Zahl der
Versuchpostionen Ntrial für die cbmc-
End-Moves wird mit 25 oder 35 ange-
geben.
Die Korrelationszeiten τ ergeben sich
durch einen Fit akf = a exp {−t/τ},
wobei der Parameter a ≤ 1 dazu benö-
tigt wird, den allerersten schnellen Ab-
fall der Autokorrelationszeit zu beschreiben. Dieser erste Abfall entsteht durch
schnelle Relaxationen lokaler Dichteschwankungen, hat also nichts mit einer Struk-
turumlagerung zu tun.

Moves a τ/(500tMCS) tMCS τ

LREI25 0.81 19.0 4.85 s 46075s

LRE35 0.79 29.5 4.40 s 64900s

LREI35 0.81 18.0 5.55 s 49950s

LRE25 0.78 36.3 3.00 s 54450s

Tabelle 3.1: Autokorrelationszeiten der vier Move-
Kombinationen
Die Zeiten bei LRE25 passen nicht zu den ande-
ren Daten, sie erscheinen systematisch zu klein zu
sein, durch Vergleich mit den anderen Daten wäre
eine Zeit 3.7 s passender. Möglicherweise ist dies
ein Effekt des Caches in der CPU, bei dem das
Programm zufällig klein genug ist, in den Cache
zu passen und daher weniger Zeit durch Wartezy-
klen der CPU zu verbrauchen.

Die erhaltenen Fitparameter sind in
der Tabelle 3.1 zusammengefasst.
Anhand der in die Abbildung ein-
gezeichneten horizontalen Linien ist
auch das direkte Ablesen der Kor-
relationszeiten möglich. Diese Lini-
en sind in der Höhe verschoben, um
den schnellen ersten Abfall nicht zu
berücksichtigen.
Beim Messen der Zeitdauer ei-
nes einzelnen Monte-Carlo-Schritts
tMCS stellt sich das Problem, dass
diese nur ungenau gemessen werden
können, wenn die Programme nicht
allein auf einem Computer laufen.
Sobald mehrere Programme laufen,
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erhöht sich die CPU-Zeit, die dem Programm berechnet wird. Ein Grund dafür ist,
dass das vermehrte Kopieren der Speicherinhalte Zeit erfordert, die den Program-
men zugerechnet wird. Daher ist die Bestimmung des genauen Zeitverbrauchs nur
schwer möglich, weshalb die Zeitdauern eines mc-Schritts nicht genauer als mit 0.05
Sekunden bestimmt ist.
Mit den Zeitdauern eines einzelnen mc-Schritts ergeben sich die in der Tabelle an-
gegebenen Zeiten für die Autokorrelationszeit τ zu etwa 13 bis maximal 18 Stunden
Rechenzeit. Aus der Verwendung der inneren mc-Moves ergibt sich eine Rechen-
zeitersparnis von etwa 25 Prozent, wenn Ntrial = 35 ist. Aus dem Vergleich der bei-
den Move-Kombinationen mit den inneren cbmc-Moves kann man erkennen, dass
die Erhöhung der Anzahl der Versuchpositionen Ntrial keine Verbesserung bringt.

Damit zeigen sich die inneren cbmc-Moves beim Vergleich der Kombinationen LRE35
und LREI35 als wesentlich nützlicher, als es bei der Betrachtung der Pfropfvektor-
korrelationen erschien. Dieser Vorteil der inneren cbmc-Moves dürfte noch größer
werden, wenn längere Ketten simuliert werden sollen. Außerdem ist die Wahl von
Ntrial für die Korrelationszeit nicht allzu entscheidend.

3.3 Konfiguration

Bei einer Polymerbürste sind die Polymere an einer Oberfläche verankert. Wie das
im Experiment erreicht wird, ist in Abschnitt 2.2 beschrieben. In dem hier verwen-
deten Modell wird dies durch eine spezielle Kopfgruppe, einen unbeweglichen Mo-
nomertyp, realisiert. Diese Monomere verhalten sich genau gleich wie die anderen
Monomere der Kette, mit der Ausnahme, dass sie ihren Platz nicht mehr verlassen
können. Dies ist wichtig, denn ein einfaches Potential, das die Kopfgruppe in der
richtigen Entfernung von der Wand hält, würde nicht ausreichen: die Polymere wür-
den eine Makrophasenseparation zeigen, das heißt, dass sie sich in einem einzigen
großen Cluster versammeln würden anstatt in vielen kleinen bei der gewünschten
Mikrophasenseparation.

Die Konfigurationen werden durch die Wahl der Pfropfstellen, der Verteilung un-
terschiedlicher Polymertypen (Typenanordnung) und durch die Wahl der Ket-

tenlängen charakterisiert, wie in den nachfolgenden Abschnitten erläutert wird.
Die Anfangskonfigurationen werden auf eine sehr einfache Weise erzeugt, indem
auf die Pfropfstelle ein leicht gestauchtes, lineares Polymer gebunden wird, sodass
die Kette senkrecht von der Oberfläche wegzeigt. Bei hohen Temperaturen werden
die Ketten innerhalb weniger Monte-Carlo-Schritte hauptsächlich durch die cbmc-
End-Moves in die durchmischte, zufällige Knäuelform überführt, sodass nach kurzer
Simulation die unrealistische Ausgangskonfiguration relaxiert ist.
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3.3.1 Pfropfstellen

Bei der Wahl der Pfropfstellen gibt es viele verschiedene Möglichkeiten, anders als
im Experiment sind diese leicht zu realisieren. Dabei sind beliebige Muster mög-
lich. Häufig werden dabei quadratische oder hexagonale Gitter oder eine zufällige
Anordnung verwendet.

quadratisch hexagonal

Npoly 24× 24 = 576 22× 28 = 616

Lx 75.89σLJ 74.76σLJ
Ly 75.89σLJ 82.40σLJ
A = Lx × Ly 5760σ2LJ 6160σ2LJ
d

√
σ−1 dhex =

√
2√
3
σ−1

≈ 3.1623σLJ ≈ 3.3981σLJ

Tabelle 3.2: Abmessungen der in den meisten Simulationen
verwendeten Boxen

Da ein perfekt hexagonales Git-
ter in einer quadratischen Box
nicht möglich ist, wurden recht-
eckige Boxen mit angepassten
Seitenlängen verwendet, auf de-
nen ein hexagonales Gitter mit
den periodischen Randbedin-
gungen verträglich ist. Aller-
dings müssen die Anzahlen
der Pfropfstellen unterschied-
lich sein, wenn beide Simulati-
onsboxen annähernd quadratisch sein sollen. Die Anzahl der Pfropfstellen Npoly, die
Systemgröße A = Lx × Ly und der Mindestabstand d der Pfropfstellen sind für die
quadratische und die hexagonale Anordnung in Tabelle 3.2 aufgeführt.

In den Bildern a)–d) in Abbildung 3.13 Teil A sind diese zu sehen. Dabei ist die
Pfropfdichte in allen vier Konfigurationen gleich, sie beträgt σ−1 = 10σ2LJ.

Aus der hexagonalen Anordnung können dann durch zufällige Verschiebungen der
Pfropfstellen die zufälligen Anordnungen gewonnen werden, die Parameter Npoly und
A = Lx×Ly bleiben dabei gleich, der Mindestabstand d wird dabei kleiner als dhex.

a) quadratisch,
d = sq

b) hexagonal,
d = hx ≈ 3.4

c) zufällig,
d = 0.74dhex ≈ 2.5

d) zufällig,
d = 0.29dhex ≈ 1.0

Abbildung 3.13: Pfropfkonfigurationen (Teil A)

Bei der zufälligen Anordnung gibt es die Möglichkeit, den Grad der Zufälligkeit zu
variieren, wie in den Bildern c) und d) vergleichbar ist. Dieser Grad der Zufälligkeit
wird durch den Mindestabstand zweier Pfropfpunkte d angegeben.
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Abbildung 3.14: Paarkorrelation der Pfropfpunk-
te: Bei den sehr unregelmäßig gepfropf-
ten Konfigurationen fällt die Paarkorrelation
schnell auf 1 ab. Die regelmäßigeren Systeme
zeigen eine sehr langreichweitige Korrelation.

Diese Konfigurationen sind ausgehend
von einer hexagonalen Anordnung durch
wiederholte, zufällige Verrückungen der
einzelnen Positionen unter Beachtung
der Einhaltung eines Mindestabstan-
des erzeugt worden. Dies entspricht ei-
ner athermalen Simulation eines Harte-
Scheiben-Systems.
Die daraus entstehende Korrelation in
den Punktpositionen ist für kleine Min-
destabstände sehr kurzreichweitig, bei
Mindestabständen nahe des maximalen
Abstandes dhex bildet sich sprunghaft
(erzwungen durch die periodischen Rän-
der) eine kristalline Konfiguration, was
die nicht-abfallenden Korrelationen zur
Folge hat. Bei den hier gezeigten Daten

handelt es sich um Mittelungen über je 20 Konfigurationen der Größe der in Abbil-
dung 3.13 gezeigten Systeme, also je 616 Pfropfpunkte in einer Box mit Pfropfdichte
σ = 2√

3
, was zu einem maximalen Pfropfpunkt-Abstand dhex = 1 führt.

Die Art der Pfropfung hat einen großen Einfluss auf die Struktur der gebildeten
Polymerbürste, dies wird im Ergebnisteil 5.1.3 genauer untersucht.

3.3.2 Typenanordnung

Zusätzlich zur Wahl der Positionen der Pfropfpunkte besteht bei binären Bürsten
auch noch die Wahl, welche Polymersorte an welchen Platz soll. Dabei gibt es eben-
falls wieder die Möglichkeiten von zufälliger Anordnung und Musterbildung.

e) Schachbrettmuster f) Streifenmuster g) zufällig h) zufällig, d = 1.0

Abbildung 3.13: Pfropfkonfigurationen (Teil B)

Das Schachbrettmuster ist dabei das am häufigsten verwendete Muster, da es die
gleichmäßigste Typenverteilung bietet. Auch die Wahl der Typenanordnung hat
einen großen Einfluss auf die Struktur der gebildeten binären Polymerbürste, dies
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wird im Ergebnisteil 5.2.5 genauer untersucht.

Gleichmäßige Muster bei einer anderen Zusammensetzung als Φ = 0.5 sind in den
Bildern i)–l) der folgenden Abbildung 3.13 Teil C zu sehen. Die Eigenschaften der
unterschiedlichen Zusammensetzungen wird im Ergebnisteil 5.2.6 untersucht. Die
hier gezeigten Pfropfkonfigurationen sind die gleichmäßigsten, die auf dem Quadrat-
gitter erreichbar sind. Auf die gleiche Weise wie beim Φ = 1/4-Pfropfmuster sind
noch weitere Muster bei Φ = 1/9 und Φ = 1/16 möglich.

i) Φ = 5/12 ≈ 0.42 j) Φ = 1/3 ≈ 0.33 k) Φ = 1/4 = 0.25 l) Φ = 1/6 ≈ 0.17

Abbildung 3.13: Pfropfkonfigurationen (Teil C)

3.3.3 Kettenlänge

Eine Polydispersität in der Kettenlänge hat nur einen kleinen Einfluss auf die Struk-
tur der Polymerbürste, dies wird im Ergebnisteil 5.1.3 genauer untersucht werden.
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Abbildung 3.15: Kettenlängenverteilung bei ver-
schiedenen Breiten der Polydispersität

Die Polydispersität wurde durch eine
Gaußverteilung der Breite b erzeugt, wo-
bei darauf geachtet wurde, dass insge-
samt die gleiche Monomeranzahl ver-
wendet wurde wie bei Systemen mit ex-
akt gleichlangen Ketten. Um dafür nicht
den Mittelwert der Verteilung (32 Mo-
nomere) verschieben zu müssen, wurde
zu jeder Kette mit 32−nMonomeren ei-
ne Kette mit 32+nMonomeren erzeugt,
wodurch sich eine symmetrische Vertei-
lung ergab, wie in Abbildung 3.15 zu se-
hen ist. Eine weitere Konsequenz dieses
Verfahrens ist, dass die Verteilungen mit
großer Breite b keine Glockenform mehr
haben, da die minimale Kettenlänge nur 0 und die maximale Kettenlänge dann nur
64 sein kann. Dies ist jedoch noch keine Einschränkung für Breiten bis b = 10.
Die Kettenlängenverteilung wurde aus mehreren Gründen als eine Gaußverteilung
gewählt, auch wenn dies auf den ersten Blick als nicht plausibel erscheint, da aus der
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Polymerforschung andere Verteilungen bekannt sind. Der erste Grund ist, dass die
Verteilung hier ja nur eine Häufigkeitsverteilung von insgesamt 616 Ketten ist und
daher starke Schwankungen aufweist, die den genauen Verlauf der Verteilung ver-
decken. Zweitens gibt es mehrere Verteilungsfunktionen für die Polydispersität, die
Fitparameter enthalten, die dann ebenfalls mehr oder weniger willkürlich festgelegt
werden müssten. Drittens gelten diese Verteilungsfunktionen nur für nicht gepfropfte
Polymere, beim grafting to auch für die Polymerbürste. Für die hier interessanteren
(siehe Abschnitt 2.2.2) grafting from–Bürsten ist keine Verteilungsfunktion bekannt,
außer dass die Verteilung breiter [16] als in der Lösung ist.
Nachdem diese drei Punkte zu dem Ergebnis führen, dass es wohl keine beste Vertei-
lungsfunktion gibt, wurde die Gaußverteilung als die am einfachsten zu erzeugende
Verteilung benutzt.

Korrelationen in der Kettenlänge benachbarter Ketten, wie sie für die experimentelle
Realisation denkbar sind, wurden hier vernachlässigt.
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4 Auswertungsmethoden

In diesem Kapitel werden die Verfahren vorgestellt, die zur Visualisierung und Aus-
wertung der Simulationsdaten im folgenden Kapitel 5 benutzt werden.
Zur Untersuchung der Bürsten, die anders als übliche dreidimensionale Systeme eine
unterschiedliche Struktur in lateraler und vertikaler Richtung zeigen, mussten Stan-
dardverfahren angepasst und neue Analysen entwickelt werden. Zu den Standard-
verfahren gehören die Paarkorrelationsfunktionen und die Strukturfaktoren,
und seltener die Minkowski-Maße.
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Abbildung 4.1: Konfigurationsbilder in gleichem Abbildungsmaßstab:
links eine Bürste des Systems (616/32/22.5/1.5/1),
rechts eine Bürste des Systems (576/32/10/2.5/sq/0.5)
In der Mitte ist die Farbkodierung der Höheninformation gezeigt.

Um eine maximale Information aus den simulierten Konfigurationen herauszuho-
len, waren viele Eigenentwicklungen erforderlich, die daher auch einen wesentlichen
Bestandteil dieser Dissertation bilden. Zu diesen Entwicklungen gehören die Konfi-

gurationsbilder wie in Abbildung 4.1 und die Dichte-Tomographien, auf denen
einige weitere Analysen aufbauen, beispielsweise die Korrelationen, mit denen der
Einfluss des Pfropfmusters untersucht werden kann.
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Eine besondere für diese Dissertation entwickelte Art der Auswertung ist die gra-
fische Darstellung der Konfiguration, wie sie in der Abbildung 4.1 zu sehen ist.
Diese Visualisierung ist sinnvoll, da sie bei der Interpretation der Konfigurationen
und weiterer Analysen hilft. Der Algorithmus zur Erzeugung solcher Bilder ist im
Anhang A.1 beschrieben.
In Abbildung 4.1 ist links eine Konfiguration einer einkomponentigen, unregelmä-
ßig gepfropften Bürste gezeigt, die bei der recht niedrigen Temperatur T = 1.5ε/kB
aufgerissen ist. Eine binäre Bürste ist in der rechten Abbildung bei gleichem Ab-
bildungsmaßstab zu sehen. Das Pfropfmuster der einkomponentigen Bürste ist in
Abbildung 4.8 links zu sehen, das der binären Bürste ist das Schachbrettmuster aus
Abbildung 3.13e). Diese beiden Konfigurationen werden in diesem Kapitel für die
meisten Beispielauswertungen herangezogen.

Die Farbe kodiert die Höhe der Monomere; diese Zuordnung der Farbe zur Höhe ist
in der mittleren Abbildung zu sehen.
Bei den einkomponentigen Bürsten variieren die Farben um den Faktor 5 stärker,
um die Höhe der Bürste besser sichtbar zu machen.
Bei den binären Bürsten ist die Unterscheidung der beiden Phasen A und B wich-
tiger, daher sind hier die Farben einheitlicher.
Diese Farbskalierung wird genauso auch in den späteren Konfigurationsbildern be-
nutzt werden.

4.1 Dichte-Tomographie

Wegen der unterschiedlichen Struktur der Bürste in verschiedenen Abständen zur
Oberfläche ist es sinnvoll, einige Untersuchungen auf dünne, parallel zur Oberfläche
geschnittene Schichten zu beschränken. Dazu werden die Konfigurationen in Schei-
ben geschnitten und angegeben, mit welchem Bruchteil jedes Monomer in der Schicht
vorkommt. Diese Schicht-Informationen werden beispielsweise von den Paarkorrela-
tionsfunktionen und Strukturfaktoren im Abschnitt 4.2 benötigt.
Im Anhang A.1 wird das für die vorliegende Dissertation verwendete Verfahren der
Schichtbildung eingehender beschrieben.

In vielen Fällen ist aber die Kenntnis der genauen Monomerposition nicht nötig.
Stattdessen genügt eine gerasterte Dichte der Monomerverteilung, bei der die Dich-
te über kleine Rechtecke der Auflösung a gemittelt wird. Diese gerasterten Dichten
können gut als Bild dargestellt werden, die Bilderzeugung und das Bildformat wird
genauer im Anhang A.1 beschrieben.

In den meisten Fällen ist aber diese gemittelte Dichte ungünstig für weitere Analy-
sen, da die Schwankungen in der Dichte noch zu stark sind. Deshalb werden diese
Dichten etwas lateral verschmiert, indem die Dichten eines Rasterpunktes mit den
Dichten in der Umgebung abgeglichen werden. Dies geschieht über eine Faltung mit
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4.1 Dichte-Tomographie

a = 0.1σLJ a = 0.5σLJ a = 0.5σLJ, b = 1σLJ

Abbildung 4.2: Schicht in der Höhe 2.5− 3.5σLJ aus der Konfiguration aus Abbildung 4.1, gezeigt
ist das linke obere Viertel. Die ersten beiden Bilder unterscheiden sich in der Auflösung a, das
rechte Bild ist mit der Breite b = 1σLJ geglättet worden.

einer Gaußfunktion oder — anders ausgedrückt — durch einen Diffusionsprozess.
Genauer wird dieses Verfahren im Anhang A.1 beschrieben. In der Abbildung 4.2
ist ein Beispiel dieser Dichten zu sehen, ein weiteres Beispiel zu der gleichen Konfi-
guration ist in Abbildung 4.8 zusammen mit dem Pfropfmuster zu sehen.

Bei den binären Bürsten kann die Dichte noch folgendermaßen normiert werden: Aus
den Einzeldichten φA und φB der beiden Komponenten A und B wird die normierte
Differenz

φ∗ =
φA − φB
φA + φB

(4.1)

berechnet. Ein Beispiel ist in Abbildung 4.3 dargestellt.

φA φ∗ φB

Abbildung 4.3: Komplette Bürste des Systems (576/32/10/2.5/sq/0.5), links und rechts sind die
beiden Einzeldichten φA und φB aufgetragen, dazwischen die normierte Differenz φ∗. Das
Phasenbild φ∗ ist größer in Abbildung 4.21 links dargestellt, dort kann man auch die Rasterung
erkennen.
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In diesen Dichtebildern sind die Gebiete mit reiner A-Phase weiß, mit reiner B-Phase
schwarz, die Grenzflächen werden grau. Dies bietet sich vor allem bei der Untersu-
chung der Strukturbildung an. Im Unterschied zu den einkomponentigen Bürsten in
Abbildung 4.2 werden die Konfigurationen hier mit b = 2σLJ verschmiert, um etwas
glattere Phasengrenzen zu erzielen, insgesamt ist der Einfluss dieser Verschmierung
aber gering.

In Abbildung 4.4 ist eine zunehmende Verschmierung eines Dichtebildes einer ein-
komponentigen Bürste dargestellt. Im Unterschied zu Abbildung 4.2 ist hier die
Dichte der kompletten Bürste, also nicht nur einer dünnen Schicht, gezeigt. Auch
hier fällt im ersten ungeglätteten Bild b = 0σLJ die starke Rauhigkeit auf: Selbst in
den Clustern treten einzelne weiße Pixel auf.

b = 0σLJ b = 0.5σLJ b = 1σLJ b = 1.5σLJ

b = 2σLJ b = 3σLJ b = 5σLJ b = 8σLJ

Abbildung 4.4: Beispiel für eine Glättung mit verschiedenen Schmierbreiten b der Konfigurati-
on aus Abbildung 5.1b) des Systems (616/32/15/1.5/hx). Die Helligkeit ist in allen Bildern
vergleichbar, mit zunehmender Verschmierung nehmen die starken Schwarz-Weiß-Kontraste
ab.

Bei zunehmender Verschmierung, solange sie kleiner bleibt als etwa b = 2σLJ, wer-
den hauptsächlich die Cluster einheitlicher, da sich hier die starken Kontraste von
nebeneinander liegenden Pixeln mit hoher und niedriger Dichte ausgleichen können.
Bei größeren Schmierbreiten ab etwa b = 2σLJ werden zunehmend die zusammen-
hängenden weißen Bereiche, die Leerstellen der Bürste, aufgefüllt. Dabei bleiben nur
die langreichweitigen Fluktuationen übrig. Diese Reduzierung der kurzreichweitigen
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4.1 Dichte-Tomographie

Fluktuationen wird beispielsweise bei den Korrelationen in Abschnitt 4.1.2 ausge-
nutzt.
Wie sich die anfänglich rauhe Verteilung glättet und einen Peak bei der mittleren
Dichte bildet, kann in den später in Abbildung 4.5 dargestellten Histogrammen be-
obachtet werden.

Mit den so erhaltenen Dichten können dann weitere Analysen vorgenommen werden.
Zwei Analysemethoden werden in den nächsten beiden Abschnitten vorgestellt. Dies
sind einmal Histogramme der Dichten und zum anderen Korrelationen zwischen
den Dichten.
Weitere Analysen, die dann vorwiegend die Struktur der Bürsten aufklären sollen,
arbeiten auch mit den Dichten, passen thematisch aber eher zur Strukturbestim-

mung in Abschnitt 4.2.

4.1.1 Histogramme

In den geglätteten Schichtbildern wie in Abbildung 4.4 lassen sich über Histogram-
me mehrere Parameter zur Strukturbeschreibung gewinnen. Diese Parameter sind
erstens der Anteil der freien Flächen, auf denen kein Monomer vorkommt, an der
Gesamtfläche, zweitens die mittlere Monomerdichte ρ in den Gebieten, in denen die
Cluster sitzen, und drittens die Länge des Randes, der die Cluster begrenzt.
Die Bestimmbarkeit dieser Parameter ist jedoch von dem Ausmaß der Verschmierung
abhängig: Die Verschmierung muss so weit gehen, dass die Monomere im Cluster
miteinander verschmelzen, die Cluster aber noch nicht zu sehr in die leeren Gebiete
zerflossen sind.

0 2 4
Flächendichte ρ

0

0.5

1

p(
ρ)

b = 0
b = 0.5
b = 1
b = 1.5
b = 2
b = 3
b = 5
b = 8

Abbildung 4.5: Histogramme der verschmierten
Flächendichten aus Abbildung 4.4 des Sy-
stems (616/32/15/1.5/hx) bei verschiedenen
Verschmierungen b

In Abbildung 4.5 sind Histogramme der
Dichtebilder aus Abbildung 4.4 bei ver-
schiedenen Verschmierungen b aufgetra-
gen. Dieses System wurde hier als Bei-
spiel gewählt, da die Konfiguration in
Abbildung 4.1 für diese Untersuchung
ungünstig ist, weil das im Folgenden
beschriebene Verhalten nur schlecht zu
sehen ist. Dies liegt an der wesentlich
größeren freien Substratoberfläche, die
einen sehr starken Peak bei ρ = 0 er-
zeugt.
Ohne Verschmierung ist das Histo-
gramm sehr breit und der Peak bei ρ = 0
sehr hoch. Dies ist eine Folge der anfangs
sehr rauhen Dichteverteilung, die auch
in Abbildung 4.4 bei b = 0 sichtbar ist.
Das Histogramm ist sogar so breit, dass es in der Abbildung nicht vollständig dar-
gestellt werden kann. Durch die Verschmierung werden diese starken Fluktuationen
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ausgeglichen. In den Histogrammen macht sich dies durch die anfänglich starke Ab-
nahme des Peaks bei ρ = 0 und der Abnahme der Einträge bei sehr hohen Dichten
bemerkbar: Diese Pixel mit hoher und niedriger Dichte in den Clustern gleichen sich
aus und sammeln sich mit mittlerer Dichte in einem breiten Peak, was man schon
deutlich bei b = 1σLJ sehen kann.
Bei stärkeren Verschmierungen werden die Leerstellen zwischen den Clustern aufge-
füllt, dadurch verschwindet der Peak bei ρ = 0, der andere Peak bei der mittleren
Dichte im Cluster wandert nach links zu niedrigeren Dichten. Bei sehr hohen Ver-
schmierungen (b = 5 oder 8σLJ) vereinigen sich die beiden Peaks zu einem gemein-
samen Peak bei der mittleren Gesamtdichte der Bürste

ρM =
Anzahl der Monomere

Gesamtfläche
=
NpolyNmon

Npolyσ−1
= Nmonσ , (4.2)

die hier ρM = 32/15σ−2
LJ = 2.13σ−2

LJ beträgt.
Ein mittlerer Wert für die Breite der Verschmierung muss bei den weiteren Analysen
verwendet werden. Da aber kein geeignetes

”
hartes“ Kriterium für eine Entschei-

dung existiert, ist die Wahl des Wertes etwas willkürlich. Auf jeden Fall zeigt das
Histogramm b = 1σLJ in Abbildung 4.5 sowohl einen Leerstellen-Peak als auch den
Cluster-Peak, daher ist b = 1σLJ eine gute Wahl.

Aus diesen Histogrammen kann dann auch bestimmt werden, ob eine Konfiguration
in einen dichten Bulk und in eine reine Lösungsmittelphase (in der Simulation Vaku-
um) phasensepariert ist oder eine homogene Bürste bildet. Im ersten Fall bilden sich
die Histogramme wie in Abbildung 4.5, im zweiten Fall bildet sich nur ein einzelner
Peak bei der mittleren Dichte. Beispiele dafür finden sich auch in Abbildung 4.6, be-
sonders bei den mittleren Pfropfdichten ist die bimodale Verteilung gut ausgeprägt,
bei der höchsten Dichte σ−1 = 7.5σ−2LJ liegt bei allen Temperaturen eine unimodale
Kurve vor. Bei den mittleren Pfropfdichten zeigt sich bei Variation der Temperatur
ein Übergang, der in Abschnitt 5.1.2 genauer untersucht wird.

Ein übliches Verfahren für solche Übergänge ist die Untersuchung von Kumulanten,
beispielsweise die zweite Kumulante

C21 =
〈(ρ− 〈ρ〉)2〉
〈|ρ− 〈ρ〉 |〉2

. (4.3)

Für symmetrische Ordnungsparameter funktionieren diese Kumulantenuntersuchun-
gen auch gut. Hier in den Histogrammen liegt jedoch eine sehr unsymmetrische Ver-
teilung vor, was dazu führt, dass die Kumulanten nicht mehr eindeutig zwischen
unimodaler und bimodaler Verteilung unterscheiden können.

Aus diesem Grund muss ein anderer Parameter gefunden werden, der zwischen den
beiden Konfigurationen unterscheiden kann. Ein sehr einfacher Parameter bietet sich
da an: der Prozentsatz der Fläche, die eine Dichte kleiner als einen bestimmten Wert
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4.1 Dichte-Tomographie

ρ0 hat. Der Wert für ρ0 muss dabei aber willkürlich auf einen guten Kompromiss
zwischen zu kleinen und zu großen Dichten festgelegt werden. Zu klein darf dieser
Wert nicht sein, da sonst die durch die Verschmierung aufgefüllten Leerstellen nicht
berücksichtigt würden. Zu groß darf er allerdings auch nicht sein, da sonst zuviel
als Leerstelle berechnet würde und auch in unimodalen Verteilungen Gebiete mit
niedriger Dichte als Leerstellen gezählt würden.
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Abbildung 4.6: Histogramme der in Abbildung 5.6 gezeigten Systeme bei den Temperaturen T =
1.2ε/kB als fette Linie, T = 1.5ε/kB als mittelstarke Linie und T = 1.8ε/kB als dünne Linie
bei verschiedenen Pfropfdichten. Die Verbindungslinie der Schnittpunkte ist gepunktet, die
Schnittpunkte selbst sind als fette Punkte eingezeichnet. Diese Schnittstellen liegen bei ρ0 =
2.05, 1.48, 1.13, 0.91, 0.74 und 0.45.

In Abbildung 4.6 bietet sich jedoch eine Dichte für ρ0 an: Interessanterweise scheint
es bei jedem der abgebildeten Systeme eine Dichte zu geben, bei der sich alle Histo-
gramme unabhängig von der Temperatur schneiden. Ein Grund für dieses eigenartige
Verhalten ist jedoch nicht bekannt.
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Abbildung 4.7: Schnittstellen der mittleren
Pfropfdichten σ aus Abbildung 4.6 mit ei-
ner Geraden angefittet zur Extrapolation der
Schnittstellen der anderen Pfropfdichten.

Diese Schnittpunkte konnten für die vier
mittleren Pfropfdichten bestimmt wer-
den. In der Auftragung ρ0 gegen σ in
Abbildung 4.7 ergibt sich dabei eine Ge-
rade, sodass die beiden nicht erkenn-
baren Schnittstellen der beiden äußeren
Pfropfdichten extrapoliert werden konn-
ten. Diese Schnittpunkte sind als fette
Punkte in beiden Auftragungen in Ab-
bildung 4.6 eingetragen worden, indem
die Schnittstellen aus dem Fit und die
Schnitthöhen abgeschätzt wurden.
Durch Integration der Histogrammkur-
ve bis zu ρ0 kann damit der Flächen-
anteil der freien Fläche (oder zumindest
eine sehr ähnliche Größe) bestimmt wer-
den.
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4.1.2 Korrelationen

Wie sich in Abschnitt 5.1.3 herausstellen wird, bilden sich die Polymercluster be-
vorzugt an Stellen mit hoher Pfropfdichte. Um dies zu quantifizieren, bieten sich
Korrelationskoeffizienten als Maß für diese Abhängigkeit an.
Eine Untersuchung zur Bestimmung der Relaxationsgeschwindigkeit der Bürste ist
die Messung von Autokorrelationsfunktionen. Diese können aus den Korrela-
tionen berechnet werden, weisen aber leichte Abweichungen zu den normalerweise
benutzten Autokorrelationsfunktionen auf.

Korrelationskoeffizient

Der Korrelationskoeffizient r ist folgendermaßen definiert: Gegeben ist eine Reihe
von Wertepaaren xi und yi. Dann ist

r(x, y) =
〈(x− 〈x〉)(y − 〈y〉)〉

√

〈(x− 〈x〉)2〉 〈(y − 〈y〉)2〉
=

〈xy〉 − 〈x〉 〈y〉
√

(〈x2〉 − 〈x〉2)(〈y2〉 − 〈y〉2)
. (4.4)

Die Interpretation des Wertes von r ist nicht ganz so einfach. Falls r2 = 1 ist, liegt
ein perfekter linearer Zusammenhang der Daten x und y vor. Bei Werten etwas
kleiner als 1 liegt noch ein linearer Zusammenhang mit mehr oder weniger starken
Abweichungen vor. Bei r ≈ 0 liegt keine lineare Abhängigkeit mehr vor, dies heißt
jedoch nicht, dass x und y unabhängig voneinander sind. Eine Unabhängigkeit liegt
nur dann vor, wenn r = 0 und die x und y einer zweidimensionalen Normalverteilung
genügen.
Wenn eine der beiden Größen sehr rauh ist (stark fluktuiert) und damit eine große
Schwankung S = (〈x2〉 − 〈x〉2)1/2 besitzt, sinkt der Korrelationskoeffizient gemäß
r ∝ S−1.

Verfahren

Das Verfahren zur Bestimmung des Korrelationskoeffizienten besteht aus drei Schrit-
ten: Schichterzeugung, Glättung und Berechnung des Korrelationskoeffizienten.

Bei der Schichterzeugung werden die Schichten wie in Abschnitt 4.1 beschrieben
aus der Bürstenkonfiguration K beziehungsweise aus dem Pfropfmuster P erzeugt.
Für das Pfropfmuster wird die Anfangskonfiguration verwendet, bei der noch alle
Polymere senkrecht zum Substrat abstehen.

Als Auflösung bei der Schichterzeugung wurde a = 0.5σLJ gewählt.
Dabei sind verschiedenste Schichten möglich, meistens wurde eine Schicht zwischen
2.5σLJ und 3.5σLJ Abstand zum Substrat oder eine Schicht verwendet, die dick genug
war, alle Monomere zu enthalten.
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Abbildung 4.8: Pfropfmuster (links) und Bür-
stenkonfiguration (rechts) des Systems
(616/32/22.5/1.5/1).

Die dünnen Schicht ermöglichen es, die
Leerstellen von den dichten Bereichen
unterscheiden zu können. Die untere
Grenze liegt dabei so hoch, dass die
Monomere nahe der Pfropfstelle nicht
mehr in die Schicht gelangen, was die
dünn besetzten Bereiche leerer macht;
die obere Grenze liegt dabei niedrig ge-
nug, dass der gesamte Clusterbereich ei-
ne etwa gleichmäßige Dichte erhält. Die
dicke Schicht dagegen enthält alle Mo-
nomere, wodurch die leeren Stellen nicht
so betont werden und auch im Cluster
verschiedene Dichten durch unterschiedliche Clusterhöhen entstehen.

Die Glättung der erhaltenen Schichten ist notwendig, damit die Berechnung des
Korrelationskoeffizienten sinnvoll möglich ist und dieser nicht durch starke Fluktua-
tion zu klein wird.

Abbildung 4.9: Mit bP = 5σLJ beziehungswei-
se bK = 1σLJ geglättete Bilder aus Abbil-
dung 4.8, später werden die beiden Bilder
mit P1 und K1 bezeichnet.

Dies ist vor allem für das Pfropfmuster
wichtig, das sehr ungleichmäßig ist, da
es wenige scharfe Spitzen aufweist und
daher von der Form nicht zu der Konfi-
guration passt. Mit dem Ausdruck

”
pas-

send“ ist hier gemeint, dass zwei Dichte-
verläufe eine große Korrelation zeigen.
Die verschmierten Pfropfstellen dagegen
bilden eine sanfter gewellte Landschaft,
die dadurch besser zu den Bürstenkon-
figurationen passt.
Als Schmierbreite für die Konfiguration
wurde der Wert bK = 1σLJ benutzt, für
die Pfropfpunkte der Wert bP = 5σLJ. Welchen Einfluss die Wahl dieser Parameter
auf den Korrelationskoeffizient hat, wird im nächsten Abschnitt genauer bespro-
chen. In Abbildung 4.10 ist beispielsweise zu sehen, dass die Korrelation sehr gering
(r≈ 0.1) ist, wenn das Pfropfmuster nicht (bP = 0σLJ) verschmiert wird.

Die eigentliche Berechnung des Korrelationskoeffizienten ist nun einfach:

0.695

Ergebnis: Korrelation zwischen den Bildern aus
Abbildung 4.9.

Eine Schleife läuft durch alle Pixel xi des
einen Bildes durch und trägt den Wert
des Pixel zusammen mit dem des ent-
sprechenden Pixels yi des anderen Bildes
in die Korrelationsfunktion ein. Daher
müssen beide Bilder die gleiche Größe
haben.
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Wahl der Schmierbreite

In Abbildung 4.10 ist aufgetragen, wie sich der Korrelationskoeffizient r verändert,
wenn die beiden Konfigurationen unterschiedlich stark verschmiert werden. Dabei
wird der Korrelationskoeffizient als Farbwert gegen die beiden Schmierbreiten bP
und bK aufgetragen.
Bei unverschmiertem Pfropfmuster gibt es wegen dessen Rauhigkeit nur eine sehr ge-
ringe Korrelation. Die Korrelation steigt, wenn das Pfropfmuster soweit verschliffen
wurde, dass die Größe der entstandenen verschmierten Pfropfpunkte der Clustergrö-
ße in der Bürstenkonfiguration entspricht. Dies ist bei etwa bP = 5σLJ der Fall, ein
Wert, der dem typischen Abstand vom Pfropfpunkt zu dem auf die Substratebene
projizierten Kettenende entspricht (Anteil des End-zu-End-Abstandes in der Sub-
stratebene).
Bei der Bürstenkonfiguration ist das Verschmieren nicht mehr ganz so wichtig, da
schon die Konfiguration durch die vielen an unterschiedlichen Stellen sitzenden Mo-
nomere nicht mehr so rauh ist. Die noch vorhandenen Rauhigkeiten werden fast
vollständig bei einer Verschmierung um etwa bK = 1σLJ beseitigt, wie sich an dem
etwas stärkeren ersten Anstieg von r mit wachsendem bK erkennen lässt.
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Abbildung 4.10: Einfluss der Schmierbreiten bP
und bK auf den Korrelationskoeffizient bei
den Bildern aus 4.8, der schwarze Punkt be-
zeichnet die gewählten Parameter bP = 5
und bK = 1.

Wenn beide Konfigurationen stärker
verschmiert werden, steigt der Korre-
lationskoeffizient hier immer weiter an.
Dies lässt sich so interpretieren, dass
beim Verschmieren die kurzreichweiti-
gen Fluktuationen immer mehr ver-
schwinden und nur die langreichweitigen
Fluktuationen übrigbleiben. Gerade die-
se langreichweitigen Fluktuationen aber
bilden die Struktur, die beiden Konfigu-
rationen gemeinsam ist.
Als sinnvolle Parameter für die Schmier-
breiten bieten sich für die folgenden
Auswertungen die Werte bP = 5σLJ und
bK = 1σLJ an. bP entspricht damit etwa
der mittleren Kettenausdehnung und bK
der kleinsten Längenskala. Diese beiden
Werte sind in der Abbildung oben als
schwarzer Punkt eingetragen.

Test der Aussagekraft

Zwei weitere Konfigurationen eines ähnlichen Systems dienen hier zum Testen, ob
die Korrelationsanalyse Sinn macht. Ähnlich heißt dabei, dass die Systemparameter
(616/32/22.5/1.5/d) alle bis auf d gleich bleiben. Der Mindestpfropfabstand d ist
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in den drei Systemen 1, 2 oder 3σLJ, die Systeme werden zur Unterscheidung als Pd
mit d = 1, 2, 3 für das Pfropfmuster und analog als Kd für die Bürstenkonfiguration
bezeichnet.

Abbildung 4.11: geglättetes Pfropfmuster
P2 (links) beziehungsweise Bürsten-
konfiguration K2 (rechts) des Systems
(616/32/22.5/1.5/2).

Eine der beiden weiteren Konfiguratio-
nen ist nebenan zum Vergleich mit der
ersten Konfiguration in Abbildung 4.9
gezeigt. Die Korrelationskoeffizienten
zwischen den drei Systemen sind in der
folgenden Tabelle zusammengestellt.
Nur bei den Korrelationen im gleichen
System (gleicher Index) gibt es einen
hohen Wert über 0.65, ansonsten ergibt
sich ein sehr kleiner Wert von 0.12 oder
weniger. Dies heißt, dass der Korrela-
tionskoeffizient richtig anzeigt, ob zwei
Konfigurationen ähnlich sind.
Auch die Pfropfmuster und die Bürsten-
konfigurationen untereinander zeigen keine Korrelationen, wie in der Tabelle abzu-
lesen ist. Auch hier trifft die Erwartung zu, dass beide unkorreliert sind.

K1 K2 K3

P1 0.695 0.101 0.115

P2 0.006 0.655 -0.02

P3 0.116 0.055 0.660

ij PiPj KiKj

12 0.047 0.024

13 0.106 0.101

23 0.071 0.017

Tabelle 4.1: Korrelationen zwischen den drei Konfiguratio-
nen und Pfropfungen.

Der Korrelationskoeffizient ist
also in der Lage anzuzeigen, ob
zwei Konfigurationen ähnliche
Struktur haben oder inwieweit
sich die Bürstenstruktur nach
den Pfropfpunkten richtet.

Autokorrelationen

Eine Autokorrelationsfunktion ist normalerweise definiert als

a(τ) =
〈x(t)x(t+ τ)〉t − 〈x(t)〉t 〈x(t+ τ)〉t

〈x(t)2〉t − 〈x(t)〉
2
t

. (4.5)

Aus den einfachen Korrelationsfunktionen r in Gleichung 4.4 kann die Autokorrela-
tion

R(τ) = 〈r(φ(t), φ(t+ τ))〉t (4.6)

gebildet werden. Einsetzen der Korrelationsfunktion aus Gleichung 4.4 liefert

R(τ) =

〈

〈φ(t)φ(t+ τ)〉 − 〈φ(t)〉 〈φ(t+ τ)〉
√

(〈φ(t)2〉 − 〈φ(t)〉2)(〈φ(t+ τ)2〉 − 〈φ(t+ τ)〉2)

〉

t

. (4.7)

Dies entspricht in etwa der normalen Autokorrelationsfunktion 4.5, mit dem Pro-
blem, dass die Mittelungen 〈〉t über die Zeit und die Mittelungen 〈〉 über die Pixel in
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den Konfigurationsbildern nicht vertauschen und der Zusammenhang nichtlinear ist.

Dennoch entsprechen die Auftragungen von r(t) gegen die Zeit exponentiellen Zer-
fällen, wie es auch die Autokorrelationsfunktion tun sollte. In Abbildung 3.11 ist eine
Zeitreihe des Systems (576/32/10/2.5/sq/0.5) zu sehen. Die dazugehörige Korrelati-
onsfunktion ist in Abbildung 3.12 gezeigt. Ein weiteres Beispiel ist in Abbildung 5.30
für mehrere Temperaturen zu sehen. In diesen logarithmischen Auftragungen ist eine
Gerade zu sehen, es liegt also ein exponentieller Zusammenhang vor.
Allerdings sieht man in dieser Auftragung nur den dominierenden Beitrag zum Zer-
fall. Die Zerfälle bestehen jedoch nicht nur aus einem einzigen Zerfallsprozess der
Form z(t) = z0 exp {−t/τ}, sondern aus einer Überlagerung mehrerer Zerfälle. Dies
ist nicht verwunderlich: Sehr lokale Fluktuationen auf einer Längenskala bis zu 2σLJ
werden schnell relaxiert, sorgen also in der Autokorrelationsfunktion für einen schnel-
len anfänglichen Zerfall. Diesem schließt sich ein langsamerer Prozess an, bei dem die
großen Cluster verlagert und umgeordnet werden. Durch die Verschmierung werden
die kurzreichweitigen Fluktuationen geglättet, wodurch diese weniger zur Autokor-
relationsfunktion beitragen.
Eine Erweiterung um einen weiteren Zerfallsprozess wäre z(t) = a exp {−t/τ1} +
(1 − a) exp {−t/τ2}. Diese Funktion lässt sich jedoch immer noch schlecht an die
gemessenen Daten anfitten, da noch ein schneller Zerfall innerhalb der ersten 500
Monte-Carlo-Schritte stattfindet. Erst mit drei Zerfallsprozessen gelingt ein akzep-
tabler Fit, der allerdings numerisch instabil ist.
Ein weiteres Problem ist, dass die Autokorrelationsfunktion gar nicht auf Null zerfal-
len kann, da zumindest die Pfropfmonomere immer an ihrem Platz bleiben müssen
und daher einen nichtzerfallenden Beitrag zur Autokorrelationsfunktion liefern. Dies
ist auch in der Abbildung 5.30 an beiden Kurven bei hohen Temperaturen zu sehen.

Daher wurde letztendlich die Funktion

z(t) = a1 exp {−t/τ1}+ a2 exp {−t/τ2}+ a3

angefittet, damit steckt der schnelle erste Abfall in dem zur Normierung nötigen
Anteil 1− a1 − a2 − a3.

Ein weiterer Unterschied zu den sonst üblichen Autokorrelationsfunktionen ist, dass
diese Autokorrelationsfunktion hier schon aus einer kurzen Zeitreihe berechnet wer-
den kann und eine glatte Kurve über etwa zwei Dekaden liefert. Normalerweise gibt
es bei so wenig Datenpunkten noch starke Abweichungen von der idealen Autokor-
relationsfunktion, beispielsweise Überschwinger in den negativen Bereich.
Bei der Unterdrückung dieses unerwünschten Verhaltens hilft bei den Autokorre-
lationsfunktionen der Umstand, dass die Korrelationskoeffizienten r(φ(t), φ(t+ τ))
schon einzeln über alle Pixel (hier 152 · 152 = 23104) der Konfiguration gemittelt
wurden und einen entsprechend glatten Verlauf zeigen.
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4.2 Strukturbestimmung

Zur Bestimmung der Struktur hauptsächlich der binären Bürsten werden die hier
vorgestellten Verfahren benutzt. Standard zur Strukturbestimmung sind die Paar-
korrelationsfunktion und der Strukturfaktor, die hier jedoch auf die Untersu-
chung quasi-zweidimensionaler Systeme angepasst werden. Ein bisher wenig bekann-
tes Verfahren zur Strukturbeschreibung sind die Minkowski-Maße. Zu vertikalen
Strukturuntersuchung bieten sich die Dichteprofile an.

4.2.1 Paarkorrelationsfunktion

Die Paarkorrelationsfunktion ist üblicherweise definiert als

g(r) =
V

N(N − 1)

〈
N∑

i=1

N∑

j=1,j 6=i
δ(r+ rj − ri)

〉

. (4.8)

Bei Isotropie kann der Winkelanteil herausintegriert werden, man erhält in drei
Dimensionen den üblichen Ausdruck

g3(r) =
V

4πr2N(N − 1)

〈
N∑

i=1

N∑

j=1,j 6=i
δ(r − r3,ij)

〉

(4.9)

mit dem dreidimensionalen Abstand r3,ij . Hier liegt mit den Bürsten ein eher zweidi-
mensionales System vor, daher ist auch die zweidimensionale Paarkorrelationsfunk-
tion interessanter, sie ergibt sich analog zu

g(r) =
V

2πrN(N − 1)

〈
N∑

i=1

N∑

j=1,j 6=i
δ(r − rij)

〉

(4.10)

mit dem zweidimensionalen Abstand rij. Da diese Paarkorrelationsfunktion dann
sinnvollerweise auch nur in einer Schicht berechnet wird, sollten die einzelnen Bei-
träge der Partikel zur Paarkorrelationsfunktion je nach ihrem Beitrag zur Schicht
gewichtet werden. Dies kann mit einer Masse mi erreicht werden, die angibt, mit
welchem Bruchteil das Partikel zur Schicht beiträgt, ein vollständiger Beitrag ent-
spräche dann mi = 1. Damit wird die Paarkorrelationsfunktion zu

g(r) =
V

2πrM2

〈
N∑

i=1

N∑

j=1

mimjδ(r − rij)
〉

(4.11)

mit der Gesamtmasse M =
∑N

i=1mi zur Normierung anstelle der üblichen Gesamt-
partikelzahl N .
Eine kleine Änderung musste noch vorgenommen werden, da ein zu N − 1 analoger
Ausdruck in den Massen nicht existiert, dieser Teil wurde durch die Gesamtmasse
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M ersetzt. Dies ist dann ein kleiner Fehler in der Normierung, der jedoch bei den ho-
hen Partikelanzahlen vernachlässigbar wird (zum Beispiel ist bei der Konfiguration
in Abbildung 4.12 die Partikelzahl N = 19712 beziehungsweise 7890 in der Schicht).

In der Paarkorrelationsfunktion lassen sich bei kleinem r zunächst zwei hohe Peaks
bei etwa r = 0.95σLJ und r = 1.9σLJ erkennen, sie entstehen durch Korrelationen
der einzelnen Monomere in den dichtgepackten Clustern.
Bei den üblichen dreidimensionalen g(r) gibt es ein Korrelationsloch an der Stelle
r = 0σLJ, da die Monomere einen Mindestabstand voneinander haben müssen.

0 5 10 15
r

0

1

2

3

4

g(
r)

Schicht 
gesamt (+0.1)

0 10 20 30 40 50
0.8

1

Abbildung 4.12: Paarkorrelationsfunktionen im
System (616/32/22.5/1.5/1) aus Abbil-
dung 4.1links für eine Schicht der Dicke 1σLJ

in Höhe 2.5 − 3.5σLJ wie in Abbildung 4.2
sowie für die gesamte Konfiguration zur bes-
seren Sichtbarkeit um 0.1 nach oben verscho-
ben.

Bei der zweidimensionalen Paarkorrela-
tionsfunktion ist das jedoch anders, da
hier Partikel mit unterschiedlichen z-
Koordinaten, aber gleichen x- und y-
Koordinaten vorliegen können, die dann
den zweidimensionalen Abstand 0 ha-
ben. Dieser Effekt tritt bei der Schicht-
Paarkorrelationsfunktion nicht so stark
auf, da in einer dünnen Schicht weni-
ger Monomere übereinander liegen kön-
nen.

Interessanter sind dann die Korrelatio-
nen auf größeren Längenskalen, hier kor-
relieren nicht mehr die einzelnen Mo-
nomere, sondern die kompletten Clu-
ster miteinander. Am Minimum bei r ≈
12.5σLJ lässt sich der mittlere Radius ei-
nes Clusters ablesen. Das Maximum bei

r ≈ 25σLJ liefert eine Information über den Abstand zweier Cluster.

Ein Nachteil ist, dass nur ein mittlerer Radius bestimmt werden kann, und die
Verteilung der Clusterdicken unbekannt bleibt.

4.2.2 Strukturfaktor

Wie die Paarkorrelationsfunktion ist der Strukturfaktor ebenfalls ein Maß, welches
nur auf Zwei-Teilchen-Korrelationen empfindlich ist. Die enge Verbindung mit der
Paarkorrelationsfunktion wird daran ersichtlich, dass beide (abgesehen von Vorfak-
toren) durch Fourier-Transformationen auseinander hervorgehen.
Der Strukturfaktor ist definiert als

S(q) =
1

N

〈
N∑

j=1

N∑

k=1

exp {iq(rj − rk)}
〉

. (4.12)
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Eine Auftrennung der Exponetialfunktion und eine Auswertung der Summen liefert
dann

S(q) =
1

N

〈∣
∣
∣
∣
∣

N∑

j=1

exp {iqrj}
∣
∣
∣
∣
∣

2〉

, (4.13)

wobei ein δ-Peak bei q = 0 weggelassen wurde. Die Anzahl der streuenden Partikel
ist hier N = NpolyNmon.

Bedeutung für das Experiment

Der Strukturfaktor hat für den Vergleich von Simulation und Experiment eine große
Bedeutung, da er experimentell zugänglich ist. In Streuexperimenten ist die gestreu-
te Intensität proportional zum Strukturfaktor, sodass dieser gemessen werden kann.
Für die Strukturuntersuchung an Polymeren wird meist die Neutronenstreuung be-
nutzt. Bei der Verwendung der Röntgenstreuung ist es schwierig, leichte Atomkerne
zu detektieren, da das Streuvermögen mit der Kernladung Z quadratisch ansteigt.
Bei den leichten Atomkernen Wasserstoff und Kohlenstoff, aus denen die Polymere
bestehen, ist das Streuvermögen sehr gering. Daher wird zum Beispiel Zucker ver-
wendet, um in anderen zu stark streuenden Proben die Streudichte zu verringern.

0 0.5 1
q

1

10

100

S(
q)

Pfropfmuster
Konfiguration

Abbildung 4.13: Strukturfaktor des Pfropfmu-
sters beziehungsweise der Bürstenkonfigu-
ration des Systems (616/32/22.5/15/1) aus
Abbildung 4.8, bei großem q entsteht die Ver-
rauschung durch die fehlende Mittelung über
mehrere Konfigurationen, bei kleinem q zeigt
sich die Korrelation zwischen Pfropfung und
Bürste im gleichen Verlauf von S(q).

Die Neutronen werden dagegen auch
von leichten Atomkernen ähnlich stark
gestreut wie von den schwereren. Ein in-
teressanter Effekt ist, dass die einzelnen
Nuklide ein sehr unterschiedliches Streu-
vermögen haben. So ist beispielsweise
die Streulänge bH = −37.8fm für Was-
serstoff, für Deuterium dagegen bD =
62.1fm. Die Streulänge ergibt sich ei-
gentlich aus dem Formfaktor der Streu-
ung an den Kernen. Da aber die Ener-
gie der Neutronen sehr gering bezie-
hungsweise die Wellenlänge der Neutro-
nen groß ist gegenüber den Abmessun-
gen der Atomkerne, lässt sich der Form-
faktor des Kerns durch b2 nähern. Eine
negative Streulänge bedeutet ein attrak-
tives Potential, eine positive Streulän-
ge dagegen ein repulsives Potential zwi-
schen Neutron und Kern.
Für die Neutronenstreuung ergibt sich der differentielle Wirkungsquerschnitt zu

dσ

dΩ
(q) =

〈IS(q)〉
I0

R2 = b2NS(q) (4.14)
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mit der vom Detektor gemessenen Intensität 〈IS(q)〉, der einfallenden Intensität I0
und dem Abstand des Detektors von der Probe R.

Bei diesem Ausdruck ist b für alle Partikel gleich. Im Allgemeinen sind die bi für
die verschiedenen Partikel unterschiedlich. Es macht dann Sinn, die Streulängen im
Strukturfaktor zu berücksichtigen und ihn nicht als Formfaktor abzutrennen. Damit
wird

S(q) =
1

N

〈
N∑

j=1

N∑

k=1

bjbk exp {iq(rj − rk)}
〉

=
1

N

〈∣
∣
∣
∣
∣

N∑

j=1

bj exp {iqrj}
∣
∣
∣
∣
∣

2〉

,

(4.15)

und im Fall von zwei bi

S(q) =
1

N

〈∣
∣
∣
∣
∣
bA

NA∑

j=1

exp {iqrA,j}+ bB

NB∑

j=1

exp {iqrB,j}
∣
∣
∣
∣
∣

2〉

. (4.16)

Variation der Streulänge

Eine interessante Anwendung der unterschiedlichen Streulängen ist das Kontrast-
verfahren, bei dem zum Beispiel das Lösungsmittel teilweise deuteriert wird. Dies
bedeutet, dass die Protonen gegen Deuteronen ausgetauscht werden, was die che-
mischen Eigenschaften weitgehend beibehält, aber die Streulängendichte verändert.
Ein Stoff mit der gleichen Streulängendichte wird in diesem Lösungsmittel dann
unsichtbar. Bei Polymermischungen kann so die eine Komponente versteckt werden
und der Strukturfaktor der anderen Komponente gemessen werden.

Numerisch ist dies alles viel einfacher, hier können die Streulängen beliebig ange-
passt werden, und es existiert auch kein Untergrundsignal wie im Experiment. Zur
Berechnung wird der Strukturfaktor noch einmal umgeschrieben in

S(q) =
1

N

〈∣
∣
∣
∣
∣
bA

NA∑

j=1

exp {iqrA,j}+ bB

NB∑

j=1

exp {iqrB,j}
∣
∣
∣
∣
∣

2〉

=
1

N

〈(

bA

NA∑

j=1

cos {qrA,j}+ bB

NB∑

j=1

cos {qrB,j}
)2〉

+

1

N

〈(

bA

NA∑

j=1

sin {qrA,j}+ bB

NB∑

j=1

sin {qrB,j}
)2〉

.

(4.17)
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Abbildung 4.14: Gemittelte Strukturfaktoren der
binären Bürsten aus Abbildung 5.29 des Sy-
stems (576/32/10/2.5/sq/0.5). Die Streulän-
gen sind jeweils bA = 1, bB wie angegeben.

In Abbildung 4.14 sind einige Struk-
turfaktoren gezeigt, die sich aus einer
Variation der Streulängen ergeben. Die
Streulängen (1,-1) ergeben dabei einen
idealen Kontrast zwischen beiden Kom-
ponenten, der Peak bei q ≈ 0.4 ist am
stärksten ausgeprägt. Dies entspricht ei-
ner Strukturbreite in den Konfiguratio-
nen von r = 2π/q ≈ 16σLJ. Mit den
Streulängen (1,0) erhält man den reinen
Strukturfaktor der Komponente A. Am
anderen Ende der Skala steht die Paa-
rung (1,1), die keinen Unterschied zwi-
schen beiden Komponenten sieht, daher
ist der Peak hier verschwunden. Statt-
dessen bildet sich ein leichter Buckel bei
dem doppelten Wellenvektor q ≈ 0.8, also der halben Strukturbreite. Dies entsteht
durch eine Erniedrigung der Dichte der Bürste in den Grenzflächen zwischen beiden
Komponenten.
Bei großen Wellenvektoren entstehen bei q = 2π/

√
20 ≈ 1.4 und q = 2π/

√
10 ≈ 2.0

zwei scharfe Bragg-Peaks durch die regelmäßige Pfropfung mit dem Schachbrett-
muster. Der Peak bei q = 2π/

√
10 entsteht durch die minimalen Abstände der

Pfropfpunkte
√
10σLJ. Dieser Abstand ist dann sichtbar, wenn zwischen den Typen

kein Unterschied gemacht wird (bB = bA = 1). Der Abstand wird bei bB = −bA = −1
nicht gesehen, da er durch die Mischterme in Gleichung 4.17 ausgelöscht wird. Statt-
dessen wird der größere Abstand

√
2
√
10σLJ mit dem ersten Peak erkannt. Dieser

Abstand ist der kleinste Abstand zu einem Pfropfpunkt der gleichen Komponente.
Im Experiment sind die genannten Spezialfälle bB = 1, bB = −1 nicht direkt beob-
achtbar, stattdessen sieht man eine komplizierte Überlagerung. Einige solcher Über-
lagerungen sind in die Abbildung eingezeichnet. Man erkennt, dass diese Mischungen
keine linearen Überlagerungen der Extremfälle sind.
Der Strukturfaktor mit bA = 1, bB = −1 wird im Folgenden SAB genannt. Der Zu-
sammenhang zwischen diesem SAB und den Einzelstrukturfaktoren SA und SB und
dem Gesamtstrukturfaktor Sges mit bA = bB = 1 kann folgendermaßen berechnet
werden:

S = (NA +NB)SAB + (NA +NB)Sges

=

〈∣
∣
∣
∣
∣

NA∑

j=1

exp {iqrA,j} −
NB∑

j=1

exp {iqrB,j}
∣
∣
∣
∣
∣

2〉

+

〈∣
∣
∣
∣
∣

NA∑

j=1

exp {iqrA,j}+
NB∑

j=1

exp {iqrB,j}
∣
∣
∣
∣
∣

2〉

(4.18)
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Auftrennung der Summen liefert dann

S =

〈∣
∣
∣
∣
∣

NA∑

j=1

exp {iqrA,j}
∣
∣
∣
∣
∣

2〉

− 2

〈

<
{

NA∑

j=1

exp {iqrA,j}
NB∑

j=1

exp {−iqrB,j}
}〉

+

〈∣
∣
∣
∣
∣

NB∑

j=1

exp {iqrB,j}
∣
∣
∣
∣
∣

2〉

+

〈∣
∣
∣
∣
∣

NA∑

j=1

exp {iqrA,j}
∣
∣
∣
∣
∣

2〉

+ 2

〈

<
{

NA∑

j=1

exp {iqrA,j}
NB∑

j=1

exp {−iqrB,j}
}〉

+

〈∣
∣
∣
∣
∣

NB∑

j=1

exp {iqrB,j}
∣
∣
∣
∣
∣

2〉

= 2NASA + 2NBSB ,

(4.19)

also umgestellt

SAB =
2NA

NA +NB
SA +

2NB

NA +NB
SB − Sges . (4.20)

Der Strukturfaktor SAB ergibt sich als die Summe der Einzelstrukturfaktoren ohne
den Strukturfaktor der Dichtefluktuationen. Damit reagiert dieser Strukturfaktor
besonders sensibel auf die Strukturbildung der beiden Phasen A und B.

Erweiterung des Strukturfaktors zur Untersuchung dünner Schichten

Eine Erweiterung des üblichen Strukturfaktors ermöglicht die Berechnung des Struk-
turfaktors in einer einzelnen Schicht. In dieser Schicht darf dann nur der Anteil, mit
dem das Partikel in der Schicht liegt, berücksichtigt werden, analog zur Vorgehens-
weise bei der Paarkorrelation.
Damit erhält man für den Strukturfaktor bei einem einkomponentigen System

S(q) =
1

Mmvoll

〈∣
∣
∣
∣
∣

N∑

j=1

mj exp {iqrj}
∣
∣
∣
∣
∣

2〉

(4.21)

mit M =
∑N

j=1mj und der Masse einer Vollkugel mvoll, sodass im Spezialfall mi =
mvoll der Strukturfaktor gleich ist.

Dieser Ausdruck kann folgendermaßen begründet werden: Ein Monomer besteht aus
nvoll gleichmäßig verteilten Streuzentren in der Monomer-Vollkugel. Dies ist sinnvoll,
da auch im Experiment die Monomere aus vielen Atomen bestehen, die alle als
Streuzentren fungieren. In der Schicht liegen dann nj = xjnvoll Streuzentren des
Monomers j. Die Gesamtzahl der Streuzentren in der Schicht ist

N∗ =
N∑

j=1

nj =
N∑

j=1

xjnvoll . (4.22)
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Der Strukturfaktor ergibt sich zu

S∗(q) =
1

N∗

〈∣
∣
∣
∣
∣

N∗

∑

α=1

exp {iqrα}
∣
∣
∣
∣
∣

2〉

≈ 1

N∗

〈∣
∣
∣
∣
∣

N∑

j=1

nj exp {iqrj}
∣
∣
∣
∣
∣

2〉

, (4.23)

wobei im zweiten Teil der Gleichung die Positionen der nj Streuzentren mit rj ge-
nähert wurden. Für kleine q-Werte macht sich diese Näherung nicht bemerkbar, sie
wird erst bemerkbar, wenn q so groß wird, dass Längenskalen in der Größenord-
nung des Monomerdurchmessers σLJ aufgelöst werden können. Durch Einsetzen von
nj = xjnvoll ergibt sich

S∗(q) =
nvoll

∑N
j=1 xj

〈∣
∣
∣
∣
∣

N∑

j=1

xj exp {iqrj}
∣
∣
∣
∣
∣

2〉

, (4.24)

ein Strukturfaktor, der mit der Anzahl der Streuzentren nvoll anwächst. Diese Pro-
portionalität zu nvoll ist hier neu, die normale Definition enthält diesen Teil nicht. Er
entsteht — quasi als Formfaktor — dadurch, dass die einzelnen Streuer nicht zufäl-
lig verteilt sind, sondern geordnet an einem Punkt zusammenfallen. Ein ordentlich
normierter Strukturfaktor ist dann

S(q) =
1

nvoll
S∗(q) . (4.25)

Im Grenzübergang nvoll → ∞ wird der Bruchteil xj = mj/mvoll und der Struktur-
faktor erhält die gleiche Form wie in Gleichung 4.21

S(q) =
1

mvoll

∑N
j=1mj

〈∣
∣
∣
∣
∣

N∑

j=1

mj exp {iqrj}
∣
∣
∣
∣
∣

2〉

. (4.26)
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Abbildung 4.15: Gemittelte Strukturfakto-
ren aus Schichten der Dicke 1σLJ in
verschiedenen Höhen h der Systeme
(576/32/10/2.5/sq/0.5)

In Abbildung 4.15 sind die Strukturfak-
toren SAB aus mehreren Schichten der
Dicke 1σLJ in unterschiedlichen Höhen h
dargestellt. Um die starken Schwankun-
gen im Verlauf des Strukturfaktors aus-
zugleichen, die bei den dünnen Schich-
ten noch stärker auftreten als in Ab-
bildung 4.13, wurden die Strukturfak-
toren über mehrere Konfigurationen des
Systems (576/32/10/2.5/sq/0.5) gemit-
telt.
In Höhe h = 0 konnte sich noch
keine Struktur ausbilden, hier ist es
hauptsächlich das Pfropfmuster, das die
Struktur bildet. Um die Höhe h = 5σLJ
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herum ist der Strukturfaktor am besten ausgebildet. In höheren Schichten nimmt der
Strukturfaktor wieder ab. Wie im nächsten Abschnitt gezeigt wird, heißt das aber
nicht, dass die Struktur schlechter ausgebildet ist. Die Abnahme des Strukturfaktors
liegt hier an der Abnahme der Dichte.
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Abbildung 4.16: Strukturfaktoren SAB, dazu das
skalierte Dichteprofil φ(h) und der mit der
Dichte normierte und skalierte Strukturfak-
tor S/φ in Abhängigkeit von der Höhe h der
dünnen Schicht. Einzelne Strukturfaktoren
sind in Abbildung 4.15 gezeigt.

Wie gut der Strukturfaktor und die
Dichte miteinander korrelieren, kann
auch in Abbildung 4.16 abgelesen wer-
den. Dabei sind die Werte des Schicht-
Strukturfaktors S(qmax) aufgetragen,
wobei qmax die Position des Maximums
des Gesamtstrukturfaktors ist. Man er-
kennt an dem mit der Dichte normier-
ten Strukturfaktor in der Mitte ein rela-
tiv ebenes Plateau im Bereich 3σLJ <
h < 10σLJ, in dem die Dichte φ und
der Strukturfaktor alleine stark variie-
ren. Darunter findet sich ein Bereich, in
dem die Dichte hoch ist, der Struktur-
faktor aber noch klein ist. In diesem Ge-
biet findet der Übergang von der fast
strukturlosen Pfropfung zur eigentlichen

lateralen Bürstenstruktur statt. Aufgrund der starken Korrelation der Bürstenstruk-
tur mit der Pfropfung ist der Strukturfaktor hier noch klein.
Im Bereich größerer Höhen nimmt die Dichte stark ab, dagegen finden sich immer
noch ein paar Monomere, die aus dem dichten Teil herausragen und daher geordnet
zum Strukturfaktor beitragen.

Interferenzeffekte in lateral geordeten Systemen

Etwas unerwartet verhält sich die Normierung des Strukturfaktors bei den Schicht-
Strukturfaktoren. Normalerweise ist die Höhe eines Peaks im Strukturfaktor unab-
hängig von der Systemgröße, da bei doppelter Systemgröße doppelt soviele Teilchen-
paarungen beitragen, aber durch die doppelte Teilchenanzahl normiert werden.
Dies ist bei den zweidimensionalen Strukturfaktoren in lateral geordneten Systemen
jedoch anders: Wenn die Bürste höher wird, wird die Dichte der auf das Substrat
projizierten Streuzentren höher und der Strukturfaktor nimmt ebenfalls zu. Dies ist
in Abbildung 4.17 sichtbar. Hier ist der Strukturfaktor des dichter (σ−1 = 5) ge-
pfropften Systems doppelt so groß wie der im weniger dicht gepfropften System.
Dieser Effekt tritt aber nur in lateral geordneten Systemen auf, in denen die Struk-
tur sich nicht oder nur wenig mit der Höhe z ändert. Nur in diesem Fall gibt es eine
konstruktive Interferenz aller Schichtbeiträge. Bei einer dicken Schicht aus einem
dreidimensionalen ungeordneten System entfallen auf ein Element der Projektions-
fläche Monomere beider Komponenten, wodurch eine destruktive Interferenz eintritt
und der Strukturfaktor unabhängig von der Dicke der Schicht wird.
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Abbildung 4.17: Vergleich der gemittel-
ten Strukturfaktoren SAB der Systeme
(576/32/σ−1/2.5/sq/0.5). Durchgezogene
Linien bezeichnen den Gesamtstruktur-
faktor, gestrichelte Linien eine Schicht
2− 4σLJ.

Wenn der Strukturfaktor jedoch nur in
einer dünnen Schicht berechnet wird,
wird die Höhe des Strukturfaktors un-
abhängig von der Dicke der Polymer-
bürste. Dies kann ebenfalls in Abbil-
dung 4.17 beobachtet werden. Wäh-
rend die Gesamtstrukturfaktoren sich
um den Faktor 2 in der Höhe unterschei-
den, ist der Unterschied in den kleine-
ren Schicht-Strukturfaktoren geringer.
Ganz verschwunden ist dieser Unter-
schied nicht, da die Dichte in der Schicht
ebenfalls nicht gleich ist. Das Dichte-
profil kann in Abbildung 5.36 verglichen
werden.
Mit Hilfe der Gleichung 4.20 kann
auch hier begründet werden, warum der
Strukturfaktor von der Schichtdicke abhängt. Diese Gleichung lautet umgeschrieben

Sges =
2NA

NA +NB
SA +

2NB

NA +NB
SB − SAB . (4.27)
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Abbildung 4.18: Strukturfaktoren aus Schichten
im System (576/32/10/2.5/sq/0.5), A ist die
Schicht 2− 3σLJ, B die Schicht 3− 4σLJ.

Dabei werden die Partikel, die in der
einen Schicht liegen, zur Sorte A ge-
zählt, die Partikel der anliegenden
Schicht zur Sorte B. Dabei gehören
die Partikel also eigentlich zur gleichen
Komponente. Der Gesamtstrukturfak-
tor Sges ist der Strukturfaktor aus bei-
den Schichten zusammen. Da bei den
Bürsten in beiden Teilschichten die glei-
che Struktur vorliegt, ist der gemischte
Strukturfaktor SAB sehr niedrig, wie in
der Abbildung 4.18 zu sehen ist. Dies
kann so verstanden werden, dass zu je-
dem Abstand von A-Partikeln ein gleich
großer Abstand von B-Partikeln in der
Nähe vorkommt. In der Berechnung von SAB heben sich diese Abstände wegen des
unterschiedlichen Vorzeichens der Streulänge weitgehend heraus.
Eine ähnliche Rechnung ist auch für die gemischten Strukturfaktoren in zweikom-
ponentigen Systemen möglich. Durch die dabei auftretenden vier Sorten ist die Be-
rechnung aufwendiger, außerdem treten noch Mischterme auf, die sich nicht in die
üblichen Strukturfaktoren auftrennen lassen; das grundlegende Verhalten bleibt aber
gleich.
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4.2.3 Minkowski-Maße

Die Strukturbeschreibung mittels der Paarkorrelation oder des Strukturfaktors gibt
nur Korrelationen zwischen zwei Punkten an. Für eine Beschreibung bei langreich-
weitiger, periodischer Ordnung genügt dies, daher haben die Strukturfaktoren so
eine große Bedeutung in der Strukturbestimmung. Bei einer nichtperiodischen Ord-
nung gehören zu einer vollständigen Strukturbeschreibung aber auch Drei-Punkt-
Korrelationen bis hin zu n-Punkt-Korrelationen. Zwei-Punkt-Korrelationen alleine
genügen nicht zu einer vollständigen Strukturbeschreibung oder einer Rekonstrukti-
on einer Struktur: Zwei verschiedene Strukturen können den gleichen Strukturfaktor
haben.
Statistische morphologische Maßzahlen, die sensitiv auf die Form der Strukturen,
also auf Krümmung und Konnektivität, eingehen, werden von der Bildverarbeitung
und Mustererkennung umfangreich genutzt. Spezielle Maßzahlen, die von der Inte-
gralgeometrie dazu geliefert werden, sind die Minkowski-Funktionale.
Dies sind Funktionale, die direkt im Ortsraum die Struktur charakterisieren. Eine
Besonderheit dieser Maße ist, dass sie vollständig sind: In der Integralgeometrie kann
gezeigt werden, dass jedes Maß M zur Strukturbeschreibung, welches die Bedingun-
gen

• Invarianz unter Translation

• Invarianz unter Rotation

• Additivität M(A ∪B) = M(A) +M(B)−M(A ∩B)

erfüllt, eine Linearkombination der Minkowskimaße sein muss. In d Dimensionen
gibt es genau d+ 1 solcher Maße. In zwei Dimensionen sind dies die gefüllte Fläche
M0, der Umfang dieser Fläche M1 und die Euler-Charakteristik M2 = χ, die ein
Maß für die Verbundenheit (Konnektivität) der gefüllten Fläche ist.

Obwohl diese Maße schon lange existieren (Minkowski schrieb den grundlegenden
Artikel [57] schon 1903), wurde die Bedeutung dieser Maße für die Bildverarbei-
tung und Strukturbeschreibung lange verkannt. Erst in jüngster Zeit gibt es eine
wachsende Zahl an Veröffentlichungen ([58, 59] und Referenzen darin), in denen die
Minkowski-Maße verwendet werden.
Die besondere Bedeutung der Minkowski-Maße begründet sich darin, dass mit die-
sen Maßen die Ordnungsphänomene in nicht langreichweitig geordneten Strukturen
untersucht werden können.

Für ein schwarz-weißes Rasterbild sind diese Minkowski-Maße sehr leicht zu bestim-
men, indem Summen über die Eckpunkte zwischen je vier Pixeln berechnet werden.
In Abbildung 4.19 sind die sechs möglichen verschiedenen Anordnungen an einer
Ecke durch weiße und schwarze Pixel in den eingekreisten Eckpunkten zu sehen.
Für jeden dieser Eckpunkte auf dem Gitter werden nun die Werte F,U,E, die in
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der Tabelle neben den Anordnungen zu sehen sind, aufaddiert. Die Minkowski-Maße
ergeben sich dann zu

M0 =
∑

j

Fj/4 (Fläche) (4.28)

M1 =
∑

j

Uj (Umfang) (4.29)

M2 =
∑

j

Ej/4 (Euler-Charakteristik) (4.30)
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Abbildung 4.19: sechs Basisan-
ordnungen in den Eckpunk-
ten und ihr Beitrag zu den
Maßen F , U und E, der
Wert 0∗ wird im Text be-
sprochen.

Als einzelne Werte ergeben sich für die sechs Basis-
Anordnungen leicht ersichtlich die Flächenfüllung F
und die Grenzlinienlänge U in den Eckpunkten. Der
Wert E ist nicht ganz so einfach zu verstehen: Im
Prinzip werden die Ecken eines gefüllten schwarzen
Bereichs abgezählt, die herausspringenden Ecken b

positiv, die hineinspringenden Ecken e negativ. Wenn
man eine hineinspringende Ecke auffüllt, bleibt die-
se Gesamtzahl gleich und damit hat jeder gefüllte
schwarze Bereich die gleiche Summe wie ein schwar-
zes Rechteck, nämlich 4. Nach der Division durch 4
bleibt also ein gezählter schwarzer Bereich übrig. Ana-
log überwiegen bei weißen Löchern die hineinspringen-
den Ecken e, sodass das Loch mit −1 bewertet wird.
Damit wird letztendlich die Euler-Charakteristik M2

zur Summe der schwarzen Bereiche minus der Summe
der weißen Löcher.
Dabei macht allerdings die Anordnung d Interpretati-
onsprobleme: Wenn hier die schwarzen Bereiche über-
eck durchgehend sein sollen, muss E = −2 sein. Umgekehrt, wenn die schwarzen
Bereiche getrennt sein sollen, muss E = 2 sein. In Abbildung 4.19 wäre das der
Unterschied, ein oder zwei schwarze Domänen zu zählen. Beide Wahlen führen eine
Asymmetrie in der Bedeutung der weißen und schwarzen Bereiche ein. Um diese
Asymmetrie aufzuheben, wurde der Wert E= 0 gesetzt. Mit dieser Setzung werden
in den 24 Eckpunkten der Abbildung 4.19 dann 7 Ecken vom Typ b und je eine
Ecke der Typen d und e und damit 1.5 schwarze Domänen gezählt. Hier treten in
der Euler-Charakteristik also auch halbzahlige Werte auf.

Zu beachten ist beim Umfang M1, dass dieser aufgrund der verwendeten Definiti-
on stets alle Einbuchtungen in einer Figur mitberechnet. Daher hat ein gerasterter
Kreis den gleichen Umfang wie ein Quadrat.
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Abbildung 4.20:
Testbild

Ein Bildbeispiel ist in Abbildung 4.20 zu sehen. Insge-
samt gibt es 36 Ecken, die sich auf 4×a, 15×b, 6×c,
1×d, 9×e, 1×f aufteilen. Damit erhält man die Fläche
M0 = 60/4 = 15 und den Umfang M1 = 32, wie
man auch direkt durch eine Abzählung im Bild überprüfen
kann.
Die Euler-Charakteristik ergibt sich zu M2 = 6/4 = 1.5, dies
entspricht im Bild +1.5 für die große schwarze Domäne, −1
für das kleine weiße Loch und +1 für die kleine schwarze Do-
mäne. Mit der 1.5 wird die Zweideutigkeit aufgehoben, ob in
dem Gesamtbild nun 2 oder 3 schwarze Domänen vorhanden
sind.

Diese Maße sind leicht auf Graustufen-Bilder zu verallgemeinern: Als schwarz wird
alles gezählt, was dunkler oder gleich einem Schwellenwert t ist, als weiß alles, was
heller ist. Damit werden die Minkowski-Maße zu Funktionen des Schwellenwerts t.

Phasenbild Parallelflächen

Abbildung 4.21: Links ist das Phasenbild φ∗ aus Abbildung 4.3 des Systems
(576/32/10/2.5/sq/0.5) gezeigt, rechts die Parallelflächen. An dem Helligkeitssprung
lässt sich die Phasengrenzlinie ablesen.

Die binären Bürsten können prinzipiell als reines Schwarz-Weiß-Bild ohne Graustu-
fen dargestellt werden, indem nur eingezeichnet wird, in welchen Bereichen welche
Komponente die Mehrheit bildet, dies ist auch in Abbildung 4.22 im mittleren Teil-
bild zu sehen. In dem Phasenbild in Abbildung 4.21 sind allerdings noch zusätzliche
Graustufen zu sehen. Diese Graustufen geben noch genauer die Zusammensetzung
im jeweiligen Flächenelement an. Diese zusätzliche Information wird im Folgenden

76



4.2 Strukturbestimmung

aber nicht genutzt, da diese nichts über die globale Struktur aussagt. Eine eigen-
ständige Auswertung zur Untersuchung lokaler Variationen in der Zusammensetzung
wäre aber ebenfalls mit den Minkowski-Maßen denkbar.

Bei einem reinen Schwarz-Weiß-Bild liefern die Minkowski-Maße nur drei Zahlen zur
Charakterisierung der Konfiguration. Durch Einführung der Parallelflächen können
jedoch wesentlich mehr Daten gewonnen werden. Die Parallelflächen sind im Prinzip
einfach Flächen, die parallel zu einer gegebenen Fläche liegen. In dem zweidimensio-
nalen Fall, der hier betrachtet wird, sind die Parallelflächen nur Parallellinien. Diese
Parallellinien können leicht gewonnen werden, indem für jeden Pixel im Phasenbild
notiert wird, wie groß der Abstand zu einer Phasengrenzlinie ist. In Abbildung 4.3
rechts ist ein Beispiel gezeigt.
In diesem Bild ist als Grauwert kodiert, wie weit der Abstand d zur Grenzline ist.
Hellere oder dunklere Pixel entsprechen von der Grenzlinie entfernt liegenden Pi-
xeln einer der beiden Komponenten. Da mit der gewählten Auflösung a = 0.5σLJ
der Mindestabstand zur Grenzlinie ebenfalls 0.5σLJ ist, entsteht an der Grenzline ein
stärkerer Helligkeitssprung. Pixel, die weiter im Inneren liegen, können mit wesent-
lich mehr verschiedenen Abständen zur Grenzlinie (0.5 ·

√
2σLJ, 0.5 ·2σLJ, 0.5 ·

√
5σLJ,

. . . ) auftreten, sodass der Helligkeitsverlauf dort gleichmäßiger wird, da die Abstän-
de dichter liegen. Auf der Grenzlinie selbst liegen fast keine Punkte, da hierfür die
beiden Komponenten genau gleichviel zur Dichte im Pixel beitragen müssten.
Die Abstände werden dabei für die dunkle B-Komponente negativ, für die helle
A-Komponente positiv gewertet, um sie unterscheiden zu können. Diese Unterschei-
dung ist nicht nur bei der Helligkeit wichtig, sondern auch bei der Auftragung der
Minkowski-Maße.

Abbildung 4.22: Parallelflächenbild aus Abbildung 4.21, bei den Schwellenwerten d = −4σLJ,
−2σLJ, 0σLJ, 1σLJ, und 3σLJ in Schwarz-Weißbilder umgerechnet.

In Abbildung 4.22 ist das Parallelflächenbild aus Abbildung 4.21 bei verschiedenen
Schwellenwerten in Schwarz-Weiß-Bilder umgerechnet worden. Dabei sind alle Pixel
weiß geworden, die heller als der Schwellenwert waren. Aus diesen Schwarz-Weiß-
Bildern können nun die einzelnen Minkowski-Maße berechnet werden.

In Abbildung 4.23 sind die Minkowski-Maße zu den Parallelflächen in Abbildung 4.21
dargestellt. Auf der Abszisse ist der Abstand zur Grenzfläche d aufgetragen. In der
Mitte liegt bei d = 0 die Grenzlinie. Dabei ist gut zu erkennen, dass der kleinste
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gemessene Abstand 0.5σLJ beträgt. Diese Achse kann auch direkt als Helligkeit im
Parallelflächenbild interpretiert werden, daher wird im Folgenden d auch als Hellig-
keit bezeichnet. Bei d = −5σLJ sind die Pixel schwarz, um dann bei wachsendem d
heller zu werden. Bei d = 0σLJ kommt es zu dem besagten Helligkeitssprung, weiß
wird dann bei einem Abstand von d ≈ 5σLJ für ein Pixel der Komponente A erreicht.

Die Fläche M0 ist in Abbildung 4.23 mit der Gesamtfläche A = 5760σ2LJ normiert
worden und zu einer besseren Sichtbarkeit mit dem Faktor 30 gestreckt worden.
Zu sehen ist dabei eine Zunahme des Flächenanteils der Pixel, die dunkler als der
aktuelle Schwellenwert d ist. Bei d = 0 ist M0/A dann 0.5, wie es auch der Zusam-
mensetzung der beiden Komponenten entspricht.
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Abbildung 4.23: Minkowski-Maße zu den Par-
allelflächen in Abbildung 4.21 des Systems
(576/32/10/2.5/sq/0.5), die Maße sind mit
der Gesamtfläche A und der Länge der Box
L =

√
A normiert.

Der Umfang M1 ist hier in Einhei-
ten der Boxgröße L =

√
A = 75.9σLJ

aufgetragen. Wenn der Schwellenwert
der Helligkeit wächst, entstehen an sehr
vielen Stellen Domänen, die dunkler
als der Schwellenwert sind. Dies kann
auch in der Bildreihe in Abbildung 4.22
beobachtet werden. Diese tragen alle
zum Umfang bei, der daher anfangs
anwächst. Ab etwa d = −2σLJ sind
fast alle schwarzen Domänen mitein-
ander verschmolzen und die Schwarz-
Weiß-Grenze verschiebt sich hauptsäch-
lich, sodass der Umfang gleich bleibt, es
entsteht das Plateau um d = 0 herum.
Bei höheren Werten von d verschmelzen
die schwarzen Streifen und die weißen

Domänen schrumpfen, sodass der Umfang wieder auf Null abnimmt.
Durch die Eigenschaft, dass der Umfang hier nicht der üblichen Definition des Um-
fangs entspricht und daher Kreise nicht von Quadraten unterschieden werden kön-
nen, ist es nicht möglich, den Fächeninhalt durch den Umfang zu dividieren und
damit eine Streifenbreite auszurechnen.
Die Euler-Charakteristik M2 ist direkt ohne weitere Normierung in die Abbil-
dung eingezeichnet worden. Wie oben beschrieben ist dieser Wert als Differenz zwi-
schen der Anzahl der weißen und schwarzen Domänen interpretierbar. Wenn in der
Bildreihe in Abbildung 4.22 der Schwellenwert d ansteigt, entstehen zuerst viele
schwarze Domänen, die zu einem großen M2 führen. Sobald d weiter angestiegen ist
(d = −2σLJ), verschmelzen die schwarzen Domänen miteinander, sodass M2 wieder
abnimmt. Bei einem d ≈ 0 zeigt M2 dann den Unterschied in der Anzahl der Clu-
ster der beiden Komponenten an. Bei noch höherem d dreht sich dieses Verhalten
um, nun gibt es wenige weiße Löcher in den Bildern aus Abbildung 4.22, sodass M2

negativ wird.
Dieses Maß ist das interessanteste, da aus ihm die Streifenbreiten abgelesen werden
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können. Wenn ein Streifen der dunklen B-Komponente aus dickeren und dünneren
Teilen zusammengesetzt ist, reißt er von d = 0 aus bei abnehmendem Schwellenwert
zuerst an den dünnen Stellen auf, wodurch sich viele einzelne schwarze Domänen
bilden und M2 ansteigt. Wenn d weiter abnimmt, verschwinden die Domänen, wenn
|d| größer als die halbe Breite der Streifen an den dicken Stellen wird. Das Maximum
in M2 wird bei einer mittleren Streifenbreite erreicht.
Damit kann mit M2 grob die Breitenverteilung in den Streifen beobachtet werden.
Grob deshalb, weil das Aufreißen an einer dünnen Stelle und das Verschwinden ei-
ner breiten Stelle bei gleichem d nicht registriert werden kann. Außerdem sagt dieses
Maß nichts darüber aus, wie lang der Teil des Streifens mit der Dicke 2d ist.

Weitere Auftragungen der Minkowski-Funktionen sind im Abschnitt 5.2.6 zu sehen,
dort werden die Minkowski-Maße vor allem bei Zusammensetzungen Φ 6= 0.5 unter-
sucht.

4.2.4 Dichteprofil

Zur Untersuchung der vertikalen Struktur einer Bürste bieten sich Dichteprofile an.
Dabei wird die lokale Dichte ρ(z) in verschiedenen Höhen gemessen und gegen die
Höhe z aufgetragen. Die Normierung der Ordinate ist die Anzahl der Monomere pro
Einheitsvolumen σ3LJ.
Üblicherweise wird nicht die Volumendichte, sondern die Anzahldichte angegeben.
Die dimensionslose Volumendichte (Volumen der Monomere pro Einheitsvolumen)
wird beispielsweise bei der dichtesten Kugelpackung verwendet, sie beträgt η =
π/
√
18 ≈ 0.7405.

Die diskrete Anzahldichte ist definiert als

ρδ(z) =
1

A

N∑

i=1

δ(z − zi) . (4.31)

Diese Summe von Deltafunktionen ist jedoch schwierig darzustellen und theoretisch
zu beschreiben, daher wird ρδ(z) üblicherweise über ein Intervall der Breite d gemit-
telt, die gemittelte Dichte wird dann

ρ(z) =
1

Ad

∫ z+d/2

z−d/2

N∑

i=1

δ(z′ − zi)dz′ . (4.32)

Dies kann auch direkt berechnet werden, indem ein Histogramm N(z) erstellt wird.
In dieses Histogramm wird eingetragen, wieviele Monomere N(z) sich im Intervall
[z− d/2, z+ d/2[ aufhalten. Die Dichte ρ(z) ergibt sich dann als ρ(z) = N(z)/(Ad),
wobei A die Fläche der Simulationsbox angibt. Die mittlere Dichte bei der dichtesten
Kugelpackung beträgt dann

√
2/r3 mit dem Radius r der Monomere.
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In Abbildung 4.24 ist ein Beispiel für ein Dichteprofil gezeigt. In diesem Bild ist das
prinzipielle Problem dieser Anzahldichte zu sehen: Bei z = 0 liegen sehr viele (hier
616) Pfropfmonomere vor, deren Deltafunktionen alle addiert werden und nicht über

einen weiteren Bereich gemittelt werden. Anders formuliert wächst ρ(0) = N(0)
Ad

mit
kleinem d stark an und liefert den Peak.

Eine weitere Möglichkeit der Glättung der diskreten Anzahldichte ist die Faltung
mit der Funktion

f(z) =

{

π(r2 − z2) für − r ≤ z ≤ −r
0 sonst

, (4.33)

was dann einer Volumendichte entspricht.
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Abbildung 4.24: Dichteprofile bei ver-
schiedenen Schichtdicken d des Sy-
stems (616/32/22.5/1.5/1) aus Abbil-
dung 4.1 links, die vier Profile sind
zur besseren Erkennbarkeit um je 0.05
voneinander getrennt dargestellt.
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Abbildung 4.25: Dichteprofile analog zu Abbil-
dung 4.24, das obere Profil ist das gleich wie
in genannter Abbildung, die drei Profile sind
zur besseren Erkennbarkeit um je 0.05 von-
einander getrennt dargestellt.

Die Funktion f(z) ist die Fläche einer in Höhe z aufgeschnittenen Kugel des Radius
r. Dies bedeutet also, dass in allen Schichten der Dicke d der Beitrag df(z) jeder Mo-
nomerkugel zum Schichtvolumen berechnet wird und durch das Schichtvolumen dA
dividiert wird. Das Ergebnis ist anschaulich der von den Monomeren einer Schicht
ausgefüllte Anteil an der Schicht. Diese Volumendichte kann noch mit dem Faktor
3

4πr3
in die Anzahldichte umgerechnet werden.

In Abbildung 4.25 ist ein Beispiel für die auf diese Weise berechneten Profile gezeigt.
Im Unterschied zu den Profilen in der vorherigen Abbildung sind sie wesentlich glat-
ter, da sie mit der Funktion 4.33 schon über den weiten Bereich von 1σLJ geglättet
sind. Daher können hier ohne Probleme Details bei einer Schichtdicke d = 0.1σLJ
noch beobachtet werden, ohne dass die Kurve durch zu starkes Rauschen beeinträch-
tigt wird. Es ergibt sich auch eine gute Übereinstimmung im Kurvenverlauf.
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4.2 Strukturbestimmung

Die Unterschiede zwischen den beiden Arten, ein Dichteprofil zu erzeugen, macht
sich vor allem in der Nähe des Substrats (z = 0) bemerkbar. Die herkömmliche
Darstellung mit der Zentrendichte betont das layering stark, besonders in dichten
Systemen lagern die Monomere sich in Schichten an das Substrat an. In der neu-
en Auftragung ist das layering ebenfalls im hochaufgelösten (d = 0.1σLJ) Profil zu
sehen, jedoch wesentlich schwächer. Dies bedeutet, dass selbst bei Auftreten der
Schichtbildung der Raum ziemlich gleichmäßig mit den Monomeren ausgefüllt ist,
es gibt kaum mehr Platz für Lösungsmittelmoleküle.

Vergleichswerte für die Dichte sind einmal die hexagonal dichteste Kugelpackung
η ≈ 0.7405, die umgerechnet die Anzahldichte ρ ≈ 1.4142σ−3

LJ ergibt. Die dichte-
ste zufällige Kugelpackung liegt mit η ≈ 0.64 und umgerechnet ρ ≈ 1.22σ−3

LJ schon
deutlich darunter. Bei dieser Umrechnung wurde der Monomerdurchmesser als 1σLJ
angenommen. Der Glasübergang [50] für Polymerschmelzen liegt noch ein Stück
niedriger, bei Dichten von etwa ρ ≈ 1σ−3

LJ . In Simulationen dieser Dissertation wur-
den jedoch keine Profile erhalten, die eine so hohe Dichte zeigen.
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5 Ergebnisse

In diesem Kapitel sollen die Ergebnisse der Arbeit vorgestellt werden. Zuerst wird
dabei eine einkomponentige Bürste behandelt, da sie ein einfacheres System mit we-
sentlich weniger Parametern darstellt. Viele Aspekte des hier gefundenen Verhaltens
lassen sich dann auch bei den zweikomponentigen Bürsten wiederfinden.
Im zweiten Abschnitt wird dann auf das Verhalten binärer Bürsten eingegangen.

5.1 Einkomponentige Bürste

Schon die einkomponentige Bürste bildet reichhaltige Strukturen aus, die von der
Pfropfdichte, der Temperatur und der Art der Pfropfung abhängig sind. Bei ho-
hen Dichten bilden sich dabei lateral unstruktierte Bürsten, bei niedrigen bildet sich
die sogenannte mushroom-Phase. Dazwischen liegt ein Bereich, in dem sich Cluster
verschiedenster Größen bilden. Diese Cluster sind aber nur bei niedrigen Tempera-
turen stabil, bei hohen Temperaturen bilden sich wieder strukturlose, aufgequollene
Bürsten. Eine unregelmäßige Pfropfung kann dabei die Clusterbildung verstärken
und in einem größeren Temperaturbereich stabilisieren.

5.1.1 Pfropfdichte

Bei hohen Pfropfdichten bilden sich Bürsten, die keine laterale Struktur zeigen. Diese
Bürsten sind die bisher hauptsächlich untersuchten Systeme, für die auch die mei-
sten theoretischen Beschreibungen gültig sind. Bei sehr niedrigen Dichten entstehen
keine Cluster, sondern jedes Polymer bildet für sich ein kleines Knäuel, den soge-
nannten mushroom. Dazwischen liegt ein Bereich, in dem sich Cluster aus mehreren
Polymeren ausbilden können, die noch durch Leerstellen voneinander getrennt sind.
Dieser Bereich zeigt eine interessante Strukturbildung.
In Abbildung 5.1 sind drei Beispiele einer gleichmäßig gepfropften Bürste mit ver-
schiedenen Pfropfdichten in einem schlechten Lösungsmittel (T = 1.5ε/kB) zu sehen.
Da das Lösungsmittel so schlecht ist, bildet selbst das dichtest gepfropfte System
keine geschlossene Bürste mehr aus, rechts oben hat sich ein kleines Loch gebil-
det. Mit weiter sinkender Lösungsmittelqualität nimmt die Anzahl der Löcher zu,
es bleiben aber runde Löcher. Bei niedrigeren Pfropfdichten bilden sich zuerst läng-
liche Löcher, die dann bei noch niedrigerer Pfropfdichte zu Streifen verschmelzen.
Bei der Dichte σ−1 = 15σ2LJ haben sich viele längliche Löcher und einige längere
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5 Ergebnisse

Leerstreifen gebildet, sodass die Bürste ebenfalls in Streifen angeordnet ist. In Sy-
stemen mit noch niedrigerer Pfropfdichte verschmelzen die Leerstellen miteinander,
sodass die Bürste nur noch aus einzelnen länglichen Clustern besteht. Mit weiter
sinkender Pfropfdichte werden diese Cluster immer kleiner und auch kreisförmiger,
bis am Ende nur noch einzelne mushrooms übrig bleiben.

a)

b)

c)

Abbildung 5.1: Verschiedene Leerstellen im System (616/32/σ−1/1.5/hx) mit a) σ−1 = 10σ2

LJ
:

kleine, runde Löcher; b) σ−1 = 15σ2

LJ
: streifenförmige Löcher; c) σ−1 = 22.5σ2

LJ
: einzelne

Cluster. Ein ähnlicher Vergleich ist in Abbildung 5.6 möglich.

Diese Strukturbildung wird dadurch gesteuert, dass Freie Energie für die elastische
Streckung der Ketten in den freien Gebieten benötigt wird. Damit diese Freie Energie
nicht zu groß wird, verteilen sich die Cluster und Leerstellen so, dass die Leerstellen
keinen zu großen Durchmesser haben und die Ketten sich gleichweit strecken müs-
sen. Diese Streckung ist in den Konfigurationen als gleichlange

”
Beinchen“ schön zu

erkennen.
In den in Abbildung 5.1 gezeigten Systemen liegen die Pfropfpunkte in der idealen
hexagonalen Anordnung vor, was einige Unterschiede zu den unregelmäßig gepfropf-
ten Systemen in Abbildung 5.12 bewirkt. Diese gleichmäßige Pfropfdichte führt dazu,
dass die Cluster sehr gleichmäßig verteilt sind, anders als bei den zufällig gepfropf-
ten Systemen. Da die Leerstreifen wegen der Minimierung der Freien Energie eine
gleichmäßige Breite aufweisen und aufgrund der gleichmäßigen Pfropfdichte eben-
falls gleichmäßig über die Fläche verteilt sein müssen, zeigen auch die Streifen der
Bürste eine gleichmäßige Breite.
Auch in der Existenz der

”
Beinchen“ ist ein Unterschied zu unregelmäßig gepfropf-

ten Systemen zu sehen. Wie später in Abschnitt 5.1.3 gezeigt wird, richten sich die
Cluster stark nach der Pfropfung und bilden sich bevorzugt dort aus, wo die lokale
Pfropfdichte höher ist. Entsprechend entstehen die Leerstellen bevorzugt in Gebie-
ten, in denen die Pfropfdichte niedrig ist. Daher müssen die Ketten sich weniger
strecken, sodass auch weniger

”
Beinchen“ nötig sind.

Im Experiment sind diese
”
Beinchen“ bisher nicht beobachtet worden, die einzige
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5.1 Einkomponentige Bürste

Ausnahme bildet die Rasterkraftmikroskop-Aufnahme von Zhao und Krausch [34].
In Simulationen [60, 29, 28] wurden sie dagegen schon häufiger beobachtet, eine theo-
retische Beschreibung der octopus micelle ist in Referenz [61] zu finden. Aus meh-
reren Gründen gibt es dazu wenig experimentelle Beobachtungen. Einerseits gibt es
experimentelle Schwierigkeiten, die winzigen

”
Beinchen“ neben den großen Clustern

aufzulösen. Andererseits zeigen sich auch hier in den Simulationen die
”
Beinchen“ nur

bei den regelmäßigen Pfropfungen, bei den zufälligen verschwinden sie bis auf wenige
Ausnahmen. Da im Experiment ebenfalls zufällige Pfropfungen vorliegen, wird auch
hier die Anzahl der

”
Beinchen“ reduziert sein. Ein dritter Grund wurde von Zhao

und Krausch [34] beobachtet: Die Ketten waren nicht irreversibel gepfropft, sodass
die Ketten sich bei Erwärmung unter den Cluster zurückziehen konnten.

Bürstenhöhe

Die Höhe der Bürste wird stark von der Pfropfdichte beeinflusst, in dichter gepfropf-
ten Systemen können die Ketten nur in die Höhe ausweichen, daher muss diese mit
der Pfropfdichte zunehmen. Bei sehr niedrigen Pfropfdichten, bei der aufgerissenen
Bürste, ergibt sich dagegen eine minimale Bürstenhöhe, die mit der Höhe einzelner
mushrooms vergleichbar ist.
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0
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h

T = 10.0
T =   6.0
T =   4.0
T =   3.0
T =   2.5
T =   2.0

0.1

3

6

Abbildung 5.2: Bürstenhöhe 〈z〉 in Abhängigkeit
von der Pfropfdichte für mehrere Temperatu-
ren, für hohe Pfropfdichten ergeben sich die
angefitteten Potenzfunktionen 〈z〉 = a0σ

a1 ,
die Parameter sind in der Tabelle 5.1 aufge-
führt. Rechts unten ist der Graph logarith-
misch aufgetragen, man kann die Geraden
schön erkennen.

Für den Bereich dichter, geschlossener
Bürsten sagt die Theorie ein Verhal-
ten h ∝ Nmonσ

1/3 im guten Lösungs-
mittel vorher, wie in Abschnitt 2.3 be-
schrieben ist. Im schlechten Lösungsmit-
tel ergibt sich der Exponent wie in Ab-
schnitt 2.3.2 beschrieben zu 1. Dazwi-
schen sollte bei der Θ-Temperatur der
Exponent 1/2 sein, wie ebenfalls in Ab-
schnitt 2.3.2 berechnet wird.
Aus dem System (616/32/σ−1/T/hx)
sind in der Abbildung 5.2 die Höhen ei-
niger Bürsten für verschiedene Pfropf-
dichten σ und Temperaturen T einge-
zeichnet. Als Höhe wird das erste Mo-
ment 〈z〉 der Verteilung der z-Positionen
aller Monomere verwendet. Die eigentli-
che Höhe h der Bürste ist weniger gut
definiert, für die parabelförmige Dichte
kann die Höhe zu h = 8 〈z〉 /3 berechnet
werden, sie ist also ein einfaches Vielfaches von 〈z〉.
An die Systeme mit σ ≥ 0.1σ−2

LJ , die bei allen hier verwendeten Temperaturen ei-
ne geschlossene Bürste zeigen, wurde die Funktion 〈z〉 = a0σ

a1 angefittet. In die
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5 Ergebnisse

Abbildung sind die Fits als fette Linien eingezeichnet, die Fitparameter sind in der
Tabelle eingetragen.

T a0 a1

10.0 13.52 0.385

6.0 13.56 0.417

4.0 13.60 0.459

3.0 14.01 0.525

2.5 14.53 0.589

2.0 15.42 0.691

Tabelle 5.1: Fitparameter für
die in Abbildung 5.2 ge-
zeigten Kurven, a1 ist
der Exponent.

Die Exponenten liegen zwischen diesen beiden mög-
lichen Exponenten 1/3 und 1. Dies ist eine Kon-
sequenz der unterschiedlichen Lösungsmittelqualität.
Bei niedrigen Temperaturen schrumpft die Bürste
und der Exponent nähert sich der 1. Bei höheren
Temperaturen quillt die Bürste auf und der Expo-
nent nähert sich der 1/3, ohne diese jedoch zu er-
reichen. Selbst bei der höchsten untersuchten Tem-
peratur T = 10ε/kB wird dieser Exponent nicht
erreicht. Dies weist darauf hin, dass die Ketten
noch zu kurz sind, sodass sie von der asympto-
tischen Skalentheorie nicht richtig beschrieben wer-
den.

Eine interessante Auftragung ergibt sich in Abbildung 5.3, bei der der erhaltene
Exponent a1 aus Tabelle 5.1 gegen die Temperatur aufgetragen ist. Nach den Vor-
hersagen in Abschnitten 2.3.1 und 2.3.2 sollte der Exponent im guten Lösungsmittel
1/3, im schlechten Lösungsmittel 1 und am Thetapunkt 1/2 sein. Wenn die Bür-
ste sich nicht streng im guten oder im schlechten Lösungsmittel befindet, muss sich
ein gradueller Übergang zwischen den beiden Extremen ergeben. Ein Bürste mit
endlicher Kettenlänge verbreitert diesen Übergangsbereich wohl zusätzlich.
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E
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Abbildung 5.3: Abhängigkeit des Exponenten a1

von der Temperatur, die durchgezeichnete
Kurve ist ein Fit a1 = aT b + c

Dieser graduelle Übergang ist in der Ab-
bildung schön zu sehen, die Extreme 1
und 1/3 werden jedoch nicht erreicht.
Interessant ist nun, dass der Exponent
1/2 genau bei T = 3.3ε/kB erreicht
wird, also genau bei der Θ-Temperatur,
wie von der Theorie vorhergesagt. Falls
sich das Verhalten bei anderen Ket-
tenlängen bestätigt, wäre dies eine al-
ternative Möglichkeit, den Thetapunkt
festzulegen. Bisher ist die genaue Θ-
Temperatur nicht gut bekannt, der Wert
T = 3.3ε/kB [48] hat einen großen Feh-
ler von etwa 0.1ε/kB, da sich die Θ-
Temperatur nur im Limes großer Ket-

tenlängen ergibt und die Messgrößen nur schlecht konvergieren.

Für sehr niedrige Pfropfdichten weichen diese Kurven alle von den Fits ab, hier
muss die Vorhersage scheitern, da die Bedingung einer geschlossenen Bürste nicht
mehr vorliegt. Bei der geschlossenen Bürste kann sich — ausgelöst durch niedrigere
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5.1 Einkomponentige Bürste

Temperaturen oder eine kleinere Pfropfdichte — ein Schrumpfen nur in einem verti-
kalen Zusammenziehen und damit in einer Abnahme der Höhe bemerkbar machen.
Bei einer lateral strukturierten Bürste kann die Bürste auch in der Horizontalen
schrumpfen, sodass sie in der Vertikalen weniger oder gar nicht weiter schrumpfen
muss. Dadurch kommt es zu einem Abknicken der Kurven bei kleinen Pfropfdichten.
Im Limes σ → 0 muss sich die Höhe eines einzelnen mushrooms ergeben.

Der Punkt, an dem die Kurve in die Horizontale abknickt, ist nicht nur von der
Pfropfdichte abhängig, sondern auch von der Temperatur. Diese Abhängigkeit wird
für sehr niedrige Temperaturen in Abbildung 5.10 genauer untersucht.

5.1.2 Temperatur

Die Clusterbildung ist bei nicht zu geringen Dichten auch von der Temperatur (be-
ziehungsweise der Lösungsmittelqualität) abhängig. Bei hohen Temperaturen (guten
Lösungsmitteln) quillt die gesamte Bürste auf, nimmt daher mehr Raum ein und
kann so eine homogene Schicht bilden. Bei niedrigeren Temperaturen (schlechten
Lösungsmitteln) überwiegt die attraktive Wechselwirkung der Polymere, sie kon-
densieren. Die entsprechend kompaktere Bürste kann die Oberfläche nicht mehr
vollständig bedecken und es entstehen kleinere Cluster.

a) T = 2.5ε/kB b) T = 1.8ε/kB c) T = 1.2ε/kB

Abbildung 5.4: Bürsten des Systems (616/32/15/T/hx): Bei der hohen Temperatur T = 2.5ε/kB

in Teilbild a ist die Bürste noch homogen, bei der Temperatur T = 1.8ε/kB in Teilbild b

bilden sich die ersten Löcher, die in Abbildung 5.1b) bei der Temperatur T = 1.5ε/kB zu
Streifen verschmelzen. Bei noch niedrigeren Temperaturen T = 1.2ε/kB in Teilbild c sind die
Leerstreifen breiter geworden, ein Zerfall der streifenförmigen Cluster zu kleineren Clustern
beginnt.

In Abbildung 5.4 ist gut zu sehen, dass bei der hohen Temperatur T = 2.5ε/kB
die Bürste sehr rauh ist, dass einzelne Polymere sich weit von der Oberfläche weg-
strecken und dass keine laterale Strukturierung existiert. Bei der niedrigen Tem-
peratur T = 1.2ε/kB hingegen gibt es eine laterale Struktur, die Polymere bilden
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5 Ergebnisse

streifenförmige Cluster, deren Oberfläche weitaus glatter ist als bei höheren Tempe-
raturen. Dieser stärkere Dichtesprung an den Polymer-Lösungsmittel-Grenzflächen
macht sich dann auch im Dichtehistogramm (siehe Abschnitt 4.1.1) bemerkbar.
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Abbildung 5.5: Dichte-Histogramme der Systeme
aus 5.4 bei verschiedenen Temperaturen

In Abbildung 5.5 sind die Dichtevertei-
lungen der Systeme aus Abbildung 5.4
aufgetragen. Der Peak bei der mittleren
Dichte ist für die Systeme bei niedrigen
Temperaturen schärfer und liegt bei hö-
heren Dichten. Für hohe Temperaturen
verschiebt sich der Peak nach links zu
einer niedrigeren mittleren Dichte und
wird gleichzeitig wesentlich breiter. Das
Aufreißen der Bürste kann am Auftau-
chen des zweiten Peaks bei ρ = 0 beob-
achtet werden.
Um den Aufreißprozess genauer zu un-
tersuchen, wurden mehrere Systeme mit
unterschiedlicher Pfropfdichte simuliert.

Da der Aufreißprozess bei sehr niedrigen Temperaturen stattfindet, wurden längere
Simulationen mit der parallel tempering-Methode auf dem Parallelrechner Jump in
Jülich unternommen. Dabei war es möglich, bis zur Temperatur T = 1.2ε/kB abzu-
kühlen. Allerdings war es nötig, die Systemgröße gegenüber den in Abbildung 5.4
dargestellten Systemen zu vierteln, damit die relativen Energieschwankungen grö-
ßer sind und die Energiehistogramme überlappen (siehe Abschnitt 3.2.3). In Abbil-
dung 5.6 sind einige der erhaltenen Konfigurationen dargestellt.
Dabei fällt auf, dass bei der höchsten Pfropfdichte die Bürsten selbst bei den nied-
rigsten Temperaturen nicht aufreißen. Bei niedrigeren Pfropfdichten sind auch bei
höheren Temperaturen stärkere Fluktuationen zu sehen. Bei niedrigeren Tempera-
turen kommt es zu einer Trennung der Fluktuationen, die Hell-Dunkel-Kontraste
werden stärker. Der erste Aufreißprozess tritt umso eher ein, je niedriger die Pfropf-
dichte ist. Dagegen scheint die Temperatur, bei der eine Kompaktierung der Bürste
einsetzt, weitgehend unabhängig von der Pfropfdichte zu sein.

In den untersuchten Systemen liegt kein thermodynamischer Phasenübergang vor,
da hier keine Symmetriebrechung auftritt. Stattdessen liegt vielmehr ein gradueller
Übergang vor. Daher werden hier mehrere Observable betrachtet, die zur Bestim-
mung des Übergangsbereichs in der Temperatur verwendbar sind. Dabei gibt es
mehrere Möglichkeiten, die direkt etwas mit der Strukturbildung beim Aufreißen
zu tun haben. Zuerst gibt es den Strukturfaktor, der bei der Strukturbildung
einen stark anwachsenden Peak liefert. Eine zweite Messgröße ist der Anteil der frei-
en, nicht polymerbedeckten Oberflächen. Diese Freiflächen können mit Hilfe der
Dichteprofile gemessen werden. Als dritte Beobachtungsmöglichkeit bietet sich die
Bürstenhöhe an, die ab einer bestimmten Temperatur nicht weiter abnimmt.
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5.1 Einkomponentige Bürste

Abbildung 5.6: Beispiele für Bürsten des Systems (154/32/σ−1/T/hx) bei verschiedenen nied-
rigen Temperaturen und Pfropfdichten. Von oben nach unten nimmt die Temperatur T =
1.2, 1.4, 1.6, 1.8 und 2.0ε/kB zeilenweise ab, die Bürsten reißen auf. Von links nach rechts
nimmt die Pfropfdichte σ−1 = 7.5, 10, 12.5, 15, 17.5 und 25σ2

LJ
spaltenweise ab.
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5 Ergebnisse

Strukturfaktor

Die Strukturfaktoren der einzelnen berechneten Systeme wurden über viele Konfi-
gurationen gemittelt. Vier Beispiele sind in der Abbildung 5.7 dargestellt. An diese
gemittelten Strukturfaktoren wurden im Bereich des Peaks mit eine Lorentzkurve

S(q) =
Smax

1 + χ2(q − qmax)2
(5.1)

angefittet. Diese Funktion wird in Abschnitt 5.2.1 näher begründet.
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Abbildung 5.7: Beispiele unterschiedlicher
Strukturfaktoren zusammen mit ei-
nem Fit der Lorentzkurve, System ist
(616/32/σ−1/T/hx).
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Abbildung 5.8: Maximum des Strukturfaktors in-
vers gegen die inverse Temperatur aufgetra-
gen. Bei den höheren Temperaturen bilden
sich Geraden, die auf fast Null abfallen.

Hier in den einkomponentigen Systemen bilden sich zwar keine guten Streifenmu-
ster wie bei den binären Bürsten aus, sodass die Verwendung der Lorentzkurve nicht
aus der Fourier-Transformation des Streifenmusters begründbar ist. Aber wie in der
Abbildung 5.7 zu sehen ist, passen die Lorentzkurven relativ gut zu den Struktur-
faktoren, sodass die Fitparameter verwendbar sind.
Die durch das Anfitten erhaltenen Maxima der Strukturfaktoren sind in der Abbil-
dung 5.8 invers gegen die inverse Temperatur aufgetragen. Dabei ist zu erkennen,
dass der inverse Strukturfaktor bei den hohen Temperaturen links im Bild linear
abfällt, um dann nahe Null in etwa konstant zu bleiben. An diesen Kurvenverlauf
wurden geknickte Geraden angefittet, die Ergebnisse sind als durchgezeichnete Kur-
ven zu sehen.
Das Verhalten kann mit der mean field -Theorie begründet werden, die oberhalb
der Übergangstemperatur gültig ist. Diese besagt, dass die Suszeptibilität (hier der
Strukturfaktor) bei Annäherung an den kritischen Punkt divergiert, der kritische
Exponent ist hier 1.

Das dichteste System σ−1 = 7.5σ2LJ zeigt dabei keine Strukturbildung, was auch
in den Konfigurationen in Abbildung 5.6 gesehen werden kann. Daher bleibt der
Strukturfaktor relativ unabhängig von der Temperatur konstant groß. Das etwas
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5.1 Einkomponentige Bürste

weniger dichte System σ−1 = 10.0σ2LJ zeigt erst bei sehr niedrigen Temperaturen
(unter T ≈ 1.2ε/kB) ein stärkeres Ansteigen des Strukturfaktors. Die vier niedrigen
Pfropfdichten zeigen im mittleren Temperaturbereich eine Strukturbildung, die sich
in der gewählten Auftragung als niedriges Plateau darstellt. Dabei fällt auf, dass
der Knick in den Kurven bei den drei niedrigsten Pfropfdichten bei nahezu gleichen
Temperaturen auftritt.

Die in den folgenden drei Abbildungen zum Fitten der geknickten Geraden verwen-
deten Funktionen sind

y = a+Θ
(

+s− a

m
− x
)

(sm−mx− a) ↓

y = a+Θ
(

−s+ a

m
+ x
)

(sm+mx− a) ↑
(5.2)

für die fallenden (↓) beziehungsweise steigenden (↑) Geraden.

σ−1 s m a TS TK

7.5 2.519 0.17 0 - -

10.0 0.849 0.98 0.0076 1.18 1.19

12.5 0.725 0.59 0.0090 1.38 1.41

15.0 0.675 0.51 0.0076 1.48 1.51

17.5 0.677 0.39 0.0063 1.50 1.54

25.0 0.674 0.27 0.0048 1.48 1.52

Tabelle 5.2: Fitparameter für die in Abbil-
dung 5.8 gezeigten Geraden

Die erhaltenen Fitparameter bei den
Geradenfits in Abbildung 5.8 sind in
der Tabelle 5.2 eingetragen. Zusätzlich
sind die beiden Temperaturen TS = s−1

und TK = (k − a
m
)−1 berechnet wor-

den. Die höhere Temperatur TK ist die
Temperatur, bei der in der Geraden der
Knick auftritt, die Temperatur TS ist
der Schnittpunkt der abfallenden Gera-
de mit der 1/T -Achse.

Freiflächen

Mit den in Abbildung 5.5 gezeigten Dichtehistogrammen ist eine Berechnung des
Anteils der von den Ketten nicht bedeckten Oberfläche möglich. Dies kann einfach
geschehen, indem das Histogramm bis zu einem festgesetzten Wert ρ0 aufintegriert
wird. Der erhaltene Wert gibt direkt den Bruchteil F der freien Oberfläche an. Die
Bestimmung des Wertes ρ0 ist in Abschnitt 4.1.1 beschrieben worden. Bei dieser
Berechnung werden jedoch auch Gebiete mit niedriger Dichte als freie Oberfläche
gezählt.

In Abbildung 5.9 ist der so erhaltene Anteil der freien Fläche für verschiedene Pfropf-
dichten gegen die Temperatur aufgetragen. Dabei bleibt der Anteil der freien Flächen
bei hohen Temperaturen konstant und steigt bei Abkühlung ab einer bestimmten
Temperatur linear an. In Systemen mit niedriger Pfropfdichte ist auch bei hohen
Temperaturen schon ein großer Flächenanteil frei. Diese freien Flächen sind auch in
den Konfigurationen in Abbildung 5.6 als helle Gebiete zu sehen. Auch hier gibt es
bei den Bürsten mit niedriger Pfropfdichte viele helle Flecken.
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σ−1 s m a TF

7.5 - - - -

10 1.41 0.460 0.026 1.35

12.5 1.83 0.390 0.072 1.64

15 2.11 0.377 0.122 1.78

17.5 2.28 0.357 0.154 1.84

25 2.71 0.293 0.231 1.92

Tabelle 5.3: Fitparameter für die in
Abbildung 5.9 gezeigten Geraden,
TF = s − a/m ist die Temperatur
beim Knick

An diese Flächenanteile F wurden die geknickten
Geraden aus Gleichung 5.2 angefittet, die erhal-
tenen Fitparameter sind in Tabelle 5.3 eingetra-
gen. Dabei wurde die Temperatur beim Knick
der Gerade TF = s− a/m berechnet.
Bei dieser Temperatur TF setzt der Aufreißpro-
zess ein und der Flächenanteil der Gebiete mit
niedriger Dichte steigt an. Diese Temperaturen
sinken wie erwartet mit steigender Pfropfdichte
σ ab. Bei niedrigen Dichten kann die Bürste da-
bei schon bei hohen Temperaturen aufreißen. Bei
hohen Pfropfdichten dagegen muss die Tempera-
tur wesentlich tiefer sinken, bis sich die Bürste

soweit zusammengezogen hat, dass Löcher aufreißen können.
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σ-1 = 15.0
σ-1 = 17.5
σ-1 = 25.0

Abbildung 5.9: Anteil der freien Flächen F an
der Gesamtfläche in Abhängigkeit von der
Temperatur, die Fitparameter für die Gera-
den sind in Tabelle 5.3 eingetragen.
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Abbildung 5.10: Bürstenhöhe 〈z〉 in Abhängig-
keit von der Temperatur für mehrere Pfropf-
dichten, die Parameter der angefitteten ge-
knickten Geraden sind in Tabelle 5.4 aufge-
führt.

Bürstenhöhe

Wie schon im vorherigen Abschnitt 5.1.1 beschrieben, kann die Bürstenhöhe, ge-
messen als 〈z〉, zur Beobachtung des Aufreißprozesses benutzt werden. Bei einer
geschlossenen Bürste, die sich bei einer Temperaturabsenkung zusammenzieht, kann
nur die Höhe abnehmen. Eine aufgerissene Bürste kann sich bei einer Temperatu-
rabsenkung auch in der Horizontalen weiter zusammenziehen, eine Abnahme der
Bürstenhöhe ist dann für den Schrumpfprozess nicht mehr erforderlich. Wie in der
Abbildung 5.10 zu sehen ist, nimmt ab einer bestimmten Temperatur die Höhe der
Bürste nicht mehr ab.
In der Abbildung sind die Bürstenhöhen der gleichen Systeme gezeigt, die auch schon
zur Bestimmung des Strukturfaktors und des Anteils der freien Flächen benutzt wur-
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5.1 Einkomponentige Bürste

den. Auffallend an dieser Auftragung ist, dass die Abnahme der Bürstenhöhe linear
mit der Temperatur verläuft.

σ−1 s m a TH

7.5 - 1.178 - -

10.0 0.70 1.176 2.44 1.38

12.5 1.07 0.920 2.41 1.54

15.0 1.09 0.872 2.40 1.66

17.5 1.43 0.760 2.37 1.69

25.0 1.34 0.753 2.28 1.69

Tabelle 5.4: Fitparameter für die in
Abbildung 5.10 gezeigten Geraden

An die in Abbildung 5.10 gezeigten Bürsten-
höhen sind die geknickten, steigenden Geraden
aus Gleichung 5.2 angefittet worden. Die erhalte-
nen Fitparameter sind zusammen mit der Tem-
peratur am Knickpunkt TH in Tabelle 5.4 ein-
getragen. An diesen Daten ist ebenfalls zu er-
kennen, dass die Temperatur, bei der die Ab-
nahme der Bürstenhöhe bei sinkender Tem-
peratur aufhört, von der Pfropfdichte abhän-
gig ist und bei niedrigen Pfropfdichten höher
ist.

Im schlechten Lösungsmittel gilt (siehe Abschnitt 2.3.2), dass die Bürstenhöhe umge-
kehrt proportional zur Flüssigkeitsdichte h ∝ 1/ρ0 ist. Die Flüssigkeitsdichte nimmt
aber in dem untersuchten Temperaturbereich linear mit der Temperatur ab. Dies
sollte also zu einem hyperbolischen Verlauf der Bürstenhöhe mit der Temperatur
ergeben. Eine hier nicht gezeigte Auftragung von 1/z gegen T ergibt jedoch keine
Verbesserung, es lassen sich bei den niedrigen Dichten dann ähnlich gute Geraden
anfitten.
Bei der hohen Pfropfdichte σ−1 = 7.5σ2LJ ergibt sich in dieser Auftragung jedoch
keine Gerade mehr.
Eine Erklärung dafür ist, dass die Lösungsmittelqualität noch nicht so schlecht ist,
dass die Antiproportionalität h ∝ 1/ρ0 wirklich gilt. Ähnlich wie sich in Abbil-
dung 5.3 der Exponent für Temperaturen T > Θ langsam an den Wert im guten
Lösungsmittel 0.333 nähert, wird hier bei T < Θ auch noch nicht der Exponent im
schlechten Lösungsmittel 1 erreicht werden.

Übergangstemperatur

σ−1 TS TK TF TH

10.0 1.18 1.19 1.35 1.38

12.5 1.38 1.41 1.64 1.54

15.0 1.48 1.51 1.78 1.66

17.5 1.50 1.54 1.84 1.69

25.0 1.48 1.52 1.92 1.69

Tabelle 5.5: Übergangstemperaturen

Die in den drei vorherigen Untersuchungen der
Strukturfaktoren (S,K), des Freiflächenanteils
(F ) und der Bürstenhöhe (H) gewonnenen Über-
gangstemperaturen sind in der Tabelle noch ein-
mal zusammengefasst. Für die nicht aufgeris-
sene Bürste bei der höchsten Pfropfdichte lie-
ßen sich keine Übergangstemperaturen bestim-
men.

In Abbildung 5.11 zeigen die auf verschiedene
Weise ermittelten Übergangstemperaturen einen ähnlichen Verlauf. Die Absolut-
werte dieser Temperaturen sind jedoch sehr verschieden. Damit ist es hier also nicht
möglich, die Übergangstemperaturen unabhängig von einer Auswertemethode anzu-
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geben.
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Abbildung 5.11: Übergangstemperaturen aus Ta-
belle 5.5 aufgetragen gegen die Pfropfdich-
te σ

Dies ist eine Konsequenz der Tatsache,
dass es hier keinen wohldefinierten ther-
modynamischen Phasenübergang gibt.
Stattdessen findet ein gradueller Über-
gang in den untersuchten Größen statt,
ohne dass es zu einer Ausbildung ei-
ner langreichweitigen Ordnung kommt.
Daher liefern hier verschiedene Obser-
vable unterschiedliche Schätzungen für
die Übergangstemperatur. Aus diesen
unterschiedlichen Schätzungen kann die
Breite des Übergangs abgelesen werden.
Auffallend ist der andere Verlauf der
Temperaturen, die aus den Freiflächen
gewonnen wurden. Dabei macht sich die
Tatsache bemerkbar, dass es bei höhe-

ren Pfropfdichten wesentlich schwieriger ist, freie Flächen zu erzeugen, und daher
die Temperatur stark sinken muss. Eine alternative Möglichkeit wäre, sich bei der
Betimmung der Freiflächen nur auf die obere Hälfte der Bürste zu beschränken,
da diese wesentlich leichter ein Aufreißen zeigt, während in der unteren Hälfte die
Anwesenheit der Pfropfpunkte das Aufreißen erschwert.

5.1.3 Pfropfung

Die Art der Pfropfung beeinflusst sehr die Struktur der Bürste, eine unregelmäßige
Pfropfung verstärkt die Clusterbildung und stört das Ausbilden einer periodischen
Struktur. Die unregelmäßige Pfropfung kann dabei aus einer zufälligen Verteilung
der Pfropfpunkte oder einer Polydispersität in der Kettenlänge bestehen. Dagegen
hat interessanterweise die Polydispersität der Kettenlänge nur wenig Einfluss auf die
Strukturbildung.

Drei Beispiele für eine Bürste mit zufälliger Pfropfung bei verschiedenen mittleren
Pfropfdichten sind in der Abbildung 5.12 zu sehen. Im Vergleich mit der Abbil-
dung 5.1, die regelmäßig gepfropfte Systeme mit gleichen Pfropfdichten bei der glei-
chen Temperatur zeigt, fallen drei Unterschiede auf: Erstens fehlen die

”
Beinchen“,

wie schon im Abschnitt 5.1.1 beschrieben ist. Zweitens ist die Strukturbildung we-
sentlich ausgeprägter, es gibt mehr freie Flächen, in den gefüllten Bereichen ist die
Bürste dafür etwas höher. Drittens ist die Strukturbildung nicht so regelmäßig, so-
wohl die Cluster als auch die Leerstellen haben eine ungleichmäßige Breite.

Alle drei Unterschiede sind Konsequenzen der starken Korrelation zwischen den
Pfropfpunkten und den darüber entstandenen Clustern. In Abbildung 5.13 ist dies
an einem Beispiel gezeigt.
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a)

b)

c)

Abbildung 5.12: Verschiedene Leerstellen im System (616/32/σ−1/1.5/2) mit a) σ−1 = 10σ2

LJ
:

kleine, runde Löcher; b) σ−1 = 15σ2

LJ
: streifenförmige Löcher; c) σ−1 = 22.5σ2

LJ
: einzelne

Cluster.

An der gemittelten Dichte c) mit den eingezeichneten Pfropfpunkten ist gut zu
erkennen, wie sich die Cluster nach den Pfropfstellen richten. Die Cluster bilden
sich hauptsächlich an Stellen hoher Pfropfdichte, Lücken finden sich eher an Stellen
niedriger Pfropfdichte. Der Grund hierfür ist die Zunahme der Freien Energie bei
der Kettenstreckung: Eine niedrige Freie Energie lässt sich erreichen, wenn sich die
meisten Polymere nur wenig strecken müssen. Dies ist der Fall, wenn sich ein Clu-
ster über einem Gebiet hoher Pfropfdichte bildet. Um die Kettenstreckung gering
zu halten, bilden sich beim Aufreißen der Bürste die ersten Leerstellen in Gebieten
aus, in denen nur wenige Ketten verankert sind. Bei sinkender Lösungsmittelqualität
ziehen sich die Cluster immer mehr in Gebiete mit hoher lokaler Pfropfdichte zurück.

a) Konfiguration b) Dichte zu a) c) gemittelte Dichte

Abbildung 5.13: System (154/32/11.11/1.5/1.0) in Bild c) wurde die Dichte aus 16 Dichten wie
in b) gemittelt, in schwarz sind dazu noch die Pfropfpunkte eingezeichnet. Diese Dichtebilder
wurden — anders als bei den Korrelationsanalysen in Abschnitt 4.1.2 beschrieben — mit der
hohen Auflösung a = 0.1σLJ erzeugt.
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Mit dieser Korrelation lassen sich die drei oben genannten Unterschiede leicht er-
klären: Dadurch, dass sich die Cluster in Gebiete mit hoher lokaler Pfropfdichte
zurückziehen, korreliert die Konfiguration der Bürste stark mit dem Pfropfmuster.
Aufgrund dieser Korrelation kann sich keine Ordnung bilden und die Cluster als
auch die Leerstellen sind unregelmäßig geformt. Da es weniger Ketten gibt, die sich
weit strecken müssen, um in einen Cluster zu gelangen, findet man nur wenige

”
Bein-

chen“. Die fehlenden
”
Beinchen“ können daher auch keine Zugkräfte mehr auf die

Cluster ausüben und diese in die Breite ziehen. Daher sind die Cluster etwas höher
und die Leerstellen haben eine größere Fläche.

Die in Abbildung 5.13 zu erkennende Korrelation lässt sich quantitativ mit den in
Abschnitt 4.1.2 eingeführten Korrelationskoeffizienten untersuchen. Die Ergebnisse
werden in den folgenden Abschnitten für die Verteilung der Pfropfpunkte und
die Polydispersität der Kettenlänge beschrieben.

Verteilung der Pfropfpunkte

Für die Untersuchung des Einflusses einer unregelmäßigen, zufälligen Pfropfung wur-
den verschiedene Pfropfmuster mit unterschiedlichem Mindestabstand d der Pfropf-
stellen erzeugt. Zu diesen Pfropfmustern wurde jeweils eine Bürste bei der Tem-
peratur T = 2.0ε/kB simuliert, aus dieser Bürstenkonfiguration durch eine weitere
Simulation noch eine Bürste bei T = 1.5ε/kB erzeugt.
Die gewählten Systeme waren alle vom Typ (616/32/σ−1/T/d), die Parameter in-
verse Pfropfdichte σ−1 und Mindestabstand d sind in Tabelle 5.6 aufgeführt. Dabei
sind rechts in der zweiten Zeile der Überschrift die Mindestabstände d aufgeführt,
darunter sind die relativen Mindestabstände d∗ = d/dhex eingetragen. Die mit x
markierten Systeme sind nicht möglich, da hier die Mindestabstände d größer als
der maximal mögliche Mindestabstand dhex im hexagonalen Gitter wären.

σ−1 dhex d∗ = d/dhex
1 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

7.5 2.943 0.34 0.51 0.68 0.85 x x x x x

10.0 3.398 0.29 0.44 0.59 0.74 0.88 x x x x

12.5 3.799 0.26 0.39 0.53 0.66 0.79 0.92 x x x

15.0 4.162 0.24 0.36 0.48 0.60 0.72 0.84 0.96 x x

17.5 4.495 0.22 0.33 0.44 0.56 0.67 0.78 0.89 x x

20.0 4.806 0.21 0.31 0.42 0.52 0.62 0.73 0.83 0.94 x

22.5 5.097 0.20 0.29 0.39 0.49 0.59 0.69 0.78 0.88 0.98

Tabelle 5.6: Relative Mindestabstände d∗ = d/dhex der Pfropfung

Diese Bürsten wurden dann mit den in Abschnitt 4.1 genannten Methoden in Schich-
ten eingeteilt und geglättet. Anschließend wurde die Korrelation der Bürste mit dem
Pfropfmuster berechnet, so wie es in Abschnitt 4.1.2 beschrieben ist.
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In Abbildung 5.14 sind die einzelnen Korrelationskoeffizienten gegen den relativen
Mindestabstand d∗ aufgetragen. Zunächst fällt der starke Anstieg des Korrelati-
onskoeffizienten ausgehend von d∗ = 1 mit kleiner werdendem d∗ auf. Wenn die
Pfropfung unregelmäßiger wird, verstärkt sich auch die Korrelation zwischen Konfi-
guration und Pfropfmuster. Dieser Effekt wird auch an den gemittelten Dichtebildern
in Abbildung 5.16 zu sehen sein. Bei starker Unregelmäßigkeit der Pfropfung, also
d∗ → 0, gibt es ein Plateau, über den der Korrelationskoeffizient nicht ansteigt.
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Abbildung 5.14: Korrelationen zwischen der
Konfiguration und den Pfropfpunkten bei
verschiedenen relativen Mindestpfropfab-
ständen d∗ mit Unterscheidung der jewei-
ligen Pfropfdichte σ. Die Daten bei T =
2.0ε/kB sind hohl, die Daten bei T = 1.5ε/kB

sind ausgefüllt dargestellt. Die durchgezoge-
ne Linie ist die Funktion r = 0.73∗ (1−d∗5).

Dieser Maximalwert erklärt sich ein-
fach aus der Weise, wie die Korrelati-
on berechnet wurde: Die Konfigurati-
on wird dabei mit einer Pfropfmuster-
Konfiguration verglichen, bei der die
einzelnen Ketten eine gaußverteilte
Dichte um den Pfropfpunkt herum zei-
gen, während sich in der simulierten
Konfiguration die Ketten durchaus von
ihrem Pfropfpunkt wegstrecken und ih-
ren Schwerpunkt daher verlagern. Ge-
nauer ist dies bei der Berechnung der
Korrelation in Abschnitt 4.1.2 beschrie-
ben.
Diese Beobachtung lässt sich also zu-
sammengefasst so interpretieren: Falls
eine regelmäßige Pfropfung (quadratisch
oder hexagonal) vorliegt, können Clu-
ster überall entstehen. Bei unregelmä-
ßig gepfropften Systemen werden dann
immer mehr Gebiete mit dichterer Pfropfung bevorzugt, was bei kleinen Unregel-
mäßigkeiten (großem relativen Mindestabstand d∗) noch nicht sehr ausgeprägt ist.
Bei kleinerem d∗ werden die Fluktuationen der Pfropfpunkte dann stärker und die
Cluster treten verstärkt an Stellen mit dichterer Pfropfung auf, was zusammen zu
einem höheren Korrelationskoeffizienten führt.

In Abbildung 5.14 sind jedoch noch einige Details erkennbar: So existiert eine deutli-
che Temperaturabhängigkeit: Bei der niedrigeren Temperatur T = 1.5ε/kB (gefüllte
Symbole) ist der Korrelationskoeffizient größer. Vor allem bei relativen Mindest-
pfropfabständen nahe 1, also bei fast hexagonaler Anordnung, ist dieser Effekt aus-
geprägt. Diese Temperaturabhängigkeit wird unten noch genauer untersucht.
Ein weiteres Detail ist eine leichte Abhängigkeit des Korrelationskoeffizienten von
der Pfropfdichte. Dies lässt sich vor allem bei der Temperatur T = 2.0ε/kB erken-
nen, aber auch bei den zwei hohen Pfropfdichten bei der Temperatur T = 1.5ε/kB.
Dies liegt daran, dass bei hohen Pfropfdichten eine geschlossenere Bürste entsteht,
die dann weniger Strukturbildung zeigt, sodass die Korrelation mit dem immer noch
strukturierten Pfropfmuster geringer wird. Bei dicht gepfropften Systemen, bei de-
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nen die Bürsten den überwiegenden Flächenanteil belegen, ist die Bürstenkonfigura-
tion weitgehend unabhängig vom Pfropfmuster. Kleinere Cluster, die bei niedrigeren
Pfropfdichten entstehen, haben dagegen mehr Möglichkeiten, sich auf der Substrat-
fläche zu verteilen, und können sich daher eher nach dem Pfropfmuster ausrichten.
Interessant ist dabei, dass der Korrelationskoeffizient bei Temperatur T = 1.5ε/kB
für die fünf weniger dicht gepfropften Systeme von der Pfropfdichte unabhängig wird.
Die entstehende Kurve ist mit einer durchgezogenen Linie nachgezeichnet. Diese ist
jedoch nur eine phänomenologische Beschreibung, da es keine Vorhersagen der Ab-
hängigkeit r(d∗) gibt. Die verwendete Funktion r(d∗) = 0.73 ∗ (1 − d∗5) ist recht
einfach, passt aber sehr gut zu den Datenpunkten.
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Abbildung 5.15: Korrelationen zwischen der
Konfiguration und den Pfropfpunkten des
Systems (616/32/σ−1/T/2) bei verschiede-
nen Temperaturen, die relativen Mindest-
pfropfabstände d∗ liegen zwischen 0.39 und
0.53

Weiter ist mit sinkender Temperatur
noch ein Anwachsen der Korrelations-
koeffizienten in Abbildung 5.15 zu be-
obachten. Der Grund für diese allgemei-
ne Vergrößerung des Korrelationskoeffi-
zienten ist die stärkere Kontraktion der
Bürste bei sinkender Temperatur, wo-
durch sich die Bürste weiter in Gebieten
mit hoher Pfropfdichte konzentriert und
weniger weit in die freien Bereiche hin-
einquillt. Dies führt auch bei fast regel-
mäßig gepfropften Systemen bei niedri-
gen Temperaturen zu einer Korrelation,
auch wenn diese klein ist.
Ein interessantes Ergebnis in Abbil-
dung 5.15 ist die Gerade, die sich bei
einer Auftragung des Korrelationskoef-
fizienten gegen die inverse Temperatur

ergibt. Für eine bessere Untersuchung dieses Effektes sind aber die Schwankungen
im Korrelationskoeffizienten noch zu hoch. Die eingezeichnete Gerade soll daher nur
den Verlauf der Punktewolke nachzeichnen.
Bei sehr gleichmäßigen Pfropfungen (relative Mindestpfropfabstände nahe 1) ist wohl
vor allem der energetische Unterschied zwischen den Clustern wichtig, die an Stel-
len hoher Pfropfdichte sitzen, und denen in Gebieten niedriger Pfropfdichte. Dieser
Energieunterschied ist jedoch so klein, dass er bei höheren Temperaturen unwichtig
ist und die Bürstenstruktur weniger beeinflusst.

Die großen Schwankungen, die noch in den Daten aus Abbildung 5.14 zu sehen sind,
entstehen hauptsächlich durch Fluktuationen in den noch kleinen Systemen. Zu die-
sen Fluktuationen gehören zwei Arten:
Typ a) die Fluktuation im Pfropfmuster,
Typ b) die Fluktuation in Bürsten bei gleichem Pfropfmuster.
Eine Verringerung der Fluktuation vom Typ a ist durch größere Systeme, die ei-
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ne Selbstmittelung zeigen, und durch mehrere Simulationen mit unterschiedlichen
Pfropmustern möglich. Die Verringerung der Fluktuation vom Typ b ist ebenfalls
durch größere Systeme, durch sehr rechenzeitaufwendige längere Simulationsläufe,
und durch mehrere Simulationsläufe mit verschiedenen Startwerten für den Zufalls-
zahlengenerator möglich.
Zur Ermittelung eines genaueren Verlaufs bei fast regelmäßiger Pfropfung wurden
noch mehrere Pfropfmuster mit verschiedenen Startwerten simuliert. Die einzelnen
Systeme waren dabei vom Typ (154/32/11.11/1.5/1.0), die Systemgröße beträgt also
nur ein Viertel der bisher benutzten Systeme, die Fluktuationen sind dementspre-
chend größer. Aufgrund der kleineren Systemgröße war dann aber auf andere Weise
mehr Statistik möglich: Es wurden zu verschiedensten relativen Mindestpfropfab-
ständen jeweils acht Pfropfmuster erzeugt und aus diesen dann in je 16 Simula-
tionsläufen mit verschiedenen Startwerten für den Zufallszahlengenerator 8 × 16
Bürstenkonfigurationen simuliert.
Durch die jeweils 16 verschiedenen Simulationsläufe ergaben sich verschiedene mög-
liche Konfigurationen mit dem gleichen Pfropfmuster. Obwohl sich jede dieser Kon-
figurationen von den anderen unterscheidet, gibt es auch viele Gemeinsamkeiten:
Viele Cluster wurden bei jeder der Simulationen an der gleichen Stelle gebildet, was
ein gutes Zeichen dafür ist, dass sich die Bürste wirklich nach dem Pfropfmuster
richtet.
Dies ist gut erkennbar, wenn man die Dichten der einzelnen Konfigurationen mittelt:
Die Bereiche, in denen nur in manchen Konfigurationen Polymere vorliegen, zeigen
dann eine schwächere Dichte im Vergleich zu den stabilen Clustern. Ein Beispiel
ist in Abbildung 5.13 zusammen mit einer Einzelkonfiguration gezeigt, drei weitere
gemittelte Dichten sind in Abbildung 5.16 zu sehen.

a) d = 0.56dhex ≈ 2.0σLJ b) d = 0.70dhex ≈ 2.5σLJ c) d = 0.90dhex ≈ 3.22σLJ

Abbildung 5.16: Verstärkung der Clusterbildung bei kleinerem Mindestpfropfabstand d. System
ist (154/32/11.11/1.5/d), gleiche Auftragung wie in Bild 5.13c

Die berechneten Korrelationskoeffizienten sind in Abbildung 5.17 aufgetragen. Die
Daten sind dabei in zwei Versionen eingetragen worden. Bei dem ersten Datensatz
mit den Kreissymbolen sind die je 16 Konfigurationen mit dem gleichen Pfropfmuster
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5 Ergebnisse

gemittelt worden, wie auch in den Bildern 5.13 und 5.16 zu sehen ist. Anschließend
wurde die Korrelation dieser mittleren Dichte mit dem Pfropfmuster berechnet. Beim
zweiten Datensatz mit den Quadratsymbolen wurde der Mittelwert der 16 Korre-
lationen jeder einzelnen Konfiguration mit dem Pfropfmuster berechnet. In beiden
Fällen liegen daher zu den neun verschiedenen relativen Mindestpfropfabständen d∗

die Daten zu den jeweils acht verschiedenen Pfropfmustern vor. Außer diesen je 9×8
leicht nach links verschobenen Datenpunkten sind die gemittelten Werte zusammen
mit dem Fehler des Mittelwerts als durchgezogene Linien eingezeichnet, die Fehler-
balken sind dabei an der eigentlichen d∗-Position eingetragen.
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Abbildung 5.17: Korrelationen zwischen Konfi-
gurationen und den Pfropfpunkten bei ver-
schiedenen relativen Mindestpfropfabstän-
den d∗

An der niedrigeren Kurve kann man ge-
nau das gleiche Verhalten erkennen wie
bei Abbildung 5.14, bei der ebenfalls
die Korrelation von einzelnen Konfigu-
rationen mit dem Pfropfmuster berech-
net wurden. Es ergibt sich ein signifikan-
tes Anwachsen der Korrelationskoeffizi-
enten mit wachsender Unregelmäßigkeit
der Pfropfung.
Interessanter ist die andere Kurve dar-
über, die sich aus den gemittelten Bür-
stenkonfigurationen ergab. Da sich hier
viele Fluktuationen in der Bürstenkon-
figuration herausgemittelt haben, kor-
relieren diese Dichten wesentlich besser
mit dem Pfropfmuster, was sich an dem

höheren Korrelationskoeffizienten bemerkbar macht. Dieser höhere Wert bleibt für
fast alle Mindestpfropfabstände gleich und fällt erst bei sehr regelmäßigen Pfropfun-
gen auf Null ab. Dies bedeutet jedoch, dass selbst in den Systemen Korrelationen
existieren, in denen in einzelnen Bürsten durch Fluktuationen noch keine Korrelati-
on erkennbar ist.

Strukturfaktor

Die Strukturfaktoren einer einzelnen Konfigurationen zeigen bei unregelmäßig ge-
pfropften Systemen starke Schwankungen, die häufig viel stärker sind als die in Ab-
bildung 4.13 gezeigten. Daher kann aus den Systemen aus Tabelle 5.6 kein geeigneter
Strukturfaktor bestimmt werden. Besser geling dies mit den kleineren Systemen, die
im letzten Abschnitt erwähnt wurden. Bei diesen Systemen kann eine Mittelung über
je acht verschiedene Pfropfmuster mit jeweils 16 unabhängigen Konfigurationen vor-
genommen werden. Dennoch sind die erhaltenen Strukturfaktoren in Abbildung 5.18
stark verrauscht.
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Abbildung 5.18: Strukturfaktoren des Systems
(154/32/11.11/1.5/d) nach Mittelung über
8× 16 Konfigurationen
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Abbildung 5.19: Position des Maximums der
mit Parabeln angefitteten Strukturfaktoren
in Abbildung 5.18, es ergibt sich ein Anwach-
sen der Strukturgröße bei zufälligerer Pfrop-
fung (kleinerem d∗).

An den Strukturfaktoren fällt das starke Anwachsen der Peaks bei sinkendem d∗

auf. Dies bedeutet, dass bei den unregelmäßig gepfropften Systemen eine wesent-
lich stärkere Strukturbildung eintritt. Aufgrund der starken Verrauschung konnten
die Lorentzkurven nicht ordentlich an die Strukturfaktoren angefittet werden. Statt-
dessen wurden einfachere Parabeln verwendet, um die Position des Maximums zu
gewinnen. Die erhaltenen Positionen sind in der Abbildung 5.19 eingetragen.
Dabei ergibt sich ein Anwachsen der Strukturgröße mit zunehmender Unregelmä-
ßigkeit in der Pfropfung. Dies ist eine Folge der fehlenden

”
Beinchen“, die bei regel-

mäßigeren Pfropfungen vorhanden sind. Diese üben nämlich als entropische Federn
Zugkräfte auf die Cluster aus, die daher flacher und breiter werden. Dies kann auch
im Vergleich der Abbildungen 5.1 und 5.12 beobachtet werden: Die regelmäßig ge-
pfropfte Bürste ist flachgezogen und bedeckt eine größere Fläche. Damit sich diese

”
Beinchen“ nicht zu sehr strecken müssen, reißt die regelmäßig gepfropfte Kette zum
Ausgleich an mehr Stellen auf, sodass die Strukturgröße insgesamt abnimmt.
Dieses Ergebnis passt auch zu den experimentellen Beobachtungen an binären Bür-
sten, die größere Strukturen finden als von der scf-Theorie vorhergesagt wurde.
In diesen Vorhersagen sind keine Fluktuationen in der Pfropfdichte berücksichtigt,
sodass sie regelmäßig gepfropfte Systeme besser wiedergeben. In den Experimenten
sind aber keine regelmäßigen Pfropfungen möglich, sodass sich nach den Ergebnis-
sen der Simulation größere Strukturen ergeben, was auch in dieser Weise beobachtet
wird.

Polydispersität

Für die Untersuchung des Einflusses der Polydispersität der Kettenlängen wurden
Konfigurationen verwendet, bei denen die Polymere auf einem regelmäßigen he-
xagonalen Gitter gepfropft wurden. Die Kettenlängenverteilung wurde wie in Ab-
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5 Ergebnisse

schnitt 3.3.3 gewählt, die Breiten b der Verteilung wurden zu 2.5, 5, 7.5, 10 und
15 gewählt. Die gleiche Kettenlängenverteilung wurde jeweils für die verschiedenen
Pfropfdichten verwendet, um eine Abhängigkeit des Korrelationskoeffizienten von
der Pfropfdichte untersuchen zu können. Allerdings ergab sich anders als im vorigen
Abschnitt keine derartige Abhängigkeit.

Bei der Berechnung der Korrelationskoeffizienten wurden bei der Erstellung des
Pfropfmusterbildes die einzelnen Kettenlängen als Gewichtung berücksichtigt, so-
dass sich auch in dem Pfropfmusterbild eine nicht-triviale Struktur ergab, anders als
es bei regelmäßig gepfropften gleichlangen Ketten der Fall wäre.
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Abbildung 5.20: Korrelationen zwischen Konfi-
gurationen und den Pfropfpunkten bei ver-
schiedener Polydispersität b für mehrere
Pfropfdichten bei verschiedenen Temperatu-
ren

In Abbildung 5.20 sind die Korrelati-
onskoeffizienten gegen die Breiten der
Polydispersität aufgetragen. Auffallend
ist hier, dass die Korrelation zwischen
Bürsten und dem Pfropfmusterbild zwar
vorhanden, aber wesentlich schwächer
ausgeprägt ist, so erreicht der Korrela-
tionskoeffizient nur Werte bis r = 0.4.
Die Schwankungen sind im Vergleich zu
denen in Abbildung 5.14 größer und zei-
gen anders als dort keinen systemati-
schen Verlauf mit der Pfropfdichte, wes-
halb in der Auftragung auf eine Unter-
scheidung nach der Pfropfdichte verzich-
tet wurde. Dies ist erstaunlich, eigent-
lich sollte man auch hier eine bessere
Korrelation bei den niedrigeren Pfropf-

dichten erwarten können. Die vermutete Korrelation wird aber wohl von den starken
Fluktuationen in der Bürste verdeckt, sodass wesentlich mehr Statistik nötig sein
wird, um den Einfluss der Pfropfdichten nachweisen zu können.
Interessant ist hier auch der im Gegensatz zu den Korrelationskoeffizienten in Ab-
bildung 5.14 ausgeprägte lineare Verlauf, wie auch durch die angefitteten Geraden
gezeigt wird. Dabei wurde die Funktion r = mb mit der Steigung m verwendet und
vorausgesetzt, dass die Korrelation im homogenen System b = 0 verschwindet, was
in den Datenpunkten in der gezeigten Abbildung mangels Statistik noch nicht der
Fall ist. An den drei Geraden kann man erkennen, dass die Korrelation wie erwartet
mit sinkender Temperatur anwächst.

Konsequenz

Der starke Einfluss der Unregelmäßigkeit der Pfropfung verhindert das Ausbilden
einer langreichweitigen, periodischen Struktur. Dies liegt jedoch weniger an einer
Polydispersität in der Kettenlänge als an den zufälligen Pfropfstellen.

102



5.1 Einkomponentige Bürste

Allenfalls bei den periodischen Pfropfungen auf dem quadratischen (oder hexagona-
len) Gitter ist eine langreichweitige, periodische Strukturbildung möglich. Dass diese
in den Simulationen nicht beobachtet werden konnte, liegt wohl an einer zu kurzen
Simulationszeit und zu hohen Energiebarrieren beim Überwechseln eines Polymers
zwischen zwei Clustern.

Dies bedeutet aber auch für die experimentelle Situation und mögliche Anwendun-
gen, dass mit den Polymerbürsten keine regelmäßige Strukturbildung allein durch
die Selbstaggregation zu erreichen ist. Vielleicht könnten weitere Bearbeitungen der
Oberfläche die Strukturen besser ordnen, denkbar wären Scherungen durch eine an-
dere Oberfläche oder Strömungen im Lösungsmittel. Auch bei einer noch tieferen
Temperatur wäre es möglich, dass sich bei regelmäßig geprfopften Systemen doch
noch eine langreichweitige Ordnung einstellt.
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5 Ergebnisse

5.2 Binäre Bürsten

Wie bei den einkomponentigen Bürsten bilden sich auch bei den binären Bürsten
unterschiedliche Strukturen je nach Temperatur, Dichte und Art der Pfropfung.
Neu hinzu kommt jedoch noch der Einfluss durch die zweite Polymerkomponente,
die mit Zusammensetzung, Anordnung, Kettenlänge und anderen Wechselwirkungs-
parametern viele neue Möglichkeiten bietet.

Im Unterschied zu einkomponentigen Bürsten zeigen die binären Systeme vor allem
bei höheren Dichten die hier interessierende Strukturbildung. Statt einer Struktu-
rierung in Polymer und Lösung gibt es dann eine Strukturierung in Polymer A und
Polymer B unter Ausbildung einer Grenzfläche.

Die hier verwendeten Systeme wurden ausgehend von der Anfangskonfiguration zu-
erst bei T = 5.0ε/kB 40000 Monte-Carlo-Schritte lang äquilibriert. Anschließend
wurden die Konfigurationen schrittweise über die Temperaturen T = 4.0, 3.0, 2.5
und 2.0ε/kB abgekühlt und jeweils 40000 Monte-Carlo-Schritte lang simuliert.

5.2.1 Temperatur

Ebenso wie bei den einkomponentigen Bürsten soll hier das Verhalten der binären
Bürste bei verschiedenen Temperaturen zuerst an einem einfachen System, das heißt
ohne komplizierte Pfropfungen, untersucht werden. Als einfachstes Pfropfmuster bie-
tet sich bei einem System mit gleichem Anteil der beiden PolymersortenA und B das
Schachbrettmuster an. Bei diesem Muster gibt es keine Auszeichnung der x-Achse
gegenüber der y-Achse, die Verteilung der beiden Polymersorten ist am gleichmä-
ßigsten.

a) T = 2.0ε/kB b) T = 2.5ε/kB c) T = 4.0ε/kB d) T = 5.0ε/kB

Abbildung 5.21: verschiedene Konfigurationen im System (576/32/10/T/sq/0.5)

Ein Unterschied zu den einkomponentigen Bürsten ist die wesentlich größere Stabi-
lität der gebildeten Strukturen gegenüber höheren Temperaturen. Bei den einkom-
ponentigen Bürsten wird weniger Energie benötigt, um Unordnung zu schaffen, es
wird nur die kleine Energie benötigt, um ein Monomer aus einem Cluster zu lösen
und in den freien Raum zu bringen. Bei den binären Systemen kommt dazu noch
ein weiterer Energiebeitrag, der sich aus dem Einbau des Monomers in die andere
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Komponente ergibt. Diese Energiebarriere ist für die binären Bürsten so hoch, dass
sich auch bei Temperaturen über Θ eine Strukturbildung ergibt. Dagegen setzt bei
den einkomponentigen Bürsten die Strukturbildung erst weit unterhalb von Θ ein.
Diese Stabilität ist bei den in Abbildung 5.21 gezeigten Konfigurationen gut zu se-
hen. In einem sehr weiten Temperaturbereich existieren die Streifen. Erst bei sehr
hohen Temperaturen dringen immer mehr Ketten in die Streifen der anderen Kom-
ponente ein. Diese steigende Durchmischung führt zu einem schwächeren Peak im
Strukturfaktor, wie in Abbildung 5.22 zu sehen ist.
Bei der hier benutzten hohen Pfropfdichte σ−1 = 10σ2LJ bilden sich bei niedrigen
Temperaturen Lamellen in der binären Bürste. Diese Lamellen sind auch so theore-
tisch vorhergesagt (siehe Abschnitt 2.4.1). Bei hohen Temperaturen wird die Aus-
bildung der Lamellen schlechter, sie reißen auf. Der Einfluss der Pfropfdichte wird
im folgenden Abschnitt genauer untersucht.

Strukturfaktor

0 0.5 1
q

1

10

100

S(
q)

T =   2.0
T =   2.5
T =   3.0
T =   4.0
T =   5.0
T =   7.0
T = 10.0
T = 20.0

Abbildung 5.22: Strukturfaktoren der in Abbil-
dung 5.21 gezeigten Systeme. Um den Peak
herum ist die Lorentzkurve 5.3 angefittet.

Diese Strukturbildung kann mit Hilfe
des Strukturfaktors untersucht werden.
In Abbildung 5.22 ist der radiale, ge-
mittelte Strukturfaktor der in Abbil-
dung 5.21 gezeigten Systeme aufgetra-
gen. Dabei wurden die Strukturfakto-
ren von je sieben Konfigurationen ei-
nes Simulationslaufes berechnet. An-
schließend wurden diese Strukturfakto-
ren über acht verschiedene unabhängi-
ge Simulationsläufe gemittelt und auch
die Standardabweichung bei dieser Mit-
telung berechnet. Zusätzlich wurde eine
Konfiguration bei den höheren Tempe-
raturen T = 7, 10 und 20ε/kB simuliert.
Da bei diesen hohen Temperaturen die Strukturen schnell relaxiert werden, wurden
aus den 40 herausgeschriebenen Konfigurationen je fünf zu einem Strukturfaktor
zusammengefasst. Die so erhaltenen acht Strukturfaktoren wurden dann gemittelt,
um ebenfalls einen Fehlerbalken zu erhalten.
Dabei ist zu erkennen, dass der Peak im Strukturfaktor mit sinkender Temperatur
höher wird und sich nach links zu größeren Längenskalen verlagert.
An diese Strukturfaktoren sind in der Nähe des Maximums Lorentzkurven

S(q) =
Smax

1 + χ2(q − qmax)2
(5.3)

angefittet worden. Die Lorentzkurve ergibt sich eindimensional aus der Fouriertrans-
formation der Funktion

g(r) = 1 + a exp {−r/ξ} cos {rqmax} . (5.4)

105



5 Ergebnisse

In zwei Dimension lässt sich die Fouriertransformation nicht mehr mit elementaren
Funktionen durchführen, durch die Integration über den Winkel ergibt sich eine Fou-
riertransformation der Besselfunktion. Näherungsweise kann in zwei Dimensionen für
die Paarkorrelationsfunktion

g(r) = 1 + a′J0(rqmax) exp {−r/ξ} (a)

≈ 1 +
a√
r
exp {−r/ξ} cos {rqmax − π/4} (b)

(5.5)

gesetzt werden, die zweite Funktion ergibt sich durch eine Näherung der Besselfunk-
tion J0(x) für große Argumente.
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Abbildung 5.23: Paarkorrelationsfunktion der in
Abbildung 5.29 gezeigten Systeme bei der
Temperatur T = 2.5 mit zwei Fits nach Glei-
chung 5.5

Mit dieser Funktion kann die radia-
le Paarkorrelation sehr gut beschrieben
werden, wie aus nebenstehender Abbil-
dung erkennbar ist. In die Paarkorrela-
tionsfunktion (Variante a) sind die Fit-
parameter aus den Fits an den Struk-
turfaktor aus Tabelle 5.7 eingesetzt wor-
den, es ergibt sich eine gute Überein-
stimmung. Eine noch bessere Überein-
stimmung ergibt sich, wenn in Varian-
te b die Phasenverschiebung φ = −π/4
im Cosinus ebenfalls gefittet wird, dann
ist bei der gewählten Darstellung kein
Unterschied zwischen den Daten und
dem Fit zu erkennen. Die einzige Ab-
weichung entsteht bei kleinem r durch

direkte Nachbarkorrelationen. In den Messdaten sind zusätzlich als Ausreißer nach
oben die Korrelationen der Pfropfpunkte untereinander zu sehen.

T Smax qmax ξ b b/RE

2.0 300.7 0.384 20.23 16.3 2.24

2.5 178.8 0.401 15.27 15.7 2.15

3.0 115.1 0.427 11.76 14.7 2.01

4.0 55.8 0.448 7.29 14.0 1.92

5.0 38.4 0.469 5.87 13.4 1.84

7.0 24.9 0.488 4.38 12.9 1.76

10.0 19.3 0.503 3.81 12.5 1.71

20.0 14.9 0.502 3.42 12.5 1.71

Tabelle 5.7: Fitparameter der in Abbildung 5.22
gezeigten Strukturfaktoren

In dieser Funktion gibt qmax die Pe-
riodizität der Streifen und ξ die Kor-
relationslänge an. Da diese Werte
auch bei einem Fit des Strukturfak-
tors als qmax und ξ erhalten wer-
den, können diese dort ebenso inter-
pretiert werden. Der Strukturfaktor 5.3
ist der Ornstein-Zernike-Streufunktion
sehr ähnlich, bei dieser ist lediglich
qmax = 0. Dieser Strukturfaktor ent-
steht in einer binären Mischung durch
die Konzentrationsfluktuationen, ohne
dass es zu einer Ausbildung von Lamel-
len kommt.

Die beim Fitten erhaltenen Daten sind in Tabelle 5.7 eingetragen. Zusätzlich ist die
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Position des Peaks qmax in die dazugehörige Streifenbreite b = 2π/qmax und in die
relative Streifenbreite b/RE umgerechnet.

In Abbildung 5.24 ist die inverse Peakhöhe S−1
max gegen die inverse Temperatur auf-

getragen. In dieser Auftragung findet sich links bei hohen Temperaturen ein linearer
Abfall der inversen Strukturfaktoren, die idealerweise wie der Fit auf Null abfallen
würden. Der Schnitt der Fitgeraden mit der 1/T -Achse liefert dann die Übergangs-
temperatur zu einer perfekten, langreichweitigen Ordnung. Im gezeigten Fit ergibt
sich eine Übergangstemperatur zu T = 3.6ε/kB.

Diese Auftragung findet ihre Begründung in der Theorie von Leibler [62] für sym-
metrische Blockcopolymere. Nach dieser Theorie hat der kollektive Strukturfaktor
die Form

S−1(q) =
1

N
F (q2R2

G)− 2χ (5.6)

mit dem Flory-Huggins-Parameter χ ∝ 1/T . Die Funktion F (x) ergibt sich für
symmetrische Blockcopolymere zu

F (x) =
x2

4

(
x

4
+ exp {−x/2} − 1

4
exp {−x} − 3

4

)−1
(5.7)

und hat ihr Minimum bei x ≈ 3.8. Damit gilt für das Maximum des Strukturfaktors
Smax = S(qmax) bei qmax ≈

√

3.8/R2
G

1

Smax
=

1

N
F (3.8)− 2χ = A− B

T
. (5.8)

Dies ist also ein linearer Abfall auf Null in dem Hochtemperaturbereich, für den die
bei der Herleitung verwendeten Annahmen gelten.
Dieses Theorie kann auch für die gleichmäßig gepfropften binären Bürsten ange-
wendet werden, wenn man über die Struktur senkrecht zum Substrat mittelt. Man
kann sich das so vorstellen, dass je zwei Ketten der beiden Komponenten zu einem
Blockcopolymer zusammengefaßt werden und die Blockbindung auf dem Substrat
befestigt sind. Eine genauere Berechnung liefert eine leicht modifizierte Funktion
F (x), da die beiden Teile des gebildeten Block-Copolymers einen kleinen Abstand
voneinander haben. Die Gleichung 5.6 ist von dieser Änderung aber nicht betroffen,
sodass die Auftragung S−1 gegen T−1 genauso möglich ist.

Die erhaltenen Korrelationslängen sind in Abbildung 5.25 gegen die inverse Tem-
peratur aufgetragen. Mit sinkender Temperatur ergibt sich ein starkes Anwachsen
der Korrelationslänge. Im Bereich der niedrigen Temperaturen scheint dies sogar in
einem linearen Zusammenhang zu stehen. Aber auch bei der niedrigsten Tempera-
tur T = 2.0ε/kB ist die Korrelationslänge mit ξ = 21σLJ wesentlich kleiner als die
Simulationsbox mit einer Seitenlänge von etwa 75.9σLJ. Dies bedeutet, dass keine
signifikanten finite size-Effekte auftreten, bei denen die periodischen Randbedingun-
gen eine zu den Rändern passende Anordnungen erzwingen.
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Abbildung 5.24: Inverses Maximum des Struk-
turfaktors Smax gegen die inverse Tempera-
tur aufgetragen, Daten aus Tabelle 5.7, li-
neare Regression an die drei Hochtempera-
turwerte
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Abbildung 5.25: Korrelationslänge ξ gegen die
inverse Temperatur aufgetragen, Daten aus
Tabelle 5.7, lineare Regression an die vier
Niedertemperaturwerte

Vermischung der Ketten

Die schon erwähnte steigende Vermischung der beiden Polymerkomponenten mit er-
höhter Temperatur macht sich nicht nur im Absinken des Strukturfaktors bemerk-
bar, sondern kann auch direkt in der Konfiguration bestimmt werden.
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Abbildung 5.26: Mischung der in Abbildung 5.21
gezeigten Systeme

In Abbildung 5.26 ist aufgetragen, wie
sehr die beiden Komponenten durch-
mischt sind. Als Maß dafür dient der
Quotient

q =
NO

NO +NS

, (5.9)

wobei NO die Zahl der Nachbarmono-
mere ist, die der anderen Komponente
angehören, undNS die Anzahl der Nach-
barmonomere ist, die zur gleichen Kom-
ponente, aber nicht zur gleichen Ket-
te gehören. Die Nachbarmonomere der
gleichen Kette werden dabei nicht be-

rücksichtigt, da sie immer einen großen Anteil an der Gesamtzahl der Nachbarmo-
nomere haben, hier soll jedoch die Durchmischung mit den anderen Ketten unter-
sucht werden. Ein Wert q = 0.5 bedeutet also eine zufällige Mischung der Ketten,
nicht die Mischung der Monomere. Da die Durchmischung vom Abstand zum Sub-
strat abhängt, wurde hier nur die gemittelte Durchmischung in der Schicht zwischen
5σLJ ≤ z < 8σLJ benutzt. Eine genauere Untersuchung der Durchmischung wird in
Abschnitt 5.2.3 vorgenommen.
Zum Vergleich ist q = 0.543(1) der Wert, der sich bei einer homogenen, einkom-
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5.2 Binäre Bürsten

ponentigen Bürste ergibt, bei der die Polymere nachträglich in zwei Komponenten
aufgeteilt wurden. Da sich die Polymere während der Simulation ideal durchmischen
konnten, weil sie alle zum gleichen Typ gehörten, ist dieser Wert also die Maßzahl
für die ideale Durchmischung. Dass dieser Wert nicht gleich dem Idealwert 0.5 ist,
rührt daher, dass die Pfropfung auf dem Schachbrettmuster

”
mehr als zufällig“ ver-

mischt: Jeder Kette sind vier andere Ketten der anderen Komponente etwas näher
(Abstand d) als die nächsten Ketten der gleichen Komponente im Abstand

√
2d.

Temperaturstabilität der Strukturen

Die oben genannte Stabilität gegen hohe Temperaturen aufgrund der hohen Ener-
giebarrieren sorgt allerdings auch dafür, dass die Zeiten zur Äquilibrierung der Kon-
figuration sehr groß werden. Von daher ist es wichtig zu wissen, ob die Konfigura-
tionen überhaupt äquilibriert sind. Dazu wird häufig eine Auftragung der Energie
der Konfiguration gegen die Zeit betrachtet: Eine Äquilibrierung macht sich meist
durch ein Absinken der über einige Messungen gemittelten Energie bemerkbar.
In Abbildung 5.27 ist die mittlere Lennard-Jones-Energie pro Monomer gegen die
Zeit in Monte-Carlo-Schritten aufgetragen. In den Zeitreihen ist bei den hohen Tem-
peraturen praktisch keine Drift zu erkennen. Dies bedeutet, dass sich entweder die
Struktur nicht verändert oder dass die Energieänderung bei der Strukturbildung we-
sentlich kleiner ist als die Fluktuation.
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Abbildung 5.27: Lennard-Jones-Energie pro Mo-
nomer der in Abbildung 5.21 gezeigten Sy-
steme
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Abbildung 5.28: Lennard-Jones-Energie pro Mo-
nomer der in Abbildung 5.29 gezeigten Kon-
figurationen

Dass die Struktur sich nicht ändert, kann bei den in Abbildung 5.21 gezeigten Syste-
men ausgeschlossen werden, wie man in den Einzelbildern sehen kann. Die gezeigten
Konfigurationen sind die Endkonfigurationen der jeweiligen Simulation. Diese wur-
den dann als Startkonfiguration bei der Simulation bei der nächst-niedrigeren Tem-
peratur benutzt. Da die Konfigurationen unterschiedlich aussehen, muss während
der Simulation die Struktur geändert worden sein.
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5 Ergebnisse

Damit ergibt sich aber, dass die Fluktuation der Energie wesentlich größer sein muss
als die Energieänderung durch die Strukturbildung. Dies wird auch durch die Auf-
tragung in Abbildung 5.28 gestützt. Hier sind die Zeitreihen der Energie von acht
verschiedenen Konfigurationen mit durchaus unterschiedlichen Strukturen (wie in
Abbildung 5.29 zu sehen) bei gleicher Temperatur aufgetragen. Dabei ist kein Un-
terschied in der Energie zwischen den Konfigurationen zu erkennen, die Schwankun-
gen der Energie in einer Konfiguration sind höher als die Unterschiede der Energie
verschiedener Konfigurationen.
Die Energiefluktuationen müssen daher durch lokale Prozesse entstehen, die wesent-
lich schneller ablaufen können als die langreichweitigen Prozesse, die zur Strukturbil-
dung führen. Wie schnell diese lokale Relaxation ist und wie sehr die Energie durch
diese lokale Struktur bestimmt wird, ist in Abbildung 5.27 zu sehen: Zum Zeitpunkt
t = 0 ist die Konfiguration dieselbe wie die zum Zeitpunkt t = 20000tMCS bei der
höheren Temperatur, die Energie entspricht also der Energie bei der höheren Tem-
peratur. Bei der ersten Energiemessung zum Zeitpunkt t = 100tMCS ist die Energie
schon nicht mehr von der im gesamten restlichen Lauf zu unterscheiden. Das heißt
also, dass die lokale Struktur in den ersten 100 Monte-Carlo-Schritten relaxiert wor-
den ist.

Daher muss zur Bestimmung der zur Äquilibrierung benötigten Zeit ein anderes Maß
verwendet werden. Dafür bietet sich die Autokorrelation der einzelnen Konfigura-
tionen zu verschiedenen Zeitpunkten an.

Korrelationszeiten der Strukturumbildung

Zur Bestimmung dieser Autokorrelationsfunktion wurde das folgende Verfahren ver-
wendet: Aus den mit 2σLJ verschmierten Dichten wurde die normierte Differenzdichte
φ∗ berechnet. In Abbildung 5.29 sind acht solcher Konfigurationen bei Temperatur
T = 2.5ε/kB zu sehen. Diese Konfigurationen sind durch unabhängige Simulationen
entstanden, ihre gemittelte Korrelation aller Paarungen beträgt r = 0.007 ± 0.01,
also sind sie unkorreliert.
Aus den jeweils 40 Konfigurationen jedes Simulationslaufes wurde dann je eine Au-
tokorrelationsfunktion berechnet, diese wurden über die acht Läufe gemittelt. Die
Berechnung der Autokorrelationsfunktion wird in Abschnitt 4.1.2 genauer beschrie-
ben, dabei wird auch auf die Besonderheit dieser Autokorrelationsfunktion einge-
gangen.

In Abbildung 5.30 sind die berechneten Korrelationsfunktionen zu sehen. Es ist zu
erkennen, dass die Korrelationen mit der Zeit exponentiell abfallen und die Zerfalls-
konstante mit sinkender Temperatur ansteigt.
Wie im Abschnitt 4.1.2 beschrieben ist, besteht dieser Zerfallsprozess aus mindestens
drei exponentiellen Zerfällen. Außerdem liefern die Pfropfmonomere einen nichtzer-
fallenden Beitrag zur Autokorrelationsfunktion, was auch in Abbildung 5.30 an bei-
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5.2 Binäre Bürsten

Abbildung 5.29: verschiedene Konfigurationen im System (576/32/10/2.5/sq/0.5)

den Kurven bei den hohen Temperaturen zu sehen ist.

Die zum Fitten verwendete Zerfallsfunktion ist

z(t) = a1 exp {−t/τ1}+ a2 exp {−t/τ2}+ a3 ,

damit steckt der schnelle erste Abfall in dem zur Normierung auf Eins nötigen Anteil
1− a1 − a2 − a3.
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Abbildung 5.30: Logarithmische Darstellung der
Autokorrelationsfunktionen bei verschiede-
nen Temperaturen
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Abbildung 5.31: Darstellung der beiden Zerfalls-
zeiten gegen die Temperatur aufgetragen, es
ergeben sich Arrhenius-Gesetze.

Dass diese beiden Zerfälle ausreichen und nicht noch weitere Zerfälle zur Beschrei-
bung der Autokorrelationsfunktion nötig sind, kann man an der guten Beschreibung
der gemessenen Autokorrelationsfunktionswerte mit den durchgezogenen Fits in Ab-
bildung 5.30 erkennen. Bei diesen Fits ergeben sich die Daten in Tabelle 5.8.
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5 Ergebnisse

T τ1/500tMCS τ2/500tMCS a1 a2 a3

5.0 1.05 0.02 0.67 0.33 0.006

4.0 1.82 0.20 0.69 0.30 0.009

3.0 7.40 0.66 0.70 0.30 0.000

2.5 19.82 0.94 0.75 0.21 0.032

2.0 103.77 2.64 0.78 0.15 0.050

Tabelle 5.8: Zerfallskonstanten und Amplituden der in Ab-
bildung 5.30 gezeigten Autokorrelationsfunktionen

Die logarithmische Auftragung
der angefitteten Zerfallskon-
stanten τi gegen die inver-
se Temperatur ist in Abbil-
dung 5.31 gezeigt. Dabei er-
geben sich zwei Geraden nach
dem Arrhenius-Gesetz

τi = τ0i exp {Ei/ kBT}

mit der Aktivierungsenergie Ei für den Relaxationsprozess i. Die Daten τ2 liegen
nicht so gut auf der Geraden, da bei den hohen Temperaturen die τ2 wesentlich
kleiner sind als die Auflösung der Datenpunkte und daher nur schlecht bestimmt
werden können.
Mit einer linearen Regression ergeben sich die Steigungen, also die Aktivierungsener-
gien zu E1 = (15.50 ± 0.43)ε und E2 = (9.9 ± 1.1)ε. Die langsame Relaxation wird
durch das Wechseln einer Kette von einem Cluster zu einem anderen bewirkt, daher
muß die erste Aktivierungsenergie durch den Energieunterschied bei der Passage ei-
ner Kette durch den Streifen der anderen Komponente aufgewendet werden. Eine
weitere Relaxation entsteht, wenn Ketten parallel zu einer Phasengrenze wandern,
dafür ist weniger Aktivierungsenergie erforderlich. Dabei sind aber keine großen Än-
derungen der Struktur möglich, die Streifen können nur ihre Breite ändern. Daher
ist die Amplitude dieser Relaxation in der Zerfallsfunktion ebenfalls geringer.

5.2.2 Dichte

An dem gleichen einfachen System wie im vorherigen Abschnitt soll hier das Ver-
halten der binären Bürste bei verschiedenen Pfropfdichten untersucht werden. Auch
hier ist das Pfropfmuster wieder das gleichmäßige Schachbrettmuster.

a)

b)

c) d)

Abbildung 5.32: verschiedene Konfigurationen im System (576/32/σ−1/2.5/sq/0.5) mit σ−1: a) 5,
b) 10, c) 15, d) 20

Bei hohen Pfropfdichten bilden sich Lamellen in der binären Bürste. Diese Lamel-
len sind auch so theoretisch vorhergesagt (siehe Abschnitt 2.4.1). Bei niedrigeren
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5.2 Binäre Bürsten

Pfropfdichten sind die Lamellen nicht mehr stabil, sie reißen auf und bilden einzelne
Cluster (Teilbild 5.32 d). Dies ist analog zu dem Aufreiß-Prozess bei den einkompo-
nentigen Bürsten in Bild 5.1 zu sehen.
Interessanterweise bleiben in Abbildung 5.32 die Strukturgrößen trotz der sehr un-
terschiedlichen Pfropfdichten vergleichbar groß, wie es auch theoretisch (siehe Ab-
schnitt 2.4.1) vorhergesagt wurde.

Strukturfaktor

0 0.5 1
q
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S(
q)
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σ-1 = 10
σ-1 = 15
σ-1 = 20

Abbildung 5.33: Strukturfaktoren der in Abbil-
dung 5.32 gezeigten Systeme. Rechts entste-
hen zwei Artefakte bei den kleinen σ−1 durch
die periodische Pfropfung. Die dicken Linien
sind angefittete Lorentzkurven.

In Abbildung 5.33 sind die Struktur-
faktoren der in Abbildung 5.32 ge-
zeigten Systeme aufgetragen. An die
Strukturfaktoren wurden ebenfalls die
Lorentzkurven aus Gleichung 5.3 an-
gepasst, die Fitkurven sind als dicke
Linien in die Abbildung 5.33 einge-
zeichnet. Die erhaltenen Fitparame-
ter sind in der Tabelle 5.9 eingetra-
gen. Zusätzlich ist die Position des
Peaks qmax in die dazugehörige Strei-
fenbreite b = 2π/qmax und in die
relative Streifenbreite b/RE umgerech-
net.

Die Maxima der Strukturfaktoren lie-
gen alle bei etwa q = 0.41σ−1

LJ , dies ent-
spricht einer Streifenbreite R = 2π/q ≈ 15.3σLJ ≈ 2.1RE mit dem End-zu-End-
Abstand RE ≈ 7.3σLJ. Dies passt gut zu der theoretischen Vorhersage der scf,
dass die Strukturbreite etwa 2.2RE sein sollte. Bei den unregelmäßig gepfropften
Systemen in Abschnitt 5.2.5 zeigt sich eine Strukturbildung auf etwas größeren Län-
genskalen, ähnlich wie es auch im Experiment gesehen wird.

Dabei gibt es aber kleine Abweichungen von dieser mittleren Strukturgröße. Bei
den drei Systemen mit den niedrigeren Pfropfdichten steigt die Strukturgröße mit
steigender Pfropfdichte an. Der Grund hierfür ist der gleiche, der auch schon zum
Anwachsen der Strukturgröße mit sinkender Temperatur führte. Sowohl bei einer
höheren Pfropfdichte als auch einer niedrigeren Temperatur steigt die Dichte in
der Bürste an. Diese führt zu einer stärkeren Wechselwirkung zwischen den beiden
Komponenten und damit zu einer höheren Unverträglichkeit. Diese höhere Unver-
träglichkeit führt dann zu einer stärkeren Trennung der beiden Komponenten und
damit zu größeren Strukturen.
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σ−1 Smax qmax ξ b b/RE

5 413.6 0.422 16.9 14.9 2.04

10 178.7 0.401 15.3 15.7 2.15

15 81.3 0.412 10.3 15.2 2.09

20 43.8 0.422 7.0 14.9 2.04

Tabelle 5.9: Fitparameter der in Abbildung 5.22
gezeigten Strukturfaktoren

Bei der höchsten Pfropfdichte nimmt
die Strukturgröße jedoch wieder stark
ab, was nicht zu der obigen Überlegung
passt. Für dieses Verhalten gibt es aber
zwei plausible Erklärungen, von denen
die zweite die hier ausschlaggebende ist:
Erstens ist die Simulationsbox klein, so-
dass nur vier Wiederholeinheiten in die
Box passen. Dies kann zu starken finite

size-Effekten führen, die hier nur dadurch abgemildert werden, dass keine langreich-
weitige Strukturbildung auftritt und die gebildeten Strukturen sich daher nicht nach
der Boxsymmetrie ausrichten müssen. Zweitens steigt mit zunehmender Dichte die
Relaxationszeit stark an, wie in Tabelle 5.10 abzulesen ist. Dies führt dazu, dass in
den verwendeten Systemen eine Konfiguration einer höheren Temperatur eingefro-
ren ist und nicht mehr relaxiert werden kann.

σ−1 τ1/500tMCS τ2/500tMCS a1 a2 a3

5 1314. 1.57 0.95 0.05 0.000

10 19.83 0.94 0.75 0.21 0.032

15 1.774 0.35 0.60 0.37 0.020

20 .3551 0.03 0.96 0.00 0.035

Tabelle 5.10: Zerfallskonstanten und Amplituden bei un-
terschiedlicher Pfropfdichte bei der Temperatur T =
2.5ε/kB

Die Korrelationszeiten können
hier auf die gleiche Weise be-
stimmt werden wie im Ab-
schnitt 5.2.1. Die erhaltenen
Korrelationszeiten sind in der
Tabelle 5.10 zusammengefasst.
Eine Abbildung der Autokorre-
lationsfunktionen analog zu der
Abbildung 5.30 ist nicht gut
möglich, da die Korrelationszei-
ten zu unterschiedlich sind.

Eine Auftragung von τ1 gegen σ liefert eine stark ansteigende Potenzfunktion, die
mit τ1 = 9.14 · 109 σ5.95 tMCS angefittet werden kann.
Mit dieser enorm starken Zunahme der Korrelationszeit mit wachsender Pfropfdichte
ist klar, dass das System bei der inversen Pfropfdichte σ−1 = 5σ−2LJ nicht äquilibriert
sein kann. Die lokalen Eigenschaften der Bürste werden zwar schnell geändert, wie
eine Auftragung der Energie ergibt, die großräumige Struktur ist aber praktisch
nicht mehr änderbar. Die Energien in diesem dichten System verhalten sich prinzi-
piell so wie in dem weniger dichten System in Abbildung 5.27 und 5.28. Selbst in
diesem dichten System ist die Energie bei einem Temperatursprung innerhalb von
100 Monte-Carlo-Schritten angepasst. Allerdings schließt sich in diesem System eine
leichte Drift der Energie an, was ein Zeichen dafür ist, dass die Konfiguration zwar
lokal der neuen Temperatur entspricht, aber auf größeren Längenskalen noch nicht
relaxiert ist. Diese Energiedrift ist jedoch während der ganzen Simulationszeit we-
sentlich kleiner ist als die Energiefluktuationen.
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Abbildung 5.34: Inverses Maximum des Struk-
turfaktors Smax gegen die inverse Tem-
peratur aufgetragen für die verschiedenen
Pfropfdichten, lineare Regressionen an die
Hochtemperaturwerte, es ergeben sich die
Übergangstemperaturen T0.

In der Abbildung 5.34 sind die inversen
Peakhöhen S−1

max gegen die inverse Tem-
peratur aufgetragen. Dabei ergeben sich
analog zur Abbildung 5.24 bei hohen
Temperaturen Geraden, die bei einer
Übergangstemperatur abknicken. Diese
Übergangstemperatur T0 ist die Tempe-
ratur, bei der die Geraden die Abszis-
se schneiden. Die erhaltenen Übergangs-
temperaturen sind ebenfalls in das Bild
eingetragen.
Im Unterschied zu der gleichen Auftra-
gung bei einkomponentigen Systemen
in Abbildung 5.8 zeigt sich hier über
den ganzen Bereich der untersuchten
Pfropfdichten eine große Änderung der
Übergangstemperatur mit der Pfropf-
dichte σ. Bei den dichten Systemen dominiert die Entmischung aufgrund der Un-
verträglichkeit der beiden Komponenten die Strukturbildung. Dagegen wird bei den
niedrigen Pfropfdichten die Strukturbildung durch das Aufreißen der Bürste domi-
niert. Daher nähert sich die Übergangstemperatur für niedrige Pfropfdichten den in
einkomponentigen Systemen erhaltenen Übergangstemperaturen an.

Abbildung 5.35: Konfiguration
im verdünnten System
(576/32/20/1.5/sq/0.5),
dies könnte eine dimple S -
Phase sein.

Bei den beiden niedrigen Pfropfdichten sind die Relaxa-
tionszeiten klein genug, sodass zusätzlich bei den nied-
rigeren Temperaturen T = 1.7 und 1.5ε/kB simuliert
wurde. Dabei ergibt sich bei der Pfropfdichte σ−1 =
15σ−2LJ eine interessante Strukturbildung. Die Pfropf-
dichte ist hier so niedrig, dass auch in den einkomponen-
tigen Bürsten eine Strukturbildung eintritt, die jedoch
noch nicht gut ausgeprägt ist. Bei dieser Temperatur
bilden sich im einkomponentigen System gerade die er-
sten Streifen aus, wie in der Abbildung 5.1b) zu sehen
ist.
Diese Strukturbildung ist mit ihrer klaren Ausrich-
tung allerdings stark durch die Pfropfung beeinflusst.
Auf dem Schachbrettmuster liegen die nächsten Ketten
der gleichen Komponente auf den Diagonalen, sodass
die Ketten sich bevorzugt in den Diagonalrichtungen
strecken, um in Kontakt mit anderen Ketten zu gelangen. Dies fördert die Ausbil-
dung einer Struktur mit einer Vorzugsrichtung in den Diagonalen.
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5.2.3 Vertikale Struktur

Die vertikale Struktur einer binären Bürste ist durch drei verschiedene Regionen ge-
kennzeichnet. Die mittlere Strukturschicht der Bürste bildet den eigentlichen Teil
der Bürste aus, der auch in den vorangegangenen Abschnitten untersucht wurde,
weil er die laterale Strukturbildung zeigt.

Darüber befindet sich eine Auflösungsschicht, in der sich die Bürste auflockert,
wie in den Dichteprofilen zu sehen ist. Außer dieser Auflockerung in der Vertikalen
durchmischt die Bürste sich dort auch lateral stärker. Durch diese Auflockerung und
Durchmischung kann die Bürste dort sehr viel Entropie gewinnen. Demgegenüber
fällt der Verlust an Energie durch fehlende attraktive Wechselwirkungen mit der
gleichen Komponente und hinzukommende repulsive Wechselwirkungen mit der an-
deren Komponente weniger ins Gewicht.
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Abbildung 5.36: Dichteprofile der in Abbil-
dung 5.32 gezeigten Systeme zusammen mit
den gestrichelten Dichteprofilen der entspre-
chend dicht gepfropften einkomponentigen
Bürste
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Abbildung 5.37: Dichteprofil zusammen
mit dem Mischungsprofil des Systems
(576/32/10/2.5/sq/0.5) über acht Simu-
lationsläufe gemittelt. Die drei Schichten
sind als Mischschicht, Strukturschicht und
Auflösungsschicht gekennzeichnet.

In der unteren Mischschicht nahe dem Substrat ist die Bürste ebenfalls etwas we-
niger dicht gepackt wie in der Strukturschicht. In dieser Schicht findet der Übergang
von der Pfropfung zur Bürstenstruktur statt. Dabei müssen sich die einzelnen Ket-
ten stark umsortieren, wenn das Pfropfmuster nicht zu der Bürstenkonfiguration
passt. Beispielsweise muss sich bei dem Schachbrettmuster jede zweite Kette weit
strecken, um in die richtige Lamelle zu gelangen. Da sich die Ketten der beiden Kom-
ponenten auf Grund der repulsiven Wechselwirkung beziehungsweise des größeren
ausgeschlossenen Volumens etwas weiter voneinander entfernen als die Ketten der
gleichen Komponente, ist hier die Dichte etwas geringer als in der einkomponentigen
Bürste. Dies ist in der Abbildung 5.36 für die vier Systeme mit unterschiedlicher
Pfropfdichte aus Abbildung 5.32 gezeigt. Die binäre Bürste hat eine niedrigere Dich-
te als die einkomponentige Bürste und damit eine größere Bürstenhöhe.
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Die Kettenvermischung kann auch sichtbar gemacht werden, indem wie schon in
Abschnitt 5.2.1 beschrieben, der Quotient q aus Gleichung 5.9 gegen die Höhe z
aufgetragen wird. In Abbildung 5.37 ist eine solche Auftragung zu sehen.
In der Mischschicht sieht man einen starken Abfall der Vermischung, beginnend
bei einem Wert q = 0.68. Dieser Wert ist höher als die Idealmischung q = 0.5, da
das Pfropfmuster als Schachbrettmuster jeden Pfropfpunkt der Komponente A mit
vier Pfropfpunkten der Komponente B umgibt anstatt mit einer gleichmäßigeren
Verteilung mit je zwei Pfropfpunkten aus beiden Komponenten.
In der Strukturschicht bildet q ein Plateau aus. Diese konstante Vermischung deutet
darauf hin, dass hier nur wenige Ketten sich in der anderen Komponente aufhalten,
der größte Anteil stammt von den Grenzflächen der beiden Phasen.
In der Auflösungsschicht wird die Statistik immer schlechter, da hier nur wenige
Ketten in Kontakt miteinander sind. Die Mischung q steigt wieder leicht an, da die
Entropie eine stärkere Durchmischung bevorzugt.

5.2.4 Grenzflächen

Abbildung 5.38: Lokale Dichte in einer Schicht
des Systems (576/32/10/2.0/sq/0.5) zusam-
men mit der Grenzfläche (Vergleich Abbil-
dung 5.32b)

Ein weiterer Unterschied zwischen bi-
nären Bürsten und einkomponentigen
Bürsten ist die Ausbildung von Grenz-
flächen zwischen den beiden Kom-
ponenten. Dies hat auch Auswirkun-
gen auf die Struktur der Bürste,
wie in Abbildung 5.36 im vorheri-
gen Abschnitt zu sehen ist. Dort wur-
de der Effekt damit erklärt, dass
sich die Ketten der beiden Kompo-
nenten in der unteren Mischschicht
auf dem Substrat auf Grund ih-
rer repulsiven Wechselwirkung stär-
ker aus dem Wege gehen als es
in der einkomponentigen Bürste der
Fall ist. Dieser größere Abstand zwi-
schen den Monomeren findet sich auch
noch als Abstand zwischen zwei Pha-
sen in der darüberliegenden Struktur-
schicht.

Da aber in der Strukturschicht die Grenzfläche schmaler ist als in der Mischschicht,
macht sich diese Dichteverringerung im Dichteprofil weniger gut bemerkbar. Den-
noch kann man diesen Effekt bei niedrigen Temperaturen, bei denen der Unterschied
im ausgeschlossenen Volumen stärker ist, direkt an der lokalen Dichte erkennen.
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In Abbildung 5.38 ist so ein Dichtebild aufgetragen. An der Farbkodierung lassen
sich die Bereiche mit niedrigerer Dichte in Blau erkennen, während die höheren Dich-
ten in Grün und Rot erscheinen. In Schwarz ist die Phasengrenzfläche eingetragen.
Die Abbildung zeigt die Korrelation zwischen der Grenzfläche und den Bereichen
niedrigerer Dichte.
In dem Bild wurde die Dichte einer dünnen Schicht mit der Dicke 1σLJ in der Höhe
2.5− 3.5σLJ mit der Auflösung a = 0.1σLJ berechnet. Mehrere (11) Konfigurationen
wurden dabei gemittelt, um das interessante Signal zu verstärken. Bei einer einzel-
nen Konfiguration ist die Rauhigkeit der Dichte durch die einzelnen Monomere so
hoch, dass sich die Grenzfläche noch zu wenig abhebt. Das Bild wurde anschließend
noch mit der Breite 1σLJ verschmiert.

Die Dichteabnahme in den Grenzflächen macht sich auch im Strukturfaktor bemerk-
bar, wenn die beiden Komponenten die gleiche Streulänge haben und daher unun-
terscheidbar sind. In diesem Fall liefert die Phasentrennung keinen Beitrag zum
Strukturfaktor. Lediglich die kleine Dichteschwankung führt zu einem schwachen
Peak im Strukturfaktor. Dieser liegt bei dem doppelten q-Wert der Strukturbildung,
da die Abstände zwischen den Grenzflächen halb so groß sind wie die Abstände zwi-
schen den Lamellen der gleichen Komponente. Ein solcher Strukturfaktor ist in der
Abbildung 4.14 bei bB = 1 zu sehen.

5.2.5 Pfropfung

Ähnlich wie bei den einkomponentigen Bürsten hat die Pfropfung einen großen
Einfluss auf die Bürstenstruktur. Die bisher betrachtete gleichmäßige quadratische
Pfropfung kann in zwei Arten geändert werden: Eine Änderung der Anordnung der
Polymertypen, (entweder zufällig oder eine Musterbildung), oder eine Änderung der
Position der Pfropfpunkte.

Zufällige Typenverteilung

Eine interessante Zwischenform zwischen den ideal geordneten Pfropfungen auf dem
Schachbrettmuster und den völlig ungeordneten Pfropfungen (im nächsten Abschnitt
beschrieben) bilden die Pfropfungen mit ungeordneten Typen auf einem Quadrat-
gitter. Damit gibt es noch keine Dichtefluktuationen aufgrund der Pfropfpositionen,
die Änderungen im Vergleich zu den Schachbrett-Bürsten stammen allein von der
zufälligen Typenanordnung.
In der Abbildung 5.39 sind einige Konfigurationen einer Bürste zusammen mit ihrer
Pfropfkonfiguration dargestellt. Man sieht, dass selbst bei der hohen Temperatur
T = 10ε/kB die Bürste wesentlich besser segregiert ist als die auf einem Schach-
brettmuster gepfropfte Bürste bei T = 5ε/kB in Abbildung 5.21.
Beim Vergleich mit der Pfropfkonfiguration erkennt man, dass die Bürste sich bei
der Strukturausbildung nach der Pfropfkonfiguration richtet. Dadurch ist die Bürste
bei hohen Temperaturen schon besser phasengetrennt. Bei niedrigen Temperaturen
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5.2 Binäre Bürsten

a) T = 2.5ε/kB b) T = 5ε/kB c) T = 10ε/kB d) Pfropfmuster

Abbildung 5.39: verschiedene Konfigurationen im System (576/32/10/T/rd/0.5), zum Vergleich
die Pfropfkonfiguration

wird diese Trennung noch besser, aber es können sich keine gleichmäßigen Strukturen
ausbilden, wie es bei den Schachbrett-Systemen der Fall ist.
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Abbildung 5.40: Inverses Maximimum des Struk-
turfaktors Smax gegen die inverse Tempera-
tur aufgetragen, Abbildung wie in 5.24 mit
deren Daten zum Vergleich.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
1/T

0

5

10

15

20

25

ξ
regelmäßig
zufällig

Abbildung 5.41: Korrelationslänge ξ gegen die
inverse Temperatur aufgetragen, Abbildung
wie in 5.25 mit deren Daten zum Vergleich

Dies macht sich auch im Strukturfaktor bemerkbar. In Abbildung 5.40 und 5.41
sind die Maxima der Strukturfaktoren und die Korrelationslängen zusammmen mit
denen der Schachbrett-Systeme aufgetragen. In der ersten Abbildung ist bei hohen
Temperaturen zu sehen, dass das inverse Maximum des Strukturfaktors kleiner ist
als in der Vergleichskurve, also schon eine höhere Ordnung vorliegt. Bei der niedrig-
sten Temperatur ist die ausgebildete Ordnung schlechter als im Schachbrett-System,
der inverse Strukturfaktor ist etwas höher. Bemerkenswert ist, dass es hier keine aus-
gezeichnete Übergangstemperatur gibt.
In der zweiten Abbildung ist die Korrelationslänge aufgetragen. Auf Grund der
schlechteren Ordnung und der starken Korrelation an die Pfropfpunkte können sich
hier keine parallelen Lamellen ausbilden und daher auch keine großen Korrelations-
längen ausbilden.

Aus den Strukturfaktoren sind ebenfalls die Positionen des Maximums ablesbar.
Für die regelmäßig gepfropften Bürsten ergab sich bei der Temperatur T = 2.5ε/kB
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5 Ergebnisse

das Maximum bei qmax = 0.401, dies entspricht einer Strukturgröße br = 15.7σLJ
oder 2.15RE. Bei den unregelmäßig gepropften Systemen hier ergeben sich qmax =
0.338 und daraus bu = 18.6σLJ = 2.55RE. Damit zeigt sich auch hier durch die
unregelmäßige Pfropfung eine Zunahme der Strukturgröße um knapp 20%.

Position der Pfropfpunkte

Wie im Abschnitt 3.3.1 beschrieben gibt es verschiedene Möglichkeiten zur Anord-
nung der Pfropfstellen. Bei den binären Bürsten stellt sich dabei aber das Problem,
dass auch die beiden Komponenten gleichmäßig verteilt werden müssen, was häufig
kaum möglich ist. Die Effekte durch die ungleichmäßige Verteilung der Typen ist
dann kaum von den gewünschten Effekten durch die Pfropfstellenmuster zu unter-
scheiden, daher ist die Untersuchung solcher Pfropfmuster nicht sinnvoll.

Interessant sind dagegen die zufälligen Anordnungen der Pfropfstellen mit ebenfalls
zufälliger Typenanordnung, da dies auch die experimentell problemlos zugänglichen
Systeme sind.
Im Unterschied zu den unregelmäßig gepfropften Systemen aus Abschnitt 5.1.3 wur-
den hier die Pfropfkonfigurationen in einer quadratischen Box angelegt, um besser
mit den Ergebnissen der regelmäßig gepfropften Bürsten aus beiden vorangegan-
genen Abschnitten vergleichbar zu sein. Als Mindestabstand für die Pfropfpunkte
wurde immer der Wert d = 1σLJ verwendet.

a)

b)

c) d)

Abbildung 5.42: verschiedene Konfigurationen im System (576/32/σ−1/2.5/1/0.5) mit σ−1: a) 5,
b) 10, c) 15, d) 20, analog zu Abbildung 5.32

In der Abbildung 5.42 sind einige Konfigurationen zu sehen, sie sind direkt mit den
quadratisch gleichmäßig gepfropften Konfigurationen aus Abbbildung 5.32 vergleich-
bar (gleiche Temperatur, gleiche Pfropfdichte). Es bilden sich ähnliche Strukturen
in der lamellaren Phase. Die Längenskala ist jedoch etwas größer. Dies ist in guter
Übereinstimmung mit den Ergebnissen bei den zufällig gepfropften einkomponenti-
gen Systemen 5.1.3, die ebenfalls etwas größere Längenskalen aufweisen.
Ein deutlich sichtbarer Unterschied zu den regelmäßig gepfropften Systemen ist auch
die wesentlich ungleichmäßigere Streifenbreite. Der Grund hierfür ist einfach zu ver-
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5.2 Binäre Bürsten

stehen: Auch hier gibt es eine starke Korrelation zwischen den Pfropfpunkten und
den entstandenen Clustern. Dies hat zur Folge, dass sich die Breite der Streifen stär-
ker nach der Größe der zufällig rein einkomponentig gepfropften Flächen richtet als
nach der bevorzugten Streifenbreite.

Typenanordnung

Bei der Musterbildung durch die Typenanordnung gibt es auf jedem regelmäßigen
Pfropfgitter verschiedene Muster, die Einfluss auf die Struktur der Bürste haben.
Dieser Einfluss ist gerade bei einfachen Mustern gut zu erkennen, bei komplizierten
Mustern ist der Einfluss schwächer als die Fluktuationen oder gar nicht vorhanden.
Ein einfaches Muster ist das Streifenmuster (siehe Abbildung 3.13f), das nur eine
kleine Änderung gegenüber dem etwas gleichmäßigeren Schachbrettmuster darstellt.
Es zeigt ein interessantes Verhalten: Die Lamellen sind besser ausgebildet als bei den
Schachbrett-Systemen in Abbildung 5.32 und besser parallel angeordnet. Bemerkens-
wert ist, dass die Lamellen bevorzugt senkrecht zu den Pfropfstreifen stehen.

a)

b)

c) d)

Abbildung 5.43: verschiedene Konfigurationen im System (576/32/σ−1/2.5/st/0.5) mit σ−1: a) 5,
b) 10, c) 15, d) 20, analog zu Abbildung 5.32
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5.2.6 Zusammensetzung

Das Verhältnis der beiden Polymeranzahlen hat einen großen Einfluss auf die Struk-
tur der binären Bürste, wie in Abbildung 5.44 und 5.45 beobachtet werden kann. Bei
einer symmetrischen Verteilung Φ = 0.5 bilden sich langgezogene, verzweigte Strei-
fen in den Teilbildern a) aus. In dieser lamellaren Phase gibt es keinen Unterschied
in den beiden Polymeren. Wenn die eine Komponente seltener ist (Φ < 0.5), bildet
sie zunächst dünnere und kürzere Streifen in Teilbild b) aus. Mit kleinerem Φ wer-
den es dann eher ovale c) und bei noch kleinerem Φ runde Domänen in Teilbild d),
die dann bei noch kleinerem Φ in den Bildern e) und f) schrumpfen.

a)Φ = 1/2 = 0.50 b)Φ = 5/12 ≈ 0.42 c)Φ = 1/3 ≈ 0.33 d)Φ = 1/4 = 0.25

Abbildung 5.44: Verschiedene Konfigurationen im System (576/32/σ−1/2.5/sq/Φ) mit σ−1 = 5
bzw. 10. Die Pfropfkonfigurationen sind in Abbildung 3.13 abgebildet.

e)Φ = 1/6 ≈ 0.17 f)Φ = 1/9 ≈ 0.11

Abbildung 5.45: Fortsetzung von Abbildung 5.44
bei kleinerem Φ.

Damit ist die lamellar-ähnliche Phase
in einem größeren Bereich verschiedener
Zusammensetzungen stabil, als sich in
den theoretischen Vorhersagen in Abbil-
dung 2.3 ergab. Bei dem niedrigsten An-
teil der B-Komponente Φ = 0.11 haben
sich nur wenige B-Ketten gefunden, um
einen gemeinsamen Cluster zu bilden.
Die meisten Ketten bilden einen klei-
nen mushroom an ihrem Pfropfpunkt,
was zu einer regelmäßigen Anordnung
führt. Bei der Zusammensetzung Φ =
0.33 bildet sich eine Struktur mit einer
erkennbaren Vorzugsrichtung in einem
30◦-Winkel zur Simulationsbox. Dies ist
eine Folge des Pfropfmusters, das die
gleiche Richtung auszeichnet. Dieser Ef-

fekt ähnelt daher dem in Abschnitt 5.2.5 untersuchten Effekt der Ausrichtung beim
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Streifenmuster.
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Abbildung 5.46: Strukturfaktoren der in Ab-
bildung 5.44 und 5.45 gezeigten Konfigura-
tionen des Systems (576/32/10/2.5/sq/Φ),
rechts vom Peak sind Bragg-Reflexe des
Pfropfmusters zu sehen.

In Abbildung 5.46 sind die Strukturfak-
toren der gezeigten größeren ( σ−1 =
10σ−2LJ ) Konfigurationen des Systems
(576/32/10/2.5/sq/Φ) zu sehen. Die ge-
zeigten Strukturfaktoren wurden wie in
Abschnitt 5.2.1 beschrieben über die
aus acht verschiedenen Simulationsläu-
fen gewonnenen Konfigurationen gemit-
telt.
Bei diesen Strukturfaktoren fallen au-
ßer dem hohen breiten Peak bei q ≈
0.4 die vielen schmalen Peaks bei grö-
ßerem q auf. Dies sind Bragg-Peaks,
die durch das Pfropfmuster entstehen.
Besonders ausgeprägt ist dieses Bragg-
Peakmuster bei Φ = 0.42, das auch
in Abbildung 3.13i das komplizierteste
Pfropfmuster hat.
Der die Strukturbildung anzeigende Peak in Abbildung 5.46 nimmt mit sinkendem
Φ ab. Dies ist eine Folge der zunehmenden Verdünnung der B-Komponente, die zu
weniger Strukturierung führt. Im Limes unendlich starker Verdünnung muss sich der
sehr niedrige Strukturfaktor einer einkomponentigen, geschlossenen Bürste ergeben.
Ansonsten ist an den Strukturfaktoren noch eine Änderung der Position des Maxi-
mums zu sehen: Bei den niedrigeren Φ sitzt der Peak bei einem etwas größeren q, also
kleineren Längenskalen. Ein weiterer Unterschied ist an den Strukturfaktoren nicht
zu erkennen. Die Parameter der an die Strukturfaktoren angefitteten Lorentzkurven
sind in Tabelle 5.11 eingetragen. Bei diesen Fits wurden die Bragg-Peaks aus den
Datensätzen entfernt, damit die Fits nicht verzerrt werden.

σ−1 Smax qmax ξ b b/RE

0.50 178.8 0.401 15.3 15.7 2.15

0.42 156.9 0.401 17.3 15.7 2.15

0.33 140.3 0.397 15.2 15.8 2.17

0.25 88.0 0.430 11.0 14.6 2.00

0.17 37.1 0.428 6.8 14.7 2.01

0.11 13.9 0.445 5.0 14.1 1.93

Tabelle 5.11: Fitparameter der in Abbildung 5.46
gezeigten Strukturfaktoren.

An diesen Fitparametern kann man ei-
ne grobe Einteilung vornehmen. Bei den
drei Zusammensetzungen Φ = 0.5, 0.42,
0.33 liegt die Strukturgröße b bei etwa
2.15RE, bei den drei niedrigeren Φ bei
etwa 2.0RE oder weniger. Die beiden Zu-
sammensetzungen Φ = 0.5 und 0.42 zei-
gen auch in den Phasenbildern in Abbil-
dung 5.44 eine lamellare Struktur, bei
Φ = 0.33 ist dies nicht erkennbar. Die
drei anderen Konfigurationen bei klei-
nerem B-Anteil zeigen in den Phasen-
bildern eine dimple-Struktur.
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5 Ergebnisse

Mit den Minkowski-Maßen erhält man wesentlich mehr Informationen über die vor-
handene Struktur der Bürsten als mit den Strukturfaktoren in Abbildung 5.46.
In Abbildung 5.47 ist das Minkowski-Maß M2 der Konfigurationen aus Abbildun-
gen 5.44 und 5.45 aufgetragen. An diesen Maßen können mehrere Informationen
abgelesen werden.
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Abbildung 5.47: Minkowski-Maße M2 der in Ab-
bildungen 5.44 und 5.45 gezeigten Konfigu-
rationen des Systems (576/32/10/2.5/sq/Φ).

Zum einen ist die Anzahl der Cluster in-
teressant, die in der Konfiguration vor-
liegen. Diese kann direkt beim Schwel-
lenwert d = 0σLJ abgelesen werden, bei
dem die normale Phasengrenze betrach-
tet wird.
Dabei ist für Φ = 0.5 die Clusteran-
zahl Null, da gleich viele Cluster der
beiden Komponenten vorliegen. Wenn
nun Φ kleiner wird, nimmt die Zahl
der Cluster der Komponente B zu, da
die einzelnen Cluster zu klein werden,
als dass sie einen geschlossenen Strei-
fen bilden könnten. Dies ist auch direkt
in den Konfigurationsbildern in Abbil-

dung 5.44 zu sehen. Bei Φ = 0.11 sind zu wenige Ketten der Komponente B vorhan-
den, sodass weniger Cluster gebildet werden können und das Maß M2 daher wieder
abnimmt.

In der Auftragung sind links bei negativem d die Strukturgrößen der B-Cluster ab-
lesbar: Bei Φ = 0.5 beginnt der starke Anstieg in M2 bei etwa d = −5σLJ. Damit
sind die Streifen der B-Komponente maximal 10σLJ breit. Bei größer werdendem
d nimmt M2 bis etwa d = −1σLJ wieder ab, damit müssen die dünnsten Stellen
etwa 2σLJ breit sein. Durch dieses erste Ansteigen und wieder Abfallen auf M2 ≈ 0
machen sich die Streifen bemerkbar.
Bei Φ = 0.42 setzt der Abstieg erst später ein, die Streifen sind also dünner. Dass
überhaupt Streifen vorliegen, kann man daran erkennen, dass M2 bei d = −1σLJ
wieder fällt, die Cluster also zusammenhängend sind. Der Wert M2 ≈ 10 bei d = 0
besagt dann, dass nicht alle Cluster der B-Komponente zusammenhängend sind.
Bei Φ = 0.33 sinktM2 nach dem ersten Maximum nur noch wenig ab. Dies bedeutet,
dass hier kaum noch Streifen vorliegen. Dass überhaupt noch ein Maximum vorliegt,
bedeutet aber, dass noch längliche Strukturen mit Einschnürungen vorhanden sind.
Bei sinkendem Schwellenwert d kann dieser Cluster dann an der Einschnürung auf-
reißen und dadurch M2 um 1 erhöhen.
Bei den Systemen mit kleinerem Φ existiert kein Maximum in M2 bei negativem d,
es gibt nur ein breites Plateau bei d = 0. Daher können die Cluster kaum Einschnü-
rungen aufweisen und daher keine längliche Form zeigen.
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5.2 Binäre Bürsten

Mit sinkendem Φ verlagern sich die ersten Anstiege in M2 immer weiter nach rechts,
zu kleineren |d|. Dies bedeutet, das die Größe der Cluster immer weiter abnimmt.
Auch dies passt zu den Konfigurationsbildern in den Abbildungen 5.44 und 5.45.

Auf der Seite mit positivem d können dann Abstände in der Majoritätskomponente
abgelesen werden. So entspricht der erste Abfall in M2 bei weiter wachsendem d der
minimalen Entfernung der Cluster der schwarzen Minoritätskomponente B. Wach-
sendes d bedeutet nämlich, dass sich die schwarzen Domänen ausdehnen und sich
dann ab einem Schwellenwert berühren, wodurch die Anzahl der schwarzen Domä-
nen abnimmt und M2 sinkt.

Damit können alleine aus dem dritten Minkowski-Maß wesentlich mehr Informa-
tionen abgelesen werden als aus den Strukturfaktoren des gleichen Systems in Ab-
bildung 5.46. Außerdem zeigen diese Maße einen klaren Unterschied zwischen den
einzelnen Systemen mit unterschiedlichem Φ.
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Abbildung 5.48: Dichteprofile der in Abbil-
dung 5.44 gezeigten großen (σ−1 = 10) Sy-
steme. Die Dichte ist skaliert auf ρ(h)/Φ, da-
mit die Einzelprofile vergleichbare Höhen ha-
ben.

Interesssanterweise zeigt die Dichtever-
teilung, dass sich die Minoritätskompo-
nente etwas weiter vom Substrat ent-
fernt. Dies ist in Abbildung 5.48 zu se-
hen. Je kleiner Φ ist, desto mehr streckt
sich die Minoritätskomponente zu höhe-
rem h. Um die einzelnen Profile besser
miteinander vergleichen zu können, sind
sie auf ρ(h)/Φ skaliert worden. Damit ist
die Fläche unter der Kurve auf NMonσ
normiert.
Die andere Möglichkeit, dass sich die
Ketten der Minoritätskomponente zu-
rückziehen und in der Nähe des Sub-
strats mushrooms formen, konnte dage-
gen nicht beobachtet werden.

5.2.7 Selektive Lösungsmittel

Ein für die Anwendung sehr interessanter Fall ist die binäre Bürste im selektiven
Lösungsmittel. Selektives Lösungsmittel bedeutet, dass das Lösungsmittel verschie-
dene Qualität für die beiden Polymersorten hat. Im Extremfall ist das Lösungsmittel
für die Sorte A gut, für das Polymer B schlecht. Dies führt dazu, dass das zweite
Polymer B an dem Substrat kondensiert und Cluster bildet und dabei das andere
Polymer verdrängt. Dies führt dann zu einer vertikalen Strukturierung.
Diese Selektivität wird in der Simulation so erreicht, dass der Energieparameter
εLJ der Lennard-Jones-Wechselwirkung für die beiden Polymersorten unterschiedlich
eingestellt wird. Damit werden die Energieskalen und daran gekoppelt die Tempera-
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turskalen für beide Polymertypen verschoben. Da die Temperatur im verwendeten
Modell eine Lösungsmittelqualität darstellt, wirkt sich dieser Temperaturunterschied
so aus, dass das Lösungsmittel für das eine Polymer besser ist als für das andere.

a) TB = 5.0ε/kB b) TB = 3.0ε/kB c) TB = 2.0ε/kB d) TB = 1.5ε/kB

Abbildung 5.49: verschiedene Konfigurationen im System (576/32/10/(5, TB)/sq/0.5), dabei ist
die Lösungsmittelqualität für die Komponente A immer gleich gut (TA = 5ε/kB), für die
Komponente B wird das Lösungsmittel immer schlechter. Dabei bildet sich keine lamellare
Struktur wie bei den symmetrischen Bürsten in Abbildung 5.21.

In Abbildung 5.49 ist eine Konfigurationsreihe mit sinkender Lösungsmittelqualität
für die Phase B gezeigt. Dabei ist zu sehen, dass die anfänglichen Tendenzen, eine
lamellare Phase zu bilden, unterdrückt werden und sich eine dimple-artige Phase
ausbildet. Dies ist auch die Beobachtung im experimentellen Bild in Abbildung 2.5:
Im nicht-selektiven Lösungmitteln bilden sich bei symmetrischer Zusammensetzung
Lamellen, in selektiven Lösungsmitteln eher dimple.
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Abbildung 5.50: Dichteprofil des Systems
(576/32/10/(5.0, 1.5)/sq/0.5)

In Abbildung 5.50 ist das Dichteprofil ei-
ner Bürste im selektiven Lösungsmittel
aufgetragen. Dabei bildet die Kompo-
nente B eine dichte Bürste in der Nähe
der unteren Wand. Die Komponente A
befindet sich dagegen im guten Lösungs-
mittel und streckt sich vom Substrat
weg. Dadurch kommt es zu einer Ausbil-
dung einer vertikalen Struktur, bei der
die Komponente A die Oberfläche do-
miniert.
Dies ist auch der experimentelle Befund,
wie er in Abbildung 2.4 gezeigt wird.
In einem selektiven Lösungsmittel stellt
sich die Bürste so ein, dass die solvophi-

le Komponente sich zur Oberfläche streckt, sich dort anreichert und damit dann die
Oberflächeneigenschaft der Bürste beeinflusst.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

In vorliegender Dissertation wurde die Strukturbildung in ein- und zweikomponenti-
gen Polymerbürsten mittels Monte Carlo-Simulationen untersucht. Dabei wurde der
Frage nachgegangen, welche Parameter eine Strukturbildung beeinflussen.

Physikalische Ergebnisse

Bei der methodischen Festlegung der Phasenseparation zeigten sich Schwierigkeiten,
da in den untersuchten Systemen keine langreichweitige Ordnung eintrat. Daher war
statt der Angabe scharfer Übergangstemperaturen nur die Bestimmung des Bereichs
möglich, in dem der graduelle Übergang stattfand.

Bei den durchgeführten Simulationen zeigten einkomponentige Bürsten eine Struk-
turbildung im schlechten Lösungsmittel, bei der schwach gepfropfte Bürsten auf-
reißen. Dagegen führten dichte Pfropfungen zu geschlossenen Bürsten ohne laterale
Struktur. Die Struktur der aufgerissenen Bürste war stark von der Pfropfung be-
einflusst. Die gefundene Abhängigkeit der gebildeten Strukturen vom Pfropfmuster
schließt aus, dass in Experimenten mit Polymerbürsten eine langreichweitige Ord-
nung erzielt werden kann.
Der Übergang einer geschlossenen zu einer aufgerissenen Bürste in Abhängigkeit von
der Temperatur ist sehr breit. Aufgrund der fehlenden langreichweitigen Ordnung
liegt hier kein gut definierter thermodynamischer Phasenübergang vor, der an einem
Ordnungsparameter untersucht werden kann. Stattdessen liefern mehrere Observa-
ble unterschiedliche Temperaturen, die den Bereich kennzeichnen, in denen sich das
qualitative Verhalten der Bürste ändert.

Ein noch komplexeres Verhalten zeigen binäre Bürsten: Bei ihnen bilden sich Struk-
turen auch bei dichter Pfropfung aus. Außer den schon bei einkomponentigen Syste-
men für die Strukturbildung relevanten Parametern von Temperatur, Pfropfdichte
und Pfropfmuster gibt es hier noch den Einfluss durch die Verteilung der beiden
Komponenten zu berücksichtigen. Aufgrund der zweidimensionalen Strukturbildung
gibt es in den gebildeten Strukturen andere Symmetrien als in dreidimensionalen
Systemen wie beispielsweise bei Blockcopolymeren.
Die binären Polymerbürsten mit gleicher Zusammensetzung Φ zeigen dabei die Bil-
dung einer lamellaren Struktur, die auch im Experiment beobachtet werden konnte.
In Übereinstimmung mit diesen zeigte sich in der Simulation keine Ausbildung einer
langreichweiten Ordnung. Durch die Untersuchung der Korrelationszeiten konnte
nachgewiesen werden, dass in dem verwendeten Temperaturbereich die Ausbildung
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einer langreichweitigen Ordnung selbst bei längerer Simulation nicht einsetzt. Da-
her kann angenommen werden, dass diese Systeme keine langreichweitige Ordnung
zeigen können.
Mit dieser fehlenden langreichweitigen Ordnung sind aber auch die Abmessungen
der Simulationsbox nicht so prägend für die Ausbildung der periodischen Struktu-
ren, wie dies bei Simulationen von Diblockcopolymeren der Fall ist.
Die Strukturgröße ergibt in der Simulation zufällig gepfropfter Systeme größere Wer-
te als in der Theorie vorhergesagt und entspricht damit den experimentellen Beob-
achtungen.
Auch hier zeigt sich eine starke Abhängigkeit der gebildeten Struktur vom Pfropf-
muster, unregelmäßige Pfropfungen erhöhen auch hier die Strukturgröße. Eine in-
teressante Beobachtung ist, dass sich in einem streifenförmigen Pfropfmuster die
Lamellen senkrecht zu den Streifen ausrichten.
Da die Unordnung im Pfropfmuster eine mögliche langreichweitige Ordnung der Bür-
ste zerstört, sind keine Anwendungen möglich, die periodische Strukturen erfordern,
wie dies beispielsweise für Polymer-Computerchips nötig wäre. Denkbar sind aber
Anwendungen, die diese Ordnung nicht benötigen, sondern mittlere Eigenschaften
der Oberfläche benötigen. Zwei wichtige Eigenschaften sind die Umschaltbarkeit der
Bürste von einem hydrophilen zu einem hydrophoben Zustand und die Einstellbar-
keit des Kontaktwinkels bei einer Benetzung [46, 6].

Methodische Entwicklungen

Da die Bürsten — anders als die üblicherweise untersuchten dreidimensionalen Sy-
steme — unterschiedliche Strukturen in lateraler und vertikaler Richtung zeigen,
mussten Standardverfahren angepasst und neue Analysemethoden entwickelt wer-
den.

Zu den unbekannteren Standardverfahren gehören die Minkowski-Maße. Als morpho-
logische Maße sind sie zur Untersuchung der Ordnungsphänomene bei nicht lang-
reichweitiger Ordnung verwendbar. Eine Untersuchung dieser Ordnungsphänomene
ist mit dem Strukturfaktor in dieser Weise bisher nicht möglich gewesen. Ebenso sind
diese Maße auch für Untersuchungen anderer Ordnungsphänomene verwendbar, wie
sie bei der Clusterbildung in Random-Blockcopolymeren oder in Mikroemulsionen
auftreten.

Weitere Entwicklungen waren ein neue Art von Dichteprofilen und die Abänderun-
gen der üblichen dreidimensionalen Paarkorrelationsfunktionen und Strukturfakto-
ren zur Untersuchung quasi-zweidimensionaler Schichten, wobei der Bruchteil des in
der Schicht enthaltenen Partikelvolumens berücksichtigt wurde.

Ein wesentlicher Schwerpunkt in der technischen Entwicklung war die Erstellung
der Dichtebilder und deren Bildanalyse. Zu dieser Bildanalyse gehört vor allem die
Berechnung der Korrelation zwischen zwei Bildern. Damit war hier erstmalig eine
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Untersuchung des Einflusses der Pfropfung auf die Bürstenkonfiguration möglich.

Eine weitere Entwicklung war die Visualisierung der Polymerbürsten. Dies ist eben-
falls ein wichtiger Punkt, da das menschliche Auge immer noch eine wesentlich bes-
sere Bildverarbeitung durchführen kann als dies Computern bislang möglich ist.

Die bisher verwendeten cbmc-End-Moves haben Schwierigkeiten, den an das Sub-
strat gepfropften Teil der Kette zu bewegen, da dafür die Akzeptanzrate stark ab-
nimmt. Deshalb wurde nach einer Möglichkeit gesucht, auch den inneren Teil der
Ketten effizient zu relaxieren. Dazu wurde als Variante der cbmc-Moves die inneren
cbmc-Moves entwickelt, mit denen eine effiziente Umlagerung der Monomere im
Inneren einer Kette erreicht werden kann. Diese Moves sind durch ihre Möglichkeit,
Kettenüberkreuzungen aufzuheben, besonders bei Strukturumlagerungen in binären
Bürsten wichtig. Sie können — anders als die cbmc-End-Moves — unabhängig von
der Kettenlänge Teile der Kette bewegen, die sich nahe am unbeweglichen Pfropfmo-
nomer befinden. Deshalb kann erwartet werden, dass die neuen Moves bei längeren
Ketten noch deutlichere Vorteile bringen.
Diese Moves bieten neue Möglichkeiten, Polymerbürsten mit längeren Ketten als bis-
her zu untersuchen. Aber nicht nur für endverankerte Polymere sind diese Monte-
Carlo-Moves nützlich. Sie können durch ihre Eigenschaft, innere Teile einer Ket-
te zu bewegen, auch Ringpolymere effizient bewegen. So werden beispielsweise in
Pfadintegral-Monte Carlo-Simulationen Ringpolymere für jedes Partikel verwendet.

Offene Fragen

Viele der in dieser Dissertation entdeckten Phänomene, wie die Strukturbildung und
die Korrelationen zwischen Pfropfmuster und Bürste, konnten nur angerissen wer-
den. Aufgrund der Fülle an untersuchten Parametern bietet diese Arbeit nur einen
ersten Überblick über das sehr komplexe Verhalten der Polymerbürsten. Daher stel-
len sich viele Fragen, an denen weiterführende Untersuchungen anknüpfen können.

Beispielsweise wurde die Kettenlänge mit Nmon = 32 festgehalten, um nicht noch
mehr Parameter zu untersuchen. Diese Kettenlänge erwies sich als lang genug, um
Bürsten zu bilden, war aber gleichzeitig kurz genug, um in der verfügbaren Rechen-
zeit Ergebnisse zu liefern. Bei längeren Ketten wird die Relaxationszeit ansteigen,
da die Strukturen größer werden und die cbmc-End-Moves längere Ketten weniger
gut umbauen.
Daher können alle bisherigen Untersuchungen noch mit anderen Kettenlängen durch-
geführt werden. Bei längeren Ketten sollte der Einfluss einer unregelmäßigen Pfrop-
fung abnehmen, da die Ketten sich weiter strecken können, um an einen für sie
günstigen Platz zu gelangen und daher mit ihrer Ortswahl nicht so stark an ihren
Pfropfpunkt gebunden sind. Bei längeren Ketten werden die Abmessungen der ge-
bildeten Strukturen größer, sodass sich mehr Ketten in einem Cluster aufhalten.
Dadurch mitteln sich lokale Fluktuationen heraus und das Verhalten sollte dann
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besser mit den Ergebnissen der scf–Theorie übereinstimmen.
Eine weitere interessante Fragestellung bleibt, wie die binären Bürsten bei niedrigerer
Pfropfdichte, aber längeren Ketten aussehen. Bei den kurzen Ketten der Simulation
reißt die Oberfläche schnell auf und die beiden Komponenten bilden kleine Cluster,
die sich stark an ihren Pfropfpunkten orientieren. Bei längeren Ketten wird diese
Ausrichtung auf die Pfropfpunkte geringer und lokale Fluktuationen werden unter-
drückt, sodass dann die Chance größer ist, periodische geordnete Phasen zu finden.

Bei der Skalierung der Bürstenhöhe mit der Pfropfdichte ergab sich der erwartete
Exponent 0.5 genau bei der Θ-Temperatur. Da die Θ-Temperatur sich aber erst bei
sehr langen Ketten wirklich als kritische Temperatur ergibt, stellt sich die Frage, wie
sich dieser aus dem Exponent erhaltene Schätzwert für Θ mit wachsender Ketten-
länge verhält. Optimal wäre, wenn er in der Nähe bleibt und weiter auf den wahren
Wert zuläuft. Dann könnten Simulationen der Bürsten verwendet werden, um diese
Größe genauer zu bestimmen als dies bisher möglich war.

Bei den zufällig gepfropften einkomponentigen Bürsten wurde der Einfluss der Pfrop-
fung untersucht. Dabei treten starke Fluktuationen in der untersuchten Korrelation
zwischen Pfropfmuster und Bürstenkonfiguration auf. Diese starken Fluktuationen
können nur durch wesentlich mehr Simulationen mit verschiedenen Pfropfmustern
ausgemittelt werden. Dies ist nötig, um glattere Variationen der Korrelation mit
Mindestpfropfabstand und Temperatur zu erreichen, an die dann auch glatte Kur-
ven angepasst werden können. In diesem Bereich fehlen allerdings auch Vorhersagen,
welche die genannten Zusammenhänge theoretisch begründen.
Bei den binären Bürsten ergaben sich ebenfalls Korrelationen zwischen der Typ-
verteilung in den Pfropfmustern und den gebildeten Bürstenkonfigurationen. Dabei
gab es den interessanten Effekt bei streifenförmiger Pfropfung, dass die gebildeten
Lamellen senkrecht zu den Pfropfstreifen orientiert sind, der Grund für dieses Ver-
halten ist bisher offen.

Für eine bessere Vergleichbarkeit mit dem Experiment und für mögliche Anwen-
dungen wäre es interessant, die Asymmetrie in den beiden Komponenten zu ver-
stärken und andere Wechselwirkungen zu berücksichtigen. Eine Asymmetrie kann
dabei nicht nur durch eine Änderung der bisher verwendeten Parameter der Lennard-
Jones-Wechselwirkung oder der Kettenlänge geschehen, sondern auch, indem neue
Potentiale eingeführt werden. Diese Potentiale könnten die Ketten steifer machen
oder Ladungen einführen. Letzteres gäbe die Möglichkeit, Polyelektrolyte zu simu-
lieren, was für vielfältige Anwendungen sehr interessant wäre. Eine weitere Wech-
selwirkung, die bisher nicht berücksichtigt wurde, ist eine Wechselwirkung mit dem
Substrat. Gerade wenn das Substrat eine der beiden Komponenten bevorzugt, könn-
ten sich noch weitere Strukturen ergeben.

Eine weitere Untersuchung bei niedrigen Temperaturen wäre nötig, um zu über-
prüfen, ob die lamellare Phase wie vorhergesagt instabil wird. Dieser interessanten
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Ausdehnung des untersuchten Temperaturbereichs stellt sich das Problem der star-
ken Zunahme der Relaxationszeit entgegen.

Eine letzte offene Frage ist, ob bei sehr viel niedrigeren Temperaturen doch noch eine
langreichweitige Ordnung entstehen könnte. Zumindest in Blockcopolymer-Systemen
wurde experimentell gefunden, dass über einen größeren Temperaturbereich zwar
eine Mikrophasenseparation ohne langreichweitige Ordnung stattfinden konnte, die
aber bei sehr niedrigen Temperaturen dennoch einen Phasenübergang zu langreich-
weitiger Ordnung zeigte.

Wünschenswert ist daher, dass mit weiteren Monte Carlo–Simulationen offene Fra-
gen geklärt werden können und weiterführende Aussagen zum Phasenverhalten der
Polymerbürsten dadurch möglich werden.
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A Anhang

A.1 Auswertungen

Konfigurationsbilder

Abbildung A.1: Beispiel eines Konfigurationsbil-
des, System (154/32/11.11/1.5/2.5)

Zur Visualisierung von Konfiguratio-
nen gibt es zwar bereits mehrere Pro-
gramme, beispielsweise rasmol, vcf oder
povray, hier wurde jedoch ein weiteres
neu geschrieben.
Ein Grund dafür ist, dass diese Pro-
gramme eher dazu gedacht sind, Kugeln
(Atome) anzuzeigen, weniger Schläu-
che (Polymere). Diese Programme las-
sen sich zwar auch dazu überreden, Bin-
dungen zwischen den Kugeln dick zu
malen und somit Schläuche zu bilden,
aber trotz des Aufwands waren die Er-
gebnisse dabei nicht befriedigend.
Ein weiterer Grund ist, dass ein selbst-
geschriebenes Programm mehr Möglich-
keiten bietet, die Anzeige so zu gestal-
ten, dass sie auch das zeigt, was man
sehen möchte. So sind Farbskalierungen
möglich, um einen weiteren Parameter
in der Konfiguration darzustellen, beispielsweise eine Tiefeninformation, die in der
2D-Darstellung sonst verlorenginge.
Ein dritter Grund ist die Art, wie die Bilder bei den gängigen Programmen erzeugt
werden: Es sind alles Rasterbilder (beispielsweise jpg, png), keine Vektorbilder (wie
beispielsweise in PostScript). Dies führt dazu, dass Bilder in einer guten Auflösung
für den Druck unakzeptabel groß werden. Die von dem hier entwickelten Programm
erzeugten PostScript-Bilder sind dagegen unabhängig von der Auflösung gleich groß,
in jeder Vergrößerung scharf und nicht gepixelt.

Die Erzeugung dieser Bilder ist im Prinzip recht einfach. Die Simulation selbst lie-
fert Daten, bei denen die Position der einzelnen Monomere bekannt ist und wel-
ches Monomer mit welchen anderen über eine Bindung verknüpft ist. Im Gegen-
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satz zu den anderen Programmen wird anstatt der Monomere die Bindung an-
gezeigt. Diese Bindung ist dabei dann genauso dick wie die beiden Monomere,
sodass sich aus jeder Bindung und den beiden Monomeren ein Oval ergibt. Die-
se Ovale werden nun alle angezeigt, sie verdecken sich dabei gegenseitig. Für ei-
ne ordentliche Anzeige müssen die Ovale also nach ihrer jeweiligen Höhe sortiert
werden. Ein Nachteil dieser Methode des Alles-Anzeigens ist der erhöhte Speicher-
bedarf; ein Vorteil ist, dass keine Berechnungen angestellt werden müssen, welche
Bindung sichtbar ist, da dies dann vom PostScript-Interpreter übernommen wird.

Um die Anzeige noch etwas zu verbes-
sern, erhalten die Ovale noch eine dünne
schwarze Umrandung, die aber an den
Verknüpfungen zweier Bindungen aufge-
brochen werden muss. Dies hat zur Fol-
ge, dass drei verschiedene Ovale gezeich-
net werden müssen, wie links im Bild
zu sehen ist. Wenn diese drei Elemen-

te richtig miteinander verbunden werden, entsteht aus den unteren fünf Elementen
die Figur darüber. Durch die schwarzen Ränder sind hier auch die Knicke schön
erkennbar.

Schichten

Abbildung A.2: Monomere in einer Schicht der
Dicke d = 1σLJ in Höhe h = 3σLJ der Konfi-
guration des Systems (154/32/11.11/1.5/d)

Um eine Untersuchung der Monomere
auf eine Schicht parallel zum Substrat
zu beschränken, kann man einfach nur
die Monomere berücksichtigen, deren z-
Koordinaten innerhalb des gewünschten
Intervalls liegen. Bei dicken Schichten
klappt dies auch relativ gut, bei dün-
nen Schichten wirft dieses Herausschnei-
den jedoch ein Problem auf: Es liegen
fast keine Monomerzentren mehr in der
Schicht. Als feste Kugeln würden die
Monomere aber dennoch einen Teil der
Schicht füllen, sie sollten daher irgend-
wie berücksichtigt werden.
Dies geschieht, indem alle Partikel einen
Wert zugewiesen bekommen, der angibt,
mit welchem Bruchteil des Volumens sie
in der Schicht liegen. Dieser Bruchteil
ist auch in Abbildung A.2 an den un-
terschiedlichen Grautönen zu erkennen,
helle Kreise liegen fast komplett in der

Schicht, dunkle Kreise liegen zu größeren Teilen außerhalb. Mit diesem Wert kön-
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nen dann weitere Auswertungen wie beispielsweise Strukturfaktoren entsprechend
gewichtet werden: Partikel, die fast nicht mehr in der Schicht liegen, tragen auch
fast nichts zum Strukturfaktor bei.

Dichte

Diese Daten und auch die in den folgenden Abschnitten daraus entwickelten Daten
lassen sich einfach und sinnvoll als Bild interpretieren. Daher liegt es nahe, diese
Daten auch gleich in einem Bildformat abzuspeichern, als Bildformat wurde das
png-Format gewählt. Gründe für diese Wahl sind a) die verlustlose Kompression
im Gegensatz zu jpg-Bildern und b) die Lizenzfreiheit gegenüber dem gif-Format.
Ein weiterer Vorteil des png-Formats ist die hohe Bildqualität (16bit Graustufen-
bilder sind möglich und meist als Datenträger verwendet) sowie die Möglichkeit,
weitere Daten in einem Kommentarfeld in der Datei zu speichern. So steht zum
Beispiel im Bild A.2 unter anderem die Information:

”
schicht: (2.5,3.5); periodic;

size: (39.4009,43.4282); masse: 510.775532848696;“, also eine Information, woher
das Bild stammt, die Systemgröße, dass periodische Randbedingungen vorliegen und
über die Gesamtmasse der Monomere in der Schicht. Besonders die Gesamtmasse
ist wichtig, um beispielsweise einen Wert für die Dichte zu erhalten, da die einzelnen
Bildpunkte unabhängig von der Dichte so normiert sind, dass der hellste Punkt rein
weiß ist.

Glättung

In den meisten Fällen ist aber diese diskrete Monomer-Verteilung ungünstig für
weitere Analysen, daher werden auch gemittelte Dichten als Rasterbilder im PNG-
Format berechnet. Dazu wird die Dichte der einzelnen Monomere als Konzentration
eines Stoffes aufgefasst, der eine bestimmte Zeit lang diffundieren kann. Die Länge
des Diffusionsprozesses bestimmt dann das Ausmaß der Verschmierung.
Die allgemeine Form einer Diffusionsgleichung lautet

∂ρ

∂t
= −D∇2ρ .

Für den hier benötigten diskreten Diffusionsprozess muss die Gleichung umgeschrie-
ben werden: Mit ∂

∂x
f = limh→0

1
h
(f(x+ h)− f(x)) wird die zweite Ableitung

∂2

∂2x
f = lim

h→0

f(x+ h)− f(x)− f(x) + f(x− h)
h2

.

In zwei Dimensionen gilt dann für die Änderung der Dichte ∆ρ pro Zeitschritt ∆t:

∆ρ = −D∇2ρ∆t

= lim
h→0

−D∆t

h2

(

4ρ(x, y)− ρ(x+ h, y)− ρ(x− h, y)

− ρ(x, y + h)− ρ(x, y − h)
)
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Abbildung A.3: Verschmierte Dichte der Konfiguration aus A.2 mit der Schmierbreite b = 1σLJ

bzw. b = 3σLJ

Auf dem diskreten Gitter gibt es den Mindestabstand eines Gitterabstandes, also ist
das kleinste h fest und die Variablen x und y werden zu diskreten Indices, sodass
x+ 1 statt x+ h geschrieben werden kann, damit gilt:

∆ρ = −D∆t∇2ρ

=
−D∆t

h2
(
4ρ(x, y)− ρ(x+ 1, y)− ρ(x− 1, y)− ρ(x, y + 1)− ρ(x, y − 1)

)

= −D′∆t
(
∆(1,0)ρ+∆(−1,0)ρ+∆(0,1)ρ+∆(0,−1)ρ

)

(A.1)

mit den Differenzen ∆(hx,hy)ρ = ρ(x, y)− ρ(x+ hx, y + hy)

und der neuen Diffusionskonstante

D′ =
D

h2
.

Das mittlere Verschiebungsquadrat bei einem Diffusionsprozess wächst nach der
Gleichung

〈
r2
〉
= 4Dt

mit der Zeit an. Bei der Diffusion eines δ-Peaks entsteht eine Gauß-Verteilung der
Breite σ mit σ2 = 〈r2〉. Dieses σ eignet sich gut, um das Ausmaß der Verschmierung
anzugeben. Bei dem diskreten Diffusionsprozess in Gleichung A.1 ergibt sich eine
andere Diffusionskonstante D′. Damit wird die Schmierbreite b =

√

〈r2〉 zu

b2 = 4D′h2t =
1

100
t
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mit der Diffusionskonstante D′ = 0.25, dem größtmöglichen Wert, bei dem die Dif-
fusion numerisch stabil bleibt, und der Auflösung der Rasterpunkte h = 0.1.

Auch hier sind die Bilder so normiert, dass der hellste Bildpunkt weiß ist, sodass die
Gesamthelligkeiten in den Bildern A.3 und A.2 nicht vergleichbar sind.

A.2 Gyrationsradius

Der mittlere quadratische Trägheitsradius ist definiert als

〈
R2
G

〉
=

1

Nmon

Nmon∑

j=1

〈
(rj − rCM)2

〉
(A.2)

mit dem Schwerpunktsvektor

rCM =
1

Nmon

Nmon∑

j=1

rj . (A.3)

Die obige Formel für das Quadrat des Gyrationsradius kann umgeformt werden zu

〈
R2
G

〉
=

1

Nmon

Nmon∑

j=1

〈
(rj − rCM)2

〉
=

2

Nmon
2

Nmon∑

j=1

Nmon∑

k=1

〈
(rj − rk)

2
〉
. (A.4)

Die dazu nötigen Umformungen sind

1
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〉
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(A.5)
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In dieses Ergebnis kann der Ausdruck für die inneren Längen 2.4 in der Kette ein-
gesetzt werden:

R2
G = =

1

2Nmon
2

Nmon∑

j=1

Nmon∑

k=1

〈
(rj − rk)

2
〉

=
1

2Nmon
2

Nmon∑

j=1

Nmon∑

k=1

|j − k|a2

=
a2

Nmon
2

Nmon∑

j=1

j−1
∑

k=1

(j − k)

=
a2

Nmon
2

Nmon∑

j=1

1

2
j(j − 1)

=
a2

Nmon
2

1

6
Nmon(Nmon + 1)(Nmon − 1)

=
1

6
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〈
R2
E

〉
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(A.6)

Für sehr lange Ketten Nmon →∞ findet man also

〈
R2
G

〉
=

1

6

〈
R2
E

〉
. (A.7)

A.3 Programme

Für diese Dissertation wurden viele Programme in C++ entwickelt, dazu gehören:

• das eigentliche Simulationsprogramm

• Programme zu Erstellung der Anfangskonfigurationen

• das Programm zur Darstellung der Konfiguration

• das Programm zur Erzeugung und Glättung der Dichtebilder

• viele Auswerteprogramme, beispielsweise zur Berechnung der Strukturfaktoren
und der Paarkorrelastionsfunktion

• viele Bildverarbeitungsprogramme, beispielsweise zur Auswertung der Pfropf-
korrelationen oder die Minkowskimaße und die dafür nötigen Parallelflächen

Für diese Programme wurde eine umfangreiche Bibliothek geschrieben, zu ihr gehö-
ren:

• niederdimensionale Vektoren, beispielsweise dreidimensional, und darauf auf-
bauend viele Vektoroperationen
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A.3 Programme

• mehrdimensionale Felder

• Histogramme

• ein Kommandozeileninterface

• PostScript-Generatoren

• Bildverarbeitungsroutinen

• und viel nützlicher Kleinkram

Insgesamt sind dies weit mehr als 50000 Zeilen Code. Dies ist zu viel, als dass die
Programme wie üblich hier aufgelistet werden könnten. Selbst eine Reduktion auf das
Simulationsprogramm und die dafür nötigen Bibliotheken würde hier den Rahmen
sprengen.
Daher sind die Programme auf der beigelegten CD zu finden.
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