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Zusammenfassung

Die vorliegende Dissertation behandelt den anomalen Sektor bzw. den Sek-
tor ungerader innerer Paritét in mesonischer chiraler Stérungsrechnung (me-
sonische ChPT) bis zur chiralen Ordnung O(¢%). Auf eine Einfiihrung in
die Quantenchromodynamik (QCD) und ihrer Verkniipfung mit der chiralen
Symmetrie folgt die Betrachtung der mesonischen ChPT im Sektor gerader
sowie ungerader innerer Paritét bis zur Ordnung O(g*). Der so genannte
Wess-Zumino-Witten Term, welcher den Einfluss der axialen Anomalie bezo-
gen auf die ChPT widerspiegelt, wird studiert. AnschlieSend wird die allge-
meinste Lagrangedichte der Ordnung O(q%) £ im Sektor ungerader inne-
rer Paritdt detailiert analysiert. Sie enthélt in ihrer SU(3)-Formulierung 23
Niederenergiekonstanten (low-energy constant = LEC). Aus Sicht der ChPT
sind diese LECs freie Parameter, die auf irgendeine Art und Weise fixiert
werden miissen. Es wird herausgearbeitet, bei welchen Prozessen und in wel-
chen Kombinationen die jeweiligen LECs auftreten. Daraufhin wird versucht
so viele dieser LECs wie moglich mittels Vektormesondominanz sowie ex-
perimenteller Daten abzuschétzen und anzupassen. Hierfiir wird zuerst die
Vorgehensweise einer konsistenten Rechnung im Sektor ungerader innerer
Paritiit bis zur Ordnung O(q°) studiert, gefolgt von der Berechnung von ins-
gesamt vierzehn geeigneten Prozessen im Rahmen der ChPT bis zur Ordnung
O(q%). Unter Verwendung experimenteller Daten werden dreizehn der LECs
angepasst, wobei gegenwértig nicht bei allen betrachteten Prozessen expe-
rimentelle Daten zur Verfiigung stehen. Die Ergebnisse werden diskutiert
und Unterschiede bzw. Ubereinstimmungen mit anderen Rechnungen her-
ausgearbeitet. Zusammenfassend erhélt man einen umfassenden Einblick in
den Sektor ungerader innerer Paritét in mesonischer ChPT bis zur Ordnung

O(q%).



Abstract

This thesis is concerned with the anomalous sector, respectively the odd in-
trinsic parity sector, in mesonic chiral perturbation theory (mesonic ChPT)
up to chiral order O(¢%). The starting point is an introduction to quantum
chromodynamics (QCD) and the connection between QQCD and chiral sym-
metry. Afterwards we examine the even and odd intrinsic parity sector in
mesonic ChPT up to the chiral order O(q*). The so called Wess-Zumino-
Witten term, which reflects the influence of the axial anomaly on ChPT), is
studied. We then make a detailed analysis of the most general anomalous
Lagrangian density of chiral order O(q%). In the SU(3)-version £ contains
23 low-energy constants (LECs). From the point of view of ChPT these LECs
are free parameters, which have to be fixed in some way. We derive for which
processes and in what combinations the particular LECs contribute. Then
we try to fix as many LECs as possible by using vector meson dominance
and experimental data. For this purpose we first study the procedure of per-
forming a consistent calculation in the anomalous sector up to chiral order
O(q%). The second step is the calculation of fourteen appropriate processes
in the framework of ChPT up to order O(¢®). With the use of experimental
data we can fix thirteen LECs. The results are discussed and compared to
other calculations. In summary one gets a global insight into the odd intrinsic
parity sector of the mesonic ChPT up to order O(q°).
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Kapitel 1

Einleitung

In den letzten 100 Jahren ist wohl eine der bedeutendsten Erkenntnisse, die
die naturwissenschaftliche Gemeinschaft erlangt hat, diejenige, dass Symme-
trien bzw. Symmetriebrechungen und die damit verbundenen Folgerungen
zum Versténdnis der Natur unverzichtbar sind. Beginnend mit Einsteins Re-
lativitédtstheorie, weiterfithrend durch die Entwicklung der Quantenmechanik
bis hin zum Standardmodell der Teilchenphysik und zur Supersymmetrie,
fast alle der heutigen Modelle und Theorien basieren auf Symmetrien. Sie
stellen nicht nur ein schénes Werkzeug dar, um mit den Theorien und Mo-
dellen zu arbeiten, sie sind auch notwendig, um diese Theorien und Modelle
zu definieren. Klassische Symmetrien sind z.B. Zeit- bzw. Raumtranslatio-
nen und Rotationen, unter deren Invarianz die Erhaltung von Energie bzw.
Impuls und Drehimpuls fiir das betrachtete System folgt. Andere Beispie-
le sind die SU(3) x SU(2) x U(1)-Eichsymmetrie des Standardmodells, die
Isospin- und flavor-Symmetrie der Starken Wechselwirkung, um nur eini-
ge zu nennen. Man unterscheidet zwischen lokalen und globalen Symmetrien
und den hieraus abgeleiteten Folgerungen. Des Weiteren kénnen viele Phéno-
mene der Natur unter der Annahme, dass Symmetrien gebrochen sind, be-
schrieben werden. Hierbei konnen Symmetrien spontan, explizit oder auch
durch Anomalien gebrochen werden. Das Phidnomen der spontanen Sym-
metriebrechung taucht hiufig in Zusammenhang mit Phaseniibergéngen auf
und beschreibt z.B. Magnetismus, Supraleitung und die Struktur der ver-
einheitlichten elektroschwachen Wechselwirkung des Standardmodells. Der
wissenschaftliche Fortschritt im letzten Jahrhundert beruht unter anderem
auch auf der Erkenntnis, dass allein die Annahme, eine Symmetrie sei gebro-
chen, zu Schlussfolgerungen fiihrte, die wesentlich zur Beschreibung der in



der Natur auftauchenden Phénomene beitrug. Die wirkliche Kenntnis warum
oder wie der Mechanismus der Symmetriebrechung zustande kommt ist nicht
erforderlich.

Nach unserem heutigen Wissensstand bilden die Gravitation, die starke und
elektroschwache Wechselwirkungen die fundamentalen Kréfte in der Natur.
Letztere lassen sich in einer Eichtheorie, dem so genannten Standardmo-
dell, zusammenfassen. Im Allgemeinen stellt zur Beschreibung einer Wech-
selwirkung eine Quantenfeldtheorie (QFT) und hierdurch insbesondere als
Kernstiick die zugehorige Lagrangedichte die Basis dar.

Bei der starken Wechselwirkung hat sich die Quantenchromodynamik (QCD)
als Beschreibung etabliert [1, 2, 3]'. Die Lagrangedichte der QCD wird aus-
gedriickt durch Quark- und Gluonfelder und weist eine exakte lokale color
SU(3)-Symmetrie sowie eine anndhernde globale flavor SU(3). x SU(3)g-
Symmetrie auf. Dem Standardmodell der Teilchenphysik folgend sind die
fundamentalen Bausteine, die die Materie formen, einerseits Quarks und an-
dererseits Leptonen. Es existieren sechs verschiedene Arten von Quarks, ge-
nannt flavors. Letztere bezeichnet man mit up (u), down (d), strange (s),
charmed (c), bottom (b) und top (t), deren elektrische Ladung die Werte von
2/3 fiir die u, ¢ und t Quarks und —1/3 fiir die d, s und b Quarks annimmt.
Die Massen reichen von ein paar MeV fiir die u und d Quarks bis zu ungefihr
172 GeV fiir das t Quark [4]. Des Weiteren besitzt jedes Quark unabhéngig
vom flavor eine Farbladung, die drei so genannte colors (rot, griin, blau) an-
nehmen kann. Die Gluonen bezeichnet man als die Eichbosonen der QCD.
Sie tragen selbst Farbladung und vermitteln die Wechselwirkung zwischen
den Quarks. Der nichtabelsche Charakter der zugrunde liegenden Eichgrup-
pe SU(3) zeigt sich in der Selbstwechselwirkung der Gluonen.

Betrachtet man das hadronische Spektrum, so stellt man fest, dass isolierte
freie Quark- bzw. Gluonzustdnde in der Natur nicht existieren. Man fin-
det nur farbneutrale Kombinationen von Quarks und Gluonen, wie Pionen,
Nukleonen etc., genannt Hadronen. Diese bemerkenswerte Figenschaft, de-
ren exakter physikalischer Ursprung bis zur heutigen Zeit unklar ist, be-
zeichnet man als confinement [5]. Die Herleitung dieses Phénomens aus der
QCD heraus bleibt somit eine interessante offene Frage, deren Beantwor-
tung jedoch moglicherweise mit einem anderen Merkmal, der so genannten
asymptotischen Freiheit [1, 5, 6], verkniipft ist. Hiermit bezeichnet man die

'In dieser Arbeit wird hauptséichlich die starke Wechselwirkung betrachtet. Eine
Einfithrung in das Standardmodell der Teilchenphysik ist z.B. in Ref. [4] gegeben.



Verénderung der effektiven starken Kopplungskonstante in Abhéngigkeit der
betrachteten Energie. Es zeigte sich, dass bei der Erhohung der Energie die
Stéirke der Kopplungskonstante abnimmt und beim Erniedrigen der Energie
die Starke der Kopplungskonstante zunimmt, wodurch ein Mechanismus fiir
confinement bereitgestellt werden konnte. Die Zunahme der Stérke der Kopp-
lungskonstante im Niederenergiebereich, also bei grofien Langenskalen, stellt
fiir QCD-Rechnungen ein signifikantes Problem dar. Bei niedrigen Energien
ist eine perturbative Behandlung der Theorie bezogen auf die Kopplungs-
konstante nicht anwendbar. Bisher zumindest ist keine analytische Methode
bekannt, mit der man die QCD bei niedrigen Energien 16sen konnte.
Natiirlich wurden in der Vergangenheit verschiedene Versuche unternommen,
sich aus diesem Dilemma zu l6sen. Neben phanomenologischen Modellen (wie
Bag, Skyrme, usw.), die konstruiert wurden, um die QCD im Niederenergie-
bereich nachzuahmen [7, 8, 9], stellt die Gitter-QCD [10] ein Werkzeug zur
nichtperturbativen Behandlung der QCD dar?. Hierbei wird die Wirkung ins
Euklidische fortgesetzt und die Raumzeit durch Einfithrung eines endlichen
Gitters diskretisiert, wodurch numerische Lésungen der QCD erzeugt werden
kénnen. Neben der Gitter-QCD, die bis jetzt Fortschritte gemacht hat und
wohl auch zukiinftig weitere Fortschritte machen wird, ist natiirlich auch ei-
ne analytische Methode fiir den Niederengiebereich, d.h. unter der Skala von
~ 1 GeV wiinschenswert.

So genannte Effektive Feldtheorien (EFT) stellen hierfiir eine Moglichkeit zur
Verfiigung [12]. Im Allgemeinen versteht man unter einer EFT eine Nieder-
energieapproximation einer fundamentaleren Theorie. Durch das Aufstellen
der allgemeinsten Lagrangedichte, die alle Symmetrien der fundamentalen
Theorie erhilt, geschrieben jedoch in Form effektiver Variablen, ist eine Be-
schreibung der Physik im Niederenergiebereich moglich ohne explizite Losung
der zugrunde liegenden Theorie. Genauer gesagt lassen sich mit einer EF'T
physikalische Groen in Form einer Entwicklung von ¢/A berechnen, wobei
g fiir Impulse oder Massen steht und A die betrachtete Skala im Niederener-
giebereich bezeichnet. Jedoch sollte man beachten, dass die EFT durch die
Entwicklung in ¢/A fiir zu grofie Werte von ¢ unbrauchbar wird. Des Weite-
ren berechnet man in der Realitdt physikalische Gréflen bis zu einer gegebe-
nen Ordnung. Diese enthélt eine endliche Anzahl von Termen, wodurch die
erreichbare Genauigkeit begrenzt ist. Eine systematische Verbesserung der
Genauigkeit erhédlt man durch die nédchst hohere Ordnung. Die Lagrange-

2Eine Einfiihrung in Gitter-QCD ist z.B. in Ref. [11] gegeben.



dichte jeder EFT enthélt, bedingt durch ihre Konstruktion, eine unendliche
Anzahl an Termen. Jeder in der Lagrangedichte auftretende Term wird mit
einem Koeffizient gewichtet. Diese Koeffizienten bezeichnet man als Nieder-
energiekopplungskonstanten (low-energy coupling constant = LEC). Letztere
sind aus Sicht der EFT freie Parameter. Falls die Losung der zugrunde lie-
gende Theorie bekannt ist, kénnen diese LECs berechnet werden. Ist dies
jedoch nicht der Fall, miissen die LECs in irgendeiner Weise abgeschétzt
oder angepasst werden. Des Weiteren ist eine EFT nicht im traditionellen
Sinne renormierbar. Da jedoch in Wirklichkeit physikalische Groflen bis zu
einer endlichen Ordnung berechnet werden und die Lagrangedichte alle Ter-
me, die durch Symmetrieiiberlegungen erlaubt sind, beriicksichtigt, kénnen
die auftretenden Unendlichkeiten Ordnung fiir Ordnung von den jeweils auf-
tretenden LECs absorbiert werden. In diesem Sinne ist die Renormierbarkeit
einer EFT zu verstehen [13, 14].

Die Methode der EFT ldsst sich auf die QCD im Nierderenergiebereich an-
wenden. Ein Versuch besteht darin, einen Teil der Symmetrien der zugrun-
de liegenden Theorie, die so genannte chirale SU(3); x SU(3)y-Symmetrie
und ihre dynamische Realisierung, d.h. der spontane Symmetriebruch zur
SU(3)y, auf eine effektive Lagrangedichte zu iibertragen. Letztere wird aus-
gedriickt in Form effektiver dynamischer Freiheitsgrade, hier nicht Quarks
und Gluonen, sondern die fiir diesen Energiebereich asymptotisch messbaren
Zustande. Diese EFT bezeichnet man als Chirale Storungstheorie (ChPT)
[15, 16, 17]. In ihrer SU(3) Formulierung sind die Mitglieder des pseudos-
kalaren Mesonoktetts (m, K, 1), identifiziert als die Goldstone-Bosonen der
spontanen Symmetriebrechung, die effektiven dynamischen Freiheitsgrade?.
Physikalische Grofien werden berechnet als eine Entwicklung in kleinen Pa-
rametern wie die Mesonmassen und kleine Impulse. Die Wechselwirkung zwi-
schen den effektiven Freiheitsgraden im chiralen Grenzfall verschwindet fiir
verschwindende Energien®. Die betrachtete Skala in der ChPT liegt in der
Groflenordnung von A ~ 1 GeV; die auftretenden LECs werden zurzeit mit
Hilfe der Gitter-QCD [18] und QCD-inspirierter Modelle abgeschétzt oder an
experimentelle Daten angepasst. Fiir praktische Rechnungen ist es wichtig,
entscheiden zu kénnen, welche Diagramme bis zu einer gegebenen Ordnung
relevant sind. Hierfiir steht das so genannte Weinberg’sche Zahlschema [15],
welches eine Verkniipfung zwischen der chiralen Entwicklung und der Schlei-

3Mesonische ChPT. Baryonische ChPT wird in dieser Arbeit nicht betrachtet.
4Tm chiralen Grenzfall werden Quarkmassen null gesetzt.



fenentwicklung herstellt, zur Verfiigung®. Die effektive Lagrangedichte in der
mesonischen ChPT lasst sich symbolisch schreiben als

Lope = LO 4L 42O 4 (1.1)

wobei der Index die chirale Ordnung in der Entwicklung bezeichnet. In der
mesonischen ChPT treten nur gerade Ordnungen auf. Im Allgemeinen unter-
scheidet man in der ChPT zwischen dem normalen Sektor oder dem Sektor
gerader innerer Paritdt und dem anomalen Sektor oder dem Sektor ungera-
der innerer Paritdt. Der normale Sektor beginnt in fithrender Ordnung mit
der bekannten Gasser-Leutwyler Lagrangedichte der O(¢?) [17].

Diese Dissertation behandelt den anomalen Sektor in mesonischer ChPT bis
zur O(q®). Betrachtet man die QCD-Lagrangedichte im chiralen Grenzfall,
so weist diese, abgesehen von der lokalen color SU(3)-Symmetrie und den
diskreten Symmetrien, eine globale

SU(3)p x SU(B)p x U(1)y X U(1),, (1.2)

Symmetrie auf. Die chirale Symmetrie ist spontan gebrochen zur SU(3)y, die
U(1)y-Symmetrie ist erhalten und gewéhrleistet die Erhaltung der Baryo-
nenzahl, die U(1),-Symmetrie ist jedoch nur auf klassischem Niveau erhal-
ten. Durchlauft man die volle Quantentheorie, so wird diese explizit durch
die so genannte axiale abelsche Anomalie gebrochen [19, 20]. Der Einfluss
der Anomalie bezogen auf die ChPT spiegelt sich im so genannten Wess-
Zumino-Witten (WZW) Term [21, 22] wider, welcher den fiihrenden Beitrag
der O(q*) des anomalen Sektors darstellt. Die Konstruktion der Lagrange-
dichte der O(¢®) wurde von mehreren Autoren vorgenommen [23, 24]. Wir
beziehen uns in dieser Arbeit auf die in Ref. [23] angegebene Lagrangedichte.
Letztere enthélt in ihrer SU(3)-Formulierung 23 LECs. Unter anderem soll
einerseits aufgezeigt werden, bei welchen Prozessen und in welchen Kombi-
nationen die jeweiligen LECs auftreten und andererseits unter Verwendung
experimenteller Daten sowie Modellen so viele dieser LECs wie moglich ab-
geschétzt bzw. angepasst werden. Diese Dissertation zeigt einen umfassenden
Einblick in den anomalen Sektor der mesonischen ChPT bis zur O(¢°) und
ist wie folgt gegliedert:

In Kapitel 2 wird eine Einfiihrung in die QCD und ihrer Verkniipfung mit der
chiralen Symmetrie gegeben. Beginnend mit der Lagrangedichte der QCD

®Das Weinberg’sche Zihlschema wird in Abschnitt 3.1 diskutiert.



und den zugehorigen Symmetriestromen werden folgend die explizite und
spontane Brechung von Symmetrien sowie die Kopplung an externe Felder
behandelt.

Kapitel 3 befasst sich mit der mesonischen ChPT. Hierbei wird insbesondere
auf die effektiven Lagrangedichten bis zur O(q*) eingegangen. Einerseits wird
der normale Sektor und auf der anderen Seite der anomale Sektor behandelt.
Im historischen Kontext wird auf die abelsche Anomalie eingegangen und
abschlielend der hieraus folgende WZW-Term betrachtet.

Kapitel 4 behandelt die mesonische ChPT im anomalen Sektor oder bes-
ser im Sektor ungerader innerer Paritit bis zur O(¢%). Als Startpunkt dient
die SU(3)-Version der effektiven Lagrangedichte £ mit ihren 23 LECs aus
Ref. [23]. Im Folgenden wird die Vorgehensweise fiir eine konsistente Rech-
nung im Sektor ungerader innerer Paritéit bis zur O(q®) vorgestellt, wobei
insbesondere auf die benotigten Lagrangedichten und auf die Renormierung
eingegangen wird. Zum Schluss wird das Vektormesondominanz (VMD) Mo-
dell behandelt und hiermit eine Abschétzung fiir die ,,dynamischen* LECs
der Lagrangedichte £® angegeben®.

Der Inhalt des fiinften Kapitels zeigt die Ergebnisse der Berechnung von ins-
gesamt vierzehn Prozessen bis zur O(q°%). Letztere sind gegliedert nach den
Reaktionstypen ¢+ 2v*, o +~v*W, 30 +~*, 30+ W, 3¢+ 27" und 5¢, wobei ¢
fir (m, K, n) steht und v bzw. W das Photon bzw. W-Boson bezeichnet. Die
aus den Amplituden berechneten physikalischen Grofien wie Zerfallsbreiten,
Formfaktoren und Wirkungsquerschnitte werden verwendet, um mit Hilfe ex-
perimenteller Daten die auftretenden LECs anzupassen. Des Weiteren werden
die Ergebnisse diskutiert und Unterschiede oder Ubereinstimmungen mit an-
deren Rechnungen herausgearbeitet. AbschlieSend werden alle abgeschétzten
bzw. angepassten numerischen Werte der LECs und die zugehorigen Prozesse
in einer Tabelle zusammengefasst.

Kapitel 6 schlieft diese Arbeit mit einer kurzen Zusammenfassung der be-
handelten Aspekte und gibt einen Ausblick auf mégliche zukiinftige Projekte,
wéahrend der Anhang niitzliche Details wie z.B. Definitionen von Integralen,
Zerfallsbreiten und Wirkungsquerschnitten sowie einige Beispielrechnungen
enthélt.

SHierbei bezieht sich ,,dynamisch® auf diejenigen Grofien, die nicht Koeffizienten der
chiralen Symmetriebrechung sind.



Kapitel 2

QCD und chirale Symmetrie

Die Quantenchromodynamik (QCD) [1, 2, 3] ist die Eichtheorie der star-
ken Wechselwirkung mit der SU(3)¢! als zugrunde liegender Eichgruppe. Sie
beschreibt die starke Wechselwirkung zwischen den Quarks durch den Aus-
tausch masseloser Eichbosonen, den so genannten Gluonen. Im Folgenden
wird eine Einfithrung in die QCD und ihrer Verkniipfung mit der chiralen
Symmetrie in Anlehnung an [25] gegeben. Beginnend mit der Lagrangedich-
te der QCD und den zugehorigen Symmetriestréomen wird die explizite und
spontane Symmetriebrechung sowie die Kopplung an externe Felder behan-

delt.

2.1 Die Lagrangedichte der QCD

Bezeichnet man die Quarkfelder mit ¢y, wobei f eines der sechs flavors, up
(u), down (d), strange (s), charm (c), bottom (b) und top (t) bezeichnet, so
ist die QCD-Lagrangedichte gegeben durch [26, 27]

— . 1 174
Low = Y a5 (in"Dy—my)as - 1 Grwaa - (2.1)
f

Quarks tragen die so genannte Farbladung, welche die drei colors rot (r),
griin (g) und blau (b) annehmen kann. Quarkfelder sind Farbtripletts

qfr
g = | a4 |- (2.2)
qf,b

1C steht fiir color.



Definiert man?

O = %Oa, (2.3)

so transformiert ¢y unter einer Eichtransformation g(x), beschrieben durch
einen Satz aus Parametern 0(x) = [61(x), ..., Os(x)], gemaB

0 — 4 = exp|=if@)|q = Ulg(a)lay. (2.4)
Die kovariante Ableitung D,,q;

D,g = 8uqf—z'gfluqf, (2.5)
transformiert geméf

Duqr — D,q; = Ulg()|D,qs. (2.6)

Durch Forderung nach Eichinvarianz folgt die Transformation der Eichfelder
zu

Au(z) = Au(x) = U[g(x)]ﬂu(x)UT[g(w)]—éauU[g(w)]UT[g(w)]-

(2.7)
Ausgehend von Gl. (2.7), transformiert der Feldstdrketensor
Gwa = OpAva — O Aua+ 8favcAupAvc (2.8)
geméf
Gu(2) = Gu(@) = Ulg())Gu(x)U"[g(x))- (2.9)

Die acht Eichfelder werden mit A, , assoziiert. fg. sind die Strukturkon-
stanten der Gruppe SU(3) und g ist die Kopplungskonstante der starken
Wechselwirkung. Quarks sind nicht als freie asymptotische Zusténde mess-
bar, die Bedeutung ihrer Massen und deren numerischen Werte sind somit
immer eng mit der Methode der Extraktion aus hadronischen Eigenschaften
verkniipft [4]. Ausgehend von Tabelle 2.1 kénnen die sechs Quark flavors in
zwei Gruppen unterteilt werden,

My, Mg, My < 1GeV < myg, my, my , (2.10)

2\o bezeichnet die Gell-Mann Matrizen, welche in Anhang A angegeben sind.
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flavor u d S
Masse [MeV] | 1.5 —3.3 3.5—6.0 104 £ 26

flavor c b t
Masse [GeV] | 1.27£0.07 | 4.20+0.07 | 171.2+2.1

Tabelle 2.1: Die Quarks und ihre Massen [4].

wobei die GroBenordnung von 1 GeV mit den Massen der leichtesten Ha-
dronen (keine Goldstone-Bosonen), wie z.B. m, = 0.77 GeV, verkniipft ist.
Betrachtet man die Massen der leichtesten Mesonen und Baryonen, die ein
charmed Quark enthalten, D = ed und A} = ude, mit mp+ = (1869.440.5)
MeV und m,+ = (2284.940.6) MeV [4], so benétigt man z.B. zur Produkti-
on eines Dt D~ Paares in einer eTe~ Kollision eine Schwerpunktsenergie von
ungefihr 3.74 GeV, weit entfernt von dem Niederenergiebereich (< 1GeV).
Betrachtet man des Weiteren die Masse der aus leichten Quarks aufgebauten
Hadronen, so sieht man, dass deren Masse sehr viel grofer ist als die Summe
der in ihnen enthaltenen Quarkmassen. Fiir das Proton z.B. gilt

my > 2my, + mq. (2.11)

Dies legt die Vermutung nahe, dass der Hauptteil der Masse durch Wechsel-
wirkungen der Quarks und der Gluonen innerhalb des Protons erzeugt wird.
Hierdurch motiviert lasst sich die volle QCD Lagrangedichte durch ihre light-
flavor Version approximieren® und die Lagrangedichte im chiralen Grenzfall,
Egcm sollte somit als guter Startpunkt zur Diskussion des Niederenergiebe-
reichs der QCD dienen*

- 1 )
Lo = D 01" Duty = 5 GuaGh”- (2.12)
f

Durch Einfithrung von Projektionsoperatoren

1

& = 30+%), & = 5(1-m) (213)

3Effekte hervorgerufen durch virtuelle schwere Quark-Antiquark Paare werden ver-
nachléssigt.
4Die Summation liuft {iber die drei leichtesten Quarkflavors f = (u, d, s).



lisst sich die Lagrangedichte L3¢, umschreiben zu

o . 1 ,
Loy = D (qa,fw“DuqR,f+qL,fw“Dqu,f>—Zgw,agé‘, (2.14)
f

wobei g (qr) die rechtshdndigen (linkshidndigen) Quarkfelder

® = &e @ = &g, (2.15)

bezeichnen. Die in Gl. (2.14) angegebene Lagrangedichte ist invariant unter
einer globalen SU(3); xSU(3)g-Transformation. Letztere wird in der Literatur
als die so genannte chirale Symmetrie bezeichnet.

2.1.1 Symmetriestrome und Symmetriebrechung

Die Invarianz der Lagrangedichte Egcn aus Gl. (2.14) bzgl. der globalen, chi-
ralen SU(3); x SU(3)z-Transformation fithrt zu erhaltenen Stromen. Unter
Verwendung von Noethers Theorem erhélt man

Aa
L = (jL’Y“? qu, O,LM* =0,
Aa
R = (jR’Y“E ¢, O,RM" = 0. (2.16)

Die acht linkshéndigen Strome L*® transformieren unter SU(3), x SU(3)y als
(8, 1)-Multiplett, die acht rechtshindigen Strome R*“ als (1,8)-Multiplett.

Ublicherweise verwendet man folgende Linearkombinationen

e
V/»Lva — R/"‘7a + L/Jva — q’ylu/ 2 q,
a a a = 5)\a
A = RM _ P — q7H7 ? q, (2.17)

welche sich unter der Paritétstransformation geméfl

P vy

Tt) = V(=) (2.18)
P o A7t

) - —AY(—7,1), (2.19)

wie Vektor- und Axialvektorstromdichten verhalten. Des Weiteren erhélt man
nach Noethers Theorem einen erhaltenen Singulett-Vektorstrom, resultierend
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aus der Transformation aller linkshédndigen und rechtshéndigen Quarkfelder
mit gleicher Phase,

V= Y e+@Y e = 47" g,
I = 0, (2.20)

und einen Singulett-Axialvektorstrom
M = ay' e -t e = 37", (2.21)

erzeugt durch die Transformation aller linkshéindigen Quarkfelder mit einer
Phase und aller rechtshindigen Quarkfelder mit entgegengesetzter Phase.
A* ist nur auf klassischem Niveau erhalten. Die zugehorige Symmetrie bleibt
beim Durchlaufen der vollen Quantentheorie nicht mehr erhalten, man spricht
von so genannter anomaler Symmetriebrechung, deren Details im Abschnitt
3.1.1 diskutiert werden. Die Invarianz der Lagrangedichte ESCD bzgl. der glo-
balen SU(3) 1 xSU(3) g xU(1)y-Transformation impliziert, dass der zugehorige
QCD-Hamiltonoperator im chiralen Grenzfall, chm dieselbe Symmetrie auf-
weist. Die so genannten Ladungsoperatoren, definiert durch

Qi(t) = /dgqu(f,t)?aqL(f,t), a =1,..,8, (2.22)
o) — /df”xqg(f,t)gqa(f,t), 0= 1.8 (2.93)
o) = [d[d@0n@0+d@omz 0], 220

sind fiir erhaltene Strome zeitunabhéngig, kommutieren also mit dem Hamil-
tonoperator,

[an H(Q)CD] = [ng chn] = [Q\h chn] = 0, (2-25)

und bezeichnen die Generatoren der infinitesimalen Transformationen des
Hilbertraumes verbunden mit Hgy,. Sie erfiillen somit die Kommutatorrela-
tion der Lie-Algebra su(3)p X su(3)g x u(1)y,

(O, Q] = ifae O, (2.26)
(Of, Qi = ifare Ot (2.27)
[QF, &) = 0, (2.28)
QF, Q] = [Q5, Q] =0, (2.29)

11



und bestimmen das Transformationsverhalten eines gegebenen Operators un-
ter der Gruppe SU(3)p x SU(3)y x U(1)y durch die Kommutatorrelationen
mit diesem Operator.

Sei
m, 0O 0
M = 0 mgy O , (2.30)
0 0 ms,

die Quarkmassenmatrix fiir die drei leichten Quarks, dann ist die Symmetrie
brechende Lagrangedichte £); gegeben durch

Der Symmetrie brechende Term transformiert unter SU(3); x SU(3)y als ein
Mitglied der (3, 3*) + (3%, 3) Darstellung. Unter Verwendung von Noethers
Theorem erhélt man die folgenden expliziten Divergenzen

oV = icj[M, ;}q,

DA = iq{g,M}vsq,

gV = 0,

A" = 2igM~°q+ A. (2.32)

Die Flavorunabhéngigkeit der starken Wechselwirkung spiegelt sich in der
Erhaltung der individuellen Flavorstrome @y u, dy*d und 5y*s wider. Der
Singulett-Vektorstrom V#, als Summe der drei Flavorstrome ist somit im-
mer erhalten. Im Grenzfall masseloser Quarks sind die sechszehn Strome V**
und A*® erhalten. Das Gleiche gilt fiir den Singulett-Vektorstrom V#. Der
Singulett-Axialvektorstrom A* hingegen hat eine Anomalie A, die in Ab-
schnitt 3.1.1 behandelt wird.

2.1.2 Externe Felder

Bisher wurde die Lagrangedichte in Abwesenheit duflerer Felder betrachtet.
Folgend der Prozedur von Gasser und Leutwyler [16] werden die Vektor-
und Axialvektorstrome sowie die skalaren und pseudoskalaren Quarkdichten

12



gemif3’

_ 1 _ .
L = Lot Lo = Loo+@(v" + 300, +750")a = d(s — 1v5p)a,
(2.33)

an dufere Felder (v*, v¥, a* s, p) gekoppelt. Die externen Felder werden
durch farbneutrale, hermitesche 3 x 3-Matrizen dargestellt

\@ 8 A 8 8
71}57 a" = ;§GZ7 s = ;)‘asaa p = az;/\apa’

(2.34)

8
ot =
—1

a

wobei vé ) als Vektorfeld proportional zur Einheitsmatrix ist. Setzt man in
Gl (2.33) v* = vé‘s) = a" = p = 0 und s = diag(m., mg, ms), so erhélt man
die urspriingliche Lagrangedichte fiir nichtverschwindende Quarkmassen. Die
Forderung, dass die totale Lagrangedichte aus Gl. (2.33) hermitesch und
invariant unter Paritdt (P), Ladungskonjugation (C) und Zeitumkehr (T)
ist, fithrt zu dem folgenden Transformationsverhalten der duBeren Felder:

P vt = v, vé) = Uys), @' —a,, p— —p, S — s,
¢ v, —vf, vif) — —UELS)T, a, az, p— pl, s — st
(2.35)

Die Paritétstransformation impliziert die Anderung der Argumente geméif
(Z,t) — (—2,t). Bei der Ladungskonjugation bezieht sich die Transposition
auf den flavor. Fordert man fiir die Lagrangedichte in Gl. (2.33) die Invarianz
unter einer lokalen SU(3) 1 xSU(3)g xU(1)y-Transformation, bezeichnet durch
das Gruppenelement (Vg(z), V.(z), exp[—i©(z)/3]), so transformieren sich die
aufleren Felder geméf

(V' 4+ a*) = 1, > Var, Vi + V"V,
(W —a") = 1, — VLV +ivonv],
vff) — vff) — 9,0,
(s+1ip) > Va(s+ip)V],
(s —ip) +— Vi(s—ip)VL. (2.36)

°Die Kopplung an den Singulett-Axialvektorstrom ist hier nicht beriicksichtigt.
OEs ist ausreichend P und C zu betrachten (CPT-Theorem).
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Des Weiteren stellt die Invarianz unter lokalen Transformationen die Méglich-
keit zur Verfiigung, Kopplungen an externe Eichfelder zu diskutieren [16].
Betrachten wir explizit zwei Beispiele:

1) Die Kopplung von Quarks an ein dufleres elektromagnetisches Feld A,, ist
gegeben durch

rn = l, = —eA,Q, (2.37)

wobei @) = diag(2/3,—1/3,—1/3) die Quarkladungsmatrix bezeichnet. Die
Lagrangedichte ist gegeben durch

Loxe = —eA Q' q+ GOV )
= —eAuqQq
2 _ 1- 1_
= —eA, <§u7“u — gd'y“d — 537"5)
= —eA,J" (2.38)

2) Zur Beschreibung von semileptonischen Prozessen wie 7~ — p~ 7, benotigt
man die Wechselwirkung von Quarks mit den massiven, geladenen Eichbo-
sonen der schwachen Wechselwirkung. Die Kopplung fiir obigen Prozess ist
gegeben durch

I, = —eAuQ—%WM, r, =0, (2.39)

mit

0 Wj cos 6 Wlf sin 6

W, = W, cost 0 0 : (2.40)
W, sind 0 0

wobei # den Cabibbo Winkel bezeichnet [4]. In Stérungsrechnung niedrigster
Ordnung ist die Fermi Konstante Gz mit der Eichkopplung ¢ und der Masse
des W-Bosons verkniipft durch

2

Gr = V2-L_ = 1.16637(1) x 107 GeV 2. (2.41)
SN2,

Die Lagrangedichte ist gegeben durch

Loxe = —%{WJ [cos 0 uy" (1 — ~5)d + sin @ uy* (1 — 5)s| + h.c.}.
(2.42)
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2.1.3 Spontane Symmetriebrechung in der QCD

Sei G die Symmetriegruppe des Hamiltonoperators. Allgemein spricht man
von einer spontanen Symmetriebrechung, wenn der Grundzustand eines Sys-
tems nicht invariant unter G, sondern nur invariant unter einer Untergruppe
H von G ist. Bezeichne ng die Anzahl der Generatoren der Gruppe G und
ny die Anzahl der Generatoren der Untergruppe H von G, dann fithrt nach
Goldstones Theorem [28] die spontane Brechung der Symmetrie von G nach H
zur Existenz von ng — ny masselosen Goldstone-Bosonen. Des Weiteren wird
nach dem Coleman’schen Theorem [29] die Symmetrie des Systems durch die
Symmetrie des Grundzustandes und nicht durch die Symmetrie des Hamil-
tonoperators bestimmt.
Betrachtet man die QCD-Lagrangedichte im chiralen Grenzfall, so wiirde
man aufgrund der SU(3); x SU(3)y x U(1)y-Symmetrie annehmen, dass sich
die Hadronen in Multipletts der verschiedenen irreduziblen Darstellungen
der chiralen Gruppe einordnen lassen. Die U(1)y-Symmetrie ergibt die Er-
haltung der Baryonenzahl und fiihrt zur Klassifikation der Hadronen in Me-
sonen (B = 0) und Baryonen (B = 1). Die Ladungsoperatoren Qf = Qg + Of
und Qf = Qf — Qf kommutieren mit dem Hamiltonoperator Hge, und ha-
ben entgegengesetzte Paritit. Hieraus folgend wiirde man erwarten, dass zu
jedem Multiplett positiver Paritit eines negativer Paritédt existieren sollte.
Das Niederenergiespektrum der Baryonen enthélt kein Baryonoktett nega-
tiver Paritdt und legt nahe, dass die Gruppe SU(3) als Symmetriegruppe
realisiert ist und die obige SU(3); x SU(3)z-Symmetrie spontan zu einer
SU(3)y-Symmetrie gebrochen ist.
Im chiralen Grenzfall ist der Grundzustand und somit auch der Hamiltonope-
rator invariant unter SU(3)y X U(1)y, d.h. die acht Vektorladungsoperatoren
% genauso wie der Baryonenzahloperator Qy/3 vernichten den Grundzu-
stand

o) = Ql0) = 0. (2.43)

Die physikalischen Zustédnde des Spektrums von chn konnen bzgl. der irre-
duziblen Darstellungen von SU(3)y X U(1)y organisiert werden. Da im Nie-
derenergiespektrum der Baryonen hingegen keine Paritédtsverdopplung beob-
achtbar ist, nimmt man an, dass die acht Axialvektorladungsoperatoren Q%
den Grundzustand nicht vernichten

Qo) # 0. (2.44)
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Der Grundzustand der QCD besitzt keine Invarianz bzgl. axialer Transforma-
tionen. Unter Verwendung von Goldstones Theorem [28] wird mit jedem Qf,
der das Vakuum nicht vernichtet, ein masseloses Goldstone-Boson Feld ¢%(x)
assoziiert. Im Falle von G = SU(3) x SU(3)y mit ng = 16 und H = SU(3)y mit
ny = 8 erwartet man also ng —ny = 8 Goldstone-Bosonen, die pseudoskalaren
Charakter aufweisen und sich unter H = SU(3)y wie ein Oktett gemif

Q7. " (@)] = ifanet(), (2.45)

transformieren. Das pseudoskalare Mesonoktett (m, K, ns) erfiillt diese Ei-
genschaften und wird mit den Goldstone-Bosonen assoziiert. Die Eigenschaf-
ten der Goldstone-Bosonen und ihre Wechselwirkungen im Niederenergiebe-
reich konnen allein durch die Annahme, dass die Theorie invariant ist unter
einer Gruppe G spontan gebrochen zur Untergruppe H, abgeleitet werden,
ohne wirkliches detailiertes Versténdnis des Mechanismus der Brechung der
chiralen Symmetrie.

Im Folgenden wird in Anlehnung an [25] kurz erldutert, dass einerseits ein
nichtverschwindendes skalares Quarkkondensat (gq) eine hinreichende aber
nicht notwendige Bedingung und andererseits ein nicht verschwindender Wert
der Goldstone-Boson Zerfallskonstanten im chiralen Grenzfall, Fj, eine not-
wendige und hinreichende Bedingung fiir spontane Symmetriebrechung in der
QCD darstellt. Seien die skalaren und pseudoskalaren Quarkdichten gegeben
durch

Sa(x) = q(z)Aag(z), a = 0,...,8, (2.46)
P,(z) = ig(x)ysAaq(z), a = 0,...,8, (2.47)

und transformieren unter SU(3)y geméf

[O5(t), Xo(x)] = 0, a = 1,..,8, (2.48)

[Q5(1), X%(2)] = ifweXe(x), a,b = 1,..,8, (2.49)

fir X = S, P. Im chiralen Grenzfall ist der Grundzustand invariant unter
SU(3)y [30], d.h. ©Q%|0) = 0, und man erhalt

(01Sa(2)|0)y = (0/S.(0)]0) = (S;) =0 a,b = 1,..,8. (2.50)
Hieraus folgend ergibt sich
(uu) = (dd) = (3s). (2.51)



Dieselbe Argumentation funktioniert aufgrund von Gl. (2.48) fiir das Singu-
lettkondensat nicht. Nimmt man ein nichtverschwindendes Singulett Quark-
kondensat im chiralen Grenzfall an, so ergibt sich

0 # (Gq) = (au+dd+3s) = 3(au) = 3(dd) = 3(3s), (2.52)

und man erhélt fiir einen Grundzustand, der invariant ist bzgl. SU(3)y

0)[Q4(t), Pu(2)]]0) = =(qq), a = 1,..,8. (2.53)

Hieraus folgend ist das Matrixelement des axialen Vektorstromoperators A7,
zwischen dem Vakuum und einem masselosen Goldstone-Boson gegeben durch

(01a5(0)]6°(p)) = ipy Fod™, (2.54)

wobei Fy ~ 93 MeV die Zerfallskonstante der Goldstone-Bosonen im chira-
len Grenzfall bezeichnet. Unter der Annahme Q$|0) # 0, ist ein nichtver-
schwindender Wert von F{ ein notwendige und hinreichende Bedingung fiir
spontane chirale Symmetriebrechung. Andererseits stellt durch Gl. (2.53) ein
nichtverschwindendes skalares Quarkkondensat (Gq) ein hinreichendes aber
nicht notwendiges Kriterium fiir spontane Symmetriebrechung in der QCD
dar. (Gq) bezeichnet man in der Literatur oft auch als Ordnungsparameter in
Anlehnung an die Theorie der Phaseniibergénge, in welcher das Prinzip der
spontanen Symmetriebrechung eine entscheidende Rolle spielt.
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Kapitel 3

Chirale Storungsrechnung

Die chirale Storungstheorie (ChPT = chiral pertubation theory) ist die effek-
tive Feldtheorie der QCD bei Energien weit unterhalb der Skala spontaner
Symmetriebrechung (< 1GeV) [15, 16, 17]. Sie stellt somit, im Gegensatz
zur storungstheoretischen Behandlung der QCD bei hohen Impulsiibertragen
im Sinne einer laufenden Kopplungskonstanten, einen systematischen pertur-
bativen Rahmen zur Erforschung stark wechselwirkender Prozesse im Nieder-
energiebereich dar. Die effektive Lagrangedichte wird ausgedriickt durch die-
jenigen hadronischen Freiheitsgrade, die bei niedrigen Energien als physika-
lisch messbare asymptotische Zusténde auftreten. In der mesonischen ChPT
werden die Mitglieder des pseudoskalaren Mesonoktetts (7, K, 1) mit den
effektiven Freiheitsgraden assoziiert. Sie werden als Goldstone-Bosonen der
spontanen Brechung der globalen chiralen SU(3); x SU(3)y-Symmetrie zur
SU(3)y-Symmetrie betrachtet. Die nicht verschwindenden Massen der leich-
ten pseudoskalaren Mesonen in der wirklichen Welt stehen im Bezug zur ex-
pliziten Symmetriebrechung in der QCD infolge der endlichen Quarkmassen.
Dieses Kapitel gibt eine Einfiihrung in die mesonische ChPT bis zur O(q?)
im normalen und anomalen Sektor. Hierbei wird besonders auf die effektiven
Lagrangedichten Wert gelegt.

3.1 Effektive Lagrangedichten

In der effektiven Beschreibung ist der Ausgangspunkt die allgemeinste La-
grangedichte, die mit allen Symmetrien der QCD vereinbar ist. Dies um-
schliefft neben der Symmetrie bezogen auf Zeitumkehr, Paritdt und Ladungs-
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konjugation im Besonderen die chirale Symmetrie. Ausgehend vom chira-
len Grenzfall werden in der ChPT Quarkmassen und kleine externe Impulse
als Storparameter betrachtet. Hieraus folgend wird die Lagrangedichte nach
Quarkmassen und Ableitungen entwickelt, wobei eine auf ein Feld wirkende
Ableitung in der Lagrangedichte als Impuls in einer Feynman-Regel erscheint.
Die effektive Lagrangedichte lasst sich symbolisch schreiben geméaf

Logg = LO+LO 42O 4 (3.1)

wobei der Index die chirale Ordnung in der Entwicklung bezeichnet. Bei
der storungstheoretischen Berechnung physikalischer Observablen ist es not-
wendig, die Beitrdge verschiedener Terme nach ihrer Bedeutung zu ordnen.
Weinbergs Zahlschema [15] stellt hierfiir ein Ordnungsschema bereit, welches
eine Verkniipfung zwischen der Schleifenentwicklung und der chiralen Ent-
wicklung herstellt und somit die Wichtigkeit einzelner Diagramme bestimmt.
Hierfiir wird das Verhalten der invarianten Amplitude unter einer Reskalie-
rung der externen Impulse, p; — tp;, und quadratischer Reskalierung der
Quarkmassen, m,, — t*m,, betrachtet:

M(pivmq) = M<tpi>t2mtI) = tDM(piamCI)7 (32)

wobei D die chirale Ordnung des Diagramms bezeichnet und gegeben ist
durch

D = 24 2(n—1)Ny, +2Ny. (3.3)
n=0

N,,, steht fiir die Anzahl der Vertices aus £2% und Ny, fiir die Anzahl der un-
abhéngigen Schleifen. Hieraus folgend sind Diagramme mit hoherer chiraler
Ordnung fiir den Fall kleiner Impulse und Quarkmassen unterdriickt, wo-
durch ein Ordnungsschema fiir die Entwicklung physikalischer Observablen
in eine Storungsreihe etabliert wird. Die effektiven Freiheitsgrade (m, K, 1)
werden durch eine unitire unimodulare Matrix U geméf

U = exp (z}%) (3.4)
mit

70+ \%77 Vort V2Kt

¢ = V2r— =0 +7\/%77 V2K° |, (3.5)
V2K~ V2EY 2
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parametrisiert. Durch die Bedingungen UTU = 1 und det U = 1 handelt es
sich hierbei um eine nichtlineare Realisierung der Gruppe G = SU(3) xSU(3).
Weitere Bestandteile zur Konstruktion der effektiven Lagrangedichte sind

DU = 0,U —ir,U +ill,,
EV = Oury — Oyry — [Ty, 1,
f,il, = Ol — 0, —i[l,, 1],

X = 2Bo(s+ip), (3.6)

mit r, = (v, + a,) und I, = (v, — a,). Den oben aufgefithrten Bestandteilen
der effektiven Lagrangedichte werden folgende chirale Ordnungen zugewiesen:

U =0("), DU =0(", fil'@=0(¢) x=0(@) (7

wobei hier ¢ fiir einen kleinen Parameter steht. Unter der lokalen SU(3). X
SU(3)g X U(1)y-Transformation, bezeichnet durch das Gruppenelement
[Va(z), Vi(z), exp[—iO(z)/3]] ergibt sich folgendes Transformationsverhalten

U — VUV,
T > Vpr, VL A+ V0PV,
Lo — VLV 4 iveorvl,
(s+ip) — Va(s+ip)V],
(s —ip) +— V(s —ip)Vi. (3.8)

Durch Forderung nach Lorentzinvarianz treten in der mesonischen ChPT nur
Lagrangedichten gerader Ordnung auf. Die effektive Lagrangedichte niedrigs-
ter Ordnug ist gegeben durch [17]

o _ I OV 4 e Ut 1 ot
£ = 4Tr[DMU(D U+ 4Tr[XU + Ux']. (3.9)

L?) enthilt zwei Niederenergiekopplungskonstanten (LEC = low-energy coup-
ling constant), Fy und By. Durch den schwachen Zerfall des Pions 77 — ptv,
ist Fy mit der Pionzerfallskonstante im chiralen Grenzfall verkniipft (siche
Gl. (2.54)). Die Entartung der einzelnen Konstante Fy wird ab der Ord-
nung O(q*), sobald SU(3)-Symmetriebrechung in Betracht gezogen wird,
aufgehoben. Der empirische numerische Wert fiir die Pionzerfallskonstan-
te Fy ist gegeben durch F, ~ 92.4MeV [17], die Kaonzerfallskonstante ist
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Fr ~ 113MeV [4]. In der Anwesenheit elektromagnetischer externer Felder
ist die fithrende Ordnung in der Entwicklung der Bausteine bezogen auf ¢,
X = 2ByM und A, gegeben durch?

R ) (310
mit
e A
Eg?_ﬂ/* o 2 ® Tr[8“¢ [Qa ¢H>
£ = 10,006,000+ BynelMeY]). (311)
49 24F7 S

Betrachtet man den Symmetrie brechenden Term der effektiven Lagrange-
dichte

F2B
Loy, = 02 Sre[MUT + UM, (3.12)

so erhélt man die Energiedichte des Grundzustandes zu
(Hott)min = —FyBo(my +mg+my). (3.13)

Durch den Vergleich der Ableitung von (Hess)nin bzgl. leichter Quarkmassen
mit der entsprechenden Gréfie in der QCD

(0| Hgep|0) 1
_ = = 3.14

amq . 3 <QQ>07 ( )
My =Mg=Ms=

erhédlt man die Verkniipfung des Parameters By mit dem skalaren Quarkkon-
densat geméaf

3FEBy = —(dg)o. (3.15)

Betrachtet man die Massen der Goldstone-Bosonen in niedrigster Ordnung
in den Quarkmassen im isospinsymmetrischen Grenzfall m, = mqy =m

m2 = 2By, (3.16)

m3. = Bo(m +m,), (3.17)
2

ml = gBo(m—l—QmS), (3.18)

'Q bezeichnet die Quarkmassenmatrix @ = diag(2/3, —1/3, —1/3) und 4,, das e.m.
Feld.
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so erfiillen diese die Gell-Mann-Okubo Relation [31]
dmi = 3m]+mZ, (3.19)

unabhéngig vom Parameter By. Ohne numerischen Wert des Parameters B,
ist es nicht moglich, die absoluten Werte der Quarkmassen m und mg zu
extrahieren. Fiir die Verhétnisse der Quarkmassen erhélt man unter Verwen-
dung der empirischen Werte des pseudoskaleren Oktetts

2 A
mz 2m m
m? 7 2
T _ MM s gy (3.21)
m?2 3m m

Die effektive Lagrangedichte der O(q*) ist gegeben durch [17]

L@

Ll{Tr[DMU(DMU)T] }2 + LyTr[D,U(D,U)| Te[D*U (D U)]
LsTr[D,U(D*U)'D,U(D"U)Y| + LyTx[D,U (DU Tr[xU' + Ux']
LyTe[DU(DAU) (U + U] + Le{Tel(c0" + U]}

+ o+

+

L7{Tr[(XUT — UM }2 + LsTe[(UX UX + xUT\U)]
iLoTr[f}, DFU (D U)' + fi,(D*U) D U] + Lo Tr[(U £, UT "))
HyTe[(fR, 8+ i f2)) + HaTe[ (o] (3.22)

_|_

Die numerischen Werte der LECs werden nicht durch die chirale Symmetrie
bestimmt. Im Allgemeinen enthalten sie Information iiber die zugrunde lie-
gende QCD-Dynamik und werden zurzeit mit Hilfe der Gitter-QCD [10] und
QCD-inspirierter Modelle abgeschétzt oder an experimentelle Daten ange-
passt. Des Weiteren werden die LECs benotigt, um die bei Einschleifendia-
grammen auftretenden Divergenzen zu absorbieren, was in Abschnitt 4.2.1
diskutiert wird.

3.1.1 Anomalien

Im Allgemeinen spricht man von Anomalien, sobald klassische Symmetri-
en durch die Existenz von Quantenkorrekturen verletzt werden. Anomalien
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konnen globale Symmetrien verletzten aber auch lokale Eichsymmetrien, wo-
bei im letzteren Fall die Theorie inkonsistent wird, so dass die Bedingung
an die Aufhebung der Anomalie als Zwangsbedingung fiir die physikalische
Eichtheorie benutzt werden kann.

Historisch gesehen tauchten Anomalien erstmals im Zusammenhang mit dem
Zerfall des neutralen Pions auf?. Das 7% wurde als ein Goldstone-Boson der
spontan gebrochenen SU(2) x SU(2)-Symmetrie der starken Wechselwirkung
betrachtet. Dessen Zerfall in zwei Photonen (7 — ~7) konnte jedoch aus
Sicht der 60er Jahre nicht erkldart werden. Die Losung dieses Problems fiihr-
te zur Entdeckung Symmetrie brechender Anomalien. Im Folgenden wird in
Anlehnung an Ref. [32] die zugrunde liegende Idee kurz erldutert.

Die effektive Lagangedichte fiir 7° — ~+ ist gegeben durch eine eich- und
lorentzinvariante Struktur mit nicht mehr als zwei Ableitungen geméfl

Loy = gwoe“l’aﬂF#uFaﬁa (3.23)

wobei g eine unbekannte Konstante mit der Dimension [Masse '] bezeichnet.
Die Zerfallsrate ergibt sich hieraus zu
mye’

L —=vy) = ==, (3.24)

und man wiirde in naiver Weise annehmen, dass sich g in der Groflenordnung
von

62

g ~ T6m2F. (3.25)
mit F, &= 93 MeV befindet. Diese Abschétzung jedoch ldsst spezielle Zwangs-
bedingungen, auferlegt durch die SU(2) x SU(2)-Symmetrie, aufler acht.
Die elektromagnetische Wechselwirkung hat nadmlich keinen Effekt auf die
U(1) x U(1)-Untergruppe, erzeugt durch den elektrisch neutralen Genera-
tor von SU(2) x SU(2). Das 7 ist ein Goldstone-Boson assoziiert mit dieser
Symmetrie, weswegen eine Wechselwirkung beschrieben durch die effektive
Lagrangedichte aus Gl. (3.23) nur durch Brechung dieser Symmetrie durch
Quarkmassen entstehen kann. Die Konstante g sollte somit einen zusétzlichen
Faktor, der die Symmetriebrechung widerspiegelt, enthalten

e? m?2

~ - 2
& 1672F. <A2>’ (3.26)

2Im Folgenden werden Gruppenindices wie L und R vernachliissigt.
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wobei A = 4nF,; ~ 1.2GeV die Skala der chiralen Symmetriebrechung be-
zeichnet. Hieraus erhalt man die Zerfallsrate zu

7.2
mto

13 —1

L(r" =) ~

Die naive Abschitzung fiir g aus Gl. (3.25) fithrt hingegen zu

m3a?

N(n® - yy) = 167:3]?2 ~ 4.4 %1005t (3.28)

Zusammenfassend ausgedriickt verhilt sich die Zerfallsrate bei chiraler Sym-
metrie wie m! anstatt m3 fiir m, — 0. Der gemessene Wert hingegen ist
(7% — v) ~ (1.20 £ 0.05) x 10'6s~!, in recht guter Ubereinstimmung mit
der naiven Abschitzung aus Gl. (3.28) und drei Groflenordnungen grofier als
die Zerfallsrate aus Gl. (3.27). Als Fazit zog man hieraus die Annahme, dass
irgendetwas Anomales bei diesem Zerfall die chirale Symmetrie aufler Kraft
setzt. Interessanterweise wurde der Wert von g bereits 1949 unter Verwen-
dung von Vor-QCD Theorien abgeschétzt. Steinberger berechnete g mit Hilfe

eines Protoneinschleifendiagrammes zu

62G7FN
= — 0 3.29
g e (3.29)
was unter Verwendung der Goldberger-Treiman Relation [33] fiir g4 = 1

zu Gy = 2my/F, fithrt und mit der naiven Abschétzung aus Gl. (3.25)
iibereinstimmt. Der Grund, warum Steinberger ohne Kenntnis von Anomali-
en den Pionzerfall ndherungsweise recht gut beschreiben konnte, liegt in der
Tatsache, dass die richtige Antwort durch eine Dreiecksanomalie, die axiale
abelsche Anomalie, bestimmt ist. Diese ist proportional zu Tr[¢?7s], was fiir

ein Proton den Wert e? ergibt, das Gleiche also wie der Quarkwert fiir drei
Quarkfarben?

N062
3

Tr(¢’m] = (3.30)

Betrachtet man die QCD-Lagrangedichte im chiralen Grenzfall, so stellt
man eine Invarianz bzgl. einer globalen axialen U(1),-Transformation fest.
Unter Verwendung von Noethers Theorem erhélt man den auf klassischem

3C steht fiir color.
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Abbildung 3.1: Das fermionische Dreiecksdiagramm mit einem Axialvektor-
strom und zwei Vektorstromen.

Niveau erhaltenen Singulett-Axialvektorstrom aus Gl. (2.21), A* = g~v*+° ¢
mit d,A* = 0. Die Divergenz dieses Stromes ist jedoch unter Benutzung der
vollen Quantentheorie proportional zur folgenden Anomalie [19, 20, 34]

oA = A = 3—g2€ GhrGos (3.31)

H - T 3972 wrapda Ja .

wobei sich der Faktor 3 auf die Anzahl der flavors bezieht. Diese axiale abel-
sche Anomalie A unterbindet, dass das 7’ ein Goldstone-Boson wird und
trennt somit das SU(3)-Spektrum in einen Oktett- und Singulettanteil.
Ublicherweise werden in der Literatur zwei Zuginge beschrieben, die Ver-
wendung finden, um zur Anomalie zu gelangen. Auf der einen Seite, der 1979
von Fujikawa [34] entdeckte Zugang mit Hilfe des Pfadintegralformalismus
von Feldtheorien, welcher die Entstehung der chiral brechenden Anomalie
aufzeigt. Seine Analyse basierte auf der Verwendung des Pfandintegralfor-
malismusses im euklidischen Raum und auf einer Entwicklung fermionischer
Integrationsvariablen in Eigenfunktionen des eichinvarianten Diracoperators.
Die Anomalie wird dann interpretiert als ein Symptom der Unmoglichkeit ein
geeignetes invariantes Maf fiir die Integration iiber fermionische Variablen zu
definieren. Auf der anderen Seite steht die direkte Berechnung durch das in
Abb. 3.1 gezeigte Dreiecksdiagramm. Dieser Zugang wurde urspriinglich von
den Entdeckern der Anomalie, Adler [19], Bell und Jackiw [20], vorgenom-
men. Zusammenfassend wurde hierbei das Matrixelement des in Abb. 3.1
gezeigten Dreiecksdiagramms berechnet, wobei sich herausstellte, dass bei
einer Anderung der Integrationsvariablen der erhaltene Ausdruck entweder
mit der Erhaltung des Vektorstroms oder des U(1),-Stroms, aber nicht mit
beiden, zu vereinbaren ist. Phianomenologisch gesehen ist der Vektorstrom
erhalten, was zur axialen Anomalie fiihrt.

25



3.2 Die anomale Lagrangedichte der O(q%)

Die bis jetzt diskutierten Lagrangedichten £3 und £® weisen eine weitere
Symmetrie auf, die in der wirklichen Welt jedoch nicht vorkommt. Betrachtet
man die QCD ohne externe Felder aufler y = 2ByM mit der Quarkmassen-
matrix M = diag(m,, mg, ms), so stellt man fest, dass diese zwei Lagran-
gedichten eine Invarianz unter der Transformation ¢(z) — —¢(x) zeigen.
Anders ausgedriickt heifit das, dass sie nur Wechselwirkungsterme mit einer
geraden Anzahl von Goldstone-Bosonen besitzen, man sagt, sie haben gera-
de innere Paritit. Prozesse wie z.B. KTK~ — 777~ 7% oder auch 7% — ~y
konnen mit den Lagrangedichten £ und £® nicht beschrieben werden.
Diese Beobachtung zeigt, dass die oben beschriebene Anomalie durch die bis
jetzt diskutierten Lagrangedichten keine Beriicksichtigung findet und fiihrt
zur effektiven Wess-Zumino-Witten (WZW) Wirkung [21, 22].

3.2.1 Wess-Zumino-Witten (WZW) Wirkung

In der Umsetzung des Programs der effektiven Feldtheorie ist es notwendig,
dass die Wirkung alle moglichen Terme beinhaltet, die durch die angenom-
menen Symmetrien der zugrunde liegenden Theorie erlaubt sind. Fiir den
Fall von SU(3) x SU(3) entdeckten Wess, Zumino und Witten bei der Studie
von Anomalien bezogen auf Quarkschleifengraphen den einzigen anomalen
Term der effektiven Wirkung [21, 22]. Interessanterweise liasst sich die Struk-
tur dieses Terms ohne jegliche Kenntnis der zugrunde liegenden Theorie von
Quarks und Gluonen verstehen, was im Folgenden in Anlehnung an [32] kurz
beschrieben wird.
Der einfachste Weg zur Beschreibung der WZW Wirkung ist die Erweiterung
der Raumzeit auf fiinf Dimensionen. Sei G = SU(3) xSU(3) gebrochen zur Un-
tergruppe H = SU(3), so représentiert der Satz von Funktionen ¢, (), assozi-
iert mit den Goldstone-Bosonen, eine Abbildung von der vierdimensionalen
Raumzeit Sy in die Nebenklasse G/H. Die Homotopiegruppe 74(G/H)* ist fiir
den hier betrachteten Fall trivial, 74 (SU(3) xSU(3) /SU(3)) = m4(SU(3)) = 0,
d.h. es ist moglich, jede Viersphére in G/H zu einem Punkt zu deformieren,
was die Erweiterung der Funktionen ¢,(z) gemés

Oo(x) = @ulz;s), 0 < s < 1, (3.32)

4Die Definition und einige Beispiele von Homotopiegruppen sind in Anhang A gegeben.
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mit
¢a(;0) = @u(x:1) = ¢u(x), (3.33)

ermoglicht. Die unitdre Matrix U(z), welche die Goldstone-Bosonen parame-
trisiert, kann also zu einer Matrix U(y) erweitert werden, definiert in einem
fiinfdimensionalen Ball Bs mit Koordinaten x* und s, dessen Oberfliche die
vierdimensionale Sphére Sy, die Raumzeit darstellt. Betrachtet man nun die
folgende Funktion:

wly) = —ﬁ TR T (U U Uy Uy U, (3.34)
wobei die Indizes 4,...,m von 0 bis 4 laufen mit y; = y* = s und UY; =
UtoU /0y'. w(y) ist invariant unter chiralen Transformationen und bedingt
durch® %™ ist das Integral von w(y) iiber B, bis auf ein Vorzeichen, un-
abhiingig von den Koordinaten y*. Des Weiteren hiingt das Integral nur von
den Werten von U(y) auf der Oberfliche von Bs, der Raumzeit Sy ab, wes-
wegen w(y) der effektiven Wirkung hinzugefiigt werden kann

St = 0 [yl (3.35)
Bs

mit n betrachtet als beliebigen Koeffizienten. Dieser Term lésst sich als ein
vierdimensionales Integral iiber eine Lagrangedichte schreiben, aber nicht
iiber eine G = SU(3) x SU(3)-invariante Lagrangedichte. In mathematischer
Formulierung ist w(y) der einzige Generator der de Rham’schen Kohomolo-
giegruppe H?(SU(3) x SU(3)/SU(3);R). Bemerkenswert ist, dass der Koef-
fizient n kein frei wéhlbarer Parameter ist. Witten konnte zeigen, dass der
Koeffizient n nur ganzzahlige Werte annehmen kann. In der QCD wird n = 3
gesetzt.

In Anwesenheit externer Felder ldsst sich die effektive Wirkung schreiben
gemaf [35, 36, 37, 38|

Suzv = Sega+ S (3.36)

mit

ex Zn rvo
Seme = —487r2/d4a:6“ BT (Znap), (3.37)

®Die Konvention von ¢7*™ ist gegeben durch epjozq = —e01234 = 1.
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wobel

1
Zwop = §UZHUTT,,UZQUT713 + ULl LU s — Ulr,rraUlgs
+ U0l Urs — iU 0,r,r,Uls +i0,r,UlU'rs
— 0L U Ul — iU L, UTroUls + ithlr, Ul U'rg
1 1
= Uyllals + ilhrorars + SU U0 Uls — SUTU, LU
1 1
+ §ujUTr,,Uaazﬁ — §L{5UZVUT8J5 —UULUTr Uly
+ UTUTULU rg + UL Ours — Ulr,0urs + UL, luls — U Oyrars
1 1
+ §ujzyu§zﬁ — §ufryu5rﬁ — UTUSUL s + UTUTU g,
(3.38)

mit der Definition L{lf = U'9,U und Z/llﬁLB = U9,U". In der iiblich benutzten
Version [38] erfiillt die effektive Wirkung die Invarianz unter Ladungskonju-
gation und Hermitizitét bis auf eine totale Ableitung. Die oben angegebene
effektive Wirkung hingegen ist manifest C-invariant und hermitesch. Betrach-
tet man den Fall externer elektromagnetischer Felder

=1, = —eAQ, (3.39)

und setzt n = 3, so lisst sich die effektive Lagrangedichte schreiben gemif3®
Lo = £ +L5, (3.40)

mit

ehvap

5(4) _
ext ].67T2

{—eA#Tr(Ymg) +ie? 8, AaAy Tr(Z#)}, (3.41)
Vs = QO,UUTOUUTOUUT + QUO,UUTOUUORU,  (3.42)

zZ, = 2Q*(U9,U' - U'"9,U) — QU'QI,U + QUQJI,U'.  (3.43)

6/3(()4) steht symbolisch fiir die Lagrangedichte ohne externe Felder. 664) léisst sich nicht
als geschlossenen Ausdruck angeben.
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Entwickelt man die effektive Lagrangedichte E‘E,g, bzgl. ¢ und A, so ergibt
sich

@) _ p@) (4) (4) (4) (4) (4) (4)
EWZW o £¢+27* + £3¢+2’Y* + £5¢+27* + £3¢+'y* + ‘C5¢+7* + £5¢ + ‘C7¢ + .

(3.44)
mit”
@ et el )
‘C¢+2’Y* = WFO{ ﬁau aTr(Q augb)}a (3'45)
P R {12(60,60,604000) }.
5¢ 80m2FY prme
(3.46)

Man bemerke hier, dass der fithrende Term in Abwesenheit elektromagneti-
scher Felder, d.h. pure QCD, mit mindestens fiinf Feldern beginnt. Auflerdem
sollte man beachten, dass der anomale Sektor in fiihrender Ordnung mit dem
WZW Term anfiingt, welcher die chirale O(g*) aufweist. Die axiale abelsche
Anomalie ist vollstindig durch den WZW Term beschrieben. Konstruierte
effektive Lagrangedichten hoherer Ordnungen, wie z.B. die in dieser Arbeit
betrachtete Lagrangedichte der O(q®), beziehen sich auf den anomalen Sek-
tor im Sinne von ungerader innerer Paritdt. Hiermit lassen sich Prozesse mit
einer ungeraden Anzahl an Goldstone-Bosonen in néchst hoherer Ordnung
betrachten.

"Alle in Gl. (3.44) auftretenden Lagrangedichten sind im Anhang H explizit angegeben.
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Kapitel 4

ChPT im Sektor ungerader
innerer Paritit bis zur O(¢°)

4.1 Die effektive Lagrangedichte der O(q°)

Die Konstruktion der anomalen Lagrangedichte oder, besser gesagt, der effek-
tiven chiralen Lagrangedichte im Sektor ungerader innerer Paritéit der O(¢%)
wurde von mehreren Autoren vorgenommen [23, 24, 39, 40, 41, 42]. In die-
ser Arbeit beziehen wir uns auf die in Ref. [23] angegebene Lagrangedichte.
Die Liste der anomalen SU(3) Monome der O(q%), welche die allgemeinste

Lagrangedichte £® bilden, ist gegeben durch Tabelle 4.1 mit der Definition!
(A = WN(AUT+UAYu, ©* = U (4.1)

£Y ist klassifiziert nach Beitrigen fiihrender Ordnung bezogen auf die Re-
aktionstypen ¢+ 2(, 3¢+ (, 3¢+ 2(, 5¢ und 5¢ + (, wobei ¢ im Allgemeinen
fiir externe Felder r, and I, steht. f;' /”L bezeichnet den Feldstéirketensor bezo-
gen auf die zugehorigen externen Felder r, and [, und G* = f"U + U f",
Hw = fi'U — U fI”. Der x = 2By(s + ip) Block beinhaltet die externen
skalaren und pseudoskalaren Felder und By ist verkniipft mit dem skalaren
Quarkkondensat (gq)o im chiralen Grenzfall. Die kovariante Ableitung ist
definiert durch

Duff = Ouf —ilr f2) (4.2

MJvoa vo

In der Tabelle 4.1 bezeichnet ,rev“ den jeweils in Klammern stehenden Ausdruck in
entgegengesetzter Reihenfolge.
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Reaktionstyp LECs SU(3)

Ly* T [(X)+{(G )+ (Hap)+ — reviere”

¢+ 2¢ Lg* iTr[(X) - (G )1 (Gap) e P
Ly iTr[(x)-] Tr[(Gpu )+ (Gagp)+Je
Lis iTr[(D*Ga) +{(Gra)+ (DgU) - + rev}]e?
Ly Tr[(x)+ { (Huw )+ (DalU) - (DpU) - + revere?
Ly* Tr[(x)+ (D U) -] Tt [(D, U) - (Hap) e
Ly Tr[(X)-{(Gw)+ (DalU) - (DgU) - — rev}er?

3¢+ ¢ Lg* Tr[(X) - (DuU)~(Gra) + (DsU) -Je?
Ly* Tr[(x)-] Tr[(G)+ (DaU) - (DgU) -]e?
Ly Tr[(Gu)+ {(D*DoU)2(DU) - (DU - — rev}erre?
Ly Tr[(Gu)+ {(DADaU)2 (DU)_(DgU) - — rev}er’
Lyy IT[(X) - (Huw )+ (Hap)+ e
LYY (Tr[(X) - Tr[(Hy ) 4 (Hagp) 4 J e
LSE)E iTr[(D)\H/\M)-&-{(Hva)+(DﬂU)— + rev}]euuaﬁ

3¢ +2¢ Lot ITr[(G)+ {(H?,)+(DalU)—(DgU) - — revi]ee’
Loy iTr[(Ga)+{ (Hua)+ (DpU) - (DAU) - — rev}]erre”
Log ITr[(G )+ { (Hap)+ (DAU) - (DAU) - — rev}]erre?
Loy iTr[(Gap)+ (Do U) - (H’ )+ (DpU) _]e?
L Te[00_(D,0)_(D,U)_(DaU) (D) ]

5¢ Lo | | iTr[(DyD,U)* {(D U)_(D,U)_(DoU)_(DgU)_ + rev}]erves

Lys -
L | | Tel(H) (D) (DMU) (D) (DgU)_} + rev}]emvas

56 + ¢ Ly || Te[(Hpw){(DU)—(DoU) - + rev}|Tr[(DU) _(DpU)_Jee?
Lig Tr[(Hyw) + (DoU)-]Tx[(DsU) _(DyU) (DU _Je”

Tabelle 4.1: Die anomalen SU(3) Monome der chiralen O(¢%) bezogen auf die
Reaktionstypen ¢+ 2(, 3¢+ (, 3¢+ 2(, 5¢ und 5¢ + (. ,rev* bezeichnet den
jeweils in Klammern stehenden Ausdruck in entgegengesetzter Reihenfolge.
Die Struktur gewichtet mit dem Koeffizienten LSS tritt nur fiir SUN) mit

N > 4 auf.
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Die symmetrisierte kovariante Ableitung (D, D,U)? ist gegeben durch

(DuDU). = (DuD,U)- + & (Hu)s. (43)

In der Anwesenheit elektromagnetischer externer Felder, d.h. r, = [, =
—eA,Q und x = x', ist die fithrende Ordnung in der Entwicklung der Bau-
steine bzgl. ¢, x = 2ByM und A, gegeben durch

£O = L8, + L+ L)+ (4.4)
mit
32¢? . .
Ll = R { Bo (L8 Fuy FugTe[{M, 6} Q%) + L5 Fu FasTr[{M, 0} Tr[Q?))
LY 0P FlaTeQ {076, QY e, (45)
32ie I, >
L = =g { Bo (L T2(M 0,00,0(6,Q] + M9, Q] 0:6. 950

+L5“ Tr (030 [¢, Q1) Tr[M Dag)
LI Tr[{6, M} (Q 0at) 056 — 90 0a Q)]
+Lg“ Tr[{¢, M} 0.6 Q 030
+Ly Tr[{g, M} Tr[Q a0 0] )
—LY5 Tr[Q (07000 050 00 — Orp D5 0*0a))]
L TE(Q (9006 060 050 — 0*0a6 D50 010)] fe7, (4.6)

mit F,, = 0,A,—0,A,. Die LECs der Lagrangedichte ££6) lassen sich in zwel
Gruppen einteilen. Einerseits sind es Koeffizienten der chiralen Symmetrie-
brechung und andererseits Koeffizienten der Ableitungen. Letztere werden
unter Verwendung des Vektormesondominanz (VMD) Modells abgeschétzt,
was in dem Abschnitt 4.1.3 diskutiert wird. Die iibrigen LECs sollen mit
Hilfe experimenteller Daten angepasst werden. Hierfiir zeigt die Tabelle 4.2
fiir die jeweiligen Reaktionstypen eine Wahl geeigneter Amplituden und die
jeweils beitragenden LECs?. Es sollte betont werden, dass, mit Ausnahme von

2Der Reaktionstyp 5¢ + ¢ wird in dieser Arbeit nicht behandelt.
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Reaktionstyp Amplitude LECs
0 6,€e 6,¢
™Y Lg*, Lig
L6,6 L6,e LG,e
N8y 8 ,6 9 76 19
o+ 2C 7t — ety L, Liy
+ + 6,¢e 6,¢ 6,¢e
K™ — eTvy 6L3 76L8 ,6L196
-0 J€ J€ J€ J€
Ty Ls", Lg, Liz, Ly
+,.— L6,E LG,E L6,6 LG,E L6,E LG,E
T MRy 2 ’6 7 76 5 76 6 ’6 13 ,6 14
3¢+ ¢ KtK 'y Ly, Ly, LeS, Ly, Ly
+ - 6,€e 6,€e 6,€e 6,€ 6,€ 6, 6,€e
K™K ngYy Ll ) L% ) Lg ) Lg ’ Lg 9 L(1337 L14
+ + _ + ,€ ,€ ,€ ,€ ,€
KT —an"n"e v L17L57LgaL137L14
+ - 0 ?E
T Ty L)
+1—-0 6,¢ 6,e 16, 6,¢
KTK™m yy Ly, Loy, Loy, Lioj
+ - 6,¢ 6,¢e 6,¢ 6,¢e 6,¢e
3¢ +2¢ TNy L%Oa Léu L%OJ L%m Lgs
+ 17— J€ J€ J€ J€ J€
K™K ngyy Lyg, Lyy, Loy, Loy, Liog
+o =t 6,¢
TN L
+ 71— 4+ _—_0 6,€e 6,€e
5%0) K K rnrr—m L%, Ly

Tabelle 4.2: Mogliche Kombinationen aus Goldstone-Bosonen und externen
Feldern und die beitragenden LECs.

3¢ + 2¢, keine Uberlappungen der einzelnen Reaktionstypen auftreten. Bei
dem Reaktionstyp 3¢ + 2¢ hingegen treten sowohl LECs der Reaktionstypen
¢+2(¢ als auch 3¢+ bei, die jedoch nicht explizit in der Tabelle 4.2 aufgelistet
sind.

4.2 Konsistente Rechnung bis zur O(q¢")

Zur Ausfithrung einer konsistenten Rechnung bis zu einer gegebenen Ord-
nung miissen alle moglichen Feynmandiagramme in Betracht gezogen werden,
die durch die effektive Lagrangedichte erzeugt werden konnen. Hierfiir steht
Weinbergs Zihlschema [15] zur Verfiigung, welches die Verkniipfung zwischen
der Schleifenentwicklung und der chiralen Entwicklung herstellt und somit
die Wichtigkeit einzelner Diagramme bestimmt:

D = 2+ 2(n—1)Ny, +2N;. (4.7)
n=0

33



Ny, steht fiir die Anzahl der Vertices aus £, N, fiir die Anzahl der un-
abhéangigen Schleifen und D bezeichnet die chirale Ordnung des Diagramms.
Die effektive Lagrangedichte in dem Sektor ungerader innerer Paritdt bis zur
O(q°) ist gegeben durch

Lotz = ['I:ff + Eeffa (4.8)

mit
£y = £y (4.9)
‘Cgff = ['5;21 + ££6) + ... (4.10)

Hierbei steht der Index N fiir normal (= gerade innere Paritdt) und A fiir
anomal (= ungerade innere Paritit). Der explizite Ausdruck der jeweiligen
Lagrangedichten ist in den Gl. (3.22), (3.9), (3.40) und (4.4) angegeben. Un-
ter Verwendung der Gl. (4.7) sind die beitragenden Diagrammbklassen fiir die
Reaktionstypen ¢ +2v*, ¢ +~v*W, 3¢ +v*, 3¢ + W, 5¢ und 3¢ + 2v* bis zur
Ordnung D < 6 in den Abb. Bl - B6 im Anhang B gezeigt®. Letztere lassen
sich mit Ausnahme des Reaktionstyps 3¢ + 2v* wie folgt zusammenfassen.

Die niedrigste Ordnung besteht aus einem WZW Vertex. In néchst hoher-
er Ordnung bestehen d1e beltragenden Diagramme, auf Baumniveau, aus
einem Vertex der O(¢") von c® , auf Einschleifenniveau, aus einem einzi-
gen WZW Vertex mit geschlossener Schleife oder aus einem WZW Vertex
und einem Vertex der O(q?) von L?). Betrachtet man den Reaktionstyp
3¢ + 2v*, so tragen in niedrigster Ordnung sowohl Diagramme mit einem
einzigen WZW Vertex als auch Diagramme mit einem WZW Vertex und ei-
nem Vertex der O(g?) von £? bei. In niichst hsherer Ordnung tragen auf
Baumniveau sowohl Diagramme mit einem Vertex der O(¢®) von £9 als
auch mit einem WZW Vertex und einem Vertex der O(q*) von £® als auch
Diagramme mit einem Vertex der O(¢%) von £ und einem Vertex der O(¢?)
von £® bei. Auf Einschleifenniveau tragen Diagramme mit einem einzigen
WZW Vertex mit geschlossener Schleife sowie Diagramme mit einem WZW
Vertex und einem Vertex der O(q¢?) von £ und Diagramme mit einem
WZW Vertex und zwei Vertices der O(g?) von L2 bei. Des Weiteren erhal-
ten alle Diagramme niedrigster Ordnung zusitzlich Korrekturen der O(q?)

3¢ steht fiir (7, K, n) und v* bzw. W bezeichnet das Photon bzw. W-Boson.

34



erzeugt durch die Zerfallskonstanten- und Wellenfunktionsrenormierung der

Goldstone-Bosonen?.

4.2.1 Renormierung

Weinbergs Zihlschema [15] folgend tragen Einschleifendiagramme immer in
néchst hoherer Ordnung bei. Berechnet man z.B. unter Verwendung der Ver-
tices von £? Einschleifendiagramme, so miissen die auftretenden ultravio-
letten Divergenzen durch die Renormierung der Koeffizienten von £®*) absor-
biert werden. In Ref. [16, 17] werden die entsprechenden Pole in dimensio-
naler Regularisierung zusammen mit den benétigten Gegentermen in einer
geschlossenen Form angegeben. Hierfiir wurde die so genannte Sattelpunkt-
methode verwendet, welche ausgehend von dem erzeugenden Funktional

exp(iZ) /DU exp [i/dwE(U)], (4.11)
die Moglichkeit bietet, die Einschleifenbeitrage zu bestimmen
Zy seneite. = %ln(det D). (4.12)

D bezeichnet einen elliptischen Differentialoperator. Um obiges Resultat zu
erhalten, entwickelt man die Wirkung um die klassische Lésung und fiihrt
das Pfadintegral bezogen auf Terme, die quadratisch in den Fluktuationen
sind, durch. Der resultierende Einschleifenanteil des erzeugenden Funktionals
wird unter Verwendung dimensionaler Regularisierung behandelt und die Po-
le durch die so genannte Wirmekernentwicklung isoliert®. Folgend wird in
Anlehnung an [43] die prinzipielle Idee an einem Beispiel kurz erlautert. Sei
q(t)”

S(g) = / ar 10 (4.13)

die gewahlte Wirkung, so folgt

a(r')=a a(r')=0
/ Dy exp[-S(g)] = expl—S(qu) / Dy expl-S(q).
q(m)=8 q(T)=0

(4.14)

4Der explizite Ausdruck fiir die Zerfallskonstanten- und Wellenfunktionsrenormierung
der Goldstone-Bosonen ist im Anhang G angegeben.
5Im Englischen wird die Warmekernentwicklung als heat-kernel-method bezeichnet
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wobei qi; die Losung des Wirkungsprinzip
S(q) = stationdr, q(7) = 3, q(7') = «, (4.15)
bezeichnet. Die interessierenden Quantenfluktuationen berechnet man zu
a(r')=0 -1
/q(T):O Dq exp[—S(q)] = [27r(7" — 7')} g (4.16)

Der Trick hierbei besteht darin, die Wirkung S(q) als eine quadratische Form
%(q\Dq) mit einem geeigneten Differentialoperator D zu schreiben:

q(7")=0 q(7")=0 1
| paepl-s@) = [ Dgesl-jag) @
q(r)=0 q(7)=0

Motiviert durch das klassische Gauf3’sche Integral lasst sich somit der formale
Ansatz

q(v")=0 1
/ Dq exp[—=(q|Dg)] := const x [det D]_%, (4.18)
q(r)=0 2
machen. Sei nun D := —j—;, so fiihrt (4.13) zur Eigenwertgleichung
Dgn(t) = Mugn(t), 7 <t < 7 (4.19)

mit den Eigenwerten

2
Ay = ( m ) n=12 . (4.20)

T —T

Die Einfithrung der Zeta-Funktion fiir den gegebenen Operator D gemé&f
Gls) = Y _A° s€ER, (4.21)
ergibt

d
detD = exp(—— gD(O)). (4.22)
ds
Fiir das hier betrachtete Beispiel berechnet man

T -7

G(s) = exp[23 ln( )]C(Qs), (4.23)

™
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wobei ( die klassische Riemann’sche Zeta-Funktion bezeichnet. Dies fiihrt zu
detD = 2(7" —71). (4.24)

Die Wahl der Normierungskonstante const = (7)~!/2 ergibt schliefllich das
Ergebnis aus Gl. (4.16). Die Berechnung von (p(s) ist i.A. die Hauptaufgabe.
Hierfiir verwendet man die Mellin-Transformation des Warmekerns, welche
zu (p(s) fiihrt

1 OO s—1
ols) = )/O @t Ko(D) 1), s ER, (4.25)

)

mit dem Warmekern

D exp(—Aat), t >0, (4.26)

der fiir sich selbst genommen die Wérmeleitungsgleichung erfiillt. Berech-
net man fiir einen gegebenen Differentialoperator D unter Verwendung der
Wiérmeleitungsgleichung den Warmekern, so erhélt man (p(s) und somit die
erwiinschten Einschleifensingularitédten.

Betracht man die ChPT, so lésst sich Gl. (4.11) umschreiben zu

2
exp(iZ)1—Schleife /Df exp| — —0 (€ |D§)> (4.27)
mit
D = d'd,+p,
du§ = &+ [, €, (4.28)
und

U = wexp(if)u,
ut = U, (4.29)

[\

wobei U die klassische Losung bezeichnet. Die antihermitesche GroBe Ju und
die hermitesche Grofle p sind diejenigen Objekte, die die vollstdndige Infor-
mation auf dem Einschleifenniveau der betrachteten Theorie, definiert durch
ihre Lagrangedichte, beinhalten. Nach oben beschriebener Prozedur erhélt
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Kopplungskonstante empirischer Wert [1073 GeV 7] Koeffizient I’
L 0.4+0.3 =
L} 1.35+0.3 =
L -35+1.1 0
L} —0.34+0.5 %
Lk 14405 2
L -02+0.3 in
L —04+0.2 0
L} 0.9£0.3 =
Ly 6.9+ 0.7 :
Li, —5.5£0.7 —i

Tabelle 4.3: Renormierte Niederenergiekopplungskonstanten L} in Einheiten
von 1072 GeV~? bei der Skala pn = m, [44].

man nach lédnglicher Rechnung Ref. [45, 46, 41] folgend die Wirmekern-
Formel

- 1 1 1
Z(smgula?) _ _ /d T [_ . uv -2 4.30
1—Schleife 167r2(n . 4) rlr 12]# J + 2p ) ( )
mit
Jww = 8u.]u - au]u + []w]u]' (431)

Aus obiger Gleichung ist ersichtlich, dass im Rahmen der dimensionalen Re-
gularisierung® die Divergenzen als Pole bei der Dimension n = 4 in Erschei-
nung treten. Die Hauptaufgabe besteht in der Bestimmung von j,,, und p fiir
den jeweilig betrachteten Fall. Letzteres wurde von Gasser und Leutwyler

fiir £® bestimmt und die Definition der renormierten Kopplungskonstanten
von L£®

Mn—4
Ly = Li+T1— i=1,2,..,1
i 1+ 1327T2R’ 1 ) Ay ey Oa
,un—4
H = H'+ AL R i=12
i i + 1327T2R’ 1 ) <y
2

6Eine Einfiihrung in dimensionale Regularisierung ist z.B. in Ref. [25] gegeben.
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1 1 2 3| 4 5 6 701819 10 | 11| 12

RS |~ |2 -2 |-t &£ ]0]0] 0 | 0|—%

96 16 96 16 32 8 48 32

i 13 | 14 | - | 16] 17 | 18] 19 [ 20|21 ] 22 | 23 | 24

1 3 1 1 1 1 1 3

B2m*F5 % | —16 | 16 | - gl -1l O =51 0]0 -5 5|1

Tabelle 4.4: Koeffizienten ¢; fiir die in dieser Arbeit verwendeten Lagrange-
dichte der O(q°) erzeugt aus den Ergebnissen von Ref. [39].

so gewihlt, das die Summe von £®* + %ln detD fiir n = 4 endlich ist [17].
In der Tabelle 4.3 sind die empirischen Werte der renormierten LECs von
L® bei der Skala p = m,, und die Koeffizienten I'; angegeben [44]7. Fiir den
anomalen Bereich ist diese Prozedur von mehreren Autoren vorgenommen
worden mit unterschiedlichen Definitionen und unterschiedlicher Nomenkla-
tur [45, 46, 41]. Wir verwenden in dieser Arbeit die effektive Lagrangedichte
der O(q°®) im Sektor ungerader innerer Paritéit aus Ref. [23] (siehe Abschnitt
4.1). Aus den berechneten Ergebnissen von Ref. [39] lassen sich mit der De-
finition

n—4
KR i=1,2..24,

L = L{+4
! ir 32727

(4.33)

die Koeffizienten ¢; fiir die in dieser Arbeit verwendete Lagrangedichte der
O(q°) angeben. Tabelle 4.4 zeigt fiir den Fall von SU(3) die jeweiligen Koef-
fizienten. Im Folgenden beziehen wir uns, wenn nicht anders angegeben, auf
renormierte Grofien.

4.2.2 Vektormesondominanz (VMD)

VMD ist ein sehr erfolgreiches phénomenologisches Modell basierend auf der
Sachlage, dass Teilchen mit gréferer Masse immer durch virtuelle Effekte in
der Theorie in Erscheinung treten. Grob gesprochen besagt VMD, dass der
Hauptteil der dynamischen Effekte unterhalb der Skala chiraler Symmetrieb-
rechung bei den meisten Prozessen durch den Austausch dieser massiveren

"Hy und Hs besitzen keine physikalische Relevanz [17], weswegen diese LECs im Fol-
genden nicht mehr auftauchen.
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Resonanzen gegeben ist. Hierdurch lassen sich die LECs, die physikalisch ge-
sehen all jene Information der QCD iiber Teilchen beinhalten, die nicht zum
Oktett der Goldstone-Bosonen gehoren, abschétzen. Bei sehr niedrigen Ener-
gien erwartet man, dass die Leichtesten, die so genannten Vektormesonen den
Hauptbeitrag liefern. Diese kénnen in gleicher Weise wie das pseudoskalare
Mesonoktett in einer Matrix zusammengefasst werden geméf

ﬁ 4+ Y i L
22 NG) o \/*50
v, = byl % (4.34)
K~ K g,
V2 V2 V2

Nach Ref. [47] werden die Vektormesonen als dynamische Eichbosonen ei-
ner verborgenen lokalen Symmetrie eingefiihrt®. Ein alternatives Schema be-
schreibt die Vektormesonen als massive Yang-Mills Bosonen [49, 50, 51]. Letz-
terer Ansatz und seine Verkniipfung mit dem Schema verborgener Symme-
trien werden in Ref. [52] diskutiert. Ref. [47] folgend ist die effektive Lagran-
gedichte gegeben durch

L = L0+ L (4.35)
mit
VMD F T 1 4
Ly” = Z{Tr(x U+ xU")+Te(D,UD*U")
—aTr[(D€'€ + D) (Digle + Drgeh]} - (4.36)
und
3 e
L - W{zTr(AuA,,Aa@g—@#@y@aAg)
HTr(A,0,A005) — Tr[Fl (AaOs — Ouly)]
1
3 TEIGu (6RO — €10 A6 + 1105 — €0 A€ |-
(4.37)
wobei
D& = 9, —igV.£ —ieALQ, & = U. (4.38)
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Abbildung 4.1: Die zu berechnenden Diagrammklassen in dem VMD-Modell
fiir die Reaktionstypen ¢ + 2v* (links) und 5¢ (rechts). Die doppelte Linie
bezeichnet Vektormesonen V,.

Die Indizes N bzw. A stehen fiir gerade bzw. ungerade innere Paritdat und D,U
bezeichnet die konventionelle kovariante Ableitung mit elektromagnetischen
externen Feldern. a bezeichnet einen globalen Koeffizient eingefiihrt aufgrund
von Symmetrieiiberlegungen. Die einzelnen Bausteine sind definiert durch

A, = 0,67 —igV, —ieA,£TQ¢,

0, = 0,86 —igV, —ieA,£QET,

F. = g0V, —ig’V,V,,

G, = —ed,AQ—ie®A,A,Q% (4.39)

AN

Die Entwicklung von L™ bzgl. ¢ und V, fithrt zu

2
LM — 2 Tr(V, V") + 2egy A, Tr(QVH) + (%V) AL AMTE(Q?)

Vv
— L ETx(V, [0, 0"6]) — - A Tr(Ql, 9"6))
+€9;¢¢ A, Tr([[9, QL o] VH). (4.40)

In obiger Gleichung sind die Relationen fiir die Masse des Vektormesons,
m} = ag?FZ, die Vektor-Photon Mischung gy = agFy und die Vektor-¢¢
Kopplung gyss = ag/2 bereits eingefiihrt. Dies fithrt zur bekannten KSRF
Relation [53, 54],

IV op2, (4.41)
9v e

8Eine Einfiihrung in verborgene lokale Symmetrien ist z.B. in Ref. [48] angegeben.
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unabhéngig vom Koeffizient a. Die Wahl a = 2 fiihrt zur universellen Vektor-
Meson Kopplung gy = g und zur kompletten Vektormesondominanz des
elektromagnetischen Formfaktors, beides basierend auf phéanomenologischen
Uberlegungen [47]. Man sollte beachten, dass das VMD-Modell nicht die Ko-
effizienten der Quarkmassenterme in der chiralen Theorie vorhersagen kann,
weil die VMD-Lagrangedichte keine explizite Symmetriebrechung beriicksich-
tigt. Hieraus folgend kann dieses Modell nur eine Abschitzung der ,,dynami-
schen® LECs liefern. Diejenigen LECs, die Koeffizienten der chiralen Sym-
metriebrechung sind, werden mit Hilfe experimenteller Daten angepasst. Des
Weiteren ist hier anzumerken, dass fiir den Reaktionstyp 3¢ + v* die so ge-
nannte exakte VMD aufgrund der sehr genauen Messung des w — 37 Zerfalls
nicht aufrechterhalten werden kann [47].

Betrachten wir als Beispiel die Reaktionstypen ¢+2+* und 5¢. Die zu berech-
nenden Diagrammklassen sind in Abb. 4.1 gezeigt. Definiert man fiir ¢ + 2+*
die invariante Amplitude durch M = —iFe“”O‘ﬁeud,qaq’ﬁ, wobei g, und g,
die Photonimpulse mit ihren Polarisationsvektoren €, und 5; bezeichnen und
entwickelt die auftretenden Propagatoren geméfl

my P’

= 1+—+.. 4.42
o p—— Tz (4.42)

so erhilt man fiir den O(¢%) Anteil
3¢*(¢” + ¢7)

VMD

Der Vergleich mit dem anomalen Beitrag der O(¢%)

128¢* (¢* +¢°) Liy
3Fy ’

liefert die Abschitzung LSy = —6A mit A = 1/102472A%, wobei A =
m, = 0.77GeV ist. Definiert man fiir 5¢ die invariante Amplitude fiir die
Reaktion 7°(p1) + 77 (p2) + 7 (p3) + KT (psy) + K (ps) — 0 durch M =

—i F P py,p3,paapss und entwickelt die Propagatoren nach Gl. (4.42), so
erhilt man fiir den O(¢®) Anteil?

F, = (4.44)

3

QLT B
16 Fm?2 2

(4.45)

9U ist eine Linearkombination der Skalarprodukte der Impulse, deren expliziter Aus-
druck fiir den Vergleich irrelevant ist.

42



Reaktionstyp LECs Abgeschétzter Wert durch VMD-Modell

¢+ 2v* LYy —6A
Lys —3A
3¢ + 7* LYy +9A
Loy —3A

3¢+ 2v* Lg’f —
Ly R
LQé +§A

Loy -
5¢ Lo —3A

Tabelle 4.5: Abschéitzung der LECs durch VMD-Modell mit A =
1/1024A%7%, A = m, = 0.77 GeV.

Der Vergleich mit dem anomalen Beitrag der O(¢%)

256 1.55
F, = F512 U, (4.46)
0

fithrt zur Abschitzung L5 = —3A/4. Eine analoge Vorgehensweise bei den
iibrigen Reaktionstypen fithrt zur Abschétzung der ,dynamischen® LECs
durch das VMD-Modell zusammengefasst in Tabelle 4.2.2. Die Konstanten
Lo und LSY liefern fiir den Reaktionstyp 3¢ + 27* keine Beitriige.
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Kapitel 5

Ergebnisse

Dieses Kapitel zeigt die Ergebnisse der Berechnung von insgesamt vierzehn
Prozessen in ChPT im Sektor ungerader innerer Paritéit bis zur O(q®). Die
einzelnen Prozesse sind klassifiziert nach den Reaktionstypen ¢ + 2v*, ¢ +
VW, 3¢ + %, 3¢ + W, 3¢ + 29* und 5¢'. Auf der einen Seite bekommt
man einen detailierten Einblick, bei welchen Prozessen und in welchen Kom-
binationen die LECs beitragen, und andererseits werden so viele LECs wie
moglich unter Verwendung experimenteller Daten angepasst. Hierfiir sind die
Amplituden bis zur O(¢°®), Wirkungsquerschnitte, Zerfallsbreiten und Form-
faktoren berechnet worden. Die Resultate werden diskutiert und abschlieSend
die numerischen Werte der LECs der Lagrangedichte £ und die jeweils zu-
gehorigen Prozesse in einer Tabelle zusammengefasst.

5.1 Reaktionstyp ¢ + 27" und ¢ + v*W

5.1.1 79 — 4%y

Definiert man die invariante Amplitude durch M = —¢ F e“”o‘ﬁéug’uqaq’ﬁ, wo-
bei g, und q; die Photonimpulse mit ihren Polarisationsvektoren ¢, and &?L
bezeichnen, dann ergibt die Berechnung der in Abb. 5.1 gezeigten Diagramm-
klassen bis zur O(q°)

L$ bezeichnet die Mesonen (7, K, 1), v* steht fiir das Photon und W bezeichnet das
W-Boson.
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Abbildung 5.1: Die beitragenden Diagrammklassen fiir den Prozess 70 —

v* bis zur O(¢%). Die durchgezogenen Linien bezeichnen die Mesonen.

62

F(r® = 7'7) = g {l+Cm+Ole’ +47)

2
+— (Alg® m2) + Alg? mi] + Alg®,m2] + Alg?, m]
0

~1m2] ~ 1[mi]) }. (5.1)
mit
102472 .
c, = — 3 Lg’,
5122 4.
Gy = —— LY. (5.2)

Beachtet man die unterschiedlichen Formulierungen der Beitridge bezogen
auf die Kontaktterme der O(¢%), so finden wir Ubereinstimmung mit Ref.
[45, 55, 56].

5.1.2 79—y

Setzt man in Gl. (5.1) ¢> = ¢ = 0 fiir reelle Photonen, so erhilt man
2

42 F,
Die Zerfallsbreite lisst sich schreiben geméf3?

1 VM2, 0,0]
r = Ty Alms, /dQZ IM2. (5.4)

212m,(27)? 2m?2

F(r® = ~y) = {Hﬂmﬂ. (5.3)

2Die Definitionen von Wirkungsquerschnitten und Zerfallsbreiten sind im Anhang D
angegeben. \x,y,2] = (v —y — 2)? — 4yz.
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Experiment /Theorie ['(7% — v7) [eV]
PDG (2008) [4] 784 £ 0.56
Jefferson Lab (PrimEx Koll. 2007)[57] | 7.93 £ 2.0%(stat) £ 2.0%(syst)
J. L. Goity et al. [58] 8.1+ 0.081

Tabelle 5.1: Die Resultate fiir die Zerfallsbreite I'(7° — ~7) aus Experimen-
ten und der Theorie.

Unter Verwendung von ), 56)#5( N = —Guw €rhilt man

3
mﬂ'
W“waEEWWHWW (5.5)

Setzt man Lg = 0, so fithrt Gl. (5.5) zu I'(7® — vv) = 7.73eV, in Uberein-
stimmung mit den experimentellen Daten [4]. Da jedoch die PrimEx Kolla-
boration am Jefferson Lab [57] zurzeit die neuste und préaziseste Messung des
79 Zerfalls bietet, haben wir Lg daran angepasst. Hieraus folgend erhiilt man
Ly = (=024 0.3) x 1073 GeV 2. In der Tabelle 5.1 ist die Zerfallsbreite

['(7® — ~v) aus Experimenten und der Theorie angegeben.

5.1.3 7 — yefe

Definiert man ¢, und ¢, = e/s [uy,v] als virtuellen Photonimpuls und Pola-
risationsvektor mit s = ¢2, und ¢, und €, als den reellen Photonimpuls und
Polarisationsvektor mit ¢ = 0, so erhilt man aus Gl. (5.1)

2

F(7% — vete™) 4;2—}7”{1 + Cym2 + Cys
;2 (215 m2) + 2A[s. mi] — Tm2] — 1fm3]) ).
(5.6)

Die Zerfallsbreite lasst sich schreiben geméf

2
m2 e \ 2 m2] —
T(r° — ~yete™) = / ds\/ [m2,5,0]\/Als, m2, m? /dQeeZ|M|2'
4m2

1024m3 s

(5.7)
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Chirale Ordnung (7% — vete™) [meV]
O(q") : 91.66
O(QG) Ol = O, 02 =0 91.70
O) 1 Cr =0, Cy = 1/A? 91.88
O(¢%) : Cym?2 = 0.013 + 0.020, Cy = 1/A° 043+ 5.5

Tabelle 5.2: Die Resultate fiir die Zerfallsbreite I'(7® — ~yete™) in niedrigster
Ordnung und fiir die O(¢%).

Definiert man den leptonischen Tensor durch

L=y fun™fay ol (5.8)
Spin
und verwendet
dQe. 4 2m
/?LW = §<1+ 2 )(ququ CYue), € =5, (5.9)

so erhilt man

F(WO — vete)

d\/ (m2 — )3 (2m? + s) o o
384m37r3 /4 , IF( I

T — ye’e

(5.10)

Die angepassten bzw. abgeschiitzten Werte? von LY = (=0.2 £ 0.3) x
1073 GeV =2 baw. LY = —6A fithrt zu Cym2 = 0.01340.020 bzw. Cy = 1/A2.
Eine abschliefende Integration iiber s resultiert in

D(7" — yete™) = (94.3+£5.5) meV. (5.11)

Unser Ergebnis zeigt eine schone Ubereinstimmung mit den experimentellen
Daten I'(7% — veTe™) = (93.9 + 7.2) meV [4]. Man sollte jedoch beachten,
dass aufgrund des Integranden in Gl. (5.10), die Breite I'(7° — veTe™) den
Hauptteil ihres Wertes von F(7® — ~veTe™) in demjenigen Bereich erhélt,

319y ist abgeschitzt durch VMD mit A = 1/102472A%, A = 0.77 GeV. Informationen
hierzu findet man in Abschnitt 4.2.2.
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Experiment 70 slope-Parameter [GeV ]
PDG (2008) [4] 176 £ 0.22
F. Farzanpay et al. (1992) [59] +1.4+3.0
SINDRUM I Kollaboration (1992) [60] +1.4+1.6
F. Fonvieille et al. (1989) [61] —6.0 £4.7
H. Kobrak (1961) [62] 0.6+ 6.0
J. Fischer et al. (1978) [63] +5.5+ 1.7

Tabelle 5.3: Der 7 slope-Parameter aus Experimenten.

in dem das virtuelle Photon nahe der Massenschale ist, weswegen die totale
Zerfallsrate eine nicht wirklich gute Messsonde des virtuellen Verhaltens dar-
stellt. Tabelle 5.2 zeigt die Resultate fiir die Zerfallsbreite I'(7° — yete™) in
niedrigster Ordnung und fiir O(¢%) und spiegelt letztere Aussage wider. Das
Verzweigungsverhéltnis fiir den 70 Zerfall [4],

(7% — ~veTe™)

I(70 — )
wird mit unserer Rechnung reproduziert, jedoch ist es kein spezifischer Test
des virtuellen Verhaltens, da QED-Effekte fiir sich allein genommen das obige

Verhiltnis erkldaren. Fiir s # 0 kann man den so genannten slope-Parameter
definieren durch

— (1.213 +0.030) %, (5.12)

1 d 0 *
SlOp@ = m £F(7T — Y )|s=0

1
- m{@g + Oschleife}. (5.13)

Hierbei bezeichnet Cgepeite die Schleifenkorrekturen
2+ ln(TZ—E> + ln(ﬁ—%) ,
Csehleife = — = 0.28GeV~7, 5.14
Schleif 06 F2n? e ( )

bei der Skala p = 0.77 GeV. Unter Verwendung von Cym? = 0.013 4 0.020
und Cy = 1/A? fiihrt eine perturbative Behandlung bezogen auf Cym? zu*

slope = (1 —0.013 4 0.020) (1.69 + 0.28) GeV 2
(1.94 4+ 0.04) GeV 2. (5.15)

4Da fiir den Parameter Cym?2 < 1 gilt, ist eine perturbative Behandlung moglich.
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Der erste Term in der zweiten Klammer spiegelt die VMD-Abschéitzung und
der zweite die Schleifenkorrekturen wider. Die experimentellen Daten fiir den
70 slope-Parameter sind in Tabelle 5.3 gezeigt. Innerhalb der Fehlerbalken
finden wir Ubereinstimmung mit Ref. [4, 59, 60] und keine Ubereinstimmung
mit Ref. [61, 63].

5.1.4 n—yy*

Definiert man die invariante Amplitude durch M = —i F e“”aﬁsue;qaqg, wo-
bei g, und q/@ die Photonimpulse mit ihren Polarisationsvektoren ¢, and &,
bezeichnen, so fithrt die Berechnung der in Abb. 5.2 gezeigten Diagramm-
klassen zu®

62
Flms =) = oz {1+ Comd 4+ Cam+ Co(a? + %)
8

U%? (Alg® m2) + Alg®, mi] + Alg®, m2] + Alg®, mi]
~1m2] - Ifmk]) }. (5.16)

F(no —v") = W{1+Cm2+0q2(q2+q/2)
0

(Al m2) + Alg?, i) + Al m2) + Al i

~1m2] — L)) }. (5.17)
mit

C; = —51§W2L?5,

Cy = —102947T2(7Lg’6+24LS76),

Cy = 409967T2(Lg’6+6Lg’6). (5.18)

SWir verwenden das phiinomenologische n-1’ Mischungschema [64]. Niihere Informatio-
nen hierzu findet man im Anhang G.
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Abbildung 5.2: Die beitragenden Diagrammklassen fiir den Prozess n — ~v**
bis zur O(q%). Die durchgezogenen Linien bezeichnen die Mesonen.

Beachtet man die unterschiedlichen Formulierungen der Beitrdge bezogen
auf die Kontaktterme der O(¢°%), so finden wir Ubereinstimmung mit Ref.
[45, 55]. Hierbei sollte man beachten, dass zur Absorption der in den Schlei-
fenintegralen auftretenden Divergenzen fiir die Amplitude des 7y zusétzliche
Gegenterme der O(¢%) benétigt werden. Hierfiir ist eine Erweiterung der La-
grangedichte £® notwendig, die durch £’ £6) dargestellt wird. Letztere wurde
fiir den hier betrachteten Fall konstruiert. Hieraus folgt, dass sich die Kon-
stanten C),,2 und Cj2 aus Linearkombinationen der LECs der Lagrangedichte

£® und der LECs der Lagrangedichte £’ £6) zusammensetzen®. Fiir eine An-
passung der LECs der Lagrangedichte Egﬁ) nehmen wir an, dass sich C,,,2 und

C,2 in der GroBenordnung von Cym2 4+ Cym3; und Cy befinden.

5.1.5 1 — vy

Setzt man in den Gl. (5.16) und (5.17) ¢* = ¢’* = 0 fiir reelle Photonen ein,

so erhalt man
2

_ € 2 2
Fns —vy) = "3, {1 + Cym? + C4mK}, (5.19)
2
e
F = ————J14Cp2y. 5.20
(no — ) g \/BF%{ } (5.20)

Die experimentellen Zerfallsbreiten sind gegeben durch [4]:

[(7° —~vy) = (7.9340.32)eV (PrimEx Kollaboration, 2007),
I'(n—vy) = (0.5140.03)keV,
T —~y) = (4.28+0.19)keV. (5.21)

Die expliziten Ausdriicke fiir Cp,2 und C,2 sind im Anhang H angegeben.
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Dies fiihrt zu den folgenden reduzierten Verhiltnissen:

3mzl'(n — 77)
0, = r = (2.80+0.25), 5.22
n m%F(WO N /YY) ( ) ( )

3mal'(n — 7v)
;= T = .56 +0.05). 5.23

Wir nehmen fiir den Mischungswinkel” § = —20° und F,, ~ 1.3 F,, woraus
sich F,,/F, aus dem experimentellen Wert fiir p,, ableiten ldsst. Mit der
Anpassung von Cp2 ~ Csm2 + Cym3 = 0.03 &+ 0.05, erhilt man F, /F;
im Bereich von 1.13 £ 0.08. Wir wéhlen F,) = 1.06 F5, was zu o, = 2.77 &
0.4 fithrt in Ubereinstimmung mit dem experimentellen Resultat. Fiir die
Zerfallsbreite

3

m
T =) = - [Fin—)l (5.24)
erhalt man
I'(n—vy) = (049 £0.05)keV. (5.25)

Dieses Ergebnis stimmt innerhalb der Fehlerbalken mit den experimentel-
len Daten iiberein. Der angepasste Wert fiir LS’6 ist gegeben durch Lg’6 =
(0.04 £ 0.07) x 1073 GeV 2. Man sollte hier anmerken, dass die Physik des
n bzw. n' i.A. ein sehr komplexes Gebiet ist, auf das hier aber nicht néiher
eingegangen wird®. Wir verwenden in dieser Arbeit das phinomenologische
n-n" Mischungsschema [64] und betrachten nur das 7, mogliche Ergebnisse
fiir das 17 werden nicht angegeben.

5.1.6 n— yete

Definiert man ¢, und ¢, = e/s[uy,v] als virtuellen Photonimpuls und Po-
larisationsvektor mit s = ¢? sowie qL und E;L als reellen Photonimpuls und

"Ref. [64] folgend verwenden wir § = —20° als Mischungswinkel.
8Informationen zu diesem Gebiet findet man z.B. in Ref. [64, 65].
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Chirale Ordnung I'(n — vyete™) [eV]
O(q") : 10.13
OF) : Cpp = 0, Cy = 0 7.5
O°) : Cpz =0, Cy =1/A? 7.75
O(q%) : Cam?2 + Cym% = 0.03 £ 0.05, Cy = 1/A? 82+0.7

Tabelle 5.4: Die Resultate fiir die Zerfallsbreite I'( — veTe™) in niedrigster
Ordnung und fiir die O(¢").

Polarisationsvektor mit ¢’ = 0, so fiihren die Gl. (5.16) und (5.17) zu

2

e
F(’f}g — 7e+e_) = m{l + C3m3r + C4m%( + 028
78
+i(2A[s m2] + 2A[s, mi] — 1m2] — 1fm3]) }
FO2 y M ) YK s K )
(5.26)

e2
7T2 \/EFWO {

+2LF§(2A[s,m3r] + 2A[s, mi] — 1m2] — Tlmi]) .

F(no — yete”) = 1+ Ch2+Cys
(5.27)
Die Zerfallsbreite léasst sich schreiben geméf
T(n—neter) =
o2 /m% I \/1-— @ (m? — s)® (2m? + s) -
384mI T3 [ g2 52

n— ~vete )|

(5.28)

Unter Verwendung von C,,2 ~ Cym?2 + Cym?% = 0.03 £ 0.05 und C, ~ Cy =
1/A? erhilt man

I'(n—~yete”) = (8.24£0.7)eV, (5.29)

in Ubereinstimmung mit dem experimentellen Wert T'(n — vete™) = (7.8 +
1.1) eV [4]. Die Tabelle 5.4 zeigt die Resultate fiir die Zerfallsbreite I'(n —
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Experiment /Theorie n slope-Parameter [GeV 2]
CELLO Kollaboration (1991) [66] +1.424+0.21
TPC/Two-Gamma Kollaboration (1990) [67] +2.0+04
Lepton-G Kollaboration (1980) [68] +1.9+04
B. Borasoy et al. (CC analysis)(2004) [56] +1.58
J. Bijnens et al. (1988) [55] +1.9

Tabelle 5.5: Der 7 slope-Parameter aus Experimenten und theoretischen
Rechnungen.

vete™) in niedrigster Ordnung und fiir die O(¢°).
Der slope-Parameter ist gegeben durch

1 d
! - — " F ) s—o. 5.30
slope Fn = 7) ds (1 = v7")]s=0 (5.30)

Unter Verwendung der Gl. (5.19), (5.20), (5.26) und (5.27) erhilt man®

slope = (1 —0.03+0.05)(1.69 4 0.2) GeV~?
= (1.8340.1) GeV 2. (5.31)

Der erste Term in der zweiten Klammer zeigt die VMD-Abschédtzung und
der Zweite steht fiir die Schleifenkorrekturen. In der Tabelle 5.5 sind die
experimentellen und theoretischen Werte des 7 slope-Parameter angegeben.
Mit Ref. [55, 67, 68] finden wir Ubereinstimmung mit Ref. [56, 66] hingegen
nicht. Letztere theoretische Rechnung basiert auf einer Analyse mit gekop-
pelten Kanilen und zeigt, bezogen auf die in der Tabelle 5.5 angegebenen
Mittelwerte, die grofite Abweichung.

5.1.7 Kt/nt —etvy

Der semileptonische Zerfall des Kaons (K™ — e*ry) bzw. Pions (77 —
etv7y) bietet durch den strukturabhingigen Vektorformfaktor (Fy ) einen Zu-
gang zum anomalen Sektor der ChPT. Im Allgemeinen unterscheidet man bei
diesen Zerfillen zwischen zwei Anteilen. Einerseits den Beitrag hervorgeru-
fen durch innere Bremsstrahlung (IB) und andererseits den strukturabhéngi-
gen Beitrag (SD). Letzterer enthilt zwei Formfaktoren Fy und F 4, die den

9Der Parameter C3m?2 + Cym3, < 1 ist perturbativ behandelt worden.
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Einflufl der QCD auf diese Zerfille widerspiegeln und somit hadronische Bei-
trige beinhalten!?. Fiir die Berechnung von Fy, benotigt man diejenigen Teile
der WZW-Lagrangedichte, die ein und zwei Eichbosonen enthalten, gegeben
durch [21, 22]

_E/WOéﬁ

L8 = = [Tr(Kwas) + T2 (S| (5.32)

mit

Xwop = UOUO,UOU; —UY,UD,U 0, Urg,
Swap = U0 Urs — 8,U0,roUlly + U8, U405 + UB,U,I,15.
(5.33)

Hier sind nur die benotigten Terme angegeben. Die Einbeziehung der elek-
troschwachen Felder ist gegeben durch

@:—MM—%WM
r, = —eA,Q, 5.34
o ©

mit
0 W: cos 6 Wlf sin 6

W, = W, cost 0 0 : (5.35)
W, sind 0 0

wobei 6§ den Cabibbo-Winkel bezeichnet [4]. Das leptonische Paar im End-
zustand erscheint in dem leptonischen Strom [, durch die Substitution'!

W, (5.36)

I = A
2v/2M32, 2v/2M32,

mit Gp = ¢%/4v2M32,. Fiir den (SD) Anteil ist die invariante Amplitude
gegeben durch [69]

M = iGGF@K/ﬂHMV€MlV, (537)

1Tm anomalen Sektor trigt nur Fy bei, weswegen F 4 hier nicht detailiert betrachtet
wird. Des Weiteren ist der (IB) Anteil unterdriickt.
U Hierbei kommt eTv, immer von WT.
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Abbildung 5.3: Die beitragenden Diagrammklassen fiir den Reaktionstyp ¢+
v*W bis zur O(q°). Die durchgezogenen Linien stehen fiir die Mesonen und
die gestrichelte Linie bezeichnet das W -Boson.

mit
v —1 T _pvoe
HY = \/§m—+/+F‘I§/ ks, (5.38)
K+ /n

Hierbei bezeichnet £, den Viererimpuls des Photons mit Polarisationsvektor
e, und g, steht fiir den Impuls des Leptonenpaares. Aulerdem ist © x = sin 6
und ©, = cos 6. Die Berechnung der in Abb. 5.3 gezeigten Diagrammklassen
bis zur O(q°) fithrt zu

U —

Fv = 4\/—772F{
;2 (2A[q m2] + 2A[k?, mﬁ(]—l[mi]—um;])}, (5.39)

1+ Cym?2 + Cy(q* + k?)

FE = — 2 4 o 4+ Co(P+ K + C 2
v 4\/—7T2FK{ 1m 2((1 ) 5( —m;)
(2062 2] Clgt 2 ]+ Cl, i i)
7 2 3 2 3 2
<lim2) = S1lm3] = S1im2)) }, (5.40)
mit
Cs = —10247°LS". (5.41)

Beachtet man die unterschiedlichen Formulierungen der Beitrage bezogen auf
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Abbildung 5.4: Gezeigt ist Fy fiir das Pion (links) und fiir das Kaon (rechts)
als Funktion des Impulsiibertrages ¢*. Die gestrichelte Linie reprisentiert das
Ergebnis niedrigster Ordnung. Die durchgezogene Linie zeigt das Resultat
zur O(¢%) mit Cym.. = 0.013 £ 0.020 auf der linken Seite und mit Cym.. +
Cs(my —m2) = 0.0440.54 auf der rechten Seite. Der gefiillte Bereich spiegelt
jeweils die Fehler bezogen auf obige Parameter wider.

die Kontaktterme der O(¢°%), so finden wir Ubereinstimmung mit Ref. [70].
Auf experimenteller Seite wird fiir das Pion ein konstanter Vektorformfaktor
angegeben [4]

FT = (0.017 £ 0.008). (5.42)
Aus Gl (5.39) erhélt man in niedrigster Ordnung
FT = 0.027, (5.43)

gezeigt durch die gestrichelte Linie in der linken Grafik in Abb. 5.4. Setzt
man in Gl. (5.39) ¢* und £* null, kann Lg’6 angepasst werden. Man erhélt
Ly = (5.6 & 4.4) x 1073 GeV 2. Wir wollen hier jedoch betonen, dass die
Messung von F7, im Vergleich zum 7 — v Zerfall (PrimEx Kollaborati-
on [57]) aus Abschnitt 5.1.2 sehr ungenau ist, weswegen der hier angepasste
Wert fiir LS als eine obere Grenze gesehen werden sollte.

Aus den experimentellen Daten von Ref. [71] bezogen auf Kt — etr,y und
unter Verwendung von Cym.. = 0.013 #+ 0.020 liisst sich LS anpassen. Man
erhilt LS = (—0.01 & 0.24) x 1073 GeV =2 In Abb. 5.4 ist F7, (links) und
F¥ (rechts) als Funktion des Impulsiibertrages ¢ gezeigt. Die gestrichelten
Linien bezeichnen jeweils die Ergebnisse niedrigster Ordnung und die durch-
gezogenen Linien die Ergebnisse der O(q°).
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5.2 Reaktionstyp 3¢ +v*/W

5.2.1 n—oatry

Definiert man die invariante Amplitude durch M = —iFe‘“’aﬁeup,,p;qﬁ, wobei
¢, und €, den reellen Photonimpuls und Polarisationsvektor sowie p und p’
die Mesonimpulse mit s = (p + p')? bezeichnen, so fiihrt die Berechnung der
in Abb. 5.5 gezeigten Diagrammklassen bis zur O(¢°) zu

F(TIS - '/T'/T”Y) = 4\/— {1 + Cmmfr + 01477137 + 0155

F, F27T2

ng-

o (44T, m3] + 25, m2] — 31m2)) ). (5.49)

F2
eV
F(no — mmy) = { + O+ Cs
o =mm0) = 4 J3F, F2e?
1 3
o (Als mi] + 2405, m2) = STmd] - 31m] )},
0
(5.45)
mit
Cis = —5127%(2(LE5 + LE) 4 ko + kse),
Cu = 5120%(L% + ko),
Cis = 5127T2(2L?3 +L(1521€)a
oy = 3(LY°+L3),
kes = 2034+ LY*. (5.46)

Beachtet man die unterschiedlichen Formulierungen der Beitrdge bezogen
auf die Kontaktterme der O(¢°%), so finden wir Ubereinstimmung mit Ref.
[72, 73]. Den Erklarungen aus Abschnitt 5.1.4 folgend nehmen wir auch hier
an, dass sich C’;ng bzw. C? in der GroBenordnung von Cizm? + Cl4m127 bzw.
C)5 befindet und somit naherungsweise C , ~ Cizm? + C’14m37 und C?, ~ Ci5
gilt. Das VMD-Modell kann nicht die Koeffizienten der Quarkmassenterme
in der chiralen Theorie vorhersagen, weil die VMD-Lagrangedichte keine ex-
plizite Symmetriebrechung beriicksichtigt. Da sich nach Gl. (5.46) die Pa-
rameter C3 und C14 aus Linearkombinationen von LECs zusammensetzen,

=
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Abbildung 5.5: Die beitragenden Diagrammklassen fiir den Zerfall n — 7wy
bis zur O(¢®). Die durchgezogenen Linien stehen fiir die Mesonen.

die einerseits Koeffizienten der expliziten Symmetriebrechung, (ka7, ks¢), und
andererseits Koeffizienten der Ableitungen, (L(fgf ,L%), sind, betrachten wir
Cizm? + Cl4m% als freien Parameter. Unter Verwendung der abgeschétzten
Werte fiir L% und LS durch VMD'2, erhilt man Cy5 = 3/2A2. Der differen-
tielle Wirkungsquerschnitt lédsst sich als Funktion der Photonenergie w des
reellen Photons schreiben geméf

dr’ my w(mg — 4m2 — 2my, w) 4m?2 2
— = l1-——F—|F :
dw 38472 m2 — 2my, w [F(y = mm)]
(5.47)
In niedrigster Ordnung ist die Zerfallsbreite gegeben durch
I'(n —mmy) = 36eV, (5.48)

d.h. deutlich kleiner als der experimentelle Wert von I'(n — 77ry) = (60.8 +
3.5)eV [4]. Fiir die O(¢°) wihlen wir zuerst Cyzm?2 + Ciym} = 0 und die
VMD-Abschiitzung C5 = 3/2A?. Hiermit erhilt man

I'(n —mmy) = b5leV, (5.49)

was prinzipiell schon in Ubereinstimmung mit den in Ref. [72, 73] gemach-
ten Aussagen zeigt, dass man zur Beschreibung der Zerfallsbreite sowie des
Photonenergiespektrums die Korrekturen der O(q°) benétigt. Die Anpas-
sung von Cizm2 + Cyym; an die experimentellen Daten (Zerfallsbreite [4]
und Photonenergiespektrum [74]) fiihrt zu Cyzm?2 4+ Ciym; = 0.13 £ 0.04.

L% = —3A, LY = +9A mit A = 1/102472A2. Informationen hierzu findet man in
Abschnitt 4.2.2.
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Abbildung 5.6: Gezeigt ist das Photonenergiespektrum fiir den Zerfall n —
7T . Die gestrichelte Linie bezeichnet das Ergebnis fiir die Amplitude
niedrigster Ordnung und die durchgezogene Linie das Ergebnis fiir die Ampli-
tude der O(¢°) unter Beriicksichtigung der Detektoreffizienz [74]. Der gefiillte

Bereich spiegelt den Fehler bezogen auf den Parameter Clgm§+014m% wider.
Die experimentellen Daten stammen von Ref. [74].

29



Die Beitrdge der LECs besitzen im Vergleich zu den Schleifenkorrekturen
entgegengesetztes Vorzeichen. Interessant ist, dass die Beitrdge der LECs die
Schleifenkorrekturen dominieren in Ubereinstimmung mit den in Ref. [72, 73]
gemachten Aussagen. Hierbei stellt sich dann natiirlich die Frage, inwieweit
die Konvergenz im Sinne einer Stérungstheorie aufrechterhalten werden kann.
Des Weiteren mochten wir darauf hinweisen, dass die Zerfallsbreite fiir das
ng in niedrigster Ordnung ungefdhr 3.4 mal kleiner ist als der experimentelle

Wert
34 x I'(ng = mmy)Lo ~ 3.4 x 17.89eV = 60.8eV.  (5.50)

In Abb. 5.6 ist das Photonenergiespektrum fiir die Amplitude niedrigster
Ordnung und der O(¢°) unter Beriicksichtigung der Detektoreffizienz [74]
gezeigt. Die experimentellen Daten stammen von Ref. [74]. Man kann gut
erkennen, dass die Korrekturen der O(¢%) das Photonenergiespektrum wei-
cher machen, was auch schon in Ref. [75] beobachtet wurde und in Uberein-
stimmung mit den Aussagen von Ref. [72] ist. Der gefiillte Bereich in Abb.
5.6 zeigt den Fehler des Parameters Cizm?2 + C’Mm%. Mit Hilfe des ange-
passten Wertes von ksg = (—2.32 £ 1.30) x 1073 GeV~? durch den Prozess
m~e” — m e 7 aus Abschnitt 5.2.2 und unter Verwendung der Gl. (5.46)
erhélt man ky; = (0.61 4 0.12) x 1073 GeV 2.

5.2.2 me —m e

Der Prozess m~e~ — 7w~ e~ m bietet die Moglichkeit die anomale yr — 77r-
Amplitude zu testen. Dies wurde in Ref. [76] diskutiert. Hierbei jedoch wur-
den alle auftretenden LECs durch VMD abgeschitzt, auch diejenigen, die
Koeffizienten der expliziten Symmetriebrechung sind. Letztere betrachten wir
jedoch als freie Parameter. Des Weiteren sind experimentelle Daten des Pro-
zesses vorhanden [77], weswegen eine erneute Analyse die Moglichkeit bietet
die freien Parameter anzupassen.

In der Einphotonaustauschndherung lédsst sich durch den Prozess n~e¢~ —
7 e ¥ die ym — wr-Amplitude testen. Hierbei wird ein einlaufendes 7~
inelastisch an einem Elektrontarget gestreut und produziert im Endzustand
ein zusitzliches 7°

e (pa) +7 (pp) — € (p1) +7°(p2) + 7 (p3), (5.51)
(siehe Abb. 5.7). Definiert man die invariante Amplitude durch M = i F5, e#G,,,
wobei e = e/ti[uy*u] den virtuellen Polarisationsvektor bezeichnet und
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Abbildung 5.7: Gezeigt ist der Prozess e (p,) + 7 (pp) — e (p1) + 7°(p2) +
7~ (p3) in der Einphotonaustauschnéherung.

G, = €uap pgpg‘pg fiir den hadronischen Anteil steht, so lasst sich mit der
Definition der Mandelstamvariablen

51 (p1 + p2)?,
tr = (pa—m)
uy = (py—p2)%,
s2 = (p2+p3)°
ta = (p—ps)°
s (Pa +20)°, (5.52)

der differentielle Wirkungsquerschnitt schreiben als

do
dSQ dtl
62 A[827m72r7m72r]

102474s, t2X\[s, m2, m2]

/de |Fs.|*(2ppY + 2P Pl + t:19")G,.G.,
(5.53)

wobei €2, das Ruhesystem der Pionen im Endzustand und (2p£py + 2p/'p" +
t1g"*) den leptonischen Tensor bezeichnet!®. Die Berechnung der in Abb. 5.8

13Die Kontraktion von (2ptp¥ + 2p/'p% + t1g"”) mit G,G, und Informationen zu Wir-
kungsquerschnitten und Zerfallsbreiten sind im Anhang D/E angegeben.

61



TS (N | A (W
™~

Abbildung 5.8: Die beitragenden Diagrammklassen fiir den Prozess ym — 7
bis zur O(¢®). Die durchgezogenen Linien stehen fiir die Mesonen.

gezeigten Diagrammklassen bis zur O(¢%), fiihrt zu

Cem

2

e
A2 F3

F37r =

{]_ —I— C7m72r + Cgtl —

1
+F_02 <2A[82a m72r] + GA[th m%{] + 2A[t27 mgr] + 2A[u27 m72r]

3[[m?] — BI[m%(D } (5.54)
mit
Cr = 5121°(kiz1a — Kse),
51272
Cy = — 3 13145
Cem = 262F737
Kise = LS — LS. (5.55)

Cem bezeichnet die elektromagnetischen Korrekturen [78] (siche Abb. 5.9).
Fs, stimmt mit dem aus Ref. [76] abgeleiteten Ergebnis iiberein. Beachtet
man des Weiteren die unterschiedlichen Formulierungen der Beitréige bezogen
auf die Kontaktterme der O(q%), so finden wir Ubereinstimmung mit Ref. [72,
79]. Zur Berechnung des Wirkungsquerschnittes verwenden wir Ref. [76, 77]
folgend 300 GeV fiir die Pionstrahlenergie und den experimentellen Schnitt
2 = —0.001 GeVZ. Unter Verwendung der Gleichungen fiir die kinematischen
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Abbildung 5.9: Die elektromagnetischen Korrekturen zur Amplitude Fg, [78].

Grenzen erhilt man'*

0.0184GeV? < s; < 0.186GeV?,

0.0754 GeV? < s, < 0.325GeV?,

—0.236 GeV? < t; < —0.001GeV?* = ¢,
—0.269GeV? < t, < 0GeV? (5.56)

fiir die maximalen und minimalen Werte der Mandelstamvariablen. Betrach-

ten wir zuerst die Abschitzung der LECs vorgenommen in Ref. [76]. Sie ver-
wenden als Abschitzung C7 = 3/2A? und Cy = 2/A% Dies fiihrt zu dem
Wirkungsquerschnitt

o = (1.9240.19 —0.21 +0.10 + 0.17) nb
= 2.17nb, (5.57)

in Ubereinstimmung mit Ref. [76] und dem experimentellen Wert von (2.11+
0.47)nb [77]. Neu ist hier, dass man sehen kann durch welche individuellen
Beitréage sich der totale Wirkungsquerschnitt zusammensetzt. Der erste Term
bezeichnet die Vorhersage niedrigster Ordnung. Die folgenden vier Terme
zeigen jeweils die Korrekturen zur niedrigsten Ordnung unter Einbeziehung
von C7, Cg, C¢, und den Schleifen. Im Vergleich zu dem Zerfall n — 7y
aus Abschnitt 5.2.1, bei dem die Beitrage der LECs die Schleifenkorrektu-
ren dominieren, sind sich hier diese Beitrédge bezogen auf die Groflenordnung
sehr dhnlich. Es ist zu erkennen, dass sich die Beitrige der LECs gegen-
seitig fast wegheben, wenn man die Abschitzung aus Ref. [76] annimmt.

4Die verwendeten Gleichungen fiir die kinematischen Grenzen sind im Anhang E ange-
geben.
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Abbildung 5.10: Gezeigt ist der differentielle Wirkungsquerschnitt do/dt; als
Funktion von ¢; im Bereich von (—0.015 < ¢; < —0.001) GeV?. Die gestri-
chelte Linie bezeichnet das Ergebnis fiir die Amplitude niedrigster Ordnung
und die durchgezogene bzw. gepunktete Linie das Ergebnis fiir die Amplitude
der O(¢°) mit ¢; bzw. ohne t; Abhingigkeit. Der gefiillte Bereich steht fiir
den Fehler des Parameters Cym?.
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Das VMD-Modell kann jedoch nicht die Koeffizienten der Quarkmassenter-
me in der chiralen Theorie vorhersagen, weil die VMD-Lagrangedichte keine
explizite Symmetriebrechung beriicksichtigt. Nach Gl. (5.55) setzt sich Cf
aus einer Linearkombination von LECs zusammen, die einerseits Koeffizi-
enten der expliziten Symmetriebrechung sind, ks, und andererseits Koef-
fizienten der Ableitungen, kizj4, Weswegen wir C%mfr als freien Parameter
betrachten. Fiir die Anpassung von Cym? verwenden wir den experimen-
tellen Wert fiir den totalen Wirkungsquerschnitt o = (2.11 £ 0.47) nb [77]
und erhalten Cym?2 = 0.03 & 0.13. In Abb. 5.10 ist der differentielle Wir-
kungsquerschnitt do/dt; als eine Funktion von ¢? = t; gezeigt. Es ist kein
signifikanter Unterschied zwischen den differentiellen Wirkungsquerschnit-
ten fiir die Amplituden der O(¢®) mit bzw. ohne t; Abhingigkeit festzustel-
len in Ubereinstimmung mit Ref. [76]. Der gefiillte Bereich zeigt den Feh-
ler des Parameters Cym?2. Unser berechneter differentieller Wirkungsquer-
schnitt ist jedoch eine Grofilenordnung hoher als der in Abb. 11 aus Ref. [76]
gezeigte. AbschlieBend erhiilt man mit Crm2 = 0.03 £ 0.13, der Verwen-
dung der Gl. (5.55) und der VMD-Abschiitzung!® von ks, die Anpassung
kss = (—2.32 £ 1.30) x 1072 GeV 2.

523 K e — Ken/n

Der Prozess K¢~ — K~ e n¥/n bietet die Moglichkeit die anomalen yK —
7% /nK-Amplituden zu testen. Aufgrund nicht existierender experimenteller
Daten ist eine Anpassung der LECs nicht moglich. Trotzdem wurden die Am-
plituden yK — 7/nK bis zur O(q°) berechnet. Des Weiteren ist der totale
Wirkungsquerschnitt fiir die im pionischen Prozess angegebene Strahlenergie
von 300 GeV in niedrigster Ordnung fiir die Amplitude yK — 7°K berechnet
worden.

Definiert man die invariante Amplitude durch M = iFg, G, wobei e/ =
e/t1[uy"u] den virtuellen Polarisationsvektor bezeichnet und G, = €,,04 p}, pg‘pg
fiir den hadronischen Anteil steht'®, so fithrt, mit der Definition der Mandel-

Bkyz14 = —12A mit A = 1/102472A2. Informationen hierzu findet man in Abschnitt
4.2.2.
“Die Notation der Kinematik ist e~ (po) + K~ (py) — €~ (p1) + 7°/n(p2) + K~ (p3).
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stamvariablen

51 (p1+ p2)?,
to= (pa—m)*
us = (pp—p2)?,
sy = (p2+ps),
ta = (pp—ps)’,
s = (pa+m) (5.58)
die Berechnung der in Abb. 5.8 gezeigten Diagrammklassen bis zur O(q°) zu
e 1
Fﬂ-KK = m{l -+ Cgmfr + Clom%( + Clltl -+ Clgtg + F_02 (6A[t1, mi]
2 21 D o SITNP RS |
+3A[t2, my| + Alta, mz] — §I[m1<] - Zl[mn] — Zl[mﬂ]
1
_’_5 <C[827 mgr: m%{] + C[u27 m%{a m?]] + C[Ug, m72r7 m%(]
+C[32; m%(, m%])) }a
(5.59)
mit
25672
Gy = =5 (4Lh — LY +2(6L) — 4L5" + 1)),
102472
Co = —— d (L(f}f +2LYf + 3L + Lo + 2L2’6),
25672 . .
Cu = ——3 <4L?é - L?h)a
Ci = 2567 (2L‘f§ + L?;f). (5.60)

Beachtet man die unterschiedlichen Formulierungen der Beitrége bezogen
auf die Kontaktterme der O(¢°), so finden wir Ubereinstimmung mit Ref.
[39]. Wir verwenden in Analogie zum pionischen Prozess 300 GeV fiir die
Kaonstrahlenergie und den experimentellen Schnitt #; = —0.001 GeV?2. Mit
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Hilfe der Gleichungen fiir die kinematischen Grenzen erh&lt man

0.0184GeV? < 51 < 0.062GeV?,
0.395GeV? < s < 0.549 GeV?,
—0.0864 GeV? < t; < —0.001GeV? = ¢,
—0.143GeV? < t, < 0GeV? (5.61)

fiir die maximalen und minimalen Werte der Mandelstamvariablen. Der totale
Wirkungsquerschnitt ist gegeben durch'”

g = / ngdtldQ

e2\/ sz, m2, m%]

X Frac* (20407 + 20\D, + 119")GuG..
10247?452t%)\[8,mz,m%(] | kk| ( Do D1 + 2P1P, + 119 )gug

(5.62)

In fithrender Ordnung in dem oben angegebenen physikalischen Bereich erhélt
man

o =~ 0.18nb, (5.63)

also ungefiahr 10 % des pionischen Wirkungsquerschnittes niedrigster Ord-
nung. Die Berechnung der in Abb. 5.8 gezeigten Diagrammklassen fiir das
Kaon-Eta-System bis O(¢°) ergibt

€ 2 2
Fukx = m{l + Crgmie + Caomy + Oty + Coolo

1 5

= (6A[t, m2] = Alts, mi] + Alta, m2) — 1]
0

3 11 3

+C[u27 m?rv m%(] + 0[327 m%(’? m%])) }’
(5.64)

"Die Berechnung von ¢ ist als Beispiel im Anhang E gezeigt.
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mit

Cro = 10247 (LY + OLY — 6L — 5LE° 420§ — 6L,

Ch = —25672 (Lf;’;f + 3615 — 2419 — 16LY° + 101y — 24L$’6),
Cy = 256m2 LY,
Cn = —2367 (2005 + L ). (5.65)

In der Literatur findet sich gegenwértig keine vergleichbare Rechnung und
auch keine experimentellen Daten, weswegen wir es bei dem oben gezeigten
Ergebnis fiir die Amplitude der O(¢°) fiir das 7 belassen.

524 KT — nto ety

Der semileptonische Zerfall des Kaons (KT — nt7~e*r) bietet durch den
hadronischen Vektorformfaktor H einen Zugang zum anomalen Sektor der
ChPT. Fiir die Berechnung von H benétigt man diejenigen Teile der WZW-
Lagrangedichte, die ein Eichboson enthalten, gegeben durch [21, 22]

_enval

£(4)

T

Tr(Xuvas), (5.66)
mit

Xowas = U0UTO,UUs — U,U,U0,Urg,
(5.67)

wobei nur die benétigten Terme angegeben sind!®. Ref. [69] folgend l4sst sich
die invariante Amplitude schreiben gemif!?

M = iGpsinfl,H", (5.68)
mit

H' = ——— He™ g, P.Qs. (5.69)

V2m3,

pt, p~, pe und p, bezeichnen die Viererimpulse des 7+, 7, e™ und v, mit
P=pt+p,Q=p"—p, und ¢ = p. + p,. Die Berechnung der in Abb.

18Die Einbeziehung der elektroschwachen Felder ist gegeben durch die Gl. (5.34), (5.35)
und (5.36) aus Abschnitt 5.1.7.
YHier wird nur der anomale vektorielle Formfaktor H betrachtet.
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Abbildung 5.11: Die beitragenden Diagrammklassen fiir den Prozess K+ —
ntr~etv bis zur O(¢%). Die durchgezogenen Linien stehen fiir die Mesonen
und die gestrichelte fiir das WW-Boson.

5.11 gezeigten Diagrammklassen bis zur O(q°) fithrt zu

3
M { ~ - (T L + o (pt
= —— 14+ C + Ciep - (0" +p + )+ Cip” - (0" +
WY 6P (p" T g+ Capt - (pT 4 )

i 1 + —\2 2 1 + —\2 2
+ o (GALT 97 Pom] AL+

1 _ 1 _ 3
+_C[(p + Q)27m72rvm§(] + ZC[(p + q>27 m%ﬂmz]] + ZC[q27 m?ra m%(]

2
201 mie,m2) — TIm2] — 2Tmi] ~ S1m3]) (5.70)
mit

C. = —5127% (ksgm? — kys(m7 —m?2)),
Cis = 10247°L35,
Cir = —512n2L8y,
kee = 2004 LS,
kis = LYC4+ LY (5.71)

Beachtet man die unterschiedlichen Formulierungen der Beitrdge bezogen
auf die Kontaktterme der O(¢°%), so finden wir Ubereinstimmung mit Ref.
[81]. Experimentelle Daten fiir den energieabhéingigen vektoriellen Formfak-
tor H sind gegeben durch Ref. [4, 80]. Das Letztere im Jahre 2001 durch-
gefithrte Experiment E865 am Brookhaven Alternating Gradient Synchro-
tron erbrachte Daten durch eine Probe von 4 x 103 Ereignissen fiir den Zerfall
K™ — 77~ etv in einem grofien kinematischen Bereich. Sechs Datenpunkte
fiir H als Funktion der invarianten Dipionmasse M, sind in dem Bereich von
280 MeV bis 390 MeV angegeben. Hierbei wurde keine Winkelabhéngigkeit
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Abbildung 5.12: Gezeigt ist der vektorielle Formfaktor H als Funktion der
invarianten Dipionmasse M, .. Die gestrichelte Linie bezeichnet das Ergebnis
niedrigster Ordnung und die durchgezogene Linie das Ergebnis der O(g®%).
Die experimentellen Daten stammen von Ref. [80]. Der gefiillte Bereich zeigt
den Fehler des Parameters k5.

70



festgestellt und fiir den Fit angenommen, dass H nicht von der invarianten
Dileptonmasse M., abhingt. Das Ergebnis fiir den vektoriellen Formfaktor
H aus Gl. (5.70) als Funktion von M, im Vergleich mit den experimentellen
Daten ist in Abb. 5.12 angegeben. Hierbei zeigt die gestrichelte Linie das
Ergebnis niedrigster Ordnung und die durchgezogene Linie das Ergebnis der
O(q®). In niedrigster Ordnung erhilt man

H = -2.73. (5.72)

Fiir das Ergebnis der O(¢°) verwenden wir die VMD-Abschétzung?® Cig =
—3/A% und Cy; = —9/2A2 und betrachten C,,» als freien Parameter. Als an-
gepasstes Ergebnis der O(¢%) erhiilt man die durchgezogene Linie in Abb.
5.12, woraus sich mit Hilfe der Gl (5.71) und ksg = (—2.32 £ 1.30) x
1073 GeV 2, gegeben durch den Prozess 7-e~ — 7~ e~ aus Abschnitt 5.2.2,
die Anpassung kys = (—0.21 4 0.25) x 1072 GeV ™ ? ergibt.

5.3 Reaktionstyp 3¢ + 2v

+ 0

53.1 yy—rmTnw
Dieser Prozess wurde von mehreren Autoren betrachtet [82, 83, 84, 85, 86].
Im theoretischen Kontext der Stromalgebra wurde er in Ref. [82, 83] und in
ChPT im Rahmen von SU(3); x SU(3)y in Ref. [84] jeweils in niedrigster
Ordnung behandelt. Korrekturen der O(¢%) sind in Ref. [85, 86] im Rahmen
von SU(2)p x SU(2)y diskutiert worden. Bezogen auf den totalen Wirkungs-
querschnitt unterscheiden sich jedoch die einzelnen Referenzen untereinan-
der, obwohl die zugrunde liegende Amplitude niedrigster Ordnung in allen
Féllen gleich ist, weswegen wir eine erneute Betrachtung dieses Prozesses
als sinnvoll erachten. Des Weiteren sind fiir diesen Prozess alle auftreten-
den LECs bereits durch VMD abgeschétzt bzw. durch Prozesse angepasst.

Definiert man fiir den Prozess

Y(pa) +v(ps) = 7 (1) + 7°(p2) + 7" (ps), (5.73)

2OL?§ = —3A und L?;f = +9A mit A = 1/10247r2A2. Informationen hierzu findet man
in Abschnitt 4.2.2.
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Abbildung 5.13: Die beitragenden Diagrammklassen fiir den Prozess vy —
7w in niedrigster Ordnung. Die durchgezogenen Linien stehen fiir die Me-
sonen.

die Mandelstamvariablen

s1 = (p1+p2)?
tr = (pa—m)%
so = (p2+ps)°,
ts = (pp—p3)*
s = (pat+m), (5.74)

so lisst sich der totale Wirkungsquerschnitt als Funktion von s = (p, + py)?
schreiben als

() ! /d dty dsy dty (5.75)
o(s) = —— s s —_ .
10247452 2T TR,
mit der Gram Determinante
0 s mfr —t s — 81 + 1y

1 s 0 5 — 89+ 1 m2 —t,

Ay = Edet m2—t  s—sy+1t 2m? m2 +s— s — 8y
s—s1+ty mi—ty m:4s—s — s 2m?
(5.76)

Die Integration in Gl. (5.75) erstreckt sich {iber den physikalischen Bereich
des Prozesses, welcher A, < 0 erfiillt. Definiert man die invariante Amplitude
durch M = iF,pc%?, wobei ¢ und &’ die Polarisationsvektoren zu 7(pq)
und 7(py) bezeichnen, so ergibt die Berechnung der in Abb. 5.13 gezeigten
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Abbildung 5.14: Gezeigt ist der totale Wirkungsquerschnitt als Funktion der
Schwerpunktsenergie /s im Bereich von 3m, bis 0.46 GeV. Die gepunkete
Linie zeigt die nichtrelativistische Approximation, die gestrichelte Linie zeigt

das Ergebnis niedrigster Ordnung und die durchgezogene Linie das Ergebnis
der O(q%).

Diagramklassen die Amplitude in niedrigster Ordnung zu

mit

2

¢ _ € 1 2 3
Fos = o7 (Faﬁ +Fos+ Faﬁ>>
Tm2 + 2s — 3(s1 + s2 -
F;,@ - ( ) Eaﬂog papl§7

3(s —m?2)

3(]71 + pS)U(pa - pb)g + 4pgpl§)] €aBops

W

73

(5.77)

(5.78)

(5.79)



Ny [N
3 P1pP2P3 P1PoP3s T
Faﬁ = 2 ( — - ) €ooraly
§—8y+1t; mi—1
PlaP3Ps  PIP5P3a
+<m72r — tl B S — 81+ t2) CoorfPy | (580)

in Ubereinstimmung mit fritheren Berechnungen aus Ref. [82, 84, 85, 86]. Die
Diagrammbklasse I ist fiir sich alleine genommen eichinvariant. Bei den Dia-
grammbklassen IT und IIT hingegen ist nur die Summe eichinvariant. Der totale
Wirkungsquerschnitt als Funktion der Schwerpunktsenergie /s ist im Bereich
von 3m, bis 0.46 GeV in Abb. 5.14 und im Bereich von 3m, bis 0.52 GeV
in Abb. 5.15 dargestellt. Hierbei bezeichnet die kurze gepunktete Linie die
nichtrelativistische Approximation nahe der Schwelle und die gestrichelte Li-
nie das Ergebnis obiger Amplitude niedrigster Ordnung. Die durchgezogene
Linie steht fiir das Ergebnis der O(¢°®), dessen Details weiter unten diskutiert
werden. In niedrigster Ordnung finden wir Ubereinstimmung mit Ref. [85, 86]
und einen Unterschied zu Ref. [83, 84]. Unser totaler Wirkungsquerschnitt
ist eine Grofenordnung kleiner als in Ref. [84] und zwei GréBenordnungen
kleiner als in Ref. [83]. Betrachtet man sich den Wirkungsquerschnitt der
nichtrelativistischen Approximation nahe der Schwelle s = 9m?2, so erhilt
man

1 6m.  9m?
o(s)xp = ———— ——"+—“) T2, 5.81
(i = e (1= 02+ =7 1T (581)
mit
TR - yme - () () (5.52)
= R AT ) O 128 /° '

wobei der Index S den Wert an der Schwelle s = 9m?2 bezeichnet. Aus Gl.
(5.81) ergibt sich die kurze gepunktete Linie nahe der Schwelle gezeigt in Abb.
5.14, in guter Ubereinstimmung mit der Amplitude niedrigster Ordnung.
Zusammengefasst kommen wir zu dem Ergebnis, dass die in Ref. [85, 86]
gemachten Aussagen bezogen auf den Wirkungsquerschnitt niedrigster Ord-
nung durch unsere Rechnung Bestétigung finden. Eine starke destruktive
Interferenz zwischen den Amplituden in Gl. (5.77) generiert den totalen Wir-
kungsquerschnitt niedrigster Ordnung.
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Abbildung 5.15: Gezeigt ist der totale Wirkungsquerschnitt als Funktion der
Schwerpunktsenergie /s im Bereich von 3m, bis 0.52 GeV. Die gestrichelte
Linie zeigt das Ergebnis niedrigster Ordnung und die durchgezogene Linie
das Ergebnis der O(¢°).
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Die Amplitude der O(q°) setzt sich aus verschiedenen Beitréigen zusammen
und lésst sich symbolisch schreiben geméf

Fo5(yy — nrnm) = F1, +F7. (5.83)

Hierbei bezeichnet Fg; die Beitrige niedrigster Ordnung und Fiﬁﬁ die der
O(q%). Letztere setzen sich zusammen aus Beitrigen der LECs und aus
Schleifenbeitragen. Die auftretenden LECs kommen sowohl von der normalen
Gasser-Leutwyler-Lagrangedichte £®*) aus GI. (3.22) als auch der Lagrange-
dichte £!9 aus Gl. (4.4). Letztere sind L?f aus dem Reaktionstyp ¢ + 2v*,
(LY, LSS, kes) aus dem Reaktionstyp 3¢ + 7* und L35 aus dem Reaktions-
typ 3¢ + 2v*. Alle auftretenden LECs sind abgeschiitzt*!. Der vollstindige
Ausdruck fiir die Amplitude ist diagrammatisch durch die im Anhang B in
Abb. B.6 gezeigten Diagrammklassen und explizit im Anhang F angegeben.
In Abb. 5.15 zeigt die durchgezogene Linie den totalen Wirkungsquerschnitt
als Funktion der Schwerpunktsenergie /s der O(¢%). Wir erhalten nahe der
Schwelle Korrekturen von bis zu 45% im Vergleich zur niedrigsten Ordnung.
Im weiteren Verlauf werden die Korrekturen zuerst kleiner und steigen ab cir-
ca /s ~ 0.46 wieder an. Am Ende des gezeigten Energiebereiches erreichen
die Korrekturen bis zu 50% im Vergleich zur niedrigsten Ordnung. Nahe der
Schwelle dominieren die Beitrdge der LECs der normalen Gasser-Leutwyler-
Lagrangedichte und driicken den Wirkungsquerschnitt nach unten. Die LECs
der Lagrangedichte £ liefern nahe der Schwelle keinen signifikanten Bei-
trag??. Im weiteren Verlauf wird der Wirkungsquerschnitt durch das Zusam-
menspiel aller Beitrage grofler, wobei die Schleifenkorrekturen im Vergleich
zu den Beitridge der LECs entgegengesetztes Vorzeichen aufweisen.
Zusammenfassend kénnen wir in Ubereinstimmung mit den Aussagen in Ref.
[86] und im Widerspruch zu Ref. [85] sagen, dass sich die chiralen Korrektu-
ren in der Groflenordnung der Schleifenkorrekturen befinden. Das empfind-
liche Gleichgewicht, welches zur stark destruktiven Interferenz zwischen den
Amplituden fiihrt und den totalen Wirkungsquerschnitt niedrigster Ordnung
erzeugt, wird nicht gravierend beeinflusst.

Auf experimenteller Seite steht die DAPNE ®-factory [87] mit einer totalen
Strahlenergie von 510 MeV oder die 7-charm factory [88] mit einer vierfach
héheren Strahlenergie fiir diesen Prozess zur Verfiigung. Fiir beide Anlagen

2Fiir die Gasser-Leutwyler-Niederenergiekonstanten verwenden wir die Mittelwerte aus
Abschnitt 4.2.1.
22Der Beitrag kommt von LY°.
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wurde in Ref. [86] eine Abschitzung der zu erwartenden Anzahl an Ereig-
nissen fiir diesen Prozess vorgenommen. Fiir eine Schwerpunktsenergie von
Vs < 0.6 GeV erwartet man bei DA®NE ungefiahr 5+ 1 Ereignisse pro Jahr.
Bei der 7-charm factory hingegen ungefahr 16 +4 Ereignisse pro Jahr fiir eine
Schwerpunktsenergie von /s = 0.5 GeV. In dem Energiebereich, in dem die
ChPT eine sinnvolle Anwendung findet, sieht die Lage also sehr diirftig aus.
Erst ab hoheren Energien steigt die Anzahl an Ereignissen bei der 7-charm
factory signifikant an (siehe Ref. [86]).

5.3.2 n—atayy

Dieser Prozess wurde von mehreren Autoren betrachtet [89, 90]. Die niedrigs-
te Ordnung behandelte Ref. [89] und Korrekturen hierzu Ref. [90]. Die De-
finition der kinematischen Variablen fiir den geladenen Zerfall n — w7~y
ist gegeben durch

n(p) — 75 (k1) + 7 (k) +v(q1) +7(q2)- (5.84)

Die vollstandige Kinematik zur Beschreibung eines Zerfallsprozesses mit vier
Teilchen im Endzustand bendétigt fiinf unabhéngige kinematische Variablen.
Wir wahlen s., s,, 3, 0 und ® als kinematische Variablen mit der Definition

Spg = (k1+k2>27

sy = (¢ + 02)°,
-k
cos = Wq 1,
||
cosf = _“:' (h,
[
cos® = u-v, (5.85)

mit
El—WW'El
u = ,
k%-(lﬁW)z
v = L ¥W @ (5.86)

@i — (@ - w)?

gezeigt in Abb. 5.16. Hierbei ist s, das Quadrat der Schwerpunktsenergie der
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y-y Ebene

Abbildung 5.16: Gezeigt ist die Kinematik fiir den Zerfall n — wmwy~y.

Pionen und s, das Quadrat der Schwerpunktsenergie der Photonen. u, v und
w bezeichnen Einheitsvektoren beziiglich der in Abb. 5.16 gezeigten Richtun-
gen. Sei ¥, das Ruhesystem des 1-Mesons und Y. bzw. ., das Dipion- bzw.
Diphoton-Schwerpunktssystem, so ist 5 der Winkel des Pions mit Impuls k;
in ¥, in Bezug auf die Flugrichtung des Dipions in ,, 6 der Winkel des
Photons mit Impuls ¢; in Y., in Bezug auf die Flugrichtung des Diphotons
in ¥, und ® ist der Winkel zwischen der m-m-Ebene und der dazugehdrigen
v-v-Ebene in ¥,. Definiert man nun die folgenden Linearkombinationen der
Impulse k1, ko, g1 und g9 durch

Ks = ki+ ko,
Ka = k1 — ko,
B = a+a,
W = @1 — ¢, (5.87)

so lédsst sich die differentielle Zerfallsbreite schreiben geméaf

4m2 K Q 5.5
dt V1= Vi LM (5.88)

dsy ds, dcos (3 dcos § dP 2' 27?)5 5127 m}

Der Zusammmenhang zwischen den kinematischen Variablen s., s, 3, ¢
und ® und den Variablen Kg, K., Qs und Q, ist im Anhang F angegeben. Die
Integration in Gl. (5.88) erstreckt sich {iber den physikalischen Bereich des
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Abbildung 5.17: Die beitragenden Diagrammklassen fiir den Prozess n —
w7y in niedrigster Ordnung. Die durchgezogenen Linien stehen fiir die Me-

soner.

Prozesses, gegeben durch

4dm
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(my, — 2my, 2,

(my, — \/5)27

7r7

7T7

2. (5.89)

Definiert man die invariante Amplitude durch M = iFags%'ﬁ , wobei € und

¢’ die Polarisationsvektoren zu v(q;) und

7(gq2) bezeichnen, so ergibt die Be-

rechnung der in Abb. 5.17 gezeigten Diagrammklassen fiir das ng die isospi-
nerhaltende Amplitude in niedrigster Ordnung zu

mit

2

3
Faﬂ -

2

— (F,4+F?,+F ) 5.90
Ar2\/3 F3 < gt men (5.90)
2
m7r o, _0
affo ) 5.91
3(87_m%)€ﬁQQ1QZ ( )
= QI - 92) €aBoos (592)
k1skg k"k:
1 1720 eagTapng
ki qo /f2 * g2
kla kakQa 0
€oor 2 |, 5.93
( t CI1> orP q2] (5.93)



in Ubereinstimmung mit Ref. [89, 90]. Die Diagrammklasse I besteht aus
einem Vertex der O(¢?) mit vier Mesonen, einem propagierenden neutra-
len Meson und einem WZW-Vertex der O(g*) mit diesem Meson und zwei
Photonen. Die Diagrammklasse I ist fiir sich alleine genommen eichinvari-
ant. Die Diagrammklasse IT ist ein WZW-Kontaktterm der O(g*) und die
Diagrammklasse III beschreibt innere Bremsstrahlung, bei dem ein Photon
von einer geladenen Pionlinie abgestrahlt wird. Bei den Diagrammklassen II
und IIT hingegen ist nur die Summe eichinvariant. Betrachtet man sich das
Diphotonenergiespektrum in Abb. 5.18, so bezeichnet die gestrichelte Linie
das Ergebnis niedrigster Ordnung fiir den ng — w7y Prozess und die durch-
gezogene Linie das Ergebnis der O(¢°) fiir den n — mmyy Prozess, dessen
Details weiter unten diskutiert werden. Mit unserem Ergebnis des Diphoton-
energiespektrums niedrigster Ordnung finden wir Ubereinstimmung mit Ref.
89, 90]. Das Diphotonenergiespektrum zeigt bei s, = m2, ein Interferenz-
muster welches dem 7°-Pol durch den Zerfallskanal n — 7t7n~ 7% — 77—y
zugeschrieben wird. Dieser Isospin brechende Beitrag, F° | wird hervorgeru-
fen durch ein propagierendes 7% in der Diagrammklasse I gegeben durch

BO<mu - md)

3(s, —m2,)

0

Fog €apoo 41955 (5.94)
welcher durch Hinzufiigen einer endlichen Breite I' = 7.93 eV [4] und By(m, —
mg) = —Am% ~ —6.2 x 1072 GeV? [91] abgeschiitzt wird. Des Weiteren ist
aus Gl. (5.93) ersichtlich, dass die Diagrammklasse I1I, welche einen Bremss-
trahlungsprozess beschreibt, bei verschwindenden Photonenergien singulér
wird und somit fiir die Divergenz im Spektrum fiir s, — 0 verantwortlich ist.
Schaltet man Diagrammklasse I aus, ist die Amplitude immer noch eichin-
variant und unsere Rechnung zeigt in Ubereinstimmung mit den in Ref. [89]
gemachten Aussagen, dass sich das Diphotonenergiespektrum im Vergleich
zur vollen Amplitude nicht signifikant &ndert. Hieraus folgernd kommen wir,
in Ubereinstimmung mit Ref. [89, 90], zu dem Ergebnis, dass der Reaktions-
mechanismus der Diagrammklassen II und IIT das Spektrum dominiert. Fiir
die Korrekturen der O(q°) ist es somit ausreichend, sich auf die dominieren-
den Bereiche zu beschrinken. Die Amplitude der O(q®) lisst sich symbolisch
schreiben geméf

Fos(n — mmyy) = Fo +Fo. (5.95)

Hierbei bezeichnet Fg:; die Beitriage niedrigster Ordnung und FZ:; die Bei-
trige der O(q%). Letztere setzen sich zusammen aus Beitrigen der LECs
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Abbildung 5.18: Das Diphotonenergiespektrum 2 (z = s,/ m;) fiir den Zer-

fall n — mwmy~y. Die gestrichelte Linie zeigt das Ergebnis niedrigster Ordnung
fiir ng — 7ryy und die durchgezogene das der O(¢%) fiir n — wmwyy.

und aus Schleifenbeitrigen. Die auftretenden LECs kommen sowohl von der
normalen Gasser-Leutwyler-Lagrangedichte aus Gl. (3.22) als auch der La-
grangedichte £ aus Gl (4.4). Letztere sind (LS, LS) aus dem Reak-
tionstyp ¢ + 2%, (L?gf, L9, ko7, ksg) aus dem Reaktionstyp 3¢ + ~* und
(LY, LSy, L, Ly, LSy) aus dem Reaktionstyp 3¢ + 2v*. Alle auftretenden
Niederenergiekonstanten sind ausgenommen von LJ3 und L% abgeschiitzt??.
Des Weiteren benutzen wir das phiinomenologische n-n" Mischungsschema?!
mit dem Mischungswinkel von 6 ~ —20°. Der vollstandige Ausdruck fiir die
Amplitude ist diagrammatisch durch die im Anhang B in Abb. B.6 gezeigten
Diagrammklassen und explizit im Anhang F angegeben. Zur Berechnung des
Diphotonenergiespektrums der O(¢°) setzen wir LS = L% = 0 und ver-
wenden fiir alle anderen Konstanten die abgeschéitzten Werte. Als Ergebnis

BFiir die Gasser-Leutwyler-Niederenergiekonstanten verwenden wir die Mittelwerte aus
Abschnitt 4.2.1.

Z4Nihere Informationen zu dem verwendeten 7-n’ Mischungsschemas sind im Anhang
G angegeben.
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erhélt man die durchgezogene Linie gezeigt in Abb. 5.18, welche im Vergleich
zur niedrigsten Ordnung ungeféhr dreieinhalb mal so grof3 ist:

dT dT
—(n — mryy) = 3.4 X E(Us — TTYY)LO- (5.96)

dz

Dieses Ergebnis war, bedingt durch die Dynamik des zugrunde liegenden n —
mmy Ubergangs, zu erwarten und konnte durch unsere Rechnung Bestétigung
finden?. Die Beitrige der LECs (LS, L%, ky7, keg) des Reaktionstyps 3¢++*
dominieren die Schleifenkorrekturen und die Beitrage der iibrigen LECs.
Zusammenfassend kommen wir, in Ubereinstimmung mit den Aussagen von
Ref. [90], zu dem Fazit, dass die obigen Ergebnisse sich in Wirklichkeit eher
auf die Dynamik der n — 777~ v- und n — 777~ 7°-Amplituden bezichen,
als dass es eigenstindige dynamische Effekte bezogen auf n — 77~y sind.
Letzteres von diesem dominanten Hintergrund zu entkoppeln wird wohl sehr
schwierig sein. Des Weiteren kann, aufgrund fehlender experimenteller Daten,
keine Abschitzung der LECs LSy und LS vorgenommen werden.

5.4 Reaktionstyp 5¢

54.1 KTK- — gtg 7Y

In Ref. [92] wurde dieser Prozess unter dem Gesichtspunkt der Renormierbar-
keit betrachtet. Die Definition der kinematischen Variablen fiir den Prozess
KK — 3 ist gegeben durch

K*(pa) + K~ (py) — 7°(p1) + 75 (p2) + 7 (p3). (5.97)

Definiert man weiterhin die invariante Amplitude durch
M = i F5y Py, D3, Daalbs, S0 filhrt die Berechnung der in Abb. 5.19 ge-

25GSiehe Abschnitt 5.2.1.
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Abbildung 5.19: Die beitragenden Diagrammklassen fiir den Reaktionstyp 5¢
bis zur O(¢°). Die durchgezogenen Linien stehen fiir die Mesonen.

zeigten Diagrammbklassen bis zur O(¢%) zu

3
F5¢ = {1 —I— 023(27’773( —|— Bmi)
47T2F7§Fk2
+Cou(2p1 - P2+ 2p1 - P3 — P1 - Pa — D1 Do + 2D2 - D3 — 2D2 - Db

1

=2ps - Pa+3pa 1) + 53 [QA[(pl + p2)?, m2] 4 2A[(p1 + ps)?, m2]
0

+2A[(p2 + p3), m2] + 3A[(pa + po)%, mE] + Cl(pa — p3)*, mZ, my]

+C[<pa - p3>27 m7277 m%{] + C[(pb - p2>27 mfra m%{]

+Cl(py — p2)®, mi, mi] + %(C[(pa —p1)?,m2, mi]
+Cl(pa — p1)*,my, mi] + Cl(py — p1)*, mz, mi]
[y — p)m, i) = 810w — 102~ 21m2]] ) (599
mit
Cy; = 5121572,
Co = —%Lﬁgw? (5.99)

Unter Vernachlissigung der Konstanten Cy3 und Cyy finden wir Ubereinstim-
mung mit Ref. [92]. Die K" K~ — 7% "7 -Amplitude kénnte man in Meson-
Baryon Streuprozessen, dort insbesondere im ¢-Kanal, testen. Hierbei stiinde
der Streuprozess K~ p — X077+ 7~ fiir das Studium der KK~ — 7% 7 -
Amplitude sowohl unter experimenteller als auch theoretischer Sicht zur
Verfiigung (siehe Abb. 5.20). Auf experimenteller Seite ist obiger Streuprozess
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Abbildung 5.20: Gezeigt ist hier symbolisch der Streuprozess K p —
YOr97+ 7, welcher die KT K~ — 7% Tr—-Amplitude testen konnte.

ein Nebenprodukt der polarisierten Hyperonproduktion, die z.B. am Brook-
haven Alternating Gradient Synchrotron im Experiment E811 durchgefiihrt
wurde [93, 94]. Hierbei wurde der Prozess K~ p — X970 sorgfiltig analysiert.
Fiir das Studium des Prozesses K ~p — X°7%7 7~ briuchte man also zuséitz-
lich noch den Nachweis von 7+ und 7~. Auf theoretischer Seite hingegen ist
der in Abb. 5.20 gezeigte Prozess, in dem ein Kaon im inneren Propagator
lauft, die giinstigste kinematische Situation bezogen auf die storungstheore-
tische Entwicklung in ChPT. Jedoch ist schon hierbei der Energiebereich, in
dem eine Vorhersage durch ChPT vertrauenswiirdig wére, sehr begrenzt, da
schon die minimale totale Energie des Kaons zur Produktion der Teilchen
im Endzustand, £ = My, — Mp + 3m, =~ 0.75GeV, sehr grof3 ist. Hieraus
folgend wiren Vorhersagen nur in der Ndhe der Produktionsschwelle mogli-
cherweise glaubwiirdig. Die t-Kanal-Amplitude lésst sich unter Verwendung
baryonischer chiraler Stérungsrechnung [17] berechnen. Die hierfiir benotigte
Lagrangedichte ist gegeben durch [95]

D _ F _
£ = ) Tr(Bv”%{uM,B}) - ETr(BW“%[uM,B]), (5.100)
mit
u, = i(uWou—udut), v=U. (5.101)

B bezeichnet das Oktett der %Jr Baryonen, parametrisiert durch eine spurlose
3 x 3-Matrix

1 0 1 +

752 _‘:TEA 1 20) 1 P
= —0 —lA
- - V6
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deren jeweiligen Elemente mit komplexen, vierkomponentigen Dirac-Feldern
assoziiert werden. Die Berechnung der ¢t-Kanal-Amplitude ergibt sich zu

Fs GMVaﬁp:p;anﬁ_ (D—F)

8FK mpimy (t — m%()

M x [t— (m2 —m2)|, (5.103)

mit t = ¢?. Die Konstanten D und F lassen sich durch die Anpassung an die
semileptonischen Zerfille B — B’ + e~ + U, auf Baumniveau bestimmen [96]
zu

D = 080, F = 0.50. (5.104)

Da gegenwirtig keine experimentellen Daten vorliegen und auflerdem die
Anwendbarkeit der ChPT in diesem Energiebereich mit Vorsicht zu geniefien
ist, belassen wir es bei der Berechnung der Amplitude?®.

5.5 Numerische Werte der LECs

In den folgenden zwei Tabellen sind alle berechneten Prozesse auf einen Blick
dargestellt. In der Tabelle 5.6 zeigt die erste Spalte den betrachteten Pro-
zess, die zweite Spalte die verwendeten experimentellen Daten und die dritte
Spalte die beitragenden LECs mit ihren abgeschitzten bzw. angepassten nu-
merischen Werten. Die durch das VMD-Modell abgeschétzten ,,dynamischen*
LECs haben die Kennzeichnung (VMD) und keine Angabe des Fehlers. Die
angegebenen experimentellen Daten dienen zur Anpassung, ausgenommen
die in runden Klammern stehenden Ausdriicke. Letztere werden zum Ver-
gleich herangezogen, da bereits alle beitragenden LECs abgeschétzt bzw.
angepasst sind. In der Tabelle 5.7 sind diejenigen Prozesse gezeigt, fiir die
keine experimentellen Daten vorliegen. Die Einteilung der Spalten erfolgt
in Analogie zur ersten Tabelle. Die Bezeichnung GL-LECs bezeichnet die
Gasser-Leutwyler-Niederenergickonstanten der Lagrangedichte £, fiir die
wir die Mittelwerte aus Abschnitt 4.2.1. verwenden [44].

Z6Weiterfithrende Informationen findet man z.B. in Ref. [92].
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Prozess Experimentelle Daten numerischer Wert [1073 GeV 7
0 — vy Zerfallsbreite [57] Ly =-02+0.3
n— vy Zerfallsbreite [4] Ly‘=-02+0.3
Ly = +0.04 £ 0.07
0 — yete™ (Zerfallsbreite und Ly =-02+03
slope-Parameter [4]) L% = —1.0 (VMD)
n— yete” (Zerfallsbreite und Ly =-02+03
slope-Parameter [4]) Ly = +0.04 £ 0.07
L% = —1.0 (VMD)
Tt —efuy Formfaktor [4] LY = 45.6+ 4.4

K™ —eftvy

Formfaktor [71]

Ly = —0.01 £ 0.24
Ly =—-02+03

e — T e T

Wirkungsquerschnitt [77]

Ksg = —2.32 4 1.30
LY = —0.5 (VMD)
LS = +1.5 (VMD)

n— Ty

P

Zerfallsbreite [4] und
hotonenergiespektrum [74]

Kes = —2.32 & 1.30
Kyy = +0.61 4 0.12
L% = —0.5 (VMD)
LY = 41.5 (VMD)

Kt —atn ety

Formfaktor [80]

Kss = —2.32 & 1.30
ks = —0.21 4 0.25
L% = —0.5 (VMD)
LY =415 (VMD)

Tabelle 5.6: Gezeigt sind die berechneten Prozesse mit den zur Anpassung
der LECs verwendeten experimentellen Daten und die abgeschétzten bzw.
angepassten numerischen Werte.
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Prozess

Experimentelle Daten

numerischer Wert [1073GeV 7]

6, 6,€e 6,€e

(K p — X7 n7)

Ke — K e Keine L% = —0.5 (VMD)
LY = +1.5 (VMD)
L9 L9 LS LY LY
K e — K e ng Keine L% = —0.5 (VMD)
L% = 4+1.5 (VMD)
Kss = —2.32 & 1.30
Ly =—-02+03
vy — mta w0 Keine L% =05
1’6(154 =+15
Ly = —0.25
GL-LECs
LG,e L6,6
10 ~11
kss = —2.32 & 1.30
Ly¢=—-0240.3
LY = —0.5 (VMD)
n— 7Ty Keine LY = +1.5 (VMD)
Ly = —0.5 (VMD)
Ly = —0.25 (VMD)
Ly = 40.063 (VMD)
GL-LECs
KtK~ — 7zt Keine Lo¢

LY = —0.125 (VMD)

Tabelle 5.7: Gezeigt sind die berechneten Prozesse bei denen keine experimen-
tellen Daten vorliegen. Des Weiteren sind die beitragenden LECs angegeben.
GL-LECs steht fiir Gasser-Leutwyler-Niederenergiekonstanten aus Abschnitt

4.2.1.
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Kapitel 6

Zusammenfassung

In dieser Dissertation wurde der anomale Sektor bzw. der Sektor ungerader
innerer Paritit in mesonischer ChPT bis zur chiralen O(¢%) behandelt. Auf
eine Einfithrung in die QCD und ihrer Verkniipfung mit der chiralen Symme-
trie folgte die Betrachtung der mesonischen ChPT im Sektor gerader sowie
ungerader innerer Paritiit bis zur O(q*). Die WZW-Wirkung, welche den
Einfluss der axialen abelschen Anomalie bezogen auf die ChPT widerspie-
gelt, wurde analysiert. Danach wurde die Lagrangedichte £O aus Ref. [23]
detailiert studiert!. £'% enthélt in ihrer SU(3)-Formulierung 23 LECs, klassi-
fiziert nach fiinf Reaktionstypen: ¢+2(, 3¢+(, 3¢+2(, 5¢ und 5p+(, wobei ¢
die pseudoskalaren Mesonen (¢, K, 1) bezeichnet und ( fiir ein externes Feld
steht?. Es ist herausgearbeitet worden, bei welchen Prozessen und in welchen
Kombinationen die jeweiligen LECs auftreten. Daraufhin wurden, unter Ver-
wendung des VMD-Modells sowie experimenteller Daten, so viele LECs wie
moglich abgeschitzt bzw. angepasst. Hierfiir ist zuerst die Vorgehensweise
einer konsistenten Rechnung im Sektor ungerader innerer Paritét bis zur chi-
ralen O(q%) studiert worden, und es folgte als Anwendung die Berechnung von
insgesamt vierzehn Prozessen. Zuerst sind die Amplituden, dann Wirkungs-
querschnitte, Zerfallsbreiten, Formfaktoren und slope-Parameter berechnet
worden. Mit Hilfe experimenteller Daten liefen sich die LECs anpassen. Hier-

!Die Konstruktion der allgemeinsten effektiven Lagrangedichte der O(¢®) in dem Sektor
ungerader innerer Paritit wurde von mehreren Autoren vorgenommen [23, 24, 39, 40, 41,
42].

2Der Reaktionstyp 5¢ + ¢ ist wegen seiner aufwendigen Kinematik und fehlender sowie
auch in Zukunft nicht zu erwartender, experimenteller Information in dieser Arbeit nicht
betrachtet worden.
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Prozess Experimentelle Daten numerischer Wert [1073 GeV 7
0 — vy Zerfallsbreite [57] Ly =-02+0.3
n— vy Zerfallsbreite [4] Ly‘=-02+0.3
Ly = +0.04 £ 0.07
0 — yete™ (Zerfallsbreite und Ly =-02+03
slope-Parameter [4]) L% = —1.0 (VMD)
n— yete” (Zerfallsbreite und Ly =-02+03
slope-Parameter [4]) Ly = +0.04 £ 0.07
L% = —1.0 (VMD)
Tt —efuy Formfaktor [4] LY = 45.6+ 4.4

K™ —eftvy

Formfaktor [71]

Ly = —0.01 £ 0.24
Ly =—-02+03

e — T e T

Wirkungsquerschnitt [77]

Ksg = —2.32 4 1.30
LY = —0.5 (VMD)
LS = +1.5 (VMD)

n— Ty

P

Zerfallsbreite [4] und
hotonenergiespektrum [74]

Kes = —2.32 & 1.30
Kyy = +0.61 4 0.12
L% = —0.5 (VMD)
LY = 41.5 (VMD)

Kt —atn ety

Formfaktor [80]

Kss = —2.32 & 1.30
ks = —0.21 4 0.25
L% = —0.5 (VMD)
LY =415 (VMD)

Tabelle 6.1: Gezeigt sind die berechneten Prozesse mit den zur Anpassung
der LECs verwendeten experimentellen Daten und die abgeschétzten bzw.
angepassten, numerischen Werte.
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bei stellte sich heraus, dass die LECs bei unterschiedlichen Prozessen in den
gleichen Linearkombinationen auftraten, so dass eine sukzessive Anpassung
moglich war. Ein Uberblick der zur Anpassung der LECs betrachteten Pro-
zesse zeigt die Tabelle 6.1. In der ersten Spalte ist der physikalische Prozess,
in der zweiten Spalte die experimentellen Daten und in der letzten Spalte
die abgeschitzten bzw. angepassten, numerischen Werte der LECs angege-
ben. Standen keine experimentellen Daten zur Verfiigung, wurden, falls es
fiir sinnvoll erachtet wurde, trotzdem physikalische Observablen berechnet?.
Des Weiteren wurden die Ergebnisse diskutiert und Unterschiede bzw. Uber-
einstimmungen mit anderen Rechnungen herausgearbeitet. Alles zusammen-
genommen, d.h. die berechneten Prozesse, die erhaltenen Ergebnissen sowie
der Vergleich mit anderen Rechnungen sind detailiert im fiinften Kapitel an-
gegeben.

Als Fazit ergab sich ein umfassender Einblick in den Sektor ungerader innerer
Paritét bis zur chiralen O(q%). Es konnten dreizehn LECs angepasst werden.
Das zur Abschéitzung der dynamischen LECs verwendete VMD-Modell erwies
sich als glaubwiirdig. Um jedoch einerseits die Fehler der angepassten nume-
rischen Werte der LECs minimieren und andererseits den Giiltigkeitsbereich
des verwendeten Modells ausloten zu konnen, miissten weitere detailierte
Experimente folgen, die den anomalen Sektor testen. Auf theoretischer Seite
wére eine eindeutige Zuordnung zwischen den unterschiedlichen Formulie-
rungen der Lagrangedichte c® wiinschenswert, was bereits in Bearbeitung
ist [97]. Zu guter Letzt wiirde man sich auf einer ldngerfristigen Skala die
Vorhersage der LECs im Rahmen der QCD erhoffen, etwa mit Hilfe von
Gittermethoden®.

3Zusammenfassend gezeigt in Abschnitt 5.5. durch die Tabellen 5.6 und 5.7.
4Die aktuellsten Informationen hierzu findet man z.B. in Ref. [98].
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Anhang A

SU(3) und Homotopiegruppen

In diesem Abschnitt sind die Eigenschaften der Gruppe SU(3) und in Anleh-
nung an Ref. [99] Beispiele von Homotopiegruppen angegeben.

e Die Generatoren der Gruppe SU(3) bezeichnet man als Gell-Mann Matri-
zen gegeben durch

010 0 —i 0 1 0 0
M=l100 ]|, 0%=]di 0 0], =([0-10],
000 0 0 0 0 0 0
00 1 00 —i 00 0
M=[o0oo0oo0o]., =00 0 |, =[001],
100 i 00 010
00 0 L (100
=00 —i |, x=—[01 0
0 i 0 V3o 0 -2

(A.1)
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Sei k; = %)\u dann folgt

Kl = K (A.2)
1
detmizo, (Z: 1,...,7), detligz —m7 (AS)
: 1
(ki k] = ifiji bk, {Ki,K;} = §5ij+dz‘jk/€k, (A.4)

wobei f;;r bzw. d,j;;, die total antisymmetrischen bzw. symmetrischen Struk-
turkonstanten der Gruppe SU(3) bezeichnen.

e Im Folgenden bezeichnet Z die Gruppe der ganzen Zahlen mit der Addi-
tion als Gruppenmultiplikation. Z, steht fiir die Gruppe der ganzen Zahlen
modulo n. Die triviale Gruppe wird mit 0 bezeichnet. 7, (M) steht fiir die
Homotopiegruppe der Mannigfaltigkeit M und S fiir Sphéren.

Sphéren:

Tn(Sm) = 0 fiir n <m, (A.5)
m™(Sn) = Z, (A.6)
Tnt1(Sn) = Zy auBer my(S1) = 0, m3(52) = Z, (A.7)
7Tn+2(sn) = ZQ auller 7'('2(51) = 0. (AS)
Lie-Gruppen:
m(G) = Z, G = U(1) (A.9)
m(G) = Zy, G = 80(n) (n>3), (A.10)
m(G) = 0, G = andere einfach zusammenhéngende
kompakte Lie-Gruppe. (A.11)
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m(G) = 0, G = beliebige zusammenhéngende

kompakte Lie-Gruppe, (A.12)

m3(G) = Z, G = beliebige einfach zusammenhéngende

kompakte Lie-Gruppe. (A.13)
m(G) = Zy, G = SU(2), S0(3), S0(5), (A.14)
7T4(G) = Z2 X ZQ, G = 30(4), (A15)

m(G) = 0, G = SU(n) (n > 3), S0(n) (n > 6). (A.16)

Nebenklassen:

Fiir jede Lie-Gruppe G und Lie-Untergruppe H C G gilt

mo(G/H) = ker{m(H) s m(c;)}. (A.17)
Als speziellen Fall

mo(G/H) = m(H), fir m(G) = 0. (A.18)
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Anhang B

Diagrammatik

Dieser Abschnitt zeigt unter Verwendung des Weinberg’schen Z#hlschemas
[15] die beitragenden Diagrammklassen fiir die jeweiligen Reaktionstypen
&+ 29, ¢+ W, 3¢ + %, 3¢ + W, 3¢ + 27* und 5¢ bis zur O(q¢°). Zur
Erzeugung der moglichen Diagrammklassen wurde Feyn Arts [100] verwen-
det. Die durchgezogenen Linien in den folgenden Abbildungen stehen fiir
die Goldstone-Bosonen ¢ = (m, K, 1), die gestrichelten Linien fiir die -
Bosonen und die Schlangenlinien fiir die Photonen v*. Die jeweiligen Ord-
nungen der Vertices sind nicht explizit angegeben, weswegen hier auch von
Diagrammklassen gesprochen wird. Die Angabe der explizit auftretenden
Vertices ist in Abschnitt 4.1.1 angegeben.

e Diagrammbklassen:

Abbildung B.1: Die beitragenden Diagrammklassen fiir den Reaktionstyp
¢ + 2v* bis zur O(¢%).
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\ N\
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Abbildung B.2: Die beitragenden Diagrammklassen fiir den Reaktionstyp
¢+ W bis zur O(q°).

TS (N | A (W
-

Abbildung B.3: Die beitragenden Diagrammklassen fiir den Reaktionstyp
3¢ +~* bis zur O(¢%).

N !

Abbildung B.4: Die beitragenden Diagrammklassen fiir den Reaktionstyp 5¢
bis zur O(q°).

Abbildung B.5: Die beitragenden Diagrammklassen fiir den Prozess 3¢ + W
bis zur O(q°).
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Abbildung B.6: Die beitragenden Diagrammklassen fiir den Reaktionstyp
3¢ + 29" bis zur O(¢°).




Anhang C

Integrale

In diesem Abschnitt ist die Definition der in dieser Arbeit auftretenden Inte-
grale angegeben. Hierbei bezeichnet 1 = m, = 0.77 GeV die Renormierungs-
Skala eingefiihrt in dimensionaler Regularisierung®. Des Weiteren verwenden
wir das in der mesonischen ChPT standardisierte Subraktionsschema, das so
genannte M S-Abzugsschema [101].

e Skalare Integrale:

2 :
= =~ n) +I'(1) +1], (C.1)
Ao(m?) = -4n/ d"k 1 _m [R—i—ln(m—Q)]—i—O( —4)
o= (2m)" k2 —m2 +40t 1672 I e
(C.2)
d"k 1
2 2y — ;. 4-n
Bola'sm?) = i /(27r)”[kz2—m2+i0+][(k’+q)2—m2+i0+]
1 m’ q°
_ m- Ors
= [R+1+ln<u2>+J (m2 ] (C.3)
mit
1
JE(z) = / dyy* In[1 + z(y* — y)] (C.4)
0

'Eine Einfiihrung in dimensionaler Regularisierung findet man z.b. in Ref. [25]
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Bo(g?,m*,m?) = ip*™" / "k ! :
O T - (2m)" [k2 — m2 + i0F][(k + q)2 — 02 + i0+]

(C.5)
e Tensorielle Integrale:
drk ek
m 2 2 — ;,,4-n
¢ m) = i /(27r)” (k2 = m? + i07][(k + q)2 — m? + i0*]’
(C.6)
¢"q"Ba(q°,m*) + 9" ¢° Ba1 (¢, m?)
e / drk K kY
- (2m)" [k2 — m2 + i0+][(k + q)2 — m2 + i0+]’
(C.7)

quVBZO(q27 m27 m?) + gqu2321 (q2> m27 m?)

'k ki ke
= 4—n 08
i / ek = (Y

1
Bl(q27m2) = —éBo(QQ,m2)7
Ao(m®)  Bo(¢?,m*)(¢* —m?) 1 m?
2 2 _ 0 0 ; .
Bula',m?) = =3 5=+ 3¢ 28872 | ARTP
Aom?) | Bl md)(amP =) | ¢
2 2 2 _ 0 0 ’ .
¢Baulg’,m’) = ——+ 12 NS TTIRT
~ Ag(m?) 4+ Ag(m?)  (m? —m?)[Ag(m?) — Ag(mm?)]
2 2 2 ~92v _ 4o 0
q B21<q T, m ) - 12 + 12q2
m2 + 2 e ~
B m2 2
o6z gz~ Dol m’ )
y i B (m2+m2) N (mQ _m2)2
12 6 122

(C.9)
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e Definitionen:

(C.10)
A[qQ,m2] = q2321(q , M )> (C-H)
C[q2a m27 mZ] = q2B21 (q27 m27 m?) (012)
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Anhang D

Wirkungsquerschnitte und
Zerfallsbreiten

In diesem Abschnitt sind die Definitionen der Zerfallsbreiten und Wirkungs-
queschnitte angegeben. Des Weiteren sind als Beispiele die Phasenraumfunk-
tionen Ry und R3 berechnet.

e Zerfallsrate und Wirkungsquerschnitt:

Sei

R,(m?*m3,...m /H 7 5*(p _Zpi)a (D.1)

die Definition der Phasenraumfunktion, so ist die Zerfallsrate (0 — 1...n)
gegeben durch

S N
F = WRn(mQ;m%’...,m2)Z‘MOH1 n‘27 (D2)

und der Wirkungsquerschnitt (ab — 1...n) gegeben durch

o = R.( sm,..., Map—1..n|?. D.3
2(2m)3n=4/A[s, m2, mZ] ! Z| b=t (D-3)

Hierbei bezeichnet S den Faktor 1/k! fiir jede Gruppe k identischer Teilchen
im Endzustand.
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e Beispiel 1:

P —- 142,
d*py d>p T/ A[P2, m? mi]
RP2,2 2y 5413_ o — ) 172'
2( 7m17m2) 2E1 2E2 ( P p2) 2P2
(D.4)
Als Spezialfall erhélt man fiir
A2
m; = mg = m = Ry(P%;m?* m?) = g 1-— P—WQL (D.5)
e Beispiel 2:
a+b — 1+2+3,
mit den Mandelstamvariablen
s=(Patm)? t1=Pa—m) s2=(p2+Dps)° (D.6)

dgﬁ dgﬁ d3ﬁ
RB(S;mim%am?%) = /_1_2_354(\/5_]91_]72_173)

2F, 2F, 2F5
= /d82

72 | N[sa, m3, m?]
= dsodt; — | =222 31 D.7
/ 200 453\ A[s,m2, m?] (D7)

d*py d*ps3
e — Py —
2E, 2[% (p23 D2 ps)

d*py dPpag
on 54 o
28, 2Eys (\/_ P1— P23)
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Anhang E

Kinematik

Dieser Abschnitt zeigt weiterfithrende Informationen zu dem verallgemeiner-
ten Prozess e~ ¢; — e~ ¢o¢3, welcher in der Einphotonaustauschnidherung
die y¢1 — ¢Paps-Amplituden testen kann (siche Abb. E.1 (a)). Hierbei wird
ein einlaufendes ¢ Meson inelastisch an einem Elektrontarget gestreut und
produziert im Endzustand ein zusétzliches ¢ Meson

e (pa) + 01(ps) — e (p1) + d2(p2) + d3(p3), (E.1)

wobei ¢; fiir die Goldstone-Bosonen (w, K, 1) steht. Die Kinematik ist in
Abb. E.1 (b) gezeigt. Des Weiteren ist die Berechnung des totalen Wirkungs-
querschnittes o fiir die YK~ — K~ 7% Amplitude niedrigster Ordnung als
Beispiel gezeigt.

e Die Definition der Mandelstamvariablen fiir den Prozess

e (pa) + 01(pp) — € (p1) + d2(p2) + P3(p3), (E.2)

ist gegeben durch

2

s1 = (p1+p2)7,
tr = (pa—m)%
uy = (py—p2)?,
s2 = (p2+p3)°
ta = (p—ps)°
s = (patp) (E.3)
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e(p,) e(p)
' o,
2
@,(p,)
) 2
®,(p,)  (p,) . 5

(@)

Abbildung E.1: Der Prozess e (p,)+¢1(pp) — € (p1)+Pa(p2) +¢3(ps) in Ein-
photonaustauschniherung bis zur O(¢°) (a) und die dazugehérige Kinematik

(b).

e Die Kontraktion des standardisierten leptonischen Tensors (2ptpY} +2p} ¥ +
t1g"), bekannt aus der Einphotonaustauschnéherung mit dem hadronischen
Tensor G,G,, (G, = €uwap pgpgpg ), ist gegeben durch

(2plpy + 208 P + t1g") GG, = 2{2191 - po(P3p5 — (P2 p3))Pa - Do

+2(p2 - psps - Py — P2 - PoP3) (P1 - Pob2 - Pa + P1 - P2Pa - Db)

+2(p2 - psp2 - o — P3P3 - o) (D1 - PoD3 - Pa + D1 - P3Pa - Db)

+2p1 - psps - pa(P5DF — (D2 - Po)?)

+2(p1 - p3p2 - Pa + P1 - P2p3 - Pa) (D2 - PoD3 - Db — P2 - P3Py

+2p1 - papa - Pa(P3ps — (3 - 25)%) + (£1/2 4 2p1 - pa)

X (py(p2 - p3)® — 2p2 - pup3 - Dop2 - 3 + P3(ps - pu)” + P3(p2 - b)* — pipipi)}-
(E.4)

e Die Gleichungen fiir die kinematischen Grenzen sind gegeben durch
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1
Filsa) = m2+mi = 0| (s +m2 = m)(s — 2+ md) F £(52)].

Fi) = sbmi = o[ m = mE)m 4 md — 1) F (1),
(E.5)
mit
Es2) = fAls,m2,m3] As, s5,m3)
() = \JAls.m2 mEA[t, m2,m3],
Nz, y, 2] (x—y—2)* — dyz. (E.6)

e Im Folgenden ist die Berechnung des totalen Wirkungsquerschnitt o fiir den

Prozess K¢~ — e~ n’K ™~ in niedrigster Ordnung gezeigt. Der differentielle
Wirkungsquerschnitt ist mit m. = 0 gegeben durch

do
dSQ dtl

e2\/\[s2, m2, m%]

Ao |Frad> (20804 + 2047 + tig™” v
1024705, 2[5, 0, m2%] / oo |Frixl” (2001 + 201 DG + 019") GuG

(E.7)
In niedrigster Ordnung ist
F ol Y E.8
\wkk|—<m>y (E.8)
und man erhélt
do < e )4 Vmk —2(m2 + s9)m2 + (m2 — s9)2
dsydt, — \8r 4Tt FS(m2. — s)%sot3
X / Qs (2p5pY + 204D, + 019") GGy
(E.9)
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Fiir die Integration

/ Qe (2p5pY + 204D, + 019") GGy, (E.10)

schreibt man die Viererimpulse geméaf3

p = (g) (E.11)

um, wahlt Kugelkoordinaten

pr = |p]siné cos ¢,
py = |p]sind sing,
p. = |p]cosb, (E.12)

und integriert iiber das Ruhesystem der Mesonen. Der erhaltene Ausdruck
wird zuriicktransformiert auf die Mandelstamvariablen und man erhéalt

/ dQy (204P7 + 297D +119"") GGy

mi
— _6721 [{m‘}{ —2(s 4+ t1)my + 25" + (52— t1)* — 25(s2 — 1) }
x{mj — 2(m2 + sy)mj + (m2 — 82)2}] . (E.13)

Der differentielle Wirkungsquerschnitt ergibt sich hieraus zu

do ( e >4
dsydt; 8/ 24m3F6(m32 — s)2sity

Nlw

X { [mi — 2(m2 + s2)mi + (M2 — s2)°]

X [mie — 2(s + t1)mik + 25° + (52 — £1)” — 2s(s2 — t1)] }
(E.14)

Fiir eine Strahlenergie von 300 GeV und einem experimentellen Schnitt von
t2 = —0.001 GeV? erhilt man s ~ 0.55GeV? und unter Verwendung der
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kinematischen Grenzen den totalen Wirkungsquerschnitt zu

e\ 4 —0.001 GeV? (0.5541.79t1) GeV?
g = —<—> / dtl/ ng
8 _ 0

0.0864 GeV? .3952 GeV?
1

24m3FS(m32. — s)2s3ty

Nlw

X { [mie — 2(m2 + s2)miy + (m2 — s5)°]

x [my —2(s + t1)mi + 25> + (s — t1)% — 25(s5 — t1)] }

(E.15)
Fiir mg = 0.4936 GeV, m, = 0.135 GeV und F = 92.4 MeV ergibt sich

0 ~4.7x10770.389 x 10°nb ~ 0.18 nb. (E.16)
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Anhang F

Prozesse

Dieser Abschnitt zeigt weiterfithrende Informationen der Prozesse n — wmy~y
bzw. vy — mrm aus Abschnitt 5.3.1 bzw. 5.3.2. Hierbei werden insbeson-
dere die Zusammenhénge zwischen den kinematischen Variablen sowie die
vollstéandigen Amplituden angegeben.

e Der Zusammenhang zwischen den kinematischen Variablen s, s,, 3, 6, ®
und K, K,, Qs, Q, fiir den Prozess

n(p) = 7 (ka) + 7 (k2) +7(q1) +7(q2), (F.1)

ist gegeben durch

Ks-Ks = g,
Qs Qs = S5
L

Ks'Qs = §(m _Sﬂ_s'y)>
Ks - Qa = — 575, cos0,

_AmZ
K. Qs = \/ Ks - Q)2 — Sqs, cOsf3,

Am2 : .
Ko Q, = 1— (Ks Qg cos B cost — /5,5, sin 3 sinf cos P |,

(F.2)
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-1t Ebene

y-y Ebene

Abbildung F.1: Gezeigt ist die Kinematik fiir den Zerfall n — mwmwy~y.

mit
KS - k1+k2a
Ka — kl_k27
G = a+ag,
Qa = @1 — ¢
bzw.
1 2
kl'kg = i(Ks-KS—ZmW),
1
GG = §QS'QS>
1
kl'q1 = Z(KS'QS+KE.QS+KS
1
ky-qu = Z(KS‘QS—Ka'Qs+Ks
1
kl'q2 = Z(KS'QS+Ka'QS_KS
1
k’z‘Q2 = Z(KS'QS_Ka'QS_KS

(F.3)
-Qa +Xa - Qa),
-Q — Ka - Qa),
“Qa — Ka - Qa),
-Qa +Ka- Qa).
(F.4)

sr ist das Quadrat der Schwerpunktsenergie der Pionen und s, das Quadrat
der Schwerpunktsenergie der Photonen. Die Winkel 3, # und ® sind in Abb.

F.1 definiert.
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e Die invariante Amplitude bis zur O(¢%) ist gegeben durch

2

Fos = —5 e (Fly+ FL)
T 43R o T )

mit
2

Am?
Fq4 — [( m7r . K ) oo o B Q]ag
o 3oy —md)  3(s, —my)) %P0~ @) |Gaser

kigki | kikag
_'_ 6O’ TaquT
(kl * g2 ks - qo ¢ !

kiakS S koa )
+( Lo + 12 )EagTﬁPQQQ]7 (F6>

+

ki -qu ks - qu

Fqﬁ m72r (C3m72r + O4m%() )
= €afo
af 3(87 — mg) Boo QI QQ

+256 €aﬁog{4Qi'fI§ [L(;’gmi = 3Lij (my — m2) + 4Ly5 (k1 + k) 'p}
+(@i2 — 1) - [pa(Lg’; — Lgy) (kr + ko) + 215 (k1 + kQ)UP} }
+25672 qfqg{ [QLS’;(/ﬁ + ko)7pg + (2LSy — L) (ks + kz)gpa} €ogra

{m$%+@mh+mg—£®%+@mﬂ%w}
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keem?2 — Ko7 (m?2 — m?2
51272 Q| kygk [ zr(my) — )
ki qo

2(L95 (hy - ks + by + ko) - p = (ka +9) - 02) + L5 (k-

ki - g2
k56m72r — k27(m727 — mzr)

+kf k% ks - qo

2(L95 (hy - ks + (ky + ko) - p = (k1 +9) - a2) + L5 (ks —

G2) - k2> )

ks - qo

+

- Kggmy — k27(m727 —m3)
ek kv -qu

2(L95 (hr - ks + by + ko) - p = (ka +9) - a1) + L5 (k-

QQ) : ]ﬁ)
eag'rongqir

ki-qu

(67

ko - qu

Q[L?:’;(lﬁ . kg + (kl + kQ) -p— (lﬁ —l—]?) : QI) + L?Zf(kg —

@) - k2>)

ks - q1
(k;wkg .
ki q

o 0
T €aBoo 4142
€oorpP”
) erol 2 3(57—m727)}02

2Lsm? + 3Ls(m; 4 m2)

I
k1o kS
+ +
<k1 “q1

ko - qo

kS koo,
ks - @1

+

k7 ks B}
L & ) eagToapgql

X {8 [(12[,1 +2L3 — 12Ly — L5 + 15Lg — 12L7)m} — (Ls — 3(L¢ + 4L7) — 8Lg)m}

—32ky - (1 + q2)k2 - (@1 + q2) (3L2 + L3) + 4[—2(6L1 + Ly — 3Ly)m

“(4(6Ly + Ly — 3La) — Ls)ym2 + 6(k1 + ks) - (qu + g2)(2L1 — LQ)} sﬂ}, (F.7)
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Durch die in Abschnitt 5.3.2 gemachten Aussagen bezogen auf die Korrek-
turen der O(q°) sind die Schleifenbeitriige gegeben durch Anwendung des
Niederenergietheorems auf die Beitrige der O(¢%) des Prozesses n — mmy
angegeben in Abschnitt 5.2.1 durch die Gl. (5.44) und (5.45). Des Weite-
ren verwenden wir das n-n’ Mischungsschema, dessen Details in Anhang G
gezeigt sind.

e Die Amplitude fiir den Prozess

Y(pa) +7(Py) = 7 (p1) + 7°(p2) + 7 (ps), (F.8)

mit den Mandelstamvariablen

S1 = (pl +p2) )
tl = (pa, - p1>27
ss = (p2+p3)°
ta = (pp—p3)°
s = (pa+m)° (£.9)
ist bis zur O(¢°) gegeben durch
62 g Pl
mit
4 Tm2 + 2s — 3(s1 + $2) "
Fiﬁ = 3(8 I mQ) €afopg papg
1
+3 [3(191 +p3)” (Pa — Pb)* + 4292195} €apoo
o0 Ny
P1sP2P3 P1DPoPss T
2 ( - ) oot
* 8—82+t1 m%—tg €ooraba
Ny Ny
D1aP2P3  P1P2P3a ) , F 11
+<m72r—t1 S—Sl—f-tz EagTﬁpb]’ ( ' )
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256m2LSy5

3 { [(31 + 53— 25 — 2m2)pIpf + s(p1 + P3)° (Pa — Db)° | €apoo

+2{p§p2 [(p‘z’(pl +p3)s — p2s(p1 + ps)") €oora

R

102472 P16D3Ps <k1314(3m3r — 548y —11) — 3k56m72,>
3 S — 89+ tl

pIP5p3s <k1314(2m3r +ty) — 3k56m721->

2 _
mz tz

T
EU,QTOlpa,

P1aD3Ps <k1314(2m72r +ty) — 3k56m3r>

2 _
mz tl

_'_

PID5D3a <k1314(377”672r — S5+ 51 —tg) — 3k56m72r) :
- €o07BPp

s — 81+ 1o

m2 Lg* [7m7% +2s — 3(s1 + 52)]p3p56aﬂ09 } PaPh€asoe
3

3(s —m3) (s —m2) F§
X {4 [(12L1 +12Ly + 6 L3 4 21 L5 + 28Lg + 16 Lg)m? + 8 Lgmim?

+sm2(12Ly + 12Ly + 6Ly + TLs) — sym2(18Ly + 9Ly + 9L3 + 12L5)
+3(2Ly + Ly + L3)(s7 + 85 — s51)

—3(3Lom?2 4 3Lsm?2 + 4Lsm?2 + Los + Lss

+2L,(3m2 + s — 251) — 2L351)s2

+2L4(2(6m2 + 25 — 3(s1 + s2))m% + m2(15m2 + 5s — 9(s1 + 32)))] }
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r
> EO‘QTapa

16 (2Lym3 + (Ly + Ls)m2) P1aPIDS PiPsp3s
+ 2 s—sy+t; mZ—t
0 2 + 11 2 — 1y

N (oY
D1aP2Ps3 D1P2P3a . 1
+< - ) €oorall | — —
m2—t;  s—s8;+to gﬁpb] 90F¢

X {60A[t1, mfr]p‘l’pg — 240A[2m72r — 81 —t1 + to, mi]pgpg

+60A[mfr — S+ 81 —tg, mi]p‘g’pg — 601[m72r]p§(pa —p)°

—%(QI[mi] +3(2m3 — s3) Bo[sa, m3])p] + 12A[s9, m2](p2 — p3)”) (Pa — 1b)°
—2(121[517 m2](pr — p2)7 + (3(s1 — 2m2) By[s1, m2] — 20[m2])p3) (pa — pb)°

—60A[m7r — 5+ 89 — 11, mfr]p‘l’pf + 240A[2m7r — 89+t — 1o, mﬂ]pgpé’

—60A[ty, m2]pspl + 10(1[m2] — = (3m2 + s — 51 — $2) Bo[3mZ + s — 51 — 59, m2])

5(
X (3p3 (pa — pu)? — 203p%) + 61[m2](18p3 — T(p1 + p3)°) (Pa — pb)g}eaﬁog

pap;
12960 FZm2(m2 — s)
—45189 + 4s(s1 + $2))
—14407%(27m2 + 9s — 2(5s1 + 9s9)) A[s1, m2]
1288072 (3m2 + 5 — 51 — 52)A[3m2 + 5 — 51 — 89, m?]
+2472(—60(9(3m2 + s — 2s1) — 10s5) A[sq, m?]
+5((90m2 + (185 — 103s1)m?2 + 51(28s1 — 9s)) By(s1,m2)
+2(240m2 + (1465 — 173(s1 + 52))m2 + 195% 4 28(s1 + 59)* — 475(51 + 52))
X Bo(3m2 + s — 51 — 89, m2) + (90m2 + (185 — 103s9)m2 + 55(28s5 — 9s))

+

{5(18mﬁ + 6(s1 + s2)m2 — 2s* — 357 — 355

x Bo(s3,m2)) + 2(1563m2 + 632s — 1000s; — 880s2)1(mn, ))}eaﬁgg

1
2F02(8 — 89 + tl)(m% — tg)

n {2((3—52+t1)(6A[81, 2] + 5I[mz]))pTpspss

1
m?r — tl)(S + 51+ tQ)

—(m3 — t2)(6A[s2, m2] + 51[m ]))pwpgpg)pa%@m} MET
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. {z«mz ) 6(As1,2] + Al — s+ 55— b1,

+A[2m72r — sy + 11 — 1o, m?r]) + 5I[m3r])p(17p§p3a
— (5 — 51+ t2)p5 ((6(Alsa, m2] + A[2m3 — 55 4 t1 — by, m2]) 4 5I[m3])p1a

. €aBo (s1t1 + (t1 — 2m2)ts)p3p)
—6A[t2, m2))P3a) PP €orp ¢ — —ag?Q — it
FO S1 — tQ

t — 2 ton? PG + 2’ o — + 2
XG(p1 + p2)®, pa - (p1 + p2)] + (= et [(psll —]Z) R

(mi — (sg — t1 +ta)m2 — (s — sg + t1)(s — 251 + t2))p3p . G[(p1 + p2)?, Py - (p1 + p2)]
m2 —s—ty
(s — 8o+ t1)(—mZ + 5 — 51+ t2)p§ P Gl(p1 + p2)?, (py — (p1 + p2))?]

+

—m2 + 5+ 1,
+(m;1r — (s1+ 1t —ta)m2 — (s — 255+ t1)(s — 51+ t2))pIPLG (P2 + P3)%, Pa - (P2 + P3)]
—mgr + s+ tl

n (m2 — s+ sy — t1)(s — s1 + t2)p7p)Gl(p2 + p3)?, (Pa — (P2 + p3))°
m2 —s—t
N ((s2 + t1)ta — 2m2t)pTpGl(p2 + p3)* vy - (P2 + p3)]
So — tl
+t1(m72r — 12)pIphGl(p2 + p3)*, (o — (P2 + p3))?]
Sy — 1t

+(3m72r +5—5 — 52)p§P§G[(p1 +p3)2,pa - (p1+ p3)]

€oora

Fg

+(=3m2 — s+ 51+ s2)p3pGl(p1 + p3)°, vy - (1 +p3)]} -

y 2(mt — (sg —t; + ta)m2 — (s — sg + 1) (s — 281 + t2))(p1 + p2) sPSPLDE
(—mgr + s+ t2)2
2(m2 — s+ s1 — t2)p1sp3Pip;
m2 —s—ty
2(3m3 + s — 51— s2)p3(p1 + p3)ppapy
m24+s— s+t —ty
XG[(p1 +p3)%, 0o - (p1 + p3)] + Gl(p2 + p3)*, po - (P2 + )]
2(2m72r751 — (824 t1)t2)p7 (p2 +p3)gpﬁpg . 2t1p({pggp§pZG[(p2 +p3)27 (po — (P2 +p3))2]

XG[(p1 +p2)? po - (p1+p2)] +

XGl(p1 +p2)%, (0 — (p1 +p2))*] +

X
(59 —t1)? 89—t
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ogrp ) 2(t1(s1 + ta) — 2m2ts) (pr + p2)apPAPE Gl(P1 + P2)%, Pa - (P1 + p2)]
F? (s1—12)°
| 2tapaP3Pep Gl(ps + P2)*, (Pa = (P1 +12))*]  2(3m3 + s — 51— s2)p5 (P1 + P3) oD}
Sl—tQ m721.+8—81—t1+t2
XGl(p1 + p3)®, pa - (p1 + p3)]
Q(mi — (Sl + tl — tz)mi — (S — 282 + t1>(8 — 81 + t2)>p(17(p2 —i—pg)apgpg
(—m2 + 5+ 1,)2
2(m7 — s+ s2 — t)pTPsaPlp;
m2 —s—t

XG[(p2 +p3)?.pa - (P2 +p3)] —

xG[(p2 +p3), (Pa — (P2 + pg))z]}. (F.12)

e Die Definitionen von A[g?, m?], I[m?] und By(¢?, m?) sind in Anhang C
angegeben und G[p?, p - q| ist gegeben durch

Glp*p-ql = 1) =06 [%IH(W)+2

x2_y2 ’

1
J(2?) = 5 32° 4+ azr?In(w) + ln2(w)] )

-1
= (1—4/2*)? = ¢
a= -yt = S

@ =p’/mi, v = (P —2p-q)/m. (F.13)
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Anhang G

Mischungsschema

Dieser Abschnitt zeigt das verwendete phanomenologische n-n" Mischungs-
schema [64]. Des Weitern sind die Gleichungen der Zerfallskonstanten- und
Wellenfunktionsrenormierung [17] sowie die numerischen Werte der physika-

lischen Massen und Zerfallskonstanten angegeben [4]!.

e Unter Vernachlissigung moglicher Mischungen des 7 bzw. 7’ mit anderen
pseudoskalaren Zustdnden und angeregten Quark-, Gluon- oder exotischen
Zusténden sind die SU(3) Basiszustédnde gegeben durch

Ing) = % luti + dd — 2s5), (G.1)
I
o) = e |uti + dd + s8). (G.2)

Die physikalischen Zustédnde des 1 bzw. 1’ sind dann definiert durch

In) = cos®|ns) —sinf |no), (G.3)

) = sin@|ng) + cos b |no), (G.4)

'Es werden natiirliche Einheiten verwendet (A = ¢ = 1).
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mit einem Mischungswinkel von 6 ~ —20°. Dieses Schema bezeichnet die ein-
fachste mogliche Situation einer Mischung, bei der ein Zweizustandsystem
angenommen wird, dessen physikalischen Zustédnde orthogonal zueinander
sind, d.h., dass ihre Mischung nicht von der Energie abhéngt. Weiterfithren-
de Informationen zur Physik des n bzw. 1’ findet man z.B. in Ref. [4, 64, 65].

e Die Zerfallskonstanten- und Wellenfunktionsrenormierung des pseudoskal-
ren Mesonoktetts (7, K, ng) sind gegeben durch [17]

E 2 1
A /Zﬂ__ﬂ— = 1=-—_1 A — 1 2 4 '
1 SEEPU UNAUE [P Rt
F, 1
Vnge = 1= plimid + 0", (G7)

e Die verwendeten numerischen Werte der physikalischen Massen und Zer-
fallskonstanten sind gegeben durch [4]

me = 0.511,
m, = 13957,

Mmoo = 134.97,

mg = 493.67,

m, = bBAT.51,

m, = 957.78, (G.8)
F. = 924,

F, = 12F,,

F, = 13F,

F,, = 106F,. (G.9)

’Die Massen und Zerfallskonstanten sind in Einheiten von MeV angegeben.
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Anhang H

Lagrangedichten

In diesem Abschnitt sind weitere Informationen zu den effektiven Lagrange-
dichten E‘Eé%,, £ und £/ ) gegeben.

e Die Entwicklung der Lagrangedichten bzgl. ¢ und A, ist gegeben durch

(4) (4) (4) (4) (4) (4) (4) (4)
Ligg = L + Ligion T Logro + Lagine T Logie T Loy + Loy + o)

¢+2yx
(H.1)
ﬁgﬁ) = Eﬁzy* + ‘Cé?+’7* + ﬁéi) o (H.2)
c® = £+ (H.3)
mit
@ 3e2evad )
‘C¢+2’Y* = STFO{A,B&/ACV Tr(Q augb)}a (H.4)
L), = M{A 0y Ao Tr[Q* (60,00 — 0,0 — 0,60°)
3p+2vx 16m2F3 BYva H H H
+Q(0Q00,0 + 6Q0,00 — $°Q0,0)] | (H.5)
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(4) e? evel 2 4 2 3 2,2 2
i = gaom {00 ATEBQ?0,06" — 1Q°00,66 + 13Q°60,60
~TQ*6°0,00 + 3Q°6'0,6 — 5Q0Q0,06" — 5QBQ0,00”
_5Q¢Q¢2au¢¢ - 5Q¢Q¢3a,u¢ + 10Q¢2Qa,u¢¢2

+10Q9* Q8,90 + 10Q¢*Qd* 9,0 — 10Q9*Q8,0¢
~10Q6* Q00,6 + 5Q06'Q0, 0]

(H.6)
o chvaB
Ll = Sy { A TrIQ0,60.00:0]
(H.7)
praf
£ = o 7 L 40 TE1R00,600,6050 — Q0,06°0a600

+Q0, 0906 p$03¢ — QDy$Iadd°Ipd + QD paddpppd
_2(Q¢2au¢aa¢aﬁ¢ + Qau¢aa¢aﬂ¢¢) +3 Q¢au¢aa¢8ﬁ¢¢]}7

(H.8)
uvaf
£ = o I {x(60,00,00.6050) b
(H.9)
vaS
£ = e TI9000,000,00,00,6 — 3600,00,000,00:0
800,00, 60,6050].
(HL.10)
2
£8 = 25 By (L R PusTe (M, 6} Q%) + Lo B FusTel (M, 61 12107
LY 0P FlaTeQ {076, QY e, (H.11)
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32ie F,

L3 = =g {Bo (L TeM 090,016, Q) + M [6, Q1 006 03]
+La Tr[0s¢ (¢, Q]| Tr[M 9, ¢)]
+Ls Tr[{¢, M } (Q 0ug 03¢ — 050 0 Q)]
+L6 Tr[{¢, M} 0ng Q 959
+L7 Tr[{¢, M}] Tr[Q 0a¢ O5¢] )
— L Tr[Q (80 D¢ g — Ord D 9 D))
LSS TE[Q (87 0ud One D3 — 9 0) Dpp Or0))] }ewaﬁ . (HL12)
32¢?
£5) = T { BoLi Tel{M, 6} 9,60,00.0030)
—L(f; Tr [8’\8u¢((9,\¢3u¢3a¢3ﬂ¢ + aﬂ¢aa¢au¢aA¢>] }E,uuaﬂ’
(H.13)
1(6) 64¢? ’6,€ '6,¢ 2
o, . = Pb{BMm% Fouy FasTE[MQ?] + 1oL Fy, Fas Tr[M] Tr[Q?])
-qmlg%ﬁaﬂaAE;MfLaTrKQﬂ}eﬂwﬂi (H.14)

e Die Konstanten C,,2 und Cj2 aus Abschnitt 5.1.4 sind gegeben durch

o B 204872 3215 + /G '6.¢ 2 2 6,c/ 2 2
m: = T (2Lg° + V6Ly") (2mi + my) + 2Lg“(mi + 2my)
V6L (m3 + Qmi)}, (H.15)
102472 (4.
Cp = ——5 { LS — V6L } (H.16)
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