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Zusammenfassung/Abstract

In dieser Arbeit werden wir ein Modell untersuchen, welches die Ausbreitung einer
Infektion beschreibt. Bei diesem Modell werden zunéchst Partikel geméf eines Pois-
sonschen Punktprozesses auf der reellen Achse verteilt. Links eines gewissen Punk-
tes auf der reellen Achse sind alle Partikel von einer Infektion befallen. W#hrend
sich nicht infizierte Partikel nicht bewegen, folgen die infizierten Partikel den Pfa-
den von voneinander unabhingigen Brownschen Bewegungen und verbreiten die
Infektion dabei an den Orten, welche sie betreten. Wenn sie dabei auf ein nicht infi-
ziertes Partikel treffen, ist dieses von diesem Moment an auch infiziert und beginnt
ebenfalls, dem Pfad einer Brownschen Bewegung zu folgen und die Infektion aus-
zubreiten. Auf diese Art verschiebt sich nun der am weitesten rechts liegende Ort
Ry, an dem die Infektion bereits verbreitet wurde. Wir werden mit Hilfe des subad-
ditiven Ergodensatzes zeigen, dass sich dieser Ort asymptotisch linear fortbewegt.
Ferner werden wir eine obere und eine untere Schranke fiir die Ausbreitungsge-
schwindkeit angeben. Danach werden wir zeigen, dass der Prozess Regenerations-
zeiten hat, ndmlich solche zufiillige Zeiten, zu denen er eine Art Neustart unter
speziellen Startbedingungen durchfiihrt. Wir werden diese fiir eine weitere Charak-
terisierung der Ausbreitungsgeschwingkeit nutzen. Ferner erhalten wir durch die
Regenerationszeiten auch einen Zentralen Grenzwertsatz fiir R; und kénnen zei-
gen, dass die Verteilung der infizierten Partikel aus Sicht des am weitesten rechts
liegenden infizierten Ortes gegen eine invariante Verteilung konvergiert.

In this thesis we will study a model which describes the spread of an infection.
Therefore, we assume that there are particles spread out on the real axis, and
that their positions are given by a Poisson point process. Left of a certain point,
these particles are carrying an infection. While the noninfected particles do not
move, the infected particles follow the paths of independent Brownian motions and
spread the infection at all places they visit. Should an infected particle arrive at the
position of a noninfected particle, it will pass on the disease and the newly infected
particle will also start following the path of a Brownian motion and spreading the
infection. This way the rightmost infected place R; on the real axis moves on with
time. Using the subadditive ergodic theorem, we will show that asymptotically this
rightmost position moves linearly, and we will give bounds for its speed. Having done
this, we will show that the process admits the definition of regeneration times. At
these random times, the process behaves like started anew under certain special
conditions. We can use these regeneration times to give another characterization of
the speed, at which the infection is spread. Furthermore, they allow us to prove a
central limit theorem for R;. Finally, we will show convergence of the distribution

of infected particles seen from R; to an invariant distribution.
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Einleitung

Die Ausgangssituation fiir diese Arbeit war die folgende: Wir betrachten
einen Poissonschen Punktprozess (PPP) auf R und nehmen an, dass sich in
jedem der Punkte zur Zeit 0 ein Partikel befindet. Wir wollen weiter anneh-
men, dass bis zu einem gewissen Punkt auf der reellen Achse alle Partikel von
einer Infektion befallen sind. Die Partikel sollen nun den Pfaden von vonein-
ander unabhéngigen Brownschen Bewegungen folgen. Immer wenn ein infi-
ziertes Partikel an einen Ort kommt, an dem sich die Infektion noch nicht
ausgebreitet hat, verbreitet es sie dort, auch, wenn sich dort zur gleichen
Zeit keine anderen Partikel aufhalten. Kommt ein nicht infiziertes Partikel
an einen Ort, an dem die Infektion verbreitet wurde, so tragt es ab die-
sem Moment ebenfalls die Infektion und verbreitet sie von nun an ebenfalls
weiter. Auf diese Art verschiebt sich nun der am weitesten rechts liegende
Ort Ny (die ,Marke®), an dem die Infektion bereits verbreitet wurde. Ziel
war nun, das Verhalten des Prozesses N; zu untersuchen. Insbesondere sollte
gezeigt werden, dass

lim inf % > 0. (0.1)

Diese Vermutung ist naheliegend: So hat Goldammer in ihrer Diplomarbeit
[12] ein analoges Modell mit dem Namen , dirty feet model“ untersucht, bei
dem statt Brownscher Bewegungen zeitstetige, einfache symmetrische Irr-
fahrten auf Z eine Infektion verbreiten. Es lisst sich leicht zeigen, dass sich
die Infektion in diesem Modell schneller ausbreitet, als in dem Modell, wel-
ches Kesten und Sidoravicius in [11] untersuchen. Dort wird die Infektion
nicht an Orten verbreitet, sondern nur an andere nicht infizierte Partikel
weitergegeben, und zwar dann, wenn diese sich am gleichen Ort aufhalten,
wie ein infiziertes Partikel. Ist N; der am weitesten rechts gelegene Aufent-
haltsort eines infizierten Partikels zur Zeit ¢, so zeigen Kesten und Sidora-

vicius, dass es in diesem Falle Konstanten 0 < ¢ < C' < oo gibt, so dass f.s.
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fiir grofle ¢ die Ungleichung ¢ < % < C gilt. Insbesondere folgt damit auch
(0.1) fir das diskrete Modell auf Z. Leider lief§ sich weder dieses Ergebnis,
noch die in [11] benutzten Methoden auf den Brownschen Fall iibertragen.
Der néchste Zugang sollte iiber das sogenannte ,,frog model“ erfolgen, wel-
ches von von Alves, Machado, Popov in [9] bzw. zusammen mit Ravishankar
in [15], sowie von Ramirez und Sidoravicius in [10] untersucht wurde. In [9]
ist die Ausgangssituation der Z?, in dem sich an jeder Stelle ein Partikel
befindet. Diese Partikel ,,schlafen“ alle bis auf eines, welches sich beispiels-
weise in der 0 befindet. Das in der 0 befindliche Partikel beginnt nun, sich
entlang einer zeitdiskreten, symmetrischen einfachen Irrfahrt zu bewegen.
Wenn ein ,,waches* Partikel nun auf einen Punkt springt, an dem sich ein
schlafendes Teilchen befindet, so wacht dieses auf und folgt ebenfalls ei-
ner von den anderen Irrfahrten unabhéngigen, zeitdiskreten, symmetrischen
einfachen Irrfahrt. Alves, Machado und Popov zeigen nun, dass fiir diesen
Prozess ein sogenanntes ,,shape theorem*, eine Art Gesetz grofler Zahlen fiir
zufillige Mengen, gilt. Das heif3t, dass es eine nicht leere, konvexe Menge A
gibt, so dass fiir jedes ¢ > 0 fiir die Menge &, = {y + (—%, %]d\ y € &y}, wo-
bei &, die Menge aller von wachen Teilchen bis zur Zeit n besuchten Punkte
ist, f.s. gilt: ~
(1-¢e)AC %n C(1+e)A.

Solche shape theorems finden sich fiir viele Arten von Prozessen, wie z.B.
fiir den Kontaktprozess (siehe z.B. [5]), first passage percolation (wie in [4])
oder fiir DLA (in [6]). Zusammen mit Ravishankar erhalten Alves, Macha-
do und Popov dann in [15] ein weiteres shape theorem, wobei sich hier im
Gegensatz zu der Situation in [9] zu Beginn in jedem Punkt von Z<¢\ {0}
nicht genau ein Partikel, sondern zufillig viele Partikel befinden, wobei die
Anzahlen der zufilligen Partikel an den verschiedenen Punkten u.i.v. sind.
In [10] beweisen Ramirez und Sidoravicius eine dhnliche, aber weitreichende-
re Aussage iiber das ,frog model®. Dieses ist hierbei definiert wie in [9], nur
dass die Irrfahrten hier nicht zeitdiskret, sondern zeitkontinuierlich sind.
Zentral in allen drei Arbeiten ist dabei der subadditive Ergodensatz, der
zundchst von Kingman in [2] formuliert und spédter durch Liggett in [3]
verbessert wurde. Die Arbeiten verwenden den subadditiven Ergodensatz,
indem sie fiir eine vorgegebene Raumrichtung x € Z? Zufallsvariablen T

definieren, wobei T}, ,, die Zeit ist, die vergeht, bis zum ersten Mal ein wa-
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ches Partikel den Ort n - x betritt, wenn das System mit nur einem wachen
Partikel in m -  und sonst nur schlafenden Partikeln gestartet wurde.

Fiir den Fall d = 1 benutzen Comets, Quastel und Ramirez in [16] eine géinz-
lich andere Methode: Sie verwenden sogenannte Regenerationszeiten k;, mit
der Eigenschaft, dass kein Partikel, welches sich zur Zeit x; links der Marke
der weitesten Ausbreitung befindet, nach k; jemals wieder diese Marke er-
reicht. Zu diesen Zeiten verhélt sich der Prozess, als wire er frisch mit einer
sehr einfachen Ausgangskonfiguration neu gestartet worden, er ,regeneriert*
gewissermaflen. Comets, Quastel und Ramirez kénnen mit dieser Methode
sogar einen zentralen Grenzwertsatz und eine invariante Verteilung von Par-
tikeln links der Marke formulieren.

Wir wollen nun fiir d = 1 ein entsprechendes Modell im kontinuierlichen
Raum betrachten. Die Irrfahrten ersetzen wir hierbei wieder durch Brown-
sche Bewegungen, wiahrend die Startkonfiguration genau wie im urspriingli-
chen Problem durch einen PPP bestimmt sein soll. Durch diese Variante des
urspriinglichen Problems kénnen wir nun sowohl den subadditiven Ergoden-
satz anwenden, als auch die Methode der Regenerationszeiten iibertragen,
was fiir die Brownsche Variante des dirty feet models beides nicht méglich
gewesen wire: Der subadditive Ergodensatz wire aufgrund fehlender Sub-
additivitit des Modells zum Scheitern verurteilt, wihrend sich die Methode
der Regenerationszeiten aufgrund der sich veréndernden Verteilung von Par-
tikeln rechts der Marke nicht anwenden liefle.

Hauptteil dieser Arbeit ist also eine Analyse des eben beschriebenen raum-
kontinuierlichen Froschmodells.

In Kapitel 1 werden wir dazu zunéchst das Froschmodell formal einfiihren
und den subadditiven Ergodensatz anwenden. Wir werden ebenfalls konkrete
untere (Satz 1.2.5) und obere Schranken (Satz 1.3.2) fiir die Geschwindigkeit
der Marke berechnen.

In Kapitel 2 werden wir uns der Regenerationsstruktur widmen. Dazu wer-
den wir zunichst zwei Hilfsprozesse einfithren (Abschnitt 2.1.), um dann
in Abschnitt 2.2. diverse Funktionale und Stoppzeiten, und mit deren Hilfe
schliefflich die Regenerationszeiten zu definieren.

Mit Kapitel 3 folgt der umfangreichste Teil der Arbeit. Hier werden wir
diverse Abschétzungen fiir die Funktionale und Stoppzeiten aus Abschnitt
2.2. finden. Weitere technische Details allgemeiner Natur werden spéter in

Anhang A geklart werden.
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Hauptergebnisse

In Kapitel 4 sind die wesentlichen Aussagen der Arbeit vereint. Zunéchst
zeigen wir in Abschnitt 4.1., dass die zuvor definierten Regenerationszeiten
fast sicher endlich sind (Satz 4.1.1) und endliche erste und zweite Momen-
te haben (Satz 4.1.3). Danach beweisen wir, dass die Regenerationszeiten
ihren Namen auch verdienen und dem Prozess in gewisser Weise zu einem
Neustart verhelfen (Sétze 4.1.10 bzw. 4.1.11). In Abschnitt 4.2. werden wir
schliefllich sehen, dass fiir das Froschmodell ein Gesetz der groflen Zahlen
(Satz 4.2.1) sowie ein zentraler Grenzwertsatz (Satz 4.2.2) gelten, und dass
es ein invariantes Maf} gibt, gegen das die Verteilung von Partikeln links der
Marke konvergiert (Satz 4.2.9).

Zuletzt werden wir uns noch einmal der Ausgangsfrage beziiglich des dirty
feet model zuwenden, indem wir in Kapitel 5 eine Computersimulation bei-
der Modelle betrachten, die nahelegt, dass sich die Infektion im dirty feet

model schneller ausbreitet als im Froschmodell.



Kapitel 1

Das kontinuierliche
Froschmodell und der

subadditive Ergodensatz

In diesem Kapitel soll zunéchst das kontinuierliche Froschmodell formal de-
finiert werden, um dann den subadditiven Ergodensatz darauf anwenden zu
konnen. Wir werden die Marke der weitesten Ausbreitung der Infektion im
Froschmodell mit R; bezeichnen und mit Hilfe des subadditiven Ergoden-

satzes zeigen, dass

v:= lim % >0 (1.1)

t—o0
existiert und eine Charakterisierung fiir v erhalten. Danach werden wir noch

eine obere Schranke fiir v bestimmen.

1.1 Konstruktion des Prozesses

Wir wollen zunéchst den Raum definieren, auf dem unser Prozess leben wird.

1.1.1 Definition
Sei ¥ > 0. Der Raum der Konfigurationen wacher Partikel zum Parameter

¥ sei gegeben durch

By = {(:z,r) 7> 0,2 € (—oo,r]" : I abziihlbar ,0 < Zeﬁ(x(i)fr) < oo} .
i€l
(1.2)
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Ein Element (x,r) € 3y besteht aus einer Markenposition r und aus Parti-

kelpositionen x(i),i € I wacher Partikel mit Indexmenge I.

1.1.2 Bemerkung

Wir werden fiir unseren Prozess nur Startkonfigurationen (z,r) € $y ver-
wenden, welche r = sup;e; {x(i)} erfiillen. Diese Einschrinkung ist nicht
unbedingt notwendig, erleichtert uns aber an einigen Stellen das Leben (sie-
he z.B. Definition 1.1.3).

Wir wollen nun die Dynamik des Prozesses beschreiben. Wir definieren dazu
zu einer gegebenen Startkonfiguration (z,7) € $y mit Indexmenge Iy eine

Familie (F;,7 € N) unabhingiger exp;-verteilter Zufallsvariablen und setzen

n
Np =7+ Z E;.
i=1

Die Zufallsvariablen 7, sollen die Orte beschreiben, an denen sich schlafen-
de Partikel befinden. Sei weiter (B(i),i elhu IN) eine unabhéngige Familie

Brownscher Bewegungen. Dann setzen wir fiir ¢ € Iy und ¢t > 0:
X .= 2(i) + B

und nennen X ) := <Xt(i)> . den Pfad des in x(i) gestarteten Partikels.

Sei nun 71 der Zeitpunkt, ;ﬁ 0dem zum ersten Mal ein waches Partikel den
Ort n; erreicht und das in 7; startende Partikel weckt. Dieses soll dann
fortan als wach gelten und dem Pfad n; + Bﬁ)ﬁ folgen. Wir bezeichnen die
Menge, welche die Partikelpfade der zur Zeit ¢ wachen Partikel indiziert, mit

I; und definieren rekursiv:

0, fir n = 0,

Tn =7 (0,n) := ; (1.3)
min{t’ HieIt:Xt(Z) :nn} flir n >0
und
(n)
nt+ By, t2>Ty
xm .= T P (1.4)

Tns O§t<7—n

Das Minimum, welches in der Definition von 7,, verwendet wird, existiert, da
die Summierbarkeitsbedingung in (1.2) dafiir sorgt, dass fast sicher zu jeder
Zeit T' > 0 nur endlich viele Partikelpfade den Punkt 7, erreicht haben.
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Wir wollen nun das raumkontinuierliche Froschmodell definieren. Es ist
handlicher und fiir unsere Zwecke ausreichend, wenn wir uns bei der Be-

schreibung des Prozesses auf die wachen Partikel konzentrieren.

1.1.3 Definition

Es sei

Xg::(Xf):ieIQ.

Wir bezeichnen dann (X;),~, als den Partikelprozess des raumkontinuierli-

chen Froschmodells. Ferner ist

R; :=sup {

Sisgaien}

der duBerste rechte Ort, der bis zur Zeit ¢ jemals von einem wachen Par-
tikel des Prozesses besucht wurde. Wir nennen (R;),~, den Markenpro-
zess des raumkontinuierlichen Froschmodells. Dementsprechend wollen wir

(Xt, Rt)y>q als das raumkontinuierliche Froschmodell bezeichnen.

1.1.4 Lemma
Ist (Xo, Ro) € Sy, so ist der Prozess (X, Rt)tZO ein auf By lebender starker

Markovprozess.

BEwEIS. Wir miissen zeigen, dass Ry < oo und ;. e XY —Re) < oo fiir
alle ¢t > 0 gilt (fiir £ = 0 ist dies nach Voraussetzung erfiillt). Aus Lemma
1.3.2 (welches wir spéter noch zeigen werden) folgt R; < oo direkt.

Weiter stellen wir fest, dass die Prozesse exp(ﬁXt(i) - %Qt) fiir ¢ € Ip und
exp(ﬁXt( D_onZ (t —7;)) fiir © € N Martingale sind (siehe auch Lemma
A.3). Aufgrund des Satzes iiber monotone Konvergenz konnen wir somit
ielo exp(ﬁXt(i) - 19—2275) ein Martingal ist. Da R; < oo und

zwel benachbarte schlafende Partikel jeweils einen exp,-verteilten Abstand

folgern, dass auch

haben, werden bis zur Zeit ¢ nur endlich viele zusétzliche Partikel geweckt.

Sei n; diese Anzahl, dann ist

E

Z eﬂ(X(

<y

z z

€lp
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icl; eXP(ﬁ(Xt(i) — Ry)) < oo folgt.

Die starke Markoveigenschaft gilt, da der Prozess ein Ensemble von Brown-

woraus wiederum »

schen Bewegungen mit deren gemeinsamen Maximum ist. O

1.1.5 Definition
Wir erhalten aus X; fiir alle ¢ > 0 den Punktprozess

)?t = Z(ngi).

i€l

Der Prozess ()Z't, Rt) . erfiillt ebenfalls die starke Markoveigenschaft.
>

Wir kénnen diese Mafle benutzen, um eine Metrik auf $y zu definieren:

1.1.6 Definition
Die Metrik d : $y x 39 — R sei gegeben durch

d((z1,71), (22,12)) := / eﬁxd\ﬁ — o]+ |r1 — 7ol
R

- / (T — T) +/ AT — T3)" + | — 7|,
R R
wobei wir die fiir signierte Mafle gebriiuchliche Schreibweise p = pu+ — pu~

verwendet haben.

Nun werden wir fiir jedes m € N einen weiteren Prozess ("X;);>0 an den Par-
tikelprozess (Xt)i>0 koppeln. Zur Definition verwenden wir dabei zunéchst
die gleiche Startkonfiguration Xy, sowie die gleichen Familien (E; : i € N)
und (B(i) : 1 € IpUN) wie im Ursprungsprozess, wecken dann aber direkt zur
Zeit 0 die ersten m schlafenden Partikel. Wir konstruieren nun genau wie im
Ursprungsprozess iterativ die Partikelpfade "X () und Stoppzeiten T(m,n).
Waéhrend sich die Pfade derer Partikel, die auch im Ursprungsprozess zur

Zeit t = 0 wach sind, nicht d&ndern, erhalten wir fiir n € N:

wg) it By fi 27 (m,n) (1.5)
' Mn fir 0 <t <7 (m,n)
und '
min {t) die ™ th(Z) = nn} fir n > m,
T(m,n) =

0 fir n < m,
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wobei "1, die zur Zeit t im gekoppelten Prozess wachen Partikel indiziert.
Man beachte, dass die Definition der 7 (m,n) fiir m = 0 mit der Definition
der 7, in (1.3) identisch ist. Wir wollen den so definierten Prozess als raum-
kontinuierliches Froschmodell ab n,, bezeichnen.

Wie in der Einleitung bereits angedeutet, interessieren wir uns beziiglich
der zu Beginn wachen Partikel hauptséichlich fiir die folgende, zufillige Aus-
gangssituation: Es sei g := 0 und Y ein homogener Poissonscher Punktpro-
zess auf R_ mit Intensitét 1. Die Startpunkte unserer wachen Partikel seien

nun gegeben durch
{i..<na<na<n}:={zeR:Y(zx)=1}U{0}.

Wir haben also zu den Partikeln, die wir durch Y erhalten, an ng ein zusétz-
liches Partikel gesetzt. Wir wollen diese zufiillige Ausgangskonfiguration mit

(n,0) bezeichnen.

1.1.7 Lemma
Fir alle 9 > 0 gilt (n,0) € $y fast sicher.

BeEwEIs. Die Punkte 7.,z < 0 sind durch den PPP Y gegeben. Folglich ist

Zeﬁnz — ¢ +/

2<0 (—00,0)

VY (dx) = 1 +/ eV dx < oco. O
(_OO’O)

1.1.8 Bemerkung

Nach Konstruktion gilt n, —n,—1 ~ expy fir alle z € Z. Wenn man also die
Startpositionen der wachen und der schlafenden Partikel in dieser speziellen
Ausgangssituation betrachtet, so sind deren Positionen verteilt wie ein PPP
Y' auf ganz R mit Intensitit 1, der darauf bedingt ist, dass Y'(0) = 1.

1.1.9 Bemerkung

Spdter werden wir an einigen Stellen eine feste Nummerierung bendtigen, an
der wir ablesen kinnen, welcher von jeweils zwei Partikelpfaden weiter rechts
bzw. links gestartet ist. Im Folgenden soll deshalb X, fir 7, <t < Tp41 stets
die Form X; := ( .. ,Xt(fl),Xt(O),...,Xt(n)) haben, wobei X(gz) < X(()ZH)
fiir alle z € 7 gelten soll. X©) ist somit immer der Pfad des am weites-
ten rechts startenden zu Beginn bereits wachen Partikels. Die dazugehdrigen

Brownschen Bewegungen bezeichnen wir dementsprechend mit B#), z € Z.
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Wir wollen nun den subadditiven Ergodensatz auf das raumkontinuierliche

Froschmodell mit Startkonfiguration (n,0) anwenden.

1.2 Anwendung des subadditiven Ergodensatzes

Der subadditive Ergodensatz ist bei Liggett in [3] wie folgt formuliert:

1.2.1 Satz (Subadditiver Ergodensatz)
Sei {Xmn} eine Menge von Zufallsvariablen und es seien die folgenden Ei-

genschaften gegeben:
1. X(),n < Xo,m + Xm,n fir 0 <m <n.

it. Fir m > 0 ist die gemeinsame Verteilung von {Xpm11m+tk+1,k > 1}
die selbe wie die von { X, mik, k > 1}.

iii. Die Prozesse { Xyp, (n1)k> 1 > 1} sind stationdr fiir alle k > 1.
. Fir alle n ist BE|Xo,| < 0o und EXq, > —cn fir eine Konstante c.
v. Die Prozesse aus iii. sind ergodisch.
Wenn die X, , die Eigenschaften i. bis iv. erfiillen, so gilt:

a) v :=limy, %]EXO’H = inf,, %EXoyn.

b) Der Limes X := lim, . XZ’” existiert fast sicher und in Lq.
c) EX =~.
Erfiillen die Xy, ,, zusdtzlich v., so gilt weiter

d) X =~ fs.

Wir werden im Folgenden zeigen, dass die Zufallsvariablen 7 (m, n) im Falle
der Startkonfiguration (7,0) alle Voraussetzungen erfiillen, um den subad-

ditiven Ergodensatz anwenden zu kénnen.
1.2.2 Lemma
Es gilt
7(0,n) < 7(0,m)+ 7 (m,n) fir0<m <n.
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BEwEIS. Direkt aus der Konstruktion der Prozesse sehen wir, dass

mx ) = xO,, fir 1 < m.

Insbesondere folgt somit die Ungleichung

7 (m,m+ 1) = inf {t : th(k) = Nm+1,k < m}

= inf {t : Xg:lt = Nm+1,k < m}

= inf {t R Xt(k) = Nm+1,k < m} > T+l — Tm
und damit auch die Behauptung fiir n = m + 1. Vergleichen wir weiter (1.4)
und (1.5), so liefert dies

th(m—&—l) X(m+1)

Tmt1—T(m,m~+1)+¢"

Nach obiger Ungleichung ist 7,41 — 7 (m, m + 1) < 7,,, und wir erhalten wie
dort induktiv die Behauptung. g

1.2.3 Lemma
Sei (Xo, Ro) = (n,0) und 1i(n) := 7(nk,(n + 1)k). Dann ist der Prozess
(T(n))n>0 fiir alle k € N ergodisch.

BeEwEIS. Wir zeigen, dass die Prozesse (74 (n))n>0 stark mischend sind, denn
dann sind sie insbesondere ergodisch (siehe z.B. [13, Bemerkung 20.26]).
Zu diesem Zwecke miissen wir zeigen, dass fiir alle Borelschen Teilmengen
A, B C (0, 00] die Gleichung

lim P [r(n) € A, 7:(0) € B] = P [1(0) € A] P [74(0) € B]

n—oo
gilt. Es gentigt, dies fiir Mengen A, B aus einem schnittstabilen Erzeuger der
Borelschen o-Algebra zu zeigen. Konkret wollen wir also nachweisen, dass

fir alle s,t, e > 0 ein ng existiert, so dass die Ungleichung
[P [m%(n) < s,7%(0) < t] —P[r(0) < s]P[r(0) < t]| <e (1.6)

fir alle n > ng erfillt ist.
Dazu wollen wir zunéchst fiir n > 0 die Zufallsvariablen 7(0) und 74(n)

entkoppeln. Nach Definition héngt 75,(0) nur von den Pfaden (Xt(z))tzo mit
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z < k ab und 7%(n) von den Pfaden ("kXt(Z))tZO mit z < (n + 1)k. Wir

betrachten das Ereignis
A?’k ={Pz<kt <t: Xt(,z) = Nk }-

A?’k beschreibt also das Ereignis, dass kein Partikel, welches links von

startet, in weniger als Zeit t den Punkt 7, erreicht. Wir erhalten

P [ri(n) < 5,7(0) < 1] = P | {re(n) < 5,7(0) < ¢} 0 AP -
+P [{m(n) <s,7;(0) <t} (Agv’“)c} : '

Da beim raumkontinuierlichen Froschmodell ab 7, alle Partikel mit Start-
punkt links von 7, bereits zur Zeit t = 0 wach sind, ist 75x(n) somit bei
Eintreten des Ereignisses A?’k nur noch von den Pfaden ("kXt(Z))tzo mit
k < z < (n+ 1)k und somit allein von den Brownschen Bewegungen Bt(z)
mit k£ < z < (n + 1)k abhéingig. Da diese Brownschen Bewegungen wieder-
um unabhéngig von den Brownschen Bewegungen Bt(z) mit z < k sind, sind
die Ereignisse By := {7;(n) < s} und By := {7(0) < t} bedingt auf A?’k

unabhéngig und wir erhalten:

P [Bl N A?’k] P [BQ N Af’k]

P [Bl N By N A;}ﬂ _ . [A"v"f} (1.8)
Wir kénnen den Zahler wie folgt umformen:
P BN AP P By A
- (1? [B)] - P [Bl N (APM) D ( [BQ n(APF)e D ",
=P [Bi|P[Bs] - P By 0 (475 } (B,

_P[B]P [Bzﬂ (AP } +P [Bm A”k)} [Bm(A?”f)C].

Schétzen wir den Betrag der letzten drei Summanden in (1.9) sowie den

zweiten Summanden in (1.7) jeweils nach oben gegen P [(A?k)c] ab, so
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erhalten wir aus (1.9) zusammen mit (1.7) und (1.8) die Ungleichung

P [7x(n) < s,7:(0) < 1] n) < s P [4(0) < 1]

4-P A”k

< —1|Plr(n) <s|P|r(0) <t
< A”k A”k} [Tk(n) < 5] P [7(0) < 1]
§5-]P[(A"’“ P A”k ]) "

(1.10)

Wir wollen nun P [(A?k)c] nach oben abschétzen. Aufgrund der starken
Markoveigenschaft des PPP Y’ (siehe Bemerkung 1.1.8) gilt

P [(A?’k)c} P [3 2 <0, <t: X = npnkl (1.11)

weswegen wir zunéchst fiir y > 0 die Wahrscheinlichkeit P, ;,, dass eine in
x < 0 gestartete Brownsche Bewegung bis zur Zeit ¢ den Punkt y erreicht,

benstigen werden. Diese ist wegen des Spiegelungsprinzips gerade
Poy=2-Nog(ly — x,00)). (1.12)

Insbesondere ist

Poyy =20 (-\%) , (1.13)

wobei @ die Verteilungsfunktion der Standardnomalverteilung bezeichnet.
Nun definieren wir weiter fiir feste y,¢ > 0 auf (—oo,0) einen inhomogenen
PPP Y}, mit dem IntensitdtsmaB p(dr) = Pyt ydr und betrachten die Men-
ge {172 12<0,70<s<t: XS(Z) > y} jener Partikelstartpunkte 7, < 0, fiir
die die dazugehorigen Partikelpfade X (*) den Punkt y vor der Zeit ¢ errei-
chen. Nach dem Féarbungssatz (zu finden z.B. in [13, Seiten 517-518]) sind
die Punkte dieser Menge dann wie die Punkte des PPP Y; , verteilt. Mittels

P[Y;y ((—00,0)) =0] =exp | —2 / Not ([y — ,00)) dz (1.14)

erhalten wir somit die Wahrscheinlichkeit, dass keines der Partikel mit Start-

punkt 7, < 0 bis zur Zeit ¢t den Punkt y erreicht. Sei also N; ~ N, dann
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erhilt man weiter:

0 00
2/Ngjt([y—x,oo))dx:2/IP[Nt2y+x]d$
—00 0

2/]P (Ve =) - L,y > 2] doe
, (1.15)
=2E [(N: — 9) - L(w,>y)]

< 2B [Ne - L{n,>4)]
o0
/2/ _a22 12t _ 42
=\/— | ze” 2dxr =]/ —e 2.
7t s
Y

Sei nun B das Ereignis, dass das in g gestartete den Punkt y nicht bis zur
Zeit t erreicht. Dann folgt fiir AY := {V;, ((—00,0)) =0} N B aus (1.15)
zusammen mit (1.13) und (1.14) die Ungleichung

P [(AY)] <1 - exp (—\/fe—%f) : <2<I> <5E> - 1) . (1.16)

Mit Hilfe von (1.11) kénnen wir nun fiir alle y > 0 folgern, dass

P [(A7Me] <P AP0 (i > 0} + P [k < 0]
< P(AD]+ P [np—1yk < v

(1.17)

Fiir gegebenes e konnen wir nun wegen (1.16) erst y und abhéngig davon ng

so wahlen, dass

15
4+

P [(A])]+ P [nne—1yk < 9] <

)

womit dann wegen (1.10) und (1.17) auch (1.6) folgt und somit die Ergodi-

zitét der Prozesse 7;(n) gezeigt ist. O

Als néchstes zeigen wir, dass IE[|7 (0,n)|] < oo ist. Dabei erhalten wir zu-
gleich noch eine untere Schranke fiir die Geschwindigkeit, mit der sich der

Marke des Prozesses fortbewegt.
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1.2.4 Lemma
Sei (Xo, Ro) = (n,0). Dann gilt

E[r] =m und E[r,] < n.

BEwEIS. Wir wollen die Ausgangskonfiguration betrachten, in der wir zwar
die Startpositionen der Partikel aus einem PPP Y gewinnen, aber darauf
verzichten, einen zusétzlichen Punkt 19 = 0 hinzuzufiigen. Sei 7y die Zeit,
zu der unter diesen Startbedingungen erstmalig ein waches Partikel den Ort
0 erreicht. Nach Konstruktion ist dann 75 ~ 7.

Wir wollen also E [7y] berechnen. Mit P, ;¢ wie in (1.12) definieren wir
dazu fiir alle ¢ > 0 auf (—o0,0) inhomogene PPPe Y; mit Intensitétsmafl
p(dz) = Pytodr. Wie in Lemma 1.2.3 sind nun diejenigen Punkte aus Y de-
ren zugehorige Brownsche Bewegungen bis zur Zeit ¢ den Wert 0 annehmen,

verteilt wie Y;. Folglich ist

0
P[fo >t = B[V ((~o0,0) = 0] =exp | <2 [ Ao ([=,0)) da
Damit kénnen wir nun IE [r;] berechnen:

]E[Tl]:]E[?o]:/OOOIP[?0>t]dt

o0 F (1.18)
= / exp | —2 /NO,t ([~x,00)) dx | dt.
0
Fiir Ny ~ Np, gilt weiter
9 o0
/No,t([—:r,oo))dw—/ P [N; > 2] dw
0
=E [Nt]l{N >0}] = = /OO :L‘e_gd:z: = i
- V2t Jo 2

Setzen wir dies in (1.18) ein, so erhalten wir weiter

/3 r= % 0
E[n] = / e V=dt = 7r/ ze “dr = 7.
0 0
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Die zweite Aussage folgt aus Lemma 1.2.2, denn 7, < Z?:_ol 7(i,72+ 1) und
7(i,i+ 1) ~ 7 fiir alle ¢ > 0. O

Wir haben nun alle Voraussetzungen beisammen, um den subadditiven Er-
godensatz anwenden zu kénnen.

1.2.5 Satz

Sei (Xo, Ro) = (n,0). Dann gibt es ein T € [0, 7] mit limy, 0 TOn) _ ..

n

BEWEIS. Da wir mit einem homogenen Poissonprozess gestartet sind und
die Partikel iiberall der gleichen Dynamik folgen, ist das raumkontinuierliche
Froschmodell translationsinvariant unter Translationen, die einen der Punk-
te 1.,z € 7Z, in die 0 schieben. Aus diesem Grunde folgen auch direkt die
Voraussetzungen 4 und 4 aus Satz 1.2.1. Die restlichen Bedingungen wur-
den in den Lemmata 1.2.2, 1.2.3 und 1.2.4 nachgewiesen. Der Limes existiert

dann nach Teil b) von Satz 1.2.1. Weiter ist nach Teil d) von Satz 1.2.1 fast
E[7(0,n)]
n

sicher 7 = lim,, o0 . Die Einschrénkung 7 € [0, 7] folgt dann dank

der Ungleichung

E[r (0 E[7(0
im ECOM] e BEOR] 0,1y = o
n—00 n neN n
fiir die wir Teil a) von Satz 1.2.1 und Lemma 1.2.4 verwendet haben. U

Wir kénnen nun (1.1) zeigen und sogar eine untere Schranke fiir v angeben.
1.2.6 Korollar

Sei (Xo, Ro) = (n,0). Dann gibt es einv > L mit lim;_,o % = v fast sicher.
Insbesondere folgt (1.1).

BEWEIS. Sei n; := max{n :n, < R;}, dann gilt % < % < Tt iy alle
ng ng

t > 0. Nun gilt fast sicher nach dem starken Gesetz der groflen Zahlen fiir

die Zufallsvariablen (1,),,c, und Satz 1.2.5:

Ry . .. nt _ 1

liminf — > liminf fine lim inf fIn_ _ lim inf Ll =7 t>Z.

t—oo t—00 Tp,41 n—00 Tpyq n—00 Tpyl N ™
Genauso erhélt man lim sup;_, o % <7 L O

1.3 Eine obere Schranke fiir die Geschwindigkeit

Wir wissen nun, dass sich die Marke R; im raumkontinuierlichen Froschmo-

dell mit Ausgangskonfiguration (7, 0) mit mindestens linearer Geschwindig-
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keit ausbreitet. Um zu zeigen, dass diese Ausbreitung nicht schneller als
linear verlduft, wollen wir nun eine obere Schranke fiir lim;_, % angeben.

Wir benétigen hierfiir zunédchst die folgende Definition:

1.3.1 Definition

Sei z € Z und X ®) ein Partikelpfad des raumkontinuierlichen Froschmodells.

Die Ahnenlinie Y?) := (Y;(Z)) S VoP X ) sei wie folgt rekursiv definiert:
t2

Y, = X9 falls 2 < 0

und
V) fir0 <t <7

}/t(Z) =
X firt > 7,

, falls z > 0,

wobei k,, das f.s. eindeutige z < n mit Xﬁi) =1, ist.

Die f.s.-Eindeutigkeit liegt vor, da sich abzahlbar viele unabhéngige Brown-
sche Bewegungen fast sicher nicht zur selben Zeit an einem festen gemein-
samen Ort befinden. Aufgrund dieser f.s.-Eindeutigkeit und der Tatsache,
dass es nur abzahlbar viele Stoppzeiten 7, gibt, ist Y;(z) fast sicher fiir alle
z € 7 wohldefiniert.

Jede Ahnenlinie startet in einem Punkt, in dem sich zur Zeit 0 bereits ein
waches Partikel befunden hat, im Falle der Ausgangskonfiguration (7, 0) also
in einem der Punkte {7,,z < 0}. Die Grundidee ist es nun, fiir feste ¢ und
z < 0 die Wahrscheinlichkeit zu berechnen, dass es eine Ahnenlinie gibt, die
ihren Ursprung in 7, hat, und die bis zur Zeit ¢ die Grenze ct iiberschrit-
ten hat. Man verwendet dann diese Wahrscheinlichkeiten, um mit Hilfe des
Féarbungssatzes zu zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit, dass es mindestens
ein z < 0 mit dieser Eigenschaft gibt, fiir ¢ — oo gegen 0 geht, solange ¢
hinreichend grof ist.

Das Problem ist nun, dass sich diese Wahrscheinlichkeiten nicht so einfach
berechnen bzw. abschiitzen lassen, wie es zunéchst scheint, denn die Ah-
nenlinien sind, obwohl sie Brownschen Pfaden folgen, in Verteilung keine
Brownschen Bewegungen. Der Grund hierfiir ist, dass jeweils nur das Parti-
kel, welches als erstes einen der Orte 7,,n € N erreicht, dort ein schlafendes
Partikel weckt. Die Ahnenlinie sieht somit nur die Partikel, die sich am
schnellsten nach rechts bewegt haben. Um dieses Problem auszugleichen,

wollen wir das raumkontinuierliche Froschmodell an einen Prozess Z kop-
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peln, der sich im Wesentlichen wie das Froschmodell verhé&lt, bei dem sich
aber an jedem der Orte n, unendlich viele schlafende Partikel befinden und
jedes Partikel an jedem der Orte 7,, die sich rechts von seiner Startposi-
tion befinden, ein neues Partikel weckt. Zwar erhédlt man auf diese Weise
deutlich mehr wache Partikel und damit eine schnellere Ausbreitung nach
rechts, man weifl aber, dass die Ahnenlinien aller dieser Partikel Brownsche
Bewegungen sind, was zu einer besseren Berechenbarkeit fiihrt.

Wir wollen nun Z konstruieren. Dazu erstellen wir zunéchst fir z < 0 Par-
tikelpfade Z*), indem wir

(Zt(Z)) >0 = (Xt(Z)) >0’

setzen und definieren mit
Zy = {Z(Z),z < 0}

die Menge aller Pfade der O-ten Generation. Die Pfade in Zj entsprechen
also gerade den Pfaden der zu Beginn wachen Partikel im Froschmodell.

Weiter definieren wir fiir alle { € Zy mit
7'1< =inf{t: G =m}

den ersten Zeitpunkt, an dem der Pfad ¢ den Ort 7; erreicht. Wir wollen
den Pfad des von ¢ beim Erreichen von 7, geweckten Partikels mit Z1:¢
bezeichnen. Nun gilt m = le (kl), denn nach Definition von ky ist Z (k1) der
erste Pfad (eines wachen Partikels), der im Froschmodell 7, erreicht. Wir

wollen die Bezeichnung

verwenden und definieren den Pfad

(Zt(l))tzo = (Xt(l))tzo '

Fiir die restlichen Pfade der Form Z'¢ mit ¢ # Z*1) definieren wir

1,¢ . ¢
ZtI’C — T + Bt—Tf fir ¢ > 1

m fﬁr0§t<7'1<,
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wo die Prozesse B¢ unabhingige Brownsche Bewegungen sind. Iterativ

definieren wir fiir n > 1 die Mengen
Zy =251 U {chvg € Zn—l}

aller Partikelpfade der hochstens n-ten Generation, indem wir fiir ¢ € 2,4
Tg =1inf{t: { =}

setzen und den Pfad des von ( € Z,,_; beim ersten Erreichen des Punktes
1n geweckten Partikels mit Z™$ bezeichnen. Wie eben ist 7, = TnZ <k">, da
Zn) der erste Pfad (eines wachen Partikels) ist, welcher im Froschmodell

Ny, erreicht. Wir schreiben

7 .= g2t

und setzen
(Zt(n)>t20 = (Xt(n)>tzo'

Fiir alle anderen Pfade der Form Z™¢ mit ¢ # Z*n) definieren wir wieder

unabhingige Brownsche Bewegungen B™¢ und setzen

P L B, firt >,

Nn fir0<t< 5.

Durch diese Konstruktion findet man nun alle Pfade X (*) aus dem Froschmo-
dell in Form der Pfade Z(*) in Z wieder. Wir kénnen nun analog zu Definition
1.3.1 auch fiir die Prozesse ¢ € Z,,n € N Ahnenlinien Y¢ definieren. Nach
Konstruktion ist dann Y,Z ® = Yt(k) fiir alle ¢ > 0.

1.3.2 Satz

Es sei (Xo, Ry) = (n,0). Dann ist

lim & < 2.

t—o00

BEWEIS. Direkt aus der Konstruktion der Prozesse erhalten wir

sup YtC >ct|. (1.19)

P [R; > ct] :]P[ sup Yt(z) th} <P
(”»C)iCEann<ct

zm<ct
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Wir wollen nun den Féarbungssatz anwenden, indem wir jedem Punkt z <0
die Wahrscheinlichkeit zuordnen, dass ein Nachfahre eines in x gestarteten
Partikels bis zur Zeit ¢t den Punkt ct erreicht hat. Wir definieren dazu die
Menge

AR {C € Z,: YE)C = x‘}

aller Partikel von hochstens n-ter Generation, deren Ahnenlinie in x startet.
Sei weiter n¢ := max {n : n, < ct}. Dann gilt ny ~ Poig und |2, | = 2"
fiir alle z < 0. Da die Ahnenlinien unabhéngigen Brownschen Bewegungen

folgen, erhalten wir aufgrund des Spiegelungsprinzips:

thZZIP

)

sup Y > et
(mC)iCEZn,x mn<ct

= ct —x
<3226 - P [ne = j] ,
jzo ( 7 > j (1.20)

_ t— 2 e (ct)’ ct—x
=2e "9 <—C ) WAL = 2P [ ———— ),
Vi ;) 7! Vi

wobei @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist. Nun kénnen

wir den Férbungssatz anwenden und erhalten zusammen mit (1.19) und
(1.20) die Ungleichung

0
P[R; > ct] <1—exp <—/ Px’td:c> + Pot
— o0

0
ct—=x
<1—exp <—/ 2et P (— > dm) + Py,
— Vi ’

wobei wir den Term Fp ; benétigen, da deterministisch 79 = 0 gilt. Sei wieder

(1.21)

N; ~ Not, dann erhalten wir wie in (1.15) die Ungleichung

0
t —x ct+x
QeCt/q)(—c de =2e | P | Ny > dx
Vit TV

=2e [ P[Ny > ct + 2] da

(2 _ cPi—2et
< 2€CtE [Nt . H{Ntht}] = ;6 2 .

0\8 0\8
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Zusammen mit (1.21) liefert dies wiederum die Ungleichung

2t _Pt-2et
PRe>ct] <1—exp|—/—e 2 + Pot,
T

deren rechte Seite genau dann fiir t — oo gegen 0 geht, wenn ¢ > 2 gilt (fiir
Py sieht man dies mittels (1.20) und (A.6) ein). O

1.3.3 Korollar
Sei (Xo, Ro) = (1,0). Dann gilt:

71 < lim & < 2.

T t—oo

BEWEIS. Dies fasst lediglich Korollar 1.2.6 und Satz 1.3.2 zusammen. [
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Kapitel 2
Regenerationszeiten

Wir wollen nun eine andere Methode verwenden, um die Markenbewegung
weiter zu untersuchen. Auf diese Weise werden wir nicht nur eine ande-
re Charakterisierung der Markengeschwindigkeit v erhalten, sondern auch
einen Zentralen Grenzwertsatz und eine Aussage iiber die invariante Vertei-
lung der Partikel links der Marke. Die Methode besteht darin, sogenann-
te Regenerationszeiten zu definieren, welche die Eigenschaft haben, dass
sich der Prozess R; beim Erreichen einer solchen Regenerationszeit verhélt,
als wire er mit einer bestimmten Startkonfiguration und bedingt auf ein
bestimmtes Ereignis frisch gestartet. Um die Methode sinnvoll nutzen zu
konnen, miissen wir zeigen, dass diese Zeiten endliche erste und zweite Mo-
mente haben. Dazu wird es notig sein, die folgenden Hilfsprozesse zu defi-

nieren und an den eigentlich zu untersuchenden Prozess zu koppeln.

2.1 Zwei Hilfsprozesse

2.1.1 Definition (Erster Hilfsprozess)
Wir beziehen uns in der Notation auf den in Abschnitt 1.1 konstruierten

Prozess. Fiir ein fest gewihltes M € N sei
v1 = inf {t : Xt(o) = 771}
und allgemeiner

Uy 1= inf{t:nk—f—Bt(k) = 1y, fiir ein k£ mit max{0,n — M} <k <n},

19
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sowie (0 := 0 und v*) .= 2521 vj fir k € N.

Wir definieren die Marke des ersten Hilfsprozesses iiber

Et = sup {nk + B®

s—v(n)?

v < s <t,max{0,n— M} <k Sn}

fiir (M < ¢ < (0t

Diesen Prozess kann man sich wie folgt vorstellen: Solange der Pfad X (©)
den Punkt 77 noch nicht erreicht hat, verfolgt R, das Maximum von Xt(o).
Sobald das zum Pfad X gehorige Partikel den Punkt 7, erreicht hat, be-
ginnt es, den gleichen Weg in 1) startend von vorn zu laufen. Ferner wacht
das Partikel im Punkt 11 und folgt dem gleichen Pfad X, dem es auch im
urspriinglichen Prozess folgt, allerdings zeitlich um 7 — v versetzt. Sobald
eines der M zuletzt geweckten Partikel die Position n,, erreicht, werden alle
Partikel wieder auf ihre Ausgangsposition gesetzt und beginnen, ihre Pfade
wieder von vorn zu laufen. Ferner wird das Partikel im Punkt n, geweckt,
welches, wie alle anderen Partikel auch, zeitlich versetzt dem Pfad folgt, den
es auch im Ursprungsprozess geht. Die Marke R beschreibt hierbei zur Zeit
t den am weitesten rechts gelegenen Ort, der in diesem Prozess bis zur Zeit
t jemals von einem der Partikel besucht wurde.

Wenn wir auch den ersten Hilfsprozess spéter fiir Abschitzungen verwenden
werden, so konnen wir gewisse Stoppzeiten mit ihm nicht so definieren, dass
diese gewisse gewiinschte Messbarkeitsbedingungen erfiillen. Den eigentli-
chen Prozess R; konnen wir hierfiir ebenfalls nicht verwenden, da uns dann
gewisse Unabhéingigkeitseigenschaften fehlen wiirden. Wir definieren daher
noch den folgenden zweiten Hilfsprozess.

2.1.2 Definition (Zweiter Hilfsprozess)

Der zweite Hilfsprozess (X, , R;") sei der Prozess, den man erhilt, wenn
man im Froschmodell die gleichen Familien (E, : n € N) und (B®) : z € 7)
verwendet, aber alle Partikel aus der Startkonfiguration 16scht, die sich zur
Zeit 0 nicht in Ry befinden.

Die Marke Rf verfolgt also den Weg, den R; verfolgen wiirde, wenn sich zur
Zeit t = 0 nur im Punkte z = 0 Partikel befinden. Wir werden R, spéter in
Definition 2.2.9 verwenden. Die Unabhéngigkeit der dort definierten Stopp-
zeiten wére durch eine analoge Definition mittels R; nicht gegeben. Wiirden
wir statt R;” dort Ry verwenden, so wire hingegen die Messbarkeit in Lem-

ma 4.1.7 nicht gegeben.
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Die folgenden Aussagen {iber die verschiedenen Markenprozesse werden wir
im spéteren Verlauf fiir diverse Abschétzungen benéttigen.

2.1.3 Lemma

Es gilt 13% < Rf < R; fiir alle t > 0.

BEWwWEIS. Dies folgt direkt aus der Konstruktion der Prozesse. O

Der nichste Satz verwendet ein technisches Lemma, welches wir direkt im

Anschluss beweisen werden.
2.1.4 Satz

Ist M > 3, so gibt es ein 0 < o < 2, so dass f.s. die Gleichung

. Ry
lim — =«
t—oo

gilt.

Beweis. Nach Konstruktion und da M > 3 vorausgesetzt wurde, ist die
Menge {var4j : j > 0} nach Lemma 2.1.5 eine Menge von identisch verteilten
Zufallsvariablen mit endlichem Erwartungswert. Nach Konstruktion liegt
zudem Ergodizitét vor, weswegen die Konvergenz gegen ein o > 0 aus dem
Ergodensatz folgt. Aus Lemma 2.1.3 und Satz 1.3.2 folgt schliefilich o < 2.01
2.1.5 Lemma

Es seien W, W? und W3 voneinander unabhingige Brownsche Bewegungen.
Es sei weiter T?j die Zeit des ersten Eintreffens von W' im Punkt y € R und
Ty = min{T;, 1<:< 3}. Ist nun'Y ~ T, 1, so gilt

E[Ty] <3 (n*+n).

BEWEIS. Sei zuniichst y fest. Es ist E [T,] = yE [T1] nach Brownscher Ska-

lierung. Weiter ist
E[T] = | P[Ty > t]dt

(P [T} >t] P [T} > t] P [T} > t]) dt

I
0\8 0\8 0\8

(P [T} > t])° dt.
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Mit dem Spiegelungsprinzip sieht man nun

P[T! >t] =1-P [T} <]
=1-2-P[B} >1] (2.1)

:1—2-(1—@(\2)):2@(\2)—1.

Obige Rechnung ldsst sich also wie folgt fortsetzen:

em)- [ (20 ( L)1)
0
1

[ () o)

0

(2.2)

Der erste Summand ist offenbar < 1. Den zweiten formen wir mittels Sub-

stitution um zu:

R

Nun gilt fiir alle ¢ > 0 die Ungleichung
20 (1) — 1 < t, (2.3)

da ®'(t) < 3 fiir alle ¢ € R und 2® (0) — 1 = 0. Damit gilt aber wiederum

1
2/t—3 (20 (t) —1)* dt < 2.
0
Verbinden wir die Ungleichungen fiir die beiden Summanden aus (2.2), so
erhalten wir:
E [T, = y’E[1] < 3y°.
Fiir ein I',, 1-verteiltes Y ergibt sich demnach

B(Ty] = E[B[Ty Y] <3E [Y?] = 3 (E[Y] + Var [V]) =3 (n? +n),

und wir sind fertig. O
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2.1.6 Korollar
Seiy; = vj— é fir 5 > 0. Dann sind fir 0 <i < M —1 die Zufallsvariablen
{Versis B > 1} w.iv. und fir alle j > M gilt E[vy;] = 0.

BEWEIS. Dies folgt aus der Konstruktion des ersten Hilfsprozesses und aus
Satz 2.1.4. O

2.2 Regenerationszeiten

Wir werden nun die Regenerationszeiten des kontinuierlichen Froschmodells
definieren. Wir werden dies mit Hilfe verschiedener Stoppzeiten tun. Die
Grundidee hierbei ist, dass zu gewissen ,,guten® (Stopp-)Zeiten Sy gepriift
wird, ob in Zukunft nochmal eine ,schlechte* (Stopp-)Zeit Dy auftreten
wird. Ist Dy < oo, so springt man weiter zu Sk41. Ist hingegen D), = oo, so
hat der Prozess einen Regenerationspunkt erreicht. Dementsprechend wer-
den wir die erste Regenerationszeit x als den ersten Zeitpunkt Sk < oo
definieren, zu dem Dy = oo gilt. Um die an der Konstruktion beteiligten
Stoppzeiten definieren zu koénnen, erfordert es etwas Vorarbeit. Fiir die fol-

genden Uberlegungen withlen wir zuniichst 9, a1, as und a3 so, dass

) R
O<—<a1<a2<a3<a:1im—t (2.4)
2 t—o0
sowie
192
log(l1+9)— — >0 2.5
0g (1+9) = 5 (25)
gilt.

2.2.1 Lemma
Es gibt zu gegebenem oy > 0 ein ¥ > 0, welches (2.4) und (2.5) erfillt.

Bewels. Wéhle 9 := 7\/14’22(11*1 Die Funktion log(1 + x) — % hat eine

Nullstelle bei x = 0 und bei xp = —% + 4/ i + a1 einen Hochpunkt. Da
offenbar 0 < ¥ < zy, gilt, ist (2.5) erfiillt. Weiterhin ist /1 + 2a;3 > 1 und
folglich auch o > 7”“20‘171 = 1, weswegen insbesondere (2.4) gilt. O

Fiir die folgenden Definitionen sei noch einmal an Bemerkung 1.1.9 erinnert.
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2.2.2 Definition
Wir bezeichnen fir ¢t > 0 mit

Mo i=max {ng : mp < R}

den letzten Startpunkt eines Partikelpfads links von der Markenposition zur

Zeit t. Ist i = N, SO sei weiter
Ntz = Nm+z

fir 2 € Z und wir bezeichnen den Pfad X2 mit X2 Weiter sei fiir
n € N durch
Ty =inf {s: Rg =npn}

die Stoppzeit gegeben, zu der die Marke den Punkt 7, erreicht.

Die in dieser Definition auftauchenden Punkte 7.,z < 0 sind nur fiir die
zuféllige Startkonfiguration (1,0) definiert. Fiir deterministische Startkon-
figurationen denke man sich diese Punkte durch die Startpunkte der Pfade
X ) 2 <0 ersetzt (falls vorhanden, X(*) im Sinne von Bemerkung 1.1.9).

2.2.3 Bemerkung

Wir werden im weiteren Verlauf der Arbeit wieder mit deterministischen
Startkonfigurationen x = (z,r) € Sy arbeiten (siehe Definition 1.1.1) und
einige Aussagen fiir diese deterministische Startkonfigurationen von wachen
Partikeln zeigen. Ist dies erledigt, folgen diese Aussagen nach Lemma 1.1.7
auch fiir die zufillige Startkonfiguration (n,0) aus Abschnitt 1.1.

Die folgende Definition wird uns eine Kontrollméglichkeit dariiber geben, wie
nahe weit links gestartete Partikel zu einem festen Zeitpunkt ¢ der Marke
Rt sind.

2.2.4 Definition

Wir definieren fiir eine Startkonfiguration y die exponentielle Partikeldichte

mit Parametern s und z zur Zeit ¢ > 0 mit

a() = Wl x) = 3 /O, (2.6)

i<z

Weiter schreiben wir U, := U ..



2.2. REGENERATIONSZEITEN 25

Wir werden spéter die exponentielle Partikeldichte bei der Definition der

Regenerationszeiten noch in einer etwas abgewandelten Form verwenden.
2.2.5 Definition

Fiir t < s und z < 2/ sei

!
t R
MZ7ZI(S) T Z ]l{nt,z<X§t7j>§77t z’}
j=z+1 ’

die Anzahl der Partikelpfade X9 mit 2 +1 < j < 2/, die sich zur Zeit
s noch zwischen 7, und 7, - aufhalten. Fiir ¢ = 0 wollen wir nur M, ./(s)

schreiben.

Auch hier sind je nach Wahl von ¢ fiir deterministische Ausgangskonfigu-
rationen nicht alle Punkte 7, . definiert. Es wire allerdings nicht sinnvoll
wie eben fiir z < 0 die Punkte 7, durch die Startpunkte der Pfade X(*) zu
ersetzen. Wir werden uns mit diesem Problem beschéftigen, wenn es zum
ersten Mal im weiteren Verlauf auftaucht.

Die folgende Definition ist technischer Natur. Die Wahlen von M und L
mogen daher zunéchst kryptisch erscheinen, werden sich aber im spéteren

Verlauf noch mit Sinn fiillen.
2.2.6 Definition

Im Folgenden sei M > 22 eine feste natiirliche Zahl und 0 < ¢ < 1 fest. Sei

1
weiter L so, dass L74 € N gilt und die Ungleichung

Bl

Li>M (2.7)

erfiillt ist. Wir setzen ferner
Sy ={x€8y:V_(0,x) <q}.

Offenbar gilt dabei
S&L - Sq?,L’ fir L < L. (2.8)

Im weiteren Verlauf werden wir oft die Voraussetzung

X € $79,L (2.9)

benstigen. Wir kénnen L nicht so wéhlen, dass f.s. (,0) € 3y 1, ist. Es gilt

aber das folgende Lemma.
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2.2.7 Lemma
a) Fiir jedes x € 3y gibt es ein L, so dass x € 3y ..

b) Fiir fast jede Realisierung x von (n,0) gibt es ein L, so dass x € By, ..

Bewers. Teil a) folgt direkt aus der Definition von 3y, wiahrend Teil b) eine

Konsequenz von Lemma 1.1.7 ist. O

2.2.8 Bemerkung

Obwohl wir L zundchst fest wihlen, werden wir zu einem spdteren Zeitpunkt
noch die Mdaglichkeit bendtigen, L zu vergrofiern. Die Inklusion (2.8) stellt
sicher, dass wir dabei nicht rickwirkend an irgendeiner Stelle Voraussetzung
(2.9) verletzen.

Wir wollen nun Stoppzeiten definieren, mit deren Hilfe wir Regenerationszei-
ten konstruieren kénnen. Die Idee hinter den Regenerationszeiten soll sein,
dass keines der Partikel, die sich zur Regenerationszeit links der Marke be-
finden, in Zukunft die Marke noch einmal beriihrt. Dies ist sicherlich erfiillt,
wenn wir wissen, dass sich die Marke in Zukunft zu jedem Zeitpunkt rechts
von der Barriere aot aufhilt, wihrend sich die ,alten Partikel links von
der Barriere a;t befinden (siehe (2.4)). Die nun folgende Definition spiegelt
diese Uberlegung wider.

2.2.9 Definition

Wir definieren die folgenden Stoppzeiten:

a) U:=inf {t >0: R — Ry < ant}.

b) Vi=inf{t>0:  max X7 >Ro+aty.
—L<2<0,X{?#Ro

) Wi=inf{t>0:V_p(t) = eﬂ(alt—(Rt—Ro))}.
d) D =:min{U,V,W}.

Wir werden iiberall 0.B.d.A. Ry = 0 annehmen kénnen und dies auch an
vielen Stellen tun.

Die Stoppzeit U tritt dann ein, wenn sich die Marke ,,zu langsam“ bewegt
(siche Definition 2.1.2 und Lemma 2.1.3) und deshalb nach links hinter die
Barriere ast zuriickfallt. Auf der anderen Seite bilden V' und W zusammen
eine untere Schranke fiir den ersten Zeitpunkt, zu dem ein altes Partikel die

Barriere a1t nach rechts hin iiberquert: Ist V = oo, so wissen wir, dass die
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rechts von 7_r, und links von 79 gestarteten Partikel nie wieder diese Grenze
erreichen werden. Ist W = oo, so wissen wir das gleiche iiber die Pfade X (%)
mit z < —L. Diese Aufteilung wird uns nachher dabei helfen, Abschétzun-
gen fiir D zu finden: V ist einfach zu kontrollieren, da es sich hier nur um
endlich viele Partikel handelt und W kann mit Hilfe der exponentiellen Par-
tikeldichte und einem Martingalargument abgeschétzt werden. Dafiir ist es
aber wichtig, dass die exponentielle Partikeldichte zu Beginn klein genug ist,
weswegen wir die Partikel, die rechts von 7_j gestartet sind, separat in V'

behandeln miissen.

2.2.10 Lemma
Die Stoppzeiten U,V und W sind unabhdngige Zufallsvariablen.

BeEwEis. Die Unabhéngigkeit liegt vor, weil die Stoppzeiten nach Definiti-
on nicht von gemeinsamen Partikelpfaden abhingen (bzgl. R siehe auch
Definition 2.1.2) und die zu den Pfaden gehorigen Brownschen Bewegungen
B(?) unabhiingig gewiihlt wurden. Die Gleichung in der Definition von W
erscheint dabei wegen des Terms exp(—9R;) zunidchst verdéchtig, schreibt

man aber ¥_ (t) aus, so sieht man, dass sie zur Gleichung

Z eﬁXt(z) _ M art+Ro)

2<—L
dquivalent ist. U
Wir werden die Stoppzeiten aus Definition 2.2.9 auch in der Form bendtigen,
dass wir zu einem Zeitpunkt s # 0 das ndchste Eintreten der Stoppzeit D
(bzw. U etc.) nach s betrachten wollen. Dazu dient die folgende Definition.

2.2.11 Definition
Sei (2 :=D([0,00),%y), A, P) der dem Prozess (X, R) via

(X, Ri) (w) :i=w(t) € By

zugrunde liegende Wahrscheinlichkeitsraum und s > 0. Der zeitliche Ver-

schiebungsoperator 0 : 2 — € sei dann gegeben durch
(X, Ry) 005 = (Xpps, Riys)

Nun sind U ofg, V o8 und W o6, die Stoppzeiten aus Definition 2.2.9 ange-

wendet auf den verschobenen Prozess (was der Verwendung der Pfade X (52)
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statt X (Z), sowie der Partikeldichte W, _1, statt W_j, entspricht). Schlieflich
ist noch D o @ := min{U o005,V 085, W 0 6}.

2.2.12 Bemerkung

Obige Definition wiirde rein formal zu einer Verdnderung der in Bemerkung
1.1.9 angegebenen Nummerierung fihren. Da dies aber an spdterer Stelle
zu Problemen fiithren wiirde, wollen wir bei zeitlichen Verschiebungen die

urspringliche Nummerierung beibehalten.

Die Definition von U bringt leider noch ein Problem mit sich: Das Verhal-
ten der Marke Rf ist schwer zu kontrollieren, weswegen es schwierig ist,
Abschéitzungen fiir U zu finden. Um diesem Problem zu entgehen, wollen
wir die folgenden, vom ersten Hilfsprozess (siche Definition 2.1.1) abhéngi-

gen Stoppzeiten definieren, die bessere Kontrollmoglichkeiten bieten.

2.2.13 Definition

Es sei U := min {U{!,U$'} , wobei

UlH ;= inf {t >0: Et < agt} und

vl .= inf{tz 0,t € {V(k),kelN} Ry < agt},

sowie D := min {U#,V, W }.
Wie in Definition 2.2.11 erhalten wir weiter U o 65 und D o 6.

Im Gegensatz zur Stoppzeit U wird UH in die zwei Stoppzeiten UlH und
US aufgeteilt. Diese Aufteilung ist ein technisches Hilfsmittel, das wir fiir
Abschitzungen im folgenden Kapitel benttigen werden. Es gilt das folgende
elementare Lemma.

2.2.14 Lemma

Esist U < U und D" < D.

BEWEIS. Das folgt aus der Definition der Stoppzeiten und Lemma 2.1.3. [J

Die Stoppzeiten D o 0 sind die in der Einleitung dieses Abschnittes ange-
deuteten ,schlechten Zeiten“. Wir wollen nun die ,,guten Zeiten“ definieren.
Gute Zeiten sollen solche Zeiten sein, bei denen die Chancen gut stehen,
dass keine schlechte Zeit auf sie folgt. Wir verlangen dazu von den guten
Zeiten, dass die alten Partikel insgesamt weit von der Marke entfernt sind,

d.h. eine geringe exponentielle Partikeldichte (siehe Definition 2.2.4) haben,
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und dass von den zuletzt geweckten Partikeln noch viele in der N&he der
Marke sind. Tritt die erste Bedingung ein, so werden es die alten Partikel
schwerer haben, die a;-Barriere nach rechts zu iiberwinden, tritt auch die
zweite Bedingung ein, so bestehen gute Chancen darauf, dass die Marke
ziigig vorankommt und rechts vor der as-Barriere bleibt. Wir wollen hierbei
nur in bestimmten Momenten priifen, ob eine gute Zeit vorliegt oder nicht,
namlich immer dann, wenn die Marke weitere L Partikel geweckt hat.
2.2.15 Definition

Sei t > 0. Wir setzen fiir 7, <t < 7p41:

1
Jy = inf {j >1: ‘Ilrn,(j—l)L (Th+jr) < ¢ und MJ‘TZ—L%,jL (Tn+jL) = L;} .
Hat also die Marke zur Zeit t den Ort 5, bereits passiert, aber noch nicht
Nn+1 erreicht, so gibt J; an, wie oft die Marke jeweils L weitere Partikel
wecken muss, bis man bei der néchsten guten Zeit angekommen ist. Wir

werden spéter sehen, dass fast sicher J; < oo gilt.

Wie in der Einleitung dieses Abschnittes angedeutet wollen wir nun die so-
eben definierten ,guten“ und ,,schlechten* Zeiten miteinander in Verbindung
bringen. Dazu lassen wir zunédchst die Marke vom Punkte 0 aus so lange je-
weils L Partikelstartpunkte nach rechts wandern, bis zum ersten Mal die
in Definition 2.2.15 formulierten Bedingungen erfiillt sind. Dieser Zeitpunkt
soll dann die erste ,gute” Zeit S; sein. Tritt danach die Stoppzeit D o g,
ein, so bezeichnen wir diesen Zeitpunkt als die erste ,,schlechte® Zeit D;. Die
weiteren schlechten Zeiten Dy sollen genauso auf die entsprechenden guten
Zeiten Sy, folgen, die wir wiederum wie folgt mit Hilfe der Stoppzeiten aus
Definition 2.2.13 erhalten.

2.2.16 Definition

Die Familien {Sg,k > 0} und {DH k> 0} von Stoppzeiten seien wie folgt
definiert: Sy := 0, Déf := 0 und fiir £ > 0 setzen wir

H

5 TDE’JD}EIL’ falls D;" < oo

k+1 -— )
o, falls Df = 0

sowie
H ._ H
Diyq = Spp1 + D 095k+1.
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Fir £ > 1 sei ferner U := S + U o 0g, und U,fl,Vk,Wk entsprechend.
Genauso definieren wir auch Dy, iiber Dy := S, + D o 0, .

Wir werden die Zeitpunkte Sy spéter dazu nutzen, den Prozess neu zu star-
ten. War y € 8y, die Ausgangskonfiguration, so galt bisher x = (Xo, Rp).
Nach einem solchen Neustart ist dies nicht mehr gegeben, die dabei entste-
henden neuen Startkonfigurationen werden Voraussetzung (2.9) aber den-
noch erfiillen:

2.2.17 Lemma

Sei w € Q mit Si (w) < 0o. Dann ist (Xo, Ro) (0s, (w)) € By L.

BEWEIS. Das ist eine direkte Konsequenz aus Bemerkung 2.2.12 und den
Definitionen 2.2.15 und 2.2.16. ]

Wir haben bei der Konstruktion der Dy, die S}, verwendet, die mit Hilfe der
Df konstruiert wurden und nicht eine analog zu den Si mit Hilfe der Dy
erstellte Folge S}, da nur so die Regenerationszeiten, die wir gleich in 2.2.18
und 2.2.19 definieren werden, miteinander verglichen werden kénnen.
2.2.18 Definition (Regenerationszeiten)

Sei K :=inf{k >1: Sk < oo, Dy, = oo}. Dann sei

Sk falls K < oo,
R = R1 ‘=
oo sonst.

die erste Regenerationszeit des Prozesses (X, R;). Fiir n > 2 definieren wir

die n-te Regenerationszeit k, iiber

Kn—1+ K 00, , falls k1 < 00,
Fop 1=
oo falls Kp—1 = 00,

wobei k' genau wie k definiert ist, nur dass wir bei der Definition statt
U, .(t) die Funktion

/ . IXED_R
\Ijs,z(t) T Z € ( t t)
i<z, X" >Ry
verwenden.

Die hier definierten Partikeldichten zihlen also nur Partikel, die nach der

jeweils letzten Regenerationszeit noch einmal Einfluss auf die Fortbewegung
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der Marke haben kénnten. Wir werden uns im weiteren Verlauf immer nur
auf ¥ beziehen, siémtliche Aussagen, die hierbei getroffen werden gelten aber
analog auch fiir die Situationen nach Regenerationszeiten mit der neuen,
»abgeschnittenen® Partikeldichte W’.

Weiter haben wir zur Definition der S} die Stoppzeiten D,? verwendet, ob-
wohl fiir & = Sy, die Bedingung {Dj, = oo} und nicht { Dff = oo} erfiillt sein

muss. Dies ist aber sinnvoll, wie wir gleich sehen werden.

2.2.19 Definition
Sei K1 = inf{k >1:85. < 00,le = oo}. Dann sei

HH L SKH fiir KH<OO,

00 sonst.

die Hilfsregenerationszeit des Prozesses (X¢, Ry).

Wir werden % nicht direkt fiir die Regenerationsstruktur verwenden kénnen,
da wir fiir diese die Aussage aus Lemma 4.1.7 benotigen werden, welche fiir
U gilt, aber nicht fiir UH. Wir kénnen x aber dazu benutzen, die Momente

von k nach oben abzuschitzen, wie das nidchste Lemma zeigt.

2.2.20 Lemma
Es gilt k < kM.

BEWEIS. Zusammen mit Lemma 2.2.14 folgt dies aus der Konstruktion. [

Das niichste Ziel wird nun also sein, Abschiitzungen fiir D¥ und S, zu finden,

H

um damit zu zeigen, dass die ersten zwei Momente von s und somit auch

die ersten zwei Momente von k beschrankt sind.
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Kapitel 3

Technische Details

In diesem Kapitel wollen wir uns damit beschéftigen, Abschéitzungen fiir die
bei der Definition der Regenerationszeit beteiligten Stoppzeiten und Zufalls-
variablen zu finden. Um sicherzustellen, dass k erste und zweite Momente
hat, zeigen wir zwei Typen von Aussagen: Zum ersten zeigen wir, dass mit
positiver Wahrscheinlichkeit DH = oo gilt, und dass D¥ im Falle DY < oo
frith eintritt. Anders ausgedriickt: Wenn schon eine weitere schlechte Zeit
kommt, dann kommt sie zumindest bald. Zum zweiten werden wir sehen,
dass es bei gegebenen Rahmenbedingungen nicht zu lange dauert, bis gewis-
se Punkte von der Marke erreicht werden, und dass Jpu eher klein ist. Diese
Abschétzungen werden uns dann zeigen, dass wir nach einer schlechten Zeit

nicht allzu lange auf die néichste gute Zeit werden warten miissen.

3.1 Schranken fiir U

Wir wollen mit den Abschiitzungen fiir die Wartezeiten bis zum FEintre-
ten von schlechten Zeiten beginnen. Dazu zeigen wir in diesem Abschnitt
zunichst, dass mit positiver Wahrscheinlichkeit U7 = oo sein kann, und
dass im Falle U” < oo zumindest U klein ist. Um U abzuschitzen zu
konnen, benttigen wir noch eine Aussage iiber die Momente der beim ersten
Hilfsprozess beteiligten Stoppzeiten v, (siehe Definition 2.1.1).

3.1.1 Lemma

Fir alle 1 <p < % gibt es ein C, < 00, so dass fir alle j > M gilt:

E "] < Cp.

33
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Beweis. Da j > M ist, hingt v; von M Partikelpfaden ab. Nach Definition
gilt
vi=min {7y, j—M<i<j—1},

WO T, die Zeit ist, die eine in x gestartete Brownsche Bewegung benotigt,

um y zu erreichen. Wie in (2.1) und (2.3) gilt weiter

P 1y, >t = 20 (’x\%m) —1< !x\;iyl

und folglich wegen der Unabhéngigkeit der Partikelpfade auch

P [ > thn; — - = 2] <2V E

Wir setzen X :=n; —n;—p. Wegen v; > 0 gilt weiter

Bl =B 1] = [E[]x]]

=E /ptpllP [v; > t|X]dt
0

o0
< XMp/tp_lt_A;dt +p.
1

Da nach Voraussetzung p — 1 — % < —1 existiert das Integral in obiger

Gleichung und hat den Wert C' < oo, und es gilt
E[lv;P] <p(CE [XM] +1) =: C) < 0,
da X ~T1. O

Wir zeigen nun, dass die Wahrscheinlichkeit, dass t < U < oo ist, schnell
in ¢ abfillt und somit U eher klein ist, wenn es endlich ist. Die Idee fiir
die dabei verwendeten Abschitzungen ist diese: Wir priifen, ob die Marke
des ersten Hilfsprozess R, zu den Zeitpunkten v*), zu denen sie Punkte
7y, erreicht, links hinter die Position asv(®) zuriickgefallen ist. Dann schauen
wir, mit welcher Wahrscheinlichkeit sie zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ links
hinter awst zuriickfillt, vorausgesetzt, sie befindet sich zu den Zeitpunkten

v®8) rechts von asv(F).
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3.1.2 Lemma
Ist1 <p< %, so gibt es eine Konstante C < 0o, so dass fiir alle t > 0 die
Ungleichung

Plt<Uf <] <Ct%

erfillt ist.

BEwEIS. Es sei 0.E. Ry = 0 und

s {,,(M) < W}

as

das Ereignis, dass die Marke des ersten Hilfsprozesses den Ort 7, erreicht,
bevor die Barriere agt dort angekommen ist. Fiir n; := max {n () < t}

seien weiter

L= U {V(n) > ZZ)} yBoy = U {Es < OLQS}

n>ng s>t

die Ereignisse, dass sich die Marke des Hilfsprozesses nach der Zeit ¢t beim
Erreichen einer der Partikelstartpunkte links von der ags-Barriere bzw. zu
einem Zeitpunkt dazwischen links von der ao-Barriere aufhélt. Nach Defini-
tion von UH gilt fiir alle k > 0

{nk e UH} c {t> y<k>} (3.1)

(6%
und somit auch

{tgy(k),t<UH}g{t§Z];}.

Hieraus und aus der Definition von n; folgern wir
P [nt < L%tJ < UH} —P [t <P ¢ < UH}
<P [, > st].
Setzen wir in (3.1) k = M, so erhalten wir

{W<t<UH}g{UH>y<M>}gA. (3.3)

ag
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Wir fahren fort mit der Abschéitzung
IP[t<UH<oo]SIP[agtSnM]+IP[t<UH<oo,oz3t>nM]. (3.4)

Wir erhalten fiir den zweiten Summanden in (3.4) nach Definition von U
und mit (3.3) die Abschétzung

P [nraz' <t < U7 <oo] <P[AN (B}, UBay)]
=P[ANB),|+P[ANBy; N (B,)°].

Sei nun By = Un>L“—3tJ {V(") > nnagl}. Offenbar gilt auf {n; > |93t}
= )

die Inklusion Bi,t C By ;. Insbesondere folgt somit
PM“EASPMH&A+Phng%47

wobel wir (3.2) verwendet haben. Fassen wir nun alles zusammen, erhalten

wir, dass der Ausdruck
P [ast < nu]+P [nt%gt E agt] +P[AN B1J+P [AN By 1 (B},)] (3.5)

die Wahrscheinlichkeit P [t <UH < oo] nach oben abschéatzt. Wir wollen
nun fiir die einzelnen Summanden Abschitzungen finden. Fiir den ersten

Summanden ist das einfach: Da nps ~ I'pr1, gilt

st e~ (ast)?
P lagt <mu] = e "y o (3.6)
j=0 '

Fiir den zweiten Summanden erhalten wir dank Lemma A.7 die Abschétzung

P 77{(%3” > 04325} < e Gt

Wir wollen fiir den Rest des Beweises N; := L%tJ schreiben. Fiir den dritten

Summanden ergibt sich dann:

PANB <P | | {VW — M) > ’”‘;”M} (3.7)
3
’I’LZNt

Wir setzen weiter v, := v; — é (siche Korollar 2.1.6) und schreiben obige
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Ungleichung um zu

—nM N — M
P[A < .
anB<p[Ud Y 0> - - (38)
n>Ny | j=M+1

Wir wollen nun das Ereignis Dy := {¥n > N; : (n, — nar) > 9422 (n — M)}

betrachten. Da weiter

o+ as Mm—Mvy n—M _ a—as
— > - M)} = — > - M
{(nn ) = 2c (n )} { Qas a T 2asx (n )}

gilt, erhalten wir die Abschitzung

n
Tin — M n—M
P ; - NnD
Ui 2 w>" S :
_nZNt j=M+1

a — Qa3
<P U Z Vi > 2aa( n— M) >N Dy
_nZNt j=M+1

Damit kénnen wir (3.8) fortsetzen zu

P[ANB <P | Z ;> 2aa( n—M)y| +P[Df. (3.9)
n>N; | j=M+1 3

Setzen wir nun (3 := 572 > 0 (nach Wahl in (2.4)), so sehen wir, dass der

linke Summand kleiner ist als

M—1 1 n
Z P|sup —— Z v > B . (3.10)
i—0 n>N, (n— M) J=M+1,j=kM+i

Nach Korollar 2.1.6 sind fiir festes i € {1,...,M — 1} die Zufallsvariablen
{Vkm+i, k > 1} wiv. mit endlichem Erwartungswert. Fiir zentrierte u.i.v.
Zufallsvariablen {X;,i € N} gilt allgemein:

sup — ZX>]§

n>N T

P

sup X, >«
QkN<n<2k+1N2 N Z
ok 1 N P (3.11)

k I A
(2]\75) E ;X ,

M T

>
Il

0
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wobei die zweite Ungleichung die Doobsche £P-Ungleichung ist. Ist nun p > 2
und E [| X1]P] < oo, so gibt es nach Lemma A.2 ein Cy < co mit

oktiy  |P

E||Y X||<C (2k+1N) . (3.12)
i=1

NS

Nach Lemma 3.1.1 erfiillen die v, die Voraussetzungen von Lemma A.2 und
wir kénnen (3.11) und (3.12) auf (3.10) anwenden, um ein C3 < oo zu er-
halten, so dass der linke Summand von (3.9) kleiner wird als C38Pt 5.

Fiir den rechten Summanden kénnen wir genauso vorgehen. Wir setzen dazu
d; = (n; — nj—1)— 1. Nach Definition sind auch die §; u.i.v. mit Erwartungs-

wert 0. Weiter ist nach Definition von Dj:

1 " o+ as
P[Df] <P | inf 0; -1
[Di] = nlithn—M‘Z i< T
j=M+1

n

1
=P | sup Z _5j>1_a—2|—043
n>Ne M @

Nun koénnen wir genauso wie eben Lemma A.2 und die Doobsche Unglei-
chung anwenden (1— 322 > 0) und erhalten ein Cj, so dass die rechte Seite
von (3.9) beschriinkt ist durch C43 Pt~ 2. Damit gibt es also ein C mit

P[ANB,] < Cst™%. (3.13)

SchlieBlich betrachten wir den vierten Summanden P [A N Bz N (Bi’t)c] .Im
schlimmsten Fall verharrt hierbei der Prozess fiir n > n; jeweils bis zur Zeit
oy Yps1 im Punkt 7,. Somit kénnen wir obige Wahrscheinlichkeit dagegen
abschétzen, dass fiir ein n > n; die Ungleichung oy Yo < g lnn+1 erfiillt
ist. Wir erhalten:

o0

P [ANBay N (B < > P oy < ag'naga]

n=nt

(3.14)

o0

Qg —
= § P [nn—i—l —Nn > nn:|
(6%)

n=nt

Seinun ¢ := %92 > 0, T ~ exp; und v,,1 (s) die Dichte der I', ;- Verteilung,
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dann folgt weiter mit wiederholter partieller Integration:

OOOO

P [AN By, N (By,)° <Z P[T >c-s]ym1(s)ds
n=n¢ |
o % —lg—s
n;/e (=1 —ds
o (3.15)

[e.o]

1 —1_—(c+1)
= n ¢ st
E Di /s e
(7’L — ) ;

n=nt

N
_Z(c+1)"_1 ’

n=nt

wobei p := CJ%I < 1. Somit erhalten wir Cg, C7 > 0, so dass

P [AN By N (B],)°] < Coe . (3.16)

Zusammen mit (3.5),(3.6),(3.7) und (3.13) folgt nun

1
Plt<UT<oo]<e™ Y —+ Cst™% 4 Coe O™ < 17 5. O
L
J=0

Nachdem wir gesehen haben, dass U im Falle des Eintretens eher klein ist,
wollen wir nun zeigen, dass mit positiver Wahrscheinlichkeit UH = oo gilt.
Die dabei verwendete und im weiteren Verlauf wieder auftauchende Bedin-
gung Xo (Ro) > 1 (siche Definition 1.1.5) scheint zunichst iiberfliissig, da
sie nach Wahl der mdoglichen Ausgangskonfigurationen automatisch erfiillt
ist (siehe hierzu Bemerkung 1.1.2). Wir wollen aber spéter die starke Marko-
veigenschaft des Prozesses nutzen, um den Prozess zu den Zeiten Si neu zu
starten. Da die Marke nach Definition zu jeder dieser Zeiten ein schlafendes

Partikel weckt, ist die Bedingung dann ebenfalls erfiillt.

3.1.3 Lemma
Sei j(vo (Ro) > 1. Dann ist

P[U" < oo] < 1.
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BEWEIS. Sei 0.E. Ry = 0. Die Idee des Beweises ist diese: Ist die Marke
erst einmal eine Weile unterwegs, so geniigt es zu zeigen, dass sie alle noch
rechts liegenden Punkte 7, vor der Barriere ast erreicht und gleichzeitig die
Barriere ast bei 7,11 ankommt, bevor die as-Barriere 7, erreicht hat. So
fallt die Marke nach dem FErreichen von 7, insbesondere nie wieder links
hinter ast zuriick. Diese Argumentation kann man nicht direkt zur Zeit 0
anwenden, da die ap-Barriere in g = 0 startet und die az-Barriere zur Zeit 0
noch nicht 77 erreicht haben kann. Wir werden deshalb den Prozess zunéchst
bis zu einer gewissen Zeit laufen lassen und zeigen, dass sich die Marke bis zu
dieser Zeit mit positiver Wahrscheinlichkeit rechts der as-Barriere befindet.
Ist diese Zeit grofi genug gewihlt, werden wir dann mit einem Argument,
welches dhnlich dem obigen ist, zeigen kénnen, dass sich die Marke auch nach
dieser Zeit mit positiver Wahrscheinlichkeit stets rechts von ast aufhélt.
Wir zeigen zunéchst, dass das Ereignis A := {Uf = oo}7 bei dem sich die
Marke des Hilfsprozesses zu allen Zeitpunkten 1(¥) rechts von der az-Barriere
befindet, positive Wahrscheinlichkeit hat. Es gilt

nf=zl)

k=0

P[A] = P

Es seien B*) die Brownschen Bewegungen aus Abschnitt 1.1. Wir definieren
fiir n € N, B\t(k) ;= sup {ng), 0<s< t} und € < a% die Ereignisse

Sk
A= ﬂ {Bé(%k+1*7lk) Z Mkt M~ 77k} und
0<k<n
0 k 1
Ag = N > oy< oy Tk MM

kE=M+n+1 | j=M+n+1

Tritt das Ereignis A; ein, so laufen die Partikel X*) 0 < k < n alle bis

zur Zeit € (ng+1 — M) nach ihrer Entstehung M Partikel nach rechts. Ins-

Nk —Nk—1
< s

besondere gilt dann nach Wahl von ¢ die Ungleichung vy und
damit auch v*) < Z—’; fir alle K < M + n und wir erhalten aufgrund der

Unabhéngigkeit der Ereignisse A; und As:

P[A] > P[A)] P [Ao]. (3.17)
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Offenbar ist P [A;] > 0 fiir n < co. Wir wollen zeigen, dass auch P [Ag] > 0

gilt. Dazu betrachten wir das Gegenereignis. Nach Definition ist

[eS) k

1
PAS] < P P> —n — . 1
[A5) < > . Yo oy oy Tk SR (3.18)
k=M+n+1 j=M+n+1
Fiir die einzelnen Summanden erhélt man mit ¢ := ai‘)&?) > 1 die Abschétzung
- 1
P . Z vj = g e T €M
| j=M-+n+1
[k
1

<P| > vz —m—2(M+n)| +Pagn >2(M+n)
| j=M+nt1 3
[k

k
<P Y vz ———2(M+n)| +Ppyn > 2(M+n)]
. cag

| J=M+n+1
[ k

4P EIkZM+n+1:nk<].
L Qa3 CcQ3

Nach Lemma A.7 ist P [nar4n > 2 (M + n)] exponentiell fallend in n, wéhrend

k k
P EIk:zM—l—n—l—l:nk<]:IP[EIkzM+n+1:c< <COn~ %
Qa3 cag Nk

wie in Lemma 3.1.2 gezeigt werden kann (siehe dort: Ereignis Dy). Der erste
Summand ldsst sich ebenfalls wie in 3.1.2 abschétzen. Hierzu setzt man
8= % — é >0, 7 =V — é und € := m (die Forderung e < a%, ist
dabei erfiillt). Dann erhilt man fiir p < % wie in (3.11) und (3.12):

k [k
k
P >0 < > (k-
| Z V]_cag 26(M +n)| <P | Z v > (k—1)8
j=M+n+1 _]=M+n+l
- . v
<E DTN I (G V)
j=M4n+1

< Cgk‘_g.

Da M > 5 ist, kann man p also so grofl wihlen, dass die Reihe in (3.18)
konvergiert, und dann n € N so grof}, dass P[AS] < 1 aus (3.18) folgt.
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Wegen (3.17) gilt dann auch P [A] > 0. Wir definieren nun die Treffzeit

T9 = inf {t : Bt(j) = a}

a

n—1 pJ

j=0 Ly, —y,- Weiter sei dann

und setzen v} := "
X, = max{nk—i—ﬁgk),O <k< n} fir v, <t <wv, 4

der Prozess der das Maximum des jeweils zuletzt geweckten Partikels ver-
folgt, wenn immer nur dieses weitere Partikel wecken kann. X ist dann der

Maximumsprozess einer Brownschen Bewegung und es gilt
R, > X; fiir alle ¢ > 0. (3.19)

Fiir T > 0 sei ny := max {n : v < T} + 1. Ahnlich wie bei der Definition

des ersten Hilfsprozesses setzen wir
vy, = inf {t SN+ Bt(k) = 1, fir ein k mit max {np,n — M} <k < n}

(k) (k)

und vy = vy, + Zj:nTH v;. Dann ist v, Vp, die Zeit, die ein in 7,

mit nur einem wachen Partikel (in 7,,) neu gestarteter erster Hilfsprozess

bendtigt, um 7y zu erreichen. Sei nun noch fiir ¢ > vy,

ET,t = sup {nk + B(k)

S*l/;n) ’

V;n) <s<t< Vi(pnﬂ),max{nT,n—M} < k:gn},

der analog zu Definition 2.1.1 definierte Markenprozess, dann gilt
Ry > Ry fir alle t > v, . (3.20)
Wir definieren das Ereignis
Bip:={X; > st firt <vj_}.

Tritt nun By r ein, so gilt nach (3.19) die Ungleichung

sk
Rl/’:’kLT — a2VnT

> (a3 —ag)T
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und wir erhalten mit (3.20):

P[0 = o]
>P [Bl {RT,t — Moy > a2t —v,,,) — (a3 — )Tt > VZT}] (3.21)

=P [B 1] [RT,t — My > ot — vy, ) — (a3 — )T, t > V;T} ,
wobei wir benutzt haben, dass (fint) nach Definition von V:(Fk) nicht von den

Brownschen Bewegungen {B(”), n < nT} abhingt. Um den zweiten Faktor

nach unten abschitzen zu konnen, definieren wir weiter

o0
Ap = m {Vék) — V;;T < Nk = T nnT} und

(%
k=np+1 3

By {042_1((&3 — )T + 0y — Ny ) > a3_1(77n+1 — Ny ) fur alle n > nT}

und setzen (3.21) fort zu
P [UH = OO] >P [BI,T N B27T N AT] =P [Bl,T] P [B27T‘AT] P [AT] . (322)
Nach Lemma A.4 ist der erste Faktor fiir T' < oo strikt positiv. Sei weiter

By = {042_1((0(3 — )T +1n) > agz ' fiir alle n > 0}.

Fiir alle 0 < T' < oo folgt nun aus der Konstruktion, dass wir (3.22) fortset-

zen konnen zu

P [U" = 00| > P [By7] P [Bor|Ar] P [Ar] = P [By 1] P [By 1| A] P [A]
(3.23)
Nun gilt aufgrund des Gesetzes der groflen Zahlen fiir u.i.v. exp,-verteilte

Zufallsvariablen, dass

P () (Byr)| =0,
T>0
und damit auch
P ﬂ (Byr)°|Al =0,
T>0

c
da P[A] > 0. Da fiir t < ¢ die Inklusion (Bé t’) C (Béi)c gilt, folgt
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insbesondere

lim P [(Byr)°|A

Jim P [(By )" |A] — 0,
und wir konnen T so groff wéhlen, dass PP [BQ’T‘A} > 0 ist. Da auch
P [Bi7] > 0 und P [A] > 0 gilt, folgt mit (3.23) die Behauptung. O

3.2 Schranken fiir V

Wir wollen in diesem Abschnitt Abschitzungen fiir V' angeben, die analog
zu denen sind, die wir im vorigen Abschnitt fiir U¥ gefunden haben.
3.2.1 Lemma
Fir allet > 1 gilt
2(L—1) _oft

Pit<V <oo] < —e 2,
aq

wobei L in Definition 2.2.6 gewdhlt wurde.

BEWEIS. Sei 0.B.d.A. Xéo) = Rp = 0. Dann ist
Ay = {3 —L<z<0,s>t:Xéz)7$OundXs(z) Zals}

das Ereignis, dass einer der Partikelpfade, deren Startpunkte rechts von
Xé_L) aber links von Xéo) liegen, jemals nach der Zeit t die Grenze a1 s nach
rechts hin iiberschreitet (zur Definition von X (%) fiir z < 0 siche Bemerkung
1.1.9). Dann ist

Pt <V <oo] <P[A].

Letztere Wahrscheinlichkeit kénnen wir wiederum abschétzen gegen die Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses im Sonderfall, dass alle beteiligten Partikel zur
Zeit 0 im Punkte 0 sind. Da wir hochstens (L — 1) Partikelpfade betrachte-
ten, folgt die Behauptung direkt aus Lemma A.5. ([l

Wir zeigen nun, dass V' mit positiver Wahrscheinlichkeit niemals eintreten
wird.
3.2.2 Lemma
Fiir jedes x € By gilt
PV < oo] < 1.
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BEWEIS. Sei 0.E. Ryp = 0. Das Ereignis {V = oo} ist jenes, bei dem fiir
keiner der Partikelpfade X (®) mit —L < z < 0 und Xéz) # 0 jemals zu einer

Zeit t die Grenze oyt iiberschreitet. Sei
Tmay = MAX {X(()Z), L<z<0,X{ # 0} ,

dann starten diese Partikel im schlimmsten Falle alle in 2. Nach (A.5)
und aufgrund der Unabhéingigkeit der beteiligten Brownschen Bewegungen
gilt somit

PV =o0] > (1 — e 2mma) 271 5 (3.24)

und wir sind fertig. O

Im Falle der zufélligen Ausgangskonfiguration (7, 0) haben wir das Problem,
dass Tmax eine Zufallsvariable ist. Wir konnen hier aber ¢ > 0 wéhlen, dann
ist P; := P [Zmax < —¢&] > 0 und wir erhalten statt (3.24) die Abschétzung

PV = o0 > P (1 —e205) "1 5,

3.3 Schranken fiir W und D

Wir werden zun#chst Abschitzungen fiir W finden, die analog sind zu denen,
die wir in den vorangegangenen Abschnitten fiir U und V gefunden haben.
Danach kénnen wir die Aussagen iiber U,V und W zu Abschitzungen fiir

D zusammenfassen.

3.3.1 Lemma
Es gibt ein C' < o0, so dass fiir alle t > 0 und alle Startkonfigurationen
X € By die Ungleichung

Pt <W < o0] <COWU_r(0,x)e (3.25)

erfillt ist, wobei p := a1 — ’9—22 > 0 nach (2.4).

BEwEIS. Aufgrund der Stetigkeit Brownscher Bewegungen ist auch die Funk-
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tion W_j stetig. Somit ist nach Definition

Plt<W <o <P | U { >eﬂ<als*Rs>—s}

e>0 Qos>t

S ;2% P U Z 6’!9<X§i)_Rs) Z eﬁ(als_Rs) e
Q>3s>t | i<—L

<P U Z XN > eOloan)

wobei X = sup {Xs,0 < s < t}. Es folgt

P [t <W < OO] < Z P Z 19sz+1 > eﬁLOéan
n=|t] [i<—L

i P Z ew?,ﬁl—mamj >1

n=|t| _igfL

io: E Z 19Xn+1 Yain|

n=lt] |i<-L

_ i et 3 {Mffll]

n=|t| i<—L

(3.26)

IN

Wir wollen die Orte X(()i) mit x; bezeichnen. Das Spiegelungsprinzip und

Lemma A.3 liefern dann:

o

(@ ) 2 (1)
19X /IP 19X > x d
0
o0
< eV 4 / P [eﬁXﬁ(l) > ZL’} dx
1912'
L (3.27)

(%)
< eV —|—2/IP [eﬁxt > x} dx
0
i)
—eﬁzl—i—QE[ e }

. 92 92 .
— 6191Z +2619(z1+7t) < 367t61911.
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Zusammen mit (3.26) ergibt sich folglich:

o0 52
P [t <W < OO] < Z 36%(n+1)6—79la1nj Z VT
n=|t| i<-L

=3¥_1(0,%) Z e%(nJrl)eﬂﬂamJ7
n=|t|

2
wobei die Summe bis auf eine Konstante durch e_(o‘”g_%)t beschrankt ist.[J
3.3.2 Lemma
Firt > 0 sei der Prozess N,(t) gegeben durch
192
N.(t) := "Bt (¢).

Dann ist N, fir z <0 und x € $y ein Martingal.

BEWEIS. N,(t) ldsst sich auch schreiben als
() _ 92
Ni(t) = Y e T
2'<z

Da x € 8y ist ¥,(0, x) < oo. Im Beweis von Lemma 1.1.4 haben wir bereits

gesehen, dass dieser Prozess dann ein Martingal ist. O

3.3.3 Lemma
Fiir alle Startkonfigurationen x € Sy 1, (siehe Definition 2.2.6) gilt:

P[W < oo < 1.

BEWEIS. Aufgrund der Wahl von ¢ in (2.4) ist alﬁ—ﬁ—; > 0.Daauch W >0
ist, gilt
2
P[W < o] <E | D1 | (3.28)

Da die Pfade Brownscher Bewegungen stetig sind, folgt aufgrund der Defi-

nitionen von W und V¥ die Gleichung

eV W=Rw) —y_, ().
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Zusammen mit (3.28) gilt also

PIW < ool S B |5 WU, (W) Loy | = B[N-L(W)Lweo)]

(3.29)
Da fiir alle n € N die Gleichung

E[N_r (n AW)] = E [N (W) Ly eny + Nor (0) L]

gilt, folgt nun, dass B [N_r(W)Liw <] < E[N_g (n AW)] ist, und somit
erhalten wir mit Fatous Lemma und dem Optional Stopping Theorem:

B[N (W) ycn] <E [ lim N_p(n A W)}

n—oo

< lim E[N_L(n/\ W)] =N_r(0)<g<1,

wobei es sich um das ¢ aus Definition 2.2.6 handelt. Wegen (3.29) folgt nun
die Behauptung. O

Das folgende Korollar enthélt die Hauptaussage der letzten drei Unterka-
pitel. Diese stellt einen wesentlichen Teil der Gesamtkonstruktion dar: Nur
weil wir sicherstellen koénnen, dass die ,,schlechten Zeiten“ D¥ schnell oder
gar nicht eintreten, werden wir spéter erste und zweite Momente fiir die

Regenerationszeiten erhalten.

3.3.4 Korollar
Es sei p = o9 — 19—22, dann gilt fir Startkonfigurationen x € Sy und
Xo (Rg) > 1:

a) Fir M' < M gibt es ein C mit P [t < DH < oo] < ot + LCe Ht,
b) P [DH < oo] < 1.

2
1

BEWEIS. Da % > u folgt Teil a) direkt aus den Lemmata 3.1.2,3.2.1 und
3.3.1. Aus der Unabhiingigkeit von U,V und W (siche Lemma 2.2.10) folgt

P[D" <00l =1 =P [U" = 0] P[V = o0] P [W = oc],

und mit den Lemmata 3.1.3, 3.2.2 und 3.3.3 somit auch Teil b). O
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3.4 Schranken fiir Treffzeiten von R;

Wir werden uns im Folgenden um die ,guten“ Zeiten kiimmern. Damit es
schnell zu einer guten Zeit kommen kann, muss zunéchst dafiir Sorge getra-
gen werden, dass die Marke selbst schnell genug vorankommt. Das néchste
Lemma gibt uns Abschitzungen dafiir, wie lange es dauert, bis die Marke
weitere Partikel produziert. Zuvor wollen wir noch eine spezielle Startkonfi-

guration definieren.

3.4.1 Definition

Wir bezeichnen im Folgenden mit dg jene Startkonfiguration wacher Partikel,
welche lediglich ein waches Partikel in 0 besitzt und sonst keine weiteren.
Die Startkonfiguration 2dg soll genauso aussehen, allerdings mit zwei statt

einem wachen Partikel in 0.

Wir wollen beim folgenden Lemma zunichst nur an die zufillige Ausgangs-
konfiguration (n,0) bzw an solche Konfigurationen denken, die beim Neu-
start des Prozesses zu guten Zeiten Si entstehen, da in beiden Fillen die
Abstéande der Startpositionen der im Beweis betrachteten Partikelpfade exp;-
verteilt sind und wir diese Tatsache im Beweis verwenden werden. Im Kon-
text des Neustarts in Sj, ergibt auch die Voraussetzung an M, ./ (siehe De-
finition 2.2.5) in Teil b) erst Sinn: Zur Zeit 0 ist sie eigentlich automatisch
erfiillt, da M, ,» noch deterministisch ist. Verschiebt man den Prozess aber
zeitlich (um Sy), so wird M, . zufillig, da die in Definition 2.2.5 verwende-
ten Startpunkte 7, nicht durch die Zeitverschiebung verdndert werden (im

Gegensatz zu den Punkten Xéz)).

3.4.2 Lemma
Sei 0 < B < « (siehe (2.4)). Dann gibt es ein 0 < C < 0o, so dass gilt:

a) Wenn )A(B(O) > 1, dann ist P |:7'n > %’l} <Cn"z.

1
b) Ist M_ 4 0(0) > LL 50 folgt fiir 0 <k < M:

™
L

c) Ist k> M, so gilt P |:7—n+k -7 > %”} < on— T
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BEWEIS. Es ist

2 2 2
P |:Tn> ﬁn] =P |:7'n> ;7271277“} + P |:Tn> ﬁn,2n<7}n
(3.30)
§P|:Tn>?;:| + P [n, > 2n].

Nach Lemma A.6 fillt der zweite Summand exponentiell in n. Wir miissen
obige Aussagen also nur fiir P |:Tn > %"] nachweisen.

a)Aufgrund der Konstruktion des Prozesses und der Definition von dy ist

IP[T”>TZ]§IP50 [Tn>776n],

und nach Definition 2.1.1 folgt weiter

Ps |:7' >:|§]P|:I/ >:|.
S RG] B
Sei nun f < 3’ < . Da vy alle v fiir j > 2 stochastisch dominiert, erhalten
wir fiir n > M + 1 die Abschitzung

n n (11 - n
]P[Tn>nﬁ}§MIP[V1>X4<ﬂ—ﬁ,>]+IP Z 1/j>% , (3.31)

J=M+1

Sei nun K = ﬁ (% — é) Wir formen den ersten Summanden um zu

P vy > n,K] <Pl > (nn —m) K]
-1 -1 (3.32)
Da vy die Zeit ist, in der eine in 0 gestartete Brownsche Bewegung einen

exp;-verteilten Punkt erreicht, erhalten wir wie in (2.1) und (2.3):

o0
n—1

1
]P[y1> K}: ]P[u1>nQK

m = 5} e %ds

2 e 2
(e ds = \Vn—DK

Der zweite Summand in (3.32) féllt nach Lemma A.6 exponentiell, folglich

IN

0\8 o
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erhalten wir fiir den ersten Summanden in (3.31) und ein geeignetes C die
Abschétzung
MP [y > n,K] < Cin"2. (3.33)

Wir wollen nun den zweiten Summanden in (3.31) abschétzen. Wie in Ko-

rollar 2.1.6 setzen wir dazu v, := v; — é Nun ist

. n - n n—M
P lej>f =P Z’Yj>7_

/ /
j=M+1 p | j=M+1 p @
- , i
n
_j=M+1
[ n
a+ [ a+ [
<P Z v > 2aﬁ’n_a +]P[nn< 9g "
J=M+1

(3.34)

Weiter gilt 5" := 02‘;5,, > 0 und wir konnen den ersten Summanden in (3.34)

umformen zu

'n—iJ
/!

1 n M 1 M ,3
P o Z ’Yj>6” SZIP o Z ’7kM+z‘>M
=1 k=1

j=M+1
M-1
ﬁ// _JMQ_I Ln]\;z 2
< <M> E Z YEM+i )
k=1

wo wir im letzten Schritt die Markovungleichung verwendet haben. In Korol-
lar 2.1.6 wurde gezeigt, dass die Mengen {yxpr4; : k > 1} fir alle 0 < i < M

die Voraussetzungen fiir Lemma A.2 erfiillen. Da der rechte Summand in

(3.34) wegen O‘; f L <1 exponentiell schnell fillt, gilt deshalb fiir geeignetes

Cy dank Lemma A.2:
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Zusammen mit (3.33) und (3.31) ergibt sich somit die Behauptung.

b) Wir nehmen zunéchst £ = 0 an. Es bezeichne T" den ersten Zeitpunkt, zu
1

L1

dem eine von <~ unabhéngigen in 7 ! gestarteten Brownschen Bewegun-

gen den Punkt U erreicht. Dann ist ahnlich wie eben
Plr, > <P 1> ! +P > I
"B Ty 7 ﬁ I RZRaN
1 1
<P|T>n,|5——5 v >
{ ! <ﬁ 6” Z I

Nach (2.7) ist L1 > M und es gilt wie in a) die Ungleichung

B

(3.35)

(M-1)
P Zl/j>% < Con~ T .

Sei y = (% — %) Wegen der Unabhéingigkeit der Brownschen Bewegungen

und mit (2.1) und (2.3) erhalten wir nach Brownscher Skalierung:

1

L4
V3 2L1\ % n 1
IP[T>77n’y]§< Nais +P[nn<§}+IP[anlt—niL21{>4L4

Zusammen mit (3.35) und den Lemmata A.6 und A.7 liefern diese beiden
Abschitzungen die Behauptung. Fiir 0 < k < M funktioniert der Beweis
genauso.

c)Analog wie in b), nur dass hier bei (3.35) der erste Summand wegfallt. (]

3.4.3 Bemerkung
Wir kénnen das vorangegangene Lemma auch fiir deterministische Startkon-
figurationen zeigen, indem wir die (fir deterministische Startkonfigurationen

ohnehin nicht definierte) Bedingung an M durch eine Bedingung der

1
L1,

([t = 4

ersetzen. Man erhdlt dann je nach Wahl von k in der letzten Abschitzung

o

Form

Al

des Beweises eine andere Konstante, da man statt N1 =N 3 den Abstand

n 1 — kL1 betrachtet.
L1
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Das folgende Lemma beschreibt, in welchem Mafe sich die Marke ,,zu schnell*
fortbewegen kann. Nach Satz 1.3.2 wissen wir, dass sich die Marke asym-
ptotisch hichstens mit Geschwindigkeit 2 fortbewegt. Wir werden die dort
benutzte Beweismethode nun wiederverwenden um zu zeigen, dass die Wahr-
scheinlichkeit fiir eine feste hohere Durchschnittsgeschwindigkeit exponenti-
ell in der Zeit abfallt.

3.4.4 Lemma

Sei 0 < ¥ <2 und ¢ > 2. Dann gibt es Konstanten 0 < C1,Cs < 00, so dass
fiir x = (z,7) € By die Ungleichung

PR, > ct] < Cre” 2

fir alle t > 0 erfillt ist.

BEWEIS. Sei 0.E. r = 0. Wir wollen die Aussage beweisen, indem wir R;
nach oben gegen die Marke des Prozesses aus Abschnitt 1.3 abschétzen und
zeigen, dass die Aussage auch fiir dessen Marke zutrifft. Fiir gegebenes ¢ > 0
hatten wir in Satz 1.3.2 die Wahrscheinlichkeit, dass ein Partikel, dessen
Ahnenlinie im Punkt x beginnt, bis zur Zeit ¢ den Punkt ct erreicht hat, mit
P, ; bezeichnet und in (1.20) die Ungleichung

t—x
Py < 2610 (_>
I,t — \/E

gezeigt. Hierbei sei darauf hingewiesen, dass wir in Satz 1.3.2 keine determi-
nistische Startkonfiguration vorausgesetzt hatten, sondern eine zufillige, die
es fast sicher unmoglich gemacht hat, dass zwei wache Partikel im gleichen
Punkt starten. Dies ist hier nicht ausgeschlossen, weswegen wir eigentlich die
Wabhrscheinlichkeiten P, ; nicht mit Punkten x € R, sondern durch die zu
Beginn wachen Partikel indizieren miissten. Um uniibersichtliche Notation
zu vermeiden und da sich am Beweis dadurch nichts Wesentliches dndern
wird, wollen wir aber ohne Einschrankung davon ausgehen, dass keine zwei
wachen Partikel im gleichen Punkt starten. Da sich in der Startkonfiguration
lediglich links der 0 wache Partikel befinden, starten auch alle Ahnenlinien
in Punkten « < 0. Folglich interessiert uns nur der Fall x < 0. Wir setzen

nun obige Abschitzung fort zu

J— ct—x 2 cl—T 2
2¢tP (—Ctﬁx> < 2eCt7f\/£\/1276< t2t) < ﬁed/e*( tzt) , (336)
ct —x 21 —x
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wobei wir unter anderem ¢t > 0 und (A.6) benutzt haben. Insgesamt erhal-

962
ten wir wegen e~ 2¢ < 1 die Ungleichung

‘/Ee@*c)%“. (3.37)

7t_m

Py

Die Wahl von x gibt uns auch die (nach Voraussetzung abzéhlbare) Menge
{z(7) : i € Ip} aller Startpunkte wacher Partikel vor. Da (3.37) keine sinnvol-
le Abschétzung fiir = 0 liefert, schreiben wir 1§ := {x(i) : i € Ip, (i) # 0}
und erhalten

PRy > ct] < Py + Pog (3.38)

i€l

Der Summand Fp; taucht auf, da sich nach Voraussetzung im Punkt 0 zu
Beginn ein waches Partikel befindet. Die erste Abschitzung in (3.36) zeigt,
dass Pp; fiir ¢ > 2 exponentiell schnell féllt. Wir wollen nun die Summe
abschétzen. Sei dazu Cpy := min {|x(4)| : ¢ € I}}. Aus den Voraussetzungen
¢>2und 9 < 2 folgt ¥ < ¢ und mit (3.37) deshalb auch

\/i 2—c)ct cx(i \/i 2—c)ct V(i
me(i%tga]e( e ()Sa]e( ot 3 eo(0)

i€l icl) icl)

Wegen y € $y und ¢ > 2 liefert (3.38) dann die Behauptung. O

Wir wissen bereits, dass die ,,schlechten“ Stoppzeiten aus den Definitionen
2.2.9 und 2.2.13 eher klein sind. Zusammen mit Lemma 3.4.4 kénnen wir
nun zeigen, dass auch die Position der Marke zu diesen Zeitpunkten eher

klein ist.

3.4.5 Lemma
Sei 0 <9 <2 und ¢ > 2. Dann gibt es 0 < C,C" < 00, so dass fir x € $y,1,
und fir alle t > 0 gilt:

(M-1)

a) P[Rpn > ct, D < oo] <Ct~ 7 + LCe ",

b) P [Ryn > ct, UH < o0] < =5

¢) P[Ryaw > ct, VAW < o] < LCe ",
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BEWEIS. a)Sei ¢ > 2. Es gilt die Ungleichung

P [Rpu > ct, D < 0o] <P [Rpu > ct, D" <t] + P [t < D < 0]
<P[R >ct]+P[t < D" < o0

(M-1)

<LCe “tyot 1,

wobei der erste Summand mittels Lemma 3.4.4 und der zweite mittels Ko-
rollar 3.3.4 abgeschétzt wurde.
b) und c) genauso unter Verwendung der Lemmata 3.1.2, 3.2.1 und 3.3.1.0J

Die Zeit, die zwischen einer schlechten Zeit und der néchsten guten Zeit
vergeht, hdngt von zwei Faktoren ab: Zum einen von der Zeit, die die Marke
benoétigt, um L weitere Partikel zu wecken und zum anderen, wie oft man
diese L Partikel voranschreiten muss, bis man bei einer guten Zeit angekom-

men ist.

3.4.6 Definition
Auf der Menge {UH < oo} sei

On i=TpH [ — D,

Die o, beschreiben also gerade die Zeit, die die Marke nach einer schlechten
Zeit benotigt, um nL weitere Partikel zu wecken. Wir wollen zum Abschluss

dieses Abschnittes Abschétzungen fiir diese Groflen erhalten.

3.4.7 Lemma
Ist0 < B < aund0 <9 < 2, so gibt es C,C" < oo, so dass firn > 1,

1
X € Sy, und unter der Voraussetzung Mle (0) > L74 gilt:

4.0

2, M=l
Plow> 2500 < oo < (Cnnt)

et

BEWEIS. Mit (3.30) und Lemma A.6 geniigt es, wie in Lemma 3.4.2 die
Abschétzung

M-—-1
4

NpH Ln — TIDH o

g

_ , 3
P [an > D < oo] < (an%> 4 LCe CnLd
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zu zeigen. Es ist P [O‘n > W, DY < oo] kleiner als die Summe
3
& "IDH 1n — TIDH 0
ZIP |:O'n> ’ nﬂ . ,77[<RDH§77[+1,DH<OO:|
1=0 (3.39)

1P [RDH Y B oo} +P [lLin >0 3 ] .
2 2 Lin
Fiir D < oo, erhalten wir nun wegen TpH o < D die Ungleichung
On < TpH [y, — TDH -
Weiter ist dann

H
7nl<RDH§T,l+17D < 00

P |:0'n TIDH,Lnﬂ— NpH
M+Ln — 771}
B

<P |:7'l+Ln -7 >

(M—1)

Nach Lemma 3.4.2 ¢) ist dieser Ausdruck fiir [ > M kleiner als C; (nL)™ 4
fiir ein geeignetes C7 < 0o. Ist hingegen 0 < < M, so folgt mit 3.4.2 b):

N LS
- ColLi \ * (M1-1)
P |:7'l+Ln -7 > mJFL% m} < ( 2 4) +Cy(nL)” 4 -

—L= (M—1)
< (C’énL%> Y 4 Cy(nL)” A
Da wir in (2.7) die Wahl Li > M getroffen haben, gilt fiir ein geeignetes Cs

3
Lin 1_M-1

H - H
Z]P [(Tn S "DH Ln — "D ,ij < Rpn < 77!+17DH < oo} < (C’gL%n) 1
1=0

g

Wenden wir nun Lemma 3.4.5 auf den zweiten Summanden von (3.39) an,

so erhalten wir als Abschéitzung

M—-1

1 —
P [RDH > 5L%n, pH < oo] < (C4L%n) 1

+ LCe—C’nL%

und sind fertig, indem wir Lemma A.6 auf den dritten Summanden von

(3.39) anwenden. O
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3.5 Abschitzungen fiir J; und Partikeldichten

Wir wissen nun also dariiber Bescheid, wie schnell die Marke von einer
schlechten Zeit aus L Partikel voranschreitet. Jedes Mal, wenn sie dies tut,
erhalten wir einen Kandidaten fiir eine gute Zeit. In diesem Abschnitt wol-
len wir also noch kldren, wie viele Kandidatenzeiten man benétigt, bis man
tatséchlich bei einer guten Zeit angekommen ist. Eine der beiden Bedin-
gungen fiir eine gute Zeit ist, dass die exponentielle Partikeldichte ¥ (siehe
Definition 2.2.4) alter Partikel gering genug ist. Im néchsten Lemma sowie im
darauf folgenden Korollar werden wir den Erwartungswert von Vg, (D)

abschétzen.

3.5.1 Lemma

Sei x € Sy 1. Dann gilt P-f.s. auf dem Ereignis {DH < oo} die Ungleichung

v_, (D7) <1

BewEIs. Nach Definition von U ist
Ry > Ry > aot fiir t < UM,

Somit gilt fiir t < UH die Ungleichung a1t — Ry < — (aat — at) < 0. Da f.s.
DM < UH ist, gilt also insbesondere

oy D¥ — Rpm <0 fs.. (3.40)
Genauso ist aber f.s. DY < W, weswegen wir
U, (D) < (D" =Rpn) g
erhalten. Zusammen mit (3.40) liefert dies die Behauptung. O

3.5.2 Korollar
Sei 0 <9 < 2. Dann gibt es ein 0 < C < 00, so dass fiir x € $y,1, gilt:

E W, (D7) 1ips <y | < LC.
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BEWEIS. Im schlimmsten Falle befinden sich alle zur Zeit DH wachen Parti-
kelpfade X(*) mit z > —L zur Zeit D in Rpu. Das liefert die Abschitzung

Vg, (D7) <V_p (DY) + A, , + L, (3.41)

wobei Ag_,, die zuféllige Anzahl von Partikeln mit Startpunkt echt zwischen
Rp und Rp# ist. Nun ist

I |:ARDH]I{DH<OO}} <E |:ARUH]1{UH<OO}i| +E [ARV/\W]I{V/\W<OO}] .

Da V' A W unabhéngig von den Partikeln ist, die rechts von Ry starten, ist
ARy, ., Poisson-verteilt mit Parameter Ry Ay . Da die Wahrscheinlichkeit fiir
das Ereignis {U H < t} mit steigender Partikelzahl zwischen 1y und agy 1t
sinkt, kann man Ap_, ebenfalls gegen eine Poissonanzahl mit Parameter

Rye abschétzen und erhélt
I |:ARDH]1{DH<OO}:| <E |:RUH]I{UH<OO}} +E [Ryawlvaw<oo}]

Somit ist in Gleichung (3.41) der erste Summand dank Lemma 3.5.1 kleiner
als 1 und Anwenden von Lemma 3.4.5 auf den rechten Summand liefert mit
M > 6 die Behauptung. g

Wir geben nun eine Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit an, dass ¥ grofie

Werte annimmt.

3.5.3 Lemma
Fiir alle s >0, A >0 und t > 0 gilt:

2
@) P[Wg (Tm) > A, 7 < 1] < 3A"1T0 (0, x) e T 71080FDM fizp iy > 1.

2
b) P[0 (Tm) — Upor, (Tin) > AT — T < 8] < 3A~LLe Tt loa(149)(m—k)
fallsm >k > 1.

BEWEIS. a) Nach Definition ist

()
Vo (1) = eV Z e Xrm
i<0

.. o . (1) 2 (4) (1) .
Fir 7, < t und X; :=sup {X;,0 < s <t} ist eI Xrm < WX < 9% Wir
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erhalten also

I [\IIO (Tm) ]1{7m<t}] <k 6_197]'" Zeﬁ)?t(i) =K [e—ﬂﬂm} E Z eﬂ)?gi)

i<0 i<0

Wie in (3.27) sieht man nun, dass der rechte Faktor beschriankt ist durch

Z <1 + 261922t> BACK < 3% (0, %) e§t.

i<0

Weiter ist E [e=77] = (14 9)™™ und wir erhalten a) mit der Markovun-
gleichung.

b) Hier kénnen wir vorgehen, wie in Teil a), nur dass wir nicht iiber al-
le ¢ < 0 Summieren, sondern iiber k — L < ¢ < k. Die Behauptung folgt
dann dank der starken Markoveigenschaft des Prozesses und mit Hilfe der
Abschétzung Wy (1) — Vg—p (1) < L, die wir wegen der fiir alle i < k
giiltigen Ungleichung e_ﬂ"keﬁxgg < 1 erhalten. O

Fiir den néchsten Korollar sei an Definition 3.4.6 erinnert. Wir bendtigen
vorher auch noch die folgende Definition.
3.5.4 Definition

Fiir y € R sei der rdumlichen Verschiebungsoperator ¢, : $y — Sy gegeben
durch

(@) = (+y,7+y),

wo wir in der ersten Komponente y als Abbildung y € (—oo,” + y)! mit
y(i) = y verstehen.

3.5.5 Korollar
Sei 0 <9 < 2. Dann gibt es ein C < 00, so dass fiir jedes x € Sy9.1,, A >0
und n > 1 die Ungleichung

2
P [Vpn o (Tpa ) > X om < 20 'nL, D < o0] < A_lCLefnLOOg(Hﬁ)*Z*S)

erfillt ist.

BEwEIs. Die Konfiguration schlafender Partikel ist beziiglich Translationen,
die einen der Punkte 7,, 2z > 0 in die 0 schieben, translationsinvariant. Des-

halb und wegen der starken Markoveigenschaft gleicht die linke Seite dem
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Ausdruck
E [IPC*RDH (Xpu Rpm)) [\I/(] (TnL) > )\,TnL < QOég_lnL] ]l{DH<oo}:| .

Wenden wir nun zunéchst Lemma 3.5.3a) mit m = nL und ¢ = 2nLag Lan,

so sehen wir, dass obiger Term durch

92
E [3)\_1\11 Ry (DT)e PP o)y DH<OO}]

92

=3l M0 [y (D) i |

beschrinkt ist. Nach Voraussetzung diirfen wir nun Korollar 3.5.2 auf den

Erwartungswert anwenden und erhalten so die Behauptung. O

Das néchste Lemma beschéftigt sich mit der anderen Bedingung fiir eine
gute Zeit: Es miissen geniigend viele junge Partikel in der Ndhe der Marke

sein. Wir zeigen, dass die Chancen gut stehen, dass dieser Fall eintritt.

3.5.6 Lemma
Sei 0 < ¥ < 2. Auf {DH < oo} gibt es dann 0 < C,C" < oo, so dass gilt:

a) Ist j(vo (Ro) > 1, soist P [Mo,n(m) < %] < Cn~2 fiir alle n > 1.

b) Weiter gilt fir ni € N:

(M-1)

1
P |MP", (tpr,) < < Cn S078) 4 [ Qe Cn M)

n—n4.n

3
|3

BEWEIS. a) Sei 0 < f < a.. Dann ist

P [Mo,n(fn) < g}

(3.42)
<P [Mo,n(Tn) < %,Tn < 2;] +P |:Tn > 25”]

Tritt nun das Ereignis im ersten Summanden ein, so muss insbesondere
eines der Partikel X () mit {%] < j < n bis zur Zeit %” den Ort 0 erreicht

haben. Somit konnen wir den ersten Summanden in obiger Ungleichung
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folgendermaflen abschétzen:

P | Mo,n(7n) < PR 25”} VLJ P [BW = ”[%ﬂ

<nP [anﬁ—l > ?7(%1} ;

wobei (Bt)t20 eine Brownsche Bewegung ist, Et :=sup {Bs,0 < s <t} und
in der letzten Ungleichung das Spiegelungsprinzip verwendet wurde. Dies

lasst sich nun wiederum nach oben abschéitzen durch

n (cb (- Z,g) +P [n@ < Z]) . (3.43)

Schliefflich kénnen wir mit Lemma 3.4.2 a) den zweiten Summanden von
(3.42) gegen Cn~% abschitzen und erhalten so die Behauptung, da (3.43)
sogar exponentiell fillt (sieche Lemma A.6).

b)Es gilt fiir jedes m > 0 die Ungleichung

P |MP", (rpu,) < ]
n— n

S
S

-

P MDH (TDH,n) < nt

1
0 n—nidn 2

+P [Rpu > . D < 0]

NE

e < Rpu < 77k+1]

i

m i 1
ni

< R
- kZOIP Mk—&-n—n%,k—&-n (Tk—i-n) < 2 ]

+P [Rpu > 2m, D < oo] + P [, > 2m)].

Unter Verwendung der starken Markoveigenschaft und Teil a) fiir den ersten
Summanden, Lemma 3.4.5 fiir den zweiten, sowie Lemma A.7 fiir den dritten
Summanden konnen wir dies fiir geeignete 0 < C,C’ < oo abschatzen gegen
Cmn~3 +Cm™ —l— LCe= %™ Wihlt man nun m = n <M+3) so folgt die
Behauptung. O

Wir fassen nun die bisher in diesem Kapitel gesammelten Erkenntnisse zu-
sammen, um eine Abschétzung fiir die Wahrscheinlichkeit zu erhalten, dass
eine der beiden Bedingungen fiir eine gute Zeit nicht eintrifft. Beziiglic]rll der

im weiteren Verlauf wieder auftauchenden Bedingung M g 0(0) > LTZ sei
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noch einmal an die Bemerkung vor Lemma 3.4.2 und an Bemerkung 3.4.3

erinnert.
3.5.7 Korollar

Sei 0 < ¥ < 2. Dann gibt es 0 < C,C" < o0, so dass fiir alle x € Sy, 1, unter
— 1
den Voraussetzungen Xo (Ry) > 1 und Mszle,o(()) > LT“ gilt:

1
Lz
P {\IIDH,O (TDH,L) > Q} @] {MLDHL%I (TDH,L) < 2} 7DI{ < OO]
_ _92 —M=lig (M-1)
Sq_lCLe L(log(1+ﬁ) 23) n (C_IL%) 1 +CL78(I§\I/I+13>
| [ OO LT

BEWEIS. Offenbar ist

P

1
{\I’DHo(TDHL)>q}U{MDH1(TDHL)<M},DH<OO]
’ ’ L-L1% ’ 2
<P [Vpu g (tpu ) > q, D < 0] (3.44)

1
Li
+]P MDH 1 (TDH,L) < -

L-r} 2

,DH < oo] .
Den ersten Summanden schitzen wir weiter ab durch

P [\I/DH70 (TDH,L) > q,DH < OO]

<P [Upn g (tpu 1) > 4,01 < 205" L, D < 00 + P [o1 > 205" L].

Wenden wir nun Korollar 3.5.5 fiir n = 1 und A = ¢ auf den ersten und

Lemma 3.4.7 auf den zweiten Summanden an, liefert dies

P [\IJDHﬂ (TDH,L) > q,DH < OO]
M-1

2 _ +1 , 3 (345)
< q_chefL(log(lJrﬁ)fz—B) n (C_lL%> T roeotd

Da nach Voraussetzung X (Ro) > 1 konnen wir Teil b) von Lemma 3.5.6

auf den zweiten Summanden in (3.44) anwenden und sind fertig. O

Nach einer schlechten Zeit D muss die Marke Jpr-mal (siche Definition
2.2.15) L Partikel weiterlaufen, bis man bei der néchsten guten Zeit ange-

kommen ist. Wir werden nun zeigen, dass Jp# eher klein ist, und dass sich
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der Ort, an dem sich diese gute Zeit abspielt, eher nahe bei Rpx ist. Zu-
sammen mit der Tatsache, dass auch schlechte Zeiten schnell oder gar nicht
eintreten (siche Korollar 3.3.4 und Lemma 3.4.5) wird uns dies die Endlich-
keit der ersten und zweiten Momente der Regenerationszeiten liefern.

3.5.8 Lemma

Sei 0 < 9 < 2. Dann gibt es ein 0 < C < oo und ein Ly € N, so dass fiir
L > Lo und x € 3y 1, die folgenden Aussagen erfillt sind:

1

a) Ist Xo (Ro) > 1 und M_ 4 0 (0) > LTZ, so gilt fir jedes t > 0

P nDHw]DHL RDH >Lt .DH<OO <Ct3 NI :

b) Ist Xo (Ro) > 1, so gilt fir jedest > 0:

P > Lt,U = o0] < Ct3~ "1

BEWEIS. a) Wir stellen zunéchst fest, dass
P [npu s 1~ Rpun > 2Ln} <P [npap — Rpi > 2Ln] + P [Jpu > n]

und dass der erste Summand exponentiell in n fillt (nach Lemma A.7). Wir
interessieren uns also fiir den zweiten Summanden. Um diesen abzuschétzen

zu konnen, definieren wir die Ereignisse
n
ﬂ {\I/DH (i-1)L TDH’iL,XDH) > q} U B, wobei

1
Li
B; = {MDH 1. (TDH,iL) < 24} .

iL—L4 4L

B,, ist also das Ereignis, dass bei den ersten n Kandidaten fiir eine gute Zeit

nach D! jeweils eines der beiden Kriterien nicht erfiillt war. Es ist damit
P [Jpu >n,D" < o] =P [B,, D" < 0] (3.46)

Sel weiter

A :=Vpur, — VYpu (s_1)L;
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dann ist Wpw (,_1) = Wpu g —&-Zz;% Ay. Setzen wir weiter fiir 1 <k <n-—1

0= {q’DH,o (TpH nr) > an—l} und Ay := {Ak (Do) > QNL—’C}’

so erhalten wir {\IJDH’(n_l)L (TDHmL) > q} C UZ;(I) A} und damit insbe-

sondere )
B, C B,_1N <B; U Ag) :
k=0

Wir erhalten also die Ungleichung

n—1
P [B,, D" <oo] <Y P [A}, By 1,D" < 0] + P B}, By_1,D" < 0] .
k=0

(3.47)
Wir wollen im Folgenden die Abkiirzung 7% := Tpa iy, verwenden. Aufgrund
der starken Markoveigenschaft gilt nun auf {DH < oo} firl<k<n-1
und A € R die Gleichung

P [Tn — k> /\‘}—Tk_l} - IP(XkahRkal) [T(n*kJrl)L —TLZ /\] ’

auf die wir nun Teil ¢) von Lemma 3.4.2 anwenden kénnen, um

2(n—k)L -

P [T" — k> ("a)’f] <CO(n—kL) % (3.48)
3

zu erhalten. Eine weitere Anwendung der starken Markoveigenschaft liefert

zusammen mit Teil b) von 3.5.3:

n q n k 2(17,—]{3)L The—
P[Ak(7)>2nk,7 -7 <70[3 FTh-1

(3.49)
10g(1+19)7ﬁ>

<3q—12n—kL€7(n7k)L< ag
Nach Definition der A} und mit (3.48) und (3.49) erhalten wir also fiir n > 2
und 1 < k <n —1 die Abschitzung
—(n— _ 202 -
P AL Fons] < 3q 120k Lo~ mRE(0s0=50) | 0y gy )
(3.50)

Weiter erhalten wir wie in Korollar 3.5.7 mit Hilfe von Lemma 3.4.7 und
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Korollar 3.5.5 mit A = 2-("=Dgq fiir n > 2 die Ungleichung

n—1

P [Af D < o] < CLG—”L(IOg(lJrﬁ)—Z%) N <C’_1nLi)M41H

1
AMT3)

+ Lce—C’(nL)
(3.51)

Schliefilich folgt noch fiir n > 2 mit Teil a) von Lemma 3.5.6 und der starken

Markoveigenschaft

M—1

P [B|Frna] < CL™5 < CL™ 80053, (3.52)

Wir méchten nun Lemma A.1 verwenden. Dazu definieren Folgen

M- 1 3\ — M
ay :=3CL 3M+3) q, ::4<Cf (n—l)L1> ,n > 2 und

cn:=P[By, D <o0],n>1,
wobei wir das C' aus Korollar 3.5.7 verwenden. Nun gibt es ein Lg, so dass

fiir alle L > Ly wegen M > 10 die Ungleichung Y ° | a, < 1 gilt und fiir
alle n € N die Ungleichungen

q
(3.53)
und
1,3 —M471+1 _ M-1
(C* LZ) < LS (3.54)

erfiillt sind, wobei wir bei der ersten (2.5) und bei der zweiten M > 6 benutzt
haben (dies ist die in Bemerkung 2.2.8 angekiindigte Stelle, an der wir L
moglicherweise vergrofern miissen). Wir wollen nun die Voraussetzungen

von Lemma A.1 priifen. Wir miissen also zeigen, dass

n—1
cn < ap + Z Qp—iCr, fiir alle n € N. (3.55)
k=1

In Korollar 3.5.7 wurde ¢; abgeschétzt. Diese Abschitzung zusammen mit
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(3.53) und dann (3.54) liefert ¢; < ay. Da fiir n > 2 das Ereignis B], un-
abhingig von F.»-1 und B,_1 ist, gilt weiter mit (3.52):

M—

P[B!, By_1, D" < c0] < CL™ 5019 P [B,_y, D! < o

(3.56)
< a1P [Bp-1, D" < oc].

a

Die Abschiitzung (3.51) zusammen mit (3.53) liefert P [Af, DH < oo
wihrend wir durch (3.50) und (3.53) die Ungleichung P [A7, D < oo]

erhalten. Zusammen gilt also fiir n > 2:

<
<

an

2

an
2

P[A, B, 1,D < 00| + P[A}, B, 1, D < 0] < ay. (3.57)

Genauso erhalten wir durch (3.50) und (3.53) fiir 2 < k < n — 2 die Un-
gleichung P [A}|F k-1] < ap_g41. Da fiir solche k weiter B,_1 C Bj_; gilt,

erhalten wir

P [A}, By—1, D" < 0o] <P [A}, By—1, D" < 0]

(3.58)
< ap_p+1P [By_1, D" < 0]

Auf die gleiche Art ergibt sich schliefflich fiir n > 3 die Abschiatzung

P [AZ—D

B,_1,D" < o0] <P [A}_y,B,_5, D" < ]

n—1>

(3.59)
< aslP [Bn,g,DH < oo] .

Insgesamt erhalten wir nun (3.55) fiir n > 2, indem wir die Abschitzungen
(3.56),(3.57),(3.58) und (3.59) in (3.47) einsetzen. Somit kénnen wir Lemma

A.1 anwenden, das zusammen mit (3.46) und > 7, n 1T 3a, < 0o liefert,

dass

o0
ZnMZl*SIP [JDH >n, DI < oo] < o0.
n=0

Insbesondere ist somit limsup,,_, n' i 3P [JDH >n,DH < oo] = 0 und

wir finden ein C' < 0o, so dass fiir jedes n € N die Ungleichung

P [JDH >n, D < oo} < Cnd= "1

erfiillt ist. Da P [J pr > t,DH < oo] monoton in ¢ fllt, folgt die Behauptung
auch fiir t € R.

b) kann genauso bewiesen werden, indem man die gleiche Folge (a,)n>1 wie
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in Teil a) und
P[Jy>nU=00]=P[B,,U=0]=:¢,

verwendet, wobei man

Bn:¢j{wu4ﬁwu)>p}u3;

=1

1
L4
o .
Bn = {MiL—Li,iL(T’L) ) }

setzt. Die Voraussetzung

und

Al

L

M 1 (0)27

Lo (3.60)

wird in Teil a) nur bendtigt, um Lemma 3.4.7 und damit Korollar 3.5.7

bzw. (3.51) anwenden zu konnen. Statt P [o,, > %] (wie in Lemma 3.4.7)

miissen wir hier aber IP [Tn L > %] abschétzen. Da wir nach Definition von

U und mit Lemma A.7

2nL
P 7. > L,U =oo| <P >2nL] < e~ CnlL
o3
und somit eine noch bessere Abschéitzung als in Lemma 3.4.7 erhalten,
konnen wir auf (3.60) verzichten. Die Behauptung folgt dann wie eben aus

Lemma A.1. O
3.5.9 Korollar
a) Sei x € Sy, derart, dass es ein k € N gibt, so dass x die Bedingung
aus Bemerkung 3.4.3 fiir k und fiir ein hinreichend grofies L' > L
erfillt. Dann gilt
Jo < o0 fs..

b) Dies gilt auch fir x = (n,0) und auf {U = oo}.

BEWEIS. a) Wie in Bemerkung 3.4.3 erwéhnt, kann man Lemma 3.4.2 b)
auch fiir deterministische Startkonfigurationen zeigen, indem man Voraus-
setzung (3.60) durch die dort angegebene Bedingung ersetzt. Je nach Wahl

von k konnen sich dann die Konstante in der letzten Abschitzung des Be-
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weises und damit auch die Konstanten in Lemma 3.4.7 und letztlich Korollar
3.5.7 &ndern. Wir kénnen dann dennoch genau wie in Lemma 3.5.8a) (mit
den Modifikationen aus Lemma 3.5.8b)) zeigen, dass es fiir 0 < ¥ < 2
ein 0 < € < oo und ein Lo gibt, so dass fiir alle L > Ly und x € $y, 1,
mit Xo (Ry) > 1, die die Bedingung aus Bemerkung 3.4.3 fiir ein L > Lo
erfiillen, die Abschéitzung

3_M-1

P>t <C; 3 (3.61)

gilt. Im Beweis muss hierbei lediglich beachtet werden, dass moglicherweise
die Konstante in der Definition der a,, und damit auch Lg angepasst werden
muss. Ist L' > Ly, so gilt folglich (3.61) und damit auch die Behauptung.

b) Das sind direkte Folgerungen aus Lemma 3.5.8a) bzw. b). O

Zum Abschluss stellen wir noch fest, dass immer gute Zeiten folgen (zur
Definition von Sy und D¥ siehe Definition 2.2.16).

3.5.10 Korollar

In den in Korollar 3.5.9 beschriebenen Situationen gilt:
S1 < o fs.
und fir k > 2 gilt
Sk < oo f.s. auf der Menge {Df_l < oo} .
BeEwEIs. Die erste Behauptung ist eine direkte Folgerung aus Korollar 3.5.9

und aus {57 < oo} = {Jyp < oo}. Die zweite Behauptung folgt mit Teil a)
von Lemma 3.5.8 und {S’k < oo,D,?_1 < oo} = {JDgI < oo,D,l;I_1 < oo}. O



Kapitel 4

Regeneration und

Grenzwertsatze

4.1 Die Regenerationsstruktur

In diesem Abschnitt zeigen wir die zentralen Aussagen der Arbeit. Zunéchst
werden wir nachweisen, dass die zuvor in den Definitionen 2.2.18 und 2.2.19
definierten Regenerationszeiten endliche erste und zweite Momente haben,
wenn man auf {U = oo} (siehe Definition 2.2.9) bedingt. Danach werden
wir sehen, dass der Prozess zu diesen Zeiten in gewisser Weise einen Neu-
start durchfithrt. Wir wollen zunéchst zeigen, dass die Regenerationszeiten

iiberhaupt endlich sind.

4.1.1 Satz
In den Situationen aus Korollar 3.5.9 gilt P, — f.s., dass kK < oo.

BEwEIs. Aus Korollar 3.5.10 und Lemma 2.2.20 folgt, dass fiir jedes k € N
die Ungleichung

Pk =o0o] <P [ = o0] <P [DF < 0]

erfiillt ist. Nach Lemma 2.2.17 sind nun fiir jedes k € N die Voraussetzungen
von Korollar 3.3.4 erfiillt und wir erhalten dank der starken Markoveigen-
schaft

Pk =o00] < (1-06)F.

Der Grenziibergang k — oo liefert nun die Behauptung. O

69
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Die Idee beim Beweis des folgenden Lemma ist einfach: Wir haben zuvor
gesehen, dass sowohl der Weg zum Ort der néchsten schlechten, als auch der
Weg zum Ort der néichsten guten Zeit eher kurz ist. Bedingt man nun noch
darauf, dass U = oo ist, also darauf, dass die Marke ziigig vorankommt, so

ist auch die Regenerationszeit eher klein.

4.1.2 Lemma
Sei e >0 und M aus Definition 2.2.6. Dann gibt es ein 0 < C' < oo mit

M-—-1

Pos, [k > t|U = 00] < O3~ 77 T=,

BEWEIS. Aus Lemma 2.2.20 und Satz 4.1.1 folgt
Pos, [k > t|U = 00| < Pag, [/@H > t!U = oo]

= P, [Sk > t, K7 = k|U = oo ,
k=1

wobei es sich um K aus Definition 2.2.19 handelt. Die starke Markovei-
genschaft angewendet auf die Stoppzeiten S;,j > 1 liefert zusammen mit
Korollar 3.3.4 fir k£ > 1:

PS>t K" =k|U=00] <P [Dff <c0,....Df" | <o0] <(1-8)"!
Somit ist also fiir jedes [ > 0:
Pk > t|U = ]

PS>t K" =kU=00] + Y P[S >t K" =kU=oc]
k=l+1

-

B
=1
—

<Y Pt < Sk < oolU =o0]+671(1—-6).
k

Il
—

(4.1)

Damit die k-te gute Zeit S grofl werden kann, muss nun mindestens ein Weg
Rp, — Rg; bis zur néchsten schlechten Zeit oder ein Weg ND;,Jp, L~ Rp, bis
zur nichsten guten Zeit fiir ein j < k grofl sein. Wir wollen diese Aussage

formalisieren indem wir Dg := 0 setzen, ¢ > 2 fest wéhlen und fiir 0 < v < 1
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die Ereignisse

A = {RD1 —Rg, <ct",...,Rp, , —Rs, , <ct?, S < oo} und

Bk = {nDvaDOL — RDO < Lt')’7 .. '777Dk717JDk,1L - RDk71 < Lt’}” Sk < OO}

definieren. Tritt nun Ay N{U = oo} ein, so ist

k—1
a8, < Rg, < ket + Z (T]Dj,JDjL — RD].) .
j=0
Weiter sieht man, dass beim Eintreten des Ereignisses Ay N B N{U = oo}
die Ungleichung
QQSk < kt” (C + L)

gilt. Fiir alle ¢ mit
ity L
t > ﬂ
e5)

(4.2)

und fiir alle k£ <[ gilt folglich

IP[t < S < OO,Ak,Bk|U = OO] =0
und damit auch die Ungleichung

Pt < Sk <oo|U =o0] <P[AL, Sk < oo|U = 0] + P [Bf, Sk < 0o|U = 0] .
(4.3)

Fiir den ersten Summanden von (4.3) erhalten wir nun die Abschétzung

k—1
P [Af, Sy < 0o|U = 00] SP[U =00] 'P || J {Rp, — R, >t}
j=1

Ed

<P =oo 'Y [{Ro, - s, > )]

<(k—1) 0t

< <.
Il
=

wobei wegen Lemma 3.1.3 P [U = oo] > 0 ist und die letzte Ungleichung aus

Teil a) von Lemma 3.4.5 folgt. Mit einer entsprechenden Rechnung erhalten
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wir fiir den zweiten Summanden von (4.3) die Ungleichung

P [Bf, St < oo|U = oo] < ket (3= 557),

wobei wir Lemma 3.5.8 angewendet haben. Wir miissen nun fiir jedes ¢t den
Parameter [ klein genug wéhlen, dass der erste Summand von Abschétzung
(4.1) nicht zu langsam in ¢ fillt und dass Bedingung (4.2) fiir hinreichend
grofle t erfiillt ist. Auf der anderen Seite miissen wir es so gro wiahlen, dass

der zweite Summand in (4.1) schnell genug fillt, wenn ¢ grofler wird. Wir

l = <M4_ L 3) <log <1i5>)_1log (t).

Weiter kénnen wir nun fiir gegebenes € > 0 den Parameter 7. < 1 so grofl

wéahlen dazu

wahlen, dass

[l]
> (P A, Sk < o0|U = o] + P[Bf, Sy < 0o|U = o0]) + 671 (1 - 6)"

k=1
SC, (log (t))Q (th%% + Ct%(?’_#)) + (57175%(3_ M4—1)
SC” (lOg (t))2 t%(B*%) < C,,,t3_ M4—1+87

Da v. < 1 gilt, gibt es ferner ein tg, so dass fiir alle ¢t > ¢y Bedingung (4.2)
erfiillt ist und wir sind fertig. O

Die erste unserer beiden Hauptaussagen folgt nun direkt:

4.1.3 Satz
Unter der Anfangsbedingung 26y gilt fiir £ und Ry:

Ess, [H2‘U:OO] < 0o und Iy, [RE‘U: oo] < 00

BEWEIS. Sei 0 < e < i. Aus Lemma 4.1.2 folgt dann:

Eos, [K*|U = 0] :2/ tP [x > t] dt
0

oo
< C/ A= gt < oo,
0
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da wir M > 22 vorausgesetzt haben. Fiir die zweite Aussage nehmen wir fiir
fest gewahltes ¢ > 2 die Abschétzung

P [Ry > ct] [Ri. > ct,k <t]|+P [k >t

<P
<P[R: > ct]+ P [k > ]
vor und erhalten die Aussage genauso aus den Lemmata 3.4.4 und 4.1.2. [J

Um die Regenerationsstruktur préizise angeben zu koénnen, benétigen wir

noch die folgenden Definitionen.

4.1.4 Definition
Wir bezeichnen (mit Hilfe der Notation aus Definition 2.1.2) mit

X (w) = (X 0by) (w)

den Partikelprozess derer Partikel, die sich zur Zeit s rechts oder auf der
Marke befunden haben, ab der Zeit s.

4.1.5 Definition

Sei (Ft);>o die natiirliche Filtration des Prozesses (X),q. Wir definieren

Qn =0 ({Hn < tn} N AtnvAtn € ftn)

und setzen G := Gy.
Sei ferner (F}'),, die natiirliche Filtration des Prozesses X*", der entsteht,
wenn man zu den ersten n Regenerationszeiten jeweils alle Partikel links der

Marke entfernt. X ™ ist also gegeben durch

X; fir t < k1,
X = Xttnn,/{n fiir k, <t und (4.4)
Xttm-,m fiir K, <t < kippund 1 < i < n.

Wir definieren G;, genauso wie Gy, nur, dass wir in der Definition F; durch
F7' ersetzen und es gilt G’ := G| = G.

Wir wollen bei G,, an Ereignisse vor der Zeit k,, denken. Nun kénnen wir die
Regenerationsstruktur beschreiben: Erreicht man eine Regenerationszeit, so

verhalten sich die Partikel, die sich zu diesem Zeitpunkt auf der Marke oder
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rechts davon befinden, genauso, wie sich die Partikel in einem neu gestarte-
ten System verhalten wiirden, in dem anfinglich nur zwei Partikel auf der
Marke starten, und dass darauf bedingt ist, dass sich die Marke immer rechts
von der ago-Barriere befinden wird. Die formale Beschreibung fiir die erste
Regenerationszeit liefert der folgende Satz. Dort und im Folgenden bezeich-
nen wir wieder mit ¢, den rdumlichen Verschiebungsoperator aus Definition
3.5.4 bezeichnen. Um die Notation iibersichtlich zu halten, wollen wir dabei
Gx Xt statt ¢, (X, Ry) schreiben.

4.1.6 Satz
Sei A C D([0,00),%y) eine Borelmenge und x € Sy. Dann gilt

P, [c—r, X1, € A|G] = Py, [X. € AJU = 0.

BEWEIS. Es ist fiir alle B € G zu zeigen:
P, [BN{c_p. X7 € A}] = Py [B]Pys, [X. € AU = o] .

Nach Satz 4.1.1 erhalten wir die Umformung
Py [BN{s—r, X% € A}] =Py [BN{k < 00,c_p, X, € A}]

o0
= ZIPX [B N {Sk <00, Dy = OO,C_RNAX,—:'_H € A}]
k=1

o0 o0
=S P [B{Re, = e, 81 < 0, D= e, X, € A}
k=1 z=1

(4.5)

wobei wir in der letzten Ungleichung den Umstand genutzt haben, dass
es nach Konstruktion von Sj stets ein z € N gibt mit Rg, = 7.. Nach
Definition von G ist {x = Si} N B € G, weswegen wir ein By, € Fg, mit
{k = Sk} N B = {k = Sk} N By, finden kénnen. Wir fahren fort mit

ii]?x [B n {Rsk =12, Sk < 00, Dy = 00,6, X ¥g € AH
k=12=1

(e Sle o]

- Z = +

a Ex [an”{Rsk:%Sk<oo}IPx [Dk = 00,6, X g, € A‘}—Skﬂ _
k=1 z=1

(4.6)
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Da aus Dy = oo folgt, dass keines der Partikel, die sich zur Zeit Sy links der
Marke befinden, nach der Zeit S; jemals wieder Einfluss auf die Marke haben
wird, héngt Xjrsk nicht von diesen Partikeln ab und ist somit unabhéngig
von Vi, A Wy,. Ferner sind Uy, und Vi, A W}, bedingt auf Fg, unabhéngig. Mit
Hilfe der starken Markoveigenschaft sehen wir somit, dass auf der Menge
{Sk < oo} N{Rg, =n.} die Umformung

P, [Dk = oo,g_an,TSk € A’fsk}
=P, [Uk = 00, Vi A Wi = 00,5, X, € A|F,]

(4.7)
=Py [Uk - Oo’g—UzX'—j—Sk €4

fsk] P, [Vi, A W, = 00| Fs, ]
:]P2§O [U =00, X. € A] IPX [Vk AW, = OO’j:Sk] .

gilt, wobei wir benutzt haben, dass sich auf {S; < oo} N {Rg, =n.} zur
Zeit Sy f.s. genau zwei Partikel in 7, befinden. Setzen wir dies nun in die

Rechnung aus (4.5) und (4.6) ein, so erhalten wir schliefllich

P, [BNn{s_r, X" € A}]

:IP260 [U =00,X. € A] ZZIPX [Bk N {Vk AW = OO,RS}C = 77Z7Sk < OO}]
k=1 2z=1
(4.8)

und fiir A =D (]0,00);%y) gilt dann

IPX [B] = IP250 [U = OO] ZZIPX [Bk N {Vk AW = OO,RSk =1, < OO}]
k=1 z2=1
(4.9)

Gleichsetzen von (4.8) und (4.9) liefert schliefilich die Behauptung. O

Die Aussage gilt nicht nur fiir die erste Regenerationszeit. Um dies zeigen
zu kénnen, werden wir allerdings noch die folgenden Lemmata bendtigen.
4.1.7 Lemma

Unter der Startbedingung x = 20 gilt {U = oo} € G'.

Beweis. Unter der Startbedingung x = 26y gilt R” = R; (siehe Definition
2.1.2). Angenommen, es wire k < U < oo, dann wiirde nach Definition auch
Uk < o folgen. Dies steht aber im Widerspruch zu k = Sk, also ist entweder

U < k oder U = co. Da ersteres G'-messbar ist, folgt die Behauptung. I
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4.1.8 Lemma
Auf {K =k} gilt {Vixy A\Wi, < oo} € G fiir alle k < k.

BEWEIS. Nach Definition der Stoppzeiten V' und W sieht man direkt, dass

{Sk < Vi AW, < OO} C {VkJrl AWy < OO}

Wie in Lemma 4.1.7 folgt dann, dass fiir &k < k' entweder Vi, A W}, < k oder
Vie AN Wy, = oo gelten muss. ]

4.1.9 Lemma
Sei A C D([0,00),3y) eine Borelmenge. Fiir alle n € N ist dann

Py [, X, € AlGn] = Py [s-r., X, € AlG,] .

BeEweIs. Da G/, C G, gilt, miissen wir zeigen, dass P, [g, R, X.‘fnn S A‘Qn}
messbar beziiglich G, ist. Das Verhalten von ¢_g, X7, héngt lediglich von
der Markenbewegung und den Brownschen Bewegungen, welche den Parti-
keln zugeordnet sind, die sich zur Zeit &, rechts oder auf der Marke befinden,
ab. Die Messbarkeit folgt deshalb aus der Konstruktion der Regenerations-
zeiten, da kein Partikel, welches sich zu einer Regenerationszeit links der
Marke befindet, jemals wieder Einfluss auf die Bewegung der Marke haben

wird und G, somit alle Informationen iiber die Marke enthiilt. g

Nun kénnen wir Satz 4.1.6 fiir alle Regenerationszeiten zeigen.

4.1.10 Satz
Sei A C D([0,00),%y) eine Borelmenge. Dann gilt

Py [c—r,, X1, € A|Gy] =Py, [X. € A|U = oq].

HRn

BeEwEIls. Dank Lemma 4.1.9 geniigt es zu zeigen, dass

Py [c—r,., X1, € A|G,] =Py, [X. € A|U = ]

YK

gilt. Der Beweis hierfiir folgt durch Induktion nach n, wo Satz 4.1.6 be-

reits den Induktionsanfang liefert. Sei also die Aussage fiir n gezeigt. Wir
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definieren die Abbildung ¢ : D ([0,00),$y) — D ([0,00),$y) iiber
o(W)() := s pew(r(w) + ).

Sei B’ € G/ ,. Nach Definition wird G, als o-Algebra von G; = G und
0~ (G") erzeugt, wo wir G/ genauso erhalten wie G/, nur dass wir in der
Definition statt des Prozesses X ™ den Prozess verwenden, den wir erhalten,
wenn wir in (4.4) in der ersten Zeile X; durch X,  ersetzen. Insbesondere ist
damit G” C G!. Weiter sind G und ¢~ ! (G/) nach Konstruktion unabhingig.
Es geniigt die Aussage fiir einen schnittstabilen Erzeuger von G, | zu zeigen,
wir konnen also 0.E. B’ = BN B” annehmen, wo B € G und B” € p~! (Gn.
Wie in Satz 4.1.6 wollen wir zeigen, dass

P, [B’ N {g_RKnHXJF € A}] =P, [B] Py, [X. € AU = o0].

HRn41

Wir betrachten die Gleichung
B [50 fecn X, € 4)] =y 5050 (i X € 4)

und gehen nun wie in Satz 4.1.6 vor. Wir schreiben ¢"* :=¢_, S—(Rucpy 1 —Re)
und erhalten so statt (4.6) die Gleichung

o0 oo
SRy B0 {Rs, = 08k < 00, D = o0, € 4]
k=1 2z=1

0o 00
55 310 (RPN (7 PR ) 8
k=1 z2=1

Da B” von G unabhingig ist, ist B” aufgrund der in Lemma 4.1.8 gezeigten
G-Messbarkeit von Vi, A W) auch unabhéngig von Vi A Wi, und wir erhal-
ten wie in (4.7) auf der Menge {S; < oo} N {Rgs, = 1.} dank der starken

Markoveigenschaft die Umformung

Py [B" 0 {Dy = 00,6 X1, , € A}‘fsk}
=Pos, [0 (B") N{U = 00,¢_g,, X', € A} Py [Vi AW, = 0| Fg,].
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Es gilt schliefllich &hnlich wie bei (4.8) die Gleichung

Py B 0 {5 p.,. X, € A}]
=Pas, [o(B") N {U = o0,5_g,, X € A}]

-ZZ]PX [Bkﬂ{vk/\Wk = OO,RSk =1, 5 < OO}],
k=1 z=1

und statt (4.9) erhalten wir
Py [B] =Pas, [o(B") 0 {U = oc}]

N Py [Br N {Vi AWy = 00, Ry, =1z, S, < 00}
k=1 z=1

Insgesamt folgt somit

P, [B’ N {@R%HX_J;%H € A}]
=P, [B'] Pas, [s—r., X, € Alo(B") N{U = c}].

Nach Lemma 4.1.7 ist fiir die Startbedingung x = 2Jy das Ereignis {U = oo}
messbar beziiglich G’ und somit ist o(B”) N {U = oo} € G/, weswegen wir

die Induktionsvoraussetzung anwenden koénnen. O

Wir kénnen nun die zweite zentrale Aussage formulieren, die uns dann zu-
sammen mit der Endlichkeit der ersten und zweiten Momente von k und R,
Grenzwertséatze liefern wird.

4.1.11 Satz (Regenerationsstruktur)

Sei x € By. Dann gelten die folgenden Aussagen:

i. Unter Py sind die Zufallszeiten {k1, ki — Ki—1 : % > 2} unabhdngig. Fer-
ner sind die Differenzen {k; — ki—1 : i > 2} identisch wie k1 unter dem
Maf$ Pys, [-|U = oo] verteilt.

it. Unter P, sind die Zufallsvariablen {R./\,ﬂ, Rip, 4ynm; — Fim1 002> 2}
unabhdngig. Ferner sind die Differenzen {R(ni_1+~)Ani — K11 2> 2}
identisch wie R.px, unter dem Maf$ Pos, [-|U = oo] verteilt.

BeEweis. Das folgt direkt aus Satz 4.1.10. Wichtig ist hierbei, dass wir in
Definition 2.2.18 W{ () und nicht ¥, ,(¢) verwendet haben. O
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4.2 Grenzwertsatze

In diesem Kapitel werden wir die Regenerationsstruktur aus dem vorheri-
gen Abschnitt verwenden, um ein Gesetz der groflen Zahlen, einen Zentralen
Grenzwertsatz und einen Satz iiber Konvergenz der Partikelkonfiguration
links der Marke gegen eine invariante Verteilung zu zeigen. Obwohl die fol-
genden Aussagen fiir alle in Korollar 3.5.9 beschriebenen Ausgangssituatio-

nen gelten, wollen wir im Folgenden grundsétzlich x = (n,0) betrachten.

4.2.1 Satz (Starkes Gesetz der groflen Zahlen)
Es gilt
Ry g, [Re, |U = 0]

1' _—= =
e t 0 Eag, [m1|U = oo

BEwEIs. Nach Satz 4.1.1 ist k1 < oo f.s. und nach Konstruktion von (7, 0)
gilt f.s. (7,0) € By (Lemma 1.1.7). Nach Satz 4.1.11 erhalten wir also f.s.:

lim " = By, [k1|U = o] und lim R;" = Fos, [Re, |U = o0] . (4.10)

n—oo N n—oo

Wir setzen kg := 0 und fiir ¢ > 0 definieren wir

ng :=sup{n >0: Kk, <t}. (4.11)
. . Ry, Ry, Ry,
Wegen (4.10) ist ny < oo f.s. und wir erhalten wegen — +f1 < 5t <
ng ng
und =4 — 1 die Gleichung
n n—oo
R
lim —"t = g, (4.12)
t—oo t
Schliefllich ist wegen obiger Gleichung
lim [P = B, | < lim | Brngi1 = | = lim B = Boen, 0
t—o0 t—o00 t t—00 t
Zusammen mit (4.12) folgt nun die Behauptung. O

4.2.2 Satz (Zentraler Grenzwertsatz)
Fiirt > 0 sei
B i= /e (Ro—1; — e 'vt).
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Dann konvergiert By fiir e — 0 in Verteilung gegen eine Brownsche Bewe-

gung mit Varianz

) Eas, |(Ry, — nlv)le = oo]

o =
EQ(SO [Kl‘U = OO]

BEWwEIS. Wir wollen das Donskersche Invarianzprinzip anwenden (siehe z.B.
[13]). Sei dazu B, := > je1 Aj, wobei

Aj = Rl’»j+1 — R,{j — (K:jJrl — /ij) V.

Die Summe beginnt nicht bei 7 = 0, da x1 nur dann die gleiche Verteilung
hat wie kj —K;_1, wenn x = 209. Wir definieren n; wie in (4.11) und erhalten
fiir festes t > 0:

+ Ry, +v c ,{/nl.s_ltj+1

+ vm)

+ Ry +0 Fon| o1+l = By

+ 7)/€1>

gt~ By

und somit fiir 0 <t < T < 0

)BE ]
t nLE_ltj
<2y/e sup (RK'rH»l - RK/n) +twv sup (Knt1 — Kn)
OSTLSTLLS_lTJ Ogngan_lTJ

Nach Satz 4.1.3 gilt weiter fiir u > 0, dass

lim Pys, sup Ve (Fnt1 — kn) > u| = 0.
e—=0 Ogngnk,lﬂ

Folglich gilt

sup Ve (Kny1 — kn) — 0
Oﬁngnl.efuwj

stochastisch. Genauso erhalten wir auch

sup Ve (R,%Jrl — R,.in) —0

OSTLSTLtsflTJ
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stochastisch. Fiir kompakte Mengen von ¢ erhalten wir folglich gleichméfi-
ge stochastische Konvergenz von By — S%E"s—lz gegen 0. Wir kénnen nun
aufgrund der Sétze 4.1.3 und 4.1.11 das Donskersche Invarianzprinzip auf
die Zufallsvariablen A; anwenden. Setzen wir den Prozess B durch lineare

Interpolation auf ganz R™ fort, konvergiert demnach der Prozess
1
1 2 2=
£2IEqs, {(R,.;1 — K1v) ‘U = oo] B-

in Verteilung gegen eine Brownsche Bewegung. Zusammen mit der stochas-

tischen Konvergenz von (Bjf) gegen (E%E”E—lt) und der Tatsache, dass

1i Lz 1
im — =
t—oo t E250 [/{1|U = OO]

ist, folgt schliellich mit Brownscher Skalierung die Behauptung. 0

Noch ist nicht klar, dass /¢ tatsichlich die richtige Skala fiir den Zentralen
Grenzwertsatz ist, da wir nicht ausgeschlossen haben, dass 0% = 0 gilt. Dazu

dient der folgende Satz.

4.2.3 Satz
Sei 0 wie in Satz 4.2.2. Dann gilt 0% > 0.

BEwEIs. Wir wollen zeigen, dass
Eos, [(Rm - mlv)z‘U - oo} > 0.
Dazu geniigt es wiederum
Pas, [Rey = nr,m1 < K19] > 0

zu zeigen. Wir wollen die Pfade der beiden zu Beginn wachen Partikel mit
XY und X© bezeichnen (sieche Bemerkung 1.1.9). Die Idee ist nun, die
Marke ab der Zeit 71 nur noch vom Partikelpfad X () vorantreiben zu las-
sen und dabei allen anderen Partikeln mo6glichst wenig Spielraum zu geben,
damit 77, eine gute Zeit wird (die Bedingungen dafiir sind bei Definition
2.2.15 zu finden). Sei € := min{n, —7n—1,1 <n < L}. Wir definieren die
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Ereignisse

Avi={ast < xP0<t<nfn{ag < X <otm <t <},

Ay = {| X - x§?

<€fﬁr0§t§TLund2§z§L—1}

und

(=1) (0)

wobei ¢ aus Definition 2.2.6 bzw. Definition 2.2.15 stammt. Tritt jetzt Aq
ein, so gibt es keine schlechte Zeit, bevor wir 1y, erreichen. A und Ag liefern,
dass 17, eine gute Zeit ist. Ferner folgt aus A1, A3 und As, dass np < v ist.

Zusammen ergibt sich also
Pos, [Ri, = 1L, nL < k1v] > Pas, [A1, Az, A3, D o 11, = o0] > 0. O

Um eine Aussage iiber eine invariante Verteilung links der Marke zu treffen,
miissen wir zunéchst noch etwas Vorarbeit leisten.

4.2.4 Lemma

Sei d : By x By — R die in Definition 1.1.6 gegebene Metrik auf $y. Dann
gibt es fir alle e > 0 und T > 0 ein & > 0, so dass es fiir zwei Start-
konfigurationen (x,r) und (2',r) mit d ((z,r),(2',r)) < § eine Stoppzeit T
und fir 0 <t < 7 eine Kopplung zweier Kopien (X, Ry) und (X[, R}) des

raumkontinuierlichen Froschmodells gibt, so dass gilt:
i. Plr<T]<e,
ii. B[d (X, Re), (X[, RY)) 1rsy] < e,
iii. P[Ry=Ry=r,Xo=mX,=2"]=1.
Hierbei ist P das Kopplungsmaf und E der dazugehorige Erwartungswert.

BEWEIS. Sei 0.E. r = 0. Wir betrachten den Prozess

() s 1= (1= X0) 5,

Nach Voraussetzung ist [p emd|}~f0] < 0. Somit konnen wir fiir jeden Wert
y > 0 ein ¢ finden, so dass

Yo () = 0 fiir alle 2 < —y. (4.13)
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Wir koppeln die Prozesse (X),>o und (X;);5, wie folgt: Gilt zu einem Zeit-
punkt ¢ > 0 fiir zwei noch nicht verkoppelte Pfade Xt(k) = Xt/(l), so koppeln
wir diese, indem wir sie ab der Zeit t den gleichen Weg laufen lassen. Wir
fithren diese Kopplung bis zur ersten Zeit s durch, zu der ein noch nicht ver-
koppelter Pfad auf R (bzw. auf R.) trifft. Diese zufillige Zeit bezeichnen
wir mit 7 und folglich gilt R; = R; fiir ¢t < 7. Da wir durch Wahl von ¢ in
(4.13) beliebig grofie Werte fiir y erhalten, kénnen wir i. erfiillen.

Nach Definition von 7 gilt nun fiir t < 7:
4((X0 Re) (XL R)) = [ ealT),
R

Setzen wir weiter (?t) = ()Z't + )Z'Lf) " so erhalten wir die Abschéitzung
t>

/eﬁxd\?ﬂ §/ eV dyY,.
R R

.. . . 92 e
Wie im Beweis von Lemma 1.1.4 sieht man nun, dass e” 2 ¢ f]R e’ JY, fiir

t < 7 ein Martingal ist. Wahlt man ¢ klein genug, ist somit auch ii. erfillt.[]

4.2.5 Satz
Sei x € By und g eine beschrinkte und gleichmdfiig stetige Funktion auf By.
Dann ist fir alle t > 0 auch

Pg(x) == Ey [9(X¢, Ry)]

eine beschrinkte und gleichmdifig stetige Funktion.

BEWEIS. Sei € > 0 Da g gleichmiiBig stetig ist, gibt es ein & > 0, so dass

g —9(X)| <=, (4.14)

falls d (x, x') < €.

Da g beschrinkt ist, gibt es ein C' mit |g (x)| < C. Nach Lemma 4.2.4 gibt
es ein 0 > 0 mit der Eigenschaft, dass es fiir d ((Xo, Ro) , (X, Rj)) < ¢ eine
Stoppzeit T gibt, so dass

Pld((Xe, Re), (X}, Ry)) >e,7>1] < (4.15)

£
6C
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und

Plr<i< %. (4.16)

Insgesamt ist dann mit (4.14), (4.15) und (4.16)

|Pig (Xi, Ry) — Pig (X{, R})]|
<E [|g (X1, Re) — g (X{, Ry)| Lr>¢] +2CP [r < 1]

€ € €
<-4+ —2 —2C = €.
_3+GC C’+6CC €

Folglich ist P,g gleichméBig stetig. Die Beschranktheit folgt aus der Be-

schréanktheit von g zusammen mit Lemma 1.1.4. O

Wir wollen nun Konvergenz der Partikelverteilung links der Marke gegen
ein invariantes Maf erhalten. Sei dazu p; die Verteilung von Partikeln links

der Marke, also von s_g, (X;, R;) € 39, wobei
89 = {(z,r) € 3y : 7 =0}.

Wir benétigen einen Kandidaten, gegen den p; fiir ¢ — oo konvergieren soll.

4.2.6 Definition
Eine Funktion f : $ — R heiBe lokal, wenn es ein y(f) gibt, so dass f(z,r)
nur von den z(7) mit (i) > y(f) abhéngt.

4.2.7 Definition
Sei f eine beschriankte, stetige, lokale Funktion auf Sg. Wir definieren piso

iiber

e[ a-o]
iy = Jm, [ S =t Bl = o |

Der Limes existiert, da fiir fast alle w €  ein N(w) € N existiert, so dass
f$?9 fdinco = ng fdim, o fiir alle n,m > N(w) (ndmlich das N, so dass die
Funktion f zur Zeit kn keine Partikel mehr ,sieht“, die bereits zu Beginn
wach waren).

Wir wollen nun zeigen, dass die Mafle u, fiir t — oo gegen o, konvergieren,
indem wir den Beweis aus [16] imitieren. Dort wird dazu der folgende Satz

aus [8] zitiert, den wir hier nicht beweisen werden:
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4.2.8 Satz

Es seien X1, Xo,... > 0 u.i.v., von So > 0 unabhingige Zufallsvariablen
mit endlichem Erwartungswert. Sei ferner S, := So + X1 + - + X,, und
fiir eine gegebene Borelmenge B sei v(B) 1= Y p> 1g,ecp. Gibt es nun ein
r > 1 und eine nicht negative, messbare Funktion m mit [ m(z)dz > 0 und
P[X|+---+ X, € Al > [, m(z)dx fir alle Borelmengen A, so gilt fiir alle
h € [0,00) und B C [0, h]:

Bl (t+ B)] — g

wobei |B| das Lebesguemaf$ von B bezeichnet.

Wir werden diese Aussage im Beweis des folgenden Satzes verwenden.

4.2.9 Satz

oo 18t tnvariant unter dem raumkontinuierlichen Froschmodell und es gilt

Mt = Hoo-
t—o00

BEweEIls. Wir folgen dem Beweis in [16]: Sei f eine beschréinkte, stetige,
lokale Funktion auf $Y. Nach Definition von s erhalten wir fiir festes N € N
die Zerlegung

/S fdp =Blang <t (m X0+ Bl > 67 (o-p X0 (417)

Fiir t — oo verschwindet der zweite Term der Zerlegung. Wir miissen uns
also um den ersten Summanden kiimmern. Dafiir definieren wir zunéchst

fiir £ > 1 die Ereignisse
ANy = {(ag2 —a1) (kn4k — &) > ()}

Tritt Ay ein, so wirken sich die Positionen der Partikel, die zur Zeit s
links der Marke waren, zu Zeitpunkten ¢ > Kk nicht mehr auf den Wert

von f aus. Fiir die Startkonfiguration 20y definieren wir Ay o entsprechend
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und erhalten die Abschétzung

E[kns1 <t f (s—r,X0)]

= Y Blenik <t < knghets R =0, f (62, X))
k>1,z€Z

= Y B[R, =1 Blingr <t <binirin, [ (s rX0)|Gkl]
k>1,z€7

S Z E [Rlik = 1Nz, E ['V”'N—‘rk: S t < RN+k+1, f (g*RtXltHk,Hk) ]lANJJgk‘]]

k>1,z2€Z
+ ) E [Rnk =1, E {HNJrk <t < BNkt [ flloo Lag, Qk” ,

k>1,2€%

(4.18)

wobei wir die umgekehrte Abschétzung erhalten, wenn wir auf den zweiten

Summanden verzichten. Satz 4.1.10 und Satz 4.1.11 liefern nun weiter
E Ry, = 12 B [in i <t < fnarrns [ (Sr X n) Lan|9e]]
= /OtIP [Rs = n, Ky € ds]
Tas, [“N St—s<hNt1, f (§—Rt,5Xt—s) ]lANYO‘U = oo]
= /OtIP [Ri—y = M2yt — Ky € du]
Eas, [En S u < BNt f(s—r, Xu) Lay,|U = o0],

und

]

t
—/ P [Rs = 1., k1 € ds] || f]l o Ea2s, [HN <t—-s< HNH,]IA;;VO‘U: oo}
0 :

E [Rmc =1, E [KN+1<; < < BNt | flloo Lag,

t
—/ P[Ri—y =1zt — ki € du] || f]| o Eas, [HN <u < kNt Lag U:oo} ,
0 :

wo wir im letzten Schritt jeweils die Substitution u = t — s vorgenommen

haben. Wir setzen

v ([b,a]) :=> Plug € [t —a,t—D]]

k>1
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und

F (u) :=Eas, [kn <u < kN, f (SR, Xu) Layo|U = o0

U:oo},

+ Hf||oo]E260 |:’L$N S u < HN+17]1A?\7,0

sowie
Fy (u) = B, [kn < u < kg, f(s-Rr, Xu) Lay,|U=o].

Zusammen mit (4.18) gilt nun

t t
/0 Fy(wry(du) S E[kni <t f (sop, Xy)] < /0 Ff(un(du).  (4.19)

Wir wollen nun Satz 4.2.8 anwenden, indem wir Sp := k1 und X; 1= K 11—k,
setzen. Dazu miissen wir noch die priifen, ob die Voraussetzungen des Satzes
1

erfiillt sind. Sei dazur =1, 3 > ¢ > 0und 0 < 51 < 53 < % Sei o.E.

Xﬁ?) = n1. Wir betrachten die Brownsche Bewegung

;X9 0<t<n
X, = )
Xy, t>m
und setzen dhnlich zu 4.2.3

Ay =20 <np <2L+¢e}n{lp, —n| <efir1 <n <L},

2L + ¢
as

Ag = { max {Xt(fl),Xt(O)} <1 —f—e} ,
0<t<2Lte
Ay = {eﬁXt(l) + eﬂXt(O) < qeﬂt,o <t< 2L+ E} und

a3
2L+e}

a3

Ag::{‘Xt(Z)—XOZ) <efir0<t< und2§z<L},

As = {X{zagt,ogtg

wobei ¢ aus Definition 2.2.6 bzw. Definition 2.2.15 stammt. Es gilt hierbei
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P [ﬂ?:l AZ} > 0 (zu As siche Lemma A.4). Jetzt ist
P [ky — K1 € (81, 52]]
=Pos, [k1 € (51, 52]|U = 0]
>Pas, [TL € (s1,52], A1, A2, A3, Ay, A5, D 0 O2rse = OO]
a3
>Pos, [T1 € (51, 52], A1, Ag, Az, Ay, A5, D* = 0]

wo D* die Stoppzeit D unter den speziellen Startbedingungen X(()z) = —¢
fiir 2 < z < L und exp (ﬁXé_1)> + exp (ﬁXéO)) = q ist und T, die erste

Zeit, zu der die Brownschen Bewegung den Punkt 7y, erreicht. Wir erhalten
52
P [ko — k1 € (s1,82]] =P [D* = oo]/ f(w)du,
S1

wobei f die Dichte von T}, bedingt auf ﬂ?zl A; ist. Die Sétze 4.1.3 und 4.1.11
liefern die restlichen Voraussetzungen. Wir kénnen Satz 4.2.8 anwenden und

erhalten fiir in abgeschlossenen Intervallen enthaltene Borelmengen B:

|B|
B .
v (B) oo Eos, [k1|U = o0

Insgesamt gilt also mit (4.17) und (4.19):

i | [ g~ [ faux
ool /sg 5
Eos, [|KN+1 — KN ]lA?v,o‘U = OO}
<21 flls +E[kny1 >t f (s-r Xt)]

]EQ(SO [Iﬂ’U = OO]
=2 f oo Eas, [nAim U= 00} + E[kng1 >t f (s-r, X1)],

wobei wir Satz 4.1.11 ausgenutzt haben. Da P, [ﬂA?v,o‘U = oo} — 0 fiir
N — oo, folgt die schwache Konvergenz von p; gegen pi~. Nach Satz 4.2.5
bildet der Prozess die Menge der beschrinkten und gleichméflig stetigen
Funktionen in sich selbst ab. Da diese Menge Mafle trennt, folgt auch die
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Invarianz von ., denn fiir eine solche Funktion f gilt
Piiico (f) = proo (P f) :Sh_glO/AS(Ptf) :Sh_{goﬂt—FS(f) = poo (f),

wobei wir bei der zweiten Gleichheit die Stetigkeit von P;f nach Satz 4.2.5
benutzt haben. g
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Kapitel 5

Simulation

Wir wollen noch einmal zuriick zur urspriinglichen Frage kommen: Bewegt
sich das dirty feet model fast sicher mit positiver Geschwindigkeit vorwérts,
und wenn ja, wie schnell? Um eine Idee fiir die Geschwindigkeit des dirty feet
model zu bekommen, wurde es deshalb zusammen mit dem Froschmodell un-
ter Verwendung von R mit Hilfe von einfachen symmetrischen Irrfahrten si-
muliert. Statt exp;-verteilter Absténde zwischen den zu Beginn schlafenden
Partikeln wurden hierbei geometrisch zum Parameter % verteilte Abstidnde
verwendet. Um die Prozesse vergleichen zu kénnen, wurden jeweils die glei-
chen Irrfahrten verwendet und die Prozesse so aneinander gekoppelt. Nun
wurde bei beiden Prozessen nach 2500 Schritten gemessen, wie weit beide
Prozesse vorangekommen sind und die Endpunkte miteinander verglichen.
Der Algorithmus mit dessen Hilfe dies bewerkstelligt wurde findet sich in
Anhang B. Anhand der Simulation konnten auch die Geschwindigkeiten der
Marken geschéitzt werden: Da die geometrisch verteilten Absténde den exp;-
verteilten Abstdnden entsprechen sollen, entsprechen umgekehrt 5 diskrete
Schritte nach rechts einer Bewegung um 1 nach rechts. Demzufolge ist dann
nach 2500 Schritten die kontinuierliche Zeit t = % = 100 vergangen.

Als durchschnittliche Position der Marke im dfm ergab sich bei der Simu-
lation nach 50000 Durchldufen ungefahr 329 (bei einer Standardabweichung

von etwa 63). Als Geschwindigkeit erhalten wir somit ungeféhr

329

— =~ 0,66.
500 ’

f)dfm =
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Abbildung 5.1: Ein typischer Durchlauf: Die schwarzen Linien markieren
hierbei die Partikelpfade im dfm, die griinen Linien die Partikelpfade im
Froschmodell. Die rote Linie stellt die Bewegung der Marke im dfm dar, die
blaue Linie die der Marke im Froschmodell.

Fiir das Froschmodell ergab sich ein mittlerer Wert von etwa 269 (mit Stan-

dardabweichung etwa 69). Als Geschwindigkeit erhalten wir also etwa

. 269

VFrosch = % ~ 07547
was sich auch mit den Abschitzungen aus Korollar 1.3.3 vertrigt. Nach
50000 Durchlaufen ergaben sich ferner fiir die Markenpositionen der Prozes-
se, sowie fiir die Differenz der Marken der gekoppelten Prozesse die folgenden

Histogramme:

Markenposition im dirty feet model

Density

0000 0001 0002 0003 0004 0005 0.006
L

Markenposition
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Markenposition im frog model

0000 0001 0002 0003 0004 0005 0006

Vorsprung dirty feet model

Density
0.003 0.004 0.005
|

0.002

0.001
I

0.000
L

-200 0 200 400

Marke dfm - Marke fm

Die Daten legten einen systematischen Vorsprung des dfm vor dem Froschmo-
dells nahe: Im Mittel befand sich die Marke des dfm etwa 60 Schritte rechts
von der Marke des Froschmodells (was einem durchschnittlichen Vorsprung
von 5,2 zur Zeit ¢t = 100 entspricht). Da die Daten néherungsweise normal-

verteilt waren, wurde noch ein ¢-Test durchgefiihrt:

One Sample t-test

data: fussfrosch[, 1] - fussfrosch[, 2]
t = 169.7126, df = 49999, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true mean is greater than O
95 percent confidence interval:

59.6071 Inf

sample estimates:
mean of x

60.19048

Die Simulation legt somit nahe, dass (0.1) erfiillt ist.
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KAPITEL 5. SIMULATION



Anhang A
Verschiedene Lemmata

Zum Abschluss sei noch eine Sammlung allgemeinerer Lemmata angefiihrt,
die keinen direkten Bezug zur Problemstellung hatten, aber in verschiedenen
Abschétzungen verwendet wurden.

A.1 Lemma

Sei p € N und (ar) e eine Folge nicht negativer reeller Zahlen, fiir die
dorerar < 1und Y327 kPay, < oo gilt. Sei weiter (cm),,>; eine Folge mit

c1 < ay und mit
m—1

em < am + Z C— 1 Cle (A.1)
k=1

fiir m > 2. Dann ist y oo | kPey < 00.

BEwEIS. Wir iibernehmen den Beweis aus [16, Lemma 15] und wenden In-

duktion iiber p’, 0 < p’ < p an. Sei dazu

Ay = Z k:p/ak
k=1
und

00
/
Cp/ = Zk‘p Ck.
k=1

Nach Voraussetzung ist Ag < 1 < oo. Wir zeigen zunéchst, dass damit auch
Cy < oo gilt. Sei n > 2. Summieren wir beide Seiten von (A.1) von m = 2

bis n auf, so erhalten wir

n n k—1
ZCk < Ao—i—ZZak_jcj. (AQ)
k=1 k=2 j=1
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Wir vertauschen die Summationsreihenfolge in der Doppelsumme:

n k—1 n n—1 n—-1 n n—1n—j
D) BT 3) RTINS S SRS ) v
k=2 j=1 k=2 j=1 j=1 k=j+1 j=1k=1
(A.3)
Einsetzen der vertauschten Doppelsumme in (A.2) und Umstellen liefert
dann
n—1 n—k
Z 1—Zaj CkﬁAo—CnSAo.
k=1 j=1

Lassen wir nun n — oo gehen, erhalten wir (1 — Ag) Cp < Ap und wegen
Ag < 1 folgt

Co <

_1—A0<OO

und wir haben den Induktionsanfang gezeigt. Fiir den Induktionsschritt ge-
hen wir im Wesentlichen genauso vor. Sei dazu also Cpy_; < oo fiir ein
1 < p' < p. Wir wollen C)y < oo zeigen. Dazu summieren wir erneut fiir
n > 2 die beiden Seiten von (A.1) von m = 2 bis n auf, diesmal multipli-
zieren wir die einzelnen Summanden aber vorher mit m? . Somit erhalten

wir

n n m—1
/ /
E mP ¢, < Ay + E mP a—1Cr- (A.4)
m=1 m=2 k=1

Wir ersetzen nun in der Doppelsumme auf der rechten Seite von (A.4) m?
durch Zflzo (1;/) (m — k)" k"~ und vertauschen genau wie in (A.3) die Sum-

mationsreihenfolge:

n m—1 n m—1 p ’
mP a,,_cp = Z Z (p) (m — k‘)Z kP ~ia,, kck
m=2 k=1 m=2 k=1 i= L
4 N n—1 n—~k
= p) k‘p,_lck Z mtay,
i—o N/ = m=1

Bringen wir nun in (A.4) den Term fiir i = 0 auf die linke Seite, liefert dies

n—1 n—m P’ p, n—1 n—k
/ / !/ N
c1+ E mPe,|1— E a; | +nfc, < Apy+ E < > E kP ~le E m'a,,.
m=2 j=1 -1 N\ — m=1

Nun kénnen wir wie im Induktionsanfang n — oo gehen lassen und erhalten
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schlieBlich dank der Induktionsvoraussetzung und wegen Ag < 1:

o oA
+Zz 1( )C < 00

/ O
Cp - 1- A
A.2 Lemma
Seien p > 2 eine natirliche Zahl und X ..., X, unabhdngige Zufallsvaria-
blen mit E[X;] = 0 und E[|X;[’] < o0 fur alle j = 1,...,n. Sei weiter

Sn = p_y Xi. Dann gilt

p_
E[|Snl"] < Fpn2 ™Y B[ X4/,
k=1

plp—1 - 15
F, = (2 )max{1,2p 3}(1+2p 1D23;;>,

wobet D2m = Z;n 1 (iml)ll und m = LgJ :

BeEwEIs. Das Lemma wird spéter in geringerem Detailgrad benétigt. Man
findet es als [1, Satz 2]. O

A.3 Lemma
Ist By eine Brownsche Bewegung mit Startpunkt By, so gilt

2
E |:€193t:| — 67930+%t

BEWEIS. Es ist
E [eﬂBt} =E [eﬁ(Bt*BO)} ePo.

Nun ist B — By ~ Ny und wir erhalten die Aussage, indem wir die cha-

rakteristische Funktion der Normalverteilung an der Stelle —i) auswerten

(siehe hierzu z.B. [13, Satz 15.12]). O
A.4 Lemma
Sei By eine Brownsche Bewegung mit By = 0 und B, = maxo<s<t {Bs}

deren Mazimumsprozess. Sei ferner 0 < ¢ < co. Dann gilt:

P[inf{t:§t<ct}>0}:
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BEWEIS. Wir setzen Et = ETW, wobei ny; € N durch 27™ <t < 2~ (ne—1)
gegeben sei. Sei weiter N ~ A 1, dann ist
P [Et < 2177“0} =P |:§27nt < 217"’50}
—1_2p [N > 21—%]

— 2% (21*%(:) 1< S
231

wobei wir das Spiegelungsprinzip und Ungleichung (2.3) verwendet haben.

Da
o
> e
n_q )
n:122

gibt es nach Konstruktion von B, und laut dem Lemma von Borel-Cantelli

fast sicher nur endlich viele n, so dass Et <ctfirein 2" <t<2-" O

A.5 Lemma
Sei X; := B + ut eine Brownsche Bewegung mit Xo = 0 und Drift p < 0
und Ay :={3 s >t: Xs > 0}. Dann ist fir allet > 1 die Ungleichung

u2t
2

2
P [At] < ——e
o
erfillt.
Bewers. Fiir x € R sei mit 7, := inf {¢ : X; > z} die Treffzeit des Prozesses
(X3) fir das Niveau x definiert. Es gilt
P [r, < 0o] = e?H® (A.5)

(siehe z.B. [7,1.9]). Seinun Y ~ N_;;, dann ist weiter P [4;] = P [ry < o0].
Sei ¢ die Dichte der Standardnormalverteilung. Dann gilt

:L"—I—,ut>

]P[At]zonP[Tx<oo]\[ < N

—0o0

0 [es)
1 x—i—,ut) 9 <:c+ut>
= — x+ | eH* dx.
/ \/ESD( tw Vit
0

—0o0




Formen wir die beiden Summanden separat weiter um, so erhalten wir

0 2 2
o xt+Et
P[A)] = +/em (),

(u\/i)+/ L %ﬂmr%)dz

—0o0

:2q><u\/£):2<1—q><—u\/i>)< 2t

wo wir im letzten Schritt die Ungleichung

99

1 a2
1—®(x) < ez firx >0 A6

@) < = (16)
verwendet haben (siehe z.B. [13, Satz 21.19]). O
A.6 Lemma
Es gibt ein C > 0, so dass

P [ < 2] <eCn

2
fiir alle n € N.
BEWEIS. Sei Y, ~ Poi%, dann ist
n
P[nngg] =P[Y, >n].
Wir wenden die Markovungleichung mit f(z) = e® an und erhalten
P(Y, >n] < e "E[e"] = (5D,

Da % — 1 < 0, folgt die Behauptung. O

A.7 Lemma
Es gibt ein C > 0, so dass

Py, >2n] <e "

fiir alle n € N.
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BEwEIS. Nach Konstruktion ist 7, die Summe von unabhingigen exp;-
verteilten Zufallsvariablen 71, . .., v,. Die Markovungleichung mit f(z) = e

liefert dann:

Pl > 2n] < e [eb] = e B [en]" = <2) _ oox@-1n
In einem etwas abstrakterem Rahmen folgen die letzten beiden Lemmata
auch aus dem Prinzip grofier Abweichungen (LDP) fiir exponentialverteilte
bzw. Poisson-verteilte Zufallsvariablen.
Man kann zeigen, dass es LDPs fiir diese Art von Zufallsvariablen gibt, und
dass man die Ratenfunktionen I(x) = z — 1 — log(z) fiir exp;-verteilte und
I(z) = x—1—xlog(x) fiir Poij-verteilte Zufallsvariablen erhélt (siehe hierzu
zum Beispiel auch [17, Satz 5.7] und [17, Beispiel 5.10]).



Anhang B
Algorithmus

In Kapitel 5 wurde der folgende Algorithmus verwendet.

froesche<-function(draw=FALSE,zahlf=150, dichte=1/5,
drawdetail=FALSE,schritte=2500, vorlauf=25){

#startpos enthaelt die Startpositionen der Partikel. vorlauf gibt an, wie viele
#Partikel zu Beginn links von der Marke sind, zahlf ist die Zahl an Partikeln
#rechts der Marke. Beide Parameter sollten grofl genug gewéhlt werden, um das
#Modell nicht zu verfilschen. Die exp-verteilten Abstinde werden hier durch

#geometrische verteilte Abstdnde simuliert.

startpos<-numeric (zahlf+vorlauf)

for (i in (vorlauf-1):1)
{startpos[i]l<-startpos[i+1]-1-rgeom(1,dichte)}
for (i in (vorlauf+1):(zahlf+vorlauf))

{startpos[i]l<-startpos[i-1]+1+rgeom(1,dichte)}

#dynmatrix beschreibt die Dynamik der Partikel, welche durch einfache
#symmetrische Irrfahrten simuliert wird. Der Eintrag i,j dieser Matrix gibt an,

#ob Partikel j bei Schritt i nach rechts (+1) oder nach links (-1) geht.
dynmatrix<-matrix(nrow=zahlf+vorlauf ,ncol=schritte,

sample (size=(zahlf+vorlauf)*schritte,c(-1,1),
replace=TRUE))
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#Zum Plotten.

if (draw|drawdetail){plot (type="n",axes=FALSE,
c(-(2xvorlauf) ,1.5x(zahlf+vorlauf)*(1/dichte)),
c(schritte,0),xlab="",ylab="")}

#Wir legen als néchstes die Matrix pos an, die die Positionen der Partikel

#speichern wird.

pos<-matrix(nrow=zahlf+vorlauf ,ncol=schritte)

#Mit Hilfe von dynmatrix werden die Positionen der Partikel j zu den Zeiten i
#errechnet und in pos eingetragen. Falls drawdetail=TRUE, werden die Pfade

#der Brownschen Bewegungen als schwarze Linien eingetragen.

for (i in 1:(zahlf+vorlauf))
{pos[i,]l=startpos[il+cumsum(dynmatrix[i,])
if (drawdetail){lines(pos[i,],schritte:1,1wd=0.2)}}

#Saub gibt an, welche Partikel sauber sind, Schmu gibt an, welche Partikel
#schmutzig sind.

Saub<-(vorlauf+1):(zahlf+vorlauf)

Schmu<-1:vorlauf

#Die Positionen der Marke. Dazu wird zunéchst in jedem Schritt bestimmt,
#welche Partikel davor schmutzig waren. Dann wird die Marke verschoben,

##alls ein schmutziges Partikel nach rechts gelaufen ist.

marke<-numeric (schritte)

marke [1] <-max (0, pos [vorlauf ,1])

for (i in 2:(zahlf+vorlauf))

{if (pos[i,1]l<=marke[1])

{Saub<-setdiff (Saub,i)
Schmu<-c(Schmu, i)

}
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}
for (j in 2:schritte)
{marke[j] <-max (marke[j-1],pos[Schmu,j]l)
for(i in Saub)
{if (posl[i,jl<=markel[j])
{Saub<-setdiff (Saub,i)
Schmu<-c (Schmu,i)

}

#Falls draw=TRUE, wird der Weg der Marke in rot eingetragen.

if (draw){lines (marke,schritte:1,col="red",lwd=3)}

#Nun zur Dynamik im Froschmodell. Wir wollen die Prozesse sowieso
#egekoppelt betrachten und konnen daher sorglos die gleichen Irrfahrten
#verwenden, wie oben. Posfrog gibt die Positionen der Partikel an,
#markefrog die Position der Marke, und zahlinf gibt an, wie viele

#Partikel infiziert sind.

posfrog<-matrix (nrow=zahlf+vorlauf ,ncol=schritte)
for(i in 1:vorlauf)

{posfrogli,]l<-pos[i,]}
markefrog<-numeric(schritte)

zahlinf<-vorlauf

#Wir bestimmen den Weg der Marke, indem wir sie in jedem Schritt auf die
#am weitesten rechts befindliche Position setzen, auf der sich ein
#infiziertes Partikel befindet, und dann schauen, ob dadurch ein neues

#Partikel infiziert wurde.

markefrog[1] <-max (0, pos[1:vorlauf ,hb1])
if (is.element (markefrogl[1],
startpos [(vorlauf+1):(zahlf+vorlauf)]))

{zahlinf<-vorlauf+1
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posfrog[vorlauf+1,]<-startpos[vorlauf+1]+

cumsum (c (0, dynmatrix[vorlauf+1,1:(schritte-1)]1))}

for (j in 2:(schritte-1))
{markefrog[jl<-max(markefrog[j-1],posfrog[1l:zahlinf,bj])
if (zahlinf < zahlf+vorlauf){
if (is.element (markefrogljl,
startpos [(1+zahlinf):(zahlf+vorlauf)]))
{zahlinf<-zahlinf+1
posfrogl[zahlinf ,]<-startpos[zahlinf]+cumsum (
c(numeric(j),dynmatrix[zahlinf ,1:(schritte-j)]1))
}3}
}
markefrog[schritte] <-max (markefrog[schritte-1],

posfrog[l:zahlinf ,schritte])

#Zum Plotten. Die griinen Linien sind die Wege der am Ende infizierten

#Partikel, die blaue Linie gibt den Weg der Marke an.

if (drawdetail){

for (i in 1:zahlinf)
{lines(posfrogli,],schritte:1,col="green",lwd=0.2)}}
if (draw){lines (markefrog,schritte:1,col="blue",lwd=3)1}

#Wir iibergeben die Daten aus diesem einmaligen Durchlauf.
result<-c(marke[schritte] ,markefrog[schrittel],

marke [schritte]l -markefrogl[schritte])

¥
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