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Kapitel 1

Einleitung

Die Gewalt einerSprachebestehtnicht darin,
dasFremdeauszugrenzen,sonderndarin,dass
mansieversteht.

Alexander von Humboldt

Manchmalfehleneinemeinfachdie Worte– unddasnicht nur beimSchreibeneiner
Einleitung.
Greift manGalileisvielzitierteMetaphervon derMathematikalsderSprache,in der
das“Buch derNatur” geschriebenist, auf, so kannmansagen,dassauchdie Physik
gelegentlichvor diesemProblemsteht.
Seltengehtdiese“Sprachlosigkeit” derPhysikerdabeiaufeineUnkenntnisdermathe-
matischenLiteraturzurück.Vielmehrverliefenbisherdie EntwicklungenderMathe-
matik undderPhysikim wesentlichenparallel,wodurcheszwangsläufigimmerwie-
derzu Situationenkommt, in denendie eineWissenschaftder jeweils andereneinen
Schrittvorauseilt,unddiesedannin ihremWindschattenhintersichherzieht.
Ein immergrünesBeispiel für diesegegenseitigeBefruchtungvon Mathematikund
Physikist sicherlichdieQuantenmechanik.Die Notwendigkeit siein einengeeigneten
mathematischenRahmenzufassen,gabdenAnstoßzurEntwicklungbedeutenderDis-
ziplinenwie derFunktionalanalysis.Insbesondereentstandin diesemZusammenhang
die Theorieder nichtkommutativen Operator-Algebren,welchein der Quantentheo-
rie die Rolle der Algebrader klassischenObservablen,alsoder Funktionenauf dem
PhasenraumdesbetrachtetenSystems,übernehmen.
DemgegenüberfandEinsteindasWörterbuchderAllgemeinenRelativitätstheorie,die
RiemannscheGeometrie,bereitsfertig vor. Er erkanntelediglich ihreRelevanzfür sei-
ne physikalischenÜberlegungen,womit er zugleichdenerstenGrundsteinfür unser
heutigesgeometrischesVerständnisallerWechselwirkungenlegte,zudemspäternoch
einigesgesagtwird. Die allgemeineRelativitätstheoriebeschreibtdabeidie – dem
StandardmodellderelektroschwachenundstarkenWechselwirkungenalsBühnedie-
nende– RaumzeitalsLorentzscheMannigfaltigkeit ��������� , derenmetrischerTensor�
nicht nur die metrische(unddie kausale)StrukturdieserRaumzeit,sondernauchdas
Gravitationsfeldbeschreibt.Damitwird � aberselbstzueinemdynamischenFeld,das
bei vorgegebenenRandbedingungeneindeutigdurchdie EinsteinschenFeldgleichun-
genbestimmtwird. Weil esauf LorentzschenMannigfaltigkeiten keineausgezeich-
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netenKlassenvon Koordinatensystemengibt, fordertmanin modernenFormulierun-
gendie KovarianzdieserFeldgleichungenunterbeliebigenlokalenKoordinaten-und
Lorentz-Transformationen.Es ist bemerkenswert,dassdieseForderunggemeinsam
mit der Kontinuitätsgleichungfür denEnergie-Impuls-Tensorgenügt,um ihre Form
eindeutigfestzulegen.Bis auf die beidenexperimentellzu bestimmendenParameter
(die Gravitations-sowie die kosmologischeKonstante)beschreibtEinsteinsTheorie
alsodie einzigekonsistenteDynamik (mit BewegungsgleichungenzweiterOrdnung)
von Raumzeiten.
DieserästhetischsehrbefriedigendeAspekt der AllgemeinenRelativitätstheorieist
aberzugleichdie hauptsächlicheUrsachefür die Schwierigkeitenbei (dembisherer-
folglosenVersuch)ihrer Quantisierung.Die gängigenFormulierungenvon Quanten-
feldtheoriensetzennämlichstetseinefest vorgegebeneRaumzeitvoraus,dennesist
(unteranderem)nicht klar, wie mansogrundlegendeForderungenandie Theoriewie
zumBeispiel:

Messungenin raumartigzueinanderliegendenPunktensollteneinander
nicht beeinflussen.

formulierensoll, wenn die Metrik selbst(und damit auchdie kausaleStruktur der
Raumzeit)Quantenfluktuationenunterworfenist. Esstellt sichalsodasProblem,eine
Quantentheoriezu formulieren,ohnedabeieinefest vorgegebeneHintergrundmetrik
vorauszusetzen.
Die gesuchteFormulierungsolltedabeinatürlichsogewählt sein,dassesmöglichist,
die von einemZustanddieserTheoriebeschriebeneRaumzeitzu rekonstruieren.An-
dersausgedrückt,benötigtmaneinegenügendgrosseZahl von (explizit bekannten)
ObservablendesGravitationsfeldes,also von Funktionalender Metrik, welcheun-
ter allenDiffeomorphismen(Koordinatentransformationen) invariantsind.Esist aber
selbstin derklassischen(nichtquantisierten) AllgemeinenRelativitätstheoriekein sol-
cher, vollständigerSatzvon Observablenbekannt.
Darüberhinauskann aberauchkeineswegs behauptetwerden,dasseine allgemein
akzeptierteLehrmeinungdarüberexistiert,wie wechselwirkendeQuantenfeldtheorien
bei fest vorgegebenerRaumzeitauf mathematischkonsistenteWeisezu formulieren
sind; insbesonderegibt es Hinweiseauf möglicheInkonsistenzendesStandardmo-
dellsbei hohenEnergien.

Bei diesenÜberlegungenwurdeallerdingsstetsvorausgesetzt,dassdieRaumzeitauch
bei sehrkleinenAbständendie StruktureinerRiemannschenGeometrieaufweist.
Nun scheinenaberdie empirischenBegriffe, in welchendie räumlichenMaßbestim-
mungengegründetsind,derBegriff desfestenKörpersunddesLichtstrahls,im Un-
endlichkleinenihreGültigkeit zuverlieren;esist alsosehrwohl denkbardassdieMaß-
verhältnissedesRaumsim UnendlichkleinendenVoraussetzungendieserGeometrie
nicht gemässsind,unddieswürdemanin derTat annehmenmüssen,sobaldsichda-
durchdie ErscheinungenaufeinfachereWeiseerklärenliessen.

Es gibt nichtsNeuesunterder Sonne;der letzteAbsatzist nicht von mir. Er stammt
ausB.RiemannsHabilitationsvortrag“Über dieHypothesen,welchederGeometriezu
Grundeliegen.” ausdemJahr1854.RiemannführtedieseÜberlegungzudemSchluss:
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“Es mussalsoentwederdasdem Raumzu GrundeliegendeWirkliche eine diskre-
te Mannigfaltigkeit bilden,oderderGrundderMaßverhältnisseausserhalb,in darauf
wirkendenbindendenKräftengesuchtwerden.”, undersahdamitEinsteinsAllgemei-
neRelativitätstheorievoraus.
GleichzeitigerinnertdiesesZitat auchdaran,dassmandieInformationüberdieRaum-
zeit stetsauseinemrealen,und insbesonderequantenmechanischen Messprozessge-
winnenmuss.Eswurdebereitsin [Sh] undspäterauchin [DFR] auf die Möglichkeit
einerUnschärferelationfür dieMessungverschiedenerKoordinatenhingewiesen.Das
Argumentin [DFR] basiertdabeiauf der Idee,dassmanfür einemöglichstgenaue
MessungeinerOrts-Koordinate� � einehoheEnergie in einemkleinenRaumbereich
konzentrierenmuss.Dieskannzur AusbildungeinesschwarzenLochsführen,dessen
Ereignis-Horizontdanndie Messgenauigkeit der übrigenKoordinatenbegrenzt.Die
Raumzeitwärein diesemFall – ebensowie derPhasenraumderQuantenmechanik–
nichtkommutativ.
WennmandieseMöglichkeit nicht von vornhereinausdenÜberlegungenzur Quan-
tengravitation ausschliessenmöchte,so wird mansicherlichnicht ohneneuemathe-
matischeBegriffsbildungenauskommen,wobeiaberwahrscheinlichweitausmehrals
nur“ein paarneueWörter” benötigtwerden.Dasmögenweiteregeliehene,wennauch
viel modernereZeilenerläutern.

... the modernphysicaldevelopmentshave requireda mathematicsthat
continuallyshifts its foundationsandgetsmoreabstract.Non-euclidean
geometryandnon-commutative algebras,which wereat onetime consi-
deredto bepurelyfictionsof themind andpastimesfor logical thinkers,
have now beenfound to bevery necessaryfor thedescriptionof general
factsof thephysicalworld. It seemslikely that this processof increasing
abstractionwill continuein thefutureandthatadvancein physicsis to be
associatedwith acontinualmodificationandgeneralisationof theaxioms
at thebaseof themathematicsratherthanwith a logical developmentof
any onemathematicalschemeona fixedfoundation.

.

.

.

The mostpowerful methodof advancethat canbe suggestedat present
is to employ all the resourcesof puremathematicsin attemptsto perfect
andgeneralizethe mathematicalformalismthat forms the existing basis
of theoreticalphysics,andafter eachsuccessin this direction,to try to
interpretthenew mathematicalfeaturesin termsof physicalentities(by a
processlike Eddington’s Principleof Identification).

GanzneuwarendiesemodernanmutendenWorte, die jederArbeit überNichtkom-
mutative Geometriegut zu Gesichtstehenwürden,aberauchnicht: Sie sind ausder
Einleitungzu P.A.M.Diracs berühmterArbeit übermagnetischeMonopoleausdem
Jahr1931entnommen,entstammenalsoeinerZeit vor derderzeitgültigenFormulie-
rungderQuantenfeldtheorieundnur kurz nachderFormulierungderQuantenmecha-
nik in ihrer heutigenForm.(In dieserArbeit gabübrigensdasHopf-Bündel,welchem
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auchin TeilendervorliegendenArbeit einezentraleRollezukommt,seinDebütin der
Physik.)
EinederneuerenVerallgemeinerungen– undin gewissenSinnauchPerfektionierun-
gen– desmathematischenFormalismus,welchein vielerlei Hinsicht für die Lösung
der obenangesprochenenProblememaßgeschneidertzu sein scheint,ist die Nicht-
kommutative Geometrie.
Vereinfachendgesagt,ist dieseneuemathematischeDisziplin ausderErkenntnisher-
ausentstanden,dassman(fast)alle geometrischenBegriffe in die – für die Quanten-
feldtheorierelevante– SprachevonOperator-Algebrenübersetzenkann,unddasssich
bei diesemProzessdie Möglichkeit zu vielfältigen,natürlichenVerallgemeinerungen
ergibt. Dabeiwird insbesonderedie für die “Fusionierung”derAllgemeinenRelativi-
tätstheoriemit derQuantenmechaniknotwendige“Globalisierung”derBeschreibung
von RiemannschenMannigfaltigkeitenerreicht.
Man solltedeshalbabernochnicht auf einebaldige“freundlicheÜbernahme”speku-
lieren.Einige der nochzu bewältigendenAufgabenwerdenim Folgendenherausge-
arbeitet.Dazu– und damit in Zukunft die Benutzungderartmodischer“buzzwords”
vermiedenwerdenkann– ist esallerdingsnotwendigetwaskonkreterzuwerden,

1.1 DasWörterb uch der Nichtkommutativen Geometrie
eswert kain gutèrpelzgèmachtous

¯
schlechṫehor

JiddischesSprichwort [SN]

Nichtkommutative Geometrieverallgemeinertviele unterschiedlicheGebietederMa-
thematik,unteranderemDifferentialtopologieundvor allemRiemannscheGeometrie.
Esverstehtsichdahervon selbst,dassesin einersokurzenArbeit wie dervorliegen-
dennicht möglich ist, einenauchnur annäherndvollständigenÜberblicküberdieses
Feldzugeben,zumal(nachwie vor) mehrereunterschiedlicheZugänge– mit dement-
sprechendunterschiedlichenVor- und Nachteilen– zu einigenAspektender Nicht-
kommutativen Geometrieund insbesonderezur “Nichtkommutativen Riemannschen
Geometrie”existieren.
In dieserArbeit wird nur der von A.Connesentwickelte Zugangverwendet,der mit
dem Begriff desspektralenTripels zur Zeit wohl als einzigereine koordinatenfreie
Beschreibung desGravitationsfeldesgestattet.SpektraleTripel, die alsNichtkommu-
tative Verallgemeinerungvon RiemannschenSpin-Mannigfaltigkeiten aufgefasstwer-
denkönnen,bedürfenfür ihre Definition überraschendwenigermathematischerVor-
kenntnise,unddeshalbist esmöglich,siebereitszudiesemfrühenStadiumderArbeit
einzuführen.Man kannsichabersicherschondenken,dasssichhinterdieserschein-
barenEinfachheitderDefinition in Wirklichkeit eineVielzahlvon höchstnichttrivia-
len Theoremenausden verschiedenstenTeilgebietender Mathematikverbirgt. Auf
eineErläuterungaller FeinheitendieserDefinition mussdeshalbverzichtetwerden.
AndererseitsermöglichteinsolcherVerzichtauf “technischeDetails”aberauch,einen
grobenundgelegentlichrechtblumigformuliertenAbrissderdiesemKonzeptzugrun-
deliegendenPhilosophiezu geben.Daserfordertallerdingsdie Verwendungvon Be-
griffen, die in der (sichdarananschließenden)Definition desspektralenTripelsnicht
benötigtwerden.EinegroßeZahl dieserBegriffe wird im VerlaufderArbeit nocher-
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klärtwerden,undesist deshalbdurchausmöglichdenfolgendenAbschnittbeimersten
LesenderArbeit zu überspringen,undgleichbei derDefinition derspektralenTripel
weiterzu lesen.

1943 entdecktenGelfand und Naimark beim Studium der Darstellungstheorievon!�"
-Algebren,ein (späternachihnenbenanntes,zuvor aberschonvon Stone[St] be-

merktes)Theorem[GN], dasmangetrostals dasSamenkorn der Nichtkommutative
Geometriebezeichnenkann.Im Wesentlichenbesagtes,dasseineunitalekommuta-
tive

! "
-Algebra # stetsalsdie Algebra

!�$&%('
derFunktionenauf einemkompakten

Hausdorff-Raum
%

aufgefasstwerdenkann,# kommutativ ) #+* !�$&%('-,
Umgekehrt ist

!�$&%.'
mit dempunktweisenProduktvon FunktionenundderNorm/10�/ *32�4�5687:9 0 $<;=' 9?>

natürlicheinekommutative
! "

-Algbra, undweil die konstanteFunktion
0 $<;@' *BA in

dieserAlgebraliegt, ist
!�$&%.'

auchunital.
In AnbetrachtdieserÄquivalenzvonkompaktenHausdorff-Räumenundunitalenkom-
mutativen

! "
-Algebrenliegt esdannnahe,nichtkommutativeunitale

! "
-Algebrenals

nichtkommutative kompakteHausdorff-Räumeaufzufassen.DiesegrundlegendeIdee
der Nichtkommutativen Geometriekam aberselbstverständlicherst sehrviel später
auf. Solangemannur dasGelfand-Naimark-Theoremzur Verfügunghatte,wäredas
Wort “Nichtkommutative Geometrie”auchnur ein “Dröhn-Wort” (buzz-word) gewe-
sen(welcheallerdingsaucherstsehrviel späterin Modekamen).

DiesesSamenkorn ging dannAnfang der sechzigerJahrein Form desSerre-Swan
Theoremsauf, demzufolgejederendlich-erzeugteprojektive Modul über #C* !�$&%.'
isomorphzumRaumderstetigenSchnittein ein VektorbündelD über

%
ist.E *GFH#JI ) E *3K $&%ML D '-,

Ein Modul
E

heißt dabeiendlich-erzeugtprojektiv, wenn es eine selbstadjungierte$&N(OMNP'
-Matrix F mit Einträgenaus# gibt, mitF QR*SF und

E *SFH# I ,
SolcheProjektorenF stehendannalsofür kommutatives # in Eins-zu-Eins-Korrespondenz
mit Vektorbündelnüber

%
, sie existierenaberauchwenn # nichtkommutativ ist, so

dassmannunmehrauchvon nichtkommutativenVektorbündelnsprechenkonnte.
DiesesTheoremmachteauchzumerstenMal die Nützlichkeit desGelfand-Naimark
Theoremsaugenfällig:EsstelltenämlichzumeinenderTopologiealgebraischeMög-
lichkeitenzur BerechnungderK-Theorie(alsoderÄquivalenklassenvon Vektorbün-
deln)von kompaktenRäumenzur Verfügung,undzumanderen,waszunächsteinmal
die wichtigereAnwendungwar, zeigteesin weitausstärkeremMaßealsdasGelfand-
Naimark-Theoremallein,dassundwie MethodenausderTopologiezumStudiumder
Darstellungstheorievon Operator-Algebreneingesetztwerdenkönnen.



12 1.1DasWörterbuch der Nichtkommutativen Geometrie

Der somitgebildeteKeimling derNichtkommutativen Geometriebrauchtedannaber
nochein paarJahrebis er langsamzu wachsenundWurzelnzu schlagenbegann.Der
für dasVerständnisder spektralenTripel vielleicht wichtigsteWurzelstrang,der zu
dieserZeit gebildetwurde (aberkeineswegs der einzige),geht dabeiauf eine Idee
Atiyahszurück.
VektorbündelübereinemRaum T kannman faserweiseaddieren,und es ist daher
sinnvoll nachlinearenAbbildungenzusuchen,welcheÄquivalenzklassenU V�W vonVek-
torbündelnganzeZahlenzuordnen.Die vonsolchenAbbildungenXZY\[&T.]�^`_ gebil-
detedualeTheoriederK-TheorienennntmanK-Homologie.

Bemerkung1.1.1. K-Theorie ist eine Kohomologie-Theorieim Sinn der algebrai-
schenGeometrie,der a deutetdaraufhin, dassesnebendenÄquivalenzklassenvon
VektorbündelnXZbc[&T(] nocheinezweite X -Gruppe,Xedf[&T.] , gibt, die algebraischals
Zusammenhangskomponenten derGruppederunitärenMatrizen g (beliebigenRangs)
mit Einträgenaus h beschriebenwird. DieseGruppewird in der Arbeit allerdings
nicht benötigt,weil siefür alle hier betrachtetenBeispieleohnehintrivial ist. Deshalb
wird sieauchin diesemAbschnittunberücksichtigtbleiben.

Atiyah fandeinesehrnatürliche,algebraischeMöglichkeit, solchelinearenAbbildun-
genzukonstruieren,diewiederum,ebensowie dasSerre-Swan-Theorem,keinenWert
auf die Kommutativität der Algebralegt. Der grundlegende,von Atiyah eingeführte
Begriff ist dabeiderfolgende:

Definition 1.1.2. Ein Fredholm-Modul übereinerunitalen a -Algebra h ist eineTri-
pel [&ikjlhmj-no] , gebildetauseiner a -Darstellung p der Algebra h als beschränkte
Operatorenauf einemHilbertraum i undeinemselbstadjungiertenOperatorn mitn�qsrkt , so dassfür alle Algebra-Elementeuwvxh der Kommutator U nyj-pz[�u�]�W ein
kompakterOperatorist.
Ein Fredholm-Modulheißtgerade, wennzusätzlichein selbstadjungierterOperator{
auf i existiertmit{ q rwt\j U pz[�u|]-jl{HW=r3} und n~{Mrw�y{ nR�
Für geradeFredholm-ModulnkannmandenHilbertraumstetsin die Eigenräumezu
denEigenwerten�ot von { zerlegen, i r�iG�G��i�� und in dieserAufspaltung
habendie DarstellungderAlgebraundderOperatorn danndie Gestalt:

pz[�u|]�r � p � [�u�] }} p � [�u�]�� j n�r � } �� }+� j
mit entsprechenOperatoren�yj � .

GegebenseinuneinsolchergeraderFredholm-Modul[&i�jlh�j-nyjl{@] sowie einProjek-
tor Vwv��e��[<hm] , der einenendlich-erzeugtenprojektiven Modul über h beschreibt.
Zur Definition derPaarung�lU V�W�jf[&ikj-n�]��ov�_ vergrößertmandenFredholm-Modul
zunächstso zu einemFredholm-Modul [&iS�Hjlh�j-n@��jl{��H] , dassmanauchV (in offen-
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sichtlicherWeise)daraufdarstellenkann:�e� � � �G� �P�� � � � � �  �¡ ��¢�£�¤¥� ¡ ¢�£�¤¦� �  � £�§©¨ª � � ª � �  � «
Natürlich lässtsichauchdie damit definierteDarstellung¡ ��¢¬=¤ (die

¢&®s¯°®P¤
-Matrix

mit Einträgen¡ ��¢¬ ±³²c¤ ) wiederin ihre jeweiligenEinschränkungen¡=´� ¢¬=¤ auf
� ´ zer-

legen.Mit diesenDefinitionenzeigtmandann,dassderOperator¡=µ� ¢¬@¤·¶ ¡P¸� ¢¬=¤º¹�� ¸¼» � µ
ein Fredholm-Operatorist, dasheißtderKernundderKokern(derKerndesdazuad-
jungiertenOperators)sindendlichdimensional,und folglich seinIndex wohldefiniert
ist. (Der Index einesFredhoml-Operators½ ist alsdie ganzeZahl

Ind
¢ ½ ¤�� dim ¾~¿ÁÀ1Â ¢ ½ ¤ÄÃ dim ¾�ÅcÆc¿ÁÀ1Â ¢ ½ ¤

definiert.Weil
�

selbstadjungiertund folglich Ind
¢ � ¤m�ÈÇ

ist, verwendetmanden
Operator

¶
.)

Proposition 1.1.3. Die Paarung:ÉlÊ ¬�Ë � ¢&� � � ¤�Ìz�
Ind Í ¡ µ� ¢¬=¤·¶ ¡ ¸� ¢¬=¤ÏÎ

hängt nur von der Äquivalenzklasse
Ê ¬�Ë

von
¬

in ÐmÑ ¢<¨�¤ ab, das heisstsie ist eine
wohldefinierteAbbildungvon Ð�Ñ ¢<¨m¤ nach Ò .

Damit ist dannklar, dassman geradeFredholm-Modulnüber
¨

als ElementederÐ -Homologie Ð Ñ ¢<¨�¤ auffassenkann.Wie spätergezeigtwurde,ist die Homologie-
TheorieÐ Ñ ¢<¨�¤ sogarisomorphzurGruppederHomotopie-KlassenvongeradenFredholm-
Moduln [Jä] [Kas]. (Der Index hängtnatürlichnurvon derHomotopieklassevon ¡ � �
ab. Die Gruppenstrukturist für Fredholm-Modulnüberdie direkteSummedefiniert.)
Dasist die wesentlicheAussagedesAtiyah-Jänich-Theorems.
DasBemerkenswertean dieserAussageist, dasshier zum erstenMal ein geometri-
schesObjekt mit Hilfe von Operator-Algebrenkonstruiertwurde (die topologische
Konstruktionder Ð -Homologiewurdeerstspätergefunden[BD]). Deshalbkannman
dieseEntdeckungsicherlichalseinederWurzelnderNichtkommutativen Geometrie
bezeichnen.DasTageslichterblicktediesePflanzemeinesErachtensabererstspäter,
alsnämlichAnwendungenvon nichtkommutativenAlgebrenin derGeometriegefun-
denwurden(zumBeispielzur ErarbeitungderMaßtheorieauf demRaumderBlätter
einertransversalenFoliation,eineAnwendungdesNichtkommutativenTorus).

EineSchwierigkeit derobigenBeschreibungderK-HomologiedurchFredholm-Moduln
bestehtdarin, dasses in der Praxissehrschwerist, den Index desrecht abstrakten
Operators¡ µ� ¢¬=¤·¶ ¡ ¸� ¢¬=¤ auszurechnen,zumalmanzuvor überhauptersteinmalein
geeignetes

�
gefundenhabenmuss.



14 1.1DasWörterbuch der Nichtkommutativen Geometrie

Beispielefür solcheOperatorenÓ kannmanabermit Hilfe von elliptischenDifferen-
tialoperatorenkonstruieren.(Ein Differential-Operatorheißtelliptisch,wenner end-
lichdimensionalenKern hat, dannkannmanihn insbesondereauf demunendlichdi-
mensionalenKomplementdesKernsinvertieren.)Differential-OperatorenÔ sindnicht
beschränkt,unddeshalbist Ô�Õ�Ö×ÙØ , sodassÚ&Û�ÜlÝmÜ-ÔßÞ kein Fredholm-Modulist. Es
kannaberstetsein geeignetesÓ alsÓ × Ôà Ô à à Ô à ×�á ÔmÔ©â
definiertwerden,undesist wohlbekannt,dassin jederHomotopie-KlassevonFredholm-
Moduln einRepräsentantexistiert,welcheraufdieseWeisekonstruiertwerdenkann.
Allerdingswird die EigenschaftÓ�Õ ×BØ für die Paarungmit der ã -Theorienicht di-
rekt verwendet,sondernnur die darausfolgendenEigenschaftendesKernsvon äyÜ1å ,
die manstattdessenaberauchdurchdie Elliptizität von Ô sicherstellenkann.Insbe-
sonderespieltdieBeschränktheitdesOperatorsÓ überhauptkeineRollefür denIndex
(solangeæ=çè Úé=Þ·ä�æPêè Úé=Þ beschränktist). Mangehtdeshalbvon(beschränkten)geraden
Fredholm-ModulnÚ&ÛkÜlÝ�Ü-ÓyÜlë@Þ zu (unbeschränkten)K-Zyk eln Ú&Û�ÜlÝ�Ü-Ô¼Ülë=Þ über.
SolcheK-Zykel werdendannganzanalogzu denFredholm-Modulndefiniert,wobei
nur die Bedingungan Ó Õ durcheineBedingungandenKernvon Ô ersetztwird. Der
selbstadjungierteOperatorÔ kanndannwiederalsÔ ×íì î Ô çÔ ê î ï
zerlegt werden,unddie Paarungmit einerKlasse ð é�ñ ausder ã -Theorieschreibtsich
dannals: ò ð é�ñ�ÜfÚ&ÛóÜ-ÔMÞ�ô × Ind õ�æ çè Úé=Þ·Ô ç æ êè Úé=ÞÏöz÷
Im Gegensatzzu dementsprechendenAusdruckfür denOperatorä einesbeliebigen
Fredholm-Moduls,kanndieserIndex abermit Hilfe einer lokalen Index-Formel als
Integral einer ø -Form(in ø Dimensionen)berechnetwerden[AtS].
Dasim weiterenVerlaufwichtigsteBeispielfür einenK-Zykel ist derDirac-K-Zyk el
übereinerRiemannschenSpin-Mannigfaltigkeit ù . Der Hilbertraum Û ist dannals
Raum ú Õ Ú�ù�Ü1û�Þ derquadratintegrablenSchnittein dasSpin-BündelS gegeben,wäh-
rendderOperatorÔ derDirac-Operatorist. Die lokaleIndex-Formel lautetin diesem
Beispiel“explizit”

Ind õ æ çè Úé=Þ·Ô ç æ êè Úé=Þ ö ×ýüÿþ��� Ú�ù+Þ����@Úé@Þ-÷
Hierbei ist �� Ú�ùÙÞ × Ø��
	������ Ú��~Õ�Þ ��� Ú�� � Þ � ÷ ÷ ÷ ÷ die DichtedesDirac-Genus,die
mit Hilfe desRiemannschenKrümmungstensors� berechnetwerdenkann.Siesetzt
sichalsSummevon FormendesGrades��� zusammen,undweil in dieserArbeit nur
Beipielemit Dimensionenkleinerals � angesprochenwerden,wird siedeshalbkeine
Rolle spielen.
Die Chern-Klasse���ÄÚé=Þ , die jedemElementder ã -Theorie(siehängtnurvomReprä-
sentantenab)einegeschlosseneFormzuordnet,ist explizit als

���@Úé=Þ ×����� � ��� Õ � Úé=Þ ×����� � Ø�"! ��� Úé�Ú�#\é=Þ Õ � Þ × �$� Ú&%(' Þ
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gegeben.( ) *,+.-/+.-/+ ist die KrümmungdesZusammenhangs+.-/+ auf dem von+ beschriebenenBündel.)Die GeschlossenheitdieserForm ist vielleicht nicht ganz
offensichtlich,folgt aberleicht aus+102*3+ . Dannist nämlich -/+4+5*7698;:5+�<�-/+ unter
AusnutzungderZyklizität derSpurfolgt ->=�? 0A@ 6B+C<D*FE für alle G .
Es stelltesich dannnatürlichdie Frage,ob ein Analogonzur obigenlokalenIndex-
Formelfür Spin-Mannigfaltigkeitenauchfür nichtkommutative Räumeexistiert.Die-
seFrage,die mittlerweile positiv beantwortet wordenist [CM1], war sichereineder
wichtigstenTriebfedernaufdemWeg zumBegriff derspektralenTripel.

Der erste(und für dasFolgendewichtigste)Schritt, bestehtdarin, die lokale Index-
Formel für kommutative Algebren in die Spracheder Operator-Algebren zu über-
setzen.Der Begriff der Differentialformen– die als ZielraumdesChern-Charakters
benötigtwerden– wurdeals erstesübersetzt[CIHES]. Die entsprechendenÜberset-
zungender de-Rham-Formenin Hochschild-Kohomologiebeziehungsweiseder de-
Rham-Homologiein die (periodische)zyklischeKohomologiewerdenhier abernicht
benötigt.Viel wichtigerist diekonkreteDarstellungdieserDifferentialformenaufdem
HilbertraumH *FI 0 6KJMLONP< .
WennmandenDirac-OperatorQ schematischals

QR*S:�T&UWVYX V
schreibt,wobei X V die KomponentendesSpin-Zusammenhangsund U V *[Z"\^] V\ das
“geslashte”Vielbein,

U V U`_�a3Ub_^U V *c:;d^e V _
bezeichnet,soist für jedeFunktion fhgjik6KJS<l QmLnf1o"*S6Kp V f$<qU V *F=/6�->f$<r
DabeiwurdebereitsdiesogenannteClifford-Wirkung =/6�->f$< derEinsform-1fs*t6Kp V f$<q-vu V
eingeführt,dieeineDarstellungderEinsformenalsbeschränkteOperatorenauf I 0 6KJ�LONP<
ist. FormenhöherenGradeslassensichdannnatürlichalsantisymmetrisierteProdukte
von Einsformendarstellen.
Auf die gleicheWeisekannmanim übrigenauchfür einenFredholm-Modulvermit-
telsdfw*c:�T l x Lnf1o (de-Rham)-DifferentialformenaufdemHilbertraumdarstellen.

Sehrviel komplizierterist es,dasIntegral von Formenauf IP0y6KJ�LONP< zu realisieren.
BetrachtetmandenFredholm-Modul6�I 0 6KJMLONP<LOi`zw6KJS<L x *�{| { | < übereinerkom-

paktenRiemannschenSpin-Mannigfaltigkeit J so stimmt dasIntegral }^~�f für ei-
ne beliebigestetigeFunktion f[gMiWzs6KJS< mit der Operator-Spur ihrer Darstellung
Tr ��6Kf$< überein.Die IntegrationvonDifferentialformenkannmanabernichtmit Hilfe
der“gewöhnlichen”Spurvon Operatorenerhalten.

Definition 1.1.4. Ein Fredholm-Modul6�H�LA��L x < heißt � -summierbar falls für alle� g5� - �`�n���*�:;T l x L��6 � <KoDg5�P�"6�H�<
ist. 6�H�LA��L x < heißt 6��DLO��< -summierbar falls für alle � gs�

6 l x L��6 � <KoK< � gm���A� z 6�H�<
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ist.

( �P�"����� bezeichnetdasIdeal aller Operatoren� mit der EigenschaftTr �&�`�(���&������w� � �&��� �¡ £¢ , wobei
� � �&�¤� die absteigendgeordnetenEigenwertedesselbstad-

jungiertenOperators�`��� bezeichnet.Das Ideal ��¥A¦ § (innerhalbder beschränkten
Operatoren)ist derAbschlussderMengeallerOperatoren,für die

¨$©9ª �&����«¬9�¯®O°v±² ³´¶µy·¹¸ ²º � � � �K»��  �¢
ist.

¨$©9ª
ist diesogenannteDixmier-Spur, derenDefinitioneigentlichetwassubtilerals

die angegebeneist, worauf auchdasAnhängsel¼ hinweist.Der Namedeutetschon
daraufhin, dassessich(verblüffenderweise)um eineechteSpurhandelt,dasheißtes
ist

¨�©Aª �K½�¾�¿�ÀCÁÂ�;�R½ ¨$©Aª ��¾`��¿�À ¨�©Aª ��ÁÂ� und für alle Operatoren¾ÄÃÅ��¥A¦ § und
allebeschränktenOperatorenÆ ist¨$© ª ��ÇÈÆP�D� ¨�© ª �&ÆÉÇW�Ê
sieist alsozyklisch.)
WenneinFredholm-ModulË -summierbarist, sofolgt dassjede Ë -Form�9Ì�Í9�&�vÎ/ÏyÐ ÑÒÊnÎ ¥9Ó�Ô�Ô�Ô Ð ÑÒÊnÎ ��Ó Spur-Klasseist, undmankannsie dannmit Hilfe derSpur
über � integrieren.Der Fredholm-Modul ��Õ4Ö��K×MÊOÆP�ÊOØ § �K×t�ÊÑÙ� ÚÛ Ú Û � ist aber
(mit Ü�� dim× ) nicht Ü -summierbarsondern �KÜÝÊ ¢ � -summierbar. Das Integral vonÜ -Formenwird deshalbmit Hilfe derDixmier-Spurgebildet.
Die DarstellungeinerDifferentialformdesGradesÜ�� dim×

�9Ì�Í9� « Î Ï Ð ÞjÊnÎ ¥ Ó�Ô�Ô�Ô Ð ÞjÊnÎ « Ó
vermittelsdesDirac-Operatorshat denzusätzlichenMakel kein kompakterOperator
zusein;dieserkannaberdurchMultiplikation mit ß Þàßâá « behobenwerden.Manlandet
dannwiederin demDixmier-Ideal �;¥A¦ § , wasmansichambestenklar machenkann,
wennmandie Summeüberdie charakteristischenWerte

�Ýã ��Þm�¤�äß åDß , å[ÃFæ « des
Dirac-Operatorsaufdem(euklidischen)æ « betrachtet:

¨�©9ª �ß Þàß á « �É� ³´¶µy·èç
éê¯ë ß åDß ë>ìß åDß  �¢�í

Die Ausagegilt aberfür alleRiemannschenSpin-MannigfaltigleitenderDimensionÜ ,
dennfür die ExistenzderDixmier-Spurist nur dasasymptotischeVerhaltendercha-
rakteristischenWertevon Þ entscheidend,unddieseshängtnurvonderDimensionab:
Lokal, in einerinfinitesimalenUmgebungeinesPunktes,sehenja alle Ü -dimensionalen
RiemannschenMannigfaltigkeitenwie der æ « aus.
Esgilt dannConnes b́erühmtesTheorem

Satz1.1.5. Für dasgeradespektraleTripel ��Õ Ö �K×MÊOÆP�ÊOØî�K×t�ÊÞmÊAï�� übereinerkom-
paktenRiemannschenSpin-Mannigfaltigkeit der DimensionÜ ist mit einerbekannten
KonstantenØ , die für dasWeitere abernicht wichtig ist:¨�© ª �KÎ�ß Þàß á « �D��Ø ê

ð Î ë1ñ
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für jedeFunktion òhómôîõKöt÷ undmit derVolumenformdø auf ö . Desweiterengiltù�úAû õýü"ò/þyÿ ���nò������	�	�/ÿ ���nò�
��� ���� 
 ÷���ô �� ò/þ��>ò������	�	�����>ò�

für alle ò/þ��nò��	�	�	�	��ò�
 ójô �sõKöt÷ .
Die Graduierungü ist im übrigenals ü!�#" � "%$��	�	�&" 
 gegeben,alsoalsdasAnalogon
von ü(' in einerbeliebigengeradenDimension.In ungeradenDimensionenist aufdem
Spin-Bündelstets" � " $ �	�	�)" 
 �+* .
Wennmanbedenkt,dassdie "-, die DarstellungderBasis-Differentialed./, sind,so
ist klar, dassü alsDarstellungderVolumenformaufgefasstwerdenkann.

DerDirac-Operator� einerRiemannschenSpin-Mannigfaltigkeit ö enthältabernicht
nurdie InformationüberdenDifferentialkalkülauf ö : Mit ConnesAbstandsformel0 õ1.��32>÷4� 5&6879;: <>= ?�@A9�B �DC  ò õ1.�÷�E ò õF2>÷��G
lässtsichauchdergeodätischeAbstand

0 õ1.��32>÷ zweierPunkte.��32 ó ö , und somit
die gesamteMetrik auf ö , ausdemDirac-Operatorrekonstruieren.Einendirekten,
anschaulichenBeweisdieserFormelgibtesabernurin einerDimension,woderDirac-
Operatordurch EIHKJ�L gegebenist, undsomit

5&6879;: <>= ?�@A9�B �8C  ò õ1.C÷ME ò õF2Ý÷��GN� 5&6879;: <>= ?�@A9�B �
OPRQ  L� S ÿ �T�nòU��WVRXY �Z L� S *[[� 0 õ1.M�32Ý÷

folgt. In höherenDimensionenmussmanauf etwasraffiniertereArgumentezurück-
greifen.

Der Dirac-K-Zykel, derdie Übersetzungunddie (nichtkommutative) Verallgemeine-
rung der lokalenIndex-Formel in die Sprachevon Operator-Algebrengestattet,ver-
schlüsseltalsozugleichdie vollständigeInformationüberdie zugrundeliegendeRie-
mannscheSpin-Mannigfaltigkeit. DieserUmstandlässtsichabernurausnutzen,wenn
mandiesenspeziellenK-Zykel õF\]�;^_�3�w÷ in der algebraischenSprachecharakteri-
sierenkann.Diesleistetderim folgendeneingeführteBegriff desspektralenTripels.

Definition 1.1.6. [CspT] Ein reelles,geradesspektrales Tripel ist ein QuintupelõF\]�;^_�3���AüM��`É÷ , bestehendauseinemgeradenK-Zykel õF\a�;^_�3���Aü�÷ , sowie einem
antiunitärenOperator̀ auf \ mit

ÿRb/��`dc�e�`�� � �f�#g hfb/�&c.ó!^i�
sodassdie folgendensiebenAxiome erfüllt sind.

1. KlassischeDimension: Esexistiert einenichtnegative ganzeZahl
0
, die klassi-

scheDimension,sodass �j � 
 ó�k � = � und
ù�ú9ûml�#g

ist. Wenn
0

ungeradeist, soist ü!�n* undfolglich ÿ �T�Aüo���pg . Für gerades
0

ist
hingegen C �T�AüdGq�#g .
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2. Regularität: Für jedes r+sut sind sowohl der Operator v wTx&rzy als auchdie
Operatoren vA{ w�{|x&rzy und vA{ w�{|x}v w�x&r�y~y
beschränkt.

3. Endlichkeit: Die Algebra t ist einePrä-� � -AlgebraundderRaumderglatten
Vektoren ���+�3������W�j�N�	��� w ��� x
wobei ���	�}� w � ��� � denDefinitionsbereichdesOperatorsw � bezeichnet,ist
ein endlicherzeugterprojektiver Modul über t .

4. Realität: Die Realitätstruktur� erfüllt�d� ����� x �f� ���;� � �d� und �dw ����� w!�8x
wobeidie VorzeichendenfolgendenTabellenentnommensind:�

mod � 0 2 4 6� + – – +� � + + + +� � � + – + –

wenndie Dimensiongerade(modulo � ) ist, beziehungsweise�
mod � 1 3 5 7� + – – +� � – + – +

für ungeradeDimensionen.

5. Ordnung-Eins-Bedingung: Esgilt für alle r/x&��s tv~v wTx&rzy¡x���� � �fy �#¢D£
6. Orientierung: EsexistierenAlgebra-Elemente��¤R¥�¦�x&r ¤R¥�¦§ x £	£	£ r ¤ ¥�¦� , sodass� ��¨ ¥ ��� � ��r ¤ ¥�¦§ v wTx&r ¤R¥�¦© y�ª	ª	ª�v wTx&r ¤R¥�¦� y

ist, unddarüberhinausdie Hochschild-Zykel-Bedingung�)� « � ¨ ¥ ��� � ��r ¤ ¥�¦§ r ¤ ¥�¦© v wTx&r ¤R¥�¦� y�ª	ª	ª�v w�x&r ¤ ¥�¦� y¬ ¨ ¥
�	 ©¨®°¯ © ��± �

� ® ��� � �dr ¤ ¥�¦§ v wTx&r ¤R¥�¦© y�ª	ª	ª�v wTx&r ¤R¥�¦® r ¤R¥�¦®³² © y�ª	ª	ª�v wTx&r ¤R¥�¦� y¬ ��±-� � � ¨ ¥ ��� � ��r ¤R¥�¦� r ¤R¥�¦§ v wTx&r ¤ ¥�¦© y�ª	ª	ª�v wTx&r ¤ ¥�¦�� © y� ¢
erfüllt ist.
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7. Poincaré-Dualität: Die durch´Dµ;¶ ·o¸¡¹}¶R´�º&¸W»4¼n½;¶ ·¿¾À´�º&¸¡¹}µFÁÂ¹3Ã�»�Ä
mit Hilfe der Index-Paarungmit dem Å -Zykel µFÁ]¹;Æ_¹3Ã!» definiertebilineare
Abbildung ´ Ç Å_È µ1Æi»>É Å_È µ1ÆÊº�» Ë Ì
ist nicht entartet,dasheißtesfolgt aus ´Dµ;¶ ·o¸¡¹}¶ ·/¸W»I¼ZÍ stets,dassdie Klasse ¶ ·o¸
trivial ist.

DieseDefinitionbedarfnunnocheinigerErläuterungen

Bemerkung1.1.7. Zur RealitätsstrukturÎÏ Mit Hilfe der Realitätsstruktur(oder auchLadungskonjugation) Î ist auf Á
eineDarstellungdersogenanntenoppositeAlgebra Æ º definiert:Ð[º°Ñ3Ò�Ó¼ Î Ð�Ô Î�Õ×Ö Ø Ð[º�Ù�º³¼ZµWÙ�Ðo»Úº�Û
DieseDarstellungkommutiertnachVoraussetzungmit derDarstellungderAl-
gebra, ¶RÐ/¹&Ù º ¸N¼ÜÍ . Der Hilbertraum Á kanndaherauchals Bimodul über Æ
aufgefasstwerden:ÐÝµFÞ>Ù}»ß¼+µWÐ[ÞI»KÙà¼pÐ(Ù º ÞÀ¼pÐ Î Ù Ô Î Õ×Ö ÞI¹ Þâá�Á Ðo¹&Ù�á�Æ_Û
In denfolgendenBemerkungenwird klar werden,wozudie Existenzeinersol-
chenDarstellungbenötigtwird. Wenndie Algebra Æ kommutativ ist, undjeder
Links-Modul deshalbzugleichein Rechts-Modulist, verlangtman Î Ð Ô Î Õ×Ö ¼Ð º ¼pÐ .Ï Im klassischenBeispieldesDirac-Å -Zykelsübereiner(kompakten)Riemann-
schenSpin-Mannigfaltigkeit ist Î durchdenOperatorderLadungskonjugation
gegeben.DerenExistenzund Eigenschaftenfolgen ausdenEigenschaftender
Clifford-Algebra ã�ä Ñ , ebensowie dieTabellenfür dieParameterå ¹ å�æ und å;æ æ .Ï Wennman(im kommutativenFall) zumDirac-OperatorÃ ein ç µ�è�» -Eichpotentialé

addiert,sogilt (entsprechendderDimensionvon ê modulo ë )Î µFÃnì é » Î Õ×Ö ¼�íîµFÃðï é »3Û
Die in denobigenAxiomengeforderte(Anti-)KommutationsrelationzwischenÃ und Î ermöglichtesdaherdenmetrischenAnteil ÃÂ¼òñ óUµWô ó ìpõ ó » von
dem“elektromagnetischen”Anteil

é ¼òñ-ó é ó zu trennen.Es ist, wennman
die Existenzder Darstellungvon Æ º voraussetzt,aberdurchausmöglich auf
die ForderungdieserRelationzwischenÃ und Î zu verzichten.In diesemFall
beschreibtman(für kommutatives Æ ) eine (kompakteRiemannsche) ö ·U÷¡ø×ù -
Mannigfaltigkeit. Auf diesenexistiertzwareinDirac-Operator, dieser(anti-)kommutiert
abernichtmit demOperatorÎ (welcheraufgrundderEigenschaftenderClifford-
Algebraimmerexistiert).
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Bemerkung1.1.8. DieOrdnung-Eins-Bedingungstellt im klassischenFall sicher, dassú
einDifferential-OperatorersterOrdnungist.

Im allgemeinenFall benötigtmandasAxiom auchfür dieFormulierungderPoincaré-
Dualitätfür Formen.DieserPunktsoll hieraberübergangenwerden.

Bemerkung1.1.9. Das Axiom der Orientierungbesagtim kommutativen Fall ein-
fach,dassû als Darstellungder Volumenformauf ü aufgefasstwerdenkann.Die
Hochschild-Zykel-Bedingung ist dannäquivalentzur totalenAntisymmetriedesAus-
drucksfür û . (Hochschild-Zykel sind die nichtkommutative Übersetzungvon Diffe-
rentialformen.Auchdie langwierigeErläuterungdiesesPunktssoll hierübersprungen
werden.)

Bemerkung1.1.10. Die DimensiondesspektralenTripelswird natürlichfür die For-
mulierungdesAxiomsderOrientierungbenötigt.Darüberhinaussichertsie(vermittels
der Dixmier-Spur) aberdie ExistenzeinesIntegrals mit denentsprechendenEigen-
schaften.

Bemerkung1.1.11. Das Axiom der Poincaré-Dualität impliziert (über den Chern-
Isomorphismus)dieNichtentartungderPaarungýWþßÿ����������#þ
	���
für beliebigegeschlossenek-Formen

þ ÿ��
.

Ein vielzitiertes“Theorem” von Sullivan besagt,dassdieseBedingunghinreichend
und notwendigist, um sicherzustellen,dassim kommutativen Fall � ��� ý����

der
topologischeRaum

�
mit derStruktureinerglattenMannigfaltigkeit (einemglatten

Atlas) versehenwerdenkann.Conneszitiert diesesTheoremallerdingswie folgt:

We canthusassertthat, in thesimply connectedcase,a closedmanifold
is, in a ratherdeepsense,more or lessthe samething as a homotopy
type � satisfyingPoincaréduality in ordinaryhomologytogetherwith
a preferredelement����������� ý � � which inducesPoincaréduality in��� -theorytensoredby  "!$#%'& .

DasbevorzugteElementder � -Homologie,welchesdie Poincaré-Dualitätin der � -
Theorieinduziert,diesogenannteFundamentalklasse(dasBild derVolumenformunter
demChern-Isomorphismus),ist für Spin-MannigfaltigkeitenalsDirac-� -Zykel reali-
siert.
Für die FormulierungdiesesAxioms, welchesja Projektorenaus � � ý � � und solche
aus�(� ý �*) �,+� �-� ý � � paart,benötigtmandieBimodul-Strukturvon ü . Nur dadurch
ist sichergestellt,dassdieProjektoren.�� �0/fý � � und 1 ) � ��2¿ý � ) � auf ü 354 / 34 2 miteinanderkommutieren.

Esist, wie bereitsin denobigenBemerkungenangedeutetwurde,nichtsehrschwierig
ausdenDateneinesspektralenTripelsfür einekommutative Algebra � ��� ý��6�

die
Cliffordwirkung(über ! ú ÿ87 & ) – unddamitdieSpinstrukturauf

�
– zurekonstruieren.

Dannfolgt auch,dassderOperator
ú

von derFormú �:9<;=?> ;A@CB ÿ
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ist, mit einer matrixwertigenFunktion D , welchedie geforderten(Anti-)Kommutat-
ionsrelationenerfüllt. DieseFunktion D wird aberdurchdie Axiome,die ja Aussagen
überdie Kommutatorenvon Funktionenmit E , beziehungsweisedie Asymptotikdes
Spektrumsmachen,nicht weiter eingeschränkt.Alle OperatorenEGFHD führenauch
auf die gleicheMetrik. Der Raumaller Operatoren,die auf dieseMetrik führen,ist
offensichtlichein affiner Raum.

Satz1.1.12. [CspT] Sei IKJ�L"MON�P6Q , wobei P einekompakteglatteMannigfaltig-
keit derDimensionR sei.

1. Es sei desWeiteren NTSVUWI(U�EXUWY[Z,Q ein spektrales Tripel. Dann existiert eine
durch R?N]\[U�^_Q�J `8acbdWe fhg ikjldnmpoWqsr t N]\uQ[v t NT^_Q rxw
eindeutigbestimmteMetrik y auf P .

2. Die Metrik y hängtnur vonderunitärenÄquivalenzklassedesspektralenTripels
ab. Die Menge aller unitärenÄquivalenzklassenvonspektralenTripeln, welche
zur gleichenMetrik korrespondieren,bildeneinedurch die verschiedenenSpin-
strukturen z auf P parametrisierteendlicheMenge vonaffinenRäumen{}| .

3. DasFunktional ~��<�'�sN r E r ���_� Q hat auf jedemRaum{}| ein eindeutigesMini-
mum.DiesesMinimumist derDirac-K-Zykel (mit D*J:� ).

4. Für denDirac-Zykel ist~��<�'�sN r E r ���_� Q�J�v�� ����� �<� y�� � \
mit einerbekannten(hier nicht relevanten)positivenKonstanten� � .~��<�'� bezeichnetdassogenannteWodzicki-Residuum,eineSpurauf demRaumder

Pseudodifferentialoperatoren. (Esist im WesentlichenalsIntegraldesSymbolsz �_� N]\�UW��Qder Ordnung v�R überdasKosphärenbündelgegeben.In der Folge wird esaberkei-
ne Verwendungfinden,weshalbes nicht weiter erläutertwerdenmuss.)Der Dirac-
Operatorwird hier alsoüberein Variationsprinzipkonstruiert.Interessanterweiseist
dasrelevanteFunktionaldabeifür denDirac-Operatorals Einstein-Hilbert-Wirkung
derAllgemeinenRelativitätstheoriegegeben.MankanndieDynamikvonRaumzeiten
dannauchalsDynamikvon(beliebigen)spektralenTripelnformulieren.Die Variation
desFunktionals ~��<�'�sN r E r ���_� Q liefert bei der Variationüberalle spektralenTripel
zur gleichenMetrik die Einstein-Hilbert-Wirkung, derenVariationüberalle Metriken
dannaufdie LösungenderEinstein-Gleichungenführt.
Esmussaberbetontwerden,dassdieAxiomefür spektraleTripelnuraufRiemannsche
Mannigfaltigkeiten,alsosolchemit einereuklidischenSignaturder Metrik, anwend-
barsind.DerphysikalischrelevanteFall einerLorentzschenRaumzeitkanndamitzur
Zeit nichtbeschriebenwerden,wofür eseineReihevongutenGründengibt. Daswohl
schwierigsteProblembei der VerallgemeinerungdesKonzeptsder spektralenTripel
auf Lorentz-Mannigfaltigkeiten ist die KonstruktioneinerIntegrationmit Hilfe eines
hyperbolischenOperators.Die EigenwertedesDirac-Operatorssind in diesemFall
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nämlichasymptotischals �<� �_��� � gegeben,und(abgesehendavon,dasssienicht al-
le reell sind) jederdieserEigenwerteist unendlichfachentartet.(DieseEntartungist
proportionalzum VolumendesHyperboloiden�_��� ���������k���u ¡ .) Im Hinblick
auf physikalischeAnwendungenmussdiesesProblemnatürlichin (möglichstnaher)
Zukunft gelöstwerden;vorerstkannmansichdamitbehelfen,mit Hilfe von spektra-
len Tripeln euklidischeModellefür Gravitation zu konstruieren,die mandannspäter
“Wick-rotiert”. Wie derfolgendeAbschnittzeigt,ergebensichdabeieineReiheinter-
essanter, wennauchnichtmehrganzsoneuerPerspektiven.

1.2 Die nichtkommutative Beschreibung des Standardmo-
dells

SpektraleTripel gestatteneinediffeomorphismusinvariante BeschreibungdesGravita-
tionsfeldes.DieserSachverhaltdürftebereitsim letztenAbschnittklar gewordensein,
erwird im weiterenVerlaufderArbeit abernochgenauerherausgearbeitet.
Zugleich bietet sich aberauchdie Möglichkeit einer Verallgemeinerungauf Nicht-
kommutative Räume,unddiesist im Hinblick auf die vermuteteNichtkommutativität
der Raumzeitbei kleinenAbständenvon besonderemInteresse.Es ist dabeikeines-
wegsklar, obeinesolchenichtkommutative StrukturerstbeiEnergienin derNäheder
Planck-Skalasichtbarwird; ebensogutkönntesiesichauchschonin demheuteexpe-
rimentellzugänglichenBereich,undinsbesonderein dermathematischenStrukturdes
Standardmodellswiderspiegeln.
DieseIdee – die elektroschwacheund die starke Wechselwirkung als Vorbotenei-
nernichtkommutativenStrukturderRaumzeitaufzufassen– ist auchdeshalbattraktiv,
weil dasStandardmodellwohl kaumalsmakelloseSchönheitbezeichnetwerdenkann.
Esgibt viel zuviele freieParameter, insbesonderein denfermionischenMassenmatri-
zen,undvor allemmussdermassegebendeHiggs-Mechanismusadhocin dasModell
eingeführtwerden,ebensowie die(maximale)Paritätsverletzung.Darüberhinauskann
mansichauchdarüberwundern,dassalle FermionendesStandardmodellsentweder
unterderSingulett-oderderFundamentaldarstellung dernichtabelschenEichgruppen
transformieren.
Die letztereFragebirgt aberschondenAnsatzpunktfür die nichtkommutative Ana-
lyse der mathematischenStrukturdesStandardmodellsin sich. Die Eichgruppedes
StandardmodellskannnämlichalsGruppederunitärenElementeeinerendlichdimen-
sionalenreellenAlgebra ¢*£ ��¤0¥§¦T¨ª©�«C¬:«¨
aufgefasstwerden.Hierbeiist ¬ die reelleAlgebraderQuaternionen¬®�K¯±° ² ³´ ³ ²®µ ¶ ² ¶ ·¹¸�¶ ³ ¶ · ��ºs»(¼
derenunitäreUntergruppedie Gruppe½h¾ ¦�¿�© ist. Die Algebra ¤ ¥ ¦T¨ª© derkomplexen¦�À±Á�À�© -Matrizenwird ebensowie die Algebra ¨ alsAlgebraüberdenreellenZahlen
aufgefasst.WegenderzubeachtendenLinearitäthatdieAlgebra

¢Â£
nur5 nichttriviale

irreduzibleDarstellungen:
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stellt ist (einmalalsMultiplikation mit Å , einmalmit ÆÅ , wasfür diereelleAlgebraÄ möglichist).Ã Die beidenanalogendreidimensionalenDarstellungenfür Ç5ÈÊÉTÄªË , die der Ì -
undder ÆÌ -DarstellungderGruppeÍªÎ*É�Ì�Ë entsprechen.Ã Die zweidimensionaleDarstellungderUnter-Algebra Ï , welchederFundamen-
taldarstellungder ÍhÎ*É�Ð�Ë entspricht.

Damit auchlokale Eichtransformationenals unitäreElementeeiner entsprechenden
Algebraaufgefasstwerdenkönnen,tensoriertmandieseAlgebranunnochmit denre-
ellwertigenFunktionenaufeinervierdimensionalen(Riemannschen)Spin-MannigfaltigkkeitÇ , underhältsomitdie nichtkommutative RaumzeitÑ6Ò ÄÔÓ�É�Ç6ËÖÕ ÑÂ×sØ
für die nunmehrein spektralesTripel zu konstruierenist.
DerHilbertraumdürfte,mit einerEinschränkungklar sein:Man fassteinfachalleele-
mentarenchiralenFermionfelderzueinemgrossenHilbertraumzusammen.Allerdings
kannmanwegendereuklidischenSignaturderMetrik nichtmit Weyl-Spinorenarbei-
ten.Deshalbwerdendie chiralenFermionendurchVierer-Spinorenbeschrieben,was
allerdingseineVerdopplungderFermionfelderzur Folgehat.Eine weitereVerdopp-
lungkommtdadurchinsSpiel,dassmanzurDefinitionderLadungskonjugationÙ , so-
wohl dieTeilchenalsauchdieAntiteilchenalsunabhängigeSpinoreneinführenmuss.
Daswird im sechstenKapitel erläutert.Dort findet der Leserauchdie vollständige
DarstellungderAlgebra

Ñ
aufdemresultierendenÚ Ò:ÛhÜ É�Ç Ø ÍhËpÕÄ�ÝWÞ Ø

welchenatürlichsogewählt ist, dassalle QuantenzahlenderFermionenbezüglichder
dreiEichgruppenstimmen.Die EichtransformationensinddabeialsßÔà Òâá ß áäãåÒ:á Ù á Ù,æpç ß áXè
Ñ á_áäãåÒ:á?ãkáOÒ®é�Ø

(1.1)

gegeben,wasdannaufderentsprechendenBasisderchiralenFelderzumBeispielá�ê�ë�ì É]íuËî ì É]í[Ëðï á ã Ò Î�ñÖò$óõôsÉ]í[Ë ê�ë�ì É]íuËî ì É]íuË*ï ö É]íuË
mit ö É]í[Ë è ÎÂÉ é Ë und Î,ñäò÷ó8ô�É]íuË è ÍhÎ*É�Ð�Ë für alle í è Ç , bedeutet.Die vollständigen
EinzelheitendieserDarstellung(und die Erklärungder Zahl 90) werdenspäter– im
Abschnitt øsùxú – nochangegeben,an dieserStellesoll nur an die grundlegendenIde-
enundErgebnissedieserAnwendungderspektralenTripel erinnertwerden.Esmuss
abernochauf eineauftretendeSchwierigkeit hingewiesenwerden:Die Hyperladun-
gender Quarkssind drittelzahlig,wohingegendie Algebra Ä nur die Darstellungen
zudenLadungen

é�Ø'û"é
aufweist.Allerdingsist dieunitäreGruppederAlgebra

ÑÂ×
alsÎ ×üÒ Î*É�Ì�Ë§ý�ÍhÎÂÉ�Ð�ËÊý}ÎÂÉ é Ë gegeben,enthältalsoeineüberzähligeÎ*É é Ë in demFaktorÎ*É�Ì�Ë . Die, von der HyperladungerzeugteEichgruppeÎÂÉ é Ë wird dannals geeignete
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KombinationderbeidenþÂÿ���� -Faktorengewählt,währenddie verbleibendeþ*ÿ���� ver-
mittels der sogenanntenUnimodularitätsbedingung von Hand eliminiert wird. (Das
sieht zwar ein wenig nachBasteleiaus,es ist aberalles andereals trivial, dassdie
EichtransformationendesStandardmodellsüberhauptin dieserFormrealisiertwerden
können.Für die meistenYang-Mills-Theorienwäredasnicht möglich.)

Die Verwendungder“adjungierten”Darstellung(1.1)alsEichtransformationbegrün-
detsichin der(Anti-)KommutationsrelationderLadungskonjugation� mit demDirac-
Operator� , welchenesals Nächsteszu konstruierengilt. � sollte natürlichkovari-
ant unterdenEichtransformationentransformieren,dasheißt für jedes ���
	 sollte
der transformierteOperator ��ÿ��������� ÿ���������� selbstein Dirac-Operatorsein,alsoal-
len Axiomen für spektraleTripel genügen.Man prüft leicht nach,dassdiestatsäch-
lich immerderFall ist. Wie üblich kannein solcherkovarianterDirac-Operatordurch
einenHintergrund-Dirac-Operator ��� (derauchdenSpinzusammenhangenthält)so-
wieEichpotentiale� (selbstadjungierteEins-Formen)als ������������� parametrisiert
werden.
BeiderWahldesHintergrund-Dirac-Operators � � gibt esdanneineMengeFreiheiten.
EinedurchdasErgebnismotivierteWahl ist����� �"!$# !&% '��( � �*),+.-0/
wobeidie ÿ21436571438� -Matrix - die entsprechendeZusammenfassungaller fermioni-
schenMassenmatrizenist. Mit Hilfe diesesDirac-Operatorslassensich nun die Zu-
sammenhänge� alsbeliebigeselbstadjungierteEinsformen�9�9:<;�= ;?> � � /A@ ;CB �9:D;�= ;,E�F ÿ�GD@ ; �H�*),+ > -0/A@ ;CB2I
konstruieren.Die Massenmatrizenvertauschennicht mit allen Elementender Alge-
bra, sonstwärensie ja eichinvariant.Die Massentermeder Fermionensind abernur
unter den Gruppen Jhþ*ÿ2K,� und þÂÿ�����L�M invariant.Es mussbetontwerden,dassdie
Möglichkeit die Massenmatrixin dasnichtkommutative Differential zu integrieren,
die (maximale)ParitätsverletzungderelektroschwachenWechselwirkung voraussetzt.
Es tritt dahernebender Darstellungder üblichenEichfelder � ! /ON ! /OP ! desStan-
dardmodells,nochein weiteres,skalaresFeld auf, so dassderallgemeinekovariante
Dirac-Operator(in einervereinfachtenSchreibweise)die Form�Q��� � �R� ! ÿ�� ! �SN ! �SP ! �H�*)8+�TD-
hat. Das Skalarfeld T transformiertsich (als Teil des Zusammenhangs)unter den
EichtransformationenderUntergruppeþ*ÿ����U5VJhþ*ÿ2W,� alsT�- XY�þZT�- þ � � þ > -0/kþ � B
(undist invariantunterderGruppeJªþ*ÿ2K,� ). VerschiebtmandiesesFeldgemäß[ - �\TD- �R-
sotransformiertsich [ homogen, [ XY�þ [ þ � /



Einleitung 25

und zwar genaumit denQuantenzahlendesHiggsfeldes,mit demesdannnatürlich
identifiziertwerdenkann.DasHiggsfeldtritt hieralsoalsFolgederParitätsverletzung
alsTeil desEichzusammenhangsin Erscheinung,undmussnichtmehrvon Handhin-
zugefügtwerden.

Damit sindnunalle wesentlichenIngredienzendesStandardmodellin einemspektra-
lenTripel vereinigt.InsbesonderefindetdabeidasHiggsfeldin sehrnatürlicherWeise
eineneueRolle als gleichberechtigterPartnerderübrigenBosonendesStandardmo-
dells,nämlichalseinerderAnteiledesZusammenhangs.

Esgibt mehrereMöglichkeitenmit Hilfe derDatendiesesspektralenTripelsein Wir-
kungsfunktionalfür die physikalischenFelderzukonstruieren.

EinnaheliegenderAnsatzbestehtdarin,demüblichenKonzeptderYang-Mills-Theorien
zu folgen.Man bildet dazudie (Zwei-Form der)Krümmung ]_^a`Dbdcebgf desZu-
sammenhangsb , und konstruiertdie Yang-Mills-Wirkung, die in diesemnichtkom-
mutativenBeispielauchalsConnes-Lott-Wirkung [CL] bezeichnetwird, danngemäßh�iHj ^lk�]nmo]qpom
wobei ksrtm.rup einmit Hilfe derDixmier-SpurkonstruiertesinvariantesSkalarproduktauf
demRaumder Zwei-Formenist. Auf die Schwierigkeiten bei der Konstruktiondes
Differentialsfür Eins-Formensoll andieserStellederArbeit ebensowenigeingegan-
genwerden,wie aufdieDiskussionderFreiheitenbeiderWahldesinvariantenSkalar-
produkts,welchefür die AnpassungderKopplungskonstanten andie experimentellen
Wertesehrwichtig sind([MP][TS]).

In lokalenKoordinatenstimmt die Connes-Lott-Wirkung mit der Wirkung desStan-
dardmodellsüberein,wassehrbemerkenswertist, weil mandabeialsoinsbesondere
dasHiggs-Potentialvwk xypq^{z}|~x�| ����� f |~x�| f als Anteil der Yang-Mills-Wirkung auf
einemnichtkommutativen Rauminterpretiert.(Wie daszur spontanenSymmetrieb-
rechungführendePotential vwk���p zustandekommt, kannmansich leicht vorstellen,
wennmanbedenkt,dassim ZusammenhangeigentlichdasFeld ��^9x��7� auftaucht.)

Die zweiteMöglichkeit zurKonstruktioneinerWirkungentsprichtabersehrviel mehr
dem Geist der spektralenTripel, die ja eigentlichals Beschreibung von Riemann-
schenGeometrien,also dem Gravitationsfeld,gedachtsind. Die wesentlicheInfor-
mationüberdasGravitationsfeldstecktdabei(in FormdesSpin-Zusammenhangsund
desVielbeins)im Dirac-Operator. Die EigenwertediesesOperatorssind unterallen
unitärenTransformationen– also insbesondereunterDiffeomorphismen– invariant.
WennmansiealsFunktionalderMetrik auffasst(indemmandenDirac-Operatorals
dynamischeVariableverwendet),sosindsiedemnachguteObservablendesGravita-
tionsfeldes.Mit diesenObservablenkanndannauchdie Wirkung – alsasymptotische
EntwicklungeinerCut-off-Spurvon ��f – gebildetwerden:

Lemma 1.2.1([CC). ] Sei ���U����� eineFunktion,die genügendschnell für ���� � � abfällt. Desweiteren sei � der allgemeinekovarianteDirac-Operator des
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obigenspektralenTripels,und � einereellepositiveKonstante. Dannist�� �o�s�� �}�A ¢¡¤£�¥� ¥§¦ (1.2)� ¨ª©�« ¬8ª®�¯�°�±³²´4µ ¥ � ®·¶ ±³²± ´4µ ¥ª¸ � ¥ ¶ (1.3)¶�¹�º¼»�½ ¾U¿ � ¶ ÀÁ ± µ ¥�Â&Ã�ÄÆÅAÇ8Â Ã�ÄOÅOÇ ¶ ÈÈ�É¤Ê~Ë�Ê ¥ ¸ ¶SÌ6Í �ÏÎ ¥�Ð.Ñ�Ò (1.4)

Hierbei bezeichnet Â ÃÓÄÆÅAÇ denWeyl-TensordesGravitationsfeldesund ¹UºÔ»�½ ¾·¿ � ist die
vollständige Yang-Mills-Higgs-Lagrangedichte desStandardmodells.

DieseAussageseinunnochmit ein paarBemerkungenerläutert.

Bemerkung1.2.2. Die (vonmir gewählte)obigeFormulierung,dass¹�º¼»�½ ¾U¿ � dievoll-
ständigeYang-Mills-Higgs-Lagrangedichte desStandardmodellsist, ist eigentlichet-
wasungenau.Wie sichzeigtkannmandie Kopplungskonstantenin dieserLagrange-
dichtenämlichnicht ganzgenauan die experimentellenWerteanpassen.Wennman
bedenkt,dassmanzur AnpassungdersiebenexperimentellenParameter(zu denfünf
ParameternÕ×ÖZØoÕÚÙÛØoÜoÝßÞÏà�ÙVØ ¬Ôá Ø ¬ �sâ Î<ã desbosonischenSektorsdesStandardmodells
kommenja nochdie Gravitations-und die kosmologischeKonstantehinzu) nur vier
freie Parameterbei derKonstruktionderWirkung zur Verfügunghat, ist die Abwei-
chungallerdingserstaunlichgering.DarüberhinauserhältmaneineVorhersageder
Higgsmasse: Õ×Ö � È ´ ÉÏäSÉ4å æ"çÓè Ò
Die Berechnungder Kopplungskonstantenist allerdingssehraufwendig,vor allem
weil manzunächstrechtunrealistischeWertefindet.Insbesondereergibt sichdie Ein-
schränkung ¬¼éÏ�e¬ ¥ �ëê ì² ¬8í
an die Kopplungsparameterderdrei EichgruppendesStandardmodells.Die Ideebe-
stehtaberohnehindarin,die Theorieals effektive Theoriebei einerCut-off-Skala �
anzusehen.Die experimentellenWertederKopplungsparameterbei der î -Massefin-
det man dannausder obigenRelationzwischenden Kopplungskonstantenbei der
Skala � mit Hilfe desRenormierungsflusses.Es ist aberwohl bekannt,dasssichdie
KopplungskonstantendesStandardmodellsnicht genauin einemPunkt(bei entspre-
chendhohenEnergien) treffen, auchwennsiesichrechtnahekommen[AdBF]. Des-
halbkannmanauf dieseWeise,wennmanvon einersolchen“Vereinheitlichung”der
Wechselwirkungenstartet,natürlichauchnichtzumStandardmodellzurückgelangen.
Allerdings machtdieseRenormierungsgruppen-Analyse auchnur dannSinn, wenn
zwischender î -MasseundderSkala È.å í�é

– È.å íðï æ"çÓè keineneuePhysikauftritt, was
ohnehinkeinesehrattraktive Vorstellungist.

Bemerkung1.2.3. Die spektrale Wirkung �}�A ·Í £ ¥ Ð ist invariantunterallenunitär-
en Transformationenauf dem Hilbertraum,also nicht nur unter Diffeomorphismen.
ConnesdrehtdieseBeobachtungum, und verlangt,dasseinephysikalischsinnvolle
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Wirkung spektral invariant sein muss,sich also als Summeübereine Funktionder
EigenwertedesDirac-Operatorsschreibenlassenmuss.
Die Einstein-Hilbert-Wirkung ist abernicht spektralinvariant. Es ist auchwohlbe-
kannt,dassmandie Metrik einerRiemannschen(Spin-)Mannigfaltigkeit nicht voll-
ständigausdemSpektrumdesDirac-Operatorsrekonstruierenkann:

Onecannotheartheshapeof adrum.

DesWeiterenschließtdie Poisson-Algebrader EigenwertedesDirac-Operators(als
FunktionenaufdemPhasenraumderAllgemeinenRelativitätstheorieaufgefasst)nicht,
sodassdiesekeinenvollständigenSatzvon Observablenfür dasGravitationsfeldbil-
den.
Strenggenommenist die spektraleWirkung aberauchkeine Wirkung. Das würde
nämlichvoraussetzen,dassmanAnfangs-und Endwerteso vorgebenkann,dasssie
eineindeutigesExtremumbesitzt.Etwasgenauerformuliert,sollteesmöglichseindie
RandwertedesmetrischenTensorsaufzweibeliebigenraumartigenHyperflächenvor-
zugeben.Die spektraleWirkung ist aberals Integral überdie ganzeMannigfaltigkeit
gegeben.Die einzigmöglicheRandbedingungist die Wahl der (flachen,ñ�òëó ) Me-
trik im Unendlichen.Die darausfolgendenBewegungsgleichungenim Vakuum(wenn
mandie Fermionenunddie Eichbosonenvernachlässigt)besagendahernur, dassdie
RaumzeiteineEinstein-Mannigfaltigkeit ( ôöõÓ÷"ò�ó ) ist. Dasist zwarsichereinespek-
tral invarianteAussage,aberviel lernenkannmandarausnicht.

Die nichtkommutative Beschreibung desStandardmodellsist natürlich nur eine der
unzähligenphysikalischenAnwendungenderNichtkommutativenGeometrie,unddie
obige Darstellungbeziehtsich auchausschließlichauf Connes´Zugang([D-VKM
1,2][RW 1,2][CES][RH][HPS][PP]).Es gibt viele weitereBeschreibungendesStan-
dardmodellsals Yang-Mills-Theorieauf einemnichtkommutativen Raum([TS][G-Bø ] [MP][PSS] [KE]), die alle in natürlicherWeisedasHiggs-Feldals Eichbosonbe-
schreiben.JederdieserAnsätzehat im Vergleich mit demhier verwendetenAnsatz
Vor- undNachteile,sodasseszumgegenwärtigenZeitpunktsicherlichwünschenwert
wäre,dieseZugängezu ihremVorteil zu einemeinzigenzu fusionieren.
Connes’Zugangist aberzur Zeit dereinzige,derdasStandardmodellalseinenAnteil
desGravitationsfeldesaufeinemnichtkommutativenRaumbeschreibt.DieserAspekt
der Vereinheitlichungmachtihn zum einenbesondersattraktiv, andererseitsexistie-
rengeradein diesemZugangzur Zeit die meistenoffenenFragen,die teilweiseoben
bereitsangedeutetwurden.ø Die ConnescheFormulierungarbeitetmit einereuklidischenSignaturder Me-

trik. Es ist sichernotwendigeine Lorentzsche Formulierungzu finden.Dann
wird esauchmöglichseinmit Weyl-Spinorenzu arbeiten,sodassauchdaszur
Zeit nochrechtstörendwirkendeProblemderFermionverdopplungdabeigelöst
würde.ø DasModell enthälteineüberzähligeùqú�û�ü , die mit Hilfe dersogenanntenUni-
modularitätsbedingung von Handeliminiert werdenmuss.ø Es ist zur Zeit nicht klar, ob man dasAxiom der Poincaré-Dualitätauchim
NichtkommutativenFall benötigt.In derBeschreibungdesStandardmodellsver-
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hindert(unteranderem)diesesAxiom denEinbaudermittlerweileexperimentell
nachgewiesenenrechtshändigenNeutrinos.ý Bei der KonstruktiondesDirac-Operatorsgibt esviel zu viele Freiheiten.Die
obigeWahl ist zumgegenwärtigenZeitpunktausschließlichdurchdasErgebnis
begründet.Esmussdeshalbin Zukunftuntersuchtwerden,obsichdieserDirac-
OperatordurchzusätzlicheEigenschaften(z.B. neueSymmetrien)auszeichnet.
DiesekönntendannauchHinweiseaufmöglicheneuePhysikbeihöherenEner-
gienliefern.

Von derBeantwortungzumindesteinigerdieserFragenhängtdie Zukunft dieserphy-
sikalischenAnwendungderNichtkommutativenGeometrieab. Andererseitssinddiese
Problemeklar eingegrenzt,undihreLösungwird fragloszueinembesserenVerständ-
nisderPhysikdesStandardmodellsführen.Dasmacht(wenigstensfür mich)dengröß-
tenReizderNichtkommutativenGeometrieaus.

1.3 Über denAufbau der Arbeit

“Ein AnfangundeinEndeproBuchwarenetwas,dasmir nicht behagte.Ein gutesBuchkann
dreivöllig verschiedeneAnfängehaben,dienur im vorausschauendenWissenihresVerfassers
zusammenhängen,undmindestenshundertmalsoviele Schlüsse” lässtFlann O´Brien
denHeldenseinesRomansIn Schwimmen-Zwei-Vögel verkünden.Dessenliterarische
Versucheendendannaucherwartungsgemäßin einervomAutor weidlichausgekoste-
tenKatastrophe,welcheim WesentlichenaufgrundderstriktenWeigerungdesfiktiven
Literaten,sichaufeineneindeutigenSchlussfestzulegen,entsteht.
In derphysikalischenLiteraturistesdemgegenübernichtsallzuUngewöhnlicheswenn
ein Text viele, scheinbarvöllig verschiedeneAnfängehat.Bei vielenphysikalischen
Fragestellungenist esja sinnvoll, sichdemProblemvonvielenunterschiedlichenAus-
gangspunktenzunähern,unddieseStrategieschlägtsichdannauchbeimAufschreiben
derResultatein einerentsprechendenSprunghaftigkeit nieder. Natürlichsolltenauch
hieralleunterschiedlichenZugängeletztlichaufdasselbeZiel hinarbeiten,auchwenn
diesesnicht immererreichtwird.
DaszentraleLeitthemadervorliegendenArbeit, dieesaufvier verschiedeneTeilemit
zugehörigenAnfängenbringt,ist diesoebenbeschriebeneFormulierungdesStandard-
modellsalseinAnteil desGravitationsfeldesaufeinemgeeignetgewähltennichtkom-
mutativen Raum,und insbesonderedie im vorigenAbschnitt angedeuteten,offenen
Fragen
Im Vordergrund steht dabei vor allem das Problemder QuantisierungdiesesMo-
dells, beziehungsweisedie Frage,wie man auf beliebigennichtkommutativen Räu-
menQuantenfeldtheorieformulierenkann.EinederauftretendenSchwierigkeitenbe-
stehtdabeiin derim Hinblick aufnichtkommutative Beispieleunvermeidlichengloba-
len Formulierungder Nichtkommutativen Geometrie.Quantenfeldtheorieist demge-
genüberüblicherweisein einer lokalen Spracheformuliert, und es ist deshalbnicht
offensichtlichwie man ihre grundlegendenKonzepte,wie zum Beispiel die (Anti-
)Kommutationsrelationenzu gleichenZeiten,auf nichtkommutative Räumeübertra-
gensoll.
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Die in letzterZeit erschöpfenddiskutiertenperturbativen Modelle überdemMoyal-
deformiertenþ ÿ ([G-BVq] [Kr-Diss][KrRW][G-BM] + 100) bilden dabeisicherlich
eineAusnahme.In diesemBeispielgibt esnämlichDerivationen,so dassmaneinen
Impulsraumdefinierenkann.Die Nichtkommutativität derzugrundeliegendenRaum-
zeitkommtdanndurchzusätzliche(Impuls-abhängige)Phasenfaktorenin denFeynman-
RegelnzumAusdruck.Dabeispieltin derFormulierungauchdieTatsacheeineRolle,
dassdieRaumzeitdurchDeformationausdemkommutativen þ ÿ hervorgeht.Die per-
turbativen AspektederentsprechendenQuantenfeldtheoriesolltendannebenfalls nur
eineDeformationihresbekanntenkommutativenAnalogonssein,zumindestgehtdie-
seAnnahmein allebetrachtetenModelleein.
Die in dernichtkommutativenBeschreibungdesStandardmodellsverwendeteAlgebra
ist aberkeineDeformationderFunktionenüberderRaumzeit.Esgibt auchkeinenmir
bekanntenGrundzu vermuten,dasseinehypothetischeAlgebra,die dasStandardmo-
dell zu höherenEnergienfortsetzt,einesolcheDeformationseinsollte,zumaldasnur
einenweiterenfreienParameterin die Theorieeinführenwürde.
Eine naheliegendeMöglichkeit, an die obenangesprocheneAufgabeder Übertra-
gungvon Lokalität in die nichtkommutative Spracheheranzugehen,würdedarin be-
stehen,einemöglichstvollständigbekannteQuantenfeldtheorie(übereinerkommu-
tativen Raumzeit)in die globaleSprachezu übersetzen.Allerdings werdenüblicher-
weisedie spektralenTripel für kommutative Algebrenmit Hilfe lokaler Koordinaten
angegeben,sodass– alsnotwendigeVorbereitungeinessolchenProjektes– zuerstein
kommutativesBeispielvollständigin der (globalen)Sprachevon Operator-Algebren
ausgearbeitetwerdenmuss.Diesgeschiehtin denbeidenKapitelndeserstenTeilsder
Arbeit für dasBeispielder zweidimensionalenSphäre,auf der mit demSchwinger-
Modell einederambestenverstandenenQuantenfeldtheorienexistiert,derenÜbertra-
gungabernochZukunftsmusikist.
Im letztenTeil derArbeit werdendreiweitereProjekteangesprochen,diesichnochin
einemsehrfrühenStadiumbefinden,unddiealledurchdasProblemderQuantisierung
aufnichtkommutativenRäumenmotiviert sind.
Beim StudiumderSphäreergibt sich(alsNebenresultat)dannaucheineMöglichkeit,
eineweitereSchwierigkeit ausdemWeg (zu Quantenfeldtheorien,die mit Hilfe von
spektralenTripelnformuliertsind)zuräumen.Esgibt nämlich– außerdenNichtkom-
mutativenTori, dieaberwiederDeformationensind,– keineausgearbeitetenBeispiele
für nichtkommutative Algebren.Die AusarbeitungderSphärewäreohnedie Ausnut-
zungihrer

�������	�
-Symmetriekaummöglich.Die dortverwendeteMethodekannauch

ohnebesondereMüheaufnichtkommutative Algebrenmit entsprechendenSymmetri-
enübertragenwerden,undmankanndannmit analogenTechnikenwie aufderSphäre
versuchen,nichtkommutative spektraleTripel “ausihrenSymmetrienheraus”zukon-
struieren.DieseÜbertragungist dasThemadeszweitenTeils.Dort werdenaucheinige
neue,wennauchunspektakuläreBeispieleerarbeitet.
SymmetrienvonspektralenTripelnsindnatürlichauchim Hinblick aufAnwendungen
in derHochenergiephysikinteressant:
DasspektraleTripel desStandardmodellsist ein TensorproduktdesspektralenTripels
einerkommutativen Mannigfaltigkeit mit einemspektralenTripel für einenichtkom-
mutative endlichdimensionaleAlgebra.SolchespektralenTripel könnenvollständig
klassifiziertwerden,wasim erstenKapitel desdrittenTeils geschieht.Mit dersoge-
schaffenenVergleichsmöglichkeit kannmandannauchan die Aufgabeherangehen,
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diemathematischeStrukturdesStandardmodellsweiterzuuntersuchen.Insbesondere
stellt sich ja die Frageinwiefern sich dasStandardmodellgegenüberanderenYang-
Mills-Higgs-Theorienauszeichnet.Wie sich zeigt gibt es aber immer noch viel zu
viele Theorien,die sichebensowie dasStandardmodell,mit Hilfe von spektralenTri-
pelnkonstruierenlassen.Esist aberdenkbar, dasssichdasStandardmodell(oderseine
Fortsetzungzu höherenEnergien)durchzusätzlicheSymmetrien,die ausderFormu-
lierung als spektralesTripel resultieren,auszeichnet.So existiert zum Beispiel mit
der 
 -DeformationderuniversellenEinhüllendenderLie-Algebra ������������ eineHopf-
Algebra,die sowohl die innerenSymmetrien����������������	� �!�����"	� alsauchdie Lie-
AlgebraderLorentzgruppe,�#����������� , alsUnteralgebrenenthält.Esist eineinteressante,
offeneFrage,ob diese(odereineähnliche)Hopf-Algebraauf die Differentialalgebra
desStandardmodellswirkt. Bei einerpositivenBeantwortungdieserFragekönnteman
dabeisehrviel überdie StrukturderfermionischenMassenmatrizenlernen,denndie-
segehenja in dasnichtkommutative Differentialein unddie Freiheitenbei ihrerWahl
dürftendaherdurcheinesolcheSymmetrie-Anforderungeingeschränktwerden.Diese
Ideeist die wesentlicheMotivation für die im zweitenKapitel diesesTeils durchge-
führteUntersuchungmöglicherHopf-SymmetrienvondiskretenspektralenTripeln(in
demim fünftenKapitel erarbeitetenSinn).

Überspitztausgedrückt,beschäftigtsichdieMathematikmit demAuslotenvon(Denk-
)Möglichkeiten,wohingegendie Physikvor allem dasErfassendesExistierendenin
ihren Mittelpunkt rückt1. So gesehenist die vorliegendeArbeit sehrmathematisch,
und man sollte dementsprechendauchkeine bahnbrechendneuenErkenntnissefür
die Physikvon ihr erwarten.Vielmehrist sie von demBemühengeprägt,einige,für
die nichtkommutative BeschreibungdesStandardmodellsundseiner(hypothetischen)
Quantisierungrelevante,mathematischeStrukturenmöglichstgründlichzu verstehen.
Dasführt allerdingsaufeineReiheneuer, undvor allemsehrkonkreter, offenerFragen
in diesemZusammenhang.Einige dieserFragenkönnteneineRichtungfür weitere
UntersuchungenderStrukturdesStandardmodellsim RahmenderNichtkommutativen
Geometrieaufweisen.

Um nur ein Beispielherauszugreifen,sei dasProblemdesEinbausder rechtshändi-
gen Neutrinosin dasModell erwähnt.Bei der im dritten Teil der Arbeit erarbeite-
ten Klassifikationder endlichenGeometrienzeigt sich nämlich,dass,im Gegensatz
zu früherenErwartungen,dieserEinbaukeineswegsdurcheinenur geringfügigeÄn-
derungder Axiome (denVerzichtauf die Forderungder Poincaré-Dualität)erreicht
werdenkann.SolangedasModell euklidisch formuliert ist, sindmassive Neutrinosin
diesemModell nicht gestattet.AllerdingssolltemandasModell ohnehinaufLorentz-
Mannigfaltigkeitenformulieren,undin diesemFall dürftederEinbauderrechtshändi-
genNeutrinosmöglichsein.Im viertenTeil wird dasKonzeptder“spektralenQuadru-
pel” erläutert,dasich in Zusammenarbeitmit TomasKopf alserstenVersuchaufdem
Weg zu einer“kausalen”FormulierungdesModells (die ja auchausanderen,bereits
angesprochenenGründenwichtig ist) erarbeitethabe.

“Wennmanein Buchschreibt,sotut mandiesebensosehrum verstanden,alsauchum nicht

1Dabei entstehtallerdingsder Eindruck, dassauch in der Mathematik“nichts, dases nicht gibt”
existiert.
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verstandenzu werden.” schriebF.Nietzsche in Die fröhliche Wissenschaft, womit
er daraufanspielte,dassman sich stetsauf eine bestimmtepotenzielleLeserschaft
festlegenmuss,unddadurchnotgedrungenandereGruppenalsLeserausschliesst.
DieserDissertationkonnteallein schonausPlatzmangelkeinesystematischeEinfüh-
rung in die verwendetenKonzepteausder Nichtkommutativen Geometrievorange-
stelltwerden.Darüberhinaussindin denletztenJahrenohnehineinigeausgezeichnete,
einführendeAbhandlungenzudiesemThemaerschienen([G-BFV] [Lb][Mb][Monsaraz]),
sodasseinegewisseVertrautheitdesLesersmit denBegriffenderNichtkommutativen
Geometrievorausgesetztwerdenkann.
Andererseitsfehlt esin denerwähntenEinführungenankonkreten,nichttrivialenBei-
spielen,welcheesin dervorliegendenArbeit in Hülle undFülle gibt. Dadurchdrängt
siesichalsErgänzungzu einemdererwähntenBüchergeradezuauf, undderStil, in
demdieArbeit verfasstwurde,ist im WesentlichenvondieserVorstellunggeprägt.Die
wichtigstenverwendetenBegriffe werdenandenentsprechendenStellen,andenensie
benötigtwerden,kurz zusammengefasst,so dassein Hin- und Herblätternzwischen
verschiedenenTextenunnötigist. EsexistierenzumeistaberkeineErläuterungendie-
serBegriffe, in der Hoffnung, dassdieseausdenbehandeltenBeispielenvon selbst
hervorgehen.
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Teil I

Die spektraleSphäre
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In den folgendenKapiteln sollen die grundlegendenIdeender Nichtkommutativen
Geometriein möglichsteinfacherWeiseanhandeineseigentlichrechtnaheliegenden
Beispielsveranschaulichtwerden.

DiesesBeispiel,diealgebraischeBeschreibungder“Spin-Geometrie”derzweidimen-
sionaleSphäre,wurdein derArbeit [Rio] begonnen,undspäterin [Monsaraz] vollen-
det. Die “Vollendung”bestehtdabeiim Auffindeneinesreellen,geradenspektralen
Tripels, dem zentralenBegriff der Nichtkommutativen Geometrie.Diesesspektrale
Tripel wird in beidenArbeitenaberimmernochlokal – alsomit expliziten Koordina-
tenundKartenwechseln– beschrieben.Die globale,koordinatenfreieBeschreibungist
ein neuesResultatdervorliegendenArbeit.

Ein reelles,geradesspektralesTripel, bestehendaus insgesamtfünf algebraischen
Daten: einem Hilbertraum $ , einer auf $ dargestellten %'& - Algebra , und drei
ausgezeichnetenOperatorenauf $ (je einer für “reell”/ “gerade”,sowie der Dirac-
Operator),codiertdiegesamteInformationeinerRiemannschenSpin-Mannigfaltigkeit.
Bei expliziter KenntnisdieserDatenkannmandiesengeometrischenRaumalsozu-
mindestim Prinziprekonstruieren.Leidersindnursehrwenigenichttriviale Beispiele
für spektraleTripel explizit bekannt.DieserschwertdasArbeitenmit denabstrakten
Begriffen, da mannur sehrschwerein Gefühl für ihre Bedeutung(in beiderleiSinn)
erhält.Auch fehlt esdadurchanguten“Spielzeugmodellen”,andenenIdeenauf ihre
Tragfähigkeit getestetwerdenkönnen.Insbesondereist esnatürlichwichtig herauszu-
finden,wie dieRekonstruktionderzugrundeliegendenGeometrietatsächlichdurchzu-
führenist.
Insofernstellt die SphäreeineAusnahmedar. Sie ist einerseitsein vor allemtopolo-
gischhöchstnichttrivialesBeispiel,die konkretenBerechnungenbleibenabertrotz-
demüberschaubar. So existierenzumBeispielunendlichviele nichtäquivalenteLini-
enbündel,deshalbist essinnvoll, die Rolle und die explizite KonstruktiondesSpin-
bündels,dastoplogischnichttrivial ist, genauerzu studieren.

Vor allem“lebt” mit demSchwinger-Modell einederambestenausgearbeitetenund
verstandenenQuantenfeldtheorienauf der Sphäre.Will man alsodie Quantisierung
von Feldtheorienin die globaleSpracheder Nichtkommutativen Geometrieüberset-
zen,soist hiereingutesSpielzeugmodellvorhanden,andemmanwesentlicheAspekte
lernenkann.Darüberhinauskannmandie klassischeSphäreauchzu einernichtkom-
mutativen “Quantensphäre”deformieren.Es ist dannzu hoffen, dasseine verallge-
meinerteVersiondes(quantisierten)Schwinger-Modells auf dieser“Quantensphäre”
formuliert werdenkann.Letztlich ist mannatürlichanderQuantisierungkomplizier-
terernichtkommutativer Modelle interessiert;ein solchesSpielzeugmodellwird mit
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SicherheitschoneineReiheIdeenundImpulsehierfürmit sichbringen.

Dasses überhauptmöglich ist, zu einer vollständigen,expliziten Beschreibung der
Sphärezu gelangen,liegt (natürlich)anihrer (�)�*�+	, -Symmetrie.Tatsächlichläßtsich
die gesamteKonstruktionvollständigauf die ForderungdieserSymmetriezurück-
führen.FragtmannacheinerRiemannschenSpin-Mannigfaltigkeit mit einer (�)-*�+	, -
Symmetrie,sogelangtmanzudemhierangesprochenenspektralenTripel für diezwei-
dimensionaleSphäre,sowie zu einemweiterenfür die dreidimensionaleSphäre,also
die Gruppenmannigfaltigkeit der Gruppe (�)�*�+	, . DiesesVerfahren,spektraleTripel
ausihren Symmetrienzu konstruieren,läßt sich natürlichauchfür andereGruppen
durchführen.BenutztmandieGruppe)-*�.�,0/1)-*�.�, , sogelangtmanzumnichtkommu-
tativenTorus,einemderwenigenwohlbekanntennichtkommutativenBeispiele.Die im
viertenKapitel dargestellteverblüffendeinfacheKonstruktionzeigtdie Tragfähigkeit
unseresSymmetrie-Konzeptes.Die Feuerprobe,nämlichdieKonstruktioneinesneuen
nichtkommutativenBeispiels,stehtandieserStelleabernochaus.
Da diesemKapitel keine Einführungin Nichtkommutative Geometrievorangestellt
war, ist esunvermeidlich,dassder eineoderandereverwendeteBegriff einemNeu-
ling auf diesemGebiet(noch)nicht vertrautist. EinigederverwendetenBegriffe aus
denGebietenOperator-Algebren,Differentialtopologieund-geometriewerdenanden
Stellen,andenensiebenötigtwerden,kurzerläutert.Die übrigensindandieserStelle
alsbekanntvorausgesetzt.
Am BeispielderSphärelässtsichsehrschöndieNatürlichkeit undvor allemdieNütz-
lichkeit derNichtkommutativenSprachezeigen.Die üblichelokaleKonstruktionzum
Beispielvon Vektorbündeln,desClifford-Bündels,oderder Metrik ist nämlichnicht
nur technischmühsam,sondernauchmit vielenFallstricken versehen.Diesevermei-
detman,wennmandie spektraleSpracheverwendet,obschonmandie geometrische
Vorstellungvon einerKugeloberflächeeinbüßt,die engmit derüblichen,lokalenBe-
schreibungverbundenist.



Kapitel 2

Von der lokalen zur globalen
Beschreibung der Sphäre

Ziel diesesKapitelsist es,eineBeschreibungderSpin-Strukturaufderzweidimensio-
nalenSphäre243 anzugeben,dieohnedieVerwendunglokalerKoordinatenauskommt.
Im erstenSchrittwird esnötig sein,die TopologiederSphäreglobalzu beschreiben.
Da diestechnischetwasaufwendigerist, soll ein kurzerAusflugzumKreis zunächst
die zugrundeliegendeIdeeherausarbeiten.In einemnächstenSchrittwerdendannei-
nigeVektorbündel,darunterdasSpinbündel,übersetzt,sodasseineexplizite Beschrei-
bungder 5 -Theorieder 2 3 möglichwird.
Die zentraleAufgabeist die BerechnungdesDirac-Operators,welchedannim näch-
stenKapitelsystematischdurchgeführtwird. (Hier werdennureinpaareinfacheÜber-
setzungsvorschriftenangegeben.)DerDirac-OperatoraufderSphäreist invariantunter
derWirkung derGruppe2�6-7�8	9 , unddieseForderunglegt ihn zugleichfest.(Der Be-
griff Sphärewird hier alsoausschließlichauf die Kugeloberflächeangewandt,nicht
aberaufeineglattezweidimensionaleMannigfaltigkeit, diedarausdurchDeformation
entsteht.)
Die hauptsächlicheMotivationeinesPhysikers,sichdiesemProblemzustellen,dürfte
klar sein. Im nächstenKapitel soll nämlich die Sphäreausein paar recht abstrak-
tenDaten- im WesentlichendemSpektrumdesDirac-Operators- rekonstruiertwer-
den.Dass,undwie diesmöglich ist, wird in diesemKapitel geklärt.Außerdemwird
zugleichdie dominanteRolle herausgearbeitet,die denSymmetriender Sphärezu-
kommt.

2.1 Die :!; -Algebren :=<?>A@CB und :D<E>GF	B
AusgangspunktderNichtkommutativenGeometrieistdasGelfand-Naimark-Theorem.
Um esformulierenzu können,seienkurzdie verwendetenBegriffe definiert:

EineBanach-Algebra H ist eineAlgebra,die zusätzlichmit einerNorm IKJ�I versehen
undin dieserNorm vollständigist. Die Norm I�JLI ordnetjedemElementMONPH eine
reelleZahl IQMRI zu,undzwarso,dassstets

1. IQM ITSVU und IQM IXWYU[Z\M�WYU ;
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2. gQh�i gkjml hXlngQiRg für hporq ;

3. gQitsvuwgTxygQiRg4s=gQuzg ;

4. gQi�uwgTxDgQi g{gQuwg
erfüllt ist. Vollständigkeit bedeutet,dassalle Cauchyfolgen( gQiw|A}Yiw~-gP��� , wenn�4��� großgenuggewählt sind)auchin � konvergieren.
Ist die Banach-Algebradarüberhinausmit einerInvolution,alsoeinerAbbildung i�o�����i�^�oA� mit denEigenschaften

1. i�^�^�j�i
2. _�i�ud ^ j�u ^ i ^
3. _�h�its���ud�^�j��h�i�^Ks ���ue^

versehenundgilt dannauchnoch

gQi ^ gXj�gQiRg �
sonenntman � eineBanacĥ-Algebra.

Definition 2.1.1. Eine ]'^ -Algebra ist eineBanacĥ-Algebra � mit derEigenschaft

gQi ^ i gXj�gQi g f
für alle iGo�� .

Die obige ]'^ -Bedingungist ein ÜberbleibseleinerDarstellungvon � auf einemHil-
bertraum� . In diesemFall wäredie Norm über

gQiRg f j��������	 �i	¡ � i	¡�¢�l ¡�or� £� ¤¡ � ¡�¢�jD¥�¦
gegeben.Sie ist alsoeinenotwendigeBedingung,damit überhaupteineDarstellung
einerBanacĥ-Algebraauf einemHilbertraum � existierenkann.Es gilt in derTat
sogar:

Lemma 2.1.2. Sei � eine ] ^ -Algebra. Dann ist � isomorphzu einer in der Norm
abgeschlossenen,selbstadjungiertenAlgebra vonbeschränktenOperatorenaufeinem
Hilbertraum.

(DerBegriff ”abgeschlossen”kannhiergleichwertigmit ”vollständig”verwendetwer-
den.SelbstadjungiertheiteinerAlgebrameintnatürlich,dassmit jedemElementauch
dasAdjungiertein derAlgebraliegt.)
Genauwie in derQuantenmechanikkannmandanndieZustände¡!o§� ,  ¤¡ � ¡�¢�jD¥
alslineareFunktionalë�© aufderAlgebragemäß

¨�©4_�i�d�ª�«¬j® ¤¡ � iw¡X¢
auffassen.Esseidabeistetsvorausgesetzt,dass¡ nicht im KernirgendeinesAlgebra-
Elementesliegt, sodassdieseLinearformnicht entartetist. Wennmandie Norm

g�¨¯g ª�«�¬j°�Q������l ¨�_�i�d±l0£CgQiRg�jD¥�¦
auf denlinearenFunktionalenüber � einführt,lassensichdie sokonstruiertenspezi-
ellenLinearformenetwaseleganterwie folgt charakterisieren:
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Definition 2.1.3. Ein linearesFunktional² übereiner ³[´ -Algebraheißtpositiv, wenn

²�µ�¶ ´ ¶L·�¸V¹
für alle ¶Gº�» gilt. Gilt darüberhinaus ¼�²¯¼X½D¾ , sonenntman ² Zustand.

Zu jedemZustand² auf » kannmaneineDarstellungauf einemHilbertraumkon-
struieren,sodass²�µ¿À·�½ÂÁ¤Ã�ÄE¿ÅÃ�Æ für ein ÃÇº!È , Á¤Ã�Ä�Ã�Æ1½É¾ . Dies ist die Gelfand-
Naimark-Segal-Konstruktion,welchehierabernicht benötigtwird.
Auf denpositivenlinearenFunktionalenist danneinenatürlicheOrdnungdefiniert:

²KÊ�¸v²�Ë Ì ²ÍÊÏÎÐ²�Ë�ÑÓÒ�ÔÖÕ�×zÒ�ÑÀÔ�ÑÀØRÙ
mansagtdann,² Ê majorisiert² Ë .
Definition 2.1.4. Ein Zustand² über » wird alsreiner Zustand definiert,wennjedes
von ² majorisiertelineareFunktionalvon derForm Ú�² mit ¹-Û�ÚOÛÜ¾ ist.

DieseDefinitionentsprichtgenauderquantenmechanischen: HatmaneineDarstellung
von » auf È , so ist für jedenZustandÃyºÝÈ auf derUntermenge»�ÃDÞ=È eine
Darstellungvon » definiert.Der durch Ã definierteZustandüber » ist dannundnur
dannrein,wenndieseDarstellungirreduzibelist.
Für kommutativeAlgebren » sind aberalle irreduziblenDarstellungeneindimensio-
nal.DeshalblassensichreineZuständein diesemFall auchalsCharakteredefinieren:
Ein Charakterist ein ß -Homomorphismusnach à , alsoeinelineareAbbildung á â»mã°à mit á�µ�¶	´#·4½ á�µ�¶L· und

á�µ�¶�ä?·Ï½Yá�µ�¶L·åá�µ�ä·�æ
SolcheCharakterekönnendannals eindimensionaleDarstellung( ¶wÃç½\á�µ�¶�·�¿LÃ )
der Algebraaufgefasstwerden.Ein Zustandist dahergenaudannrein, wenner ein
Charakterist.
FürnichtkommutativeAlgebren,dieim AllgemeinennurwenigeeindimensionaleDar-
stellungen– alsoCharaktere– haben,bestehtdieseEins-zu-Eins-Korrespondenz zwi-
schenreinenZuständenundCharakterennicht.
Aus diesemGrundmachtfür nichtkommutative Algebrennur derBegriff “reiner Zu-
stand”Sinn,und er wird deshalbgleich für die FormulierungdesGelfand-Naimark-
Theoremsherangezogen.
Die Beispielefür kommutative ³[´ -Algebrenlassensichrechteinfachcharakterisieren:

Satz2.1.5. (Gelfand, Naimark 1943)
Sei » einekommutative³ ´ -Algebra und è der Raumder reinenZuständevon » ,
dann ist è , versehenmit der Gelfand-Topologie ein lokalkompakter, topologischer
Hausdorff-Raumund » ist isomorphzuder Algebra ³�éCµ¤èê· der stetigenFunktionen
auf è , welcheim Unendlichenverschwinden.Insbesondere ist è dannundnur dann
kompakt,wenn» unital ist.

Der Begriff ”im Unendlichenverschwinden”wird der Anschaulichkeit zuliebever-
wendet.In einerabstraktenSituationhatmansichunter ³�é{µ¤èê· dieVervollständigung
derAlgebraderstetigenFunktionenmit kompaktemTrägerin derSupremums-Norm
vorzustellen.Für kompakteRäumegibt esselbstverständlichkein “Unendlich” und
deshalbwird dannim folgendeneinfach ³`µ¤èê· geschrieben.
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2.1.1 Symmetrienund Normen

Für denKreis î�ï , der sich als die Menge òwóeôöõ�÷§øúù{ûp÷Öü ý0þ�ÿ�� ��� beschreibenläßt,
besagteinSatzvonN.Wiener, dasssichbeliebigestetigeFunktionenalsPotenzreiheinó ôöõ entwickeln lassen.Algebraischbetrachtet,hat ëGíbî ï ð alsoeinenunitärenErzeuger� , � ì �����	� ì ��
��
Damit ist die ë ì -Algebra ë`íbî ï ð abernochnicht eindeutigspezifiziert.Esmussnoch
festgelegt werden,welchePotenzreihen���� � � in ëGíbî�ïeð konvergierensollen,und
welchenicht.Diesist äquivalentzur DefinitioneinerNorm,denn ë`íbî ï ð kannja auch
auchalsNorm-AbschlußdesRaumesderPolynomein � angesehenwerden.Gesucht
sind geeigneteBedingungen,die die Norm auf allen Polynomenso fixieren,so dass
dasGelfand-Naimark-Theoremdie im Abschlussresultierendeë[ì -Algebraals ëGíbî�ïEð
identifizierenkann.Eswird baldklar werden,dassdie RelationenderAlgebraallein
dazunicht imstandesind.Andersausgedrückt:esgibt verschiedeneë ì -Algebrenmit
genaueinemunitärenErzeuger, keinenweiterenRelationen,aberunterschiedlichen
Normen.
Im Allgemeinen,dasheißtbei einerüberihre ErzeugerundderenRelationenvorge-
benenbeliebigenAlgebra,wird essehrschwersein,die Bedingungenan die Norm
konkretanzugeben.Da derKreis aberein homogenerRaumfür die Gruppe ��í 
 ð ist,
ergibt sichausderinduziertenGruppenwirkung�	���� ó ô �����	� þ ó ô � ÷���í 
 ð�þ
aufdie AlgebraderPolynomein � eineeleganteMöglichkeit:

Proposition 2.1.6. Die Bedingung� 
�� ó�� ô � � � � ÿ � � � ÷Öü ý0þ�ÿ�� � (2.1)

legt auf eindeutige Weiseeine ë'ì -Normauf der Algebra der Polynomein � fest.Die
sich nach demNorm-Abschluß ergebendeë[ì -Algebra ist isomorphzu ëGíbî�ïEð .
Beweis:
JederCharakter! auf dervon � erzeugtenAlgebraist eindeutigdurchseineAuswer-
tungauf � fixiert. Weil � unitärist, ist !�í � ð einekomplexeZahlmit ù !�í � ð±ù ��
 . Wenn
derRaumderCharakterewiedermit " bezeichnetwird, ist demnach:" #�î ï
alstopologischerRaum.WegendesGelfand-Naimark-Theoremsist� 
$� ó � ô ��� � �&%('�)*,+.- ù 
$� ó � ô � !�í � ð±ù � (2.2)

Daherkann
� 
/� ó � ô � � � nur dann2 sein,wennein !v÷�" existiert, sodass!�í � ð �óeô � :

Da die Algebranämlichunital ist, ist " kompakt.Wäre ó ô �10÷2" , soträfediesalso
auf einekompletteoffeneUmgebung 354 óeô � innerhalbder î�ï zu,also 3�67" �98 .
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Daswürdeaberbedeuteten,dassdie Norm von :.;/<>=�?A@CB�DE: unmöglich2 seinkann.
Die Funktion FHGJIEKML5NO;�<P= ?A@CB IQN ist auf R$SETVU schließlichstrengkleinerals2, und:.;$<1=�?A@CB�DE: ist einfachdasSupremumvon F auf W .
LangerRedekurzerSinn:W LXR SZY
(Ein strengerBeweis ist dasnatürlichnur wennmanWienersTheorembenutzt.An-
sonstenwäredie von D erzeugteAlgebranachdieserPropositioneineUnteralgebra
von [\G]R$S^K und es wäre immer noch zu zeigen,dass(2.1) überhauptals [`_ -Norm
Sinnmacht.)
WesentlichamobigenArgumentist, dassa alleWerte b ced(f�gih durchlaufenkann.(Eine
dichteUntermengehättestrenggenommengenügt,aberdaswäreeinewenighilfreiche
Haarspaltereigewesen.)BetrachtetmanstattdesKreiseszum BeispieldasIntervallb cedjgih auf derreellenAchse,so lassensichdie stetigenFunktionennochimmerin =^@lk
entwicklen,wobei abernun mon�b cedjgih ist. Für die Norm von ;p<X= ?A@CB D findet man
dannwieder f falls aqnrb cedjgih , aber

:.;�<1= ?A@CB DE:/Lts fp<ufwv^xzyia|{}f aqnrGZ~f gwd(f�g�Kjd
und :.;$<1= ?A@CB DE:�L s f��rfwv^xzy�a&{Pf arn�GJgwd�~f g�K Y
Wie diesesGegenbeispielbeweist,ist eine [ _ -AlgebradurchihreErzeugerundderen
Relationennoch nicht eindeutigfestgelegt. Allerdings ist es richtig, dassdie Norm
eindeutigist, wenn alle konvergenten/divergenten Potenzreihenvollständigbekannt
sind,mandie entsprechende[�_ -AlgebraalsoalsMengekennt.
Besonderselegant formulieren lässt sich (2.1), wenn man berücksichtigt,dassdas
Algebra-Element;`<�=�?A@CBeD auchals Resultatder Wirkung desGruppenelementes= ?A@CB n���G�;�K auf ;�<9D angesehenwerdenkann.(2.1) kanndannals Invarianzder
Norm unterdieserWirkung verstandenwerden.Weil die Norm dannbereitsals die
Supremums-Normauf [�G]R S K bestimmtist, gilt dieseInvarianzautomatischfür alle� n�[\G]R�S�K und insbesondereist sie wohldefiniert für alle

� n�[�G]R$S^K . Das wä-
re im obigen Gegenbeispielnicht der Fall gewesen(zum Beipiel ist die Funktion� G]m�KwL Sk,? S�� ��� auf b cedjgih stetig,

� G]m�<ug�K abernicht).
Klarerweiseist die Gruppenwirkung

� G]mEK/�� � G]m�<1a�K ein ��� Automorphismusvon[\G]R S K , undalssolchermußsienormerhaltendsein.Mankönnte,statt(2.1)zufordern,[\G]R�S�K alsoauchalsdiejenige[�_ -Algebramit einemunitärenErzeugerD definieren,
bei der sich die ��G�;�K -Wirkung D9�� =Z@CB�D als ��� Automorphismenauf die gesamte
Algebrafortsetzt.In physikalischenAnwendungenhatmannormalerweisegleicheine
Darstellungder [�_ -Algebraauf einemHilbert-Raum� gegeben.Die obigeCharak-
terisierungder Norm vermittels ��� Automorphismenist dannäquivalentzu der Exi-
stenzeinerzyklischenDarstellungderAlgebraaufeinemHilbertraum,derselbsteine
(unitäre)Darstellungder ��G�;�K trägt (mit � B bezeichnet),sodass=^@CB�D�L5� B D�� _B auf� gilt. Diesist eineKonsequenzausderfolgenden,wohlbekannten
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Proposition 2.1.7. Sei £w¤ der zyklische Vektor einer zyklischenDarstellungder � � -
Algebra ¥ auf ¦ . Dannist derZustand§ �©¨A¡«ªj¬�®°¯ £w¤�±(¨�£w¤.² ³ ¨H´�¥
invariant untereinemµ�¶ Automorphismus· von ¥ , also§ �J·¸�©¨�¡�¡ ® § �©¨�¡ ³ ¨H´�¥H±
wennundnur wenneseinenunitärenOperator ¹«º auf ¦ gibt , sodaß¹ º ¨A¹ �º ® ·¸�©¨A¡ ³�¨�´�¥�»
Ein solcherZustand§ kannnatürlichkeinreinerZustandsein:Damiterinvariantunter
derErsetzung¼2½¾À¿ZÁCÂ,¼ ist, mußautomatisch§ �J¼AÃA¡ ®oÄ , falls ÅtÆ®�Ä , gelten.Reine
ZuständesindaberCharaktere,unddiesekönnen,auf ¼ ausgewertet,nicht Null sein.
Die zusätzlicheWahl § ��Ç�¡ ® Ç definiertabereinensolchen(“unreinen”)Zustand,und
mit Hilfe derGNSKonstruktionfindetmaneineentsprechendeDarstellung.

2.1.2 ÈÊÉÌË ¢ÎÍ .
Die zweidimensionaleSphäreist alsUntermannigfaltigkeit� ¢ ®ÐÏ ÑÒ ´�Ó�Ô�ÕHÖ ÑÒ Ö ® Ç�×
in den Ó Ô eingebettetundmit der, von derflachenMetrik des Ó Ô induzierten,Metrik
versehen.Bekanntermaßenlassensich alle stetigenFunktionenauf �w¢ in Kugelflä-
chenfunktionenentwickeln. Dies motiviert die Wahl der vier Erzeuger̈	±(Ø.±(Ù^Ú , die
denRelationen ¨,Ø ® Û Ù^ÜEÙ.Ý (2.3)Ù^Ü�ÞuÙ.Ý ® Ç (2.4)

genügen.Die Involution ist auf ¥�� ® �tßà�w¢Záâ¡ danndurch¨ � ® ØÙ �Ú ® Ù�Ú
definiert.Der Grund, Ù Ú einzuführen,wird späterklar. Mit Hilfe der Kugelflächen-
funktionensinddie Erzeugerin lokalenKoordinatenals¨ ® ¿ ÁCãQä(ålæVç ®oè é�êë�ì  �í Ü   �]îM± ç ¡Ø ® ¿ Ý ÁCãQä(ålæVç�©Ù^Ü�¶rÙ.ÝE¡ ® ï^ð äiç ® è Û êë ì  �í ¤��]îM± ç ¡ (2.5)

zu identifizieren.Demnachist dervon denErzeugern̈	±(Ø.±.�©Ù Ü ¶rÙ Ý ¡ aufgespannteli-
neareUnterrauminvariantunterderWirkungderGruppe�$¹��©ñ�¡ . DerBequemlichkeit
halberwird in derFolgeabermit derLie-Algebra ò.¼��©ñ�¡ gearbeitet.Dieseist dannalsó Ô ¨ ® ¨	± ó Ô �©Ù�Ü�¶�ÙôÝw¡ ® Ä ± ó Ô Ø ® ¶õØó Üw¨ ®�Ä ± ó ÜQ�©Ù�Ü�¶�ÙôÝw¡ ® ¨A± ó Ü�Ø ® ¶pñ��©Ù^Ü�¶rÙ.Ýw¡ó Ý�¨ ® ñ��©Ù^Ü�¶rÙ.Ýw¡j± ó ÝM�©Ù�Ü�¶�ÙôÝw¡ ® ¶pØÎ± ó ÝöØ ®�Ä ±
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auf denErzeugerndargestelltundwird auf beliebigePolynomeaus ÷ vermittelsder
Leibniz-Regel ø$ù«ú ûâü©ý�þAÿ��oüJø$ù«ú ûZý«ÿ©þ � ýEüJø�ù«ú û þAÿ �
alsoals Derivationen,fortgesetzt.Man prüft leicht nach,dassdiesmit der Relation
(2.3) verträglichist. Zum Beispiel

ø û ü ��� ÿ�� � � 	 ø û ü 
��
�� ÿ oder, nicht ganzso
offensichtlich:ø � ü 	 
���
�� ÿ�� 	�� ü � � ÿ 
�� � 
�� ü�� �� ÿ������ � � ü 
�� � 
�� ÿ��ø � ü ��� ÿ �
wobeiman

ø$ù«ú ûâü 
 � � 
 � ÿ���ø$ù«ú û���� �
benutzt.

Die VerwendungderLeibniz-Regel für die FortsetzungderWirkung derLie-Algebra
aufPolynomeist einenotwendigeBedingung,damitdie resultierendeDarstellungder
Gruppe �! ü � ÿ durch " � Automorphismenrealisiertseinkann.Bezeichnetmanalso
für #%$&�! ü � ÿ dieentsprechendelineareWirkungauf

ý $�÷ mit #(' ý $ ÷ , sogilt:#(' ü©ý�þAÿ)� ü #(' ý«ÿ ü #*' þAÿ �#*' ü©ý,+.ÿ-� ü #(' ý«ÿ + � . ý � þ $�÷/'
Genauwie beimKreis kannmannundie Norm fixieren,indemmandie Invarianzfür
alle #0$%�1 ü � ÿ auf einemElementvon ÷ , welchesseinMaximumgenaueinmalauf�2 annimmt,fordert.EinesolcheFunktionistý3�4� � � �
welchenur in 5 � �

, 6 �87 2 ihrenMaximalwert 2 erreicht.Die Norm auf ÷ ist dann
eindeutigdurchdie Bedingung19 � � #(' � 9 � � . #:$&�1 ü � ÿ ' (2.6)

bestimmt.Umgekehrthättemanauchdie von (2.3),(2.4)erzeugte; + -Algebra ÷ mit
derNorm(2.6)alsAusgangspunktnehmenundmit Hilfe desGelfand-Naimark-Theorems÷ � ;=<>��2�? zeigenkönnen.

An dieserStellesindnocheinpaarBemerkungenangebracht.Zunächsteinmalist aus
(2.6) unterZuhilfenahmederDreiecksungleichungundderTatsache,dassaus

ü 
 � �
 � ÿ 2 � ��� �4� 9 � 9A@ �
folgt, 9 � 9 ���

zu schließen.Indem man � durch ein geeignetesElementaus �1 ü � ÿ auf 
 � � 
 �
abbildet,zeigtmandann,mit etwasmehrMühe,

9 
 ù 9 ���
unddamitauch9 ��� ��� 9 �4� '

Man könntenunversuchtsein,aus(2.3)auf

ü 
 � � 
 � ÿ1��B �C� ��� zu schließen,und
damitsowohl 
�� alsauch 
�� zu eliminieren.Die WurzelalsPotenzreihekonvergiert
in ÷ , und

�D� ��� ist, wie manan9 �C�Pü��C� ��� ÿ 9 � 9 ��� 9 � 9 � 9 2 ��� �
1Eshättenatürlichgenügt,einedichteUntermengevon EGF*HJI�KMLNF*HMOPKRQ3ETS zuverwenden.
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erkennt,ein positivesElement.Xba�ced%a�f] abernicht,denng�h diXba�ced%a�f] gkj=lmg a�f gkjnlponh�q
Die Quadratwurzelist natürlich immer als positives Elementdefiniert. Hier wurde
mehrfachdie wohlbekannteTatsacheverwendet,dassein selbstadjungiertesElementr

einerunitalen U V -Algebrapositiv ist, wennundnurwenng�h d rg r g gAsnh�q
Auchist keinerdervier Erzeugerinvertierbar. Dieszeigtmanameinfachstendurchdie
explizite Konstruktionvon Charakteren,die auf demjeweiligenErzeugerverschwin-
den,wie, zumBeispiel,die durcht�u Xba u ] j=vxw t�u Xba�y1] j�h�j tzu Xb{|] q
definiertenCharaktere,die offenbardie einzigenCharakteremit t�u Xba u ] j}v

sind.
Mankannsiezur Beschreibungvon Kartenauf Z _ , demRaumderCharaktere,benut-
zen:
Im Folgendenseidie Gelfand-Transformiertevon

r�~:�
mit �r bezeichnet.( �r ist die

durch �r X t ]z�����j t X r ]
definiertestetigeFunktionaufdemRaumderreinenZustände.)Dannist dieAbbildung� j �{l �a�f w � � j ��l �a�f�� q
von Z_k� t f nach �*_ ein Homöomorphismus.Man kannalsodie Karte( Z_!� t f , � )
definieren.Analogdefiniertman( Z_(� t c , � ), mit� j ��l �a�c w � � j �{l �a�c�� w
Im ÜberlappderbeidenKarten Z_(��X t c3� t f ] sinddie lokalenKoordinaten� und �
durch � � j�h

verknüpft.
EshandeltsichnatürlichumdieüblichenkomplexenKoordinatenauf Z_ . Geometrisch
findetmansiemit einerstereographischenProjektion,also� jn�N���k�����k�l w � j�� f ���k�����Y�l q (2.7)

Im Hinblick auf (2.4) stellen a�c w a�f eineZerlegungderEinsbezüglichdieserKarten
dar. Das ist der wesentlicheGrundbeidemitzuschleppen,wasabererstspäterganz
klar wird.
Mit Hilfe derRelationen(2.3),(2.4)kannmanjedes

r ~¡�
alsr j ¢£¤¦¥ §k¨ª© r c¤«§ { ¤ � § a�c¬ r f¤«§ { ¤ � § a�f
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zerlegen,wobeidie Koeffizienten ®,¯°«±W² ®z³°«± durch ® eindeutigbestimmtsind.Diesist
für technischeArgumentemanchmalhilfreich, zeigtaberauch,dassdasWachstums-
verhaltenvon ´ demeinerAlgebramit zwei ErzeugernohneRelationenentspricht,
wie esfür einezweidimensionaleMannigfaltigkeit wie µ¶ auchseinsoll.
Im Allgemeinenwird manabereineZerlegungvon ®¸·¹´ in die Kugelflächenfunk-
tionen,diehomogenePolynomein º , » , ¼ ¯�½ ¼ ³ sind,vorziehen.Dieswird Ausgangs-
punktim nächstenKapitel sein.

2.2 Die K-Theorie der Algebra ¾�¿NÀ^Á�Â
Im Gegensatzzum Ã*¶ ist dasTangentialbündelderSphäretopologischnichttrivial. Es
gilt nun,diesenSachverhalt in die algebraischeSprachezu übertragen.Essei darauf
hingewiesen,dassim folgendennurglatteFunktionenbetrachtetwerden.Vorerstwird
weiterhindasSymbol ´ , nunmehrfür glatteFunktionen,verwendet.Späterwird dann
etwasklarerzwischenglattenundstetigenFunktionenunterschieden.
Bekanntlichist ein differenzierbaresVektorbündelÄ Å½mÆÈÇ übereinerdifferenzier-
barenMannigfaltigkeit Ç durcheineweitereMannigfaltigkeit Ä sowie einestetige
Projektion(eineSurjektion) ÉËÊ!Ä Æ Ç gegeben,so dassdasUrbild É ³,Ì�ÍMÎ Ï je-
desPunktesÎ · Ç ein VektorraumderfestenDimensionÐ ist. Etwasanschaulicher
ausgedrückt,ist Ä diejenigeMannigfaltigkeit, die entsteht,wennin jedemPunktder
Mannigfaltigkeit Ç ein VektorraumÑÒ angeklebtwird. Damit ist dasBündelim All-
gemeinennatürlichnochnichteindeutigcharakterisiert.Immerhinist damitaberschon
dastriviale Bündel, Ä�Ó Ç Ô Ñ Ò
vollständigbeschrieben.Lokal, dasheißt in jeder offenenMenge Õ�Ö einer offenen
Überdeckung×�ÕzÖ>Ø�Ö�Ù ÌÛÚÝÜÝÜÝÜ[Ú ± ( Ç seikompakt,dannist Î endlich)ist ein Vektorbündel
perDefinition immertrivialisierbar, dasheißtesexistierenDiffeomorphismenÞ ÖeÊpÕ�Ö Ô Ñ ÒWßÆ É ³,Ì Í Õ�Ö Ï
mit derEigenschaftÉ Í Þ Ö ÍMÎ ²¦àá ÏÛÏ Ó Î âGÎ ·eÕzÖ�ã
Insbesonderesind die

Þ Ö ÍMÎ Ï bei festem Î linear. Dann sind, in einemnichtleeren
ÜberlappÕ�Ö|ä&Õ,å zweierKarten(bei festemÎ ·eÕzÖRä&Õªå ) auchdie Abbildungenæ Öçå�ÍMÎ ÏzèPéëêÓ Þ ³,ÌÖ ÍMÎ Ï Þ å¦ÍMÎ Ï
linearvon Ñ Ò nach Ñ Ò , also

æ Öçåì·îí�ï Í Ð ² Ñ Ï . Darüberhinausgeltendie Konsistenzbe-
dingungen æ ÖðÖñÓ òóæ åPÖ}Ó æ ³,ÌÖçåæ Ö�ô ÍMÎ Ï æ ôÛå ÍMÎ Ï Ó æ Öçå ÍMÎ Ï Î ·eÕzÖRä&Õ ô ä&Õ,åYõÓ=ö�ã
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DieseKonsistenzbedingungen, zusammenmit derDifferenzierbarkeit der üëýçþ�øMÿ û in ÿ ,
beschreibengerade,dassdie lokalen(trivialen) Bündelüberden �zý , an denSchnitt-
stellen �zý����,þ differenzierbarzusammengeklebtsind.

Die strukturerhaltenden Abbildungenvon(Vektor-)Bündeln,dieBündel-Morphismen,� ����	� und
��
������ , sinddurcheinPaarglatterAbbildungenø������Rû , gegeben,so

dassdasDiagramm � � 

� �

�
� � ���

kommutiert.Anschaulichheißtdas,dass� dieFaser������ø�� û übereinemPunkt� � �
aufdie Faser� 
 ��� ø!�Gø�� ûÛû über �Gø�� û abbildet.
Offenbarsind,bei gegebenemBündel

� ��"�#� , die Übergangsmatrizenü>ýçþ nur bis
aufeineBasiswahl in denFasernderlokalenTrivialisierungeindeutig.Darüberhinaus
machtesauchkeinenSinn,Bündel,diestetigineinanderüberführtwerdenkönnen,zu
unterscheiden,zumalja auchdie Wahl deroffenenUmgebungender lokalenTriviali-
sierungnichteindeutigist. DaherwerdenüblicherweiseÄquivalenzklassenbetrachtet.
Zwei Bündel,

� ���� � und
� 
 ���� � , heißenäquivalent,wenneseinenBündel-

Morphismusø���� id $3û , gibt, sodassdasDiagramm� � 

� �

�
�

id %
�

kommutiert.
Um nunzueinerglobalen,algebraischenBeschreibungeinesVektorbündelszugelan-
gen,betrachtetmandie Schnittein diesesBündel.Ein (glatter)Schnittist eineglatte
Abbildung &(' � � � , die �*)+&-, id $ erfüllt. Klarerweiseist &�ø�� û dannfür jedes� � � ein ElementderFaser������ø�� û . DenRaumderglattenSchnittebezeichnetman
üblicherweisemit .!ø � � � û . Da manSchnittepunktweisemit Funktionenmultiplizie-
renkann,hat .1ø � � � û die Struktureines/ -Moduls.
Ebensowie dasBündel,ist auchein Schnitt & zunächsteinmalnur lokal, in derForm
lokaler Schnitte &�ý0'�,1&325476 , sinnvoll anzugeben.Hat dasBündeldenRang 8 , so gibt
esin jederderoffenenUmgebungen�zý9�;:�,�<=�?>?>?>@��ÿ , derlokalenTrivialisierungdes
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Bündels,A linearunabhängigeSchnitteBDCFEHGI , JLKNM=O?P?P?P�OHA , mit derenHilfe der lokale
Schnitt Q I als Q I KSR E B CFEHGI
zerlegt werdenkann.Die KomponentenR E sinddabeiauf T I glatteFunktionen.DadieQ I im Bündelleben,mussin einemnichtleerenT IVU T�W natürlichauchQ I KYX I WZQ[W (2.8)

gelten,wobeinicht über \ summiertwird. Ein globalerSchnitt Q wird dannalsodurch
dasm-Tupel ]�Q_^?O?P?P?P@O`QZacb beschrieben,sodass(2.8)erfüllt ist.

Der ersteSchritt zu einer “Globalisierung” der Schnitte,bestehtdarin, die lokalen
SchnitteQ I in globalwohldefinierteObjektezuverwandeln.Dazuverwendetmaneine
Zerlegung de^gfih?h?hjf�dDaSKkM derEins, l`monVn-d Iqp T I , diemansowählt,dasssiezudem
für alle rsd Ictvu erfüllt. Dannsinddie Komponentenvon w I0x Kzy d I Q I auf ganz {A glatteFunktionen,welcheallerdingsaußerhalbvon T I verschwinden.Natürlichsind
die w I keineSchnittein dasbetreffendeBündel,denn(2.8)gilt für sienicht.Allerdings
gilt stattdessen w I K}|_~ d I X I W ~ d W=� ^H� w W P
Es ist auchoffensichtlich,dassin jedemPunktnur A der w I linear unabhängigsein
können.SchreibtmanwiederdasTupel ]�w�^�O?P?P?PDOHw;a�b , dasja nun in jedemPunktals
Vektoreines� a�� wohldefiniertist, somusseseinenProjektor� vom RangA auf � a��
geben,mit ��]�w�^�O?P?P?PDOHw;a�b0K�]�w�^gO?P?P?PDOHw�a�b für alle soausdenSchnittendesBündels
konstruierten]�w7^�O?P?P?PDOHw�a�b . Dadiesin jedemPunktderFall seinmuss,ist zuerwarten,
dasssich� zueinemElementaus{���]!��b , den �c�+� -Matrizenmit ( ��K��*A ) Einträgen
aus � fortsetzt.Man prüft leicht nach,dassdiestatsächlichderFall ist. Explizit sind
die Einträgevon � dannals � I W0K�~ d I X I W ~ d�W
gegeben: �

W | ~ d I X I W ~ d W � w W K �
W X I W�~ d I d W Q W� �?� ���� �7����� �¡���[¢ �K £¤ � W d WZ¥¦ ~ d I Q IK w I P

Da derÜbergang Q I nach w I offensichtlichumkehrbarist, hatmandanngezeigt,dass§ ]�{¨OH©ªb als � -Modul isomorphzu « K¬�"� �
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ist. Einen ´ -Modul dieserForm (mit µ ² ¶ µ¸·º¹�»�®!´�³ ) nenntmaneinenendlich
erzeugtenprojektiven Modul . Umgekehrt kannauseinemsolchenendlicherzeug-
tenprojektivenModul stetsein eindeutigbestimmtesVektorbündelrekonstruiertwer-
den.(Dabeiist die FaserüberjedemPunktals µ"¼ » konstruiert.)Diesist dasbekannte
Serre-SwanTheorem.

Die Äquivalenzzweier– durchProjektorenµ@½`¾ beschriebener– Bündelübersetztsich
dannin die unitäreÄquivalenzdieserProjektoren.Es ist dabeisehrwichtig zu be-
achten,dassProjektoren,die dasselbeBündelbeschreiben,keineswegs in derselben
Matrix-Algebraüber ´ liegenmüssen.Es ist schliesslichdurchausmöglich zur Be-
schreibungdesgleichenBündelseineunterschiedlicheAnzahlvon Kartenzuverwen-
den.(Dasist ja aucheinerderGründefür denBegriff derÄquivalenzvon Bündeln.)

Definition 2.2.1. Zwei Projektorenµ¿·À¹�»�®!´�³ und ¾*·Á¹ÃÂ-®!´¯³ heißenäquivalent,µÅÄS¾ wennein unitäresElementÆ ·Ç¹�ÂÉÈ�»�®!´¯³ existiert,mitÊ µ ËË Ë�Ì ¶ Æ Ê Ë ËË ¾ÍÌ Æ�Î�Ï
Eineelegantere,dazuäquivalenteDefinition,die in derPraxisoft nützlicherist, beruht
aufdemBegriff derpartiellenIsometrie.

Proposition 2.2.2. Esist µ*ÄS¾ genaudann,wenneine ®�ÐÒÑ*ÓÔ³ -Matrix Õ mit Einträ-
genaus ´ existiert, sodassµ ¶ Õ7Õ Î ½ und ¾ ¶ Õ Î Õ
ist.

Ein Beweisfindet sich zum Beispielin [G-BFV] . Weil äquivalenteBündeldasselbe
Bündelbeschreiben,ist esfür theoretischeÜberlegungensinnvoll, auschließlichmit
ÄquivalenzklassenÖ µV× weiterzuarbeiten.(In praktischenRechnungenwerdenim wei-
terenaberstetskonkreteRepräsentantenverwendet.)
Wennmannur an dentopologischenEigenschafteneinesRaumesinteressiertist, so
ist esdarüberhinausratsam,stattderÄquivalenzklassen,nurdiestabilenÄquivalenz-
klassenvon Vektorbündelnzu betrachten.Zwei (äquivalente)Bündel Ø¯½HØ�Ù über ¹
heißendabeistabiläquivalent,wennestriviale Bündel ÚÛ½HÚ Ù über ¹ gibt, sodassdie
SummenbündelØÝÜÁÚ und Ø Ù ÜÁÚ Ù äquivalentsind.Die Summeist dabeialsdirekte
Summeder Fasern,die ja Vektorräumesind, über jedemPunkt zu verstehen.Diese
stabilenÄquivalenzklassenbilden – mit der Summe Ü von Vektorbündelnals Ver-
knüpfung– eineabelscheGruppeÞ¯ß_®!´�³ . Die algebraischeKonstruktionvon Þ�ß_®!´¯³ ,
aufderEbeneder  Î -AlgebrenundprojektivenModuln,verläuftdannwie folgt:
Die Whitney-SummeØ�ÜÁÚ übersetztsichin die algebraischeSprachealsÖ µV×3ÜSÖ5¾Z×"à`á9â¶ Ê µ ËË ¾ÃÌ ½
was schonin der obigenDefinition verwendetwurde. Eine Differenzvon Äquiva-
lenzklassenist abernochnicht definiert.Andersausgedrückt,gibt esunterder Ver-
knüpfung Ü von projektivenModuln nicht zu jedemElementein Inverses.Um dieses
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formal zu definieren,verdoppeltmanzunächstdenRaumderÄquivalenzklassenvon
Vektorbündeln,dasheißt man betrachtetZwei-Tupel ã�ä åVæ±çZä5èZæ�é von solchenÄquiva-
lenzklassen,mit dernaheliegendenDefinitionderSummeã�ä åVæ±çZä5èZæ�é�êSã�ä åVæ¡ë�çZä5èZæ¡ë!éDìHíïîð ã�ä åVæñêÝä åVæ¡ë�çZä5è�æoê�ä5è�æ¡ë!é
DanndefiniertmaneineneuerlicheÄquivalenzrelation,indemmanzweisolcheTupelã�ä åVæ±çZä5èZæ�é und ã�ä åVæ ë çZä5èZæ ë é äquivalent nennt,wenn eseine triviale Äquivalenzklasse[r]
gibt (analogzumtrivialenBündelvom Rang ò ), sodassä åVæñêSä5èZæ ë êSä ò;æ ð ä5èZæ3êSä åVæ ë êSä ò;æ
ist. NachAbdivision dieserÄquivalenzrelationentstehtdanndie Gruppeó¯ô_ã!õ�é wo-
bei mansichdie Elementeã�ä åVæ±çZä5èZæ�é alsformaleDifferenzenä åVæ�ö�ä5èZæ vorstellenkann.
Die abdividierte Äquivalenzrelationbesagtgerade,dassdieseDifferenzeneindeutig
definiertsind.Insbesondereist dannnämlichfür alleKlassenä å�æ von Bündelnã�ä åVæ±çZä å�æ�éq÷�ã�ä ø�æ±çZä ø�æ�é
undsomit ã�ä åVæ±çZä ø�æ�é@êSã�ä ø�æ±çZä åVæ�éù÷�ã�ä ø�æ±çZä ø�æ�éHú
Alle Klassenã�ä åVæ±çZä5èZæ�é sindfolglich äquivalentzu einerKlassederForm ã�ä ò;æ±çZä ø�æ�é oder
aberzu einerKlasse ã�ä ø�æ±çZä ò;æ�é . Der Grund für diesesogenannteGrothendieck-Kon-
struktion,alsodieKonstruktioneinerGruppe,liegt in denverbesserten(funktoriellen)
Eigenschaftenvon ó¯ô_ã!õ�é gegenüberder Halbgruppeder (Äquivalenzklassenvon)
Vektorbündeln.FürdasWeitereist abernureinedieserEigenschaften,dieHomotopie-
Invarianz, von Bedeutung:
Zwei (Klassenvon) Projektorenä åVæ0ûYüÃý�ã!õ¯é und ä5èZæ0ûYüÃþ-ã!õ¯é , die in offensicht-
licher Weisein ü þÉÿ�ý ã!õ¯é eingebettetwerden,heißendabeiHomotopie-äquivalent,
wennmansie,bildlich gesprochen,innerhalbderProjektorenin ü�þÉÿ�ý�ã!õ¯é ineinander
deformierenkann.Es ist wohlbekannt,dassfür solcheHomotopie-äquivalentenPro-
jektorenstets ã�ä åVæ±çZä ø�æ�é�÷�ã�ä5èZæ±çZä ø�æ�é ist. SiedefinierenalsodieselbeKlassein ó¯ô ã!õ�é .
(Die übrigenEigenschaftenkannmandenangegebenenLehrbüchern[At1][W O] ent-
nehmen,ebensowie die allgemeineFormulierungder Homotopie-Äquivalenz.Die
obigenAndeutungenbeschreibennämlichnureinenSpezialfall.)

Für die Sphäreist ó¯ô_ã!õ�é ð � ê �
einwohlbekanntesResultat.ó�ô_ã!õ¯é ist stetseinModul über

�
: Weil manÄquivalenz-

klassenvon Vektorbündelnmit sichselbstaddieren(undsubtrahieren)kann,ist auch
dasProdukteinersolchenKlassemit einerganzenZahl wohldefiniert.Multipliziert
manzumBeispieleinBündelvomRangEinsmit einerpositivenganzenZahl � , erhält
manein Bündelvom Rang � .
FürdieSphärebildendeshalbdieLinienbündel,alsosolcheBündelmit ò ð������
	 å ð�

eineBasis(über
�

) von ó¯ô ã!õ¯é .
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Explizite Repräsentantenfür jedeÄquivalenzklassein �������� , die mannatürlichnur
aufdenLinienbündelnangebenmuss,sindwohlbekannt(siehe[Rio], [Monsaraz]).Es
reichtdabei,in � � ���� zu arbeiten,weil diesbereitsRepräsentantenfür jedeÄquiva-
lenzklasseergibt. Die obenzitiertenErgebnissesindallerdingsin einerlokalenSpra-
cheformuliert.Um zueinerglobalenBeschreibungzugelangen,mussmandaherneue
Repräsentantenangeben.
JedesElement����� � ���� , kannals�! "# %$&�('"*),+$ +- �
mit Algebra-Elementen$&./�0� , parametrisiertwerden,wobei, wie üblich, -21 die
dreiPauli-Matrizenbezeichnet.Wie manleichtnachrechnetist � einselbstadjungierter
Projektorvom RangEins,also�435 6�7 6� � 8
9;:2< �7 "
dannundnur dannwenndasQuadrupelvon Algebra-Elementen$&��= +$>�(�@? denBe-
dingungen $&�� " = $A31  �$ 1 = ?B 1DCFE $ �1  "
genügt.Im Fall derSphäre�G H�I�� � � ist

+$J���@? alsoeinestetigeAbbildung � �LK��� .
Als FolgederHomotopie-InvarianzderK-TheorieentsprechendieÄquivalenzklassen
vonLinienbündelngenaudenHomotopieklassensolcherAbbildungen,welchegerade
durcheineganzeZahl $ , die Windungszahl,charakterisiertsind.Die Aufgabebesteht
alsodarin,zujederganzenZahl $ , einestetigeAbbildung ��� K ��� mit Windungszahl$ zu finden.Für $NMPO , sindsolcheAbbildungenin lokalenKoordinatendurch+$� QRTSVUDW�XYSVUDW %$AZ[�\^] S4XYSVUDW %$AZ[�\^] S %$AZ[� _`
gegeben.Zur Übertragungder Komponentenvon

+$ in algebraische(globale)Aus-
drücke sinddie folgendenhomogenenPolynomenützlichaFbdcfe %$g�h iB. bjckemldndc po " �rq sut $ vxw zy^{(oJy}|~� i | . z���}�rq sa�� i b %$g�h iB. � i bdcfemldnVc po " �rq sut $ vxw zy { o6y | � i | . z�[�}� qd���s = (2.9)

dieeinfachdieEntwicklungenvon \^] S %$AZ[�F ��a bdcfe und � 1D� SVUDW %$AZ[�F ����aF� i b %$g� sind.
Deshalbist auch a bjcke %$g� � ) �[� aF� i b %$g� �  "
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und beidesind selbstadjungiert.Die Projektoren,welchedie Klasse �����V�4� (1 ist der
Rang,� dieWindungszahl)repräsentieren,sinddanneinfachals�4�4�@� ���� �����F�d�k�� %�g¡ ¢£�F¤ � �£ %�g¡¥ �F¤ � �� %�g¡ �§¦��F�d�k�� %�g¡©¨ (2.10)

zuschreiben.Fürnegative � ( � �«ª ist dastrivialeBündelmit �!� �¬¯® ) nimmtman�A°x��� ���� �����F�d�k�� %�g¡ ¥ �F¤ � �£ %�g¡¢£�F¤ � �£ %�g¡ �§¦��F�d�k�� %�g¡ ¨J± (2.11)

Esist eigentlichklar, dassdiePojektoren�³²4� alle Linienbündel– alsojedeWindungs-
zahl ´!¬¯µ – überderSphärebeschreiben.Zur Sicherheit,undweil dieentsprechenden
Formelnspäterohnehinbenötigtwerden,soll diesnun aberauchnochmit Hilfe der
Chern-Zahl ¶·   �³²4� ¡ �¹¸2º�»½¼ ·;¾   �4²4� ¡
derdurchdieProjektoren� ²4� beschriebenenBündeldemonstriertwerden.(DieChern-
Zahl ist ja bekanntermaßendas   ��¿&À ¡ -fachederWindungszahleinesLinienbündels.)
Hierbeiist ¼ ·;¾   �4²4� ¡ ��Á�Â   �³²4��Ã��4²4��Ã��4²4� ¡V�
und für �HÄ ª berechnetmanleicht (in denobenverwendetenlokalenKoordinaten zÅ
�jÆu¡Ã��;�@� �� � ¦§�ÈÇVÉDÊ& %�AÅ[¡ Ã Å  p¦ À �ÈË^Ì�Çr %�AÅ[¡ Ã Å5��ÇdÉDÊA %�AÅ[¡ Ã Æu¡ÎÍ^ÏDÐ  À �ÈË^Ì�Çr %�AÅ[¡ Ã Å§��ÇVÉDÊA %�AÅ[¡ Ã Æ~¡ÎÍ ° ÏDÐ �ÈÇVÉDÊ& %�AÅ[¡ Ã Å ¨ ±
Damit (unddemanalogenAusdruckfür �ÒÑ ª ) folgt dannnachkurzerRechnung¼ · ¾   � ²4� ¡ �/Ó À � � ÇVÉDÊ§Å Ã Æ�Ô Ã Å ±
Insbesondere,für � � � , ist somitderberühmteBott-Projektor� �FÕ � � ¼Ö� × ¾Ø¾ ¼}° ¨ � (2.12)

global beschrieben.Er ist (lokal) bezüglichder Zerlegungder Eins ¼^� � ¼}° definiert,
mit ÜbergangsfunktionenÙ �F°�� ¢��Ú ¼^��¼}° � Ú ¢Ú ¥*Û � Í ÏÜÐ;Ý � Ù °&Õ°½� �
welchenatürlichnur im ÜberlappderbeidenKartenwohldefiniertsind.
Die Moduln �³²4� ® ¾ werdenin derFolgestetsmit Þ ²4� bezeichnet.DasdurchdenBott-
Projektor�AÕ beschriebeneBündelwird in derLiteratur(undhier)alsHopf-Bündelbe-
zeichnet.

Dadasß � À � -BündelüberderSphäre,welchemim nächstenKapiteleinezentraleRolle
zukommenwird, als à � Þ �FÕgá Þ °&Õ �
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gegebenist, ist essichernotwendig,dieStrukturdesModuls çxèFé detaillierterzuunter-
suchen.Bevor dietatsächlicheStrukturangegebenwird, magdie folgendeProposition
einenEindruckvon derKomplexität diesesProblemsfür allgemeineModuln geben.

Proposition 2.2.3. Sei ê�ëíìïî éî å¯ð/ñ ç2èFé . Danngilt:

1. Esgenügt î é anzugeben,dannist î å eindeutigdurch ãpò5ó*ô4èFé^æfê�ë«õ bestimmt.

2. Analog zu1., ist ê durch î å eindeutigbestimmt.

3. î é kannweder ò , noch ö}÷ , noch ø sein.

4. î å ist nicht ò , ö^è , oder ù .
5. Esexistiert ú ñ ä�å mit ú�ã î é æ�ë�ú�ã î å ægë«õ
û

Der einfacheBeweisbasiertauf denGelfand-TransformiertenderErzeuger. 5. besagt
einfach, dasses keine nirgendsverschwindendenSchnittedesnichttrivialen Hopf-
Bündelsgibt. (Zum Beweis dieserAussagebetrachtetmandie beidenBasisschnitteê;ü , die weiteruntendefiniertwerden.)

JedesElementê ñ çxèFé kannalsê¯ë�ê;è�ý è!þ ê³÷�ý ÷~ÿ ý èuÿ ý ÷ ñ��
geschriebenwerden,wobeiê³÷�ëíì ö^è�å ð ÿ ê½è(ë ì � åö ÷ ð û (2.13)

Weil det ô!ëïõ , sind ê è ÿ ê ÷ nichtunabhängigüber � (über � sindsiees):ù � ê³÷¯óJö^è~ê;èÒë�ö}÷�ê³÷�ó ø� ê½èÒë«õ
û (2.14)

DieseGleichungenlassensichabernichtauflösen,dieErzeugersindja nicht invertier-
bar. Andernfallswäre ç èFé einfreierModul,beschriebealsodieSchnittein eintriviales
Bündel.Dementsprechendsind,bei gegebenemê die Algebra-Elementeý è ÿ ý ÷ auch
nichteindeutigbestimmt.MankannaberzueinerelegantenBeschreibungderSchnitteê ñ ç2èFé gelangen,wennmandie Symmetrie-EigenschaftendesHopf-Bündelsaus-
nutzt.

Ein Vektor-Bündel � �ó	��
 heißt � -homogen(für eineLie-Gruppe� ), wennesein
Paar ã� ÿ�� æ vonGruppenwirkungengibt,diefür jedes� ñ � einenBündel-Morphismusã�Aã��xæ ÿ�� ã��xæmæ darstellen,sodassdasDiagramm� �


 

�������

� � ����� �
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kommutiert.
Ganzanalogdefiniertman:

Definition 2.2.4. Ein (endlicherzeugterprojektiver) � -Modul � heißt � -homogen,
wennesein Paarvon Gruppenwirkungen�� "!�#%$ gibt, sodassdasDiagramm� �

�'&'� �'&'�
(�)�*�+

(,)-*�+/.102)�*�+
für alle 3546� kommutiert,und #1��37$ ein Algebra-Automorphismus,(  8��37$ linearüber9

) ist.

Auf die Lie-Algebra : von � übertragen,bedeutetdies (für dasHopf-Bündel)die
ExistenzeinerWirkung von : auf � derForm;=<?>

id @A&CB <%D  < & id EF!
aufSchnitteG > G	HI&KJ H D GMLN&KJ L .
Gesuchtist alsonur nochdie lineareWirkung  < auf die beidenSchnitteG	O . Wohlde-
finiertheit der  < verlangtdann,dassdie Abhängigkeit (2.14)dieserSchnitteüber �
respektiertwird. Gemeinsammit denVertauschungsrelationen der JQPR�TSU$ fixiert diese
Bedingungsieeindeutig.Man findet WV�G	O >YX[ZS G	O\!
wasgleichzeitigdie Notationerklärt.ZumBeispielist dann; V^]%_S G`Lbadc�HeG%HRf > _ S G`Lba ZS _ S G`Lga ZS c�HhG%H >ji !
undähnlichfür

; O , unddie weitereGleichungin (2.14).
Es sollte nocheinmalbetontwerden,dassdie ExistenzeinersolchenWirkung kei-
nespezielleEigenschaftdesHopf-Bündels(unddesdazukonjugiertenBündels�	LMk )
ist. Alle LinienbündelüberderSphäresind lnmo�TSU$ -homogen.DieseTatsachewird im
nächstenAbschnittherausgearbeitet.
Durchdie Zerlegungvon �pOqk in irreduzible lnmr�TSU$ -Darstellungengelangtmansozu
einerBasisüber

9
von �pOqk . Für dasvollständigeSpinbündels > �pHqkRtK�	LMk ist das

aberetwaseinfacheralsfür �pOqk allein.

2.3 DasreelleSpinbündel

DemaufmerksamenLeserwird sichernichtentgangensein,dasssichdieangegebenen
Repräsentantenin uwvx�y�N$ unteranderemdurchdie Eigenschaftz H1{U| <~}F> z1� L7{U| <~} � !�� > Z !�S
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auszeichnen.Falls ���U����b� alsoin �7�1� existiert,soistdaskonjugierteElement ���M��� �� �in �	�7� vorhanden.Dasgibt bereitsein erstesBild von denjenigenBündelnvom Rang
zwei,welchemöglicherweisealsSpinor-Bündeldienenkönnen:
Die Spin-Gruppein zweieuklidischenDimensionen,�r����� , wird von� � �� ��� �6�
daszugleichalsGraduierung(Chiralität) � dienenmuss,erzeugt.Einewohldefinierte
Wirkung existiert alsonur auf Moduln derForm �p�1�����	�7� , sowie auf dengetwiste-
tenModuln �p��� �¡�7�1�¢���	�7�%� , wenndie Wirkung auf �p� trivial ist. Die getwisteten
Moduln erfüllen allerdings �"�^�£�¡�p�1�o�j�	�7�7�^¤¥�p� �1� �j�p� �7� und dasergibt dann
denallgemeinstenModul vom Rang2.
Esist aberbekannt,dassdaseinzigereelleSpinbündelüberderSphäreals¦ ¤§�p� � �K�	� �
gegebenist. In diesemFall wird dannalsodie Realitätsstruktur(Ladungskonjugation)¨ ��© �© � � ¤ � � ©n��© �� � © �Cª5�p� � � © �6ª5�	� �
mit demDirac-Operatorvertauschen.
Weil dasZiel diesesKapitels ausschließlichdarin besteht,die Spin-Geometrieder
Sphärein die globaleSprachederNichtkommutativenGeometriezu übersetzen,wird
in derFolgeausschließlichmit diesemBündelgearbeitet.EinesystematischeHerlei-
tungdieserGeometriefolgt im nächstenKapitel.
Esmussbetontwerden,dassauf

¦
zwarderErzeugerderSpingruppe,� globalwohl-

definiert ist, eineähnlicheWirkung der beidenanderenPauli-Matrizenexistiert aber
nicht. (Zum Beispiel wäre ja « � nebendiagonalmit Eintrag � . Sie würde daherdie
beideninäquivalentenBündel �p¬ � aufeinanderabbilden,wasin dieserWeiseoffen-
sichtlich nicht wohldefiniertist.) Im nächstenKapitel wird dasCliffordbündel,und
damitdie Clifford-Wirkung,mit Hilfe derDifferentialalgebrakonstruiert.

Um die Strukturvon
¦

auszuarbeitenmussmannur� � ����� � �¯® � °�± � ® � �² ³�´ µ¶x·U¸ � � ���� � � ¤¹� ® � � ± �� °� ® � � ¤ �º�I» � �
bemerken.Folglich ist �	� � , genauwie �p� � , ein ¼½�o�T¾U� -homogenerModul, wobei ¿�À
durch � � ����Á� � ¿�À � � ���� � �
ersetztist. Darüberhinausist ihredirekteSumme,also

¦
, ein freierModul,¦ÁÂ¤�Ã � �
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unddamitals ÄnÅoÆTÇUÈ -DarstellungäquivalentzuÉËÊÌYÍÏÎÐFÑ'Ò Ì ÓÔ ÕWÖ`×ÙØ Í[ÎÐFÑ Í Õ�Ú ÌÜÛ'ÓÔ ÕWÖ`× Í ÐTÝ�Þ ÎÐ£ß Ô ÛCÓÔ ÕWÖ`× Í ÐTÝ�Þ ÎÐ£ß�à
wobei

Í�á
die ÆTÇWâäã¯å�È -dimensionaleirreduzibleDarstellungvon ÄnÅoÆTÇUÈ bezeichnet.

Man zeigtauchleicht,dassæ	çMè , æpéqè äquivalenteÄ½ÅoÆTÇUÈ -Darstellungenbilden.Daher
gilt dannauch æpê ÊÌ ÓÔ ÕWÖ`× Í ÐTÝëÞ ÎÐíì
Der Vollständigkeit halbersei die ausdensogenannten“spinor harmonics”gebilde-
te Basisvon

É
noch kurz angeführt.In lokalen,komplexen Koordinatensind die-

se (beiden)von Penroseund Goldberger [GP] entdecktenFunktionenserienfür î Ìèï àñðï à=òï àWìWìWì und ó¹ô[õñöFî à öFî7ã¯å àWìWìWì î`öKå à îø÷ alsù éúüû ý ÆTþ àxÿþ"È Ì�� ú/û ý åÆ�ånã þ ÿþpÈ ú é ÎÐ �� ç�� Ö ý ç ÎÐ � î1ö èï� � � î7ã èï	 � þ � Æ�ö ÿþ"È � à
undù çúüû ý ÆTþ àxÿþ"È Ì�� ú/û ý åÆ�ånã þ ÿþpÈ ú é ÎÐ �� ç�� Ö ý é ÎÐ � îpã èï� � � î`ö èï	 � þ � Æ�ö ÿþ"È � à
in denüblichenkomplexenKoordinatenþ Ì�
�ï 
 , gegeben.(AnalogeAusdrücke gelten
dannin der anderenKarte, mit den Koordinaten� .) Die Koeffizienten

� úüû ý lauten
explizit � úüû ý Ì Æ�ö å�È ú ç ý�� Ç�î%ã¯å��� Æ�î%ã'ó È�� Æ�îMö6ó È��Æ�î7ã èï È�� Æ�îMö èï È�� ì
PhysikalischkannmandieseSchnittein eintopologischnichttrivialesBündelals(ska-
lare)WellenfunktioneneinessonstfreienTeilchensim FeldeinesmagnetischenMo-
nopolsim ZentrumderSphäreinterpretieren.[GB][PAM-D]

Mit Hilfe der ”spinor harmonics”lassensich die entsprechendenEigenschnitteder
Operatoren� ð und � ï danngemäß� ú/û ýé Ì ù éúüû ý � ÿþ å �
für æ éqè , beziehungsweise � ú/û ýç Ì ù çúüû ý � þ å �
für æ çMè , angeben.
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Man kannsich leicht vorstellen,dassesnicht ganzeinfach ist, dieseAusdrücke ab-
zuleiten.Noch unangenehmerist esaber, ihre naive Übersetzungin die algebraische
Sprachemit ��� ���� � durchzuführen.Dasist zumGlück aberauchgarnicht notwen-
dig.!#"%$'&)(*"%$ + �

ist derUnterraum(von

+ �
) derSchnitteim Kernvon,.- (/"%$'&103254 - � �-76� 2 "98;:

Wie obenangegeben,läßtsich

+ �
gemäß+ �.<&>=@?A.B +C&�DFEG HJI*K =ML NO?AQP

in irreduzibleDarstellungenzerlegen.Demzufolgekönnendie EigenfunktionenRTSVU W"
(undanalogdie RTSXU W4 ) wie jederbeliebigeVektorin

+ �
alsR SXU W" & Y 4S[Z \#]_^D

\a` W 4 ?AS 4 ?A 0cb , 8
]

Y 4S Z \ - ^D
\d` W " ?AS 4 ?A 0 ,b 8

- Y "
S Z \ - ^e] ,D

\f]
D

` W 4 ?AS " ?A 0gb , 8
]

Y "
S Z \#]_^e] ,D

\f]
D

` W " ?AS " ?A 0 ,b 8
zerlegt werden,wobei schondie entsprechendenClebsch-Gordan-Koeffizientenein-
gesetztwurden.Damit sinddie R SXU W" abernochnicht automatischin

!#"%$
. Dazumuss

ja h ,/- (*"%$ji R SXU W" & b
gelten,unddiesschränktdieWahlderbishernochunbestimmten

Koeffizienten

YlkS ein:
Esist zunächsteinmaleinebekannte(undleichtzu beweisende)Tatsache,dassm ` WS & h \n]o^e] , i h \f]_^e]

Dpi
h D \f]_q

i h D \/] , i ` W "%$
S "%$

- h \ - ^
i h \ - ^ -r, ih D \ -s, i h D \�] , i ` W "%$

S 4 $
t ` WS & - h \ - ^e] , i h \ - ^e]

Dpi
h D \f]sq

i h D \f] , i ` W 4 $
S "%$

] h \f]o^
i h \n]o^ -r, ih D \ -s, i h D \�] , i ` W 4 $

S 4 $
2 k

` WS & ,D ` WSvu ,D h \n]o^e] , i h \ - ^e] , ih D \f]sq
i h D \�] , i ` WS "%$

u ,D h \#]_^
i h \ - ^

i
h D \ -s, i h D \/] , i ` WS 4 $

(2.15)
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unddamitkannman w xzy|{/}%~����T�X� �} , (wasameinfachsten)ist, berechnen.Die resultie-
rendeBedingungandie ���� wird dannganzeinfach� }�@� ����'�
Der verbleibendeKoeffizient ���� entsprichtnur einer Normierungvon �%�X� �} . Es ist
allerdings(noch)kein Skalarproduktvorhanden,bezüglichdessenNormierungende-
finiert sein könnten,so dassdieserKoeffizient (vorläufig) willkürlich als ���� � x
gewählt wird. Zum Beispielist dann� ��� ���� � � ��} ��� x�)�Q� � � � �o� ������ ����� �
(wennmandie korrekteNormierungderKugelflächenfunktionen(2.5)benutzt).
Ganzanalogkannmanauchfür � � ~ vorgehen.Hier ist aberzu beachten,dass{ � ~ ��n  w x¡y¢{/}%~�� � � ~  £� w x¡y¢{/}%~�� ist. Zur BerechnungderGleichungenfür � � ~ führt man
deshalbambestenzuersteinenBasiswechselvermittels�f  durch.Dannist �%�X� �� in der
neuenBasisals �T�V� �� � yz¤ ��l¥ ¦ y;§� ¦a¨ � � ��� � �� � x� �� ¤ ��l¥ ¦ � §� ¦a¨ � } ��� � �� � � x �yz¤ }� ¥ ¦ � § � x� ¦ � � ¨ � � ��� } �� � x� �yz¤ }� ¥ ¦ y;§ � x� ¦ � � ¨ � } ��� } �� � � x �
anzusetzen,wobei für die Glebsch-GordanZerlegung die Darstellungder ©�ª in der
neuenBasiszuberücksichtigenist. Die Zugehörigkeit zu � � ~ verlangtdann¤ }� � ¤«�� �
Mit diesenEigenfunktionenbewaffnet, könnteman sich nun an die Definition des
Dirac-Operatorsheranwagen.Ganzeinfachist diesemProblemabernicht beizukom-
men,weil eineCliffordwirkung immernochnicht gefundenist. Für die Sphäremuss
aberderLaplace-Operator, alsunterDrehungeninvarianterDifferentialoperatorzwei-
ter Ordnung,von derForm ¬ � w®°¯±   � � �«²x  
sein,wobei die zweidimensionaleEinheitsmatrixandeutet,dassdieserOperatorauf³ �F´   wirkt. (DerklassischeLaplace-OperatorentsprichtderWahl  � x¶µ � � y ~· .)
Der Dirac-Operatoŗ mussebenfalls invariant,oderbesser:äquivariantsein,in dem
Sinne,dassermit denGeneratorenvertauscht.Dannist er als¸ ��� ª ± ª � x� ²x  ¹�1� ±¡º � ~  � � ± �� � ± } y ±¡º � ~  �
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gegeben,sodassauchdie Lichnerowicz-Formel,¼¾½°¿�ÀCÁÃÂÄÆÅ
gilt. DiesenOperatormüsstemanjetztnatürlichnochin dieobigeBasis,alsobezüglich
derZerlegung Ç ¿>È#É%ÊÆËrÈ�ÌÍÊ

umrechnen.Dannhätteer die Form¼Î¿1ÏaÐ ð
ðÑ Ð;Ò Å

mit einemvon PenroseundGoldberg [GB][PN] (dieeinenwesentlichdirekterenWeg
beschritten)eingeführtenDifferentialoperatorð Ó È#É%Ê'ÔÕÖÈ�ÌÍÊ

.

2.4 × -homogeneBündel

Wie weiterobenangedeutet,sindalleLinienbündelüberderSphäreØ¡Ù¢Ú ÄpÛ -homogen.
Es stellt sich daherdie Frage,wie man solche » -homogenenBündel konstruieren
kann.Eine Möglichkeit, die in der Folge dargestelltwerdensoll, bestehtin der Ver-
allgemeinerungderobigenKonstruktionfür dasHopf-Bündel.Eineweitere,vollkom-
menallgemeine(dafüraberauchtechnischaufwendigere) Methodewird im nächsten
Kapitel vorgestellt.
Da die folgendenAusssagenin offensichtlicherWeiseauchauf beliebigekompakte
Lie-GruppenundentsprechendekommutativeAlgebrenverallgemeinertwerdenkön-
nen,seiderEinfachheithalberweiterhindie Gruppe » ¿ Ø'Ù�Ú ÄpÛ betrachtet,welche
aufdie Algebra Ü ¿>Ý ÚÞØ ½ Û

wirkt.
GanzanalogzumHopf-BündelkannmannuneinebeliebigeirreduzibleDarstellungß�à

zumSpin á mit derAlgebratensorieren.ManerhältsoeinenprojektivenModulâ à ¿�ß àpã Ü ¿ Ü ½ à É%Ê
aufdemeine äæå%Ú ÄpÛ -Wirkung derFormç�èé¿ êÂ ½ à É%Ê ãoë è#Áoì�è ã

id í
definiertist. DieseWirkunggenügtoffenbarderKovarianz-Bedingungç�è Ú®î¢ï Û ¿ î¾Ú ç�è ï Û Á Ú ë è î Û ï ðÍï�ñ â à Å î«ñòÜ
Auf dieseWeisehatmanalsoein(triviales)SU(2)-homogenesBündelvomRang

Ä á Á Â
konstruiert.
Um nun Ø¡Ù¢Ú ÄpÛ -homogeneBündelvom RangEins zu konstruierenzerlegt mandas
Bündel

â à in entsprechendeLinienbündel.Esgilt nämlich:

Satz2.4.1. JedesBündel
â à kannals Whitney-Summevon Ø¡Ù¢Ú ÄpÛôóQõföø÷|ö5ù ïJúTïûú Li-

nienbündelnzerlegt werden.

Beweis:
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Dastriviale Bündel ü¹ý kannin irreduzibleDarstellungenderGruppeþ¡ÿ������ gemäßü¹ý��	� ý�
�� � � � ��� � � ý�
 � ���
� � � ��� � ��� ý�� � ������������� ��� ý �

zerlegt werden.Für ganzzahligeWertevon  erhältmanalsoü¹ý�� ý� � ��� !" � � ����������� �# $&% '( ���*) +, � �� � ý �*) !" �
�
���������-�

�
# $&% '( ý �*) +,/.

währendfür halbzahligeWerteüzý�� ý�� �1024365243878787 !" �
�
�������9���

�
# $&% '( �&�*) +, � �� � ý �*) 3 ý � ( 3878787 !" �

�
�:�����9���

�
# $&% '( ý �*) +,

ist. Im FolgendenseizunächstderFall ganzzahliger -Wertebetrachtet.Dannexistiert
dietrivialeDarstellung� � in derZerlegungvon üzý genaueinmal.Dievon � � erzeugte
Untermenge; � �<� � � � desModuls üzý ist offensichtlicheinendlicherzeugterModul; � über

�
. Sei = � derProjektorauf ; � , also; � ��= � üzý�>

NachKonstruktionkommutiert= � mit derWirkung derAlgebraauf üzý . Andersaus-
gedrückt:= � ist einElementder

�
-linearenEndomorphismenü@?BADC1� ü¹ýE� destrivialen

Bündelsü¹ý . Für kommutative Algebren
�

ist aberü@?BA C � ü¹ýE�GF�IH ( ý �*) � � �J>= � ist alsoeinProjektorin H ( ý �*) � � � undderModul ; � ist folglich einendlich erzeug-
ter projektiverModul, undperKonstruktionerfüllt erdie obigeKovarianz-Bedingung
für þ¡ÿK����� -homogeneBündel.Die Darstellung�

)
existiert dreimalin derZerlegung

von üzý , wobei aberzu bedenken ist, dassbei derMultiplikation von � � mit denEr-
zeugernL .NM4.NOQP , die ja selbsteine �E R�/S�� -Darstellungbilden,einesolcheDarstellung�
)

entsteht,die zumModul ; � gehört.Man betrachtetdaherim nächstenSchrittnur
nochdenSummandenT �

)
���

)
���

)VUXW � T �
)
���

)
�-�

)NU*Y
; �
�

in derZerlegungvon üzý W ; � . Dieserist als þ¡ÿ������ -Darstellungisomorphzu �
)
�Z�

)
,

undfür jedederbeidenUnterdarstellungenkannmanwiederendlicherzeugteprojek-
tive Moduln �

)
� � konstruieren.Auf dieseWeisekannmanbis zur Darstellung� ý

fortfahren,wobeimanfür die KonstruktiondesneuenModulsaus �
�
�[���������

�
na-

türlich jeweilsnurdasKomplement( isomorphzu �
�
�\�

�
) derbereitskonstruierten

Moduln verwendendarf. Man erhältso Schritt für Schritt insgesamt�9 R]^S þ¡ÿ������ -
homogeneBündel.Weil derRangdesursprünglichenBündels�9 _]`S war, habendiese
RangEins.
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Für halbzahligeb argumentiertmananalog.Damit ist derBeweisderobigenBehaup-
tung,dassdasBündel ced vollständigin fhgKi�j�k -homogeneLinienbündelzerlegt wer-
denkann,abgeschlossen.

Die so – durchZerlegungeinestrivialen Bündels– konstruiertenLinienbündelsind
keineswegs triviale Linienbündel.Das sieht man schondaran,dasssie als fhg�i�j�k -
Darstellungen,unddamitauchalsModuln über l inäquivalentsind,dennesgibt fürm_nporqts9u�v�v�v*u bxw jeweils nurzweiBündelmit derZerlegung y^z{�|�{N}�~ { , undnureines
mit

m_ne�[�
.

Mit Hilfe einerAnleiheim nächstenKapitelkannmansogarnochmehrüberdieStruk-
tur dieserLinienbündelsagen:
Dort ( im erstenAbschnittdesKapitels“Die spektraleBeschreibung”) wird nämlich
gezeigt,dasszu jedem

m_n-o�qts9u�v�v�v*u bxw jeweils genauzwei Linienbündelüber der
Sphäremit derZerlegung y^z{�|�{V}�~ { existieren.(Bisherwurdeja nurgezeigt,dasses
mindestenszweigibt.)
Betrachtetmaneinenbeliebigenprojektiven Modul ��lK� , so ist klar, dassdie Spal-
ten ��� o l � desProjektorsalserzeugendeSchnitte(oderekürzer:Basisschnitte)des
Bündelsverwendetwerdenkönnen.(Zu jedemSchnitt � o l�� existieren� Algebra-
Elemente� � , sodass� ��� � � � � � ist.) Auf derSphäresinddie � Komponentender��� dannLinearkombinationenderKugelflächenfunktionen��d�� . Erinnertmansichnun
wiederan die Projektoren����� auf der Sphäre(ausdemvorletztenAbschnitt),so ist
klar, dassdie Windungszahl� desBündelszugleichdergrößteauftretendeWert der
Quantenzahlb ist. Für die Bündel ����� gibt es also Kugelflächenfunktionenbis zur
Ordnung� � � in denKomponentenderBasisschnitte,aberkeinehöherenOrdnungen.
Die hier konstruiertenLinienbündelwerdenaus fhgKi�j�k Darstellungen~ { } erzeugt.
Die BasisschnittedesBündelssind demnachjeweils Elementeder ~ {V} . Die höchste
OrdnunganKugelflächenfunktionen,diein denBasisschnittenvonBündelny z{�|�{ }�~ { ,
welchedurchZerlegungvon ced gewonnenwerden,überhauptauftretenkann,ist j9b . (In
demBündel y^z{�| d ~ { , denn ~ d hatja einenAnteil aus ~ d�� ~�� d .)
Mit diesenVorbetrachtungenbewaffnet kann man nun die Linienbündel,die in der
Zerlegungder ced auftreten,berechnen:

Lemma 2.4.2. JedesLinienbündel����� überder Sphäre f � ist fhg�i�j�k -homogen,und
esgilt für ganzzahliges b

ced � l � d��*��� � nZ� d�� | � i � � � � � ��¡ � �¢k u
beziehungsweise

ced � d�� |1£¤4¥6¦¤4¥8§8§8§ i � � � � � � ¡ � � k
für halbzahliges b .
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Beweis:
Weil dasBündel ¨1© trivial ist, undimmer ª�«�¬�^®°¯²±³ªR´µ¬µ¶ gilt, ist leichteinzusehen,
dassjeweils beideVorzeichenderWindungszahlauftreten.
DenBeweisführt mandurchvollständigeInduktion.
Für ¨e· ist die Aussageoffensichtlichrichtig. Betrachtetmannun ¨¹¸º , soenthaltendie
darauskonstruiertenLinienbündelausschließlichhalbzahligeDarstellungen.Wie oben
gezeigtwurde,ist die höchsteOrdnungderin denBasisschnittenauftretendenKugel-
flächenfunktionen»½¼*¾¿ÁÀ ¯ . Da die beidenauftretendenLinienbündeloffenbarnicht
äquivalentzumtrivialenBündelmit Â À[Ã sind,müssendieseKugelflächenfunktionen
auchtatsächlichauftreten,undesfolgt¨¹¸º À<Ä « ¾*Å Ä ´ ¾ÇÆ
Weiter geht’s mit ¨ ¾ : Hier existiert ein Bündel,dasmit È · ÀÉÃ startet,und dieses
wurdebereitsals dastriviale Linienbündelidentifiziert. Außerdemfindet manzwei
Bündel,dievon Ê ¾ erzeugtwerden.DiehöchstemöglicheWindungszahlisthier »�¼6¯ À» . Eskönnenalsonur nochdie Linienbündelmit Windungszahl̄ oderWindungszahl» auftreten.Die ZerlegungderBündel Ä�Ë ¾ in irreduzible ÌhÍ�®�»�¶ -Darstellungenstartet
abermit Ê ¸º , wie geradegezeigtwurde.Also ist¨ ¾ À	Ä · Å Ä « ¿ Å Ä ´ ¿ Æ
Auf dieseWeisekannmannunSchrittfür SchrittalleauftretendenLinienbündeliden-
tifizieren.

Die in denobigenBeweisenangewendete“Konstruktion”derLinienbündeldurchZer-
legungvon ¨e© in irreduzible ÌhÍ�®�»�¶ -Darstellungenist zwar für einenExistenzbeweis
gut geeignet,abermit Sicherheitnicht für die explizite KonstruktiondesProjektors
desBündels.Deshalbsoll nunnocheineMethodezur BerechnungdieserProjektoren
herausgearbeitetwerden.EinezweiteMethodewird dannim nächstenKapitel vorge-
stellt.
Sei ¨e© À ÅpÎ ª ÎÐÏ ¿ © « ¾ mit ®�»9Ñ�Ò`¯�¶ selbstadjungiertenProjektorenª Î . Die DarstellungÓ_Ô

der ÕÐÖ×®�»�¶ auf ¨1© setztsich dannund nur dannauf ª Î ¨1© fort, wennder Projektorª ÎÙØÛÚ ¿ © « ¾ ® Ï ¶ mit derDarstellung
Ó_Ô

kommutiert,Ü Ó_Ô°Ý ª ÎÐÞ À[Ã Æ
Verwendetmandie Matrix-Indizes ®ßª Î ¶áà9â der ®�»9Ñ×Ò/¯�¶äã�®�»9ÑRÒ^¯�¶ -Matrix ª Î so ist
dieseGleichungäquivalentzuå Ô ®J®ßª Î ¶áà9âµ¶ À ® Ü ª Î ÝJæ&Ô Þ ¶ à9â Æ (2.16)

Proposition 2.4.3. DieLösungenderGleichung(2.16)mit ç�è¢éëê�ª À ¯ stehenin Eins-
zu-Eins-Korrespondenzmit den ÌXÍK®�»�¶ -homogenenLinienbündelnüberderSphäre.

Zur LösungdieserGleichunggeht man wie folgt vor: Die Matrizen auf Ê © bilden
ihrerseitseine ÌhÍ�®�»�¶ -Darstellung( ìîíïÖ¢ì¹Ö�ð ) :

Ú ¿ © « ¾ ®EñX¶ À ¿ ©ò
Î�ó · Ê Î Ý
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undesexistiert somiteinelineareBasis õ�öQ÷ von sphärischenTensorenin øúùüûßý*þ4ÿ���� .
Diesetransformierenalsogemäß:� ���	� õ�ö&÷�
���Çõ�ö&÷ � � � ý � õ�ö&÷�
��� ÿ��������Vÿ������������áõ�ö&÷üý*þ �
JedesElement!#"Ûøúùüûßý*þ4ÿ%$&� kanndamitals!'� ùüû(ö�)+* ý�ö(÷,).-¢ö / ö&÷üõ�öQ÷ / ö&÷0"1$
zerlegt werden.Da die õ�ö&÷ linearunabhängigsind,ist die Gleichung(2.16)dannund
nurdannerfüllt, wennfür alle 2 :354 ÿ / ö&÷��6�7� � � 4 � õ�ö&÷�
 8 / ö&÷�9�: ö<;=-¢÷�>
ist.
Somitgilt !'� ùüû(ö?)+* ý�ö(÷@).-¢ö+A ö&÷B: ö<;=-¢÷�> õ�öQ÷ A ö&÷C"1� �
unddiemöglicheWahlderKoeffizientenwird durchLösungenderalgebraischenGlei-
chungen ! ù �D! � EGFIHGJ !'�7�
bestimmt.(Die Multiplikationsregeln für õ�öQ÷0K9õ öBL�÷ML und die Kugelflächenfunktionen
kannmanmit Hilfe desWigner-Eckart-Theoremsrecht leicht berechnen.)Es bleibt
demLeserüberlassenzu überprüfen,dasszumBeispielderBott-Projektor! ý*þ �ON A ý P ùQù A -SR (2.17)

alsLösungdieserGleichungengefundenwerdenkann.

Esmussdaraufhingewiesenwerden,dassmit derhier erarbeitetenKonstruktionsme-
thodezwar jedes T�UKÿ�VW� -homogeneLinienbündelgefundenwerdenkann,umgekehrt
abernicht jederProjektor, derein solchesT�UKÿ�VW� -homogenesLinienbündeldefiniert,
automatischeineLösungderGleichung(2.16)ist. Vonden,im zweitenAbschnittdie-
sesKapitels angegebenenProjektoren!+XY�"�ø ù ÿ%$Z� lösenoffenbarnur die Bott-
Projektoren!+X þ dieseGleichung.
Projektorenin ø ù ÿ%$Z� (undinsbesonderedie ! XY ) sindvon derForm![Y\� �V1]Z^�'�`_ 4�a 4�b �
mit Algebra-Elementen_ 4 , die derGleichungc 4 _ ù4 �7� genügen.
Die Gruppe TdU�ÿ�VW� wirkt nunals UntergruppederAutomorphismenauf die Algebra$e�gf�ÿhT ù � . Für alle ij"`TdUKÿ�VW� (mit derWirkung ik� / auf Funktionen

/ "D$ ) und
alle _ 4 , ist ik� !'� �V1] ^�'�Iÿ�i5�l_ 4 � a 4 b
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deshalbwiedereinProjektor:m n7o�p5qlr ntsvuxw p5q+y m n�r un�z w7{ q
DadieProjektoren|}~ abernurKugelflächenfunktionenbiszurOrdnungr enthalten,
und da die WindungszahldesBündelsnur durchdieseOrdnungbestimmtist, folgt,
dassderProjektorpkq |}~ jeweilsäqivalentzu |}~ ist,undsomitdefinierterdasgleiche
Bündel.
Für � r � w7{ kannmanfür jedesp����d�\o�� s unitäreMatrizen ��o�p s mitp5q |}.� w ��o�p s |}.� ��o�p st�
finden.( Die ErzeugerdieserunitärenDarstellung�\o�p s der Gruppe ���\o�� s sind na-
türlich die � n .) Im Fall � r ��� { , ist diesaberoffenbarnichtmöglich.
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Kapitel 3

Die spektraleBeschreibung

Im vorigenKapitel wurdenalle algebraischenRelationen,die zur Rekonstruktionder
Sphärenötig sind,zur Verfügunggestellt.Die dortigeVorgehensweiseist abernoch
rechtunsystematischund die gegebeneBeschreibung natürlichnochviel zu nahean
derklassischen,alsdassmandarausviel übereinesolcheRekonstruktionlernenkönn-
te. Zumindestwird aberdie Rolle der ���\���W� -Symmetriedeutlich,dennohnedie ex-
plizite Kenntnisder Darstellungstheorieder �d�\���W� wäremangar nicht erstso weit
gekommen.
Hier wird nunein systematischerWeg eingeschlagen,bei demdie gesamteKonstruk-
tion desspektralenTripels auf dieserSymmetrieberuht.Potentiellkanndasso erar-
beiteteVerfahrenspektraleTripel zu jederbeliebigenSymmetrie-Gruppeliefern.Wie
sichspäterzeigenwird, sogarzu Quantengruppen.
WenndieseSymmetrievermittelsIsometrienwirkt, so mußsie zunächsteinmalauf
den Spinorendargestellt sein. Da sie zudemauf die Algebra, und diesewiederum
auchauf die Spinorenwirkt, mußdieseWirkung kovariant sein.Dasist bereitseine
so mächtigeEinschränkungan die möglichenSpinbündel,dassmandie Darstellung
derAlgebra,unddamitdieProjektorenderzugehörigenendlicherzeugtenprojektiven
Moduln, explizit darauskonstruierenkann.Tatsächlichkannmansogardie Algebra
selbst,odergenaueralle Komodul-Algebrenfür dieseSymmetriedarausbestimmen.
Isometriensolltenaußerdemmit demDirac-Operatorvertauschen(strenggenommen
nurdiejenigenIsometrien,diedieSpinstrukturinvariantlassen,aberdiesewird hierso-
wiesoüberdie Isometrienkonstruiert).Zusammenmit derBedingung,dassderDirac-
Operatorein Differential-OperatorersterOrdnungist, fixiert ihn dasbis auf triviale
Normierungenvollständig.
Als EndergebnisdiesesKapitelsergibt sicheineCharakterisierungderkomplettenRie-
mannschenSpin-StrukturaufderSphäre,diemit demSpektrumeinigerwenigerOpe-
ratorenauskommt.AusdiesemSpektrumlässtsichdiegeometrischeInformationdann
wiederzurückgewinnen,washier, mal wiederwegenderSymmetrie,auchnicht allzu
schwierigist.

3.1 Kovariante Darstellungenvon �����Z���
...undmankannihr mit Hilfe derAlgebrabeikommen.Man mussdabei
abergraduellvorgehen,dennsonstkannespassieren,dassmandie gan-
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zeNachtdamitverbringt,einenkleinenTeil davon mit Rechenschiebern
undKosinenundanderenähnlichenInstrumentenzubeweisen,ohnezum
Schlussandaszuglauben,wasmanbewiesenhat.Wenndasnämlichpas-
sierte,somüsstemaneszurückverfolgen,bismandieStellegefundenhat,
andenenmanseineeigenenFaktenundZiffern,sowie siein derAlgebra
von Hall und Knight dargelegt sind,wiederglaubenkann,und von dort
ausmüssteman sich wiederzu der betreffendenStellevorarbeiten,bis
mandasGanzeanständigglaubt,undnicht nur Teile halb geglaubtwer-
denoderein Zweifel im Kopf zurückbleibt,dereinenplagenwürdewie
ein im Bett verlorenerHemdknopf.
... undSiewürdensichüberdiehoheAnzahlvonLeutenin dieserGegend
wundern,die halbMenschundhalbFahrradsind.

Flann O’Brien, Der dritte Polizist

Als ersterSchrittsolltedasSpinbündeletwassystematischerabgeleitetwerden.Start-
punktist die Wirkung der ������ W� aufdie Algebra �¡�h�¢���¢£j¤ :¥k¦¨§ £ §I© ¥d¦¨ª £ « © ¥d¦¨¬ £® ¬¥d¯6§ £�« © ¥�¯6ª £ §°© ¥d¯6¬ £7x  ª¥�±²§ £³  ª<© ¥´±²ª £  ¬<© ¥´±µ¬ £�«G¶ (3.1)

Dabeiwird abnun,derBequemlichkeit zuliebe,mitª¸·�¹@º£ ª?¯  ª ±
gearbeitet.
Die irreduziblenDarstellungender �<�.�� W� zumSpin » werdenweiterhinmit ¼¾½ bezeich-
net.Für ¿ » ©�À�Á¸Â ¼ÄÃ ist also¥ ¯ ¿ » ©�À�Á £ Å ��»µ À �B��»ÇÆ À Æ�È��?¿ » ©�À Æ�È Á¥ ± ¿ » ©�À�Á £ Å ��»µ À ÆjÈ��B��»[Æ À � ¿ » ©�À ÉÈ Á¥k¦ ¿ » ©�À�Á £ À ¿ » ©�À�Á ¶
Da dasSpinbündel�dÊ��� W� -homogenist, werdennun die kovariantenDarstellungen
derAlgebra ¤ konstruiert.Dasheißt,eswird eineDarstellungaufeinemHilbertraumË

gesucht,der ausserdemeine Darstellungder �<�.�� W� trägt, und zwar so, dassfürÌ £ÎÍ ©ÐÏ¥5Ñ �hÒ5¿ » ©�À�Á ��£®� ¥kÑ Ò.�[¿ » ©�À�Á Æ�Ò�� ¥kÑ ¿ » ©�À�Á � ÓÔ¿ » ©�À�Á¸Â Ë © Ò Â ¤
gilt. DieseForderungwirkt auf denerstenBlick harmlos,ist in Wirklichkeit aberder
Königsweg zu spektralenTripeln mit bestimmtenIsometrien.Wie mittlerweile klar
sein dürfte, ist sie völlig äquivalent zu der Forderung,dass

Ë
als (Abschlussder)

Schnittein ein �dÊ��� W� -homogenesBündelaufgefasstwerdenkann.Gleichzeitigbe-
sagtsie aberauch,dassdie ��Ê\�� W� -Transformationenauf die Algebranormerhaltend
wirken.Die Norm derAlgebraliegt alsoauchschonfest.Weil sichdie Algebren,auf
diedie �dÊ\�� W� alsAutomorphismenwirkenkann,ebenfalls leichtklassifizierenlassen,
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hättemanim PrinzipauchdieAlgebraausdieserForderungkonstruierenkönnen.(Die
DarstellungderAlgebraaufsichselbstist derPrototypeinersolchenkovariantenDar-
stellung.)Für die Sphäreist dasaberrechtaufwendigundsoll daherandieserStelle
nochübersprungenwerden.Ein einfacheresBeispiel,andemsichdieVorgehensweise
verdeutlichenlässt,ist derNichtkommutative Torus,derim nächstenKapitelaufseine
Symmetrienzurückgeführtwird.
Es bedarfeigentlichkeinerErwähnung,dasssich der Hilbertraumeinerkovarianten
Darstellungin die irreduziblenDarstellungenzerlegenlassenwirdÕ Ö ×ØÚÙ+Û Ü�ÝÞ Üàß,Üàáàáàá<â<ã ØWä Õæåèç
wobeiabernochnichtklar ist, welche ã Ø

in
Õ

vorhandensind.
Auf

Õ
wird ausserdemein invariantesSkalarproduktverwendet,esgilt alsofür die

geeignetnormierteBasis é�ê ç�ë�ì ê%í ç�ë íïî Ö�ð ØïÜ Ølñ ð ò Ü ò ñ ç
und auchdiesmusskaumbegründetwerden.Als einfacheKonsequenzdesWigner-
Eckart-Theoremsergibt sichdannfolgendes

Korollar 3.1.1. EinekovarianteDarstellungvon ó aufeinemHilbertraum
Õ

ist von
derFormô ì ê ç�ë î Ö õCöØïÜ ò ì êÇ÷³ø ç�ë ÷�ø�îù÷ õ Û ì ê ç�ë ÷�ø�îù÷ õ�úØïÜ ò ì êûüø ç�ë ÷�ø�î ç

(3.2)ý ì ê ç�ë î Ö þ öØïÜ ò ì êI÷�ø ç�ë ûÉø�îù÷ þ Û ì ê ç�ë ûÉø�îù÷ þ úØÿÜ ò ì ê+ûÉø ç�ë ûÉø�î ç
(3.3)� ì ê ç�ë î Ö � öØÿÜ ò ì êI÷�ø ç�ë îù÷ � Û ì ê ç�ë ÷³ø�îù÷ � úØïÜ ò ì êµûÉø ç�ë î � (3.4)

Die Koeffizienten
õ�� ØïÜ ò ç�þ��ØÿÜ ò ç����ØïÜ ò sindvonderFormõ úØïÜ ò Ö û � 	 êµû ë�
 	 ê+û ë ûÉø 
� ú 	 ê 


(3.5)õ ÛØïÜ ò Ö � 	 ê+û ë�
 	 êI÷ ë ÷�ø 
� Û 	 ê 

(3.6)õ öØïÜ ò Ö û � 	 êI÷ ë ÷�ø 
 	 êI÷ ë ÷�� 
� ö 	 ê 

(3.7)þ úØïÜ ò Ö � 	 ê°÷ ë�
 	 êI÷ ë ûÉø 
� ú 	 ê 

(3.8)þ ÛØïÜ ò Ö � 	 ê°÷ ë�
 	 êµû ë ÷�ø 
� Û 	 ê 

(3.9)þ öØïÜ ò Ö � 	 ê+û ë ÷�ø 
 	 êµû ë ÷�� 
��.ö 	 ê 


(3.10)�èúØïÜ ò Ö � 	 ê+û ë�
 	 êI÷ ë�
�� ú 	 ê 

(3.11)� ÛØïÜ ò Ö û ë�� Û 	 ê 

(3.12)� öØïÜ ò Ö û � 	 êI÷ ë ÷�ø 
 	 êµû ë ÷³ø 
�.ö 	 ê 

(3.13)

mit zunächstnoch unbestimmtenKoeffizienten
� � 	 ê 


.

Die Zahlen
� � 	 ê 


sind dabeidie reduziertenMatrixelemente(

ô ç ý ç � bilden ja einen
Vektor-Operator),dieVorfaktorenim WesentlichendieauftretendenClebsch-Gordan-
Koeffizienten.Esist schonandieserStelleklar, dasshalb-undganzahligeSpinsent-
koppeln.

Õ
ist alsoauchals ó -Modul die direkteSummeder ��� 	

� 

-Darstellungen
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mit ganzzahligemundder ��� �"!#� -Darstellungenmit halbzahligemSpin.

Ganzso beliebigkönnendie $&%'�)(*� natürlichnicht sein.Man prüft leicht nach,dass+-,/.0+ und 1 ,/.02 nurdannerfüllt ist wennauch

$435�)(*� . $67�)(98�:�� (3.14)

gilt. Die definierendenRelationenderAlgebra

1 24;�+ � . :
sowie die Kommutativität, sind ebenfalls nicht von selbsterfüllt. Aus diesenBedin-
gungenkannmandaherdie $<%'�)(*� bestimmen.
AusderKommutativität 1 27.02 1 folgt dieRelation

$�=>�)( ; :����"!?( ;A@ � . $�=>�)(*�*!?(CB (3.15)

wennmansich denTerm D (CBFEHGJI D ( ; :?BFEHG anschaut,und diesehat die folgende
interessanteKonsequenz:

Existiert in K derWert ( .0L , dannist $ = �)(*��M L .
Daswird späternochverständlich.Existiertaberkein Vektorzu ( .NL in K – insbe-
sonderealsofür halbzahlige( -Werte– sohatdieseRekursionsvorschriftauchvonNull
verschiedeneLösungen:

$ = �)(*� . :!?('�"!?( ; !#� $ = B (3.16)

mit einerunbestimmtenKonstanten$ = . (DieRekursionbeginntdannbeidemkleinsten
auftretendenWertvon ( .)
Darüberhinausfindetmanin der D (CBFEHGOI D (CBFEHG Komponentevon 1 2P.Q2 1 die Glei-
chung

$43��)( ; :�� � �"!?( ;�R �8S$43��)(*� � �"!?(T8�:�� . $ = �)(*� � B
die manohneviel Müheexplizit löst. (Auch hier hängtdie Lösungwiederdavon ab,
beiwelchemWert ( = von ( dieRekursionstartet.)Damitsinddie $&%F�)(U� dannbisaufeine
Konstantevollständigbestimmt,unddiesebestimmtmanmit dernochverbleibenden
Relation 1 24;�+ � . : . Zusammenfassend:

Lemma 3.1.2. Es gibt zu jedem( = .VL B�WYX� B�WZ:?B�W\[� B^]^]^] jeweils genaueinekovari-
anteDarstellung K`_acb derAlgebra �J���4�d� .
Insbesondere ist

K = . eagf =ih X h � hkjkjkj
l a B

K _mn . eagf mn hpon hkjkjkj
l a ]
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Für qsr ist die Darstellungdurch Korollar 3.1.1undt r>u)v*wyx z|{
t~} u)v*wyx �� u"�?v�� � w�u"�?v&� � w { v<x�z|{ � {���{^�^�^�

bestimmt,undfür qy��� durch 3.1.1und

t r u)v*w�x � ��?v'u)v�� � w für q ���t } u)v*w�x ��?v vTx��� {��� {^�^�^���
Esist natürlichnichtschwierigauchdieLösungenzudenanderenStartwerten

v r anzu-
geben.Im FolgendenwerdendieseLösungenabernichtweiterbeachtet,undesmacht
wenigSinndasohnehinschongroßeArsenalbenötigterFormelnunnötigweiterauf-
zublähen.Allerdings ist es wichtig zu bemerken, dassman dieseLösungenfindet,
unddassesauchnichtschwierigist siezufinden.AusdemletztenKapitel ist nämlich
klar, dassesunendlichvielenichtäquivalente��� u"�#w -homogeneLinienbündelüberder
Sphäregibt. Wie dieobigeRechnungzeigt,stellt dasLösenderKovarianz-Bedingung
mit Hilfe desWigner-Eckart-TheoremseinesehreffektiveMöglichkeit dar, alle solche
Bündelzu konstruieren.
Strenggenommensollte manalle Hilberträumeq ��c� in die folgendenBetrachtungen
einbeziehen.Essoll ja gezeigtwerden,dassmanmit denAxiomenfür spektraleTripel
tatsächlichdasSpin-BündelüberderSphärekonstruierenkann.Der damitverbunde-
ne technischeAufwandwäreaberzu groß,und da sich die Argumentewiederholen
würden,wäreesauchrechtlangweilig für denLeser. Deshalbwird nur ein ungeeig-
neterKandidat,nämlich q r mitgeschleppt.Die einzigeFeinheit,die demLeserdabei
entgeht,sinddie “getwistetenSpinbündel”,�

�P����� �
Auf diesenexistiert zwar ein Dirac-Operator� und eine Realitätsstruktur� , diese
kommutierenabernicht, �H� �x �<� � Die getwistetenSpinbündelsind deshalbty-
pischeBeispielefür �¢¡¤£�¥T¦ -Strukturen,die nicht zu �¢¡¢£�¥ -Strukturengeliftet werden
können.Leider würdeesdenRahmendieserArbeit sprengeneinen“spektralenBe-
weis” dieserAussagenzu führen.

Es ist anzumerken, dassesaucheineVorzeichenfreiheitbei jedemeinzelnent } u)v*w
gibt (Die Relationensindja quadratisch).Manzeigtaberleicht,dassdieseVorzeichen
in eineRedefinitionder Basisabsorbiertwerdenkönnen.Der GrunddieserVorzei-
chenfreiheitist die Tatsache,dassauchalle RelationenderAlgebraquadratischsind.
Die Multiplikation derErzeugermit

� � ist alsoein AutomorphismusderAlgebra.
Der Teufel stecktaber im Detail. Wie im obigenTheoremangedeutet,ist dasVor-
zeichenvon t r alles andereals irrelevant. Die drei Darstellungenq r , q ��� haben

natürlichdie StruktureinesendlicherzeugtenprojektivenModuls,unddieseStruktur
gilt esalsnächstesherauszuarbeiten.
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3.1.1 Die Struktur von ¬®
Auf ¯  ist die DarstellungderAlgebraalsoexplizit durch

°¤± ²C³F´Hµ·¶ ¸H¹ ¨ ²»º¼´Qº�½ «�¨ ²�º¼´Qº�¾ «¹ ¨ ¾?²�º�¿ «�¨ ¾?²¢ºÀ½ « ± ²»º�½?³F´Áº�½dµ
ºÂ¹ ¨ ²9¸Ã´ «�¨ ²T¸Â´V¸�½ «¹ ¨ ¾?²�º0½ «�¨ ¾?²T¸�½ « ± ²T¸�½?³F´Äº�½dµ�³ (3.17)

Å ± ²C³F´Hµ·¶ ¹ ¨ ²9¸Ã´Qº�½ «�¨ ²T¸Ã´Qº�¾ «¹ ¨ ¾?²�º�¿ «�¨ ¾?²¢º�½ « ± ²Æº0½?³F´�¸�½dµ
¸H¹ ¨ ²»º¼´ «�¨ ²�ºA´V¸�½ «¹ ¨ ¾?²�º0½ «�¨ ¾?²T¸�½ « ± ²T¸�½?³F´Ç¸�½dµ�³ (3.18)

ÈÉ± ²C³F´Hµ·¶ ¸ ¹ ¨ ²»º¼´Qº�½ «�¨ ²T¸Ã´Qº0½ «¹ ¨ ¾?²�º�¿ «�¨ ¾?²¢ºÀ½ « ± ²»º�½?³F´Hµ
¸�¹ ¨ ²9¸Ã´ «�¨ ²�º¼´ «¹ ¨ ¾?²»º�½ «�¨ ¾?²<¸�½ « ± ²¤¸Ê½?³F´Hµ (3.19)

gegeben.Erwartungsgemäßist dasidentischmit der Darstellung(2.15)der Algebra
auf sichselbst,wobeidie ± ²*³F´Hµ dann(bis auf globaleVorfaktoren)mit denKugelflä-
chenfunktionenzu identifizierensind.Etwas“gelehrter”ausgedrückt

Proposition 3.1.3. Der Modul ¯  ist ein freierModulmit einemErzeuger ± Ë|³FË�µ .
Beweis:Man überlegt sich leicht, dasszu beliebigem² der Vektor ± ²*³F²�µ proportional
zu °�Ì*± Ë|³FË�µ seinmuss.Durch ´ -facheAnwendungvon Í/Î bekommtmandann ± ²*³F´Hµ ,
dennnachKonstruktionist ja

Í/Î ± ²*³F´Hµ5¶ ¹ ¨ ²9¸Ã´Qº�½ «�¨ ²¢ºA´ « ± ²*³F´V¸Ê½dµ~¶ ¨"Í/Î9Ï�¨ °�³ Å ³�È «'« ± Ë|³FË�µ�³ (3.20)

wenn ± ²C³F´HµH¶ Ï�¨ °»³ Å ³�È « ± Ë|³FË�µ und Ï�¨ °»³ Å ³�È «ÂÐÒÑ ist. Die Behauptungfolgt dann
durchvollständigeInduktionüber ´ . Nachzutragenbleibt, dassÏ�¨ °�³ Å ³�È « ein homo-
genesPolynomvom Grad ² ist, wie mandurchAnwendungvon ÓÍ ª soforteinsieht.

3.1.2 Die Struktur von ¬ ÔÕÖ
Das war einfach. Etwas schwierigerwird es für ¯ ÔÕÖ . Man kann zwar analogzum

Vorgehenbei ¯  beweisen,dasssich jeder Vektor in ¯ ÔÕÖ aus ±U×ª ³|×ª µ und ±U×ª ³Ø¸\×ª µ
erzeugenlässt,diebeidenSchnittesindabernichtunabhängigüber Ñ . Die Darstellung
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derAlgebraaufdiesenHilberträumenist als:

Ù9Ú ÛCÜFÝÞÜ�ßPà·á âHã ä Û»å¼ÝQå�æ�ç ä Û�å¼ÝQå�è#çé è?Û»å�è Ú Û»å�æ?ÜFÝÁå�æ?Ü�ßPà
ßÂã ä Û9âÃÝ�ç ä Û�åAÝQå�æ�çè?Û ä Û»å�æ�ç Ú ÛCÜFÝÁå0æ?Ü�ßPà
å ã ä Û9âÃÝ�ç ä ÛTâÂÝVâ�æ�çé è?Û Ú ÛTâ�æ?ÜFÝÄå�æ?Ü�ßPà�Ü

ê Ú ÛCÜFÝÞÜ�ßPà·á ã ä Û9âÃÝQå�æ�ç ä ÛTâÃÝQå�è#çé è?ÛÆå�è Ú ÛÆå0æ?ÜFÝ�â�æ?Ü�ßPà
ßÂã ä Û»å¼Ý�ç ä ÛTâÂÝQå�æ�çè?Û ä Û»å�æ�ç Ú ÛCÜFÝ�âÊæ?Ü�ßPà
âHã ä Û»å¼Ý�ç ä Û�åAÝVâ�æ�çé è?Û Ú ÛTâ�æ?ÜFÝÇâ�æ?Ü�ßPà

ëÉÚ ÛCÜFÝÞÜ�ßPà·á âHã ä Û»å¼ÝQå�æ�ç ä ÛTâÃÝQå0æ�çé è?Û»å�è Ú Û»å�æ?ÜFÝÞÜ�ßPà
ì Ýè?Û ä ÛÆå0æ�ç Ú ÛCÜFÝÞÜ�ßPàâHã ä Û9âÃÝ�ç ä Û�åAÝ�çé è?Û Ú Û9â�æ?ÜFÝÞÜ�ßPà

gegeben.Durchexplizite RechnungüberzeugtmansichnunleichtvonderRichtigkeit
derfolgenden

Proposition 3.1.4. In íyîïð geltendie Relationen

âOÙ9Ú æè ÜØâ æè Ü�åPà<å�ë?Ú æè Ü æè Ü�åPàñá â�Ú æè Ü æè Ü�åPàëÉÚ æè ÜØâ æè Ü�åPàTå ê Ú æè Ü æè Ü�åPàñá Ú æè ÜØâ æè Ü�åPà�Ü
wohingegen in íñòïð

â�Ù¤Ú æè ÜØâ æè ÜØâ�àTå�ëÉÚ æè Ü æè ÜØâ�àñá Ú æè Ü æè ÜØâ�àëÉÚ æè ÜØâ æè ÜØâ�à<å ê Ú æè Ü æè ÜØâ�àñá âóÚ æè ÜØâ æè ÜØâ�à
ist.

In derhier gewähltenSchreibweiseist esoffensichtlich,dassderUnterschiedderRe-
lationengeradevom Vorzeichenvon ô�õ herrührt.Es genügtauchein einzigerBlick
auf (2.14),undvielleicht die Erinnerungan ë�áÄë î â�ë ò , um einzusehen,dassí îïð
damit als ö î�÷ identifiziert ist. Die dort gewähltenGeneratorenø î , ø ò sind geradeÚ ÷ù Ü ÷ù Ü�åPà , Ú ÷ù ÜØâ ÷ù Ü�åPà .
Völlig analogist íñòïðQúá ö ò ÷ . Hier ist aberwiederû ò ÷Püáýæ�â û î�÷ zubeachten.Obige

Relationgilt nämlichfür ä æ/â û î�÷ ç�þ ù .
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3.2 � und dasTomita-Takesaki-Theorem

Es ist nunanderZeit, denalgebraischenHintergrundderLadungskonjugation ÿ ge-
nauerzubeleuchten.In derFolgeseizunächsteinebeliebige, kommutative��� -Algebra�

, dargestelltaufeinemHilbertraum� , gegeben.
EinenVektor � �	��
�� nenntmanzyklisch, wenndie Menge�� � �	��� � 
 ���
dicht in � liegt. Wennaus

� � �	����� für
� 
 �

stets
� ��� folgt, so sagtman,� �	� seiseparierend. Im BeispielderSphäre,für die Darstellungauf ��� , ist � ������� ein

zyklischer, separierenderVektor.
Da
� � ��� dicht in � liegt, liegt esnahedendurch

ÿ � � ������ "!� � � � �	�
definiertenantilinearenOperator ÿ auf seineEigenschaftenzu untersuchen.Klarer-
weiseist ÿ antiunitär,# ÿ � �$� ÿ&%'���(� #)� � �*� % � �	�(� # %'�*� � �	�(� #)� �$� %+��� � �,%$
 � �
und da ÿ dicht definiert ist, setztes sich dannzu einemantiunitärenOperatormitÿ&-.�0/ auf � fort. Darüberhinausist ÿ � ÿ1� � � für alle

� 
 � (weil � ��� separierend
ist, ist insbesonderekein

� 
 � als0 dargestellt),

ÿ � ÿ2%3� ���(� ÿ � % � � �	�4�5% � � � �	�(� � � %6� �	�+7
Dasist zugegebenermaßennochnicht sehrtiefsinnig.Man kann,falls ein zyklischer,
separierenderVektor existiert, die gleicheAbbildung aberauchfür nichtkommuta-
tive � � -Algebren oder, genauer, für von Neumann-Algebrenbetrachten.Eine von
Neumann-Algebra8 ist eine(selbstadjungierte)Unter-AlgebraderbeschränktenOpe-
ratorenauf � , die gleich ihrem Bikommutanten8:9 9 ist. (Der Kommutant8:9 einer
solchenAlgebra ist die Mengealler beschränktenOperatorendie mit der gesamten
Algebravertauschen.)Jedevon Neumann-Algebraist aucheine �;� -Algebra,dieUm-
kehrunggilt abernicht.
Für nichtkommutative von Neumann-Algebrenwird ÿ üblicherweiseabermit < be-
zeichnet.Offenbarist < dannim Allgemeinenwederantiunitär, nochist < � <5� � � .
Für beideEigenschaftenwurde ja die Kommutativität verwendet.Im Allgemeinen
wird < � < noch nicht einmal in 8 liegen, und < ist auchnicht notwendigerweise
beschränkt.Ein rechttiefsinnigesResultatist aberder

Satz3.2.1. (Takesaki,Tomita)
Sei 8 einevon-Neumann-Algebra mit zyklischem,separierendemVektor � ��� auf � .

Sei < derAbschlussdesdurch <=� � � �	� �, >!� � �?� �	� dicht definiertenantilinearenOpera-
tors,sowie

<@� ÿ(A B
die Polarzerlegungvon < . (Dannist ÿ alsoantiunitär, BC�D< � < ).
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Danngilt E&FGE H FJI KF
und

F I
sindalsoantiisomorph, E&L H0M K

undesgilt NPORQ F N S OTQ H F U V	WYX�Z
DerBeweisist sehrtechnisch,undkannzumBeispielin [Bra-Rob]gefundenwerden.
Leicht zu zeigenist nur[4\][�^6_ `�a H [�\]^cb6_ `	a H ^c\]b?_ `	a H ^c[4\d_ `�a H ^e[�\�[f_ `	a K
denn

[f_ `�a H _ `�a
. Dasheißt,dass

[ F [hg F I
, wasdie entsprechendeEigenschaft

von

E
wenigstensplausibelmacht.

Für konkreteBeispiele,undinsbesonderefür ikj bei derSphäre,ist

E
aberrechtein-

fachzu berechnen.Die Eigenschaftenkönnendann,wennmanwill, explizit nachge-
prüft werden.

3.2.1 l j
Wie bereitsangesprochen,ist in i j mit

_ m K m�a der zyklische,separierendeVektor
schnellausfindiggemacht.Insbesondereist klar, dasszu jedem

_ n K�o a ein
\qpsr t Wvu

existiert, so dass
_ n K�o a H \qpsr tw_ m K m�a . Um die Abbildung

E
konstruierenzu können,

brauchtmanalsodasVerhaltenderPolynome
\�pxr t

unterderAdjunktion
\�pxr tJyz\ bpsr t

.
Zu diesemZweckist essinnvoll die Abbildung[�{q|�}�~)�q��y |�}�~)�q�� O��y � � O K � H�� K,�
einzuführen,diemanalsAntipodeder

|�}�~)�q�
bezeichnet.Esgilt dannbekanntermaßen,

wennauchin veränderterSchreibweise� ~)\ b � H ~�~�[ � � b \�� b K
U � W |�}�~)�q� K \ WYu�Z (3.21)

Zu einemexpliziten Beweis auf den Erzeugern
\ K ^ K,� , der hier übersprungenwird,

benutztmannatürlich auchdie bekanntenEigenschaften
� bj H � j , � b� H ���

der
Cartan-Basisder

|�}�~)�q�
. Ein kleinesBeispielist�	� ~ � b�� H ��� � H \ H ^cb H ��~"�.^���b H ��~ � S � ��b H ~�~"� ��� ��b � ��b H ~�~�[ �	� ��b � ��b Z

Manrechnetdannauchdie Identität�� L ~)\]b�� H�� �� L \q� b
sofortnach.
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Angewendetauf � �>�� �¡4¢�£�¤x¥ ¦§� ¨���¨�¡ ergibt sichdaraus,dass£q©¤x¥ ¦ � ¨���¨�¡ einEigenvektor

von ª(« zumEigenwert¬.  ist.DurchAnwendendesCasimir-Operatorsª�® folgt dann

��� �>�� �¡4¢�¯°� ���±¬. �¡+²
DasVorzeichen– einenweiterenVorfaktorkanneswegen � ® ¢´³ nicht geben– wird
(zumBeispiel)durchKoeffizientenvergleich,mit Hilfe von (5.46),ausderGleichung

�°µ�¶6� �>�� �¡,·¸¢5¶ © £ ©¤s¥ ¦ � ¨���¨�¡�¢5¶c£ ©¤x¥ ¦ � ¨���¨�¡�¹¢�¶�µ�¯º� �>�±¬f �¡,·
berechnet.Manfindet,durchausnichtunerwartet,die folgende

Proposition 3.2.2. Für die Darstellungvon » auf ¼k« ist der modulare Operator �
desTomita-Takesaki-Theoremsdurch

��� �>�� �¡4¢´µ"¬;³½· ¤x¾¿¦ � �>�±¬f �¡
gegeben.

3.2.2 ÀÂÁÃ
Für die beidenDarstellungenderAlgebraauf ¼ÅÄÁÃ gibt eskeinenzyklischen,separie-

rendenVektor. Æ , die direkteSummederbeiden,ist aberein freier Modul, undman
könntehier, in beidenKomponentenvon » ® getrennt,dasTomita-Takesaki-Theorem
anwenden.Daswürdeaber– abgesehendavon, dassesnicht sehrsystematischwäre
– zu einemfalschenErgebnisführen,weil die Aufspaltung ¼ÅÇÁÃhÈ ¼ ¾ÁÃ dabeinicht

berücksichtigtwürde.
Der richtigeWeg bestehtwiederdarin,dieSymmetrienderSphäreauszunutzen.Oben
wurde die Antipode É der Lie-Algebra Ê�Ë�µ)Ìq· eingeführt,und dies mag dort etwas
übertriebengewirkt haben.Nun wird esaberwichtig:
Um die Identität ª*µ)£q©�·P¢Íµ�µ�É¸ª�·�£¿·�©�· sicherzustellen,ist es eine naheliegendezu-
sätzliche Forderungandie DatendesspektralenTripels,dass� die Antipodeauf ¼
implementiert:

��ªf�1¢´µ�É¸ª�· © (3.22)

Dannfolgt nämlichfür alle ªJÎ�Ê�Ë�µ)Ìq· , alle � Ï�¡�Î�¼ undalleAlgebra-Elemente£ :
µ)ª*µ)£ © ·�·=� Ï�¡Ð¢ ª*µ��&£¿�¸·'� Ï	¡4¬vµ��2£��¸·Ñª*� Ï�¡¢ �°µ�µ��&ª��¸·�£¿·¿��� Ï	¡4¬���µ)£Òµ��&ª��¸·�·Ò�(� Ï�¡¢ �°µ�µ�É¸ªf· © £�·���� Ï�¡�¬Ó�°µ)£dµ�É¸ª�· © ·¿��� Ï�¡¢ µ�µ�É¸ªf· © £�· © � Ï�¡�¬vµ)£dµ�É¸ªf· © · © � Ï	¡¢ µ�µ�É¸ªf· © µ)£�·�· © � Ï	¡+²

(Die SchreibweiseµÔªÕµ)£]©�·�·=� Ï	¡ soll dabei anzeigen,dassnur das Algebra-ElementªÕµ)£ © · auf � Ï�¡ wirkt.)
Die Gleichung(3.22)ist abernicht automatischdurchjedeRealitätsstruktur� erfüllt.
Daswird späternochklar. Die physikalischeLadungskonjugationgenügtaberdieser
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Gleichung.Letztlichbedeutet(3.22)nämlichnur, dassdie Antiteilchenunterderkon-
jugiertenDarstellungtransformierensollen.

Daaus(3.22)insbesondereÖ&×(ØfÙÚ×�Ø½Ö folgt, kanneinesolcheAbbildung Ö (mit Ö&Ø.ÙÛ
) nur dannexistierenwennjedeim Hilbertraum Ü (existente)irreduzible Ý�Þàß)áqâ -

Darstellungzweimal(beziehungsweisein einergeradenAnzahl) existiert.Wennman
nur Ükã , ÜÅäåæ betrachtet,sokommenalsSpin-Bündeldemnachnur

Ü Ù5Ü ã(ç Ü ã è¿é�ê Ü ÙÚÜÅäåæ ç ÜÅäåæ
in Betracht.IndiesemAbschnittwerdennatürlichnurdieRäumeÜ äåæ ç Ü äåæ betrach-

tet.
Wegen

Ö&× ã Ö1Ù0ëf× ã
und Ö Ø Ù Û

ist klar, dassesVorzeichenß�ìîíðï�â Ø Ù Û
gibt, sodassfür alle ñ ò>ó�ôõó+ö;÷;øÜ ä entweder

Ö(ñ ò>ó�ôõó+ö;÷(Ù�ì¿íùïwñ ò>ó�ôõó+ö;÷
oder

Ö(ñ ò>ó�ôõó+ö;÷(Ù�ì¿íùïwñ ò>ó�ôõó+ú;÷
ist. An dieserStellesindeigentlichauchLinearkombinationendieserbeidenWahlen
möglich.Die RealitätsstrukturÖ antivertauschtaberauchmit derGraduierungû , und
da dieseihrerseitsmit denDarstellungender Ý	Þwß)áqâ und der Algebra ü vertauscht,
verbleibennurdiesebeidenMöglichkeiten.Die Gleichungen

Ö&× ä ÖÂýÙ0ëf×�þ
führendannauf

ì¿íùï*ì íxÿ ï ����� Ù�ìîíðï$ì íxÿ ï�� ��� Ù0ë Û
mit derallgemeinenLösung

ì ï í Ù´ß"ë Û â ï	� ì¿í�

Die Vorzeichenìîí bleibendabeiunbestimmt.Die gesuchteRealitätsstrukturmussaber
auch Ö�±Ö Ù����fÙ�� und Ö��Ö Ù�� erfüllen.Esist:

Ö�¿Ö�ñ ò�ó�ôõó+ö�÷ÐÙ �;ìîí ìîí ��� � ßÔò=ë ô�� Û â+ßÔò�ë@ô�� áqâ� á3ò�� á ñ ò�� Û ó�ôCë Û ó � ÷
ú � ßÔò�� ô â+ßÔòdë@ô�� Û âá3ò�ßÔò�� Û â ñ ò>ó�ôCë Û ó � ÷
ëÕìîí ìîí�� � � ßÔò��Óô â+ßÔò���ô ë Û â� á3ò ñ ò�ë Û ó�ôCë Û ó � ÷�
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Vergleichtmandiesmit���  �!#"$!�%'&)( * +  -,."�/1032 +  4,."�/65728 59 �/:5 �  �/109!#";,609!�%'&% * +  �/<"=2 +  -,."�/103259 +  �/�032 �  >!#"?,:09!�%'&, * +  �/<"=2 +  �/<"@,60328 59 �  A,	09!#";,609!�%'&�!
sofolgt sofort,dassnurauf BDCEFHG BJIEF einesolcheRealitätstrukturexistiert.In diesem

Fall ist wieder K �  �!#"$!�%'&L( + ,M032ON I�P �  >!#"$!�QM&�R
(Die Gleichungfür S rechnetmananalognach.)

3.3 T und der Dirac-Operator

Jetztkannmanendlichzur KonstruktiondesDirac-Operatorsschreiten,demHöhe-
punktdieserRechnung.
NachdemvorigenAbschnittist nunklar, dassdiesernuraufdenHilberträumenBVU GB U beziehungsweiseBDCEFWG BJIEF zu suchenist.

Die AufspaltungderHilberträumebeziehtsichaufdieEigenräume(zudenEigenwer-
ten

%X0
) der Graduierung� . Der Operator� – die Darstellungder VolumenformaufB – vertauschtmit derAlgebraundmit derDarstellungder Y[Z�+ 572 . (Deshalbsinddie

beidenEigenräumevon � identischmit denbeidenkovariantenUntermoduln(über \
) von B .) In zwei (euklidischen)Dimensionenantikommutiert � mit der Ladungs-
konjugation

K
.

Der Dirac-Operator] auf derSphäreist ein selbstadjungierterOperatorauf B , der
mit � antivertauscht.Außerdemist er invariantunterderWirkungderGruppê`_X+ 572 ,
dasheißter vertauschtmit derenDarstellungauf B . Aus diesenEigenschaftenfolgt
bereits,dasseskomplexe Konstantena N gibt, sodass] �  �!#"$!�/'&b( a N �  �!#"$!c,d& ] �  �!#"$!c,d&L( a N �  �!#"$!�/'&
(auf der Basis

�  �!#"$!�%'&
von B ) gilt. Wegender Gleichung e ] ! K-f (;g

, die in zwei
euklidischenDimensionengilt, müssendiesesogarreell sein,a Nhji R
Die Konstantena N , dasSpektrumvon ] , sind durchdie obigenEigenschaftenaber
nochnichtfixiert. DiewichtigsteEigenschaft,nämlichdieTatsache,dass] einDifferential-
OperatorersterOrdnungist,wurdeabernochgarnichtberücksichtigt.Algebraischläßt
siesichin die sogenannteOrdnung-Eins-Bedingungübersetzen:e�e ] !lk f !nm f (1go! p-kA!nm h \ R (3.23)

Mit Hilfe dieserBedingungkannmandie Konstantena N dann(bis auf eine triviale
Normierung)bestimmen,undauchdenRaumB U G B U alsmöglichenKandidatenfür
dasSpinbündelausschliessen.
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3.3.1 qsr`tuqWr
Als Ersteswird derFall v rxw v r abgeschlossen.Dannist für denGeneratory (mit
(5.46z {}| y�~�� � |#�$|��'��� ���������L�������7� � � �:���1�3��� � �<���:�7�� ��� � �:�7����� � �1�3� � � �1�9|#���1�9|c�d����������4�L�������7� � � �.�=��� � ���@�6�3�� ��� � �1�3����� � �	�3� � � �:�9|#�����9|c�d��|
AusderGleichung z�z {}| y�~ |l� ~ �1�
ergibt sichsomitin derKomponente��� ¡� �:� :�����-¢x�����£�����¤�:�£�A�1�
mit derallgemeinenLösung�£�¥��¦ � �<§ ¦L|#§©¨jªx«
SetztmandieseLösungin die �¬� � ein, so wird man(mit ein paarUmformungen)
aufdie Gleichung� � �<�=� � � � �.�=��� � �<���1�3���� � �1�3����� � �:�3� � � � �����1�3� � � � �<���1�3��� � ���=���� � �:�7����� � �1�3�
geführt,alsoeinenoffensichtlichenWiderspruch.

Proposition 3.3.1. Auf v r w v r gibt eskeineninvariantenDirac-Operator.

Dasist auchnichtweiterverwunderlich:DaderModul v r trivial ist, sinddieElemen-
tevon v nichtsanderesalsFunktionenaufderSphäre.Gesuchtwaralsonacheinem
invariantenDifferential-OperatorersterOrdnungauf ® �°¯ ¢ � . Esist wohlbekannt,dass
ein solcherOperatornicht existiert. Man kann dies (zum Beispiel) als Korollar aus
demberühmten“Igelsatz”:

Esgibt keinenirgendsverschwindendenVektorfelderauf
¯ ¢

.

schliessen.Ein Differential-Operatorkann ja als Vektorfeld aufgefasstwerden,und
wenndiesesinvariantunterder

¯`±����7�
seinsoll, so mussesüberallauf

¯ ¢
denglei-

chenWert annehmen.WegendesIgelsatzesverschwindetesdannalsoüberall.

Differential-Operatorengibt esabermehralsgenugauf ® �°¯ ¢ � undfür jedensolchen
Differential-Operator² definiert{ � � |#�$|��'�b� ²³� � |#�$|c�d��| { � � |#�$|c�d�L� ²¥´�� � |#�$|��'�
einenOperator, derallebisheraufgeführtenEigenschaftendesDirac-Operatorshat.
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Ein (euklidischer)Dirac-Operatorist aberelliptisch,dasheißt, dassseinHauptsymbol
invertierbarseinmuss.(Daswird im fünften Kapitel genauererläutert.)Weil dieses
Hauptsymbolaberwiederals Vektorfeldüber ¶¸· aufgefasstwerdenkann,folgt mit
demIgelsatz:
Esgibt keinenelliptischenDifferential-Operatorauf ¹�º4»¼¹�º , dermit µ antikommu-
tiert.

In denAxiomen für spektraleTripel ist dieseEigenschaft(die Elliptizität) wie folgt
eingebaut:
Wie obenbereitsangedeutetist µ die DarstellungderVolumenformauf demHilber-
traumdesspektralenTripels.Dasbedeutet,dassesAlgebra-Elemente½3¾>¿nÀ3¾n¿lÁÂ¾ gibt,
sodass µHÃ�Ä ¾ ½3¾�Å Æ¼¿nÀ3¾ÈÇ>Å Æ¼¿lÁÂ¾�Ç
ist. Weil µ invertierbarist, ist auchdies – wieder wegen des Igelsatzes– für kei-
nen selbstadjungiertenOperator(der mit µ antikommutiert und die Ordnung-Eins-
Bedingungerfüllt) möglich.Ein BeweisdiesersehrplausiblenAussageist allerdings
rechtaufwendig.

3.3.2 É ÊËÉ ÌÍÎËÏ É ÐÍÎ
In ¹ Ã�¹ ÌÍÎ »<¹ ÐÍÎ liegendie Verhältnissenunganzanders.Hier ist für deninvari-

antenOperatorÆÅ Æ}¿lÑ�Ç�Ò Ó�¿#Ô$¿�Õ'Ö)Ã ×MØ�Ù�Ú Ì�Û ×�Ù�Ú�Ü7Ý Ø�Ó�Õ<Ô�ÕßÞ3Ü�Ø�Ó¥Õ<Ô�Õ:à7Üá à9Ó�Õ6à Ò Ó�Õ�Þ9¿#Ô�ÕßÞ9¿c×dÖÕâà�Ù�ÚãÝ Ø�Ó4×.Ô=Ü�Ø�Ó�Õ<Ô�Õ1Þ3Üà9ÓäØ�Ó�Õ1Þ3Ü Ò Ó�¿#Ô�ÕßÞ9¿c×dÖÕ�Ø�Ù�Ú Ð4Û ×�Ù�Ú�Ü7Ý Ø�Ó4×.Ô=Ü�Ø�Ó-×.Ô@×6Þ3Üá à9Ó Ò Ó-×6Þ9¿#Ô�Õ�Þ9¿c×dÖ�¿
undausder ÓæåçèÓAÕ1à -Komponentevon Å�Å Æ}¿lÑ�Ç°¿lélÇxÃ�ê erhältmanwiederdie allge-
meineLösung Ù�ÚAÃ�ëÓ�Õ<ì ëL¿#ì�íjîæï
Diesmalist es( mit dieserLösung)aberauchmöglich,alleanderenauftretendenGlei-
chungenzuerfüllen:
In derKomponenteÓåç¡Ó�Õ1Þ von Å�Å Æ¼¿lÑ�Ç°¿lé#Ç zumBeispielfindetmandie GleichungëðÝ Ø�Ó�Õ<Ô�Õ1Þ3Ü�Ø�Ó�Õ<Ô�Õ6à7Üá à9Ó�Õ:à ñ Ôà9ÓäØ�Ó�ÕßÞ3Ü Õ Ô�Õ1ÞØ�à9Ó�Õ6à7Ü�Ø�Ó�Õ:à7Ü[òÃ àÂØ�ë�Ó�Õ<ì³Ü7Ý Ø�Ó�Õ<Ô�Õ6à7Ü�Ø�Ó4×.Ô�Õ1Þ3Üá à9Ó�Õ:à Ý Ø�Ó-×.Ô=Ü�Ø�Ó�Õ:Ô�Õ1Þ3Üà9ÓäØ�Ó�Õ1Þ3ÜÕâàÂØ�ë�Ó�Õ:ëjÕ<ì³Ü7Ý Ø�Ó�Õ:Ô�ÕßÞ3Ü�Ø�Ó�×.Ô�Õ:à7Üá à9Ó�Õ:à Ý Ø�Ó4×�Ô�Õ1Þ3Ü�Ø�Ó�Õ<Ô�Õ:à7ÜØ�à9Ó�Õ:à7Ü�Ø�Ó�Õ:à7Ü ¿
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die dannundnurdannerfüllt ist, wenn ó$ôöõ ÷
gilt. In diesemFall verschwindetdannauchdie ø�ùLúû)ù>ü -Komponente,auchwenndie
Rechnungrechtmühsamist.
Ganzanalogrechnetmandie Ordnung-Eins-Bedingungauchfür alle anderenKombi-
nationenvon Generatorennach.

Proposition 3.3.2. Die EigenwertedesDirac-Operators auf ý³þ sind (bei festerSka-
lierung

õVÿ��
) durch���� ô � õ ø�ù�� 	÷ ü ù ô 	÷ 
 �÷ 
���

gegeben.

3.4 Poincaré-Dualität und abschließendeBemerkungen

Esist nunanderZeit Abschiedvon derSphärezu nehmen,obwohl nochlangenicht
allesgesagtist. In den letztenAbschnittenwurdedasreellegeradespektraleTripelø�� 
���
���
���
�� ü vollständigin derspektralenSpracheausgearbeitet.
Der Hilbertraumwurdeals � ô ������� �! �� identifiziert,wobei � ��� die Schnitte

in dasHopfbündelund seinkonjugiertesbezeichnet.AndereHilberträume,und so-
mit Algebra-Darstellungen,sindnicht mit allenAxiomenfür spektraleTripel (die im
fünften Kapitel erläutertwerden)verträglich.Daswurdean (wenigen)ausgewählten
Beispielendemonstriert.
DerDirac-Operatorkonntemit Hilfe derOrdnung-Eins-Bedingung(undseinen(Anti-
)Kommutations-Relationenmit � und � ) berechnetwerden.
Strenggenommensindabernochnicht alle Axiome für spektraleTripel gezeigt.Zum
einenist nochzu beweisen,dass� die DarstellungderVolumenformauf � ist. Da �
alsOperatorfestvorgegeben �#" ù 
�$%
 �'& ô � " ù 
�$%
 �'& 

unddie klassischeVolumenformaufderSphärewohlbekanntist, ist daseineeinfache
Rechnung.Manmussnurdie Identität� ô (*) ��
,+,- ) �.
,/,-*0 (*) ��
,/,- ) �.
,+,- � / ) ��
,+,- ) �.
 ( -0 / ) �.
 ( - ) �.
,+,- � + ) �.
,/�- ) �.
 ( -*01+ ) ��
 ( - ) �.
,/�-
auf der Basis " ù 
�$%
 �'& nachprüfen.Das ist zwar nicht schwierig(und auchgesche-
hen),aberziemlich unübersichtlich(es gibt 42 Summanden),weshalbes hier nicht
vorgeführtwird.
DesweiterensinddieanalytischenEigenschaftendesspektralenTripelsnochnichtge-
zeigt:ErstensmüssendieDifferentiale) �.
,23- für alleAlgebra-Elemente2 beschränkte
Operatorenauf � sein,washier nicht gezeigtwerdensoll, weil dereinzigeschnelle
Weg, dieszu tun,darinbesteht,dieseDifferentialein lokaleAusdrücke zurückzuüber-
setzen.
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DasAxiom derklassischenDimensionist demgegenüberamschnellstenin deralge-
braischenSprachezu zeigen.Die nichtverschwindendencharakteristischenWertedes
Dirac-Operatorssindals46587 9;:=<#> ?@:BAC>,DE>FFFHGI< <J:BAC>,DE>,KE>FFF
gegeben,undjederdieserEigenwerteist GI< -fachentartet.DemzufolgeistALNMPORQ ST5CU�V T 9 A4XW587 9 : ALNMPOYQ ST5PU�V GI<< W.Z\[ F
Die DimensionderSphäreist alsotatsächlich2 ;-).
Lastnot leastgilt esaucheinetopologischeEigenschaftdesSpin-Bündels,die soge-
nanntePoincaré-Dualitätnachzuprüfen.
Zur Erinnerung: DasAxiom derPoincaré-Dualitätbesagt,dassdiesogenannteSchnitt-
form ] der ^ -Theorie,alsodie durch]E_�` a�b > `c]dbfe :hg ` ajik]db > _�l >�m eon
mit Hilfe derIndex-Paarungmit dem ^ -Zykel _�l >�p�>�m e definiertebilineareAbbil-
dung ] q ^�rP_ p etsJ^�rP_ p e u v
nicht entartetist.
Die Index-Paarungberechnetmanameinfachstenüberdie lokaleIndex-Formelg ` awix]yb > _�l >�m eon : ADCz6{#|~}8���� _f�he�����_�a@ix]8e F
In zweiDimensionenist stets �� _f�he :hA , dennderDiracGenus �� _f��e ist eineSumme
von FormendesGradesG8?�?�:=��>dAC>,D�FFF
Die demnacheinzig relevanteChern-Klassevom höchstenGrad– hier also ��� W _�aXe –
hatdarüberhinausfür LinienbündeldienützlicheEigenschaft�H� W _�ajix]8e : ��� W _�aXe��x��� W _f]8e >
wasmansich leicht überlegt, wennmanberücksichtigt,dassderChern-Charakterals����_�aXe :��� berechnetwerdenkann,wobei � danndie Krümmungeinesbeliebigen
Zusammenhangsaufdemdurcha beschriebenenBündelist. (DieeinfachsteWahlwäre� : a��Ca��Ca .)
WegenderBilinearität]�_�` a�bE��` a3��b > `c]ybfe : ]�_�` a�b > `c]ybfe��x]�_�` a���b > `c]ybfe]E_�` a�b > `c]db~��`c] � bfe : ]�_�` a�b > `c]ybfe��x]�_�` a�b > `c] � bfe
derSchnittform,genügtes,dieseaufeinerBasisderGruppê@�I_��@_�� W e�e zuberechnen
( ^ V _��@_�� W e�e ist ja trivial). Mit demim vorigenKapitel abgeleitetenZwischenresultat



Die spektraleBeschreibung 81�� �¡I¢�£3¤8¥Y¦�§ ¤¡I¨*© , wobei ¨*© die Volumenformauf derSphärebezeichnet,folgt dann
für alle ª*«�¬®�¯.° ¤�±~²�³µ´¦ ° ¢�¶ £3¤y· « ¶ £3±¸·f¥#¦ ¹ºC» §®¼�½8¾ ��  ¡ ¢�£*¤Y¿.£*±À¥#¦ ª'ÁÂ¬oÃ
Insbesondereist also

°Ä�Ä ¦ÆÅ , waszu erwartenwar: Für jedestriviale Bündelüber
einerMannigfaltigkeit verschwindetderChern-Charakter, undsomitdie Schnittform.
Mit diesemErgebniskannmannunzumBeweisderPoincaré-Dualitätschreiten.

Proposition 3.4.1. Die Schnittform

° ¤�±®¦ ª�Á\¬ auf der Sphäre Ç ¡ ist nicht entartet:
wennfür eineKlasse¶ È�·6¦ÊÉ ¤ÌË ¤�¶ £3¤y· ª*« Ë ¤ J¯
in Í Ä ¢�Î�¢ Ç ¡ ¥�¥ die Gleichung° ¢�¶ È�· « ¶ £�·f¥Ï¦=Å Ðj¶ £�· JÍ Ä ¢�Î@¢ Ç ¡ ¥�¥
gilt, sofolgt, dass ¶ È�· trivial ist (dasheißt ¶ È�· beschreibt ein triviales Bündel).

Beweis:Seialso

° ¢�¶ È�· « ¶ £�·f¥Ï¦=Å für alle ¶ £�· undfür ein ¶ È�·6¦ÊÑ;¤ Ë ¤�¶ £3¤d· .
EsseinocheinmalandieTatsache¶ £*¤d·EÑ�¶ £�Ò�¤·�¦ º ¶ £ Ä ·
erinnert.Man kann deshalbohneBeschränkungder Allgemeinheit Ë ¤ÔÓÕÅ für alleª%Ö¦=Å voraussetzen.
Aus

° ¢�¶ È�· « ¶ £3±×·f¥#¦=Å folgt dannsofortdie GleichungØ ¤ Ë ¤E¢ ª'ÁÂ¬ ¥#¦�Å
die für alle ¬ geltenmuss.Dasist abernurdannmöglich,wennsowohlØ ¤BË ¤Ù¦=Å alsauch

Ø ¤BË ¤ ª ¦=Å
gelten.Weil die Ë ¤ für ª%Ö¦=Å positiv sind,folgt dannraschË ¤Ù¦ Ë Ò�¤ Ã
Dasbedeutetaber¶ È�·*¦ É ¤yÚ Ä Ë ¤Y¢�¶ £3¤y·EÑ�¶ £XÒ�¤·f¥6Ñ Ë

Ä ¶ £ Ä ·*¦ÜÛÝ Ø¤ßÞ Ä Ë ¤áàâh¶ £ Ä · Ã
Bei der KonstruktiondesspektralenTripels in diesemKapitel kam den Symmetri-
en der Sphäreeine zentraleRolle zu. Ohne die Berücksichtigungder Symmetrie-
Eigenschaftenaller Beteiligten ¢�ã «�äå«�æ.«�ç�«�è ¥ wäredie Rechnungüberhauptnicht
durchführbargewesen.DieseEigenschaftensollendeshalbnocheinmalkurz zusam-
mengefasstwerden:



82 3.4Poincaré-Dualität und abschließendeBemerkungené Die Algebra êÕë�ì@í�î#ïßð ist eineModul-AlgebraüberderLie-Algebra ñßò�ífóôð ,
dasheißtesexistiert eineDarstellungder ñßò�ífóôð auf ê , sodassfür alle õ*öµ÷�øùê
unddie Darstellungútû®ø.ñyò®ífóôðúÏû�ífõ3÷�ð#ë�úÏû�ífõ�ðf÷Ùüxõ�útûoíý÷�ð
gilt.é Auf demHilbertraum þ existiert eineDarstellungvon ñßò�ífóôð unddie Darstel-
lung von ê auf þ ist kovariantbezüglichdieserñßò�ífóôð -Darstellung,úÏû�ífõ�ÿ ð®ë�úÏû�ífõ�ð ÿ%üxõ�útûoí�ÿ ð õ%øùê�ö ÿ\ø�þé DerDirac-Operator

�
kommutiertmit derDarstellungderSymmetrienauf þé Die Graduierung� kommutiertmit den útû .é Die Realitätsstruktur� implementiertdieAntipode î#útû6ë�� úÏû auf þ

�Xú���ëhí�î#ú ð�� ú ø�ñßò�ífóôð
	
DieEigenschaftderRealitätsstrukturmussbesondershervorgehobenwerden.Siemacht
esnämlichmöglichdieRealitätsstruktur� zukonstruieren,wasbesonderswichtig ist,
wenndaseinzigeandere(mir bekannte)Hilfsmittel – dasTomita-Takesaki-Theorem–
versagt.
Überhaupthatsichin denletztenAbschnittengezeigt,dassdieSymmetrienderSphäre
einesehreffizienteMöglichkeit darstellen,dasspektraleTripel zukonstruieren.Danur
wenigeBeispielefür spektraleTripel bekanntsind,gibt daszu derHoffnungAnlass,
dassman mit Hilfe von Symmetrie-Überlegungenneue(und hoffentlich auchnütz-
liche) Beipielekonstruierenkann.Im sechstenKapitel werdeneinigeeinfacheneue
Beispiele,die mit dieserMethodegefundenwurden,vorgestellt.Natürlich wird dort
dannauchdieallgemeineTheoriefür spektraleTripel mit bestimmtenSymmetriener-
arbeitet.Zuvor soll eineinfaches,bekanntes,nichtkommutativesBeispielnocheinmal
die Tragfähigkeit dieser“Brücke” demonstrieren.



Teil II

Symmetrienspektraler Tripel
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Wasist dennsoschönanDreieckenundKreisen?

B.Mandelbrot

Die Bedeutungvon Symmetrienin derPhysikkannkaumüberbetontwerden.Vor al-
lemsindin allenzurZeit verwendetenTheorienderfundamentalenWechselwirkungen
sowohl dieDynamikalsauchdieKinematikweitestgehenddurchdiezugrundeliegen-
denSymmetrienfestgelegt.
Im FallederKinematikbeziehtsichdieseAussagenatürlichaufdieausderSymmetrie
abgeleitetenErhaltungssätze,denenjederphysikalischeProzess(dendieentsprechen-
deTheoriebeschreibt)unterworfen ist. So ist die ErhaltungdesVierer-Impulseseine
KonsequenzderPoincaré-KovarianzderTheorie,auf derenDarstellungstheorieunter
anderemdermoderneTeilchen-Begriff beruht.MankannaberauchdieLadungserhal-
tung,die ausderglobalen������ -Symmetriefolgt, zur Kinematikrechnen.
Setztmaneinengewissenexperimentellen“Input” voraus,soist auchdieDynamikder
Theorie– alsodie Wechselwirkungstermein derLagrange-Dichte– durchihre Sym-
metrienbestimmt.Hierzubenötigtmanaberauchnochdie Anforderungeinerkonsi-
stentenQuantisierbarkeit, alsoetwa die Renormierbarkeit oderdie Abwesenheitvon
Anomalien,die aberebenfalls engmit der zugrundeliegendenSymmetrieverwoben
sind.Der Zusammenhangzwischender Lagrangedichteder Theorieund ihren Sym-
metrienberuhtdabeiin allenFällenaufdemEichprinzip,wobeifür dieGravitationdie
Spin-Gruppe���������
��� , welchedie Freiheitbei derWahl desmitbewegtenVierbeins
beschreibt,relevant ist. (Darüberhinausbenötigtmanaberauchnochdie Diffeomor-
phismusgruppe,alsodie freieWahl derverwendetenKoordinaten.)
Ein weitererwichtigerAspektvon Symmetrienbestehtin ihrer Nützlichkeit beimLö-
senvon Differentialgleichungen1. Fastalle bekanntenLösungenderFeldgleichungen
derfundamentalenTheorienzeichnensichdurcheinhohesMaßanzusätzlichenSym-
metrienaus.Erinnertsei nur an die Robertson-Walker-Metrik, die manim wesentli-
chenausdemAnsatzeinerisotropen,homogenenMassenverteilungausdenEinstein-
Gleichungenableitet.Denkt manan RiemannscheMannigfaltigkeit mit euklidischer
SignatursowäredieSphäreeinanalogesBeispiel,welcheszugleichdenBogenzurück
zu denspektralenTripeln schlägt.Im vorigenTeil wurdeja amBeispielder ��� schon
angedeutet,wie sichdie zusätzlichenSymmetrieneinessolchenhomogenenRaumes
in die algebraischeSprachederspektralenTripel übersetzenlassen.Dassoll im näch-
stenKapitel nocheinmalan einemnichtkommutativen Beispiel,welcheskannman
sichbestimmtschondenken,verdeutlichtwerden.Die allgemeineFormulierung,die,
im Hinblick auf nichtkommutative Beispiele,zugleicheineErweiterungdesSymme-
triebegriffs von Gruppenauf Quantengruppenbeinhaltet,wird dannim darauffolgen-
denKapitel vorgestellt.Esist aberdurchauslohnenswert,zuvor nocheinmalkurz auf
die allenspektralenTripelneigene“Symmetrie”einzugehen.

Die durcheinspektralesTripel beschriebeneGeometriehängtselbstverständlichnicht
von dergewähltenBasisim Hilbertraumab. Diesist, kurz gesagt,derBegriff deruni-
tärenÄquivalenzspektralerTripel. Ganzso blutleer wie es sich nun anhörenmag,
ist diesesKonzeptabernicht. Die unitärenOperatoren,also die Basiswechsel,auf

1Lie-Gruppenhabenihre EntdeckunggeradedieserEigenschaftzuverdanken.
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�
beschreibennämlichdie Wirkung der Diffeomorphismender zugrundeliegenden

Mannigfaltigkeit ebensowie dieSpin-GruppeundeventuelleweitereSymmetrienwie
Eichtransformationenund Familiensymmetrien.In diesemSymmetrie-Begriff verei-
nensichalsoalleobenangesprochenenSymmetrien.

Definition 3.4.2. ZweispektraleTripel � � �"!$#%�"!
&'�"!$()�"!+*,�.- und � �0/1!$#2/1!
&3/1!$(�/1!+*4/�-
heißenunitär äquivalent wenneineunitärelineareAbbildung5 6 � �879�0/
existiert derart,dass #2/;: 5 #<� 5>= !&3/?: 5 &'� 5>= !(@/?: 5 ()� 5 = !* / : 5 * � 5 =
ist.

Die beidenHilberträumekönnendannnatürlichidentifiertwerden,sodass
5

nureine
unterschiedlicheBasiswahl beschreibt.In der Folgesollte derLeserdiesenUmstand
stetsim Hinterkopf behalten,ebensowie dasBeispieldesspektralenTripelsdesStan-
dardmodells.
Der wichtigsteSpeziallfall dieserunitärenÄquivalenzenwird durchdie Einschrän-
kung

#%�A:B#/C:D#
charakterisiert.

5
definiertdannin offensichtlicherWeiseeinen

AutomorphismusderAlgebra
#

, undmankannnundrei wichtigeSpezialfälleunter-
scheiden:E 5 vertauschtmit derAlgebra,derangesprocheneAutomorphismusist danntri-

vial. Denkt man nun an dasspektraleTripel desStandardmodells,so können
die ElementedesHilbertraumalsSchnittein einVektorbündelFHGJI überder
RaumzeitK interpretiertwerden.L 5 !NMPOQ:SR TQM%UV#
bedeutetdanneinfach,dass

5
zumeinennur in denFaserndesBündelswirkt,

zumanderendort aberauchmit denin
#

enthaltenenMatrizen,die auf I wir-
ken,vertauscht.Esist, wie gleichklar wird, sinnvoll sichauf solche

5
, die aus-

serdemmit
(

und
*

vertauschen,zu beschränken.Wennesjeweils nur eineFa-
milie vonFermionengäbe,sowäredieUntergruppesolcherunitärerOperatoren
isomorphzur Gruppe

K M"W ��K !YXZWZ[]\ �_^ -$-
!
derFunktionenauf derRaumzeitmit Wertenin derSpingruppe.Wenn

5
nicht

mit
*

vertauschte,wärees,ausgewertetin einembeliebigenPunkt,nurin
XZWZ[`\ba

,
vertauschtesnichtmit

(
landetmanin c []\ed a�f .

Weil esmehralsnureineFamilie im Standardmodellgibt, kann
5

auch(punkt-
weise)dieeinzelnenFamilienaufeinanderabbilden.SolangeesdieQuantenzah-
lenderFermionendabeiunberührtlässtwird esimmernochmit

#
vertauschen.
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Im BeispieldesStandardmodellsist dieUntergruppederunitärenÄquivalenzen,
die sowohl mit derAlgebra, alsauchmit g und h vertauschen– wennmandie
rechtshändigenNeutrinosunberücksichtlässt– alsiDj.k�l�inmYoqp
m oBrnsZkZt]uvl_wxp�y{zl�|@p`}
gegeben.Wie die Gruppe

zl�|@p }
zustandekommt, wird in Kapitel 7.5 erklärt,

ebensowie die physikalischeBedeutungdieserTransformationen.Klar ist na-
türlich, dassim Allgemeinenunter TransformationenausdieserUntergruppe~'�C�r�~3�

seinwird, selbstwenndieseTransformationenkonstantaufderRaum-
zeit sind,dassaberbeideDirac-Operatorendie gleichePhysikbeschreiben.� Der nächstewichtige Fall, der abernur für nichtkommutative Algebrenauf-
tritt, ist dereines

z
, daszwar nicht mit derAlgebravertauscht,aberselbstein

Algebra-Elementist,
z��J�

. Dieseinneren Automorphismenkönnendannim
Beispiel desStandardmodellsals Funktionenauf

i
mit Wertenin der Eich-

gruppe,alsoalslokaleEichtransformationen,interpretiertwerden.� Lastnotleast,diegrössteUntergruppederunitärenÄquivalenzenvonspektralen
Tripeln zur gleichenAlgebra,.die darausdurchDivision mit denerstenbeiden
Untergruppenhervorgeht:DieDiffeomorphismusgruppe.Wennman,wie eshier
bishergetanwurde,denHilbertraumund die DarstellungderAlgebrafesthält,
dannsind allerdingsnicht alle Diffeomorphismen,sondernnur diejenigendie
die Volumenforminvariantlassen,unitär auf � dargestellt.

Es ist sehr interessant,dassalle diese,physikalischrelevanten,Symmetrienin der
SprachederspektralenTripel in einemeinzigenvereintwerden.Die Vereinigungder
Diffeomorphismusgruppemit deninnerenSymmetrienspielt bei derspektralenWir-
kung,die sowohl dasStandardmodell,alsauchdie Einstein-Hilbert-Wirkung beinhal-
tet,eineRolle.Die Vereinigungmit denFamiliensymmetrien

s8z3l�|@p }
fandbisheraber

nochkeineBeachtung.
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Kapitel 4

Der Nichtkommutative Torus und
seineSymmetrien

Als weitereIllustrationderangesprochenenKonstruktioneinesspektralenTripels“aus
denSymmetrienheraus”,sei die Gruppe �3�������0������ angeführt.Da essich gleich-
zeitig um ein sehreinfaches,trotzdemaberinteressantesBeispielhandelt,kannman
diesesKapitelwohl auchals“Auslaufen”nachdenAnstrengungenbeider ��� ansehen,
wasaberkeineswegsheißensoll, dassderNichtkommutative ToruseinAuslaufmodell
ist. Im Gegenteil:In Zusammenhangmit derStringtheorieist dieseAlgebrawiederins
ZentrumdesInteressesgerückt.��������{������ hatzweikommutierendeGeneratoren���"�N� � ,� � � �N� � �Q�S� �
undalle irreduziblenDarstellungen�)��� sindnatürlicheindimensional,charakterisiert
durchzweiganzeZahlen ���
� :� ��� ���
��� � � � ���
���Y� (4.1)� � � ���
��� � � � ���
��� � ���
���¡ ¢�)���¤£ (4.2)

Als nächstesbrauchtmaneineAlgebra,auf derdie GeneratorenderGruppealsDeri-
vationendargestelltwerdenkönnen.Um dieDiskussiondervielenFällenichtausufern
zulassen,ist esratsam,sichaufAlgebrenzubeschränken,diejedeirreduzbileDarstel-
lung �)��� genaueinmalenthalten.Danngibt esautomatischgenauzwei invertierbare
Erzeuger���Y� , welchesichzudemals � �1� � � beziehungsweise� � �"�¥� transformieren:� � � � �8� � � � �S� � (4.3)���¦� �S� � � � � � �v£ (4.4)

Klarerweiseist� � � � � � � �e� � � � � � � � � � � � �§� � � � �� � � � � � � �¨� � � � � � � � � � � � ��� � � � �
undwennmanfür denKommutatorderErzeugerversuchsweiseein Polynomansetzt,
erhältmansofort,daß �¤� �n© �3�8� ©  «ª (4.5)



90

geltenmuß,indemmansukzessive ¬�"®N¬+¯ anwendet.Zum Beispiel folgt für die erste
Ordnung,etwabei °²±�³C±°n´�µ,° , durcheinmaligeAnwendungvon ¬+¯ sofort µ2´S¶ .
Bei PolynomenhöherenGradesist natürlichanzunehmen,dassdieseausüber · unab-
hängigenSummandenbestehen,damitmit einemKoeffizientenvergleichargumentiert
werdenkann.
Um noch eine ¸ -Struktur und eine Norm zu finden,die mit der Relation(4.5) ver-
träglich ist, undsomitdurchAbschlussin derNorm eine ¹¤º -Algebra · zu erhalten,
konstruiertmanalsnächsteseinekovarianteDarstellungauf einemHilbertraum »0¼ 1.
Dasheißt » ¼ soll selbsteineDarstellungvon °½�¾�¿ÁÀ<°½�¾�¿ tragen,sowie eineDarstel-
lungvon · , sodaß

¬¦Â)½�°3Ã Ä�®
Å�ÆN¿H´ ½�¬¦ÂÇ°C¿ÁÃ Ä�®
Å�ÆÉÈÊ°J½�¬¦ÂNÃ Ä�®
Å�ÆN¿Ë® (4.6)¬¦Â)½]±%Ã Ä�®
Å�ÆN¿H´ ½�¬¦Â`±¿ÁÃ Ä�®
Å�Æ¨ÈÌ± ½`¬¦Â$Ã Ä�®
Å�ÆN¿ (4.7)

für alle Vektoren Ã Ä�®
Å�Æ aus »0¼ gilt. Im Folgendenwird angenommen,dassdie in» ¼ existierendenÃ Ä�®
Å�Æ eineOrthonormalbasisbilden,wasdie InvarianzdesSkalar-
produktesimpliziert. Welche Ä�®
Å in »0¼ vorhandensind, wird nicht vorausgesetzt.
OhnehinbekommtmanausderAnwendungvon ¬  auf °3Ã Ä�®
Å�Æ sofort

°ÍÃ Ä�®
Å�ÆÎ´nÏÑÐÓÒ�ÔÐ¦Õ Ã Ä<ÈÊ¾1®NÖ)ÆY×
Anwendungvon ¬+¯ aufdieseGleichungliefert dann

ÅVÒ�ÔÐ¦Õ ´nÖxÒ�ÔÐ¦Õ Ø Ö
undsomit(analogfür ± )

°3Ã Ä�®
Å�ÆÙ´ Ò ÔÕ Ã Ä<ÈS¾1®
Å�ÆY® (4.8)±%Ã Ä�®
Å�ÆÙ´ Ú2ÔÕ Ã Ä�®
ÅÛÈS¾¥Æ (4.9)

mit zunächstnochunbestimmtenKonstantenÒ ÔÕ ½]´ÜÒ ÔÔ Õ ¿
®
Ú ÔÕ ½]´ÝÚ ÔÔ Õ ¿ . Weil, wie
manleicht sieht,

° º Ã Ä�®
Å�ÆÞ´ Ò ÔÕ@ß  Ã ÄV³Ì¾1®
Å�ÆY® (4.10)± º Ã Ä�®
Å�ÆÞ´ Ú Ô ß Õ Ã Ä�®
Åà³Ì¾¥Æ (4.11)

gilt, ist einewohldefiniertȩ -StrukturaufderAlgebradurch

°q° º ´B° º °n´�¾�´n±± º ´n± º ± (4.12)

gegeben,wasaber

Ã Ò ÔÕ Ã ¯ ´�¾�´áÃ Ú ÔÕ Ã ¯ Ø Ä�®
Å{®
1Der Grundfür dasAnhängsel0 wird späterklar
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und âäãåâ4æ�ç erfordert.Außerdemist dannèêé æ ëì4í î�ï�ðòñ ì�î (4.13)

klar. Estauchenalsoalle irreduziblenDarstellungengenaueinmalauf,dennihreUni-
taritätverbietetdie ExistenzeinesVektorsim Kernvon ó�ô+ó>õ�ô ñ oder ñ õ .Es mussnun nur nochdie Kommutatorrelationó ñ æ�ã ñ ó implementiertwerden.
Dasist äquivalentzuderGleichungö î�÷åøì ù îì ænã ù îìÑ÷åø

ö îì ô
welchedurch ö îì æ ú ì ã îòû â ú ì âÑæ�ç1ô$ü{ýVþ�ôù îì æ ú î ã ì4ÿ û � ø � â ú î âÑæ�ç1ô
allgemeingelöstwird. Weil die gesuchteDarstellungabernur modulounitärerÄqui-
valenzinteressiert,kannmanstets

ó3â ��ô����Ùæ â �	��ç1ô����Yô
ñ â ��ô����Þæ ã � ì â ��ô��
��ç��Yô (4.14)

erreichen.Außerdemsiehtmansofort,dassjederVektor â ��ô���� als

â ��ô����væDó ì ñ î â �xô��� (4.15)

geschriebenwerdenkann.Folglich ist â �xô��� einzyklischer(dasheißt�Vâ �xô��� liegt dicht
in
è0é

), undsogareinseparierender( �Áâ �xô����æ��xô �'ý������æ�� ) Vektor. Tomita’s
Theorembesagtdannin diesemFall, dassdie antilineareAbbildung� é�� èêé�� èêé

(4.16)�Qâ �xô������ � õ â �xô��� (4.17)� â ��ô������� ã � ì�î â�� ��ô!�"��� (4.18)

mit
�$#é æ�ç einenAnti-Isomorphismusvon � auf seinenKommutanten�&% gemäß�'�� � é � õ � é)(�*,+æ-�/.

induziert.Sprich: 01�)ô32 .54 æ6�xô879�Ëô32�ý�� und �:�� � . ist (offensichtlich)antilinear,
injektiv undsurjektiv. ZumBeweis,dass� . in �'% liegt, brauchtmannur

ó . â ��ô����Þæ ã � î â �	�Sç1ô����Yô (4.19)

ñ . â ��ô����Þæ â ��ô��;�Sç�� (4.20)

einzusetzen,undderRestist ganzeinfach,z.B.0 ñ õ ô+ó . 4 â ��ô����Îæ=<]ã � î ã ìÑ÷åø �êã � î�÷åø ã ì?> â �@�Êç1ô��A� ç��væ��CB
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(Schwierigerzuzeigenist nurdieSurjektivität.) Offenbarist DFEGDIH�J5K�EFK&H nur im
kommutativenFall LMEON .
Um nun, wie bei der Sphäre,eine GraduierungP definierenzu können,sowie ein
mit P antikommutierendesQ das QSRTE�UVN erfüllt, verdoppeltman wie üblich den
Hilbertraum.Ab sofortwird alsoaufW E WYX[Z\W:X
gearbeitet,undwie zuvorPME ] N ^^ UVN�_ J Q`E ] ^ U�Q XQ X ^ _
definiert.Die WirkungderSymmetriegruppeDba,N�cedfDba,N�c sowie die Darstellungvong

werdenin offensichtlicherWeiseauf
W

fortgesetzt,wasebensowie die nunmehr
verwendeteDefinition von Q X klar seinsollte.
Gesuchtist nun - last but not least- der Dirac-Operator. Da er selbstadjungiertsein
muß,sowie mit P antivertauschensoll, hatersicherdie Formh E ] ^ iikj�^ _ l
Um einensinnvollen Dirac-Operatorfindenzukönnenkannmanwiederfordern,dass
dieWirkungderGruppeDba,N�c[dmDna,N�c isometrischsei,

h
alsoinvariantsei,undsomit

mit denbeidenGeneratorenoqp!J3o R vertausche.BezeichnetmandieBasisin denbeiden
Eigenräumenvon P mit r stJ�ufJ5vVw sobedeutetdieseForderungschlichtitr stJ�ufJ!Uxw[E�y{z| }nr stJ�ufJ5~Vw l (4.21)

Zur Berechnungder y�z/| } und damit letztlich desSpektrumsvon D zieht man nun
wiederdie“OrdnungEins”-Bedingungheran.Allerdingsist hierim Allgemeinen�H'�E� , unddieForderung ��� h J5KV��J�DI�q��E�^��9� ist nicht (nichttrivial) zuerfüllen.Durchaus
möglich, und in der Axiomatik nichtkommutativer spektralerTripel daherstatt der
kommutativen“OrdnungEins”-Bedingunggefordert,ist die Bedingung��� h J3����J3� H �9E�^ �9��J3�x� g
unddiesführt in derTatauchfür L �E=N ansZiel: Zunächsteinmalist obigeBedingung
gleichwertigzu ���1i�J3����J3� H �kE�^ �9��J3�x� g J
unddasführt direkt aufdie beidenGleichungeny�z�� R | } E ��y{z���p�| }�UTy�z/| }VJy z/| }�� R E ��y z| }e��p UTy z/| }
mit derLösungy{z| }�EF��sx~��$u�~����[J���J3�T��  . WeitereGleichungengibt esnicht.
Damanin

h
aberstetseineKonstantevernachlässigenkann,undauchdieSkalierung

von
h

beliebigist, wählt manameinfachsteny�z/| }�E�s	~\u�¡ ¡���  l
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Die entsprechendenEigenwertevon ¢ kannmannatürlichganzgeradlinigberechnen.
Esist abersowiesosinnvoller dasSpektrumvon ¢@£ zu betrachten:Die Eigenwerte¤S¥/¦ §&¨ ¢ £�©�ª¬« 	®\¯�°�« £
sindzweifachentartet(D hatdieEigenwerte± « x®�¯�°�« ) undmit einganzklein wenig
Mühefindetman,dassdie Summederendlichen(also ¯²ª³mª³´ herausgenommen)
Eigenwertevon ¢�µ�£ logarithmischdivergentist¶�·�¸¹»º½¼ ¾¶�¿)À Á¥�Â�Ãk§�Â5Ä ¹ Â ¾« 	®\¯�°�« £ÆÅ�Ç�È
Die Dimensiondesnichtkommutativen Torus ist also2. Die standardgemäßeRech-
nung,die nichtsmit der SymmetriedesToruszu tun hat, sei hier nicht vorgeführt.
Sie kann, ebensowie die Berechnungvon É als Hochschildzykel (Zwei-Form), in
[Monsaraz] gefundenwerden,wo manaucheinigesehrinteressanteReferenzenzum
Thema“Nichtkommutativer Torus”, dasin anderenAspektenhöchstnichttrivial ist,
nachschlagenkann.
Zum AbschlussdiesesKapitelssollte aberzumindestnochdie eigentlicheAlgebra,
nämlich die Prä-ÊVË -Algebra Ì der “glatten” Funktionen,und die ÊVË -Algebra der
“stetigenFunktionen” Í ausgearbeitetsein. Die Berechnungvon ¢ ist schließlich
nur konsistent,wenn es überhauptdifferenzierbareElementein Í gibt, was bisher
stillschweigendangenommenwurde.
Betrachtetmaneinebeliebige,zunächstformale,PotenzreiheÎ ª Á Ï ¦ Ð Î Ï ¦ Ð!Ñ Ï�Ò Ð
sowieeinenbeliebigennormiertenVektor Ó ªÕÔ¥/¦ § Ó ¥/¦ § « tÖ�¯�× , soberechnetmansofortØ Î Ó Ø £ ª Á1Ù ¦ ÚMÛÛÛÛÛ Á Ü ¦ Ý Ó

Ü ¦ Ý�Î Ù µ Ü ¦ Ú µ Ý ÛÛÛÛÛ
£ È (4.22)

Das siehtwenig ermutigendaus,aberwichtig ist nur die Erkenntnis, dassdie Be-
schränktheitsbedingung andenOperatorÎ (

Ø Î Ó Ø Å=ÇßÞ Ó`à:áYâ ) von ã unabhängig
ist.Esgenügtalso,sichaufdenkommutativenFall zubeschränken,undhierkannman
wiederdirekt dasGelfand-Naimark-Theoremanwenden.Da derTorus ä £ alstopolo-
gischerRaumeinfach åçæ�è`åçæ ist, undmanØ ¾ ®êé�ë�ì Ñ Ø ª³íVª Ø ¾ ®êéîë�ì Ò Ø Þ9ï
unmittelbareinsieht,ist Í=ðª Ê ¨ äx£ © für ã ª ¾ .Bezeichnetmandie Abbildung Înñò�ó ¢ Ö Î�ô mit d sogiltõ?ö Î ª Á Ï ¦ Ð Î Ï ¦ Ð ¨ø÷ ®Yù�°k© ö Ñ Ï Ò Ð Ö
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ist alsodannund nur dannglatt, wenndie

ú/þ ÿ � schnellerals jedePotenzvon�������	��
�
abfallen( � spieltdannfür die KonvergenzderReihekeineRolle).Weil das

ohnehinbedeutet,dass

ú
in

ü
liegt, kannmandie dichteUnteralgebra� kurzdurch

��� ������ þ ÿ �
ú/þ ÿ ���

þ
� ����� ��!" �$#%�&���'�	� " ú/þ ÿ �)(+* ,

úþ ÿ � û - �/.102�43�56 (4.23)

charakterisieren.
- �/. 0 �

bezeichnethierdenSchwartz-RaumderschnellfallendenFol-
gen.
Eine AbhandlungüberdenNichtkommutativen Torusfängt üblicherweisemit dieser
Definitionvon � , natürlichgemeinsammit derRelation � � �87 � � , an.DenHilber-
traum 9;: mussmandannübereineGNS-Konstruktionfinden.Verwendetwird hierzu
die Spur

�<:>=? � þ ÿ �
úþ ÿ ���

þ
� �2@A �

ú
: ÿ :

auf � . 9 : ist alsoderAbschlussvon � , mit demSkalarproduktB
ú � C2D �E� : �

ú C2F � .
Die ExistenzderSpur �<: ist engmit derSymmetrie-GruppedesTorus � �$#4�HG � �$#4�
verbunden(DasSkalarproduktkannja auchüberseineInvarianzunterderGruppen-
wirkungdefiniertwerden).EinähnlichesPhänomenwird sichbeiderNichtkommutati-
venSphärezeigen,wo es,außerim kommutativenFall, sogarnocheineweiterenicht-
triviale Spurgibt, die engmit denEigenschaftender Symmetrie-Gruppe�JI �LK�MJ��N	���
verbundenist.



Kapitel 5

O
-symmetrischespektraleTripel

Wie dasBeispieldesvorigenKapitelszeigtist esgelegentlichmöglicheinekompakte
Lie-GruppealsSymmetrie-GruppeeinesspektralenTripelszueinernichtkommutativen
Algebra,aufdiedieseGruppealsUntergruppederAutomorphismenwirkt, zuetablie-
ren.Die KompaktheitderGruppeist dabeivor allemauspraktischenGründenwich-
tig. Die irreduziblenDarstellungensind dannnämlich alle endlichdimensional,und
insbesonderekönnendie Algebraund der Hilbertraumeinessolchensymmetrischen
spektralenTripels in endlichdimensionaleUnterräumezerlegt werden.Dadurchwird
esdannmöglichdasspektraleTripel systematischzukonstruieren.
Weil mannatürlichdaraninteressiertist, möglichstviele neuenichtkommutative Bei-
spielezufinden,undweil dieWirkungeinerkompaktenLie-Gruppeaufeinenichtkommutative
Algebraeherdie Ausnahmeals die Regel darstellt,liegt esnahe,nacheinerVerall-
gemeinerungder kompaktenLie-Gruppenzu suchen.Wie bereitsangedeutetwurde,
solltedieseVerallgemeinerungdabeivor allemdenfolgendenKriteriengenügen:P EssollteeinegeeigneteWirkung auf eineAlgebraexistieren,die sobeschaffen

ist, dasskovarianteDarstellungenderAlgebraexistieren.P Alle DarstellungendieserverallgemeinertenSymmetriesolltenendlichdimen-
sionalsein.

DiesenAnforderungengenügendie von Woronowicz eingeführtenkompaktenQuan-
tengruppen,die im wesentlicheneine Q�R -Vervollständigungvon bestimmtenunitalen
Hopf-Algebrensind.Daswird im nächstenAbschnittkurzerläutert.Im darauffolgen-
denAbschnittwird dann,basierendaufdemKonzeptderkompaktenQuantengruppen,
derBegriff des S -symmetrischenspektralenTripelseingeführt.
Es sollte nochdaraufhingewiesenwerden,dassdie Suchenacheinemverallgemei-
nertenSymmetriebegriff natürlichnicht nur durchdie Notwendigkeit neuerBeispiele
motiviert ist. Vielmehrist die Motivation,etwasvereinfachendgesagt,ähnlichzu der
ursprünglichenMotivationfür die Einführungvon Supergruppenin die Physik.Esist
wohlbekannt,dasskeineLie-Gruppeexistiert,unterwelcherdasVakuumeinerQuan-
tenfeldtheorieinvariantseinkönnte,diesowohl diePoincaré-GruppealsauchLiegrup-
penderinnerenSymmetriendesStandardmodellsalsUntergruppenbeinhaltet.Ist man
alsoaneinersolchenVereinheitlichungallerSymmetrien,die denvier fundamentalen
Wechselwirkungenzugrundeliegen,interessiert,somussmandie KategoriederLie-
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Gruppenverlassen.Eine ersteVerallgemeinerungbilden die Supergruppenund die
darausabgeleitetensupersymmetrischenTheorien.
QuantengruppenbildeneineumfassendereVerallgemeinerungdesSymmetriebegriffs,
die derangesprochenenMotivation vollauf gerechtwird. Einerseitsgibt eszumBei-
spielmit der T -Deformationder (euklidischen) Spin-Gruppebei TVUXWZY ein Beispiel
für eineQuantengruppe,die im Wesentlichendie gleicheDarstellungstheoriewie die
vollständigeSymmetriegruppedesStandardmodellshat, also die Darstellungender
Spin-Gruppeund die der innerenSymmetrienvereint. AndererseitstauchenHopf-
Algebrenin sehrnatürlicherWeiseals Symmetrienvon niederdimensionalenQuan-
tenfeldtheorienim Zusammenhangmit der Zopfgruppen-Statistikauf. Es gibt zwar
keine (mir bekannten)nichttrivialen Beispiele,die für realistischevierdimensionale
Theorienrelevantsind,aberzumindestzeigtdiesesniederdimensionaleBeispiel,dass
Quantengruppen,oderetwaspräzisergesagt:quasitrianguläreHopf-Algebren,genau
die richtigenEigenschaftenhaben,um als Symmetrienvon Quantenfeldtheorienzu
dienen.

5.1 KompakteQuantengruppen

5.1.1 Hopf-Algebren

Einführungenin die TheoriederHopf-Algebren([CP][Deb][Mb][pink][Wcom]) gibt
esmittlwerweileweit mehralssolcheüberNichtkommutative Geometrie.Eswird in
derFolgeeineVertrautheitdesLesersmit diesemBegriff vorausgesetzt.Der folgende
AbschnittdientohnehinnurzurErinnerunganDefinitionenundwichtigeEigenschaf-
ten,bevor im nächstenAbschnittWoronowiczs Definition, die sehrviel eleganterist,
besprochenwerdenkann.Aus diesemGrundwird die folgendeDarstellungnur die
wichtigstenDefinitionenstichwortartig zusammenfassen.Für eineausführlichePrä-
sentationwäreohnehinwederRaumnochZeit. Die gewählteDarstellungfolgt (sehr
eng)[CP], einesehrguteReferenzist [Deb].

Definition 5.1.1. Eine unitale Algebra über [ ist ein [ -Vektorraum \ , zusammen
mit einerbilinearenAbbildung ] ^'\`_+\bac\ , demProdukt,undeinerlinearen
Abbildung d ^e[fa \ , der Eins-Abbildung,so dassdie folgendenDiagramme
kommutieren:

\8_'[ \g_;\
\ \

id hji
kl

id

m

dasdazu“geflippte”
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o;p'q qgp;q
q q

rts id

uv
id

w

welchedie EigenschaftendesEins-Elementescharakterisieren,sowie die Assoziativi-
tät: qgp�qgp'q qgp�q

q8p�q q
wxs id

id syw
w

w

EineAlgebraist kommutativ, wenndasDiagrammq8p�q q8p�q
q q

z
w

id

w

kommutiert,wobei { | q8p;q } q8p�q~�� p ~	���} ~	� p ~��
derFlip-Automorphismusist.

Dassoll, wie schonbetontwurde,nicht weitererläutertwerden.Vielmehrdientdiese
Definition einzig dem Zweck den Leseran die relevantenDiagrammezu erinnern,
bevor diesenundurchumdrehenderPfeiledualisiertwerden.

Definition 5.1.2. EinekounitaleKo-Algebra über
o

ist ein
o

-Vektorraum
q

, zusam-
menmit einer linearenAbbildung � | q�} q�pEq

, demKoprodukt,und einer



98 5.1KompakteQuantengruppen

linearenAbbildung � ����� � , der Ko-Eins-Abbildung,so dassdie folgenden
Diagrammekommutieren:

�8�'� �g�;�
� �

id �j�
��

id

�

dasdazu“geflippte”

�;�'� �g�;�
� �

�/� id

��
id

�

welchedieEigenschaftendesKo-Eins-Elementsangeben,sowiedieKo-Assoziativität:

�g���g�'� �g���
�8��� �

� � id

id � � �
�

EineKo-Algebraist kokommutativ, wenndasDiagramm

�8��� �8���
� �

�
�

id

�

kommutiert.
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Ähnlich wie man für jede Algebra � die “opposite” Algebra ��� mit dem Produkt����� , dasautomatischwohldefiniertist, definierenkann,ist auchzu jederKo-Algebra� eine“opposite”Ko-Algebra� � mit demKoprodukt���1� gegeben.
FürdasKoprodukteinesElementes ¢¡£� wird in derFolgeSweedlersKurz-Notation�¥¤  �¦�§g �¨ª©¬«y' �¨¯® «
stattdeslänglichen�¥¤  �¦J§8°)±²  ¨ª©¬«´³ ± &  ¨µ® «/³ ± verwendet.
Der Begriff einesHomomorphismusvon Algebrenmussan dieserStellewohl kaum
ins Gedächtniszurückgerufenwerden.

Definition 5.1.3. Ein Homomorphismusvon Ko-Algebren �>¶¸· ist eine lineareAb-
bildung ¹ º �¼»½·
mit denzusätzlichenEigenschaften¤ ¹  ¹ ¦ �1�¿¾ § ��À¿� ¹

und Á À¿� ¹ §8Á ¾1Â
Eine Hopf-Algebraist sowohl eineAlgebraals aucheineKo-Algebra,versehenmit
Verträglichkeitsanforderungen an Produktsowie Koprodukt,und mit einer zusätzli-
chenStrukturausgestattet:

Definition 5.1.4. EineHopf-Algebra
�

über Ã ist ein Vektorraum,sodass

1.
�

ist sowohl eineAlgebraalsaucheineKo-Algebra.

2. Die Multiplikation � º �  � » �
und die Eins Ä º Ãe» �

sind
Homomorphismenvon Ko-Algebren.

3. Die Komultiplikation � º � » �  �
unddie Ko-Eins Á º � »cÃ sind

Homomorphismenvon Algebren.

4. Auf
�

existiert einelineareAbbildungÅ º � » � ¶
die Antipode,sodassdie folgendenDiagrammekommutieren:

�8�� �8��
� �

Æ	Ç id

È
É ÇjÊ

Ë

und
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Ì8Í�Ì Ì8Í�Ì
Ì Ì

id ÎÏ
Ð

Ñ ÎjÒ
Ó

FürHopf-Algebrenist dannnatürlichauchÔÖÕÕ , alsodieAlgebramit umgekehrtemPro-
duktundKoprodukt,definiert.Die folgendenBemerkungenstellendiefür dasWeitere
wichtigstenEigenschaftenvon Hopf-Algebrenzusammen.

Bemerkung5.1.5. DasklassischeBeispielfür eineHopf-AlgebraistdieAlgebra ×�ØLÙÛÚ
der Funktionenauf einer kompaktenLie-Gruppe Ù , mit dem punktweisenProdukt
von Funktionen,Ü ØLÝjÚ¿ÞßÝáà , Ýgâgã sowie, mit der Identifikation ×�ØLÙ�Ú Í ×äØLÙÛÚ�åÞ×�ØLÙßæ+ÙÛÚ , die natürlich die Wahl einesentsprechendenTensorproduktesvon ×�ç -
Algebrenvoraussetzt,è Ø�éêÚëØíì	îðï$ìòñ4Ú�Þgé�Øíìóî$ìxñ4Ú¸ï ô�Ø�éêÚJÞgé�ØLõ4Ú und ö÷Ø�éêÚëØíì�Ú�Þgé�Øíì�ø î Ú
mit õ demneutralenElementvon Ù .

Bemerkung5.1.6. Wenn ù eineendlichdimensionaleHopf-Algebraist, sokannman
stetsdie zu ù dualeHopf-Algebra ù ç definieren.ù ç ist dabeiderdualeVektorraum
zu ù , mit derPaarungú¬ûüï<ûþý'ÿXù ç Í ù��½ã . DasdualeProdukt� ç in ù ç wird überú��ï�� ç Ø�� Í�� Ú¬ý Þ ú��
	 î�� ï��ý2ú��
	 ñ� ï � ý � â ù ï � ï � â ù ç
mit Hilfe desKoproduktesvon ù definiert,unddasdualeKoprodukt

è ç analogmit
Hilfe desProduktes� : ú�� Ø�é Í �jÚ¸ï è ç Ø�� Ú¬ý Þ¼ú�éyï� 	 î�� ý2ú��ï� 	 î�� ýëû
Wenn ù unendlichdimensional ist, solässtsichauf dieseWeiseimmernochein Pro-
dukt auf ù ç definieren.Die entsprechendeDefinitioneinesKoproduktes,funktioniert
abernur in Ausnahmefällen.Die auftretendeObstruktionrührt von derTatsacheher,
dassù ç Í ù ç im AllgemeinennureineechteUnteralgebravon Ø/ù Í ù Ú ç , wohinobige
Definitionvon

è ç abbildet,ist.MankannabertrotzdemstetseinedualeHopf-Algebra
definieren.Dieseist allerdingsnichtaufdemDualraumvon ù , also ù ç definiert,son-
dernaufderim FolgendendefiniertenUnteralgebra(bezüglich� ç ) ù�� von ù ç :ù � �����Þ ���'â£ù ç�� è ç Ø���Ú â¥ù ç Í ù ç�� û
Dassieht rechtnaheliegendaus.Es ist abernicht ganzeinfachzu zeigen,dassdie
Abbildungen

è ç ï�� ç tatsächlichauf ù � wohldefiniertsind.
Im obigenBeispiel ×äØLÙÛÚ ist ×�ØLÙÛÚ�� isomorphzuruniversellenEinhüllenden�äØ���Ú der
Lie-Algebra � von Ù . Auf denElementen� â�� , denprimitivenElementenderHopf-
Algebra�äØ�� Ú , ist dannè Ø��XÚ�Þ � Í à"!gà Í �Hï ôðØ��XÚJÞ$# und ö1Ø���Ú�Þ&%'�Hû
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Bemerkung5.1.7. Ein Hopf-Ideal ) einerHopf-Algebra
(

ist ein zweiseitigesIdeal
derAlgebra

(
, mit denzusätlichenEigenschaften

*,+ ).-0/1)32$4"5$462�)87 9 + )8-0/$: und ; + )8-=<>)8?
Bemerkung5.1.8. Die für das Weiterewichtigste Bemerkungbetrifft die Antipo-
de ; . Aus den beidenkommutierendenDiagrammenin @.? folgt, dass ; ein Anti-
Isomorphismusvon

(
ist. Esgilt also

; +�ACB -0/D; +�B -�; +�A - A 7 B�E ( ?
(EinenBeweisfindetmanin [Deb].) Alternativ kannman ; deshalbauchalsIsomor-
phismus

; F (�GH(JII
von Hopf-Algebrenauffassen.(Ein Isomorphismusvon Hopf-Algebrenist einelinea-
re Abbildung, die sowohl ein Algebra-Homomorphismus,als auchein Ko-Algebra-
Automorphismusist.) Folglich ist ;0K ein Automorphismusvon

(
. Für kommutative

Hopf-Algebren,also die Funktionenauf Gruppen,ist stets ; K / id, ebensowie für
kokommutative Hopf-Algebren,alsodieuniversellenEinhüllendenvonLie-Algebren.
Im Allgemeinenist aber ;0KML/ id.

Die beiweitemwichtigsteEigenschaftvonHopf-Algebren,zumindestim Zusammen-
hangmit

(
-symmetrischenspektralenTripeln, rührt abervon ihrer Darstellungstheo-

rie her. Diesehat nämlicheineähnlicheStrukturwie diejenigevon Gruppen.Insbe-
sondereist esmöglichDarstellungenzu tensorieren,ganzim Gegensatzzubeliebigen
Algebren,wo mit NCOP7�N K – wegenderfehlendenLinearität– NCO82QN K keineDarstellung
definiert.

Definition 5.1.9. Sei
(

eineHopf-Algebraüber R , S ein komplexer Vektorraum.S
ist einLinks-

(
-Modul wenneinelineareAbbildung

T F ( 2US G S
existiert,sodassdie folgendenDiagrammekommutieren:

( 2 ( 2US ( 2>S

( 2>S S

VXW�YO[Z
YOXZ WC\

\

\

alsodie Verträglichkeit mit demProduktin
(

, sowie die analogeEigenschaftfür die
Eins:
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]_^>` ab^>`

` `

cedgfhXi

jk

fhXi

l

Ein Rechts-
a

-Modul wird analogdefiniert.

Dabeiwird natürlichnur die Algebra-Strukturvon
a

verwendet.In der Folge wird
zumeiststatt mon�p ^Uq.r einfach pts q geschrieben,wennimmerdiesnicht zu Missver-
ständnissenführenkann.

Definition 5.1.10. Sei
a

ein Hopf-Algebraüber
]

,
`

ein komplexer Vektorraum.̀
ist einLinks-

a
-Komodul wenneinelineareAbbildung

u v `&wHax^>`
existiert,sodassdie folgendenDiagrammekommutieren:

ay^�ab^U` ab^>`

ay^>` `

z dgfh[i

fhXi d|{
{

{

alsodie Verträglichkeit mit demProduktin
a

, sowie die analogeEigenschaftfür die
Eins:

]_^>` ab^>`

` `

} dgfh[i

jk

fh i

{

Ein Rechts-
a

-Komodul wird analogdefiniert.

In derFolgewerdenzumeistabernur
a

-Moduln verwendet.Statt
a

-Modul wird oft
aucheinfachvon einerDarstellungvon

a
gesprochen.
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Bemerkung5.1.11. Wenn � ein
~

-Modul ist, so ist � automatischauchein
~��

-
Komodul.Jeder

~
-Komodul ist auchein

~ �
-Modul. Im letzterenFall zum Beispiel

ist eineWirkungvon
~��

auf � als

��������������C��������������
definiert,wobei ��� �.�����
�������������� ist.

Bemerkung5.1.12. SindzweibeliebigeLinks-
~

-Moduln � �¡  gegeben,soist auch� �>  einLinks-
~

-Modul mit dereinfachenDefinition

�¢� � �3��£3�¤� � � ����� ���8�
� � � ���� ��£3��¥
WegenderLinearitätdesKoproduktesdefiniertdieseinelineare Abbildungvon

~
in

die Endomorphismenvon � ��  . Die Darstellungs-Eigenschaftist ebenfalls offen-
sichtlich,weil ¦ ein Algebrenhomomorphismusvon

~
ist.

Bemerkung5.1.13. Die Antipode § von
~

ermöglichtdie Definition einerDarstel-
lungvon

~
aufdemDualraum� � jederDarstellung� von

~
gemäss

���¨�'©ª���«������©ª� §'� �C�|���ª�¡�
mit �Q¬ ~ , ©M¬ � � und ��¬ � .
MankanndiePaarung��¥�P¥®� auchalslineareAbbildungvon � � � � nach̄ auffassen.
Auf demTensorproduktist abergemässderobigenBemerkungstetseineDarstellung
von
~

definiert,und es ist für dasFolgendewichtig, derenVerhaltenunter ��¥�P¥®� zu
studieren.Dazuseinocheinmalandie Antipoden-Eigenschaft

��°²±3�³§ � id � ¦ � � �C�0��´ � �C�
erinnert.Esist dann:

�µ�¨��©«���ª�¶� ��� ����� �'©ª�� ���� ���ª�
� ��©ª� §'� �C�����������C����·���«�� ��©ª� �¸°²±µ�³§ � id � ±¹¦ � � �
���'�ª�� ´ � �
�¡��©ª���«�¡¥

Die obigeDarstellungvon
~

auf � � ist alsomit der trivialen,eindimensionalenDar-
stellungvon

~
, welcheja durch ´ � �C� gegebenist, verträglich.Insbesondereexistiert

somit stetseineDarstellungvon
~

auf denEndormorphismenº¢»½¼·�³� �¢¾� � � � �
einerDarstellung� , welchefür ¿ ¬ º¨»½¼·�³� � explizit als

� �¨� ¿ ���t��� ����� � ¿À�³§'� � ���� ���'�.�
gegebenist.DieseDarstellungvon

~
aufdenOperatoreneinergegegebenDarstellung

auf � ist in demim FolgendenerläutertenSinnmit derWirkungderOperatorenauf �
vertauscht:
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Für dasVerständnisder folgendenenRechnungsollte mansich nocheinmaldie Ko-
Assoziativität, Á id Â�Ã�Ä
Å¹ÃÇÆ�Á�ÃÈÂ id ÄCÅ¹Ã , dieauchals

ÉCÊ�Ë�Ì¸Ê�Ë�Ì Â É
Ê�Ë�Ì�Ê�ÍÌ Â É
Ê�ÍÌ Æ ÉCÊ�Ë�Ì Â É
Ê�ÍÌ¸Ê�Ë�Ì Â ÉCÊ�ÍÌ�Ê�ÍÌ
geschriebenwerdenkann, ins Gedächtniszurückrufen.Genauwie oben,fasstman
nundenAusdruckÎ3Ï für einenbeliebigenOperatorÎ alsElementvon Ð¨Ñ½Ò·Á³ÓÀÄ�ÂÔÓ ,
welchesmit derentsprechendenTensorprodukt-Darstellungversehenist, auf.

Proposition 5.1.14. Esist stets

Á É Ê�Ë�Ì8Õ ÎtÄ¡Á É Ê�ÍÌ8Õ Ï.Ä0Æ É Õ Á³Î3Ï8Ä�Ö
Beweis:

Á É Ê�Ë�Ì Õ ÎtÄ¡Á É Ê�ÍÌ Õ Ï.Ä×Æ É Ê�Ë�Ì¸Ê�Ë�Ì ÕÙØ Î Ø�Ú Á É Ê�Ë�Ì¸Ê�ÍÌ Ä Õ É Ê�ÍÌ Õ Ï�ÛÜÛ
Æ É Ê�Ë�Ì·Õ Ø Î Ø Ú Á É Ê�ÍÌ¸Ê�Ë�Ì Ä Õ É Ê�ÍÌ�Ê�ÍÌ�Õ Ï ÛÜÛ
Æ É
Ê�Ë�Ì ÕÙØ Î Ø�Ý Á É
Ê�ÍÌ Ä�Ï�Û[Û
Æ Á�Á id Â Ý Ä|Å'Ã�Ä�Á É Ä Õ Á³Î3Ï8Ä
Æ É Õ Á³ÎµÏ.Ä�Ö

DieseBemerkungwird späterwichtig, weil damitzumBeispielaufdenEndomorphis-
menvon ÞßÂ�Ó eineDarstellungvon Þ definiert ist. Es machtdaherinsbesondere
Sinn von einemunter Þ invariantenProjektorfür einenendlicherzeugtenprojekti-
ven Modul zu sprechen.Invarianzbedeutetdabei

É Õ'à Æ Ý Á É Ä à . Dasentsprichtder
trivialen,eindimensionalenDarstellungvon Þ .

WennderVektorraumÓ mit zusätzlichenStrukturenausgestattetist, sowird manna-
türlich bemühtsein,die (Ko-)Modul-Strukturmit diesenverträglichzu wählen.Be-
sondersinteressantist selbstverständlichderFall, wenn Ó selbsteineAlgebraist.Man
erhältdanndie angesprocheneVerallgemeinerungderWirkung einerGruppealsAu-
tomorphismenaufeineAlgebra.

Definition 5.1.15. EineunitaleAlgebra á heißtLinks- Þ -Modul-Algebra , wennsie
ein Links-Modul für dieHopf-AlgebraÞ ist, undwennzusätzlichfür alle

É,â Þ undã·äå â á die Bedingungen
É Õ Á ã«å Ä¤Æ Ø É
Ê�Ë�Ì Õ ã Û Ø ÉCÊ�ÍÌ Õ å Û und

É Õ3æèç Æ Ý Á É Ä æèç
erfüllt sind.Rechts-Þ -Modul-Algebren sindanalogdefiniert.

Die Bedingungan die Wirkung von Þ auf dasEins-Elementvon Þ kann man so
auffassen,dass

æ â á einetriviale Darstellungunter Þ bildet.

Definition 5.1.16. EineunitaleAlgebra á heisstLinks- Þ -Komodul-Algebra wenn
sieeinLinks-Koodulfür dieHopf-AlgebraÞ ist,undwennzusätzlichfür alle ã8äå â á
die Bedingungen

é Á ã�å Ä0Æ é Á ã Ä é Á å Ä und é Á æèç Ä¤Æ æëê Â æèç
erfüllt sind,wennalsoé einAlgebrenhomomorphismusist.Rechts-Þ -Komodul-Algebren
sindanalogdefiniert.
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In derFolgewerdenzumeistabernur
ì

-Moduln und
ì

-Modul-Algebrenverwendet.
Statt

ì
-Modul wird oft aucheinfachvon einerDarstellung von

ì
gesprochen,die

Darstellungauf einer
ì

-Modul-Algebrawird oft auchals kovariante Darstellung
bezeichnet.

Bemerkung5.1.17. Die Bedingungan die Verträglichkeit desKoproduktesvon
ì

mit dem Produkteiner
ì

-Modul-Algebrawird im Wesentlichendurch dasTensor-
produktvon Darstellungenvon

ì
diktiert. DasProduktvon í ist ja eineAbbildung

von í�î�í nach í , unddie entsprechendeBedingungstellt dannsicher, dassmit der
Tensorproduktdarstellung ï�ð zu derDarstellungï von

ì
auf í dieGleichung

ñ²ò ï ðÔó ï ò6ñ
gilt.
Esmussaberdaraufhingewiesenwerden,dassdie natürlicheDarstellungeinerHopf-
Algebraaufsichselbstim Allgemeinennichtkovariantist. FürdieuniverselleEinhül-
lendeeinerLie-Algebraist ja zumBeispiel

ô"õ�ö¸ôø÷Pô"ù�úüûó ö¸ô"õ�ôø÷[ú�ô"ù'ý�ô�÷�ö¸ô�õ¸ô"ù�ú�þ
Demgegenüberist die adjungierte Darstellung

ÿ���� ó ÿ����	��
��
�� ö ÿ������ ú ÿ������ ì
einerHopf-Algebraauf sichselbstimmerkovariant.Zum Beispielist für � ö��8ú

ô�õ � ô"ù ó�� ô�õ � ô=ù�� �
unddie Kovarianz-Eigenschaftfolgt dannausderLeibniz-Regel für denKommutator
(in � ö��8ú ). Die meisten,in der Folge aufgelistetenEigenschaftenvon solchenkova-
riantenDarstellungenkannmansichanhanddiesesBeispielsplausibelmachen(was
allerdingsdemLeserüberlassenbleibt).

Bemerkung5.1.18. Wenn í eine
ì

-Modul-Algebraist, so ist die oppositeAlgebra���
mit

ÿ � � � �"!$#	%ó ö � ö ÿ ú �&� ú �
automatischeine

ì �� -Modul-Algebra.Daswird spätersehrwichtig werden.

WennmanHopf-Algebren'�( -algebraischbeschreibenwill, sobenötigtmannatürlich
nocheineInvolution:

Definition 5.1.19. EineHopf- ) -Algebra ist eineHopf-Algebra
ì

, dieeine ) -Algebra
ist, sodassdie Komultiplikation * + ì-, ì î ì unddie Ko-Eins ./+ ì0,21
(mit dennatürlichen) -Strukturenauf

ì î ì und
1

)) -Homomorphismensind.

Zur Erinnerung:Ein ) -Homomorphismuszwischenzwei ) -Algebren
� �$3

ist ein Al-
gebrenhomomorphismus4 mit derEigenschaft4 ö � ( ú ó 4 ö � ú ( , �5� � .
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Bemerkung5.1.20. AusdenBedingungenan 6 und 7 folgt (mit etwasMühe)8:9<;>=@?&AB8DC�EF9<;G?�=$H
Definition 5.1.21. Eine kovarianteDarstellungvon I auf einer J -Algebra K heißt
unitär , wennfür jedes

;5L K undalle M L I dieGleichung

M�N ; ? A�9O8:9 M ? = N ;P= ?
erfüllt ist.

(DieseDefinition kannmansichamehestenplausibelmachen,wennmanandie Dar-
stellungeinerHopf-Algebraauf demDualraumeinesDarstellungsraumsdenkt.Falls
mandieseRäume( K und K ? ) identifizierenkann,soist dieobigeDefinitionäquivalent
zu derForderung Q ;>R MN SUT A Q M ? N ;>R SUT
dieschonetwasvertrauterist.)EsbleibtdemLeserüberlassen,zuüberprüfen,dassdie
adjungierteDarstellungeinerHopf-J -Algebraauf sichselbstimmerunitär ist, wasin
derFolgeabernicht benötigtwird.

5.1.2 KompakteQuantengruppen

Für die Konstruktionvon spektralenTripeln mit Hilfe von Hopf-Symmetrienwird
eshilfreich – wennauchnicht unbedingtnotwendig– sein,wenn sich Hilbertraum
und AlgebradesspektralenTripels in endlichdimensionaleDarstellungender Hopf-
Algebrazerlegenlassen.AllgemeineHopf-Algebrenhabenaber– wennüberhaupt–
nursehrwenigeendlichdimensionale, irreduzible,unitäreDarstellungen.
Deshalbbeschränktmansich am bestenvon Anfang an auf solcheHopf-Algebren,
die ausschließlichendlichdimensionaleirreduzibleDarstellungenbesitzen,und dies
ist dieursprüngliche,definierendeEigenschaftvonkompaktenQuantengruppen.Mitt-
lerweile gibt esabereine wesentlichelegantereV ? -algebraischeDefinition, auf die
mich Prof. J.Varilly aufmerksamgemachthat, und die im folgendenAbschnittkurz
erläutertwerdensoll.

Definition 5.1.22. Ein Paar W AX9 K R 6 = , bestehendauseinerseparablenunitalenV ? -
Algebra K undeinemunitalen J -Algebra-Homomorphismus6 YZK\[]K_^`K heißt
kompakteQuantengruppewenndie folgendenbeidenBedingungenerfüllt sind:

1. 6 ist koassoziativ.

2. Die beidenMengen acb A de9 Sf^hg = 6 9<;>=jij;kR S L Kml (5.1)aon A de9 gp^qS = 6 9<;>=rij;kR S L Kml (5.2)

sinddichteUntermengenvon KB^sK .
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Bemerkung5.1.23. Wenn die Algebra u kommutativ ist, also nachdem Gelfand-
Naimark-Theoremein Raum v existiert mit u2wyx{z|v~} , so ist v eine kompakte
Gruppe,daswird späternochklar werden.Die Gruppenstrukturauf denreinenZu-
ständenvon u kanndabeimit Hilfe desKonvolutionsproduktsz�����������}�z<�P}�w�z������s����}@��z<�>} ���U�����o��v �m��u
rekonstruiertwerden,von dessenWohldefiniertheitmansich leicht selbstüberzeugt,
die Assoziativität diesesProduktsfolgt ausderKoassoziativität von � . Insbesondere
ist dannfür die entsprechendenGelfand-Transformierten�� von Algebra-Elementen�5��u ��z���P}�z�� � ��� � }�w����z�� � ��� � }$�
Die Dichtheits-Bedingung(5.1)besagtdann,dass�� � z�� � }��� � z�� � } für beliebigeElemente� � � � � von uB�qu stetsalskonvergenteReihevon TermenderForm �� z�� � }����z�� � ��� � }
geschriebenwerdenkann.Dasist sichernur dannmöglich,wenndie linke Kürzungs-
eigenschaft ����� � w������ � � � � w�� �
erfüllt ist, dennnurdannist für jedes� dieAbbildung����� xmz|v~}0� x{z|v~}���z�� � }-�� ��� ���z�� � }�w����z����D� � }
surjektiv. Die Bedingungen(5.1),(5.2)fordernalsoim wesentlichendie (beidseitige)
KürzungseigenschaftdesKonvolutionsprodukts � .
Es ist sehrbemerkenswert,dassmanersthier, in dem x � -algebraischenRahmen,er-
kannte,dassjederkompakteRaum,dereineassoziative, stetigeVerknüpfungmit die-
serKürzungseigenschaftbesitzt,automatischeinekompakteGruppeist. Die Existenz
desneutralenElements,sowie die ExistenzundStetigkeit der Inversionmüssennicht
gefordertwerden.

DiesekurzeDefinition bedarfnun natürlicheiner entsprechendlangenErläuterung.
Vor allemmussherausgearbeitetwerden,dassundwarumausdenbeidengeforderten
Eigenschaftenvon � gemeinsammit denEigenschafteneiner x � -Algebradie Exi-
stenzeinerHopf-Algebra ¡ folgt, die dicht in u liegt. Die Beweisesindviel zu lang
und zu technisch,als dassmansie an dieserStellesinnvoll wiederholenkann,aber
zumindestdie entscheidendenIdeenderKonstruktionsolltenerklärtwerden.

Schonin der(kommutativen)TheoriederkompaktenGruppen,folgendiemeistenEi-
genschaftenderDarstellungstheorieausderExistenzdesHaar-Maßes,welchemauch
hierdie zentraleRolle zukommt.

Satz5.1.24. Sei ¢/w£z�u5���¤} einekompakteQuantengruppe. Dannexistiert ein ein-
deutiger Zustand(einpositives,normierteslinearesFunktional) ¥ auf u mitz id �q¥�}@��z<�P}fw�z<¥¦� id }@��z<�>}�w§¥¨z<�>}ª©Z« ��u ¬��{��u5�¥ heißtdasHaar-Maß von ¢ .
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Bemerkung5.1.25. Mankannsichschondenken,dass im Fall eineskommutativen®X¯B°{±|²´³
dasHaar-MaßderkompaktenGruppe

²
ist, also

 ±<µ>³�¯B¶G·¹¸Pº�±�»G³�¼µ�±�»G³$½
Damit lässtsichauchdie Invarianz-Eigenschaft erklären:Es ist dannnämlichwegen
derInvarianzdesHaar-Maßes:±

id ¾q ³@¿À±�¼µ>³�±�»�ÁU³0¯ ¼µPÂ Á	Ã ±�»�Á�³G¶Ä·¹¸Pº�±�»G³�¼µ>ÂÆÅ Ã ±�»G³
¯ ¶ · ¸>º�±�»e³U¼µ�±�»�Á�Ç�»G³
¯ ¶ ·À¸>º�±�»e³U¼µ�±�»G³¯  ±<µ>³ªÈZÉ�½

Es ist derBeweisdiesesSatzes,bei demdie Eigenschaftender
°�Ê

-Algebrains Spiel
kommen.Woronowicz konstruiert,analogzum obigenkommutativen Beispiel, das
Haar-MaßalsLinearkombinationvonreinenZuständen(Integral),sprich:alsunendli-
cheReihe,derenKonvergenzdurchdie Norm-Eigenschaftenvon

®
gesichertwird.

AusderExistenzdiesesHaar-Maßeskannmandannaufdie folgendenützlicheEigen-
schaftschließen:

Proposition 5.1.26. Sei Ë einekompakteQuantengruppe. Dann ist jedeirreduzible,
unitäre Darstellungvon Ë endlichdimensional.

Mit “unitäre Darstellung”ist hier, der in der Literatur üblichenKonventionfolgend,
eigentlich

Ç
-Ko-Darstellunggemeint.DieseBegriffsbildungbietetsich für Quanten-

gruppenan,wasdurchdie folgendeWiederholungeineskleinenTeils der harmoni-
schenAnalyseauf kompaktenGruppenplausibelgemachtwerdensoll. Siedient zu-
gleichalsVorbereitungaufdie weiteruntenfolgendenAussagen.

Sei
²

einekompakteGruppe.Dannkannmaneine ÌÍ -dimensionaleirreduzible,uni-
täreDarstellung Î Í\Ï ²ÑÐÓÒsÔ�ÕÖ±|×p³
offenbarals Ì Å -Tupel von stetigenFunktionen

Î ÍØÚÙ´Û °{±|²´³ auffassen.(Für ÜDÝ ±<Þe³
sinddaszumBeispieldieMatrix-Einträgeß Â�à Ãá â á�ã ±<äÄå�æ¨å$ç�³ derbekanntenß -Matrizen.)
Es ist wohlbekannt,dassdie Algebra

°{±|²~³
unterder rechtsregulärenDarstellungin

einedirekteSummealler irreduziblenDarstellungenzerlegt werdenkann,wobei je-
de Darstellunggenaueinmal auftritt. Mit anderenWorten: Die Funktionen

Î ÍØèÙ bil-
deneine lineare Basisvon

®
. Darüberhinausist für eineDarstellungperDefinition

Î ±�»�ÁU³ Î ±�» Å ³�¯ Î ±�»�ÁDÇ:» Å ³
unddasKoproduktvon

°{±|²´³
hatauf dieserBasisfolglich

die besonderseinfacheForm ¿�± Î ÍØÚÙ ³�¯Bé�ê Î ÍØ ê ¾ Î Íê Ù ½
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(Nebenbeibemerkt:DasProduktder Algebra-ElementeìkíîÚï untereinanderentspricht
danndemTensorierenvon Darstellungen.Man kanndeshalbdie Algebra ð{ñ|ò~ó als
dieMengeallerDarstellungenderGruppe,versehenmit derdirektenSummeunddem
TensorproduktalsVerknüpfungen,ansehen.UmgekehrtkannmandieGruppeausdie-
ser Hopf-Algebraauf dem gleichenWeg rekonstruieren.DieseBeobachtungist im
WesentlichenderInhalt derTannaka-Krein-Dualitätfür kompakteGruppen.)
Der Darstellungsraumôfõ�ö ist vom Standpunktder Hopf-Algebra ð{ñ|ò´ó ein Links-
Ko-Modulmit ÷kø ñOù íî ó�ú§û ï ì íîÚïpü ù íï
auf der entsprechendenBasis ù íî von ôfõ�ö . Es existiert (wie für Hopf-Algebra)na-
türlich aucheineRechts-Ko-Modul-Struktur, die hier wohl kaumexplizit angegeben
werdenmuss.
Mit dieserKo-Wirkung von ðmñ|ò~ó existiert dannautomatischaucheineWirkung der
dualenHopf-Algebragemäßýþ ù íî ú û ï ÿ

ý
� ì íîèï � ü ù íï��

DamitgelangtmandannzurursprünglichenDefinitionderunitärenDarstellungenvon
kompaktenQuantengruppen:
Siesindals � -DarstellungenderdualenHopf-Algebra ðmñ|ò~ó�� definiert.
(Dasmachtin derTerminologieja auchSinn,weil manvonQuantengruppensprechen
möchte,undnichtvon“quantisiertenFunktionenalgebrenüberkompaktenGruppen”.)

Proposition 5.1.27. Sei � úXñ
	 ��� ó einekompakteQuantengruppe. Esexistiert eine
lineare Basis ì í�� in 	 , wobei � die irreduziblen,unitären Ko-Darstellungen von �
parametrisiert,sodass û  ì íî �� ì íï ���� ú � îèï

û  ñ|ì íî  ó � ì í ï ú � îèï
ist. DesWeiterengilt für dieseBasis

� ñ|ì íîÚï ó0ú û  ì íî  ü ì í ï �

Damit ist mandannschoneingroßesStückweiter, dennvon nunankannmanmit der
Basis ìkí�� weiterargumentieren,unddamitdenHauptsatzbeweisen:

Satz5.1.28. Sei � úXñ
	 ��� ó einekompakteQuantengruppeundsei � die Menge al-
ler Linearkombinationenvon Matrix-Elementenaller endlichdimensionalenunitären
Darstellungenvon � . Danngilt:

1. � ist einedichte � -Unteralgebra von 	 und

� ñ�� ó���� ü�� � � � �
wobeimit ü�� �!� dasalgebraischeTensorprodukt(ohneNorm-Abschluss)bezeich-
netwurde.



110 5.2 " -symmetrischespektraleTripel

2. #�$&%�')( *,+ ist eineHopf-- -Algebra. Die Antipodeund die Ko-EinsdieserHopf-
Algebra sindals

. #�/102!3 +54 6 2!3
7 #�/ 0283 +54 9�/ 03�2�:<;

gegeben.

Es sei noch erwähnt,dassWoronowicz die obige Antipode mit Hilfe desTomita-
Takesaki-Theoremskonstruiert.DieseTatsachewird in derFolgeabernicht verwen-
det;siespieltabereinegroßeRollebeiderVerallgemeinerungderkompaktenGruppen
zu lokalkompaktenQuantengruppen,beidenendie Algebradannalsonicht mehruni-
tal ist ([KV1], [KV2]).

5.2 = -symmetrischespektraleTripel

Die soebeneingeführtenkompaktenQuantengruppeneignensich hervorragendals
Symmetrienvon spektralenTripeln. In diesemAbschnittsollendie allgemeinenDefi-
nitionenhierzupräsentiertwerden.Theoreme,diedieExistenzdieserStrukturenunter
bestimmtenVoraussetzungenzeigen,konntenwir leider nicht beweisen.Im klassi-
schen,kommutativen Fall ist allerdingswohlbekannt(unddeshalbhier nicht von In-
teresse),dassorientierbare,homogeneRäumestetseineinvarianteMetrik besitzen.In
diesemFall existierenalso immer >?#A@B+ -symmetrischespektraleTripel. Eigenschaf-
tendieser(balddefinierten)" -symmetrischenspektralenTripel lassensich(zur Zeit)
ebenfalls nur an konkretenBeispielenbeweisen.Aus diesemGrundwird dieserAb-
schnittder mit Abstandkürzesteder ganzenArbeit sein,das“Auge desSturms”ge-
wissermaßen.
Erläuternlassensich solchemathematischenBegriffe meinesErachtensohnehinam
bestenanhandvon konkreten,nicht zu trivial gewähltenBeispielen.Zwei solcheBei-
spielewarendiesemKapitelvorangestellt.Weiterewerdenin denfolgendenAbschnit-
tenundKapitelnerläutert.

GegebenseieinekompakteQuantengruppeC , ihredualeHopf-Algebra" , sowie eine
Links-" -Modul-Algebra D .
Wennmanvoraussetzt,dassauf demHilbertraumdesspektralenTripelseineDarstel-
lung von " existiert, so induziertdieseeineWirkung von " auf die OperatorenaufE

und somit auchauf FG#
D?+ , wobei abera priori nicht klar ist, dassdieseWirkung
nicht aus D herausführt.Es ist dahereinenatürlichezusätzlicheForderung,dassdie
Wirkung von " auf FG#
DH+ mit der ursprünglichen(Wirkung von " auf D ) überein-
stimmt.Als AnalogoneinerinvariantenMetrik werdenderDirac-OperatorI , und J
ausdemKommutantenvon " gewählt.
Etwassubtiler ist nur die Symmetrie-Bedingungan die RealitätstrukturK : Die Rea-
litätsstrukturinduzierteineDarstellungder oppositeAlgebra DML von D auf D . Mit
derWirkung von " auf D existiert stetsaucheineWirkung von " LL , alsoderHopf-
Algebramit derumgekehrtenMultiplikation undKomultiplikationwie diejenigevon
" (Eins,KoeinsundAntipodesindgleich),aufdie Algebra D L ,

N LPORQSL 4T# 7 # N + ORQ + LVU
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Die Antipode X von
W

ist in WoronowiczsTheorieeineAntiisomorphismuszwischenW
und

WZYY , die in zyklischen,separierendenDarstellungenvon demantilinearenOpe-
ratorderTomita-Takesaki-Theorieinduziertwird. EinezyklischeseparierendeDarstel-
lung von [ wird aberim Allgemeinennicht zyklischundseparierendfür die AlgebraW

, die ja viel größerist, sein.DeshalbkannmanWoronowicz’ Konstruktionhiernicht
direkt übertragen.(AusdiesemGrundwurdesieobenauchnicht erläutert.)
Andererseitswird durchdie Realitätsstruktur\ und die Links-Wirkung von ] auf
[ automatischeineRechts-Wirkung von

W
auf [ Y

induziert,die manaberauchals
Links-Wirkung deroppositeHopf-Algebra

W^YY auffassenkann.Esist danneinenatür-
licheAnforderung,dassdieseDarstellungmit dervonderAntipodevon

W
herrühren-

denübereinstimmt,undsomit

\`_1aPbdcSa�\Pegfihj\`_ka�\Pegflb�\`cma�\�egf�hnXdop_rq1bRc Y

gilt. Essolltealso \`_ a \ egf hnXsop_gq sein.
Zumindestin denbereitsbesprochenenBeispielen,aberauch in allen,dienoch vorge-
stellt werden,erweistsich dieseForderungsowohlals erfüllbar als auch als nützlich.
Wennmanvoraussetzt,dassdie kovarianteDarstellungvon

W
auf [ unitär ist, so ist

die obigeBedingungim Übrigenäquivalentzu derForderung,dassauchdie Darstel-
lungvon

W
aufdemHilbertraum] unitärist.

Definition 5.2.1. Ein spektralesTripel o�]utv[HtxwZtvy`t�\Pq heißt
W

-symmetrisch (oderW
-kovariant),wobei

W
die dualeHopf-Algebrazu einerkompaktenQuantengruppez

ist, W h z a t
wennzusätzlichdie folgendenBedingungenerfüllt sind:

{ Die Algebra [ ist eineLinks-
W

-Modul-AlgebraunddieDarstellungvon
W

auf
[ ist unitär.

{ Auf demHilbertraum] existierteineDarstellungvon
W

. Die Darstellungvon
[ ist kovariantbezüglichdieserDarstellung,dasheißtesist für alle _)| W

, alle
c}|~[ undalle ��|�] :

_�b&opc��dqPh���_g� f�� bdcS����_g��� � bs���,� (5.3)

{ DerDirac Operatorkommutiertmit allenElementen_�| W
:

� wZt�_��rh��
{ Die Graduierungy kommutiertmit allen _�| W

:

� y`t�_��gh��
{ Die Realitätsstruktury implementiertdieAntipodevon

W
aufdemHilbertraum

] , dasheißt,esgilt für alle _)| W

\`_ a \ egf hnXsop_rq
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Bemerkung5.2.2. Insbesonderesinddie beidenzuvor besprochenenspektralenTri-
pel für die Sphäreund dennichtkommutativen Torus ���p�����p�S�v� -symmetrischbezie-
hungsweise�����V�����l���V�����v� -symmetrisch.
Wegen desKoproduktes���� G¡¢�^£¤ ,¡¦¥§�©¨?�M¥ª G¡ übersetztsich die Kovarianz-
Bedingungfür die DarstellungderAlgebrain

  ¡ �p«�¬d�¦£��  ¡ «B��¬¯®�«1��  ¡ ¬s�x°
alsodieLeibnizregel,beziehungsweisedieKovarianz-Bedingungfür ±��©�p�S� -homogene
Vektorbündel.
Die Symmetrie-Bedingungandie Realitätsstrukturwurdebei derSphärebereitsvor-
geführt,beim Torusist sie besonderseinfach.Die Antipodeist auf denGeneratoren
einerLie-Algebraals ±s�� G¡���£³²d ,¡ gegeben.BeimTorusist  ,´µ£ª²d¶}··�¸º¹ , während»
die komplexe Konjugationist. Dannist klarerweise

»l G¡¢»^£  G¡l£³²d ,¡g£¼±s�� G¡¢�x½
Die Kommutationsregelnfür ¾ und ¿ sindperKonstruktionebenfalls erfüllt.

Bemerkung5.2.3. In dem Begiff des À -symmetrischenspektralenTripels, der als
VerallgemeinerungderWirkungvon Lie-Algebrenvon kompaktenGruppenaufzufas-
senist, wird mit der Wirkung von Hopf-Algebrengearbeitet.Die universellenEin-
hüllendenvon solchenLie-AlgebrensindnatürlichkeinekompaktenQuantengruppen
(diedualeHopf-AlgebraÁ?�ÃÂ&� ist kompakt).FürdenzurMotivationverwendetenZu-
sammenhangzwischenderAntipodeundderRealitätsstrukturmachtdasaberkeinen
Unterschied.
MankanndasBild auchdualisierenundzuKowirkungenübergehen.Derentsprechen-
de Begriff des À -kosymmetrischenspektralenTripels wird gelegentlich im Kapitel
überdiskreteHopf-Symmetrienangesprochen– unddefiniert.Im Wesentlichenersetzt
mandieBedingungeiner À -Modul-AlgebradurchdieeinerÀ -Komodul-Algebra.Die
Invarianzvon Operatoren,alsoetwa ¾ , übersetztsich,mit derKowirkung ÄZÅ1Æ Ç
À�¥�Æ dannin:

ÄÈ��¾}¬s�P£T� id ÉÊ¥�¾��ÃÄr��¬s�x½
Es ist in derPraxisabersehrviel bequemermit Wirkungenals mit Kowirkungenzu
arbeiten.Fürallgemeine,unendlichdimensionaleQuantengruppenÀ ist auchdieDua-
lisierungvon À rechtsubtil.
Für endlichdimensionaleHopf-Algebrenist dasaberkein Problem,deshalbwird die
genaueDefinition in dasentsprechendeKapitel verschoben.Dannkannmannämlich
auchein paarEigenschaftenbeweisen.Insbesonderewird dort bewiesenwerden,dass
in diesemFall ein spektralesTripel À -symmetrischist wennund nur wennes ÀÌË -
kosymmetrischist.

5.3 But....

Auch ein Scheitern,wennes nur endgültigist, kann einenSchritt nach
Vornebedeuten.
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Max Planck

Bisherwurdennur Î?ÏAÐkÑ -symmetrischespektraleTripel, bei denenÒ alsoeinekom-
pakteLie-Gruppeist, betrachtet.In diesemAbschnitt soll nun ein erster, allerdings
missglückterVersuchvorgestelltwerden,einspektralesTripelmit einernichtkokommutativen
Hopf-Symmetriezu konstruieren.DasHauptaugenmerkder Darstellungrichtet sich
dabeiabernichtaufdieTatsachedesScheiterns.VielmehrbietetdasfolgendeBeispiel
eineguteGelegenheitzu illustrieren,dassmanmit Hilfe einerkompaktenQuanten-
gruppetatsächlichsystematischauf ein spektralesTripel, dasallerdingsnicht existie-
renmuss,hinarbeitenkann.Die Konstruktionverläuftdabeivöllig parallelzuderjeni-
genim Fall derSphäre,mit demUnterschied,dasssiehier in eineSackgasseführt. Es
ist aberkeineswegs ausgeschlossen,dassdieserAlgorithmusbei anderenBeispielen,
die esnatürlichzu findengilt, konvergierenwird.

Sei Ó einereelleZahl, die derEinfachheithalber, undohneBeschränkungderAllge-
meinheit,ausdemIntervall ÔÖÕ×ÓMØnÙ entnommenist.

Definition 5.3.1. [Po] Die (Standard-)Quantensphäre Ú¦ÛÜ ist die ÝßÞ -Vervollständig-
ungdervon dendreiOperatorenà , á à und â , mit denRelationen

á àmà�ã�â ÛRä Ùæå âçà ä Ó Û àmâ�å
Ó Û àæá àèã Ù

Ó Û â Û ä Ó Û å á àSâ ä Ó Û âvá à
erzeugtenAlgebra.

DieseAlgebraist einSpezialfall dervonPodleseingeführtenzweiparametrigenFami-
lie von Quantensphären.Für Ó ä Ù ist sieoffensichtlichisomorphzur kommutativen
AlgebraderFunktionenaufderzweidimensionalenSphäreÚ Û .
Strenggenommenist die obigeDefinition noch nicht ganzkonsistent.Ähnlich wie
im Fall der Sphäregenügendie algebraischenRelationenauchin diesemFall nicht
um eineeindeutigeÝ Þ -Norm auf derAlgebrazu fixieren,undsomit ist auchdie Ý Þ -
Vervollständigungnicht eindeutigdefiniert.Genauwie beim Torus,kann man aber
eineeindeutigeNorm definieren,wennman einegeeigneteDarstellungvon Ú ÛÜ auf
einemHilbertraumwählt. DieseDarstellungsuchtman nun wieder indem man die
SymmetrienderAlgebra Ú ÛÜ ausnutzt.
Im Gegensatzzur kommutativen Sphäresinddie Symmetrienvon ÚPÛÜ für Óêéä Ù aber
nichtdurcheinekokommutative Hopf-Algebra– alsoeineLie-Algebra– beschrieben.
Auf Ú ÛÜ wirkt stattdesseneine nichtkokommutative Hopf-Algebra,die q-defomierte
universelleEinhüllendeÎ Ü Ïpë�ì�ÏpíSÑvÑ der Lie-Algebra ë�ì�ÏpíSÑ , in der zuvor besprochen
Weise,andie nocheinmalkurz erinnertwerdensoll:
Die Wirkung einerunitalenHopf-Algebra

Í
auf eineAlgebra î , ist einelineareAb-

bildung
Í�ï îªðêÏpñgå�àBÑ¦òóñ�ôRàHõ�î , sodassdie Bedingungen

Ù,ôdà ä àBå ñßô�Ù änö ÏpñgÑxå ñßô�ÏA÷�ôRàBÑ ä Ïpñ�÷BÑrôRà
sowie

ñßô&ÏpàSâ�Ñ ä Ïpñgøúù�ûkôRàBÑüÏpñrø Û ûkôRâ�Ñ
erfüllt sind.DabeiwurdewiederSweedler’s Notation ý�ÏpñrÑ ä ñrøAù�û ï ñgø Û û verwendet.
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Definition 5.3.2. DieHopf-Algebraþ�ÿ����������	�
� wird vondenvierGeneratoren����������������
mit denRelationen

����������� ����������� � �"!#� � �$�%���&! '
� �(���)�$!*����� (5.4)

erzeugt.DasKoproduktist aufdiesenErzeugernals

+ �����,� �.-/�+ �0���,� �1-/�32/� ��� -4�+ �����5� �6-/�32/� ��� -4�
gegeben.

Bemerkung5.3.3. Im Fall �7� '
ist þ,ÿ����������	�
� alsHopf-Algebraisomorphzur uni-

versellenEinhüllendenderLie-Algebra ���8���	� . Die beidenElemente����� entsprechen
danneinfach 9;:;�<9 � . Die RekonstruktiondesErzeugers= derCartan-Unteralgebra
von �������	� ist aberrechtsubtil. DasElement � entsprichtnämlich � �<> , wasauchdie
entsprechendenVertauschungsrelationen erklärt.DenGrundfür dieseWahl von � bei
derDeformationerkenntmanbei einemeinzigenBlick aufdasKoprodukt.Man kann= aberausdemElement

? =A@B� �C!#������&!#� ���
im Limes �ED '

zurückgewinnen.

Proposition 5.3.4. Die Hopf-Algebra þ,ÿ������8���	�
� wirkt auf die Algebra Frÿ in der fol-
gendenWeise:

�&GIHJ����H �KGIHL�%! '
� � � ' 2/� � �NM �OGPHL�RQ (5.5)

�&G;S HJ� '
� S H �KG;S HL��Q �OG;S HL� '

� � � ' 2/� � �NM (5.6)

�&GIM"��M �KGIM"���TS H �OGPMU�%!I��H (5.7)

Der Beweis dieserAussage,der ausdem Nachprüfenaller obenangegebenEigen-
schaftenbesteht,ist rechttechnisch.
Im nächstenSchritt suchtmannunnacheinerDarstellungderAlgebra Frÿ auf einem
Hilbertraum V , welchekovariantbezüglichder Wirkung von þ,ÿ������8���	� ist, so dass
also

W ��XUY Z\[;�%� W�] �_^ GPX`�(� W0] � ^ Y Z\[ (5.8)

für alle
W8acb ÿ������8���	�
� , X a Frÿ und Y Z\[ a V gilt.

Die DarstellungstheoriederkompaktenQuantengruppeþ,ÿ������8���	�
� ist dabeiein wohl-
bekannterInput derRechnung:
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Proposition 5.3.5. [Jimbo] Die irreduziblenDarstellungenderHopf-Algebra e;f�g0h`i�g�j	k
k
sindendlichdimensional,parametrisiertdurch l)mRn o�pq osr�oututut , undesexistiert für je-
des l einedurch v$lxw4yzw4l parametrisierteBasis,sodass

{}| l_o<yA~Km�� � l�v�y��N� l���y��Rr�� | l_o<y��Rr�~ (5.9)� | l_o<yA~`m � � l�v�y���r��N� l���y�� | l_o<y�v4r�~ (5.10)� | l_o<yA~Km��}��� | l_o<yA~ (5.11)

ist. � ��� bezeichnetdabeidie � -Zahl

� ������m ���Ev#� � ���v#� � p t
Zu gegebeneml wird derentsprechendeDarstellungsraummit �.� bezeichnet.

DerHilbertraumdergesuchtenDarstellungvon h�f kanndannwiederalsdirekteSum-
mederirreduziblenDarstellungenvon e�f�g���i�g�j	k
k zerlegt werden,

� m �
���B �¡�¢£ ¡ p ¡¥¤¥¤¥¤

¦ � � �
wobeiabernichtklar ist,welcheDarstellungenin dieserZerlegungwie oft auftauchen.
DiesemUmstandtragendie Multiplizitäten ¦ � Rechnung,die abergleichalsunnötige
Vorsichtentlarvtwerden.Genauwie bei der kommutativen Sphäregibt esaberauch
im Fall ��§m�r unendlichviele solcherDarstellungen.Tatsächlichverläuftdie gesamte
RechnunganalogzumFall �3m�r , undinsbesonderekönntemanauchauf hierauf ein
“nichtkokommutatives Wigner-Eckart-Theorem”zurückgreifen.Da diesesallerdings
wenigbekanntzuseinscheint,werdendieentsprechendenRechenschrittezur Illustra-
tion explizit vorgeführt.

Lemma 5.3.6. Die bezüglich e�f�g���i�g�j	k
k kovarianten ¨ -Darstellungen von h qf auf ei-
nemHilbertraum

�
sindvonderForm:

©�| l_o<yA~KmRª&«�¬¡ � | l��Rr�o<y�v4r�~)��ª  �¬¡ � | lNo<yv4r�~)��ª ��¬¡ � | lBv4r�o<yv4r�~ (5.12)® ©�| l_o<yA~KmR¯ «�°¡ � | l��Rr�o<y±�Rr�~)�/¯  �°¡ � | l_o<y±�Rr�~)��¯ ��°¡ � | l�v4r�o<y±��r�~ (5.13)² | l_o<yA~Km´³ «�¬¡ � | l��Rr�o<yA~��/³  �¬¡ � | l_o<y±�Rr�~��4³ ��¬¡ � | lBv4r�o<yA~ (5.14)

Beweis: Der Beweisbasiertnatürlichauf derKovarianz-Eigenschaft(5.3).Zunächst
einmal,folgt darausdurchAnwendungvon

�
, dass© dieQuantenzahly um v3r ändert,® © um r , während

²
nichtsan y ändert.

Wendetman
�

dannauf die allgemeineBasiszerlegungvon ©B| l_o<yA~ an,soerhältman
die Rekursionsrelationen

r� � � lBv�y��Rr��N� l���y��µªU¶ �¬¡ �I� p m � � ·Ov�y��/j��N� ·E��y¸v/r��¹ªU¶ �¬¡ � t (5.15)

Darausfolgt sofort,dassª ¶ �°¡ �$� p mRn ist, außeresgilt ·�w4l\�4r . Analogschließtman,

durchAnwendungvon { auf
® © , dieentsprechnendeRekursionsrelationfür ¯ ¶�¬¡ � , sowie
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dieEinschränkungº&»¼°½ ¾R¿RÀ , wennnicht Á7Â4ÃÄ�Å ist. Weil dieWirkungvon Æ aufdie
Basisdurchdie Anwendungvon Ç auf È (beziehungsweiseÉ auf Ê È ) gefundenwerden
kann,gilt dieselbeSchlussfolgerungdannauchfür die Koeffizienten Ë »¼¬½ ¾IÌ�Í .
Die letztennochzu zeigendenEinschränkungenstammenvon denAnforderungenei-
ner Î -DarstellungderAlgebra ÏBÐ . Verlangtmannämlich,dassÆ selbst-adjungiertist,
so müssendie Ë »¼¬½ ¾IÌ�Í verschwinden,außeresist Ñ Á�Ò/Ã
Ñ8ÂÅ . Durchdie obenange-
sprocheneBeziehungzwischendenKoeffizienten Ó , º und Ë schließtmandannauf
die Behauptung.
Mit derKenntnisdieserEinschränkungenkönnendannauchdieRekursionsrelationen
(5.15)(undanalogfür º , Ë ) explizit für jedenWertvon Ô gelöstwerden.Zur Abkür-
zungderNotationwird dabei ÕLÖ À statt Ã�ÕRÅ�Ö<Ã geschrieben:

Ó Ì¼°½ ¾�¿�× Ì�¾LØ Ù Ã�Ä�Ô�Ú Ù Ã�Ä�Ô�ÒÛÅ�Ú�Ü Ì;Ý ÃNÞ<Ö (5.16)

ÓPß¼°½ ¾ ¿�× Ì�¾LØ Ù Ã�Ä�Ô�Ú Ù ÃBÒ�Ô�Ä�Å�Ú�Ü�ß Ý ÃNÞ<Ö (5.17)

Ó�à¼°½ ¾�¿�× Ì�¾ Ø Ù ÃBÒ�Ô�Ä�Å�Ú Ù Ã�Ò�Ô�Ä/á�Ú�Ü à Ý ÃâÞ<Ö (5.18)

º Ì¼°½ ¾�¿�× Ì�¾ Ø Ù Ã�Ò#Ô�Ú Ù Ã�Ò#Ô�Ò4Å�Ú�ã Ì�Ý ÃNÞ<Ö (5.19)

º ß¼°½ ¾ ¿�× Ì�¾ Ø Ù Ã�Ò#Ô�Ú Ù Ã�Ä/Ô�ÄRÅ�Ú�ã ß Ý ÃNÞ<Ö (5.20)

º à¼°½ ¾ ¿�× Ì�¾ Ø Ù Ã�Ä/Ô�ÄRÅ�Ú Ù Ã�Ä�Ô�Ä�á�Ú�ã à Ý ÃNÞ<Ö (5.21)

Ë Ì¼¬½ ¾�¿�× Ì�¾IÌ�¼ Ø Ù ÃBÒ�Ô�Ú Ù Ã�Ä�Ô�Ú�Ü Ì;Ý ÃNÞ<Ö (5.22)

Ë ß¼¬½ ¾ ¿ ÅÅ1Ä ×�äJå Ù ÃBÒ�Ô�Ú Ù Ã�Ä�Ô�ÄRÅ�Ú0ÖsÒ × ä Ù Ã�Ò�Ô�ÄRÅ�Ú Ù Ã�Ä/Ô�Ú¹æ)Ü ß Ý ÃNÞ<Ö (5.23)

Ë à¼¬½ ¾ ¿ Ò × ¼°Ì�¾ à Í Ø Ù Ã�Ä�Ô�ÄRÅ�Ú Ù Ã�Ò#Ô�ÄRÅ�Ú�Ü à Ý ÃâÞ<ç (5.24)

Die nachwie vor unbekannteÃ -Abhängigkeit wurdedabeidurchParameterÜKÖ<ã be-
schrieben.
Die bishernochunberücksichtigtgebliebenenWirkungenvon Ç�Ö�É aufdieobigeForm
derDarstellungausnutzend,erhältmandannaucheinigeRelationenzwischendiesen
Parametern,

Ü Ì;Ý ÃâÞ ¿ Ò$ã ÌKÝ ÃNÞ × ä ¼ à ä Ö (5.25)

Ü�ß Ý ÃâÞ ¿ ã)ß Ý ÃNÞ × ä Ö (5.26)

ã à Ý ÃNÞ ¿ ÒIÜ à Ý ÃNÞ × ä ¼ ç (5.27)

Darüberhinauskannmanauchnochdie weiterenÎ -Eigenschaften,die allerdings(aus
gutemGrund)nochgarnichteingeführtwurden,derAlgebra Ï äÐ undihrerDarstellun-
genausnutzen:

Lemma 5.3.7. Die Algebra ÏBÐ ist eine Î -Algebra mit:

È	è ¿é× Ê È�Ö ÆTè ¿ Æ�ç (5.28)

Ihre kovarianteDarstellungauf demHilbertraum ê ist dannund nur danneine Î -
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Darstellung, wenn

ì�íïîñðNòxóRô)íîñðNòNõ�ö (5.29)ìK÷�îñðâò`óùøIì8ú1îñð�øÛû�òNõ�ö
üâý (5.30)ì ÷ îñðâò`ó�õ ö ô ú îñð�øÛû�ò<ý (5.31)ì8úUîñðâò`ó�õ�ö�ô`÷;îñð�þ�û�ò<ÿ¬ý (5.32)

gilt.

Dereinfache,aberrechttechnischeBeweiskannübergangenwerden.Zu bemerkenist
aber, dassdieobigenRelationenfür eine � -Strukturkonsistentmit (5.25-5.27)sind.

Insgesamtverbleibt man nun also nur noch mit zwei Parameternì ÷ îñðNò und ì í îñðâò ,
die abernochdurchdie algebraischenRelationenderAlgebra

� ö� eingeschränktsind.
Im GeistedesWigner-Eckart-Theoremsausgedrückt,sind nun alle Clebsch-Gordan-
Koeffizientenbestimmt,undesfehlennurnochdie reduziertenMatrix-Elemente.

Zuvor sollteabernochdie, schonbei derSphärebeobachtete,Entkopplungderhalb-
und ganzzahligenDarstellungenerwähntwerden.Weil langsamklar wird, dassdie
ganzeKonstruktionohnehinanalogzumFall õ.ó�û verläuft,werdenvon nunanauch
die zu erwartendenhöheren“Windungszahlen”ausgeschlossenindem in der Zerle-
gungvon � in irreduzibleDarstellungenvon � � î�����î�		ò
ò alle Multiplizitäten 
 ü ó û
gewählt werden.Die angesprocheneEntkopplungdrücktsichdannin folgendemKo-
rollar aus:

Korollar 5.3.8. Der bezüglich � � î�����î�		ò
ò kovariante Darstellungsraum � für die
Quantensphäre, zerlegt sich in zweiinvarianteUnterräume� ó ��������� , wobei��� ó �

ü��Bí�� � � ö�������� � ü ý���� ó �
ü�� �� ���� ������� � ü ý

ist.

Lemma 5.3.9. Die Relation � � �.ø*õ"!"� � �Jóùû$ø#õ�!
führt aufdie folgendeRelationfür ì í îñðNò :

ì�íïîñð�þRû�ò$#�	�ð�þ�%'&Bó�ì�í�îñðNò$#�	�ð(&0ÿ (5.33)

DieseAussagefolgt, wennmandenentsprechendenAusdruckauf ) ðNý+*-, anwendet,
unddanndie ) ð�þ�û�ý+*-, -Komponentebetrachtet.
Beachtetmannoch,dassoben
 í óùû/.ó10 eingeschränktwurde,sofolgt weiter



118 5.3But....

Korollar 5.3.10. Die Darstellungvon 2435 auf demHilbertraum 6�7 hat die Eigen-
schaft,dassalle diagonalenMatrix-Elementeverschwinden,8:9;=<?>?@A9;=<?>CBD9;=<?>1E .
Auf 6GFH könnendie obigenRelationenexplizit gelöstwerden:I 9KJMLON > PQ�R L(S Q�R LUT R S I 9'V (5.34)

wobei I 9 eineKonstanteist.

Betrachtetmanals Nächstesdie diagonalenKomponentenin derWirkung von W XYX[Z\�] X^W X_> P Z \�] auf ` LaV+b-c , soerhältmandie folgendenIdentitäten:\ed 3 ;gf Ihd JMLON 3 Q i L Z R S Z P\ 3 Ijd JMLkT P N 3 Q i LlT�m�S�n�T Q�R S I 9 JMLON 3 > J \ Z \ed 7 N$J P Z \ ] N+V
(5.35)J P T \ 3 N \ d 3 ; d 7 f P\ 3 I d JMLkT P N 3 Q�R LoTqp�S Z I d JMLON 3 Q�R L Z P S�n > \ J \ 3 ; T \ d 3 ; d 3 N I 9KJMLON 3'r
(5.36)

Mit etwasMühekannmandieseexplizit lösen,mit demResultatI 9KJMLsN >?E VtL4uwv (5.37)I d JMLsN >Cx \ 7Oy ; Pz Q�R LoT P S Q�R L Z P S V{L4uwv (5.38)

für ganzzahligeL -Werte,beziehungsweiseI 9|JMLsN >Cx J P T \ 3 NQ�R L(S Q�R LUT R S V{Lju}v~T PR (5.39)I d JMLsN >Cx \ 7Oy ; PQ�R L(S VtL4uwv-T PR (5.40)

für halbzahligeWertevon L .
Verwendetman nun noch die Relationenfür I y JMLON und die � JMLON so erhältman die
explizitenDarstellungenvon 2435 in beidenFällen.
Es mussnoch auf die Freiheitenbei der Wahl der Vorzeichender I d JMLsN , die von L
abhängenkönnen,beziehungsweisedie der I 9 JMLON , welchevon L unabhängigsind,hin-
gewiesenwerden.Genauwie im Fall \ > P ist dasVorzeichenvon I 9 JMLON sehrwichtig,
währenddasVorzeichenvon I d JMLsN durcheineeinfacheUmskalierungfixiert werden
kann:

Proposition 5.3.11. EsexistiertstetseinBasiswechselderForm, ` LaV+b-ch��J Z P N���� ;�� ` LaV+b-c ,
sodassI d JMLON positivist.

Beweis: Angenommenin einervorgegebenenBasisist I d JMLON von derForm J Z P NO�^� ;�� .
Setztmandann� JMLON >1� JMLON�T � JML Z P N für Lj� P und � J E N >1E , wodurchdie Funktion� eindeutigfestgelegt wird, soist in derneuenBasisI d JMLON positiv.
FürganzzahligeWertevon L ist dieDarstellungdeshalbeindeutig,währendesim halb-
zahligenFall zwei inäquivalenteDarstellungengibt.All dasist genauwie beiderkom-
mutativen Sphäre.Hier wurdedie Zahl der gesuchtenDarstellungenallerdings(aus
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praktischenGründen)von vornhereindurchdie Wahl der ��� auf drei festgelegt. Die
beideninäquivalentenDarstellungenvon �4�� auf ���� , welchesichnur im Vorzeichen

von ���K�M�O� unterscheiden,seienin derFolgemit ��� beziehungsweise��� bezeichnet.
Die Strukturvon ��� und �G�� als Links-Modul über �4�� wird in denfolgendenAb-
schnittengenaueruntersucht.Dort werdenauchdie expliziten Matrix-Elementeder
entsprechendenDarstellungennocheinmalzusammgefasst.

5.3.1 Die Darstellung auf   �
Im Fall ganzzahligerWertevon � ist:¡£¢ �a¤+¥-¦h§©¨ � � �kª¬«  �¯®°¥G±?²�³  �¯®´¥G±qµ�³«  µ'�o±q¶�³  µ'�o±?²�³ ¢ �o±?²'¤+¥·®�²"¦ (5.41)

®°¨ � �kª¸��� «  �k±�¥¹³  �o±�¥·®�²�³«  µ'�o±?²�³  µ'�¯®�²�³ ¢ �£®�²'¤+¥º®�²"¦$¤ (5.42)» ¡£¢ �a¤+¥-¦h§?®°¨ � �kª «  �k±�¥G±?²�³  �o±�¥G±qµ�³«  µ'�o±q¶�³  µ'�o±?²�³ ¢ �o±1²'¤+¥¼±?²"¦ (5.43)

±q¨ �kª½� � �¯�o«  �£®´¥¹³  �£®´¥·®�²�³«  µ'�o±?²�³  µ'�¯®�²�³ ¢ �£®�²'¤+¥¼±1²"¦$¤ (5.44)¾ ¢ �a¤+¥-¦h§?®°¨ �¿�kª «  �k±�¥G±1²�³  �¯®´¥G±?²�³«  µ'�l±�¶�³  µ'�U±?²�³ ¢ �k±?²'¤+¥-¦ (5.45)

®°¨ �¿�kª «  �¯®À¥¹³  �o±�¥¹³«  µ'�o±1²�³  µ'�¯®�²�³ ¢ �£®�²'¤+¥-¦$Á (5.46)

DieseMatrix-ElementebeschreibeneinfachdieDarstellungderAlgebraaufsichselbst:

Proposition 5.3.12. Der Links-Modul ��� über � � ist frei, mit einemeinzigen Gene-
rator ¢ Â ¤ Â ¦ .
Beweis: Zu zeigenist,dassfür jedesElementderBasis ¢ �a¤+¥-¦ eineindeutigesAlgebra-
ElementÃ[� ¡ ¤ » ¡ ¤ ¾ �ÅÄ-� � existiertmit¢ �a¤+¥-¦h§1Ã[� ¡ ¤ » ¡ ¤ ¾ � ¢ Â ¤ Â ¦$Á
Wennnunfür eingegebenes� eineinzigerWertvon ¥ existiert, für dendieseAussage
richtig ist, sogilt sieautomatischfür alle ¢ ¥ ¢ Æ � . Dasfolgt ausÇe¢ �a¤+¥-¦È§ «  �¯®´¥¹³  �k±�¥G±?²�³ ¢ �a¤+¥G±?²"¦h§�� ÇjÉ ÃÊ� ¡ ¤ » ¡ ¤ ¾ �¿� ¢ Â ¤ Â ¦$¤ (5.47)Ë ¢ �a¤+¥-¦h§ «  �¯®´¥G±?²�³  �o±q¥¹³ ¢ �O¤+¥·®�²"¦h§Ì� Ë É Ã[� ¡ ¤ » ¡ ¤ ¾ �¿� ¢ Â ¤ Â ¦$¤ (5.48)

wobei mandie Darstellungvon Ç ¤ Ë , ihr Koproduktund die Tatsache,dass Ç ¤ Ë das
“Vakuum” ¢ Â ¤ Â ¦ annihilieren,sowie Í ¢ Â ¤ Â ¦Å§ ¢ Â ¤ Â ¦ verwendet.
Es bleibt die Aufgabefür jedenWert von � einenVektor zu finden,der sich in der
gewüschtenFormschreibenlässt.Klarerweisemussaber ¢ �O¤+��¦ proportionalzu

» ¡ � ¢ Â ¤ Â ¦
sein.Verwendetman(5.41-5.46)soerhältmanin derTatdenexaktenAusdruck» ¡ � ¢ Â ¤ Â ¦È§Ì�Î®D²^� ��Ï  µ�³  Ð ³KÑ�Ñ�Ñ  µ'�(³ ¶�³ �Ò ³KÑ�Ñ�Ñ  µ'�o±?²�³$Ó �� ¢ �a¤+��¦$Á
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Darausfolgt auchsofortdie Form derPolynomein dernunmehrbewiesenenFormelÔ ÕaÖ+×-Ø½ÙÛÚ�ÜÞÝàß�áoÖOâ áUÖäã"å�Ô æçÖ+æeØ
. Es ist ja evident,dassdiesesPolynomfür

×éè1æ
nur vonâ á

und
ã

abhängenkann,im Fall
×êÙ?æ

nurvon
ã
, undnurvon

á
falls

×ìë�æ
ist.

Zu zeigenist abernochdie Eindeutigkeit desjeweiligenPolynoms
Ú�Ü=Ýàß�áoÖOâ áUÖäãíå

. Falls
dieseaber für irgendeinenWert

ÕaÖ+×
, (ohneBeschränkungder Allgemeinheitkann

man
× èºæ

voraussetzen)nicht gegebenwäre,so existierteein Polynom î mit der
Eigenschaft â á Ý î ß�ã"å�Ô æçÖ+æeØÈÙ?æçÖ
unddasist klarerweisenicht möglich.

5.3.2 Die Darstellungenauf ïñð und ïÌò .

UmdemFormelwaldlangsameinEndezusetzen,seiendemLeserdieMatrix-Elemente
der entsprechendenDarstellungennunmehrerspart.Es dürfte mittlerweile ohnehin
klar sein,wie sie ausdenentsprechendenFormelnim Kapitel 3 hervorgehen,indem
manrundedurcheckigeKlammernersetztunddie nötigen ó -Faktoreneinfügt.

Man kann sich danngleich auf die ô4õö -Modul-Strukturvon ÷ ð ( ÷ ò kann analog
behandeltwerden)stürzen:

Proposition 5.3.13. ÷ ð ist als ô4õö -Links-Modulvon
Ôsøõ Öçøõ Ø und

Ôsøõ Öíùúøõ Ø erzeugt.

Der Beweisverläuftanalogzu demfür ÷ ø vorgeführten,ist aberwesentlichaufwen-
diger, weshalber hier übersprungenwird. Im Gegensatzzu ÷ ø erhältmanhier aber
keineeindeutigeDarstellungvon Elementenaus÷ ð :

Proposition 5.3.14. Die Generatoren
Ôsøõ Öçøõ Ø und

Ôsøõ Öíùúøõ Ø genügendenfolgendenIden-
titätenin ÷ ð : û

ó õ ã|Ô øõ Öíù øõ Ø¯ü ógýþ á£Ô øõ Ö øõ ØjÙ�Ô øõ Öíù øõ Ø (5.49)ógÿ ýþ â á�Ô øõ Öíù øõ Ø�ù°ã|Ô øõ Ö øõ ØhÙ�Ô øõ Ö øõ Ø (5.50)

DaskannmandurchAusrechnenbeiderSeitenleicht nachprüfen.Es fällt auf, dass
diebeidenobigenRelationenzwarunabhängigüberderAlgebra ô4õö sind,mansieaber
durchdieWirkungderHopf-Algebra� ö ß�����ß��Yå¿å aufeinanderabbildenkann.Wirkt man
zumBeispielmit � aufdieobere,soerhältmandieuntere.Daslegt denVerdachtnahe,
dasshierwiedermaleinProjektor, welchermit denSymmetrienvertauscht,amWerke
seinkönnte.Demist in derTatso.
MankanndieobigenRelationennämlichelegantermit Hilfe des ó -deformiertenBott-
Projektors

Ú��ö Ù û� 	 øö þ ã�
 û � ó áø ö â á ù ã�
 û�� Ö
(5.51)

dernatürlich
ßMÚ �ö å4ÙÌßMÚ �ö å õ erfüllt, schreiben:
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��������������� ��! ���� � ��  #"%$'&�( (5.52)

Die analogeAussagegilt für ) � ,

Korollar 5.3.15. In demModul ) � gelten die folgendenRelationenzwischen den
Generatoren: ��*� � ���� ��� ��  ������ ��! "%$'&�( (5.53)

Es gilt nun eigentlichdie Behauptung,dassdiesebeidenModuln projektiv sind, zu
beweisen:

Proposition 5.3.16. ) * und ) � sind endlich erzeugteprojektiveModuln über + �� ,
undesgilt ) *-, ) � $/. + ��0 �
Auchhierwird aufdenrechtanspruchsvollen strengenBeweisverzichtet.Essoll aber
wenigstensdasVorgehenskizziertwerden.
MankannsichaufdenProjektor��*�21�3 � .54 076 + �
beschränken.Die Behauptungfür

� �� folgt dannsofortausdereinfachenBeobachtung� *� � � �� $98 , mit derdannauch) *:, ) � $;. + ��0 � klar ist.
Zu zeigenist dann,dass) * als + �� -Links-Modul isomorphzu . + � 0 � � *� $<.54 � 6+ �=0 � *� ist, wobeimit derSchreibweisenatürlich>@? �? �BADC � *� $ > ? � . � *� 0 �E�GF ? � . � *� 0 � �? � . � *� 0 � � F ? � . � *� 0 �E�BA C
gemeintist.
Klar ist, dassjedesElementaus ) * in derForm

? * ���� � ��  F ? � ���� ��� ��  geschrieben
werdenkann(allerdingsnicht eindeutig).
Die Aufgabebestehtdanndarin,zu zeigen,dassdie AbbildungH I ) *KJ . + �=0 � � *� �
die durch HML ? � � �� ��� ��  F ? * � �� � ��  ON $ > ? �? * A � *� (5.54)

eindeutigfestgelegt ist, ein (wohldefinierter)Isomorphismusvon + �� -Links-Moduln
ist.
Problematischist dabeinurderBeweisderWohldefiniertheit:WenneinElementP $? � �������� ��Q F ? * ������ ��R in ) * verschwindet,somussauchdasBild unter

H
verschwin-

den.(DasBild von
H

hängtalsoinsbesonderenicht von derWahl derRepräsentanten? * � ? � , die ja nicht eindeutigsind,ab.)
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Um diesezu beweisenanalysiertman dannsehrgenaudie Struktur der Werte vonSUTWVESYX , wenn Z\[^] ist. Wie sichzeigt,sinddiesenämlichhomogenePolynomein
denErzeugern_ Va` _ Vcb , mit einerganzbestimmtenStrruktur, welchedurchdieWirkung
von dfehg�i�jkg�lRmEm festgelegt ist. Auf derKenntnisdiesesBauplansderVektorenZ basiert
dannderBeweisderWohldefiniertheit.n

ist in offensichtlicherWeiseein Links-Modul-Homomorphismus,und man kann
danndie Gleichung(5.54)verwendenum die Inversevon

n
zu definieren.(Dieseist

wegen(5.49-5.50)dannebenfalls wohldefiniert.)Damit hättemandanngezeigt,dassn
ein Isomorphismusvon o7pe -Links-Modulnist.

5.3.3 Die Realitätsstruktur

Sei q eineauf einemHilbertraum r dargestelltes�t -Algebra,sodassein zyklischer
und separierenderVektor u existiert. Aus der bei der kommutativen Sphärekurz an-
gesprochenenTomita-Takesaki-Theorieist wohlbekannt,dassderdicht definiertean-
tilineareOperator_vuxw _ t u zu einemgeschlossenenantilinearenOperatorauf dem
gesamtenHilbertraumfortgesetztwerdenkann.Der antiunitäreAnteil, y , in der Po-
larzerlegungdiesesOperators,induziertdanneinenAntiisomorphismusvon q in die
oppositeAlgebra q{z . DieserOperatorsoll nun für die Quantensphäreausgearbeitet
werden.
Dabeiwird stillschweigendvorausgesetzt,dasseineGraduierung| , welcheinvariant
unterderSymmetriedWe}g�i�jkg�lRmEm ist, vorgegebenist. Betrachtetwerdendaherin Analo-
gie zumkommutativenFall (manhateshier ja mit einerstetigenDeformationzu tun)
nurdie Hilberträumer�~G��r�~ beziehungsweiser T ��r X .
Es kann vorweggenommenwerden,dassdies der letzte UnterabschnittdiesesAb-
schnittsist. Genauhier tritt nämlich dasProblemzu Tage.Im letztgenanntenFallr T �-r X existiert y nämlichnurfür ��[9� , währenddererstereFall ausdengleichen
Gründenausscheidetwie im Spezialfall derkommutativenSphäre.Kurzgesagt,esgibt
schondeshalbkeinespektraleTripel für o pe , �B�[2� , weil dann| und y nicht in konsi-
stenterWeiseexistierenkönnen.DashatallerdingseinensehrtiefenHintergrund,der
späterverratenwird. Um die NeugierdesLeserszu wecken,nur soviel: Eshatdamit
zu tun, dassdie nichtkommutative Sphäreein viel zu gutes“Benehmen”an denTag
legt. In diesemSinn zeigt sich hier alsoeineSchwächedesKonzeptsder spektralen
Tripel, dassostarrist, dasserselbstdiewünschenswertenBeispieleausschließt.Über
dasKonzept“wünschenswert”kannmansichallerdingsauchstreiten.r�~G��r�~
In diesemFall ist natürlichauf jedemderbeidenUnterräumer�~�� ] V ]!� ein zyklischer
und separierenderVektor für o pe . In denAxiomen der � -symmetrischenspektralen
Tripel wird aberauchverlangt,dassder modulareOperator y , zugleichdie Antipo-
dederHopf-Algebra � induziert.Dies ist hier, undwahrscheinlichim Allgemeinen,
automatischerfüllt. Daswird im Folgendenherausgearbeitet.

Lemma 5.3.17. Die Wirkungvon dWe}g�i�jkg�lRmEm ist mit der � -Strukturvon o pe in demfol-
gendenSinnkompatibel:��� g S t m�[;gEg�o � m t � S m t V � ��� dfehg�i=jGg�lRmEm VES � o�e�� (5.55)
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Beweis: Die � -Strukturvon �f�h���=�G���R�E� ist als ���� '� und ¡��� £¢ gegeben.Wegender
LinearitätunddenweiterenEigenschaftenderWirkung,AntipodeundderInvolution
von �W�}�����k���R�E� genügtesdieAussageaufdenErzeugernnachzuprüfen.Esseihiernur
ein Beispielvorgeführt,die übrigenFälleprüft mananalognach.¡¥¤���¦§���G £¡¥¤�¦� £¨§© ª� 'ªQ�D 9«:¬� �O«¨hª®�a��  9« ¬� ��¢�¤¦=� �  9« ¬� ��¡ � ¤�¦=� �  �¯R�O« ¬� ¡}� � ¤¦±° �  ;�E��²¥¡h� � ¤¦=� �G³
Bis jetztwurdederCasimir-Operatorvon � � ���=�G���R�E� nochnichtvewendet,unddeshalb
auchnochnichteingeführt.Diessoll nunnachgeholtwerden:

Lemma 5.3.18. Der Operator´  #µ¨ ��¶f·¸¨h�º¹»¶f·'��¨¼«/µ¨ ��¶=¡=¢
ist ein ElementdesZentrumsder Algebra �f�h���=�G���R�E� . Er ist hermitesch und hat die
folgendenweiterenEigenschaften: ² ´   ´¼½´�¾ ¿À½ÂÁ�Ã  9��¨ ¶EÄÆÅ ¬ ·¸¨ ¹»¶EÄÇ¹ ¬ � ¾ ¿À½ÂÁ�ÃÈ½´ �ÊÉ ¾ Ë�½ÂË!Ã �� ;� ´ ¤DÉÌ� ¾ Ë�½ÂË!ÃÈ½ Í ÉxÎx² ¶� ½
Damit kannmannunendlichaufdenPunktkommen:

Proposition 5.3.19. Für dieDarstellungvon ² ¶� auf Ï ¬ hatderantiunitäre OperatorÐ
desTomita-Takesaki-Theoremsdie folgendeGestalt:Ð ¾ ¿À½ÂÁ�Ã  ;�O« µ �EÑÆÄÇ¹®ÒDÓ ¾ ¿À½ « Á�ÃÈ½ (5.56)

Beweis: Sei É@Î�² ¶� , so dassÉ ¾ Ë�½ÂË!Ã   ¾ ¿a½ÂÁ�Ã
ist, gegeben..Dannist ÉU� ¾ Ë�½ÂË!Ã offen-

sichtlichein Eigenvektor von � zumEigenwerẗ Ò – dasfolgt aus(5.55).Wirkt man
nunmit

´
aufdiesenVektor, soergibt sich:´ É � ¾ Ë�½ÂË!Ã  /� ´ ¤DÉ � � ¾ Ë�½ÂË!Ã  ;� ´ ¤DÉÌ� � ¾ Ë�½ÂË!Ã ³

Weil aber
´�¾ ¿À½ÂÁ�Ã  ;� ´ ¤DÉÌ� ¾ Ë�½ÂË!Ã  ;��¨}¶EÄÔÅ ¬ ·¸¨!¹»¶EÄÇ¹ ¬ � ¾ ¿À½ÂÁ�Ã

ist, mussÉ � ¾ Ë�½ÂË!Ã folglich ein Eigenvektorvon

´
zu demselbenEigenwertwie

¾ ¿À½ÂÁ�Ã
sein.Darausschliesstman,dassderantilineareOperatorderTomita-Takesaki-Theorie

¾ ¿À½ÂÁ�Ã
auf einenVektorabbildet,derproportionalzu

¾ ¿À½ « Á�Ã ist. Für denantiunitären
Anteil, derhier interessiert,kannesdahernurzwei Möglichkeitengeben:Ð ¾ ¿À½ÂÁ�Ã

kannnur Õ ¾ ¿a½ « Á�Ã sein.Mit denFormeln(5.41-5.46)schließtmandann,ana-
log zumkommutativenFall auf (5.56).
Damit hat man dann auch die Darstellungder oppositeAlgebra ��² ¶� ��Ö auf Ï ¬Ø×Ï ¬ gefundenundkönnteim nächstenSchrittversuchenmit Hilfe derOrdnung-Eins-
BedingungdenDirac-Operatorzu finden.WenndieserOperator, Ù , mit derWirkung
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von ÚfÛhÜ�Ý=ÞGÜ�ßRàEà vertauschensoll, dannmussjederVektor á âÀãÂä�å (die gemeinsamenEi-
genvektorenvon æ und ç ) aucheinEigenvektorvon è sein(moduloChiralität).Genau
wie im kommutativen Fall findetmandannauchfür beliebigeWertevon é , dassein
solcherOperatornicht existierenkann.
Daswarzuerwarten,nichtaberdasfolgendeErgebnis.In jedemFall zeigendiebisher
erzieltenZwischenresultate,dassnichtkokommutative Hopf-Algebrenebensonützlich
bei der Konstruktionseinkönnen,wie eskokommutative sind. Insbesondereist die
Symmetrie-Anforderungan ê sonatürlich,dasssiehier sogarvon selbsterfüllt ist.ë�ì:í¸ë�î
Wennder Operatorder Graduierungï mit der Wirkung von Ú Û Ü�Ý�ÞkÜ�ßRàEà und mit der
Darstellungvon ð�ñÛ vertauschensoll, dannmüssendie Räume

ë�ò
jeweils Eigenräu-

mezu einemderEigenwerteó�ô , wobeidie Wahl dannnatürlichleicht fällt, sein.Die
Realitätsstrukturê mussfür zweidimensionalespektraleTripel mit ï antikommutieren
undwird deshalb

ëõì
auf

ë�î
abbildenundumgekehrt.

Wennman– wie im Fall von
ë�ö

– verlangt,dassê die Symmetrienrespektiert(das
Tomita-Takesaki-Theoremist hier ja nicht anwendbar, weil eskeinenzyklischen,se-
parierendenVektorauf

ë�ì
, beziehungsweise

ë�î
gibt), sofindetmanfür ein solchesê , genauwie im kommutativenFallêWá âÀãÂä÷ãÈóØå¥ø£ó%ÜOùØô}àEúÆû î®üþý á âaã�ùä÷ãÈÿØå

mit eineroffensichtlichenNotation.Dasbedarfwohl keinesBeweises.Definiertman
nunfür alleElemente���xð ñÛ wie üblich��� ���	�ø ê
�
��ê�ã
esist ja êÌñ¼ø2ô , sogilt esnatürlichnachzuprüfen,ob die somitdefinierteDarstellung
deroppositeAlgebramit derDarstellungderAlgebravertauscht.ê ist ja nichtdermo-
dulareOperatorderTomita-Takesaki-Theorie,für dendieseEigenschaftautomatisch
erfüllt ist, derhierabergarnichtexistiert.

Proposition 5.3.20. Esist für é�ø9ô zumBeispiel��� ã��������ø����
Zum Beweis,derhier übersprungenwird, berechnetmandie Anwendungvon

��� ã�� � �
auf á âÀãÂä÷ãÈóØå . Die á â��{ãÂä\ù ôhãÈóØå -Komponenteist dannfür é��ø�ô von Null verschie-
den.(Wer esnachprüfenwill, kanneinfachdie Ausdrücke für die analogeRechnung
in Kapitel 3 verwenden,wennerganzeZahlendurch é -Zahlenersetzt.)

Daswarseigentlichschon.

Man könnte selbstverständlichvermuten,dassdiesesProblemmit der geforderten
Symmetrie-EigenschaftderRealitätsstrukturzusammenhängt.Dem ist abernicht so.
Man kannnämlich– mit einigemAufwand– beweisen,dassauf

ë�ò
überhauptkeine
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könnte.Der Beweis ist, wie angedeutet,rechtaufwendig,kannaber, ebensowie der
BeweisderobigenProposition,ausgelassenwerden,weil esein nochviel schlagkräf-
tigeresArgumentgibt,warumkeinspektralesTripel derDimension# für

� �! existieren
kann.Dieseswird weiteruntenangeführt.Mansolltezuvor aberwenigstensandeuten,
warumkeineRechts-Darstellungauf $&% existiert:
Weil dieserModul nämlich endlich erzeugtund projektiv ist, lassensich Elemente
von '(% stetsin der Form )�* %! schreiben,wobei ) in

� �!(+-, � liegt, und * %! der
obeneingeführte. -deformierteBott-Projektorist. Multipliziert mansolcheElemente
dann(hypothetisch)mit Algebra-Elementen/ von links, so wird dasresultierende
Elementaus

� �! +�, � , weil derProjektor* %! nichtmit Algebra-Elementenvertauscht,
im Allgemeinennicht mehrin $0% liegen:)1* %! /&2354 � �! +&, �76 * %!98
(Dasprüftmanleichtnach.Eswürdefür dieWohldefiniertheitderRechts-Multiplikation
mit

� �! natürlich genügen,wenn es einenAutomorphismus: dieserAlgebra geben
würde,so dass* %! /<;=:?>@/BAC* %! ist. Auch dasist hier nicht der Fall.) Darausfolgt
dann,dasseskeineRechts-Darstellungvon

� �! auf $ % gebenkann,die mit derEin-
bettungin

� �! +&, � verträglichist. Weil aber $0%ED&$GFH; �I�! +&, � (als
� �! -Moduln)

gilt, kannmanzeigen,dassdie gesuchteRechtsdarstellung,die von " vermitteltwer-
densoll,dieseEigenschafthabenmuss.Dasist dieIdeedesangesprochenenBeweises.
Mankönntenunversuchen,ganzandereModulnüber

� �! zuverwenden,oderdieAnti-
kommutationsrelationvon J und " zumodifizierenumdochnocheinspektralesTripel
für die Quantensphärekonstruierenzu können.Esgibt abernocheinenweiteren,sehr
viel tiefsinnigerenGrundfür dasScheiternunseresVersuchs.

Die GraduierungJ mussja, gemäßdenAxiomen,dasBild einesHochschild-Zykels
sein. Masudaet al. [MNW] habendie Hochschild-Kohomologievon

� �! berechnet
und festgestellt,dassdiesefür .LK;NM zwar in der nullten Stufemit der der kommu-
tativen Sphäreübereinstimmt,in dennächstenbeidenStufenabernicht mehr:Wäh-
rendesin

�H� � >�O9> � � APA genauein nichttrivialesElementgibt, nämlichdie Volumen-
form, ist

��� � > � �! A für .LK;QM trivial. Dafür existiert dannein nichttrivialesElement
in
�H�SR > � �! A , währenddie analogeStufefür die kommutative Sphäretrivial ist. Die

Volumenform“springt” bei derDeformationalsovon der zweitenin die ersteStufe.
In diesemSinnist die Quantensphärealsoeindimensional.Masudaet al. weisenauch
daraufhin, dassmandiesesPhänomendurchausintuitiv verstehenkann:

Im Fall der kommutativen SphäreentsprichtdasElement T 3 O9> � � A der FunktionUWVYX[Z . DasSpektrumdiesesOperatorsist alsodasIntervall \]M_^a`bM�c . Weil T mit dem
Drehimpuls-Generatord�e vertauscht,sind dieseEigenwerteallerdingsentartet,und
zwarjeweilsentlangeinesKreises.Nur diebeidenextremalenEigenwertefgM_^a`bM sind
eindeutig.Auf dieseWeiseentstehtdasBild der Sphäre,wie esnachdemGelfand-
Naimark-Theoremja auch sein muss.(Auf den Beweis dieserAussage,der nicht
schwierigist, wird verzichtet.)
WennmanhingegendasSpektrumdesOperatorsT 3 � �! für .hK;iM berechnet,sowie
esMasudaetal. (undauchich....)getanhaben,soerhältman,dassalleEigenwertevon
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derForm jlknm für einenatürlicheZahl o seinmüssen,siesindaberwiederentlangvon
Kreisenentartet.Wie manandendefinierendenRelationenderQuantensphäresofort
erkennt,ist nämlichimmernocheine p(qsrnt -WirkungaufdieserAlgebrawohldefiniert,
mit u0vw u und x<vw y[x . Statt einer Zwei-Sphäreentstehtalso nunmehrdasBild
vondisjunktenKreisen(welchesichamÄquatorhäufen),alsoeinereindimensionalen
Menge.

Bibikov und Kulish [BK] habeneinenDirac-Operatorfür die Quantensphärevorge-
schlagen,der im Wesentlichenauf der z�{_q}|�~�q}��tPt -Symmetrieberuht.DieserOperator
erfüllt natürlichnicht die ConneschenAxiome, aberin AnbetrachtunseresResultats
erscheintdasauchangebracht.
Ihrer Ideeliegt dieBeobachtungzugrunde,dassderDirac-OperatoraufdemSpinbün-
del ��q�� ��t
����� derkommutativenSphäreals��������� � �L� �
geschriebenwerdenkann,wobei � � dieüblichenPauli-Matrizenbezeichnet,welchein
die |�~�q}��t -Wirkung auf dasSpinbündelüber � � ��� � � �r ��� id �G� � eingehen.Die-
serOperatorist dannder einzigeDifferential-OperatorersterOrdnung,der invariant
unter |�~�q}��t ist. Für dieQuantensphäreexistiert ein analoger, eindeutigerOperatorauf� �{ �G� � , derausdenOperatoreno����_��� , welcheauf � �{ wirken,sowie derenzweidi-
mensionalerDarstellung,� � q}o[t �¡ £¢{ ¤¤ k¦¥ � � � q��nt �§  ¤ r¤ ¤ ¥ � � � q}��t �§  ¤ ¤r ¤ ¥
zusammengesetztwird. WegendesverändertenKoproduktsund der k -deformierten
Clebsch-Gordan-KoeffizientensiehtdieserOperatorexplizit aberetwaskomplizierter
als im kommutativen Fall aus,seineForm ist hier aberauchnicht von Interesse.Zu
bemerken ist nur, dasBibikov und Kulish dasSpektrumdiesesOperatorsberechnen
können.Esergibt sichzu: y { � jg¨ © � r��ª �
waskaumnochjemandenüberraschendürfte.Die Eigenwertesinddannauchjeweilsq}�_© � rnt -fachentartet.
Merkwürdigerweisehat bishernoch niemandauf die veränderteAsymptotik dieses
Dirac-Operatorshingewiesen:

Lemma 5.3.21. Wennman k¬«�r voraussetzt,soist die Reihe� m r¨�o ª
konvergent,ebensowiedie Reihe � m �o � r¨�o ª¯®
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Beweis:
DerBeweisist ziemlicheinfach,esist ja±²�³�´¶µ ·¹¸º·7»½¼·n¾¹¸º· » ¾
unddasverhältsich für großeWertevon

³
und ·À¿ ±

wie · ¾ »½¼ , sodassdie entspre-
chendeReihekonvergiert. Die Reihein der unterenGleichungdesLemmasentsteht
ausdererstendurchErsetzenvon · durch ·nÁ , differenzierennachÂ undauswertenbeiÂ µ ±

. Sieist deshalbebenfalls konvergent.

Vom Standpunkteiner Quantenfeldtheorieauf der Quantensphäreist diesesverbes-
serteUltraviolett-Verhaltennatürlichwünschenswert.ÃÅÄÇÆ ¼ÈÊÉ ist derBeitragdesEin-
Schleifen-Niveaus,dasdannnicht mehr renormiertwerdenmuss.Dabeispielt auch
dasfehlendeË eineRolle. In der Arbeit [G-BVq] wurde nämlichgezeigt,dassdas
Ultraviolett-Verhaltenvon Theorien,welchemit Hilfe einesspektralenTripels kon-
struiertwerden,nur von derDimensiondesspektralenTripelsabhängt.Dies ist eine
KonsequenzderExistenzdesHochschild-Zykels Ë .
Da für denDirac-Operatorvon Kulish undBibikov ¼È1Ì nicht im Dixmier-Ideal liegt,
sondernsogarin derSpurklasseist, entsprichter im ConneschenSinnehereinerDi-
mension,die kleinerals

±
ist. (Aber nichtderDimensionÍ , dennÎÏ ist ja nicht in der

Spur-Klasse.)DasResultatdecktsichalsonicht ganzgenaumit demvon Masudaet
al.
Allerdingsist dasVorgehenvon Kulish undBibikov sehrunsystematischundschwer
zu begründen.Darüberhinausliegt esin AnbetrachtdesResultatsvon Masudaet al,
nahe,nacheinemDirac-OperatorderDimensionEinszu suchen.Dafür könntedann
auchein spektralesTripel existieren,zumindestmussdieseFragegeklärtwerden.

5.4 Erweiterungen desnichtkommutativenTorus

Die folgendeKonstruktionführt auf einegroßeKlassevon Ein-Parameter-Familien
von NichtkommutativenAlgebrenundzugehörigenspektralenTripeln,die durchEle-
mentederGruppeÐ(Æ ± É parametrisiertsind.SieverallgemeinertdenNichtkommutati-
venTorus,gehtaberleidernicht deutlichdarüberhinaus.

Sei Ñ eine ÒÔÓ -Algebra,auf der eineWirkung der Gruppe ÐgÆ ± É via Õ -Automorphis-
men,die mit ÖW× Æ}Ø É Ù�Ú Ð(Æ ± É�Û Ø Ú Ñ Û
bezeichnetwird, existiert.Als Darstellungvon ÐgÆ ± É kann Ñ dannin irreduzibleDar-
stellungenzerlegt werden, Ñ µ�Ü¾�Ý�Þ1ß ¾ Û
wobei Öáà	âäã Æ}Ø ¾ É µ�åWæ ¾ Á Ø ¾
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für ç7è¬éhê¹è ist.Klarerweiseist ê¹è�ëìê¹íBîGêÅèáï
í undfolglich ist ð eine ñ -graduierteAl-
gebra.(Umgekehrtbesitztjede ñ -graduierteòbó -Algebraeinesolcheôgõsön÷ -Wirkung.)
Der Einfachheithalbersei in der Folge vorausgesetzt,dasses endlich viele Gene-
ratoren ønùáúÔû von ð gibt, die jeweils zu einer der irreduziblen ôgõsön÷ -Darstellungen
gehören: ùWúüéhêÅè�ý þ ÿ������½õ�ùWúÔ÷���ù � è ý
	 ùáú��
Außerdemsei vorausgesetzt,dassein ô(õsön÷ -symmetrischesgeradesspektralesTripelõ@ð� ��� �� � ����� � ÷ derDimension������� gegebenist, also� Esexistiert eineunitäreDarstellung von ô(õsön÷ auf

�!�
.� Die Darstellung" von ð auf

�!�
ist kovariantbezüglich , Çõ$#½÷%" õ}ç�÷% �õ$#?÷ ó �&"�õ}ÿ�'�õ}ç�÷P÷ ()# éºõ ôgõsön÷� çéÀð��� DerDirac-Operator� � sowie die Graduierung� kommutierenmit  .� Die Realitätsstruktur� � ist kovariantin demSinne�* Çõ$#?÷�� ó �� �õ$#?÷ ó

In derKonsequenzist die Rechts-Darstellung"*+_õ}ç�÷,�-�*" õ}ç ó�÷��Bó von ð eben-
falls kovariant, �õ$#?÷%" + õ}ç�÷% Çõ$#½÷ ó ��" + õ}ÿ '�. õ}çÇ÷P÷ ()# é õ ô(õsön÷� ç9éEð��

Wie zuvor kann
���

dannin irreduzibleDarstellungenzerlegt werden.�!� � / è1032 �54 è76� 
unddie KovarianzderDarstellungist äquivalentzuùáú �54 í86� î �54 íìï
è ý 6� �
Analogschließtman � �9�54 í86� î �54;: í<6� 
undfolglich – � ist ja antiunitär– müssendie Unteräume

�54 í<6�
und

�54;: í<6�
isomorph

sein.WegenSchur’s LemmaexistierenaußerdemKonstanten�Yí mit� �>= 4 í<6 ���7í = 4 í<6 ( = 4 í<6 é � 4 í<6� �
Soweit wie gehabt.
Die Algebra ò9õ ô(õsön÷P÷ hat einenunitärenErzeugerô , ôÊô ó � ô ó ô?� ö Das ka-
nonischespektraleTripel sei in der Folge mit õ ô@�A9BYõDCFEá÷�HG÷ , bezeichnet,wobei der
Dirac-OperatorGI�KJMLFNN1O für ôP� ù � O ist. (Die Realitätsstrukturist einfachalskom-
plexe Konjugation ò gegeben,die Graduierungist trivial, also �Q�¯ö . Aus diesem
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GrunderübrigtessicheineeigeneNotationfür die beideneinzuführen.)Natürlichist
auchdiesesspektraleTripel SUTWV3X -symmetrisch.

Mit diesenZutatenkannmannun ein neuesspektralesTripel der Dimension Y[Z\V
konstruieren.Dazufixiert manein beliebigesElement] aus SUTWV3X , derkorrespondie-
rendePhasenfaktorseimit ^`_ba�cedWf3g bezeichnet.Undschonkanneslosgehen:

Als Hilbertraumwählt man h _ h�ikjml d TDn@o�X�p
dermit kanonischenDarstellungq j V von r versehenwird. Als nächstesfügt man
denunitärenOperator sSt_&uvT$]*X j SFp
hinzu,der danngemeinsammit denGeneratorenvon r – und einerentsprechenden
Vervollständigung– eineneue wyx -Algebraerzeugt,die mit TDn o XDz{r bezeichnetwird.
DasAnhängsel] soll dabeidie Abhängigkeit derAlgebravondemfestvorgegebenen]}|~S[TWV3X signalisieren.
Für jedesElement��|�r ist dann sS��[_&��z�T���X sS��
Wenn ��z alsonichttrivial ist, soist die Algebra TDn o XDz{r nichtkommutativ, selbstwennr kommutativ war.
Genauwie im Fall ]b_�V , wenn TDn o X o r5_�r j w�TDn o X ist, kannmandenDirac-
Operatorals � _ �[i�j V@Zm� j�� p
wählen.Dazuist esnatürlichwichtig, dassdasursprünglichespektraleTripel für r
geradeist. Die neueGraduierungist � _�� j V��
Die einzigenichttrivialeAufgabebestehtim AuffindenderrechtenRechts-Darstellungq*� derAlgebra TDn o X z r auf

h
, undnatürlichderDefinition deszugehörigenOpera-

tors � . Hier seinurdasResultatangegeben:
Für die Erzeugera�� kannmandie Rechts-Darstellungalsq � TDa � j V3X�_ta �� j T$] x X%�H��p
wählen,währendsiefür

sSt_&uvT$]*X j S dannalsq � T$uvT$]�X j S�X�_�V j S
gegebenist. Esist rechteinfach(wennauchmühsam)zubeweisen,dassdieseRechts-
Darstellungmit derdefinierendenLinks-Darstellungkommutiert,etwa� uvT$]*X j SFp�a � j T$] x X%���>������V j ] �H�F¡`�¢T$u x T$]�X j V3X_ uvT$]*X�a �� u x T$]*X j S�£!a �� j T$] x X%�H�MS¤]����_ TD^�� � a �� X j S�£!a �� j TD^�� � S�X_ ¥¦�
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Manzeigtauchleicht,dassfür alleElemente§�¨�©-ª�«D¬F�®D¯±°²*³ «$§�® ²*³ «$©`®�´ ²*³ «$©[§�®
ist. Der Realitäts-Operatorµ , der dieseRechts-Darstellunggemäß² ³ «$§�®y´�µ�§¤¶1µ�¶
induziert,ist für ·¹¸<º7»�¼¾½�¸8¿<»Àª}Á ¸<º7»Â ¼�Ã%Ä9Å±«D¬  ®ÇÆ ¸<¿<» durchµ>«$· ¸<º7» ¼¾½ ¸<¿<» ®È´tÉ ºÊ¿ «Çµ Â · ¸8º�» ¼¾Ë�½ ¸8¿<» ®
gegeben.( Ë bezeichnetdabeidiekomplexe Konjugation.)

Lemma 5.4.1. Die obendefiniertenDaten «�«D¬  ®D¯{°�¨�ÁÌ¨�Í}¨�Î9¨�µ�® bildenein spektra-
lesTripel derDimensionÏ¤Ð�Ñ , falls dasAxiomderPoincaré-Dualitäterfüllt ist.

DerBeweisist rechteinfachundkanndeshalbzumgrößtenTeil übersprungenwerden.
Drei Punktesindallerdingserwähnenswert:Ò Die Ordnung-Eins-BedingungÓeÓ ÍÔ¨�§¹ÕD¨�©[ÖÊÕ�´&×

ist erfüllt, weil Í Â und Ø mit derDarstellungvon Ù[«WÑ3® kommutieren.Ò DasSpektrumdesDirac-Operatorist als Ú�Û Ï Å¿ Ð�Ü Å , mit Ý�¨HÜÞªàß gegeben.Ò Die Konstruktionvon á als Hochschild-Zykel ist rechtunangehnemim allge-
meinenFall (nicht allerdingsin Beispielen).Für Éâ´ãÑ ist sie aberoffensicht-
lich: ManverwendeteinfachdenAusdruckfür á Â , etwaá Â ¼&Ñ�´åä*æ1çKè çÖ Ó Í Â ¨Hè ç  Õ{é�é�é Ó Í Â ¨Hè ç ê Õìë&¼&Ñ�¨
multipliziert ihn mit Ñ�¼ÔÙ�¶ Ó Ø1¨�ÙMÕ undantisymmetrisiertdenresultierendenAus-
druckanschließendin allenauftretendenElementenvon «D¬@�®D¯±° .

Im allgemeinenFall ÉKí´?Ñ gehtman im Wesentlichengenausovor. Die ein-
zigeKomplikationbestehtdabeidarin,dassmanbeimAntisymmetrisierenden
modifiziertenVertauschungsrelationeneinenkleinenTribut zollenmuss,indem
manentsprechendePhasenfaktoreneinführt.

Poincaré-Dualität,wennmansiedennErnstnehmenwill, mussim konkretenBeispiel
nachgeprüftwerden.Ich habebisherkeinenWeg gefundensieim allgemeinenFall zu
beweisen.

Die ganzeKonstruktionist natürlichvon derKonstruktiondesspektralenTripels für
dennichtkommutativen Torus î�Åï�ð abgeleitet.Um diesesspektraleTripel mit derobi-
gen Konstruktionzu finden müssteman mit der Algebra °ñ´òË�«D¬  ® starten,für
die esaberkein geradesspektralesTripel gibt. In diesemspeziellenFall kannman
aberdennochein spektralesTripel konstruieren,indemmandenHilbertraum Á ´Ë�«D¬FÊ®�¼âË�«D¬@�® verdoppelt.Für allgemeineAlgebrenwird ein solcherTrick natürlich
nicht funktionieren.
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Beginntmanmit ôöõø÷�ùú ( û9ü�û ù õtý�þeùWÿ������1û ù û@ü ), mit der û ���
	 -Wirkungû@ü��?ý þ�� û@ü�� û ù ��û ù �
soerhieltemaneinenSpezialfall ( � ù�� õ�� ) desdreidimensionalennichtkommutativen
Torus.Man kanndie Methodeabersomodifizieren,dassmanauchdenallgemeinsten
nichtkommutativenTorus ÷ �� erhält.

Zur KonstruktioneinesneuesBeispielskannmandie Algebra ô�õ�� ��� ù 	 als Aus-
gangspunktverwenden.Siehatdrei (kommutierende)Erzeuger�yõ���� und � �!�"� , die
derRelation

�#� �%$ � ù õ �
genügen.Die Wirkung von &�õtý þ��(' û ���
	 aufdieseErzeugerist als)�* � � 	 õ��+� )�* � � 	 õtý þ�� �
gegeben.
DieAlgebra

� üú � ��� ù 	 (mit ,�õbý�þeùWÿ
� ' û ���
	 ) istalsovondenElementen�-�!� � �!�+��û���û �
erzeugt,mit denRelationen

�"� � $ � ù õ �û�û � õPû � û õ �û.� õ �7ûû.� õ ,-��û0/
Die weiterenDetailssollendemLesererspartbleiben,zumalschondie Ausarbeitung
derSphäre

� ù rechtaufwendigist.

Mit dieserMethodelassensichdannaufAnhiebunzähligeweitereBeispielekonstru-
ieren,die sich aberalle nur recht unwesentlichvom Nichtkommutativen Torus un-
terscheiden.Ebensowie bei diesemberuhtdie Konstruktionauf derabelschenGrup-
pe û ���
	 . Eine interessanteFragewäre,ob maneineähnlicheKonstruktionauchfür
nichtabelscheGruppendurchführenkann.Für endlicheGruppen,die auf unendlich-
dimensionaleAlgebrenwirken,zumBeispieldie Permutationsgruppe

�21
, die auf die

kommutativen 3 -dimensionalenTori ÷ 1 durchVertauschenderKreisewirkt, konnten
wir dieseFragebereitspositiv beantworten[PS-tor].



132 5.4Erweiterungen desnichtkommutativen Torus



Teil III

DiskretespektraleTripel
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Matrix-AlgebrensindohneFragedieeinfachsten465 -Algebren.Im kommutativenFall
ist eine solcheAlgebra der Dimension 7 isomorphzur Algebra 8:9 der diagonalen7<;=7 -Matrizen.Führtmandie Basis>@?BADC

diagEGFIHKJKJKJLH�FIHNMO PKQ R? H�FSJKJKJLH�F"T U C M�H!V�JKJKJ�7
ein, so läßt sich jedesElementdieserAlgebraals W C W ? > ? zerlegen.Multiplikation
undInvolution sindals

> ? >YXZC\[ ? XN> ? H > 5? C\> ?
gegeben.
Für Charaktere,beziehungsweisereineZustände,] auf der Algebra,folgt dannaus]0E > ? T@^
]0E >YX T`_Ca[ ? X ]�E > ? T sofort,dass]�E > ? T nur entwederF oder M seinkann,undes
außerdemnurein U mit ]0E > ? TZbC F gebenkann.Insgesamtgibt esalson Charaktere] ? ,
die durch

] ? E > X T C\[ ?X
festgelegt sind.
In AnbetrachtdesSatzesvon Gelfand und Naimark überraschtdies natürlich auch
nicht. Die Algebraidentifiziert sich dannals Algebrader Funktionenauf einemdis-
kretenRaummit 7 Punkten,denCharakteren,wobei ] ? EcW T C W ? derFunktionswertim
Punkt U ist.
Allgemein sind endlichdimensionale4 5 -Algebren,die immer halbeinfach sind, iso-
morphzu einerSumme de ?gf@h:i 9
j Elk ? T
vonMatrix-Algebreni 9�j Elk ? T übereinemKörper k ? . FürkomplexeAlgebrenmüssen
alle k ? C 8 sein.Für reelleAlgebren,alsoAlgebrendie überdemKörper m definiert
sind,könnennebendenMatrizenmit komplexen Einträgen,auchsolchemit reellen,i 9 ElmST , oderauchquaternionischenEinträgen,i 9 E�noT , auftreten.
Analogzumkommutativen Fall ist esauchhier nützlichmit denAlgebra-Elementen>op? Cq> ?

zu arbeiten,wobei
> ?

nunmehrdie Einheitsmatrix rMts i 9�j bezeichnet.Es
geltendanndie gleichenalgebraischenRelationenzwischenden

> ?
wie im kommu-

tativen Fall, undweiterhinläßt sich jedesAlgebra-ElementW als W C W ? > ? zerlegen;
allerdingssinddie W ? jetzt MatrizenausderentsprechendenUnteralgebra.
Im Gegensatzzu einerkommutativen, endlichdimensionalenAlgebrahat einenicht-
kommutative Algebraunendlich-vielereineZustände.In einergegebenenDarstellung
sinddie reinenZuständedurch u v�w�xGvZu , mit beliebigem u vSw , xGvZu vSw C M gegeben.Die
komplexen 7<;=7 -MatrizenhabenzumBeispielnureineeinzigenichttriviale Darstel-
lung,jeneaufdem 8B9 . Die Einheitsvektorenbildendanneine EcV�7oyzM
T -Sphäre.Dadie
Vektoren u v�w und { ?�| u v�w , }`s~m aberdengleichenreinenZustandbeschreiben,müs-
sendieseVektorenzur KonstruktiondesRaumsder reinenZuständeder komplexen
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����� -Matrizenidentifiziertwerden.Als topologischerRaumist dieseralso ���.� . Es
ist daherin diesemFall wenigsinnvoll die AlgebraalseineDeformationderAlgebra
derFunktionenaufdemRaumihrerreinenZuständeaufzufassen.Die Algebren� und� �2� ��� sindja auch(für beliebiges� ) Morita-äquivalent,dennesist� �.�Z� �6����� � �Y� ��� ���� �.����� ��� � � �� ���
wobei

� � � �B� derkanonische
� �Y� ��� -Links-Modul undnatürlich � -Rechts-Modul

ist; derDualraum
� �� ist ein

� �2� ��� -Rechts-Modul. Morita-Äquivalenzist alsExistenz
einessolchenModulsmit derobigenEigenschaftdefiniert.
Aus der topologischenPerspektive der K-Theorieund der zyklischenKohomologie
beschreibensiealsodenselbenRaum:einenPunkt.(Esgibt abertrotzdemeinige,we-
nige,hier nicht interessante,topologischeAspekte,in denensichdieseRäumeunter-
scheiden.[C]).
Tatsächlichsindalle reinenZuständevon � � � �2� ��� in demfolgendenSinnunitär
äquivalent:
Zu je zwei reinenZuständen�%�K���L� existierteinunitäres� �(� , sodassfür alle ¡¢�£�

��� � ¡¤� � �L� � �¥¡#� � �
ist.EineAnwendungaufEichtheoriendrängtsichausdiesemGrundgeradezuauf.Als
EichgruppeverwendetmandabeidieunitäreGruppederAlgebra,dieauchalsGruppe
der innerenAutomorphismen¦§���(�©¨��-� � � � � � �aª
« ,¡¬®¯�¥¡#� � ¡¢�£�
aufgefasstwerdenkann.Zur Beschreibung der “vollständigen”Raumzeittensoriert
mandie endlichdimensionaleAlgebramit derAlgebraderFunktionenauf einerRie-
mannschen,vierdimensionalen,Spin-Mannigfaltigkeit ° �G± � . Die spektralenTripel
für ein solchesTensorproduktlassensich in diesemFall als Produktvon spektralen
Tripeln für die beidenFaktorenderAlgebrakonstruieren.Explizit ist dann,mit dem
vierdimensionalenspektralenTripel

�G² �\³ � �G± �µ´����µ° �G± ����¶¸·���¹"º��µ°����
sowie demendlichenspektralenTripel

�G²¼» ��� » � � ��½%��¾ » �
(und einerhoffentlich nicht allzu verwirrendenNotation)dasresultierendespektrale
Tripel durchdie folgendenDatengegeben:

� � ° �G± � � � »² � ³ � �G± �µ´�� �¼²¼»¶ � ¶ · � ¿ª »ZÀ ¹ º � �
¹ � ¹ º � ½¾ � ° � ¾ »IÁ
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Eichpotentialewerdenals selbstadjungierteEinsformenbeschrieben.Trotz der vor-
handenenRealitätstrukturenthälteinallgemeinerDirac-Operatorfür diesennichtkom-
mutativenRaumsolchePotentialeals einenAnteil. Diesersetztsich ausdennichta-
belschenEichfeldernzusammen,was wenigerüberrascht,enthältaberauchskalare
Felder, wie zumBeispieldasHiggsfelddesStandardmodells.In Wirkungsfunktiona-
len findetmanfür diesesFeld tatsächlichein Wechselwirkungspotential, daszu einer
spontanenSymmetriebrechungführt.DerHiggs-Mechanismuserhältin diesenModel-
lenalsoeinenatürlichegeometrischeDeutungundmussnichtmehrpostuliertwerden.
Mit einergeeignetgewähltenAlgebra,gelangtmanso tatsächlichzu einersehrele-
ganten,nichtkommutativen geometrischenBeschreibung des Standardmodells.Die
Eichfelderund dasHiggsfeld könnendabeials Teil desGravitationsfeldesauf die-
sem“nichtkommutativen” Raumverstandenwerden.DiesephysikalischeAnwendung
der Nichtkommutativen Geometrie– eineder wenigen– soll hier kurz, und vor al-
lem kritisch beleuchtetwerden.In jedemFall regt die Möglichkeit einersolchenBe-
schreibungzu mannigfaltigenSpekulationenan.Man könntezumBeispielschließen,
die beobachtetenWechselwirkungenseienvielleicht als Niederenergie-Effekte einer
Quantengravitation zu verstehen.Teilchenphysikuntersuchtedemnachdie Struktur
derRaumzeitbeiAbständenin derGrößenordnungderinversenÂ�Ã -Masse.Dieseund
ähnlicheSpekulationenmachenabersichernurdannSinn,wennsichergestelltist,dass
dieseForm derVereinheitlichungmit derGravitation nur für einekleineAnzahlvon
Yang-Mills-Higgs-Theorienmöglichist.
EsstelltsichdahernatürlicherweisedieFrage,welcheErweiterungendesStandardmo-
dells im RahmensolchernichtkommutativenModellemöglichsind,beziehungsweise
inwieferndasStandardmodellin dieserneuenPerspektive gegenüberanderenModel-
len ausgezeichnetist. Es bietetsich an, als erstenSchritt einemöglichstallgemeine
Beschreibungaller TeilchenmodellediesesTypsdurchzuführen.Geometrischgespro-
chen,verlangtdieseineKlassifikationallerendlichen,(nichtkommutativen)spektralen
Tripel. Einesolcheist auchohnebesondereMühedurchführbar[PS],[Kr],[Kr-Diss].
DasErgebnisläßtsichwie folgt zusammenfassen:
Die wenigstenYang-Mills-Higgs-Theorienkönnenim RahmenderNichtkommutati-
venGeometrieformuliertwerden.
Zumeinensindnichtalle(kompakten)Lie-GruppenalsGruppederunitärenElemente
in eineMatrix-Algebraeingebettet.Die unitärenGruppenderreellenMatrix-AlgebrenÄÆÅ2ÇGÈ�É

,
ÄÆÅ2ÇlÊSÉ

, und
Ä�ÅYÇ�Ë.É

sind Ì ÇGÍBÉ , Î ÇGÍBÉ beziehungsweiseÏ¥Ð ÇcÑ�ÍBÉ .
DesWeiterenkönnendie Fermionennicht unterbeliebigenirreduziblenDarstellun-
gendieserGruppentransformieren.Die entsprechendenAlgebrenhaben– mit einer
Ausnahme– nämlich jeweils nur eine irreduzibleDarstellungauf einemkomplexen
Vektorraum.

ÄÆÅ2ÇlÊSÉ
kannnurauf

È Å
dargestelltwerden,

Ä�ÅYÇ�Ë.É
auf

È�Ò Å
. Etwaskom-

plizierter ist esnur für
Ä�ÅYÇGÈ�É

: Als komplexe Algebrahat sie,bis auf unitäreÄqui-
valenz,nur eineDarstellungauf

È Å
, für die reelleAlgebra

Ä�ÅYÇGÈ�É
gibt esaberzwei

inäquivalenteDarstellungenauf
È Å

. Man kannein Element Ó Ô Ä�ÅÕÇGÈ�É
entweder

als Ó oderalsseinkomplex konjugiertesÓ darstellen.Für dasphysikalischrelevante
Beispiel

Ä�Ö�ÇGÈ�É
induzierendiesebeidenDarstellungengeradedie × beziehungsweise

die × DarstellungderEichgruppeÏ0Ì ÇcØ#É . Alles in allem,sind alsonur solcheTheo-
rien denkbar, bei denendie Fermionenunterder fundamentalen,ihrer konjugierten,
oderder trivialen DarstellungdernichtabelschenEichgruppentransformieren.Even-
tuell auftretendeÌ Ç�Ù
É -FaktorenbedürfeneineretwasgenauerenAnalyse.
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Die wesentlicheEinschränkungstelltabersicherderHiggs-Sektor, undin Verbindung
damit die Massenmatrixder Fermionendar. Dieser, und im Wesentlichenauchdas
Wechselwirkungspotential, liegt nämlichschonfest,sobalddie AlgebraundderHil-
bertraum(alsoderfermionischeInhalt derTheorie)vorgegebenwurden.Darüberhin-
ausentspringendie fermionischenMassenmatrizenin solchenModellen stetseiner
spontanenSymmetriebrechung.Die Struktur der Yukawa-Kopplungender skalaren
Felderan die Fermionenist dabeiebenfalls durchdenHilbertraumund die Algebra
weitestgehendfestgelegt.
TrotzdieserEinschränkungengibt esallerdingsimmernochviel zuviele Yang-Mills-
Higgs-Theorien,die eine nichtkommutative Interpretationgestatten.Das Ziel einer
ReformulierungdesStandardmodellsmussesja sein,neuemathematischeStrukturen
darinzufinden.Die geometrischeDeutungdesHiggs-Mechanismusmit Hilfe derBe-
schreibungalsspektralesTripel ist sicherlichschoneinersterSchrittin dieseRichtung.

Esgibt eineReihemathematischerStrukturenspektralerTripel, die bishernochnicht
genügenduntersuchtwurden.So ist zumBeispieldie Frage,ob esein Analogonder
Spin-Gruppeauchfür nichtkommutativeRäumegibt,nochungeklärt.AuseinerBeant-
wortungdieserFragekönntemanzweifellosneueEinblicke in die StrukturdesStan-
dardmodellserhalten.Da die Gravitation auchals Eichtheoriemit der Spin-GruppeÚ:ÛZÜcÝ"Þ�ßSà

als Symmetrie-Gruppeformuliert werdenkann,ist zu vermuten,dasseine
solche,bishernurhypothetische,nichtkommutative Spin-Gruppemit derVereinigung
allervierWechselwirkungenzueinernichtkommutativenGravitationzusammenhängt.
Die Überlagerungá:â Ücã+ä�ÜcÝ"Þ�ß�à�à�Þ2å
æoçéè

wäresicherlichein guterKandidat.Mit ihrer
Hilfe könntemanvielleicht auchdensehrunschönen– undkaumsinnvoll zu begrün-
denden– Ansatz,die Algebraseiein TensorproduktauseinerendlichenAlgebraund
einerAlgebravon Funktionen,vermeiden.
Denkt man an Hopf-Algebren,so stellt sich überhauptwieder die Frageob solche
Symmetrienim Standardmodellrealisiertsind.Will manFeld-Theorienaufnichtkom-
mutativenRäumenquantisieren,sowird eswichtig sein,alleSymmetriendieserTheo-
riengenauzukennenundzuberücksichtigen.AuchausdiesemGrundist esnotwendig
sichmit denSymmetriennichtkommutativer Räumeauseinanderzusetzen. Im neunten
KapitelwerdeneinpaarIdeendazuvorgestellt.Im Vordergrundstehtdabeidie Frage-
stellung,in welcherForm Hopf-Algebra-Symmetrienin diskretenspektralenTripeln
realisiertseinkönnen.



Kapitel 6

Die Klassifikation endlicher
Geometrien

6.1 SpektraleTripel für komplexeAlgebren

Einebeliebigeendlichdimensionaleê6ë -Algebraüber ì ist von derFormíïî ðñ ò ó@ô:õÆö�÷�ø ì�ù�ú
Wie oben,seienû ò dieProjektorenaufdie üþý<ÿ�� Matrix-Algebra õ�ö�÷!ø ì�ù , und� ò � î � û ò � ��� í ú
Ein gerades,reellesspektralesTripel derDimension� zu dieserAlgebraist dannge-
gebendurcheineDarstellungvon

í
aufeinemendlichdimensionalenHilbertraum� ,

sowie einerDarstellungder ’oppositealgebra’
í
	

von
í

, die durcheineantiunitäre
Abbildung � mit �� î �

(also � î � ë ) induziert wird. Die Graduierung� ver-
tauschtmit � , ebensowie der Dirac-Operator� . Außerdemsoll auchhier zunächst
Poincaré-Dualitätin K-Theoriegelten,obwohl dieserBegriff für diskreteRäumenicht
unbedingtsinnvoll ist.
In derFolgewerdennunallemöglichen0-dimensionalenspektralenTripel zurAlgebraí

beschrieben.

Bemerkung6.1.1. Es ist ohnehinnur natürlich für endlich-dimensionaleAlgebren
spektraleTripel der Dimension0 zu suchen.Es sollte abertrotzdemdaraufhinge-
wiesenwerden[Kr-Diss] , dassesnicht möglich wäre,alle Axiome für eineandere
Dimensionzuerfüllen.Füreineendlichdimensionaleêoë -Algebraist zumBeispieldie
Hochschild-Homologienur im Grad0 nichttrivial. Dasheißt,dassjederHochschild-
Zykel vom Grad � für ����� ein Hochschild-Randist.
Deshalbkanndie Graduierung� nur für � î � ein Hochschild-Zykel (mit Koeffizi-
entenin

í 	
) der Ordnung � sein.Sonstwäre � ja exakt, esgäbealsoein � so dass� î�� � , und dementsprechendmüsstedie AuswertungjedesHochschild-Kozykels

vom Grad � auf � verschwinden.Ein solcherKozykel ist abermit Hilfe der Spur
Tr ø ��� ù gegeben.Dannfolgte� î���� ø ���þù î���� ø �� ù î��! #" � �
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unddaswäreoffensichtlichein Widerspruch(wenn $ nichtleerist).

Auf demHilbertraum $ mußsowohl eineLinks- alsaucheineRechts-Wirkung der
Algebraexistieren.(Man kannnatürlichebensosagen,dass% und %'& auf $ darge-
stellt seinmüssen.)DarüberhinaussollendiesebeidenWirkungenmiteinanderkom-
mutieren.Insbesonderewirkendannalsodie Projektoren(�) von rechtswie von links
auf $ undmankann $ in offensichtlicherWeiseals

$ * +,).- /1032 $4)5/76
mit $8)5/9*:(�);$<(=/9*�(3).( &/ $>6
zerlegen.Auf denUnterraum$4)5/ wirkt dabeidie i-te Matrixalgebravon Links, die
j-te von Rechts.
Es gibt abernur eineirreduzibleDarstellungeinerkomplexen Algebra ?A@CBEDGFIH , aufF @CB . JederHilbertraum $8)5/ , dereineDarstellungdieserAlgebraträgtist deshalbvon
derForm F @JBLK FLM B N für ein OP)5/�QAR , wobei ?8@CB�DGFIH auf denzweitenFaktor trivial
(alsEinheitsmatrix)wirkt.
Die Darstellungder“oppositeAlgebra”von ? @SN DGFIH (diezu ? @TN DGFIH isomorphist) aufF @SN ist für UVQW?A@SNXDGFIH alstransponierteMatrix UZY[*�U]\ gegeben,unddementspre-
chendist $8)5/ von derForm FL^ B N K F @SN . Die Links- unddie Rechts-Wirkung können
nur dannmiteinanderkommutieren,wennsie in verschiedenenFaktorendiesesTen-
sorproduktswirken.Esist daherklar, dassdie Räume$4)5/ ein Tensorprodukt$8)5/_*�F @JB K Fa` B N K F @SN
seinmüssen.Die DarstellungderAlgebraist dannfür ba)c/PQW$4)c/ alsd b )5/ *fe d ) K gh ` B N K gh @TNJi b )5/ 6
die derumgekehrtenAlgebraalsba)5/ d * d & ba)5/9*fe gh @JB K gh ` B N K d \/ i ba)c/
gegeben.
Da j sowohl mit derLinks-Wirkung, alsauchmit k kommutierenmuss,kommutiert
esauchmit derRechts-Wirkung: d D.jlbmHonp*�jaD d bqnrH�s
Insbesonderebildet j die Unterräume$4)5/ auf sichselbstabundesexistierenselbst-
adjungierteIsometrien t )5/vu F `)5/'w F `)5/ 6
sodass j]* gh @CB K t )5/ K gh @SNxs
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y mussaberauchein ElementderDarstellungvon z|{}z
~ auf � sein,unddeshalb
kann ���5� nur �<��=��� � sein.Die entsprechendenVorzeichenwerdenin derFolgemit y �5�
bezeichnet.Also y�� �5�9� y �5� � �5�
für alle � �5�P�W�8�5� .
Esist wichtig anzumerken,dassdiesesArgumentunabhängigvondergewähltenBasis
in � ist. Im folgendenkannalsonochbeliebigüberdieBasisverfügtwerden.
Seinun,für beliebiges� �W� , � �c� ��� � � � �P�W�4�c� . Danngilt für die Realitätsstruk-
tur � auf � , die die obigeRechtswirkunginduziert,automatisch

� � �5� � � � � � � �� � � �!��� � �7��� �� �o� �3� ��� �l� �o� � �� � ���o� � � � �L�����E�o�
Weil aberauch ��� � � seinmussfolgt sofortdie Konsistenz-Bedingung:

� �5� � � �����
undausy � � � y erhältmananalog y �5� � y �E�o�
Eine(denkbare)solcheantilineareAbbildung � wäreoffenbardurch

��� �4�5��� ���E�� �!{ � �c�I{ � �� � � �I{ � �c�I{ � �
gegeben.Völlig analogzu endlichdimensionalen Spin-Mannigfaltigkeiten, ist die La-
dungskonjugation,wennsieexistiert,auchhierbis aufunitäreÄquivalenzeindeutig.

Lemma 6.1.2. Esexistiert stetseineOrthonormal-BasisderForm�4�c�P¡ � � � ��{ � �5�¢{ � � in �8�5� , undanalog in ����� , sodass

� � � � �q{ � �5�q{ � ���W����� (6.1)

ist.

Beweis:
DerBeweisberuhtauf folgenderÜberlegung:
Sei £� eineweitereantilineareAbbildung,die alle Axiome für spektraleTripel erfüllt,
also £��� � � und ¤�~ � £��¤�¥ £� .
Dannist �I¦ £� eineinvertierbarelineareAbbildung,diemit beidenAlgebra-Wirkungen
kommutiert,

�§¦¨£��¤ � ¤©�§¦}£�ª�



142 6.1Spektrale Tripel für komplexeAlgebren

und « ¬¨« ®�¯m°±®X¯ « ¬²« ³
z.B. « ¬¨« ® ° « ¬¨« ®
«�´° «¢µ ®�¶¸·¹¯m«° « ´ ® « ¬}«° ® « ¬}« º
Deshalbhat

« ¬ « die Form »¢¼¾½¿¼�» , wobei ½ einelineareIsometrie½ÁÀPÂ�Ã�Ä�ÅLÆÇÂ�ÃoÅ5Ä
ist. (

« ³ « sindselbstadjungierteAnti-Isometrien.)Also ist« ° µ »q¼¾½¿¼�» ·=¬ «
undjedernichttriviale Anteil von

«
rührt von einemsolchen½ her.

Falls È±É°ËÊ ist damit schonallesgezeigt,dennals unitäreMatrix kann ½ durcheine
Basistransformationin einemderbeidenRäumeÂ ÃÌÄoÅ oder Â ÃoÅ5Ä stetsaufdie Einheits-
matrix transformiertwerden.
Ein etwassubtileresArgumentist für denFall È °ÍÊ erforderlich.Hier ist die Eigen-
schaft½ ½ ° » , dieaus

« ´ °Î« ´ ° » folgt, wesentlich.In AnbetrachtderUnitaritätvon½ besagtsieeinfach,dass½ sogarsymmetrischundorthogonalist, ½ ° ½7Ï ° ½©ÐÑ .
Orthogonale,symmetrischeMatrizenlassensichaberals½ °�Ò Ï¹Ó Ò
mit orthogonalemÒ zerlegen. Ó , einediagonaleMatrix mit EinträgenÔÕ» , kannaber
selbstals ÖrÏ×Ö geschriebenwerden,wobei Ö zum BeispieleinediagonaleMatrix mit
Einträgen» beziehungsweiseØ ist.
Mit derunitärenMatrix Ù ° Ö Ò ist dann½ ° Ù Ï Ù undesfolgt sofortdieentsprechen-
deEigenschaftfür « :

Ú »¢¼ Ù}¼�»ÜÛ «�Ý »q¼ Ù ¶ ¼�»SÞ ° Ú »q¼ Ù¨¼:»ÜÛ « Ú »q¼ßÙ Ï ¼�»ÜÛ° Ú »q¼ Ù¨¼:» Û�à µ »q¼A½_¼ß» ·=¬ «aá Ú »¢¼âÙ Ï ¼�» Û° µ »I¼ Ùã½©Ù ¶ ¼�» ·=¬ «° « º
Die interessantesteStrukturdiskreterspektralerTripel ist derDirac-Operator. Zugleich
ist eramstärkstendurchdieAxiomeeingeschränkt.BetrachtetmandieKomponentenä�å;ä ¯æZç ä3èJä ¯é ° ç å æEê è é Àìë è é ÆÇë å æ ³
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sofolgt ausderSelbstadjungiertheitunmittelbarí'îcïEð ñTò�ó�í]ôñTòõð î5ïCö
aus ÷ íøó�í ÷ í'îcïEð ñTò�ó íùïEî.ð òúñxû
DesWeiterenantikommutiert

í
mit ü . Deshalbkann

í'î5ï�ð ñTò
nur von Null verschieden

sein,wenn ü îcï ü ñTòÕóþýPÿ
ist. Die schwerwiegendsteEinschränkungan

í
stellt die

sogenannte“Ordnung-Eins-Bedingung”��� í ö����×ö����	� ó�
 ö ���ö������
(6.2)

dar.
Für � ñ1ò ��� ñTò lautet(6.2)zunächsteinmal:í'î5ï�ð ñTò�� � ñ � ñTò � ò��3ý � î í'î5ï�ð ñTò�� � ñTò � ò���ý��;í'î5ïEð ñTò�� � ñ � ñ1ò���� � ï�� � î �Gí'î5ïEð ñTò � ñ1ò�� � ï ó�
 û
Wähltmanin dieserGleichung

� ó�� ï
und � �ó�! , sofolgt sofort,dass,falls " ó�# istí'î5ïEð îõò � î ó � î í'î5ïEð îõò

für jedes
�$�%�

geltenmuss.Ist "&�ó'# so kann es hingegen keine nichttrivialen
Abbildungen

í'î5ïEð ñTò
mit derEigenschaft

í'î5ïEð ñTò � ñvó � î í'î5ïEð ñTò
geben.

Analogkannman
� ó(� î

, ")�ó$# wählen,in diesemFall erhältman
í'î5ïEð ñTò3ó*


wenn
nicht � ó+! undzusätzlich � �	� � ï í'î5ïEð ñ ïpó�í'î5ïEð ñ ï�� �	� � ï
gilt.
Der Fall " ó%# und � ó,! ist natürlichausgeschlossenweil

í
nur Räumemit unter-

schiedlichenEigenwertenvon ü aufeinanderabbildenkann.Nocheinmalzusammen-
gefasst:

Lemma 6.1.3. Die Komponenten
í'î5ïEð ñTò

verschwinden,außeresist " ó-# oder � ó.! .
Ist " ó+# sovertauscht

í'î5ïEð ñTò
mit derentsprechendenLinks-WirkungderAlgebra.Falls� ó�! ist, sokommutiert

í'î5ïEð ñTò
mit derentsprechendenRechts-Wirkung.

Bemerkung6.1.4. Wenndie Algebrakommutativ ist, sollten,analogzumEndlichdi-
mensionalen,die Rechts-unddie LinkswirkungderAlgebraauf

�
übereinstimmen.

DannmüsstenalleRäume
� î5ï

für "/�ó � leersein.In diesemFall existiertekein nicht-
trivialer Dirac-Operator, weil diesernur RäumeunterschiedlicherChiralitätmit glei-
chemerstenoderzweitenIndex aufeinanderabbildenkann,undhierkämejederIndex
nur ein einzigesMal vor. Um einenAbstandder Punkteableitenzu können,arbei-
tet mandaherauchfür kommutative Algebrenmit denAxiomenfür nichkommutative
spektraleTripel.

Selbstverständlichist
�

ein endlicherzeugterprojektiver Modul über
�

, 021 ist ja
einerüber 3 1 � 0 � , mit demProjektor4 ó diag(

ÿ ö 
 ö ûSûSû ö 

). Daseinzigenochzuüber-

prüfendeAxiom für spektraleTripel ist die Poincaré-Dualität.
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Zur Erinnerung: DieSchnittformder 5 -TheorieisteineAbbildung 57698;:=<?>@576�8;:=<BAC
. Im Fall unendlichdimensionaler, kommutativer D 6 -Algebrenist ihre Invertierbar-

keit (Poincaré-Dualität)grundlegendfür die CharakterisierungdesHomotopie-Typs
von topologischenRäumen,die mit der StruktureinerglattenMannigfaltigkeit ver-
sehenwerdenkönnen.Hier ist ihre Bedeutungnicht soklar, undeswärewohl kaum
ein Beinbruch,daraufzu verzichten.Andererseitszeigtessichaber, dassdie Schnitt-
form derK-Theorieeinesehreffektive undeleganteFormulierungderKlassifikation
endlichdimensionalerspektralerTripel gestattet.
Für (diskretekomplexe) spektraleTripel berechnetmandie Schnittformfür ErzeugerE9F�G derGruppe5=H [?] über: I E9F�GKJML I�N F	EPOQGRSJ	F
wobei

I�N FUTVJ für einenbeliebigenProjektorT als:I�N FUTVJML dimcokerWKXZY[8 T N]\ T <2^ dimkerWKXZ_K8 T N]\ T <
definiertist. Dabeiist `ba Ldce 8 c�fhg < ` F

`ji L ce 8 c ^ g < `
und N \ L ck 8 c ^ g < N 8 c�fbg <Ul` a F ` i sind alsodie Unterräumeder links- beziehungsweiserechtschiralenSpino-
ren,

N \
der nebendiagonaleBlock im Dirac-Operatorder linkschiraleSpinorenauf

rechtschiraleabbildet. T N \ T ist ein Operator, der T ` a auf T ` i abbildet,undI�N FUTmJ ist derIndex diesesOperators.
Für Matrix-Algebrenist die Gruppe 5�n trivial (jedeMatrix über o kannin die Ein-
heitsmatrixdeformiertwerden).Dahermussmanin diesemFall nur 5pH betrachten.
Für qsrt8�oP< sindalle Projektorenäquivalent(in qbuv8�qwrx8�oP<�< ) zu derobenangespro-
chenendiagonalenMatrix mit einer c im erstendiagonalenEintragund Null überall
sonst,die von nunanmit

EyL z{{{| c~} . .. }
�S����

bezeichnetwird. Für einedirekteSummevon � Matrix-Algebrenhatdie 5 -Theorie
dementsprechend� unabhängigeErzeugerES� , diejeweilsausder �U^ tenMatrix-Algebra
stammen.
Bleibt die Aufgabe

I E���F	EU��J zu berechnen.
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Als Erstesberechnetmandie in derDefinition auftauchendenHilberträume:

dim �S���S����h�v���$� � � falls � � � �(�)��
wenn � � � �*� (6.3)

dim �S���S�� �b��� �$� � � wenn � � � �*��
falls � � � �(�)� (6.4)

Es fällt auf, dassvon den beidenRäumen� � � �� � � und � � � �� � � immer mindestens
einerleer ist. Der Operator� � �S����7� � � ���� , dersieaufeinanderabbildet,hatalsoentwe-
der ein leeresBild, oderein leeresUrbild. Der zu berechnendeIndex ist alsovöllig
unabhängigvon � , undergibt sichletztlich zu� � ��� � ��  � � � � � � � �m¡£¢ � � �
wobeinochGebrauchvon denVorzeichen� � � gemachtwurde.
Die in dervorigenFormeleingeführte,symmetrischeMatrix mit ganzzahligenEinträ-
gen ¢ � � � � � � � � � �
die identischmit der Schnittformder K-Theorie ist, enthältoffensichtlichdie voll-
ständigeInformationüber � ( in Form der � � � ), die Algebra-Darstellung,� und ¤ .
DesWeiterenkannmanalle wesentlichenEinschränkungenan die Wahl desDirac-
Operatorsausder Matrix ¢ entnehmen.Die einzigeInformation über dasspektrale
Tripel, die aus ¢ nichthervorgeht,ist die Algebra ¥ .
Alles in allem sinddiskretespektraleTripel alsodurchdie VorgabederAlgebraund
derSchnittform ¦;¥ � ¢£§ charakterisiert.
WennmansicheinmalandenUmgangmit derSchnittformgewöhnthat,stellt diese
Beschreibung einesehreffektive undeinfacheMöglichkeit, die Bedingungenan den
Dirac-Operatorzusammenzufassen,dar.

6.2 ReelleMatrix-Algebr en

FürphysikalischeAnwendungenbetrachtetmanAlgebrenüberdemKörperderreellen
Zahlen.BeiderKlassifizierungderdiskretenspektralenTripel zudiesenAlgebrensind
einigeUnterschiedeim Vergleichmit komplexenAlgebrenzubeachten.
Wie weiter obenangedeutetsind reelleendlichdimensionalë)© -Algebrenstetseine
SummevonMatrix-Algebrenmit reellen,komplexenoderquaternionischenEinträgen.ªs« ¦;¬ § kannvöllig analogzumFall komplexer Algebrenauf  « dargestelltwerden.
Die Aussagenüber � , ¤ unddenDirac-Operatorbleibendannvollkommenunverän-
dert.
Fasstman

ªw« ¦� § als Algebraüber ¬ auf, so gibt eszwei inäquivalenteirreduzible
Darstellungen.Nebender fundamentalenDarstellungauf  « existiert nun nochdie
konjugierteDarstellungauf  « , bei derMatrizenals ihr komplex konjugiertesdarge-
stellt sind.
Die reelleAlgebra

ªs« ¦¯® § hatzwarebenfallseinekonjugierteDarstellung(durchqua-
ternionischeKonjugationderMatrix-Einträge),dieseist aberunitäräquivalentzurfun-
damentalenDarstellungaufdem [° « . Für jedesQuaternion± ist ja ±²© �+³ ° ± ³ ©° .
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Mit dennachwie vor existentenProjektoreń2µ auf die Unteralgebren¶¸·(¹wº9»U¼;½Zµ�¾
lässtsich ¿ wiedergemäß ¿ ·.À µÂÁ ¿hµÂÁ
in invarianteUnterräumeaufspalten.Da esaber, falls ½ µ ·*Ã ist, zwei inäquivalente
Darstellungengibt, könnendie Räume¿sµÄÁ weiterals¿hµÄÁ�·ÆÅpµÄÁ�ÇhÅ µÄÁ
zerlegt werden.Analog ist dieseAufspaltungnatürlichauchfür die Rechts-Wirkung
durchzuführen.
Die Unterräume¿hµÄÁ sindweiterhindieEigenräumevon È zudenEigenwertenÈ£µÄÁ . Als
(selbstadjungierter) Hochschild-Zykel hat È dengleichenWert in der fundamentalen
undderkonjugiertenDarstellung.
Für denDirac-OperatorÉ ergibt sichebenfalls nureinekleineÄnderung:
Die Ordnung-Eins-Bedingungbesagtja für die KomponentenÉ µÄÁ�Ê Ë�Ì , dassÉ µÂÁ�Ê Ë�Ì�Í ¼�Î Ë ¾[· Í ¼�ÎÏµÐ¾�É µÄÁ�Ê Ë�Ì
seinmuss.(Hier ist essinnvoll die DarstellungÍ ¼�ÎÑ¾ und dasAlgebra-ElementÎ zu
unterscheiden.)DiesverlangtÒ2·+Ó (wenn É µÄÁ�Ê Ë�ÌÕÔ·�Ö ), aberauch,dassÉ µÄÁ�Ê µ×Ì dannein
IntertwinerderentsprechendenDarstellungenvon ¹ º�» ¼;½ µ ¾ auf ¿ µÂÁÏØ ¿ Ë�Ì ist. Diesist
abernurdann(nichttrivial) möglich,wenndieseDarstellungenäquivalentsind.

Die Ordnung-Eins-Bedingungbesagtnunalso:
Der Dirac-Operator É kannnur zwischenäquivalentenDarstellungen von ¶ (bezie-
hungsweise¶VÙ ) vermitteln,undauch diesnur, wenner mit denentsprechendenDar-
stellungenvertauscht.

DieRealitätsstrukturÚ bildetweiterhindieRäume¿sµÄÁ aufdieRäume¿ÛÁ�µ ab. Weil für
Matrizen Î�ÁÝÜ ¹sº�Þß¼�ÃP¾ die Rechtsdarstellungim Wesentlichenüber Î ÙÁ ·*ÚKÎáàÁ Ú�·âÎ£ã
gegebenwird, bildet Ú dabei,ebensowie É , nur äquivalenteDarstellungenaufeinan-
derab. Esgilt alsozumBeispiel ÚxÅmä µÄÁ ·�Å Á ä µ�å
QuaternionenhabenkeineeindimensionaleDarstellungunddementsprechendgibt es
auchkeineProjektorenvom RangEinsinnerhalb¹sºt¼¯æç¾ . Alle Projektorenvom Rang
Zwei sindäquivalentzu der èsé�è -Matrix mit êë Üwæ im erstenDiagonaleintragals
einzig nicht verschwindendemEintrag. Infolgedessenändertsich nun auchdie Be-
rechnungderSchnittform.Verwendetmandie NotationdesvorigenAbschnitts,soist¼�ì�í�µ Ø í�Á�î@·Ý¾ßïSµÂÁm·-È£µÄÁSð�µÂÁ nur wenn ½Zµ Ô·ñæ und ½@Á Ô·ñæ sind.Ist einederbeidenbe-
teiligtenAlgebrenquaternionischsoist ï�µÄÁ/·+ò�ÈßµÄÁ�ðSµÄÁ , sindbeidequaternionischerhält
man ï�µÄÁ�·Æó�ÈßµÄÁ�ðSµÄÁ .
Die Gruppeder invertierbarenreellenZahlen(und damit auch ôöõy¼�è Ø�÷ ¾ ) hat zwei
Zusammenhangskomponenten. Andersausgedrückt:esistø�ù ¼�¹wº¼ ÷ ¾U¾ú·�ûZü å
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DerartigeTorsionin derK-Theoriebleibt bei derBerechnungderSchnittformunbe-
rücksichtigt.(In SullivansTheoremwird siedurchTensorierenmit einemgeeigneten
Ring eliminiert.)

6.3 Differ entialalgebra,Metrik und all das

Der interessantesteAnteil einesspektralenTripels ist derDirac-Operator, dersowohl
die metrischenEigenschaften,als auchdie Differentialstrukturbeschreibt.DieseBe-
schreibung ist allerdingsnicht eindeutig:Zu einer gegebenenMetrik (und Algebra)
gibtesvieleunterschiedlichespektraleTripelmit dendazugehörigenDirac-Operatoren.
FürendlichdimensionaleGeometrienlässtsichdiesesProblemabersehrelegantlösen:
DieDarstellungderAlgebra(aufdenquadratintegrablenSchnittenin einSpinor-Bündel)
und denzu der vorgegebenenMetrik korrespondierenden Dirac-Operatorfindetman
in diesemFall durchMinimierendesWirkungsfunktionalsý/þ�ÿ���� ��� ���
	��
überderMengeallerDirac-Operatoren,diezudergegebenenMetrik korrespondieren.
DieseMethodeist für diskretespektraleTripel nicht anwendbar.

In diesemFall kannman(natürlich)nicht dasWodzicki-Residuumverwenden,dafür
existiert aberdie gewöhnlicheSpur ���� � ��� ���

.
DesWeiterenist zu beachten,dass– bei gegebenerMetrik – derHilbertraumfür dis-
kretespektraleTripel nichtalsfestvorgegebenbetrachtetwerdenkann.( Im Gegensatz
zumendlichdimensionalenFall, woderHilbertraumunendlichdimensionalist,undnur
überdieDarstellungenvon ����� ���

minimiertwerdenmuss.)ManmüsstealsodasEx-
tremumüberallemit denAxiomenverträglichenendlichdimensionalen Hilberträume,
die DarstellungderAlgebraauf diesenRäumen,undnatürlichalle Dirac-Operatoren,
die zuderselben,festvorgegebenMetrik korrespondieren,suchen.
Der letztePunktverursachtdie eigentlicheSchwierigkeit. Esist nämlichsehrschwie-
rig, für ein gegebenesdiskretesspektralesTripel die zugehörigeMetrik zu berechnen,
und dasumgekehrteProblem,nämlich die Parametrisierungaller spektralenTripel,
dieaufdiegleiche,vorgegebeneMetrik führen,ist offenbarnochdeutlichschwieriger.
OhnedieseParametrisierungist dasobigeExtremalprinzipabernichtwohldefiniert.Es
ist auchüberhauptnichtklar, welcheWirkungmananzusetzenhätte.Die Spurexistiert
ja für jedes(positive) Polynomvon

� �
, undwie vieleMinima dannjeweils existieren

würdenstehtin denSternen.In manchenBeispielenkannmanzeigen,dassdie Wir-
kung �� � � ��� ���

unendlichevieleMinima hätte,diezurselbenMetrik korrespondieren.
Als einfachenAusweg betrachtetman einfach alle diskretenspektralenTripel oh-
neweitereEinschränkungals “ Nichtkommutative Spinmannigfaltigkeiten”. Eswäre
aber, im Hinblick auf die Tatsache,dassmandie Massenmatrizenim Standardmodell
alsDirac-OperatoreinesdiskretenspektralenTripels interpretierenkann,interessant,
einebefriedigendeFormulierungdiesesExtremalprinzipsfür diskretespektraleTripel
zu suchen.

Die BerechnungvonDifferentialalgebrenist immersehrheikel, insbesondereweil hier
die Darstellung� der Algebraeinewichtige Rolle spielt, und mangenauzwischen
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(Differential-)Algebra-Elementen und ihrer Darstellungunterscheidenmuss.Genau-
er gesagt,kommt esauf die Fortsetzungvon � zu einerDarstellungderuniversellen
Differential-Algebra���� � gemäß�"!$#&%�'(#*)+' ,.-/-/-�'(# �*0.1 �"!$#&% 0+2 354 �"!$#6) 0$7 -/-/- 2 3�4 �"!$# �
0$7
an.
Der Differentialkalkülwird dannwie folgt konstruiert:Die Formenvom GradEins,� ) !�� 0 , erhältmanalsQuotientvon � )�8� unddemKernvon � . Da � hier treuist, ist
derBimodul � ) !�� 0 alsoisomorphzu �"!$� )� !�� 090 .
Zur KonstruktionderFormenvonhöheremGraddividiert mandurcheindifferentielles
Ideal,

� � : !�� 0�;=<?>1 � �� �A@8B � 4 B � 1 � �� �DC�! ker �FEG' ker � 0=H
Auf dieseWeiseerhältmaneineDifferentialalgebra� : !�� 0 , die, wennmansie nur
alsLinksmodulüber � auffasst,auf I dargestelltist. Allerdingsist ihre Strukturals
Differentialalgebranicht auf I dargestellt.(Esgibt keinenOperatorJ auf I , der–
analogzu K – dasDifferentialgemäßdL 1 JMLONP!?QSR 0UT/V�W ) L"J darstellenwürde.)Im
klassischenFall einerendlichdimensionalenSpin-Mannigfaltigkeit sinddie p-Formen
zumBeispielals

X !�Y 0UZ Y
[(\�] H/H/H ]FY^[/_M`a X !�Y 0cb
d [(\ -/-/- b [/_�e
dargestellt,wobei die Klammerungder Indizesauf der rechtenSeitedie totaleAnti-
symmetrisierungin denIndizesf.) 4/H/H/H f*g andeutensoll.
Essolltekaumüberraschen,dassdie DifferentialgebraeinesdiskretenspektralenTri-
pelsbereitsdurchdie DarstellungeinereinzigenEins-Form vollständigbeschrieben
ist.

Lemma 6.3.1. Der Differentialkalkülerster Ordnungist ein innerer Differentialkal-
kül, dasheißtesexistiert eineEins-Formh 1Di jUkl6m J j ' J m 4 (6.5)

sodasssich dasDifferential jedes#FnG� als

Z # 1o2 h 4 # 7
berechnenlässt.

h
hängtmit demDirac-Operator über

3p1 �"! h 0 Nrqs�"! h 0 q
zusammen.
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Beweis:
GemäßderDefinition ist t"u$v(w*xzy|{ }5~=t"u$w*x$� . Zu zeigenist daher:� �U��6� { t"u��

� x^{�}5~=t"u�� � x$�(~=t"u$w*x$��y|{ }5~=t"u$w6x$�&�
Seinun � � ��� ��� y�� � ���� t"u���xU� � ���� . Für jedes� ���s������� ist dann

u�t"u���xU� ��� x � � y �� � ������ �
� {�}�~=� � ��� �����  � �y � ������ u��

� }�� � � ��� x � �y u�� � }�� � � ��� x � �y ¡ �+� } � ��� �9� � ��� �
ManerhältdannsofortdieBeziehung}¢y�t"u���x�£�¤�t"u���x9¤ , wennmandieEigenschaf-
tenvon ¤ und } verwendet.Da aberwegenderOrdnung-Eins-Bedingung{¥¤���¤6~�w8�¦y¨§
für jedesw �G© gilt, folgt darausdie Behauptungv(wªy|{ }5~�w8��y|{ �«~�w8�
Esseinochangemerkt: ��y � �U��6� �

� v � � y¬ � � � � v(� � �
DieEins-Form � hatmehrereinteressanteundausgesprochenhilfreicheEigenschaften,
die nunkurzskizziertwerdensollen.t"u���x ist selbstadjungiert.Auf demKalkül ersterOdnunggibt esdeshalbeinenatürliche
Involution mit derEigenschaft v¯®±°²y¬�u³°´®µv6x=~
so dassdie Darstellungauf � aucheine ° -Darstellungist. Man setztdazueinfach� ¶·y¸� .
Die folgendeBeobachtungwird sichim nächstenKapitel alsnützlicherweisen.

Korollar 6.3.2. DasZentrumdesBimoduls¹±º�u © x ist trivial: wennfür eineEins-Formw(»¼y¸»½w für jedesw �µ© ist, sofolgt »¼y¨§ .
Beweis:
Zunächsteinmalgilt für Idempotente¾±yD¾/¿ , stets¾Àv&¾�¾±y¨§«�
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Zum BeweisdieserAussagedifferenzieremaneinfach Á�ÂÄÃ�Å²ÆÇÃ undmultipliziere
dasResultatvon rechtsundlinks mit Ã . Folglich istÈ�ÉcÊ È�É�È�É Â È�ÉÌË8È�É Â¨Á«Í
JedesElementaus Î±Ï�Ð�Ñ�Ò kannals endlicheSummevon Elementender Form ÓÄÂÔ�Õ·Ö Õ Ë × Õ

geschriebenwerden.AngenommenÓ kommutieremit jedem ØÚÙPÑ , also
insbesonderemit

È�É
.

Multipliziert mannunbeideSeitenvon
È É Ó¸ÂoÓ È É mit

È É
, soerhältman(mit

È ÅÉ ÂÈ�É
) È É Ó È É Â È É Ó

Esist aber ÈÀÉ Ó ÈÀÉ Â�Á«Û
denn

È�É
kommutiertmit Algebra-Elementenund esist ja

È�ÉÌË8È�É ÂpÁ . Dannist alsoÈ�É Ó¼Â¨Á für alle Ü , undsomitauchÓ¼Â�Á .
Bemerkung6.3.3. Für kommutative Algebren,wo jedesElement ØÝÙÄÑ als ØÞÂÔ É Ø É$È�É Û�Ø É ÙDß , geschriebenwerdenkann,bilden die Formen

È�ÉcÊ È¦à ÛáÜ5âÂpã eine
Vektorraum-Basisvon Î±Ï�Ð�ÑáÒ . (Man kann ja mit Hilfe der Bimodul-Regeln Ø Ê Ö ÂÊ Ð$Ø Ö ÒäÆ Ê Ø Ö jede Eins-Form als lineareKombinationdieserFormenschreiben.Zu
beachtenist auch

Ê*å Â|ÁFÂ Ô É Ê È�É , weshalbdie
ÈÀÉ$Ê È�É

nicht linearunabhängigvon
diesenFormensind.)
Die DarstellungdieserBasisauf æ ist alsç Ð ÈÀÉcÊ(È�à Ò.Â È�É�èFÈ�à Æ È�É$é�Éêà�è Â È�É�è�È¦à
gegeben.Da ÜGâÂ¢ã , ist dieserOperatorgeradedie Zusammenfassungaller von Null
verschiedenen

è Éìëîí à�ë
.

Lemma 6.3.4.
Ê Ë Â ËïËäð Ô ÈÀÉ�ËñË8ÈÀÉ

Beweis:Ê Ë Â Æ5ò É Ê(È É Ê(È É
Â Æ ò Éôó Ë Û È�É�õ ó Ë Û È�É�õ Â ËñËäð ò É È�É�ËïË8È�É Í

Die Produktein der obigenGleichungsind als Produkteinnerhalb ÎöÅ÷¯Ð�Ñ�Ò zu ver-
stehen.Im Momentkanndamit nur formal gearbeitetwerden,weil die StrukturvonÎöÅ÷ Ð�Ñ�Ò noch nicht ausgearbeitetist. Genauzu diesemZweck dient aberdie obige
Formel:
Die universelleDifferentialalgebraÎ Åø Ð�ÑáÒ kannaus Î±Ï�Ð�ÑáÒsù±úûÎ±Ï�Ð�Ñ�Ò durchAbdivi-
diereneinesentsprechendenIdeals(wodurch

Ê Å�Â¢Á und die Leibniz-Regel erreicht
wird) konstruiertwerden.Da mit Î±ÏîÐ�ÑáÒ aberauch Î²Ï�Ð�Ñ�ÒÀù ú Î±Ï�Ð�ÑáÒ auf æ darge-
stellt ist ( Ó Ï ù ú Ó Å·üý ç Ð�Ó Ï Ò ç Ð�Ó Å Ò ), kannmanfür dieKonstruktionvon ÎöÅ÷ Ð�ÑáÒ diese
Darstellungvon Î±Ï�Ð�ÑáÒ�ù ú Î±Ï�Ð�ÑáÒ auf æ alsAusgangspunktnehmen.
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Lemma 6.3.5. Sei þÇÿ��������	��
����������	� alsþ������� ��� 
 � � � � (6.6)

gegeben.

DasdifferentielleIdeal vomGrad 2 spaltetsich dannals ���� ��� ��� � ��� auf. (Es
ist einUnter-Bimodulvon � � ����� 
��!� � ����� mit � � " ������#� � ���	��
���� � ���	�%$&� .)

Hierbei ist � �  ker ' (wobei ' in der üblichenWeiseauf � � ���	�(
 � � � ���	� fortge-
setztwird: '���) � 
*�+),�-���'���) � �.'���),�/� ).��� bezeichnetdenUnter-Bimodul,der vondenKommutatoren 021�3�þ�4 , 1Pÿ5� erzeugt
wird, und ��� ist der vonElementen�6� 1 � � � 
�� �*7 þ8�:9 � 3 1 � 3;9 � ÿ+�	3
sodass< � 1 � � 9 � �= gilt, erzeugteUnter-Bimodul.

Beweis:
JedesElementvon � � ����� zerfällt in eineendlicheSummevon ElementenderForm)5#1 � 9 . Manberechnetleicht >&) :>?)5 � )A@B) � @C1 �EDþ 7F�G� �:9�3 (6.7)

und,für denspeziellenFall, dass) exakt ist, )5#>H1I � 1 7 1 � :> � 1J Dþ�1 7 1 DþLK (6.8)

Hierbeiist DþÇÿ�� �" ���	� dasBild von þ .
Deshalbist die Divisiondurch ��� notwendigum die WohldefiniertheitdesDifferenti-
als > , also >H=M�= , zugarantieren.> �ON = gilt nurwenn ��� abdividiert wird.� � musseigentlichnicht im Quotientenberücksichtigtwerden,wennman nur eine
Differential-Algebrakonstruierenwill. Man erhält abernur danneine Differential-
Algebra,die als � -Modul auf P dargestelltist.

Die konkreteStrukturvon � undvor allemdie Strukturvon � � " ���	� hängtsehrstark
vonderspeziellenSituationab. ÜberdenfolgendensehrinteressantenSpezialfall, dem
auchdasdiskretespektraleTripel desStandardmodellsangehört,kannmanabernoch
etwasmehrsagen.
Zuvor mageshilfreich sein,die Operatoren

�G�
und þ genauerzu beschreiben.�

bildetRäumemit gleichemzweitenIndex aufeinanderab. Dementsprechendbildet

þQ�'BR ��� � � �G� � �TS
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nurRäumemit gleichemerstenundzweitenIndex aufeinanderab,UWVYX5Z\[^]_X5Z\[G`
Mankann

U
alsoalsdiagonalenAnteil von a�b�c^d�efchg interpretieren.

Ein interessanterSpezialfall tritt auf,wenn a�b�c^d*efcig bereitsdiagonalist,a�b�cOd e chgkjla�b U gnm
sodasso�p*qroLs . In diesemFall erleichtertsichdieBerechnungvon t p u b�v�g erheblich:

Lemma 6.3.6. Wenn a�b�chg.a�b�cigMjwa�b�cMd�eFchgxjya�b U g ist, dannist zU j{cGc und der
DifferentialkalkülzweiterOrdnung, t p u b�v�g bleibtein innerer Kalkül:|?} jlc }A~B} c�m (6.9)

für jedeEins-Form
}

. Der Unter-Bimodul o setztsich in diesemFall ausdemKern
von a unddemvonKommutatoren �2��m�c^d�e+c/� erzeugtenIdealzusammen.

Die VoraussetzungendiesesLemmassindzumBeispieldannerfüllt, wenn a�b�chg.a�b�chg
in a�b�v�g liegt.
Kommutiert a�b�chg.a�b�chg mit a�b�v�g , so ist o_j ker a und die Aussageist sofort völlig
klar.

Lemma 6.3.7. Die Gleichung a�b�chg.a�b�chg�j�a�b U g
gilt dannundnur dann,wenna�b�chg.a�b�chg mit demZentruma�b���b�v	g�g von v kommutiert.

Beweis:
Kommutiert a�b�chg.a�b�chg mit demZentrum a�b���b�v�g�g sokommutiertesinsbesonderemit
allen a�b�� Z g . Mit � Z � Z����

folgt daraussofortdie behaupteteIdentität.
Zum BeweisderUmkehrungseiderEinfachkeit halberangenommen,esgäbegenau
ein � , so dassa�b�� Z g nicht mit a�b�chg.a�b�chg kommutiert.Der Kommutatorsei mit � be-
zeichnet.In diesemFall ergibt explizite Berechnungden Widersprucha�b�chg.a�b�chg^�a�b U gkj�� .

Damit sind diejenigenspektralenTripel für welchedieserSpezialfall eintritt, bereits
sehrgenaucharakterisiert.a�b�cig.a�b�chg kommutiertin jedemFall auchmit a�b�vJ�Eg . Oben
wurdeklar, dassdarunterjederder Räume� Z\[ auf sich selbstabgebildetwird. Die
Einschränkungvon a�b�chg.a�b�chg aufeinenRaum� Z2[ mussdaher(in derAufspaltungvon� Z\[ alsTensorprodukt)vonderForm � Z\[ d id sein.(Insbesondereist dasdannderFall,
wenn � p�� �� ist).

In physikalischenAnwendungenverwendetmandie Differential-Algebravor allem
zur BestimmungdesRaumsder Eichpotentiale(Zusammenhänge),die, wie üblich,
durchselbstadjungierteEins-Formenbeschriebensind.
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Korollar 6.3.8. Ist � eineselbstadjungierteEins-Form und �����Q�����?�y ¡�A� die
zugehörige Krümmung, dannist, wennderDifferentialkalkülein innerer ist,���£¢O¤/¥h�k��¦�§
Selbstverständlichsind auchalle Eichungen̈©¥&¨ ª* «¨¬®��¨ª�� dessomit gefundenen
Minimums ¥ von ¯����Q�k��°,±����Y²?���Q��� Lösungen.
Man mussaberdaraufhinweisen,dassdiesnureineformaleLösungist. Bei denphy-
sikalischenAnwendungenwird dasdiskretespektraleTripel mit demspektralenTripel
derSpin-Strukturauf derRaumzeittensoriert.In diesemFall kannespassieren,dass
dervom diskretenspektralenTripel herrührendeAnteil derZwei-Formen,vollständig
durchdasdifferentielleIdeal,welchesvon demspektralenTripel der Raumzeither-
rührt, abdividiert wird. Tritt dieserFall nicht auf, so sagtobigesKorollar, dassesin
jedemFall einespontaneSymmetriebrechunggebenwird. Die skalarenFelder, wel-
cheals Komponentender vom diskretenAnteil stammendenEins-Formenauftreten,
habendanneinennichtverschwindendenVakuum-Erwartungswert¤/¥ . Die verbleiben-
deSymmetrieist offenbargenaudiejenigeUntergruppederinnerenAutomorphismen
derAlgebra,die denDirac-Operator(undsomit ¥ ) invariantlässt.
An dieserStellelässtsich nicht mehrüber ³µ´ aussagen.Zum AbschlußdiesesAb-
schnittsfolgen nochein paar, kurze,losezusammenhängendeBemerkungenzu ver-
schiedenenAspektenvon spektralenTripeln.
Eine wichtige EigenschaftdesSpinor-BündelsendlichdimensionalerSpin- Mannig-
faltigkeiten ist es,die Morita-Äquivalenzder Algebrader Funktionenmit der Alge-
bra der Schnittein dasClifford-Bündelzu liefern. DieseEigenschaftwird bei der
“nichtkommutativen” Reformulierungvon Spin-Strukturenexplizit verwendet.Dabei
benutztman,dassdie Algebrader Schnitteins Clifford-Bündelisomorphzum Bild
deruniversellenDifferentialalgebraaufdemHilbertraumist.EineanalogeEigenschaft
gibt esfür diskretespektraleTripel, undwahrscheinlichallgemeinfür nichkommuta-
tivespektraleTripel, nicht.
DaderHilbertraum¶ einesspektralenTripelsalsBimodulüberderAlgebraTensor-
produkte¶ ·*¸!¶ ª (wobei ¶ ªx¹�»º ¶ denkonjugiertenHilbertraumbezeichnet)
gestattet,ist esaberohnehininteressant,dieseetwasgenauerunterdie Lupezu neh-
men.

Lemma 6.3.9. ¶ ·*¸+¶ ª ¹��¼½¿¾ À;¾ Á(Â8Ã ¬h¸A�T¶ ½\ÀGÄ ¶ Á�À �©§
Beweis:Es ist klar, dassalle Tensorprodukte¶ ½\À ·�¸F¶ ªÅ Á ¹� ¶ ½\À ·�¸�¶ Á Å überder
Algebraverschwinden,wennÆ�Ç��È ist. ZumBeweisbetrachtemanAlgebra-ElementeÉ ��Ê Á É . DerRestist straight-forward.

DasTensorprodukt¶ ·�¸�¶Ëª weistalsodurchauseinegroßeÄhnlichkeit zumBild
deruniversellenDifferentialgebraauf.DifferentialformenkönnenjaebenfallsnurRäu-
memit gleichemzweitenIndex aufeinanderabbilden,undsiekommutierendannauch
mit derWirkungderAlgebraaufdieseUnterräume.
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Im Allgemeinenwird dieDifferentialalgebraabernicht isomorphzumobigenTensor-
produktsein.EsmüssenzumBeispielnicht alle (erlaubten)ÌJÍ2Î;Ï Ð�Î von Null verschie-
densein,unddaherwerdenin derRegelauchnichtalleElementevon Ñ8Ò6Ó�ÔAÕ�Ö Í2Î?× Ö5Ð�Î/Ø
in derDifferentialalgebravertretensein.(Darüberhinaussindohnehinnichtalle ÌJÍ2Î;Ï Ð�Î
erlaubt.)
In einigeneinfachenBeispielenbestehtdieserIsomorphismusallerdings.Eswäresi-
cherinteressant,herauszufinden,unterwelchenVoraussetzungendie Algebraunddas
Bild deruniversellenDifferentialalgebraisomorphsind.
In [?] wird ÖÚÙ�ÔLÖËÛ alsRaumderFermion-AntifermionBindungszuständeinterpre-
tiert.ElementeÜ diesesRaumssindfür endlichdimensionalekommutativeGeometrien
von derFormÜ�Õ�Ý(Ø�Þ�ß Í Üáà Ï Í Õ�Ý®Ø�ÙâÜ Ûã Ï Í Õ�Ý®Ø Üáà Ï Í£× Ü ã Ï Í�ä Öæå
Auch dieseInterpretationerscheinthier schwierig.Für dasspektraleTripel desStan-
dardmodells,enthielteÖ Ù*Ô!ÖËÛ zumBeispielauchAntiquark-Lepton“Bindungs-
zustände”.

Nebender Differentialstrukturbeschreibtder Dirac-Operatorvor allem die Metrik
derzugrundeliegendenMannigfaltigkeit. Die BerechnungdesgeodätischenAbstands
zweierZuständeist abernichtallgemeindurchführbar. FüreinfacheBeispielewird sie
im nächstenAbschnittvorgeführt.Die Metrik bedingtaberauchdasSkalarproduktder
Formen,unddiesessoll nunausgearbeitetwerden.
Die DarstellungaufdemHilbertraum Ö induzierteinenatürlicheSpuraufderAlge-
bra ç , welchesichzu einerSpurauf derDifferentialalgebraèµé*Õ�ç	Ø fortsetzt.Damit
erhältmanauchein SkalarproduktaufdenFormengemäßê�ë àE× ë ãíì Þ tr Õ ë Ûà ë ã Ø©å
Für kommutative AlgebrenberechnetsichdasSkalarproduktderBasis-Formenzu:ê�î ÍTï î Î?× î Ð ï î,ð ì Þ tr Õ�ñ Û Õ î ÍTï î Î Ø.ñ�Õ î Ð ï î,ð Ø�ØÞ òóÍôÐ/ò�Î ð ß�õ tr Õ�Ì ð õ Ð õ ÌIÐ õ ð õ Ønå
BezüglichdiesesSkalarproduktesist die Basisalso orthogonal.Der Operatorunter
derSpurim letztenAusdruckdieserGleichungist ein positiver Operatorvon ö ð õ auf
sichselbst.Die Norm einerderFormen

î Í�ï î Î verschwindetoffenbarnur dann,wennÌ Í õ Î õ Þy÷ für alle ø ist, und diesbedeutet,dassdie entsprechendeForm selbstver-
schwindet.DasSkalarproduktist demnachpositiv definit.
Im Gegensatzzum endlichdimensionalenFall ist diesesSkalarproduktaberkeines-
wegseindeutig(bisaufSkalierung).
Eskannin derfolgendenWeisemodifiziertwerden:ê�ë ×�ù ì%ú Þ tr û�ñ�Õ ë Ø:ü&ñ�Õ ù Ø:ýnþ ×
wobei ü ein Operatorist, welcherselbstadjungiertist, und,um die Eichinvarianzzu
garantieren,auchmit der Algebra kommutierensollte. Es ist in Anlehnungan den
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klassischenFall auchsinnvoll, wennauchnichtzwingenderforderlich,ÿ sozuwählen,
dassesmit � unddem“Laplace-Operator”��� (dannist ÿ insbesonderekonstantauf
derRaumzeit)kommutiert.
Für physikalischeModellespielt ÿ die Rolle einerverallgemeinertenKopplungskon-
stantenundessolltedahernurexperimentellfestgelegt werden[MP]. Mankann ÿ aber
auchverwendenumzusätzlicheSymmetrienetablierenzukönnen.FürdieAlgebrader
FunktionenaufeinerdiskretenGruppewird man ÿ sowählen,dassdasSkalarprodukt
derFormenmit demvom Haar-Maßinduziertenübereinstimmt.
Außer für einigewenigeSpezialfälle,ist es im Allgemeinenäußerstschwierigeine
Metrik als � -bilineareAbbildung ���	�
����������
��������� zufinden.Die ersteSchwie-
rigkeit liegt im AuffindeneinerBasisalsLinks-Modul über � von � � �
��� . (Diesge-
lingt nur in Beispielen.)Wenn man jede Eins-Form eindeutigals ��������� �! "�
mit � �$# � schreibenkönnte,so wäreeinesolcheMetrik auf denerstenBlick als�%�'&)(*�+� � ��,.-� � � gegeben.Mit dieserDefinitiongilt dannnämlich�%�/��&)(0,1�'�2, - �%�'&)(*�3��& 45��&6, # ��&
die Gleichung �%�7�'&6,8(+�9�:, - �%�;&)(+�3� kannsoabernicht sichergestelltwerden.Im Ge-
gensatzzum klassischenFall kommutierenEinsformenund Algebra-Elementehier
nämlichnicht.
Esist aberTeil derAxiome für spektraleTripel, dasseinesolcheBilinearform�5<=&;<>�$?:@ AB@ ���C�
die implizit überdie GleichungDFEHG ,>�JIK&8L;�3� ->M �ON%��IK&6,�L*P8& 45IK&8L # @
definiertist, für Spinorenexistiert.Mit@RQTSVUWIXQYS��[Z1\^]_ \QYS AB` \QTS &
wobei ]_ \QTS #ba/c>d beziehungsweise` \QYS #Wafe ghd ije A a*c�i sind,undanalogL0QYS�� Z \k]l \QTS Anm \QTS &
schreibtsich �o<j&+<=� dannexplizit als�JIK&8L;�;�[Z QTSBp Q p qS rs Z \7t u DFE+v m uQYSxw ` \QTS	y -�z <o]l uQTSKw ]_ \QTS1y - A {| e g3d i	e A {| c.i }~ p Q p qS*�
6.4 Der letzteSchritt

Strenggenommenist dieKlassifikationderendlichenspektralenTripel modulounitär-
erÄquivalenzandiesemPunktnochnichtvollständigabgeschlossen.Die Freiheitder
Basiswahl in @ wurdebishernämlicheinzigdazuverwendet,einekanonischeForm
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derAlgebra-Darstellung,� und � zufinden.Esexistierenaberimmernochgenuguni-
täreTransformationenauf � , die mit � , � und � vertauschen.Damit ließesich im
Prinzip nun aucheinekanonischeForm für denDirac-Operator� angeben.Für den
allgemeinenFall einerabstraktenAlgebra ���J�R�"�8�J�9� gestaltetsichdie Durchführung
diesesVorhabenswegendermannigfaltigenFallunterscheidungenabersehrschwierig.
Im nächstenAbschnittwird dieKlassifikationfür einzelne,einfacheBeispielevervoll-
ständigt.
Die grundsätzlicheStrukturdernochverbliebenenFreiheitbei derWahl derBasisin� kannmanabersehrleicht charakterisieren:

Gesuchtsind,wie obenangedeutet,unitäreOperatoren� auf � �����T�����T� , die so-
wohl mit derDarstellungderAlgebraalsauchmit derRealitätsstruktur� vertauschen.
(Mit � kommutierensieohnehin,denn���W�;�
���o�B�H�>�
��� .)
Aus �0�����0�����/�3� , beziehungsweise� �� ��� �� ��� �� � folgt dannwie zuvor���R�T�����R�T�j�� ist alsoblockdiagonalmit entsprechendenBlöcken �/�T� . Diesesind,dasie mit der
Algebraund � kommutierenmüssen,notwendigerweisevon derForm� �Y� � �� �"� �B� �T� � �� �.�¡ 
mit unitärenMatrizen ���Y�£¢¡�¥¤ ¦ � � ¤j§��f¤ ¦ � � ¤ . � kommutiertnurdannmit � wennzudem
auch

���T��� �7�)�
für die entsprechendenMatrizengilt.

Die Blöcke � �T�6¨ ©F� �«ª �T�6© � �� �.� desDirac-Operatorstransformierensich, für �$¬§���b�� , als ª �Y�8© ¬§®�¯�� �"�o�B�°�T�>��ª �T�6© �¯�� �>±¥�B� ©²� ��� (6.10)

Die analogenBlöcke � �6�³¨ �8© � �� �>��� ª �T�6© transformierensichentsprechendkomplex-
konjugiert.
Der letzteSchrittderKlassifikationwürdealsodarinbestehen,Dirac-Operatoren,die
gemäß(6.10)äquivalentsind,zu identifizieren.
Im kommutativenFall, wennalle ´5��� � sind,würdemanwie folgt vorgehen:

JedenichtsingulärequadratischeMatrix µ kannals µ��·¶x¸º¹  mit unitärenMatri-
zen ¶   ¹ und einerdiagonalenMatrix ¸ mit nichtnegativen reellenEinträgen– den
charakteristischenWertenvon µ – zerlegt werden.
Ist nunalso » ¼.�T��»5�½» ¼ ©F� » , so ist ª �T�6© einequadratischeMatrix undkannmit geeignet
gewähltenTransformationen(6.10)diagonalisiertwerden.Diessetztnatürlichvoraus,
dassdieTransformationen�°�T� und � ©F� beidefrei wählbarsind,alsonicht schondurch
dieDiagonalisierungeinesanderenBlockesfestglegt wurden.Kannmannurübereine



Die Klassifikation endlicher Geometrien 157

derbeidenTransformationfrei verfügen,sokannmanaberimmernocherreichen,dass¾=¿TÀ8Á
auf die Form einerhermiteschenMatrix transformiertwird. In derNotationdes

obigenBeispielswürdemanzumBeispielÂ2ÃÄ�ÂÆÅÈÇÊÉ
wählen.Offenbarist dieentsprechendeunitäreTransformationauchdadurcheindeutig
festgelegt.
Ganzähnlich kann man auchfür nichtquadratischeMatrizen vorgehen.Dann ist Ë
abernicht mehrdiagonal,sondernbestehtauseinemdiagonalenquadratischenBlock
und einemnichtquadratischenBlock, der nur Nullen enthält.Allerdings fixiert diese
Prozedurdie beidenbenötigtenunitärenTransformationennochnicht eindeutig:Nur
diejenigemit demkleinerenRangkanndabeifixiert werden,die Einschränkungder
anderenaufdenKern,beziehungsweiseKokernvon

Â
, bleibt frei.

Mehr kannmanüberdenallgemeinenFall nichtaussagen.Also zu denBeispielen...

6.4.1 EinfacheBeispiele

Das interessantesteBeispiel für ein spektralesTripel, dasbei der Beschreibung des
Standardmodellsverwendetwird, wird im nächstenAbschnittbesprochen.Die oben
ausgearbeiteteKlassifikationsollte aberwenigstensfür die einfachstenBeispieleil-
lustriert werden.Im folgendenKapitel werdenauchnoch einige Beispiele,die mit
diskretenGruppenassoziiertsind,folgen.Besonderswichtig ist dievollständigeKlas-
sifikationbei derQuantisierung,die im neuntenKapitel besprochenwird. Dort finden
sich dannnaturgemäßauchdie am bestenausgearbeitetenBeispiele.Die folgenden
BeispielesolleneinerVeranschaulichungderKlassifikationdienen,werdenspäteraber
auchalsSpielzeugmodellezur Quantisierungdienen.
DerKlassiker unterdendiskretennichtkommutativenGeometrienist derZwei-Punkt-
RaumÌÎÍ�Ï*Ð . DiskretespektraleTripel sinddanndurchinvertierbare,symmetrischeÑ*Ò!Ñ

-Matrizenmit ganzzahligenEinträgenklassifiziert.Die spektralenTripeldernied-
rigstenmöglichenDimension,

Ñ
, sinddemnachdurchÓ ÍÕÔ�Ö¯× ØØ ÖÙ×bÚ oder Ó Í Ö ÔÛØ ××ÜØRÚ

gegeben.FürkeinesdieserspektralenTripel existierteinnichttrivialer Dirac-Operator.
DaseinfachstespektraleTripel mit einemnichttrivialenDirac-Operatorist durchÓ ÍÝÔ:Þ × ×× Ø�Ú
bestimmt.In diesemFall ist derDirac-Operatordurcheinekomplexe Zahl ß�à Ðâá àFàÊÍß Ð à á àFà Í ß àFà á à Ð Íãß àFà á Ð àÙäæå vollständigfestgelegt. Man kannaberimmer noch
beliebigeunitäreTransformationenaufdemeindimensionalenUnterraumç à Ð durch-
führen. Auf dieseWeisekann man stetsdie Phasevon å eliminieren.Die unitär-
enÄquivalenzklassenvon Dirac-Operatorensindalsodurcheinenichtnegative reelle
Zahl å charakterisiert.RechnetmannundenAbstandderbeidenreinenZuständeder
Algebra Ï Ð mit derConnesschenFormel¾�è
é àëê é Ð"ì Í í6î°ïðFñ ò á ó)ô ð²õ à÷öºø é à è Ë ì Þ é Ð è Ë ì øúù (6.11)
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aus,soerhältmandasbekannteErgebnisû�ü²ý>þ6ÿ���� ������ �	�
 .
DaseinfachstespektraleTripel mit einemnichttrivialen Dirac-Operator, bei demdie
Automorphismusgruppe�� von � � auf � dargestellt ist (daraufwird im nächsten
Kapitel kurz eingegangen)ist dannschonvierdimensional,� � ��� ý ýý �Ùý����
Fürnegatives � ��� enthätderDirac-OperatornunzweinichttrivialeZahlen,� ������� �����
und � � � � �����! , vondenenmanabernureinenichtnegativ reellwählenkann.Essteht
dazuja nachwie vor nurdieeinePhase" � � zurVerfügung.Manüberzeugtsichleicht,
dass û ü²ý>þ6ÿ��#� ý$&%('*),+ � + þ +  +.-
ist. In einer geeignetenBasishabenDirac-Operatorund Algebra-Darstellungdann
nämlichdieForm

�/�10223 4 �  4� 4 4 � 4 4  4 �  4
57668 þ 9;:Rü=< � þ><?�(�@�BADCE 0223 < � 4 4 44 < � 4 44 4 <?� 44 4 4 <?�

57668 þ
undsomitistF � þ>AHGI� 0223 4 4  'ü=<J� � < � � 44 4 4 � ü=< � � <?�(� 'ü=< � � < � � 4 4 44 � ü=<?� � < � � 4 4

57668 � (6.12)

LetztererOperatorhatdiebeidenEigenwerteKL 'ü=<?� � < � �7K und K>� ü=<J� � < � �7K , womit
obigeBehauptungklar seindürfte.Erhöhtmandie Zahl der“Familien”, zumBeispiel
mit � � � �NM MM �NM � þ
so habendie Differentiale

F �bþ>AHG immer noch die Form (6.12). ��þ� sind nun aberü MPOQM � -Matrizen.Offenbarbleibt û ü²ý>þ6ÿ��R�S�T , mit U&� $V%('W) K>�XKëþYKL ZK - . Die Be-
schreibungderunitärenÄquivalenzklassengestaltetsichnunetwaskomplizierter:
UnitäreOperatoren,diemit 9 und [ vertauschen,habenBlockgestaltmit entsprechen-
denBlöcken " ��� � " ��� þ " ��� � " ��� þ " � � � " � � �
In diesemFall ist also "@� � eineunitäre ü M\O]M � -Matrix, wohingegen " ��� , "^��� ortho-
gonaleMatrizensind.Die beidenBlöcke von � transformierensichals:� CE " � �_�`"ba��� CE " � �c @" a��� �
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Da die dfege orthogonaleMatrizensind,genügendieseTransformationennicht einmal
um eine der beidenMatrizen hQi�j zu diagonalisieren.Es ist im Allgemeinenrecht
schwierigÄquivalenzklassenvon kmlonplrq -Matrizen unter derartigenTransforma-
tionenanzugeben.Für denFall l sut wird diesesProblemim Kapitel “Diskretes
Trommeln”gelöst.EineLösungfür allgemeinesl wird abernochgesucht.
Als letztesBeispielseiein spektralesTripel für die Algebrav s�w�xzy�{Hkmw�q
untersucht: | s~} t ������ �o���
DerallgemeineDirac-Operatorunddie DarstellungderAlgebrahabendanndieForm� s1�� � yB� �y � y� y�� � �� i v�� k=��i��q#sB�D�� �� �z��{ � �� ����{ �� � � �� �y �*�z����� �p��{ ist nunmehreine k=t�n�t�q -Matrix. Man hat dannnochimmer die
Freiheitder Wahl der Basis( ����� ) in demzweidimensionalenRaum �p��� . ����� muss
aberauchmit � , welchesin �z��� als komplexe Konjugationwirkt, vertauschen.Aus
diesemGrundkann ����� nur eineorthogonaleMatrix sein.Da in demebenfalls zwei-
dimensionalenRaum � ��{ die Algebra y { kmw�q (von rechts)wirkt, kannmanhier nur
nocheine(unbedeutende)globalePhasentransformationdurchführen.Für y bedeutet
dasy ��¡y¢������ unddaessehrschwerist, einekanonischeFormfür y untersolchen
Transformationenanzugeben,wird vorerstkeinerleiGebrauchvondiesenTransforma-
tionengemacht.
Die reinenZuständeder Algebra y�{Hkmw�q bilden eineZwei-Sphäre£ { , die manwie
üblichdurchVektoren ¤¥�¦ w { mit §¨¤¥ §�s¢� parametrisiert.Hinzukommtnochdereine
reineZustand© auf w .
In diesemAusnahme-BeispielkanneinevollständigeanalytischeBerechnungderMe-
trik durchgeführtwerden.Die Rechnungist aberleidertechnischaufwendig,unddes-
halbwerdenan dieserStellenur zwei Grenzfällebetrachtet.(Die vollständigeRech-
nung,die ich ohnedie Hilfe von A.Holfter ohnehinnicht geschafft hätte,wird anan-
dererStellepräsentiert.)
Führtmanfür beliebigeAlgebra-Elemente�Dsªk=�«i��Iq die Matrix¬ sB�&���z��{
ein,soberechnetsichdie Norm von  � i>�¯® zu:°  � i>�H® ° { s²±V³(´¶µ ° ¬ � y � y ¬ ° i ° y ¬ � ¬ y � °7· s²±&³(´*µ ° y ¬ ° { i ° ¬ y � ° { · �
Man siehtauchsofort,dassy und d¸y , mit unitärem d , zur selbenMetrik führen,
dennfür alleMatrizen ¹ ist ° d¸¹ ° s ° ¹�d ° s ° ¹ ° �
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Der Trick ist nun, dass º auchals Algebra-Elementaufgefasstwerdenkann.Die
Normenim obigenAusdruckkönnendannebenfalls alsNormenin derAlgebrainter-
pretiertwerden.SogewappnetkannmannundenAbstandvon » zu einembeliebigen
reinenZustand ¼½ berechnen.Zunächsteinmalist für alle ¾=¿�À�ÁÂ¼½ÄÃ Á ¼½�Å ¿ÇÆ ¼½ÄÃ Á ¼½�Å ¿ ¼½�Ã ¼½ Æ ¼½ÄÃ�È ¼½ À
undfolglich gilt É ¾Ê»,À*¼½ Â^Æ Ë>ÌÎÍÏ�ÐDÑ¯ÏÓÒÔÏ=ÑJÐVÕcÏÓÖ×Ø#Ù ¼½ Ã È ¼½ ÙÛÚ�Ü (6.13)

Damit ist dasErgebnisfür einenwichtigenSpezialfall, nämlichº Æ²ÝßÞàá Ýãâåä
(undsomitnatürlichauchfür º Æ!Ý`æ mit unitäremæ ) schonoffensichtlich:
NachderSubstitutionçÈ Æ È Ý ergibt sichÉ ¾Ê»,À*¼½ Â^Æ àÙ Ý Ù Ë>Ì«ÍÏ=Ñ¯Ï�èf× Ø#Ù ¼½ÄÃ�È ¼½ ÙÛÚ À
undfolglich :

Lemma 6.4.1. Für º Æ�ÝßÞàá ist É ¾Ê»�À ¼½ Â^Æ àÙ Ý Ù Ü
Man siehtauf denerstenBlick, dassdaseinfachderAbstandderPunkteeinerKugel
vom Radius

×é êbé zumUrsprungist.
Für zweibeliebigeZuständeauf º á ¾mä�Â findetmananalogÉ ¾W¼½ × À@¼½ × ÂëÆ àÙ Ý Ù Ë>Ì«ÍÏ=Ñ¯Ï�èf× Ø@Ù ¼½ × Ã È ¼½ × Å ¼½ á Ã È ¼½ á ÙÛÚÆ àÙ Ý Ù Ë>Ì«ÍÏ=Ñ¯Ï�èf× Ø Ù ì�íNî ÈQï ¼½ × ¼½ × Ã Å ¼½ á ¼½ á Ã�ð(ñ Ù Ú À
wobeiim letztenSchrittdie Zyklizität derSpurausgenutztwurde.Zur Abkürzungsei
nundie Matrix ò�óLôÓõÆ àÙ Ý Ù î ¼½ × ¼½ × Ã Å ¼½ á ¼½ á Ã ñ
eingeführt.Damit ist also É ¾W¼½ × À#¼½ × Â^Æ Ë>Ì«ÍÏ=Ñ¯Ï�èf×*ö Ù ì�í ¾ È ò Â Ù.÷øÜ
Schreibtman

ò
als æ^ùÛúNæ Ãû mit úBÆ¢üÎýÿþ��I¾ Á × À�Á á Â – die Á�� sinddabeireell undnicht-

negativ – so wird aus ì�í ¾ È ò Â natürlich ì�í ¾L¾¨æ Ãû È æ^ù=Â�úNÂ . Weil die Matrix æ Ãû È æ@ù aber
ebensowie

È
die Norm

à
hat,kannebensogutÉ ¾ ¼½ × À ¼½ × Â^Æ Ë>Ì«ÍÏ=Ñ¯Ï�èf× ö Ù ì�í ¾ È úNÂ Ù.÷ Æ Ë>Ì«ÍÏ=Ñ¯Ï�èf× ö Ù È ×�× Á ×�� È á�á Á á Ù.÷
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geschriebenwerden.Für Matrizender Norm � gilt aberfür alle Einträge � �
	�������
undesfolgt (wennmandieetwaselegantereSchreibweisetr � ����� für dieSummeder
charakteristischenWertevon L wählt)�
�
����������� ��!#"%$ � �&�&� !(' "%$�� �&�&� �*),+.- /.0 "1�3242 � �65
Esist weiter �&� � ! �� 78� 9;: �� � �� � ��< �� 9 �� 9 ��= : �� � �� � �>< �� 9 �� 9 �?= �! �� 78� 9 �%�@��� < � 9 � � �@��� < � 9 �#A� 9 ���
wovon mansichameinfachstendurchexplizitesBerechnenbeiderSeitenunterAus-
nutzungderNormierungder

�� 	 überzeugt.Geschafft:

Lemma 6.4.2. Esist für alle
���� ������CBED�F 9�G�
�����������?��! �� 78� ' �H��� < � 9 � � �H��� < � 9 �

Insbesondere ist dieserAbstandinvariant unter der Wirkung der Gruppe I&J �H+�
aufDKF 9 , dasheißtesgilt für J B I&J �H+�

stets�G� ������ ����?��!L�
� J ������ J ����?�M5
In diesemFall trifft manalsoauf einenaltenBekannten,die I�J �H+�

-invarianteMetrik
auf derSphäreI 9 . Um dieseAussagegeometrischzu untermauern,empfiehltessich
den Isomorphismus

DKF 9LN I 9 etwas expliziter anzuwenden.Man führt dazufür��OBPD 9 , � �� � ! � dieüblichenreellenKoordinatenQ ! +�RS0T�H��� � 9 �UV! +XWZYE�H��� � 9 �[ ! � ��� � 9 < � � 9 � 9
ein.Die Wirkung derGruppeI�J �H+�

auf
DKF 9 induziertdanndie entsprechendeWir-

kungder I]\ �H^�
aufdieZwei-Sphäre.Auf einenBeweisdieserbekanntenTatsachesei

hier verzichtet.
Für zweibeliebigereineZustände

���� ���� 9 findetmandannerwartungsgemäß�
� ������ �� 9 ��! �� 78� - � Q � < Q 9 � 9 )L�HU1� < U 9 � 9 )_� [ � < [ 9 � 9 �
deneuklidischenAbstand(im `]a ) vonPunktenaufeinerSphärevomRadiusb ! �c dec .
Der zweite leicht zu behandelndeGrenzfall ist der einessingulärenf . Ist f !hg

,
alsoauch i j � Qlk !mg

, so sind offensichtlichalle Punkteunendlichweit voneinander
entfernt.Für ein f vom RangEins ist die Diskussionetwasheikler. Es ist dannwie
gehabt �
�onp����p��! q6r.st@uwvxtZy�tHv1u;tZz �|{ � �� � � �� �~} (6.14)
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und �G�
������ ��?����� �6�.��@�w�x�Z���H�1�;�Z� �|��� �%��� ����%� �������� ��?��� ��?� �?� �~� (6.15)

zu berechnen.BeschränktmansichzunächstaufdenFall � �
diag

�Z� �M���
, soist� � � � � � �4�%� � �¡  � �¢�@� � � � � � � � � � �4�%� � �]  � �
��� � ��£

DasElement
� �%�

kannzurWahl desSupremums�G�o¤ � ������ �6����@�w�x�Z���H�1�;�Z� �|¥ � � �%� � � � � �   � �@� � � � �   � ��� � � � �   � �%� � � � � � �~¦ (6.16)

alsovollkommenbeliebiggewählt werden.Esfolgt dannsofort,dass

�G�o¤ � ��.�
nurdann

endlichist, wenn
� � �§� �©¨ � � � � �

ist. (Für nichtdiagonalesM wäredie entspre-
chendeBedingung,dass

��
senkrechtzumKernvon � seinmuss,damitesendlichen

Abstandvon

¤
habenkann.)Im letzterenFall ist

�G�o¤ � ��p��� �ªS« .
Analogschließtmanfür zwei Zuständeauf � � �3¬ �

, dass

�G� �� � � �� � �&�(
ist, außeres

gilt

�� ��� � � �� � ��� �� ��� � � �� � �
. WenndieseBedingungerfüllt ist, ergibt sichabermit der

Abkürzung ®�¯ � �
�� � � ¯ , °>¯ � �
�� � � ¯ :� �%� � �� � � �� � ��� �� � � �� � � � � � � � �@� � ® � ® � � ° � ° � �   � ��� � ® � ® � � ° � ° � � �±M²Z³� � �4�@�1´   �
��� ´ � £� �%�
wird für dasSupremumalsodenWert Null annehmen,weil dann � � �@� � � � � ��� � ��ªS« ist, undsomitmüsseneigentlichnur nochdie Phasenvon

� �@� �%� ���
betrachtetwer-

den.Wegen �¶µ ¯¸· « ´   µ ¯¹·�º ´ ��»½¼�� ´ �
ist klar, wie diesezu wählensind.Mit denobenverwendetenKoordinaten¾ �6¿��6À der
EinbettungderreinenZuständein den Á]Â folgt dannalso:

Lemma 6.4.3. Ist � �
diag

�3Ã �1�M���
soist�G�o¤ � ������ÅÄ �ª « Æ � � � � � � � �Ç�p� ¨ À>�   � Æ�È�ÉXÊ¢È1Ë

DesWeiterenist�G�
ÌÍ ¾ �¿ �À �PÎÏ � ÌÍ ¾ �¿ �À �ÐÎÏ �K�ÅÄ �ªS«Ñ � ¾ � � ¾ � � �   � ¿ � �Ò¿ � � � Æ À � �LÀ � ÆÓÈ�ÉXÊ¢È1Ë £
(Diesgilt immernochfür denFall diagonalen� ’s, derallgemeineFall ist dannaber
ohnehinklar.) Esist anzumerken,dassdieMetrik sehrstarkvondemzugrundeliegen-
denspektralenTripel abhängt.FürÔ �ÖÕ � � �� � �Ø×
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findetmanzumBeispieldie gleicheMetrik, die sichhier im geradebetrachtetenSpe-
zialfall Ù�Ú Û
ÜVÝLÞ ergibt. Die Zwei-Sphärewird dannin eineMengedisjunkterRinge
vom Radius ßàSá , die unendlichweit voneinanderentferntsind,aufgelöst.
DasallgemeineErgebniskannmansichnunschonfastdenken:
FürbeliebigesÜ ergibt sicheinRotationsellipsoid,dessenHalbachsendurchdiecha-
rakteristischenWertevon Ü bestimmtsind.DerzusätzlichePunktliegt im Mittelpunkt
diesesRotationsellipsoids.(SindbeidecharakteristischenWertegleich,soentartetder
Ellipsoid zu einerSphäre.LässtmaneinenderbeidencharakteristischenWertenach
Null streben,sowird dasEllipsoid immermehrin die Längegezogen,bis er schließ-
lich aufreißt,unddasBild derdisjunkten,unendlichweit voneinanderentferntenRinge
entsteht.)
Auffällig an diesemBeispiel ist, dassnur die charakteristischenWertevon Ü in die
Metrik eingehen.Die unitärenÄquivalenzklassenvon spektralenTripeln zu dieser
Schnittformsind ja durch6 reelleParameterzu beschreiben.( Man hat die FreiheitÜ durch â ã¹ä�Üæå zuersetzen,wobei å orthogonalist. DadurchreduziertsichdieZahl
derreellenParameterin Ü um zweiauf insgesamt6.)
Es ist aberzu bedenken, dassman stetsdie Freiheit hat, den Raumder reinenZu-
ständebeiderEinbettungin den çKè (alsEllipsoide)zudrehen,beziehungsweise:Man
hat die freie Wahl der Koordinatenim çKè . Für éKêìë bedeutetdies,dassman auch
hierdieMöglichkeit hat,eine(diegleiche)beliebigeí�îðïHñò -Transformationî aufal-
len Zuständendurchzuführen.Darausfolgt schließlich,dassîóÜôîóõ und Ü für jedesî÷ö_í&îðïHñò zur gleichenMetrik führen.Die Nichtbeobachtbarkeit dieserParameter
ist letztlichalsoeineFolgederKovarianzøùûú]ù|ü ïHý ß þ ý ë ò�Ý øú ïÿîóý ß þ îóý ë ò
der Metrik. (Das reduziertdie Zahl der Parameterauf drei. Wir konntenabernoch
keineAnschauungdafür entwickeln, warumder dritte Parameternicht in die Metrik
eingeht.)
EinewesentlicheLehre,diemandarausziehenkann,ist, dassdieWirkungderDiffeo-
morphismenauf demRaumderreinenZustände,welchehier eineWirkung im Raum
der Dirac-Operatorenals Ü � î Ü(î õ induziert,und die Wirkung der Diffeomor-
phismenauf diesenRaum,welchevon ihrer Darstellungin

�
hier als Ü � Üôî

induziertwird, verschiedenvoneinandersind.(Dasist allerdingsauchnichtbesonders
überraschend,denndie normiertenVektorendesHilbertraumsstehen– bei denhier
gewähltenDarstellungen– ja nicht in Eins-zu-EinsKorrespondenzmit reinenZustän-
dendr Algebra.)DieseBeobachtungwird im neuntenKapitel wichtig sein,wennes
darumgehtunabhängigeFreiheitsgradeim Dirac-Operatorzu identifizieren.

6.5 Die endlicheGeometriedesStandardmodells

Barbarushic ego sum,quianonintellegor ulli

Ovid Tristia 5,10,37

Die ursprünglicheMotivation für die Klassifikationder endlichenspektralenTripel
rührt von ihrer Anwendungauf Eichtheorienund vor allem auf dasStandardmodell
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her. Dahersolltewenigstenskurzgezeigtwerden,dassundwie dasendlichespektrale
Tripel desStandardmodellsin derKlassifikationauftaucht.Vor allemdiesesBeispiel
sollte ja sosystematischwie möglich in demallgemeinenRahmenderKlassifikation
untersuchtwerden.
Wie im fünftenKapitel – im Abschnittüberdie Nichtkommutative Beschreibung des
Standardmodells– dargelegt wurde,spielthierdie reelleAlgebra�������
	
��	�
�������
und ihre (graduierte)Darstellungauf demHilbertraum � �

, der alle Fermionendes
Standardmodellsenthält,die Hauptrolle.

6.5.1 Hilbertraum und Fermionen

Die Wirkung der Algebra von rechtsund von links auf � �
ist noch einmal in der

folgendenTabellezusammengetragen:��� � �  � ������ � ��� ���� ���� �� �"! �# � $%�� � � ! # � $ � !&� � � ����� ���� �$%� �$'�"! ����
Die Tabelleist so zu lesen,dassdie entsprechendenKomponentender Algebravon
links entlangder Spaltenund von Rechtsentlangder Zeilen wirken. Zum Beispiel:
Die linkshändigenTeilchen(Index ( ), die per Definition einemUnterraumzum Ei-
genwert )�* von + angehören,sindDublettsauf die die Algebra

�
derQuaternionen

wirkt. Die QuarkstragennatürlichFarbe,undauf dieseFreiheitsgradewirkt
 � �����

.� �
symbolisiert,dassdie reelleAlgebraderkomplexenZahlenalsMultiplikation mit�, (statt , ) wirkt.

����
bezeichnetdasAntiteilchendesrechtshändigenElektrons.

Die obige Tabelle ist natürlich so angeordnet,dassman die Schnittform - der K-
Theoriesofortablesenkann.- ist eine

�/.102.3�
-Matrix (dieinäquivalentenDarstellungen�

und
� �

führenja aufdieselbenProjektorenin 465 �7�8�3�
) undhierexplizit als

- ��9;: <= > ) > >
) > ? ) >> ) > ?

@A

gegeben,wobei
9 : ��.

dieZahlderFamilienbezeichnet.Manprüft dannauchleicht
die EigenschaftderPoincaré-Dualitätnach:BDC EF- � )HG 9 �:�I� ?

.
Allerdingsfehlenin diesemHilbertraumdierechtshändigenNeutrinos,für derenAuf-
tretenesmittlerweile einesehrguteexperimentelleEvidenzgibt. Diesewürden,da
siebezüglichaller Wechselwirkungenneutralsind,in dasElement-KJLJ eingehen.(Sie
transformierendannunter

�
vonrechtsundvonlinks,dieAntineutrinosunter

� �
, oder

umgekehrt.)Fügtmanin jederFamilie ein rechtshändigesNeutrinohinzu,sogelangt
manzu derentartetenSchnittform

-NM ��9O: <= P ) > >
) > ? ) >> ) > ?

@A ! BDC E6-NM � ?RQ
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In diesemFall ist dasAxiom der Poincaré-Dualitätalso verletzt.Das ist allerdings
dasEinzigedasschiefgeht.(Es stellt auchkein Problemdar eineMassenmatrixfür
die rechtshändigenNeutrinoseinzuführen.)Man solltesichdaherfragen,ob auf dem
Axiom der Poincaré-Dualitätunbedingtbestandenwerdenmuss.Für endlichdlimen-
sionalespektraleTripel stellt essicher, dassderzugrundeliegendetopologischeRaum
mit derStruktureinerglattenMannigfaltigkeit versehenwerdenkann,wasfür diskrete
Räumeaberohnehinwenig Sinn macht.(AußerdemsehrabstraktenSinn, dassein
Dirac-Operatorexistiert undPoincaré-Dualitätgewährleistetist.)
Man kanndie Poincaré-Dualitätaberauchretten,wennmanstattdrei rechtshändige
Neutrinosnur derenzwei einführt. In diesemFall ist die Schnittformnachwie vor
invertierbar. Dannwärenatürlichein Neutrinomasselos.Da manin Oszillationsexpe-
rimentenaberstetsnur die MassendifferenzenS�TVUWYX TVUZ�[ der beteiligtenNeutrinos
messenkann,stellt dieskeinenWiderspruchzu denbekanntenexperimentellenDaten
dar. Ein solcherWiderspruchergäbesichnur, wennmandieMassenallerdreiNeutri-
nosin einerdirektenMessungals von Null verschiedenfindenwürde.Weil mandie
Mischungsmatrixstetsganzin dengeladenenSektor“schieben”kann, würdensich
dabeiauchkeinerleiEinschränkungenan die Mischungswinkel ergeben.(Außerder
UnitaritätderMischungsmatrixnatürlich).
Dasist allerdingseinesehrhäßlicheundunnatürlicheLösung,dieeigentlichnurzeigt,
dassdergegenwärtigeStandderExperimentenochnichtzueinereindeutigenAntwort
aufdie Frage,wie viele Neutrinosmassiv sind,genügt.

DasvollständigespektraleTripel desStandardmodellswird danndurchTensorieren
mit demDirac-Tripel dervierdimensionalen(euklidischen)Raumzeitkonstruiert.Da-
zu brauchtmanabernoch denDirac-OperatordesdiskretenspektralenTripels, der
deshalbin demnunfolgendenAbschnittgenauerunterdie Lupegenommenwird.

6.5.2 Dirac-Operator, Massenmatrizenund Wechselwirkungen

Der Dirac-OperatordesvollständigenspektralenTripelsdesStandardmodellsist, bei
vorgegebenerflacherMetrik aufdervierdimensionalenRaumzeitals\^]�_/`'aRb adc `3ef\hg c `'a Sji akcmlnadcpoqa [ c `re s�t
gegeben.Hierbeibezeichnet

\hg
denDirac-OperatordesdiskretenspektralenTripels

zu u g
, und

t
dasHiggs-Dublett(mit VakuumserwartungswertNull), welchesalsTeil

desEichzusammenhangs(selbstadjungiertenEinsformen)interpretiertwird. Die Eins-
form

t
ist, genauergesagt,ein ElementausvYw S7xzy [|{�}n~��� S7u g [
��}k~� S vYw S7xzy [|{ u g [��

unddieAnwesenheitdesHiggsfeldsist deshalbeineFolgederNichttrivialität von
\hg

,
derja alsphysikalischeMassenmatrixinterpretiertwird.
Man könntesich nunnatürlichdamit zufriedengeben,dass

\hg
ein “experimenteller

Input” desModells ist, aberselbstdannmussgeklärt werden,wie viele Parameter
experimentellzu bestimmensind,beziehungsweisewie viele freie Parameterein all-
gemeinerDirac-Operatorfür dasdiskretespektraleTripel desStandardmodellsbesitzt.
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Wie ausderKlassifikationfolgt, bildet �h� nurRäumeverschiedenerChiralitätaufein-
anderab,welchein dergleichenZeile (Spalte)von � stehen,auf die alsodie gleiche
Unteralgebravon �8� von rechts(links) wirkt.
Man kanndie mit allenAxiomenverträglichenKomponentenvon �h� alsosofortaus
derobigenTabelleentnehmen.NebendenKomponenten,welchedenüblichenMas-
senmatrizenentsprechen,die alsolinkshändigeLeptonen(Quarks)auf rechtshändige
Leptonen(Quarks)abbilden

�h� � ���������j� �"�&�K����h� � �%�z�&�3���������'�"�&���1�
findet mandannnocheineweitereKomponente.Diesebildet rechtshändigeAnti-u-
Quarksauf linkshändigeLeptonenab

�h�����j� �"�&�K�����8����%�
und vertauschtsomit nicht mit der Unteralgebra�
���� �� . DieserTerm in �h� führt
zu weiterenskalarenEichbosonen(nebendemHiggs),sogenanntenLeptoquarks,die
dannauchzueinerBrechungder ¡2¢��/£3� -Symmetrieführen.Diesist in [PSS]erläutert,
unddort ist auchausgeführt,dassdasModell in diesemFall zu Vorhersagenführt, die
nicht mit denexperimentellenSchrankenansolcheLeptoquarksverträglichsind.
AusdenexperimentellenDatenfolgt also,dassdieseKomponentedesDirac-Operators
(mit ihren 54 freien Parametern)identischNull ist. Als KonsequenzdieserTatsache
hat dasModell danneinezusätzlicheSymmetrie,die sogenannte¡¥¤ -Realität.Damit
ist folgendesgemeint:
DerHilbertraum¦p� desdiskretenspektralenTripelskannalsdirekteSummedesHil-
bertraumsderTeilchen¦¨§ unddesHilbertraumsderAntiteilchen ¦©§ zerlegt werden.
Sei ª der orthogonaleOperatorder ¦¨§ und ¦¨§ vertauscht.Es ist alsoinsbesondereª�«H¬ ®�¯ .
Die Realitätsstruktur°3� vertauschtebenfalls nurTeilchenundAntiteilchen(komplex-
konjugiertdabeiaberauch).Deshalbkommutiertauch °3� mit demOperatorª , ebenso
wie ± . DerphysikalischeDirac-Operator�h� vertauschtausdengleichenGründenmitª , wasabernichtderFall wäre,wenndieKomponente,dieAnti-QuarksundLeptonen
aufeinanderabbildet,von Null verschiedenwäre.

Bemerkung6.5.1. Wennman ª als nichttrivialen Generatorder Gruppe ² « (bezie-
hungsweise¡¥¤ ) auffasst,sokönnteman(demfolgendenKapitel vorweggreifend)sa-
gen,dasdiskretespektraleTripel desStandardmodellssei ² « -symmetrisch.(Die Al-
gebra�8� kommutiertmit ª . Sieist alsoinsbesonderekovariantdargestellt.)

Bemerkung6.5.2. Der Name“ ¡ ¤ -Realität” ist ausAtiyahs Originalarbeitzur KR-
Theorieübernommen.SpektraleTripel können– wegenderzusätzlichenAnwesenheit
von ° – als Elementeder KR-Homologieaufgefasstwerden.Da esim Allgemeinen
mehrereinäquivalenteMöglichkeitengibt, einesolcheRealitätsstruktureinzuführen,
ist KR-TheorieetwasgrößeralsK-Theorie. ¡¥¤ -reellespektraleTripel könnenin eine
Summevon zwei Hilberträumenzerlegt werden,auf deneneseinenDirac-Operator
und eine Graduierung± gibt. ° stimmt dannabermit der komplexen Konjugation
überein.Die Einschränkungeines¡ ¤ -reellenspektralenTripelsaufeinendieserbeiden
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Unterräumeist deshalbeinElementderK-Homologie.Insbesondereist K-Homologie
damitalsdieMengealler ³¥´ -reellenspektralenTripel in dieKR-Homologieeingebet-
tet.

Es wird vielfach behauptet,³ ´ -Realitätdeszugrundeliegendendiskretenspektralen
TripelsseieinenotwendigeKonsistenz-AnforderunganTeilchenmodelle,diemanmit
Hilfe der Nichtkommutativen Geometriekonstruiert.Da manmit einereuklidischen
SignaturderMetrik auf dervierdimensionalenRaumzeitarbeitenmuss,gibt esnäm-
lich keineMajorana-Teilchen.(DasQuadratder Ladungskonjugation µ ist ¶�· . Ausµd¸º¹»¸ folgt deshalbsofort ¸º¹»¼ . Die Forderungder ³ ´ -Realitätschliesstaberdie
ExistenzeinesTeilchens,dasvon µ auf sichselbstabgebildetwird, aus.)
DasobigeBeispiel,dasja nurdeshalbverworfenwerdenmuss,weil esin Widerspruch
zu experimentellenDatensteht,zeigt aber, dass³ ´ -Realitätkeinesfalls einenotwen-
dige Bedingungist, um die KonsistenzdesModelszu gewährleisten.Sie ist natürlich
hinreichend.
Die RealitätsstrukturdesvollständigenspektralenTripelsdesStandardmodellsist auf½ ¹¿¾ÁÀÃÂ7ÄzÅDÆ"Ç ½pÈ

als Éº¹Êµ�Ç»É È gegeben.Die Identifikationvon Teilchenund
Antiteilchenwird danndadurcherreicht,dassmandieTheorieaufdenphysikalischen
Hilbertraum ½¨Ë�Ì ÍÏÎ ¹ÑÐ�¸�Ò ½ Ó É1¸p¹�¸ÕÔ
projiziert.Teilchenmit derEigenschaftÉ È ¸"Ö×Ö"¹ ¸"Ö×Ö , alsoMajorana-Teilchen,würden
dahernicht zur fermionischenWirkung beitragen.WenneseinenBlock im diskreten
Dirac-Operatorgibt, welcherin einenUnterraum

½ ÖØÖ mit dieserEigenschaftabbildet,
dannwerdennatürlichentsprechendeskalareEichbosonenÙ%Ú Ö7Û ÖØÖ existieren,undman
solltesicherstellen,dassdiesenicht zur bosonischenWirkung beitragen.(Zur fermio-
nischenWirkung tragensieohnehinnichtbei,derRaum

½ ÖØÖ wird ja herausprojiziert.)
Die bosonischeWirkung wird mit Hilfe der(Dixmier)-Spurüber

½©Ë�Ì�ÍÏÎ
gebildet,und

manüberlegt sichleicht,dassdieseBosonen,wennsieexistieren,immereinennicht-
verschwindendenBeitragzu dieserWirkung liefern. Um ihre Existenzauszuschlies-
sen,mussmandaherfordern,dassdie entsprechendenBlöcke in Ü È

verschwinden.
Wie dasobigeBeispielderLeptoquarkszeigt,bedeutetdiesabernicht, dassdasdis-
kretespektraleTripel dannautomatisch³¥´ -reell ist.
Im Standardmodellohnerechtshändige Neutrinosgibt esaberohnehinkeineFermio-
nenmit der EigenschaftÉ È ¸Ý¹ ¸ . Die rechtshändigenNeutrinos,die ja zum Raum½ºÞLÞ

gehören,könntenallerdingsProblemebereiten.(Bisher hat noch niemanddas
resultierendeModell untersucht.Deshalberscheintmir derKonjunktiv angebracht.)
Esist aberzubedenken,dassdieseProblemenurdeshalbauftreten,weil manmit einer
euklidischenSignaturderMetrik arbeitet.In einerFormulierungdesModellsmit einer
LorentzschenSignatur, wie sie ohnehinnötig wäre,sollte der Einbaurechtshändiger
Neutrinosunproblematischsein.

Für dasdiskretespektraleTripel desStandardmodells(ohnerechtshändigeNeutrinos)
gibt esalsonurdie unabhängigenBlöcke

Ü6ßÞ�Þ Û À Þ à Ü6ßÞâá Û À á und Ü Þãá Û À áKä
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Die beidenBlöcke å6æçéèÏê ëLèíì�å çãèÏê ëLè müssen,wegender Ordnung-Eins-Bedingungmit
der Rechts-Wirkung der Algebra î è�ï�ð�ñ kommutieren,und esgibt daherkeineska-
laren Eichbosonen,die zu einer Brechungder Gruppe ò2ó ï/ô3ñ führen könnten.Es
gilt aberimmer nochzu klären,wieviele beobachtbareParameterein solcherDirac-
Operatorenthält.

Der Raum õ æ çLêöç ist dreidimensional( ÷;øpù ô ) undweil die Algebrahier skalar(mul-
tiplizieren mit einer komplexen Zahl) wirkt, hat man auf diesemRaumeine belie-
bige unitäre ï/ôûúüô )-Matrix ó æ çLç als unitäreÄquivalenzzur Verfügung.Auf dem ý -
dimensionalenRaum õ ëÏç ù ð ëFþ ð è

wirkt die Algebra aber in Form der Qua-
ternionen,und deshalbsind unitäreOperatorenauf diesemRaum,die mit der Alge-
bra kommutieren,von der Form ÿ � ë þ�� ëÏç . Man hat aberdie zusätzlicheFreiheit
von “Eichtransformationen” (hier sind das im physikalischenSinn globale ò2ó ï��3ñ -
Transformationen).Die Gruppeò�ó ï��3ñ wirkt dabeiauf denerstenFaktordesTensor-
produktsõ ëÏç . Kombiniertmandie ò2ó ï��3ñ -Transformationenmit unitärenÄquivalen-
zen,sotransformiertsich å æ çLçLê ëÏç gemäß

å æ ç�çLê ëÏç �� ó æ ç�ç�å æ ç�çLê ëÏç ï�� þ	� ëÏç ñ ó æ çLç�ì � ëÏç�
 ó ï/ô3ñ ��
 ò2ó ï��3ñ�
DieseFreiheitgenügtaberoffensichtlichnicht um å æ ç�çLê ëÏç zu “diagonalisieren”.
(Schreibtman å æ çLçLê ëÏçqù ï î ç î ë ñ mit ï/ôFú©ô3ñ -Matrizen î ç ì&î ë , so ist mit diagona-
lisierengemeint,dassman å6æç&çLê ëÏç auf die Form ï����Ãè��rèíñ mit diagonalem� transfor-
miert.)
Für å6æçâèÏê ëLè ì�å çãèÏê ëLè gilt natürlichdie analogeAussage.Als Ergebniskannalsofestge-
haltenwerden,dassein allgemeinerDirac-Operatorfür dasspektraleTripel desStan-
dardmodellsdeutlichmehrParameterenthält,alsdieim Standardmodellbeobachteten.
DieseentsprechennatürlichTermen,die manformal auchin die Lagrange-Funktion
desStandardmodellshineinschreibenkönnte.DieseTermesindabernichtinvariantun-
ter derungebrochenenSymmetrie-Gruppeó ï � ñ���� , zumBeispielein TermderForm�������! , undwerdendeshalbbeiderüblichenKonstruktionderMassentermeim Stan-
dardmodellnicht berücksichtigt.Insofernist es auchnicht verwunderlich,dasshier
solcheTermeauftreten.Es ist ja ausdenübrigenDatendesdiskretenspektralenTri-
pels(außerå ) a priori nicht klar, ob überhaupteineUntergruppevon ó ï � ñ ú ò2ó ï��3ñ
ungebrochenbleibt(undwelchediesseinwird). Daswird erstdurchdie(experimentell
zu bestimmenden)Parameterin å festgelegt.
Im Standardmodell(ohnerechtshändigeNeutrinos)sind,in derobigenNotation,

å6æçLçLê ëÏç ù ï î#" �rñå æ çãèÏê ëLè�ù ï�� î%$ ñå çãèÏê ëLè ù ï î'& �rñ�
Die Massenmatrixî%" dergeladenenLeptonenkanndannmit denunitärenÄquivalen-
zen ó æ çLç und

� ëÏç binunitärdiagonalisiertwerden.Analog diagonalisiertmanî'& mit
Hilfe von ó çãè und

� ëLè . Die Matrix
� ëLè ist dannaberschonfixiert, so dassnur nochózæçãè zur Verfügungsteht,womit î#$ auf die Form � $ �)(+*-, mit diagonalem� $ und

unitärem
�)(+*-,

transformiertwerdenkann.
Esist rechtamüsant,dassdie“Familiensymmetrien”desStandardmodellsin dernicht-
kommutativenBeschreibungalsunitäreÄquivalenzen(welcheaufendlichdimensiona-
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len RiemannschenSpin-Mannigfaltigkeiten die Spin-Gruppedarstellen)interpretiert
werden.
Vielleicht ist dasja ein ersterHinweisdarauf,dassmanmit Hilfe derNichtkommuta-
tiven Geometriezu einembesserenVerständnisderZahl derFamilienundvon Mas-
senmatrizengelangenkann.
Dazuwärezweifellosein wenigernaivesModell alsdashier besprochenevonnöten,
zumaldieseseinesehrgeringeVorhersagekraftbesitzt:Allzuviele Parameterdesfer-
mionischenSektorsmüssenexperimentell(als Null) bestimmtwerden,und (für die
Connes-Lott-Wirkung) ist auchkeineVorhersagederParameterdesbosonischenSek-
torsmöglich.DarüberhinauskanndasModell zur Zeit nureuklidischformuliertwer-
den,waszumindestsehrunästhetischist, und außerdemdenEinbaurechtshändiger
Neutrinoserschwert.
Die geometrischeDeutungdesHiggs-Dublettsundderdamitverbundenenspontanen
Symmetriebrechungist natürlichein großerErfolg, auf demmanaufbauenkann.In
jedemFall sollte mandie Symmetrien– und insbesonderemöglicheHopf-Algebra-
Symmetrien– diesesspektralenTripelsuntersuchen.DiesekönntendanneineGrund-
lagefür eineReformulierungdesModellsliefern.
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Kapitel 7

Symmetrienund Ko-...

vom vom zumzum
vom zumzumvom
zumzumvom vom
zumvom vom zum
undzurück

Ernst Jandl

TrotzmancherEinschränkungengibt esoffenbarnocheineVielzahldiskreterspektra-
ler Tripel.Die Frageinwiefern(wennüberhaupt)sichdasdiskretespektraleTripel des
Standardmodellsvor anderendiskretenspektralenTripelnauszeichnet,ist daherdurch
die Klassifikationnur sehrunbefriedigendbeantwortet. Wünschenswertwärein die-
semZusammenhangvor allem ein Prinzip zur Auszeichnungbestimmter(diskreter)
Dirac-Operatoren,die in Teilchenmodellenja als Fermion-Massenmatrizeninterpre-
tiert werden.
Existiert analogzur SphäreeineWirkung einerGruppeals Automorphismenauf die
Algebra,so existiert ein ausgezeichneterDirac-Operator, nämlichder “freie” Dirac-
Operator, welcherinvariantunterdieserWirkung ist.
Bisherwurdenals SymmetrienausschließlichsolcheWirkungen einerHopf-Algebra
aufdieAlgebraalsSymmetrienbetrachtet.Dasnichtkommutative Analogoneinesho-
mogenenRaumsentsprichtaberehereinerKowirkung. In diesemAbschnittsoll auch
untersuchtwerden,inwiefern und in welcherArt Kowirkungenals Symmetrienvon
spektralenTripeln vorhandenseinkönnen.
Die offensichtlichsteMöglichkeit ist die VerwendungdesHaar-Maßesals Spurauf
derAlgebra.TatsächlichlässtsichdasHaar-Maß problemlosauf die Darstellungder
Algebraauf . fortsetzen.
Als projektiver Modul überderAlgebrakönntederHilbertraumein Komodulderent-
sprechendenHopf-Algebrasein.
Die SymmetriedeszugrundeliegendenRaumes(beziehungsweisederAlgebra)sollte
sich auchauf die Differentialalgebraausdehnenlassen.Man wird dannnacheinem
bikovariantenDifferentialkalkülsuchen.
Analogzur Wirkung einerGruppelassensichalle dieseSymmetrie-Konzepteim Be-
griff einesH-ko-symmetrischen spektralenTripels zusammenfassen.Diesesbesteht
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dannauseinemspektralenTripel /1032�452�67298�2;:=< undeinerHopf-Algebra> mit den
folgendenEigenschaften:

? > (links-)kowirkt sowohl auf 0 alsauchauf 4 unddieseKowirkungenkom-
mutierenmiteinander

@BA /�CEDF<HGI/ @�J /�CK<9<L/ @MA /�DF<9< C3NO0L2 DPN74 Q
? Der Dirac-Operatorunddie Graduierung8 sind invariantunterderKowirkung

von
@BA

:

@BA /�63DF<HGI/SRUTV67< @BA /�D-< DWN74 Q
Andererseitsist jederKomoduleinerHopf-Algebra> automatischaucheinModul für
die dualeHopf-Algebra>YX (vorausgesetztnatürlich,dassdiesesinnvoll zudefinieren
ist, wasbei denin derFolgebetrachtetenendlichdimensionalenHopf-Algebrenaber
kein Problemdarstellt).Man erwartetdaher(in diesemendlichdimensionalen Fall )
einevollkommeneÄquivalenzvon H-ko-symmetrischen spektralenTripeln und >YX -
symmetrischenspektralenTripeln,undwird diesmal(ausnahmsweise)auchnicht ent-
täuscht.
Für kommutatives > , alsodie Algebrader Funktionenauf einerendlichenGruppe,
existierenerwartungsgemäßimmersolchenichttriviale ko-invariantespektraleTripel,
auchwenn man einen(kleinen) Tribut für die Verwendungder nichtkommutativen
Axiome zollenmuss.Für nichtkommutative Hopf-Algebrenwurdeaberkein einziges
nichttrivialesBeispielgefunden.
DieauftretetenSchwierigkeitenwerdenin derFolgeamBeispielvonGruppenalgebrenZ\[

illustriert. EinesystematischeUntersuchungendlicherHopf-Symmetrien,die aus
denobenangedeutetenGründensicherwünschenswertwäre,kannaberleider nicht
durchgeführtwerden.Im Momentgibt eseinfachviel zuwenigenichttrivialeBeispiele
und eine Klassifikation,wie sie bei endlichenGruppenexistiert, ist für allgemeine
endlichdimensionaleHopf-Algebrennicht bekannt.In jedemFall zeigtsichaberauch
hier, dassdie Symmetrieanforderungenfür nichtkommutative Hopf-Algebren> eine
sehrstarke Einschränkungdarstellen.Für viele Algebrenexistiert überhauptkein ko-
invariantesspektralesTripel.
Bevor mansichnichtkommutativeRäumemit speziellen,zusätzlichenSymmetrienan-
schaut,solltemanzunächstdievolleDiffeomorphismen-Gruppe(alsodieAutomorphismen-
GruppederAlgebra)einesbeliebigensolchenRaumesgenauerbeleuchten.
Sei 0 zunächsteinekommutative Algebra 0]G Z_^ , alsodie AlgebraderFunktionen
auf einemRaummit ` Punkten.Die DiffeomorphismendiesesRaumssindoffenbar
durchdie Permutationender Punktegegeben.Die Gruppeder Automorphismender
Algebra

Z ^
ist demnachisomorphzur Gruppe a ^ , der Permutationsgruppevon `

Elementen.Eine PermutationbINca ^ wirkt auf die Erzeugerdfe in offensichtlicher
Weise

bhgid efjk d�lnmpo9q esr Q
Auf dem Hilbertraum der quadratintegrablenSpinoreneiner endlichdimensionalen
Spin-Mannigfaltigkeit sindDiffeomorphisment derMannigfaltigkeit alsinvertierbare
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Operatorenuwv1xfyFz{5uwv�|~}+��v1x~y9y dargestellt.Für nulldimensionalespektraleTripel ist
dasnichtnotwendigerweiseerfüllt:
JederRaum �%��� müsstedannauf den Raum �������9� �s� �n�p��� �;� invertierbarabgebildet
werden.Diesist abernur dannmöglichwennall dieseRäumedie gleicheDimension
haben,wennalso

� � ��� ����� � �n�p��� �s� ������� ��� �
für alle �9��� undalle ���Y�~� gilt. Hier werdenbeideIndizesvon q transformiert,weil
esnatürlicherscheint,die DarstellungdieserSymmetrieso zu wählen,dasssowohl
die Darstellungvon � als auchdie von ��� mittransformiertwerden.Insbesondere
ist dadurchsichergestellt,dassdastransformiertespektraleTripel unitäräquivalentzu
seinemVorgängerist.
Es erscheintaberkaumsinnvoll, sichauf spektraleTripel zu beschränken, die dieser
Bedingunggenügen.Dabeiwürdenzuviele interessanteBeispiele,nämlichgeradedie
etwas exotischeranmutenden,ausgeschlossen.Außerdemsind in der Klassifikation
enstsprechendespektraleTripel zu

� ��� und
� � �p� � ��� � ��� � �;� (oderauch � � ��� ) ohnehinuni-

täräquivalentzueinander, wennmannichtaufderNummerierung� derUnteralgebren
besteht,sondernzur Nummerierung� }+� v��9y übergeht.InsofernführenDiffeomorphis-
menalsoauchfür solcheBeispielezuäquivalentenGeometrien.

EinfacheMatrix-Algebren �# ¡v�¢-y habennur innereAutomorphismen,die durchuni-
täreElemente£ derAlgebragemäß¤¥z{¦£)¤O£)§ gegebensind.ReinePhasentransfor-
mationenkommutierenabermit allenMatrizen.DeshalbreduziertsichdieGruppeder
innerenAutomorphismenauf �U¨�v�©=y . Es gibt abernochPhasentransformationen mitª¬«® �°¯

, welchezuberücksichtigensind:Die Diffeomorphismusgruppeist daherals

± £K²®v��   v�¢³y�y ��´ �U¨�v�©=y � �U¨�v�©=y¶µ¸·  
gegeben.Die zyklischeGruppe·   ist dabeialsUntergruppe·  B¹��º �V»¯ � �   �¼¯¸½

in
die �U¨�v�©=y eingebettet.
Die innerenAutomorphismensindnatürlichautomatischauf � dargestellt.Die Wir-
kung auf die Spinorenist abernicht einfachals Links-Wirkung desentsprechenden
Algebra-Elementes,sondernals“adjungierte”Wirkung

� ¾¿uV{ÀuÂÁ � £Ãu\£ § � £~Ä+£~Ä~u
definiert.

Auf dieseWeisewird auchdie RealitätsstrukturÄ respektiert,denndertransformierte
Dirac-Operator

Å Á � £=v�Ä+£~ÄHy Å £ § v�Ä+£ § ÄHy
vertauschtwiedermit derRealitätstrukturÄ , welcheselbstinvariantunterdiesenDif-
feomorphismenbleibt:

Ä+Á � £=v�Ä+£~ÄHyÆv�Ä=y�£ § v�Ä~£ § ÄHyHÇ!ÈSÉ �� £~ÄÂv�£)£ § yÆv�Ä~£ § ÄHy � £�v�ÄHÄHy�£ § Ä � v�£)£ § y9Ä � Ä¬Ê
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Beweis: Zum Verständnisder folgendenkleinen Rechnungsei noch einmal an die
Eigenschaften

Ë)Ì�ÍfÎ�ÍHÏHÐIÌ�ÍfÎ�Í=Ï�ËÃÑ ËKÑ�ÎÓÒOÔ und Í~Õ¼Ð�Õ7Í
derRealitätsstrukturJerinnert.Dannist

Õ×ÖØÍ Ð Ù=Ì�Í~Ù+ÍHÏ�Õ3Ù¡Ú�Ì�Í~Ù)Ú�ÍHÏ9Í
Ð Ù=Ì�Í~Ù+ÍHÏ�Õ3Ù Ú Í~Ù Ú
Ð Ù~Í~ÙÃÕYÌ�Í+Ù Ú ÍHÏ�Ù Ú
Ð Í\Ì�Í~Ù+ÍHÏ�Ù)ÕÛÌ�Í~Ù Ú Í=Ï�Ù Ú
Ð Í~Ù=Ì�Í+Ù~ÍHÏ�Õ3Ù Ú Ì�Í~Ù Ú ÍHÏ
Ð Í~Õ3Ö

Da die Rechts-und Links-Wirkungender Algebra vertauschen,transformierensich
Algebra-ElementekovariantunterinnerenDiffeomorphismen,

Ë Ö Ð�Ù=Ì�Í+Ù~ÍHÏ�ËEÙ Ú Ì�Í+Ù Ú ÍHÏHÐ�Ù�Ì�Í~Ù~Í=ÏÆÌ�Í~Ù Ú ÍHÏ�ËEÙ Ú Ð�Ù)ËpÙ Ú ¸
alsosowie esseinsoll.
Auf denSpinorenschautdie DarstellungÜ¼ÝÞ Ù Ü Ù Ú der innerenAutomorphismen
(nur) auf den erstenBlick wie die adjungierteDarstellungaus.Die Komponenten
transformierensichallerdingsgemäß

Ü Öß�à Ð�Ù ß Ü ß�à Ù Úà�á
In derSprachederEichtheorientragendiein Ü ß�à zusammengefasstenFermionendement-
sprechendsowohl âUã Ì�ä ß Ï - als auch âUã Ì�ä à Ï -Ladungen.Eine Ausnahmebilden die
Elementeaus å ßæß . Für ä ß Ðèç sinddie Spinorenaus å ßéß invariantunterinnerenDif-
feomorphismen;falls ä ßHê ç transformierensieunterderadjungiertenDarstellung.

7.1 Endliche Gruppen und ihr e bikovarianten Differ ential-
kalküle

Wie sich gleich zeigenwird, und wie manesaucherwartensollte, gibt eskeinerlei
Probleme,die geometrischenKonzepteausderTheoriederLie-Algebrenauf (diskre-
te) spektraleTripel für endlicheGruppenauszudehnen.Dieseendlichdimensionalen,
kommutativenHopf-AlgebrenbietenaberaucheineguteGelegenheitzu einerkurzen
Einführungin bikovarianteDifferentialkalküle.

Sei ë eineendlichGruppe.Die Algebra ì Ì ë Ï derFunktionenauf ë wird – wie jede
endlichdimensionaleAlgebravon Funktionen– von denElementen

í;î�Ñ ïðÒ ë Ñ
mit denRelationen( í®ñKÌòïÃÏ_Ðôó î®õ ñ )

í;î�í®ñ�Ðôó;ñ õ î í;î
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erzeugt.JedeFunktion ö auf ÷ kanndannals

ö¿øúùû�ü!ý ö
ûwþ û ö û ÿ �

geschriebenwerden.Die Gruppenstrukturvon ÷ macht ����÷�� zu einerHopfalgebra,

� ö��
	�����Høôö��
	����� � � ����÷���������÷���������÷��� ö��
	��_øôö��
	�������� � � ����÷���������÷��� ��ö �Hø ö�� þ � � � ����÷���� � �
mit

þ
demneutralenElementvon ÷ . Auf denErzeugern

þ û habendieseKo-Strukturen
die Gestalt

� þ û ø ù! ü�ý
þ ! � þ !#"%$ û

� þ û ø þ û "%$� � þ û � ø &('�) û �
denn:

� þ û �+*,��-.� ø ù! ü�ý
þ ! �+*/�0� þ !#"�$ û �1-.�

ø ù! ü�ý & ! ) 2 �3& ! "�$ û ) 4
ø & 2 "�$ û ) 4
ø & û ) 2(4
ø þ û �+*5-.��6

Für dasVerständnisder Kovarianzvon Differentialkalkülenist esnützlich, sich das
Koprodukt

�
alseineeleganteFormulierungderlinksregulärenDarstellungderGrup-

pe,alsoderaufdieFunktionenzurückgezogenen(Links-)WirkungderGruppeaufsich
selbst,vorzustellen.
Mit derBezeichnung

7 ! � ����÷�� � ����÷��7 ! ö��
	���8 ':9ø ö��+;	����
ist nämlich

7 ! þ û ø þ !<"%$ û �
unddasKoproduktkanndamitauchals

� öOø ù! ü�ý
þ ! � 7 ! ö = ö ÿ ����÷>�

geschriebenwerden.
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Analog kannmandie rechtsreguläreDarstellungformulieren,weil nacheinereinfa-
chenVerschiebung( ?A@CB�?;DFE�G ) derSummein derDefinition desKoproduktes

H�IKJMLN#O#PRQ N I�S3T N U IWVYX�Z\[�]�^

mit

Q N T�_RJ`T _ N#a%b
ist.
Auf einerLie-GruppekannmandieseGruppenwirkungauchauf äußereFormenzu-
rückzuziehen,undinsbesondereexistierenje eineBasisdesC(G)-Moduls c G Z\X�Z\[�]d]
auslinks- beziehungsweiserechtsinvariantenEinsformen.In deralgebraischenSicht-
weisegibt esweit mehralseinenDifferentialkalkül,abernur wenigeDifferentialkal-
külegestatteneineImplementierungderGruppenwirkung.DeräußereKalkül zeichnet
sichalso(unteranderem)durchdieseEigenschaftaus.Ganzanalogexistierenauchfür
endlicheGruppensolchebikovariantenDifferentialkalküle.

EinDifferentialkalkülheißtlinks-(beziehungsweiserechts-)kovariant[Wdif] wennman
daraufeineLinks- (beziehungsweiseRechts-)Wirkung derGruppeüber

e _fZ+I G�g I#hi]jJkZ e _lI G ] g Z e _lI#hi] U I G ^�I#hmVWX�Z\[>]
(und analogfür Q ) einführenkann. Andersausgedrückt,gibt es danneine Links-
(Rechts-)Wirkung, welchemit demDifferentiald vertauscht.DieseGruppenwirkun-
genkönnennunwiederin einerentsprechendenLinks-(Rechts-)Kowirkung

Hon
(
H�p

)
zusammengefasstwerden,welcheaufDifferentialenals

Hon Z g I ]qJ Z1r g S g ].HsZ+I ]H p Z g I ]qJ Z g Str g ].HuZ+I ]
definiertist, undgemäß

H p,v:n Z+I G�g I#hi]jJwHsZ+I G ].H p/v:n Z g I#hl]
fortgesetztwird. Wie obengilt dannwiederfür beliebigeEinsformenx

Hon x J LN#O#P
T N S e N x

H�p x J LN#O#PRQ N x S�T N5y
Bemerkung7.1.1. Im KapitelüberSymmetriennichtkommutativer Geometrienwur-
de derBegriff einesbezüglicheinerHopf-Algebra z symmetrischenspektralenTri-
pelseingeführt.Darunterverstehtmaneinreelles,geradesspektralesTripel

ZF{|^�}~^��W^d��^(��]
mit derfolgendenzusätzlichenEigenschaft

� z wirkt aufdie Algebra
{

, mit derSchreibweise�>�@q?���� .
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�t� ist auf � dargestelltunddie Darstellungvon � auf � ist kovariantbezüg-
lich � , dasheißtesgilt stets

���+�%�������.���
�����������+������������  ¡���¢ �  ��u¢ �  ��£¢ �~¤ (7.1)

� DerDirac-Operator¥ kommutiertmit derDarstellungvon � auf � :

¦ ¥  ��;§��©¨5  �W¢ � ¤ (7.2)

Auf � �kª��\«>�
wirkt (wie auf jedeHopf-Algebra)die dualeHopf-Algebra(insofern

dieseexistiert). Für endlicheGruppenist
ª��\«��.¬�¯®�«

, die Gruppen-Algebramit
ihremKoprodukt °>± � ±�²³± . Darstellungenvon

®´«
auf demHilbertraum � eines

spektralenTripels zu
ª��\«��

sind nichtsanderesals Darstellungender Gruppe
«

auf� . Die geforderteKovarianzder Darstellungµ von
ª��\«>�

, Gleichung(7.1), besagt
daher, etwasandersgeschrieben:

±>µ �+¶ � ± ¬ � µ �1·´¸l¶ � ¡�¶W¢sª��\«���  ± ¢W« ¤
AusderInvarianzdesDirac-Operators±%¥�± ¬�� ¥ folgt damitaberauch

±>µ �+¶ ��¹ ¶ � � ± ¬ � µ ���1· ¸ ¶ � � ¹ �1· ¸ ¶ � �d� ¤
º �» �\ª��\«>�d� ist für ein

®´«
-symmetrisches spektralesTripel also automatischlinks-

kovariant.Wie späternochklar wird, gilt die UmkehrungdieserAussagenicht.
®�«

-
Symmetrieist alsoeinestärkereForderungals KovarianzdesabgeleitetenDifferen-
tialkalküls.So folgt ausder Kovarianzzum Beispielnicht, dassdie Metrik invariant
ist.

JedeDifferentialalgebraüber
ª��\«��

kannausderuniversellenDifferentialalgebra
º½¼ �\ª��\«��d�

durch Abdividieren einesdifferentiellenIdeals (also durch zusätzlicheRelationen)
konstruiertwerden.In

º�¼ �\ª��\«��d�
gibt eskeineRelationenaußerderLeibniz-Regel

¹,¾ ¸�¿ ¾ ¸À�ÂÁ ¾ ¸�¿ ¹,¾ ¸ÄÃ3Å ¸�Æ ¸�¿ ¹/¾ ¸< 
diemanalsBimodul-Relationin

º½¼ �\ª��\«>�d�
auffassenkann.Wegen Ç ¸�È#É ¾ ¸À�ÂÊ

sind
nicht alleDifferentialederErzeugerlinearunabhängig,

Ë¸�È<É ¹/¾ ¸ �w¨ ¤
EinenatürlichelineareBasisin

º �¼ �\ª��\«>�d�
ist durch

¾ ¸ ¹/¾ ¸�¿ ±YÌ� ±fÍ
gegeben,undinsbesonderesinddieseFormenunabhängig:
Esist nämlich

¾ ¸ ¹/¾ ¸�¿ ¾ÏÎ �wÅ ¸�¿ÐÆ ÎÑ¾ ¸ ¹/¾ ¸�¿ ¾ÏÎ
unddamitfolgt dannaus

Ë¸ÓÒÔ ¸ ¿ È#É�Õ
¸ ¿ Æ ¸ ¾ ¸ ¹/¾ ¸ ¿ �©¨



178 7.1Endliche Gruppen und ihr ebikovarianten Differentialkalküle

stets

Öl×#Ø ×�Ù,ÚÏ×ÜÛ/Ú�×ÏÙ,Ý©Þ ß�à0á�à;â0ãsä>á
wennmanvon rechtsmit Ú�× , von links mit Ú�×�Ù multipliziert.
Mit demgleichenArgumentfolgt aberauch,dassalleanderenDifferentialkalküleauså½æ�ç\è�ç ä�édé dadurchentstehen,dassnachBeliebeneinigeder Ú(ê�Û,Ú ê Ù Null gesetztwer-
den.
Soll der dabeientstehendeDifferentialkalkülaberebenfalls links- beziehungsweise
rechtskovariantsein(deruniverselleDifferentialkalkülhatnatürlichbeideEigenschaf-
ten),sokannmannatürlichnicht beliebigviele Ú(êëÛ,Ú ê Ù Null setzen.

Auf derBasis Ú(êëÛ/Ú ê�Ù sinddiebeidenKowirkungenexplizit als

ìoí ç Ú�ê�Û/Ú ê Ù+éîÝ ï×<ð#ñ Ú�×�òóÚ ×#ô�õ ê Û/Ú ×<ô%õ ê Ù
ì�ö ç Ú ê Û/Ú ê Ù+éîÝ ï×<ð#ñ Ú ê ×#ô%õ Û/Ú ê Ù÷×<ô%õ ò�Ú�×

gegeben.DarausschließtmansofortdiefolgendeKonsistenzbedingungfür Kovarianz:

Proposition 7.1.2. Setztmanein Ú(êÀÛ/Ú ê Ù Null, somussin einemlinkskovariantenDif-
ferentialkalküldergesamteOrbit Ú ×#ô�õ ê Û/Ú ×<ô%õ ê Ù verschwinden.

Bemerkung7.1.3. In dermit derHilfe desDirac-OperatorseinesspektralenTripels
gebildetenDifferentialalgebrakannjedeEinsformalsSummevon TermenderForm

øfùûúlá ø�á�úmãAüýÝ è�ç ä>é�á
mit ùÑÝ`þ êÓÿ� ê Ù Ú(êëÛ/Ú ê�Ù geschriebenwerden.Insbesondereist

Ú(êëÛ,Ú ê Ù�Ý`Ú(ê�ùfÚ ê Ù�á
unddie DarstellungderBasis Ú�ê>Û,Ú ê Ù ist demnachdurchdie Blöcke ù ê�� Ø ê Ù � gegeben.
KovarianzdesDifferentialkalkülsbedeutetdannalso,dassaus ù ê�� Ø ê Ù � Ý¯Þ für alle� ãWä stetsauch

ù�� ×#ô�õ ê���� Ø � ×#ô�õ ê Ù ��� Ý©Þ ß � ãWä
folgt.

Ein Differentialkalkül,dersowohl links- alsauchrechtskovariantist,wie zumBeispiel
derdeRham-Komplex auf einerLie-Gruppe,wird alsbikovarianterDifferentialkalkül
bezeichnet.Für die wesentlicheEigenschaftdesklassischenBeispielesgenügtaber
eine“einseitige”Kovarianz:

Satz7.1.4. Woronowicz Existiert auf
å
	Ïç\è�ç ä�édé einewohldefinierteLinks-(Rechts-

)Kowirkungvon
è�ç ä�é , sogibt eseine(Bimodul-)BasisausinvariantenEinsformen.
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Für die Algebra ������ derFunktionenauf einerendlichenGruppe� sinddie linksin-
variantenFormenexplizit als �������������� � ��� � �
gegeben.Mansiehtsofort,dass "!#� � �$� � %'&)(+*-, �
ist, undmit derLinks-Kowirkung lässtsichdieseEigenschaftin derForm.0/ ���1���! ���2� !435 6!#�����87"39���
schreiben.
Analogsinddie rechtsinvariantenFormenals: � � ������ � � � � � � .; : � � : � 3$7
bestimmt.
Die

� � sindabernicht alle linearunabhängig�� ��� ����� �� ��� �������� � ��� � � �=< ��?>@��� � �A>CBEDF �� ��� � � �?> �?GIHKJLM N�O PQ'R
�TSVU

Aus diesemGrundbeschränktmansichaufdie Menge W � �YX *[Z� �#\ , derenElemente
eineBimodul-Basisin ]_^` ��������a� bildet.JedeEinsform : lässtsichdamitals: � �b�cQ)� ���ed � � � d � , �f���g�
schreiben.Insbesondereist� � � � �b?cQ)� ��� � � � �1h � � � � � und � � > � � � � � � > � � GiH � > U
AusderletzterenGleichungkannmanauchdie Bimodul-Relation��� d �kj�l � GIH dnm ���
ableiten.UnterderRechtswirkungderGruppetransformierensichdielinksinvarianten
Formengemäß lo!�� � � ������ � � � ! GIH � � � ! GIH� ������ � � � ! GIH � � � ! GIH� ��?>@��� � �?> ! � ! GIH � � �?>� � ! � ! GIH (
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beziehungsweise pfqsr�t�u�vw�x�y r w t w�zI{n|~} wV�
Ein Differentialkalkülist alsogenaudannbikovariant,wennmit einem

r t
stetsauch

dergesamteadjungierteOrbit

r w t w zi{
verschwindet.Für die rechtsinvariantenFormen� t geltennatürlichanalogeAussagen.

Bemerkung7.1.5. Die DarstellungderlinksinvariantenFormenaufdemHilbertraum�
einesspektralenTripelszu �f����� berechnetsichals� r tA� ����� uT� ��������� t zI{�� � � ��� t zi{�� � �

Die obigeBedingungfür Bikovarianzübersetztsichdannin entsprechendeBedingun-
genfür denDirac-OperatorunddamitnatürlichauchdenHilbertraumund � :
Wenndie Darstellungeines

r t
verschwindet,somüssenfür alle �)�K����� die Kompo-

nenten

�0��� ��� � t � ��u���� � � t � � � ���@ ¢¡ verschwinden.Ist

r t
hingegenvon Null verschieden,

somussfür jedes�£�[� wenigstensein �¤�[� existieren,sodass

� ��� ��� � t � ��¥uT¦
ist.

Die ForderungnachderBikovarianzdesDifferentialkalkülsliefert offenbarschoneine
spürbareEinschränkungan spektraleTripel. Andererseitsmachtsie als Symmetrie-
Begriff natürlichnicht sehrviel her, vor allemweil damitnochnicht sichergestelltist,
dassmaneineDarstellungderLinks-(Rechts-)WirkungderGruppeaufsichselbstauch
aufdemHilbertraumkovariantdargestellthat.Analogzur KovarianzderDifferential-
Algebraist auchhierdieÄquivalenzeinersolchenkovariantenDarstellungderGruppe
zur ExistenzeinerKowirkungderAlgebraauf

�
sicherzu stellen.

Ist einekovarianteDarstellungderAlgebragegeben,sowird mannacheineminvari-
antenDirac-OperatorundderdarausabgeleiteteninvariantenMetrik suchen.Darüber
hinauserscheintes natürlich, zusätzlichdie Existenzeiner kovariantenDarstellung
der Gruppenwirkungfür §Y¨ zu fordern.Wünschenswertist auchdie Existenzeiner
Darstellungder Rechtswirkungder Gruppeauf sich selbst.Dies ist, wie späterge-
zeigtwerdenwird, äquivalentzu einerDarstellungderAntipodevon § u �f����� (in
Verbindungmit der Darstellungder Linkswirkung). Kurz gesagt:Man wird ein � -
symmetrischesspektralesTripel für �f���g� konstruieren.

Die DarstellungderAlgebra �f���g� aufdemHilbertraum
� uª© � � � x�y � �«� ist durch} t � ��� u$¬ t � � � �«� ¯® ���)�K�¤�°�

festgelegt. EineunitäreDarstellungderGruppe� auf
�

, bezüglichderdieseDarstel-
lungvon ������ kovariantist, mussalsooffenbarderGleichung® � ��� � � � t zi{ � � �
genügen,denndannist� ® } w ® ¡ � � ��� u ® } w ��± � t � � � u$¬ t � � w ® �²± � � � � u$¬ � � t zI{ w � ��� u } t zI{ w � �«� �
Soll auchdieDarstellungderAlgebra ������ vonrechtskovariantunterdieserDarstel-
lungderGruppesein,sofolgt ® � ��� � � � t zi{ � � � t zI{ � � �
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was zum Beispiel dannerfüllt ist, wenn die Darstellungder Gruppemit der Rea-
litätsstruktur ³ kommutiert. Insbesonderemüssenalso für alle ´¶µ¸· die Räume¹~º�»?¼I½�¾A¿Àº�»A¼i½�ÁÂ¿

diegleicheDimension Ã Ä ¾�Á Ã haben.Auf demRaumÅ4Æ ÇÉÈ�Ê+Æ existiert eben-
falls eineDarstellungË derGruppe · , zumeist– abernicht immer– nur die triviale,ËÍÌC´ÏÎ�ÐÒÑ²Ó¯´-µÔ· . Die DarstellungderGruppewird daherin derFolgealsÌC´iÕ4Î ¾�Á ÐTËÍÌC´ÏÎ�Õ º�»�¾A¿Öº�»�ÁÂ¿
abgekürzt.Siekommutiertdannundnurdannfür alle ´£µ[· mit derRealitätsstruktur³ , wenndie DarstellungËÍÌC´ÏÎ reell ist, alsoËÍÌC´ÏÎ�Ð$ËVÌC´¯ÎK×
DasfolgendeLemmazeigt unterwelchenUmständender resultierendeDifferential-
kalkül linkskovariantseinwird, in demSinne,dassauf

¹
die Gleichung´eÌ�ØÚÙ Û°Ü�Ý�Þ�Îß´Ià�Ð8ÌC´VØ�´Ià�Î)Ù ÛÔÜáÌÖ´IÝ�´Ià¢Î�Þ Ó'Ø¯Ü�Ý
µÔâfÌ�·�ÎKÜ ´ãµ°·

gilt.

Lemma 7.1.6. DieDarstellungderGruppe· auf
¹

induzierteineLinkswirkungvon· auf ä_åæ Ì�âfÌ�·�ÎaÎ , welchemit demDifferential vertauscht, wennundnur wennfür alle´ãµ[· derOperator ´ à Ù Û°Ü+´ßÞ im KommutantderAlgebra liegt.

Beweis:
Seifür alle Ý_µ°âÌ�·�Î ´_Ì�Ù ÛÔÜ�Ý�Þ�Îß´ à Ð�Ù ÛÔÜáÌÀ´VÝK´ à Î�Þ�×
VerwendetmanaufderrechtenSeitedieLeibniz-Regel Ù Û°ÜKç�è�Þ'ÐéçYÙ Û°ÜKèêÞ�ëfÙ Û°ÜKç�Þ@è
soergibt sichdaraus ì Ðí´IÝ�Ù Û°Ü+´Ià«ÞIë$Ù Û°Ü+´ßÞCÝ�´Ià�Ü
undmit derbekanntenIdentität Ù ÛÔÜ+´ à Þ'ÐÒîï´ à Ù Û°Ü+´ßÞ�´ à folgt sofortdie BehauptungÝ�´Ià�Ù Û°Ü+´ßÞnÐé´Ià�Ù ÛÔÜ+´ðÞCÝ Ó'Ý�µ°âfÌ�·�ÎKÜ ´ãµ°·Y× (7.3)

Auf denerstenBlick siehtdieseGleichungetwasallgemeinerals die Forderungder
Invarianz Ù Û°Ü+´ßÞoÐ ì

desDirac-Operatorsaus.Dem ist (mit wenigenAusnahmen)
abernicht so:Die AntipodederGruppenalgebraÅ�· (die hier alsSymmetrie-Algebra
verwendetwird), ist durch ñIÌC´ÏÎ9Ðò´Ïó å auf den Gruppenelementengegeben.Die
Kovarianz-Forderungfür dieRealitätstrukturlautetfür unitäreDarstellungenderGrup-
pealso ³'´Ï³[Ð8Ì�ñA´ÏÎÉà�Ðí´Ú×
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Korollar 7.1.7. Wenn die Darstellungder Gruppemit der Realitätsstrukturô ver-
tauscht, soist õIö�÷ ø°ù+õßú im KommutantderAlgebra wennundnur wenn÷ ø°ù+õßúnû$ü ý¯õoþ°ÿ
ist.

Beweis:Sei �gû��������	� ��
 � , � � þ� . Dannlautetdie ��������� ������� -Komponenteder
Gleichung(7.3)explizit��� �Cõ ö ��ø � �"!$#&%�' � �"!(#*)+'-, � �"!$#&."' � �"!$#&/0' � �Cõ1�32�ø %4)5, .6/87 � % û� � �Cõ ö ��ø � ��!(#&%�' � �"!$#*)6'�, � �"!$#�.�' � ��!(#&/9' � �Cõ:�32�ø %4)5, .+/ 7 � .
Für �<;û=� kanndasoffenbarnurdannfür alle � % ù5� . erfüllt sein,wennderAusdruck� � �Cõ ö ��ø � � !$# %�' � � !(# )+'-, � � !$# ."' � � !$# /0' � �Cõ1�32�ø %4)5, .6/ 7 û>�Cõ ö ÷ ø°ù+õßú�� %4)5, .+/
verschwindet.In diesemFall ist � û?� , wenndie entsprechendeKomponentevon ø
nicht verschwindet.Multipliziert mandieseGleichungvon beidenSeitenmit ô soer-
gibt sichmit derVoraussetzungô'õÏô[ûéõ sofort,dassauchdieKomponentenmit ��û=�
verschwinden,dennesgilt ja �Éô ø ô@� %4)5, .6/ û ø )A%-, /B. .
Auch wenn ô nicht mit derDarstellungderGruppevertauschtundesdahermöglich
ist, ø nichtinvariantzuwählen,hatdiezusätzlicheFreiheitin ø keineBedeutung.Die
entsprechendenKomponentenø %4)5, .C) spielenfür dieDifferentialenämlichkeineRolle,
unddieMetrik wird deshalbin jedemFall invariantsein.Esist deshalbvernünftig,sich
ausschließlichaufdenFall einesinvariantenDirac-Operators,deralsodie Gleichungø � �A%�' � �D)6'�, � �5.�' � �5/0' û � �Cõ:��ø %4)5, .+/ � ö �Cõ1� ý¯õ¯ùA�Kù&��ù5�)ùA��þ[ÿ
erfüllt, zukonzentrieren.Offenbarbedeutetdieseinfach,dassalleKomponentenø � �A%�' � ��)+'-, � �5.�' � �E/0'
durch die Angabeeiner Komponenteø %4)5, .+/ bereitsfixiert sind. Insbesonderemüs-
sen F und G so gewählt sein,dassalle dieseKomponentenexistieren.Ist G invari-
ant unter der Gruppenwirkung,so ist sichergestellt dassmit F %H) F .+/ I ü auchstetsFJ� �A%�' � �D)6' FJ� �5.�' � �5/9' I ü gilt. Esgenügtalsovöllig,õKG¯õ ö û�G
zu fordern.

EsseinuneinspektralesTripel gegeben,dasallenobigenAnforderungengenügt.Ins-
besonderegibt esalsoeineDarstellungderLinks-Wirkung derGruppeaufsichselbst.
Wassinddanndie minimalenVoraussetzungenfür die ExistenzeinerDarstellungder
Rechts-Wirkung?

Beobachtung7.1.8. Esist in LM��ÿN� :O@P � !$# O ûRQ �TS
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Beweis:Für beliebigesUWVYX[Z�\N] ist^D_@`ba"c(d5_ UfegZ�hf]ji ^D_@`ba"c(d UfegZ�hfkfl"]i _ UmZ*n$hokfl"]i UmZ�h�n:kfl"]i p a UmZ�ho]
Folglich brauchtmannureineDarstellungderAntipode

_
auf q , zumBeispielalsZ _@r ]&s4t�i r s c(d t c(d

um die Existenzeiner Rechts-Wirkung zu gewährleisten.Es ist dann nämlich die
Kovarianz-Bedingung _vu"wK_ i u w c$d6x
erfüllt, unddamitfolgt schon,wie im obigenBeweis:_ n$y _zu"w{_ n _ i u w a"c$d"|
Die Rechtswirkungvon n}VR\ wird alsodurch

_ n y _ dargestellt.Eine hinreichende
Bedingungfür die BikovarianzdesDifferentialkalkülsist dann~ � xE_�� iR� |
DasSkalarprodukt�D� x �B� von Einsformensollteebenfalls invariantunterderGruppen-
wirkung sein, �*nK� l n$y x nK���6n$y��gi>�-� l x ����� |
Für denüblichenAnsatz �-� l x � � �bi Tr Z���� y� � l ] bedeutetdies,dass� mit derDarstel-
lungderGruppevertauschensollte.

Zusammengefasst:

Es gibt (fast)keineSchwierigkeitenspektraleTripel für XMZ�\N] zu finden,welchedie
Symmetrieunter \ respektieren.Daswerdenauchdie folgendenBeispielebelegen.
Da für kovarianteDarstellungenn(q sHt iRq�� a"c$d s�� � a"c(d t+�
gilt, undwennmandie InvarianzderGraduierung� ,nK�:n y i�� x
voraussetzt,sofolgt, dassdieSchnittform� s4t invariantunterderGruppenwirkungsein
muss,also � sHt i��J� a"c(d s�� � a"c$d t6� , wasmanetwaselegantermit denDarstellungsmatrizen� Z*n1] derregulärenDarstellungderGruppe(auf ��� �@� ) als� Z*n:]��	Z � Z*n1]C] y i=�
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schreibenkann.Im AllgemeinensinddiekovariantenDarstellungenderGruppesogar
orthogonal(die Darstellungsmatrizensindorthogonal),denndie reguläreDarstellung
ist orthogonalundkovarianteDarstellungenstammen(wie alleDarstellungen)ja letz-
lich ausdieserDarstellung.
Interessanterweisefolgt dannim Allgemeinen,dassdie Realitätsstruktur� invariant
unterderGruppeist: Wegen � � � �$�T�C�:�o��� � � �C�1���$���=�
und � � � �+�g �¡�¢ � � � � ��� � �f£T  �:¤f¥ ¢ � � � ��� �f£�  �1¤f¥ ¢ � � � �f£T �¡:¢
ist � � � � nämlichebenfalls eineerlaubteRealitätsstruktur. Da dieseabereindeutigist,
bis auf unitäreTransformationenin denFamilienräumen¦�§ ¨&© ªK§ , folgt (wennmandie
Möglichkeit von Darstellungen«"¬4 derGruppein denFamilienräumenvernachlässigt)� � � � � ��®
Die InvarianzdesDirac-Operatorsübersetztsichin¯ ¬45° ±² � ¯ ³B´"µ$¶ ¬�· ³0´"µ(¶ 6· ³B´"µ$¶ ±"· ³B´"µ$¶ +· ®
WennderDirac-Operatorinvariantunterder Gruppenwirkungist, so trifft diesauto-
matischauchauf � und ¸ ¬4 zu,undsomitauchauf � .
Ein diskretesspektralesTripel ist also dannund nur dann ¹ -symmetrisch, wennder
Dirac-Operator mit der (kovarianten)DarstellungderGruppeauf º kommutiert.
Ein rechtüberraschendesErgebnisist nun,dassdieKovarianzbedingungdesDifferen-
tialkalkülsdannundnurdannauf » dargestelltist, also� ¡ � ¯ �5¼5��� � �   � ¡ � � ¢ � ¯ �²�$¼5� � �
gilt, wennD invariantunter ¹ ist.
Esmussaberbetontwerden,dassdieskeineswegsbedeutet,dassendlichdimensionale
spektraleTripel nur dannauf kovarianteDifferentialkalküleführen,wennD invariant
ist. Ein Differentialkalkülist ja schondannkovariant,wenn aus ½ ´ �¾� stetsauch½T¿ ´ ¿ µ(¶ ��� folgt, und diesist einewesentlichschwächereBedingungandenDirac-
Operator.

7.1.1 Zyklische Gruppen

Die kleinstenichttrivialeGruppeist diezyklischeGruppeÀÂÁ , dienureinnichttriviales
Element¡ mit ¡ Á ��Ã besitzt.Die Algebra Ä   ÀÂÁ ¢ hatdemnachzwei Erzeuger, Ã�Å undÃ"Æ , die von ¡ vertauschtwerden:¡ Ã"ÅÂ��Ã Æ � ¡ Ã Æ ��Ã"Å ®
Die einfachsteSchnittformeinesÀÂÁ -symmetrischenspektralenTripelszu Ä   ÀÂÁ ¢ , das
einennichtverschwindendenDirac-Operatorbesitzt,ist demnachdurch¸ �ÈÇ É ÊËÉÊ{É ÉjÌ
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gegeben.DerallgemeineDirac-OperatorzudieserSchnittformwäreÍ�ÎÐÏÑÑÒ Ó ÔÖÕ×ÔÙØ ÓÔÖÕ Ó Ó ÔÖÕÔÙØ Ó Ó ÔÙØÓ Ô Õ Ô Ø Ó
Ú"ÛÛÜÞÝ

Damitdiesermit derGruppendarstellungvertauscht,mussaber

Ô Õ ÎRÍ	ßDßAà ßDá�ÎRÍ	áEá"à á5ßÂÎ Ô Øgelten.Stattzweierfreier komplexer ParameterenthieltederDirac-Operatorhier also
nureineneinzigen.Für die Metrik findetmanâ Õ à Ø Î ãä Ô Õ äDåwährenddie Eigenwertedurchæèçêé<ëNì ÔÖÕ+í î:ï�ð æçòñCóôì ÔÖÕ"ígegebensind.DieseGrössensindalsoalsoauchim symmetrischenFall frei wählbar.
Dasliegt natürlichdaran,dassdieGruppeõ Ø etwasdürftig ausgefallenist.
FürdienächstkompliziertereGruppe,diezyklischeGruppeõÂö zumBeispiel,wäredas
einfachstespektraleTripel durch÷ Î ÏÒ ã øËã øËãø{ã ã øËãø{ã øËã ã ÚÜ
gegeben.Es gibt also ausschließlichKomponenten

Íúù9ù9ù�û
(und entsprechend

Íúù9ù�û6ù
,Íúù�û6ù0ù

,
Í	û6ù9ù0ù

) desDirac-Operators,wobeifür die InvarianzÍ ÕCÕCÕ&Ø Î=Í ØCØCØ ö ÎRÍ öCöCö Õ î:ï�ð Í ÕCÕCÕ ö ÎRÍ ØCØCØ6Õ Î=Í öCöCö Øseinmuss.Von denursprünglich6 freienParameternin
Í

bleibenalsonurnochzwei
übrig.

Ein Beispielzur Gruppeõ�ü befindetsichamAnfangdiesesKapitels.

7.1.2 ý ö
Die kleinstenichtabelscheGruppeist diePermutationsgruppevondreiElementen,þfö .
DieseGruppehatzweiErzeugerÿ å�� (und6 Elemente)mit denRelationenÿ Ø Î�� � Ø Î�� å ÿ � ÿ Î � ÿ �
Selbstverständlichsind ÿ å�� in derdefinierendenDarstellungeinfachdieüblichenTrans-
positionen ÿ�� ì ã ç�� í 	
 ì�ç ã � í å � � ì ã ç�� í 	
 ì ã �Tç í Ý
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Es ist aberbequemermit einemdrittenErzeuger�������� ( ������� ) zu arbeiten,weil
die Relationenfür ��������� ,����������� ����������� �����������
offenbaretwashandlicherals die obigensind.Es gibt genaudrei irreduzibleunitäre
DarstellungenderGruppe�! , die in derfolgendenTabellezusammengestelltsind.

Dimension "$#%�'& "$#%�(&)+*
1 1

1 -1 -1

2

, ) -- ./)10 2 .43� 5  �5  � 3�76
wobei

)+*
die triviale Darstellungbezeichnet.Es gibt danndrei Konjugationsklassen,

nämlich 8 �:9;� 8 ���������(9 <�='> 8 ���������'9
wodurchdie bikovariantenDifferentialkalküleauchschonangegebenwären.
Die Schnittform ? ist genaudanninvariantunter �  , wennsiedenBedingungen?+@�A$��?CB @�AEDGF ��? F B A%@�D ��?HA%IJ�K?CB A%@�D B @�AED ��? IE@
(und analogfür andereElemente)genügt.Daseinfachste�  -symmetrischespektrale
Tripel zu L�#M�! (& ist dann

)+N
-dimensional,mit

?O� PQQQQQQR ) - - ./) ./) -- ) ./) - - ./)- .S) ) - - ./)./) - - ) ./) -./) - - ./) ) -- .S) ./) - - )
THUUUUUUV

�� �������� W
DerDirac-Operatorenthältin diesemFall nureineneinzigenfreienParameterobwohl
erohnedieSymmetriebiszu6 unabhängigeEigenwertehabenkönnte.Wie mansieht,
werdensolcheBeispielesehrschnellkompliziert,unddasBerechnenderEigenwerte
von X ist schonin diesemFall nur nochmit Computer-Algebra-Systemenzu bewäl-
tigen.Ob dasder Mühe wert ist, ist allerdingsfraglich. Zumindestdie Metrik ist in
diesenBeispielenohnehinvon vornehereinklar: DasieinvariantunterderGruppeist,
habenalle6 PunktedengleichenAbstand

3YEZ[Y .
Bei denAnwendungenaufTeilchenmodellewerdendieEigenwertedesDirac-Operators
als Fermion-Masseninterpretiert.InsofernwäreeineBerechnungdieserEigenwerte
(unddervonderGruppeninvarianzherrührendenEinschränkungenansie)wünschens-
wert.Allerdingsist esauszuschließen,dassdasdiskretespektraleTripel desStandard-
modellseinesolchekokommutative Symmetriebesitzt(die Algebraist ja nichtkom-
mutativ), und deshalbmussmanim Hinblick auf dieses– daseinzigeinteressante–
Beispiel,auchnichtkokommutative Symmetrienvon diskretenspektralenTripeln un-
tersuchen.
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7.2 Ein paar Bemerkungenzu nichtkommutativen endlich-
dimensionalenHopf-Algebren

...soist demko- überhauptkeinegrenzegesetzt
undauchnichtdenwaffensystemen
die ein solchesko- erstermöglichen
sondernbloßderexistenz
die jeweils nurein einzigesmal vorkommt
unddaherauchsobelanglosist

Ernst Jandl

Die KonzepteausdemvorigenUnterabschnittlassensich ohneSchwierigkeiten auf
beliebige,alsoauchnichtkommutative, endlichdimensionaleHopf-Algebrenverallge-
meinern.EinewichtigeRollespieltdabeiderfolgendeSatz.
Sei \ eineendlichdimensionaleHopf-Algebra,\^] diezu \ dualeHopf-Algebra.Die
ElementeeinerBasisin \ seienmit _�` bezeichnet,die derhierzudualenBasisin \a]
mit bMc d b c;e _ `Efhg�i c`;j
Die Antipode k von \^] ist dualzur Antipode l von \ :d k$m e�n fJg d m e l n f j
Die (Rechts-)Wirkung von \ ] auf \ wird weiterhin als mpo n�eqnsr \ e m r \ ]
geschrieben.Explizit ist mto n g d m n�uwv�x f n'uzy{x|e
mit derüblichenKurzschreibweise} n g n�u~y{x���n'u�v�x . Esgibt nocheineweitereMög-
lichkeit eineWirkung von \^] auf \ zu definieren.Mit Hilfe derAntipodekannman
jedeHopf-AlgebranämlichauchaufdemDualraumeinesDarstellungsraumesdarstel-
len.Hier ergibt sich n�� m g d k$m e�n�u~y{x f n'u�v�x j
Für endlichdimesionaleHopf-AlgebrenlässtsichdieseBeziehungzwischenderWir-
kungvon \ ] unddemKoproduktvon \ umkehren:

Satz7.2.1. Esist} n g�� `�� b ` o n���� _ `�g�� ` _ ` � � n�� � k�� y b ` �(� j (7.4)

Beweis:Da in \ � \ durch _ ` � _ c eineBasisgegebenist, gibt esKonstanten� ` c�
mit }t_ � g�� `�� c � ` c� _ ` � _ c j
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Mit diesenkannmandannauchdieWirkung von �^� ausdrücken:���;���H�/�����K� � �� � ��� �H�[���|�����G��  ¡4� �¢¡�¤£M¥ �|� � � �E¦ � ¡;�
womit die BehauptungdurchEinsetzenverifiziert werdenkann.

Esseinocheinmaldaranerinnert,dassdasKoproduktvon �^� perDefinitiondualzum
Produktvon � ist: § �/¨%©�ª(«h�¬¨ §$~®{¯ ��©�«°¨ §h�±�¯ ��ª(«�²
Wie zuvor führt manwiederrechtskovarianteDifferentialkalküleauf � ein, die eine
Rechts-Kowirkung ³�´ von � gestatten,welchemit demDifferentialgemäß³�´ ¨¶µ�©�«·�s¨¶µ¹¸»º�¼½« ³ ©
verträglichsind.Aus(7.4)folgt dann,dassdieExistenzeinersolchenKowirkungäqui-
valentzu derExistenzeinerWirkung von � � auf die Differential-Algebraist, welche
mit demDifferentialvertauscht,also:§ �S¨%©�µ�ª(«·�¬¨ § ~®{¯ ��©�«Eµ�¨ § �±�¯ ��ª+«�²
Explizit siehtdieseWirkungdannsoaus:§ �S¨¶µ�©�«¾� � ��¿Mµt¿�� � ��©�À(À[¸Á� � ²
Damit ist eigentlichschonfastallesklar. Zu bemerkenist noch,dassdieWirkungvon
§�Â �a� nur dannein AutomorphismusderAlgebra � seinwird, wenn

§
gruppenar-

tig, ³ § � § ¸ § �
ist. Demnachinduzierennur gruppenartigeElementevon � � Diffeomorphismendes
RaumsderreinenZuständevon � .

Satz7.2.2. Sei � einehalbeinfacheendlichdimensionaleHopf-Algebra,¨¶Ã � � ��Ä1�|Åq��Æ « ein– bezüglich beiderWirkungenvon �^� auf � – �a� -symmetrisches
spektralesTripel.

1. Dannist Ã sowohlein Rechts-als auch Links-K omodul über � .

2. Der ausdenDatendesspektralen Tripels abgeleiteteDifferentialkalkül für �
ist bikovariant .

3. Die aus

Ä
abgeleiteteMetrik auf demRaumÇ der reinenZuständevon � ist

invariant unterderWirkungvongruppenartigen Elementen

§ÈÂ � �¼�¨ §¾É ® � §qÉ ± «¾��¼�¨ É ® � É ± « Ê É ® � É ± Â Ç ²
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Ein Beweis dürfte sich nachdenAusführungenim letztenUnterabschnitterübrigen.
Man brauchtnur in allendort abgeleitetenFormelndie RechtswirkungËÍÌ durchdie
Wirkung Î|Ï'Ð�Ñ ersetzen.Soist zumBeispieldieRechts-Kowirkung auf Ò durchÓtÔÖÕ�×�Ø Ï�Ù Î Ï Õ[Ú[ÛÝÜ Ï
gegeben.
Soweit die Theorie.....

Leideristesunsbishernichtgelungen,Beispielemit nichtkommutativenHopf-AlgebrenÞ
zu konstruieren.Andererseitsist auchkein Grundersichtlich,derdie Existenzsol-

cherBeispieleausschließt.EndlichdimensionaleHopf-Algebrensind in derLiteratur
auchnochnicht genügenduntersuchtworden.Eine Klassifikation,wie sie bei endli-
chenGruppenexistiert,wäresicherlichsehrhilfreich beiderBeantwortungderFrage,
ob solcheSymmetrienin spektralenTripeln realisiertwerdenkönnen.
DasfolgendeBeispielsoll die Schwierigkeitenverdeutlichen.
Betrachtetwird daseinfachsteBeispielfür einenichtkommutative Hopf-Algebra,die
Gruppenalgebrenßhà (undgelegentlichnochetwasspeziellerdiezyklischenGruppenßháãâ , beziehungsweisedie PermutationsgruppeßJäæå ).
Als Vektorraumist ßJà derfreieVektorraumüberderMengeà . DasProduktist durch
die Gruppenmultiplikationgegeben,welchemit dem Distributiv-Gesetzauf Linear-
kombinationenç Ìqè Ì�é fortgesetztwird. BetrachtetmaneineirreduzibleDarstellung
derGruppeà auf ßqê (die irreduziblenDarstellungeneinerendlichenGruppesindna-
türlich alle endlichdimensional),sospanntdie Darstellungvon ßJà wegendesSchur-
schenLemmasdie ganzeMatrix-Algebra ë ê:ì ß[í der Endomorphismenvon ß·ê auf.
In derZerlegung ßJà ×�î Ï ëïâ:ð ì ß[í derhalbeinfachenAlgebra ßJà wird folglich ein
Summandë ê�ì ß[í existieren.UmgekehrtdefiniertjederBlock ë âCð ì ß[í eineirreduzible
Darstellungvon à .

Satz7.2.3. BezeichnetderIndex è dieinäquivalenten,irreduziblenDarstellungenvonà mit denjeweiligenDimensionenñ!ò , soistßJà ×�ó ò ëôâ�õ ì ß[í�ö
Da jedeGruppemindestenseineeindimensionaleirreduzibleDarstellunghat,undan-
dererseits(von der trivialen Gruppeabgesehen)÷øà�÷/ùûú ist, so folgt als einfaches
Korollar, dassjede(nichttriviale) GruppenalgebraeineSummevon mindestenszwei
Matrix-Algebrenist. Esexistierendemnachfür alleGruppenalgebrenspektraleTripel
mit einemnichtverschwindendenDirac-Operator.

Die natürlicheHopf-AlgebraaufGruppenalgebrenist durchÓ é × é Û é�ü Î ì é�í ×¬ý ü äqé × é�þ!ÿ
gegeben.Die dualeHopf-Algebraist die Algebra � ì à¹í der Funktionenauf à , und
diesewirkt als Ü�� Ðãé ×��MÜ�� ü é��Eé ×	� Ì�
 � é
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auf �� . SuchtmannachkovariantenDarstellungenvon �� unterdieserWirkung,und
verwendetmandasKoproduktvon ������� , soübersetztsichdie geforderteKovarianz-
Bedingungin:

��� ������������ "!$# � �  &% �'�(��)  ��� ��� � �*�+)-, ��� �.�0/
Mit anderenWorten:Gesuchtist einebezüglich� kovarianteDarstellungvon ������� ,
dennobigeBedingungkannja auchals

�21 ��� � � �+)-, ��� �
interpretiertwerden.

Man kann auchviel Allgemeineszu (bikovarianten)Differentialkalkülenauf Grup-
penalgebrensagen:

Proposition 7.2.4. Der Differentialkalkül auf Gruppenalgebren ist ein innerer, das
heißtesexistiert eineEinsform3 mit 4$� �65 �8793;:
Beweis:Betrachte:

3 � <= � = �� !$#?>A@CBED8> /
Dannist:

5 �8793C: � <= � = �� !F#HG � > @CB D8>JIK> @CB D8> �2L� <= � = �� !F# G � >A@CB8D8>JIK>A@CBED � > �'�AM D � L� <= � = �� !F#ND �� D �
wobei für denvorletztenSchrittdie SummationsvariabledermittlerenSummevon >nach >PO � > � verschobenwurde.
Die zugrundeliegendeGruppenstrukturspiegelt sichin entsprechendenEigenschaften
von 3 wieder.

Proposition 7.2.5.

�, !$# ��3C� @CB �RQ /
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Beweis:Betrachte: S�TVUJT W X Y
Z$[F\

S0]C^C_a`b]
X Y

c [F\
S&d�`fegd ^C_�h

X Y
c [F\

`iegd h d ^C_
X Y

c [F\kj
d l W;mnd ^C_ o

Esist deshalbY
c [$\

d�WCd ^C_ XpY
c [F\Hq

Wsr
j
d l WCmnd ^C_ut X�TVU�T WvSwTVU�T WxXRy o

Im Hinblick aufdieFrage,obmansolcheDifferentialkalküleauchmit Hilfe vonspek-
tralenTripeln konstruierenkann,siehtdasrechtvielversprechendaus.Der auseinem
diskretenspektralenTripel abgeleiteteDifferentialkalkülist ja ebenfalls stetsein inne-
rer. Esgilt dannnämlichfür alleAlgebra-Elementez|{H}~ z X j � l z

m l
wobeidie Einsform � {�� _

e } h in diesemFall als

�
X�S Y

�8��(�k� � j � l � �
m

gegebenist. � � bezeichnetdabeidenProjektoraufdieeinfacheUnteralgebra����� e�� h
(im Fall von Gruppenalgebrenalsoaufdie irreduzibleDarstellung� ).
Eswird gleichfür allespektralenTripel zu

�U
die Identität �

X�S���e�W h
gezeigt.(Weil

derDifferentialkalkülvon diskretenspektralenTripeln kein Zentrumhat,mussdasso
sein.Sonstwäre �

rJ��e�W h
einenichtverschwindendeFormim Zentrum).Dazubenötigt

manfolgendeneinfachenSatzausderGruppentheorie:

Satz7.2.6. Sei

U
eineendlicheGruppe,� _�� U������P`;e�� _ h �"� � U������P`;e�� � h

zweiinäquivalente,irreduzibleunitäre Darstellungenvon

U
aufVektorräumen

� _ l � � .
DesWeiterensei ��{¡ 0¢.£ e�� _ l � � h einebeliebige lineareAbbildungvon

� _
nach

� �
.

Dannist  0¢.£ e�� _ l � � h¤K¥ ��¦ X Y
c [F\ �"�

egd h � e � _ egd hah¨§�© y
(7.5)

Beweis:Offensichtlichist

¥ ��¦ ein IntertwinerderDarstellungen� _ l �"� ,��� e+] hª¥ ��¦ X ¥ �¦ � _ e+] h « ] { U o
Da dieseDarstellungennachVoraussetzunginäquivalentsind,folgt – mit demSchur-
schenLemma– sofortdie Behauptung.
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Korollar 7.2.7. Mit denobigenDefinitionenist.¬�®F¯?°�±g²8³�´F°�±g²8³¶µ¸·R¹�º
Beweis:GemäßderKlassifikationdiskreterspektralerTripelhat ´ ausschließlichKom-
ponenten´�»$¼¨½ ¾F¼ mit ¿wÀÁ	Â . ´ bildet alsoinäquivalenteDarstellungenvon Ã aufeinan-
derab,undausobigemSatzfolgt danndie Behauptung.

Korollar 7.2.8. Esist für alle diskretenspektralenTripel zu Ä�Ã :

°�±�Åk³ Á�Æ ´2º
Beweis:

°�±�Å�³ Á ÇÈ Ã È ¬�®F¯ ²'É ÊÌË ´�ÍÎ²ÐÏÁ ÇÈ Ã È ¬�®F¯¸² É Ê ´�²Ñ ÒÔÓ ÕÖA×
Æ ´

Á Æ ´
Wie obenangedeutetwurde,zeigt daseigentlichnur die Konsistenzder bishererar-
beitetenZwischenresultate.Aber auchdasist manchmalwichtig, undhier hoffentlich
auchschönanzusehen.

Existiert auf demDifferentialkalküleinemit demDifferentialvertauschendeKowir-
kung ØJÙ derAlgebra– links undrechtskönnenhiernicht richtig verwechseltwerden,
weil dieAlgebrasowiesokokommutativ ist –soist Å unterdieserKowirkunginvariant:

Ø Ù Å Á�Æ ÇÈ Ã È ¬Ú ®F¯HÛÝÜ É ÊßÞ Ü É ÊEà ±+á8Ü Þ ÜA³ Á Å Þ�â º
JedeEinsform kann als Linearkombinationüber Ä von ElementenÜ d² , ÜCÍÎ²äã Ã
dargestelltwerden.Auf diesenElementenist

Ø�Ù ±+Ü'á�²'³ Á ±+Ü'áP²'³ Þ ÜP²8Í
unddaskannwiedermit derRechtswirkungderAlgebra å ± Ã ³ auf Ä�Ã ausgedrückt
werden,wennman â�æ á�² Á ái± â�æPç ²'³ ÁRè æ ½  á�²
setzt,unddieseDefinitionkovariantunterVerwendungdesKoproduktesder

â�æ
âÔæ ±+Ü'á�²8³ Á ¬é ®F¯ê± â é ç ÜA³ª± â éÌë2ì æ áP²'³ Á	è æ ½ Ú  ±+Ü8á�²'³
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fortsetzt.Dannist, wie manleichtnachprüft:í�î-ï+ð'ñ�ò'ó�ô�õöø÷$ù ï�ú ö ï+ð8ñ�ò'óaó;ûýüaþ
auchwenndasandieserStelleauf denerstenBlick einemBombardierenvon Amei-
senhügelngleichkommenmag.Natürlichist dieseDarstellungvon ÿ ï�� ó aufdenEins-
formenauchkovariantbezüglichderGruppenwirkungvon

�
:ï������uú ö �bó¶ð'ñ�òJô	� ö�
 ���� ð'ñ�ò�ô�ú �����+ö ð8ñ�ò

unddiesführt aufdieeinzigeEinschränkungankovarianteDifferentialkalküle:

Da die Abbildung
ú ö��� ï�� ��� ú ö �bó ô ú � ��� ö invertierbarist, müssendie Unterräumeú ö�� � ï ÿ ��ó in einemkovariantenDifferentialkalküldieselbeDimensionfür alle

ü����
haben.Weil dieseRäumeabervon ElementenderForm

ü+ò ���
d
ò
,
ò����

aufgespannt
werden,alsoausdemvon den

ò ���
d
ò

aufgespanntenRaumdurchMultiplizieren mit
dem Gruppenelement

ü
hervorgehen,ist dieseEigenschaftvon selbsterfüllt, solan-

gekeineRelationenexistieren,die ausdemvon den“Maurer-Cartan”-Formen
ò ���

d
ò

aufgespanntenRaumherausführen.Ausõ �  � ð � ñ�ò � ô	!  � � ÿ þ ð � þÎò � �"�
mussja für alle

ü#�$�
stets ú ö % õ �  � ð � ñ�ò �'& ô(!

folgen.

Lemma 7.2.9. Ein Differentialkalkül über ÿ � ist genaudann kovariant, wennalle
nichttrivialen Relationenin derFormõ��÷$ù  � ò ��� ñ�ò�ô(!
geschriebenwerdenkönnen.

Da ÿ � kokommutativ ist (beziehungsweise) ï���ó kommutativ), ist jeder rechtsko-
varianteDifferentialkalkülautomatischauchbikovariant.Es bleibt alsonur nochdie
Aufgabe,die möglichenDifferentialkalkülezu klassifizieren.Man kannja auchhier
(wegenderLeibniz-Regel), vom universellenKalkül ausgehend,nicht nachBelieben
Elemente

ò ���
d
ò

(oderLinearkombinationendavon)Null setzen.ZumBeispielmüssen
die

ò*�"�
mit

ò ���
d
ò�ô(!

eineUntergruppebilden.
Umnunallemit derLeibniz-RegelverträglichenRelationen(moduloAlgebra-Automorphismen)
zu klassifizieren,kannmansichaberwiederderGruppenstrukturbedienen.
Die Multiplikation von Einsformenmit Gruppen-Elementen(und somit beliebigen
Algebra-Elementen)vonlinks undvonrechtskannja jeweilsalsDarstellungderGrup-
peinterpretiertwerden.Für die Multiplikation von links gilt�Cï+ð8ñ�ò'ókô�ï��PðAóÝñ�ò,+
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Die Darstellungvon Rechtsist hingegenmit Hilfe derLeibniz-Regel definiert:-�.,/'02143657.2/8-90�3�1;:�.'0�/�3=<
Es ist nun zweckmässigdie Abkürzung >�? 5@02A�B

d
0

einzuführen.Jedenichttriviale
Relationin einembikovariantenDifferentialkalkül lässtsich dannals lineareGlei-
chung(mit komplexen Koeffizienten)für die Formen >C? schreiben,und genaudiese
gilt eszu untersuchen.
Esist >C? 3D5	3�- > ?FE : > E 1HG
und da in dieserGleichungimmer noch die Links-Darstellungder Gruppeauf I B
benötigtwird, ist esoffenbarsinnvoll zuradjungiertenDarstellung>C?KJ -�3�1MLHNPO5Q3 A�B >C? 3D5 > ?FE : > E (7.6)

überzugehen.DieseDefinitionsgleichungfür J -�3�1 kannmanauchsolesen:Offenbar
beschreibtsieeine(Rechts-)DarstellungderGruppeaufeinemabstraktenVektorraum,
derVektoren>C? enthält.Allerdingsist dieseDarstellungdamitnochnicht vollständig
definiert,denndie > ? müssenja nichtlinearunabhängigsein,undeskannverschiedene
Darstellungengeben,die solcheVektoren(mit verschiedenenRelationenuntereinan-
der) enthalten.JedesolcheDarstellung,zusammenmit den linearenRelationender>C? , definiertdannabereinenbikovariantenDifferentialkalkül,denndie einzigeEin-
schränkungdaran,die Leibniz-Regel, ist äquivalentzu derAussage,dasseinesolche
DarstellungJ -9021 existiert.EsbleibtalsonurnochdieFragezuklären,obesüberhaupt
solcheDarstellungengibt, undnatürlich,wie mansiefindenkann.
Die Gleichung(7.6) ist aberwohlbekanntausderGruppen-Kohomologie.Siebesagt
einfach,dassdie Abbildung >SR 0UTV >�? ein Gruppen-Kozykel>6WYXZ B -�[\GH]^[\1
ist. FüreinenbeliebigenRechts-Modul_ überG sindElementeX` WYXZ B -�[\G _ 1 näm-
lich perDefinitionAbbildungenvon

[
nach _ mit derEigenschafta 5	/ X` -90,GF3�1b5 X` -9021H<c3d: X` -90�3�1fe X` -�3�1

wobei X` -9021H<c3 dieWirkungvon
3 W [ auf X` -9021 Wg_ bezeichnet.(Insbesondereist dannX` -�hC1*5 a

.) Der interessierteLesersei an [M.Debert] für die genaueDefinition und
Hintergründeverwiesen.Da jederirreduzibleModul über

[
in
]#[

enthaltenist, ge-
nügteshiermit XZ B -�[iGH]^[\1 zuargumentieren.DeruniverselleKalkül entsprichtdann
demjenigenKozykel (mit Wertenin j ) bei demalle ` -9021 für

0�k5lh
linearunabhängig

sind.
Als Ergebniskannalsofestgehaltenwerden:

Satz7.2.10. BikovarianteDifferentialkalkülefür
]m[

stehenin 1:1-Korrespondenzzu
Eins-Kozykeln >6WYXZ B -�[\GH]^[\1 .
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DieseKlassifikationderbikovariantenDifferentialkalkülefür Gruppenalgebrenist ein
neuesund sicherinteressantesErgebnis.Zur Beantwortungder Frage,ob es ndo�prq -
symmetrischespektraleTripel für smp gibt, erweistsie sich in Beispielenals recht
hilfreich.
Es sei nun alsoein solchesnDo�prq -symmetrischesspektralesTripel für smp gesucht.
Da sich die Algebra smp als Summevon Matrix-Algebrenschreibenlässt,wobei je-
der Matrixblock einer irreduzibenDarstellungt von p entspricht,und weil für die
KonstruktiondesspektralenTripels die Projektorenu;v auf dieseMatrixblöcke (und
keineswegs die Gruppen-Elemente)die entscheidendeRolle spielen,mussals Erstes
geklärtwerden,wie die Symmetrienw�x aufdie ProjektorenuMvzy{s#p wirken.

Proposition 7.2.11. Sei s#p}|7~ v����C� o�s�q
und seien u;v die Projektoren auf die einfachen Unteralgebren ��� � o�s�q . Ist u ein
Projektorin s#p , sodassfür alle �dygsmp undalle w��DygnDo�prqw�����o�u��2q�|(u�o�w������2q
gilt, sofolgt u�|7w��
Insbesondere ist wd|}� v u;v die einzigeLinearkombinationder Projektoren u;v , die
mit allenSymmetrienvertauscht.

Beweis:Essei ul|��x����^� x��,�
Dannist zumeinenfür ���F�zy"pu�o�w�������q�|	����� � �x���� � x o9����q
undandererseitsist w��K��o�u���q�|	����� x � � x����
Man sieht nun leicht ein, dassdiesebeideAusdrücke nur dannfür alle �=�F��y@p
übereinstimmen,wenn � xd|}  für alle �¢¡|£w ist. Damit trotzdem u�¤U|}u ist, muss
dannnatürlichauch��¥ |�¦ gelten(oderesist ul|§  ).
DiesePropositiondeutetschonan,warumesso schwierigist, allgemeineAussagen
über nDo�prq -invariantespektraleTripel zu smp zu finden.DasBild einesBlocks � ���unterdenTransformationenw�x liegt nämlichimmerin allenBlöcken ����¨ von sbp .
Allerdings beziehtsich die obigeAussagenur auf s#p ( |ª© ). Für die Konstruktion
spektralerTripel benötigtmanaberdie Wirkung von ndo�prq auf die Algebra ©�«¬©i ,
undhierfürgibt eskeineanalogeAussage.
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Wie für jedeAlgebra,auf die eineHopf-Algebrawirkt, kannmanauchhier eineWir-
kungvon ®D¯�°\± auf ¯�²m°r±4³ mit Hilfe derAntipodevon ®D¯�°r± definieren.Es ist dann
für alle ´"µg²m° : ¶�·m¸ ´ ³º¹ ¯�»º¯ ¶�· ± ¸ ´M± ³�¹ ¯ ¶ ·�¼�½ ¸ ´M± ³�¾
und, wie man leicht nachprüft, ¯�²m°\±¿³ ist mit dieserWirkung natürlicheine ®d¯�°r± -
Modul-Algebra ¶�À�¸ ¯�Á ³ÃÂ�³ ± ¹7ÄÅÇÆÉÈ ¯ ¶ Å ¸ Á ³ ±�¯ ¶ Å ¼�½ À ¸ Â�³ ±HÊ
Dasist ja auchderHintergrundderKovarianz-BedingungË ¶�· Ë ¹ ¯�»º¯ ¶�· ±Ì±4Í ¹ ¯ ¶ ·�¼�½ ±4Í ¹ ¶ ·�¼�½
für die Realitätsstruktur. WennderHilbertraum Î desspektralenTripelseinebezüg-
lich derWirkungvon ®D¯�°r± kovarianteDarstellungvon ²m°gÏ�¯�²Ð°r± ³ trägt,soist diese
Bedingungan

Ë
vonselbsterfüllt (undumgekehrt).Weil vielesolchekovariantenDar-

stellungenexistieren,zumBeispielaufÎ ¹ ²m°�Ï	¯�²m°\± ³ oder Î ¹ÒÑ Ó�Ô Õ ²�ÖC×6ÏØ²�Ö�Ù ¾
gibt es reichlich Hilberträume,die als Kandidatenfür ®D¯�°\± -symmetrischespektra-
le Tripel in Fragekommen.Wenigerklar ist, ob (überhaupt)auf einigendieserHil-
berträumeinvarianteGraduierungenÚ und,vor allem,invarianteDirac-OperatorenÛ
existieren.
DieseFragenkonntenwir bishernur in Beispielenbeantworten.

7.2.1 DasBeispiel ÜºÝ Ö
Wenndie Gruppe ° abelschist, so ist die kommutative Hopf-Algebra ®D¯�°r± kokom-
mutativ. Dann ist ®D¯�°r± also als Hopf-Algebraisomorphzur Gruppenalgebraeiner
abelschenGruppe( ° selbst).Man würdedahererwarten,dassfür abelscheGruppen° keineallzugroßenSchwierigkeitenbeiderKonstruktionvon ®d¯�°r± -symmetrischen
spektralenTripeln auftreten.(Dasheißtabernicht, dasseskeinenUnterschiedzwi-
schen²#° -Symmetrie und ®D¯�°r± -Symmetriegibt.)
Tatsächlichkannmanfür diezyklischenGruppenÞ Ö rechtleichtnichttriviale ®D¯�Þ Ö ± -
symmetrischespektraleTripel konstruieren.
DieVerknüpfungderabelschenGruppenÞ Ö seiin derFolgeadditiv geschrieben.Dann
ist Þ Ö ¹�ß�à'¾�áÉ¾ Ê�Ê�Ê ¾HâzãäáCå , und æfçéè wird stetsalsæ�ç�è\ê(æfçéè mod â
aufgefasst.Die â inäquivalentenirreduziblenDarstellungenë À von Þ Ö sinddannalle
eindimensional,mitë À ¯�æP± ¹	ì�í À æ#µ{Þ Ö î µ ß�à'¾�áÉ¾ Ê�Ê�Ê ¾HâzãäáCåï¾
wobei ì einenichttriviale â -teWurzelvon Einsist, ì Ö ¹�á .
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Natürlich ist ð�ñ�ògó�ð ò , die Algebraderdiagonalenô�õ�ö$õ;÷ -Matrizen,unddie Ein-
bettungø derGruppen-Elementeù in dieAlgebra ð ò kannmit Hilfe derirreduziblen
Darstellungenexplizit als

ø}ô�ùP÷�óûúüüüý
þ ÿ �

. .. ÿ � ò������ �
	�


�

angegebenwerden.JedesElement �� ðbñ�ò kann dannals Linearkombinationderø}ô�ùP÷ geschriebenwerden:

\ó úüüüý ��  �
.. .  ò����

	�


� ó þõ ò����� ��� � � ò������ � �  � ÿ � � ��� ø}ô�ùP÷��
Die Hopf-Algebra �dô��r÷ wirkt demzufolgegemäß

� ��� úüüüý ��  �
. . .  ò����

	�


� ó þõ ò������ � �  � ÿ � � � øSô�ùÌ÷
aufElementevon ðbñ�ò , undgemäß� � � "!�ó þõ ò������ � �  � ÿ � � øSô�ùÌ÷
auf Elementevon ô�ðbñ�ò�÷ ! . Damit lässtsich auchdie Wirkung auf die, für die Kon-
struktionvon spektralenTripeln relevanten,Projektoren# �%$ # !& �{ð�ñ�ò $ ô�ðbñ�ò=÷'!
berechnen.Wie sichgleichzeigenwird, ist esdurchaussinnvoll dengleichenIndex ù ,
derdie Gruppenelementebezeichnet,auchfür die Projektoren# � ó)(%*,+.-*ô0/�1�/�1������21�/3 465 7� ��� 1 þ 1�/8�����21�/�÷�1
mit der Konvention ù:9 ù mod õ zu verwenden.Man findet nämlich nachkurzer
Rechnung � � � ô # �;$ # !< ÷�ó þõ ò"���� = � � ÿ � �

= � < � ô # � � <?> = $ # != ÷@�
Nach diesenVorbereitungenkann nun endlich zur Tat – der Konstruktion �Dô�ñ�ò ÷ -
symmetrischerspektralerTripel – geschrittenwerden.
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Um dieDiskussiondervielenkovariantenDarstellungennichtausufernzulassen,wird
nurderFall A BDCFEHGIC2EJBDCFK E GML0CNK E@O'P
also Q R6SUT�Q BWV

für alle XZY'[ , betrachtet.Dannerfüllt die Realitätsstruktur\ automatisch
die Kovarianzbedingung \^] S \ B ]._ Sa`
In einerkovariantenDarstellunggilt, wie ausderobigenRechnungfolgt, stets]6S Acbedgfih%jkAml b _ d?n jao�j BMhqprAml b�n p o l d?n p o `
Fasstmandie Abbildung s b s Pdutv s b�n p s Pd?n p für wyx{z}|�Y `�`�` Y�~�� V��

alseine(zusätz-
liche) Darstellungder Gruppe

K E
auf, so ist dasBild einesUnterraumes

A�b6d
unter

der Wirkung eines ]6S stetsein UnterraumdesgesamtenOrbits von
Acbed

unterdieser
Darstellung.
Die Graduierung� wird alsodannundnurdannmit den ]6S vertauschen,wenn��SUT B � l S n jao l T n jao �u� x:z}|�Y `�`�` Y�~�� V��
ist.
Die Symmetrie-BedingungandenDirac-Operatorergibt sichausderfolgendenRech-
nungmit � bed x A�b6d

: � ]6S�� b6d@B V~���a� j � p R S l
j _ d � � p � l b _ d�n j�o�j � � p

beziehungsweise ]�S � � b6d@B V~ ��a� j � p R S l
j _ p o � � p � b6d � l � _ p n jao�j `

Dasführt aufdie Gleichung� j R S l d _ j�o � l b _ d?n jao�j � � p B � j R S l j _ p o � b6d � l � _ p n j�o�j
mit derLösung� l b�n jao l d?n jao � � p B�� � � p � l b�n jao l d?n jao��}� B � b6d � � p ��� Y���Y���Y � YZw ` (7.7)

JederDirac-Operator, welcherder Bedingung(7.7) genügt,kommutiertalsomit der
Darstellungvon � L0K E"O

auf
A

. Wegender Kovarianz-Bedingungenan \ und � ist
esnatürlichauchmöglichdieseBedingungan

�
zu erfüllen.Zum Beispielfolgt aus� � p � bed�B � V stets� � p � l b�n jao l d�n j�o B � V , undfür kovarianteDarstellungenist entweder

keinerderRäume
A l b6n jao l d?n jao

leer, oderalledieseRäumesindleer.

BetrachtetmandieGruppe
K;�

und(malwieder)die SchnittformR B�� V � V� V V��
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so wäre der allgemeinsteDirac-Operatordurch zwei komplexe Zahlen �¡ Z e¢¤£'  und�¥£Z£Z¢  e£ bestimmt.Die Invarianzvon � erfordertaber�¡ e£Z¢  Z §¦)�¥£' e¢¤£Z£ , undunterdieser
Voraussetzungist diesesspektraleTripel zu ¨N©;ª dann «H¬�¯® -symmetrisch.
Esist im übrigenkeineBesonderheitvon ¨ ª , dasseskeinenUnterschiedzwischendie-
sem«H¬0© ª ® -symmetrischenBeispielunddemim vorigenAbschnittkonstruierten̈N© ª -
symmetrischenBeispielgibt. Die Kovarianz-Bedingung(7.7) stimmt zwar nicht mit
der Bedingung�¥°?±�²�³a´µ°¤¶·²�³a´ ¢ °¹¸6²�³a´µ°¹º?²�³a´»¦¼� ±U¶ ¢ ¸6º für ¨2©8½ -invarianteDirac-Operatoren
überein,sie ist abereinfachnur etwasstärker. Jedes«H¬0© ½ ® -symmetrischespektrale
Tripel kanndaherauchals ¨N© ½ -symmetrischesaufgefasstwerden.

7.2.2 DasBeispiel ¾À¿2Á
Die Algebra ¨ÃÂ Á ist isomorphzu ÄÅªÆ¬0¨Ç®ÉÈÊ¨IÈI¨ . Mit Hilfe derim Abschnitt7.1.2.
angegebenenirreduziblenDarstellungenvon Â Á , und den beidenGeneratorenË%ÌÎÍ
( Ë ª ¦)Í ª ¦MÏ ) ist dieserIsomorphismusÐ explizit als

ÐÎ¬�Ë%®N¦�ÑÒÒÓÕÔ ÖÖ ×ØÔ Ô ×»Ô
Ù�ÚÚÛ Ì ÐÎ¬�Í}®F¦ ÑÒÒÒÓ × £ª Ü ÁªÜ Áª £ª

Ô ×»Ô
Ù�ÚÚÚÛ

gegeben.
Für die Konstruktionvon spektralenTripeln,undbesondersfür die spätereArgumen-
tation,brauchtmannochdieProjektorenaufdie Matrixblöcke von ¨ÃÂ Á .
DerProjektoraufdietrivialeDarstellungÔÞÝ ist schnellgefunden.Fürallenichttrivialen
irreduziblenDarstellungenß einerendlichenGruppegilt nämlich àâá�ãåäæßÉ¬èç%®¡¦ Ö .(Dasfolgt zumBeispielausSatz7.2.6.)DerProjektoréÃ£�ê ist deshalb:éÃ£�êy¦ Ôë ¬�ÏÇìÊËíìÊÍNìÊË"ÍNìÊÍ6ËíìîÍ6Ë"Íï�ð6ñ�òó�ô ®�õ
Die BerechnungdesProjektorsauf éÃ£ auf die nichttriviale eindimensionaleDarstel-
lungerfordertschonetwasmehrMühe,manfindet:éÃ£Ç¦ Ôë ¬�Ï × Ë × ÍFìöË"ÍNìÊÍ6Ë ×{÷ ®�õDernochfehlendeProjektoré2ª (aufdie zweidimensionale)ergibt sichdannsofortzuéøªÀ¦ Ôù ¬�úÆÏ × Ë Í × Í6Ëû®�õ
Um nun entscheidenzu können,ob «H¬�Â Á ® -symmetrischespektraleTripel existieren,
empfiehltsicheinkleinerUmweg.WenneinsolchesspektralesTripel zurAlgebra ¨ÃÂ Á
nämlichexistierte,sowäredermit Hilfe desDirac-OperatorskonstruierteDifferenti-
alkalkül bikovariant. In der Folge werdennun alle bikovariantenDifferentialkalküle
über ¨ÉÂ Á untersucht,und eswird gezeigt,dasskeinerdieserDifferentialkalkülemit
Hilfe einesspektralenTripelskonstruiertwerdenkann.Esfolgt dann:

Lemma 7.2.12. Esgibt keine «H¬�Â Á ® -symmetrischenspektralenTripel zu ¨ÃÂ Á .
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BikovarianteDifferentialkalkülezu Gruppenalgebrensind durchdiejenigenDarstel-
lungenklassifiziert,welchemanmit Hilfe einesGruppen-Kozykelskonstruierenkann.
Im Fall derGruppeü�ý trifft diesaufalle (drei) irreduziblenDarstellungenzu,unddie-
sedrei Darstellungenwerdennun(einenachderanderen)ins Rennengeschickt.

Die nichttri viale eindimensionaleDarstellung
Für dieeindimensionaleDarstellungexistiert nureineunabhängigeForm þ (dasheißt
alle ÿ�� sind linear abhängig)und die Bimodul-Regeln folgen sofort ausdenEigen-
schaftendieserDarstellung.Die WahldesBuchstabenþ ist kein Zufall. DerDifferen-
tialkalkül für Gruppenalgebrenist ja ein innerer, undfür alle ������� gilt d�
	������þ��
mit þ�	 �� � �������� ÿ ���
FürdieeindimensionalenDarstellungenkannmanstatteinesÿ�� alsoebensogutþ ver-
wenden.
Weil in dieserDarstellung��	�� 	"! � gilt, erhältman:�"þ#�$	"!yþ �eþ#� 	"!yþ �
DasDifferentialberechnetsichdamitzu% �$	�&��"þ'� % � 	�&��eþ'� %)( 	�& ( þ �
Zu bemerkenist auch*)+ �,�.-/	102� und

*)+ �3��-4	10 �
Damit folgt nämlich%�5#6 	�0 undsomit

%)5'7 	"! %)5'798 �
Für ein beliebigesElement� 6 	 5 6 � 6 von : 6 + �;- ist dann% � 6 	 5 6 % � 6 < 5 7 % � 6 	 5 7 83% � 6 	=0 �
Außerdemist, wie manleicht nachrechnet%�5 7 5 7 	 5 7 83%�5 7 � und

%�5 7 8�5 7 8 	 5 7 %�5 7 8 �
Da für jedenProjektor

5 %�5 	 5>%�5@?A%)5>5
ist, folgt auchfür jedesElement� 7 �B�DCA��EF�Ãü�ý5 6 % � 7 	10 �
Die beidenSummanden�ACG� und : 6 + �;- von �Ãü�ý bleibenin diesemeindimensio-
nalenDifferentialkalkülalsountersich:
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Lemma 7.2.13. SeienHJILKDM�NPO;Q und RSI>OATUO , O�VXW$ILHFTUR . Dannsetztsich
die kurzeexakteSequenz Y[Z H Z O�V\W Z R Z]Y
zueinerexaktenSequenzvonDifferentialalgebren:Y[Z_^ NPH`Q Za^ b NPO�VXW,Q Za^ NPR
Q ZaY
fort. Hierbeibezeichnet

^ b NPO�V\W,Q denobenbeschriebeneneindimensionalKalkül überO�VXW und

^ NPHcQ , ^ NPRdQ die EinschränkungdieserDifferentialalgebra auf die entspre-
chendenUnteralgebren.

DieseDifferentialalgebrabeinhaltetalsoinsbesondereeinenichttriviale Differential-
algebraüber KeM�NPO;Q alsSummanden.AusdiskretenspektralenTripelnkannmanaber
unterkeinenUmständeneineDifferentialalgebraübereinereinzelnenMatrix-Algebra
ableiten.(Dagehörenimmerzweidazu.)

Die tri viale Darstellung
Die triviale Darstellungführt hier, wie für jedeGruppef , nur auf ein trivialesDiffe-
rential.Da derKalkül nämlicheindimensionalist, gibt eswiedernur die Basis-Formg . Fürdie trivialeDarstellungmussdiesedannabermit allenAlgebra-Elementenver-
tauschen h g h�i b I g j k h I Y l
Die zweidimensionaleDarstellung
Der zweidimensionaleKalkül enthältzwei linear unabhängigeBasis-Formen g b�m g M
(Linearkombinationender n�o ). OhneBeweisseihierangeführt,dassmandiesealsg b I�prqsp und g M I>tuqst
wählenkann.Man erhältdanndie Bimodul-Relationen:p g b pvIxw g b m t g M t I"w g M mt g b tyIxN g b w g M Q m p g M p$IxN g M w g b Q l
(DieseDarstellungist, wie manleicht zeigt, irreduzibel.Darausfolgt dannsofortdie
Behauptung,dassdieserDifferentialkalkülzuderzweidimensionalenDarstellungkor-
respondiert.)
DesWeiterenfindetmanNzq{p�Q|tyI�}~Nzq{p�Q�wepuNzq{t.Q Nzqst.Q|p�I�}~Nzq{t.Q#wet~Nzq{p�Q
undsomit q{}yIxNzqsp�Q|t3p��UpuNzq{p�Q|t��Up,t~Nzq{p�Q/I Y l
DieserDifferentialkalkülhateinnichttrivialesZentrum,� IxNz��pvwet;we}.Q g M �1Nz��t�wepvwe}.Q g b m
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7.2Ein paar Bemerkungenzu nichtkommutativen endlichdimensionalen

Hopf-Algebren

also ���B�L�u� für alle �������X� . Weil derausdiskretenspektralenTripeln abgeleitete
Differentialkalülimmerein trivialesZentrumhat,scheidetalsoauchdieserKandidat
aus.Alle anderenDarstellungen(undsomitauchdie zugehörigenbikovariantenDif-
ferentialkalküle)könnenals Summender irreduziblenDarstellungenzerlegt werden,
sodasseskeineandereSchlussfolgerungalsdieobenformuliertegebenkann:Esgibt
keine �����X��� -symmetrischenspektralenTripel für ���X� .
Ob eineanalogeAussagefür alle nichtabelschenGruppengilt, oderob esnichtabel-
scheGruppengibt, die �����[� -symmetrischespektraleTripel zulassen,bleibt eineof-
feneundinteressanteFrage.



Teil IV

Ausblick





Kapitel 8

Un´ wozu dennnu´ det janze?

Ein Forscherich?Oh spartdiesWort!
Ich bin nurschwer– somanchePfund!–
Ich falle, falle immerfort
Und endlichaufdenGrund!

F.Nietzsche , Die fröhlicheWissenschaft

Das Konzeptder spektralenTripel ist sehrgut für die Beschreibung der Gravitati-
on, und insbesonderevon spektralinvariantenWirkungen,geeignet.Es fehlen aber
ohneFrageweiterenichtkommutative Beispiele(nebendennichtkommutativen Tori
unddenendlichdimensionalen�`� -Algebren),diemanalsSpielzeugmodellzurUnter-
suchungeinigerwichtiger Fragen(die teilweisein der Folge angesprochenwerden)
heranziehenkönnte.Wie die vorliegendeArbeit zeigt, könnensolcheBeispielemit
Hilfe vonSymmetrien– wennmansichalsoauf �����.�,���B�3���~ ¡��¢3£u� spektraleTripel
beschränkt– konstruiertwerden.Weitere(spektakuläre)neueBeispielesindin Arbeit
[DPS] [PS-tor].

8.1 DasSpin-Statistik-Theorem auseinemnichtkommutati-
venBlickwink el

Die � -symmetrischenspektralenTripel habenaberselbstverständlichauchdirekte
physikalischeAnwendungen,schließlichsind sie zu ebendiesemZweck entwickelt
worden.Erfreulicherweise(und wie so oft) finden sich aberauchsehrinteressante,
vielversprechendeAnwendungen,die zuvor nicht geplantwaren.
So lassensich zum Beispiel die hier erarbeitetenTechniken zur Ausarbeitungder
Struktur ¤ -homogenerBündelauf dasfolgendeProblem,welchesgetrostals Klas-
siker bezeichnetwerdenkann,anwenden:
BekanntlichgenügenTeilchenmit ganzzahligemSpin �[¥§¦ derBose-Einstein-Statistik,
währendTeilchenmit halbzahligemSpin ��¨ª©¬«3#®© , ¯�¥D¦ derFermi-Dirac-Statistik
genügen([P][StW]). Im Rahmender relativistischenQuantenfeldtheoriekann man
dieseAussageals “Spin-Statistik-Theorem”ausdergefordertenKausalitätderTheo-
rie schließen.(DerSpinderTeilchenkommtdabeinatürlichdurchdieDarstellungder
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Lorentzgruppeins Spiel.) Die Theorieist alsodannund nur dannkausal,wennder
“physikalischrichtige” Spin-Statistik-Zusammenhanggilt.
Führt manfür zwei identischeTeilchemmit Spin ° die üblichenSchwerpunkts-und
Relativkoordinaten ±²[³ ±´ ein,sogilt für die Gesamtwellenfunktiondemnachinsbeson-
dere µ�¶

±²v³ ±´,·�¸�¹ ³ ¸�º�»/¼
¶ ½`¾ » ºÀ¿ µ�¶ ±²v³ ½ ±´,·�¸�º ³ ¸�¹�»ÀÁ (8.1)

Hierbeibezeichnet¸ÃÂ die jeweiligeSpin-Quantenzahl(bezüglicheinerfestenQuanti-
sierungsrichtung)vonTeilchenÄ . Die obigen“Wellenfunktionen”sindalsoalsKompo-
nentenderWellenfunktionbezüglicheinergegebenenSpinbasiszuverstehen.(Dieser
Umstandwird späterwichtig sein.)
Der Austauschder beidenTeilchenkann (zum Beispiel) dadurchrealisiertwerden,
dassmaneineDrehungum denWinkel Å um denSchwerpunktderTeilchenausführt.
Die jeweiligeWellenfunktionjedesderbeidenTeilchenwird dabeidurchdieDrehung
um einenPhasenfaktor Æ ÂÈÇ�¿ geändert.Insgesamtergibt sichalsoeinePhasenänderung
derGesamtwellenfunktionum Æ ÂÉº�Ç�¿ .
Es fällt auf, dassdasdie Statistikder TeilchenbeschreibendeVorzeichen

¶ ½`¾ » ºÀ¿ in
(8.1) mit diesemVorzeichenübereinstimmt.Da der Spin der Teilchennur mit dem
Verhaltender Wellenfunktionenunter Drehungenzusammenhängt– für seineDefi-
nition wird alsonicht die gesamteLorentzgruppebenötigt– , wird seit langemver-
mutet [P], dassein Beweis desSpin-Statistik-Theoremsexistiert, der ausschließlich
aufdenAxiomendernichtrelativistischenQuantenmechanikberuht.Die Beweisevon
Pauli, Fierz oderStreater/Wightmangreifendemnachauf teilweiseunnötigeVoraus-
setzungenzurück.Essindmittlerweileauchschonviele Beweisegeführtworden,die
mit deutlichwenigerVoraussetzungenalsdie obigenauskommen([MSS-BDG] [Gu-
Ma][Mick]). TeilweisegehendieseBeweiseauf densogenanntentopologischenBe-
weisvon FinkelsteinundRubinstein[FR] zurück,derim wesentlichenaufdem“Gür-
teltrick” im Ê4Ë basiert.Der grössteTeil dieserArbeitengreift aberdie Idee(ausder
sehrlesenswertenOriginalarbeit)von LeinaasundMyrheim [LM] auf, dassman(als
Konsequenzausdem Gibbs-Paradoxon)die QuantenmechanikidentischerTeilchen
über dem KonfigurationsraumÌ dieserTeilchenformulierensollte. Dieserist zum
Beispiel für zwei identischeTeilchenin drei Dimensionenkeineswegs als Ê ËBÍ Ê Ë
gegeben.VielmehrmussmandiejenigenKonfigurationen,die durchVertauschender
beidenTeilchenentstehen,identifizieren.Das ist äquivalent zur Division durch die
Wirkung der PermutationsgruppeÎ º . DarüberhinauswerdenaustechnischenGrün-
denzuvor diejenigenKonfigurationenÏ ¼�ÐFÑ ±²$³ ±´`¼ ±Ò�Ó Ô ±²$³ ±´$Õ Ê ËuÖ ³
bei denensich beideTeilchenim gleichenPunktbefinden,herausgenommen.Es ist
folglich

Ì ¼Ø× Ê/Ù ½ Ï�ÚÜÛ Î º�Á
(OhnedasHerausnehmenvon

Ï
würdesichnachderDivisiondurchÎ º keineMannig-

faltigkeit ergeben.)DerRaumÌ ist nichteinfachzusammenhängend.Die Möglichkeit



Un´ wozudenn nu´ det janze? 207

zweierverschiedenerStatistiken (Dirac-FermibeziehungsweiseEinstein-Bose)ist ei-
neKonsequenzdieserTatsache.Dasist dieQuintessenzderobenangesprochenenAr-
beit von LeinaasundMyrheim in drei Dimensionen.(In zwei Dimensionenschließen
sie analogauf die Existenzder Anyonen-Statistiken, wodurchdieseArbeit berühmt
wurde.)Wie der Zusammenhangzwischender TopologiedesKonfigurationsraumes
und der Statistik der Teilchengenauaussiehtwird späternoch erläutert.An dieser
Stellegehtesim Wesentlichenum einenknappenÜberblicküberdie Geschichtedes
(nichtrelativistischen) Spin-Statistik-Theorems.Diesesfolgt abernochnicht ausden
angedeutetentopologischenÜberlegungenüber Ý . VerschiedeneAutorenhabenda-
her in der Folge rechtunterschiedlicheVorschlägefür zusätzlicheVoraussetzungen,
mit derenHilfe dasSpin-Statistikabgeleitetwerdenkann,gemacht.Allerdingsgehen
alledieseVoraussetzungenüberdenRahmendernichtrelativistischen (Zwei-Teilchen-
)Quantenmechanikheraus,undsieerscheinenzumeistauchwenignatürlich.

Vor kurzemhabendannBerry undRobbins[BR] die Diskussionum eineneueZutat
bereichert:
In denobenzitiertenArbeitengehtmanstetsdavon aus,dassdie Wellenfunktionder
beidenTeilchenkeineeinwertige Funktionseinmuss.Der Raum Ý gehtja ausseiner
ÜberlagerungÞ'ß durchIdentifikationder Punkte àá und â
àá hervor. Wegen(8.1) hat
die Wellenfunktion(für fermionischeStatistik) in diesenbeidenPunktenabernicht
dengleichenFunktionswert.BeschränktmansichaufskalareTeilchen1 soistã�ä àå$æ àá{ç/è ä â`é ç|ê ã�ä àå$æ â
àásç æ
mit einemVorzeichen

ä â`é ç ê , dasdie StatistikderTeilchenbestimmt.DiesesVorzei-
chenkannmanalsCharakterderFundamentalgruppeë�ì ä Ý ç/íè1î ï interpretieren.
Mit derüblichenProjektion ë ðFÞ ß�ñò Ý sind àá und â�àá nämlichdie Urbilder des
gleichenPunktesó è ë ä�ô àásçöõ Ý . HebtmaneinengeschlossenenWeg ÷ in Ý , der ó
enthält,nach Þ'ß , so ergibt sich nur dannwiederein geschlossenerWeg, wenn ÷ zu-
sammenziehbarist. Andernfalls ergibt sichein Weg ë�ø ì ä ÷ ç , dervon àá nach â�àá führt.
Dadurchist in offensichtlicherWeiseeineWirkung der Fundamentalgruppeë ì ä Ý ç ,
die nur zwei Klassenenthält(nämlichdie zusammenziehbarenund die nichtzusam-
menziehbarengeschlossenenWege),auf Þ4ß definiert.Wennmandie Wellenfunktionã

, entlangeinessolchenin Ý geschlossenenWeges ë�ø ì ä ÷ ç paralleltransportiert,so
erhältsie ein zusätzlichesVorzeichen,dasnur von der Homotopie-Klasseù ÷�ú von ÷
abhängt,unddasman,auf Þ'ß angehoben,alsã�ä ÷ ä ë ø ì ä ó ç¬ç'ç/è>û�üþý ÿ � ����� ã�ä ë ø ì ä ó ç'ç
interpretierenkann,wasnur eineandereSchreibweisefür (8.1) ist. Weil die Wellen-
fuktion über Þ'ß einwertigseinmuss,schließtmandannauchohnebesondereMühe
auf � ä ù ÷�ì¬ú ç	�
� ä ù ÷ ï ú ç/è�� ä ù ÷�ì¬ú�{ù ÷ ï ú ç��
Die auftretendenPhasenfaktorenkönnendehalbalsCharakterederFundamentalgrup-
pe ë\ì ä Ý ç�íèaî ï interpretiertwerden[HMS]. Weil diesenur zwei inäquivalenteir-
reduzibleDarstellungenbesitzt,gibt esdannauchnur zwei möglicheStatistiken. Es

1wie esdiemeistenAutorenleidertun,denngenaudasist laut Berry/RobbinsderFehler
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mussan dieserStellebetontwerden,dassdie nichteinwertigenWellenfunktionenfür
fermionischeStatistiknichtsdestowenigeralsglobalwohldefinierte(und insbesonde-
re einwertige)Objekteüber � aufgefasstwerdenkönnen,nämlichalsSchnittein ein
(nichttriviales)Vektorbündel.Daswird späternochherausgearbeitet.
Man kann– in dieserPhilosophie– ganzgut mit nichteinwertigenWellenfunktionen
für skalareTeilchenleben.Andererseitsexistierenin derNaturausschliesslichskalare
Teilchenmit einwertigenWellenfunktionen,alsoBosonen.Teilchenmit Spin �����
werdenin denobenzitiertenArbeitenvereinfachenddurchskalareWellenfunktionen
beschrieben,welchebei Drehungenum denWinkel � allerdingseinenPhasenfaktor���������� 

(für zwei Teilchen)erhalten.Bei dendort verwendetengeometrischenKon-
struktionen,wäreesallerdingsauchsehrschwierig,mit “richtigen” Spinorenzuarbei-
ten.
Berry undRobbinsarbeitendemgegenübermit rein algebraischenMethoden.Siege-
henvon derEinwertigkeit derGesamtwellenfunktion! �#"$&% "' �)( *+-,/. +10 ! �#"$&% "'325476 % 4 � �98 476 % 4 �;:
derTeilchenaus.Die Einwertigkeit von

!
kannmanin derTat erreichen,wennman

statteinerSpinbasis,die auf � konstantist, einevon "' abhängigeSpinbasiswählt. In
derobigenNotationwärendie

8 476 % 4 �<: also
�>= �@? ����� -Tupel,derenEinträgeFunk-

tionenvon "' sind.WähltmandieseFunktionendannso,dass8 476 % 4 �<: � "' �A(B������� �� 8 4 � % 476 : ��� "' �
gilt, soist

!
wegenderEigenschaft(8.1)derKoeffizienten

! � "$&% "'32C476 % 4 � � einwer-
tig, D 6 � ! ( !FED 6 � bezeichnetdabeidenOperator, derdiebeidenTeilchenaustauscht.
Das gilt natürlich ebenfalls, wenn man für Spinbasisund Koeffizienten jeweils die
falscheStatistik(etwa

���G������ IH 6
) gewählthätte.Um dasSpin-Statistik-Theoremabzu-

leitenbrauchenBerryundRobbinsdaherebenfallseineReihezusätzlicherAnnahmen,
im WesentlicheneineNormierungsbedingungandieSpin-Basis,sowie diesogenannte
Parallel-Transport-Bedingung. Die letztereBedingungwirkt aber(in ihrer konkreten
Formulierung)rechtunnatürlich,ebensowie die explizite KonstruktionderSpinbasis.
Es ist einenaheliegendeAnnahme,dasssichNichtkommutative Geometriealsnütz-
lichesHilfsmittel für diesesrein quantenmechanischeProblemerweisenwird, zumal
schonlangebekanntist, dassdiesesengmit derGeometriedesKonfigurationsraumes
der beidenTeilchenzusammenhängt.Weil bei der geometrischenBeschreibung von
Spin und Statistik bestimmteVektorbündel,und einedaraufdefinierteWirkung der
Drehgruppe,JCK �>=L� , im Vordergrundstehen,sindvor allemdie in denerstenKapiteln
derArbeit vorgestelltenMethodenzur UntersuchungderStrukturvon M -homogenen
Bündelnvon großemNutzen.
DerEinfachheithalberwird dieSchwerpunktskoordinate

"$
derbeidenTeilchenin der

Folgeunterdrückt.Esverbleibtdannzunächstnur die Relativkoordinate "' , derenBe-
trag ' aberhier ebenfalls unberücksichtigtbleibenkann.Mit derWahl ' (N�

, werden
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in der Folge demnachnur nochFunktionenvon OP9QSRAT , alsoElementevon UWV RAT�X
betrachtet.Der KonfigurationsraumderbeidenTeilchen,derdurchIdentifikationder
Punkte OP und YWOP ausderSphäreentsteht,ist dannals Z5[ T gegeben.Die FunktionenU\V]Z^[ T X , könnensehrleicht in die Algebra _a`bU\V R T X eingebettetwerden:
JedeFunktionauf R T kanneindeutigin ihren unter OPdce YWOP symmetrischen,sowie
denentsprechendenantisymmetrischenAnteil zerlegt werden.Dementsprechendkann
auchdie Algebra _ der Funktionenauf R T als direkteSummederUnteralgebra_&f
dersymmetrischen(geraden)Funktionenmit demUntervektorraum_hg derantisym-
metrischen(ungeraden)Funktionengeschriebenwerden,_B`i_ fkj _hgml
Die Unteralgebra_nf ist offensichtlichisomorphzur Algebra U\V]Z^[ T X der Funktio-
nenaufdemKonfigurationsraum.FürdasSpin-Statistik-Theoremspieltaberauchder
antisymmetrischeTeil _hg , derkeineAlgebrabildet,eineRolle. Insbesonderemussja
für skalareTeilchenausgeschlossenwerden,dassderenWellenfunktionin _Wg liegt.
Klarerweiseist _Wg ein Modul über _ f , denndasProdukteinerungeradenFunktion
mit einergeradenist ja wiederungerade.Man überlegt sichleicht, dassdieserModul
endlicherzeugtist:
Die Kugelflächenfunktionenoqpsr t habendie Parität V�Y�u X p ,ovpwr txV�YWOPyX `BV�YGu X p ovpwr txV;OPyX l
Weil jedestetigeFunktionauf der Sphäreals Potenzreihein dendrei Kugelflächen-
funktionenzu z\`{u geschriebenwerdenkann, ist, wenn man noch die Parität be-
rücksichtigt,klar, dassdiesedrei ElementealsErzeugerüber _ f von _hg verwendet
werdenkönnen.Nicht ganzso offensichtlichist die Tatsache,dass_Wg ein projekti-
ver Modul ist. Der entsprechendeProjektor | liegt in }�~�V]_ f X , und kannwie folgt
konstruiertwerden.
BezüglichderüblichenDrehimpulsgeneratoren��� , diesowohl auf _hg alsauchauf _ f
definiertsind, ist derModul _ g kovariant.Man betrachtetnunalsHilfskonstruktion
denVektorraum_ ~ g mit der �<�mV>� X -Darstellung� � `�� ��� �u ~C� id ��� �����
wobei � � dieMatrizenderdreidimensionalenDarstellungbezeichnen.In derZerlegung
von _ ~ g nachirreduziblenDarstellungenunterden

� � gibt esdann(genau)einetriviale
Darstellung,diedurchdenVektor� �1� `�� �� o�� r �Y-o�� r �o � r g#�

��
(8.2)

gegebenist. � Q Z ist dabeieineNormierungskonstante,die manso wählenkann,
dass_ f���� � � �¡� `¢u ist. Dannist |£g¤` � �¡� � � �
einProjektorvomRangEins(Spur |£g¤`¢u ), dessenMatrix-EinträgegeradeFunktio-
nensind,alsoist | Q }¥~¦V]_ f X . DieserProjektorbeschreibt_hg alsprojektivenendlich
erzeugtenModul über _ f .
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Proposition 8.1.1. Esist §W¨¤©ª¥«£¨	§&¬�®
Die antisymmetrischenFunktionenauf ¯^° könnenalsoalsSchnittein einnichttriviales
Vektorbündelinterpretiertwerden.Esist dabeisehrwichtig,dass± ²¡³ nichtin

§ ¬ 
liegt.

Ansonstenwäre ± ²¡³ einepartielleIsometrie(über

§ 
), und folglich wäredasdurch«£¨

beschriebeneBündelzu demtrivialenLinienbündeläquivalent.
(Zur Erinnerung:Zwei Projektoren

«�´¶µ
sindgenaudannäquivalent,wenneseinepar-

tielle Isometrie · gibt, mit

« ª ·y·L¸ und

µ ª ·3¸�· .) Auf einenBeweis der obigen
Propositionsoll andieserStelleverzichtetwerden.
Aus der Theorieder geometrischenQuantisierungist gut bekannt,dassder Hilber-
traumeinesquantenmechanischen Systemsstetsals(quadratintegrable)Schnittein ein
flachesVektorbündelüber demKonfigurationsraumgegebenist. (WenndasBündel
nicht flach wäre,so gäbeesHolonomienentlangzusammenziehbarergeschlossener
Wege,wasmit der Eindeutigkeit der Wellenfunktionnicht verträglichwäre.)Solche
flachenBündelstehenin Eins-zu-Eins-Korrespondenz zu CharakterenderFundamen-
talgruppedesKonfigurationsraums.Für einfachzusammenhängendeRäume,wie ¹5º ,
gibt es– moduloRang– nureinflachesBündel,dastriviale.Über ¹5» ° existierenaber
zwei solcheBündel,die zu

§  ´/§h¨
korrespondieren.Auch dasist wohlbekannt.Die

FlachheitdesBündels

§h¨
kannauchleicht nachgeprüftwerden:

Die Krümmungist in zweiDimensionenja allgemeinalsSpur ¼ « d

«
d

«£½
gegeben,und

manprüft leichtnach,dassdieserAusdruckfür

«£¨
verschwindet.

Mit dieserVorbereitungkönntemannunandieUntersuchungdesSpin-Statistik-Zusammenhangs
für skalareTeilchengehen.Es empfiehltsich aber, zuvor die obigeKonstruktionfür
beliebigeSpins¾ derTeilchenzuverallgemeinern.In dieserMöglichkeit bestehtgera-
dederVorteil deralgebraischenBeschreibung.
Für zwei identischeTeilchenmit Spin ¾ startetmanzur Konstruktionmit demHilber-
traum

§¤¿ ¼ÁÀFÂ ¿ ÀFÂ ½ , wobei ÀGÂ wiederdenDarstellungsraumzumSpin ¾ bezeichnet.
EinewichtigeEigenschaftderProdukt-Darstellungvon ¾ÄÃ�¼>Å ½ auf ÀFÂ ¿ ÀxÂ kommtin
demFrobenius-Theoremzu Ausdruck:
DerFlip-EndomorphismusÆ auf ÀxÂ ¿ ÀGÂ , derdiebeidenFaktorendesTensorprodukts
vertauscht,kommutiertmit der Darstellungvon ¾ÄÃ�¼>Å ½ . (Äquivalent dazukann man
auchsagen:Ç&¼>¾ÄÃ�¼>Å ½/½ ist kokommutativ.) Zerlegt manÀ Â ¿ À Â
in irreduzibleDarstellungen,so ist jedeauftretendeirreduzibleDarstellungfolglich
entwederein UnterraumzumEigenwertÈnÉ , oderein EigenraumzumEigenwert Ê�É
von Æ . Die Zerlegung À Â ¿ À Â ª À 
Ë À ¨ in den unter Vertauschender Spins
derTeilchensymmetrischen/antisymmetrischenUnterraumrespektiertalsodie ¾<Ãm¼>Å ½ -
Symmetrie.
Die höchsteauftretendeirreduzibleDarstellungÀ ° Â ist dabeiimmersymmetrisch(es
gibt ja nur einensymmetrischenVektormit Ì7Í5È
Ì ° ª Å�¾ ), die nächsteauftretendeÀG° Â ¨ Í immerantisymmetrisch,ÀG° Â ¨ ° dannwiedersymmetrischundsoweiter.
FermionischebeziehungsweisebosonischeStatistik beschreibtman indem man die
entsprechendeÄquivalenzrelationabdividiert. Manerhältsodie beidenHilberträumeÎ ÂÁÏÑÐ ª §  ¿ À  Ë §W¨h¿ À ¨
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und Ò¥Ó¶ÔÄÕwÖs×�Ø¶Ù�ÚiÛ&ÜkÝ
Þ ß à Û ß Ý
ÞÜCá
Für die DiskussiondesSpin-Statistik-Zusammenhangsempfiehltessich die Räume
Þqâ

weiter in irreduzibleDarstellungenzu zerlegen,wobeigleichzeitigderSpin ã der
Teilchenexplizit hervortritt. Im physikalischenFall ergibt sich dann,in kompakter
Schreibweise,derHilbertraumÒ ×äæå Øç× ÚiÛ ß Ýéè × ß#êë ì;í	î ÞGï ì Ü ê¶ð à Û Ü Ýñè ×ë ì;í	î ÞGï ì ðóò

(8.3)

wobeinatürlichnurüberganzzahligeWertevon ô summiertwird. Im unphysikalischen
Fall, wennmanalsodenfalschenSpin-Statistik-Zusammenhangwählt, ist hingegenÒ ×õ Ô äæå Ø�× ÚiÛ Ü Ý è ×ë ì;í	î Þ ï ì ð à Û ß Ý è × ß#êë ì;í	î Þ ï ì Ü ê�ð á
Es fällt sofort auf, dassdasnichttriviale Bündel

Û ß im physikalischenFall niemals
skalarauftritt, sondernstetstensoriertmit

Þ êxöÚø÷Aù
, undweiter

Þ ù ò Þxú ò á;á;á
. Im un-

physikalischenFall, wennmanzumBeispielSpin
êï
-TeilchenalsBosonenbehandelte,

ergäbesich Ò ûüõ Ô äæå Øç× Ú�Û ß Ý
Þ î à ÛnÜýÝóÞ ê á
Der HintergrunddesSpin-Statistik-Theoremsist sicherlichin diesereinfachenBeob-
achtungzu suchen.Dazu bedarfesabernoch einesphysikalischenArguments.Ein
naheliegenderAnsatzpunktist die Idee der mitbewegten Spinbasisvon Berry und
Robbins.Die dortverwendeteParalleltransport-Bedingung lässtsichzwarnichtsofort
in die algebraischeSpracheübersetzen,sieerscheintaberauchwenignatürlich.Berry
und Robbinsgehenabernicht auf dasTransformationsverhalten der Spinbasisunter
Drehungenein. Diesesscheintabereinealternative, undrechtnatürliche,Bedingung
zu liefern.
Mit denvonBerryundRobbinsübernommenenForderungenþ á ò¶ÿ á und � á ergebensich
danndie folgendenBedingungenan die Spinbasis:

1. Die Gesamtwellenfunktion� derbeidenTeilchenist einwertig.

2. Esexistiert eineSpinbasis,sodassjedeWellenfunktionals

������ ò ��	� Ú 
Ù û�� Ù ü ����� ò ������ ê ò � ï ��� � ê ò � ï��
geschriebenwerdenkann,undein ����� existiertmit derEigenschaft� ê ï � � ê ò � ï�� Ú ����þ �! "� � ê ò � ï��
für alleWerte � ê ò � ï .
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3. Definition der Observable Spin: Auf dem von der Spinbasisaufgespannten#%$'&)(+*-,/.
-dimensionalenVektorraum,existierteineDarstellung021 derLie-Algebra&435#%$	,

, die äquivalentzur Produkt-Darstellungauf 687:9;6<7 ist, derartdasssich
die GesamtwellenfunktionunterdemErzeuger=>1 von Drehungenim Raumge-
mäß

=>1/?A@ BCED�F CHGJI #LK 1%? #NMO	PRQTSNUVQ . ,�,XW QTSNUVQ .�Y ( ? #NMO�PZQTS�UVQ . ,[# 021 W QTS�UVQ .�Y ,V\
transformiert.Hierbei bezeichnet

K 1 die üblichenDrehimpulsgeneratoren, die
auf die skalaren Koeffizientenwirken, während =>1 natürlichder Operatordes
Gesamtdrehimpulses(inklusive Spin)ist.

4. Die Elemente
W QTS�UVQ .�Y #NMO , derSpinbasisverschwindenin keinemPunkt

MO+] 0 . .
Bemerkung8.1.2. Die dritte Bedingungersetztalle zusätzlichenAnnahmenausder
Arbeit Berry/Robbins.Essolltebereitshier daraufhingewiesenwerden,dassdie Exi-
stenzderOperatoren021 keineswegs trivial ist. Die

W QTS�UVQ .�Y hängenja von
MO ab,und

esist dehalbnicht selbstverständlich,dassmansiesowählenkann,dasssiedasoben
geforderteTransformationsverhaltenunterDrehungenhaben.OhnediesesTransfor-
mationsverhaltenwürdeesaberwenigSinnmachen,von einerSpinbasiszusprechen,
denninsbesonderedefiniertes ja die Observable 0 1 , die manals Spin interpretieren
kann,unddie dritte Bedingungverlangtnicht mehr(aberauchnicht weniger)alsdie
ExistenzdieserObservablen.

DieseBedingungengenügenabernicht um auf dasSpin-Statistik-Theoremzu schlie-
ßen.BetrachtetmanzumBeispielskalareTeilchen,sowäreeineLösungfür die Spin-
basisnatürlichdie physikalischrichtigeW ^ U ^ U & Y @ * ]�_+`RU
diediebosonischeStatistikliefert.EsgibtaberaucheineLösung

W ^ U ^ Uba & Y , dieallevier
obigenBedingungenefüllt, die aberauf fermionischeStatistikführt. DieseLösungist
im Wesentlichendurchdie dritte Bedingung,dasVerhaltenunterDrehungen,fixiert.
Für ein skalaresTeilchensollte

W ^ U ^ Uba & Y ja invariantunterDrehungensein,weshalbW ^ U ^ Uba & Y nicht in _dc liegenkann.Auf _ec ist nämlichnur die
&435#%$	,

vermittelsder
Drehimpulsoperatoren

K 1 definiert,undbezüglichdieserexistiert keineinvariante,un-
geradeFunktion.Dasändertsichaber, wennmanzu _<f c übergeht.Dannkannmanzur
Darstellung =>1g@ K 1h9 i* f ( id jlk�9�mN1 U
übergehen,undbezüglichdieserDarstellungexistiert ein invarianterVektor(deroben
schoneinmalverwendetwurde)

W ^ U ^ Uba & Y @on pq r S F Ss r S F tr S F c�S
uvxw

(8.4)
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DieserVektorverschwindetauchnirgendsauf yZz|{ , underfüllt sogarBerrysParallel-
transportbedingung: }L~��V~��b�	��� �5� ~��V~��b���-���o~
wovon mansicht leicht überzeugt(d bezeichnetdasDifferentialauf derSphäre,wel-
chesauf die ungeradenKugelflächenfunktionenwirkt). Aus der bloßenExistenzder
Spinbasisfolgt alsokeinesfalls dasSpin-Statistik-Theorem.Hierzu bedarfesweite-
rer, physikalischmotivierter Anforderungenan die Theorie,die wenn möglich im
RahmendernichtrelativistischenQuantenmechanikformulierbarseinsollten.Notfalls
kann man ja immer noch auf die relativistischeQuantenfeldtheorieausweichen.Es
ist, soviel ich weiß, auchnoch nicht hinreichenduntersuchtworden,welcheRolle
die geometrischeDeutungdesStatistik-Vorzeichensdort spielt.Daswäreohnehinein
lohnenswertesAnschlussprojektandie Untersuchungenim RahmenderQuantenme-
chanik.
Die obigeDiskussionzeigt aberin jedemFall, dassdie auftretendengeometrischen
Strukturenin deralgebraischenSprachederNichtkommutativenGeometriebesonders
klar zum Vorscheinkommen.Darüberhinausist der technischeAufwand,denman
benötigtum alle bekanntenResultatezu reproduzieren,an denOriginalarbeitenge-
messen,erstaunlichgering.DasSpin-Statistik-Problemist damitein schönesBeispiel
dafür, wienützlichdasHilfsmittel NichtkommutativeGeometriein derQuantentheorie
seinkann.
Im Hinblick auf die Nichtkommutative BeschreibungdesStandardmodells,stellt sich
aberandererseitsauchdie Aufgabe,Quantentheorieauf NichtkommutativenRäumen
formulierenzu können.Dannwird essicherlichnotwendigsein,eineentsprechende
VerallgemeinerungdesSpin-Statistik-Theoremszur Verfügungzu haben.Auch aus
diesemGrundist eswichtig,dasProblemin deralgebraischenSprachezuformulieren,
denndasist sicherderersteSchrittaufdemWeg zueinersolchenVerallgemeinerung.
MeinensErachtensgibt esabersehrviel dringlichereAufgabenzu bewältigen,bevor
mansich an Quantenfeldtheorieauf Nichtkommutativen Räumenwagenkann.(Die
in letzterZeit erschöpfenddiskutiertenstörungstheoretischen Rechnungenüberdem
nichtkommutativen yZ� mögendaeineAusnahmebilden.Eserscheintmir aberfraglich
zu sein,ob manausdiesenArbeitensehrviel lernenkann,dasfür die Quantisierung
auf beliebigennichtkommutativen Räumenhilfreich seinkönnte.Insbondereist man
ja anBeispieleninteressiert,dienichtalsDeformationentstehen,wie zumBeispielder
nichtkommutativenGeometriedesStandardmodells.)

8.2 SpektraleQuadrupel oder: Die Zeit wird esrichten

Der größteMangelderbisherigenAnwendungenderNichtkommutativen Geometrie
aufdieHochenergiephysik(einschließlichderGravitation)bestehtsicherin dereukli-
dischenFormulierungder entsprechendenModelle. Die Fermionverdopplungin der
nichtkommutativen Beschreibung desStandardmodellsist zum Beispielauf die Ver-
wendungder euklidischenSignaturder Metrik zurückzuführen,und natürlichbenö-
tigt manzur Formulierungvon realistischenQuantenfeldtheorienKonzeptewie zum
BeispielKausalität. (Die Ausrede,mankönnedie Theorieja zunächsteuklidischfor-
mulierenunddannzum“richtigen Zeitpunkt” “Wick-rotieren”,wärehöchstensdann
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akzeptabel,wennklar wäre,wasunternichtkommutativem“Wick-rotieren”zuverste-
henist.)

Ein andereswichtigesProblem,dasmit demobigenengzusammenhängt,ist dasFeh-
len einesvollständigenWirkungsprinzips.Man kannzwar eine“Wirkung” formulie-
ren, bei der eineLagrangedichteüberden gesamten(euklidischen)Raumintegriert
wird, undauchdasnurfür kompakteRäume,mankannaberzurZeit nochkeineRand-
werte in dieseWirkung einbauen.Die Lösungender Bewegungsgleichungen(bezie-
hungsweisedie ExtremalpunktedieserWirkung) sinddannnatürlichnicht eindeutig.

FüreinvollständigesWirkungsprinzipsolltemanin derLageseindieWertederFelder
auf zwei beliebigenraumartigenHyperflächen,alsodie Anfangs-undEndkonfigura-
tionendesFeldes,alsRandbedingungen,unterdenendasExtremumderWirkung zu
bestimmenist, vorzugeben.Von diesemZiel ist manim Momentabernochrechtweit
entfernt.

GlobalhyperbolischeRaumzeitenderDimension�	�+� (physikalischistnurdieLorentz-
Signaturinteressant)lassensichstetsals �e��� schreiben,wobei � eine � dimensionale
Mannigfaltikeit ist. DasentsprichteinerBlätterung(Foliation) der Raumzeitentlang
derZeitachse� . Die raumartigeHyperfläche��� ist zu jedemZeitpunkthomöomorph
zu � .

Esist einerechtnaheliegendeIdee,beideFliegen(alsodieobenangedeutetenProble-
me)mit einerKlappezu schlagen,indemmanmit einersolchen( �[��� )-Aufspaltung
der Raumzeitarbeitet,und die raumartigenHyperflächen�H� durchspektraleTripel
beschreibt.Die Zeitkoordinate� wird dannalsParameteraufgefasst,sodassmaneine
ganzeFamilievon spektralenTripelnerhält.

BisherigeVersuche,dieseIdeein eineAxiomatik für “nichtkommutative kausale(Lor-
entzsche)Spin-Mannigfaltigkeiten” umzusetzen,warenallerdingswenigerfolgreich.
Ein Grundhierfür liegt sicherdarin, dasses technischsehraufwendigist, konkrete
“Spielzeugmodelle”in die algebraischeSprachezu übersetzen.An dieserStellekom-
mennun wiederdie Symmetrien,und insbesonderedie � -symmetrischenTripel, ins
Spiel.Ebensowie im euklidischenFall, erweisensichauchhierdiezusätzlichenSym-
metrieneiner(bezüglicheinerSymmetriegruppe)homogenenRaumzeitals wertvol-
lesHilfsmittel. DarüberhinausweisenvielewichtigephysikalischeBeispiele,wie die
Robertson-Walker-Lösungen derEinstein-Gleichungen,ein hohesMaßanSymmetrie
auf.

In [KP] konntenwir ein solchesSpielzeugmodellvollständigalgebraischbeschrei-
ben.Dieshatunsdannauchzu einerArbeitshypothesefür Axiome für kausaleSpin-
Mannigfaltigkeiten,die wir spektraleQuadrupelnannten,geführt.DieseAxiome sol-
len in derFolgekurzmotiviert, skizziertunderläutertwerden.

Zum Auftakt gilt esdie FragenachdemrichtigenHilbertraumfür die spektralenTri-
pel derHyperflächen��� , oderbessernachderDarstellung��� derAlgebra �e���H��� , zu
klären.Essprichtnatürlichnichtsgegendie einfacheWahl � �l�A�R� ��� ��� �2� � zu jeder
Zeit � , wobei mit � � die Einschränkungdes �%�+�¡�-� -dimensionalenSpinbündelsauf�H� gemeintist. Dieswürdeauf eineFamilie von Hilberträumenführen,die mandann
– um eineglatteZeitentwicklungbeschreibenzu können– in geeigneterWeise“zu-
sammenkleben”müsste.Eineneinfachenund elegantenWeg die Zeitentwicklungzu
implementierenbietetaberohnehinderHamilton-OperatordesSpinor-Feldes:

Die Dirac-Gleichungauf dervollständigenRaumzeitkannim �<��� -Formalismusin
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HamiltonscherForm, ¢T£¥¤o¦!§>¨g£ª©
geschriebenwerden,wobeiderHamilton-Operator(zu jedemZeitpunkt)dannals¢«¤¬E¦/®°¯²±�³´�µ¥¶	·²¶�¸b¹ ·´)¹ ¸º�» º½¼�¾ ³¼ ¬À¿ ¶�·-¹ ·´�Áµ ® º § º (8.5)

gegebenist. Dabeibezeichnet

± ³Â die KomponentendesSpinzusammenhangs,
¾ ³Â die

entsprechendenkovariantenAbleitungen,und ¶	· dieGeneratorenderClifford-AlgebraÃ ¶	· © ¶	¸ÅÄ ¤¡¬ªÆ)Ç · ¸ .¹ ·Â ist daslokale È%É ¬ËÊ-Ì
-Bein, dasso gewählt wird, dasszu jedemZeitpunkt Í die

räumlichenKomponenten¹ ·¼ tangentialzu Î ¨ liegen,während ¹ ·´ orthogonalzu Î ¨
steht.DerTangentialvektorandie (beliebiggewählte)Zeitachsekanndanngemäß§ ¨ ¤o®Ï§ ´ µ ® º § º
zerlegt werden,waszugleichdie sogenannteLapse-Funktion

®
unddenShift-Vektor

® º
definiert.Diesebeschreibenalsodie gewählte Í -Richtung(relativ zu denvorge-

gebenHyperflächenÎ ¨ , und der dazuorthogonalenÐ -Richtung),und sind folglich
AusdruckderWillkür beiderenWahl.(DerVektor

® º
berücksichtigtim Wesentlichen

die freieWahlderKoordinatenauf Î ¨ .)
KlarerweisegibtesdeshalbunterschiedlicheHamilton-Operatoren,diedieselbeRaum-
zeit beschreiben.Daswird in derFolgezubeachtensein.

Vermittels

¢
kannmannundie unitärenZeitenwicklungsoperatorenÑlÒ ÈÓÍ Ô © Í�Õ Ì Ö × ¨LØ ¤ÚÙ Õ È�Î ¨LØ © Û ¨LØ ÌÝÜ × ¨ßÞ ¤oÙ Õ È�Î ¨ßÞ © Û ¨ßÞ Ì

definieren,mit derenHilfe die verschiedenenHilberträumeidentifiziertwerdenkön-
nen.EntsprechendeElemente

£ ¨LØ ©V£ ¨ßÞ
werdendabeimiteinanderidentifiziert, wenn

und nur wenn sie EinschränkungenderselbenLösungder Dirac-Gleichungauf Î ¨ Ø
beziehungsweiseÎ ¨ Þ sind.
Es ist natürlich wesentlicheleganterund einfacherauf einemeinzigenHilbertraum
zu arbeiten,demRaumderLösungenderDirac-Gleichung,alsodemPhasenraumdes
Spinorfeldes.DieserRaumist ja isomorphzu

Ù Õ È�Î ¨ © Û ¨ Ì , weil dieLösungendurchih-
re Werteauf einerraumartigenHyperflächebereitseindeutigbestimmtsind.Zugleich
kanner als “Einteilchen”-UnterraumdesFockraumsder QuantentheoriedesSpinor-
feldesaufgefasstwerden.Wennmanbedenkt,dasseinesdergroßenZiele derNicht-
kommutativenGeometriedarinbesteht,dieGeometriederRaumzeitausder(vollstän-
digen)Quantentheorieableitenzukönnen,ist daseinsehrwünschenswerterBegleitef-
fekt.Die in derFolgeeingeführtenspektralenQuadrupelbildensomitimmerhinschon
die VorstufeeinernulltenNäherung,insofernalssiedie klassischeRaumzeitin einer
andieQuantenfeldtheorieangepasstenSprachebeschreiben.Die Raumzeitwird dabei
abernochals festerHintergrund,deneszu rekonstruierengilt, aufgefasst,abernicht
alsdynamischeGröße,die ihrerseitseinerQuantisierungbedarf.
Gibt mannun auf diesemHilbertraum

× à¤ Ù Õ È�Î © ÛRÌ (die Spinbündelsind für alle
Zeitenäquivalent)zu einerbeliebigenZeit Í ´ die übrigenDaten
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einesspektralenTripelsvor, sokannmanvermittelsderZeit-

entwicklungsoperatoren ðlñ áÓò ó²æ�ò�ô-ê auchdie spektralenTripel zu allen anderenZeit-
punkten

ò
konstruieren,indemmaneinfachdie beteiligtenOperatorenõ ãåä gemäßõ ã5ö ðïñ áÓò�÷)æ�ò ê õ ãåä ðïñ áÓò æ�ò�÷-ê

von
ò ÷

nach
ò

transportiert.Dassetztnatürlichvoraus,dassdie Zeitentwicklungsope-
ratoren ðïñ áÓòbó²æ�ò�ô-ê – unddamitauchderHamilton-Operatorø – explizit vorgegeben
sind. Ein einzigerBlick auf (8.5) genügtaber, um einzusehen,dassesmöglich sein
solltedenräumlichenDirac-Operatorâ+ã5öùì�ú-û úü�ý ü½þ â ÿþ
auf denHyperflächen

éHã
darausabzuleiten.In denDatendesspektralenQuadrupels

wird er deshalbnicht auftauchen.Wie manihn ausdiesenDatenrekonstruierenkann,
wird späternocherläutert.
Wennmanim

á ����� ê
-Formalismus– und insbesonderemit demHamilton-Operator

– arbeitet,ist aberstetsdie Willkür bei der Wahl der Zeitrichtungzu beachten.Es
mussalsogeklärtwerden,wie manverschiedenespektraleQuadrupel,die die gleiche
Raumzeitbeschreiben,identifizierenkann.Bei denspektralenTripeln geschiehtdies
in sehrnatürlicherWeisedurchdenBegriff derunitärenÄquivalenz.Die Diffeomor-
phismensindin diesemFall ja alsunitäreOperatorenaufdemHilbertraumdargestellt.
Auf demHilbertraum � ô á�é æ��Rê sindabernicht alle DiffeomorphismenderRaumzeité
	��

alsunitäreOperatorendargestellt.(Dasist in deralgebraischenSichtweiseder
Grund für dasAuftretenvon  und  ü .) Bis jetzt konntenwir noch keineLösung
diesesProblems,äquivalente(abernicht unitäräquivalente)Hamilton-Operatorenzu
identifizieren,finden.
Ein einfacher, wennauchunschönerAusweg bestehtparadoxerweiseaberdarin,die
DatendesspektralenQuadrupelszu erweitern.Wennmannämlichstattnur einesein-
zigenHamilton-Operators,der für die Rekonstruktionder Raumzeitvöllig genügen
würde,alle Hamilton-Operatoren,die die gleicheRaumzeitbeschreiben,in die Daten
aufnimmt,soerhältmantrivialerweiseeineeindeutigeBeschreibung derRaumzeit–
allerdingseineäußerstredundante.Auf dieseWeiseist danndieKovarianzderFormu-
lierungunterDiffeomorphismensichergestellt.
Dasmagwie einTaschenspielertrickerscheinen.Mansollteabernichtvergessen,dass
die nun (endlich)folgendenAxiome nur alsArbeitshypothesezu verstehensind.Sie
bilden sicherkeine endgültigeFormulierung.Der großeVorteil dieserAxiome ge-
genüberfrüherenArbeitenbestehtdarin,dasssiedieexplizite Ausarbeitungkonkreter
Beispiele,wiezumBeispieldiede-Sitter-Raumzeit,ermöglichen.Mit Hilfe dieserBei-
spielesollte esdannauchgelingen,eineLösungdesobenangesprochenenProblems
derKovarianzderFormulierungzu finden,die die zur Zeit nochvorhandenenRedun-
danzender Beschreibung beseitigt.(Zu diesemZweck bräuchtemanohnehinin den
entsprechendenBeispielenverschiedene,äquivalenteHamilton-Operatorenauf dem-
selbenHilbertraum.)
Bevor nun die Axiome für spektraleTripel formuliert werdenkönnen,ist nocheine
letzte Begriffsklärung,die eine besonderskurze und eleganteFormulierungermög-
licht, vonnöten.
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Für jedeKategorie (eineMengevon Objektenzusammenmit Morphismen– bezie-
hungsweisePfeilen–, zwischendiesenObjekten,sodassgewisseAxiomeerfüllt sind)
bildeteinebeliebigeUntermenge� derMorphismeneinenGruppoiden,vorausgesetzt
jedesElementdieserUntermengehatein Inversesdarin.
Die Algebren �������������������� � �������!�"� könnenals Objekteeiner Kategorie auf-
gefasstwerden,wennmandie unitärenÄquivalenzenzwischendiesenAlgebrenals
Morphismenverwendet.Insbesonderebilden die Zeitentwicklungsoperatoren zu je-
demHamilton-OperatoreineUntermengedieserMorphismen,und weil die Inverse
existiert, und ebenfalls ein Zeitentwicklungsoperator ist, bilden sie alsoeinenGrup-
poiden.
Ein Operator, derin denDatendesspektralenQuadrupelsbenötigtwird, undderbisher
nochnichterwähntwurde,ist derOperatorder“Zeitrichtung” # derim kommutativen
Fall mit $&%(' %) zu identifzierenist. Mit seinerHilfe werdeneinerseitsdie korrekten
Kommutationsrelationender Cliffordalgebra�+*-,/.10 erreicht,und andererseitsstellt er
die Zeitorientierbarkeit der beschriebenenMannigfaltigkeit sicher. Strenggenommen
mussmannur seineExistenzfordern,weil manihn dannebenfalls ausdenübrigen
Datenableitenkann.Es ist abereinfacherihn in die ohnehinviel zu grossgeratene
Datenflutaufzunehmen.Es ist die AnwesenheitdiesesOperators,die ausdemTripel
ein Quadrupelmacht.
Weil in derDefinitiondesspektralesTripelnichtaufeineeinzigeZeit (einenHamilton-
Operator)Bezuggenommenwerdenkann,wird in derFolgestattzumBeispiel � � bes-
ser �32 geschrieben.DasAnhängsel4 bezeichnetdabeiElementeeinerIndexmenge,
welcheallezugelassenenZeitentwicklungenbeinhaltet.

Definition 8.2.1. [KP] Ein spektralesQuadrupel ( 576"�32(6��86��96"$:2;6 #!2 ) bestehtaus
einerMengevonAlgebren� 2 , dargestelltaufeinemHilbertraum5 , einemGruppoi-
den � , sowie einemantlinearenOperator� . Zusätzlichsindfür jedederAlgebren�<2
zweiOperatoren$:2=6 #92 , gegeben,sodassdie folgendenBedingungenerfüllt sind:

1. Zeitentwicklung
JezweiAlgebren� 0 6"�8> sindzueinanderunitäräquivalent,mit einernicht not-
wendigerweiseeindeutigenunitärenÄquivalenz ?3�@� 0 6"�<>(� , undsiekommutie-
rennicht untereinander A � 0 6"�<>CBED�GF:H
Der Gruppoid � wird von einerUntermengealler unitärenÄquivalenzenzwi-
scheneinzelnenAlgebrengebildet.Eswird vorausgesetzt,dasseseineAlgebra� )

gibt, vonderauszu jederAlgebrain derMengemindestenseindifferenzier-
barerWeg I J K L �MONL I � ��?QP��@� ) 6"� � �
existiert,mit I ) � RS , undsodassderGeneratorT�U (alsodie Ableitungvon I
im Punkt

M �GFV� die folgendenBedingungenerfüllt.

2. Ladungskonjugation
DerantilineareOperator� kommutiertmit � undgenügtderGleichung[che]� > �W�YX S �[Z"\^];_"6 `V�bac�c� �ba�X S ���ba�Xed&���bafXeg&���ba�Xih:�j
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in derRaumzeitdimensionk .

3. Ordnung-Eins-Bedingung
Für zwei beliebigeElementelnmYoqp�r<s undjedenGeneratort giltuvu lnm t�w�mYo&xCwny
z:m
mit o x y|{}oV~�{8��� .

4. Zeitrichtung
Für jedeAlgebrain derMengeexistiert ein Operator� , mit����y��+� und � ~ y����
undesgeltendie folgendenBedingungen5. und6.

5. Volumenform
Für jedeAlgebraexistiert ein selbstadjungierterOperator� , mit � � y�� , der in
geradenRaumzeitdimensionenk mit � antikommutiertundfür k ungerademit� kommutiert.

Esgibt Elementel��v�(m�l�����m�������m�l��^� derjeweiligenAlgebra,mit��yG��� ��� l �v� u;�� m�l �@� w�m������ u��� m�l � �/w
wenn kfy|�!�G� geradeist, beziehungsweise��y|� � � l��v� u��� m�l�����w�m������ u��� m�l�� �/w
falls k�y
�}�G� ungeradeist. DerOperator

��
ist dabeiwie folgt definiert:�� y¢¡W£ � u t¤m"�¥w k gerade£ t k ungerade

(8.6)

6. GeometriedesRaums
Für jedeAlgebra r derMengebildendie Daten ¦@r§m ¨©m � y�� u tfm �+w�m"�ªm�{<«
ein spektralesTripel, wenn k ungeradeist. Wenn k geradeist, bilden die Ein-
schränkungendieserDatenaufdiebeidenEigenräumevon � ebenfallseinspek-
tralesTripel.

Bemerkung8.2.2. Die in Bedingung¬V� verwendetenOperatoren
��

sindkeineswegs
mit demDirac-Operatoridentisch.(Das liegt an demSummanden �¯® � in t .) Für
ungeradesk fallendie störendenTermeaber– wegenderAntisymmetrisierung– aus
derSummein derDefinition desHochschild-Zykels heraus.Für geradesk hat

��
das

gleicheHauptsymbolundist deshalbfür dieDefinitioneinesHochschild-Zykelsäqui-
valent zum Dirac-Operator. Das gleichetrifft auf den Operator

� y©� u tfm �+w zu,
der für dasspektraleTripel auf denjeweiligen Hyperflächenverwendetwird. Er un-
terscheidetsich von dem“echten” Dirac-Operatornur um die Addition einesTerms
nullter Ordnung,derin denAxiomenfür spektraleTripel keineRolle spielt.Er erfüllt
aber– wegen ¬V� – automatisch � ��y°¦Y�+��«�±V� � �
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Bemerkung8.2.3. Esist natürlicherlaubt ²´³µG¶ zuwählen.Danngäbeesnureinen
einzigenHamilton-Operator, undnur eineZeitrichtung.In diesemFall würdeesdann
auchgenügen,in den DatendesspektralenQuadrupelsnur die Algebra für · µ�¸
(undentsprechend¹&º und »�º ) anzugeben.Ein minimales(reellesgerades)spektrales
Quadrupelwärealsoals ¼b½¿¾"À º ¾ Á�Â¤¾ » º ¾"¹ º�Ã gegeben,derUnterschiedzu denDaten
einesspektralenTripelsbestünde“nur” in demzusätzlichenOperator» (undnatürlich
derErsetzungdesDirac-OperatorsaufderHyperflächedurchdenHamilton-Operator,
wasbei gegebenem» aberkeinengroßenUnterschiedmacht).
Manmüsstesichdannaberwiedermit demProblemderfehlendenKovarianzderFor-
mulierungherumärgern.DarüberhinausergebensichausderWahl einesgrößeren²
auchMöglichkeitenüberdie SituationeinereinfachengeblättertenRaumzeithinaus-
zugehen.
Es sindaberProblememit derWahl einesgroßen² – im Extremfall alle möglichen
Zeitentwicklungen– verbunden.Jegrößer ² wird, umsomehrAlgebren À8Ä braucht
manin denDatendesspektralenQuadrupels.DieseAlgebrenentsprechendenFunk-
tionenauf derHyperflächeÅÆÄ , welchedurcheineentsprechendeZeitentwicklungausÅÆº (korrespondierendzu À<º ) hervorgehen.Gibt esnur einenHamilton-Operator, so
sind alle so entstehendHyperflächendisjunkt.Man konstruiertsie als Spektrumder
Algebren À Ä (wenndiesekommutativ sind),undkannsiedannentlangderZeitachse
zurRaumzeitzusammenkleben.WennesmehrereäquivalenteZeitentwicklungengibt,
ist dasabernicht mehr der Fall. Die entsprechendkonstruiertenHyperflächenwer-
densichdannschneiden,undbei derRekonstruktionderRaumzeitmussdiesemUm-
standnatürlichRechnunggetragenwerden.Will manaberCharaktere(alsoPunkte)
von kommutativen Ç+È -Algebrenvergleichen,somussmandieseCharakterezunächst
einmalauf einegrößereAlgebra,die alle relevantenAlgebrenalsUnteralgebrenent-
hält, fortsetzen.Dieswird im Allgemeinenabernicht möglichsein,wenndie Menge
an Algebrenzu großgewählt wird. Es bedarfalsonocheinerEinschränkung(einem
Glattheitsprinzip?),andie WahlderMengederAlgebren,unddamitauchan ² .

Bemerkung8.2.4. Esist nicht evident,dassalle Hamilton-Operatoren,die aus ² ab-
geleitetwerdenkönnen,dieselbeRaumzeitbeschreiben.Scheinbarist eszugelassen,
in demselbenspektralenQuadrupelHamilton-Operatorenzuverwenden,dieverschie-
denenMetrikenentsprechen.WegendergefordertenGruppoid-Strukturvon ² ist dies
abernicht derFall. Esmussja möglichseinbeliebigeunitäreÄquivalenzenÉ<¼bÊ�¾ Ë Ã
und É<¼�Ç9¾ Ì Ã zu verknüpfen,wennimmerdie AlgebrenË und Ç identischsind.
(Es gibt natürlichdie Möglichkeit, dasszwei nichtäquivalenteHamilton-Operatoren
“nebeneinander”in ² existieren,in demSinne,dassdasspektraleQuadrupelin diedi-
rekteSummezweierspektralerQuadrupelzu denentsprechendenRaumzeitenzerlegt
werdenkann.DiesenFall kannmanleicht ausschliessen,wennmandie Irreduzibilität
derDarstellungderDatendesspektralenQuadrupelsverlangt,wasmannatürlichauch
bei spektralenTripeln implizit tut. )

Bemerkung8.2.5. Wennmanvoraussetzt,dassmandie Raumzeit-Mannigfaltigkeit
ausden DatendesspektralenQuadrupelsrekonstruierthat, stellt sich immer noch
die Fragenachder Rekonstruktionder Metrik. Der vollständigeDirac-Operatorauf
derRaumzeitstehtauf ½ ja nicht zur Verfügung,beziehungsweiseist dort als ÍÏÎÐ
gegeben.(Selbstwenner bekanntwäre,wäredie Aufgabekeineswegs einfach.Die
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ConnescheAbstandsformelfunktioniertwegendesinvolviertenSupremumsnämlich
nur für eineeuklidischeSignaturderMetrik.)
Es entsprichtaberohnehinsehrviel mehrderPhilosophiederspektralenQuadrupel,
sichzur LösungdiesesProblemsandie Quantenfeldtheoriezu erinnern.
Ein reinerZustandaufderAlgebraÑ<Ò (einPunktauf ÓÆÒ ) wird durcheine Ô -Distribution
beschrieben.Bei der Zeitentwicklungverschmiertsich dieseWellenfunktiondannin
dengesamtenLichtkegel. (DieseAussagegilt falls Õ×ÖØ
Ù ist. Für masseloseTeilchen
verschmiertsiesichnur auf demdemRanddesLichtkegels.)Sie ist zu späterenZei-
ten Ú alsokein EigenzustandderentsprechendenAlgebren Ñ8Û Ø°Ü�Ý Ó�Û�Þ mehr. Da die
AlgebrenÑ8ÛYß"Ñ8Ò unterschiedlicheEigenzuständehaben,kommutierensienicht unter-
einander. Dies ist der Grund für die entsprechendeForderungin à�á , die sicherstellt,
dassesüberhaupteinebeobachtbareZeit gibt. (Für masseloseTeilchenin à�âãà Di-
mensionen,wo derRanddesLichkegelseindimensionalist, bleibensieaberzu allen
ZeitenEigenzustände,weil derzumVerschmierennotwendigeRaumfehlt. Manmuss
sichdannaberauchfragen,wie manin einersolchenÝ àäâ
à�Þ -dimensionalenWelt, in
dernurmasseloseTeilchenexistieren,überhauptAbständemessenwill.)
Aus denKommutatorenvon Funktionenzu verschiedenenZeitenlässtsichdannder
vollständigeLichtkegel, und somit die Metrik rekonstruieren.Am einfachstensieht
man dies,wenn man die Kommutatorenvon å�æeç Ü�Ý Ó�Û�è(Þ und éVêëç ÜìÝ Ó�Ûbí/Þ nach
Potenzenvon Ý Ú�ÒäîiÚ�ê/Þ entwickelt:ï å Ò ßYé ê"ð Ø î ñóò Ý¯ôöõ å Ò Þ¯é õv÷;ø ÷/ù é ù ú Ý¯ô(ú é ê Þ Ý Ú Ò îiÚ ê Þûòâ ü�ý�Õ�ñ¤þCé õ1ú Ý¯ô õ å�Ò(Þ Ý¯ô ú éVê/Þ Ý Ú�Òÿî Ú�ê�Þûþâ weitereTermein

� Ý"Ý ÚYÒäî Ú�ê�Þ þ Þ á
Die FunktionenwerdendabeiaufderHyperflächeÓÆÛ è ausgewertet( éVê mussdazuna-
türlich zuerstdorthintransportiertwerden),und

ø ÷/ù ist dieDarstellungaufdenSpino-
rendesentsprechendenGeneratorsvonDrehungenin Ó�Û�è . WennmanErwartungswer-
tediesesOperatorsin geschicktgewähltenZuständenbetrachtet,kannman(zumindest
in niedrigenDimensionen)ausdeneinzelnenOrdnungendanndie räumlicheMetriké õv÷ auf Ó�Û è unddie Lapse-Funktionñ bestimmen.Zur vollständigenRekonstruktion
der Metrik der RaumzeitbenötigtmanabernochdenShift-Vektor ñ õ

. Diesenkann
mandannaus � ï å�Ò�ß�� ð Ø ñóý����õ
	 � Ý¯ô õ å�Ò(Þªîëñ õ ô õ å�Ò
gewinnen.
Der Kommutatorvon Funktionenzu verschiedenenZeiten ist mindestensvon zwei-
ter Ordnungin Ý Ú�Ò î Ú�ê�Þ , weil der Hamilton-Operatorein Differentialoperatorerster
Ordnungist. Interessanterweiseist die zweiteOrdnungabervon derMasse,alsoder
Längenskala,unabhängig.Man kannausdieserOrdnungalsonur auf die konforme
StrukturderRaumzeitschließen,wasmanauchandenauftauchendenErzeugernvon
Drehungenerkennenkann.

WennmanhomogeneRäume,wie dende-Sitter-Raumbeschreibenwill, alsoRäume
auf die eineLie-Gruppewirkt, dannist esnaheliegend,ebendieseGruppeals � zu
wählen.Diesführt aufdenBegriff dessymmetrischenspektralenQuadrupels.
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Definition 8.2.6. Ein symmetrischesspektralesQuadrupelist ein spektralesQuadru-
pel mit denfolgendenzusätzlichenEigenschaften:

1. � ist eineendlichdimensionale Lie-Gruppe. �� gehörtdannzur Lie-Algebra
von � .

2. Die Untergruppe� von � , welche ��� invariantlässt,ist maximalkompakt.

3. Die Operatoren� und � (korrespondierendzu ��� ) kommutierenmit allenEle-
mentenaus� .

WähltmanzumBeispiel ����������� �"!$# und �%�$��&'���)(*# soexistierteineeinparamet-
rige Scharvon spektralenQuadrupeln.Diesebeschreibenalle die +-,.+ -dimensionale
de-Sitter-Raumzeit,alsodiedurchdie Gleichung/10�$2 /30 ( 2 /100 � 254 0
bestimmteUntermannigfaltigkeit des ���6,7+8# -dimensionalenMinkowski-Raums.Sie
ist einhomogenerRaumunterder ����,.+8# -dimensionalenLorentz-Gruppe������� �"!$# .
Der zusätzlichefreie Parameterlässtsich als Zeitursprunginterpretieren.SeineAn-
wesenheitist alsodaraufzurückzuführen,dass � nicht groß genuggewählt wurde.
Andererseitsist � offenbarviel kleiner, alsmanesnaiv erwartenwürde.
Es wird auchnicht sehrschwierigsein höherdimensionaleBeispieleauszuarbeiten.
Ähnlich wie im euklidischenFall erweisensichdieSymmetrienauchhieralswertvol-
les Hilfsmittel, mit dessenHilfe viele Spielzeugmodellekonstruiertwerdenkönnen.
Ob mandie angesprochenenProblemedabeilösenkann,ist im Momentnur einebe-
gründeteHoffnung.
Eine alternative Möglichkeit sich der LösungdesKovarianz-Problemsanzunähern,
bestehtdarin, ganzauf den Hamilton-Formalismuszu verzichten,und statt dessen
eineFormulierungim Geistder spektralenTripel zu suchen.Dannstellt sich natür-
lich wieder die Fragedeszu wählendenHilbertraums.Das übliche unter der Lor-
entzgruppeinvarianteSkalarproduktauf denSpinorenübereinerLorentzschenSpin-
Mannigfaltigkeit ist nämlichentartetundkanndeshalbnicht zur Definition einesHil-
bertraumsherangezogenwerden.Weil dasSpin-BündelübereinersolchenMannigfal-
tigkeit aberein Vektorbündelvon endlichemRangist, existiert ein natürlichesSkalar-
produkt,und der Hilbertraum 9 ist dannals Raumder quadratintegrablenSchnitte
bezüglichdiesesSkalarprodukts,dasnatürlichnicht invariantist, gegeben.Wennman,
wie eswegendersicherzu stellendenZeitorientierbarkeit ohnehinunvermeidlichist,
denZeitvektor � in die Datender gesuchtenBeschreibung aufnimmt,so kannman
dasinvarianteSkalarproduktals �;:5�=<>#?�A@;:CB �DBE<1F
ausdiesemSkalarproduktrekonstruieren( � entsprichtja �G� ). Auf 9 kannmandie
Algebra &'��HI# derFunktionenaufderRaumzeitsowie denDirac-Operatordarstellen.
Letztererist bezüglichdesnicht-invariantenSkalaproduktsnatürlichnichtselbstadjun-
giert(sondern“ � -selbstadjungiert”) , undauchdievonderClifford-Algebraherrühren-
den(Anti-)KommutationrelationenmüssenandieneueSignaturderMetrik angepasst
werden.Dasstellt aberkein großesProblemdar, im Gegensatzzur Charakterisierung
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derDimensionderRaumzeit.Diesekann,wie esin derEinleitungderArbeit bereits
erklärt wurde,nämlich nicht mehr durch die Summierbarkeitsklassevon JLKNM defi-
niertwerden.Die (Arbeit ander)LösungdiesesundandererProblemediesesZugangs
ist Gegenstandeinesvon ProfessorGracia-Bondia,von demauchdie ganze,gerade
geschilderteIdeestammt,hier in Mainz ins LebengerufenenProjektes.
Der grosseVorteil diesesProjektesliegt in derkovariantenFormulierung.Es ist des-
halbim Vergleichmit denspektralenQuadrupelnein sehrwichtiger, komplementärer
Zugang,derbeiderLösungvor allemdiesesProblemseinegroßeHilfe seinwird.
Andererseitsist eshier dannwiedervöllig unklar, wie ein Wirkungsprinzipaufzustel-
len ist, dasdenEinbauvon Anfangsbedingungenermöglicht.Darüberhinauskönnte
die Ausarbeitungkonkreter– undinsbesonderenichtkommutativer – Beispielein die-
semZugangproblematischwerden.
Der Begriff desspektralenQuadrupelserlaubtdemgegenüberaberdie Beschreibung
vieler physikalischrelevanterBeispiele,und insbesonderesollteeineReformulierung
der nichtkommutativen Beschreibung desStandardmodellsdamit möglich sein. Zu
diesemZweck müsstemanabernochdasin der EinleitungdiesesAbschnittsange-
sprocheneProblemdesfehlendenWirkungsprinzipslösen.Wie sichin unserenersten
Bemühungennämlichherausstellte,ist esrechtschwierigdie Lagrange-Funktion(auf
die esja ankommt,weil die Zeitintegrationohnehinklar ist) mit Hilfe desHamilton-
Operators– stattmit demDirac-Operator– zukonstruieren.Allerdingshattenwir uns
auchgleichanderGravitationswirkungversucht,die,wegenihrerDiffeomorphismus-
Invarianz, im Hamilton-Formalismusrecht kompliziert ist. Die Konstruktioneiner
Yang-Mills-Wirkung, die im Wesentlichenausder Konstruktioneiner Differential-
gebrabesteht,sollte einensehrviel einfacherenund realistischerennächstenSchritt
darstellen.Die Hauptschwierigkeit rührtdabeivonderTatsacheher, dassmanaufdem
Raumder Lösungender Dirac-Gleichungarbeitet,weil sich zeitartigeAbleitungen
dannstetsdurchraumartigeersetzenlassen,undfolglich nichtunabhängigvon diesen
sind.
Esist auchmöglich(nichttriviale) spektraleQuadrupelzu konstruieren,bei denendie
AlgebrenO�P endlichdimensionalsind,alsoinsbesonderesolche,bei denendieHyper-
flächenQ P endlicheGitter sind.
Weil endlichdimensionalespektraleTripel zur Zeit die einzigenausgearbeitetenBei-
spieledarstellen,die keine Deformationeneineskommutativen Raumssind, eignen
siesichsehrgutzumStudiumderQuantisierungvon nichtkommutativenGeometrien,
zumalderRechenaufwanddabeinochzu bewältigenist. Esgibt aucheinerechtpro-
minenteSpekulation,dassdie realeRaumzeitdiskret seinsollte,weil mannur dann
die Unendlichkeiten bei kleinenAbständenin denGriff bekommenkann(indemsie
gar nicht erstexistieren).Zum erstenMal wurdedieseIdeeallerdingsvon Riemann
in seinerberühmtenHabilitationsschriftgeäußert– ganzsicherzumerstenMal, denn
vorher war von RiemannschenMannigfaltigkeiten noch gar keineRede– , der von
Renormierbarkeit wahrscheinlichnochnichtswusste.
FürmeinenGeschmackist dieseVorstellungetwaszuspekulativ, abersieist natürlich
durchausderUntersuchungwert,unddie SprachederNichtkommutativenGeometrie
ist für dieseAufgabewie maßgeschneidert.

Ach ja. Einesnoch:
Un´ wenndedannim Sarjeliechst,un´zuGrabegetrachenwirst, dafrachstedir:
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Un´ wozudennnu´detjanze?
frei nach Kurt Tucholsky
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Kapitel 9

DiskretesTrommeln

I jumped,but didn’t panic
cuzjah is my quantummechanic

Adwin Brown

EinerdergrößtenVorteilederFormulierungvonNichtkommutativer Geometriein der
SprachederspektralenTripel ist – zumindestausderSichtdesPhysikers– die damit
verknüpfteBeschreibungdesGravitationsfeldes.Mit demDirac-Operatorist aucheine
Metrik auf demRaumder reinenZuständeder Algebragegeben,und die Dynamik
dieserMetrik kannüberdie spektraleWirkung definiertwerden.
Der Clou dieserFormulierungliegt nun darin, dassdieseDynamik direkt in Ob-
servablen,also diffeomorphismusinvarianten Größen– den EigenwertendesDirac-
Operators– angegebenwird. Unglücklicherweisebildendieseaberkeinenvollständi-
genSatzvon Observablen(“one cannotheartheshapeof a drum”). Der Phasenraum
desSystemsist alsonicht vollständigdurchdie EigenwertedesDirac-Operatorsbe-
schrieben.Für kommutative, endlichdimensionaleGeometrienist eineIdentifikation
der übrigenFreiheitsgradeauchnochnicht in Sicht.Die spektraleBeschreibung der
Metrik stellt (unter anderem)ausdiesemGrund gegenwärtigkeinenFortschritt auf
demWeg zur QuantisierungdesGravitationsfeldesdar.

DiskretespektraleTripel sindwesentlichleichterzu überblicken.Der Dirac-Operator
ist danndurcheineendlichdimensionaleMatrix mit einerdurchdie Axiome für spek-
traleTripel festgelegtenBlockstrukturgegeben,unddie IdentifikationderechtenFrei-
heitsgradekann wenn auchnicht ganzallgemein,so doch wenigstensin konkreten
Beispielendurchgeführtwerden.Wie bereitsangesprochen,reichendieunitärenÄqui-
valenzenvon spektralenTripeln,alsodie unitärenOperatorenauf R , welchemit den
beidenWirkungenderAlgebravertauschen,nicht aus,um alle unabhängigenBlöcke
im Dirac-Operatorzudiagonalisieren.DieseAussagebleibtweiterhingültig,wennzu-
sätzlichauchDiffeomorphismen,alsodie Automorphismender Algebra,abdividiert
werden.Auch in diesemnulldimensionalenFall werdenim Allgemeinenalsoneben
denEigenwertendesDirac-OperatorsnochweitereFreiheitsgradeexistieren.Ein ein-
fachesBeispielliefert dieAlgebra SUTWVUXZY;S-[ mit demspektralenTripel zu\^]�_a` b c6dc6d egfih _kj b
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Die DarstellungendesDirac-OperatorsundderAlgebrasinddannwie gehabtlnmpoq r s rs7t r s�ur s r
vwyx z|{L}%~� oq7����N�-� ��>� r rr ���� � � �� � rr r � � ��>�

vwyx
und s : ���"� � ��� � ist diesmaleinebeliebige �����������i� -Matrix. Die unitären
Transformationen,welchemit derRechts-undderLinks-Wirkung derAlgebrakom-
mutieren,wirken auf s gemäßs � � ��N�)��� � sy� , mit �g��� �����i� x � �� �;�i� , dennin � � � wirkt die Algebraals s � �;�-� von links.
Die innerenAutomorphismenderAlgebrasinddurchElemente� aus� � ���G� gegeben,
unterwelchenM als s � s � � �� � transformiert.
Da � � ��>� und ��N�5�.�

miteinandervertauschen,hättemanzur Diagonalisierung
von s alsonurTransformationenderForms � ��s �;� ��� �
zurVerfügung.Füreineallgemeine(nichtsinguläre)�������D����� -Matrix wird manzur
Diagonalisierungaberauchzwei beliebigeunitäre �����g�W���i� -Matrizen benötigen
undnicht jedesolcheMatrix ist vonderForm � ���

. Esist natürlichkeineswegsklar,
dassdie zusätzlichenFreiheitsgradein

l
aucheinenEinflussauf die Metrik haben.

Gleichwird gezeigt,dassdieseParametertatsächlichauchin derspektralinvarianten
Wirkung auftauchen,undbei derFormulierungeinesPfadintegralsauf endlichdimen-
sionalenRäumenwerdendiese(dannim Allgemeinenunendlichvielen)zusätzlichen
FreiheitsgradesichereingroßesProblemdarstellen.
In jedemFall wird manüberbestimmteBlöcke in

l
(einigedavon bleibenja auch

nachderAbdivision aller Symmetrienvollkommenbeliebig)integrierenmüssen.Da
essich dabeium Matrizenhandelt,landetmanin der Regel bei sehrspeziellen,und
wie sichzeigt,ausgesprochenkompliziertenMatrixmodellen.

Esist zweifelloszu bezweifeln,dassmanauseinersolchen,extremvereinfachtenSi-
tuationsehrviel lernenkönnenwird, dasfür die QuantisierungderAllgemeinenRe-
lativitätstheorievon Nutzenseinkönnte.Schließlichgibt eswederZeit, nocheinen
anständigenRaum.ZumindestaberkannmaneinigekonzeptuelleFragenklärenund...
aufÜberraschungenhoffen.

AndererseitssindMatrixmodelleaberauchfür sichgenommenein interessantesund
modernes(modisches?)Thema(siehe[RMTrev] und darin angegebeneReferenzen).
EswürdedenRahmendieserArbeit sprengen,auf die vielfältigenAnwendungenvon
Matrixmodelleneinzugehen,oderauchnur zu versuchenihre nicht wenigermannig-
fachenBeziehungenzu fastallenGebietenderPhysikdarzulegen.
DasklassischeBeispieleinesMatrixmodellssindSpin-Ketten,wie zumBeispieldas
Ising-Modell,unddaraufaufbauendgibt eseineReiheAnwendungenin derstatisti-
schenMechanikund der Festkörperphysik.In jüngsterZeit hat die Vermutungdie
gesuchte(wennüberhauptexistente)M-TheorieseieineMatrix-TheorieSchlagzeilen
gemacht[MRD], ebensowie kurz zuvor die Entdeckung,dassMatrixmodelleeineef-
fektiveMöglichkeit zurBerechnungvonKnoteninvariantendarstellen.Darüberhinaus
sindeinigeder, ursprünglichvonWigner[Wie] eingeführten,‘randommatrixmodels’,
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welche im thermodynamischenLimes � �   einenPhasenübergang aufweisen,
äquivalentzuzweidimensionalereuklidischerQuantengravitation [diF].
In Anbetrachtder großenZahl von Anwendungenwurdenauchviele Rechentechni-
kenfür Matrixmodelleentwickelt. ZumBeispielsindvielesolcherModelleintegrabel
[Meh] und könnenvollständiggelöstwerden.Inwiefern dasaberfür die Arbeit mit
Theorien,die bei der Quantisierungvon diskretenspektralenTripeln entstehen,von
Nutzenseinwird, ist gegenwärtignochunklar. Die physikalischeInterpretationdie-
serMatrixmodelleunterscheidetsichnämlichgrundlegendvonderSichtweisein allen
obengenanntenBeispielen.Manwird daheranganzanderenGrößeninteressiertsein,
wasandererseitsaberauchauf neueErkenntnissehoffen lässt.Darüberhinausstößt
manzumeistaufsehrviel kompliziertereModelle,alsdie in derLiteraturdiskutierten.
Interessantist in diesemZusammenhangauchdieDiskussionderverschiedenen“ther-
modynamischenGrenzwerte”.Für ein spektralesTripel ¡*¢¤£ zu einerAlgebra¥y¦�§©¨¢«ª¬�®i¯�°²±;³-´
kannmannämlichentwedereinigeder ¡ ¢¤£ oderaucheinigeder µ ¢ nachUnendlich
schicken.DarüberhinauskannmanaberauchdenKontinuumslimes¶g�   (zum
Beispielfür denK-Punkt-Raumµ·¢ ¦y¸?¹1º

) betrachten.
In derFolgewerdennuräussersteinfacheModelleangesprochen,undauchdiesewer-
dennur sehroberflächlichbehandelt.Die grundlegendenIdeenundKonzeptekönnen
aberauchandiesenBeispielenverdeutlichtwerden.

9.1 Dasinvariante Maß und die Rolle der Algebra

AusdenAndeutungenweiterobensolltenichtsdestowenigerklar gewordensein,dass
im Folgendenfür ein gegebenesdiskretesspektralesTripel ± ¥¼» ¡ ´ eineZustandssum-
me ½ ¦W¾À¿ÂÁÄÃnÅ8Æ3ÇÉÈËÊ?Ì

(9.1)

definiertwerdensoll. Die (klassisch)spektralinvarianteWirkung Í ± Ã ´ kannaufend-
lichdimensionalenHilberträumenallgemeinin derFormÍ ± Ã ´ ¦ ÎÏÐ ª Æ ÎyÑ Ð5Ò"Ó Ã¼Ô Ð Õ×Ö«ØÙ
Ú Î Í ±ÜÛ>´ ¦ÞÝ   (9.2)

angesetztwerden,denn Ò"Ó Ã Ô Ðàß ¬ ¦yá
weil

Ã
mit derGraduierungâ antikommutiert.

DasAnalogonderklassischenEinstein-Hilbert-Wirkung Í·ãåä wäre Ò"Ó Ã Ô Æçæ ¦ Ò"Ó Ã Ô
,

undweil diesezugleichbesonderseinfachzuhandhabenist, wird im Folgendennatür-
lich (fast)ausschließlichdasdabeiin (9.1)entstehende“GaussscheModell” diskutiert.
Esgibt allerdingsguteGründein demAnsatzfür (9.1) jedebeliebige(wohldefinierte)
klassischeWirkung zuzulassen.Daswird gleichausführlicherherausgearbeitet.¾

ist eineNormierungskonstante,derim Folgendenausserihrer bloßenAnwesenheit
keinerleiBeachtunggeschenktwerdenwird. Im Hinblick aufeinemöglicherweisenot-
wendigeStörungsrechnung,wird siesogewählt sein,dass

½ ¦|¸
für Í ¦ ¬Ô Ò"Ó Ã Ô

ist.
(FürdassGaussscheModell ist sieabervollkommenbedeutungslos.)
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Da der Dirac-Operatoran die Spinorenim Hilbertraumkoppelt, ist esauchsinnvoll
denBeitragdieser’Fermionen’zu berücksichtigen.In AbwesenheitdesKonzeptsder
Kausalitätgibt esaberkeinenzwingendenGrund,die Fermi-Statistikzu verwenden.
In AnlehnungandenklassischenFall erscheintdiesabersinnvoll. Wie üblichdefiniert
mandann èÂéÄê¼é êWë8ìÉíïîñðóò3ô õöòø÷ù.úøûàü�ýLþ

(9.3)

undalsalternative Zustandssummekönntemannunauchÿ�� ù ��� èÂéÄý|ë ì � ð×õ?÷
(9.4)

mit dereffektivenWirkung ��� ý 	 ù 
 � ý 	�� ü  ����� ý 	
versuchen.In praktischenBeispielenverschwindetdet

ý
aberhäufigfür alleerlaubten

Dirac-OperatorendesbetreffendenspektralenTripels,sozumBeispielfür ������� � � 	
und � ù ��� � � �� � � � þ
weil

ý
dannals ýnù"!# � $ �$&% � $('� $ � )*

þ $,+ �.- � � 	
gegebenist, und wennmandie erstensowie die letzten

�
SpaltendieserMatrix be-

trachtet,ist sofortklar, dassdiesenichtalle linearunabhängigseinkönnen.
Vor allemaberverschwindetdet

ý
automatisch,wenndim/ ungeradeist. Aus

ý10 ù� 01ý
folgt nämlichdet

ýÂù � � � 	325476�8 det

ý
. Füreinesinnvolle Definitionderfermio-

nischenWirkung wird mandanndie Determinantevon

ý
nur überdasKomplement

desKernsvon

ý
bilden.In derFolgewird, derEinfachheithalber, dendamitverbun-

denenProblemendurchVermeidungentsprechenderBeispiele(mit einerAusnahme)
Rechnunggetragen.
In denübrigenFällenist det

ý
in derRegel(abernicht immer)positiv, sozumBeispiel

für dasfolgendespektraleTripel zur Algebra ���9� :� ù � � � �� � �"�;:
DerallgemeinsteDirac-Operatorist dannvon derFormýnù !<<# � $>=?$ � �$ = � � $ =$ � � � $ �� $ = $ � �

)A@@* þ $ = þ $ � + � :
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In diesemFall ist detBDCFE G>HIGKJMLNG>H GKJOE JQPSR . Der fermionischeBeitrag führt
in diesemBeispiel also zu einer abstoßendenWechselwirkung der Eigenwerte.Zu
diesemBeispiel sei noch angemerkt,dassman die relative Phasevon G>H und GKJ
natürlich nicht durch unitäreÄquivalenzenwegtransformierenkann. Diesemüssen
ja mit der Algebra und mit der RealitätsstrukturT vertauschen,weswegen auf den
RäumenU�VWV keinePhasentransformationengestattetsind.Hier hättedie allgemeinste
solcheTransformationX die GestaltXYC[Z]\_^a`cb3d V�egfihafihaf dkj V�emlIn
und mit ihrer Hilfe könntemandannzum Beispiel G>H als nichtnegative reelleZahl
wählen.

Die erstewichtige Frage,die esauf der Suchenach(9.1) zu klärengilt, ist die nach
demrichtigenDefinitionsbereichdesIntegrals.Esist sicherfalschüberdenRaumaller
erlaubtenDirac-Operatoren(bei festgehaltenembpo frqsl ) zu integrieren,weil physika-
lischeGrößennurvon derunitärenÄquivalenzklassedesspektralenTripelsabhängen
können.Soist zumBeispieldie Metriktvu bpw H f w J l C xry{z|~} u�� �~� |�� H{� E w H b�� l L�w J b�� l E�� (9.5)

für OperatorenB und B���C�X�B&X�� die gleiche(wenn X mit derAlgebrakommutiert
), denndannist ��� B � f �O�~��C��AX�� B f �O��X � ��C���� B f �O�~� .
Folglich solltenurüberunitäreÄquivalenklassenvonDirac-Operatorenintegriertwer-
den.BetrachtetmandasModell alsnulldimensionaleVersionvonQuantengravitation,
so ist essichernotwendignur diffeomorphismusinvariante Größenals physikalische
Freiheitsgradezu betrachten.Die obigeMetrik ist ja kovariantin demSinne,dassfür��� o stets t��k� u � bpwaH f wiJ l C t u b � waH f � wiJ l (9.6)

gilt. FüreineentsprechendabgeänderteKoordinatenwahl im RaumderreinenZustän-
de ergibt sich alsodie gleicheMetrik für � ��B � und B , wasnatürlichauchso sein
muss.
Essolltealsonur überÄquivalenzklassenvonDirac-OperatorenunterDiffeomorphis-
menundunterunitärenÄquivalenzensummiertwerden.

Wenndie Äquivalenzklassenvon Dirac-Operatorenin einemkonkretenBeispielge-
fundensind,wird manim nächstenSchritt nacheineminvariantenMaß auf demso
konstruiertenKonfigurationsraumsuchen.Dabeitauchtdanndienächste,diesmalaber
wenigerleichtundklar zu beantwortendeFrageauf:Worunterinvariant?
DiezuquantisierendeklassischeWirkungist spektralinvariant,eserscheintdahernahe
liegend,ein spektralinvariantesMaß zu wählen.Ein solchesist allgemeinvon der
Form   C9¡,¢¤£¦¥§Z{¨©b3ª ¥ l d¬«®_¯i°A±
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wobei ²]³ dienicht(notwendigerweise)verschwindendenEigenwertedesDirac-Operators
bezeichnet.Dassiehtnichtgeradespannendaus,undwennnunnichteinProblemauf-
tretenwürde,solltemandasProjektwohl besserandieserStelleabbrechen.Manmuss
sichaberfragen,wasmaneigentlichmit dieserZustandssummeausrechnenmöchte.
Es wurdeja bereitsmehrfachbetont,dasssich nicht alle ObservablendesGravitati-
onsfeldesals Funktionaleder EigenwertedesDirac-Operatorsschreibenlassen,und
die BeispieledesfolgendenAbschnittswerdendiesnocheinmalverdeutlichen.
Esgilt alsoin jedemFall einesolchespektralinvarianteWirkung in ein Integral über
die diffeomorphismusinvarianten Freiheitsgradeumzuschreiben.Dazumussmanna-
türlich alsErstesdie EigenwertedesDirac-OperatorsalsFunktionaledieserObserva-
blenausdrücken,was,wie mansichsicherdenken kann,eineäußerstanspruchsvolle
Herausforderungdarstellt.Man musssichaberohnehinfragen,ob essinnvoll ist, auf
einerspektralenInvarianzdesMaßeszu bestehen,wennmansowiesovor hat,die Er-
wartungswertevon Größenzu berechnen,welchenicht spektralinvariant sind. Aus
diesemGrundwerdenin derFolgeauchModelleuntersucht,die zwar diffeomorphis-
musinvariantabernichtspektralinvariantsind.
Unabhängigdavon, für welchederbeidenmöglichenInvarianzgruppenmansichent-
schiedenhat,gilt esdannaber, ein invariantesMaß ´�µ zu finden.Hier greift, inso-
fern maneinegeeignete“Eichfixierung” findet,die Methodevon Faddeev undPopov
– unddieswar natürlichderGrund,warumwir unsfür denPfadintegral-Formalismus
entschiedenhaben.Die Eichfixierungsollte nachMöglichkeit so gewählt sein,dass
mandieFaddeev-Popov-DeterminanteberechnenoderzumindesteinenützlicheInteg-
raldarstellungmit entsprechendenGeistfeldernfindenkann.Im Gegensatzzuendlich-
dimensionalenEichtheorienist eshieraberin (wenigen)einfachenBeispielenmöglich
konkreteRepräsentantendereinzelnenÄquivalenzklassenunddaszugehörigeinvari-
anteMaßanzugeben.In diesemFall kannmandasPfadintegral natürlichalsSumme
überdieseRepräsentantenformulieren.
Wennmanan“gewöhnliche”physikalischeSystemeundderenPfadintegral-Quantisierung
denkt,mag es vielleicht verwundern,warum hier bisherfast auschließlichdie Fra-
ge diskutiertwurde,welchesMaß für die Definition der Zustandssummeverwendet
werdensoll. Üblicherweiseverwendetmanzur Integrationvon ¶a·¹¸ das– unterkano-
nischenTransformationeninvariante– Maß ´�º»´M¼ , wodurchdannauchderkorrekte
klassischeLimesdersomitdefiniertenQuanten-Theoriesichergestelltist. Bei denhier
betrachtetenSystemengibt esaberkeineZeit, beziehungsweise,dazuäquivalent,es
gibt keinenPhasenraumunddementsprechendauchkeineausgezeichnetesymplekti-
scheStruktur.
Man könntenatürlichversuchen,einenPhasenraumalsRaumderklassischenLösun-
gendesSystemszudefinieren.FürgegeignetgewählteWirkungenhatdieserdanndie
StruktureinerKähler-Mannigfaltigkeit, so dassmanauf einesymplektischeStruktur
zurückgreifenkann[Rov]. Dasmachtabernur für WirkungenSinn,die nicht spektral
invariantsind.Weil sichspektralinvarianteWirkungengemäß½¿¾�µ�ÀÂÁÄÃ ³ÆÅ ¾3²�³OÀ als
Summevon PolynomenderEigenwerteschreibenlassen,ist derRaumder (unitären
Äquivalenzklassenvon) Lösungenfür spektralinvarianteWirkungennämlichnulldi-
mensional,im Extremfall eineinzigerPunkt.
Aus diesemGrundscheintfür diskrete,spektralinvarianteTheorien,die hier verwen-
detestatistischeZustandssumme(überalle Konfigurationenund nicht nur über Lö-
sungen)angebracht.Eswäreim übrigenauchnicht klar, wasuntereinemklassischen
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LimesderTheoriezu verstehenist, weshalbesauchwenigSinnmachenwürde,von
derQuantisierungeinerklassischenWirkung Ç¿È�É�Ê zu sprechen.Vielmehrkannman
eineÄnderungdesMaßesstetsdurcheineentsprechendeÄnderungderWirkungkom-
pensieren.(Deshalbwird in derstatistischenPhysikja auchüblicherweiseË�ÉKÌkÍ¹Î®Ï_Ð�Ñ
alsdas(wohldefinierte)Maßbezeichnet.)
Alles in allemscheintdieeinzigsinnvolle Strategie darinzubestehen,möglichstviele
Modelle– alsounterschiedlichespektraleTripel undfür jedeseinzelnedieserspektra-
len Tripel auchverschiedeneMaße– zu untersuchen.Vielleicht kannmandabeiauch
eineDefinition desklassischenLimessolcherTheorienfinden.
Langfristigplanenwir aberohnehin,(relativistische)Modellefür AlgebrenÒÔÓÕ[Ò�ÖØ×§Ù ÈpÚÛÊ
zu betrachten.DasentsprichtspektralenQuadrupeln,bei denendie raumartigenHy-
perflächenalsdiskretespektraleTripel gegebensind.Beispielefür solchespektralen
Quadrupelwurdenbereitsin [KP] ausgearbeitet;esist abernochnicht klar wie man
die Gravitationswirkungin diesemRahmenformulierensoll. In derartigenModellen
werdenzwar die obenangesprochenenkonzeptuellenSchwierigkeitenverschwinden,
dafür wird der Umgangmit der Diffeomorphismus-Invarianz etwas unangenehmer.
Aus diesemGrundist essichersinnvoll, zuvor dendiskretenFall zu untersuchen,um
möglichstviel überdie Freiheitsgradeunddie ObservableneinersolchenTheoriezu
lernen.Auf diesenAspektenwird deshalbin dennächstenAbschnittendashauptsäch-
licheAugenmerkderUntersuchungenliegen.
Bevor esnunandiekonkretenBeispielegeht,solltenochdaraufhingewiesenwerden,
dassbeieinemdiffeomorphismusinvariantenMaßdieAlgebrain FormderinnerenAu-
tomorphismenin dessenDefinitioneingeht.DamandabeiaberalleDiffeomorphismen
abdividiert, wird die AlgebraausdemEndresultatallein nicht mehrzu rekonstruieren
sein.Für die Interpretationder Theoriewird alsodie Angabeder Algebra(oderder
Schnittform Ü ) vonnötensein,auchwenndiesenicht direkt in die Dynamik eingeht.
Dasist natürlichfür alle Quantenfeldtheorientypisch,bei denenja stetsdie Algebra
derObservablen(hier im Wesentlichendie AbständereinerZuständeüberderAlge-
bra)angegebenwerdenmuss.

9.2 Ein, zwei Quantenpunkte

MehralszweiPunktebrauchtesnicht,umeinenAbstanddefinierenzukönnen,undso
langeesnicht mehrPunktegibt, könnenauchkeineProblememit Diffeomorphismen
auftreten.DerAbstandderbeidenPunkte– eineanderesinnvolle Größegibt esohnehn
nicht – ist nämlichinvariantunterallen(beiden)Diffeomorphismen.
DaseinfachstespektraleTripel (überhaupt),für dasein Dirac-Operatorzur AlgebraÝ�Þ9Ý

existiert,wird durch Ü Õ[ß�à á âMáâMá ã ä;å
definiert.DerRaumderDirac-OperatorenkanndanndurchÉ Õ"æç ã è ãè ã èã è ã éê å è>ëØì�í.î È Ý Ê å
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parametrisiertwerden.Die nochabzudividierendenunitärenÄquivalenzensinddurch
eineorthogonaleMatrix ï auf ð§ñ~ñ (der ja invariantunter ò ist), sowie einerunitären
Matrix ó auf ð§ñõô gegeben.Die ersteAufgabebestehtnunim Auffindenvon Reprä-
sentantenderÄquivalenzklassenunterdenTransformationenöS÷ ï ö ó�økù
Für úüû�ý ist dasein Leichtes,dannist m einekomplexe Zahl,derenPhasedurch ó
eliminiertwerdenkann,unddieÄquivalenzklassensinddurcheinenichtnegativereelle
Zahl bestimmt.Für úFþÄÿ ist dasProblemschonschwieriger. Mit Beschränkungder
Allgemeinheitseihier nur derFall ú�û ÿ betrachtet.Der AbstandderbeidenPunkte
ergibt sichallgemeinals ��� ý��rÿ��©û ý� ö �
undhängtoffenbarnurvon demgrößtencharakteristischenWertvon ö ab. Als reines
Modell für Gravitation interpretiert,enthältdasSystemin diesemFall folglich über-
zähligeFreiheitsgrade.

Bemerkung9.2.1. Als Teilchenmodellließeessich natürlich interpretieren.In die-
semFall entsprächendieElementeausð ñ~ñ rechtshändigenMajorana-Fermionen,und
diesmachtplausibel,warumauf ihnennur ï � ú	� -Transformationenzulässigsind.Die
linkshändigenElementeaus ð ñõô trageneineU(1)-Ladung:die Eichtransformationen
sindja durch 
��÷� 
  ø gegeben,unddiesewirkt dannals ����������������� auf 
 � � .

Für ú û ý , wennman ö als nichtnegative ganzeZahl wählt, hat ! die Eigenwerte" �$#�ÿ ö und der Kern von ! wird von dem festenVektor
� ý�� " �&%Mý'�)( aufgespannt.

Vernachlässsigtmandiesen,soist die fermionischeDeterminanteals %+* ö ô gegeben.
Da ! nureinenunabhängigenEigenwert, û ÿ ö hat,ist dasinvarianteMaßin diesem
Fall klar: - û/. 01 243 ,5� ��67��89� �
beziehungsweise -;: û/.=< 01 243 ,>, ô � ��6?�@89� ù
Beschränktmansichauf A � ,B��ûDCE, ô , soist . ûGF ÿ�HIC , . < û F J HICLK . Der wesentli-
cheUnterschiedzwischen

-
und

- :
zeigtsich,wennmandenEnsemble-Mittelwert

desAbstandes
��� ý��rÿ�� berechnet(wassolltemanauchsonstberechnen?).

Lemma 9.2.2. Für jedepolynomialeWirkung A � !M�Âû NOP�Q 2 C P , ô P istR ��� ý��rÿ��TSÛû/. 01 2 3 , ý, � ��67��89� ûVUNù
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Ist hingegenzusätzlich WYXBZ\[]_^ , soist `ba�cLd�eYf�gTh endlich. Demgegenüberist

`ba�cLd�eYf�gThTi ]/j kl m4n�o fo o�prq X�s7t�u9v
immerendlich. Für w ] W o p

ist `ba�cLd�eYf�gTh i ]Vx f�yIW .
Ein Beweis dürfte sich erübrigen.Damit ist nun auchklar, wozu Termewie W$XBZ o X p
taugen:SieregularisierendenErwartungswertdesAbstandes.(Diesist natürlichnicht
unbedingterforderlich.Esist aberinteressant,dassmanesmit einemTermtr z X p

–der
in 4 DimensionendieEinstein-Hilbert-Wirkung liefert – erreichenkann.)Offenbarhat
die Ankopplungvon FermionendengleichenEffekt. Dieseführt zu einereffektiven
Abstoßungder Eigenwerte(beziehungsweisezu einer gegenseitigenAnziehungder
Punkte),die starkgenugist, einenendlichenAbstandzu erzwingen.
Ansonstengibt diesesModell abernicht viel her. Der Fall { |}d ist schonetwas
interessanter.

Bevor esan die Ausarbeitungder diffeomorphismusinvarianten Freiheitsgradegeht,
sei nochkurz ein rechtinteressantesAnalogondesobigenLemmasdiskutiert.Es ist
eigentlicherstbei denBeispielenim nächstenAbschnittrelevant,scheintaberbesser
hierherzu passen.Bei denangesprochenenBeispielenkannmandie Massenmatrix
im Dirac-Operatorvollständigdiagonalisieren,und ihre { charakteristischenWerte
stimmenmit denEigenwertendesDirac-Operatorsüberein.Insbesondereist derAb-
stand a�cLd�eYf�g der beidenPunkteals dasInversedesgrößtencharakteristischenWerts
gegeben.Betrachtetwird nur derFall { ] f ; eineanalogeAussagegilt aberfür alle{~|Vd (dannist derBeweisaberwenigerelegant).

Lemma 9.2.3. Esist unterdenobengenanntenVoraussetzungen

a�cLd�eYf�g ]�j kl m kl m n�o Z n�o p d�Y�7��� o Z e o p'� q X���t�u9� �T�Bu�� �Tv ] x f'Wx y������ x f'W�� x Wx f'W&� x W��������
Währendalso im Fall { ] d der ErwartungswertdesAbstandsder beidenPunkte
divergent ist, ist er für { |�d konvergent,obwohl der klassischeGrundzustandder
Theoriefür alle { durch z ]_^ gegebenist.
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Beweis: ���L���Y �¡£¢  �¤ ¥¦ §©¨�ª�« ¥¦¬� ¨�ªI® �ª ®°¯'±�²�³ ¬  ´¶µ ¬ E·¢  �¤ ¥¦ ² ¨�¸ ¥¦ § ¨�ª�« ¥¦¬� ¨�ªB®	ªB® ¯'±�² ¬  ±�¹ ¬  ´¢  'º» ¥¦ ² ¨�¸ �¸ ¥¦ § ¨�ª�« ¯ ±B³¼¹ µ ² · ¬ ¢ ½  �º½ » ¥¦ ² ¨�¸ �¸ ½ º¿¾ ¸¢ ½  'º½ »=À�ÁÃÂ ½  'º�Ä ½ º½  'º&¾ ½ º'Å�Æ
Mit deutlicherBeschränkungder Allgemeinheitsei (weiterhin)nur der Fall Ç ¢È 
betrachtet.Als ErstessolltenRepräsentantenderÄquivalenzklassenunterdenTrans-
formationen ÉËÊ}ÌÍÉ�Î
( mit

É
demeinzigenunabhängigenBlock im Dirac-Operator,

Ì
einerorthogonalen,

Î
einerunitärenMatrix) gefundenwerden.Die LösungdiesesProblemsbeschreibt

derfolgende

Satz9.2.4. Sei

É
einebeliebige nichtsinguläre

�b ÐÏÑ �¡
-Matrix. Dannexistiert genau

einepositivdefinite, hermitescheMatrix Ò , mit rein imaginärem Ò ®�« ¢ÓÄ Ò «�®
,Ò ¢ÈÔ Õ Ö¶×Ä Ö�× Ø_Ù � Õ � Ø � ×ÛÚÝÜ � Õ � ØßÞ�à � Õ°ØßÞ=× « �

sowieeineunitäre Matrix

Î
undeineorthogonaleMatrix

Ì
, sodassÉ ¢ Ì Ò Î Æ

Beweis:Das( technische)KernstückdesBeweisesist folgendekleineRechnung:Ô á�âäã�å ãEæ Á åÄ ãYæ Á å á�âäã�å Ù Ô�ç èè é Ù Ô=á�âäã�å Ä ãYæ Á åãYæ Á å á�âäã�å Ù ¢ÈÔ�ê ëë ì Ù
mit ê ¢ çßá�âäã « å ¾ éíãEæ Á « å ¾/  ãEæ Á åîá�âäã�åðï+ñòèë ¢ � ç Ä é ¡ ãEæ Á åóá�âäã�å ¾_� á�âäã « å Ä ãYæ Á « å ¡ ïôñòè ¾ Öbõ÷ö èì ¢ çßá�âäã « å ¾ éíãEæ Á « å Äø  ãEæ Á åîá�âäã�åðï+ñòè Æ

(9.7)
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Insbesonderebleibt alsoder ImaginärteildesNebendiagonalelementseinerhermite-
schenùbúüûýú�þ -Matrix invariantunterorthogonalenTransformationen.
DerBeweisverläuftnunin zweiSchritten:

ExistenzderZerlegung ÿ�� �����
JedenichtsinguläreMatrix ÿ kannspektralalsÿ��	� �
mit positiv definitem,hermiteschem� zerlegt werden.Zu zeigenist also,dasseine
orthogonaleMatrix

�
undein

�
derobenbeschriebenenForm mit �
� �������

exi-
stieren(

� � �
ist unitär).

Alternativ genügtesnatürlichauchdie ExistenzeinerorthogonalenMatrix zu bewei-
sen,mit derenHilfe mandenRealteildesNebendiagonalelementes von � wegtrans-
fomierenkann,sodassT aufdasgesuchte

�
transformiertwürde.

Mit (9.7) führt dasaufdie transzendenteGleichung��������� ���������� �� "! �#�$�_ú  "! �'ùbú%�;þ
für denWinkel � dergesuchtenDrehung

�
. DieseGleichungist offensichtlichfür alle&('*)+-,/. lösbar, unddamitist die ExistenzderZerlegungdannauchschonbewiesen.

Eindeutigkeit derMatrix
�

Damit ist abernochnicht gezeigt,dasszu jederMatrix ÿ genaueineMatrix
�

dieser
Gestaltexistiert.Seiennunalso

��0
,
�21

, positiv definitehermitescheMarizen,mit rein
imaginärenNebendiagonalelementen. Angenommenesist�21 � ����03� � �54
beziehungsweise

�21��76 � ����08�7�
. Weil die Determinantenvon

��0948�21
positiv (und

reell) sind,folgt sofort
�;:=<5� ùbú�þ . Da

�>��08� �
hermiteschist, mussausserdem���21 �� �21�� 6

gelten.Parametrisiertmannun� � ? � @� @ �;A 4
und

�21
wie gehabt,soführt dieseBedingungaufdie GleichungenB 1 � �DC/E 1 @ �� B 1 �GF C/E 1 @B 1 @ �� ��H 1 @H 1 � �DC/E 1 @ �� H 1 �GF CIE 1 @KJ

Da die Matrix
�21

nachVoraussetzungpositiv definit ist, sind H 1(4 B 1MLON
. Aus der

mittleren Gleichungfolgt also,dassentwederB 1 � H 1 � N
ist, und somit wegen



236 9.2Ein, zwei QuantenpunktePRQ"S3Q�TMU QQ auchV Q�W V�X WZY , oderaberesist [ W\Y�]_^$W;` . Im letzterenFall wäre
dann a W b`cQ undesgenügtdaherzu zeigen,dassauch d die Identitätseinmuss.
Nun zeigt (9.7) aber, dassin jedemFall U3QeW�U X gilt, und weil V�X und V Q auchdie
gleicheSpur f P X/g QKh S X/g Qji unddie gleicheDeterminantef P X/g Q S X/g Qji haben,folgt P X WPRQ , S X WkS8Q .
Im Hinblick auf die KonstruktiondesMaßesist nochanzumerken, dassausobigem
Beweisauchdie Eindeutigkeit derbeidenMatrizen a5l8d hervorgeht.

Esmussin diesemZusammenhangauchdaraufhingewiesenwerden,dassdie Eigen-
wertem X/g Q W\Y m-n gpo Wkqsr t f P Q h U Q i l m*u gwv Wkqxr t f S Q h U Q i
desDirac-Operators

y W z{{{{{{| Y Y P }IU Y YY Y ~�}IU S Y YP }IU Y Y P ~�}/U~�}/U S Y Y }/U SY Y P ~�}IU Y YY Y }IU S Y Y
�9�������

offenbarnicht mit denEigenwerten� X/g Q W `t=� P h S�q r f P�~�S i Q h�� U Q9�
derMatrix V übereinstimmenundsichauchnicht als (einfache)Funktionderbeiden
Eigenwertevon V schreibenlassen.Dementsprechendist auchdie spektralinvariante
Wirkung � W���� � � m � X m �Q ein kompliziertesFunktionalder Eigenwerte

� X/g Q vonV . Die KonsequenzdieserTatsachewird gleichaneinemetwaseinfacherenBeispiel
demonstriert.
Für die einfacheWirkung ��f y i W � X�f m Q X h m QQ iW � Xw��� y QW tj� X�f P Q h S Q h t%U Q iW tj� X�f�����f�V�V�� h V�V7� i�iW � QX h � QQ
ist dasResultataber(noch)ganzeinfach,weil ����f�V�V � i W ���5� V�V ��� ist.

In diesemBeispielist esnichtmehrganzsoeinfach,ein diffeomorphismusinvariantes
Maß(undsomitdieZustandssumme� ) zu raten.Glücklicherweisekannmansieaber
systematischherleiten.(Darin bestehtdergroßeVorteil derobenbewiesenenParame-
trisierungderÄquivalenzklassen.)
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Wie ausdemobigenBeweishervorgeht,kannmaneinenTeil dererlaubtenTransfor-
mationendadurchfestlegen,dassman � positiv definit und hermiteschwählt (dazu
verwendetmandie Spektralzerlegung ���	��� ), unddasinvarianteMaß  ���  -¡�¢¤£ �¦¥�¥9§  *¡�¢¤£ �c¨�¨j§  ª©�«¬£ �c¨3¥9§  *¡�¢�£ �c¨3¥�§
überdemRaumder hermiteschen(positiv definiten)Matrizen ist wohlbekannt.Auf
diesenpositiv definitenhermiteschenMatrizen � verbleibtaberimmernochdie Rest-
symmetrie�\¯®°�7®�± mit orthogonalem® . ²³ la Faddeev undPopov kannmannun,
von denMatrizen � und ihreminvariantenMaßausgehend,vermittelsderEichfixie-
rungRe� ¥I¨ �\´ dieZustandsummealsµ �·¶ ¸¹»º-¼   ��½ £¾¡�¢ �¦¥I¨j§À¿sÁcÂ¬ÃjÄ#ÅÇÆ ¹ÉÈ
schreiben.Wie üblichbenötigtmandazudie Faddeev-Popov-Determinante¿ÊÄ ¥ÁcÂ �k¸  -Ë ½ £¾¡�¢ �ÍÌ¥I¨ §�Î
wobei � Ì¥I¨ dasnacheinerDrehungum

Ë
(die verbliebenenSymmetrietransformatio-

nen)aus � resultierende
£wÏ»Ð § -Elementbezeichnet.Den vollständigenAusdruckfür� Ì¥I¨ entnimmtmanderGleichung(9.7),unddasBerechnendesIntegralsmit derDelta-

Funktionist klar. Nachein paarUmformungengelangtmandannzu demverblüffend
einfachenEndergebnis¿sÁcÂ £ ��§Ñ�ÓÒ £ �¦¥�¥ÕÔÖ�c¨�¨j§ ¨Õ×�Ø £¾¡�¢ �É¨3¥9§ ¨(Ù
Damitergibt sichdie Zustandssummealsµ �Ú¶ Û¸ ¼  -Ü� #ÝßÞàá Û¸â ãåä × â ãåä¸Ä Û

æ9çè  -é Ò £êÜ Ô Ý § ¨ Ã Ä#ÅªÆ ã�ë äpë ì Èí î"ï ðñÉò�ó�ôÍõ÷ö8ø ù�ø úêû Î
wobei natürlich die Tatsachezu berücksichtigenwar, dassnur über positiv definite
Matrizen ü integriert wird.
Selbstfür die freieklassischeWirkung ý £¾þ §���ÿå¥ tr

þ ¨ stammtdermaximaleBeitrag
zur Zustandssummealsokeineswegs von der Konfiguration ü � ´ ( � þ � ´ ).
Dementsprechendist der ErwartungswertdesAbstandesfür die freie Wirkung auch
in diesemBeispiel endlich, wobei dieserUmstandhier auf den Beitrag der “Gei-
ster”zurückzuführenist. OhneBeweisseiauchangemerkt,dassdieeffektiveWirkung� £êÜ Î Ý Î é § nicht spektralinvariant ist.

�
kannnicht mehrals Funktionalder Eigen-

wertevon
þ

ausgedrücktwerden.MankannnatürlichbeliebigeFunktionenvon
Ü Î Ý Î é

zu
�

addieren,waseinerÄnderungdesMaßesentspräche.Damit wäreesdannauch
ohneweiteresmöglich ein spektralinvariantesMaß zu erhalten,dasallerdingsent-
sprechendkompliziertaussähe.Esscheintmir aberinstruktiver zusein,stattdessendie
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KonsequenzenderfehlendenspektralenInvarianzeinesähnlichenMaßeszu beleuch-
ten.

Ein rechtüberraschendesBeispielfür einenZwei-Punkt-Raumliefert die Schnittform��� � � �	��	� ��
�
DerallgemeinsteDirac-Operatorist dannvon derForm

� �������� � � �� � � �� � � �� � � �
������� � � ���� �

undwie weiterobenangedeutetkannmanvon diesenbeidenkomplexenZahlenstets
eine(abernur eine)positiv reell wählen.Die Äquivalenzklassensindalsodurcheine
komplexeZahl(etwa � ) undeinepositivereelleZahl � beschrieben.DieMetrik wurde
für diesesBeispielim Abschnitt“EinfacheBeispiele”als�! � �#"%$ � �&('*)!+ � �-, � ,/.berechnet.Die EigenwertedesDirac-Operatorshingegensind0213 � � 154 , � , 176988 � 174 � 1:88 �
sie hängenalso von der Phasein � ab. Man kann den Abstandder beidenPunkte
folglich nicht als Funktion der beidenEigenwertedesDirac-Operatorsausdrücken.
GanzunabhängigsinddieseGrößenaberauchnicht,denn0 1 ; � � 1 4 , � , 1 4=< �?> 4 , � , > 4 " � 1 , � , 1A@CBED  "EF5$G � 154 , � , 174 <  � 1 � , � , 1 $ 1� " &('*)!+ � �-, � ,/.� " H�! � �#"%$I$ 1 �
undmit eineranalogenAbschätzungnachobenfolgtJ ", 0 ; ,LK �2 � �#"%$ K ", 0 ; , �
Die durchdie DynamikfestgelegtenEigenwertedesDirac-Operatorsgebendemnach
zumindestdie GrößenordnungdesAbstandesderbeidenPunktean.
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Eine diffeomorphismusinvariante Zustandssummefür MONQPSRUT VWYX tr P[Z ist dannkla-
rerweise \ T ] ^_ `9acbd_eagfha fjilknmoqpsrut#vLw x%w tIy

T zl{g] ^_ `�acb�ac|}|	i k moqpsr~tYv��Yt�y
T zl{g] ^_ `�acb�ac|�i*knmoqpsr t v�� t y kc��� ��Y���T zl{g] ^_ ` acb�ac|�i k�� psr�� �#y�� (9.8)

undaufdenerstenBlick siehtdasauchnicht interessanteraus.
Benutztmanwiederdie Abschätzung�h� b W �=� f � W�� z b Z � f � ZA�C�E� NHzE��R~� � N b Z � � f � Z R Z �
soist nunaber� Z k T b Z �=� f � Z � � b W �=� f � W � z b Z � f � Z �C�E� NHzE�5R� b Z �=� f � Z � � N b Z � � f � Z R ZT z��(���!� b � � f �/� �
undsomitist � � v � � � � k � � � b � � f ���s 
Darausfolgt dannaber (die Wahrscheinlichkeitsdichte

i k V psr t vLw x%w t y ist stetsgrößer
Null) ¡ � � v � � � � k ��¢ � z ¡ � b � � f �q��¢T ] ^_ `�acb�ac|u| � b � | � i*knmoqpsr t v�� t y

T £ Z¤¦¥ Z ]¨§ª©  
DerVakuum-ErwartungswertderbeidenquantisiertenEigenwertewird alsoverschie-
densein.Bei spektralerInvarianzderQuantentheoriesolltenaberalleEigenwertevonP dengleichenVakuum-Erwartungswerthaben:

Beobachtung9.2.5. Ist M�NQP Z R spektralinvariant,M�NQP Z R«T=¬2¯®(N � Z R �
undhatdasPolynom®(N � Z*R eineindeutigesExtremum

� Z` , dannsindim Extremumdes
FunktionalsM�NQP°R alleEigenwertedesLaplace-OperatorsP Z identisch(gleich

� Z` ).
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DieseEigenschaftfolgt offenbarausderspektralenInvarianz.DerGrundzustandsoll-
te ja spektral(unddaherinsbesondereunterVertauschungderEigenvektorenvon ±³² )
invariantsein.
AusderobigenRechnungfolgt nun,dasssichdie unitärenTransformationen,die die-
senVertauschungenentsprechen,in derquantisiertenTheorienicht sodarstellenlas-
sen,dassderGrundzustandinvariantdarunterwäre.
DerGrundfür dieseVerletzungderspektralenInvarianzdürfteklar sein:Dasverwen-
deteMaßist nicht spektralinvariant,wasmanauchandereffektivenWirkung´¶µQ·¹¸Yº%»«¼9½¿¾À µQ· ²7Á º ² »Â½ÄÃ�Å�ºÆ¸
derenMinimum nicht bei

ºÇ¼ÉÈ
sondernbei

º=¼ Ê ËÊ ²�Ì liegt, erkennenkann. An-
dererseitswird nur über diffeomorphismusinvariante Größen(in Anbetrachtder gi-
gantischenDiffeomorphismusgruppeeinebesonderseindrucksvolle Eigenschaft)und
unitäreÄquivalenzklassenvon Dirac-Operatorensummiert.Von diesemStandpunkt
ausbetrachtetist die obigeQuantisierungalsokonsistent,in demSinne,dasskeine
fälschlicheÜberabzählungvon Freiheitsgradenstattgefundenhat.
BetrachtetseialsweiteresBeispielmit ähnlichenEigenschaften1 weiterhindie Alge-
bra ÍÏÎÐÍ , aber Ñ ¼ÓÒ Ô ½	Õ½	Õ È¨Ö ¸
sokannderallgemeinste,erlaubteDirac-Operatorwiederals

± ¼É×ØØÙ È ·¿ÚÛ· ² È·¿Ú È È ·¿Ú· ² È È · ²È ·¿Ú · ² È
Ü�ÝÝÞ ¸ · Ú ¸Y· ²�ß Í

nunmehrmit
µQ·¿Úà¸Y· ² »�á:âãÚIÚ	äåæâãÚ ² parametrisiertwerden.In demzweidimensio-

nalenRaum
âªÚIÚ

kannmanimmernocheineorthogonaleTransformationç ß ç µ Ô » ,
sowie in dem eindimensionalenRaum

âãÚ ² eine Phasentransformationè�é�ê ßìë µ�Õ*»
durchführen.

Proposition 9.2.6. Sei í· ¼îµQ·¿Úà¸Y· ² » ß Í«² . Dann existieren eindeutigbestimmteç ß ç µ Ô » und è é�ê , è éðï ß¹ë µ�Õ*» , mitè é�ê í· ç ¼òñ í· ñó Ô µ�Õl¸ è éðï »Yô
Zum Beweis mussman nur die entsprechendenGleichungenfür ç und õ betrach-
ten.Die Äquivalenzklassenvon Dirac-OperatorensindalsodurchVektorenderFormöÊ ² µ�Õl¸ èCéðï » – alsoeinenKegel im Í ² – beschrieben.Mit denEigenwerten÷2ø ¼ Ô*ù(ú ÕüûÇý Ô Á ÔLþCÿ�� µ Ô � »��

1Alle dieseBeispieleverfolgennur ein Ziel: Sie liefern Spielzeugmodellefür die geplantennichttri-
vialenUntersuchungen.
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und ���	��
���� tr ����������� findetmandann(für dasoffensichtlichsteMaß)��� � ��� � � �! � "#%$ � � �& ('*),+.- #0/1#243�5 � # + 
6��7$ � � �& 98;:=<
DasVerwirrendean diesemBeispiel ist, dasssich � und + hier eindeutignachden
beidenEigenwertendesDirac-Operatorsauflösenlassen.DasverwendeteMaßist also
spektralinvariant: Wir konntenbishernicht klären,wo dieserVerlust an spektraler
InvarianzbeimÜbergangvonderklassischenzurQuantentheorieherrührt.(

��� � � � �  
ist im Übrigenebenfalls von Null verschieden.)
Nun zurückzu denwenigerinstruktiven Beispielen.Ein einfachesModell, daszeigt,
welcheRolle derAlgebra(oderdenDiffeomorphismen,oderderSchnittform > , was
äquivalentdazuist) zukommt,ist daszuvor schonkurz diskutierteBeispiel?,@BA;C � � @ 
EDF>G�IH ? # � "� " :KJLJ <
Wie bereitsgezeigtbestehendie erlaubtenunitärenTransformationenhier nur ausei-
nerorthogonalenTransformationim zweidimensionalenRaumMONPN . DerDirac-Operator
ist danndurcheine � #RQS# 
 -Matrix

C
vollständigbestimmt.Esgilt aberauchdie in-

nerenDiffeomorphismen,die auf denRaum M;N � als T1U;�WVX� # 
 wirken,zu berück-
sichtigen.Die Matrix

C
transformiertsichgemäßCZY\[]C V^D

undkannwiederauf die gleicheFormwie im obigenBeispielfür

@_A`@
, nämlichdie

einerpositiv definitenhermiteschenMatrix mit rein imaginäremEintragauf der Ne-
bendiagonale,transformiertwerden.DasMaßsiehtdannauf denerstenBlick gleich
aus,obwohl es sich um unterschiedlicheRäumehandelt.Nur die Tatsache,dasses
sich in demeinenBeispielbei den �WVa� # 
 -Symmetrienum Diffeomorphismenhan-
delt,währendesin demanderengarkeineerkennbarenDiffeomorphismengibt,macht
denUnterschiedzwischenbeidenModellenaus.Daswar selbstverständlichauchzu
erwarten,dennnachdemAbdividierender Diffeomorphismenbleibt keinerlei Infor-
mationüberdieAlgebraübrig.

9.3 DasMaß aller Matrizen

DasVorgehenim vorigenAbschnittwar natürlichallesandereals systematisch.Der
im folgendenbewieseneSatzstellt einenersten,winzigenSchritt in Richtungeiner
allgemeinenDefinition von invariantenMaßenfür beliebigediskretespektraleTripel
dar. Daszu lösendeProblemtauchtzum Beispielbei spektralenTripeln zur Algebra@_A`@bA`@

derForm: >c�edf : � > g� > : :g : h ij
auf. ( >�D	gkD h sinddabeinichtverschwindendenatürlicheZahlen.Es ist rechtnatürlich
die Notation gkDl> einzuführen,in der Hoffnung, dassdie doppelteVerwendungdes
Buchstaben> nicht zu verwirrendist.)
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Der Dirac-Operatorwird in diesemBeispieldurcheine monqp�rts -Matrix u bestimmt,
welchedurchdieunitärenTransformationenin denRäumenv;wyx{zEvOwy| vollständigdia-
gonalisiertwerdenkann.Der einzigeGrundeinendritten Punkteinzuführenbesteht
hieralsodarin,dassdieMatrix u dannnicht in einenv_}~} vonMajorana-Spinorenab-
bildet. (Dannwärenja nur orthogonaleTransformationenauf diesemRaumerlaubt.)
DererstederdreiPunkte(derZustandaufdemerstenSummandenderAlgebra)hatzu
denanderenbeidenunendlichenAbstand.Es ist im übrigennicht sehrschwierigsich
davonzuüberzeugen,dassdieunabhängigenEigenwertevon � geradediecharakteri-
stischenWertevon u sind.Dazubetrachtetmanambestengleich � x . DieserOperator
ist nämlichblockdiagonal,mit (deneinzigennichtverschwindenden)Einträgen� � x�� wyx���wyx���� � � x�� wy|���wy|����0��� � � x�� |�wP� |�wl���!� m	� x s x�wP� x�w � u�u ���
Da man u also“diagonalisieren”kann,wird mandiesnatürlichauchalsEichbedin-
gungverwenden.Die Aufgabebestehtnundarin,die Faddeev-Popov-Determinante�X��� m	�0s ������� w ��� x0��m � wFu � �xX� ��s
zu berechnen.
Weil mandasinvarianteMaßhier sofortangebenkann,ist dieseRechnung(in diesem
Beispiel)eigentlichnicht notwendig.Die IdeesolcherRechnungenist esaber, nach
undnachein Gefühl für die Strukturder in derDefinition desinvariantenMaßesauf-
tretendenFaddeev-Popov-Determinantenzuentwickeln.AusdiesemGrundhabenwir
auchversuchtdie typischeBlockstrukturvonDirac-Operatorenin denMittelpunktder
Rechnungzu stellen.DasErgebnisselbstist, wie wir mittlerweile erfahrenmussten,
langebekannt[Meh]. Der von unseingeschlageneWeg ist allerdingsvollkommenei-
genständig.

Wenn u keinequadratischeMatrix ist (n�p�r , r �Sn ), sokannman u natürlichnicht
diagonalisieren.Esexistiert dannaberstetseineBasiswahl im Start-undZielraumvonu , so dassu einenquadratischenund diagonalensowie einenweiterenBlock mit
verschwindendenEinträgenenthält,alsouZ¡ ¢ �LzE£¥¤�z ����� zE£¥¤¦ §4¨ ©ª « � �¬�,¯®%° m�±�w²z ����� ±³¤�s �
Auf einenBeweis dieserAussagewird an dieserStelle verzichtet.(Man wählt die
beidenunitärenMatrizenso,dasssowohl u�uµ´ als auch uµ´u diagonalsind.Da
die mon`p¶n·s -Matrix uµu ´ Rang rq��n hat, verbleibtdabeieineFreiheit,mit deren
Hilfe u aufdie gewünschteFormtransformiertwird.)
Die entsprechendeEichbedingungwird in der Folge als ¸0m¹uºs � £ abgekürzt.Die
Rechnungist sehrtrickreichundgreift auf Ergebnissevon ItzyksonundZuber[ItZu-
Mat] zurück,die manzumBeispieldemnützlichenReview-Artikel von [diF] entneh-
menkann.An gegebenerStellewird nocheinmaldaraufhingewiesen.In jedemFall
solltederLesersichschoneinmalein paarKekseundeineKanneTeebesorgenbevor
er weiterliest,oderaberer liest zunächstdasEndergebnis,welchesamEndedesAb-
schnittsin einemSatzzusammengefasstwird.
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DieGrundideeim Folgendenist esdieFaddeev-Popov-Formelrückwärtsanzuwenden.
Dasheißtgenauer, manzerlegt dasIntegral überbeliebige »o¼B½¿¾tÀ -Matrizen( ¾�Á�¼ ,
o.B.d.A) in die Integraleüber rechts-undlinksunitäreTransformationen,sowie über
diagonalepositiv-semidefiniteMatrizen.Dann erhält man für beliebigeFunktionenÂ »¹ÃºÀ , welchenur von dencharakteristischenWertenvon Ã abhängen,einenAus-
druckderFormÄ*Å Ã Â »¹ÃÆÀÇ Ä�Å�È!É�Å�ÈËÊ{Ä�ÅÍÌ�Î�Ï�Ï�ÏFÅÍÌ,Ð4ÑÓÒ ÎÔ�Õ » Ì�Î²Ö�×�×�×4Ì,Ð À Â » Ì�Î4Ö�×�×�×�Ì,Ð À ×
Esist klar, dassdassomitdefinierte

Ñ Ô�Õ mit dergesuchtenFaddeev-Popov-Determinante
identischist, dennesgilt nunja auchumgekehrtÄ�ÅÍÌ�Î�Ï�Ï�ÏlÅÍÌ³Ð Â » Ì�Î�Ö�×�×�×4Ì³Ð ÀËØ Ä�Å Ã�Ù�»¹Ú0»¹ÃºÀPÀ Ñ Ô�Õ » Ì�Î²Ö�×�×�×�Ì³Ð À Â »¹ÃºÀ ×
Der ersteSchrittbestehtdarindie Matrix Ã zu einerhermiteschenMatrix zu erwei-
tern:Dazubeginnt manmit derSetzungÛ ÇÝÜ Þ ÃÃ�ß Þáà Ö
die zuÄ*â Ã�ã ÒÍä=å~æGç Ç Ä*â Û ã ÒÍä=å¯èéçÇ Ä*âtê Ù�»	ë]ÀìÙ�»	íRÀ�ã ÒÍä=åïî9ç ðRñ~ò ê ÇÝÜ ë ÃÃ ß í à
fortgesetztwird. Die Matrizen ë Ö í sindhermitesch»	ëôó�Ãöõ�÷{õ Ö íøóöÃ Ð ÷ Ð À unddie
Integrationüber

ê
wird mit deminvariantenMaßfür hermitescheMatrizendurchge-

führt.
Essei daraufhingewiesen,dassdie obigeForm von

Û
schonsehrnaheanderForm

eines“realistischen”Dirac-Operatorsist (die Realitätsstrukturwurde abernicht be-
rücksichtigt).Das ist natürlich ein sehrwünschenswerterAnsatz,dennim Idealfall
möchteman zu einer Formel gelangen,die ausder Kenntnisder Daten »úù Ö ¾tÀ des
spektralenTripelsdaskorrekteinvarianteMaßangibt.Zu diesemZweckwäreessinn-
voll die ZwangsbedingungenandenDirac-Operator, wie sieausdiesenDatenfolgen,
direkt mit Hilfe von Ù -Distributionenin ein Integral formulierenzu können.In jedem
Fall, und dasist im weiterenwichtig, ist die Spur desquadriertenDirac-Operators
proportionalzu tr Ã�Ã ß undnurdeshalbmachtderobigeAnsatzSinn.

Proposition 9.3.1. Sei
ê

die obendefiniertehermitescheMatrix. DanngiltÙ�»	ëûÀìÙ�»	í�ÀéÇ Äüâtý&Î�âtý�þ ã�ÿ�� � å���î9ç ×
Dabeisind

ý Î²Ö ý þ
hermitescheMatrizen(

ý Î � ¼ö½X¼ Ö ý þ � ¾ ½�¾ ) undesist� Ç Ü ý²Î ÞÞ ý þ à ×
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Beweis:Es seienzunächsteinmal � �	��
 , �����
 beliebige( ����� )-Matrizen.
Betrachte ��� ������������ "!$# mit� �%�'&)(�+*-, �/. �0� & ��132 �/4657. �82 �:9<;$. �82>=
derexplizitenFormdesinvariantenMaßesaufdemRaumderhermiteschenMatrizen.
Manberechnetnun ?A@CBD���FE alsFunktionderunabhängigenVariablenin C:?A@7BD���FEG� (H �+*-, BD���IE �0� � (H �+*-, (H2J*-,

. �K2CL$2M� � 2ON",H �+*-,QP B
4R57. �82 465 L$2S�UT 9<;V. �82 9A; L$2S� E

Also ist:� � ��� �W������ "!$# � & (�+*-, � � �YXDZ[Z�\]Z[Z �^. �W� & ��132 � �/465C. �82 ��_ ��`bacXDZ dS`baD\edcZ & �f132 � �>9A;$. �82 � N _ �Wg�h:X�Z dAg�hG\Gd�Z� & (�+*-,Si B Lj�0� E�& �f132 i B 4R5 L$2S� E�& �f132 i B 9A; L$2S� E =
undsomitistk � �l� �W�f�c�0 "!$# � i Bm�FE . ( Die eigentlichauftretendenVorfaktorenn Ppo (pqetc. werdenin der Folge unberücksichtigtbleiben,Gleichheitszeichenzeigenalso
strenggenommeneigentlichnurProportionalitätenan.Am EndederRechnungwürden
dieseKonstantenohnehinin derNormierungdesMaßesverschwinden.)Desweiteren
ist?A@)r)r . ,s . _ut r v ��Iw x tRt �y?A@)r . , v . , �. _ � 
 . _ x t �y?A@7B . , v EUz{?A@7B . _ x|EM}
Womit nunsofortdie Behauptung� �~. , �~. _ � ��������>��

. , ss . _��� \:�� � � �~. , �~. _ � �����f���WX<���"#+�������0X q<� #�#� � �~. , ���W�f���0X � �U# � �~. _ ���W�����0X q � #� i B v E i B�x|E
folgt.
Wir habenalso:� � ����N�����!$#�� � � L ��N�����\�# � �3. , �~. _ ���W�f�c�WXD\�# .�� �r . , ss . _ t
Für hermitescheMatrizenist nunfolgendeFormelwohlbekannt(diFrancescoet al):� � v � N����W�"# � � ��������� _�B � E�� N����W ¡#
mit v � ���R� 
 , � einerunitären,

�
einerdiagonalenMatrix,

� �£¢¡¤�¥p¦§BD¨ ,O= }�}�} = ¨ ( E ,
und � B � EG�'& (��132 BD¨ �"T ¨ 2 E
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ist dieVandermonde-Determinantezu © . In unseremFall liefert dasalsofür ª :«�¬~�®�¯�°�±0²$³-´£«�¬ © ¬�µ�¶¸·�¹ ©Rº ®�¯�°�±W»b³3«�¬3¼C½Y¬~¼ · ®�¾W¿fÀ�±0ÁcÂ�»bÂ"ÃA³
Mit derNotationÄ

: DiagonalmatrixausdenEigenwertenvon
¼Å3Æ : Eigenwertevon

¼Ç Æ : Eigenwertevon © (d.h.in unseremFall von ª ), È ´�ÉpÊ�Ë�Ë�ËCÊ�Ì$ÍÏÎ
kannmannuneineweiterewichtigeFormelverwenden,dieunterdemNamenÐ~Ñ<Ò�ÓÔÈ�Õ�Ö�×ÙØÚ)Û�Ü ®�Ý Ø�Ð3×UÑ ®�Þ3Ý>ß~à bekanntist:« ¬�µ�®�¾W¿fÀc±WÁcÂ�»bÂ Ã ³-´ É¶á¹ ©Rº ¶á¹ Ä º ®�¾YâäãÔå ã�æOã Ë
Dannfolgt weiter:« ¬~�® ¯�°�±0²$³ ´ « ¬ © ® ¯�°�±�»b³ ¶ · ¹ ©Rº « ¬3¼C½Y¬~¼ · É¶á¹ ©Rº ¶á¹ Ä º ® ¾Yâ�çAè�éã å ã æ ã´ «�¬ © ®�¯�°�±�»b³D¶ê¹ ©6º «ë¬~¼ ½ ¬~¼ · É¶á¹ Ä º ®�¾Yâ ã å ãJæOã´ «�¬ © ® ¯�°�±�»b³ ¶ê¹ ©6º�ì
wobei ì ´ « ¬ Ä ½S¬ Ä · ¶ · ¹ Ä ½ º ¶ · ¹ Ä · º¶á¹ Ä º ®�¾ â�çMè>éã å ã æ ã
mitÄ ½]´yíbî�ïpð§¹mß¡½OÊ�Ë�Ë�ËCÊSß7ñ º denEigenwertenvon

¼C½
,Ä · ´yíbî�ïpð§¹ Ü ½OÊ�Ë�Ë�ËCÊ ÜJò º denEigenwertenvon

¼ ·
,

( ó ¹ ÅÔÆ º Æ�ô ½AõKöKöKö õ ñC÷ ò ´I¹mß ½ Ê�Ë�Ë�Ë7ÊSß ñ Ê Ü ½ Ê�Ë�Ë�ËOÊ Ü ò º )
gesetztwurde.Explizit ausgeschriebenist:¶ · ¹ Ä ½ º ¶ · ¹ Ä · º¶á¹ Ä º ´ ¶á¹ Ä ½ º ¶á¹ Ä · ºø ñ ¾ ô ½ ø òù ô ½ ¹mß ¾ Ø Ü ù º´ ø ò¾�ú ù ¹mß ¾ Ø ß ù º ø òÆ úbû ¹ Ü Æ Ø Ü û ºø ò¾ õ ù ¹mß ¾ Ø Ü ù º
Lemma 9.3.2. Esistø ò¾�ú ù ¹mß ¾ Ø ß ù º ø òÆ úbû ¹ Ü Æ Ø Ü û ºø ò¾ õ ù ¹mß ¾ Ø Ü ù º ü£ý þ õ ÿ ¹ Ø º þ ÿ ø

ñ ù � ¾�� ò ÷-½ ¹mß þ ±W¾�³ Ø ß þ ± ù ³ ºø òÆ�ô ½ ¹mß þ ± Æ ³ Ø Ü þ ± Æ ³ º
(hier ist o.B.d.A.

Ì�� Î
,
Ì�� Î

klar, für
Ìj´ Î

ist derZählerrechts
´�É

zusetzen).
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Beweis:Es sei nur kurz die Beweisideeskizziert,die technischenEinzelheitensind
dannnicht sehrschwer.
EinewichtigeundoffensichtlicheEigenschaftderVandermonde-Determinante�	��
������ ��������
�����
���� ist, dassjedestotal antisymmetrischePolynomin den 
� automatisch
proportionalzu �	��
 � � ist. Zu zeigenist alsonur, dassdie mit

������ � � � � �"! � � multi-
plizierte rechteSeiteder zu beweisendenGleichungein nichtverschwindendes total
antisymmetrischesPolynomin den � � undin den ! � ist, unddassdiesesPolynomvom
gleichenGradwie �	�$#&%'�(�	�$#*)�� ist. Beidesist elementareAlgebra,und da nochein
weiterWeg zubeschreitenist, seiaufdie Einzelheitenverzichtet.
Womit nun+-,�.0/�132�46587

� +-,:9;/�132�4=<>7 �?� 9 � +@, #&% , #A)AB C � D �E�F� C D �HG�JI��K �EL % � � C 4 � 7 �M� C 4 � 7 �� �NPO % � � C 4 N 7 �Q! C 4 N 7 �
/ �SRUTWV:XY[Z Y'\JY

ist. Bevor esweitergehtseiauf folgendekleineIdentitäthingewiesen:

Proposition 9.3.3.+ ,:] % ,^] ) _] %`� ] )
/ � 4 ZPa \ a L ZSb \ b 7Aced ��
f%hg�
>)i�

Beweis:+ ,^] % ,:] ) _] %`� ] )
/ � 4 ZPa \ a L ZSb \ b 7 � + ,:jk,�l _l / �nm 4 \ a L \ b 7 / � \ apo

� +-,�l _l / � \ apo +-,^jf/ �6m 4 \ a L \ b 7Ac"d ��
f%hgq
)��sr
(Fürdie letzteGleichungbenutztmandenResiduensatz).
WozudieseGleichungdient,kannmansichsicherschondenken:Da in derim obigen
Lemma(andeutungsweise)bewiesenenFormel für festePermutationentkusv im Nen-
ner nur Integrationsvariablen wp� C 4 N 7 gq� D 4 N 7 L G:x auftauchen,welchenicht im Zähler
stehen,kannmandiesenunmit Hilfe derFormelausderPropositionausintegrieren.
Um nun die Integration überdie übrigenVariablenausführenzu könnenmussman
sichnurandieFormel+-, ��%yrPrPr , �:z|{}� �%JuPrPrPrJu~��z>� / � R��YE� a \ YS�SY ��{��E���}�� 
z uPrPrPriuJ���}�� 
�z � � z N'O % d ��
 N �
für ein beliebigesPolynom{ erinnern.

Dannist nämlich���NPO % d w 
 C 4 N 7 g}
 D 4 N 7 L G:x +-, � C 4 �WL % 7 rPrPr , � C 4 G 7 � G �PI��� �WL % w � C 4 � 7 �M� C 4 � 7 x / �SR T YE� XpV a �s�i� Y�� \ �i� Y��
� � �NPO % d w(
 C 4 N 7 g}
 D 4 N 7 L G:x�� � �JI��� �WL %�� �� 
 C 4 � 7 � �� 
 C 4 � 7'� � G NPO �WL % d wp
 C 4 N 7 x��

und(mit �?�Q��gq� ) landetmanjetztbei
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�-�������3�|� �8¡
¢ � �¤£¦¥y§P§P§S�¤£�¨� �3���6©�ªW«¬¬¬ « ©P®�¡�¯e° £f¥J±P§P§P§J±S£¨>²y³³S´ µ « ¶ °E· ² µ ¶¹¸�º»P¼ ¥~½F¾ £ µ � » ¡3¿ £ ¶�� » ¡ÁÀ|Â^Ã8Ä ¸ÆÅJÇÈ�É º À ¥�Ê ËË £ µ � È ¡ · ËË £ µ � Å ¡'Ì ¸ Â »P¼ º À ¥~½�¾ £ µ � » ¡ ÃPÍÎ'ÏEÐ�Ñ ¬ ÒÔÓ Ñ¢ ´ µ « ¶ °E· ² µ ¶ � ��£f¥y§P§P§S��£¨ ¸ Â »P¼ º À ¥ ½ ¾ £ µ � » ¡ Ã ¸�º»P¼ ¥ ½ ¾ £ µ � » ¡ ¿ £ ¶�� » ¡ À|Â:Ã ³

³ Ä ¸ÆÅJÇÈ�É º À ¥;Ê ËË £ µ � È ¡ · ËË £ µ � Å ¡'ÌeÕ � �3�|�Ô©�ªW«¬¬¬ « ©P®�¡�¯e° £ ¥ ±P§P§P§i±S£ ¨ ²(Ö Í
Damit ist mandannschonsogut wie fertig. Esmüssennochein paarPermutationen
durchVertauschenvonIntegrationsvariableneliminiertwerden,wasnachdemSchema� �^×y¥y§P§P§��^×>¨|Ø ° ×y¥P±P§P§P§Ù±W×3¨² ËË × µ � » ¡SÚ ° ×y¥J±P§P§P§J±W×3¨>²

¢ � �^×y¥y§P§P§��^×>¨|Ø ¾ × µ:Û ª � ¥ ¡ ±P§P§P§Ù±W× µ^Û ª � ¨ ¡ Ã ËË × » Ú ¾ × µ^Û ª � ¥ ¡ ±P§P§P§i±W× µ:Û ª � ¨ ¡ Ã
letzlichaufdie schonwesentlichübersichtlichereForm� ����� �3�|� �8¡

¢ ´ µ « ¶ °s· ² µ ¶ � ��£ ¥ §P§P§S�¤£ ¨ ¸ Â »P¼ º À ¥~½ ° £ » ² ¸�º»P¼ ¥~½F¾ £ » ¿ £ ¶�� » ¡ À|Â Ã ³
³ Ä ¸ ÅJÇÈ�É º À ¥ Ê ËË £ È · ËË £ Å Ì Ê � �3�yÜ(©PÝ Û ªEÞ ª�ß «¬¬¬ « ©'Ý Û ªEÞ à ß « © àWá ªE«¬¬¬ « ©J®Ùâ ³³ ¯ ¾ £ µ:Û ª � ¥ ¡ ±P§P§P§i±S£ µ:Û ª � Âi¡ ±S£ ÂÙÀ ¥P±P§P§P§Ù±S£¨ ÃiÃPã¢ ´ µ « ¶ °s· ² µ ¶ � ��£f¥y§P§P§S�¤£�¨ ¸ Â »P¼ º À ¥ ½ ° £ » ² ¸ º»P¼ ¥ ½ ¾ £ » ¿ £ ¶�� » ¡ À|Â:Ã ³
³ Ä ¸ ÅJÇÈ�É º À ¥ ÊäËË £ È · ËË £ Å Ì Õ � �3���6©�ªW«¬¬¬ « ©P®�¡>°E· ² µ ¯å° £¦¥P±P§P§P§i±S£�¨>² Ö Í

führt. Nunhat¸ ÅPÇÈ�É º À ¥ Ê ËË £ È · ËË £ Å Ì ¢ ´æ�ç � à Û�è °E· ² æ Ë>éË £ éº À æ � ¥ ¡ §P§P§ Ë Â�� º � ¥Ë £ Â�� º � ¥º À æ � Â^� º ¡
die StruktureinerVandermonde-Determinante,undesfolgt weiter
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êìë�í0î�ï3ð|ñ ò8ó
ô õ ö'÷ ø?ùEúFû ö'ø ê ë¤ü¦ýyþPþPþ'ë�üÿ���� �����
	 ý�� ù ü � û � ���� ý��� ü ��� ü ø ñ � ó 	 ������ ���� ü ��
	 ö ñ ý ó þPþPþ � � ï � ï ý� ü�� ï � ï ý�
	 ö ñ � ï � ó�� î ï3ð|ñ���� ÷ � � � ÷ ��!�ó ùWúFû#"%$åù ü¦ý�&PþPþPþ'&Süÿ û#(
ô )fõ ö'÷ ø ùEúFû ø ê-ë�üfýyþPþPþSë�üÿ*�%� �����+	 ý � � ü ö�, � ñ � ï � ó 	�� � � ��-� ý � � ü �.� ü ø ñ � ó 	 ��� �� � �� ü ��
	 ý þPþPþ � � ï � ï ý� ü�� ï � ï ý� � î�ï3ð|ñ/��� ÷ � � � ÷ �0!�ó ùEú û " $eù ü ý &PþPþPþ'&Sü ÿ û (ô )hù1) ú32�û õ 4 ÷ ø	ùEúFû 4 ø ê-ë¤ü ý þPþPþ�ë�ü ÿ ��� �-���+	 ý � ù ü � û � ���� ý � � ü ��� ü ø ñ � ó 	 ��� ��5� �� ü ��+	 ý þPþPþ � � ï � ï ý� ü � ï � ï ý� � î ï3ð|ñ�� � ÷ � � � ÷ � ! ó ùEú û#" ü �4 ñ ý ó &PþPþPþ'&Sü�� 	�� ï ý4 ñ � 	�� ó (6 7-8 9ñ;:'ó þ

ù�<3û liefert im Integral nur danneinenBeitrag,wennesvon
ü �+	 ý�&PþPþPþ'&Sü �

nur implizit
in = abhängt(wegendesTerms

��� �����+	 ý � ù ü � û ). Da = nachVoraussetzungpolynomial

vonden
ü?>

abhängt,vergrößertjedeAbleitung,dieauf
î ï3ð

wirkt, denExponentendes
entsprechenden

ü@>
. Dahermüssenalle Ableitungenauf denTerm

ü �4 ñ ý ó &PþPþPþ'&Sü � 	�� ï ý4 ñ � 	�� ó
wirken.
Nach

ü �+	�A , BDCFEHG & )	úI20J , wird ù B ú G û -mal abgeleitet,d.h. in ù þPþPþ û muß
ü �+	�A genau

mit derPotenzB ú G auftreten.Der Term,dermit derPotenz ù B ú G û auftritt, ist aberü 4 ñ A ó .
Dies führt zu der ForderungK ù B û	ôL2 � BNMOBPCQEHG & )MúR2'J . Von ù�<3û bleibt (nach
Ausnutzungvon

�%� �����+	 ý � ù ü � û ) alsonur:î ï3ð|ñ�� � ÷ � � � ÷ � ! ó ü �4 ñ ý ó &PþPþPþ'&Sü�� 	�� ï ý4 ñ � 	�� ó
übrig,unddamitist nunwiederê-ë�í�î�ï3ð|ñ6ò8ó

ô )�ù1) úS2:û�õ 4 ÷ ø ùWúFû 4 ø ê-ë�üfýyþPþPþSë�ü � ë�ü �+	 ý¦þPþPþ'ë�ü � 	�� � ���� ý � � ü ��� ü ø ñ � ó 	 ��� �� î ï3ð�ñH��� ÷ � � � ÷ �-T ÷ � T#U � � � � �WV UXT ó ü � ï �4 ñ � ï �+	 ý ó &PþPþPþ'&Sü � 	�� ï ý4 ñ � 	�� ó þ
Hier wird nurüberdiejenigenPermutationenK summiert,welchederNebenbedingungK ù B û�ôR2 � B*MYBZC[EHG & ) úS20J genügen.DiesimpliziertK ù]\+) ú32 � G &PþPþPþ^& ) � 2�_^û%`F\ G &PþPþPþ�& 2�_.ab\+) � G &PþPþPþ'& ) � 2�_ þ
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Beachtetmannunc dfe
g�h dji�kmlond�p kXlon
qsr]t*u�u�u i�k^q�n�lvrd0p k'q�ntw c d e
g�h dyxzi d�p kmlon+qsr]t u�u�u i d�p k^q�n+t|{ kmlon~} i@�d�p kmlon+qsr]t u�u�u io� nWlvrd�p k'q�nt��w e i r u�u�u i n i k'qsr u�u�u i k'q�n h kmlon c dfe
g�h d } i@�d0p kmlon+qsr]t u�u�u i � nWlvrd�p k'q�nt �w e i r u�u�u i n i k'qsr u�u�u i k'q�n h kmlon�� e i r�� u�u�u � i n^� i k'qsr0� u�u�u � i k'q�n h �
sofolgt�f����� l�� p/� tw � e � g3��h c'� e+g�h

� � � i r u�u�u � i n � i n+qsr u�u�u � i k'q�n�� n��� r�� xzi �.� i � p � t/q*k {~�� � l�� p����+� � � � � ���-� � �#� �
� � � �W� ��� t e i r u�u�u i n i k'qsr u�u�u i k^q�n h kmlon � e i r � u�u�u � i n � i k'qsr � u�u�u � i k'q�n h u
WegendesTerms � n��� r � x i ��� i k'q � p � t { kannman

i k'qsr�� u�u�u � i k'q�n mit der Identifi-
kation i � w g i k^q � p � t
ausintegrieren.Danngilt:� e i r0� u�u�u � i n�� i k'qsr�� u�u�u � i k'q�n hw � e i r0� u�u�u � i n h � e i k'qsr�� u�u�u � i k^q�n h � n� � � � r e i � g i k'q � hw � e i r � u�u�u � i n h�e+g�h �
  �
¡ �£¢¤ e
g�h

� � e i r � u�u�u � i n h � n� � � � r e i � � i � hw � e i r0� u�u�u � i n h�e+g�h �
  �
¡ �£¢¤ e
g�h
� � e i r�� u�u�u � i n h � n�¦¥ � e i � � i � h �¨§ � n� � r i �

undschlussendlichfolgt� ����� l�� p�� t w � ��©�� l�� p«ª tw � e � g3��h c � e+g�h
� � � i r u�u�u � i n � l�� pH� � � � � � � � � t e
g¬h n p kmlont e i r u�u�u i n h � p kmlont e
g�h �
 ;�
¡ �£¢¤ �� e � e i r�� u�u�u � i n hh � § � n�£¥ � e i � � i � h � � n� � r i �w � e � g3��h c'� e+g�h
� � � i r u�u�u � i n � l�� pH���+� � � � � �-� t e
g¬h n p kmlont e i r u�u�u i n h � p kmlont e
g�h �
 ;�
¡ �£¢¤ �� � n�¦¥ � e i � g i � h � § � n�¦¥ � e i � � i � h � � n� � r i �w  k � n �®� i r u�u�u � i n � l�� pH���+� � � � � �-� t e � n� � r i � h � p kmlont�qsr � n�£¥ � e i � g i � h � e i � � i � h �

Dassiehtdannschonnicht mehrganzso scheußlichaus.Zusammengefasstund mit
einemRückblickaufdaseigentlicheZiel dieserRechnung:
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Satz9.3.4. Sei ¯O°F±³²´±S²´± mit derSchnittformµ¶ · ¸D¹ º¸D¹ · ·º · »½¼¾
mit

ºÀ¿Á¹
.

Bezeichnedie(
º�Â%¹

)-Matrix Ã denunabhängigenBlock im Dirac-Operator, ÄDÅÆÃOÇ sei
die Eichfixierungsbedingung, welche Ã auf die obenbeschriebenekanonische Form
(in welcherdienichtverschwindendenEigenwerteÈoÉÊ von ÃËÃÍÌ dieeinzigennichtver-
schwindendenEinträge sind)einschränkt.Dannist die Zustandsdichte (in invarianter
Form) Î °´Ï½ÐÒÑoÃÔÓ�ÅÆÄDÅÆÃOÇ+ÇZÕÖÅÆÃOÇ#×vØ[ÙmÚ�Û*ÜHÝßÞ+à
wobei ÕbÅÆÃOÇ Úvá×vØ °ãâåäæç�è á È ç^é É Ü êXÚ ä Þ/ësá äæÊ¦ì�í Å#È Ê ¸ È í Ç É Å#È Ê@î È í Ç É
ist.

Bemerkung9.3.5. Es mussnocheinmaldaraufhingewiesenwerden,dassdie obige
Formvon

Î
nichtsanderesalseineziemlichkomplizierteArt darstellt,Î °´Ï Ð æ ç Ñ�È ç Ù Ú�ïñð?Û*ÜHò ð Þ

zuschreiben.DerZweckderobigenAbleitunglag,wie eingangserwähnt,ausschließ-
lich darineinpaarRechenkniffe zuerarbeiten,diespätereinmalnützlichseinkönnten.

Bemerkung9.3.6. Zum Abschlusssolltemannochetwaszu derForm von Õ ×vØ sa-
gen.Die auftretendenFaktorenÅ|È Ê ¸ È í Ç lassensichwie folgt verstehen:
Hat die Matrix Ã zwei (odermehrere)entarteteEigenwerte,sogibt esunitäreTrans-
formationen,die mit Ã kommutieren.Daherist in diesemFall dasVolumendes“Ei-
chorbits”von Ã deutlichkleinerals im Fall ohneEntartung(wie sich in derFormel
zeigtist eseineNullmenge),undesträgtdahernicht zumIntegral bei.
Da die EigenwertederAusgangsmatrixó °½ô · ÃÃËÌ ·öõ
abergerade÷ßø È ÉÊ sind, gibt es jeweils auchden FaktorÅ|È Ê î È í Ç . Der VorfaktorÈ É Ü êmÚ ä Þ/ësáÊ stammtvon denIntegralenüberdie zusätzlichenPhaseneinernichthermi-
teschenMatrix.

Interessanterweisetauchenin derobigenFormelfür dieFaddeev-Popov-Determinante
die Parameter

º à ¹
der Schnittformexplizit auf. Dies ist ein schönesBeispiel für die
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weiter obenaufgestellteBehauptung,dassmanausder Form desinvariantenMaßes
RückschlüsseaufdasspektraleTripel ziehenkann.
DieseRechnungist natürlichnur ein erster, kleinerSchritt auf demWeg zu einersy-
stematischenQuantisierungallerdiskretenspektralenTripel.
Wie die obenangesprochenenBeispielezeigen,bestehtdie wichtigste(und schwie-
rigste)Aufgabedabeiin derIdentifikationderunabhängigenFreiheitsgradeim Dirac-
Operator, welchesowohl unterDiffeomorphismenalsauchunterunitärenÄquivalen-
zeninvariantsind.DasPfadintegral ist dannalsSummeüberalledieseFreiheitsgrade
definiert,wobeimanim Allgemeinenkaumum das(sehraufwendige)Berechnenei-
nerFaddeev-Popov-Determinanteherumkommenwird. Alternativ kannmannatürlich
auchversuchengeeigneteGeistfelderfür dieseDeterminanteeinzuführen,wasin den
hierbesprochenenBeispielenallerdingsvermiedenwurde.DieseBeispielesolltennur
die ungewöhnlicheStrukturderModuli-Räumevon solchendiskretenModellenver-
deutlichen.Es zeigt sich aberauch,zum Beispiel in der Aussagevon Lemma9.2.3,
dassmandurchausaufeinigeüberraschendeQuanteneffektehoffenkann.
Nun ist esaberlangsamgenug,mir bleibt nurnocheinszu tun:

Hehrundumringtvon seinerGroßenChor
HebtMagnusseinebreiteStirnempor;
Er scheintauf seinemThronein Gott,umringt
von Füchsen,Brandern,zitternd,wennerwinkt.
In dumpfemSchweigensitzenringssiealle,
WennseineStimmebebenlässtdie Halle,
Die armenTorentadelngrimmundgraus,
Die in mathematischenSätzenschlechtzu Haus.

.

.

.

Soist derJüngling,der, dasHirn gespickt
Mit Wissenskram,derSchuleLorbeerpflückt,
Wohl garerlangtdesDeklamierensPreis,
Wennersohochsichzu versteigenweiß.
Dochwird kein Alltagsrednerhoffen können,
DenSilberbecherjemalsseinzunennen,
ObgleichBeredsamkeit nicht nötig tut,
Demosthenes’Feuernicht,nochTullius’ Glut;
Klar oderwarmzusprechenist desgleichen
Nutzlos– mansprichtnicht,um zuüberzeugen.
Wermag,derrede,andernzu gefallen–
Wir sindunsselbstgenug,trotz jenenallen,
Und unsereWürdewähltdenMurmelton,
Halb Krächzen,Stöhnenhalb– sogehtesschon;
Und keinernehmerborgtenAnstandan–
DerkleinsteschonmissfieledemDekan,
Und jederGraduiertewürdelachen,
Dassersoungeschicktesnachzumachen.
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Drum werdenBecherzu erhaltendenkt,
Musswie ein Pfostenstehn,denBlick gesenkt,
Anhaltennie,nein,rasselnimmerfort.
Was?ist gleichviel,dennmanverstehtkein Wort.
Sojag erstetsvoranundruhenicht,
Da weramschnellstenauchambestenspricht.
Wer in derkleinstenZeit dasmeistesagt,
Ist sicher, dassersichdenPreiserjagt.

.

.

.

Lord Byron Gedankenbei einerCollegeprüfung
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