
ÆÓÚ�Ð �Ð�ÓÖ�Ø�Ñ× �ÓÖ �Ð�ØÖÓÒ�

ËØÖÙØÙÖ� ��×�� ÅÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�×

Û�Ø� Ä�Ò��Ö ËÝ×Ø�Ñ¹Ë�Þ� Ë�Ð�Ò�

��××�ÖØ�Ø�ÓÒ ÞÙÖ �ÖÐ�Ò�ÙÒ� ��× �Ö���× ��Ò�×

��Ó�ØÓÖ Ö�ÖÙÑ Ò�ØÙÖ�Ð�ÙÑ ´�Öº Ö�Öº Ò�Øºµ� ��Ö �����Ö�����

¼� ¹ È�Ý×��¸ Å�Ø��Ñ�Ø�� ÙÒ� ÁÒ�ÓÖÑ�Ø��¸

¼� ¹ ���Ñ��¸ È��ÖÑ�Þ�� ÙÒ� ��ÓÛ�××�Ò×���Ø�Ò¸

½¼ ¹ ��ÓÐÓ���¸

¼� ¹ ÍÒ�Ú�Ö×�Ø�Ø×Ñ���Þ�Ò

��Ö ÂÓ��ÒÒ�× �ÙØ�Ò��Ö�¹ÍÒ�Ú�Ö×�Ø�Ø Å��ÒÞ

ÚÓÒ

�ÓÖÓØ��� Ê��Ø�Ö×

�Ù×

Ï��×����Ò

ÂÙÒ� ¾¼½�



��ØÙÑ ��Ö ��ÒÖ���ÙÒ�� ¾�º¼�º¾¼½�

Ê���Ö�ÒØ�

ÃÓÖ���Ö�ÒØ�

Ì�� ��Ö Ñ�Ò�Ð���Ò ÈÖ��ÙÒ�� ½�º¼�º¾¼½�



��×ØÖ�Ø

Ì��× Ø��×�× ���Ö�××�× Ø�� ��Ú�ÐÓÔÑ�ÒØ �Ò� �ÑÔÖÓÚ�Ñ�ÒØ Ó� Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� �Ð�Ó¹

Ö�Ø�Ñ× �ÓÖ �Ð�ØÖÓÒ� ×ØÖÙØÙÖ� ��×�� ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�×º

ÅÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�× �× � Ñ�Ø�Ó� �ÓÖ ÓÑÔÙØ�Ö ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� ÓÑÔÐ�Ü �Ò¹

Ø�ÖÔÐ�Ý ��ØÛ��Ò �ØÓÑ× �Ò� ÑÓÐ�ÙÐ�× �Ø �Ò�Ø� Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ�º ÁÑÔÓÖØ�ÒØ ��Ú�Ò¹

Ø���× Ó� Ø��× Ñ�Ø�Ó� �Ö� �Ø× ���� �ÙÖ�Ý �Ò� ÔÖ���Ø�Ú� ÔÓÛ�Öº �ÙØ Ø�� ÓÑ¹

ÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð ��ÓÖØ¸ Û��� ��Ò�Ö�ÐÐÝ ×�Ð�× Ù���ÐÐÝ Û�Ø� Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� �ØÓÑ×¸

��Ò��Ö× �Ø× �ÔÔÐ��Ø�ÓÒ× ØÓ Ð�Ö�� ×Ý×Ø�Ñ× �Ò� ÐÓÒ� Ø�Ñ� ×�Ð�×º

Ï�Ø� � Ò�Û �ÓÖÑ�Ð�×Ñ¸ ��×�� ÓÒ Ø�� �Ö�Ò�¹�ÒÓÒ��Ð ÔÓØ�ÒØ��Ð �Ò� � ��ØÓÖ¹

�Þ�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� ��Ò×�ØÝ Ñ�ØÖ�Ü¸ Ø�� ����ÓÒ�Ð�Þ�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� ÓÖÖ�×ÔÓÒ��Ò� À�Ñ�Ð¹

ØÓÒ��Ò Ñ�ØÖ�Ü �× �ÚÓ����º ÁØ �ÜÔÐÓ�Ø× Ø�� ��Ø Ø��Ø Ø�� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò �Ò� Ø��

��Ò×�ØÝ Ñ�ØÖ�Ü �Ö� ×Ô�Ö×� �Ù� ØÓ ÐÓ�Ð�Þ�Ø�ÓÒº Ì��× Ö��Ù�× Ø�� ÓÑÔÐ�Ü�ØÝ

Ó� Ø�� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ×¸ ×Ó Ø��Ø Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� Û�Ø� Ö�×Ô�Ø ØÓ Ø�� ×Ý×Ø�Ñ³× ×�Þ� �×

����Ú��º

ÌÓ ��ÑÓÒ×ØÖ�Ø� �Ø× ����ÒÝ̧ Ø�� Ö�×ÙÐØ�Ò� �Ð�ÓÖ�Ø�Ñ �× �ÔÔÐ��� ØÓ � ×Ý×Ø�Ñ Ó�

Ð�ÕÙ�� Ñ�Ø��Ò�¸ �ÜÔÓ×�� ØÓ �ÜØÖ�Ñ� ÔÖ�××ÙÖ� ´�ÖÓÙÒ� ½¼¼ �È�µ �Ò� Ø�ÑÔ�Ö�¹

ØÙÖ� ´¾¼¼¼ ¹ �¼¼¼ Ãµº ÁÒ Ø�� ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ×¸ Ñ�Ø��Ò� ��××Ó��Ø�× �Ø Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ�×

�Ü����Ò� �¼¼¼ Ãº Ì�� �ÓÖÑ�Ø�ÓÒ Ó� ×Ô2¹�ÓÒ��� ÔÓÐÝÑ�Ö� �Ö�ÓÒ �× Ó�×�ÖÚ��º

Ì�� ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ× ÔÖÓÚ��� ÒÓ �Ú���Ò� �ÓÖ Ø�� �ÓÖÑ�Ø�ÓÒ Ó� ���ÑÓÒ� �Ò� Ø��Ö�¹

�ÓÖ� ��Ú� �Ò �ÑÔ�Ø ÓÒ Ø�� ��Ø��ÖØÓ ÔÐ�Ò�Ø�ÖÝ ÑÓ��Ð× Ó� Æ�ÔØÙÒ� �Ò� ÍÖ�ÒÙ×º

�× Ø�� �ÖÙÑÚ�ÒØ�ÓÒ Ó� Ø�� ����ÓÒ�Ð�Þ�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò �ÒØ��Ð× Ø�� �Ò¹

Ú�Ö×�ÓÒ Ó� Ñ�ØÖ��×¸ Ø�� ÔÖÓ�Ð�Ñ Ó� �ÐÙÐ�Ø�Ò� Ø�� ´�ÒÚ�Ö×�µ p¹Ø� ÖÓÓØ Ó� � ��Ú�Ò

Ñ�ØÖ�Ü �× �ÙÖØ��Ö ���Ö�××��º ÁØ Ö�×ÙÐØ× �Ò � Ò�Û �ÓÖÑÙÐ� �ÓÖ ×ÝÑÑ�ØÖ� ÔÓ×�¹

Ø�Ú� ���Ò�Ø� Ñ�ØÖ��× Ø��Ø ��Ò�Ö�Ð�Þ�× Ø�� Æ�ÛØÓÒ¹Ë�ÙÐÞ �Ø�Ö�Ø�ÓÒ¸ �ÐØÑ�Ò³×

×��Ñ� �ÓÖ �ÓÙÒ��� �Ò� ÒÓÒ¹×�Ò�ÙÐ�Ö ÓÔ�Ö�ØÓÖ×¸ �Ò� Æ�ÛØÓÒ³× Ñ�Ø�Ó� �ÓÖ �Ò�¹

�Ò� ÖÓÓØ× Ó� �ÙÒØ�ÓÒ×º Ì�� ÔÖÓÓ� �× �ÙÖÒ�×��� Ø��Ø Ø�� ÓÖ��Ö Ó� ÓÒÚ�Ö��Ò� �×

�ÐÛ�Ý× �Ø Ð��×Ø ÕÙ��Ö�Ø� �Ò� Ø��Ø ���ÔØ�Ú�ÐÝ ���Ù×Ø�Ò� � Ô�Ö�Ñ�Ø�Ö q Ð���× �Ò

�ÐÐ �×�× ØÓ � ��ØØ�Ö Ô�Ö�ÓÖÑ�Ò�º





�Ù×�ÑÑ�Ò��××ÙÒ�

��� ÚÓÖÐ����Ò�� �Ö���Ø ����Ò��ÐØ ��� �ÒØÛ��ÐÙÒ� ÙÒ� Î�Ö��××�ÖÙÒ� ÚÓÒ Ð�Ò��Ö

×��Ð��Ö�Ò��Ò �Ð�ÓÖ�Ø�Ñ�Ò ��Ö �Ð��ØÖÓÒ�Ò×ØÖÙ�ØÙÖ ��×��ÖØ� ÅÓÐ��ÙÐ�Ö�ÝÒ�Ñ��º

ÅÓÐ��ÙÐ�Ö�ÝÒ�Ñ�� �×Ø ��Ò� Å�Ø�Ó�� ÞÙÖ �ÓÑÔÙØ�Ö×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ ��× �ÓÑÔÐ�Ü�Ò

�Ù×�ÑÑ�Ò×Ô��Ð× ÞÛ�×��Ò �ØÓÑ�Ò ÙÒ� ÅÓÐ���Ð�Ò ��� �Ò�Ð���Ö Ì�ÑÔ�Ö�ØÙÖº

��Ò �ÒØ×�����Ò��Ö ÎÓÖØ��Ð ���×�Ö Å�Ø�Ó�� �×Ø ��Ö� �Ó�� ��Ò�Ù�����Ø ÙÒ� ÎÓÖ¹

��Ö×����Ö��Øº �ÐÐ�Ö��Ò�× Ú�Ö��Ò��ÖØ ��Ö Ê���Ò�Ù�Û�Ò�¸ Û�Ð��Ö �ÖÙÒ�×�ØÞÐ��

�Ù��×� Ñ�Ø ��Ö �ÒÞ��Ð ��Ö �ØÓÑ� ×��Ð��ÖØ¸ ��� �ÒÛ�Ò�ÙÒ� �Ù� �ÖÓ�� ËÝ×Ø�Ñ�

ÙÒ� Ð�Ò�� ���Ø×��Ð�Òº

�Ù×����Ò� ÚÓÒ ��Ò�Ñ Ò�Ù�Ò �ÓÖÑ�Ð�×ÑÙ×¸ ��×��Ö�Ò� �Ù� ��Ñ �ÖÓ���ÒÓÒ�×��Ò

ÈÓØ�ÒØ��Ð ÙÒ� ��Ò�Ö ���ØÓÖ�×��ÖÙÒ� ��Ö ���Ø�Ñ�ØÖ�Ü¸ Û�Ö� ��� ����ÓÒ�Ð�×��¹

ÖÙÒ� ��Ö �ÒØ×ÔÖ���Ò��Ò À�Ñ�ÐØÓÒÑ�ØÖ�Ü Ú�ÖÑ����Òº ���×�Ö ÒÙØÞØ �Ù×¸ ��××

��� À�Ñ�ÐØÓÒ¹ ÙÒ� ��� ���Ø�Ñ�ØÖ�Ü �Ù��ÖÙÒ� ÚÓÒ ÄÓ��Ð�×��ÖÙÒ� ��ÒÒ ��×�ØÞØ

×�Ò�º ��× Ö��ÙÞ��ÖØ ��Ò Ê���Ò�Ù�Û�Ò� ×Ó¸ ��×× �Ö Ð�Ò��Ö Ñ�Ø ��Ö ËÝ×Ø�Ñ�Ö���

×��Ð��ÖØº

ÍÑ ×��Ò� ��Þ��ÒÞ ÞÙ ��ÑÓÒ×ØÖ��Ö�Ò¸ Û�Ö� ��Ö ��Ö�Ù× �ÒØ×Ø���Ò�� �Ð�ÓÖ�Ø�¹

ÑÙ× �Ù� ��Ò ËÝ×Ø�Ñ Ñ�Ø ��××���Ñ Å�Ø��Ò �Ò��Û�Ò�Ø¸ ��× �ÜØÖ�Ñ�Ñ �ÖÙ�

´�ØÛ� ½¼¼ �È�µ ÙÒ� �ÜØÖ�Ñ�Ö Ì�ÑÔ�Ö�ØÙÖ ´¾¼¼¼ ¹ �¼¼¼ Ãµ �Ù×��×�ØÞØ �×Øº ÁÒ

��Ö Ë�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ ��××ÓÞ���ÖØ Å�Ø��Ò ��� Ì�ÑÔ�Ö�ØÙÖ�Ò Ó��Ö��Ð� ÚÓÒ �¼¼¼ Ãº ���

��Ð�ÙÒ� ÚÓÒ ×Ô2¹���ÙÒ��Ò�Ñ ÔÓÐÝÑ�Ö�×��Ò ÃÓ�Ð�Ò×ØÓ� Û�Ö� ��Ó���Ø�Øº ���

Ë�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ�Ò Ð����ÖÒ ���Ò�Ò À�ÒÛ��× �Ù� ��� �ÒØ×Ø��ÙÒ� ÚÓÒ ���Ñ�ÒØ ÙÒ� Û�Ö¹

��Ò ×�� ����Ö �Ù� ��� ��×��Ö���Ò ÈÐ�Ò�Ø�ÒÑÓ��ÐÐ� ÚÓÒ Æ�ÔØÙÒ ÙÒ� ÍÖ�ÒÙ×

�Ù×º

�� ��× ÍÑ����Ò ��Ö ����ÓÒ�Ð�×��ÖÙÒ� ��Ö À�Ñ�ÐØÓÒÑ�ØÖ�Ü ��� ÁÒÚ�Ö×�ÓÒ ÚÓÒ

Å�ØÖ�Þ�Ò Ñ�Ø ×�� �Ö�Ò�Ø¸ Û�Ö� ÞÙ×�ØÞÐ�� ��× ÈÖÓ�Ð�Ñ ����Ò��ÐØ¸ ��Ò� ´�ÒÚ�Ö¹

×�µ p¹Ø� ÏÙÖÞ�Ð ��Ò�Ö ������Ò�Ò Å�ØÖ�Ü ÞÙ ��Ö��Ò�Òº ���× Ö�×ÙÐØ��ÖØ �Ò ��Ò�Ö

Ò�Ù�Ò �ÓÖÑ�Ð ��Ö ×ÝÑÑ�ØÖ�×� ÔÓ×�Ø�Ú ���Ò�Ø� Å�ØÖ�Þ�Òº Ë�� Ú�Ö�ÐÐ��Ñ��Ò�ÖØ

��� Æ�ÛØÓÒ¹Ë�ÙÐÞ ÁØ�Ö�Ø�ÓÒ¸ �ÐØÑ�Ò× �ÓÖÑ�Ð ��Ö ��×�Ö�Ò�Ø� ÙÒ� Ò��Ø ×�Ò¹

�ÙÐ�Ö� ÇÔ�Ö�ØÓÖ�Ò ÙÒ� Æ�ÛØÓÒ× Å�Ø�Ó�� ÞÙÖ ��Ö��ÒÙÒ� ÚÓÒ ÆÙÐÐ×Ø�ÐÐ�Ò ÚÓÒ

�ÙÒ�Ø�ÓÒ�Òº ��Ö Æ��Û��× Û�Ö� �Ö�Ö��Ø¸ ��×× ��� ÃÓÒÚ�Ö��ÒÞÓÖ�ÒÙÒ� �ÑÑ�Ö

Ñ�Ò��×Ø�Ò× ÕÙ��Ö�Ø�×� �×Ø ÙÒ� ���ÔØ�Ú�× �ÒÔ�××�Ò ��Ò�× È�Ö�Ñ�Ø�Ö× q �Ò �ÐÐ�Ò

��ÐÐ�Ò ÞÙ ��××�Ö�Ò �Ö���Ò�××�Ò ���ÖØº





�ÓÒØ�ÒØ×

½ ÁÒØÖÓ�ÙØ�ÓÒ ½

¾ ��Ò×�ØÝ �ÙÒØ�ÓÒ�Ð Ì��ÓÖÝ �Ò� Ì���Ø¹��Ò��Ò� �

¾º½ Ì�� �ÓÖÒ¹ÇÔÔ�Ò���Ñ�Ö �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�ÓÒ º º º º º º º º º º º º º º �

¾º¾ ��Ò×�ØÝ �ÙÒØ�ÓÒ�Ð Ì��ÓÖÝ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º �

¾º¾º½ Ì�� ÀÓ��Ò��Ö�¹ÃÓ�Ò Ì��ÓÖ�Ñ× º º º º º º º º º º º º º º �

¾º¾º¾ Ì�� ÃÓ�Ò¹Ë��Ñ �ÕÙ�Ø�ÓÒ× º º º º º º º º º º º º º º º º º �

¾º¿ Ì���Ø¹��Ò��Ò� º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ½½

¾º¿º½ Ì�� Ì���Ø¹��Ò��Ò� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò º º º º º º º º º º º º º º ½½

¾º¿º¾ Ì�� Ì���Ø¹��Ò��Ò� �ÓÒ� ÅÓ��Ð º º º º º º º º º º º º º º ½�

¾º¿º¿ � Ë�Ð�¹�ÓÒ×�×Ø�ÒØ Ì���Ø¹��Ò��Ò� ÅÓ��Ð �ÓÖ ÀÝ�ÖÓ�Ö�ÓÒ× ½�

¿ Ä�Ò��Ö Ë�Ð�Ò� Å�Ø�Ó�× ½�

¿º½ Å�Ò�Ñ�Þ�Ø�ÓÒ Å�Ø�Ó�× º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ¾¼

¿º½º½ ÇÖ��Ø�Ð Å�Ò�Ñ�Þ�Ø�ÓÒ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ¾¼

¿º½º¾ È�Ò�ÐØÝ Å�Ø�Ó� º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ¾½

¿º½º¿ ��Ò×�ØÝ Å�Ò�Ñ�Þ�Ø�ÓÒ Å�Ø�Ó� º º º º º º º º º º º º º º º ¾¾

¿º¾ ��ÖÑ� ÇÔ�Ö�ØÓÖ �ÜÔ�Ò×�ÓÒ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ¾�

� Ë�Ð�¹�ÓÒ×�×Ø�ÒØ ���Ð� Ì��ÓÖÝ ��×�� ÅÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�× Û�Ø�

Ä�Ò��Ö ËÝ×Ø�Ñ¹Ë�Þ� Ë�Ð�Ò� ¾�

�º½ ÁÒØÖÓ�ÙØ�ÓÒ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ¾�

�º¾ ��×� Å�Ø�Ó�ÓÐÓ�Ý º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ¿¼

�º¿ Ì�� ÀÝ�Ö�� �ÔÔÖÓ�� º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ¿�

�º� È�Ö�ÓÖÑ�Ò� Ë�Ð�¹�ÓÒ×�×Ø�ÒØ ÅÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�× Ë�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ× º º ¿�

�º� �ÓÒÐÙ×�ÓÒ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º �¿

�



��

� Ä�ÕÙ�� Å�Ø��Ò� �Ø �ÜØÖ�Ñ� Ì�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� �Ò� ÈÖ�××ÙÖ�� ÁÑ¹

ÔÐ��Ø�ÓÒ× �ÓÖ ÅÓ��Ð× Ó� ÍÖ�ÒÙ× �Ò� Æ�ÔØÙÒ� ��

�º½ ÁÒØÖÓ�ÙØ�ÓÒ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ��

�º¾ Ì�� Ë�ØØ�Ò� º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ��

�º¿ Ê�×ÙÐØ× �Ò� ��×Ù××�ÓÒ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ��

�º� �ÓÒÐÙ×�ÓÒ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ��

� �Ò �Ð�ÓÖ�Ø�Ñ ØÓ ��ÐÙÐ�Ø� Ø�� ÁÒÚ�Ö×� ÈÖ�Ò�Ô�Ð p¹Ø� ÊÓÓØ Ó�

ËÝÑÑ�ØÖ� ÈÓ×�Ø�Ú� ���Ò�Ø� Å�ØÖ��× ��

�º½ ÁÒØÖÓ�ÙØ�ÓÒ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º �¼

�º¾ ÈÖ�Ú�ÓÙ× ÏÓÖ� º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º �½

�º¿ ��Ò�Ö�Ð�Þ�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� ÈÖÓ�Ð�Ñ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ��

�º� ÆÙÑ�Ö��Ð Ê�×ÙÐØ× º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ��

�º�º½ Ì�� Ë�Ð�Ö ��×� º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ��

�º�º¾ Ì�� Å�ØÖ�Ü ��×� º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º �½

�º�º¿ ��Ò�Ö�Ð Å�ØÖ��× �Ò� �ÔÔÐ��Ø�ÓÒ× º º º º º º º º º º º º ��

�º�º� ÆÓÒ¹�ÓÑÑÙØ�Ø�Ú� Å�ØÖ��× º º º º º º º º º º º º º º º º ��

�º� �ÓÒÐÙ×�ÓÒ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ��

� �ÓÒÐÙ×�ÓÒ �Ò� ÇÙØÐÓÓ� ��

� Ê�×��Ù�Ð× ��

���Ð�Ó�Ö�Ô�Ý ��



Ä�×Ø Ó� ���Ö�Ú��Ø�ÓÒ×

���� �� ÁÒ�Ø�Ó ÅÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�×

���� �ÓÖÒ¹ÇÔÔ�Ò���Ñ�Ö ÅÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�×

��� �ÓÑÔÖ�××�� ÊÓÛ ËØÓÖ���

��� ��Ò×�ØÝ �ÙÒØ�ÓÒ�Ð Ì��ÓÖÝ

��� ��Ò×�ØÝ Å�ØÖ�Ü Å�Ò�Ñ�Þ�Ø�ÓÒ

��� ��ÖÑ� ÇÔ�Ö�ØÓÖ �ÜÔ�Ò×�ÓÒ

��� �Ö�Ò�¹��ÒÓÒ��Ð ÈÓØ�ÒØ��Ð

�� À�ÖØÖ��¹�Ó�

�� ÀÓ��Ò��Ö�¹ÃÓ�Ò

�� ÃÓ�Ò¹Ë��Ñ

���� Ä�Ò��Ö �ÓÑ��Ò�Ø�ÓÒ Ó� �ØÓÑ� ÇÖ��Ø�Ð×

��� ÄÓ�Ð ���Ö�� Æ�ÙØÖ�Ð�ØÝ

�� ÅÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�×

��� È��Ö �ÓÖÖ�Ð�Ø�ÓÒ �ÙÒØ�ÓÒ

��� Ë�Ð�¹�ÓÒ×�×Ø�ÒØ ���Ð�

���� Ë�Ð�¹�ÓÒ×�×Ø�ÒØ Ì���Ø¹��Ò��Ò�

�� Ì���Ø¹��Ò��Ò�

���



�Ú



���ÔØ�Ö ½

ÁÒØÖÓ�ÙØ�ÓÒ

�� �Ò�Ø�Ó ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�× �× � Ñ�Ø�Ó� �ÓÖ ÓÑÔÙØ�Ö ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� ÓÑ¹

ÔÐ�Ü �ÒØ�ÖÔÐ�Ý ��ØÛ��Ò �Ð�ØÖÓÒ×¸ �ØÓÑ×¸ �Ò� ÑÓÐ�ÙÐ�× �Ø �Ò�Ø� Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ�º

ÌÓ ����Ú� Ø��×¸ Ø�� Ø�Ñ� �ÚÓÐÙØ�ÓÒ Ó� �ØÓÑ× �× �ÐÙÐ�Ø�� �Ý ×ÓÐÚ�Ò� Æ�ÛØÓÒ³×

�ÕÙ�Ø�ÓÒ× Ó� ÑÓØ�ÓÒº ÁÒ ÓÒØÖ�×Ø ØÓ ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�× ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ× Û�Ø� �Ñ¹

Ô�Ö��Ð �ÒØ�Ö�Ø�ÓÒ ÔÓØ�ÒØ��Ð×¸ Ø�� �ÓÖ�× �Ö� Ó�Ø��Ò�� �ÓÒ Ø�� �Ý� Û�Ø� Ø�� ���

Ó� Ô�Ö�Ñ�Ø�Ö¹�Ö�� �Ð�ØÖÓÒ� ×ØÖÙØÙÖ� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ×º ÌÛÓ ��Ý ��Ú�ÒØ���× Ó� Ø��×

Ñ�Ø�Ó� �Ö� ØÖ�Ò×��Ö���Ð�ØÝ �Ò� ���� �ÙÖ�Ý̧ Û��� �Ö� �ÑÔÓÖØ�ÒØ¸ �� ��Ñ�Ò�

ØÓ Ñ��� ÔÖ���Ø�ÓÒ× �ÓÖ ÙÒ�ÒÓÛÒ ×Ý×Ø�Ñ× ÙÒ��Ö ÓÒ��Ø�ÓÒ× Û��Ö� �ÜÔ�Ö�Ñ�ÒØ�Ð

�Ò�ÓÖÑ�Ø�ÓÒ �× ÒÓØ Ý�Ø �Ú��Ð��Ð�º

Ì�� Ñ��Ò ��ÐÐ�Ò��¸ Û��Ò Ô�Ö�ÓÖÑ�Ò� �� �Ò�Ø�Ó ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�× �ÐÙÐ�¹

Ø�ÓÒ×¸ �× Ø��Ø � �Ù�� À�Ñ�ÐØÓÒ Ñ�ØÖ�Ü ��× ØÓ �� ����ÓÒ�Ð�Þ�� �Ò �Ú�ÖÝ Ø�Ñ�

×Ø�Ô �Ò ÓÖ��Ö ØÓ �ÜØÖ�Ø Ø�� �Ò�Ö�Ý ����ÒÚ�ÐÙ�×º Ì�� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð ��ÓÖØ �×

��Ò�Ö�ÐÐÝ Ó� ÓÖ��Ö O(N3)¸ Û��Ö� N ��ÒÓØ�× Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� �ØÓÑ×º ��Ú�ÐÓÔ�Ò�

Ò�Û Ñ�Ø�Ó�× Ø��Ø ×�Ð� Ð�Ò��ÖÐÝ Û�Ø� Ö�×Ô�Ø ØÓ Ø�� ×�Þ� Ó� Ø�� ×Ý×Ø�Ñ �× Ø��Ö�¹

�ÓÖ� � ��×�Ö��Ð� ��Ñº Ì�� �ÒØÖ�Ð ÕÙ�×Ø�ÓÒ �Ò Ø��× ÛÓÖ� �× ØÓ �ÖÙÑÚ�ÒØ Ø��×

ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�ÐÐÝ �ÜÔ�Ò×�Ú� ÓÔ�Ö�Ø�ÓÒ Ó� ����ÓÒ�Ð�Þ�Ò�¸ �Ò� ØÓ ��ÑÓÒ×ØÖ�Ø� �Ø×

�Ô���Ð�ØÝ �Ò ×�Ð�Ø�� �ÔÔÐ��Ø�ÓÒ×º

ÌÓ ����Ú� Ø��×¸ Û� Ù×� �Ò �ÐØ�ÖÒ�Ø�Ú� ��Ð�¹Ø��ÓÖ�Ø� Ñ�Ø�Ó� ×Ù�Ø��Ð� �ÓÖ Ð�Ò¹

��Ö ×�Ð�Ò� ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�× ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ× Ù×�Ò� �ÓÖ�× �ÖÓÑ ×�Ð�¹ÓÒ×�×Ø�ÒØ

�Ð�ØÖÓÒ� ×ØÖÙØÙÖ� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ×º ÁØ �× ��×�� ÓÒ �Ò �Ü�Ø ��ÓÑÔÓ×�Ø�ÓÒ Ó�

Ø�� �Ö�Ò�¹�ÒÓÒ��Ð ÔÓØ�ÒØ��Ð �ÓÖ �Ò��Ô�Ò��ÒØ ��ÖÑ�ÓÒ× �Ò� �Ó�× ÒÓØ Ö�ÐÝ ÓÒ

��Ø��Ö Ø�� ���Ð�ØÝ ØÓ ÐÓ�Ð�Þ� Ø�� ÓÖ��Ø�Ð× ÓÖ Û��Ø��Ö Ø�� À�Ñ�ÐØÓÒ ÓÔ�Ö�ØÓÖ

�× Û�ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ��º Ï� ÓÑÔÙØ� Ø�� �Ò�Ø�¹Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� ��Ò×�ØÝ Ñ�ØÖ�Ü¸ ÓÖ

½



¾

��ÖÑ� Ñ�ØÖ�Ü¸ �Ý � �Ý�Ö�� �ÔÔÖÓ��º Ì���Ò� �Ò×Ô�Ö�Ø�ÓÒ �ÖÓÑ Ø�� ��ÖÑ� ÓÔ¹

�Ö�ØÓÖ �ÜÔ�Ò×�ÓÒ Ñ�Ø�Ó�¸ Ø�� ��ÖÑ� ÓÔ�Ö�ØÓÖ �× ��ÓÑÔÓ×�� �ÒØÓ � ×ÙÑ Ó�

Ñ�ØÖ��×¸ Û��� ��Ú� ØÓ �� �ÒÚ�ÖØ��º Ì�� �ÒÚ�Ö×�ÓÒ Ó� Ø��×� Ñ�ØÖ��× �× �ÓÒ�

�Ý ����Ý×��Ú ÔÓÐÝÒÓÑ��Ð �ÜÔ�Ò×�ÓÒ �ÓÖ Ø�� Ð�Ö�� ÒÙÑ��Ö Ó� Û�ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ��

Ñ�ØÖ��× �Ò� Æ�ÛØÓÒ¹Ë�ÙÐÞ �Ø�Ö�Ø�ÓÒ �ÓÖ Ø�� ��Û Ö�Ñ��Ò�Ò� �ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ��

Ñ�ØÖ��×º ÇÙÖ Ñ�Ø�Ó� �Ò��Ð�× ����ÐÝ �ÙÖ�Ø� �ÐÐ¹�Ð�ØÖÓÒ Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� �ÐÙ¹

Ð�Ø�ÓÒ×¸ �ÒÐÙ��Ò� �ÓÖ Ñ�Ø�ÐÐ� ×Ý×Ø�Ñ×º Ì�� ÔÖÓ�Ð�Ñ Ó� �Ò��Ö�ÒØ �Ò�Ö�Ý �Ö��Ø

Ó� �ÓÖÒ¹ÇÔÔ�Ò���Ñ�Ö ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�× ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ×¸ �Ö�×�Ò� �ÖÓÑ �Ò �ÒÓÑ¹

ÔÐ�Ø� ÓÒÚ�Ö��Ò� Ó� Ø�� ×�Ð�¹ÓÒ×�×Ø�ÒØ ��Ð� ÝÐ�¸ �× ×ÓÐÚ�� �Ý Ù×�Ò� � ÔÖÓÔ�ÖÐÝ

ÑÓ����� Ä�Ò��Ú�Ò �ÕÙ�Ø�ÓÒº ÁÒ Ø��× Û�Ý̧ Û� Ö��Ù� Ø�� ÓÑÔÐ�Ü�ØÝ Ó� Ø�� �Ð¹

ÙÐ�Ø�ÓÒ× ×Ó Ø��Ø Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� Û�Ø� Ö�×Ô�Ø ØÓ Ø�� ×Ý×Ø�Ñ ×�Þ� �× ����Ú��º

Ï� �ÐÐÙ×ØÖ�Ø� Ø�� ÔÖ���Ø�Ú� ÔÓÛ�Ö Ó� Ø��× �ÔÔÖÓ�� Ù×�Ò� Ø�� �Ü�ÑÔÐ� Ó� Ð�Õ¹

Ù�� Ñ�Ø��Ò� �Ø ÔÐ�Ò�Ø�ÖÝ ÓÒ��Ø�ÓÒ×º Å�Ø��Ò� ÓÙÖ× �Ò Ø�� Ñ���Ð� �� Ð�Ý�Ö

Ó� Ø�� ���ÒØ ��× ÔÐ�Ò�Ø× ÍÖ�ÒÙ× �Ò� Æ�ÔØÙÒ�º ÁÒ Ø��× Ð�Ý�Ö¸ �Ø � ��ÔØ� Ó� ÓÒ�¹

Ø��Ö� Ó� Ø�� ÔÐ�Ò�Ø�ÖÝ Ö���Ù×¸ ÔÖ�××ÙÖ� �Ò� Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� Ö�Ò�� �ÖÓÑ ¾¼ �È�

�Ò� ¾¼¼¼ Ã ØÓ �¼¼ �È� �Ò� �¼¼¼ Ã¸ Û��� Û� ×�ÑÙÐ�Ø� �Ý Ñ��Ò× Ó� Ð�Ö��¹×�Ð�

�Ð�ØÖÓÒ� ×ØÖÙØÙÖ� ��×�� ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�× Ù×�Ò� ÓÙÖ Ñ�Ø�Ó�º Ï� ���Ö�××

Ø�� ÓÒØÖÓÚ�Ö×Ý Ó� Û��Ø��Ö ÓÖ ÒÓØ Ø�� �ÒØ�Ö�ÓÖ Ó� ÍÖ�ÒÙ× �Ò� Æ�ÔØÙÒ� ÓÒ×�×Ø×

Ó� ���ÑÓÒ�º Ï� �Ò� ÒÓ �Ú���Ò� �ÓÖ Ø�� �ÓÖÑ�Ø�ÓÒ Ó� ���ÑÓÒ�¸ �ÙØ Ö�Ø��Ö �Ö¹

�ÓÒ ���Ò× �Ò� ×Ô2¹�ÓÒ��� ÔÓÐÝÑ�Ö� �Ö�ÓÒº �ÙÖØ��ÖÑÓÖ�¸ Û� ÔÖ���Ø Ø��Ø

�Ø ���� Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� �Ý�ÖÓ��Ò Ñ�Ý �Ü�×Ø �Ò �Ø× ÑÓÒÓ¹�ØÓÑ� �Ò� Ñ�Ø�ÐÐ� ×Ø�Ø�º

� Ø�Ñ� ÓÒ×ÙÑ�Ò� ×Ø�Ô �Ò ÓÙÖ Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� ×��Ñ� �× Ø�� Ô�ÖØ¸ Û��Ö� �ÐÐ¹

ÓÒ��Ø�ÓÒ�� Ñ�ØÖ��× ��Ú� ØÓ �� �ÒÚ�ÖØ��º Ï� ÔÖ�×�ÒØ ��Ö� � Ò�Û �Ø�Ö�Ø�ÓÒ

×��Ñ� ØÓ �ÐÙÐ�Ø� Ø�� �ÒÚ�Ö×� p¹Ø� ÖÓÓØ Ó� ×ÝÑÑ�ØÖ� ÔÓ×�Ø�Ú� ���Ò�Ø� Ñ�ØÖ�¹

�×º Ï� ×�ÓÛ Ø��Ø Ø�� ÓÖ��Ö Ó� ÓÒÚ�Ö��Ò� �× �ÐÛ�Ý× ÕÙ��Ö�Ø� �Ò� Ø��Ø �Ò

Ø�� �×� p = 1 Û� ��Ú� �Ò �Ö��ØÖ�ÖÝ ÓÖ��Ö Ó� ÓÒÚ�Ö��Ò�¸ ÓÒØ�Ò��ÒØ ÙÔÓÒ �

Ô�Ö�Ñ�Ø�Ö qº �Ý �ÓÓ×�Ò� q ���ÔØ�Ú�ÐÝ̧ ��ØØ�Ö Ö�×ÙÐØ× Ø��Ò Û�Ø� ���ÓÖ� �ÒÓÛÒ

�ÓÖÑÙÐ�× Ó� Ø��× ØÝÔ� �Ò �� ����Ú�� �× Ð�×× �Ø�Ö�Ø�ÓÒ× �Ò� Ñ�ØÖ�Ü¹Ñ�ØÖ�Ü ÑÙÐ¹

Ø�ÔÐ��Ø�ÓÒ× �Ö� Ö�ÕÙ�Ö��º Ì��× �Ø�Ö�Ø�ÓÒ ×��Ñ� �Ñ�Ö��× �× � ��Ò�Ö�Ð�Þ�Ø�ÓÒ

Ó� Ø�� Æ�ÛØÓÒ¹Ë�ÙÐÞ �Ø�Ö�Ø�ÓÒ¸ �ÐØÑ�Ò³× Ñ�Ø�Ó�¸ �Ò� Æ�ÛØÓÒ³× Ñ�Ø�Ó� �ÓÖ

�Ò��Ò� ÖÓÓØ× Ó� �ÙÒØ�ÓÒ×º ÁØ× Ô�Ö�ÓÖÑ�Ò� �× �Ú�ÐÙ�Ø�� �Ý � Å�ÌÄ�� Ó��

Ù×�Ò� Ö�Ò�ÓÑ Ñ�ØÖ��× Û�Ø� ����Ö�ÒØ ×Ô�ØÖ�Ð Ö����º



¿

Ì�� ÔÖ�×�ÒØ ÛÓÖ� �× ÓÖ��Ò�Þ�� �× �ÓÐÐÓÛ×º ÁÒ ���ÔØ�Ö ¾¸ Û� �ÒØÖÓ�Ù� Ø��

ÔÖ�Ò�ÔÐ�× Ó� �Ð�ØÖÓÒ� ×ØÖÙØÙÖ� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ× �Ò� �ÜÔÐ��Ò ØÛÓ Ñ�Ø�Ó�× Ø��Ø

�Ö� �ÑÔÓÖØ�ÒØ �Ò Ø��× ÛÓÖ�¸ �º�º ��Ò×�ØÝ �ÙÒØ�ÓÒ�Ð Ø��ÓÖÝ �Ò� Ø���Ø¹��Ò��Ò�º

�Ò �ÒØÖÓ�ÙØ�ÓÒ ØÓ Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� Ñ�Ø�Ó�× �× ÔÖ�×�ÒØ�� �Ò ���ÔØ�Ö ¿º ���ÔØ�Ö

� �ÜÔÐ��Ò× Ø�� ��Ð�¹Ø��ÓÖ�Ø� �ÔÔÖÓ�� ØÓ Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� �Ò� �Ø× �ÑÔÐ�Ñ�ÒØ�Ø�ÓÒº

Ì�� �ÔÔÐ��Ø�ÓÒ ØÓ Ð�ÕÙ�� Ñ�Ø��Ò� �Ø ÔÐ�Ò�Ø�ÖÝ ÔÖ�××ÙÖ� �Ò� Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� ÓÒ¹

��Ø�ÓÒ× �× Û�ÐÐ �× Ø�� ÓÖÖ�×ÔÓÒ��Ò� Ö�×ÙÐØ× �Ò� ��×Ù××�ÓÒ �Ò �� �ÓÙÒ� �Ò

���ÔØ�Ö �º ���ÔØ�Ö � �× �����Ø�� ØÓ Ø�� ��Ø�ÖÑ�Ò�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� �ÒÚ�Ö×� p¹Ø�

ÖÓÓØ Ó� � ×ÝÑÑ�ØÖ� ÔÓ×�Ø�Ú� ���Ò�Ø� Ñ�ØÖ�Ü �Ò �Ò ����ÒØ Û�Ýº Ì�� Ð�×Ø ��Ô¹

Ø�Ö ÓÒØ��Ò× Ø�� ÓÒÐÙ×�ÓÒ Ó� ÓÙÖ ÛÓÖ� �Ò� ��Ú�× �Ò ÓÙØÐÓÓ� ØÓ ÔÓ××��Ð� �ÙØÙÖ�

ÔÖÓ��Ø×º

ÈÙ�Ð��Ø�ÓÒ×

Ì�� �ÓÐÐÓÛ�Ò� Ö�×ÙÐØ× Ó� Ø��× ÛÓÖ� ��Ú� ���Ò ÔÙ�Ð�×��� �Ò Ô��Ö Ö�Ú��Û�� �ÓÙÖ¹

Ò�Ð×º

���ÔØ�Ö �� �º Ê��Ø�Ö× �Ò� Ìº �º Ã��Ò�º �Ë�Ð�¹ÓÒ×�×Ø�ÒØ ��Ð� Ø��ÓÖÝ

��×�� ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�× Û�Ø� Ð�Ò��Ö ×Ý×Ø�Ñ¹×�Þ� ×�Ð�Ò��¸ Âº ���Ñº È�Ý×º¸

½�¼´½¿µ�½¿�½¼�¸ ¾¼½�º

���ÔØ�Ö �� �º Ê��Ø�Ö× �Ò� Ìº �º Ã��Ò�º �Ä�ÕÙ�� Ñ�Ø��Ò� �Ø �ÜØÖ�Ñ�

Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� �Ò� ÔÖ�××ÙÖ�� ÁÑÔÐ��Ø�ÓÒ× �ÓÖ ÑÓ��Ð× Ó� ÍÖ�ÒÙ× �Ò� Æ�ÔØÙÒ��¸

Â�ÌÈ Ä�ØØº¸ ��´�µ�½��¹½��¸ ¾¼½¿º

Ì�� �ÓÐÐÓÛ�Ò� Ö�×ÙÐØ �× �ÜÔ�Ø�� ØÓ �� ÔÙ�Ð�×��� ×ÓÓÒº

���ÔØ�Ö �� �º Ê��Ø�Ö× �Ò� Ìº �º Ã��Ò�º ��Ò �Ð�ÓÖ�Ø�Ñ ØÓ �ÐÙÐ�Ø� Ø��

�ÒÚ�Ö×� ÔÖ�Ò�Ô�Ð p¹Ø� ÖÓÓØ Ó� ×ÝÑÑ�ØÖ� ÔÓ×�Ø�Ú� ���Ò�Ø� Ñ�ØÖ��×�



�



���ÔØ�Ö ¾

��Ò×�ØÝ �ÙÒØ�ÓÒ�Ð Ì��ÓÖÝ �Ò�

Ì���Ø¹��Ò��Ò�

ÁÒ Ø��× ��ÔØ�Ö¸ Û� ��×Ö��� Ø�� �××�ÒØ��Ð Ø��ÓÖÝ �ÓÖ ÕÙ�ÒØÙÑ Ñ���Ò��Ð �Ð¹

ÙÐ�Ø�ÓÒ× Ø��Ø Û�ÐÐ �� �ÑÔÐÓÝ�� �Ò Ø��× ÛÓÖ�º

Ì�� Ñ��Ò Ó���Ø�Ú� �Ò ÕÙ�ÒØÙÑ Ñ���Ò�× �× ØÓ ×ÓÐÚ� Ø�� Ë�Ö���Ò��Ö �ÕÙ�Ø�ÓÒ

ĤΨ = EΨ ´¾º½µ

�ÓÖ Ø�� ×Ý×Ø�Ñ Ó� �ÒØ�Ö�×Øº Ï��Ò ���Ð�Ò� Û�Ø� � ÓÑÔÐ�Ü ×Ý×Ø�Ñ¸ � ×�Ö��× Ó�

�ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�ÓÒ× ��ÓÑ�× �××�ÒØ��Ðº Ì��× �× �Ù� ØÓ Ø�� ��Ø Ø��Ø ×ÓÐÚ�Ò� Ø��×

�ÕÙ�Ø�ÓÒ ´¾º½µ �ÓÖ � ��Ú�Ò Ñ�ÒÝ¹�Ð�ØÖÓÒ Û�Ú��ÙÒØ�ÓÒ Ψ �× ×Ó ÓÑÔÐ�Ü Ø��Ø

�Ø �× �Ò�ÐÝØ��ÐÐÝ �ÑÔÓ××��Ð� �Ò� �Ú�Ò ÒÙÑ�Ö��ÐÐÝ �ÒØÖ�Ø��Ð�º Ï�Ø� Ø��×� �Ô¹

ÔÖÓÜ�Ñ�Ø�ÓÒ×¸ �Ð�ÓÖ�Ø�Ñ× �Ò �� ��×��Ò�� �Ò ÓÖ��Ö ØÓ Ô�Ö�ÓÖÑ ÒÙÑ�Ö��Ð �ÐÙ¹

Ð�Ø�ÓÒ×º �ÓÖ �Ð�ØÖÓÒ� ×ØÖÙØÙÖ� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ×¸ ��Ò×�ØÝ �ÙÒØ�ÓÒ�Ð Ø��ÓÖÝ ´��Ìµ

�× � Ñ�Ø�Ó� Ø��Ø ÔÖÓÚ���× � �ÓÓ� ��Ð�Ò� ��ØÛ��Ò ����ÒÝ �Ò� �ÙÖ�Ý̧

Ñ���Ò� �Ø ÔÓ××��Ð� ØÓ ��Ò�Ð� ÑÓÖ� Ø��Ò �Ù×Ø � ��Ò��ÙÐ Ó� �Ð�ØÖÓÒ×¸ Û��Ð� ×Ø�ÐÐ

ÔÖÓÚ���Ò� Ö��×ÓÒ��Ð� �ÙÖ�Ýº

Á� � ×Ý×Ø�Ñ �× ØÓÓ Ð�Ö�� �ÓÖ ��Ì �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ×¸ ÓÒ� �Ò Ù×� Ø�� ×Ó¹�ÐÐ�� Ø���Ø¹

��Ò��Ò� ´Ì�µ Ñ�Ø�Ó�¸ Û��� �× � Ð�×× Ó×ØÐÝ Ñ�Ø�Ó� Ø��Ø �Ò��Ð�× Ø�� ÑÓ��ÐÐ�Ò�

Ó� Ð�Ö��Ö ×Ý×Ø�Ñ×º ÁØ �Ò �� ��Ö�Ú�� �ÖÓÑ ��Ì Ø�ÖÓÙ�� Ø�� Ø�� À�ÖÖ�×¹�ÓÙÐ��×

�ÙÒØ�ÓÒ�Ð �¿�¸ ��℄¸ Û��� �ÐÐÓÛ× ØÓ ��Ø �Ò �×Ø�Ñ�Ø� �ÓÖ Ø�� �Ò�Ö�Ý Ó� � ÑÓÐ�ÙÐ�

�ÖÓÑ Ø�� �Ð�ØÖÓÒ� ×ØÖÙØÙÖ� Ó� �Ø× �ØÓÑ× Û�Ø� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ó×Ø Ð�×× Ø��Ò

��Ìº ÁÒ Ø�� Ì� Ñ�Ø�Ó�¸ Ø�� ����Ò×Ø�Ø�× Ó� Ø�� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò �Ö� ÛÖ�ØØ�Ò �Ò �Ò

�



�

�ØÓÑ�¹Ð��� ��×�× �Ò� Ø�� ØÖÙ� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò �× Ö�ÔÐ��� �Ý � Ô�Ö�Ñ�ØÖ�Þ�� �Ò�

×�ÑÔÐ���� ÓÒ� ���℄º Ì��×� ØÛÓ Ø��Ò�ÕÙ�×¸ ��Ì �Ò� Ì�¸ �Ö� ��×Ö���� �Ò Ø��

�ÓÐÐÓÛ�Ò� ×Ù�×�Ø�ÓÒ×º

¾º½ Ì�� �ÓÖÒ¹ÇÔÔ�Ò���Ñ�Ö �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�ÓÒ

Ì�� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò Ĥ Ó� � ×Ý×Ø�Ñ �ÓÖ Ö�ÔÖ�×�ÒØ�Ò� Ø�� �ÒØ�Ö�Ø�ÓÒ Ó� ÒÙÐ�� �Ò�

�Ð�ØÖÓÒ× �Ò �� ÛÖ�ØØ�Ò �Ò Ø�� �ÓÐÐÓÛ�Ò� Û�Ý

Ĥ = T̂N + T̂e + V̂NN + V̂ee + V̂Ne, ´¾º¾µ

Û��Ö� T̂N �Ò� T̂e �Ö� Ø�� ��Ò�Ø� �Ò�Ö���× Ó� Ø�� ÒÙÐ�� ´Nµ �Ò� Ø�� �Ð�ØÖÓÒ×

´eµ �Ò� V̂NN , V̂Ne �Ò� V̂Ne �Ö� Ø�� ÔÓØ�ÒØ��Ð �Ò�Ö���× Ó� Ø�� Ö�ÔÙÐ×�ÓÒ Ó� Ø��

ÒÙÐ�� ´NNµ �Ò� Ø�� �Ð�ØÖÓÒ× ´eeµ �Ò� Ø�� �ØØÖ�Ø�ÓÒ ��ØÛ��Ò Ø�� ÒÙÐ�� �Ò�

Ø�� �Ð�ØÖÓÒ× ´Neµº

Ì�� �ÓÖÒ¹ÇÔÔ�Ò���Ñ�Ö �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�ÓÒ �½�℄ �× ��×�� ÓÒ Ø�� Ó�×�ÖÚ�Ø�ÓÒ Ø��Ø

Ø�� ÒÙÐ�� �Ö� �ÖÓÙÒ� ¾¼¼¼ Ø�Ñ�× ���Ú��Ö Ø��Ò Ø�� �Ð�ØÖÓÒ×º ÁÒ � Ð�××��Ð

Ô�ØÙÖ�¸ Ø��× Ñ��Ò× Ø��Ø Ø�� Ø�Ñ� ×�Ð�× ÓÒ Û��� �Ð�ØÖÓÒ× �Ò� ÒÙÐ�� ÑÓÚ�

�Ö� ×��Ò���ÒØÐÝ ����Ö�ÒØ �Ò� Ø�� Ú�ÐÓ�Ø��× Ó� Ø�� �Ð�ØÖÓÒ× �Ö� ÑÙ� Ð�Ö��Ö

Ø��Ò Ø�Ó×� Ó� Ø�� ÒÙÐ��º Ì�� ÒÙÐ�� �Ò �� ØÖ��Ø�� �× �Ü�� Û��Ð� ×ÓÐÚ�Ò� Ø��

�Ð�ØÖÓÒ� ÔÖÓ�Ð�Ñº Ì��× Ð���× ØÓ Ø�� ÔÓ××���Ð�ØÝ ØÓ ��ØÓÖ�Þ� Ø�� Û�Ú��ÙÒØ�ÓÒ

Ψ(R1, . . . , RI , r1, . . . , rn) �× � ÔÖÓ�ÙØ Ó� � ÒÙÐ��Ö Û�Ú��ÙÒØ�ÓÒ χ(R1, . . . RI)¸

��Ô�Ò��Ò� ÓÒÐÝ ÓÒ Ø�� ÔÓ×�Ø�ÓÒ× RJ Ó� Ø�� I ÒÙÐ�� �Ò� �Ò �Ð�ØÖÓÒ� Û�Ú��ÙÒ¹

Ø�ÓÒº Ì�� �Ð�ØÖÓÒ� Û�Ú��ÙÒØ�ÓÒ Φ(r1, · · · rn;R1, · · ·RI) �× � �ÙÒØ�ÓÒ Ó� Ø��

ÔÓ×�Ø�ÓÒ× ri Ó� Ø�� n �Ð�ØÖÓÒ× Û��Ö��× Ø�� ÔÓ×�Ø�ÓÒ× Ó� Ø�� ÒÙÐ�� �Ö� Ô�Ö�Ñ�¹

Ø�Ö×º ËÓ Û� ��Ø

Ψ({RJ}, {ri}) = χ({RJ})Φ({ri}; {RJ}). ´¾º¿µ

¾º¾ ��Ò×�ØÝ �ÙÒØ�ÓÒ�Ð Ì��ÓÖÝ

��Ì �× � ÕÙ�ÒØÙÑ Ñ���Ò��Ð Ñ�Ø�Ó� �ÓÖ ÓÖÖ�Ð�Ø�� Ñ�ÒÝ¹�Ó�Ý ×Ý×Ø�Ñ×º Ì��

ÔÖÓÔ�ÖØ��× Ó� � ×Ù� � ×Ý×Ø�Ñ �Ò �� ��Ø�ÖÑ�Ò�� �Ý Ù×�Ò� � �ÙÒØ�ÓÒ�Ð Ó� Ø��

�Ð�ØÖÓÒ ��Ò×�ØÝ ���℄º ��Ì �Ñ�Ö��� �× �Ò �ÑÔÓÖØ�ÒØ ØÓÓÐ �ÓÖ ÕÙ�ÒØ�Ø�Ø�Ú�

×ØÙ���× Ó� ÑÓÐ�ÙÐ�× �Ò� Ø�� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ Ó� �Ð�ØÖÓÒ� ×ØÖÙØÙÖ� �Ò ÓÒ��Ò×��



�

Ñ�ØØ�Ö Ô�Ý×�×º ÁÒ Ø�� �ÓÐÐÓÛ�Ò� ×Ù�×�Ø�ÓÒ¸ Û� ��×Ö��� Ø�� ØÛÓ Ø��ÓÖ�Ñ× Ó�

ÀÓ��Ò��Ö� �Ò� ÃÓ�Ò ´ÀÃµ Ø��Ø �Ù�Ð� Ø�� �ÓÙÒ��Ø�ÓÒ Ó� ��Ì �Ò� �ÐÐÓÛ Ù×

ØÓ �Ò� Ø�� �ÖÓÙÒ� ×Ø�Ø� ÔÖÓÔ�ÖØ��× Ó� � ��Ú�Ò ×Ý×Ø�Ñ �Ý �Ù×Ø ���Ð�Ò� Û�Ø� Ø��

�ÖÓÙÒ� ×Ø�Ø� ��Ò×�ØÝº Ì��Ö���Ø�Ö¸ Û� �ÒØÖÓ�Ù� Ø�� ÃÓ�Ò¹Ë��Ñ ´ÃËµ �ÕÙ�Ø�ÓÒ×

Ø��Ø ÔÖÓÚ��� � ÔÖ�Ø��Ð �ÔÔÖÓ�� ØÓ ��Ìº Ì��Ý ÓÔ�Ò ÙÔ Ø�� ÔÓ××���Ð�ØÝ ØÓ

�ÙÖ�Ø�ÐÝ ��Ø�ÖÑ�Ò� Ø�� �ÖÓÙÒ�¹×Ø�Ø� ��Ò×�ØÝ Ó� Ô�ÖØ�Ð�× �ÒØ�Ö�Ø�Ò� Û�Ø�

��� ÓØ��Ö �Ý �ÐÙÐ�Ø�Ò� Ø�� �ÖÓÙÒ�¹×Ø�Ø� ��Ò×�ØÝ Ó� �Ò �ÙÜ�Ð��ÖÝ ×Ý×Ø�Ñ Ó�

ÒÓÒ¹�ÒØ�Ö�Ø�Ò� Ô�ÖØ�Ð�×º

¾º¾º½ Ì�� ÀÓ��Ò��Ö�¹ÃÓ�Ò Ì��ÓÖ�Ñ×

Ì�� ÔÖ�Ò�ÔÐ� Ø��Ø Ñ���× ��Ì ×Ó Ù×��ÙÐ �× Ø��Ø Ø�� ÔÖÓÔ�ÖØ��× Ó� � Ñ�ÒÝ¹

�Ð�ØÖÓÒ ×Ý×Ø�Ñ �Ò �� ��Ø�ÖÑ�Ò�� �Ý �Ú�ÐÙ�Ø�Ò� � �ÙÒØ�ÓÒ�Ð Ó� Ø�� �ÖÓÙÒ�

×Ø�Ø� ��Ò×�ØÝ ρ0(r) �½¼½℄º Ì�� ÙÒ�ÕÙ�Ò�×× Ó� ×Ù� � �ÙÒØ�ÓÒ�Ð �Ò� Ø��Ö��ÓÖ�

Ø�� ÓÒ�ÔØ Ó� ��Ì �× �Ù×Ø���� �Ý Ø�� ØÛÓ Ø��ÓÖ�Ñ× Ó� ÀÓ��Ò��Ö� �Ò� ÃÓ�Ò

���℄º Ì��Ý Û�Ö� Ø�� �Ö×Ø ØÓ ��×Ö��� ��Ì �× � �ÓÖÑ�Ð �Ü�Ø Ø��ÓÖÝ Ø��Ø �Ò ��

�ÔÔÐ��� ØÓ �ÒÝ ×Ý×Ø�Ñ Ó� Ô�ÖØ�Ð�× �ÒØ�Ö�Ø�Ò� �Ò �Ò �ÜØ�ÖÒ�Ð ÔÓØ�ÒØ��Ð �½¼½℄º

Ì�� �Ö×Ø ÀÃ Ø��ÓÖ�Ñ ×Ø�Ø�× Ø��Ø Ø�� ��Ò×�ØÝ �× ÙÔ ØÓ � ØÖ�Ú��Ð ÓÒ×Ø�ÒØ ÙÒ�ÕÙ�ÐÝ

��Ø�ÖÑ�Ò�� �ÓÖ �ÒÝ ×Ý×Ø�Ñ Ó� �ÒØ�Ö�Ø�Ò� Ô�ÖØ�Ð�× �Ò �Ò �ÜØ�ÖÒ�Ð ÔÓØ�ÒØ��Ð

vext(r)º Ì��× �× Ø�� ��×�× �ÓÖ Ö��Ù�Ò� Ø�� N¹�Ð�ØÖÓÒ� Ñ�ÒÝ¹�Ó�Ý ÔÖÓ�Ð�Ñ

Û�Ø� 3N ×Ô�Ø��Ð ÓÓÖ��Ò�Ø�× ØÓ Ø�� Ø�Ö�� ×Ô�Ø��Ð ÓÓÖ��Ò�Ø�× Ø��Ø Ø�� �Ð�ØÖÓÒ

��Ò×�ØÝ ��Ô�Ò�× ÓÒº

Ì�� ×�ÓÒ� ÀÃ Ø��ÓÖ�Ñ ��ÖÑ× Ø��Ø ÓÒ� �Ò ���Ò� � ÙÒ�Ú�Ö×�Ð �ÙÒØ�ÓÒ�Ð Ó� Ø��

��Ò×�ØÝ ρ(r) �ÓÖ Ø�� �Ò�Ö�Ý E[ρ(r)] �Ò� Ø��Ø �Ø× �ÐÓ��Ð Ñ�Ò�ÑÙÑ Ú�ÐÙ� Ñ�Ø��×

Û�Ø� Ø�� �Ü�Ø �ÖÓÙÒ� ×Ø�Ø�º ËÓ �ÓÖ �Ò �Ö��ØÖ�ÖÝ ��Ò×�ØÝ ρ′(r) Û�Ø� ρ′(r) > 0

�ÓÖ �ÐÐ ÔÓ×�Ø�ÓÒ Ú�ØÓÖ× r �Ò�
�

ρ′(r)d3(r) = N ¸ Û� ��Ú� �ÐÛ�Ý× E0 ≤ E[ρ′(r)]

���℄º Ï��Ð� Ø�� ÙÒ�ÕÙ�Ò�×× Ó� ×Ù� � �ÙÒØ�ÓÒ�Ð Ó� Ø�� �ÖÓÙÒ� ×Ø�Ø� ��Ò×�ØÝ ��×

���Ò ÔÖÓÚ�Ò¸ Ø�� �Ü�Ø ÓÒ×ØÖÙØ�ÓÒ �× ÓÒÐÝ ×ÓÐÚ�� �ÓÖ ÓÒ�¹�Ð�ØÖÓÒ ×Ý×Ø�Ñ×º

Ï� �Ð×Ó ��Ú� Ø�� ÔÖÓ�Ð�Ñ Ó� Ö�ÔÖ�×�ÒØ���Ð�ØÝ �Ò ��Ìº Á� Û� ��Ú� N Ô�ÖØ�Ð�×¸

Û� Û�ÒØ ØÓ ÛÖ�Ø� Ø�� Ô�ÖØ�Ð� ��Ò×�ØÝ �× �ÓÐÐÓÛ×

ρ(r) = N

��

. . .

�

Ψ∗(r, r2, . . . , rN)Ψ(r, r2, . . . , rN)d
3r2d

3r3 . . .d
3rN . ´¾º�µ

Ì�� ÕÙ�×Ø�ÓÒ Û��Ø��Ö ÓÒ� �Ò ÛÖ�Ø� �Ò �Ö��ØÖ�ÖÝ ��Ò×�ØÝ �Ò Ø��× ��ÓÚ� ÔÖ�¹

×�ÒØ�� Û�Ý̧ Ñ��Ò�Ò� Ø��Ø Ø��× ��Ò×�ØÝ �Ö�×�× �ÖÓÑ �Ò �ÒØ�×ÝÑÑ�ØÖ� N¹�Ó�Ý

Û�Ú��ÙÒØ�ÓÒ¸ �× �ÐÐ�� N¹Ö�ÔÖ�×�ÒØ���Ð�ØÝ ÔÖÓ�Ð�Ñº Ì�� ÕÙ�×Ø�ÓÒ �� � ��Ò×�ØÝ



�

ÛÖ�ØØ�Ò �Ò Ø�� ��ÓÚ� Ñ�ÒÒ�Ö �× ÓÖÖ�×ÔÓÒ�× ØÓ Ø�� �ÖÓÙÒ�¹×Ø�Ø� ��Ò×�ØÝ Ó� �

ÐÓ�Ð �ÜØ�ÖÒ�Ð ÔÓØ�ÒØ��Ð vext(r) �× �ÐÐ�� v¹Ö�ÔÖ�×�ÒØ���Ð�ØÝ ÔÖÓ�Ð�Ñº Ï��Ð� Ø��

ÕÙ�×Ø�ÓÒ Ó� N¹Ö�ÔÖ�×�ÒØ���Ð�ØÝ ��× Ö���Ú�� � ��ÚÓÙÖ��Ð� �Ò×Û�Ö¸ Ø��Ö� �× ÒÓ

�ÒÓÛÒ ×ÓÐÙØ�ÓÒ ØÓ Ø�� ÔÖÓ�Ð�Ñ Ó� v¹Ö�ÔÖ�×�ÒØ���Ð�ØÝ �¾¼¸ ½¼½℄º Ï� �Ò ���Ù�

�ÖÓÑ Ø�� �Ö×Ø ÀÃ Ø��ÓÖ�Ñ Ø��Ø Ø�� ÔÓØ�ÒØ��Ð �ÓÖ �ÒÝ ��Ò×�ØÝ �× ÙÒ�ÕÙ� �ÙØ Û�

��Ú� ÒÓ �Ú���Ò� Ó� �Ø× �Ü�×Ø�Ò�º ÀÓÛ�Ú�Ö¸ Ø�� ÓÒ×ØÖ��Ò�� ×��Ö� �Ð�ÓÖ�Ø�Ñ

Ó� Ä�ÚÝ ���℄ �Ò� Ä��� ��¿℄ ×�ÓÛ× Ø��Ø Ø��× �× ÒÓØ Ò��××�ÖÝ �Ò Ø�� ÔÖÓÓ� Ó� Ø��

ÀÃ Ø��ÓÖ�Ñ�¾¼℄º

ÁÒ ÔÖ�Ò�ÔÐ�¸ Û� �Ò ×ÙÑÑ�Ö�Þ� Ø�� ÓÒ�ÔØ Ó� ��Ì �× �ÓÐÐÓÛ×º Ì�� �ÒÓÛ¹

Ð���� Ó� Ø�� ��Ò×�ØÝ �ÒØ��Ð× Ø�� �ÒÓÛÐ���� Ó� Ø�� Û�Ú��ÙÒØ�ÓÒ Ψ(r1, . . . rN)

�Ò� Ø�� ÔÓØ�ÒØ��Ðº Ì�Ù× Û� �Ò �ÐÙÐ�Ø� �ÐÐ ÓØ��Ö Ó�×�ÖÚ��Ð�× �¾¼℄º �ÖÓÑ Ø��×¸

�Ø �ÓÐÐÓÛ× Ø��Ø Û� �Ò ÛÖ�Ø� Ø�� ØÓØ�Ð �Ò�Ö�Ý �×

E[ρ(r)] =

�

ρ(r)vext(r)dr + F [ρ(r)], ´¾º�µ

Û��Ö�

F [ρ(r)] = T [ρ(r)] + Vee[ρ(r)] ´¾º�µ

�× � ÙÒ�Ú�Ö×�Ð �ÙÒØ�ÓÒ�Ð Û��� �Ó�× ÒÓØ �ÜÔÐ��ØÐÝ ��Ô�Ò� ÓÒ Ø�� �ÜØ�ÖÒ�Ð

ÔÓØ�ÒØ��Ðº Ì�� ØÛÓ ÀÃ Ø��ÓÖ�Ñ× Ý��Ð� � �Ö�Ñ�ÛÓÖ� �ÓÖ Ó�Ø��Ò�Ò� Ø�� �ÖÓÙÒ�

×Ø�Ø� ÔÖÓÔ�ÖØ��×º À�Ö��Ý̧ �Ò �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�ÓÒ �ÓÖ F [ρ(r)] ��× ØÓ �� �ÓÙÒ�º

¾º¾º¾ Ì�� ÃÓ�Ò¹Ë��Ñ �ÕÙ�Ø�ÓÒ×

ÁÒ Ø��× ×Ù�×�Ø�ÓÒ¸ Û� �ÜÔÐ��Ò Ø�� Ñ�Ø�Ó� Ó� ÃÓ�Ò �Ò� Ë��Ñ ���℄¸ ÔÖ�×�ÒØ�� �Ò

½���º Ì���Ö ���� Û�× ØÓ ÓÒ×ØÖÙØ � �Ø�Ø�ÓÙ× ÒÓÒ¹�ÒØ�Ö�Ø�Ò� ×Ý×Ø�Ñ Ø��Ø ��×

�Ü�ØÐÝ Ø�� ×�Ñ� �Ð�ØÖÓÒ ��Ò×�ØÝ ρ(r) �× Ø�� ×Ý×Ø�Ñ Ó� �ÒØ�Ö�Ø�Ò� �Ð�ØÖÓÒ×º

�× Ø�� ��Ò�Ø� �Ò�Ö�Ý Ó� � ÒÓÒ¹�ÒØ�Ö�Ø�Ò� ×Ý×Ø�Ñ Ts[ρ(r)] �× �ÒÓÛÒ

Ts[ρ(r)] = −1

2

Ne
�

i=1

�

ψ∗
i (r)∇2ψi(r)dr = Ts[{ψi[ρ(r)]}], ´¾º�µ

Û��Ö� ψi �Ö� Ø�� �Ø�Ø�ÓÙ× ×�Ò�Ð�¹Ô�ÖØ�Ð� Û�Ú��ÙÒØ�ÓÒ× ÓÖ ÃË ÓÖ��Ø�Ð×¸ ÑÓÖ�

�ÙÖ�Ø� ��Ì �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ× �Ò �� Ô�Ö�ÓÖÑ��º Ì�� ��ÐÐ�Ò�� ��Ö��Ý �× ØÓ �Ò�

Ø��× �Ø�Ø�ÓÙ× ×Ý×Ø�Ñº Ì��Ò¸ Ø�� Û�Ú��ÙÒØ�ÓÒ Ó� Ø�� ÒÓÒ¹�ÒØ�Ö�Ø�Ò� �Ð�ØÖÓÒ×

�Ò �� ÓÑÔÙØ�� �Ò� Ø�� �ÖÓÙÒ�¹×Ø�Ø� ��Ò×�ØÝ ρ0(r) �Ò �� �Ù�ÐØ �ÖÓÑ Ø��

Ö�×ÙÐØ�Ò� ÑÓÐ�ÙÐ�Ö ÓÖ��Ø�Ð×º Ï�Ø� Ø��Ø¸ Ø�� �ÖÓÙÒ�¹×Ø�Ø� �Ò�Ö�Ý E[ρ0(r)] �Ò



�

�� ÓÑÔÙØ�� ��¿℄º

Ì�� �Ö���Ø ���� Ó� ÃÓ�Ò �Ò� Ë��Ñ Û�× ØÓ ÛÖ�Ø� Ø�� �Ò�Ö�Ý �ÙÒØ�ÓÒ�Ð Ó�

Ø�� �Ð�ØÖÓÒ� ÔÖÓ�Ð�Ñ

E[ρ(r)] = T [ρ(r)] + VNe[ρ(r)] + Vee[ρ(r)] ´¾º�µ

�×

EKS[ρ(r)] = EKS[{ψi[ρ(r)]}]

= Ts[{ψi[ρ(r)]}] + UH [ρ(r)] + VNe[ρ(r)] + Exc[ρ(r)],
´¾º�µ

Û��Ö�

UH [ρ(r)] =
1

2

��

ρ(r)ρ′(r)

|r − r′| dr′dr ´¾º½¼µ

�× Ø�� À�ÖØÖ�� �Ò�Ö�Ý̧ �Ò�

Exc[ρ(r)] = T [ρ(r)]− Ts[{ψi[ρ(r)]}] + Vee[ρ(r)]− UH [ρ(r)] ´¾º½½µ

�× Ø�� �Ü��Ò��¹ÓÖÖ�Ð�Ø�ÓÒ �Ò�Ö�Ý �ÙÒØ�ÓÒ�Ðº ÁØ �× �ÑÔÓÖØ�ÒØ ØÓ ÒÓØ�� Ø��Ø

Ø��× Ö�×ÙÐØ× �Ò � �ÓÖÑ�ÐÐÝ �Ü�Ø Ø��ÓÖÝ̧ ÔÖÓÚ���� Ø��Ø Exc[ρ(r)] �× �ÒÓÛÒº

ÆÓÛ¸ Ø�� ��Ñ �× ØÓ Ñ�Ò�Ñ�Þ� �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´¾º�µº �× Ø��× �× ÒÓØ ×ØÖ����Ø�ÓÖÛ�Ö�¸ Û�

Ñ��� �Ø ×Ø�Ø�ÓÒ�ÖÝ Û�Ø� Ø�� ��ÐÔ Ó� �Ò �ÙÐ�Ö¹Ä��Ö�Ò�� �ÕÙ�Ø�ÓÒ ��¿℄

0 =
δEKS[ρ(r)]

δρ(r)
=

δEKS[{ψi[ρ(r)]}]
δρ(r)

´¾º½¾µ

=
δTs[{ψi[ρ(r)]}]

δρ(r)
+

δUH [ρ(r)]

δρ(r)
+

δVNe[ρ(r)]

δρ(r)
+

δExc[ρ(r)]

δρ(r)
´¾º½¿µ

=
δTs[{ψi[ρ(r)]}]

δρ(r)
+ vH(r) + vext(r) + vxc(r), ´¾º½�µ

Û��Ö� δ•
δρ(r)

��ÒÓØ�× Ø�� �ÙÒØ�ÓÒ�Ð ��Ö�Ú�Ø�Ú� Û�Ø� Ö�×Ô�Ø ØÓ Ø�� �Ð�ØÖÓÒ ��Ò¹

×�ØÝ ρ(r)º �ÙÖØ��ÖÑÓÖ�¸

vH(r) =
1

2

�

ρ(r′)

|r − r′|dr
′ ´¾º½�µ

�× Ø�� À�ÖØÖ�� ÔÓØ�ÒØ��Ð¸ vext(r) �× Ø�� �ÜØ�ÖÒ�Ð ÔÓØ�ÒØ��Ð �Ò� vxc(r) �× Ø��

�Ü��Ò��¹ÓÖÖ�Ð�Ø�ÓÒ ÔÓØ�ÒØ��Ðº Á� Û� ÓÒ×���Ö � ÒÓÒ¹�ÒØ�Ö�Ø�Ò� ×Ý×Ø�Ñ¸ Ø��



½¼

�ÙÐ�Ö¹Ä��Ö�Ò�� �ÕÙ�Ø�ÓÒ �× ×�ÑÔÐ���� �× Ø�� ��Ö�Ú�Ø�Ú�× Û�Ø� Ö�×Ô�Ø ØÓ ρ(r) Ó�

Ø�� À�ÖØÖ�� �Ò�Ö�Ý �Ò� Ø�� �Ð�ØÖÓÒ¹�ÓÒ �ÒØ�Ö�Ø�ÓÒ �Ò�Ö�Ý Ú�Ò�×�º Ï� ��Ø

0 =
δTs[{ψi[ρ(r)]}]

δρ(r)
+ vs(r), ´¾º½�µ

Û��Ö� vs(r) �× Ø�� ���Ø�Ú� ÔÓØ�ÒØ��Ð Ó� Ø�� ÒÓÒ¹�ÒØ�Ö�Ø�Ò� ×Ý×Ø�Ñº �Ý ×ÓÐÚ�Ò�

Ø�� Ð�ØØ�Ö �ÕÙ�Ø�ÓÒ¸ Û� ×ÓÐÚ� Ø�� ÒÓÒ¹�ÒØ�Ö�Ø�Ò� ÓÒ� Ô�ÖØ�Ð� ×Ý×Ø�Ñ ØÓ ��Ø

Ø�� ×ÓÐÙØ�ÓÒ Ó� Ø�� �ÒØ�Ö�Ø�Ò� Ñ�ÒÝ¹�Ó�Ý ×Ý×Ø�Ñº Ï� Ø��� � �Ø�Ø�ÓÙ× ×�Ò�Ð�¹

Ô�ÖØ�Ð� ×ÝØ�Ñ¸ �ÐÐ�� Ø�� ÃË ×Ý×Ø�Ñ¸ Û�Ø� �Ò ���Ø�Ú� ÔÓØ�ÒØ��Ð

vKS(r) = vH(r) + vext(r) + vxc(r), ´¾º½�µ

�ÐÐ�� ÃË ÔÓØ�ÒØ��Ðº Ì�� ÃË ÔÓØ�ÒØ��Ð �× �Ó×�Ò ×Ù� Ø��Ø �Ø× ��Ò×�ØÝ �× Ø��

×�Ñ� �× Ø�� ��Ò×�ØÝ Ó� Ø�� �ÒØ�Ö�Ø�Ò� ×Ý×Ø�Ñº Ì�� �ÕÙ�Ø�ÓÒ× Ø��Ø Ö�×ÙÐØ �ÖÓÑ

Ø��× �ÔÔÖÓ�� �Ö� �ÒÓÛÒ �× Ø�� ÃË �ÕÙ�Ø�ÓÒ×

�

−1

2
∇2 + vKS(r)

�

ψi(r) = εiψi(r) ´¾º½�µ

ρs(r) =
Nocc
�

i=1

fiψi(r)ψ
∗
i (r) = ρ(r), ´¾º½�µ

Û��Ö� Nocc �× Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� ÓÙÔ��� ÓÖ��Ø�Ð×¸ �Ò� {fi}Nocc

i=1 �Ö� Ø�� ÓÖÖ�×ÔÓÒ�¹

�Ò� ÓÙÔ�Ø�ÓÒ ÒÙÑ��Ö× �ÙÐ�ÐÐ�Ò�
Nocc
�

i=1

fi = Ne, ´¾º¾¼µ

�Ò� εi �Ö� Ø�� ÃË ����ÒÚ�ÐÙ�×º Ì��Ò¸ Ø�� ØÓØ�Ð �Ò�Ö�Ý �Ò �� �ÐÙÐ�Ø�� �ÖÓÑ

Ø�� �Ò�Ö�Ý �ÙÒØ�ÓÒ�Ð

EKS[ρ(r)] =

Nocc
�

i=1

fiεi −
1

2

��

ρ(r)ρ′(r)

|r − r′| dr′dr −
�

vxc(r)ρ(r)dr + Exc[ρ(r)].

´¾º¾½µ

Ì�� ��Ö�Ø �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� �Ò�Ö�Ý �Ý Ø�� ×ÓÐÙØ�ÓÒ Ó� Ø�� Ë�Ö���Ò��Ö �ÕÙ�Ø�ÓÒ

�ÓÖ Ø�� ÒÓÒ¹�ÒØ�Ö�Ø�Ò� ÃË ÓÖ��Ø�Ð× ψi ×�Ð�× Ù���ÐÐÝ Û�Ø� Ø�� ×�Þ� Ó� Ø�� ×Ý×¹

Ø�Ñº ÀÓÛ�Ú�Ö¸ Ø�� ÃË �ÕÙ�Ø�ÓÒ× ÔÖÓÚ��� � Ñ�Ø�Ó� �ÓÖ �Ò��Ò� Ø�� �ÖÓÙÒ� ×Ø�Ø�

�Ò�Ö�Ý Ó� �Ò �ÒØ�Ö�Ø�Ò� ×Ý×Ø�Ñº ÁØ �× �Ò �Ü�Ø Ñ�Ø�Ó�¸ �××ÙÑ�� Ø��Ø Exc[ρ(r)]

�× �ÒÓÛÒ¸ Û��� �× �Ò ��Ò�Ö�Ð ÒÓØ Ø�� �×�º ÀÓÛ�Ú�Ö¸ Ú�ÖÝ Ù×��ÙÐ �ÔÔÖÓÜ�¹

Ñ�Ø�ÓÒ× �Ó �Ü�×Ø �½¾�℄º ÁÒ �Ð�ØÖÓÒ� ×ØÖÙØÙÖ� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ×¸ Ø�� ÐÓ�Ð ��Ò×�ØÝ

�ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�ÓÒ ÓÖ Ø�� ��Ò�Ö�Ð�Þ��¹�Ö����ÒØ �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�ÓÒ �Ö� Ó�Ø�Ò Ù×�� ØÓ ��Ø

�Ò �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø� �Ü��Ò��¹ÓÖÖ�Ð�Ø�ÓÒ �ÙÒØ�ÓÒ�Ðº



½½

¾º¿ Ì���Ø¹��Ò��Ò�

ÁÒ Ø��× ×�Ø�ÓÒ¸ Û� ��×Ö��� Ø�� Ì� �ÓÒ� ÑÓ��Ð¸ Û��� �× Ø�� ��×�× �ÓÖ Ø��

À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò ×�Ø¹ÙÔ �Ò ÓÙÖ �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ×º Ì� �×¸ �Ò ÓÑÔ�Ö�×ÓÒ Û�Ø� �� �Ò�Ø�Ó

Ñ�Ø�Ó�×¸ ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�ÐÐÝ Ð�×× �ÜÔ�Ò×�Ú�¸ �ÙØ ÓÑ�× �ÐÓÒ� Û�Ø� � ��Ö��×�

�Ò ØÖ�Ò×��Ö���Ð�ØÝº ÁÒ ÓÒØÖ�×Ø ØÓ ÔÙÖ� �ÑÔ�Ö��Ð Ñ�Ø�Ó�×¸ Ì� ÔÖ�×�ÖÚ�× Ø��

ÕÙ�ÒØÙÑ Ñ���Ò��Ð ×ØÖÙØÙÖ� Ó� �ÓÒ��Ò�¸ �ÙØ �× ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�ÐÐÝ Ð�×× ����ÒØ

���℄º Ì� �Ò �� ��Ö�Ú�� �ÖÓÑ ��Ì Ø�ÖÓÙ�� Ø�� À�ÖÖ�×¹�ÓÙÐ��× �ÙÒØ�ÓÒ�Ð

�¿�¸ ��℄¸ Û��� Ý��Ð�× �Ò �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�ÓÒ �ÓÖ Ø�� �Ò�Ö�Ý Û�Ø�ÓÙØ ×ÓÐÚ�Ò� Ø��

ÃË �ÕÙ�Ø�ÓÒ×º À�Ö��Ý̧ Ø�� �Ð�ØÖÓÒ� ��Ò×�ØÝ �× ÛÖ�ØØ�Ò �× � ×ÙÔ�ÖÔÓ×�Ø�ÓÒ

Ó� �ØÓÑ� ��Ö�� ��Ò×�Ø��× �Ò� Ø�� �Ò�Ö�Ý �× ÓÒÐÝ �ÐÙÐ�Ø�� �Ò Ø�ÖÑ× Ó� Ø��×

��Ò×�ØÝº

Ì�� Ù�� ×�Ð�Ò� Ó� Ø�� ����ÓÒ�Ð�Þ�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò �× Ø�� �ÓØØÐ�Ò��

�Ò �Ð�ØÖÓÒ� ×ØÖÙØÙÖ� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ×¸ �Ò� �Ø �× Ø��Ö��ÓÖ� ��×�Ö��Ð� ØÓ Ö��Ù� Ø��

ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð ��ÓÖØº Ì� �× � ×�ÑÔÐ���� �ÔÔÖÓ�� ØÓ Ø�� �Ð�ØÖÓÒ� ÔÖÓ�Ð�Ñ

�Ò� � �ÒØÖ�Ð ��Ú�ÒØ��� �× Ø�� ��Ø Ø��Ø Ø�� ����ÓÒ�Ð�Þ�Ø�ÓÒ �Ò �� ���ØÙ�Ø��

Ö�Ð�Ø�Ú�ÐÝ ��×Ý̧ ×Ó Ø��Ø Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� �Ò �� ����Ú��º Ì�� �Ö×Ø �ØØ�ÑÔØ ØÓ

Ö��Ù� Ø�� ÓÑÔÐ�Ü�ØÝ �× ØÓ Ò��Ð�Ø Ø�� ÓÖ� �Ð�ØÖÓÒ× Û��� ÔÐ�Ý ÓÒÐÝ � Ñ�ÒÓÖ

ÖÓÐ� �Ò ��Ñ��Ð �ÓÒ��Ò� �Ò� Ö�ÔÐ�� Ø��Ñ¸ ØÓ��Ø��Ö Û�Ø� Ø�� ÒÙÐ�Ù×¸ Û�Ø� �

Ô×�Ù�ÓÔÓØ�ÒØ��Ð ÓÖ �Ý �Ò ���Ø�Ú� ��Ö�� ��×ØÖ��ÙØ�ÓÒº ����Ø�ÓÒ�ÐÐÝ̧ ÓÒ� �Ò

Ù×� � Ñ�Ò�Ñ�Ð ��×�× ×�Øº Ì��× Ð���× ØÓ � Ö��ÙØ�ÓÒ Ó� Ø�� ×�Þ� Ó� Ø�� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò¸

Û��� ÓÒ×���Ö��ÐÝ ÐÓÛ�Ö× Ø�� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ó×Ø Ó� Ø�� ����ÓÒ�Ð�Þ�Ø�ÓÒ ��¾℄º

ÁÒ Ø�� ×�ÓÒ� ×Ø�Ô¸ Ø�� ÓÒ×ØÖÙØ�ÓÒ Ó� Ø�� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò �Ò �� ×�ÑÔÐ����º

À�Ö��Ý̧ Ø�� �Ü�Ø Ñ�ÒÝ¹�Ó�Ý À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò �× Ö�ÔÐ��� �Ý � À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò Ø��Ø

��Ô�Ò�× ÓÒÐÝ Ô�Ö�Ñ�ØÖ��ÐÐÝ ÓÒ Ø�� ÒÙÐ��Ö ÔÓ×�Ø�ÓÒ×º ÁÒ Ø��× �ÔÔÖÓ��¸ ÓÒ�

���Ð× Û�Ø� �Ò �ØÓÑ�¹Ð��� ��×�× ×�Ø Ø��Ø ��× Ø�� ×�Ñ� ×ÝÑÑ�ØÖÝ ÔÖÓÔ�ÖØ��× �×

Ø�� �ØÓÑ� ÓÖ��Ø�Ð×º

¾º¿º½ Ì�� Ì���Ø¹��Ò��Ò� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò

�× �Ø× Ò�Ñ� �ÐÖ���Ý �Ò���Ø�×¸ Ø�� �Ð�ØÖÓÒ× �Ò Ø�� Ì� ÑÓ��Ð �Ö� ×ÙÔÔÓ×�� ØÓ

�� Ø���ØÐÝ �ÓÙÒ� ØÓ Ø�� �ØÓÑ ØÓ Û��� Ø��Ý ��ÐÓÒ�º Ì�� �ÒØ�Ö�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� �Ð�¹

ØÖÓÒ× Û�Ø� Ò�����ÓÙÖ�Ò� �ØÓÑ× �× Ð�Ñ�Ø��º Ì��× �ÒØ��Ð× Ø��Ø Ø�� Û�Ú��ÙÒØ�ÓÒ

Ó� Ø�� �Ð�ØÖÓÒ Ö�×�Ñ�Ð�× Ø�� �ØÓÑ� ÓÖ��Ø�Ð Ó� Ø�� �ØÓÑº



½¾

Ï� ÒÓÛ Û�ÒØ ØÓ �Ò� Ø�� �Ð�ØÖÓÒ� ��Ò�¹×ØÖÙØÖÙÖ� Ó� Ø�� ×Ý×Ø�Ñ �Ý ×ÓÐÚ�Ò�

Ø�� Ë�Ö���Ò��Ö �ÕÙ�Ø�ÓÒ

ĤΨk(r) = E(k)Ψk(r), ´¾º¾¾µ

Û��Ö� Ĥ �× Ø�� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò¸ Ψk(r) �× Ø�� Û�Ú��ÙÒØ�ÓÒ �Ò� k Ø�� Û�Ú� Ú�ØÓÖ

�½¿�℄º ÌÓ ×ÓÐÚ� Ø��×¸ ÓÒ� �Ò ÛÖ�Ø� Ψk(r) �ÓÖ��Ò� ØÓ �ÐÓ�³× Ø��ÓÖ�Ñ �½¿℄ �×

Ψk(r) =
1√
N

�

R

eik·RΦ(r − R), ´¾º¾¿µ

Û��Ö� N �× Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� ÙÒ�Ø �ÐÐ× �Ò� R �× � Ð�ØØ�� Ú�ØÓÖº Ì��× Û�Ú��ÙÒØ�ÓÒ

��× Ø�� Ô�Ö�Ó���ØÝ Ó� Ø�� Ð�ØØ��¸ �Ò� Ø��Ö��ÓÖ� �Ø �ÙÐ�Ð× �ÓÖ �Ò �Ö��ØÖ�ÖÝ R

Ψk(r) = Ψk(r +R). ´¾º¾�µ

ÁÒ �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´¾º¾¿µ¸ Φ(r) �× Ø�� Û�Ú��ÙÒØ�ÓÒ ÓÒ � ÙÒ�Ø �ÐÐ Ó� Ø�� ×Ý×Ø�Ñ¸ Û���

�Ò �� ÓÒ×ØÖÙØ�� �× � ×ÙÑ Ó� � ×�Ø Ó� ×�Ð�Ø�� ÓÖ��Ø�Ð× Ó� Ø�� �ØÓÑ× �Ò Ø��

ÙÒ�Ø �ÐÐ

Φ(r) =

n
�

i=1

m
�

α=1

cαi φ
α
i (r). ´¾º¾�µ

Ì��Ö��Ý̧ φα
i (r) Ö���Ö× ØÓ Ø�� α¹Ø� ÓÖ��Ø�Ð Ó� �ØÓÑ i �Ò Ø�� ÙÒ�Ø �ÐÐ¸ �Ò� cαi �Ö�

Ø�� ÓÖÖ�×ÔÓÒ��Ò� Ó����ÒØ×º Ì��× �× �ÒÓÛÒ �× Ð�Ò��Ö ÓÑ��Ò�Ø�ÓÒ Ó� �ØÓÑ�

ÓÖ��Ø�Ð× ´Ä��Çµº Á� ÓÒÐÝ ÓÒ� ÓÖ��Ø�Ð Ô�Ö �ØÓÑ �× Ù×��¸ �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´¾º¾�µ Ö��Ù�×

ØÓ

Φ(r) =

n
�

i=1

ciφi(r). ´¾º¾�µ

ÆÓÛ¸ Û� ÓÒ×���Ö Ø�� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò �Ø×�Ð�

Ĥ = −1

2
∇2 +

�

R

Uat(r −R), ´¾º¾�µ

Û��Ö� Uat(·) �× � ÖÓØ�Ø�ÓÒ ×ÝÑÑ�ØÖ� �ØÓÑ� ÔÓØ�ÒØ��Ðº Á� Û� �ÔÔÐÝ Ø��× À�Ñ�Ð¹

ØÓÒ��Ò ØÓ Ø�� �ØÓÑ� ÓÖ��Ø�Ð φα
i ¸ Û� ��Ø

Ĥφα
i = εαi φ

α
i +

�

�

R�=0

Uat(r − R)

�

φα
i , ´¾º¾�µ



½¿

Û��Ö� εαi �× Ø�� ×ÓÐÙØ�ÓÒ Ó� Ø�� �ØÓÑ� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò

Ĥatφ
α
i (r) =

�

−1

2
∇2 + Uat(r)

�

φα
i = εαi φ

α
i . ´¾º¾�µ

�Ý ÑÙÐØ�ÔÐÝ�Ò� �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´¾º¾�µ ÓÒ Ø�� Ð��Ø �Ý �φβ
j |¸ Û� �Ò �ÐÙÐ�Ø� Ø�� Ñ�ØÖ�Ü

�Ð�Ñ�ÒØ× Ó� Ø�� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò �× �½¼¼℄

Ĥβα
ji = �φβ

j | Ĥ | φα
i �, ´¾º¿¼µ

�Ò� Ø�� ÓÚ�ÖÐ�Ô Ñ�ØÖ�Ü S �×

Sβα
ji = �φβ

j | φα
i �. ´¾º¿½µ

Ì�� �Ò�Ö�Ý Ó� Ø�� �Ð�ØÖÓÒ ��×Ö���� �Ý Ψk(r) �Ò �� �ÐÙÐ�Ø�� Ø�ÖÓÙ��

E(k) = �Ψk | Ĥ | Ψk�. ´¾º¿¾µ

Ì�� �Ö���Ø�ÖÓÙ�� �ÓÖ Ø�� Ì� Ñ�Ø�Ó� Û�× ÔÖÓÚ���� �Ý ËÐ�Ø�Ö �Ò� ÃÓ×Ø�Ö �Ò

½��� �½�¿℄º Ì��Ý ÔÖÓÔÓ×�� � ÑÓ����Ø�ÓÒ Ó� Ø�� Ä��Ç Ñ�Ø�Ó�¸ �Ò� ×�ÓÛ��

Ø��Ø Ø�� Ð�Ö�� ÒÙÑ��Ö Ó� �ÒØ��Ö�Ð× Ø��Ø ��Ú� ØÓ �� �Ú�ÐÙ�Ø�� ØÓ �ÐÙÐ�Ø� Ø��

À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò Ñ�ØÖ�Ü �Ð�Ñ�ÒØ×¸ �Ò �� Ö�ÔÐ��� �Ý � Ô�Ö�Ñ�ØÖ�Þ�� �ÓÖÑ ��Ô�Ò�¹

�Ò� ÓÒÐÝ ÓÒ Ø�� �ÒØ�ÖÒÙÐ��Ö ��×Ø�Ò�× �Ò� Ø�� ×ÝÑÑ�ØÖ��× Ó� Ø�� ÓÖ��Ø�Ð×º

�Ý Ù×�Ò� Ä�Û��Ò× Ñ�Ø�Ó� ���℄¸ Û� Ö�ÔÐ�� Ø�� ÓÖ��Ø�Ð× φα
i �Ý Û�Ú��ÙÒØ�ÓÒ× χα

i

Ø��Ø ��Ú� Ø�� ×�Ñ� ×ÝÑÑ�ØÖÝ ÔÖÓÔ�ÖØ��× �ÙØ �Ö� ÑÙØÙ�ÐÐÝ ÓÖØ�Ó�ÓÒ�Ð ���℄

χα
i =

�

i′α′

(S−1/2)αα
′

ii′ φα′

i′ . ´¾º¿¿µ

�× ��×Ö���� �Ò Ø�� ÔÖ�Ú�ÓÙ× ×�Ø�ÓÒ¸ Û� �Ò ��×Ö��� Ø�� ×Ý×Ø�Ñ �Ý � ×�Ø Ó� ÒÓÒ¹

�ÒØ�Ö�Ø�Ò� ×�Ò�Ð�¹Ô�ÖØ�Ð� Û�Ú��ÙÒØ�ÓÒ×¸ Û���¸ �ÓÖ��Ò� ØÓ �ÐÓ�³× Ø��ÓÖ�Ñ¸

�Ò �� ÛÖ�ØØ�Ò �× � �ÐÓ� ×ÙÑ �½¾�℄

(X α
i )k(r) =

1√
N

�

R

eik·Rχα
i (r −R −Ri), ´¾º¿�µ

Û��Ö� Ri �Ö� Ø�� ÔÓ×�Ø�ÓÒ× Ó� Ø�� �ØÓÑ× Û�Ø��Ò Ø�� ÙÒ�Ø �ÐÐº Ì�� ×ÙÑ ÖÙÒ×

ÓÚ�Ö �ÐÐ Ô�Ö�Ó�� �Ñ���× Ó� Ø�� ÓÖ��Ø�Ðº Ì��Ò¸ Ø�� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò �Ð�Ñ�ÒØ× �Ò

�� �Ú�ÐÙ�Ø�� �× � �ÙÒØ�ÓÒ Ó� k �×

Hαβ
ij (k) =

�

R

eik·R
�

(χα
i )

∗(r −R− Ri)Ĥχβ
j (r −Rj)dr. ´¾º¿�µ
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ÁÒ Ø�� Ì� ÑÓ��Ð¸ Ø�� Ñ�ØÖ�Ü �Ð�Ñ�ÒØ× ��ØÛ��Ò ØÛÓ �ØÓÑ� ÓÖ��Ø�Ð× ÓÒ Ò����¹

�ÓÙÖ�Ò� �ØÓÑ× ÔÐ�Ý �Ò �ÑÔÓÖØ�ÒØ ÖÓÐ�º Ì�� ØÛÓ¹�ÒØ�Ö �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�ÓÒ ÔÖ�¹

×�ÒØ�� �Ý ËÐ�Ø�Ö �Ò� ÃÓ×Ø�Ö Ö�ÔÐ��× Ø�� �ÒØ��Ö�Ð× �Ò ´¾º¿�µ �Ý � Ô�Ö�Ñ�Ø�Ö

Ø��Ø ��Ô�Ò�× ÓÒÐÝ ÓÒ Ø�� ��×ÔÐ��Ñ�ÒØ | Ri − Rj | ��ØÛ��Ò Ø�� ØÛÓ �ØÓÑ×º

¾º¿º¾ Ì�� Ì���Ø¹��Ò��Ò� �ÓÒ� ÅÓ��Ð

ÁÒ Ø��× ×Ù�×�Ø�ÓÒ¸ Û� ��×Ö��� Ø�� Ì� ÑÓ��Ð ��Ú�ÐÓÔ�� �Ý ËÙØØÓÒ¸ ��ÒÒ�×¸

È�ØØ��ÓÖ¸ �Ò� Ç�Ø� �½��℄º Ì���Ö ÛÓÖ� �× ��×�� ÓÒ Ø�� ���� Ó� À�ÖÖ�× ���℄ �Ò�

�ÓÙÐ��× �Ò� À�Ý�Ó� �¿�℄¸ Û��Ö� Ø��Ý Ñ��� Ù×� Ó� ��Ì³× Ú�Ö��Ø�ÓÒ�Ð ÔÖ�Ò�ÔÐ�

ØÓ ��Ø �Ò �ÜÔÖ�××�ÓÒ �ÓÖ Ø�� ØÓØ�Ð �Ò�Ö�Ý Ø��Ø �× ÓÖÖ�Ø ÙÔ ØÓ ×�ÓÒ� ÓÖ��Ö

Û�Ø� Ö�×Ô�Ø ØÓ Ø�� �ÖÖÓÖ �Ò Ø�� ��Ö�� ��Ò×�ØÝº

Ä�Ø ρf �� � ØÖ��Ð ��Ö�� ��Ò×�ØÝ Ø��Ø �× � ×Ù���ÒØÐÝ �ÓÓ� �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�ÓÒ ØÓ Ø��

�Ü�Ø ��Ö�� ��Ò×�ØÝ ρscº Ì��Ò¸ Û� ÛÖ�Ø� Ø�� ���Ø�Ú� ×�Ò�Ð�¹Ô�ÖØ�Ð� ÔÓØ�ÒØ��Ð¸

ÓÖ ÃË ÔÓØ�ÒØ��Ð¸ Ó� Ø�� ÃË �ÕÙ�Ø�ÓÒ× �×

ṽKS(r) = v(r) + vfH(r) + vfxc(r), ´¾º¿�µ

Û��Ö� v(r) �× Ø�� ØÓØ�Ð �ÓÒ� ÔÓØ�ÒØ��Ð¸ vfH(r) �× Ø�� À�ÖØÖ�� ÔÓØ�ÒØ��Ð �Ò� vfxc(r)

�× Ø�� �Ü��Ò�� �Ò� ÓÖÖ�Ð�Ø�ÓÒ ÔÓØ�ÒØ��Ð¸ �ÐÐ �ÜÔÖ�××�� �× � �ÙÒØ�ÓÒ�Ð Ó� ρf º

Ï�Ø� ṽKS(r)¸ ÓÒ� ÓÒ×ØÖÙØ× �Ò �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�Ú� ×�Ò�Ð�¹Ô�ÖØ�Ð� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò

H̃ = −1

2
∇2 + ṽKS(r) = T + ṽKS(r). ´¾º¿�µ

Ï� ���Ò� Ø�� ÓÙØÔÙØ ��Ö�� ��Ò×�ØÝ ρout �× Ø�� ��Ò×�ØÝ Ø��Ø �× �ÓÖÑ�� �ÖÓÑ

Ø�� ����Ò×Ø�Ø�× ×ÓÐÚ�Ò� Ø�� Ë�Ö���Ò��Ö �ÕÙ�Ø�ÓÒ �ÓÖ H̃ ÓÒ�º �Ý Ø�� ÛÓÖ� Ó�

À�ÖÖ�× �Ò� �ÓÙÐ��×¸ Û� ��Ø �Ò �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø� �ÜÔÖ�××�ÓÒ �ÓÖ Ø�� ØÓØ�Ð �Ò�Ö�Ý �×

� �ÙÒØ�ÓÒ�Ð Ó� ρf �Ò� ρout

E ≈
�

n

anε̃n −
�

ρf(r)

�

1

2
vfH(r) + vfxc(r)

�

dr + Exc[ρ
f ]

+ Eii +O(ρsc − ρf)2 +O(ρsc − ρout)2.

´¾º¿�µ

À�Ö� ε̃n �Ö� Ø�� ����ÒÚ�ÐÙ�× Ó� H̃ ¸ an Ø�� ÓÖÖ�×ÔÓÒ��Ò� ÓÙÔ�Ø�ÓÒ ÒÙÑ��Ö×¸

�Ò� Eii �× Ø�� �ÒØ�ÖÒÙÐ��Ö �ÒØ�Ö�Ø�ÓÒº �ÖÓÑ Ø�� Ú�Ö��Ø�ÓÒ�Ð ÔÖ�Ò�ÔÐ� �ÓÐÐÓÛ×



½�

Ø��Ø Ø�� �ÖÖÓÖ �Ò Ø�� ØÓØ�Ð �Ò�Ö�Ý �× ×�ÓÒ� ÓÖ��Ö Û�Ø� Ö�×Ô�Ø ØÓ Ø�� �ÖÖÓÖ �Ò

Ø�� ��Ö�� ��Ò×�ØÝ ρscº Ì�� ÓÙØÔÙØ ��Ö�� ��Ò×�ØÝ �Ò �� ÓÒ×ØÖÙØ�� �ÖÓÑ Ø��

����Ò×Ø�Ø�× |n� Ó� Ø�� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò H̃

ρout =
�

n

an|n��n|, ´¾º¿�µ

�Ò� Û� ��Ú� �ÙÖØ��ÖÑÓÖ�

�

n

anε̃n = tr[ρoutH̃ ]. ´¾º�¼µ

Ì��× Ð���× ØÓ � ��×�×¹�Ò��Ô�Ò��ÒØ �ÓÖÑ Ó� �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´¾º¿�µ

E ≈ tr[ρoutH̃]− tr[ρf(vfH/2 + vfxc)] + Exc[ρ
f ] + Eii, ´¾º�½µ

Û��� �× ÓÖÖ�Ø ØÓ Ø�� ×�ÓÒ� ÓÖ��Ö �Ò Ø�� ����Ö�Ò� ��ØÛ��Ò Ø�� �Ü�Ø ��Ö��

��Ò×�ØÝ �Ò� Ø�� ØÖ��Ð ��Ö�� ��Ò×�ØÝº �ÓÖ��Ò� ØÓ À�ÖÖ�× ���℄¸ Û� �ÜÔÖ�×× Ø��

�ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø� ��Ö�� ��Ò×�ØÝ ρf �× � ×ÙÔ�ÖÔÓ×�Ø�ÓÒ Ó� �ØÓÑ� ��Ö�� ��Ò×�Ø��× ρi

ρf =
�

i

ρi. ´¾º�¾µ

�ÙÖØ��ÖÑÓÖ�¸ Û� �Ò ÛÖ�Ø� Ø�� �ÙÐÐ À�ÖØÖ�� ÔÓØ�ÒØ��Ð �× � ×ÙÔ�ÖÔÓ×�Ø�ÓÒ Ó� Ø��

À�ÖØÖ�� ÔÓØ�ÒØ��Ð× (vfH)i Ó� Ø�� ÒÓÒ¹�ÒØ�Ö�Ø�Ò� �ØÓÑ� ��Ö�� ��Ò×�Ø��× �Ø ×�Ø�

i

vfH =
�

i

(vfH)i. ´¾º�¿µ

Ï� Ö��ÐÐ Ø�� ���Ò�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�Ú� ×�Ò�Ð� Ô�ÖØ�Ð� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò ´¾º¿�µ

H̃ = T + vfH + vfxc + v.

Í×�Ò� �ÕÙ�Ø�ÓÒ× ´¾º�¾µ �Ò� ´¾º�¿µ¸ �Ò� ����Ò� �Ò� ×Ù�ØÖ�Ø�Ò� tr[ρfH̃ ] �ÖÓÑ

�ÕÙ�Ø�ÓÒ ´¾º�½µ¸ Ð���× ØÓ Ø�� �ÓÐÐÓÛ�Ò� �ÜÔÖ�××�ÓÒ �ÓÖ Ø�� ØÓØ�Ð �Ò�Ö�Ý

E ≈ tr
�

(ρout − ρf)H̃
�

+ tr

�

�

i

ρi

�

�

j �=i

(vfH)j/2 + vj

��

+ Eii + Exc[ρ
f ]

−
�

i

Exc[ρi] +
�

i

�

tr
�

ρi(T + (vfH)i/2 + vi) + Exc[ρi]
��

,

´¾º��µ



½�

Û��� �× �Ð×Ó ÓÖÖ�Ø ØÓ Ø�� ×�ÓÒ� ÓÖ��Öº À�Ö�¸ vj �× Ø�� Ô×�Ù�ÓÔÓØ�ÒØ��Ð Ó�

Ø�� �ÓÒ� ÓÖ� �Ø ×�Ø� jº

��Ò�ÐÐÝ̧ Û� ��Ø Ø�� ��Ò��Ò� �Ò�Ö�Ý EB �Ý ×Ù�ØÖ�Ø�Ò� �ÖÓÑ ´¾º��µ Ø�� ØÓØ�Ð

�Ò�Ö�Ý Ó� Ø�� �×ÓÐ�Ø�� �ØÓÑ×

EB ≈ tr
�

(ρout − ρf)H̃
�

+ΔEes[ρ
f ] +ΔExc[ρ

f ]. ´¾º��µ

��� Ó� Ø�� Ø�ÖÑ× �Ò Ø�� ×ÙÑ ��× � Ð��Ö Ô�Ý×��Ð Ñ��Ò�Ò�º À�Ö��Ý̧ ΔEes[ρ
f ]

�× Ø�� ��Ò�� �Ò Ø�� �Ð�ØÖÓ×Ø�Ø� �Ò�Ö�Ý �Ò� ΔExc[ρ
f ] �× Ø�� ��Ò�� �Ò Ø��

�Ü��Ò��¹ÓÖÖ�Ð�Ø�ÓÒ �Ò�Ö�Ýº �ÓØ� �Ö� �ÜÔÖ�××�� �× �ÙÒØ�ÓÒ�Ð× Ó� � ×ÙÔ�ÖÔÓ×�¹

Ø�ÓÒ Ó� Ø�� �ØÓÑ� ��Ö�� ��Ò×�Ø��× ρiº Ì�� Ø�ÖÑ tr(ρout−ρf)H̃ �× Ø�� ×ÙÑ Ó� Ø��

ÓÙÔ��� ����Ò×Ø�Ø�× �Ò Ø�� ×Ý×Ø�Ñ Ñ�ÒÙ× Ø�� ×ÙÑ Ó� ÓÙÔ��� ����Ò×Ø�Ø�× �Ò

Ø�� �Ö�� �ØÓÑ× �Ò� ÓÑ�× �ÖÓÑ Ø�� �ÓÖÑ�Ø�ÓÒ Ó� �ÓÒ�× �Ò� Ø�� Ö�×ÙÐØ�Ò� ��Ö��

Ö���×ØÖ��ÙØ�ÓÒº �Ý �ÙÖØ��Ö �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�ÓÒ×¸ ÓÒ� �Ò ÛÖ�Ø� Ø�� ØÓØ�Ð �Ò�Ö�Ý �×

Ø�� ×ÙÑ Ó� Ø�� ����Ò×Ø�Ø�× Ó� � Ì� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò �Ò� � ×ÙÑ Ó� Ô��Ö Ø�ÖÑ×º Ì��×

Ð���× ØÓ Ø�� Ì� �ÓÒ� ÑÓ��Ð �Ò� � Ô�Ý×��ÐÐÝ Ð��Ö �ÓÖÑ �ÓÖ Ø�� Ì� �Ò�Ö�Ý

´¾º��µ¸ Û��� �× ÓÖÖ�Ø ØÓ Ø�� ×�ÓÒ� ÓÖ��Ö ���¸ ½��℄º

¾º¿º¿ � Ë�Ð�¹�ÓÒ×�×Ø�ÒØ Ì���Ø¹��Ò��Ò� ÅÓ��Ð �ÓÖ ÀÝ�ÖÓ¹

�Ö�ÓÒ×

ÁÒ Ø���Ö ÛÓÖ� ���℄¸ ÀÓÖ×��Ð�¸ �Ó�Û�Ò¸ È�ØØ��ÓÖ¸ �Ò� ËÙØØÓÒ ÔÖ�×�ÒØ�� � Ì�

×��Ñ� �ÓÖ �Ý�ÖÓ�Ö�ÓÒ×¸ Û��� ØÙÖÒ�� ÓÙØ ØÓ ��Ö�� Ú�ÖÝ Û�ÐÐ Û�Ø� �ÜÔ�Ö�¹

Ñ�ÒØ× �× Û�ÐÐ �× Ö�Ð�Ø�� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ× �ÓÖ �Ý�ÖÓ�Ö�ÓÒ× �Ò� Ø�� �Ý�ÖÓ��Ò�Ø��

×ÙÖ��� Ó� ���ÑÓÒ�º Ì���Ö ÑÓ��Ð �ÓÐÐÓÛ× Ø�� ÛÓÖ� �Ý ËÙØØÓÒ �Ø �Ðº �½��℄¸ Û�Ø�

Ø�� ����Ö�Ò� Ø��Ø Ø�� Ö�ÔÙÐ×�Ú� �Ò�Ö�Ý �× ÒÓØ ��Ú�Ò �Ý � Ô��Ö ÔÓØ�ÒØ��Ð �ÙØ �Ý

� Ô��Ö �ÙÒØ�ÓÒ�Ð Ó� Ø�� ��Ö�� ��Ò×�ØÝº ÇÒ� Ö�Ð�Ú�ÒØ ���ØÙÖ� Ó� ËÙØØÓÒ³× ÑÓ��Ð

�× Ø��Ø �Ø �Ö�Ò�× �ÐÓÒ� � �ÓÖÑ Ó� ×�Ð�¹ÓÒ×�×Ø�ÒÝº Ï�Ø�ÓÙØ ×�Ð�¹ÓÒ×�×Ø�ÒÝ̧ Ì�

×Ù��Ö× �ÖÓÑ Ð�Ö�� �ÖÖÓÖ× �× Ø�� �× ÒÓ ��Ö�� ÓÒ×�ÖÚ�Ø�ÓÒ �Ò� ÒÓ ÓÒ×���Ö�Ø�ÓÒ×

Ö���Ö��Ò� Ø�� ÔÓØ�ÒØ��Ð Ú�Ö��Ø�ÓÒ× �Ù� ØÓ ��Ö�� ��×ØÖ��ÙØ�ÓÒº Ì�� ��×��×Ø �Ô¹

ÔÖÓ�� ØÓ ×�Ð�¹ÓÒ×�×Ø�ÒÝ �× ÐÓ�Ð ��Ö�� Ò�ÙØÖ�Ð�ØÝ ´Ä�Æµº

Ì�� ÓÒ�ÔØ Ó� Ä�Æ �× Ô�Ö��ØÐÝ ×Ù�Ø��Ð� �ÓÖ �Ý�ÖÓ�Ö�ÓÒ×¸ �× Ø��Ý ÓÑ� �ÐÓÒ�

Û�Ø� ÓÒÐÝ Ð�ØØÐ� ��Ö�� ØÖ�Ò×��Öº Ä�Æ �× ��Ö��Ý ����Ú�� �Ý ×���Ø�Ò� Ø�� ����Ó¹

Ò�Ð �Ð�Ñ�ÒØ× Ó� Ø�� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò ÙÒØ�Ð Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� �Ð�ØÖÓÒ× Ó� �Ú�ÖÝ �ØÓÑ �×

�ÕÙ�Ð ØÓ Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø× Ú�Ð�Ò� �Ð�ØÖÓÒ×º Ì�� Ó�¹����ÓÒ�Ð �Ð�Ñ�ÒØ×¸ �ÓÛ¹

�Ú�Ö¸ �Ö� �ÐÙÐ�Ø�� �× Ø�� ÔÖÓ�ÙØ Ó� Ø�� �Ò�ÙÐ�Ö ��ØÓÖ× �Ò� Ø�� ØÛÓ¹�ÒØ�Ö



½�

�ÒØ��Ö�Ð× �Ý ËÐ�Ø�Ö �Ò� ÃÓ×Ø�Ö �½�¿℄º

��Ø��Ð× �Ò �� �ÓÙÒ� �Ò ×�Ø�ÓÒ �º�¸ Û��Ö� Û� �ÜÔÐ��Ò �ÜÔÐ��ØÐÝ �ÓÛ Ä�Æ �Ò

�� �ÑÔÐ�Ñ�ÒØ��º



½�



���ÔØ�Ö ¿

Ä�Ò��Ö Ë�Ð�Ò� Å�Ø�Ó�×

Ì�� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� �Ð�ØÖÓÒ� ×ØÖÙØÙÖ� Ó� Ñ�Ø�Ö��Ð× �× � Ø�×� Ø��Ø �× ÓÑÔÙØ�¹

Ø�ÓÒ�ÐÐÝ Ú�ÖÝ �ÜÔ�Ò×�Ú�º Ì��× Ö�×ÙÐØ× �ÖÓÑ Ø�� ��Ø Ø��Ø ×ÓÐÚ�Ò� Ø�� Ë�Ö���Ò��Ö

�ÕÙ�Ø�ÓÒ ØÝÔ��ÐÐÝ ×�Ð�× Ù���ÐÐÝ Û�Ø� Ø�� ×�Þ� Ó� Ø�� ×Ý×Ø�Ñ �× Ø�� ����ÓÒ�Ð¹

�Þ�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò ÓÖÖ�×ÔÓÒ�× ØÓ Ø�� ×ÓÐÙØ�ÓÒ Ó� � ����¹��Ñ�Ò×�ÓÒ�Ð

����ÒÚ�ÐÙ� ÔÖÓ�Ð�Ñº Ì�Ù×¸ Ñ�Ø�Ó�× Ø��Ø ×�Ð� Ð�Ò��ÖÐÝ Û�Ø� Ø�� ×�Þ� Ó� Ø�� ×Ý×¹

Ø�Ñ �Ö� ��×�Ö��Ð� �× Ø��Ý ÔÖÓÚ��� Ø�� ÔÓ××���Ð�ØÝ ØÓ ØÖ��Ø ÓÒ×���Ö��ÐÝ Ð�Ö��Ö

×Ý×Ø�Ñ×º ÀÓÛ�Ú�Ö¸ �ÓÖ ��Ú�ÐÓÔ�Ò� � ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð ��Ñ�×ØÖÝ Ñ�Ø�Ó� Ø��Ø

×�Ð�× Ð�Ò��ÖÐÝ Û�Ø� Ø�� ×�Þ� Ó� � ×Ý×Ø�Ñ¸ ÓÒ� �× �Ò Ø�� Ò��� Ó� �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�ÓÒ×º

Ë�Ú�Ö�Ð Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� Ñ�Ø�Ó�× ��Ú� ���Ò ��Ú�ÐÓÔ�� ��¸ ½�¸ ½�¸ ¿�¸ �¼¸ �¼¸

�¿¸ �¼¸ ½¼�¸ ½¾¼�½¾¾¸ ½�¿℄¸ �Ò� Ø��Ý �Ö� �ÐÐ ��×�� ÓÒ Ø�� ÓÒ�ÔØ Ó� ÐÓ�Ð�ØÝ

ÓÖ Ò��Ö×���Ø��Ò�×× Û��� ÓÑÔÖ���Ò�× Ø��Ø � ×Ñ�ÐÐ ��×ØÙÖ��Ò� �Ò ÓÒ� Ô�ÖØ Ó�

Ø�� ×Ý×Ø�Ñ ��× ÓÒÐÝ � ÐÓ�Ð ���Ø ÓÒ Ø�� �Ð�ØÖÓÒ ��Ò×�ØÝº ÁØ �× ��×�� ÓÒ Ø��

Ó�×�ÖÚ�Ø�ÓÒ Ø��Ø Ø�� �ÒØ�Ö�Ø�ÓÒ ��ØÛ��Ò �Ð�ØÖÓÒ× ÓÙÖ× ÓÒÐÝ Û�Ø��Ò � �Ò�Ø�

��×Ø�Ò� �ÖÓÑ Ø�� ÒÙÐ��º �ÓÖ �Ò×ÙÐ�ØÓÖ×¸ Û� ��Ú� �Ò �ÜÔÓÒ�ÒØ��Ð ���Ý Ó� Ø��

��Ò×�ØÝ Ñ�ØÖ�Üº Ì��× �Ò��Ð�× Ø�� �ÒØÖÓ�ÙØ�ÓÒ Ó� � ÐÓ�Ð�Þ�Ø�ÓÒ Ö���ÓÒº Ì��

�ÒØ�Ö�Ø�ÓÒ �× �Ú�ÐÙ�Ø�� ÓÒÐÝ �Ò Ø��× Ö���ÓÒ �Ò� �× �××ÙÑ�� ØÓ �� Þ�ÖÓ ÓÙØ×���º

Ä��� Ø��×¸ Û� ��Ú� ÑÓÖ� Ú�Ò�×��Ò� Ñ�ØÖ�Ü �Ð�Ñ�ÒØ×¸ � Ò��××�ØÝ ØÓ ����Ú� Ð�Ò��Ö

×�Ð�Ò� ��¼℄¸ �Ò� Ø�� Ñ�ØÖ��× ��ÓÑ� ×Ô�Ö×� �Ø Ð�×Øº

ÁÒ ØÖ���Ø�ÓÒ�Ð Ì�¸ Ø�� Ë�Ö���Ò��Ö �ÕÙ�Ø�ÓÒ �× ×ÓÐÚ�� �Ò Ø�� Ö��ÔÖÓ�Ð ×Ô��

�Ý ����ÓÒ�Ð�Þ�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò Ñ�ØÖ�Üº Ì��× �ÒØ��Ð× � Ù�� ×�Ð�Ò�º ÁÒ

ÓÖ��Ö ØÓ ����Ú� Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò�¸ Ø�� ×Ô�Ö×�ØÝ Ó� Ø�� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò �Ò� ÓÚ�ÖÐ�Ô Ñ�¹

½�



¾¼

ØÖ�Ü �× �Ò �ÑÔÓÖØ�ÒØ �×Ô�Øº Ï�Ø� Ø�� ��ÓÚ� ��×Ö���� �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�ÓÒ¸ Û��Ö�

ÓÒÐÝ Ø�� ÐÓ�Ð �ÒÚ�ÖÓÒÑ�ÒØ �Ò�Ù�Ò�× Ø�� �ÓÒ��Ò� �½�℄¸ �ÓØ� Ñ�ØÖ��× �Ö� �×¹

×ÙÑ�� ØÓ ��Ú� ÒÓÒ¹Þ�ÖÓ �Ð�Ñ�ÒØ× ÓÒÐÝ Û�Ø��Ò � �Ò�Ø� Ö�Ò��º

Ä�Ò��Ö ×�Ð�Ò� Ñ�Ø�Ó�×¸ Û��� ��Ú� ���Ò ��Ú�ÐÓÔ�� �Ò Ø�� Ð�×Ø �����×¸ �ÐÙ¹

Ð�Ø� Ø�� ��Ò� �Ò�Ö�Ý �Ò Ö��Ð ×Ô��º � ×Ô�Ö×� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò �Ò �� ÓÒ×ØÖÙØ�� ��

Ø�� ��×�× �ÙÒØ�ÓÒ× �Ö� ÐÓ�Ð�Þ�� ØÓ Ö���ÓÒ× Ø��Ø �Ö� ×��Ò���ÒØÐÝ ×Ñ�ÐÐ�Ö Ø��Ò

Ø�� ×�Þ� Ó� Ø�� ×Ý×Ø�Ñº Ì�� ÑÓ×Ø �ÒØÙ�Ø�Ú� ��×�× �ÙÒØ�ÓÒ× �Ö� ��Ö��Ý ÐÓ�Ð

ÓÖ��Ø�Ð×¸ ÓÒ Û��� �ÐÑÓ×Ø �ÐÐ Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� Ñ�Ø�Ó�× Ö�ÐÝ ÓÒº

�ÒÓØ��Ö �ÑÔÓÖØ�ÒØ Ö�Ø�Ö�ÓÒ �ÓÖ Ø�� ����ÒÝ Ó� � Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� �Ð�ÓÖ�Ø�Ñ

�× �Ø× Ô�Ö�ÐÐ�Ð�Þ���Ð�ØÝº ÁÒØÖ�Ò×��ÐÐÝ Ô�Ö�ÐÐ�Ð �Ð�ÓÖ�Ø�Ñ× Ø��Ø �Ó ÒÓØ Ò��� ÑÙ�

�ÐÐ¹ØÓ¹�ÐÐ ÓÑÑÙÒ��Ø�ÓÒ �Ö� ×Ù�Ø��Ð� �ÓÖ ����Ú�Ò� � ��ÚÓÙÖ��Ð� ×�Ð���Ð�ØÝº

Ì�� �ÙÒ��Ñ�ÒØ�Ð ÕÙ�ÒØ�ØÝ �Ò Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� Ø��Ò�ÕÙ�× �× Ø�� ��Ò×�ØÝ Ñ�ØÖ�Ü

�Ò� Ø�� ÔÖÓÔ�ÖØÝ Ø��Ø �× ØÓ �� �ÜÔÐÓ�Ø�� �× �Ø× ×Ô�Ö×�ØÝº � ×Ù�Ø��Ð� ÐÓ�Ð�Þ�� ��×�×

×�Ø �× Ò����� ØÓ ��Ø � ×Ô�Ö×� Ö�ÔÖ�×�ÒØ�Ø�ÓÒº Ì��Ö� �Ö� ����Ö�ÒØ �ÔÔÖÓ���× ØÓ

�Ò� Ø�� ��Ò×�ØÝ Ñ�ØÖ�Ü¸ �ÑÓÒ� Ø��Ñ �Ö� Ñ�Ò�Ñ�Þ�Ø�ÓÒ Ñ�Ø�Ó�× �Ò� Ö�ÙÖ×�Ú�

ÓÖ ×ØÓ��×Ø� �ÔÔÖÓ���×º

¿º½ Å�Ò�Ñ�Þ�Ø�ÓÒ Å�Ø�Ó�×

ÇÒ� �ÔÔÖÓ�� ØÓÛ�Ö�× Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� �× ��×�� ÓÒ ����ÒØ Ñ�Ò�Ñ�Þ�Ø�ÓÒÑ�Ø�Ó�×º

Ì��Ý �Ò �� ��Ö�Ø ÓÖ �Ø�Ö�Ø�Ú�¸ �ÙØ Ø��Ý �ÐÐ ��Ú� Ø�� ×�Ñ� �Ó�Ð ØÓ Ñ�Ò�Ñ�Þ�

Ø�� ØÓØ�Ð �Ò�Ö�Ý Û�Ø� Ö�×Ô�Ø ØÓ Ø�� ��Ò×�ØÝ Ñ�ØÖ�Ü ×Ó Ø��Ø Ø�� �ÖÓÙÒ� ×Ø�Ø�

�× �ÓÙÒ�º � ×Ñ�ÐÐ ×�Ð�Ø�ÓÒ Ó� Ñ�Ò�Ñ�Þ�Ø�ÓÒ Ñ�Ø�Ó�× �Ö� ÔÖ�×�ÒØ�� �Ò Ø��

�ÓÐÐÓÛ�Ò� ×Ù�×�Ø�ÓÒ×º

¿º½º½ ÇÖ��Ø�Ð Å�Ò�Ñ�Þ�Ø�ÓÒ

Ì�� ÓÒ�ÔØ Ó� ÓÖ��Ø�Ð Ñ�Ò�Ñ�Þ�Ø�ÓÒ ��× ���Ò ��Ú�ÐÓÔ�� �Ý ����Ö�ÒØ Ö�×��Ö�

�ÖÓÙÔ× ��¼¸ ½¼�¸ ½¾¼¸ ½¾½℄º Ì�� ���� �× ØÓ �ÖÙÑÚ�ÒØ Ø�� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�ÐÐÝ

�ÜÔ�Ò×�Ú� ÓÖØ�ÓÒÓÖÑ�Ð�Þ�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� ÓÖ��Ø�Ð×º Ì��× �Ò �� �ÓÒ� �Ý ÒÓØ ��Ö�ØÐÝ

�ÐÙÐ�Ø�Ò� Ø�� �ÒÚ�Ö×� ÓÚ�ÖÐ�Ô Ñ�ØÖ�Ü �ÙØ ØÓ Ö�ÔÐ�� �Ø Û�Ø� �Ø× Æ�ÙÑ�ÒÒ ×�Ö��×

ÙÔ ØÓ � ÔÖ����Ò�� ÓÖ��Ö M º �ÓÖ � ×Ý×Ø�Ñ Û�Ø� N �Ð�ØÖÓÒ× �Ò� N/2 ÓÖ��Ø�Ð×



¾½

{|ψi�}¸ Û� �Ò �ÐÙÐ�Ø� Ø�� �Ò�Ö�Ý �Ý Ñ�Ò�Ñ�Þ�Ò�

E = 2 tr(QH)− η (2 tr(QS)−N) , ´¿º½µ

Û��Ö�

Q =

M
�

n=0

(I − S)n ≈ S−1. ´¿º¾µ

�Ò� η �× � ÓÒ×Ø�ÒØ �½�¸ ½¾½℄º Ì�� ÓÖ��Ø�Ð× �Ö� �ÜÔÖ�××�� �Ò � ��×�× {|φµ�}

|ψi� =
�

µ

Ciµ|φµ�, ´¿º¿µ

�Ò� Ñ�Ò�Ñ�Þ�� Û�Ø� Ö�×Ô�Ø ØÓ Ø�� Ó����ÒØ× Ciµº Á� Ø�� ÓÖ��Ø�Ð× �Ö� ÐÓ�Ð�Þ��¸

Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� �Ò �� ����Ú��º �Ò �××Ù� Ó� Ø��× Ñ�Ø�Ó� �× Ø��Ø �Ø ×Ù��Ö× �ÖÓÑ

ÐÓ�Ð Ñ�Ò�Ñ� �� � ØÓÓ ×Ñ�ÐÐ ×�Ø Ó� ÓÖ��Ø�Ð× �× Ù×��º �ÙÖØ��ÖÑÓÖ�¸ Ø�� Ñ�Ø�Ó�

×Ù��Ö× �ÖÓÑ �ÙØÙ�Ø�ÓÒ× �Ò Ø�� ØÓØ�Ð �Ò�Ö�Ý Û��Ò �Ø �× Ù×�� �Ò Ø�� ÓÒØ�ÜØ Ó�

×�Ð�¹ÓÒ×�×Ø�ÒØ �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ× �½¼�℄º Ì��Ö� �Ö� ØÛÓ �ØØ�ÑÔØ× ØÓ Ô�Ö�ÐÐ�Ð�Þ� Ø��

ÓÖ��Ø�Ð Ñ�Ò�Ñ�Þ�Ø�ÓÒ Ñ�Ø�Ó� �½�¸ ��℄¸ �ÙØ �ÓØ� Ö�ÕÙ�Ö� � ÓÒ×���Ö��Ð� �ÑÓÙÒØ

Ó� ÓÑÑÙÒ��Ø�ÓÒ ��ØÛ��Ò Ø�� ÔÖÓ�××ÓÖ× ��½℄º

¿º½º¾ È�Ò�ÐØÝ Å�Ø�Ó�

�ÒÓØ��Ö Ñ�Ø�Ó� ØÓ �Ò� Ø�� �ÖÓÙÒ�¹×Ø�Ø� ��Ò×�ØÝ �× ��×�� ÓÒ Ø�� ���� Ó� Ù×�Ò�

Ô�Ò�ÐØÝ �ÙÒØ�ÓÒ�Ð× �Ò ØÓØ�Ð �Ò�Ö�Ý �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ×º ÁØ ��× ���Ò ��Ú�ÐÓÔ�� �Ý Ï�Ð¹

Ø�Ö ÃÓ�Ò ��¿℄º À� ��×Ö���� Ø�� Ñ�Ø�Ó� �Ò Ø�� ÓÒØ�ÜØ Ó� Ø�� Ò��Ö×���Ø��Ò�××

ÔÖ�Ò�ÔÐ�¸ Û��� �ÔÔÐ��× ØÓ Ø�� ÓÒ�¹Ô�ÖØ�Ð� ��Ò×�ØÝ Ñ�ØÖ�Ü

ρ(r, r′) =
N
�

j=1

ψ∗
j (r)ψj(r

′), ´¿º�µ

Û��Ö� {ψj} �Ö� Ø�� ÃË ÓÖ��Ø�Ð×º Ì�� ���� �× ØÓ Ù×� Ô�Ò�ÐØÝ �ÙÒØ�ÓÒ�Ð× �Ò ØÓØ�Ð

�Ò�Ö�Ý �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ×º ÇÒ� ���× � �ÙÒØ�ÓÒ�Ð P [·] Ó� À�ÖÑ�Ø��Ò ØÖ��Ð �ÙÒØ�ÓÒ×

ρ̃(r, r′) ØÓ Ø�� �Ò�Ö�Ý �ÙÒØ�ÓÒ�Ðº Ì�� �ÙÒØ�ÓÒ�Ð

P [ρ̃(r, r′)] =

�

�

ρ̃2(r, r′)(1− ρ̃(r, r′))2dr > 0 ´¿º�µ

�× ÓÑÔÓ×�� �Ò ×Ù� � Û�Ý Ø��Ø¸ Û��Ò �Ò×�ÖØ�Ò� Ø�� ��Ò×�ØÝ Ñ�ØÖ�Ü P¸ Ø��Ø

�ÙÐ�Ð× Ø�� ���ÑÔÓØ�ÒÝ ÓÒ��Ø�ÓÒ P2(r, r′) = P(r, r′)¸ �Ø �× �ÕÙ�Ð ØÓ Þ�ÖÓº Ì�Ù×¸

P [·] �× � Ñ��×ÙÖ� �ÓÖ Ø�� ���ÑÔÓØ�ÒÝ Ó� Pº Ï� ���Ò� Ø�� �ÙÒØ�ÓÒ�Ð Q[ρ̃(r, r′)]



¾¾

�ÓÖ Ø�� �ÖÓÙÒ� ×Ø�Ø� ×��Ö� �Ý Ø�� ��ÐÔ Ó� Ø�� �Ö�Ò�¹�ÒÓÒ��Ð ÔÓØ�ÒØ��Ð ´��Èµ

Ω = E[ρ̄(r)]− µN [ρ̄(r)]

Q[ρ̃(r, r′)] = E[ρ̄(r)]− µN [ρ̄(r)] + αP [ρ̃(r, r′)]. ´¿º�µ

Ì��Ö��Ý̧ E[ρ̄(r)] �× Ø�� ÃË �Ò�Ö�Ý �ÙÒØ�ÓÒ�Ð¸ µ Ø�� ��Ñ��Ð ÔÓØ�ÒØ��Ð¸

N [ρ̄(r)] =
�

ρ̄(r)dr =
�

ρ̃(r, r′))dr ÓÖÖ�×ÔÓÒ�× ØÓ Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� �Ð�ØÖÓÒ×

�Ò� α > 0 �× � Ô�Ö�Ñ�Ø�Öº Ì�� Ñ�ØÖ�Ü ρ̄(r) = ρ̃2(r, r′) �× ÒÓÒ¹Ò���Ø�Ú� Û�Ø�

����ÒÚ�ÐÙ�× �Ö��Ø�Ö Ø��Ò Þ�ÖÓº �× Ø�� Ô�Ò�ÐØÝ �ÙÒØ�ÓÒ�Ð P [·] �× � ×ÙÑÑ�Ò�

�Ò �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´¿º�µ¸ � ØÖ��Ð ��Ò×�ØÝ̧ Ø��Ø �× ÒÓØ Ø�� ´���ÑÔÓØ�ÒØµ �ÖÓÙÒ� ×Ø�Ø�

��Ò×�ØÝ Ð���× ØÓ � Ð�Ö��Ö Ú�ÐÙ� Ó� Q[·]º Ì�� �ÖÓÙÒ� ×Ø�Ø� �Ò ÓÒ×�ÕÙ�ÒØÐÝ ��

�ÓÙÒ� �Ý Ú�ÖÝ�Ò� Ø�� ��Ò×�ØÝ �Ò� ×����Ò� Ø�� ÐÓÛ�×Ø Ú�ÐÙ� Ó� Q[·]º À�Ö��Ý̧ �Ø

�× �ÑÔÓÖØ�ÒØ ØÓ ÒÓØ�� Ø��Ø Q[·] �Ò¸ �Ò ÓÒØÖ�×Ø ØÓ Ø�� ��È¸ �� Ñ�Ò�Ñ�Þ��

Û�Ø�ÓÙØ ÓÒ×ØÖ��ÒØ×º

Ì�� ��Ø�ÖÑ�Ò�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� ��×Ø Ú�ÐÙ� Ó� Ø�� Ô�Ö�Ñ�Ø�Ö α �× ��ÐÐ�Ò��Ò�¸ �ÙØ �� �Ø

�× �ÓÙÒ�¸ Û� �Ò ÓÒÐÝ ��Ø �× � Ö�×ÙÐØ Ø�� ÓÖÖ�Ø �ÖÓÙÒ� ×Ø�Ø� ��Ò×�ØÝ̧ �Ò� ���Ñ¹

ÔÓØ�ÒÝ �× ����Ú�� �ÙØÓÑ�Ø��ÐÐÝ Û�Ø�ÓÙØ �ÑÔÓ×�Ò� Ø�� ÓÒ×ØÖ��ÒØ �Ò ��Ú�Ò�º

Ì�� ÓÔØ�Ñ�Ð α �× �Ó×�Ò ×Ù� Ø��Ø �Ø �× Ð�Ö��Ö Ø��Ò � Ö�Ø��Ð Ú�ÐÙ� αc Û���

�Ò ÙÒ�ÓÖØÙÒ�Ø�ÐÝ ÒÓØ �� ÔÖ���Ø�� �Ü�ØÐÝº Á� α < αc¸ ÓÒ� Ñ���Ø ��ÐÐ �ÒØÓ �

ÐÓ�Ð Ñ�Ò�ÑÙÑ¸ �ÙØ �� α �× �Ó×�Ò ØÓÓ Ð�Ö��¸ Ø��× Ð���× ØÓ ×ÐÓÛ ÓÒÚ�Ö��Ò�º

ÇÒ� �××Ù� Ó� Ø�� Ô�Ò�ÐØÝ �ÙÒØ�ÓÒ�Ð Ñ�Ø�Ó� �× Ø�� �Ö�Ò� ÔÓ�ÒØ Ó� Ø�� ×ÕÙ�Ö�

ÖÓÓØ¸ Û��� �× �ØØ��Ò�� �Ø �Ø× Ñ�Ò�ÑÙÑº Ì�� �ÙÒØ�ÓÒ�Ð �× ÒÓØ �Ò�ÐÝØ�¸ �Ò�

Ø��Ö��ÓÖ� Ø�� Ú�Ö��Ø�ÓÒ�Ð ÔÖ�Ò�ÔÐ� �Ò ÒÓØ �� �ÜÔÐÓ�Ø��º Ì�Ù×¸ Ø��× Ñ�Ø�Ó�

�Ò ÒÓØ �� Ù×�� �Ò ÔÖ�Ø�� ���℄º

ÁÒ×Ø���¸ ÓÒ� �Ò Ù×� Ø�� �ÙÒØ�ÓÒ�Ð P 2[·]¸ ×�� ��¼℄º À�Ö�¸ Ø�� ���ÑÔÓØ�ÒÝ ÓÒ¹

��Ø�ÓÒ �× ÒÓØ �Ü�ØÐÝ �ÑÔÓ×��¸ ×Ó Ø��Ø Ø�� �Ò�Ö�Ý ��× ØÓ �� ÓÖÖ�Ø��º Ì��× �×

×�ÑÔÐ� �ÓÖ ÓÙÔ��� ��Ò�× �ÙØ ��ÐÐ�Ò��Ò� �ÓÖ ÙÒÓÙÔ��� ÓÒ�× �½�℄º

¿º½º¿ ��Ò×�ØÝ Å�Ò�Ñ�Þ�Ø�ÓÒ Å�Ø�Ó�

ÁÒ Ø���Ö ÛÓÖ� ��¼℄¸ Ä�¸ ÆÙÒ�×¸ �Ò� Î�Ò��Ö��ÐØ �ÒØÖÓ�Ù�� Ø�� ���� Ó� ��Ò×�ØÝ

Ñ�ØÖ�Ü Ñ�Ò�Ñ�Þ�Ø�ÓÒ ´�ÅÅµº Ì��× �× � Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� Ñ�Ø�Ó� Ø��Ø �× ��×��

ÓÒ � Ú�Ö��Ø�ÓÒ�Ð ×ÓÐÙØ�ÓÒ �ÓÖ Ø�� ��Ò×�ØÝ Ñ�ØÖ�Üº Ì�� Ó�¹����ÓÒ�Ð �Ð�Ñ�ÒØ× Ó�

Ø�� ��Ò×�ØÝ Ñ�ØÖ�Ü �Ö� ØÖÙÒ�Ø�� Û�Ø� Ö�×Ô�Ø ØÓ � ÙØ¹Ó� Ô�Ö�Ñ�Ø�Ö Rcº �ÓÖ

Rc → ∞¸ �Ò Ø�� ��ÓÔØ�� Ð�Ú�Ð Ó� Ø��ÓÖÝ̧ Ø�� Ñ�Ø�Ó� Ö�Ñ��Ò× �Ü�Ø¸ �ÙØ �Ò

ÒÓ ÑÓÖ� ��Ú� � Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò�º



¾¿

Ì�� ���� Ó� �ÅÅ �× ØÓ Ñ�Ò�Ñ�Þ� Ø�� �Ò�Ö�Ý E �Ý Ø�� ��ÐÔ Ó� Ø�� ��Ò×�ØÝ Ñ�ØÖ�Ü

P �Ò� Ø�� ��È �ÓÖ Ø�� �Ð�ØÖÓÒ×º Ï� ��Ú�

Ne = tr[P] =
�

i

Pii, ´¿º�µ

Û��Ö� Ne �× Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� �Ð�ØÖÓÒ× Ó� Ø�� ×Ý×Ø�Ñ �Ò�

E = tr[PH ] =
�

i,j

PijHji ´¿º�µ

�ÓÖ � À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò Ñ�ØÖ�Ü H º Ì�� ��Ò×�ØÝ Ñ�ØÖ�Ü P ��× ØÓ �ÙÐ�Ð Ø�� ���ÑÔÓ¹

Ø�ÒÝ ÓÒ��Ø�ÓÒ P = P2º Ì��× �Ò×ÙÖ�× Ø��Ø �Ø �× Ø�� Ñ�ØÖ�Ü Ö�ÔÖ�×�ÒØ�Ø�ÓÒ

Ó� Ø�� ÓÔ�Ö�ØÓÖ Û��� ÔÖÓ��Ø× ÓÒØÓ Ø�� ×Ù�×Ô�� Ó� ÓÙÔ��� ×Ø�Ø�×º �ÒÓØ��Ö

ÓÒ��Ø�ÓÒ Ø��Ø ��× ØÓ �� ×�Ø�×��� �× ØÓ ��Ú� ��Ø��Ö ÓÒ×Ø�ÒØ �Ð�ØÖÓÒ ÒÙÑ��Ö

Ne ÓÖ ÓÒ×Ø�ÒØ ��Ñ��Ð ÔÓØ�ÒØ��Ð µº Ä� �Ø �Ðº ×Ø�Ø� Ø��Ø �Ø �× ÑÓÖ� ÓÒÚ�Ò��ÒØ

ØÓ ���Ô Ø�� ��Ñ��Ð ÔÓØ�ÒØ��Ð µ �Ü�� �Ò� Ñ�Ò�Ñ�Þ� Ø�� ��È

Ω = E − µNe = tr[P(H − µI)]. ´¿º�µ

� ÓÑÔÐ��Ø�ÓÒ �× Ø��Ø ÓÒ� ��× ØÓ Ñ��� ×ÙÖ� Ø��Ø Ø�� ����ÒÚ�ÐÙ�× Ó� P Ð�� �Ò

Ø�� �ÒØ�ÖÚ�Ð [0, 1]º ÌÓ ÓÚ�ÖÓÑ� Ø��× ÔÖÓ�Ð�Ñ �Ò� ØÓ ×�Ø�×�Ý Ø�� ���ÑÔÓØ�ÒÝ

ÓÒ��Ø�ÓÒ¸ �× Û�ÐÐ¸ Ø��Ý Ö�ÔÐ�� P �Ý � ØÖ��Ð ��Ò×�ØÝ Ñ�ØÖ�Ü

P̃ = 3P2 − 2P3, ´¿º½¼µ

Û��� �× �ÒÓÛÒ �× Ø�� ÅÏ��ÒÝ ÔÙÖ���Ø�ÓÒ ØÖ�Ò×�ÓÖÑ�Ø�ÓÒ �½¼�℄º

Ì�� ��Ò×�ØÝ Ñ�ØÖ�Ü �× Ø��Ö��ÓÖ� Ó�Ø��Ò�� �Ý Ñ�Ò�Ñ�Þ�Ò�

Ω = tr[P̃(H − µI)] ´¿º½½µ

Û�Ø� Ö�×Ô�Ø ØÓ Pº Ì��× �Ò×ÙÖ�× Ø��Ø¸ �� Ø�� ����ÒÚ�ÐÙ�× Ó� P �Ö� ��Ø��Ö ÐÓ×�

ØÓ ¼ ÓÖ ½¸ Ø�� ����ÒÚ�ÐÙ�× Ó� P̃ �Ö� �Ú�Ò ÐÓ×�Ö ØÓ Ø�Ó×� Ú�ÐÙ�×º

�× �ÅÅ �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�× Ø�ÖÓÙ�� Ø�� ��ÓÚ�¹��×Ö���� ÙØ¹Ó� Ö���Ù× Rc¸ Ø��

×Ô�Ö×���� ��Ò×�ØÝ Ñ�ØÖ�Ü �× ÒÓ ÐÓÒ��Ö ���ÑÔÓØ�ÒØº Ì�� ÅÏ��ÒÝ ØÖ�Ò×�ÓÖÑ�¹

Ø�ÓÒ¸ �ÓÛ�Ú�Ö¸ Ö��Ù�× Ø��× �ÖÖÓÖº Ê���Ö��Ò� Ø�� ÕÙ�×Ø�ÓÒ Ó� Ô�Ö�ÐÐ�Ð�Þ���Ð�ØÝ̧

ÓÒ� ÒÓØ�× Ø��Ø �ÅÅ �× ÒÓØ �ÒØÖ�Ò×��ÐÐÝ Ô�Ö�ÐÐ�Ðº Ì�Ù×¸ �Ø ÛÓÙÐ� ��ÓÑ� Ð�××

����ÒØ �× Ø��Ö� �× � ÓÒ×���Ö��Ð� �ÑÓÙÒØ Ó� �ÐÐ¹ØÓ¹�ÐÐ ÓÑÑÙÒ��Ø�ÓÒ Ø��Ø ��×

ØÓ �� Ö��Ð�Þ�� �½�℄º
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¿º¾ ��ÖÑ� ÇÔ�Ö�ØÓÖ �ÜÔ�Ò×�ÓÒ

� ÓÑÔÐ�Ø�ÐÝ ����Ö�ÒØ �ÔÔÖÓ�� ØÓ Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� �× Ø�� ���� Ó� ��ÖÑ� ÓÔ�Ö�ØÓÖ

�ÜÔ�Ò×�ÓÒ ´�Ç�µ¸ Û��� ��× ���Ò ��Ú�ÐÓÔ�� �Ý �Ó�����Ö¸ �ÓÐÓÑ�Ó¸ �Ò�

Ì�Ø�Ö ��¼¸ �¾¸ �¿℄º ÁØ �× ��×�� ÓÒ Ø�� �ÜÔÖ�××�ÓÒ Ó� Ø�� ��Ò×�ØÝ Ñ�ØÖ�Ü P �× �

Ñ�ØÖ�Ü �ÙÒØ�ÓÒ�Ð f(·) Ó� Ø�� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò Ñ�ØÖ�Ü H

P = f(H), ´¿º½¾µ

Û��Ö�

f(ε) =
1

1 + exp
�

ε−µ
kBT

� . ´¿º½¿µ

Ì��Ö��Ý̧ ε �× �Ò ����ÒÚ�ÐÙ� Ó� H ¸ µ Ø�� ��Ñ��Ð ÔÓØ�ÒØ��Ð¸ kB �ÓÐØÞÑ�ÒÒ³×

ÓÒ×Ø�ÒØ¸ �Ò� T Ø�� �Ð�ØÖÓÒ� Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ�º Ì�� �ÙÒØ�ÓÒ�Ð f(·) �× �ÐÐ�� Ø��

��ÖÑ� ��×ØÖ��ÙØ�ÓÒº Ì�� ���� Ó� �Ç� ÓÒ×�×Ø× Ó� � ×�Ö��× �ÜÔ�Ò×�ÓÒ Ó� Ø��

��ÖÑ� ÓÔ�Ö�ØÓÖ¸ Ø��Ø �× ØÓ ×�Ý Ø�� ��ÖÑ� ��×ØÖ��ÙØ�ÓÒ Ó� Ø�� ×Ý×Ø�Ñ³× À�Ñ�ÐØÓ¹

Ò��Ò¸ f(H)º Ì�� ��×��×Ø Û�Ý �× ØÓ �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø� Û�Ø� � ÔÓÐÝÒÓÑ��Ð p(H) Û�Ø�

Ó����ÒØ× ai

P ≈ p(H) =
n

�

i=0

aiH
i, ´¿º½�µ

�ÙØ Ø��× �ÒØ��Ð× ÒÙÑ�Ö��Ð �Ò×Ø���Ð�ØÝ �ÓÖ � ���� ÔÓÐÝÒÓÑ��Ð ���Ö�� n ��¼℄º Ì��×

�Ò �� �ÖÙÑÚ�ÒØ�� �Ý Ù×�Ò� ����Ý×��Ú ÔÓÐÝÒÓÑ��Ð× Ti(X) �ÓÖ Ñ�ØÖ��×¸

Û��� �Ö� ���Ò�� �× �ÓÐÐÓÛ×

T0(X) = I

T1(X) = X

Ti+1(X) = 2XTi(X)− Ti−1(X) �ÓÖ i = 2, 3, . . .

´¿º½�µ

Ì��Ö��Ý̧ X �× � Ñ�ØÖ�Ü Û�Ó×� ×Ô�ØÖÙÑ Ð��× �Ò Ø�� �ÒØ�ÖÚ�Ð [−1, 1]º Ì�� ����Ý¹

×��Ú ÔÓÐÝÒÓÑ��Ð× �Ö� ÓÖØ�Ó�ÓÒ�Ð ×Ó Ø��Ø �Ø �ÓÐ�×

�Ti, Tj� =



















0, i �= j

π, i = j = 0

π/2, i = j �= 0.

´¿º½�µ

Ì�� ×�Ø {Ti}ni=0 �ÓÖÑ× � ��×�× Ó� Ø�� Ð�Ò��Ö Ú�ØÓÖ ×Ô�� Ó� �ÐÐ ÔÓÐÝÒÓÑ��Ð× Û�Ø�

���Ö�� ≤ nº ËÓ¸ Û� �Ò ÛÖ�Ø� ÓÙÖ ÔÓÐÝÒÓÑ��Ð p(·) �ÖÓÑ ´¿º½�µ �× � Ð�Ò��Ö



¾�

ÓÑ��Ò�Ø�ÓÒ Ó� Ø��× ��×�× Û�Ø� �ÒÓÛÒ Ó����ÒØ× ci �¿�℄

p(H) =
c0
2
I +

n
�

i=1

ciTi(H). ´¿º½�µ

�Ó�����Ö ��¼℄ ×�ÓÛ× Ø��Ø ×Ù� �Ò �ÜÔ�Ò×�ÓÒ Ó� � Ñ�ØÖ�Ü �Ò ����Ý×��Ú ÔÓÐÝ¹

ÒÓÑ��Ð× ×�Ð�× ÕÙ��Ö�Ø��ÐÐÝ Û�Ø� Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� ��×�× �ÙÒØ�ÓÒ× �Ò� Ø��Ö��ÓÖ�

Û�Ø� Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� �ØÓÑ× �Ò Ø�� ×Ý×Ø�Ñº À� �ÙÖØ��Ö �ÜÔÐ��Ò× �ÓÛ � ÐÓ�Ð�Þ�Ø�ÓÒ

Ö���ÓÒ �ÓÖ ��� ÓÐÙÑÒ Ó� Ø�� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò �Ò �� �ÒØÖÓ�Ù��º ËÓ¸ � ØÖÙÒ�Ø��

À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò �× Ù×�� �Ò� Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� �× ����Ú��º

�ÓÖ ÓÙÖ Ø���Ø¹��Ò��Ò� ×��Ñ� ���℄¸ Û��Ö� ÐÓ�Ð ��Ö�� Ò�ÙØÖ�Ð�ØÝ �× �Ò�ÓÖ��¸

Ø�� ���Ö�� n Ó� Ø�� ÔÓÐÝÒÓÑ��Ð Ó� Ø�� ����Ý×��Ú �ÜÔ�Ò×�ÓÒ ÑÙ×Ø �� �����Ö ØÓ

Ö��� Ø�� ×�Ñ� ���� �ÙÖ�Ý �× �Ò Ø�� ÒÓÒ¹×�Ð�¹ÓÒ×�×Ø�ÒØ Ø���Ø¹��Ò��Ò� �×�º

ÁØ �ÓÐ�×

n ∝ (εmax − εmin)

Δε
, ´¿º½�µ

Û��Ö� εmax �Ò� εmin �× Ø�� Ð�Ö��×Ø �Ò� ×Ñ�ÐÐ�×Ø ����ÒÚ�ÐÙ�¸ Ö�×Ô�Ø�Ú�ÐÝ̧ �Ò�

Δε �× Ø�� ×Ô�ØÖÙÑ Û��Ø� Ó� Ø�� À�Ñ�ÐØÓÒ��Òº

ÁØ Ö�Ñ��Ò× ØÓ �� �Ò×Û�Ö�� Û�Ý ÓÒ� ×�ÓÙÐ� Ù×� Ø�� �Ç� Ñ�Ø�Ó� �ÓÖ Ø�� �Ð¹

ÙÐ�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� ��Ò×�ØÝ Ñ�ØÖ�Üº ÌÓ �Ò×Û�Ö Ø��× ÕÙ�×Ø�ÓÒ¸ Û� ÐÓÓ� ����Ò �Ø Ø��

ÛÓÖ� Ó� �Ó�����Ö ��¼℄º ÇÒ� Ð��Ö ��Ú�ÒØ��� �× Ø��Ø Ø�� ��Ò�Ö�Ø�ÓÒ Ó� ��Ò×�ØÝ

Ñ�ØÖ�Ü Ö�ÕÙ�Ö�× ÓÒÐÝ Ñ�ØÖ�Ü¹Ú�ØÓÖ ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ× �Ò� �× Ø��Ö��ÓÖ� ÓÑÔÙØ�¹

Ø�ÓÒ�ÐÐÝ Ú�ÖÝ ����ÒØº ����Ø�ÓÒ�ÐÐÝ̧ ÓÒÐÝ �Ç� ×�Ð�× Ð�Ò��ÖÐÝ Û�Ø� Ö�×Ô�Ø ØÓ

Ø�� ×�Þ� Ó� Ø�� ÐÓ�Ð�Þ�Ø�ÓÒ Ö���ÓÒº ÁÒ Ø�� �ÑÔÓÖØ�ÒØ ¿¹��Ñ�Ò×�ÓÒ�Ð �×�¸ �Ø ��×

�ÓØ�¸ Ø�� ��×Ø �×ÝÑÔØÓØ� ×�Ð�Ò� ����Ú�ÓÙÖ �Ò� Ø�� ×Ñ�ÐÐ�×Ø ÔÖ���ØÓÖ Û�Ø�

Ö�×Ô�Ø ØÓ Ø�� �ÙÖ�Ýº Ì��Ö� �× ÒÓ �Ò�Ø��Ð �Ù�×× �ÓÖ Ø�� ��Ò×�ØÝ Ñ�ØÖ�Ü Ò�����

�Ò� �Ø �× �ÒØÖ�Ò×��ÐÐÝ Ô�Ö�ÐÐ�Ð ×Ó Ø��Ø � �ÓÓ� ×Ô���¹ÙÔ �Ò �� ����Ú��º



¾�



���ÔØ�Ö �

Ë�Ð�¹�ÓÒ×�×Ø�ÒØ ���Ð� Ì��ÓÖÝ

��×�� ÅÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�× Û�Ø�

Ä�Ò��Ö ËÝ×Ø�Ñ¹Ë�Þ� Ë�Ð�Ò�

ÁÒ Ø��× ��ÔØ�Ö¸ Û� ÔÖ�×�ÒØ � ��Ð�¹Ø��ÓÖ�Ø� Ñ�Ø�Ó� ×Ù�Ø��Ð� �ÓÖ Ð�Ò��Ö ×�Ð¹

�Ò� ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�× ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ× Ù×�Ò� �ÓÖ�× �ÖÓÑ ×�Ð�¹ÓÒ×�×Ø�ÒØ �Ð�ØÖÓÒ�

×ØÖÙØÙÖ� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ×º ÁØ �× ��×�� ÓÒ �Ò �Ü�Ø ��ÓÑÔÓ×�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� �Ö�Ò�¹

�ÒÓÒ��Ð ÔÓØ�ÒØ��Ð �ÓÖ �Ò��Ô�Ò��ÒØ ��ÖÑ�ÓÒ× �Ò� �Ó�× Ò��Ø��Ö Ö�ÐÝ ÓÒ Ø�� ���Ð¹

�ØÝ ØÓ ÐÓ�Ð�Þ� Ø�� ÓÖ��Ø�Ð× ÒÓÖ Ø��Ø Ø�� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò ÓÔ�Ö�ØÓÖ �× Û�ÐÐ¹ÓÒ��Ø�Ó¹

Ò��º À�Ò�¸ Ø��× ×��Ñ� �Ò��Ð�× ����ÐÝ �ÙÖ�Ø� �ÐÐ¹�Ð�ØÖÓÒ Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò�

�ÐÙÐ�Ø�ÓÒ× �Ú�Ò �ÓÖ Ñ�Ø�ÐÐ� ×Ý×Ø�Ñ×º Ì�� �Ò��Ö�ÒØ �Ò�Ö�Ý �Ö��Ø Ó� �ÓÖÒ¹

ÇÔÔ�Ò���Ñ�Ö ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�× ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ×¸ �Ö�×�Ò� �ÖÓÑ �Ò �ÒÓÑÔÐ�Ø� ÓÒ¹

Ú�Ö��Ò� Ó� Ø�� ×�Ð�¹ÓÒ×�×Ø�ÒØ ��Ð� ÝÐ�¸ �× ×ÓÐÚ�� �Ý Ñ��Ò× Ó� � ÔÖÓÔ�ÖÐÝ ÑÓ�¹

���� Ä�Ò��Ú�Ò �ÕÙ�Ø�ÓÒº Ì�� ÔÖ���Ø�Ú� ÔÓÛ�Ö Ó� Ø��× �ÔÔÖÓ�� �× �ÐÐÙ×ØÖ�Ø��

Ù×�Ò� Ø�� �Ü�ÑÔÐ� Ó� Ð�ÕÙ�� Ñ�Ø��Ò� ÙÒ��Ö �ÜØÖ�Ñ� ÓÒ��Ø�ÓÒ×º

Ì��× ÛÓÖ� ��× ���Ò ÔÖ�×�ÒØ�� ÙÔ ØÓ Ñ�ÒÓÖ ��Ò��× �Ò � ÔÙ�Ð��Ø�ÓÒ �Ý

�ÓÖÓØ��� Ê��Ø�Ö× �Ò� Ì�ÓÑ�× �º Ã��Ò� �½¿�℄º Ì�� ×�Ø�ÓÒ× �º½¹�º� �Ö� Ø��

×�Ø�ÓÒ× Á¹ÁÎ¸ ÎÁ Ó� �½¿�℄¸ ×�Ø�ÓÒ Î Ó� Ø��× ÔÙ�Ð��Ø�ÓÒ �× �ÒØ��Ö�Ø�� �ÒØÓ ×�Ø�ÓÒ

�º¿¸ Û��Ö� Û� ÔÖ�×�ÒØ Ø�� Ö�×ÙÐØ× Ó� Ø�� �ÔÔÐ��Ø�ÓÒ Ó� ÓÙÖ Ñ�Ø�Ó� ØÓ Ð�ÕÙ��

Ñ�Ø��Ò�º

¾�



¾�

�º½ ÁÒØÖÓ�ÙØ�ÓÒ

�� �Ò�Ø�Ó ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�× ´�ÁÅ�µ¸ Û��Ö� Ø�� �ÓÖ�× �Ö� �ÐÙÐ�Ø�� ÓÒ¹

Ø��¹�Ý �Ý �ÙÖ�Ø� �Ð�ØÖÓÒ� ×ØÖÙØÙÖ� Ñ�Ø�Ó�×¸ ��× ���Ò Ú�ÖÝ ×Ù�××�ÙÐ �Ò

�ÜÔÐ��Ò�Ò� �Ò� ÔÖ���Ø�Ò� � Ð�Ö�� Ú�Ö��ØÝ Ó� Ô�Ý×��Ð Ô��ÒÓÑ�Ò� �Ò� �Ù���Ò� �Ü¹

Ô�Ö�Ñ�ÒØ�Ð ÛÓÖ� �½¼¾℄º ÀÓÛ�Ú�Ö¸ Ø�� �ÒÖ��×�� �ÙÖ�Ý �Ò� ÔÖ���Ø�Ú� ÔÓÛ�Ö

Ó� �ÁÅ� ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ× ÓÑ�× �Ø � ×��Ò���ÒØ ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ó×Ø¸ Û��� ��× Ð�Ñ¹

�Ø�� Ø�� �ØØ��Ò��Ð� Ð�Ò�Ø� �Ò� Ø�Ñ� ×�Ð�× �Ò ×Ô�Ø� Ó� Ö��ÒØ ÔÖÓ�Ö�×× ��¾¸ ��℄º �×

� ÓÒ×�ÕÙ�Ò�¸ À�ÖØÖ��¹�Ó� ´À�µ¸ ��Ò×�ØÝ �ÙÒØ�ÓÒ�Ð Ø��ÓÖÝ ´��Ìµ ���¸ ��℄¸

�Ò� �Ú�Ò Ø�� ×�Ñ�¹�ÑÔ�Ö��Ð Ø���Ø¹��Ò��Ò� ´Ì�µ �ÔÔÖÓ�� �½�¼¸ ½�¿℄ �Ö� ØÓ

��Ø� Ø�� ÑÓ×Ø ÓÑÑÓÒÐÝ Ù×�� �Ð�ØÖÓÒ� ×ØÖÙØÙÖ� Ñ�Ø�Ó�× �Ò ÓÒ�ÙÒØ�ÓÒ

Û�Ø� �ÁÅ�º ÀÓÛ�Ú�Ö¸ �ÓÖ Ð�Ö�� ×Ý×Ø�Ñ× Ø�� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� �Ð�ØÖÓÒ� ×ØÖÙ¹

ØÙÖ� �Ò� ��Ò� ØÓØ�Ð �Ò�Ö���× �× Û�ÐÐ �× ÒÙÐ��Ö �ÓÖ�× Ó� �ØÓÑ× �Ò� ÑÓÐ�ÙÐ�×

�× ×Ø�ÐÐ ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�ÐÐÝ ���ÖÐÝ �ÜÔ�Ò×�Ú�º Ì��× �× �Ù� ØÓ Ø�� ��Ø Ø��Ø ×ÓÐÚ¹

�Ò� Ø�� Ë�Ö���Ò��Ö �ÕÙ�Ø�ÓÒ �× � ����¹��Ñ�Ò×�ÓÒ�Ð ����ÒÚ�ÐÙ� ÔÖÓ�Ð�Ñ¸ Û�Ó×�

×ÓÐÙØ�ÓÒ Ö�ÕÙ�Ö�× ����ÓÒ�Ð�Þ�Ò� Ø�� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò Ó� Ø�� ÓÖÖ�×ÔÓÒ��Ò� ×Ý×Ø�Ñ¸

Û��� ØÝÔ��ÐÐÝ ×�Ð�× Ù���ÐÐÝ Û�Ø� �Ø× ×�Þ�º Ì��Ö��ÓÖ�¸ � Ñ�Ø�Ó� Ø��Ø ×�Ð�×

Ð�Ò��ÖÐÝ Û�Ø� Ø�� ×�Þ� Ó� Ø�� ×Ý×Ø�Ñ ÛÓÙÐ� �� Ú�ÖÝ ��×�Ö��Ð�¸ Ø�Ù× Ñ���Ò� � Ò�Û

Ð�×× Ó� ×Ý×Ø�Ñ× ��××��Ð� ØÓ �ÁÅ� Ø��Ø Û�Ö� ÔÖ�Ú�ÓÙ×ÐÝ Ø�ÓÙ��Ø ÒÓØ ���×��Ð�º

�ÓÖ Ø��Ø Ö��×ÓÒ¸ ��Ú�ÐÓÔ�Ò� ×Ù� Ñ�Ø�Ó�× �× �Ò �ÑÔÓÖØ�ÒØ Ó���Ø�Ú� �Ò� ÛÓÙÐ�

��Ú� � Ñ��ÓÖ �ÑÔ�Ø �Ò ×��ÒØ�� �Ö��× ×Ù� �× Ò�ÒÓØ��ÒÓÐÓ�Ý ÓÖ ��ÓÔ�Ý×�×¸

�Ù×Ø ØÓ Ò�Ñ� � ��Ûº

Ë�Ú�Ö�Ð ×Ó �ÐÐ�� Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� Ñ�Ø�Ó�× ��Ú� ���Ò ÔÖÓÔÓ×�� ��¸ ½�¸ ¿�¸ �½¸

�¼¸ ½¼�¸ ½¾¾¸ ½�¿℄ ØÓ �ÖÙÑÚ�ÒØ Ø�� Ù�� ×�Ð�Ò� ����ÓÒ�Ð�Þ�Ø�ÓÒ Ø��Ø �× Ø��

Ñ��Ò �ÓØØÐ�Ò�� Ó� ��Ì �Ò� Ì�º ÍÒ��ÖÐÝ�Ò� �ÐÐ Ó� Ø��×� Ñ�Ø�Ó�× �× Ø�� ÓÒ¹

�ÔØ Ó� �Ò��Ö×���Ø��Ò�××� ��¿¸ ½¿¼℄¸ �Ò �ÒØÖ�Ò×� ×Ý×Ø�Ñ ��Ô�Ò��ÒØ ÔÖÓÔ�ÖØÝ̧

Û��� ×Ø�Ø�× Ø��Ø �Ø �Ü�� ��Ñ��Ð ÔÓØ�ÒØ��Ð Ø�� �Ð�ØÖÓÒ� ��Ò×�ØÝ ��Ô�Ò�×

�Ù×Ø ÐÓ�ÐÐÝ ÓÒ Ø�� �ÜØ�ÖÒ�Ð ÔÓØ�ÒØ��Ð¸ ×Ó Ø��Ø �ÐÐ Ñ�ØÖ��× Ö�ÕÙ�Ö�� ØÓ ÓÑÔÙØ�

Ø�� ��ÖÑ� ÓÔ�Ö�ØÓÖ Û�ÐÐ ��ÓÑ� ×Ô�Ö×� �Ø Ð�×Øº ÌÓ��Ø��Ö Û�Ø� ×Ô�Ö×� Ñ�ØÖ�Ü

�Ð���Ö� Ø��Ò�ÕÙ�× Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� �Ò Ø�ÖÑ× Ó� Ñ�ÑÓÖÝ Ö�ÕÙ�Ö�Ñ�ÒØ �Ò� ÓÑÔÙ¹

Ø�Ø�ÓÒ�Ð Ó×Ø �Ò �� �Ú�ÒØÙ�ÐÐÝ ����Ú��º ÀÓÛ�Ú�Ö¸ Ø�� ÖÓ××ÓÚ�Ö ÔÓ�ÒØ ��Ø�Ö

Û��� Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� Ñ�Ø�Ó�× ��ÓÑ� ��Ú�ÒØ���ÓÙ× �× ×Ø�ÐÐ Ö�Ø��Ö Ð�Ö��¸ �Ò Ô�Ö¹

Ø�ÙÐ�Ö �ÓÖ Ñ�Ø�ÐÐ� ×Ý×Ø�Ñ× ÓÖ �� ���� �ÙÖ�Ý �× Ò�����º



¾�

Ì��Ö��ÓÖ� �ÒÓØ��Ö Ñ�Ø�Ó�¸ ��×�� ÓÒ Ø�� �Ö�Ò�¹�ÒÓÒ��Ð ÔÓØ�ÒØ��Ð ´��Èµ �ÓÖ

�Ò��Ô�Ò��ÒØ ��ÖÑ�ÓÒ×¸ ��× ���Ò Ö��ÒØÐÝ ��Ú�ÐÓÔ�� �½¸ ¾℄º ÃÖ���Û×�� �Ò� È�Ö¹

Ö�Ò�ÐÐÓ ��ÑÓÒ×ØÖ�Ø�� Ø��Ø �Ý ��ÓÑÔÓ×�Ò� Ø�� ��È �Ø �× ÔÓ××��Ð� ØÓ ��Ú�×� �Ò

�ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø� ×ØÓ��×Ø� Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� ×��Ñ� �����¼℄º Ë�Ò� Ø��× �ÔÔÖÓ�� �Ó�×

ÒÓØ Ö�ÐÝ ÓÒ Ø�� ���Ð�ØÝ ØÓ ÐÓ�Ð�Þ� Ø�� �Ð�ØÖÓÒ� Û�Ú��ÙÒØ�ÓÒ¸ �Ú�Ò Ñ�Ø�Ð× �Ò

�� ØÖ��Ø��º ÀÓÛ�Ú�Ö¸ �Ù� ØÓ �Ø× ×ØÓ��×Ø� Ò�ØÙÖ� �ÜØ�Ò��Ò� ×Ù� � Ñ�Ø�Ó�

ØÓÛ�Ö�× ×�Ð�¹ÓÒ×�×Ø�ÒØ Ì�¸ ��Ì ÓÖ À� �× ��Ö �ÖÓÑ ×ØÖ����Ø�ÓÖÛ�Ö�º

Ì��× �× Û��Ö� Û� ×Ø�ÖØ �Ò Ø��× ÛÓÖ�º �ÓÐÐÓÛ�Ò� ÔÖ�Ú�ÓÙ× ÛÓÖ� Ó� ��Ö�ÓØØ�¸

Ã��Ò�¸ �Ò� È�ÖÖ�Ò�ÐÐÓ �¾�¸ ¾�℄¸ Û� ÓÑÔÙØ� ��Ö� Ø�� �Ò�Ø�¹Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� ��Ò×�ØÝ

Ñ�ØÖ�Ü¸ ÓÖ ��ÖÑ� Ñ�ØÖ�Ü¸ �Ò �Ò ����ÒØ¸ �ÙÖ�Ø�¸ �Ò� �Ò Ô�ÖØ�ÙÐ�Ö ��Ø�ÖÑ�Ò¹

�×Ø� ��×��ÓÒ �Ý � �Ý�Ö�� �ÔÔÖÓ��º ÁÒ×Ô�Ö�� �Ý Ø�� ��ÖÑ� ÓÔ�Ö�ØÓÖ �ÜÔ�Ò×�ÓÒ

Ñ�Ø�Ó� Ô�ÓÒ��Ö�� �Ý �Ó�����Ö �Ò� ÓÛÓÖ��Ö× ��¼��¾℄¸ Ø�� ��ÖÑ� ÓÔ�Ö�ØÓÖ

�× ��×Ö���� �Ò Ø�ÖÑ× Ó� � ����Ý×��Ú ÔÓÐÝÒÓÑ��Ð �ÜÔ�Ò×�ÓÒ¸ �ÙØ �Ò ����Ø�ÓÒ

�× �ÓÑÔ�Ò��� �Ý ��×Ø ×ÙÑÑ�Ø�ÓÒ �× Û�ÐÐ �× �Ø�Ö�Ø�Ú� Ñ�ØÖ�Ü �ÒÚ�Ö×�ÓÒ Ø��¹

Ò�ÕÙ�×º Ì�� Ö�×ÙÐØ�Ò� �Ð�ÓÖ�Ø�Ñ ��× ×�Ú�Ö�Ð �ÑÔÓÖØ�ÒØ ��Ú�ÒØ���×º �× ���ÓÖ�¸

Ø�� ÔÖ�×�ÒØ�� ×��Ñ� �Ó�× ÒÓØ Ö�ÐÝ ÓÒ Ø�� ���Ð�ØÝ ØÓ ÐÓ�Ð�Þ� Ø�� ÓÖ��Ø�Ð×¸ �ÙØ

Ö�ÕÙ�Ö�× ÓÒÐÝ Ø��Ø Ø�� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò Ñ�ØÖ�Ü �× ×Ô�Ö×�¸ � ×Ù�×Ø�ÒØ��ÐÐÝ Û����Ö

Ö�ÕÙ�Ö�Ñ�ÒØº �× � ÓÒ×�ÕÙ�Ò� ÒÓØ ÓÒÐÝ Ñ�Ø�Ð×¸ �ÙØ �Ú�Ò ×Ý×Ø�Ñ× �ÓÖ Û���

Ø�� ��ÖÑ� Ñ�ØÖ�Ü �× ÒÓØ ×Ô�Ö×� Ý�Ø �Ò �� ØÖ��Ø�� Û�Ø� � Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� ÓÑÔÙ¹

Ø�Ø�ÓÒ�Ð ��ÓÖØº �ÒÓØ��Ö ��Ú�ÒØ��� �× Ø��Ø Ø�� �Ð�ÓÖ�Ø�Ñ �× �ÒØÖ�Ò×��ÐÐÝ Ô�Ö�ÐÐ�Ð

�× Ø�� Ø�ÖÑ× Ö�×ÙÐØ�Ò� �ÖÓÑ Ø�� ��ÓÑÔÓ×�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� ��È �Ö� �Ò��Ô�Ò��ÒØ Ó�

��� ÓØ��Ö �Ò� �Ò �� ×�Ô�Ö�Ø�ÐÝ �ÐÙÐ�Ø�� ÓÒ ����Ö�ÒØ ÔÖÓ�××ÓÖ×º

�ÙØ¸ �Ø Ú�Ö��Ò� ØÓ Ø�� ÓÖ���Ò�Ð �ÔÔÖÓ�� �����¼℄¸ Ø�� ����Ø�ÓÒ Ó� ����Ý×��Ú

ÔÓÐÝÒÓÑ��Ð �ÜÔ�Ò×�ÓÒ �Ò� ��×Ø ×ÙÑÑ�Ø�ÓÒ Ø��Ò�ÕÙ�× Ð���× ØÓ � Ô�ÖØ�ÙÐ�ÖÐÝ

����ÒØ �Ð�ÓÖ�Ø�Ñ Ø��Ø Ó��Ý× � ×Ù�¹Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� Û�Ø� Ö�×Ô�Ø ØÓ Ø�� Û��Ø� Ó�

Ø�� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò³× ×Ô�ØÖÙÑ¸ Û��� �× Ú�ÖÝ �ØØÖ�Ø�Ú� �ÓÖ �ÐÐ¹�Ð�ØÖÓÒ �ÐÙÐ�¹

Ø�ÓÒ× ÓÖ Û��Ò � ���� �Ò�Ö�Ý Ö�×ÓÐÙØ�ÓÒ �× Ö�ÕÙ�Ö��º Ë�Ò� Ø�� ÔÖ�×�ÒØ Ñ�Ø�Ó�

�ÐÐÓÛ× �ÓÖ �Ò �××�ÒØ��ÐÐÝ �Ü�Ø ��ÓÑÔÓ×�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� ��È¸ Û�Ø�ÓÙØ �ÒÚÓ��Ò� �ÒÝ

����¹Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�ÓÒ¸ �Ø ���Ð�Ø�Ø�× ����ÐÝ �ÙÖ�Ø� Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� ��

�Ò�Ø�Ó ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ×º ÀÓÛ�Ú�Ö¸ Ø�� Ñ��Ò ��Ú�ÒØ��� Ð��× �Ò Ø�� ��Ø�ÖÑ�Ò�×Ø� Ò�¹

ØÙÖ� Ó� Ø�� �Ý�Ö�� �ÔÔÖÓ��¸ Û��� �Ò��Ð�× ×�Ð�¹ÓÒ×�×Ø�ÒØ �Ð�ØÖÓÒ� ×ØÖÙØÙÖ�

�ÐÙÐ�Ø�ÓÒ×º Ì�� ��Ø Ø��Ø Ø�� ÔÖ�×�ÒØ ×��Ñ� �× ��×�� ÓÒ Ø�� ��È �Ò��Ö�ÒØÐÝ

�ÒØ��Ð× �Ò�Ø� �Ð�ØÖÓÒ Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ�¸ Û��� �× ÒÓØ ÓÒÐÝ �Ò Ð�Ò� Û�Ø� �Ò�Ø� Ø�ÑÔ�Ö¹



¿¼

�ØÙÖ� ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ× ×Ù� �× �ÁÅ�¸ �ÙØ �ÙÖØ��ÖÑÓÖ� �Ð×Ó �ÐÐÓÛ× �ÓÖ ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ×

Ó� ×Ý×Ø�Ñ× Û�Ø� �Ü�Ø�� �Ð�ØÖÓÒ× �½�½¸ ½�¾℄º Ï� ��Ú� Ø�Ù× ÔÙØ Ô�ÖØ�ÙÐ�Ö �Ñ¹

Ô��×�× ÓÒ ��ÓÔØ�Ò� Ø�� �Ý�Ö�� �ÔÔÖÓ�� Û�Ø��Ò �ÁÅ�º ËÔ����ÐÐÝ̧ Ø�� ÑÓ��¹

��� ��Ö¹È�ÖÖ�Ò�ÐÐÓ¹Ð��� ÔÖÓÔ���Ø�ÓÒ Ó� Ø�� ×�Ð�¹ÓÒ×�×Ø�ÒØ À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò Ñ�ØÖ�Ü

���℄ �Ò� �ÓÛ ØÓ �ÙÖ�Ø�ÐÝ ×�ÑÔÐ� Ø�� �ÓÐØÞÑ�ÒÒ ��×ØÖ��ÙØ�ÓÒ Û�Ø� ÒÓ�×Ý �ÓÖ�×

���¸ ��℄ �Ö� ��×Ù××�� �Ò ��Ø��Ðº ��×��� ��×Ö���Ò� Ø�� Ñ�Ø�Ó� �Ø×�Ð�¸ Û� Û�ÐÐ

×�ÓÛ Ø��Ø �Ø �× �Ò���� ÔÓ××��Ð� ØÓ Ô�Ö�ÓÖÑ �ÙÐÐÝ ×�Ð�¹ÓÒ×�×Ø�ÒØ �ÁÅ� ×�ÑÙ¹

Ð�Ø�ÓÒ× �Ò� ��ÑÓÒ×ØÖ�Ø� Ø�� ÔÖ�×�ÒØ ×��Ñ� ÓÒ Ð�ÕÙ�� Ñ�Ø��Ò� �Ø ÔÐ�Ò�Ø�ÖÝ

ÔÖ�××ÙÖ� �Ò� Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� ÓÒ��Ø�ÓÒ× �Ò ���ÔØ�Ö �º

�º¾ ��×� Å�Ø�Ó�ÓÐÓ�Ý

ÁÒ Ø��× ×�Ø�ÓÒ¸ Û� ×ÙÑÑ�Ö�Þ� Ø�� ��×� Ñ�Ø�Ó�ÓÐÓ�Ý̧ �Ö×Ø ÔÖÓÔÓ×�� �Ý ÃÖ�¹

��Û×�� �Ò� È�ÖÖ�Ò�ÐÐÓ �����¼℄º Ï� ����Ò Û�Ø� Ø�� ��Ò�Ö� �ÜÔÖ�××�ÓÒ �ÓÖ Ø��

ØÓØ�Ð �Ò�Ö�Ý E Ó� �Ò ���Ø�Ú� ×�Ò�Ð�¹Ô�ÖØ�Ð� Ø��ÓÖÝ̧ ×Ù� �× À�¸ ��Ì ÓÖ Ì�

E = 2

N
�

i=1

εi + Vdc. ´�º½µ

Ì�� �Ö×Ø Ø�ÖÑ ��ÒÓØ�× Ø�� ×Ó¹�ÐÐ�� ��Ò�¹×ØÖÙØÙÖ� �Ò�Ö�Ý̧ Û��� �× ��Ú�Ò �Ý

Ø�� ×ÙÑ Ó� Ø�� ÐÓÛ�×Ø N �ÓÙ�ÐÝ ÓÙÔ��� ����ÒÚ�ÐÙ�× εi Ó� �Ò �Ö��ØÖ�ÖÝ À�Ñ�Ð¹

ØÓÒ��Ò H º ÁÒ ��Ì¸ �ÓÖ �Ò×Ø�Ò�¸ H �× Ø�� ÃË Ñ�ØÖ�Ü¸ Û��Ð� Vdc �ÓÙÒØ× �ÓÖ

�ÓÙ�Ð� ÓÙÒØ�Ò� Ø�ÖÑ× �× Û�ÐÐ �× �ÓÖ Ø�� ÒÙÐ��Ö �ÓÙÐÓÑ� �ÒØ�Ö�Ø�ÓÒº ÁÒ Ì�

�Ò� ÓØ��Ö ×�Ñ�¹�ÑÔ�Ö��Ð Ø��ÓÖ��×¸ H ��Ô�Ò�× Ô�Ö�Ñ�ØÖ��ÐÐÝ ÓÒÐÝ ÓÒ Ø�� ÒÙ¹

Ð��Ö ÔÓ×�Ø�ÓÒ× �Ò� Vdc �× � Ô��ÖÛ�×� ����Ø�Ú� Ö�ÔÙÐ×�ÓÒ �Ò�Ö�Ýº Ï��Ð� �Ò ��Ø��Ö

�×� �Ø �× Û�ÐÐ �ÒÓÛÒ �ÓÛ ØÓ �ÐÙÐ�Ø� Vdc Û�Ø� Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð

��ÓÖØ¸ Ø�� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ Ó� �ÐÐ ÓÙÔ��� ÓÖ��Ø�Ð× �Ý ����ÓÒ�Ð�Þ�Ø�ÓÒ Ö�ÕÙ�Ö�×

O(N3) ÓÔ�Ö�Ø�ÓÒ×º �Ù� ØÓ Ø�� ��Ø Ø��Ø Ø�� ��Ò�¹×ØÖÙØÙÖ� Ø�ÖÑ �Ò �� �ÕÙ�Ú¹

�Ð�ÒØÐÝ �ÜÔÖ�××�� �Ò Ø�ÖÑ× Ó� Ø�� ��Ò×�ØÝ Ñ�ØÖ�Ü P¸ Ø�� ØÓØ�Ð �Ò�Ö�Ý �Ò ��

ÛÖ�ØØ�Ò �×

E = 2

N
�

i=1

εi + Vdc = tr[PH ] + Vdc. ´�º¾µ

�× � ÓÒ×�ÕÙ�Ò�¸ Ø�� Ù�� ×�Ð�Ò� ����ÓÒ�Ð�Þ�Ø�ÓÒ Ó� H �Ò �� �ÝÔ�××�� �Ý

��Ö�ØÐÝ �ÐÙÐ�Ø�Ò� P Ö�Ø��Ö Ø��Ò �ÐÐ εi³×º

ÌÓ Ø��Ø �ÜØ�Ò�¸ Û� �ÓÐÐÓÛ �Ð�Ú� �Ò� ÓÛÓÖ��Ö× �½¸ ¾℄ �Ò� ÓÒ×���Ö Ø�� �ÓÐÐÓÛ�Ò�



¿½

´À�ÐÑ�ÓÐØÞµ �Ö�� �Ò�Ö�Ý �ÙÒØ�ÓÒ�Ð

F = Ω+ µNe + Vdc, ´�º¿µ

Û��Ö� µ �× Ø�� ��Ñ��Ð ÔÓØ�ÒØ��Ð¸ Ne = 2N Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� �Ð�ØÖÓÒ× �Ò� Ω Ø��

��È �ÓÖ ÒÓÒ¹�ÒØ�Ö�Ø�Ò� ��ÖÑ�ÓÒ×

Ω = − 2

β
ÐÒ ��Ø

�

I + eβ(µS−H)
�

= − 2

β
tr ÐÒ

�

I + eβ(µS−H)
�

. ´�º�µ

À�Ö�¸ S ×Ø�Ò�× �ÓÖ Ø�� ÓÚ�ÖÐ�Ô Ñ�ØÖ�Ü¸ Û��� �× �ÕÙ�Ú�Ð�ÒØ ØÓ Ø�� ���ÒØ�ØÝ

Ñ�ØÖ�Ü I �� �Ò� ÓÒÐÝ �� Ø�� ÓÖ��Ø�Ð× �Ö� �ÜÔ�Ò��� �Ò ÑÙØÙ�ÐÐÝ ÓÖØ�ÓÒÓÖÑ�Ð

��×�× �ÙÒØ�ÓÒ×º ÁÒ Ø�� ��È¸ Ø�� �Ð�ØÖÓÒ� Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� �× �Ò�Ø� �Ò� ��Ú�Ò �Ý

β−1 = kBTeº ÀÓÛ�Ú�Ö¸ �Ò Ø�� ÐÓÛ¹Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� Ð�Ñ�Ø

lim
β→∞

Ω = 2

N
�

i=1

εi − µNe, ´�º�µ

Ø�� ��Ò�¹×ØÖÙØÙÖ� �Ò�Ö�Ý �Ò �� Ö�ÓÚ�Ö�� �Ò� limβ→∞F = E �ÓÐ�×º ÁÒ ÓÖ��Ö

ØÓ Ñ��� �ÙÖØ��Ö ÔÖÓ�Ö�××¸ Ð�Ø Ù× ÒÓÛ ��ØÓÖ�Þ� Ø�� ÓÔ�Ö�ØÓÖ Ó� �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º�µ

�ÒØÓ P Ø�ÖÑ×º ��Ú�Ò Ø��Ø P �× �Ú�Ò¸ Û��� Û� ×��ÐÐ �××ÙÑ� �Ò Ø�� �ÓÐÐÓÛ�Ò�¸

ÃÖ���Û×�� �Ò� È�ÖÖ�Ò�ÐÐÓ ���¸ �¼℄ ��Ö�Ú�� Ø�� �ÓÐÐÓÛ�Ò� ���ÒØ�ØÝ

I + eβ(µS−H) =

P
�

l=1

�

I − e
iπ
P
(2l−1)e

β

P
(µS−H)

�

=
P
�

l=1

Ml =

P/2
�

l=1

M∗
l Ml, ´�º�µ

Û��Ö� Ø�� Ñ�ØÖ��× Ml¸ Û�Ø� l = 1, . . . , P �Ö� ���Ò�� �Ý

Ml := I − e
iπ
P
(2l−1)e

β

P
(µS−H), ´�º�µ

�Ò� ∗ ��ÒÓØ�× ÓÑÔÐ�Ü ÓÒ�Ù��Ø�ÓÒº Ë�Ñ�Ð�Ö ØÓ ÒÙÑ�Ö��Ð Ô�Ø�¹�ÒØ��Ö�Ð �ÐÙ¹

Ð�Ø�ÓÒ×¸ �Ø �× ÔÓ××��Ð� ØÓ �ÜÔÐÓ�Ø Ø�� ��Ø Ø��Ø �� P �× Ð�Ö�� �ÒÓÙ��¸ ×Ó Ø��Ø Ø��

���Ø�Ú� Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� β/P �× ×Ñ�ÐÐ¸ Ø�� �ÜÔÓÒ�ÒØ��Ð ÓÔ�Ö�ØÓÖ e
β

P
(µS−H) �Ò ��

�ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�� �Ý � ÌÖÓØØ�Ö ��ÓÑÔÓ×�Ø�ÓÒ ÓÖ ×�ÑÔÐÝ �Ý � ����¹Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ�

�ÜÔ�Ò×�ÓÒ¸ �º�º

Ml = I − e
iπ
P
(2l−1)

�

I +
β

P
(µS −H)

�

+O
�

1

P 2

�

. ´�º�µ
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ÀÓÛ�Ú�Ö¸ �× Û� Û�ÐÐ ×��¸ ��Ö� ÒÓ ×Ù� �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�ÓÒ �× Ö�ÕÙ�Ö��¸ Û��� �×

�Ò ÓÒØÖ�×Ø ØÓ Ø�� ÓÖ���Ò�Ð �ÔÔÖÓ�� �����¼℄º ÁÒ �ÒÝ �×�¸ Ø�� ��È �Ò ��

Ö�ÛÖ�ØØ�Ò �×

Ω = − 2

β
ÐÒ ��Ø

P
�

l=1

Ml = − 2

β
ÐÒ

P/2
�

l=1

��Ø (M∗
l Ml)

= − 2

β

P/2
�

l=1

ÐÒ ��Ø (M∗
l Ml)

=
4

β

P/2
�

l=1

ÐÒ (��Ø (M∗
l Ml))

− 1

2 . ´�º�µ

�× �× Ù×ØÓÑ�ÖÝ �Ò Ð�ØØ�� ��Ù�� ��Ð� Ø��ÓÖÝ �½½¼¸ Ôº ½�℄¸ Û��Ö� Ø�� Ñ�ÒÙ×

×��Ò ÔÖÓ�Ð�Ñ �× �ÚÓ���� �Ý ×�ÑÔÐ�Ò� � ÔÓ×�Ø�Ú� ���Ò�Ø� ��×ØÖ��ÙØ�ÓÒ¸ Ø�� �ÒÚ�Ö×�

×ÕÙ�Ö� ÖÓÓØ Ó� Ø�� ��Ø�ÖÑ�Ò�ÒØ �Ò �� ÛÖ�ØØ�Ò �× �Ò �ÒØ��Ö�Ð ÓÚ�Ö � ÓÑÔÐ�Ü

��Ð� φl¸ Û��� ��× Ø�� ×�Ñ� ��Ñ�Ò×�ÓÒ M �× Ø�� �ÙÐÐ À�Ð��ÖØ ×Ô��¸ �º�º

det (M∗
l Ml)

−1/2 =
1

(2π)
M
2

�

e−
1

2
φ∗

l
M∗

l
Mlφl dφl. ´�º½¼µ

ÁÒ×�ÖØ�Ò� �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º½¼µ �ÒØÓ �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º�µ Û� �Ò� ÙÔ Û�Ø� Ø�� �ÓÐÐÓÛ�Ò�

��Ð�¹Ø��ÓÖ�Ø� �ÜÔÖ�××�ÓÒ �ÓÖ Ø�� ��È�

Ω =
4

β

P/2
�

l=1

ÐÒ

�

1

(2π)
M
2

�

e−
1

2
φ∗

l
M∗

l
Mlφl dφl

�

=
4

β

P/2
�

l=1

ÐÒ
�

e−
1

2
φ∗

l
M∗

l
Mlφl dφl + c, ´�º½½µ

Û��Ö� φl �Ö� �ÔÔÖÓÔÖ��Ø� Ú�ØÓÖ× �Ò� c �× �Ò ����Ø�Ú� ÓÒ×Ø�ÒØº

�ÐÐ Ô�Ý×��Ð Ö�Ð�Ú�ÒØ Ó�×�ÖÚ��Ð�× �Ò �� ÓÑÔÙØ�� �× �ÙÒØ�ÓÒ�Ð ��Ö�Ú�Ø�Ú�×

Ó� Ø�� ��È Û�Ø� Ö�×Ô�Ø ØÓ �Ò �ÔÔÖÓÔÖ��Ø�ÐÝ �Ó×�Ò �ÜØ�ÖÒ�Ð Ô�Ö�Ñ�Ø�Öº �ÓÖ

�Ü�ÑÔÐ�¸ Ne = −∂Ω/∂µ �Ò� limβ→∞Ω+ µNe = 2
�N

i=1 εi¸ ×Ó Ø��Ø

E = lim
β→∞

F = 2

N
�

i=1

εi + Vdc =
∂(βΩ)

∂β
− µ

∂Ω

∂µ
+ Vdc. ´�º½¾µ

Ë�Ò� Ø�� �ÙÒØ�ÓÒ�Ð ��Ö�Ú�Ø�Ú� Ó� Ø�� ÓÒ×Ø�ÒØ �Ò �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º½½µ �× ���ÒØ��Ð
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ØÓ Þ�ÖÓ¸ �ÐÐ Ô�Ý×��Ð �ÒØ�Ö�×Ø�Ò� ÕÙ�ÒØ�Ø��× �Ò �� ÓÑÔÙØ�� �Ò�ÐÓ�Ù� ØÓ

∂Ω

∂λ
=

4

β

P/2
�

l=1

�

−1
2
φ∗
l

�

∂(M∗

l
Ml)

∂λ

�

φle
− 1

2
φ∗

l
M∗

l
Mlφl dφl

�

e−
1

2
φ∗

l
M∗

l
Mlφl dφl

´�º½¿µ

= − 2

β

P/2
�

l=1

�

M
�

i,j=1

(φ∗
l )i

�

∂(M∗

l
Ml)

∂λ

�

ij
(φl)je

− 1

2
φ∗

l
M∗

l
Mlφl dφl

�

e−
1

2
φ∗

l
M∗

l
Mlφl dφl

= − 2

β

P/2
�

l=1

M
�

i,j=1

�

∂(M∗
l Ml)

∂λ

�

ij

�

(φ∗
l )i(φl)je

− 1

2
φ∗

l
M∗

l
Mlφl dφl

�

e−
1

2
φ∗

l
M∗

l
Mlφl dφl

= − 2

β

P/2
�

l=1

M
�

i,j=1

�

∂(M∗
l Ml)

∂λ

�

ij

(M∗
l Ml)

−1
ij ´�º½�µ

= − 2

β

P/2
�

l=1

tr

�

(M∗
l Ml)

−1∂(M
∗
l Ml)

∂λ

�

´�º½�µ

= − 2

β

P
�

l=1

tr

�

M−1
l

∂Ml

∂λ

�

. ´�º½�µ

Ì��Ö��Ý̧ �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º½�µ �ÓÐ�× ���Ù×� Ó� ÅÓÒØÚ�Ý �Ò� Å�Ò×Ø�Ö �½½¼¸ Ôº ½�℄¸

Û��Ð� �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º½�µ �× �Ù� ØÓ Ø�� ��Ø Ø��Ø M∗
l Ml �× ×ÝÑÑ�ØÖ� ÔÓ×�Ø�Ú� ���¹

Ò�Ø�º

ÍÒÐ��� �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º�µ¸ Ø�� ��Ø�ÖÑ�Ò�Ø�ÓÒ Ó� Ω = ∂(βΩ)/∂β �Ó�× ÒÓ ÐÓÒ��Ö

Ö�ÕÙ�Ö� ØÓ �ÐÙÐ�Ø� Ø�� �ÒÚ�Ö×� ×ÕÙ�Ö� ÖÓÓØ Ó� � ��Ø�ÖÑ�Ò�ÒØ¸ �ÙØ ÓÒÐÝ Ø�� �Ò¹

Ú�Ö×� Ó� Mlº �ÙØ¸ ×�Ò� Ø�� �ÒÚ�Ö×�ÓÒ Ù×Ù�ÐÐÝ ��× ØÓ �� Ô�Ö�ÓÖÑ�� P Ø�Ñ�×¸ Ø��

ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð ×�Ð�Ò� ��× ÔÖ�×ÙÑ��ÐÝ � Ö�Ø��Ö Ð�Ö�� ÔÖ���ØÓÖº Æ�Ú�ÖØ��Ð�××¸

�× Û� Û�ÐÐ ×�� Ð�Ø�Ö Ø��× �Ò �� ÑÙ� �Ñ�Ð�ÓÖ�Ø�� �Ò� �ÐÐ �ÙØ Ú�ÖÝ ��Û Ñ�ØÖ�Ü

�ÒÚ�Ö×�ÓÒ× �Ò �� �ÚÓ����º ÇÒ Ø�� ÓØ��Ö ��Ò�¸ Ml �× ÒÓØ ÓÒÐÝ Ú�ÖÝ ×Ô�Ö×�¸

×�Ò� �Ø Ó��Ý× Ø�� ×�Ñ� ×Ô�Ö×�ØÝ Ô�ØØ�ÖÒ �× H ¸ �ÙØ �× �ÙÖØ��ÖÑÓÖ� �Ð×Ó �ÐÛ�Ý×

��ØØ�Ö ÓÒ��Ø�ÓÒ�� �× Ø�� Ð�ØØ�Ö¸ ×Ó Ø��Ø �ÐÐ M−1
l Ñ�ØÖ��× �Ö� ×Ù�×Ø�ÒØ��ÐÐÝ

×Ô�Ö×�Ö Ø��Ò Ø�� �Ò�Ø� Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� ��Ò×�ØÝ Ñ�ØÖ�Ü �Ò� Ø�Ù× �Ò �� ����ÒØÐÝ

��Ø�ÖÑ�Ò�� �¾�¸ ¾�℄º ËÓÐÚ�Ò� Ø�� Ne ×�Ø× Ó� Ð�Ò��Ö �ÕÙ�Ø�ÓÒ× MlΦ
l
j = ψj¸ Û��Ö�

{ψj} �× � ÓÑÔÐ�Ø� ×�Ø Ó� ��×�× �ÙÒØ�ÓÒ×¸ Ø�� �ÒÚ�Ö×� �Ò �� �Ü�ØÐÝ ÓÑÔÙØ��

�× M−1
l =

�Ne

j=1φ
l
jψ

l
j Û�Ø��Ò O(N2) ÓÔ�Ö�Ø�ÓÒ×º
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�ÓÑÔ�Ö�Ò� �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º¾µ Û�Ø� �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º�µ �Ø �× ��×Ý ØÓ ×�� Ø��Ø Ø�� ��È

�Ò� ×�Ñ�Ð�ÖÐÝ �ÐÐ Ô�Ý×��Ð ×��Ò���ÒØ Ó�×�ÖÚ��Ð�× �Ò �� ÛÖ�ØØ�Ò �× Ø�� ØÖ�� Ó� �

Ñ�ØÖ�Ü ÔÖÓ�ÙØ ÓÒ×�×Ø�Ò� Ó� Ø�� ��ÖÑ� Ñ�ØÖ�Ü ρ¸ Û��� �Ò Ø�� ÐÓÛ¹Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ�

Ð�Ñ�Ø �× �ÕÙ�Ú�Ð�ÒØ ØÓ Pº ËÔ����ÐÐÝ̧ Ω = ∂(βΩ)/∂β = tr[ρH ] − µNe¸ �ÙØ ��¹

�Ù×� �Ø Ø�� ×�Ñ� Ø�Ñ� Ne = tr[ρS] �ÓÐ�×¸ Ø�� �ÓÖÑ�Ö �Ò �� ×�ÑÔÐ���� ØÓ

Ω = tr[ρ(H − µS)], ´�º½�µ

Û��Ö� S = −∂H/∂µ �Ò� ρ = ∂Ω/∂H º �× � ÓÒ×�ÕÙ�Ò�¸ Ø�� ��È �Ò� �ÐÐ �Ø×

�ÙÒØ�ÓÒ�Ð ��Ö�Ú�Ø�Ú�× �Ò �� Ö��Ù�� ØÓ �Ú�ÐÙ�Ø� ρ ��×�� ÓÒ �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º½�µ

Û�Ø� λ = Hij º Í×�Ò� Ø�� ×Ø�Ò��Ö� ��×�× {ei} �Ò� Ø�� ���ÒØ�ØÝ ��¼℄

ρij =
∂Ω

∂Hij
=

2

P

P
�

l=1

e∗j
�

I −M−1
l

�

ei =
2

P

�

P
�

l=1

�

I −M−1
l

�

�

ji

,

=
4

P

P/2
�

l=1

�

I −
�

M∗
l Ml

�−1
�

ji
=

4

P

P/2
�

l=1

�

I −
�

M∗
l Ml

�−1
�

ij
, ´�º½�µ

Û��Ö� Ø�� Ð�ØØ�Ö �ÓÐ�× �× Ø�� �ÒÚ�Ö×� Ó�
�

M∗
l Ml

�−1 �× ×ÝÑÑ�ØÖ�¸ �× Û�ÐÐ¸ Û�

��Ø

ρ =
∂Ω

∂H
=

4

P

P/2
�

l=1

�

I −
�

M∗
l Ml

�−1
�

=
2

P

P
�

l=1

�

I −M−1
l

�

. ´�º½�µ

ÁÒ ÓØ��Ö ÛÓÖ�×¸ Ø�� ÓÖ���Ò Ó� Ø�� Ñ�Ø�Ó� �× Ø�� ÒÓØ�ÓÒ Ø��Ø Ø�� ��Ò×�ØÝ Ñ�ØÖ�Ü¸

Ø�� ×ÕÙ�Ö� Ó� Ø�� Û�Ú��ÙÒØ�ÓÒ �Ø ÐÓÛ Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� �Ò� Ø�� Å�ÜÛ�ÐÐ¹�ÓÐØÞÑ�ÒÒ

��×ØÖ��ÙØ�ÓÒ �Ø ���� Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ�¸ �Ò �� ��ÓÑÔÓ×�� �ÒØÓ � ×ÙÑ Ó� M−1
l Ñ�ØÖ�¹

�×¸ ��� �Ø �����Ö ���Ø�Ú� Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� β/P �Ò� ��Ò� �ÐÛ�Ý× ×Ô�Ö×�Ö Ø��Ò

ρº ��Ø¸ ÓÒØÖ�ÖÝ ØÓ Ø�� ÓÖ���Ò�Ð �ÔÔÖÓ�� �����¼℄¸ Ò��Ø��Ö � ÌÖÓØØ�Ö ��ÓÑ¹

ÔÓ×�Ø�ÓÒ ÒÓÖ � ����¹Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� �ÜÔ�Ò×�ÓÒ �ÓÖ �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º�µ ��× ���Ò Ù×��¸

×Ó ��Ö �Ú�ÖÝØ��Ò� �× �Ü�Ø �ÓÖ �ÒÝ P º Æ�Ú�ÖØ��Ð�××¸ ��×��� Ø�� ��ÓÖ�Ñ�ÒØ�ÓÒ��

Ö��ÙØ�ÓÒ �ÖÓÑ Ù�� ØÓ ÕÙ��Ö�Ø� ×�Ð�Ò� ÒÓ ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð ×�Ú�Ò�× ��Ú� ���Ò

���Ò�� ��Ø��Öº ÉÙ�Ø� Ø�� ÓÒØÖ�ÖÝ̧ �Ø �Ö×Ø ×���Ø �Ø Ñ���Ø �Ú�Ò �ÔÔ��Ö Ø��Ø Ø��×

×��Ñ�¸ Û��� Ö�ÕÙ�Ö�× ØÓ �ÒÚ�ÖØ P Ñ�ØÖ��×¸ �× Ð�×× ����ÒØ Ø��Ò �ÜÔÐ��ØÐÝ

����ÓÒ�Ð�Þ�Ò� H º ÀÓÛ�Ú�Ö¸ �× �ÐÖ���Ý Ñ�ÒØ�ÓÒ��¸ �Ò Ø�� Ò�ÜØ ×�Ø�ÓÒ Û� �Ö�
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�Ó�Ò� ØÓ ��ÑÓÒ×ØÖ�Ø� Ø��Ø Ø��× �Ò �� �ÖÙÑÚ�ÒØ�� �ÓÖ Ø�� ÑÓ×Ø Ô�ÖØ �Ý �Ü¹

ÔÖ�××�Ò� �ÐÐ �ÙØ Ú�ÖÝ ��Û Ñ�ØÖ�Ü �ÒÚ�Ö×�ÓÒ× Ø�ÖÓÙ�� � ����Ý×��Ú ÔÓÐÝÒÓÑ��Ð

�ÜÔ�Ò×�ÓÒº

�º¿ Ì�� ÀÝ�Ö�� �ÔÔÖÓ��

ÁÒ Ø��× ×�Ø�ÓÒ¸ Û� ��×Ö��� Ø�� ÒÓÚ�Ð �Ý�Ö�� �ÔÔÖÓ�� �Ò ÓÖ��Ö ØÓ Ñ��� �ÙÖØ��Ö

ÔÖÓ�Ö�×× �Ò� ØÓ ����Ú� �Ò �Ú�Ò ÑÓÖ� ��ÚÓÙÖ��Ð� ×�Ð�Ò�º �ÓÖ Ø��Ø ÔÙÖÔÓ×�¸

ÓÒ� �Ò ��Ø��Ö �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø� Ø�� ÔÖÓÔ���ØÓÖ e
β

P
(µS−H) Ó� �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º�µ¸ ÓÖ �Ü¹

ÔÐÓ�Ø Ø�� ��Ø Ø��Ø �Ý �ÒÖ��×�Ò� P �Ò �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º½�µ Ø�� Ñ�ØÖ�Ü �ÜÔÓÒ�ÒØ��Ð

�Ò� ��Ò� M−1
l �Ò �� �Ú�Ö ×�ÑÔÐ�Ö �Ü�ØÐÝ �ÐÙÐ�Ø��º ËÔ����ÐÐÝ̧ Û� �Ñ¹

ÔÐÓÝ�� Ø�� ×ÕÙ�Ö�Ò� �Ò� ×�Ð�Ò� Ø��Ò�ÕÙ� ØÓ ÓÑÔÙØ� Ñ�ØÖ�Ü �ÜÔÓÒ�ÒØ��Ð×¸ �º�º

eA = (eA/m)m �½¼�℄¸ Û��Ö� Û� �ÜÔÐÓ�Ø Ø�� ��Ø Ø��Ø eA/m �× ØÖ�Ú��Ð ØÓ ÓÑÔÙØ�

Û��Ò�Ú�Ö m �× Ð�Ö��º ÁÒ �Ò �Ò�ÐÝ×�× Ó� Ø�� Ml Ñ�ØÖ��×¸ Û� �ÓÙÒ� Ø��Ø �Ú�ÖÝ Ml

Ñ�ØÖ�Ü �× Ø�ÖÓÙ��ÓÙØ ��ØØ�Ö ÓÒ��Ø�ÓÒ�� Ø��Ò H �¾�℄º �ÖÓÑ Ø��× �ÓÐÐÓÛ× Ø��Ø

�ÓÖ �ÐÐ l¸ M−1
l �ÐÛ�Ý× �Ü����Ø× Ð�×× ÒÓÒ¹Þ�ÖÓ �ÒØÖ��× �Ò� �× Ø��Ö��ÓÖ� ÑÙ� ��×��Ö

ØÓ ÓÑÔÙØ� Ø��Ò Ø�� �ÒÚ�Ö×� Ó� H ¸ Û��� ÛÓÙÐ� ÓÖÖ�×ÔÓÒ� ØÓ Ø�� ÓÑÔÐ�Ü�ØÝ

Ó� �ÐÙÐ�Ø�Ò� ρ ��Ö�ØÐÝº

ÁÒ ����Ø�ÓÒ¸ Ø�� Ñ�Ø�Ó� �Ò �� �Ú�Ò ÑÓÖ� �ÑÔÖÓÚ�� �Ý Ö�Ó�Ò�Þ�Ò� Ø��Ø H �×

Ö��Ð �× Û�ÐÐ �× ×ÝÑÑ�ØÖ� �Ò� Ø��Ø Ø�� �ÕÙ�Ð�ØÝ

Ml = M∗
P−l+1 ´�º¾¼µ

�ÓÐ�×º Í×�Ò� �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º¾¼µ �Ò� Ø�� ��Ø Ø��Ø ωl := e
iπ
P
(2l−1) ��ÒÓØ�× � ÔÓ�ÒØ

ÓÒ Ø�� ÙÒ�Ø �ÖÐ� Ó� Ø�� ÓÑÔÐ�Ü ÔÐ�Ò�¸ Û� ×�ÓÛ Ø��Ø ÓÒÐÝ Ø�� Ö��Ð Ô�ÖØ× Ó�

Ø�� Ml Ñ�ØÖ��× �Ö� Ö�ÕÙ�Ö�� ØÓ ÓÑÔÙØ� ρ

M∗
l Ml =

�

I − ωle
β

P
(µS−H)

�∗ �

I − ωle
β

P
(µS−H)

�

=
�

I − ωl

�

e
β

P
(µS−H)

�∗
��

I − ωle
β

P
(µS−H)

�

= I − (ωl + ωl)e
β

P
(µS−H) + (ωlωl) e

2β

P
(µS−H)

= I − 2Reωl e
β

P
(µS−H) + e

2β

P
(µS−H)

=
�

I + e
2β

P
(H−µS) − 2Reωl e

β

P
(H−µS)

�

e
2β

P
(µS−H)

=: Nl e
2β

P
(µS−H) ∈ RM×M , ´�º¾½µ
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Û��Ö� M �× Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� ��×�× �ÙÒØ�ÓÒ× �Ò� Ø��Ö��ÓÖ� Ø�� ��Ñ�Ò×�ÓÒ Ó� Ø��

Ö��Ð Ñ�ØÖ�Ü M∗
l Mlº

Ì�� Ð�ØØ�Ö ÔÖÓÓ� �ÒØ��Ð× ×Ù�×Ø�ÒØ��Ð ×�Ú�Ò�× �Ò Ø�ÖÑ× Ó� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ó×Ø �Ò�

Ñ�ÑÓÖÝ Ö�ÕÙ�Ö�Ñ�ÒØº �ÖÓÑ Ø��× �Ø �ÓÐÐÓÛ× Ø��Ø �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º½�µ �Ò �� �ÙÖØ��Ö

×�ÑÔÐ���� ØÓ

ρ =
2

P

P/2
�

l=1

�

I − ReM−1
l

�

, ´�º¾¾µ

Û��Ö� Ø�� ÙÔÔ�Ö Ð�Ñ�Ø Ó� �Ò��Ü l �× ��Ò��ÓÖØ� Ö�×ØÖ�Ø�� ØÓ P/2º ÅÓÖ�ÓÚ�Ö¸ �Ø

��× ���Ò Ó�×�ÖÚ�� Ø��Ø �Ù×Ø � ��Ò��ÙÐ Ó� Ml Ñ�ØÖ��×¸ Û��Ö� l �× ÐÓ×� ØÓ P/2¸

�Ö� �ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ�� �Ò� ÓÒÐÝ �ÓÖ Ø��Ñ Ø�� �ÒÚ�Ö×�ÓÒ �× ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�ÐÐÝ ÙÑ��Ö¹

×ÓÑ�º �ÐÐ ÓØ��Ö Ml Ñ�ØÖ��× ��Ú�Ò� � ×Ñ�ÐÐ�Ö �Ò��Ü �Ö� Ö�Ø��Ö Û�ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ��¸

×Ó Ø��Ø Ø�� Ñ�ØÖ�Ü �ÒÚ�Ö×�ÓÒ �Ò �� Ú�ÖÝ ����ÒØÐÝ Ô�Ö�ÓÖÑ�� �Ý � ����Ý×��Ú

ÔÓÐÝÒÓÑ��Ð �ÜÔ�Ò×�ÓÒ �¾�℄º Ì��× �× ØÓ ×�Ý Ø��Ø ρ �Ò �ÐÛ�Ý× �� ÛÖ�ØØ�Ò �× �

×ÙÑ Ó� M−1
l Ñ�ØÖ��×¸ Û��� �Ö� Ø�ÖÓÙ��ÓÙØ ÔÖ�ØØÝ ÑÙ� ×Ô�Ö×�Ö Ø��Ò ρ �Ø×�Ð�º

Ì�� Ð�ØØ�Ö �× �Ò ��Ø ØÖÙ�¸ �Ú�Ò �� ρ �× Ö�Ø��Ö �ÙÐÐ¸ ×Ó Ø��Ø Ñ�Ø�ÐÐ� ×Ý×Ø�Ñ× �Ò

�� Ú�ÖÝ ����ÒØÐÝ ØÖ��Ø��º

Ì��×� ÓÑÔÐ�Ñ�ÒØ�ÖÝ ÔÖÓÔ�ÖØ��× Ó� Ø�� Ml Ñ�ØÖ��× �ÑÑ����Ø�ÐÝ ×Ù���×Ø

Ø�� �ÓÐÐÓÛ�Ò� �Ý�Ö�� �ÔÔÖÓ��º Ì��Ö��Ý̧ �Ò ÓÔØ�Ñ�Ð l̄ �× �Ó×�Ò ×Ù� Ø��Ø

1 < l̄ < P/2¸ Û��Ö� �ÐÐ Ml Ñ�ØÖ��× Û�Ø� l < l̄ �Ö� �ÒÚ�ÖØ�� �Ý � ����Ý×��Ú

ÔÓÐÝÒÓÑ��Ð �ÜÔ�Ò×�ÓÒ �Ò� ÓÒÐÝ ÓØ��ÖÛ�×� �ÓÖ l ≥ l̄ �Ý �Ò �Ø�Ö�Ø�Ú� Æ�ÛØÓÒ¹

Ë�ÙÐÞ Ñ�ØÖ�Ü �ÒÚ�Ö×�ÓÒº �× ÐÓÒ� �× Ml �× ÒÓØ �ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ��¸ Ø�� �ÓÖÑ�Ö ��×

Ø�� ��Ú�ÒØ��� Ó� ���Ò� �××�ÒØ��ÐÐÝ �Ò��Ô�Ò��ÒØ Ó� P ¸ ×Ó Ø��Ø �ÒÖ��×�Ò� P

Û�ÐÐ ÒÓØ �ÒÖ��×� Ø�� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ó×Øº ÌÓ��Ø��Ö Û�Ø� Ø�� ��Ø Ø��Ø Ø��

ÒÙÑ��Ö Ó� �ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ�� Ml Ñ�ØÖ��× ��Ô�Ò�× ÓÒÐÝ ÓÒ Ø�� Ô�ÖØ�ÙÐ�Ö ×Ý×Ø�Ñ

�Ò� β¸ �ÙØ ����Ò ÒÓØ ÓÒ P ¸ Ø�� ÔÖ�×�ÒØ �Ý�Ö�� �ÔÔÖÓ�� �ÐÐÓÛ× ØÓ �ÑÔÐÓÝ �Ò

�Ö��ØÖ�ÖÝ Ð�Ö�� P �Ø ��×��ÐÐÝ ÒÓ ����Ø�ÓÒ�Ð ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ó×Øº ÁÒ Ø��× Û�Ý̧

Ø�� ��ÓÑÔÓ×�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� ��È �Ò �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º�µ �Ò �� Ñ��� �Ü�Ø �Ò �ÒÝ

ÓÖ��Ö �××�ÒØ��ÐÐÝ �ÓÖ �Ö��º �ÖÓÑ Ø��× �Ø �ÓÐÐÓÛ× Ø��Ø Ø�� �Ð�ØÖÓÒ� Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ�

β−1 �Ò �� �Ó×�Ò ØÓ �� Ö�Ø��Ö ÐÓÛ �Ò� �× ØÝÔ��ÐÐÝ ���ÒØ��Ð Û�Ø� Ø�� ÒÙÐ��Ö

Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ�º

�ÙÖØ��ÖÑÓÖ�¸ �Ø �× ÔÓ××��Ð� ØÓ Ö�ÛÖ�Ø� ReM−1
l �Ò Ø�� �ÓÐÐÓÛ�Ò� Û�Ý�

ReM−1
l =

1

2

�

I +
�

e
2β

P
(H−µS) − I

�

N−1
l

�

, ´�º¾¿µ
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Û��Ö� Nl �× Ø�� Ö��Ð Ú�ÐÙ�� Ñ�ØÖ�Ü ���Ò�� �Ò �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º¾½µº Ì��Ø �× ØÓ ×�Ý̧

Ø�� Û�ÓÐ� ÔÖÓ�Ð�Ñ �Ò �� Ö��Ù�� ØÓ �ÒÚ�ÖØ Nlº ÈÖ�ØØÝ ÑÙ� �× �ÓÖ Ø�� Ml

Ñ�ØÖ�Ü¸ �� Nl �× Û�ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ��¸ �Ø× �ÒÚ�Ö×� �Ò �� �ÜÔÖ�××�� �Ý � ����Ý×��Ú

�ÜÔ�Ò×�ÓÒº �ÓÖ Ø��× ÔÙÖÔÓ×� Ð�Ø Ù× Ö�ÛÖ�Ø� Nl �Ò Ø�ÖÑ× Ó� � ×���Ø�� �Ò� ×�Ð��

�ÙÜ�Ð��ÖÝ Ñ�ØÖ�Ü

X =
e

β

P
(H−µS) − z0

ζ
, ´�º¾�µ

Û�Ó×� ×Ô�ØÖÙÑ Ð��× ��ØÛ��Ò −1 �Ò� 1º Ì�� ÓÖÖ�×ÔÓÒ��Ò� ×���Ø�Ò� �Ò� ×�Ð�Ò�

Ô�Ö�Ñ�Ø�Ö× z0 =
�

e ε���/P + e ε���/P
�

/2 �Ò� ζ =
�

e ε���/P − e ε���/P
�

/2 �Ö� �Ü¹

ÔÖ�××�� �Ò Ø�ÖÑ× Ó� Ø�� Ñ�Ü�ÑÙÑ �Ò� Ñ�Ò�ÑÙÑ ����ÒÚ�ÐÙ�× Ó� H̃ = H−µS �Ò

ÙÒ�Ø Ó� kBT ¸ �º�º �Ý ε��� �Ò� ε��� �¾�℄º Ë�Ò� � Ö�Ø��Ö ÖÙ�� �×Ø�Ñ�Ø� �ÓÖ ε���
�Ò� ε��� �× ×Ù���ÒØ¸ Ø��Ý �Ò �� ����ÒØÐÝ �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�� Ù×�Ò� ��Ö×��ÓÖ�Ò³×

�ÖÐ� Ø��ÓÖ�Ñ �¿�℄ �×

ε��� ≥ max
i

�

H̃ii +
�

i�=j

|H̃ij|
�

, ´�º¾�µ

ε��� ≤ min
i

�

H̃ii −
�

i�=j

|H̃ij|
�

. ´�º¾�µ

Ì�� ����Ö�Ò� Δε = ε��� − ε��� ÓÖÖ�×ÔÓÒ�× ØÓ Ø�� ×Ô�ØÖ�Ð Û��Ø� Ó� H̃ º Ì��

ÓÒ��Ø�ÓÒ ÒÙÑ��Ö κ(Nl) ≈ 1 + Δε2π−2(P − 2l)−2 �× ×ÓÑ�Û��Ø �����Ö Ø��Ò

κ(Ml) ≈ 1+Δεπ−1(P −2l)−1¸ �ÙØ �× ÑÓÖ� Ö�Ô��ÐÝ ��Ð�Ò�Ò� Û�Ø� ��Ö��×�Ò� lº

Ì��Ö�Û�Ø�¸ �ÓÖ l < l̄¸ Û� �Ò �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø� N−1
l �× � ×ÙÑ Ó� ����Ý×��Ú ÔÓÐÝÒÓ¹

Ñ��Ð× Ó� X �Ý

N−1
l ≈

mC(l)
�

i=0

ci(l)Ti(X), ´�º¾�µ

Û��Ö� Ti(X) �Ö� Ø�� ����Ý×��Ú ÔÓÐÝÒÓÑ��Ð× �× ���Ò�� �Ò �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´¿º½�µ �Ò�

ci(l) Ø�� ÓÖÖ�×ÔÓÒ��Ò� Ó����ÒØ×º ÆÓØ� Ø��Ø Ti(X) �Ö� �Ò��Ô�Ò��ÒØ Ó� l ×Ó

Ø��Ø Ø��Ý ��Ú� ØÓ �� �ÐÙÐ�Ø�� ÓÒÐÝ ÓÒ�º Ì�� ÙÔÔ�Ö �ÓÙÒ� mC(l) �Ò� Ø�Ù×

Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� Ø�ÖÑ× �Ò Ø�� ×ÙÑÑ�Ø�ÓÒ ØÓ ����Ú� � Ö�Ð�Ø�Ú� �ÙÖ�Ý Ó� 10−D

ÓÒ N−1
l �× �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�ÐÝ

mC(l) ≈
1

2
+

ΔεD ln 10

π(P − 2l)
. ´�º¾�µ
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��Ø�Ö ��Ú�Ò� ÓÑÔÙØ�� Ø�� �ÒÚ�Ö×� Ó� �ÐÐ Ø�� Û�ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ�� Nl Ñ�ØÖ��×¸

Û� ��Ú� ØÓ ���Ð Û�Ø� Ø�� Ú�ÖÝ ��Û �ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ�� ÓÒ�×º �× �ÐÖ���Ý �Ò���Ø��

Ø��× �× �ÓÑÔÐ�×��� �Ý Ø�� �ÓÐÐÓÛ�Ò� Æ�ÛØÓÒ¹Ë�ÙÐÞ �Ø�Ö�Ø�ÓÒ

Ak+1 = 2Ak −AkNlAk, k = 0, 1, . . . , ´�º¾�µ

Û��� ÓÒÚ�Ö��× ÕÙ��Ö�Ø��ÐÐÝ ØÓ N−1
l ��Ú�Ò Ø��Ø A0 �× Û�Ø��Ò Ø�� Ö�×Ô�Ø�Ú�

�Ö�� Ó� ÓÒÚ�Ö��Ò� �½¿�℄º �Ú�Ò Ø�ÓÙ�� �ÓÖ

A0 = N∗
l

�

�Nl�1�Nl�∞
�−1

, ´�º¿¼µ

�ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º¾�µ �× �ÐÖ���Ý �Ù�Ö�ÒØ��� ØÓ ÓÒÚ�Ö�� �½¾¿℄¸ �ÙØ Ø�� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ

Ó� N−1
l ��ÓÑ�× �Ú�Ò ÑÓÖ� ����ÒØ Û�Ø� Ø�� �Ú��Ð���Ð�ØÝ Ó� � �ÓÓ� �Ò�Ø��Ð �Ù�××

�ÓÖ Ø�� Ñ�ØÖ�Ü �ÒÚ�Ö×�º �ÓÖØÙÒ�Ø�ÐÝ̧ Û� �Ò Ñ��� Ù×� Ó� N−1
l̄+n−1

�× �Ò �Ò�Ø��Ð

�Ù�×× �ÓÖ N−1
l̄+n

, n ∈ {0, . . . , P/2 − l̄} Ø��Ø �× �ÓÓ� �ÒÓÙ�� ØÓ �Ú�Ò ÓÒÚ�Ö��

Ö�Ø��Ö �ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ�� Ñ�ØÖ��× Ù×Ù�ÐÐÝ Û�Ø��Ò � ��Û �Ø�Ö�Ø�ÓÒ×º Ì�� ÒÙÑ��Ö Ó�

Ñ�ØÖ�Ü ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ× Ö�ÕÙ�Ö�� ØÓ Ó�Ø��Ò � Ö�Ð�Ø�Ú� �ÙÖ�Ý Ó� 10−D ÓÒ Nl

×Ø�ÖØ�Ò� �ÖÓÑ Nl̄−1 Ø��Ø ��× �ÐÖ���Ý ���Ò �ÐÙÐ�Ø�� �Ý �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º¾�µ �×

mN (l) =
2

ln 2
ln

ln(1− χ(l))−D ln 10

lnχ(l)
, ´�º¿½µ

Û��Ö� χ(l) ≈ 4(P + 1− 2l)

(1 + (P + 1− 2l))2
. ´�º¿¾µ

À�Ò�¸ Ø�� ÓÔØ�Ñ�Ð Ú�ÐÙ� Ó� l̄ �Ò �� �ÓÙÒ� �Ý Ñ�Ò�Ñ�Þ�Ò� Ø�� �×Ø�Ñ�Ø�� ØÓØ�Ð

ÒÙÑ��Ö Ó� Ñ�ØÖ�Ü ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ×

mtot(l̄) = mC(l̄) +

P/2
�

l=l̄

mN(l) ´�º¿¿µ

ÙÒ��Ö Ú�Ö��Ø�ÓÒ Ó� l̄º ÁÒ ��Ò�Ö�Ð¸ P/2 − l̄ �× Ö�Ø��Ö ×Ñ�ÐÐ �Ò� ÓÒÐÝ Û���ÐÝ ��¹

Ô�Ò��ÒØ ÓÒ β¸ Û��� �ÑÔÐ��× Ø��Ø �Ù×Ø � ��Û Nl Ñ�ØÖ��× Ò���× ØÓ �� �ÜÔÐ��ØÐÝ

�ÒÚ�ÖØ�� Ù×�Ò� �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º¾�µ¸ Ö���Ö�Ð�×× Ó� Ø�� �Ð�ØÖÓÒ� Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ�º

ÀÓÛ�Ú�Ö¸ Ø�� Ñ�ØÖ�Ü¹Ñ�ØÖ�Ü ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ× Ó� �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º¾�µ �Ù×�× Ø��Ø

limk→∞Ak+1 �Ú�ÒØÙ�ÐÐÝ ��ÓÑ�× ���ÖÐÝ ÓÙÔ���º �ÓÖ Ø��× Ö��×ÓÒ �Ò ÓÖ��Ö ØÓ

×Ù×Ø��Ò Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� Ø�� �ÒØ�ÖÑ����Ø� Ñ�ØÖ��× �Ö� ØÖÙÒ�Ø��º Æ�Ú�ÖØ��Ð�××¸

�× �ÐÖ���Ý Ñ�ÒØ�ÓÒ��¸ Ø�� ÓÒ��Ø�ÓÒ ÒÙÑ��Ö Ó� Nl �× �ÐÛ�Ý× ÐÓÛ�Ö Ø��Ò Ø�� ÓÒ�
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Ó� H �Ò� ØÝÔ��ÐÐÝ �Ú�Ò Ö�Ø��Ö Û�ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ��¸ ×Ó Ø��Ø N−1
l �× �Ý ���Ò�Ø�ÓÒ

×Ù�×Ø�ÒØ��ÐÐÝ ×Ô�Ö×�Ö Ø��Ò ρº �ÖÓÑ Ø��× �Ø �ÓÐÐÓÛ× Ø��Ø Ø�� Ò��××�ÖÝ ØÖÙÒ�Ø�ÓÒ

ÙØ¹Ó� �× Ö�Ð�Ø�Ú�ÐÝ Ñ�Ð� �Ò� Ø�� �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�ÓÒ Ø��Ö��ÓÖ� Ú�ÖÝ ×Ñ�ÐÐ¸ ×Ó Ø��Ø

����ÐÝ �ÙÖ�Ø� Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� �Ð�ØÖÓÒ� ×ØÖÙØÙÖ� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ× �Ö� ×Ø�ÐÐ ÔÓ××��Ð�º

�º� È�Ö�ÓÖÑ�Ò� Ë�Ð�¹�ÓÒ×�×Ø�ÒØ ÅÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�¹

Ñ�× Ë�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ×

ÁÒ Ø��× ×�Ø�ÓÒ¸ Û� ��×Ö��� Ø�� �ÑÔÐ�Ñ�ÒØ�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� ��ÓÚ� ÔÖ�×�ÒØ�� �Ý�Ö��

�ÔÔÖÓ�� Û�Ø��Ò � ×�Ð�¹ÓÒ×�×Ø�ÒØ �ÁÅ� �Ö�Ñ�ÛÓÖ�º ÁØ× ���� ��Ú�ÒØ��� �× ÒÓØ

ÓÒÐÝ Ø��Ø �Ø �ÐÐÓÛ× �ÓÖ �ÙÖ�Ø� Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ×¸ �ÙØ �× �ÙÖØ��ÖÑÓÖ�

�Ð×Ó ��Ø�ÖÑ�Ò�×Ø�º À�Ò�¸ �Ø Ú�Ö��Ò� ØÓ Ø�� ÓÖ���Ò�Ð �ÔÔÖÓ�� �����¼℄¸ Û��Ö�

Ø�� ÓÖÖ�×ÔÓÒ��Ò� Ñ�ØÖ��× �Ö� �ÒÚ�ÖØ�� �Ý �Ò �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø� ×ØÓ��×Ø� Ñ�Ø�Ó�¸

�Ø �× ÒÓÛ ÔÓ××��Ð� ØÓ Ô�Ö�ÓÖÑ �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ× Ù×�Ò� À�Ñ�ÐØÓÒ��Ò ÓÔ�Ö�ØÓÖ× Ó� �ÙÐÐÝ

×�Ð�¹ÓÒ×�×Ø�ÒØ Ñ��Ò¹��Ð� Ø��ÓÖ��×¸ ×Ù� �× À�¸ ��Ì¸ �Ò� ×�Ð�¹ÓÒ×�×Ø�ÒØ Ì�

´Ë�Ì�µ �¿¾¸ ½��℄º

Ï� ��Ú� Ø�×Ø�� Ø�� Ñ�Ø�Ó� �Ò Ø�� ÓÒØ�ÜØ Ó� �Ð�ØÖÓÒ� ×ØÖÙØÙÖ� ��×�� Å� Ù×¹

�Ò� � Ë�Ì� ÑÓ��Ð ���℄ �Ò� �ÑÔÐ�Ñ�ÒØ�� �Ø �Ò Ø�� �ÅÈÌÓÓÐ ÔÖÓ�Ö�Ñ Ô�����

���¸ ½¼�℄º ÁÒ Ø�� ×�Ð�¹ÓÒ×�×Ø�ÒØ ��Ð� ´Ë��µ ÓÔØ�Ñ�Þ�Ø�ÓÒ ÐÓÓÔ¸ ×�Ð�¹ÓÒ×�×Ø�ÒÝ

�× Ö��Ð�Þ�� �Ý �ÑÔÓ×�Ò� ÐÓ�Ð ��Ö�� Ò�ÙØÖ�Ð�ØÝ ´Ä�Æµ¸ ØÓ �ÓÙÒØ �ÓÖ ��Ö��

ØÖ�Ò×��Ö ÔÖÓ�××�×¸ �× Û�ÐÐ �× �ÓÒ� �Ö����Ò� �Ò� �ÓÖÑ�Ø�ÓÒº Ì��× Ñ��Ò× Ø��Ø

Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� �Ð�ØÖÓÒ× Ó� �Ú�ÖÝ �ØÓÑ α ��× ØÓ �� �ÕÙ�Ð ØÓ Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø× Ú�¹

Ð�Ò� �Ð�ØÖÓÒ× q0α Û�Ø��Ò �Ò ���Ù×Ø��Ð� ØÓÐ�Ö�Ò�¸ Û��� Û� Ò�Ñ�� Δqmaxº ÌÓ

Ø��Ø �ÜØ�Ò�¸ �ÙÖ�Ò� Ø�� Ë�� ÐÓÓÔ Ø�� ����ÓÒ�Ð �Ð�Ñ�ÒØ× Ó� H �Ö� Ú�Ö��� Ù×�Ò�

� Ð�Ò��Ö Ö�×ÔÓÒ×� �ÙÒØ�ÓÒ Θ ÙÒØ�Ð ÐÓ�Ð ��Ö�� Ò�ÙØÖ�Ð�ØÝ �× ����Ú��º ËÔ���¹

�ÐÐÝ̧ �Ò ��� Å� ×Ø�Ô �Ö×Ø H �× �Ù�ÐØ ÙÔ¸ Û��Ö��× �Ò �Ú�ÖÝ Ë�� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ Û�

�ÐÙÐ�Ø� Ø�� ×���Ø¹Ú�ØÓÖ ΔH ØÓ Ø�� ����ÓÒ�Ð �Ð�Ñ�ÒØ× Ó� H º Ì�� Ð�ØØ�Ö �Ö� Ø��

×Ó �ÐÐ�� ÓÒ¹×�Ø� �Ò�Ö���× ǫi = Hii¸ Û��Ð� Ø�� ����ÓÒ�Ð �Ð�Ñ�ÒØ× Ó� ρS Ö�ÔÖ�×�ÒØ×

Ø�� ÓÙÔ�ÒÝ Ó� Ø�� ÓÖÖ�×ÔÓÒ��Ò� ÓÖ��Ø�Ð¸ ��Ò� Ne = tr[ρS]º ËÙÑÑ�Ò� ÓÚ�Ö

�ÐÐ ÓÖ��Ø�Ð× �ÒØÖ�� ÓÒ �ÒÝ Ô�ÖØ�ÙÐ�Ö �ØÓÑ α¸ ÓÒ� Ó�Ø��Ò× Ø�� �××Ó��Ø�� ÓÒ¹

×�Ø� ��Ö�� qαº Ä�Æ �× �Ò�ÓÖ�� �Ý �ÐÙÐ�Ø�Ò� Δk
H = Θ(qkα− q0α) �ÓÖ �Ú�ÖÝ Ë��

�Ø�Ö�Ø�ÓÒ k �Ò� ×���Ø�Ò� Ø�� ÓÒ¹×�Ø� �Ò�Ö���× Ù×�Ò� ǫk+1
i = ǫi +Δk

H º ËÓ ���ÔØ��¸

Hk �× ����ÓÒ�Ð�Þ�� Ù×�Ò� Ø�� ��ÓÚ� �ÓÖÑ�Ð�×Ñ ÙÒØ�Ð maxα |qα − q0α| ≤ Δqmaxº

ÁÒ Ø��Ø �×�¸ �Ò×Ø��� Ó� ���Ò� �Ö�Ò�¹�ÒÓÒ��Ð Ø�� ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ �× Ô�Ö�ÓÖÑ�� �Ø



�¼

ÓÒ×Ø�ÒØ Neº

ÀÓÛ�Ú�Ö¸ �× �ÐÖ���Ý Ö�Ó�Ò�Þ�� �Ý ÃÖ�×× �Ø �Ðº ��¾℄ Ù×�Ò� Ø�� ÔÖ�×�ÒØ Ë�Ì�

ÑÓ��Ð ���℄¸ Ø�� Ë�� ÝÐ� �× Ú�ÖÝ ×ÐÓÛÐÝ ÓÒÚ�Ö��Ò� �Ò� Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� Ò��××�ÖÝ

�Ø�Ö�Ø�ÓÒ× ��Ô�Ò�× Ö�Ø��ÐÐÝ ÓÒ Δqmaxº Æ�Ú�ÖØ��Ð�××¸ Ø��× �Ò Ö�Ñ����� �Ý

���ÔØ�Ò� Ø�� Ñ�Ø�Ó� Ó� Ã��Ò� �Ø �Ðº ���℄ �Ò ×Ù� � Û�Ý Ø��Ø �Ò×Ø��� Ó� �

�ÙÐÐÝ ÓÙÔÐ�� �Ð�ØÖÓÒ¹�ÓÒ Å� ÓÒÐÝ Ø�� ÑÓ����� ÔÖ���ØÓÖ¹ÓÖÖ�ØÓÖ �ÒØ��Ö�ØÓÖ

�× Ù×�� ØÓ ÔÖÓÔ���Ø� ΔH �Ò Ø�Ñ�º ÁÒ Ø�� �Ö�Ñ�ÛÓÖ� Ó� ��Ì¸ Ø��× ×��Ñ� ��×

×�ÓÛÒ ØÓ �� Ô�ÖØ�ÙÐ�ÖÐÝ ���Ø�Ú� �ÓÖ � Ð�Ö�� Ú�Ö��ØÝ Ó� ����Ö�ÒØ ×Ý×Ø�Ñ× �¾¾�

¾�¸ ¿¼¸ ¿¿¸ ��¸ ��¸ ��¸ ½��℄º ÁÒ×Ô�Ö�� �Ý Ø�� ÓÖ���Ò�Ð ×��Ñ� Ó� ÃÓÐ��� ���¸ ��℄

��Ö�

ΔH(tn)
p =

K
�

m=1

(−1)m+1m

�

2K
K−m

�

�

2K−2
K−1

�ΔH(tn−m) ´�º¿�µ

�× Ù×�� �× � ÑÓ����� ÔÖ���ØÓÖ¸ Û��Ö� ΔH(tn)
p �× �Ò �×Ø�Ñ�Ø� �ÓÖ ΔH(tn) Ó�

Ø�� Ò�ÜØ Å� Ø�Ñ� ×Ø�Ô tn �Ò� �× �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�� Ù×�Ò� Ø�� Û����Ø�� ×���Ø× Ó� Ø��

K ÔÖ�Ú�ÓÙ× Ø�Ñ� ×Ø�Ô×º Ï� Ð��Ñ Ø��Ø Ø�� Û����Ø×

wm := (−1)m+1m

�

2K
K−m

�

�

2K−2
K−1

� ´�º¿�µ

�ÐÛ�Ý× ��� ÙÔ ØÓ 1º Ì�Ù×¸ Û� ×�ÓÛ Ø�� �ÓÐÐÓÛ�Ò�

K
�

m=1

wm =
K
�

m=1

(−1)m+1m

�

2K
K−m

�

�

2K−2
K−1

� = 1 ´�º¿�µ

�Ý Ñ���Ò� Ù×� Ó� Ø�� �ÔÔ�Ò��Ü Ó� ���℄ �Ò� ÛÖ�Ø�

K
�

m=1

(−1)m+1m

�

2K

K −m

�

´�º¿�µ

=

K
�

m=1

(−1)m+1m

��

2K − 2

K −m

�

+ 2

�

2K − 2

K −m− 1

�

+

�

2K − 2

K −m− 2

��

=
K
�

m=1

(−1)m+1

�

m(2K − 2)!

(K −m)!(K +m− 2)!

+
2m(2K − 2)!

(K −m− 1)!(K +m− 1)!
+

m(2K − 2)!

(K −m− 2)!(K +m)!

�

. ´�º¿�µ



�½

�ÐÐ �ÙØ Ø�� �Ö×Ø ×ÙÑÑ�Ò� �Ò�Ð× ÓÙØ ×Ó Ø��Ø Û� ��Ø

K
�

m=1

(−1)m+1m

�

2K

K −m

�

=

�

2(K − 1)

K − 1

�

, ´�º¿�µ

Û��� ��Ø�Ö �Ò×�ÖØ�Ò� �Ø �ÒØÓ �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º¿�µ �ÕÙ�Ð× ØÓ

K
�

m=1

wm =

�

2K − 2

K − 1

�−1

·
�

2(K − 1)

K − 1

�

= 1. ´�º�¼µ

�× ×Ô���Ð �×� �ÓÖ K = 1¸ Û� ��Ú� w1 = 1¸ �º�º ΔH(tn)
p = ΔH(tn−1)º

ÀÓÛ�Ú�Ö¸ ÓÒØÖ�ÖÝ ØÓ Ø�� ×�ÓÒ� ��Ò�Ö�Ø�ÓÒ ��Ö¹È�ÖÖ�Ò�ÐÐÓ Å� �ÔÔÖÓ��

Ó� Ã��Ò� �Ø �Ðº ���℄¸ Û��Ö� �Ò ��� Å� ×Ø�Ô ÓÒÐÝ � ×�Ò�Ð� ÔÖ�ÓÒ��Ø�ÓÒ��

�Ð�ØÖÓÒ� �Ö����ÒØ �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ �× Ö�ÕÙ�Ö�� �× Ø�� ÓÖÖ�ØÓÖ¸ ��Ö� Ø�� ÔÖ���Ø��

ΔH(tn)
p �× ÓÒÐÝ Ù×�� �× �Ò �Ò�Ø��Ð �Ù�×× �ÓÖ Ø�� Ë�� ÝÐ�¸ Û��� Ö�ÕÙ�Ö�× �Ø

Ð��×Ø � ×�Ò�Ð� �� ÒÓØ ÑÙÐØ�ÔÐ� ����ÓÒ�Ð�Þ�Ø�ÓÒ×º Ì��Ø �× ØÓ ×�Ý Ø��Ø �Ò×Ø��� Ó� �

��ÒÙ�Ò� ��Ö¹È�ÖÖ�Ò�ÐÐÓ¹Ð��� �ÝÒ�Ñ�× �¾½¸ ��℄¸ � Ð�×× ����ÒØ ��Ð�Ö�Ø�� �ÓÖÒ¹

ÇÔÔ�Ò���Ñ�Ö Å� ´�ÇÅ�µ �¿¸ �¸ �¾¸ ½½�¸ ½¿¾¸ ½��℄ �× Ô�Ö�ÓÖÑ��º

Æ�Ú�ÖØ��Ð�××¸ �Ò Ø��× Û�Ý Ø�� ÓÒÚ�Ö��Ò� Ö�Ø� Ó� Ø�� Ë�� ÝÐ� �× ÑÙ� �Ò¹

Ö��×��¸ Û��Ð� �Ø Ø�� ×�Ñ� Ø�Ñ� �Ú�Ò �ÐÐÓÛ�Ò� �ÓÖ � Ö�Ø��Ö Ø���Ø ØÓÐ�Ö�Ò�

Ø�Ö�×�ÓÐ�º ÁÒ ��Ø¸ ÓÑÔ�Ö�Ò� Û�Ø� Ø�� �ÑÔÐÓÝ�� ÓÒÚ�Ö��Ò� Ö�Ø�Ö�ÓÒ Ó� ÃÖ�××

�Ø �Ðº ��¾℄¸ ��Ö� Δqmax �Ò �� �Ó×�Ò ØÓ �� �Ø Ð��×Ø ÓÒ� ØÓ ØÛÓ ÓÖ��Ö× Ó� Ñ��¹

Ò�ØÙ�� ×Ñ�ÐÐ�Ö Û�Ø�ÓÙØ Ö�ÕÙ�Ö�Ò� ÒÙÑ�ÖÓÙ× Ë�� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ×º

�Ù� ØÓ Ø�� ��Ø Ø��Ø Ø�� ÔÖ�×�ÒØ ×��Ñ� �× �ÕÙ�Ú�Ð�ÒØ ØÓ ����ÓÒ�Ð�Þ�Ò� H ¸

�× �ÓÖ �ÒÝ Ë�� Ø��ÓÖÝ ��×�� �ÇÅ� ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ¸ Ø�� �ÒØ�Ö�ØÓÑ� �ÓÖ�× Ø�Ù×

�ÐÙÐ�Ø�� �Ö� ���Ø�� �Ý � ×Ø�Ø�×Ø��Ð ÒÓ�×� ΞN
I ¸ �Ü�ÔØ �ÓÖ Ø�� ÙÒÖ��Ð�×Ø� �×�

Ø��Ø Δqmax = 0º À�Ò�¸ �Ò×Ø��� Ó� Ø�� �Ü�Ø �ÓÖ�× FI ¸ Ñ�Ö�ÐÝ �Ò �ÔÔÖÓÜ�¹

Ñ�Ø�ÓÒ F����

I = FI + ΞN
I �× ÓÑÔÙØ��¸ Û��Ö� F����

I �Ö� Ø�� �ÇÅ� �ÓÖ�×

�ÐÙÐ�Ø�� �Ý �Ò �Ö��ØÖ�ÖÝ Ë�� ��×�� Ø��ÓÖÝº �Ú�Ò Ø�ÓÙ��¸ ΞN
I �Ò¸ ØÓ � Ú�ÖÝ

�ÓÓ� �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�ÓÒ¸ �� �××ÙÑ�� �× Û��Ø� �¿½¸ �¾¸ ��℄¸ Ø�� Ð�Ò� �ÒØ��Ö�Ð ���Ò¹

�Ò� Ø�� Ò�Ø ÛÓÖ� �× �ÐÛ�Ý× ÔÓ×�Ø�Ú� �Ò� Ø�Ù× �ÒØ��Ð× �Ò �Ò�Ö�Ý �Ö��Ø �ÙÖ�Ò� �

Ñ�ÖÓ�ÒÓÒ��Ð Å� ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒº Ï��Ð� Ø�� ÒÓ�×� Ñ�Ý �� Ø�ÒÝ �Ò� Ø�� �ÓÖ�×

����ÐÝ �ÙÖ�Ø�¸ �× ��Ö �× ×Ø�Ø� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ× ×Ù� �× ��ÓÑ�ØÖÝ ÓÔØ�Ñ�Þ�Ø�ÓÒ �Ö�

ÓÒ�ÖÒ��¸ Ø�� Ö�×ÙÐØ�Ò� �Ò�Ö�Ý �Ö��Ø �× Û�Ý ÑÓÖ� Ö�Ø��Ðº �Ò �Ò�Ö�Ý �Ö��Ø Ó�

�× ×Ñ�ÐÐ �× ½ µ�Î»�ØÓÑ»Ô× �ÖÓÛ× ØÓ �Ò ���ÖÖ�Ø�ÓÒ Ó� ½¼ Ã»Ò× �Ò� Ñ�Ý �Ù×�



�¾

Ø��Ø Ð�ÕÙ�� Û�Ø�Ö¸ �ÓÖ �Ò×Ø�Ò�¸ �Ú�ÔÓÖ�Ø�× Û�Ø��Ò � ÓÙÔÐ� Ó� Ò�ÒÓ×�ÓÒ�× ×�Ñ¹

ÔÐÝ ���Ù×� Ó� Ø�� �Ò�Ö�Ý �Ö��Ø �ÑÑ�Ò�ÒØÐÝ ÔÖ�×�ÒØ �Ò �ÒÝ �ÇÅ� ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ

���¸ ��¸ ��¸ ��¸ ½¾�℄º Ì��Ö��ÓÖ�¸ �Ø Ð��×Ø �Ò ÔÖ�Ò�ÔÐ�¸ �Ø �× ÒÓ ÐÓÒ��Ö �Ù�Ö�ÒØ���

Ø��Ø �Ý ×ÓÐÚ�Ò� Æ�ÛØÓÒ³× �ÕÙ�Ø�ÓÒ Ó� ÑÓØ�ÓÒ Ø�� ÓÖÖ�Ø �ÓÐØÞÑ�ÒÒ �Ú�Ö���×

�Ö� Ó�Ø��Ò��º

�ÓÖØÙÒ�Ø�ÐÝ̧ ÓÒÐÝ ��×�� ÓÒ Ø�� �××ÙÑÔØ�ÓÒ Ø��Ø ΞN
I �× ÙÒ���×��¸ Ø��× �Ò ��

Ö��ÓÖÓÙ×ÐÝ ÓÖÖ�Ø�� �Ý ��Ú�×�Ò� � ÑÓ����� Ä�Ò��Ú�Ò �ÕÙ�Ø�ÓÒ ���¸ ��℄º ËÔ���¹

�ÐÐÝ̧ Ø���Ò� Ù� �ÖÓÑ Ø�� ÛÓÖ� Ó� ÃÖ���Û×�� �Ò� È�ÖÖ�Ò�ÐÐÓ ���¸ ��℄¸ Û� ×�ÑÔÐ�

Ø�� �ÒÓÒ��Ð ��×ØÖ��ÙØ�ÓÒ Ù×�Ò� Ø�� �ÓÐÐÓÛ�Ò� �ÕÙ�Ø�ÓÒ

MIR̈I = FI + ΞN
I − γNMIṘI ´�º�½µ

= F����

I − γNMIṘI , ´�º�¾µ

Û��Ö� RI �Ö� Ø�� ÔÓ×�Ø�ÓÒ× Ó� Ø�� ÒÙÐ��¸ MI Ø���Ö ÒÙÐ��Ö Ñ�××�× �Ò� γN �

�Ö�Ø�ÓÒ Ó����ÒØ ØÓ ÓÑÔ�Ò×�Ø� �ÓÖ Ø�� ÒÓ�×� ΞN
I º Ì�� Ð�ØØ�Ö ��× ØÓ Ó��Ý

�FI(0)Ξ
N
I (t)� ∼= 0, ´�º�¿µ

�× Û�ÐÐ �× Ø�� ×Ó �ÐÐ�� �ÙØÙ�Ø�ÓÒ¹��××�Ô�Ø�ÓÒ Ø��ÓÖ�Ñ

�ΞN
I (0)Ξ

N
I (t)� = 2γNkBTMIδ(t). ´�º��µ

Á� Û� ÛÓÙÐ� �ÒÓÛ γN ×Ù� Ø��Ø �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º��µ �× ×�Ø�×���¸ � ��ÒÙ�Ò� Ä�Ò��Ú�Ò

�ÕÙ�Ø�ÓÒ �× Ö�ÓÚ�Ö��¸ Û��� �Ù�Ö�ÒØ��× �ÓÖ �Ò �ÙÖ�Ø� �ÒÓÒ��Ð ×�ÑÔÐ�Ò�

Ó� Ø�� �ÓÐØÞÑ�ÒÒ ��×ØÖ��ÙØ�ÓÒº ÀÓÛ�Ú�Ö¸ �Ø �Ö×Ø ×���Ø Ø��× Ñ�Ý ÐÓÓ� Ð��� �Ò

�ÑÔÓ××��Ð� ÙÒ��ÖØ���Ò�¸ ×�Ò� Û� Ò��Ø��Ö �ÒÓÛ FI ¸ ÒÓÖ ΞN
I �ÖÓÑ Û��� γN �Ò

�� ���Ù��º Æ�Ú�ÖØ��Ð�××¸ �Ø �× ÔÓ××��Ð�¸ �Ú�Ò Û�Ø�ÓÙØ �ÒÓÛ�Ò� ΞN
I �Ü�ÔØ

Ø��Ø �Ø �× �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�ÐÝ ÙÒ���×��¸ ØÓ ��Ø�ÖÑ�Ò� γN ��Ö�ØÐÝ �Ý ×�ÑÔÐÝ Ú�ÖÝ�Ò�

�Ø �Ò ×Ù� � Û�Ý Ø��Ø Ø�� �ÕÙ�Ô�ÖØ�Ø�ÓÒ Ø��ÓÖ�Ñ
�

1
2
MIṘ

2
I

�

= 3
2
kBT �ÓÐ�×º

ÇÒ� γN �× ��Ø�ÖÑ�Ò��¸ �Ø ÑÙ×Ø �� ��ÔØ ÓÒ×Ø�ÒØ �ÓÖ Ø�� Û�ÓÐ� ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒº

�ÙØ Ø��Ò �Ø �× ÔÓ××��Ð� ØÓ �Ü�ØÐÝ �Ò� Ú�ÖÝ ����ÒØÐÝ �ÐÙÐ�Ø� ×Ø�Ø� �Ò� �Ú�Ò

�ÝÒ�Ñ� Ó�×�ÖÚ��Ð�× Û�Ø�ÓÙØ �ÒÓÛ�Ò� FI ¸ �ÙØ �Ù×Ø F����

I º �Ù� ØÓ Ø�� ��Ø Ø��Ø

Ø�� ×�Ñ� �Ð×Ó �ÓÐ�× �ÓÖ Ø�� ÒÓ�×� �ÒØÖÓ�Ù�� �Ý ØÖÙÒ�Ø�Ò� Ø�� �ÒØ�ÖÑ����Ø�

Ñ�ØÖ��× Ó� �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º¾�µ¸ �× Û�ÐÐ �× Ù×�Ò� �Ò�Ø�¹ÔÖ��×�ÓÒ �Ö�Ø�Ñ�Ø� �Ò�

� ÒÓÒ¹Ú�Ò�×��Ò� �ÒØ��Ö�Ø�ÓÒ Ø�Ñ� ×Ø�Ô¸ Ø�� ÓÖÖ�×ÔÓÒ��Ò� ÒÓ�×� Ø�ÖÑ× �Ò ��

×�ÑÔÐÝ ����� ØÓ ΞN
I º



�¿

�º� �ÓÒÐÙ×�ÓÒ

ÁÒ ÓÒÐÙ×�ÓÒ¸ Û� ÛÓÙÐ� Ð��� ØÓ Ñ�ÒØ�ÓÒ Ø��Ø Ø�� ��Ö� ÔÖ�×�ÒØ�� Ñ�Ø�Ó� �Ò

�� ��Ö�ØÐÝ �ÔÔÐ��� ØÓ �ÙÐÐÝ ×�Ð�¹ÓÒ×�×Ø�ÒØ ��Ì �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ× �Ý ÛÖ�Ø�Ò� Vdc Ó�

�ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º½µ �×

Vdc[ρ(r)] =− 1

2

��

ρ(r)ρ(r′)

|r − r′| dr′dr

−
�

ρ(r)
δΩxc

δρ(r)
dr + Ωxc + Eii,

´�º��µ

Û��Ö� Ø�� �Ö×Ø Ø�ÖÑ ÓÒ Ø�� Ö���Ø ��Ò� ×��� �× Ø�� �ÓÙ�Ð� ÓÙÒØ�Ò� ÓÖÖ�Ø�ÓÒ

Ó� Ø�� À�ÖØÖ�� �Ò�Ö�Ý̧ Û��Ð� Ωxc �× Ø�� �Ò�Ø�¹Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� �Ü��Ò�� �Ò� ÓÖ¹

Ö�Ð�Ø�ÓÒ �Ö�Ò�¹�ÒÓÒ��Ð �ÙÒØ�ÓÒ�Ð �Ò� Eii Ø�� ÒÙÐ��Ö �ÓÙÐÓÑ� �ÒØ�Ö�Ø�ÓÒº

�Ü�ÔØ �ÓÖ Ø�� Ð�ØØ�Ö Ø�ÖÑ¸ �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º��µ �ÓÙÒØ× �ÓÖ Ø�� ����Ö�Ò� ��ØÛ��Ò

Ø�� ��È �ÓÖ �Ò��Ô�Ò��ÒØ ��ÖÑ�ÓÒ× Ω �Ò� Ø�� ��È �ÓÖ Ø�� �ÒØ�Ö�Ø�Ò� ×Ô�Ò¹1
2

��ÖÑ� ��× �¾℄

Ωint[ρ(r)] =− 2

β
ln det

�

I + eβ(µS−H)
�

− 1

2

��

ρ(r)ρ(r′)

|r − r′| dr′dr −
�

ρ(r)
δΩxc

δρ(r)
dr + Ωxc.

´�º��µ

�× ���ÓÖ�¸ �Ò Ø�� ÐÓÛ¹Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� Ð�Ñ�Ø Ωint[ρ(r)] + µNe �ÕÙ�Ð× ØÓ Ø�� ��Ò�¹

×ØÖÙØÙÖ� �Ò�Ö�Ý̧ Û��Ö��× Ωxc ÓÖÖ�×ÔÓÒ�× ØÓ Ø�� ��Ñ�Ð��Ö �Ü��Ò�� �Ò� ÓÖÖ�¹

Ð�Ø�ÓÒ �Ò�Ö�Ý̧ ×Ó Ø��Ø �Ò Ø��× Ð�Ñ�Ø F = Ω+µNe+Vdc = Ωint[ρ(r)]+µNe+Eii �×

�ÕÙ�Ú�Ð�ÒØ ØÓ Ø�� À�ÖÖ�×¹�ÓÙÐ��× �Ò�Ö�Ý �ÙÒØ�ÓÒ�Ð �¿�¸ ��℄º ËÙ� �× Ø�� Ð�ØØ�Ö¸

F �× �ÜÔÐ��ØÐÝ ���Ò�� �ÓÖ �ÒÝ ρ(r) �Ò� Ó��Ý× �Ü�ØÐÝ Ø�� ×�Ñ� ×Ø�Ø�ÓÒ�ÖÝ ÔÓ�ÒØ

�× Ø�� �Ò�Ø�¹Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� �ÙÒØ�ÓÒ�Ð Ó� Å�ÖÑ�Ò �½¼�℄º

Ì�� �ÓÖÑ�Ð �Ò�ÐÓ�Ý Ó� Ø�� ��ÓÑÔÓ×�Ø�ÓÒ ØÓ Ø�� ÌÖÓØØ�Ö ��ØÓÖ�Þ�Ø�ÓÒ �Ñ¹

Ñ����Ø�ÐÝ ×Ù���×Ø× Ø�� ÔÓ××���Ð�ØÝ ØÓ �ÔÔÐÝ ×ÓÑ� Ó� Ø�� ��Ö� ÔÖ�×�ÒØ�� ����×

Û�Ø� ��Ò��Ø ØÓ ÒÙÑ�Ö��Ð Ô�Ø�¹�ÒØ��Ö�Ð �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ× �¾�℄º Ì�� ×�Ñ� �ÔÔÐ��× �ÓÖ

� Ö�Ð�Ø�� �Ö�� Û��Ö� Ø��×� Ñ�Ø�Ó�× �Ö� �ÜØ�Ò×�Ú�ÐÝ Ù×��¸ Ò�Ñ�ÐÝ Ø�� Ð�ØØ��

��Ù�� Ø��ÓÖÝ ØÓ ÕÙ�ÒØÙÑ �ÖÓÑÓ�ÝÒ�Ñ�× ��½℄¸ Û�Ó×� �Ø�ÓÒ �× Ö�Ø��Ö ×�Ñ�Ð�Ö

ØÓ Ø�� ÓÒ� Ó� �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º½¼µº



��



���ÔØ�Ö �

Ä�ÕÙ�� Å�Ø��Ò� �Ø �ÜØÖ�Ñ�

Ì�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� �Ò� ÈÖ�××ÙÖ��

ÁÑÔÐ��Ø�ÓÒ× �ÓÖ ÅÓ��Ð× Ó� ÍÖ�ÒÙ×

�Ò� Æ�ÔØÙÒ�

ÁÒ Ø��× ��ÔØ�Ö¸ Û� ÔÖ�×�ÒØ � ×ØÙ�Ý ÓÒ Ð�ÕÙ�� Ñ�Ø��Ò� ´�À4µ �Ø �ÜØÖ�Ñ� ÓÒ��¹

Ø�ÓÒ×¸ Ñ��Ò�Ò� ���� ÔÖ�××ÙÖ� �Ò� Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ�º Å�Ø��Ò� ÓÙÖ× �Ò Ø�� Ñ���Ð�

�� Ð�Ý�Ö Ó� Ø�� ���ÒØ ��× ÔÐ�Ò�Ø× ÍÖ�ÒÙ× �Ò� Æ�ÔØÙÒ�º ÁÒ Ø��× Ð�Ý�Ö¸ �Ø �

��ÔØ� Ó� ÓÒ�¹Ø��Ö� Ó� Ø�� ÔÐ�Ò�Ø�ÖÝ Ö���Ù×¸ ÔÖ�××ÙÖ� �Ò� Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� Ö�Ò��

�ÖÓÑ ¾¼ �È� �Ò� ¾¼¼¼ Ã ØÓ �¼¼ �È� �Ò� �¼¼¼ Ã¸ Û��� Û� ×�ÑÙÐ�Ø� �Ý Ñ��Ò×

Ó� Ð�Ö��¹×�Ð� �Ð�ØÖÓÒ� ×ØÖÙØÙÖ� ��×�� ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�×º ÁÒ �Ó�Ò� ×Ó¸ Û�

�ÑÔÐÓÝ Ø�� Ñ�Ø�Ó� ��×Ö���� �Ò ���ÔØ�Ö � ØÓ �ÐÐÙ×ØÖ�Ø� �Ø× ÔÖ���Ø�Ú� ÔÓÛ�Öº

Ï� ���Ö�×× Ø�� ÓÒØÖÓÚ�Ö×Ý Ó� Û��Ø��Ö ÓÖ ÒÓØ Ø�� �ÒØ�Ö�ÓÖ Ó� ÍÖ�ÒÙ× �Ò� Æ�Ô¹

ØÙÒ� ÓÒ×�×Ø× Ó� ���ÑÓÒ�º Ï� ×�ÓÛ Ø��Ø Ø��Ö� �× ÒÓ �Ú���Ò� �ÓÖ Ø�� �ÓÖÑ�Ø�ÓÒ

Ó� ���ÑÓÒ�¸ �ÙØ Ö�Ø��Ö �Ö�ÓÒ ���Ò× �Ò� ×Ô2¹�ÓÒ��� ÔÓÐÝÑ�Ö� �Ö�ÓÒº Ï�

ÔÖ���Ø Ø��Ø �Ø ���� Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� �Ý�ÖÓ��Ò Ñ�Ý �Ü�×Ø �Ò �Ø× ÑÓÒÓ¹�ØÓÑ� �Ò�

Ñ�Ø�ÐÐ� ×Ø�Ø�º

Ì��× ÛÓÖ� ��× ���Ò ÔÖ�×�ÒØ�� ÙÔ ØÓ Ñ�ÒÓÖ ��Ò��× �Ò � ÔÙ�Ð��Ø�ÓÒ �Ý

�ÓÖÓØ��� Ê��Ø�Ö× �Ò� Ì�ÓÑ�× �º Ã��Ò� �½¿�℄º Ï� Ñ�Ö�� Ø��× Û�Ø� ×�Ø�ÓÒ

Î Ó� �½¿�℄¸ Û��Ö� Ö�×ÙÐØ× ÓÒ Ñ�Ø��Ò� ��Ú� ���Ò ÔÖ�×�ÒØ��¸ �× Û�ÐÐº

��



��

�º½ ÁÒØÖÓ�ÙØ�ÓÒ

���Ò� Ø�� ÑÓ×Ø ��ÙÒ��ÒØ ÓÖ��Ò� ÑÓÐ�ÙÐ� �Ò Ø�� ÙÒ�Ú�Ö×�¸ Ð�ÕÙ�� �À4 �Ø ����

Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� �Ò� ÔÖ�××ÙÖ� �× Ó� �Ö��Ø Ö�Ð�Ú�Ò� �ÓÖ ÔÐ�Ò�Ø�ÖÝ ×��Ò�º Ì�� ��Ö�

ÓÒ×���Ö�� ÔÖ�××ÙÖ� �Ò� Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� ÓÒ��Ø�ÓÒ× �ÓÐÐÓÛ Ø�� �×�ÒØÖÓÔ� �Ò Ø��

Ñ���Ð� �� Ð�Ý�Ö× Ó� Æ�ÔØÙÒ� �Ò� ÍÖ�ÒÙ× �Ø � ��ÔØ� Ó� ÓÒ�¹Ø��Ö� Ø�� ÔÐ�Ò�¹

Ø�ÖÝ Ö���Ù× ��ÐÓÛ Ø�� �ØÑÓ×Ô��Ö�º Ì�� �Ö�Ú�ØÝ ��Ð�× �Ò� Ñ��Ò ��Ò×�Ø��× Ó�

Ø�� ÓÙØ�Ö ��× ���ÒØ× Æ�ÔØÙÒ� �Ò� ÍÖ�ÒÙ× �ÐÐÙ�� ØÓ � Ø�Ö��¹Ð�Ý�Ö ÑÓ��Ð� �

Ö�Ð�Ø�Ú�ÐÝ ×Ñ�ÐÐ �ÒØÖ�Ð ÖÓ�Ý ÓÖ� ÓÑÔÓ×�� Ó� �ÖÓÒ¸ ÓÜÝ��Ò¸ Ñ��Ò�×�ÙÑ �Ò�

×�Ð�ÓÒ¸ �ÓÐÐÓÛ�� �Ý �Ò �� Ñ�ÒØÐ� �Ò� � ÔÖ��ÓÑ�Ò�ÒØÐÝ �Ý�ÖÓ��Ò �ØÑÓ×Ô��Ö�º

Ì�� Ñ���Ð� �� Ð�Ý�Ö ÓÒ×�×Ø× Ó� �À4¸ ÆÀ3 �× Û�ÐÐ �× À2Ç �Ò�¸ �Ò ×Ô�Ø� Ó� �Ø×

Ò�Ñ�¸ �× ÒÓØ ×ÓÐ�� �ÙØ ��×�ÓÙ× �Ò Ø�� ÓÙØ�Ö �ØÑÓ×Ô��Ö�× �Ò� � �ÓØ Ð�ÕÙ�� �Ò Ø��

�ÒØ�Ö�ÓÖ �½¾�℄º �Ø Ú�Ö��Ò� ØÓ Ø�� ÔÐ�Ò�Ø�ÖÝ ÑÓ��Ð× Ó� Ë�ØÙÖÒ �Ò� ÂÙÔ�Ø�Ö¸ Ø��

Ó�×�ÖÚ�� Ú�ÐÙ�× �ÓÖ Ñ�×× �Ò� Ö���Ù× �Ò���Ø� Ø��Ø �Ý�ÖÓ��Ò �ÒÒÓØ �� �Ò �ÒØ�¹

�Ö�Ð Ô�ÖØ Ó� ��Ø��Ö Æ�ÔØÙÒ� �Ò� ÍÖ�ÒÙ×º Ë�Ò� �Ø �× ÑÓÖ�ÓÚ�Ö ÒÓØ ÔÖ�ÑÓÖ���Ð¸

Ø�� ��Ø�Ø�� ��ÙÒ��Ò� Ó� �Ý�ÖÓ��Ò �Ò Ø�� �ØÑÓ×Ô��Ö�× Ó� �ÓØ� ÔÐ�Ò�Ø× �ÑÔÐ��×

Ø��Ø �Ø Ñ�Ý �Ò�Ø��ÐÐÝ ÓÖ���Ò�Ø� �ÖÓÑ ���Ô Û�Ø��Ò Ø�� ÔÐ�Ò�Ø× �Ò� �ÖÓÙ��Ø ØÓ Ø��

ÓÙØÑÓ×Ø Ð�Ý�Ö �Ý ÓÒÚ�Ø�ÓÒ¸ Û��Ö� �Ø �Ó�× ÒÓØ ×Ù�×Ø�ÒØ��ÐÐÝ ÓÒØÖ��ÙØ� ØÓ Ø��

ØÓØ�Ð Ñ�×× ��¼℄º ÁØ ��× ØÓ �� Ñ�ÒØ�ÓÒ�� Ø��Ø Ø��Ö� �× �Ò ÙÒ�ÖØ��ÒØÝ ÓÒ Ø��

Ö�Ð�Ø�Ú� Ñ�××�× Ó� Ø�� �� Ð�Ý�Ö Û�Ø� Ö�×Ô�Ø ØÓ Ø�� ÖÓ�Ý ÓÖ� �½¾�℄º ÀÓÛ�Ú�Ö¸

Û� �Ó ÒÓØ Ö�ÐÝ ÓÒ �ÒÝ Ó� Ø��×� ÔÐ�Ò�Ø�ÖÝ ÑÓ��Ð× �ÙØ ÓÒÐÝ ÓÒ Ø�� ÓÙÖÖ�Ò� Ó�

� ×�Þ���Ð� �ÑÓÙÒØ Ó� �ÑÑÓÒ��¸ Û��� ÑÓ×Ø ÔÐ�Ò�Ø�ÖÝ ÑÓ��Ð× ��Ú� �Ò ÓÑÑÓÒ

��¼¸ ½¾�¸ ½¾�℄º

ÁÒ �ÒÝ �×�¸ �Ò�ÓÖÑ�Ø�ÓÒ ÓÒ Ø�� �ÒØ�Ö�ÓÖ ×ØÖÙØÙÖ� Ó� Æ�ÔØÙÒ� �Ò� ÍÖ�ÒÙ×

�Ö� ×�Ö� �Ò� �ÜÔ�Ö�Ñ�ÒØ�ÐÐÝ ÓÒÐÝ �Ò��Ö�ØÐÝ ��××��Ð� �Ý Ñ��Ò× Ó� ÎÓÝ���Ö ÁÁ

�Ý�Ý Ñ��×ÙÖ�Ñ�ÒØ× ��½¸ �½¸ ½½¾℄¸ ×�Ó�¹Û�Ú� ÓÑÔÖ�××�ÓÒ �½½¿¸ ½½�℄¸ �× Û�ÐÐ

�× Ð�×�Ö¹���Ø�� ���ÑÓÒ� �ÒÚ�Ð �ÐÐ �ÜÔ�Ö�Ñ�ÒØ× �½½℄º �Ú�Ò Ø�ÓÙ�� �À4 �× Ø��

ÑÓ×Ø ×Ø��Ð� �Ý�ÖÓ�Ö�ÓÒ �Ø �Ñ���ÒØ ÓÒ��Ø�ÓÒ×¸ ��×�� ÓÒ Ø��×� ×�Ó�¹Û�Ú�

�ÜÔ�Ö�Ñ�ÒØ× �× Û�ÐÐ �× Ø��ÓÖ�Ø��Ð �ÖÓÙÒ� ×Ø�Ø� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ× �½¿¿℄¸ �Ø ��× ���Ò

×Ù���×Ø�� Ø��Ø �À4 Ñ�Ý ��××Ó��Ø� �ÖÓÙÒ� P = ¾¼ �È� �Ò� T = ¾¼¼¼ Ã �ÒØÓ

À2 �Ò� ���ÑÓÒ� �½¿�℄º Ï��Ð� Ø��Ö� �× Ð�ØØÐ� �ÓÙ�Ø Ø��Ø �Ò Ø�� ÓÖ�× Ó� ÍÖ�ÒÙ×

�Ò� Æ�ÔØÙÒ� �À4 ��××Ó��Ø�× �ÒØÓ ���ÑÓÒ�¸ Ø��× ÛÓÙÐ� �� �ÒÝ�ÓÛ Ö�Ø��Ö ÓÒ¹

×�ÕÙ�ÒØ��Ð �× �Ø �ÑÔÐ��× Ø��Ø �Ò Ø�� �ÒØ�Ö�ÓÖ× Ó� Ø��×� ���ÒØ ÔÐ�Ò�Ø× Ø��Ö� �× ÒÓ



��

�À4 �Ø �ÐÐ¸ �ÙØ � �Ù�� ���ÑÓÒ� Ñ�Ò� �Ò×Ø���º

ÇÒ Ø�� ÓØ��Ö ��Ò�¸ �� �Ò�Ø�Ó ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�× ´�ÁÅ�µ ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ× ÔÖ�¹

��Ø�� Ø��Ø Ø�� �ÓÖÑ�Ø�ÓÒ Ó� ���ÑÓÒ� �× ÔÖ��ÑÔØ�� �Ý Ø�� �ÔÔ��Ö�Ò� Ó� �Ý¹

�ÖÓ�Ö�ÓÒ× ��℄º ÆÓØÛ�Ø�×Ø�Ò��Ò� Ø��Ø Ø���Ö �Ò��Ò� ��� ���Ò ×Ù�×�ÕÙ�ÒØÐÝ

ÓÒ�ÖÑ�� �Ý Ð�×�Ö¹���Ø�� ���ÑÓÒ� �ÒÚ�Ð �ÐÐ �ÜÔ�Ö�Ñ�ÒØ×¸ Û���¸ �Ø ÔÖ�××ÙÖ�

P = ½� �È� �Ò� Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� T = ¾¼¼¼¹¿¼¼¼ Ã¸ �Ò���Ø� Ø�� ÔÖ�×�Ò� Ó� �ÓØ�

ÔÓÐÝÑ�Ö� �Ö�ÓÒ �× Û�ÐÐ �× ���ÑÓÒ� �½½℄º Ì��× Ú��Û Û�× �ÙÖØ��Ö ×ØÖ�Ò�Ø��Ò��

�Ý ×Ù�×�ÕÙ�ÒØ �ÁÅ� ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ×¸ �Ú�Ò Ø�ÓÙ�� ÒÓÒ� Ó� Ø��Ñ �ÓÙÒ� �ÒÝ �Ú�¹

��Ò� �ÓÖ ���ÑÓÒ� �ÓÖÑ�Ø�ÓÒ ��½¸ �¾¸ ½��℄º Æ�Ú�ÖØ��Ð�××¸ �ÁÅ� ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ× �Ö�

Ô�ÖØ�ÙÐ�ÖÐÝ �ÔÔÖÓÔÖ��Ø� ØÓ ��Ö�ØÐÝ ÔÖÓ�� �À4 ÙÒ��Ö Ø�� �ÜØÖ�Ñ� ÔÖ�××ÙÖ� �Ò�

Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� ÓÒ��Ø�ÓÒ× ÔÖ��ÓÑ�Ò�Ø�Ò� �Ò Ø�� Ñ���Ð� �� Ð�Ý�Ö¸ �Ò Ô�ÖØ�ÙÐ�Ö �×

��Ö� �Ò ��Ø��Ö �×� ÓÚ�Ð�ÒØ �ÓÒ�× �Ö� �ÖÓ��Ò �Ò� �ÓÖÑ��º ÅÓÖ�ÓÚ�Ö¸ �ÐÐ Ó�

Ø�� �ÁÅ� ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ× ×�ÓÛ Ø��Ø Ø�� �ÒØÖ��Ø� �ÒØ�ÖÔÐ�Ý ��ØÛ��Ò Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ�

�Ò� ÔÖ�××ÙÖ� �× �××�ÒØ��Ð ØÓ �Ö�×Ô �À4 �Ø ÔÐ�Ò�Ø�ÖÝ ÓÒ��Ø�ÓÒ×¸ Û��Ö� ÓÚ�Ð�ÒØ

�¹À �ÓÒ�× �Ö� �ÖÓ��Ò �Ý ���Ø¸ Û��Ð� ÓÑÔÖ�××�ÓÒ ��ÚÓÙÖ× ÓÒ��Ò×�Ø�ÓÒ Ó� Ø��

��××Ó��Ø�� �Ö�ÓÒ �ØÓÑ×º ÁØ �× Ø��Ö��ÓÖ� ×Ù���×Ø�Ú� Ø��Ø �Ò �ÁÅ� ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ×

�Ø �Ú�Ò �����Ö ÔÖ�××ÙÖ�¸ �ÙØ ×Ø�ÐÐ �Ò Ø�� Ñ���Ð� �� Ð�Ý�Ö¸ �Ö�ÓÒ Ñ�Ý ÒÓÒ�Ø��¹

Ð�×× ×ÔÓÒØ�Ò�ÓÙ×ÐÝ ØÖ�Ò×�ÓÖÑ �ÒØÓ ���ÑÓÒ�º ÀÓÛ�Ú�Ö¸ Û��Ø �Ù×�× Ø�� Ð�Ö��

��×Ö�Ô�ÒÝ �Ò Ø�� ÔÖ�××ÙÖ� ��ØÛ��Ò Ø��ÓÖÝ �Ò� �ÜÔ�Ö�Ñ�ÒØ Û��Ò ���ÑÓÒ� �×

�ÓÖÑ�� �× ÙÒ�ÒÓÛÒº

�º¾ Ì�� Ë�ØØ�Ò�

ÁÒ Ø��× �Ò� Ø�� �ÓÐÐÓÛ�Ò� ×�Ø�ÓÒ¸ Û� Ö�Ú�×�Ø Ø�� ����Ú�ÓÙÖ Ó� Ð�ÕÙ�� �À4 �Ý

Ñ��Ò× Ó� Ø�� ��Ð�¹Ø��ÓÖ�Ø� �ÔÔÖÓ�� ÔÖ�×�ÒØ�� �Ò ���ÔØ�Ö �º ÀÓÛ�Ú�Ö¸ ÓÒ¹

ØÖ�ÖÝ ØÓ ÔÖ�Ú�ÓÙ× �ÁÅ� ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ×¸ Û��Ö� Ø�� ÓÒ×���Ö�� ×Ý×Ø�Ñ× ×�Þ�× ��Ú�

���Ò Ö�Ø��Ö ×Ñ�ÐÐ ´½�¹½¾� �À4 ÑÓÐ�ÙÐ�×µ ��¸ �¾¸ ½��℄¸ ��Ö� Û� Ù×� �× Ñ�ÒÝ �×

½¼¼¼ �À4 ÑÓÐ�ÙÐ�× �Ò � Ô�Ö�Ó�� Ù�� ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ �ÓÜ Ó� Ð�Ò�Ø� L = 25.55�

�× ÓÙÖ ÙÒ�Ø �ÐÐº �ÐÐ Ó� ÓÙÖ �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ× ��Ú� ���Ò Ô�Ö�ÓÖÑ�� �Ò Ø�� �ÒÓÒ��Ð

�Ò×�Ñ�Ð� �Ø T = ¾¼¼¼ ¹ �¼¼¼ Ã �Ò� ÚÓÐÙÑ� V = 10.04 Ñ3»ÑÓÐ¸ Û��� ÓÖ¹

Ö�×ÔÓÒ�× ØÓ Ø�� ×�ÓÒ�¹×�Ó� �Ø P = 92 �È� �Ò� T = 4000 Ã Ó� � ØÛÓ¹×Ø���

Ð���Ø¹�ÙÒ ×�Ó� ÓÑÔÖ�××�ÓÒ �ÜÔ�Ö�Ñ�ÒØ �½½�℄º Ì�� ��Ö��Ñ�ÒØ Û�Ø� Ø�� Ø�Ñ�¹

�Ú�Ö���� ÔÖ�××ÙÖ� �P � = 72 �È� Ó� ÓÙÖ �ÁÅ� ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ �Ø T = 4000 Ã¸ �×
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�ÐÙÐ�Ø�� Ù×�Ò� Ø�� Æ��Ð×�Ò¹Å�ÖØ�Ò ×ØÖ�××¹Ø��ÓÖ�Ñ �½½�℄¸ �× ÑÓÖ� Ø��Ò ×�Ø�×��¹

ØÓÖÝº

�ÓÖ �ÐÐ Ó� ÓÙÖ Ð�Ö�� ×�Ð� Å� ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ× Û� ��Ú� �ÑÔÐÓÝ�� Ø�� ×�Ð�¹ÓÒ×�×Ø�ÒØ

Ø���Ø¹��Ò��Ò� ÑÓ��Ð �ÓÖ �Ý�ÖÓ�Ö�ÓÒ× ���℄ �× �ÑÔÐ�Ñ�ÒØ�� �Ò Ø��

�ÅÈÌÓÓÐ Ó�� ���℄º Ì�� �ØÓÑ× �Ö� ÔÖÓÔ���Ø�� �Ý �ÒØ��Ö�Ø�Ò� Ø�� �ÕÙ�Ø�ÓÒ

Ó� ÑÓØ�ÓÒ Ó� Ø�� ÑÓ����� Ä�Ò��Ú�Ò �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º�¾µ Ù×�Ò� � ��×Ö�Ø�Þ�� Ø�Ñ�

×Ø�Ô Ó� Δt = 0.5 �× ���¸ ��℄º Ì�� Ä�Æ Ø�Ö�×�ÓÐ� Ó� Ø�� Ë�� ÐÓÓÔ �× �Ó×�Ò

Δq��� = 0.05º

Ï�ÐÐ¹�ÕÙ�Ð��Ö�Ø�� �Ò� ÐÓÒ� ØÖ���ØÓÖ��× �Ö� �××�ÒØ��Ð ØÓ �Ò×ÙÖ� �Ò �ÙÖ�Ø�

×�ÑÔÐ�Ò�º ÌÓ Ø��Ø �ÜØ�Ò� Û� ��Ú� �Ø �Ö×Ø �Ö��ÙÐÐÝ �ÕÙ�Ð��Ö�Ø�� ��� Ó� ÓÙÖ

×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ× �Ø T = 2000, 4000, 6000¸ �Ò� �¼¼¼ Ã¸ ���ÓÖ� �ÙÑÙÐ�Ø�Ò� ×Ø�Ø�×¹

Ø�× �ÓÖ ÓÚ�Ö�ÐÐ �¼ Ô×º �Ú�Ò Ø�ÓÙ�� ��××Ó��Ø�ÓÒ ÔÖÓ�××�× ØÝÔ��ÐÐÝ ��ÔÔ�Ò ÓÒ

Ö�Ø��Ö ×�ÓÖØ Ø�Ñ�×�Ð�×¸ �Ø �× �ÑÔÓÖØ�ÒØ ØÓ ÒÓØ� Ø��Ø Ø�� Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� �ÓÖ ��×¹

×Ó��Ø�ÓÒ �Ò� ���Ý�ÖÓ��Ò�Ø�ÓÒ �× ��Ø�ÖÑ�Ò�� �Ý ��Ö�Ø Å� ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ× ÓÒÐÝ

Ö�ÔÖ�×�ÒØ× �Ò ÙÔÔ�Ö �ÓÙÒ�º � Ñ��ÓÖ ��Ú�ÒØ��� Ó� ÓÙÖ ÒÓÚ�Ð �Ö�Ò�¹�ÒÓÒ��Ð

×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ Ø��Ò�ÕÙ� �× Ø��Ø¸ �Ø Ú�Ö��Ò� ØÓ ÓÒÚ�ÒØ�ÓÒ�Ð �ÖÓÙÒ�¹×Ø�Ø� �ÁÅ�

×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ×¸ �Ü�Ø�� �Ð�ØÖÓÒ× �Ò �� �ÑÔÐÓÝ��º �Ù� ØÓ Ø�� ��Ø Ø��Ø Ø��Ý �Ö�

�ÒÓÛÒ ØÓ �Ö�Ñ�Ø��ÐÐÝ Û����Ò ÓÚ�Ð�ÒØ �ÓÒ�× �½�½¸ ½�¾℄¸ �Ò� Ø��Ö��ÓÖ� Ñ�Ý

���Ð�Ø�Ø� Ø�� ��××Ó��Ø�ÓÒ Ó� �À4¸ Û� ��Ú� ��Ò� �Ó×�Ò Ø�� �Ð�ØÖÓÒ� Ø�ÑÔ�Ö¹

�ØÙÖ� ØÓ �� ���ÒØ��Ð Û�Ø� Ø�� ÒÙÐ��Ö Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ�º ÆÙÐ��Ö ÕÙ�ÒØÙÑ ���Ø×¸

×Ù� �× Þ�ÖÓ¹ÔÓ�ÒØ �Ò�Ö���×¸ �Ö� Ð�×× �ÑÔÓÖØ�ÒØ �ÓÖ Ø�� ���� Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� Ö���Ñ�

�Ü�Ñ�Ò�� ��Ö� �Ò� �Ö� Ø��Ö��ÓÖ� Ò��Ð�Ø��º ÀÓÛ�Ú�Ö¸ �ÒØÖÓÔÝ ���Ø× ��Ú� ���Ò

×�ÓÛÒ ØÓ �� Ú�ÖÝ Ö�Ð�Ú�ÒØ¸ ×Ó Ø��Ø Ø�� ��××Ó��Ø�ÓÒ Ó� �À4 �× ×ÙÔÔÓ×��ÐÝ ÑÙ�

ÑÓÖ� ×�Ò×�Ø�Ú� ØÓ Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� Ø��Ò �Ø �× ØÓ ÔÖ�××ÙÖ� �½��℄º

�Ý �ÓÐÐÓÛ�Ò� Ø�� �ÔÔÖÓ�� ��×Ö���� �Ò ���ÔØ�Ö �¸ Ø�� ��È �ÓÖ Ø�� �Ð�ØÖÓÒ×

´�º½�µ ��� ���Ò ��ÓÑÔÓ×�� Ù×�Ò� P = 10000º Ì�� Ñ�Ò�Ñ�Þ�Ø�ÓÒ Ó� �ÕÙ�¹

Ø�ÓÒ ´�º¿¿µ Û�Ø� Ö�×Ô�Ø ØÓ l̄ Ý��Ð�× l̄ = P/2− 2¸ Û��� �ÑÔÐ��× Ø��Ø �ÐÐ �Ü�ÔØ

�ÓÖ ØÛÓ Nl Ñ�ØÖ��× �Ò �� ����ÒØÐÝ ÓÑÔÙØ�� �Ý � ����Ý×��Ú ÔÓÐÝÒÓÑ��Ð

�ÜÔ�Ò×�ÓÒ Û�Ø� �Ò �×Ø�Ñ�Ø�� mC(l̄) ≤ 61º Æ�Ú�ÖØ��Ð�××¸ ×�Ò� �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º¿¿µ

�× Ñ�Ö�ÐÝ �Ò �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�ÓÒ¸ �Ò ÔÖ�Ø�� Ø�� ÓÚ�Ö�ÐÐ ����ÒÝ �Ò �� �ÙÖØ��Ö

�ÒÖ��×�� �Ý Ö��Ù�Ò� l̄º À�Ö� Û� ��Ú� �ÑÔÐÓÝ�� l̄ = P/2− 4¸ Û��� Ö�×ÙÐØ× �Ò

mC(l̄) ≈ 30º
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���ÙÖ� �º½� È�ÖØ��Ð Ô��Ö¹ÓÖÖ�Ð�Ø�ÓÒ �ÙÒØ�ÓÒ× �´Öµ Ó� Ð�ÕÙ�� �À4 �Ø ¾¼¼¼ Ãº

ÁÒ ÓÖ��Ö ØÓ ×Ù×Ø��Ò Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� �Ò Ø�ÖÑ× Ó� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ó×Ø �Ò� �Ø

Ø�� ×�Ñ� Ø�Ñ� �Ò� Ñ�ÑÓÖÝ Ö�ÕÙ�Ö�Ñ�ÒØ¸ �ÐÐ ×Ô�Ö×� Ñ�ØÖ��× �Ö� ×ØÓÖ�� �Ò Ø��

ÓÑÑÓÒ �ÓÑÔÖ�××�� ÊÓÛ ËØÓÖ��� ´�ÊËµ �ÓÖÑ�Øº �Ù� ØÓ Ø�� ��Ø Ø��Ø Ø��

�Ð�ÓÖ�Ø�Ñ ���Ú�ÐÝ Ö�Ð��× ÓÒ Ø�� ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ Ó� ×Ô�Ö×� Ñ�ØÖ��×¸ Û� ��Ú� ÔÙØ

Ô�ÖØ�ÙÐ�Ö �ÑÔ��×�× ÓÒ �Ò ����ÒØ Ô�Ö�ÐÐ�Ð �ÑÔÐ�Ñ�ÒØ�Ø�ÓÒº ÁÒ Ø��Ø Ø�� ��Ø�

�Ö� ��×ØÖ��ÙØ�� ØÓ Ø�� �Ò��Ú��Ù�Ð ÔÖÓ�××ÓÖ ÓÖ�× �Ý �ÑÔÐÓÝ�Ò� � ×Ô��¹�ÐÐ�Ò�

À�Ð��ÖØ ÙÖÚ� ØÓ ���Ô Ø�� ÐÓ�� ��Ð�Ò�� �½�℄º Ï��Ð� �ÓÖ ×ÓÐ�� ×Ø�Ø� ×Ý×Ø�Ñ×

� Ú�ÖÝ �ÓÓ� ×�Ð���Ð�ØÝ ��× ���Ò Ó�×�ÖÚ��¸ �ÓÖ ��×ÓÖ��Ö�� Ð�ÕÙ��× ×ØÙ���� ��Ö�

Ø�� ×�ØÙ�Ø�ÓÒ �× ×Ù�×Ø�ÒØ��ÐÐÝ Ð�×× ��ÚÓÙÖ��Ð�º � ÑÓÖ� ����ÒØ ×��Ñ�¸ Û���

�ÝÒ�Ñ��ÐÐÝ Ö��ÖÖ�Ò��× Ø�� Ñ�ØÖ��× ��ØÛ��Ò Ø�� Ú�Ö�ÓÙ× ÔÖÓ�××ÓÖ ÓÖ�×¸ ÓÖ

�Ú�Ò ��×ØÖ��ÙØ�× Ø��Ñ �ÙÐÐÝ �Ø Ö�Ò�ÓÑ �× � ��×�Ö��Ð� ��Ñ �Ò� �ÙØÙÖ� ÛÓÖ�º

�º¿ Ê�×ÙÐØ× �Ò� ��×Ù××�ÓÒ

ÁÒ Ø��× ×�Ø�ÓÒ¸ Û� �ÒÚ�×Ø���Ø� Ø�� ��××Ó��Ø�ÓÒ Ó� Ñ�Ø��Ò� �Ò� �Ø× �ÑÔÐ��Ø�ÓÒ×

�ÓÖ ���ÒØ ��× ÔÐ�Ò�Ø× ×Ù� �× ÍÖ�ÒÙ× �Ò� Æ�ÔØÙÒ� �Ø ����Ö�ÒØ Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ�×º
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�ÙÖØ��ÖÑÓÖ�¸ Û� ×�ÓÛ Ø��Ø Ø�� �Ð�ÓÖ�Ø�Ñ× ×�Ð�× Ð�Ò��ÖÐÝ Û�Ø� Ø�� ×Ý×Ø�Ñ ×�Þ�º

ÌÓ �××�×× Ø�� �ÙÖ�Ý Ó� ÓÙÖ Ñ�Ø�Ó�¸ Û� ×ØÙ�Ý � ×�ÑÔÐ� ÓÑÔÖ�×�Ò� Ó� ½¼¼¼

�À4 ÑÓÐ�ÙÐ�× ´¾×¾×¾ Ø�� ×�Þ� Ó� ÓÙÖ ÙÒ�Ø �ÐÐµ �Ø T = 2000 Ã �Ò� ÓÑÔ�Ö�

Ø�� Ô�ÖØ��Ð Ô��Ö¹ÓÖÖ�Ð�Ø�ÓÒ �ÙÒØ�ÓÒ×¸ �× Ó�Ø��Ò�� �Ý Ø�� ÔÖ�×�ÒØ ×��Ñ�¸ Û�Ø�

Ø�� Ö�×ÙÐØ× Ó� ÃÖ�×× �Ø �Ðº ��¾℄ Ù×�Ò� �Ü�ØÐÝ Ø�� ×�Ñ� ÑÓ��Ð ���℄º �× �Ò ��

×��Ò �Ò ���ÙÖ� �º½¸ Ø�� ��Ö��Ñ�ÒØ �× �Ü�ÐÐ�ÒØº

ÌÓ ��ÑÓÒ×ØÖ�Ø� Ø��Ø Ð�Ò��Ö ×Ý×Ø�Ñ ×�Þ� ×�Ð�Ò� �× �Ò���� �ØØ��Ò��¸ �Ò ���ÙÖ�

�º¾ Ø�� �Ú�Ö��� ÖÙÒØ�Ñ� �ÓÖ � ÓÑÔÐ�Ø� Ë�Ì� Å� ×Ø�Ô �Ø T = 2000 Ã �× ×�ÓÛÒ

�ÓÖ Ú�Ö�ÓÙ× ×Ý×Ø�Ñ ×�Þ�× Ù×�Ò� � ×�Ò�Ð� ÓÖ� Ó� � ¾º�¼ �ÀÞ ÁÒØ�Ð Ï�×ØÑ�Ö� ÔÖÓ¹

�××ÓÖº ËÔ����ÐÐÝ̧ Û� ��Ú� ÓÒ×���Ö�� ����Ø ����Ö�ÒØ ×Ý×Ø�Ñ×¸ Û�Ø� �¼¸ ¿¾¼¸

�¾�¸ ¾��¼¸ �¼¼¼¸ ½����¸ �¼¼¼¼¸ �Ò� ��½¾� �ØÓÑ×¸ Ö�×Ô�Ø�Ú�ÐÝº �× �Ò �� ×��Ò

�Ò ���ÙÖ� �º¾¸ Ø�� ×�Ð�Ò� �× �××�ÒØ��ÐÐÝ Ð�Ò��Ö Û�Ø� ×Ý×Ø�Ñ ×�Þ�º �ÓÑÔ�Ö�Ò� Ø��

ÖÙÒØ�Ñ� Û�Ø� � ��Ú��� �Ò� ÓÒÕÙ�Ö ����ÓÒ�Ð�Þ�Ø�ÓÒ �Ð�ÓÖ�Ø�Ñ ÙÒÚ��Ð× Ø��Ø Ø��

ÖÓ××�Ò� ÔÓ�ÒØ¸ ��Ø�Ö Û��� Ø�� Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� �Ð�ÓÖ�Ø�Ñ ��ÓÑ�× ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ¹

�ÐÐÝ ÑÓÖ� ��ÚÓÙÖ��Ð�¸ �× �Ø NC ≈ 425 �ØÓÑ×º

ÌÓ �××�×× Ø�� �ÐÑÓ×Ø Ô�Ö��ØÐÝ Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò�¸ Û� Ù×� Ð�Ò��Ö Ö��Ö�××�ÓÒº Ì��×

Ñ��Ò× Ø��Ø Û� �××ÙÑ� ØÓ ��Ú� Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� �Ò� Ø��Ò Û� Ø�×Ø Ø��× �ÝÔÓØ��×�×

� ÔÓ×Ø�Ö�ÓÖ�º Ì�� ��×Ø ÔÓ××��Ð� Ð�Ò��Ö �ÙÒØ�ÓÒ ØÓ Ø�� ��Ú�Ò Ú�ÐÙ�× �× �ØØ��

Ø�ÖÓÙ�� Ø�� Ð��×Ø ×ÕÙ�Ö�× �ÔÔÖÓ��º Ï� �Ú�ÐÙ�Ø� Ø�� Ó����ÒØ Ó� ��Ø�ÖÑ�Ò�¹

Ø�ÓÒ

R2 =

�n
i=1(f(xi)− ȳ)2
�n

i=1(yi − ȳ)2
, ´�º½µ

Û��Ö� f : R → R �× ÓÙÖ Ö��Ö�××�ÓÒ Ð�Ò�¸ (xi, yi) �Ö� Ø�� Ô��Ö Ó� Ú�Ö��Ø�× Ó� Ø��

ÒÙÑ��Ö Ó� �ØÓÑ× �Ò� Ø�� ÓÖÖ�×ÔÓÒ��Ò� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ø�Ñ�¸ �Ò� ȳ �× Ø�� �Ú¹

�Ö��� Ó� �ÐÐ Ú�ÐÙ�× yiº Ì�� Ó����ÒØ Ó� ��Ø�ÖÑ�Ò�Ø�ÓÒ �× � ×Ø�Ø�×Ø��Ð Ñ��×ÙÖ�

Ó� �ÓÛ Û�ÐÐ Ø�� Ö��Ö�××�ÓÒ Ð�Ò� �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�× Ø�� ��Ú�Ò ��Ø�º Á� R2 = 1¸ Ø��

Ö��Ö�××�ÓÒ Ð�Ò� �Ø× Ø�� ��Ø� Ô�Ö��ØÐÝº Ï� ��� Ö��Ö�××�ÓÒ �Ò�ÐÝ×�× Û�Ø� �ÓØ�

�ÐÐ ��Ø� ÔÓ�ÒØ× �Ò� Ø�� ��Ø� ÔÓ�ÒØ× �ÖÓÑ ¾��¼ �ØÓÑ× ÓÒº ÁÒ Ø�� �Ö×Ø �×�¸ Û�

��Ø R2 = 0.995 �Ò� �Ò Ø�� ×�ÓÒ� �×�¸ Û� ��Ø R2 = 0.998º ËÓ¸ ÓÙÖ ×�Ð�Ò�

�× �ÐÑÓ×Ø Ô�Ö��ØÐÝ Ð�Ò��Öº Ì�� Ö��Ö�××�ÓÒ Ð�Ò� �ÓÖ Ø�� �ÙÐÐ ×�Ø �Ò �� �ÓÙÒ� �Ò

���ÙÖ� �º¾º

ÀÓÛ�Ú�Ö¸ ��×��� Ø�� �ÓÖÑ�Ð ×�Ð�Ò� Û�Ø� ×Ý×Ø�Ñ ×�Þ�¸ Ø�� ÓÖÖ�×ÔÓÒ��Ò� ÔÖ��¹

�ØÓÖ �× �Ð×Ó Ö�Ø��Ö �ÑÔÓÖØ�ÒØ �Ò� ��Ô�Ò�× ÓÒ Ø�� ×Ô�ØÖ�Ð Û��Ø� Ó� Ø�� À�Ñ�Ð¹



�½

0 20000 40000 60000 80000
Atoms

0

2000

4000

6000

8000

T
im

e 
[s

]

���ÙÖ� �º¾� Ì�� �Ú�Ö��� Û�ÐÐØ�Ñ� �ÓÖ � ×�Ò�Ð� Ë�Ì� Å� ×Ø�Ô Ú�Ö×Ù× Ø�� ÒÙÑ��Ö

Ó� �ØÓÑ× ÓÒ � ×�Ò�Ð� ÓÖ� Ó� � ¾º�¼ �ÀÞ ÁÒØ�Ð Ï�×ØÑ�Ö� ÔÖÓ�××ÓÖº Ì�� Û�ÐÐØ�Ñ�

Ù×�Ò� � ��Ú��� �Ò� ÓÒÕÙ�Ö ����ÓÒ�Ð�Þ�Ø�ÓÒ �Ð�ÓÖ�Ø�Ñ �× ×�ÓÛÒ �Ò Ö��¸ Û��Ð�

Ø�� ÔÖ�×�ÒØ Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� ×��Ñ� �× ��ÒÓØ�� �Ò �Ð��º Ì�� ��×��� �Ö��Ò Ð�Ò� �×

Ø�� Ö��Ö�××�ÓÒ Ð�Ò� �Ò� �ÐÐÙ×ØÖ�Ø�× Ô�Ö��Ø Ð�Ò��Ö ×Ý×Ø�Ñ ×�Þ� ×�Ð�Ò�º
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���ÙÖ� �º¿� �ÓÑÔ�Ö�×ÓÒ Ó� Ø�� �¹� È�� �Ø ¾¼¼¼ Ã ´×ÓÐ�� Ö�� Ð�Ò�µ¸ �¼¼¼ Ã

´��×��� �ÐÙ� Ð�Ò�µ¸ �Ò� �¼¼¼ Ã ´�ÓØ¹��×��� �Ð�� Ð�Ò�µº

ØÓÒ��Ò Δεº ÁÒ Ø�� �×� Ó� ����Ý×��Ú ÔÓÐÝÒÓÑ��Ð ��×�� ��ÖÑ� ÓÔ�Ö�ØÓÖ �ÜÔ�Ò¹

×�ÓÒ Ñ�Ø�Ó�×¸ Ø�� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ó×Ø ØÓ ����Ú� �Ò �ÙÖ�Ý Ó� 10−D ��× ���Ò

�ÓÙÒ� ØÓ ×�Ð� Ð��� DβΔε ��℄ �× ��×Ö���� �Ò ���ÔØ�Ö �º �ÔÔ�Ö�ÒØÐÝ̧ Ø��× �Ò¹

Ø��Ð× � ���ÖÐÝ Ð�Ö�� ÔÖ���ØÓÖ �� ��Ø��Ö ���� �ÙÖ�Ý �× Ö�ÕÙ�Ö��¸ ÓÖ Ø�� �Ð�ØÖÓÒ�

Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� �× ÐÓÛ¸ ÓÖ Û��Ò Δε �× Ð�Ö��º Ì�� Ð�ØØ�Ö �× ØÝÔ��ÐÐÝ Ø�� �×� �ÓÖ �Ò

�ÐÐ¹�Ð�ØÖÓÒ �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ¸ ÓÖ �� � ÔÐ�Ò� Û�Ú� ��×�× ×�Ø �× �ÑÔÐÓÝ��º Æ�Ú�ÖØ��Ð�××¸

Ø�� Ù×��� Ó� ��×Ø ÔÓÐÝÒÓÑ��Ð ×ÙÑÑ�Ø�ÓÒ Ñ�Ø�Ó�× Ð���× ØÓ Ø�� ÑÓÖ� ��ÚÓÙÖ��Ð�

×�Ð�Ò�
√
βΔε ��½¸ �¾¸ ½��℄º �ÓÖ Ø�� ÔÖ�×�ÒØ �Ý�Ö�� �ÔÔÖÓ�� Ø��× Ö�×ÙÐØ× �Ò

�Ò �Ú�Ò ��ØØ�Ö ×Ù�¹Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� Ó� 3
√
βΔε �¾�℄¸ Û��� Ñ���× �Ø Ô�ÖØ�ÙÐ�ÖÐÝ �Ø¹

ØÖ�Ø�Ú� �ÓÖ ����ÐÝ �ÙÖ�Ø� �ÐÐ¹�Ð�ØÖÓÒ �� �Ò�Ø�Ó �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ×¸ ÓÖ Û��Ò � ����

�Ò�Ö�Ý Ö�×ÓÐÙØ�ÓÒ �× Ö�ÕÙ�Ö��º ÌÓ��Ø��Ö Û�Ø� Ø�� Ñ�Ø�Ó�× ÔÖÓÔÓ×�� �Ý Ä�Ò �Ø

�Ðº ���¸ ��℄¸ Ø��× �× Ø�� ��×Ø ×�Ð�Ò� Û�Ø� Ö�×Ô�Ø ØÓ β �Ò� Δε Ö�ÔÓÖØ�� ×Ó ��Öº

��×�� ÓÒ � ÑÙÐØ�ÔÓÐ� Ö�ÔÖ�×�ÒØ�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� ��ÖÑ� ÓÔ�Ö�ØÓÖ¸ Ø�� Ð�ØØ�Ö ×�Ð�×

�× ln(βΔε) ln(ln(βΔε))¸ Û��� ��Ô�Ò��Ò� ÓÒ Ø�� �ØÙ�Ð Ú�ÐÙ� Ó� βΔε �× ��Ø��Ö

×Ð���ØÐÝ ÐÓÛ�Ö ÓÖ Ð�Ö��Ö Ø��Ò Ø�� ÔÖ�×�ÒØ Ù�� ÖÓÓØ ×�Ð�Ò�º
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���ÙÖ� �º�� È�ÖØ��Ð Ô��Ö¹ÓÖÖ�Ð�Ø�ÓÒ �ÙÒØ�ÓÒ× �´Öµ Ó� Ð�ÕÙ�� �À4 �Ø �¼¼¼ Ãº

Ì�� ��Ø Ø��Ø �Ú�Ò Ñ�Ø�ÐÐ� ×Ý×Ø�Ñ× �Ò �� ØÖ��Ø�� Û�Ø� Ð�Ò��Ö ×Ý×Ø�Ñ ×�Þ�

×�Ð�Ò� �× ��ÑÓÒ×ØÖ�Ø�� ÓÒ �Ü�ØÐÝ Ø�� ×�Ñ� ×Ý×Ø�Ñ¸ Ø�ÓÙ�� �Ø T = Te =

8000 Ãº Ï� �Ò� Ø��Ø �Ø Ø��× Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� Ø�� �À4 ÑÓÐ�ÙÐ�× �Ö� Ô�ÖØ��ÐÐÝ ��×¹

×Ó��Ø��¸ �× �Ò���Ø�� �Ý Ø�� Ö��Ù�� �ÒØÖ�ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �¹À Ô��� �Ò ���ÙÖ� �º�º

Ë�Ñ�Ð�Ö¸ �ÖÓÑ Ø�� �Ö×Ø �¹� �Ò� À¹À Ô���×¸ Ø�� ÓÙÖÖ�Ò� Ó� ÓÚ�Ð�ÒØ �¹�

�ÓÒ�× �Ò� À2 ÑÓÐ�ÙÐ�× �Ò �� ���Ù��º ÅÓÖ�ÓÚ�Ö¸ � ÒÓØ����Ð� �Ö�Ø�ÓÒ Ó�

ÑÓÒÓ�ØÓÑ� �Ý�ÖÓ��Ò �Ò �� ���ÒØ����¸ Û��� �ÑÑ����Ø�ÐÝ ×Ù���×Ø× Ø��Ø �Ý¹

�ÖÓ��Ò �× ÓÒ Ø�� Ú�Ö�� Ó� � Ð�ÕÙ��¹Ð�ÕÙ�� Ô��×� ØÖ�Ò×�Ø�ÓÒ �ÒØÓ �Ò �ØÓÑ� �Ù��

Ô��×� Ø��Ø �× �Ò ��Ö��Ñ�ÒØ Û�Ø� Ö��ÒØ �ÁÅ� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ× �½½½¸ ½��℄º �Ú�Ò¹

ØÙ�ÐÐÝ̧ Ø�� �Ð�ØÖÓÒ� ��Ò�¹��Ô �× Ú�Ò�×��Ò�¸ Û��� �× ÑÓ×Ø Ð���ÐÝ �Ù� ØÓ Ø��

�Ñ�Ö��Ò� Ó� ÑÓÒÓ�ØÓÑ� �Ý�ÖÓ��Òº

ÆÓÛ¸ Û� ×ØÙ�Ý Ø�� ����Ú�ÓÙÖ Ó� Ð�ÕÙ�� Ñ�Ø��Ò� �Ø �¼¼¼ �Ò� �¼¼¼ Ã �Ò�

��×Ù×× �Ø× �ÑÔÐ��Ø�ÓÒ×º Ì�� Ô�ÖØ��Ð Ô��Ö ÓÖÖ�Ð�Ø�ÓÒ �ÙÒØ�ÓÒ× ´È��µ Ó� ÓÙÖ

×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ× �Ö� ×�ÓÛÒ �Ò ���ÙÖ�× �º¿¹�º�º �× �Ò �� ×��Ò �Ò ���ÙÖ� �º¿¸ �× Û�ÐÐ

�× ���ÙÖ� �º�¸ �Ø T = 2000 Ã �××�ÒØ��ÐÐÝ ÒÓ ÓÚ�Ð�ÒØ �¹� �Ò� À¹À �ÓÒ�× �Ö�

ÔÖ�×�ÒØº Ì�� ÓÒÐÝ Ö�Ñ��Ò�Ò� ×��Ò���ÒØ Ô���× �Ø 2.81 � �Ò� 1.74 � Ö�ÔÖ�¹

×�ÒØ Ø�� �Ú�Ö��� �¹� �Ò� À¹À ��×Ø�Ò�× ��ØÛ��Ò ØÛÓ �����ÒØ �À4 ÑÓÐ�ÙÐ�×¸
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���ÙÖ� �º�� �ÓÑÔ�Ö�×ÓÒ Ó� Ø�� �¹À È�� �Ø ¾¼¼¼ Ã ´×ÓÐ�� Ö�� Ð�Ò�µ¸ �¼¼¼ Ã

´��×��� �ÐÙ� Ð�Ò�µ¸ �Ò� �¼¼¼ Ã ´�ÓØ¹��×��� �Ð�� Ð�Ò�µº

Ö�×Ô�Ø�Ú�ÐÝº Ì�� �Ò×��Ò���ÒØ Ô���× �Ø 1.47 � �Ò ���ÙÖ� �º¿ �Ò� 0.75 � �Ò

���ÙÖ� �º� �Ó ÒÓØ ÔÓ�ÒØ ØÓ �Ò ÓÒ×�Ø Ó� ��××Ó��Ø�ÓÒ¸ �× ÔÖÓÔÓ×�� �Ý �ÜÔ�Ö�Ñ�ÒØ

�½½¸ ½¿�℄¸ �ÙØ �Ö� Ö�Ø��Ö �Ù� ØÓ ���Ø�Ò�ÐÝ �ÖÓ��Ò �¹À �ÓÒ�× �Ù×�� �Ý �Ò�Ø�

Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ�º �ÓÒ×�ÕÙ�ÒØÐÝ̧ Ø�� ×��ÖÔ �ÒØÖ�ÑÓÐ�ÙÐ�Ö Ô��� �Ò ���ÙÖ� �º� �Ø

�ÖÓÙÒ� 1.075 � �Ò �� �×Ö���� ØÓ ÓÚ�Ð�ÒØ �¹À �ÓÒ�×º Ì�� ÓÖÖ�×ÔÓÒ��Ò�

ÓÓÖ��Ò�Ø�ÓÒ ÒÙÑ��Ö×¸ �× Ó�Ø��Ò�� �Ý �ÒØ��Ö�Ø�Ò� Ø�� �××Ó��Ø�� È��× ÙÔ ØÓ

Ø���Ö �Ö×Ø Ñ�Ò�Ñ�¸ �Ö� ×�ÓÛÒ �Ò Ì��Ð� �º½º ÁÒ Ø�� �×� Ó� �¹À Ø�� Ô�ÖØ��Ð

ÓÓÖ��Ò�Ø�ÓÒ ÒÙÑ��Ö �× 3.984¸ Û��� �Ò���Ø�× Ø��Ø Ø�� Ð�ÕÙ�� �Ø T = 2000 Ã¸

�Ü�ÔØ �ÓÖ ×�Ò�Ð� ���Ø�Ò�ÐÝ �ÖÓ��Ò �¹À �ÓÒ�×¸ �× Ò��ÖÐÝ �ÜÐÙ×�Ú�ÐÝ Ñ��� ÙÔ Ó�

ÙÒ��××Ó��Ø�� �À4 ÑÓÐ�ÙÐ�×º Ì��× Ú��Û �× ÓÒ×�×Ø�ÒØ Û�Ø� ÓØ��Ö �ÁÅ� ×ØÙ�¹

��× ��¸ �¾¸ ½��℄¸ �ÙØ �Ø Ú�Ö��Ò� ØÓ Ø��ÓÖ�Ø��Ð �ÖÓÙÒ�¹×Ø�Ø� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ× �½¿¿℄¸

�× Û�ÐÐ �× �ÜÔ�Ö�Ñ�ÒØ�Ð Ñ��×ÙÖ�Ñ�ÒØ× �½½¸ ½½¿¸ ½¿�℄¸ ÒÓ ×��Ò× �ÓÖ ��××Ó��Ø�ÓÒ

��Ú� ���Ò �ÓÙÒ�º

�ÓÖ Ø�� ÑÓ×Ø Ö�Ð�Ú�ÒØ �×� �Ø T = 4000 Ã �Ò� P ≈ 100 �È�¸ Ø�� ×�ØÙ�Ø�ÓÒ �×

ÑÙ� ����Ö�ÒØ �Ò� �Ú���Ò�× �ÓÖ ��××Ó��Ø�ÓÒ �Ò �Ò���� �� Ó�×�ÖÚ��º �× �Ò



��

�� ×��Ò �Ò ���ÙÖ� �º¿¸ ÓÚ�Ð�ÒØ �¹� �ÓÒ�× �Ö� �ÔÔ��Ö�Ò� �× Û�ÐÐ �× ÓÚ�Ð�ÒØÐÝ

�ÓÒ��� À2 ��Ñ�Ö×¸ �× ×�ÓÛÒ �Ò ���ÙÖ� �º�º �× � ÓÒ×�ÕÙ�Ò�¸ Ø�� �����Ø Ó� Ø��

�ÒØÖ�ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �¹À Ô��� �Ò ���ÙÖ� �º� �× ÑÙ� Ö��Ù��¸ Ø�ÓÙ�� ×Ø�ÐÐ �Ü�×Ø�Ò�º

�ÖÓÑ Ì��Ð� �º½ �Ø �Ò �� ���Ù�� Ø��Ø Ò��ÖÐÝ ��Ð� Ó� Ø�� ÓÚ�Ð�ÒØ �¹À �ÓÒ�×

�Ö� �ÖÓ��Ò¸ Û��� �Ò���Ø�× Ø��Ø Ñ�Ø��Ò� �Ó�× ��××Ó��Ø� ÓÒÐÝ Ô�ÖØ��ÐÐÝ ØÓ �ÓÖÑ

�Ý�ÖÓ�Ö�ÓÒ ���Ò× Û�Ø� Ñ��ÒÐÝ ØÛÓ �Ò� Ø�Ö�� �Ö�ÓÒ �ØÓÑ×¸ �× Û�ÐÐ �× À2º

ÅÓÖ� ÔÖ��×�ÐÝ̧ Ø�� �À4 ÑÓÐ�ÙÐ�× ��××Ó��Ø� �Ò� Ö�ÓÑ��Ò� ØÓ �ÓÖÑ �2À6 �Ò�

ØÓ � ×Ñ�ÐÐ�Ö �ÜØ�Ò� �3À8¸ Û��� �× �Ò ��Ö��Ñ�ÒØ Û�Ø� ÔÖ�Ú�ÓÙ× �ÁÅ� ×ØÙ�¹

��× ��¸ �¾¸ ½��℄º ÀÓÛ�Ú�Ö¸ Û� �Ò� ÒÓ ×Ù×Ø��Ò�� ×��Ò �ÓÖ Ø�� ÔÖ�×�Ò� Ó� �2À2¸

Û��� ��× ���Ò ��Ø�Ø�� �Ò Ø�� �ØÑÓ×Ô��Ö� Ó� Æ�ÔØÙÒ� �¾�℄º �ÙØ¸ Û� �Ó �Ò�

×���× Ó� ×ÓÑ�Û��Ø ÐÓÒ��Ö ×Ô2¹�ÓÒ��� ���Ò× �Ò� Ö�Ò�¹Ð��� �Ö�ÓÒ ×ØÖÙØÙÖ�×¸

�ÙØ ���Ò�Ø�ÐÝ ÒÓ ×��Ò Ó� ×Ô3 �Ö�ÓÒ �ÓÒ�×¸ �º�º ÒÓ ���ÑÓÒ�¹Ð��� �Ö�ÓÒº Ì��×

�× ÓÒ×�×Ø�ÒØ Û�Ø� Ø�� ÓÑÔÙØ�� Ú��Ö�Ø�ÓÒ�Ð ��Ò×�ØÝ Ó� ×Ø�Ø�× Ó� ËÔ�ÒÙ �Ø �Ðº

�½��℄¸ Û�Ó Ö�ÔÓÖØ�� � ÒÓØ����Ð� ���ØÙÖ� �Ø ½�¼¼ Ñ−1 Ø��Ø �Ò �� �ØØÖ��ÙØ��

ØÓ Ø�Ö���ÓÐ� ÓÓÖ��Ò�Ø�� �Ö�ÓÒ �ØÓÑ× �Ò �Ö�Ô��Ø�¹Ð��� ÓÒ��ÙÖ�Ø�ÓÒ×º Ì��Ø �×

ØÓ ×�Ý Ø��Ø ÓÒ Ø�� ÓÒ� ��Ò� ÓÙÖ �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ× �Ö� �Ò ��Ö��Ñ�ÒØ Û�Ø� �ÜÔ�Ö�Ñ�ÒØ

�Ý �ÑÔÐÝ�Ò� Ø��Ø �Ò Ø�� Ñ���Ð� �� Ð�Ý�Ö �À4 ÑÓÐ�ÙÐ�× �Ø×�Ð� �Ö� ÒÓØ ÔÖ�×�ÒØ¸

�ÙØ Ñ�Ö�ÐÝ �Ø× ��××Ó��Ø�� ÓÒ×Ø�ØÙ�ÒØ×¸ Û��� ÓÒ�ÖÑ× Ø��Ø Ø�� �ÒØ�Ö�ÓÖ ��Ñ¹

�×ØÖÝ Ó� ÍÖ�ÒÙ× �Ò� Æ�ÔØÙÒ� �× ÑÓÖ� ÓÑÔÐ�Ü Ø��Ò ÔÖ�Ú�ÓÙ×ÐÝ �××ÙÑ��º ÇÒ

Ø�� ÓØ��Ö ��Ò�¸ ÓÙÖ Ö�×ÙÐØ× ����Ö �Ò Ø�� ×�Ò×� Ø��Ø �Ø T = 4000 Ã Û� �Ó ÒÓØ

�Ò� �ÒÝ �Ú���Ò� �ÓÖ ���ÑÓÒ�¹Ð��� �Ö�ÓÒ¸ �× Ö�ÔÓÖØ�� �Ý Ø�� Ú�ÖÝ ×�Ñ� �Ü¹

Ô�Ö�Ñ�ÒØ× �½½¸ ½½¿¸ ½¿�℄º

�Ú�Ò ���Ô�Ö Û�Ø��Ò Ø�� ÔÐ�Ò�Ø �Ø �Ú�Ò �����Ö Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� Ó� T = 6000 Ã¸

Ø�� Ö�Ñ��Ò�Ò� �À4 ��Ú� �ÙÐÐÝ ��××Ó��Ø�� �× �Ò���Ø�� �Ý Ø�� Ú�Ò�×��Ò� �Ò¹

ØÖ�ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �¹À Ô��� �Ò ���ÙÖ� �º�º ÇÒ Ø�� ÓØ��Ö ��Ò�¸ Ø�� �Ö×Ø Ô��� �Ò

���ÙÖ� �º¿¸ Û��� �× �Ù� ØÓ �¹� �ÓÒ�×¸ �× Û�ÐÐ �× Ø�� ÓÚ�Ð�ÒØ À¹À Ô��� �Ò

���ÙÖ� �º� �Ö� �Ú�Ò ÑÓÖ� ÔÖÓÒÓÙÒ�� �× �× Ø�� �×� �ÓÖ T = 4000 Ãº �× ×�ÓÛÒ

�Ò Ì��Ð� �º½¸ Ø�� Ô�ÖØ��Ð �¹À ÓÓÖ��Ò�Ø�ÓÒ ÒÙÑ��Ö �× Ö�Ø��Ö ×Ñ�ÐÐ¸ Û��� �Ò¹

Ø��Ð× Ø��Ø ÓÒØÖ�ÖÝ ØÓ T = 4000 Ã �Ý�ÖÓ�Ö�ÓÒ ���Ò× �Ö� ÒÓ ÐÓÒ��Ö ÔÖ�×�ÒØ¸

�ÙØ ��Ú� ÓÑÔÐ�Ø�ÐÝ ���Ý�ÖÓ��Ò�Ø�� �ÒØÓ ÔÓÐÝÑ�Ö� �Ö�ÓÒ �Ò� �Ý�ÖÓ��Òº �×

���ÓÖ�¸ ÒÓ �Ú���Ò� �ÓÖ ×Ô3¹�ÓÒ��� ���ÑÓÒ� ÓÙÐ� �� �ÓÙÒ�¸ Û��� �Ò���Ø�×

Ø��Ø �Ú�Ò �����Ö ÔÖ�××ÙÖ�× �Ö� Ö�ÕÙ�Ö�� ØÓ ÓÒ��Ò×� �Ö�ÓÒ �ÒØÓ ���ÑÓÒ�º
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���ÙÖ� �º�� �ÓÑÔ�Ö�×ÓÒ Ó� Ø�� À¹À È�� �Ø ¾¼¼¼ Ã ´×ÓÐ�� Ö�� Ð�Ò�µ¸ �¼¼¼ Ã

´��×��� �ÐÙ� Ð�Ò�µ¸ �Ò� �¼¼¼ Ã ´�ÓØ¹��×��� �Ð�� Ð�Ò�µº

Ì��Ð� �º½� È�ÖØ��Ð ÓÓÖ��Ò�Ø�ÓÒ ÒÙÑ��Ö×¸ �× Ó�Ø��Ò�� �Ý �ÒØ��Ö�Ø�Ò� Ø�� �××Ó¹

��Ø�� È��× ÙÔ ØÓ Ø���Ö �Ö×Ø Ñ�Ò�Ñ�¸ �ÓÖ �ÐÐ �ÒÚ�×Ø���Ø�� Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ�×º

Ì�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� �¹� �¹À À¹À

2000 Ã 0.080 3.984 0.004

4000 Ã 1.244 2.298 0.408

6000 Ã 2.556 0.417 1.115
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ÀÓÛ�Ú�Ö¸ �Ò ÓÒØÖ�×Ø ØÓ ÔÖ�Ú�ÓÙ× �ÁÅ� ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ× ��¸ �¾¸ ½��℄ Û� �Ò� �ÓÖ

Ø�� �Ö×Ø Ø�Ñ� Ø��Ø �Ø T = 6000 Ã �Ý�ÖÓ��Ò �× ÒÓ ÐÓÒ��Ö ×ÓÐ�ÐÝ ÑÓÐ�ÙÐ�Ö¸ �ÙØ

� ÒÓØ����Ð� �Ö�Ø�ÓÒ Ó� ÑÓÒÓ�ØÓÑ� �Ý�ÖÓ��Ò �Ò �� ���ÒØ����º Ì��× �ÑÑ�¹

���Ø�ÐÝ ×Ù���×Ø× Ø��Ø �Ø T = 6000 Ã Ø�� ÔÖ�×�ÒØ �Ý�ÖÓ��Ò ÑÓÐ�ÙÐ�× �Ö� ÓÒ

Ø�� Ú�Ö�� Ó� � Ð�ÕÙ��¹Ð�ÕÙ�� Ô��×� ØÖ�Ò×�Ø�ÓÒ �ÒØÓ �Ò �ØÓÑ� �Ù�� Ô��×�¸ Û���

�× �Ò ��Ö��Ñ�ÒØ Û�Ø� Ö��ÒØ �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ× �½½½¸ ½��℄º ÁÒ ÓÙÖ �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ× Û�

�Ò� Ø��Ø Ø�� ��Ò� ��Ô �× Ö�Ô��ÐÝ ��Ö��×�Ò� Û�Ø� Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� �Ò� Ú�Ò�×��Ò�

�Ø T = 6000 Ãº ÌÓ��Ø��Ö Û�Ø� Ø�� ��Ø Ø��Ø ��××Ó��Ø�ÓÒ ��× ×�ÓÛÒ ØÓ ��

�ÓÑÔ�Ò��� Û�Ø� Ø�� Ñ�Ø�ÐÐ�Þ�Ø�ÓÒ ��¸ ½¿�℄¸ ÓÙÖ ÔÖ���Ø�ÓÒ Ó� Ð�ÕÙ�� �ØÓÑ�

�Ý�ÖÓ��Ò Ñ�Ý Ð��� ØÓ �Ò �ÜÔÐ�Ò�Ø�ÓÒ �ÓÖ Ø�� Ð�Ö�� Ñ��Ò�Ø� ��Ð�× Ó� ÔÐ�Ò�Ø×

×Ù� �× ÍÖ�ÒÙ× �Ò� Æ�ÔØÙÒ� Ø�ÖÓÙ�� � �ÝÒ�ÑÓ¹Ð��� Ñ���Ò�×Ñ �Ý �Ð�ØÖ��Ð

ÙÖÖ�ÒØ× �Ò Ø�� Ð�ÕÙ�� Ñ�Ø�ÐÐ� Ö���ÓÒ× Ó� Ø���Ö �ÒØ�Ö�ÓÖ× �½½�¸ ½½�℄º Ë�Ò� Û�

�Ò� Ø��Ø Ð�ÕÙ�� �À4¸ Û��Ö� �Ø �× ×Ø��Ð� �Ø T = 2000 Ã¸ �× � Û��� ��Ò�¹��Ô �Ò×Ù¹

Ð�ØÓÖ¸ �Ø �Ò ÓÒÐÝ �ÙÐÐÝ ���Ý�ÖÓ��Ò�Ø�� ÓÒØÖ��ÙØ� ØÓ Ø�� Ñ��Ò�Ø� ��Ð� �Ò Ø��

�ÓÖÑ Ó� Ñ�Ø�ÐÐ� �Ý�ÖÓ��Ò¸ Û��� �Ò���� ��× ���Ò �×Ø��Ð�×��� �ÜÔ�Ö�Ñ�ÒØ�ÐÐÝ �Ø

Ö�Ø��Ö ×�Ñ�Ð�Ö ÓÒ��Ø�ÓÒ× �Ý ×�Ó�¹ÓÑÔÖ�××�ÓÒ �ÜÔ�Ö�Ñ�ÒØ× �½½�¸ ½�¾℄º ÅÓÖ�¹

ÓÚ�Ö¸ Ø�� ÑÓØ�ÓÒ Ó� ��Ö��� Ô�ÖØ�Ð�× ØÖ�ÔÔ�� �Ò ×Ù� Ñ��Ò�Ø� ��Ð�× �Ù×�×

Ø�� ��Ò�Ö�Ø�ÓÒ Ó� Ö���Ó Û�Ú�×º ÁÒ ��Ø¸ ÔÐ�Ò�Ø�ÖÝ Ö���Ó �ÜÔ�Ö�Ñ�ÒØ× ��Ó�Ö� Ø��

ÎÓÝ���Ö ÁÁ �Ý�Ý Ñ�××�ÓÒ ��Ø�Ø�� � Û��� Ú�Ö��ØÝ Ó� Ö���Ó �Ñ�××�ÓÒ× �ÓÖ �ÓØ�

ÔÐ�Ò�Ø× �½�¼¸ ½�½℄º

Á� Ð�Ö�� �ÒÓÙ��¸ �ÑÓÖÔ�ÓÙ× ÓÖ ÖÝ×Ø�ÐÐ�Ò� �Ö�ÓÒ ÐÙ×Ø�Ö× ÔÖ��Ô�Ø�Ø� �Ò�

×�Ò� ØÓÛ�Ö�× Ø�� ÔÐ�Ò�Ø�ÖÝ �ÒØ�Ö �× ×���Ñ�ÒØ Ú�� �Ö�Ú�Ø�Ø�ÓÒ�Ð ×�ØØÐ�Ò�º Ì��

ÓÖÖ�×ÔÓÒ��Ò� Ö�Ð��×� Ó� �Ò�Ö�Ý ��× ���Ò �×Ø�Ñ�Ø�� ØÓ �� � ×Ù�×Ø�ÒØ��Ð �Ö�Ø�ÓÒ

Ó� Ø�� �ÒØ�ÖÒ�Ð ���Ø ÔÖÓ�ÙØ�ÓÒ¸ Û��� ÛÓÙÐ� �ÜÔÐ��Ò �ÓÖ �Ò×Ø�Ò� Û�Ý Æ�ÔØÙÒ�

Ö����Ø�× ÑÓÖ� Ø��Ò ØÛ�� Ø�� �Ò�Ö�Ý �Ø Ö���Ú�× �ÖÓÑ Ø�� ×ÙÒ �½½℄º ÁØ �× �Ð×Ó

Ð���ÐÝ Ø�� �Ù×� �ÓÖ Ø�� �ÜØ�ÖÒ�ÐÐÝ Ó�×�ÖÚ�� ���� ÐÙÑ�ÒÓ×�ØÝ �Ò� ÓÙÐ� �Ú�Ò ÓÒ¹

ØÖ��ÙØ� ØÓ Ø�� ÓÒÚ�Ø�Ú� ÑÓØ�ÓÒ× Ó� �Ø× �Ù�� �ÒØ�Ö�ÓÖ Ó� Æ�ÔØÙÒ�º Ì�� Ö��×ÓÒ

Û�Ý ÍÖ�ÒÙ× �Ó�× ÒÓØ ��Ú� ×Ù� �ÒØ�ÖÒ�Ð ���Ø �ÓÛ Ñ���Ò�×Ñ �× ×Ø�ÐÐ ÙÒ�ÒÓÛÒ

��½℄º Æ�Ú�ÖØ��Ð�××¸ Ø�� ×�Ñ�Ð�Ö�ØÝ Ó� Ø�� �ÒØ�ÖÒ�Ð ×ØÖÙØÙÖ�× Ó� Ø��×� ØÛÓ ÔÐ�Ò�Ø×

×Ù���×Ø× Ø��Ø Ø�� ×ÙÔÔÖ�××�� ÓÒÚ�Ø�ÓÒ Ó� ÍÖ�ÒÙ× Ñ�Ý �� � ÓÒ×�ÕÙ�Ò� Ó�

�Ø× ÐÓ×�Ö ÔÖÓÜ�Ñ�ØÝ ØÓ Ø�� ×ÙÒº ÁÒ ÓÒØÖ�×Ø¸ ×�ØÙÖ�Ø�� �Ý�ÖÓ�Ö�ÓÒ× ×Ù� �×

�2À6 �Ò� À2¸ ���Ò� Ø�� ÔÖÓ�ÙØ× Ó� Ø�� ��ÓÚ� �×�ÖØ��Ò�� ��ÓÑÔÓ×�Ø�ÓÒ Ó�

�À4 �Ø T = 4000 Ã¸ �Ó ÒÓØ ÔÖ��Ô�Ø�Ø� �Ò� �Ò×Ø��� Ö�Ø��Ö Ö�×� ØÓ �Ó�Ò Ø�� �ØÑÓ¹
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×Ô��Ö�º �× � ÓÒ×�ÕÙ�Ò�¸ Ø��× ÔÖÓ�×× ÓÙÐ� �� Ö�×ÔÓÒ×��Ð� �ÓÖ Ø�� �ÒÓÑ�ÐÓÙ×

��ÙÒ��Ò� Ó� À2 �Ò Ø�� �ØÑÓ×Ô��Ö�× Ó� �ÓØ� ÔÐ�Ò�Ø×¸ �Ò� �Ò Ø�� �×� Ó� Æ�Ô¹

ØÙÒ� Ñ�Ý �Ð×Ó �ÓÙÒØ �ÓÖ Ø�� Ó�×�ÖÚ�� Û��ÐØ� Ó� �ØÑÓ×Ô��Ö� �2À6¸ Û��Ö� �Ø

Ñ���Ø �� �ÖÓÙ��Ø ÙÔ �ÖÓÑ Ø�� ���Ô �ÒØ�Ö�ÓÖ �Ý Ø�� ��ÓÖ�¹�ÐÙ���Ø�� ÓÒÚ�Ø�ÓÒ

ÔÖÓ�××º Ì��Ö��ÓÖ�¸ Ø�� ÔÖ�×�ÒØ Ö�×ÙÐØ× �ÑÔÐÝ Ø��Ø ��Ñ��Ð ÔÖÓ�××�× ×Ù� �×

Ô��×� ØÖ�Ò×�ÓÖÑ�Ø�ÓÒ× �Ø �ÜØÖ�Ñ� Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ�× �Ò� ÔÖ�××ÙÖ�× ÑÙ×Ø �� ÓÒ×��¹

�Ö�� �Ò ÓÖ��Ö ØÓ ÔÖÓÚ��� � ÑÓÖ� Ö��Ð�×Ø� ÑÓ��Ð Ó� Ø�� �ÒØ�Ö�ÓÖ× Ó� ���ÒØ ��×

ÔÐ�Ò�Ø×º

�º� �ÓÒÐÙ×�ÓÒ

�Ú�Ò Ø�ÓÙ�� ÓÙÖ �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ× ÔÖÓÚ��� � ÓÒ×�×Ø�ÒØ Ô�ØÙÖ� Ó� Ø�� ���Ô ��Ñ¹

�×ØÖÝ Ó� Æ�ÔØÙÒ� �Ò� ÍÖ�ÒÙ×¸ Ø�� Ö�Ñ��Ò�Ò� ÕÙ�×Ø�ÓÒ �× Û�Ý ÒÓ ���ÑÓÒ� �ÓÖ¹

Ñ�Ø�ÓÒ ÓÙÐ� �� Ó�×�ÖÚ��¸ Û��Ö��× �ÜÔ�Ö�Ñ�ÒØ�ÐÐÝ �Ø �× Ö�ÔÓÖØ�� ØÓ ÓÙÖ �ÖÓÑ

P = 20 �È� �Ò� T = 2000 Ã ÓÒº �Ù� ØÓ Ø�� ��Ø Ø��Ø Ð�ÕÙ�� Ñ�Ø��Ò� �×

ÓÔØ��ÐÐÝ ØÖ�Ò×Ô�Ö�ÒØ �Ò� �Ò ÒÓØ ×�ÑÔÐÝ �� ���Ø�� �Ý � Ð�×�Ö ���Ñ¸ �Ø �× Ø��Ö�¹

�ÓÖ� ÓÑÑÓÒ ÔÖ�Ø�� ØÓ �ÒÐÙ�� � ÒÓ�Ð� Ñ�Ø�Ð ��×ÓÖ��Ö Û�Ø��Ò Ð�×�Ö¹���Ø��

���ÑÓÒ� �ÒÚ�Ð �ÐÐ �ÜÔ�Ö�Ñ�ÒØ×º ËÔ�ÒÙ �Ø �Ðº Ö�ÔÓÖØ�� Ø��Ø Û�Ø�ÓÙØ � Ñ�Ø�ÐÐ�

��×ÓÖ��Ö ÒÓ �ÓÖÑ�Ø�ÓÒ Ó� ÓÑÔÐ�Ü �Ý�ÖÓ�Ö�ÓÒ× �Ò� À2 �Ø T = 2000 Ã ÓÙÐ�

�� ��Ø�ÖÑ�Ò��¸ Û��� ÒÓØ ÓÒÐÝ ��Ö��× Û�Ø� Ø�� �Ò��Ò�× Ó� Ø�� ÔÖ�×�ÒØ ÛÓÖ� �ÙØ

�Ð×Ó �Ò���Ø�× Ø��Ø Ð�ÕÙ�� �À4 Ö�×���× �Ò � Ñ�Ø�×Ø��Ð� ×Ø�Ø�º ÇÒ Ø�� ÓÒØÖ�ÖÝ̧

�Ø Ø�� ÔÖ�×�Ò� Ó� � ÒÓ��Ð Ñ�Ø�Ð¸ Ð�ÕÙ�� �À4 Ö����ÐÝ ��××Ó��Ø�× �½��℄º

Ï� ÓÒÐÙ�� �Ý ÒÓØ�Ò� Ø��Ø �ÒÓØ��Ö ÔÓ××���Ð�ØÝ ØÓ �ÜÔÐ��Ò Ø�� ��×Ö�Ô�ÒÝ

��ØÛ��Ò Ø��ÓÖÝ �Ò� �ÜÔ�Ö�Ñ�ÒØ Ñ�Ý �� Ø�� �Ü�×Ø�Ò� Ó� � �ÓÑÓ��Ò�ÓÙ× ÒÙÐ�¹

�Ø�ÓÒ Ñ���Ò�×Ñ¸ ×�Ñ�Ð�Ö ØÓ Ø�� ÓÒ� Ö��ÒØÐÝ ÔÖÓÔÓ×�� �Ý Ã��Ð�ÙÐÐ�Ò �Ø �Ðº �ÓÖ

Ø�� ��Ö�Ø �Ö�Ô��Ø�¹ØÓ¹���ÑÓÒ� ØÖ�Ò×�Ø�ÓÒ �¿�¸ ��¸ ��℄º



���ÔØ�Ö �

�Ò �Ð�ÓÖ�Ø�Ñ ØÓ ��ÐÙÐ�Ø� Ø��

ÁÒÚ�Ö×� ÈÖ�Ò�Ô�Ð p¹Ø� ÊÓÓØ Ó�

ËÝÑÑ�ØÖ� ÈÓ×�Ø�Ú� ���Ò�Ø�

Å�ØÖ��×

ÁÒ Ø��× ��ÔØ�Ö¸ Û� ���Ö�×× Ø�� ��Ò�Ö�Ð Ñ�Ø��Ñ�Ø��Ð ÔÖÓ�Ð�Ñ Ó� ÓÑÔÙØ�Ò�

Ø�� p¹Ø� ÖÓÓØ Ó� � ��Ú�Ò Ñ�ØÖ�Ü �Ò � ��×Ø Û�Ý �Ý Ø�� ��ÐÔ Ó� �Ò �Ø�Ö�Ø�ÓÒ �ÙÒ¹

Ø�ÓÒº �× Û� ��Ú� ×��Ò �Ò ���ÔØ�Ö �¸ Û��Ö� Û� �ÜÔÐ��Ò�� Ø�� Æ�ÛØÓÒ¹Ë�ÙÐÞ

�Ø�Ö�Ø�ÓÒ ØÓ ÓÑÔÙØ� Ø�� �ÒÚ�Ö×� Ó� � ��Ú�Ò Ñ�ØÖ�Ü¸ Ø��× ÔÖÓ�Ð�Ñ ��Ö�ØÐÝ ���Ø×

ÓÙÖ ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ×º

Ï� ÔÖ�×�ÒØ � Ò�Û �Ø�Ö�Ø�ÓÒ �ÙÒØ�ÓÒ Ø��Ø �Ò��Ð�× �ÐÙÐ�Ø�Ò� Ø�� �ÒÚ�Ö×� p¹Ø�

ÖÓÓØ Ó� � ��Ú�Ò Ñ�ØÖ�Ü �ÓÖ �Ò �Ö��ØÖ�ÖÝ pº Ï� �Ú�ÐÙ�Ø� Ø�� ÓÖ��Ö Ó� ÓÒÚ�Ö��Ò�

ÓÒØ�Ò��ÒØ ÙÔÓÒ � Ô�Ö�Ñ�Ø�Ö qº �Ý �ÓÓ×�Ò� q ���ÔØ�Ú�ÐÝ̧ ��ØØ�Ö Ö�×ÙÐØ× Ø��Ò

Û�Ø� ���ÓÖ� �ÒÓÛÒ �ÓÖÑÙÐ�× Ó� Ø��× ØÝÔ� �Ò �� ����Ú�� �× Ð�×× �Ø�Ö�Ø�ÓÒ× �Ò�

Ñ�ØÖ�Ü¹Ñ�ØÖ�Ü ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ× �Ö� Ö�ÕÙ�Ö��º

Ì�� Ô�Ö�ÓÖÑ�Ò� �× �Ú�ÐÙ�Ø�� �Ý � Å�ÌÄ�� Ó�� Ù×�Ò� ×ÝÑÑ�ØÖ� ÔÓ×�Ø�Ú�

���Ò�Ø� Ö�Ò�ÓÑ Ñ�ØÖ��× Û�Ø� Ú�Ö�ÓÙ× ��Ò×�Ø��×¸ ÓÒ��Ø�ÓÒ ÒÙÑ��Ö× �Ò� ×Ô�¹

ØÖ�Ð Ö����º

��



�¼

�º½ ÁÒØÖÓ�ÙØ�ÓÒ

Ì�� �Ö×Ø �ØØ�ÑÔØ× ØÓ �ÐÙÐ�Ø� Ø�� �ÒÚ�Ö×� Ó� � Ñ�ØÖ�Ü �Ý Ø�� ��ÐÔ Ó� �Ò �Ø�Ö¹

�Ø�Ú� ×��Ñ� Û�Ö� �ÑÓÒ�×Ø ÓØ��Ö× Ñ��� �Ý Ë�ÙÐÞ �½¿�℄ �Ò Ø�� ��ÖÐÝ Ø��ÖØ��×

Ó� Ø�� Ð�×Ø �ÒØÙÖÝº Ì��× Ö�×ÙÐØ�� �Ò Ø�� Û�ÐÐ¹�ÒÓÛÒ Æ�ÛØÓÒ¹Ë�ÙÐÞ �Ø�Ö�Ø�ÓÒ

×��Ñ� Ø��Ø �× Û���ÐÝ Ù×�� ØÓ �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø� Ø�� �ÒÚ�Ö×� Ó� � ��Ú�Ò Ñ�ØÖ�Üº ÇÒ�

Ó� Ø�� ��Ú�ÒØ���× Ó� Ø��× Ñ�Ø�Ó� �× Ø��Ø �ÓÖ � Ô�ÖØ�ÙÐ�Ö ×Ø�ÖØ Ñ�ØÖ�Ü �× �Ò�Ø��Ð

�Ù�×× ÓÒÚ�Ö��Ò� �× �Ù�Ö�ÒØ��� �½¾¿℄º Ì�� ÓÒÚ�Ö��Ò� �× Ó� ÓÖ��Ö ØÛÓ¸ Û���

�× �ÐÖ���Ý ÕÙ�Ø� ×�Ø�×�Ý�Ò�¸ �ÙØ Ø��Ö� Û�Ö� � ÐÓØ Ó� �ØØ�ÑÔØ× ØÓ ×Ô��� ÙÔ Ø��×

�Ø�Ö�Ø�ÓÒ ×��Ñ� �Ò� ØÓ �ÜØ�Ò� �Ø ØÓ � �ÓÖÑÙÐ� ØÓ �ÐÙÐ�Ø� ÒÓØ ÓÒÐÝ Ø�� �ÒÚ�Ö×�

�ÙØ � ��Ò�Ö�Ð �ÒÚ�Ö×� p¹Ø� ÖÓÓØ Ó� � ��Ú�Ò Ñ�ØÖ�Ü �½¾¸ ��¸ �¿¸ ��¸ ½��℄º Ì��× �×

�Ò �ÑÔÓÖØ�ÒØ Ø�×� ���Ù×�¸ ��×���× Ø�� ÔÙÖ� Ñ�Ø��Ñ�Ø��Ð �ÒØ�Ö�×Ø¸ �Ò Ñ�ÒÝ

�ÔÔÐ��Ø�ÓÒ× �Ò Ô�Ý×�× ÓÖ ��Ñ�×ØÖÝ ÓÒ� Ò���× ����ÒØ Ñ�Ø�Ó�× ØÓ �ÐÙÐ�Ø�

Ø�� ´�ÒÚ�Ö×�µ ×ÕÙ�Ö� ÖÓÓØ ÓÖ Ø�� �ÒÚ�Ö×� Ó� � Ñ�ØÖ�Üº �Ò �Ü�ÑÔÐ� �× ÓÙÖ Ð�Ò¹

��Ö ×�Ð�Ò� ×��Ñ� ÔÖ�×�ÒØ�� �Ò ���ÔØ�Ö �¸ ÓÖ Ä�Û��Ò³× Ñ�Ø�Ó� Ó� ×ÝÑÑ�ØÖ�

ÓÖØ�Ó�ÓÒ�Ð�Þ�Ø�ÓÒ ���℄º Ì�� Ð�ØØ�Ö ØÖ�Ò×�ÓÖÑ× Ø�� ����ÒÚ�ÐÙ� ÔÖÓ�Ð�Ñ �ÓÖ ÓÚ�Ö¹

Ð�ÔÔ�Ò� ÓÖ��Ø�Ð× �ÒØÓ �Ò �ÕÙ�Ú�Ð�ÒØ ÔÖÓ�Ð�Ñ Û�Ø� ÓÖØ�Ó�ÓÒ�Ð ÓÖ��Ø�Ð×¸ Û��Ö��Ý

Ø�� �ÒÚ�Ö×� ×ÕÙ�Ö� ÖÓÓØ Ó� Ø�� ÓÚ�ÖÐ�Ô Ñ�ØÖ�Ü ��× ØÓ �� �ÐÙÐ�Ø��º Ì��× �×

�ÓÖ �Ò×Ø�Ò� Ò��××�ÖÝ �Ò Ø�� �ÜØ�Ò��� À���Ð Ñ�Ø�Ó� ���℄¸ �Ò� �Ð×Ó Ù×�� �Ò

Ø���Ø¹��Ò��Ò� ���¸ ½¾�℄º

�ÓÑÑÓÒ ÔÖÓ�Ð�Ñ× �Ò Ø�� �ØØ�ÑÔØ× �Ø�� ��ÓÚ� �Ö� Ø�� ×Ø���Ð�ØÝ Ó� Ø�� �Ø�Ö¹

�Ø�ÓÒ �ÓÖÑÙÐ� �Ò� �Ø× ÓÒÚ�Ö��Ò�º �ÓÖ p �= 1¸ ÑÓ×Ø Ó� Ø�� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ ×��Ñ�×

��Ú� ÕÙ��Ö�Ø� ÓÖ��Ö Ó� ÓÒÚ�Ö��Ò�¸ � Ö�Ö� �Ü�ÔØ�ÓÒ �× �ÓÖ �Ò×Ø�Ò� À�ÐÐ�Ý³×

Ñ�Ø�Ó� ���¸ ��¸ ��℄¸ Û��� �× Ó� ÓÖ��Ö Ø�Ö��º �ÐØÑ�Ò ��℄ �ÓÛ�Ú�Ö ��Ò�Ö�Ð�Þ�� Ø��

Æ�ÛØÓÒ¹Ë�ÙÐÞ �Ø�Ö�Ø�ÓÒ ØÓ �Ò �Ø�Ö�Ø�Ú� Ñ�Ø�Ó� Ó� �ÒÚ�ÖØ�Ò� � Ð�Ò��Ö �ÓÙÒ���

ÓÔ�Ö�ØÓÖ �Ò � À�Ð��ÖØ ×Ô��º À� ÓÒ×ØÖÙØ�� Ø�� ×Ó �ÐÐ�� �ÝÔ�ÖÔÓÛ�Ö Ñ�Ø�Ó�

Ó� �ÒÝ ÓÖ��Ö Ó� ÓÒÚ�Ö��Ò� �Ò� ÔÖÓÚ�� Ø��Ø Ø�� Ñ�Ø�Ó� Ó� ���Ö�� Ø�Ö�� �× Ø��

ÓÔØ�ÑÙÑ ÓÒ�¸ �× �Ø ��Ú�× Ø�� ��×Ø �ÙÖ�Ý �ÓÖ Ø�� ×�Ñ� ÒÙÑ��Ö Ó� ÑÙÐØ�ÔÐ��¹

Ø�ÓÒ×º

À�Ö�¸ Û� ��×Ö��� �Ò �Ø�Ö�Ø�ÓÒ �ÙÒØ�ÓÒ �ÓÖ Ø�� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� �ÒÚ�Ö×� p¹Ø�

ÖÓÓØ Ó� � ��Ú�Ò Ñ�ØÖ�Ü Aº ÁÒ Ø��× ×��Ñ�¸ Û� ��Ú� ØÛÓ Ú�Ö���Ð�×¸ Ø�� Ò�ØÙ¹

Ö�Ð p �Ò� �ÒÓØ��Ö Ò�ØÙÖ�Ð q ≥ 2 Ø��Ø Ö�ÔÖ�×�ÒØ× Ø�� ÓÖ��Ö Ó� �ÜÔ�Ò×�ÓÒº Ï�

×�ÓÛ Ø��Ø ØÛÓ ×Ô���Ð �×�× Ó� Ø��× �ÓÖÑÙÐ� �Ö� Æ�ÛØÓÒ³× Ñ�Ø�Ó� �ÓÖ Ñ�ØÖ��×



�½

�½¾¸ ��¸ ��¸ ��¸ �¿¸ ��¸ ½��℄ �Ò� �ÐØÑ�Ò³× �ÝÔ�ÖÔÓÛ�Ö Ñ�Ø�Ó� ��℄º

�º¾ ÈÖ�Ú�ÓÙ× ÏÓÖ�

Ì�� ×ØÙ�Ý Ó� Ø�� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� �ÒÚ�Ö×� p¹Ø� ÖÓÓØ¸ Û��Ö� p �× � Ò�ØÙÖ�Ð¸

��× ���Ò ØÖ��Ø�� ÔÖ�Ú�Ð�ÒØÐÝ �Ý Ú�Ö�ÓÙ× �ÙØ�ÓÖ×º Ì�� ��Ö�Ø�Ö�Þ�Ø�ÓÒ Ó� Ø��

ÔÖÓ�Ð�Ñ �× ÕÙ�Ø� ×�ÑÔÐ�¸ �Ò ��Ò�Ö�Ð¸ �ÓÖ � ��Ú�Ò Ñ�ØÖ�Ü A¸ ÓÒ� Û�ÒØ× ØÓ �Ò� �

Ñ�ØÖ�Ü B Ø��Ø �ÙÐ�Ð× B−p = Aº Á� A �× ÒÓÒ¹×�Ò�ÙÐ�Ö¸ ÓÒ� �Ò �ÐÛ�Ý× �Ò� ×Ù� �

Ñ�ØÖ�Ü B¸ �ÙØ B �× ÒÓØ ÙÒ�ÕÙ�º Ì�� ÔÖÓ�Ð�Ñ Ó� ÓÑÔÙØ�Ò� Ø�� p¹Ø� ÖÓÓØ Ó� � A

�× ×ØÖÓÒ�ÐÝ ÓÒÒ�Ø�� Û�Ø� Ø�� ×Ô�ØÖ�Ð �Ò�ÐÝ×�× Ó� Aº Á�¸ �ÓÖ �Ü�ÑÔÐ�¸ A �× � Ö��Ð

ÓÖ ÓÑÔÐ�Ü Ñ�ØÖ�Ü Ó� ÓÖ��Ö n Û�Ø� ÒÓ ����ÒÚ�ÐÙ�× ÓÒ Ø�� ÐÓ×�� Ò���Ø�Ú� Ö��Ð

�Ü�×¸ B �Ò �� ÙÒ�ÕÙ�ÐÝ ���Ò�� �½¾℄º �× Û� ���Ð ÓÒÐÝ Û�Ø� ×ÝÑÑ�ØÖ� ÔÓ×�Ø�Ú�

���Ò�Ø� Ñ�ØÖ��×¸ Û� �Ò Ö�×ØÖ�Ø ÓÙÖ×�ÐÚ�× ØÓ Ø��× ÙÒ�ÕÙ� ×ÓÐÙØ�ÓÒ¸ Û��� �×

�ÐÐ�� Ø�� ÔÖ�Ò�Ô�Ð p¹Ø� ÖÓÓØ �Ò� �Ù�Ö�ÒØ��� �Ý Ø�� �ÓÐÐÓÛ�Ò� Ø��ÓÖ�Ñº

Ì��ÓÖ�Ñ ½ ´À����Ñ ��¿℄¸ ¾¼¼�µº Ä�Ø A ∈ Cn×n ��Ú� ÒÓ ����ÒÚ�ÐÙ�× ÓÒ R−º

Ì��Ö� �× � ÙÒ�ÕÙ� p¹Ø� ÖÓÓØ B Ó� A �ÐÐ Ó� Û�Ó×� ����ÒÚ�ÐÙ�× Ð�� �Ò Ø�� ×��Ñ�ÒØ

{z : −π/|p| < arg(z) < π/|p|}¸ �Ò� �Ø �× � ÔÖ�Ñ�ÖÝ Ñ�ØÖ�Ü �ÙÒØ�ÓÒ Ó� Aº Ï�

Ö���Ö ØÓ B �× Ø�� ÔÖ�Ò�Ô�Ð p¹Ø� ÖÓÓØ Ó� A �Ò� ÛÖ�Ø� B = A1/pº Á� A �× Ö��Ð Ø��Ò

A1/p �× Ö��Ðº

Ê�Ñ�Ö� ½º À�Ö�¸ p < 0 �× �Ð×Ó �ÒÐÙ���¸ ×Ó Ø��Ø Ì��ÓÖ�Ñ ½ �ÓÐ�× �Ð×Ó �ÓÖ Ø��

�ÐÙÐ�Ø�ÓÒ Ó� �ÒÚ�Ö×� p¹Ø� ÖÓÓØ×º

Ì�� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ Ó� ×Ù� � ÖÓÓØ �× Ù×Ù�ÐÐÝ �ÓÒ� �Ý Ø�� ��ÐÔ Ó� �Ò �Ø�Ö�Ø�ÓÒ �ÙÒ¹

Ø�ÓÒ¸ �× ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ �Ý �ÖÙØ� �ÓÖ� �× ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�ÐÐÝ Ú�ÖÝ ��Ñ�Ò��Ò� ÓÖ �Ú�Ò

�Ò���×��Ð� �ÓÖ Ð�Ö�� Ñ�ØÖ��×º ÁØ�Ö�Ø�ÓÒ �ÙÒØ�ÓÒ× �Ò �Ð×Ó �� Ú�ÖÝ ��ÐÔ�ÙÐ �� Ø��

×�Ð�Ò� Ó� Ø�� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ �ÓÖ ×Ô�Ö×� Ñ�ØÖ��× ×�ÓÙÐ� �� Ö��Ù�� ���Ù×� Ø��

�ÒØ�ÖÑ����Ø�ÐÝ ÓÙÖÖ�Ò� Ñ�ØÖ��× �Ò �� ØÖÙÒ�Ø��º ÇÒ� ×�ÓÙÐ� �ÐÛ�Ý× ���Ô

�Ò Ñ�Ò� Ø��Ø Ø�� �ÒÚ�Ö×� p¹Ø� ÖÓÓØ× Ó� ×Ô�Ö×� Ñ�ØÖ��× �Ö� �Ò ��Ò�Ö�Ð ÒÓØ �ÒÝ¹

ÑÓÖ� ×Ô�Ö×� �ÙØ Ù×Ù�ÐÐÝ �ÙÐÐ Ñ�ØÖ��×º

ÇÒ� Ó� Ø�� ÑÓ×Ø ��×Ù××�� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ ×��Ñ�× �ÓÖ ÓÑÔÙØ�Ò� Ø�� p¹Ø� ÖÓÓØ Ó�

� Ñ�ØÖ�Ü �× ��×�� ÓÒ Æ�ÛØÓÒ³× Ñ�Ø�Ó� �ÓÖ �Ò��Ò� ÖÓÓØ× Ó� �ÙÒØ�ÓÒ×º ÇÒ� �Ò

�ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø� Ø�� ÖÓÓØ x̂ Ó� f : R → R¸ Ñ��Ò�Ò� Ø��Ø Û� ��Ú� f(x̂) = 0¸ �Ý Ø��



�¾

�Ø�Ö�Ø�ÓÒ

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
. ´�º½µ

À�Ö�¸ xk → x̂ �ÓÖ k → ∞ �� x0 �× �Ò �ÔÔÖÓÔÖ��Ø� �Ò�Ø��Ð �Ù�××º Á� ÓÒ� �ÓÓ×�×

f(x) = xp − a �ÓÖ �Ò �Ö��ØÖ�ÖÝ a¸ Ø��Ò Û� ��Ø

xk+1 =
1

p

�

(p− 1)xk + ax1−p
k

�

. ´�º¾µ

ÇÒ� �Ò �Ð×Ó ���Ð Û�Ø� Ñ�ØÖ��× �Ò� ×ØÙ�Ý Ø�� Ö�×ÙÐØ�Ò� Ö�Ø�ÓÒ�Ð Ñ�ØÖ�Ü �ÙÒ¹

Ø�ÓÒ F (X) = Xp − A ���℄¸ Û��Ö� F : Cn×n → Cn×n �Ò� F ′ �× Ø�� �Ö���Ø

��Ö�Ú�Ø�Ú� Ó� F ¸ ×�� �½��℄º Ì��× ��× ���Ò Ø�� ×Ù���Ø Ó� � ÒÓØ ×Ó ÙÒ�ÑÔÓÖØ�ÒØ

ÒÙÑ��Ö Ó� Ô�Ô�Ö× �½¼¸ ½¾¸ �����¸ �¿¸ ��¸ ��¸ �¿¸ ��¸ ��¸ ½¾¿¸ ½¾�¸ ½¿½¸ ½��℄º ÁØ �×

Ð��Ö Ø��Ø Ø��× �Ø�Ö�Ø�ÓÒ ÓÒÚ�Ö��× ØÓ Ø�� p¹Ø� ÖÓÓØ Ó� Ø�� Ñ�ØÖ�Ü A �� X0 �× �Ó¹

×�Ò ÐÓ×� �ÒÓÙ�� ØÓ Ø�� ØÖÙ� ÖÓÓØº Å�Ø��Ñ�Ø��ÐÐÝ̧ Ø��× Ñ��Ò× Ø��Ø Û� Ò��� ØÓ

�ÙÐ�Ð Ø�� ÓÒ��Ø�ÓÒ �I−AXp
0� < 1º Ì�� ÓÒÚ�Ö��Ò� �× ÕÙ��Ö�Ø� �× ×ÓÓÒ �× Ø��

�Ø�Ö�Ø�× �Ö� ÐÓ×� �ÒÓÙ�� ØÓ Ð�Ñ�Ø Ó� Ø�� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ ���℄º ËÑ�Ø� �½��℄ �Ð×Ó ×�ÓÛ×

Ø��Ø Æ�ÛØÓÒ³× Ñ�Ø�Ó� �ÓÖ Ñ�ØÖ��× ��× ×ÓÑ� �××Ù�× ÓÒ�ÖÒ�Ò� ÒÙÑ�Ö��Ð ×Ø�¹

��Ð�ØÝ �ÓÖ ÒÓØ ×Ó Û�ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ�� Ñ�ØÖ��×¸ �ÙØ Ø��× �× ÒÓØ Ø�� ØÓÔ� Ó� Ø��× ÛÓÖ�º

ÁÒ Ø���Ö Ô�Ô�Ö �½¾℄¸ ��Ò�¸ À����Ñ¸ �Ò� Å��Ò� ÔÖÓÚ�� Ø��Ø Ø�� Ñ�ØÖ�Ü �Ø�Ö�Ø�ÓÒ

Bk+1 =
1

p

�

(p+ 1)Bk −Bp+1
k A

�

, B0 ∈ Rn×n ´�º¿µ

ÓÒÚ�Ö��× ÕÙ��Ö�Ø��ÐÐÝ ØÓ Ø�� �ÒÚ�Ö×� p¹Ø� ÖÓÓØ A−1/p �� �I − Bp
0A� < 1¸

B0A = AB0 �Ò� ρ(A) < p + 1 �ÓÐ�º À�Ö�¸ ρ(A) �× Ø�� ×Ô�ØÖ�Ð Ö���Ù×¸ Û���

�× ���Ò�� �× Ø�� Ð�Ö��×Ø ��×ÓÐÙØ� ����ÒÚ�ÐÙ� Ó� Aº

ÁÒ ��× ÛÓÖ� ��Ø�� �Ý ½���¸ �ÐØÑ�Ò ��×Ö���� Ø�� �ÝÔ�ÖÔÓÛ�Ö Ñ�Ø�Ó� ��℄º

Ä�Ø V �� � ��Ò�� ×Ô�� �Ò� A : V → V � Ð�Ò��Ö¸ �ÓÙÒ���¸ �Ò� ÒÓÒ¹×�Ò�ÙÐ�Ö

ÓÔ�Ö�ØÓÖ �Ò� B0 �Ò �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø� Ö��ÔÖÓ�Ð Ó� A ×�Ø�×�Ý�Ò� �I−AB0� < 1º �ÓÖ

Ø�� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ

Bk+1 = Bk(I +Rk +R2
k + . . .+Rq−1

k ), B0 ∈ V, ´�º�µ

Ø�� ×�ÕÙ�Ò� (Bk)k∈N0
ÓÒÚ�Ö��× ØÓÛ�Ö�× Ø�� �ÒÚ�Ö×� Ó� Aº À�Ö�¸ Rk = I−Bp

kA

�× Ø�� k¹Ø� Ö�×��Ù�Ðº

�ÐØÑ�Ò ÔÖÓÚ�� Ø��Ø Ø�� Ò�ØÙÖ�Ð q ÓÖÖ�×ÔÓÒ�× ØÓ Ø�� ÓÖ��Ö Ó� ÓÒÚ�Ö��Ò�



�¿

Ó� ´�º�µ ×Ó Ø��Ø �Ò ÔÖ�Ò�ÔÐ� � Ñ�Ø�Ó� Ó� �ÒÝ ÓÖ��Ö �Ò �� ÓÒ×ØÖÙØ��º À�

��×Ö���� Ø�� ÓÔØ�ÑÙÑ Ñ�Ø�Ó� �× Ø�Ó×� Û�Ó ��Ú�× Ø�� ��×Ø �ÙÖ�Ý �ÓÖ Ø��

×�Ñ� ÒÙÑ��Ö Ó� ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ×¸ �Ò� ��ÑÓÒ×ØÖ�Ø�� Ø��Ø Ø�� ÓÔØ�ÑÙÑ Ñ�Ø�Ó�

�× Ó�Ø��Ò�� �ÓÖ q = 3º

ÌÓ ÐÓ×� Ø��× ×�Ø�ÓÒ¸ Û� Ö��ÐÐ ×ÓÑ� ��×� ���Ò�Ø�ÓÒ×¸ Û��� �Ö� ÖÙ��Ð �ÓÖ

Ø�� Ò�ÜØ ×�Ø�ÓÒº ÁÒ Ø�� �ÓÐÐÓÛ�Ò�¸ Ø�� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ �ÙÒØ�ÓÒ ϕ : Cn×n → Cn×n �×

�××ÙÑ�� ØÓ �� ×Ù���ÒØÐÝ Ó�Ø�Ò ÓÒØ�ÒÙÓÙ×ÐÝ ����Ö�ÒØ���Ð�º

���Ò�Ø�ÓÒ ½º Ä�Ø ϕ : Cn×n → Cn×n �� �Ò �Ø�Ö�Ø�ÓÒ �ÙÒØ�ÓÒº Ì�� ÔÖÓ�××

Bk+1 = ϕ(Bk), k = 0, 1, . . . ´�º�µ

�× �ÐÐ�� ÓÒÚ�Ö��ÒØ ØÓ Z ∈ Cn×n �� �Ø �Ü�×Ø× � ÓÒ×Ø�ÒØ 0 < c < 1 ×Ó Ø��Ø �ÓÖ

�ÐÐ ×Ø�ÖØ Ñ�ØÖ��× B0 ∈ Cn×n Û�Ø� �I − B0Z� ≤ c¸ Û� ��Ú� �Bk − Z� → 0 ��

k → ∞º

���Ò�Ø�ÓÒ ¾º � �Ü�� ÔÓ�ÒØ Z Ó� Ø�� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ �ÙÒØ�ÓÒ ´�º�µ �× ×Ù� Ø��Ø

ϕ(Z) = Z �Ò� �× ×��� ØÓ �� �ØØÖ�Ø�Ú� �� �ϕ′(Z)� < 1º

���Ò�Ø�ÓÒ ¿º Ä�Ø ϕ : Cn×n → Cn×n �� �Ò �Ø�Ö�Ø�ÓÒ �ÙÒØ�ÓÒ Û�Ø� �Ü�� ÔÓ�ÒØ

Z ∈ Cn×nº Ì�� ÔÖÓ�×× ´�º�µ �× �ÐÐ�� ÓÒÚ�Ö��ÒØ Ó� ÓÖ��Ö q ∈ N �� �Ø �Ü�×Ø× �

ÓÒ×Ø�ÒØ 0 < c < 1 ×Ó Ø��Ø �ÓÖ �ÐÐ ×Ø�ÖØ Ñ�ØÖ��× B0 ∈ Cn×n Û�Ø� �I−B0Z� ≤ c

Û� ��Ú�

�Bk+1 − Z� ≤ C�Bk − Z�q �ÓÖ k = 0, 1, . . . , ´�º�µ

Û��Ö� C > 0 �× � ÓÒ×Ø�ÒØ Û�Ø� C < 1 �� q = 1º

Ï� �Ð×Ó Û�ÒØ ØÓ Ö�Ñ�Ò� � Û�ÐÐ¹�ÒÓÛÒ Ø��ÓÖ�Ñ ÓÒ�ÖÒ�Ò� Ø�� ÓÖ��Ö Ó� ÓÒÚ�Ö¹

��Ò�º

Ì��ÓÖ�Ñ ¾º Ä�Ø f(x) �� � �ÙÒØ�ÓÒ Û�Ø� �Ü�� ÔÓ�ÒØ x⋆º Á� f(x) �× q¹Ø�Ñ�×

ÓÒØ�ÒÙÓÙ×ÐÝ ����Ö�ÒØ���Ð� �Ò � Ò�����ÓÙÖ�ÓÓ� Ó� x⋆ Û�Ø� q ≥ 2 Ø��Ò f(x) ��×

ÓÖ��Ö Ó� ÓÒÚ�Ö��Ò� q �� �Ò� ÓÒÐÝ ��

f ′(x⋆) = . . . = f (q−1)(x⋆) = 0 �Ò� f (q)(x⋆) �= 0. ´�º�µ

ÈÖÓÓ�º Ì�� ÔÖÓÓ� �Ò �� �ÓÙÒ� �Ò Ø�� �ÓÓ� Ó� ��ÙØ×�� �¿�¸ ÔÔº ¾¿��¾¿�℄º



��

�º¿ ��Ò�Ö�Ð�Þ�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� ÈÖÓ�Ð�Ñ

ÁÒ Ø��× ×�Ø�ÓÒ¸ Û� ÔÖ�×�ÒØ � Ò�Û �Ø�Ö�Ø�ÓÒ ×��Ñ� ØÓ ÓÑÔÙØ� Ø�� p¹Ø� ÖÓÓØ

Ó� � Ñ�ØÖ�Ü Û��� ÓÒØ��Ò× Æ�ÛØÓÒ³× Ñ�Ø�Ó� �ÓÖ Ñ�ØÖ��× �Ò� Ø�� �ÝÔ�ÖÔÓÛ�Ö

Ñ�Ø�Ó� �× ×Ô���Ð �×�×º Ì�Ù×¸ Û� ×ØÙ�Ý � ��Ò�Ö�Ð �ÜÔÖ�××�ÓÒ ØÓ ÓÑÔÙØ�

Ø�� p¹Ø� ÖÓÓØ Ó� � Ñ�ØÖ�Ü Û��� ÓÑ�× �ÐÓÒ� Û�Ø� Ú�Ö���Ð� q �× Ø�� ÓÖ��Ö Ó�

�ÜÔ�Ò×�ÓÒº ÁÒ �ÐØÑ�Ò³× �×�¸ q �× Ø�� ÓÖ��Ö Ó� ÓÒÚ�Ö��Ò�¸ �ÙØ �× Û� Û�ÐÐ

×��¸ Ø��× �Ó�× ÒÓØ �ÓÐ� ��Ò�Ö�ÐÐÝ �ÓÖ ÓÙÖ �ÓÖÑÙÐ�º Æ�Ú�ÖØ��Ð�××¸ �ÓÓ×�Ò� q

Ð�Ö��Ö Ø��Ò ØÛÓ Ð���× Ó�Ø�Ò ØÓ �Ò �ÒÖ��×� �Ò Ô�Ö�ÓÖÑ�Ò�¸ Ñ��Ò�Ò� Ø��Ø Ð�××

ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ×¸ �Ø�Ö�Ø�ÓÒ×¸ �Ò� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ø�Ñ� �Ö� Ö�ÕÙ�Ö��º Ï� ��×Ù××

�Ò Ø�� Ò�ÜØ ×�Ø�ÓÒ �ÓÛ q �Ò �� �Ó×�Ò ���ÔØ�Ú�ÐÝº Ì�� �ÒØÖ�Ð Ñ�××��� Ó�

Ø��× ��ÔØ�Ö �× Ø�� �ÓÐÐÓÛ�Ò�

Ì��ÓÖ�Ñ ¿º Ä�Ø A ∈ Cn×n �� � Ñ�ØÖ�Ü¸ �Ò� p, q ∈ N Û�Ø� q ≥ 2º Ï� ���Ò�

Ø�� �ÙÒØ�ÓÒ

ϕ : Cn×n → Cn×n

X �→ 1

p

�

(p− 1)I −
q

�

i=1

�

q

i

�

(−1)i(XpA)i−1

�

X,
´�º�µ

Û��Ö� X ��× ØÓ �� �ÙÐ�Ð AX = XA¸ �Ò� Ø�� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ

Bk+1 = ϕ(Bk), B0 ∈ Cn×n. ´�º�µ

Á� �I −Bp
0A� < 1 �Ò� B0A = AB0¸ Ø��Ò �Ø �ÓÐ�×

lim
k→∞

Bk = A−1/p. ´�º½¼µ

Á� p > 1¸ Ø�� ÓÖ��Ö Ó� ÓÒÚ�Ö��Ò� Ó� ´�º�µ �× ÕÙ��Ö�Ø�º Á� p = 1¸ Ø�� ÓÖ��Ö Ó�

ÓÒÚ�Ö��Ò� Ó� ´�º�µ �× �ÕÙ�Ð ØÓ qº

Ê�Ñ�Ö� ¾º ÇÒ� �Ò Ù×� Ø�� ×�Ñ� �ÓÖÑÙÐ� ØÓ �ÐÙÐ�Ø� Ø�� p¹Ø� ÖÓÓØ Ó� A

Û��Ö� p �× Ò���Ø�Ú� ÓÖ �Ú�Ò �ÓÓ×� p ∈ Q \ {0}º �ÙØ Ø��× �× ÒÓØ � ÓÑÔ�Ø�Ø�Ú�

Ñ�Ø�Ó� ���Ù×� �ÓÖ Ò���Ø�Ú� p¸ ÓÒ� ��× ØÓ ÓÑÔÙØ� �ÒÚ�Ö×� Ñ�ØÖ��× �Ò �Ú�ÖÝ

�Ø�Ö�Ø�ÓÒ ×Ø�Ô �Ò� �ÓÖ ÒÓÒ¹�ÒØ���Ö× Ø�� ��ÒÓÑ��Ð Ø��ÓÖ�Ñ �Ò� Ø�� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ Ó�

ÔÓÛ�Ö× Ó� Ñ�ØÖ��× �Ö� ÒÓØ Ø��Ø ×�ÑÔÐ� �ÒÝÑÓÖ�º

ÈÖÓÓ�º ÆÓÛ¸ Û� ÔÖÓÚ� Ì��ÓÖ�Ñ ¿º ÌÓ Ñ��� Ø�� Ö�ÔÖ�×�ÒØ�Ø�ÓÒ Ó� ´�º�µ ÑÓÖ�

ÓÒÚ�Ò��ÒØ¸ Û� Ö��ÖÖ�Ò�� Ø�� �ÓÐÐÓÛ�Ò� Ø�ÖÑ



��

q
�

i=1

�

q

i

�

(−1)i(XpA)i−1 ´�º½½µ

=

�

q
�

i=1

�

q

i

�

(−1)i(XpA)i

�

(XpA)−1

=

�

q
�

i=0

�

q

i

�

(−1)i(XpA)i − I

�

(XpA)−1

=((I −XpA)q − I)) (XpA)−1, ´�º½¾µ

×Ó Ø��Ø Û� �Ò�ÐÐÝ ��Ø

ϕ(X) =
1

p

�

(p− 1)X − ((I −XpA)q − I)X1−pA−1
�

. ´�º½¿µ

�Ù� ØÓ ���Ò�Ø�ÓÒ ¾¸ ÓÒ� �Ò ��×�ÐÝ ×�� Ø��Ø A−1/p �× �Ò �ØØÖ�Ø�Ú� �Ü�� ÔÓ�ÒØ

Ó� ´�º¾¼µ �Ý �ÐÙÐ�Ø�Ò� ϕ(A−1/p) �Ò� ϕ′(A−1/p)

ϕ(A−1/p) =
1

p

�

(p− 1)A−1/p −
�

(I − (A−1/p)pA)q − I)
�

(A−1/p)1−pA−1
�

=
1

p

�

(p− 1)A−1/p + A−1/p
�

= A−1/p, ´�º½�µ

ϕ′(X) = q(I −XpA)q−1

+
p− 1

p

�

((I −XpA)q − I) (XpA)−1 + I
�

,
´�º½�µ

ϕ′(A−1/p) = 0. ´�º½�µ

ÌÓ �ÔÔÐÝ Ì��ÓÖ�Ñ ¾¸ Û� �ÐÙÐ�Ø� �ÓÖ ÓÙÖ �Ø�Ö�Ø�ÓÒ

ϕ(X) =
1

p

�

(p− 1)X − ((I −XpA)q − I) (XpA)−1X
�

ÒÓØ ÓÒÐÝ Ø�� �Ö×Ø ´�º �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º½�µµ �ÙØ �Ð×Ó Ø�� ×�ÓÒ� ��Ö�Ú�Ø�Ú�



��

ϕ(2)(X) =− pq(q − 1)Xp−1A(I −XpA)q−2

+ q(1− p)X−1(I −XpA)q−1

+ (p− 1)X−p−1A−1(I −XpA)q

− (p− 1)X−p−1A−1.

´�º½�µ

Ï� ��Ú� �ÐÖ���Ý ×��Ò Ø��Ø ϕ′(A−1/p) = 0 �ÓÖ �Ú�ÖÝ p¸ �ÙØ �ÓÖ Ø�� ×�ÓÒ�

��Ö�Ú�Ø�Ú� �ÓÐ�×

ϕ(2)(A−1/p) = 0 ⇐⇒ p = 1. ´�º½�µ

ÇÒ� �Ò �Ð×Ó ×�ÓÛ Ø��Ø ϕ(j)(A−1/p) = 0 �� �Ò� ÓÒÐÝ �� p = 1 �ÓÖ j = 3, . . . , q−1

���Ù×� Û� ��Ú�

ϕ(j)(X) =

j
�

i=0

Ji,j(I −XpA)q−i + (p− 1)JjX
1−p−jA−1, ´�º½�µ

Û��Ö� Ji,j �Ò� Jj �Ö� Ö�Ø�ÓÒ�Ð ÒÓÒ¹Þ�ÖÓ ÒÙÑ��Ö×º ËÓ¸ Û� ��Ú� ÓÒÚ�Ö��Ò� Ó�

�Ò �Ö��ØÖ�ÖÝ ÓÖ��Öº

Ì��× �ÑÔÐ��× Ø��Ø �ÓÖ��Ò� ØÓ Ø�� Ì��ÓÖ�Ñ ¾¸ Ø�� ÓÒÚ�Ö��Ò� Ó� Ø�� ÔÖ�×�ÒØ��

�ÓÖÑÙÐ� ´�º�µ �× �Ü�ØÐÝ ÕÙ��Ö�Ø� �ÓÖ �ÒÝ q �� p �= 1º �ÓÖ p = 1¸ Û� ��Ú� Ø��Ø

Ø�� ÓÖ��Ö Ó� ÓÒÚ�Ö��Ò� �× ���ÒØ��Ð Û�Ø� Ø�� �Ó×�Ò qº Ì��× �× Û��Ø ��� ØÓ ��

��ÑÓÒ×ØÖ�Ø��º

�× � ØÖ�Ú��Ð ÓÒ×�ÕÙ�Ò�¸ Û� ÓÒÐÙ�� Ø��Ø � Ð�Ö��Ö q �Ó�× �Ò ��Ò�Ö�Ð ÒÓØ

Ð��� ØÓ � �����Ö ÓÖ��Ö Ó� ÓÒÚ�Ö��Ò�º ÀÓÛ�Ú�Ö¸ Û� Ñ��� ×�Ú�Ö�Ð Ø�×Ø× Û�Ø�

Ø�� ��ÐÔ Ó� Å�ÌÄ�� �½¼¿℄¸ ØÓ ��Ø Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ×¸ Ñ�ØÖ�Ü¹Ñ�ØÖ�Ü

ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ×¸ �Ò� Ø�� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ø�Ñ� Ò����� ØÓ Ó�Ø��Ò Ø�� p¹Ø� ÖÓÓØ Ó�

� ��Ú�Ò Ñ�ØÖ�Ü Û�Ø��Ò � ÔÖ����Ò�� �ÙÖ�Ý ÓÒØ�Ò��ÒØ ÙÔÓÒ qº Ï� �Ò� Ø��Ø

� �����Ö ÓÖ��Ö Ó� �ÜÔ�Ò×�ÓÒ �Ò Ø�� ×ÙÑ ´�º½½µ Ð���× �Ò �ÐÑÓ×Ø �ÐÐ �×�× ØÓ �

��ØØ�Ö Ô�Ö�ÓÖÑ�Ò�º ��Ø��Ð× �Ö� ÔÖ�×�ÒØ�� �Ò Ø�� Ò�ÜØ ×�Ø�ÓÒº

�ÖÓÑ ÒÓÛ ÓÒ¸ Û� ���Ð Û�Ø� �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º½¿µ �ÓÖ Ø�� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ Ó� Ñ�ØÖ��×

Bk ∈ Cn×n �Ò� ���Ò� Bk+1 = ϕ(Bk)º Ï� �××ÙÑ� Ø��Ø Ø�� ×Ø�ÖØ Ñ�ØÖ�Ü B0

×�Ø�×��× B0A = AB0 �Ò� �I − Bp
0A� < 1º ÇÒ� �Ò ×�ÓÛ Ø��Ø �Ò Ø��Ø �×�¸ �Ø

�ÓÐ�× BkA = ABk �ÓÖ �Ú�ÖÝ k ∈ N¸ ×�� �½��℄º Ì�Ù×¸ Û� ��Ú�



��

Bk+1 =
1

p

�

(p− 1)Bk − ((I − Bp
kA)

q − I)B1−p
k A−1

�

,

B0 ∈ Cn×n.

´�º¾¼µ

�ÓÖ p = 1 �Ò� q = 2¸ Û� ��Ø Ø�� �ÐÖ���Ý Ñ�ÒØ�ÓÒ�� Æ�ÛØÓÒ¹Ë�ÙÐÞ �Ø�Ö�Ø�ÓÒ

Ø��Ø ÓÒÚ�Ö��× ÕÙ��Ö�Ø��ÐÐÝ ØÓ Ø�� �ÒÚ�Ö×� Ó� A

Bk+1 = −
�

(I − BkA)
2 − I

�

A−1

= (−(BkA)
2 + 2BkA)A

−1

= 2Bk − B2
kA. ´�º¾½µ

�ÓÖ q = 2 �Ò� �ÒÝ p¸ Û� ��Ø Ø�� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ

Bk+1 =
1

p

�

(p− 1)Bk −
�

(I −Bp
kA)

2 − I
�

B1−p
k A−1

�

=
1

p

�

(p− 1)Bk −
�

(Bp
kA)

2 − 2Bp
kA

�

B1−p
k A−1

�

=
1

p

�

(p− 1)Bk −
�

Bp+1
k A− 2Bk

��

=
1

p

�

(p+ 1)Bk − Bp+1
k A

�

. ´�º¾¾µ

Ì��× �× �Ü�ØÐÝ Ø�� Ñ�ØÖ�Ü �Ø�Ö�Ø�ÓÒ ´�º¿µ Ø��Ø ��× ���Ò ��×Ù××�� �Ò Ø�� ÛÓÖ�

Ó� ��Ò�¸ À����Ñ¸ �Ò� Å��Ò� �½¾℄º

Ï� ÒÓÛ ÔÖÓ��� �Ý ���Ð�Ò� Û�Ø� Ø�� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ �ÓÖÑÙÐ� �Ò Ø�� �×� p = 1 �ÓÖ

�����Ö ÓÖ��Ö× (q > 2) �Ò� ×�ÓÛ Ø��Ø �Ø ÓÒÚ�Ö��× ��×Ø�Öº �ÓÖ Ø��Ø ÔÙÖÔÓ×�¸ Û�

Ø��� �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º¾¼µ �Ò� �ÐÙÐ�Ø� �ÓÖ p = 1

Bk+1 =
1

p

�

(p− 1)Bk − ((I − Bp
kA)

q − I)B1−p
k A−1

�

p=1
= [I − (I −BkA)

q]A−1. ´�º¾¿µ

Ï� ÒÓÛ ÔÖÓÚ� Ø��Ø Ø��× �× ÓÒÚ�Ö��ÒØ Ó� ÓÖ��Ö q �Ò Ø�� ×�Ò×� Ó� ���Ò�Ø�ÓÒ ¿º



��

�Bk+1 − A−1� = �(I − (I − BkA)
q)A−1 − A−1�

= �(I −BkA)
qA−1�

= �(I −BkA)
qA−1A−qAq�

≤ �A�q−1 · �(I − BkA)
q(A−1)q�

≤ �A�q−1 · �A−1 − Bk�q. ´�º¾�µ

ÆÓÛ¸ Û� ×�ÓÛ Û�Ý �Ø�Ö�Ø�ÓÒ ´�º¾¼µ Ó�Ò���× �ÓÖ p = 1 Û�Ø� �ÐØÑ�Ò³× ÛÓÖ� ÓÒ

Ø�� �ÝÔ�ÖÔÓÛ�Ö Ñ�Ø�Ó� ��℄º �ÓÖ Ø��Ø ÔÙÖÔÓ×�¸ Û� Ö�ÛÖ�Ø� Ø�� (k+1)¹×Ø �Ø�Ö�Ø�

Bk+1 �Ò Ø�ÖÑ× Ó� Ø�� ÔÓÛ�Ö× Ó� Ø�� k¹Ø� Ö�×��Ù�Ð Rk = I − Bp
kAº

Bk+1 =
1

p

�

(p− 1)Bk − ((I −Bp
kA)

q − I) (Bp
kA)

−1Bk

�

=
1

p

�

(p− 1)Bk − (Rq
k − I)(I − Rk)

−1Bk

�

=
1

p

�

(p− 1)Bk + (Rq−1
k + Rq−2

k + . . .+Rk + I)Bk

�

=
1

p
Bk

�

pI +

�

q−1
�

j=1

Rj
k

��

. ´�º¾�µ

�ÐØÑ�Ò �ÓÛ�Ú�Ö ÔÖÓÚ�� ÓÒÚ�Ö��Ò� Ó� �ÒÝ ÓÖ��Ö Ó� Ø�� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ ×��Ñ� ´�º�µ

Bk+1 = Bk(I +Rk +R2
k + . . .+Rq−1

k ), B0 ∈ V

�ÓÖ Ø�� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� �ÒÚ�Ö×� Ó� � ��Ú�Ò Ð�Ò��Ö¸ �ÓÙÒ���¸ �Ò� ÒÓÒ¹×�Ò�ÙÐ�Ö

ÓÔ�Ö�ØÓÖ A ∈ V º Á� Û� Ø��� �ÓÖ Ø�� ��Ò�� ×Ô�� V = Cn×n¸ Ø��× �× �Ü�ØÐÝ

�ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º¾�µ Û�Ø� p = 1º

�º� ÆÙÑ�Ö��Ð Ê�×ÙÐØ×

�Ú�Ò �� Ø�� Ñ�Ø��Ñ�Ø��Ð �Ò�ÐÝ×�× Ó� ÓÙÖ �Ø�Ö�Ø�ÓÒ �ÙÒØ�ÓÒ Ö�×ÙÐØ× �Ò Ø�� �Û�Ö�¹

Ò�×× Ø��Ø Ð�Ö��Ö q �Ó�× ÒÓØ Ð��� ØÓ � ��ØØ�Ö ÓÖ��Ö Ó� ÓÒÚ�Ö��Ò�¸ Û� Ñ��� ÒÙ¹

Ñ�Ö��Ð Ø�×Ø× �Ý Ú�ÖÝ�Ò� p �Ò� qº �ÓÒ�ÖÒ�Ò� Ø�� Ñ�ØÖ�Ü A Û�Ó×� �ÒÚ�Ö×� p¹Ø�

ÖÓÓØ ×�ÓÙÐ� �� ��Ø�ÖÑ�Ò��¸ Û� Ø��� Ö��Ð ×ÝÑÑ�ØÖ� ÔÓ×�Ø�Ú� ���Ò�Ø� Ö�Ò�ÓÑ

Ñ�ØÖ��× Û�Ø� ����Ö�ÒØ ��Ò×�Ø��× �Ò� ÓÒ��Ø�ÓÒ ÒÙÑ��Ö×º Ï� �Ó Ø��× �Ý Ø��



��

��ÐÔ Ó� Å�ÌÄ�� �½¼¿℄ �Ò� �Ð��ÓÖ�Ø� Ø�� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ø�Ñ� �Ò ×�ÓÒ�× ´Ø�Ñ�µ¸

Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ× ´��Øµ �Ò� Ñ�ØÖ�Ü¹Ñ�ØÖ�Ü ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ× ´�ÑÙÐØµ ÙÒ¹

Ø�Ð Ø�� �ÐÙÐ�Ø�� �ÒÚ�Ö×� p¹Ø� ÖÓÓØ �× ÐÓ×� �ÒÓÙ�� ØÓ Ø�� ØÖÙ� �ÒÚ�Ö×� p¹Ø�

ÖÓÓØº

�º�º½ Ì�� Ë�Ð�Ö ��×�

��Ö×Ø¸ Û� ÖÙÒ Ø�� ÔÖÓ�Ö�Ñ �Ò Ø�� ×�Ð�Ö �×�º �× Ø�� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ Ó� ÖÓÓØ×

Ó� Ñ�ØÖ��× �× ×ØÖÓÒ�ÐÝ ÓÒÒ�Ø�� Û�Ø� �Ø× ����ÒÚ�ÐÙ�×¸ �Ø �× ÐÓ���Ð ØÓ ×ØÙ�Ý

Ø�� �ÓÖÑÙÐ� �ÓÖ ×�Ð�Ö ÕÙ�ÒØ�Ø��× λ �Ö×Øº Ì�Ù×¸ Û� ��Ú� n = 1 �Ò �ÕÙ�Ø�ÓÒ

´�º¾¼µº Ï� Ø��� Ú�ÐÙ�× λ Ú�ÖÝ�Ò� �ÖÓÑ 10−9 ØÓ 1.9 �Ò� �ÓÓ×� b0 = 1 �× ×Ø�ÖØ

Ú�ÐÙ�º �ÓÖ Ø��Ø �Ó�� Ó� b0¸ Û� ��Ú� �Ù�Ö�ÒØ��� ÓÒÚ�Ö��Ò� �ÓÖ λ ∈ (0, 2)º

Ï� �ÐÙÐ�Ø� Ø�� �ÒÚ�Ö×� p¹Ø� ÖÓÓØ Ó� λ¸ Ø�Ù× λ−1/pº Ï� ×�Ø Ø�� Ø�Ö�×�ÓÐ� ε

�ÓÖ Ø�� �Ü�Ø Ó� Ø�� ÔÖÓ�Ö�Ñ ØÓ 10−8 �Ò� Ø�� Ñ�Ü�ÑÙÑ ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ× ØÓ

35º Í×Ù�ÐÐÝ̧ � ×Ñ�ÐÐ�Ö ØÓÐ�Ö�Ò� ε ×�ÓÙÐ� �� ×Ù���ÒØ �ÙØ ØÓ ×�� ����Ö�Ò�× �Ò

Ø�� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ø�Ñ�¸ Û� �ÓÓ×� Ø��× ×Ñ�ÐÐ Ø�Ö�×�ÓÐ�º À�Ö�¸ ÓÒ� ×�ÓÙÐ� ÒÓØ�

Ø��Ø �Ò Ø�� ×�Ð�Ö �×� Ø�� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ø�Ñ� �× ÒÓØ Ú�ÖÝ Ñ��Ò�Ò��ÙÐ �Ù� ØÓ

�Ø× ×Ñ�ÐÐ ����Ö�Ò�× �ÓÖ Ú�ÖÝ�Ò� qº ÁÒ Ø�� ×�Ð�Ö �×�¸ Û� �Ó ÒÓØ ÓÒ×���Ö¸ �×

�Ò Ø�� Ñ�ØÖ�Ü �×�¸ Ø�� ÒÓÖÑ Ó� Ø�� Ö�×��Ù�Ð rk = 1 − bpk · λ ØÓ ÓÑÔÙØ� Ø��

�ÖÖÓÖ¸ �ÙØ Ø�� ����Ö�Ò� ��ØÛ��Ò Ø�� k¹Ø� �Ø�Ö�Ø� �Ò� Ø�� ÓÖÖ�Ø �ÒÚ�Ö×� p¹Ø�

ÖÓÓØ¸ Ø�Ù× r̃k = bk −
�

1
λ

�1/p
º Ì��× �× �Ù� ØÓ Ø�� ��Ø Ø��Ø �Ò Ø�� ×�Ð�Ö �×�¸

ÓÒ� �Ò ��×�ÐÝ ��Ø
�

1
λ

�1/p
�Ý � ×ØÖ����Ø�ÓÖÛ�Ö� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒº ÆÓØ� Ø��Ø Û� ��Ú�

ÒÓØ Ò��××�Ö�ÐÝ |r̃k| < 1¸ �ÙØ ÓÒÐÝ |rk| < 1º �ÓÖ ��ØØ�Ö ��×Ø�Ò�Ù�×��Ò� Ø�� ×�Ð�Ö

�ÖÓÑ Ø�� Ñ�ØÖ�Ü �×�¸ Û� ÛÖ�Ø� �Ò Ø�� ×�Ð�Ö �×�¸ �× ��ÓÚ�¸ bk,λ¸ r̃k¸ �Ò� rk

�Ò×Ø��� Ó� Bk, A¸ �Ò� Rkº

Ì�� Ö�Ò�� Ó� q �× �Ó×�Ò Ö�Ø��Ö Û��� ØÓ ×�� Ø�� �Ò�Ù�Ò� Ó� Ø��× Ú�ÐÙ� ÓÒ Ø��

ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ× �Ò� Ø�� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ø�Ñ�º ÁÒ ��Ö��Ñ�ÒØ Û�Ø� ÓÙÖ Ó�¹

×�ÖÚ�Ø�ÓÒ× �Ò Ø�� Ñ�ØÖ�Ü �×�¸ Û��� Û� ��×Ö��� �Ò Ø�� Ò�ÜØ ×Ù�×�Ø�ÓÒ¸ Ø��Ö�

�× � Ó��Ö�Ò� ��ØÛ��Ò Ø�� �Ó�� Ó� q¸ Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ×¸ Ø�� ÒÙÑ¹

��Ö Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ×¸ �Ò� Ø�� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ø�Ñ�º ÁÒ Ø�� �ÓÐÐÓÛ�Ò�¸ Û� �Ð��ÓÖ�Ø�

��Ò�Ö�Ð ÖÙÐ�× �ÓÖ Ø�� ÓÔØ�Ñ�Ð �Ó�� Ó� qº

�ÓÖ � �ÖØ��Ò ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ× Ò�����¸ Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ× �Ò�

��Ú�×�ÓÒ× �× �ÐÛ�Ý× ÐÓÛ�×Ø �ÓÖ Ø�� ÐÓÛ�×Ø q Ø��Ø �ÒØ��Ð× Ø��× ×Ô��� ÒÙÑ��Ö Ó�

�Ø�Ö�Ø�ÓÒ×º �ÙØ �Ø �Ò ��ÔÔ�Ò Ø��Ø Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ× �× ÒÓØ ×Ø����ÐÝ



�¼

Ì��Ð� �º½� Ê�×ÙÐØ× �ÓÖ p = 2¸ λ = 1.5º ÇÔØ�Ñ�Ð Ú�ÐÙ�× �Ò �ÓÐ�º

Ø�Ñ� ��Ø �ÑÙÐØ q

½º��−¼� � ¿� ¾

½º��−¼� � ¿� ¿

½º��−¼� ¿ ¾� �

½º��−¼� � �¾ �

½º��−¼� ¿ ¿� �

½º��−¼� � �¼ �

½º��−¼� � �� �

Ì��Ð� �º¾� Ê�×ÙÐØ× �ÓÖ p = 2¸ λ = 10−9º ÇÔØ�Ñ�Ð Ú�ÐÙ�× �Ò �ÓÐ�º

Ø�Ñ� ��Ø �ÑÙÐØ q

¾º��−¼� ¾� ½�½ ¾

¿º��−¼� ½� ½¿� ¿

¾º��−¼� ½� ½¾� �

¾º��−¼� ½¾ ½¾¾ �

¾º¾�−¼� ½½ ½¾¿ �

¾º½�−¼� ½¼ ½¾¾ �

¾º��−¼� ½¼ ½¿¾ �

��Ö��×�Ò�¸ �× ÓÒ� �Ò ×�� �Ò Ø�� �×� �ÓÖ ÓÑÔÙØ�Ò� Ø�� �ÒÚ�Ö×� ×ÕÙ�Ö� ÖÓÓØ Ó�

λ = 1.5 ´Ì��Ð� �º½µº Æ�Ú�ÖØ��Ð�××¸ Û� ÓÒÐÙ�� Ø��Ø Ø�� ��×Ø �Ó�� �× q = 4¸

�× Û� ��Ú� Ø�� ÐÓÛ�×Ø ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ× �Ò� ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ× �Ò� �ÐÑÓ×Ø Ø��

ÐÓÛ�×Ø ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ø�Ñ�º

ÁÒ ÓØ��Ö �×�×¸ Ø�� �Ú�ÐÙ�Ø�ÓÒ �× ×�ÑÔÐ�Öº �ÓÖ �Ü�ÑÔÐ� �ÓÖ ÓÑÔÙØ�Ò� Ø��

�ÒÚ�Ö×� ×ÕÙ�Ö� ÖÓÓØ Ó� λ = 10−9¸ Û� ��Ú�¸ Û��Ò Ú�ÖÝ�Ò� q �ÖÓÑ 2 ØÓ 8 Ð��ÖÐÝ

Ø�� ��×Ø Ö�×ÙÐØ �ÓÖ q = 7¸ �× �Ò Ø��Ø �×�¸ Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ×¸ Ø�� ÒÙÑ��Ö

Ó� ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ× �× Û�ÐÐ �× Ø�� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ø�Ñ� �× ÐÓÛ�×Ø ´Ì��Ð� �º¾µº



�½

ÁÒ ÑÓ×Ø Ó� Ø�� �×�×¸ �Ø �× ÒÓØ Ø��Ø ��×Ý ØÓ ����� Û��� q �× Ø�� ��×Ø �ÓÖ

� �ÖØ��Ò ØÙÔÐ� (p, λ)º ÁØ �Ò �Ð×Ó ��ÔÔ�Ò Ø��Ø ÐÓÛ�×Ø ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ× �×

�ØØ��Ò�� �ÓÖ Ö��ÐÐÝ Ð�Ö�� q¸ Ñ��Ò�Ò� q > 20º ÌÓ ÔÖ�×�ÒØ � ��Ò�Ö�Ð ÖÙÐ� Ó� Ø�ÙÑ�¸

Û� Ô�� q �ÖÓÑ 3 ØÓ 8 �× Ø��× Ù×Ù�ÐÐÝ ��Ú�× � �ÓÓ� �Ò� ��×Ø �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�ÓÒ Ó�

Ø�� �ÒÚ�Ö×� p¹Ø� ÖÓÓØ Ó� � ��Ú�Ò λ ∈ (0, 2)º À�Ö��Ý̧ Û� Ó�×�ÖÚ� Ø��Ø �ÓÖ Ú�ÐÙ�×

ÐÓ×� ØÓ 1¸ Ø�� ÓÔØ�Ñ�Ð �Ó�� �× �Ò ÑÓ×Ø¸ �ÙØ ÒÓØ �ÐÐ �×�×¸ q = 3 �Ò� �ÓÖ Ú�ÐÙ�×

ÐÓ×� ØÓ Ø�� �ÓÖ��Ö× Ó� Ø�� �ÒØ�ÖÚ�Ð¸ ÑÓ×ØÐÝ q = 6 �× Ø�� ��×Ø �Ó��º Ì��×

�ÑÔÐ��× Ø��Ø Ø�� �ÙÖØ��Ö Ø�� Ú�ÐÙ� Ó� λ �× �Û�Ý �ÖÓÑ 1¸ Ø�� ÑÓÖ� �ÑÔÓÖØ�ÒØ

�Ø �× ØÓ �Ó×� � Ð�Ö��Ö qº Ì��× �Ò �Ð×Ó �� �ÜÔÐ��Ò�� �Ý Ø�� ��Ø Ø��Ø �Ò Ø��

×�Ð�Ö �×�¸ Û� ×Ø�ÖØ Û�Ø� b0 = 1 �× � �Ö×Ø �Ò�Ø��Ð �Ù�×× �ÓÖ Ø�� �ÒÚ�Ö×� p¹Ø� ÖÓÓØº

ÆÓÒ�Ø��Ð�××¸ �× ÓÒ� �Ò ×�� �Ò ���ÙÖ� �º½ �ÓÖ Ø�� �Ü�ÑÔÐ�ÖÝ �×� p = 1¸

λ = 10−6¸ � Ð�Ö��Ö q �Ù×�× Ø�� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ ØÓ �ÒØ�Ö ��Ø�Ö Ð�×× �Ø�Ö�Ø�ÓÒ× Ø��

ÕÙ��Ö�Ø� ÓÒÚ�Ö��Ò� �Ò ��� Ó� Ø�� �×�× ´�º �ÔÔ�Ò��Ü � �ÓÖ ��Ø��Ð�� Ö�×ÙÐØ×µº

Ì��× �× �Ù� ØÓ Ø�� ��Ø Ø��Ø �Ò �Ú�ÖÝ �Ø�Ö�Ø�ÓÒ �Ø �× �ÐÙÐ�Ø��

bk+1 =
1

p
[(p− 1)− ((1− bpkλ)

q − 1) /(bpkλ)] bk

= bk +
1

p

�

q−1
�

i=1

rik

�

bk. ´�º¾�µ

ÁØ �Ò �� ×��Ò Ø��Ø � Ð�Ö��Ö q Ð���× ØÓ ÑÓÖ� ×ÙÑÑ�Ò�× �Ò ´�º¾�µ �Ò� Ø��Ö��ÓÖ�

ØÓ Ð�Ö��Ö ×Ø�Ô× �Ò� Ú�Ö��Ø�ÓÒ Ó� bk+1º Ì��× �ÓÐ�× �Ð×Ó �ÓÖ Ò���Ø�Ú� rk¸ �× Û�

��Ú� rk ∈ (−1, 1) �Ò� Ø��Ö��ÓÖ� |ri+1
k | < |rik|º �ÙØ � Ð�Ö��Ö Ú�ÐÙ� �ÓÖ q Ó�Ú�ÓÙ×ÐÝ

�ÒÖ��×�× Ø�� Ô�Ö�ÓÖÑ�Ò� �Ù×Ø ÙÔ ØÓ � �ÖØ��Ò Ð�Ñ�Øº Ì��× �× �Ù� ØÓ Ø�� ��Ø

Ø��Ø � Ð�Ö��Ö Ú�ÐÙ� Ó� q �ÑÔÐ��× Ø��Ø bpkλ �× Ö��×�� �Ý Ð�Ö��Ö �ÜÔÓÒ�ÒØ×º Ì��Ö�¹

�ÓÖ� Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ× �ÒÖ��×�×¸ Û��Ø �×¸ �×Ô���ÐÐÝ �Ò Ø�� Ñ�ØÖ�Ü

�×�¸ Ø�� Ø�Ñ� ÓÒ×ÙÑ�Ò� Ô�ÖØº Ì��× �× Û�Ý Û� Ø��� �ÒØÓ �ÓÙÒØ Ø�� ÒÙÑ��Ö

Ó� ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ×¸ Ø�� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ø�Ñ�¸ �Ò� Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ×º

�º�º¾ Ì�� Å�ØÖ�Ü ��×�

�ÓÖ �Ú�ÐÙ�Ø�Ò� Ø�� Ô�Ö�ÓÖÑ�Ò� Ó� ÓÙÖ �ÓÖÑÙÐ� �ÓÖ Ñ�ØÖ��×¸ Û� Ñ��� ����Ö�ÒØ

×�Ø¹ÙÔ× �Ý Ú�ÖÝ�Ò� Ø�� Ú�Ö���Ð�× p¸ q¸ Ø�� ��Ò×�ØÝ d �Ò� Ø�� ÓÒ��Ø�ÓÒ ÒÙÑ��Ö
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ÑÓÖ� ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ×º
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cº Ì�� ��Ò×�ØÝ Ó� � Ñ�ØÖ�Ü �× ���Ò�� �× Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø× ÒÓÒ¹Þ�ÖÓ �Ð�Ñ�ÒØ×

��Ú���� �Ý �Ø× ØÓØ�Ð ÒÙÑ��Ö Ó� �Ð�Ñ�ÒØ×º Ì�� ÓÒ��Ø�ÓÒ ÒÙÑ��Ö Ó� � ÒÓÖÑ�Ð

Ñ�ØÖ�Ü¸ �ÓÖ Û��� AA∗ = A∗A �ÓÐ�×¸ �× ���Ò�� �× Ø�� ÕÙÓØ��ÒØ Ó� �Ø× Ð�Ö��×Ø

��×ÓÐÙØ� ����ÒÚ�ÐÙ� �Ò� �Ø× ×Ñ�ÐÐ�×Ø ��×ÓÐÙØ� ����ÒÚ�ÐÙ�º Ì�� �����Ö Ø�� ÓÒ¹

��Ø�ÓÒ ÒÙÑ��Ö �×¸ Ø�� ÑÓÖ� �ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ�� A �×º Ï�ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ�� Ñ�ØÖ��×

��Ú� ÓÒ��Ø�ÓÒ ÒÙÑ��Ö× ÐÓ×� ØÓ 1º �ÓÖ ��� ×�Ø¹ÙÔ¸ Û� Ø��� Ø�Ò ×ÝÑÑ�ØÖ�

ÔÓ×�Ø�Ú� ���Ò�Ø� Ñ�ØÖ��× A ∈ R1000×1000 Û�Ø� Ö�Ò�ÓÑ �ÒØÖ��×¸ ��Ò�Ö�Ø�� �Ý

Ø�� Å�ÌÄ�� �½¼¿℄ �ÙÒØ�ÓÒ ���������º Ì��× Ý��Ð�× Ñ�ØÖ��× Û�Ø� � ×Ô�ØÖ�Ð

Ö���Ù× ρ(A) < 1º Ï� ×ØÓÖ� Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ× Ø��Ø Ø�� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ Ò���×

ØÓ ÓÒÚ�Ö��¸ Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� Ñ�ØÖ�Ü¹Ñ�ØÖ�Ü ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ× �× Û�ÐÐ �× Ø�� ÓÑ¹

ÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ø�Ñ� �ÓÖ ��� Ö�Ò�ÓÑ Ñ�ØÖ�Üº Ì��Ò¸ Û� �Ú�Ö��� Ø��× Ú�ÐÙ�× ÓÚ�Ö

Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� Ö�Ò�ÓÑ Ñ�ØÖ��×º Ì�� Ø�Ö�×�ÓÐ� �× ×�Ø ØÓ ε = 10−4 �Ò� Ø��

Ñ�Ü�ÑÙÑ ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ× t ØÓ 100º Ì�� Ñ�Ü�ÑÙÑ ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ×

��× Ò�Ú�Ö ���Ò Ö�����¸ ×Ó Ø��Ø ×�ØØ�Ò� t = 30 ÛÓÙÐ� ��Ú� ���Ò ×Ù���ÒØº Ï�

�ÓÓ×� q Ú�ÖÝ�Ò� �ÖÓÑ 2 ØÓ 6¸ �× �ÓÖ �ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ�� Ñ�ØÖ��× Ð�Ö��Ö q ×ÓÑ�Ø�Ñ�×

�Ù×�× ��Ú�Ö��Ò� �Ò Ø�� �×�× p = 4 �Ò� p = 5 �Ù� ØÓ ÒÙÑ�Ö��Ð �ÖÖÓÖ×º ÁÒ �ÐÐ

ÓØ��Ö �×�×¸ Û��Ö� ÒÓ ��Ú�Ö��Ò� ÓÙÖÖ��¸ q > 6 Û�× Ò�Ú�Ö Ø�� ��×Ø �Ó�� �×

Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ× ��Ö��×�× ÒÓØ �ÙÖØ��Ö¸ �ÙØ Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� ÑÙÐØ�ÔÐ��¹

Ø�ÓÒ× �ÒÖ��×�×º Ì�Ù×¸ Ø��× �Ó�� �× ÒÓØ � Ö�×ØÖ�Ø�ÓÒº

�Ý Ù×�Ò� Ø�� ×ÙÑ Ö�ÔÖ�×�ÒØ�Ø�ÓÒ Ð��� ÔÖ�×�ÒØ�� �Ò ´�º�µ

Bk+1 =
1

p

�

(p− 1)I −
q

�

i=1

�

q

i

�

(−1)i(Bp
kA)

i−1

�

Bk, ´�º¾�µ

�Ò� �Ý Ø�ÑÔÓÖ�Ö�ÐÝ ×�Ú�Ò� Bp
kA¸ Û� Ñ�Ò�Ñ�Þ� Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ×º

ÁØ �× �Ú���ÒØ Ø��Ø Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� Ñ�ØÖ�Ü¹Ñ�ØÖ�Ü ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ× �ÓÖ Ø�� ×�Ñ�

ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ× �× ÐÓÛ�×Ø �ÓÖ ×Ñ�ÐÐ�×Ø qº �ÙØ � Ð�Ö��Ö q �Ò �Ð×Ó Ñ��Ò Ð�××

�Ø�Ö�Ø�ÓÒ×¸ ×Ó Ù×Ù�ÐÐÝ Ø�� ��×Ø q �× Ø�� ×Ñ�ÐÐ�×Ø q �ÓÖ Ø�� ÐÓÛ�×Ø ÔÓ××��Ð� ÒÙÑ��Ö

Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ× �ÓÖ � �ÖØ��Ò ×�Ø¹ÙÔº

ÁÒ ��Ò�Ö�Ð¸ ÓÒ� �Ò ��Ø�ÖÑ�Ò� Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� Ñ�ØÖ�Ü¹Ñ�ØÖ�Ü ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ× m

�× � �ÙÒØ�ÓÒ Ó� p¸ q �Ò� Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ× jº Ï� ��Ú�

m = m(p, q, j) = p+ ((q − 1) + p) j. ´�º¾�µ
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Ï� Û�ÒØ ØÓ �Ò� ÓÙØ Û��� Ô�Ö�Ñ�Ø�Ö× �Ö� ���×�Ú� �ÓÖ Ø�� ÓÔØ�Ñ�Ð �Ó��

Ó� q¸ ×Ó Û� �Ü p �Ò� ��ÙÖ� ÓÙØ Û��� q �× Ø�� ��×Ø �ÓÖ

• ×Ô�Ö×� (d ∈ {0.001, 0.003}) �Ò� Û�ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ�� Ñ�ØÖ��× (c = 1.25)¸

• ×Ô�Ö×� �Ò� �ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ�� Ñ�ØÖ��× (c ∈ {10, 50, 500})¸

• ÒÓØ ×Ó ×Ô�Ö×� ´d = 0.01µ �Ò� Û�ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ�� Ñ�ØÖ��×¸

• ÒÓØ ×Ó ×Ô�Ö×� �Ò� �ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ�� Ñ�ØÖ��×¸

• �ÙÐÐ (d ∈ {0.1, 0.8}) �Ò� Û�ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ�� Ñ�ØÖ��×¸

• �ÙÐÐ �Ò� �ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ�� Ñ�ØÖ��×º

ÁØ �× ÒÓØ Ö�ÓÑÑ�Ò��� ØÓ �ÓÓ×� Ñ�ØÖ��× Û�Ø� ÑÙ� Ð�Ö��Ö ÓÒ��Ø�ÓÒ ÒÙÑ��Ö

´c ≫ 500µ¸ �× Ø��× Ñ�Ý Ð��� ØÓ ��Ú�Ö��Ò� �Ù� ØÓ Ú�ÖÝ ×Ñ�ÐÐ ����ÒÚ�ÐÙ�×º

ÌÓ �ÙÐ�Ð Ø�� ÓÒ��Ø�ÓÒ× Ó� Ì��ÓÖ�Ñ ¿¸ Û� Ð��Ñ Ø��Ø Ø�� ×Ø�ÖØ Ñ�ØÖ�Ü B0

ÓÑÑÙØ�× Û�Ø� Ø�� ��Ú�Ò Ñ�ØÖ�Ü Aº Á� B0 �× �Ó×�Ò �× � ÔÐÙ×¹×��Ò�� ÑÙÐØ�ÔÐ�

Ó� Ø�� ���ÒØ�ØÝ Ñ�ØÖ�Ü ÓÖ Ø�� Ñ�ØÖ�Ü A �Ø×�Ð�¸ B0 = αI ÓÖ B0 = αA �ÓÖ α > 0¸

Ø��Ò �Ø �× Ó�Ú�ÓÙ× Ø��Ø �Ø �ÓÐ�× AB0 = B0A �Ò� AB0 �× ×ÝÑÑ�ØÖ� ÔÓ×�Ø�Ú�

���Ò�Ø�º

ÁÒ Ø�� �Ö×Ø Ô�ÖØ Ó� Ø�� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ×¸ Û� ���Ð ÓÒÐÝ Û�Ø� Ñ�ØÖ��× A Ø��Ø ��Ú� �

×Ô�ØÖ�Ð Ö���Ù× ×Ñ�ÐÐ�Ö Ø��Ò 1º Á� Û� Ø��� B0 = I¸ Ø��Ò Û� ��Ú� �I−B0A�2 < 1

�Ù� ØÓ Ø�� �ÓÐÐÓÛ�Ò�

Ä�ÑÑ� ½º Ä�Ø C ∈ Cn×n �� � À�ÖÑ�Ø��Ò ÔÓ×�Ø�Ú� ���Ò�Ø� Ñ�ØÖ�Ü Û�Ø� �C�2 ≤
1º Ì��Ò¸ �Ø �ÓÐ�× �I − C�2 < 1º

ÈÖÓÓ�º ÁØ �× Ð��Ö Ø��Ø �I�2 = 1º Ä�Ø U �� Ø�� ÙÒ�Ø�ÖÝ Ñ�ØÖ�Ü ×Ù� Ø��Ø

U−1CU = diag(µ1, . . . , µn)¸ Û��Ö� µi ∈ (0, 1] �Ö� Ø�� ����ÒÚ�ÐÙ�× Ó� Cº Ì��Ò

Û� ��Ú�

�I − C�2 = �U−1(I − C)U�2

= �I − diag(µ1, . . . , µn)�2

= �diag(1− µ1, . . . , 1− µn)�2

= 1− µmin < 1, ´�º¾�µ
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Û��Ö� µmin �× Ø�� ×Ñ�ÐÐ�×Ø ����ÒÚ�ÐÙ� Ó� Cº

Ï� �Ü�Ñ�Ò� ��Ö� � ÓÙÔÐ� Ó� �Ü�ÑÔÐ�ÖÝ �×�×º �× Ø��Ý �ÒØ�Ö�×Ø Ù× ÑÓ×Ø¸ Û�

�Ö×Ø �ÓÓ×� ×Ô�Ö×�¸ �ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ�� Ñ�ØÖ��× A Û�Ø� d = 0.003 �Ò� cond(A) =

500 �Ò� Ó�Ø��Ò Ø�� �ÓÐÐÓÛ�Ò� Ö�×ÙÐØ×º �ÓÖ p = 1¸ Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� Ñ�ØÖ�Ü¹Ñ�ØÖ�Ü

ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ× �Ø ÐÓÛ�×Ø �ÓÖ q = 3¸ �ÙØ ÓÒ�ÖÒ�Ò� Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ×

�Ò� Ø�� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ø�Ñ�¸ q = 6 �× ��×Øº �× ÓÒ� �Ò ×�� �Ò Ì��Ð� �º¿¸ ÓÒ�

Ò���× 24% ÑÓÖ� Ñ�ØÖ�Ü¹Ñ�ØÖ�Ü ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ×¸ �ÙØ ÓÒÐÝ 62.5% Ó� Ø�� ÒÙÑ��Ö

Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ×º �Ú�ÖÝ �Ø�Ö�Ø�ÓÒ �× Ø�Ñ� ÓÒ×ÙÑ�Ò� �× �ÒØ�ÖÑ����Ø� Ö�×ÙÐØ× �Ò�

Ø�� Ö�×��Ù�Ð× ��Ú� ØÓ �� �ÐÙÐ�Ø�� �Ò� ×ØÓÖ��º Ì�Ù×¸ ÓÒ� ÛÓÙÐ� ÓÒÐÙ�� Ø��Ø

�ÓÖ 1000× 1000 Ñ�ØÖ��×¸ Ø�� ÓÔØ�Ñ�Ð Ñ�Ø�Ó� �ÒØ��Ð× q = 6 �ÙØ Ø�� ×�ØÙ�Ø�ÓÒ

�× ÑÓ×Ø ÔÖÓ���ÐÝ ����Ö�ÒØ �ÓÖ Ð�Ö��Ö Ñ�ØÖ��×º �ÓÖ p = 2¸ Ø�� ×�ØÙ�Ø�ÓÒ �× ×�Ñ¹

�Ð�Ö¸ Ø�� Ð��×Ø ÒÙÑ��Ö Ó� ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ× �× Ö����� �Ò Ø�� �×� q = 3¸ �ÙØ Ø��

ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ø�Ñ� �Ò� Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ× �Ö� ÓÔØ�Ñ�Ð �ÓÖ q = 5 ´�º

Ì��Ð� �º�µº ÇÒ� ×�ÓÙÐ� ��Ö� ÒÓØ� Ø��Ø Ø�� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ø�Ñ� �×¸ ÓÒØÖ�ÖÝ ØÓ

Ø�� ÓØ��Ö ØÛÓ Ö�Ø�Ö��¸ ÒÓØ � �ÙÐÐÝ Ö�Ð���Ð� ÕÙ�ÒØ�ØÝ �× Ø�� �ØØ�Ò��� Ø�Ñ� �Ò

�� �Ò�Ù�Ò�� �Ý Ø�� ÛÓÖ�ÐÓ�� Ó� Ø�� ÓÑÔÙØ�Öº �× Ø�� ����Ö�Ò�× ÓÒ�ÖÒ�Ò�

Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ× �Ö� ÒÓØ ×Ó ×��Ò���ÒØ¸ q = 5 �× ��×Ø �ÓÖ Ø�Ó×�

�Ò� �Ð×Ó �ÓÖ Ö��×ÓÒ��Ð� Ð�Ö��Ö Ñ�ØÖ��×º ÁÒ Ø�� ÓØ��Ö �×�×¸ ÓÔØ�Ñ�Ð q �× ��×Ý

ØÓ ��Ø�ÖÑ�Ò�º �× ÓÒ� �Ò ×�� �Ò Ì��Ð� �º�¸ �ÓÖ p = 4¸ Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ×¸

ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ× �× Û�ÐÐ �× Ø�� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ø�Ñ� �× ÐÓÛ�×Ø �ÓÖ q = 4º Ì��

×�ØÙ�Ø�ÓÒ �× ×�Ñ�Ð�Ö �ÓÖ p = 3 �Ò� q = 5¸ Û��Ö� q = 3 �Ò� q = 4 Ö�×Ô�Ø�Ú�ÐÝ

�Ö� ÓÔØ�Ñ�Ðº

Ï� ÒÓÛ ÓÒ×���Ö �ÒÓØ��Ö �Ü�ÑÔÐ� ØÓ ×�ÓÛ Ø��Ø �Ð×Ó �Ò Ø�� Ñ�ØÖ�Ü �×�¸

ÕÙ��Ö�Ø� ÓÒÚ�Ö��Ò� �× Ö����� ��Ø�Ö Ð�×× �Ø�Ö�Ø�ÓÒ× �ÓÖ q > 2º Ï� Ø��� ����Ò

�ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ�� Ñ�ØÖ��× ´c = 500µ¸ �× ��Ö��Ý Ø�� ����Ö�Ò�× �Ò Ø�� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ

×��Ñ�× ÓÙÖ ÑÓÖ� Ð��ÖÐÝº Ï� Ø��� p = 3 �Ò� d = 0.003º �× �Ò �� ×��Ò

�Ò ���ÙÖ� �º¾¸ Ø�� ÐÓÛ�×Ø ÒÙÑ��Ö Ó� Ñ�ØÖ�Ü¹Ñ�ØÖ�Ü ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ× �× Ð��ÖÐÝ

����Ú�� �ÓÖ Ø�� �×� q = 3º �Ú�Ò �� Ø�� �×�× q = 5 �Ò� q = 6 Ö�ÕÙ�Ö� ÓÒ� �Ø�Ö¹

�Ø�ÓÒ Ð�××¸ Ø��Ý ÓÑ� �ÐÓÒ� Û�Ø� ÓÒ×���Ö��ÐÝ ÑÓÖ� ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ×º � Ð�Ö��Ö q

�Ù×�× Ø�� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ ×��Ñ� ØÓ Ö��� ÕÙ��Ö�Ø� ÓÒÚ�Ö��Ò� ��Ø�Ö Ð�×× �Ø�Ö�Ø�ÓÒ×

�Ò Ø�� Ñ�ØÖ�Ü �×�¸ �× Û�ÐÐº Ì��× �Ò �� ×��Ò �Ò ���ÙÖ� �º¿ �Ò� �Ò Ø�� �ÔÔ�Ò��Ü¸

Û��Ö� Ø�� Ö�×��Ù�Ð× �Ö� ÔÖ�×�ÒØ�� �Ò ��Ø��Ðº Ì�� ÓÔØ�Ñ�Ð �Ó�� �× ��Ö� q = 3¸

�× �Ø �× �Ð×Ó Ø�� Ñ�Ø�Ó� Ø��Ø �× ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�ÐÐÝ Ø�� Ð��×Ø ��Ñ�Ò��Ò�º
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Ì��Ð� �º¿� Ê�×ÙÐØ× �ÓÖ c = 500¸ p = 1¸ d = 0.003º

ÇÔØ�Ñ�Ð Ú�ÐÙ�× �Ò �ÓÐ�º

Ø�Ñ� ��Ø �ÑÙÐØ q

�¾º�� ½¿ ¾� ¾

�½º��¿ � ¾� ¿

�½º�¾ � ¾� �

��º�¼� � ¿½ �

�¿º¿�¿ � ¿½ �

Ì��Ð� �º�� Ê�×ÙÐØ× �ÓÖ c = 500¸ p = 2¸ d = 0.003º

ÇÔØ�Ñ�Ð Ú�ÐÙ�× �Ò �ÓÐ�º

Ø�Ñ� ��Ø �ÑÙÐØ q

�½º¾¿ ½½ ¿� ¾

�¾º¾½¿ � ¿¼ ¿

��º��¿ � ¿¾ �

��º¾¿ � ¿¾ �

��º¿�¿ � ¿� �

ÀÓÛ�Ú�Ö¸ ��Ø�Ö ��Ú�Ò� ×ØÙ���� � ��Û �Ü�ÑÔÐ�ÖÝ �×�×¸ Û� Û�ÒØ �ÓÖ � ��Ò�Ö�Ð

ÖÙÐ� ØÓ ����� Û��� Ñ�Ø�Ó� ×�ÓÙÐ� �� Ù×�� �ÓÖ ����Ö�ÒØ ØÝÔ�× Ó� Ñ�ØÖ��×º

�ÓÑÔ�Ö�Ò� �ÐÐ ×ØÙ���� �×�×¸ Û� ÒÓØ�� Ø��Ø Ø�� ��Ò×�ØÝ �Ó�× ÓÒÐÝ ×Ð���ØÐÝ �Ò¹

�Ù�Ò� Ø�� �Ó�� Ó� Ø�� ÓÔØ�Ñ�Ð qº Ì�� �ÑÔÓÖØ�ÒØ Ô�Ö�Ñ�Ø�Ö �ÓÖ ��Ø�ÖÑ�Ò�Ò�

Ø�� ÓÔØ�Ñ�Ð q �× Ø�� ÓÒ��Ø�ÓÒ ÒÙÑ��Ö Ó� Ø�� Ñ�ØÖ��×º Ì��× �Ò �� �ÜÔÐ��Ò��

�Ý Ø�� ��Ø Ø��Ø Ø�� ÓÒ��Ø�ÓÒ ÒÙÑ��Ö �× ×ØÖÓÒ�ÐÝ ÓÒÒ�Ø�� Û�Ø� Ø�� ×Ô�ØÖÙÑ

Ó� Ø�� Ñ�ØÖ�Üº Ï� ��Ú� �ÐÖ���Ý ×��Ò �Ò Ø�� ×�Ð�Ö �×� �ÓÛ Ø�� ����ÒÝ Ó�

����Ö�ÒØ Ú�ÐÙ�× Ó� q Ú�Ö��× Û�Ø� Ø�� ´����Ò¹µÚ�ÐÙ�º

�ÓÖ Û�ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ�� Ñ�ØÖ��×¸ Û� ��Ú� � Ð��Ö Ö�×ÙÐØº �ÓÖ p = 1¸ Ø�� ÓÔØ�Ñ�Ð

Ú�ÐÙ� �× q = 6 �Ò� �Ò �ÐÐ ÓØ��Ö �×�×¸ q = 3 �× ��×Øº �ÓÖ �ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ�� Ñ�ØÖ��×¸
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Ì��Ð� �º�� Ê�×ÙÐØ× �ÓÖ c = 500¸ p = 4¸ d = 0.003º

ÇÔØ�Ñ�Ð Ú�ÐÙ�× �Ò �ÓÐ�º

Ø�Ñ� ��Ø �ÑÙÐØ q

��º¿� ½¼ �� ¾

�¼º¼½¿ � �¼ ¿

��º� � ¿� �

��º¾�¿ � �� �

�¾º�¾ � �� �

���ÙÖ� �º¾� ÆÙÑ��Ö Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ× �Ò� ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ× �ÓÖ c = 500¸ p = 3¸ �Ò�

d = 0.003º
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���ÙÖ� �º¿� Ê�×��Ù�Ð× �ÓÖ c = 500¸ p = 3¸ �Ò� d = 0.003º

Ø�� Ö�×ÙÐØ× �Ö� �Ñ���ÙÓÙ× �Ò � ��Û �×�×¸ Ð��� �ÐÖ���Ý ×�ÓÛÒ �Ò Ì��Ð�× �º¿ �Ò�

�º�º �ÓÖ p ∈ {1, 2, 3}¸ Û� Ó�Ø�Ò ��Ú� Ø��Ø � ×Ñ�ÐÐ�Ö q ´q = 3µ Ö�ÕÙ�Ö�× Ø��

ÐÓÛ�×Ø ÒÙÑ��Ö Ó� ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ× �ÙØ � Ð�Ö��Ö q ´q = 5 ÓÖ q = 6µ Ö�ÕÙ�Ö�× Ð�××

�Ø�Ö�Ø�ÓÒ× �Ò� �× Ø��Ö��ÓÖ� Ø�� ��ØØ�Ö �Ó�� �ÓÖ Ø�� ×ØÙ���� ×�Þ� Ó� Ñ�ØÖ��×º

Ì�� ÓÑÔÐ�Ø� Ö�×ÙÐØ× �ÓÖ �ÐÐ ×ØÙ���� �×�× �Ö� ÔÖ�×�ÒØ�� �Ò Ì��Ð� �º�¸ Û��Ö� Û�

ÔÓ�ÒØ ÓÙØ �ÓØ� q �Ò Ø��×� �Ñ���ÙÓÙ× �×�×º

�º�º¿ ��Ò�Ö�Ð Å�ØÖ��× �Ò� �ÔÔÐ��Ø�ÓÒ×

�ÓÖ Ø�� ØÝÔ� Ó� �ÔÔÐ��Ø�ÓÒ× �Ò ��Ñ�×ØÖÝ �Ò� Ô�Ý×�× Ø��Ø �Ö� Ø�� ×Ù���Ø Ó�

Ø��× Ø��×�×¸ Ø�� ÑÓ×Ø �ÒØ�Ö�×Ø�Ò� �Ö� ×Ô�Ö×� �Ò� �ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ�� Ñ�ØÖ��× Û�Ø�

�Ò �Ö��ØÖ�ÖÝ ×Ô�ØÖ�Ð Ö���Ù×º �ÓÖ Ó�Ø��Ò�Ò� � Ó�� Ø��Ø ×�Ð�× Ð�Ò��ÖÐÝ Û�Ø� Ø��

ÒÙÑ��Ö Ó� ÖÓÛ×»ÓÐÙÑÒ× Ó� Ø�� ÓÙÖÖ�Ò� Ñ�ØÖ��×¸ �Ø �× ÖÙ��Ð ØÓ ��Ú� ×Ô�Ö×�

Ñ�ØÖ��×º �ÓÖ Û�ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ�� Ñ�ØÖ��×¸ Ú�Ö�ÓÙ× Ñ�Ø�Ó�× �ÓÖ �ÐÙÐ�Ø�Ò� Ø���Ö

ÖÓÓØ �ÐÖ���Ý �Ü�×Ø¸ �× �ÓÖ �Ü�ÑÔÐ� Ø�� �ÜÔ�Ò×�ÓÒ �Ò ����Ý×��Ú ÔÓÐÝÒÓÑ��Ð× �ÓÖ

�ÒÚ�ÖØ�Ò� Ñ�ØÖ��× �× ��×Ö���� �Ò ���ÔØ�Ö ¿ �Ò� ���ÔØ�Ö �º Ì�� ÔÖÓ�Ð�Ñ Ó�

�ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ�� Ñ�ØÖ��× ÓÒ×�×Ø× Ó� � Ð�Ö�� ÕÙÓØ��ÒØ Ó� �Ø× Ð�Ö��×Ø �Ò� ×Ñ�ÐÐ�×Ø



��

Ì��Ð� �º�� Ê�×ÙÐØ× �ÓÖ ρ(A) < 1º ��×Ø q �× ÓÙØÐ�Ò�� �ÓÖ ����Ö�ÒØ p �Ò� cº

❅
❅
❅
❅



Ô
½ ¾ ¿ � �

½º¾� � ¿ ¿ ¿ ¿

½¼ � ¿ ¿»� ¿ ¿

�¼ ¿»� ¿ ¿»� � �

�¼¼ ¿»� � ¿ � �

����ÒÚ�ÐÙ� �Ò� Ø�� Ö�×ÙÐØ�Ò� �××Ù� Ó� �ÖÖÓÖ ÔÖÓÔ���Ø�ÓÒº Ï� ��Ú� �ÐÖ���Ý ×��Ò

�Ò Ø�� ×�Ð�Ö �×� Ø��Ø Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ ×Ø�Ô× Ò����� ÙÒØ�Ð ÕÙ��Ö�Ø�

ÓÒÚ�Ö��Ò� �× ����Ú�� �× Û�ÐÐ �× Ø�� ØÓØ�Ð ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ ×Ø�Ô× Ú�Ö��×

×��Ò���ÒØÐÝ Û�Ø� Ø�� ´����Ò¹µÚ�ÐÙ�º

�× ��ÓÖ�Ñ�ÒØ�ÓÒ��¸ Ñ�ØÖ��× ÓÑ�Ò� �ÖÓÑ �ÔÔÐ��Ø�ÓÒ× ��Ú� ��Ò�Ö�ÐÐÝ � ×Ô�¹

ØÖ�Ð Ö���Ù× Ø��Ø �× Ð�Ö��Ö Ø��Ò 1º Ì��× �× �Ò ÓÒØÖ�×Ø ØÓ Ø�� ��Ø Ø��Ø Û� ���ÐØ

×Ó ��Ö ÓÒÐÝ Û�Ø� Ñ�ØÖ��× A Û�Ø� ρ(A) < 1º ÁÒ �½¾℄¸ ��Ò� �Ø �Ðº ÔÖÓÚ�� Ø��

�ÓÐÐÓÛ�Ò�

ÈÖÓÔÓ×�Ø�ÓÒ ½º ËÙÔÔÓ×� Ø��Ø �ÐÐ Ø�� ����ÒÚ�ÐÙ�× Ó� A �Ö� Ö��Ð �Ò� ÔÓ×�Ø�Ú�º

Ì�� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ ´�º¿µ

Bk+1 =
1

p

�

(p+ 1)Bk −Bp+1
k A

�

,

Û�Ø� B0 = I ÓÒÚ�Ö��× ØÓ A−1/p �� ρ(A) < p + 1º Á� ρ(A) = p + 1 Ø�� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ

�Ó�× ÒÓØ ÓÒÚ�Ö�� ØÓ Ø�� �ÒÚ�Ö×� Ó� �ÒÝ p¹Ø� ÖÓÓØ Ó� Aº

�× �ÐÖ���Ý ��×Ù××��¸ �� Û� Ø��� q = 2 �Ò ´�º¾¼µ¸ Ø�� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ Ó�Ò���× Û�Ø�

��Ò�³× �Ø�Ö�Ø�ÓÒ ´�º¿µº ÆÙÑ�Ö��Ð �ÒÚ�×Ø���Ø�ÓÒ ÔÖÓÚ���× Ø��Ø Ø�� �Ò�ÐÓ�Ù� Ó�

ÈÖÓÔÓ×�Ø�ÓÒ ½ �× �Ð×Ó ØÖÙ� �ÓÖ ´�º¾¼µ �Ò Ø�� �×� q �= 2¸ �Ô�ÖØ �ÖÓÑ � ��Û Ö�Ò�ÓÑ

Ñ�ØÖ��× �ÓÖ p = 1 �Ò� Ú�ÖÝ�Ò� q Û��Ö� Ø�� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ ÓÒÚ�Ö��×º �ÙØ Ø��× �× ×Ó

�ÖÖ�Ø��ÐÐÝ ÓÙÖÖ�Ò� Ø��Ø Û� �Ö� ÒÓØ ��Ð� ØÓ ÔÖ�×�ÒØ � ��Ò�Ö�Ð ÖÙÐ�º

ÀÓÛ�Ú�Ö¸ Û� Û�ÒØ ØÓ ���Ð Û�Ø� Ñ�ØÖ��× ��Ú�Ò� � ×Ô�ØÖ�Ð Ö���Ù× Ð�Ö��Ö Ø��Ò

1¸ �× Û�ÐÐº ÌÓ ÔÖ�×�ÒØ � ×ÓÐÙØ�ÓÒ ØÓ Ø��× ÔÖÓ�Ð�Ñ¸ Û� �××�ÖØ �Ö×Ø Ø��Ø �ÓÖ ���Ð¹



�¼

�Ò� Û�Ø� ��Ò�Ö�Ð Ñ�ØÖ��× A¸ ÓÒ� �Ò ��Ø��Ö ×�Ð� Ø�� Ñ�ØÖ�Ü ×Ù� Ø��Ø �× ��×

� ×Ô�ØÖ�Ð Ö���Ù× ρ(A) < 1 ÓÖ �ÓÓ×� Ø�� Ñ�ØÖ�Ü B0 ×Ù� Ø��Ø �I − Bp
0A� < 1

�× ×�Ø�×���º Ï� ÔÙÖ×Ù� Ø�� Ð�ØØ�Ö �ÔÔÖÓ��º

ÁÒ ���ÔØ�Ö �¸ Û� ���ÐØ Û�Ø� Ø�� ÔÖÓ�Ð�Ñ Ó� �ÒÚ�ÖØ�Ò� Ð�Ö��¸ ×Ô�Ö×� Ñ�ØÖ��×º

�ÓÖ Û�ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ�� Ñ�ØÖ��×¸ Ø��× ÔÖÓ�Ð�Ñ Û�× ×ÓÐÚ�� �Ý ����Ý×��Ú ÔÓÐÝ¹

ÒÓÑ��Ð �ÜÔ�Ò×�ÓÒ �Ò� �ÓÖ Ø�� ÓÙÖÖ�Ò� �ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ�� Ñ�ØÖ��× Ø�� Æ�ÛØÓÒ¹

Ë�ÙÐÞ �Ø�Ö�Ø�ÓÒ¸ ×Ó ÓÙÖ �Ø�Ö�Ø�ÓÒ �ÓÖ p = 1 �Ò� q = 2¸ Û�× Ù×��º �× �ÐÖ���Ý

�ÜÔÐ��Ò��¸ Ø�� Æ�ÛØÓÒ¹Ë�ÙÐÞ �Ø�Ö�Ø�ÓÒ �× �Ò ÑÓ×Ø Ó� Ø�� �×�× ÒÓØ Ø�� ÓÔØ�Ñ�Ð

�Ó��¸ ×Ó Ø��Ö� �× ÖÓÓÑ �ÓÖ �ÑÔÖÓÚ�Ñ�ÒØº Ì�� Nq Ñ�ØÖ��× Ø��Ø ��Ú� ØÓ ��

�ÒÚ�ÖØ�� �Ò ���ÔØ�Ö � �Ö� �ÐÐ Ö��Ð �Ò� ×ÝÑÑ�ØÖ� ÔÓ×�Ø�Ú� ���Ò�Ø� �Ò� ��Ú�

Ø��Ö��ÓÖ� ÓÒÐÝ ÔÓ×�Ø�Ú� Ö��Ð ����ÒÚ�ÐÙ�×º Ì�Ù×¸ Û� �Ò �Ò ÔÖ�Ò�ÔÐ� �ÔÔÐÝ �Ø�Ö�¹

Ø�ÓÒ ´�º¾¼µ �ÙØ �× Ø�� ×Ô�ØÖ�Ð Ö���Ù× Ó� Ø��×� Ñ�ØÖ��× �× Ð�Ö��Ö Ø��Ò p+1 = 2¸

Û� Ò��� ØÓ �� �Ö��ÙÐ Û�Ø� Ø�� �Ò�Ø��Ð �Ù�××º �ÓÖ Ø�� Æ�ÛØÓÒ¹Ë�ÙÐÞ �Ø�Ö�Ø�ÓÒ¸

Û� �Ò Ø���

B0 = (�A�1�A�∞)−1AT ´�º¿¼µ

�× ×Ø�ÖØ Ñ�ØÖ�Ü¸ �× È�Ò �Ò� Ê��� ÔÖÓÚ�� Ø��Ø Ø��Ò ÓÒÚ�Ö��Ò� �× �Ù�Ö�ÒØ���

�½¾¿℄º Ï� ×ÓÐÚ� Ø�� ÔÖÓ�Ð�Ñ �ÓÖ �Ò �Ö��ØÖ�ÖÝ q �Ý Ø�� �ÓÐÐÓÛ�Ò�

ÈÖÓÔÓ×�Ø�ÓÒ ¾º Ä�Ø A �� � ×ÝÑÑ�ØÖ� ÔÓ×�Ø�Ú� ���Ò�Ø� Ñ�ØÖ�Ü Û�Ø� ρ(A) ≥ 1

�Ò� B0 Ð��� �Ò �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º¿¼µº Ì��Ò¸ �I −Bp
0A�2 < 1 �× �Ù�Ö�ÒØ���º

ÈÖÓÓ�º �× A �× ×ÝÑÑ�ØÖ� ÔÓ×�Ø�Ú� ���Ò�Ø�¸ Û� ��Ú� �A�2 = λmaxº Ï� �Ð×Ó

Ö�Ñ�Ò� Ø�� Ö�Ð�Ø�ÓÒ×��Ô �A�2 ≤
�

�A�1�A�∞º �ÙÖØ��ÖÑÓÖ�¸ Û� Ñ��� Ù×� Ó�

Ä�ÑÑ� ½ �Ò� ��Ú� Ø��Ö��ÓÖ� �Ù×Ø ØÓ ×�ÓÛ Ø��Ø

�Bp
0A�2 = �

�

(�A�1�A�∞)−1AT
�p

A�2 ≤ 1. ´�º¿½µ

�× A �× ×ÝÑÑ�ØÖ�¸ Û� ��Ú� AT = A �Ò� Ø��Ö��ÓÖ� ÓÑÑÙØ�Ø�Ú�ØÝ Ó� B0 �Ò�

Aº ����Ø�ÓÒ�ÐÐÝ̧ Ø�� Ö�Ð�Ø�ÓÒ

(�A�1�A�∞)−1 ≤ 1

λ2
max

´�º¿¾µ

�ÓÐ�×º ËÓ Û� ��Ú�

�Bp
0A�2 ≤

1

(λ2
max)

p
�Ap+1�2 ≤

1

λ2p
max

�A�p+1
2

=
1

λ2p
max

λp+1
max =

1

λp−1
max

≤ 1, ´�º¿¿µ



�½

�× Û� ���Ð Û�Ø� Ñ�ØÖ��× Û�Ø� ρ(A) ≥ 1º

Ê�Ñ�Ö� ¿º �Ý Ö�ÔÐ��Ò� AT Û�Ø� A∗ �Ò �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º¿¼µ¸ ÈÖÓÔÓ×�Ø�ÓÒ ¾ �× �Ð×Ó

ØÖÙ� �ÓÖ À�ÖÑ�Ø��Ò ÔÓ×�Ø�Ú� ���Ò�Ø� Ñ�ØÖ��×º

�ÓÒ×�ÕÙ�ÒØÐÝ̧ Ø�� �Ò�Ø��Ð �Ù�×× ´�º¿¼µ �Ø× �Ð×Ó �ÓÖ Ø�� ��Ò�Ö�Ð �×�¸ �Ò� ÒÓØ

ÓÒÐÝ �ÓÖ Ø�� Æ�ÛØÓÒ¹Ë�ÙÐÞ �Ø�Ö�Ø�ÓÒº Ï� ��Ú� Ø��Ö��ÓÖ� ÓÒÚ�Ö��Ò� �Ò ´�º¾¼µ

�ÓÖ �ÒÝ p ≥ 1 �Ò� q ≥ 2¸ Ö���Ö�Ð�×× Ó� Ø�� ×Ô�ØÖ�Ð Ö���Ù×º

Ä�Ø Ù× ��Ö��Ý ÒÓØ� Ø��Ø Ø�� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ× �Ö� �ÓÒ� �Ò Ø�� ×Ô�ØÖ�Ð ÒÓÖÑ¸ �× Ø��

�Ù�×× �Ý È�Ò �Ò� Ê��� ÛÓÖ�× ÓÒÐÝ �ÓÖ Ø��× ÒÓÖÑº ÇÒ� �××Ù� �× Ø��Ø �Ò Å�ÌÄ��¸

Ø�� ×Ô�ØÖ�Ð ÒÓÖÑ �× ÒÓØ �Ú��Ð��Ð� �ÓÖ ×Ô�Ö×� Ñ�ØÖ��×º ÈÖ�Ø��Ð �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ×

×�ÓÛ Ø��Ø Ø�� �Ò�Ø��Ð �Ù�×× �Ò� Ù×� Ó� Ø�� �Ò�Ò�ØÝ ÒÓÖÑ Ð���× �Ð×Ó ØÓ ÓÒÚ�Ö¹

��Ò� Û�Ø� Ø�� ×�Ñ� ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ×¸ �Ò� Ö�ÕÙ�Ö�× ÓÒÐÝ ��ÓÙØ ��Ð� Ó� Ø��

ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ø�Ñ�º �ÙØ Ø��Ò¸ Û� �Ò ÒÓØ �Ù�Ö�ÒØ�� Ø��Ø �I − Bp
0A�∞ < 1¸

�× Ö�ÕÙ�×Ø�� �Ò Ì��ÓÖ�Ñ ¿¸ �Ò� Ø��Ö��ÓÖ� Ø�� Ö�×��Ù�Ð× �Ó ÒÓØ �ÓÖÑ � ÑÓÒÓ¹

ØÓÒ��ÐÐÝ ��Ö��×�Ò� ×�ÕÙ�Ò�º Ì��Ö��ÓÖ�¸ �Ø Ñ���Ø ��ÔÔ�Ò Ø��Ø Ø�� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ

��Ú�Ö��× �ÙØ Ø��× Ò�Ú�Ö ÓÙÖÖ�� �Ò ÔÖ�Ø��º

Ï� Ô�Ö�ÓÖÑ �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ× Ù×�Ò� Ñ�ØÖ��× A ��Ú�Ò� Ø�� ×�Ñ� ��Ò×�Ø��× �Ò�

ÓÒ��Ø�ÓÒ ÒÙÑ��Ö× �× �Ò Ø�� �×� ρ(A) < 1¸ �Ü�ÔØ �ÓÖ d = 0.001º Ï� ×�Ð�

Ø�� Ñ�ØÖ��× ×Ù� Ø��Ø Û� ��Ú� ρ(A) ∈ {10, 50} �Ò� Ù×� Ø�� �Ò�Ø��Ð �Ù�×× �Ý

È�Ò �Ò� Ê��� ´�º¿¼µº Ï� Ó�×�ÖÚ� �Ð×Ó �Ò Ø�� ��Ò�Ö�Ð �×� Ø��Ø Ø�� ��×Ø q �×

�Ò��Ô�Ò��ÒØ Ó� Ø�� ��Ò×�ØÝ Ó� Ø�� Ñ�ØÖ�Ü �Ò� ��Ô�Ò�× ÓÒÐÝ ÓÒ Ø�� ÓÒ��Ø�ÓÒ

ÒÙÑ��Öº Æ�Ú�ÖØ��Ð�××¸ �Ø �× �ÑÔÓÖØ�ÒØ ØÓ ÓÒ×���Ö Ñ�ØÖ��× Ó� ����Ö�ÒØ ��Ò×�Ø��×

ØÓ �Ò� Ø�� ��Ò�Ö�Ð ÖÙÐ�º �× �Ò �Ü�ÑÔÐ�¸ Û� ×ØÙ�Ý �ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ�� Ñ�ØÖ��×

´��¼¼µ Û�Ø� ×Ô�ØÖ�Ð Ö���Ù× ρ(A) = 10 �ÓÖ Ø�� �×� p = 3º ÁØ �Ò �� ×��Ò

Ø��Ø Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� Ñ�ØÖ�Ü¹Ñ�ØÖ�Ü ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ× �× �ÐÛ�Ý× ÐÓÛ�×Ø �ÓÖ Ø�� �×�

q = 5º �Ð×Ó Ø�� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ø�Ñ� �× ÐÓÛ�×Ø �ÓÖ Ø�� �×� q = 5º Ì�� ÒÙÑ��Ö

Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ× ��Ö��×�× �ÙÖØ��Ö Û�Ø� q ×Ó Ø��Ø Ø�� ÐÓÛ�×Ø ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ× �×

�ÐÛ�Ý× ����Ú�� �ÓÖ Ø�� �×� q = 6º �ÙØ Ø��× �× ÒÓØ � ��ØØ�Ö �Ó�� �× Û� ��Ú�

ØÓ �Ù�Ð� ÑÓÖ� Ñ�ØÖ�Ü¹Ñ�ØÖ�Ü ÔÖÓ�ÙØ× Û��� �× Ø�� ÑÓÖ� �Ò �××Ù�¸ Ø�� Ð�Ö��Ö

Ø�� Ñ�ØÖ��× �Ö�º Ì�� ÓÑÔÐ�Ø� Ö�×ÙÐØ× �Ò �� �ÓÙÒ� �Ò Ø��Ð� �º�¸ Û��Ö� Ø��

ÓÔØ�Ñ�Ð �Ó��× �Ö� ����Ð���Ø�� �Ò �ÓÐ�º



�¾

Ì��Ð� �º�� Ê�×ÙÐØ× �ÓÖ Ø�� �×� p = 3¸ ρ(A) = 10¸ c = 500º

ÇÔØ�Ñ�Ð Ú�ÐÙ�× �Ò �ÓÐ�º

d Ø�Ñ� ��Ø �ÑÙÐØ q

�¼�º¾� ��º¿¿¿ ¾¾�º¿¿ ¾

½��º�� ¾¾º��� ½½�º¿¿ ¿

¼º¼¼¿ ½��º�� ½� ½½½ �

½�¾º�� ½� ½¼� �

½�¿º¼� ½� ½½� �

�½�º�¿ ��º��� ¾¾�º�� ¾

½��º¿� ¾¿º¿¿¿ ½½�º�� ¿

¼º¼½ ½�¼º�¿ ½� ½½½ �

½��º¿¿ ½� ½¼� �

½��º�� ½� ½½� �

�¾�º�� ��º¿¿¿ ¾¿¾º¿¿ ¾

¾½�º¿� ¾� ½¾� ¿

¼º½ ½��º¿� ½� ½½� �

½��º¼� ½� ½½� �

½��º�� ½� ½¾¿ �

�¾�º¾� �½º��� ¾��º�� ¾

¾��º¼¾ ¾� ½¿� ¿

¼º� ¾��º�� ¾¼º��� ½¾� �

¾¿�º�� ½�º��� ½¾�º�� �

¾¿�º�� ½� ½¿½ �

�ÐÐ Ø�� ÓØ��Ö �×�× �Ò �� ×ØÙ���� �Ò Ø�� ×�Ñ� Û�Ýº Ì�� ���×�ÓÒ �× ÒÓØ

�ÐÛ�Ý× �× Ð��Ö �× �Ò Ø�� ��ÓÚ� ÓÒ×���Ö�� �×�º �Ò �Ü�ÑÔÐ� �× Ø�� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ

Ó� Ø�� �ÒÚ�Ö×� 4¹Ø� ÖÓÓØ Ó� Ñ�ØÖ��× Û�Ø� ×Ô�ØÖ�Ð Ö���Ù× ρ(A) = 50 �Ò� ÓÒ��¹

Ø�ÓÒ ÒÙÑ��Ö c = 10º Ï� ��Ú� ��Ö��Ý Ø��Ø �ÓÖ ×Ô�Ö×� Ñ�ØÖ��× Ø�� �Ó�� q = 5

�× ÓÔØ�Ñ�Ð¸ �ÙØ �ÓÖ ÑÓÖ� ��Ò×� Ñ�ØÖ��× q = 6 �× Ø�� ÓÔØ�Ñ�Ð Ú�ÐÙ�º ÀÓÛ�Ú�Ö¸

q = 6 �× �Ð×Ó �Ò ��ÔØ��Ð� �Ó�� �ÓÖ ×Ô�Ö×� Ñ�ØÖ��×¸ ×Ó Ø��Ø Û� �Ò �ÓÓ×�

q = 6 �× Ø�� ��×Ø ÓÔØ�ÓÒ �� Û� Û�ÒØ � ��Ò�Ö�Ð ÖÙÐ�º Ì�� ÓÑÔÐ�Ø� Ö�×ÙÐØ× �Ò



�¿

�� �ÓÙÒ� �Ò Ì��Ð� �º�¸ Û��Ö� Ø�� ÓÔØ�Ñ�Ð �Ó��× �Ö� ����Ð���Ø�� �Ò �ÓÐ�º

Ì��Ð� �º�� Ê�×ÙÐØ× �ÓÖ Ø�� �×� p = 4¸ ρ(A) = 50¸ c = 10º

ÇÔØ�Ñ�Ð Ú�ÐÙ�× �Ò �ÓÐ�º

d Ø�Ñ� ��Ø �ÑÙÐØ q

¾�¼º�¾ ¿¾º¿¿¿ ½��º�� ¾

½��º�� ½�º¿¿¿ ½½� ¿

¼º¼¼¿ ½¿¾º�� ½�º¿¿¿ ½¼�º¿¿ �

½½�º�� ½¾ ½¼¼ �

½¾¼º¼� ½½ ½¼¿ �

¾�½º½� ¿¿º��� ½�¾º¿¿ ¾

½�½º�� ½�º¿¿¿ ½¾¼ ¿

¼º¼½ ½�¼º½� ½� ½¼� �

½¿�º¾� ½¿ ½¼� �

½¿½º¼� ½¾ ½½¾ �

¾��º�� ¿� ½�� ¾

½��º¿� ¾¼º��� ½¾� ¿

¼º½ ½��º¼¿ ½� ½½� �

½��º�� ½� ½½� �

½�½º�� ½¾º¿¿¿ ½½� �

¿�½º¿½ �¾º��� ¾½�º¿¿ ¾

¾��º�� ¾� ½�� ¿

¼º� ¾¾�º½� ½� ½¿¼ �

¾¾�º¾� ½� ½¿¾ �

¾½�º¼� ½� ½¿¼ �

�Ý �Ó�Ò� Ø�� ÓÑÔÐ�Ø� �Ò�ÐÝ×�× �ÓÖ �ÐÐ �Ó×�Ò ��Ò×�Ø��×¸ ÓÒ��Ø�ÓÒ ÒÙÑ��Ö×¸

�Ò� Ú�ÐÙ�× Ó� p¸ Û� �Ö� ��Ð� ØÓ �ÓÖÑÙÐ�Ø� ��Ò�Ö�Ð Ö�×ÙÐØ× �ÓÖ �ÓØ� �×�×¸ ρ(A) =

10 �Ò� ρ(A) = 50º Ì��×� �Ö� ÔÖ�×�ÒØ�� �Ò Ì��Ð�× �º� �Ò� �º½¼¸ Ö�×Ô�Ø�Ú�ÐÝº

Ï� �ÓÙ×�� ÔÖ�Ñ�Ö�ÐÝ ÓÒ Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� Ñ�ØÖ�Ü¹Ñ�ØÖ�Ü ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ �× Ø��×



��

Ì��Ð� �º�� Ê�×ÙÐØ× �ÓÖ ρ(A) = 10º ��×Ø q �× ÓÙØÐ�Ò�� �ÓÖ ����Ö�ÒØ p �Ò� cº

❅
❅
❅
❅



Ô
½ ¾ ¿ � �

½º¾� � ¿ ¿ � �

½¼ ¿ ¿ � � �

�¼ ¿ � � � �

�¼¼ ¿ � � � �

Ì��Ð� �º½¼� Ê�×ÙÐØ× �ÓÖ ρ(A) = 50º ��×Ø q �× ÓÙØÐ�Ò�� �ÓÖ ����Ö�ÒØ p �Ò� cº

❅
❅
❅
❅



Ô
½ ¾ ¿ � �

½º¾� ¿ ¿ ¿ � �

½¼ ¿ ¿ � � �

�¼ ¿ � � � �

�¼¼ ¿ ¿ � � �

�× Ø�� ÑÓ×Ø ×��Ò���ÒØ Ö�Ø�Ö�ÓÒº ÁÒ Ø�� �×�× Û��Ö� Ø�� ���×�ÓÒ Û�× ÒÓØ Ð��Ö¸

Ð��� �Ò Ø�� ��ÓÚ� ÔÖ�×�ÒØ�� �Ü�ÑÔÐ�¸ Û� ÐÓÓ��� �Ò ��Ø��Ð �Ø Ø�� Ø�Ñ� �Ò� Ø��

ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ×º �ÓÖØÙÒ�Ø�ÐÝ̧ Ø��× ��ÔÔ�Ò× ÓÒÐÝ � ��Û �×�×º �Ð×Ó �ÓÖ

Ñ�ØÖ��× Û�Ø� � Ð�Ö��Ö ×Ô�ØÖ�Ð Ö���Ù×¸ Û� ��Ú� ÒÓ ÓÒ��ÙÖ�Ø�ÓÒ Û��Ö� q = 2

�× Ø�� ��×Ø �Ó��º ÇÒ Ø�� ÓÒØÖ�ÖÝ̧ �× ÓÒ� �Ò ×�� �Ò Ì��Ð�× �º� �Ò� �º�¸ Ø��

�Ú�ÐÙ�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� �ÒÚ�Ö×� p¹Ø� ÖÓÓØ Û�Ø� q = 2 Ö�ÕÙ�Ö�× ��Ò�Ö�ÐÐÝ ÙÔ ØÓ ØÛÓ Ø�Ñ�×

Ø�� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ø�Ñ� �Ò� ÒÙÑ��Ö Ó� Ñ�ØÖ�Ü¹Ñ�ØÖ�Ü¹ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ×¸ �Ò� ÙÔ

ØÓ Ø�Ö�� Ø�Ñ�× Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ×¸ ÓÑÔ�Ö�� ØÓ Ø�� ÓÔØ�Ñ�Ð �Ó�� Ó� qº

ÇÒ� ÒÓØ��× Ø��Ø Ø�� Ø��Ð�× ÐÓÓ� Ö�Ø��Ö ×�Ñ�Ð�Ö �ÙØ �Ö� ÒÓØ ���ÒØ��Ðº ��Ò�Ö�ÐÐÝ̧

�Ø �Ò �� ×��� Ø��Ø Ø�� Ð�Ö��Ö p �×¸ Ø�� ÑÓÖ� ÔÖÓ�Ø��Ð� �Ø �× ØÓ �ÓÓ×� � Ð�Ö��Ö qº

� �ÖÓ���Ö Ð�××���Ø�ÓÒ �ÓÖ Ñ�ØÖ��× Û�Ø� ��Ò�Ö�Ð ×Ô�ØÖ�Ð Ö���� �× �ÙØÙÖ� ÛÓÖ�º



��

�º�º� ÆÓÒ¹�ÓÑÑÙØ�Ø�Ú� Å�ØÖ��×

Ì�� Ñ�Ø�Ó� ÔÖ�×�ÒØ�� ��Ö� ÛÓÖ�× Û�ÐÐ �� Ø�� ��Ú�Ò Ñ�ØÖ�Ü A �Ò� Ø�� ×Ø�ÖØ Ñ�¹

ØÖ�Ü B0 ÓÑÑÙØ�¸ Û��� �Ò �� ��×�ÐÝ ����Ú�� �Ý Ù×�Ò� �ÕÙ�Ø�ÓÒ ´�º¿¼µ �× �Ò

�Ò�Ø��Ð �Ù�××º ÀÓÛ�Ú�Ö¸ Û� ÒÓØ� Ø��Ø Ø�� ÔÖÓÓ� Ó� Ì��ÓÖ�Ñ ¿ �Ó�× ÒÓØ ÛÓÖ� �ÓÖ

ÒÓÒ¹ÓÑÑÙØ�Ø�Ú� Ñ�ØÖ��×¸ �× Û� �Ò ÒÓØ Ñ��� Ù×� Ó� Ø�� ��ÒÓÑ��Ð Ø��ÓÖ�Ñº

ÁÒ Ø�� �×� Ó� Ø�� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ Ó� �ÒÚ�Ö×� Ñ�ØÖ��×¸ Û� ��Ú� ×�ÓÛÒ Ø��Ø ÓÙÖ

�ÓÖÑÙÐ� Ó�Ò���× Û�Ø� �ÐØÑ�Ò³× ÛÓÖ�º �ÐØÑ�Ò �ÓÛ�Ú�Ö �Ó�× ÒÓØ �××ÙÑ� ÓÑ¹

ÑÙØ�Ø�Ú�ØÝ �Ò ��× �Ø�Ö�Ø�ÓÒ ´�º�µº Ì�Ù×¸ Û� ��Ú� �Ò �Ø�Ö�Ø�ÓÒ ×��Ñ� Ø��Ø �Ð×Ó

ÛÓÖ�× �ÓÖ Ø�� �ÒÚ�Ö×�ÓÒ Ó� Ñ�ØÖ��× Ø��Ø �Ó ÒÓØ ÓÑÑÙØ� Û�Ø� Ø�� ×Ø�ÖØ Ñ�ØÖ�Üº

Ì��× Ñ���Ø �� �ÑÔÓÖØ�ÒØ �Ò ÓÙÖ Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� �Ð�ÓÖ�Ø�Ñ ÔÖ�×�ÒØ�� �Ò ���ÔØ�Ö

�¸ Û��Ö� Û� Ù×� Ø�� Æ�ÛØÓÒ¹Ë�ÙÐÞ �Ø�Ö�Ø�ÓÒ Û�Ø� � ×Ø�ÖØ Ñ�ØÖ�Ü Ø��Ø �Ó�× ÒÓØ

ÓÑÑÙØ� Û�Ø� Ø�� Ñ�ØÖ�Ü Ø��Ø ��× ØÓ �� �ÒÚ�ÖØ��¸ �ÙØ �× Ú�ÖÝ ÐÓ×� ØÓ Ø�� ØÖÙ�

�ÒÚ�Ö×�º ÁØ Ö�Ñ��Ò× �ÓÖ �ÙØÙÖ� ÛÓÖ� ØÓ �ÒÚ�×Ø���Ø� ØÓ Û��Ø �ÜØ�ÒØ ÓÙÖ Ñ�Ø�Ó�

�× �ÑÔÖÓÚ�� Û��Ò Ù×�Ò� ÓÙÖ �Ø�Ö�Ø�ÓÒ ×��Ñ� Û�Ø� � Ð�Ö��Ö qº

�º� �ÓÒÐÙ×�ÓÒ

Ï� ÔÖ�×�ÒØ�� � Ò�Û ��Ò�Ö�Ð �Ø�Ö�Ø�ÓÒ ×��Ñ� ØÓ �ÐÙÐ�Ø� Ø�� �ÒÚ�Ö×� p¹Ø� ÖÓÓØ

Ó� ×ÝÑÑ�ØÖ� ÔÓ×�Ø�Ú� ���Ò�Ø� Ñ�ØÖ��×º ÁØ �ÒÐÙ��× �× ×Ô���Ð �×�× Ø�� Ñ�Ø�Ó�×

Ó� �ÐØÑ�Ò ��℄ �Ò� ��Ò� �½¾℄º Ì�� Ú�Ö���Ð� q Ø��Ø �Ò �ÐØÑ�Ò³× ÛÓÖ� �ÕÙ�Ð× Ø��

ÓÖ��Ö Ó� ÓÒÚ�Ö��Ò� �ÓÖ Ø�� �Ø�Ö�Ø�Ú� �ÒÚ�Ö×�ÓÒ Ó� Ñ�ØÖ��×¸ Ö�ÔÖ�×�ÒØ× ��Ö� Ø��

ÓÖ��Ö Ó� �ÜÔ�Ò×�ÓÒº Ï� ��ÙÖ�� ÓÙØ Ø��Ø q > 2 �Ó�× ÒÓØ Ð��� ØÓ � �����Ö ÓÖ��Ö Ó�

ÓÒÚ�Ö��Ò� �Ò Ø�� �×� p �= 1º ÀÓÛ�Ú�Ö¸ Ø�� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ ÓÒÚ�Ö��× Û��Ð� Ð�×× �Ø�Ö¹

�Ø�ÓÒ× �Ò� Ñ�ØÖ�Ü¹Ñ�ØÖ�Ü ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ× �Ö� Ò�����¸ �× ÕÙ��Ö�Ø� ÓÒÚ�Ö��Ò�

�× Ö����� ��×Ø�Öº Ì�� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ø�Ñ� �Ò� Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� Ñ�ØÖ�Ü¹Ñ�ØÖ�Ü

ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ× �× ÙÔ ØÓ ØÛÓ Ø�Ñ�× ÐÓÛ�Ö¸ �Ò� Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� �Ø�Ö�Ø�ÓÒ× �× ÙÔ ØÓ

Ø�Ö�� Ø�Ñ�× ÐÓÛ�Öº

ÌÓ ����� Û��� ÓÖ��Ö Ó� �ÜÔ�Ò×�ÓÒ �× ÓÔØ�Ñ�Ð �ÓÖ Ñ�ØÖ��× Û�Ø� ����Ö�ÒØ ��Ò×�¹

Ø��× �Ò� ÓÒ��Ø�ÓÒ ÒÙÑ��Ö×¸ ÓÒ� ��× �ÐÛ�Ý× ØÓ Ø��� �ÒØÓ �ÓÙÒØ Ø�� ÓÒ��Ø�ÓÒ

ÒÙÑ��Ö Ó� Ø�� Ñ�ØÖ�Ü Û�Ó×� �ÒÚ�Ö×� p¹Ø� ÖÓÓØ �× ØÓ �� �ÐÙÐ�Ø��º �Ð×Ó Ø��

Ô�Ö�Ñ�Ø�Ö p �× ���×�Ú�¸ Û��Ö��× Ø�� ��Ò×�ØÝ Ó� Ø�� ��Ú�Ò Ñ�ØÖ�Ü ÓÒÐÝ ���Ø×

Ø�� Ö�×ÙÐØ× ×Ð���ØÐÝº �× Û� ��Ú� ×��Ò �Ò Ì��Ð�× �º�¸ �º�¸ �Ò� �º½¼¸ q = 2 �×

ÒÓØ ÓÔØ�Ñ�Ð �ÓÖ �ÒÝ Ó� Ø�� ×ØÙ���� ÓÒ��ÙÖ�Ø�ÓÒ×º Ì�Ù×¸ Û� ��Ú� ��×Ö���� �

ÓÒ×���Ö��Ð� �Ñ�Ð�ÓÖ�Ø�ÓÒ ØÓ Ø�� ÔÖ�Ú�ÓÙ×ÐÝ �ÒÓÛÒ Ñ�Ø�Ó�×º



��



���ÔØ�Ö �

�ÓÒÐÙ×�ÓÒ �Ò� ÇÙØÐÓÓ�

ÁÒ Ø��× Ø��×�×¸ Û� ÔÖ�×�ÒØ�� � Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� �ÔÔÖÓ�� ØÓ ��ÖÑ� ÓÔ�Ö�ØÓÖ �ÜÔ�Ò¹

×�ÓÒº Ì�� �ÔÔÖÓ�� �× �Ý�Ö�� �ÓÖ Ø�� �ÒÚ�Ö×�ÓÒ Ó� ×Ô�Ö×� Ñ�ØÖ��×¸ �× Û� ��×Ø�Ò¹

�Ù�×��� ��ØÛ��Ò Û�ÐÐ¹ �Ò� �ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ�� Ñ�ØÖ��×º �ÓÖ Ø�� Û�ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ��

Ñ�ØÖ��×¸ Ø�� �ÒÚ�Ö×�ÓÒ �Ò �� �ÓÒ� ��×�ÐÝ Ù×�Ò� ����Ý×��Ú �ÜÔ�Ò×�ÓÒº �ÓÖ

Ø�� �ÐÐ¹ÓÒ��Ø�ÓÒ�� Ñ�ØÖ��×¸ Ø�� Æ�ÛØÓÒ¹Ë�ÙÐÞ �Ø�Ö�Ø�ÓÒ Û�× �ÑÔÐÓÝ��º Ì��×

Ñ�Ø�Ó� �× ÒÓØ Ò��××�Ö�ÐÝ Ø�� ÓÔØ�Ñ�Ð �Ó��¸ �× Û� ��Ú� ×��Ò �Ò ���ÔØ�Ö �¸

Û��Ö� Û� ��Ò�Ö�Ð�Þ�� Ø�� ÔÖÓ�Ð�Ñ Ó� �Ò��Ò� �ÒÚ�Ö×� p¹Ø� ÖÓÓØ× Ó� Ñ�ØÖ��×º Ï�

×Ù���×Ø Ø��Ø Ø��Ö� �× ×Ø�ÐÐ ÖÓÓÑ �ÓÖ �ÑÔÖÓÚ�Ñ�ÒØ �Ò Ø�� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ×º

Ï� ÔÖ�×�ÒØ�� � Ò�Û �Ø�Ö�Ø�ÓÒ ×��Ñ� ØÓ �ÐÙÐ�Ø� Ø�� �ÒÚ�Ö×� p¹Ø� ÖÓÓØ Ó�

×ÝÑÑ�ØÖ� ÔÓ×�Ø�Ú� ���Ò�Ø� Ñ�ØÖ��×º ÇÙÖ Ñ�Ø�Ó� �× ÑÓÖ� ����ÒØ �Ò� ÑÓÖ�

��Ò�Ö�Ð Ø��Ò ���ÓÖ� �ÒÓÛÒ �ÓÖÑÙÐ�×¸ Û��� �Ñ�Ö�� �× ×Ô���Ð �×�×º Ì�� �Ø¹

�Ö�Ø�ÓÒ ÓÒÚ�Ö��× Û�Ø� Ð�×× �Ø�Ö�Ø�ÓÒ× �Ò� Ñ�ØÖ�Ü¹Ñ�ØÖ�Ü ÑÙÐØ�ÔÐ��Ø�ÓÒ×¸ �×

ÕÙ��Ö�Ø� ÓÒÚ�Ö��Ò� �× Ö����� ��×Ø�Öº

Ì�� ����ÒÝ �Ò� �ÙÖ�Ý Ó� ÓÙÖ Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� �ÔÔÖÓ�� ��× ���Ò �ÐÐÙ×¹

ØÖ�Ø�� �Ý Ø�� �ÔÔÐ��Ø�ÓÒ ØÓ Ð�ÕÙ�� Ñ�Ø��Ò� �Ø ÔÐ�Ò�Ø�ÖÝ ÓÒ��Ø�ÓÒ×º Ï� Ù×��

� Ù�� ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ �ÐÐ Û�Ø� Ô�Ö�Ó�� �ÓÙÒ��ÖÝ ÓÒ��Ø�ÓÒ× ÓÒØ��Ò�Ò� Ó� ½¼¼¼

Ñ�Ø��Ò� ÑÓÐ�ÙÐ�× �Ò� ×�ÑÙÐ�Ø�� Ø�� �ÜØÖ�Ñ� ÓÒ��Ø�ÓÒ× ´2000− 8000 Ã �Ò�

20 − 600 �È�µ Ó� Ø�� Ñ���Ð� �� Ð�Ý�Ö Ó� Ø�� ���ÒØ ��× ÔÐ�Ò�Ø× ÍÖ�ÒÙ× �Ò�

Æ�ÔØÙÒ�º �Ø �¼¼¼ Ã �Ò� ÑÓÖ�¸ Û� �ÓÙÒ� ÒÓ �Ú���Ò� Ó� ���ÑÓÒ� �ÙØ Ð�Ö��

�Ö�ÓÒ ÐÙ×Ø�Ö× �Ò� Ö�Ò�¹Ð��� �Ö�ÓÒ ×ØÖÙØÙÖ�×º Ï� �Ð×Ó ��Ø�Ø�� ÑÓÐ�ÙÐ�Ö

�Ò� �ØÓÑ� �Ý�ÖÓ��Ò �× Û�ÐÐ �× ×Ñ�ÐÐ �Ý�ÖÓ�Ö�ÓÒ× Ð��� �Ø��Ò� �Ò� ÔÖÓÔ�Ò�º

Ï� ×Ó Û�Ö� ��Ð� ØÓ �ÜÔÐ��Ò Ø�� ÎÓÝ���Ö ÁÁ �Ý¹�Ý Ñ��×ÙÖ�Ñ�ÒØ× �ÙØ �Ö� Ð��Ø Û�Ø�

��



��

Ø�� ÕÙ�×Ø�ÓÒ �× ØÓ Û�Ý ÒÓ ���ÑÓÒ� ��× ���Ò �ÓÙÒ�º ÇÒ� ÔÓ××��Ð� �ÜÔÐ�Ò�Ø�ÓÒ

�× Ø��Ø ���ÑÓÒ� �ÓÖÑ�Ø�ÓÒ Ö�ÕÙ�Ö�× �Ú�Ò �����Ö ÔÖ�××ÙÖ�×º

�ÓÐÐÓÛ�Ò� Ø�� Ö�×��Ö� Ð�Ò� �Ò Ø��× ÛÓÖ�¸ � �ÙØÙÖ� Ô�Ö×Ô�Ø�Ú� �× ØÓ �ÔÔÐÝ ÓÙÖ

Ñ�Ø�Ó� ØÓ ÓØ��Ö �ÒØ�Ö�×Ø�Ò� �Ò� Ö�Ð�Ú�ÒØ ÔÖÓ�Ð�Ñ× �Ò ��Ñ�×ØÖÝ �Ò� Ô�Ý×�×º

ÇÒ� Ó� Ø�� ÔÓ××��Ð� Ø�×�× �× Ø�� Ð�Ö�� ×�Ð� ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ Ó� Ð�ÕÙ�� Û�Ø�Ö Ù×�Ò� ÓÙÖ

Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� Ñ�Ø�Ó�¸ Û��� �× � ÙÖÖ�ÒØ ÛÓÖ� �Ò ÔÖÓ�Ö�××º



�ÔÔ�Ò��Ü �

Ê�×��Ù�Ð×

Ï� ÔÖ�×�ÒØ Ø�� Ö�×��Ù�Ð× �ÓÖ ØÛÓ �Ü�ÑÔÐ�ÖÝ �×�×º Ï� ×�ÓÛ Ø��Ø Û� �ÒØ�Ö Ø��

ÕÙ��Ö�Ø� ÓÒÚ�Ö��Ò� ��Ø�Ö Ð�×× �Ø�Ö�Ø�ÓÒ× �� Û� �ÓÓ×� q > 2¸ �× ÔÖ�×�ÒØ�� �Ò

���ÙÖ�× �º½ �Ò� �º¿º Ï��Ö� Û� ��Ú� ÕÙ��Ö�Ø� ÓÒÚ�Ö��Ò�¸ �× ����Ð���Ø�� �Ò

�ÓÐ�º

Ì��Ð� �º½� Ê�×��Ù�Ð× �ÓÖ Ø�� ×�Ð�Ö �×� p = 1 �Ò� λ = 10−6

q |bk − (1/λ)1/p| |1− bpkλ| ��Ø

�º����¼¼�·¼� �º����¼¼�−¼½

�º����¼¼�·¼� �º����¼¼�−¼½

�º���¾¼¼�·¼� �º���¾¼¼�−¼½

�º����¼¼�·¼� �º����¼¼�−¼½

�º����¼¼�·¼� �º����¼¼�−¼½

�º��¿�¼¾�·¼� �º��¿�¼¾�−¼½

�º���¾¼��·¼� �º���¾¼��−¼½

�º����¿¿�·¼� �º����¿¿�−¼½

�º����¿½�·¼� �º����¿½�−¼½

�º���½¾¾�·¼� �º���½¾¾�−¼½

¾ �º���¾�¾�·¼� �º���¾�¾�−¼½

�º�����¿�·¼� �º�����¿�−¼½

�º¾½¿��¿�·¼� �º¾½¿��¿�−¼½

�º�����½�·¼� �º�����½�−¼½

�º¾¼��¾��·¼� �º¾¼��¾��−¼½

��



�¼

Ì��Ð� �º½ � �ÓÒØ�ÒÙ�� �ÖÓÑ ÔÖ�Ú�ÓÙ× Ô���

q |bk − (1/λ)1/p| |1− bpkλ| ��Ø

�º½�¾�¿��·¼� �º½�¾�¿��−¼½

¾º���¾�½�·¼� ¾º���¾�½�−¼½

�º¾���½��·¼¿ �º¾���½��−¼¾

�º¾������·¼¾ �º¾������−¼¿ ¾¼

¾º��¾��½�·¼¼ ¾º��¾��½�−¼�
�º�¼¼����−¼� �º�¼¼����−½¼
½º���½�¾�−½½ ¼º¼¼¼¼¼¼�·¼¼

�º����¼¼�·¼� �º����¼¼�−¼½

�º���½¼¼�·¼� �º���½¼¼�−¼½

�º���¿¼¼�·¼� �º���¿¼¼�−¼½

�º��½�¼¿�·¼� �º��½�¼¿�−¼½

�º����¾��·¼� �º����¾��−¼½

�º�¾�¿���·¼� �º�¾�¿���−¼½

¿ �º��¿��¿�·¼� �º��¿��¿�−¼½

�º¿������·¼� �º¿������−¼½

�º¾½¿¾���·¼� �º¾½¿¾���−¼½

�º��¼��½�·¼� �º��¼��½�−¼½

½º�¼¼�½¿�·¼� ½º�¼¼�½¿�−¼½ ½¾

�º�¾¼¼�¼�·¼¾ �º�¾¼¼�¼�−¼¿
½º½�¼��½�−¼¾ ½º½�¼��½�−¼�
½º���½�¾�−½½ ¼º¼¼¼¼¼¼�·¼¼

�º����¼¼�·¼� �º����¼¼�−¼½

�º����¼¼�·¼� �º����¼¼�−¼½

�º��¿�¼¾�·¼� �º��¿�¼¾�−¼½

�º����¿¿�·¼� �º����¿¿�−¼½

�º���½¾¾�·¼� �º���½¾¾�−¼½

� �º�����¿�·¼� �º�����¿�−¼½

�º�����½�·¼� �º�����½�−¼½

�º½�¾�¿��·¼� �º½�¾�¿��−¼½ �

�º¾���½��·¼¿ �º¾���½��−¼¾
¾º��¾��½�·¼¼ ¾º��¾��½�−¼�



�½

Ì��Ð� �º½ � �ÓÒØ�ÒÙ�� �ÖÓÑ ÔÖ�Ú�ÓÙ× Ô���

q |bk − (1/λ)1/p| |1− bpkλ| ��Ø

¼º¼¼¼¼¼¼�·¼¼ ½º½½¼¾¾¿�−½�
�º����¼¼�·¼� �º����¼¼�−¼½

�º����¼¼�·¼� �º����¼¼�−¼½

�º����¼��·¼� �º����¼��−¼½

�º�¿�����·¼� �º�¿�����−¼½

� �º��¾¿¿½�·¼� �º��¾¿¿½�−¼½

�º��¿����·¼� �º��¿����−¼½

�º���¿½��·¼� �º���¿½��−¼½ �

¾º¼½½��¼�·¼¿ ¾º¼½½��¼�−¼¾
¿º¾�¿¿�¾�−¼� ¿º¾�¿¿�¾�−¼�
¼º¼¼¼¼¼¼�·¼¼ ½º½½¼¾¾¿�−½�
�º����¼¼�·¼� �º����¼¼�−¼½

�º����¼½�·¼� �º����¼½�−¼½

�º����¾¿�·¼� �º����¾¿�−¼½

�º��½¾¿��·¼� �º��½¾¿��−¼½

� �º¾�½��½�·¼� �º¾�½��½�−¼½

�º¾�½����·¼� �º¾�½����−¼½ �

�º¼���½��·¼¿ �º¼���½��−¼¾
�º¼������−¼¿ �º¼������−¼�
¼º¼¼¼¼¼¼�·¼¼ ½º½½¼¾¾¿�−½�
�º���¿¼¼�·¼� �º���¿¼¼�−¼½

�º���½¼½�·¼� �º���½¼½�−¼½

�º�������·¼� �º�������−¼½

� �º��¾����·¼� �º��¾����−¼½

�º��¾��¼�·¼� �º��¾��¼�−¼½

¿º¼�¿����·¼� ¿º¼�¿����−¼½ �

¾º��¼�¾¼�·¼½ ¾º��¼�¾¼�−¼�
¼º¼¼¼¼¼¼�·¼¼ ½º½½¼¾¾¿�−½�
�º���¾¼¼�·¼� �º���¾¼¼�−¼½

�º��¿�¼¾�·¼� �º��¿�¼¾�−¼½

�º����¿½�·¼� �º����¿½�−¼½



�¾

Ì��Ð� �º½ � �ÓÒØ�ÒÙ�� �ÖÓÑ ÔÖ�Ú�ÓÙ× Ô���

q |bk − (1/λ)1/p| |1− bpkλ| ��Ø

� �º�����¿�·¼� �º�����¿�−¼½

�º¾¼��¾��·¼� �º¾¼��¾��−¼½ �

�º¾���½��·¼¿ �º¾���½��−¼¾
�º�¼¼����−¼� �º�¼¼����−½¼

Ì��Ð� �º¾� Ê�×��Ù�Ð× �ÓÖ Ø�� Ñ�ØÖ�Ü �×� p = 3¸ d = 0.003¸ �Ò� c = 500

q Ê�×��Ù�Ð× ��Ø

�º��¼¼¼¼�−¼½

�º��¾����−¼½

�º���½�¿�−¼½

�º�¿�½�¿�−¼½

�º¿��¾���−¼½

¾ �º�½�����−¼½

�º¼�½¿¾��−¼½

�º���½¾��−¼½

½º��½��½�−¼½ �

½º�½½�¾��−¼¾
¾º¾¼��½½�−¼�
�º�¼¼��½�−¼�
�º��¼¼¼¼�−¼½

�º�¼���¼�−¼½

�º����¼¿�−¼½

¿ �º½����¿�−¼½

¿º����¼��−¼½ �

½º¼½½�½��−¼¾
¿º����½��−¼�
�º��¼¼¼¼�−¼½

�º��¼����−¼½

�º�����¼�−¼½



�¿

Ì��Ð� �º¾ � �ÓÒØ�ÒÙ�� �ÖÓÑ ÔÖ�Ú�ÓÙ× Ô���

q Ê�×��Ù�Ð× ��Ø

� ¿º½��¿¿¾�−¼½ ¿

¿º��¿�¾��−¼¾
�º����¼½�−¼�
�º�������−¼�
�º��¼¼¼¼�−¼½

�º���¼�¿�−¼½

� �º½¾�¼�½�−¼½

¾º¼�¿��¼�−¼½ ¿

½º¾¼��½��−¼¾
�º�½�½���−¼�
�º��¼¼¼¼�−¼½

�º�¾���¼�−¼½

� �º¾¾¾¿���−¼½

½º¼¾��½¿�−¼½ ¿

¿º½�¼�¾¿�−¼¿
¿º¾��¼¾��−¼�



��



���Ð�Ó�Ö�Ô�Ý

�½℄ �º �Ð�Ú� �Ò� �º �Ö�Ò��Ðº �Ö�Ò�¹�ÒÓÒ��Ð ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ× Ó� ×ÓÐÚ�Ø�� ����Ð

��ÖÑ�ÓÒ×º �Ú���Ò� �ÓÖ Ô��×� ×�Ô�Ö�Ø�ÓÒº Âº ���Ñº È�Ý×º¸ ��´½¾µ��¾���

�¾��¸ ½��¾º

�¾℄ �º �Ð�Ú�¸ Âº ÃÓ��ÒÓ�¸ Åº È�ÖÖ�Ò�ÐÐÓ¸ �Ò� �º �Ö�Ò��Ðº �� �Ò�Ø�Ó ÑÓÐ�ÙÐ�Ö

�ÝÒ�Ñ�× Û�Ø� �Ü�Ø�� �Ð�ØÖÓÒ×º È�Ý×º Ê�Úº Ä�ØØº¸ �¿´½�µ�¾����¾�¼¾¸

½���º

�¿℄ �º �Ð��º �� �Ò�Ø�Ó ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�×¸ � ×�ÑÔÐ� �Ð�ÓÖ�Ø�Ñ �ÓÖ ��Ö��

�ÜØÖ�ÔÓÐ�Ø�ÓÒº �ÓÑÔº È�Ý×º �ÓÑÑº¸ ½½�´½µ�¿½�¿¿¸ ½���º

��℄ Åº �ÐØÑ�Òº �Ò ÓÔØ�ÑÙÑ Ù���ÐÐÝ ÓÒÚ�Ö��ÒØ �Ø�Ö�Ø�Ú� Ñ�Ø�Ó� Ó� �Ò¹

Ú�ÖØ�Ò� � Ð�Ò��Ö �ÓÙÒ��� ÓÔ�Ö�ØÓÖ �Ò À�Ð��ÖØ ×Ô��º È��� Âº Å�Ø�º¸

½¼´�µ�½½¼��½½½¿¸ ½��¼º

��℄ �º �Ò�ÐÓØØÓ¸ �º Äº ����ÖÓØØ�¸ Ëº Ë�Ò�ÓÐÓ¸ �Ò� �º ÌÓ×�ØØ�º ��××Ó��¹

Ø�ÓÒ Ó� Ñ�Ø��Ò� �ÒØÓ �Ý�ÖÓ�Ö�ÓÒ× �Ø �ÜØÖ�Ñ� ´ÔÐ�Ò�Ø�ÖÝµ ÔÖ�××ÙÖ� �Ò�

Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ�º Ë��Ò�¸ ¾��´�¿¼�µ�½¾���½¾�¼¸ ½���º

��℄ Ìº �º �Ö��×¸ Åº �º È�ÝÒ�¸ �Ò� Âº �º ÂÓ�ÒÒÓÔÓÙÐÓ×º �� �Ò�Ø�Ó ÑÓÐ�ÙÐ�Ö

�ÝÒ�Ñ�×� �Ò�ÐÝØ��ÐÐÝ ÓÒØ�ÒÙ�� �Ò�Ö�Ý �ÙÒØ�ÓÒ�Ð× �Ò� �Ò×���Ø× �ÒØÓ

�Ø�Ö�Ø�Ú� ×ÓÐÙØ�ÓÒ×º È�Ý×º Ê�Úº Ä�ØØº¸ ��´�µ�½¼���½¼�¼¸ ½��¾º

��℄ Ëº �Þ��� �Ò� Ìº �º Ã��Ò�º ��×�Ò� Ó� Ñ�Ø�ÐÐ�Þ�Ø�ÓÒ �Ò ×ÓÐ�� ÑÓÐ�ÙÐ�Ö

�Ý�ÖÓ��Òº Â�ÌÈ Ä�ØØº¸ ��´�µ�������¿¸ ¾¼½¾º

��℄ Êº ���Ö �Ò� Åº À���¹�ÓÖ�ÓÒº ����Ý×��Ú �ÜÔ�Ò×�ÓÒ Ñ�Ø�Ó�× �ÓÖ �Ð�¹

ØÖÓÒ� ×ØÖÙØÙÖ� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ× ÓÒ Ð�Ö�� ÑÓÐ�ÙÐ�Ö ×Ý×Ø�Ñ×º Âº ���Ñº È�Ý×º¸

¾¿´¾¿µ�½¼¼¼¿¸ ½���º

��



��

��℄ Ëº ��ÖÓÒ� �Ò� Èº ���ÒÒÓÞÞ�º ÌÓÛ�Ö�× Ú�ÖÝ Ð�Ö��¹×�Ð� �Ð�ØÖÓÒ�¹×ØÖÙØÙÖ�

�ÐÙÐ�Ø�ÓÒ×º �ÙÖÓÔ�Ý×º Ä�ØØº¸ ½�´�µ����¸ ½��¾º

�½¼℄ �º ��Ò¹Á×Ö��Ðº � ÒÓØ� ÓÒ �Ò �Ø�Ö�Ø�Ú� Ñ�Ø�Ó� �ÓÖ ��Ò�Ö�Ð�Þ�� �ÒÚ�Ö×�ÓÒ

Ó� Ñ�ØÖ��×º Å�Ø�º �ÓÑÔÙØº¸ ¾¼��¿����¼¸ ½���º

�½½℄ Äº Êº ��Ò���ØØ�¸ Âº Àº Æ�ÙÝ�Ò¸ Ïº �º ��Ð�Û�ÐÐ¸ Àº Ä�Ù¸ Åº ÃÖÙ��Ö¸ �Ò�

Êº Â��ÒÐÓÞº ��××Ó��Ø�ÓÒ Ó� �À4 �Ø ���� ÔÖ�××ÙÖ�× �Ò� Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ�×�

���ÑÓÒ� �ÓÖÑ�Ø�ÓÒ �Ò ���ÒØ ÔÐ�Ò�Ø �ÒØ�Ö�ÓÖ×� Ë��Ò�¸ ¾��´��¿�µ�½¼¼�

½¼¾¸ ½���º

�½¾℄ �º �º ��Ò�¸ Æº Âº À����Ñ¸ �Ò� �º Å��Ò�º �Ð�ÓÖ�Ø�Ñ× �ÓÖ Ø�� Ñ�ØÖ�Ü pØ�

ÖÓÓØº ÆÙÑ�Ö��Ð �Ð�ÓÖ�Ø�Ñ×¸ ¿�´�µ�¿���¿��¸ ¾¼¼�º

�½¿℄ �º �ÐÓ�º ���Ö ��� ÉÙ�ÒØ�ÒÑ���Ò�� ��Ö �Ð��ØÖÓÒ�Ò �Ò ÃÖ�×Ø�ÐÐ��ØØ�ÖÒº

���Ø×�Ö��Ø �º È�Ý×��¸ �¾´�¹�µ������¼¼¸ ½�¾�º

�½�℄ Åº �ÓÖÒ �Ò� Âº Êº ÇÔÔ�Ò���Ñ�Öº �ÙÖ ÉÙ�ÒØ�ÒØ��ÓÖ�� ��Ö ÅÓÐ���ÐÒº

�ÒÒ�Ð�Ò ��Ö È�Ý×��¸ ��´�µ��������¸ ½�¾�º

�½�℄ �º Êº �ÓÛÐ�Ö¸ Åº �Ó��¸ �º Åº �ÓÖ�Ò��¸ �º Èº ÀÓÖ×��Ð�¸ �Ò� �º �º È�ØØ��ÓÖº

� ÓÑÔ�Ö�×ÓÒ Ó� Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� Ø���Ø ��Ò��Ò� Ñ�Ø�Ó�×º Å�Øº Ë�º �Ò�º¸

��½��¸ ½���º

�½�℄ �º Êº �ÓÛÐ�Ö �Ò� Ìº Å�Ý�Þ���º O(N) Ñ�Ø�Ó�× �Ò �Ð�ØÖÓÒ� ×ØÖÙØÙÖ�

�ÐÙÐ�Ø�ÓÒ×º Ê�Ôº ÈÖÓ�º È�Ý×º¸ ��´¿µ�¼¿��¼¿¸ ¾¼½¾º

�½�℄ �º Êº �ÓÛÐ�Ö¸ Ìº Å�Ý�Þ���¸ �Ò� Åº Âº ��ÐÐ�Òº Ê��ÒØ ÔÖÓ�Ö�×× �Ò Ð�Ò��Ö

×�Ð�Ò� �� �Ò�Ø�Ó �Ð�ØÖÓÒ� ×ØÖÙØÙÖ� Ø��Ò�ÕÙ�×º Âº È�Ý×º �ÓÒ�º Å�Øº¸

½�´½½µ�¾��½¸ ¾¼¼¾º

�½�℄ Îº �Ö�Þ�ÓÚ� �Ò� �º Êº �ÓÛÐ�Öº �ÙØÓÑ�Ø� ��Ø� ��×ØÖ��ÙØ�ÓÒ �Ò� ÐÓ��

��Ð�Ò�Ò� Û�Ø� ×Ô��¹�ÐÐ�Ò� ÙÖÚ�×� ÁÑÔÐ�Ñ�ÒØ�Ø�ÓÒ �Ò �ÇÆÉÍ�ËÌº Âº

È�Ý×º �ÓÒ�º Å�Øº¸ ¾¼´¾�µ�¾��¾¾¿¸ ¾¼¼�º

�½�℄ �º ��ÒÒ�Ò�¸ �º ��ÐÐ�¸ �º Å�ÙÖ�¸ �º �º Î�Ø�¸ �Ò� Êº ��Öº Ç´Nµ Ø���Ø¹

��Ò��Ò� ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�× ÓÒ Ñ�××�Ú�ÐÝ Ô�Ö�ÐÐ�Ð ÓÑÔÙØ�Ö×� �Ò ÓÖ��Ø�Ð

��ÓÑÔÓ×�Ø�ÓÒ �ÔÔÖÓ��º �ÓÑÔº È�Ý×º �ÓÑÑº¸ ������½¼¾¸ ½���º



��

�¾¼℄ Ãº ��Ô�ÐÐ�º � ��Ö�³×¹�Ý� Ú��Û Ó� ��Ò×�ØÝ¹�ÙÒØ�ÓÒ�Ð Ø��ÓÖÝº �Ö�Þº Âº È�Ý×º¸

¿�´�µ�½¿½��½¿�¿¸ ¾¼¼�º

�¾½℄ Êº ��Ö �Ò� Åº È�ÖÖ�Ò�ÐÐÓº ÍÒ���� �ÔÔÖÓ�� �ÓÖ ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�× �Ò�

��Ò×�ØÝ¹�ÙÒØ�ÓÒ�Ð Ø��ÓÖÝº È�Ý×º Ê�Úº Ä�ØØº¸ ��´¾¾µ�¾��½�¾���¸ ½���º

�¾¾℄ Ëº ��Ö�Ú�Ø�¸ Åº ��ÖÒ�×ÓÒ�¸ Ìº �º Ã��Ò�¸ Åº ÃÖ��¸ �Ò� Åº È�ÖÖ�Ò�ÐÐÓº

�Ó�Ü�×Ø�Ò� Ó� Ø�ØÖ����Ö�Ð¹ �Ò� ÓØ����Ö�Ð¹Ð��� ×�Ø�× �Ò �ÑÓÖÔ�ÓÙ× Ô��×�

��Ò�� Ñ�Ø�Ö��Ð×º �ÔÔÐº È�Ý×º Ä�ØØº¸ �½´½�µ�½�½�¼��½�½�¼��¿¸ ¾¼¼�º

�¾¿℄ Ëº ��Ö�Ú�Ø�¸ Åº ��ÖÒ�×ÓÒ�¸ Ìº �º Ã��Ò�¸ Åº ÃÖ��¸ �Ò� Åº È�ÖÖ�Ò�ÐÐÓº

��Ö×Ø¹ÔÖ�Ò�ÔÐ�× ×ØÙ�Ý Ó� ÖÝ×Ø�ÐÐ�Ò� �Ò� �ÑÓÖÔ�ÓÙ× ��2Ë�2Ì�5 �Ò� Ø��

���Ø× Ó� ×ØÓ���ÓÑ�ØÖ� ����Ø×º Âº È�Ý×º �ÓÒ�º Å�Øº¸ ¾½´¾�µ�¾���¼½¸

¾¼¼�º

�¾�℄ Ëº ��Ö�Ú�Ø�¸ Åº ��ÖÒ�×ÓÒ�¸ Ìº �º Ã��Ò�¸ Åº ÃÖ��¸ �Ò� Åº È�ÖÖ�Ò�ÐÐÓº

ÍÒÖ�Ú�ÐÐ�Ò� Ø�� Ñ���Ò�×Ñ Ó� ÔÖ�××ÙÖ� �Ò�Ù�� �ÑÓÖÔ��Þ�Ø�ÓÒ Ó� Ô��×�

��Ò�� Ñ�Ø�Ö��Ð×º È�Ý×º Ê�Úº Ä�ØØº¸ ½¼¾´¾¼µ�¾¼��¼¾¸ ¾¼¼�º

�¾�℄ Ëº ��Ö�Ú�Ø�¸ �º �ÓÐÐ�ÓÒ�¸ Êº Å�ÞÞ�Ö�ÐÐÓ¸ Ìº �º Ã��Ò�¸ Åº ÃÖ��¸

Åº ��ÖÒ�×ÓÒ�¸ �Ò� Åº È�ÖÖ�Ò�ÐÐÓº ��Ö×Ø¹ÔÖ�Ò�ÔÐ�× ×ØÙ�Ý Ó� Ò�ØÖÓ��Ò

�ÓÔ�Ò� �Ò Ù�� �Ò� �ÑÓÖÔ�ÓÙ× ��2Ë�2Ì�5º Âº È�Ý×º �ÓÒ�º Å�Øº¸

¾¿´¾�µ�¾���¼½¸ ¾¼½½º

�¾�℄ �º Åº ��Ô�ÖÐ�Ýº È�Ø� �ÒØ��Ö�Ð× �Ò Ø�� Ø��ÓÖÝ Ó� ÓÒ��Ò×�� ��Ð�ÙÑº Ê�Úº

ÅÓ�º È�Ý×º¸ ��´¾µ�¾���¿��¸ ½���º

�¾�℄ Åº ��Ö�ÓØØ�¸ Ìº �º Ã��Ò�¸ �Ò� Åº È�Ö�Ò�ÐÐÓº �Ò ����ÒØ �Ò� �ÙÖ�Ø�

��ÓÑÔÓ×�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� ��ÖÑ� ÓÔ�Ö�ØÓÖº Âº ���Ñº È�Ý×º¸ ½¾�´¾µ�¼¾��¼�¸

¾¼¼�º

�¾�℄ Åº ��Ö�ÓØØ�¸ Ìº �º Ã��Ò�¸ �Ò� Åº È�Ö�Ò�ÐÐÓº � �Ý�Ö�� �ÔÔÖÓ�� ØÓ ��ÖÑ�

ÓÔ�Ö�ØÓÖ �ÜÔ�Ò×�ÓÒº �ÁÈ �ÓÒ�º ÈÖÓº¸ ½½��´½µ�������½¸ ¾¼¼�º

�¾�℄ �º �ÓÒÖ�Ø�¸ �º Åº �Ð�×�Ö¸ Êº À�Ò�Ð¸ Îº ÃÙÒ��¸ Ïº Å��Ù�Ö�¸ Âº È��ÖÐ¸

Âº È�ÖÖ��Ð��¸ Êº Ë�ÑÙ�Ð×ÓÒ¸ Èº ���Ö�×�¸ �º Ï��Ö¸ �º ��Þ�Ö�¸ �º ��ÙØ��Ö¸

�º �ÖÙ��×��Ò�¸ Äº ÀÓÖÒ¸ Êº ËÔÖ�Ò��Ö¸ �Ò� Ïº Ë����Öº ÁÒ�Ö�Ö�� Ó�×�ÖÚ�¹

Ø�ÓÒ× Ó� Ø�� Ò�ÔØÙÒ��Ò ×Ý×Ø�Ñº Ë��Ò�¸ ¾��´��¿�µ�½����½���¸ ½���º



��

�¿¼℄ �º Ëº �Ù�ÒÓØØ�¸ �º Å��Ð�¸ Èº Ê��Ø�Ö�¸ Åº ÃÖ��¸ Ìº �º Ã��Ò�¸

Åº ��ÖÒ�×ÓÒ�¸ �Ò� Åº È�ÖÖ�Ò�ÐÐÓº ËÙÔ�Ö�ÓÒ� ÓÒ�ÙØ�ÓÒ �Ò ×Ù�×ØÓ���Ó¹

Ñ�ØÖ� Ä��Ð �ÐÐÓÝ� �Ò �� �Ò�Ø�Ó ×ØÙ�Ýº È�Ý×º Ê�Úº Ä�ØØº¸ ½¼¿´½¾µ�½¾��¼½¸

¾¼¼�º

�¿½℄ Âº ��� �Ò� Âº �Ù�Òº Ä�Ö��¹×�Ð� ����ÒØ Ä�Ò��Ú�Ò �ÝÒ�Ñ�×¸ �Ò� Û�Ý �Ø

ÛÓÖ�×º �ÙÖÓÔ�Ý×º Ä�ØØº¸ ��´¾µ�¾¼¼¼½¸ ¾¼¼�º

�¿¾℄ Åº �Ð×ØÒ�Ö¸ �º ÈÓÖ�Þ��¸ �º ÂÙÒ�Ò���Ð¸ Âº �Ð×Ò�Ö¸ Åº À�Ù��¸ Ìº �Ö�Ù�Ò¹

���Ñ¸ Ëº ËÙ���¸ �Ò� �º Ë����ÖØº Ë�Ð�¹ÓÒ×�×Ø�ÒØ¹��Ö�� ��Ò×�ØÝ¹�ÙÒØ�ÓÒ�Ð

Ø���Ø¹��Ò��Ò� Ñ�Ø�Ó� �ÓÖ ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ× Ó� ÓÑÔÐ�Ü Ñ�Ø�Ö��Ð× ÔÖÓÔ�ÖØ��×º

È�Ý×º Ê�Úº �¸ ��´½½µ��¾�¼��¾��¸ ½���º

�¿¿℄ Åº ��ÖÒ�×� ��Ñ�ÐÐÓÒ�¸ Ìº �º Ã��Ò�¸ �Ò� �º È�××�ÖÓÒ�º ��Ò×�ØÝ �ÙÒ¹

Ø�ÓÒ�Ð Ø��ÓÖÝ ×ØÙ�Ý Ó� ×�Ð�¹ØÖ�ÔÔ�� �ÓÐ�× �Ò ��×ÓÖ��Ö�� Ë�Ç2º È�Ý×º Ê�Úº

�¸ �¼´¿µ�¼¿¿¾¼¿¸ ¾¼¼�º

�¿�℄ Ïº Åº �º �ÓÙÐ��× �Ò� Êº À�Ý�Ó�º Ì���Ø¹��Ò��Ò� ÑÓ��Ð× �Ò� ��Ò×�ØÝ¹

�ÙÒØ�ÓÒ�Ð Ø��ÓÖÝº È�Ý×º Ê�Úº �¸ ¿�´½�µ�½¾�¾¼�½¾�¿�¸ ½���º

�¿�℄ �º ��ÐÐ� �Ò� Åº È�ÖÖ�Ò�ÐÐÓº Ä�Ö�� ×�Ð� �Ð�ØÖÓÒ� ×ØÖÙØÙÖ� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ×º

È�Ý×º Ê�Úº Ä�ØØº¸ ��´¾�µ�¿����¿��¼¸ ½��¾º

�¿�℄ Ïº ��ÙØ×��º ÆÙÑ�Ö��Ð �Ò�ÐÝ×�×� �Ò ÁÒØÖÓ�ÙØ�ÓÒº ��Ö���Ù×�Ö¸ ½���º

�¿�℄ Ëº ��Ö×��ÓÖ�Òº ���Ö ��� ���Ö�ÒÞÙÒ� ��Ö ����ÒÛ�ÖØ� ��Ò�Ö Å�ØÖ�Üº ÁÞÚº

����º Æ�Ù� ÍËËÊ ÇØ�º ��Þº¹Å�Øº Æ�Ù�¸ ���������¸ ½�¿½º

�¿�℄ Äº Åº ���Ö�Ò���ÐÐ�¸ �º Î�Ð�Ö��Ò�¸ Âº Àº ÄÓ×¸ �º Âº Å����Ö¸ �º ��×ÓÐ�ÒÓ¸ �Ò�

�º �Ö�Ò��Ðº ËØ�Ø�¹Ó�¹Ø��¹�ÖØ ÑÓ��Ð× �ÓÖ Ø�� Ô��×� ����Ö�Ñ Ó� �Ö�ÓÒ �Ò�

���ÑÓÒ� ÒÙÐ��Ø�ÓÒº ÅÓÐº È�Ý×º¸ ½¼�´½�¹½�µ�¾¼½½�¾¼¿�¸ ¾¼¼�º

�¿�℄ �º ��Ð¸ Âº Ë��ÙÖ�¸ �Ò� Æº Åº Ì�ÑÑ�º ÆÙÑ�Ö��Ð Ñ�Ø�Ó�× �ÓÖ ×Ô���Ð

�ÙÒØ�ÓÒ×º Ë��Ñ¸ ¾¼¼�º

��¼℄ Ëº �Ó�����Öº Ä�Ò��Ö ×�Ð�Ò� �Ð�ØÖÓÒ� ×ØÖÙØÙÖ� Ñ�Ø�Ó�×º È�Ý×º Ê�Úº

Ä�ØØº¸ �¿´½µ�½¾¾�½¾�¸ ½���º

��½℄ Ëº �Ó�����Öº Ä�Ò��Ö ×�Ð�Ò� �Ð�ØÖÓÒ� ×ØÖÙØÙÖ� Ñ�Ø�Ó�×º Ê�Úº ÅÓ�º

È�Ý×º¸ �½´�µ�½¼���½½¾¿¸ ½���º
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��¾℄ Ëº �Ó�����Ö �Ò� Äº �ÓÐÓÑ�Óº ����ÒØ Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� �Ð�ÓÖ�Ø�Ñ �ÓÖ Ø���Ø¹

��Ò��Ò� ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�×º È�Ý×º Ê�Úº Ä�ØØº¸ �¿´½µ�½¾¾�½¾�¸ ½���º

��¿℄ Ëº �Ó�����Ö �Ò� Åº Ì�Ø�Öº Ì���Ø¹��Ò��Ò� �Ð�ØÖÓÒ�¹×ØÖÙØÙÖ� �ÐÙÐ�¹

Ø�ÓÒ× �Ò� Ø���Ø¹��Ò��Ò� ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�× Û�Ø� ÐÓ�Ð�Þ�� ÓÖ��Ø�Ð×º È�Ý×º

Ê�Úº �¸ �½´½�µ����������¸ ½���º

���℄ �º Åº �ÓÖ�Ò��¸ �º Êº �ÓÛÐ�Ö¸ �Ò� �º À�ÖÒ�Ò��Þº Ì���Ø¹��Ò��Ò�ÑÓ��ÐÐ�Ò�

Ó� Ñ�Ø�Ö��Ð×º Ê�Ôº ÈÖÓ�º È�Ý×º¸ �¼´½¾µ�½���¸ ½���º

���℄ �º¹Àº �ÙÓº ÇÒ Æ�ÛØÓÒ³× Ñ�Ø�Ó� �Ò� À�ÐÐ�Ý³× Ñ�Ø�Ó� �ÓÖ Ø�� ÔÖ�Ò�Ô�Ð

pØ� ÖÓÓØ Ó� � Ñ�ØÖ�Üº Ä�Ò��Ö �Ð���Ö� �ÔÔÐº¸ �¿¾´�µ�½�¼��½�¾¾¸ ¾¼½¼º

���℄ �º¹Àº �ÙÓ �Ò� Æº Âº À����Ñº � Ë�ÙÖ¹Æ�ÛØÓÒ Ñ�Ø�Ó� �ÓÖ Ø�� Ñ�ØÖ�Ü

Ô³Ø� ÖÓÓØ× �Ò� �Ø× �ÒÚ�Ö×�º Ë��Ñ Âº Å�ØÖ�Ü �Ò�Ðº �ÔÔÐº¸ ¾�´¿µ������¼�¸

¾¼¼�º

���℄ �º À�ÐÐ�Ýº Å�Ø�Ó�Ù× ÒÓÚ�¸ �ÙÖ�Ø� ���Ð�× �ÒÚ�Ò��Ò�� Ö����× ��ÕÙ�¹

Ø�ÓÒÙÑ ÕÙ�ÖÙÑÙÑÕÙ� ��Ò�Ö�Ð�Ø�Ö¸ ×�Ò� ÔÖ��Ú�� Ö��ÙØ�ÓÒ�º ÌÖ�Ò×º ÊÓÝº

ËÓº ÄÓÒ�ÓÒ¸ ½�´¾¼�¹¾½�µ�½¿��½��¸ ½���º

���℄ Âº À�ÖÖ�×º Ë�ÑÔÐ���� Ñ�Ø�Ó� �ÓÖ �ÐÙÐ�Ø�Ò� Ø�� �Ò�Ö�Ý Ó� Û���ÐÝ �ÒØ�Ö¹

�Ø�Ò� �Ö��Ñ�ÒØ×º È�Ý×º Ê�Úº �¸ ¿½´�µ�½��¼�½���¸ ½���º

���℄ Èº À�ÝÒ�× �Ò� Åº È�ÝÒ�º ���ÐÙÖ� Ó� ��Ò×�ØÝ¹Ñ�ØÖ�Ü Ñ�Ò�Ñ�Þ�Ø�ÓÒ Ñ�Ø�¹

Ó�× �ÓÖ Ð�Ò��Ö¹×�Ð�Ò� ��Ò×�ØÝ¹�ÙÒØ�ÓÒ�Ð Ø��ÓÖÝ Ù×�Ò� Ø�� ÃÓ�Ò Ô�Ò�ÐØÝ¹

�ÙÒØ�ÓÒ�Ðº ËÓÐ�� ËØ�Ø� �ÓÑÑÙÒ��Ø�ÓÒ×¸ ½¼�´½¼µ��¿����½¸ ½���º

��¼℄ Èº �º À�ÝÒ�× �Ò� Åº �º È�ÝÒ�º �ÓÖÖ�Ø�� Ô�Ò�ÐØÝ¹�ÙÒØ�ÓÒ�Ð Ñ�Ø�Ó� �ÓÖ

Ð�Ò��Ö¹×�Ð�Ò� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ× Û�Ø��Ò ��Ò×�ØÝ¹�ÙÒØ�ÓÒ�Ð Ø��ÓÖÝº È�Ý×º Ê�Úº

�¸ ��´½�µ�½¾½�¿�½¾½��¸ ½���º

��½℄ Êº À�ÐÐ��¸ Âº �º �Ò��Ö×ÓÒ¸ Åº ÈÓ�ÓÐ��¸ �Ò� �º Ë�Ù��ÖØº ÁÒØ�Ö�ÓÖ ÑÓ��Ð×

Ó� ÍÖ�ÒÙ× �Ò� Æ�ÔØÙÒ�º �×ØÖÓÔ�Ý×º Âº¸ �¾�´½µ�½��¾½¸ ¾¼½½º

��¾℄ Âº Åº À�Ö��ÖØ �Ò� Åº À���¹�ÓÖ�ÓÒº ��Ð�Ö�Ø��¸ �Ò�Ö�Ý¹ÓÒ×�ÖÚ�Ò�

�ÓÖÒ¹ÇÔÔ�Ò���Ñ�Ö ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�× Ú�� �Ó� Ñ�ØÖ�Ü �ÜØÖ�ÔÓÐ�Ø�ÓÒº

È�Ý×º ���Ñº ���Ñº È�Ý×º¸ �´½�µ�¿¾���¿¾��¸ ¾¼¼�º



½¼¼

��¿℄ Æº Âº À����Ñº �ÙÒØ�ÓÒ× Ó� Å�ØÖ��× � Ì��ÓÖÝ �Ò� �ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒº ËÁ�Å¸

¾¼¼�º

���℄ Æº Âº À����Ñ �Ò� �º Àº �Ð¹ÅÓ�Ýº �ÓÑÔÙØ�Ò� Ñ�ØÖ�Ü �ÙÒØ�ÓÒ×º �Ø�

ÆÙÑ�Ö��¸ ½��½���¾¼�¸ ¾¼½¼º

���℄ Êº ÀÓ�Ñ�ÒÒº �Ò �ÜØ�Ò��� À���Ð Ø��ÓÖÝº Áº ÀÝ�ÖÓ�Ö�ÓÒ×º Âº ���Ñº

È�Ý×º¸ ¿�´�µ�½¿���½�½¾¸ ½��¿º

���℄ Èº ÀÓ��Ò��Ö� �Ò� Ïº ÃÓ�Òº ÁÒ�ÓÑÓ��Ò�ÓÙ× �Ð�ØÖÓÒ ��×º È�Ý×º Ê�Úº¸

½¿�´¿�µ���������½¸ ½���º

���℄ �º ÀÓÖ×��Ð�¸ Èº �º �Ó�Û�Ò¸ �º �º È�ØØ��ÓÖ¸ �Ò� �º Èº ËÙØØÓÒº �ÓÑÔÙ¹

Ø�Ø�ÓÒ�Ð Ñ�Ø�Ö��Ð× ×ÝÒØ��×�×º Áº � Ø���Ø¹��Ò��Ò� ×��Ñ� �ÓÖ �Ý�ÖÓ�Ö�ÓÒ×º

È�Ý×º Ê�Úº �¸ ��´¾¾µ�½���¿�½����¸ ½���º

���℄ Ïº �º ÀÓ×��Ò× �Ò� �º Âº Ï�ÐØÓÒº � ��×Ø�Ö¸ ÑÓÖ� ×Ø��Ð� Ñ�Ø�Ó� �ÓÖ

ÓÑÔÙØ�Ò� Ø�� pØ� ÖÓÓØ× Ó� ÔÓ×�Ø�Ú� ���Ò�Ø� Ñ�ØÖ��×º Ä�Ò��Ö �Ð���Ö�

�ÔÔÐº¸ ¾��½¿��½�¿¸ ½���º

���℄ �ØØÔ×�»»Ñ×ÔÓÖØ�Ðº�×ÔÙÖº�Ø»�Ò��ÜºÔ�Ô»�ÅÈÌÓÓÐº

��¼℄ Ïº �º ÀÙ���Ö�º ÁÒØ�Ö�ÓÖ× Ó� Ø�� ���ÒØ ÔÐ�Ò�Ø×º Ë��Ò�¸ ¾½�´��½�µ�½���

½��¸ ½��½º

��½℄ Ïº �º ÀÙ���Ö�¸ Ïº Âº Æ�ÐÐ�×¸ �º Å�Ø��ÐÐ¸ Æº �º ÀÓÐÑ�×¸ Ëº Ëº Ä�Ñ�Ý�¸

�Ò� Èº �º Å��Ò�Ð�××º ÁÒØ�Ö�ÓÖ ×ØÖÙØÙÖ� Ó� Æ�ÔØÙÒ�� �ÓÑÔ�Ö�×ÓÒ Û�Ø�

ÍÖ�ÒÙ×º Ë��Ò�¸ ¾�¿´�¼¾¼µ�������½¸ ½��½º

��¾℄ Âº ÀÙØØ�Öº ��Ö¹È�ÖÖ�Ò�ÐÐÓ ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�×º ÏÁÊ�× �ÓÑÔÙØº ÅÓÐº

Ë�º¸ ¾´�µ��¼���½¾¸ ¾¼½¾º

��¿℄ �º Á�ÒÒ�ÞÞÓº ÇÒ Ø�� Æ�ÛØÓÒ Ñ�Ø�Ó� �ÓÖ Ø�� Ñ�ØÖ�Ü pØ� ÖÓÓØº Ë��Ñ Âº

Å�ØÖ�Ü �Ò�Ðº �ÔÔÐº¸ ¾�´¾µ��¼¿��¾¿¸ ¾¼¼�º

���℄ �º Á�ÒÒ�ÞÞÓº � ��Ñ�ÐÝ Ó� Ö�Ø�ÓÒ�Ð �Ø�Ö�Ø�ÓÒ× �Ò� �Ø× �ÔÔÐ��Ø�ÓÒ ØÓ Ø�� ÓÑ¹

ÔÙØ�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� Ñ�ØÖ�Ü pØ� ÖÓÓØº Ë��Ñ Âº Å�ØÖ�Ü �Ò�Ðº �ÔÔÐº¸ ¿¼´�µ�½����

½��¾¸ ¾¼¼�º



½¼½

���℄ Ëº ÁØÓ�¸ Èº ÇÖ����Ò¸ �Ò� Êº Åº Å�ÖØ�Òº ÇÖ��Ö¹N Ø���Ø¹��Ò��Ò� ÑÓÐ�ÙÐ�Ö

�ÝÒ�Ñ�× ÓÒ Ô�Ö�ÐÐ�Ð ÓÑÔÙØ�Ö×º �ÓÑÔº È�Ý×º �ÓÑÑº¸ ��´¾¹¿µ�½�¿�½��¸

½���º

���℄ Êº Çº ÂÓÒ�× �Ò� Çº �ÙÒÒ�Ö××ÓÒº Ì�� ��Ò×�ØÝ �ÙÒØ�ÓÒ�Ð �ÓÖÑ�Ð�×Ñ¸ �Ø×

�ÔÔÐ��Ø�ÓÒ× �Ò� ÔÖÓ×Ô�Ø×º Ê�Úº ÅÓ�º È�Ý×º¸ �½´¿µ��������¸ ½���º

���℄ Êº �º Ã��Ð�ÙÐÐ�Ò¸ Àº �×��Ø¸ Ìº �º Ã��Ò�¸ Âº ���Ð�Ö¸ �Ò� Åº È�Ö¹

Ö�Ò�ÐÐÓº �Ö�Ô��Ø�¹���ÑÓÒ� Ô��×� Ó�Ü�×Ø�Ò� ×ØÙ�Ý �ÑÔÐÓÝ�Ò� � Ò�ÙÖ�Ð¹

Ò�ØÛÓÖ� Ñ�ÔÔ�Ò� Ó� Ø�� �� �Ò�Ø�Ó ÔÓØ�ÒØ��Ð �Ò�Ö�Ý ×ÙÖ���º È�Ý×º Ê�Úº �¸

�½´½¼µ�½¼¼½¼¿´Êµ¸ ¾¼½¼º

���℄ Êº �º Ã��Ð�ÙÐÐ�Ò¸ Àº �×��Ø¸ Ìº �º Ã��Ò�¸ Âº ���Ð�Ö¸ �Ò� Åº È�ÖÖ�Ò�ÐÐÓº

ÆÙÐ��Ø�ÓÒ Ñ���Ò�×Ñ �ÓÖ Ø�� ��Ö�Ø �Ö�Ô��Ø�¹ØÓ¹���ÑÓÒ� Ô��×� ØÖ�Ò×�¹

Ø�ÓÒº Æ�ØÙÖ� Å�Øº¸ ½¼´�µ���¿����¸ ¾¼½½º

���℄ Êº �º Ã��Ð�ÙÐÐ�Ò �Ò� Ìº �º Ã��Ò�º Å�ÖÓ×ÓÔ� ÔÖÓÔ�ÖØ��× Ó� Ð�ÕÙ�� Û�Ø�Ö

�ÖÓÑ ÓÑ��Ò�� �� �Ò�Ø�Ó ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�× �Ò� �Ò�Ö�Ý ��ÓÑÔÓ×�Ø�ÓÒ

×ØÙ���×º È�Ý×º ���Ñº ���Ñº È�Ý×¸ ½�´¿�µ�½�����½����¸ ¾¼½¿º

��¼℄ Âº Ã�Ñ¸ �º Å�ÙÖ�¸ �Ò� �º ��ÐÐ�º ÌÓØ�Ð¹�Ò�Ö�Ý �ÐÓ��Ð ÓÔØ�Ñ�Þ�Ø�ÓÒ× Ù×�Ò�

ÒÓÒÓÖØ�Ó�ÓÒ�Ð ÐÓ�Ð�Þ�� ÓÖ��Ø�Ð×º È�Ý×º Ê�Úº �¸ �¾´¿µ�½��¼�½���¸ ½���º

��½℄ Âº �º ÃÓ�ÙØº Ì�� Ð�ØØ�� ��Ù�� Ø��ÓÖÝ �ÔÔÖÓ�� ØÓ ÕÙ�ÒØÙÑ �ÖÓÑÓ�Ý¹

Ò�Ñ�×º Ê�Úº ÅÓ�º È�Ý×º¸ ��´¿µ������¿�¸ ½��¿º

��¾℄ Âº ÃÓ��ÒÓ�º �Ð�ØÖÓÒ� ×ØÖÙØÙÖ� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ× �ÓÖ ×ÓÐ��× �Ò� ÑÓÐ�ÙÐ�×º

��Ñ�Ö���� ÍÒ�Ú�Ö×�ØÝ ÈÖ�××¸ ¾¼¼�º

��¿℄ Ïº ÃÓ�Òº ��Ò×�ØÝ �ÙÒØ�ÓÒ�Ð �Ò� ��Ò×�ØÝ Ñ�ØÖ�Ü Ñ�Ø�Ó� ×�Ð�Ò� Ð�Ò��ÖÐÝ

Û�Ø� Ø�� ÒÙÑ��Ö Ó� �ØÓÑ×º È�Ý×º Ê�Úº Ä�ØØº¸ ��´½�µ�¿½���¿½�½¸ ½���º

���℄ Ïº ÃÓ�Òº ÆÓ��Ð Ð�ØÙÖ�� �Ð�ØÖÓÒ� ×ØÖÙØÙÖ� Ó� Ñ�ØØ�Ö¹Û�Ú� �ÙÒØ�ÓÒ×

�Ò� ��Ò×�ØÝ �ÙÒØ�ÓÒ�Ð×º Ê�Úº ÅÓ�º È�Ý×º¸ �½´�µ�½¾�¿�½¾��¸ ½���º

���℄ Ïº ÃÓ�Ò �Ò� Äº Âº Ë��Ñº Ë�Ð�¹ÓÒ×�×Ø�ÒØ �ÕÙ�Ø�ÓÒ× �ÒÐÙ��Ò� �Ü��Ò��

�Ò� ÓÖÖ�Ð�Ø�ÓÒ ���Ø×º È�Ý×º Ê�Úº¸ ½�¼´��µ��½½¿¿��½½¿�¸ ½���º



½¼¾

���℄ Âº ÃÓÐ���º Ì�Ñ�¹Ö�Ú�Ö×��Ð� �ÐÛ�Ý× ×Ø��Ð� ÔÖ���ØÓÖ ÓÖÖ�ØÓÖ Ñ�Ø�Ó� �ÓÖ

ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�× Ó� ÔÓÐ�Ö�Þ��Ð� ÑÓÐ�ÙÐ�×º Âº �ÓÑÔº ���Ñº¸ ¾�´¿µ�¿¿�¸

¾¼¼�º

���℄ Âº ÃÓÐ���º ���Ö �ÓÖÑ�Ð�×Ñ Ó� Ø�� �ÐÛ�Ý× ×Ø��Ð� ÔÖ���ØÓÖ¹ÓÖÖ�ØÓÖ

Ñ�Ø�Ó� �ÓÖ ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�× Ó� ÔÓÐ�Ö�Þ��Ð� ÑÓÐ�ÙÐ�×º Âº ���Ñº È�Ý×º¸

½¾¾´½�µ�½��½¼�¸ ¾¼¼�º

���℄ �º Êº ÃÖ���Û×�� �Ò� Åº È�ÖÖ�Ò�ÐÐÓº ËØÓ��×Ø� Ð�Ò��Ö ×�Ð�Ò� �ÓÖ Ñ�Ø�Ð×

�Ò� ÒÓÒÑ�Ø�Ð×º È�Ý×º Ê�Úº �¸ �½´¾¿µ�¾¿¿½¼�¸ ¾¼¼�º

���℄ �º Êº ÃÖ���Û×�� �Ò� Åº È�ÖÖ�Ò�ÐÐÓº Ä�Ò��Ö ×�Ð�Ò� �Ð�ØÖÓÒ� ×ØÖÙØÙÖ� �Ð¹

ÙÐ�Ø�ÓÒ× �Ò� �ÙÖ�Ø� ×Ø�Ø�×Ø��Ð Ñ���Ò�× ×�ÑÔÐ�Ò� Û�Ø� ÒÓ�×Ý �ÓÖ�×º

È�Ý×º Ê�Úº �¸ �¿´�µ�¼�½½¼�¸ ¾¼¼�º

��¼℄ �º Êº ÃÖ���Û×�� �Ò� Åº È�ÖÖ�Ò�ÐÐÓº Ä�Ò��Ö ×�Ð�Ò� �ÓÖ ÕÙ�×�¹ÓÒ�¹

��Ñ�Ò×�ÓÒ�Ð ×Ý×Ø�Ñ×º È�Ý×º Ê�Úº �¸ ��´½¾µ�½¾�½¼�¸ ¾¼¼�º

��½℄ Âº �º ÃÖ�××¸ Ëº Êº �����Ñ¸ Äº �º �ÓÐÐ�Ò×¸ �º Äº ÀÓÐ��Ò¸ �Ò� Ëº �Ó�����Öº

Ì���Ø¹��Ò��Ò� ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�× Ó� ×�Ó� Û�Ú�× �Ò Ñ�Ø��Ò�º È�Ý×º Ê�Úº

Ä�ØØº¸ �¿´½�µ�¿����¿���¸ ½���º

��¾℄ Âº �º ÃÖ�××¸ Ëº �Ó�����Ö¸ �º ÀÓ�×��¸ Àº Ï�××�ÖÑ�Ò¸ Çº ÄÙ���¸ Äº �º

�ÓÐÐ�Ò×¸ �Ò� �º Äº ÀÓÐ��Òº È�Ö�ÐÐ�Ð Ç´Nµ Ø���Ø¹��Ò��Ò� ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �Ý¹

Ò�Ñ�× Ó� ÔÓÐÝ�ØÝÐ�Ò� �Ò� ÓÑÔÖ�××�� Ñ�Ø��Ò�º Âº �ÓÑÔº¹����� Å�Øº

��×��Ò¸ �´¾¹¿µ�¾���¿½�¸ ½���º

��¿℄ Ìº �º Ã��Ò�º Ë�ÓÒ� ��Ò�Ö�Ø�ÓÒ ��Ö¹È�ÖÖ�Ò�ÐÐÓ ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�×º

ÏÁÊ�× �ÓÑÔÙØº ÅÓÐº Ë�º¸ ¾¼½¿º

���℄ Ìº �º Ã��Ò� �Ò� Êº �º Ã��Ð�ÙÐÐ�Òº �Ð�ØÖÓÒ� ×��Ò�ØÙÖ� Ó� Ø�� �Ò×Ø�ÒØ�¹

Ò�ÓÙ× �×ÝÑÑ�ØÖÝ �Ò Ø�� �Ö×Ø ÓÓÖ��Ò�Ø�ÓÒ ×��ÐÐ Ó� Ð�ÕÙ�� Û�Ø�Öº Æ�ØÙÖ�

�ÓÑÑº¸ Ô��� ½��¼¸ ¾¼½¿º

���℄ Ìº �º Ã��Ò�¸ Åº ÃÖ��¸ �º Êº ÅÓ��Ñ��¸ �Ò� Åº È�ÖÖ�Ò�ÐÐÓº ����ÒØ �Ò�

�ÙÖ�Ø� ��Ö¹È�ÖÖ�Ò�ÐÐÓ¹Ð��� �ÔÔÖÓ�� ØÓ �ÓÖÒ¹ÇÔÔ�Ò���Ñ�Ö ÑÓÐ�ÙÐ�Ö

�ÝÒ�Ñ�×º È�Ý×º Ê�Úº Ä�ØØº¸ ��´�µ�¼���¼½¸ ¾¼¼�º



½¼¿

���℄ Ìº �º Ã��Ò�¸ Åº ÃÖ��¸ �Ò� Åº È�ÖÖ�Ò�ÐÐÓº ËØ�Ø� �Ò� �ÝÒ�Ñ��Ð ÔÖÓÔ¹

�ÖØ��× Ó� Ð�ÕÙ�� Û�Ø�Ö �ÖÓÑ �Ö×Ø ÔÖ�Ò�ÔÐ�× �Ý � ÒÓÚ�Ð ��Ö¹È�ÖÖ�Ò�ÐÐÓ¹Ð���

�ÔÔÖÓ��º Âº ���Ñº Ì��ÓÖÝ �ÓÑÔÙØº¸ ��¾¿��¾�½¸ ¾¼¼�º

���℄ Ìº �º Ã��Ò�¸ Ìº �º È�×�Ð¸ �º Ã�Ü�Ö�×¸ �Ò� �º ÂÙÒ�º Æ�Û �Ò×���Ø× �ÒØÓ

Ø�� ×ØÖÙØÙÖ� Ó� Ø�� Ú�ÔÓÖ»Û�Ø�Ö �ÒØ�Ö��� �ÖÓÑ Ð�Ö��¹×�Ð� �Ö×Ø¹ÔÖ�Ò�ÔÐ�×

×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ×º Âº È�Ý×º ���Ñº Ä�ØØº¸ ¾�½¼��½½¿¸ ¾¼½½º

���℄ Ëº Ä����º ÇÒ Ø�� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� Ñ�ØÖ�Ü k¹Ø� ÖÓÓØº �º �Ò��Ûº Å�Ø�º

Å��º¸ ��´¿µ�½���½�¾¸ ½���º

���℄ Åº Ä�ÚÝº ÍÒ�Ú�Ö×�Ð Ú�Ö��Ø�ÓÒ�Ð �ÙÒØ�ÓÒ�Ð× Ó� �Ð�ØÖÓÒ ��Ò×�Ø��×¸ �Ö×Ø¹

ÓÖ��Ö ��Ò×�ØÝ Ñ�ØÖ��×¸ �Ò� Ò�ØÙÖ�Ð ×Ô�Ò¹ÓÖ��Ø�Ð× �Ò� ×ÓÐÙØ�ÓÒ Ó� Ø�� v¹

Ö�ÔÖ�×�ÒØ���Ð�ØÝ ÔÖÓ�Ð�Ñº ÈÖÓº Æ�Øº ���º Ë�º¸ ��´½¾µ��¼�¾��¼��¸ ½���º

��¼℄ �º¹Èº Ä�¸ Êº Ïº ÆÙÒ�×¸ �Ò� �º Î�Ò��Ö��ÐØº ��Ò×�ØÝ¹Ñ�ØÖ�Ü �Ð�ØÖÓÒ�¹

×ØÖÙØÙÖ� Ñ�Ø�Ó� Û�Ø� Ð�Ò��Ö ×Ý×Ø�Ñ¹×�Þ� ×�Ð�Ò�º È�Ý×º Ê�Úº �¸

��´½�µ�½¼��½�½¼���¸ ½��¿º

��½℄ Ïº Ä��Ò�¸ Êº ���Ö¸ �º Ë�Ö�Ú�Ò�Ò¸ �º Ë��Ó¸ �º Ìº ��ÐÐ¸ �Ò� Åº À���¹

�ÓÖ�ÓÒº ��×Ø Ñ�Ø�Ó�× �ÓÖ Ö�×ÙÑÑ�Ò� Ñ�ØÖ�Ü ÔÓÐÝÒÓÑ��Ð× �Ò� ����Ý×��Ú

Ñ�ØÖ�Ü ÔÓÐÝÒÓÑ��Ð×º Âº �ÓÑÔº È�Ý×º¸ ½��´¾µ��������¸ ¾¼¼�º

��¾℄ Ïº Ä��Ò�¸ �º Ë�Ö�Ú�Ò�Ò¸ �º Ë��Ó¸ Êº ���Ö¸ �º Ìº ��ÐÐ¸ �Ò� Åº À���¹

�ÓÖ�ÓÒº ÁÑÔÖÓÚ�� ��ÖÑ� ÓÔ�Ö�ØÓÖ �ÜÔ�Ò×�ÓÒ Ñ�Ø�Ó�× �ÓÖ ��×Ø �Ð�ØÖÓÒ�

×ØÖÙØÙÖ� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ×º Âº ���Ñº È�Ý×º¸ ½½�´�µ��½½���½¾�¸ ¾¼¼¿º

��¿℄ �º Àº Ä���º ��Ò×�ØÝ �ÙÒØ�ÓÒ�Ð× �ÓÖ �ÓÙÐÓÑ� ×Ý×Ø�Ñ×º ÁÒØº Âº ÉÙ�ÒØÙÑ

���Ñº¸ ¾�´¿µ�¾�¿�¾��¸ ½��¿º

���℄ Äº Ä�Ò¸ Âº ÄÙ¸ Êº ��Ö¸ �Ò� Ïº �º ÅÙÐØ�ÔÓÐ� Ö�ÔÖ�×�ÒØ�Ø�ÓÒ Ó� Ø�� ��ÖÑ�

ÓÔ�Ö�ØÓÖ Û�Ø� �ÔÔÐ��Ø�ÓÒ ØÓ Ø�� �Ð�ØÖÓÒ� ×ØÖÙØÙÖ� �Ò�ÐÝ×�× Ó� Ñ�Ø�ÐÐ�

×Ý×Ø�Ñ×º È�Ý×º Ê�Úº �¸ ��´½½µ�½½�½¿¿¸ ¾¼¼�º

���℄ Äº Ä�Ò¸ Âº ÄÙ¸ Äº ��Ò�¸ �Ò� Ïº �º ÈÓÐ�¹��×�� �ÔÔÖÓÜ�Ñ�Ø�ÓÒ Ó� Ø��

��ÖÑ�¹��Ö� �ÙÒØ�ÓÒº ���Òº �ÒÒº Å�Ø�º �¸ ¿¼´�µ��¾����¾¸ ¾¼¼�º

���℄ Âº Àº ÄÓ×¸ Ìº �º Ã��Ò�¸ Ëº ����Ö��¸ �Ò� Åº ��ÖÒ�×ÓÒ�º ��Ö×Ø ÔÖ�Ò�ÔÐ�×

×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ Ó� �ÑÓÖÔ�ÓÙ× ÁÒË�º È�Ý×º Ê�Úº �¸ ��´½�µ�½��¾¼½¸ ¾¼½¿º



½¼�

���℄ Âº Àº ÄÓ×¸ Ìº �º Ã��Ò�¸ Ëº ����Ö��¸ �Ò� Åº ��ÖÒ�×ÓÒ�º ��Ö×Ø¹ÔÖ�Ò�ÔÐ�×

×ØÙ�Ý Ó� Ø�� �ÑÓÖÔ�ÓÙ× ÁÒ3Ë�Ì�2 Ô��×� ��Ò�� ÓÑÔÓÙÒ�º È�Ý×º Ê�Úº

�¸ ��´½�µ�½��¾¼¿¸ ¾¼½¿º

���℄ Èº¹Çº Ä�Û��Òº ÇÒ Ø�� ÒÓÒ¹ÓÖØ�Ó�ÓÒ�Ð�ØÝ ÔÖÓ�Ð�Ñ ÓÒÒ�Ø�� Û�Ø� Ø��

Ù×� Ó� �ØÓÑ� Û�Ú� �ÙÒØ�ÓÒ× �Ò Ø�� Ø��ÓÖÝ Ó� ÑÓÐ�ÙÐ�× �Ò� ÖÝ×Ø�Ð×º Âº

���Ñº È�Ý×º¸ ½�´¿µ�¿���¿��¸ ½��¼º

���℄ �º �º ÄÙ�Ù���¸ Ìº �º Ã��Ò�¸ �Ò� �º Ë���×Ø��Ò�º Å�Ü�� �ÖÓØØ�Ù×× �Ò�

Ú���Ð� ØÖ�Ò×ÔÓÖØ Ñ���Ò�×Ñ �Ò ÔÖÓØÓÒ ÓÒ�ÙØ�Ò� ÔÓÐÝÑ�Ö× �ÖÓÑ �� �Ò�¹

Ø�Ó ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�× ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ×º ���Ñ�×ØÖÝ Ó� Å�Ø�Ö��Ð×¸ ¾¿´�µ�½�¾��

½�¾�¸ ¾¼½½º

�½¼¼℄ Åº Èº Å�Ö��Öº �ÓÒ��Ò×�� Å�ØØ�Ö È�Ý×�×º ÏÁÄ��¹Î�À¸ ¾¼½¼º

�½¼½℄ Êº Åº Å�ÖØ�Òº �Ð�ØÖÓÒ� ËØÖÙØÙÖ�� ��×� Ì��ÓÖÝ �Ò� ÈÖ�Ø��Ð Å�Ø�Ó�×

´ÎÓÐ ½µº ��Ñ�Ö���� ÍÒ�Ú�Ö×�ØÝ ÈÖ�××¸ ¾¼¼�º

�½¼¾℄ �º Å�ÖÜ �Ò� Âº ÀÙØØ�Öº �� ÁÒ�Ø�Ó ÅÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�×º ��Ñ�Ö����

ÍÒ�Ú�Ö×�ØÝ ÈÖ�××¸ ¾¼¼�º

�½¼¿℄ Å�ÌÄ�� �Ò� ËØ�Ø�×Ø�× ÌÓÓÐ�ÓÜ Ê�Ð��×� ¾¼½¿�º Î�Ö×�ÓÒ �º½º Ì�� Å�Ø�¹

ÏÓÖ�× ÁÒº¸ Æ�Ø��¸ Å�××��Ù×�ØØ×¸ ¾¼½¿º

�½¼�℄ �º Å�ÙÖ� �Ò� �º ��ÐÐ�º �Ð�ØÖÓÒ�¹×ØÖÙØÙÖ� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ× �Ò� ÑÓÐ�ÙÐ�Ö¹

�ÝÒ�Ñ�× ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ× Û�Ø� Ð�Ò��Ö ×Ý×Ø�Ñ¹×�Þ� ×�Ð�Ò�º È�Ý×º Ê�Úº �¸

�¼��¿½���¿¾�¸ ½���º

�½¼�℄ �º Å�ÙÖ�¸ �º ��ÐÐ�¸ �Ò� Êº ��Öº ÇÖ��Ø�Ð �ÓÖÑÙÐ�Ø�ÓÒ �ÓÖ �Ð�ØÖÓÒ�¹

×ØÖÙØÙÖ� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ× Û�Ø� Ð�Ò��Ö ×Ý×Ø�Ñ¹×�Þ� ×�Ð�Ò�º È�Ý×º Ê�Úº �¸

��´½�µ����¿�����¸ ½��¿º

�½¼�℄ Êº ÅÏ��ÒÝº ËÓÑ� Ö��ÒØ ��Ú�Ò�× �Ò ��Ò×�ØÝ Ñ�ØÖ�Ü Ø��ÓÖÝº Ê�Úº ÅÓ�º

È�Ý×º¸ ¿¾´¾µ�¿¿��¿��¸ ½��¼º

�½¼�℄ Ëº Å�ÐÓÒ�¸ Åº ÊÓ×�Ø�¸ �º ����Ö�Ó¸ Äº ��ÖÖ�ÖÓ¸ �º Å�ØØÓÒ�¸ �Ò�

Äº �ÓÐÓÑ�Óº �ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�Ð Ñ�Ø�Ö��Ð× ×��Ò� �ÔÔÐ��Ø�ÓÒ ÔÖÓ�Ö�ÑÑ�Ò�

�ÒØ�Ö��� ´�ÅË�Ô�µ� � ØÓÓÐ �ÓÖ ��Ú�ÐÓÔ�Ò� �ÔÔÐ��Ø�ÓÒ× �ÓÖ �ØÓÑ�×Ø� ×�Ñ¹

ÙÐ�Ø�ÓÒ×º �ÓÑÔº È�Ý×º �ÓÑÑº¸ ½��´½¹¿µ���¾����¸ ¾¼¼�º



½¼�

�½¼�℄ Æº �º Å�ÖÑ�Òº Ì��ÖÑ�Ð ÔÖÓÔ�ÖØ��× Ó� Ø�� �Ò�ÓÑÓ��Ò�ÓÙ× �Ð�ØÖÓÒ ��×º

È�Ý×º Ê�Úº¸ ½¿�´��µ��½��½��½��¿¸ ½���º

�½¼�℄ �º ÅÓÐ�Ö �Ò� �º Îº ÄÓ�Òº Æ�Ò�Ø��Ò �Ù��ÓÙ× Û�Ý× ØÓ ÓÑÔÙØ� Ø�� �ÜÔÓ¹

Ò�ÒØ��Ð Ó� � Ñ�ØÖ�Ü¸ ØÛ�ÒØÝ¹�Ú� Ý��Ö× Ð�Ø�Öº ËÁ�Å Ê�Úº¸ ��´½µ�¿¸ ¾¼¼¿º

�½½¼℄ Áº ÅÓÒØÚ�Ý �Ò� �º Å�Ò×Ø�Öº ÉÙ�ÒØÙÑ ���Ð�× ÓÒ � Ä�ØØ��º ��Ñ�Ö����

ÅÓÒÓ�Ö�Ô�× ÓÒ Å�Ø��Ñ�Ø��Ð È�Ý×�×¸ ½���º

�½½½℄ Åº �º ÅÓÖ�Ð�×¸ �º È��ÖÐ�ÓÒ�¸ �º Ë�Û��Ð�Ö¸ �Ò� �º Åº ��Ô�ÖÐ�Ýº �Ú���Ò�

�ÓÖ � �Ö×Ø¹ÓÖ��Ö Ð�ÕÙ��¹Ð�ÕÙ�� ØÖ�Ò×�Ø�ÓÒ �Ò ����¹ÔÖ�××ÙÖ� �Ý�ÖÓ��Ò �ÖÓÑ

�� �Ò�Ø�Ó ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ×º ÈÖÓº Æ�Øº ���º Ë�º¸ ½¼�´¾�µ�½¾����½¾�¼¿¸ ¾¼½¼º

�½½¾℄ Ïº Âº Æ�ÐÐ�×¸ �º �º À�Ñ�ÐØÓÒ¸ Æº �º ÀÓÐÑ�×¸ Àº �º Ê��ÓÙ×�Ý̧ �º Àº

Ê��¸ �º �º Å�Ø��ÐÐ¸ �Ò� Åº Æ�ÓÐº Ì�� Ò�ØÙÖ� Ó� Ø�� �ÒØ�Ö�ÓÖ Ó� ÍÖ�ÒÙ×

��×�� ÓÒ ×ØÙ���× Ó� ÔÐ�Ò�Ø�ÖÝ ��× �Ø ���� �ÝÒ�Ñ� ÔÖ�××ÙÖ�º Ë��Ò�¸

¾�¼´���¿µ�������½¸ ½���º

�½½¿℄ Ïº Âº Æ�ÐÐ�×¸ �º �º À�Ñ�ÐØÓÒ¸ �Ò� �º �º Å�Ø��ÐÐº �Ð�ØÖ��Ð ÓÒ�ÙØ�Ú�¹

Ø��× Ó� Ñ�Ø��Ò�¸ ��ÒÞ�Ò�¸ �Ò� ÔÓÐÝ�ÙØ�Ò� ×�Ó� ÓÑÔÖ�××�� ØÓ �¼ �È�

´�¼¼ ���Öµº Âº ���Ñº È�Ý×º¸ ½½�´¾µ�½¼½��½¼½�¸ ¾¼¼½º

�½½�℄ Ïº Âº Æ�ÐÐ�×¸ �º Àº Ê��¸ Åº Ú�Ò Ì���Ð¸ �Ò� �º �º Å�Ø��ÐÐº Ë�Ó� ÓÑ¹

ÔÖ�××�ÓÒ Ó� Ð�ÕÙ�� �Ö�ÓÒ ÑÓÒÓÜ��� �Ò� Ñ�Ø��Ò� ØÓ �¼ �È� ´�¼¼ ���Öµº

Âº ���Ñº È�Ý×º¸ ��´�µ�¿¼���¿¼�¿¸ ½��½º

�½½�℄ Ïº Âº Æ�ÐÐ�×¸ Ëº Ìº Ï��Ö¸ �Ò� �º �º Å�Ø��ÐÐº Å�Ò�ÑÙÑ Ñ�Ø�ÐÐ� ÓÒ�Ù¹

Ø�Ú�ØÝ Ó� �Ù�� �Ý�ÖÓ��Ò �Ø ½�¼ �È� ´½º� Ñ��Öµº È�Ý×º Ê�Úº �¸ ��´�µ�¿�¿��

¿���¸ ½���º

�½½�℄ Æº �º Æ�××¸ Åº Àº �Ù��¸ Ãº Ïº ����ÒÒÓÒ¸ Äº �º �ÙÖÐ���¸ Âº �º Èº

�ÓÒÒ�ÖÒ�Ý̧ Êº Èº Ä�ÔÔ�Ò�¸ �Ò� �º Åº Æ�Ù��Ù�Öº Å��Ò�Ø� ��Ð�× �Ø

ÍÖ�ÒÙ×º Ë��Ò�¸ ¾¿¿´����µ���¸ ½���º

�½½�℄ Æº �º Æ�××¸ Åº Àº �Ù��¸ Äº �º �ÙÖÐ���¸ Âº �º Èº �ÓÒÒ�ÖÒ�Ý̧ Êº Èº

Ä�ÔÔ�Ò�¸ �Ò� �º Åº Æ�Ù��Ù�Öº Å��Ò�Ø� ��Ð�× �Ø Æ�ÔØÙÒ�º Ë��Ò�¸

¾��´��¿�µ�½��¿¸ ½���º

�½½�℄ Çº Àº Æ��Ð×�Ò �Ò� Êº Åº Å�ÖØ�Òº ��Ö×Ø¹ÔÖ�Ò�ÔÐ�× �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ Ó� ×ØÖ�××º

È�Ý×º Ê�Úº Ä�ØØº¸ �¼´�µ������¼¼¸ ½��¿º



½¼�

�½½�℄ �º Åº Æº Æ��Ð�××ÓÒº �ÜØ�Ò��� �ÓÖÒ¹ÇÔÔ�Ò���Ñ�Ö ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�×º

È�Ý×º Ê�Úº Ä�ØØº¸ ½¼¼´½¾µ�½¾¿¼¼�¸ ¾¼¼�º

�½¾¼℄ Èº ÇÖ����Ò¸ �º �º �Ö��ÓÐ�¸ Åº Èº �ÖÙÑ���¸ �Ò� Êº Åº Å�ÖØ�Òº ÍÒÓÒ¹

×ØÖ��Ò�� Ñ�Ò�Ñ�Þ�Ø�ÓÒ �ÔÔÖÓ�� �ÓÖ �Ð�ØÖÓÒ� ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ× Ø��Ø ×�Ð�×

Ð�Ò��ÖÐÝ Û�Ø� ×Ý×Ø�Ñ ×�Þ�º È�Ý×º Ê�Úº �¸ ��´½�µ�½�����½����¸ ½��¿º

�½¾½℄ Èº ÇÖ����Ò¸ �º �º �Ö��ÓÐ�¸ Êº Åº Å�ÖØ�Ò¸ �Ò� Åº Èº �ÖÙÑ���º Ä�Ò��Ö

×Ý×Ø�Ñ¹×�Þ� ×�Ð�Ò� Ñ�Ø�Ó�× �ÓÖ �Ð�ØÖÓÒ�¹×ØÖÙØÙÖ� �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ×º È�Ý×º

Ê�Úº �¸ �½´¿µ�½����½���¸ ½���º

�½¾¾℄ �º Àº Êº È�Ð×�Ö �Ò� �º �º Å�ÒÓÐÓÔÓÙÐÓ×º ��ÒÓÒ��Ð ÔÙÖ���Ø�ÓÒ

Ó� Ø�� ��Ò×�ØÝ Ñ�ØÖ�Ü �Ò �Ð�ØÖÓÒ�¹×ØÖÙØÙÖ� Ø��ÓÖÝº È�Ý×º Ê�Úº �¸

��´½�µ�½¾�¼��½¾�½½¸ ½���º

�½¾¿℄ Îº È�Ò �Ò� Âº Ê���º ����ÒØ Ô�Ö�ÐÐ�Ð ×ÓÐÙØ�ÓÒ Ó� Ð�Ò��Ö ×Ý×Ø�Ñ×º ÈÖÓ���¹

�Ò�× Ó� Ø�� ½�Ø� �ÒÒÙ�Ð ��Å ËÝÑÔÓ×�ÙÑ ÓÒ Ø�� Ì��ÓÖÝ Ó� �ÓÑÔÙØ�Ò�¸

Æ�Û �ÓÖ�¸ Ô���× ½�¿�½�¾¸ ½���º

�½¾�℄ �º �º È�Ô�ÓÒ×Ø�ÒØÓÔÓÙÐÓ× �Ò� Åº Âº Å��Ðº Ì�� ËÐ�Ø�Ö¹ÃÓ×Ø�Ö Ø���Ø¹

��Ò��Ò� Ñ�Ø�Ó�� � ÓÑÔÙØ�Ø�ÓÒ�ÐÐÝ ����ÒØ �Ò� �ÙÖ�Ø� �ÔÔÖÓ��º Âº

È�Ý×º �ÓÒ�º Å�Øº¸ ½�´½¼µ�Ê�½¿�Ê��¼¸ ¾¼¼¿º

�½¾�℄ Ìº �º È�×�Ð¸ �º Ë��Ö�¸ �º ÂÙÒ�¸ �Ò� Ìº �º Ã��Ò�º ÇÒ Ø�� ��×ÓÐÙØ�

Ø��ÖÑÓ�ÝÒ�Ñ�× Ó� Û�Ø�Ö �ÖÓÑ ÓÑÔÙØ�Ö ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ×� � ÓÑÔ�Ö�×ÓÒ Ó�

�Ö×Ø¹ÔÖ�Ò�ÔÐ�× ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�×¸ Ö��Ø�Ú� �Ò� �ÑÔ�Ö��Ð �ÓÖ� ��Ð�×º Âº

���Ñº È�Ý×º¸ ½¿�´¾�µ�¾���¼�¸ ¾¼½¾º

�½¾�℄ Âº Èº È�Ö��Û �Ò� Ãº Ë�Ñ��Øº Â�Ó�³× Ð����Ö Ó� ��Ò×�ØÝ �ÙÒØ�ÓÒ�Ð �ÔÔÖÓÜ¹

�Ñ�Ø�ÓÒ× �ÓÖ Ø�� �Ü��Ò��¹ÓÖÖ�Ð�Ø�ÓÒ �Ò�Ö�Ýº �ÁÈ �ÓÒ�º ÈÖÓº¸ ���´½µ�½�

¾¼¸ ¾¼¼½º

�½¾�℄ Ïº Îº È�ØÖÝ×�ÝÒº ÇÒ Ø�� �ÒÚ�Ö×�ÓÒ Ó� Ñ�ØÖ��× �Ò� Ð�Ò��Ö ÓÔ�Ö�ØÓÖ×º

ÈÖÓº �ÅË¸ ½�´�µ���¿��¼½¸ ½���º

�½¾�℄ Åº ÈÓ�ÓÐ��¸ Âº Áº ÈÓ�ÓÐ��¸ �Ò� Åº Å�ÖÐ�Ýº �ÙÖØ��Ö �ÒÚ�×Ø���Ø�ÓÒ× Ó�

Ö�Ò�ÓÑ ÑÓ��Ð× Ó� ÍÖ�ÒÙ× �Ò� Æ�ÔØÙÒ�º ÈÐ�Ò�Øº ËÔ�� Ë�º¸ ��´¾¹¿µ�½�¿�

½�½¸ ¾¼¼¼º



½¼�

�½¾�℄ Åº ÈÓ�ÓÐ��¸ �º Ï��ÞÑ�Ò¸ �Ò� Åº Å�ÖÐ�Ýº �ÓÑÔ�Ö�Ø�Ú� ÑÓ��Ð× Ó� ÍÖ�ÒÙ×

�Ò� Æ�ÔØÙÒ�º ÈÐ�Ò�Øº ËÔ�� Ë�º¸ �¿´½¾µ�½�½��½�¾¾¸ ½���º

�½¿¼℄ �º ÈÖÓ��Ò �Ò� Ïº ÃÓ�Òº Æ��Ö×���Ø��Ò�×× Ó� �Ð�ØÖÓÒ� Ñ�ØØ�Öº ÈÆ�Ë¸

½¼¾´¿¿µ�½½�¿��½½�¿�¸ ¾¼¼�º

�½¿½℄ Èº Âº È×�ÖÖ��Ó×º ÇÒ Ø�� mØ� ÖÓÓØ× Ó� � ÓÑÔÐ�Ü Ñ�ØÖ�Üº �Ð�ØÖÓÒ�

ÂÓÙÖÒ�Ð Ó� Ä�Ò��Ö �Ð���Ö�¸ ��¿¾��½¸ ¾¼¼¾º

�½¿¾℄ Èº ÈÙÐ�Ý �Ò� �º �Ó��Ö�×�º �Ó� Ñ�ØÖ�Ü �ÝÒ�Ñ�×º ���Ñº È�Ý×º Ä�ØØº¸

¿��´�¹�µ�¾�¾�¾��¸ ¾¼¼�º

�½¿¿℄ �º Àº Ê��º ËÝ×Ø�Ñ�Ø�× Ó� ����¹ÔÖ�××ÙÖ� �Ò� ����¹Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ� ����Ú�ÓÖ

Ó� �Ý�ÖÓ�Ö�ÓÒ×º Âº ���Ñº È�Ý×º¸ �¼´¾µ�������¿¸ ½���º

�½¿�℄ Ëº Ê���¸ �º Ì�ÓÑ×�Ò¸ �Ò� Âº Å�ÙÐØÞ×�º ��Ö�ÓÒ Æ�ÒÓØÙ��×� ��×�

�ÓÒ�ÔØ× �Ò� È�Ý×��Ð ÈÖÓÔ�ÖØ��×º ÏÁÄ��¹Î�À¸ ¾¼¼�º

�½¿�℄ �º Ê��Ø�Ö× �Ò� Ìº �º Ã��Ò�º Ä�ÕÙ�� Ñ�Ø��Ò� �Ø �ÜØÖ�Ñ� Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ�

�Ò� ÔÖ�××ÙÖ�� ÁÑÔÐ��Ø�ÓÒ× �ÓÖ ÑÓ��Ð× Ó� ÍÖ�ÒÙ× �Ò� Æ�ÔØÙÒ�º Â�ÌÈ

Ä�ØØº¸ ��´�µ�½���½��¸ ¾¼½¿º

�½¿�℄ �º Ê��Ø�Ö× �Ò� Ìº �º Ã��Ò�º Ë�Ð�¹ÓÒ×�×Ø�ÒØ ��Ð� Ø��ÓÖÝ ��×��

ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�× Û�Ø� Ð�Ò��Ö ×Ý×Ø�Ñ¹×�Þ� ×�Ð�Ò�º Âº ���Ñº È�Ý×º¸

½�¼´½¿µ�½¿�½¼�¸ ¾¼½�º

�½¿�℄ Åº ÊÓ××º Ì�� �� Ð�Ý�Ö �Ò ÍÖ�ÒÙ× �Ò� Æ�ÔØÙÒ� − ���ÑÓÒ�× �Ò Ø�� ×�Ý�

Æ�ØÙÖ�¸ ¾�¾´��¾¾µ��¿���¿�¸ ½��½º

�½¿�℄ Ëº Ë�Ò�ÓÐÓº Ä�ÕÙ��¹Ð�ÕÙ�� Ô��×� ØÖ�Ò×�Ø�ÓÒ �Ò ÓÑÔÖ�××�� �Ý�ÖÓ��Ò �ÖÓÑ

�Ö×Ø¹ÔÖ�Ò�ÔÐ�× ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ×º ÈÖÓº Æ�Øº ���º Ë�º¸ ½¼¼´�µ�¿¼�½�¿¼�¿¸

¾¼¼¿º

�½¿�℄ �º Ë�ÙÐÞº ÁØ�Ö�Ø�Ú� ��Ö��ÙÒ� ��Ö Ö�Þ�ÔÖÓ��Ò Å�ØÖ�Üº �º �Ò��Ûº Å�Ø�º

Å��º¸ ½¿´½µ������¸ ½�¿¿º

�½�¼℄ �º Ë����ÖØ �Ò� Âº¹Çº ÂÓ×Û��º ��Ò×�ØÝ¹�ÙÒØ�ÓÒ�Ð Ø���Ø ��Ò��Ò� − �Ò �Ô¹

ÔÖÓÜ�Ñ�Ø� ��Ò×�ØÝ¹�ÙÒØ�ÓÒ�Ð Ø��ÓÖÝ Ñ�Ø�Ó�º ÏÁÊ�× �ÓÑÔÙØº ÅÓÐº Ë�º¸

¾´¿µ��������¸ ¾¼½¾º



½¼�

�½�½℄ Èº Äº Ë�ÐÚ�×ØÖ�ÐÐ�¸ �º �Ð�Ú�¸ Åº È�ÖÖ�Ò�ÐÐÓ¸ �Ò� �º �Ö�Ò��Ðº �� �Ò�Ø�Ó

ÑÓÐ�ÙÐ�Ö �ÝÒ�Ñ�× ×�ÑÙÐ�Ø�ÓÒ Ó� Ð�×�Ö Ñ�ÐØ�Ò� Ó� ×�Ð�ÓÒº È�Ý×º Ê�Úº

Ä�ØØº¸ ��´½�µ�¿½���¿½�¾¸ ½���º

�½�¾℄ Èº Äº Ë�ÐÚ�×ØÖ�ÐÐ�¸ �º �Ð�Ú�¸ Åº È�ÖÖ�Ò�ÐÐÓ¸ �Ò� �º �Ö�Ò��Ðº ËØÖÙØÙÖ�Ð¸

�ÝÒ�Ñ��Ð¸ �Ð�ØÖÓÒ�¸ �Ò� �ÓÒ��Ò� ÔÖÓÔ�ÖØ��× Ó� Ð�×�Ö¹���Ø�� ×�Ð�ÓÒ� �Ò

�� �Ò�Ø�Ó ÑÓÐ�ÙÐ�Ö¹�ÝÒ�Ñ�× ×ØÙ�Ýº È�Ý×º Ê�Úº �¸ ���¿�¼��¿�½¾¸ ½���º

�½�¿℄ Âº �º ËÐ�Ø�Ö �Ò� �º �º ÃÓ×Ø�Öº Ë�ÑÔÐ���� Ä��Ç Ñ�Ø�Ó� �ÓÖ Ø�� Ô�Ö�Ó��

ÔÓØ�ÒØ��Ð ÔÖÓ�Ð�Ñº È�Ý×º Ê�Úº¸ ��´�µ�½����½�¾�¸ ½���º

�½��℄ Åº ËÑ�Ø�º � Ë�ÙÖ �Ð�ÓÖ�Ø�Ñ �ÓÖ ÓÑÔÙØ�Ò� Ñ�Ö�Ü pØ� ÖÓÓØ×º Ë��Ñ Âº

Å�ØÖ�Ü �Ò�Ðº �ÔÔÐº¸ ¾�´�µ���½����¸ ¾¼¼¿º

�½��℄ Äº ËÔ�ÒÙ¸ �º �ÓÒ���Ó¸ �º ÀÓ�Ð¸ �º Ë�Û��Ð�Ö¸ �Ò� �º ��ÐÐ�º ËØ���Ð¹

�ØÝ Ó� �Ý�ÖÓ�Ö�ÓÒ× �Ø ���Ô ��ÖØ� ÔÖ�××ÙÖ�× �Ò� Ø�ÑÔ�Ö�ØÙÖ�×º ÈÆ�Ë¸

½¼�´½�µ����¿�����¸ ¾¼½½º

�½��℄ �º Èº ËÙØØÓÒ¸ Åº Ïº ��ÒÒ�×¸ �º �º È�ØØ��ÓÖ¸ �Ò� �º Ç�Ø�º Ì�� Ø���Ø¹

��Ò��Ò� �ÓÒ� ÑÓ��Ðº Âº ���Ñº È�Ý×º¸ ¾½´½µ�¿����¸ ½���º

�½��℄ Áº Ì�Ñ�ÐÝÒ �Ò� Ëº �º �ÓÒ�Úº ËØÖÙØÙÖ� �Ò� Ô��×� �ÓÙÒ��Ö��× Ó� ÓÑ¹

ÔÖ�××�� Ð�ÕÙ�� �Ý�ÖÓ��Òº È�Ý×º Ê�Úº Ä�ØØº¸ ½¼�´�µ�¼���¼¾¸ ¾¼½¼º

�½��℄ �º Î�Ò ÄÓ�Òº � ÒÓØ� ÓÒ Ø�� �Ú�ÐÙ�Ø�ÓÒ Ó� Ñ�ØÖ�Ü ÔÓÐÝÒÓÑ��Ð×º �ÙØÓÑ�Ø�

�ÓÒØÖÓÐ¸ Á��� ÌÖ�Ò×�Ø�ÓÒ× ÓÒ¸ ¾�´¾µ�¿¾¼�¿¾½¸ ½���º

�½��℄ Âº Î�Ò��ÎÓÒ��Ð�¸ Åº ÃÖ��¸ �º ÅÓ��Ñ��¸ Åº È�ÖÖ�Ò�ÐÐÓ¸ Ìº ���××��Ò�¸

�Ò� Âº ÀÙØØ�Öº ÉÙ��×Ø�Ô� ��×Ø �Ò� �ÙÖ�Ø� ��Ò×�ØÝ �ÙÒØ�ÓÒ�Ð �ÐÙÐ�¹

Ø�ÓÒ× Ù×�Ò� � Ñ�Ü�� ��Ù××��Ò �Ò� ÔÐ�Ò� Û�Ú�× �ÔÔÖÓ��º �ÓÑÔº È�Ý×º

�ÓÑÑº¸ ½��´¾µ�½¼¿�½¾�¸ ¾¼¼�º

�½�¼℄ Âº Ïº Ï�ÖÛ��¸ �º Êº �Ú�Ò×¸ �º Êº È�ÐØÞ�Ö¸ Êº �º È�ÐØÞ�Ö¸ Âº Àº ÊÓÑ��¸

�º �º Ë�ÛÝ�Ö¸ �º �º Ê���Ð�¸ �º �º Ë�Û��ØÞ�Ö¸ Åº �º ��×�¸ Åº Äº Ã��×�Ö¸

Ïº Åº ��ÖÖ�ÐÐ¸ Ìº �º ��ÖÖ¸ Áº �� È�Ø�Ö¸ �º Àº ËØ��Ð�Ò¸ Ëº �ÙÐ��×¸ Êº Äº

ÈÓÝÒØ�Ö¸ �º �Ó�×�ÓØ¸ �º ��ÒÓÚ�¸ �º Ä��Ð�Ò¸ �º Ä����ÙÜ¸ �º Åº È��¹

�Ö×�Ò¸ �Ò� Èº ��Ö��º ÎÓÝ���Ö ÔÐ�Ò�Ø�ÖÝ Ö���Ó �×ØÖÓÒÓÑÝ �Ø Æ�ÔØÙÒ�º

Ë��Ò�¸ ¾��´��¿�µ�½����½�¼½¸ ½���º



½¼�

�½�½℄ Âº Ïº Ï�ÖÛ��¸ �º Êº �Ú�Ò×¸ Âº Àº ÊÓÑ��¸ �º �º Ë�ÛÝ�Ö¸ Åº �º ��×�¸

Åº Äº Ã��×�Ö¸ Âº Ãº �Ð�Ü�Ò��Ö¸ Ìº �º ��ÖÖ¸ �º Àº ËØ��Ð�Ò¸ Ëº �ÙÐ��¸

Êº Äº ÈÓÝÒØ�Ö¸ Åº �Ù���Ö¸ �º �Ó�×�ÓØ¸ �º Ä��Ð�Ò¸ �º Ä����ÙÜ¸ �º Åº

È���Ö×�Ò¸ �Ò� Èº ��Ö��º ÎÓÝ���Ö ¾ Ö���Ó Ó�×�ÖÚ�Ø�ÓÒ× Ó� ÍÖ�ÒÙ×º Ë��Ò�¸

¾¿¿´����µ�½¼¾�½¼�¸ ½���º

�½�¾℄ Ëº Ìº Ï��Ö¸ �º �º Å�Ø��ÐÐ¸ �Ò� Ïº Âº Æ�ÐÐ�×º Å�Ø�ÐÐ�Þ�Ø�ÓÒ Ó� �Ù�� ÑÓÐ�Ù¹

Ð�Ö �Ý�ÖÓ��Ò �Ø ½�¼ �È� ´½º� Ñ��Öµº È�Ý×º Ê�Úº Ä�ØØº¸ ��´½½µ�½��¼�½��¿¸

½���º

�½�¿℄ Ïº ��Ò�º ��Ö�Ø �ÐÙÐ�Ø�ÓÒ Ó� �Ð�ØÖÓÒ ��Ò×�ØÝ �Ò ��Ò×�ØÝ¹�ÙÒØ�ÓÒ�Ð

Ø��ÓÖÝº È�Ý×º Ê�Úº Ä�ØØº¸ ��´½½µ�½�¿��½��½¸ ½��½º

�½��℄ �º ���Ò�¸ Êº �º Ã��Ð�ÙÐÐ�Ò¸ �º �ÓÚ�¸ Äº �Ù��ÓÒ�¸ �Ò� Ìº �º Ã��Ò�º Î�¹

�Ö�Ø�ÓÒ�Ð ×��Ò�ØÙÖ� Ó� Û�Ø�Ö ÑÓÐ�ÙÐ�× �Ò �×ÝÑÑ�ØÖ� �Ý�ÖÓ��Ò �ÓÒ��Ò�

�ÒÚ�ÖÓÒÑ�ÒØ×º Âº È�Ý×º ���Ñº Ä�ØØº¸ �´½�µ�¿¾���¿¾�¼¸ ¾¼½¿º



½½¼



��Ð�Ö�Ø�ÓÒ

Á ��Ö��Ý ��Ð�Ö� Ø��Ø Á ÛÖÓØ� Ø�� ��××�ÖØ�Ø�ÓÒ ×Ù�Ñ�ØØ�� Û�Ø�ÓÙØ �ÒÝ ÙÒ�Ù¹

Ø�ÓÖ�Þ�� �ÜØ�ÖÒ�Ð �××�×Ø�Ò� �Ò� Ù×�� ÓÒÐÝ ×ÓÙÖ�× ��ÒÓÛÐ����� �Ò Ø�� ÛÓÖ�º

�ÐÐ Ø�ÜØÙ�Ð Ô�××���× Û��� �Ö� �ÔÔÖÓÔÖ��Ø�� Ú�Ö��Ø�Ñ ÓÖ Ô�Ö�Ô�Ö�×�� �ÖÓÑ

ÔÙ�Ð�×��� �Ò� ÙÒÔÙ�Ð�×��� Ø�ÜØ× �× Û�ÐÐ �× �ÐÐ �Ò�ÓÖÑ�Ø�ÓÒ Ó�Ø��Ò�� �ÖÓÑ ÓÖ�Ð

×ÓÙÖ�× �Ö� �ÙÐÝ �Ò���Ø�� �Ò� Ð�×Ø�� �Ò �ÓÖ��Ò� Û�Ø� ���Ð�Ó�Ö�Ô���Ð ÖÙÐ�×º

ÁÒ �ÖÖÝ�Ò� ÓÙØ Ø��× Ö�×��Ö�¸ Á ÓÑÔÐ��� Û�Ø� Ø�� ÖÙÐ�× Ó� ×Ø�Ò��Ö� ×��ÒØ��

ÔÖ�Ø�� �× �ÓÖÑÙÐ�Ø�� �Ò Ø�� ×Ø�ØÙØ�× Ó� ÂÓ��ÒÒ�× �ÙØ�Ò��Ö�¹ÍÒ�Ú�Ö×�ØÝ Å��ÒÞ

ØÓ �Ò×ÙÖ� ×Ø�Ò��Ö� ×��ÒØ�� ÔÖ�Ø��º

Å��ÒÞ¸ ÂÙÒ� ¾�¸ ¾¼½�

�ÓÖÓØ��� Ê��Ø�Ö×


