
ÆÓÚÐ ÐÓÖØÑ× ÓÖ Ð
ØÖÓÒ


ËØÖÙ
ØÙÖ × ÅÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
×

ÛØ ÄÒÖ ËÝ×ØÑ¹ËÞ Ë
ÐÒ

××ÖØØÓÒ ÞÙÖ ÖÐÒÙÒ × Ö× Ò×

ÓØÓÖ ÖÖÙÑ ÒØÙÖÐÙÑ ´Öº ÖÖº ÒØºµ Ö 
Ö


¼ ¹ ÈÝ×¸ ÅØÑØ ÙÒ ÁÒÓÖÑØ¸

¼ ¹ Ñ¸ ÈÖÑÞ ÙÒ ÓÛ××Ò×
ØÒ¸

½¼ ¹ ÓÐÓ¸

¼ ¹ ÍÒÚÖ×ØØ×ÑÞÒ

Ö ÂÓÒÒ× ÙØÒÖ¹ÍÒÚÖ×ØØ ÅÒÞ

ÚÓÒ

ÓÖÓØ Ê
ØÖ×

Ù×

Ï×Ò

ÂÙÒ ¾¼½



ØÙÑ Ö ÒÖ
ÙÒ ¾º¼º¾¼½

ÊÖÒØ

ÃÓÖÖÒØ

Ì Ö ÑÒÐ
Ò ÈÖÙÒ ½º¼º¾¼½



×ØÖ
Ø

Ì× Ø×× Ö××× Ø ÚÐÓÔÑÒØ Ò ÑÔÖÓÚÑÒØ Ó ÐÒÖ ×
ÐÒ ÐÓ¹

ÖØÑ× ÓÖ Ð
ØÖÓÒ
 ×ØÖÙ
ØÙÖ × ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
×º

ÅÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
× ×  ÑØÓ ÓÖ 
ÓÑÔÙØÖ ×ÑÙÐØÓÒ Ó Ø 
ÓÑÔÐÜ Ò¹

ØÖÔÐÝ ØÛÒ ØÓÑ× Ò ÑÓÐ
ÙÐ× Ø ÒØ ØÑÔÖØÙÖº ÁÑÔÓÖØÒØ ÚÒ¹

Ø× Ó Ø× ÑØÓ Ö Ø×  

ÙÖ
Ý Ò ÔÖ
ØÚ ÔÓÛÖº ÙØ Ø 
ÓÑ¹

ÔÙØØÓÒÐ ÓÖØ¸ Û
 ÒÖÐÐÝ ×
Ð× 
Ù
ÐÐÝ ÛØ Ø ÒÙÑÖ Ó ØÓÑ×¸

ÒÖ× Ø× ÔÔÐ
ØÓÒ× ØÓ ÐÖ ×Ý×ØÑ× Ò ÐÓÒ ØÑ ×
Ð×º

ÏØ  ÒÛ ÓÖÑÐ×Ñ¸ × ÓÒ Ø ÖÒ¹
ÒÓÒ
Ð ÔÓØÒØÐ Ò  
ØÓÖ¹

ÞØÓÒ Ó Ø Ò×ØÝ ÑØÖÜ¸ Ø ÓÒÐÞØÓÒ Ó Ø 
ÓÖÖ×ÔÓÒÒ ÀÑÐ¹

ØÓÒÒ ÑØÖÜ × ÚÓº ÁØ ÜÔÐÓØ× Ø 
Ø ØØ Ø ÀÑÐØÓÒÒ Ò Ø

Ò×ØÝ ÑØÖÜ Ö ×ÔÖ× Ù ØÓ ÐÓ
ÐÞØÓÒº Ì× ÖÙ
× Ø 
ÓÑÔÐÜØÝ

Ó Ø 
Ð
ÙÐØÓÒ×¸ ×Ó ØØ ÐÒÖ ×
ÐÒ ÛØ Ö×Ô
Ø ØÓ Ø ×Ý×ØÑ³× ×Þ ×


Úº

ÌÓ ÑÓÒ×ØÖØ Ø× 
Ò
Ý̧ Ø Ö×ÙÐØÒ ÐÓÖØÑ × ÔÔÐ ØÓ  ×Ý×ØÑ Ó

ÐÕÙ ÑØÒ¸ ÜÔÓ× ØÓ ÜØÖÑ ÔÖ××ÙÖ ´ÖÓÙÒ ½¼¼ Èµ Ò ØÑÔÖ¹

ØÙÖ ´¾¼¼¼ ¹ ¼¼¼ Ãµº ÁÒ Ø ×ÑÙÐØÓÒ×¸ ÑØÒ ××Ó
Ø× Ø ØÑÔÖØÙÖ×

Ü
Ò ¼¼¼ Ãº Ì ÓÖÑØÓÒ Ó ×Ô2¹ÓÒ ÔÓÐÝÑÖ
 
ÖÓÒ × Ó×ÖÚº

Ì ×ÑÙÐØÓÒ× ÔÖÓÚ ÒÓ ÚÒ
 ÓÖ Ø ÓÖÑØÓÒ Ó ÑÓÒ Ò ØÖ¹

ÓÖ Ú Ò ÑÔ
Ø ÓÒ Ø ØÖØÓ ÔÐÒØÖÝ ÑÓÐ× Ó ÆÔØÙÒ Ò ÍÖÒÙ×º

× Ø 
Ö
ÙÑÚÒØÓÒ Ó Ø ÓÒÐÞØÓÒ Ó Ø ÀÑÐØÓÒÒ ÒØÐ× Ø Ò¹

ÚÖ×ÓÒ Ó ÑØÖ
×¸ Ø ÔÖÓÐÑ Ó 
Ð
ÙÐØÒ Ø ´ÒÚÖ×µ p¹Ø ÖÓÓØ Ó  ÚÒ

ÑØÖÜ × ÙÖØÖ Ö××º ÁØ Ö×ÙÐØ× Ò  ÒÛ ÓÖÑÙÐ ÓÖ ×ÝÑÑØÖ
 ÔÓ×¹

ØÚ ÒØ ÑØÖ
× ØØ ÒÖÐÞ× Ø ÆÛØÓÒ¹Ë
ÙÐÞ ØÖØÓÒ¸ ÐØÑÒ³×

×
Ñ ÓÖ ÓÙÒ Ò ÒÓÒ¹×ÒÙÐÖ ÓÔÖØÓÖ×¸ Ò ÆÛØÓÒ³× ÑØÓ ÓÖ Ò¹

Ò ÖÓÓØ× Ó ÙÒ
ØÓÒ×º Ì ÔÖÓÓ × ÙÖÒ× ØØ Ø ÓÖÖ Ó 
ÓÒÚÖÒ
 ×

ÐÛÝ× Ø Ð×Ø ÕÙÖØ
 Ò ØØ ÔØÚÐÝ Ù×ØÒ  ÔÖÑØÖ q Ð× Ò

ÐÐ 
×× ØÓ  ØØÖ ÔÖÓÖÑÒ
º





Ù×ÑÑÒ××ÙÒ

 ÚÓÖÐÒ ÖØ ÒÐØ  ÒØÛ
ÐÙÒ ÙÒ ÎÖ××ÖÙÒ ÚÓÒ ÐÒÖ

×ÐÖÒÒ ÐÓÖØÑÒ Ö ÐØÖÓÒÒ×ØÖÙØÙÖ ×ÖØ ÅÓÐÙÐÖÝÒÑº

ÅÓÐÙÐÖÝÒÑ ×Ø Ò ÅØÓ ÞÙÖ ÓÑÔÙØÖ×ÑÙÐØÓÒ × ÓÑÔÐÜÒ

Ù×ÑÑÒ×ÔÐ× ÞÛ×
Ò ØÓÑÒ ÙÒ ÅÓÐÐÒ  ÒÐ
Ö ÌÑÔÖØÙÖº

Ò ÒØ×
ÒÖ ÎÓÖØÐ ×Ö ÅØÓ ×Ø Ö Ó ÒÙØ ÙÒ ÎÓÖ¹

Ö×ÖØº ÐÐÖÒ× ÚÖÒÖØ Ö Ê
ÒÙÛÒ¸ ÛÐ
Ö ÖÙÒ×ØÞÐ


Ù×
 ÑØ Ö ÒÞÐ Ö ØÓÑ ×ÐÖØ¸  ÒÛÒÙÒ Ù ÖÓ ËÝ×ØÑ

ÙÒ ÐÒ Ø×ÐÒº

Ù×Ò ÚÓÒ ÒÑ ÒÙÒ ÓÖÑÐ×ÑÙ×¸ ×ÖÒ Ù Ñ ÖÓÒÓÒ×
Ò

ÈÓØÒØÐ ÙÒ ÒÖ ØÓÖ×ÖÙÒ Ö 
ØÑØÖÜ¸ ÛÖ  ÓÒÐ×¹

ÖÙÒ Ö ÒØ×ÔÖ
ÒÒ ÀÑÐØÓÒÑØÖÜ ÚÖÑÒº ×Ö ÒÙØÞØ Ù×¸ ××

 ÀÑÐØÓÒ¹ ÙÒ  
ØÑØÖÜ ÙÖÙÒ ÚÓÒ ÄÓÐ×ÖÙÒ ÒÒ ×ØÞØ

×Òº × ÖÙÞÖØ Ò Ê
ÒÙÛÒ ×Ó¸ ×× Ö ÐÒÖ ÑØ Ö ËÝ×ØÑÖ

×ÐÖØº

ÍÑ ×Ò ÞÒÞ ÞÙ ÑÓÒ×ØÖÖÒ¸ ÛÖ Ö ÖÙ× ÒØ×ØÒ ÐÓÖØ¹

ÑÙ× Ù Ò ËÝ×ØÑ ÑØ ××Ñ ÅØÒ ÒÛÒØ¸ × ÜØÖÑÑ ÖÙ


´ØÛ ½¼¼ Èµ ÙÒ ÜØÖÑÖ ÌÑÔÖØÙÖ ´¾¼¼¼ ¹ ¼¼¼ Ãµ Ù××ØÞØ ×Øº ÁÒ

Ö ËÑÙÐØÓÒ ××ÓÞÖØ ÅØÒ  ÌÑÔÖØÙÖÒ ÓÖÐ ÚÓÒ ¼¼¼ Ãº

ÐÙÒ ÚÓÒ ×Ô2¹ÙÒÒÑ ÔÓÐÝÑÖ×
Ò ÃÓÐÒ×ØÓ ÛÖ Ó
ØØº

ËÑÙÐØÓÒÒ ÐÖÒ ÒÒ ÀÒÛ× Ù  ÒØ×ØÙÒ ÚÓÒ ÑÒØ ÙÒ ÛÖ¹

Ò ×
 Ö Ù  ×ÖÒ ÈÐÒØÒÑÓÐÐ ÚÓÒ ÆÔØÙÒ ÙÒ ÍÖÒÙ×

Ù×º

 × ÍÑÒ Ö ÓÒÐ×ÖÙÒ Ö ÀÑÐØÓÒÑØÖÜ  ÁÒÚÖ×ÓÒ ÚÓÒ

ÅØÖÞÒ ÑØ ×
 ÖÒØ¸ ÛÖ ÞÙ×ØÞÐ
 × ÈÖÓÐÑ ÒÐØ¸ Ò ´ÒÚÖ¹

×µ p¹Ø ÏÙÖÞÐ ÒÖ ÒÒ ÅØÖÜ ÞÙ Ö
ÒÒº × Ö×ÙÐØÖØ Ò ÒÖ

ÒÙÒ ÓÖÑÐ Ö ×ÝÑÑØÖ×
 ÔÓ×ØÚ ÒØ ÅØÖÞÒº Ë ÚÖÐÐÑÒÖØ

 ÆÛØÓÒ¹Ë
ÙÐÞ ÁØÖØÓÒ¸ ÐØÑÒ× ÓÖÑÐ Ö ×
ÖÒØ ÙÒ Ò
Ø ×Ò¹

ÙÐÖ ÇÔÖØÓÖÒ ÙÒ ÆÛØÓÒ× ÅØÓ ÞÙÖ Ö
ÒÙÒ ÚÓÒ ÆÙÐÐ×ØÐÐÒ ÚÓÒ

ÙÒØÓÒÒº Ö Æ
Û× ÛÖ ÖÖ
Ø¸ ××  ÃÓÒÚÖÒÞÓÖÒÙÒ ÑÑÖ

ÑÒ×ØÒ× ÕÙÖØ×
 ×Ø ÙÒ ÔØÚ× ÒÔ××Ò Ò× ÈÖÑØÖ× q Ò ÐÐÒ

ÐÐÒ ÞÙ ××ÖÒ ÖÒ××Ò ÖØº





ÓÒØÒØ×

½ ÁÒØÖÓÙ
ØÓÒ ½

¾ Ò×ØÝ ÙÒ
ØÓÒÐ ÌÓÖÝ Ò ÌØ¹ÒÒ

¾º½ Ì ÓÖÒ¹ÇÔÔÒÑÖ ÔÔÖÓÜÑØÓÒ º º º º º º º º º º º º º º

¾º¾ Ò×ØÝ ÙÒ
ØÓÒÐ ÌÓÖÝ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º

¾º¾º½ Ì ÀÓÒÖ¹ÃÓÒ ÌÓÖÑ× º º º º º º º º º º º º º º

¾º¾º¾ Ì ÃÓÒ¹ËÑ ÕÙØÓÒ× º º º º º º º º º º º º º º º º º

¾º¿ ÌØ¹ÒÒ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ½½

¾º¿º½ Ì ÌØ¹ÒÒ ÀÑÐØÓÒÒ º º º º º º º º º º º º º º ½½

¾º¿º¾ Ì ÌØ¹ÒÒ ÓÒ ÅÓÐ º º º º º º º º º º º º º º ½

¾º¿º¿  ËÐ¹ÓÒ××ØÒØ ÌØ¹ÒÒ ÅÓÐ ÓÖ ÀÝÖÓ
ÖÓÒ× ½

¿ ÄÒÖ Ë
ÐÒ ÅØÓ× ½

¿º½ ÅÒÑÞØÓÒ ÅØÓ× º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ¾¼

¿º½º½ ÇÖØÐ ÅÒÑÞØÓÒ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ¾¼

¿º½º¾ ÈÒÐØÝ ÅØÓ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ¾½

¿º½º¿ Ò×ØÝ ÅÒÑÞØÓÒ ÅØÓ º º º º º º º º º º º º º º º ¾¾

¿º¾ ÖÑ ÇÔÖØÓÖ ÜÔÒ×ÓÒ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ¾

 ËÐ¹ÓÒ××ØÒØ Ð ÌÓÖÝ × ÅÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
× ÛØ

ÄÒÖ ËÝ×ØÑ¹ËÞ Ë
ÐÒ ¾

º½ ÁÒØÖÓÙ
ØÓÒ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ¾

º¾ ×
 ÅØÓÓÐÓÝ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ¿¼

º¿ Ì ÀÝÖ ÔÔÖÓ
 º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ¿

º ÈÖÓÖÑÒ ËÐ¹ÓÒ××ØÒØ ÅÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
× ËÑÙÐØÓÒ× º º ¿

º ÓÒ
ÐÙ×ÓÒ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ¿







 ÄÕÙ ÅØÒ Ø ÜØÖÑ ÌÑÔÖØÙÖ Ò ÈÖ××ÙÖ ÁÑ¹

ÔÐ
ØÓÒ× ÓÖ ÅÓÐ× Ó ÍÖÒÙ× Ò ÆÔØÙÒ

º½ ÁÒØÖÓÙ
ØÓÒ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º

º¾ Ì ËØØÒ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º

º¿ Ê×ÙÐØ× Ò ×
Ù××ÓÒ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º

º ÓÒ
ÐÙ×ÓÒ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º

 Ò ÐÓÖØÑ ØÓ Ð
ÙÐØ Ø ÁÒÚÖ× ÈÖÒ
ÔÐ p¹Ø ÊÓÓØ Ó

ËÝÑÑØÖ
 ÈÓ×ØÚ ÒØ ÅØÖ
×

º½ ÁÒØÖÓÙ
ØÓÒ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ¼

º¾ ÈÖÚÓÙ× ÏÓÖ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ½

º¿ ÒÖÐÞØÓÒ Ó Ø ÈÖÓÐÑ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º

º ÆÙÑÖ
Ð Ê×ÙÐØ× º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º

ºº½ Ì Ë
ÐÖ × º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º

ºº¾ Ì ÅØÖÜ × º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ½

ºº¿ ÒÖÐ ÅØÖ
× Ò ÔÔÐ
ØÓÒ× º º º º º º º º º º º º

ºº ÆÓÒ¹ÓÑÑÙØØÚ ÅØÖ
× º º º º º º º º º º º º º º º º

º ÓÒ
ÐÙ×ÓÒ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º

 ÓÒ
ÐÙ×ÓÒ Ò ÇÙØÐÓÓ

 Ê×ÙÐ×

ÐÓÖÔÝ



Ä×Ø Ó ÖÚØÓÒ×

����  ÁÒØÓ ÅÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
×

���� ÓÖÒ¹ÇÔÔÒÑÖ ÅÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
×

��� ÓÑÔÖ×× ÊÓÛ ËØÓÖ

��� Ò×ØÝ ÙÒ
ØÓÒÐ ÌÓÖÝ

��� Ò×ØÝ ÅØÖÜ ÅÒÑÞØÓÒ

��� ÖÑ ÇÔÖØÓÖ ÜÔÒ×ÓÒ

��� ÖÒ¹ÒÓÒ
Ð ÈÓØÒØÐ

�� ÀÖØÖ¹Ó


�� ÀÓÒÖ¹ÃÓÒ

�� ÃÓÒ¹ËÑ

���� ÄÒÖ ÓÑÒØÓÒ Ó ØÓÑ
 ÇÖØÐ×

��� ÄÓ
Ð Ö ÆÙØÖÐØÝ

�� ÅÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
×

��� ÈÖ ÓÖÖÐØÓÒ ÙÒ
ØÓÒ

��� ËÐ¹ÓÒ××ØÒØ Ð

���� ËÐ¹ÓÒ××ØÒØ ÌØ¹ÒÒ

�� ÌØ¹ÒÒ





Ú



ÔØÖ ½

ÁÒØÖÓÙ
ØÓÒ

 ÒØÓ ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
× ×  ÑØÓ ÓÖ 
ÓÑÔÙØÖ ×ÑÙÐØÓÒ Ó Ø 
ÓÑ¹

ÔÐÜ ÒØÖÔÐÝ ØÛÒ Ð
ØÖÓÒ×¸ ØÓÑ×¸ Ò ÑÓÐ
ÙÐ× Ø ÒØ ØÑÔÖØÙÖº

ÌÓ 
Ú Ø×¸ Ø ØÑ ÚÓÐÙØÓÒ Ó ØÓÑ× × 
Ð
ÙÐØ Ý ×ÓÐÚÒ ÆÛØÓÒ³×

ÕÙØÓÒ× Ó ÑÓØÓÒº ÁÒ 
ÓÒØÖ×Ø ØÓ ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
× ×ÑÙÐØÓÒ× ÛØ Ñ¹

ÔÖ
Ð ÒØÖ
ØÓÒ ÔÓØÒØÐ×¸ Ø ÓÖ
× Ö ÓØÒ ÓÒ Ø Ý ÛØ Ø

Ó ÔÖÑØÖ¹Ö Ð
ØÖÓÒ
 ×ØÖÙ
ØÙÖ 
Ð
ÙÐØÓÒ×º ÌÛÓ Ý ÚÒØ× Ó Ø×

ÑØÓ Ö ØÖÒ×ÖÐØÝ Ò  

ÙÖ
Ý̧ Û
 Ö ÑÔÓÖØÒØ¸  ÑÒ

ØÓ Ñ ÔÖ
ØÓÒ× ÓÖ ÙÒÒÓÛÒ ×Ý×ØÑ× ÙÒÖ 
ÓÒØÓÒ× ÛÖ ÜÔÖÑÒØÐ

ÒÓÖÑØÓÒ × ÒÓØ ÝØ ÚÐÐº

Ì ÑÒ 
ÐÐÒ¸ ÛÒ ÔÖÓÖÑÒ  ÒØÓ ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
× 
Ð
ÙÐ¹

ØÓÒ×¸ × ØØ  Ù ÀÑÐØÓÒ ÑØÖÜ × ØÓ  ÓÒÐÞ Ò ÚÖÝ ØÑ

×ØÔ Ò ÓÖÖ ØÓ ÜØÖ
Ø Ø ÒÖÝ ÒÚÐÙ×º Ì 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ ÓÖØ ×

ÒÖÐÐÝ Ó ÓÖÖ O(N3)¸ ÛÖ N ÒÓØ× Ø ÒÙÑÖ Ó ØÓÑ×º ÚÐÓÔÒ

ÒÛ ÑØÓ× ØØ ×
Ð ÐÒÖÐÝ ÛØ Ö×Ô
Ø ØÓ Ø ×Þ Ó Ø ×Ý×ØÑ × ØÖ¹

ÓÖ  ×ÖÐ Ñº Ì 
ÒØÖÐ ÕÙ×ØÓÒ Ò Ø× ÛÓÖ × ØÓ 
Ö
ÙÑÚÒØ Ø×


ÓÑÔÙØØÓÒÐÐÝ ÜÔÒ×Ú ÓÔÖØÓÒ Ó ÓÒÐÞÒ¸ Ò ØÓ ÑÓÒ×ØÖØ Ø×


ÔÐØÝ Ò ×Ð
Ø ÔÔÐ
ØÓÒ×º

ÌÓ 
Ú Ø×¸ Û Ù× Ò ÐØÖÒØÚ Ð¹ØÓÖØ
 ÑØÓ ×ÙØÐ ÓÖ ÐÒ¹

Ö ×
ÐÒ ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
× ×ÑÙÐØÓÒ× Ù×Ò ÓÖ
× ÖÓÑ ×Ð¹
ÓÒ××ØÒØ

Ð
ØÖÓÒ
 ×ØÖÙ
ØÙÖ 
Ð
ÙÐØÓÒ×º ÁØ × × ÓÒ Ò Ü
Ø 
ÓÑÔÓ×ØÓÒ Ó

Ø ÖÒ¹
ÒÓÒ
Ð ÔÓØÒØÐ ÓÖ ÒÔÒÒØ ÖÑÓÒ× Ò Ó× ÒÓØ ÖÐÝ ÓÒ

ØÖ Ø ÐØÝ ØÓ ÐÓ
ÐÞ Ø ÓÖØÐ× ÓÖ ÛØÖ Ø ÀÑÐØÓÒ ÓÔÖØÓÖ

× ÛÐÐ¹
ÓÒØÓÒº Ï 
ÓÑÔÙØ Ø ÒØ¹ØÑÔÖØÙÖ Ò×ØÝ ÑØÖÜ¸ ÓÖ

½



¾

ÖÑ ÑØÖÜ¸ Ý  ÝÖ ÔÔÖÓ
º ÌÒ Ò×ÔÖØÓÒ ÖÓÑ Ø ÖÑ ÓÔ¹

ÖØÓÖ ÜÔÒ×ÓÒ ÑØÓ¸ Ø ÖÑ ÓÔÖØÓÖ × 
ÓÑÔÓ× ÒØÓ  ×ÙÑ Ó

ÑØÖ
×¸ Û
 Ú ØÓ  ÒÚÖØº Ì ÒÚÖ×ÓÒ Ó Ø× ÑØÖ
× × ÓÒ

Ý Ý×Ú ÔÓÐÝÒÓÑÐ ÜÔÒ×ÓÒ ÓÖ Ø ÐÖ ÒÙÑÖ Ó ÛÐÐ¹
ÓÒØÓÒ

ÑØÖ
× Ò ÆÛØÓÒ¹Ë
ÙÐÞ ØÖØÓÒ ÓÖ Ø Û ÖÑÒÒ ÐÐ¹
ÓÒØÓÒ

ÑØÖ
×º ÇÙÖ ÑØÓ ÒÐ× ÐÝ 

ÙÖØ ÐÐ¹Ð
ØÖÓÒ ÐÒÖ ×
ÐÒ 
Ð
Ù¹

ÐØÓÒ×¸ Ò
ÐÙÒ ÓÖ ÑØÐÐ
 ×Ý×ØÑ×º Ì ÔÖÓÐÑ Ó ÒÖÒØ ÒÖÝ ÖØ

Ó ÓÖÒ¹ÇÔÔÒÑÖ ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
× ×ÑÙÐØÓÒ×¸ Ö×Ò ÖÓÑ Ò Ò
ÓÑ¹

ÔÐØ 
ÓÒÚÖÒ
 Ó Ø ×Ð¹
ÓÒ××ØÒØ Ð 
Ý
Ð¸ × ×ÓÐÚ Ý Ù×Ò  ÔÖÓÔÖÐÝ

ÑÓ ÄÒÚÒ ÕÙØÓÒº ÁÒ Ø× ÛÝ̧ Û ÖÙ
 Ø 
ÓÑÔÐÜØÝ Ó Ø 
Ð¹


ÙÐØÓÒ× ×Ó ØØ ÐÒÖ ×
ÐÒ ÛØ Ö×Ô
Ø ØÓ Ø ×Ý×ØÑ ×Þ × 
Úº

Ï ÐÐÙ×ØÖØ Ø ÔÖ
ØÚ ÔÓÛÖ Ó Ø× ÔÔÖÓ
 Ù×Ò Ø ÜÑÔÐ Ó ÐÕ¹

Ù ÑØÒ Ø ÔÐÒØÖÝ 
ÓÒØÓÒ×º ÅØÒ Ó

ÙÖ× Ò Ø ÑÐ 
 ÐÝÖ

Ó Ø ÒØ × ÔÐÒØ× ÍÖÒÙ× Ò ÆÔØÙÒº ÁÒ Ø× ÐÝÖ¸ Ø  ÔØ Ó ÓÒ¹

ØÖ Ó Ø ÔÐÒØÖÝ ÖÙ×¸ ÔÖ××ÙÖ Ò ØÑÔÖØÙÖ ÖÒ ÖÓÑ ¾¼ È

Ò ¾¼¼¼ Ã ØÓ ¼¼ È Ò ¼¼¼ Ã¸ Û
 Û ×ÑÙÐØ Ý ÑÒ× Ó ÐÖ¹×
Ð

Ð
ØÖÓÒ
 ×ØÖÙ
ØÙÖ × ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
× Ù×Ò ÓÙÖ ÑØÓº Ï Ö××

Ø 
ÓÒØÖÓÚÖ×Ý Ó ÛØÖ ÓÖ ÒÓØ Ø ÒØÖÓÖ Ó ÍÖÒÙ× Ò ÆÔØÙÒ 
ÓÒ××Ø×

Ó ÑÓÒº Ï Ò ÒÓ ÚÒ
 ÓÖ Ø ÓÖÑØÓÒ Ó ÑÓÒ¸ ÙØ ÖØÖ 
Ö¹

ÓÒ 
Ò× Ò ×Ô2¹ÓÒ ÔÓÐÝÑÖ
 
ÖÓÒº ÙÖØÖÑÓÖ¸ Û ÔÖ
Ø ØØ

Ø  ØÑÔÖØÙÖ ÝÖÓÒ ÑÝ Ü×Ø Ò Ø× ÑÓÒÓ¹ØÓÑ
 Ò ÑØÐÐ
 ×ØØº

 ØÑ 
ÓÒ×ÙÑÒ ×ØÔ Ò ÓÙÖ ÐÒÖ ×
ÐÒ ×
Ñ × Ø ÔÖØ¸ ÛÖ ÐÐ¹


ÓÒØÓÒ ÑØÖ
× Ú ØÓ  ÒÚÖØº Ï ÔÖ×ÒØ Ö  ÒÛ ØÖØÓÒ

×
Ñ ØÓ 
Ð
ÙÐØ Ø ÒÚÖ× p¹Ø ÖÓÓØ Ó ×ÝÑÑØÖ
 ÔÓ×ØÚ ÒØ ÑØÖ¹


×º Ï ×ÓÛ ØØ Ø ÓÖÖ Ó 
ÓÒÚÖÒ
 × ÐÛÝ× ÕÙÖØ
 Ò ØØ Ò

Ø 
× p = 1 Û Ú Ò ÖØÖÖÝ ÓÖÖ Ó 
ÓÒÚÖÒ
¸ 
ÓÒØÒÒØ ÙÔÓÒ

ÔÖÑØÖ qº Ý 
ÓÓ×Ò q ÔØÚÐÝ̧ ØØÖ Ö×ÙÐØ× ØÒ ÛØ ÓÖ ÒÓÛÒ

ÓÖÑÙÐ× Ó Ø× ØÝÔ 
Ò  
Ú × Ð×× ØÖØÓÒ× Ò ÑØÖÜ¹ÑØÖÜ ÑÙÐ¹

ØÔÐ
ØÓÒ× Ö ÖÕÙÖº Ì× ØÖØÓÒ ×
Ñ ÑÖ× ×  ÒÖÐÞØÓÒ

Ó Ø ÆÛØÓÒ¹Ë
ÙÐÞ ØÖØÓÒ¸ ÐØÑÒ³× ÑØÓ¸ Ò ÆÛØÓÒ³× ÑØÓ ÓÖ

ÒÒ ÖÓÓØ× Ó ÙÒ
ØÓÒ×º ÁØ× ÔÖÓÖÑÒ
 × ÚÐÙØ Ý  ÅÌÄ 
Ó

Ù×Ò ÖÒÓÑ ÑØÖ
× ÛØ ÖÒØ ×Ô
ØÖÐ Öº



¿

Ì ÔÖ×ÒØ ÛÓÖ × ÓÖÒÞ × ÓÐÐÓÛ×º ÁÒ ÔØÖ ¾¸ Û ÒØÖÓÙ
 Ø

ÔÖÒ
ÔÐ× Ó Ð
ØÖÓÒ
 ×ØÖÙ
ØÙÖ 
Ð
ÙÐØÓÒ× Ò ÜÔÐÒ ØÛÓ ÑØÓ× ØØ

Ö ÑÔÓÖØÒØ Ò Ø× ÛÓÖ¸ ºº Ò×ØÝ ÙÒ
ØÓÒÐ ØÓÖÝ Ò ØØ¹ÒÒº

Ò ÒØÖÓÙ
ØÓÒ ØÓ ÐÒÖ ×
ÐÒ ÑØÓ× × ÔÖ×ÒØ Ò ÔØÖ ¿º ÔØÖ

 ÜÔÐÒ× Ø Ð¹ØÓÖØ
 ÔÔÖÓ
 ØÓ ÐÒÖ ×
ÐÒ Ò Ø× ÑÔÐÑÒØØÓÒº

Ì ÔÔÐ
ØÓÒ ØÓ ÐÕÙ ÑØÒ Ø ÔÐÒØÖÝ ÔÖ××ÙÖ Ò ØÑÔÖØÙÖ 
ÓÒ¹

ØÓÒ× × ÛÐÐ × Ø 
ÓÖÖ×ÔÓÒÒ Ö×ÙÐØ× Ò ×
Ù××ÓÒ 
Ò  ÓÙÒ Ò

ÔØÖ º ÔØÖ  × 
Ø ØÓ Ø ØÖÑÒØÓÒ Ó Ø ÒÚÖ× p¹Ø

ÖÓÓØ Ó  ×ÝÑÑØÖ
 ÔÓ×ØÚ ÒØ ÑØÖÜ Ò Ò 
ÒØ ÛÝº Ì Ð×Ø 
Ô¹

ØÖ 
ÓÒØÒ× Ø 
ÓÒ
ÐÙ×ÓÒ Ó ÓÙÖ ÛÓÖ Ò Ú× Ò ÓÙØÐÓÓ ØÓ ÔÓ××Ð ÙØÙÖ

ÔÖÓ
Ø×º

ÈÙÐ
ØÓÒ×

Ì ÓÐÐÓÛÒ Ö×ÙÐØ× Ó Ø× ÛÓÖ Ú Ò ÔÙÐ× Ò ÔÖ ÖÚÛ ÓÙÖ¹

ÒÐ×º

ÔØÖ  º Ê
ØÖ× Ò Ìº º ÃÒº ËÐ¹
ÓÒ××ØÒØ Ð ØÓÖÝ

× ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
× ÛØ ÐÒÖ ×Ý×ØÑ¹×Þ ×
ÐÒ¸ Âº Ñº ÈÝ×º¸

½¼´½¿µ½¿½¼¸ ¾¼½º

ÔØÖ  º Ê
ØÖ× Ò Ìº º ÃÒº ÄÕÙ ÑØÒ Ø ÜØÖÑ

ØÑÔÖØÙÖ Ò ÔÖ××ÙÖ ÁÑÔÐ
ØÓÒ× ÓÖ ÑÓÐ× Ó ÍÖÒÙ× Ò ÆÔØÙÒ¸

ÂÌÈ ÄØØº¸ ´µ½¹½¸ ¾¼½¿º

Ì ÓÐÐÓÛÒ Ö×ÙÐØ × ÜÔ
Ø ØÓ  ÔÙÐ× ×ÓÓÒº

ÔØÖ  º Ê
ØÖ× Ò Ìº º ÃÒº Ò ÐÓÖØÑ ØÓ 
Ð
ÙÐØ Ø

ÒÚÖ× ÔÖÒ
ÔÐ p¹Ø ÖÓÓØ Ó ×ÝÑÑØÖ
 ÔÓ×ØÚ ÒØ ÑØÖ
×







ÔØÖ ¾

Ò×ØÝ ÙÒ
ØÓÒÐ ÌÓÖÝ Ò

ÌØ¹ÒÒ

ÁÒ Ø× 
ÔØÖ¸ Û ×
Ö Ø ××ÒØÐ ØÓÖÝ ÓÖ ÕÙÒØÙÑ Ñ
Ò
Ð 
Ð¹


ÙÐØÓÒ× ØØ ÛÐÐ  ÑÔÐÓÝ Ò Ø× ÛÓÖº

Ì ÑÒ Ó
ØÚ Ò ÕÙÒØÙÑ Ñ
Ò
× × ØÓ ×ÓÐÚ Ø Ë
ÖÒÖ ÕÙØÓÒ

ĤΨ = EΨ ´¾º½µ

ÓÖ Ø ×Ý×ØÑ Ó ÒØÖ×Øº ÏÒ ÐÒ ÛØ  
ÓÑÔÐÜ ×Ý×ØÑ¸  ×Ö× Ó

ÔÔÖÓÜÑØÓÒ× 
ÓÑ× ××ÒØÐº Ì× × Ù ØÓ Ø 
Ø ØØ ×ÓÐÚÒ Ø×

ÕÙØÓÒ ´¾º½µ ÓÖ  ÚÒ ÑÒÝ¹Ð
ØÖÓÒ ÛÚÙÒ
ØÓÒ Ψ × ×Ó 
ÓÑÔÐÜ ØØ

Ø × ÒÐÝØ
ÐÐÝ ÑÔÓ××Ð Ò ÚÒ ÒÙÑÖ
ÐÐÝ ÒØÖ
ØÐº ÏØ Ø× Ô¹

ÔÖÓÜÑØÓÒ×¸ ÐÓÖØÑ× 
Ò  ×Ò Ò ÓÖÖ ØÓ ÔÖÓÖÑ ÒÙÑÖ
Ð 
Ð
Ù¹

ÐØÓÒ×º ÓÖ Ð
ØÖÓÒ
 ×ØÖÙ
ØÙÖ 
Ð
ÙÐØÓÒ×¸ Ò×ØÝ ÙÒ
ØÓÒÐ ØÓÖÝ ´Ìµ

×  ÑØÓ ØØ ÔÖÓÚ×  ÓÓ ÐÒ
 ØÛÒ 
Ò
Ý Ò 

ÙÖ
Ý̧

ÑÒ Ø ÔÓ××Ð ØÓ ÒÐ ÑÓÖ ØÒ Ù×Ø  ÒÙÐ Ó Ð
ØÖÓÒ×¸ ÛÐ ×ØÐÐ

ÔÖÓÚÒ Ö×ÓÒÐ 

ÙÖ
Ýº

Á  ×Ý×ØÑ × ØÓÓ ÐÖ ÓÖ Ì 
Ð
ÙÐØÓÒ×¸ ÓÒ 
Ò Ù× Ø ×Ó¹
ÐÐ ØØ¹

ÒÒ ´Ìµ ÑØÓ¸ Û
 ×  Ð×× 
Ó×ØÐÝ ÑØÓ ØØ ÒÐ× Ø ÑÓÐÐÒ

Ó ÐÖÖ ×Ý×ØÑ×º ÁØ 
Ò  ÖÚ ÖÓÑ Ì ØÖÓÙ Ø Ø ÀÖÖ×¹ÓÙÐ×

ÙÒ
ØÓÒÐ ¿¸ ℄¸ Û
 ÐÐÓÛ× ØÓ Ø Ò ×ØÑØ ÓÖ Ø ÒÖÝ Ó  ÑÓÐ
ÙÐ

ÖÓÑ Ø Ð
ØÖÓÒ
 ×ØÖÙ
ØÙÖ Ó Ø× ØÓÑ× ÛØ 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ 
Ó×Ø Ð×× ØÒ

Ìº ÁÒ Ø Ì ÑØÓ¸ Ø Ò×ØØ× Ó Ø ÀÑÐØÓÒÒ Ö ÛÖØØÒ Ò Ò







ØÓÑ
¹Ð ×× Ò Ø ØÖÙ ÀÑÐØÓÒÒ × ÖÔÐ
 Ý  ÔÖÑØÖÞ Ò

×ÑÔÐ ÓÒ ℄º Ì× ØÛÓ Ø
ÒÕÙ×¸ Ì Ò Ì¸ Ö ×
Ö Ò Ø

ÓÐÐÓÛÒ ×Ù×
ØÓÒ×º

¾º½ Ì ÓÖÒ¹ÇÔÔÒÑÖ ÔÔÖÓÜÑØÓÒ

Ì ÀÑÐØÓÒÒ Ĥ Ó  ×Ý×ØÑ ÓÖ ÖÔÖ×ÒØÒ Ø ÒØÖ
ØÓÒ Ó ÒÙ
Ð Ò

Ð
ØÖÓÒ× 
Ò  ÛÖØØÒ Ò Ø ÓÐÐÓÛÒ ÛÝ

Ĥ = T̂N + T̂e + V̂NN + V̂ee + V̂Ne, ´¾º¾µ

ÛÖ T̂N Ò T̂e Ö Ø ÒØ
 ÒÖ× Ó Ø ÒÙ
Ð ´Nµ Ò Ø Ð
ØÖÓÒ×

´eµ Ò V̂NN , V̂Ne Ò V̂Ne Ö Ø ÔÓØÒØÐ ÒÖ× Ó Ø ÖÔÙÐ×ÓÒ Ó Ø

ÒÙ
Ð ´NNµ Ò Ø Ð
ØÖÓÒ× ´eeµ Ò Ø ØØÖ
ØÓÒ ØÛÒ Ø ÒÙ
Ð Ò

Ø Ð
ØÖÓÒ× ´Neµº

Ì ÓÖÒ¹ÇÔÔÒÑÖ ÔÔÖÓÜÑØÓÒ ½℄ × × ÓÒ Ø Ó×ÖÚØÓÒ ØØ

Ø ÒÙ
Ð Ö ÖÓÙÒ ¾¼¼¼ ØÑ× ÚÖ ØÒ Ø Ð
ØÖÓÒ×º ÁÒ  
Ð××
Ð

Ô
ØÙÖ¸ Ø× ÑÒ× ØØ Ø ØÑ ×
Ð× ÓÒ Û
 Ð
ØÖÓÒ× Ò ÒÙ
Ð ÑÓÚ

Ö ×Ò
ÒØÐÝ ÖÒØ Ò Ø ÚÐÓ
Ø× Ó Ø Ð
ØÖÓÒ× Ö ÑÙ
 ÐÖÖ

ØÒ ØÓ× Ó Ø ÒÙ
Ðº Ì ÒÙ
Ð 
Ò  ØÖØ × Ü ÛÐ ×ÓÐÚÒ Ø

Ð
ØÖÓÒ
 ÔÖÓÐÑº Ì× Ð× ØÓ Ø ÔÓ××ÐØÝ ØÓ 
ØÓÖÞ Ø ÛÚÙÒ
ØÓÒ

Ψ(R1, . . . , RI , r1, . . . , rn) ×  ÔÖÓÙ
Ø Ó  ÒÙ
ÐÖ ÛÚÙÒ
ØÓÒ χ(R1, . . . RI)¸

ÔÒÒ ÓÒÐÝ ÓÒ Ø ÔÓ×ØÓÒ× RJ Ó Ø I ÒÙ
Ð Ò Ò Ð
ØÖÓÒ
 ÛÚÙÒ
¹

ØÓÒº Ì Ð
ØÖÓÒ
 ÛÚÙÒ
ØÓÒ Φ(r1, · · · rn;R1, · · ·RI) ×  ÙÒ
ØÓÒ Ó Ø

ÔÓ×ØÓÒ× ri Ó Ø n Ð
ØÖÓÒ× ÛÖ× Ø ÔÓ×ØÓÒ× Ó Ø ÒÙ
Ð Ö ÔÖÑ¹

ØÖ×º ËÓ Û Ø

Ψ({RJ}, {ri}) = χ({RJ})Φ({ri}; {RJ}). ´¾º¿µ

¾º¾ Ò×ØÝ ÙÒ
ØÓÒÐ ÌÓÖÝ

Ì ×  ÕÙÒØÙÑ Ñ
Ò
Ð ÑØÓ ÓÖ 
ÓÖÖÐØ ÑÒÝ¹ÓÝ ×Ý×ØÑ×º Ì

ÔÖÓÔÖØ× Ó  ×Ù
  ×Ý×ØÑ 
Ò  ØÖÑÒ Ý Ù×Ò  ÙÒ
ØÓÒÐ Ó Ø

Ð
ØÖÓÒ Ò×ØÝ ℄º Ì ÑÖ × Ò ÑÔÓÖØÒØ ØÓÓÐ ÓÖ ÕÙÒØØØÚ

×ØÙ× Ó ÑÓÐ
ÙÐ× Ò Ø 
Ð
ÙÐØÓÒ Ó Ð
ØÖÓÒ
 ×ØÖÙ
ØÙÖ Ò 
ÓÒÒ×





ÑØØÖ ÔÝ×
×º ÁÒ Ø ÓÐÐÓÛÒ ×Ù×
ØÓÒ¸ Û ×
Ö Ø ØÛÓ ØÓÖÑ× Ó

ÀÓÒÖ Ò ÃÓÒ ´ÀÃµ ØØ ÙÐ Ø ÓÙÒØÓÒ Ó Ì Ò ÐÐÓÛ Ù×

ØÓ Ò Ø ÖÓÙÒ ×ØØ ÔÖÓÔÖØ× Ó  ÚÒ ×Ý×ØÑ Ý Ù×Ø ÐÒ ÛØ Ø

ÖÓÙÒ ×ØØ Ò×ØÝº ÌÖØÖ¸ Û ÒØÖÓÙ
 Ø ÃÓÒ¹ËÑ ´ÃËµ ÕÙØÓÒ×

ØØ ÔÖÓÚ  ÔÖ
Ø
Ð ÔÔÖÓ
 ØÓ Ìº ÌÝ ÓÔÒ ÙÔ Ø ÔÓ××ÐØÝ ØÓ



ÙÖØÐÝ ØÖÑÒ Ø ÖÓÙÒ¹×ØØ Ò×ØÝ Ó ÔÖØ
Ð× ÒØÖ
ØÒ ÛØ


 ÓØÖ Ý 
Ð
ÙÐØÒ Ø ÖÓÙÒ¹×ØØ Ò×ØÝ Ó Ò ÙÜÐÖÝ ×Ý×ØÑ Ó

ÒÓÒ¹ÒØÖ
ØÒ ÔÖØ
Ð×º

¾º¾º½ Ì ÀÓÒÖ¹ÃÓÒ ÌÓÖÑ×

Ì ÔÖÒ
ÔÐ ØØ Ñ× Ì ×Ó Ù×ÙÐ × ØØ Ø ÔÖÓÔÖØ× Ó  ÑÒÝ¹

Ð
ØÖÓÒ ×Ý×ØÑ 
Ò  ØÖÑÒ Ý ÚÐÙØÒ  ÙÒ
ØÓÒÐ Ó Ø ÖÓÙÒ

×ØØ Ò×ØÝ ρ0(r) ½¼½℄º Ì ÙÒÕÙÒ×× Ó ×Ù
  ÙÒ
ØÓÒÐ Ò ØÖÓÖ

Ø 
ÓÒ
ÔØ Ó Ì × Ù×Ø Ý Ø ØÛÓ ØÓÖÑ× Ó ÀÓÒÖ Ò ÃÓÒ

℄º ÌÝ ÛÖ Ø Ö×Ø ØÓ ×
Ö Ì ×  ÓÖÑÐ Ü
Ø ØÓÖÝ ØØ 
Ò

ÔÔÐ ØÓ ÒÝ ×Ý×ØÑ Ó ÔÖØ
Ð× ÒØÖ
ØÒ Ò Ò ÜØÖÒÐ ÔÓØÒØÐ ½¼½℄º

Ì Ö×Ø ÀÃ ØÓÖÑ ×ØØ× ØØ Ø Ò×ØÝ × ÙÔ ØÓ  ØÖÚÐ 
ÓÒ×ØÒØ ÙÒÕÙÐÝ

ØÖÑÒ ÓÖ ÒÝ ×Ý×ØÑ Ó ÒØÖ
ØÒ ÔÖØ
Ð× Ò Ò ÜØÖÒÐ ÔÓØÒØÐ

vext(r)º Ì× × Ø ×× ÓÖ ÖÙ
Ò Ø N¹Ð
ØÖÓÒ
 ÑÒÝ¹ÓÝ ÔÖÓÐÑ

ÛØ 3N ×ÔØÐ 
ÓÓÖÒØ× ØÓ Ø ØÖ ×ÔØÐ 
ÓÓÖÒØ× ØØ Ø Ð
ØÖÓÒ

Ò×ØÝ ÔÒ× ÓÒº

Ì ×
ÓÒ ÀÃ ØÓÖÑ ÖÑ× ØØ ÓÒ 
Ò Ò  ÙÒÚÖ×Ð ÙÒ
ØÓÒÐ Ó Ø

Ò×ØÝ ρ(r) ÓÖ Ø ÒÖÝ E[ρ(r)] Ò ØØ Ø× ÐÓÐ ÑÒÑÙÑ ÚÐÙ ÑØ
×

ÛØ Ø Ü
Ø ÖÓÙÒ ×ØØº ËÓ ÓÖ Ò ÖØÖÖÝ Ò×ØÝ ρ′(r) ÛØ ρ′(r) > 0

ÓÖ ÐÐ ÔÓ×ØÓÒ Ú
ØÓÖ× r Ò


ρ′(r)d3(r) = N ¸ Û Ú ÐÛÝ× E0 ≤ E[ρ′(r)]

℄º ÏÐ Ø ÙÒÕÙÒ×× Ó ×Ù
  ÙÒ
ØÓÒÐ Ó Ø ÖÓÙÒ ×ØØ Ò×ØÝ ×

Ò ÔÖÓÚÒ¸ Ø Ü
Ø 
ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ × ÓÒÐÝ ×ÓÐÚ ÓÖ ÓÒ¹Ð
ØÖÓÒ ×Ý×ØÑ×º

Ï Ð×Ó Ú Ø ÔÖÓÐÑ Ó ÖÔÖ×ÒØÐØÝ Ò Ìº Á Û Ú N ÔÖØ
Ð×¸

Û ÛÒØ ØÓ ÛÖØ Ø ÔÖØ
Ð Ò×ØÝ × ÓÐÐÓÛ×

ρ(r) = N



. . .



Ψ∗(r, r2, . . . , rN)Ψ(r, r2, . . . , rN)d
3r2d

3r3 . . .d
3rN . ´¾ºµ

Ì ÕÙ×ØÓÒ ÛØÖ ÓÒ 
Ò ÛÖØ Ò ÖØÖÖÝ Ò×ØÝ Ò Ø× ÓÚ ÔÖ¹

×ÒØ ÛÝ̧ ÑÒÒ ØØ Ø× Ò×ØÝ Ö×× ÖÓÑ Ò ÒØ×ÝÑÑØÖ
 N¹ÓÝ

ÛÚÙÒ
ØÓÒ¸ × 
ÐÐ N¹ÖÔÖ×ÒØÐØÝ ÔÖÓÐÑº Ì ÕÙ×ØÓÒ   Ò×ØÝ





ÛÖØØÒ Ò Ø ÓÚ ÑÒÒÖ × 
ÓÖÖ×ÔÓÒ× ØÓ Ø ÖÓÙÒ¹×ØØ Ò×ØÝ Ó

ÐÓ
Ð ÜØÖÒÐ ÔÓØÒØÐ vext(r) × 
ÐÐ v¹ÖÔÖ×ÒØÐØÝ ÔÖÓÐÑº ÏÐ Ø

ÕÙ×ØÓÒ Ó N¹ÖÔÖ×ÒØÐØÝ × Ö
Ú  ÚÓÙÖÐ Ò×ÛÖ¸ ØÖ × ÒÓ

ÒÓÛÒ ×ÓÐÙØÓÒ ØÓ Ø ÔÖÓÐÑ Ó v¹ÖÔÖ×ÒØÐØÝ ¾¼¸ ½¼½℄º Ï 
Ò Ù


ÖÓÑ Ø Ö×Ø ÀÃ ØÓÖÑ ØØ Ø ÔÓØÒØÐ ÓÖ ÒÝ Ò×ØÝ × ÙÒÕÙ ÙØ Û

Ú ÒÓ ÚÒ
 Ó Ø× Ü×ØÒ
º ÀÓÛÚÖ¸ Ø 
ÓÒ×ØÖÒ ×Ö
 ÐÓÖØÑ

Ó ÄÚÝ ℄ Ò Ä ¿℄ ×ÓÛ× ØØ Ø× × ÒÓØ Ò
××ÖÝ Ò Ø ÔÖÓÓ Ó Ø

ÀÃ ØÓÖÑ¾¼℄º

ÁÒ ÔÖÒ
ÔÐ¸ Û 
Ò ×ÙÑÑÖÞ Ø 
ÓÒ
ÔØ Ó Ì × ÓÐÐÓÛ×º Ì ÒÓÛ¹

Ð Ó Ø Ò×ØÝ ÒØÐ× Ø ÒÓÛÐ Ó Ø ÛÚÙÒ
ØÓÒ Ψ(r1, . . . rN)

Ò Ø ÔÓØÒØÐº ÌÙ× Û 
Ò 
Ð
ÙÐØ ÐÐ ÓØÖ Ó×ÖÚÐ× ¾¼℄º ÖÓÑ Ø×¸

Ø ÓÐÐÓÛ× ØØ Û 
Ò ÛÖØ Ø ØÓØÐ ÒÖÝ ×

E[ρ(r)] =



ρ(r)vext(r)dr + F [ρ(r)], ´¾ºµ

ÛÖ

F [ρ(r)] = T [ρ(r)] + Vee[ρ(r)] ´¾ºµ

×  ÙÒÚÖ×Ð ÙÒ
ØÓÒÐ Û
 Ó× ÒÓØ ÜÔÐ
ØÐÝ ÔÒ ÓÒ Ø ÜØÖÒÐ

ÔÓØÒØÐº Ì ØÛÓ ÀÃ ØÓÖÑ× ÝÐ  ÖÑÛÓÖ ÓÖ ÓØÒÒ Ø ÖÓÙÒ

×ØØ ÔÖÓÔÖØ×º ÀÖÝ̧ Ò ÔÔÖÓÜÑØÓÒ ÓÖ F [ρ(r)] × ØÓ  ÓÙÒº

¾º¾º¾ Ì ÃÓÒ¹ËÑ ÕÙØÓÒ×

ÁÒ Ø× ×Ù×
ØÓÒ¸ Û ÜÔÐÒ Ø ÑØÓ Ó ÃÓÒ Ò ËÑ ℄¸ ÔÖ×ÒØ Ò

½º ÌÖ  Û× ØÓ 
ÓÒ×ØÖÙ
Ø  
ØØÓÙ× ÒÓÒ¹ÒØÖ
ØÒ ×Ý×ØÑ ØØ ×

Ü
ØÐÝ Ø ×Ñ Ð
ØÖÓÒ Ò×ØÝ ρ(r) × Ø ×Ý×ØÑ Ó ÒØÖ
ØÒ Ð
ØÖÓÒ×º

× Ø ÒØ
 ÒÖÝ Ó  ÒÓÒ¹ÒØÖ
ØÒ ×Ý×ØÑ Ts[ρ(r)] × ÒÓÛÒ

Ts[ρ(r)] = −1

2

Ne


i=1



ψ∗
i (r)∇2ψi(r)dr = Ts[{ψi[ρ(r)]}], ´¾ºµ

ÛÖ ψi Ö Ø 
ØØÓÙ× ×ÒÐ¹ÔÖØ
Ð ÛÚÙÒ
ØÓÒ× ÓÖ ÃË ÓÖØÐ×¸ ÑÓÖ



ÙÖØ Ì 
Ð
ÙÐØÓÒ× 
Ò  ÔÖÓÖÑº Ì 
ÐÐÒ ÖÝ × ØÓ Ò

Ø× 
ØØÓÙ× ×Ý×ØÑº ÌÒ¸ Ø ÛÚÙÒ
ØÓÒ Ó Ø ÒÓÒ¹ÒØÖ
ØÒ Ð
ØÖÓÒ×


Ò  
ÓÑÔÙØ Ò Ø ÖÓÙÒ¹×ØØ Ò×ØÝ ρ0(r) 
Ò  ÙÐØ ÖÓÑ Ø

Ö×ÙÐØÒ ÑÓÐ
ÙÐÖ ÓÖØÐ×º ÏØ ØØ¸ Ø ÖÓÙÒ¹×ØØ ÒÖÝ E[ρ0(r)] 
Ò





 
ÓÑÔÙØ ¿℄º

Ì ÖØ  Ó ÃÓÒ Ò ËÑ Û× ØÓ ÛÖØ Ø ÒÖÝ ÙÒ
ØÓÒÐ Ó

Ø Ð
ØÖÓÒ
 ÔÖÓÐÑ

E[ρ(r)] = T [ρ(r)] + VNe[ρ(r)] + Vee[ρ(r)] ´¾ºµ

×

EKS[ρ(r)] = EKS[{ψi[ρ(r)]}]

= Ts[{ψi[ρ(r)]}] + UH [ρ(r)] + VNe[ρ(r)] + Exc[ρ(r)],
´¾ºµ

ÛÖ

UH [ρ(r)] =
1

2



ρ(r)ρ′(r)

|r − r′| dr′dr ´¾º½¼µ

× Ø ÀÖØÖ ÒÖÝ̧ Ò

Exc[ρ(r)] = T [ρ(r)]− Ts[{ψi[ρ(r)]}] + Vee[ρ(r)]− UH [ρ(r)] ´¾º½½µ

× Ø Ü
Ò¹
ÓÖÖÐØÓÒ ÒÖÝ ÙÒ
ØÓÒÐº ÁØ × ÑÔÓÖØÒØ ØÓ ÒÓØ
 ØØ

Ø× Ö×ÙÐØ× Ò  ÓÖÑÐÐÝ Ü
Ø ØÓÖÝ̧ ÔÖÓÚ ØØ Exc[ρ(r)] × ÒÓÛÒº

ÆÓÛ¸ Ø Ñ × ØÓ ÑÒÑÞ ÕÙØÓÒ ´¾ºµº × Ø× × ÒÓØ ×ØÖØÓÖÛÖ¸ Û

Ñ Ø ×ØØÓÒÖÝ ÛØ Ø ÐÔ Ó Ò ÙÐÖ¹ÄÖÒ ÕÙØÓÒ ¿℄

0 =
δEKS[ρ(r)]

δρ(r)
=

δEKS[{ψi[ρ(r)]}]
δρ(r)

´¾º½¾µ

=
δTs[{ψi[ρ(r)]}]

δρ(r)
+

δUH [ρ(r)]

δρ(r)
+

δVNe[ρ(r)]

δρ(r)
+

δExc[ρ(r)]

δρ(r)
´¾º½¿µ

=
δTs[{ψi[ρ(r)]}]

δρ(r)
+ vH(r) + vext(r) + vxc(r), ´¾º½µ

ÛÖ δ•
δρ(r)

ÒÓØ× Ø ÙÒ
ØÓÒÐ ÖÚØÚ ÛØ Ö×Ô
Ø ØÓ Ø Ð
ØÖÓÒ Ò¹

×ØÝ ρ(r)º ÙÖØÖÑÓÖ¸

vH(r) =
1

2



ρ(r′)

|r − r′|dr
′ ´¾º½µ

× Ø ÀÖØÖ ÔÓØÒØÐ¸ vext(r) × Ø ÜØÖÒÐ ÔÓØÒØÐ Ò vxc(r) × Ø

Ü
Ò¹
ÓÖÖÐØÓÒ ÔÓØÒØÐº Á Û 
ÓÒ×Ö  ÒÓÒ¹ÒØÖ
ØÒ ×Ý×ØÑ¸ Ø



½¼

ÙÐÖ¹ÄÖÒ ÕÙØÓÒ × ×ÑÔÐ × Ø ÖÚØÚ× ÛØ Ö×Ô
Ø ØÓ ρ(r) Ó

Ø ÀÖØÖ ÒÖÝ Ò Ø Ð
ØÖÓÒ¹ÓÒ ÒØÖ
ØÓÒ ÒÖÝ ÚÒ×º Ï Ø

0 =
δTs[{ψi[ρ(r)]}]

δρ(r)
+ vs(r), ´¾º½µ

ÛÖ vs(r) × Ø 
ØÚ ÔÓØÒØÐ Ó Ø ÒÓÒ¹ÒØÖ
ØÒ ×Ý×ØÑº Ý ×ÓÐÚÒ

Ø ÐØØÖ ÕÙØÓÒ¸ Û ×ÓÐÚ Ø ÒÓÒ¹ÒØÖ
ØÒ ÓÒ ÔÖØ
Ð ×Ý×ØÑ ØÓ Ø

Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø ÒØÖ
ØÒ ÑÒÝ¹ÓÝ ×Ý×ØÑº Ï Ø  
ØØÓÙ× ×ÒÐ¹

ÔÖØ
Ð ×ÝØÑ¸ 
ÐÐ Ø ÃË ×Ý×ØÑ¸ ÛØ Ò 
ØÚ ÔÓØÒØÐ

vKS(r) = vH(r) + vext(r) + vxc(r), ´¾º½µ


ÐÐ ÃË ÔÓØÒØÐº Ì ÃË ÔÓØÒØÐ × 
Ó×Ò ×Ù
 ØØ Ø× Ò×ØÝ × Ø

×Ñ × Ø Ò×ØÝ Ó Ø ÒØÖ
ØÒ ×Ý×ØÑº Ì ÕÙØÓÒ× ØØ Ö×ÙÐØ ÖÓÑ

Ø× ÔÔÖÓ
 Ö ÒÓÛÒ × Ø ÃË ÕÙØÓÒ×



−1

2
∇2 + vKS(r)



ψi(r) = εiψi(r) ´¾º½µ

ρs(r) =
Nocc


i=1

fiψi(r)ψ
∗
i (r) = ρ(r), ´¾º½µ

ÛÖ Nocc × Ø ÒÙÑÖ Ó Ó

ÙÔ ÓÖØÐ×¸ Ò {fi}Nocc

i=1 Ö Ø 
ÓÖÖ×ÔÓÒ¹

Ò Ó

ÙÔØÓÒ ÒÙÑÖ× ÙÐÐÐÒ
Nocc


i=1

fi = Ne, ´¾º¾¼µ

Ò εi Ö Ø ÃË ÒÚÐÙ×º ÌÒ¸ Ø ØÓØÐ ÒÖÝ 
Ò  
Ð
ÙÐØ ÖÓÑ

Ø ÒÖÝ ÙÒ
ØÓÒÐ

EKS[ρ(r)] =

Nocc


i=1

fiεi −
1

2



ρ(r)ρ′(r)

|r − r′| dr′dr −


vxc(r)ρ(r)dr + Exc[ρ(r)].

´¾º¾½µ

Ì Ö
Ø 
Ð
ÙÐØÓÒ Ó Ø ÒÖÝ Ý Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø Ë
ÖÒÖ ÕÙØÓÒ

ÓÖ Ø ÒÓÒ¹ÒØÖ
ØÒ ÃË ÓÖØÐ× ψi ×
Ð× 
Ù
ÐÐÝ ÛØ Ø ×Þ Ó Ø ×Ý×¹

ØÑº ÀÓÛÚÖ¸ Ø ÃË ÕÙØÓÒ× ÔÖÓÚ  ÑØÓ ÓÖ ÒÒ Ø ÖÓÙÒ ×ØØ

ÒÖÝ Ó Ò ÒØÖ
ØÒ ×Ý×ØÑº ÁØ × Ò Ü
Ø ÑØÓ¸ ××ÙÑ ØØ Exc[ρ(r)]

× ÒÓÛÒ¸ Û
 × Ò ÒÖÐ ÒÓØ Ø 
×º ÀÓÛÚÖ¸ ÚÖÝ Ù×ÙÐ ÔÔÖÓÜ¹

ÑØÓÒ× Ó Ü×Ø ½¾℄º ÁÒ Ð
ØÖÓÒ
 ×ØÖÙ
ØÙÖ 
Ð
ÙÐØÓÒ×¸ Ø ÐÓ
Ð Ò×ØÝ

ÔÔÖÓÜÑØÓÒ ÓÖ Ø ÒÖÐÞ¹ÖÒØ ÔÔÖÓÜÑØÓÒ Ö ÓØÒ Ù× ØÓ Ø

Ò ÔÔÖÓÜÑØ Ü
Ò¹
ÓÖÖÐØÓÒ ÙÒ
ØÓÒÐº



½½

¾º¿ ÌØ¹ÒÒ

ÁÒ Ø× ×
ØÓÒ¸ Û ×
Ö Ø Ì ÓÒ ÑÓÐ¸ Û
 × Ø ×× ÓÖ Ø

ÀÑÐØÓÒÒ ×Ø¹ÙÔ Ò ÓÙÖ 
Ð
ÙÐØÓÒ×º Ì ×¸ Ò 
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÛØ  ÒØÓ

ÑØÓ×¸ 
ÓÑÔÙØØÓÒÐÐÝ Ð×× ÜÔÒ×Ú¸ ÙØ 
ÓÑ× ÐÓÒ ÛØ  
Ö×

Ò ØÖÒ×ÖÐØÝº ÁÒ 
ÓÒØÖ×Ø ØÓ ÔÙÖ ÑÔÖ
Ð ÑØÓ×¸ Ì ÔÖ×ÖÚ× Ø

ÕÙÒØÙÑ Ñ
Ò
Ð ×ØÖÙ
ØÙÖ Ó ÓÒÒ¸ ÙØ × 
ÓÑÔÙØØÓÒÐÐÝ Ð×× 
ÒØ

℄º Ì 
Ò  ÖÚ ÖÓÑ Ì ØÖÓÙ Ø ÀÖÖ×¹ÓÙÐ× ÙÒ
ØÓÒÐ

¿¸ ℄¸ Û
 ÝÐ× Ò ÔÔÖÓÜÑØÓÒ ÓÖ Ø ÒÖÝ ÛØÓÙØ ×ÓÐÚÒ Ø

ÃË ÕÙØÓÒ×º ÀÖÝ̧ Ø Ð
ØÖÓÒ
 Ò×ØÝ × ÛÖØØÒ ×  ×ÙÔÖÔÓ×ØÓÒ

Ó ØÓÑ
 
Ö Ò×Ø× Ò Ø ÒÖÝ × ÓÒÐÝ 
Ð
ÙÐØ Ò ØÖÑ× Ó Ø×

Ò×ØÝº

Ì 
Ù
 ×
ÐÒ Ó Ø ÓÒÐÞØÓÒ Ó Ø ÀÑÐØÓÒÒ × Ø ÓØØÐÒ


Ò Ð
ØÖÓÒ
 ×ØÖÙ
ØÙÖ 
Ð
ÙÐØÓÒ×¸ Ò Ø × ØÖÓÖ ×ÖÐ ØÓ ÖÙ
 Ø


ÓÑÔÙØØÓÒÐ ÓÖØº Ì ×  ×ÑÔÐ ÔÔÖÓ
 ØÓ Ø Ð
ØÖÓÒ
 ÔÖÓÐÑ

Ò  
ÒØÖÐ ÚÒØ × Ø 
Ø ØØ Ø ÓÒÐÞØÓÒ 
Ò  
ØÙØ

ÖÐØÚÐÝ ×Ý̧ ×Ó ØØ ÐÒÖ ×
ÐÒ 
Ò  
Úº Ì Ö×Ø ØØÑÔØ ØÓ

ÖÙ
 Ø 
ÓÑÔÐÜØÝ × ØÓ ÒÐ
Ø Ø 
ÓÖ Ð
ØÖÓÒ× Û
 ÔÐÝ ÓÒÐÝ  ÑÒÓÖ

ÖÓÐ Ò 
Ñ
Ð ÓÒÒ Ò ÖÔÐ
 ØÑ¸ ØÓØÖ ÛØ Ø ÒÙ
ÐÙ×¸ ÛØ

Ô×ÙÓÔÓØÒØÐ ÓÖ Ý Ò 
ØÚ 
Ö ×ØÖÙØÓÒº ØÓÒÐÐÝ̧ ÓÒ 
Ò

Ù×  ÑÒÑÐ ×× ×Øº Ì× Ð× ØÓ  ÖÙ
ØÓÒ Ó Ø ×Þ Ó Ø ÀÑÐØÓÒÒ¸

Û
 
ÓÒ×ÖÐÝ ÐÓÛÖ× Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ 
Ó×Ø Ó Ø ÓÒÐÞØÓÒ ¾℄º

ÁÒ Ø ×
ÓÒ ×ØÔ¸ Ø 
ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ Ó Ø ÀÑÐØÓÒÒ 
Ò  ×ÑÔÐº

ÀÖÝ̧ Ø Ü
Ø ÑÒÝ¹ÓÝ ÀÑÐØÓÒÒ × ÖÔÐ
 Ý  ÀÑÐØÓÒÒ ØØ

ÔÒ× ÓÒÐÝ ÔÖÑØÖ
ÐÐÝ ÓÒ Ø ÒÙ
ÐÖ ÔÓ×ØÓÒ×º ÁÒ Ø× ÔÔÖÓ
¸ ÓÒ

Ð× ÛØ Ò ØÓÑ
¹Ð ×× ×Ø ØØ × Ø ×Ñ ×ÝÑÑØÖÝ ÔÖÓÔÖØ× ×

Ø ØÓÑ
 ÓÖØÐ×º

¾º¿º½ Ì ÌØ¹ÒÒ ÀÑÐØÓÒÒ

× Ø× ÒÑ ÐÖÝ Ò
Ø×¸ Ø Ð
ØÖÓÒ× Ò Ø Ì ÑÓÐ Ö ×ÙÔÔÓ× ØÓ

 ØØÐÝ ÓÙÒ ØÓ Ø ØÓÑ ØÓ Û
 ØÝ ÐÓÒº Ì ÒØÖ
ØÓÒ Ó Ø Ð
¹

ØÖÓÒ× ÛØ ÒÓÙÖÒ ØÓÑ× × ÐÑØº Ì× ÒØÐ× ØØ Ø ÛÚÙÒ
ØÓÒ

Ó Ø Ð
ØÖÓÒ Ö×ÑÐ× Ø ØÓÑ
 ÓÖØÐ Ó Ø ØÓÑº



½¾

Ï ÒÓÛ ÛÒØ ØÓ Ò Ø Ð
ØÖÓÒ
 Ò¹×ØÖÙ
ØÖÙÖ Ó Ø ×Ý×ØÑ Ý ×ÓÐÚÒ

Ø Ë
ÖÒÖ ÕÙØÓÒ

ĤΨk(r) = E(k)Ψk(r), ´¾º¾¾µ

ÛÖ Ĥ × Ø ÀÑÐØÓÒÒ¸ Ψk(r) × Ø ÛÚÙÒ
ØÓÒ Ò k Ø ÛÚ Ú
ØÓÖ

½¿℄º ÌÓ ×ÓÐÚ Ø×¸ ÓÒ 
Ò ÛÖØ Ψk(r) 

ÓÖÒ ØÓ ÐÓ
³× ØÓÖÑ ½¿℄ ×

Ψk(r) =
1√
N



R

eik·RΦ(r − R), ´¾º¾¿µ

ÛÖ N × Ø ÒÙÑÖ Ó ÙÒØ 
ÐÐ× Ò R ×  ÐØØ
 Ú
ØÓÖº Ì× ÛÚÙÒ
ØÓÒ

× Ø ÔÖÓ
ØÝ Ó Ø ÐØØ
¸ Ò ØÖÓÖ Ø ÙÐÐ× ÓÖ Ò ÖØÖÖÝ R

Ψk(r) = Ψk(r +R). ´¾º¾µ

ÁÒ ÕÙØÓÒ ´¾º¾¿µ¸ Φ(r) × Ø ÛÚÙÒ
ØÓÒ ÓÒ  ÙÒØ 
ÐÐ Ó Ø ×Ý×ØÑ¸ Û



Ò  
ÓÒ×ØÖÙ
Ø ×  ×ÙÑ Ó  ×Ø Ó ×Ð
Ø ÓÖØÐ× Ó Ø ØÓÑ× Ò Ø

ÙÒØ 
ÐÐ

Φ(r) =

n


i=1

m


α=1

cαi φ
α
i (r). ´¾º¾µ

ÌÖÝ̧ φα
i (r) ÖÖ× ØÓ Ø α¹Ø ÓÖØÐ Ó ØÓÑ i Ò Ø ÙÒØ 
ÐÐ¸ Ò cαi Ö

Ø 
ÓÖÖ×ÔÓÒÒ 
Ó
ÒØ×º Ì× × ÒÓÛÒ × ÐÒÖ 
ÓÑÒØÓÒ Ó ØÓÑ


ÓÖØÐ× ´ÄÇµº Á ÓÒÐÝ ÓÒ ÓÖØÐ ÔÖ ØÓÑ × Ù×¸ ÕÙØÓÒ ´¾º¾µ ÖÙ
×

ØÓ

Φ(r) =

n


i=1

ciφi(r). ´¾º¾µ

ÆÓÛ¸ Û 
ÓÒ×Ö Ø ÀÑÐØÓÒÒ Ø×Ð

Ĥ = −1

2
∇2 +



R

Uat(r −R), ´¾º¾µ

ÛÖ Uat(·) ×  ÖÓØØÓÒ ×ÝÑÑØÖ
 ØÓÑ
 ÔÓØÒØÐº Á Û ÔÔÐÝ Ø× ÀÑÐ¹

ØÓÒÒ ØÓ Ø ØÓÑ
 ÓÖØÐ φα
i ¸ Û Ø

Ĥφα
i = εαi φ

α
i +





R=0

Uat(r − R)



φα
i , ´¾º¾µ



½¿

ÛÖ εαi × Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø ØÓÑ
 ÀÑÐØÓÒÒ

Ĥatφ
α
i (r) =



−1

2
∇2 + Uat(r)



φα
i = εαi φ

α
i . ´¾º¾µ

Ý ÑÙÐØÔÐÝÒ ÕÙØÓÒ ´¾º¾µ ÓÒ Ø ÐØ Ý φβ
j |¸ Û 
Ò 
Ð
ÙÐØ Ø ÑØÖÜ

ÐÑÒØ× Ó Ø ÀÑÐØÓÒÒ × ½¼¼℄

Ĥβα
ji = φβ

j | Ĥ | φα
i , ´¾º¿¼µ

Ò Ø ÓÚÖÐÔ ÑØÖÜ S ×

Sβα
ji = φβ

j | φα
i . ´¾º¿½µ

Ì ÒÖÝ Ó Ø Ð
ØÖÓÒ ×
Ö Ý Ψk(r) 
Ò  
Ð
ÙÐØ ØÖÓÙ

E(k) = Ψk | Ĥ | Ψk. ´¾º¿¾µ

Ì ÖØÖÓÙ ÓÖ Ø Ì ÑØÓ Û× ÔÖÓÚ Ý ËÐØÖ Ò ÃÓ×ØÖ Ò

½ ½¿℄º ÌÝ ÔÖÓÔÓ×  ÑÓ
ØÓÒ Ó Ø ÄÇ ÑØÓ¸ Ò ×ÓÛ

ØØ Ø ÐÖ ÒÙÑÖ Ó ÒØÖÐ× ØØ Ú ØÓ  ÚÐÙØ ØÓ 
Ð
ÙÐØ Ø

ÀÑÐØÓÒÒ ÑØÖÜ ÐÑÒØ×¸ 
Ò  ÖÔÐ
 Ý  ÔÖÑØÖÞ ÓÖÑ ÔÒ¹

Ò ÓÒÐÝ ÓÒ Ø ÒØÖÒÙ
ÐÖ ×ØÒ
× Ò Ø ×ÝÑÑØÖ× Ó Ø ÓÖØÐ×º

Ý Ù×Ò ÄÛÒ× ÑØÓ ℄¸ Û ÖÔÐ
 Ø ÓÖØÐ× φα
i Ý ÛÚÙÒ
ØÓÒ× χα

i

ØØ Ú Ø ×Ñ ×ÝÑÑØÖÝ ÔÖÓÔÖØ× ÙØ Ö ÑÙØÙÐÐÝ ÓÖØÓÓÒÐ ℄

χα
i =



i′α′

(S−1/2)αα
′

ii′ φα′

i′ . ´¾º¿¿µ

× ×
Ö Ò Ø ÔÖÚÓÙ× ×
ØÓÒ¸ Û 
Ò ×
Ö Ø ×Ý×ØÑ Ý  ×Ø Ó ÒÓÒ¹

ÒØÖ
ØÒ ×ÒÐ¹ÔÖØ
Ð ÛÚÙÒ
ØÓÒ×¸ Û
¸ 

ÓÖÒ ØÓ ÐÓ
³× ØÓÖÑ¸


Ò  ÛÖØØÒ ×  ÐÓ
 ×ÙÑ ½¾℄

(X α
i )k(r) =

1√
N



R

eik·Rχα
i (r −R −Ri), ´¾º¿µ

ÛÖ Ri Ö Ø ÔÓ×ØÓÒ× Ó Ø ØÓÑ× ÛØÒ Ø ÙÒØ 
ÐÐº Ì ×ÙÑ ÖÙÒ×

ÓÚÖ ÐÐ ÔÖÓ
 Ñ× Ó Ø ÓÖØÐº ÌÒ¸ Ø ÀÑÐØÓÒÒ ÐÑÒØ× 
Ò

 ÚÐÙØ ×  ÙÒ
ØÓÒ Ó k ×

Hαβ
ij (k) =



R

eik·R


(χα
i )

∗(r −R− Ri)Ĥχβ
j (r −Rj)dr. ´¾º¿µ



½

ÁÒ Ø Ì ÑÓÐ¸ Ø ÑØÖÜ ÐÑÒØ× ØÛÒ ØÛÓ ØÓÑ
 ÓÖØÐ× ÓÒ Ò¹

ÓÙÖÒ ØÓÑ× ÔÐÝ Ò ÑÔÓÖØÒØ ÖÓÐº Ì ØÛÓ¹
ÒØÖ ÔÔÖÓÜÑØÓÒ ÔÖ¹

×ÒØ Ý ËÐØÖ Ò ÃÓ×ØÖ ÖÔÐ
× Ø ÒØÖÐ× Ò ´¾º¿µ Ý  ÔÖÑØÖ

ØØ ÔÒ× ÓÒÐÝ ÓÒ Ø ×ÔÐ
ÑÒØ | Ri − Rj | ØÛÒ Ø ØÛÓ ØÓÑ×º

¾º¿º¾ Ì ÌØ¹ÒÒ ÓÒ ÅÓÐ

ÁÒ Ø× ×Ù×
ØÓÒ¸ Û ×
Ö Ø Ì ÑÓÐ ÚÐÓÔ Ý ËÙØØÓÒ¸ ÒÒ×¸

ÈØØÓÖ¸ Ò ÇØ ½℄º ÌÖ ÛÓÖ × × ÓÒ Ø  Ó ÀÖÖ× ℄ Ò

ÓÙÐ× Ò ÀÝÓ
 ¿℄¸ ÛÖ ØÝ Ñ Ù× Ó Ì³× ÚÖØÓÒÐ ÔÖÒ
ÔÐ

ØÓ Ø Ò ÜÔÖ××ÓÒ ÓÖ Ø ØÓØÐ ÒÖÝ ØØ × 
ÓÖÖ
Ø ÙÔ ØÓ ×
ÓÒ ÓÖÖ

ÛØ Ö×Ô
Ø ØÓ Ø ÖÖÓÖ Ò Ø 
Ö Ò×ØÝº

ÄØ ρf   ØÖÐ 
Ö Ò×ØÝ ØØ ×  ×Ù
ÒØÐÝ ÓÓ ÔÔÖÓÜÑØÓÒ ØÓ Ø

Ü
Ø 
Ö Ò×ØÝ ρscº ÌÒ¸ Û ÛÖØ Ø 
ØÚ ×ÒÐ¹ÔÖØ
Ð ÔÓØÒØÐ¸

ÓÖ ÃË ÔÓØÒØÐ¸ Ó Ø ÃË ÕÙØÓÒ× ×

ṽKS(r) = v(r) + vfH(r) + vfxc(r), ´¾º¿µ

ÛÖ v(r) × Ø ØÓØÐ ÓÒ
 ÔÓØÒØÐ¸ vfH(r) × Ø ÀÖØÖ ÔÓØÒØÐ Ò vfxc(r)

× Ø Ü
Ò Ò 
ÓÖÖÐØÓÒ ÔÓØÒØÐ¸ ÐÐ ÜÔÖ×× ×  ÙÒ
ØÓÒÐ Ó ρf º

ÏØ ṽKS(r)¸ ÓÒ 
ÓÒ×ØÖÙ
Ø× Ò ÔÔÖÓÜÑØÚ ×ÒÐ¹ÔÖØ
Ð ÀÑÐØÓÒÒ

H̃ = −1

2
∇2 + ṽKS(r) = T + ṽKS(r). ´¾º¿µ

Ï Ò Ø ÓÙØÔÙØ 
Ö Ò×ØÝ ρout × Ø Ò×ØÝ ØØ × ÓÖÑ ÖÓÑ

Ø Ò×ØØ× ×ÓÐÚÒ Ø Ë
ÖÒÖ ÕÙØÓÒ ÓÖ H̃ ÓÒ
º Ý Ø ÛÓÖ Ó

ÀÖÖ× Ò ÓÙÐ×¸ Û Ø Ò ÔÔÖÓÜÑØ ÜÔÖ××ÓÒ ÓÖ Ø ØÓØÐ ÒÖÝ ×

 ÙÒ
ØÓÒÐ Ó ρf Ò ρout

E ≈


n

anε̃n −


ρf(r)



1

2
vfH(r) + vfxc(r)



dr + Exc[ρ
f ]

+ Eii +O(ρsc − ρf)2 +O(ρsc − ρout)2.

´¾º¿µ

ÀÖ ε̃n Ö Ø ÒÚÐÙ× Ó H̃ ¸ an Ø 
ÓÖÖ×ÔÓÒÒ Ó

ÙÔØÓÒ ÒÙÑÖ×¸

Ò Eii × Ø ÒØÖÒÙ
ÐÖ ÒØÖ
ØÓÒº ÖÓÑ Ø ÚÖØÓÒÐ ÔÖÒ
ÔÐ ÓÐÐÓÛ×



½

ØØ Ø ÖÖÓÖ Ò Ø ØÓØÐ ÒÖÝ × ×
ÓÒ ÓÖÖ ÛØ Ö×Ô
Ø ØÓ Ø ÖÖÓÖ Ò

Ø 
Ö Ò×ØÝ ρscº Ì ÓÙØÔÙØ 
Ö Ò×ØÝ 
Ò  
ÓÒ×ØÖÙ
Ø ÖÓÑ Ø

Ò×ØØ× |n Ó Ø ÀÑÐØÓÒÒ H̃

ρout =


n

an|nn|, ´¾º¿µ

Ò Û Ú ÙÖØÖÑÓÖ



n

anε̃n = tr[ρoutH̃ ]. ´¾º¼µ

Ì× Ð× ØÓ  ××¹ÒÔÒÒØ ÓÖÑ Ó ÕÙØÓÒ ´¾º¿µ

E ≈ tr[ρoutH̃]− tr[ρf(vfH/2 + vfxc)] + Exc[ρ
f ] + Eii, ´¾º½µ

Û
 × 
ÓÖÖ
Ø ØÓ Ø ×
ÓÒ ÓÖÖ Ò Ø ÖÒ
 ØÛÒ Ø Ü
Ø 
Ö

Ò×ØÝ Ò Ø ØÖÐ 
Ö Ò×ØÝº 

ÓÖÒ ØÓ ÀÖÖ× ℄¸ Û ÜÔÖ×× Ø

ÔÔÖÓÜÑØ 
Ö Ò×ØÝ ρf ×  ×ÙÔÖÔÓ×ØÓÒ Ó ØÓÑ
 
Ö Ò×Ø× ρi

ρf =


i

ρi. ´¾º¾µ

ÙÖØÖÑÓÖ¸ Û 
Ò ÛÖØ Ø ÙÐÐ ÀÖØÖ ÔÓØÒØÐ ×  ×ÙÔÖÔÓ×ØÓÒ Ó Ø

ÀÖØÖ ÔÓØÒØÐ× (vfH)i Ó Ø ÒÓÒ¹ÒØÖ
ØÒ ØÓÑ
 
Ö Ò×Ø× Ø ×Ø

i

vfH =


i

(vfH)i. ´¾º¿µ

Ï Ö
ÐÐ Ø ÒØÓÒ Ó Ø ÔÔÖÓÜÑØÚ ×ÒÐ ÔÖØ
Ð ÀÑÐØÓÒÒ ´¾º¿µ

H̃ = T + vfH + vfxc + v.

Í×Ò ÕÙØÓÒ× ´¾º¾µ Ò ´¾º¿µ¸ Ò Ò Ò ×ÙØÖ
ØÒ tr[ρfH̃ ] ÖÓÑ

ÕÙØÓÒ ´¾º½µ¸ Ð× ØÓ Ø ÓÐÐÓÛÒ ÜÔÖ××ÓÒ ÓÖ Ø ØÓØÐ ÒÖÝ

E ≈ tr


(ρout − ρf)H̃


+ tr





i

ρi





j =i

(vfH)j/2 + vj



+ Eii + Exc[ρ
f ]

−


i

Exc[ρi] +


i



tr


ρi(T + (vfH)i/2 + vi) + Exc[ρi]


,

´¾ºµ



½

Û
 × Ð×Ó 
ÓÖÖ
Ø ØÓ Ø ×
ÓÒ ÓÖÖº ÀÖ¸ vj × Ø Ô×ÙÓÔÓØÒØÐ Ó

Ø ÓÒ
 
ÓÖ Ø ×Ø jº

ÒÐÐÝ̧ Û Ø Ø ÒÒ ÒÖÝ EB Ý ×ÙØÖ
ØÒ ÖÓÑ ´¾ºµ Ø ØÓØÐ

ÒÖÝ Ó Ø ×ÓÐØ ØÓÑ×

EB ≈ tr


(ρout − ρf)H̃


+ΔEes[ρ
f ] +ΔExc[ρ

f ]. ´¾ºµ


 Ó Ø ØÖÑ× Ò Ø ×ÙÑ ×  
ÐÖ ÔÝ×
Ð ÑÒÒº ÀÖÝ̧ ΔEes[ρ
f ]

× Ø 
Ò Ò Ø Ð
ØÖÓ×ØØ
 ÒÖÝ Ò ΔExc[ρ
f ] × Ø 
Ò Ò Ø

Ü
Ò¹
ÓÖÖÐØÓÒ ÒÖÝº ÓØ Ö ÜÔÖ×× × ÙÒ
ØÓÒÐ× Ó  ×ÙÔÖÔÓ×¹

ØÓÒ Ó Ø ØÓÑ
 
Ö Ò×Ø× ρiº Ì ØÖÑ tr(ρout−ρf)H̃ × Ø ×ÙÑ Ó Ø

Ó

ÙÔ Ò×ØØ× Ò Ø ×Ý×ØÑ ÑÒÙ× Ø ×ÙÑ Ó Ó

ÙÔ Ò×ØØ× Ò

Ø Ö ØÓÑ× Ò 
ÓÑ× ÖÓÑ Ø ÓÖÑØÓÒ Ó ÓÒ× Ò Ø Ö×ÙÐØÒ 
Ö

Ö×ØÖÙØÓÒº Ý ÙÖØÖ ÔÔÖÓÜÑØÓÒ×¸ ÓÒ 
Ò ÛÖØ Ø ØÓØÐ ÒÖÝ ×

Ø ×ÙÑ Ó Ø Ò×ØØ× Ó  Ì ÀÑÐØÓÒÒ Ò  ×ÙÑ Ó ÔÖ ØÖÑ×º Ì×

Ð× ØÓ Ø Ì ÓÒ ÑÓÐ Ò  ÔÝ×
ÐÐÝ 
ÐÖ ÓÖÑ ÓÖ Ø Ì ÒÖÝ

´¾ºµ¸ Û
 × 
ÓÖÖ
Ø ØÓ Ø ×
ÓÒ ÓÖÖ ¸ ½℄º

¾º¿º¿  ËÐ¹ÓÒ××ØÒØ ÌØ¹ÒÒ ÅÓÐ ÓÖ ÀÝÖÓ¹


ÖÓÒ×

ÁÒ ØÖ ÛÓÖ ℄¸ ÀÓÖ×Ð¸ ÓÛÒ¸ ÈØØÓÖ¸ Ò ËÙØØÓÒ ÔÖ×ÒØ  Ì

×
Ñ ÓÖ ÝÖÓ
ÖÓÒ×¸ Û
 ØÙÖÒ ÓÙØ ØÓ Ö ÚÖÝ ÛÐÐ ÛØ ÜÔÖ¹

ÑÒØ× × ÛÐÐ × ÖÐØ 
Ð
ÙÐØÓÒ× ÓÖ ÝÖÓ
ÖÓÒ× Ò Ø ÝÖÓÒØ

×ÙÖ
 Ó ÑÓÒº ÌÖ ÑÓÐ ÓÐÐÓÛ× Ø ÛÓÖ Ý ËÙØØÓÒ Ø Ðº ½℄¸ ÛØ

Ø ÖÒ
 ØØ Ø ÖÔÙÐ×Ú ÒÖÝ × ÒÓØ ÚÒ Ý  ÔÖ ÔÓØÒØÐ ÙØ Ý

 ÔÖ ÙÒ
ØÓÒÐ Ó Ø 
Ö Ò×ØÝº ÇÒ ÖÐÚÒØ ØÙÖ Ó ËÙØØÓÒ³× ÑÓÐ

× ØØ Ø ÖÒ× ÐÓÒ  ÓÖÑ Ó ×Ð¹
ÓÒ××ØÒ
Ýº ÏØÓÙØ ×Ð¹
ÓÒ××ØÒ
Ý̧ Ì

×ÙÖ× ÖÓÑ ÐÖ ÖÖÓÖ× × Ø × ÒÓ 
Ö 
ÓÒ×ÖÚØÓÒ Ò ÒÓ 
ÓÒ×ÖØÓÒ×

ÖÖÒ Ø ÔÓØÒØÐ ÚÖØÓÒ× Ù ØÓ 
Ö ×ØÖÙØÓÒº Ì ××Ø Ô¹

ÔÖÓ
 ØÓ ×Ð¹
ÓÒ××ØÒ
Ý × ÐÓ
Ð 
Ö ÒÙØÖÐØÝ ´ÄÆµº

Ì 
ÓÒ
ÔØ Ó ÄÆ × ÔÖ
ØÐÝ ×ÙØÐ ÓÖ ÝÖÓ
ÖÓÒ×¸ × ØÝ 
ÓÑ ÐÓÒ

ÛØ ÓÒÐÝ ÐØØÐ 
Ö ØÖÒ×Öº ÄÆ × ÖÝ 
Ú Ý ×ØÒ Ø Ó¹

ÒÐ ÐÑÒØ× Ó Ø ÀÑÐØÓÒÒ ÙÒØÐ Ø ÒÙÑÖ Ó Ð
ØÖÓÒ× Ó ÚÖÝ ØÓÑ ×

ÕÙÐ ØÓ Ø ÒÙÑÖ Ó Ø× ÚÐÒ
 Ð
ØÖÓÒ×º Ì Ó¹ÓÒÐ ÐÑÒØ×¸ ÓÛ¹

ÚÖ¸ Ö 
Ð
ÙÐØ × Ø ÔÖÓÙ
Ø Ó Ø ÒÙÐÖ 
ØÓÖ× Ò Ø ØÛÓ¹
ÒØÖ



½

ÒØÖÐ× Ý ËÐØÖ Ò ÃÓ×ØÖ ½¿℄º

ØÐ× 
Ò  ÓÙÒ Ò ×
ØÓÒ º¸ ÛÖ Û ÜÔÐÒ ÜÔÐ
ØÐÝ ÓÛ ÄÆ 
Ò

 ÑÔÐÑÒØº



½



ÔØÖ ¿

ÄÒÖ Ë
ÐÒ ÅØÓ×

Ì 
Ð
ÙÐØÓÒ Ó Ø Ð
ØÖÓÒ
 ×ØÖÙ
ØÙÖ Ó ÑØÖÐ× ×  Ø× ØØ × 
ÓÑÔÙØ¹

ØÓÒÐÐÝ ÚÖÝ ÜÔÒ×Úº Ì× Ö×ÙÐØ× ÖÓÑ Ø 
Ø ØØ ×ÓÐÚÒ Ø Ë
ÖÒÖ

ÕÙØÓÒ ØÝÔ
ÐÐÝ ×
Ð× 
Ù
ÐÐÝ ÛØ Ø ×Þ Ó Ø ×Ý×ØÑ × Ø ÓÒÐ¹

ÞØÓÒ Ó Ø ÀÑÐØÓÒÒ 
ÓÖÖ×ÔÓÒ× ØÓ Ø ×ÓÐÙØÓÒ Ó  ¹ÑÒ×ÓÒÐ

ÒÚÐÙ ÔÖÓÐÑº ÌÙ×¸ ÑØÓ× ØØ ×
Ð ÐÒÖÐÝ ÛØ Ø ×Þ Ó Ø ×Ý×¹

ØÑ Ö ×ÖÐ × ØÝ ÔÖÓÚ Ø ÔÓ××ÐØÝ ØÓ ØÖØ 
ÓÒ×ÖÐÝ ÐÖÖ

×Ý×ØÑ×º ÀÓÛÚÖ¸ ÓÖ ÚÐÓÔÒ  
ÓÑÔÙØØÓÒÐ 
Ñ×ØÖÝ ÑØÓ ØØ

×
Ð× ÐÒÖÐÝ ÛØ Ø ×Þ Ó  ×Ý×ØÑ¸ ÓÒ × Ò Ø Ò Ó ÔÔÖÓÜÑØÓÒ×º

ËÚÖÐ ÐÒÖ ×
ÐÒ ÑØÓ× Ú Ò ÚÐÓÔ ¸ ½¸ ½¸ ¿¸ ¼¸ ¼¸

¿¸ ¼¸ ½¼¸ ½¾¼½¾¾¸ ½¿℄¸ Ò ØÝ Ö ÐÐ × ÓÒ Ø 
ÓÒ
ÔØ Ó ÐÓ
ÐØÝ

ÓÖ ÒÖ×ØÒ×× Û
 
ÓÑÔÖÒ× ØØ  ×ÑÐÐ ×ØÙÖÒ
 Ò ÓÒ ÔÖØ Ó

Ø ×Ý×ØÑ × ÓÒÐÝ  ÐÓ
Ð 
Ø ÓÒ Ø Ð
ØÖÓÒ Ò×ØÝº ÁØ × × ÓÒ Ø

Ó×ÖÚØÓÒ ØØ Ø ÒØÖ
ØÓÒ ØÛÒ Ð
ØÖÓÒ× Ó

ÙÖ× ÓÒÐÝ ÛØÒ  ÒØ

×ØÒ
 ÖÓÑ Ø ÒÙ
Ðº ÓÖ Ò×ÙÐØÓÖ×¸ Û Ú Ò ÜÔÓÒÒØÐ 
Ý Ó Ø

Ò×ØÝ ÑØÖÜº Ì× ÒÐ× Ø ÒØÖÓÙ
ØÓÒ Ó  ÐÓ
ÐÞØÓÒ ÖÓÒº Ì

ÒØÖ
ØÓÒ × ÚÐÙØ ÓÒÐÝ Ò Ø× ÖÓÒ Ò × ××ÙÑ ØÓ  ÞÖÓ ÓÙØ×º

Ä Ø×¸ Û Ú ÑÓÖ ÚÒ×Ò ÑØÖÜ ÐÑÒØ×¸  Ò
××ØÝ ØÓ 
Ú ÐÒÖ

×
ÐÒ ¼℄¸ Ò Ø ÑØÖ
× 
ÓÑ ×ÔÖ× Ø Ð×Øº

ÁÒ ØÖØÓÒÐ Ì¸ Ø Ë
ÖÒÖ ÕÙØÓÒ × ×ÓÐÚ Ò Ø Ö
ÔÖÓ
Ð ×Ô


Ý ÓÒÐÞØÓÒ Ó Ø ÀÑÐØÓÒÒ ÑØÖÜº Ì× ÒØÐ×  
Ù
 ×
ÐÒº ÁÒ

ÓÖÖ ØÓ 
Ú ÐÒÖ ×
ÐÒ¸ Ø ×ÔÖ×ØÝ Ó Ø ÀÑÐØÓÒÒ Ò ÓÚÖÐÔ Ñ¹

½



¾¼

ØÖÜ × Ò ÑÔÓÖØÒØ ×Ô
Øº ÏØ Ø ÓÚ ×
Ö ÔÔÖÓÜÑØÓÒ¸ ÛÖ

ÓÒÐÝ Ø ÐÓ
Ð ÒÚÖÓÒÑÒØ ÒÙÒ
× Ø ÓÒÒ ½℄¸ ÓØ ÑØÖ
× Ö ×¹

×ÙÑ ØÓ Ú ÒÓÒ¹ÞÖÓ ÐÑÒØ× ÓÒÐÝ ÛØÒ  ÒØ ÖÒº

ÄÒÖ ×
ÐÒ ÑØÓ×¸ Û
 Ú Ò ÚÐÓÔ Ò Ø Ð×Ø 
×¸ 
Ð
Ù¹

ÐØ Ø Ò ÒÖÝ Ò ÖÐ ×Ô
º  ×ÔÖ× ÀÑÐØÓÒÒ 
Ò  
ÓÒ×ØÖÙ
Ø

Ø ×× ÙÒ
ØÓÒ× Ö ÐÓ
ÐÞ ØÓ ÖÓÒ× ØØ Ö ×Ò
ÒØÐÝ ×ÑÐÐÖ ØÒ

Ø ×Þ Ó Ø ×Ý×ØÑº Ì ÑÓ×Ø ÒØÙØÚ ×× ÙÒ
ØÓÒ× Ö ÖÝ ÐÓ
Ð

ÓÖØÐ×¸ ÓÒ Û
 ÐÑÓ×Ø ÐÐ ÐÒÖ ×
ÐÒ ÑØÓ× ÖÐÝ ÓÒº

ÒÓØÖ ÑÔÓÖØÒØ 
ÖØÖÓÒ ÓÖ Ø 
Ò
Ý Ó  ÐÒÖ ×
ÐÒ ÐÓÖØÑ

× Ø× ÔÖÐÐÐÞÐØÝº ÁÒØÖÒ×
ÐÐÝ ÔÖÐÐÐ ÐÓÖØÑ× ØØ Ó ÒÓØ Ò ÑÙ


ÐÐ¹ØÓ¹ÐÐ 
ÓÑÑÙÒ
ØÓÒ Ö ×ÙØÐ ÓÖ 
ÚÒ  ÚÓÙÖÐ ×
ÐÐØÝº

Ì ÙÒÑÒØÐ ÕÙÒØØÝ Ò ÐÒÖ ×
ÐÒ Ø
ÒÕÙ× × Ø Ò×ØÝ ÑØÖÜ

Ò Ø ÔÖÓÔÖØÝ ØØ × ØÓ  ÜÔÐÓØ × Ø× ×ÔÖ×ØÝº  ×ÙØÐ ÐÓ
ÐÞ ××

×Ø × Ò ØÓ Ø  ×ÔÖ× ÖÔÖ×ÒØØÓÒº ÌÖ Ö ÖÒØ ÔÔÖÓ
× ØÓ

Ò Ø Ò×ØÝ ÑØÖÜ¸ ÑÓÒ ØÑ Ö ÑÒÑÞØÓÒ ÑØÓ× Ò Ö
ÙÖ×Ú

ÓÖ ×ØÓ
×Ø
 ÔÔÖÓ
×º

¿º½ ÅÒÑÞØÓÒ ÅØÓ×

ÇÒ ÔÔÖÓ
 ØÓÛÖ× ÐÒÖ ×
ÐÒ × × ÓÒ 
ÒØ ÑÒÑÞØÓÒÑØÓ×º

ÌÝ 
Ò  Ö
Ø ÓÖ ØÖØÚ¸ ÙØ ØÝ ÐÐ Ú Ø ×Ñ ÓÐ ØÓ ÑÒÑÞ

Ø ØÓØÐ ÒÖÝ ÛØ Ö×Ô
Ø ØÓ Ø Ò×ØÝ ÑØÖÜ ×Ó ØØ Ø ÖÓÙÒ ×ØØ

× ÓÙÒº  ×ÑÐÐ ×Ð
ØÓÒ Ó ÑÒÑÞØÓÒ ÑØÓ× Ö ÔÖ×ÒØ Ò Ø

ÓÐÐÓÛÒ ×Ù×
ØÓÒ×º

¿º½º½ ÇÖØÐ ÅÒÑÞØÓÒ

Ì 
ÓÒ
ÔØ Ó ÓÖØÐ ÑÒÑÞØÓÒ × Ò ÚÐÓÔ Ý ÖÒØ Ö×Ö


ÖÓÙÔ× ¼¸ ½¼¸ ½¾¼¸ ½¾½℄º Ì  × ØÓ 
Ö
ÙÑÚÒØ Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒÐÐÝ

ÜÔÒ×Ú ÓÖØÓÒÓÖÑÐÞØÓÒ Ó Ø ÓÖØÐ×º Ì× 
Ò  ÓÒ Ý ÒÓØ Ö
ØÐÝ


Ð
ÙÐØÒ Ø ÒÚÖ× ÓÚÖÐÔ ÑØÖÜ ÙØ ØÓ ÖÔÐ
 Ø ÛØ Ø× ÆÙÑÒÒ ×Ö×

ÙÔ ØÓ  ÔÖÒ ÓÖÖ M º ÓÖ  ×Ý×ØÑ ÛØ N Ð
ØÖÓÒ× Ò N/2 ÓÖØÐ×



¾½

{|ψi}¸ Û 
Ò 
Ð
ÙÐØ Ø ÒÖÝ Ý ÑÒÑÞÒ

E = 2 tr(QH)− η (2 tr(QS)−N) , ´¿º½µ

ÛÖ

Q =

M


n=0

(I − S)n ≈ S−1. ´¿º¾µ

Ò η ×  
ÓÒ×ØÒØ ½¸ ½¾½℄º Ì ÓÖØÐ× Ö ÜÔÖ×× Ò  ×× {|φµ}

|ψi =


µ

Ciµ|φµ, ´¿º¿µ

Ò ÑÒÑÞ ÛØ Ö×Ô
Ø ØÓ Ø 
Ó
ÒØ× Ciµº Á Ø ÓÖØÐ× Ö ÐÓ
ÐÞ¸

ÐÒÖ ×
ÐÒ 
Ò  
Úº Ò ××Ù Ó Ø× ÑØÓ × ØØ Ø ×ÙÖ× ÖÓÑ

ÐÓ
Ð ÑÒÑ   ØÓÓ ×ÑÐÐ ×Ø Ó ÓÖØÐ× × Ù×º ÙÖØÖÑÓÖ¸ Ø ÑØÓ

×ÙÖ× ÖÓÑ Ù
ØÙØÓÒ× Ò Ø ØÓØÐ ÒÖÝ ÛÒ Ø × Ù× Ò Ø 
ÓÒØÜØ Ó

×Ð¹
ÓÒ××ØÒØ 
Ð
ÙÐØÓÒ× ½¼℄º ÌÖ Ö ØÛÓ ØØÑÔØ× ØÓ ÔÖÐÐÐÞ Ø

ÓÖØÐ ÑÒÑÞØÓÒ ÑØÓ ½¸ ℄¸ ÙØ ÓØ ÖÕÙÖ  
ÓÒ×ÖÐ ÑÓÙÒØ

Ó 
ÓÑÑÙÒ
ØÓÒ ØÛÒ Ø ÔÖÓ
××ÓÖ× ½℄º

¿º½º¾ ÈÒÐØÝ ÅØÓ

ÒÓØÖ ÑØÓ ØÓ Ò Ø ÖÓÙÒ¹×ØØ Ò×ØÝ × × ÓÒ Ø  Ó Ù×Ò

ÔÒÐØÝ ÙÒ
ØÓÒÐ× Ò ØÓØÐ ÒÖÝ 
Ð
ÙÐØÓÒ×º ÁØ × Ò ÚÐÓÔ Ý ÏÐ¹

ØÖ ÃÓÒ ¿℄º À ×
Ö Ø ÑØÓ Ò Ø 
ÓÒØÜØ Ó Ø ÒÖ×ØÒ××

ÔÖÒ
ÔÐ¸ Û
 ÔÔÐ× ØÓ Ø ÓÒ¹ÔÖØ
Ð Ò×ØÝ ÑØÖÜ

ρ(r, r′) =
N


j=1

ψ∗
j (r)ψj(r

′), ´¿ºµ

ÛÖ {ψj} Ö Ø ÃË ÓÖØÐ×º Ì  × ØÓ Ù× ÔÒÐØÝ ÙÒ
ØÓÒÐ× Ò ØÓØÐ

ÒÖÝ 
Ð
ÙÐØÓÒ×º ÇÒ ×  ÙÒ
ØÓÒÐ P [·] Ó ÀÖÑØÒ ØÖÐ ÙÒ
ØÓÒ×

ρ̃(r, r′) ØÓ Ø ÒÖÝ ÙÒ
ØÓÒÐº Ì ÙÒ
ØÓÒÐ

P [ρ̃(r, r′)] =





ρ̃2(r, r′)(1− ρ̃(r, r′))2dr > 0 ´¿ºµ

× 
ÓÑÔÓ× Ò ×Ù
  ÛÝ ØØ¸ ÛÒ Ò×ÖØÒ Ø Ò×ØÝ ÑØÖÜ P¸ ØØ

ÙÐÐ× Ø ÑÔÓØÒ
Ý 
ÓÒØÓÒ P2(r, r′) = P(r, r′)¸ Ø × ÕÙÐ ØÓ ÞÖÓº ÌÙ×¸

P [·] ×  Ñ×ÙÖ ÓÖ Ø ÑÔÓØÒ
Ý Ó Pº Ï Ò Ø ÙÒ
ØÓÒÐ Q[ρ̃(r, r′)]



¾¾

ÓÖ Ø ÖÓÙÒ ×ØØ ×Ö
 Ý Ø ÐÔ Ó Ø ÖÒ¹
ÒÓÒ
Ð ÔÓØÒØÐ ´Èµ

Ω = E[ρ̄(r)]− µN [ρ̄(r)]

Q[ρ̃(r, r′)] = E[ρ̄(r)]− µN [ρ̄(r)] + αP [ρ̃(r, r′)]. ´¿ºµ

ÌÖÝ̧ E[ρ̄(r)] × Ø ÃË ÒÖÝ ÙÒ
ØÓÒÐ¸ µ Ø 
Ñ
Ð ÔÓØÒØÐ¸

N [ρ̄(r)] =


ρ̄(r)dr =


ρ̃(r, r′))dr 
ÓÖÖ×ÔÓÒ× ØÓ Ø ÒÙÑÖ Ó Ð
ØÖÓÒ×

Ò α > 0 ×  ÔÖÑØÖº Ì ÑØÖÜ ρ̄(r) = ρ̃2(r, r′) × ÒÓÒ¹ÒØÚ ÛØ

ÒÚÐÙ× ÖØÖ ØÒ ÞÖÓº × Ø ÔÒÐØÝ ÙÒ
ØÓÒÐ P [·] ×  ×ÙÑÑÒ

Ò ÕÙØÓÒ ´¿ºµ¸  ØÖÐ Ò×ØÝ̧ ØØ × ÒÓØ Ø ´ÑÔÓØÒØµ ÖÓÙÒ ×ØØ

Ò×ØÝ Ð× ØÓ  ÐÖÖ ÚÐÙ Ó Q[·]º Ì ÖÓÙÒ ×ØØ 
Ò 
ÓÒ×ÕÙÒØÐÝ

ÓÙÒ Ý ÚÖÝÒ Ø Ò×ØÝ Ò ×Ò Ø ÐÓÛ×Ø ÚÐÙ Ó Q[·]º ÀÖÝ̧ Ø

× ÑÔÓÖØÒØ ØÓ ÒÓØ
 ØØ Q[·] 
Ò¸ Ò 
ÓÒØÖ×Ø ØÓ Ø È¸  ÑÒÑÞ

ÛØÓÙØ 
ÓÒ×ØÖÒØ×º

Ì ØÖÑÒØÓÒ Ó Ø ×Ø ÚÐÙ Ó Ø ÔÖÑØÖ α × 
ÐÐÒÒ¸ ÙØ  Ø

× ÓÙÒ¸ Û 
Ò ÓÒÐÝ Ø ×  Ö×ÙÐØ Ø 
ÓÖÖ
Ø ÖÓÙÒ ×ØØ Ò×ØÝ̧ Ò Ñ¹

ÔÓØÒ
Ý × 
Ú ÙØÓÑØ
ÐÐÝ ÛØÓÙØ ÑÔÓ×Ò Ø 
ÓÒ×ØÖÒØ Ò ÚÒ
º

Ì ÓÔØÑÐ α × 
Ó×Ò ×Ù
 ØØ Ø × ÐÖÖ ØÒ  
ÖØ
Ð ÚÐÙ αc Û



Ò ÙÒÓÖØÙÒØÐÝ ÒÓØ  ÔÖ
Ø Ü
ØÐÝº Á α < αc¸ ÓÒ ÑØ ÐÐ ÒØÓ

ÐÓ
Ð ÑÒÑÙÑ¸ ÙØ  α × 
Ó×Ò ØÓÓ ÐÖ¸ Ø× Ð× ØÓ ×ÐÓÛ 
ÓÒÚÖÒ
º

ÇÒ ××Ù Ó Ø ÔÒÐØÝ ÙÒ
ØÓÒÐ ÑØÓ × Ø ÖÒ
 ÔÓÒØ Ó Ø ×ÕÙÖ

ÖÓÓØ¸ Û
 × ØØÒ Ø Ø× ÑÒÑÙÑº Ì ÙÒ
ØÓÒÐ × ÒÓØ ÒÐÝØ
¸ Ò

ØÖÓÖ Ø ÚÖØÓÒÐ ÔÖÒ
ÔÐ 
Ò ÒÓØ  ÜÔÐÓØº ÌÙ×¸ Ø× ÑØÓ


Ò ÒÓØ  Ù× Ò ÔÖ
Ø
 ℄º

ÁÒ×Ø¸ ÓÒ 
Ò Ù× Ø ÙÒ
ØÓÒÐ P 2[·]¸ × ¼℄º ÀÖ¸ Ø ÑÔÓØÒ
Ý 
ÓÒ¹

ØÓÒ × ÒÓØ Ü
ØÐÝ ÑÔÓ×¸ ×Ó ØØ Ø ÒÖÝ × ØÓ  
ÓÖÖ
Øº Ì× ×

×ÑÔÐ ÓÖ Ó

ÙÔ Ò× ÙØ 
ÐÐÒÒ ÓÖ ÙÒÓ

ÙÔ ÓÒ× ½℄º

¿º½º¿ Ò×ØÝ ÅÒÑÞØÓÒ ÅØÓ

ÁÒ ØÖ ÛÓÖ ¼℄¸ Ä¸ ÆÙÒ×¸ Ò ÎÒÖÐØ ÒØÖÓÙ
 Ø  Ó Ò×ØÝ

ÑØÖÜ ÑÒÑÞØÓÒ ´ÅÅµº Ì× ×  ÐÒÖ ×
ÐÒ ÑØÓ ØØ × ×

ÓÒ  ÚÖØÓÒÐ ×ÓÐÙØÓÒ ÓÖ Ø Ò×ØÝ ÑØÖÜº Ì Ó¹ÓÒÐ ÐÑÒØ× Ó

Ø Ò×ØÝ ÑØÖÜ Ö ØÖÙÒ
Ø ÛØ Ö×Ô
Ø ØÓ  
ÙØ¹Ó ÔÖÑØÖ Rcº ÓÖ

Rc → ∞¸ Ò Ø ÓÔØ ÐÚÐ Ó ØÓÖÝ̧ Ø ÑØÓ ÖÑÒ× Ü
Ø¸ ÙØ 
Ò

ÒÓ ÑÓÖ Ú  ÐÒÖ ×
ÐÒº



¾¿

Ì  Ó ÅÅ × ØÓ ÑÒÑÞ Ø ÒÖÝ E Ý Ø ÐÔ Ó Ø Ò×ØÝ ÑØÖÜ

P Ò Ø È ÓÖ Ø Ð
ØÖÓÒ×º Ï Ú

Ne = tr[P] =


i

Pii, ´¿ºµ

ÛÖ Ne × Ø ÒÙÑÖ Ó Ð
ØÖÓÒ× Ó Ø ×Ý×ØÑ Ò

E = tr[PH ] =


i,j

PijHji ´¿ºµ

ÓÖ  ÀÑÐØÓÒÒ ÑØÖÜ H º Ì Ò×ØÝ ÑØÖÜ P × ØÓ ÙÐÐ Ø ÑÔÓ¹

ØÒ
Ý 
ÓÒØÓÒ P = P2º Ì× Ò×ÙÖ× ØØ Ø × Ø ÑØÖÜ ÖÔÖ×ÒØØÓÒ

Ó Ø ÓÔÖØÓÖ Û
 ÔÖÓ
Ø× ÓÒØÓ Ø ×Ù×Ô
 Ó Ó

ÙÔ ×ØØ×º ÒÓØÖ


ÓÒØÓÒ ØØ × ØÓ  ×Ø× × ØÓ Ú ØÖ 
ÓÒ×ØÒØ Ð
ØÖÓÒ ÒÙÑÖ

Ne ÓÖ 
ÓÒ×ØÒØ 
Ñ
Ð ÔÓØÒØÐ µº Ä Ø Ðº ×ØØ ØØ Ø × ÑÓÖ 
ÓÒÚÒÒØ

ØÓ Ô Ø 
Ñ
Ð ÔÓØÒØÐ µ Ü Ò ÑÒÑÞ Ø È

Ω = E − µNe = tr[P(H − µI)]. ´¿ºµ

 
ÓÑÔÐ
ØÓÒ × ØØ ÓÒ × ØÓ Ñ ×ÙÖ ØØ Ø ÒÚÐÙ× Ó P Ð Ò

Ø ÒØÖÚÐ [0, 1]º ÌÓ ÓÚÖ
ÓÑ Ø× ÔÖÓÐÑ Ò ØÓ ×Ø×Ý Ø ÑÔÓØÒ
Ý


ÓÒØÓÒ¸ × ÛÐÐ¸ ØÝ ÖÔÐ
 P Ý  ØÖÐ Ò×ØÝ ÑØÖÜ

P̃ = 3P2 − 2P3, ´¿º½¼µ

Û
 × ÒÓÛÒ × Ø Å
ÏÒÝ ÔÙÖ
ØÓÒ ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ ½¼℄º

Ì Ò×ØÝ ÑØÖÜ × ØÖÓÖ ÓØÒ Ý ÑÒÑÞÒ

Ω = tr[P̃(H − µI)] ´¿º½½µ

ÛØ Ö×Ô
Ø ØÓ Pº Ì× Ò×ÙÖ× ØØ¸  Ø ÒÚÐÙ× Ó P Ö ØÖ 
ÐÓ×

ØÓ ¼ ÓÖ ½¸ Ø ÒÚÐÙ× Ó P̃ Ö ÚÒ 
ÐÓ×Ö ØÓ ØÓ× ÚÐÙ×º

× ÅÅ ÔÔÖÓÜÑØ× ØÖÓÙ Ø ÓÚ¹×
Ö 
ÙØ¹Ó ÖÙ× Rc¸ Ø

×ÔÖ× Ò×ØÝ ÑØÖÜ × ÒÓ ÐÓÒÖ ÑÔÓØÒØº Ì Å
ÏÒÝ ØÖÒ×ÓÖÑ¹

ØÓÒ¸ ÓÛÚÖ¸ ÖÙ
× Ø× ÖÖÓÖº ÊÖÒ Ø ÕÙ×ØÓÒ Ó ÔÖÐÐÐÞÐØÝ̧

ÓÒ ÒÓØ× ØØ ÅÅ × ÒÓØ ÒØÖÒ×
ÐÐÝ ÔÖÐÐÐº ÌÙ×¸ Ø ÛÓÙÐ 
ÓÑ Ð××


ÒØ × ØÖ ×  
ÓÒ×ÖÐ ÑÓÙÒØ Ó ÐÐ¹ØÓ¹ÐÐ 
ÓÑÑÙÒ
ØÓÒ ØØ ×

ØÓ  ÖÐÞ ½℄º



¾

¿º¾ ÖÑ ÇÔÖØÓÖ ÜÔÒ×ÓÒ

 
ÓÑÔÐØÐÝ ÖÒØ ÔÔÖÓ
 ØÓ ÐÒÖ ×
ÐÒ × Ø  Ó ÖÑ ÓÔÖØÓÖ

ÜÔÒ×ÓÒ ´Çµ¸ Û
 × Ò ÚÐÓÔ Ý Ó
Ö¸ ÓÐÓÑÓ¸ Ò

ÌØÖ ¼¸ ¾¸ ¿℄º ÁØ × × ÓÒ Ø ÜÔÖ××ÓÒ Ó Ø Ò×ØÝ ÑØÖÜ P ×

ÑØÖÜ ÙÒ
ØÓÒÐ f(·) Ó Ø ÀÑÐØÓÒÒ ÑØÖÜ H

P = f(H), ´¿º½¾µ

ÛÖ

f(ε) =
1

1 + exp


ε−µ
kBT

 . ´¿º½¿µ

ÌÖÝ̧ ε × Ò ÒÚÐÙ Ó H ¸ µ Ø 
Ñ
Ð ÔÓØÒØÐ¸ kB ÓÐØÞÑÒÒ³×


ÓÒ×ØÒØ¸ Ò T Ø Ð
ØÖÓÒ
 ØÑÔÖØÙÖº Ì ÙÒ
ØÓÒÐ f(·) × 
ÐÐ Ø

ÖÑ ×ØÖÙØÓÒº Ì  Ó Ç 
ÓÒ××Ø× Ó  ×Ö× ÜÔÒ×ÓÒ Ó Ø

ÖÑ ÓÔÖØÓÖ¸ ØØ × ØÓ ×Ý Ø ÖÑ ×ØÖÙØÓÒ Ó Ø ×Ý×ØÑ³× ÀÑÐØÓ¹

ÒÒ¸ f(H)º Ì ××Ø ÛÝ × ØÓ ÔÔÖÓÜÑØ ÛØ  ÔÓÐÝÒÓÑÐ p(H) ÛØ


Ó
ÒØ× ai

P ≈ p(H) =
n



i=0

aiH
i, ´¿º½µ

ÙØ Ø× ÒØÐ× ÒÙÑÖ
Ð Ò×ØÐØÝ ÓÖ   ÔÓÐÝÒÓÑÐ Ö n ¼℄º Ì×


Ò  
Ö
ÙÑÚÒØ Ý Ù×Ò Ý×Ú ÔÓÐÝÒÓÑÐ× Ti(X) ÓÖ ÑØÖ
×¸

Û
 Ö Ò × ÓÐÐÓÛ×

T0(X) = I

T1(X) = X

Ti+1(X) = 2XTi(X)− Ti−1(X) ÓÖ i = 2, 3, . . .

´¿º½µ

ÌÖÝ̧ X ×  ÑØÖÜ ÛÓ× ×Ô
ØÖÙÑ Ð× Ò Ø ÒØÖÚÐ [−1, 1]º Ì Ý¹

×Ú ÔÓÐÝÒÓÑÐ× Ö ÓÖØÓÓÒÐ ×Ó ØØ Ø ÓÐ×

Ti, Tj =



















0, i = j

π, i = j = 0

π/2, i = j = 0.

´¿º½µ

Ì ×Ø {Ti}ni=0 ÓÖÑ×  ×× Ó Ø ÐÒÖ Ú
ØÓÖ ×Ô
 Ó ÐÐ ÔÓÐÝÒÓÑÐ× ÛØ

Ö ≤ nº ËÓ¸ Û 
Ò ÛÖØ ÓÙÖ ÔÓÐÝÒÓÑÐ p(·) ÖÓÑ ´¿º½µ ×  ÐÒÖ



¾


ÓÑÒØÓÒ Ó Ø× ×× ÛØ ÒÓÛÒ 
Ó
ÒØ× ci ¿℄

p(H) =
c0
2
I +

n


i=1

ciTi(H). ´¿º½µ

Ó
Ö ¼℄ ×ÓÛ× ØØ ×Ù
 Ò ÜÔÒ×ÓÒ Ó  ÑØÖÜ Ò Ý×Ú ÔÓÐÝ¹

ÒÓÑÐ× ×
Ð× ÕÙÖØ
ÐÐÝ ÛØ Ø ÒÙÑÖ Ó ×× ÙÒ
ØÓÒ× Ò ØÖÓÖ

ÛØ Ø ÒÙÑÖ Ó ØÓÑ× Ò Ø ×Ý×ØÑº À ÙÖØÖ ÜÔÐÒ× ÓÛ  ÐÓ
ÐÞØÓÒ

ÖÓÒ ÓÖ 
 
ÓÐÙÑÒ Ó Ø ÀÑÐØÓÒÒ 
Ò  ÒØÖÓÙ
º ËÓ¸  ØÖÙÒ
Ø

ÀÑÐØÓÒÒ × Ù× Ò ÐÒÖ ×
ÐÒ × 
Úº

ÓÖ ÓÙÖ ØØ¹ÒÒ ×
Ñ ℄¸ ÛÖ ÐÓ
Ð 
Ö ÒÙØÖÐØÝ × ÒÓÖ
¸

Ø Ö n Ó Ø ÔÓÐÝÒÓÑÐ Ó Ø Ý×Ú ÜÔÒ×ÓÒ ÑÙ×Ø  Ö ØÓ

Ö
 Ø ×Ñ  

ÙÖ
Ý × Ò Ø ÒÓÒ¹×Ð¹
ÓÒ××ØÒØ ØØ¹ÒÒ 
×º

ÁØ ÓÐ×

n ∝ (εmax − εmin)

Δε
, ´¿º½µ

ÛÖ εmax Ò εmin × Ø ÐÖ×Ø Ò ×ÑÐÐ×Ø ÒÚÐÙ¸ Ö×Ô
ØÚÐÝ̧ Ò

Δε × Ø ×Ô
ØÖÙÑ ÛØ Ó Ø ÀÑÐØÓÒÒº

ÁØ ÖÑÒ× ØÓ  Ò×ÛÖ ÛÝ ÓÒ ×ÓÙÐ Ù× Ø Ç ÑØÓ ÓÖ Ø 
Ð¹


ÙÐØÓÒ Ó Ø Ò×ØÝ ÑØÖÜº ÌÓ Ò×ÛÖ Ø× ÕÙ×ØÓÒ¸ Û ÐÓÓ Ò Ø Ø

ÛÓÖ Ó Ó
Ö ¼℄º ÇÒ 
ÐÖ ÚÒØ × ØØ Ø ÒÖØÓÒ Ó Ò×ØÝ

ÑØÖÜ ÖÕÙÖ× ÓÒÐÝ ÑØÖÜ¹Ú
ØÓÖ ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ× Ò × ØÖÓÖ 
ÓÑÔÙØ¹

ØÓÒÐÐÝ ÚÖÝ 
ÒØº ØÓÒÐÐÝ̧ ÓÒÐÝ Ç ×
Ð× ÐÒÖÐÝ ÛØ Ö×Ô
Ø ØÓ

Ø ×Þ Ó Ø ÐÓ
ÐÞØÓÒ ÖÓÒº ÁÒ Ø ÑÔÓÖØÒØ ¿¹ÑÒ×ÓÒÐ 
×¸ Ø ×

ÓØ¸ Ø ×Ø ×ÝÑÔØÓØ
 ×
ÐÒ ÚÓÙÖ Ò Ø ×ÑÐÐ×Ø ÔÖ
ØÓÖ ÛØ

Ö×Ô
Ø ØÓ Ø 

ÙÖ
Ýº ÌÖ × ÒÓ ÒØÐ Ù×× ÓÖ Ø Ò×ØÝ ÑØÖÜ Ò

Ò Ø × ÒØÖÒ×
ÐÐÝ ÔÖÐÐÐ ×Ó ØØ  ÓÓ ×Ô¹ÙÔ 
Ò  
Úº



¾



ÔØÖ

ËÐ¹ÓÒ××ØÒØ Ð ÌÓÖÝ

× ÅÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
× ÛØ

ÄÒÖ ËÝ×ØÑ¹ËÞ Ë
ÐÒ

ÁÒ Ø× 
ÔØÖ¸ Û ÔÖ×ÒØ  Ð¹ØÓÖØ
 ÑØÓ ×ÙØÐ ÓÖ ÐÒÖ ×
Ð¹

Ò ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
× ×ÑÙÐØÓÒ× Ù×Ò ÓÖ
× ÖÓÑ ×Ð¹
ÓÒ××ØÒØ Ð
ØÖÓÒ


×ØÖÙ
ØÙÖ 
Ð
ÙÐØÓÒ×º ÁØ × × ÓÒ Ò Ü
Ø 
ÓÑÔÓ×ØÓÒ Ó Ø ÖÒ¹


ÒÓÒ
Ð ÔÓØÒØÐ ÓÖ ÒÔÒÒØ ÖÑÓÒ× Ò Ó× ÒØÖ ÖÐÝ ÓÒ Ø Ð¹

ØÝ ØÓ ÐÓ
ÐÞ Ø ÓÖØÐ× ÒÓÖ ØØ Ø ÀÑÐØÓÒÒ ÓÔÖØÓÖ × ÛÐÐ¹
ÓÒØÓ¹

Òº ÀÒ
¸ Ø× ×
Ñ ÒÐ× ÐÝ 

ÙÖØ ÐÐ¹Ð
ØÖÓÒ ÐÒÖ ×
ÐÒ


Ð
ÙÐØÓÒ× ÚÒ ÓÖ ÑØÐÐ
 ×Ý×ØÑ×º Ì ÒÖÒØ ÒÖÝ ÖØ Ó ÓÖÒ¹

ÇÔÔÒÑÖ ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
× ×ÑÙÐØÓÒ×¸ Ö×Ò ÖÓÑ Ò Ò
ÓÑÔÐØ 
ÓÒ¹

ÚÖÒ
 Ó Ø ×Ð¹
ÓÒ××ØÒØ Ð 
Ý
Ð¸ × ×ÓÐÚ Ý ÑÒ× Ó  ÔÖÓÔÖÐÝ ÑÓ¹

 ÄÒÚÒ ÕÙØÓÒº Ì ÔÖ
ØÚ ÔÓÛÖ Ó Ø× ÔÔÖÓ
 × ÐÐÙ×ØÖØ

Ù×Ò Ø ÜÑÔÐ Ó ÐÕÙ ÑØÒ ÙÒÖ ÜØÖÑ 
ÓÒØÓÒ×º

Ì× ÛÓÖ × Ò ÔÖ×ÒØ ÙÔ ØÓ ÑÒÓÖ 
Ò× Ò  ÔÙÐ
ØÓÒ Ý

ÓÖÓØ Ê
ØÖ× Ò ÌÓÑ× º ÃÒ ½¿℄º Ì ×
ØÓÒ× º½¹º Ö Ø

×
ØÓÒ× Á¹ÁÎ¸ ÎÁ Ó ½¿℄¸ ×
ØÓÒ Î Ó Ø× ÔÙÐ
ØÓÒ × ÒØÖØ ÒØÓ ×
ØÓÒ

º¿¸ ÛÖ Û ÔÖ×ÒØ Ø Ö×ÙÐØ× Ó Ø ÔÔÐ
ØÓÒ Ó ÓÙÖ ÑØÓ ØÓ ÐÕÙ

ÑØÒº

¾



¾

º½ ÁÒØÖÓÙ
ØÓÒ

 ÒØÓ ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
× ´ÁÅµ¸ ÛÖ Ø ÓÖ
× Ö 
Ð
ÙÐØ ÓÒ¹

Ø¹Ý Ý 

ÙÖØ Ð
ØÖÓÒ
 ×ØÖÙ
ØÙÖ ÑØÓ×¸ × Ò ÚÖÝ ×Ù

××ÙÐ Ò

ÜÔÐÒÒ Ò ÔÖ
ØÒ  ÐÖ ÚÖØÝ Ó ÔÝ×
Ð ÔÒÓÑÒ Ò ÙÒ Ü¹

ÔÖÑÒØÐ ÛÓÖ ½¼¾℄º ÀÓÛÚÖ¸ Ø Ò
Ö× 

ÙÖ
Ý Ò ÔÖ
ØÚ ÔÓÛÖ

Ó ÁÅ ×ÑÙÐØÓÒ× 
ÓÑ× Ø  ×Ò
ÒØ 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ 
Ó×Ø¸ Û
 × ÐÑ¹

Ø Ø ØØÒÐ ÐÒØ Ò ØÑ ×
Ð× Ò ×ÔØ Ó Ö
ÒØ ÔÖÓÖ×× ¾¸ ℄º ×

 
ÓÒ×ÕÙÒ
¸ ÀÖØÖ¹Ó
 ´Àµ¸ Ò×ØÝ ÙÒ
ØÓÒÐ ØÓÖÝ ´Ìµ ¸ ℄¸

Ò ÚÒ Ø ×Ñ¹ÑÔÖ
Ð ØØ¹ÒÒ ´Ìµ ÔÔÖÓ
 ½¼¸ ½¿℄ Ö ØÓ

Ø Ø ÑÓ×Ø 
ÓÑÑÓÒÐÝ Ù× Ð
ØÖÓÒ
 ×ØÖÙ
ØÙÖ ÑØÓ× Ò 
ÓÒÙÒ
ØÓÒ

ÛØ ÁÅº ÀÓÛÚÖ¸ ÓÖ ÐÖ ×Ý×ØÑ× Ø 
Ð
ÙÐØÓÒ Ó Ø Ð
ØÖÓÒ
 ×ØÖÙ
¹

ØÙÖ Ò Ò
 ØÓØÐ ÒÖ× × ÛÐÐ × ÒÙ
ÐÖ ÓÖ
× Ó ØÓÑ× Ò ÑÓÐ
ÙÐ×

× ×ØÐÐ 
ÓÑÔÙØØÓÒÐÐÝ ÖÐÝ ÜÔÒ×Úº Ì× × Ù ØÓ Ø 
Ø ØØ ×ÓÐÚ¹

Ò Ø Ë
ÖÒÖ ÕÙØÓÒ ×  ¹ÑÒ×ÓÒÐ ÒÚÐÙ ÔÖÓÐÑ¸ ÛÓ×

×ÓÐÙØÓÒ ÖÕÙÖ× ÓÒÐÞÒ Ø ÀÑÐØÓÒÒ Ó Ø 
ÓÖÖ×ÔÓÒÒ ×Ý×ØÑ¸

Û
 ØÝÔ
ÐÐÝ ×
Ð× 
Ù
ÐÐÝ ÛØ Ø× ×Þº ÌÖÓÖ¸  ÑØÓ ØØ ×
Ð×

ÐÒÖÐÝ ÛØ Ø ×Þ Ó Ø ×Ý×ØÑ ÛÓÙÐ  ÚÖÝ ×ÖÐ¸ ØÙ× ÑÒ  ÒÛ


Ð×× Ó ×Ý×ØÑ× 

××Ð ØÓ ÁÅ ØØ ÛÖ ÔÖÚÓÙ×ÐÝ ØÓÙØ ÒÓØ ×Ðº

ÓÖ ØØ Ö×ÓÒ¸ ÚÐÓÔÒ ×Ù
 ÑØÓ× × Ò ÑÔÓÖØÒØ Ó
ØÚ Ò ÛÓÙÐ

Ú  ÑÓÖ ÑÔ
Ø Ò ×
ÒØ
 Ö× ×Ù
 × ÒÒÓØ
ÒÓÐÓÝ ÓÖ ÓÔÝ×
×¸

Ù×Ø ØÓ ÒÑ  Ûº

ËÚÖÐ ×Ó 
ÐÐ ÐÒÖ ×
ÐÒ ÑØÓ× Ú Ò ÔÖÓÔÓ× ¸ ½¸ ¿¸ ½¸

¼¸ ½¼¸ ½¾¾¸ ½¿℄ ØÓ 
Ö
ÙÑÚÒØ Ø 
Ù
 ×
ÐÒ ÓÒÐÞØÓÒ ØØ × Ø

ÑÒ ÓØØÐÒ
 Ó Ì Ò Ìº ÍÒÖÐÝÒ ÐÐ Ó Ø× ÑØÓ× × Ø 
ÓÒ¹


ÔØ Ó ÒÖ×ØÒ×× ¿¸ ½¿¼℄¸ Ò ÒØÖÒ×
 ×Ý×ØÑ ÔÒÒØ ÔÖÓÔÖØÝ̧

Û
 ×ØØ× ØØ Ø Ü 
Ñ
Ð ÔÓØÒØÐ Ø Ð
ØÖÓÒ
 Ò×ØÝ ÔÒ×

Ù×Ø ÐÓ
ÐÐÝ ÓÒ Ø ÜØÖÒÐ ÔÓØÒØÐ¸ ×Ó ØØ ÐÐ ÑØÖ
× ÖÕÙÖ ØÓ 
ÓÑÔÙØ

Ø ÖÑ ÓÔÖØÓÖ ÛÐÐ 
ÓÑ ×ÔÖ× Ø Ð×Øº ÌÓØÖ ÛØ ×ÔÖ× ÑØÖÜ

ÐÖ Ø
ÒÕÙ× ÐÒÖ ×
ÐÒ Ò ØÖÑ× Ó ÑÑÓÖÝ ÖÕÙÖÑÒØ Ò 
ÓÑÔÙ¹

ØØÓÒÐ 
Ó×Ø 
Ò  ÚÒØÙÐÐÝ 
Úº ÀÓÛÚÖ¸ Ø 
ÖÓ××ÓÚÖ ÔÓÒØ ØÖ

Û
 ÐÒÖ ×
ÐÒ ÑØÓ× 
ÓÑ ÚÒØÓÙ× × ×ØÐÐ ÖØÖ ÐÖ¸ Ò ÔÖ¹

Ø
ÙÐÖ ÓÖ ÑØÐÐ
 ×Ý×ØÑ× ÓÖ   

ÙÖ
Ý × Òº



¾

ÌÖÓÖ ÒÓØÖ ÑØÓ¸ × ÓÒ Ø ÖÒ¹
ÒÓÒ
Ð ÔÓØÒØÐ ´Èµ ÓÖ

ÒÔÒÒØ ÖÑÓÒ×¸ × Ò Ö
ÒØÐÝ ÚÐÓÔ ½¸ ¾℄º ÃÖÛ× Ò ÈÖ¹

ÖÒÐÐÓ ÑÓÒ×ØÖØ ØØ Ý 
ÓÑÔÓ×Ò Ø È Ø × ÔÓ××Ð ØÓ Ú× Ò

ÔÔÖÓÜÑØ ×ØÓ
×Ø
 ÐÒÖ ×
ÐÒ ×
Ñ ¼℄º ËÒ
 Ø× ÔÔÖÓ
 Ó×

ÒÓØ ÖÐÝ ÓÒ Ø ÐØÝ ØÓ ÐÓ
ÐÞ Ø Ð
ØÖÓÒ
 ÛÚÙÒ
ØÓÒ¸ ÚÒ ÑØÐ× 
Ò

 ØÖØº ÀÓÛÚÖ¸ Ù ØÓ Ø× ×ØÓ
×Ø
 ÒØÙÖ ÜØÒÒ ×Ù
  ÑØÓ

ØÓÛÖ× ×Ð¹
ÓÒ××ØÒØ Ì¸ Ì ÓÖ À × Ö ÖÓÑ ×ØÖØÓÖÛÖº

Ì× × ÛÖ Û ×ØÖØ Ò Ø× ÛÓÖº ÓÐÐÓÛÒ ÔÖÚÓÙ× ÛÓÖ Ó ÖÓØØ¸

ÃÒ¸ Ò ÈÖÖÒÐÐÓ ¾¸ ¾℄¸ Û 
ÓÑÔÙØ Ö Ø ÒØ¹ØÑÔÖØÙÖ Ò×ØÝ

ÑØÖÜ¸ ÓÖ ÖÑ ÑØÖÜ¸ Ò Ò 
ÒØ¸ 

ÙÖØ¸ Ò Ò ÔÖØ
ÙÐÖ ØÖÑÒ¹

×Ø
 ×ÓÒ Ý  ÝÖ ÔÔÖÓ
º ÁÒ×ÔÖ Ý Ø ÖÑ ÓÔÖØÓÖ ÜÔÒ×ÓÒ

ÑØÓ ÔÓÒÖ Ý Ó
Ö Ò 
ÓÛÓÖÖ× ¼¾℄¸ Ø ÖÑ ÓÔÖØÓÖ

× ×
Ö Ò ØÖÑ× Ó  Ý×Ú ÔÓÐÝÒÓÑÐ ÜÔÒ×ÓÒ¸ ÙØ Ò ØÓÒ

× 

ÓÑÔÒ Ý ×Ø ×ÙÑÑØÓÒ × ÛÐÐ × ØÖØÚ ÑØÖÜ ÒÚÖ×ÓÒ Ø
¹

ÒÕÙ×º Ì Ö×ÙÐØÒ ÐÓÖØÑ × ×ÚÖÐ ÑÔÓÖØÒØ ÚÒØ×º × ÓÖ¸

Ø ÔÖ×ÒØ ×
Ñ Ó× ÒÓØ ÖÐÝ ÓÒ Ø ÐØÝ ØÓ ÐÓ
ÐÞ Ø ÓÖØÐ×¸ ÙØ

ÖÕÙÖ× ÓÒÐÝ ØØ Ø ÀÑÐØÓÒÒ ÑØÖÜ × ×ÔÖ×¸  ×Ù×ØÒØÐÐÝ ÛÖ

ÖÕÙÖÑÒØº ×  
ÓÒ×ÕÙÒ
 ÒÓØ ÓÒÐÝ ÑØÐ×¸ ÙØ ÚÒ ×Ý×ØÑ× ÓÖ Û


Ø ÖÑ ÑØÖÜ × ÒÓØ ×ÔÖ× ÝØ 
Ò  ØÖØ ÛØ  ÐÒÖ ×
ÐÒ 
ÓÑÔÙ¹

ØØÓÒÐ ÓÖØº ÒÓØÖ ÚÒØ × ØØ Ø ÐÓÖØÑ × ÒØÖÒ×
ÐÐÝ ÔÖÐÐÐ

× Ø ØÖÑ× Ö×ÙÐØÒ ÖÓÑ Ø 
ÓÑÔÓ×ØÓÒ Ó Ø È Ö ÒÔÒÒØ Ó


 ÓØÖ Ò 
Ò  ×ÔÖØÐÝ 
Ð
ÙÐØ ÓÒ ÖÒØ ÔÖÓ
××ÓÖ×º

ÙØ¸ Ø ÚÖÒ
 ØÓ Ø ÓÖÒÐ ÔÔÖÓ
 ¼℄¸ Ø ØÓÒ Ó Ý×Ú

ÔÓÐÝÒÓÑÐ ÜÔÒ×ÓÒ Ò ×Ø ×ÙÑÑØÓÒ Ø
ÒÕÙ× Ð× ØÓ  ÔÖØ
ÙÐÖÐÝ


ÒØ ÐÓÖØÑ ØØ ÓÝ×  ×Ù¹ÐÒÖ ×
ÐÒ ÛØ Ö×Ô
Ø ØÓ Ø ÛØ Ó

Ø ÀÑÐØÓÒÒ³× ×Ô
ØÖÙÑ¸ Û
 × ÚÖÝ ØØÖ
ØÚ ÓÖ ÐÐ¹Ð
ØÖÓÒ 
Ð
ÙÐ¹

ØÓÒ× ÓÖ ÛÒ   ÒÖÝ Ö×ÓÐÙØÓÒ × ÖÕÙÖº ËÒ
 Ø ÔÖ×ÒØ ÑØÓ

ÐÐÓÛ× ÓÖ Ò ××ÒØÐÐÝ Ü
Ø 
ÓÑÔÓ×ØÓÒ Ó Ø È¸ ÛØÓÙØ ÒÚÓÒ ÒÝ

¹ØÑÔÖØÙÖ ÔÔÖÓÜÑØÓÒ¸ Ø 
ÐØØ× ÐÝ 

ÙÖØ ÐÒÖ ×
ÐÒ

ÒØÓ ×ÑÙÐØÓÒ×º ÀÓÛÚÖ¸ Ø ÑÒ ÚÒØ Ð× Ò Ø ØÖÑÒ×Ø
 Ò¹

ØÙÖ Ó Ø ÝÖ ÔÔÖÓ
¸ Û
 ÒÐ× ×Ð¹
ÓÒ××ØÒØ Ð
ØÖÓÒ
 ×ØÖÙ
ØÙÖ


Ð
ÙÐØÓÒ×º Ì 
Ø ØØ Ø ÔÖ×ÒØ ×
Ñ × × ÓÒ Ø È ÒÖÒØÐÝ

ÒØÐ× ÒØ Ð
ØÖÓÒ ØÑÔÖØÙÖ¸ Û
 × ÒÓØ ÓÒÐÝ Ò ÐÒ ÛØ ÒØ ØÑÔÖ¹



¿¼

ØÙÖ ×ÑÙÐØÓÒ× ×Ù
 × ÁÅ¸ ÙØ ÙÖØÖÑÓÖ Ð×Ó ÐÐÓÛ× ÓÖ 
ÓÑÔÙØØÓÒ×

Ó ×Ý×ØÑ× ÛØ Ü
Ø Ð
ØÖÓÒ× ½½¸ ½¾℄º Ï Ú ØÙ× ÔÙØ ÔÖØ
ÙÐÖ Ñ¹

Ô×× ÓÒ ÓÔØÒ Ø ÝÖ ÔÔÖÓ
 ÛØÒ ÁÅº ËÔ

ÐÐÝ̧ Ø ÑÓ¹

 Ö¹ÈÖÖÒÐÐÓ¹Ð ÔÖÓÔØÓÒ Ó Ø ×Ð¹
ÓÒ××ØÒØ ÀÑÐØÓÒÒ ÑØÖÜ

℄ Ò ÓÛ ØÓ 

ÙÖØÐÝ ×ÑÔÐ Ø ÓÐØÞÑÒÒ ×ØÖÙØÓÒ ÛØ ÒÓ×Ý ÓÖ
×

¸ ℄ Ö ×
Ù×× Ò ØÐº × ×
ÖÒ Ø ÑØÓ Ø×Ð¸ Û ÛÐÐ

×ÓÛ ØØ Ø × Ò ÔÓ××Ð ØÓ ÔÖÓÖÑ ÙÐÐÝ ×Ð¹
ÓÒ××ØÒØ ÁÅ ×ÑÙ¹

ÐØÓÒ× Ò ÑÓÒ×ØÖØ Ø ÔÖ×ÒØ ×
Ñ ÓÒ ÐÕÙ ÑØÒ Ø ÔÐÒØÖÝ

ÔÖ××ÙÖ Ò ØÑÔÖØÙÖ 
ÓÒØÓÒ× Ò ÔØÖ º

º¾ ×
 ÅØÓÓÐÓÝ

ÁÒ Ø× ×
ØÓÒ¸ Û ×ÙÑÑÖÞ Ø ×
 ÑØÓÓÐÓÝ̧ Ö×Ø ÔÖÓÔÓ× Ý ÃÖ¹

Û× Ò ÈÖÖÒÐÐÓ ¼℄º Ï Ò ÛØ Ø ÒÖ
 ÜÔÖ××ÓÒ ÓÖ Ø

ØÓØÐ ÒÖÝ E Ó Ò 
ØÚ ×ÒÐ¹ÔÖØ
Ð ØÓÖÝ̧ ×Ù
 × À¸ Ì ÓÖ Ì

E = 2

N


i=1

εi + Vdc. ´º½µ

Ì Ö×Ø ØÖÑ ÒÓØ× Ø ×Ó¹
ÐÐ Ò¹×ØÖÙ
ØÙÖ ÒÖÝ̧ Û
 × ÚÒ Ý

Ø ×ÙÑ Ó Ø ÐÓÛ×Ø N ÓÙÐÝ Ó

ÙÔ ÒÚÐÙ× εi Ó Ò ÖØÖÖÝ ÀÑÐ¹

ØÓÒÒ H º ÁÒ Ì¸ ÓÖ Ò×ØÒ
¸ H × Ø ÃË ÑØÖÜ¸ ÛÐ Vdc 

ÓÙÒØ× ÓÖ

ÓÙÐ 
ÓÙÒØÒ ØÖÑ× × ÛÐÐ × ÓÖ Ø ÒÙ
ÐÖ ÓÙÐÓÑ ÒØÖ
ØÓÒº ÁÒ Ì

Ò ÓØÖ ×Ñ¹ÑÔÖ
Ð ØÓÖ×¸ H ÔÒ× ÔÖÑØÖ
ÐÐÝ ÓÒÐÝ ÓÒ Ø ÒÙ¹


ÐÖ ÔÓ×ØÓÒ× Ò Vdc ×  ÔÖÛ× ØÚ ÖÔÙÐ×ÓÒ ÒÖÝº ÏÐ Ò ØÖ


× Ø × ÛÐÐ ÒÓÛÒ ÓÛ ØÓ 
Ð
ÙÐØ Vdc ÛØ ÐÒÖ ×
ÐÒ 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ

ÓÖØ¸ Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒ Ó ÐÐ Ó

ÙÔ ÓÖØÐ× Ý ÓÒÐÞØÓÒ ÖÕÙÖ×

O(N3) ÓÔÖØÓÒ×º Ù ØÓ Ø 
Ø ØØ Ø Ò¹×ØÖÙ
ØÙÖ ØÖÑ 
Ò  ÕÙÚ¹

ÐÒØÐÝ ÜÔÖ×× Ò ØÖÑ× Ó Ø Ò×ØÝ ÑØÖÜ P¸ Ø ØÓØÐ ÒÖÝ 
Ò

ÛÖØØÒ ×

E = 2

N


i=1

εi + Vdc = tr[PH ] + Vdc. ´º¾µ

×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸ Ø 
Ù
 ×
ÐÒ ÓÒÐÞØÓÒ Ó H 
Ò  ÝÔ×× Ý

Ö
ØÐÝ 
Ð
ÙÐØÒ P ÖØÖ ØÒ ÐÐ εi³×º

ÌÓ ØØ ÜØÒ¸ Û ÓÐÐÓÛ ÐÚ Ò 
ÓÛÓÖÖ× ½¸ ¾℄ Ò 
ÓÒ×Ö Ø ÓÐÐÓÛÒ



¿½

´ÀÐÑÓÐØÞµ Ö ÒÖÝ ÙÒ
ØÓÒÐ

F = Ω+ µNe + Vdc, ´º¿µ

ÛÖ µ × Ø 
Ñ
Ð ÔÓØÒØÐ¸ Ne = 2N Ø ÒÙÑÖ Ó Ð
ØÖÓÒ× Ò Ω Ø

È ÓÖ ÒÓÒ¹ÒØÖ
ØÒ ÖÑÓÒ×

Ω = − 2

β
ÐÒ Ø



I + eβ(µS−H)


= − 2

β
tr ÐÒ



I + eβ(µS−H)


. ´ºµ

ÀÖ¸ S ×ØÒ× ÓÖ Ø ÓÚÖÐÔ ÑØÖÜ¸ Û
 × ÕÙÚÐÒØ ØÓ Ø ÒØØÝ

ÑØÖÜ I  Ò ÓÒÐÝ  Ø ÓÖØÐ× Ö ÜÔÒ Ò ÑÙØÙÐÐÝ ÓÖØÓÒÓÖÑÐ

×× ÙÒ
ØÓÒ×º ÁÒ Ø È¸ Ø Ð
ØÖÓÒ
 ØÑÔÖØÙÖ × ÒØ Ò ÚÒ Ý

β−1 = kBTeº ÀÓÛÚÖ¸ Ò Ø ÐÓÛ¹ØÑÔÖØÙÖ ÐÑØ

lim
β→∞

Ω = 2

N


i=1

εi − µNe, ´ºµ

Ø Ò¹×ØÖÙ
ØÙÖ ÒÖÝ 
Ò  Ö
ÓÚÖ Ò limβ→∞F = E ÓÐ×º ÁÒ ÓÖÖ

ØÓ Ñ ÙÖØÖ ÔÖÓÖ××¸ ÐØ Ù× ÒÓÛ 
ØÓÖÞ Ø ÓÔÖØÓÖ Ó ÕÙØÓÒ ´ºµ

ÒØÓ P ØÖÑ×º ÚÒ ØØ P × ÚÒ¸ Û
 Û ×ÐÐ ××ÙÑ Ò Ø ÓÐÐÓÛÒ¸

ÃÖÛ× Ò ÈÖÖÒÐÐÓ ¸ ¼℄ ÖÚ Ø ÓÐÐÓÛÒ ÒØØÝ

I + eβ(µS−H) =

P


l=1



I − e
iπ
P
(2l−1)e

β

P
(µS−H)



=
P


l=1

Ml =

P/2


l=1

M∗
l Ml, ´ºµ

ÛÖ Ø ÑØÖ
× Ml¸ ÛØ l = 1, . . . , P Ö Ò Ý

Ml := I − e
iπ
P
(2l−1)e

β

P
(µS−H), ´ºµ

Ò ∗ ÒÓØ× 
ÓÑÔÐÜ 
ÓÒÙØÓÒº ËÑÐÖ ØÓ ÒÙÑÖ
Ð ÔØ¹ÒØÖÐ 
Ð
Ù¹

ÐØÓÒ×¸ Ø × ÔÓ××Ð ØÓ ÜÔÐÓØ Ø 
Ø ØØ  P × ÐÖ ÒÓÙ¸ ×Ó ØØ Ø


ØÚ ØÑÔÖØÙÖ β/P × ×ÑÐÐ¸ Ø ÜÔÓÒÒØÐ ÓÔÖØÓÖ e
β

P
(µS−H) 
Ò

ÔÔÖÓÜÑØ Ý  ÌÖÓØØÖ 
ÓÑÔÓ×ØÓÒ ÓÖ ×ÑÔÐÝ Ý  ¹ØÑÔÖØÙÖ

ÜÔÒ×ÓÒ¸ ºº

Ml = I − e
iπ
P
(2l−1)



I +
β

P
(µS −H)



+O


1

P 2



. ´ºµ



¿¾

ÀÓÛÚÖ¸ × Û ÛÐÐ ×¸ Ö ÒÓ ×Ù
 ÔÔÖÓÜÑØÓÒ × ÖÕÙÖ¸ Û
 ×

Ò 
ÓÒØÖ×Ø ØÓ Ø ÓÖÒÐ ÔÔÖÓ
 ¼℄º ÁÒ ÒÝ 
×¸ Ø È 
Ò

ÖÛÖØØÒ ×

Ω = − 2

β
ÐÒ Ø

P


l=1

Ml = − 2

β
ÐÒ

P/2


l=1

Ø (M∗
l Ml)

= − 2

β

P/2


l=1

ÐÒ Ø (M∗
l Ml)

=
4

β

P/2


l=1

ÐÒ (Ø (M∗
l Ml))

− 1

2 . ´ºµ

× × 
Ù×ØÓÑÖÝ Ò ÐØØ
 Ù Ð ØÓÖÝ ½½¼¸ Ôº ½℄¸ ÛÖ Ø ÑÒÙ×

×Ò ÔÖÓÐÑ × ÚÓ Ý ×ÑÔÐÒ  ÔÓ×ØÚ ÒØ ×ØÖÙØÓÒ¸ Ø ÒÚÖ×

×ÕÙÖ ÖÓÓØ Ó Ø ØÖÑÒÒØ 
Ò  ÛÖØØÒ × Ò ÒØÖÐ ÓÚÖ  
ÓÑÔÐÜ

Ð φl¸ Û
 × Ø ×Ñ ÑÒ×ÓÒ M × Ø ÙÐÐ ÀÐÖØ ×Ô
¸ ºº

det (M∗
l Ml)

−1/2 =
1

(2π)
M
2



e−
1

2
φ∗

l
M∗

l
Mlφl dφl. ´º½¼µ

ÁÒ×ÖØÒ ÕÙØÓÒ ´º½¼µ ÒØÓ ÕÙØÓÒ ´ºµ Û Ò ÙÔ ÛØ Ø ÓÐÐÓÛÒ

Ð¹ØÓÖØ
 ÜÔÖ××ÓÒ ÓÖ Ø È

Ω =
4

β

P/2


l=1

ÐÒ



1

(2π)
M
2



e−
1

2
φ∗

l
M∗

l
Mlφl dφl



=
4

β

P/2


l=1

ÐÒ


e−
1

2
φ∗

l
M∗

l
Mlφl dφl + c, ´º½½µ

ÛÖ φl Ö ÔÔÖÓÔÖØ Ú
ØÓÖ× Ò c × Ò ØÚ 
ÓÒ×ØÒØº

ÐÐ ÔÝ×
Ð ÖÐÚÒØ Ó×ÖÚÐ× 
Ò  
ÓÑÔÙØ × ÙÒ
ØÓÒÐ ÖÚØÚ×

Ó Ø È ÛØ Ö×Ô
Ø ØÓ Ò ÔÔÖÓÔÖØÐÝ 
Ó×Ò ÜØÖÒÐ ÔÖÑØÖº ÓÖ

ÜÑÔÐ¸ Ne = −∂Ω/∂µ Ò limβ→∞Ω+ µNe = 2
N

i=1 εi¸ ×Ó ØØ

E = lim
β→∞

F = 2

N


i=1

εi + Vdc =
∂(βΩ)

∂β
− µ

∂Ω

∂µ
+ Vdc. ´º½¾µ

ËÒ
 Ø ÙÒ
ØÓÒÐ ÖÚØÚ Ó Ø 
ÓÒ×ØÒØ Ò ÕÙØÓÒ ´º½½µ × ÒØ
Ð



¿¿

ØÓ ÞÖÓ¸ ÐÐ ÔÝ×
Ð ÒØÖ×ØÒ ÕÙÒØØ× 
Ò  
ÓÑÔÙØ ÒÐÓÙ ØÓ

∂Ω

∂λ
=

4

β

P/2


l=1



−1
2
φ∗
l



∂(M∗

l
Ml)

∂λ



φle
− 1

2
φ∗

l
M∗

l
Mlφl dφl



e−
1

2
φ∗

l
M∗

l
Mlφl dφl

´º½¿µ

= − 2

β

P/2


l=1



M


i,j=1

(φ∗
l )i



∂(M∗

l
Ml)

∂λ



ij
(φl)je

− 1

2
φ∗

l
M∗

l
Mlφl dφl



e−
1

2
φ∗

l
M∗

l
Mlφl dφl

= − 2

β

P/2


l=1

M


i,j=1



∂(M∗
l Ml)

∂λ



ij



(φ∗
l )i(φl)je

− 1

2
φ∗

l
M∗

l
Mlφl dφl



e−
1

2
φ∗

l
M∗

l
Mlφl dφl

= − 2

β

P/2


l=1

M


i,j=1



∂(M∗
l Ml)

∂λ



ij

(M∗
l Ml)

−1
ij ´º½µ

= − 2

β

P/2


l=1

tr



(M∗
l Ml)

−1∂(M
∗
l Ml)

∂λ



´º½µ

= − 2

β

P


l=1

tr



M−1
l

∂Ml

∂λ



. ´º½µ

ÌÖÝ̧ ÕÙØÓÒ ´º½µ ÓÐ× 
Ù× Ó ÅÓÒØÚÝ Ò ÅÒ×ØÖ ½½¼¸ Ôº ½℄¸

ÛÐ ÕÙØÓÒ ´º½µ × Ù ØÓ Ø 
Ø ØØ M∗
l Ml × ×ÝÑÑØÖ
 ÔÓ×ØÚ ¹

ÒØº

ÍÒÐ ÕÙØÓÒ ´ºµ¸ Ø ØÖÑÒØÓÒ Ó Ω = ∂(βΩ)/∂β Ó× ÒÓ ÐÓÒÖ

ÖÕÙÖ ØÓ 
Ð
ÙÐØ Ø ÒÚÖ× ×ÕÙÖ ÖÓÓØ Ó  ØÖÑÒÒØ¸ ÙØ ÓÒÐÝ Ø Ò¹

ÚÖ× Ó Mlº ÙØ¸ ×Ò
 Ø ÒÚÖ×ÓÒ Ù×ÙÐÐÝ × ØÓ  ÔÖÓÖÑ P ØÑ×¸ Ø


ÓÑÔÙØØÓÒÐ ×
ÐÒ × ÔÖ×ÙÑÐÝ  ÖØÖ ÐÖ ÔÖ
ØÓÖº ÆÚÖØÐ××¸

× Û ÛÐÐ × ÐØÖ Ø× 
Ò  ÑÙ
 ÑÐÓÖØ Ò ÐÐ ÙØ ÚÖÝ Û ÑØÖÜ

ÒÚÖ×ÓÒ× 
Ò  ÚÓº ÇÒ Ø ÓØÖ Ò¸ Ml × ÒÓØ ÓÒÐÝ ÚÖÝ ×ÔÖ×¸

×Ò
 Ø ÓÝ× Ø ×Ñ ×ÔÖ×ØÝ ÔØØÖÒ × H ¸ ÙØ × ÙÖØÖÑÓÖ Ð×Ó ÐÛÝ×

ØØÖ 
ÓÒØÓÒ × Ø ÐØØÖ¸ ×Ó ØØ ÐÐ M−1
l ÑØÖ
× Ö ×Ù×ØÒØÐÐÝ

×ÔÖ×Ö ØÒ Ø ÒØ ØÑÔÖØÙÖ Ò×ØÝ ÑØÖÜ Ò ØÙ× 
Ò  
ÒØÐÝ

ØÖÑÒ ¾¸ ¾℄º ËÓÐÚÒ Ø Ne ×Ø× Ó ÐÒÖ ÕÙØÓÒ× MlΦ
l
j = ψj¸ ÛÖ

{ψj} ×  
ÓÑÔÐØ ×Ø Ó ×× ÙÒ
ØÓÒ×¸ Ø ÒÚÖ× 
Ò  Ü
ØÐÝ 
ÓÑÔÙØ

× M−1
l =

Ne

j=1φ
l
jψ

l
j ÛØÒ O(N2) ÓÔÖØÓÒ×º



¿

ÓÑÔÖÒ ÕÙØÓÒ ´º¾µ ÛØ ÕÙØÓÒ ´ºµ Ø × ×Ý ØÓ × ØØ Ø È

Ò ×ÑÐÖÐÝ ÐÐ ÔÝ×
Ð ×Ò
ÒØ Ó×ÖÚÐ× 
Ò  ÛÖØØÒ × Ø ØÖ
 Ó

ÑØÖÜ ÔÖÓÙ
Ø 
ÓÒ××ØÒ Ó Ø ÖÑ ÑØÖÜ ρ¸ Û
 Ò Ø ÐÓÛ¹ØÑÔÖØÙÖ

ÐÑØ × ÕÙÚÐÒØ ØÓ Pº ËÔ

ÐÐÝ̧ Ω = ∂(βΩ)/∂β = tr[ρH ] − µNe¸ ÙØ ¹


Ù× Ø Ø ×Ñ ØÑ Ne = tr[ρS] ÓÐ×¸ Ø ÓÖÑÖ 
Ò  ×ÑÔÐ ØÓ

Ω = tr[ρ(H − µS)], ´º½µ

ÛÖ S = −∂H/∂µ Ò ρ = ∂Ω/∂H º ×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸ Ø È Ò ÐÐ Ø×

ÙÒ
ØÓÒÐ ÖÚØÚ× 
Ò  ÖÙ
 ØÓ ÚÐÙØ ρ × ÓÒ ÕÙØÓÒ ´º½µ

ÛØ λ = Hij º Í×Ò Ø ×ØÒÖ ×× {ei} Ò Ø ÒØØÝ ¼℄

ρij =
∂Ω

∂Hij
=

2

P

P


l=1

e∗j


I −M−1
l



ei =
2

P



P


l=1



I −M−1
l





ji

,

=
4

P

P/2


l=1



I −


M∗
l Ml

−1


ji
=

4

P

P/2


l=1



I −


M∗
l Ml

−1


ij
, ´º½µ

ÛÖ Ø ÐØØÖ ÓÐ× × Ø ÒÚÖ× Ó


M∗
l Ml

−1 × ×ÝÑÑØÖ
¸ × ÛÐÐ¸ Û

Ø

ρ =
∂Ω

∂H
=

4

P

P/2


l=1



I −


M∗
l Ml

−1


=
2

P

P


l=1



I −M−1
l



. ´º½µ

ÁÒ ÓØÖ ÛÓÖ×¸ Ø ÓÖÒ Ó Ø ÑØÓ × Ø ÒÓØÓÒ ØØ Ø Ò×ØÝ ÑØÖÜ¸

Ø ×ÕÙÖ Ó Ø ÛÚÙÒ
ØÓÒ Ø ÐÓÛ ØÑÔÖØÙÖ Ò Ø ÅÜÛÐÐ¹ÓÐØÞÑÒÒ

×ØÖÙØÓÒ Ø  ØÑÔÖØÙÖ¸ 
Ò  
ÓÑÔÓ× ÒØÓ  ×ÙÑ Ó M−1
l ÑØÖ¹


×¸ 
 Ø Ö 
ØÚ ØÑÔÖØÙÖ β/P Ò Ò
 ÐÛÝ× ×ÔÖ×Ö ØÒ

ρº Ø¸ 
ÓÒØÖÖÝ ØÓ Ø ÓÖÒÐ ÔÔÖÓ
 ¼℄¸ ÒØÖ  ÌÖÓØØÖ 
ÓÑ¹

ÔÓ×ØÓÒ ÒÓÖ  ¹ØÑÔÖØÙÖ ÜÔÒ×ÓÒ ÓÖ ÕÙØÓÒ ´ºµ × Ò Ù×¸

×Ó Ö ÚÖÝØÒ × Ü
Ø ÓÖ ÒÝ P º ÆÚÖØÐ××¸ × Ø ÓÖÑÒØÓÒ

ÖÙ
ØÓÒ ÖÓÑ 
Ù
 ØÓ ÕÙÖØ
 ×
ÐÒ ÒÓ 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ ×ÚÒ× Ú Ò

Ò ØÖº ÉÙØ Ø 
ÓÒØÖÖÝ̧ Ø Ö×Ø ×Ø Ø ÑØ ÚÒ ÔÔÖ ØØ Ø×

×
Ñ¸ Û
 ÖÕÙÖ× ØÓ ÒÚÖØ P ÑØÖ
×¸ × Ð×× 
ÒØ ØÒ ÜÔÐ
ØÐÝ

ÓÒÐÞÒ H º ÀÓÛÚÖ¸ × ÐÖÝ ÑÒØÓÒ¸ Ò Ø ÒÜØ ×
ØÓÒ Û Ö
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ÓÒ ØÓ ÑÓÒ×ØÖØ ØØ Ø× 
Ò  
Ö
ÙÑÚÒØ ÓÖ Ø ÑÓ×Ø ÔÖØ Ý Ü¹

ÔÖ××Ò ÐÐ ÙØ ÚÖÝ Û ÑØÖÜ ÒÚÖ×ÓÒ× ØÖÓÙ  Ý×Ú ÔÓÐÝÒÓÑÐ

ÜÔÒ×ÓÒº

º¿ Ì ÀÝÖ ÔÔÖÓ


ÁÒ Ø× ×
ØÓÒ¸ Û ×
Ö Ø ÒÓÚÐ ÝÖ ÔÔÖÓ
 Ò ÓÖÖ ØÓ Ñ ÙÖØÖ

ÔÖÓÖ×× Ò ØÓ 
Ú Ò ÚÒ ÑÓÖ ÚÓÙÖÐ ×
ÐÒº ÓÖ ØØ ÔÙÖÔÓ×¸

ÓÒ 
Ò ØÖ ÔÔÖÓÜÑØ Ø ÔÖÓÔØÓÖ e
β

P
(µS−H) Ó ÕÙØÓÒ ´ºµ¸ ÓÖ Ü¹

ÔÐÓØ Ø 
Ø ØØ Ý Ò
Ö×Ò P Ò ÕÙØÓÒ ´º½µ Ø ÑØÖÜ ÜÔÓÒÒØÐ

Ò Ò
 M−1
l 
Ò  ÚÖ ×ÑÔÐÖ Ü
ØÐÝ 
Ð
ÙÐØº ËÔ

ÐÐÝ̧ Û Ñ¹

ÔÐÓÝ Ø ×ÕÙÖÒ Ò ×
ÐÒ Ø
ÒÕÙ ØÓ 
ÓÑÔÙØ ÑØÖÜ ÜÔÓÒÒØÐ×¸ ºº

eA = (eA/m)m ½¼℄¸ ÛÖ Û ÜÔÐÓØ Ø 
Ø ØØ eA/m × ØÖÚÐ ØÓ 
ÓÑÔÙØ

ÛÒÚÖ m × ÐÖº ÁÒ Ò ÒÐÝ×× Ó Ø Ml ÑØÖ
×¸ Û ÓÙÒ ØØ ÚÖÝ Ml

ÑØÖÜ × ØÖÓÙÓÙØ ØØÖ 
ÓÒØÓÒ ØÒ H ¾℄º ÖÓÑ Ø× ÓÐÐÓÛ× ØØ

ÓÖ ÐÐ l¸ M−1
l ÐÛÝ× ÜØ× Ð×× ÒÓÒ¹ÞÖÓ ÒØÖ× Ò × ØÖÓÖ ÑÙ
 ×Ö

ØÓ 
ÓÑÔÙØ ØÒ Ø ÒÚÖ× Ó H ¸ Û
 ÛÓÙÐ 
ÓÖÖ×ÔÓÒ ØÓ Ø 
ÓÑÔÐÜØÝ

Ó 
Ð
ÙÐØÒ ρ Ö
ØÐÝº

ÁÒ ØÓÒ¸ Ø ÑØÓ 
Ò  ÚÒ ÑÓÖ ÑÔÖÓÚ Ý Ö
ÓÒÞÒ ØØ H ×

ÖÐ × ÛÐÐ × ×ÝÑÑØÖ
 Ò ØØ Ø ÕÙÐØÝ

Ml = M∗
P−l+1 ´º¾¼µ

ÓÐ×º Í×Ò ÕÙØÓÒ ´º¾¼µ Ò Ø 
Ø ØØ ωl := e
iπ
P
(2l−1) ÒÓØ×  ÔÓÒØ

ÓÒ Ø ÙÒØ 
Ö
Ð Ó Ø 
ÓÑÔÐÜ ÔÐÒ¸ Û ×ÓÛ ØØ ÓÒÐÝ Ø ÖÐ ÔÖØ× Ó

Ø Ml ÑØÖ
× Ö ÖÕÙÖ ØÓ 
ÓÑÔÙØ ρ

M∗
l Ml =



I − ωle
β

P
(µS−H)

∗

I − ωle
β

P
(µS−H)



=


I − ωl



e
β

P
(µS−H)

∗


I − ωle
β

P
(µS−H)



= I − (ωl + ωl)e
β

P
(µS−H) + (ωlωl) e

2β

P
(µS−H)

= I − 2Reωl e
β

P
(µS−H) + e

2β

P
(µS−H)

=


I + e
2β

P
(H−µS) − 2Reωl e

β

P
(H−µS)



e
2β

P
(µS−H)

=: Nl e
2β

P
(µS−H) ∈ RM×M , ´º¾½µ
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ÛÖ M × Ø ÒÙÑÖ Ó ×× ÙÒ
ØÓÒ× Ò ØÖÓÖ Ø ÑÒ×ÓÒ Ó Ø

ÖÐ ÑØÖÜ M∗
l Mlº

Ì ÐØØÖ ÔÖÓÓ ÒØÐ× ×Ù×ØÒØÐ ×ÚÒ× Ò ØÖÑ× Ó 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ 
Ó×Ø Ò

ÑÑÓÖÝ ÖÕÙÖÑÒØº ÖÓÑ Ø× Ø ÓÐÐÓÛ× ØØ ÕÙØÓÒ ´º½µ 
Ò  ÙÖØÖ

×ÑÔÐ ØÓ

ρ =
2

P

P/2


l=1



I − ReM−1
l



, ´º¾¾µ

ÛÖ Ø ÙÔÔÖ ÐÑØ Ó ÒÜ l × Ò
ÓÖØ Ö×ØÖ
Ø ØÓ P/2º ÅÓÖÓÚÖ¸ Ø

× Ò Ó×ÖÚ ØØ Ù×Ø  ÒÙÐ Ó Ml ÑØÖ
×¸ ÛÖ l × 
ÐÓ× ØÓ P/2¸

Ö ÐÐ¹
ÓÒØÓÒ Ò ÓÒÐÝ ÓÖ ØÑ Ø ÒÚÖ×ÓÒ × 
ÓÑÔÙØØÓÒÐÐÝ 
ÙÑÖ¹

×ÓÑº ÐÐ ÓØÖ Ml ÑØÖ
× ÚÒ  ×ÑÐÐÖ ÒÜ Ö ÖØÖ ÛÐÐ¹
ÓÒØÓÒ¸

×Ó ØØ Ø ÑØÖÜ ÒÚÖ×ÓÒ 
Ò  ÚÖÝ 
ÒØÐÝ ÔÖÓÖÑ Ý  Ý×Ú

ÔÓÐÝÒÓÑÐ ÜÔÒ×ÓÒ ¾℄º Ì× × ØÓ ×Ý ØØ ρ 
Ò ÐÛÝ×  ÛÖØØÒ ×

×ÙÑ Ó M−1
l ÑØÖ
×¸ Û
 Ö ØÖÓÙÓÙØ ÔÖØØÝ ÑÙ
 ×ÔÖ×Ö ØÒ ρ Ø×Ðº

Ì ÐØØÖ × Ò 
Ø ØÖÙ¸ ÚÒ  ρ × ÖØÖ ÙÐÐ¸ ×Ó ØØ ÑØÐÐ
 ×Ý×ØÑ× 
Ò

 ÚÖÝ 
ÒØÐÝ ØÖØº

Ì× 
ÓÑÔÐÑÒØÖÝ ÔÖÓÔÖØ× Ó Ø Ml ÑØÖ
× ÑÑØÐÝ ×Ù×Ø

Ø ÓÐÐÓÛÒ ÝÖ ÔÔÖÓ
º ÌÖÝ̧ Ò ÓÔØÑÐ l̄ × 
Ó×Ò ×Ù
 ØØ

1 < l̄ < P/2¸ ÛÖ ÐÐ Ml ÑØÖ
× ÛØ l < l̄ Ö ÒÚÖØ Ý  Ý×Ú

ÔÓÐÝÒÓÑÐ ÜÔÒ×ÓÒ Ò ÓÒÐÝ ÓØÖÛ× ÓÖ l ≥ l̄ Ý Ò ØÖØÚ ÆÛØÓÒ¹

Ë
ÙÐÞ ÑØÖÜ ÒÚÖ×ÓÒº × ÐÓÒ × Ml × ÒÓØ ÐÐ¹
ÓÒØÓÒ¸ Ø ÓÖÑÖ ×

Ø ÚÒØ Ó Ò ××ÒØÐÐÝ ÒÔÒÒØ Ó P ¸ ×Ó ØØ Ò
Ö×Ò P

ÛÐÐ ÒÓØ Ò
Ö× Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ 
Ó×Øº ÌÓØÖ ÛØ Ø 
Ø ØØ Ø

ÒÙÑÖ Ó ÐÐ¹
ÓÒØÓÒ Ml ÑØÖ
× ÔÒ× ÓÒÐÝ ÓÒ Ø ÔÖØ
ÙÐÖ ×Ý×ØÑ

Ò β¸ ÙØ Ò ÒÓØ ÓÒ P ¸ Ø ÔÖ×ÒØ ÝÖ ÔÔÖÓ
 ÐÐÓÛ× ØÓ ÑÔÐÓÝ Ò

ÖØÖÖÝ ÐÖ P Ø ×
ÐÐÝ ÒÓ ØÓÒÐ 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ 
Ó×Øº ÁÒ Ø× ÛÝ̧

Ø 
ÓÑÔÓ×ØÓÒ Ó Ø È Ò ÕÙØÓÒ ´ºµ 
Ò  Ñ Ü
Ø Ò ÒÝ

ÓÖÖ ××ÒØÐÐÝ ÓÖ Öº ÖÓÑ Ø× Ø ÓÐÐÓÛ× ØØ Ø Ð
ØÖÓÒ
 ØÑÔÖØÙÖ

β−1 
Ò  
Ó×Ò ØÓ  ÖØÖ ÐÓÛ Ò × ØÝÔ
ÐÐÝ ÒØ
Ð ÛØ Ø ÒÙ
ÐÖ

ØÑÔÖØÙÖº

ÙÖØÖÑÓÖ¸ Ø × ÔÓ××Ð ØÓ ÖÛÖØ ReM−1
l Ò Ø ÓÐÐÓÛÒ ÛÝ

ReM−1
l =

1

2



I +


e
2β

P
(H−µS) − I



N−1
l



, ´º¾¿µ
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ÛÖ Nl × Ø ÖÐ ÚÐÙ ÑØÖÜ Ò Ò ÕÙØÓÒ ´º¾½µº ÌØ × ØÓ ×Ý̧

Ø ÛÓÐ ÔÖÓÐÑ 
Ò  ÖÙ
 ØÓ ÒÚÖØ Nlº ÈÖØØÝ ÑÙ
 × ÓÖ Ø Ml

ÑØÖÜ¸  Nl × ÛÐÐ¹
ÓÒØÓÒ¸ Ø× ÒÚÖ× 
Ò  ÜÔÖ×× Ý  Ý×Ú

ÜÔÒ×ÓÒº ÓÖ Ø× ÔÙÖÔÓ× ÐØ Ù× ÖÛÖØ Nl Ò ØÖÑ× Ó  ×Ø Ò ×
Ð

ÙÜÐÖÝ ÑØÖÜ

X =
e

β

P
(H−µS) − z0

ζ
, ´º¾µ

ÛÓ× ×Ô
ØÖÙÑ Ð× ØÛÒ −1 Ò 1º Ì 
ÓÖÖ×ÔÓÒÒ ×ØÒ Ò ×
ÐÒ

ÔÖÑØÖ× z0 =


e ε���/P + e ε���/P


/2 Ò ζ =


e ε���/P − e ε���/P


/2 Ö Ü¹

ÔÖ×× Ò ØÖÑ× Ó Ø ÑÜÑÙÑ Ò ÑÒÑÙÑ ÒÚÐÙ× Ó H̃ = H−µS Ò

ÙÒØ Ó kBT ¸ ºº Ý ε��� Ò ε��� ¾℄º ËÒ
  ÖØÖ 
ÖÙ ×ØÑØ ÓÖ ε���
Ò ε��� × ×Ù
ÒØ¸ ØÝ 
Ò  
ÒØÐÝ ÔÔÖÓÜÑØ Ù×Ò Ö×ÓÖÒ³×


Ö
Ð ØÓÖÑ ¿℄ ×

ε��� ≥ max
i



H̃ii +


i=j

|H̃ij|


, ´º¾µ

ε��� ≤ min
i



H̃ii −


i=j

|H̃ij|


. ´º¾µ

Ì ÖÒ
 Δε = ε��� − ε��� 
ÓÖÖ×ÔÓÒ× ØÓ Ø ×Ô
ØÖÐ ÛØ Ó H̃ º Ì


ÓÒØÓÒ ÒÙÑÖ κ(Nl) ≈ 1 + Δε2π−2(P − 2l)−2 × ×ÓÑÛØ Ö ØÒ

κ(Ml) ≈ 1+Δεπ−1(P −2l)−1¸ ÙØ × ÑÓÖ ÖÔÐÝ 
ÐÒÒ ÛØ 
Ö×Ò lº

ÌÖÛØ¸ ÓÖ l < l̄¸ Û 
Ò ÔÔÖÓÜÑØ N−1
l ×  ×ÙÑ Ó Ý×Ú ÔÓÐÝÒÓ¹

ÑÐ× Ó X Ý

N−1
l ≈

mC(l)


i=0

ci(l)Ti(X), ´º¾µ

ÛÖ Ti(X) Ö Ø Ý×Ú ÔÓÐÝÒÓÑÐ× × Ò Ò ÕÙØÓÒ ´¿º½µ Ò

ci(l) Ø 
ÓÖÖ×ÔÓÒÒ 
Ó
ÒØ×º ÆÓØ ØØ Ti(X) Ö ÒÔÒÒØ Ó l ×Ó

ØØ ØÝ Ú ØÓ  
Ð
ÙÐØ ÓÒÐÝ ÓÒ
º Ì ÙÔÔÖ ÓÙÒ mC(l) Ò ØÙ×

Ø ÒÙÑÖ Ó ØÖÑ× Ò Ø ×ÙÑÑØÓÒ ØÓ 
Ú  ÖÐØÚ 

ÙÖ
Ý Ó 10−D

ÓÒ N−1
l × ÔÔÖÓÜÑØÐÝ

mC(l) ≈
1

2
+

ΔεD ln 10

π(P − 2l)
. ´º¾µ



¿

ØÖ ÚÒ 
ÓÑÔÙØ Ø ÒÚÖ× Ó ÐÐ Ø ÛÐÐ¹
ÓÒØÓÒ Nl ÑØÖ
×¸

Û Ú ØÓ Ð ÛØ Ø ÚÖÝ Û ÐÐ¹
ÓÒØÓÒ ÓÒ×º × ÐÖÝ Ò
Ø

Ø× × 

ÓÑÔÐ× Ý Ø ÓÐÐÓÛÒ ÆÛØÓÒ¹Ë
ÙÐÞ ØÖØÓÒ

Ak+1 = 2Ak −AkNlAk, k = 0, 1, . . . , ´º¾µ

Û
 
ÓÒÚÖ× ÕÙÖØ
ÐÐÝ ØÓ N−1
l ÚÒ ØØ A0 × ÛØÒ Ø Ö×Ô
ØÚ

Ö Ó 
ÓÒÚÖÒ
 ½¿℄º ÚÒ ØÓÙ ÓÖ

A0 = N∗
l



Nl1Nl∞
−1

, ´º¿¼µ

ÕÙØÓÒ ´º¾µ × ÐÖÝ ÙÖÒØ ØÓ 
ÓÒÚÖ ½¾¿℄¸ ÙØ Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒ

Ó N−1
l 
ÓÑ× ÚÒ ÑÓÖ 
ÒØ ÛØ Ø ÚÐÐØÝ Ó  ÓÓ ÒØÐ Ù××

ÓÖ Ø ÑØÖÜ ÒÚÖ×º ÓÖØÙÒØÐÝ̧ Û 
Ò Ñ Ù× Ó N−1
l̄+n−1

× Ò ÒØÐ

Ù×× ÓÖ N−1
l̄+n

, n ∈ {0, . . . , P/2 − l̄} ØØ × ÓÓ ÒÓÙ ØÓ ÚÒ 
ÓÒÚÖ

ÖØÖ ÐÐ¹
ÓÒØÓÒ ÑØÖ
× Ù×ÙÐÐÝ ÛØÒ  Û ØÖØÓÒ×º Ì ÒÙÑÖ Ó

ÑØÖÜ ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ× ÖÕÙÖ ØÓ ÓØÒ  ÖÐØÚ 

ÙÖ
Ý Ó 10−D ÓÒ Nl

×ØÖØÒ ÖÓÑ Nl̄−1 ØØ × ÐÖÝ Ò 
Ð
ÙÐØ Ý ÕÙØÓÒ ´º¾µ ×

mN (l) =
2

ln 2
ln

ln(1− χ(l))−D ln 10

lnχ(l)
, ´º¿½µ

ÛÖ χ(l) ≈ 4(P + 1− 2l)

(1 + (P + 1− 2l))2
. ´º¿¾µ

ÀÒ
¸ Ø ÓÔØÑÐ ÚÐÙ Ó l̄ 
Ò  ÓÙÒ Ý ÑÒÑÞÒ Ø ×ØÑØ ØÓØÐ

ÒÙÑÖ Ó ÑØÖÜ ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ×

mtot(l̄) = mC(l̄) +

P/2


l=l̄

mN(l) ´º¿¿µ

ÙÒÖ ÚÖØÓÒ Ó l̄º ÁÒ ÒÖÐ¸ P/2 − l̄ × ÖØÖ ×ÑÐÐ Ò ÓÒÐÝ ÛÐÝ ¹

ÔÒÒØ ÓÒ β¸ Û
 ÑÔÐ× ØØ Ù×Ø  Û Nl ÑØÖ
× Ò× ØÓ  ÜÔÐ
ØÐÝ

ÒÚÖØ Ù×Ò ÕÙØÓÒ ´º¾µ¸ ÖÖÐ×× Ó Ø Ð
ØÖÓÒ
 ØÑÔÖØÙÖº

ÀÓÛÚÖ¸ Ø ÑØÖÜ¹ÑØÖÜ ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ× Ó ÕÙØÓÒ ´º¾µ 
Ù×× ØØ

limk→∞Ak+1 ÚÒØÙÐÐÝ 
ÓÑ× ÖÐÝ Ó

ÙÔº ÓÖ Ø× Ö×ÓÒ Ò ÓÖÖ ØÓ

×Ù×ØÒ ÐÒÖ ×
ÐÒ Ø ÒØÖÑØ ÑØÖ
× Ö ØÖÙÒ
Øº ÆÚÖØÐ××¸

× ÐÖÝ ÑÒØÓÒ¸ Ø 
ÓÒØÓÒ ÒÙÑÖ Ó Nl × ÐÛÝ× ÐÓÛÖ ØÒ Ø ÓÒ



¿

Ó H Ò ØÝÔ
ÐÐÝ ÚÒ ÖØÖ ÛÐÐ¹
ÓÒØÓÒ¸ ×Ó ØØ N−1
l × Ý ÒØÓÒ

×Ù×ØÒØÐÐÝ ×ÔÖ×Ö ØÒ ρº ÖÓÑ Ø× Ø ÓÐÐÓÛ× ØØ Ø Ò
××ÖÝ ØÖÙÒ
ØÓÒ


ÙØ¹Ó × ÖÐØÚÐÝ ÑÐ Ò Ø ÔÔÖÓÜÑØÓÒ ØÖÓÖ ÚÖÝ ×ÑÐÐ¸ ×Ó ØØ

ÐÝ 

ÙÖØ ÐÒÖ ×
ÐÒ Ð
ØÖÓÒ
 ×ØÖÙ
ØÙÖ 
Ð
ÙÐØÓÒ× Ö ×ØÐÐ ÔÓ××Ðº

º ÈÖÓÖÑÒ ËÐ¹ÓÒ××ØÒØ ÅÓÐ
ÙÐÖ ÝÒ¹

Ñ
× ËÑÙÐØÓÒ×

ÁÒ Ø× ×
ØÓÒ¸ Û ×
Ö Ø ÑÔÐÑÒØØÓÒ Ó Ø ÓÚ ÔÖ×ÒØ ÝÖ

ÔÔÖÓ
 ÛØÒ  ×Ð¹
ÓÒ××ØÒØ ÁÅ ÖÑÛÓÖº ÁØ× 
 ÚÒØ × ÒÓØ

ÓÒÐÝ ØØ Ø ÐÐÓÛ× ÓÖ 

ÙÖØ ÐÒÖ ×
ÐÒ 
Ð
ÙÐØÓÒ×¸ ÙØ × ÙÖØÖÑÓÖ

Ð×Ó ØÖÑÒ×Ø
º ÀÒ
¸ Ø ÚÖÒ
 ØÓ Ø ÓÖÒÐ ÔÔÖÓ
 ¼℄¸ ÛÖ

Ø 
ÓÖÖ×ÔÓÒÒ ÑØÖ
× Ö ÒÚÖØ Ý Ò ÔÔÖÓÜÑØ ×ØÓ
×Ø
 ÑØÓ¸

Ø × ÒÓÛ ÔÓ××Ð ØÓ ÔÖÓÖÑ 
Ð
ÙÐØÓÒ× Ù×Ò ÀÑÐØÓÒÒ ÓÔÖØÓÖ× Ó ÙÐÐÝ

×Ð¹
ÓÒ××ØÒØ ÑÒ¹Ð ØÓÖ×¸ ×Ù
 × À¸ Ì¸ Ò ×Ð¹
ÓÒ××ØÒØ Ì

´ËÌµ ¿¾¸ ½℄º

Ï Ú Ø×Ø Ø ÑØÓ Ò Ø 
ÓÒØÜØ Ó Ð
ØÖÓÒ
 ×ØÖÙ
ØÙÖ × Å Ù×¹

Ò  ËÌ ÑÓÐ ℄ Ò ÑÔÐÑÒØ Ø Ò Ø ÅÈÌÓÓÐ ÔÖÓÖÑ Ô


¸ ½¼℄º ÁÒ Ø ×Ð¹
ÓÒ××ØÒØ Ð ´Ëµ ÓÔØÑÞØÓÒ ÐÓÓÔ¸ ×Ð¹
ÓÒ××ØÒ
Ý

× ÖÐÞ Ý ÑÔÓ×Ò ÐÓ
Ð 
Ö ÒÙØÖÐØÝ ´ÄÆµ¸ ØÓ 

ÓÙÒØ ÓÖ 
Ö

ØÖÒ×Ö ÔÖÓ
×××¸ × ÛÐÐ × ÓÒ ÖÒ Ò ÓÖÑØÓÒº Ì× ÑÒ× ØØ

Ø ÒÙÑÖ Ó Ð
ØÖÓÒ× Ó ÚÖÝ ØÓÑ α × ØÓ  ÕÙÐ ØÓ Ø ÒÙÑÖ Ó Ø× Ú¹

ÐÒ
 Ð
ØÖÓÒ× q0α ÛØÒ Ò Ù×ØÐ ØÓÐÖÒ
¸ Û
 Û ÒÑ Δqmaxº ÌÓ

ØØ ÜØÒ¸ ÙÖÒ Ø Ë ÐÓÓÔ Ø ÓÒÐ ÐÑÒØ× Ó H Ö ÚÖ Ù×Ò

 ÐÒÖ Ö×ÔÓÒ× ÙÒ
ØÓÒ Θ ÙÒØÐ ÐÓ
Ð 
Ö ÒÙØÖÐØÝ × 
Úº ËÔ
¹


ÐÐÝ̧ Ò 
 Å ×ØÔ Ö×Ø H × ÙÐØ ÙÔ¸ ÛÖ× Ò ÚÖÝ Ë ØÖØÓÒ Û


Ð
ÙÐØ Ø ×Ø¹Ú
ØÓÖ ΔH ØÓ Ø ÓÒÐ ÐÑÒØ× Ó H º Ì ÐØØÖ Ö Ø

×Ó 
ÐÐ ÓÒ¹×Ø ÒÖ× ǫi = Hii¸ ÛÐ Ø ÓÒÐ ÐÑÒØ× Ó ρS ÖÔÖ×ÒØ×

Ø Ó

ÙÔÒ
Ý Ó Ø 
ÓÖÖ×ÔÓÒÒ ÓÖØÐ¸ Ò
 Ne = tr[ρS]º ËÙÑÑÒ ÓÚÖ

ÐÐ ÓÖØÐ× 
ÒØÖ ÓÒ ÒÝ ÔÖØ
ÙÐÖ ØÓÑ α¸ ÓÒ ÓØÒ× Ø ××Ó
Ø ÓÒ¹

×Ø 
Ö qαº ÄÆ × ÒÓÖ
 Ý 
Ð
ÙÐØÒ Δk
H = Θ(qkα− q0α) ÓÖ ÚÖÝ Ë

ØÖØÓÒ k Ò ×ØÒ Ø ÓÒ¹×Ø ÒÖ× Ù×Ò ǫk+1
i = ǫi +Δk

H º ËÓ ÔØ¸

Hk × ÓÒÐÞ Ù×Ò Ø ÓÚ ÓÖÑÐ×Ñ ÙÒØÐ maxα |qα − q0α| ≤ Δqmaxº

ÁÒ ØØ 
×¸ Ò×Ø Ó Ò ÖÒ¹
ÒÓÒ
Ð Ø ×ÑÙÐØÓÒ × ÔÖÓÖÑ Ø



¼


ÓÒ×ØÒØ Neº

ÀÓÛÚÖ¸ × ÐÖÝ Ö
ÓÒÞ Ý ÃÖ×× Ø Ðº ¾℄ Ù×Ò Ø ÔÖ×ÒØ ËÌ

ÑÓÐ ℄¸ Ø Ë 
Ý
Ð × ÚÖÝ ×ÐÓÛÐÝ 
ÓÒÚÖÒ Ò Ø ÒÙÑÖ Ó Ò
××ÖÝ

ØÖØÓÒ× ÔÒ× 
ÖØ
ÐÐÝ ÓÒ Δqmaxº ÆÚÖØÐ××¸ Ø× 
Ò ÖÑ Ý

ÔØÒ Ø ÑØÓ Ó ÃÒ Ø Ðº ℄ Ò ×Ù
  ÛÝ ØØ Ò×Ø Ó

ÙÐÐÝ 
ÓÙÔÐ Ð
ØÖÓÒ¹ÓÒ Å ÓÒÐÝ Ø ÑÓ ÔÖ
ØÓÖ¹
ÓÖÖ
ØÓÖ ÒØÖØÓÖ

× Ù× ØÓ ÔÖÓÔØ ΔH Ò ØÑº ÁÒ Ø ÖÑÛÓÖ Ó Ì¸ Ø× ×
Ñ ×

×ÓÛÒ ØÓ  ÔÖØ
ÙÐÖÐÝ 
ØÚ ÓÖ  ÐÖ ÚÖØÝ Ó ÖÒØ ×Ý×ØÑ× ¾¾

¾¸ ¿¼¸ ¿¿¸ ¸ ¸ ¸ ½℄º ÁÒ×ÔÖ Ý Ø ÓÖÒÐ ×
Ñ Ó ÃÓÐ ¸ ℄

Ö

ΔH(tn)
p =

K


m=1

(−1)m+1m



2K
K−m





2K−2
K−1

ΔH(tn−m) ´º¿µ

× Ù× ×  ÑÓ ÔÖ
ØÓÖ¸ ÛÖ ΔH(tn)
p × Ò ×ØÑØ ÓÖ ΔH(tn) Ó

Ø ÒÜØ Å ØÑ ×ØÔ tn Ò × ÔÔÖÓÜÑØ Ù×Ò Ø ÛØ ×Ø× Ó Ø

K ÔÖÚÓÙ× ØÑ ×ØÔ×º Ï 
ÐÑ ØØ Ø ÛØ×

wm := (−1)m+1m



2K
K−m





2K−2
K−1

 ´º¿µ

ÐÛÝ×  ÙÔ ØÓ 1º ÌÙ×¸ Û ×ÓÛ Ø ÓÐÐÓÛÒ

K


m=1

wm =
K


m=1

(−1)m+1m



2K
K−m





2K−2
K−1

 = 1 ´º¿µ

Ý ÑÒ Ù× Ó Ø ÔÔÒÜ Ó ℄ Ò ÛÖØ

K


m=1

(−1)m+1m



2K

K −m



´º¿µ

=

K


m=1

(−1)m+1m



2K − 2

K −m



+ 2



2K − 2

K −m− 1



+



2K − 2

K −m− 2



=
K


m=1

(−1)m+1



m(2K − 2)!

(K −m)!(K +m− 2)!

+
2m(2K − 2)!

(K −m− 1)!(K +m− 1)!
+

m(2K − 2)!

(K −m− 2)!(K +m)!



. ´º¿µ



½

ÐÐ ÙØ Ø Ö×Ø ×ÙÑÑÒ 
Ò
Ð× ÓÙØ ×Ó ØØ Û Ø

K


m=1

(−1)m+1m



2K

K −m



=



2(K − 1)

K − 1



, ´º¿µ

Û
 ØÖ Ò×ÖØÒ Ø ÒØÓ ÕÙØÓÒ ´º¿µ ÕÙÐ× ØÓ

K


m=1

wm =



2K − 2

K − 1

−1

·


2(K − 1)

K − 1



= 1. ´º¼µ

× ×Ô
Ð 
× ÓÖ K = 1¸ Û Ú w1 = 1¸ ºº ΔH(tn)
p = ΔH(tn−1)º

ÀÓÛÚÖ¸ 
ÓÒØÖÖÝ ØÓ Ø ×
ÓÒ ÒÖØÓÒ Ö¹ÈÖÖÒÐÐÓ Å ÔÔÖÓ


Ó ÃÒ Ø Ðº ℄¸ ÛÖ Ò 
 Å ×ØÔ ÓÒÐÝ  ×ÒÐ ÔÖ
ÓÒØÓÒ

Ð
ØÖÓÒ
 ÖÒØ 
Ð
ÙÐØÓÒ × ÖÕÙÖ × Ø 
ÓÖÖ
ØÓÖ¸ Ö Ø ÔÖ
Ø

ΔH(tn)
p × ÓÒÐÝ Ù× × Ò ÒØÐ Ù×× ÓÖ Ø Ë 
Ý
Ð¸ Û
 ÖÕÙÖ× Ø

Ð×Ø  ×ÒÐ  ÒÓØ ÑÙÐØÔÐ ÓÒÐÞØÓÒ×º ÌØ × ØÓ ×Ý ØØ Ò×Ø Ó

ÒÙÒ Ö¹ÈÖÖÒÐÐÓ¹Ð ÝÒÑ
× ¾½¸ ℄¸  Ð×× 
ÒØ 

ÐÖØ ÓÖÒ¹

ÇÔÔÒÑÖ Å ´ÇÅµ ¿¸ ¸ ¾¸ ½½¸ ½¿¾¸ ½℄ × ÔÖÓÖÑº

ÆÚÖØÐ××¸ Ò Ø× ÛÝ Ø 
ÓÒÚÖÒ
 ÖØ Ó Ø Ë 
Ý
Ð × ÑÙ
 Ò¹


Ö×¸ ÛÐ Ø Ø ×Ñ ØÑ ÚÒ ÐÐÓÛÒ ÓÖ  ÖØÖ ØØ ØÓÐÖÒ


ØÖ×ÓÐº ÁÒ 
Ø¸ 
ÓÑÔÖÒ ÛØ Ø ÑÔÐÓÝ 
ÓÒÚÖÒ
 
ÖØÖÓÒ Ó ÃÖ××

Ø Ðº ¾℄¸ Ö Δqmax 
Ò  
Ó×Ò ØÓ  Ø Ð×Ø ÓÒ ØÓ ØÛÓ ÓÖÖ× Ó Ñ¹

ÒØÙ ×ÑÐÐÖ ÛØÓÙØ ÖÕÙÖÒ ÒÙÑÖÓÙ× Ë ØÖØÓÒ×º

Ù ØÓ Ø 
Ø ØØ Ø ÔÖ×ÒØ ×
Ñ × ÕÙÚÐÒØ ØÓ ÓÒÐÞÒ H ¸

× ÓÖ ÒÝ Ë ØÓÖÝ × ÇÅ ×ÑÙÐØÓÒ¸ Ø ÒØÖØÓÑ
 ÓÖ
× ØÙ×


Ð
ÙÐØ Ö 
Ø Ý  ×ØØ×Ø
Ð ÒÓ× ΞN
I ¸ Ü
ÔØ ÓÖ Ø ÙÒÖÐ×Ø
 
×

ØØ Δqmax = 0º ÀÒ
¸ Ò×Ø Ó Ø Ü
Ø ÓÖ
× FI ¸ ÑÖÐÝ Ò ÔÔÖÓÜ¹

ÑØÓÒ F����

I = FI + ΞN
I × 
ÓÑÔÙØ¸ ÛÖ F����

I Ö Ø ÇÅ ÓÖ
×


Ð
ÙÐØ Ý Ò ÖØÖÖÝ Ë × ØÓÖÝº ÚÒ ØÓÙ¸ ΞN
I 
Ò¸ ØÓ  ÚÖÝ

ÓÓ ÔÔÖÓÜÑØÓÒ¸  ××ÙÑ × ÛØ ¿½¸ ¾¸ ℄¸ Ø ÐÒ ÒØÖÐ Ò¹

Ò Ø ÒØ ÛÓÖ × ÐÛÝ× ÔÓ×ØÚ Ò ØÙ× ÒØÐ× Ò ÒÖÝ ÖØ ÙÖÒ

Ñ
ÖÓ
ÒÓÒ
Ð Å ×ÑÙÐØÓÒº ÏÐ Ø ÒÓ× ÑÝ  ØÒÝ Ò Ø ÓÖ
×

ÐÝ 

ÙÖØ¸ × Ö × ×ØØ
 
Ð
ÙÐØÓÒ× ×Ù
 × ÓÑØÖÝ ÓÔØÑÞØÓÒ Ö


ÓÒ
ÖÒ¸ Ø Ö×ÙÐØÒ ÒÖÝ ÖØ × ÛÝ ÑÓÖ 
ÖØ
Ðº Ò ÒÖÝ ÖØ Ó

× ×ÑÐÐ × ½ µÎ»ØÓÑ»Ô× ÖÓÛ× ØÓ Ò ÖÖØÓÒ Ó ½¼ Ã»Ò× Ò ÑÝ 
Ù×



¾

ØØ ÐÕÙ ÛØÖ¸ ÓÖ Ò×ØÒ
¸ ÚÔÓÖØ× ÛØÒ  
ÓÙÔÐ Ó ÒÒÓ×
ÓÒ× ×Ñ¹

ÔÐÝ 
Ù× Ó Ø ÒÖÝ ÖØ ÑÑÒÒØÐÝ ÔÖ×ÒØ Ò ÒÝ ÇÅ ×ÑÙÐØÓÒ

¸ ¸ ¸ ¸ ½¾℄º ÌÖÓÖ¸ Ø Ð×Ø Ò ÔÖÒ
ÔÐ¸ Ø × ÒÓ ÐÓÒÖ ÙÖÒØ

ØØ Ý ×ÓÐÚÒ ÆÛØÓÒ³× ÕÙØÓÒ Ó ÑÓØÓÒ Ø 
ÓÖÖ
Ø ÓÐØÞÑÒÒ ÚÖ×

Ö ÓØÒº

ÓÖØÙÒØÐÝ̧ ÓÒÐÝ × ÓÒ Ø ××ÙÑÔØÓÒ ØØ ΞN
I × ÙÒ×¸ Ø× 
Ò

ÖÓÖÓÙ×ÐÝ 
ÓÖÖ
Ø Ý Ú×Ò  ÑÓ ÄÒÚÒ ÕÙØÓÒ ¸ ℄º ËÔ
¹


ÐÐÝ̧ ØÒ 
Ù ÖÓÑ Ø ÛÓÖ Ó ÃÖÛ× Ò ÈÖÖÒÐÐÓ ¸ ℄¸ Û ×ÑÔÐ

Ø 
ÒÓÒ
Ð ×ØÖÙØÓÒ Ù×Ò Ø ÓÐÐÓÛÒ ÕÙØÓÒ

MIR̈I = FI + ΞN
I − γNMIṘI ´º½µ

= F����

I − γNMIṘI , ´º¾µ

ÛÖ RI Ö Ø ÔÓ×ØÓÒ× Ó Ø ÒÙ
Ð¸ MI ØÖ ÒÙ
ÐÖ Ñ××× Ò γN

Ö
ØÓÒ 
Ó
ÒØ ØÓ 
ÓÑÔÒ×Ø ÓÖ Ø ÒÓ× ΞN
I º Ì ÐØØÖ × ØÓ ÓÝ

FI(0)Ξ
N
I (t) ∼= 0, ´º¿µ

× ÛÐÐ × Ø ×Ó 
ÐÐ Ù
ØÙØÓÒ¹××ÔØÓÒ ØÓÖÑ

ΞN
I (0)Ξ

N
I (t) = 2γNkBTMIδ(t). ´ºµ

Á Û ÛÓÙÐ ÒÓÛ γN ×Ù
 ØØ ÕÙØÓÒ ´ºµ × ×Ø×¸  ÒÙÒ ÄÒÚÒ

ÕÙØÓÒ × Ö
ÓÚÖ¸ Û
 ÙÖÒØ× ÓÖ Ò 

ÙÖØ 
ÒÓÒ
Ð ×ÑÔÐÒ

Ó Ø ÓÐØÞÑÒÒ ×ØÖÙØÓÒº ÀÓÛÚÖ¸ Ø Ö×Ø ×Ø Ø× ÑÝ ÐÓÓ Ð Ò

ÑÔÓ××Ð ÙÒÖØÒ¸ ×Ò
 Û ÒØÖ ÒÓÛ FI ¸ ÒÓÖ ΞN
I ÖÓÑ Û
 γN 
Ò

 Ù
º ÆÚÖØÐ××¸ Ø × ÔÓ××Ð¸ ÚÒ ÛØÓÙØ ÒÓÛÒ ΞN
I Ü
ÔØ

ØØ Ø × ÔÔÖÓÜÑØÐÝ ÙÒ×¸ ØÓ ØÖÑÒ γN Ö
ØÐÝ Ý ×ÑÔÐÝ ÚÖÝÒ

Ø Ò ×Ù
  ÛÝ ØØ Ø ÕÙÔÖØØÓÒ ØÓÖÑ


1
2
MIṘ

2
I



= 3
2
kBT ÓÐ×º

ÇÒ
 γN × ØÖÑÒ¸ Ø ÑÙ×Ø  ÔØ 
ÓÒ×ØÒØ ÓÖ Ø ÛÓÐ ×ÑÙÐØÓÒº

ÙØ ØÒ Ø × ÔÓ××Ð ØÓ Ü
ØÐÝ Ò ÚÖÝ 
ÒØÐÝ 
Ð
ÙÐØ ×ØØ
 Ò ÚÒ

ÝÒÑ
 Ó×ÖÚÐ× ÛØÓÙØ ÒÓÛÒ FI ¸ ÙØ Ù×Ø F����

I º Ù ØÓ Ø 
Ø ØØ

Ø ×Ñ Ð×Ó ÓÐ× ÓÖ Ø ÒÓ× ÒØÖÓÙ
 Ý ØÖÙÒ
ØÒ Ø ÒØÖÑØ

ÑØÖ
× Ó ÕÙØÓÒ ´º¾µ¸ × ÛÐÐ × Ù×Ò ÒØ¹ÔÖ
×ÓÒ ÖØÑØ
 Ò

 ÒÓÒ¹ÚÒ×Ò ÒØÖØÓÒ ØÑ ×ØÔ¸ Ø 
ÓÖÖ×ÔÓÒÒ ÒÓ× ØÖÑ× 
Ò

×ÑÔÐÝ  ØÓ ΞN
I º



¿

º ÓÒ
ÐÙ×ÓÒ

ÁÒ 
ÓÒ
ÐÙ×ÓÒ¸ Û ÛÓÙÐ Ð ØÓ ÑÒØÓÒ ØØ Ø Ö ÔÖ×ÒØ ÑØÓ 
Ò

 Ö
ØÐÝ ÔÔÐ ØÓ ÙÐÐÝ ×Ð¹
ÓÒ××ØÒØ Ì 
Ð
ÙÐØÓÒ× Ý ÛÖØÒ Vdc Ó

ÕÙØÓÒ ´º½µ ×

Vdc[ρ(r)] =− 1

2



ρ(r)ρ(r′)

|r − r′| dr′dr

−


ρ(r)
δΩxc

δρ(r)
dr + Ωxc + Eii,

´ºµ

ÛÖ Ø Ö×Ø ØÖÑ ÓÒ Ø ÖØ Ò × × Ø ÓÙÐ 
ÓÙÒØÒ 
ÓÖÖ
ØÓÒ

Ó Ø ÀÖØÖ ÒÖÝ̧ ÛÐ Ωxc × Ø ÒØ¹ØÑÔÖØÙÖ Ü
Ò Ò 
ÓÖ¹

ÖÐØÓÒ ÖÒ¹
ÒÓÒ
Ð ÙÒ
ØÓÒÐ Ò Eii Ø ÒÙ
ÐÖ ÓÙÐÓÑ ÒØÖ
ØÓÒº

Ü
ÔØ ÓÖ Ø ÐØØÖ ØÖÑ¸ ÕÙØÓÒ ´ºµ 

ÓÙÒØ× ÓÖ Ø ÖÒ
 ØÛÒ

Ø È ÓÖ ÒÔÒÒØ ÖÑÓÒ× Ω Ò Ø È ÓÖ Ø ÒØÖ
ØÒ ×ÔÒ¹1
2

ÖÑ × ¾℄

Ωint[ρ(r)] =− 2

β
ln det



I + eβ(µS−H)


− 1

2



ρ(r)ρ(r′)

|r − r′| dr′dr −


ρ(r)
δΩxc

δρ(r)
dr + Ωxc.

´ºµ

× ÓÖ¸ Ò Ø ÐÓÛ¹ØÑÔÖØÙÖ ÐÑØ Ωint[ρ(r)] + µNe ÕÙÐ× ØÓ Ø Ò¹

×ØÖÙ
ØÙÖ ÒÖÝ̧ ÛÖ× Ωxc 
ÓÖÖ×ÔÓÒ× ØÓ Ø ÑÐÖ Ü
Ò Ò 
ÓÖÖ¹

ÐØÓÒ ÒÖÝ̧ ×Ó ØØ Ò Ø× ÐÑØ F = Ω+µNe+Vdc = Ωint[ρ(r)]+µNe+Eii ×

ÕÙÚÐÒØ ØÓ Ø ÀÖÖ×¹ÓÙÐ× ÒÖÝ ÙÒ
ØÓÒÐ ¿¸ ℄º ËÙ
 × Ø ÐØØÖ¸

F × ÜÔÐ
ØÐÝ Ò ÓÖ ÒÝ ρ(r) Ò ÓÝ× Ü
ØÐÝ Ø ×Ñ ×ØØÓÒÖÝ ÔÓÒØ

× Ø ÒØ¹ØÑÔÖØÙÖ ÙÒ
ØÓÒÐ Ó ÅÖÑÒ ½¼℄º

Ì ÓÖÑÐ ÒÐÓÝ Ó Ø 
ÓÑÔÓ×ØÓÒ ØÓ Ø ÌÖÓØØÖ 
ØÓÖÞØÓÒ Ñ¹

ÑØÐÝ ×Ù×Ø× Ø ÔÓ××ÐØÝ ØÓ ÔÔÐÝ ×ÓÑ Ó Ø Ö ÔÖ×ÒØ ×

ÛØ ÒØ ØÓ ÒÙÑÖ
Ð ÔØ¹ÒØÖÐ 
Ð
ÙÐØÓÒ× ¾℄º Ì ×Ñ ÔÔÐ× ÓÖ

 ÖÐØ Ö ÛÖ Ø× ÑØÓ× Ö ÜØÒ×ÚÐÝ Ù×¸ ÒÑÐÝ Ø ÐØØ


Ù ØÓÖÝ ØÓ ÕÙÒØÙÑ 
ÖÓÑÓÝÒÑ
× ½℄¸ ÛÓ× 
ØÓÒ × ÖØÖ ×ÑÐÖ

ØÓ Ø ÓÒ Ó ÕÙØÓÒ ´º½¼µº







ÔØÖ

ÄÕÙ ÅØÒ Ø ÜØÖÑ

ÌÑÔÖØÙÖ Ò ÈÖ××ÙÖ

ÁÑÔÐ
ØÓÒ× ÓÖ ÅÓÐ× Ó ÍÖÒÙ×

Ò ÆÔØÙÒ

ÁÒ Ø× 
ÔØÖ¸ Û ÔÖ×ÒØ  ×ØÙÝ ÓÒ ÐÕÙ ÑØÒ ´À4µ Ø ÜØÖÑ 
ÓÒ¹

ØÓÒ×¸ ÑÒÒ  ÔÖ××ÙÖ Ò ØÑÔÖØÙÖº ÅØÒ Ó

ÙÖ× Ò Ø ÑÐ


 ÐÝÖ Ó Ø ÒØ × ÔÐÒØ× ÍÖÒÙ× Ò ÆÔØÙÒº ÁÒ Ø× ÐÝÖ¸ Ø

ÔØ Ó ÓÒ¹ØÖ Ó Ø ÔÐÒØÖÝ ÖÙ×¸ ÔÖ××ÙÖ Ò ØÑÔÖØÙÖ ÖÒ

ÖÓÑ ¾¼ È Ò ¾¼¼¼ Ã ØÓ ¼¼ È Ò ¼¼¼ Ã¸ Û
 Û ×ÑÙÐØ Ý ÑÒ×

Ó ÐÖ¹×
Ð Ð
ØÖÓÒ
 ×ØÖÙ
ØÙÖ × ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
×º ÁÒ ÓÒ ×Ó¸ Û

ÑÔÐÓÝ Ø ÑØÓ ×
Ö Ò ÔØÖ  ØÓ ÐÐÙ×ØÖØ Ø× ÔÖ
ØÚ ÔÓÛÖº

Ï Ö×× Ø 
ÓÒØÖÓÚÖ×Ý Ó ÛØÖ ÓÖ ÒÓØ Ø ÒØÖÓÖ Ó ÍÖÒÙ× Ò ÆÔ¹

ØÙÒ 
ÓÒ××Ø× Ó ÑÓÒº Ï ×ÓÛ ØØ ØÖ × ÒÓ ÚÒ
 ÓÖ Ø ÓÖÑØÓÒ

Ó ÑÓÒ¸ ÙØ ÖØÖ 
ÖÓÒ 
Ò× Ò ×Ô2¹ÓÒ ÔÓÐÝÑÖ
 
ÖÓÒº Ï

ÔÖ
Ø ØØ Ø  ØÑÔÖØÙÖ ÝÖÓÒ ÑÝ Ü×Ø Ò Ø× ÑÓÒÓ¹ØÓÑ
 Ò

ÑØÐÐ
 ×ØØº

Ì× ÛÓÖ × Ò ÔÖ×ÒØ ÙÔ ØÓ ÑÒÓÖ 
Ò× Ò  ÔÙÐ
ØÓÒ Ý

ÓÖÓØ Ê
ØÖ× Ò ÌÓÑ× º ÃÒ ½¿℄º Ï ÑÖ Ø× ÛØ ×
ØÓÒ

Î Ó ½¿℄¸ ÛÖ Ö×ÙÐØ× ÓÒ ÑØÒ Ú Ò ÔÖ×ÒØ¸ × ÛÐÐº







º½ ÁÒØÖÓÙ
ØÓÒ

Ò Ø ÑÓ×Ø ÙÒÒØ ÓÖÒ
 ÑÓÐ
ÙÐ Ò Ø ÙÒÚÖ×¸ ÐÕÙ À4 Ø

ØÑÔÖØÙÖ Ò ÔÖ××ÙÖ × Ó ÖØ ÖÐÚÒ
 ÓÖ ÔÐÒØÖÝ ×
Ò
º Ì Ö


ÓÒ×Ö ÔÖ××ÙÖ Ò ØÑÔÖØÙÖ 
ÓÒØÓÒ× ÓÐÐÓÛ Ø ×ÒØÖÓÔ Ò Ø

ÑÐ 
 ÐÝÖ× Ó ÆÔØÙÒ Ò ÍÖÒÙ× Ø  ÔØ Ó ÓÒ¹ØÖ Ø ÔÐÒ¹

ØÖÝ ÖÙ× ÐÓÛ Ø ØÑÓ×ÔÖº Ì ÖÚØÝ Ð× Ò ÑÒ Ò×Ø× Ó

Ø ÓÙØÖ × ÒØ× ÆÔØÙÒ Ò ÍÖÒÙ× ÐÐÙ ØÓ  ØÖ¹ÐÝÖ ÑÓÐ

ÖÐØÚÐÝ ×ÑÐÐ 
ÒØÖÐ ÖÓ
Ý 
ÓÖ 
ÓÑÔÓ× Ó ÖÓÒ¸ ÓÜÝÒ¸ ÑÒ×ÙÑ Ò

×Ð
ÓÒ¸ ÓÐÐÓÛ Ý Ò 
 ÑÒØÐ Ò  ÔÖÓÑÒÒØÐÝ ÝÖÓÒ ØÑÓ×ÔÖº

Ì ÑÐ 
 ÐÝÖ 
ÓÒ××Ø× Ó À4¸ ÆÀ3 × ÛÐÐ × À2Ç Ò¸ Ò ×ÔØ Ó Ø×

ÒÑ¸ × ÒÓØ ×ÓÐ ÙØ ×ÓÙ× Ò Ø ÓÙØÖ ØÑÓ×ÔÖ× Ò  ÓØ ÐÕÙ Ò Ø

ÒØÖÓÖ ½¾℄º Ø ÚÖÒ
 ØÓ Ø ÔÐÒØÖÝ ÑÓÐ× Ó ËØÙÖÒ Ò ÂÙÔØÖ¸ Ø

Ó×ÖÚ ÚÐÙ× ÓÖ Ñ×× Ò ÖÙ× Ò
Ø ØØ ÝÖÓÒ 
ÒÒÓØ  Ò ÒØ¹

ÖÐ ÔÖØ Ó ØÖ ÆÔØÙÒ Ò ÍÖÒÙ×º ËÒ
 Ø × ÑÓÖÓÚÖ ÒÓØ ÔÖÑÓÖÐ¸

Ø Ø
Ø ÙÒÒ
 Ó ÝÖÓÒ Ò Ø ØÑÓ×ÔÖ× Ó ÓØ ÔÐÒØ× ÑÔÐ×

ØØ Ø ÑÝ ÒØÐÐÝ ÓÖÒØ ÖÓÑ Ô ÛØÒ Ø ÔÐÒØ× Ò ÖÓÙØ ØÓ Ø

ÓÙØÑÓ×Ø ÐÝÖ Ý 
ÓÒÚ
ØÓÒ¸ ÛÖ Ø Ó× ÒÓØ ×Ù×ØÒØÐÐÝ 
ÓÒØÖÙØ ØÓ Ø

ØÓØÐ Ñ×× ¼℄º ÁØ × ØÓ  ÑÒØÓÒ ØØ ØÖ × Ò ÙÒ
ÖØÒØÝ ÓÒ Ø

ÖÐØÚ Ñ××× Ó Ø 
 ÐÝÖ ÛØ Ö×Ô
Ø ØÓ Ø ÖÓ
Ý 
ÓÖ ½¾℄º ÀÓÛÚÖ¸

Û Ó ÒÓØ ÖÐÝ ÓÒ ÒÝ Ó Ø× ÔÐÒØÖÝ ÑÓÐ× ÙØ ÓÒÐÝ ÓÒ Ø Ó

ÙÖÖÒ
 Ó

 ×ÞÐ ÑÓÙÒØ Ó ÑÑÓÒ¸ Û
 ÑÓ×Ø ÔÐÒØÖÝ ÑÓÐ× Ú Ò 
ÓÑÑÓÒ

¼¸ ½¾¸ ½¾℄º

ÁÒ ÒÝ 
×¸ ÒÓÖÑØÓÒ ÓÒ Ø ÒØÖÓÖ ×ØÖÙ
ØÙÖ Ó ÆÔØÙÒ Ò ÍÖÒÙ×

Ö ×
Ö
 Ò ÜÔÖÑÒØÐÐÝ ÓÒÐÝ ÒÖ
ØÐÝ 

××Ð Ý ÑÒ× Ó ÎÓÝÖ ÁÁ

ÝÝ Ñ×ÙÖÑÒØ× ½¸ ½¸ ½½¾℄¸ ×Ó
¹ÛÚ 
ÓÑÔÖ××ÓÒ ½½¿¸ ½½℄¸ × ÛÐÐ

× Ð×Ö¹Ø ÑÓÒ ÒÚÐ 
ÐÐ ÜÔÖÑÒØ× ½½℄º ÚÒ ØÓÙ À4 × Ø

ÑÓ×Ø ×ØÐ ÝÖÓ
ÖÓÒ Ø ÑÒØ 
ÓÒØÓÒ×¸ × ÓÒ Ø× ×Ó
¹ÛÚ

ÜÔÖÑÒØ× × ÛÐÐ × ØÓÖØ
Ð ÖÓÙÒ ×ØØ 
Ð
ÙÐØÓÒ× ½¿¿℄¸ Ø × Ò

×Ù×Ø ØØ À4 ÑÝ ××Ó
Ø ÖÓÙÒ P = ¾¼ È Ò T = ¾¼¼¼ Ã ÒØÓ

À2 Ò ÑÓÒ ½¿℄º ÏÐ ØÖ × ÐØØÐ ÓÙØ ØØ Ò Ø 
ÓÖ× Ó ÍÖÒÙ×

Ò ÆÔØÙÒ À4 ××Ó
Ø× ÒØÓ ÑÓÒ¸ Ø× ÛÓÙÐ  ÒÝÓÛ ÖØÖ 
ÓÒ¹

×ÕÙÒØÐ × Ø ÑÔÐ× ØØ Ò Ø ÒØÖÓÖ× Ó Ø× ÒØ ÔÐÒØ× ØÖ × ÒÓ





À4 Ø ÐÐ¸ ÙØ  Ù ÑÓÒ ÑÒ Ò×Øº

ÇÒ Ø ÓØÖ Ò¸  ÒØÓ ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
× ´ÁÅµ ×ÑÙÐØÓÒ× ÔÖ¹


Ø ØØ Ø ÓÖÑØÓÒ Ó ÑÓÒ × ÔÖÑÔØ Ý Ø ÔÔÖÒ
 Ó Ý¹

ÖÓ
ÖÓÒ× ℄º ÆÓØÛØ×ØÒÒ ØØ ØÖ ÒÒ  Ò ×Ù×ÕÙÒØÐÝ


ÓÒÖÑ Ý Ð×Ö¹Ø ÑÓÒ ÒÚÐ 
ÐÐ ÜÔÖÑÒØ×¸ Û
¸ Ø ÔÖ××ÙÖ

P = ½ È Ò ØÑÔÖØÙÖ T = ¾¼¼¼¹¿¼¼¼ Ã¸ Ò
Ø Ø ÔÖ×Ò
 Ó ÓØ

ÔÓÐÝÑÖ
 
ÖÓÒ × ÛÐÐ × ÑÓÒ ½½℄º Ì× ÚÛ Û× ÙÖØÖ ×ØÖÒØÒ

Ý ×Ù×ÕÙÒØ ÁÅ ×ÑÙÐØÓÒ×¸ ÚÒ ØÓÙ ÒÓÒ Ó ØÑ ÓÙÒ ÒÝ Ú¹

Ò
 ÓÖ ÑÓÒ ÓÖÑØÓÒ ½¸ ¾¸ ½℄º ÆÚÖØÐ××¸ ÁÅ ×ÑÙÐØÓÒ× Ö

ÔÖØ
ÙÐÖÐÝ ÔÔÖÓÔÖØ ØÓ Ö
ØÐÝ ÔÖÓ À4 ÙÒÖ Ø ÜØÖÑ ÔÖ××ÙÖ Ò

ØÑÔÖØÙÖ 
ÓÒØÓÒ× ÔÖÓÑÒØÒ Ò Ø ÑÐ 
 ÐÝÖ¸ Ò ÔÖØ
ÙÐÖ ×

Ö Ò ØÖ 
× 
ÓÚÐÒØ ÓÒ× Ö ÖÓÒ Ò ÓÖÑº ÅÓÖÓÚÖ¸ ÐÐ Ó

Ø ÁÅ ×ÑÙÐØÓÒ× ×ÓÛ ØØ Ø ÒØÖ
Ø ÒØÖÔÐÝ ØÛÒ ØÑÔÖØÙÖ

Ò ÔÖ××ÙÖ × ××ÒØÐ ØÓ Ö×Ô À4 Ø ÔÐÒØÖÝ 
ÓÒØÓÒ×¸ ÛÖ 
ÓÚÐÒØ

¹À ÓÒ× Ö ÖÓÒ Ý Ø¸ ÛÐ 
ÓÑÔÖ××ÓÒ ÚÓÙÖ× 
ÓÒÒ×ØÓÒ Ó Ø

××Ó
Ø 
ÖÓÒ ØÓÑ×º ÁØ × ØÖÓÖ ×Ù×ØÚ ØØ Ò ÁÅ ×ÑÙÐØÓÒ×

Ø ÚÒ Ö ÔÖ××ÙÖ¸ ÙØ ×ØÐÐ Ò Ø ÑÐ 
 ÐÝÖ¸ 
ÖÓÒ ÑÝ ÒÓÒØ¹

Ð×× ×ÔÓÒØÒÓÙ×ÐÝ ØÖÒ×ÓÖÑ ÒØÓ ÑÓÒº ÀÓÛÚÖ¸ ÛØ 
Ù×× Ø ÐÖ

×
ÖÔÒ
Ý Ò Ø ÔÖ××ÙÖ ØÛÒ ØÓÖÝ Ò ÜÔÖÑÒØ ÛÒ ÑÓÒ ×

ÓÖÑ × ÙÒÒÓÛÒº

º¾ Ì ËØØÒ

ÁÒ Ø× Ò Ø ÓÐÐÓÛÒ ×
ØÓÒ¸ Û ÖÚ×Ø Ø ÚÓÙÖ Ó ÐÕÙ À4 Ý

ÑÒ× Ó Ø Ð¹ØÓÖØ
 ÔÔÖÓ
 ÔÖ×ÒØ Ò ÔØÖ º ÀÓÛÚÖ¸ 
ÓÒ¹

ØÖÖÝ ØÓ ÔÖÚÓÙ× ÁÅ ×ÑÙÐØÓÒ×¸ ÛÖ Ø 
ÓÒ×Ö ×Ý×ØÑ× ×Þ× Ú

Ò ÖØÖ ×ÑÐÐ ´½¹½¾ À4 ÑÓÐ
ÙÐ×µ ¸ ¾¸ ½℄¸ Ö Û Ù× × ÑÒÝ ×

½¼¼¼ À4 ÑÓÐ
ÙÐ× Ò  ÔÖÓ
 
Ù
 ×ÑÙÐØÓÒ ÓÜ Ó ÐÒØ L = 25.55

× ÓÙÖ ÙÒØ 
ÐÐº ÐÐ Ó ÓÙÖ 
Ð
ÙÐØÓÒ× Ú Ò ÔÖÓÖÑ Ò Ø 
ÒÓÒ
Ð

Ò×ÑÐ Ø T = ¾¼¼¼ ¹ ¼¼¼ Ã Ò ÚÓÐÙÑ V = 10.04 
Ñ3»ÑÓÐ¸ Û
 
ÓÖ¹

Ö×ÔÓÒ× ØÓ Ø ×
ÓÒ¹×Ó
 Ø P = 92 È Ò T = 4000 Ã Ó  ØÛÓ¹×Ø

ÐØ¹ÙÒ ×Ó
 
ÓÑÔÖ××ÓÒ ÜÔÖÑÒØ ½½℄º Ì ÖÑÒØ ÛØ Ø ØÑ¹

ÚÖ ÔÖ××ÙÖ P  = 72 È Ó ÓÙÖ ÁÅ ×ÑÙÐØÓÒ Ø T = 4000 Ã¸ ×






Ð
ÙÐØ Ù×Ò Ø ÆÐ×Ò¹ÅÖØÒ ×ØÖ××¹ØÓÖÑ ½½℄¸ × ÑÓÖ ØÒ ×Ø×
¹

ØÓÖÝº

ÓÖ ÐÐ Ó ÓÙÖ ÐÖ ×
Ð Å ×ÑÙÐØÓÒ× Û Ú ÑÔÐÓÝ Ø ×Ð¹
ÓÒ××ØÒØ

ØØ¹ÒÒ ÑÓÐ ÓÖ ÝÖÓ
ÖÓÒ× ℄ × ÑÔÐÑÒØ Ò Ø

ÅÈÌÓÓÐ 
Ó ℄º Ì ØÓÑ× Ö ÔÖÓÔØ Ý ÒØÖØÒ Ø ÕÙØÓÒ

Ó ÑÓØÓÒ Ó Ø ÑÓ ÄÒÚÒ ÕÙØÓÒ ´º¾µ Ù×Ò  ×
ÖØÞ ØÑ

×ØÔ Ó Δt = 0.5 × ¸ ℄º Ì ÄÆ ØÖ×ÓÐ Ó Ø Ë ÐÓÓÔ × 
Ó×Ò

Δq��� = 0.05º

ÏÐÐ¹ÕÙÐÖØ Ò ÐÓÒ ØÖ
ØÓÖ× Ö ××ÒØÐ ØÓ Ò×ÙÖ Ò 

ÙÖØ

×ÑÔÐÒº ÌÓ ØØ ÜØÒ Û Ú Ø Ö×Ø 
ÖÙÐÐÝ ÕÙÐÖØ 
 Ó ÓÙÖ

×ÑÙÐØÓÒ× Ø T = 2000, 4000, 6000¸ Ò ¼¼¼ Ã¸ ÓÖ 

ÙÑÙÐØÒ ×ØØ×¹

Ø
× ÓÖ ÓÚÖÐÐ ¼ Ô×º ÚÒ ØÓÙ ××Ó
ØÓÒ ÔÖÓ
××× ØÝÔ
ÐÐÝ ÔÔÒ ÓÒ

ÖØÖ ×ÓÖØ ØÑ×
Ð×¸ Ø × ÑÔÓÖØÒØ ØÓ ÒÓØ ØØ Ø ØÑÔÖØÙÖ ÓÖ ×¹

×Ó
ØÓÒ Ò ÝÖÓÒØÓÒ × ØÖÑÒ Ý Ö
Ø Å ×ÑÙÐØÓÒ× ÓÒÐÝ

ÖÔÖ×ÒØ× Ò ÙÔÔÖ ÓÙÒº  ÑÓÖ ÚÒØ Ó ÓÙÖ ÒÓÚÐ ÖÒ¹
ÒÓÒ
Ð

×ÑÙÐØÓÒ Ø
ÒÕÙ × ØØ¸ Ø ÚÖÒ
 ØÓ 
ÓÒÚÒØÓÒÐ ÖÓÙÒ¹×ØØ ÁÅ

×ÑÙÐØÓÒ×¸ Ü
Ø Ð
ØÖÓÒ× 
Ò  ÑÔÐÓÝº Ù ØÓ Ø 
Ø ØØ ØÝ Ö

ÒÓÛÒ ØÓ ÖÑØ
ÐÐÝ ÛÒ 
ÓÚÐÒØ ÓÒ× ½½¸ ½¾℄¸ Ò ØÖÓÖ ÑÝ


ÐØØ Ø ××Ó
ØÓÒ Ó À4¸ Û Ú Ò
 
Ó×Ò Ø Ð
ØÖÓÒ
 ØÑÔÖ¹

ØÙÖ ØÓ  ÒØ
Ð ÛØ Ø ÒÙ
ÐÖ ØÑÔÖØÙÖº ÆÙ
ÐÖ ÕÙÒØÙÑ 
Ø×¸

×Ù
 × ÞÖÓ¹ÔÓÒØ ÒÖ×¸ Ö Ð×× ÑÔÓÖØÒØ ÓÖ Ø  ØÑÔÖØÙÖ ÖÑ

ÜÑÒ Ö Ò Ö ØÖÓÖ ÒÐ
Øº ÀÓÛÚÖ¸ ÒØÖÓÔÝ 
Ø× Ú Ò

×ÓÛÒ ØÓ  ÚÖÝ ÖÐÚÒØ¸ ×Ó ØØ Ø ××Ó
ØÓÒ Ó À4 × ×ÙÔÔÓ×ÐÝ ÑÙ


ÑÓÖ ×Ò×ØÚ ØÓ ØÑÔÖØÙÖ ØÒ Ø × ØÓ ÔÖ××ÙÖ ½℄º

Ý ÓÐÐÓÛÒ Ø ÔÔÖÓ
 ×
Ö Ò ÔØÖ ¸ Ø È ÓÖ Ø Ð
ØÖÓÒ×

´º½µ  Ò 
ÓÑÔÓ× Ù×Ò P = 10000º Ì ÑÒÑÞØÓÒ Ó ÕÙ¹

ØÓÒ ´º¿¿µ ÛØ Ö×Ô
Ø ØÓ l̄ ÝÐ× l̄ = P/2− 2¸ Û
 ÑÔÐ× ØØ ÐÐ Ü
ÔØ

ÓÖ ØÛÓ Nl ÑØÖ
× 
Ò  
ÒØÐÝ 
ÓÑÔÙØ Ý  Ý×Ú ÔÓÐÝÒÓÑÐ

ÜÔÒ×ÓÒ ÛØ Ò ×ØÑØ mC(l̄) ≤ 61º ÆÚÖØÐ××¸ ×Ò
 ÕÙØÓÒ ´º¿¿µ

× ÑÖÐÝ Ò ÔÔÖÓÜÑØÓÒ¸ Ò ÔÖ
Ø
 Ø ÓÚÖÐÐ 
Ò
Ý 
Ò  ÙÖØÖ

Ò
Ö× Ý ÖÙ
Ò l̄º ÀÖ Û Ú ÑÔÐÓÝ l̄ = P/2− 4¸ Û
 Ö×ÙÐØ× Ò

mC(l̄) ≈ 30º
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Distance [Å]

0
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g(
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C-C
C-C (Kress, 1998)
H-H
H-H (Kress, 1998)
C-H
C-H (Kress, 1998)

ÙÖ º½ ÈÖØÐ ÔÖ¹
ÓÖÖÐØÓÒ ÙÒ
ØÓÒ× ´Öµ Ó ÐÕÙ À4 Ø ¾¼¼¼ Ãº

ÁÒ ÓÖÖ ØÓ ×Ù×ØÒ ÐÒÖ ×
ÐÒ Ò ØÖÑ× Ó 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ 
Ó×Ø Ò Ø

Ø ×Ñ ØÑ Ò ÑÑÓÖÝ ÖÕÙÖÑÒØ¸ ÐÐ ×ÔÖ× ÑØÖ
× Ö ×ØÓÖ Ò Ø


ÓÑÑÓÒ ÓÑÔÖ×× ÊÓÛ ËØÓÖ ´ÊËµ ÓÖÑØº Ù ØÓ Ø 
Ø ØØ Ø

ÐÓÖØÑ ÚÐÝ ÖÐ× ÓÒ Ø ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ Ó ×ÔÖ× ÑØÖ
×¸ Û Ú ÔÙØ

ÔÖØ
ÙÐÖ ÑÔ×× ÓÒ Ò 
ÒØ ÔÖÐÐÐ ÑÔÐÑÒØØÓÒº ÁÒ ØØ Ø Ø

Ö ×ØÖÙØ ØÓ Ø ÒÚÙÐ ÔÖÓ
××ÓÖ 
ÓÖ× Ý ÑÔÐÓÝÒ  ×Ô
¹ÐÐÒ

ÀÐÖØ 
ÙÖÚ ØÓ Ô Ø ÐÓ ÐÒ
 ½℄º ÏÐ ÓÖ ×ÓÐ ×ØØ ×Ý×ØÑ×

 ÚÖÝ ÓÓ ×
ÐÐØÝ × Ò Ó×ÖÚ¸ ÓÖ ×ÓÖÖ ÐÕÙ× ×ØÙ Ö

Ø ×ØÙØÓÒ × ×Ù×ØÒØÐÐÝ Ð×× ÚÓÙÖÐº  ÑÓÖ 
ÒØ ×
Ñ¸ Û


ÝÒÑ
ÐÐÝ ÖÖÖÒ× Ø ÑØÖ
× ØÛÒ Ø ÚÖÓÙ× ÔÖÓ
××ÓÖ 
ÓÖ×¸ ÓÖ

ÚÒ ×ØÖÙØ× ØÑ ÙÐÐÝ Ø ÖÒÓÑ ×  ×ÖÐ Ñ Ò ÙØÙÖ ÛÓÖº

º¿ Ê×ÙÐØ× Ò ×
Ù××ÓÒ

ÁÒ Ø× ×
ØÓÒ¸ Û ÒÚ×ØØ Ø ××Ó
ØÓÒ Ó ÑØÒ Ò Ø× ÑÔÐ
ØÓÒ×

ÓÖ ÒØ × ÔÐÒØ× ×Ù
 × ÍÖÒÙ× Ò ÆÔØÙÒ Ø ÖÒØ ØÑÔÖØÙÖ×º



¼

ÙÖØÖÑÓÖ¸ Û ×ÓÛ ØØ Ø ÐÓÖØÑ× ×
Ð× ÐÒÖÐÝ ÛØ Ø ×Ý×ØÑ ×Þº

ÌÓ ×××× Ø 

ÙÖ
Ý Ó ÓÙÖ ÑØÓ¸ Û ×ØÙÝ  ×ÑÔÐ 
ÓÑÔÖ×Ò Ó ½¼¼¼

À4 ÑÓÐ
ÙÐ× ´¾×¾×¾ Ø ×Þ Ó ÓÙÖ ÙÒØ 
ÐÐµ Ø T = 2000 Ã Ò 
ÓÑÔÖ

Ø ÔÖØÐ ÔÖ¹
ÓÖÖÐØÓÒ ÙÒ
ØÓÒ×¸ × ÓØÒ Ý Ø ÔÖ×ÒØ ×
Ñ¸ ÛØ

Ø Ö×ÙÐØ× Ó ÃÖ×× Ø Ðº ¾℄ Ù×Ò Ü
ØÐÝ Ø ×Ñ ÑÓÐ ℄º × 
Ò

×Ò Ò ÙÖ º½¸ Ø ÖÑÒØ × Ü
ÐÐÒØº

ÌÓ ÑÓÒ×ØÖØ ØØ ÐÒÖ ×Ý×ØÑ ×Þ ×
ÐÒ × Ò ØØÒ¸ Ò ÙÖ

º¾ Ø ÚÖ ÖÙÒØÑ ÓÖ  
ÓÑÔÐØ ËÌ Å ×ØÔ Ø T = 2000 Ã × ×ÓÛÒ

ÓÖ ÚÖÓÙ× ×Ý×ØÑ ×Þ× Ù×Ò  ×ÒÐ 
ÓÖ Ó  ¾º¼ ÀÞ ÁÒØÐ Ï×ØÑÖ ÔÖÓ¹


××ÓÖº ËÔ

ÐÐÝ̧ Û Ú 
ÓÒ×Ö Ø ÖÒØ ×Ý×ØÑ×¸ ÛØ ¼¸ ¿¾¼¸

¾¸ ¾¼¸ ¼¼¼¸ ½¸ ¼¼¼¼¸ Ò ½¾ ØÓÑ×¸ Ö×Ô
ØÚÐÝº × 
Ò  ×Ò

Ò ÙÖ º¾¸ Ø ×
ÐÒ × ××ÒØÐÐÝ ÐÒÖ ÛØ ×Ý×ØÑ ×Þº ÓÑÔÖÒ Ø

ÖÙÒØÑ ÛØ  Ú Ò 
ÓÒÕÙÖ ÓÒÐÞØÓÒ ÐÓÖØÑ ÙÒÚÐ× ØØ Ø


ÖÓ××Ò ÔÓÒØ¸ ØÖ Û
 Ø ÐÒÖ ×
ÐÒ ÐÓÖØÑ 
ÓÑ× 
ÓÑÔÙØØÓÒ¹

ÐÐÝ ÑÓÖ ÚÓÙÖÐ¸ × Ø NC ≈ 425 ØÓÑ×º

ÌÓ ×××× Ø ÐÑÓ×Ø ÔÖ
ØÐÝ ÐÒÖ ×
ÐÒ¸ Û Ù× ÐÒÖ ÖÖ××ÓÒº Ì×

ÑÒ× ØØ Û ××ÙÑ ØÓ Ú ÐÒÖ ×
ÐÒ Ò ØÒ Û Ø×Ø Ø× ÝÔÓØ××

 ÔÓ×ØÖÓÖº Ì ×Ø ÔÓ××Ð ÐÒÖ ÙÒ
ØÓÒ ØÓ Ø ÚÒ ÚÐÙ× × ØØ

ØÖÓÙ Ø Ð×Ø ×ÕÙÖ× ÔÔÖÓ
º Ï ÚÐÙØ Ø 
Ó
ÒØ Ó ØÖÑÒ¹

ØÓÒ

R2 =

n
i=1(f(xi)− ȳ)2
n

i=1(yi − ȳ)2
, ´º½µ

ÛÖ f : R → R × ÓÙÖ ÖÖ××ÓÒ ÐÒ¸ (xi, yi) Ö Ø ÔÖ Ó ÚÖØ× Ó Ø

ÒÙÑÖ Ó ØÓÑ× Ò Ø 
ÓÖÖ×ÔÓÒÒ 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ ØÑ¸ Ò ȳ × Ø Ú¹

Ö Ó ÐÐ ÚÐÙ× yiº Ì 
Ó
ÒØ Ó ØÖÑÒØÓÒ ×  ×ØØ×Ø
Ð Ñ×ÙÖ

Ó ÓÛ ÛÐÐ Ø ÖÖ××ÓÒ ÐÒ ÔÔÖÓÜÑØ× Ø ÚÒ Øº Á R2 = 1¸ Ø

ÖÖ××ÓÒ ÐÒ Ø× Ø Ø ÔÖ
ØÐÝº Ï  ÖÖ××ÓÒ ÒÐÝ×× ÛØ ÓØ

ÐÐ Ø ÔÓÒØ× Ò Ø Ø ÔÓÒØ× ÖÓÑ ¾¼ ØÓÑ× ÓÒº ÁÒ Ø Ö×Ø 
×¸ Û

Ø R2 = 0.995 Ò Ò Ø ×
ÓÒ 
×¸ Û Ø R2 = 0.998º ËÓ¸ ÓÙÖ ×
ÐÒ

× ÐÑÓ×Ø ÔÖ
ØÐÝ ÐÒÖº Ì ÖÖ××ÓÒ ÐÒ ÓÖ Ø ÙÐÐ ×Ø 
Ò  ÓÙÒ Ò

ÙÖ º¾º

ÀÓÛÚÖ¸ × Ø ÓÖÑÐ ×
ÐÒ ÛØ ×Ý×ØÑ ×Þ¸ Ø 
ÓÖÖ×ÔÓÒÒ ÔÖ¹


ØÓÖ × Ð×Ó ÖØÖ ÑÔÓÖØÒØ Ò ÔÒ× ÓÒ Ø ×Ô
ØÖÐ ÛØ Ó Ø ÀÑÐ¹
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ÙÖ º¾ Ì ÚÖ ÛÐÐØÑ ÓÖ  ×ÒÐ ËÌ Å ×ØÔ ÚÖ×Ù× Ø ÒÙÑÖ

Ó ØÓÑ× ÓÒ  ×ÒÐ 
ÓÖ Ó  ¾º¼ ÀÞ ÁÒØÐ Ï×ØÑÖ ÔÖÓ
××ÓÖº Ì ÛÐÐØÑ

Ù×Ò  Ú Ò 
ÓÒÕÙÖ ÓÒÐÞØÓÒ ÐÓÖØÑ × ×ÓÛÒ Ò Ö¸ ÛÐ

Ø ÔÖ×ÒØ ÐÒÖ ×
ÐÒ ×
Ñ × ÒÓØ Ò Ð
º Ì × ÖÒ ÐÒ ×

Ø ÖÖ××ÓÒ ÐÒ Ò ÐÐÙ×ØÖØ× ÔÖ
Ø ÐÒÖ ×Ý×ØÑ ×Þ ×
ÐÒº
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Distance [Å]

0
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g(

r)

2000 K
4000 K
6000 K

ÙÖ º¿ ÓÑÔÖ×ÓÒ Ó Ø ¹ È Ø ¾¼¼¼ Ã ´×ÓÐ Ö ÐÒµ¸ ¼¼¼ Ã

´× ÐÙ ÐÒµ¸ Ò ¼¼¼ Ã ´ÓØ¹× Ð
 ÐÒµº

ØÓÒÒ Δεº ÁÒ Ø 
× Ó Ý×Ú ÔÓÐÝÒÓÑÐ × ÖÑ ÓÔÖØÓÖ ÜÔÒ¹

×ÓÒ ÑØÓ×¸ Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ 
Ó×Ø ØÓ 
Ú Ò 

ÙÖ
Ý Ó 10−D × Ò

ÓÙÒ ØÓ ×
Ð Ð DβΔε ℄ × ×
Ö Ò ÔØÖ º ÔÔÖÒØÐÝ̧ Ø× Ò¹

ØÐ×  ÖÐÝ ÐÖ ÔÖ
ØÓÖ  ØÖ  

ÙÖ
Ý × ÖÕÙÖ¸ ÓÖ Ø Ð
ØÖÓÒ


ØÑÔÖØÙÖ × ÐÓÛ¸ ÓÖ ÛÒ Δε × ÐÖº Ì ÐØØÖ × ØÝÔ
ÐÐÝ Ø 
× ÓÖ Ò

ÐÐ¹Ð
ØÖÓÒ 
Ð
ÙÐØÓÒ¸ ÓÖ   ÔÐÒ ÛÚ ×× ×Ø × ÑÔÐÓÝº ÆÚÖØÐ××¸

Ø Ù× Ó ×Ø ÔÓÐÝÒÓÑÐ ×ÙÑÑØÓÒ ÑØÓ× Ð× ØÓ Ø ÑÓÖ ÚÓÙÖÐ

×
ÐÒ
√
βΔε ½¸ ¾¸ ½℄º ÓÖ Ø ÔÖ×ÒØ ÝÖ ÔÔÖÓ
 Ø× Ö×ÙÐØ× Ò

Ò ÚÒ ØØÖ ×Ù¹ÐÒÖ ×
ÐÒ Ó 3
√
βΔε ¾℄¸ Û
 Ñ× Ø ÔÖØ
ÙÐÖÐÝ Ø¹

ØÖ
ØÚ ÓÖ ÐÝ 

ÙÖØ ÐÐ¹Ð
ØÖÓÒ  ÒØÓ 
Ð
ÙÐØÓÒ×¸ ÓÖ ÛÒ 

ÒÖÝ Ö×ÓÐÙØÓÒ × ÖÕÙÖº ÌÓØÖ ÛØ Ø ÑØÓ× ÔÖÓÔÓ× Ý ÄÒ Ø

Ðº ¸ ℄¸ Ø× × Ø ×Ø ×
ÐÒ ÛØ Ö×Ô
Ø ØÓ β Ò Δε ÖÔÓÖØ ×Ó Öº

× ÓÒ  ÑÙÐØÔÓÐ ÖÔÖ×ÒØØÓÒ Ó Ø ÖÑ ÓÔÖØÓÖ¸ Ø ÐØØÖ ×
Ð×

× ln(βΔε) ln(ln(βΔε))¸ Û
 ÔÒÒ ÓÒ Ø 
ØÙÐ ÚÐÙ Ó βΔε × ØÖ

×ÐØÐÝ ÐÓÛÖ ÓÖ ÐÖÖ ØÒ Ø ÔÖ×ÒØ 
Ù
 ÖÓÓØ ×
ÐÒº
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C-C
H-H
C-H

ÙÖ º ÈÖØÐ ÔÖ¹
ÓÖÖÐØÓÒ ÙÒ
ØÓÒ× ´Öµ Ó ÐÕÙ À4 Ø ¼¼¼ Ãº

Ì 
Ø ØØ ÚÒ ÑØÐÐ
 ×Ý×ØÑ× 
Ò  ØÖØ ÛØ ÐÒÖ ×Ý×ØÑ ×Þ

×
ÐÒ × ÑÓÒ×ØÖØ ÓÒ Ü
ØÐÝ Ø ×Ñ ×Ý×ØÑ¸ ØÓÙ Ø T = Te =

8000 Ãº Ï Ò ØØ Ø Ø× ØÑÔÖØÙÖ Ø À4 ÑÓÐ
ÙÐ× Ö ÔÖØÐÐÝ ×¹

×Ó
Ø¸ × Ò
Ø Ý Ø ÖÙ
 ÒØÖÑÓÐ
ÙÐÖ ¹À Ô Ò ÙÖ ºº

ËÑÐÖ¸ ÖÓÑ Ø Ö×Ø ¹ Ò À¹À Ô×¸ Ø Ó

ÙÖÖÒ
 Ó 
ÓÚÐÒØ ¹

ÓÒ× Ò À2 ÑÓÐ
ÙÐ× 
Ò  Ù
º ÅÓÖÓÚÖ¸  ÒÓØ
Ð Ö
ØÓÒ Ó

ÑÓÒÓØÓÑ
 ÝÖÓÒ 
Ò  ÒØ¸ Û
 ÑÑØÐÝ ×Ù×Ø× ØØ Ý¹

ÖÓÒ × ÓÒ Ø ÚÖ Ó  ÐÕÙ¹ÐÕÙ Ô× ØÖÒ×ØÓÒ ÒØÓ Ò ØÓÑ
 Ù

Ô× ØØ × Ò ÖÑÒØ ÛØ Ö
ÒØ ÁÅ 
Ð
ÙÐØÓÒ× ½½½¸ ½℄º ÚÒ¹

ØÙÐÐÝ̧ Ø Ð
ØÖÓÒ
 Ò¹Ô × ÚÒ×Ò¸ Û
 × ÑÓ×Ø ÐÐÝ Ù ØÓ Ø

ÑÖÒ
 Ó ÑÓÒÓØÓÑ
 ÝÖÓÒº

ÆÓÛ¸ Û ×ØÙÝ Ø ÚÓÙÖ Ó ÐÕÙ ÑØÒ Ø ¼¼¼ Ò ¼¼¼ Ã Ò

×
Ù×× Ø× ÑÔÐ
ØÓÒ×º Ì ÔÖØÐ ÔÖ 
ÓÖÖÐØÓÒ ÙÒ
ØÓÒ× ´Èµ Ó ÓÙÖ

×ÑÙÐØÓÒ× Ö ×ÓÛÒ Ò ÙÖ× º¿¹ºº × 
Ò  ×Ò Ò ÙÖ º¿¸ × ÛÐÐ

× ÙÖ º¸ Ø T = 2000 Ã ××ÒØÐÐÝ ÒÓ 
ÓÚÐÒØ ¹ Ò À¹À ÓÒ× Ö

ÔÖ×ÒØº Ì ÓÒÐÝ ÖÑÒÒ ×Ò
ÒØ Ô× Ø 2.81  Ò 1.74  ÖÔÖ¹

×ÒØ Ø ÚÖ ¹ Ò À¹À ×ØÒ
× ØÛÒ ØÛÓ 
ÒØ À4 ÑÓÐ
ÙÐ×¸
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6
g(

r)
2000 K
4000 K
6000 K

ÙÖ º ÓÑÔÖ×ÓÒ Ó Ø ¹À È Ø ¾¼¼¼ Ã ´×ÓÐ Ö ÐÒµ¸ ¼¼¼ Ã

´× ÐÙ ÐÒµ¸ Ò ¼¼¼ Ã ´ÓØ¹× Ð
 ÐÒµº

Ö×Ô
ØÚÐÝº Ì Ò×Ò
ÒØ Ô× Ø 1.47  Ò ÙÖ º¿ Ò 0.75  Ò

ÙÖ º Ó ÒÓØ ÔÓÒØ ØÓ Ò ÓÒ×Ø Ó ××Ó
ØÓÒ¸ × ÔÖÓÔÓ× Ý ÜÔÖÑÒØ

½½¸ ½¿℄¸ ÙØ Ö ÖØÖ Ù ØÓ ØÒÐÝ ÖÓÒ ¹À ÓÒ× 
Ù× Ý ÒØ

ØÑÔÖØÙÖº ÓÒ×ÕÙÒØÐÝ̧ Ø ×ÖÔ ÒØÖÑÓÐ
ÙÐÖ Ô Ò ÙÖ º Ø

ÖÓÙÒ 1.075  
Ò  ×
Ö ØÓ 
ÓÚÐÒØ ¹À ÓÒ×º Ì 
ÓÖÖ×ÔÓÒÒ


ÓÓÖÒØÓÒ ÒÙÑÖ×¸ × ÓØÒ Ý ÒØÖØÒ Ø ××Ó
Ø È× ÙÔ ØÓ

ØÖ Ö×Ø ÑÒÑ¸ Ö ×ÓÛÒ Ò ÌÐ º½º ÁÒ Ø 
× Ó ¹À Ø ÔÖØÐ


ÓÓÖÒØÓÒ ÒÙÑÖ × 3.984¸ Û
 Ò
Ø× ØØ Ø ÐÕÙ Ø T = 2000 Ã¸

Ü
ÔØ ÓÖ ×ÒÐ ØÒÐÝ ÖÓÒ ¹À ÓÒ×¸ × ÒÖÐÝ Ü
ÐÙ×ÚÐÝ Ñ ÙÔ Ó

ÙÒ××Ó
Ø À4 ÑÓÐ
ÙÐ×º Ì× ÚÛ × 
ÓÒ××ØÒØ ÛØ ÓØÖ ÁÅ ×ØÙ¹

× ¸ ¾¸ ½℄¸ ÙØ Ø ÚÖÒ
 ØÓ ØÓÖØ
Ð ÖÓÙÒ¹×ØØ 
Ð
ÙÐØÓÒ× ½¿¿℄¸

× ÛÐÐ × ÜÔÖÑÒØÐ Ñ×ÙÖÑÒØ× ½½¸ ½½¿¸ ½¿℄¸ ÒÓ ×Ò× ÓÖ ××Ó
ØÓÒ

Ú Ò ÓÙÒº

ÓÖ Ø ÑÓ×Ø ÖÐÚÒØ 
× Ø T = 4000 Ã Ò P ≈ 100 È¸ Ø ×ØÙØÓÒ ×

ÑÙ
 ÖÒØ Ò ÚÒ
× ÓÖ ××Ó
ØÓÒ 
Ò Ò  Ó×ÖÚº × 
Ò





 ×Ò Ò ÙÖ º¿¸ 
ÓÚÐÒØ ¹ ÓÒ× Ö ÔÔÖÒ × ÛÐÐ × 
ÓÚÐÒØÐÝ

ÓÒ À2 ÑÖ×¸ × ×ÓÛÒ Ò ÙÖ ºº ×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸ Ø Ø Ó Ø

ÒØÖÑÓÐ
ÙÐÖ ¹À Ô Ò ÙÖ º × ÑÙ
 ÖÙ
¸ ØÓÙ ×ØÐÐ Ü×ØÒº

ÖÓÑ ÌÐ º½ Ø 
Ò  Ù
 ØØ ÒÖÐÝ Ð Ó Ø 
ÓÚÐÒØ ¹À ÓÒ×

Ö ÖÓÒ¸ Û
 Ò
Ø× ØØ ÑØÒ Ó× ××Ó
Ø ÓÒÐÝ ÔÖØÐÐÝ ØÓ ÓÖÑ

ÝÖÓ
ÖÓÒ 
Ò× ÛØ ÑÒÐÝ ØÛÓ Ò ØÖ 
ÖÓÒ ØÓÑ×¸ × ÛÐÐ × À2º

ÅÓÖ ÔÖ
×ÐÝ̧ Ø À4 ÑÓÐ
ÙÐ× ××Ó
Ø Ò Ö
ÓÑÒ ØÓ ÓÖÑ 2À6 Ò

ØÓ  ×ÑÐÐÖ ÜØÒ 3À8¸ Û
 × Ò ÖÑÒØ ÛØ ÔÖÚÓÙ× ÁÅ ×ØÙ¹

× ¸ ¾¸ ½℄º ÀÓÛÚÖ¸ Û Ò ÒÓ ×Ù×ØÒ ×Ò ÓÖ Ø ÔÖ×Ò
 Ó 2À2¸

Û
 × Ò Ø
Ø Ò Ø ØÑÓ×ÔÖ Ó ÆÔØÙÒ ¾℄º ÙØ¸ Û Ó Ò

×× Ó ×ÓÑÛØ ÐÓÒÖ ×Ô2¹ÓÒ 
Ò× Ò ÖÒ¹Ð 
ÖÓÒ ×ØÖÙ
ØÙÖ×¸

ÙØ ÒØÐÝ ÒÓ ×Ò Ó ×Ô3 
ÖÓÒ ÓÒ×¸ ºº ÒÓ ÑÓÒ¹Ð 
ÖÓÒº Ì×

× 
ÓÒ××ØÒØ ÛØ Ø 
ÓÑÔÙØ ÚÖØÓÒÐ Ò×ØÝ Ó ×ØØ× Ó ËÔÒÙ Ø Ðº

½℄¸ ÛÓ ÖÔÓÖØ  ÒÓØ
Ð ØÙÖ Ø ½¼¼ 
Ñ−1 ØØ 
Ò  ØØÖÙØ

ØÓ ØÖÓÐ 
ÓÓÖÒØ 
ÖÓÒ ØÓÑ× Ò ÖÔØ¹Ð 
ÓÒÙÖØÓÒ×º ÌØ ×

ØÓ ×Ý ØØ ÓÒ Ø ÓÒ Ò ÓÙÖ 
Ð
ÙÐØÓÒ× Ö Ò ÖÑÒØ ÛØ ÜÔÖÑÒØ

Ý ÑÔÐÝÒ ØØ Ò Ø ÑÐ 
 ÐÝÖ À4 ÑÓÐ
ÙÐ× Ø×Ð Ö ÒÓØ ÔÖ×ÒØ¸

ÙØ ÑÖÐÝ Ø× ××Ó
Ø 
ÓÒ×ØØÙÒØ×¸ Û
 
ÓÒÖÑ× ØØ Ø ÒØÖÓÖ 
Ñ¹

×ØÖÝ Ó ÍÖÒÙ× Ò ÆÔØÙÒ × ÑÓÖ 
ÓÑÔÐÜ ØÒ ÔÖÚÓÙ×ÐÝ ××ÙÑº ÇÒ

Ø ÓØÖ Ò¸ ÓÙÖ Ö×ÙÐØ× Ö Ò Ø ×Ò× ØØ Ø T = 4000 Ã Û Ó ÒÓØ

Ò ÒÝ ÚÒ
 ÓÖ ÑÓÒ¹Ð 
ÖÓÒ¸ × ÖÔÓÖØ Ý Ø ÚÖÝ ×Ñ Ü¹

ÔÖÑÒØ× ½½¸ ½½¿¸ ½¿℄º

ÚÒ ÔÖ ÛØÒ Ø ÔÐÒØ Ø ÚÒ Ö ØÑÔÖØÙÖ Ó T = 6000 Ã¸

Ø ÖÑÒÒ À4 Ú ÙÐÐÝ ××Ó
Ø × Ò
Ø Ý Ø ÚÒ×Ò Ò¹

ØÖÑÓÐ
ÙÐÖ ¹À Ô Ò ÙÖ ºº ÇÒ Ø ÓØÖ Ò¸ Ø Ö×Ø Ô Ò

ÙÖ º¿¸ Û
 × Ù ØÓ ¹ ÓÒ×¸ × ÛÐÐ × Ø 
ÓÚÐÒØ À¹À Ô Ò

ÙÖ º Ö ÚÒ ÑÓÖ ÔÖÓÒÓÙÒ
 × × Ø 
× ÓÖ T = 4000 Ãº × ×ÓÛÒ

Ò ÌÐ º½¸ Ø ÔÖØÐ ¹À 
ÓÓÖÒØÓÒ ÒÙÑÖ × ÖØÖ ×ÑÐÐ¸ Û
 Ò¹

ØÐ× ØØ 
ÓÒØÖÖÝ ØÓ T = 4000 Ã ÝÖÓ
ÖÓÒ 
Ò× Ö ÒÓ ÐÓÒÖ ÔÖ×ÒØ¸

ÙØ Ú 
ÓÑÔÐØÐÝ ÝÖÓÒØ ÒØÓ ÔÓÐÝÑÖ
 
ÖÓÒ Ò ÝÖÓÒº ×

ÓÖ¸ ÒÓ ÚÒ
 ÓÖ ×Ô3¹ÓÒ ÑÓÒ 
ÓÙÐ  ÓÙÒ¸ Û
 Ò
Ø×

ØØ ÚÒ Ö ÔÖ××ÙÖ× Ö ÖÕÙÖ ØÓ 
ÓÒÒ× 
ÖÓÒ ÒØÓ ÑÓÒº
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Distance [Å]
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g(
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2000 K
4000 K
6000 K

ÙÖ º ÓÑÔÖ×ÓÒ Ó Ø À¹À È Ø ¾¼¼¼ Ã ´×ÓÐ Ö ÐÒµ¸ ¼¼¼ Ã

´× ÐÙ ÐÒµ¸ Ò ¼¼¼ Ã ´ÓØ¹× Ð
 ÐÒµº

ÌÐ º½ ÈÖØÐ 
ÓÓÖÒØÓÒ ÒÙÑÖ×¸ × ÓØÒ Ý ÒØÖØÒ Ø ××Ó¹


Ø È× ÙÔ ØÓ ØÖ Ö×Ø ÑÒÑ¸ ÓÖ ÐÐ ÒÚ×ØØ ØÑÔÖØÙÖ×º

ÌÑÔÖØÙÖ ¹ ¹À À¹À

2000 Ã 0.080 3.984 0.004

4000 Ã 1.244 2.298 0.408

6000 Ã 2.556 0.417 1.115





ÀÓÛÚÖ¸ Ò 
ÓÒØÖ×Ø ØÓ ÔÖÚÓÙ× ÁÅ ×ÑÙÐØÓÒ× ¸ ¾¸ ½℄ Û Ò ÓÖ

Ø Ö×Ø ØÑ ØØ Ø T = 6000 Ã ÝÖÓÒ × ÒÓ ÐÓÒÖ ×ÓÐÐÝ ÑÓÐ
ÙÐÖ¸ ÙØ

 ÒÓØ
Ð Ö
ØÓÒ Ó ÑÓÒÓØÓÑ
 ÝÖÓÒ 
Ò  ÒØº Ì× ÑÑ¹

ØÐÝ ×Ù×Ø× ØØ Ø T = 6000 Ã Ø ÔÖ×ÒØ ÝÖÓÒ ÑÓÐ
ÙÐ× Ö ÓÒ

Ø ÚÖ Ó  ÐÕÙ¹ÐÕÙ Ô× ØÖÒ×ØÓÒ ÒØÓ Ò ØÓÑ
 Ù Ô×¸ Û


× Ò ÖÑÒØ ÛØ Ö
ÒØ 
Ð
ÙÐØÓÒ× ½½½¸ ½℄º ÁÒ ÓÙÖ 
Ð
ÙÐØÓÒ× Û

Ò ØØ Ø Ò Ô × ÖÔÐÝ 
Ö×Ò ÛØ ØÑÔÖØÙÖ Ò ÚÒ×Ò

Ø T = 6000 Ãº ÌÓØÖ ÛØ Ø 
Ø ØØ ××Ó
ØÓÒ × ×ÓÛÒ ØÓ



ÓÑÔÒ ÛØ Ø ÑØÐÐÞØÓÒ ¸ ½¿℄¸ ÓÙÖ ÔÖ
ØÓÒ Ó ÐÕÙ ØÓÑ


ÝÖÓÒ ÑÝ Ð ØÓ Ò ÜÔÐÒØÓÒ ÓÖ Ø ÐÖ ÑÒØ
 Ð× Ó ÔÐÒØ×

×Ù
 × ÍÖÒÙ× Ò ÆÔØÙÒ ØÖÓÙ  ÝÒÑÓ¹Ð Ñ
Ò×Ñ Ý Ð
ØÖ
Ð


ÙÖÖÒØ× Ò Ø ÐÕÙ ÑØÐÐ
 ÖÓÒ× Ó ØÖ ÒØÖÓÖ× ½½¸ ½½℄º ËÒ
 Û

Ò ØØ ÐÕÙ À4¸ ÛÖ Ø × ×ØÐ Ø T = 2000 Ã¸ ×  Û Ò¹Ô Ò×Ù¹

ÐØÓÖ¸ Ø 
Ò ÓÒÐÝ ÙÐÐÝ ÝÖÓÒØ 
ÓÒØÖÙØ ØÓ Ø ÑÒØ
 Ð Ò Ø

ÓÖÑ Ó ÑØÐÐ
 ÝÖÓÒ¸ Û
 Ò × Ò ×ØÐ× ÜÔÖÑÒØÐÐÝ Ø

ÖØÖ ×ÑÐÖ 
ÓÒØÓÒ× Ý ×Ó
¹
ÓÑÔÖ××ÓÒ ÜÔÖÑÒØ× ½½¸ ½¾℄º ÅÓÖ¹

ÓÚÖ¸ Ø ÑÓØÓÒ Ó 
Ö ÔÖØ
Ð× ØÖÔÔ Ò ×Ù
 ÑÒØ
 Ð× 
Ù××

Ø ÒÖØÓÒ Ó ÖÓ ÛÚ×º ÁÒ 
Ø¸ ÔÐÒØÖÝ ÖÓ ÜÔÖÑÒØ× ÓÖ Ø

ÎÓÝÖ ÁÁ ÝÝ Ñ××ÓÒ Ø
Ø  Û ÚÖØÝ Ó ÖÓ Ñ××ÓÒ× ÓÖ ÓØ

ÔÐÒØ× ½¼¸ ½½℄º

Á ÐÖ ÒÓÙ¸ ÑÓÖÔÓÙ× ÓÖ 
ÖÝ×ØÐÐÒ 
ÖÓÒ 
ÐÙ×ØÖ× ÔÖ
ÔØØ Ò

×Ò ØÓÛÖ× Ø ÔÐÒØÖÝ 
ÒØÖ × ×ÑÒØ Ú ÖÚØØÓÒÐ ×ØØÐÒº Ì


ÓÖÖ×ÔÓÒÒ ÖÐ× Ó ÒÖÝ × Ò ×ØÑØ ØÓ   ×Ù×ØÒØÐ Ö
ØÓÒ

Ó Ø ÒØÖÒÐ Ø ÔÖÓÙ
ØÓÒ¸ Û
 ÛÓÙÐ ÜÔÐÒ ÓÖ Ò×ØÒ
 ÛÝ ÆÔØÙÒ

ÖØ× ÑÓÖ ØÒ ØÛ
 Ø ÒÖÝ Ø Ö
Ú× ÖÓÑ Ø ×ÙÒ ½½℄º ÁØ × Ð×Ó

ÐÐÝ Ø 
Ù× ÓÖ Ø ÜØÖÒÐÐÝ Ó×ÖÚ  ÐÙÑÒÓ×ØÝ Ò 
ÓÙÐ ÚÒ 
ÓÒ¹

ØÖÙØ ØÓ Ø 
ÓÒÚ
ØÚ ÑÓØÓÒ× Ó Ø× Ù ÒØÖÓÖ Ó ÆÔØÙÒº Ì Ö×ÓÒ

ÛÝ ÍÖÒÙ× Ó× ÒÓØ Ú ×Ù
 ÒØÖÒÐ Ø ÓÛ Ñ
Ò×Ñ × ×ØÐÐ ÙÒÒÓÛÒ

½℄º ÆÚÖØÐ××¸ Ø ×ÑÐÖØÝ Ó Ø ÒØÖÒÐ ×ØÖÙ
ØÙÖ× Ó Ø× ØÛÓ ÔÐÒØ×

×Ù×Ø× ØØ Ø ×ÙÔÔÖ×× 
ÓÒÚ
ØÓÒ Ó ÍÖÒÙ× ÑÝ   
ÓÒ×ÕÙÒ
 Ó

Ø× 
ÐÓ×Ö ÔÖÓÜÑØÝ ØÓ Ø ×ÙÒº ÁÒ 
ÓÒØÖ×Ø¸ ×ØÙÖØ ÝÖÓ
ÖÓÒ× ×Ù
 ×

2À6 Ò À2¸ Ò Ø ÔÖÓÙ
Ø× Ó Ø ÓÚ ×
ÖØÒ 
ÓÑÔÓ×ØÓÒ Ó

À4 Ø T = 4000 Ã¸ Ó ÒÓØ ÔÖ
ÔØØ Ò Ò×Ø ÖØÖ Ö× ØÓ ÓÒ Ø ØÑÓ¹





×ÔÖº ×  
ÓÒ×ÕÙÒ
¸ Ø× ÔÖÓ
×× 
ÓÙÐ  Ö×ÔÓÒ×Ð ÓÖ Ø ÒÓÑÐÓÙ×

ÙÒÒ
 Ó À2 Ò Ø ØÑÓ×ÔÖ× Ó ÓØ ÔÐÒØ×¸ Ò Ò Ø 
× Ó ÆÔ¹

ØÙÒ ÑÝ Ð×Ó 

ÓÙÒØ ÓÖ Ø Ó×ÖÚ ÛÐØ Ó ØÑÓ×ÔÖ
 2À6¸ ÛÖ Ø

ÑØ  ÖÓÙØ ÙÔ ÖÓÑ Ø Ô ÒØÖÓÖ Ý Ø ÓÖ¹ÐÙ
Ø 
ÓÒÚ
ØÓÒ

ÔÖÓ
××º ÌÖÓÖ¸ Ø ÔÖ×ÒØ Ö×ÙÐØ× ÑÔÐÝ ØØ 
Ñ
Ð ÔÖÓ
××× ×Ù
 ×

Ô× ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ× Ø ÜØÖÑ ØÑÔÖØÙÖ× Ò ÔÖ××ÙÖ× ÑÙ×Ø  
ÓÒ×¹

Ö Ò ÓÖÖ ØÓ ÔÖÓÚ  ÑÓÖ ÖÐ×Ø
 ÑÓÐ Ó Ø ÒØÖÓÖ× Ó ÒØ ×

ÔÐÒØ×º

º ÓÒ
ÐÙ×ÓÒ

ÚÒ ØÓÙ ÓÙÖ 
Ð
ÙÐØÓÒ× ÔÖÓÚ  
ÓÒ××ØÒØ Ô
ØÙÖ Ó Ø Ô 
Ñ¹

×ØÖÝ Ó ÆÔØÙÒ Ò ÍÖÒÙ×¸ Ø ÖÑÒÒ ÕÙ×ØÓÒ × ÛÝ ÒÓ ÑÓÒ ÓÖ¹

ÑØÓÒ 
ÓÙÐ  Ó×ÖÚ¸ ÛÖ× ÜÔÖÑÒØÐÐÝ Ø × ÖÔÓÖØ ØÓ Ó

ÙÖ ÖÓÑ

P = 20 È Ò T = 2000 Ã ÓÒº Ù ØÓ Ø 
Ø ØØ ÐÕÙ ÑØÒ ×

ÓÔØ
ÐÐÝ ØÖÒ×ÔÖÒØ Ò 
Ò ÒÓØ ×ÑÔÐÝ  Ø Ý  Ð×Ö Ñ¸ Ø × ØÖ¹

ÓÖ 
ÓÑÑÓÒ ÔÖ
Ø
 ØÓ Ò
ÐÙ  ÒÓÐ ÑØÐ ×ÓÖÖ ÛØÒ Ð×Ö¹Ø

ÑÓÒ ÒÚÐ 
ÐÐ ÜÔÖÑÒØ×º ËÔÒÙ Ø Ðº ÖÔÓÖØ ØØ ÛØÓÙØ  ÑØÐÐ


×ÓÖÖ ÒÓ ÓÖÑØÓÒ Ó 
ÓÑÔÐÜ ÝÖÓ
ÖÓÒ× Ò À2 Ø T = 2000 Ã 
ÓÙÐ

 ØÖÑÒ¸ Û
 ÒÓØ ÓÒÐÝ Ö× ÛØ Ø ÒÒ× Ó Ø ÔÖ×ÒØ ÛÓÖ ÙØ

Ð×Ó Ò
Ø× ØØ ÐÕÙ À4 Ö×× Ò  ÑØ×ØÐ ×ØØº ÇÒ Ø 
ÓÒØÖÖÝ̧

Ø Ø ÔÖ×Ò
 Ó  ÒÓÐ ÑØÐ¸ ÐÕÙ À4 ÖÐÝ ××Ó
Ø× ½℄º

Ï 
ÓÒ
ÐÙ Ý ÒÓØÒ ØØ ÒÓØÖ ÔÓ××ÐØÝ ØÓ ÜÔÐÒ Ø ×
ÖÔÒ
Ý

ØÛÒ ØÓÖÝ Ò ÜÔÖÑÒØ ÑÝ  Ø Ü×ØÒ
 Ó  ÓÑÓÒÓÙ× ÒÙ
Ð¹

ØÓÒ Ñ
Ò×Ñ¸ ×ÑÐÖ ØÓ Ø ÓÒ Ö
ÒØÐÝ ÔÖÓÔÓ× Ý ÃÐÙÐÐÒ Ø Ðº ÓÖ

Ø Ö
Ø ÖÔØ¹ØÓ¹ÑÓÒ ØÖÒ×ØÓÒ ¿¸ ¸ ℄º



ÔØÖ

Ò ÐÓÖØÑ ØÓ Ð
ÙÐØ Ø

ÁÒÚÖ× ÈÖÒ
ÔÐ p¹Ø ÊÓÓØ Ó

ËÝÑÑØÖ
 ÈÓ×ØÚ ÒØ

ÅØÖ
×

ÁÒ Ø× 
ÔØÖ¸ Û Ö×× Ø ÒÖÐ ÑØÑØ
Ð ÔÖÓÐÑ Ó 
ÓÑÔÙØÒ

Ø p¹Ø ÖÓÓØ Ó  ÚÒ ÑØÖÜ Ò  ×Ø ÛÝ Ý Ø ÐÔ Ó Ò ØÖØÓÒ ÙÒ
¹

ØÓÒº × Û Ú ×Ò Ò ÔØÖ ¸ ÛÖ Û ÜÔÐÒ Ø ÆÛØÓÒ¹Ë
ÙÐÞ

ØÖØÓÒ ØÓ 
ÓÑÔÙØ Ø ÒÚÖ× Ó  ÚÒ ÑØÖÜ¸ Ø× ÔÖÓÐÑ Ö
ØÐÝ 
Ø×

ÓÙÖ 
ÓÑÔÙØØÓÒ×º

Ï ÔÖ×ÒØ  ÒÛ ØÖØÓÒ ÙÒ
ØÓÒ ØØ ÒÐ× 
Ð
ÙÐØÒ Ø ÒÚÖ× p¹Ø

ÖÓÓØ Ó  ÚÒ ÑØÖÜ ÓÖ Ò ÖØÖÖÝ pº Ï ÚÐÙØ Ø ÓÖÖ Ó 
ÓÒÚÖÒ



ÓÒØÒÒØ ÙÔÓÒ  ÔÖÑØÖ qº Ý 
ÓÓ×Ò q ÔØÚÐÝ̧ ØØÖ Ö×ÙÐØ× ØÒ

ÛØ ÓÖ ÒÓÛÒ ÓÖÑÙÐ× Ó Ø× ØÝÔ 
Ò  
Ú × Ð×× ØÖØÓÒ× Ò

ÑØÖÜ¹ÑØÖÜ ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ× Ö ÖÕÙÖº

Ì ÔÖÓÖÑÒ
 × ÚÐÙØ Ý  ÅÌÄ 
Ó Ù×Ò ×ÝÑÑØÖ
 ÔÓ×ØÚ

ÒØ ÖÒÓÑ ÑØÖ
× ÛØ ÚÖÓÙ× Ò×Ø×¸ 
ÓÒØÓÒ ÒÙÑÖ× Ò ×Ô
¹

ØÖÐ Öº





¼

º½ ÁÒØÖÓÙ
ØÓÒ

Ì Ö×Ø ØØÑÔØ× ØÓ 
Ð
ÙÐØ Ø ÒÚÖ× Ó  ÑØÖÜ Ý Ø ÐÔ Ó Ò ØÖ¹

ØÚ ×
Ñ ÛÖ ÑÓÒ×Ø ÓØÖ× Ñ Ý Ë
ÙÐÞ ½¿℄ Ò Ø ÖÐÝ ØÖØ×

Ó Ø Ð×Ø 
ÒØÙÖÝº Ì× Ö×ÙÐØ Ò Ø ÛÐÐ¹ÒÓÛÒ ÆÛØÓÒ¹Ë
ÙÐÞ ØÖØÓÒ

×
Ñ ØØ × ÛÐÝ Ù× ØÓ ÔÔÖÓÜÑØ Ø ÒÚÖ× Ó  ÚÒ ÑØÖÜº ÇÒ

Ó Ø ÚÒØ× Ó Ø× ÑØÓ × ØØ ÓÖ  ÔÖØ
ÙÐÖ ×ØÖØ ÑØÖÜ × ÒØÐ

Ù×× 
ÓÒÚÖÒ
 × ÙÖÒØ ½¾¿℄º Ì 
ÓÒÚÖÒ
 × Ó ÓÖÖ ØÛÓ¸ Û


× ÐÖÝ ÕÙØ ×Ø×ÝÒ¸ ÙØ ØÖ ÛÖ  ÐÓØ Ó ØØÑÔØ× ØÓ ×Ô ÙÔ Ø×

ØÖØÓÒ ×
Ñ Ò ØÓ ÜØÒ Ø ØÓ  ÓÖÑÙÐ ØÓ 
Ð
ÙÐØ ÒÓØ ÓÒÐÝ Ø ÒÚÖ×

ÙØ  ÒÖÐ ÒÚÖ× p¹Ø ÖÓÓØ Ó  ÚÒ ÑØÖÜ ½¾¸ ¸ ¿¸ ¸ ½℄º Ì× ×

Ò ÑÔÓÖØÒØ Ø× 
Ù×¸ ×× Ø ÔÙÖ ÑØÑØ
Ð ÒØÖ×Ø¸ Ò ÑÒÝ

ÔÔÐ
ØÓÒ× Ò ÔÝ×
× ÓÖ 
Ñ×ØÖÝ ÓÒ Ò× 
ÒØ ÑØÓ× ØÓ 
Ð
ÙÐØ

Ø ´ÒÚÖ×µ ×ÕÙÖ ÖÓÓØ ÓÖ Ø ÒÚÖ× Ó  ÑØÖÜº Ò ÜÑÔÐ × ÓÙÖ ÐÒ¹

Ö ×
ÐÒ ×
Ñ ÔÖ×ÒØ Ò ÔØÖ ¸ ÓÖ ÄÛÒ³× ÑØÓ Ó ×ÝÑÑØÖ


ÓÖØÓÓÒÐÞØÓÒ ℄º Ì ÐØØÖ ØÖÒ×ÓÖÑ× Ø ÒÚÐÙ ÔÖÓÐÑ ÓÖ ÓÚÖ¹

ÐÔÔÒ ÓÖØÐ× ÒØÓ Ò ÕÙÚÐÒØ ÔÖÓÐÑ ÛØ ÓÖØÓÓÒÐ ÓÖØÐ×¸ ÛÖÝ

Ø ÒÚÖ× ×ÕÙÖ ÖÓÓØ Ó Ø ÓÚÖÐÔ ÑØÖÜ × ØÓ  
Ð
ÙÐØº Ì× ×

ÓÖ Ò×ØÒ
 Ò
××ÖÝ Ò Ø ÜØÒ À
Ð ÑØÓ ℄¸ Ò Ð×Ó Ù× Ò

ØØ¹ÒÒ ¸ ½¾℄º

ÓÑÑÓÒ ÔÖÓÐÑ× Ò Ø ØØÑÔØ× 
Ø ÓÚ Ö Ø ×ØÐØÝ Ó Ø ØÖ¹

ØÓÒ ÓÖÑÙÐ Ò Ø× 
ÓÒÚÖÒ
º ÓÖ p = 1¸ ÑÓ×Ø Ó Ø ØÖØÓÒ ×
Ñ×

Ú ÕÙÖØ
 ÓÖÖ Ó 
ÓÒÚÖÒ
¸  ÖÖ Ü
ÔØÓÒ × ÓÖ Ò×ØÒ
 ÀÐÐÝ³×

ÑØÓ ¸ ¸ ℄¸ Û
 × Ó ÓÖÖ ØÖº ÐØÑÒ ℄ ÓÛÚÖ ÒÖÐÞ Ø

ÆÛØÓÒ¹Ë
ÙÐÞ ØÖØÓÒ ØÓ Ò ØÖØÚ ÑØÓ Ó ÒÚÖØÒ  ÐÒÖ ÓÙÒ

ÓÔÖØÓÖ Ò  ÀÐÖØ ×Ô
º À 
ÓÒ×ØÖÙ
Ø Ø ×Ó 
ÐÐ ÝÔÖÔÓÛÖ ÑØÓ

Ó ÒÝ ÓÖÖ Ó 
ÓÒÚÖÒ
 Ò ÔÖÓÚ ØØ Ø ÑØÓ Ó Ö ØÖ × Ø

ÓÔØÑÙÑ ÓÒ¸ × Ø Ú× Ø ×Ø 

ÙÖ
Ý ÓÖ Ø ×Ñ ÒÙÑÖ Ó ÑÙÐØÔÐ
¹

ØÓÒ×º

ÀÖ¸ Û ×
Ö Ò ØÖØÓÒ ÙÒ
ØÓÒ ÓÖ Ø 
Ð
ÙÐØÓÒ Ó Ø ÒÚÖ× p¹Ø

ÖÓÓØ Ó  ÚÒ ÑØÖÜ Aº ÁÒ Ø× ×
Ñ¸ Û Ú ØÛÓ ÚÖÐ×¸ Ø ÒØÙ¹

ÖÐ p Ò ÒÓØÖ ÒØÙÖÐ q ≥ 2 ØØ ÖÔÖ×ÒØ× Ø ÓÖÖ Ó ÜÔÒ×ÓÒº Ï

×ÓÛ ØØ ØÛÓ ×Ô
Ð 
×× Ó Ø× ÓÖÑÙÐ Ö ÆÛØÓÒ³× ÑØÓ ÓÖ ÑØÖ
×



½

½¾¸ ¸ ¸ ¸ ¿¸ ¸ ½℄ Ò ÐØÑÒ³× ÝÔÖÔÓÛÖ ÑØÓ ℄º

º¾ ÈÖÚÓÙ× ÏÓÖ

Ì ×ØÙÝ Ó Ø 
Ð
ÙÐØÓÒ Ó Ø ÒÚÖ× p¹Ø ÖÓÓØ¸ ÛÖ p ×  ÒØÙÖÐ¸

× Ò ØÖØ ÔÖÚÐÒØÐÝ Ý ÚÖÓÙ× ÙØÓÖ×º Ì 
Ö
ØÖÞØÓÒ Ó Ø

ÔÖÓÐÑ × ÕÙØ ×ÑÔÐ¸ Ò ÒÖÐ¸ ÓÖ  ÚÒ ÑØÖÜ A¸ ÓÒ ÛÒØ× ØÓ Ò

ÑØÖÜ B ØØ ÙÐÐ× B−p = Aº Á A × ÒÓÒ¹×ÒÙÐÖ¸ ÓÒ 
Ò ÐÛÝ× Ò ×Ù


ÑØÖÜ B¸ ÙØ B × ÒÓØ ÙÒÕÙº Ì ÔÖÓÐÑ Ó 
ÓÑÔÙØÒ Ø p¹Ø ÖÓÓØ Ó  A

× ×ØÖÓÒÐÝ 
ÓÒÒ
Ø ÛØ Ø ×Ô
ØÖÐ ÒÐÝ×× Ó Aº Á¸ ÓÖ ÜÑÔÐ¸ A ×  ÖÐ

ÓÖ 
ÓÑÔÐÜ ÑØÖÜ Ó ÓÖÖ n ÛØ ÒÓ ÒÚÐÙ× ÓÒ Ø 
ÐÓ× ÒØÚ ÖÐ

Ü×¸ B 
Ò  ÙÒÕÙÐÝ Ò ½¾℄º × Û Ð ÓÒÐÝ ÛØ ×ÝÑÑØÖ
 ÔÓ×ØÚ

ÒØ ÑØÖ
×¸ Û 
Ò Ö×ØÖ
Ø ÓÙÖ×ÐÚ× ØÓ Ø× ÙÒÕÙ ×ÓÐÙØÓÒ¸ Û
 ×


ÐÐ Ø ÔÖÒ
ÔÐ p¹Ø ÖÓÓØ Ò ÙÖÒØ Ý Ø ÓÐÐÓÛÒ ØÓÖÑº

ÌÓÖÑ ½ ´ÀÑ ¿℄¸ ¾¼¼µº ÄØ A ∈ Cn×n Ú ÒÓ ÒÚÐÙ× ÓÒ R−º

ÌÖ ×  ÙÒÕÙ p¹Ø ÖÓÓØ B Ó A ÐÐ Ó ÛÓ× ÒÚÐÙ× Ð Ò Ø ×ÑÒØ

{z : −π/|p| < arg(z) < π/|p|}¸ Ò Ø ×  ÔÖÑÖÝ ÑØÖÜ ÙÒ
ØÓÒ Ó Aº Ï

ÖÖ ØÓ B × Ø ÔÖÒ
ÔÐ p¹Ø ÖÓÓØ Ó A Ò ÛÖØ B = A1/pº Á A × ÖÐ ØÒ

A1/p × ÖÐº

ÊÑÖ ½º ÀÖ¸ p < 0 × Ð×Ó Ò
ÐÙ¸ ×Ó ØØ ÌÓÖÑ ½ ÓÐ× Ð×Ó ÓÖ Ø


Ð
ÙÐØÓÒ Ó ÒÚÖ× p¹Ø ÖÓÓØ×º

Ì 
Ð
ÙÐØÓÒ Ó ×Ù
  ÖÓÓØ × Ù×ÙÐÐÝ ÓÒ Ý Ø ÐÔ Ó Ò ØÖØÓÒ ÙÒ
¹

ØÓÒ¸ × 
ÓÑÔÙØØÓÒ Ý ÖÙØ ÓÖ
 × 
ÓÑÔÙØØÓÒÐÐÝ ÚÖÝ ÑÒÒ ÓÖ ÚÒ

Ò×Ð ÓÖ ÐÖ ÑØÖ
×º ÁØÖØÓÒ ÙÒ
ØÓÒ× 
Ò Ð×Ó  ÚÖÝ ÐÔÙÐ  Ø

×
ÐÒ Ó Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒ ÓÖ ×ÔÖ× ÑØÖ
× ×ÓÙÐ  ÖÙ
 
Ù× Ø

ÒØÖÑØÐÝ Ó

ÙÖÖÒ ÑØÖ
× 
Ò  ØÖÙÒ
Øº ÇÒ ×ÓÙÐ ÐÛÝ× Ô

Ò ÑÒ ØØ Ø ÒÚÖ× p¹Ø ÖÓÓØ× Ó ×ÔÖ× ÑØÖ
× Ö Ò ÒÖÐ ÒÓØ ÒÝ¹

ÑÓÖ ×ÔÖ× ÙØ Ù×ÙÐÐÝ ÙÐÐ ÑØÖ
×º

ÇÒ Ó Ø ÑÓ×Ø ×
Ù×× ØÖØÓÒ ×
Ñ× ÓÖ 
ÓÑÔÙØÒ Ø p¹Ø ÖÓÓØ Ó

 ÑØÖÜ × × ÓÒ ÆÛØÓÒ³× ÑØÓ ÓÖ ÒÒ ÖÓÓØ× Ó ÙÒ
ØÓÒ×º ÇÒ 
Ò

ÔÔÖÓÜÑØ Ø ÖÓÓØ x̂ Ó f : R → R¸ ÑÒÒ ØØ Û Ú f(x̂) = 0¸ Ý Ø



¾

ØÖØÓÒ

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
. ´º½µ

ÀÖ¸ xk → x̂ ÓÖ k → ∞  x0 × Ò ÔÔÖÓÔÖØ ÒØÐ Ù××º Á ÓÒ 
ÓÓ××

f(x) = xp − a ÓÖ Ò ÖØÖÖÝ a¸ ØÒ Û Ø

xk+1 =
1

p



(p− 1)xk + ax1−p
k



. ´º¾µ

ÇÒ 
Ò Ð×Ó Ð ÛØ ÑØÖ
× Ò ×ØÙÝ Ø Ö×ÙÐØÒ ÖØÓÒÐ ÑØÖÜ ÙÒ
¹

ØÓÒ F (X) = Xp − A ℄¸ ÛÖ F : Cn×n → Cn×n Ò F ′ × Ø Ö
Ø

ÖÚØÚ Ó F ¸ × ½℄º Ì× × Ò Ø ×Ù
Ø Ó  ÒÓØ ×Ó ÙÒÑÔÓÖØÒØ

ÒÙÑÖ Ó ÔÔÖ× ½¼¸ ½¾¸ ¸ ¿¸ ¸ ¸ ¿¸ ¸ ¸ ½¾¿¸ ½¾¸ ½¿½¸ ½℄º ÁØ ×


ÐÖ ØØ Ø× ØÖØÓÒ 
ÓÒÚÖ× ØÓ Ø p¹Ø ÖÓÓØ Ó Ø ÑØÖÜ A  X0 × 
Ó¹

×Ò 
ÐÓ× ÒÓÙ ØÓ Ø ØÖÙ ÖÓÓØº ÅØÑØ
ÐÐÝ̧ Ø× ÑÒ× ØØ Û Ò ØÓ

ÙÐÐ Ø 
ÓÒØÓÒ I−AXp
0 < 1º Ì 
ÓÒÚÖÒ
 × ÕÙÖØ
 × ×ÓÓÒ × Ø

ØÖØ× Ö 
ÐÓ× ÒÓÙ ØÓ ÐÑØ Ó Ø ØÖØÓÒ ℄º ËÑØ ½℄ Ð×Ó ×ÓÛ×

ØØ ÆÛØÓÒ³× ÑØÓ ÓÖ ÑØÖ
× × ×ÓÑ ××Ù× 
ÓÒ
ÖÒÒ ÒÙÑÖ
Ð ×Ø¹

ÐØÝ ÓÖ ÒÓØ ×Ó ÛÐÐ¹
ÓÒØÓÒ ÑØÖ
×¸ ÙØ Ø× × ÒÓØ Ø ØÓÔ
 Ó Ø× ÛÓÖº

ÁÒ ØÖ ÔÔÖ ½¾℄¸ Ò¸ ÀÑ¸ Ò ÅÒ ÔÖÓÚ ØØ Ø ÑØÖÜ ØÖØÓÒ

Bk+1 =
1

p



(p+ 1)Bk −Bp+1
k A



, B0 ∈ Rn×n ´º¿µ


ÓÒÚÖ× ÕÙÖØ
ÐÐÝ ØÓ Ø ÒÚÖ× p¹Ø ÖÓÓØ A−1/p  I − Bp
0A < 1¸

B0A = AB0 Ò ρ(A) < p + 1 ÓÐº ÀÖ¸ ρ(A) × Ø ×Ô
ØÖÐ ÖÙ×¸ Û


× Ò × Ø ÐÖ×Ø ×ÓÐÙØ ÒÚÐÙ Ó Aº

ÁÒ × ÛÓÖ Ø Ý ½¸ ÐØÑÒ ×
Ö Ø ÝÔÖÔÓÛÖ ÑØÓ ℄º

ÄØ V   Ò
 ×Ô
 Ò A : V → V  ÐÒÖ¸ ÓÙÒ¸ Ò ÒÓÒ¹×ÒÙÐÖ

ÓÔÖØÓÖ Ò B0 Ò ÔÔÖÓÜÑØ Ö
ÔÖÓ
Ð Ó A ×Ø×ÝÒ I−AB0 < 1º ÓÖ

Ø ØÖØÓÒ

Bk+1 = Bk(I +Rk +R2
k + . . .+Rq−1

k ), B0 ∈ V, ´ºµ

Ø ×ÕÙÒ
 (Bk)k∈N0

ÓÒÚÖ× ØÓÛÖ× Ø ÒÚÖ× Ó Aº ÀÖ¸ Rk = I−Bp

kA

× Ø k¹Ø Ö×ÙÐº

ÐØÑÒ ÔÖÓÚ ØØ Ø ÒØÙÖÐ q 
ÓÖÖ×ÔÓÒ× ØÓ Ø ÓÖÖ Ó 
ÓÒÚÖÒ




¿

Ó ´ºµ ×Ó ØØ Ò ÔÖÒ
ÔÐ  ÑØÓ Ó ÒÝ ÓÖÖ 
Ò  
ÓÒ×ØÖÙ
Øº À

×
Ö Ø ÓÔØÑÙÑ ÑØÓ × ØÓ× ÛÓ Ú× Ø ×Ø 

ÙÖ
Ý ÓÖ Ø

×Ñ ÒÙÑÖ Ó ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ×¸ Ò ÑÓÒ×ØÖØ ØØ Ø ÓÔØÑÙÑ ÑØÓ

× ÓØÒ ÓÖ q = 3º

ÌÓ 
ÐÓ× Ø× ×
ØÓÒ¸ Û Ö
ÐÐ ×ÓÑ ×
 ÒØÓÒ×¸ Û
 Ö 
ÖÙ
Ð ÓÖ

Ø ÒÜØ ×
ØÓÒº ÁÒ Ø ÓÐÐÓÛÒ¸ Ø ØÖØÓÒ ÙÒ
ØÓÒ ϕ : Cn×n → Cn×n ×

××ÙÑ ØÓ  ×Ù
ÒØÐÝ ÓØÒ 
ÓÒØÒÙÓÙ×ÐÝ ÖÒØÐº

ÒØÓÒ ½º ÄØ ϕ : Cn×n → Cn×n  Ò ØÖØÓÒ ÙÒ
ØÓÒº Ì ÔÖÓ
××

Bk+1 = ϕ(Bk), k = 0, 1, . . . ´ºµ

× 
ÐÐ 
ÓÒÚÖÒØ ØÓ Z ∈ Cn×n  Ø Ü×Ø×  
ÓÒ×ØÒØ 0 < c < 1 ×Ó ØØ ÓÖ

ÐÐ ×ØÖØ ÑØÖ
× B0 ∈ Cn×n ÛØ I − B0Z ≤ c¸ Û Ú Bk − Z → 0

k → ∞º

ÒØÓÒ ¾º  Ü ÔÓÒØ Z Ó Ø ØÖØÓÒ ÙÒ
ØÓÒ ´ºµ × ×Ù
 ØØ

ϕ(Z) = Z Ò × × ØÓ  ØØÖ
ØÚ  ϕ′(Z) < 1º

ÒØÓÒ ¿º ÄØ ϕ : Cn×n → Cn×n  Ò ØÖØÓÒ ÙÒ
ØÓÒ ÛØ Ü ÔÓÒØ

Z ∈ Cn×nº Ì ÔÖÓ
×× ´ºµ × 
ÐÐ 
ÓÒÚÖÒØ Ó ÓÖÖ q ∈ N  Ø Ü×Ø×


ÓÒ×ØÒØ 0 < c < 1 ×Ó ØØ ÓÖ ÐÐ ×ØÖØ ÑØÖ
× B0 ∈ Cn×n ÛØ I−B0Z ≤ c

Û Ú

Bk+1 − Z ≤ CBk − Zq ÓÖ k = 0, 1, . . . , ´ºµ

ÛÖ C > 0 ×  
ÓÒ×ØÒØ ÛØ C < 1  q = 1º

Ï Ð×Ó ÛÒØ ØÓ ÖÑÒ  ÛÐÐ¹ÒÓÛÒ ØÓÖÑ 
ÓÒ
ÖÒÒ Ø ÓÖÖ Ó 
ÓÒÚÖ¹

Ò
º

ÌÓÖÑ ¾º ÄØ f(x)   ÙÒ
ØÓÒ ÛØ Ü ÔÓÒØ x⋆º Á f(x) × q¹ØÑ×


ÓÒØÒÙÓÙ×ÐÝ ÖÒØÐ Ò  ÒÓÙÖÓÓ Ó x⋆ ÛØ q ≥ 2 ØÒ f(x) ×

ÓÖÖ Ó 
ÓÒÚÖÒ
 q  Ò ÓÒÐÝ

f ′(x⋆) = . . . = f (q−1)(x⋆) = 0 Ò f (q)(x⋆) = 0. ´ºµ

ÈÖÓÓº Ì ÔÖÓÓ 
Ò  ÓÙÒ Ò Ø ÓÓ Ó ÙØ×
 ¿¸ ÔÔº ¾¿¾¿℄º





º¿ ÒÖÐÞØÓÒ Ó Ø ÈÖÓÐÑ

ÁÒ Ø× ×
ØÓÒ¸ Û ÔÖ×ÒØ  ÒÛ ØÖØÓÒ ×
Ñ ØÓ 
ÓÑÔÙØ Ø p¹Ø ÖÓÓØ

Ó  ÑØÖÜ Û
 
ÓÒØÒ× ÆÛØÓÒ³× ÑØÓ ÓÖ ÑØÖ
× Ò Ø ÝÔÖÔÓÛÖ

ÑØÓ × ×Ô
Ð 
××º ÌÙ×¸ Û ×ØÙÝ  ÒÖÐ ÜÔÖ××ÓÒ ØÓ 
ÓÑÔÙØ

Ø p¹Ø ÖÓÓØ Ó  ÑØÖÜ Û
 
ÓÑ× ÐÓÒ ÛØ ÚÖÐ q × Ø ÓÖÖ Ó

ÜÔÒ×ÓÒº ÁÒ ÐØÑÒ³× 
×¸ q × Ø ÓÖÖ Ó 
ÓÒÚÖÒ
¸ ÙØ × Û ÛÐÐ

×¸ Ø× Ó× ÒÓØ ÓÐ ÒÖÐÐÝ ÓÖ ÓÙÖ ÓÖÑÙÐº ÆÚÖØÐ××¸ 
ÓÓ×Ò q

ÐÖÖ ØÒ ØÛÓ Ð× ÓØÒ ØÓ Ò Ò
Ö× Ò ÔÖÓÖÑÒ
¸ ÑÒÒ ØØ Ð××

ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ×¸ ØÖØÓÒ×¸ Ò 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ ØÑ Ö ÖÕÙÖº Ï ×
Ù××

Ò Ø ÒÜØ ×
ØÓÒ ÓÛ q 
Ò  
Ó×Ò ÔØÚÐÝº Ì 
ÒØÖÐ Ñ×× Ó

Ø× 
ÔØÖ × Ø ÓÐÐÓÛÒ

ÌÓÖÑ ¿º ÄØ A ∈ Cn×n   ÑØÖÜ¸ Ò p, q ∈ N ÛØ q ≥ 2º Ï Ò

Ø ÙÒ
ØÓÒ

ϕ : Cn×n → Cn×n

X → 1

p



(p− 1)I −
q



i=1



q

i



(−1)i(XpA)i−1



X,
´ºµ

ÛÖ X × ØÓ  ÙÐÐ AX = XA¸ Ò Ø ØÖØÓÒ

Bk+1 = ϕ(Bk), B0 ∈ Cn×n. ´ºµ

Á I −Bp
0A < 1 Ò B0A = AB0¸ ØÒ Ø ÓÐ×

lim
k→∞

Bk = A−1/p. ´º½¼µ

Á p > 1¸ Ø ÓÖÖ Ó 
ÓÒÚÖÒ
 Ó ´ºµ × ÕÙÖØ
º Á p = 1¸ Ø ÓÖÖ Ó


ÓÒÚÖÒ
 Ó ´ºµ × ÕÙÐ ØÓ qº

ÊÑÖ ¾º ÇÒ 
Ò Ù× Ø ×Ñ ÓÖÑÙÐ ØÓ 
Ð
ÙÐØ Ø p¹Ø ÖÓÓØ Ó A

ÛÖ p × ÒØÚ ÓÖ ÚÒ 
ÓÓ× p ∈ Q \ {0}º ÙØ Ø× × ÒÓØ  
ÓÑÔØØÚ

ÑØÓ 
Ù× ÓÖ ÒØÚ p¸ ÓÒ × ØÓ 
ÓÑÔÙØ ÒÚÖ× ÑØÖ
× Ò ÚÖÝ

ØÖØÓÒ ×ØÔ Ò ÓÖ ÒÓÒ¹ÒØÖ× Ø ÒÓÑÐ ØÓÖÑ Ò Ø 
Ð
ÙÐØÓÒ Ó

ÔÓÛÖ× Ó ÑØÖ
× Ö ÒÓØ ØØ ×ÑÔÐ ÒÝÑÓÖº

ÈÖÓÓº ÆÓÛ¸ Û ÔÖÓÚ ÌÓÖÑ ¿º ÌÓ Ñ Ø ÖÔÖ×ÒØØÓÒ Ó ´ºµ ÑÓÖ


ÓÒÚÒÒØ¸ Û ÖÖÖÒ Ø ÓÐÐÓÛÒ ØÖÑ





q


i=1



q

i



(−1)i(XpA)i−1 ´º½½µ

=



q


i=1



q

i



(−1)i(XpA)i



(XpA)−1

=



q


i=0



q

i



(−1)i(XpA)i − I



(XpA)−1

=((I −XpA)q − I)) (XpA)−1, ´º½¾µ

×Ó ØØ Û ÒÐÐÝ Ø

ϕ(X) =
1

p



(p− 1)X − ((I −XpA)q − I)X1−pA−1


. ´º½¿µ

Ù ØÓ ÒØÓÒ ¾¸ ÓÒ 
Ò ×ÐÝ × ØØ A−1/p × Ò ØØÖ
ØÚ Ü ÔÓÒØ

Ó ´º¾¼µ Ý 
Ð
ÙÐØÒ ϕ(A−1/p) Ò ϕ′(A−1/p)

ϕ(A−1/p) =
1

p



(p− 1)A−1/p −


(I − (A−1/p)pA)q − I)


(A−1/p)1−pA−1


=
1

p



(p− 1)A−1/p + A−1/p


= A−1/p, ´º½µ

ϕ′(X) = q(I −XpA)q−1

+
p− 1

p



((I −XpA)q − I) (XpA)−1 + I


,
´º½µ

ϕ′(A−1/p) = 0. ´º½µ

ÌÓ ÔÔÐÝ ÌÓÖÑ ¾¸ Û 
Ð
ÙÐØ ÓÖ ÓÙÖ ØÖØÓÒ

ϕ(X) =
1

p



(p− 1)X − ((I −XpA)q − I) (XpA)−1X


ÒÓØ ÓÒÐÝ Ø Ö×Ø ´
º ÕÙØÓÒ ´º½µµ ÙØ Ð×Ó Ø ×
ÓÒ ÖÚØÚ





ϕ(2)(X) =− pq(q − 1)Xp−1A(I −XpA)q−2

+ q(1− p)X−1(I −XpA)q−1

+ (p− 1)X−p−1A−1(I −XpA)q

− (p− 1)X−p−1A−1.

´º½µ

Ï Ú ÐÖÝ ×Ò ØØ ϕ′(A−1/p) = 0 ÓÖ ÚÖÝ p¸ ÙØ ÓÖ Ø ×
ÓÒ

ÖÚØÚ ÓÐ×

ϕ(2)(A−1/p) = 0 ⇐⇒ p = 1. ´º½µ

ÇÒ 
Ò Ð×Ó ×ÓÛ ØØ ϕ(j)(A−1/p) = 0  Ò ÓÒÐÝ  p = 1 ÓÖ j = 3, . . . , q−1


Ù× Û Ú

ϕ(j)(X) =

j


i=0

Ji,j(I −XpA)q−i + (p− 1)JjX
1−p−jA−1, ´º½µ

ÛÖ Ji,j Ò Jj Ö ÖØÓÒÐ ÒÓÒ¹ÞÖÓ ÒÙÑÖ×º ËÓ¸ Û Ú 
ÓÒÚÖÒ
 Ó

Ò ÖØÖÖÝ ÓÖÖº

Ì× ÑÔÐ× ØØ 

ÓÖÒ ØÓ Ø ÌÓÖÑ ¾¸ Ø 
ÓÒÚÖÒ
 Ó Ø ÔÖ×ÒØ

ÓÖÑÙÐ ´ºµ × Ü
ØÐÝ ÕÙÖØ
 ÓÖ ÒÝ q  p = 1º ÓÖ p = 1¸ Û Ú ØØ

Ø ÓÖÖ Ó 
ÓÒÚÖÒ
 × ÒØ
Ð ÛØ Ø 
Ó×Ò qº Ì× × ÛØ  ØÓ

ÑÓÒ×ØÖØº

×  ØÖÚÐ 
ÓÒ×ÕÙÒ
¸ Û 
ÓÒ
ÐÙ ØØ  ÐÖÖ q Ó× Ò ÒÖÐ ÒÓØ

Ð ØÓ  Ö ÓÖÖ Ó 
ÓÒÚÖÒ
º ÀÓÛÚÖ¸ Û Ñ ×ÚÖÐ Ø×Ø× ÛØ

Ø ÐÔ Ó ÅÌÄ ½¼¿℄¸ ØÓ Ø Ø ÒÙÑÖ Ó ØÖØÓÒ×¸ ÑØÖÜ¹ÑØÖÜ

ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ×¸ Ò Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ ØÑ Ò ØÓ ÓØÒ Ø p¹Ø ÖÓÓØ Ó

 ÚÒ ÑØÖÜ ÛØÒ  ÔÖÒ 

ÙÖ
Ý 
ÓÒØÒÒØ ÙÔÓÒ qº Ï Ò ØØ

 Ö ÓÖÖ Ó ÜÔÒ×ÓÒ Ò Ø ×ÙÑ ´º½½µ Ð× Ò ÐÑÓ×Ø ÐÐ 
×× ØÓ

ØØÖ ÔÖÓÖÑÒ
º ØÐ× Ö ÔÖ×ÒØ Ò Ø ÒÜØ ×
ØÓÒº

ÖÓÑ ÒÓÛ ÓÒ¸ Û Ð ÛØ ÕÙØÓÒ ´º½¿µ ÓÖ Ø ØÖØÓÒ Ó ÑØÖ
×

Bk ∈ Cn×n Ò Ò Bk+1 = ϕ(Bk)º Ï ××ÙÑ ØØ Ø ×ØÖØ ÑØÖÜ B0

×Ø×× B0A = AB0 Ò I − Bp
0A < 1º ÇÒ 
Ò ×ÓÛ ØØ Ò ØØ 
×¸ Ø

ÓÐ× BkA = ABk ÓÖ ÚÖÝ k ∈ N¸ × ½℄º ÌÙ×¸ Û Ú





Bk+1 =
1

p



(p− 1)Bk − ((I − Bp
kA)

q − I)B1−p
k A−1



,

B0 ∈ Cn×n.

´º¾¼µ

ÓÖ p = 1 Ò q = 2¸ Û Ø Ø ÐÖÝ ÑÒØÓÒ ÆÛØÓÒ¹Ë
ÙÐÞ ØÖØÓÒ

ØØ 
ÓÒÚÖ× ÕÙÖØ
ÐÐÝ ØÓ Ø ÒÚÖ× Ó A

Bk+1 = −


(I − BkA)
2 − I



A−1

= (−(BkA)
2 + 2BkA)A

−1

= 2Bk − B2
kA. ´º¾½µ

ÓÖ q = 2 Ò ÒÝ p¸ Û Ø Ø ØÖØÓÒ

Bk+1 =
1

p



(p− 1)Bk −


(I −Bp
kA)

2 − I


B1−p
k A−1



=
1

p



(p− 1)Bk −


(Bp
kA)

2 − 2Bp
kA



B1−p
k A−1



=
1

p



(p− 1)Bk −


Bp+1
k A− 2Bk



=
1

p



(p+ 1)Bk − Bp+1
k A



. ´º¾¾µ

Ì× × Ü
ØÐÝ Ø ÑØÖÜ ØÖØÓÒ ´º¿µ ØØ × Ò ×
Ù×× Ò Ø ÛÓÖ

Ó Ò¸ ÀÑ¸ Ò ÅÒ ½¾℄º

Ï ÒÓÛ ÔÖÓ
 Ý ÐÒ ÛØ Ø ØÖØÓÒ ÓÖÑÙÐ Ò Ø 
× p = 1 ÓÖ

Ö ÓÖÖ× (q > 2) Ò ×ÓÛ ØØ Ø 
ÓÒÚÖ× ×ØÖº ÓÖ ØØ ÔÙÖÔÓ×¸ Û

Ø ÕÙØÓÒ ´º¾¼µ Ò 
Ð
ÙÐØ ÓÖ p = 1

Bk+1 =
1

p



(p− 1)Bk − ((I − Bp
kA)

q − I)B1−p
k A−1



p=1
= [I − (I −BkA)

q]A−1. ´º¾¿µ

Ï ÒÓÛ ÔÖÓÚ ØØ Ø× × 
ÓÒÚÖÒØ Ó ÓÖÖ q Ò Ø ×Ò× Ó ÒØÓÒ ¿º





Bk+1 − A−1 = (I − (I − BkA)
q)A−1 − A−1

= (I −BkA)
qA−1

= (I −BkA)
qA−1A−qAq

≤ Aq−1 · (I − BkA)
q(A−1)q

≤ Aq−1 · A−1 − Bkq. ´º¾µ

ÆÓÛ¸ Û ×ÓÛ ÛÝ ØÖØÓÒ ´º¾¼µ 
ÓÒ
× ÓÖ p = 1 ÛØ ÐØÑÒ³× ÛÓÖ ÓÒ

Ø ÝÔÖÔÓÛÖ ÑØÓ ℄º ÓÖ ØØ ÔÙÖÔÓ×¸ Û ÖÛÖØ Ø (k+1)¹×Ø ØÖØ

Bk+1 Ò ØÖÑ× Ó Ø ÔÓÛÖ× Ó Ø k¹Ø Ö×ÙÐ Rk = I − Bp
kAº

Bk+1 =
1

p



(p− 1)Bk − ((I −Bp
kA)

q − I) (Bp
kA)

−1Bk



=
1

p



(p− 1)Bk − (Rq
k − I)(I − Rk)

−1Bk



=
1

p



(p− 1)Bk + (Rq−1
k + Rq−2

k + . . .+Rk + I)Bk



=
1

p
Bk



pI +



q−1


j=1

Rj
k



. ´º¾µ

ÐØÑÒ ÓÛÚÖ ÔÖÓÚ 
ÓÒÚÖÒ
 Ó ÒÝ ÓÖÖ Ó Ø ØÖØÓÒ ×
Ñ ´ºµ

Bk+1 = Bk(I +Rk +R2
k + . . .+Rq−1

k ), B0 ∈ V

ÓÖ Ø 
Ð
ÙÐØÓÒ Ó Ø ÒÚÖ× Ó  ÚÒ ÐÒÖ¸ ÓÙÒ¸ Ò ÒÓÒ¹×ÒÙÐÖ

ÓÔÖØÓÖ A ∈ V º Á Û Ø ÓÖ Ø Ò
 ×Ô
 V = Cn×n¸ Ø× × Ü
ØÐÝ

ÕÙØÓÒ ´º¾µ ÛØ p = 1º

º ÆÙÑÖ
Ð Ê×ÙÐØ×

ÚÒ  Ø ÑØÑØ
Ð ÒÐÝ×× Ó ÓÙÖ ØÖØÓÒ ÙÒ
ØÓÒ Ö×ÙÐØ× Ò Ø ÛÖ¹

Ò×× ØØ ÐÖÖ q Ó× ÒÓØ Ð ØÓ  ØØÖ ÓÖÖ Ó 
ÓÒÚÖÒ
¸ Û Ñ ÒÙ¹

ÑÖ
Ð Ø×Ø× Ý ÚÖÝÒ p Ò qº ÓÒ
ÖÒÒ Ø ÑØÖÜ A ÛÓ× ÒÚÖ× p¹Ø

ÖÓÓØ ×ÓÙÐ  ØÖÑÒ¸ Û Ø ÖÐ ×ÝÑÑØÖ
 ÔÓ×ØÚ ÒØ ÖÒÓÑ

ÑØÖ
× ÛØ ÖÒØ Ò×Ø× Ò 
ÓÒØÓÒ ÒÙÑÖ×º Ï Ó Ø× Ý Ø





ÐÔ Ó ÅÌÄ ½¼¿℄ Ò ÐÓÖØ Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ ØÑ Ò ×
ÓÒ× ´ØÑµ¸

Ø ÒÙÑÖ Ó ØÖØÓÒ× ´Øµ Ò ÑØÖÜ¹ÑØÖÜ ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ× ´ÑÙÐØµ ÙÒ¹

ØÐ Ø 
Ð
ÙÐØ ÒÚÖ× p¹Ø ÖÓÓØ × 
ÐÓ× ÒÓÙ ØÓ Ø ØÖÙ ÒÚÖ× p¹Ø

ÖÓÓØº

ºº½ Ì Ë
ÐÖ ×

Ö×Ø¸ Û ÖÙÒ Ø ÔÖÓÖÑ Ò Ø ×
ÐÖ 
×º × Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒ Ó ÖÓÓØ×

Ó ÑØÖ
× × ×ØÖÓÒÐÝ 
ÓÒÒ
Ø ÛØ Ø× ÒÚÐÙ×¸ Ø × ÐÓ
Ð ØÓ ×ØÙÝ

Ø ÓÖÑÙÐ ÓÖ ×
ÐÖ ÕÙÒØØ× λ Ö×Øº ÌÙ×¸ Û Ú n = 1 Ò ÕÙØÓÒ

´º¾¼µº Ï Ø ÚÐÙ× λ ÚÖÝÒ ÖÓÑ 10−9 ØÓ 1.9 Ò 
ÓÓ× b0 = 1 × ×ØÖØ

ÚÐÙº ÓÖ ØØ 
Ó
 Ó b0¸ Û Ú ÙÖÒØ 
ÓÒÚÖÒ
 ÓÖ λ ∈ (0, 2)º

Ï 
Ð
ÙÐØ Ø ÒÚÖ× p¹Ø ÖÓÓØ Ó λ¸ ØÙ× λ−1/pº Ï ×Ø Ø ØÖ×ÓÐ ε

ÓÖ Ø ÜØ Ó Ø ÔÖÓÖÑ ØÓ 10−8 Ò Ø ÑÜÑÙÑ ÒÙÑÖ Ó ØÖØÓÒ× ØÓ

35º Í×ÙÐÐÝ̧  ×ÑÐÐÖ ØÓÐÖÒ
 ε ×ÓÙÐ  ×Ù
ÒØ ÙØ ØÓ × ÖÒ
× Ò

Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ ØÑ¸ Û 
ÓÓ× Ø× ×ÑÐÐ ØÖ×ÓÐº ÀÖ¸ ÓÒ ×ÓÙÐ ÒÓØ

ØØ Ò Ø ×
ÐÖ 
× Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ ØÑ × ÒÓØ ÚÖÝ ÑÒÒÙÐ Ù ØÓ

Ø× ×ÑÐÐ ÖÒ
× ÓÖ ÚÖÝÒ qº ÁÒ Ø ×
ÐÖ 
×¸ Û Ó ÒÓØ 
ÓÒ×Ö¸ ×

Ò Ø ÑØÖÜ 
×¸ Ø ÒÓÖÑ Ó Ø Ö×ÙÐ rk = 1 − bpk · λ ØÓ 
ÓÑÔÙØ Ø

ÖÖÓÖ¸ ÙØ Ø ÖÒ
 ØÛÒ Ø k¹Ø ØÖØ Ò Ø 
ÓÖÖ
Ø ÒÚÖ× p¹Ø

ÖÓÓØ¸ ØÙ× r̃k = bk −


1
λ

1/p
º Ì× × Ù ØÓ Ø 
Ø ØØ Ò Ø ×
ÐÖ 
×¸

ÓÒ 
Ò ×ÐÝ Ø


1
λ

1/p
Ý  ×ØÖØÓÖÛÖ 
Ð
ÙÐØÓÒº ÆÓØ ØØ Û Ú

ÒÓØ Ò
××ÖÐÝ |r̃k| < 1¸ ÙØ ÓÒÐÝ |rk| < 1º ÓÖ ØØÖ ×ØÒÙ×Ò Ø ×
ÐÖ

ÖÓÑ Ø ÑØÖÜ 
×¸ Û ÛÖØ Ò Ø ×
ÐÖ 
×¸ × ÓÚ¸ bk,λ¸ r̃k¸ Ò rk

Ò×Ø Ó Bk, A¸ Ò Rkº

Ì ÖÒ Ó q × 
Ó×Ò ÖØÖ Û ØÓ × Ø ÒÙÒ
 Ó Ø× ÚÐÙ ÓÒ Ø

ÒÙÑÖ Ó ØÖØÓÒ× Ò Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ ØÑº ÁÒ ÖÑÒØ ÛØ ÓÙÖ Ó¹

×ÖÚØÓÒ× Ò Ø ÑØÖÜ 
×¸ Û
 Û ×
Ö Ò Ø ÒÜØ ×Ù×
ØÓÒ¸ ØÖ

×  
ÓÖÒ
 ØÛÒ Ø 
Ó
 Ó q¸ Ø ÒÙÑÖ Ó ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ×¸ Ø ÒÙÑ¹

Ö Ó ØÖØÓÒ×¸ Ò Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ ØÑº ÁÒ Ø ÓÐÐÓÛÒ¸ Û ÐÓÖØ

ÒÖÐ ÖÙÐ× ÓÖ Ø ÓÔØÑÐ 
Ó
 Ó qº

ÓÖ  
ÖØÒ ÒÙÑÖ Ó ØÖØÓÒ× Ò¸ Ø ÒÙÑÖ Ó ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ× Ò

Ú×ÓÒ× × ÐÛÝ× ÐÓÛ×Ø ÓÖ Ø ÐÓÛ×Ø q ØØ ÒØÐ× Ø× ×Ô

 ÒÙÑÖ Ó

ØÖØÓÒ×º ÙØ Ø 
Ò ÔÔÒ ØØ Ø ÒÙÑÖ Ó ØÖØÓÒ× × ÒÓØ ×ØÐÝ



¼

ÌÐ º½ Ê×ÙÐØ× ÓÖ p = 2¸ λ = 1.5º ÇÔØÑÐ ÚÐÙ× Ò ÓÐº

ØÑ Ø ÑÙÐØ q

½º−¼  ¿ ¾

½º−¼  ¿ ¿

½º−¼ ¿ ¾

½º−¼  ¾

½º−¼ ¿ ¿

½º−¼  ¼

½º−¼  

ÌÐ º¾ Ê×ÙÐØ× ÓÖ p = 2¸ λ = 10−9º ÇÔØÑÐ ÚÐÙ× Ò ÓÐº

ØÑ Ø ÑÙÐØ q

¾º−¼ ¾ ½½ ¾

¿º−¼ ½ ½¿ ¿

¾º−¼ ½ ½¾

¾º−¼ ½¾ ½¾¾

¾º¾−¼ ½½ ½¾¿

¾º½−¼ ½¼ ½¾¾

¾º−¼ ½¼ ½¿¾


Ö×Ò¸ × ÓÒ 
Ò × Ò Ø 
× ÓÖ 
ÓÑÔÙØÒ Ø ÒÚÖ× ×ÕÙÖ ÖÓÓØ Ó

λ = 1.5 ´ÌÐ º½µº ÆÚÖØÐ××¸ Û 
ÓÒ
ÐÙ ØØ Ø ×Ø 
Ó
 × q = 4¸

× Û Ú Ø ÐÓÛ×Ø ÒÙÑÖ Ó ØÖØÓÒ× Ò ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ× Ò ÐÑÓ×Ø Ø

ÐÓÛ×Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ ØÑº

ÁÒ ÓØÖ 
××¸ Ø ÚÐÙØÓÒ × ×ÑÔÐÖº ÓÖ ÜÑÔÐ ÓÖ 
ÓÑÔÙØÒ Ø

ÒÚÖ× ×ÕÙÖ ÖÓÓØ Ó λ = 10−9¸ Û Ú¸ ÛÒ ÚÖÝÒ q ÖÓÑ 2 ØÓ 8 
ÐÖÐÝ

Ø ×Ø Ö×ÙÐØ ÓÖ q = 7¸ × Ò ØØ 
×¸ Ø ÒÙÑÖ Ó ØÖØÓÒ×¸ Ø ÒÙÑÖ

Ó ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ× × ÛÐÐ × Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ ØÑ × ÐÓÛ×Ø ´ÌÐ º¾µº



½

ÁÒ ÑÓ×Ø Ó Ø 
××¸ Ø × ÒÓØ ØØ ×Ý ØÓ 
 Û
 q × Ø ×Ø ÓÖ

 
ÖØÒ ØÙÔÐ (p, λ)º ÁØ 
Ò Ð×Ó ÔÔÒ ØØ ÐÓÛ×Ø ÒÙÑÖ Ó ØÖØÓÒ× ×

ØØÒ ÓÖ ÖÐÐÝ ÐÖ q¸ ÑÒÒ q > 20º ÌÓ ÔÖ×ÒØ  ÒÖÐ ÖÙÐ Ó ØÙÑ¸

Û Ô
 q ÖÓÑ 3 ØÓ 8 × Ø× Ù×ÙÐÐÝ Ú×  ÓÓ Ò ×Ø ÔÔÖÓÜÑØÓÒ Ó

Ø ÒÚÖ× p¹Ø ÖÓÓØ Ó  ÚÒ λ ∈ (0, 2)º ÀÖÝ̧ Û Ó×ÖÚ ØØ ÓÖ ÚÐÙ×


ÐÓ× ØÓ 1¸ Ø ÓÔØÑÐ 
Ó
 × Ò ÑÓ×Ø¸ ÙØ ÒÓØ ÐÐ 
××¸ q = 3 Ò ÓÖ ÚÐÙ×


ÐÓ× ØÓ Ø ÓÖÖ× Ó Ø ÒØÖÚÐ¸ ÑÓ×ØÐÝ q = 6 × Ø ×Ø 
Ó
º Ì×

ÑÔÐ× ØØ Ø ÙÖØÖ Ø ÚÐÙ Ó λ × ÛÝ ÖÓÑ 1¸ Ø ÑÓÖ ÑÔÓÖØÒØ

Ø × ØÓ 
Ó×  ÐÖÖ qº Ì× 
Ò Ð×Ó  ÜÔÐÒ Ý Ø 
Ø ØØ Ò Ø

×
ÐÖ 
×¸ Û ×ØÖØ ÛØ b0 = 1 ×  Ö×Ø ÒØÐ Ù×× ÓÖ Ø ÒÚÖ× p¹Ø ÖÓÓØº

ÆÓÒØÐ××¸ × ÓÒ 
Ò × Ò ÙÖ º½ ÓÖ Ø ÜÑÔÐÖÝ 
× p = 1¸

λ = 10−6¸  ÐÖÖ q 
Ù×× Ø ØÖØÓÒ ØÓ ÒØÖ ØÖ Ð×× ØÖØÓÒ× Ø

ÕÙÖØ
 
ÓÒÚÖÒ
 Ò 
 Ó Ø 
×× ´
º ÔÔÒÜ  ÓÖ ØÐ Ö×ÙÐØ×µº

Ì× × Ù ØÓ Ø 
Ø ØØ Ò ÚÖÝ ØÖØÓÒ Ø × 
Ð
ÙÐØ

bk+1 =
1

p
[(p− 1)− ((1− bpkλ)

q − 1) /(bpkλ)] bk

= bk +
1

p



q−1


i=1

rik



bk. ´º¾µ

ÁØ 
Ò  ×Ò ØØ  ÐÖÖ q Ð× ØÓ ÑÓÖ ×ÙÑÑÒ× Ò ´º¾µ Ò ØÖÓÖ

ØÓ ÐÖÖ ×ØÔ× Ò ÚÖØÓÒ Ó bk+1º Ì× ÓÐ× Ð×Ó ÓÖ ÒØÚ rk¸ × Û

Ú rk ∈ (−1, 1) Ò ØÖÓÖ |ri+1
k | < |rik|º ÙØ  ÐÖÖ ÚÐÙ ÓÖ q ÓÚÓÙ×ÐÝ

Ò
Ö×× Ø ÔÖÓÖÑÒ
 Ù×Ø ÙÔ ØÓ  
ÖØÒ ÐÑØº Ì× × Ù ØÓ Ø 
Ø

ØØ  ÐÖÖ ÚÐÙ Ó q ÑÔÐ× ØØ bpkλ × Ö× Ý ÐÖÖ ÜÔÓÒÒØ×º ÌÖ¹

ÓÖ Ø ÒÙÑÖ Ó ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ× Ò
Ö××¸ ÛØ ×¸ ×Ô
ÐÐÝ Ò Ø ÑØÖÜ


×¸ Ø ØÑ 
ÓÒ×ÙÑÒ ÔÖØº Ì× × ÛÝ Û Ø ÒØÓ 

ÓÙÒØ Ø ÒÙÑÖ

Ó ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ×¸ Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ ØÑ¸ Ò Ø ÒÙÑÖ Ó ØÖØÓÒ×º

ºº¾ Ì ÅØÖÜ ×

ÓÖ ÚÐÙØÒ Ø ÔÖÓÖÑÒ
 Ó ÓÙÖ ÓÖÑÙÐ ÓÖ ÑØÖ
×¸ Û Ñ ÖÒØ

×Ø¹ÙÔ× Ý ÚÖÝÒ Ø ÚÖÐ× p¸ q¸ Ø Ò×ØÝ d Ò Ø 
ÓÒØÓÒ ÒÙÑÖ



¾
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|
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q=2
q=3
q=4
q=5
q=6
q=7
q=8

ÙÖ º½ Ê×ÙÐ× ÓÖ p = 1 Ò λ = 10−6º

ÇÔØÑÐ 
Ó
 × Ö q = 5¸ × q = 7 Ò q = 8 ÖÕÙÖ Ð×× ØÖØÓÒ× ÙØ

ÑÓÖ ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ×º



¿

cº Ì Ò×ØÝ Ó  ÑØÖÜ × Ò × Ø ÒÙÑÖ Ó Ø× ÒÓÒ¹ÞÖÓ ÐÑÒØ×

Ú Ý Ø× ØÓØÐ ÒÙÑÖ Ó ÐÑÒØ×º Ì 
ÓÒØÓÒ ÒÙÑÖ Ó  ÒÓÖÑÐ

ÑØÖÜ¸ ÓÖ Û
 AA∗ = A∗A ÓÐ×¸ × Ò × Ø ÕÙÓØÒØ Ó Ø× ÐÖ×Ø

×ÓÐÙØ ÒÚÐÙ Ò Ø× ×ÑÐÐ×Ø ×ÓÐÙØ ÒÚÐÙº Ì Ö Ø 
ÓÒ¹

ØÓÒ ÒÙÑÖ ×¸ Ø ÑÓÖ ÐÐ¹
ÓÒØÓÒ A ×º ÏÐÐ¹
ÓÒØÓÒ ÑØÖ
×

Ú 
ÓÒØÓÒ ÒÙÑÖ× 
ÐÓ× ØÓ 1º ÓÖ 
 ×Ø¹ÙÔ¸ Û Ø ØÒ ×ÝÑÑØÖ


ÔÓ×ØÚ ÒØ ÑØÖ
× A ∈ R1000×1000 ÛØ ÖÒÓÑ ÒØÖ×¸ ÒÖØ Ý

Ø ÅÌÄ ½¼¿℄ ÙÒ
ØÓÒ ���������º Ì× ÝÐ× ÑØÖ
× ÛØ  ×Ô
ØÖÐ

ÖÙ× ρ(A) < 1º Ï ×ØÓÖ Ø ÒÙÑÖ Ó ØÖØÓÒ× ØØ Ø ØÖØÓÒ Ò×

ØÓ 
ÓÒÚÖ¸ Ø ÒÙÑÖ Ó ÑØÖÜ¹ÑØÖÜ ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ× × ÛÐÐ × Ø 
ÓÑ¹

ÔÙØØÓÒÐ ØÑ ÓÖ 
 ÖÒÓÑ ÑØÖÜº ÌÒ¸ Û ÚÖ Ø× ÚÐÙ× ÓÚÖ

Ø ÒÙÑÖ Ó ÖÒÓÑ ÑØÖ
×º Ì ØÖ×ÓÐ × ×Ø ØÓ ε = 10−4 Ò Ø

ÑÜÑÙÑ ÒÙÑÖ Ó ØÖØÓÒ× t ØÓ 100º Ì ÑÜÑÙÑ ÒÙÑÖ Ó ØÖØÓÒ×

× ÒÚÖ Ò Ö
¸ ×Ó ØØ ×ØØÒ t = 30 ÛÓÙÐ Ú Ò ×Ù
ÒØº Ï


ÓÓ× q ÚÖÝÒ ÖÓÑ 2 ØÓ 6¸ × ÓÖ ÐÐ¹
ÓÒØÓÒ ÑØÖ
× ÐÖÖ q ×ÓÑØÑ×


Ù×× ÚÖÒ
 Ò Ø 
×× p = 4 Ò p = 5 Ù ØÓ ÒÙÑÖ
Ð ÖÖÓÖ×º ÁÒ ÐÐ

ÓØÖ 
××¸ ÛÖ ÒÓ ÚÖÒ
 Ó

ÙÖÖ¸ q > 6 Û× ÒÚÖ Ø ×Ø 
Ó
 ×

Ø ÒÙÑÖ Ó ØÖØÓÒ× 
Ö×× ÒÓØ ÙÖØÖ¸ ÙØ Ø ÒÙÑÖ Ó ÑÙÐØÔÐ
¹

ØÓÒ× Ò
Ö××º ÌÙ×¸ Ø× 
Ó
 × ÒÓØ  Ö×ØÖ
ØÓÒº

Ý Ù×Ò Ø ×ÙÑ ÖÔÖ×ÒØØÓÒ Ð ÔÖ×ÒØ Ò ´ºµ

Bk+1 =
1

p



(p− 1)I −
q



i=1



q

i



(−1)i(Bp
kA)

i−1



Bk, ´º¾µ

Ò Ý ØÑÔÓÖÖÐÝ ×ÚÒ Bp
kA¸ Û ÑÒÑÞ Ø ÒÙÑÖ Ó ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ×º

ÁØ × ÚÒØ ØØ Ø ÒÙÑÖ Ó ÑØÖÜ¹ÑØÖÜ ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ× ÓÖ Ø ×Ñ

ÒÙÑÖ Ó ØÖØÓÒ× × ÐÓÛ×Ø ÓÖ ×ÑÐÐ×Ø qº ÙØ  ÐÖÖ q 
Ò Ð×Ó ÑÒ Ð××

ØÖØÓÒ×¸ ×Ó Ù×ÙÐÐÝ Ø ×Ø q × Ø ×ÑÐÐ×Ø q ÓÖ Ø ÐÓÛ×Ø ÔÓ××Ð ÒÙÑÖ

Ó ØÖØÓÒ× ÓÖ  
ÖØÒ ×Ø¹ÙÔº

ÁÒ ÒÖÐ¸ ÓÒ 
Ò ØÖÑÒ Ø ÒÙÑÖ Ó ÑØÖÜ¹ÑØÖÜ ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ× m

×  ÙÒ
ØÓÒ Ó p¸ q Ò Ø ÒÙÑÖ Ó ØÖØÓÒ× jº Ï Ú

m = m(p, q, j) = p+ ((q − 1) + p) j. ´º¾µ





Ï ÛÒØ ØÓ Ò ÓÙØ Û
 ÔÖÑØÖ× Ö 
×Ú ÓÖ Ø ÓÔØÑÐ 
Ó


Ó q¸ ×Ó Û Ü p Ò ÙÖ ÓÙØ Û
 q × Ø ×Ø ÓÖ

• ×ÔÖ× (d ∈ {0.001, 0.003}) Ò ÛÐÐ¹
ÓÒØÓÒ ÑØÖ
× (c = 1.25)¸

• ×ÔÖ× Ò ÐÐ¹
ÓÒØÓÒ ÑØÖ
× (c ∈ {10, 50, 500})¸

• ÒÓØ ×Ó ×ÔÖ× ´d = 0.01µ Ò ÛÐÐ¹
ÓÒØÓÒ ÑØÖ
×¸

• ÒÓØ ×Ó ×ÔÖ× Ò ÐÐ¹
ÓÒØÓÒ ÑØÖ
×¸

• ÙÐÐ (d ∈ {0.1, 0.8}) Ò ÛÐÐ¹
ÓÒØÓÒ ÑØÖ
×¸

• ÙÐÐ Ò ÐÐ¹
ÓÒØÓÒ ÑØÖ
×º

ÁØ × ÒÓØ Ö
ÓÑÑÒ ØÓ 
ÓÓ× ÑØÖ
× ÛØ ÑÙ
 ÐÖÖ 
ÓÒØÓÒ ÒÙÑÖ

´c ≫ 500µ¸ × Ø× ÑÝ Ð ØÓ ÚÖÒ
 Ù ØÓ ÚÖÝ ×ÑÐÐ ÒÚÐÙ×º

ÌÓ ÙÐÐ Ø 
ÓÒØÓÒ× Ó ÌÓÖÑ ¿¸ Û 
ÐÑ ØØ Ø ×ØÖØ ÑØÖÜ B0


ÓÑÑÙØ× ÛØ Ø ÚÒ ÑØÖÜ Aº Á B0 × 
Ó×Ò ×  ÔÐÙ×¹×Ò ÑÙÐØÔÐ

Ó Ø ÒØØÝ ÑØÖÜ ÓÖ Ø ÑØÖÜ A Ø×Ð¸ B0 = αI ÓÖ B0 = αA ÓÖ α > 0¸

ØÒ Ø × ÓÚÓÙ× ØØ Ø ÓÐ× AB0 = B0A Ò AB0 × ×ÝÑÑØÖ
 ÔÓ×ØÚ

ÒØº

ÁÒ Ø Ö×Ø ÔÖØ Ó Ø 
Ð
ÙÐØÓÒ×¸ Û Ð ÓÒÐÝ ÛØ ÑØÖ
× A ØØ Ú

×Ô
ØÖÐ ÖÙ× ×ÑÐÐÖ ØÒ 1º Á Û Ø B0 = I¸ ØÒ Û Ú I−B0A2 < 1

Ù ØÓ Ø ÓÐÐÓÛÒ

ÄÑÑ ½º ÄØ C ∈ Cn×n   ÀÖÑØÒ ÔÓ×ØÚ ÒØ ÑØÖÜ ÛØ C2 ≤
1º ÌÒ¸ Ø ÓÐ× I − C2 < 1º

ÈÖÓÓº ÁØ × 
ÐÖ ØØ I2 = 1º ÄØ U  Ø ÙÒØÖÝ ÑØÖÜ ×Ù
 ØØ

U−1CU = diag(µ1, . . . , µn)¸ ÛÖ µi ∈ (0, 1] Ö Ø ÒÚÐÙ× Ó Cº ÌÒ

Û Ú

I − C2 = U−1(I − C)U2

= I − diag(µ1, . . . , µn)2

= diag(1− µ1, . . . , 1− µn)2

= 1− µmin < 1, ´º¾µ





ÛÖ µmin × Ø ×ÑÐÐ×Ø ÒÚÐÙ Ó Cº

Ï ÜÑÒ Ö  
ÓÙÔÐ Ó ÜÑÔÐÖÝ 
××º × ØÝ ÒØÖ×Ø Ù× ÑÓ×Ø¸ Û

Ö×Ø 
ÓÓ× ×ÔÖ×¸ ÐÐ¹
ÓÒØÓÒ ÑØÖ
× A ÛØ d = 0.003 Ò cond(A) =

500 Ò ÓØÒ Ø ÓÐÐÓÛÒ Ö×ÙÐØ×º ÓÖ p = 1¸ Ø ÒÙÑÖ Ó ÑØÖÜ¹ÑØÖÜ

ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ× Ø ÐÓÛ×Ø ÓÖ q = 3¸ ÙØ 
ÓÒ
ÖÒÒ Ø ÒÙÑÖ Ó ØÖØÓÒ×

Ò Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ ØÑ¸ q = 6 × ×Øº × ÓÒ 
Ò × Ò ÌÐ º¿¸ ÓÒ

Ò× 24% ÑÓÖ ÑØÖÜ¹ÑØÖÜ ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ×¸ ÙØ ÓÒÐÝ 62.5% Ó Ø ÒÙÑÖ

Ó ØÖØÓÒ×º ÚÖÝ ØÖØÓÒ × ØÑ 
ÓÒ×ÙÑÒ × ÒØÖÑØ Ö×ÙÐØ× Ò

Ø Ö×ÙÐ× Ú ØÓ  
Ð
ÙÐØ Ò ×ØÓÖº ÌÙ×¸ ÓÒ ÛÓÙÐ 
ÓÒ
ÐÙ ØØ

ÓÖ 1000× 1000 ÑØÖ
×¸ Ø ÓÔØÑÐ ÑØÓ ÒØÐ× q = 6 ÙØ Ø ×ØÙØÓÒ

× ÑÓ×Ø ÔÖÓÐÝ ÖÒØ ÓÖ ÐÖÖ ÑØÖ
×º ÓÖ p = 2¸ Ø ×ØÙØÓÒ × ×Ñ¹

ÐÖ¸ Ø Ð×Ø ÒÙÑÖ Ó ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ× × Ö
 Ò Ø 
× q = 3¸ ÙØ Ø


ÓÑÔÙØØÓÒÐ ØÑ Ò Ø ÒÙÑÖ Ó ØÖØÓÒ× Ö ÓÔØÑÐ ÓÖ q = 5 ´
º

ÌÐ ºµº ÇÒ ×ÓÙÐ Ö ÒÓØ ØØ Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ ØÑ ×¸ 
ÓÒØÖÖÝ ØÓ

Ø ÓØÖ ØÛÓ 
ÖØÖ¸ ÒÓØ  ÙÐÐÝ ÖÐÐ ÕÙÒØØÝ × Ø ØØÒ ØÑ 
Ò

 ÒÙÒ
 Ý Ø ÛÓÖÐÓ Ó Ø 
ÓÑÔÙØÖº × Ø ÖÒ
× 
ÓÒ
ÖÒÒ

Ø ÒÙÑÖ Ó ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ× Ö ÒÓØ ×Ó ×Ò
ÒØ¸ q = 5 × ×Ø ÓÖ ØÓ×

Ò Ð×Ó ÓÖ Ö×ÓÒÐ ÐÖÖ ÑØÖ
×º ÁÒ Ø ÓØÖ 
××¸ ÓÔØÑÐ q × ×Ý

ØÓ ØÖÑÒº × ÓÒ 
Ò × Ò ÌÐ º¸ ÓÖ p = 4¸ Ø ÒÙÑÖ Ó ØÖØÓÒ×¸

ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ× × ÛÐÐ × Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ ØÑ × ÐÓÛ×Ø ÓÖ q = 4º Ì

×ØÙØÓÒ × ×ÑÐÖ ÓÖ p = 3 Ò q = 5¸ ÛÖ q = 3 Ò q = 4 Ö×Ô
ØÚÐÝ

Ö ÓÔØÑÐº

Ï ÒÓÛ 
ÓÒ×Ö ÒÓØÖ ÜÑÔÐ ØÓ ×ÓÛ ØØ Ð×Ó Ò Ø ÑØÖÜ 
×¸

ÕÙÖØ
 
ÓÒÚÖÒ
 × Ö
 ØÖ Ð×× ØÖØÓÒ× ÓÖ q > 2º Ï Ø Ò

ÐÐ¹
ÓÒØÓÒ ÑØÖ
× ´c = 500µ¸ × ÖÝ Ø ÖÒ
× Ò Ø ØÖØÓÒ

×
Ñ× Ó

ÙÖ ÑÓÖ 
ÐÖÐÝº Ï Ø p = 3 Ò d = 0.003º × 
Ò  ×Ò

Ò ÙÖ º¾¸ Ø ÐÓÛ×Ø ÒÙÑÖ Ó ÑØÖÜ¹ÑØÖÜ ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ× × 
ÐÖÐÝ


Ú ÓÖ Ø 
× q = 3º ÚÒ  Ø 
×× q = 5 Ò q = 6 ÖÕÙÖ ÓÒ ØÖ¹

ØÓÒ Ð××¸ ØÝ 
ÓÑ ÐÓÒ ÛØ 
ÓÒ×ÖÐÝ ÑÓÖ ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ×º  ÐÖÖ q


Ù×× Ø ØÖØÓÒ ×
Ñ ØÓ Ö
 ÕÙÖØ
 
ÓÒÚÖÒ
 ØÖ Ð×× ØÖØÓÒ×

Ò Ø ÑØÖÜ 
×¸ × ÛÐÐº Ì× 
Ò  ×Ò Ò ÙÖ º¿ Ò Ò Ø ÔÔÒÜ¸

ÛÖ Ø Ö×ÙÐ× Ö ÔÖ×ÒØ Ò ØÐº Ì ÓÔØÑÐ 
Ó
 × Ö q = 3¸

× Ø × Ð×Ó Ø ÑØÓ ØØ × 
ÓÑÔÙØØÓÒÐÐÝ Ø Ð×Ø ÑÒÒº





ÌÐ º¿ Ê×ÙÐØ× ÓÖ c = 500¸ p = 1¸ d = 0.003º

ÇÔØÑÐ ÚÐÙ× Ò ÓÐº

ØÑ Ø ÑÙÐØ q

¾º ½¿ ¾ ¾

½º¿  ¾ ¿

½º¾  ¾

º¼  ¿½

¿º¿¿  ¿½

ÌÐ º Ê×ÙÐØ× ÓÖ c = 500¸ p = 2¸ d = 0.003º

ÇÔØÑÐ ÚÐÙ× Ò ÓÐº

ØÑ Ø ÑÙÐØ q

½º¾¿ ½½ ¿ ¾

¾º¾½¿  ¿¼ ¿

º¿  ¿¾

º¾¿  ¿¾

º¿¿  ¿

ÀÓÛÚÖ¸ ØÖ ÚÒ ×ØÙ  Û ÜÑÔÐÖÝ 
××¸ Û ÛÒØ ÓÖ  ÒÖÐ

ÖÙÐ ØÓ 
 Û
 ÑØÓ ×ÓÙÐ  Ù× ÓÖ ÖÒØ ØÝÔ× Ó ÑØÖ
×º

ÓÑÔÖÒ ÐÐ ×ØÙ 
××¸ Û ÒÓØ
 ØØ Ø Ò×ØÝ Ó× ÓÒÐÝ ×ÐØÐÝ Ò¹

ÙÒ
 Ø 
Ó
 Ó Ø ÓÔØÑÐ qº Ì ÑÔÓÖØÒØ ÔÖÑØÖ ÓÖ ØÖÑÒÒ

Ø ÓÔØÑÐ q × Ø 
ÓÒØÓÒ ÒÙÑÖ Ó Ø ÑØÖ
×º Ì× 
Ò  ÜÔÐÒ

Ý Ø 
Ø ØØ Ø 
ÓÒØÓÒ ÒÙÑÖ × ×ØÖÓÒÐÝ 
ÓÒÒ
Ø ÛØ Ø ×Ô
ØÖÙÑ

Ó Ø ÑØÖÜº Ï Ú ÐÖÝ ×Ò Ò Ø ×
ÐÖ 
× ÓÛ Ø 
Ò
Ý Ó

ÖÒØ ÚÐÙ× Ó q ÚÖ× ÛØ Ø ´Ò¹µÚÐÙº

ÓÖ ÛÐÐ¹
ÓÒØÓÒ ÑØÖ
×¸ Û Ú  
ÐÖ Ö×ÙÐØº ÓÖ p = 1¸ Ø ÓÔØÑÐ

ÚÐÙ × q = 6 Ò Ò ÐÐ ÓØÖ 
××¸ q = 3 × ×Øº ÓÖ ÐÐ¹
ÓÒØÓÒ ÑØÖ
×¸





ÌÐ º Ê×ÙÐØ× ÓÖ c = 500¸ p = 4¸ d = 0.003º

ÇÔØÑÐ ÚÐÙ× Ò ÓÐº

ØÑ Ø ÑÙÐØ q

º¿ ½¼  ¾

¼º¼½¿  ¼ ¿

º  ¿

º¾¿  

¾º¾  

ÙÖ º¾ ÆÙÑÖ Ó ØÖØÓÒ× Ò ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ× ÓÖ c = 500¸ p = 3¸ Ò

d = 0.003º





0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

10−7

10−6

10−5

10−4

10−3

10−2

10−1

Iterations

||I
d−

B k*A
|| 2

Residuals

 

 
q=2
q=3
q=4
q=5
q=6

ÙÖ º¿ Ê×ÙÐ× ÓÖ c = 500¸ p = 3¸ Ò d = 0.003º

Ø Ö×ÙÐØ× Ö ÑÙÓÙ× Ò  Û 
××¸ Ð ÐÖÝ ×ÓÛÒ Ò ÌÐ× º¿ Ò

ºº ÓÖ p ∈ {1, 2, 3}¸ Û ÓØÒ Ú ØØ  ×ÑÐÐÖ q ´q = 3µ ÖÕÙÖ× Ø

ÐÓÛ×Ø ÒÙÑÖ Ó ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ× ÙØ  ÐÖÖ q ´q = 5 ÓÖ q = 6µ ÖÕÙÖ× Ð××

ØÖØÓÒ× Ò × ØÖÓÖ Ø ØØÖ 
Ó
 ÓÖ Ø ×ØÙ ×Þ Ó ÑØÖ
×º

Ì 
ÓÑÔÐØ Ö×ÙÐØ× ÓÖ ÐÐ ×ØÙ 
×× Ö ÔÖ×ÒØ Ò ÌÐ º¸ ÛÖ Û

ÔÓÒØ ÓÙØ ÓØ q Ò Ø× ÑÙÓÙ× 
××º

ºº¿ ÒÖÐ ÅØÖ
× Ò ÔÔÐ
ØÓÒ×

ÓÖ Ø ØÝÔ Ó ÔÔÐ
ØÓÒ× Ò 
Ñ×ØÖÝ Ò ÔÝ×
× ØØ Ö Ø ×Ù
Ø Ó

Ø× Ø××¸ Ø ÑÓ×Ø ÒØÖ×ØÒ Ö ×ÔÖ× Ò ÐÐ¹
ÓÒØÓÒ ÑØÖ
× ÛØ

Ò ÖØÖÖÝ ×Ô
ØÖÐ ÖÙ×º ÓÖ ÓØÒÒ  
Ó ØØ ×
Ð× ÐÒÖÐÝ ÛØ Ø

ÒÙÑÖ Ó ÖÓÛ×»
ÓÐÙÑÒ× Ó Ø Ó

ÙÖÖÒ ÑØÖ
×¸ Ø × 
ÖÙ
Ð ØÓ Ú ×ÔÖ×

ÑØÖ
×º ÓÖ ÛÐÐ¹
ÓÒØÓÒ ÑØÖ
×¸ ÚÖÓÙ× ÑØÓ× ÓÖ 
Ð
ÙÐØÒ ØÖ

ÖÓÓØ ÐÖÝ Ü×Ø¸ × ÓÖ ÜÑÔÐ Ø ÜÔÒ×ÓÒ Ò Ý×Ú ÔÓÐÝÒÓÑÐ× ÓÖ

ÒÚÖØÒ ÑØÖ
× × ×
Ö Ò ÔØÖ ¿ Ò ÔØÖ º Ì ÔÖÓÐÑ Ó

ÐÐ¹
ÓÒØÓÒ ÑØÖ
× 
ÓÒ××Ø× Ó  ÐÖ ÕÙÓØÒØ Ó Ø× ÐÖ×Ø Ò ×ÑÐÐ×Ø





ÌÐ º Ê×ÙÐØ× ÓÖ ρ(A) < 1º ×Ø q × ÓÙØÐÒ ÓÖ ÖÒØ p Ò cº

❅
❅
❅
❅




Ô
½ ¾ ¿ 

½º¾  ¿ ¿ ¿ ¿

½¼  ¿ ¿» ¿ ¿

¼ ¿» ¿ ¿» 

¼¼ ¿»  ¿ 

ÒÚÐÙ Ò Ø Ö×ÙÐØÒ ××Ù Ó ÖÖÓÖ ÔÖÓÔØÓÒº Ï Ú ÐÖÝ ×Ò

Ò Ø ×
ÐÖ 
× ØØ Ø ÒÙÑÖ Ó ØÖØÓÒ ×ØÔ× Ò ÙÒØÐ ÕÙÖØ



ÓÒÚÖÒ
 × 
Ú × ÛÐÐ × Ø ØÓØÐ ÒÙÑÖ Ó ØÖØÓÒ ×ØÔ× ÚÖ×

×Ò
ÒØÐÝ ÛØ Ø ´Ò¹µÚÐÙº

× ÓÖÑÒØÓÒ¸ ÑØÖ
× 
ÓÑÒ ÖÓÑ ÔÔÐ
ØÓÒ× Ú ÒÖÐÐÝ  ×Ô
¹

ØÖÐ ÖÙ× ØØ × ÐÖÖ ØÒ 1º Ì× × Ò 
ÓÒØÖ×Ø ØÓ Ø 
Ø ØØ Û ÐØ

×Ó Ö ÓÒÐÝ ÛØ ÑØÖ
× A ÛØ ρ(A) < 1º ÁÒ ½¾℄¸ Ò Ø Ðº ÔÖÓÚ Ø

ÓÐÐÓÛÒ

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ½º ËÙÔÔÓ× ØØ ÐÐ Ø ÒÚÐÙ× Ó A Ö ÖÐ Ò ÔÓ×ØÚº

Ì ØÖØÓÒ ´º¿µ

Bk+1 =
1

p



(p+ 1)Bk −Bp+1
k A



,

ÛØ B0 = I 
ÓÒÚÖ× ØÓ A−1/p  ρ(A) < p + 1º Á ρ(A) = p + 1 Ø ØÖØÓÒ

Ó× ÒÓØ 
ÓÒÚÖ ØÓ Ø ÒÚÖ× Ó ÒÝ p¹Ø ÖÓÓØ Ó Aº

× ÐÖÝ ×
Ù××¸  Û Ø q = 2 Ò ´º¾¼µ¸ Ø ØÖØÓÒ 
ÓÒ
× ÛØ

Ò³× ØÖØÓÒ ´º¿µº ÆÙÑÖ
Ð ÒÚ×ØØÓÒ ÔÖÓÚ× ØØ Ø ÒÐÓÙ Ó

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ½ × Ð×Ó ØÖÙ ÓÖ ´º¾¼µ Ò Ø 
× q = 2¸ ÔÖØ ÖÓÑ  Û ÖÒÓÑ

ÑØÖ
× ÓÖ p = 1 Ò ÚÖÝÒ q ÛÖ Ø ØÖØÓÒ 
ÓÒÚÖ×º ÙØ Ø× × ×Ó

ÖÖØ
ÐÐÝ Ó

ÙÖÖÒ ØØ Û Ö ÒÓØ Ð ØÓ ÔÖ×ÒØ  ÒÖÐ ÖÙÐº

ÀÓÛÚÖ¸ Û ÛÒØ ØÓ Ð ÛØ ÑØÖ
× ÚÒ  ×Ô
ØÖÐ ÖÙ× ÐÖÖ ØÒ

1¸ × ÛÐÐº ÌÓ ÔÖ×ÒØ  ×ÓÐÙØÓÒ ØÓ Ø× ÔÖÓÐÑ¸ Û ××ÖØ Ö×Ø ØØ ÓÖ Ð¹



¼

Ò ÛØ ÒÖÐ ÑØÖ
× A¸ ÓÒ 
Ò ØÖ ×
Ð Ø ÑØÖÜ ×Ù
 ØØ × ×

 ×Ô
ØÖÐ ÖÙ× ρ(A) < 1 ÓÖ 
ÓÓ× Ø ÑØÖÜ B0 ×Ù
 ØØ I − Bp
0A < 1

× ×Ø×º Ï ÔÙÖ×Ù Ø ÐØØÖ ÔÔÖÓ
º

ÁÒ ÔØÖ ¸ Û ÐØ ÛØ Ø ÔÖÓÐÑ Ó ÒÚÖØÒ ÐÖ¸ ×ÔÖ× ÑØÖ
×º

ÓÖ ÛÐÐ¹
ÓÒØÓÒ ÑØÖ
×¸ Ø× ÔÖÓÐÑ Û× ×ÓÐÚ Ý Ý×Ú ÔÓÐÝ¹

ÒÓÑÐ ÜÔÒ×ÓÒ Ò ÓÖ Ø Ó

ÙÖÖÒ ÐÐ¹
ÓÒØÓÒ ÑØÖ
× Ø ÆÛØÓÒ¹

Ë
ÙÐÞ ØÖØÓÒ¸ ×Ó ÓÙÖ ØÖØÓÒ ÓÖ p = 1 Ò q = 2¸ Û× Ù×º × ÐÖÝ

ÜÔÐÒ¸ Ø ÆÛØÓÒ¹Ë
ÙÐÞ ØÖØÓÒ × Ò ÑÓ×Ø Ó Ø 
×× ÒÓØ Ø ÓÔØÑÐ


Ó
¸ ×Ó ØÖ × ÖÓÓÑ ÓÖ ÑÔÖÓÚÑÒØº Ì Nq ÑØÖ
× ØØ Ú ØÓ

ÒÚÖØ Ò ÔØÖ  Ö ÐÐ ÖÐ Ò ×ÝÑÑØÖ
 ÔÓ×ØÚ ÒØ Ò Ú

ØÖÓÖ ÓÒÐÝ ÔÓ×ØÚ ÖÐ ÒÚÐÙ×º ÌÙ×¸ Û 
Ò Ò ÔÖÒ
ÔÐ ÔÔÐÝ ØÖ¹

ØÓÒ ´º¾¼µ ÙØ × Ø ×Ô
ØÖÐ ÖÙ× Ó Ø× ÑØÖ
× × ÐÖÖ ØÒ p+1 = 2¸

Û Ò ØÓ  
ÖÙÐ ÛØ Ø ÒØÐ Ù××º ÓÖ Ø ÆÛØÓÒ¹Ë
ÙÐÞ ØÖØÓÒ¸

Û 
Ò Ø

B0 = (A1A∞)−1AT ´º¿¼µ

× ×ØÖØ ÑØÖÜ¸ × ÈÒ Ò Ê ÔÖÓÚ ØØ ØÒ 
ÓÒÚÖÒ
 × ÙÖÒØ

½¾¿℄º Ï ×ÓÐÚ Ø ÔÖÓÐÑ ÓÖ Ò ÖØÖÖÝ q Ý Ø ÓÐÐÓÛÒ

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º ÄØ A   ×ÝÑÑØÖ
 ÔÓ×ØÚ ÒØ ÑØÖÜ ÛØ ρ(A) ≥ 1

Ò B0 Ð Ò ÕÙØÓÒ ´º¿¼µº ÌÒ¸ I −Bp
0A2 < 1 × ÙÖÒØº

ÈÖÓÓº × A × ×ÝÑÑØÖ
 ÔÓ×ØÚ ÒØ¸ Û Ú A2 = λmaxº Ï Ð×Ó

ÖÑÒ Ø ÖÐØÓÒ×Ô A2 ≤


A1A∞º ÙÖØÖÑÓÖ¸ Û Ñ Ù× Ó

ÄÑÑ ½ Ò Ú ØÖÓÖ Ù×Ø ØÓ ×ÓÛ ØØ

Bp
0A2 =



(A1A∞)−1AT
p

A2 ≤ 1. ´º¿½µ

× A × ×ÝÑÑØÖ
¸ Û Ú AT = A Ò ØÖÓÖ 
ÓÑÑÙØØÚØÝ Ó B0 Ò

Aº ØÓÒÐÐÝ̧ Ø ÖÐØÓÒ

(A1A∞)−1 ≤ 1

λ2
max

´º¿¾µ

ÓÐ×º ËÓ Û Ú

Bp
0A2 ≤

1

(λ2
max)

p
Ap+12 ≤

1

λ2p
max

Ap+1
2

=
1

λ2p
max

λp+1
max =

1

λp−1
max

≤ 1, ´º¿¿µ



½

× Û Ð ÛØ ÑØÖ
× ÛØ ρ(A) ≥ 1º

ÊÑÖ ¿º Ý ÖÔÐ
Ò AT ÛØ A∗ Ò ÕÙØÓÒ ´º¿¼µ¸ ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾ × Ð×Ó

ØÖÙ ÓÖ ÀÖÑØÒ ÔÓ×ØÚ ÒØ ÑØÖ
×º

ÓÒ×ÕÙÒØÐÝ̧ Ø ÒØÐ Ù×× ´º¿¼µ Ø× Ð×Ó ÓÖ Ø ÒÖÐ 
×¸ Ò ÒÓØ

ÓÒÐÝ ÓÖ Ø ÆÛØÓÒ¹Ë
ÙÐÞ ØÖØÓÒº Ï Ú ØÖÓÖ 
ÓÒÚÖÒ
 Ò ´º¾¼µ

ÓÖ ÒÝ p ≥ 1 Ò q ≥ 2¸ ÖÖÐ×× Ó Ø ×Ô
ØÖÐ ÖÙ×º

ÄØ Ù× ÖÝ ÒÓØ ØØ Ø 
Ð
ÙÐØÓÒ× Ö ÓÒ Ò Ø ×Ô
ØÖÐ ÒÓÖÑ¸ × Ø

Ù×× Ý ÈÒ Ò Ê ÛÓÖ× ÓÒÐÝ ÓÖ Ø× ÒÓÖÑº ÇÒ ××Ù × ØØ Ò ÅÌÄ¸

Ø ×Ô
ØÖÐ ÒÓÖÑ × ÒÓØ ÚÐÐ ÓÖ ×ÔÖ× ÑØÖ
×º ÈÖ
Ø
Ð 
Ð
ÙÐØÓÒ×

×ÓÛ ØØ Ø ÒØÐ Ù×× Ò Ù× Ó Ø ÒÒØÝ ÒÓÖÑ Ð× Ð×Ó ØÓ 
ÓÒÚÖ¹

Ò
 ÛØ Ø ×Ñ ÒÙÑÖ Ó ØÖØÓÒ×¸ Ò ÖÕÙÖ× ÓÒÐÝ ÓÙØ Ð Ó Ø


ÓÑÔÙØØÓÒÐ ØÑº ÙØ ØÒ¸ Û 
Ò ÒÓØ ÙÖÒØ ØØ I − Bp
0A∞ < 1¸

× ÖÕÙ×Ø Ò ÌÓÖÑ ¿¸ Ò ØÖÓÖ Ø Ö×ÙÐ× Ó ÒÓØ ÓÖÑ  ÑÓÒÓ¹

ØÓÒ
ÐÐÝ 
Ö×Ò ×ÕÙÒ
º ÌÖÓÖ¸ Ø ÑØ ÔÔÒ ØØ Ø ØÖØÓÒ

ÚÖ× ÙØ Ø× ÒÚÖ Ó

ÙÖÖ Ò ÔÖ
Ø
º

Ï ÔÖÓÖÑ 
Ð
ÙÐØÓÒ× Ù×Ò ÑØÖ
× A ÚÒ Ø ×Ñ Ò×Ø× Ò


ÓÒØÓÒ ÒÙÑÖ× × Ò Ø 
× ρ(A) < 1¸ Ü
ÔØ ÓÖ d = 0.001º Ï ×
Ð

Ø ÑØÖ
× ×Ù
 ØØ Û Ú ρ(A) ∈ {10, 50} Ò Ù× Ø ÒØÐ Ù×× Ý

ÈÒ Ò Ê ´º¿¼µº Ï Ó×ÖÚ Ð×Ó Ò Ø ÒÖÐ 
× ØØ Ø ×Ø q ×

ÒÔÒÒØ Ó Ø Ò×ØÝ Ó Ø ÑØÖÜ Ò ÔÒ× ÓÒÐÝ ÓÒ Ø 
ÓÒØÓÒ

ÒÙÑÖº ÆÚÖØÐ××¸ Ø × ÑÔÓÖØÒØ ØÓ 
ÓÒ×Ö ÑØÖ
× Ó ÖÒØ Ò×Ø×

ØÓ Ò Ø ÒÖÐ ÖÙÐº × Ò ÜÑÔÐ¸ Û ×ØÙÝ ÐÐ¹
ÓÒØÓÒ ÑØÖ
×

´
¼¼µ ÛØ ×Ô
ØÖÐ ÖÙ× ρ(A) = 10 ÓÖ Ø 
× p = 3º ÁØ 
Ò  ×Ò

ØØ Ø ÒÙÑÖ Ó ÑØÖÜ¹ÑØÖÜ ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ× × ÐÛÝ× ÐÓÛ×Ø ÓÖ Ø 
×

q = 5º Ð×Ó Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ ØÑ × ÐÓÛ×Ø ÓÖ Ø 
× q = 5º Ì ÒÙÑÖ

Ó ØÖØÓÒ× 
Ö×× ÙÖØÖ ÛØ q ×Ó ØØ Ø ÐÓÛ×Ø ÒÙÑÖ Ó ØÖØÓÒ× ×

ÐÛÝ× 
Ú ÓÖ Ø 
× q = 6º ÙØ Ø× × ÒÓØ  ØØÖ 
Ó
 × Û Ú

ØÓ ÙÐ ÑÓÖ ÑØÖÜ¹ÑØÖÜ ÔÖÓÙ
Ø× Û
 × Ø ÑÓÖ Ò ××Ù¸ Ø ÐÖÖ

Ø ÑØÖ
× Öº Ì 
ÓÑÔÐØ Ö×ÙÐØ× 
Ò  ÓÙÒ Ò ØÐ º¸ ÛÖ Ø

ÓÔØÑÐ 
Ó
× Ö ÐØ Ò ÓÐº



¾

ÌÐ º Ê×ÙÐØ× ÓÖ Ø 
× p = 3¸ ρ(A) = 10¸ c = 500º

ÇÔØÑÐ ÚÐÙ× Ò ÓÐº

d ØÑ Ø ÑÙÐØ q

¼º¾ º¿¿¿ ¾¾º¿¿ ¾

½º ¾¾º ½½º¿¿ ¿

¼º¼¼¿ ½º ½ ½½½

½¾º ½ ½¼

½¿º¼ ½ ½½

½º¿ º ¾¾º ¾

½º¿ ¾¿º¿¿¿ ½½º ¿

¼º¼½ ½¼º¿ ½ ½½½

½º¿¿ ½ ½¼

½º ½ ½½

¾º º¿¿¿ ¾¿¾º¿¿ ¾

¾½º¿ ¾ ½¾ ¿

¼º½ ½º¿ ½ ½½

½º¼ ½ ½½

½º ½ ½¾¿

¾º¾ ½º ¾º ¾

¾º¼¾ ¾ ½¿ ¿

¼º ¾º ¾¼º ½¾

¾¿º ½º ½¾º

¾¿º ½ ½¿½

ÐÐ Ø ÓØÖ 
×× 
Ò  ×ØÙ Ò Ø ×Ñ ÛÝº Ì 
×ÓÒ × ÒÓØ

ÐÛÝ× × 
ÐÖ × Ò Ø ÓÚ 
ÓÒ×Ö 
×º Ò ÜÑÔÐ × Ø 
Ð
ÙÐØÓÒ

Ó Ø ÒÚÖ× 4¹Ø ÖÓÓØ Ó ÑØÖ
× ÛØ ×Ô
ØÖÐ ÖÙ× ρ(A) = 50 Ò 
ÓÒ¹

ØÓÒ ÒÙÑÖ c = 10º Ï Ú ÖÝ ØØ ÓÖ ×ÔÖ× ÑØÖ
× Ø 
Ó
 q = 5

× ÓÔØÑÐ¸ ÙØ ÓÖ ÑÓÖ Ò× ÑØÖ
× q = 6 × Ø ÓÔØÑÐ ÚÐÙº ÀÓÛÚÖ¸

q = 6 × Ð×Ó Ò 

ÔØÐ 
Ó
 ÓÖ ×ÔÖ× ÑØÖ
×¸ ×Ó ØØ Û 
Ò 
ÓÓ×

q = 6 × Ø ×Ø ÓÔØÓÒ  Û ÛÒØ  ÒÖÐ ÖÙÐº Ì 
ÓÑÔÐØ Ö×ÙÐØ× 
Ò



¿

 ÓÙÒ Ò ÌÐ º¸ ÛÖ Ø ÓÔØÑÐ 
Ó
× Ö ÐØ Ò ÓÐº

ÌÐ º Ê×ÙÐØ× ÓÖ Ø 
× p = 4¸ ρ(A) = 50¸ c = 10º

ÇÔØÑÐ ÚÐÙ× Ò ÓÐº

d ØÑ Ø ÑÙÐØ q

¾¼º¾ ¿¾º¿¿¿ ½º ¾

½º ½º¿¿¿ ½½ ¿

¼º¼¼¿ ½¿¾º ½º¿¿¿ ½¼º¿¿

½½º ½¾ ½¼¼

½¾¼º¼ ½½ ½¼¿

¾½º½ ¿¿º ½¾º¿¿ ¾

½½º ½º¿¿¿ ½¾¼ ¿

¼º¼½ ½¼º½ ½ ½¼

½¿º¾ ½¿ ½¼

½¿½º¼ ½¾ ½½¾

¾º ¿ ½ ¾

½º¿ ¾¼º ½¾ ¿

¼º½ ½º¼¿ ½ ½½

½º ½ ½½

½½º ½¾º¿¿¿ ½½

¿½º¿½ ¾º ¾½º¿¿ ¾

¾º ¾ ½ ¿

¼º ¾¾º½ ½ ½¿¼

¾¾º¾ ½ ½¿¾

¾½º¼ ½ ½¿¼

Ý ÓÒ Ø 
ÓÑÔÐØ ÒÐÝ×× ÓÖ ÐÐ 
Ó×Ò Ò×Ø×¸ 
ÓÒØÓÒ ÒÙÑÖ×¸

Ò ÚÐÙ× Ó p¸ Û Ö Ð ØÓ ÓÖÑÙÐØ ÒÖÐ Ö×ÙÐØ× ÓÖ ÓØ 
××¸ ρ(A) =

10 Ò ρ(A) = 50º Ì× Ö ÔÖ×ÒØ Ò ÌÐ× º Ò º½¼¸ Ö×Ô
ØÚÐÝº

Ï Ó
Ù× ÔÖÑÖÐÝ ÓÒ Ø ÒÙÑÖ Ó ÑØÖÜ¹ÑØÖÜ ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ × Ø×





ÌÐ º Ê×ÙÐØ× ÓÖ ρ(A) = 10º ×Ø q × ÓÙØÐÒ ÓÖ ÖÒØ p Ò cº

❅
❅
❅
❅




Ô
½ ¾ ¿ 

½º¾  ¿ ¿ 

½¼ ¿ ¿  

¼ ¿   

¼¼ ¿   

ÌÐ º½¼ Ê×ÙÐØ× ÓÖ ρ(A) = 50º ×Ø q × ÓÙØÐÒ ÓÖ ÖÒØ p Ò cº

❅
❅
❅
❅




Ô
½ ¾ ¿ 

½º¾ ¿ ¿ ¿ 

½¼ ¿ ¿  

¼ ¿   

¼¼ ¿ ¿  

× Ø ÑÓ×Ø ×Ò
ÒØ 
ÖØÖÓÒº ÁÒ Ø 
×× ÛÖ Ø 
×ÓÒ Û× ÒÓØ 
ÐÖ¸

Ð Ò Ø ÓÚ ÔÖ×ÒØ ÜÑÔÐ¸ Û ÐÓÓ Ò ØÐ Ø Ø ØÑ Ò Ø

ÒÙÑÖ Ó ØÖØÓÒ×º ÓÖØÙÒØÐÝ̧ Ø× ÔÔÒ× ÓÒÐÝ  Û 
××º Ð×Ó ÓÖ

ÑØÖ
× ÛØ  ÐÖÖ ×Ô
ØÖÐ ÖÙ×¸ Û Ú ÒÓ 
ÓÒÙÖØÓÒ ÛÖ q = 2

× Ø ×Ø 
Ó
º ÇÒ Ø 
ÓÒØÖÖÝ̧ × ÓÒ 
Ò × Ò ÌÐ× º Ò º¸ Ø

ÚÐÙØÓÒ Ó Ø ÒÚÖ× p¹Ø ÖÓÓØ ÛØ q = 2 ÖÕÙÖ× ÒÖÐÐÝ ÙÔ ØÓ ØÛÓ ØÑ×

Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ ØÑ Ò ÒÙÑÖ Ó ÑØÖÜ¹ÑØÖÜ¹ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ×¸ Ò ÙÔ

ØÓ ØÖ ØÑ× Ø ÒÙÑÖ Ó ØÖØÓÒ×¸ 
ÓÑÔÖ ØÓ Ø ÓÔØÑÐ 
Ó
 Ó qº

ÇÒ ÒÓØ
× ØØ Ø ØÐ× ÐÓÓ ÖØÖ ×ÑÐÖ ÙØ Ö ÒÓØ ÒØ
Ðº ÒÖÐÐÝ̧

Ø 
Ò  × ØØ Ø ÐÖÖ p ×¸ Ø ÑÓÖ ÔÖÓØÐ Ø × ØÓ 
ÓÓ×  ÐÖÖ qº

 ÖÓÖ 
Ð××
ØÓÒ ÓÖ ÑØÖ
× ÛØ ÒÖÐ ×Ô
ØÖÐ Ö × ÙØÙÖ ÛÓÖº





ºº ÆÓÒ¹ÓÑÑÙØØÚ ÅØÖ
×

Ì ÑØÓ ÔÖ×ÒØ Ö ÛÓÖ× ÛÐÐ  Ø ÚÒ ÑØÖÜ A Ò Ø ×ØÖØ Ñ¹

ØÖÜ B0 
ÓÑÑÙØ¸ Û
 
Ò  ×ÐÝ 
Ú Ý Ù×Ò ÕÙØÓÒ ´º¿¼µ × Ò

ÒØÐ Ù××º ÀÓÛÚÖ¸ Û ÒÓØ ØØ Ø ÔÖÓÓ Ó ÌÓÖÑ ¿ Ó× ÒÓØ ÛÓÖ ÓÖ

ÒÓÒ¹
ÓÑÑÙØØÚ ÑØÖ
×¸ × Û 
Ò ÒÓØ Ñ Ù× Ó Ø ÒÓÑÐ ØÓÖÑº

ÁÒ Ø 
× Ó Ø 
Ð
ÙÐØÓÒ Ó ÒÚÖ× ÑØÖ
×¸ Û Ú ×ÓÛÒ ØØ ÓÙÖ

ÓÖÑÙÐ 
ÓÒ
× ÛØ ÐØÑÒ³× ÛÓÖº ÐØÑÒ ÓÛÚÖ Ó× ÒÓØ ××ÙÑ 
ÓÑ¹

ÑÙØØÚØÝ Ò × ØÖØÓÒ ´ºµº ÌÙ×¸ Û Ú Ò ØÖØÓÒ ×
Ñ ØØ Ð×Ó

ÛÓÖ× ÓÖ Ø ÒÚÖ×ÓÒ Ó ÑØÖ
× ØØ Ó ÒÓØ 
ÓÑÑÙØ ÛØ Ø ×ØÖØ ÑØÖÜº

Ì× ÑØ  ÑÔÓÖØÒØ Ò ÓÙÖ ÐÒÖ ×
ÐÒ ÐÓÖØÑ ÔÖ×ÒØ Ò ÔØÖ

¸ ÛÖ Û Ù× Ø ÆÛØÓÒ¹Ë
ÙÐÞ ØÖØÓÒ ÛØ  ×ØÖØ ÑØÖÜ ØØ Ó× ÒÓØ


ÓÑÑÙØ ÛØ Ø ÑØÖÜ ØØ × ØÓ  ÒÚÖØ¸ ÙØ × ÚÖÝ 
ÐÓ× ØÓ Ø ØÖÙ

ÒÚÖ×º ÁØ ÖÑÒ× ÓÖ ÙØÙÖ ÛÓÖ ØÓ ÒÚ×ØØ ØÓ ÛØ ÜØÒØ ÓÙÖ ÑØÓ

× ÑÔÖÓÚ ÛÒ Ù×Ò ÓÙÖ ØÖØÓÒ ×
Ñ ÛØ  ÐÖÖ qº

º ÓÒ
ÐÙ×ÓÒ

Ï ÔÖ×ÒØ  ÒÛ ÒÖÐ ØÖØÓÒ ×
Ñ ØÓ 
Ð
ÙÐØ Ø ÒÚÖ× p¹Ø ÖÓÓØ

Ó ×ÝÑÑØÖ
 ÔÓ×ØÚ ÒØ ÑØÖ
×º ÁØ Ò
ÐÙ× × ×Ô
Ð 
×× Ø ÑØÓ×

Ó ÐØÑÒ ℄ Ò Ò ½¾℄º Ì ÚÖÐ q ØØ Ò ÐØÑÒ³× ÛÓÖ ÕÙÐ× Ø

ÓÖÖ Ó 
ÓÒÚÖÒ
 ÓÖ Ø ØÖØÚ ÒÚÖ×ÓÒ Ó ÑØÖ
×¸ ÖÔÖ×ÒØ× Ö Ø

ÓÖÖ Ó ÜÔÒ×ÓÒº Ï ÙÖ ÓÙØ ØØ q > 2 Ó× ÒÓØ Ð ØÓ  Ö ÓÖÖ Ó


ÓÒÚÖÒ
 Ò Ø 
× p = 1º ÀÓÛÚÖ¸ Ø ØÖØÓÒ 
ÓÒÚÖ× ÛÐ Ð×× ØÖ¹

ØÓÒ× Ò ÑØÖÜ¹ÑØÖÜ ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ× Ö Ò¸ × ÕÙÖØ
 
ÓÒÚÖÒ


× Ö
 ×ØÖº Ì 
ÓÑÔÙØØÓÒÐ ØÑ Ò Ø ÒÙÑÖ Ó ÑØÖÜ¹ÑØÖÜ

ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ× × ÙÔ ØÓ ØÛÓ ØÑ× ÐÓÛÖ¸ Ò Ø ÒÙÑÖ Ó ØÖØÓÒ× × ÙÔ ØÓ

ØÖ ØÑ× ÐÓÛÖº

ÌÓ 
 Û
 ÓÖÖ Ó ÜÔÒ×ÓÒ × ÓÔØÑÐ ÓÖ ÑØÖ
× ÛØ ÖÒØ Ò×¹

Ø× Ò 
ÓÒØÓÒ ÒÙÑÖ×¸ ÓÒ × ÐÛÝ× ØÓ Ø ÒØÓ 

ÓÙÒØ Ø 
ÓÒØÓÒ

ÒÙÑÖ Ó Ø ÑØÖÜ ÛÓ× ÒÚÖ× p¹Ø ÖÓÓØ × ØÓ  
Ð
ÙÐØº Ð×Ó Ø

ÔÖÑØÖ p × 
×Ú¸ ÛÖ× Ø Ò×ØÝ Ó Ø ÚÒ ÑØÖÜ ÓÒÐÝ 
Ø×

Ø Ö×ÙÐØ× ×ÐØÐÝº × Û Ú ×Ò Ò ÌÐ× º¸ º¸ Ò º½¼¸ q = 2 ×

ÒÓØ ÓÔØÑÐ ÓÖ ÒÝ Ó Ø ×ØÙ 
ÓÒÙÖØÓÒ×º ÌÙ×¸ Û Ú ×
Ö


ÓÒ×ÖÐ ÑÐÓÖØÓÒ ØÓ Ø ÔÖÚÓÙ×ÐÝ ÒÓÛÒ ÑØÓ×º







ÔØÖ

ÓÒ
ÐÙ×ÓÒ Ò ÇÙØÐÓÓ

ÁÒ Ø× Ø××¸ Û ÔÖ×ÒØ  ÐÒÖ ×
ÐÒ ÔÔÖÓ
 ØÓ ÖÑ ÓÔÖØÓÖ ÜÔÒ¹

×ÓÒº Ì ÔÔÖÓ
 × ÝÖ ÓÖ Ø ÒÚÖ×ÓÒ Ó ×ÔÖ× ÑØÖ
×¸ × Û ×ØÒ¹

Ù× ØÛÒ ÛÐÐ¹ Ò ÐÐ¹
ÓÒØÓÒ ÑØÖ
×º ÓÖ Ø ÛÐÐ¹
ÓÒØÓÒ

ÑØÖ
×¸ Ø ÒÚÖ×ÓÒ 
Ò  ÓÒ ×ÐÝ Ù×Ò Ý×Ú ÜÔÒ×ÓÒº ÓÖ

Ø ÐÐ¹
ÓÒØÓÒ ÑØÖ
×¸ Ø ÆÛØÓÒ¹Ë
ÙÐÞ ØÖØÓÒ Û× ÑÔÐÓÝº Ì×

ÑØÓ × ÒÓØ Ò
××ÖÐÝ Ø ÓÔØÑÐ 
Ó
¸ × Û Ú ×Ò Ò ÔØÖ ¸

ÛÖ Û ÒÖÐÞ Ø ÔÖÓÐÑ Ó ÒÒ ÒÚÖ× p¹Ø ÖÓÓØ× Ó ÑØÖ
×º Ï

×Ù×Ø ØØ ØÖ × ×ØÐÐ ÖÓÓÑ ÓÖ ÑÔÖÓÚÑÒØ Ò Ø 
Ð
ÙÐØÓÒ×º

Ï ÔÖ×ÒØ  ÒÛ ØÖØÓÒ ×
Ñ ØÓ 
Ð
ÙÐØ Ø ÒÚÖ× p¹Ø ÖÓÓØ Ó

×ÝÑÑØÖ
 ÔÓ×ØÚ ÒØ ÑØÖ
×º ÇÙÖ ÑØÓ × ÑÓÖ 
ÒØ Ò ÑÓÖ

ÒÖÐ ØÒ ÓÖ ÒÓÛÒ ÓÖÑÙÐ×¸ Û
 ÑÖ × ×Ô
Ð 
××º Ì Ø¹

ÖØÓÒ 
ÓÒÚÖ× ÛØ Ð×× ØÖØÓÒ× Ò ÑØÖÜ¹ÑØÖÜ ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ×¸ ×

ÕÙÖØ
 
ÓÒÚÖÒ
 × Ö
 ×ØÖº

Ì 
Ò
Ý Ò 

ÙÖ
Ý Ó ÓÙÖ ÐÒÖ ×
ÐÒ ÔÔÖÓ
 × Ò ÐÐÙ×¹

ØÖØ Ý Ø ÔÔÐ
ØÓÒ ØÓ ÐÕÙ ÑØÒ Ø ÔÐÒØÖÝ 
ÓÒØÓÒ×º Ï Ù×

 
Ù
 ×ÑÙÐØÓÒ 
ÐÐ ÛØ ÔÖÓ
 ÓÙÒÖÝ 
ÓÒØÓÒ× 
ÓÒØÒÒ Ó ½¼¼¼

ÑØÒ ÑÓÐ
ÙÐ× Ò ×ÑÙÐØ Ø ÜØÖÑ 
ÓÒØÓÒ× ´2000− 8000 Ã Ò

20 − 600 Èµ Ó Ø ÑÐ 
 ÐÝÖ Ó Ø ÒØ × ÔÐÒØ× ÍÖÒÙ× Ò

ÆÔØÙÒº Ø ¼¼¼ Ã Ò ÑÓÖ¸ Û ÓÙÒ ÒÓ ÚÒ
 Ó ÑÓÒ ÙØ ÐÖ


ÖÓÒ 
ÐÙ×ØÖ× Ò ÖÒ¹Ð 
ÖÓÒ ×ØÖÙ
ØÙÖ×º Ï Ð×Ó Ø
Ø ÑÓÐ
ÙÐÖ

Ò ØÓÑ
 ÝÖÓÒ × ÛÐÐ × ×ÑÐÐ ÝÖÓ
ÖÓÒ× Ð ØÒ Ò ÔÖÓÔÒº

Ï ×Ó ÛÖ Ð ØÓ ÜÔÐÒ Ø ÎÓÝÖ ÁÁ Ý¹Ý Ñ×ÙÖÑÒØ× ÙØ Ö ÐØ ÛØ







Ø ÕÙ×ØÓÒ × ØÓ ÛÝ ÒÓ ÑÓÒ × Ò ÓÙÒº ÇÒ ÔÓ××Ð ÜÔÐÒØÓÒ

× ØØ ÑÓÒ ÓÖÑØÓÒ ÖÕÙÖ× ÚÒ Ö ÔÖ××ÙÖ×º

ÓÐÐÓÛÒ Ø Ö×Ö
 ÐÒ Ò Ø× ÛÓÖ¸  ÙØÙÖ ÔÖ×Ô
ØÚ × ØÓ ÔÔÐÝ ÓÙÖ

ÑØÓ ØÓ ÓØÖ ÒØÖ×ØÒ Ò ÖÐÚÒØ ÔÖÓÐÑ× Ò 
Ñ×ØÖÝ Ò ÔÝ×
×º

ÇÒ Ó Ø ÔÓ××Ð Ø×× × Ø ÐÖ ×
Ð ×ÑÙÐØÓÒ Ó ÐÕÙ ÛØÖ Ù×Ò ÓÙÖ

ÐÒÖ ×
ÐÒ ÑØÓ¸ Û
 ×  
ÙÖÖÒØ ÛÓÖ Ò ÔÖÓÖ××º



ÔÔÒÜ

Ê×ÙÐ×

Ï ÔÖ×ÒØ Ø Ö×ÙÐ× ÓÖ ØÛÓ ÜÑÔÐÖÝ 
××º Ï ×ÓÛ ØØ Û ÒØÖ Ø

ÕÙÖØ
 
ÓÒÚÖÒ
 ØÖ Ð×× ØÖØÓÒ×  Û 
ÓÓ× q > 2¸ × ÔÖ×ÒØ Ò

ÙÖ× º½ Ò º¿º ÏÖ Û Ú ÕÙÖØ
 
ÓÒÚÖÒ
¸ × ÐØ Ò

ÓÐº

ÌÐ º½ Ê×ÙÐ× ÓÖ Ø ×
ÐÖ 
× p = 1 Ò λ = 10−6

q |bk − (1/λ)1/p| |1− bpkλ| Ø

º¼¼·¼ º¼¼−¼½

º¼¼·¼ º¼¼−¼½

º¾¼¼·¼ º¾¼¼−¼½

º¼¼·¼ º¼¼−¼½

º¼¼·¼ º¼¼−¼½

º¿¼¾·¼ º¿¼¾−¼½

º¾¼·¼ º¾¼−¼½

º¿¿·¼ º¿¿−¼½

º¿½·¼ º¿½−¼½

º½¾¾·¼ º½¾¾−¼½

¾ º¾¾·¼ º¾¾−¼½

º¿·¼ º¿−¼½

º¾½¿¿·¼ º¾½¿¿−¼½

º½·¼ º½−¼½

º¾¼¾·¼ º¾¼¾−¼½





¼

ÌÐ º½  ÓÒØÒÙ ÖÓÑ ÔÖÚÓÙ× Ô

q |bk − (1/λ)1/p| |1− bpkλ| Ø

º½¾¿·¼ º½¾¿−¼½

¾º¾½·¼ ¾º¾½−¼½

º¾½·¼¿ º¾½−¼¾

º¾·¼¾ º¾−¼¿ ¾¼

¾º¾½·¼¼ ¾º¾½−¼
º¼¼−¼ º¼¼−½¼
½º½¾−½½ ¼º¼¼¼¼¼¼·¼¼

º¼¼·¼ º¼¼−¼½

º½¼¼·¼ º½¼¼−¼½

º¿¼¼·¼ º¿¼¼−¼½

º½¼¿·¼ º½¼¿−¼½

º¾·¼ º¾−¼½

º¾¿·¼ º¾¿−¼½

¿ º¿¿·¼ º¿¿−¼½

º¿·¼ º¿−¼½

º¾½¿¾·¼ º¾½¿¾−¼½

º¼½·¼ º¼½−¼½

½º¼¼½¿·¼ ½º¼¼½¿−¼½ ½¾

º¾¼¼¼·¼¾ º¾¼¼¼−¼¿
½º½¼½−¼¾ ½º½¼½−¼
½º½¾−½½ ¼º¼¼¼¼¼¼·¼¼

º¼¼·¼ º¼¼−¼½

º¼¼·¼ º¼¼−¼½

º¿¼¾·¼ º¿¼¾−¼½

º¿¿·¼ º¿¿−¼½

º½¾¾·¼ º½¾¾−¼½

 º¿·¼ º¿−¼½

º½·¼ º½−¼½

º½¾¿·¼ º½¾¿−¼½

º¾½·¼¿ º¾½−¼¾
¾º¾½·¼¼ ¾º¾½−¼



½

ÌÐ º½  ÓÒØÒÙ ÖÓÑ ÔÖÚÓÙ× Ô

q |bk − (1/λ)1/p| |1− bpkλ| Ø

¼º¼¼¼¼¼¼·¼¼ ½º½½¼¾¾¿−½
º¼¼·¼ º¼¼−¼½

º¼¼·¼ º¼¼−¼½

º¼·¼ º¼−¼½

º¿·¼ º¿−¼½

 º¾¿¿½·¼ º¾¿¿½−¼½

º¿·¼ º¿−¼½

º¿½·¼ º¿½−¼½

¾º¼½½¼·¼¿ ¾º¼½½¼−¼¾
¿º¾¿¿¾−¼ ¿º¾¿¿¾−¼
¼º¼¼¼¼¼¼·¼¼ ½º½½¼¾¾¿−½
º¼¼·¼ º¼¼−¼½

º¼½·¼ º¼½−¼½

º¾¿·¼ º¾¿−¼½

º½¾¿·¼ º½¾¿−¼½

 º¾½½·¼ º¾½½−¼½

º¾½·¼ º¾½−¼½

º¼½·¼¿ º¼½−¼¾
º¼−¼¿ º¼−¼
¼º¼¼¼¼¼¼·¼¼ ½º½½¼¾¾¿−½
º¿¼¼·¼ º¿¼¼−¼½

º½¼½·¼ º½¼½−¼½

º·¼ º−¼½

 º¾·¼ º¾−¼½

º¾¼·¼ º¾¼−¼½

¿º¼¿·¼ ¿º¼¿−¼½

¾º¼¾¼·¼½ ¾º¼¾¼−¼
¼º¼¼¼¼¼¼·¼¼ ½º½½¼¾¾¿−½
º¾¼¼·¼ º¾¼¼−¼½

º¿¼¾·¼ º¿¼¾−¼½

º¿½·¼ º¿½−¼½



¾

ÌÐ º½  ÓÒØÒÙ ÖÓÑ ÔÖÚÓÙ× Ô

q |bk − (1/λ)1/p| |1− bpkλ| Ø

 º¿·¼ º¿−¼½

º¾¼¾·¼ º¾¼¾−¼½

º¾½·¼¿ º¾½−¼¾
º¼¼−¼ º¼¼−½¼

ÌÐ º¾ Ê×ÙÐ× ÓÖ Ø ÑØÖÜ 
× p = 3¸ d = 0.003¸ Ò c = 500

q Ê×ÙÐ× Ø

º¼¼¼¼−¼½

º¾−¼½

º½¿−¼½

º¿½¿−¼½

º¿¾−¼½

¾ º½−¼½

º¼½¿¾−¼½

º½¾−¼½

½º½½−¼½

½º½½¾−¼¾
¾º¾¼½½−¼
º¼¼½−¼
º¼¼¼¼−¼½

º¼¼−¼½

º¼¿−¼½

¿ º½¿−¼½

¿º¼−¼½

½º¼½½½−¼¾
¿º½−¼
º¼¼¼¼−¼½

º¼−¼½

º¼−¼½



¿

ÌÐ º¾  ÓÒØÒÙ ÖÓÑ ÔÖÚÓÙ× Ô

q Ê×ÙÐ× Ø

 ¿º½¿¿¾−¼½ ¿

¿º¿¾−¼¾
º¼½−¼
º−¼
º¼¼¼¼−¼½

º¼¿−¼½

 º½¾¼½−¼½

¾º¼¿¼−¼½ ¿

½º¾¼½−¼¾
º½½−¼
º¼¼¼¼−¼½

º¾¼−¼½

 º¾¾¾¿−¼½

½º¼¾½¿−¼½ ¿

¿º½¼¾¿−¼¿
¿º¾¼¾−¼







ÐÓÖÔÝ

½℄ º ÐÚ Ò º ÖÒÐº ÖÒ¹
ÒÓÒ
Ð ×ÑÙÐØÓÒ× Ó ×ÓÐÚØ Ð

ÖÑÓÒ×º ÚÒ
 ÓÖ Ô× ×ÔÖØÓÒº Âº Ñº ÈÝ×º¸ ´½¾µ¾

¾¸ ½¾º

¾℄ º ÐÚ¸ Âº ÃÓÒÓ¸ Åº ÈÖÖÒÐÐÓ¸ Ò º ÖÒÐº  ÒØÓ ÑÓÐ
ÙÐÖ

ÝÒÑ
× ÛØ Ü
Ø Ð
ØÖÓÒ×º ÈÝ×º ÊÚº ÄØØº¸ ¿´½µ¾¾¼¾¸

½º

¿℄ º Ðº  ÒØÓ ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
×¸  ×ÑÔÐ ÐÓÖØÑ ÓÖ 
Ö

ÜØÖÔÓÐØÓÒº ÓÑÔº ÈÝ×º ÓÑÑº¸ ½½´½µ¿½¿¿¸ ½º

℄ Åº ÐØÑÒº Ò ÓÔØÑÙÑ 
Ù
ÐÐÝ 
ÓÒÚÖÒØ ØÖØÚ ÑØÓ Ó Ò¹

ÚÖØÒ  ÐÒÖ ÓÙÒ ÓÔÖØÓÖ Ò ÀÐÖØ ×Ô
º È

 Âº ÅØº¸

½¼´µ½½¼½½½¿¸ ½¼º

℄ º Ò
ÐÓØØÓ¸ º Äº ÖÓØØ¸ Ëº Ë
ÒÓÐÓ¸ Ò º ÌÓ×ØØº ××Ó
¹

ØÓÒ Ó ÑØÒ ÒØÓ ÝÖÓ
ÖÓÒ× Ø ÜØÖÑ ´ÔÐÒØÖÝµ ÔÖ××ÙÖ Ò

ØÑÔÖØÙÖº Ë
Ò
¸ ¾´¿¼µ½¾½¾¼¸ ½º

℄ Ìº º Ö×¸ Åº º ÈÝÒ¸ Ò Âº º ÂÓÒÒÓÔÓÙÐÓ×º  ÒØÓ ÑÓÐ
ÙÐÖ

ÝÒÑ
× ÒÐÝØ
ÐÐÝ 
ÓÒØÒÙ ÒÖÝ ÙÒ
ØÓÒÐ× Ò Ò×Ø× ÒØÓ

ØÖØÚ ×ÓÐÙØÓÒ×º ÈÝ×º ÊÚº ÄØØº¸ ´µ½¼½¼¼¸ ½¾º

℄ Ëº Þ Ò Ìº º ÃÒº ×Ò
 Ó ÑØÐÐÞØÓÒ Ò ×ÓÐ ÑÓÐ
ÙÐÖ

ÝÖÓÒº ÂÌÈ ÄØØº¸ ´µ¿¸ ¾¼½¾º

℄ Êº Ö Ò Åº À¹ÓÖÓÒº Ý×Ú ÜÔÒ×ÓÒ ÑØÓ× ÓÖ Ð
¹

ØÖÓÒ
 ×ØÖÙ
ØÙÖ 
Ð
ÙÐØÓÒ× ÓÒ ÐÖ ÑÓÐ
ÙÐÖ ×Ý×ØÑ×º Âº Ñº ÈÝ×º¸

¾¿´¾¿µ½¼¼¼¿¸ ½º







℄ Ëº ÖÓÒ Ò Èº ÒÒÓÞÞº ÌÓÛÖ× ÚÖÝ ÐÖ¹×
Ð Ð
ØÖÓÒ
¹×ØÖÙ
ØÙÖ


Ð
ÙÐØÓÒ×º ÙÖÓÔÝ×º ÄØØº¸ ½´µ¸ ½¾º

½¼℄ º Ò¹Á×ÖÐº  ÒÓØ ÓÒ Ò ØÖØÚ ÑØÓ ÓÖ ÒÖÐÞ ÒÚÖ×ÓÒ

Ó ÑØÖ
×º ÅØº ÓÑÔÙØº¸ ¾¼¿¼¸ ½º

½½℄ Äº Êº ÒØØ¸ Âº Àº ÆÙÝÒ¸ Ïº º ÐÛÐÐ¸ Àº ÄÙ¸ Åº ÃÖÙÖ¸ Ò

Êº ÂÒÐÓÞº ××Ó
ØÓÒ Ó À4 Ø  ÔÖ××ÙÖ× Ò ØÑÔÖØÙÖ×

ÑÓÒ ÓÖÑØÓÒ Ò ÒØ ÔÐÒØ ÒØÖÓÖ× Ë
Ò
¸ ¾´¿µ½¼¼

½¼¾¸ ½º

½¾℄ º º Ò¸ Æº Âº ÀÑ¸ Ò º ÅÒº ÐÓÖØÑ× ÓÖ Ø ÑØÖÜ pØ

ÖÓÓØº ÆÙÑÖ
Ð ÐÓÖØÑ×¸ ¿´µ¿¿¸ ¾¼¼º

½¿℄ º ÐÓ
º Ö  ÉÙÒØÒÑ
Ò Ö ÐØÖÓÒÒ Ò ÃÖ×ØÐÐØØÖÒº

Ø×
ÖØ º ÈÝ×¸ ¾´¹µ¼¼¸ ½¾º

½℄ Åº ÓÖÒ Ò Âº Êº ÇÔÔÒÑÖº ÙÖ ÉÙÒØÒØÓÖ Ö ÅÓÐÐÒº

ÒÒÐÒ Ö ÈÝ×¸ ´µ¸ ½¾º

½℄ º Êº ÓÛÐÖ¸ Åº Ó¸ º Åº ÓÖÒ¸ º Èº ÀÓÖ×Ð¸ Ò º º ÈØØÓÖº

 
ÓÑÔÖ×ÓÒ Ó ÐÒÖ ×
ÐÒ ØØ ÒÒ ÑØÓ×º ÅØº Ë
º Òº¸

½¸ ½º

½℄ º Êº ÓÛÐÖ Ò Ìº ÅÝÞº O(N) ÑØÓ× Ò Ð
ØÖÓÒ
 ×ØÖÙ
ØÙÖ


Ð
ÙÐØÓÒ×º ÊÔº ÈÖÓº ÈÝ×º¸ ´¿µ¼¿¼¿¸ ¾¼½¾º

½℄ º Êº ÓÛÐÖ¸ Ìº ÅÝÞ¸ Ò Åº Âº ÐÐÒº Ê
ÒØ ÔÖÓÖ×× Ò ÐÒÖ

×
ÐÒ  ÒØÓ Ð
ØÖÓÒ
 ×ØÖÙ
ØÙÖ Ø
ÒÕÙ×º Âº ÈÝ×º ÓÒº ÅØº¸

½´½½µ¾½¸ ¾¼¼¾º

½℄ Îº ÖÞÓÚ Ò º Êº ÓÛÐÖº ÙØÓÑØ
 Ø ×ØÖÙØÓÒ Ò ÐÓ

ÐÒ
Ò ÛØ ×Ô
¹ÐÐÒ 
ÙÖÚ× ÁÑÔÐÑÒØØÓÒ Ò ÇÆÉÍËÌº Âº

ÈÝ×º ÓÒº ÅØº¸ ¾¼´¾µ¾¾¾¿¸ ¾¼¼º

½℄ º ÒÒÒ¸ º ÐÐ¸ º ÅÙÖ¸ º º ÎØ¸ Ò Êº Öº Ç´Nµ ØØ¹

ÒÒ ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
× ÓÒ Ñ××ÚÐÝ ÔÖÐÐÐ 
ÓÑÔÙØÖ× Ò ÓÖØÐ


ÓÑÔÓ×ØÓÒ ÔÔÖÓ
º ÓÑÔº ÈÝ×º ÓÑÑº¸ ½¼¾¸ ½º





¾¼℄ Ãº ÔÐÐº  Ö³×¹Ý ÚÛ Ó Ò×ØÝ¹ÙÒ
ØÓÒÐ ØÓÖÝº ÖÞº Âº ÈÝ×º¸

¿´µ½¿½½¿¿¸ ¾¼¼º

¾½℄ Êº Ö Ò Åº ÈÖÖÒÐÐÓº ÍÒ ÔÔÖÓ
 ÓÖ ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
× Ò

Ò×ØÝ¹ÙÒ
ØÓÒÐ ØÓÖÝº ÈÝ×º ÊÚº ÄØØº¸ ´¾¾µ¾½¾¸ ½º

¾¾℄ Ëº ÖÚØ¸ Åº ÖÒ×
ÓÒ¸ Ìº º ÃÒ¸ Åº ÃÖ
¸ Ò Åº ÈÖÖÒÐÐÓº

ÓÜ×ØÒ
 Ó ØØÖÖÐ¹ Ò Ó
ØÖÐ¹Ð ×Ø× Ò ÑÓÖÔÓÙ× Ô×


Ò ÑØÖÐ×º ÔÔÐº ÈÝ×º ÄØØº¸ ½´½µ½½¼½½¼¿¸ ¾¼¼º

¾¿℄ Ëº ÖÚØ¸ Åº ÖÒ×
ÓÒ¸ Ìº º ÃÒ¸ Åº ÃÖ
¸ Ò Åº ÈÖÖÒÐÐÓº

Ö×Ø¹ÔÖÒ
ÔÐ× ×ØÙÝ Ó 
ÖÝ×ØÐÐÒ Ò ÑÓÖÔÓÙ× 2Ë2Ì5 Ò Ø


Ø× Ó ×ØÓ
ÓÑØÖ
 
Ø×º Âº ÈÝ×º ÓÒº ÅØº¸ ¾½´¾µ¾¼½¸

¾¼¼º

¾℄ Ëº ÖÚØ¸ Åº ÖÒ×
ÓÒ¸ Ìº º ÃÒ¸ Åº ÃÖ
¸ Ò Åº ÈÖÖÒÐÐÓº

ÍÒÖÚÐÐÒ Ø Ñ
Ò×Ñ Ó ÔÖ××ÙÖ ÒÙ
 ÑÓÖÔÞØÓÒ Ó Ô×


Ò ÑØÖÐ×º ÈÝ×º ÊÚº ÄØØº¸ ½¼¾´¾¼µ¾¼¼¾¸ ¾¼¼º

¾℄ Ëº ÖÚØ¸ º ÓÐÐÓÒ¸ Êº ÅÞÞÖÐÐÓ¸ Ìº º ÃÒ¸ Åº ÃÖ
¸

Åº ÖÒ×
ÓÒ¸ Ò Åº ÈÖÖÒÐÐÓº Ö×Ø¹ÔÖÒ
ÔÐ× ×ØÙÝ Ó ÒØÖÓÒ

ÓÔÒ Ò 
Ù
 Ò ÑÓÖÔÓÙ× 2Ë2Ì5º Âº ÈÝ×º ÓÒº ÅØº¸

¾¿´¾µ¾¼½¸ ¾¼½½º

¾℄ º Åº ÔÖÐÝº ÈØ ÒØÖÐ× Ò Ø ØÓÖÝ Ó 
ÓÒÒ× ÐÙÑº ÊÚº

ÅÓº ÈÝ×º¸ ´¾µ¾¿¸ ½º

¾℄ Åº ÖÓØØ¸ Ìº º ÃÒ¸ Ò Åº ÈÖÒÐÐÓº Ò 
ÒØ Ò 

ÙÖØ


ÓÑÔÓ×ØÓÒ Ó Ø ÖÑ ÓÔÖØÓÖº Âº Ñº ÈÝ×º¸ ½¾´¾µ¼¾¼¸

¾¼¼º

¾℄ Åº ÖÓØØ¸ Ìº º ÃÒ¸ Ò Åº ÈÖÒÐÐÓº  ÝÖ ÔÔÖÓ
 ØÓ ÖÑ

ÓÔÖØÓÖ ÜÔÒ×ÓÒº ÁÈ ÓÒº ÈÖÓ
º¸ ½½´½µ½¸ ¾¼¼º

¾℄ º ÓÒÖØ¸ º Åº Ð×Ö¸ Êº ÀÒÐ¸ Îº ÃÙÒ¸ Ïº ÅÙÖ¸ Âº ÈÖÐ¸

Âº ÈÖÖÐ¸ Êº ËÑÙÐ×ÓÒ¸ Èº Ö×
¸ º ÏÖ¸ º ÞÖ¸ º ÙØÖ¸

º ÖÙ×Ò¸ Äº ÀÓÖÒ¸ Êº ËÔÖÒÖ¸ Ò Ïº ËÖº ÁÒÖÖ Ó×ÖÚ¹

ØÓÒ× Ó Ø ÒÔØÙÒÒ ×Ý×ØÑº Ë
Ò
¸ ¾´¿µ½½¸ ½º





¿¼℄ º Ëº Ù
ÒÓØØ¸ º Å
Ð¸ Èº ÊØÖ¸ Åº ÃÖ
¸ Ìº º ÃÒ¸

Åº ÖÒ×
ÓÒ¸ Ò Åº ÈÖÖÒÐÐÓº ËÙÔÖÓÒ
 
ÓÒÙ
ØÓÒ Ò ×Ù×ØÓ
Ó¹

ÑØÖ
 ÄÐ ÐÐÓÝ Ò  ÒØÓ ×ØÙÝº ÈÝ×º ÊÚº ÄØØº¸ ½¼¿´½¾µ½¾¼½¸

¾¼¼º

¿½℄ Âº  Ò Âº ÙÒº ÄÖ¹×
Ð 
ÒØ ÄÒÚÒ ÝÒÑ
×¸ Ò ÛÝ Ø

ÛÓÖ×º ÙÖÓÔÝ×º ÄØØº¸ ´¾µ¾¼¼¼½¸ ¾¼¼º

¿¾℄ Åº Ð×ØÒÖ¸ º ÈÓÖÞ¸ º ÂÙÒÒ
Ð¸ Âº Ð×ÒÖ¸ Åº ÀÙ¸ Ìº ÖÙÒ¹

Ñ¸ Ëº ËÙ¸ Ò º ËÖØº ËÐ¹
ÓÒ××ØÒØ¹
Ö Ò×ØÝ¹ÙÒ
ØÓÒÐ

ØØ¹ÒÒ ÑØÓ ÓÖ ×ÑÙÐØÓÒ× Ó 
ÓÑÔÐÜ ÑØÖÐ× ÔÖÓÔÖØ×º

ÈÝ×º ÊÚº ¸ ´½½µ¾¼¾¸ ½º

¿¿℄ Åº ÖÒ× ÑÐÐÓÒ¸ Ìº º ÃÒ¸ Ò º È××ÖÓÒº Ò×ØÝ ÙÒ
¹

ØÓÒÐ ØÓÖÝ ×ØÙÝ Ó ×Ð¹ØÖÔÔ ÓÐ× Ò ×ÓÖÖ ËÇ2º ÈÝ×º ÊÚº

¸ ¼´¿µ¼¿¿¾¼¿¸ ¾¼¼º

¿℄ Ïº Åº º ÓÙÐ× Ò Êº ÀÝÓ
º ÌØ¹ÒÒ ÑÓÐ× Ò Ò×ØÝ¹

ÙÒ
ØÓÒÐ ØÓÖÝº ÈÝ×º ÊÚº ¸ ¿´½µ½¾¾¼½¾¿¸ ½º

¿℄ º ÐÐ Ò Åº ÈÖÖÒÐÐÓº ÄÖ ×
Ð Ð
ØÖÓÒ
 ×ØÖÙ
ØÙÖ 
Ð
ÙÐØÓÒ×º

ÈÝ×º ÊÚº ÄØØº¸ ´¾µ¿¿¼¸ ½¾º

¿℄ Ïº ÙØ×
º ÆÙÑÖ
Ð ÒÐÝ×× Ò ÁÒØÖÓÙ
ØÓÒº ÖÙ×Ö¸ ½º

¿℄ Ëº Ö×ÓÖÒº Ö  ÖÒÞÙÒ Ö ÒÛÖØ ÒÖ ÅØÖÜº ÁÞÚº

º ÆÙ ÍËËÊ ÇØº Þº¹ÅØº ÆÙ¸ ¸ ½¿½º

¿℄ Äº Åº ÖÒÐÐ¸ º ÎÐÖÒ¸ Âº Àº ÄÓ×¸ º Âº ÅÖ¸ º ×ÓÐÒÓ¸ Ò

º ÖÒÐº ËØØ¹Ó¹Ø¹ÖØ ÑÓÐ× ÓÖ Ø Ô× ÖÑ Ó 
ÖÓÒ Ò

ÑÓÒ ÒÙ
ÐØÓÒº ÅÓÐº ÈÝ×º¸ ½¼´½¹½µ¾¼½½¾¼¿¸ ¾¼¼º

¿℄ º Ð¸ Âº ËÙÖ¸ Ò Æº Åº ÌÑÑº ÆÙÑÖ
Ð ÑØÓ× ÓÖ ×Ô
Ð

ÙÒ
ØÓÒ×º ËÑ¸ ¾¼¼º

¼℄ Ëº Ó
Öº ÄÒÖ ×
ÐÒ Ð
ØÖÓÒ
 ×ØÖÙ
ØÙÖ ÑØÓ×º ÈÝ×º ÊÚº

ÄØØº¸ ¿´½µ½¾¾½¾¸ ½º

½℄ Ëº Ó
Öº ÄÒÖ ×
ÐÒ Ð
ØÖÓÒ
 ×ØÖÙ
ØÙÖ ÑØÓ×º ÊÚº ÅÓº

ÈÝ×º¸ ½´µ½¼½½¾¿¸ ½º





¾℄ Ëº Ó
Ö Ò Äº ÓÐÓÑÓº 
ÒØ ÐÒÖ ×
ÐÒ ÐÓÖØÑ ÓÖ ØØ¹

ÒÒ ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
×º ÈÝ×º ÊÚº ÄØØº¸ ¿´½µ½¾¾½¾¸ ½º

¿℄ Ëº Ó
Ö Ò Åº ÌØÖº ÌØ¹ÒÒ Ð
ØÖÓÒ
¹×ØÖÙ
ØÙÖ 
Ð
ÙÐ¹

ØÓÒ× Ò ØØ¹ÒÒ ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
× ÛØ ÐÓ
ÐÞ ÓÖØÐ×º ÈÝ×º

ÊÚº ¸ ½´½µ¸ ½º

℄ º Åº ÓÖÒ¸ º Êº ÓÛÐÖ¸ Ò º ÀÖÒÒÞº ÌØ¹ÒÒÑÓÐÐÒ

Ó ÑØÖÐ×º ÊÔº ÈÖÓº ÈÝ×º¸ ¼´½¾µ½¸ ½º

℄ º¹Àº ÙÓº ÇÒ ÆÛØÓÒ³× ÑØÓ Ò ÀÐÐÝ³× ÑØÓ ÓÖ Ø ÔÖÒ
ÔÐ

pØ ÖÓÓØ Ó  ÑØÖÜº ÄÒÖ ÐÖ ÔÔÐº¸ ¿¾´µ½¼½¾¾¸ ¾¼½¼º

℄ º¹Àº ÙÓ Ò Æº Âº ÀÑº  Ë
ÙÖ¹ÆÛØÓÒ ÑØÓ ÓÖ Ø ÑØÖÜ

Ô³Ø ÖÓÓØ× Ò Ø× ÒÚÖ×º ËÑ Âº ÅØÖÜ ÒÐº ÔÔÐº¸ ¾´¿µ¼¸

¾¼¼º

℄ º ÀÐÐÝº ÅØÓÙ× ÒÓÚ¸ 

ÙÖØ 
Ð× ÒÚÒÒ Ö
× ÕÙ¹

ØÓÒÙÑ ÕÙÖÙÑ
ÙÑÕÙ ÒÖÐØÖ¸ ×Ò ÔÖÚ ÖÙ
ØÓÒº ÌÖÒ×º ÊÓÝº

ËÓ
º ÄÓÒÓÒ¸ ½´¾¼¹¾½µ½¿½¸ ½º

℄ Âº ÀÖÖ×º ËÑÔÐ ÑØÓ ÓÖ 
Ð
ÙÐØÒ Ø ÒÖÝ Ó ÛÐÝ ÒØÖ¹


ØÒ ÖÑÒØ×º ÈÝ×º ÊÚº ¸ ¿½´µ½¼½¸ ½º

℄ Èº ÀÝÒ× Ò Åº ÈÝÒº ÐÙÖ Ó Ò×ØÝ¹ÑØÖÜ ÑÒÑÞØÓÒ ÑØ¹

Ó× ÓÖ ÐÒÖ¹×
ÐÒ Ò×ØÝ¹ÙÒ
ØÓÒÐ ØÓÖÝ Ù×Ò Ø ÃÓÒ ÔÒÐØÝ¹

ÙÒ
ØÓÒÐº ËÓÐ ËØØ ÓÑÑÙÒ
ØÓÒ×¸ ½¼´½¼µ¿½¸ ½º

¼℄ Èº º ÀÝÒ× Ò Åº º ÈÝÒº ÓÖÖ
Ø ÔÒÐØÝ¹ÙÒ
ØÓÒÐ ÑØÓ ÓÖ

ÐÒÖ¹×
ÐÒ 
Ð
ÙÐØÓÒ× ÛØÒ Ò×ØÝ¹ÙÒ
ØÓÒÐ ØÓÖÝº ÈÝ×º ÊÚº

¸ ´½µ½¾½¿½¾½¸ ½º

½℄ Êº ÀÐÐ¸ Âº º ÒÖ×ÓÒ¸ Åº ÈÓÓÐ¸ Ò º Ë
ÙÖØº ÁÒØÖÓÖ ÑÓÐ×

Ó ÍÖÒÙ× Ò ÆÔØÙÒº ×ØÖÓÔÝ×º Âº¸ ¾´½µ½¾½¸ ¾¼½½º

¾℄ Âº Åº ÀÖÖØ Ò Åº À¹ÓÖÓÒº 

ÐÖØ¸ ÒÖÝ¹
ÓÒ×ÖÚÒ

ÓÖÒ¹ÇÔÔÒÑÖ ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
× Ú Ó
 ÑØÖÜ ÜØÖÔÓÐØÓÒº

ÈÝ×º Ñº Ñº ÈÝ×º¸ ´½µ¿¾¿¾¸ ¾¼¼º



½¼¼

¿℄ Æº Âº ÀÑº ÙÒ
ØÓÒ× Ó ÅØÖ
×  ÌÓÖÝ Ò ÓÑÔÙØØÓÒº ËÁÅ¸

¾¼¼º

℄ Æº Âº ÀÑ Ò º Àº Ð¹ÅÓÝº ÓÑÔÙØÒ ÑØÖÜ ÙÒ
ØÓÒ×º 
Ø

ÆÙÑÖ
¸ ½½¾¼¸ ¾¼½¼º

℄ Êº ÀÓÑÒÒº Ò ÜØÒ À
Ð ØÓÖÝº Áº ÀÝÖÓ
ÖÓÒ×º Âº Ñº

ÈÝ×º¸ ¿´µ½¿½½¾¸ ½¿º

℄ Èº ÀÓÒÖ Ò Ïº ÃÓÒº ÁÒÓÑÓÒÓÙ× Ð
ØÖÓÒ ×º ÈÝ×º ÊÚº¸

½¿´¿µ½¸ ½º

℄ º ÀÓÖ×Ð¸ Èº º ÓÛÒ¸ º º ÈØØÓÖ¸ Ò º Èº ËÙØØÓÒº ÓÑÔÙ¹

ØØÓÒÐ ÑØÖÐ× ×ÝÒØ××º Áº  ØØ¹ÒÒ ×
Ñ ÓÖ ÝÖÓ
ÖÓÒ×º

ÈÝ×º ÊÚº ¸ ´¾¾µ½¿½¸ ½º

℄ Ïº º ÀÓ×Ò× Ò º Âº ÏÐØÓÒº  ×ØÖ¸ ÑÓÖ ×ØÐ ÑØÓ ÓÖ


ÓÑÔÙØÒ Ø pØ ÖÓÓØ× Ó ÔÓ×ØÚ ÒØ ÑØÖ
×º ÄÒÖ ÐÖ

ÔÔÐº¸ ¾½¿½¿¸ ½º

℄ ØØÔ×»»
Ñ×ÔÓÖØÐº
×ÔÙÖºØ»ÒÜºÔÔ»ÅÈÌÓÓÐº

¼℄ Ïº º ÀÙÖº ÁÒØÖÓÖ× Ó Ø ÒØ ÔÐÒØ×º Ë
Ò
¸ ¾½´½µ½

½¸ ½½º

½℄ Ïº º ÀÙÖ¸ Ïº Âº ÆÐÐ×¸ º ÅØ
ÐÐ¸ Æº º ÀÓÐÑ×¸ Ëº Ëº ÄÑÝ¸

Ò Èº º Å
ÒÐ××º ÁÒØÖÓÖ ×ØÖÙ
ØÙÖ Ó ÆÔØÙÒ ÓÑÔÖ×ÓÒ ÛØ

ÍÖÒÙ×º Ë
Ò
¸ ¾¿´¼¾¼µ½¸ ½½º

¾℄ Âº ÀÙØØÖº Ö¹ÈÖÖÒÐÐÓ ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
×º ÏÁÊ× ÓÑÔÙØº ÅÓÐº

Ë
º¸ ¾´µ¼½¾¸ ¾¼½¾º

¿℄ º ÁÒÒÞÞÓº ÇÒ Ø ÆÛØÓÒ ÑØÓ ÓÖ Ø ÑØÖÜ pØ ÖÓÓØº ËÑ Âº

ÅØÖÜ ÒÐº ÔÔÐº¸ ¾´¾µ¼¿¾¿¸ ¾¼¼º

℄ º ÁÒÒÞÞÓº  ÑÐÝ Ó ÖØÓÒÐ ØÖØÓÒ× Ò Ø× ÔÔÐ
ØÓÒ ØÓ Ø 
ÓÑ¹

ÔÙØØÓÒ Ó Ø ÑØÖÜ pØ ÖÓÓØº ËÑ Âº ÅØÖÜ ÒÐº ÔÔÐº¸ ¿¼´µ½

½¾¸ ¾¼¼º



½¼½

℄ Ëº ÁØÓ¸ Èº ÇÖÒ¸ Ò Êº Åº ÅÖØÒº ÇÖÖ¹N ØØ¹ÒÒ ÑÓÐ
ÙÐÖ

ÝÒÑ
× ÓÒ ÔÖÐÐÐ 
ÓÑÔÙØÖ×º ÓÑÔº ÈÝ×º ÓÑÑº¸ ´¾¹¿µ½¿½¸

½º

℄ Êº Çº ÂÓÒ× Ò Çº ÙÒÒÖ××ÓÒº Ì Ò×ØÝ ÙÒ
ØÓÒÐ ÓÖÑÐ×Ñ¸ Ø×

ÔÔÐ
ØÓÒ× Ò ÔÖÓ×Ô
Ø×º ÊÚº ÅÓº ÈÝ×º¸ ½´¿µ¸ ½º

℄ Êº º ÃÐÙÐÐÒ¸ Àº ×Ø¸ Ìº º ÃÒ¸ Âº ÐÖ¸ Ò Åº ÈÖ¹

ÖÒÐÐÓº ÖÔØ¹ÑÓÒ Ô× 
ÓÜ×ØÒ
 ×ØÙÝ ÑÔÐÓÝÒ  ÒÙÖÐ¹

ÒØÛÓÖ ÑÔÔÒ Ó Ø  ÒØÓ ÔÓØÒØÐ ÒÖÝ ×ÙÖ
º ÈÝ×º ÊÚº ¸

½´½¼µ½¼¼½¼¿´Êµ¸ ¾¼½¼º

℄ Êº º ÃÐÙÐÐÒ¸ Àº ×Ø¸ Ìº º ÃÒ¸ Âº ÐÖ¸ Ò Åº ÈÖÖÒÐÐÓº

ÆÙ
ÐØÓÒ Ñ
Ò×Ñ ÓÖ Ø Ö
Ø ÖÔØ¹ØÓ¹ÑÓÒ Ô× ØÖÒ×¹

ØÓÒº ÆØÙÖ ÅØº¸ ½¼´µ¿¸ ¾¼½½º

℄ Êº º ÃÐÙÐÐÒ Ò Ìº º ÃÒº Å
ÖÓ×
ÓÔ
 ÔÖÓÔÖØ× Ó ÐÕÙ ÛØÖ

ÖÓÑ 
ÓÑÒ  ÒØÓ ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
× Ò ÒÖÝ 
ÓÑÔÓ×ØÓÒ

×ØÙ×º ÈÝ×º Ñº Ñº ÈÝ×¸ ½´¿µ½½¸ ¾¼½¿º

¼℄ Âº ÃÑ¸ º ÅÙÖ¸ Ò º ÐÐº ÌÓØÐ¹ÒÖÝ ÐÓÐ ÓÔØÑÞØÓÒ× Ù×Ò

ÒÓÒÓÖØÓÓÒÐ ÐÓ
ÐÞ ÓÖØÐ×º ÈÝ×º ÊÚº ¸ ¾´¿µ½¼½¸ ½º

½℄ Âº º ÃÓÙØº Ì ÐØØ
 Ù ØÓÖÝ ÔÔÖÓ
 ØÓ ÕÙÒØÙÑ 
ÖÓÑÓÝ¹

ÒÑ
×º ÊÚº ÅÓº ÈÝ×º¸ ´¿µ¿¸ ½¿º

¾℄ Âº ÃÓÒÓº Ð
ØÖÓÒ
 ×ØÖÙ
ØÙÖ 
Ð
ÙÐØÓÒ× ÓÖ ×ÓÐ× Ò ÑÓÐ
ÙÐ×º

ÑÖ ÍÒÚÖ×ØÝ ÈÖ××¸ ¾¼¼º

¿℄ Ïº ÃÓÒº Ò×ØÝ ÙÒ
ØÓÒÐ Ò Ò×ØÝ ÑØÖÜ ÑØÓ ×
ÐÒ ÐÒÖÐÝ

ÛØ Ø ÒÙÑÖ Ó ØÓÑ×º ÈÝ×º ÊÚº ÄØØº¸ ´½µ¿½¿½½¸ ½º

℄ Ïº ÃÓÒº ÆÓÐ Ð
ØÙÖ Ð
ØÖÓÒ
 ×ØÖÙ
ØÙÖ Ó ÑØØÖ¹ÛÚ ÙÒ
ØÓÒ×

Ò Ò×ØÝ ÙÒ
ØÓÒÐ×º ÊÚº ÅÓº ÈÝ×º¸ ½´µ½¾¿½¾¸ ½º

℄ Ïº ÃÓÒ Ò Äº Âº ËÑº ËÐ¹
ÓÒ××ØÒØ ÕÙØÓÒ× Ò
ÐÙÒ Ü
Ò

Ò 
ÓÖÖÐØÓÒ 
Ø×º ÈÝ×º ÊÚº¸ ½¼´µ½½¿¿½½¿¸ ½º



½¼¾

℄ Âº ÃÓÐº ÌÑ¹ÖÚÖ×Ð ÐÛÝ× ×ØÐ ÔÖ
ØÓÖ 
ÓÖÖ
ØÓÖ ÑØÓ ÓÖ

ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
× Ó ÔÓÐÖÞÐ ÑÓÐ
ÙÐ×º Âº ÓÑÔº Ñº¸ ¾´¿µ¿¿¸

¾¼¼º

℄ Âº ÃÓÐº Ö ÓÖÑÐ×Ñ Ó Ø ÐÛÝ× ×ØÐ ÔÖ
ØÓÖ¹
ÓÖÖ
ØÓÖ

ÑØÓ ÓÖ ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
× Ó ÔÓÐÖÞÐ ÑÓÐ
ÙÐ×º Âº Ñº ÈÝ×º¸

½¾¾´½µ½½¼¸ ¾¼¼º

℄ º Êº ÃÖÛ× Ò Åº ÈÖÖÒÐÐÓº ËØÓ
×Ø
 ÐÒÖ ×
ÐÒ ÓÖ ÑØÐ×

Ò ÒÓÒÑØÐ×º ÈÝ×º ÊÚº ¸ ½´¾¿µ¾¿¿½¼¸ ¾¼¼º

℄ º Êº ÃÖÛ× Ò Åº ÈÖÖÒÐÐÓº ÄÒÖ ×
ÐÒ Ð
ØÖÓÒ
 ×ØÖÙ
ØÙÖ 
Ð¹


ÙÐØÓÒ× Ò 

ÙÖØ ×ØØ×Ø
Ð Ñ
Ò
× ×ÑÔÐÒ ÛØ ÒÓ×Ý ÓÖ
×º

ÈÝ×º ÊÚº ¸ ¿´µ¼½½¼¸ ¾¼¼º

¼℄ º Êº ÃÖÛ× Ò Åº ÈÖÖÒÐÐÓº ÄÒÖ ×
ÐÒ ÓÖ ÕÙ×¹ÓÒ¹

ÑÒ×ÓÒÐ ×Ý×ØÑ×º ÈÝ×º ÊÚº ¸ ´½¾µ½¾½¼¸ ¾¼¼º

½℄ Âº º ÃÖ××¸ Ëº Êº 
Ñ¸ Äº º ÓÐÐÒ×¸ º Äº ÀÓÐÒ¸ Ò Ëº Ó
Öº

ÌØ¹ÒÒ ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
× Ó ×Ó
 ÛÚ× Ò ÑØÒº ÈÝ×º ÊÚº

ÄØØº¸ ¿´½µ¿¿¸ ½º

¾℄ Âº º ÃÖ××¸ Ëº Ó
Ö¸ º ÀÓ×¸ Àº Ï××ÖÑÒ¸ Çº ÄÙ
¸ Äº º

ÓÐÐÒ×¸ Ò º Äº ÀÓÐÒº ÈÖÐÐÐ Ç´Nµ ØØ¹ÒÒ ÑÓÐ
ÙÐÖ Ý¹

ÒÑ
× Ó ÔÓÐÝØÝÐÒ Ò 
ÓÑÔÖ×× ÑØÒº Âº ÓÑÔº¹ ÅØº

×Ò¸ ´¾¹¿µ¾¿½¸ ½º

¿℄ Ìº º ÃÒº Ë
ÓÒ ÒÖØÓÒ Ö¹ÈÖÖÒÐÐÓ ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
×º

ÏÁÊ× ÓÑÔÙØº ÅÓÐº Ë
º¸ ¾¼½¿º

℄ Ìº º ÃÒ Ò Êº º ÃÐÙÐÐÒº Ð
ØÖÓÒ
 ×ÒØÙÖ Ó Ø Ò×ØÒØ¹

ÒÓÙ× ×ÝÑÑØÖÝ Ò Ø Ö×Ø 
ÓÓÖÒØÓÒ ×ÐÐ Ó ÐÕÙ ÛØÖº ÆØÙÖ

ÓÑÑº¸ Ô ½¼¸ ¾¼½¿º

℄ Ìº º ÃÒ¸ Åº ÃÖ
¸ º Êº ÅÓÑ¸ Ò Åº ÈÖÖÒÐÐÓº 
ÒØ Ò



ÙÖØ Ö¹ÈÖÖÒÐÐÓ¹Ð ÔÔÖÓ
 ØÓ ÓÖÒ¹ÇÔÔÒÑÖ ÑÓÐ
ÙÐÖ

ÝÒÑ
×º ÈÝ×º ÊÚº ÄØØº¸ ´µ¼¼½¸ ¾¼¼º



½¼¿

℄ Ìº º ÃÒ¸ Åº ÃÖ
¸ Ò Åº ÈÖÖÒÐÐÓº ËØØ
 Ò ÝÒÑ
Ð ÔÖÓÔ¹

ÖØ× Ó ÐÕÙ ÛØÖ ÖÓÑ Ö×Ø ÔÖÒ
ÔÐ× Ý  ÒÓÚÐ Ö¹ÈÖÖÒÐÐÓ¹Ð

ÔÔÖÓ
º Âº Ñº ÌÓÖÝ ÓÑÔÙØº¸ ¾¿¾½¸ ¾¼¼º

℄ Ìº º ÃÒ¸ Ìº º È×
Ð¸ º ÃÜÖ×¸ Ò º ÂÙÒº ÆÛ Ò×Ø× ÒØÓ

Ø ×ØÖÙ
ØÙÖ Ó Ø ÚÔÓÖ»ÛØÖ ÒØÖ
 ÖÓÑ ÐÖ¹×
Ð Ö×Ø¹ÔÖÒ
ÔÐ×

×ÑÙÐØÓÒ×º Âº ÈÝ×º Ñº ÄØØº¸ ¾½¼½½¿¸ ¾¼½½º

℄ Ëº Äº ÇÒ Ø 
ÓÑÔÙØØÓÒ Ó Ø ÑØÖÜ k¹Ø ÖÓÓØº º ÒÛº ÅØº

Å
º¸ ´¿µ½½¾¸ ½º

℄ Åº ÄÚÝº ÍÒÚÖ×Ð ÚÖØÓÒÐ ÙÒ
ØÓÒÐ× Ó Ð
ØÖÓÒ Ò×Ø×¸ Ö×Ø¹

ÓÖÖ Ò×ØÝ ÑØÖ
×¸ Ò ÒØÙÖÐ ×ÔÒ¹ÓÖØÐ× Ò ×ÓÐÙØÓÒ Ó Ø v¹

ÖÔÖ×ÒØÐØÝ ÔÖÓÐÑº ÈÖÓ
º ÆØº 
º Ë
º¸ ´½¾µ¼¾¼¸ ½º

¼℄ º¹Èº Ä¸ Êº Ïº ÆÙÒ×¸ Ò º ÎÒÖÐØº Ò×ØÝ¹ÑØÖÜ Ð
ØÖÓÒ
¹

×ØÖÙ
ØÙÖ ÑØÓ ÛØ ÐÒÖ ×Ý×ØÑ¹×Þ ×
ÐÒº ÈÝ×º ÊÚº ¸

´½µ½¼½½¼¸ ½¿º

½℄ Ïº ÄÒ¸ Êº Ö¸ º ËÖÚÒÒ¸ º ËÓ¸ º Ìº ÐÐ¸ Ò Åº À¹

ÓÖÓÒº ×Ø ÑØÓ× ÓÖ Ö×ÙÑÑÒ ÑØÖÜ ÔÓÐÝÒÓÑÐ× Ò Ý×Ú

ÑØÖÜ ÔÓÐÝÒÓÑÐ×º Âº ÓÑÔº ÈÝ×º¸ ½´¾µ¸ ¾¼¼º

¾℄ Ïº ÄÒ¸ º ËÖÚÒÒ¸ º ËÓ¸ Êº Ö¸ º Ìº ÐÐ¸ Ò Åº À¹

ÓÖÓÒº ÁÑÔÖÓÚ ÖÑ ÓÔÖØÓÖ ÜÔÒ×ÓÒ ÑØÓ× ÓÖ ×Ø Ð
ØÖÓÒ


×ØÖÙ
ØÙÖ 
Ð
ÙÐØÓÒ×º Âº Ñº ÈÝ×º¸ ½½´µ½½½¾¸ ¾¼¼¿º

¿℄ º Àº Äº Ò×ØÝ ÙÒ
ØÓÒÐ× ÓÖ ÓÙÐÓÑ ×Ý×ØÑ×º ÁÒØº Âº ÉÙÒØÙÑ

Ñº¸ ¾´¿µ¾¿¾¸ ½¿º

℄ Äº ÄÒ¸ Âº ÄÙ¸ Êº Ö¸ Ò Ïº º ÅÙÐØÔÓÐ ÖÔÖ×ÒØØÓÒ Ó Ø ÖÑ

ÓÔÖØÓÖ ÛØ ÔÔÐ
ØÓÒ ØÓ Ø Ð
ØÖÓÒ
 ×ØÖÙ
ØÙÖ ÒÐÝ×× Ó ÑØÐÐ


×Ý×ØÑ×º ÈÝ×º ÊÚº ¸ ´½½µ½½½¿¿¸ ¾¼¼º

℄ Äº ÄÒ¸ Âº ÄÙ¸ Äº Ò¸ Ò Ïº º ÈÓÐ¹× ÔÔÖÓÜÑØÓÒ Ó Ø

ÖÑ¹Ö
 ÙÒ
ØÓÒº Òº ÒÒº ÅØº ¸ ¿¼´µ¾¾¸ ¾¼¼º

℄ Âº Àº ÄÓ×¸ Ìº º ÃÒ¸ Ëº Ö¸ Ò Åº ÖÒ×
ÓÒº Ö×Ø ÔÖÒ
ÔÐ×

×ÑÙÐØÓÒ Ó ÑÓÖÔÓÙ× ÁÒËº ÈÝ×º ÊÚº ¸ ´½µ½¾¼½¸ ¾¼½¿º



½¼

℄ Âº Àº ÄÓ×¸ Ìº º ÃÒ¸ Ëº Ö¸ Ò Åº ÖÒ×
ÓÒº Ö×Ø¹ÔÖÒ
ÔÐ×

×ØÙÝ Ó Ø ÑÓÖÔÓÙ× ÁÒ3ËÌ2 Ô× 
Ò 
ÓÑÔÓÙÒº ÈÝ×º ÊÚº

¸ ´½µ½¾¼¿¸ ¾¼½¿º

℄ Èº¹Çº ÄÛÒº ÇÒ Ø ÒÓÒ¹ÓÖØÓÓÒÐØÝ ÔÖÓÐÑ 
ÓÒÒ
Ø ÛØ Ø

Ù× Ó ØÓÑ
 ÛÚ ÙÒ
ØÓÒ× Ò Ø ØÓÖÝ Ó ÑÓÐ
ÙÐ× Ò 
ÖÝ×ØÐ×º Âº

Ñº ÈÝ×º¸ ½´¿µ¿¿¸ ½¼º

℄ º º ÄÙÙ¸ Ìº º ÃÒ¸ Ò º Ë×ØÒº ÅÜ ÖÓØØÙ×× Ò

Ú
Ð ØÖÒ×ÔÓÖØ Ñ
Ò×Ñ Ò ÔÖÓØÓÒ 
ÓÒÙ
ØÒ ÔÓÐÝÑÖ× ÖÓÑ  Ò¹

ØÓ ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
× ×ÑÙÐØÓÒ×º Ñ×ØÖÝ Ó ÅØÖÐ×¸ ¾¿´µ½¾

½¾¸ ¾¼½½º

½¼¼℄ Åº Èº ÅÖÖº ÓÒÒ× ÅØØÖ ÈÝ×
×º ÏÁÄ¹ÎÀ¸ ¾¼½¼º

½¼½℄ Êº Åº ÅÖØÒº Ð
ØÖÓÒ
 ËØÖÙ
ØÙÖ ×
 ÌÓÖÝ Ò ÈÖ
Ø
Ð ÅØÓ×

´ÎÓÐ ½µº ÑÖ ÍÒÚÖ×ØÝ ÈÖ××¸ ¾¼¼º

½¼¾℄ º ÅÖÜ Ò Âº ÀÙØØÖº  ÁÒØÓ ÅÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
×º ÑÖ

ÍÒÚÖ×ØÝ ÈÖ××¸ ¾¼¼º

½¼¿℄ ÅÌÄ Ò ËØØ×Ø
× ÌÓÓÐÓÜ ÊÐ× ¾¼½¿º ÎÖ×ÓÒ º½º Ì ÅØ¹

ÏÓÖ× ÁÒ
º¸ ÆØ
¸ Å××
Ù×ØØ×¸ ¾¼½¿º

½¼℄ º ÅÙÖ Ò º ÐÐº Ð
ØÖÓÒ
¹×ØÖÙ
ØÙÖ 
Ð
ÙÐØÓÒ× Ò ÑÓÐ
ÙÐÖ¹

ÝÒÑ
× ×ÑÙÐØÓÒ× ÛØ ÐÒÖ ×Ý×ØÑ¹×Þ ×
ÐÒº ÈÝ×º ÊÚº ¸

¼¿½¿¾¸ ½º

½¼℄ º ÅÙÖ¸ º ÐÐ¸ Ò Êº Öº ÇÖØÐ ÓÖÑÙÐØÓÒ ÓÖ Ð
ØÖÓÒ
¹

×ØÖÙ
ØÙÖ 
Ð
ÙÐØÓÒ× ÛØ ÐÒÖ ×Ý×ØÑ¹×Þ ×
ÐÒº ÈÝ×º ÊÚº ¸

´½µ¿¸ ½¿º

½¼℄ Êº Å
ÏÒÝº ËÓÑ Ö
ÒØ ÚÒ
× Ò Ò×ØÝ ÑØÖÜ ØÓÖÝº ÊÚº ÅÓº

ÈÝ×º¸ ¿¾´¾µ¿¿¿¸ ½¼º

½¼℄ Ëº ÅÐÓÒ¸ Åº ÊÓ×Ø¸ º Ö
Ó¸ Äº ÖÖÖÓ¸ º ÅØØÓÒ¸ Ò

Äº ÓÐÓÑÓº ÓÑÔÙØØÓÒÐ ÑØÖÐ× ×
Ò
 ÔÔÐ
ØÓÒ ÔÖÓÖÑÑÒ

ÒØÖ
 ´ÅËÔµ  ØÓÓÐ ÓÖ ÚÐÓÔÒ ÔÔÐ
ØÓÒ× ÓÖ ØÓÑ×Ø
 ×Ñ¹

ÙÐØÓÒ×º ÓÑÔº ÈÝ×º ÓÑÑº¸ ½´½¹¿µ¾¸ ¾¼¼º



½¼

½¼℄ Æº º ÅÖÑÒº ÌÖÑÐ ÔÖÓÔÖØ× Ó Ø ÒÓÑÓÒÓÙ× Ð
ØÖÓÒ ×º

ÈÝ×º ÊÚº¸ ½¿´µ½½½¿¸ ½º

½¼℄ º ÅÓÐÖ Ò º Îº ÄÓÒº ÆÒØÒ ÙÓÙ× ÛÝ× ØÓ 
ÓÑÔÙØ Ø ÜÔÓ¹

ÒÒØÐ Ó  ÑØÖÜ¸ ØÛÒØÝ¹Ú ÝÖ× ÐØÖº ËÁÅ ÊÚº¸ ´½µ¿¸ ¾¼¼¿º

½½¼℄ Áº ÅÓÒØÚÝ Ò º ÅÒ×ØÖº ÉÙÒØÙÑ Ð× ÓÒ  ÄØØ
º ÑÖ

ÅÓÒÓÖÔ× ÓÒ ÅØÑØ
Ð ÈÝ×
×¸ ½º

½½½℄ Åº º ÅÓÖÐ×¸ º ÈÖÐÓÒ¸ º Ë
ÛÐÖ¸ Ò º Åº ÔÖÐÝº ÚÒ


ÓÖ  Ö×Ø¹ÓÖÖ ÐÕÙ¹ÐÕÙ ØÖÒ×ØÓÒ Ò ¹ÔÖ××ÙÖ ÝÖÓÒ ÖÓÑ

 ÒØÓ ×ÑÙÐØÓÒ×º ÈÖÓ
º ÆØº 
º Ë
º¸ ½¼´¾µ½¾½¾¼¿¸ ¾¼½¼º

½½¾℄ Ïº Âº ÆÐÐ×¸ º º ÀÑÐØÓÒ¸ Æº º ÀÓÐÑ×¸ Àº º ÊÓÙ×Ý̧ º Àº

Ê¸ º º ÅØ
ÐÐ¸ Ò Åº Æ
ÓÐº Ì ÒØÙÖ Ó Ø ÒØÖÓÖ Ó ÍÖÒÙ×

× ÓÒ ×ØÙ× Ó ÔÐÒØÖÝ 
× Ø  ÝÒÑ
 ÔÖ××ÙÖº Ë
Ò
¸

¾¼´¿µ½¸ ½º

½½¿℄ Ïº Âº ÆÐÐ×¸ º º ÀÑÐØÓÒ¸ Ò º º ÅØ
ÐÐº Ð
ØÖ
Ð 
ÓÒÙ
ØÚ¹

Ø× Ó ÑØÒ¸ ÒÞÒ¸ Ò ÔÓÐÝÙØÒ ×Ó
 
ÓÑÔÖ×× ØÓ ¼ È

´¼¼ Öµº Âº Ñº ÈÝ×º¸ ½½´¾µ½¼½½¼½¸ ¾¼¼½º

½½℄ Ïº Âº ÆÐÐ×¸ º Àº Ê¸ Åº ÚÒ ÌÐ¸ Ò º º ÅØ
ÐÐº ËÓ
 
ÓÑ¹

ÔÖ××ÓÒ Ó ÐÕÙ 
ÖÓÒ ÑÓÒÓÜ Ò ÑØÒ ØÓ ¼ È ´¼¼ Öµº

Âº Ñº ÈÝ×º¸ ´µ¿¼¿¼¿¸ ½½º

½½℄ Ïº Âº ÆÐÐ×¸ Ëº Ìº ÏÖ¸ Ò º º ÅØ
ÐÐº ÅÒÑÙÑ ÑØÐÐ
 
ÓÒÙ
¹

ØÚØÝ Ó Ù ÝÖÓÒ Ø ½¼ È ´½º ÑÖµº ÈÝ×º ÊÚº ¸ ´µ¿¿

¿¸ ½º

½½℄ Æº º Æ××¸ Åº Àº 
Ù¸ Ãº Ïº ÒÒÓÒ¸ Äº º ÙÖÐ¸ Âº º Èº

ÓÒÒÖÒÝ̧ Êº Èº ÄÔÔÒ¸ Ò º Åº ÆÙÙÖº ÅÒØ
 Ð× Ø

ÍÖÒÙ×º Ë
Ò
¸ ¾¿¿´µ¸ ½º

½½℄ Æº º Æ××¸ Åº Àº 
Ù¸ Äº º ÙÖÐ¸ Âº º Èº ÓÒÒÖÒÝ̧ Êº Èº

ÄÔÔÒ¸ Ò º Åº ÆÙÙÖº ÅÒØ
 Ð× Ø ÆÔØÙÒº Ë
Ò
¸

¾´¿µ½¿¸ ½º

½½℄ Çº Àº ÆÐ×Ò Ò Êº Åº ÅÖØÒº Ö×Ø¹ÔÖÒ
ÔÐ× 
Ð
ÙÐØÓÒ Ó ×ØÖ××º

ÈÝ×º ÊÚº ÄØØº¸ ¼´µ¼¼¸ ½¿º



½¼

½½℄ º Åº Æº ÆÐ××ÓÒº ÜØÒ ÓÖÒ¹ÇÔÔÒÑÖ ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
×º

ÈÝ×º ÊÚº ÄØØº¸ ½¼¼´½¾µ½¾¿¼¼¸ ¾¼¼º

½¾¼℄ Èº ÇÖÒ¸ º º ÖÓÐ¸ Åº Èº ÖÙÑ
¸ Ò Êº Åº ÅÖØÒº ÍÒ
ÓÒ¹

×ØÖÒ ÑÒÑÞØÓÒ ÔÔÖÓ
 ÓÖ Ð
ØÖÓÒ
 
ÓÑÔÙØØÓÒ× ØØ ×
Ð×

ÐÒÖÐÝ ÛØ ×Ý×ØÑ ×Þº ÈÝ×º ÊÚº ¸ ´½µ½½¸ ½¿º

½¾½℄ Èº ÇÖÒ¸ º º ÖÓÐ¸ Êº Åº ÅÖØÒ¸ Ò Åº Èº ÖÙÑ
º ÄÒÖ

×Ý×ØÑ¹×Þ ×
ÐÒ ÑØÓ× ÓÖ Ð
ØÖÓÒ
¹×ØÖÙ
ØÙÖ 
Ð
ÙÐØÓÒ×º ÈÝ×º

ÊÚº ¸ ½´¿µ½½¸ ½º

½¾¾℄ º Àº Êº ÈÐ×Ö Ò º º ÅÒÓÐÓÔÓÙÐÓ×º ÒÓÒ
Ð ÔÙÖ
ØÓÒ

Ó Ø Ò×ØÝ ÑØÖÜ Ò Ð
ØÖÓÒ
¹×ØÖÙ
ØÙÖ ØÓÖÝº ÈÝ×º ÊÚº ¸

´½µ½¾¼½¾½½¸ ½º

½¾¿℄ Îº ÈÒ Ò Âº Êº 
ÒØ ÔÖÐÐÐ ×ÓÐÙØÓÒ Ó ÐÒÖ ×Ý×ØÑ×º ÈÖÓ
¹

Ò× Ó Ø ½Ø ÒÒÙÐ Å ËÝÑÔÓ×ÙÑ ÓÒ Ø ÌÓÖÝ Ó ÓÑÔÙØÒ¸

ÆÛ ÓÖ¸ Ô× ½¿½¾¸ ½º

½¾℄ º º ÈÔ
ÓÒ×ØÒØÓÔÓÙÐÓ× Ò Åº Âº ÅÐº Ì ËÐØÖ¹ÃÓ×ØÖ ØØ¹

ÒÒ ÑØÓ  
ÓÑÔÙØØÓÒÐÐÝ 
ÒØ Ò 

ÙÖØ ÔÔÖÓ
º Âº

ÈÝ×º ÓÒº ÅØº¸ ½´½¼µÊ½¿Ê¼¸ ¾¼¼¿º

½¾℄ Ìº º È×
Ð¸ º Ë
Ö¸ º ÂÙÒ¸ Ò Ìº º ÃÒº ÇÒ Ø ×ÓÐÙØ

ØÖÑÓÝÒÑ
× Ó ÛØÖ ÖÓÑ 
ÓÑÔÙØÖ ×ÑÙÐØÓÒ×  
ÓÑÔÖ×ÓÒ Ó

Ö×Ø¹ÔÖÒ
ÔÐ× ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
×¸ Ö
ØÚ Ò ÑÔÖ
Ð ÓÖ
 Ð×º Âº

Ñº ÈÝ×º¸ ½¿´¾µ¾¼¸ ¾¼½¾º

½¾℄ Âº Èº ÈÖÛ Ò Ãº Ë
ÑØº Â
Ó³× ÐÖ Ó Ò×ØÝ ÙÒ
ØÓÒÐ ÔÔÖÓÜ¹

ÑØÓÒ× ÓÖ Ø Ü
Ò¹
ÓÖÖÐØÓÒ ÒÖÝº ÁÈ ÓÒº ÈÖÓ
º¸ ´½µ½

¾¼¸ ¾¼¼½º

½¾℄ Ïº Îº ÈØÖÝ×ÝÒº ÇÒ Ø ÒÚÖ×ÓÒ Ó ÑØÖ
× Ò ÐÒÖ ÓÔÖØÓÖ×º

ÈÖÓ
º ÅË¸ ½´µ¿¼½¸ ½º

½¾℄ Åº ÈÓÓÐ¸ Âº Áº ÈÓÓÐ¸ Ò Åº ÅÖÐÝº ÙÖØÖ ÒÚ×ØØÓÒ× Ó

ÖÒÓÑ ÑÓÐ× Ó ÍÖÒÙ× Ò ÆÔØÙÒº ÈÐÒØº ËÔ
 Ë
º¸ ´¾¹¿µ½¿

½½¸ ¾¼¼¼º



½¼

½¾℄ Åº ÈÓÓÐ¸ º ÏÞÑÒ¸ Ò Åº ÅÖÐÝº ÓÑÔÖØÚ ÑÓÐ× Ó ÍÖÒÙ×

Ò ÆÔØÙÒº ÈÐÒØº ËÔ
 Ë
º¸ ¿´½¾µ½½½¾¾¸ ½º

½¿¼℄ º ÈÖÓÒ Ò Ïº ÃÓÒº ÆÖ×ØÒ×× Ó Ð
ØÖÓÒ
 ÑØØÖº ÈÆË¸

½¼¾´¿¿µ½½¿½½¿¸ ¾¼¼º

½¿½℄ Èº Âº È×ÖÖÓ×º ÇÒ Ø mØ ÖÓÓØ× Ó  
ÓÑÔÐÜ ÑØÖÜº Ð
ØÖÓÒ


ÂÓÙÖÒÐ Ó ÄÒÖ ÐÖ¸ ¿¾½¸ ¾¼¼¾º

½¿¾℄ Èº ÈÙÐÝ Ò º ÓÖ×º Ó
 ÑØÖÜ ÝÒÑ
×º Ñº ÈÝ×º ÄØØº¸

¿´¹µ¾¾¾¸ ¾¼¼º

½¿¿℄ º Àº Êº ËÝ×ØÑØ
× Ó ¹ÔÖ××ÙÖ Ò ¹ØÑÔÖØÙÖ ÚÓÖ

Ó ÝÖÓ
ÖÓÒ×º Âº Ñº ÈÝ×º¸ ¼´¾µ¿¸ ½º

½¿℄ Ëº Ê
¸ º ÌÓÑ×Ò¸ Ò Âº ÅÙÐØÞ×
º ÖÓÒ ÆÒÓØÙ× ×


ÓÒ
ÔØ× Ò ÈÝ×
Ð ÈÖÓÔÖØ×º ÏÁÄ¹ÎÀ¸ ¾¼¼º

½¿℄ º Ê
ØÖ× Ò Ìº º ÃÒº ÄÕÙ ÑØÒ Ø ÜØÖÑ ØÑÔÖØÙÖ

Ò ÔÖ××ÙÖ ÁÑÔÐ
ØÓÒ× ÓÖ ÑÓÐ× Ó ÍÖÒÙ× Ò ÆÔØÙÒº ÂÌÈ

ÄØØº¸ ´µ½½¸ ¾¼½¿º

½¿℄ º Ê
ØÖ× Ò Ìº º ÃÒº ËÐ¹
ÓÒ××ØÒØ Ð ØÓÖÝ ×

ÑÓÐ
ÙÐÖ ÝÒÑ
× ÛØ ÐÒÖ ×Ý×ØÑ¹×Þ ×
ÐÒº Âº Ñº ÈÝ×º¸

½¼´½¿µ½¿½¼¸ ¾¼½º

½¿℄ Åº ÊÓ××º Ì 
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