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Kapitel 1
Einleitung

Die Komplexitétstheorie beschaftigt sich mit der Komplexitat von algorithmischen
Problemen. Es geht dabei um die Frage, welche Menge an Zeit- und/oder Platzres-
sourcen notwendig sind, um ein gegebenes Problem auf einer Maschine (z.B. Turing
Maschine) zu berechnen.

Eine besonders schwierige Problemstellung in diesem Bereich ist die Frage nach un-
teren Zeit- und/oder Platzschranken.

Fagin hat in seiner bahnbrechenden Arbeit einen direkten Zusammenhang zwischen
der wichtigen Komplexitatsklasse NP (die Menge der in nicht deterministischer poly-
nomieller Zeit berechenbaren Probleme) und existentieller Second Order Logik fest-
gestellt. In der Folgezeit konnten viele wichtige Komplexitdtsklassen mittels logischer
Sprachen beschrieben werden. Folgende Tabelle gibt einen knappen Uberblick:

Komplexitatsklasse logische Sprache | Referenz
Immermann, Vardi P = FO+LFP+< [15]
Fagin NP = 3S0O [10]
co-NP = VSO [10]
Stockmeyer PH = SO [25]

Untere Zeit- und/oder Platzkomplexitatsschranken konnen daher auch durch den
Nachweis von Ausdrucksschwdche bestimmter logischer Sprachen gefunden werden.
Um z.B. zu zeigen, daB ein algorithmisches Problem nicht in NP liegt, geniigt es zu
zeigen, dal} das Problem nicht in existentieller SO-Logik (auf endlichen Modellen)
ausgedrtckt werden kann.
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Die anfangliche Hoffnung, auf diesem Wege neue untere Komplexitatsschranken auf-
zufinden, hat sich allerdings nicht erfullt. Treffend stellte Fagin fest:

,»There is no free lunch*“.

Der Nachweis von Ausdrucksschwéche in voller existentieller SO-Logik scheint ex-
trem schwer zu sein. Verniinftiges Arbeiten ist bisher nur auf einfachen Fragmenten
von existentieller SO-Logik moglich. Ein solches einfaches Fragment erhélt man,
wenn man nur existentielle SO-Quantifizierung tber einstellige Relationen zuldRt.
Man bezeichnet diesen Teil von existentieller SO-Logik mit monadic NP. Monadic
NP ist einerseits deutlich ausdrucksschwécher als volle existentielle SO-Logik, ande-
rerseits liefert diese Tatsache die Mdglichkeit relativ einfache Beweise fuir Ausdrucks-
schwdche zu fiihren. Wesentliche Voraussetzung ist dabei die Beschrankung auf mo-
nadische (einstellige) SO-Quantifizierung (schon auf bindrem NP funktionieren alle
hier verwendeten Methoden nicht mehr).

Fagin bezeichnete die Beschéftigung mit monadic NP, als
,....training ground for attacking the problems in their full generality*.

Wie unten angedeutet wird, hat er monadic NP damit ein wenig unterbewertet.

Diese Arbeit beschaftigt sich mit der Ausdrucksstarke von monadischen Erweiterun-
gen von monadic NP. Dabei werden die folgenden Arten von Erweiterungen betrachtet:

1. Monadic NP + built-in Relationen (Kapitel 3 und 4).
2. Abschlisse von monadic NP:

a. PFO(monNP) = Positiver FO-Abschlul® von monadic NP.

b. Closed monadic NP = Abschluf? von monadic NP bzgl. FO-Quantifizierung
und existentieller monadischer SO-Quantifizierung.

Erstaunlicherweise kann die Betrachtung dieser Erweiterungen von monadic NP zu
hochst interessanten komplexitatstheoretischen Ergebnissen fiihren. Es gelten die fol-
genden Satze:

Satz 1 (Lynch 82)
monadic NP + built-in Addition + polynomielles Padding = NP

Polynomielles Padding bedeutet dabei eine Strukturerweiterung um polynomiell viele,
isolierte Knoten. Diese konnen im gewissen Sinne als Speicherbits interpretiert wer-
den.

Satz 2 (Schweikardt, Schwentick)
a) zweite Stufe von closed monadic NP + zwei built-in Nachfolgerrelationen O
monadic NP + built-in Addition.
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b) zweite Stufe von closed monadic NP + zwei built-in Nachfolgerrelationen +
polynomielles Padding = NP

Monadic NP ist also nicht bloB eine Ubungswiese, sondern kann im Zusammenhang
5

mit bestimmten monadischen Erweiterungen durchaus zur Antwort der Frage NP 7é
co-NP fihren.

1.1 Inhalt und Ergebnisse dieser Arbeit

Thema von Kapitel 3 und 4 ist monadic NP, erweitert um bestimmte Klassen von built-
in Relationen. Eine built-in Relation kann dabei als eine a priori festgelegte Struktur-
information interpretiert werden (siehe Definition 2.7).

Kapitel 5 und 6 beschaftigen sich hauptséchlich mit dem Abschluf} von monadic
NP bzgl. FO-Quantifizierung (kurz: PFO(monNP)). Angeschnitten wird auch der Ab-
schluf? von monadic NP bzgl. FO- und existentieller monadischer SO-Quantifizierung
(kurz: closed monadic NP) und der Abschluf3 einer beliebigen monadischen Sprache
L bzgl. FO-Quantifizierung (kurz: PFO(L)).

Das folgende Schaubild beschreibt den Aufbau dieser Arbeit und gibt einen Uberblick
der vorkommenden Erweiterungen von monadic NP (kurz: monNP):

Kapitel 1:

Einleitung

Kapitel 2:

S'atze, Defi nitionen
und Notationen

Kapitel 3 und Kapitel 4: Kapitel 5 und Kapitel 6:
Monadic NP + built-in Relationen Abschl usse monadischer
Sprachen
Kapitel 3: Kapitel 4: Kapite 5: Kapitel 6:
M Onadli(k:) NP+ Mon?j?.i ChNP'lt) e Positive FO-Abschl ‘usse Nicht-k-Farbbarkeit ¢
vzpé\_c are ur;len_ ich teilbare monadischer Sprachen, PFO(MONNP), k > 3
Relationen Relationen speziell: PFO(monNP) —
e Closed monadic NP
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1.1.1 Monadic NP + built-in Relationen

Im Zusammenhang mit monadic NP kdnnen built-in Relationen in zwei Klassen auf-
geteilt werden. Dazu die folgende Definition:

Definition 1
a) Einebuilt-in Relation B heifdt stark, falls

monadic NP+ B + polynomielles Padding = NP

b) Eine built-in Relation heil3t schwach, falls sie nicht stark ist.

Viele Arbeiten im Kontext von monadic NP + built-in Relationen beschéaftigen sich mit
der Grapheigenschaft Zusammenhang von Graphen. In den letzten drei Jahrzehnten
wurde fiir eine Vielzahl von built-in Relationen B gezeigt, dal3

Graphzusammenhang ¢ monadic NP + B. (%)
Dies hat zu der Vermutung geftuihrt (Fagin, Stockmeyer, Vardi, siehe [13]), daf3
Graphzusammenhang ¢ monadic NP + beliebige built-in Relationen.

Ein Hauptergebnis des ersten Teils dieser Arbeit ist eine Klassifizierung aller built-in
Relationen, von denen (bis 2002) (x) gezeigt werden konnte. Es ergibt sich eine (nicht
disjunkte) Zerlegung in die beiden Klassen:

e verpackbare built-in Relationen (Kapitel 3) und

¢ unendlich teilbare built-in Relationen (Kapitel 4).

Mit diesen Konzepten kann (x) fur neue Relationenklassen gezeigt werden. Dabei han-
delt es sich um:

e Aquivalenzrelationen

x-built-in Relationen

Relationen mit lokal beschrankter Baumweite

Relationen mit lokal verbotenem vollstandigen Minor
o Teilbarkeitsrelation

e Multiplikationsrelation

Desweiteren werden bekannte Ergebnisse mit neuen Methoden bewiesen. Die Beweise
sind dadurch intuitiver, einfacher und kiirzer geworden. Dabei wird (x) gezeigt fir:
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o Relationen mit beschrankter Baumweite (diese sind verpackbar) und
o Relationen mit verbotenem Minor K, (diese sind unendlich teilbar).

SchlieBlich wird gezeigt, daR verpackbare und unendlich teilbare Relationen schwach
im Sinne obiger Definition sind. Das bedeutet, daR alle built-in Relationen, fir die (x)
bisher gezeigt wurde, schwach sind.

(x) flr eine starke built-in Relation zu zeigen, scheint sehr schwer zu sein. Daher ist es
sinnvoll obige Vermutung abzuschwachen und zunéchst die Frage zu untersuchen, ob

Graphzusammenhang ¢ monadic NP + schwache built-in Relationen.

Dazu ist es wahrscheinlich notwendig eine brauchbare Klassifikation von schwachen
built-in Relationen zu finden. Am Ende von Kapitel 4 wird die Frage aufgeworfen, ob
eine Art Kombination der Eigenschaften verpackbar und unendlich teilbar eine solche
Klassifikation liefern konnte.

1.1.2 Abschl usse monadischer Sprachen

Wie oben erwdhnt kann es lohnenswert sein, sich mit der zweiten Stufe von closed
monadic NP zu beschéftigen. Erweitert man diese um zwei (einfache) Nachfolgerrela-
tionen, so erhalt man die volle Ausdrucksstdrke von monadic NP + built-in Addition.
Zusétzliches polynomielles Padding liefert sogar die volle Ausdrucksstarke von NP.
Im Kontext von closed monadic NP stellen sich insbesondere die folgenden zwei Fra-
gen:

1) Ist die Hierarchie innerhalb von closed monadic NP strikt?
2) Gilt: closed monadic NP # MSO (monadische Second Order Logik)?

Bezogen auf monadische Eigenschaften (solche die in MSO ausdrtickbar sind) scheint
es jedoch schon auf der zweiten Stufe von closed monadic NP sehr schwer zu sein,
Ausdrucksschwéche nachzuweisen.

Die bisherigen Ergebnisse auf diesem Gebiet beziehen sich daher nur auf
PFO(monNP). Als erstes ist es Fagin et al. gelungen fiir eine monadische Eigenschaft
zu zeigen, dal? diese nicht in PFO(monNP) ausdriickbar ist (siehe [3]). In der Folgezeit
konnte Marcinkowski nachweisen, dal} die Eigenschaft Erreichbarkeit in gerichteten
Graphen in PFO(monNP) nicht ausdrtickbar ist (siehe [18]).

Im zweiten Teil dieser Arbeit werden die beiden Beweise gegenubergestellt. Es wird
gezeigt, daB die zugrundeliegende Hauptidee in beiden Ansétzen identisch ist. Des-
weiteren wird der Beweis von Fagin et al. vereinfacht und verallgemeinert.

Das Hauptergebnis dieses Teils ist der Nachweis, dal3
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nicht-k-Farbbarkeit (kurz: nonkC) ¢ PFO(monNP), £ > 3.

Aus der Annahme, dalR NP = co-NP folgt nonkC ¢ closed monadic NP und da nonkC
leicht in co-monadic NP beschrieben werden kann, folgt eine positive Antwort auf die
zweite Frage.

Im Gegensatz zu den beiden obigen Eigenschaften (die beide in der zweiten Stufe
von closed monadic NP beschreibbar sind) hat also die Beschaftigung mit nonkC das
Potential eine positive Antwort auf die zweite Frage zu liefern.



Kapitel 2

Satze, Defi nitionen und Notationen

2.1 Endliche Relationsstrukturen

Eine Signatur S ist eine nichtleere Menge {Ri,..., R;,c1,...,cy} von Relatio-
nensymbolen R;,..., R, mit endlicher Stelligkeit «(R;),i = 1,...,1 und Kon-
stantensymbolen ¢y, ...,c,,. Eine endliche Struktur A dber S ist ein Tupel
(WA R RA et ), wobei (44, der Grundraum (auch Universum ge-
nannt), eine endliche, nichtleere Menge ist, R C xj‘ﬁf”uf‘ eine a(R;)-stellige Rela-
tion ist und ¢! € U4 eine Konstante ist.

Soweit es aus dem Zusammenhang Klar ist, wird in dieser Arbeit nicht zwischen Rela-

tionensymbolen und den zugehorigen Relationen unterschieden.

Beispiel 2.1

Eine spezielle, f'ur diese Arbeit entscheidende, Signatur ist die zu Graphstrukturen
geh'orende Signatur { E'}, wobei E eine zweistellige, symmetrische Kantenrelation
ist. Graphstrukturen werden ‘ublicherweise mit G bezeichnet, der Grundraum £ in
diesem Falle oftmals mit V(G) (V f'ur Vertex Set).

Oftmals werden nicht reine Graphstrukturen, sondern um bestimmte Relationen und
Konstanten erweiterte Graphstrukturen betrachtet. Das bedeutet Strukturen mit Signa-
tur S = {E,Ry,...,R;,c1,...,c}, wobel Ry, ..., R, Relationen und cy, ..., cp,
Konstanten sind. Auch dieser Typ von Strukturen wird in dieser Arbeit as Graph-
struktur bezeichnet.

Bemerkung 2.2

Dain dieser Arbeit fast ausschliefdlich mit Graphstrukturen gearbeitet wird, beziehen
sich diefolgenden Betrachtungen auf Graphstrukturen. Die Verallgemeinerung auf be-
liebige Strukturen ist leicht durchzuf ubren.

SeiG = (V(G),E,Ry,...,R,cq,...,cp) eine Graphstruktur mit zweistelligen Re-
lationen Ry, ..., R, und Konstanten ¢y, ..., c¢,. Zwei Knoten z,y € V(G) sind R;-
benachbart, wenn R;(x,y) (d.h. (z,y) € R;). Der Grad eines Knoten = € V(G)

7
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bzgl. R;, kurz degy (), ist die Anzahl der Knoten aus V'(G), die mit = R;-benachbart
sind. Oft schreibt man auch nur deg(x), falls R; aus dem Zusammenhang klar ist.

Der Grad von G bzgl. R; ist definiert durch

degy (G) := max (degy (z)).

zeV(G)

Der Abstand dist;(x,y) zweier Knoten z,y € V(G) ist die Ladnge eines kiirzesten
Weges von x nach y in G. Falls kein solcher Weg existiert, so ist der Abstand als
oo definiert. Der Abstand dist;(x, U) eines Knoten z € V(G) zu einer Teilmenge
U C V(G) ist definiert durch

distg(z,U) = mig (distg(x,u)) .
ue

Bezieht sich der Abstand nur auf eine bestimmte Relation R; in GG, so bezeichnet man
das mit distg, (x, y).

Analog kann sowohl Abstand als auch Grad fiur eine Menge von Relationen
(R, ..., Ry) definiert werden. Dies wird mitdeg p, ) (z) unddistg, g, (v, y) be-
zeichnet.

Fur k& > 0 ist die k-Nachbarschaft V¢ (z) eines Knoten = € V(G) als die folgende
Unterstruktur von G definiert:

N (x) == G | {y € V(G); diste(z, y) < k}.

Dabei ist G | U die Struktur mit Grundraum U C V(G) und kanonisch reduzierten
Relationen R{, ..., RY.

Falls die zugrundeliegende Struktur G klar ist, wird auch oft die Bezeichnung \;, ver-
wendet. Manchmal ist es nétig die k-Nachbarschaft eines Knoten nicht beziiglich der
kanonischen Distanzfunktion, sondern beziglich einer bestimmten Distanzfunktion §
zu betrachten. Diese wird dann mit A} bezeichnet.

2.2 Deskriptive Komplexitatstheorie

Als Fagin 1974 den folgenden Satz présentierte, war das die Geburt der deskriptiven
Komplexitatstheorie.

Satz 2.3 (Fagin 74)
Die Graphklasse P ist genau dann in NP, wenn es eine Formel ¢ € 3SO gibt, so dal
furaleG gilt:

GePeGEop.

Beweis: Siehe [10].
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Anders geschrieben bedeutet obiger Satz NP = 3S0O, d.h. alle Graphklassen, die in
NP liegen, konnen mittels eines existentiellen Second-Order Satzes beschrieben wer-
den. In den folgenden Jahren konnten weitere Komplexitéatsklassen mittels logischer
Sprachen klassifiziert werden. Folgende Tabelle zeigt die Wichtigsten auf:

Komplexitatsklasse logische Sprache | Referenz
Immermann, Vardi P = FO+LFP+< [15]
Fagin NP = 3S0 [10]
co-NP = VSO [10]
Stockmeyer PH = SO [25]

Diese Klassifizierung erdffnet vollig neue Wege, um Komplexitatsklassen zu trennen.
Um z.B. zu zeigen, da NP = co-NP, wirde es geniigen fur eine Graphklasse P €
NP zu zeigen, daB sie nicht in VSO ausgedriickt werden kann. Es geht also nunmehr
darum Ausdrucksschwéche von logischen Sprachen zu untersuchen.

Die in dieser Arbeit hauptsachlich verwendeten logischen Sprachen sind:
e First-Order Logic = FO
e monadic NP
e PFO(monadic NP)
e closed monadic NP
e Second-Order Logic = SO

Die zu FO und SO notwendigen Definitionen kénnen in der Standardliteratur nachge-
lesen werden (z.B. [8]). Ebenso werden die Begriffe Formel, Satz, Quantorenrang hier
nicht definiert. Die logischen Sprachen monadic NP, PFO(monadic NP) und closed
monadic NP werden in den folgenden Definitionen erldutert.

Definition 2.4
a) Existentielle Second-Order Logik (3S0) ist eine abgeschw achte Form von
Second-Order Logik. Es sind nur existentielle SO-Quantoren erlaubt.

350 = {3R, - --3Rp; | € N, R; Relation, p € FO}.

b) Monadic NP (kurz monNP) ist eine Teilmenge von 34SO. Es kann nur noch “uber
einstellige Relationen quantifi ziert werden.

monadic NP:= {3R; ---3R,p; | € N, R;einstellige Relation, o € FO}.
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¢) PFO(monadic NP), kurz PFO(monNP), ist der Abschluf3 von monadic NP bzgl.
FO-Quantifi zierung. Mittels regul arer Ausdr ‘ucke kann PFO(monNP) wie folgt
beschrieben werden:

PFO(MonNP) := (3]v)* (31)* o, peFO.

d) Closed monadic NP, kurz cmonNRP, ist der Abschlu3 von monNP bzgl. FO-
Quantifi zierung und existentieller monadischer SO-Quantifi zierung. Mittels re-
gul ‘arer Ausdrucke kann cmonNP wie folgt beschrieben werden:

cmonNP := <3|V\E|1)* o, peFO.

Bemerkung 2.5

Daim weiteren Verlauf fast ausschlieldlich monadische SO-Quantifi zierungen verwen-
det werden, wird im Folgenden der Index 1 im Quantor 31 weggelassen. Auf nicht
monadische Quantifi zierung wird jeweils explizit hingewiesen.

Ahnlich wie z.B. die polynomielle Hierarchie (PH) oder die monadische Hierarchie
kann closed monadic NP formal in Stufen unterteilt werden. Diese Stufen unterschei-
den sich in der Anzahl der geschachtelten SO-Quantorenbldcke. Folgende Definition
prézisiert dieses.

Definition 2.6
a) Die i-te Stufe von closed monadic NP (kurz i-cmonNP) besteht aus den-
jenigen Formeln aus cmonNP, deren Quantorenblock h'ochstens i (durch FO-
Quantorenbl ‘ocke getrennte) existentielle SO-Quantorenbl ‘'ocke enth'alt. Im Falle
von genau i existentiellen SO-Quantorenbl ‘'ocken beginnen die Formeln mit ei-
nem existentiellen SO-Quantorenbl ock.

Insbesondere entspricht monadic NP gerade der ersten Stufe von closed monadic
NP

b) Alsi-te Zwischenstufe von closed monadic NP bezeichnet man den Abschluf3
von i-cmonNP bzgl. FO-Quantifi zierung.

Ebenso wie in der polynomiellen Hierarchie ist die Frage nach der Striktheit dieser
Hierarchie offen. Ein Zusammenfall von cmonNP auf die zweite Stufe ist moglich.
Fur die monadische Hierarchie konnten Matz, Schweikardt und Thomas die Striktheit
nachweisen (siehe [20],[19]). Eine direkte Anwendung der dort verwendeten Metho-
den, fir die Hierarchie in closed monadic NP, scheint nicht mdglich zu sein.

2.3 Built-in Relationen

Bei der Beschéaftigung mit der logischen Sprache monadic NP konnte im Laufe der
Zeit von einigen Grapheigenschaften gezeigt werden, daB sie nicht ausdrtickbar sind
in monadic NP. Folgende Tabelle gibt einen knappen Uberblick:



2.3. BUILT-IN RELATIONEN 11

| Eigenschaft | Referenz |
Hamilton Kreis [27]
Graphzusammenhang [11]
Erreichbarkeit in gerichteten Graphen [2]
nicht-3-Farbbarkeit [5]

Viele dieser Eigenschaften sind in polynomieller Zeit entscheidbar, d.h. monadic NP
ist in gewissem Sinne ausdrucksschwach. Auf der anderen Seite beruhen die obigen
Nichtausdriickbarkeitsbeweisen ganz wesentlich darauf, dal3 nur monadisch quantifi-
ziert wird. Schon das Zulassen von bindrer SO-Quantifizierung macht alle bisherigen
Beweismethoden unmaglich.

Will man also monadic NP einerseits verstarken, andererseits bekannte Methoden in
Nichtausdrucksbeweisen verwenden, so sollte man nicht auf die Eigenschaft mona-
disch verzichten. Eine Mdglichkeit (diese wird in den Kapiteln 3 und 4 betrachtet) ist
die Hinzunahme von built-in Relationen. Dazu folgende Definition:

Definition 2.7
Eine FolgeB =(B,,).,en heif3t built-in Relation, falls:

1. B;,i € N, ist eine«(B;)-stellige Relation.
2. a(B;) = a(By) furalei,j € N, d.h. alle Relationen haben dieselbe Stelligkeit.

3. Der Grundraum, auf dem B,, defi niert ist, hat M “achtigkeit n. Esreicht als Grund-
raum das Fragment [n] := {1, ..., n} der nat urlichen Zahlen zu verwenden (Iso-
morphieabgeschlossenheit).

Bemerkung 2.8
1. Fallsa(B;) = 2, so nennt man B eine bin‘are built-in Relation. In dieser Arbeit
werden haupts achlich bin‘are built-in Relationen untersucht.

2. Wichtige Beispiele f ur built-in Relationen kann man der folgenden Tabelle ent-
nehmen:

succ | succ(z,y) < y=x+1 Nachfolger-Relation
< <(z,y) < x <y Ordnungs-Relation

add | add(x,y,z) < z=x+Yy Additions-Relation

BIT | BIT(x,y) < Bityinbin(x)ist1 BIT-Relation
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Die Erweiterung einer logischen Sprache L um eine built-in Relation B bedeutet das
Hinzufligen von B zur festgelegten Signatur S. Im Falle von Graphstrukturen betrach-
tet man also die Signatur S=(Z,B). Dabei ist die built-in Relation B fixiert, hdngt also
nicht von der Graphstruktur G, sondern nur von deren GroRe |V| ab. Folgende Defi-
nition beschreibt die Ausdruckskraft von monNP + B:

Definition 2.9
Eine Grapheigenschaft P ist in monNP + B genau dann defi nierbar, wenn es eine
monadic NP-Formel B ‘uber der Signatur (EB) gibt, so da3 f'ur jeden Graph
G=(V(G),E(G)) gilt:

(G, B\V(G)|) = QDB < GeP.

Bemerkung 2.10
a) Built-in Relationen d’urfen nicht mit existentieller SO-Quantifi zierung ‘uber Re-
lationen verwechselt werden. Die letzteren k'onnen beliebig interpretiert wer-
den, wohingegen built-in Relationen a-priori festgelegt sind. Im Allgemeinen ist
existentielle SO-Quantifi zierung viel méachtiger, als das Hinzuf ‘ugen einer z.B.
zweistelligen built-in Relation.

Zum Beispiel |'al3t sich zeigen (siehe[7]), dal3 Graphzusammenhang ausdr uckbar
ist in 3Succ FO. Dies ist das Fragment von bin‘arem NP, in dem nur bin ares
Quantifi zieren "uber Nachfolgerrelationen erlaubt ist.

b) Im Allgemeinen wird eine logische Sprache durch Hinzunahme einer built-in
Relation starker. Z.B. |'al3t sich leicht zeigen, dal3 die Eigenschaft Paritit des
Universums in monadic NP nicht ausdr uckbar ist, aber sehr wohl in monadic NP
+ Succ ausdr ‘uckbar ist.

¢) Nat urlich gibt es auch Unterschiede zwischen verschiedenen built-in Relationen.
Z.B. ist monadic NP + eine Ordnungsrelation ausdrucksst arker, als monadic NP
+ eine Nachfolgerrelation (siehe dazu[21]).

2.4 Ehrenfeucht-Fraisse Spiele

Die durch Fagin eingeleitete Klassifizierung von Komplexitatsklassen mittels logischer
Sprachen eroffnet vollig neue Wege zur Trennung von Komplexitatsklassen. Gezeigt
werden muB eine Ausdrucksschwéche von logischen Sprachen. Da alle diese Klassifi-
zierungen nur auf endliche Modelle bezogen sind, muB diese Ausdrucksschwéche auf
endlichen Modellen nachgewiesen werden. An dieser Stelle versagen die meisten Me-
thoden der allgemeinen Modelltheorie, die zum Nachweis von Ausdrucksschwéche lo-
gischer Sprachen dienen (z.B. Kompaktheitssatz, Satz von Loéwenheim-Skolem). Die-
se beruhen wesentlich auf der Mdoglichkeit unendliche Modelle in Betracht zu zie-
hen. Eine Methode, die auf endlichen Modellen verwendet werden kann, ist die der
Ehrenfeucht-Fraisse Spiele, kurz EF-Spiele.
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Mittels E(hrenfeucht)-F(raisse)-Spielen kann also Ausdrucksschwache von logischen
Sprachen auf endlichen Modellen bewiesen werden. Konkret bedeutet das zu zeigen,
daR eine bestimmte Grapheigenschaft P in einer bestimmten logischen Sprache L nicht
ausdriickbar ist. Dabei hdangen die Spielregeln des EF-Spiels von der Sprache L ab. Die
Regeln zu den in dieser Arbeit hauptsdchlich betrachteten logischen Sprachen werden
im Folgenden dargestellt. Eine ausfihrliche Darstellung mit Beispielen und Beweisen
der in diesem Zusammenhang auftretenden Sétze findet man z.B. in [15],[9].

Allgemein wird das EF-Spiel von den zwei Spielern Spoiler (bad guy) und Duplikator
(good guy) bestritten, die entgegengesetzte Ziele haben. Als Spielbretter dienen zwei
Strukturen Go € P und G, ¢ P. Spoilers Ziel ist es, den Unterschied der beiden
Strukturen G, G; nachzuweisen, wogegen Duplikator versucht diesen zu vertuschen.

Das FO-Spiel

Sei P eine Grapheigenschaft. Die Spielregeln des FO-Spiels zur Eigenschaft P lauten
wie folgt:

o

. Spoiler wihlt eine Rundenzahl » € N.
1. Duplikator wahlt eine Struktur G, € P.
2. Duplikator wahlt eine Struktur G ¢ P.

3. Firi < r wahlt (dies wird auch oft mit spielt bezeichnet) Spoiler einen beliebi-
gen Knoten in einer der beiden Strukturen. Im Anschlul® wahlt Duplikator einen
Knoten aus der anderen Struktur. Damit ist die i-te Spielrunde abgeschlossen.

Die in der i-ten Runde gewdhlten Knoten werden mit a; € V(Gy) und b; €
V(G1) bezeichnet.

4. Duplikator gewinnt das Spiel, falls nach der r-ten Runde

(Gol{al,...,ar},al,...,ar)’é (Gl l {bl,...,br},bl,...,br).

Andernfalls gewinnt Spoiler.

Insbesondere kann Duplikator leicht gewinnen, wenn die Strukturen G, und G,
isomorph sind.

Bemerkung 2.11

Spoilers Zid ist es also, im Laufe des Spieles, den Unterschied der beiden Strukturen
Go, G1 zu zeigen. Dazu wird er versuchen seine Knoten so zu spielen, dal3 Duplikator
keineisomorphe Antwort fi nden kann. Duplikator hingegen hat das gegenteilige Zid,
S0 zu spi€elen, dals er immer eineisomorphe Antwort auf Spoilers Spielzug fi ndet.
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Kann ein Spieler so spielen, dal? er auf jeden Fall gewinnt, unabhéngig davon, wie der
andere Spieler sich verhélt, so sagt man, dal3 dieser Spieler eine Gewinnstrategie hat.
Die Bedeutung von EF-Spielen liegt in dem folgenden, auf Ehrenfeucht und Fraisse
zuriickgehenden Satz.

Satz 2.12
Die Grapheigenschaft P ist genau dann in FO defi nierbar, wenn Spoiler eine Gewinn-
Strategie im FO EF-Spid bzgl. P hat.

Das folgende Korollar weist den Weg, der in den folgenden Kapiteln bestritten wird.

Korollar 2.13
Falls Duplikator eine Gewinnstrategie im FO EF-Spiel bzgl. P hat, so ist P nicht
defi nierbar in FO.

Bemerkung 2.14
1. Eine genaue Betrachtung des Beweises von Korollar 2.13 ergibt, dal3 man ein-
zelne Spielrunden mit einzelnen FO-Quantoren identifi zieren kann. Setzt man
r € N im Schritt O fest und spielt weiter mit diesemr, so nennt man dieses Spiel
r-Runden FO-Spiel. Es gilt nun folgender Zusammenhang zwischen Quanto-
rentiefe von FO-Formeln und Rundenzahl r im r-Runden FO-Spid.

Satz 2.15
Falls Duplikator das r-Runden FO-Spiel bzgl. P gewinnt, so ist P nicht aus-
dr'uckbar mittels einer Formel ¢ € FO mit Quantorenrang < r.

2. Ziel der folgenden K apitel wird es daher oft sein f ur beliebigesr € N Strukturen
Gy € P,G1 ¢ P zu fi nden, so daf$ Duplikator das r-Runden Spiel auf Gy, G4
gewinnt.
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Das monadic NP Spiel

Nach obiger Bemerkung kann man eine Spielrunde im FO-Spiel gerade mit einem
FO-Quantor einer Formel ¢ € FO in Bezug setzen. Insbesondere kann eine Graph-
eigenschaft P nicht mittels einer FO-Formel o mit Quantorenrang r definiert werden,
falls Duplikator eine Gewinnstrategie im r-Runden FO-Spiel bzgl. P hat.

Die in monadic NP zusétzlich auftretenden monadischen SO-Quantoren driicken sich
im monadic NP-Spiel durch zusétzliche sogenannte Farbungsrunden aus. Hier die
Regeln des monadic NP-Spiels bzgl. P:

0. Spoiler wahlt Parameter ¢, r € N.

1. Duplikator wahlt eine Struktur G, € P.

2. Duplikator wahlt eine Struktur G; ¢ P.

3. Spoiler wéhlt ¢ Mengen C1, ..., C. C V(Gy).

4. Duplikator wahlt ¢ Mengen Dy, ..., D, in V(Gy).

Bemerkung: Die Schritte 3 und 4 bezeichnet man auch als Farbungsrunde, was
damit begriindet ist, dal? jeder Knoten aus V' (Gy) (und V' (G1)) mit den Farben
Cy,...,C.(Dy,...,D,.) gefarbt wird.

5. Fur ¢ < r wahlt Spoiler einen beliebigen Knoten in einer der beiden Struktu-
ren Go, Gy, danach wahlt Duplikator einen beliebigen Knoten in der anderen
Struktur.

Die in der i-ten Runde gewdhlten Knoten werden mit a; € V(Go) und b; €
V(G1) bezeichnet.

6. Duplikator gewinnt das Spiel, falls
(GO l {al,...,CLT},Cl,...,Cc,al,...,ar) = (Gl l {bl,...,br},Dh...,Dmbl,...,b?«).
Andernfalls gewinnt Spoiler.

Dieses Spiel charakterisiert monadic NP in derselben Weise, wie das FO-Spiel FO-
Logik charakterisiert.

Aufgrund der nicht vorkommenden Alternationen von Second Order All- und Exi-
stenzquantoren in monadic NP konnen die Spielregeln des monadic NP Spiels zugun-
sten des Duplikators veréandert werden.

Dieses von Ajtai und Fagin ([2]) modifizierte Spiel heil3t Ajtai-Fagin Spiel und wird
in dieser Arbeit auch oft monNP-Spiel genannt.

Im gewdhnlichen monadic NP-Spiel ist es fur Duplikator im allgemeinen viel schwerer
zu gewinnen. Da eine Gewinnstrategie fir Duplikator eine Ausdrucksschwéche fir
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monadic NP bedeutet, wird in dieser Arbeit ausschliellich das Ajtai-Fagin Spiel im
Zusammenhang mit monadic NP verwendet.

Es folgen die Regeln des Ajtai-Fagin Spiels bzgl. P:

0. Spoiler wahlt Parameter ¢, r € N.

1. Duplikator wahlt eine Struktur G € P.

2. Spoiler wéhlt ¢ Mengen C1, ..., C. C V(Gy).

3. Duplikator wéhlt eine Struktur G, ¢ P.

4. Duplikator wéhlt ¢ Mengen D, ..., D. C V(Gy).

5. Fur ¢ < r wahlt Spoiler einen beliebigen Knoten in einer der beiden Struktu-
ren Gg, Gy, danach wahlt Duplikator einen beliebigen Knoten in der anderen
Struktur.

Die in der i-ten Runde gewdhlten Knoten werden mit a; € V(Go) und b; €
V(G1) bezeichnet.

6. Duplikator gewinnt das Spiel, falls

(GOl{al,...,ar},C’l,...,C’c,al,...,ar)’E (Gl l {bl,---,br},Dl,---,Dc,bl,---

Andernfalls gewinnt Spoiler.

Im Unterschied zum gewohnlichen monadic NP-Spiel mul} sich Duplikator im Ajtai-
Fagin Spiel erst nachdem Spoiler G, gefarbt hat, auf die Wahl von G, festlegen. Dies
macht zwar, auf der einen Seite Duplikator nicht machtiger, in dem Sinne, dal3 er
Gewinnstrategien bzgl. einer Grapheigenschaft P hétte, die er nicht im gewohnlichen
monadic NP Spiel hat, auf der anderen Seite erleichtert es aber das Auffinden von
Gewinnstrategien im hohen Male. Eine genauere Betrachtung zum Verhaltnis dieser
beiden Spiele findet man in [12].

Es gilt nun folgende zu Satz 2.12 analoge Aussage:

Satz 2.16 (Ajtai-Fagin)
Eine Grapheigenschaft P ist genau dann in monadic NP defi nierbar, wenn Spoiler eine
Gewinnstrategie im Ajtai-Fagin-Spiel bzgl. P hat.

Es folgt sofort folgendes Korollar:

Korollar 2.17
Falls Duplikator eine Gewinnstrategie im Ajtai-Fagin-Spiel bzgl. P hat, so ist die
Grapheigenschaft P in monadic NP nicht defi nierbar.
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Das PFO(monNP)-Spiel

Nun wird das zur Logik PFO(monNP) gehtrende Spiel vorgestellt. PFO(monNP)-
Formeln unterscheiden sich von monadic NP-Formeln durch einen vorangestellten
FO-Quantorenblock. Im PFO(monNP)-Spiel, dessen Regeln nun folgen, driickt sich
das in vorangestellten FO-Spielrunden aus.

0. Spoiler wahlt Parameter r1, ¢, 7y € N.

1. Duplikator wahlt eine Struktur G € P.
2. Duplikator wéhlt eine Struktur G, ¢ P.
3

. Fur ¢« < r; wahlt Spoiler einen beliebigen Knoten in einer der beiden Struk-
turen GGy, GG1, danach wahlt Duplikator einen beliebigen Knoten in der anderen
Struktur.

Die in der i-ten Runde gewdhlten Knoten werden mit a; € V(Go) und b; €
V' (G1) bezeichnet.

4. Spoiler wahlt ¢ Mengen C, ..., C. C V(G)).

5. Duplikator wéhlt ¢ Mengen Dy, ..., D.in V(G).

6. Fur i < ro wahlt Spoiler einen beliebigen Knoten in einer der beiden Struk-
turen Gy, G1, danach wéhlt Duplikator einen beliebigen Knoten in der anderen
Struktur.

Die in der i-ten Runde gewihlten Knoten werden mit @; € V(Go) und b; €
V(G) bezeichnet.
7. Duplikator gewinnt das Spiel, falls

(Gol«{0’17'"7a/7‘17a_17"'7a/_7‘2}7Cl7"'7CC7a17"'7aT‘17a/_17"'7a_T‘2)
~Y

(Gl l« {bh'"ubmab_lw"7@}71317"'7Dmblu"'vbnab_lv"'ua)'

Andernfalls gewinnt Spoiler.

Auch hier gilt eine zu Satz 2.12 analoge Aussage:

Satz 2.18
Eine Grapheigenschaft P ist genau dann in PFO(monNP) defi nierbar, falls Spoiler eine
Gewinnstrategie im PFO(monNP)-Spiel bzgl. P hat.

Korollar 2.19
Falls Duplikator eine Gewinnstrategie im PFO(monNP)-Spiel bzgl. P hat, so ist die
Grapheigenschaft P in PFO(monNP) nicht defi nierbar.
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Bemerkung 2.20

Eine Vereinfachung des PFO(monNP)-Spiels wie im Falle des monadic NP-Spiels ist
nicht m'oglich. Diese Vereinfachung beruhte ganz wesentlich auf der Tatsache, daf3
monadic NP Formeln mit einem Block existentieller, monadischer SO-Quantoren be-
ginnen. Im Spiel entspricht das der Wahl von ¢ Farben in beiden Strukturen. Dabei | al3t
man zun'achst Spoiler ¢ Farben in (;; w'ahlen und kann sich im Anschlul3 (!) an diese
Farbung auf eine Struktur (G festlegen. Daim PFO(monNP)-Spiel vor den F arbungs-
runden noch FO-Runden gespielt werden, m'ussen beide Strukturen (y, G1 vor Beginn
der F arbungsrunden feststehen.

Der Schritt 0 in den vorangegangenen Ehrenfeucht-Fraisse Spielen kommt in der Stan-
dardliteratur so nicht vor. Stattdessen gibt es zu jeder Parameterwahl ein spezielles
Spiel. Diese werden mit

¢ r-Runden FO-Spiel
e (c,r)-monNP Spiel
e (r1,c,r3)-PFO(monNP) Spiel

bezeichnet. Die Satze 2.12-2.18 miissen mit diesen Bezeichnungen wie folgt umfor-
muliert werden:

Satz 2.21

Eine Grapheigenschaft P ist genau dann in FO (monNF, PFO(monNP)) defi nierbar,
wenn es eine Parameterwahl r € N ((k,r) € N?, (ry, k,ry) € N3) gibt, so daf3 Spoi-
ler eine Gewinnstrategie im speziellen FO (monNE, PFO(monNP)) Spiel bzgl. dieser
Parameterwahl und P hat.

Analog die Umformulierung der Korollare:

Korollar 2.22

Sei P eine Grapheigenschaft. Falls Duplikator f ur jede Parameterwahl r € N ((k,r) €
N2 (r, k,ry) € N) eine Gewinnstrategie im speziellen FO (monNRP PFO(monNP))
Spiel bzgl. dieser Parameterwahl und ‘P besitzt, so ist die Eigenschaft P nicht aus-
dr’uckbar in FO (monNR, PFO(monNP)).

Auch spricht man oft vom r-Runden ((c¢, 7)-monNP, (71, ¢, 5)-PFO(monNP)) Spiel
auf Go, G1. In diesem Fall sind sowohl die Parameter als auch die Spielstrukturen
Gy, G festgelegt. Das Spiel wird bzgl. dieser Parameter und Spielstrukturen wie im
allgemeinen Fall fortgesetzt.

Eine spezielle, in den Kapiteln 5 und 6 benotigte Art des PFO(monNP) Spiels wird
mit (3v)" (¢, r2)-PFO(monNP) Spiel bezeichnet. Es handelt sich dabei um eine Form
des (2ry, k, r2)-PFO(monNP) Spieles, in dem in den ersten 2r; Spielrunden Spoiler
jeweils abwechselnd einen Knoten aus der Struktur G und der Struktur G, auswahlt.
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Dies entspricht der oben angedeuteten Korrespondenz von FO-Spielrunden mit FO-
Quantoren. Insbesondere entspricht ein Allquantor einer Spielrunde, in der Spoiler
einen Knoten aus (G; auswahlen muf, hingegen ein Existenzquantor einer Spielrunde,
in der Spoiler einen Knoten aus G, auswahlt.

Folgendes Korollar ergibt sich direkt aus obigen Korollar fur das (ry,c,79)-
PFO(monNP) Spiel:

Korollar 2.23

Gewinnt Duplikator f'ur jede Parameterwahl (11,c,75) € N? das (V)" (c,r5)-
PFO(monNP) Spiel bzgl. P, soist die Eigenschaft P nicht in PFO(monNP) ausdr uck-
bar.

2.5 Monadische Erweiterungen, Pratixe und Spiele

Definition 2.24
Sai L einelogische Sprache.

a) L heil3t monadisch, falls L ¢ SO und L nur monadische SO-Quantoren ver-
wendet.

b) Eine Erweiterung L von L heif3t monadische Erweiterung, falls L eine mona-
dische Sprache ist.

Insbesondere ist die Formelmenge einer monadischen Sprache immer eine Teilmenge
von MSO := (3|V|3|V)* y, wobei ¢ € FO.

Bemerkung 2.25
In dieser Arbeit wird die Ausdrucksst arke von monadischen Erweiterungen von mo-
nadic NP untersucht.

Um Ausdrucksschwache einer monadischen Sprache L mit EF-Spielen nachzuweisen,
wird man zundchst wiederum bestimmte Parameter festlegen und bzgl. dieser Parame-
ter das Spiel spielen.

Eine solche festgelegte Parameterwahl kann durch monadische Prafixe beschrieben
werden. Dazu die folgende Definition.

Definition 2.26
a) Einmonadisches Prafix W ist eine Teilmenge aus der Menge (3*|V*|3*|v*)*.

b) Das zu W komplementare monadische Prafix W entsteht, indem man f ur alle
w € W folgende Transformation der Symbole durchf uhrt:

F* - Vv*
\v/* N 3*
F -

\v/* N 3*
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Analog kann zu jedem Element w € W das komplement are Elementw € W
defi niert werden.

¢) Jedes monadische Pr'afi x W defi niert eine monadische Sprache L(W). Die For-
melmenge von L (W) ist gegeben durch

L(W) ={wp; we W, ¢ e FO, Quantorentiefe von ¢ = 0}.

Analog defi niert jedes Element w € W eines monadischen Pr afi xes eine mona-
dische Sprache L(w) mit Formelmenge

L(w) = {wy; ¢ € FO, Quantorentiefe von ¢ = 0}.

d) Mit ®L(W) wird der Boolesche Abschlul3 von L (W) bezeichnet.
e) MitPFO(W) wird der AbschluBvon L (W) bzgl. FO-Quantifi zierung bezeichnet.

f) Sei W ein monadisches Pr'afi x und w € W. Die Pé&fixdarstellung von w ist
eine Kodierung von w mittels folgender bijektiven Abbildung:

P: AV 3V)* — ({3,V,3,V} x N)*.

Sew = w...w € Wund(ly,...,l,) derart gew’ahlt, dal3 vy, = --- =
Wiy, —1 7é Wi,y dann ist

P((wy,...,w)) = ((wy, lh), (wiy, l2), ..., (wy,, ).

Die Pr'afi xdarstellung beschreibt also ein w € W durch Angabe der L ‘ange von
Bl ocken identischer Quantoren. Die L ‘ange | eines SO-Quantorenblockes nennt
man auch Farbungszahl.

Das w- und Gw-Spid

Sei W ein monadisches Préfix und w € W. Jedem solchen klein w (dw) 1&Bt sich
ein spezielles EF-Spiel zuordnen. Die Regeln dieses w-Spiels (®w-Spiels) werden
im Folgenden beschrieben. Sie ergeben sich direkt aus den oben mehrfach erwéhnten
Korrespondenzen zwischen bestimmten Spielrunden und bestimmten Quantorentypen.

Sei w = (wy, ..., w,) Mitw; € {3,V,3,V}.
1. Duplikator wéhlt G, € P.
2a. Duplikator wahlt G, ¢ P.

(2b. Im Falle des ®w-Spiels entscheidet Spoiler nun, ob der weitere Spielverlauf mit
dem monadischen Préfix w oder dem monadischen Prafix w fortgesetzt wird.)
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3. Firi <n:

w; = 3. Spoiler wahlt einen Knoten a; € GGo. Duplikator antwortet mit einem Kno-
ten b, € G;.
w; = V. Spoiler wahlt einen Knoten b; € ;. Duplikator antwortet mit einem Kno-
ten a; € Gy.
w,; = 3: Spoiler farbt G, mit einer Farbe A;. Duplikator antwortet mit einer Farbung
B; von (7.

w; = V: Spoiler farbt G, mit einer Farbe B;. Duplikator antwortet mit einer Farbung
A; von Gy.

4. Seien Aq,..., A a1, ...,a,. und By,..., B;,by,...,b. die im Laufe des Spie-
les auf G, und GG; gewadhlten Farben und Knoten (die Indizes missen hierbei
geeignet umnummeriert werden). Duplikator gewinnt das w-Spiel (®w-Spiel),
falls

(GOl{ala'"7(1’7“}7*’417"'7Al7a17"'7a'7“)

~

(Gy L {br,...,b,}, Br,...,Bi,by,....b,).

In volliger Analogie zu den obigen Spielen ergeben sich folgender Satz und Korollar.

Satz 2.27
Eine Grapheigenschaft P ist genau dann in L(W) (&L (W)) ausdr uckbar, wenn es ein
w € W gibt, so dafl3 Spoiler eine Gewinnstrategie im w-Spiel (®w-Spidl) bzgl. P hat.

Korollar 2.28
Falls Duplikator f'ur allew € W eine Gewinnstrategie im w-Spiel (Gw-Spid) bzgl.
der Grapheigenschaft P hat, so ist diese nicht in L(W) (&L (W)) defi nierbar.

2.6 Spieltypen

Wir betrachten die durch
G~1H & G=H

definierte  Isomorphierelation ~; auf  Graphstrukturen — mit  Signatur
S={E,Ry,...,Ri,c1,...,cm}. Es ist leicht zu zeigen, daR ~; eine Aquivalenz-
relation ist. Ebenso sieht man leicht, daB die Menge der Aquivalenzklassen von ~;
abhangig ist von der GroRe des Universums V (G). Die Anzahl der Aquivalenzklassen
kann dabei beliebig groR werden.

Im vorherigen Abschnitt wurden EF-Spiele fiir bestimmte logische Sprachen L defi-
niert. Durch

G ~ H < Duplikator gewinnt das L EF-Spiel auf G und H
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wird eine weitere Relation auf Graphstrukturen definiert. Diese ist reflexiv und transi-
tiv, aber nicht notwendig symmetrisch. Fir viele logische Sprachen L ist ~; jedoch
auch symmetrisch und damit eine Aquivalenzrelation. Insbesondere ist die zum r-
Runden Spiel gehdrende Spielrelation ~, eine Aquivalenzrelation. Diese hat die an-
genehme Eigenschaft, daR die Menge der Aquivalenzklassen nur von der Signatur S,
nicht aber von der GroRe des Universums abhéngt. Insbesondere gibt es nur eine feste
(endliche) Zahl von Aquivalenzklassen. Diese Aquivalenzklassen werden Spieltypen
zum Spiel L genannt.

Bezeichnungen:

Fur einige wichtige logische Sprachen L gibt es spezielle Bezeichnungen fiir die Re-
lation ~:

G~ H = Duplikator gewinnt das r-Runden Spiel auf G, H

G ~., H :<= Duplikator gewinnt das (c, r)-monNP Spiel auf G, H

Gy H — Duplikator gewinnt das w-Spiel auf G, H

Fur den wichtigen Fall des r-Runden Spiels werden Spieltypen auch als r-Typen be-
zeichnet. Der 7-Typ einer Graphstruktur G wird auch mit 7 bezeichnet. Im Folgenden
wird eine induktive Definition von 7¢ vorgestellt.

Definition 2.29

Sdenz,,. ...z € V(G).
o 75(x1,..., 1) ist die S-Isomorphieklassevon G | {z1, ..., z;}.
o 75 (z1,... 1) = {78 (z1,...,2,2); x € V(G)}.

o 79 = 7Y().

r

Folgendes Lemma zeigt, daR damit tatsdchlich der Spieltyp des r-Runden Spiels defi-
niert wird.

Lemma 2.30 )
Seien Gy, G, Graphstrukturen. Es gilt folgende Aquivalenz:

79 = 791« Duplikator gewinnt das r-Runden Spiel auf G, G,.

Die Unabhéngigkeit der Anzahl der Spieltypen von der GroRe des Universums ist Aus-
sage des folgenden Lemmas.

Lemma 2.31
Furjedesr € N gibt esein N € N derart, da3 es nur N, verschiedener-Typen gibt.

Beweise fur die obigen Lemmata findet man zum Beispiel in [21].






Kapitel 3
Verpackbare built-in Relationen

Wie in der Einleitung beschrieben, kann man diese Arbeit grob in zwei Teile auf-
teilen. Dabei werden zwei unterschiedliche monadische Arten der Erweiterung von
monadic NP betrachtet. In diesem und dem folgenden Kapitel wird monadic NP um
bestimmte built-in Relationen erweitert. Diese werden jeweils auf Ausdrucksschwéche
untersucht. Dazu wird gezeigt, daR sie monadic NP nicht ausreichend verstarken, um
Graphzusammenhang auszudriicken.

Allgemein kann man die Menge der built-in Relationen mittels folgender Definition

in die beiden Klassen starke und schwache built-in Relationen aufteilen (siehe dazu
auch [24]).

Definition 3.1
a) Einebuilt-in Relation B auf Graphstrukturen heift stark, falls

monadic NP + B + polynomielles Padding = NP.

b) Eine built-in Relation B heif3t schwach, wenn sie nicht stark ist.
Polynomielles Padding bedeutet dabei, dal3 die Graphstruktur um polynomiell viele,
bzgl. der Kantenrelation E, isolierte Knoten erweitert wird. Diese zus atzlichen Knoten
k onnen gewissermal3en als Speicherbits verwendet werden. Eine formale Defi nition
von polynomiélen Padding fi ndet man in [24].

Bemerkung 3.2
Die Relationen BIT und ADD sind Beispiele f ur starke built-in Relationen.

Mit Methoden des folgenden Kapitels kann gezeigt werden, dal3 die Multiplikations-
relation MULT unendlich teilbar ist und daher eine schwache built-in Relation ist.

Was diese Aufteilung von built-in Relationen angeht, gibt es zum jetzigen Zeit-
punkt eine klare Trennung hinsichtlich Spielbeweisen. Fiir eine sehr reichhaltige Zahl
von schwachen built-in Relationen (die in dieser Arbeit erweitert wird) konnte mit-
tels Ajtai-Fagin Spielen gezeigt werden, daB sie die Ausdrucksstéarke von monadic

24



3.1. RELATIONENKLASSEN 25

NP nicht ausreichend verstarken, um Graphzusammenhang auszudriicken (siehe z.B.
[22],[23],[17]). Daher stellt sich die Frage, ob dies vielleicht sogar fiir alle schwachen
built-in Relationen gilt.

Ganz im Gegensatz dazu war es bisher nicht maoglich, einen derartigen Spielbeweis
auf Graphstrukturen mit starken built-in Relationen zu fiihren. Es ist sogar noch viel
gravierender, als diese Aussage vermuten I&(3t. Bisher ist es noch nicht gelungen, ein
irgendwie geartetes Ajtai-Fagin Spiel auf nicht isomorphen Graphstrukturen zu gewin-
nen, wenn die Strukturen starke built-in Relationen enthalten.

Die Definition von starken built-in Relationen liefert auch ein plausibles Argument
fur die scheinbare Harte von Spielbeweisen auf Graphstrukturen mit starken built-in
Relationen. Ein solcher Spielbeweis ware der erste der folgenden zwei Schritte zum
Beweis von co-NP # NP:

1. Schritt: Zeige, daR ein co-NP vollstandiges Problem P nicht ausdriickbar ist in
monadic NP + starke built-in Relation.

2. Schritt: Zeige, daB auch polynomielles Padding nicht ausreicht, um das Problem
‘P zu beschreiben.

Fagin, Stockmeyer und Vardi haben in [13] folgende Vermutung geéuliert:

Vermutung 3.3
Graphzusammenhang ist nicht ausdr uckbar in monadic NP + beliebige built-in Rela-
tionen.

Aufgrund der oben geschilderten deprimierenden Situation mit starken built-in Rela-
tionen macht es vielleicht Sinn, das Blickfeld zunéchst auf schwache built-in Relatio-
nen einzuschranken und zu versuchen, folgende, anhand bisheriger Erfahrungen mit
schwachen built-in Relationen, naheliegende Vermutung zu beweisen.

Vermutung 3.4
Graphzusammenhang ist nicht ausdr uckbar in monadic NP + beliebige schwache built-
in Relation.

Dazu ist es vermutlich zundchst notwendig, eine brauchbare Klassifizierung der Men-
ge der schwachen built-in Relationen zu finden.

Ob allerdings die bisherige Praxis (wie es auch im ersten Teil dieser Arbeit geschieht)
fur ganz bestimmte Klassen von schwachen built-in Relationen zu zeigen, daf3 sie in
Bezug auf Graphzusammenhang keine Hilfe leisten, zum Beweis der zweiten Vermu-
tung fuhren kann, erscheint mir eher fraglich.

3.1 Relationenklassen

In diesem und dem folgenden Kapitel werden zwei neue Klassen von built-in Relatio-
nen eingefiihrt. Dabei handelt es sich um:
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e verpackbare built-in Relationen (Kapitel 3) und

¢ unendlich teilbare built-in Relationen (Kapitel 4).

Beide Klassen werden mittels Strukturbedingungen definiert.

Bemerkung 3.5

Eine weitere Struktureigenschaft von Relationen ist die von Kreidler eingef uhrte
(k, j)-Zerlegbarkeit.

Definition:

Sai B = (B,)nen €ne built-in Relation. Sei v,, ein Knoten mit maximalem Grad in
B,, und M,, die Menge aller Nachbarn von v,,.

a) B heildt (k, j)-zerlegbar, wenn es f'ur dlel € N einn € N gibt, so dal3 eine
Menge I,, C M, existiert mit|I,,| > [ und eine Menge S,, existiert mit |.S,,| <
kv, €S,,I,NS, =0, derart daB f'ur dllex # y € I, gilt:

NP~ (a) NS ) = 0.

b) B heifitzerlegbar, wennfuralej € N eink(j) € N existiert, sodal3B (k(j), j)-
zerlegbar ist.

Kreidler hat in [17] gezeigt, dal3 Graphzusammenhang nicht in monNP + zerlegbare
Relation ausdr uckbar ist. Aulerdem konnte er von folgenden Relationenklassen zei-
gen, dals sie zerlegbar sind:

o Walder
e Planare Graphen
e Graphen mit beschr ankter Baumweite

e Graphen mit verbotenem Minor K.

Im folgenden K apitel wird gezeigt, dal3 zerlegbare Relationen unendlich teilbar sind.
Die Klasse der zerlegbaren built-in Relationen ist also eine Untermenge der unendlich
teilbaren Relationen.

Bemerkung 3.6

Die Vereinigung von verpackbaren und unendlich teilbaren built-in Relationen enth'alt
zahlreiche (schwache) built-in Relationen. Beispiele f ur verpackbare built-in Relatio-
nen sind:

e Ordnung

o Aquivalenzrelationen
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e Relationen mit beschr ankter Baumweite
Beispiele f 'ur unendlich teilbare built-in Relationen sind:

e maximaler Grad n°®

X-built-in Relationen (siehe K apitel 4)

Relationen mit lokal beschr ankter Baumweite

Relationen mit lokal verbotenem Minor K,

Teilbarkeitsrelation

Multiplikationsrelation

Insbesondere umfalst die Vereinigung von verpackbaren und unendlich teilbaren Re-

lationen alle built-in Relationen, von denen bisher Ausdrucksschw ache im Bezug auf
monadic NP und Graphzusammenhang nachgewiesen wurde. Dazu folgende Defi niti-
on

Definition
Eine built-in Relation B f ur welche die Aussage

Graphzusammenhang ¢ monadic NP + B

bewiesen ist (bis 2002), heif3t sehr schwach.

Die Vereinigung von verpackbaren und unendlich teil baren Rel ationen enth’alt alle sehr
schwachen built-in Relationen. Es stellt sich daher die folgende Frage:

Gibt es schwache built-in Relationen, die weder verpackbar, noch unendlich teilbar
sind, noch eine Kombination dieser beiden Struktureigenschaften besitzen?

Was dabei eine Kombination dieser beiden Struktureigenschaften bedeutet, kann erst
in der Zusammenfassung von Kapitel 3 und 4, im Anschlul3 an Kapitel 4, erl autert
werden.

3.2 Verpackbare Relationen

Definition 3.7
Sal B = (B,,)nen €@ne built-in Relation.
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a) Eine Teilmenge P C [N] (N € N) heil3t Paket, wenn
Vr,z € P,Vy € P°: Byxy <= ByTy und Byyxr <= ByyZ,

d.h. ale Knoten aus P haben bzgl. der Aullenwelt P¢ dieselben Kanteneigen-
schaften.

b) EineTeilmenge P C [N| heil3t-Paket, wenn eine Ausnahmemenge A mit|A| <
[ existiert, so daf3

Ve, z € P\ A, Yy € P°: Byry <= Byzy und Byyr <= Bnyz,

d.h. bisauf die maximal [ Ausnahmeknoten aus A haben alle Knoten aus P bzgl.
der AuBenwelt dieselben Kanteneigenschaften.

¢) B heilst verpackbar, falls ein g, € N existiert, so dal3 f'ur ale L,n € N a@n
Ny € N existiert derart, dal3 f'ur alle N > N, auf [N] L digunkte [-Pakete P,
existieren mit n

—<|P|<n Vi=1...L

NS

Grobgesprochen bedeutet das, dal3 man in einer verpackbaren built-in Relation
beliebig viele digunkte [-Pakete fi nden kann.

Im Laufe dieses Kapitels werden folgende Satze bewiesen:

Satz 3.8
Graphzusammenhang ist nicht ausdr uckbar in monadic NP + eine verpackbare built-in
Relation.

Satz 3.9
a) Aquivalenzrelationen mit lim sup(maxgrad(B,,)) = oo sind verpackbar. Dabe
ist maxgrad( B,,) der maximale Grad von B,,.

b) Relationen mit beschr ankter Baumweite sind verpackbar.

Satz 3.10
Verpackbare Relationen sind schwach im Sinne von Defi nition 3.1.

Zuerst wird Satz 3.8 bewiesen. Dazu wird die im Folgenden beschriebene Eigenschaft
von verpackbaren Relationen bendtigt.

Definition 3.11
Sai B eine Relation.

a) EineMengeP= {Py,..., P}, deren Elemente P; digunktel-Pakete sind, heil3
[-Paketmenge.

Die Gr'oRe einer |-Paketmengeist ||P|| = | U, P| = Y, | Pl
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b) SeenP= {Py,...,P,} und Q= {Q,...,Q,} [-Paketmengen. P und Q sind
paketisomorph, wenn:

1) Esexistiert ein B-Isomorphismus f : U™, P, — U Q.

2) f|p, ist eéin B-Isomorphismus von P; nach Q);.

3) f|p, bildet die Ausnahmeknoten von P; auf die Ausnahmeknoten von Q;
ab.

Insbesondere ist m=n.

Der folgende Satz besagt, da® man in verpackbaren built-in Relationen nicht nur belie-
big viele [-Pakete (und damit auch [-Paketmengen) finden kann, sondern auch beliebig
viele paarweise paketisomorphe /-Paketmengen beliebiger GroRe.

Wesentlich fiir den Beweis ist dabei die Tatsache, dalt es nur endlich viele Paketiso-
morphietypen fir [-Paketmengen der GroRe < K gibt.

Satz 3.12

Sai B eine verpackbare built-in Relation. Es existiert ein g, € N so, dai3 f'ur ale
K,L,n € NéenN, € N existiert derart, dai3 f'ur alle N > N, auf [N] L digunkte,
paarweise paketisomorphe [-Paketmengen P;= (Py, ..., P,,) existieren mit

K<|[Pj||<K+4n Vi=1,...,Lund

<|Pj|<n Vi=1,...,L, j=1...,m.

< |3

Beweis:

Seien K, L,n € N fest. Da B verpackbar ist, existieren feste g,/ € N, welche die
Verpackbarkeitsbedingung aus Definition 3.11 erfiillen. Die folgenden Punkte liefern
den Beweis des Satzes:

e Es gibt nur endlich viele Paketisomorphietypen von Paketmengen der GroRe
< K + n. Sei E die Anzahl dieser Typen. Dies kann direkt durch Abz&hlen
gezeigt werden.

e Da B verpackbar ist, existieren ¢,/ € N derart, daB fir L = L - Eein N, € N
existiert so, daB fiir alle N > N, auf [N] L disjunkte i-Paketmengen P; der
Groe K < ||P;|]| < K + n existieren. Da es nur maximal £ verschiedene
Paketisomorphietypen auf /-Paketmengen dieser Grof3e gibt, missen mindestens
L davon paarweise paketisomorph sein. O

Nach diesen Vorbereitungen kann nun im folgenden Abschnitt der Beweis von Satz
3.8 gefiihrt werden.
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3.3 Beweis von Satz 3.8

Der Beweis von Satz 3.8 basiert auf Ideen von Schwentick, mit denen er bewiesen hat,
dalR Graphzusammenhang nicht ausdriickbar ist in monadic NP, auch bei Hinzunahme
einer built-in Ordnung (siehe [23]). Insbesondere ist Ordnung eine verpackbare built-in
Relation.

Wesentliches Hilfsmittel ist der starke Erweiterungssatz von Schwentick, der Bedin-
gungen liefert unter denen Duplikator das FO-Spiel auf zwei (gefarbten) Strukturen
A, B gewinnen kann. Dieser Satz wird hier leicht verdndert dargestellt, so dal? er den
weiter unten stehenden Gegebenheiten gentigen wird.

Satz 3.13 (starker Erweiterungssatz von Schwentick)

Seir>0undS = (E,B,C4,...,C.)eneSignatur mit zweistelligen Relationen £, B
und einstelligen Relationen C1, . . ., C.. Dabel sei E eine symmetrische Relation.
Seien A, A endliche S-Strukturen und 6, § Distanzfunktionen auf A, A.

SeienH,,...,H,undH,, ..., H, Teilmengen vony* bzw. 4 derart, daf3
NG (H) NNZ(Hy) = 0 und NS (H) NN2.(H;) =0, i #j.

Sei 6;(x) := 6(x, H;) und é;(x) := d(x, H;). Duplikator hat eine Gewinnstrategieim
r-Runden FO-Spiel auf A, A, falls folgende Bedingungen gelten:

(i) Furdlej < hat Duplikator eine Gewinnstrategie im r-Runden FO-Spiel auf
(A L N3 (Hj),0;) und (A | Ny (Hj), ;).

(ii) Es gibt einen S-Isomorphismus o von A | (UA\ (Hy U---U H;)) nach A |
(UAN\ (HyU---U H))) derart, daB f'ur allex € &£\ (H, U---U H;) und dle
j<ldgilt:

§;(z) = 0;(a(x)) oder (6;(x) > 2" und 6;(a(z)) > 27).
(iii) Furadlej <lundalex € A,z € A mit

o 0i(z) = 5(z) < 2
e z, T Sindbzgl. C4,...,C,. identisch gefarbt,

undaley € A mité;(y) > 6;(x) + 1 gilt:
Bxy <= Bra(y), Byr <= Ba(y)z und
Ery <= Eza(y).
Beweis: siehe [23]

Weiterhin wird eine kombinatorische Eigenschaft von Permutationsgruppen benétigt.
Dazu zunéchst eine kurze Einleitung:
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S, sei die symmetrische Gruppe auf {1,...,n}. Ein k-Zyklus wird durch
(i1,...,1%),%; # 4, fr j # h bezeichnet und ist eine Permutation, die i; auf iy, i,
aufis, ..., 14, auf 4, abbildet. Jede Permutation 4Rt sich als Produkt von elementfrem-
den Zyklen schreiben. g € S,, heilt n-Zyklus, falls g = (i1, ..., ).

Sei H < S, eine Untergruppe von S,, und g ein n-Zyklus. H heif3t zykluserhaltend
bzgl. g und n, falls fur alle h € H das Produkt gh wiederum ein n-Zyklus ist. Folgen-
der Satz von Coppersmith wird im Folgenden eine geeignete, nicht zykluserhaltende
Untergruppe H garantieren.

Satz 3.14 (Coppersmith 94)
Seain grol3genug. Sei g einn-Zyklusund H < S,, eine zykluserhaltende Untergruppe

bzgl. g undn. Dann gilt:
|H| gn!( 6 ) .
logn

Nun sind die Vorbereitungen abgeschlossen. Im Anschluf3 an die folgende Bemerkung
folgt der Beweis von Satz 3.8.

Beweis: siehe [4].

Bemerkung 3.15

Schwentick hat in [23] gezeigt, dal3 Graphzusammenhang nicht ausdr uckbar ist in mo-
nadic NP + eine lineare Ordnung. Eine genaue Betrachtung des Beweises liefert die
wesentliche Eigenschaft der Ordnungsrelation, die im Beweis ben‘otigt wird. Diese ist,
dai3 alle Knoten in einem Intervall I = {o,0+ 1,...,0+ n},0 € N sich bez'uglich
aler Knoten aul3erhalb des Intervalles I identisch verhalten. Diese Beobachtung war
der Ausgangspunkt, welcher zur Einf uhrung des Begriffesverpackbar gef uhrt hat.

Der nachfolgende Beweis orientiert sich daher stark an Schwenticks Methoden. Die
wesentliche neue Beweisschwierigkeit liegt in der Art und Weise, wie die built-in Re-
lation B,, in die Graphstruktur eingebettet wird.

Beweis von Satz 3.8:

Es mul} gezeigt werden, dal3 fir alle ¢, € N Duplikator eine Gewinnstrategie im
(¢, 7)-monNP Spiel bzgl. der Menge der zusammenhéngenden Graphen mit verpack-
barer built-in Relation B hat. Seien ¢, r € N fest.

Zunéchst wird der Spielgraph G konstruiert.

Fir n > 0 und eine Folge IT = 7y, ..., m von Permutationen auf {1,...,n} wird wie
folgt ein Graph Gy definiert:
Die Knoten von Gy seienv;j,¢ = 1,...,1+1, 7 = 1,...,n. Es gibt eine Kante von

v;; Nach vy, falls:
e i =i+ 1undj = m(j) oder

ei=14i=10+1undj=j.
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Folgende Skizze zeigt Gy fir n = 3 und I1 = 7y, o, w3, 1y Mit 1 = (123), 19 =
id, m3 = (132) und 7y = (12)

Es gilt nun folgendes, entscheidendes Lemma:

Lemma 3.16
Gy ist zusammenh'angend < [['_, =, ist einn-Zyklus.

Auf den leicht zu filhrenden Beweis dieses Lemmas wird hier verzichtet.

Der weitere Beweisablauf orientiert sich an folgenden Ideen:

e Fir hinreichend grof3es n wahlt Duplikator Go = Gp;. Dabei ist IT eine geeignete
Permutationsfolge, die aus vielen identischen Teilfolgen bestehen wird.

e Unabhéngig davon wie Spoiler G, farbt, existieren in IT viele Permutationen, die
durch andere Permutationen ersetzt werden kénnen (II — II), so daR Spoiler
den Unterschied zwischen Gy und Gy (mit identischer Farbung) in » Runden
nicht nachweisen kann.

e Es gibt eine Kombination derartiger Ersetzungen, so daR II keinen n-Zyklus
liefert.

Schritt 1: Konstruktion des Spielgraphen G,.
Sei oy, ..., 0, eine Aufzédhlung von S,, und sei

()
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Seien Q; = id*",0,,id>" und R = ©,Q1,...,Q,. Dabei bedeutet o™
das Hintereinanderschreiben von n Permutationen o. Sei nun schlieBlich IT =
(123---n)R™?" (= (123---n)R; - - - Ryom, Vi : R; = R). Da das Produkt aller
Permutationen aus R gerade die identische Abbildung ist, ergibt das Produkt al-
ler Permutationen aus IT gerade (123 - - - n). Der Graph Gy ist also nach Lemma
3.16 zusammenhéngend. Sei K; der Untergraph von G, der R; entspricht und
L;; der Untergraph von K, der @); entspricht.

Folgende Skizze verdeutlicht die Struktur von IT und L;;:

I
(12...n),Rl,...7Ri,...,Rn!2nT
&7@17"'7@%"'7@1@?
id, . .. id,o;id, ... id

/
@i, — // ............. —
: N :
: A :
: N :
¢ |
P o e i —" o
Es wird nun die built-in Relation B in G1; eingebettet.
Es existieren n!?2™ verschiedene L;;(i = 1,...,n!2", j =1,...,n!). Jedes L;;

enthélt genau K := (272 + 2)n Knoten. Da B verpackbar ist, existiert nach
Satz 3.12 ein Ny, g,1 € N derart, daB fur alle N > N auf [N] n!?2™ disjunkte,
paarweise paketisomorphe [-Paketmengen P; ={ P, ..., P;, } existieren mit

K<||P||<K+n Vi=1,...,n*2"und
DcPpl<n Wi=1,...,n%2" h=1,...m. (%)
g

Das Einbetten wird nun so durchgefiihrt, dal3 folgende wichtige Bedingungen
gewahrleistet sind:
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(B1) Eine feste [-Paketmenge P}, wird dazu dienen, einen festen Untergraph L;;
aufzufullen.

(B2) Die Strukturen L;;,i = 1,...,n12"j = 1,...,n! sind paarweise B-
isomorph.

(B3) Ein einzelnes [-Paket wird maximal in 2 Spalten von L;; eingebettet.

Sei P, ={Py1, ..., Pem }. L;; wird von links oben nach rechts unten spaltenweise
mit den [-Paketen aus P, aufgefillt. Dabei werden die [-Pakete der Reihe nach
vollstandig ausgeschopft, bis L;; vollstandig aufgeftllt ist (damit ist B1 erfullt).
Dies ist moglich, da || P;|| > K, so daB eventuell am Ende einige Knoten aus
P, Ubrig bleiben. Wegen (x) folgt insbesondere, daf ein festes [-Paket nur in
maximal 2 Spalten zum Zuge kommt (siehe B3).

Nun wird L;; mit ml + (g + 1) Farben (M, ..., My, Cy, ..., Cyyq) gefarbt.
Dabei werden die ersten m! Farben verwendet, um die maximal ml Ausnah-
meknoten aus P, (jeweils maximal I Ausnahmeknoten in jedem [-Paket P;;)
unterschiedlich zu markieren und die verbleibenden (g + 1) Farben um jeweils
(g + 1) aufeinanderfolgende [-Pakete unterscheidbar zu machen (entscheidend
hierbei ist, daB wegen (x) in einer Spalte maximal (g + 1) verschiedene |-Pakete
zum Auffiillen bendtigt werden).

Folgende Skizze verdeutlicht das Vorgehen beim Auffillen von L;; fur folgende
Parameter:

en=06r=1

o; = (123)(56)
e g=3,1=1
P=A{P,...,Pg}

P ={pi,....p16} Po=A{pa1,....p2a} Ps=A{psi,...,p35} Pi={pa,pa}

P5:{p51,...,p53} P6:{p617---7p64} P7:{p71,...,p74} P8:{p817---7p83}
sz{p91,p92} PlO:{palapaQ} P = {pbl,---,pbﬁ} Py :{pcla---apc{i}
Pis ={pa,....pas} Pra=Aper, .., peal Pis=App,-...0p5} Pis =1{Dg1, - Ds6}

Die Markierungsfarben fir Pakete sind: weil3, griin, rot, gelb.

(] Ausnahmemengen: M1 = {p11}7M6 = {p61}7M15 = {pf1}7Mz = @ fur
alle anderen 1-Pakete.

Die Markierungsfarben der Ausnahmeknoten sind: grau, blau, schwarz.
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Seien Vp,, = {vos : 2z =1,...,n,5s = 1,...,K}, Vi, = {w,s + 2z =

1,...,n, s =1,..., K} die Knotenmengen der Teilstrukturen L;; und L;;. Da-
bei sei z der Zeilenindex und s der Spaltenindex.
Sei

fij,ij’ : Lij - Lij‘a Vzs = Wes
eine Abbildung von L;; nach L;;.

Da die [-Paketmengen P; paarweise paketisomorph sind, kann das oben be-
schriebene Auffillen auf allen L;; derart durchgefiihrt werden, dai alle L;; paar-
weise (B, Ch, ..., Cyy1, My, ..., My )-isomorph sind und die Abbildung f;;
ein Isomorphismus von L;; nach L;- ist (siehe B2).

Bemerkung 3.17

Im weiteren Verlauf des Beweises wird gezeigt, dal$ Duplikator f'ur alle i eine
groBe Menge A; von Indexen fi nden kann derart, dals er eine spaltenrespektie-
rende r-Runden Gewinnstrategie auf L;; und iij hat. Dabei ist j € A; und iij

der Teilgraph, der entsteht, indem man die innerste Permutation von L;; durch
o; ersetzt. L;; und iij unterscheiden sich also nur bzgl. der Kantenrelation in

der innersten Permutation.

Damit dieser-Runden Strategie auch global wirksam ist, mul3gew ahrleistet wer-
den, daf3 gespi€lte Knoten sich bez uglich der Knoten aufSerhalb von L;; identisch
verhalten.

Dieml Farben (M, ..., M,,) sorgen hierbei daf ur, dal3 Ausnahmeknoten (die
sich bez'uglich der Aul3enwelt beliebig verhalten k ‘onnen) identisch gespielt wer-
den.
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Dieg + 1 Farben (C4, . ..,Cy41) sorgen daf ‘ur, dal3 Duplikator jeweils nur mit
Knoten aus einem festen [-Paket antwortet. Diese haben die Eigenschaft sich
bez uglich der AulRenwelt identisch zu verhalten.

Betrachtet man die Situation soweit, so hat man einen Graphen G mit N Kno-
ten und eine built-in Relation By auf NV Knoten (dieses N muf3 geméR Satz 3.12
geeignet gewahlt worden sein). Dabei ist i.a. N < N. Der Spielgraph G, muR
nun so gewahlt werden, dal® B vollstandig auf ihn abgebildet werden kann. Da-
zu wird Gy um N — N Knoten erweitert, die in einer Kette miteinander verbun-
den werden und an genau einer markierten Stelle mit dem Graph G verbunden
werden. Der so erhaltene Graph ist natirlich weiterhin zusammenhéngend und
entspricht beziuglich der Kantenrelation £ schon vollstdndig dem Spielgraphen
Gy. Die Einbettung von By wurde auf dem Teilgraphen G1; oben definiert. Die
Fortsetzung dieser Einbettung auf GG, kann nun beliebig geschehen. Damit ist
die Konstruktion von GG, abgeschlossen. Spoiler farbt nun GGy mit ¢ Farben.

Bemerkung 3.18
Um die Notation zu vereinfachen, steht im Folgenden c f’ur die Anzahl der ins-
gesamt verwendeten Farben. Das heil3t:

c:=c+ml+(g+1).

Schritt 2: Konstruktion von G.

(1) Injedem K; findet Duplikator eine groRe Menge A; von Indizes, derart daf3
er eine Gewinnstrategie auf allen Paaren L;;, L;;, j, j € A;, hat:

Jedes L;; bestehtaus K := (2772 +2)n Knoten. Sei §;;(x) der Abstand von
x € L;; zu den beiden innersten Spalten in L;; bzgl. der Kantenrelation
E. Es existieren 2¢ verschiedene Farbungen von L;;. Daher gibt es eine
Menge A; von Indizes mit |A;| > ;% derart, daB alle L;;, j € A, identisch
gefarbt sind. Es gibt nur A viele r-Spieltypen auf derart identisch gefarbten
L,; Strukturen mit Distanzfunktion. A/ héngt dabei nur von ¢, r (damit auch
von ml + (g + 1)) und dem Bildbereich von ¢,; ab, nicht aber von n. Es
gibt also eine Teilmenge A; C A; mit |A4;] > ﬁ derart, daB fir alle
J.J € A; Duplikator eine Gewinnstrategie im r-Runden FO-Spiel auf L;;
und L;; hat, die ¢;; und ¢;; respektiert. Auch sind L;; und L;; in dem Fall
identisch gefarbt.

(ii) Die moéglichen Anderungen von II zu II kdnnen so gewahlt werden, daR
G nicht zusammenhéngend ist:
Sei j; € A, fest. R;(j) sei die Permutationsfolge, die entsteht, wenn man
in R; die Permutation o, durch o; ersetzt. Das Produkt der Permutationen
aus R;(j) sei m;;. Sei weiterhin

Xi = {71'2‘]‘ ) j € Az}
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Schritt 3:

X ist also eine Menge von Permutationen, die man durch Verédnderungen
von L;; erhalt, welche vom Spoiler nicht nachgewiesen werden konnen.
Es gibt 2™ Teilmengen von S,,. II besteht aus n!2™ vielen Kopien von
R. Daher existiert ein Y C S,,, welches mindestens n!-mal unter den X;
vorkommt.

Sei U < S, das Erzeugnis von Y. Es gilt:

n!
QCKN'

Da N nicht von n abhédngt und K linear in n ist, existiert ein ny € N, so

dafi? fur alle n > ny:
n! ol 6 \"
—— >nl .
2eK N logn

Nach Coppersmith existiert daher ein g € U derart, daB (123 ---n)g kein
n-Zyklus ist. Da U von Y erzeugt wird und |S,,| < nl, existieren ein
m < nlund yy,...,yn € Y Mtg = y;---y,. Da Y mindestens n!-
mal unter den X; vorkommt, existieren paarweise verschiedene Indizes
i,..., i und 71, ..., 7, derart, dald fur alle ¢ < m gilt:

Ul = Y] =

* j, €4,

° 71-ZAqJ'q = Yq-
Sei nun G; der Graph, der entsteht, indem man in Gy L, ;, durch
L;,;, ersetzt (¢ < m). Das Produkt der Permutationen von G/, ist dann

(123 - -n)y; -+ ym = (123 - -n)g, was kein n-ZyKklus ist. Folglich ist G
nicht zusammenhangend.

Duplikator farbt nun GG, identisch zu G,

Duplikator hat eine Gewinnstrategie auf G und G:

Fir ¢ < m sei H, der Teilgraph, der aus den innersten beiden Spalten
von L, ;, in Gy besteht und ¢, := 4, . Analog sind H, und ¢, auf G,
definiert. Es wird nun gezeigt, dak Gy, Hy, ..., H,, und Gy, Hq,..., H,,
die Bedingungen des starken Erweiterungssatzes erftllen.

Zunéchst gilt:

NG (H) NN (Hy) = 0 = N3(H) N NG (H,)  firi # .

zu (i): Dies ergibt sich direkt aus der Konstruktion.
zu (ii): Setze a(x) =xfurx ¢ Hy U---U H,,.
zu (iii): E: Folgt direkt aus der Tatsache, dal? zwei Punkte, deren Abstand

zueinander groRer als 1 ist, nicht miteinander verbunden sind.
B: Seienxz € Gound z € Gy und j < m mit
o Jj(x) =0;(7) <2
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e 1, T sind bzgl. Spoilers Farbung und den mi+(g+1) Hilfsfarben
identisch gefarbt,

dann mussen z, £ Knoten aus einem festen [-Paket P,; sein. Dies
folgt aus der Art und Weise, wie By in GG, eingebettet wurde und
der Hilfsfarbung mit (¢ + 1) + ml Farben (gleichgeférbte Knoten
innerhalb einer Spalte sind aus einem festen [-Paket). Es gibt nun
zwei Falle:

1. Fall: = ¢ Ausnahmemenge von P,;. Damit ist = mit keiner der
ml Ausnahmefarben gefarbt und somit z auch nicht. Die Be-
dingung (iii) folgt aus den Eigenschaften von Knoten eines [-
Paketes.

2. Fall: = € Ausnahmemenge von P,;. Damit ist = der einzige Knoten
in L;,;;, miteiner bestimmten Ausnahmefarbe 1/;. Selbiges gilt
nun aber fir z und nach Konstruktion gilt = = z, woraus (iii)
folgt.

Damit kann der starke Erweiterungssatz angewendet werden und der Satz
ist bewiesen. O

Bemerkung 3.19

Wichtig f'ur den Beweis ist, dal3 nur eine verpackbare built-in Relation vorkommt.
Fur den Fall von zwei verpackbaren built-in Relationen funktionieren obige Methoden
nicht.

Nach einem unver ‘offentlichtem Ergebnis von Schweikardt und Schwentick kann man
zwe built-in Ordnungen <., <, derart fi nden, dal3

monNP(<y,<;) = monNP(+).

Da built-in Ordnungen verpackbar sind, w urde ein Beweis von Satz 3.8 f'ur zwe ver-
packbare built-in Relationen zeigen, dal3 Graphzusammenhang nicht ausdr uckbar ist
in monadic NP + built-in Addition.

3.4 Anwendungen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, daR built-in Ordnungen, built-in Aquivalenzrelatio-
nen (unter bestimmten Bedingungen) und built-in Relationen mit beschrankter Baum-
weite verpackbar sind.

Damit ergibt sich direkt, dal} Graphzusammenhang nicht ausdriickbar ist in monadic
NP + eine built-in Relation aus diesen Klassen.

Im Falle von built-in Ordnungen und built-in Relationen mit beschrénkter Baumweite
handelt es sich um bekannte Ausdrucksschwéche-Resultate.



3.4. ANWENDUNGEN 39

34.1 Ordnungen

Satz 3.20
Built-in Ordnungen sind verpackbar.

Beweis:
Ergibt sich direkt aus der Beobachtung, dal} jedes Intervall ein Paket ist. O

3.4.2 Aquivalenzrelationen

Satz 3.21
Graphzusammenhang ist nicht ausdr uckbar in monadic NP + beliebigeAquivalenzre-
lation A.

Beweis:

Sei A =(A,,)en eine beliebige built-in Aquivalenzrelation. Es mussen zwei Félle un-
terschieden werden:

. Fall: Es existiert ein ny € N, so daR fiir alle n > ny A,, Maximalgrad n°™") hat. Dann
folgt die Behauptung aus Satz 4.7.

. Fall: Falls Fall 1 nicht eintritt, existiert ein ¢ > 0, so daf fir jedes Ny € N ein
N > N existiert derart, daR A Maximalgrad groier als N€ hat. Insbesondere
gibt es in Ay eine Aquivalenzklasse AK mit |AK| > N¢. Da jeder Knoten
aus AK genau mit allen anderen Knoten aus AK verbunden ist, kann man aus
dieser Aquivalenzklasse beliebig viele, beliebig groRe I-Pakete bilden. Damit ist
in diesem Falle die built-in Relation A verpackbar und die Behauptung folgt aus
Satz 3.8. O

Bemerkung 3.22

Satz 3.21 |'al%t sich auch leicht direkt beweisen, indem man das bekannte ein Kreis
vs. zwei Kreise Spiel auf einer groen Aquivalenzklasse spielt und beachtet, dafi sich
dann alle Kreisknoten bzgl. der AuBRenwelt identisch verhalten.

3.4.3 Rdationen mit beschrankter Baumweite

Auch built-in Relationen mit beschrankter Baumweite sind verpackbar. Damit kann
Graphzusammenhang nicht ausgedriickt werden in monadic NP + eine built-in Rela-
tion mit beschrankter Baumweite. Dieses Ergebnis konnte auch schon von Kreidler in
[17] (mit vollig anderen Methoden) gezeigt werden.

Kreidler zeigt, dal? built-in Relationen mit beschréankter Baumweite zerlegbar sind (sie-
he Bemerkung 3.5). Dabei ist der Nachweis der Zerlegbarkeit (aus meiner Sicht) deut-
lich aufwendiger und weit weniger intuitiv, als der Nachweis von Verpackbarkeit.

Zundchst einige Definitionen:
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Definition 3.23

Sei G ein Graph, T ein Baum mit Wurzel root(T') undV = (V;)r €ine Familie von
Knotenmengen V, C V (G). Wir nennen das Paar (T, V) eine Baumzerlegung von G,
wenn die folgenden drei Bedingungen erf ullt sind:

(T1) V(G) = Uer V.

(T2) Zu jeder Kante e von G gibt eseint € T, so dal3'V; beide Endknoten von e
enth'alt.

(T3) Falsty,ts,t3 Knotenin V(T) sind und t, auf einem T-Pfad vont, nachts liegt,
dann giltV,, NV, CV,,.

Definition 3.24
a) Se (T,V) eine Baumzerlegung eines Graphen GG. Durch

W({(T,V)) :=max{|V}| — 1;t € T}

ist die Weiteder Baumzerlegung (T', V) defi niert. Die kleinste Weite einer Baum-
zerlegung von G heif3t Baumweite tw(G) von G.

b) Sei B= (B, ).cn €nebuilt-in Relation. B hat beschrankte Baumweite, fallsein
k € N existiert, so dal3tw(B,,) < k f'ur allen € N.

Folgende Definition wird die Beweisfiihrung des folgenden Satzes Ubersichtlicher ge-
stalten:

Definition 3.25
Sai (T, V) eine Baumzerlegung eines Graphen G. Sei t € V(T).

a) Der ant h'angende Teilbaum von'T' wird mit ', bezeichnet. t ist die Wurzel von
;.

b) Vi, := Uier, V; ist die Menge aler Knoten aus GG, die in der Teilbaumzerlegung
(Ti, V) vorkommen.

c) Seient,,...,t, dieKinder vont. t, .. se dagenige Kindt; vont, f'ur das |L}ti|
maximal wird. Existieren mehrere solche Kinder, so sei t... en beliebiges aus
dieser Menge.

Satz 3.26
Built-in Relationen mit beschr ankter Baumweite sind verpackbar. Der Parameter g
kann dabei jede beliebige nat ‘urliche Zahl ungleich 1 sein.

Beweis:

Sei B eine built-in Relation mit beschrénkter Baumweite. Sei k := max, ey tw(B,,)
die Baumweite von B.
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Zu zeigen ist:

Es existiert ein [ € N derart, dali3 fur alle L,n,g € N, g > 2 ein Ny € N existiert so,
dal fir alle N > Ny, L disjunkte [-Pakete P; mit g < |P;| < n existieren.

Es wird bewiesen, dal} [ = 2k gewahlt werden kann.

Sei (7°,V) eine Baumzerlegung von By mit minimaler Baumweite.

Der folgende Algorithmus liefert bei Eingabe einer markierten Baumzerlegung
(T"~*,V) und der Menge P= U’_} P; aller Knoten, die in vorherigen [-Paketen ver-
wendetet werden, das i-te Paket P;.

Weiterhin liefert der Algorithmus eine markierte Baumzerlegung (7%, V), mit deren
Hilfe das néchste [-Paket P, ; berechnet werden kann.

Markierte Baumzerlegung bedeutet hierbei, daR einige Knoten in 7*~! markiert sein
kdnnen.

Der Algorithmus ist also induktiv zu verwenden. Beginnend mit der Eingabe (7°,V)
und P= () wird P, und (7", V) berechnet. Mit (7", V) und P= P, wird P, und (T, V)
berechnet usw.

Algorithmus

Eingabe: markierte Baumzerlegung (7!, V) und P= U/_} P;
Ausgabe: [-Paket P; und markierte Baumzerlegung (7%, V)

01 P:=0; T:=T"";
02 i1f(Es existiert kein markierter Punkt in 7 ) then
// dies passiert nur bei Berechnung von P;.

03 to = root(7T"1);
04 else
// falls es markierte Knoten gibt
05a to:= EIn beliebiger markierter Knoten derart,

dal in 7;, keine markierten Knoten vorkommen;
// Suche einen Knoten, dessen Unterbaum T, keine
// weiteren markierten Knoten enthalt.
05b t, =ty // Hilfsknoten fiir Beweis von Satz 3.31

06 if () ==root(T" ")) or (|V,\PI>%) then
// Falls kein markierter Knoten existiert oder ausreichend viele
// neue Knoten (aullerhalb von P) in Vz liegen
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Baum runterlaufen bis zum ersten |
ein Unterbaum weniger als
n neue Knoten enthalt.

Falls T7;, zu wenige Knoten enthalt
missen weitere Unterbaume von
vater(t,) erganzt werden.

Diese werden aus T entfernt.
Vater von t; mu3 markiert werden,
er eventuell Ausnahmeknoten entha

// falls Vr, zuwenig neue Knoten enthalt, verzichte auf diese.

repeat //
tO = (tO)max; //
until V7, \P|<wn; //
Pi=Vy, \P; T:=T\T,;
while (Uﬂ<<§) do{ //
to = (vater(to))max //
BZ:BUVTtO\P; //
T:=T\T;} //
markiere vater(iy); //
//
else {
T :=T\T,;
repeat
repeat

// Den Baum aufwarts laufend, wird der erste Knoten gesucht

// der entweder markiert

Ist oder geniigend neue Knoten in

// seinem Teilbaum enthalt
ti :=to; // Hilfsknoten: Merkt sich den Sohnknoten
// von dem man gekommen ist

to := vater(ty);

until [V, \{PUVp, }[=2) or (v, \P|=%) or (4 ist markier

if|Vh0\{PUlGhH;z§ then {

// Falls Vg, \{PUVy, } ausreichend viele neue Knoten fiur P
markiere ty,; // t, konnte Ausnahmeknoten enthalten.
T:=T\1Ty; // Verzichte auf die Knoten aus T7; (max. 2%

// Diese wiirden weitere Ausnahmeknoten lief
wiederhole Zeilen 7-15; Ende;}
// (1;,,V) ist nun eine Baumzerlegung ohne markierten Kno
// aber ausreichend vielen neuen Knoten. Um P, zu bestim
// ebenso vorgegangen werden, wie beil der Bestimmung vor

else if |V, \P| =% then {

// fTalls Vy, \P ausreichend viele neue Knoten fur P, enthal

// Bem.: 2 <|V; \P[<29

ARq::an\P; // max. 2k Ausnahmeknoten.

T :=T\T;
markiere t,; Ende; }
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32 else
// Falls auf dem Weg bis zum nachsten markierten Knoten nic
// ausreichend viele neue Knoten gesammelt werden konnen,
// verzichte auf T\ {i{o}. Das sind max. 22 viele Knoten.

33a T:=T\{Ty, \ to};
33b t, :=ty // Hilfsknoten fir Beweils von Satz 3.31
34 until True = False; // Endlosschleife

}

Die Grundidee, die hinter dem Algorithmus steckt, ist die Tatsache, dal’ die Knoten-
menge Vr,, eines Teilbaumes 7}, nur Gber die Knoten aus V;, mit Knoten aul3erhalb
von Vr, verbunden sein kdnnen. Daher bilden die Knoten aus Vr, fur [V,| < & ein
k-Paket.

Das folgende Schema beschreibt den Programmablauf. v(¢) steht dabei fur den Vater-
knoten von t.

1 = 1. Berechnung von P;.

root(77°)

[ J [ ]
B
A
S

Zeilen 10-15 liefern P;.

Knoten in V,,) konnen im weiteren Verlauf Ausnah-
meknoten werden. Daher wird v(t,) markiert.

i — 1+ 1: Sei t, ein markierter Knoten in 7 derart, daB in 73, keine weiteren
Knoten markiert sind. Falls in 73, ausreichend viele neue Knoten vorkommen,
das bedeutet [V, \P| > ¢, kann analog zum Fall 7 = 1 verfahren werden.

Falls |V, \P| < % wird zunachst T;, aus T geloscht. Dabei verzichtet man
auf weniger als - Knoten. Im Anschlul® wird der Baum sukzessive nach oben
abgelaufen. Sei dabei ¢, der aktuelle Knoten und ¢; der Sohnknoten, von dem
man gekommen ist. In jedem Schritt missen vier Félle unterschieden werden:
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1. |VTt0 \{P U VTt1}| > g:
root(7")

d |VTtO \{PUVTtl}‘ > %

o |Vr, | < 2%, sonst ware die repeat-Schleife aus
Zeile 19 schon vorher abgebrochen worden.

e LoOsche T;, aus T".

4

e Markiere t,.

o Vo, \{P} =7

e T, enthalt ausreichend viele neue Knoten und
nur der Knoten ¢, ist markiert. Auf 7}, kann al-
so wie im Fall ¢ = 1 verfahren werden.

root(7")
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2. |V, \P [ > 2
root(7")

o [V, \P| < 2%, sonst ware die repeat-Schleife
aus Zeile 19 schon vorher abgebrochen worden.

e In 73, sind keine markierten Knoten. Die Men-
ge VTtl\P mit Ausnahmemenge V,, ist ein k-
Paket geeigneter Grole. Setze P, = VTtl\P.

3. tg ist markiert:

|VTt0 \{PU VTt1}| < %

Vi, \P | < ¢

Losche T;,. Das sind weniger als 22 Knoten.

Setze Aufwartslaufen fort.

4. Keiner der drei Félle 1.-3. tritt ein: Setze Aufwartslaufen fort.

Korrektheit des Algorithmus:

Induktion Uber ;.

i = 1: Die Eingabe bei Berechnung von P, besteht aus der Baumzerlegung (7°, V) von
By (T° enthélt keine markierten Knoten) und der Menge P = ().

Da T° keine markierten Knoten enthilt, wird P, in den Zeilen 07-15 berech-
net. Man sieht leicht, da® der Algorithmus in diesem Falle eine Menge P; mit
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n > |P| > 5 zuriickliefert (siehe Zeile 09 + 11). P, ist eine Vereinigung von
Vs, V., wobeit, ...t jeweils denselben Vaterknoten ¢ in T° haben (Zei-
len 12-14). Aufgrund der Definition von Baumzerlegung sind die Knoten aus
PNV, die einzigen Knoten aus P;, die mit Knoten aul3erhalb von P; verbunden
sein konnen. Da |V;| < k ist P; ein k-Paket.

, — 1+ 1 : Um die Korrektheit fiir beliebiges : > 1 zu beweisen, zunéchst einige

Hilfslemmata:

Lemma 3.27
In einem Durchlauf des Algorithmus werden maximal zwei Knoten markiert.

Beweis:

Nur in den Zeilen 15, 25 und 31 wird ein Knoten markiert. Diese Zeilen wer-
den im Laufe des Algorithmus hochstens einmal bearbeitet. Dabei ist es nicht
maoglich, daB alle drei Zeilen bearbeitet werden. |

Lemma 3.28
In L Durchl aufen des Algorithmus wird maximal auf 2 - L - 2% Knoten von By
verzichtet.

Beweis:

Dies folgt sofort aus Lemma 3.27, da nur aufgrund eines markierten Knotens
von T auf maximal 2+ Knoten verzichtet wird (Zeilen 17, 26 und 33a). a

Bemerkung: Um zu garantieren, dal man L disjunkte %k-Pakete finden kann,
muf wegen des letzten Lemmas die GroRRe N des Universums mindestens L - 4 -
o + Ln betragen.

Lemma 3.29

EinWurzelweg in einem Baum T ist ein Weg (root(T')=: wq, w1, ..., wy) inT
mit vater(w;, 1) = w;. Ein Wurzelweg ist also ein Weg mit Abwartsrichtung und
Startknoten root(T').

Furalej =0,..., L liegenalemarkierten Knoten aus’ auf einem Wurzelweg
inT7,

Beweis:

Induktion nach j.

j = 0:In TV ist kein Knoten markiert.

7 — 741
Nach Voraussetzung existiert ein Wurzelweg W7 := (w}, ..., wl = ty) in
T7. Es werden nun die verschiedenen Programmabldufe untersucht.
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1. |Vr, \P| = % (Zeilen 06-15):

In Zeile 15 wird ein Knoten in 7}, markiert. Es ist leicht einen geeig-
neten Wurzelweg in 77! zu finden.

2. 1. trifft nicht zu. T3, wird geloscht (Zeile 17). Von ¢, aus wird der
Baum TV (der Wurzelweg W) aufwarts abgelaufen, bis einer der fol-
genden Falle eintritt (Zeilen 18-34):
2a. |V \{PUVp, } = 2 (Zeilen 24-27):

Da t, € W7 existiert n < n mit t, = w?. In Zeile 26 wird T},
geloscht und damit die Knoten w?, . ..., wi. t, wird markiert
(Zeile 25) und im weiteren Verlauf wird nur noch ein Knoten in
T;, markiert (Zeile 27). Ein geeigneter Wurzelweg fiir 77+ kann
leicht bestimmt werden.

2b. |Vg, \P | > o (Zeile 28-31):
Dat, € W7 existiert i < n mit t, =vater(t;) = w’. In Zeile
30 wird T3, geloscht. In Zeile 31 ¢, markiert und der Algorithmus

terminiert. W7+! .= (w), ... w)) ist ein geeigneter Wurzelweg
in 77+t
2c. Weder 2a. noch 2b. In Zeile 33 wird T3, \ {¢o} geldscht. Dann wird
2. wiederholt.
O
Lemma 3.30

Esgilt
a T cTi i<j.
b) T¢, i > 0 unterscheidet sich von T° nur unterhalb von markierten Knoten.

Beweis: a) Der Eingabebaum wird im Algorithmus nicht erweitert.
b) Immer wenn ein Teil des Eingabebaumes T geléscht wird, wird der Vater-

knoten dieses Teiles markiert. O
Satz 3.31
Der Algorithmus liefert fur allei = 2, ..., M ein2k-Paket . Diese sind paar-
weise digunkt und es gilt

n

— < |B] < n.

C
Beweis:

Das erste und zweite Lemma garantieren, dal? bei ausreichend groRem Grund-
raum [N] immer gentigend Knoten in (7%, V) tibrig bleiben, um weiter 2k-Pakete
zu konstruieren.

Der Algorithmus liefert fur alle ¢ = 2, ..., L eine Menge P;. Fir diese gilt:
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1) 7 <|Pl<n
Dies wird garantiert durch die Zeilen(paare) (9,11), 24 und 28.

(2) Esgibt maximal 2k Knoten in P;, die mit Knoten auferhalb von P; verbun-
den sind:

Hier muf3 unterschieden werden, ob der Algorithmus in Zeile 15,27 oder
31 terminiert:

15: Die Begriindung entspricht der obigen fur den Fall ¢ = 1.

27: Aufgrund von Lemma 3.29 ist im Teilbaum 7}, nach Entfernung von
T;, nur noch der Knoten ¢, markiert. Damit entspricht die Situation
derjenigen fir den Fall i = 1.

31: Aufgrund der Definition von beschréankter Baumweite, der Tatsache,
daB nur die Knoten ¢; und t, in 73, markiert sind und Lemma 3.30
b), kann die Knotenmenge V7, nur Uber Knoten aus V;, oder V;, mit
Knoten auBerhalb von V7, verbunden sein. Diese beiden Mengen ent-
halten maximal 2k Knoten.

Damit ist die Behauptung bewiesen. O

3.5 Verpackbare Relationen bez tglich Padding

Mit dem bisher Gezeigten ist es leicht zu sehen, dal? Graphzusammenhang auch nicht
in

monadic NP + eine verpackbare built-in Relation + beliebiges Padding

ausdriickbar ist.

Im Beweis von Satz 3.8 wurde eine Restmenge zu einer Kette verbunden und an den
dort konstruierten Graphen G; gehéngt. Diese Restmenge kann durch Vergrofierung
des Startuniversums beliebig groR werden. Die Knoten dieser Restmenge werden im
Spielverlauf des Beweises konstant gespielt. Man kann also beliebig viele Padding-
knoten aus dieser Restmenge schopfen. Damit ist auch Satz 3.10 bewiesen.






Kapitel 4
Unendlich tellbare built-in-Relationen

Im vorherigen Kapitel wurde die Klasse der verpackbaren Relationen definiert und be-
wiesen, dal3 es sich dabei um schwache built-in Relationen handelt. Desweiteren wur-
de gezeigt, dall Graphzusammenhang nicht ausdriickbar ist in monNP + verpackbare
built-in Relation. Verpackbarkeit ist eine Struktureigenschaft von built-in Relationen
mit globalem Charakter.

In diesem Kapitel wird die Klasse der unendlich teilbaren built-in Relationen ein-
gefiihrt.

Unendliche Teilbarkeit ist eine Struktureigenschaft von built-in Relationen mit lokalem
Charakter. Es wird gezeigt, daR Graphzusammenhang nicht ausdriickbar ist in mona-
dicNP + unendlich teilbare built-in Relation. Im Anwendungsabschnitt wird gezeigt,
dal3 eine grofe Menge von built-in Relationen unendlich teilbar sind.

4.1 Unendlich teilbare built-in Relationen

Definition 4.1

Eine built-in Relation B heif3t unendlich teilbar, falls fur dled € N ein|, € N
existiert, sodalSf'urale L € N einn € N existiert derart, dal3 eine Menge A, C [n]
mit|A,| <l,undeineMenge X = {xy,...x.} C [n] existieren mit

NP ) AN (ay) = O Furdllei # j € {1, L}.

Eine built-in Relation ist also unendlich teilbar, wenn man durch Léschung von maxi-
mal |, Knoten beliebig viele digunkte d-Umgebungen fi nden kann.

Definition 4.2
a) Eine built-in Relation B heil3t endlos, fallseinl € N existiert, so dal3 f'ur ale
D e N einn € N undeneMengeA, C [n] mit|A,| <! existieren derart, daf3
diam(B, — A,) > D.

50
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Dabei ist diam(G) der Durchmesser eines Graphen GG, d.h. der gr'of3te endliche
Abstand zweier Knoten in G.

Eine built-in Relation B ist also endlos, wenn der Durchmesser von B,, durch
Entfernung von maximal | Knoten beliebig grol3 werden kann.

b) Eine built-in Relation B heif3t trennbar, fallseinl € N existiert, so dal3 f ur alle
N € N éann € NundeneMenge A,, C [n] mit|A,| < existieren derart, daf3

|{ Zusammenhangskomponentenin B,, — A, }| > N.

Einebuilt-in Relation B ist also trennbar, wenn B,, durch Entfernen von maximal
| Knoten in beliebig viele Zusammenhangskomponenten getrennt wird.

Eine ganze Reihe von built-in Relationen sind unendlich teilbar. Dazu der folgende
Satz.

Satz 4.3
a) x-built-in Relationen sind unendlich teilbar.

b) Zerlegbare Relationen sind unendlich teilbar.

¢) Built-in Relationen mit beschr ankter Baumweite sind unendlich teilbar.

d) Built-in Relationen mit lokal beschr ankter Baumweite sind unendlich teilbar.
e) Built-in Relationen mit verbotenem Minor K, sind unendlich teilbar.

f) Built-in Relationen mit lokal verbotenem Minor K, sind unendlich teilbar.

g) Endlose built-in Relationen sind unendlich teilbar.

h) Trennbare built-in Relationen sind unendlich teilbar.

Beweis:

zu a) siehe Satz 4.10.

zu b) folgt direkt aus der Definition von Zerlegbarkeit.

zu c) folgt aus b) und Ergebnissen von Kreidler (siehe [17]).
zu d) wird in diesem Kapitel bewiesen.

zu e) folgt aus b) und Ergebnissen von Kreidler (siehe [17]). Direkter Beweis im Ab-
schnitt 4.3.2.

zu ) wird in diesem Kapitel bewiesen.
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zug) Gibtesin B, — A, einen Weg der Lange 2dL, so konnen leicht L Knoten auf
diesem Weg gefunden werden, die paarweise disjunkte d-Umgebungen in B,, —
A,, haben.

zu h) leicht zu zeigen.

Bemerkung 4.4

Im weiteren Veerlauf dieses K apitelswird unter anderem gezeigt, dal3 unendlich teilbare
built-in Relationen schwach sind. Insbesondere sind endlose und trennbare built-in
Relationen schwach. Man sieht, dal3 starke built-in Relationen in gewisser Weisedicht
sein m'ussen. Das bedeutet, dal3 in einer starken built-in Relation B

1. Knoten innerhalb einer Zusammenhangskomponente Maximalabstand dg ha-
ben. Dabei h'angt ¢g nur von B, aber nicht vonn ab.

2. maximal »g viele Zusammenhangskomponenten existieren. Dabei h'angt g
wiederum nur von B und nicht vonn ab.

4.2 Monadic NP + unendlich teilbare built-in Relatio-
nen

In diesem Abschnitt wird mit Hilfe einer Verallgemeinerung von Schwentick’s Erwei-
terungssatz gezeigt, dall Graphzusammenhang nicht in monadicNP + unendlich teil-
bare built-in Relation ausgedriickt werden kann. Die Verallgemeinerung besteht darin
eine konstante Anzahl von Knoten konstant zu spielen (unten werden dies genau die
Ausnahmeknoten A,, aus der Definition von unendlich teilbar sein). Ansonsten ent-
spricht der Beweis dem von Schwentick gefiihrten Kreis vs. Doppelkreis Beweis fiir
built-in Relationen mit Grad n°(!) (siehe [22]).

Satz 4.5 (schwacher Erweiterungssatz, Schwentick)
Seien

e > (0 und S=(E,B) eine Signatur.

A, A endliche S-Strukturen mit gleichem Universum [n].

e H bzw. H Teilstrukturen von A bzw. A.
e § =0 :[n] x [n] — N Distanzfunktionen.
o oy :=06(x,H), &g :=0(x,H) undschlielllich

o A:={ay,...,q;} C [n] dieMenge der Knoten mit
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(6(a;, H) > 2" und dist4(a;, H) < 2")
oder

(8(az, H) > 2" und dist g(az, H) < 2").

Dabei ist dist 4 (dist ;) die kanonische Distanzfunktion auf A (A).
Duplikator hat eine Gewinnstrategie im r-Runden FO-Spiel auf A, A, wenn:

(i) Die Strukturen A\ H und A\ H identisch sind und

(ii) Duplikator eine Gewinnstrategie im r-Runden FO-Spiel auf
(A | NS(H), 65, a1, ... a) und (A | NO.(H), 05, a1, ..., a)

hat.
Beweis: siehe [21].
Satz 4.6

Graphzusammenhang ist nicht ausdr uckbar in monadic NP + unendlich teilbare built-
in Relation.

Beweis:
Seien ¢, € N und B eine unendlich teilbare built-in Relation.
Seien A, C {1,...,n},|A,| <ly-und{zy,...,zr} C {1,...,n} eine Knotenmenge

mit paarweise disjunkten 2"-Umgebungen in B,, — A,,. Diese Menge existiert da B
unendlich teilbar ist.

| Konstruktion von Gy:

Sei Xi = /\/’25"_’4" (I’Z)
Durch

Sz, y) = fallsz,y € X;furie {1,...,L}

00, sonst

wird eine Distanzfunktion auf [n] definiert.
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6(z,y)

Oz, 2) =6d(y,2z) = o0 X

X;

Mit A% werden im Folgenden Umgebungen in Bezug auf die Distanzfunktion & be-
zeichnet.

Ketten:

Es werden nun (analog zum Beweis von Schwentick) zundchst die Knoten der d-
Umgebungen X; zu Ketten aufgereiht, welche im Anschluf3 zu einem Kreis mitein-
ander verbunden werden.

Mit N2 (z;) := N2(x;) \ NI, (z;) wird die Menge der Knoten mit 5—Abstand d von
x; bezeichnet.

Die Kette K; entsteht, indem der Reihe nach die Knoten
N (), N2y(z4), . .., No,y () an den Knoten x; angehdngt werden.

Dadurch erhélt man L Ketten K1, ..., K. Jeweils zwei aufeinanderfolgende Ketten
K;, K;+, werden zu Doppelketten dK ;11 verbunden, indem der Knoten z; mit dem
Knoten x; ., verbunden wird (dabei sei oBdA L gerade).
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G, entsteht indem man alle Doppelketten zu einem Kreis miteinander verbindet und
die verbleibenden Knoten (die in keiner 2"-Umgebung X; liegen) zu einer Kette auf-
reiht und mit einem festen Knoten b verbindet.

Offensichtlich ist G, zusammenhdngend. Spoiler farbt nun G, mit ¢ Farben
FP, ..., FY.

| Konstruktion von G :

SeiS= (E,B,0,Fy, ..., F.,x,cq, ..., ¢) eine Signatur.

Es existieren nur M verschiedene r-Typen bzgl. der Signatur S.

Sei X;b = (Gy | Xpp UA,EY,....FY xp,a4,...,a) die 2"-Umgebung von z,,
erweitert um Spoilers Farbung F7, ..., F? und die Knoten z,, und A,, = {a1, ..., a}
als Konstanten.

Falls L grol} genug gewahlt wird, existieren i # j mit

(7"(X"), 7 (X)) = (7(X)), 7 (X)) (#)
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G, entsteht aus G indem die Kanten (z;, z;4+1), (z;, x;11) geloscht werden und die
Kanten (x;, xj+1), (z;, ;+1) hinzugeflgt werden.

. @4_.

Offensichtlich ist Gy nicht zusammenhéngend.
Duplikator farbt GG identisch zur Spoilers Farbung von Gj.

Mittels des schwachen Erweiterungssatzes 4.5 sieht man, dafl Duplikator das r-Runden
Spiel auf G, G gewinnt.

Sei dazu
e A=C_,, A= Gy,

o H={w,wi1,75,751} = H (dabei enthalt / die entsprechenden Knoten aus
Gy, H die Knoten aus GG1),

e § = ¢ wie oben definiert und
e A=A,.

Bedingung (i) ist offensichtlich. Bedingung (ii) folgt leicht aus (#). a

4.3 Anwendungen

In diesem Abschnitt wird bewiesen, daB folgende built-in Relationen unendlich teilbar
sind:

e X-built-in Relationen
e Relationen mit verbotenem Minor K,
o Relationen mit lokal verbotenem vollstandigen Minor

e Relationen mit lokal beschrankter Baumweite
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4.3.1 x-built-in Relationen

Zunéchst wird eine Klasse von built-in Relationen betrachtet, die durch Gradbedingun-
gen charakterisiert ist. Das bisher starkste Ergebnis in dieser Richtung ist der folgende
Satz von Schwentick:

Satz 4.7 (Schwentick 95)
S f : N — N mit f(n) = n°V. Graphzusammenhang ist nicht ausdr uckbar in
monadic NP + endlich viele built-in Relationen mit Maximalgrad f(n).

Bemerkung: Die Beweisidee dieses Satzes entspricht der Beweisidee von Satz 4.2.
Im Verlauf des Beweises wird insbesondere gezeigt, daR built-in Relationen mit obiger
Gradbedingung unendlich teilbar sind.

Eine genaue Betrachtung des Beweises zeigt, dal obige Gradbedingung abgeschwécht
werden kann. Dazu die folgende Definition:

Definition 4.8
Eine built-in Relation B= (B,,).en heildt x-built-in Relation, falls sie der folgenden
Bedingung gen ugt:

Esexistierteiny < 1 undeinng € N, sodal8f'uralen > ny eine,, o, mite,+4, <~
existiert derart, daf3 folgendes gilt:

1. Esexistiertein f : N — N mit f(n) = n°Y) so, da3 mindestensn — n’ Knoten
von B,, Maximalgrad f(n) haben.

Dieses f wird im Folgenden Gradfunktion von B genannt.
2. Alle Knoten in B,, haben Grad < n*".

Bemerkung 4.9

Es ist ein ungel ‘ostes Problem, ob Graphzusammenhang ausdr ‘uckbar ist in monadic
NP + BIT. Insbesondere ist BIT eine starke built-in Relation. Eine Betrachtung der
Gradstruktur von BIT,, (BIT Reation auf [n]) liefert folgende Aufteilung (OBdA sei
n=2m):

e DieKnoten{1,...,1gn} haben Grad 5.

e DieKnoten{lgn +1,...,n} haben Grad < Ign.
Defi niert man §, und €,, mittels

e lgn=n’(=46,10)

o L =n"(=6e11)



58 KAPITEL 4. UNENDLICH TEILBARE BUILT-IN-RELATIONEN

so sieht man, daf3in BIT,, (maximal) n® Knoten mit Grad > n’ und < n existieren.
Alle anderen Knoten haben Grad < 1gn. Man sieht leicht, dal3o,, +¢,, | 1.

Bez'uglich Gradbetrachtungen liegen starke built-in Relationen (BIT) und schwache
built-in Relationen (x-built-in) also sehr dicht beieinander.

Es wird nun gezeigt, daB x-built-in Relationen unendlich teilbar sind.

Satz 4.10
Eine MengeB?, ... B™ von x-built-in Relationen ist unendlich teilbar.
Dabei ist eine Relationenmenge R, ..., R™ unendlich teilbar, wenn die durch

VneNVr,y € [n] Ruvy <= 3Jic{l,...,m}mitR zy
defi nierte built-in Relation R unendlich teilbar ist.

Daraus ergibt sich direkt:

Korollar 4.11
Graphzusammenhang ist nicht ausdr uckbar in monadic NP + endlich viele x-built-in
Relationen.

Beweis von Satz 4.10:
Seien BY,....B™ = {(B}),cn, - - ., (B™),.en} beliebige x-built-in Relationen.

n

Sei f; : N — N die Gradfunktion von B!. Dann ist durch f := m - max(fi,..., fm)

eine universelle Gradfunktion fir B, ... B™ definiert. Insbesondere gilt f = n°.
Die Idee des Beweises ist zu zeigen, daB es eine ausreichend grofle Knotenmenge
M gibt, deren Knoten beziiglich B!, ... B™ ausreichend weit weg von allen Knoten

groRen Grades sind. Innerhalb dieser Menge ist es leicht eine Knotenmenge zu finden,
deren Knoten paarweise disjunkte d-Umgebungen haben. Dazu folgende Definition:

Definition 4.12
Ein Knotenx € [n] hat groRen Grad bez'uglich B, ..., B™, falseini € {1,...,m}
existiert, so dal3 der B! -Grad von x gr'of3er als f(n) ist.

Folgendes Lemma prézisiert obige Beweisidee.

Lemma 4.13
Sei 7™ die Menge aler Knoten aus [n] mit grof3en Grad bez'uglich B, . .., B™. Dann
giltf'uraled € N:

Ng(T™M)| <nm - f(n)d mity, < 1.
Dabei ist Ny(T") = Uge 72 Na(z) died-Umgebung von J".

Beweis des Lemmas:
Induktion nach m.
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m = 1: Nach Definition von x-built-in Relation existiert fir alle n > ng ein ¢,, d,,
mit e, +9,, < 1 derart, daB alle Knoten Grad kleiner n haben und nur maximal
n° Knoten mit Grad groRer als f(n) existieren. 7™ ist die Menge dieser Knoten.
Da die d-Umgebung von 7™ maximal wird, falls die d-Umgebungen aller Punkte
aus J"™ nicht Gberlappen, kann man fir die Abschatzung annehmen, dal3 fur alle

r,y € J", x # yqilt:
Na(x) N Na(y) = 0.

Wie man leicht sieht, gilt dann:
WNa(@)| < 1 +nw(1+ f(n) + f(n)* +---+ f(n)*7h) < n f(n)™.
Damit folgt:
Na(T™)] = [UsegnNa(z)| < n°n f(n)”.
Dies beweist den Fall m = 1.
..... .., die Menge aller groBen Knoten bezuglich

(B, ..., B ). Sei J die Menge aller grolen Knoten bezuglich B;*. Offen-
sichtlich gilt:

und [Ny (J™)| wird maximal, wenn Ny (7" ,.—1) NNa(T™) = 0. In diesem Fall

-----

.....

< 2nmax('y;{l*1,en+5n)f<n)d S n”’”f(n)d,

wobei ¢, + §, < 1und max(y™ L e, +d,) < v, < 1.

Da f(n) = n°W, existieren ein ny € Nund o < 1 derart, daR fiir alle n > ny gilt:
INa(T™)| < n®.

Das bedeutet, dal mindestens n —n® Knoten aus [n] Mindestabstand d von allen Kno-
ten mit groBem Grad haben (also alle Knoten aus .7™). Sei M die Menge dieser Kno-
ten. Fur M gilt also:

Ndfl(M) NJ" =10.
Inshesondere haben alle Knoten aus NV;_; (M) Grad < f(n).
Es wird nun induktiv gezeigt, daf? in der Menge M beliebig viele Knoten mit paarwei-

se disjunkter d, := %-Umgebung (bzgl. (B!, ..., B™)) gefunden werden konnen.
Da d beliebig gewahlt werden kann, ist der Satz bewiesen.
Seien also x4, ..., x; Knoten aus M mit paarweiser disjunkter d,-Umgebung. Nach

Definition von M gilt:
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|N2d2(x17---7$L)| <L- (1 +f<n) + +f(n)2d2) <L- f(n)Q'dz'H'

Falls also

L- f(n)*®=™ <n—n* < |M|, (%)
existiert ein ., € M derart, daB die Knoten x4, ...,z paarweise disjunkte d
Umgebungen haben. Da f(n) = n°M, gilt () fiir ausreichend grofRes n. 0

Bemerkung 4.14

Die entscheidende Eigenschaft von x-built-in Relationen, welche im obigen Beweis
verwendet wurde, ist die Existenz einer ausreichend grof3en Knotenmenge M derart,
daf3 alle Knoten aus Ny(M) Maximalgrad f(n) = n°®") haben.

Dies legt folgende Definition nahe:

Definition 4.15
Sai B= (B,,)nen €ne built-in Relation.

a) B heil (d, N)-f-beschrénkt, fallseinn, € N existiert, so da3 f'ur alen > n
eine Teilmenge M C [n| existiert mit
e Furadlex € N (M) gilt gradp, (z) < f(n).

b) B heif3t f-beschrankt, wennB f'ur alled, N € N, (d, N)-f-beschr ankt ist.

Folgende Sétze ergeben sich direkt aus dem Beweis von Satz 4.10 oder kénnen leicht
analog zu diesem gezeigt werden:

Satz 4.16
Sei f(n) = n°Y. Graphzusammenhang ist nicht ausdruckbar in monadic NP + f-
beschr ankte built-in Relationen.

Satz 4.17
a) x-built-Relationen sind f-beschr ankt, mit f(n) = 181,

b) Seien By,...,B,, x-built-in Reationen. Dann ist das Relationentupel
(Bi, ..., By,) f-beschrankt mit f(n) = 181,

4.3.2 Built-in Relationen mit verbotenem Minor K,

In diesem Abschnitt wird gezeigt, daB built-in Relationen mit verbotenem Minor K,
unendlich teilbar sind. Damit folgt direkt, daf} diese built-in Relationen monadic NP
nicht ausreichend verstdarken, um Graphzusammenhang auszudriicken. Dieses Ergeb-
nis konnte Kreidler schon in [17] beweisen. Der dort vorgestellte Beweis ist &ullerst
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kompliziert und sehr lang. Die Kiirze und Eleganz des folgenden Beweises ist ein Indiz
fur die Stéarke der Eigenschaftunendlich teilbar.

Zundchst die notwendigen Definitionen im Zusammenhang mit verbotenen Minoren.

Definition 4.18
Seai G ein Graph mit Kantenrelation E.

a) Der Graph G _, entsteht aus G, indem der Knoten x gel ‘oscht wird.

b) Seien z,y € Vi mit Exy. Der Gragph G-, entsteht durch Kontraktion der
Knoten x mity. Das bedeutet, dal3 der Knoteny aus G gel ‘oscht und der Knoten
x zus'atzlich mit allen Knoten verbunden wird, mit denen y verbunden war. Man
bezeichnet diese Kontraktion auch mit K (y — x).

Definition 4.19
Sa G ein Graph.

a) G hat einen Minor K, falls durch eine Folge von Kontraktionen und L ‘oschun-
gen ein Graph G gebildet werden kann, der einen K, als Teilgraph hat.

b) Sai X = {x1,...,xx} C Vi éine Knotenmenge aus G. G hat einen Minor K,
mit Minorknoten X, falls eine Folge von Kontraktionen (K;) existiert derart,
daf3

e Keine Kontraktion K; kontrahiert zwei Knoten aus X .

e Fur jede Kontraktion K, die einen Knoten x € X mit einem Knoteny €
Ve \ X kontrahiert, gilt K; = K(y — ).

e Nach Durchf uhrung der Kontraktionen k; bilden die Knoten aus X einen
K.

Die Menge X nennt man eine Minormenge von G.

Nun noch einige bekannte Lemmata aus der Graphentheorie (auf die Beweise wird
hier verzichtet):

Lemma 4.20
Der vollst andige bipartite Graph I, 1 hat einen Minor Kj,.

Lemma 4.21 (Ramsey)
Furjedes N € N existiert einn(N) derart, dal3 jeder Graph G mit |\;;| > n(N) einen
Ky oder einen Ky als Teilgraphen enth’alt.

Der Beweis des folgenden Satzes ist Inhalt dieses Abschnittes.

Satz 4.22
Built-in Relationen mit verbotenem Minor K. (k € N) sind unendlich teilbar.
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Damit ergibt sich sofort

Korollar 4.23
Graphzusammnhang ist nicht ausdr uckbar in monadic NP + eine built-in Relation mit
verbotenem K.

Bemerkung 4.24

Satz 4.22 |'alét sich auch als graphentheoretische Aussage formulieren. Sei dazu G ein
Graph mit verbotenem Minor K. Fur d € N fi ndet man ein] € N derart, dal3 f'ur
dle L. € N einn(L) existiert, so dai3 falls |V;| > n(L), man eine Menge A mit
|Ag| < Iy und Knoten x4, . ..,z € Vi mit paarweise digunkten d-Umgebungen in
G — Ag fi ndet.

Beweis von Satz 4.22:
Induktion Uber die Umgebungsweite d.

d = 0: klar.

d — d+ 1 : Gesucht ist ein /;,.1, so dal} fir beliebiges L € N (mindestens)

einn € N, eine Menge A2+ C [n] mit |A9+1| < 1,4, und eine Menge X4, ; =
{x1,..., 21} existieren derart, daB in B, — A%*! die Knoten aus X, paarweise
disjunkte (d + 1)-Umgebungen haben.

Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein [ 4, so daR fir Ny € N beliebig, (min-
destens) ein n € N, eine Menge A? C [n] mit |A¢| < I, und eine Menge
Xg={x1,...,2n,} C [n] existieren derart, daB in B,, — A? die Knoten aus X,
paarweise disjunkte d-Umgebung haben.

Die Knotenmenge von B,, — Az kann durch
Vi, as = NP (X)) Uy U Z

disjunkt zerlegt werden. Dabei sei Y die Menge der Knoten, die Abstand d+1 zu
mindestens einem Knoten aus X, haben, aber in keiner d-Umgebung der Knoten
aus X, liegen.

Folgende Skizze verdeutlicht die Struktur von B,, — A<, Gestrichelte Linien deu-
ten mogliche Verbindungen zwischen Knotenmengen an.
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Im Verlauf des Beweises wird gezeigt, dal’ es eine grof3e Teilmenge X,,1 C Xy
gibt, mit | X4,1| > L derart, daR die Knoten aus X, paarweise disjunkte (d +
1)-Umgebungen in B,, — A" haben. Dabei ist A1 eine Obermenge von A¢
mit |A9T = | A2 + (k — 1). Mit gy, = lg + (k — 1) ist der Satz bewiesen.

Es stellt sich daher die Frage, unter welchen Bedingungen zwei Knoten z;, z;
aus X, Uberlappende (d+ 1)-Umgebungen in B,, — A¢ haben. Dazu die folgende
Definition und das folgende Lemma:

Definition 4.25
Zwei Knoten z;,z; € X, sind schwach verbunden, wenn z;, z; in B, — A%
‘uberlappende (d + 1)-Umgebungen haben.

Die Knoten sind stark getrennt, wenn sie nicht schwach verbunden sind.
Lemma 4.26
Zwel Knoten z;, z; € X, sind genau dann schwach verbunden, wenn eine der
beiden folgenden Bedingungen erf ullt ist:

a) Zwei Randpunkte aus Ny(x;) und Ny(z;) sind miteinander verbunden.

b) Zwei Randpunkte aus Ny(x;) und Ny(x;) sind mit einem (gemeinsamen)
Punkt y € Y verbunden.
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In funf Schritten wird der Graph B,, — A? vereinfacht ohne dabei relevante In-
formationen zu verlieren:

1.Schritt: Furalle: = 1,..., N wird die d-Umgebung von z; in den Knoten z; kon-
trahiert.

2.Schritt: Alle Knoten, deren Abstand zu allen x; € X, grofRer als 1 ist (dies sind
gerade die Knoten aus ), werden geldscht.
Bemerkung: Diese geldschten Knoten haben keinen EinfluB auf die (d +
1)-Umgebung der Knoten aus X .

3.Schritt: Alle Kanten zwischen Knoten in Y werden geldscht.

Bemerkung: Der bisher erzeugte Graph wird mit B, bezeichnet. Die Kno-
tenmenge von B,, wird durch

V=X, UY

disjunkt zerlegt. Dabei ist Y in B,, eine unabhingige Menge, d.h. es gibt
keine Kanten zwischen Knoten in Y.
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Lemnﬁ4.27
Falls B,, eéinen Minor K, hat, dann auch B,,.

Beweis:

B, entsteht aus B, durch Léschung von Kanten und Knoten und durch Kontrak-

tion von Knoten.

Folgendes Lemma folgt direkt aus der Konstruktion und Lemma 4.26:

Lemma 4.28
Zwei Knotenz;, z; € X4 sind genau dann schwach verbunden, wenn

e z; undz; in B, verbunden sind, oder

e einy €Y existiert, mit B,,(z;,y) und B, (y, ;).

O

4.Schritt: Die Knoten z;, z; € X, werden miteinander verbunden, falls sie tiber einen

Knoten aus Y schwach verbunden sind.

5.Schritt: Alle Knoten aus Y werden geldscht. Der so erzeugte Graph wird mit B,

bezeichnet. Die Knotenmenge dieses Graphen ist X ;.
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Folgendes Lemma folgt direkt aus der Konstruktion:

Lemma 4.29 _
Zwei Knoten z;, x; € X, sind genau dann schwach verbunden, wenn sie in B,
miteinander verbunden sind.

Nach Lemma 4.21 existiert bei geeigneter Wahl von Ny, fur N; € N beliebig, in

B, ein Teilgraph K, oder ein Teilgraph K,. Diese beiden Fille werden nun
getrennt betrachtet:

1.Fall: Es existiertein Ky, .
Nach Lemma 4.29 sind dann mindestens N; Knoten aus X, paarweise
nicht schwach verbunden (stark getrennt). Das bedeutet, daR diese Knoten
paarweise disjunkte (d + 1)-Umgebungen in B,, — A< haben. Mit N; = L
ist der Schritt gezeigt.

2.Fall: Es existiertein Ky, .
Sei X} :={z11,...,71n, } C X, €ine Knotenmenge, die in B,, einen Ky,
bildet.
Die Knoten in X} sind also paarweise schwach verbunden. Es wird sich

aber zeigen, daB durch Loschung weniger Knoten aus Y eine groRe Menge
von Knoten in X} paarweise stark getrennt werden kann.

Sei Y'! C Y die Menge der Knoten aus Y, die in B,, mit mindestens einem
Knoten aus X} benachbart sind. Sei B, := B, | (X} UY1).

Der Kern des Beweises besteht in der Konstruktion von absteigenden Fol-
gen X} > X2 > .- D> Xt Y!D>VY?2D .- D> YEund Mengen
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MX = {my,...,mp}, MY = M; U---U M, mit den im folgendem
Schaubild dargestellten Eigenschaften (dabei werden Verbindungen in B,,

betrachtet).
X} v
U U
X2 Y? my € X\ X2 M cCcY!
1) Jeder Knoten z € X3 ist nicht mit m, verbunden.
2) Jeder Knoten = € X? ist nur iber Knoten aus M;
U U direkt mit m; verbunden.
3) Jeder Knoten z € X7 ist mit jedem Knoten
y € M verbunden.
X! Y’ mi € X5\ X M, CcYi!
0)m;—q1 & {mq,...,m;_s}
1) Jeder Knoten z € X ist nicht mit Knoten aus
{ma,...,m;_1} verbunden.
2) Jeder Knoten = € X7 ist nur Uber Knoten aus M; U --- U M;_,
| L-mal direkt mit Knoten aus my, . .., m;_; verbunden.

3) Jeder Knoten = € X ist mit allen Knoten aus

y € My U---U M,;_4 verbunden.

Diese Prozedur liefert folgende Mengen:
o MX ={my,...,mp}
o MY =M, U---UM,
o XM mit| XITH >k -1

mit Eigenschaften

(E0) [M¥| =1L

(E1) Die Menge M ¥ ist eine unabhéngige Menge in B,,.

(E2) Die Knoten aus M~ sind nur tiber Knoten aus MY schwach verbun-
den.
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(E3) Alle Knoten in X*! sind mit allen Knoten aus MY verbunden.

Bemerkung 4.30
1) Die Bedingung | X | > k — 1 liefert rekursiv den Mindestwert f ur
Npy.
2) Die Eigenschaften EO-E3 ergeben sich direkt aus den Eigenschaften,
die dem obigen Schaubild entnommen werden k onnen.

Nun kann der Beweis abgeschlossen werden. Es miissen die folgenden
zwel Félle betrachtet werden:

1. |[MY| > k—1: Die Knoten aus M"Y sind nach E3 mit allen Knoten aus
X5+ verbunden. Da |MY|,| Xt > k — 1, folgt die Existenz eines
K141 in B,,. Widerspruch.

2. |[MY| < k — 1: Indem man die < k — 1 Knoten aus M entfernt,
werden die Knoten aus M X paarweise stark getrennt.

Mit ;.1 := 14+ k — 1 folgt die Behauptung. O
AbschlieRend wird die Existenz der Mengen aus obigen Schaubild bewie-
sen.

Die Mengen X} und Y'! wurden oben definiert. Die Mengen X2 Y2 M,
und der Knoten m; ergeben sich aus dem folgenden Konstruktionsschritt.
Alle weiteren Mengen ergeben sich durch L-faches Wiederholen dieser
Konstruktion.

Sei Miny = {myy,...,my} C X} eine maximale Minormenge in B,
derart, daf eine Kontraktionsfolge K = (K;) existiert, mit folgenden Ei-
genschaften:

e Jede Kontraktion K; kontrahiert einen Knoten m € Miny* mit einem

Knoten y € YL

e Jedes m € Mins" kommt in hochstens (I — 1) Kontraktionen vor.
Sei Min] C Y' die Menge der Knoten aus Y, welche in der
Kontraktionsfolge (K;) vorkommen. Wegen obigen Bedingungen gilt
|Miny'| <11 —1).
Da B, verbotenen Minor K, hat, folgt sofort I < k.
Es gilt nun das folgende Lemma:

Lemma 4.31
Jedem x € X} \ Min{ kann ein Tupel T(x) = (m,, M,) zugeordnet
werden, mit

a) m, € Min¥, M, C Min?.

b) x undm, sindin B; nicht miteinander verbunden.

c) x ist genau ‘uber die Knoten aus M, direkt mit m, verbunden.
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Beweis:

Falls ein z € X!\ Min{ existiert, dem kein derartiges Tupel zugeord-
net werden kann, dann gilt fir alle m € Min{* (da alle Knoten aus X}
schwach miteinander verbunden sind)

a) x und m sind in B; miteinander verbunden, oder

b) es existiert ein y € Y\ Min!, welches z und m miteinander ver-
bindet.

Damit hat die Struktur B, | (Ming® U {z} U Min} Ugep,x ym) €inen
Minor K;,; mit Minorknoten Min;* U {z}. Dies ist ein Widerspruch zur
Maximalitét von Mins". O

Jedem Knoten z € X} \ Min;* kann also ein derartiges Tupel T'(z) =
(m,, M, ) zugeordnet werden (diese Zuordnung muf nicht eindeutig sein).
Da es nur maximal / - 2/(=1 verschiedene solche Tupel gibt, findet man
fir jedes IV, € N, bei entsprechender Wahl von N, eine Teilmenge X? C
(XN MinsS) mit

o Firzy,my € X2 qilt T(zy) = T(xq) = (my, M).

[ ] |X2| Z NQ.

Sei schlieBlich Y2 < Y die Menge der Knoten aus Y, die in B; mit
mindestens einem Knoten aus X ? verbunden sind. Man sieht leicht, dafR

1. die so konstruierten X2 Y?, M;, m; die notwendigen Eigenschaften
aus obigen Schaubild haben.
2. dieses Verfahren sich induktiv fortsetzen laft.

Damit ist der Beweis von Satz 4.22 abgeschlossen. a

Bemerkung 4.32

Da Graphen mit Baumweite k verbotenen Minor K., haben (siehe [6]), folgt aus
Satz 4.22 insbesondere, dal3 built-in Relationen mit beschr ankter Baumweite unendlich
teilbar sind.

4.3.3 Lokale Eigenschaften

Knapp beschrieben ist eine built-in Relation B unendlich teilbar, wenn man in einem
ausreichend groBen Universum [n] in B, — A%, L Knoten mit paarweiser disjunkter
d-Umgebung findet. Die Struktur auBerhalb dieser d-Umgebungen ist in Bezug auf die
Eigenschaft unendlich teilbar irrelevant. Aus dieser Perspektive kann die Eigenschaft
unendlich teilbar als lokale Struktureigenschaft gesehen werden.

In den vorherigen Abschnitten wurde fur zahlreiche Klassen von built-in Relationen
die Eigenschaft unendlich teilbar nachgewiesen. In diesem Abschnitt wird gezeigt, daf}
auch die lokalen Versionen dieser Klassen unendlich teilbar sind.
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Dazu zunéchst folgende Definition:

Definition 4.33
Sei P = {P.; k € N} eine Klasse von Grapheigenschaften. Die built-in Relation B
hat lokal die Eigenschaft P, falls eine Funktion f : N — N existiert mit

Vdvn e N,Vz € [n] 1 B, | Nu(z) € Pra,

d.h. die d-Umgebung eines jeden Punktesin B,, hat die Eigenschaft Pyq).
Die Funktion f nennt man die Parameterfunktion von B.

Beispiel 4.34
a) P = {Graph hat Baumweitek ; k € N}.

Die built-in Relation hat lokal beschrankte Baumweite, fallsen f : N — N
existiert mit

Vd,VYn € N\Vz € [n] : B, | Ny(x) hat Baumweite f(d).

b) P = {Graph hat verbotenen Minor K, ; k € N}.

Die built-in Relation hat lokal verbotenen vollstandigen Minor , falls ein
f: N — N existiert mit

Vd,Yn € N,Vz € [n]: B, | Ny(x) hat verbotenen Minor K ).

Die folgende Definition beschreibt die Eigenschaft unendlich teilbar fir beliebige Gra-
phenklassen. Sie dient an dieser Stelle nur dazu technischen Schwierigkeiten im Be-
weis des folgenden Satz aus dem Weg zu gehen.

Definition 4.35

Eine Graphenklasse G = {G}. : k € I} heif3t unendlich teilbar, fallsfur aled € N
einly, € N existiert, sodal3f'ur alle L € N einn,;, € N existiert derart, dal3 f 'ur alle
Graphen G ausG mit|V| > ng 1, eineMenge A2 C Vi mit|A2| < 1, und eine Menge
X ={zy,...x} C Vg existieren mit

NG @) ONG 4 (2y) =0 Furdlei #

Bemerkung 4.36
a) Eine built-in Relation B= (B,,),en kann as Graphenklasse mit Graphen {B,, :
n € N} interpretiert werden. Falls diese Graphenklasse unendlich teilbar ist, so
auch die built-in Relation B.

b) Jeder Grapheigenschaft P kann die Graphenklasse G, der Graphen mit Eigen-
schaft P zugeordnet werden. Eine Grapheigenschaft P heil3t teilbarkeitserzeu-
gend, fallsGp unendlich teilbar ist.
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¢) Der Beweis des Satzes 4.22 zeigt, dal3 die Grapheigenschaft P,, =verbotener
Minor K, f'uralek € N teillbarkeitserzeugend ist.

Insbesondere sind die Grapheigenschaften BB, = beschrankte Baumweite & teil-
barkeitserzeugend (siehe Bemerkung 4.32).

Der folgende Satz zeigt, daB lokale Versionen von teilbarkeitserzeugenden Graphei-
genschaften, im Falle von built-in Relationen, ebenfalls teilbarkeitserzeugend sind. Der
Satz kann naturlich auch fur allgemeine Graphklassen formuliert werden.

Satz 4.37

Sa P = {Py : k € N} eine Klasse von teilbarkeitserzeugenden Graphei genschaften.
Eine built-in Relation B, die lokal die Eigenschaft P mit Parameterfunktion f hat, ist
unendlich teilbar.

Beweis:

Sei im Folgenden Z K () die Zusammenhangskomponente einer Graphstruktur, die =
enthalt.

Falls B endlos (beliebig lange Wege) oder trennbar (beliebig viele Zusammenhangs-
komponenten) ist, dann nach Satz 4.3 auch unendlich teilbar.

Sei also B weder endlos, noch trennbar. Dann existieren d, N € N mit
(i) Vn € N,Vz € [n] gilt Ny(z) = ZK(X).
(i) Vn € N enthélt B,, weniger als N Zusammenhangskomponenten.

Nach (i) und den Voraussetzungen haben Zusammenhangskomponenten von B,, (n
beliebig) Eigenschaft P . Nach (ii) kann man beliebig groRe Zusammenhangskom-
ponenten finden. Da Py, teilbarkeitserzeugend ist, kann man auf einer groken Zusam-
menhangskomponente (diese hat Eigenschaft Py 4)) die notwendigen Bedingungen fiir
unendlich teilbare built-in Relationen erfillen. O

Korollar 4.38
a) Graphzusammenhang ist nicht ausdruckbar in monadic NP + built-in Relation
mit lokal beschr ankter Baumwaeite.

b) Graphzusammenhang ist nicht ausdr uckbar in monadic NP + built-in Relation
mit lokal verbotenem vollst andigen Minor.

Bemerkung 4.39

Die Klasse der built-in Relationen mit |okal beschr ankter Baumweite schlieldt wieder-
um viele weitere Klassen von built-in Relationen ein, welche monadic NP nicht aus-
reichend verst'arken um Graphzusammenhang auszudr'ucken. Darunter f'alt z.B. die
Klasse der planaren Graphen und die Klasse der Graphen mit K5 ,,, n € N, als verbo-
tenen Minor (Sehez.B. [14] ).
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4.4 Unendlich teilbare built-in Relationen bez uglich
Padding

Auch unendlich teilbare built-in Relationen sind schwach im Sinne von Definition 3.1.
Dies ist die Aussage des folgenden Satzes, dessen Beweis kurz dargestellt wird.

Satz 4.40
Graphzusammenhang ¢ monadic NP + unendlich teilbare built-in Relation + polyno-
miélles Padding.

Beweis:

Im Beweis von Satz 4.2 bendétigt man zur Konstruktion von GG, und G nur eine von ¢
und r abhéngige feste Anzahl n(c, r) von Knoten mit paarweise disjunkter (dabei wird
eine kleine Ausnahmemenge A ignoriert) 2"-B-Umgebung. Eine unendlich teilbare
built-in Relation ermoglicht es aber, beliebig viele Knoten mit paarweise disjunkter
2"-B-Umgebung zu finden. Man findet also ein n € N derart, dal? in B,, mindestens
n(c,r)* + n(e,r), k € N Knoten mit paarweise disjunkter 2"-Umgebung existieren.
Die n(c,r) Knoten, deren 2"-Umgebungen am kleinsten sind (gemessen an der An-
zahl der Knoten in der Umgebung), werden fiir die Konstruktion von Gy und G ver-
wendet. Alle anderen Knoten bleiben beziiglich der Kantenrelation E isoliert, sind
also Paddingknoten. Zum einen sind dies mindesten n(c,r)* Knoten mitsamt ihren
2"-Umgebungen, also k-polynomiell viele in der Anzahl der zur Konstruktion verwen-
deten Knoten. Zum andern sieht man leicht, daR Duplikator das (¢, 7)-monNP Spiel
auf diesen um Paddingknoten erweiterten Strukturen gewinnen kann. Dazu spielt er
auf G, und G beziglich seiner Strategie aus Satz 4.2 und auf den Paddingknoten
konstant. O

4.5 Zusammenfassung und Bemerkungen zu Kapitel 3
und 4

Gegenstand dieser Arbeit ist die Ausdrucksstéarke von monadischen Erweiterungen von
monadic NP. Im ersten Teil wurden Erweiterungen um gewisse built-in Relationen
betrachtet. Speziell ging es darum, fur bestimmte Klassen von built-in Relationen B zu
zeigen, daf3

Graphzusammenhang ¢ monadic NP + B. (%)

Die Vielfalt an unterschiedlichen Ergebnissen und Konzepten in diesem Bereich konn-
te durch die Einfiihrung zweier (nicht disjunkter) Klassen von built-in Relationen zu-
sammengefallt werden. Dabei handelt es sich um:

a) verpackbare built-in Relationen (Kapitel 3) und
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b) unendlich teilbare built-in Relationen (Kapitel 4).

Alle built-in Relationen, von denen bisher gezeigt werden konnte, da (x) gilt, sind
entweder verpackbar oder unendlich teilbar. Umgekehrt gilt (x) fur alle built-in Re-
lationen, die verpackbar oder unendlich teilbar sind. AuRerdem wurde gezeigt, dal}
verpackbare und unendlich teilbare built-in Relationen schwach im Sinne von Defini-
tion 3.1 sind. Inshesondere sind damit alle Relationen, fiir die (x) bisher nachgewiesen
werden konnte, schwach.

Beispiele fir verpackbare built-in Relationen sind:

Aquivalenzrelationen
e Ordnungsrelationen

e Relationen mit beschrankter Baumweite
Beispiele fir unendlich teilbare built-in Relationen sind:

e Relationen mit Maximalgrad n°(\)
X-built-in Relationen

e Relationen mit verbotenem Minor K,
Relationen mit lokal beschréankter Baumweite
Relationen mit lokal verbotenem vollstandigen Minor
Multiplikationsrelation

Teilbarkeitsrelation

Bei den griin markierten built-in Relationen handelt es sich um neue Ergebnisse (im
Zusammenhang mit (x) ). Fur die blau markierte built-in Relationen ist (x) kein neues
Ergebnis. Allerdings handelt es sich um neue Beweismethoden, wodurch die bisheri-
gen Beweise sowohl verkirzt, als auch vereinfacht werden konnten.

Der Nachweis von () fur starke built-in Relationen scheint sehr schwer zu sein. Auch
ware das, wie in der Einleitung von Kapitel 3 beschrieben, ein moglicher erster Schritt
zum Beweis von NP = co-NP. Es macht daher Sinn, die von Fagin, Stockmeyer und
Vardi in [13] aufgestellte Vermutung, daf3

Graphzusammenhang ¢ monadic NP + beliebige built-in Relationen
zundchst in der abgeschwéachten Form

Graphzusammenhang ¢ monadic NP + schwache built-in Relationen (k)
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zu untersuchen. Die Tatsache, dal3 fur eine Vielzahl von schwachen built-in Relationen
(x) gezeigt werden konnte, spricht fur diese Vermutung. Um (sxx) zu beweisen, wird
es vermutlich notwendig sein, eine brauchbare Klassifikation fiir schwache built-in
Relationen zu finden. Da die Konzepte von verpackbaren und unendlich teilbaren built-
in Relationen alle Relationen, fur die (x) gezeigt werden konnte, subsumieren, stellt
sich die Frage, ob mit diesen Konzepten eine solche Klassifikation mdglich ist. Dazu
zundchst eine Definition:

Definition 4.41

Eine built-in Relation B ist halb verpackbar/halb teilbar, wenn einl € N existiert, so
daBfuraled, L € Nenn(d, L) € N existiert derart, da3 f 'ur allen > n(d, L) eéin A
mit |A%| < | existiert und eine Partition von B, = B" U BY derart existiert, dal3 man
L Knoten {x1,...,x.} aus B*\ A< fi ndet mit

o paarweise digunkter d-Umgebung in B} (Teilbarkeitsanteil)

e dleKnoten aus/\/f%\A% (x;) verhalten sich bez uglich allen Knoten aus B, iden-
tisch (Verpackbarkeitsanteil).

Mit den Methoden aus den beiden vorangegangenen Kapiteln (speziell die aus dem
Beweis von Satz 4.2) kann man zeigen, daB halb verpackbare/halb teilbare built-in
Relationen schwach sind und (x) erfiillen.

Auch sieht man leicht, dal3 jede unendlich teilbare built-in Relation halb verpack-
bar/halb teilbar ist.

Ein moglicher Ansatz fiir eine Klassifikation von schwachen built-in Relationen ist
Inhalt der folgenden Frage:

Ist jede schwache built-in Relation entweder

e verpackbar oder
e unendlich teilbar oder

o halb verpackbar/halb teilbar?

Eine positive Antwort auf diese Frage wiirde (xx) beweisen.






Kapitel 5
Closed Monadic NP

Als Fagin in seiner Arbeit [11] die Klasse monadic NP eingefiihrt hat, mulite er sich
der Erkenntnis beugen, daf Nichtausdriickbarkeitsbeweise oberhalb von monadischer
Quantifizierung nicht machbar schienen. Schon die Moglichkeit der Verwendung von
bindren SO-Quantoren ermdglicht es dem Spoiler im EF-Spiel beliebige Knoten mit-
einander zu verbinden und macht so die Verwendung aller bisher bekannten Spiel-
strategien unmaoglich. Diese scheinbar extreme Zunahme an Schwierigkeit im bindren
NP-Spiel, kann mit der Tatsache, dal? die logische Sprache bindres NP sehr viel aus-
drucksstdrker als monadic NP ist, plausibel gemacht werden. Z.B. kann Graphzusam-
menhang in bindren NP ausgedriickt werden. Es reicht dabei sogar nur bindre Quanti-
fizierungen tber Ordnungen zuzulassen (siehe [7]). Weiterhin gibt es die Vermutung,
dal3 alle Grapheigenschaften aus NP in bindrem NP ausdriickbar sind.

Eingeschrankt auf monadic NP ist es sehr wohl moglich Nichtausdriickbarkeitsbewei-
se (speziell durch EF-Spiele) zu fiihren. Im weiteren Verlauf wurde monNP um ver-
schiedene built-in Relationen erweitert (siehe Kapitel 3 und 4) und eine Weile lang
war man bemiiht, die Klasse der built-in Relationen, mit deren Hilfe Graphzusammen-
hang in monNP nicht ausdriickbar ist, stetig zu erweitern. Fur viele schwache built-in
Relationen ist dies gelungen. Die Mauer zu den starken built-in Relationen hingegen
scheint sehr hoch zu sein.

Da die Betrachtung weiterer spezieller schwacher built-in Relationen vermutlich kei-
nen Durchbruch dieser Mauer ermoglichen wird, allgemeine Ergebnisse fiir die Menge
der schwachen built-in Relationen nicht greifbar scheinen, ist die Untersuchung von
monNP + built-in Relationen ins Stocken geraten. Stattdessen hat man angefangen,
andersartige monadische Erweiterungen von monNP zu untersuchen.

In der Arbeit [3] von Ajtai, Fagin und Stockmeyer betrachten und definieren die Auto-
ren zwei monadische Erweiterungen von monNP. Es handelt sich dabei zum einen um
den Abschlul? von monNP bzgl. FO-Quantifizierung (PFO(monNP)) und zum anderen
um den Abschlu? von monNP bzgl. FO-Quantifizierung und existentieller monadi-
scher SO-Quantifizierung (closed monadic NP, kurz: cmonNP).

76
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Die Autoren konnten folgende Hierachie zeigen:

1) 2) 3)
monNP C PFO(monNP) C emonNP C NP.

Dabei ergibt sich 1) aus der Tatsache, dall Graphzusammenhang in PFO(monNP) aus-
druckbar ist und 3) aus Betrachtungen von Turan in [27] (z.B. ist die Eigenschaft Exi-
stenz eines Hamiltonkreises nicht in cmonNP, sehr wohl aber in NP). Um 2) zu zeigen,
haben die Autoren von einer sehr kiinstlich konstruierten Grapheigenschaft P, nach-
gewiesen, dal? diese nicht in PFO(monNP) ausdriickbar ist, sehr wohl aber in cmonNP.
Der vorgestellte Spielbeweis ist lang und recht schwer.

In [18] konnte Marcinkowski zeigen, dal® die Grapheigenschaft Erreichbarkeit in ge-
richteten Graphen nicht in PFO(monNP) ausdriickbar ist. Zum einen ist dieser Beweis
viel kiirzer und anschaulicher, zum anderen die Eigenschaft sehr naturlich.

In diesem Kapitel wird zun4chst ein kurzer Uberblick der Methode von Marcinkowski
gegeben. Anschlielend wird die Methode von Fagin et al. ausfiihrlich dargestellt, dabei
verallgemeinert und vereinfacht.

Es wird gezeigt, da obwohl beide Beweise auf den ersten Blick sehr verschieden
wirken, sie doch auf derselben Grundidee aufbauen. Diese beruht darauf, die vorange-
stellten FO-Runden durch Antworten in isomorphen Teilstrukturen zu Gberstehen.

Zwei interessante Fragen in Bezug auf closed monadic NP sind bisher unbeantwortet
geblieben. Zum einen kann man innerhalb von cmonNP eine Hierachie definieren (sie-
he Kapitel 2) und die Frage nach deren Striktheit stellen. Zum anderen ist es unklar,
ob es monadische Eigenschaften gibt, die nicht in cmonNP liegen. D.h. die Frage, ob
cmonNP # MSO ist. Falls NP £ co-NP gilt, kann die Eigenschaft nicht-3-Farbbarkeit
nicht in NP und insbesondere nicht in closed monadic NP ausgedriickt werden. Da
diese Eigenschaft offensichtlich in MSO ausdriickbar ist, findet die zweite Frage unter
der Annahme NP = co-NP eine positive Antwort.

Ebenso wie im Zusammenhang mit starken built-in Relationen scheint es, als wenn
Spielbeweise zur Beantwortung dieser beiden Fragen sehr schwer sind. Eine mogliche
Begriindung dafir wird in den abschlieBenden Betrachtungen zu Kapitel 5 und 6, am
Ende von Kapitel 6, gegeben.

5.1 Der Beweis von MarcinkowsKi

In diesem Abschnitt wird das Beweisverfahren von Marcinkowski knapp erldutert. Es
wird dabei nur die Konstruktion der Spielstrukturen betrachtet und auf eine Beschrei-
bung des Spiels verzichtet. In Kapitel 6 wird gezeigt, dal’ die Grapheigenschaft nicht-
k-Farbbarkeit, £ > 3, nicht ausdriickbar ist in PFO(monNP). Da die dort verwendeten
Konstruktionen der Spielstrukturen und der Spielverlauf auf der Methode von Mar-
cinkowski aufbauen, ist eine genaue Betrachtung an dieser Stelle nicht notig. Eine
ausfuhrliche Betrachtung findet man in [18].
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Ajtai und Fagin haben in [2] gezeigt, dal} die Eigenschaft £; := Erreichbarkeit in
gerichteten Graphen nicht in monNP ausgedriickt werden kann.

Satz 5.1 (Ajtai, Fagin 90)
Die Eigenschaft £; := Erreichbarkeit in gerichteten Graphen ist nicht ausdr uckbar in
monNP,

Das bedeutet: fiir jedes Parametertupel (c,7) € N? gibt es Graphen Gy, € &; und
G1 ¢ &4 derart, da Duplikator das (c, r)-monNP Spiel auf G, G; gewinnen kann.
Ajtai und Fagin konnten dabei nur die Existenz solcher Graphen G, G; nachweisen,
diese aber nicht konstruieren (dies ist in der Folgezeit auch nicht gelungen). Die dabei
verwendeten Methoden, speziell die Verwendung von Zufallsgraphen, sind fiir sich
allein sehr interessant und waren im Zusammenhang mit Spielbeweisen bzgl. monNP
ein vollig neuer Ansatz.

Marcinkowski verwendet die Graphen G, GG; als Bausteine fur seine Spielgraphen im
PFO(monNP) Spiel.

Satz 5.2 (Marcinkowski 99)
Die Eigenschaft £, ist nicht ausdr uckbar in PFO(monNP).

Beweisanfang:

Seien ry,¢,ry € N fest gewdhlt. Gesucht sind Strukturen Sy € &,,5;1 ¢ &,, so dal
Duplikator das (71, ¢, 75)-PFO(monNP) Spiel auf Sy, S; gewinnt.

Seien Gy € &;,G1 ¢ &, so gewdhlt, dal Duplikator das (c, 5)-monNP Spiel auf
Go, G1 gewinnt. Sy, S; werden aus einer Menge von Kopien von G, G; konstruiert,
die geschickt miteinander verbunden werden. Dazu werden notwendige Verbindungs-
operatoren fur Graphstrukturen mit zwei ausgezeichneten Knoten s, ¢ definiert.

Definition 5.3
Seien F, & Graphstrukturen mit ausgezeichneten Knoten s, t (s = source, t = target ).
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a) Der Graph F' + FE entsteht aus einer Kopie von F' und einer Kopie von E. Die
Quélle und Senke von F, E werden zu einer gemeinsamen Quelle und Senke
verschmolzen. Folgende Skizze verdeutlicht die Struktur von F' + E:

AN

®

F+E >

®

e

b) Der Graph F - E entsteht aus einer Kopie von F' und einer Kopie von E. Die
Senke tr von F' und die Quelle s von E werden miteinander zum Knoten *
verschmolzen. Die Quelles von F' - E ist die Quelle s von F'. Die Senket von
F - E ist die Senke tr von E. Folgende Skizze verdeutlicht die Struktur von
F-FE:
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®

Es werden nun induktiv Strukturen S} € &4, S} ¢ &, definiert, so daB Duplikator das
(3V)!(¢c, ro)-monNP Spiel auf S}, St gewinnt.
1=0: Sg = GQ, S? =G
[ — 141
Sett =
(S5 -85+ S5+ 89) - (Sp - Sp + S5 - S+ [(S5 - S+ 1+ Sp) - (S - S5+ 5 - Sp)]
St —
[(SG - So+ St - S1) - (Sh - 81+ S+ Sp]+[(S5 - S5+ 51+ S6) - (S5 - S5+ Sy - 5)]

Man sieht leicht, daB S}, € £; und S ¢ &,.

Duplikators Gewinnstrategie ergibt sich induktiv. Der Induktionsschritt ergibt sich
hauptséchlich aus der Tatsache, daB die Menge der Klammerausdriicke (z.B. (S} - S{ +
S-Sty in Shund St identisch ist. Genaueres dazu findet man in [18] und im folgenden
Kapitel.

5.2 Der Beweis von Ajtai-Fagin-Stockmeyer

In diesem Abschnitt wird die Konstruktion und Spielidee von Fagin et al. skizziert.
Dabei werden abweichend zu [3] folgende Veréanderungen durchgefihrt:
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Die betrachtete Eigenschaft wird leicht verdndert und damit leichter beschreib-
bar.

Das Spiel wird auf den PFO-Abschlul} eines beliebigen monadischen Préfixes
erweitert.

Die Beweise der bendtigten Lemmata werden durch Verwendung der Tatsache
PARITY ist nicht schwach ausdriickbar in FO und des Satzes von Buchi stark
vereinfacht.

Zundchst einige Definitionen:

Definition 5.4
a) Ein Graph G = (V, E,c) heil3t ein Rad, falls G aus einem Kreis und einem

b)

ausgezeichneten Knoten ¢ besteht, der mit allen Kreispunkten verbunden ist.
Im Folgenden sei immer V- = c U {vy,...,v,}, wobe die Nummerierung der
Knoten v; deren Reihenfolge (gegen den Uhrzeigersinn) auf dem Kreis wider-
spiegelt.

Sa R ein Rad mit Radmittelpunkt ¢ und Kreispunkten (vy,...,v,). Seien
Hy,..., H, beliebige Graphen. Der GraphR.(Hy, ..., H,,) entsteht aus R durch
Erweiterungum Kopienvon H,, . . ., H,,. Dabei wird der Knotenv;(i = 1...,n)
mit allen Knoten aus H; verbunden. Formal:

R(Hy,...,H,) = (cU{vy,...,0.} U{Vy,,..., Vg, }, E,c) mit
E={(c,v);i=1,...,n}U{(vy,viz1);i =1,...,n}U{(vy,v,) }U{(vs, z); 2 € Vp,}

SedenRenRadund H, ..., H, Graphen. SeienG = R(H,, ..., H,) undv # ¢
ein Knoten von GG. Der Radknoten vonv (kurz: R(v)) wird durch

R(v)=v;, <= (veH;Vv=u)

defi niert.
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Definition 5.5
Sei P eine beliebige Grapheigenschaft. Mittels’P wird eine neue Grapheigenschaft P,
defi niert:

GeP, <= G=(V,E c)undesexistieteinRadR = (cU{v1,...,v,}, ER,c)
und Gragphen Hy, . . ., H,,, so daf3:
1)G=R(Hy,...,H,).
2)#{H; € P;i=1,...,n}ist gerade.

Es gilt nun folgender Satz:

Satz 5.6
a) Sei W ein beliebiges monadisches Pr’afi x und P eine Grapheigenschaft mit P ¢
®L(W), aber P € PFO(W). Dann gilt: P, ¢ PFO(W).

b) FallsP,P € cmonNR dann P, € cmonNP

Bemerkung 5.7
1) DieBedingung P ¢ @©L (W) scheint sehr streng. Marcinkowski hat in [16] eine
Eigenschaft bool (P) defi niert und folgendes L emma bewiesen:

Lemma 5.8
Sei P ¢ L(W), aber P, P € L(V). Dannist bool(P) ¢ ©L(W), aber bool(P) €
L(33V).

Die Eigenschaft bool(P) erf ullt also die Voraussetzungen von Satz 5.6 ), falls
P ¢ LW), aberP € L(W)N PFO(W).

2) Marcinkowski konnte in [16] folgenden Satz zeigen:
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Satz 5.9

Sai P eine Grapheigenschaft f'ur die gilt P ¢ L(W), aber P € PFO(W), dann
existiert eine Grapheigenschaft reach(P) f ur die gilt reach(P) ¢ PFO(W), aber
reach(P) € APFO(W).

Insbesondere folgt daraus, dal3 falls die Hierachie innerhalb von closed monadic
NP icht strikt ist, diese zumindest nicht auf einer Zwischenstufe zusammenf-allt.

Aus Satz 5.6 erh’at man folgende leicht schw achere Aussage:

Korollar 5.10
Sai P eine Grapheigenschaft f'ur die gilt P ¢ ©L(W), aber P € PFO(W), dann
gilt:

a P, ¢ PFO(W).
b) P,P € cmonNP—> P, € cmonNP.
c) P ¢ cmonNP=> cmonNP C MSO.

Bemerkung 5.11

Auf der einen Seite gewinnt Duplikator das PFO(monNP)-Spiel f'ur T, ebenso

wie bei Marcinkowski, indem er die vorangestellten FO-Runden durch Spielen

inisomorphen Bausteinen ‘uberwindet. Auf der anderen Seiteist die Eigenschaft
P, von Fagin et a. derart gew ahlt, daf3 es notwendig ist, sowohl P as auch P

in cmonNP beschreiben zu k onnen, um T, in cmonNP ausdr ‘ucken zu k ‘onnen.
Dies ist der wesentliche Nachteil von der Konstruktion von Fagin et a. und

gleichzeitig der Grund f ur die schw achere Aussage des obigen Korollars.

Der Beweis von Satz 5.6 verlduft in mehreren Schritten. Zunédchst bendtigt man ein
spezielles Spiel auf schwarz/weil} Radern und zwei Lemmata. Ein schwarz/weil} Rad
ist ein Rad, in dem jeder Kreisknoten entweder schwarz oder weil3 gefarbt ist.

Definition 5.12 ((r, t, M )-schwarz/weil} Spiel)

Das (r,t, M)-schwarz/weil3 Spiel auf schwarz/weil3 R'adern A, B verl auft in r Run-
den. In jeder Rundei w'ahlt Spoiler einen Punkt ¢ (b;) aus A(B). Duplikator antwortet
mit einem Punkt der anderen Struktur. Duplikator gewinnt das Spiel unter folgenden
Bedingungen:

1. Furadllei hat ¢ dieselbe Farbe (kurz: F'(a;)) wieb.
2. ai:aj<:>bi:bj.

3. DieFolgen ay,...,a, undby,...,b, sind bzgl. dem Uhrzeigersinn auf den je-
weiligen Kreisr'adern gleich geordnet.

4. Sei m € S(r) ordnungsdefi nierend f'ur q, ..., a,, dh. a;qy < ... < agp
bzgl. der Uhrzeigersinnordnung. Sei 1¢(1?) der Abstand von a.; (b)) nach
ar(i+1)(bx(i+1)) (im Uhrzeigersinn), dann gilt:
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a) 1¢ = 1° oder
b) 12,1 > t und¢ =y 1.

Es werden nun zwei wichtige Lemmata bewiesen. Im Gegensatz zur Originalarbeit sind
die Beweise hier nicht konstruktiv und dadurch deutlich kiirzer und einfacher. Deswei-
teren ist die Aussage des zweiten Lemmas auf beliebige monadische Prafixe erweitert,
ein entscheidender Schritt zum Beweis von Satz 5.6. Den Beweis des zweiten Lemmas
verdanke ich Frau Dr. Nicole Schweikardt.

Lemma 5.13

Saienr,t, M € N. Dann existieren beliebig grofse schwarz/wei3 R ader A, B mit|A| =
| B|, so daf3 eine gerade (ungerade) Anzahl von Knoten von A (B) weil3 gef ‘arbt ist und
Duplikator eine Gewinnstrategieim (r, t, M )-schwarz/weil3 Spiel auf A, B hat.

Beweis:
Sei Q eine einstellige Relation. In [1] hat Ajtai gezeigt, daB die Eigenschaft

P =|Q)| ist gerade

nicht schwach in FO ist, d.h. die Eigenschaft P ist nicht ausdriickbar in FO+beliebige
built-in Relationen. Sei S = (Q, By, Bo, B3) eine Signatur. Die built-in Relationen
By, By, Bs sind wie folgt definiert:

e B7 ist zweistellig und definiert die Kantenrelation eines Rades auf n Punkten.

e BY ist zweistellig und definiert die Uhrzeigersinnordnung bzgl. B. Der Rad-
mittelpunkt sei dabei zuséatzlich der maximale Punkt bzgl. dieser Ordnung.

e B ist undr und definiert durch
v; € BY <= M | i.
Dabei sei V' = (vy, ..., v,) die Knotenmenge sortiert bzgl. Bj.

Da P nicht schwach in FO ist, existieren fur alle 7 € N S-Strukturen A, B mit
|A| = |B|,|Q.4] gerade und |@ | ungerade, so dal} Duplikator das 7-Runden FO-Spiel
auf A, B gewinnt. Falls 7 > r grol3 genug gewahlt ist, gewinnt Duplikator auch das
(r,t, M)-Spiel auf A, B, wobei Q4,Qp jeweils die Menge der weilen Punkte sei.
Die dritte Gewinnbedingung wird dabei durch B, garantiert. Die vierte durch Bs und
ausreichend viele (abhéangig von ¢ und M) FO-Runden im Anschlul® an die ersten r
Runden. O

Lemma 5.14

Sei W ein beliebiges monadisches Pr'afi x. Sei w € W beliebig. Esexistierent, M € N,
so dal3 f'ur alle Ketten A, B mit |A|,|B| > t und |A| =, |B| Duplikator das w-Spiél
gewinnt. OBdA werden dabei die Endpunkte konstant gespiélt.
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Beweis:

Es existieren nur endlich viele nicht dquivalente ¢ € L(w). Sei ® die Menge aller
paarweise nicht dquivalenten ¢ € L(w). Der Grundraum sei dabei die Menge der An-
fangsstiicke von N, versehen mit der natirlichen Ordnung, d.h.

Mod(y) C {({1,...,n},<): n € N}.

Nach dem Satz von Buichi ist Mod(y) eine reguldre Sprache tiber einem Alphabet mit
einem Buchstaben {a}. Mit Hilfe des Pumping Lemmas erhdlt man leicht folgende
Aussage (Erlduterungen zum Satz von Biichi, dem Pumping-Lemma und reguldren
Sprachen findet man z.B. in [26]):

Jt,, MV >t,:  a" € Mod(p) <= a"t*Me € Mod(p) Vu > 1.
Sei nun ¢ := maxgecq t, Und M := kgV{M,,} dann gilt
Vn>t: a"~,a"™M vy eN

Eine leichte Reduktion liefert die Aussage des Lemmas. a

Nach diesen Vorbereitungen folgt nun der Beweis von Satz 5.6 a):
Beweis:
Zunéchst eine Definition.

Definition 5.15
Sei G ein beliebiger Graph. Der Graph G entsteht indem man G um einen Knoten
erweitert und diesen mit allen Knoten aus G verbindet.

a) Sei W ein beliebiges monadisches Préfix und P eine Grapheigenschaft mit P ¢
®L(W), aber P € PFO(W). Sei w € W beliebig. Seien £ € P und F' ¢ P Graphen
mit £ ~g,, F.

Fir ¢ € N sei ¢(ET F) := ¢(E™) + ¢(FT). Dabei ist ¢(G) die Anzahl der
Féarbungen von G mit ¢ Farben. Es wird nun ein weiteres monadisches Préfix «w tber
seine Préfixdarstellung (siehe Definition 2.26) definiert. Die Préfixdarstellung von @
erhélt man aus der Préfixdarstellung von w, indem man die Féarbungszahlen ¢; durch
c;(ETY L) ersetzt.

Sei nun u € (3|V)*w beliebig. r sei die Anzahl der vordersten FO-Quantoren in u. Um
zu zeigen, daB P, ¢ PFO(W) liegt, muB man Strukturen Sy, € P,, S; ¢ P, finden mit
So ~u Si.t, M € N seien so gewdhlt, daB sie beziglich «w der Aussage von Lemma
5.14 genuigen. Lemma 5.13 liefert bezuglich r, ¢, M zwei schwarz/weil} Réder R, R;,
so dalR R, gerade und R; ungerade viele weilRe Punkte enthdlt und Duplikator das
(r,t, M)-schwarz/weil3 Spiel auf Ry, Ry gewinnt. Seien Vo = ¢y U {vy, ..., v}, Vi =

cp U{wy, ..., w,} die Knotenmengen von Ry und R;. Sy, S; sind wie folgt definiert:
. E v weild
So = RO(Cl, RN Cn) mit Cz = { F . o schwarz
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Sy = Ry(Dy,...,D,) mit Di:{E D w; Weil

. w,; schwarz

Ry

Spielstrategie im u-Spiel:

r FO-Runden:

w-Spiel:

Diese vorangestellten FO-Runden tibersteht Duplikator, indem er seine Strategie
im (r,t, M)-Spiel auf Ry und R; ausnutzt. Wahlt Spoiler z.B. einen Knoten v
(# ¢o) aus Sy, welcher oBdA kein Radknoten ist, dann ubersetzt Duplikator
v zundchst in einen Radknoten mittels R(v). Die Strategie im (r,t, M )-Spiel
liefert einen Radknoten w aus S;, an dem derselbe Baustein hangt wie an v.
Duplikator antwortet nun indem er in diesem Baustein isomorph spielt.

Bemerkung 5.16

Dieser Spielabschnitt beinhaltet die oben angesprochene Basisidee des
PFO(W )-Spieles: Die zus'atzlichen FO-Runden ‘ubersteht Duplikator durch iso-
morphes Spielen auf isomorphen Teilstrukturen.

Seien aq,...,a, und by,..., b, die im ersten Spielabschnitt gewahlten Knoten.
OBdA sei

° R((J,Z) 7é R(aj) fur a; 7£ a;
e a; #cViund

e R(ay) < -+ < R(a,), wobei < eine feste Uhrzeigersinnordnung auf R,
ist.
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Sei 1Y die Distanz zwischen R(a;) und R(a;, ;) im Uhrzeigersinn (analoge De-
finition von [}). Aufgrund der Gewinnbedingungen im (r, ¢, M)-schwarz/weif3
Spiel gilt I =), I} Vi. Der Teilgraph LY von S, besteht aus dem Intervall
[R(a;), R(a;+1)] inklusive der an den Radknoten hdngenden Bausteine F, F
(analoge Definiton fiir L}).

Duplikator spielt das w-Spiel nun jeweils separat auf den Teilgraphen
LY LY, i =1,...,r. Seine Strategie dafur (LY ~,, L) ist eine Kombination
aus seiner Strategie im ©w-Spiel auf E, F' und seiner Strategie im w-Spiel auf
Ketten A, B mit |A| =, | B.
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U}-Sp|9| auf LO,Ll Seien v (= A;)y Vo, ..., Upl= Qijt1 bzw. w,(= b; , Wy ooy Wi (= bit1 die
7 7 + +
Radknoten von LY bzw. L!. Nach Voraussetzung gilt n =), m. Seien wei-
ter A, B Ketten der Ladnge n bzw. m mit Knotenmengen {vy,...,7,} bzw.
{wy,..., W}

Definition 5.17
a) Se G en Graph. Eine c ~Farbung von G ist eine Knotenf arbung von GG
mit ¢ Farben.

Bemerkung: Im folgenden K apitel wird der Begriff c-Farbung von G ver-
wendet. Dabei bedeutet dort c-F arbung eine Knotenf arbungen von G mit ¢
Farben und den zus atzlichen Bedingung:

e Jeder Knoten aus G wird mit genau einer der ¢ Farben gef arbt.
e Benachbarte Knoten sind unterschiedlich gef arbt.

Die hier betrachteten ¢ ~F arbungen unterliegen keinen Einschr ankungen.
b) ¢(G) bezeichnet die Menge aler ¢ ~F arbungen von G.

¢) Eine(c, M)-Farbkodierung ist eine injektive Abbildung K : M — ¢(E),
dabei ist M eine beliebige Menge, ¢ € N und E der Graph, der aus einem
einzelnen Knoten bestetit.

OBdA beginne w mit ¢ monadisch existentiellen SO-Quantoren. Spoiler farbt
also Sy (und damit L) mit ¢ Farben. Sei €, die von Spoiler gewéahlte Farbung.
Duplikator Ubersetzt diese Farbung zunéchst in eine Farbung von A mit k& :=
c(ET, F+1) Farben.

k ist so gewahlt, daB eine (k,c(E*!) U ¢(FT'))-Farbkodierung K : ¢(E*!) U
c(F™) — k(E) existiert. Insbesondere gilt K(c;(E*)) N K(c(F*)) = 0.
Sei H?(H}) der Teilgraph von L?(L}), der aus dem Knoten v; und dem an v;
angehdngten Baustein besteht. Duplikator farbt nun v; € A mit K(€y(H?)). Da
Duplikator das @w-Spiel auf A, B gewinnt, findet er fur diese spezielle Farbung
¢4 von A eine Antwortfarbung €5 fiir B. Diese liefert ihm eine Antwortfarbung
¢, fir L}. Die Teilgraphen H} werden dabei wie folgt gefarbt (0BdA sei H} =
E+):

1. Fall: K~ (€p(w;)) € c(E™) = €(H}) = K 1(Cx(w;)).
D.h. falls die Farbe von w; eine Farbung eines £+ Graphen kodiert, so
farbt Duplikator H! mit dieser Farbe.

2.Fall: K~'(¢€g(w;)) € c¢(F*'). Die Farbung von w; kodiert eine ¢ ~Farbung von
F+1. H} ist aber (0BdA) ein £ Komponente. Duplikators & Gewinn-
strategie auf F, F' liefert nun eine Gewinnfarbung von E bzgl. der durch
w;, kodierten Farbung von F'. Diese nimmt Duplikator zum Férben von H}.
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Duplikators Strategie fiir die erste Farbungsphase ist nun vollstandig beschrieben. Die
folgenden Farbungsrunden bestreitet Duplikator ganz analog. Folgende Skizze ver-
deutlicht Duplikators Farbungsstrategie.

IR 7
®) ®
...... O~ @ LO e OH a LO L?

\ € 4(5;) = K(€o(H?)) I CA(v5) = K(€o(HY))

...... O—(D)—0 v O—(D—0 A

B O @ O
\CB@-»@ (FT1))
ey (HY) = K1 (€5 (@) (€ (B O—®
/w Spiel auf E, F
1 1
H, H]
L,} ...... O_ @ _O ............................ O_ @ _O ......

Die FO-Runden verlaufen nach demselben Prinzip. Wahlt etwa Spoiler einen Knoten
vaus LY und sei v; = R(v) der Radknoten von v, dann wahlt Duplikator den Knoten
7; in A und findet einen Antwortknoten w, in B. Nun antwortet er in L} mit einem
Knoten aus H,. Dabei muB er folgende Félle unterscheiden (oBdA sei 4} ein E*!
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Teilgraph):
1. Fall: H} istein £+ Teilgraph — Duplikator spielt isomorph auf H .

2. Fall: HI} ist ein F'*1 Teilgraph — Duplikator verwendet seine ®w Strategie auf £, F,
um einen Antwortknoten auf H; Zu bestimmen.

Es ist leicht zu sehen, daB damit eine w-Gewinnstrategie auf L, L} beschrieben ist.
Diese addiert sich zu einer Gewinnstrategie auf S, und S; (wichtig ist dabei, dal3
Duplikators Gewinnstrategie auf A, B endpunktrespektierend ist). Damit ist Teil a)
des Satzes bewiesen. O

Beweis von Satz 5.6 b):

Zu zeigen ist, daB falls 7 und P in cmonNP ausdriickbar sind, auch P, in cmonNP
ausdriickbar ist. Der fuir den Spezialfall /7 = monNP von Fagin et al. in [3] présentierte
Beweis kann hier direkt ibernommen werden. O






Kapitel 6
Farbbarkeitsprobleme

Auf der Suche nach einem monadischen Problem, das nicht in der zweiten Stufe von
closed monadic NP ausdriickbar ist, kann man zwei Wege beschreiten. J.Marcinkowski
hat gezeigt, dall Erreichbarkeit in gerichteten Graphen nicht in PFO(monNP) aus-
driickbar ist. Es ist aber nicht schwer zu zeigen, dal} dieses Problem in der zweiten
Stufe von cmonNP liegt. Dennoch kann man natirlich versuchen, aufbauend auf das
Problem Erreichbarkeit in gerichteten Graphen ein neues komplexeres Problem zu
beschreiben und aus intuitiven Griinden die Vermutung duf3ern, dal3 dieses nicht in der
zweiten Stufe von cmonNP liegt. Ein solches Problem wurde mir von J.Marcinkowski
geschildert, und ich bin nicht abgeneigt mich seiner Intuition anzuschlie3en. Nur ist es
bisher nicht gelungen, diese Vermutung zu beweisen.

Eine zweite Mdglichkeit ein geeignetes monadisches Problem zu finden, das mit
groRer Sicherheit nicht in der zweiten Stufe von cmonNP (in Wahrheit sogar mit
groRer Sicherheit nicht in cmonNP) liegt, ist sich auf komplexitétstheoretische Ver-
mutungen zu stiitzen. Die Tatsache, daR NP # co-NP ist zwar nicht bewiesen, aber
weitlaufig akzeptiert. Daher wird man kein NP-vollstdndiges Problem finden, des-
sen Komplement wiederum in NP liegt. Bekanntermalien ist k-Farbbarkeit (kC) von
Graphen fur £ > 2 NP-vollstandig. Es ist also zu erwarten, daR nicht-k-Farbbarkeit
(nonkC) von Graphen (k > 2) nicht in NP liegt. Da schlieBlich cmonNP C NP, ist
zu erwarten, dal’ nicht-%£-Farbbarkeit nicht in cmonNP ausdriickbar ist. Andererseits
ist nonkC fir alle £ € N leicht in co-monNP zu beschreiben und daher monadisch
beschreibbar.

Ich habe mich fiir diesen Weg entschieden und gezeigt, dal nicht-k-Férbbarkeit (& >
2) nicht in PFO(monNP) ausgedriickt werden kann. Im Unterschied zu den bisherigen
Ergebnissen bzgl. PFO(monNP) von Fagin und Marcinkowski ([3] und [16]), die je-
weils Probleme betrachtet haben, die sofort in der zweiten Stufe von cmonNP liegen,
kann (wie oben beschrieben) erwartet werden, dal? nonkC nicht in cmonNP ausdriick-
bar ist. Vielleicht ist es mit weiteren Ideen, unter Verwendung der bisherigen, moglich
dies auch zu zeigen.

Am Ende dieses Kapitels wird der folgende Satz bewiesen sein.

92
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Satz 6.1
Nicht-k-F arbbarkeit (k > 3) ist nicht ausdr uckbar in PFO(monNP).

Satz 6.1 wird zundchst fir den Spezialfall £ = 4 bewiesen. Anschlielend wird die
Verallgemeinerung fur & > 4 grob skizziert und der Fall £ = 3 durch Reduktion
erledigt.

6.1 Beweisvon Satz6.1fuUrk =14

Eine der Hauptideen, die im Beweis von Satz 6.1 verwendet wird, besteht darin
zwei Spielstrukturen Sy, S; zu konstruieren, die jeweils aus vielen Kopien zweier
unterschiedlicher Teilstrukturen (hier: G, G;) bestehen. Dadurch hat Duplikator die
Moglichkeit, den ersten Spielabschnitt (» FO-Runden) so zu bestreiten, dal} er sich in
der jeweiligen Struktur eine geeignete Kopie von GG, oder G; sucht und in dieser den-
selben Knoten auswahlt, wie ihn vorher Spoiler in der anderen Struktur gewahlt hat.
Diese Idee ist schon in den Beweisen von Marcinkowski und Fagin et al. zu finden.

Die hier bendtigten Strukturen G, G; werden folgende Eigenschaften haben:

1. Duplikator gewinnt das (c, 7)-monNP Spiel auf G, G;. Dabei kann (c,7) € N?
beliebig festgelegt werden.

2. Gy € non3C, GG; € 3C.
3. Gy € 4C und G enthalt ein Dreieck.

Der Beweis der Existenz solcher Strukturen wird im ersten der folgenden vier Kon-
struktionschritte der Spielstrukturen Sy, S; gegeben:

1.Schritt: Beweis der Existenz von GG, und GG; mit obigen Eigenschaften.

2.Schritt: Gy und G; werden um jeweils vier Knoten und geeignete Kanten erweitert. Die-
se vier Knoten dienen als Schnittstellen zum Verbinden zweier Bausteine.

3.Schritt: Es werden drei Verbindungsstrukturen (Adapter) definiert, durch die jeweils die
Schnittstellen von zwei Bausteinen verbunden werden kdnnen.

4.Schritt: Es werden induktiv Strukturen S, ST konstruiert mit folgenden Eigenschaften:

e S; €nondC, ST € 4C.

e Duplikator gewinnt das (3V)"(c—4, 7)-PFO(monNP) Spiel auf Sj;, S7. Da-
bei sind ¢, 7 die oben gewdéhlten Parameter.

Satz 6.1 fir dann Fall k£ = 4 folgt dann mit Korollar 2.23.
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1.Schritt: Existenz von Gy, G

Der Existenzbeweis fir GGy, G; wird durch eine direkte Reduktion 1. Ordnung des
Graphproblems

Z = Graph G ist zusammenhé&ngend
auf Graphstrukturen mit einer eingebauten built-in Nachfolgerrelation auf das Problem
C = Der Graph G ist 4-farbbar, aber nicht 3-farbbar

gegeben. Dazu zunéchst die Definition fiir Reduktion 1. Ordnung in der Form, wie sie
hier benotigt wird (fir die allgemeine Definition, siehe z.B. Schwentick [21]).

Definition 6.2

Saen S = (Eg, Succ), T = Er Signaturen, wobei Es, Er zweistellige, symmetrische
K antenréelationen und Succ eine Nachfolgerrelation bezeichnet. Sei Z eine Menge von
S-Strukturen und C eine Menge von T-Strukturen.

Eine FO-Reduktion 1.0rdnung von Z nachC ist ein Tupdl (k, ©°, %), wobei

e keN,

o 0= (¢),...,¢Y) istein Tupel von FO-Formeln ‘uber S mit einer freien Varia-
ble, und

e U= (p11,-..,prk) ISt &in Tupel von FO-Formeln ‘uber S mit zwei freien Varia-
blen,

so dal3 f'ur jede S-Struktur A wie folgt eine T-Struktur B defi niert wird:

e Der Grundraum (Universum) von B ist die Menge aller Paare (z, j), x € U4, j <
k, furdiegilt< A,z > .

o FuraleTupd (a,25) € (UA)?und (i, j) € {1,...,k}?* gilt

ET((i’l,Z.),(fE'Q,j)) < <A,£L’1,ZE2 >): Pig-

e AcZ <= Bel.

Im Folgenden bezeichnet Red(A), die durch Reduktion von A erhaltene Struktur .

Folgende AbschluReigenschaft ist entscheidend fir die Nitzlichkeit von Reduktionen
1. Ordnung im Zusammenhang mit monNP:

Satz 6.3 (Cosmadakis 93)
MonNP ist abgeschlossen unter FO-Reduktionen 1.0Ordnung.
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Beweis: siehe [5].

Es ist bekannt, daf die Eigenschaft Z in monNP+Succ nicht ausdriickbar ist. Im wei-
teren Verlauf dieses Abschnittes wird eine Reduktion von Graphen beschrieben, derart
dal? folgende Aquivalenz gilt

GeZ <= RedG)eC. (6.1)

D.h. der Graph G ist genau dann zusammenhdngend, wenn das Redukt von G nicht
3-farbbar ist, aber 4-farbbar. Daraus folgt, dal die Eigenschaft C in monNP nicht aus-
gedrlickt werden kann.

Die folgende Skizze beschreibt zum einen die Struktur des Reduktes einer Kette mit
drei Punkten, zum anderen die eines Graphen, der aus einer dreipunktigen Kette und
zwei miteinander verbundenen Punkten besteht.

Die Aquivalenz (6.1) ergibt sich daraus, daB Red(G) so konstruiert ist, daR die zu
einer Zusammenhangskomponente des Ursprungsgraphen G gehtrenden Tildeknoten
in einer 3-Farbung von Red(G) identisch gefarbt werden miissen (dies wird garantiert
durch die Knotenreihe unter den Tildeknoten). Red(G) ist aber nur dann 3-farbbar,
wenn man zwei Tildeknoten verschieden farben kann (dies wird garantiert durch die
Knoten Uber den Tildeknoten). Ansonsten ist Red(G) auf jeden Fall 4-farbbar.

3-Farbbarkeit von Red(() erzwingt also mindestens zwei Zusammenhangskomponen-
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ten im urspringlichen Graphen G.
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Die folgende Tabelle gibt abschlielend eine formale Definition der hier verwendeten

Reduktion:

| (i,5) €{1,...,6}2 |

S%’(ﬂ?a y)

(12,2 1)(L,3),G.1) (e =)V Bs(5,9)
(L4), @.1) (e =) A (@ £ Min)
(L5), G.1) (£ 2)
(1,6) y = Min
(6,1) x = Min
(2,3), (3,2) xr =
(2,4),(4,2),(2,5),(5,2),(2,6),(6,2) T #x
(3,4),(4,3),(3,5),(5,3),(3,6),(6,3) T #x
(4,5), (5,4) x =
(4,6) (x =y) V (x = Min A y = Max)
(6,4) (x =y) V (x = Max A y = Min)
(5,6) (x =vy)V (x =Min Ay = Max) V (z = Succ(y))
(6,5) (r =vy)V (x =Max Ay = Min) V (y = Succ(x))

|2.Schritt: Schnittstellen]

Zur Konstruktion der Strukturen Sg, ST wird es notwendig sein, Graphen (z.B. G|
mit G,) zu verbinden. Dazu werden die Graphen Gy, G; um jeweils vier Knoten
vy, U, U3, U4 €rweitert. Diese vier Knoten dienen dann als Schnittstelle und kdnnen
mit Hilfe eines Adapters mit einer anderen Schnittstelle verbunden werden. Zundchst
miussen aber die vier Knoten mit dem Ursprungsgraphen G oder G; verbunden wer-
den. Die so konstruierten Graphen bekommen die Namen F und E.
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F E
© ©
- e . 1O
O O
\ \

Bevor die Art der Verbindungen der Graphen Gy, G; mit der Schnittstelle
(v1,v9,v3,v4) beschrieben wird, werden zunéchst die bendtigten Eigenschaften von
Fund E festgehalten. Dazu folgende Definitionen:

Definition 6.4
(i) Sei H ein Graph mit vier ausgezeichneten Knoten (vy, vy, vs, v4). Nenne H einen
Graph mit Schnittstelle und dievier Knoten (vq, v, vs, v4) Schnittstelle von H,
kurz S(H). Der Teilgraph von H, der entsteht, wenn man aus H die Schnittstelle
entfernt, sef das Modul von H, kurz M(H).

(i) Sei H ein Graph mit Schnittstelle S(H). S(H) nennt man farbenreich, wenn in
jeder 4-F arbung von H die Knoten aus S(H) paarweise verschieden gef arbt sind
und mindestens eine 4-F arbung von H existiert.

(iii) Sei H ein Graph mit Schnittstelle S(H). S(H) nennt man einfarbig, wenn es
mindestens eine 4-F arbung von H gibt, so dal3 die Knoten aus S(H) die gleiche
Farbe haben und mindestens eine 4-F arbung von H, so dal3 die vier Schnitt-
stellenknoten paarweise verschieden gef ‘arbt sind.

Fund E werden so konstruiert, daB folgendes gilt:
0. Fe€4C\3C, E € 4C.
1. S(F) ist farbenreich.
2. S(F) ist einfarbig.

3. Duplikator gewinnt das (¢ — 4, 7)-monNP Spiel auf F' und E.
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| Konstruktion von F': |

Sei Gy = (Vo, Ep). Eine der Voraussetzungen an G, war, dal G, mindestens ein Drei-
eck enthélt. Es wird nun ein beliebiges Dreieck aus GG, gemald folgender Skizze mit
den Knoten (vy, ve, v3, v4) Verbunden:

<T@

Seien blau, gruin, rot und gelb die zur Verfligung stehenden Farben und das Dreieck
aus G sei oBdA wie oben gefarbt. Sei F' = {Vj U {vy,v2,v3, 04}, Eo}, Wobei Ej
alle Kanten aus E, plus die Kanten aus obiger Skizze enthilt. Es ist klar, daR F €
4C'\ 3C und man sieht leicht ein, daB fir jede beliebige 4-Farbung von F folgende
Bedingungen gelten:

e vy ist entweder blau oder gelb gefarbt.
e 1w, ist entweder rot oder gelb gefarbt.
e v ist entweder griin oder gelb gefarbt.
e v, ist gelb gefarbt.

S(F) ist also (noch) nicht farbenreich. Es sind weitere Kanten nétig, um dies sicher zu
stellen.

Sei C, eine beliebige 4-Fdrbung von G, welche die Knoten des Dreiecks gemdf obiger
Skizze farbt. F' entsteht aus F' durch Hinzufiigen folgender Kanten:

e v; wird mit allen Knoten verbunden, welche in C} nicht blau gefarbt sind.
e v, wird mit allen Knoten verbunden, welche in C; nicht rot geférbt sind.

e v3 wird mit allen Knoten verbunden, welche in C nicht griin geférbt sind.



6.1. BEWEISVON SATZ 6.1 FURK =4 99

e v, wird mit allen Knoten verbunden welche in Cy nicht gelb gefarbt sind.

Es wird nun gezeigt, daR C := C, U {v; = blau, v, = rot, v3 = griin, v, = gelb} die
einzige 4-Farbung von F ist. Nach Konstruktion gentigt es zu zeigen, dal} in jeder 4-
Féarbung von F' die Knoten v, vg, v3, v4 paarweise verschieden gefarbt werden missen
(damit ist S(F") farbenreich). Sei v, 0BdA gelb gefarbt. Es reicht zu zeigen, daB keiner
der Knoten v, v, v3 gelb geférbt sein kann.

Jeder Knoten aus F'\ {vy, v, v3, v4 }, der nicht mit v, verbunden ist, ist nach Konstruk-
tion mit v, vy und w3 verbunden. Da GGy nach Voraussetzung nicht-3-farbbar ist, muf}
einer dieser Knoten mit der Farbe gelb geféarbt werden. Damit kann keiner der Knoten
v, Vg, v3 gelb gefarbt werden.

Insbesondere ist F' € 4C'\ 3C' und S(F’) farbenreich.

| Konstruktion von E: |

Sei G; := (V4, E1). Auch E entsteht aus G; durch Erweiterung um eine Schnitt-
stelle (wq, ws, w3, wys). IM Gegensatz zur Konstruktion von F liegt in diesem Fall
die Schwierigkeit weniger in der Schnittstellenbedingung, als darin geeignete Verbin-
dungskanten zu definieren, so daf Duplikator das (¢ — 4,7)-monNP Spiel auf F' und
E gewinnt. Dies wird durch einen kleinen Trick realisiert.

Eine Voraussetzung von G, G; war, daf Duplikator das (c, 7)-monNP Spiel auf diesen
Strukturen gewinnen kann. In diesem Spiel werden nun vier Farbungsrunden gespielt.
Go wird mit den Farben Fy, Fy, F3, F, gefarbt. Ein Knoten x € 1}, wird genau dann
mit der Farbe F; geférbt, wenn F' die Kante (x, v;) enthélt. Diese Farbung beschreibt
die Verbindung von GGy mit der Schnittstelle S(F) in eindeutiger Weise. Duplikator be-
sitzt nun eine Gewinnfarbung auf ;. Diese beschreibt nun in eben dieser eindeutigen
Weise die Verbindungen von G, mit der Schnittstelle S(£). Formal bedeutet das:

E = (‘/1 ) {w17w27w37w4}7 EE) mit

EE:E1

Das so konstruierte E erfillt die notwendige Spieleigenschaft. Dieses wird im folgen-
den Satz prazisiert:

Satz 6.5
Die oben konstruierten Graphen F, E mit Schnittstellen besitzen die folgenden Eigen-
schaften:

(i) F €4C\ 3C, S(F) ist farbenreich.
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(ii) Duplikator gewinnt das (¢ — 4,7)-monNP Spiel auf F' und E. Duplikators Ge-

winnstrategie | 'alst dabei die Schnittstellenknoten konstant.

(iii) E € 4C, S(E) ist einfarbig.

Beweis:
Seien E, F die oben konstruierten Graphen.

zu (i):

zu (ii):

zu (iii):

Folgt direkt aus der Konstruktion von F'.

Es wird Duplikators Gewinnstrategie im (¢ — 4,7)—monNP Spiel beschrieben.

Bevor das eigentliche Spiel beginnt, farbt Duplikator das Modul M(F) von F
mit den Farben F, F,, F3, I, wie oben beschrieben gemal} den Verbindungen
von M(F') mit der Schnittstelle S(F"). Diese Farbung beantwortet er sich selbst
auf dem Modul M(E) von E gemdR seiner Gewinnstrategie im (c, 7)-monNP
Spiel auf G, G;. Die Situation ist nun die, dal3 die Module von F' und E mit
vier Farben geférbt sind und Duplikator weiterhin das (¢ — 4,7)-monNP Spiel
auf diesen Modulen gewinnen kann.

Nun beginnt das eigentliche (¢ — 4,7)-monNP Spiel. Hier verfolgt Duplikator
auf den Modulen und den Schnittstellen jeweils unterschiedliche Strategien. Auf
den Modulen spielt er gemaR seiner (¢ — 4, 7)-monNP Gewinnstrategie. Auf den
Schnittstellen spielt er konstant. Es ist leicht zu sehen, dal? dies eine Gewinnstra-
tegie auf F, F ist. Die einzige Schwierigkeit sind die Verbindungen von Modul-
knoten zu Schnittstellenknoten. Durch die anfangliche 4-Farbung wird garan-
tiert, da Duplikator immer mit einem Modulknoten antworten kann, der sich
beziiglich aller Schnittstellenknoten so verhélt, wie der von Spoiler gewéhlte. O

Man sieht leicht, dal es eine 4-Farbung von E gibt, so daR die Schnittstelle
S(FE) mit einer Farbe geférbt ist (G ist 3-farbbar). Die zweite Bedingung fur
eine einfarbige Schnittstelle ist die Existenz einer 4-Féarbung von F, so dal? die
vier Schnittstellenknoten paarweise verschieden geférbt sind. Diese folgt aus der
Gewinnstrategie auf F, E (siehe (ii)): Spoiler farbt F in vier Runden gemaR einer
4-Farbung. Hierbei sind die Schnittstellenknoten paarweise verschieden gefarbt.
Duplikator findet darauf eine Antwort auf £. Es ist klar, daR diese Antwort
ebenfalls eine 4-Farbung sein muf3. Da Duplikators Gewinnstrategie die Schnitt-
stellenknoten konstant 1&R3t, muR diese 4-Farbung von E die Schnittstellenknoten
von E paarweise verschieden féarben.

3.Schritt: Adapter

Die Konstruktion der Strukturen S{, ST, die als Spielstrukturen im PFO(monNP)-Spiel
verwendet werden, erfordert es, zwei Graphen E und F' mit Schnittstellen miteinan-
der zu verbinden. Der neue verbundene Graph E x F' soll wiederum ein Graph mit
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Schnittstelle sein. In diesem Abschnitt werden drei verschiedene Verbindungsadapter
definiert, die jeweils verschiedene Eigenschaften der Schnittstelle von E x F' liefern.

Adapter A
Folgende Skizze beschreibt die Struktur von Adapter A:

w1

S _
=

1

®0 Q0

S

Das Zeichen xx steht fur die Verkniipfung zweier Graphen £, F' mit Schnittstelle mit-
tels Adapter X, d.h. E'x 4 F'ist der Graph, den man erhdlt, wenn man E mittels Adapter
A mit F verbindet. Aufgrund der Symmetrie von Adapter A ist der Operator x4, kom-
mutativ. Alle hier betrachteten Adapter werden kommutativ sein.

Folgende Eigenschaften des Operators x , werden wichtig sein und sind leicht zu zei-
gen:

Lemma 6.6
Seien E, F zwei Graphen mit Schnittstelle. Dann gilt:

(A1) Sind S(F) und S(F') farbenreich, so ist E x5 F' nicht-4-f arbbar.
(A2) Ist S(E) oder S(F') einfarbig, soist x5 F' 4-f arbbar.

Bemerkung 6.7

Im weiteren Verlauf wird es nicht notwendig sein, dal3 der Graph E  , F' eine Schnitt-
stelle hat. Ohne Einschr ankung kann aber die Schnittstelle des linken Graphen (E) als
Schnittstellevon E x4 F' defi niert werden.

Adapter B
Folgende Skizze beschreibt die Struktur von Adapter B:
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Adapter B erweitert die verknipften Graphen um acht Knoten. Diese werden Ad-
apterknoten genannt. Die neuen Knoten (si, s2, s3, s4) bilden die Schnittstelle von
E xp F. Die vier Knoten A, hs, hs, hy dienen lediglich als Hilfsknoten, um folgende
an Adapter B geforderten Eigenschaften zu erreichen:

Lemma 6.8
Seien E, F zwei Graphen mit Schnittstelle. Dann gilt:

(B1) Sind S(FE) und S(F') farbenreich, soist S(E g F') ebenfalls farbenreich.
(B2) Ist S(E) oder S(F') einfarbig, soist auch S(E *p F') einfarbig.

Beweisidee: (B1) Ist sowohl E als auch F' farbenreich erzwingen die Verbindun-
gen der Knoten vy, v, wy, wy, dal die Knoten vs, vy, ws, wy in einer 4-Farbung paar-
weise verschieden geféarbt werden. Diese Eigenschaft vererbt sich auf die Knoten
h1, ha, hs, hy und dann weiter auf die Schnittstellenknoten s, s9, s3, s4.

(B2) Zunéchst folgt wie in (B1), dal die Knoten so gefarbt werden konnen, dafi3
s1, S92, S3, 4 paarweise verschieden gefarbt sind.
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Sei 0BdA FE einfarbig. Man sieht leicht, dal3 es eine 4-Farbung gibt, die fiir die Knoten
vs3, V4, W3, w4 NUr drei Farben bendtigt. Dies vererbt sich auf die Knoten hy, hs, hs, ha.
Mit der noch freien Farbe konnen dann die Knoten sy, sq, s3, s4 gefarbt werden.

Adapter C'
Folgende Skizze beschreibt die Struktur von Adapter C"

(57)

1 : 1 : 1

2 52 2

E M F
3 : : 53 : : w3

S Wy

: 9O,

S 6

AR

Die neuen Knoten (s1, s9, s3, s4) bilden die Schnittstelle von E x¢ F'.
Folgende Eigenschaften des Operators x~ werden wichtig sein und sind leicht zu zei-
gen:

Lemma 6.9
Seien E, F zwei Graphen mit Schnittstelle. Dann gilt:

(C1) Ist E) oder S(F') farbenreich, soist S(E ¢ F') ebenfalls farbenreich.
(C2) Sind S(F) und S(F') einfarbig, so ist auch S(FE x¢ F’) einfarbig.

4.Schritt: Konstruktion von S; und ST

In diesem Abschnitt werden die Spielgraphen S§ und ST induktiv konstruiert. Diese
Spielgraphen erfillen die im folgenden Satz beschriebenen Eigenschaften.

Satz 6.10
(i) Furadler € Nist.§ nicht-4-f arbbar.

(i) Furaler € N ist§ 4-f arbbar.

(iii) Furaler € N gewinnt Duplikator das (3V} (c — 4, 7)-PFO(monNP) Spiel auf
50,51
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Da (c,7) € N? zu Beginn beliebig gewahlt werden konnte, folgt sofort, daR die Graph-
eigenschaft nicht-4-Farbbarkeit in PFO(monNP) nicht ausdriickbar ist. Teil (i) und (ii)
des Satzes wird sich direkt aus der Konstruktion und den Eigenschaften der x Opera-
toren ergeben.

Zundchst wird ein weiterer Operator x x_,y benotigt. Dazu folgende Definition:

Definition 6.11

Seen K;,i € N, Graphen mit Schnittstelle. Sei G ein Graph, der als Produkt einer
endlichen Teilmenge von {K;; i € N} darstellbar ist. Dabei sind die Operatoren
*4,*p, *c as Produktoperator zul assig. Dann ist xc_.yG derjenige Graph, der ent-
steht, wenn man in der Produktdarstellung von G den Operator * x durch den Operator
*y ersetzt.

Beispiel: Seien K, Ky Graphen mit Schnittstelle. G sei definiert durch

G = (Kl *C KQ) *A (Kl *C KQ)

Dann gilt:

*AﬁBG = (K1 *C KQ) *B (K1 *C Kg)

Konstruktion von Sj und S7:

Furr =0sei S) = F x4 Fund SY = F x4 E.
Seien nun Sg und ST schon konstruiert. Dann seien

So ™t = ((ka-pSh) *¢ (%a-8S7)) %4 ((xa-555) *¢ (¥a-5ST))

und

STH = ((ka=BSh) *¢ (ka—pST)) *a ((xa—pS]) *c (xa—pST)).

Folgende Skizze erleichert das Verstandnis dieser Definitionen:



6.1. BEWEISVON SATZ 6.1 FURK =4 105

r r
S 1

r=m-++1:
*A-B(S7") *A-5(57") *A-5(Sg") *A-B(ST")
C A C C A C
*A-B(ST") *a-5(ST") *a-5(ST") *A-B(ST")

Beweis von Satz 6.10:

zu (i),(it): Aus folgendem Lemma Uber die Schnittstellen der Spielgraphen Sj, ST er-
gibt sich die Behauptung leicht.

Lemma 6.12
(1) Furaler e NistS(x_pS]) farbenreich.

(2) Furaler € NistS(x_pST) enfarbig.
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Beweis:

(1) » = 0 : Da S(F) farbenreich ist, folgt aus Eigenschaft (B1) von g sofort, daf}
S(Sy) = S(F *p F) farbenreich ist.

r — r + 1: Nach Definition ist

* 4SS0 = ((xa=pSh) *c (xa-BS])) *xB ((xa-5S§) *c (xa—pST)).-

Nach (B1) ist S;** farbenreich, wenn ((x4_.pSh) *c (xa_pS7)) farbenreich ist. Nach
(C1) gilt das, sobald entweder (x4, 5S() oder (x4, 5ST) farbenreich ist. (x4 5S]) ist
nach Induktionsannahme farbenreich.

Der Beweis von (2) lauft analog. O

Da
Sp = ((*a—pSp) *0 (a—pS7)) xa (a—8Sy) ¢ (a-BST))-

folgt nun nach (A1), daR S;™* nicht 4-farbbar ist, falls ((xa_5S;) *c (x4_5S})) far-
benreich ist. Nach (C1) ist das dann der Fall, wenn entweder (x4 5S() oder (x4 5ST)
farbenreich ist. (x4, 5S() ist aber nach obigem Lemma farbenreich. Dies beweist (i).

Der Beweis von (ii) lauft analog.

zu (iii): Es wird gezeigt, dall Duplikator firr alle » € N eine Gewinnstrategie im
(3VY)"(c—4,7)-PFO(monNP) Spiel auf S, ST hat, welche die beiden Schnittstellen, die
durch den inneren A-Adapter verbunden sind, entweder konstant 148t oder miteinander
vertauscht.

r = 0 : Dulikator hatim (¢ — 4, 7)-monNP-Spiel eine Gewinnstrategie auf F, £, welche
die Schnittstellen konstant 143t (siehe Satz 6.5). Daraus ergibt sich sofort eine
Gewinnstrategie auf S) = (Fx4 F), SY = (Ex4 E), welche beide Schnittstellen
konstant laft.

r — r+ 1 : Fur den Induktionsschritt wird folgendes Lemma bendtigt:

Lemma 6.13

Duplikator hat eine Gewinnstrategieim (3V)" (c — 4, 7)-PFO(monNP) Spid auf
(xa—p5S}), (xa—pST), welche die Adapterknoten des neuen (innersten) B Ad-
apters konstant | "al3t.

Beweis:

Der einzige Unterschied zwischen S7, ST und (x4—p5Sp), (xa—pS7) ist der in-
nere A-Adapter, der durch einen B-Adapter ersetzt wird. Da die Adapterknoten
dieses B-Adapters symmetrisch zu beiden Schnittstellen sind, kann Duplikator
sein Spiel auf S, S ubernehmen und auf den Adapterknoten konstant spielen.
O



6.1. BEWEISVON SATZ 6.1 FURK =4 107

Folgende Skizze ist hilfreich, um die ersten beiden Runden im (3V)" ! (c—4,T)-
PFO(monNP) Spiel zu verstehen:

r+1
SO

r+1
S

Die ersten zwei Spielrunden auf S;™*, S spielt Duplikator nach folgender
Strategie:

Runde 1: Spoiler wahlt einen Knoten aus S;™'. Wegen der Symmetrie kann dieser
oBdA aus A, angenommen werden. Duplikator antwortet mit demselben
Knoten aus B; (As = By). Im weiteren Verlauf des Spiels spielt Duplikator
auf A,, B, immer konstant.

Runde 2: Spoiler wahlt einen Knoten aus S},

Fall 1: Dieser ist aus B;. Dann antwortet Duplikator konstant auf A, (siehe
oben).
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Fall 2: Dieser ist ein Adapterknoten des (innersten) C'-Adapters in B,. Dann
antwortet Duplikator konstant (isomorph) auf A;.

Fall 3: Dieser ist oBdA aus Bs;. Dann antwortet Duplikator mit demselben
Knoten aus A5 (A2 = Bs;) und im weiteren Verlauf des Spiels spielt
Duplikator auf A;5, By konstant.

Der Rest des Spieles ist auf den Bereichen As, A9, By, Boy geklart. Auf A;; =
*4_p(Sh) und By = *4_p5(S]) spielt Duplikator seine Gewinnstrategie aus
Lemma 6.13 aus.

Man sieht leicht, daB damit eine (3V)"*!(c — 4,7)-PFO(monNP) Gewinnstra-
tegie auf S;t*, ST gegeben ist, die die Schnittstellenknoten des A-Adapters
entweder konstant 183t oder vertauscht. O

Der Fall k > 4

Es ist nicht schwer zu zeigen, dal die Methoden fiir den Fall &£ = 4 auf den allgemeinen
Fall & > 4 erweitert werden kdnnen. Diese Erweiterung wird im Folgenden knapp
beschrieben.

Schritt 1;

Schritt 2:

Im allgemeinen Fall, werden Graphstrukturen G&, G mit folgenden Eigenschaf-
ten bendtigt:

1. Duplikator gewinnt das (c,7)-monNP Spiel auf Gf,G%. Dabei kann
(c,7) € N? beliebig festgelegt werden.

2. GF enon(k —1)C, G% € (k — 1)C
3. G € kC und Gk enthélt einen K, ;.

Diese lassen sich aus den im Falle £=4 verwendeten Graphen G, G konstruie-
ren. Dazu werden diese um jeweils einen Punkt erweitern, der mit allen anderen
verbunden wird. Dadurch verdndert sich nichts an den Spieleigenschaften, sehr
wohl wird aber die notwendige Farbenzahl um eins erhoht. Dies kann induktiv
fortgesetzt werden.

Gk, GY werden um jeweils & Knoten und geeignete Kanten erweitert. Diese Er-
weiterung ist vollig analog zum Fall £ = 4. Die so konstruierten Graphen krie-
gen die Namen F}, E,. Mit einer vollig analogen Definition von Schnittstelle,
farbenreich und einfarbig ergeben sich folgende Eigenschaften von F},, Fy:

0. F, € kC\(k — 1)C, E; € kC.

1. S(F) ist farbenreich.

2. S(F) ist einfarbig.
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3. Duplikator gewinnt das (¢ — k, 7)-monNP Spiel auf Fj, Ej.

Schritt 3: Ebenso wie im Fall k=4 werden drei Adapter A, B, C' mit analogen Eigenschaf-
ten definiert. Die Erweiterung der Adapter A und C' ist leicht zu sehen. Die Er-
weiterung von Adapter B ein wenig schwieriger. Man muf} in dem Fall zwischen
geradem und ungeradem £ unterscheiden. Da ein formale Definition des Adap-
ters B fir allgemeines & sehr umstandlich ist, zeigt die folgende Abbildung die
Struktur fur £=5 und k£=6. Darauf aufbauend ist die Erweiterung fur allgemeines
k leicht zu sehen.
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7 }%{
OO O

k‘ — 6 Wy
Us Ws
Ve We
hy ha hs hy hs he
S1 S2 S3 Sy4 S5 S6

Schritt 4: Es werden schlieRlich vollig analog zum Fall &£ = 4 Strukturen Sj, ST mit fol-
genden Eigenschaften konstruiert:

1. 5§ € nonkC, ST € kC.
2. Duplikator gewinnt das (3V)"(c — k, 7)-PFO(monNP) Spiel auf Sj;, S7.

6.3 DerFall k =3

Wie sieht es mit der hier verwendeten Methode im Fall £ = 3 aus? Um analog zum
Fall & = 4 argumentieren zu kdnnen, mite nicht-2-Farbbarkeit nicht in monNP aus-
driickbar sein. Die folgenden beiden Sétze zeigen aber, dal} dies nicht so ist:
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Satz 6.14
Ein Graph G ist genau dann nicht-2-f arbbar, wenn er einen Kreis mit ungerader Kno-
tenzahl enth’alt.

Beweis: Leicht zu zeigen.

Satz 6.15
Nicht-2-F arbbarkeit € monNP.

Beweis:
Es wird gezeigt, dal3 die Eigenschaft

UK = G enthélt einen ungeraden Kreis

in monNP ausgedriickt werden kann.

Jeder Graph mit einem ungeraden Kreis enthélt auch einen minimalen ungeraden Kreis
C. Die Knoten von C haben bis auf die Kreisverbindungskanten keine weiteren Kanten
innerhalb von C, denn sonst wére C nicht minimal. Die Existenz eines solchen reinen
ungeraden Kreises wird durch folgende monNP-Formel beschrieben:

©nar := 1 UK (ungerader Kreis) 3 B (blau) 3 R (rot) mit

+ jeder Punkt aus UK hat genau zwei Nachbarn in UK.

+ jeder Punkt aus UK ist entweder blau oder rot.

+ es gibt genau zwei benachbarte Punkte in UK mit derselben Farbe. O

Auch wenn der Fall £ = 3 nicht mit derselben Methode wie der Fall £ > 4 erledigt
werden kann, gilt das Ergebnis auch fir £ = 3. Dies l&Rt sich durch eine Reduktion
auf den Fall £ = 4 erledigen. Die entscheidende Idee zu dieser Reduktion verdanke
ich Herrn Konrad Zdanowski.

Notwendig ist eine FO-Reduktion erster Ordnung des Problems nicht-4-Farbbarkeit
auf das Problem nicht-3-Farbbarkeit . Desweiteren braucht man eine zu Satz 6.3 analo-
ge AbschluBeigenschaft von PFO(monNP) bzgl. solcher FO-Reduktionen 1. Ordnung.
Diese laRt sich analog zu Satz 6.3 beweisen.

6.4 Zusammenfassung und Bemerkungen zu Kapitel 5
und 6

Im zweiten Teil dieser Arbeit wurden monadische Abschliisse von monadic NP unter-
sucht. Hauptséchlich ging es um den positiven FO-Abschlufl? von monadic NP (kurz:
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PFO(monNP)). Im weiteren Kontext wurde der Abschluf? von monadic NP bzgl. FO-
Quantifizierung und existentieller monadischer SO-Quantifizierung (closed monadic
NP, kurz: cmonNP) betrachtet.

Die Tatsache, daR Graphzusammenhang in Y¥YmonNP C PFO(monNP) ausdriickbar
ist, zeigt, daR PFO(monNP) eine interessante und verniinftige Erweiterung von mona-
dic NP ist. Man kann sogar zeigen, dal es fir jedes k£ € N in PFO(monNP) beschreib-
bare Eigenschaften gibt, die nicht in k-stelliger existentieller SO-Logik ausgedriickt
werden konnen(siehe [1]). PFO(monNP) ist also durchaus ausdrucksstarker als mona-
dic NP.

Ajtai,Fagin und Stockmeyer waren die ersten, denen es gelungen ist, eine in
PFO(monNP) nicht ausdriickbare monadische Eigenschaft P, zu finden. Dabei ist eine
Eigenschaft monadisch, falls sie in MSO ausdriickbar ist. In der Folgezeit konnte Mar-
cinkowski zeigen, dal3 die Eigenschaft £ = Erreichbarkeit in gerichteten Graphen nicht
in PFO(monNP) ausdriickbar ist.

In Kapitel 5 wurde gezeigt, dafl beide Beweise auf derselben Grundidee beruhen.
Grobgesprochen werden die vorangestellten FO-Runden durch Spielen auf isomor-
phen Teilstrukturen bewaltigt.

Desweiteren wurde der Beweis von Fagin et al. vereinfacht und verallgemeinert.

Im Hinblick auf closed monadic NP sind folgende Fragen offen:

e |Ist die Hierarchie innerhalb von closed monadic NP strikt (siehe Abschnitt 2.2)?

e Gibt es monadische Eigenschaften, die nicht in closed monadic NP ausdriickbar
sind. Gilt also cmonNP # MSQO?

Sowohl Py, als auch &£ sind in der zweiten Stufe von cmonNP beschreibbar. Beide
Eigenschaften sind also nicht geeignet, um Antworten auf obige Fragen zu finden.

In Kapitel 6 wurde gezeigt, dal
nicht-k-Férbbarkeit (kurz: nonkC) ¢ PFO(monNP) fir &£ > 3 ().

Dies ist das Hauptergebnis des zweiten Teils dieser Arbeit. Unter der Annahme, dal}
NP # co-NP, gilt
nonkC ¢ closed monadic NP. (%)

Da nonkC leicht in co-monadic NP beschreibbar ist, wiirde (xx) die zweite Frage
positiv beantworten. Das Ergebnis (x) ist ein erster Schritt in diese Richtung.

Es ist jedoch nicht zu erwarten, dal? eine leichte Verallgemeinerung der hier verwende-
ten Methoden zum Beweis von (xx) flihren kann. Wesentlicher Bestandteil im Beweis
von (x) war eine Reduktion der Eigenschaft Graphzusammenhang auf das Problem
nonkC. Duplikators Spielstrategie im PFO(monNP)-Spiel beruht entscheidend auf sei-
ner Spielstrategie im monadic NP-Spiel bzgl. der Eigenschaft Graphzusammenhang.
Diese ist aber schon in Y¥monNP ausdriickbar.

Aus meiner Sicht konnte ein direkter (nicht auf Reduktion beruhender) Beweis von
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nonkC ¢ monadic NP

zu grofRen Fortschritten in Bezug auf (xx) fuhren.

Was die erste der obigen Fragen angeht, ist die Situation ahnlich deprimierend wie im
Kontext von Graphzusammenhang und monadic NP + starke built-in Relationen. Es
ist bisher nicht gelungen, eine Eigenschaft nicht-2te-Stufe zu finden mit

nicht-2te-Stufe ¢ 2te Stufe von cmonNP A nicht-2te-Stufe € cmonNP (s x ).

Auch das Anwenden von plausiblen komplexitatstheoretischen Annahmen liefert kei-
ne solche Eigenschaft.

Es konnte also sein, daR die Hierarchie auf der zweiten Stufe zusammenféllt. Es war
mir lange Zeit unklar, warum es (scheinbar) so schwer ist, Nichtausdriickbarkeitsbe-
weise fir monadische Eigenschaften bzgl. der zweiten Stufe von cmonNP zu fihren.
Fur die scheinbar schwierigere monadische Hierachie konnte Matz und Thomas (sie-
he [20]) die Striktheit beweisen. Dies wurde im wesentlichen durch Zdhlen von Spiel-
typen erreicht. Ein analoges Vorgehen im Kontext von closed monadic NP ist nicht
mdoglich, da die Anzahl von Spieltypen stark von der Anzahl der Alternationen von
All- und Existenzquantoren (unabhéngig ob FO- oder SO-Quantoren) abhangt. Es ist
auch leicht zu zeigen, dal} alle von Matz und Thomas verwendeten Eigenschaften in
der zweiten Stufe von closed monadic NP ausdriickbar sind.

Der folgende (unverdffentlichte) Satz von Schweikardt und Schwentick liefert eine
mogliche Begriindung fiir die Schwierigkeit von (s x x):

Satz 6.16
Es gibt zwei Ordnungsrelationen <1, <, so dal3 folgende Implikation gilt:

monNP(+) C monNP(<, <,).

Bemerkung 6.17
Unter bestimmten Bedingungen an die beiden Ordnungsrelationen gilt auch die umge-
kehrte Inklusion.

Fur die zweite Stufe von closed monadic NP (kurz: 2cmonNP) folgt das folgende
Korollar.

Korollar 6.18
Es gibt zwei Nachfolgerrelationen S, S,, so daf3 folgende Implikation gilt:
monNP(+) C 2cmonNP(S1, Ss).

Erweitert man also 2cmonNP um zwei einfache Nachfolgerrelationen, so erhélt man
die volle Ausdrucksstiarke von monNP(+). Einerseits liefert dieses Korollar ein in-
tuitives Verstandnis dafir, daf es schwierig ist, Eigenschaften mit (x x x) zu finden.
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Andererseits konnte es Ausdrucksschwacheergebnisse im Kontext mit monNP(+) lie-
fern. Dazu braucht man eine Eigenschaft £ mit £ ¢ 2cmonNP(S4, S;), wobei S7, Ss
beliebige Nachfolgerrelationen sind.

Uberraschenderweise ist es leicht, nicht monadische Eigenschaften zu finden. Insbe-
sondere sind diese Eigenschaften nicht in cmonNP ausdriickbar. Ein Beispiel dafir
ist die Eigenschaft Hamiltonkreis (siehe Turan [27]). Der einfache Beweis kann ohne
Schwierigkeiten zum Beweis des folgenden Satzes erweitert werden.

Satz 6.19
Hamiltonkreis ¢ MSO(S;), wobei S, eine beliebige Nachfolgerrelation ist.

Allerdings scheinen die Methoden nicht mehr zu funktionieren, sobald man eine zweite
Nachfolgerrelation zul&ft.
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