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Kapitel 1
Einleitung

DAS LETZTE, WAS MAN FINDET, WENN MAN EIN WERK SCHAFFT, IST
DIE ERKENNTNIS, WAS MAN AN SEINEN ANFANG ZU STELLEN HAT.
(BLAISE PASCAL)

1.1 Wieso Nichtkommutative und nicht kommutative
Geometrie?

Das Ziel dieser Arbeit ist in zwei Sitzen gesagt (das nur, um die ungeduldige Leserin/den
ungeduldigen Leser! zu beruhigen): Die Bedeutung eines Ausdrucks der Form

(2", p’] = ik 6" 1

ist aus der Quantenmechanik bekannt. In den folgenden Kapiteln soll (zumindest teilwei-
se) geklirt werden, welchen Ursprung, welche Bedeutung und welche Konsequenzen eine
Relation

[x#, "] = 0"

hat.

LAn dieser Stelle gleich eine Bemerkung zur politischen Korrektheit: Im Folgenden wird auf die ge-
schlechtsneutrale Formulierung der Art “Physikerin/Physiker” verzichtet, und zwar nicht aus Ignoranz,
sondern aus Bequemlichkeit. Es ist also grundsétzlich “Physiker” auch als “Physikerin” aufzufassen, eben-
so wie bei allen vergleichbaren Féllen. Offensichtliche Ausnahmen sind als solche sofort erkennbar, z.B.
“Mannigfaltigkeit” oder “Feynman”.



8 1.1 Wieso Nichtkommutative und nicht kommutative Geometrie?

1.1.1 Der Stein des Anstofles und der Anstof3 des Steins

Jetzt etwas ausfiihrlicher: Was ist iiberhaupt unter “kommutativer Geometrie” zu verste-
hen? Betrachtet man eine “klassische” Geometrie, d.h. ein Objekt M, das “mindestens”
die Struktur einer Punktmenge hat, dann ist die Algebra F(M) der Funktionen auf M
unter punktweiser Multiplikation kommutativ:

f+M — C
z — f(z)

(f-9)(x) = f(z)-g(x) Ve M.

Es ist klar, dass diese Struktur nicht sehr iiberraschend ist und dass niemand auf die Idee
kidme, sie mit besonderer Beachtung zu wiirdigen, wenn da nicht Gedankengéinge wiren,
welche die fundamentale Struktur der Punktmengen an sich in Frage stellen (“der Stein des
Anstofles”). Ein solcher Gedankengang taucht z.B. in einem inzwischen fast “klassischen”
Paper [DFR95] (aus dem Jahr 1995) auf und soll nun in zwei vereinfachten Versionen
vorgestellt werden, wobei die Argumentation die Idee und eine gewisse Intuition vermitteln
soll und keineswegs Wert auf vollige mathematische oder physikalische Exaktheit gelegt
wird. Die “Punktmenge” bzw. Mannigfaltigkeit, die hierbei in erster Linie eine Rolle spielt,
ist die physikalische Raumzeit.

Angenommen, ein Raumzeitvolumen der Grofle AxAt soll durch eine Messung moglichst
genau bestimmt werden. Zu dieser Messung werde ein Teilchen (oder mehrere) der Masse
m verwendet. Dann erhélt man zunéchst wegen der Energie-Zeit Unschirfe AE At > g die
Abschétzung

hAx
YN (1.1)

Az At >

AFE hat die GréBenordnung mc?. Des Weiteren kann man sich klarmachen, dass Az nach
unten durch den Schwarzschildradius rs = 2Gm/c? beschriinkt ist, da bei einem kleineren
Abstand keine Information mehr aus dem betrachteten Raumvolumen nach auflen gelangen
kann. Setzt man also AE = mc? und Az = 2Gm/c? in (1.1) ein, so erhélt man schlielich

Az At > g
c
bzw. AzAz’ > A%, (1.2)

wobei 2° = ¢t und Ap die Planck-Linge ist, welche gegeben ist durch

fi
Ap = G—3z1,6-10_35m.
C
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Eine analoge Abschéitzung kann man erreichen, indem man (masselose) Photonen als
“Messteilchen” verwendet: Ein Photon der Energie E kann eine Linge Az = )\ auflGsen,
wobei A die Wellenlénge ist. Wegen A = 2”7’“ ist somit

2mhce

Az ~ ) 1.3

TR (1.3)

Andererseits ist Az > rg = 2§_2m = 2§1E , wenn man die “effektive Masse” des Photons als

E/c? ansetzt. Damit hat man dann

A Az

E< ) 1.4

< 5c (1.4)

Setzt man (1.4) in (1.3) ein, so erhilt man

4ThG
Ar > ——
= Az

und daher, wenn man den Faktor 47 vernachléssigt,
(Az)* > A% (1.5)

Die Gleichungen (1.2) und (1.5) entsprechen in ihrer Struktur den beiden in [DFR95]
hergeleiteten Formeln

Aﬂ?o(A$1 =+ AQSQ + Aﬂ?g)
A.’L’lAQTQ + A,’L‘QA.’L'g + A$3A.’IZ’1

2

Z AP;
2

2 AP-

Bekanntlich lassen sich derartige Unschérferelationen durch nichtkommutierende Objekte
realisieren (andere Ansitze, wie z.B. stochastische, sollen hier nicht untersucht werden).
Betrachtet man Raum- und Zeitindizes in Gleichung (1.2) im Sinne von Minkowski gleich-
berechtigt, so lisst sich die Gleichung in “kovarianter” Form

AztAz” > A2, (1.6)

schreiben. Solange auf der rechten Seite Konstanten stehen, wird diese Ungleichung nie-
mals vollig kovariant sein, sie sieht durch symmetrisches Auftreten der Raumzeitindizes
jedoch zumindest “kovarianter” als Gleichung (1.2) aus. Diese Unschérfe wird durch den
Kommutator

[z#, "] = 2iA]1 (1.7)

erzeugt (man beachte, dass fiir hermitesche Operatoren H; und Hj, die Formel AH;AHy >
1|{[H1, Ha))| gilt), bzw. allgemeiner

[z, "] = 0. (1.8)
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Man ist nun in der Situation, in der die Raumzeit durch nichtkommutierende Objekte
beschrieben werden muss (oder anders ausgedriickt: Wir benétigen eine Geometrie, die
keinen Bezug auf Punkte nimmt), was zum Begriff der “Nichtkommutativen Geometrie”
fiihrt.

Im Allgemeinen werden die Arbeiten von Gelfand und Naimark als die Geburtsstunde der
Nichtkommutativen Geometrie angesehen, insbesondere das folgende Theorem aus dem
Jahr 1943:

Theorem 1.1.1 Sei A eine kommutative (komplexe) C*-Algebra mit Eins. Dann existiert
ein kompakter topologischer Hausdorffraum M, so dass A= C(M).

(Zur Definition einer C*-Algebra siehe Definition 2.5.1 auf Seite 32.) Hierbei sind C(M) die
beziiglich der Supremumsnorm stetigen Funktionen auf M. Mit dieser Norm wird C(M)
zu einer C*-Algebra mit Eins und 2 bezeichnet eine C*-Isomorphie.

Die wesentliche Aussage ist, dass jede kommutative C*-Algebra eine Funktionenalgebra
auf einem bestimmten topologischen Raum ist.

Wenn im Folgenden vom “kommutativen Fall” gesprochen wird, ist damit im Sinne des
Gelfand-Naimark-Theorems immer gemeint, dass die jeweilige betrachtete Algebra durch
A =C(M) gegeben ist.

Theorem 1.1.1 ist fiir unser durch Gleichung (1.6) hervorgerufenes Problem insofern rele-
vant, dass es eine kanonische Moglichkeit liefert, die Kommutativitéit der Funktionenalgebra
C(M) fallenzulassen, ohne die anderen Strukturen zu beeintrichtigen. Um nun die Physik
auf einer durch Gleichung (1.8) beschriebenen nichtkommutativen Raumzeit zu formulie-
ren, muss man folgendermaflen vorgehen: Man suche diejenigen Elemente der jeweiligen
Theorie, die auf die Raumzeit M bzw. auf die Elemente von M (die Punkte) Bezug neh-
men. Die jeweiligen Aussagen formuliere man dann unter Verwendung von C(M) anstelle
von M und ersetze in der nichtkommutativen Beschreibung C(M) durch eine allgemeinere
Algebra A. Die Frage, die sich an diesem Punkt stellt, ist, wie allgemein diese “allge-
meinere Algebra” sein darf, man muss namlich bedenken, dass C(M) als Algebra stetiger
Funktionen auf der Raumzeit wesentlich mehr Struktur besitzt, als die Funktionenalgebra
auf einem beliebigen topologischen Raum. Diese Strukturen auf C(M) werden durch die auf
M existierenden Strukturen (wie z.B. Metrik, Spinstruktur, Orientierung) induziert und
fiihren letztendlich auf den Begriff des spektralen Tripels, der in Abschnitt 1.2 diskutiert
wird.

Mathematiker, die sich die Hinde reiben und behaupten, die Losung des Problems, welches
1995 von [DFR95| aufgeworfen wurde, sei ja schon 1943 (zumindest teilweise) bekannt
gewesen, miissen hier eines Besseren belehrt werden, denn iiber die Struktur der Raumzeit
bei kleinsten Abstinden hat sich schon Riemann in seiner Habilitationsschrift aus dem
Jahre 1854 Gedanken gemacht, wo er schreibt:
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Nun scheinen aber die empirischen Begriffe, in welchen die raumlichen Mafbe-
stimmungen gegriindet sind, der Begriff des festen Kdrpers und des Lichtstrahls,
im Unendlichkleinen thre Giltigkeit zu verlieren; es ist also sehr wohl denkbar
dass die Mafverhdltnisse des Raums im Unendlichkleinen den Voraussetzungen
der Geometrie nicht gemdfl sind, und dies wiirde man in der Tat annehmen
miissen, sobald sich dadurch die Erscheinungen auf einfachere Weise erkliren
lieflen. (...)

Es muss also entweder das dem Raum zu Grunde liegende Wirkliche eine dis-
krete Mannigfaltigkeit bilden, oder der Grund der Mafverhdiltnisse auflerhalb,
in darauf wirkenden bindenden Krdiften gesucht werden.

Das Faszinierende an diesem Zitat ist, dass sich Riemann selbst (als Erfinder bzw. Be-
griinder der Riemannschen Geometrie) schon der Grenzen seiner Theorie bewusst war und
damit schon wichtige Gedanken im Sinne einer Quantengravitation vorweggenommen hat.

1.1.2 Kurzer historischer Uberblick

Ein wesentliches Anliegen der Nichtkommutativen Geometrie (im Folgenden stellenweise
mit NCG abgekiirzt fiir “Noncommutative Geometry”, gemifi dem Titel des Standardwerks
von Connes [Con94]) ist es, geometrische Daten in algebraische zu iibersetzen. Im Fall des
Gelfand-Naimark-Theorems bestehen die geometrischen Daten aus der Punktmenge sowie
der zugehorigen Topologie. Die “Ubersetzungsvorschrift”, die dieses Theorem nun liefert,
ist von der Form

topologischer Raum < (kommutative) C*-Algebra.

Im Laufe der Zeit ist dieses “Worterbuch der Nichtkommutativen Geometrie”, das 1943
erst aus einer Zeile bestand, kontinuierlich gewachsen. Ein Teil dieses Worterbuchs findet
man z.B. in [WO93] S.24, wo hauptséichlich topologische Zusatzstrukturen (wie “kompakt”,
“offen”, “abgeschlossen”, “zusammenhingend” etc.) hinzugefiigt sind. Weitere Zeilen des
Worterbuchs stammen von “echt” geometrischen Objekten, wie z.B. Vektorbiindeln oder
der dufleren Algebra.

Imm Falle der Vektorbiindel stammt das zugehorige Theorem von Serre bzw. Swan (siehe
hierzu [Swa62] und auch [GBVFO01] Seite 59):

Theorem 1.1.2 Sei M eine kompakte, endlich-dimensionale, zusammenhdngende Man-
nigfaltigkeit und sei € ein C®°(M)-Modul. Dann gilt: Es existiert genau dann ein Vek-
torbiindel E — M mit £ 2T (M, E), falls £ endlich projektiv ist. Hierbei ist T'(M, E) =
{s : M — FE|s differenzierbar und m o s = idy}, wobei m die Projektion des Biindels E
15t.
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Man hitte dann also folgende Zeile fiir das “Worterbuch”:

Vektorbiindel <+ endlich projektive Moduln.

Die Konstruktion der &ufleren Formen geht auf Connes zuriick und liefert einen nichtkom-
mutativen Zugang zum de Rham Komplex.

Es gibe noch viele erwidhnenswerte Zeilen im Worterbuch der Nichtkommutativen Geome-
trie, doch wir wollen uns auf die letzte (oder vorletzte? - siehe hierzu Kapitel 5) und fiir
die Physik wahrscheinlich wichtigste beschrinken. Sie lautet

Riemannsche Spinmannigfaltigkeiten <> reelle spektrale Tripel.

Kurz gesagt sind Spinmannigfaltigkeiten solche, auf denen Fermionen leben kénnen. Im R*
bzw. im R ist dies (mehr oder weniger) offensichtlich, doch fiir allgemeine Mannigfaltig-
keiten keineswegs klar. Ein wesentlicher (oder sogar “der wesentliche”) Bestandteil einer
Riemannschen Spinmannigfaltigkeit ist der Diracoperator, und wir werden sehen, dass er
in der Algebraisierung der Mannigfaltigkeit eine zentrale Rolle spielt. Er beinhaltet unter
anderem die Dimension der Mannigfaltigkeit und die Metrik (besser ausgedriickt, beides
ldsst sich aus ihm rekonstruieren: die Dimension gem#fi Axiom (A1) in Definition 1.2.1, die
Metrik gemaf Abstandsformel (3.2) in Kapitel 3).

Wegen ihrer zentralen Bedeutung (auch fiir die vorliegende Arbeit), werden spektrale Tripel
in Abschnitt 1.2 gesondert behandelt. Man sollte sich als Leser dort nicht von der umfang-
reichen Definition abschrecken lassen, denn die wesentlichen Punkte werden in den sich
anschlieffenden Beispielen und Bemerkungen klarer und auch in Kapitel 2 wird man durch
konkrete Rechnungen im nulldimensionalen Fall mit den einzelnen Objekten vertraut.

Ein wichtiger Erfolg der spektralen Tripel (bzw. der NCG iiberhaupt) in der Physik ist die
Moglichkeit, Teilchenmodelle elegant zu erfassen. Zu diesem Punkt und zu dem Zusam-
menhang mit (Teilen) der vorliegenden Arbeit wird in Abschitt 1.3 noch etwas gesagt.

An dieser Stelle noch eine allgemeine Bemerkung zur Vermeidung von Missverstédndnis-
sen: Nichtkommutative Geometrie beschiftigt sich keineswegs nur mit nichtkommutativen
Algebren, vielmehr ist es ein wesentliches Ziel, von einer geometrischen zu einer algebrai-
schen Beschreibung zu gelangen und auf diesem Weg moglichst viele Erkenntnisse iiber
die jeweiligen Strukturen zu sammeln. Ein gutes Beispiel hierzu ist wiederum das Gelfand-
Naimark-Theorem 1.1.1: Einerseits ist es natiirlich ein wichtiges Strukturtheorem in der
Theorie der C*-Algebren, andererseits wirft es auch ein neues Licht auf die kompakten
Hausdorffraume.
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1.2 Spektrale Tripel

Wir rekapitulieren hier zunéchst nochmals kurz den bisherigen Gedankengang: Es gibt Ar-
gumente (z.B. [DFR95]), welche Unschiirferelationen zwischen Raumzeitkoordinaten im-
plizieren. Mochte man die Unschérferelationen durch Kommutatorrelationen der Form

[x#, "] = 0"

realisieren, so ist man gezwungen, die Kommutativitit der Funktionenalgebra auf der
Raumzeit (welche die Koordinatenfunktionen z# enthilt) fallenzulassen. Bei der Frage,
welche Strukturen eine “nichtkommutative Funktionenalgebra auf der Raumzeit” tragen
sollte, ldsst man sich vom Gelfand-Naimark-Theorem 1.1.1 leiten und fordert zunéachst die
C*-Eigenschaft, welche sich aus der Topologie der Raumzeit ableitet. Will man tatséchlich
alle Strukturen der Raumzeit auf algebraischer Ebene erfassen, geschieht dies durch den
Begriff des spektralen Tripels, der im folgenden Abschnitt definiert werden soll. Die
Definition ist sehr technisch und abstrakt. Um hier nicht die Ubersicht zu verlieren, ist es
sinnvoll, zunéchst das Beispiel 1.2.1 und Bemerkung 1.2.9 zu betrachten. Beispiel 1.2.1 be-
schreibt den Archetypus eines spektralen Tripels, aus dem sich letztendlich die Axiomatik
der Definition 1.2.1 entwickelt hat. Erlduterungen, Beispiele und diverse Veranschaulichun-
gen zu der Definition finden sich dann in Abschnitt 1.2.2.

1.2.1 Definition spektraler Tripel

Definition 1.2.1 (Gerades, reelles, spektrales Tripel) Ein gerades, reelles, spektra-
les Tripel (oder auch K-Zykel) besteht aus 5 Objekten ((01) - (05)), welche den Aziomen
(A1) - (A7) geniigen.

Objekte: (A, H, D, T, J)

(01) A ist eine (kompleze) Pri-C*-Algebra.
(O2) H ist ein Hilbertraum, der eine treue, beschrinkte Darstellung m von A trdgt.

(03) D ist ein selbstadjungierter Operator auf H mit den Eigenschaften, dass erstens D
einen endlichdimensionalen Kern hat und zweitens die Inverse D™', welche auf dem
orthogonalen Komplement des Kerns von D definiert ist, ein kompakter Operator ist.

(04) T ist ein selbstadjungierter, unitirer Operator (genannt Graduierung) auf H (d.h.
['? = 1), der mit w(a) vertauscht Va € A und der mit D antivertauscht (DT = —T'D).

(O5) J ist ein antiunitirer Operator auf H, d.h. eine antilineare Bijektion mit J*> = +1

und (Jo, Jip) = (1, ¢) Vo, ¢ € H.
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Azxiome:

(A1 Dimension) FEs ezistiert n € N, so dass ds := |D|™' infinitesimal von der Ordnung
1/n ist. n ist die Dimension des spektralen Tripels.

(A2 Ordnung 1) Fir alle a,b € A gilt
[[D,a], Jb*J '] =0
(hier ist a mit w(a) und b* mit w(b*) identifiziert).

(A3 Regularitit) Fir alle a € A ist [D,a] ein beschrinkter Operator auf H. Des Weite-
ren gehéren a und [D, a] zu () dom(8%), wobei § eine Derivation auf L(H) ist, welche

durch §(T) :=[|D|, T definiert ist. Naiv ausgedriickt bedeutet dies, dass a und [D, a
“unendlich oft differenzierbar” sind.

(A4 Orientierbarkeit) Es existiert ein Hochschild-Zykel ¢ € Z,(A, A ® A°), dessen Re-
prasentant auf H gegeben ist durch

| ' falls n gerade,
m(c) = { 1 falls n ungerade.

(A5 Endlichkeit) Der Raum der glatten Vektoren Hy, := () dom(D¥) ist ein endlich
k=1
projektiver Links-A-Modul.

(A6 Poincaré Dualitét) Der Fredholm-Index des Operators D ergibt eine nichtentartete
Schnittform auf der K-Theorie der Algebra A @ A°.

(A7 Realitét) (im Sinne von Ezxistenz einer reellen Struktur)
J, D und T erfillen (in Abhdngigkeit von n) folgende Relationen:

n gerade:
n mod 8 0 2 4 6
JP=cle=+1l|le=—1]e=—1]|e=+1
JD =e¢ DJ|e=+4+1|e=4+1|e=+1 | e=+1
JIl=e¢-I'J|e=+1]e=—-1|e=4+1|e=-1
n ungerade:
n mod 8 1 3 5 7

JP=cle=4+1|le=—-1|le=—-1|e=+1
JD =¢e¢DJ| e =— e=4+1|e=—-1|e=+1
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Des Weiteren ist durch

#:A° — EndH (1.9)
a — Jr(a*)J !

eine Darstellung der opposite Algebra A° gegeben, welche mit der Darstellung m von
A wvertauscht:
[7(a),7(b)] =0 Va,b. (1.10)

Da man oft anstelle von spektralen Tripeln von “einer nichtkommutativen Geometrie”
spricht, soll auch die

Definition 1.2.2 (Nichtkommutative Geometrie) FEine nichtkommutative Geometrie
ist ein (gerades oder ungerades) reelles spektrales Tripel.

erwahnt werden.

1.2.2 Bemerkungen und Beispiele

An dieser Stelle sind einige Bemerkungen und Beispiele zur Definition eines spektralen Tri-
pels angebracht. Anmerkungen zu fundamentalen Problemen, wie z.B. die fehlende Semi-
Riemannsche Verallgemeinerung, werden in den spéiteren Kapiteln angesprochen.

Bemerkung 1.2.1 FEine Prd-C*-Algebra ist eine normierte x-Algebra, deren Abschluss
eine C*-Algebra ist. Mit “Darstellung” m der Prda-C*-Algebra A ist stets x-Darstellung
gemeint, d.h. w(a*) = 7(a)*.

Der Grund dafiir, dass man sich hier auf Pra-C*-Algebren beschrinkt, ist das “Differen-
zierbarkeitsproblem”. Betrachtet man den kommutativen Fall, so gilt folgender Satz (siehe
z.B. [Sak91], S.20):

Satz 1.2.1 Sei A eine kommutative C*-Algebra und sei § : A — A eine Derivation. Dann
ist 6 = 0.

Intuitiv ldsst sich dies mit Hilfe des Gelfand-Naimark-Theorems (1.1.1) verstehen: Fiir eine
kommutative Algebra A ist A =2 C(M) und es ist klar, dass C(M) eben auch nichtdifferen-
zierbare Elemente enthélt.

Bemerkung 1.2.2 Streng genommen sind ungerade spektrale Tripel noch gar nicht defi-
niert. “Ungerade” heifit ein Tripel, falls die Graduierung I nicht existiert. Dies ist genau
fiir ungerade Dimension der Fall, daher taucht T auch in der entsprechenden Tabelle in
Axiom 7 nicht auf.
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Bemerkung 1.2.3 Dass mit 7 eine Darstellung von A° wvorliegt, muss nicht als Axiom
gefordert werden, allerdings ist die Tatsache, dass w und 7 vertauschen (1.10) keine Selbst-
verstindlichkeit. Dadurch kann eine Darstellung der Algebra A ® A° definiert werden:

Te:AQA° — FEndH (1.11)
a®b — w(a)w(b)

Bemerkung 1.2.4 (zu Aziom 1 - Dimension)

Unter “infinitesimal von der Ordnung 1/n” versteht man Folgendes: Sei T : H — H ein
kompakter Operator auf einem Hilbertraum H. Sei (y,)nen die Folge der charakteristischen
Werte von T (d.h. die Eigenwerte von |T'| := VT*T ), angeordnet in absteigender Reihen-
folge und gemdf ihrer Multiplizitdt wiederholt. T' heifit infinitesimal von der Ordnung o,
wenn

(T) = O(k™),
d.h. wenn eine Konstante C' > 0 existiert, so dass
we(T) - k< C VkeN.

(Dass man die p,, iberhaupt absteigend anordnen kann, folgt aus der Tatsache, dass T ein
kompakter Operator ist.)

Bemerkung 1.2.5 (ebenfalls zu Aziom 1)

Im kommutativen Fall, d.h. fir A = C®°(M), liefert das Dimensionsaziom natiirlich die
klassische Dimension der Mannigfaltigkeit M. Dies ist eine sehr starke Aussage, denn sie
besagt, dass man die Dimension der zugrunde liegenden Mannigfaltigkeit aus dem Spektrum
von D bestimmen kann. Betrachtet man beispielsweise die S* mit dem Diracoperator D =
—i%, so sind die Figenfunktionen von D von der Form

Yo (@) = €™ n € Z,

und daher hat D die Eigenwerte A\, = n € Z. Dementsprechend erhdilt man fiir |D| die

Eigenwerte A, =n € N und fiir |D|™" die Eigenwerte A, = . Also ist |D|™! infinitesimal
von der Ordnung 1, und die Dimension des spektralen Tripels ist 1, was natiirlich gleich

der Dimension der S als Mannigfaltigkeit ist.

Das Beispiel der S? ist schon etwas komplizierter und ist ausfiihrlich in [Pas01] oder
[Var97] diskutiert.

Bemerkung 1.2.6 (zu Aziom 2 - Ordnung 1)
Dieses Axiom ist die algebraische Fassung der Aussage, dass D ein Differentialoperator
erster Ordnung ist. Man kann beispielsweise im Kommutativen leicht tiberpriifen, dass
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[[a%,f],g] = 0Vf,g € C®(R") gilt, oder auch die analoge Aussage [[[%,f],g],h] =
0Yf,g,h € C®°(R") fiir hohere Ordnungen.

Die exakte definierende Relation fiir einen Differentialoperator 1. Ordnung auf einem A-
B-Bimodul N lautet

D(zyy) = 2D(vy) + D(zp)y — zD()y (1.12)

fir x € Ajy € B, € N (siche [DVM95]). Man kann diese Relation folgendermafen
verstehen: Betrachtet man A = B =N = C®(M), so gilt fiir eine Derivation, z.B. 0, die
Leibniz-Regel. Fiir die Abbildung D := 0, + a, welche durch

Df :=08,f +af, acC®M), (1.13)

definiert ist, gilt die Leibniz-Regel jedoch nicht. Will man erreichen, dass die niedrigeren
Ordnungen in der Definition keine Rolle spielen, so kann man dies z.B. dadurch tun, dass
man einen Differentialoperator 1. Ordnung folgendermafen definiert:

Seien N7 und Ny A-B-Bimoduln. Dann heif$t eine lineare Abbildung D : N7 — Ny Diffe-
rentialoperator 1. Ordnung, falls die Abbildung

m — D(fm) — fD(m)

fiir alle f € A ein Rechts-B-Modul Homomorphismus ist (in [DVM95] ist eine dquivalente
Definition mit Links-A-Modul Homomorphismen gegeben).

Man kann leicht nachprifen, dass die in (1.13) definierte Abbildung D diese Bedingung
erfillt. Die Gleichung (1.12) ist dann eine direkte Folge dieser Definition und ist dann mit
der Schreibweise

Yy =y
wegen
[[D,z],y°|v = (Dzy’— xDy° — y°’Dx + y°zD)¢
= D(2¢y) —zD(y) — D(zp)y + zD()y
tatsdchlich dquivalent zu
[[D,x],y°] = 0.

Man beachte, dass Derivationen eine bestimmite Klasse von Operatoren 1. Ordnung sind.
Betrachtet man eine (unitale) Algebra A als A-A-Bimodul, so ist eine Derivation § cha-
rakterisiert durch die Leibniz-Regel

d(ab) = (da)b+ a(0b).
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Fin Operator 1. Ordnung erfillt wegen (1.12)

D(ab) = D(alb)
= aD(1b) + D(al)b —aD(1)b
= aD(b) + D(a)b— aD(1)b

und ist daher genau dann eine Derivation, falls D(1) = 0 ist.

Bemerkung 1.2.7 (zu Aziom 4 - Orientierbarkeit)
Die Darstellung eines Elements aus (A ® A°) @ A®™ auf H ist gegeben durch

T((e®c)® a1 ® ... a,) :=7(a)7(c)[D,m(a1)]...[D,7(ay)].

Die Elemente der Menge C,(A, A ® A°) := (A ® A°) @ A®™ heifien Hochschild n-Ketten
(mit Koeffizienten in A ® A°). Der Hochschild Randoperator b ist definiert durch

b((a®c)®a1®...®an) = (a1 ®¢c)Ra®...®ay,
n—1
+Y (1) (a®0)®am®...® apths1 ® ... @y
k=1

+(=D)"(ana ®c) @ a1 ® ... an_1

und erfillt b* =0 (b ist als Abbildung C,, — C,,_1 zu betrachten und daher b* als Abbildung
C,, — C,_3). Die Elemente x € C,,(A, A® A°) mit bx = 0 heifien Zykel. Die Menge solcher
Zykel wird mit Z,(A, A ® A°) bezeichnet.

Die im Aziom geforderte Eristenz eines Hochschild-Zykels entspricht im kommutativen Fall
der Existenz einer Volumenform (und daher der Orientierbarkeit).

Bemerkung 1.2.8 (zu Aziom 6 - Poincaré Dualitt)

Die Ezistenz der nichtentarteten Schnittform in K-Theorie ist die “Ubersetzung” der Tat-
sache, dass fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten M der Dimension n ein Isomorphismus
zwischen den de Rham Kohomologiegruppen HP(M) und H"P(M) ezistiert. Fir diesen
(relativ diffizilen) Punkt sei hier auf die Literatur, z.B. [Con94], verwiesen.

Beispiel 1.2.1 (das kanonische Tripel einer Riemannschen Spinmannigfaltigkeit)
Betrachtet man eine Riemannsche Spinmannigfaltigkeit M, so bilden die Daten A :=
C®(M),H = L*(M,S),D := D = —iy o V® ein spektrales Tripel, welches man das
zu M gehdrige kanonische Tripel nennt (J entspricht der Ladungskonjugation und T der
Volumenform dz' A...Adx™ bzw. der zugehdrigen Clifforddarstellung). Die Algebra besteht
also aus den glatten Funktionen auf M, welche auf dem Hilbertraum der quadratintegra-
blen Spinoren durch punktweise Multiplikation dargestellt sind, und der Diracoperator ist
durch die Darstellung v des Cliffordbindels Cl(T*M) und durch den Spinzusammenhang
V5 gegeben (im R* : D = 49, und T = ~5). Ausfiihrliche Details hierzu findet man in
[GBVF01].
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Bemerkung 1.2.9 Man kann sich natirlich fragen, wie man aus den algebraischen Da-
ten im kommutativen Fall (also fiir das kanonische Tripel zu M ) die geometrischen Daten
rekonstruieren kann. Dimension und Metrik sind in Abschnitt 1.1.2 schon erwdhnt, aber
auch die Spinstruktur ldsst sich reproduzieren. Hier ist nun etwas Sorgfalt in der Formulie-
rung angebracht: Im kanonischen Tripel ist die Spinstruktur im Hilbertraum H = L*(M, S)
implizit schon gegeben. Die Aussage der Rekonstruierbarkeit sollte nun besser lauten wie in
[GBVFO01] 5.492, Theorem 11.2: Sei (A, H, D,T',J) ein spektrales Tripel iber der Algebra
A= C>®(M). Dann ist M eine Spinmannigfaltigkeit.

Nach Aziom (A5) ist der Hilbertraum Hy, ein endlich projektiver Modul und daher wegen
Theorem 1.1.2 von der Form Hy, = T'(M,S) fir ein Vektorbindel S — M. Wie man auf
diesem Vektorbiindel mit Hilfe von D, der Ordnung-1-Bedingung und dem Hauptsymbol von
D die Darstellung der Cliffordalgebra und somit die Spinstruktur konstruiert, ist eine etwas
lingere Prozedur und ist in [GBVFO01] (S. 500 ff., “The spin-structure and the metric”)
beschrieben.

Bemerkung 1.2.10 An dieser Stelle sollte man sich klarmachen, was man durch die De-
finition eines spektralen Tripels und die in Bemerkung 1.2.9 erwdihnte Rekonstruierbar-
keit von M gewonnen hat. Ein spektrales Tripel (A, H,D,T', J) mit einer kommutativen
Algebra A beschreibt notwendigerweise eine Riemannsche Spinmannigfaltigkeit M (mit
A =C>(M)), wobei alle Strukturen des Tripels von den Strukturen auf M induziert wer-
den. Geht man nun zu einem spektralen Tripel mit nichtkommutativer Algebra A tiber, so
kann man sicher sein, dass man von den Strukturen von A tatsdchlich nur die Kommuta-
tivitdt geopfert (und alle anderen beibehalten) hat.

1.3 Teilchenmodelle in der NCG

Das Standardmodell der Elementarteilchenphysik ist zwar experimentell hervorragend be-
stiatigt, hat aber auf der strukturellen Seite einige Schwachpunkte: Der Higgsmechanis-
mus z.B. muss “von Hand” eingefiigt werden und auch die Beschreibung der Gravitation
unterscheidet sich fundamental von dem “Eichsektor” der Theorie, der das beobachtete
Teilchenspektrum im Rahmen einer SU(3) x SU(2) x U(1)-Eichtheorie beschreibt.

Beide Schwachstellen werden durch Teilchenmodelle, die auf Methoden der NCG beru-
hen, behoben. Im sogenannten Connes-Lott-Modell beschreibt man das Standardmodell
durch ein spektrales Tripel zur Algebra A = C*(M) ® Ap, wobei Ap = M3(C) o H e C
eine endlichdimensionale Matrixalgebra ist, die die Eichgruppe des Standardmodells als
Menge unitérer Elemente enthélt, und C*°(M) die glatten Funktionen auf der Raumzeit
darstellt. Der Hilbertraum des endlichen Teils dieses Modells wird von allen Fermionen
und Antifermionen aufgespannt, die Bosonen (einschliellich Higgs) treten als Eichfelder
im Diracoperator auf. Der Operator J bildet jeweils ein Fermion auf das zugehorige An-
tifermion ab und der Operator I' liefert fiir linkshéndige Fermionen den Wert —1 und fiir
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rechtshindige den Wert +1. (Details zum Connes-Lott-Modell findet man z.B. in [CL90]
oder [Con94], um nur einen Teil der umfangreichen Literatur zu nennen.)

Das Mainz-Marseille-Modell verwendet den Begriff des spektralen Tripels nicht, liefert
aber dhnliche Voraussagen und ist in gewissem Sinn allgemeiner als das Connes-Lott-Modell
([Pap97, PP96]).

Beide Zugiinge liefern die Lagrangedichte des Standardmodells auf der Stufe einer klas-
sischen Feldtheorie und in [Pap97] ist gezeigt, dass Modelle dieser Form keine weiteren
wesentlichen Verallgemeinerungen zulassen.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit (genauer gesagt von Kapitel 4) ist es, Quantisierun-
gen eines solchen Systems zu untersuchen, welches durch ein spektrales Tripel beschrieben
wird. Wegen der auftretenden konzeptionellen Schwierigkeiten werden hier zunéchst null-
dimensionale Beispiele untersucht, an denen einige Probleme demonstriert und teilweise
auch gelost werden. Eine Behandlung von realistischen (d.h. vierdimensionalen) Systemen
konnte dann z.B. durch einen geeigneten Kontinuumslimes geschehen. Dies wire (im Ver-
gleich z.B. mit der Stringtheorie) als alternativer Zugang zur Quantengravitation zu sehen.
Details zu der Quantisierungsproblematik finden sich ausfiihrlich in den Abschnitten 4.1
und 4.4.

1.4 Aufbau der Arbeit

Die vorliegende Arbeit besteht im Wesentlichen aus drei Teilen.

e Im ersten Teil (den Kapiteln 2 bis 4) geht es um spektrale Tripel, deren Klassifizie-
rung und Quantisierung. Hierbei ist die Klassifizierung eine zusammenfassende und
teilweise vertiefende Darstellung der Arbeiten [Pas01], [PS98] und [Kra98|, sie lie-
fert aber insbesondere die Grundlage fiir die Kapitel 3 und 4 (und teilweise auch fiir
Kapitel 5). In Kapitel 3 werden “Zustéinde” diskutiert (das sind diejenigen Abbil-
dungen, die im kommutativen Fall den Punkten einer Mannigfaltigkeit entsprechen),
und ebenso, wie es in der Regel zwischen Punkten einen “Abstand” gibt, kann man
auch zwischen Zusténden einen Abstand definieren, dessen konkrete Berechnung in
einzelnen Beispielen durchgefiihrt wird. Das Problem der “Quantisierung” eines Sy-
stems, das durch ein spektrales Tripel beschrieben ist, wird in Kapitel 4 diskutiert.
Hierbei werden die Abstéinde, die in Kapitel 3 berechnet sind, beno6tigt, da sie in der
quantisierten Theorie als Observablen dienen.

e Der zweite Teil (Kapitel 5) erldutert das Problem der Signatur der Metrik: Bisher
ist es im Rahmen der NCG nicht moglich, Lorentzsche Spinmannigfaltigkeiten zu
beschreiben, sondern nur echt Riemannsche. Zu diesem Problem werden in Kapitel
5 Losungsansitze diskutiert.
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e Eine andere Thematik wird im dritten Teil (Kapitel 6) behandelt. Hier wird Feyn-
man’s Beweis der Maxwellgleichungen betrachtet (siehe z.B. [Dys90] oder [Tan92]),
wo es um die Form der mdéglichen Wechselwirkungen geht, die mit den quantenme-
chanischen Kommutatorrelationen vertréglich ist. Dieser Beweis wird auf nichtkom-
mutative Konfigurationsrdume verallgemeinert.

1.5 Hinweise fiir den Leser

Es ist natiirlich nicht immer sofort ersichtlich, ob eine Rechnung “nur” lang ist, oder ob
eine wesentliche Idee oder eine neue Methode dahintersteckt, die vielleicht von besonderem
Interesse ist. Ich habe mich in dieser Arbeit dazu entschlossen, die Rechnungen im laufenden
Text zu belassen und nicht in Anhéingen zusammenzufassen, denn ich denke, es ist einfacher,
eine Rechnung, die dem Leser uninteressant scheint, zu iiberbldttern, als eine, die von
Interesse ist, im Anhang zu suchen.

Ebensowenig ersichtlich ist oft die Tatsache, ob in einem Kapitel bzw. Abschnitt Litera-
turarbeit betrieben wird, oder ob eigene und neue Gedankengéinge présentiert werden.

Um diese beiden Unklarheiten moglichst zu beseitigen, soll zu den einzelnen Teilen der
Arbeit an dieser Stelle noch etwas gesagt werden.

Das Kapitel 2 ist als Grundlage fiir die darauf folgenden zu verstehen und stellt eine
reine Bearbeitung der zu dem Gebiet gehérenden Arbeiten ([PS98]) und ([Kra98|) dar.
Die Rechnungen sind hier im Vergleich zu den Originalarbeiten ausfiihrlicher, aber immer
noch relativ kurz und iiberschaubar (besondere Beachtung sollte hier der Beweis von Lem-
ma 2.4.1 finden, da diese Aussage in der oben genannten Literatur nicht korrekt bewiesen
wurde). Eine Ausnahme (in bezug auf den Umfang der Rechnungen bzw. Beweise) bil-
det der Abschnitt 2.5 iiber K-Theorie, der im Rahmen dieser Arbeit als Einstieg in den
Themenkomplex dient, sehr ausfiihrlich und auch sehr mathematisch formuliert ist. Mit
Hilfe dieses Abschnitts kann das Axiom der Poincaré Dualitit (Seite 14) besser verstanden
werden, das bei der Klassifizierung endlicher Tripel eine wichtige Rolle spielt (Satz 2.6.1).

Die meisten Rechnungen in Kapitel 3 sind “straight forward” und insbesondere fiir den-
jenigen interessant, der selbst derartige Methoden braucht. Hervorzuheben ist hier das
(neue) Ergebnis in Abschnitt 3.5: Ich habe das dort angegebene Resultat zunéchst durch
elementaren Differentialkalkiil ermittelt, allerdings wiirde die zugehorige Rechnung viele
Seiten fiillen. Man kann das gleiche Ergebnis jedoch auch durch einen eleganten Trick er-
halten (die Idee hierzu stammt von Mario Paschke und Tomas Kopf). Man erkennt auch,
dass solche Tricks bei der Berechnung komplizierter Abstéinde (leider) unverzichtbar sind,
denn es ist bisher nicht gelungen, ein allgemeines “Kochrezept” in diesem Zusammenhang
anzugeben.

Kapitel 4 stimmt inhaltlich im Wesentlichen mit dem Artikel [HP03] iiberein und besteht
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groBtenteils aus strukturellen Uberlegungen, und die zugehérigen Rechnungen sind eher
technisch. Anders in Kapitel 5: Hier ist die Rechnung in Abschnitt 5.3 ein zentraler Punkt
und wird deshalb auch ausfiihrlich formuliert. Das Konzept der spektralen Quadrupel in
Abschnitt 5.4 stammt aus dem Artikel [KPO1]. Der neue Beitrag zu dieser Thematik in
der vorliegenden Arbeit ist erstens die Klassifizierung der nulldimensionalen spektralen
Quadrupel und zweitens die Veranschaulichung der Quantisierungsproblematik anhand
eines Beispiels.

Nicht nur rein technischer Natur sind die Rechnungen in Kapitel 6, wo sie insofern eine
wichtige Rolle spielen, da sie die Konsistenz der betrachteten Theorien liefern. Kapitel 6
stellt meinen Beitrag zu dem Projekt [HKPO03] dar, welches noch zusétzlich diverse struk-
turelle Gesichtspunkte und den nichtkommutativen Torus behandelt.



Kapitel 2
Klassifizierung endlicher Tripel

SCHULER: KANN EUCH NICHT EBEN GANZ VERSTEHEN.
MEPHISTOPHELES: DAS WIRD NACHSTENS SCHON BESSER GEHEN,
WENN IHR LERNT ALLES REDUZIEREN
UND GEHORIG KLASSIFIZIEREN. (GOETHE, “FAUST”)

2.1 Definition endlicher spektraler Tripel

Die Definition eines (allgemeinen) spektralen Tripels ist schon in der Einleitung gegeben
(Definition 1.2.1). Im Folgenden werden wir (wie angekiindigt) den endlichen Fall betrach-
ten.

Definition 2.1.1 (endliches spektrales Tripel)

Unter einem endlichen spektralen Tripel versteht man ein spektrales Tripel, beir dem die
Algebra A und der Hilbertraum H endlichdimensional sind. Einem solchen Tripel ordnet
man die Dimension 0 zu (eine Diskussion dieses Punktes findet sich in [Pas01] S.141).

In den folgenden drei Abschnitten sollen nun die Bausteine eines solchen Tripels erértert
werden.

2.2 Die Algebra

Unter den drei wesentlichen Ingredienzen eines spektralen Tripels (A, H, D) ist im endlich-
dimensionalen Fall die Algebra am einfachsten zu klassifizieren. Bekanntlich ist ndmlich
jede endlichdimensionale C*-Algebra (und damit natiirlich auch jede endlichdimensionale
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Pra-C*-Algebra) iiber C von der Form

A= M, (C). (2.1)

(Dass man in diesem Fall von “endlich” spricht, rithrt von der Tatsache her, dass fiir
kommutatives A = CV die Algebra A eine Funktionenalgebra auf einem N-Punktraum
ist.)

Die Algebra ist also durch Angabe des Zahlentupels

(n1,...,n;) =7 € N¥ (2.2)

bestimmt.

2.3 Der Hilbertraum

Um die Struktur des Hilbertraums (und spéter auch des Diracoperators) zu charakterisie-
ren, zerlegen wir H folgendermaflen: Definiere P; als den Projektor auf die i-te Matrix-
Unteralgebra von A

P :=0pyxn; @ B Llysn, ®0D...00 (2.3)

(man beachte im Folgenden, dass P; als Algebraelement aufgefasst werden muss) und

Hyj :=n(B)7(P))H, (2.4)
wobei 7 und 7 die Darstellungen von A bzw. A° bezeichnen. H;; trégt nun sowohl eine
Darstellung von A; als auch von AY. Denn sei zunéchst a; € A; und vy; € Hy;. Es ist nur zu
zeigen, dass m(a;)v;; in H;; liegt. Beachte, dass a; € A; impliziert, dass ein a € A existiert
mit a; = P;a, analog existiert ein v € H mit v;; = n(P;)7(P;)v. Damit erhélt man dann

m(a)vy = m(Ba)m(B)7(Py)v
= n(P)m(a)m(P)7(P;)v
= w(P)7(Pj)m(a)m(P;)v weil m und 7 vertauschen
= m(P)7(Pj)w € Hy;.

Die analoge Rechnung fiihrt man fiir a; € A§ durch: Es existiert ein a € A, so dass a; = aF;.
Man beachte nun, dass 7 (aP;) = 7(P;)7(a) gilt, wenn man aP; als Produkt in A auffasst
(man kénnte natiirlich auch Pja betrachten, da ohnehin aP; = Pja). Es gilt dann

v
(P;)v
(Pj)v € Hij.

(aPj)m(P)7 (P
(Py)7(a)m(P)
(Py)m (P)7(a)7

:11

7 (a;)vij

I
:}1
:]l <

:11
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Des Weiteren gilt H;; N Hy, = {0} falls (¢, 7) # (k,[), denn sei v € H;; N Hy:

veH; = FJweH mit v=n(P)r(P)w,
veE H, = Jw' € H mit U—W(Pk)’ﬁ'( )

Also:
T(P)R(Ppw = w(Bp)F(P)w'
= (P’ 7(P)w = n(P)r(P)7(P)w'
=n(P;) 7w (P; Py)
= 5ik7r(Pk)7~r(Pl)w'
> # BP0 = #(P)F(R) n(P) s
=0;,7(P;)

= m(P)T(Py)w = ubum(Py)7(F)w'
=V ~ 5]15119-
Jedes h € H ist ferner eine Linearkombination von Vektoren aus den H;;, weil H =

7(1)7(1)H und 1 =) P;. Also ist

H =P Hy;. (2.5)

Die einzige irreduzible Darstellung von M, (C) ist C". Betrachte nun die Tatsache, dass
H;; eine Darstellung von A; = M, (C) triagt. Zerlegt man diese in ihre irreduziblen Be-
standteile, so erhélt man

Des Weiteren trigt H;; eine Darstellung von A? = M,,;(C)?, also ist analog
Hij =Ci@CY (Tj c No)

Die Forderung, dass die beiden Darstellungen vertauschen, fiihrt zu der Bedingung, dass
sie auf verschiedene Faktoren im Tensorprodukt wirken, d.h. die endgiiltige Form von H;;
ist

H;=C"@C7@C", (2.6)
wobei die Darstellung 7 auf den linken, 7 auf den rechten Faktor des Tensorprodukts wirkt,

m(a)(u®@vw) = (au)®vw,
7)) (u@vew) = u®v®(b?w),
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und r;; € Ny zunéchst eine beliebige Zahl ist, man setzt H;; = {0} fiir r;; = 0.

Betrachte nun die Graduierung ['. I' vertauscht mit der Darstellung m und vertauscht
mit J (Axiom A7), daher vertauscht es auch mit 7. Daraus folgt, dass I' jeweils H;; auf
sich selbst abbildet und auf dem 1. und 3. Faktor im Tensorprodukt als Identitit wirkt:

Aus Axiom (A4) folgt aber, dass I' = mg(c) fiir ein ¢ € A® A° dh. T = 7g(c) =
>0 ® 1 ® b;. Dies liefert I';; = A1 und wegen I'? = 1 folgt A = £1. Definiere das
Vorzeichen als ;;

Ly = vy (2.8)
und setzte

Qij = YigTij- (2.9)
Man sieht schon an dieser Stelle, dass die Matrix (g;;) erhebliche Informationen iiber

das spektrale Tripel enthilt, ndmlich die Dimensionen der Hilbertrdume in der Zerlegung
H = ®H,;; und zu welchem Eigenwert von I" die (Eigen-) Rdume H;; gehoren.

Die Realitdtsstruktur J liefert nun Bedingungen an r;; und an v;; (und damit an die
¢ij)- Sei ¥,; € H;;, d.h. 3V € H mit ¥;; = n(F;)7(FP;)¥. Dann gilt

Jr(P)Jn(P;)J~'¥  (wegen Def. von 7 in (1.9))
(F%)

= Jn(P)J 'n(P;)JV (wegen J=J ')
= #HP)r(P)Iv
= 7w(P)7(P)(JY)
= J‘I/U € sz
J2 =1 = dlmH” = dlmsz = Tij = Tji-
LT =0 = v =7
und daher ist schliefllich
iy = Qjis (2.10)

d.h. die Matrix (g;;) ist symmetrisch.

2.4 Der Diracoperator

Der Diracoperator D lédsst sich auf H = @©H;; als Matrix darstellen, die aus einzelnen
Blocken H;; — Hy; besteht. Die Axiomatik der NCG schrénkt die Struktur des Diracope-
rators stark ein bzw. legt sie weitestgehend fest. Dies soll im folgenden Abschnitt erldutert
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werden.

Definiere zunéchst
Diji - Hy — Hij (2.11)

durch
D;j i = m(P;) ow(Pj) o Donw(P) om(F). (2.12)

Aus der Selbstadjungiertheit von D folgt

Die Bedeutung des Kommutators [D, J] = 0 erfordert etwas genauere Erérterung. Hierzu
zunéchst ein vorbereitendes Lemma:

Lemma 2.4.1 Es existieren stets Orthonormalbasen {v, ..., v,} von Hy und {w, ..., w,}
von Hy, mit folgender Eigenschaft: Fir k # 1 ist Ju; = w; und fir k = 1 gilt (mit
v, =TQYRz)

Jui=J(rR®y®z) =20y QL. (2.14)

Im Wesentlichen tauscht also J gerade die Basisvektoren zwischen verschiedenen Rdumen
aus.

BEWEIS: Beachte zunichst folgende Tatsache: Definiert man J durch
Ju@uvuw)=0Q7Q a, (2.15)
so sind die Axiome J? =1 und [7(a), J7(b)J] = 0 erfiillt, denn: J? =1 klar.

m(a)Jr(b)J(u@v®@w) = 7(a)Jm(h)(0w® TR u)

Jr(b)Jr(a)(u@vw) = Jr

I
=

Sei nun J eine weitere antiunitéire Abbildung mit J? = 1,#(a) = Jr(a*)J. Dann ist J o J
eine invertierbare Abbildung mit

[JoJ,m(a)] = [J o J,7(a)] =0,
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denn

JoJn(a) = JoJn(a)J? =Jow(a*)oJ
= JoJom(a)oJoJ=mn(a)JoJ.

Analog fiir 7:

JoJi(a) = JoJi(a)J? =Jow(a*)oJ
= JoJoi(a)oJoJ=7(a)JoJ.

Daher hat J o J die Form 5
JoJ=1®;j®1, (2.16)

und J o J ist unitiir, denn es ist

(¥, 0) = (J¢, Ju) = (J o Jy, ] 0 J§),

und daher ist auch j unitir. Betrachte nun zwei Fille:
Fall 1: k # |. Wéhle eine beliebige Basis {v1,...,v,} von C® und definiere die Basis von
C'% durch
w;:=Jo(1®j®1)v,.
Wegen J = Jo (1® j ® 1) ist dann klarerweise w; = Jv; erfiillt.
Fall 2: k = [. Beachte J? = J% = 1. Dies impliziert jj = 1, denn

216)=J = Jo(1®j®1)
=J? = Jo(l®j®l)oJo(1®;j®1)
= 1®j®1)oJ?0(1®j®1) nach Def. von J in (2.15)
= (1®jj®1).

j erfiillt also die beiden Relationen j* = j ! und j = j !. Zu einer solchen Matrix j

existiert stets eine unitdre Matrix u mit der Eigenschaft
j=u"u. (2.17)

Beweis von Formel (2.17): Betrachte j € M, (C), Beweis durch Induktion nach n. Der Fall
n =1 ist trivial: Fiir j = €% erfiillt u = €*#/? die Behauptung.

Sei nun die Behauptung bewiesen fiir alle k = 1,...,n und sei j € M, 1(C). Weil j unitér
ist, sind die Eigenwerte A, ..., A\,4+1 komplex vom Betrag 1. Wegen j = j ! gilt Folgendes:
Ist ¢ Eigenvektor von j zum Eigenwert ), so ist auch ¢ Eigenvektor zum Eigenwert ),
denn

=M = =X
= M =71y wegen A '=X und j=j!
= M) =349 (nach Konjugieren).
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Betrachte nun zwei Fille:

Fall 1: j hat nur einen Eigenwert A, der (n + 1)-fach entartet ist. Weil j unitér ist, ist es
diagonalisierbar: j = vjzv* mit v unitédr und j; = Al. Dies impliziert ; = A1. In diesem
Fall ist die Existenz von u mit j = u”u klar.

Fall 2: j hat mindestens zwei verschiedene Eigenwerte. ) sei einer dieser Eigenwerte, F sei
der zugehorige Eigenraum, dessen Dimension k£ hochstens n sein kann, und sei {41, ..., ¥}
eine ONB von FE). Weil die konjugierten Vektoren jeweils auch Eigenvektoren von j sind,
ist auch {¢1,...,9,} ONB von E). Der Basiswechsel sei durch die (unitéire) Matrix a
beschrieben:

Vi = aji;. (2.18)

Konjugieren von (2.18) liefert zunichst ; = a;%; bzw. 1; = ay;1x. Setzt man diesen
Ausdruck wieder in (2.18) ein, so liefert dies

Y = ajiakﬂz]k
:>(_1kjaj,- = 5ki (Well {1/_11} ONB)
=a = a .

Die Matrix a erfiillt also die Induktionsvoraussetzung und lisst sich daher schreiben als
a=0b" = bijbk; = a;. Definiere nun eine neue ONB von E) durch

¢i = bji;.
Dann folgt
¢ = ?jﬂ/;j = bjiak; Yk
= bjibklbjﬂﬂk = bkl bfjbjl djk
5
il

= bkﬂ/’k = QSZ

Damit bildet {¢1, ..., @} eine reelle ONB von E). Man kann also einen vollstéindigen Satz
orthogonaler reeller Eigenvektoren von J konstruieren und somit existiert eine (reelle)
orthogonale Matrix R, welche j diagonalisiert:

RjR" = j, = diag(e'*,. .., e"Pn+1),

Setze u = diag(e*1/?, ..., e +1/2)R. Dann gilt j = v und (2.17) ist bewiesen.
Also haben wir j = vu und somit gilt

(1u®l)oJo(l®u ®l) = (1Qu®l)oJo(1®j®1)o(1Qu*®1)
= Jo(l®uju* ®1).

Es ist aber @ju* = auTuu* = 1, also
b

1Qu®l)oJo(l@u* ®1) =,
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d.h. u liefert den Basiswechsel, der J auf die oben angegebene Form bringt. O

Wihlt man nun eine Basis von H, wie sie in Lemma 2.4.1 konstruiert ist, so gilt hier wegen
JD = DJ fiir die einzelnen Blocke von D:

Dijry = Djyy falls i# 7 und k#1,
bzw. Dii,k:l = Jo Dii,lk (@) J,
Dijre = JoDjigrpod

Aus DI' = —T'D folgt
Dij,kl =0 falls Yi; = Vki- (219)

Die “Ordnung-1-Bedingung”
[D,7(a)],7(b)] =0 Va,b (2.20)
liefert folgende Aussagen: Sei Wy, € Hy = [[D,7(a)], 7(b)|¥y, =0 Va,b=
Dr(a)7(b)¥y — w(a) D7 (b) ¥y, — 7(b)Dm(a)Vy + 7(b)7(a) DYy =0 Va,b. (2.21)

Setze b; := bP; (analog die iibrigen Algebraelemente), dann gilt 7(a)¥y = 7(ag) ¥ und
7 (b) Wy = (b)) V. Damit lautet dann (2.21) zunéchst

Dﬂ'(a,k)ﬁ'(bl)\l/kl — W(G)Dﬁ'(bl)@kl — ﬁ'(b)Dﬂ'(ak)\Ifkl + ﬁ(b)ﬂ'(a)D\Ifkl =0 VCL, b.
Schrinkt man sich nun auf Teilbl6cke des Operators auf der linken Seite ein, so erhélt man

D am ()7 (b)) Yy — (ai) Dij (b)) Y
—ﬁ(bj)Dij,km(ak)\I!kl + ﬁ(bj)w(ai)Dij,kl\Ilkl =0 VG,, b. (222)
Wihle nun i = k,j # [ und b; = Pj,by = 0 = 7(b;) = id|pg,; und die letzte Gleichung

liefert
—D;jum(a;)¥y + m(a;)Dija¥y =0 Va,

= [Dij,il,w(ai)] =0 V(LZ‘.

Fiir ¢ # k hat man
—Djjpm(ar) + m(a;)Dijr =0 Vai, ag.

Dies ist nur gegeben, falls D;;x; = 0, also

Djj =0 fallsj#1lundi# k.

Die analoge Uberlegung fithren wir nun fiir die Darstellung # durch:
Wihle k # i,a; = P, ar = 0, d.h. w(a;) = id|pg,, und betrachte zunéchst den Fall j = [.
Hier liefert die Gleichung (2.22)

—Dyj 57 (bj) + 7 (bj) Dijrj = 0 Vb;
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= [Dijkj, 7(b;)] =0 Vb;.

Der Fall j # [ liefert
—Dij a7 (b) + 7 (b;) Dijre =0 Vby, b,

und man erhilt wie oben
D=0 fallsj#lund k #1

und somit keine neue Information.
Der letzte Fall, der iibrig bleibt, ist 4 = k, j = [. Hier ist aber

Diji; =0
wegen der Relation (2.19).

Hiermit ist die mogliche Information iiber den Diracoperator ausgeschopft, und wir fassen
nochmals alles in folgendem Satz zusammen:

Satz 2.4.1 (Struktur des Diracoperators)
Seien Dij © Hy — H;j die Blocke des Diracoperators, wie sie in (2.11) und (2.12) definiert
sind. Dann gilt:

(1) Dijpi = Dyp 55

(2) Dijp =0 falls vi; = Vi,

(3) [Dij,m(a;)] =0 Va;,

(4) [Dijps, ®(bj)] =0 Vbj,

(5) Diju =0 falls i # k und j # 1,

(6) Dij,ij =0.

Wiahit man eine spezielle Basis von H, welche die Eigenschaften hat, wie in Lemma 2.4.1
beschrieben, dann gilt zusdtzlich

(7) Dijp = Djig fiir i # j und k # 1,
Diigy=J o Dijy0J,
Dij,kk =Jo Dji,kk oJ.
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2.5 Exkurs K-Theorie

2.5.1 Wozu K-Theorie?

Die naheliegendste Antwort (“Weil sie in den Axiomen der spektralen Tripel auftaucht”)
ist natiirlich nur eingeschriankt befriedigend. Man kann sich klarerweise fragen, warum sie
dort erscheint. Wie schon des Ofteren erwihnt, ist es ein wesentliches Anliegen der NCG,
Geometrie in algebraische Sprache zu iibersetzen. Hier betrachtet man z.B. Vektorbiindel
iiber kompakten Rdumen (z.B. M), welche vermoége Serre-Swan-Theorem durch projektive
Moduln iiber der Algebra C(M) beschrieben werden konnen. Aquivalenzklassen von Vek-
torbiindeln iibersetzen sich dann in Aquivalenzklassen von projektiven Moduln iiber C'(M).
Die Theorie solcher Aquivalenzklassen von Projektoren iiber (jetzt beliebigen, also insbe-
sondere nichtkommutativen) C*-Algebren ist die K-Theorie. Einen weiteren illustrativen
Gesichtspunkt iiber die Rolle der K-Theorie liefert folgendes Theorem:

Theorem 2.5.1 (Cuntz) K; ist der einzige stabile, stetige, homotopieinvariante, halbe-
akte kovariante Funktor von der Kategorie der C*-Algebren in die Kategorie der abelschen
Gruppen mit

I
I

Ko(C)
K1(C)

Z, Ky (Co(R))
0, K1 (Co(R))

0,
Z.

1%
1%

Sowohl auf den Beweis (siehe z.B. [WO93] S. 194) als auch auf genaue Definitionen der
Begriffe soll hier verzichtet werden.

2.5.2 Adjungieren einer 1

Zunéchst soll an dieser Stelle nochmals an die Definition einer C*-Algebra erinnert werden:

Definition 2.5.1 (normierte Algebra, Banachalgebra, x-Algebra, Banach-x-Algebra, C*-

Algebra)
Sei A eine Algebra iiber C. Falls auf A eine Norm ||-|| existiert, so dass ||ab|| < ||al|-||b|| Va, b
gilt, so heifit A normierte Algebra. Ist (A, || - ||) eine normierte Algebra und zusdtzlich ein

Banachraum, d.h. vollstindig, so heiffit A Banachalgebra. Existiert auf A eine Involution,
d.h. eine konjugiert-lineare Abbildung x : A — A mit ™ = a, (ab)* = b*a* Va,b, so heifit
(A, *) eine x-Algebra. Eine Banachalgebra mit Involution, in der ||a*|| = ||a|| Va erfillt
ist, heifit Banach-x-Algebra. Eine Banach-x-Algebra mit der Eigenschaft ||a*a|| = ||a]|* Va
heifit C*-Algebra.

Viele C*-Algebren besitzen keine 1, wie z.B. die Algebra Cy(M) der Funktionen auf einem
nichtkompakten, topologischen Raum M, die im Unendlichen verschwinden, oder die Al-
gebra K (H) der kompakten Operatoren auf einem (unendlichdimensionalen) Hilbertraum
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H. Viele Aussagen iiber Algebren bzw. deren Elemente benétigen jedoch die Existenz
eines Einselements, um iiberhaupt sinnvoll formuliert werden zu konnen. Beispiele sind
Spektraltheorie (also Aussagen iiber Invertierbarkeit, die allein schon eine 1 erfordert, von
Elementen der Form a — A1) und die Theorie unitéirer Elemente. Die Prozedur, wie einer
nichtunitalen Algebra eine Eins adjungiert wird (A — A), soll hier beschrieben werden.

Als Vorarbeit benétigt man den folgenden Satz.

Satz 2.5.1 Sei A eine C*-Algebra. Dann ist die linksregquldre Darstellung

L:A — L(A)
a — L,

ein isometrischer Algebrenhomomorphismus.
Hierbei ist L(A) := {¢ : A — A linear, stetig } (versehen mit der Operatornorm wird L(A)
zu einer Banachalgebra) und L, ist definiert als Lo(b) := ab.

BEWEIS: Algebrenhomomorphismus klar.

[1Lablla = [lablla < llallallblla = lILall < llalla.
ILaa*la = llaa”[la = lla”|[% = llallalla’[la = [[Lall > llal]4-

(Die nichtindizierte Norm bezeichnet die Operatornorm in £(A).) O
Jetzt zum eigentlichen Adjungieren:
Satz 2.5.2 Sei A eine C*-Algebra ohne 1. Dann wird
A={L,+ \ids € L(A)|ae A, X e C}
mit
(Lo + Nida)* = Lg + \id,

lells = ll=

|[,(A)a

zu einer C*-Algebra mit 1.

BEWEIS: Dass A eine %-Algebra ist, ist offensichtlich. Es bleiben noch zwei Punkte zu
zeigen:

(1) A ist eine Banachalgebra (d.h. vollstindig). Hier geniigt es zu zeigen, dass A abge-
schlossen in £(A) ist.

(2) C*-Eigenschaft der Norm: ||z|% = [lz*z]| 5
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Weil L, wie oben gezeigt, isometrisch ist, ist es auch injektiv, d.h. die Abbildung L :
A — L(A) ist bijektiv und die Inverse ist auch isometrisch. Da in metrischen Rdumen
Abgeschlossenheit und Folgenabgeschlossenheit dquivalent sind, konvergiert mit jeder Folge
in L(A) auch die Urbildfolge in A. A ist aber vollstéindig und das Bild des Grenzwertes
in A ist der Grenzwert der Folge in L(A), d.h. L(A) ist abgeschlossen. Damit ist die
Quotientenabbildung

L(A) =5 L(A)/L(A)
stetig. Ebenso ist auch

A AJL(A) =C
stetig und somit ist A das Urbild einer abgeschlossenen Menge unter einer stetigen Abbil-

dung = (1). Jetzt zur Norm: Sei z = L, +\id4 € A und sei ¢ > 0 beliebig. Nach Definition
des Supremums existiert dann ein b € A, ||b|| < 1 mit

Iz]3 = [[(La+ Aida)b|% + €

|(ab + Ab)||4 + ¢

(@b + Ab)*(ab+ Ab)||a + €

< |6 all(Lg + Nid)* (Lo + Xid)b||4 + &
< lz"zll4 +e.

Damit ist [|z]|% < [lz*z| 1 < [|«*||ill] 4 ~ )l 4 < [le*]| 4- ,
Analog erhilt man |[2*]|; < ||zf|z = [[«[I3 < lle*2] 5 < l2"|lsllzll 1 = [l=]5 = (2). O

A lisst sich also auffassen als A x C mit Multiplikation (a, \) - (b, 1) := (ab 4+ \b + pa, Ay)
(das Einselement ist dann (0,1)) und Norm ||(a, A)|| := sup{||ab + Ab|| : ||b]| < 1}.

Fiir die néchsten Abschnitte bendtigen wir noch die folgenden Definitionen (und die Be-
merkungen werden, zum Teil wenigstens, von Nutzen sein):

Definition 2.5.2

At { A falls A nicht unital, (2.23)

A C falls A unital.
Definition 2.5.3 (die “Skalarprojektion”)

m: At — C
(a,A) — A

Dieses 7 ist ein Algebrenhomomorphismus. Ebenso ist die komponentenweise Fortsetzung

7 M,(AT) — M,(C)
(a, A)ij = (N

etn Homomorphismus, wie man leicht nachrechnet.
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Bemerkung 2.5.1 Fs ist vielleicht interessant anzumerken, dass fir einen nichtkompak-
ten Raum M und die Algebra A = Co(M) die Unitalisierung A = C(M™) ist, wobei M~
die 1-Punkt-Kompaktifizierung von M ist, die Unitalisierung entspricht also auf der Stufe
der Punkte einer Kompaktifizierung.

Bemerkung 2.5.2 Die Algebra A ist ein Ideal in der unitalisierten Algebra A, wie man
sich leicht klarmachen kann (entweder direkt oder aus der Tatsache, dass A = kerm).

Ebenso ist M,(A) ein Ideal in M, (A).

Bemerkung 2.5.3 Falls A unital ist, lisst sich A genauso definieren, wie in Satz 2.5.2.
Dann ist jedoch A = A. Dies ist am einfachsten an der Abbildung

zu sehen, denn dieses ® ist

e Homomorphismus:

®((a, ) (b, p)) = ®((ab+ Ab+ pa, Au))
= ab+ \b+ pa+ Aue
= (a+ Xe)(b+ pe)
= ®((a, 1)) 2((b, p))-

o injektiv: Sei ®((a,\)) = ®((b, ) = a + Ae = b+ pe. Als Elemente von L(A) sind
(a, A) und (b, u) dann gleich, denn

(Lo + Aid)x = ax + Az = (a + Ae)x = (b + pe)x = (L + pid)z.

o surjektiv: klar, weil ®((a,0)) = a.
2.5.3 Der algebraische direkte Limes
In der Konstruktion der K-Theorie spielt ein Objekt der Form
My (A) = Mo (A) (2.24)

eine Rolle, welches der “algebraische direkte Limes” der Familie (M,,(A))nen genannt wird.
Im Folgenden soll dieser Begriff definiert werden.
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Das Ziel bei der Konstruktion des direkten Limes ist es, eine sinnvolle “Vereinigung” von
Objekten zu definieren, die nicht in einer passenden Obermenge liegen. Sei also {A;} ei-
ne Familie von algebraischen Objekten einer Kategorie (z.B. Gruppen, Vektorrdume, -
Algebren, ...), wobei i Element irgendeiner Indexmenge I sein soll. Falls alle A; in einer
Menge B enthalten sind (4; C B Vi € I), ist es kein Problem, deren Vereinigung zu
bilden:

A =|JAiCB (2.25)

iel

Eine Verallgemeinerung dieses Konzepts (falls also kein B existiert mit A; C B Vi) erfor-
dert die Existenz eines gerichteten Systems, welches folgendermaflen definiert ist:

1. Eine Teilordnung > auf der Indexmenge I mit der Eigenschaft, dass zu jedem Paar
11,99 € I ein i3 € [ existiert mit i3 > 41,73 > 29. In Worten: Jedes Paar von Indizes
wird von einem Element der Indexmenge majorisiert.

2. Zu jedem Paar ¢, j mit ¢ > j existiert ein Morphismus ®;; : A; — A;.
3. Fir alle s > k > j gilt ®;; = ®;, 0 $y;.

Satz 2.5.3 Seien nun also gegeben (I, {A;}icr, {®i;}) mit den obigen Eigenschaften. Dann
gilt: Es existiert ein universelles Objekt (in der gleichen Kategorie)

welches der “algebraische direkte Limes” des gerichteten Systems {A;, ®i;} genannt wird,
und eine Menge von kanonischen Morphismen ®; : A; — Ay, so dass folgendes Diagramm
kommutiert (falls i > j):

lp

A A (2.27)

g/
oo

1

und so dass
(2.28)

BEWEIS: Definiere zunichst [] A; als direktes Produkt der {A;} mit punktweisen Opera-
i€l
tionen. Definiere dann folgende Untermenge von [] A;:

A= {(a)ier € [[Ai| Ik €T 10> k= a; = Py} (2.29)

(fl = “Menge der vorhersagbaren Enden” oder “kontrollierbare Elemente”)
Aquivalenzrelation auf A:
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(“Die Netze (a;) und (b;) sind schlieflich gleich”)
Mittels dieser Aquivalenzrelation lasst sich nun unser gesuchtes Objekt A, bilden:

A = {[(a)]: (@) € A} (2.31)

Zeige nun, dass A, die Eigenschaften des “algebraischen direkten Limes” hat:

1) Ay ist in der gleichen Kategorie wie die A;.

2) Es existieren Morphismen ®; : A; — A.

(1)
(2)
(3) Die ®; erfiillen (2.27).
(4)

4) Die ®; erfiillen (2.28).

zu (1): Betrachte 0.B.d.A. multiplikative Verkniipfung in den A;. Seien [(a;)], [(bi)] € Awo-
Definiere Produkt durch [(a;)] - [(6:)] := [(a; - b;)]. Dies ist wohldefiniert, weil sich die Ei-
genschaft “schliefflich gleich” auf die Produkte iibertrigt.

zu (2): Sei x € A;. Definiere

a; = ®;;(z) falls > j,

®;(x) :=[(a;)], wobei { 0 sonst. (2.32)
®;(x) € A nach Definition. ®; ist ein Morphismus, denn:
] L ] . a; = CDZJ(a:y) falls 1 > j,
Q;(zy) :==[(a;)] mit { 0 sonst. (2.33)
Weil @, (zy) = @;;(z)P;;(y) gilt, folgt, dass ®; ein Morphismus ist.
zu (3): Zeige (fiir ¢ > j) die Kommutativitéit von
A (2.34)
%l %
A;
Betrachte die Gleichung (2.35):
N . ap = ®p;(z) falls k> j,
1.S. = @;(z) =[(ak)], wobei { 0 sonst.
bk = q)kz(@z](.’lf)) = (I)kj(.’L') falls & 2 ’i,

0 sonst.
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Weil i > j, ist a, = b, Vk > i und daher [(ag)] = [(bx)] = 1.S.= 1.S.

zu (4): zeige
A = ®i(4)). (2.36)
i€l
Klar: r.S. C 1.S.
Zeige noch 1.S. C r.S.:
Sei [(a;)] € Aso = 3 Repriisentant (a;) € A =3k € I:[i >k = a; = Pypay]

o . b; = ®;par falls @ >k,
= ®p(ax) = [(b;)], wobei { 0 sonst. (2.37)
= [(a;)] = Px(ax) € U P:(A4;) = (4) und damit die Behauptung. O

el

2.5.4 Die Grothendieck-Konstruktion

(Siehe z.B. [WO93] S. 295-297)

Die Grothendieck-Konstruktion liefert eine Md&glichkeit, aus einer abelschen Halbgruppe
eine Gruppe zu machen, indem formale Differenzen eingefiihrt werden, z.B. “aus N mache
Z" . Die Details hierzu sollen nun erldutert werden.

Sei H eine abelsche Halbgruppe (multiplikativ). Definiere folgende Aquivalenzrelation auf
H x H:
(g1,h1) ~ (92, he) <= 3Jx € H : gihox = gohyx (2.38)

Dies liefert in der Tat eine Aquivalenzrelation, denn

(1) (g,h) ~ (g, h), weil ghr = ghz Vx = Reflexivitit.

(2) (g1,h1) ~ (g2, h2) = (g2, h2) ~ (g1, h1) klar wegen der Kommutativitét der Halb-
gruppe = Symmetrie.

(3) Sei (g1, k1) ~ (g, h2) und (go, ha) ~ (g3, h3). Dann existieren x; und z5 mit g1hox; =
goh1x1 und gohsxe = g3hoxs. Setze 13 = x1x2g,. Dann zeigt man leicht (unter Verwen-
dung der Kommutativitdt der Halbgruppe), dass g1hszs = gshizs = Transitivitét.

Bezeichne im Folgenden die Aquivalenzklassen mit [(g, 2)].

Bemerkung 2.5.4 Man sieht am Beweis der Transitivitdt, dass diese die etwas umstind-
liche Definition der Aquivalenz mit Hilfe eines Elements x erfordert. Betrachte zum Bei-
spiel die Halbgruppe M := Menge aller Teilmengen von N mit Verknipfung gegeben durch
Mengenvereinigung. Definiert man eine “Aquivalenzrelation” auf M x M durch

(a,b) ~ (a, V') <= aUb =bUd, (2.39)
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so ist Transitivitit nicht erfillt, denn setze
a=b 0,
d=Vv = {1,2},
b=a = {1},
dann gilt
aUbl=dUb = (a,b)~ (d,V)
und o' Ub=aub = (d,V)~ (a,b),
aber aUb#bUua = (a,b) # (a,b).
Nun sind wir in der Lage, die Grothendieck-Gruppe zu definieren:
Definition 2.5.4 (Grothendieck-Gruppe fiir H)
Sei ~ die Aquivalenzrelation gemafs (2.38). Dann definiert man
GH):=HxH/ ~ (2.40)

mat Multiplikation [(g1, h1)] - [(g2, he)] := [(g192, h1hs2)]

Lemma 2.5.1 G(H) ist eine Gruppe.

BEWEIS: Zeige Wohldefiniertheit des Produkts, Existenz der Eins, Existenz von Inversen.

Sei (9~1,};1) € (g1, h1)], (g~2,i{2) € [(92,h2)] = 3Fzy € H mit Gz = gihizy,
dzo € H mit g~2h2$2 = g2h2$2.

Setze x3 = x1x9. Dieses z3 liefert (g, 4o, /{152) € [(9192, h1h2)] und damit die Wohldefiniert-

heit des Produkts.
Betrachte nun das Element [(g,9)] € G(H):

(g, 9)][(h1, hg)]": [(gh1, ghs)] V[(h1,h2)] € G(H). Esist aber [(ghi, ghs)] = [(h1, h2)] nach

Definition der Aquivalenzklassen und damit [(g, g)] - [(h1, h2)] = [(h1, ho)]

G(H) = [(g,9)] ist das Einselement von G(H).

Um die Existenz von Inversen zu zeigen, betrachte [(g, k)] [(h, 9)] = [(gh, hg)] = (g, 9)]

1= [(g,h)] =[(h, g)]".

Einige Eigenschaften der Gruppe G(H)

V[(hi, ho)] €

0

Um das Verhiltnis zwischen H und G(H) zu illustrieren, definiere folgende Abbildung:
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Definition 2.5.5
i:H — G(H)
h — [(hk,k)] firein k€ H.

Proposition 2.5.1 Die Abbildung i hat folgende Eigenschaften:

(1) i hidngt nicht von dem gewdhlten k ab.
(2) i ist ein Homomorphismus (von Halbgruppen).
(8) i ist injektiv <= H erlaubt Kiirzen (d.h. in H gilt: hih = hoh = hy = hs).

(4) Jedes Element aus G(H) lisst sich schreiben als i(h)i(k)™" mit h,k € H.

BEWEIS:

(1) [(hk, k)] = [(hg, g)], weil (hk, k) ~ (hg, g).

(2) i(g)i(h) = [(gk, k)] - [(hk, k)] = [(gkhk, k)]
[(ghk?, k*)] = [(ghk, k)] = i(gh).

(3) ”=" Sei i injektiv, d.h. es gilt i(g) =i(h) = g = h.

Sei nun hih = hoh = i(hih) = i(hoh)

= i(hy)i(h) = i(hg)i(h).
i(h) invertierbar = i(hy) = i(hs).
) injektiv = hy = hy

= H erlaubt Kiirzen.

<" H erlaube Kiirzen, d.h. es gilt hi1h = hoh = hy = hs.

Sei nun i(g) = i(h) = [(gk, k)] = [(hk, k)]
= Jz mit gk’zx = hk’x.
Kiirzungseigenschaft =g=h

= 4 injektiv.
(4) Sei [(h, k)] € G(H) beliebig. Dann ist

i(h)i(k)™ = [(hg, 9)ll(kg, 9)]~" = [(hg, 9)]l(g, kg)] = [(hg®, kg®)] = [(h, k)].



Klassifizierung endlicher Tripel 41

Theorem 2.5.2 (universelle Eigenschaft)

Sei S eine abelsche Halbgruppe mit neutralem Element e(S) und ® : H — S ein Homomor-
phismus von Halbgruppen, der H auf invertierbare Elemente von S abbildet. Dann existiert
genau ein Homomorphismus (von Halbgruppen mit 1) ¥ : G(H) — S, der ® fortsetzt:

H—2—>3 (2.41)

BEWEIS:

(1) Existenz: Definiere

U:GH) - 8
[(9,0)] = @(g)@(h)".

Dieses W ist wohldefiniert, denn sei (g, k) ~ (g, h)
= dz € H mit ghr = hgx

= 0(g)0(h)D(2) = B(A)D(7)B(x).

®(z) invertierbar = ®(g)®(h) = ®(h)®(g)

= ®(g)®(h)~! = &(g)®(h)~* (S abelsch!)

= Wohldefiniertheit.

¥ ist ein Homomorphismus, denn

V([(g1, 21)] - [(92, h2)]) = ¥([(9192, h1h2)])
= @(9192) (hlhz)
= ®(91)P(g2)P(ha) ' ®(hy)
= ®(g1)P(hy) "' ®(g2) P (ho) ™
= Y([(g1, )]) U([(g2, h2)]),
U([(g,9)] = ®(9)®(g9)"" =e(S).

U ist Fortsetzung von @, denn:
U(i(h)) = U([(hk, k)]) = ®(hk)®(k) ' = ®(h) Vhe H.

(2) Eindeutigkeit:
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Seien ¥y, U, : G(H) — S Homomorphismen, die ® fortsetzen. Dann gilt:

U ([(h,k)]) = Wy(i(h)i(k)™") wegen (4) in Prop. 2.5.1
= y(i(h) La(i(k) )
=V (i(k)~!
= ®h)P(k)*
= Ua([(h, k)])
\1/1:\112
Eindeutigkeit.

4

Theorem 2.5.3 (induzierte Homomorphismen)

Seien Hq, Hy abelsche Halbgruppen mit neutralen Elementen. Dann existiert zu jedem Ho-
momorphismus ® : Hi — Hy genau ein Homomorphismus ¥ : G(H,) — G(H,), der das
folgende Diagramm kommutativ macht:

H, —>—~H, (2.42)
G(H1) —=>G(Ha)

Ist ® : Hy — Hy bijektiv, so ist der induzierte Homomorphismus U ebenfalls bijektiv.

BEWEIS:

(1) Existenz: Definiere

\I/g(Hl) — g(HQ)

[(g,R)] = [(2(g), 2(R))].

Uberpriife zunéichst Wohldefiniertheit. Sei (§, k) ~ (g, h). Zeige:
(2(9): (h)) ~ (2(9), ®(h)) <= 3y € H, mit B(§)(h)y = B(9)®(h)y

Es gilt:
Jz € Hi mit §hs = hgx
®(ghz) = ®(hgz)
®(g)2(h)®(z) = ®(h)®(g)P(x)

(®(9), ®(h)) ~ (®(g), ®(h))
Wohldefiniertheit.

L
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¥ ist ein Homomorphismus, denn

U([(g1,h)] - [(92,h2)]) = ¥(]
(@

(
(

=
= |
[

(9192, h1hy)])

(9192), @(h1hs)]
®(g1)®(g2), @(h1)®(h2))]
®(g1), ®(h1))] - [(D(g2), @(h2))]
([, h1)]) - ¥ ([(g2, h2)])

Homomorphismus.

v ]
= U

Kommutativitit von (2.42): Zu zeigen ist W(i(h)) = i(®(h)). Dies rechnet man direkt
nach:

U(i(h)) = W([hk, k]) = [(D(hK), B(k))] = [(D(h)(k), @(K))] = i(D(h)).

(2) Eindeutigkeit: Seien Wy, ¥y : G(H;) — G(H2) Homomorphismen, welche (2.42) kom-
mutativ machen. Dann ist

Ui ([(g; M)]) =

I
-~
—~

K
—~
)
~—
~—

-~
—~

K
—~

>
~—
|

= \Ifl = \112
= FEindeutigkeit.

Jetzt zur Bijektivitdt: Sei ® : H; — H, bijektiv. Dann existiert also zu ¢ genau ein
Homorphismus ¥, und zu ®~! existiert genau ein Homomorphismus ¥y;, so dass folgende
beiden Diagramme kommutieren:

H—>—~H (2.43)
G(H) 5—G(H>)

H,

H, (2.44)
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Uy, ist die Inverse zu Wy, denn fiir [(g, k)] € G(H) gilt:

Uo10Wpa[(g,h)] = Uyn[(P(g), 2(h))]
= [(@7'®(g), "' ®(h))]
= [(g, )]
= Uy oWy, = ’idg(H1)-
Analog erhélt man W5 o Uy, = idg(m,) und damit die Bijektivitét von Wys. O

Bemerkung 2.5.5 (zu den Beweisen der Theoreme 2.5.2 und 2.5.3, Beweis der Homo-
morphismuseigenschaft von V)

Im Falle von Gruppen bildet jede multiplikative Abbildung automatisch die Fins auf die
Eins ab: Sei f : G — H multiplikativ = f(eg) = f(e%) = fleg)f(eg). Von links mit
f(eq)™" multiplizieren liefert f(eq)™' f(eg) = exq = f(eq). Falls jedoch Monoiden betrach-
tet werden, ist diese Aussage nicht mehr richtig, Beispiel:

(C und My(C) sind hier als multiplikative Halbgruppen mit 1 betrachtet.)

Bemerkung 2.5.6 Fulls in H ein Element oo existiert mit h- oo = oo Vh € H, dann
enthdlt wegen (h, k) ~ (00, 00) die Gruppe G(H) nur ein Element: G(H) = {0}. Diese Tat-
sache spielt u.a. bei der Berechnung der K-Theorie von L(H), H unendlichdimensionaler
Hilbertraum, eine Rolle: Ky(L(H)) = {0}.

Als Abschluss dieses Abschnitts iiber die Grothendieck-Konstruktion noch ein einfaches
Lemma, das wir an spiterer Stelle benotigen und dessen Beweis etwas technisch, aber an
sich nicht kompliziert ist.

Lemma 2.5.2 Seien A und B Halbgruppen. Dann gilt

G(A® B) = G(A) @ G(B).

BEWEIS: Die Elemente von G(A @ B) sind von der Form
[(a1,b1), (as,b5)], a; € A,b; € B. (2.45)
Die Elemente von G(A) @ G(B) sind von der Form

([afla a2]: [bla b?])a a; S A: b’L € B. (246)
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Definiere Abbildung
¢:G(A®B) — G(4)eG(B)
|:(U,1, bl), (CLQ, bg)] — ([0,1, CI,Q], [bl, bg])

und zeige

(1) Wohldefiniertheit,
(2) Bijektivitit,
(3) ¢ ist Gruppenhomomorphismus.

u (1) Sel ((a3ﬂb3)7 (CL4,b4)) € [(alabl)a (a2;b2)]
= (z,y) € A® B mit

(613; b3) : (02; b2) : (-Ta y) (G ) (a'la bl) (l',y)
= (aga,g.f, begy) = (a1a4x b1b4y)

= U903% = Q1047 (a3, a4) € [a1, as)

(b

3
304) € [b1, bo]

¢

und b2b3y = b1b4y

= Wohldefiniertheit.
(2) ist dann klar.
Zu (3): Zu zeigen ist

¢([(a1, b), (as, b2)} . [(asa b3), (aa, 54)]) = ¢([(CL1, b1), (as, b?)}) '¢([((13, bs), (aa, b4)])
(2.47)
Um die Ubersichtlichkeit zu wahren, berechnen wir beide Seiten von (2.47) getrennt:

LS. = ¢([(a1,b1),(a2,b2)] : [(Gg,bg),(a4,b4):|>
= 0([(a1,b1)- (as,b), (a2, bo) - (s, )]
- ¢UWM&M@me%mmﬂ)
= (laras, azaa), [bibs, baba]).
rS. = qﬁ([(al,bl) (aQ,bQ)])-¢([(a3,b3),(a4,b4)})

([al, 612] bl, bz ) ([a3, a4] [b3, b4])
= ([al’ 0’2] [a37 0,4] [bla bQ] [b3, b4])
= ([0103, aza), [b1b3, 5254])

Also r.S. = 1.S. O
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2.5.5 Der Monoid V(A) und die Gruppe Ky(A)

Sei A eine C*-Algebra, M.,,(A) der algebraische direkte Limes der Familie (M, (A))uen,
dessen Konstruktion in Abschnitt 2.5.3 beschrieben ist. Die Morphismen ®;; (i > j) sind
hier durch “kanonische Einbettungen” gegeben:

. a 0
a 00 )

Definiere eine Aquivalenzrelation auf P(My(A)) (den Projektoren in M., (A)) durch

(D.h. es wird “mit Nullen aufgefiillt”.)

pr~q < v E My (A):p=v*v,q=wvv". (2.48)
Die Menge der zugehorigen Aquivalenzklassen bezeichnet man mit V' (A).

Definition 2.5.6 (V(A))

V(A) = P(Mx(A))/~
= {lllp=p"=p* € Mx(A)} (2.49)

Definiert man Addition auf V' (A) durch
(PO
[p] + [g] := [( 0 ¢ )} : (2.50)
so erhilt V(A) die Struktur eines abelschen Monoids (Halbgruppe mit Eins), denn:

e Die Addition ist wohldefiniert:
Sei p' € [pl,q' € [q] = P = v*v,p = vv*, ¢ = u*u, ¢ = uu*.

v 0 « [ v 0
Setze x-(o u) = 36—(0 u*>

= 2" = ot 0
N 0 wuu

)
e (7 )
= (64)~(47)

=  Wohldefiniertheit.

(
(

_ O
N——

*

"N o3

I

* O
o =
=[O
N——

~
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e Das Einselement ist [0].

e Kommutativitit zeigt man folgendermaflen: Setze

Damit hat man

= (5 0)=(83),
== (4 5)-(87),
=+l = (5 0)]=](5 )] =a+nl

Proposition 2.5.2 (induzierte Morphismen auf V(A))
A und B seien C*-Algebren, o : A — B ein Morphismus (von C*-Algebren). Dieses o
induziert einen Homomorphismus von Halbgruppen

a.:V(A) = V(B)
[(aij)] = [(a(ay))]-

BEWEIS:

e Wohldefiniertheit.
Zwei Dinge sind hier zu zeigen:

(1) (a(as;)) ist ein Projektor.
(2) (aij) ~ (big) = (alay)) ~ (a(bij))-
Beides folgt direkt aus der Tatsache, dass o ein *-Morphismus ist.
e o, Homomorphismus: Klar, weil o, auf den einzelnen Matrixelementen definiert ist.
Beispiel 2.5.1 (V(A) fir A=C)

Es ist
V(C) =Nu {0},

weil Projektoren in My (C) genau dann dquivalent sind, wenn die Dimensionen ihrer
Bildrdume tbereinstimmen.

BEWEIS:
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“<” Seien p,q € P(My(C)) und dim Bild(p) = dim Bild(q) = m. Zeige: Ju € M, (C)
mit p = u*u,q = uu*.
p,q € My (C) = In: p,q € M,(C). Es existiert eine (Orthonormal-) Basis, in der p

die Form

1, O
hat. Ebenso existiert eine Basis, in der ¢ eine solche Form hat. Es existieren also
unitire Matrizen w; und wy mit

. 1, 0 *
wipw; = 0 o )= waqws
= p = wwiquow] = (wew?)*quow;.
Setze v = wowy, d.h. p = v*qu, die Projektoren p und ¢ sind also unitédr dquivalent.
Setze des Weiteren u = qu, dann gilt

vy = v*'¢Pv =v'qu =p, (2.51)
wt = quuig=¢*=q.
“=" Sei p ~ ¢ in P(My(C)).
p~q p=uu’, ¢=u'u

=
= trp=trgq
= dim Bild (p) = dim Bild (g).

(]

Nun wird die Gruppe Koo(A) definiert als die Grothendieck-Gruppe der Halbgruppe V (A):

Definition 2.5.7 (Die Gruppe Ky (A))

Beispiel 2.5.2
Ky(C) =Z (2.52)

(Dies folgt direkt aus Beispiel 2.5.1.)

Beispiel 2.5.3 (V' und Ky fir A= M,(C))

Zundchst gilt My(M,(C)) = My, (C) (klar). Seien nun p und q dquivalente Projektoren in
My (M, (C)), d.h. es existiert ein k mit p,q € My(M,(C)) = Mg, (C). Nun kann man aber
wie im Fall A = C argumentieren und erhdlt somit

V(M,(C)) = NU {0} (2.53)

und damit
Koo (M, (C)) = Z. (2.54)
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Proposition 2.5.3 A und B seien C*-Algebren. Betrachte A@® B mit (kanonischen) Pro-
jektoren

. A®B — A,
2. AeB — B.

Die induzierten Abbildungen 72 und nB (siehe Prop. 2.5.2, S. 47) erzeugen Isomorphien

mienl:V(A®@B) — V(4)aV(B),
=W Kyw(A® B) — Ky(A) & Ky(B),

wobei 74 und 78 gemdpf Theorem 2.5.3, S. 42, zu verstehen sind.

BEWEIS: Seien p € P(My(A)),q € P(My(B)). Dann ist p® g € P(My(A @ B)) und es
gilt fiir [p® ¢] € V(A @ B)

menl(paq) = m(pdq) e (p® )
= [mpaq]e P q)]
= [p|® gl

Daher ist 74 @ 7B ein bijektiver Halbgruppenhomomorphismus und 74 @ 72 ist ebenfalls
bijektiv (Theorem 2.5.3, S. 42) als Abbildung von Ky (A® B) — G(V(A) @V (B)). Wegen
Lemma 2.5.2, S. 44, ist G(V(A) @ V(B)) 2 G(V(A4)) @ G(V(B)) = Ko (A) ® Koo(B). O

2.5.6 Aquivalenzen von Projektoren

Fiir Projektoren in einer C*-Algebra gibt es verschiedene Aquivalenzbegriffe. Einen davon
haben wir in (2.48) bereits kennengelernt, zwei weitere sollen nun vorgestellt werden. Der
Grund dafiir ist die Tatsache, dass die Definition von V(A) (Definition 2.5.6 auf S. 46)
unabhiingig von der gewihlten Aquivalenz ist. Dies erleichtert in einigen Féllen die Beweise
in K-Theorie erheblich (z.B. die Wohldefiniertheit der Indexabbildung in Abschnitt 2.6).
Fiir das generelle Versténdnis des Kapitels ist dieser Abschnitt jedoch nicht vonnéten.

Definition 2.5.8 Sei A eine C*-Algebra und p,q Projektoren in A. Dann heiffen p und q

*

e dquivalent (p ~q) <= Fv € A:p=v*v,q=vv",

e unitdr dquivalent (p~yq) < Fuc€ A unitir mit p = u*qu
(A gemaf$ Satz 2.5.2 von Seite 33),

e homotop (p ~n q) <= p und q sind durch einen normstetigen Weg von Projektoren
in A verbunden.
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Satz 2.5.4 In P(M.(A)) stimmen die drei Aquivalenzbegriffe tiberein.

BEWEIS: p ~, ¢ = p ~ ¢ ist in (2.51) gezeigt.

p 0 q 0 .
p q:><0 0) u<0 0>,denn.

Sei p ~ ¢ = Jdv mit p = v*v,q = vv*. Beachte zunéchst folgende Relationen zwischen
v,v*, p,q: Wegen p? = p folgt v*vv*v = v*v und wegen ¢? = ¢ folgt vv*vv* = vv*. Damit
erhilt man fiir
lv —vv* ]2 = ||(v—vv*v)*(v —vv*)|
= [[(v" = v"0") (v — vo™o)|
= ||[v*v — v vy — v ovtu + vivvTou*o||

= |lp=-p*=p*+p* =0

=v = w*v=uvp=qu, (2.55)
v* = vt =put =0 2.56)
Definiere nun u := < 1 ﬁ 1; 1 ) Dann gilt:

v 1-—p v 1—gq
1—q v 1—p v

uu =
_ vvt(1-p?  v(l-q) +(1-pp*
l-quv+vl-p)  (1-g?+vv*
(1] (1)) wegen  (2.55), (2.56).
= 1—p o )(1—(] v )

vv* + (1 —q)° v(l —p)+ (1 —qv
(I=pv*+v*1—¢q) (1—p)*+v

(1] (1) ) wegen (2.55), (2.56)
= 4 unitar.

Nun berechnet man leicht, dass
p 0\ . v 1—g¢q p O v* 1—-p\ [(q O
“\oo)" T \i-p o 00 1—-¢ v J=\0 o0
p 0 q 0
- (88)~(0)

Um die Implikation ~,=-~,, zu zeigen, benétigen wir zunichst folgende Proposition:
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Proposition 2.5.4 Seien p und q Projektoren mit |p—q|| < 1. Dann existiert eine stetige
Abbildung q — uq (uq unitir) mit ¢ = ugpuy,.

BEWEIS: Definiere zu p und ¢ zuniichst folgende Elemente in A:

v, = 2p—1,
vy = 2q—1,
2g = vqup+ L.

(Beachte: v2 = (2¢ — 1)(2¢ — 1) = 4¢> — 2¢ — 2¢ 4+ 1 = 1 und damit ||v,|| = 1, analog v,.)
Dann gilt:

qzg = q(vgup +1)
= q(2¢-1)(2p—1)+g¢
= (2 —q)(2p—1)+¢
= q2p—1)+¢q
= 2¢qp,

zgp = (vgup+1)p
= (2¢-1)2p—-1)p+p
= (2¢—-1)(2p" —p) +p
= 2qp,

also qz; = 2.

Betrachte nun

1zg = 20l = llvgup = 1l = llvgvy — vgll < llvp = vgll = [12p = 1 = 2 + 1] = 2[Ip — q| < 2.
Daher ist z, in A invertierbar (Neumannsche Reihe!) = q = z,pz,t. Setze u, := zy|2,| ™"
(unitér!). Damit gilt dann ¢ = ugpu;. Erlduterung:

V' 2p=g¢gz und z2*¢=pz

q = zpz
= pfz=2"qz=2"2p
= p kommutiert mit z*z

= p kommutiert mit |z| ' = (2*z) 7 (Funktionalkalkiil).
Fiir v := z|2|7! gilt dann upu* = z|z|7'p|z|7'2* = 2p|2| 722" = qz|z| 22" = q.
Die Abbildung q — z, ist stetig, weil

||Zq1 - Zq2|| = ||Uq1Up + 1 — vg,vp — 1|
< ||Uq1 - qu”
= 2||¢1 — @|| = Stetigkeit.
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Die Abbildung z — z|z| ! ist ebenfalls stetig = ¢ — u, stetig = Prop. 2.5.4 O

Jetzt weiter im Beweis von Satz 2.5.4: Sei (p;) die Homotopie zwischen p und ¢, ¢ € [0, 1].
Zerlege nun das Intervall [0, 1] in so kleine Teilstiicke 0 = t; <ty < ... <t < t, =1,
dass ||py, — pt,_,|| <1 Vk. Dies ist aus folgendem Grund méglich: Der Weg (p,) ist kom-
pakt in den Projektoren der Algebra, weil er das stetige Bild eines kompakten Intervalls ist.
Uberdecke nun diesen Weg mit Mengen, deren Durchmesser kleiner als % ist. Eine solche
Uberdeckung ist z.B. gegeben durch

Uya(p) = A{p" € (po) : lIp’ = pll < 1/4},

denn fiir p1, p2 € Ui/a(p) gilt [[p1—p2|| = l[pr—p+p—p2|| < [lp1—pl[+[[p—p2|| < 1/2. Wegen
der Kompaktheit von (p;) enthélt diese Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung, und
Projektoren aus “benachbarten” Gebieten haben einen Abstand kleiner als 1. Wihle aus
jedem Gebiet einen Punkt aus, dies liefert die Folge (pi)k=1,. . Die Paare p;,,p;,_, von
Projektoren sind dann wegen Prop. 2.5.4, S. 51, alle unitir dquivalent und damit folgt die
Behauptung.

Der letzte fehlende Teil ist noch die Implikation ~,=>~p:
Sei p ~, ¢ = ¢ = upu* mit u € A unitir. Setze

cos gt —sin gt
Uy = N T s
sin §t cos 515

. u 0 u* 0 «
Werm o1 )" o 1 )Y
p 0 .

Pt = wt(o O)wt

Man zeigt dann leicht, dass p; fiir alle ¢ ein Projektor ist und dass

_(p O _ (a0

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass p; tatséchlich in Ms(A) liegt, und nicht in Ms(A): Hierzu
verwenden wir den Skalarprojektor 7 aus Definition 2.5.3, von dem wir wissen, dass er ein
Homomorphismus ist. Es gilt dann

) =707 (( § o)) 7w =0

o

=0
Eine analoge Argumentation verwendet die Idealeigenschaft von A in A bzw. von M,(A) in

M, (A), siche Bemerkung 2.5.2 auf S. 35. Auch hier folgt aus der Tatsache, dass < g 8 )

Element von Mj(A) ist, dass auch p; = wy ( g 8 ) w; in Ms(A) liegt.
= Satz 2.5.4
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2.5.7 Die Gruppe K;(A)

Betrachte die Abbildung 7, welche aus der unitalisierten Algebra A" (siehe Definition
2.5.2) den skalaren Anteil herausprojeziert:

T: AT — C (2.57)
(a,A) — A\

Gemif Proposition 2.5.2, S. 47, induziert diese Abbildung 7 einen Homomorphismus von
Halbgruppen 7, : V(A1) — V(C), wobei V(C) = NU {0} (Beispiel 2.5.1). Dieser Homo-
morphismus wiederum induziert geméfi Theorem 2.5.3, S. 42, einen weiteren (Gruppen-)
Homomorphismus 7:

7:G(V(A%) — GV (Q))

| I
K()()(A+) K()()((C) = Z

Die Gruppe Kj(A) ist schlielich definiert als der Kern dieser von 7 induzierten Abbildung:

Definition 2.5.9 (Die Gruppe Ky(A))
Ko(A) := ker (ﬁ' : Koo(A+) — Z)

Zur Verdeutlichung hier nochmals die relevanten Abbildungen in einem Diagramm:

At s C (2.58)

ul

Wem der lange Weg zur Definition der Ky-Gruppe zu kompliziert erscheint, der troste sich
mit einem Zitat eines Altmeisters der K-Theorie: “K-theory is not intended to be too easy,
not even to define.” (JW093], S.108)

Fiir unitale Algebren vereinfacht sich die Sache etwas, wie der folgende Satz zeigt:

Satz 2.5.5 Fiir unitale C*-Algebren A gilt
Ko(A) = Koo(A). (2.59)
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BEWEIS: A unital => AT = A @ C. Dann gilt wegen Prop. 2.5.3, S. 49,

Kw(A%) = Ky(4) EBKOO( C)
= Kyp(A)®
= Kyp(A)® Bild7
= Kp(A) = Ky(AT)/Bild7 2 ker 7 = Ky(A).

O

Koo(C) und Kyo(M,(C)) sind in den Beispielen 2.5.2 und 2.5.3 berechnet, somit erhilt
man fiir die zugehorigen Ky-Gruppen:

Beispiel 2.5.4
Ko(C) = Ko(Mn(C)) = Koo(Mn(C)) =Z (2.60)

2.5.8 Hohere K-Gruppen und Bott-Periodizitit

Die hoheren K-Gruppen spielen bei der Klassifizierung endlicher spektraler Tripel keine
Rolle, daher werden sie hier nur kurz und der Vollstindigkeit halber erwdhnt.

Definition 2.5.10 Sei A eine C*-Algebra (mit oder ohne 1), A" die unitalisierte C*-
Algebra gemdfs Definition 2.5.2, S. 34, m und & seien die Skalarprojektoren gemdfS Defini-
tion 2.5.3, S. 34. Definiere nun folgende Mengen:

GL,(A") := Menge der invertierbaren Elemente in M,(A"),
GL:(A) = {a€GL,(AN)|7(a) =1,},
U,(AT) := Menge der unitiren Elemente in M,(A"),
Ui (4) = {u€eUs(AN)|7(u) =1,},
GLL(4) := U GL;}(A) als alg. direkter Limes,
UL(A) = U U (A) als alg. direkter Limes,
GL,(A")y = die Zusammenhangskomponente von GL,(A"), die die 1 enthilt

(analog fir die ibrigen Gruppen).

Mit Hilfe dieser Mengen wird die Gruppe K;(A) definiert:
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Definition 2.5.11 Sei A eine C*-Algebra. K1(A) ist folgendermafen definiert:

Ki(A) = GLL(A)/GLL(A)d
= UG(A)/Ug(A)
> GLy(AT)/GLy(A%)
= UOO(A+)/UOO(A+)0

(Auf den Beweis der Isomorphien sei hier verzichtet, sieche [W093] S.77, Prop. 4.2.6)

Diese Definition der Gruppe K;(A) ldsst natiirlich zunéchst keine kanonische Definition
héherer K-Gruppen zu, jedoch wird im Folgenden ein Theorem vorgestellt, welches diese
Verallgemeinerung in natiirlicher Weise ermdoglicht. Hierzu benotigen wir den Begriff der
Einhdngung:

Definition 2.5.12 (FEinhingung)
Die Einhingung (engl. suspension, daher die Notation) einer C*-Algebra ist die C*-Algebra

(Cyo: Funktionen, die im Unendlichen verschwinden)
Nun lautet das Theorem ([WO93] S.138, Thm. 7.2.5)
Theorem 2.5.4 Fs gilt folgende Isomorphie:

Ki1(A) = Ky(SA) (2.61)

Dieses Theorem liefert die gewiinschte Moglichkeit zur Verallgemeinerung der Gruppen K|
und K, da man ja die Einhdngung mehrmals anwenden kann.

Definition 2.5.13 (hdhere K-Gruppen)
K,(A) :== Ky(S"A) (2.62)

Es sieht nun so aus, als ob es eine ganze Menge verschiedener K-Gruppen gébe, jedoch
gibt es de facto nur zwei, wie folgendes Theorem zeigt (sieche [W093] S.158 ff):

Theorem 2.5.5 (Bott-Periodizitit)
Sei A eine C*-Algebra. Dann gilt

14

Ky(A)
Ky (A)

KQ,,L(A) Vn € N,
K2n+1(A) Vn €N

1



56 2.6 Die Schnittform und Poincaré-Dualitat

Bemerkung 2.5.7 FEs gelten des Weiteren folgende Aussagen:

Ki(A®B) =~ K{(A)®K;(B), i=0,1;
Kl(Mn(C)) = 0.

Hier wird dann klar, dass fiir endlichdimensionale Algebren, die wir betrachten, K, immer
trivial ist.

2.6 Die Schnittform und Poincaré-Dualitiit

Die endgiiltige Definition der Schnittform in K-Theorie erfordert zunéichst noch etwas Vor-
arbeit. In Gleichung (1.11) von Bemerkung 1.2.3 (S. 16) ist die Darstellung 7g von A ® A°
definiert. Diese vertauscht mit der Graduierung I', denn

Te(a @b = 7(a)7(b)T

= 7(a)Jw(b*)J'T
= Tr(a)Jr(b*)J !
= I'rg(a®b).

Das vorletzte Gleichheitszeichen folgt aus der Tatsache, dass

JT = (=1)*rJ
und J' = (1)1,
wobei k£ und [ von der Dimension des spektralen Tripels abhingen (siehe Axiom 7 in

Definition 1.2.1). Seien H* und H~ die Eigenrdume von I' zu den Eigenwerten +1 und
—1, d.h.

1+T
Ht = LH,
2
1-T
H = —H.
2

Da 7g mit I' vertauscht, sind H* invariant unter mg und 7g zerfillt in zwei Teildarstel-
lungen

To(a) : H — HT,
Tg(a): H — H .

Man kann also 7g(a) folgendermaflen auffassen:

wo=(50 50) (5 (8)
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Betrachtet man nun Erzeuger der Gruppe Ky(A® A°), d.h. Elemente der Form [([p], [O])] ,

so liegt das Element p in einem M,,(A ® A°), es ist also nétig, den Hilbertraum zu ver-
groflern: Setze

H,=H&...®H (m-mal),
D,=D&...6D,
Tm(p) : Hm — Hp,

mit Wirkung von D,, und 7, (p) komponentenweise. Weil H graduiert ist, ist auch H,,
graduiert (mit I, ;=T @ ...®T) und 7, vertauscht mit I',. Daher zerfillt auch 7, (p) in

() s Hi — Hf,
m.(p): H, — H,.

Beachte an dieser Stelle, dass wegen I'D = —I'D (D ist ein ungerader Operator) auch
I'Dy, = =Dy Iy gilt und somit D von HY — H~ und H~ — H™ abbildet (analog D,,),
d.h. man kann D schreiben als

- (%) (5) ()

Sei nun [([p], [0])} € Ko(A® A°) mit p € M,,(A ® A°). Definiere nun (endlich!) die
Schnittform durch

d:Ky(A®A°) — Z
(). [0)] ~  index (7, (p) D (0)).
oder alternativ
®: Ko(A) x Ko(A) — Z (2.63)
([([s], o) ], [ [0])}) — index(m, (s ® ) D (s ©117)),

wobei 77 (s ®1t°) Dt (s®1°) als Operator von m(s®t°)H" — m(s®1°) H™ aufzufassen ist.

Somit ist die Schnittform auf Erzeugern der K-Theorie erklirt und wird additiv fortgesetzt.
An dieser Stelle sind zwei Dinge zu zeigen:

(1) 7 (p) Dyt (p) ist ein Fredholm-Operator.

(2) Der Index ist unabhéngig vom gewihlten Reprisentanten p in [p].
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BEWEIS:

(1) Siehe [Con94] S.404 und dort angegebene Referenzen.

(2) Sei p' € [p]. Da in der Definition von V(A) die Wahl der Aquivalenz keine Rolle
spielt (siehe Satz 2.5.4, S.50), kann man sich also auf Homotopieiquivalenz von p
und p’ beschriinken, d.h. es existiert ein normstetiger Weg von Projektoren, der p
und p’ verbindet. Da die Indexabbildung beziiglich der Normtopologie stetig ist (siehe
[GBVFO01] S. 143 und Referenzen dort), ist sie zwischen p und p' also konstant.

Nun berechnen wir konkret die Schnittform @ fiir Erzeuger der K-Theorie fiir die Algebra

welche auf dem Hilbertraum H = @H;; dargestellt ist. Fiir Ky(A) gilt wegen Bemerkung
2.5.7, S. 56, die Relation

KO(A) = Ko (@ M., (C)> = @KO (Mm(C)) .

Es ist Ko(M,(C)) = Z (siehe Beispiel 2.5.4, S. 54), d.h. die Erzeuger von K((A) sind von
der Form
06..0001000...00

mit 1 an der i-ten Stelle. Diese “1” entspricht der Dimension des Bildraumes eines Projek-

tors in der i-ten Algebra, d.h. man kann fiir die Berechnung der Schnittform Erzeuger der
Form

10

pi=0®..000 | 00 ©08...00

betrachten (mit der nichttrivialen Matrix an der i-ten Stelle). Berechne nun

(i, pi)-

Diese Notation soll die Schreibweise von Gleichung (2.63) durchsichtiger machen, gemeint
ist

([, )] [, 0)] ).
was zugegebenermaflen etwas “unhandlich” ist.

®(pi, p;) = indexwg(p; ® pj) D (pi ® pj)
— index (p)7 (o) D (p)+(5y)
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Der Operator
Ayj = m(pi)7 (pj) D (pi) 7 (p;)
ist nach Definition der Schnittform ein Operator

Aij s m(pi)7(ps)H™ — 7(pi)7 (py) H™

oder ausgeschrieben

- 1 . 1
Aij 2 m(pi)7(ps) 5 (L + D) H — 7(pi)7(ps) 5 (1 — D) H .
==DTAij) =:R‘(j4ij)

Betrachte nun die beiden mdglichen Vorzeichen von ;;.
. . 1
dim ()i (o) 5(1+ TV H = 7y

dim(p)7 ()5 (1 ~TVH = 0.

dim ()7 (p;) 5 (1 + D) = 0,

dimm(p) (o)) 5 (1 ~DVH = 1y

Somit erhélt man fiir
Yij = 1: dim D(AZ]) = Tij, dim R(A”) = 0,
indexA;; = dimker A;; — dim koker A;; = r;.

")/Z'j =—-1: dlmD(A,]) = 0, dlmR(AU) = Tij;

indexAij = —Tj-

Also ist fiir beliebiges v;; der Index von A;; gleich g;;, siehe Definition von g;; in Formel
(2.9), S. 26.

Satz 2.6.1 FEs besteht folgender Zusammenhang zwischen der Schnittform in K-Theorie
und den Dimensionen der Hilbertraume eines endlichen spektralen Tripels:

®(pi, pj) = i (2.64)

Somit ist die Klassifizierung eines endlichen spektralen Tripels (A, H, D,T", J) abgeschlos-
sen:
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Die Algebra ist gegeben durch die Formeln (2.1) und (2.2), der Hilbertraum durch (2.5) und
(2.6), wobei die Freiheit in der Wahl der Dimensionen durch die Zahlen r;; = [g;;| in (2.6)
beschrieben wird. In der durch (2.5) festgelegten Zerlegung des Hilbertraums ist I gegeben
durch (2.7) und (2.8), wobei die Vorzeichen v;; = %1 ebenfalls durch ¢;; beschrieben werden
gemif (2.9). Die kanonische Form von J ist in Lemma 2.4.1 gegeben und die Form des
Diracoperators in Satz 2.4.1.

SchlieBlich wird der Zusammenhang zwischen der Matrix ¢, die durch (2.9) definiert ist,
und der Schnittform in K-Theorie in Satz 2.6.1 hergestellt, der im Wesentlichen besagt,
dass beide identisch sind. Die Forderung der Nichtentartung an die Schnittform in Axiom
(A6) in Definition 1.2.1 iibertrigt sich daher auf die Matrix ¢, welche dementsprechend
invertierbar sein muss.



Kapitel 3

Ab- und Zustande

WAS NICHT KOMPLIZIERT IST, IST FALSCH.
(N1coLAS GOMEZ DAVILA)

3.1 Zustinde auf endlichdimensionalen C*-Algebren

Ein Physiker wird unter einem “reinen Zustand” zunéchst ein Element v eines Hilbert-
raums #H verstehen. Wenn er die Sache genauer betrachtet, wird er sich auf die normierten
Elemente [|1]] = 1 beschriinken und auferdem noch ¢ und e’#% als dquivalent auffassen
(die daraus resultierende Menge ist der zu ‘H gehorige projektive Raum). Will man nun das
Konzept des Zustands auf die Algebra £(#) iibertragen, so kann man dies durch Definition
folgender Abbildung tun:

w=wy: L(H) — C
B — (¢, By).

Man nennt dann im algebraischen Kontext die Abbildung w “Zustand” und definiert sie
iiber ihre Eigenschaften

lwl =1,
w(B*B) > 0,

welche keinen Bezug mehr auf den urspriinglichen Hilbertraum haben und somit auch fiir
beliebige C*-Algebren verwendet werden kénnen. Die Definition eines “reinen Zustands”
ist in der rein algebraischen Fassung etwas schwieriger und soll hier auch nicht im Detail
angegeben werden (siehe hierzu [BR87]). Sie beruht im Wesentlichen auf der Tatsache, dass
Zustiande eine konvexe Menge bilden, und die reinen Zustéinde sind die Extremalpunkte
dieser Menge.
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Betrachtet man kommutative C*-Algebren, so sind reine Zustinde und Punkte identisch
im folgenden Sinn: Nach dem Theorem von Gelfand und Naimark ist jede kommutative
C*-Algebra A isomorph zu einer Algebra von stetigen Funktionen auf einem topologischen
Raum M und die Punktauswertungen

5, C(M) — C
= f2)

sind die reinen Zustinde der Algebra (welche mit den Charakteren, den multiplikativen
Linearformen auf A, iibereinstimmen, siehe [BR87] S.62, Prop. 2.3.27).

Fiir (nichtkommutative) endlichdimensionale Matrixalgebren M, (C) sind die reinen Zu-
stdnde gegeben durch Einheitsvektoren ¢y € C* modulo Phase, d.h. die reinen Zusténde
sind Elemente des projektiven Raumes CP"!:

cP™' = {[]:veC",v#0}
wobei [v] = {weC":3INeC A #0, mitv=Aw}

(Der projektive Raum CP"~! lisst sich also als Menge aller eindimensionalen Unterriume
von C" auffassen.)

Fiir direkte Summen von Matrixalgebren ist der Raum P der reinen Zustéinde (“pure
states”) die Vereinigung der Zustandsrdume P; der einzelnen Summanden. Um dies zu
verdeutlichen, betrachten wir folgendes Beispiel:

Beispiel 3.1.1 (Reine Zustinde auf My (C) & C)

Die reinen Zustinde auf Ma(C)@®C haben die Struktur CP* U{q}, sie bestehen also aus den
reinen Zustinden iber My(C) und aus den Zustinden iiber C (wovon es jedoch nur einen
gibt, da C die Funktionenalgebra iiber einem Punkt darstellt). Die Wirkung der Zustinde
(als Abbildungen) ist dann gegeben durch

CP' 3 [Y]: ML(C)@eC — C
(a'a Z) = <¢a mﬁ),

qg: My(CQ)dC — C

(a,2) — 2,

wobei Y etnen normierten Reprisentanten aus der entsprechenden Klasse des projektiven
Raumes bezeichnet.

3.2 Abstinde

Nichtkommutative Geometrie liefert unter anderem eine Verallgemeinerung Riemannscher
Spinmannigfaltigkeiten M und hier z.B. auch die Mdoglichkeit, den geodétischen Abstand
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zweier Punkte durch algebraische Daten wie den Diracoperator auszudriicken:
d(p, q) = sup{|dy(a) — dy(a)| : a € C=(M), [|[D, a]|| < 1}. (3.1)

Ein Beweis dieser auf Connes zuriickgehenden sogenannten “distance formula” findet sich
z.B. in [GBVFO01]. Wie wir zu Beginn des Kapitels gesehen haben, sind die Abbildun-
gen 0, und 6, reine Zustinde der Algebra C*°(M) und man kann die Abstandsformel auf
nichtkommutative Algebren A erweitern (bzw. auf spektrale Tripel, weil man den Diraco-
perator benétigt), indem man (nun allgemeine) reine Zusténde betrachtet. Das zugehorige
Abstandsfunktional lautet dann

d(p,v) = sup{lp(a) — ¥(a)| - a € A, [[[D; a]|| <1} (3-2)

In den folgenden Abschnitten werden Abstandsfunktionale fiir verschiedene spektrale Tri-
pel, d.h. verschiedene Algebren und verschiedene Diracoperatoren, betrachtet. (Die Pro-
blematik wurde bereits untersucht in [IKM99], Teile der dortigen Ergebnisse werden hier
auch verwendet.) Diese Groflen dienen dann in Kapitel 4 als Observablen im Quantisie-
rungsprozess.

Beispiel 3.2.1 (zur Abstandsformel)
Betrachten wir M = S*, wie schon in Bemerkung 1.2.5, S. 16, diskutiert. Der Diracoperator
15t

D=—i—
Zagp’

und Zustinde auf C(S*) sind Abbildungen
6, :C(S") — C

fo= fle).
Wegen
Of
D, f] = il
D1 = -5
erhdlt man fir den Abstand der Zustinde d,, und 6,, den Ausdruck
d(0p1,0p,) = sup {6y, (f) = 64, (f)I}
D, AlI<1
= sup {[f(p1) = f2)}
15L)1<1
©2 8f
= s {1 [ Ly
1<t Jor 9P
= |p2—l.
Das Supremum wird hierbei angenommen fir die Funktion f(p) = ¢, welche ||2L|| = 1

Op
erfillt.
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3.3 CoC

Das einfachste Beispiel, fiir das ein Abstandsfunktional definiert werden kann, ist der 2-
Punkt-Raum mit der zugehérigen Algebra C & C. Wie wir in Kapitel 2 gesehen haben,
sind spektrale Tripel zu dieser Algebra durch symmetrische, invertierbare 2 x 2-Matrizen
g mit ganzzahligen Eintrdgen gegeben. Fiir

(£ 0 dor a—( 0 £

=\ o 1) % 97 L x1 o
existiert kein Diracoperator (ungleich Null): Wegen Satz 2.4.1, S. 31, bildet D nur zwischen
Réumen Hjy; — H;; ab, fiir die entweder 7 = k£ oder j = [ ist, d.h. deren Eintrége in der
Matrix ¢ entweder in der gleichen Zeile oder in der gleichen Spalte stehen. Das gleiche

Argument liefert natiirlich auch das Verschwinden des Diracoperators fiir spektrale Tripel
zu den Schnittformen

k0 0 k
q-(o l) oder q—(k 0>,k,l€Z.

Ebenso ist der Diracoperator zu
(11
=11 0

trivial wegen 11 = Y91 = 712 (verwende Aussage (2) von Satz 2.4.1).
Betrachte als erstes nichttriviales Beispiel den Fall

=4 7)

Der Hilbertraum ist hier 3-dimensional. An dieser Stelle lisst sich natiirlich schon ein
kleines Zwischenergebnis festhalten:

Lemma 3.3.1 Fir A= C® C und D # 0 existiert kein spektrales Tripel (A, H, D) mit
dim H < 2.

Fiir ¢ = ( _1 1 _01 hat der Diracoperator die Form

D=

33 o ~—0—1

m m

0 O ,m &€ (C, bezughch H = H11 D H12 & H21.
0 0

Die Darstellung von C & C auf H = C? ist gegeben durch

z
m(z,y) =1 0
0
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Man berechnet dann leicht

und erhilt daher
I[D, 7 (z,y)]l| = [m(z — y)|

und somit 1

d(p1,p2) = sup{lz —y| : [m(z —y)| <1} = Tl

0 -1

Analog berechnet man dieses Ergebnis fiir ¢ = < 11

>, d.h. fiir die Darstellung

’/T(.’L', y) = bezughch H = H12 D H21 D H22.

o O R
ow O
< O O

Damit sind die 3-dimensionalen M6glichkeiten schon ausgeschopft. Betrachte nun 4-dimen-
sionale Beispiele, zunéchst zu
(1 -1
=(43)

Hier hat der allgemeinste Diracoperator die Form

,meC,

o oo 3

m
0
0
0

o33 o
coc oo

beziiglich H = Hy; & His @ Hyy & Hoo. Die Darstellung der Algebra ist

(x 000
_ 0 00 _ $12><2 0
@y = 1 o o 4 0 _< 0 y12><2>
\0 0 0 y
( 0 0 m(y—=z) 0
0 0 0 0
\ 0o 0o 0 0
= [[D,7(z,y)lll = [m(z —y)l.

Fiir den Abstand erhilt man somit wie im 3-dimensionalen Fall

1
d(pbpz) = W
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(2 -1
=\ -1 0o )-
Hier hat der Diracoperator beziiglich H = Hy; & His & Hy die Form

0
D = v*

UT

Etwas komplizierter wird es fiir

o o
O O

wobei nun Hy; 2 C? ist und dementsprechend v als Abbildung von C nach C? ein Element

von C? ist, v = ( zl > Die Darstellung ist
2

Ausfiihrlich geschrieben liefert das

N~
o~
A
8
s
I

OO O 8K

0 0 V1 U1 0 00
D= 0 0 Vg Vg z 0 0
a U1 V9 0 0 0 =z O
vp v 0 0 0 0 vy
und somit
0 0 0 71(y —x)
B 0 0 0 7y(y —x)
[D, 7T(.’13, y)] - 0 0 0 0
v(z—y) ve(z—y) O 0
0 0 0 —wvu
_ _ 0 0 0 —wvs _ B
V1 V2 0 0
Dies liefert schlieflich fiir die Norm des Kommutators
I[D, 7w (z, > = D, n(z,y)]*[D,7(z,y)]ll
|z —y?| R*R)|
|’U1|2 V1V2 0 0
. - ’1)1’(_)2 |’U2‘2 0 0
0 0 0 |vf? + |y |2

(il + oo >}

2 ‘UI‘Q U1U2
= |z — max _
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Hierbei verwendet man die Aussage, dass fiir beliebige quadratische Matrizen A und B gilt

(3 5)] =mestian i,

Man berechnet nun weiter

V1V2 |’U2|2 |’l)1|2 + |'U2|2

H( o )H — (0af? + [waf?) - ( . ) (00, 22

Die Matrix, deren Norm an dieser Stelle benétigt wird, ist ein Projektor und hat daher
Norm 1. Somit erhilt man als Endergebnis

D m(z Yl = |z =yl Vo + vl = |z —y[ - [v]

= d(p1,p2) = sup{|lz —vy|:||[D,7(z,y)]|| <1} = 1

v|”
(2
=\ -1 o
lasst sich nun relativ einfach auf

n -1
q - ( _1 0 > ’n E N’
erweitern. Wir haben hier H = Hy1 & His @ Hy =2 C" @ C & C und Diracoperator und
Algebradarstellung haben die Form

Der Fall

0 v v
D = v* 0 0 mit v e C",
vl 0 0
2lpxn 0 0
w(x,y) = 0 =z 0
0 0 vy
Mit dieser Schreibweise ist natiirlich gemeint
0 0 0 v o
D=110 o0 0 v, Ty
v U2 vy, 0 0
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Man erhélt dann (analog zu oben) fiir den Kommutator

0 0 oy —x)
[D,7(z,y)] = 0 0 0
vIi(z—y) 0 0
und dessen Norm
I[D,x(z,y)III” = D, n(z,y)]"[D,7(z,y)]|

= |z —y[* Z Jvg|%.

D, 7 (z, ]Il = = =yl - |v],

Somit ist also

und fiir den Abstand gilt

1

d(p1, p2) = sup{le —y| : [[[D,7(z, y)ll| <1} = =k

Als letztes und allgemeinstes Beispiel (man iiberlegt sich leicht, dass wirklich der allge-
meinste Fall von dieser Form sein muss) fiir ein spektrales Tripel zur Algebra C & C

betrachten wir L |
q= ( I om > k,l,m € N.

Hier sind H, m und D gegeben durch

H = H;, ®Hy® Hy @ Hy
~ CtoplCaedleocCm,

Wegen der in Satz 2.4.1 auf Seite 31 angesprochenen Symmetrien von D, ldsst sich verein-

fachend schreiben

-7 — D* _ nT . el k
D11,12 - D11,21 - D12,11 - D21,11 = M:C —>C,
D * T . .m l

D12,22 - D21,22 - D22,12 - D22721 =. N . (C — (C 3
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und man hat dann

0 M M 0
M* 0 0 N
D=1y o o~
0 N* NT 0
0 0 M(y — ) 0
B 0 0 0 N(y —z)
:>[D,7T(.’L',y)] - MT(x—y) 0 0 0
0 N*(z —y) 0 0
0 0 —-M 0
0 0 0 -—N
0 N* 0 0
MMT 0 0 0
9 —— 0 NN~ 0 0
IRI® = |IR"R| = 0 0 MM 0
0 0 0 N*N

= max{[|[MM"||, NN, | MTM]|, |[N*N]||}.

Es ist aber ||M MT|| = ||M M*|| (Konjugieren der Eintriige indert die Norm nicht) und au-
Berdem || M M*|| = ||[M*M||. Dies ist fiir nichtquadratische Matrizen nicht selbstverstind-
lich, aber trotzdem richtig: M M* und M*M sind selbstadjungierte Matrizen, daher ist
die Norm jeweils gleich dem gréfiten Eigenwert. Die Eigenwerte von M M* und M*M sind
jedoch gleich (wenn auch verschieden entartet), denn: Ist A ein Eigenwert von M M* zum
Eigenvektor v, so ist M*v ein Eigenvektor von M*M zum gleichen Eigenwert A.

Man erhélt also

IR]I* = max{[| M M|, [IN* NI}

und daher

I[D, 7 (z, y)lll = & = y| - v/ max(|M*M]], [ N*N])

= d(p1,p2) = supf{lz —yl|: [[D,7(z,y)]l <1}

= [max (VIRFM], VINANT)]

Da es die obigen Beispiele als Spezialfille enthilt, soll dieses Ergebnis nun abschliefflend als
Satz formuliert werden.
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Satz 3.3.1 Fir
A=CeoC, qz(k _l>

hat der allgemeinste Diracoperator die Form

0 M M 0

D %’00 N
MT 0 0 N

0 N* NT o

mit M : Ct — Ck, N : C™ — C' und fiir den Abstand der beiden Zustinde auf C & C gilt
1

max (\/HM*MH, \/||N*N||) '

d(p1,p2) =

34 CopCaC

NICHTS IST BEDEUTENDER IN JEDEM ZUSTAND
ALS DIE DAZWISCHENKUNFT EINES DRITTEN.
(GOETHE, “WAHLVERWANDTSCHAFTEN”)

Johann-Wolfgang von hat natiirlich v6llig recht, allein schon wegen der Tatsache, dass es
fiir den 3-Punkt-Raum drei (in der Regel verschiedene) Absténde zu berechnen gibt. Man
kann sich hier z.B. die Frage stellen, ob, und wenn ja wie, vorgegebene Dreiecke durch
spektrale Tripel beschrieben werden kénnen.

Bevor wir konkrete Beispiele anschauen, sind zwei Bemerkungen angebracht.

Bemerkung 3.4.1 FEsist keineswegs klar, ob das Aziom der Poincaré Dualitit (fir unsere
Belange also die Invertierbarkeit der Matriz q) zwingend gefordert werden muss, z.B. ist es
dann nicht mdglich, rechtshindige Neutrinos in die (nichtkommutative) Beschreibung des
Standardmodells einzubauen (siehe z.B. [Pas01] fiir eine Diskussion dieses Punktes). In
den folgenden Beispielen werden daher auch Fille diskutiert, in denen q nicht invertierbar
ist. Bei der Algebra C & C trat dieses Problem nicht auf, da eine geschlossene Behandlung
des allgemeinen Falles fir ¢ maglich war (siehe Satz 3.3.1).

Bemerkung 3.4.2 Um den Rechenaufwand so gering wie mdglich zu halten, betrachten
wir an dieser Stelle zundchst eine einfache Mdglichkeit, um bei gegebenem Diracoperator
D den Kommutator [D,n(a)] zu berechnen fiir den Fall, dass die Algebra ein n-Punktraum
ist, d.h. A = C". Wir hatten ja die Blicke des Diracoperators definiert als

Dij,kl : Hkl — H’L]
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Die Darstellung m mischt die Unterrdume des Hilbertraums nicht, d.h.
m(a) : Hij — Hyj
und fiir a = a; ist w(a;) gerade Multiplikation mit der Zahl a;:
m(a)|m,; = a; - idg;,

(siehe Kapitel 2, Abschnitt 2.3). Setzt man 7(a)|m,; = 7(a)s; und betrachtet die Blocke des
Kommutators [D,(a)lijk, so gilt

(D, m(a)|ij;r = Dijrom(a) —m(a)ij o Dijk

Dijp - (ar — a;).

Doch jetzt zu den Rechnungen: Zum “Warmwerden” betrachten wir zunéchst

1 0 -1
q= 0 0 1 (det g = —1).
-1 1 0

Der Diracoperator und die Darstellung der Algebra haben nun die Form

0 m 0 m 0
m 0 k 0 0
D=0 k 0 0 0 (m, k € C),
m 0 0 0 k
0 0 0 k O
LE].QOO
m(z,y,2)=| 0 y O
00212

beziiglich des Hilbertraums H = Hy; @ Hy3 ® Hy3 & Hs, & Hay = C5.
Verwendet man nun die Regel aus Bemerkung 3.4.2, so erhilt man fiir den Kommutator

0 0 0 m(z—z) 0

0 0 k(y — x) 0 0

(D, 7(z,y,2)] = 0 k(z —y) 0 0 0
m(z — 2) 0 0 0 0

0 0 0 0 0

und fiir dessen Norm (beachte: die letzte Zeile und die letzte Spalte mit Nullen kann man
in der Norm streichen)

1D, 7(z,y, 2)II* = WD, 7(z,y,2)]"[D, 7(z,y,2)ll
Im|?|z — 2|2 0 0 0
_ 0 |k[?|z — y? 0 0
B 0 0 k[?|y — 2/ 0 '

0 0 0 Im|?|z — x|?
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Also
I[D, 7(z,y, 2)|II” = max (|m|*|z — 2>, |k[*|z — y/*) .

Betrachte nun die drei Zustdnde auf C C @ C
pl(xa Y, Z) = T,

pg(:v,y,z) = Y,
p3(z,y,2) = =

Fiir die Abstande erhilt man

1 1

d(pr,p2) = SUP{|£U—?J\!||[D,7T(:v,y,2)]||2él}=m (x=z=0,y=@),
1 1
dlpi,ps) = 7 ([@=y=02=—),
o m| m|
1 1 1 1
o im[ k| || m|

Also liegen die drei Punkte auf einer Linie mit Abstéinden 1/|k| und 1/|m|.

Als n#chstes betrachten wir ein Beispiel mit nichtinvertierbarer Schnittform ¢, bei dem
beliebige Dreiecke realisiert werden kénnen (dies ist ein Spezialfall von Proposition 13 in
[IKM99], wo gezeigt wird, dass jede Punktmenge der Michtigkeit n durch ein endliches
spektrales Tripel zur Algebra C" realisiert werden kann):

g=| -1 0 1 (det ¢ = 0).

Hier ist der Hilbertraum 6-dimensional, H = Hy & Hio & Hy & Ho3 © Hso @ Hssz, und D
und 7 haben die Form

zl, 0 0
w(x,y,2) = 0 wyly 0 |,
00212
0k k 0 0 0
Eoo0o o0 [ 0
koo Il 0 0
D_OQZOOm
07 00 0 m
000 mm 0
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Des Weiteren berechnet man

0 0  k(y—=) 0 0 0
0 0 0 0 I(z — ) 0
| B - 0 0 0 0 0
[D,m(z,y,2)] = 0 0 0 0 0 m(z—y)
0 Iz — 2) 0 0 0 0
0 0 0 m(y — z) 0 0
und
KPla—y? 0 0 0 0 X
0 Plz—z2 0 0 0 0
) _ 0 0 |k |ly—z|? 0 0 0
D, 7][D, 7] = 0 0 0 [mPly—z* 0 0
0 0 0 0 2 —z[? 0
0 0 0 0 0 im|?|ly—z|

Somit gilt dann fiir die Norm des Kommutators
D, (@, y, )] = max{[k]*|z — y[%, [I*|z — 2%, |m|*|y — 2[*}.
Um die drei Abstéinde auszurechnen, betrachte 0.B.d.A.
k| > [I] = |m]. (3-3)

Man erhilt dann zunéichst

dpp) = swp{lo =yl 1D 7wy AP 1} = o (0= gy =2=0),
1 1
d(pl’p?’) = sup{|x—z| : ||[D,7r(:c,y,z)]||2§1}:m (.I:y:(),z:m)_

Man sieht an dieser Stelle natiirlich schon die “Logik” in den Abstinden, allerdings er-
fordert der dritte Abstand eine Fallunterscheidung, die der Dreiecksungleichung Rechnung

tragt.
Fall 1: X , ,
Tl T T TR (3.4)
m| = I (k]
Hier gilt
1 1
d(pa, ps) = sup{ly — z| : [|[D, 7 (x,y, 2)]||* < 1} = TRATT
denn setze x = 0,y = 1/|k|,z = —1/|l].
Fall 2:
1 1 1
T STt (3.5)
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Hier erhalt man

1
d(anp3) = W

Denn: Setze z = 1/|l|,y = 1/|m|,z = 0, dann hat man

1 1 1 1
r—yl = |- ——|=——— wegen (3.3
7=y ‘m |m|‘ ] g Veeen B3
1
< — wegen (3.5),
B
o—2 = o
Tk
1
|y_Z| = T
i

und somit ist max{|k|?|z — y|?, |l|*|z — 2|2, Im|?|y — 2|?} < 1 erfiillt.

Man sieht an diesem Beispiel, dass sich tatsdchlich jedes beliebige Dreieck durch ein spek-
trales Tripel zur Algebra C@C@C realisieren lésst (allerdings mit einer entarteten Schnitt-
form). Dass man das gleiche Resultat auch fiir nichtentartete Schnittformen erreichen kann,
soll das folgende Beispiel zeigen. Betrachte hierzu

1 -1 0
g=1 -1 1 detqg = —1).
0 1 1

Der Hilbertraum ist hier 7-dimensional
H=H ,®H;®Hy ®Hy ® Hy; ® Hsy ® H33 = C’

und die Darstellung und der Diracoperator beziiglich H haben die Form

zl, 0 O
W(x,y,z)=0y130,
00212
((_)kl%()ooo\
E 0 011l 0 mO0

E 0 0 [l m 0 0
D=0 1 1 00 0 O
0 0 m 0 0 0 n
0m 0 0 0 0 @
\0 0 00 @ n o)
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Fiir den Kommutator [D, 7(z,y, 2)] erhilt man folgende Matrix

( 0 0 k(y — x) 0 0 0 0
0 0 0 Iy — ) 0 m(z — x) 0
kz—y) 0 0 0 0 0 0
0 I(z —y) 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 n(z —y)
0 m(z — 2) 0 0 0 0 0
\ 0 0 0 0 aly—z 0 0o )
und fiir [D, 7w (x,y, 2)]*[D, 7 (x,y, z)]
k|2 |z —y|? o 0 0 0 0 0
|z —
+||T|n||2|xf|z|2 0 0 0 0 0
0 0 k|2 |y — |2 0 0 0 0
0 0 0 72|y —=|? 0 ml(§—z)(z—x) 0
0 0 0 0 In|?|y—z|? 0 0
0 0 0 Im(z—z)(y—=) 0 |m|?|z—z|? 0
0 0 0 0 0 0 |n|2|z—y|?

Um die Norm dieser Matrix zu berechnen, beachte man, dass Vertauschen von Zeilen oder
von Spalten durch Multiplikation mit unitdren Matrizen von links oder von rechts erreicht
werden kann und sich daher die Norm der Matrix nicht dndert. Man kann sie also auf die
Form einer “Fast”-Diagonalmatrix bringen, mit einer quadratischen Untermatrix

Ply—=>  mily—2)(z —2)
( )

im(z—z)(y—=z)  |mf’z—zf

welche (analog zu den Rechnungen oben) das (|I|?|y — z|? + |m|?|z — z|?)-fache eines Pro-
jektors ist. Die Norm ist also

D, 7 (z,y, 2)IlI* = max{[k[*lz — y[*, [n]*|y — 2, [IP|lz — y|* + [m|*|z — 2]}

Fiir | = 0 reduziert sich das Problem auf den schon behandelten Fall bei

1 -1 0
g= -1 0o 1
0o 1 -1
und man erhilt fiir |k|? > |m|?> > |n|?
1
d(plap2) = 1.0
k|
1
d(p1,ps) = T,
m|

. 1 1 1
d(ps,p3) = mm{m—l—— —}
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Als letztes Beispiel fiir ein spektrales Tripel zum 3-Punkt-Raum betrachten wir eine nicht-
entartete Schnittform und einen 6-dimensionalen Hilbertraum:

g=1|1 -1 0 0 (detg =1),

H=H,®H,®H3® Hy & Hs1 & Hs3,

zl3 0 O
m(z,y,2) = 0 v 0 ,
0 0 212
0k 0k 0 O
k0 1 00 0
0l 0 0 0 m
P=l%oo0o0 1 0]
00 0 I 0 m
0 0m 0 m 0
0 0 0 k(y — ) 0 0
0 0 0 0 0 0
B 0 0 0 0 0 m(z — x)
= [D,m(z,y,2)] = k(z—y) 0 0 0 I(z—1y) 0
0 0 0 Iy — 2) 0 0
0 0 m(x—2) 0 0 0

Mit den gleichen Methoden wie oben erhélt man dann fiir die Norm des Kommutators
D, 7(z,y, 2)II* = max{|m|*|lz — 22, [kP|lz — y[* + [U]*|z — y[*}.

Die Abstdnde zu berechnen ist nun nicht ganz so einfach. Bevor wir diese Aufgabe in
Angriff nehmen, soll an dieser Stelle ein sehr niitzliches Resultat aus [IKM99] zitiert (und
der Vollstéindigkeit halber auch bewiesen) werden, welches im Folgenden noch des Ofteren
verwendet wird:

Satz 3.4.1 Sei (A, H, D) ein spektrales Tripel, wobei A eine unitale C*-Algebra ist. m sei
die Darstellung von A auf H, ¢ und ¢ seien reine Zustinde auf A. Fir das durch

(¢, ) = ilélljﬂ(ﬁ(d) —¢(a)| : D, m(a)]]] < 1}
definierte Abstandsfunktional gilt dann

d(¢,v) = sup {|¢(a) — ¥(a)| : |[D,m(a)]|| = 1},

a,EA+

wobei A, die Menge der positiven Elemente in A bezeichnet.
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BEWEIS: Betrachte zunéchst

ilelg{lfﬁ(a) —¢(a) - [[[D,m(a)]]] < 1}.

Wir nehmen an, das Supremum werde erreicht an der Stelle ay € A (wenn das Supremum
nicht angenommen wird, argumentiert man mit einer Folge (a,) von Elementen in A).
Dann liefert auch das selbstadjungierte Element

—1i6 * iH)

1
by := E(aoe + age

mit 0 = arg(¢p(ag) — ¥ (ap)) das Supremum, denn

ol00) — o) = |6 (e + Do) (Lo Do)

e*w €
= |5 (6(00) — lan)) + 5

10
5 (0005) ~ v(a)
( 5 (¢(GO)—¢(GO)))‘

(beachte ¢(a*) = ¢(a), [BR87] Prop. 2.3.11). Es ist aber nach Definition von 6:

$(a0) = v(a0) = |¢(ao) — v(ao)le”
= [6(a0) — d(ao)| = ($(a0) — b(ar))e
= (¢(ao) — ¥(ao))

(
—if
(

)+
= |75 (6(a0) = ¥(a0)) +

e~

und somit ist
[6(bo) — ¥ (bo)| = [¢(ao) — ¥(ao)l-
Des Weiteren gilt (mit ag = m(ayp))

*
%

_ Qo __ip i0
D]l = (D, e + L]
ap _;p ay i
D20 -0
< D, e+ D, Re|
= [I[D; aol|-

Setze nun
Co = bo + ||b0||€

Dieses ¢y ist positiv, denn sei A € o(c)

= by + ||bo|le — Ae nicht invertierbar
= 1bo|| — A € a(by).
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Das Spektrum eines selbstadjungierten Elements by liegt in dem Intervall [—||bg||, ||bo]|]

= —I[boll < [[boll — A < {[bol
= [lboll > A = lboll > —Ilbol|
S 2l >A>0

= cop € Ay

und ¢ erfiillt

[9(co) —P(co)| = [¢(bo + [[bolle) — (b + [|bo]le)]
[¢(bo) + [|bol| — %(bo) — ||bolll
= ‘Qs(bo) - ¢(b0)|

I

und

1D, colll = [ID, o + [bll€]ll
= [|[D, o] + [|ol| [D, 7 (e)] ||
=0
Damit ist also gezeigt, dass es im Supremum geniigt, die positiven Elemente der Algebra
zu betrachten. Dass das Supremum fiir ||[D, ¢y]|| = 1 angenommen wird, sieht man folgen-

dermafien:
Angenommen das Supremum sei bei ¢y mit ||[D, co]|| < 1. Setze

c:= S
D o]l
Dann gilt
[[Ddll = 1
1
und |¢(c) —Y(c)] = = |d(co) —W(c
—_————
>1
> [¢(co) — ¥(co)
im Widerspruch zur Annahme, das Supremum sei bei c¢g. O

Jetzt betrachten wir die Abstdnde im spektralen Tripel zu

Wie schon berechnet gilt fiir die Norm des Kommutators

D, 7 (2, y, 2)]|I* = max{|m|*|z — 2%, |k[*]z — y|” + 1|2 — y|*}.
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Setze

a:=|m[%b:= |k|* c:= |l
und betrachte zunichst den Fall @ > b > ¢ > 0. Verwendet man Satz 3.4.1, so gilt (mit
T =P,y = pa)

d(z,y)= sup {|lz—vy|:alz— z)2 < 1,b(x — y)2 +c(z — y)2 <1}
T,y,2ERT

Aus bz — y|? + ¢|z — y|? < 1 folgt sofort |z — y| < \/LB Kann nun ﬁ erreicht werden?

Wiire |z —y| = %, dann wiirde wegen der zweiten Randbedingung y = z gelten und somit

wire dann a(z — 2)* = a(z — y)* = ¢. Es ist aber nach Vor. « > b <= % > 1 und somit
gilt

1
d(z,y) = —= < a=0.

Vb

Man kann nun auch das dquivalente Problem betrachten

d(z,y) = sup {(z—y)?:alx—2)><1,b(z—y)*+c(z—y)* <1}

o,y,2€RF
Setze
N
= d° = sup{6®:aA%<1,b6%+c(6 —A)? <1}
5,AER
= J,SXER{52 :aA? <1,06% +¢(6 — A)? =1},

(1) @)

denn das Supremum wird sicher angenommen fiir 56* + ¢(§ — A)? = 1. Man kann sich des
Weiteren auf A > 0 beschrinken, denn angenommen, das Supremum

sup {62 : aA? < 1,68 + ¢(6 — A)? =1}

8,A€R

werde erreicht fiir ein A < 0 und fiir ein §. Setze A’ = —A,§ = —§, dann erfiillen die
gestrichenen Groflen ebenfalls die Randbedingungen und liefern das gleiche Supremum.
Also betrachte nur den Fall A > 0. (2) auflosen liefert

b6% + 6% — 200 A +cA? —1 =
= 6% (b+c) — 2e6A +cA* -1 =
A cA? — 1

C
=62 -2§ =
b—i—c+ b+c 0

s A n c2A? cA?2 —1
e N | (N L P
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0 reell = ﬂ A’ —1
b+c)? — b+c
= ?A% > (A’ =1)(b+c) =bcA® +PA* —b—c
=0 > beA2—b—c
S A% < b—i—c_
bc

Wir haben also zwei Beschrankungen an A: A < L und A < % Es ist aber wegen
a>b

S

IN

VA
S N e

QI+~

N L < b+ c

Vva — be

Damit ist also A < ﬁ die stiirkere Bedingung. Wegen |61 > |d2| geniigt es, nur ; =: 6 zu
betrachten:

5 = cA n c2A\2 cA? —1
 b+ec (b+c)2  b+ec

=0(b+c) = cA+Vb+c— beA2.

Um das Maximum von § zu bestimmen, berechnen wir das Maximum von §(b + ¢) als
Funktion von A unter der Randbedingung 0 < A < %}:

>
f(A) = cA+Vb+c—bcA?,

A
I —

Vb + ¢ — beA?’

Der Ansatz f/'(A) = 0 liefert als Losung A = j:\/ig. Die negative Losung entfiillt wegen der

Randbedingung. Des Weiteren gilt aber wegen a > b, dass —= < —, d.h. nur fiir a = b ist
die Losung mit der Randbedingung vertriglich. Das Maximum der Funktion f liegt daher
auf dem Rand des Intervalls [0, %] Berechnet man die beiden zugehorigen Werte von 0,
so erhilt man

1 c c? c 1
oA = %) ~ Vab+o) +\/a(b+c)2 Tabto Thye
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Setze .
s1:=(0(A=0))° s9:=(0(A= %)) )

Daher ist (nach einigen Rechenschritten zur Vereinfachung)

S1 = y

o — 2¢? __c 1 N 2¢c ¢ N 1
27 alb+0? alb+c) b+e Vab+oVab+e)? alb+co)  b+e
(c+ Vab+ ac — be)?

a(b+ c)? '

Nun gelten folgende Aquivalenzen:

)2
(¢ + Vab+ ac— be) S 1

228 a(b+c)? “b+c
> (c+Vab+ac—bc)> > a(b+c)
— A —bec+2cVab+ac—bc>0
— 2Nab+ac—bc>b—c
<= 4(ab+ac—bc) > (b—c)?
< 4dab+4ac > b* +2bc+ * = (b+c)?
<= 4da>b+ec.

Dies ist wegen a > b jedoch immer erfiillt, somit ist das Maximum fiir §2
2 (c+ Vab+ ac — be)?
maz a(b+ c)? )
Man kann problemlos verifizieren, dass auch fiir ¢ = 0 das Ergebnis korrekt bleibt (voraus-

gesetzt, dass a und b ungleich Null sind), also erhiilt man als Endergebnis fiir den ersten
Abstand

(¢ ++Vab + ac — be)?

d*(z,y) = alb+ falls a>b>c>0;a,b#0.
Weiter mit den anderen beiden Absténden:
d(z,z) = sup{|z —z|:alzr —2* < 1,blz —y|* +clz —y[* < 1}
= 1 (x:iy:z:(]).

Va va’
(Dies gilt auch fiir ¢ = 0 oder b = 0.)
Der Abstand d(y, z) fithrt zu den gleichen Problemen, wie der Abstand d(x,y), und lésst
sich auch mit genau der gleichen Methode l6sen:

(b++/ab+ ac — be)?
a(b+ c)?

d*(y,z) =
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(gilt auch fiir ¢ = 0).
Als néchstes wollen wir den Fall b > a > ¢ > 0 untersuchen. Hier haben wir

&*(z,y) = sup{(z—y)?:alz —2)* <1L,bz—y)*+c(z—y)? <1}

1 1
=3 (x—%,y—o,zzﬂ),
d*(z,2) = sup{(zx —2)*:a(z—2)2 <1L,b(z —y)*+c(z—y)? <1}
-2 (z = 1 y=0,2=0)
a Va’ ’ ’

welche auch fiir ¢ = 0 erfiillt sind. Fiir d?(y, z) = sup(y — 2)? gilt nun folgende Uberlegung
(analog zu oben):

Wire d*(y, z) = %, so konnte die Randbedingung nur mit x = y erfiillt werden. Dann wére
aber andererseits a(z — 2)* = a(y — z)* = 2. Dies ist fiir a > ¢ aber gréBer als 1 und liefert
einen Widerspruch zur Randbedingung. Also

1
d2(y,z)zz <= a=c.

Betrachte also den Fall @ > ¢, d.h. b > a > ¢ > 0. Setze

0 = y—=z

A = x—2z }=>5—A:y—m

und berechne

*(y,z) = sup{(y—2)*ra(z—2)? < L,blz —y)* +cly—2)? < 1}
= sup{d?:aA? < 1,b(6 — A)* +c6* < 1}
= 82 a2 <1,b6(6 — A)? +¢62 =1}
sup{d®: a ()_ ,\( )v—l-c ,}
1 (2)

Es geniigt wieder der Fall A > 0.
(2) auflosen liefert

s PA> bA2 -1
T hre Vb2 bre
2A2 2
0 reell A >bA 1

(b+c¢)?~ b+c
b’A% > (bA* —1)(b +¢)
0>bcA2—b—c

A2<ﬁ_
- be

111 7%
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Es ist jedoch A? < % die stiarkere Bedingung, denn

1 1
c<a = —>-—

c a

1 1 1
= —+->-

c b a

1 b+c
= —< .

a be

1

Also lautet unsere Randbedingung 0 < A < —=. Es ist §; > 45, setze also

a

s AL [ Ar bA2-1
 b+e (b+c)2  b+c
=6(b+c) = bA+/b2A2 — (bA2 —1)(b+c)
= DA+ Vb+c—bcA? = f(A).

S

bCA !
""A) = bh— =0
J(A) Vb + ¢ — bcA?
= A? = !
=

Wegen 1 > 1 ist dies keine Losung, die mit der Randbedingung vertriiglich ist, also liegt

das Maximum von ¢ auf dem Rand des Intervalls [0, 7.

1
Sa=0) = e,
1 b b? b 1
oA = %) ~ Vab+o) \/a(b+c)2 Tab+o) Thye
Setze
9 1
s1 = (6(A=0))°= s
1 2
2 = (5(A—%))
2b° b 1 2b

sVab+ ac — be,

a(b+c¢)?  alb+c) * b+c * a(b+c)
dann gilt (nach elementaren Umformungen)

§89 >8] < b—c+2vVab+ac—bc > 0.

Dies ist aber nach Vor. erfiillt (wegen b > ¢) und man erhélt fir 8,4,

2 (b+ Vab+ ac — bc)?

maz a(b+ c¢)?
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Insgesamt also

(b+ vab+ ac — be)?
a(b+c)?

d*(y,z) = falls b>a>c>0,

was auch fiir die Falle ¢ = 0 und a = ¢ > 0 richtig ist.
Als letzter relevanter Fall bleibt b > ¢ > a > 0 zu betrachten. Die Randbedingung ist
wieder

RB: a(zr—2)?<1,blx—y)?+c(z—y)?* <1
Dann erhilt man zunéchst

d*(z,y) = sup{(z—y)*: RB}
1 1

= 3 (:UZ%J/:ZZO)’
&(y,z) = sup{(y—2)*: RB}
_ % (Z:%,x:y=0)-

(Beide Abstinde gelten auch fiir a = 0, falls b, ¢ # 0.) Der dritte Abstand erfordert wieder
“Sonderbehandlung” dhnlich der obigen. Setze

0 = x—2

A= z—y }:>5—A:y—z.

Dann ist

d*(z,z) = sup{(z —2)’: RB}
= sup{d6”:ad® < 1,bA* +¢c(6 — A)* < 1}
N — \{ J

-~

M (2)

Unter welchen Bedingungen kann man aé? = 1 erreichen?

1 1
2 =1 §=+— oBdA. d=+—
a = Ja 0 +\/6’
1
einsetzen in (2) =  bA%*+ c(% -A)?<1
e A2_oA°¢ c~a

+ <0
(b+c¢)va alb+c) —
Die Gleichung

A2—2A C cC—a _
Grova abtro "
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muss eine reelle Losung A besitzen, dies liefert Bedingungen an a, b, c:

A c n c? c—a
V27 bt+ova \ab+o? alb+c)
A reell s & > =@
r
alb+¢)? ~ a(b+c)
1 1_1
= -+ 2>-.
c b a
Dementsprechend ist fiir % + % > % also
1

d(z,z) = Ja

Betrachte nun % + % < % Hier gilt im Supremum
ad?
bA? + (6 — A)?

Man kann sich nun leicht {iberlegen, dass das Sup. fiir
bA? +c(6 — AP =1 (3.6)

erreicht wird und dass man sich auf A > 0 beschrinken kann. Auflésen von (3.6) nach §
liefert

IN A

1 —bA?
(51/2=A:i: c .

Aus der Forderung, dass ¢ reell sein muss, erhilt man zunichst A € [0, \/LE] Des Weiteren
(wegen 0; > d2) betrachten wir

1 — bAZ?
0=f(A) = A+ pa—
bA '
Ay = 1- =0
1-bA2
¢ c
2 C
= = —.
b(b+c)
Dieses A liegt in dem Intervall [0, %], denn wegen ¢ < c+b gilt ;%= < 1 und somit natiirlich
m < % Daher ist A = m Extremalstelle und der Wert von ¢ an dieser Stelle ist

c c 1 - bb(bj—c)
A = =
d o) ~ Vibro TV o
_ Jb+ec
N be

S| =
o=



86 34CopCoC

Man rechnet leicht nach, dass dieser Wert grifler ist, als die Werte von ¢ auf dem Rand
des Intervalls [0, -=] und man erhélt somit

b+c¢ .. 1 1 1
fir -+ - < -.
C c b a

d(z,z) =

Fiir a =0, d.h. % = 00, erhilt man das gleiche Ergebnis. Wir fassen nun das Endergebnis
dieser doch etwas ldnglichen Rechnung zusammen:

Satz 3.4.2 Fiir ein spektrales Tripel zu

1 -1 1
A=CopCoC, ¢= -1 0 0
1 0 -1
hat der Diracoperator die Form
0k 0k 0 0
kQ { 0 0 O
07l 0 0 0 m
D= ko 0 o0 [ o |
00 0 !l 0 m
0 0m 0 m O

und fiir die Norm des Kommutators [D,m(x,y, z)] gilt
I[D,m(z,y, )| = max{[m|*|z — 2, [k[*|z — y[* + [I]*|2 — y[*}.
Setzt man
a:=|m[*b:= |k|* c:= |l

so sind die drei Abstinde in Abhdngigkeit von a,b, c folgendermafien gegeben:
Fira>b>c>0;a,b+#0:

(¢ ++Vab+ ac — be)?

d? =
(z,y) UEAE :
d*(z,2) = 1,
a
) (b+ Vab+ ac — bc)?
d*(y,z) = }
a(b+c)?
Firb>a>c¢c>0;a,b#0:
1
dZ(xay) = Ea
1
d2($,2) = 57
) (b+ Vab + ac — be)?
d*(y,z) = )

a(b+ c)?
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Firb>c>a>0;b,c#0:

1
dQ(xay) = 53

1
d*(z,2) = -,

C

L. 111
d2(y,Z) = mln{g,g—*-;}

Die dbrigen drei Fille (a > ¢>b>0,c>a>b>0,¢c>b>a>0) erhilt man aus den
behandelten durch Vertauschen der Rollen von b und c, dies entspricht im Ergebnis einem
Vertauschen der Abstinde d(z,y) und d(y, z), zum Beispiel

d(x’ y) |a2c2b = d(y’ Z) |a2ch'

d(z, z) ist immer invariant unter der Vertauschung von b und c.

3.5 MC)apC

Besonders interessant werden nun “echte” nichtkommutative Algebren, da man hier trotz
endlichdimensionaler Algebren einen Zustandsraum erhélt, der unendlich viele Punkte
enthilt (siehe die Diskussion am Anfang des Kapitels). Wir betrachten als erstes Beispiel

den Fall
(0 -1
=\ -1 2 )

Die Darstellung der Algebra ist hier (fiir (A, z) € My(C) @ C) gegeben durch

A0 0
7\ z)=[ 0 21, O
0 0 Z].Q

beziiglich H = Hiy @ Hy @ Hoy = C? @ C? @ C2. Der Diracoperator hat die Form

0 0 M
D=| 0 0o M| (MeM©Q).
M* MT 0

Man erhilt somit fiir den Kommutator

0 0 (z—ANM
(D, () 2)] = 0 0 0
M*A—2 0 0
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und dessen Norm

11D, w(A, 2)]I| = max{[[(z = A) M|, | M* (A = 2)[[}- (3.7)

Der Abstand Punkt-Sphire

Was hier gemeint ist, ist der Abstand d(p, 5 ) zwischen dem reinen Zustand p auf C (aufge-
fasst als “Punkt”) und den reinen Zustanden auf M,(C) (aufgefasst als “Sphére”, was von
der Tatsache herriihrt, dass ein Isomorphismus CP' & S? existiert). Gem#8 Satz 3.4.1 von
S. 76 gilt fiir den Abstand

-

d(p,¢) = sup{lp(a) = {(a)| : I[D, m(@)]]| < 1}

a€EA

= sup {[p(a) — C(a)| : |[D, 7 (a)]]| = 1}

a€A+

Die positiven Elemente von M(C) @& C sind von der Form (), z), wobei A eine positive
Matrix in M»(C) ist und z eine reelle nichtnegative Zahl. Fiir solche Elemente ist natiirlich
z — A selbstadjungiert und es gilt daher wegen Formel (3.7)

1D, = (A, 2)1ll = [I(z = A) M.

Somit erhilt man fiir den Abstand zunéchst

d(p,¢) = sup {lz—CX]:[(z— AWM =1}
()\,Z)EA+
= sup {[C7(z = A)¢]: Iz =AM =1}
(A,Z)EA+
= swp {8l oM =1},
z=z*€M>(C)

Das letzte Gleichheitszeichen folgt aus der Tatsache, dass sich jedes selbstadjungierte Ele-
ment x einer unitalen C*-Algebra schreiben lisst als + = ¢ — pe mit ¢ positiv und g € R
nichtnegativ. Siehe hierzu den Beweis von Satz 3.4.1, S. 76, wo gezeigt wird, dass fiir selbst-
adjungiertes by das Element cq := by + ||bo||e positiv ist.

Man kann nun M mit einer biunitéren Transformation diagonalisieren, so dass M = U MV.
U und V sind hierbei unitire Matrizen und M ist eine Diagonalmatrix mit den charak-
teristischen Werten von M auf der Diagonalen. Verwendet man nun die Tatsache, dass
IUA|| = ||A|| = ||AU|| fiir alle unitdren Matrizen U gilt, so erhélt man

=

d(p,¢) = S}I)*{lf*xfl NaUMV|| = ||lzUM|| = 1}
= sup{|(*a(] : |U2UM| = 1}

= sup{|C*UyU*{| : yM]| = 1}.
y=y*
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Die Substitution 5 =U *5 liefert

d(p,UE) = sgﬁ{lf"yﬂzllym:l}

= 53£{|<§,y£>| 1Myl = 1.

Betrachtet man zunéchst den Fall einer singuldren Matrix M, so hat M 0.B.d.A. die Form

o m 0
M_<0 0).

Fir
a b

=5 4)

gilt dann
|3y||* = m®(a® + [bf?).

Setzt man

£= ( i, ) :
dann ist

<€a y€> = (1,|Zl|2 + d‘22|2 + 2Re(bZ_12’2).

Ist 25 # 0, so ist

—

d(p,U§) = oo,

weil die Randbedingung keine Einschriinkung an den Koeffizienten von |2z;|* liefert. Es
bleibt also nur noch zo = 0 (und damit z; = 1) zu betrachten, was sich jedoch einfach 16sen
lasst:
= 1
d(p, US) = sup{a| : m*(a” + o) = 1} = —.

Weiter nun mit dem Fall einer invertierbaren Matrix M. Fir

d(p, UE) = ;33{\@,1/6)\ L||My|| = 1}

konnte man “raten”, dass das Supremum fiir y = M~ erreicht wird, und tatséchlich lasst
sich dies auch durch elementaren Differentialkalkiil beweisen, aber diese Rechnung ist ziem-
lich schwierig und auch nicht sehr instruktiv. Stattdessen soll an dieser Stelle ein elegantes
Argument (die Idee hierzu stammt von Mario Paschke und Tomas Kopf) fiir die Vermu-
tung gegeben werden. Beachte zunéchst, dass M (und auch M ~1) positive Operatoren auf
C? sind. Nun verwenden wir folgendes Lemma:



90 3.5 Mh(C)e C

Lemma 3.5.1 Sei (H,(,)) ein beliebiger Hilbertraum, A sei ein positiver, invertierbarer
(beschrinkter) Operator auf H. Wir definieren

(z,9)4 = (Az,y) Vz,y € H.

Dies ist ein positiv definites nichtentartetes Skalarprodukt. Dann gilt fir jeden Operator B
auf H mit den Eigenschaften
i) |B|| =1 (Norm beziiglich des urspringlichen Skalarprodukts)

it) (x, By)a = (Bx,y)a
und jedes x € H die Relation
<$, B$>A
(<= (Az, Bz)

< <.’L‘,$>A.

< (Az,x).) (3.8)
BEWEIS: Aus ii) (d.h. der Selbstadjungiertheit von B beziiglich (, )4) folgt, dass eine
Basis |3) € H existiert mit

B|g) = B|B)-
Beachte jedoch, dass im Allgemeinen
(B,B') # dppr (3.9)
gilt, aber
Wegen 1) ist jedoch klar, dass
(B, BB)| < (B, B)| V. (3.11)
Dies impliziert
8] < 1. (3.12)
Setzt man nun
=Y cslB), (3.13)
B

so erhalt man

(z,Bx)a = |{x,Bx)a —|265051 B,BB") A |_|Z|C,3| B‘

ﬂﬂ _ﬁléﬂﬂl
< Y leslPIBl <D el =D eseadpe =Y esca (B, 8)a
8 8 8.5 8.8

= (x,2)4

und somit die Behauptung. (]
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Wir wenden nun das Lemma auf unser vorliegendes Problem an:

—

d(p,UE) = sup{|{.v0)l: My = 1)
= sup{|(§1M_1x§)| || = 1,]\:4_11‘ s.a.}
= sup{[(V€,28)]: ol = 1,31z 5.0
= sup{|(&, 21| : |Iz|| =1, M 'z s.a}.

Beachte nun zwei Dinge:

1. M 'z s.a. heifit s.a. beziiglich des urspriinglichen Skalarprodukts.

2. Dies impliziert, dass x selbstadjungiert beziiglich des “neuen” Skalarprodukts ist:

S

Vo.w € i (vaw) e = (31 0,20) = (0,0 ou)

= (M ‘zv,w) = (zv,w) 5 1 -

Daher sind die Voraussetzungen von Lemma 3.5.1 erfiillt und man erhélt
(€, 7€) g1 S (€ E) g = (MTTE,€). (3.14)
Dies bestétigt unsere “Vermutung”, dass d(p, U¢) = |(€, M ~1¢)| oder nach Resubstitution

d(p,¢) = |[(U*¢, M~'U*C)). (3.15)

Der Abstand zwischen Punkten auf der Sphire
Leider ist es uns bisher nicht gelungen, einen geschlossenen Ausdruck fiir den Abstand
zweier Zustinde &, & der Form

—

(M 2) = EXG = (& A&)

(1 =1, 2) anzugeben. Stattdessen sollen an dieser Stelle aber einige Symmetrieeigenschaften
der Metrik untersucht werden. Hierzu betrachten wir den anfangs (Seite 88 zu Beginn des
Abschnitts “Der Abstand Punkt-Sphiire”) erwiihnten Isomorphismus ¢ : CP! — S? etwas
genauer. ¢ ist gegeben durch

$:CP' — S2
2Re(z122)
[(2 )] = | 2Im(z1z) |, (3.16)

|21\2 - |Z2\2

wobei |21|2 + |222 = 1 ist. (Wohldefiniertheit und Isomorphismuseigenschaft rechnet man
leicht nach.) Mit Hinblick auf diesen Isomorphismus ¢ fithren wir einige Bezeichnungen
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ein, mit deren Hilfe man sich die Symmetrien der Metrik leichter klarmachen kann. Die
Pole der Sphire S? sind die Vektoren (0,0,1)T und (0,0, —1)%, die zugehérigen Urbilder
unter ¢ in CP! nennen wir ebenfalls Pole. Sie sind gegeben durch die Vektoren (1,0)T und
(0,1)T (eigentlich durch die zugehorigen Klassen, dies wird jedoch im Folgenden immer
stillschweigend angenommen, wenn keine Verwechslungsgefahr besteht). Breitenkreise
auf der S? sind gegeben durch (z,y,2)", wobei z konstant ist. In CP' liegen also zwei
Punkte auf dem gleichen Breitenkreis, wenn sie von der Form

( - ) und < o ) (3.17)

sind, sich also nur in der Phase eines Eintrags unterscheiden. Der Aquator ist derjenige
Breitenkreis, fiir den |z1| = |22] = % gilt.

Betrachten wir nun den Abstand zweier Punkte & und &. Die Rechnung dhnelt weitest-
gehend derjenigen im vorausgehenden Abschnitt und wird daher nur kurz wiedergegeben:

d(§1,€2) = sup{l&i(a) — &(a)] - a € My(C) ® G, [|[D, 7(a)]]| <1}
= sup{|&i(a) — &(a)] : a € [M(C) @ Cly., [|[D, w(a)]]| = 1}
= sup{|TAE — A& (A 2) € [My(C) & Cy, [|[D, (A, 2)]]| = 1}
= sup{[§A& — &A% Apos.,z =2 >0, (|[(z - A) M| =1}
sup{|€1a61 — §a8| - & = 2" € M(C), [laM || = 1}.

mq 0

Nun existieren unitdre Matrizen U,V mit UMV = ( 0 m
2

) = M. Betrachte 0.B.d.A.

0
ist zunsichst M = U*MV* und somit

d(€,&) = sup{l&faés — &bl 1 x =2, |aUMV*| = 1}.
—_——

=||UsU*M||

M = < mn (1) ), dies kann man immer durch Herausziehen eines Faktors erreichen. Also

Substituiere y = UzU* <= = =U*yU,x = 2* <= y = y*. Dann ist
d(6,6) = sup{|§UYUE — U YUE| 1y =y, lyM|| = || My = 1}.
Setzt man nun

G=U& = &L=U(q,
G=U84 = &=U"(,

so gilt

dU*C,UG) = sup{|Cy¢i — Gyl -y = o, | My|| = 1}.
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Betrachte der Einfachheit halber nur den Fall U = 1 (den allgemeinen Fall erhélt man
durch Resubstitution). Also:

d(G,¢) = sup{|GiyC — Gyl 1y = v, | Myl = 1}.

Zunichst berechnen wir den Abstand der Pole (; = ( (1) ) NOES ( 0 ):

1
1 0 _ o a b+ic N
t((3):(1)) = swdl=aru=(, 2 "5 ) ani=1]
1
- 14—

m

Begriindung: My = ( bn—mic mb—l(—lzmc ) Wegen || My|| =1 folgt |ma| < 1,|d| < 1. Die
1

Matrix y = 76 1 liefert dann das Supremum.

Will man nun Rotationssymmetrie des Systems untersuchen, muss man zeigen, dass
z1 U1 _ 21 U1
f((2) () = () () o

gilt, denn die Transformation
Z1 Z1

entspricht einer Drehung der S? um die z-Achse um den Winkel ¢:

Sei ( 21 ) = ( Tréip > ,7i > 0,72 + r2 = 1. Man kann sich auf solche Vektoren be-
2 2

schrianken, weil man in jeder Klasse des projektiven Raumes einen derartigen Reprisen-

tanten auswihlen kann. Betrachte das Bild unter ¢:

, 211719 COS P
10} ( 7’2;” ) = —2rirysinp |,
r? —r2
. 2r179 cos(p + @)
1 .
¢ ( roei(Pte) ) = _27°1r2251n(/2) + )
Ty — Ty

An diesen beiden Ausdriicken ist zu erkennen, dass die oben angegebene Transformation
tatsichlich eine Drehung um ¢ liefert. Nun zum Beweis von Formel (3.18), die Randbedin-

gung (RB) ist im Folgenden immer die Forderung H ( ma- ) H =1

(2)(2) - o (2 3)(2) -d<vw2>(f2 o) (0]

= §Sup {la(|21|2 — |Ul|2) -+ ’U)(ZLZQ - @1’02) + u?(zlig — 1)1’52)
+d(|2|* — [v2[*)| : RB}
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Setze nun u = € und berechne die rechte Seite der Formel (3.18):
2 v _ - o _
d (( ; ) , ( ; )) = sup {|a(|z1]> = |[v1]*) + wu(z122 — V1v2) + WU(2125 — v102)

2ol VU
+d(|2]? — [v2?)| : RB}.

Die Gleichheit der beiden Ausdriicke folgt nun aus der Tatsache, dass

ma muw ma muwu
(2 )l )] e e

(weil fiir die Norm einer 2 x 2-Matrix A allgemein

tr A*A tr A*A\ 2
A2 = 3 +¢(y >—me

gilt). Somit ist die Formel (3.18) bewiesen. O

Als nédchstes berechnen wir die Abstdnde zweier Punkte auf dem gleichen Breitenkreis.
Wegen der Rotationssymmetrie kann man sich auf

1 1
= = . >
Cl ( o ) ) CQ ( T,2€z<p ) o Ti 2 Oa

. . a seW ~
d(C1,C2) = supq[GyG — Gye| 1y = se ™ d Myl =1
= sup {|ar} + drj + srirs (e + e )
—ar? — dr3 — sriry (ei(wJ"p) + e_i(w+‘p))| : RB}
= sup {|2sr17 (cosp — cos(y + ¢))| : RB}.

beschrianken.

Wegen der Randbedingung ist |s| < L und die Phase ¢ ist frei wihlbar. Suche also das
Supremum der Funktion

f (@) = costp — cos(¥ + ).

Verwendet man das Additionstheorem

. Tty . T—y
cosx — cosy = —2sin sin
2 2
so erhilt man fiir die Funktion f
2
f(¥) = cosyp — cos(yp + ¢) = —25sin P20 sin(—f),

2
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fiir das Supremum

. P
sup /() = 2sin(¥)

und schliellich fiir den Abstand

driry . @

d(¢i,¢) = m sin .

2

2r172

Dies entspricht dem Abstand zweier Punkte auf einem Kreis mit Radius =12, die um

den Winkel ¢ gedreht sind. Der Aquator hat dementsprechend einen Durchmesser von %
Man sieht an den bisher erhaltenen Daten, dass keine Einbettung des Zustandsraumes von
M,(C) @ C (mit der durch unser spektrales Tripel induzierten Metrik) in irgendeinen R"
(mit euklidischer Metrik) mdoglich ist, denn betrachte hierzu Folgendes: Wegen

() = &
(1) - -
(1)) - ook

liegen Nordpol N, Siidpol S und p (der Zustand auf C) auf einer Linie. Des Weiteren gilt
1 1 1 1 1 1
d — =d — = — 14—
P ()= 4)) - 30-3)
(H0)3(4) -5
v2 1t/ va2\ -1 om

1 1
R 1
Die beiden Punkte = ( 1 1

Rotationssymmetrie die Linie schneidet, welche durch N, S und p geht. Diesen Schnittpunkt
nennen wir ¢. ¢ hat gleichen Abstand zu N wie zu S, dies folgt aus der Tatsache, dass

() 50) - ()50 o

Beweis von (3.19):

s o (2 3) (1) 300 (3 7) (2] o)

= sup{%|a—d—(w+w)|:RB},

> und % definieren eine Linie, welche aus Griinden der
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s - {3 3) (1) den(z 3) (1)) o)

1
= sup{§|d—a—(w+u_1)|:RB}.

Die Gleichheit der beiden Terme folgt nun aus

[P ()]
= (3.19) O

Wegen d(p, N) = = folgt

1 1

d(p,a) = da, N) = d(p, N) = 301+ ) = —.

Dabher ist

d(p, q) + d(q,w) = d(p, w)

und somit

— -(1+—) =
m
— m =
Man sieht also, dass nur fiir m = 1 eine Einbettung in einen euklidischen Raum méglich
ist.
Bemerkung: Eine allgemeine Nord-Siid-Symmetrie, wie sie Formel (3.19) vielleicht erwarten
lasst, ist nicht gegeben. Es gilt also im Allgemeinen

(51)(2)) # (B0 (2))
3.6 M>(C) ® My(C)

Man sieht hier schon an der einfachsten nichttrivialen Schnittform

(1 =
q - _1 0 ’
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dass die Dimensionen der Hilbertraume unhandliche Grossen annehmen, im vorliegenden
Fall ist

H=H,0H,0H,~2CaoC aocC.

Die Darstellung der Algebra auf H ist gegeben durch

— a _ a® Llaxa 0
m(a,b) = a _( 0 b®1m)'

Die Strukturabbildung J (“Ladungskonjugation”) ist in unserem Fall nicht mehr eindeutig.
Wir wihlen J als Komplexkonjugation (im Sinne von Lemma 2.4.1, S. 27). Man erhélt dann
als allgemeinen Diracoperator

0 M M
D=| M* 0 0 mit M € My(C).
MT 0 0

Berechnet man den Kommutator [D, 7(a, b)] fiir den allgemeinen Fall, so erhélt man einen
sehr uniibersichtlichen Ausdruck. Wir wollen uns daher auf den Fall M = 14,4 beschréanken.
Die Norm des Kommutators ist dann

11D, 7 (a, b)][| = l|b — all-
Betrachte nun Zustéinde ¢; und {, auf My(C) @ M, (C):
Gila,b) = (lad,

Gla,b) = GbG.

Angenommen, ¢(; und (, seien durch das gleiche Element von CP! gegeben, (; = {, = (.
Dann gilt

d(G1,¢2) = sup{l¢faty — GGGl « [I[D, w(a, b)][| = 1}
= sup{[C*(a = b)C|: fla— b =1} = 1.

Man kann sich also den Zustandsraum geometrisch als zwei konzentrische Schalen mit
Abstand 1 vorstellen. Uberraschenderweise erhilt man aber fiir den Abstand zweier Punkte
auf einer der beiden Schalen den Wert Unendlich:

Seien die beiden Zustidnde gegeben durch

Cl(aab) = CTGCM
C?(aab) = C;G'CZa
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so gilt
(G, G) = sup{|¢faci — Gada| : [|b— al| = 1} = oo,

denn man kann immer
1 0
b=a+ ( 0 0 )

wihlen, um die Randbedingung zu erfiillen.

3.7 MyC)eCaC

Beispiel 3.7.1

-1 (3.20)
Der Hilbertraum hat hier die Form

H=H ,0Hy®Hyy®Hp>2C'9CaCaC.

Die Darstellung eines Elements (a, z,y) € M2(C) @ C @ C auf H ist gegeben durch

a® 12 0 0
m(a,z,y) = 0 zly 0 |,
0 0 vy
und der Diracoperator ist

O4xs 0 O O
0 0 m m
D= 0 m 0 O
0 m 0 O

Somit erhélt man fiir die Norm des Kommutators
I[D, 7 (a,z,y)]l| = |m| - |z —yl.

Absténde:
&; seien Zustéinde auf My(C), p; und p, seien die beiden Zustéinde auf C, d.h.

pl(aa z, y) = T,
p?(aa Z, y) = Y,
é-i (CL, x, y) = g;kagz



Ab- und Zustande 99

Dann gilt zunéchst

(&, pr) = sup{|&Fag; — x| - Iml|lz —y| = 1} = oo,

weil a durch die Randbedingung nicht beschrinkt ist. Mit dem gleichen Argument erhélt
man

d(&>p1) = d(&i, p2) = d(&;, &) =00 fiir i # .
Der einzige endliche Abstand ist

1
d(p, p2) = sup{|z —y| : Im|lz —y| =1} = —.

Es wird also der Abstand der beiden Punkte im spektralen Tripel zu A = C & C mit

1 -1
={ -1 o
auch fiir A = M,,(C) & C @ C mit der gleichen Schnittform (3.20).

reproduziert. Wie man leicht nachpriifen kann, gilt die gleiche Rechnung

Dass sich Abstidnde von Tripeln niederer Ordnung reproduzieren lassen, zeigt sich auch im
folgenden Beispiel:

s 0 O
Beispiel 3.7.2 A= M, (C)CeCmitg=| 0 k& —I
0 -l m

Der Hilbertraum ist H = Hll (&) H22 (&) H23 (&) H32 D H33 mit H11 = (Csnz,HQQ - (Ck, H23 =
Hjy = C!, Hy3 = C™. Die Darstellung der Algebra ist

a®]-sn

.T].k
m(a,z,y) = 1,

Fiir den Diracoperator erhilt man

Osn2X5n2 0 0
0 0 M
D= M*

0
0 MT
0
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und somit fiir die Norm des Kommutators

0 0 —-M 0

2 9 0 0 0 =N
I[D, 7 (a,z,y)]l|" = |z — y| MT 0 0 0
0 N* 0 0

Dies ist auf Seite 69 schon berechnet:

11D, m(a, z,y)lll = |z — y| - v/ max(|M*M]|, [N*N)).

Seien nun wieder &; (reine) Zusténde auf M, (C) und p; und p, die beiden Zustéinde auf C.
Dann gilt analog zum obigen Beispiel

d(&,p1) = d(&,p2) = d(&;, &) =00 fiir i #j

und

d(p1,p2) = (max(\/w, \/W))_l.



Kapitel 4
Quotientenrdume und Quantisierung

ALL ANIMALS ARE EQUAL BUT SOME ARE MORE EQUAL THAN OTHERS.
(GEORGE ORWELL, “ANIMAL FARM”)

4.1 Vorbemerkungen

Wie schon in der Einleitung ausfiihrlich erldutert wurde, ist es durchaus sinnvoll, Struktu-
ren der Raumzeit in Erwédgung zu ziehen, die sich von denen einer “klassischen” differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit unterscheiden (siehe hierzu [DFR95], [AC02], [CCI7]).

Ignoriert man die Probleme, die bei einer Beschreibung der Raumzeit durch spektrale
Tripel auftreten, d.h. beschrinkt man sich auf die traditionelle Connessche Formulierung
mit strikt Euklidischer Metrik, so stellt sich natiirlich die Frage nach der Quantisierung
eines solchen Systems. Es steht aufler Zweifel, dass dies fiir den allgemeinen Fall eine sehr
schwierige (wenn nicht gar unlgsbare) Aufgabe darstellt. Allerdings kann man, wie man
es ja legitimerweise oft praktiziert, sich zunichst den nulldimensionalen Fall vornehmen:
Man betrachtet also endliche spektrale Tripel, wie sie in den vorausgegangenen Kapiteln
schon diskutiert wurden, und hofft auf neue Einsichten, die sich im héherdimensionalen
Fall als niitzlich erweisen konnten. Unabhéngig davon kénnte das Studium einer solchen
endlichdimensionalen Quantengravitation auch fiir sich genommen interessant sein, da es
zu ungewoOhnlichen Matrixmodellen fiihrt mit ungewohnlichen Symmetrien und zum Teil
vollig neuartiger “physikalischer” Interpretation.

In [Rov99] ist die kanonische Quantisierung an einem speziellen Beispiel durchgefiihrt.
Hierbei wurde verwendet, dass auf dem Raum der Diracoperatoren eine kanonische sym-
plektische Form existiert. Dieser Zugang ist jedoch nur dann gerechtfertigt, wenn man
(spektrale oder zumindest Diffeomorphismus-) Invarianz des Systems aufler Acht l&sst,
denn nur in diesem Fall ist der Konfigurationsraum mit dem Raum aller Diracoperatoren
zu identifizieren. In den folgenden Abschnitten soll diese Problematik ndher untersucht
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werden.

Auf den ersten Blick erscheint es einfach, ein Pfadintegral fiir ein spektral invariantes
System zu formulieren:

Sind Aq,..., A\, die (unabhéingigen) Eigenwerte des Diracoperators, so kann jedes spektral
invariante Maf} in der Form

A --dhe pOy -y )

geschrieben werden, wobei p eine Dichte ist, die symmetrisch unter Vertauschung ihrer
Argumente ist. (Es existieren immer unitire Operatoren, die die Eigenrdume von D ver-
tauschen.) Leider ist es meistens unvorteilhaft oder sogar unmoglich, sinnvolle Observable
durch die Eigenwerte von D auszudriicken, und auch im Fall endlicher spektraler Tripel
existieren solche Beispiele. Fiir den Zweipunktraum ist klarerweise der Abstand der beiden
Punkte invariant unter der Diffeomorphismengruppe und stellt somit eine Observable dar.
Das ist natiirlich nicht sehr verwunderlich, da es nur einen nichttrivialen Diffeomorphis-
mus gibt, ndmlich derjenige, der die Punkte vertauscht. In Beispiel 4.3.3 ist der Abstand
der beiden Punkte funktional unabhingig von den Eigenwerten des Diracoperators. Hier
ist es dementsprechend nicht sinnvoll, ein Mafl zu verwenden, das spektral invariant ist,
sondern nur eines, welches unter Diffeomorphismen invariant ist. Man wird dann in solchen
Beispielen versuchen, das Mafl durch die Eintrige von D auszudriicken.

In Kapitel 2 wurde eine Klassifizierung endlichdimensionaler Tripel durchgefiihrt, welche
explizit den Raum der zuléssigen Diracoperatoren liefert und insbesondere diejenigen Ein-
trage von D, die nicht notwendigerweise verschwinden. Jedoch verbleibt eine Freiheit in der
Wahl der Basis von H, durch die weitere Eintrédge in D eingeschrénkt oder sogar wegtrans-
formiert werden kénnen. Zwei spektrale Tripel heiflen unitéir dquivalent, wenn sie durch eine
solche Basiswahl ineinander transformiert werden kénnen, d.h. wenn alle Daten der beiden
Tripel durch dieselbe unitére Transformation U verbunden sind (genaue mathematische
Definition folgt).

Es taucht dann schliellich das Problem auf, dass unitire Operatoren existieren, die zwar
mit allen Strukturabbildungen des betrachteten spektralen Tripels vertauschen, aber nicht
mit dem Diracoperator. Die zusétzliche Freiheit sowie die sich daraus ergebenden Schwie-
rigkeiten im Zusammenhang mit der Quantisierung des Systems wird im Folgenden detail-
liert untersucht. Leider ist es im Moment nicht moglich, die Quotientenrdume von solchen
daquivalenten Diracoperatoren geschlossen zu beschreiben, aber in den Beispielen, die in die-
sem Kapitel besprochen werden, wird die Losung des jeweiligen “individuellen” Problems
beschrieben.

Bei der Pfadintegralquantisierung spektraler Tripel sollte man natiirlich nur iiber unitére
Aquivalenzklassen summieren, d.h. fiir dieses Vorhaben ist die Berechnung der Moduli
Raume unerlésslich. In dieser Arbeit liegt der Schwerpunkt auf konkreten Beispielen zum
Zweipunktraum A = C2. An diesen sollte die Komplexitiit des Problems klar werden, was
hinsichtlich des allgemeinen Falles dann auch notwendig sein wird.
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Man beachte, dass die Diffeomorphismen der zugrunde liegenden “Raumzeit”, d.h. die Au-
tomorphismen von A, nicht zu den oben angesprochenen unitéiren Aquivalenzen gehéren:
Falls sie tatsdchlich unitdr auf H dargestellt sind, kommutieren sie nicht mit den Dar-
stellungen von A. Man miisste also im allgemeinen Fall noch zusétzlich die Wirkung der
Diffeomorphismengruppe vom Raum der Diracoperatoren abdividieren. Dies ist jedoch in
den C?-Beispielen dieses Kapitels trivial. Fiir die Algebra M,(C) & C spielen die Diffeo-
morphismen jedoch eine wichtige Rolle.

Obwohl die hier diskutierten Beispiele sehr einfach sind, zeigen sie doch interessante Aspek-
te. Auf den ersten Blick scheint die spontane Brechung der spektralen Invarianz (siehe Bei-
spiele 4.3.3 und 4.3.4) der wichtigste Effekt zu sein, der jedoch relativ einfach zu verstehen
ist:

Nimmt man der Einfachheit halber an, die klassische Wirkung sei gegeben durch S =TrP(D?)
wobei P(z) ein Polynom sein soll mit genau einem Minimum an der Stelle z, auf der re-
ellen Achse. Dann ist das Minimum von S gegeben durch D = z4id. (Tatséchlich ist ein
Grundzustand, der invariant unter allen unitdren Transformationen ist, notwendigerweise
von dieser Form.) Nun ist aber, wie oben erldutert, das Maf}

dp = dX--dhy JJO7 = X)) eF

1<j

spektral invariant. Aber in diesem Fall wird der Vakuumerwartungswert
00 = [ du 03 3)

im Allgemeinen nicht verschwinden. Man kann auch sagen, dass die unitidren Elemente
der Algebra auf dem Hilbertraum der Quantentheorie nicht so dargestellt werden kénnen,
dass der Vakuumerwartungswert unter ihnen invariant wire. Ansonsten wére namlich der
Erwartungswert von je zwei Eigenwerten von D, als Observablen betrachtet, gleich. Man
wird in den Beispielen sehen, dass Mafle wie das oben angesprochene auf natiirliche Weise
auftreten, was sich durch die gekriimmte Geometrie des Moduli Raumes erkldren lésst.

Nichtsdestotrotz kann der Verlust der spektralen Invarianz offensichtlich auf die Eigen-
schaften des verwendeten Mafles zuriickgefiihrt werden und man kann natiirlich fragen, ob
eine solche Wahl gerechtfertigt ist. Zum Beispiel kénnte ja auch die Invarianz des Vakuums
als Kriterium fiir die Wahl eines Mafles herangezogen werden.

Andererseits sollte man sich immer klar dariiber sein, dass die zugrunde liegende “Man-
nigfaltigkeit” nulldimensional ist und dementsprechend keine “Zeit” vorhanden ist und
daher auch keine kanonische Wirkung der symplektischen Gruppe. Daher gibt es kein ka-
nonisches Maf} im Pfadintegral, da fiir (endlichdimensionale) quantenmechanische Systeme
ein bestimmtes Mafl ausgezeichnet ist, und zwar durch seine Invarianz unter kanonischen
Transformationen zusammen mit dem gegebenen klassischen Limes des Systems. Um es
deutlicher zu machen: Das Fehlen kanonischer Transformationen sollte als Mehrdeutigkeit
in der Defintion der “klassischen” Wirkung angesehen werden, da man immer folgender-
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mafen umdefinieren kann:

dpe™ = dppe .
Schreibt man das obige Mafl in der Form dA; - - -d\, e~°, so sieht man, dass die so definierte
Wirkung S kein eindeutiges Minimum hat. Der Grundzustand ist entartet mit nichttrivialer
Wirkung der unitéren Elemente mittels Permutation der verschiedenen Minima, dies fiihrt
zu einer spontanen Brechung der spektralen Invarianz in der quantisierten Theorie.
Dies ist auch im Hinblick auf eine wichtige Fragestellung interessant, die fiir zukiinftige

Untersuchungen offen bleibt:
Kann man einen klassischen Limes eines solchen Systems definieren ?

Auf diese Frage muss es keine (eindeutige) Antwort geben, aber falls ja, dann wird sie mit
Sicherheit durch detaillierte Analyse diverser Beispiele gefunden. In einem komplementéren
Projekt ([H&u01, P6s02]) wird die mathematische Struktur einer stérungstheoretischen Be-
handlung eines MaBes d); - --d\, e~ untersucht unter besonderer Beriicksichtigung der
Nichtkommutativitit der zugrunde liegenden Mannigfaltigkeit. In den Beispielen, die in
dieser Arbeit behandelt werden, sind grofitenteils Gaufische Mae S ~TrD? auf den Moduli
Raumen gewihlt. An dieser Stelle soll nochmals ausdriicklich darauf hingewiesen werden,
dass es nicht immer moglich ist, ein spektral invariantes Mafl zu wahlen, weil es Obser-
vablen gibt, die nicht durch die Eigenwerte von D ausgedriickt werden kénnen. Fiir den
Zweipunktraum ist die einzige interessante Observable der Abstand d der beiden Punk-
te, welcher im einfachsten Beispiel, wenn D nur einen (unabhingigen) Eigenwert A hat,

gegeben ist durch

1
d—x.

Fiir das Gaufische Maf} divergiert daher der Vakuumerwartungswert
1 e
(dy= [ d\ e =00

was auch zu erwarten war, da dies dem “klassischen” Grundzustand D = 0 entspricht. In
anderen Beispielen jedoch (falls D mehrere Eigenwerte hat) findet man endliche Erwar-
tungswerte von d, was auf eine Art “attraktive Kraft” zwischen den Punkten hindeutet,
hervorgerufen durch Quanteneffekte. Eine andere Moglichkeit, endliche Erwartungswerte
von d zu erzeugen, ist, das System an Fermionen zu koppeln: Wegen

o0

/ d) DY) )2
0

hat man dann

(d)p ~ /d)\ e ™ < oo
0
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In der vorliegenden Arbeit soll jedoch nicht versucht werden, diese (und andere) Effekt zu
erkldren bzw. zu interpretieren, sondern es sollen die Probleme, die bei einer Quantisierung
endlicher spektraler Tripel auftreten, herausgearbeitet werden.

4.2 Quotientenrdume

Um eine Quantisierung (oder Zustandssumme) von spektralen Tripeln zu definieren mit
Hilfe eines Integrals

ZN/@D@S(D)

ist es notig, dquivalente spektrale Tripel zu gegebener Algebra A und gegebener Schnitt-
form ¢ zu klassifizieren. Das Integral wird dann iiber die jeweiligen Quotientenrdume durch-
gefiihrt.

Definition 4.2.1 Zwei spektrale Tripel (A, H,m, D,T", J) und (A, H', 7', D", I", J') sind dqui-
valent, falls ein unitirer Operator U : H — H' existiert mit der Eigenschaft, dass (fir
F =mn(a),J,T oder D) folgendes Diagramm kommutiert:

H-Y- g

H-Y> g

Weil in unserem Fall die Dimensionen der Hilbertriume durch die Matrix ¢ festgelegt
sind, kann man alle Betrachtungen auf denselben Hilbertraum H = H' beschrinken. Des
Weiteren ist die kanonische Form der Abbildungen J und I' durch geeignete Basiswahl
in H erreicht. Es existieren aber immer noch unitdre Abbildungen U, die mit 7, J und
I' kommutieren. Diese Transformationen charakterisieren die Aquivalenzklassen der Di-
racoperatoren, die wir suchen. Die grundlegende Struktur dieser Klassen ldsst sich leicht
beschreiben. Weil die Matrix U mit I' vertauscht, muss sie blockdiagonal sein

und weil sie sowohl mit der Darstellung 7 als auch mit 7 vertauscht, ist sie von der Form

Uij = ]'nz ® ui; @ 17lj7 Uij = U|H (41)

ij?

wobei nun wu;; eine unitére Abbildung u;; : C" — C™ ist. Die Relation [U, J] = 0 fithrt zu
der Einschrankung
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Die Aufgabe besteht nun darin, Aquivalenzklassen zu finden fiir die Relation

D ~UDU*, (4.3)
wobei U durch die obigen Einschrinkungen gegeben ist.
Wir beginnen mit einfachen Beispielen, die das Problem demonstrieren, die L&sung fiir

den allgemeinen Fall steht noch aus. Die Algebra in den folgenden Beispielen ist immer
A=CoC

Beispiel 4.2.1
(1 -1
=\ -1 o

Der zugehorige Hilbertraum ist H = Hy; @ Hyo @ Hy = C? und der Diracoperator hat die
Form

0 m m
D=1 m 0 §¢.,}) meC
w0 g

Betrachte nun eine unitdre Matrix U, welche die oben genannten Einschrinkungen erfiillt.
Sie hat die Form

o O

, ae€U(1).

<
I
oo~
oo o

l

Man erhilt dann
0 ma ma
UDU*=| ma 0 0
ma 0 0

und kann somit durch geeignete Wahl von a (a = ™ W) erreichen, dass
0 m m
D= m 0 0,) meRm2>0. (4.4)
m 0 Q’

Im allgemeinen Fall ist die Schnittform

k-l
q_(—l m)a kalamENa
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und der zugehorige (allgemeine) Diracoperator

0 M M 0
D — MT 0 0 N ’
M 0 0 N
0 N* NT o
D112 = D11,21 = D>1k2,11 = D2Tl,11 = M:C -,
Dyg20 = D21,22 = D;2,12 = D§2,21 = N:C" = C,

was schon im vorangegangenen Kapitel hergeleitet wurde. Die unitdren Transformationen
sind gegeben durch

o O O

, A€eO(k),VeU(l),BeO(m),

o OO .
co <o
o <o o

B
und fiir den transformierten Diracoperator erhilt man

0 AMV*  AMVT 0
V M*AT 0 0 VNBT
VMTAT 0 0 VNBT
0 BN*V* BNTVYT 0

UDU* = (4.5)
Wir haben hier zwei unabhéingige Blocke AMV* und V NBT, wegen den Relationen
AMV* = AMVT VNBT = VNBT

und der Tatsache, dass UDU™* selbstadjungiert ist. Die Frage ist nun, ob es mdglich ist,
kanonische Formen der Matrizen M und N unter diesen Transformationen zu finden. Eine
allgemeine Losung ist (wie oben schon erwéhnt) noch nicht gefunden, aber fiir bestimmte
Fille moglich. Wir betrachten also weitere Beispiele:

_ 1 -1
=\ -1 1
(Dass ¢ nicht invertierbar ist, soll uns an dieser Stelle nicht beunruhigen.) Der Hilbertraum
ist C* und

Beispiel 4.2.2

m, i € C.

o3 3 o

T oo 3
T oco3

oI ©
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Erlaubte unitare Transformationen sind
10

U= , a€U(1),

e O O
o QOO
_ o O O

a
0
0
d.h. (nur) eine komplexe Phase kann in

0 ma ma 0

ma 0 0 pa

UDU"=1 g o 0 pa
0 pga pa O
eliminiert werden, beispielsweise durch die Wahl a = ‘Tmn—| In diesem Fall konnen also die

Aquivalenzklassen von Diracoperatoren durch eine reelle, nichtnegative Zahl m und eine
komplexe Zahl p parametrisiert werden.

(2% 7))

Hier ist H = C°® und der Diracoperator

Beispiel 4.2.3

0 m m
D= m* 0 0 |, meC¥>
mT¥ 0 0

Unitéire Aquivalenz des entsprechenden spektralen Tripels ist gegeben durch Transforma-
tionen der Form

A 0 O
U= 0V 0|, A€0(2),VelU().
0 0V
Dies fiithrt auf
0 AmV* AmVT
UDU* = Ym*AT 0 0 ,
VmT AT 0 0

d.h. wir suchen einen Reprisentanten in der Klasse von Diracoperatoren unter der Trans-
formation

m— AmV, A€ 0(2),VeU(2).

Die Losung dieses Problems ist gegeben durch folgendes Theorem:
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Theorem 4.2.1 Sei m eine beliebige nichtsingulire 2 x 2-Matrix. Dann existiert genau
eine positive (selbstadjungierte) Matriz C von der Form

Cz( “ ZC), a,b,ceR  a>b>0,ab>
—ic b

sowie eine unitire Matriz U und eine orthogonale Matriz O (beide eindeutig, falls a #b),
so dass

m = OCU.

BEWEIS: Die (technische) Basis des Beweises ist folgende kleine Rechnung:

cosa Ssinao T z cosa —sina | )_( VA
—sina cosa zZ oy sinae cosa ) \ Z Y

mit
X = zcos’a+ysin®a+2(Rez)sinacosa, (4.6)
Z = (y—m)sinacosa+ (Rez)(cos® a — sin® @) + i(Im 2), (4.7)
Y = zsin®a+ycos®a — 2(Rez)sinacosa. (4.8)

Insbesondere ist der Imaginérteil des Nebendiagonalelements invariant unter orthogonalen
Transformationen. Wir zeigen nun zunichst die Existenz der behaupteten Zerlegung und
dann die Eindeutigkeit.

Existenz: Jede nichtsinguldre Matrix m kann in Spektralzerlegung geschrieben werden als

m=TU (4.9)

mit 7 positiv (selbstadjungiert). Daher muss man nur zeigen, dass eine orthogonale Matrix
O existiert sowie eine Matrix C mit der behaupteten Form, so dass T = OCO? ist (man
beachte, dass OTU unitér ist). Dementsprechend geniigt auch die Existenz einer orthogo-
nalen Matrix zu zeigen, die den Realteil des Nebendiagonalelements in 7" wegtransformiert,
so dass T auf die gewiinschte Form C gebracht wird. Mit (4.7) fiihrt dies auf

(y — x)sinacos a + (Re z)(cos® a — sin® ) = 0,
und nach elementaren Umformungen erhélt man die Gleichung

y—x
Rez

= —2cot(2a),

die eine Losung « fiir alle moglichen Werte von z, y, z besitzt, d.h. die Existenz der Zerle-
gung ist gezeigt.
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Jetzt zur Eindeutigkeit der Matrizen C, U und O: Angenommen, es gibt zwei Moglichkeiten
fiir die Zerlegung

m=0101U1 = OQCQUQ
:>CQ = OgOlclUlU;

Weil OTU unitér ist, kann man auch
02 = OClOTU Rt CQU* = OClOT

betrachten. Die Determinanten von C; und C, sind positiv (reell), dies impliziert U €
SU(2). Des Weiteren (weil OC;07T selbstadjungiert ist) muss gelten

UC, = CyU*.

Parametrisiert man

und C wie oben, so erhélt man die Bedingungen

Qs — ico 8 2 as@ + icof3,
!
CLQﬂ = _bQﬁa
—iBcy + aby = 1co3 + abs.

Weil C positiv sein soll, muss ag, by > 0 gelten, und daher liefert die zweite Gleichung zwei
Fille: ag = by = 0 oder 8 = 0. Im ersten Fall, wegen asbs > ¢, hiitte man Cy = C; = 0.
Dies liefert m = 0, was ausgeschlossen werden muss. Der Fall § = 0 impliziert o = 1
(Unitaritatsbedingung und dritte Gleichung), d.h. U = 1, man muss also nur O = 1 zeigen.
(4.7) zeigt aber, dass in jedem Fall ¢; = ¢; ist (der Imaginérteil des Nebendiagonalelements
ist invariant unter orthogonalen Transformationen), und weil C; und Cs gleiche Spur und
gleiche Determinante haben, weifl man, dass entweder a; = a9, by = by oder a; = by, a3 = by
gilt. Falls a; # b; ist, liefert die Forderung a; > b; die Eindeutigkeit der Zerlegung. Falls
a; = by gilt, ist die Zerlegung nur bis auf eine 7/2-Rotation eindeutig, weil

(Lo)(S @) (T a)=(5 %)

Dies zeigt die behauptete Eindeutigkeit der Zerlegung und die Behauptung ist somit be-
wiesen. [

Beispiel 4.2.4
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Der allgemeinste Diracoperator ist

0 0 my TT_Ll
0 0 Mo MMy

mi 1o 0 0 ’
mi Mo 0 0

D = ml,mQE(C,

und wirkt auf H = H1 @ Ho ® Hyy 2 CC o Co C.
Zulidssige unitdre Transformationen sind

R 0 0 |
U= 0 €Y 0 , ReO(2),e”eU(1).
0 0 e

- mq . .
Setzt man m = ( ), so kann man den Diracoperator schreiben als

mgo
0 m m
D= m* 0 0 ,
ml 0 0
und unitidre Transformationen fithren auf
R 0 0 0 m m RT 0 0
UDU* = 0 e 0 m* 0 0 0 e™ 0
0 0 e ml 0 0 0 0 e
0 Rme™ Rme™
= e*m*RT 0 0
e *mT RT 0 0

Wieder kann man Reprisentanten der Aquivalenzklassen finden indem man das folgende
Theorem verwendet:

ma

Theorem 4.2.2 Sei m = ( ) € C?. Dann ezistiert R € O(2),¢ € [0,2n] und ein

mo
eindeutiges v € [0, 5] so dass

; || 1
iQ "
Rme' = —\/§ it ) (4.10)

- . . 1
Die Diracoperatoren lassen sich also parametrisieren durch Vektoren der Form % ( otV ) U €

[0, 2], d.h. sie bilden einen “Viertelkegel” im C”.
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BEWEIS: Der Beweis dhnelt dem Beweis von Theorem 4.2.1, Leser, die nicht an techni-
schen Details interessiert sind, konnen ihn getrost iiberspringen. Zunéchst beweisen wir die

Existenz der Zerlegung, indem wir Folgendes zeigen: Zu Zl > existiert R € SO(2) mit
2
der Eigenschaft

R ( i ) = ( Y > wobei |u| = |v]. (4.11)
mo v

Um (4.11) zu zeigen, setzt man
rlewl
( 7.261'02 >

. '01
. cos —sin riet
Rm - . p p 02
sinp cosp ro€
71 cos pe®t — rysin p e
risinpe®t +rycospe® )

3
I

und berechnet

Man erhilt dann fiir das Betragsquadrat der beiden Eintrége

202 ‘2 = ‘7’1 CcOS p — Ty Sin p ei(92791) ‘2

ry cos pe® —rysinpe
= |ricosp—rysinpcos A —irysin psin A (A =0, — 6,)
(r1cos p — rysin pcos A)? + (ry sin psin A)?
= r2cos® p+risin® p — 2r 7y sin pcos pcos A,
Irysin pe® 4+ rycospe™® 2 = |rysinp + rycos pe|?
|y sin p 4 75 cos pcos A + 7y cos psin A|?
(r1sin p + 7y cos pcos A)? + (ry cos psin A)?

2 2 2 .2 :
r1sin” p + 75 cos® p 4 27173 sin p cos pcos A.

Gleichsetzen der beiden Terme fiihrt auf

(r? —r3)(cos® p —sin® p) = 4rirysinpcos pcos A
cos? p — sin’ p _ Arirpcos A (4.12)
sin p cos p r? —r2 ’ '
=2cot 2p

was immer eine Losung p hat. Wir haben also die Situation, dass R € SO(2) und 6,0 €
[0, 27| existieren mit der Eigenschaft

i1
Rm=r it | -
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Die folgenden Matrizen gehéren zu O(2):

(o 5) )00 5)(Ge)

d.h. man kann immer den Fall 0 < #; < 6, < 7 erreichen. Zum Beispiel

1 0 et et
(20)(2)-()
Es bleibt zu zeigen, dass man ¢ € [0, 7] wihlen kann in der behaupteten Zerlegung.
Betrachte hierzu
7]

. 1 i
= i . x
Rme*¥ = 2(6“”)’ ¢€[2,7T[

0 1Y gy _ (1
=><1 0 )Rmee NG citr—v) |

d.h. ¥’ := 7 — 1 liefert das gewiinschte Resultat 1’ € [0, J].

Jetzt zur Eindeutigkeit der Zerlegung: Angenommen es gibt Ry, @1, and Rs, 9,19 so
dass

Rieien — % ( eb’ ) (4.13)
. m 1
Rome'¥? = % ( et ) ; (414)
Gleichung (4.13) impliziert

(4.15) in (4.14) liefert

1\ itor o 1
RQR{ ( er > € ((P ® ) == ( eiwz ) . (4.16)

Daher geniigt es, folgende Gleichung zu betrachten:

R( eipl )a’w = ( eih ) : (4.17)

Nun muss man verschiedene Féille untersuchen:
Fall 1: R € SO(2)

N ) w19
—sinp cosp
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(4.18) in (4.17) liefert

cosp sinp ele B 1
( _Sinp cos p ) ( ei((P‘H/’l) ) - ( 6i1p2 ) ) (419)

und man erhilt die folgenden Gleichungen:
cos p e’ +sin pePtvr) = 1 (4.20)
—sin pe’ 4 cos pe¥TV) = (2, (4.21)
Berechnet man den Betrag der linken Seite von (4.20), so erhélt man
| cos pe® +sin pe’»*¥|2 = 14 2sinpcos pcos iy, (4.22)
und somit gibt (4.20) die Bedingung
sinpcospcosyy; = 0. (4.23)

(Wir hitten stattdessen auch Gleichung (4.21) verwenden kénnen, was jedoch zum gleichen
Ergebnis fiihrt.)

Jetzt miissen die drei Fille betrachtet werden, in denen das Produkt Null werden kann:
Fall 1.1: sin p = 0. Dies impliziert

R=(5 1) = e=0vi-u

oder R:<_01 _01) = ¥ =—1,9 = .

Fall 1.2: cosp =0

0 1 0 —1
:>R—(_1 O) oder R_<1 0).
0 1

Setzt man R = ( 10

) in (4.17) ein, so erhélt man

ei(‘p+'¢1) ]_
_e’“p = esz ’

und dies liefert ¢ = 2w — ¢, und ¥, + 1P, = 7, d.h. nur ¢, = 1), = 7 ist eine Lésung im
Intervall [0, 2]. Der Fall R = ( (1] _01 ) ist analog.

Fall 1.3: cos; = 0 = €™t = 4. Dies fiirt zu der Gleichung

cosp sinp 1 it — 1
—sinp cosp i S\d )7

die fiir alle Werte von p erfiillt ist, aber ¥; = 15 liefert.
Fall 2: R € O(2),R ¢ SO(2) kann auf die gleiche Art behandelt werden und liefert das
gleiche Resultat, somit ist der Beweis vollsténdig. U
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4.3 Quantisierung

Nachdem nun alle nétigen Vorarbeiten geleistet sind, kommen wir zur Hauptangelegenheit
dieses Kapitels, der Pfadintegralquantisierung endlicher Tripel. Pfadintegrale basieren auf
der Idee, dass jeder mogliche Zustand, den ein System in seiner Entwicklung von einem
Anfangs- zu einem Endzustand durchlaufen kann, zu der Ubergangsamplitude beitriigt. Im
Zusammenhang mit Gravitation miisste man einen Weg finden, iiber Lorentzsche Mannig-
faltigkeiten zu summieren, ein Problem, welches in (34+1) Dimensionen noch nicht gelost
ist. Im Kontext endlicher Geometrien ist es fiir einzelne Beispiele jedoch moglich, eine
solche Summation durchzufiihren, falls der zugehorige Moduli Raum gefunden ist.

Fiir ein gegebenes spektrales Tripel (A, ¢) soll eine Zustandssumme
Z =N/@De_S(D)

definiert werden, wobei 2D das invariante Maf3 bezeichnet, das wir suchen. Eine “klassisch”
(stabile) spektral invariante Wirkung S(D) auf endlichdimensionalen Hilbertriumen kann
in der Form

S(D) = Z tptrD?*| whﬁrgo S(z) = 400,
k=—00

geschrieben werden. Es geniigt hier, iiber Terme mit geraden Exponenten zu summieren,
da trD?*! = ( ist (weil D mit der Graduierung I" antikommutiert). Wie schon in den Vor-
bemerkungen zu diesem Kapitel erwéhnt, sollte man den Ausdruck “klassische Wirkung”
nicht allzu ernst nehmen, da das Fehlen von “Zeit” und daher das Fehlen kanonischer
Transformationen die Definition eines klassischen Limes erschwert.

Gelegentlich wird das betrachtete System auch an Fermionen 1 € ‘H gekoppelt, deren
klassische Wirkung gegeben ist durch

Sterm = (Y| D|1)).

Wir nennen diese Felder 1) fermionisch, weil wir sie gemafl Fermi-Dirac Statistik quantisie-
ren, auch wenn es natiirlich kein Spin-Statistik Theorem gibt, welches uns dazu veranlassen
wiirde. Wenn man die Fermionen ausintegriert, was wir in diesem Kapitel grundsétzlich
tun werden, ist die effektive Wirkung gegeben durch

Zp=N' / 9D e 5¢D)
mit
Sp(D) = S(D) — IndetD.

In den meisten Fillen ist det D = 0, d.h. fiir eine sinnvolle Definition der fermionischen
Wirkung muss man det D auf dem Komplement des Kerns von D berechnen. Die Konstan-
ten A" und N werden so gewihlt, dass Z =1 und Z = 1 fiir S = LtrD? (daher taucht ¢
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auch in den Normierungskonstanten auf). Aber jetzt zu den konkreten Beispielen (es wird
nur die Algebra C & C behandelt).

Beispiel 4.3.1 Betrachte die Schnittform
B 1 -1
q - _1 O ’
welche in Beispiel 4.2.1 diskutiert wurde.

Jede Klasse von dquivalenten Diracoperatoren hat einen Reprisentanten der Form

0 m m
D= m 0 0 , meRm >0,
m 0 0

was in Gleichung (4.4) gezeigt wurde. D hat Eigenwerte 0, £m+/2 und der Kern von D ist
aufgespannt von dem Vektor (0,1, —1). Vernachléissigt man den Kern, so erhélt man fiir
die Determinante

det D = —2m?2.

Da D nur einen unabhingigen Eigenwert A\ = m+/2 hat, ist klar, was als invariantes Maf
verwendet werden muss:

Z=N / dAe W
0
beziehungsweise (beachte det D = —2m? = —)\?)

Zp =N [ dAX2e 50,

0\8

Fixiert man die Konstanten N und N’ gemif} unserer Konvention, so erhilt man

Z = 2\/2/@ eV,
T
0
BT )
Zr = 4 —/d)\ A=A,
T
0
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In Kapitel 3 wurde fiir den Abstand d(1,2) = + = % berechnet, d.h. fiir die Vakuumer-
wartungswerte erhilt man folgende Ausdriicke:

i1
1,2)) = 44/— —e W
(@1.2) = 45 [ g,
0
(d(1,2)p = 8\/£7d)\ Ae W
) F — o -
0

Dies fiihrt zu einer ersten interessanten Beobachtung:

tu A2k gilt fiir den Vakuumer-
0

Lemma 4.3.1 Fir jede polynomiale Wirkung S(D) =
k

wartungswert des Abstandes B
(d(1,2)) = oc.

Hat man zusdtzlich jedoch t 1 # 0, so ist (d(1,2)) < co. Auf der anderen Seite bleibt der
Wert im fermionischen Fall immer endlich:

(d(1,2))r < 0.

(d(1,2))p = 4\/5

Der Beweis ist elementar und soll an dieser Stelle iibersprungen werden. Das Beispiel zeigt,
dass Terme der Form ¢_;\? zur Regularisierung des Erwartungswertes des Abstandes
verwendet werden konnen. Der gleiche Effekt tritt bei Kopplung an Fermionen auf: Sie
fiihrt zu einer “attraktiven Kraft” (vielleicht entgegen der Intuition) zwischen den Punkten,
die stark genug ist, endliche Werte zu erzeugen.

Fiir S = tA\? erhdlt man

Nach diesem kurzen Aufwérmtraining kommen wir zu tiefsinnigeren Beispielen. Im Folgen-
den wird explizit ein invariantes Mafl auf dem Raum der Diracoperatoren konstruiert unter
Verwendung der Ergebnisse des vorherigen Abschnitts und der Faddeev-Popov Methode.

Beispiel 4.3.2



118 4.3 Quantisierung

Diracoperatoren und Aquivalenzklassen sind in Beispiel 4.2.3 berechnet: Ein allgemeines
D ist von der Form

0 m m
D=| m 0 0 |, m e C**?,
m’ 0 0

und Reprisentanten sind gegeben durch

0 CC a 1ic
D=C 0 0 |, mm10=< . ), a>b>0,ab>c% (4.24)
a0 0 —ic b

Die Konstruktion des invarianten Mafles kann nun wie folgt durchgefiihrt werden:

Wir wissen, dass Aquivalenzklassen gegeben sind durch m ~ OmU, mit O € O(2) und
U € U(2). Des Weiteren existiert fiir jedes m ein positives 7' und ein unitires U mit
m = TU, d.h. man kann einen positiven Reprédsentanten in jeder Klasse auswihlen. Die
verbleibende Symmetrie ist die Aquivalenz

T ~O0TO", 0 € 0(2).
Man kann nun eine Eichfixierung der Form
Re T12 =0

ansetzen und die Faddeev-Popov Methode anwenden. Das invariante Mafl auf dem Raum
der selbstadjungierten Matrizen ist bekannt:

dH = dpdgdRe(z) dIm(z) fiir H= ( g ) , p,g e R z e C.

Startet man von diesem Ausgangspunkt, so kann man das invariante Maf fiir Matrizen C|
die von der Form (4.24) sind, durch die wohlbekannte Formel

Z = N / dH 5(ReH12) AFpeis(H)

H>0

berechnen, wobei

A7l = / do 5(ReH?)

und HY, das 12-Element nach der Drehung von H um « ist, welches gegeben ist durch
Formel (4.7). Die Berechnung von

App = /da 6 ((g — p)sinacos o + (cos” a — sin® a)Rez)
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erfolgt dann mit der Formel

1
(f(x)) = Z \f’(m-)|6(x — x;), Summe iiber die Nullstellenz; von f.

Man erhilt dann schlielich das (iiberraschend einfache) Ergebnis

App(H) = \/(p —q)? + 4(Rez)2.

Driickt man nun alles durch die Matrizen C aus, d.h. beriicksichtigt man Positivitdt und
die Bedingung a > b > 0, so erhilt man letztendlich fiir das invariante Integral

/f(C)dC: 7da/adb fdcf((])
00 Vab

und fiir die zugehoérige Zustandssumme (mit der Randbedingung (R.B.) H > 0, Hy; >
Hyy > 0)

ZzZ = N / dH(S(Reng)AFpe_S(H)

(R.B.)
o0 a Vab

= N/da/db / dey/(a — b)2e5(@bo),
0 0 _vab

Man sieht an dem letzten Ausdruck, dass (selbst fiir die freie klassische Wirkung S(D) =
t1trD?) der stérkste Beitrag nicht von der Konfiguration C =0 (<= D = 0) stammt
und dementsprechend der Vakuumerwartungswert des Abstandes endlich bleibt: Der Ab-
stand ist in diesem Beispiel gegeben durch das Inverse des grofiten Eigenwerts von C,

d.h.
a2 = [ (42t fe
2= 2 2 ¢

Fiir die Wirkung

erhalt man dann

_ (a - b) —2(a?+b%+2¢?)

(d(1,2)) = ./\/]oda/db / Sy ez

0 —Vab
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Alle Konstanten werden von jetzt an in A/ absorbiert. Um zu zeigen, dass dieser Ausdruck
endlich ist, benutzt man die Tatsache, dass

—2(a?+b%+2¢?) < ie—Q(aZ—l—bQ)

1
e
a+b++/(a—0b)2+4c 2a

(beachte, dass a > b im Integrationsgebiet). Dies liefert dann

o0 a \/IE
(d(1,2)) < N/da/db/dca—_l)eQ(“2+b2).
a
0 0 0

Die Integration iiber ¢ ergibt v/ab, d.h. man hat

(d(1,2)) < N/da/db\/_ ) ~2(a?+b?)

= N/da/db\/_beQ(a +?) N/da/ \/ g 2(a*+b%)
0

Den Betrag kann man dann abschitzen durch

T 2 T 2 T 1 2 T 2
(d(1,2))] < N/da\/&e—’m /db\/ée—”’ —H\/’/da%e_m /db\/ﬁe—%
0 0

0
< 00,
wobei man verwendet, dass

o0

2
/x”e"” dr < oo fiir n> —1.
0

Dies zeigt die Endlichkeit von (d(1,2)).

Das néchste Beispiel illustriert einen Effekt von gebrochener spektraler Invarianz:

Beispiel 4.3.3 Fiir
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(siehe Beispiel 4.2.2) hatten wir folgenden Ausdruck fiir den allgemeinsten Diracoperator:

) maue(ca

o3 3 o
T oo 3

m
0
0
1

oxrT T ©

und eine der beiden komplexen Zahlen (sagen wir m) kann reell positiv gewihlt werden.
Fiir den Abstand hatten wir

1

d1,2) = ——

max{m, |u|}

und die Eigenwerte des Diracoperators waren gegeben durch
AL =m? + [ul? £ [m® + 17|

und héngen von der Phase von i ab. Daher ist es unmoglich, den Abstand durch die Eigen-
werte auszudriicken. Wir suchen daher ein Maf}; das nur invariant unter Diffeomorphismen

ist — was in diesem Fall trivial ist — aber nicht unter allen unitdren Abbildungen auf H.

Eine solche diffeomorphismusinvariante Zustandssumme fiir S(D) = £ tr D? = t(m? +|u|?)

ist dann gegeben durch
Z = J\/'/dm/dudﬂet(m2+”|2)
0
= QWN/dmdrre_t(m%”z)
0

= QWN/dmdreW(m”"),
0

wobei W (m,r) := t(m? + r?) — Inr. Benutzt man die Abschétzung

Vi + |plt + 2m2|pf? cos(20) 2 /(m? — [u]?)?,

so erhalt man

N = m’ 4 | — V/mt + [t + 2m?[f? cos(2p)
< m? A+ [pl? =/ (m? = [p?)?
= 2min{n?, %)

und damit

el = A > V2Im —|ul|.
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Mit diesem Resultat kann man dann berechnen, dass

(A= 1A = V2(Im — [ul])
= N/dmdrr|m—r|e_t(m2+r2)
0

N
= E>0

gilt. Dies zeigt, dass der Vakuumerwartungswert der beiden quantisierten Eigenwerte un-
terschiedlich ist. Das sollte aber in einer spektral invarianten Quantentheorie nicht der
Fall sein, wegen der folgenden Uberlegung (die in den Vorbemerkungen schon diskutiert
wurde): Falls

S(D%) = 3 P(Y)

spektral invariant ist und falls das Polynom P()) ein eindeutiges Extremum hat, so sind
alle Eigenwerte von D? an diesem Extremalpunkt von S identisch (dies folgt direkt aus
spektraler Invarianz, da der Grundzustand insbesondere unter Permutation der Eigenwerte
invariant sein muss). Aus der kleinen Rechnung oben folgt, dass die unitéren Transformatio-
nen, die diesen Permutationen entsprechen, in der quantisierten Theorie nicht so dargestellt
sind, dass der Grundzustand invariant darunter ist. Klarerweise lisst sich die Verletzung
der spektralen Invarianz auf die Tatsache zuriickfiihren, dass das verwendete Mafl nicht
spektral invariant ist. Dies ldsst sich durch einen Blick auf die effektive Wirkung kléren

W (m,7) :=t(m* +r?) —Inr,
deren Minimum nicht bei r = 0, sondern bei r = ﬁ liegt.

Das néchste Beispiel behandelt das Tripel, das in schon in Beispiel 4.2.4 betrachtet wurde.

Beispiel 4.3.4

Diracoperatoren sind gegeben durch

0 0 mi My

0 0 Mo Mo
my Mo 0 0
my Mo 0 0

D = s ml,mZEC,

und Reprisentanten der Aquivalenzklassen sind charakterisiert durch

my = = L e

V2 V2
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Die Eigenwerte von D in dieser Parametrisierung sind

A2 = %(HW), (4.25)
A2 = %2(2—\/m). (4.26)

Fiir

S(D) = %trD2 =tp®

kann man dann zum Beispiel berechnen

(2 = 22) = (V2 +2cos(20) ) (4.27)

mit dem (offensichtlichen) Maf
/dp/dlﬁ. (4.28)

Das Einzige, was hier zu beachten ist, ist das Integrationsgebiet fiir die Variable 1, welches

[0, 7] ist, gem&B Theorem 4.2.2 . Fiir diesen Fall erhdlt man

/dp/dpr\/Q + 2cos(2)e " = ,/4% > 0, (4.29)

0 0

also tritt spontane Brechung der spektralen Invarianz auch in diesem Beispiel auf. Aller-
dings ist hier der Unterschied, dass das verwendete Maf} spektral invariant ist: Ein spektral
invariantes Maf} (fiir vier unabhéingige Eigenwerte von D) muss von der Form

F(A1s A2, Az, Ag) dAr dAg dAg d A

sein, wobei f total symmetrisch beziiglich Permutationen seiner Argumente ist. In unserem
Fall sind die Eigenwerte des Diracoperators nicht unabhingig (A; = —Ag, A3 = —)\4), d.h.
man kann als invariantes Mafl wihlen

F(A1, A3) dAgdAg

(im Integral laufen A; und A3 dann von 0 bis co). Um Invarianz von (4.28) zu zeigen,
beweisen wir zunéchst folgendes Lemma:

Lemma 4.3.2 Hat die Funktion f die Figenschaften |f(A, A2)| = [f(A_, Ap)| VAL, A
00 At

und f(Ay,A2) >0 falls Ay > A_, dann ist der Ausdruck [ dA; [ dA_ f(Ay, A_) spektral
0 0

muvariant.
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BEWEIS: Nach Voraussetzung (die Symmetrie von |f|) ist der Ausdruck

o

O/ D [ D170 )

0
spektral invariant. Zerlegt man das Integrationsgebiet gemé&f

00 00 00 At I A
/d)\+/d)\_ :/d)\+/d)\_+/d)\_/d)\+,
0 0 0 0 0 0
so erhilt man
e8] [e’s} [e’s) At 00 A
[an fariroeool = [an favirea+ [av oo
0 0 0 0 0 0

Nach Umbenennen A\, <> A_ und Verwenden der Symmetrie von |f| sieht man, dass die
beiden Terme auf der rechten Seite gleich sind und daher ist

Zcm Zd/\ f(A,A2) = 2ZdA+ Zd)\f()\+’)\)_

Verwendet man nun noch die Eigenschaft |f(Ay, A\_)| = f(Ay, A_) VAL > A_, so sieht man,
dass

o0 )\+ o o
Jan facroea = 5 [an [aviroe
0 0 0 0
tatséchlich spektral invariant ist. O

Wir wollen nun iiberpriifen, ob das Maf§ (4.28) die Voraussetzungen von Lemma 4.3.2
erfiillt. Summiert man hierzu (4.25) und (4.26), so erhélt man

/\3L +22 = 2p
Sp = 3508+,
Die Differenz der beiden Ausdriicke ist
/\2+ -2 = p/2+2 cos(21))
= SO0+ A2)V2+ Zeos(20)

2
/\1—/\2) _
A+ A2

1 A2 —A2\?
= = 2(4+——=) —-1].
=1 2arccos( (/\i+/\2_) )

= cos(2y) = 2(
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Im Folgenden setzen wir x := A, ,y := A_, um die Notation etwas zu erleichtern. Man hat
dann

1
p = §(x2+y2)a

1 2 .2\ 2
Y = Earccos (2 (22+32) —1).

Das Maf} transformiert sich geméaf

_ Op ap
dp = axda: + 8ydy
o oy
dy = o dz + 3y dy
Op oY  Op oy
dpd —— — —— | dady.
= dpdy (63:82/ oy Ox vy
= J?:v,y)
Berechnet man J, so erhilt man
4 22 2
J(z,y) = v —y) == J;C = sign(z® — y?).
(@ +y2>2\/ 2 [1- (222

Wie man sieht, hat J die in Lemma 4.3.2 geforderten Eigenschaften und somit ist das

Integral
J
0

spektral invariant. Im vorliegenden Beispiel tritt also ein offensichtlicher Verlust spektraler
Invarianz beim Ubergang von der klassischen zur quantisierten Theorie auf.

s

us At

dyp = 7 dAs / dA_ J(Ap, Al)
0

0

O\M

4.4 Diskussion

In diesem Kapitel ist das Thema der Quantisierung endlicher spektraler Tripel nur teilweise
erschlossen. Tatséichlich haben wir nur “einige Punkte zu zwei Punkten” (und Narhalla-
marsch, dies ist ndmlich ein beliebtes Mainzer Wortspiel) behandelt. Von einem solchen
Spielzeug-Spielzeugmodell sollte man natiirlich nicht mehr als eine unvollstéindige Illustra-
tion der Problematik erwarten.
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Insbesondere mag der eine oder andere Leser (vielleicht sogar der dritte ;-)) die “iiblichen”
Resultate zur Plancklinge vermissen, d.h. eine minimale messbare Entfernung von (den)
zwei Punkten. Tatséchlich konnten wir in unseren Beispielen ein solches Resultat nicht
erzielen. Fiir das einfachste Beispiel 4.2.1 bzw. 4.3.1, in dem D nur einen Eigenwert hat,
erhilt man (mit dem Gaufschen Maf}) fiir den Erwartungswert des Abstands

9] . 2
(0]d(1,2)0) N/d)\x—”‘,
0
Fiir einen beliebigen Zustand
[f) = F(NI0), <f\f>:N/ A |f2e ™ =1
0

mit einer passenden Funktion f, kann man dann leicht verifizieren, dass der Erwartungswert

r f —tA2
(f1d(1,2)[f) = -
v oS

2
nach unten nur durch Null beschriinkt ist: Betrachte zum Beispiel |f()\)[* = % (A= o),
womit dann (f|d(1,2) |f) = )\1—0 ist.

Jedoch scheinen solche Argumente nicht unbedingt {iberzeugend, vor allem wenn man sich
das ernsthafte Problem der fehlenden “Zeit” vor Augen fiihrt. Im Moment sind Modelle,
die auf Algebren der Form

A=CR) ® Ar

basieren, in Planung (wobei Ap eine endlichdimensionale C*-Algebra ist, wihrend C§°(R)
als Funktionen auf der Zeitachse interpretiert wird). Es wird auch das letztendliche Ziel
dieses Projektes sein, genau solche Modelle zu betrachten, weil dann z.B. méglich sein wird,
sinnvolle klassische kanonische Transformationen zu definieren, unter denen ein diffeomor-
phismusinvariantes Maf} fiir die Quantisierung dann invariant sein miisste, und so weiter.
Des Weiteren wire es ein sehr lohnenswertes Ziel, die reale (4-dimensionale) Raumzeit
durch ein solches Modell zu approximieren, oder genauer: Den “Raum” durch Ap. Aber
dies alles ist Zukunftsmusik.

Das bedeutet nun natiirlich nicht, dass es vergeblich ist, solche auf endliche Tripel basieren-
de Modelle zu studieren. Zunéchst ist hier natiirlich die Losung der technischen Probleme
eine Voraussetzung fiir die Behandlung komplizierterer Modelle, bei denen die Zeit einge-
schlossen ist. Auflerdem kann man, auch wenn die “physikalische” Interpretation unserer
Modelle zu Beginn nicht klar ist, auch nicht behaupten, dass sie iiberhaupt nicht existiert.
Stellenweise zeigen sich einige bemerkenswerte Effekte, fiir die es sich lohnt, eine gewisse
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Intuition zu entwickeln. Zum Beispiel haben wir gesehen, dass in dem Fall, in dem D nur
einen unabhiingigen Eigenwert hat, der Erwartungswert des Abstandes (der beiden Punkte)
divergiert, aber endlich bleibt, falls D mehrere Eigenwerte hat. In dem hier prisentierten
Beispiel scheint das mit der spontanen Brechung der spektralen Invarianz zu tun zu haben,
aber in anderen Beispielen ist das nicht der Fall: Es gibt z.B. “distanzartige” Observablen
der Form d = m, wo A1, A9 die beiden unabhingigen Eigenwerte des Diracoperators
bezeichnen — wenn es hier nur einen Eigenwert gibe, wire d gerade das Inverse dieses Werts
— und der Erwartungswert ist gegeben durch

i 1 rix2
d\ d)\ ft()\ +)\2)
N// 2 max{)\l,)\Q}
0 0

In [Pas01] ist dieser endliche Erwartungswert berechnet.

Letzten Endes kann die Betrachtung unserer Modelle fiir sich genommen von Interesse
sein, weil sie auf ungewoOhnliche Matrixmodelle fiihrt. In diesem Zusammenhang ist es
z.B. moglicherweise interessant, die verschiedenen Kontinuumslimites der Systeme zu be-
trachten. Natiirlich kann man hier erstens N-Punkt Rdume betrachten und eventuell den
Kontinuumslimes N — oo, was einem Gitter entspricht. Zweitens kann man fiir echt nicht-
kommutative Beispiele der Art

Limites n; — oo betrachten. Eine dritte Moglichkeit ist, einen oder mehrere Eintrige
in der Schnittform ¢ gegen Unendlich zu schicken. All das erfordert eine systematische
Konstruktion des Pfadintegrals fiir moglichst allgemeine endliche spektrale Tripel. Dies ist
ebenfalls eines der zukiinftigen Projekte.



Kapitel 5

Das Zeitproblem in NCG

THIS THING ALL THINGS DEVOURS:
BIRDS, BEASTS, TREES, FLOWERS;
GNAWS IRON, BITES STEEL;
GRINDS HARD STONES TO MEAL;
SLAYS KING, RUINS TOWN,

AND BEATS HIGH MOUNTAIN DOWN.
(J.R.R. TOLKIEN, “THE HOBBIT”)

Das nun folgende Kapitel ist in der vorliegenden Arbeit das am wenigsten ausgereifteste, die
damit zusammenhiingenden Projekte (z.B. [GBHKPO03]) sind auch noch nicht abgeschlos-
sen. Dennoch sollen hier einige Teilergebnisse présentiert werden, welche in sich schliissige
Aussagen liefern oder zumindest als Beispiele oder Ausgangspunkte fiir weitere Uberlegun-
gen dienen konnen.

5.1 Problemstellung

Unter dem “Zeitproblem in der Nichtkommutativen Geometrie” versteht man die Tatsache,
dass es im iiblichen Rahmen der spektralen Tripel nicht moglich ist, Spinmannigfaltigkeiten
mit echt Semi-Riemannscher Signatur der Metrik zu beschreiben.

Dies soll zunichst kurz am Beispiel des R* erlidutert werden.

Beispiel 5.1.1 Betrachtet man den Diracoperator ) = 9, auf dem R* mit Metrik g,
so erhdlt man fir lDQ = ¢g"0,0,, wenn man die Cliffordrelation y#o* 4+ y"~v* = 2¢* 1
verwendet. Die Figenfunktionen von ﬂQ sind

ww E(an .’f) — woewwo—H—é.;’U‘_
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Fiir g" = diag(1,1,1,1) gehiren die ¥,z 2um Eigenwert w2+ k2, fiir die Minkowski-Metrik
g" = diag(1,—-1,—1,—1) zum Eigenwert w? — k2. Man erkennt nun zwei Dinge: Im Fulle
der Lorentzmetrik ist jeder Eigenwert unendlich entartet, dies macht die in Aziom (A1),
S. 14, beschriebene Behandlung der Dimension unmdglich. Ewn dhnliches Problem taucht
durch die Nichtkompaktheit des R* auch im Fall Riemannscher Metrik auf: w und k kénnen
dann kontinuierliche Werte annehmen und somit sind die Figenwerte auch hier unendlich
entartet. Insgesamt sieht man also, dass zwei Dinge wesentlich in die Beschreibung einer
Mannigfaltigkeit M durch spektrale Tripel eingehen, ndimlich die Kompaktheit von M und
die echt Riemannsche Signatur der Metrik.

Des Weiteren sieht man an der Abstandsformel (3.2), S. 63,

d(¢, ) = sup{|¢(a) = ¥(a)| s a € A, [[[D; a]|| <1}, (5.1)

dass man hier stets nur positive Abstinde von Punkten im Formalismus der spektralen
Tripel beschreiben kann.

5.2 Losungsansitze

[Str01] definiert Semi-Riemannsche spektrale Tripel, beschriankt sich aber auf den kompak-
ten Fall (das entspricht unitalen Algebren). In [Mor02] wird eine Verallgemeinerung der
Distanzformel diskutiert unter besonderer Beriicksichtigung global hyperbolischer Mannig-
faltigkeiten.

Der Zugang [KP01] untersucht ebenfalls global-hyperbolische Raumzeiten, hier wird die
Mannigfaltigkeit in raumartige Hyperflichen zerlegt (“Foliation”) und diese Hyperflichen,
deren Metrik Riemannsche Signatur trigt, werden durch spektrale Tripel beschrieben. Die-
sen Zugang werden wir im vorliegenden Kapitel genauer untersuchen (die so entstandenen
Objekte werden “spektrale Quadrupel” genannt, doch dazu wird an geeigneter Stelle noch
mehr gesagt). Die dazu teilweise nétige Vorarbeit wird in Abschnitt 5.3 geliefert, wo die
Tabellen fiir die Relationen der Strukturabbildungen eines spektralen Tripels (vgl. Axiom
(A7) Seite 14) fiir allgemeine Signatur der Metrik berechnet werden. In Abschnitt 5.4 wird
zunéchst die Motivation zur Konstruktion eines spektralen Quadrupels gegeben und die
daraus entstehende Axiomatik wird vorgestellt. Ausgehend von dieser Axiomatik wird dann
in Abschnitt 5.5 eine Klassifizierung diskreter spektraler Quadrupel durchgefiihrt (in Ana-
logie zu der Klassifizierung diskreter spektraler Tripel in Kapitel 2). Diese Klassifizierung
wird anhand eines einfachen Beispiels diskutiert, und auch das Problem der Aquivalenz
von spektralen Quadrupeln sowie die Quantisierung wird in diesem Zusammenhang ange-
sprochen.
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5.3 Ein erster Schritt

Die Strukturabbildungen D, J und I" eines geraden, reellen spektralen Tripels erfiillen diver-
se Kommutator- bzw. Antikommutatorrelationen, welche aus der Darstellungstheorie von
Cliffordalgebren stammen. Fiir kommutative Geometrien (d.h. Riemannsche Spinman-
nigfaltigkeiten, der zugehorige Hilbertraum ist der Raum der quadratintegrablen Spinoren
iiber der Mannigfaltigkeit) liefert eine Spinstruktur lokal eine treue, irreduzible Darstel-
lung der Cliffordalgebra iiber dem Kotangentialraum (dies lésst sich als Definition der
Spinstruktur auffassen, siehe hierzu die Diskussion in [GBVF01] Kapitel 9, hier wird zum
Beispiel auch gezeigt, dass eine Abbildung J mit den gewiinschten Eigenschaften existiert).
Ebenso sind die Wirkungen von D und I' lokal definiert. Es geniigen also lokale Betrach-
tungen, um die Axiomatik der Vorzeichen von J? = £1, JD = £DJ und von JI' = &I'J
zu bestimmen. Wir betrachten also nur V' = T;(M) fiir festes p € M mit zugehoriger
Metrik g(p) - genauer gesagt eigentlich ¢!, da aber g und g~' die gleiche Signatur tragen,
ist dies irrelevant. Des Weiteren identifizieren wir .J in seiner globalen und lokalen Form.
Im Folgenden wird gezeigt, wie die Relationen der Strukturabbildungen definiert werden
miissen, um allgemeine Signatur der Metrik zu beschreiben.

Die Berechnung der Tabellen orientiert sich am Beweis von Theorem 9.20 in [GBVF01] S.
406, mit dem Unterschied, dass (wie eben schon angedeutet) die Signatur der Metrik und
der zugehdrigen Cliffordalgebren nun beliebig ist.

Betrachten wir zunichst die Vorzeichen von J? = £1 und formulieren unser Ergebnis als
Theorem:

Theorem 5.3.1 Sei (V, gx;) ein reeller Vektorraum mit Metrik g der Signatur (k,l), d.h.
dimrV =k +1 und

Gk (T, y) =1y + o+ T Yk — Tt Y1 — - -« — Thtl Yhtl-

Definiere nun
Cl(V) k+1 gerade,
C*(V) k+1 ungerade.

(Die definierende Relation der Cliffordalgebra ist hierbei uv + vu = 2g(u,v) fir Vektoren
u,v€V.)

Dies hat den Sinn, dass man sich so auf einfache Matrizalgebren beschrinkt, da fiir den
Fall k + | ungerade die komplexifizierte Cliffordalgebra eine direkte Summe von zwei Ma-
trizalgebren ist. Sei p : CID(V) — End W (W: C-Vektorraum) eine irreduzible treue
Darstellung von Cl(+)(V) und sei J : W — W ein antilinearer Operator mit J* = +1
und Jp(a)J ™' = p(x(@)) Va e CAID(V) (x ist die Graduierungsabbildung der Cliffordal-
gebra). Dann gilt

CAD(WV) = {

J*=+4+1 falls |—k=0,1,2,7 mod 8,
J*=—-1 falls 1 —k=3,4,5,6 mod 8.
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BEWEIS:

Die Idee des Beweises ist folgende: Wir suchen eine Vektorraumbasis {e;} von V' mit der Ei-
genschaft Jp(e;)J ! = p(e;). Dann betrachten wir eine endliche Untergruppe von C1H (V)
(welche aus den Basiselementen e; und deren Produkten besteht), welche (vermittels der
Darstellung p) ebenfalls irreduzibel auf W wirkt (diese Idee geht auf Boya und Byrd [BB99]
zuriick). Fiir diese endliche Gruppe kann man den Typ der Darstellung berechnen. Dann
benutzt man die Tatsache, dass eine irreduzible Darstellung nicht gleichzeitig reellen oder
quaternionischen Typs sein kann, um das Vorzeichen von J? = 41 zu bestimmen, weil J
den Raum W gerade mit einer reellen oder quaternionischen Struktur ausstattet.

Es werden im Folgenden diverse Fakten iiber Darstellungen verwendet, die aus dem Buch
[BtD85] stammen: Sei V' ein komplexer Vektorraum, der eine Darstellung einer kompakten
Liegruppe G tréigt. Dann heifit V' von reellem (bzw. quaternionischem) Typ, falls V' eine
reelle (bzw. quaternionische) Struktur erlaubt, d.h. eine antilineare dquivariante Abbildung
J:V =V mit J2 =1 (reeller Fall) oder J? = —1 (quaternionischer Fall). Ist V (zusiitz-
lich) eine irreduzible, selbstkonjugierte Darstellung, dann ist V' entweder von reellem oder
quaternionischem Typ (aber nicht beides). Man beachte, dass die Abbildung J, welche eine
reelle oder quaternionische Struktur liefert, die Darstellung automatisch selbstkonjugiert
macht. Fiir endliche Gruppen kann der Typ der Darstellung mittels der folgenden Formel
berechnet werden:

+1 <= p reellen Typs,

1
Tell Ztr p(g?) = 0 <= p komplexen Typs, (5.2)
G| 9eq —1 <= p quaternionischen Typs.
Betrachten wir zunéchst den Fall k + [ gerade. Sei {ey, . ..ek, ki1, -, e} eine ONB von

V. In CI(V) erfiillen die Basiselemente die Relation

e +ee; = 2(5@' iZl,...,k;
LTI =26 i=k+ 1, k+ 1
Definiere {fi,..., fetu} durch f; := ie;. Dies liefert die Relationen

=26 i=1,...k
fifj+fjfi_{ 20, i=k+1,...,k+1

und Jp(f;)J ™" = p(x(f:)) = p(x(— 1)) = p(fi)-

Setze n = k41 = 2m. Von der allgemeinen Theorie der Cliffordalgebren wissen wir, dass die
Dimension von W gleich 2™ ist. Betrachte die Cliffordgruppe, welche von den Elementen
[ erzeugt ist

CL(n) =={£fu,-- - fr, €CUV)[1 <p<n,0< by < ... <k <, fo: =1}
Die Ordnung von C'L(n) ist 2"*'. Man iiberpriift leicht, dass die Einschrinkung der Dar-

stellung p auf die Gruppe C'L(n) ebenfalls irreduzibel ist. Benutze nun Formel (5.2), um
den Typ der Darstellung zu berechnen:
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m > tralg?) = 2n2+1 STt p((fio - Frp)?) (5.3)

gECL(n) Ty -Srp

Nennen wir nun N die Zahl der f’s mit Quadrat +1 in einem gegebenen Element von
CL(n). Die Summe in Gleichung (5.3) kann dann in folgender Form geschrieben werden:

ST twpl(foefi)) = > trp((fer - fi,)?)

Trq-Trp q=0 Try - Ty
N(fiy - Frp) =4a

Betrachten wir nun die Terme fiir verschiedenes N einzeln:

k k
S0t ol o)) = tro(1) + 3t p() + Do te((if)?) o+ (i fi)?)
fra "'fkp =1 i<j
N(fiy -+ fiy) = 0

Es gilt nun

trp(l) = dimW =2™,
trp(ff) = trp(=1)=-2",
allgemein  (f,...f,)* = (—1)q(q2+1)

Dies liefert

> trp((fry - fr)?) = 2" (1—/<,-— (';) + (g) + (’D —)

Ty - Ty
N(fpy - fr,) =0
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Die niachsten Terme in der Summe sind

l k

> trp((fr--- fi)?) = Ztrp Fo) + D) e p((fifesi))

Ty o fry i=1 j=1

N(fey -+ fr,) =1
l k
+D > wpl(fpfafers)) +

i=1 p<g=1

=1 (trp(f,?H) + Ztrﬂ((fz’fk+1)2)

k
+ Z tr p(fp fofer1)?) + .. )

p<g=1

i ()-0)+)
- (=) ()- )+ (-()- () )

— 2™ (Re (1+0)F +TIm (1 +4)") ,

> twrp((fry - fr,)?) = Z 6 p((frsifirs)?) Z Ztrp (frufesifess)?) +

fk‘1"'fkp 1<j=1 1<j=1m=1
N(fey -+ frp) =2

l : .
g trp((fey - - fi,)?) = 27 (3) (—Re(1+4)* —Im (1 +4)").
Ty o Try
N(fy - fiy) =

Man sieht, dass die Vorzeichen von Real- und Imaginérteil mit Periode 2 wechseln, d.h. fiir
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N und N + 2 sind die Vorzeichen umgekehrt. Man erhilt dann als Endresultat
1 1 l l
trp(g’) = — |Re(14+d)*(1+1- -
ez L o) = g [t (10 (o) - () +--)

geCL(n)
+Im (1 +14)* (—1+l+ <é> - (;) —)]

= o (Re(1+0)* [Re (1) +Tm (1 +4)]

+Im (1 +4)* [-Re (1 +4)' +Im (1 +1)"] }
(l—k)7T+, (l—k)ﬂ'_{ 1 (I—k)=0,2 mod 8,
St 1 -1 (I—-k)=4,6 mod 8.

= COS 1 1

Fiir den Fall £ + [ ungerade, n = k + [ = 2m + 1 sollen hier nur die wesentlichen Rechen-
schritte skizziert werden, da die Rechnung weitestgehend mit der obigen iibereinstimmt.
p: ClT(V) — End W irreduzibel und treu = dim W = 2™,

Zur Erinnerung:

Jp(a)J ™! = p(x(@)) Vae CI"(V).
Sei {e1,..., €k, €xs1---€xrr} eine ONB von V| d.h.

ne)) = 0ij 1=1,...,k;
g\ei,€ej) = =6 i=k+1,...k+1

{e;} reelle Basis = Jp(e;e;)JJ ' = p(e;e;). Betrachte
CL"(n) := {£1,=*eiej, Leejepey, ...}
Die Ordnung von C'L"(n) ist 2" und p|cr+@) ist irreduzibel. Berechne den Typ von p:
3 ) = = Y wallep - )?)
[CL*(n)]| 2"

geCL*(n) €py --Epg

l
1
= 2 Zt“’ - €n,)");
t=0

P1
N(ej,,1 . epq) =t

wobei N die Zahl der e’s mit Quadrat —1 bezeichnet. Die Terme einzeln:

Z trp((ep, - - - €p,)°) trp(1) + Z tr p((ese;)?) + Ztr p((eiejese)?) + ...

€py epq 1<j:1

N(ep, ...epq):0
k k
= 2"(1- - ...

= 2™Re (1 +1i)",
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S trollen o)) = Do)+ Y 3D wenenciesie))+

j=1 i=1 j=1 m<n<r=1

(e () )

1

Pq
N(ep1 . epq) =1

o~

l

l k
thp Epy -+ p,)7) = Z tr p((eirresn)’) + Z Z tr p(emeneirkejrr)’) + - -

1<j=1 1<j=1m<n=1

- ()7 (= ()-() )

= om (é) (—=Re (1 +19)).

Il
I\

N (em epq)

Alle Terme aufsummieren liefert

R
s [()- () ()}

_ [Re (14 1)"Re (14 1)" + Im (1 + 4)*Im (1 + 4)']

ikm ilm ikm !
_ 2_m\/§k+l (Re exp _Re exp I -+ Im exp —Im exp %)

womit das Theorem bewiesen wire. O

Betrachten wir nun die Vorzeichen von JD = +DJ.
Erster Fall: g, mit k + [ gerade.

D hat lokal die Form D = —ip(9*)V3,_, wobei {#*} eine lokale ONB von 1-Formen ist und
{E,} die duale Basis von Vektorfeldern, die exakte Form des Spinzusammenhangs V%a
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wird hier nicht benétigt, die Definition und einen Ausdruck in lokalen Koordinaten findet
man in [GBVFO01] Kap. 9.3, hier insbesondere Formeln (9.14a/b) und Exercise 9.6. Fiir
{p(9*)} haben wir die Relationen

o o 2005 fiir a=1,...,k;
)0l + o)t ={ e el

J kommutiert mit dem Spinzusammenhang V* und erfiillt die Relation Jp(9%)J"! =
—p(9%). Dies impliziert

JD = J(—ip(9*)V3,) = iJp(9*) Vi, = —ip(9*)JVE, = —ip(9*)V5, J = DJ.
Also erhalten wir, dass JD = DJ unabhingig von der Signatur (k,l) der Metrik ist,
vorausgesetzt k + [ ist gerade.
Zweiter Fall: k 4 [ ungerade.

Hier miissen wir zunéichst das Chiralitdtselement I' der Cliffordalgebra bestimmen. Be-
trachte hierzu V mit ONB {ei,..., e, }, dimV =k +1=2m + 1.

In CL(V) ist
. + o 251’]’ fﬂl‘ izl,...,k;
€i€j €j€i = _25” fiir @:k—i—l,,k‘i‘l,

und daher
2 _
(61 e elc—i—l) = €1...€k41€1...€Lyy
kA (EH=1) 5 o 9
= (- 2 €16 - Crpg
—_——
=(-1)!
(k+1) (k+1—1)+21
=yt
Setze

(D (R1—=1) 421
2

I':= =49 €] -..€kyl =TI?=1.

Verwende das + Zeichen im Folgenden und schreibe

(kD (k+—1)+21
2

I':=3 9.9k,

Bis hier ist die Rechnung allgemein, d.h. auch giiltig fiir den Fall k¥ 4 [ gerade. Ist nun
k + 1 explizit ungerade, so kann man “D = —ip(9*)V3, 7 streng genommen gar nicht
schreiben, da hier die Darstellung eines Elements von ungeradem Grad auftaucht. Die
korrekte Definition des Diracoperators erfordert die erweiterte Wirkung (sieche [GBVF01]
(9.2), S.372), welche gegeben ist durch

D = —ip(9°T) V3, .
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Dies fiihrt zu

JD = J(=ip("T)V5,)
= iJp(We’ .. ot RS

(kD) (k+HI—1)+21

= i-(—1i) 2 p(9°9" .. 9N IV,
_ (_1)(_2_)(_1) (k+l)(k42—l—1)+21i(k+l)(k42—l—1)+21p(19a191 N .19’“”)V§aJ

_ (_ 1) (k+l)(k<|2—l— D+21

Man kann nun berechnen

1D

1 1
5((k+l)(k+l—1)+2l)+1 mod 2 = §(k2+2kl+12—k+l)+1 mod 2

(I—k)? 11—k
= 1 2.
5 + 5 + mod
Es gilt aber
2’ oz (x+4)?* z+4
T4z 2 = 1 2
2+2+1 mod gt mod 2,
und dies impliziert
I-k? 11—k [0 fir I—k=1 mod 4,
p T Tl med 2= b k=3 mod 4.

Kombiniert mit den Ergebnissen fiir (I — k) gerade ( <= k + [ gerade) liefert dies

(l—k) mod8|]0|1]2]3[4][5]6]7
JD=+DJ |+ |+ |+ |- [+ |+ |+ |-

Die Berechnung von JI' = +I'J ist einfach, wenn das Volumenelement I" gegeben ist (fiir
den Fall k£ + [ gerade):

r — ,L-%((k+l)(k+l71)+2l)61 ekt
= JI = Jﬁ((k—l—l)(k—l—l—l)—l—Ql)el et
— (_1)%((lc+l)(lc+l—1)+2l)i%((k+l)(k+l—1)+2l)el e enpid
_ (_1)%((k+l)(k+l—1)+2l)rl
Nun haben wir wie oben
%((k-}-l)(/ﬂ-ﬁ-l—l)-ﬁ-?l) mod 2 = (5_2'“)2 +l_2'C mod 2

0 fir [—k=0 mod 4,
1 fir [—k=2 mod 4,

womit man schliefllich erhilt

(l—k) mod8|0|2]4]6
JT==LJ |+ | — | + | -
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5.4 Spektrale Quadrupel

5.4.1 Motivation: Tripel + Zeit = Quadrupel

Wie schon in Kapitel 1 erwihnt, liefern spektrale Tripel eine effektive und elegante Moglich-
keit zur Beschreibung Riemannscher Spinmannigfaltigkeiten, es ist jedoch aus physikali-
scher Sicht natiirlich wiinschenswert, das Konzept der spektralen Tripel auf Riume mit
Lorentzmetrik [KP01] zu erweitern. Ein weiteres Manko der spektralen Tripel besteht dar-
in, dass sie keine Moglichkeit bieten, Randbedingungen festzusetzen, die fiir die Dynamik
des Gravitationsfeldes (welche durch die spektrale Wirkung gegeben ist) noétig sind. In
diesem Fall fehlen also sauber definierte Losungen der Feldgleichungen und damit ist auch
eine Quantisierung des Systems nicht (ad hoc) moglich.

Wir stellen also zwei Anforderungen an unser Modell: Es sollte Lorentzmetrik erfassen
und es sollte den Einbau von Randbedingungen erméglichen. Daher werden wir uns hier
zunéchst auf global hyperbolische Mannigfaltigkeiten beschrénken, welche (als topologi-
scher Raum) immer in der Form 3 x R geschrieben werden konnen, wobei R die gewéhlte
Zeitachse ist. Aus technischen Griinden werden wir im Folgenden annehmen, dass der
“Raum” ¥ kompakt ist. Man erhilt also eine Familie von raumartigen Hyperflichen ¥,
(parametrisiert durch die Zeit t), die alle homéomorph zu ¥ sind. Da die ¥; eine Spin-
struktur von der Raumzeit erben, lisst sich ihre Spingeometrie (jeweils) vollstéindig durch
ein spektrales Tripel (H, m;(.A), Dy, Vi, J) beschreiben. Man beachte, dass # und J keinen
Index t tragen, wihrend das fiir die Darstellung 7w der Algebra A = C*°(%;) = C*°(X) der
Fall ist. Man kann dies begriinden, indem man alle Hilbertriume H; = L*(3;, S) (wobei S
die Einschriankung des Spinorbiindels auf >; bezeichnet, welches - topologisch - unabhéngig
von der Zeit ist), folgendermaflen identifiziert: Man betrachtet zunéichst die Losungen der
Diracgleichung

DV =0,
welche auch in Hamiltonscher Form
H(t)¥(t) = i0,¥(t) (5.4)

geschrieben werden kann. Dann konstruiert man Isomorphien zwischen den Hilbertriu-
men, die zu unterschiedlichen Zeiten gehoren, indem man Spinoren genau dann identifi-
ziert, wenn sie (als Einschrankung auf ¥;) zur selben Lésung der Diracgleichung gehéren.
Mit anderen Worten verwendet man die Zeitentwicklungsoperatoren Uy (to, t), welche zum
Hamiltonoperator H gehoren. Definiert man

U(to, t) : Hto — Ht
durch
U(t) = Ulto, 1)¥(to) (5.5)
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und setzt (5.5) in (5.4) ein, so erhélt man
i0,Ug (to, t) = H(t)U(to, 1),
Ug(to,t)* = Un(to,t) ™ = Ug(t, ty), Ul(t,t) = id.

Der Hilbertraum, mit dem wir arbeiten, ist also der Raum der quadratintegrablen Losun-
gen der Diracgleichung, d.h. der Phasenraum fiir die Spinoren. Man beachte, dass dieser
Raum auch als Einteilchen-Unterraum des quantisierten Fermionfeldes aufgefasst werden
kann. (Vorausgesetzt, dass es nur an klassische externe Felder gekoppelt ist. Wir wer-
den uns hier jedoch auf die Wechselwirkung mit dem gravitativen Hintergrundfeld be-
schrinken.) Tatséchlich ist die urspriingliche Idee zu den spektralen Quadrupeln bei dieser
eben beschriebenen physikalischen Interpretation entstanden, als “Einteilchen-Néherung”
des quantisierten Fermionfeldes.

Aus den Axiomen spektraler Tripel fiir die raumartigen Hyperflichen 3;, welche nun durch
7 (A) = Ug(to, t)mo(A)Upk(t,t) mit einer “Randbedingung” my gegeben sind, ldsst sich
nur die Einschridnkung der Metrik auf die Hyperflichen rekonstruieren. Es stellt sich je-
doch heraus, dass zu einer (zumindest lokal) vollstéindigen Rekonstruktion der Metrik nur
ein weiterer Operator zu dem Datensatz des spektralen Tripels hinzugefiigt werden muss,
nimlich das Analogon zu 7, in der Dirac-Theorie. Daher auch der Name “Quadrupel”. Die
detaillierte Diskussion dieses Punktes findet man in [KPO1].

5.4.2 Die Axiome fiir spektrale Quadrupel

Wir betrachten nun die Axiome fiir spektrale Quadrupel in ihrer “minimalen” Version,
siehe wiederum [KPO01] fiir ausfiihrlichere Erlduterungen. “Minimal” bezieht sich hier auf
die Tatsache, dass die Zeit tatsédchlich durch R parametrisiert wird, in einer allgemeinen
Beschreibung konnte stattdessen ein beliebiger Gruppoid auftauchen.

Definition 5.4.1 Fin (minimales) spektrales Quadrupel (Ag,#, Hg, J, W&, ER) zur
Raumzeitdimension n besteht aus folgenden Daten:

e ciner Familie von Algebren Ag, welche auf dem Hilbertraum H dargestellt sind,
e cinem antiunitiren Operator J,

o zu jeder Algebra A; der Familie Ag drei Operatoren E(t),v(t), H(t).
Diese Strukturen erfiillen folgende Bedingungen:

1. Zeitentwicklung. Jeweils zwei Algebren A;,, Ay, der Familie Ag sind zueinander
unitdr dquivalent mittels eines unitiren Ug(to,t1) und kommutieren nicht unter-
einander, [Ay, At,2,] # 0. Fir jede Algebra A(ty) = A(0) ist die Ableitung der
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Abbildung t — U(Ay, A;) an der Stelle t = 0 (bezeichnet mit iH (ty)) kompatibel mit
den noch folgenden Forderungen.

Ladungskonjugation. Der antilineare Operator J kommutiert bzw. antikommutiert
(abhdngig von n) mit H und erfillt

J? = (=1)*™ (5.6)
mit

s(n) == %(n— 1)(n—2)(n —3)(n — 4). (5.7)

(Dies entspricht der Tabelle fiir J? in Theorem 5.3.1. firk=1,l=n—1.)
In 04+ 1 Dimensionen:

{J,H} =0. (5.8)
Ordnung-1-Bedingung (Dynamik). FEs gilt
[[f,H(0)],¢”]=0 fir alle f,g € Ay (5.9)
mit g? = Jg*J L.

Der Zeitvektor. Zu jeder Algebra der Familie A; existiert ein Operator By = E
(wir werden im Folgenden den Index t weglassen), genannt Zeitvektor, der
E? = 1, (5.10)
E*=—-F (5.11)
erfillt sowie die Kompatibilititsbedingungen 5. und 6. in dieser Definition. E soll
mit der Algebra A; vertauschen sowie mit der Ladungskonjugation J vertauschen

bzw. antivertauschen (in Abhdingigkeit von n).
In 0+ 1 Dimenstonen:

{J,E}=0. (5.12)

Das Volumenelement. Zu jeder Algebra A; existiert ein Operator v mit

7 = +1, (5.13)
{E,v} =0, n gerade, (5.14)
[E,v] =0, n ungerade, (5.15)
und
vy=F Z fis D, fil - -[D, fi._\] fir gerade Raumzeitdimension n, (5.16)

anAt

v = Z fio D, fi,]... D, fi._.] fiir ungerade Raumzeitdimension n, (5.17)
fe€EA:
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mit passenden Funktionen f., wobei D gegeben ist durch

(5.18)

b= ~v[iH,~| fir gerade Raumzeitdimension,
1H fur ungerade Raumzeitdimension.

6. Geometrie des Raumes.
Fiir jede Algebra Ay bilden die Daten (Ay,H,D = [H, E|,~, J)

o cin spektrales Tripel (falls n ungerade),

e cin spektrales Tripel (falls n gerade), wenn man es auf die beiden Figenrdume
von E einschrinkt.

5.5 Klassifizierung diskreter Quadrupel

Es ist klar, dass man nicht alle spektralen Quadrupel, die zu einer gegebenen Algebra A4,
gehoren, algebraisch erfassen kann. Falls Aj jedoch endlichdimensional ist, ist dies méglich,
da die spektralen Tripel, welche zu solchen Algebren gehéren, vollstéindig klassifiziert sind
([PS98] , [Kra98] und Kapitel 2). Der naheliegende Ausgangspunkt fiir eine solche Klassi-
fizierung diskreter Quadrupel (das sind solche Quadrupel, deren raumartige Hyperflichen
durch diskrete spektrale Tripel beschrieben sind) ist sicher folgender: Man gebe ein (diskre-
tes) spektrales Tripel zum Zeitpunkt ¢ = 0 vor. Dann sucht man alle spektralen Quadrupel
mit der Eigenschaft, dass ihre Einschrinkung auf ¢ = 0 zusammen mit dem Diracoperator
D = [H, E] mit dem gegebenen Tripel iibereinstimmen. Man muss also insbesondere einen
Hamiltonoperator H und einen Zeitvektor E finden, so dass die zugehérigen Diracopera-
toren die gleichen sind.

Gegeben sei also ein diskretes spektrales Tripel durch (77, ¢;;, D), wobei i = (nq,...,ny) €
NV die Algebra gemif Gleichung (2.2) Seite 24 charakterisiert. Da die Dimension des
Raumes gerade ist, tritt in 4 keine Verdoppelung beim Ubergang zum spektralen Quadru-
pel auf (gemifl Bedingung 6 in Definition 5.4.1). Wir suchen nun einen (selbstadjungierten)
Operator H und einen (anti-selbstadjungierten) Operator E, so dass

[H,E] = D.

Multipliziert man diese Gleichung zunéchst von links und dann von rechts mit F, so sieht
man, dass E' und D antikommutieren miissen:

{D,E}=DE+ED =0.

Diese Gleichung wird sich als die einzige nichttriviale herausstellen, deren allgemeine Lésung
angegeben werden muss, um die diskreten spektralen Quadrupel vollstindig zu klassifizie-
ren. Um dies zu sehen, fahren wir zunéchst fort: Wie aus den Axiomen ersichtlich, soll £
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mit den beiden Darstellungen der Algebra kommutieren. Also muss es (zu jedem festen
Zeitpunkt) blockdiagonal sein, wobei Einschrinkungen an die Blocke von den Relationen
E? = —1 und E* = —F kommen:

E Hz‘j —)Hij, FE

Hij = id X €ij ® ld, e;-kj = —€4y, 62- = —1.
Dann kann man aber die verbleibende Freiheit der unitiren Aquivalenz von spektralen
Tripeln verwenden, d.h. beliebige unitdre Matrizen u;; auf den H;;’s mit

Uij = Uji

siehe Definition 4.2.1 und die darauf folgende Diskussion, insbesondere die Formeln (4.1)
und (4.2). Die Matrizen u;; miissen also reell und orthogonal sein, wihrend fiir ¢ < j die
Matrizen u;; beliebige, unabhéngige unitdre Matrizen sind. Da die e;; antiselbstadjungiert
sind, kann man diese Freiheit (vollstéindig!) verwenden, um alle e;; mit ¢ < j zu diagona-
lisieren, die Einschrankungen der e;; werden weiter unten hergeleitet. Fiir ¢ = j kann man
e;; in Real- und Imaginérteil aufspalten, wobei der Imaginérteil i-mal eine symmetrische
Matrix ist. Diese symmetrische Matrix lasst sich mit Hilfe der orthogonalen Matrix u;; dia-
gonalisieren. Da die Eigenwerte alle rein imaginér sind, konnen die e;; in eine Form gebracht
werden, in der alle nichtdiagonalen Elemente reell sind, und dies fixiert dann vollstéindig
die Basis in H (d.h. es besteht keine Freiheit mehr beziiglich unitéirer Aquivalenz). Aber
es bleibt noch mehr iiber E zu sagen: Gemifi Axiom 4 in Definition 5.4.1 muss fiir 0 + 1
Dimensionen gelten

{J, E} =0 = €ij = —€jj;.

Dies fixiert dann die Komponenten e;; fiir 2 > j, sobald die entsprechenden Diagonalma-
trizen ej; gegeben sind. Insbesondere kénnen wir nun mit der obigen kanonischen Form
schlieflen, dass die Matrizen e;; diagonal sein miissen. Wir erhalten somit die Aussage:

Bis auf unitire Aquivalenz sind
alle Komponenten e;; Diagonalmatrizen
mit Eintrdgen +i.

Zusammen mit {D, E} = 0 ist das alles, was iiber E gesagt werden kann.

Als letztes der Hamiltonoperator. Er muss die Gleichung D = HE — EH erfiillen, deren
allgemeine Losung

1
H=3ED+Q mit  [Q,BE]=0

ist. {29 muss jedoch so gewihlt werden, dass H noch mit der Ladungskonjugation antikom-
mutiert und (als stirkste Einschrinkung) dass die Ordnung-1-Bedingung giiltig bleibt. Es
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miissen also Losungen fiir folgende Gleichungen gefunden werden:

1

H = JED+, (5.19)

Qo = U, (5.21)

{H,J} =0, (5.22)

[[a, H],b°’] = 0 Va,b, (5.23)

wobei man noch beachten muss, dass

{E,J} = 0 und (5.24)

[D,J] = 0 (5.25)

gilt. Wenn D und E gegeben sind, ist H bis auf die Wahl von €2 festgelegt, wir miissen
also die Gleichungen (5.20) - (5.23) als Restriktionen fiir €y auffassen:

(519)in(522) = {3ED+0J} =0
N %{ED, T} + {00, J} =0.
Nun ist {ED, J} =0, weil [D,J] =0 und {E, J} = 0, wir erhalten also
{Q0, J} =0. (5.26)
Als Letztes werfen wir noch noch einen Blick auf die Ordnung-1-Bedingung:
(5.19)in (5.23) = [[a, %ED + O], b7] = 0. (5.27)
Verwendet man die Tatsache, dass D selbst die Ordnung-1-Bedingung erfiillt und dass E

mit den beiden Darstellungen A und A° kommutiert, kann man schlieflen, dass auch €
durch die Bedingung

[[a, $2],6*] = 0 (5.28)

eingeschréinkt ist. Wir erhalten also letztendlich folgende Restriktionen an €2g:

Qo,E] = 0, (5.29)

Oy = (5.30)

{Qo,J} = 0, (5.31)
[[a,$)],0?] = 0 Va,b. (5.32)

Die Freiheit, in H einen Term zu addieren, der mit £ kommutiert, entspricht der Wahl der
zeitartigen Komponente des Spinzusammenhangs im klassischen Fall.
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5.5.1 Ein Spielzeugmodell

Zur Veranschaulichung der oben erzielten Resultate soll hier das einfachste Beispiel eines
spektralen Quadrupels analysiert werden.

Es (genauer gesagt, das zugehorige spektrale Tripel) ist gegeben durch

(ﬁ=(1,1),q:(_11 ‘01),9).

Die Algebra ist also A = C&® C, d.h. die Algebra der Funktionen auf dem 2-Punkt-Raum,
und der Hilbertraum ist # = C?, mit der Darstellung

21 0 0
A> 21D z9 — 0 2z O
0 0 z9
Die opposite Algebra ist dargestellt durch
21 0 0
A3 (218 2)°— | 0 2z 0
0 0 21

1 0 0 100
y=[0 -1 0 J=[001]oK
0 0 -1 010

wobei K den Operator der Komplexkonjugation bezeichnet. Als letztes der Diracoperator.
Er ist gegeben durch

m m
D = 0 O ,
0 O

3 3o

wobei m eine beliebige komplexe Zahl ist. Man beachte an dieser Stelle, dass man, vom
Gesichtspunkt der spektralen Tripel aus betrachtet, die Freiheit einer Phasentransformati-
on ujp = €% in Hyp hat (und gleichzeitig us; = e in Hyp). In H1; besteht diese Freiheit
nicht, da wuq; reell sein miisste. Geméafl dieser Freiheit kann m immer reell und positiv
gewihlt werden. Allerdings muss man nun Vorsicht walten lassen: Diese Freiheit besteht
(im Allgemeinen) nicht mehr, wenn man sie zur Wahl der kanonischen Form von E benutzt.
Verwendet man Connes’ Distanzformel (3.2), so erhélt man fiir den Abstand der beiden
Punkte Wy /5(2, @ 22) == 212

1
d(\lll, \112) = W
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Jetzt nehmen wir die Zeit dazu: Wir haben in Abschnitt 5.5 gesehen, dass man die Basis
des Hilbertraums H so wéhlen kann, dass E diagonal ist mit Eintrigen +:. Wir fixieren
die Vorzeichen, indem wir die Gleichung

{D,E} =0
betrachten. Man sieht dann sofort, dass F von folgender Form sein muss:
¢ 0 0
E=+10 — 0 = +17.
0 0 —2

Das Vorzeichen von F scheint keine Rolle in unseren Uberlegungen zu spielen (zumindest
haben wir bis jetzt nichts gegenteiliges gefunden), d.h. wir werden die Konvention

E =iy
wihlen.

Wir sehen jedoch an dieser Stelle, dass die Phasenfreiheit in 5 nicht verwendet werden
kann, um in E etwas wegzutransformieren, wir verwenden diese Freiheit also dazu, die
Bedingung

0O<melR

zu erreichen (der Fall m = 0 wére zu trivial). Hat man den Zeitvektor bestimmt, kann man
sich nun dem Hamiltonoperator zuwenden: Wie oben hergeleitet, muss er von der Form

1
H=3ED+Q

sein, wobei g durch die Bedingungen

[Q0,E] = 0, (5.33)
O = (5.34)
(Q,J} = 0, (5.35)
@, ], 6%] = 0 Va,b, (5.36)

eingeschrénkt ist. Die allgemeinste Losung dieser Gleichungen ist leicht zu berechnen und
lautet

0 0 O
Q=10 w 0 , weR (5.37)
0 0 —w

) 0 : (5.38)
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Betrachten wir nun den zugehorigen Zeitentwicklungsoperator U(tg,t). Zundchst wieder-
holen wir kurz die Konstruktion der Losungen zu der Gleichung

0

iaU(to,t) = H(t)U(ty, 1) (5.39)
(mit der Randbedingung U (ty,tp) = 1) mittels iterierter Integrale: Integration von Glei-
chung (5.39) liefert

t
Ulto, 1) =1 — i / H (U (t, 1) dt (5.40)
to
und natiirlich das Gleiche fiir “frithere Zeiten” ¢; < t:

t1
Ulto, 1) =1 — i / H(t)U (b, £2)dto. (5.41)
to

(5.41)in (5.40) =
Ulto,) = l—i/tH(tl)dtl+(—1)2/tH(t1)/tl H (1)U (to, ) dtodty.

Wiederholt man diese Prozedur, fiihrt das auf die iterierte Losung

o0 t1 tn—1
Ulto,t) =1+ (i /t /t H(t)) ... H(ty)dt, .. .dt, (5.42)
n=1 0 < to

die nichts anderes ist, als der zeitgeordnete Ausdruck

Ulto, t) = Te o 47 HO, (5.43)
Wir betrachten den Fall
dM(t 1
w=o, MO Lo M) =0,
dt
das heifit
; 0 11
H(t):im(t) -1 0 0 ]. (5.44)
-1 00

Man stellt zunéchst fest, dass Hamiltonoperatoren zu verschiedenen Zeiten kommutieren:
[H(t1), H(t2)] = 0. Dies vereinfacht die iterierten Integrale gem#f folgender Formel:

// / H(t1).. Htn)dtn ...dt = —// H(t) ... H(ty)dty . ..dt
= = (/OHtldh)
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Um die Notation zu vereinfachen setzen wir

0 1 1
I=(-100], Q=
100

00
11
11

S O N

Damit kann man berechnen, dass I? = —Q, I® = —IQ = —2I,Q? = 2Q gilt und daher
Q" =2""1Q, "= (=2)"1. (5.45)
Fiir das relevante Integral erhélt man dann

/ CH()db = iM () (5.46)

und daher hat die Zeitentwicklung die Form

Ulto,t) = 1+ 3 (=)' 7 M)
— 1+;(2;)'M2n(t)12n+z_:1(2n_1)'M2n 1( )IZn 1

EOO: —1)" 2n n—1 ) EOO: n2nM2n+1 t
Q 1
= 1-5+3 cos(vV2M (1))Q + 7 sin(v/2M (t))1. (5.47)

5.5.2 Diskussion des Beispiels

Man kann anhand des Beispiels 5.5.1 einige fundamentale Fragen erldutern, welche im
Zusammenhang der spektralen Quadrupel auftreten.

Zunéichst ist es nicht klar, was man unter d4quivalenten spektralen Quadrupeln zu verstehen
hat, d.h. es fehlt ein exakt definierter Aquivalenzbegriff in Analogie zur Definition 4.2.1 fiir
spektrale Tripel. Die minimale Forderung, die man sicher stellen muss, ist diejenige nach
Aquivalenz beziiglich Zeitreparametrisierung: Unterscheiden sich zwei spektrale Quadrupel
nur durch ihre “Zeitkoordinate” (d.h. ist das eine durch ¢ und das andere durch t' = f(¢),
wobei f : R — R bijektiv ist, parametrisiert), so sind die beiden Quadrupel dquivalent,
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beschreiben also die gleiche Raumzeit. Wie man analog mit Transformationen verféhrt, die
“Lorentzboost-artig” sind, ist im Moment noch ein offenes Problem.

Betrachten wir hierzu konkret das Beispiel 5.5.1: Man kann die beiden reinen Zustinde
(also Punkte) iiber A = C @ C zur Zeit 7 = 0 zum Beispiel durch

1 0
=10 bzw. Yo =1 0
0 1

darstellen. Des Weiteren kann man die Orbits dieser Vektoren unter der Zeitentwicklung

(5.47), die durch H in (5.44) gegeben ist, berechnen. Interessant ist hier jedoch nur folgen-

de Aussage: Angenommen, man fiihrt eine Zeitreparametrisierung ## 7" durch, die man
alternativ auch als M (7) — M’(7) auffassen kann. Da Diffeomorphismen invertierbar sind,
haben die Funktionen M und M’ das gleiche Bild. Die Orbits, welche durch diese beiden
Funktionen beschrieben werden, sind also identisch. Dies illustriert unsere obige Behaup-
tung der Aquivalenz der beiden Quadrupel, die durch Zeitreparametrisierung auseinander
hervorgehen.

Im Hinblick auf die Quantisierung eines durch ein spektrales Quadrupel gegebenes System
ist ein exakter Aquivalenzbegriff unverzichtbar. Man sieht auch, dass unser in 5.5.1 auf-
gefiihrtes Beispiel zur Illustrierung des Aquivalenzproblems (bzw. eines Quantisierungsver-
suchs) etwas zu einfach gewéhlt ist. Mochte man eine diffeomorphismusinvariante Wirkung
zu unserem Hamiltonoperator konstruieren, merkt man, dass dies in dem vereinfachten
Fall mit €y = 0 keinen Sinn macht, da H nur einen unabhingigen (reellen) Freiheitsgrad
enthilt: Es sei ein eindimensionales dynamisches System gegeben, welches durch die Funk-
tion z(t) und deren erste Zeitableitung #(¢) beschrieben wird. Angenommen, die Wirkung

t2

S, i) = / dt L(x(t), (1))

t1

sei invariant unter beliebigen, differenzierbaren, bijektiven Zeitreparametrisierungen ¢+ ¢/,
d.h.
) ot N oo
Llz(t),2(t) =] 57| £(t),2(t)).

Ist dann ein Extremum z.(t) dieser Wirkung gegeben, so kann dieses durch Zeitrepara-

metrisierung #» t'(t), bzw. Z. = z.(t'(t)) auf andere Extrema abgebildet werden. In
einer Dimension kann man nun zwei beliebige Funktionen x, zo genau dann auf diese Art
aufeinander abbilden, wenn ihre (erste) Zeitableitung nirgends verschwindet (das ist das
Theorem iiber inverse Funktionen). Man kann also sagen, dass lokal, d.h. in Intervallen,
die keine Nullstellen von z enthalten, jede solche Funktion durch Zeitreparametrisierung
erzeugt werden kann. Also:

Die Eztrema der obigen Wirkung hingen nur von den Werten der Funktion x(t) an den
kritischen Punkten t. (mit ©(t.) =0) ab.
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Um ein Beispiel zu nennen: Man kann leicht nachpriifen, dass die Minima der Wirkung

S(z, i) :idt Vi?

t1

genau fiir die Funktionen angenommen wird, welche im Intervall [t1, ;] streng monoton
wachsen (bzw. fallen).

5.6 Abschlielende Bemerkungen zum “Zeitproblem”

Sowohl die allgemeinen Tabellen fiir die Strukturabbildungen spektraler Tripel (Abschnitt
5.3) als auch das Konzept der spektralen Quadrupel sind als erste Schritte in Richtung
einer nichtkommutativen Beschreibung allgemeiner Semi-Riemannscher Mannigfaltigkei-
ten zu verstehen, wobei an dieser Stelle noch erwidhnt werden sollte, dass ein Beweis fiir
die Strukturabbildungen eines spektralen Quadrupels im Stil von Abschnitt 5.3 noch
aussteht, z.B. sind die Formeln (5.8) oder (5.12) zunidchst nur als Arbeitshypothese zu
verstehen (anders als Formel (5.6), die aus Theorem 5.3.1 folgt).

Ein Problem in der Art von Abschnitt 4.2, wo es um die Bestimmung dquivalenter Tripel
ging, steht fiir Quadrupel ebenso aus, wie eine systematische Erfassung der Aquivalenz-
klassen von Tripeln. Allerdings ist das Problem bei den Quadrupeln von fundamentalerer
Natur, da man hier noch nicht einmal das prinzipielle Vorgehen kennt.



Kapitel 6

Feynman’s Beweis der
Maxwellgleichungen und dessen
nichtkommutative Verallgemeinerung

UNZAHLIGE PROBLEME RUHREN VON DER METHODE HER,
MIT DER WIR SIE ZU LOSEN VERSUCHEN.
(N1cOLAS GOMEZ DAVILA)

Dieses letzte Kapitel verlisst etwas den zentralen Weg der Arbeit, in der es ja hauptséchlich
um spektrale Tripel und deren Verallgemeinerungen ging. Der Zusammenhang der Feynman-
Thematik mit der Nichtkommutativen Geometrie wird jedoch schnell sichtbar, wenn man
die Verallgemeinerung der in den “klassischen” Beweisen verwendeten Relation [z;,z;] =0
betrachtet.

1990 versffentlichte Dyson [Dys90] einen Artikel mit dem Titel “Feynman’s Beweis der
Maxwellgleichungen” und merkte darin an, dass die urspriingliche Arbeit von Feynman
aus dem Jahr 1948 stammt, diese jedoch unveréffentlicht blieb. In dem Artikel geht es um
die Fragestellung, wie man aus den quantenmechanischen Kommutatorrelationen auf die
Form der méglichen Wechselwirkung schliefen kann. 1992 wurde diese Arbeit von Tanimu-
ra [Tan92] auf Relativistik und nichtabelsche Eichtheorie erweitert. Im folgenden Kapitel
soll nun untersucht werden, wie Feynman’s Argument auf nichtkommutative Konfigurati-
onsrdume angewendet werden kann. Hierbei wird nach einer Wiederholung des (urspriing-
lichen) “Standard”-Beweises, der jedoch hier schon fiir allgemeinen R™ formuliert ist, eine
alternative Methode mit Derivationsargument vorgestellt, die sich im nichtkommutativen
Fall als vorteilhaft erweist.

Die Betrachtung nichtkommutativer Konfigurationsrdume ist aus (mindestens) zwei Griinden
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sinnvoll: Zum einen konnen Freiheitsgrade wie Spin oder Isospin den Konfigurationsraum
nichtkommutativ machen, zum anderen existieren diverse Modelle, bei denen die Raum-
zeit selbst als nichtkommutativer Raum mit [z#, "] # 0 vorausgesetzt wird. Spin- bzw.
Isospin-artige Freiheitsgrade werden in Abschnitt 6.8 behandelt, der Moyal-deformierte R"
als Beispiel fiir [z#, 2] # 0 in den Abschnitten 6.4 bis 6.7. Der Beweis in Abschnitt 6.1 ist
eine leicht verallgemeinerte Fassung der in [Tan92] durchgefiihrten dreidimensionalen Rech-
nung und ist beziiglich seiner Aussage und seiner Intention weitestgehend selbsterklérend,
daher steht er unkommentiert am Anfang des Kapitels. Ndhere Erlduterungen folgen dann
spater. Die Parameter m und % werden in den folgenden Abschnitten gelegentlich 1 gesetzt.

Das vorliegende Kapitel entstand aus einem Projekt in Zusammenarbeit mit Tomas Kopf
und Mario Paschke, welches zum Ziel hatte, die versteckten Annahmen in Feynman’s Be-
weis herauszustellen und diese in geometrischer und/oder algebraischer Sprache zu formu-
lieren. [Pas03] ist hierbei die Behandlung des kommutativen Falles (d.h. skalare nichtrela-
tivistische Quantenmechanik) mit besonderer Beriicksichtigung allgemeiner Konfigurati-
onsrdume, in [HKP03] werden nichtkommutative Fille diskutiert.

6.1 Der “Standard”-Beweis fiir C*(R")

Theorem 6.1.1 Angenommen, es gilt Folgendes:

(i) Ein Teilchen der Masse m bewegt sich im R* mit Position x;(t),i = 1,...,n, wobei
t die Zeit ist.

(i1) Position und Geschwindigkeit ©;(t) erfillen die Relationen
[l‘i,$j] = 0, (61)

(iii) Die Bewegung ist gegeben durch die Gleichung
mi; = Fi(z, ,t). (6.3)
Dann kann man zeigen:
(i) Die Kraft lasst sich schreiben als
Fi(z,2,t) = Ej(x,t) + (B (z, t) ). (6.4)
(it) Die Felder E;(x,t) und B;;(z,t) erfillen

0;Bji + 0; By + Oy Bij; = 0, (6.6)



152 6.1 Der “Standard”-Beweis fiir C*(R")

Bemerkung 6.1.1 zu Gleichung (6.4): Die Klammern ( ) bezeichnen totale Symmetrisie-
rung von Operator-Produkten (Weylordnung), wie sie u.a. in [Tan92] definiert ist, z.B.

. ..
(xit;) := i(xzxj + z;z;).

BEWEIS:
Leitet man (6.2) nach der Zeit ab und verwendet (6.3), so erhélt man
Definiert man nun B;; durch

mli;, &;] =: EBU (6.9)
dann gilt

B;; = —B;;

und

[.Tk, BZ]] =0 Vk

(die zweite Gleichung folgt direkt aus der Jacobi-Identitéit). Ebenfalls aus Jacobi folgt
0;Bji, + 0;By; + 0y B;j = 0. (6.10)
Hier haben wir die Tatsache
[k, Bij] = 0 = By; = B;j(z,1)
verwendet, und man kann fiir Polynome zeigen, dass
&k, Bij] = _gaika“'

Definiere E durch

Ej(z,2,t) := Fj(x,%,t) — (Bjix)

und zeige zunéchst [z, E;] = 0:

[z, Ej] =[xk, Fj] =[xk, (Bjdi)]

ih .

= _RBk] — [.fl?k, LElle] wegen (68), (69)
ih . .

= ——By; — @ [k, Bji] — [z, 1] By
m ——— N

=0 =ikgy

ih
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Dies liefert dann

Ej = Ej(ﬂ?, t)
und
) h 0
[xk,Ej] = max (6.11)

Hier haben wir verwendet, dass [z, (Bji%:)] = [zk, ©:B;i] gilt, was aus der Tatsache folgt,
dass Umordnen von Termen in dem Weyl-geordneten Ausdruck nur Terme erzeugt, die mit
den x; kommutieren.

Es bleibt Gleichung (6.7) zu zeigen, was durch die folgende Rechnung geschieht:

6jEi — 6ZEJ = ([.’L'], ] [.IZ, E]]) wegen (611)

— ([2, Fi] — [, (Bixx)] — [, Fy] + [3, (Bjtr)])

m2

- _E([Ibi’ii] — &3, %5]) + E(Bik[ij; Tg] + [, BiklZ)

m . . .
%<le[% ] + [2i, Bj]d)

= Il BaB) — (B0 — S (Baba) + (i
= D= )+ (G
) G s

=0wegen (6.10)

_m
in
_m
th

)

i

(Beachte, dass fiir die totale Zeitableitung die Relation

d 0 0
B = g Bia + g - r i)

verwendet wurde.)
Dies zeigt (6.7). O

Bemerkung 6.1.2 Die Aussage von Theorem 6.1.1 ldisst sich auch ohne Weylordnung
formulieren. In diesem Fuall ist die Kraft gegeben durch
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Man muss dann aber die totale Zeitableitung folgendermafien definieren:

d 0 Jd
’p.=9B.+:,- % B... 1
i gt g D (6.13)

Bemerkung 6.1.3 Im Beweis von Gleichung (6.7) haben wir benutzt, dass

[0, (@i f (2))] = ([30, @i f (2)])- (6.14)

Dies kann folgendermaflen gezeigt werden. Beachte zundchst, dass

(2:f(2)) = 2if (z) + g(2)

(mit dem gleichen Argument wie oben: Sortiert man &; nach vorne, erzeugt das nur Terme,
die von x abhdngen).
Betrachte nun (6.14):

LS. = [&y,if ()] + 11, 9(z)]

— il f(@)] + [, f(@) - 2L
_ _g'czjzgf i d f (@ )—%g—i.
Angenommen, es ist
(i (@) = (i (2)). (6.15)
ox o,

Dann erhdilt man fir die rechte Seite von (6.14)

= <xz(—ﬂ)gf> + [21, 23] f (x)

m

— ———l(a':if(:v» + [&1, 23] f ()

ih 0

= _Ea—(xzf( ) + 9(x)) + [, &) f (2)

_ihdf il dg
= LS. = (6.14).

(6.15) kann gezeigt werden, indem man
j— D1 Y4
= E Apyopn L7 .. B
P1;--Pn

betrachtet und Induktion nach der jeweiligen Ordnung in jedem Monom durchfiihrt.
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Bemerkung 6.1.4 Fir n = 3 reduziert sich die Aussage des Theorems darauf, dass
Fi(z,2,t) = Ei(z,t) + €iju (2 Br(x, 1)),

bzw. auf
Fi(z,2,t) = Ei(z,t) + €;jx2; Bi(x, 1),

wenn man gemdfl Bemerkung 6.1.2 ohne Weylordnung argumentiert, und

= —

V-B = 0,
0B - o
—+VXE = 0.
o "
Man reproduziert also die Lorentzkraft, die Divergenzfreiheit des Magnetfeldes und die Fa-
radaygleichung.

Dyson interpretierte Feynman’s Ergebnis in dem Sinn, dass die einzigen Felder, die konsis-
tent auf ein (skalares, nichtrelativistisches) quantenmechanisches Teilchen wirken kénnen,
Eichfelder sind.

Auflerdem merkte er noch zwei Dinge an: Erstens sei es beachtlich, dass eine Lorentz-
kovariante Theorie (die homogenen Maxwellgleichungen) aus nichtrelativistischen Voraus-
setzungen folgt. Zweitens benotige man die inhomogenen Maxwellgleichungen nur zur De-
finition der dufleren Quellen, dementsprechend spielen sie in der Argumentation keine
Rolle.

Bemerkung 6.1.5 Die erste Frage, die sich nach einer naiven Betrachtung des Feynman
Beweises stellt, ist die nach der Bedeutung der Elemente x; und %; in den Relationen
(6.1) und (6.2). Die z; sind ihrer Interpretation nach sicher als lokale Koordinaten des
Konfigurationsraumes @@ = R" aufzufassen, sie sind also Elemente der Algebra C*°(R™).
Die Zeitabhdngigkeit soll zundchst durch einen Index t angedeutet werden: C*®(R™),. Die
naheliegende Interpretation der &; als Funktionen auf dem Tangentialraum von @, d.h.
Elemente von C*(TR"), ist jedoch falsch, da dies auf [x;, ;] = 0 fihren wirde. Im Geiste
der Quantenmechanik ist es sinnvoll, Folgendes anzunehmen:

e Die Algebren A, = C*°(R"™), hdngen “glatt” von der Zeit t ab und sind jeweils
durch punktweise Multiplikation auf H = L?(R"™) dargestellt (nenne diese Darstellung
zundchst mw4).

o A, soll die Menge bezeichnen, welche aus allen Elementen

da,y

= Wh’at’ € Ay,

ay
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besteht. Diese Elemente sollen ebenfalls auf H dargestellt sein (wegen [a, b] # 0 also
offensichtlich nicht durch punktweise Multiplikation von Funktionen). Diese Sicht-
weise entspricht dem Heisenbergbild: Die Zeitabhdngigkeit steckt in den Operatoren
(also in den Elementen von A, und A,) und nicht in den Zustinden, daher H ohne
Index t.

e Als Drittes sollen auch die Derivationen auf A; auf (einem dichten Teilraum von) H
dargestellt sein (diese Darstellung sei mit wp bezeichnet), und zwar “als Derivatio-
nen”, d.h. es soll gelten

mp(0)ma(a)f = ma(da)f + mala)mp(d)f V6 € Der(A;),a € Ay, f € H  (6.16)
und
mp(6)f = (0.

Die Standard-Derivationen Oy, welche durch Ox(x;) := dx; definiert sind, sind somit
auf H als anti-selbstadjungierte Operatoren dargestellt. Dies hat den Vorteil, dass
man nicht zwischen der Wirkung einer Derivation auf die Algebra oder den Hilbert-
raum zu unterscheiden braucht. Statt (6.16) kann man also schreiben

d(af)=(da)f +adf, acA feH,
was schliefilich auf
[0,a] = da

fiihrt. Wir werden aus diesem Grund auch tm Folgenden die Notationen w4 bzw. Tp
fiir die Darstellungen weglassen.

Mit den so gewdhlten Annahmen wollen wir nun eine alternative Form des Feynman Bewei-
ses betrachten, wie schon zu Beginn des Kapitels angekiindigt, wobei wir immer A statt A,
schreiben werden (analog fir die Algebraelemente a statt a;) und implizit die Zeitabhingig-
keit voraussetzen.

6.2 C*(R") mit Derivationsargument

Betrachte A = C°°(R") mit den Relationen

Aus (6.18) folgt:

a > [a,%;] ist eine Derivation auf A. (6.19)
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Jede Derivation auf C*°(R") ist ein Vektorfeld auf R” und hat daher die Form

0= Zajaj, a; € A. (620)
j=1
Sei nun
Es ist gi; = gj; wegen 0= %[xi,xj] = [l‘z,l‘]] + [xz,x]]

(6.19) = [a,%;] = ajp0ka.
Setze y := —a;;0k. Dann gilt

la,y] = —ajx [a, 0] = aju0ca = [a,%;] Va € A
——

—8ka

y und ; kénnen sich also nur durch ein Element des Kommutanten .4’ von .4 unterscheiden:

_ (6.21) s
(6.22) = [z, 45] = —ajk [2:,0p] = aji =" 9ij = g0 = ajr = gjx und somit ist
N——
—0ik
Tj = —gjkO +a;, a; € A (6.23)

Bemerkung 6.2.1 Man sieht an den Gleichungen (6.21) und (6.23), dass es sinnvoll ist,
die Matriz g = (gi;) invertierbar anzunehmen. Wire sie es nicht, so kinnte man z.B. den
Tangentialraum nicht durch die Geschwindigkeiten aufspannen, d.h. Gleichung (6.23) nicht
nach den 0y auflosen. Wir werden also im Folgenden g invertierbar voraussetzen.

Man sucht nun den Hamiltonoperator H, der die Zeitevolution liefert, d.h. der
&, =i[H,x;] Vj (6.24)
erfiillt. Mit dem Ansatz
H = hyi0x0; + hi O + 0o
gilt dann

i[H,x;] = ihy [0k0), 7] +ih; + i[¢o, 7;]
——
6kj61+6lj6k
= i(hjk + hkj)ak + Zh,] + 7;[¢0, a:j].
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Definiert man

i(hjk+hkj) = —0jk,
ihj = aj,

¢y € A" beliebig,

dann ist (6.24) erfiillt. Also (z.B. mit hji := ;i)

1 .
H= §gklakal — 1ax Oy + Po. (6.25)

Man kann sich nun fragen, ob es moglich ist, diesen Hamiltonoperator in “bekannterer”
Form zu schreiben, z.B. als

H = ou(O — Br) (0 — Br) + 7, (6.26)

was dem Hamiltonoperator eines Teilchens im elektromagnetischen Feld entspricht. Es ist
genau dann H = H, wenn man

7
O = §9kl,
Bj = (gil)jkak,

i _ v, _
Y = ¢t §gklak ((9 1)lmCLm) - 5(9 Yeaka

wihlt. Also statt (6.25) lidsst sich auch schreiben

H = %gkl (ak - (g_l)kmam) (81 - (Q_I)IP%)

+¢o + %gklak (g™ imam) — %(g_l)klakal- (6.27)

6.3 Vergleich der Ergebnisse von 6.1 und 6.2

Die Frage, die sich natiirlich stellt, ist die nach der Vertréglichkeit der Ergebnisse von Theo-
rem 6.1.1, hier insbesondere die Formeln (6.5) bis (6.7) und (6.12), und Formel (6.25). Diese
soll nun beantwortet werden (wir werden uns auf den Fall ohne Weylordnung beschrinken).
Zunéchst muss man in (6.21), (6.23) und (6.25)

9ij == 10y
setzen, um vergleichbare Ergebnisse zu erhalten. Fiir die Inverse gilt dann

(97 )i = —idyj,
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und man erhélt fiir H aus (6.25)

1 .
H=- %:(8,3 + 2ia,0k) + do. (6.28)

Berechne nun £, mit Hilfe von (6.28) und dem Ausdruck (6.23):
&; = —i0; + a;. (6.29)
Das Ergebnis muss dann mit Gleichung (6.12) verglichen werden. Man erhilt zunéchst
B = ilH, ;]

1 , :
= z[—§ Z(a,% + 2ia,0k) + ¢o, —10; + a;]
k
= —5 Za,faj —1 Z(@ka])ﬁk +1 Z(ajak)ak + Zak(akaj) - 6j¢0. (630)
k k k k

Verwendet man nun die Relation
O (Ora;) = pa; + (ka;)Ok,

so lésst sich &; schreiben als
=5 Z@iaj +1 Z Ok (0ja — Ogaj) — 10; Z Opay, + Z a,(0ka;) — 0;¢o.
k k k k

Wegen (6.29) ist
iak = —.I.k + ag

und damit
xj = 5 Ek: azaj + zk:xk(akaj — 8jak) + zk:ak(ajak) — 7,8]- zk:akak — aj(bo.

Setzt man nun

1 .
Ej = 5 Z 813(11- + Zak(ajak) —Zaj Z 8kak - aj¢0,
k k k

N’
=10, % a2
Bjk = E)kaj—ajak,

so gilt
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was mit (6.12) iibereinstimmt. Die Gleichungen

Bjr = —Byj,
aiBjk =+ (')szJ + @Bm =0

sind offensichtlich erfiillt, es bleibt
81'Ej — 8JEZ =0

zu zeigen. Hierbei ist eine Subtilitéit zu beachten. Aus der Definition der totalen Zeitablei-
tung in (6.13) kann man némlich Relationen herleiten, und zwar folgendermaflen: Es muss
gelten

d .
B = ilH, By
k
Berechnet man beide Seiten fiir B;; = 0;a;, — 0;a; und i} = —i0y + a, so erhélt man

Zxk((')kB,J) = —i Z(aﬁ(ajaz - 8z-aj)) - zZ(@k(aja, - 8Zaj))8k
k k k
+ Z ak(ak(ajai — 8iaj)),
k
iH,By] = —3 ;(5;3(31% — diaj)) =1 ;(@c(ajai — 9i;)) 0%
+ Z ak(ak(ajai - 810,J))
k
Somit ist (6.31) dquivalent zu

Z 8,%(83% - aiaj) = 0. (632)
k

Die Komponenten des Feldes B;; miissen also die Laplace-Gleichung erfiillen. Mit (6.32)
kann man berechnen, dass

8:E; — 0,E; = 0 (6.33)

ist, was die Ubereinstimmung der mit den beiden Methoden erzielten Ergebnisse zeigt, bzw.
genaugenommen ergibt sich 6.1 als Spezialfall von 6.2, weil 6.2 eine allgemeinere Metrik
gi; erlaubt.

Bemerkung 6.3.1 In Abschnitt 6.2 existieren keine partiellen Zeitableitungen. Daher
muss auch auf der rechten Seite von Gleichung (6.33) Null stehen.
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6.4 Moyal-deformierter R" in Analogie zum “Standard”-
Beweis

Es ist beachtlich, dass Feynman (bzw. Dyson) in seinem Beweis die Relation [z;, ;] = 0 ex-
plizit hingeschrieben hat. Dies legt natiirlich eine Verallgemeinerung auf einen “Klassiker”
der nichtkommutativen Rdume (ndmlich den Moyal-deformierten R") nahe.

Theorem 6.4.1 Angenommen, es gelten die folgenden drei Bedingungen:

(i) Ein Teilchen der Masse m bewegt sich in Ry mit “Position” x;(t),i =1,...,n, wobei
t die Zeit ist (als externer Parameter betrachtet).

(i1) Position und Geschwindigkeit ©;(t) erfillen die Relationen
(@i, 2] =65, 6 € C, (6.34)
mlz;, &;] = ihd;;. (6.35)
(iii) Die Bewegung ist gegeben durch
mi; = Fi(z, ,t). (6.36)

Dann

(i) kann F; geschrieben werden als
Fi(z,%,t) = Ei(z,%,t) + Bjj(x, &,1)i; (6.37)
(Uberraschung!) und
(it) die Felder E; und B;j erfiillen die Relationen

[xkaBij] =0 Vi:j)ka (640)
die sich mat der Notation
o h h
a = (gkzla'"aekna_ékzla"'a_dkn)a
m m
- 0 0 0 0
= . e, —— 6.41
V (8$1’ ’81‘”’6:&1’ ’ 8xn) ( )
auch in der Form
(@, -V)E; = 0 Vk, (6.42)
(@-V)By = 0 Vk (6.43

schreiben lassen.
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BEWEIS: Leitet man (6.35) nach der Zeit ab, erhélt man
Definiere B;; durch
ml;, &;] =: EBij'
Dann folgt direkt aus der Definition und aus der Jacobi-Identitét, dass

Bij = _Bji und
Aus (6.44) kann man nun nicht schlieflen, dass B;; eine Funktion nur von z und t ist.

Stattdessen gilt die folgende Formel fiir eine allgemeine Funktion der Orte und Geschwin-
digkeiten:

~ . Of ihd
fon £ ) = Y i+ 22 (6.45)
=1

Aus (6.44), (6.45) folgt, dass

(@ -V)B;; =0 Vk (6.46)
geschrieben werden kann. Setze nun
Ej = Ij — By
und berechne den Kommutator mit z;:

[331an] = [l“laF}']—[ﬂUl,Bjkjfk]

ih

= B, — B. T B..]li
m 35l gk[fvl,ka] [xl, gk]ﬂﬁk

=0

ih ih

= jl+_Blj:0-
m m

Aus (6.45) folgt also

(_‘k : 6)EJ =0,
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womit (6.42) gezeigt und der Beweis vollstandig wére. O

Natiirlich ist die Aussage von Theorem 6.4.1 wesentlich schwicher, als die analoge Aussage
in Theorem 6.1.1. Die Gleichungen (6.39) und (6.40) sind ja nur eine Verallgemeinerung der
Tatsache, dass E; und B;; Funktionen der zj sind, d.h. in Theorem 6.4.1 wird keine Aus-
sage dariiber gemacht, ob die Felder E; und B;; irgendwelchen weiteren “Maxwellartigen”
Gleichungen geniigen. Wir werden in Abschnitt 6.7 sehen, dass die Aussage von Theorem
6.4.1 tatséchlich so schwach ist, dass sie fiir beliebige Kommutatorrelationen [z;, z;] gilt.

Bemerkung 6.4.1 Betrachte die Lisungen der Gleichungen (6.46) bzw. (6.42): Ange-
nommen

(@ - V)f = 0. (6.47)

Sei b ein Vektor orthogonal zu dy, by = 0, und setzt man X = (X1, ooy Ty B1y e ey B,
dann ist f(z, &) := w(b-X) mit einer beliebigen (differenzierbaren) Funktion w eine Lésung
von (6.47). Diese Lisungen sind konstant in Richtung von dy. Man kann nun die Frage
stellen, unter welchen Bedingungen die Gleichung (6.47) Liosungen hat, die nur von den
Orten abhingen. Sei also F' = F(x,t) eine Losung von (6.47). Weil gTi = 0 gilt, haben
wir die Relation

—

n F .
Zekla— =0 <= (By-Vo)F=0 Vk. (6.48)

Hier haben wir gesetzt

0]6 = (okla sy Hkn)a
- 0 0
Ve = ( —).

oz, Oz,

Gleichung (6.48) hat genau dann nichttriviale Losungen, wenn det 8 = 0. Ob dies mdéglich
oder sogar automatisch erfillt ist, hingt von der Dimension (des “Ortsraums”) ab: In 2
Dimensionen ist det @ # 0 falls 6 # 0. In ungeraden Dimensionen haben wir detf = 0,
was aus 07 = —0 und det(—0) = (—1)"det 0 folgt. Man kann also sagen

Beobachtung 6.4.1 In ungeraden Dimensionen ezistieren (unabhdngig von den Orts-
kommutatoren) Felder B;j, die nur von x (undt) abhdngen und die kompatibel mit [y, B;;] =
0 sind. In geraden Dimensionen hingt diese Aussage von det ab (det § = 0 = 3 nichttri-
viale Losungen), in 2 Dimensionen ist nur B;; = 0 kompatibel.

Bemerkung 6.4.2 (beziiglich der Invertierbarkeit von 0.) Falls 0 invertierbar ist, lassen
sich die partiellen Ableitungen (auf Funktionen der Orte) eindeutig durch Kommutatoren
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ausdriicken. Man hat fir f = f(z,t)

, 0
25, f] = Zea—f (6.49)
0 .0
=Y (0 ylzs 1] = iZ(G_l)lﬂjka—i = ’a—gl
J k.j
0 .
:5—3{1 = =iy (67"l f]. (6.50)

6.5 Strukturelle Gesichtspunkte

Falls die Algebra A nichtkommutativ ist, ist es im Allgemeinen nicht mehr moglich (in
Analogie zu Gleichung (6.18)) zu fordern, dass der Kommutator von “Funktionen” (d.h.
Algebraelementen a € A) und “Geschwindigkeiten” b € A ein Algebraelement ist. Ange-
nommen, es wire so. Seien also a,b € A und

a,b] € A.
Dann hat man
[a, (bc)] = [a, b]¢ + bla, ¢] + [a, blc + b[a, d], (6.51)

was kein Algebraelement ist, falls nicht b selbst in der Algebra liegt oder der Faktor [a, c]
verschwindet (d.h. die Algebra kommutativ ist). Man kann jedoch immer noch fordern (als
“néchst schwichere” Bedingung), dass Kommutatoren von Elementen des Zentrums Z(.A)
mit Zeitableitungen von Algebraelementen in der Algebra liegen:

Axiom 6.5.1 (NC-Unschirfe) Wir nehmen an, dass

[2,b) e A Vze Z,be A (6.52)
Aus Axiom 6.5.1 folgt
Lemma 6.5.1
[A, Z] C A, (6.53)
(Z2,2] C Z. (6.54)

BEWEIS: Angenommen, es sei z € Z und a € A. Dann gilt

%[z,a] =0 = [74 =][az2]€A wegen (6.52).
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Dies zeigt die Behauptung [A, Z] C A. Betrachte nun ein weiteres Element w € Z. Aus
der Jacobi-Identitét

0 = [a,[z,w]] + [2, [w, a]] +[w,@] Vae A

folgt dann die Aussage [Z, Z] C Z. O

Bemerkung 6.5.1 FEs existieren natiirlich “prominente” Beispiele, bei denen das Zentrum
der Algebra trivial ist, der Moyal-deformierte R? mit irrationalem 0 ist ein solches. Man
kann fiir solche Modelle aber immer noch eine modifizierte NC-Unschérfe fordern,
indem man die Relation [_xi,xk] € A nur fir Generatoren x; der Algebra annimmt. In

diesem Fall wéire dann [a,b] nicht mehr fir alle a,b € A ein Element der Algebra, analog
zu Gleichung (6.51).

6.6 Moyal-deformierter R" mit Derivationsargument

Betrachte als Algebra A := R}, d.h. den Moyal-deformierten R", mit den Relationen
(i, 2] =i0;;, 4,7=1,...,n, (6.55)
zusammen mit der modifizierten NC-Unschérfe (siehe Bemerkung 6.5.1)
[z, &;] € A Vi, j. (6.56)

Die Algebra sei auf H = L*(R") dargestellt. Ebenfalls seien die Standard-Derivationen
Ok(x;) = 0; auf A (als Derivationen) auf (einem dichten Teilraum von) H = L?(R")
dargestellt:

Ok(af) = (Oka)f + adk f.
(6.56) =
a+ [a, ;] ist eine Derivation auf A.
Jede Derivation auf A hat die Form
i:A —- A
a icﬁia +a,A]l, ¢ € Z(A),Ac A (6.57)

i=1

An dieser Stelle sieht man, dass man zwei Fille unterscheiden muss, nidmlich ob die Ma-
trix @ = (6;;) singuldr ist oder nicht. Zum Beispiel ergibt sich fiir invertierbares 6 aus
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Bemerkung 6.4.2, dass sich alle partiellen Ableitungen in (6.57) durch Algebraelemente
ausdriicken lassen (genauer gesagt durch Kommutatoren) und somit jede Derivation eine
innere Derivation ist, d.h. von der Form a — [a, A]. Wir betrachten zunfichst den Fall eines
singuléren 6, d.h. einen partiell kommutativen Raum. Der “echte” nichtkommutative Raum
ergibt sich dann als Spezialfall.

6.6.1 R} mit singuldrem 0

Betrachte die Algebra A = R} mit folgenden Relationen:

[CC,‘,(IJ]'] = iﬁij, 2,] € {1,...,p},p< n, (658)
[z;,z;] = 0 sonst, (6.59)

Die Matrix € hat also die Gestalt
( O - By \

le pr

\ Yy

Jede antisymmetrische Matrix (vom Rang p) ldsst sich (durch orthogonale Transformatio-
nen) auf eine solche Form bringen, wobei der nichttriviale p x p-Block invertierbar ist. Man
kann die Form sogar noch weiter festlegen, dies ist aber fiir die folgenden Uberlegungen
nicht notig. Jede Derivation auf A hat nun dementsprechend die Form

i A —- A
a Z ckOka + [a, A], ¢, € Z(A), A€ A
k=p+1
Gelte also
[a,abj] = Z cjkaka + [G,Aj].
k=p+1
Setzt man y := — >, . k0 + Aj, so gilt [a,y] = [a, &;] und somit hat &; die Form
.’i‘j = — Z Cjkak + Aj +wj, Cjk € Z(A),AJ €A, wj € A (661)

k=p+1
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Bemerkung zum Kommutanten A" von A = Rj:
Es ist klar, dass Operatoren, die von den Elementen des Zentrums von A erzeugt sind, im
Kommutanten von A liegen. Ebenso kann man leicht nachpriifen, dass die Operatoren

P
k=1

mit allen z; (und daher mit allen Algebraelementen) kommutieren und somit alle aus den

k; erzeugten Operatoren ebenfalls in A’ liegen.

Aus der Tatsache 4[z;, z;] = 0 folgen Restriktionen an die Elemente A;:
Es ist [&;, ;] = [}, z;] und daher

[— Z Cikak =+ Az + Wi, .’L‘j] = [— Z Cjkak + Aj + O.)j, .’L‘Z]
k=p+1 k=p+1
= — Z Cik [&c, l‘j] +[Az; l‘j] = - Z Cjk [8k, .Z‘Z] +[Aj, .731] (662)
k=p+1 e k=p+1 O

Unterscheidet man nun in (6.62) die Félle (1) 4,7 < p, (2): < p,j > p, (3)i,7 > p, so erhilt
man folgende Restriktionen:

[Aia $j] = [Aj, $Z] fUI' Z,] S P, (663)
[.IZ', AJ] = Cjj fiir ¢ < p,j > D, (664)
Cij = Cj; fir 4,7 > p. (665)

Gesucht ist nun wieder der Hamiltonoperator H mit
i; = i[H, ;). (6.66)

Mit dem Ansatz

n

H = Z aklakal-i— Z ﬂk8k+7 (667)

k,l=p+1 k=p+1

gilt dann

iHa;] = il Y om0, z;] +il Y Bedk, z;] +ily, 2]
o — k=p+1

= 3 Z akl(ékjal+6lj6k)+i Z [akl,mj]akal

k,l=p+1 k,l=p+1

+i Y Bedri+i Y (B w10k +ily ) (6.68)

k=p+1 k=p+1
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Betrachte zwei Fille.
Fall1: 7 <»p
Hier ist 0; = 0 fiir £ > p + 1, analog d;;, also lautet (6.66)
- Z Cjkak + Aj + Wi = 1 Z [Oékl, .Tj]akal +1 Z [ﬁk, ,’E]]ak + i[’y, :L‘j]. (669)
k=p+1 k,=p+1 k=p+1

Fall 2: j > p+ 1. Hier lautet (6.66)

- Z Cjkak +Aj +0Jj ; ? Z (Oljk +Otkj)ak +1 Z [akl,xj]akal

k=p+1 k=p+1 k,l=p+1
+iBi+i Y B 30k + ily, 3] (6.70)
k=p+1

Betrachte nun zunéchst den Fall 1 mit j < p genauer. Koeffizientenvergleich in (6.69) liefert

[, z;] = 0 (k>p+1), (6.71)
—cjp = il ), (6.72)
Aj+wj = iy ). (6.73)

Jedes ay; € A’ erfiillt (6.71). Zur Losung von (6.72) machen wir folgenden Ansatz fiir Sy:

p
Br = brmm, brm € Z(A). (6.74)

m=1

Die Forderung
—¢j = i B, ;]

ist dann dquivalent zu dem Gleichungssystem

p
Z bkamj = Cjk, (675)
m=1
welches durch

p
blcl = chk(ﬁ_l)ﬂ (676)
j=1

gelost wird. Zur Losung von (6.73) setzen wir v = 741 + 72 + 73 an (3 werden wir erst
spéter bendtigen) und versuchen,

iy, = wy, (6.77)
iy, ;] = A4 (6.78)
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zu erzeugen. Setzt man

P

"= Z T (g M7 (6.79)

I,m=1

so ist (6.77) erfillt.
Jetzt zu Gleichung (6.78). Wegen Relation (6.49) ldsst sich i[ys, z;] schreiben als

p

. 0
’L[’)/Q,.’Ej] = Zgjka—zli, (680)
k=1

also lautet (6.78) nun

p
(9"}’2
> Oika— =4,
k=1 awk

p

V2 -1
— % = ;(0 )mjAj;
kurz: Vo, = 0 A. (6.81)

Gemif Poincaré-Lemma besitzt (6.81) genau dann eine Losung, wenn
0 e 0 o
oo (07A)) = o (074))
— Z Dkglag, (07 A)] = Z(e_l)lq[xqv(e_lfi’)k]

q

— Z(e—l)kq(g—l)lj[g;q,Aj] = D (0707 )kslzg, A5

= Z(e_l)lq((g—l)k;j[xj,Aq] = Z(e_l)lq(é’_l)kj[ﬂ?qaflj]- (6.82)

Hier ist die Relation (6.50) bei der ersten Umformung verwendet und bei der letzten Um-
formung wurden auf der linken Seite j und ¢ umbenannt. Wegen (6.63) ist (6.82) erfiillt,
d.h. es existiert eine Losung von (6.81). Bezeichne diese Losung als

y = / (0-14) - d3. (6.83)

Wir haben nun also oy, B und 7 so bestimmt, dass die Gleichungen (6.71) - (6.73) fiir
j < p erfiillt sind. Betrachte nun den Fall 2 mit j > p + 1. Koeffizientenvergleich in (6.70)
liefert

[aklv xj] ; 07 (684)
—Cjk = i(ajk + oug) + 0Bk, x4, (6.85)
Aj + w; 2 iB; + [y, ;). (6.86)
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Die B sind fiir £ > p + 1 schon durch (6.74) und (6.76) festgelegt und erfiillen daher
B a;] =0 fir j>p+ 1.

Wiahlt man also o = o mit
9% ?
—Cjx = 210 — §Cjk = Qjg

(die Symmetrie der cjj folgt aus (6.65)), so sind (6.84) und (6.85) erfiillt.
Zu Gleichung (6.86): §; ist fiir j > p+ 1 gegeben durch (6.74),(6.76):

p

P
Bi= bimTm= Y (0 )imTm,
m=1

m,l=1
wobei §; nur bis auf Elemente des Kommutanten von A bestimmt ist, d.h.
Bi=0;+Q; mit Q;eA (6.87)

erfiillt ebenfalls (6.72). Betrachte die Form von A, fiir j > p+ 1, die durch (6.64) gegeben
ist:

[, Ajl =¢;; fiir j>p+1,i<p.
Wir wissen andererseits bereits, dass fiir j < p, k > p+ 1 gilt
—Cjk = 1B, 5],
also ist (mit umbenannten Indizes) ¢;; = i[z;, 5;] und somit
[zi, Aj] = [2i,i0;] = A; =1if; + k; mit k; € A'.

Wiéhlt man nun zunéchst 3 = f; — ix;, so ist A; = i3;. Wihlt man des Weiteren

3 1= —i Z Wk Ok, (6.88)
k=p+1
so gilt
ihys, o] =w; fir j>p+1
und

sz, =0 fir j<p.
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Also lautet der gesuchte Hamiltonoperator

- n n
i
H = 5 Y uddi+ Y, Bds+mn+r2+m (6.89)
P
mit g = Z cik(0) jmTm — ik,
jam:]-
P
no= - Z wm(e_l)ml-rla
Iy;m=1

w = [0 as
Y3 = —1 Z wkak.

Dieser Hamiltonoperator beschreibt nun tatsdchlich “neue Physik” auf der Planck-Skala
(d.h. wo eine nichtkommutative Struktur der Raumszeit zu erwarten ist, siche Kapitel 1).
Eine Identifizierung der einzelnen Terme mit bekannten Wechselwirkungen ist bisher leider
nicht gelungen, womit allerdings von vornherein auch nicht zu rechnen war.

6.6.2 R) mit invertierbarem 0

Sei nun € invertierbar. Wir werden schnell sehen, dass sich dieser Fall als Spezialfall von
Abschnitt 6.6.1 herausstellt, was auch klar ist, da man ihn als singuléres # mit nulldimensio-
nalem Kern (d.h. nulldimensionalem kommutativen Unterraum) interpretieren kann. Wie
schon erwahnt, sind alle Derivationen innere Derivationen, d.h. sie sind von der Form

d(a) = [a, A].
Aus der Tatsache, dass a — [a, &;] eine Derivation ist, folgt die Form
t;=Aj+w;, AjeAw eA
fiir &;. Somit ist [x;, &;] = [z;, A;] und aus %[z;, z;] = 0 folgt
(21, 4;] = la5, Al (6.90)
Sucht man nun einen Hamiltonoperator H mit

ij = Z[H, CCj]

<~ Aj—l-wj = i[hl,l'j]+i[h2,$j]

so lassen sich h; und hy genau analog zu den Gleichungen (6.77) und (6.78) bestimmen,
wobei hier auch mit (6.90) die gleiche Integrabilitétsbedingung wie in (6.63) auftritt.
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6.7 Vergleich der Ergebnisse von 6.4 und 6.6

In Analogie zu Abschnitt 6.3 konnte man &; = i[H, &,] ausrechnen (wobei H und &; durch
(6.89) und (6.61) gegeben sind) und dann mit dem Kraftgesetz (6.37) vergleichen. Dies
liefert jedoch sehr uniibersichtliche Terme und die Identifizierung der Felder E; und B;; ist
schwierig. Stattdessen verwende folgendes Theorem:

Theorem 6.7.1 Gelte

[z, 2] = ib;(x), (6.91)
[Ti, 5] = 104, (6.92)
T = i[H, i, (6.93)
F=# = iH, ] (6.94)

Dann existieren E;, B;; mat

¥ = FE;+ Bji; (6.95)
und
Bij = —Bji, (6.96)
[z, Bij] = 0, (6.97)
[zk, B] = 0 Vk,i,j. (6.98)
BEWEIS: Definiere B;; durch
B;; = —i[m'i,j:j],

dann folgt [z, B;;] = 0 direkt aus der Jacobi-Identitét und aus (6.92). Definiere des Wei-
teren

Ez' = xl — Bz‘jij
= i[H, 3] + i[2, ]2
Dann gilt
= - [H’ [ii’xk]] _[x.i’ [mk’ H]] + [‘ihij] ["L'k’x.j] =0,
N—— N—— N——
*’L'Jik ii‘k i(ikj
=0
womit das Theorem bewiesen wire. O

Es ist beachtlich, dass die konkrete Form der Orts-Kommutatoren im Beweis gar keine Rolle
spielt (Gleichung (6.91) wird im Beweis nicht benutzt), d.h. die Aussage des Theorems ist
relativ allgemein. Es zeigt auch insbesondere, dass die Form (6.37) des Kraftgesetzes im
Wesentlichen schon aus der Fristenz des Hamiltonoperators folgt, und nicht aus dessen
konkreter Form. Unter diesem Gesichtspunkt ist die Aussage in Abschnitt 6.6 stiarker, da
hier die konkrete Form des Hamiltonoperators hergeleitet wird.
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6.8 C®(RY)® M,(C)

Als letztes Beispiel im Feynman Kontext betrachten wir die Algebra A = C*°(R?)® M, (C).
Hier ist C*°(R?) als die komplexifizierte Algebra der reellen, unendlich oft differenzierbaren

Funktionen auf R? aufzufassen und das Tensorprodukt ist iiber C. A ist gegeben durch die
Generatoren z; (fiir C*°(R?)) und Ty, (fiir M, (C)), welche die folgenden Relationen erfiillen:

[z, 25] = 0, (6.99)
T, )] = ifimTom, (6.101)

wobei fr, die total antisymmetrischen Strukturkonstanten der su(n) sind. Man kann eine
Basis der Liealgebra su(n) so wihlen, dass

In der adjungierten Darstellung

ad : su(n) — Endsu(n)
X & adx,

WO
adx(Y) = [X,Y]
haben wir
(C)jk == (adgy) jk = —i fiji,

und die Relation (6.102) kann durch die Strukturkonstanten ausgedriickt werden:

Z firm fiim = 0i5. (6.103)
l,m
Ein beliebiges Algebraelement ist von der Form

a= Zaka, To = 1, ap € C°(R?).
k=0

Das NC-Unschirfe Axiom [z;,a] € AVa € A zusammen mit Lemma 6.5.1 fithrt dann auf
[zi, 2;] € Z(A). (6.104)
Das Zentrum von A ist C*°(R?) ® 1, (c), d.h.

(i, 2] = g;5 1 (6.105)
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mit
9ij € C*(RY),  gij = gji- (6.106)
Die Symmetrie von ¢ in (6.106) folgt wieder aus

d . .
0= lwi, 23] = [&i, 23] + w3, &3] = —gji + 935

und aus (6.104) kann man schlieffen:
[;,+] 1ist eine Derivation auf Z(A) = C*(R?). (6.107)

Jede Derivation auf C*°(R?) ist (vergleiche (6.20)) von der Form

0
) ag axk, a, € C (R ) (6108)

Aufgrund der “gréfleren” Algebra miissen wir die in Bemerkung 6.1.5 genannten Voraus-
setzungen in leicht modifizierter Form verwenden:

e Die Algebra A = C®°(R?) ® M, (C) ist auf H = L?(R?) ® C" in offensichtlicher Weise
dargestellt.

e Die Derivationen auf A sind ebenfalls auf (einem dichten Teilraum von) H als Deri-
vationen dargestellt (im Sinne von Bemerkung 6.1.5).

e Die Standard-Derivationen 0y = 0y ® 1, welche durch 0k (z;) := dy; definiert sind,
sind auf H dargestellt durch

h
o) f = Of), f=| 1 |eH=LR)aC"
fn

(genau genommen bendtigen wir in unserer Argumentation wegen (6.107) nur die
Aussage iiber Derivationen auf dem Zentrum von A4).

Untersuche nun die Implikationen von (6.107) und (6.108). Gema8 (6.107) ist [%;, | eine
Derivation ¢ auf Z(A):

[T;,2] =6(z) Vze Z(A). (6.109)
Fiir

0= ajkak
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erhalten wir

6.109

i, 2] "2 a;4002 = [6,2] Vz € Z(A).
Also kénnen sich § und 4, nur durch ein Element aus Z(A)' = A unterscheiden:
:ifj :ajk(?k—i-aj, Qjk ECOO(Rq),G,j € A.

Die Elemente ;) konnen bestimmt werden, indem man (6.105) verwendet: Mit der expli-
ziten Form von #; erhélt man fiir den Kommutator

[332', :C]] = [mi, ajkak + CL]']
= Gjk [fL‘i, 8k] = —0j;. (6110)
N——"

s
Aus (6.105), (6.106) und (6.110) folgt dann
Gij = Gji = —Qj;
und daher
T; = —g;k0k + a;. (6.111)
Als niichstes bestimmen wir die Form von T}. Aus Lx;, Ti] = 0 folgt
25, Te] = —[i;,T]

—[=9x0k + a;, Tk]
[Tk, CLj].

Definiert man
by := [ay, Tx] und setzt 1y := b0,
so erhdlt man
[, Tk) = —bj
und

[z5,y] = |25, br0] .
bii [z, 0] = —bij = [z}, Tk]-
——

s
Mit dem gleichen Argument wie oben hat man also

y—TkEZ(A)’:Z
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und daher gilt fiir T,
Ty = b0y + be = [a1, Tk]0) + b, by € A. (6.112)
Mit diesem Ausdruck fiir 7} kann man direkt
[Tk, T3] = [Tk, bum)Om + [T, bi] (6.113)

berechnen, was ein Differentialoperator der Ordnung 1 ist.

Ein wichtiger Punkt ist nun, dass die Relationen (6.101) Einschréinkungen an die Ele-
mente by, in (6.112) liefern. Dies sicht man folgendermafien: Die relevanten Gleichungen
waren

[Te, T)] = ifeimTm, (6.114)
T = |a, Tx0; + by (6.115)

Leitet man (6.114) nach der Zeit ab, erhélt man
[T, T + [Tk, T)) = i frtmTon-
Setzt man Ausdruck (6.115) fiir 7}, ein, liefert das
[[an, Tk]On + by, T1] + [Tk, [as, T1]0s + b)) = i fxim[ap, Tm]|0p + 7 fximbm.-

Verwendet man nun die Tatsache, dass jede partielle Ableitung mit jedem 7" kommutiert,
fithrt das auf

[[amTk]aﬂle] = [[an:Tk]aTl]ana
[Tka [as; ,Tl]as] = [Tka [a’sa ,Tl]]as

und daher ist (nach Umbenennung der Indizes)
[[a'pa Tk]a 71l]ap + [bka T’l] + [Tka bl] + [Tka [apa ﬂ]]ap - ifklm[ap, Tm]ap + 7:fk:lmbm-
Koeffizientenvergleich liefert dann die folgenden beiden Gleichungen:

[[apa Tk]7 T'l] + [Tk7 [apa ﬂ]] = iflclm[ap: Tm]a (6116)
bk, Ti] + [T, bt] = i frimbrm. (6.117)

Gleichung (6.116) ist automatisch erfiillt als Folge der Relation (6.101), d.h. es ergibt
sich keine Restriktion an die Elemente a,, aber Gleichung (6.117) muss erfiillt sein, um
konsistente Relationen zu erhalten.
Schreibt man ein allgemeines by als

br = BroTo + ZﬁkiTi; By € C(R9),

=1
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dann lautet Relation (6.117)

Z(ﬁkz’filp + Biifrip)Tp = Z Bio frilo + Z JriiBipTy.

i,p ivp

Koeffizientenvergleich liefert

> Bofwi = 0 Vk,l

:>Zﬁiofklz’fklm = Zﬁio kaliszm =0
i kol

1,k,l >
N e’
=b;m WEZeN (6.103)
= fBmo = 0 Vm (6.118)
und
> (Brjfip + Bijfrip + Bipfeit) =0 Vk, L,p. (6.119)

J

Als néchstes muss Antisymmetrie der Funktionen S beziiglich ihrer Indizes gezeigt werden

Blm = _ﬂml vma la (6120)

weil dies noétig ist fiir die Konstruktion eines Hamiltonoperators, der die Zeitevolution
beschreibt. Betrachte hierzu Gleichung (6.119). Multiplizieren mit f;;, und Summation
iiber p, [ liefert

Z Br; (Z fitp Fitp) + Z(/Bljfz’lpfkjp + Bipfupfrjt) =0 Vi k
J

p,l p7laj
5
o
d.h.
Bri = — Z(ﬁzjfupfkjp + Bjpfupfry) Vi, k. (6.121)
pilyj

Auf die gleiche Weise erhélt man mit (6.119) nach Multiplikation mit fi;;, Summation iiber
k,l und Umbenennen der Indizes

Bii = = (Biifuplivi + Bojfuenfisi) Vi, k (6.122)
Jlsp
= B = —Z(ﬂljflz’pfjpk+5pjflz'pfljk) Vi, k. (6.123)
Jbp
Gleichsetzen von (6.121) und (6.122) liefert
> (Bij + Bji) fup Frjp = 0. (6.124)

p,l.J
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Summiert man fy; (gegeben durch (6.121)) und Sy, (gegeben durch (6.123)), so erhilt man

Bri+ B = — > (Bip+ Boj) fiup st

pilyj
= 0 wegen (6.124).

Dies zeigt (6.120). An dieser Stelle kann man natiirlich fragen, ob aus 4%[z;,T;] = 0 eine

Restriktion fiir die Elemente a; in 2; = —g;40; + a; folgt. Man erhélt hier jedoch

d . .
%["EZ’TJ] = ['TMTJ]'F[QCZ’TJ]

[—9ikOk + a;, T;| + [4, [ar, T;]0, + b;]
=, T3] + [ag, Tj][x4, Ol
= [aiaTj] - [a'iﬂTj] =0,

was unabhingig von a; erfiillt ist.

Unser néchstes (und letztes) Ziel ist nun die Bestimmung eines Hamiltonoperators H mit
der Eigenschaft

a=1i[H,a] Vae€ A. (6.125)

Motiviert von der Tatsache, dass a ein Differentialoperator erster Ordnung ist (siehe (6.111)
und (6.112)), machen wir folgenden allgemeinen Ansatz fiir H (als Differentialoperator
zweiter Ordnung)

H = cklak(?l + Ck;ak + AO (6126)

und bestimmen ¢y, ¢, Ag so, dass (6.125) gilt. Dazu geniigt es, (6.125) auf Generatoren zu
iiberpriifen:

i[H, a:j] = i[Cklakal + Ckak + Ao, .Tj]
= ickl [akal, .’L‘j] —f—’iCk [6k, .Ij]
N— N——
010k +0; 01 Og;
= i(ckj + Cjk)ak + iCj.

Wir hatten aus (6.111), dass &; = —g;x0k + a;. Dies fiihrt auf die Bedingung
i(ij + Cjk)ak + iCj < —gjk(?k + a;. (6.127)
Betrachte nun den Anteil der T:

Z[H, Tk] = i[leamal + cm(?m + A(), Tk]
= i[cmlamal, Tk] + i[cmam, Tk] + i[AO, Tk].
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Fiir die einzelnen Terme gilt

[CmiOmO1, Tkl = [cmi, Tk]0OmOL,
[Cmama Tk] [Cma Tk]ama

und damit
Z[H, Tk] = i[cml, Tk]amal + i[Cm, Tk](?m + i[Ao, Tk]

Aus (6.112) hatten wir jedoch T\, = b0 + bi, wobei die by (6.117) erfiillen, wir miissen
also sicherstellen, dass

i[Cmi, Ti|OmO) + i[Cmy Tk Om + 1[ Ao, T] = bk Om, + by

Koeffizientenvergleich fiir die verschiedenen Ordnungen liefert

lemt, Tk) =0 Vb = cue A =2Z, (6.128)
ilems Tl = b = [am, Ti] = i[cms Te] = [am, Te] (6.129)
und
i[Ag, Ty] = by (6.130)
Wahlt man
ick-:ic-k = —g]—.k
J 7 2 ’
iCj = aj,

so sind die Gleichungen (6.127),(6.128),(6.129) erfiillt. Es bleibt (6.130) zu zeigen, indem
man ein Element B € A mit der Eigenschaft

[B, T = by Vk (6.131)

konstruiert. Definiere

B=) BT,
=1
dann ist

B,Ti) =Y BIT, T =i fuomBTm = b = BrmTm-
l m

Im

Die Bedingung [B, Ty] = by ist daher dquivalent zu

i Biftkm = Brm Vk,m. (6.132)
!
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Bemerkung 6.8.1 An dieser Stelle kann man die Bedeutung von (6.118) und (6.120)
erkennen. Falls by einen Ty-Term enthalten wiirde, wdre es unmdglich, diesen Term mit
einem Kommutator der Form [B,Ty| zu erzeugen, die Relation (6.118) stellt sicher, dass
dies mdglich ist. Des Weiteren ist die linke Seite von (6.132) antisymmetrisch beziiglich
k <> m. Diese Bedingung wird durch die Relation (6.120) gewdhrleistet.

Definiert man nun B; durch

B := —i0;; fuij,
so erhalt man
iZBlflkm = Zﬁz’jflijflkm- (6.133)
1 Li,j

Bekanntlich lésst sich aus der Jacobi-Identitdt die folgende Symmetrie der Strukturkon-
stanten ableiten:

Z Jiij fiem = Z(fljmflik + fumifijh)- (6.134)
I !

Mit (6.134) lidsst sich (6.133) schreiben als
i Bifum =Y Bij(fijmfiik + fimi fiin). (6.135)
! i
Zunichst untersuchen wir eine weitere Implikation von (6.122):

Brm = — Z(ﬂljflkpfjpm + Bpj fukp frjm)

Jsbsp

= _2Zﬁljflkpfjpm (6136)

Jilsp

(was nach Umbenennung der Indizes [ <» p im zweiten Term folgt). Dann ergibt sich aus
(6.135), (6.136) und aus der Antisymmetrie von Sy

i Bifim = (Z Bij fujm fuik + Zﬁijflmifljk) = Brm-
l i, 0,550
Dies zeigt (6.131) und die Existenz des Hamiltonoperators H gegeben durch (6.126):

H = ¢u0k0 + O + Ao
) .
= igklakal — a0, — Bij fui; 11
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Die Frage ist nun, analog zu den Gleichungen (6.25) und (6.26), ob dieser Hamiltonoperator
in die Form

H = hu(0r — he)(0 — h) + o
= hp0k0 — hit(Okhi) — PrihiOk — hihiO) + highihy + ¢o.

gebracht werden kann. Offensichtlich kann ¢, immer so gewéhlt werden, dass
—hit(Okhi) + hihihy + ¢o = —Bij fuii 11

Es bleibt also zu zeigen: 3 hy;, hy so dass
) .
hii0xO; — hiihiO — hyihi0p = §9k131c31 — 1ay Oy
Koeffizientenvergleich liefert zunéchst

1
hy = o Ikt (6.137)

Man muss nun h; so bestimmen, dass

_Egklhlak - igklhkal = —1a;0k.

Weil g, = gy ist, vereinfacht sich das zu

gihiOy = a0y
< gklhl = Q. (6138)

Nun, da die Matrix (gx;) die Korrespondenz zwischen Impulsen (eigentlich Geschwindig-
keiten) &) und Ableitungen 0; geméaf (6.111)

Ty = —gmO; + ay

liefert, kann man (gi;) invertierbar annehmen (vergleiche hierzu auch Bemerkung 6.2.1).
Dann liefert (6.138)

by = (g ") ag.

Dies zeigt, dass der allgemeinste Hamiltonoperator fiir die Algebra C*(R?) @ M, (C), der
kompatibel mit den Relationen (6.99) - (6.101) ist, von der Form

H = hkl(ak — hk)(al — hl) + (b() (6139)
ist, mit

b = b, € CP(RY),  hyg, ¢ € A.
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Bemerkung 6.8.2 Fiir n = 2,q = 3, d.h. fiir die Algebra C®(R*) ® M,(C), kann man
mit der Wahl

o := (%, 1) | + pupd - B

die Pauli-Gleichung

1 (A= . 2
zha ( ZJF ) = [<% <;V—§A(f,t)> +eg0(:E',t)) 1+ ppd- B (ZJ_’ )

reproduzieren. Auch die Spin-Bahn-Kopplung lisst sich in unserem Modell erfassen. Be-
trachte hierzu den Spin-Bahn-Term

10p, =
= ag-L, 6.140
s9=1 %3 (6140
wober wir radialsymmetrisches Potential ¢ annehmen, d.h. es ist %%’f—’f' = 6@. Der Term
(6.140) kann nun folgendermafen umgeformt werden:
10 - 10 10
Hgp = a“’* L= —8—“’*- (7% §) = —a—‘pf (5 % &)
r or r or r or
Vo
- Z 83: Z o, ... iikPjOk-
! irjsk
Nun ist (mit m=1)
. (6111
pi=4; 2 —gudk+a,
(6.27) 22h]k8k + Q.
Also gilt
Op
HSB =2 Z ‘Sz]k Ukh]mam + Zgljk) a]Uk
t,5,k,m 2,5,k
Betrachtet man den in (6.139) gegebenen Hamiltonoperator
H = hp(Or — h) (0 — ) + ¢o
= hkl(?kal — hkl(akhl) — 2hklhk81 + hklhkhl -+ ¢0 (6.141)

so sieht man, dass die beiden Terme in Hgsp durch passende Wahl von hy und ¢q in (6.141)
erzeugt werden konnen.
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6.9 Abschlielende Bemerkungen

Sicherlich gehort Feynman’s Beweis der Maxwellgleichungen nicht zu den fundamentalen
Theoremen der modernen Physik, aber beim “Erstkontakt” vermag er doch immer zu iiber-
raschen und ist allein schon deshalb einer genaueren Untersuchung wert, ebenso wie seine
naheliegende nichtkommutative Verallgemeinerung. Es ist zum Beispiel bemerkenswert,
dass die Restriktionen, welche die Relation %[xi, z;] = 0 an die Form der &; stellt, immer
bei der Konstruktion des Hamiltonoperators benétigt werden (analoge Uberlegungen fiir
die Erzeuger T}, der Algebra M, (C) in Abschnitt 6.8). Gem&fl Stone’s Theorem (siehe z.B.
[BB93]) ist die Existenz des Hamiltonoperators gesichert, falls die Zeitentwicklung durch
eine stark-stetige unitire Gruppe gegeben ist. Dies wird in unserer Argumentation aber
gerade nicht vorausgesetzt (vergleiche hierzu auch die Diskussion in [HKP03]).

Es ist vielleicht interessant anzumerken, dass kurz vor “Drucklegung” der vorliegenden
Arbeit ein Paper erschienen ist [BS03], welches die gleiche Problematik wie Abschnitt
6.4 behandelt. Leider konnten die dort erzielten Ergebnisse hier nicht mehr beriicksichtigt
werden, aber fiir den interessierten Leser sei so viel gesagt: Aufler den “iiblichen” Relationen

(25, 7] = b

m[xj,a'ck] = Zhéjk
werden auch Relationen der Form
[zj, 2] = 0
m[:vj, Ik] = ’ihéjk + szka

untersucht, welche zu Korrekturtermen in 6 bei den Maxwellgleichungen fiihren. Des Wei-
teren sind im Literaturverzeichnis von [BS03] noch interessante Verweise zu finden.



Kapitel 7

Zusammenfassung, Ausblick

DiE KLUGHEIT EINES MENSCHEN LASST SICH AUS DER SORGFALT ERMESSEN,
WOMIT ER DAS KUNFTIGE ODER DAS ENDE BEDENKT. RESPICE FINEM.
(GEORG CHRISTOPH LICHTENBERG)

Die Bedeutung der spektralen Tripel fiir die Physik kommt (wie schon in der Einleitung
erwihnt wurde) unter anderem aus der Zeile

Riemannsche Spinmannigfaltigkeiten <> reelle spektrale Tripel

des “nichtkommutativen Woérterbuchs” und aus dem Erfolg, den diese Formulierung bei der
Beschreibung des Standardmodells der Elementarteilchenphysik hat, wo Gravitations- und
Eichsektor des Modells auf einheitliche Weise beschrieben werden und die durch das Higgs-
Boson hervorgerufene spontane Symmetriebrechung in natiirlicher Weise auftritt. Unter
diesem Gesichtspunkt ist es natiirlich interessant, die Quantisierung eines solchen Systems
zu untersuchen. Diese Problematik wurde in den Kapiteln 2, 3 und 4 behandelt, indem
wir fiir die in Kapitel 2 klassifizierten nulldimensionalen spektralen Tripel Abstinde zwi-
schen den Zusténden der zugehorigen Algebren ausgerechnet haben (Kapitel 3), die dann
in dem Kapitel 4 iiber Quantisierung die Rolle der Observablen iibernommen haben. Das
Kapitel 2 erfasst die Klassifizierung endlicher spektraler Tripel vollstdndig und ist insofern
nicht mehr “ausbaufidhig”. Eine Fortsetzung der Klassifizierung fiir hohere Dimensionen
mit den gleichen Methoden ist nicht mdéglich, da man hier auf wesentlich kompliziertere
Probleme stoft (man vergleiche hierzu z.B. die Klassifizierung von Mannigfaltigkeiten ei-
ner bestimmten Dimension, wo Probleme in der Art der Poincaré-Vermutung auftreten).
Weiterfiihrende Probleme vielfiltiger Art ergeben sich in den Kapiteln 3 und 4, wo sie zum
Teil auch schon angesprochen wurden: Die Abstéinde zwischen Zustinden auf beliebigen
endlichdimensionalen C*-Algebren sind zum Teil sehr schwierig zu berechnen (siehe z.B.
Abschnitt 3.5) und einige allgemeine Strukturséitze wiren hier hilfreich und interessant,
dies auch im Hinblick auf die damit zusammenhéingenden Probleme der Quantisierung
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in Kapitel 4. Die gleiche Aussage gilt fiir die Quotientenrdume, durch welche dquivalente
spektrale Tripel beschrieben werden (geméfl den Formeln (4.3) und (4.5)): Auch hier ist
die konkrete Berechnung bisher nur in einzelnen Beispielen (4.2.1 - 4.2.4) durchgefiihrt.
Ebenfalls an Beispielen ist die Quantisierung der entsprechenden Systeme behandelt. Zu
den offenen Problemen, die in diesem Kontext auftauchen (z.B. eine systematische Kon-
struktion des jeweiligen invarianten Mafles) wurde in Abschnitt 4.4 schon das Wichtigste
gesagt.

Im Kapitel 5 gibt es noch wesentlich mehr offene Probleme: Das Hauptziel in dieser Rich-
tung ist natiirlich eine nichtkommutative Beschreibung von Spinmannigfaltigkeiten mit
beliebiger Metrik, das ist eine der wichtigen fehlenden Zeilen im “Worterbuch”. Aber auch
bei der Teillosung des Problems, wo man Lorentzsche Mannigfaltigkeiten durch Foliationen
beschreibt und die Zeitentwicklung durch die Diracgleichung (d.h. man bewegt sich nahe
an der physikalischen Anwendung und auch der Einbau von Randbedingungen ist in diesem
Modell méglich), ist noch nicht vollig befriedigend: Es fehlt das Konzept von dquivalenten
spektralen Quadrupeln und auch zu der Quantisierung eines solchen Systems fehlen bisher
nichttriviale Beispiele.

Die in Kapitel 6 diskutierte Methode, von den quantenmechanischen Kommutatorrelatio-
nen auf die moglichen Wechselwirkungen in der Theorie zu schlieflen, ist von der Struktur
und Idee her interessant und wurde/wird fiir verschiedene Fille auch in der Literatur disku-
tiert (auBer der Originalarbeit [Dys90] z.B. [Tan92], [CnIMS95] oder die aktuellen Arbeiten
[Pas03] fiir nichtrelativistische skalare Quantenmechanik, [HKPO03] fiir Verallgemeinerung
auf nichtkommutative Konfigurationsriume, wie in Kapitel 6 behandelt).

Der Zusammenhang der Feynman-Thematik mit den in den ersten Kapiteln diskutierten
spektralen Tripeln war bisher offen, da der in den Abschnitten 6.4 und 6.6 betrachtete
Moyal-deformierte R” kein spektrales Tripel im Sinne von Definition 1.2.1 darstellt. Dieses
Problem wurde jedoch in einem kiirzlich erschienenen Paper [GGBIT03] geldst, und es wéire
sicher interessant, dieses Ergebnis im Zusammenhang mit den hier erzielten Resultaten zu
untersuchen.



Symbolverzeichnis

A, A
407 Ao

eine Algebra

opposite Algebra

unitalisierte Algebra (siehe Satz 2.5.2, S. 33)

siehe Definition 2.5.2, S.34

die Menge der positiven Elemente der Algebra A

Kommutant von A

algebraischer direkter Limes der Familie {A;}, siehe Abschnitt 2.5.3
die komplexen Zahlen

der komplexe projektive Raum (siehe Abschnitt 3.1)
Lichtgeschwindigkeit

Hochschild-Ketten (siche Bemerkung 1.2.7)

Algebra der stetigen Funktionen auf M

Algebra der unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf M
Algebra der stetigen Funktionen auf R, die im Unendlichen verschwinden
komplexifizierte Cliffordalgebra iiber V'

die von den geraden Elementen von CI(V') erzeugte Unteralgebra
siehe Theorem 5.3.1

Cliffordgruppe (siehe Abschnitt 5.3)

Diracoperator

|D| := vD*D, “Betrag” des Operators D
Faddeev-Popov-Determinante

(geodétischer) Abstand der Punkte p und ¢

Abstand der beiden reinen Zustéinde ¢ und 1), sieche Formel (3.2) S. 63
Punktauswertung: 6,(f) := f(z)

Kroneckersymbol

Menge der Derivationen auf A4

Definitionsbereich einer Abbildung a

Zeitvektor eines spektralen Quadrupels

ein Modul

Endomorphismen

Algebra der Funktionen {f : M — C}

Newtonsche Gravitationskonstante oder eine Gruppe



Symbolverzeichnis

G
G(H)
y

r

I'(M,E)

GL.(AY)
GLn(A")o
GLE(4)
GLZ(A)

Ordnung der Gruppe G

Grothendieck-Gruppe zur Halbgruppe H
Graduierungsabbildung eines spektralen Quadrupels
Graduierungsabbildung (eines spektralen Tripels) oder
Chiralitéitselement einer Cliffordalgebra

Algebra der (differenzierbaren) Schnitte in das Vektorbiindel £ — M

(siehe Theorem 1.1.2, S. 11)

siehe Definition 2.5.10, S. 54

siehe Definition 2.5.10, S. 54

siehe Definition 2.5.10, S. 54

siehe Definition 2.5.10, S. 54

Metrik der Signatur (k,!), siche Theorem 5.3.1, S. 130
ein Hilbertraum oder Hamiltonoperator

(in Abschnitt 2.5) eine Halbgruppe

die Quaternionen

Plancksches Wirkungsquantum

Ladungskonjugation bzw. Realitéitsstruktur (antiunitér)
ein Korper (meistens R oder C)

siehe Definition 2.5.9, S. 53

siehe Definition 2.5.7, S. 48

siehe Definition 2.5.11, S. 55

K-Theorie der Algebra A (siehe Abschnitt 2.5, insbesondere
Definition 2.5.13, S. 55)

Kern der (linearen) Abbildung ¢

Kokern der (linearen) Abbildung ¢

Hilbertraum der quadratintegrablen Funktionen auf R"
stetige, lineare Abbildungen auf A bzw. H
Lagrangefunktion

Planck-Linge (siehe S. 8)

algebraischer direkter Limes der Familie {A;}, siehe Abschnitt 2.5.3

eine Mannigfaltigkeit

Algebra der komplexen n x n-Matrizen

n x n-Matrizen mit Eintrégen aus A

der algebraische direkte Limes der Familie (M, (A))qen,
siehe Abschnitt 2.5.3

Bohrsches Magneton

die natiirlichen Zahlen

die Menge der Projektoren in A oder die Menge der reinen
Zustande auf A

die reellen Zahlen

der Moyal-deformierte R", siehe Relation (6.34) S. 161
Schwarzschildradius (siehe S. 8)
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S
Sn

SA

o(a)

T,(M), T; (M)
Un(AY)

Wirkungsfunktional

die n-dimensionale Sphire (im R"*1)

die Einhéngung von A, siehe Definition 2.5.12, S. 55
Spektrum des Algebraelements a

Tangential- bzw. Kotangentialraum an M im Punkt p

siehe Definition 2.5.10, S. 54

siehe Definition 2.5.10, S. 54

siehe Definition 2.5.10, S. 54

siehe Definition 2.5.6, S. 46

Graduierungsabbildung einer Cliffordalgebra

die ganzen Zahlen

Hochschild-Zykel (sieche Bemerkung 1.2.7, S. 18)

das Zentrum von A

Skalarprodukt

Vakuumerwartungswert, (in Kapitel 4) oder Weylgeordnetes
Produkt (in Kapitel 6)

“proportional” oder “dquivalent”

Norm

Aquivalenzklassen beziiglich einer gegebenen Aquivalenzrelation
Spinzusammenhang
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