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1 Einleitung

In den unterschiedlichsten Anwendungsbereichen kommen heutzutage Vlies-
stoffe zum Einsatz: Sie dienen zum Beispiel als isolierende Materialien in Elek-
tromotoren, als Filter in Atemschutzmasken und Staubsaugern oder auch als
saugfihiges Material fiir Wundverbidnde und Babywindeln. Ein Vlies besteht
aus aufeinander geschichteten Fasern, die nicht miteinander verwebt sind, son-
dern nach Durchlaufen von ,, Verfilzungs-“ oder Verschmelzungsprozessen so
stark aneinander haften, daf} sie ein zusammenhingendes Textilgebilde erge-
ben. Durch diese Prozesse lassen sich unter anderem Vliese herstellen, die
sehr gute hydraulische F&higkeiten besitzen, d. h. sie sind in der Lage, schnell
gro3e Mengen an Fliissigkeit aufzunehmen, diese weiterzutransportieren oder
zu speichern. Um die Produkte hinsichtlich dieser hydraulischen Eigenschaften
optimieren zu kénnen, sind genaue Kenntnisse iiber die stattfindenden physi-
kalischen Prozesse in den vorliegenden Vliesstoffen erforderlich. Sie unterliegen
in der Regel auch bekannten physikalischen Gesetzen, es fehlen jedoch héufig
Informationen iiber bestimmte physikalische Parameter des Materials wie z. B.
die hydraulische Leitfiahigkeitsverteilung oder die Porositét. Deshalb mifit man
wéhrend spezieller Experimente an Materialproben den Verlauf ausgewéhlter
physikalischer Grofien, mit dem Ziel, aus diesen Mefidaten mittels mathema-
tischer Verfahren wie z. B. Output-Least-Squares-Methoden die unbekannten
Parameter zu identifizieren. Dies ist auch Gegenstand der vorliegenden Ar-
beit; wir konzentrieren uns hierbei auf zwei spezielle Experimente, die am
Fraunhofer Institut fiir Techno- und Wirtschaftsmathematik (ITWM) in Kai-
serslautern im Zusammenhang mit einem Projekt zur Entwicklung waschbarer
Windeln aus mehreren Vliesschichten durchgefiihrt wurden. Das vorliegende
Bildmaterial iiber die Experimente wurde uns freundlicherweise zur Verfiigung
gestellt.

Im sogenannten vertikalen Flieexperiment wird das obere Ende einer
trockenen Materialprobe des Windelvlies an einer Halterung iiber einem
Behilter mit gefirbtem Wasser befestigt und anschliefend die Halterung so
weit abgesenkt, dafl das untere Ende des Vlies gerade mit dem Wasser in
Beriihrung tritt. Das trockene Material saugt nun langsam gegen die Ge-
wichtskraft Wasser aus dem Behélter auf, was wir durch einen sich nach oben
ausbreitenden gefirbten (unteren) Bereich erkennen kénnen. Zu jedem Zeit-
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punkt wird der feuchte untere Bereich nach oben hin scharf von einem hellen
Bereich getrennt; es 14t sich eine aufsteigende Trennlinie, die sogenannte
Wasserfront, beobachten, vgl. hierzu Abbildung 1.1. Hier werden gleichzeitig
zwel verschiedene Materialien verwendet, die nebeneinander in der Halterung
héngen.

Abbildung 1.1: Das vertikale Flielexperiment

Das Ansteigen der Wasserfront, von der wir annehmen, dafl sie den
trockenen vom feuchten Bereich abgrenzt, ist zu Beginn des Experimentes
sehr schnell, nimmt im Verlauf jedoch immer mehr ab. Mit fortgeschritte-
ner Zeit wird die Trennlinie langsam unschérfer, was durch fortschreitende
Verdunstung verursacht wird. In Abbildung 1.1 werden zwei Materialproben
verwendet, deren unterschiedliche hydraulische Eigenschaften ein vollig un-
terschiedliches Ansteigen der Wasserfront verursachen. Im Verlaufe des Ex-
perimentes, so lange die Trennlinie scharf ist, halten wir die Wasserfront als
Beobachtung fest, indem wir ihre Hohe iiber dem Wasserbehélter messen. Die-
se Mefldaten sollen nun dazu dienen, bestimmte hydraulische Eigenschaften
des vorliegenden Materials zu identifizieren.

Beim zweiten Experiment, dem horizontalen FlieBexperiment, wird die Ma-
terialprobe nun horizontal in einer Halterung befestigt, vgl. Abbildung 1.2.
Links an der Halterung wird das Vlies dauerhaft mit Wasser in Beriihrung
gebracht. Im Gegensatz zum ersten Experiment findet hier ein Wasserflufl
in horizontaler Richtung statt, d.h. senkrecht zur Gewichtskraft, und die
Wasserfront wandert nach rechts. Auch hier bestehen die Mefidaten aus den
Abstidnden der Wasserfront zu der Wasseroberfliche im Behélter.

Zur Modellierung des Wasserflusses in den Vliesstoffen verwenden wir wie
in [39] vorgeschlagen das physikalische Modell von ungeséttigtem Wasserfluf3
in porésen Medien und erhalten als mathematisches Modell fiir die beiden
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Abbildung 1.2: Das horizontale Fliefexperiment

Flieflexperimente ein Cauchy-Dirichlet-Problem fiir die Richardsgleichung in
der Sattigungsformulierung

up = (K(u)\IIM(u)Z)z + (K(w)) .

z

Diese Differentialgleichung fiir die Séttigung u ist aufgrund der Eigenschaft
K (0) = 0 degeneriert parabolisch, und somit 148t sich die Wasserfront durch
den sich bildenden freien Rand des Problems modellieren. Die nichtlinearen
Koeffizienten der Differentialgleichung sind die unbekannten hydraulischen Pa-
rameter: die hydraulische Leitfihigkeitsverteilung K und die Wassercharak-
teristik Wp,s. Das sogenannte inverse Problem, das wir in dieser Arbeit losen
wollen, besteht aus der Identifizierung einer dieser Koeffizienten oder des Pro-
duktes KU’ aus der gemessenen Wasserfront, d.h. dem bekannten freien
Rand. Im Gegensatz hierzu wird das Bestimmen des freien Randes aus dem
Cauchy-Dirichlet-Problem fiir bekannte Koeffizienten als direktes Problem be-
zeichnet.

Beziiglich der Identifizierung der hydraulischen Parameter der Richards-
gleichung gibt es eine Vielzahl an Arbeiten, hauptséchlich aus dem Bereich
der geophysikalischen Wissenschaften, da z. B. die Versickerung von Wasser in
den Boden ebenfalls mit der Richardsgleichung modelliert wird. Hier wird die
Gleichung jedoch meistens in der sogenannten Druckformulierung verwendet,
in der der Druck als Unbekannte der Differentialgleichung auftritt, wodurch
die parabolische Gleichung in der Regel nicht mehr degeneriert. Ein hierbei
hiufig verwendetes Experiment fiir die Parameter-Identifikation besteht darin,
aus einer vollgesittigten Bodenséule kontrolliert Wasser abflielen zu lassen
und wihrenddessen z. B. die Geschwindigkeit oder Menge des ausflieBenden
Wassers zu messen. Dieses Experiment 148t sich durch ein Anfangsrandwert-
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problem fiir die Richardsgleichung beschreiben, und die Mefldaten entspre-
chen zusédtzlichen Dirichlet- oder Neumannrandwerten. Aus diesem iiberbe-
stimmten Problem werden die gesuchten physikalischen Parameter mit Hilfe
von Output-Least-Squares-Methoden bestimmt. Die hydraulischen Koeffizien-
ten werden hierbei hiufig als parametrisierte Modellfunktionen angesetzt [12],
[13].

In [4], [5], [11] wird das inverse Problem zur simultanen Rekonstruktion
der beiden nichtlinearen Koeflizienten der Richardsgleichung in der Druck-
formulierung aus der simultanen Beobachtung von zwei verschiedenen Mef3-
grofien an den Enden der Bodens#ule untersucht. DuChateau beweist in [11]
unter anderem die Eindeutigkeit der Losung dieses inversen Problems in-
nerhalb einer gewissen Funktionenklasse. Fiir die numerische Rekonstrukti-
on der Koeffizienten diskretisieren die Autoren von [4], [5] das direkte Pro-
blem durch ein numerisches Verfahren und definieren anschlieflend ein dis-
kretes Output-Least-Squares-Funktional. Dieses Funktional wird mit einem
Multi-Level-Algorithmus beziiglich einer Parametrisierung durch quadratische
B-Splines minimiert. Diese Methode wurde bereits in [25] zur Identifizierung
der nichtlinearen Sorptionsisotherme im Zusammenhang mit reaktivem Schad-
stofftransport angewendet.

In [33] behandelt Nabokov ein inverses Problem fiir die degeneriert parabo-
lische Differentialgleichung

ur = (a(u)uz), in (0,L) x (0,T]

mit Dirichlet-Randwerten. Aus Messungen der Funktion u(zo,t) fiir ein fe-
stes xp aus dem Intervall (0,L) soll der nichtlineare Diffusionskoeffizient a
iiber die Minimierung eines L2-Fehler-Funktionals rekonstruiert werden. Hier-
zu beweist der Autor die Fréchet-Differenzierbarkeit der Losung v nach dem
Koeffizienten a und leitet ein linear degeneriert parabolisches Anfangsrand-
wertproblem her, mit dessen Hilfe sich die Ableitung auswerten 148t. Ebenso
wird die Adjungierte der Ableitung auf ein lineares Anfangsrandwertproblem
zuriickgefithrt. Fir die Minimierung des Fehlerfunktionals verwendet Nabo-
kov die Konjugierte-Gradienten-Methode und rekonstruiert den Koeffizienten
a basierend auf verschiedenen Parametrisierungen.

Den bisher in der Literatur behandelten, oben beschriebenen, inversen Pro-
blemen ist gemein, daf§ die unbekannten hydraulischen Parameter aus Werten
der Losung des zugrundeliegenden Anfangsrandwertproblems oder ihrer Ablei-
tung identifiziert werden. Hingegen behandeln wir in der vorliegenden Arbeit
die Identifizierung der gesuchten Parameter aus dem freien Rand des zugrun-
deliegenden Cauchy-Dirichlet-Problems, d. h. aus der Gestalt des Trégers der
Losung. Fiir das direkte Problem des horizontalen Flielexperiments, das sich



durch ein Cauchy-Dirichlet-Problem fiir die oben vorgestellte Differentialglei-
chung aus [33] beschreiben 148t, zeigen wir, daf} der freie Rand dieses Problems
eine Wurzelfunktion ist und somit zu wenig Information fiir eine sinnvolle Re-
konstruktion des Koeflizienten a enthilt. Fiir das zum vertikalen FlieBexpe-
riment gehorende Cauchy-Dirichlet-Problem mit der Richardsgleichung, das
inkompatible Anfangs- und Randwerte besitzt, beweisen wir eine Lésungstheo-
rie, basierend auf dem schwachen Losungsbegriff und den Beweistechniken aus
[16] fiir Probleme mit kompatiblen Anfangs- und Randwerten. Unser Ansatz
fiir das inverse Problem lehnt sich an die Vorgehensweise in [33] an. Wir for-
mulieren das direkte Problem iiber einen nichtlinearen Operator F', der den
Koeffizienten a = K%, auf den freien Rand abbildet, und stellen hiermit fiir
das inverse Problem ein zu minimierendes L?-Fehler-Funktional auf. Zur Mini-
mierung verwenden wir iterative Regularisierungsmethoden und leiten hierfiir
formal wie in [33] jeweils ein linear degeneriert parabolisches Randwertpro-
blem fiir die Ableitung von F und fiir deren adjungierten Operator her. Hierbei
haben wir zunéchst die Gateaux-Differenzierbarkeit von F' vorausgesetzt, un-
sere anschlieBenden Uberlegungen lassen jedoch vermuten, daf die formal be-
rechnete Ableitung ein unbeschrinkter Operator ist. Als numerisches Rekon-
struktionsverfahren verwenden wir das Levenberg-Marquardt-Verfahren und
die iterativ regularisierende Gauf-Newton-Methode (IRGN) basierend auf ei-
ner Parametrisierung der Koeffizienten durch quadratische B-Splines und der
diesbeziiglich diskretisierten Ableitung F’ sowie deren Adjungierten.

Diese Arbeit ist folgendermaflen gegliedert: Im zweiten Kapitel erldutern
wir das physikalische Modell des ungeséittigten Wasserflusses in pordsen Me-
dien und leiten das die Experimente beschreibende mathematische Modell
her. Gegenstand des dritten Kapitels ist das direkte und inverse Problem
des horizontalen Experimentes. Das vierte Kapitel widmet sich den inversen
Problemen fiir das vertikale FlieSexperiment, wobei der Schwerpunkt auf der
Bestimmung der hydraulischen Diffusivitit a = K, liegt. Zunichst be-
weisen wir Aussagen iiber die Losbarkeit des direkten Problems und fithren
das Cauchy-Dirichlet-Problem in zwei alternative Anfangsrandwertprobleme
iiber. Anschliefend formulieren wir das direkte und inverse Problem mit Hilfe
des nichtlinearen Operators F' und stellen den Lésungsansatz iiber iterative
Regularisierungsmethoden vor. Die hierfiir ben6tigte Ableitung von F' sowie
ihr adjungierter Operator werden in den darauffolgenden Abschnitten unter-
sucht. Am Ende dieses Kapitels geben wir eine kurze Zusammenfassung iiber
analoge Ergebnisse fiir weitere inverse Probleme beziiglich des vertikalen Ex-
perimentes. Im abschliefenden fiinften Kapitel erldutern wir die numerische
Umsetzung und Implementierung des vorgestellten Rekonstruktionsverfahrens
und stellen Rekonstruktionsergebnisse vor.
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2 Physikalische und mathematische
Modellierung

In diesem Kapitel werden die physikalischen Vorgénge, die in den beiden be-
reits vorgestellten Flielexperimenten stattfinden, analysiert. Hierzu verwen-
den wir das Modell von ungeséttigtem Wasserflul in pordsen Medien, das auf
der Richardsgleichung basiert. Fiir diese Gleichung formulieren wir anschlie-
end ein Cauchy-Dirichlet-Problem, durch das die Experimente mathematisch
modelliert werden. Einfithrende Darstellungen des physikalischen Modells fin-
det man unter anderem in [27], [37].

2.1 Das physikalische Modell

Wir konzentrieren uns zunéchst auf die Situation des vertikalen Flielexperi-
mentes. Die vorliegenden Vliesstoffe zeichnen sich dadurch aus, daf} sie sehr
leicht Wasser aufnehmen und weitertransportieren kénnen. Diese Fihigkei-
ten variieren mit den verschiedenen Faserarten und ihren Durchmessern sowie
der Dichte der Fasern. Allgemein gesprochen handelt es sich bei Vlies um ein
pordses Material, und somit kénnen wir unsere Experimente mit dem physika-
lischen Modell von ungeséttigtem Wasserflul in porésen Medien beschreiben,
welches z. B. auch zur Simulation der Versickerung von Bodenwasser verwen-
det wird.

2.1.1 Porose Medien

Das Vlies als poroses Medium besteht aus drei Phasen: dem Feststoffskelett,
d.h. den Fasern des Vlies, sowie der Luft- und der Wasserphase, die beide
zusammen die mit dem Begriff Porenraum bezeichneten Hohlrdume ausfiillen.
Wir gehen davon aus, daf§ der Porenraum zusammenhéngend ist. Die Fasern
seien starr, so daf} sich die feste Phase zeitlich nicht verdndert. Das Wasser
bilde eine kontinuierliche Phase und sei als rein und inkompressibel vorausge-
setzt. Weiterhin nehmen wir an, dal die Luft unbeschréinkt beweglich ist und
der Porenluftdruck gleich dem Atmosphéarendruck ist. Zudem besitze die Luft
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keinerlei Wechselwirkungen mit den anderen beiden Phasen, d.h. Vorginge
wie z. B. Verdunstung werden im folgenden nicht betrachtet.

v 3
.
r

Abbildung 2.1: Mikroskopischer Schnitt durch ein portses Medium

Betrachtet man das Medium aus einer mikroskopischen Sicht (vgl. Abbil-
dung 2.1), so handelt es sich bei dem Porenraum um ein duflerst komplizier-
tes und inhomogenes geometrisches Gebilde, das wir nicht genau beschreiben
konnen. Zudem wollen wir bei der Modellierung der Wasserbewegung auch gar
nicht auf Details wie z. B. die Geometrie der Wasserphase eingehen, sondern
verwenden sogenannte effektive Grolen wie den volumetrischen Wassergehalt,
die das Verhalten eines hinreichend grofien Volumens beschreiben. Diese ma-
kroskopischen Gréflen erhalten wir, indem wir an jedem Punkt innerhalb einer
Materialprobe die mikroskopischen Groflen iiber ein sogenanntes reprisenta-
tives Elementarvolumen (REV) mitteln, welches immer aus Feststoff und Po-
renraum besteht ([26], [37]). Die GroéBe des REV ist sehr klein im Vergleich
zum gesamten Volumen des vorhandenen Mediums, jedoch sehr grofl; wenn
wir es mit den einzelnen Fasern oder Poren vergleichen. Durch diese Mittelung
erhilt man aus den i. a. unstetigen mikroskopischen Groflen stetige effektive
Groflen.

2.1.2 Phasenanteile

Um die Phasenanteile quantitativ zu beschreiben, fithren wir im folgenden
nun volumetrische hydraulische Gréfien ein. Hierzu wéhlen wir ein REV 1,
das sich in unserem 3-Phasen Modell zusammensetzt aus den Volumina der
Feststoffmatrix (Vs), des Wassers (Viy) und der Luft (V7). Da der Poren-
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raum vollstéindig mit Wasser und Luft gefiillt ist, ergibt sich der Anteil des
Porenraums am Volumen V;, die Porositdt ¢, durch

_Vw+V

¢ Vo

Der Anteil der Wasserphase 148t sich entsprechend definieren durch den volu-
metrischen Wassergehalt 6:
0 := V—W

Vo

Im folgenden verwenden wir statt 6 jedoch die Grofle

Ve 0
CVw Ve ¢

die mit Feuchte oder Sdittigung bezeichnet wird. Sie gibt den Anteil der Was-
serphase am Porenraum wider und nimmt demnach Werte aus [0, 1] an. Ist der
Porenraum nicht vollstdndig mit Wasser gefiillt, so wird das Medium als un-
gesdttigt bezeichnet. In der Realitdt erreicht der gesdttigte Zustand aufgrund
eingeschlossener Luft nicht den Wert u = 1, was wir jedoch hier nicht bertick-
sichtigen wollen. Genauso vernachlissigen wir die Tatsache, dafl sich auch im
trockenen Zustand des Mediums ein diinner Wasserfilm auf der Matrix befin-
det, und beschreiben deshalb in unserem Modell den trockenen Zustand durch
die Séttigung u = 0. Alle hier eingefiihrten Gréfien lassen sich in jedem Punkt
einer Materialprobe definieren, indem jeweils zentriert um diesen Punkt ein
Volumen Vj betrachtet wird, und sind somit stetig vom Ort abhéngig. Verein-
fachend gehen wir von nun an davon aus, dafl unser Vliesmaterial homogen
pords ist, d. h. der Anteil des Porenraums ist im gesamten Material gleich grof3
und die Porositdt ¢ somit konstant. Aus diesem Grund fithren wir alle nun
folgenden Groéflen, die eigentlich von 6 abhéngen, gleich als Funktionen von u
ein.

2.1.3 Energiedichte des Wassers

Die Wasserbewegung im Vlies wird angetrieben durch Energiegradienten, wo-
bei wir von einer langsamen, isothermalen Bewegung ausgehen, so dafl wir die
kinetische Energie vernachléssigen konnen. Die Energie des Wassers 148t sich
definieren als die Arbeit, die benotigt wird, um Wasser aus einem Referenzzu-
stand in den gewiinschten Zustand in die Vliesprobe zu bringen. Den Referenz-
zustand, dem die Energie Null zugeschrieben wird, definieren wir durch die
Position bei z = 0 (auflerhalb des Vlies) auf der in Abbildung 2.2 definierten,
nach oben gerichteten z-Achse.
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Hohe 2

<— Vliesprobe

2 =0 =——— <— Wasser

Abbildung 2.2: Definition des Referenzzustandes

Die Dichte der Gesamtenergie des Wassers bezeichnen wir mit Wyy. Da nur
die Energiegradienten die Wasserbewegung verursachen, kann fiir die Energie-
dichte eine Bezugsgrofe frei gewahlt werden. Wir wihlen hierfiir die Gewichts-

N
kraft und erhalten eine Dichte der Einheit [Tm] = [m]. Die Gesamtenergie-

dichte ist die Summe aus dem Gravitationspotential ¥ und dem sogenannten
Matrizpotential Wy, wobei sich diese Teilpotentiale folgendermaflen ergeben:

Das Gravitationspotential ¥ von Wasser in der Hohe z ergibt sich aus der
Lageenergie des Wassers geteilt durch seine Gewichtskraft zu:

Vo = 2.

Unter dem Matrixpotential verstehen wir die Energiedichte, die notwendig
ist, um Wasser in die Poren des porésen Mediums zu bringen, d.h. in die
Hohlrdume der Feststoffmatrix. Dieses Teilpotential umfaflt alle Wechselwir-
kungen zwischen der Gestalt und Zusammensetzung des Feststoffes und den
FEigenschaften des Wassers. In der feinen Porenstruktur des porésen Mediums
ergeben diese Wechselwirkungen, dafl sich Wasser innerhalb des pordsen Medi-
ums in einem Zustand niedrigerer Energie befindet als aulerhalb. Aus diesem
Grund wird das Wasser von den feinen ungeséttigten Poren gewissermaflen
aufgesaugt, vergleichbar mit dem Aufsteigen von Wasser in Kapillaren. Somit
nimmt die Gréfle ¥ys im ungeséittigten Zustand negative Werte an.

Das Matrixpotential ¥, ist offensichtlich abhéngig von der Geometrie der
Wasserphase, die wir mit Hilfe der effektiven Grofie u beschreiben. Diese Be-
ziehung zwischen Wassergehalt und Energiedichte Wj, 148t sich durch eine
Funktion Wys(u) beschreiben, die als Wassercharakteristik bezeichnet wird.
Diese hydraulische Funktion ist charakteristisch fiir jedes porése Material und
in der Regel hysteretisch, d. h. dem Bewisserungs- und Entwésserungsverhal-
ten eines portsen Mediums werden unterschiedliche Kurven zugeschrieben.

10
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In unserem Modell wollen wir die Hysterese vernachléssigen, da wir uns
letztendlich nur mit Bewésserungsvorgingen beschiftigen. Auch die Energie-
dichte W, beziehen wir auf die Gewichtskraft des Wassers, und somit hat
auch ¥, die Einheit [m]. Man bezeichnet ¥, in diesem Zusammenhang auch
als Druck- oder Steighohe. In Abschnitt 2.1.6 werden wir diese hydraulische
Funktion noch genauer untersuchen.

Insgesamt ergibt sich die Energiedichte des Wassers also zu

\I/W :\IJM(U)-FZ. (2.1)

2.1.4 WasserfluBB

Die Wasserbewegung in ungeséttigten portsen Medien basiert auf dem verall-
gemeinerten Gesetz von Darcy, auch als Buckingham-Darcy-Gesetz bezeich-
net, welches den Energiegradienten und die volumetrische WasserfluBdichte
Jw in folgende Proportionalitdtsbeziehung stellt:

d
jw = —K(u) . (2.2)
Die FluBdichte jy gibt an, wieviel Volumen Wasser pro Querschnittsflache
und pro Zeiteinheit durch das Medium flieBt und beschreibt somit die Ge-
schwindigkeit des sich bewegenden Wassers. Die Grofle K (u), hier mit der
Einheit [m/s], wird als ungesdttigte hydraulische Leitfihigkeit bezeichnet. Die
Leitfdhigkeit ist abhéngig von Anzahl und Grofle der Fliepfade sowie dem
FlieBwiderstand und ist somit auf der makroskopischen Skala eine Funktion
der Feuchte u. Weitere Eigenschaften dieser zweiten hydraulischen Funktion

erlautern wir in Abschnitt 2.1.6.

2.1.5 Dynamik des Wasserflusses

Da wir zeitlich variierenden Wasserflul beschreiben wollen, gehen wir davon
aus, dafl die Feuchte u nicht nur eine ortsabhéngige sondern auch zeitabhingi-
ge Funktion u = u(z, y, 2, t) ist. Eine Formulierung fiir die Dynamik des Was-
serflusses liefert uns das Gesetz der Massenerhaltung (py bezeichne hier die
Massendichte des Wassers): Betrachtet man fiir ein sehr kleines Volumen die
zeitliche Anderung der volumetrischen Dichte des Wassers %(pwgéu), so muf
diese der riumlichen Anderung des Massenflusses %(pw jw), der Bilanz aus
Zu- und Abflufl, plus Quellen oder Senken 7y entsprechen. Somit ergibt sich
die Erhaltungsgleichung

0 0
a(ﬂwﬁf)u) + g(ﬂij) +7rw = 0. (2.3)

11



2 Physikalische und mathematische Modellierung

Der Term 7y kann im folgenden vernachléssigt werden, da in unserer Vliespro-
be weder Quellen noch Senken existieren. Da wir eine isothermale Bewegung
betrachten, ist die Dichte py konstant, so daf§ wir sie aus (2.3) herausdivi-
dieren konnen. Nach Einsetzen von (2.2) und (2.1) ergibt sich (2.3) somit

zu
0 0 0

2 (pu) = — (K (u)— (@ ). 2.4

(ou) = (K (w5 (arw) +2) (2.4)

Gleichung (2.4) wird als Richards-Gleichung in Wassergehaltsform bezeichnet.

Da die Porositét ¢ ebenfalls konstant ist, dividieren wir sie aus (2.4) heraus,

bezeichnen aber weiterhin die skalierte Funktion K /¢ mit K. Ausdifferenzieren
fithrt schlieBlich auf die Form

up = (K(u)\I"M(u)uz)z + (K (u)) (2.5)

z)

wobei wir fiir die partiellen Ableitungen Abkiirzungen eingefiihrt haben. Fiihrt
man die hydraulische Diffusivitit D(v) := K(v)¥,(v) als weitere hydrauli-
sche Funktion ein, so 148t sich (2.5) dquivalent schreiben als

ur = (D(u)uz), + (K(u)),. (2.6)

Die Richards-Gleichung wird heutzutage sehr hiufig fiir die Beschreibung von
FluBproblemen verwendet, vor allem zur Simulation von Wasserflufl im Boden.
Betrachtet man Probleme mit vollgesdttigten Zonen, so wird sie hierfiir in der
sogenannten Druckformulierung

0 0 0 0

EQ(\I;M) = a(K(\IJM)&\IJ]\/[) + &(K(‘I’M))

mit der Druckhohe ¥, als Unbekannte verwendet.

Die Differentialgleichungen (2.5) und (2.6) gelten allgemein fiir v =
u(z,y,z,t). Da die z,y-Koordinaten jedoch nicht explizit in den Differenti-
algleichungen auftreten und wir von einem homogen portsen Material ausge-
hen, kénnen wir die z, y-Koordinaten vernachléssigen und das Experiment im
Eindimensionalen modellieren. Die Feuchte u ist also nur noch eine Funktion
der Hohe und der Zeit, also u = u(z,t).

Betrachten wir nun das horizontale Flieexperiment, so ist die Flufirichtung
senkrecht zur Gravitationskraft, also entspricht die z-Koordinate der um 90
Grad gedrehten z-Achse aus Abbildung 2.2. Die Wirkung der Gravitations-
kraft auf den Wasserfluf} ist in diesem Fall so gering, dafl wir sie vernachléssi-
gen konnen. Somit entfillt in (2.1) das Gravitationspotential, und folglich
verschwindet in der Differentialgleichung (2.6) der Term erster Ordnung. Wir
erhalten fiir das horizontale Flieexperiment also die Modellgleichung

uy = (D(w)us) (2.7)

2"
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2.1 Das physikalische Modell

Mit der Differentialgleichung (2.6) bzw. (2.7) lassen sich unsere Flielexpe-
rimente nun vollstdndig beschreiben, lediglich die Rand- und Anfangsbedin-
gungen der Experimente miissen noch beriicksichtigt werden. Zu Beginn des
Experimentes zur Zeit ¢ = 0 ist das Vlies trocken, d.h. u(z,0) = 0 fiir alle z.
Am unteren bzw. linken Rand bei z = 0 ist die Vliesprobe stindig im Was-
ser und somit vollgesiittigt, also u(0,¢) = 1. Unseren Beobachtungen zufolge
ist das Vliesmaterial oberhalb der Wasserfront trocken, und wir gehen davon
aus, dafl die Wasserfront im Laufe des Experimentes den oberen bzw. rechten
Rand der Vliesprobe nicht erreicht. Dies modellieren wir im folgenden durch
eine unendlich lange Vliesprobe.

2.1.6 Hydraulische Funktionen

Wie wir aus Abschnitt 2.1.3 bereits wissen, nimmt die Druckhdhe im un-
gesittigten Medium negative Werte an. Im geséttigten Zustand v = 1 ist
der Wert der Druckhshe Wy,(1) = 0. Fiir den trockenen Zustand gilt die
Grenzbeziehung lim, o ¥)/(v) = —oo. Mit zunehmender Séttigung nimmt
betragsméfig die Druckhohe ab, Wy, ist eine monoton steigende Funktion.

Man geht davon aus, daf} sich bei der Infiltration die kleineren Poren vor den
groferen mit Wasser fiillen, da in den kleinen Poren die grofiten Kapillarkréfte
wirken. Deshalb wird angenommen, daf3 die Druckhéhe bei niedriger Séttigung
sehr viel stirker wéchst als bei grofier Sittigung. Somit ist ¥, (v) fiir kleine
v sehr grof3.

Im nichttrockenen Zustand ist die Leitfdhigkeit eines Mediums stets posi-
tiv, im Zustand u = 0 jedoch gleich Null, da keine Fliepfade vorhanden sind,
also K(0) = 0 und K(v) > 0 fiir 0 < v < 1. Mit zunechmendem Wasserge-
halt wichst auch die Anzahl der FlieBpfade und der FlieBwiderstand sinkt, so
daB die Leitfahigkeit monoton wéchst. Generell nimmt die Leitfihigkeit mit
zunehmender Sattigung immer stérker zu, da die gréfleren Poren die besseren
Leiter sind und zunehmend immer mehr Fliepfade entstehen. Deshalb wird
K als konvexe Funktion vorausgesetzt.

Fir U); und K gibt es besonders in der Bodenphysik eine Vielzahl an
Modellen, unter anderem resultierend aus der Modellierung des Bodens als
Kapillarbiindel und aus experimentellen Beobachtungen. Eines der meist ver-
wendeten ist die Mualem-van Genuchten-Parametrisierung, die fiir die Was-
sercharakteristik folgende Beziehung vorschreibt:

1
Wy () = == [/ D e (23)

mit Parametern a > 0 und n > 1. Die zugehorige hydraulische Leitfahigkeit

13



2 Physikalische und mathematische Modellierung

dieses Modells ist
K(V) _ Kslja(l o (1 o Vn/(n—l))l—l/n)Q

mit demselben Parameter n wie in (2.8) und den Parametern a und K, wobei
K die Leitfdhigkeit im gesittigten Zustand bezeichnet.

0

|
o
[N

Druckhohe ¥y,

0.2 04 0.6 0.8 1
Feuchte u

Abbildung 2.3: Wassercharakteristik W, des Mualem-van Genuchten-Modells

) o o
N (2] [ee]

Leitfahigkeit K

©
[N}

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Feuchte u

Abbildung 2.4: Leitfahigkeit K des Mualem-van Genuchten-Modells
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2.2 Das mathematische Modell

o
fes)
:

o
[e)]
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—_
o

Diffusivitat D
5
3
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o
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Feuchte u

Abbildung 2.5: Diffusivitdt D resultierend aus dem Mualem-van Genuchten-
Modell

Da wir im folgenden hauptsichlich die Differentialgleichung (2.6) verwen-
den, gehen wir nun noch n#her auf die hydraulische Diffusivitit D(v) ein.
Man geht davon aus, da§ die Singularitit der Funktion ¥/, im Punkt s = 0
so schwach ist, daf8 die Diffusivitét in diesem Punkt den Wert D(0) = 0 an-
nimmt, eine Forderung, die z.B. auch vom Mualem-van Genuchten-Modell
erfiillt wird. Ein Vorteil der Differentialgleichung (2.6) ist somit, dafi beim
Losen Funktionsauswertungen von ¥/, im Punkt v = 0 vermieden werden.
Ein unmittelbares Resultat aus den Eigenschaften von K und W, ist die Posi-
tivitat von D. Eine weitere Forderung, die wir an D stellen, ist die Beschrinkt-
heit im gesittigten Zustand, d.h. D(1) < oo. Die Diffusivitéit resultierend
aus der Mualem-van Genuchten-Parametrisierung erfiillt diese Voraussetzung
nicht, da die Druckhthe unendlich steil in den geséttigten Zustand eintritt,
d.h. ¥),(1) = co. Da wir jedoch davon ausgehen, daf8 diese Eigenschaft phy-
sikalisch nicht notwendig ist, ist unsere Einschrinkung D(1) < oo auch mit
dem physikalischen Modell vereinbar.

2.2 Das mathematische Modell

Nach der Herleitung in Abschnitt 2.1.5 geniigt die Séttigungsverteilung u =
u(z,t) wihrend des vertikalen FlieSexperimentes im Zeitintervall [0, 7] nun
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2 Physikalische und mathematische Modellierung

folgendem Cauchy-Dirichlet-Problem:
ur = (K (u) Wy (uuz), + (K(u)), in Hr:=(0,00) x (0,T], (2.9a)
u(z,0) =0 fiir z € [0, 00), (2.9b)
u(0,t) =1 fir t € (0,77. (2.9¢)

Die Koeflizienten K, ¥ys und D = KW, seien hierbei hinreichend glatt und
erfiillen folgende Eigenschaften (vgl. Abschnitt 2.1.6):

K > 0in (0,1], K(0) = 0, K monoton wachsend und konvex, (2.10)

Uy <0in [0,1), ¥ps(1) =0, lim Ups(v) = —c0
v—0 (2.11)

und ¥,; monoton wachsend,
D(v) > 0 fiir v € (0,1] und D(0) = 0. (2.12)

Fiir das horizontale Experiment setzen wir in (2.9a) entsprechend den Term
erster Ordnung zu Null.

Da wir wiahrend des Experimentes eine fortschreitende Wasserfront beob-
achten, die einen trockenen Bereich nach unten bzw. links begrenzt, und wir
den Abstand der Front zum Wasserbehilter als Mefidaten verwenden wollen,
stellt sich die Frage, ob diese fiir uns wichtige Beobachtung auch tatséchlich
durch (2.9) beschrieben wird. Wir miissen deshalb untersuchen, ob die aus
(2.9) resultierende Feuchteverteilung u zu jedem Zeitpunkt oberhalb einer ge-
wissen Hohe z gleich Null ist, was gleich bedeutend damit ist, dafl u einen
kompakten Tréger besitzt. Der obere Rand des Trégers entspricht dann unse-
ren Mefidaten, also der Hohe des Wassers (bzw. des Abstandes zum Wasser-
behilter). Dies ist in Abbildung 2.6 skizziert, wo die Hohe der Wasserfront als
Funktion der Zeit s(t) aufgetragen ist. Die Existenz der Wasserfront, also des
kompakten Triagers, beweisen wir fiir das horizontale Experiment in Abschnitt
3.1 und fiir das vertikale Experiment in Abschnitt 4.1, wo wir uns genauer mit
den mathematischen Eigenschaften von (2.9) auseinandersetzen. Einen Uber-
blick iiber mathematische Resultate beziiglich der Richardsgleichung (2.9a)
und deren physikalische Interpretation gibt Gilding in [20].

Durch (2.9) haben wir unsere FlieBexperimente also mathematisch model-
liert und sind nun in der Lage, sie durch Bestimmen der Loésung u bzw.
des kompakten Trégers zu simulieren. Hauptgegenstand dieser Arbeit ist je-
doch nicht nur das Problem (2.9), das sogenannte direkte Problem oder auch
Vorwdrtsproblem, sondern vielmehr das dazugehérige inverse Problem, d.h.
die Fragestellung, ob sich aus einer bekannten (gemessenen) Wasserfront s
jeweils eine der hydraulischen Funktionen K, D oder ¥, in (2.9) bestim-
men 148t. Hierzu konzentrieren wir uns in den nachfolgenden Kapiteln auf das
inverse Problem zur Rekonstruktion von D bei bekannter Leitfahigkeit K.
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2.2 Das mathematische Modell

Hohe des Wassers
z = s(t)

i > Zeit t
T

0 u=1
‘Wasserbehélter

Abbildung 2.6: Skizze des Experimentes
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3 Das horizontale FlieBexperiment

Dieses Kapitel behandelt ausschliellich das horizontale FlieSexperiment oh-
ne Gravitationseinflufl. Zunéichst beschéftigen wir uns mit der Losbarkeit des
direkten Problems, speziell mit der Existenz von Ahnlichkeitslosungen. An-
schlieend gehen wir noch auf das zugehorige inverse Problem ein.

3.1 Das Vorwartsproblem

Beim horizontalen FlieBexperiment 148t sich das Vorwértsproblem geméfl Ab-
schnitt 2.2 folgendermaflen formulieren: Gesucht ist eine Losung u = u(z,t)
mit kompaktem Tréger des Cauchy-Dirichlet-Problems

ur = (a(u)u,), in Hp:=(0,00) x (0,77, (3.1a)
u(z,0) =0 fiir z € [0, 00), (3.1b)
u(0,t) =1 fir t € (0,7]. (3.1c)

An den Diffusionskoeffizienten a (a entspricht der Diffusivitétsfunktion D =
KU, in (2.9)) stellen wir die Voraussetzungen

a € C(]0,00)) a>0in (0,00), a(0)=0. (3.2)
Die Differentialgleichung (3.1a), die sich mit A’ = a auch als
U = (A(u))

schreiben 148t, ist in der Literatur bekannt unter dem Namen Pordse Medien-
Gleichung. Am hiufigsten besitzt der Koeffizient A hierbei die spezielle Gestalt

zz

A(v) =v™.

Uber die Existenz und Regularitiit von Losungen dieser Differentialgleichung
gibt es eine Reihe von grundlegenden Aussagen unter anderem in [1], [34],
[28].

Bei der quasilinearen Differentialgleichung (3.1a) handelt es sich um eine
degeneriert parabolische Gleichung: Der Differentialoperator (a(u)uz)z ist nur
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3 Das horizontale Flieexperiment

in Punkten (z,¢) mit u(z,t) > 0 elliptisch und degeneriert wegen a(0) = 0, falls
u(z,t) = 0ist. Aus diesem Grund 1a8t sich fiir (3.1) keine Standardtheorie {iber
Existenz und Regularitdt von Losungen parabolischer Differentialgleichungen
wie z. B. in [30] anwenden.

Die Unterschiede zwischen regulér parabolischen und degeneriert parabo-
lischen Gleichungen lassen sich allgemein etwa folgendermaflen beschreiben:
Regulédr parabolische Differentialgleichungen besitzen eine unendliche Aus-
breitungsgeschwindigkeit, d. h. lokale Storungen der Losung beeinflussen die
Losung fiir alle darauffolgenden Zeiten und in allen Punkten des zugrun-
deliegenden Gebietes. Es existieren sogenannte klassische Losungen, die in
Abhéngigkeit von der Glattheit der Koeffizienten und Randwerte ebenfalls
glatt sind, z.B. aus den Ridumen C?*t®!*® (0 < o < 1. Im degenerierten
Fall existiert dieses Verhalten nur noch innerhalb von Teilgebieten, die durch
sogenannte freie Rénder voneinander getrennt werden. Diese freien Rénder
besitzen eine endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit und sind in der Regel zu-
sammen mit der Losung der Differentialgleichung zu bestimmen. Es existieren
im allgemeinen keine klassischen Losungen, egal wie glatt die Koeffizienten und
Randwerte sind, da am Ubergang zwischen den Teilgebieten, d. h. auf den frei-
en Réndern, die Losungen degenerierter Gleichungen héufig nicht glatt sind.

In der oben genannten Literatur wird fiir verschiedene Randwertprobleme
mit der Differentialgleichung (3.1a) ein schwacher Lisungsbegriff eingefiihrt,
und es werden Existenz und Eindeutigkeit von schwachen Losungen unter-
sucht. Dariiber hinaus zeigt zum Beispiel Knerr [28], da die Losung des
Cauchy-Problems bei Anfangswerten mit kompaktem Trager fiir alle Zeiten
einen kompakten Triger besitzt, der durch freie Rédnder von dem Gebiet, in
dem u = 0 ist, getrennt wird. Weiterhin wird die Glattheit der Losungen im
Inneren des Tragers bewiesen sowie Aussagen iiber Regularitit und Monotonie
der freien Rénder.

Diese Theorie 148t sich jedoch nicht auf das Problem (3.1) anwenden, da
jeweils kompatible Rand- und Anfangswerte vorausgesetzt werden. In (3.1)
jedoch sind die Rand- und Anfangswerte im Punkt (0,0) unstetig und ver-
letzen somit die Kompatibilititsbedingung erster Ordnung lim;_,gu(0,t) =
lim, ,ou(z,0). In Abschnitt 4.1.1 definieren wir fiir das Cauchy-Dirichlet-
Problem (4.1) des vertikalen Flielexperimentes den schwachen Losungsbegriff
und beweisen die Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Losung, die
einen kompakten Tréger besitzt und im Inneren des Trégers glatt ist. Diese
Aussagen gelten ebenfalls fiir das Problem (3.1), da die Differentialgleichung
(3.1a) ein Spezialfall (b = 0) von (4.1a) ist. Im folgenden werden wir jedoch
zeigen, dafl (3.1) Losungen einer ganz speziellen Gestalt besitzt, so dal wir
zu diesem Zeitpunkt aus Abschnitt 4.1.1 lediglich den Satz 4.1.5 iiber die
Eindeutigkeit der Losung ben6tigen.
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3.1 Das Vorwértsproblem

In [3] leitet Barenblatt fiir die Porése Medien-Gleichung mit dem Koeffizi-
enten A(v) = v™ explizite Ahnlichkeitslésungen her. So ist zum Beispiel fiir
m > 1 die Funktion

1

w(z,t) = Ot + 1)~ 75 ({1 - (#ﬂ +> " (3.3)

1

~1 sy
mit C = <m7) " und [z]+ := max (z,0) eine Losung des Cauchy-

2m(m + 1)
problems
u = (u™) in (—o0,00) x (0,7, } 5.0
u(z,0) = C([1— (C’z)2]+)ﬁ fir z € (—o0, 00). '

Die freien Rénder ergeben sich hier zu

s(t):j:%(t—kl)m;“.

Wir wollen nun fiir das Problem (3.1) ebenfalls die Existenz von Ahnlich-
keitslosungen untersuchen. Uber die Boltzmann- Transformation

n = 7 (3.5)

machen wir fiir die Losung v von (3.1) den speziellen Ansatz
u(z,t) == f(z/Vt) = f(n). (3.6)

Eine Losung v dieser Form besitzt Hohenlinien der Gestalt z = 7v/¢ fiir > 0.
Einsetzen von (3.6) in (3.1) fithrt uns auf folgendes gewohnliches Randwert-
problem fiir die Funktion f:

@(P)FY )+ gnf () =0 far0 <y < oo, (3.72)
f(0)=1, (3.7b)
lim f(n)=0. (3.7¢)

n—00

Im folgenden sei stets A(v) := [ a(u) dp.
Eine schwache Losung f von (3.7a) definieren wir durch die Bedingungen

(i) f ist beschrinkt, stetig und nicht-negativ in [0, 00),

(ii) A(f(n)) besitzt eine stetige Ableitung,
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3 Das horizontale Flieexperiment

(iii) f geniigt der Integralidentitit
o , 1 , 1 o
(A +5nf)e'dn+5 | fedn=0
0 0

fiir alle ¢ € CZ(0, 00).

Eine Aussage iiber die Existenz einer schwachen Losung f von (3.7) und so-
mit einer Losung von (3.1) der speziellen Gestalt (3.6) liefert uns der folgende
Satz von Atkinson und Peletier [2]:

Satz 3.1.1
Sei a € C([0,00)) mit a(0) = 0 und a(v) > 0 fiir v > 0. Genau dann, wenn

W) e 0., (3.8)

besitzt die Differentialgleichung (3.7a) in [0,00) eine eindeutige schwache
Lésung f mit kompaktem Tréger, die (3.7b) geniigt. Zudem ist f in supp|f]
monoton fallend.

Beweis: siehe [2] O

Somit besitzt (3.7) also fiir jeden Koeffizienten a gemifl (3.2), der zusitzlich
die Bedingung (3.8) erfiillt, eine eindeutige schwache Losung f mit kompaktem
Trager, d. h. es existiert ein ¢ > 0, so dafl

f(n)>0 firne0,c) und [f=0 in [c,00).

Folglich ist die Funktion u(z,t) = f(z/+/t) eine Ahnlichkeitslosung von (3.1)
mit der Eigenschaft

u(z,t) >0 fir 0 < —— < ¢ und u(z,t) =0 fﬁriZC,

Vi Vi

vgl. Abbildung 3.1. Also besitzt u einen kompakten Triger und der freie Rand
hat die Gestalt

s(t) = eVt (3.9)

Wir fiihren nun fiir (3.1) einen schwachen Losungsbegriff ein:

Definition 3.1.2
u ist eine schwache Lésung von (3.1), wenn u folgenden Bedingungen geniigt:

(i) we C(Hr \ {(0,0)}) und u >0 in Hr,
(ii) u(0,t) =1 fiir t € (0,71,
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3.1 Das Vorwértsproblem

Y
~

0

Abbildung 3.1: Der zu (3.1) gehérende freie Rand

(iii) A(u) besitzt in Hy eine schwache Ableitung A(u), mit A(u), € L*(R)
fiir alle beschrédnkten und messbaren Teilmengen R von Hr und A(u),
ist beschrénkt in (6,00) x (0, T fiir alle 6 > 0,

(iv) fiir alle Funktionen p € T := {¢ € H (H7)NC(Hr) | ¢(2,t) = 0 fiir z =
0, t = T und hinreichend groBe z} gilt

}[T/{A(U)zSaz —wpy }dzdt = 0.

Es 1aBt sich leicht nachweisen, da die Ahnlichkeitslosung u = f(z/v/t) mit
f aus Satz 3.1.1 den Bedingungen (i)-(iv) geniigt und somit eine schwache
Losung von (3.1) ist. Wir fassen dieses Ergebnis in folgendem Satz zusammen:

Satz 3.1.3
Unter den Voraussetzungen (3.2) und (3.8) besitzt das Problem (3.1) eine
schwache Losung u. Zudem existiert ein ¢ > 0, so daf3

supplu] = {(2,1) |0 < z < evt, 0 <t < T}.

Bemerkung 3.1.4

Die schwache Losung u aus diesem Satz ist eindeutig. Dies ergibt sich aus
dem Eindeutigkeitssatz (Satz 4.1.5) in Abschnitt 4.1.1, da (3.1) ein Spezialfall
(b = 0) des Cauchy-Dirichlet-Problems (4.1) des vertikalen Experimentes ist.

Durch Satz 3.1.3 ist nun auch nachtriglich gesichert, daf3 die beobachtete
Wasserfront durch unser Modellproblem (3.1) tatséchlich beschrieben wird
und zwar durch den freien Rand s.
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3 Das horizontale Flieexperiment

3.2 Das inverse Problem

Nachdem wir das direkte Problem genauer untersucht haben, kénnen wir uns
nun mit der Frage auseinandersetzen, inwieweit sich der Koeffizient a in (3.1)
aus der Kenntnis des freien Randes s identifizieren 148t. Definieren wir den
Raum

H :={a|a geniigt (3.2) und (3.8)}, (3.10)
so 148t sich das direkte Problem formal durch die nichtlineare Abbildung

3 —(0,00)
F{ a— c=c(a)

ausdriicken, die einem Koeffizienten a iiber die Losung von Problem (3.1)
die zugehorige Konstante ¢ = c¢(a) > 0 aus Satz 3.1.3 fiir den freien Rand
zuordnet. Dies entspricht aufgrund der besonderen Gestalt (3.9) von s indirekt
einer Abbildung von a auf den freien Rand s.

Somit mufl beim inversen Problem die nichtlineare Gleichung

F(a) =c € (0,00)

fir a € H gelost werden. Es ist unschwer zu erkennen, dafl die Dimension
der rechten Seite fiir eine sinnvolle Identifizierung von a nicht ausreicht. Im
freien Rand von (3.1) ist also nicht geniigend Information iiber den Koeffi-
zienten der Differentialgleichung enthalten. Wir miissen feststellen, daf3 das
horizontale FlieBexperiment, modelliert durch (3.1), nicht dazu geeignet ist,
aus Messungen der Wasserfront s hydraulische Funktionen des Materials zu
bestimmen.
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4 Das vertikale FlieBexperiment

Nachdem sich das horizontale FlieBexperiment im vorherigen Kapitel als un-
tauglich zur Identifizierung von hydraulischen Eigenschaften des Vliesstoffes
herausgestellt hat, konzentrieren wir uns in den folgenden Kapiteln ausschlief3-
lich auf das vertikale Experiment. In diesem Kapitel stellen wir zunéchst fiir
das direkte Problem eine Losungstheorie vor. Anschlieend ergénzen wir die
bewiesenen Aussagen durch eine Reihe von Annahmen, die wir fiir das weitere
Vorgehen benétigen. Hauptséchlich als Vorbereitung fiir die im fiinften Ka-
pitel vorgestellten numerischen Verfahren leiten wir dann zwei Anfangsrand-
wertprobleme her, durch die sich das Vorwértsproblem alternativ beschreiben
1aBt. Im darauffolgenden Abschnitt definieren wir das direkte Problem iiber
einen nichtlinearen Operator, mit Hilfe dessen wir anschlieflend das zugehorige
inverse Problem zur Bestimmung des Diffusionskoeffizienten iiber eine nicht-
lineare Gleichung formulieren. Als Losungsansatz stellen wir iterative Regula-
risierungsverfahren zur Minimierung eines Output-Least-Squares-Funktionals
vor. Hierfiir leiten wir dann formal die Ableitung des nichtlinearen Operators
sowie ihre Adjungierte her. Im letzten Abschnitt geben wir eine kurze Zusam-
menfassung iiber weitere inverse Probleme beziiglich unseres Modellproblems
(2.9), die wir ganz analog untersucht haben.

4.1 Das Vorwartsproblem

Setzen wir in (2.9a) a = KW/, und b = K, so erhalten wir fiir das Vorwérts-
problem des vertikalen FlieBexperimentes das Cauchy-Dirichlet-Problem

ur = (a(w)uz), + (b(w)), in Hr, (4.1a)
u(z,0) =0 fir z € [0, 00), (4.1b)
u(0,t) =1 fir t € (0,77. (4.1c)

Wir suchen auch hier wieder eine Losung v mit kompaktem Trager, damit iiber
s(t) := sup{z € [0,00) | u(z,t) > 0} die Existenz des freien Randes gesichert
ist. Hierzu stellen wir folgende Voraussetzungen an die Koeffizienten a und b:

a€C([0,00)), a(v)>0firv>0, a(0)=0 (4.2a)
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4 Das vertikale FlieBexperiment

und
be CY([0,00)), b(r) >0 fiir v >0, b0)=0. (4.2b)

Im weiteren verwenden wir wieder A(v) := [ a(u) dp.

4.1.1 Losungstheorie zu (4.1)

Genau wie die Differentialgleichung (3.1a) ist auch (4.1a) von degeneriert pa-
rabolischem Typ und 148t sich deshalb genauso charakteristisch umschreiben
wie (3.1a) in Abschnitt 3.1. Zudem besitzt auch (4.1) inkompatible (unstetige)
Rand- und Anfangswerte.

Probleme mit kompatiblen Vorgaben wurden beziiglich der Existenz, Ein-
deutigkeit und Regularitét von Losungen zunéchst fiir die speziellen Koeffizi-
enten a(v) = v™, b(v) = v™ in [10] und [17] (Cauchy-Problem) untersucht. In
[16] entwickelt Gilding eine Theorie fiir allgemeine Koeffizienten a und b, die
gewissen Glattheitsvoraussetzungen wie z.B. (4.2) geniigen. Neben Existenz
und Eindeutigkeit von schwachen Losungen weist er nach, daf3 die Losungen
einen kompakten Triger besitzen und in dessen Inneren klassische Lésun-
gen sind. In [19] verallgemeinert Gilding die Ergebnisse, allerdings mit neuer
Beweistechnik und einem anderen Begriff einer schwachen Losung, auf Koef-
fizienten mit zum Teil schwécheren Voraussetzungen.

Fiir das Cauchy-Dirichlet-Problem (4.1) beweisen wir im folgenden eine
Reihe von Aussagen, indem wir einen Teil der Ergebnisse aus [16] auf unsere
inkompatiblen Rand- und Anfangswerte anpassen.

Hierzu fithren wir zunéchst fiir (4.1) analog zu Definition 3.1.2 einen schwa-
chen Losungsbegriff ein.

Definition 4.1.1
u ist eine schwache Lésung von (4.1), wenn u folgenden Bedingungen geniigt:

(i) we C(Hr \ {(0,0)}) und u >0 in Hr,
(ii) w(0,t) =1 fiir t € (0,71,
(iii) A(u) besitzt in Hy eine schwache Ableitung A(u), mit A(u), € L*(R)
fiir alle beschrédnkten und messbaren Teilmengen R von Hrp und A(u),
ist beschrénkt in (6,00) x (0,7 fiir alle § > 0,

(iv) fiir alle Testfunktionen ¢ aus

T:={pec H (H)NC(Hr) | ¢(2,t) =0 fiir z=0,t =T

o (4.3)
und hinreichend grofe z}
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4.1 Das Vorwértsproblem

gilt

//{[A(u)z +b(u)]z — up} dzdt = 0.
Hrp

Im nun folgenden Satz beweisen wir die Existenz solch einer schwachen
Losung.

Satz 4.1.2
Die Koeffizienten a und b geniigen den Voraussetzungen (4.2), zudem existie-
ren o' und b” und sind lokal Hélder-stetig in (0,00). Gilt des weiteren

va'(v) € LY(0,1) und wvb'(v) € LY(0,1), (4.4)

so besitzt das Cauchy-Dirichlet-Problem (4.1) eine schwache Losung u, und
esgilt 0 <u <1in Hrp.

Beweis: Der Beweis verkniipft die Techniken der Beweise von Theorem 4 und
Theorem 5 fiir das zugehérige Cauchy-Problem bzw. Dirichlet-Problem in [16];
wir miissen wegen der Nichtkompatibilitdt der Randvorgaben lediglich den
Punkt (0,0) genauer untersuchen.

Wir konstruieren zunéchst eine Folge von reguldr parabolischen Randwert-
problemen, deren klassische Losungen gegen die schwache Losung von (4.1)

konvergieren. Hierzu wéhlen wir Zahlenfolgen (5k) und (ak) sowie eine

k k

Funktionenfolge (Uo,k) ;» die folgenden Bedingungen geniigen:
(1) ek, ag € (0,1] fiir alle k mit g | 0 fir & — oo,

(2) ugx € C?T*[0,00) mit e, < ugr < 1in [0, k) fiir alle k& und wug(z) = 1
fiir x > k und alle k,

(3) uppt1(2) < ugi(z) fiir alle z € [0,00) und alle ,
(4) u0k(0) =1, ug 4 (0) = ug ,(0) = 0 fiir alle £,

(5) fiir jedes 6 > 0 existiert eine Konstante Ky(6) mit [A(uox) (2)] < Ko(6)
fiir alle z € (6,00) und alle k,

(6) upr(z) — 0 fiir k — oo fiir alle z € (0, 00).

Wir wéhlen nun speziell die Folge

ep+ (1 —ep)eV/ G4 fir 2 € [0,ep),

(2) €k fir z € [ex, k — 1),

upk(2) =

Ok ep 4 (1 —ep)et/ (=2 =D+ fisp 5 ¢ [k — 1, K],
1 fiir z > k.
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4 Das vertikale FlieBexperiment

In Abbildung 4.1 haben wir als Beispiel fiir e, = (3/4)* ein paar Folgeglieder
dargestellt.

Abbildung 4.1: Anfangswerte ug j

Die Folge (Uo,k)k geniigt, wie man leicht nachpriift, fiir eine beliebige Folge
(ek)k gemif (1) und ay = 1 stets den Bedingungen (2)-(6). Die Bedingung (5)
ergibt sich wegen A(ug )" = a(uok)ug, daraus, daf max.cr, ) |ug (2)] < M
fiir alle k£ und ein M > 0 gilt und daf§ [0, e] fiir hinreichend grofle k in [0, ¢]
enthalten ist.

Wir betrachten nun fiir jedes & das Randwertproblem

ur = (a(u)uz), + (b(u)), in Qp:=(0,k+1)x(0,T], (4.5a)

u(z,0) = upr(2) fir z € [0,k + 1], (4.5b)
u(0,t) =1 fir t € (0,77, (4.5¢)
u(k +1,¢) =1 fiir ¢ € (0, T]. (4.5d)

Fiir die nun folgenden Beweisschritte benttigen wir spezielle Aussagen iiber
Losungen von (4.5), die in [16] bewiesen werden und die wir in nachfolgendem
Lemma zusammengefafit haben.

Lemma 4.1.3
Es seien ex, o € (0,1]. Fiir ugy € C**[0, k + 1] gelte

er <wuor < 1in [0,k + 1], upk(0) =uop(k+1) =1
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4.1 Das Vorwértsproblem

A(uor)"(0) 4 blugx) (0) = A(ugr)"” (k + 1) 4+ blugx) (k + 1) = 0.

(a) Geniigen a und b den Voraussetzungen von Satz 4.1.2, dann existiert eine
eindeutige Losung up € C%1(Q,) von (4.5) mit A(uy), € C*Y(Qx) und
er <ug < 1in Q.

(b) Existiert weiterhin zu 6 € (0, (k +1)/2) ein Ko = Ko(6) > 0 mit
|A(ug (2))| < Ko fiir z € [6, (k+ 1) — 4],

so existiert eine Konstante K = K (K, 6), die nur von Ky und é abhéngt,
mit
1/2
[ Alug(z1,11)) — Alug(z2,12))] < K (J21 — 22 + |1 — 1)

_ (4.6)
fiir alle (Zl,tl), (Zg,tg) € Rs
mit Rg := (25, (k: + 1) — 25) X (O,T].

(c) Zudem existiert eine Konstante C = C(Ky,T, ), die nur von Ky, T und

6 abhéngig ist, mit
// (A(ug).)? dzdt < C.
Qr\Rs

Beweis: Beweis von Lemma 3-5 in [16]. O

Aufgrund der Bedingungen (1)-(6) und den Voraussetzungen an die Koeffi-
zienten existiert nun nach Lemma 4.1.3 (a) fiir jedes k eine eindeutige Losung
u, € C*1(Qy,) von (4.5) mit A(ug). € C*1(Qr) und e < uy < 1.

Aus 0 < ug g1 < ugp < 1 erhalten wir, dafl

0 < upp1(2,t) <up(z,t) <1 fiir alle (z,t) € Q. \ Qx und alle k.

Da fiir die klassischen Losungen wuj, das Maximumprinzip gilt [34], folgt hier-
aus, daf

0 < ups1(2,t) < up(z,t) <1 fiir alle (2,t) € Q und alle k.
Somit kénnen wir die Funktion u als punktweisen Grenzwert definieren:

u(z,t) := lim uy(z,t) fiir (2,t) € Hr, (4.7)

k—o00

und wir erhalten zudem
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4 Das vertikale FlieBexperiment

Nun zeigen wir, daf diese Grenzfunktion eine schwache Losung von (4.1) ist.
Hierzu folgern wir zunéchst aus Lemma 4.1.3 (b), das wir wegen (5) anwenden

diirfen, daf fiir 6 > 0 eine Konstante K = K (K(6), ) existiert, so daf§ fiir
alle k gilt:

Ak (21, 1)) — Alur(2a, t2))| <K (|21 — 20 + |t1 — ta])

_ (4.8)
fiir alle (Zl,tl), (Zg,tg) € Rs.
Lassen wir k — oo gehen, so erhalten wir hieraus, dafl
[Aluer, 1)) = Alu(zz, t2))] < K (121 — 22 + [t — o) (49)

fir alle (Zl,tl), (Zg,tg) S [26, OO) X [O,T].

Aus der strengen Monotonie von A kénnen wir somit auf die Stetigkeit von
uw in (0,00) x [0,77] schliefen. Des weiteren folgt aus (4.9), dal A(u) in Hp
eine schwache Ableitung nach z besitzt, die fiir jedes § > 0 in (26, 00) x (0,7
beschrénkt ist.

Im folgenden sei ¢ eine beliebige Testfunktion aus 7. Dann existiert ein
m > 1, so daB supp ¢ C Q,,,.

Wiéhlen wir nun speziell § = 1/4, so existiert aufgrund von Lemma 4.1.3 (c)
eine Konstante C' = C(Ky(1/4),T), so daB fiir alle k

// (ug)2 *dzdt = / / 2 dt dz
Qk\Rl
k+1
/ / 2 dt dz <C,
k+

/ / ®dtdz < C (4.10)

gilt. In [§,m + 1] x (0, 7] erhalten wir aus (4.8), daB fiir k > m

also insbesondere

[A(uk):| < Co

gilt mit einer Konstanten Cp, die nur von Ky(1/4) abhingt. Mit Hilfe von
(4.10) ergibt sich hieraus

A(uk)z c Lz(Qm)

und
1ACur): |22,y < C +TCE(m+1/2) =
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4.1 Das Vorwértsproblem

fiir alle k& > m. Also besitzt die Folge (A(ug).), eine in L*(Q,,) schwach
konvergente Teilfolge. Sei o.B.d. A. (A(Uk)z)k selbst diese Folge und v der
schwache Grenzwert. Wir zeigen nun, dafl v = A(u),: Wegen u, € C*1(Q,,)
fiir alle k > m gilt fiir alle Funktionen ¢ € C1(Q,,,) mit 5‘ 0., = 0; daf3

m

0 :4/ A(uk)zgdzdwc{n/ Alup)€, dz dt,

und Grenziibergang k — oo fithrt schliellich auf

Ozi/vﬁdzdt—l—!n//l(u)ﬁzdzdt.

Also erhalten wir v = A(u), und somit A(u), € L?(Q,,). Wir haben hiermit
Bedingung (iii) aus Definition 4.1.1 nachgewiesen. Anschliefend zeigen wir,
daB v auch Bedingung (iv) erfiillt. Die Funktionen uy sind klassische Lésungen
von (4.5a) und erfiillen somit fiir die Testfunktion ¢ und alle k& > m die
Gleichung

m—+1

[ 1A+ wle: weery et = [ wnnedotz 0 s @1
Qm

Da 0 <wugj <1 undugy =€ in [, m + 1] fiir alle K > m + 1, erhalten wir
m—+1
/ uok(2)¢(2,0)dz — 0 fiir k — oo.
0

Aus der monotonen Konvergenz der u;, gegen die in H7 beschrinkte Funktion
u aus C((0,00)x[0, T]) sowie der schwachen Konvergenz von A(uy), in L2(Qn)
folgt somit durch Grenziibergang k — oo in (4.11)

a0+ bwe. —wa} dzae = [ [ {10+ bwle: - wn} dzdt =0,
Hr Qm

(4.12)
also die Bedingung (iv) aus Definition 4.1.1, da ¢ € T beliebig war.

Fiir den Beweis, da8 u der Bedingung (ii) in Definition 4.1.1 geniigt, ver-
weisen wir auf den Nachweis von Abschétzung (35) und (36) in [16], der hier
vollig analog verlduft, da der Fall {9 = 0, den wir ausnehmen miissen, dort
gesondert behandelt wird. O
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4 Das vertikale FlieBexperiment

Uber die Regularitét der Losung im Inneren von Hyp gilt folgender Satz:

Satz 4.1.4

Es seien die Voraussetzungen von Satz 4.1.2 erfiillt und u eine schwache Losung
von (4.1). Dann ist u in einer Umgebung jedes Punktes (zo,t0) € Hr, in dem
u(zo,t0) > 0 gilt, eine klassische Losung der Differentialgleichung (4.1a).

Beweis: Dieser Satz entspricht Proposition 2 aus [16] mit den Voraussetzungen
von Satz 4.1.2 anstelle von Theorem 5 in [16]. Der Beweis von Proposition 2
ist in [16] nicht angegeben, verlduft jedoch vollig analog zum Beweis von Pro-
position 1 in [16]. Er 148t sich uneingeschrénkt auf unseren Fall iibertragen,
da nur Punkte aus Hp betrachtet werden und die Funktion w aus Satz 4.1.2
in Hr dieselben Eigenschaften besitzt wie die Losung aus Theorem 5 in [16].
Zudem werden Eigenschaften der approximierenden Folge uj ausgenutzt, die
in unserem Fall ebenfalls gelten. ]

Genauso kénnen wir auch den Eindeutigkeitssatz aus [16] auf unser Problem
tibertragen:

Satz 4.1.5
Die Koeffizienten a und b geniigen den Voraussetzungen (4.2). Gilt zudem

V' (v)? =0O(a(v)) fiirv— 0+, (4.13)

so besitzt das Cauchy-Dirichlet-Problem (4.1) héchstens eine schwache Lo-
sung.

Beweis: Die Aussage 1a8t sich mit einer Kombination der Techniken aus den
Beweisen von Theorem 1 und Theorem 2 in [16] beweisen, die Unstetigkeits-
stelle (0,0) dndert nichts an der Beweisfiithrung. O

Dieser Satz stellt durch (4.13) eine zusétzliche gemeinsame Forderung an
die Koeflizienten a und b, die sich im Gegensatz zu den bisherigen Voraus-
setzungen als sehr einschrénkend herausstellt: Wegen a(0) = 0 sind nur noch
Funktionen b mit '(0) = 0 zugelassen. Zudem ist das Verhalten der beiden
Funktionen a(v) und b (v) fiir v — 0 aneinander gekoppelt. Diese Bedingung
resultiert jedoch allein aus der Beweistechnik und ist vermutlich nicht notwen-
dig fiir die Eindeutigkeit. So wird (4.13) zum Beispiel in [19] aufgrund einer
anderen Beweisfiihrung nicht mehr benétigt. Die Eindeutigkeitsaussage aus
[19] konnen wir jedoch nicht ohne weiteres auf unser Problem {ibertragen, da
sie auf einer anderen Definition der schwachen Losung basiert. Gegen Ende
des Abschnittes 4.1.2 kommen wir noch mal auf diese Bedingung zuriick, da
dort eine Einschriinkung an a/(0) gemacht wird.
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Abschlielend beweisen wir noch die fiir uns so wichtige Existenz eines kom-
pakten Tragers:

Satz 4.1.6
Die Koeffizienten a und b geniigen den Voraussetzungen von Satz 4.1.2 sowie
der Bedingung (4.13). Gilt zudem

@ e LY0,1), (4.14)

so hat die Losung u von (4.1) in Hy einen kompakten Tréger.

Beweis: Wir verfolgen die Beweisidee von Lemma 6 in [16] und geben eine
Beweisskizze: Es sei zunichst ¢ > 0 fest gewidhlt. Den Koeffizienten a ersetzen
wir durch eine nichtnegative Funktion @ € C([0,00))NC(0, 00), wobei @ lokal
Holder-stetig in (0, 00) ist und @ = a in [0, 1] gilt. Die Funktion a in (1, 00)
wird dabei so gewéhlt, dafl

o) 1
Ag 1= d d T.
2 /cu+b V>/cu—|—b vte
0 0

Anschlielend bestimmen wir v > 0 aus der Bedingung

1
dv <y < Ao —cT.
/cy-f—b VT 27¢
0

Definieren wir nun

(4.15)
0 fir z > v + ct,

U(ot) {f(*y—l—ct—z) fir 0 <z <~y + ct,

wobei f: [0, A2) — [0,00) durch

G

= / —a(y) dv
cv + b(v)

0
gegeben ist, so ist die Funktion U eine schwache Losung (geméifl Definition 111
in [16]) der Differentialgleichung

ur = (a(u)uz), + (b(u)), in Hr (4.16)
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4 Das vertikale FlieBexperiment

mit den Randwerten
uw(0,t) = f(y+ct) firte (0,7]
und den Anfangswerten
— fiir 0 <z <7,
0 fir z > ~.

Die Funktion U ist nach Theorem 3 und Theorem 6 in [16] die eindeuti-
ge schwache Losung von (4.16) mit obigen Rand- und Anfangswerten, und
es 1aBt sich analog zum Beweis von Satz 4.1.2 eine Folge parabolischer Rand-
wertprobleme in (), konstruieren, deren klassische Losungen (U k) ,, bunktweise
monoton gegen U konvergieren.

Wegen 0 < uw < 1 ist w in Hr auch eine schwache Losung der Differential-
gleichung (4.16). Fiir die Rand- bzw. Anfangswerte von u und U gilt:

U(0,t) > f(y) >1=u(0,t) firte (0,7 (4.17a)

und
U(z,0) > u(z,0) =0 fiir z € [0,00), (4.17Db)

da U(0,0) = f(v) > 1.

Wegen (4.17) lassen sich im Beweis von Theorem 6 in [16] die Folgen von
Rand- und Anfangswerten (Uk((),t))k, (Uk(k + 1,t))k und (Uk70)k von Uy
geméf der dortigen Bedingungen so konstruieren, daf fiir alle k gilt:

Uk(zvt) > Uk(Z,t) fiir (Z7t) € @k \ Qr;

wobei (uk.)k die approximierende Folge zu u aus dem Beweis von Satz 4.1.2
ist. Da ug und Uy in Qj, klassische Losungen der Differentialgleichung (4.16)
sind, folgt somit aus dem Maximumprinzip, dafl fiir alle k&

Up > up  in Qy
gilt. Also erhalten wir durch Grenziibergang k — oo, dafl
U(z,t) > u(z,t) fiir (z,t) € Hr.
Aus U(z,t) =0 fiir z > v+ ¢t und u > 0 folgt nun
u(z,t) =0 fir z > v+ ct, (4.18)

also die Behauptung. O
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Der Bedingung (4.14) sind wir bereits in Satz 3.1.1 fiir das direkte Pro-
blem des horizontalen Experimentes begegnet. Auch dort ist (4.14) hinrei-
chend (und sogar notwendig) fiir den kompakten Tréger der Losung.

Vergleichen wir in den vorangegangenen Sétzen die zusétzlich getroffenen
Voraussetzungen an a und b, so stellt sich z. B. die Frage nach einer Funktion
a, die die Voraussetzung (4.14), nicht aber (4.4) erfiillt. In [16] wird hierzu die
Funktion

1/(2 + sin 111—2) fiir v > 0,

0 fiir v =0,

angegeben. Da wir spéter fiir den Funktionenraum, der dem Koeflizienten a
zugrunde liegt, eine Hilbertraumstruktur bendétigen, setzen wir im weiteren
a € H*(0,1) voraus. Der Raum H!'(0,1) reicht fiir unsere Zwecke nicht aus,
da z.B. in Satz 4.1.2 die lokale Holder-Stetigkeit von a’ gefordert wird. Ins-
gesamt ersetzen wir die Bedingungen aus Satz 4.1.2 und 4.1.6 durch folgende
gemeinsame Voraussetzung:

a € H*0,1), a(v)>0 firv >0, a(0)=0,
be C*([0,1)) fiir ein a € (0,1], b(r) >0 fir v >0, b(0) = b'(0) =0,
a,b geniigen (4.13).
(4.19)

Hierbei haben wir das Resultat 0 < v < 1 in Hyp aus Satz 4.1.2 ausgenutzt.

Wir haben hiermit also gezeigt, dal das Problem (4.1) unter diesen Vor-
aussetzungen einen freien Rand s besitzt. Leider ist es uns nicht gelungen,
Aussagen iiber die Eigenschaften von s(t) wie z. B. Stetigkeit oder Monotonie
herzuleiten, die wir jedoch im folgenden weiter benotigen. Aus diesem Grund
listen wir hier als Motivation einige Resultate auf, die Gilding in [18] basie-
rend auf der Losungstheorie aus [19] fir das Cauchy-Problem zu (4.1a) in
(—o00,00) x (0,T] fiir den oberen freien Rand s1(t) := sup{z € R |u(z,t) > 0}
(beim Cauchyproblem wird der Triger der Losung durch zwei freie Riander
begrenzt) bewiesen hat.

(a) Gilt ¥'(0) =0, so ist s1(t) monoton wachsend.
(b) s ist stetig in [0, 00).
(c) Unter gewissen zusétzlichen Voraussetzungen an a, b und ug gilt:

A(u), + b(u)

(i) v:= —————= ist beschrénkt in (—oco, 00) x [0, 7] im Sinne von

U
Distributionen.
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4 Das vertikale FlieBexperiment

(ii) Mit P(t) :={z € R: u(z,t) > 0} gilt:
Zu jedem t; € (0,00) und € > 0 existiert ¢ € (t1,00) mit

((lim v(z,t1)—¢e)(t—t1) < s1(t)—s1(t1) < ( lim v(z,t1)+e)(t—t1)
zTs1(t1) z7s1(t1)
zeP(t1) z€P(t1)

fir alle t € (¢1,t2].

Fiir den Fall b = 0 hat Knerr [28] zuvor bereits &hnliche Aussagen bewiesen.
Das Ergebnis (c) sei erstmal so dahingestellt, wir werden spéter wieder darauf
zuriickkommen.

Im folgenden sei nun stets

Pr:={(zt)|0<z<s(t),0<t<T},

I:={(s(t),t) |0 <t <T}

und

Gr := Hp \ {PT U F}

Im weiteren werden wir der Einfachheit halber sowohl I' als auch s als
freien Rand bezeichnen. Zudem verwenden wir fiir beliebige Funktionen f die
Abkiirzung

= t)-,t) := li ,1).
fli = F6(018) 1= lim 7(z.0)
Die oben aufgefithrten Aussagen (a)-(c) sollen zum Teil motivieren, dafl wir
von jetzt ab fiir die Losung v und den freien Rand s von (4.1) stets folgendes
voraussetzen:

V1) s € HY([0,T))

< 0 fiir alle £ > 0.

)
V2) s ist streng monoton wachsend.
) uy < 0in Pr und —oo < u,

(
(
(V3 I
(V4) (a(w)uz:)|p =
Die Voraussetzungen (V2) und (V3) entsprechen unseren numerischen Beob-
achtungen und zudem auch physikalischen Uberlegungen.

Durch die Stetigkeit und Monotonie von s nimmt das Gebiet Pr also immer
eine Gestalt an, wie sie in Abbildung 4.2 skizziert ist. Durch die homogenen

Anfangsvorgaben ergibt sich
s(0) =0, (4.20)

also beginnt die Kurve s zur Zeit ¢t = 0 stets im Nullpunkt.
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4.1 Das Vorwértsproblem

— ¢
0 T

Abbildung 4.2: Der Triger der Losung von (4.1)

Mit (V3) setzen wir automatisch voraus, da§ u, auf dem freien Rand nicht
stetig ist, also u nur in Pp glatt ist. Aus (V3) ergibt sich noch eine weitere
wichtige Folgerung: Da u, in Pr als klassische Losung stetig ist, gilt A(u), =
a(u)u, in Py und somit wegen (iii) aus Definition 4.1.1, daB8 a(u)u, € L*(Pr).
Aufgrund von (V3) und der Beschrénktheit von a erhalten wir hieraus

u, € L*(Pr). (4.21)

Bedingung (V4) ist eine rein technische Voraussetzung fiir den néchsten
Abschnitt.

4.1.2 Ein freies Anfangsrandwertproblem

Da s die Mefgrofle des Experimentes darstellt, ist es fiir die Simulation des
Experimentes notwendig, neben u auch s zu berechnen. In der Formulierung
von (4.1) ist der freie Rand nicht explizit enthalten, da das Cauchy-Dirichlet-
Problem auf dem festen Gebiet Hr definiert ist. Jedoch 148t sich s(t) iiber die
Beziehung

s(t) = sup{z € [0,00) : u(z,t) > 0} (4.22)

aus der Losung u von (4.1) bestimmen. Im folgenden wollen wir jedoch den
freien Rand explizit in das Problem mit aufnehmen, um unter anderem nu-
merische Schwierigkeiten beim Verwenden von (4.22) zu umgehen. Hierzu for-
mulieren wir (4.1) als freies Anfangsrandwertproblem in Pp um, in dem s(t)
zusétzlich als unbekannte Grofle auftritt. Neben der Gleichung

ulp =u(s(t),t)=0 firt>0 (4.23)
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4 Das vertikale FlieBexperiment

bendtigen wir noch eine weitere Bedingung an s. Leitet man (4.23) fiir ¢ > 0
formal nach der Zeit ab, so erhélt man

0 = uz|p8'(£) + wel s

und Einsetzen der Differentialgleichung (4.1a) liefert wegen (V4)

0= uz‘rs’(t) + <(a(u)uz)z + b(u)z> ‘F
= uz‘rs'(t) +d/(0) ui’r + (a(u)uz:) |F + b/(O)uz|F (4.24)
_ uz\r(s’(t) +d(0)us |+ b'(O)) fiir t > 0.

Mit Hilfe von (V3) erhalten wir aus (4.24) unsere zusétzliche Bedingung an
den freien Rand s:

s'(t) = —(a'(0)uz | + ¥/(0))  fiir ¢ > 0. (4.25)

Diese formal hergeleitete Bedingung hat auch eine physikalische Bedeutung:
Der Ausdruck —(a(w)u; + b(u)) ist die volumetrische Wasserfludichte jy
(vgl. (2.2)) und beschreibt die Fluigeschwindigkeit des Wassers. Der Quoti-

—(a(w)u; +b(u)) : : o .
ent (z,t) entspricht somit der Geschwindigkeit der einzelnen

Wasserpartilléel im Punkt (z,t). Die rechte Seite in (4.25) ergibt sich nun also
als Grenzwert der Geschwindigkeit gegen den freien Rand. Folglich bedeutet
(4.25), daB die Geschwindigkeit der Wasserpartikel an der Wasserfront so grof3
ist wie die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Front selbst. Aus physikalischer
Sicht 148t sich (4.25) also rechtfertigen. An dieser Stelle greifen wir auf die
Aussagen in (c¢) auf Seite 35 fiir das Cauchy-Problem zuriick. Die Ungleichung
in (ii) fiir die volumetrische WasserfluBdichte v stellt, wenn auch in duflerst
schwacher Form, ebenfalls die Beziehung (4.25) dar.

Insgesamt konnen wir das Experiment nun alternativ durch das folgende
freie Anfangsrandwertproblem beschreiben:

ur = (a(u)uz), + (b(u)), in Pp,
w(0,t) = 1 fir 0 <t < T, (426
u(s(t),t) =0 fir 0 <t <T,
s'(t) = —(a'(O)uz‘F +b'(0)) fir0 <t <T.

In dieser Formulierung besteht die Losung von (4.26) nun aus v und s.
Da wir (V2) und (V3) voraussetzen, ergibt sich aus (4.25) notwendigerweise
die Forderung
a’(0) > 0. (4.27)
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Diese Einschrinkung an a’(0) miissen wir in Kauf nehmen, da wir den freien
Rand bzw. die Losung u spater numerisch iiber das freie Anfangsrandwertpro-
blem (4.26) bestimmen werden. An dieser Stelle wollen wir kurz noch einmal
die Voraussetzung (4.13) von Satz 4.1.5 aufgreifen. Durch die zusétzliche For-
derung (4.27) an a € H?(0,1) ergibt sich wegen a(v) = O(v) fiir v — 0+ aus
(4.13), daB b'(v)? = O(v) fiir v — 0+ gelten muB. Durch Aufintegrieren folgt
die Bedingung b(v) = O(v3/?) fiir v — 0+ . Aus der in (4.19) vorausgesetzten
Glattheit an b erhalten wir schliefllich

b (0) = 0.

Somit reduziert sich die Kopplung der Koeffizienten b und a durch (4.13) auf
diese Bedingung an b/(0).

4.1.3 Transformation auf ein Rechteckgebiet

Wir haben bisher noch nicht n&her untersucht, welche Auswirkungen die
Unstetigkeitsstelle (0,0) auf die Lésung w hat. Aufgrund der Voraussetzung
(V3) und den Randwerten fillt v zu jedem Zeitpunkt ¢ streng monoton in z-
Richtung vom Wert Eins bei z = 0 auf den Wert Null bei z = s(¢) und nimmt
also zu jedem Zeitpunkt alle Werte aus dem Intervall [0, 1] an. Somit miinden
alle Niveaulinien von u (der freie Rand ist die Niveaulinie zum Wert Null und
z = 0 diejenige zum Wert Eins) in den Punkt (0, 0) ein. Dies bewirkt, daf} alle
Werte aus [0, 1] Haufungspunkte von u(z,t) fir (z,t) — (0,0) sind. Fiir die
Ableitungen u,, u,, und u; bedeutet dies, dafl sie in (0, 0) unbeschrankt sind.
Um diesen Schwierigkeiten gerade im Hinblick auf ein numerisches Verfahren
zur Losung von (4.26) aus dem Weg zu gehen, fithren wir nun die Variablen-
transformation

x = % fiir ¢ > 0 (4.28)
ein. Sie fithrt das Gebiet Pr in das Rechteck Rr := (0,1) x (0,7 iiber (vgl.
Abbildung 4.3). Aus der Differentialgleichung (4.1a) kénnen wir nun eine Dif-
ferentialgleichung fiir die Funktion

u(x,t) = u(zs(t),t)

herleiten. Fiir die partiellen Ableitungen von u gilt

Uy = US,
— _ 2
Ugy = UzzS

— /
Ut = UTS + Ug,
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Abbildung 4.3: Transformation auf das Rechteckgebiet Rp

so da} wir hiermit aus (4.1a)

1 1
U= — (a(ﬂ)ax)m + ;(b(ﬂ)m + a:s'(t)am) in Rp (4.29)
erhalten. Die Transformation der Randwerte fiir u aus (4.26) fithrt zudem auf
die Bedingungen

u(0,t) =1 fiir t € (0,77, (4.30)
u(1,t) =0 fiir t € (0, 7). (4.31)

Fiir die Punkte (z,0) gibt es keine Vorgaben an @, da alle diese Punkte
von der Riicktransformation z = zs(t) auf die Unstetigkeitsstelle (0,0) von
u abgebildet werden. Betrachten wir fiir ein festes z die Funktion u(x,t) =
u(zs(t),t), so mag diese fiir t — 0 einen Grenzwert besitzen, den wir mit @o(x)
bezeichnen. Durch die Randvorgaben (4.30) und (4.31) sind fiir die Funktion
uo die Randwerte @p(0) = 1 und @g(1) = 0 vorgegeben. Um o (x) fiir x € (0,1)
zu bestimmen, multiplizieren wir zunéchst die Differentialgleichung (4.29) mit
s2(t). In der resultierenden Gleichung

s*(t)ay = (a(t)ug), + s(t) (V' () + 2s'(t)) e  in Ry (4.32)

untersuchen wir nun den Grenziibergang t — 0. Hierzu setzen wir im folgenden
voraus, daf} sich 4, und @y, fir alle z aus [0, 1] bzw. aus (0, 1) fiir t — 0 stetig
fortsetzen lassen und daf

}ir% s2(t)ag(z,t) =0 fiir z € (0,1) (4.33)
gilt. Formulieren wir die Bedingung (4.25) mit Hilfe der neuen Variable z, so
gilt
U (1, )

s(t)

s'(t) = —a/(O)uz|F —b'(0) = —d/(0) - b(0),
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und wir erhalten somit wegen s(0) = 0 den Grenzwert

s()8'(t) = —d'(0)z(1, 1) — s(t)'(0) — —a’(0)@u (1, 0). (4.34)

t—0

Lassen wir hiermit in (4.32) ¢ gegen 0 gehen, so fiihrt dies auf die Differenti-
algleichung

0= (a(@)i,), — a'(0)a.(1,0)xt, in (0,1) x {0}. (4.35)

Falls @ und die Ableitungen %, und g, fiir ¢ — 0 einen endlichen Grenzwert
besitzen und (4.33) erfiillt ist, so muf also die Fortsetzung @ von @ der Dif-
ferentialgleichung (4.35) geniigen. Zusammen mit den Randwerten (0) = 1
und (1) = 0 ergibt sich folgendes Problem:

(al@o)ay) — a'(0)ay(1)za@y =0 in (0,1), (4.36a)
tp(0) = 1, (4.36h)
tp(1) = 0. (4.36¢)

Man beachte, da in der Differentialgleichung (4.36a) der Neumann-Randwert
G((1) der gesuchten Losung @ auftritt. Um dieses Problem numerisch zu 16sen,
ersetzen wir in Abschnitt 5.1.2.1 in der Differentialgleichung @((1) durch eine
Variable f{ und fithren 4((1) = f|) als zusétzliche Gleichung.

An dieser Stelle betrachten wir noch einmal das gewohnliche Randwert-
problem (3.7) aus dem dritten Kapitel. Nach Satz 3.1.1 besitzt die ein-
deutige schwache Losung f einen kompakten Tréger [0,c] fiir ein ¢ > 0,
und wir kénnen (3.7) als Randwertproblem in [0,c| auffassen, indem wir
(3.7c) durch die Randbedingung f(c) = 0 ersetzen. Unter den Vorausset-
zungen lim;, . (a(f)f”)(n) = 0 und f'(c) # 0 (vgl. die Voraussetzungen (V4)
und (V3) an u) 148t sich aus der Differentialgleichung (3.7a) die Bedingung
¢ = —2d'(0)f'(c) herleiten. Mit Hilfe der Transformation z = n/c kénnen
wir nun (3.7) in das Randwertproblem (4.36) iiberfithren und erhalten somit
to(x) = f(cx). Diese Transformation entspricht (4.28) und auch die Bedin-
gung an c ist das Analogon zu (4.25) fiir den vorliegenden eindimensionalen
Fall. Umgekehrt 148t sich natiirlich auch f durch die Riicktransformation aus
der Losung @ berechnen. Hierbei ergibt sich ¢ = y/—2a/(0)ay(1). Mit dieser
Methode werden wir in Abschnitt 5.1.3 die numerische Losung von (3.7) und
somit auch die von (3.1) berechnen.

Vorausgesetzt, dafl die obigen Grenzwerte alle existieren, haben wir das freie
Anfangsrandwertproblem (4.26) also auf folgendes Anfangsrandwertproblem
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4 Das vertikale FlieBexperiment

im Gebiet Ry transformiert

Uy = Slz(“(ﬂ)ﬂw)m + %(b(a)x +zs'(t)uz) in Rr (4.37a)
a(xz,0) = tg(x) fir z € [0, 1], (4.37b)
a(0,t) =1 fir t € (0,7],  (4.37c)
a(1,t) =0 fir t € (0,7],  (4.37d)

mit der zusétzlichen Bedingung

Uy (1,1)
s(t)
Die Funktion 4o ist hierbei die Losung von (4.36).

Aufgrund unserer Annahme |i,(1,0)| < oo ergibt sich aus dem Grenziiber-
gang (4.34) die Bedingung

s'(t) = —d'(0) —b'(0). (4.37e)

0< %ir% s(t)s'(t) < oo.

Wegen ss’ = (3s%)’ erhalten wir durch Hochintegrieren in dieser Ungleichung,
daB fiir hinreichend kleine ¢

vVt < s(t) < eVt (4.38)

mit cg > ¢; > 0 gilt. Da ¢; = 0 nicht ausgenommen ist (wir kénnen den Rand-
wert 4j(1) = 0 nicht ausschlielen), bedeutet (4.38) lediglich, daf s fiir kleine ¢
nach oben durch eine Wurzelfunktion beschrinkt ist. In unseren numerischen
Beispielen war jedoch (1) stets von Null verschieden.

4.2 Bestimmung der Diffusivitat a

Das bisher betrachtete direkte Problem besteht darin, fiir bekannte Koeffizi-
enten a und b das Problem (4.1) fiir u zu lésen und somit den freien Rand s
zu berechnen. Unsere eigentliche Fragestellung ist jedoch das inverse Problem,
d.h. die Frage, ob sich aus bekanntem freien Rand s eine der Funktionen a
oder b in (4.1) bestimmen 1d8t. Hierzu konzentrieren wir uns zunéchst auf den
Koeflizienten a und versuchen, diesen bei bekannter Funktion b aus einem vor-
gegebenem freien Rand s zu rekonstruieren. In Abschnitt 4.3 werden wir dann
anschliefend noch kurz auf andere inverse Probleme z. B. die Bestimmung von
b eingehen.
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4.2 Bestimmung der Diffusivitit a

Wir setzen also in diesem Abschnitt stets voraus, dafl b eine fest gewihlte
Funktion ist, die folgenden Voraussetzungen geniigt:

be C*([0,1]) fiir ein a € (0,1], b(0) = b'(0) =0,

4.39
b(v) >0 fir v > 0. (4.39)

Somit ist zumindest beziiglich der Eigenschaften von b das direkte Problem
wohldefiniert.

4.2.1 Das inverse Problem

Definieren wir den Raum
H, :={a € H*(0,1) : a(0) = 0}, (4.40)

so 148t sich das direkte Problem formal durch den nichtlinearen Operator

. { D(F) C H, — L*(0,T) (0.41)

ars() =s(-3a)

ausdriicken, der einem Koeffizienten a iiber die Losung von Problem (4.1)
den freien Rand zuordnet. Damit F' wohldefiniert ist, miissen wir D(F') so
wéhlen, dafl jeder Koeffizient a aus D(F') die Voraussetzungen des vorheri-
gen Abschnittes erfiillt, und das Cauchy-Dirichlet-Problem (4.1) somit eine
eindeutige schwache Losung u mit kompaktem Trager besitzt bzw. einen ein-
deutigen freien Rand s. Aufgrund der Annahme (V1) liegt s dann in L?(0, T').
Wir definieren also die Menge D(F') der zuléssigen Funktionen a durch

a € D(F) :<=ac H*0,1), a(0)=0, d(0)>0,

(4.42)
a(v) > 0 fir v > 0.

Damit das direkte Problem in D(F') gut gestellt ist, benstigen wir noch
die Stetigkeit von F', d.h. die stetige Abhéngigkeit des freien Randes von
dem Koeffizienten a. Hierzu ist zunéchst einmal die stetige Abhéngigkeit der
Losung u des Problems (4.1) von a erforderlich. Entsprechende Resultate sind
uns in der Literatur allerdings lediglich fiir das Cauchyproblem fiir degeneriert
parabolische Gleichungen der Gestalt (4.1a) bekannt ([14, 8]). Wir gehen im
folgenden deshalb davon aus, da§ F' eine stetige Abbildung von D(F') nach
L?(0,T) ist.

Setzt man nun umgekehrt ein 5 € L2(0,T) als bekannt voraus, so 18t sich
das inverse Problem, die Identifizierung von a, formal schreiben als nichtlineare
Gleichung fiir a

F(a) = . (4.43)
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Hierbei liegen in der Regel gestorte Daten vor, d. h. 5 liegt nicht notwendiger-
weise im Bildraum R(F') von F, sondern

15— sllz2om) < 6

fiir ein s € R(F'). Somit ist (4.43) i. a. in D(F) nicht 16sbar. Aus diesem Grund
stellt sich uns folgendes Minimierungsproblem:

15 = F(a)[I2(0.17 weom ™ (4.44)
Da wir nicht davon ausgehen kénnen, daf§ F' in D(F') injektiv ist, und wir nu-
merische Instabilitdten beobachtet haben, verwenden wir im folgenden Regu-
larisierungsmethoden, um eine stabile N&herungslosung fiir (4.44) zu erhalten.
Die wohl bekannteste dieser Methoden, bei der zur Regularisierung ein Straf-
term hinzuaddiert wird, ist die Tikhonov-Regularisierung. In unserem Fall ist
hierbei folgendes Minimierungsproblem zu losen:

§— F(a)|220 1) + lla — ao? — o, min.
H ( )HLQ(O,T) H HH2(O,1) e D(F)

Hierbei ist ag eine a-priori-Schitzung an die Losung und a > 0 ein geeignet
zu wihlender Regularisierungsparameter. Diese oft sehr komplexe Minimie-
rungsaufgabe wird in der Anwendung in der Regel mit Hilfe von iterativen
Methoden gelost. Alternativ bieten sich deshalb gleich sogenannte iterative
Regularisierungsmethoden an. Hierzu gehoren Newton-artige Verfahren, bei
denen zu einer vorgegebenen Niherung a der nichtlineare Operator F' um ay,
linearisiert wird, was auf das Gauf$-Newton-Verfahren fiihrt:

akt1 =ag+h (4.45a)
mit der Losung A von

15— (F(ax) + F/(ak)h)||%2(0j) ——-ﬁh — min . (4.45)

F'(a)h bezeichne die Richtungsableitung des Operators F' im Punkt aj in
Richtung der Funktion h. Da wir, wie sich spater noch herausstellen wird,
nicht davon ausgehen konnen, dafl F' Gateaux-differenzierbar ist, verstehen
wir im folgenden F’(a) fiir a € D(F) als linearen Operator

F'(a) : D(F'(a)) C ¥, — L*(0,T),

der die Richtung h € D(F’(a)) auf die Richtungsableitung (das Gateaux-
Differential) F’(a)h abbildet.
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Da in der Regel auch dieses linearisierte Problem schlecht gestellt ist,
mufl man in (4.45) den Newton-Schritt regularisieren. In diesem Zusammen-
hang verwendet man haufig das Levenberg-Marquardt- Verfahren oder auch die
IRGN-Methode, die wir beide im folgenden kurz vorstellen. Das Levenberg-
Marquardt-Verfahren besteht aus der impliziten Iteration

anr = ax — (P Fla) + akl)ilF'(ak)*(F(ak) ~3), (4.46)

wobei

F'(a)*: L*(0,T) — 3, (4.47)

die Adjungierte des linearen Operators F’(a) ist. Da D(F') nicht abgeschlos-
sen ist, sind die Iterationen (4.45) und (4.46) nur dann wohldefiniert, wenn
ax+1 wieder in D(F) liegt. Sonst mufl die Iteration abgebrochen werden. Das
Verfahren (4.46) ist Aquivalent zur Bestimmung der Iterierten ay; als Losung
des Minimierungsproblems

|5 — (F(ak) + F'(ag)(a — ak))H%Q(O’T) + aglla — akH%ﬂ(o,l) — > min

fiir o, > 0. Ein hierzu sehr dhnliches Verfahren ist die iterativ reqularisierende
Gaufl-Newton-Methode, kurz IRGN-Methode, die durch

aner = o~ (F(an) F' (o) +and ) F(ag)* (Flor) 5+ an(an—an)) (145)

definiert ist. Hierzu ist

18 = (F(ar) + F'(ar)(a — a) (o + arlla = aol3a0, ——— min
a € H,
das dquivalente Minimierungsproblem. Der Unterschied zwischen den beiden
Verfahren besteht also lediglich in der Wahl des Strafterms. Bei der IRGN-
Methode wird wahrend der gesamten Iteration die Startniherung ag festge-
halten, was in der Regel zu einer Verbesserung der Stabilitit wihrend der
Iteration fiihrt.

Eine Schwierigkeit bei diesen beiden Newton-artigen Verfahren liegt darin,
eine geeignete Strategie fiir die optimale Wahl des Parameters oy zu finden.
Hierauf wollen wir jedoch an dieser Stelle nicht n&her eingehen.

Ein weiteres iteratives Regularisierungsverfahren ist die Landweber-Itera-
tion, die definiert ist durch

apt1 = ap — wF'(ap)* (F(ag) — 5). (4.49)

Hierbei ist w ein geeignet zu wihlender Dédmpfungsfaktor. Im Vergleich zu den
Newton-artigen Methoden bendétigt diese Iteration lediglich die Adjungierte
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des Operators F’(a), und besitzt deshalb in den Féllen, in denen diese effizient
berechnet werden kann, in der Regel einen geringeren Aufwand.

Bei allen drei Verfahren ist es grundlegend wichtig, daff die Iteration
rechtzeitig abgebrochen wird, bevor der Datenfehler das Ergebnis verfalscht.
Die Wahl des Stop-Index k basiert hierbei hiufig auf dem sogenannten
Diskrepanz- Prinzip, bei dem die Iteration gestoppt wird, sobald das Residuum
der Iterierten in der Groflenordung des Datenfehlers liegt:

HF(a,;) - §||L2(0,T) <76 < ||F(ak) — §||L2(O,T)’ fir alle 0 < k < ];7, (4.50)

wobei 7 > 1 vor Beginn der Iteration fest gewahlt wird.

Da wir iiber den nichtlinearen Operator F' viel zu wenige Aussagen machen
konnen wie z. B. Stetigkeit oder Differenzierbarkeit, wollen wir hier gar nicht
weiter auf die Konvergenztheorie dieser Verfahren eingehen, sondern verwei-
sen auf weitergehende Literatur wie z. B. [21] fiir das Levenberg-Marquardt-
Verfahren, [6] fir die IRGN-Methode und [22] fiir die Landweber-Iteration
jeweils fiir nichtlineare schlecht gestellte Probleme. In Abschnitt 5.3 wenden
wir uns dann konkret der Anwendung dieser Methoden auf unser Problem zu.

Da fiir diese Iterationsverfahren die Abbildungen F’(-) und F'(-)* ausge-
wertet werden miissen, werden diese nun im folgenden berechnet.

4.2.2 Die Ableitung F’(a)

Da nicht nur der freie Rand s eine Funktion des Koeffizienten a ist, sondern
auch die Losung u von (4.1), definieren wir zur Vereinfachung den Losungs-
operator

)

U {P(F) — C(Hr \ {(0,0)})

a—u()=u(-;a)

der einer zuldssigen Funktion a die schwache Losung u des Cauchy-Dirichlet-
Problems (4.1) mit a als Koeffizienten zuweist.

Im nun folgenden Abschnitt wenden wir uns der Herleitung der Ableitung
von F zu, indem wir formal das Gateaux-Differential F'(a)h berechnen.

4.2.2.1 Die formale Berechnung

Es sei nun nachfolgend stets a € D(F') und h € H, fest und derart gewihlt,
daBl @ = a. := a+eh € D(F) fiir hinreichend kleine € > 0. Ferner sei u = U(a)
und @ = G, = u + ev. := U(a) sowie s = F(a) und § = 3. = s + g0, := F(a).
Weiterhin definieren wir Pr := {(z,t)|0 < z < 3(t),0 < t < T}, T :=
{(5(t),t)|0 < t < T} sowie Gr := Hy \ {Pp UT}.
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Im weiteren machen wir vereinfachend die Annahme, da8 5(t) — s(t) > 0
fiir alle ¢t > 0 gilt, so daB sich die oben definierten Gebiete in etwa so ergeben
wie in Abbildung 4.4 dargestellt.

z

IR T I P

Abbildung 4.4: Gebiete Pr und Pr

In Abbildung 4.5 haben wir grob den Verlauf der beiden Lésungen v und 4
zu einem festen Zeitpunkt ¢y > 0 skizziert. Hierbei ist die Differenz ev. = t—u

fett eingezeichnet.

Abbildung 4.5:

Die Losungen v und @ zu einem festen Zeitpunkt g

47
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Die Funktion v.(z,t0) = (@(z,t0) — u(z,t0)) /e ist in den Intervallen (0, s(to))
und (s(to), 5(to)) jeweils glatt, in s(to) und 5(¢o) besitzt v, . jedoch wegen der
Annahme (V3) (Seite 36) Sprungstellen. Da u in (s(to), 5(to)) verschwindet,
nimmt v. dort den monotonen Verlauf von % an. Genauso wie u und @ ist v,
also aus C(H7 \ {(0,0)}) und fiir (z,t) — (0,0) beschriinkt, aber nicht stetig.

Fiir die vereinfachte Situation aus Abbildung 4.4 stellen wir nun exempla-
risch Voraussetzungen auf, unter denen wir im anschliefenden Satz formal die
Richtungsableitung F”(a)h berechnen. Fiir den allgemeinen, jedoch weitaus
komplizierteren Fall, daf3 sich die Kurven s und § schneiden, erhélt man unter
leicht modifizierten Voraussetzungen analog das gleiche Resultat.

Wir schreiben im folgenden kurz v fiir v, und o fiir o, behalten dabei jedoch
stets die Abhéngigkeit von ¢ in Erinnerung.

Es gelte:

(A1) 3(t) — s(t) = eo(t) = O(e) fiir e — 0 fiir alle t € (0,77,

(A2) v(z,t) = =—2(2,1) w(z,t) gleichmiBig in Pr,

£ e—0

(A3) w besitzt in Pr eine schwache Ableitung w, mit

|a(@)v, — @(U)wzHL?(PT) ;—()—’ 0,

(A4) ell(@)ull 2py) — O,

(Ab) ﬂz}r—>uz fiir e — 0,

Ir
(A6) 0=a|z = | + G| (5(t) — s(t)) + o(e) fiir ¢ — 0 und alle ¢ € (0,77

Diese Annahmen sind stérker als die Differenzierbarkeit von U und F' an der
Stelle @ in Richtung h. Die Grenzfunktion w entspricht der Richtungsablei-
tung von U und o der Ableitung F’(a)h. Die Funktion w ist aufgrund der
gleichmiligen Konvergenz aus C(Pr \ {(0,0)}) und in Py beschriinkt.

Mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen formulieren wir nun folgenden
Satz iiber die Richtungsableitung F’(a)h:

Satz 4.2.1
Sei a € D(F) und h € H, mit u = U(a) und s = F(a). Unter den Voraus-
setzungen (A1)-(A6) und (V1)-(V4) von Seite 36 ergibt sich die Ableitung
F'(a)h fiir t € (0,T] zu

(F'(a)h)(t) = ——| (4.51)

T
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4.2 Bestimmung der Diffusivitit a

wobei die Funktion w fiir alle Testfunktionen ¢ € T (vgl. (4.3)) der Bedingung
// weoydz dt = //{a(u)wz + d'(w)uzw + b (w)w + h(u)u, }p, dzdt (4.52a)
PT PT

gentigt und zudem die Randwerte

w(0,t) =0 fiirt € (0,7] (4.52b)
besitzt.
Beweis: 1. Wir zeigen zunéchst (4.51): Aus (A6) ergibt sich

0= ﬂ‘f = ﬂ‘r + ﬂz‘r(é(t) —s(t)) + o(e)
= ev|p + (uz|p +evs|p)ea(t) +o(e)  fir e — 0,

und anschlieflende Division durch ¢ fithrt auf
0=+ (us|p +cvz|p)o(t) + o(1) (e — 0). (4.53)
Aus (A5) folgt, dafl
evz|p = (G — uz)|p = 0(1)  fiir e — 0.

Lassen wir hiermit in (4.53) € gegen Null gehen, so ergibt sich aufgrund der
Annahmen (A1) und (A2)

0 = w|p + uz[ lim or(1). (4.54)

Hieraus erhalten wir wegen der Voraussetzung (V3) fiir die Richtungsableitung
F’'(a)h die Beziehung

(F'(a)h)(t) = lim 5 =50 _ i o) = ~Z (4.55)

e—0 € e—0 Uy r

2. Im folgenden zeigen wir nun, dafl w der Bedingung (4.52a) geniigt. Hierzu
beweisen wir vorab zwei wichtige Aussagen:

(i) Da v fiir festes t in [s(¢), 5(¢)] monoton fallend ist (vgl. Abbildung 4.5) und
zudem aufgrund der gleichmiBigen Konvergenz gleichmiiflig beschrinkt in Py
ist, folgt

0<wv(z,t)<v|, <C fiiralle (z,t) € {PrUT}\Prunde >0 (4.56)

fiir ein C' > 0. Also ist v wegen v = 0 in ET gleichméiBig beschriankt in Hyp
fiir e — 0.
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4 Das vertikale FlieBexperiment

(ii) Als néchstes betrachten wir die Taylorentwicklung des Koeffizienten a aus
D(F) c H*(0,1)

a(v) = a(vo) +d (1) (v — vo) + O((v — )*?) (v — 1p)

mit v, 1y € [0,1] und v # vo. Sei (z,t) € Hp fest und v = a(z,t) sowie
vo = u(z,t). Wie in (i) bewiesen gilt v(z,t) = O(1) gleichméBig in Hry fiir

€ — 0, und wir erhalten ebenfalls gleichméfig in Hr

a(i(z,t)) = a(u(z,t) +d (u(z,1)) (@ — u)(z,t) + O (@ — u)s/z(z, t))

4.57
(u(z,t)) + d' (u(z,t))ev(z,t) + O(3/?)  fiire — 0. (457)

I
S

Analog 148t sich der Koeffizient b fiir jedes (z,t) € Hr durch
b(a(z,t)) = b(u(z,t)) + b (u(z,t))ev(z,t) + O(e?) fiire — 0 (4.58)
darstellen, wobei auch hier der Fehlerterm O(g?) gleichméfig in Hr ist.

(iii) Wir wéhlen nun zunichst p € TN C* (ET) beliebig. Die Funktion w ist
eine schwache Losung von (4.1) und erfiillt somit geméfl Definition 4.1.1 (iv)
die Gleichung

/ / wipr dz di / / (A), + b(w)} s dz dt. (4.59)
Hr Hr

Analog gilt fiir @ mit A(4) := foa a(v)dv

/ / Uy dz dt = / / {A(@), + b(@) Y, dz dt. (4.60)
Hr Hr

Subtrahieren wir die Gleichungen (4.59) und (4.60) voneinander, so ergibt sich
// evprdz dt = //{fl(&)z — A(u) + b(@) — b(u) b, dz dt.
HT HT

Die schwachen Lsungen u und @ besitzen nach Satz 4.1.6 jeweils einen kom-
pakten Tréger und sind also nur in Pr bzw. Pr von Null verschieden. Somit

verschwindet v in Gp. Gleichzeitig sind « und @ im Inneren ihres Trégers
klassische Losungen, also gilt A(u), = a(u)u, in Pr und A(@), = a(a)u, in
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4.2 Bestimmung der Diffusivitit a

Pr. Nutzen wir diese Eigenschaften aus und schreiben die Terme des zweiten
Integranden etwas um, so erhalten wir

// evprdzdt = // uzgoz dz dt

/ {a(@) (@, — u.) + eh(@)a, + b(a) — b(u) }¢. dz dt.

Durch Einsetzen der Taylorentw1ck1ungen (4.57) und (4.58) ergibt sich hieraus
fire — 0

// evprdz dt = / {d'(w)evu, + O3 ).}, dz dt
PT PT
+ / {a(@)ev, + eh(@)ii, + V' (u)ev + O(?) }p. dz dt.
Pr

Dividieren wir anschliefend noch durch ¢, so fiithrt dies auf die Gleichung

// vy dz dt = //{a'(u)vuz + O(Ve)us b, dz dt
| o

Pr (4.61)

+ / {a(@)v; + h(@)a. + b'(uw)v + O(e) b, dz dt,

Pr
fir die wir im folgenden den Grenzwert fiir ¢ — 0 untersuchen wollen.
Zunéchst betrachten wir das Integral auf der linken Seite des Gleichheits-

zeichens. Wegen der gleichm#figen Konvergenz von v in P ((A2)) erhalten
wir mit Hilfe von [23, Satz 104.4], da8

//vgotdzdtj//wgotdzdt.
PT PT

Wegen (4.56) ist v in {Pr UT} \ Pr gleichmiiBig beschriinkt und

// vprdzdt —— 0,
e—0

Pr\Pr

da die Fliche des Integrationsgebietes fiir ¢ — 0 verschwindet. Ganz analog
erhalten wir, dafl

/ / (V' (wo + O(e))ps dzdt — / /  (w)wip dz dt.
5
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4 Das vertikale FlieBexperiment

Fiir das erste Integral auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens in (4.61)
verwenden wir zusétzlich noch das Argument u, € L?(Pr) ((4.21)) und folgern

/ {d (w)vus + O(VE)us o, dz dt —— / / o (w)wusp, dz dt.
Pr

e—0
Pr

Wir betrachten nun als nichstes

/ / a(@)vsp, dz dt = / / a(@)v,p, dz dt + / / a(@)v,p, dz dt .
Pr Pr

Pr\Pr

=11 =12

Aufgrund der Annahme (A3) ergibt sich unmittelbar

I1 ——://a(u)wzgozdzdt.
£—
Pr

Das Integral 12 148t sich folgendermaflen abschétzen:

12| < / la(@)vyp,|dzdt < max |a(d)e,| //|vz|dz dt. (4.62)
- Pr\Pr -
Pr\Pr Pr\Pr
Wegen i, € L?(Pr) ((4.21)) ist v, aus L?(Pr\ Pr), allerdings ist HUZHL?(PT\PT)
fiir ¢ — 0 nicht unbedingt beschréinkt. Wir verwenden deshalb, daf} aus (V3)
v, < 0 in Pr\ Py folgt, und erhalten schlieBlich aus (4.56)
dt

T r3t) T
//|vzdzdt:—//vzdzdt:—// vzdzdt:—/ v
0 Js(t) o s

Pr\Pr Pr\Pr (4.63)

5(t)

T
:/ v‘rdt:O(l) fiir e — 0.
0

Wegen Voraussetzung (V3) gilt

‘max |a(@)] = max max |a(v)],
PT\PT t€[0,T] vel0,a(s(t),t)]

woraus sich mit der Stetigkeit von a in [O,ﬂ‘r] und der gleichmifBigen Kon-
vergenz ﬂ‘r p— 0 folgern la83t, dafl
E—

“max |a(@)| — a(0) = 0. (4.64)
Pr\Pr =0
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4.2 Bestimmung der Diffusivitit a

Wir haben also durch (4.62)-(4.64) nachgewiesen, daf§ das Integral 12 fiir e — 0
gegen Null konvergiert.

Schliellich muf8 noch das Integral iiber h(@)u,p, untersucht werden. In
Pr \ Pr ist h(i)@, = eh(ev)v, und somit ergibt sich aus (4.63) und der
Beschrinktheit von h und ¢, dafl

// uzgozdzdt——aO

Pr \Pr

Fiir das Integral tiber Pr erhalten wir schlieflich aus (A4) und der gleichmafi-
gen Konvergenz von @ gegen w in Pr

// (uy + €v,)p, dz dt — // u)uzp, dz dt.

Insgesamt haben wir somit gezeigt, daf§ (4.61) fiir ¢ — 0 in die Gleichung

// wepy dz dt = //{a/(u)uzw + a(uw)w, + b (u)w + h(u)u, }p, dzdt (4.65)
Pr Pr

iibergeht. Da die Integranden aufgrund der Voraussetzungen aus L?(Pr) bzw.
in Pr beschrinkt sind, und C'(Pr) dicht in H'(Pr) liegt, gilt (4.65) auch fiir
beliebige ¢ € T, womit Bedingung (4.52a) erfiillt ist.

3. Da fiir allee > 0

@(0,t) — u(0,1)

v(0,t) = .

=0 firo<t<T

gilt, erhalten wir fiir w die Vorgaben (4.52b). O

Wir haben somit die Richtungsableitung F’(a)h auf Bedingung (4.52)
zuriickgefiihrt. Im folgenden zeigen wir, dafl (4.52) eine Variationsformulie-
rung eines Randwertproblems fiir w ist. Da ¢ eine beliebige Testfunktion aus
T ist, gilt (4.65) insbesondere auch fiir ¢ € T mit kompaktem Triger in Pp.
Fiir ein solches ¢ und unter der Annahme, daf§ w hinreichend glatt ist, fithrt
partielle Integration auf beiden Seiten in (4.65) zu

//wtgodzdt / {d' (Wu.w + a(u)w, + b (uw)yw + h(u)u. } o dzdt
(4.66)

/ / {(al + (Y (@ww), + (M(w)us), }pdz dt.
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4 Das vertikale FlieBexperiment

Wir folgern hieraus, dal w fast tiberall in Pr der Differentialgleichung

wy = (a(u)w)zz + (b'(u)w)z + (h(u)uz)z (4.67)

genugt.

Abschlieflend untersuchen wir, ob sich mit Hilfe von (4.52a) weitere Rand-
bedingungen an w herleiten lassen. Hierzu wéahlen wir wieder eine beliebige
Testfunktion ¢ € T und fithren in beiden Integralen in (4.65) partielle Inte-
gration durch. Das erste Integral ergibt sich aufgrund der Annahme (V2), dafl
s streng monoton wachsend und somit invertierbar ist, zu

s(T) pT
//wgotdzdt:/ / wy dt dz
0 s71(2)

Pr

W (4.68)
—//wtcpdzdt—i-/ we dz,
0 s71(2)
Pr
und fiir das zweite Integral in (4.65) erhalten wir
/ {d (wWu.w + a(u)w, + b'(W)w + h(u)u. }p, dzdt
//{ —|—b' (w)w + h(u uz} pdzdt
s(t)-
+ / {d' (W)uw + a(v)w; + V' (w)w + h(uw)u, . dt.
0

(4.69)

Mit Hilfe von (4.68) und (4.69) folgt nun aus der Differentialgleichung (4.67),

den Randwerten von ¢ und h(u ‘F =0, da3

s(T) .
_/0 (we)(z,s ))dz = / {(a’ (w)u. +¥( ))wcp—i—a(u)wzgp}‘rdt.
(4.70)
Das Integral auf der linken Seite des Gleichheitszeichens formen wir mit der
Substitution t = s71(z), die wir wegen (V1) und (V2) auf Seite 36 anwenden
diirfen, um zu

s(T) T
—/ (we) (2, s12))dz = —/ (wep) ‘Fs'(t) dt. (4.71)
0 0
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Fiir die Terme im zweiten Integral in (4.70) erinnern wir uns an die Beziehung

(4.25) fur den freien Rand
5(8) = (¢ (O] + (0)) = —(a/ (e + V' (w))].

und setzen diese zusammen mit (4.71) in (4.70) ein. Das erste Integral in (4.70)
hebt sich somit auf, und es resultiert die Forderung

T
0:/0 (a(u)wzgo)‘rdt. (4.72)

Da ¢ beliebig gew#hlt war und somit auf I' beliebige Werte annehmen kann,
folgt schliefilich aus (4.72)

(a(w)w;) ‘F =0 fast iiberall in (0, 77. (4.73)

Also ergeben sich wegen a(u) ‘F = 0 keine weiteren Randvorgaben an w.
Bedingung (4.52) ist also eine Variationsformulierung des folgenden Rand-
wertproblems

wy = (a(u)w)zz + (b'(u)w)z + (h(u)uz)z in Pr, (4.74a)
w(0,t) =0 fiir t € (0,T]. (4.74b)

Um F’(a) auszuwerten, miissen zunéichst die Losung u und der freie Rand
s aus dem direkten Problem bestimmt werden und anschliefend hiermit die
Losung w von (4.74). Der Wert der Richtungsableitung ergibt sich dann aus
(4.51). Gehen wir davon aus, daf w in Pr beschrinkt ist, so gilt automatisch
wegen uz‘r o T daf

(F'(a)h)(t) P 0. (4.75)
Wir haben bisher nachgewiesen, daf§ die Funktion w, falls sie, grob gesprochen,
als Grenzfunktion existiert und beschrénkt ist, dem Problem (4.74) geniigt.
Umgekehrt miissen wir uns nun die Frage stellen, ob (4.74) unter den ge-
gebenen Voraussetzungen in der Tat eine beschriankte Losung besitzt. Wir
werden uns im folgenden deshalb genauer mit dem Randwertproblem (4.74)
auseinandersetzen.

4.2.2.2 Das Randwertproblem (4.74)

Die lineare Differentialgleichung (4.74a) ist in Pr parabolisch, degeneriert aber
auf dem Rand I', da dort der Diffusionskoeffizient a(u) verschwindet. Gleich-
zeitig besitzt das Problem (4.74) auf I" keine Randvorgaben, da sich aus (4.73)
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4 Das vertikale FlieBexperiment

keine echte Randbedingung an w bzw. w, ergibt, sondern lediglich eine ,,obe-
re Schranke“ an eine mogliche Singularitit von w, auf I'. Im Vergleich zu
Randwertproblemen fiir regulér parabolische Differentialgleichungen sind also
weniger Randwerte vorgeschrieben. Die Differentialgleichung (4.74a) 148t sich
aufgrund ihrer Degeneriertheit in die Differentialgleichungen mit nichtnegati-
ver charakteristischer Form einordnen, iiber die Olejnik und Radkevic in [35]
eine umfangreiche Theorie entwickelt haben. Das Randwertproblem (4.74) ent-
spricht in der Struktur genau dem dort definierten ersten Randwertproblem,
bei dem nur auf speziell ausgewdhlten Komponenten des Randes des zugrun-
deliegenden Gebietes Randwerte vorgeschrieben werden. Dieses sogenannte
Fichera-Problem wird auf Fichera ([15]) zuriickgefiihrt. Differenziert man die
Terme in (4.67) aus, so sind die entstehenden Koeffizienten aufgrund der ent-
sprechenden Eigenschaften von u unstetig in (0,0) bzw. sogar unbeschrénkt.
Da hierdurch Voraussetzungen an die Koeffizienten in [35] verletzt sind, 148t
sich diese Losungstheorie nicht anwenden. Auch &hnliche Resultate in [29]
oder [32] sind fiir unser Problem nicht giiltig. Wir wollen jedoch trotzdem
den der oben erwéhnten Literatur zugrundeliegenden Lésungsbegriff vorstel-
len und anhand dessen die Existenz einer beschrinkten Losung diskutieren.
Hierzu verwenden wir zunéchst in (4.52a) die Substitution z = z/s(t), diese
entspricht der Transformation (4.28) aus Abschnitt 4.1.3, und erhalten fiir die

Funktionen w(z,t) (ms(t) ) und @(z,t) := p(xs(t),t) die Formulierung
/ — —

// sw@y dx dt = // (u) Uy +b'(7) + ’>w+Mam}¢w dx dt.
s s

(4.76)

Hierbei ist @ die Losung von (4.37). Wir definieren nun entsprechend zu [29]
oder [15] das Innenprodukt

(o, x)w = / {@%X:c + <px} dx dt

iiber dem Raum V := {¢ € C}(Ry) | ‘P|x:0 = 0} und bilden mit der zugehori-
gen Norm

1/2 1/
lelhw = (esoha” = (IVal@/5 0alZaag + 19132ar))

den Abschlug W := VI
Des weiteren definieren wir U := {4 € C1(Rr) WJ’x:o =0, Mt:T =0} und
iiber U das Innenprodukt

(o, x)z —// ‘pwa'i_SOX"’_S SOtXt}divdt-
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Mit Z werde der AbschluB 2 = U'* in der Norm Illz = (- )éﬂ bezeichnet.
Mit Hilfe von (4.76) 148t sich eine Losung w € W von (4.74) definieren durch
das Variationsproblem

Wi
B(w, x) = — // %%Xm dedt firallexyeZ CcW (4.77)
Rt

mit der Bilinearform

B(w, x) := //{@i@xz + (@ﬁx + V' (w) + xs') WXy — Sth} dx dt.
Rt

Betrachtet man fiir ein festes ¢ € (0,7] den Term d' (), /s + b/ (@) + xs’' im
Integranden von B(-,-), so ist dieser wegen

: I(=\s /(= ! 1O ’ r (4.37¢)

i;rr%a (W) /s +b'(a) + xs' =a' (0)a,(1,t)/s+ 0 (0)+s =70
in [0, 1] beschrénkt. Wire die Funktion 1/s(t) fiir ¢ — 0 beschrénkt, so liele
sich z. B. analog zur Vorgehensweise in [15] die Existenz einer Losung in ‘W
zeigen. In unserem Fall bleibt jedoch die Existenz einer Losung w € W ein
offenes Problem.

Wir wollen nun untersuchen, welche Funktionen in dem Raum W enthalten

sind, insbesondere ob diese in Ry beschrinkt sind. Setzen wir voraus, dafl

a(t(z,t)) = a(0) + a'(0)ux(1,t)(z — 1) + o(|x — 1])

= U/(O)ﬁz(l,t)(l' — 1) + 0(’1- _ 1|) fiir © — 1 (478)

gilt, so ergibt sich, daB ||-||y &dquivalent zur Norm

Ixll1-a = (//{1 2\ +x2}dxdt)1/2 fiir y € W
Rr

S

ist. Somit sind Funktionen mit einer logarithmischen Singularitdt bei x = 1
wie z.B. p(z,t) = /s(t)log (1 — z) in W ausgeschlossen. Hingegen ist in W
z.B. die Funktion ¢(z,t) = v/s(t)log (1 — log (1 — z)) enthalten, die ebenfalls
bei x = 1 eine Singularitéit besitzt.

Diese Ergebnisse lassen nun sehr stark vermuten, dafl im allgemeinen auch
die Losung von (4.74) auf T' nicht quadratisch integrierbar ist. Falls dies der
Fall ist, so 148t sich F’(a)h gem#f (4.51) aus Satz 4.2.1 nicht auswerten, zu-
dem sind bereits die Voraussetzungen dieses Satzes nicht mehr erfiillt. Wir
koénnen also davon ausgehen, dafl die formal berechnete Ableitung F’ ein un-
beschrankter Operator ist, die Abbildung F' also nicht Gateaux-differenzierbar
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4 Das vertikale FlieBexperiment

ist. Fiir unser numerisches Rekonstruktionsverfahren verwenden wir trotz al-
lem die formal berechnete Ableitung aus Satz 4.2.1, indem wir (4.74) nume-
risch 16sen. Die guten Rekonstruktionsergebnisse in Abschnitt 5.4 rechtfertigen
unsere Vorgehensweise.

4.2.2.3 Transformation auf ein Rechteckgebiet

Im Hinblick auf das numerische Verfahren, das wir in Abschnitt 5.2 vorstellen,
werden wir nun das Randwertproblem (4.74) geeignet transformieren. Hierbei
setzen wir jeweils die erforderliche Glattheit von w in Pr voraus. Von der
Losung u von (4.1) erbt die Funktion w auch die Eigenschaft, da§ sie im
Nullpunkt nicht stetig ist und verschiedene Grenzwerte fiir (z,¢) — (0,0)
besitzt. Aus diesem Grund verwenden wir auch hier analog zu Abschnitt 4.1.3
die Transformation (4.28) und fithren (4.74) in ein Randwertproblem fiir die
Funktion w(z,t) := w(zs(t),t) im Gebiet Ry iiber. Analog zur Herleitung von
(4.29) erhalten wir

1 1 1 1
W= (a(a)w), + B (V' (w)w), + gazslw:,; +5 (h(@)a,), in Rp (4.79)
mit den Randwerten
w(0,t) =0 fur ¢ € (0,77, (4.79b)

wobei @ die Losung von (4.37) ist.

Wieder wollen wir annehmen, dafl sich w(z,t) = w(zs(t),t) fir t — 0 stetig
fortsetzen 143t; die Grenzfunktion werde mit wy bezeichnet. Um formal eine
(4.35) entsprechende Differentialgleichung fiir wy herzuleiten, multiplizieren
wir (4.79a) mit s? und erhalten

s2(t)wy = (a(@)w),  + s(t) (' (@)w), + s(t)zs'(t)w, + (h(@)d), in Rr.

Vorausgesetzt, dafl alle nétigen Grenzwerte existieren, folgt hieraus fiir ¢ — 0,
dafl

0= (a(@)w),, —a'(0)ae(1,0)zw, + (h(@)u,), fiir (0,1) x {0}.

Wir haben hierzu wieder die Beziehung (4.34) verwendet.
Wegen der transformierten Randwerte w(0,¢) = 0 fiir ¢t € (0,7 ergibt sich
flir wg also folgendes Problem:

(a(tg)wo)” — a'(0)ay(1)zwh + (h(do)ay) =0 in (0,1) (4.80a)

wo(0) = 0. (4.80D)
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Hierbei bezeichnet g die Fortsetzung von @ fiir t — 0 aus Abschnitt 4.1.3.
Wie in (4.79) fehlt auch in diesem Problem der Randwert bei = 1. Wenn
wir (4.79) oder (4.80) numerisch z. B. mit einem Drei-Punkt-Schema in Orts-
richtung 16sen wollen, bendtigen wir eine zusédtzliche Gleichung fiir die un-
bekannten Werte auf dem Rand x = 1. Hierzu leiten wir uns im folgenden
kiinstlich eine Randbedingung aus der Differentialgleichung (4.79a) her. Dif-
ferenziert man in (4.79a) die Terme zweiter Ordnung aus, so fiihrt dies auf

1
@ = S—Q{a(u)wm + a(@) 0, + (a(@),@ + sb (@) @), + s25'D,

o R(@) g + h(@)atls |-

Bei z =1 ist 4 = 0, und dies fiihrt wegen a(0) = h(0) = 0 auf

= Siz{a(ﬂ)mu_)w + (al@)g 4+ st ()i + 53'), + h(@)ss }], . (481

wy
Diese Bedingung kénnen wir im folgenden als zusétzliche Gleichung fiir die
Werte von w bei £ = 1 verwenden.

Diese ,kiinstliche“ Randbedingung wird unter anderem in [31] verwendet,
wo flir degeneriert parabolische Randwertprobleme, die in das Schema des
Fichera-Problems passen, finite Differenzen-Verfahren vorgestellt und auf ihre
Konvergenz untersucht werden. Implizit ist sie auch in dem finite Differenzen-
Schema in [24] enthalten, das dort fiir eine allgemeinere Klasse von Fichera-
Problemen vorgestellt wird.

Ganz analog 148t sich auch das gewdhnliche Randwertproblem (4.80) fiir wy
behandeln. Wir erhalten bei x = 1 die kiinstliche Randbedingung

0 =(a(@)"@o)' (1) + a'(0)ah(1)@h(1) — a' (0)ah(L)wh(1) + h'(0) (@h(1))?
=(a(a@o)"wo)' (1) + K'(0) (p(1))?,

also eine Randbedingung gemischten Typs.
Insgesamt haben wir folgendes Problem fiir w hergeleitet:

Wy = Sé(a(a)w)m + é(b’(a)w)m + gms'wx + < (h(@)a,), in Ry, (4.82a)
w(z,0) =wo(z) fir xz €[0,1], (4.82b)
w(0,t) =0 fir t € (0,77, (4.82c¢)
We|,_, = %{a(a)www + (a(@),w + sb' (W) + ss'w) |

(4.82d)
+ Rty |, it € (0,71,
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4 Das vertikale FlieBexperiment

wobei wq folgendes Randwertproblem 16st:

(al@o)wo)" — a'(0)ap(1)zw) + (h(@o)ay) =0 in (0,1), (4.83a)
wo(0) = 0, (4.83b)
(a(iio)" o)’ (1) = —h'(0) (@h(1))”, (4.83¢)

4.2.3 Die Adjungierte F'(a)*

Der Vollstiandigkeit halber wollen wir in diesem Abschnitt auch die formale
Herleitung der Adjungierten des Operators F’(a) vorstellen. Hierzu nehmen
wir an, dafl die Ableitung F’(a) existiert und dafl Satz 4.2.1 giiltig ist. Wir
setzen im folgenden also voraus, dafl die Losungen des Variationsproblems
(4.77) fiir h € H, alle in dem Raum W := {w € W | U_)|I:1 € L?(0,7)} enthal-
ten sind. Unter diesen Voraussetzungen leiten wir nun formal die adjungierte
Abbildung
F'(a)* : L*(0,T) — 3,

beziiglich der Innenprodukte in L?(0,7) und H?(0,1) her. Hierbei verwenden
wir die Bezeichnungen aus Abschnitt 4.2.2.2.

Satz 4.2.2
Es sei a € D(F) sowie u = U(a) und s = F(a). Weiterhin sei ¢ € L*(0,T)
und ¢ € Z eine Losung des Variationsproblems

¢(t)
Uz(1,t)

Dann ist g = F'(a)*¢ eine Lisung des Randwertproblems

4 _ n o in
//g / +g N f ((2/’/1)’ / } (4'85)
9(0)=0, ¢"(0)=0, g¢'(1)=0, g¢g"(1)-g(1)=0,

wobei die rechte Seite f durch

T
B(x,v¥) = —/0 s(t) x(1,t)dt  fiir alle x € W. (4.84)

T
F) = /0 %&x(q(u,t),t)dt fiir v € (0, 1] (4.86)

gegeben ist. Hierbei sei x = q(v,t) die Héhenlinie von 4 zum Wert v, d. h.
u(q(v,t),t) = v.

Beweis: Es sei h € }, beliebig und w eine zugehorige Losung von (4.77). Die
Funktion 1 geniigt geméf der Variationsformulierung (4.77) der Gleichung

/ / @)l ¥y dz dt. (4.87)
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4.2 Bestimmung der Diffusivitit a

Wir betrachten nun das Integral auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens.
Unter der Annahme (V3) (Seite 36) sind die Hohenlinien von u und somit
auch von % wohldefiniert, d. h. aufgrund des Satzes iiber implizite Funktionen
existiert eine Funktion

x=q(v,t) mit ulqv,t),t)=v fir0<v<1,0<t<T.

Substituieren wir z fiir festes ¢ durch die Funktion ¢, so folgt mit dv = 4,dz

/OT /01 %h(ﬂ)ayﬂh de dt = /OT /10 h(v)%z/?g;(q(u, t), t)dv dt
T
- _/01 h(v) (/0 %%(q(v, t),t) dt) dv  (4.88)
= _/1 h(v)f(v)dv.

0
Da v eine Losung von (4.84) ist, gilt

T
B(w, D) :—/0 s(t)%w(l,t) dt,

und zusammen mit (4.88) und (4.87) ergibt sich hieraus, daf3
T & 1
/ s_—‘x_ld)(t) dt = —/ h(v)f(v)dv. (4.89)
0 Ug ™ 0
Betrachten wir eine Losung g von (4.85), so erhalten wir aus (4.89), daf§
1 1 1
(h,g)m2(01) = / hg dv +/ Wg'dv +/ h'g" dv
0 0 0

1—|—h/gl/ 1_hg/// !
0 0 0

1
0

:/Olhfdu

= (F'(a)h, ¢>L2(0,T)-
Da h € H, und ¢ € L?(0,T) beliebig gewihlt waren, folgt unmittelbar
g ="F'(a)"¢,

also die Behauptung. O

61



4 Das vertikale FlieBexperiment

Wir haben die Auswertung der Adjungierten also formal auf eine Losung des
Variationsproblems (4.84) zuriickgefiihrt, unter der Bedingung, dafl sich die
Ableitung F’(a) gemiB Satz 4.2.1 auswerten 1iit. Die Variationsformulierung
(4.84) gehort zu einem Randwertproblem fiir v, das wir nun herleiten wollen.
Hierzu nehmen wir an, da ¢ hinreichend glatt ist. Schreibt man (4.84) um

0

zZu

1 _ 7 . N T - r X

{; (a(u)x)xd)z + (b'(a) + xs") Xz — sxe,bt} drdt = — s L1 Ot) dt
Rr *
und integriert anschliefend den ersten Term partiell nach z, so fiihrt dies auf
1 —\ 7 /[ — N 7. n T 1 =\, 7 1
{—ga(u)d)w + (V' (@) + zs' )y — sthy px d dt + ga(u)wxx\o dt
0
Rt

_ _/Ts(t)_¢(t) x(L,1) dt.
0

Da diese Gleichung fiir alle x € W erfiillt sein muf, folgt hieraus wegen
x(0,t) = 0, daB3 ¢ in Ry der Differentialgleichung

_ia(ﬁ)q/_}mz + (b/(ﬂ) + 1’8,)12133 - SQ,Zt =0

geniigt und daB 1,(0,t)/s < co und lim, 1 a(@),/s = —s¢/u.(1,t) fiir t > 0
gelten mufB. Des weiteren erhalten wir wegen 1 € 2 die homogenen Randvor-
gaben ¥(0,t) = 0 und ¥ (z,T) = 0. Fiihrt man fiir die Differentialgleichung
und die Randwerte die Transformation z = xs(t) durch, so ergibt sich fiir die

Funktion v(z,t) := 1 (z/s(t), t) folgendes Randwertproblem in Pr:

Yy = —a(u),, + V' (u)yp, in Pr, (4.90a)

Y(z,T)=0 fir z € [0, s(T)], (4.90b)

¥(0,t) =0 fir t € (0,77, (4.90c¢)
—(a(w)us) ’F = (1) fir t € (0,77. (4.90d)

Dieses Randwertproblem ist riickwérts in der Zeit gestellt und 148t sich mit
Hilfe der Transformation 7 = T —t in ein parabolisches Anfangsrandwert-
problem iiberfiithren. Die Differentialgleichung (4.90a) ist wieder von degene-
riert parabolischem Typ, da der Diffusionskoeffizient a(u) auf dem Rand T'
verschwindet. Wir wollen nun die Neumann-Randwerte (4.90d) genauer un-
tersuchen und betrachten hierzu Funktionen ¢ € C([0,7]), ¢ # 0. Wegen
a(u)|, = 0 folgt aus (4.90d), daB ¢, auf dem Rand I' — zumindest in den
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4.2 Bestimmung der Diffusivitit a

Punkten, in denen ¢ # 0 ist — unbeschrankt sein mufl. Aus diesem Grund
werden wir im folgenden die auf dem Rand vorliegende Singularitit genauer
untersuchen. Hierzu setzen wir wie in (4.78) voraus, dafl sich der Koeffizient
a(u(z,t)) in der Néhe von I' durch

a(u(z,t)) = a/(())u2|r(z —s(t)) +o(|z — s(t)]) fiir z — s(t)-

approximieren 1&8t. Aus der Randbedingung (4.90d) und der Beschrinktheit
von u |, (vgl. (V3)) ergibt sich somit die Forderung

lim (0 (0)u2(2,) (= — (1)) + (| — s(1)]) () = ().

z—5(t)-

Da 0 < \a’(O)uz‘F| < oo vorausgesetzt ist (vgl. (4.27) und (V3) auf Seite 36),
folgt also
(%)

valz t) ~ s(t)—z

fiir z — s(t)-
und somit — zumindest wenn ¢(t) # 0 ist —
Y(z,t) ~log(s(t) —z) fiir z — s(t)-.

Dieses Ergebnis ist plausibel, wenn man sich vor Augen fiihrt, dafl die Diffe-
rentialgleichung (4.90a) unter Vernachldssigung der Zeitabhiingigkeit vom Typ
her einer schwach singuldren gewohnlichen Differentialgleichung entspricht.
Differentialgleichungen dieses Typs konnen bekanntlich auch Losungen mit
einer logarithmischen Singularitét besitzen.

Wir haben hiermit also gezeigt, dafl starke Losungen v von (4.90) fiir ¢ # 0
eine logarithmische Singularitit auf dem Rand I' besitzen. Da jede starke
Losung 1, zuriicktransformiert auf ¢ (z,t) = (s, t), auch das zugehérige Va-
riationsproblem (4.84) 16sen muf, folgt unmittelbar, daf 1 € Z C W. Gerade
die Funktionen mit einer logarithmischen Singularitét auf dem Rand x = 1, al-
so auf I, sind jedoch nicht in W enthalten, was wir in Abschnitt 4.2.2.2 bereits
gezeigt haben. Diesen Widerspruch interpretieren wir als weitere Bestéitigung
dafiir, daf§ die formal berechnete Ableitung ein unbeschrinkter Operator ist
und sich im allgemeinen nicht mit Hilfe von (4.51) auswerten 1&8t, da @ bei
x = 1 nicht definiert ist.

Fiir unser numerisches Rekonstruktionsverfahren kénnen wir also nicht auf
einen adjungierten Operator der Ableitung zuriickgreifen. Statt dessen werden
wir eine geeignete Projektion der Adjungierten auf einen endlichdimensionalen
Teilraum von H, verwenden.
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4 Das vertikale FlieBexperiment

4.3 Weitere inverse Probleme

Wie schon in Abschnitt 2.2 erwéhnt, lassen sich beziiglich des Cauchy-
Dirichlet-Problems (2.9) weitere inverse Probleme, z. B. zur Bestimmung der
hydraulischen Funktion K, formulieren. Im folgenden fassen wir diese weiteren
Moglichkeiten kurz zusammen.

4.3.1 Bestimmung von b

Zunichst betrachten wir das Problem (4.1) mit einem fest gewéhlten Koeffi-
zienten a € D(F'). Aus bekanntem freien Rand s soll nun die Leitfdhigkeits-
funktion b bestimmt werden. Das zugehorige direkte Problem 148t sich wieder
als nichtlineare Abbildung

" D(F) € H, — L*(0,T)
° b s(-) =s(-:b)

schreiben, die einer Leitfahigkeit b tiber das Cauchy-Dirichlet-Problem (4.1)
den freien Rand s zuweist. Die Menge D(F3) ist hierbei so gewihlt, da§ das
direkte Problem wohldefiniert ist, d.h. dal b den Voraussetzungen aus Ab-
schnitt 4.1.1 fiir die Losungstheorie von (4.1) geniigt.
Die formale Ableitung Fj(b) : D(F5(b)) C H, — L*(0,T) 148t sich analog
zu Abschnitt 4.2.2 herleiten zu
(B0 (1) = =2
Uz

fiir t € (0,7] und h € H,, wobei wy das Randwertproblem

s = (a(wus). + 0/ @us), + (). mﬂw} (4.01)
wa(0,t) =0 firt € (0,7

16st und u die zugehorige schwache Losung von (4.1) ist. Das Problem (4.91)
entspricht bis auf den Quellterm dem Randwertproblem (4.74), so dafl wir uns
eine Diskussion der Eigenschaften und Losbarkeit ersparen kénnen.

Auch die formale Berechnung der Adjungierten Fj(b)* : L?(0,T) — K,
fithrt analog auf folgendes Ergebnis (wir verwenden die Bezeichnungen von
Satz 4.2.2): Fiir ¢ € L?(0,T) ist F5(b)*¢ eine Losung des Randwertproblems
(4.85) mit der rechten Seite

T
fg(y):/o f—j(q(y,t),t) dt, ve(0,1].

Hierbei sei ¢ die Losung aus Satz 4.2.2. Auch bei der Adjungierten ist das
Ergebnis im Vergleich zu F’(a)* nahezu gleich, lediglich die rechte Seite von
(4.85), speziell der Integrand in (4.86), hat sich geéndert.
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4.3 Weitere inverse Probleme

4.3.2 Bestimmung von ¥/,

Betrachten wir nun statt (4.1) das Problem (2.9) und setzen K als bekannt
voraus, so 13t sich wieder ein nichtlinearer Operator definieren:
. ) D) CH(0,1) = 2°(0,T)
3 .
p="Yy—s(-)=s(-;p)
F3 bildet die Ableitung der Wassercharakteristik p = ¥/, auf den zugehérigen
freien Rand s von (2.9) ab. Die Leitf&higkeitsfunktion K sei hierbei so gewihlt,
daf} sie den Voraussetzungen an b aus Abschnitt 4.1.1 fiir die Losbarkeit von
(2.9) geniigt. Die Menge D(F3) sei so definiert, dafl Kp € D(F) fiir alle p €
D(F3) gilt. Man beachte, dal p aus dem Raum H?(0,1) und nicht aus ,

ist. Das inverse Problem besteht nun wieder darin, zu gegebenen Daten s eine
Losung der nichtlinearen Gleichung

Fy(p) =5
zu bestimmen. Die formale Ableitung F}(p) : D(F}(p)) C H?(0,1) — L?(0,T)
ausgewertet an h € H2(0, 1) ergibt sich analog zu Abschnitt 4.2.2 zu
(F(p)h)(8) = =2 fir ¢ € (0,71,
z

wobei w3 eine Losung des folgenden Randwertproblems ist:

w3 = (K(u)p(u)wg)zz + (K'(u)wg)z + (K(u)h(u)uz)z in Pr, (4.92)
w3(0,t) =0 fiir t € (0, 7). '
Dieses Randwertproblem entspricht dem Problem (4.74) mit a = Kp und
b = K, da die Funktion K (u)h(u) bzw. h(u) in (4.74) im Quellterm jeweils

aus H, sind.

Auch hier 148t sich wie im Beweis von Satz 4.2.2 formal die Adjungierte
Fi(p)*: L*(0,T) — H?(0, 1) berechnen. Fiir ¢ € L?(0, T erhalten wir F}(p)*¢
als Losung des Randwertproblems

gW—g"+g=1s in(0,1),
g"(0)=0, g¢"(1)=0, (4.93)
g"(0)—g'(0)=0, ¢"(1)-4(1)=0
mit
Ty
fs(v) = K(V)/ ;% (q(v,t),t)dt fiir v € (0,1].
0

Hier ist ¢ wieder die Losung von (4.84) aus Satz 4.2.2 mit a = Kp und b = K.
Da wir in diesem Fall den Raum H?(0,1) zugrunde gelegt haben, ergibt sich
nun in (4.93) statt g(0) = 0 wie in (4.85) eine gemischte Randvorgabe an die
dritte und erste Ableitung von g bei v = 0.
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4 Das vertikale FlieBexperiment

4.3.3 Bestimmung von K

Ein weiteres inverses Problem fiir das Cauchy-Dirichlet-Problem (2.9) ist die
Bestimmung der Leitfihigkeit K aus dem freien Rand s bei bekannter Wasser-
charakteristik Wj;. Fiir das zugehorige Vorwértsproblem betrachten wir die
Abbildung
. D(Fy) € H, — L*(0,T)
v Ko s(-) = s(-iK)

die jedem K € D(Fy) iiber das Problem (2.9) den freien Rand s zuordnet.
Hierbei sei D(Fy) = D(F>) und ¥, so gewéhlt, daB KU, € D(F) fiir alle
K € D(Fy) gilt.
Die Ableitung Fj(K) : D(F4(K)) C H, — L?(0,T) berechnet sich formal
fir h € H, zu
(Fi(K)h)(t) = —Z—j . fir t € (0,T),

wobei wy in Pp der Differentialgleichung
wsg = (K ()W (wyr) + (K () -+ (h(0) Why (w)us) + ((w), (4.940)
mit den Randwerten
wq(0,t) =0 fir¢ e (0,7 (4.94b)

geniigt. In (4.94a) sind nun beide bereits aufgetretenen Quellterme gemeinsam
enthalten, da der Koeffizient K in der Differentialgleichung (2.9a) auch in zwei
Termen verschiedener Ordnung auftaucht.

Fiir den zu Fj(K) adjungierten Operator Fj(K)* : L*(0,T) — H, erhilt
man formal folgendes Ergebnis: Fiir ¢ € L?(0,T) 16st Fj(K)*¢ das Randwert-
problem (4.85) mit der rechten Seite

T 7 T
fa(v) :/0 %(q(y,t),t) dt+K(y)/0 %@Z_)m(q(y,t),t) dt fir v e (0,1].

Uy

Hierbei ist 1) wieder die Losung aus Satz 4.2.2 mit a = KV, und b = K. Auch
die rechte Seite f4 ergibt sich hier als eine Kombination aus den vorherigen
rechten Seiten fo und f3.
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5 Numerisches
Rekonstruktionsverfahren

In diesem letzten Kapitel erldutern wir die Umsetzung der im vorangegan-
genen Kapitel vorgestellten Methoden in ein numerisches Verfahren zur Re-
konstruktion der hydraulischen Diffusivitdtsfunktion aus Beobachtungen der
Wasserfront. Hierzu demonstrieren wir zunéchst, wie wir das direkte Pro-
blem numerisch 16sen, und geben dann ein numerisches Verfahren zur Losung
des zur Richtungsableitung gehdrenden Randwertproblems an. Danach wid-
men wir uns der Implementierung der iterativen Regularisierungsmethoden
und stellen schliellich im letzten Abschnitt an ausgewéhlten Beispielen mit
synthetischen Daten Ergebnisse unseres Rekonstruktionsverfahrens vor. Alle
nachfolgend eingefithrten numerischen Methoden haben wir in der Interpre-
tersprache MATLAB implementiert.

5.1 Numerische Auswertung von F'

Um den Operator F' an einem Koeffizienten a auszuwerten, also das direkte
Problem zu 16sen, bendtigen wir ein numerisches Verfahren fiir das Cauchy-
Dirichlet-Problem (4.1) oder das freie Anfangsrandwertproblem (4.26) bzw.
das transformierte Problem (4.37). Wir werden hierfiir im folgenden verschie-
dene Methoden vorstellen und anschliefend die Ergebnisse anhand von Bei-
spielen miteinander vergleichen.

5.1.1 Numerische L6sung von (4.1)

Zur Bestimmung einer Nidherungslosung des Cauchy-Dirichlet-Problems (4.1)
verwenden wir die (vertikale) Linienmethode zusammen mit einem Differen-
zenverfahren iiber einem #quidistanten Ortsgitter {z; = 1Az, i = 0,...,n}.
Hierbei wihlen wir den Intervallendpunkt z, in Abh#ngigkeit von der Expe-
rimentdauer T" so grof3, daf s(T") < z, gilt. Somit kénnen wir u(z,,t) = 0 als
obere Randbedingung in (4.1) verwenden. Fiir die Diskretisierung in z-Rich-
tung verwenden wir die Balance-Methode [38] fiir den Diffusionsterm sowie
zentrale Differenzen fiir den Term erster Ordnung (vgl. auch [39],[7]). Dies
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5 Numerisches Rekonstruktionsverfahren

fiithrt auf folgendes System gewdohnlicher Differentialgleichungen fiir die Funk-
tionen u;(t) ~ u(z;,t),i=1,...,n—1:

Ui+1 — Uq U; — Ui—l) b(ui+1) - b(ui—l) (5‘1)

/ f— . — .
“i(w_(“@“/? (Az)2 ~ CPT(AL)2 97~

up(t) =1, wun(t)=0 firte (0,7,
w(0)=0, i=0,...,n,

sowie a;11/p 1= a((uiﬂ + ul)/2) Dieses ODE-System losen wir mittels der
in MATLAB vorgegebenen ODE-Routine ode23s. In dieser Funktion ist ein
Rosenbrock-Verfahren zweiter Ordnung mit automatischer Schrittweitensteue-
rung implementiert, das zudem A-stabil ist, falls in jedem Zeitschritt die ex-
akte Jacobi-Matrix der rechten Seite verwendet wird. Hierzu haben wir die
Jacobi-Matrix formal berechnet. Anschliefend erhalten wir den freien Rand
der Losung durch die MATLAB-Routine contour, mit der wir die Hohenlinie
von v zum Wert der Maschinengenauigkeit eps interpolieren.

Die obige Methode ist, wie wir spéter noch sehen werden, zur genaueren
Approximation des freien Randes nicht geeignet. Denn auch unter Verwen-
dung eines sehr feinen Ortsgitters liegt der freie Rand in der Regel zwischen
zwei Gitterpunkten. Alternativ verwendet man deshalb sogenannte Front-
Tracking-Methoden (vgl. [9]), die zusétzlich zur Losung u auch explizit den
freien Rand bestimmen. Hierzu wird z. B. das Ortsgitter in jedem Zeitschritt
an die Position des Randes angepaft.

Des weiteren ist das obige Verfahren auch deshalb ungenau, weil die Ablei-
tung u, auf dem freien Rand nicht stetig ist. Diesbeziiglich gibt es eine Viel-
zahl an sogenannten Regularisierungsmethoden fiir degeneriert parabolische
Gleichungen, die speziell auf die mangelnde Glattheit der Losungen am freien
Rand zugeschnitten sind. Einen Uberblick iiber diese Methoden gibt z. B. [36].
Diese Verfahren liefern den freien Rand allerdings ebenfalls nur implizit mit
der Losung.

5.1.2 Numerische L6sung von (4.26)

In Abschnitt 4.1.2 haben wir das Cauchy-Dirichlet-Problem (4.1) in das freie
Anfangsrandwertproblem (4.26) iiberfiihrt, welches den freien Rand nun ex-
plizit enthélt. Es wird sich herausstellen, dafl wir dadurch den freien Rand
numerisch genauer und einfacher approximieren kénnen. Im folgenden stellen
wir nun hierzu zwei numerische Verfahren vor.
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5.1.2.1 Front-Fixing-Methode

Zunéchst betrachten wir das Problem (4.37), das durch die Transformation
x = z/s(t) aus (4.26) hervorgegangen ist. Durch diese Transformation wird der
freie Rand auf einen festen Rand abgebildet. Numerische Verfahren, die solche
Koordinatentransformationen verwenden, findet man unter anderem in [9] als
sogenannte Front-Fizing-Methoden. In dem resultierenden Rechteckgebiet R
konnen wir nun fiir unsere numerischen Approximationen mit den {iblichen
Ort x Zeit-Gittern arbeiten.
Wir verwenden auch hier wieder die Linienmethode iiber einem dquidistan-
ten Ortsgitter
Ny :={zi=iAx=1i/n,i=0,...,n} (5.2)

und diskretisieren die Ortsableitungen wie in (5.1). Es ergibt sich somit fol-
gendes System aus gewohnlichen Differentialgleichungen fiir die Funktionen
w;i(t) = a(z,t),i=1,...,n— 1, und s(t):

=2 (a‘ Uiy — Ui o Wi “z‘—l) b(uis1) — bui1)
] 32 Z+1/2 (Ax)Q 2—1/2 (A[L‘)Q S 2A:L‘
i 8’ Uit1 — Ui .
= . firi=1,...,n—1 (5.3)
s 2Azx =t sn=dh
s = — (d(0) 2=+ ¥/(0))
sAx ’ )

wobei
u =1, u, =0 und @41/ = a((uiil + ul)/2)

Die Ableitung s’ in der rechten Seite der Differentialgleichung fiir u; steht dort
als Abkiirzung fiir die rechte Seite der Differentialgleichung fiir s. Das System
(5.3) 16sen wir auch wieder mit der ODE-Routine ode23s aus MATLAB mit
exakter Jacobi-Matrix der rechten Seite. Es ergeben sich Ndherungen an die
Funktionen w;(t) bzw. s(t) tiber einem durch die automatische Schrittweiten-
steuerung generierten Zeitgitter. Durch Vorgabe eines dquidistanten Zeitgit-
ters

Ng:={tj=JjAt j=0,...,m}, At=T/m, (5.4)

liefert uns die Routine interpolierte Niherungen u?, s/ an u;(¢;) bzw. s(t;).

Fiir die Funktionen u;(t) benttigen wir noch Anfangsvorgaben, die durch die
Losung g von Problem (4.36) gegeben sind. Dieses Problem 1sen wir nume-
risch folgendermaflen: Wir ersetzen (1) in der Differentialgleichung (4.36a)
durch eine Variable f und verwenden zusitzlich die Gleichung a(1) = fi.
Schlielich approximieren wir die Differentialgleichung (4.36a) iiber dem Orts-
gitter /A, durch finite Differenzen, speziell verwenden wir wieder das Schema
aus (5.3). Die Randbedingung @((1) = f{ ersetzen wir durch einen linksseitigen
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5 Numerisches Rekonstruktionsverfahren

Differenzenquotient. Schliellich berechnen wir Ndherungen f;,i =1,...,n—1,
an die Funktionswerte %o (z;) sowie eine Néherung f{) an die Ableitung @g(1),
indem wir mit Hilfe des Newton-Verfahrens ndherungsweise eine Nullstelle der

Funktion G = (G1,Ga,...,Gy)T : R® — R" mit

Gi(f1y- -, fne1, f0) =it 2(fivr — fi) — a1 2(fi — fic1)
fiv1 — fia (5.52)

— AZEGI(O)fél'Zf

firi=1,...,n—1 und

Gn(fiy s fam1,f0) = fr = fam1 = foAz = — o1 — foAz (5.5Db)

bestimmen. Hierbei ist wegen (4.36b) und (4.36¢) fo = 1 bzw. f, = 0, und
a;+1/2 bezeichne hier a((fix1 + fi)/2). Fiir das Newton-Verfahren verwenden
wir jeweils die exakte Jacobi-Matrix von G, die wir formal berechnet haben.

Abschlielend moéchten wir noch erwédhnen, dafl sich die Ergebnisse dieser
Methode nicht wesentlich &ndern, wenn man in (5.3) statt der zentralen Diffe-
renzenquotienten fiir die Terme erster Ordnung rechtsseitige Differenzen ver-
wendet, die wegen der Positivitdt der zugehorigen Koeffizienten mit upwind-
Differenzen identisch sind.

5.1.2.2 Isothermenmethode

Urspriinglich motiviert durch die Ergebnisse aus Satz 4.2.2, wonach 1), iiber
die Hohenlinien von % integriert werden muf, vgl. (4.86), haben wir ein weite-
res numerisches Verfahren fiir das direkte Problem implementiert, das direkt
auf den Hohenlinien basiert.

Hierzu betrachten wir Problem (4.37) und bezeichnen im folgenden zur
Vereinfachung die Losung u = u(x,t) stets mit v = u(x,t). Wir fithren nun
in (4.37) u selbst als neue Koordinate ein, d.h. wir definieren die abhingige
Ortsvariable z = z(u, t) durch

u(z(v,t),t)=v firo<v<l1, 0<t<T. (5.6)

Zu jedem Wert v € [0,1] ist also z(v,t) die entsprechende Hohenlinie von u
wie in Abbildung 5.1 dargestellt.

Diese Koordinatentransformation bezeichnen wir als Isothermenmethode,
sie wird in [9] als isotherm migration method, kurz IMM, vorgestellt. Der
Name resultiert aus der Betrachtung von Problemen, in denen u die Warme-
verteilung innerhalb eines Mediums darstellt, so da§ durch die Gréle x(v,t)
angegeben wird, wie die Temperatur v mit der Zeit durch das Medium ,,wan-
dert*.
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5.1 Numerische Auswertung von F

Abbildung 5.1: Hohenlinien von «

Differenzieren wir nun (5.6) nach der Zeit, so folgt

0= %u(m(u, t),t) = ugp(z(u,t),t)xe(u, t) + w(z(u,t),t),

und wir erhalten

Ut = —UgTt. (5.7)
Aus
Ug(,t) = 24 (u, t) 7! (5.8)
berechnet sich u,, zu
U (2, 1) = — 2oty 1) 2@ (u, g (2, t) = —%. (5.9)

Setzen wir die Ableitungen (5.7)-(5.9) in die Differentialgleichung (4.37a) ein,
so ergibt sich
_ T 1 (a/(u)gj_Q — a(u)xﬂ> + l(b’(u):z:_1 + :cs':c_l).
Ty 8 v x3 s v “
Anschlielend multiplizieren wir diese Gleichung mit —x,, und vereinfachen sie
zZu

Ty = ! (a(u))u - l(b'(u) +as') in Rp. (5.10a)

s2\ x, s
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Die Transformation der Randbedingungen in (4.37) auf die neuen Variablen
fiithrt schlieflich auf

z(u,0) = To(u) fiir w € [0, 1], (5.10b)
z(0,t) =1 fir t € (0,71, (5.10c¢)
2(1,t) =0 fiir ¢ € (0,77, (5.10d)

s'(t) = 20 v'(0) fiir t € (0,77, (5.10e)

s(t)xy(0,1)

wobei die Funktion %o das folgende gewthnliche Randwertproblem fiir g 16st:

(“(“) )' _2O iy —0 i (0,1), (5.11a)

1, (5.11b)
g(1)=0. (5.11c)

Dieses Problem haben wir mit der Transformation x = z(ug) aus dem Rand-
wertproblem (4.36) hergeleitet.

Somit haben wir das Anfangsrandwertproblem (4.37) fiir v im Gebiet R in
ein Anfangsrandwertproblem fiir « in Ry iiberfiihrt. Das neue Problem (5.10)
16sen wir nun durch die Linienmethode auf einem dquidistanten Gitter

ANy = A{u; =iAu, 1 =0,...,n} (5.12)

mit Au = 1/n. Durch zweimaliges Anwenden von zentralen Differenzen-
quotienten der Schrittweite Awu/2 erhalten wir das folgende System aus
gewohnlichen Differentialgleichungen fiir die Funktionen z;(t) ~ x(u,t),
i=1,...,n—1, und s(t):

1 a; a;_ 1
50;:__2( Lt VR i T )——(b’(ui)—i—mis’) firi=1,...,n—1,
ST \Tj41 — T4 Ty — Ti—1 S
Au

s = —(a'(()) + b'(O))

s(x1 — o)
(5.13)

mit zo = 1, , = 0 und ;449 := a((uz‘il + uz)/2) Als Anfangswerte fiir z;,
i=1,...,n—1, verwenden wir Ndherungen g; an #o(u;), die wir analog zur
Vorgehensweise gegen Ende des vorherigen Abschnittes erhalten, indem wir
auf (Hl,Hg, .. .,Hn)T(gl, ..vygn—1,d) = 0 das Newton-Verfahren anwenden
mit

Qit1/2 Gi-1)2

Hi(gl7"'7gn—l7d) =
gi+1 — Gi 9i — Gi—1

— gid' (0)d
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5.1 Numerische Auswertung von F

firi=1,...,n—1 und

Au
91— 90
Hierbei ist gg = 1 und g, = 0. Fiir das Newton-Verfahren verwenden wir in
jedem Schritt die exakte Jacobi-Matrix.

Das System (5.13) 16sen wir wieder mit der Routine ode23s unter Vorgabe
der exakten Jacobi-Matrix. Auch in (5.13) steht die Ableitung s’ in der rechten
Seite des Systems als Abkiirzung fiir die rechte Seite der Differentialgleichung
fiir s. Als Ergebnis erhalten wir Niherungen z} ~ x;(t;) und s’ = s(t;) iiber
einem Zeitgitter A; wie in (5.4).

Hn(gl7 .. agn—17d) =d-

5.1.3 Vergleich der verschiedenen Methoden

Nachdem wir nun unterschiedliche Vorwértsloser vorgestellt haben, wollen wir
diese hinsichtlich ihrer Genauigkeit miteinander vergleichen. Dies ist schwierig,
da wir fiir unser Problem (4.1) keine exakte Losung kennen. Deshalb testen
wir die Methoden zunichst wie in [39], [7] an der exakten Barenblattlosung
(3.3). Im folgenden verwenden wir die Abkiirzungen IMM fiir die Isothermen-
methode, CDL fiir die Linienmethode (5.1) fiir das Cauchy-Dirichlet-Problem
und FFM fiir die Front-Fixing-Methode.

Beispiel 5.1.1 Wir betrachten also das Cauchy-Problem (3.4) und geben
zusétzlich als Randwerte bei z = 0 die exakten Werte der Barenblattlosung
vor. Aufgrund der Bedingung (4.27) fiir die Front-Fixing-Methode betrachten
wir in (3.3) den Fall m = 2. Da die Barenblattlosung nicht zu jedem Zeitpunkt
jeweils alle Werte aus [0, 1] annimmt, 148t sich die Isothermenmethode hier
nicht anwenden. Abbildung 5.2 zeigt die Ndherungen und die exakte Losung
zu verschiedenen Zeitpunkten. Es 148t sich mit dem blofien Auge kein Unter-
schied feststellen. Im rechten Schaubild wurde deshalb ein Ausschnitt daraus
vergroBert. Hier 148t sich die FFM-Naherung ebenfalls kaum von der exak-
ten Losung unterscheiden. Die CDL-Kurve hingegen approximiert den steilen
Verlauf der exakten Kurve sehr schlecht. In Abbildung 5.3 sind zum Vergleich
die freien Rénder der Losungen eingezeichnet. Man erkennt zwei unterschied-
liche Kurven: Die obere Kurve gehort zur CDL-Néherung, die FFM-N&herung
verlduft zusammen mit der exakten Losung in der unteren Kurve.

In Tabelle 5.1 haben wir fiir verschiedene Ortsgitter den maximalen Fehler
an den Gitterpunkten zum Zeitpunkt 7' = 10 zwischen der Barenblattlésung
und den FFM-N#herungen bzw. den CDL-N&herungen dargestellt. Das Zeit-
gitter wurde jeweils durch die automatische Schrittweitensteuerung bestimmt,
wobei die in ode23s voreingestellten Toleranzen fiir den relativen und abso-
luten Fehler von 1073 bzw. 1075 vorgegeben waren. Die kleinste verwendete
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Abbildung 5.2: Ndherungen und Barenblattlosung zu verschiedenen Zeitpunk-
ten (CDL (- --), FFM (---), exakte Losung (—))

55

Abbildung 5.3: Zeitlicher Verlauf des freien Randes (CDL (---), FFM (---),
exakte Losung (—))

n FFM CDL
50 0.00017640 0.0011203
100  0.00005061 0.0005133
200 0.00001777 0.0002010

Tabelle 5.1: Maximaler Fehler zwischen exakter Barenblattlosung und den
N&herungen zum Zeitpunkt 7' = 10 fiir verschiedene Ortsgitter
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Zeitschrittweite im Fall n = 200 war bei der CDL-Methode At = 0.00125 und
bei der Front-Fixing-Methode At = 0.0279. Der Fehler der CDL-Methode
betrdgt in etwa das Zehnfache des Fehlers der FFM-Né&herungen.

Um nun auch die speziellen unstetigen Anfangs- bzw. Randvorgaben in den
Vergleich mit einzubeziehen, testen wir unsere Verfahren als néchstes an dem
Cauchy-Dirichlet-Problem (3.1) des horizontalen Experimentes mit b = 0. In
diesem Fall kennen wir die Gestalt der Hohenlinien der Losung und des freien
Randes.

Beispiel 5.1.2 Wir setzen also zunéchst b = 0 und wéhlen die Diffusivitit
a(v) = v° + 0.5v. Des weiteren sei T = 1. In Abschnitt 4.1.3 haben wir
bereits erldutert, dafl sich die Losung v und der freie Rand von (3.1) durch die
Losung ug von (4.36) darstellen lassen: u(z,t) = ﬂo(ci\/i) und s(t) = cy/t mit
¢ =+/—2a/(0)tg(1). Zum Vergleich haben wir deshalb {iber einem sehr feinen
Ortsgitter ndherungsweise die Losung g berechnet, indem wir das Newton-

Verfahren auf die Funktion in (5.5) angewendet haben.

14 : : : : :
4 0.00}
L2 2 {008
s(t) 0.07}
il ]
> 0.06/
0.8 1 0050
4 0.04f i
0.6 ] !
, 0.03f
oat J/ 1 002} !
/ 001 !/
0.2 ] :
ol
o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 06 08 1 0 05 1 15 2 25
t t x107°

Abbildung 5.4: Zeitlicher Verlauf des freien Randes (CDL (---), IMM (- - ),
FFM (—), Wurzelfunktion (----))

In Abbildung 5.4 ist links der freie Rand s zu den verschiedenen Methoden
zusammen mit der Vergleichsfunktion iiber der ¢-Achse aufgetragen und auf
der rechten Seite in die N#dhe des Nullpunktes hineingezoomt. In der rech-
ten Abbildung 148t sich selbst bei dieser Skalierung an den Gitterpunkten
kein Unterschied zwischen dem freien Rand der FFM und der IMM sowie der
Wurzelfunktion feststellen. Im Gegensatz dazu sehen wir, daf} der freie Rand
aus der Linienmethode fiir das Cauchy-Dirichlet-Problem einen sprunghaften
Verlauf hat und die Vergleichsfunktion sehr schlecht approximiert.
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Abbildung 5.5: Verlauf der Ndherung u zum Zeitpunkt 7" (CDL (---), IMM
(--+), FFM (—), Vergleichslosung(:- - -))

Im linken Bild in Abbildung 5.5 haben wir fiir alle Verfahren die N&he-
rungslosung v sowie die Vergleichslésung zum Zeitpunkt 7' geplottet. Ver-
grofert man das Bild in der Nihe des freien Randes (rechtes Bild), so erkennt
man, daf die Losungen am freien Rand ein unterschiedliches Verhalten aufwei-
sen, so wie es aus Abbildung 5.4 zu vermuten war. Die CDL-L&sung geht deut-
lich glatter und weiter rechts in die Null ein als die Vergleichslésung. Hingegen
wird der Verlauf der Vergleichslésung durch die IMM- und die FFM-Loésung
(sie sind in dieser Darstellung nicht zu unterscheiden) gut approximiert.

Die nachfolgende Tabelle illustriert fiir verschiedene Ortsgitter A\, bzw. A,
und Zeitgitter A; den Fehler in der L2(0,T)-Norm zwischen der Vergleichs-
funktion ¢/t und den verschiedenen Niherungen fiir den freien Rand s.

At 1/100  1/200 1/400 1/800

FFM: n =100 | 0.002482 0.001297 0.0007505 0.0005376
n =200 | 0.002474 0.001283 0.0007254 0.0005022

IMM: n =100 | 0.002481 0.001292 0.0007395 0.0005223
n =200 | 0.002477 0.001283 0.0007240 0.0005000

Tabelle 5.2: L?(0, T)-Fehler zwischen cv/t und den Niherungen fiir s(t)

Durch die automatische Schrittweitensteuerung und die Interpolation der
N#herungen auf das Gitter /A lassen sich die Fehler hinsichtlich des Konver-
genzverhaltens schwer miteinander vergleichen. Wir kénnen jedoch ablesen,
dafl die Fehler der beiden Verfahren in derselben Gréflenordnung liegen.

Als letztes Beispiel betrachten wir nun wieder das vertikale Flielexperiment.
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5.1 Numerische Auswertung von F

Beispiel 5.1.3 Wir withlen wieder a(v) = v° + 0.5v sowie T = 1 und be-
trachten die Leitfihigkeitsfunktion b(v) = v3.

In Abbildung 5.6 ist wieder der freie Rand als Funktion der Zeit fiir alle
Methoden aufgetragen und im rechten Bild noch einmal vergréflert fiir kleine
t dargestellt.

L2 ‘ ‘ ‘ > 0.2

1t
0.8
0.6l | oaf

0.4¢

0.2F

0 02 04 06 08 1 0 5 10 15 20

t t x10°
Abbildung 5.6: Zeitlicher Verlauf des freien Randes s(¢) (CDL (---), IMM
(--), FEM (—), Wurzelfunktion (----)

Wie schon im vorherigen Beispiel unterscheidet sich die CDL-Approximation
deutlich von den beiden anderen Methoden. Da wir wegen (4.38) davon ausge-
hen, daf sich auch im vertikalen FlieBexperiment der freie Rand fiir £ — 0 wie
eine Wurzelfunktion verhélt, haben wir auch fiir dieses Beispiel eine Wurzel-
funktion zum Vergleich eingezeichnet. Auch in der vergrofierten Darstellung
rechts 148t sich zwischen dieser Kurve und der FFM- und IMM-Kurve kaum
ein Unterschied erkennen.

Anschliefend haben wir in Abbildung 5.7 zu verschiedenen Zeitpunkten die
Losung u iiber der z-Achse geplottet. In der gezoomten Darstellung zum Zeit-
schritt t19 148t sich wieder erkennen, dafl die CDL-L6sung wesentlich glatter
in die Null eingeht als die beiden anderen.

In Abbildung 5.8 ist die FFM-N&herung u fiir dieses Beispiel als Fliche
iiber der (z,t)-Ebene dargestellt. Hieraus 148t sich z. B. die Monotonie von u
in z-Richtung erkennen.

In den Beispielen hat sich gezeigt, dal die Resultate der Front-Fixing-Methode
und der Isothermenmethode in etwa gleich gut sind. Wir werden im weiteren
stets die Front-Fixing-Methode als Vorwértsloser verwenden, da sie sich, wie
wir im folgenden Abschnitt noch sehen werden, relativ einfach mit dem Loser
fiir das Anfangsrandwertproblem der Richtungsableitung kombinieren 148t.
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Abbildung 5.7: Verlauf der Naherungslésung v zu verschiedenen Zeitpunkten

Abbildung 5.8: Verlauf der Néherungslosung u(z,t)

5.2 Auswertung der Richtungsableitung F’(a)

Um die Ableitung F’(a) auszuwerten, bendtigen wir zusitzlich zur Losung u
des direkten Problems eine N&herungslosung des Randwertproblems (4.74) fiir
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die Funktion w. Da die Koeffizienten der Differentialgleichung (4.74a) allesamt
von u abhéngen, sind wir bei der Wahl eines numerischen Verfahrens bzw.
eines Gitters fiir (4.74) an das Gitter von u gebunden, da wir es vermeiden
wollen, Néherungen u] auf einem neuen Gitter zu interpolieren. Aus diesem
Grund betrachten wir auch hier passend zur Front-Fixing-Methode fiir u das
transformierte Problem (4.82) und wenden hierauf die Linienmethode an.
Wir betrachten nun wieder das Ortsgitter A, aus (5.2) und die Funktionen
w;(t) ~ w(z;,t). Ersetzen wir die Ableitungen in der Differentialgleichung
(4.82a) durch Differenzenapproximationen zweiter Ordnung bzw. verwenden
fiir den Quellterm die Balance-Methode, so erhalten wir die nachfolgenden
Differentialgleichungen fiir die Funktionen w;, i =1,...,n — 1:

W Ca(ui)wirr — 2a(ug)w; 4+ a(u;—1)wi—1
=

(sAx)?
b/(ui+1)wi+1 - b/(ui—l)wi—l i SCLS/U%H — Wi—1 (5.15a)
s2Ax s 2Ax

1 Uil — U U — Uj—1 .
+ S_Q(hi—&-l/?W - hi_lp(AT)Q)’ 1=1,....,n—1,

mit wg = 0 und h;4q/9 = h((uiﬂ +ui)/2). Hierbei seien u;(t) die bei der Front-
Fixing-Methode in Abschnitt 5.1.2.1 eingefithrten N&herungen an a(z;,t). Ap-
proximieren wir schliefllich (4.82d) mit Hilfe einseitiger Differenzen, so ergibt
sich wegen a(u,) = a(0) = h(u,) = 0 folgende Differentialgleichung fiir wy,:

W, = 1 {(_a(unl) N SS,) Wy, — Wh_1 N (—a(un,l) N sb’(un)) W,

s2 Azx Ax Azx Az
_ a(unfl) - a(uan) / Wn—1 h(unfl)unfl
( Az s (un_1)> Az T (Az)? '
(5.15b)

Das gesamte Schema (5.15) besitzt aufgrund der einseitigen Differenzen bei
x = 1 trotz der Approximationen zweiter Ordnung in (5.15a) lediglich die
Konsistenzordnung Eins.

Um die Anfangswerte fiir dieses ODE-System numerisch aus (4.83) zu be-
stimmen, verwenden wir ganz analog folgendes Differenzenschema fiir die
Niaherungen g; ~ wo(x;), i =1,...,n:

0 _alfir1)giv1 — 2a(fi)gi + a(fi1)gi-1 0/ (0) fa; I 91

(A)? 28z (5.16a)
=S, fi— i
7,+1/2 (ACE)Q 171/2 (Ax)z
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mit gg = 0 und

anp — An-—1 An—1 — AQp—2

0= In = (Az)?

(Aa)? gn—1 + W (0) f3%. (5.16b)

Hierbei seien f; und f{ die Ndherungen an ug(x;) bzw. 4)(1) aus dem Glei-
chungssystem (5.5) und Ay /9 = h((fij:l + fz)/2)

Beispiel 5.2.1 Da uns keine exakte Losung von (4.82) bekannt ist, wollen
wir unser Schema stattdessen an dem Anfangsrandwertproblem

v = ((1- aj)v)m +v,+1 in Ry,
v(z,0) = x/2 fir z € [0, 1],
t)y=1t/2 fir ¢ € (0,77

testen, das die beschréinkte Losung v(z,t) = x/2+1t/2 besitzt. Dieses Problem
besitzt anndhernd die Gestalt von (4.82), da bei x = 1 der Diffusionskoeffi-
zient 1 — x verschwindet und fiir v dort keine Randwerte vorgegeben sind.
Wir 16sen das ODE-System (5.15) fiir dieses Beispiel mit Hilfe des impliziten
FEuler-Verfahrens iiber einem dquidistanten Zeitgitter. In Abbildung 5.9 ist die
Niherungslosung zu einem #quidistanten 101 x 101-Gitter mit 7" = 0.5 auf-
getragen sowie der absolute Fehler zwischen der Naherung und der exakten
Losung. Die exakte Losung wird durch unser Verfahren sehr gut approximiert,
der absolute Fehler an den Gitterpunkten betrigt lediglich maximal 6.5-10715.
Es 148t sich aulerdem erkennen, dafl am Rand bei x = 1 der Fehler eher ge-
ring ist, anders als man es vielleicht aufgrund der kiinstlichen Randbedingung
vermuten wiirde.

Da das Problem fiir w mit dem Vorwirtsproblem gekoppelt ist, liegt es
nahe, die beiden ODE-Systeme (5.3) und (5.15) zu einem grofien System
(), ..ol g, 8w, W) = Flug,. .. un_q, 8,01, . .., w,) (5.17)
zusammenzufassen. Entsprechend formulieren wir die Gleichungen (5.5) und
(5.16) fiir die zugehorigen Anfangswerte zusammen als ein nichtlineares Glei-
chungssystem, das wir mit dem Newton-Verfahren 16sen. Das Anfangswert-
problem fiir (5.17) 16sen wir nun mit den entsprechenden Randvorgaben und
der exakten Jacobi-Matrix mittels der Routine ode23s. Hierbei wird die Ab-
leitung s’ in der rechten Seite des ODE-Systems wie in (5.3) durch die rechte
Seite der Differentialgleichung fiir s ersetzt.
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05

Abbildung 5.9: Ndherungslosung fiir v und absoluter Fehler

Beispiel 5.2.2 Wir betrachten nun die Situation aus Beispiel 5.1.3 und
wéhlen zusétzlich h(v) = v. In Abbildung 5.10 ist links die aus (5.17) erhalte-
ne Niherungslésung w zu verschiedenen Zeitpunkten iiber der x-Achse aufge-
tragen. Die Anfangswerte w(z,0), die ndherungsweise die Gleichungen (5.16)
16sen, sind ebenfalls eingezeichnet. Das rechte Schaubild in Abbildung 5.10
illustriert den Verlauf von w bei x = 1, d.h. auf dem freien Rand. Diese
Werte von w benétigen wir, um die Richtungsableitung von F' auszuwerten.
Abbildung 5.11 zeigt vollstandigkeitshalber noch einmal den gesamten Verlauf
der Niherungslosung w(z,t) = w(zx,t) iiber der (z,t)-Ebene.

Wir haben bei diesem Beispiel zudem versucht, das ODE-System (5.15)
ohne die Kopplung an das Vorwirtsproblem numerisch zu 16sen. Fiir verschie-
den feine Zeitgitter A; haben wir jeweils die FFM-Naherung an @ berechnet
und anschlieBend mit Hilfe des impliziten Euler-Verfahrens auf A; das da-
zugehorige System (5.15) gelost. In Abbildung 5.12 ist fiir drei verschiedene
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0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Abbildung 5.10: Verlauf der Naherungslésung w zu verschiedenen Zeitpunkten
bzw. bei z =1

o O

Abbildung 5.11: Verlauf der N&herungslosung w(z, t)

Zeitschrittweiten At der Verlauf von w auf dem Rand z = 1 als Funktion von
t aufgetragen zusammen mit der Nidherungslosung von (5.17) (rechts in einer
vergroferten Darstellung nahe bei ¢t = 0). Zu beobachten ist, daf§ die Ndherun-
gen des impliziten Euler-Verfahrens in der N&he von ¢ = 0 mit abnehmender
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 2 4 6 8 10 12
t t x107°

Abbildung 5.12: Verlauf der Ndherung w bei z = 1 (Euler At =1/1000 (—),
Euler At =1/2000 (---), Euler At =1/10000 (- - -), Lésung
von (5.17) (----))

Zeitschrittweite At immer steiler werden. Jedoch springen sie unabhéngig von
At jeweils unstetig vom Wert am Gitterpunkt ¢; auf den Anfangswert bei
t = 0. Auch mit verdnderter Ortsschrittweite ergibt sich das gleiche Phéno-
men. Da wir gerade die Anfangswerte wg als stetige Fortsetzung von @ fiir
t — 0 definiert haben, scheinen diese Ndherungen wenig sinnvoll zu sein. Dies
zeigt, dafl es wichtig ist, die natiirliche Kopplung der Probleme fiir 4 und w
auch in dem numerischen Verfahren zu berticksichtigen.

Abschlieflend sei auch hier erwdhnt, dafl wir, wenn wir die beiden Verfah-
ren mit den ,stabileren“ Diskretisierungen der Terme erster Ordnung durch
upwind-Differenzenquotienten ausstatten, nahezu die gleichen Ergebnisse er-
zielen.

Mit der Losung w auf dem Rand z = 1 kénnen wir nun auch die Ab-
leitung F’'(a)h auswerten. Abbildung 5.13 zeigt links die Ableitung fiir das
Beispiel 5.2.2 zusammen mit dem Differenzenquotienten (F(a+¢h)— F(a)) /e
fir ¢ = 1072, Fiir das rechte Schaubild haben wir zudem die Ableitung fiir
h(v) = v? ausgewertet. Es zeigt sich, da die Approximationsgiite unserer
Néherung an die Ableitung F’(a)h in etwa der des Differenzenquotienten ent-
spricht.

5.3 Iterative Regularisierungsverfahren

Im folgenden wollen wir nun kurz erlautern, wie wir die in Abschnitt 4.2.1 fiir
die nichtlineare Gleichung (4.43) vorgestellten iterativen Regularisierungsme-
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Abbildung 5.13: Vergleich zwischen Ableitung F’(a)h (—) und Differenzen-
quotient (---)

thoden numerisch fiir unser Problem umgesetzt haben.

Zur Diskretisierung des Raumes JH, der zuléssigen Koeffizienten wéhlen wir
den Unterraum 587 A, YOI H, bestehend aus den quadratischen Splines a iiber
dem Gitter

DNp={=0<1 < - <y,=1}

mit a(0) = 0. Fiir die Wahl einer Basis von Sg, », betrachten wir die qua-
dratischen B-Splines {Ag, A1,..., Ap+1} zu den Knoten {v_o = v_1 =1y =
0,V1,...,Vp—1,Vp = Vpy1 = Vpr2 = 1}. Wegen A;(0) =0 firi=1,...,p+1
und Ap(0) # 0 148t sich somit jedes a € 58, », darstellen als

p+1

a(v) = Z a;A;(v).
i=1

Da fiir Funktionen v(¢) aus dem Bildraum des Operators F' und seiner Ablei-
tung F’(a) wegen (4.20) und (4.75) die Bedingung v(0) = 0 erfiillt ist, verwen-
den wir fiir den Raum der Mefidaten folgende Diskretisierung: Mit S% A, Werde
der Raum der linearen Splines v iiber dem Gitter A; wie in (5.4) mit v(0) = 0
bezeichnet, und {Vp, Vi,...,V,,} seien die Hutfunktionen iiber A;. Mit Hilfe
der Naherungen v;, j = 0,...,m, iiber /A; aus dem Vorwértsloser oder aus
der Routine fiir die Berechnung der Ableitung setzen wir v als linearen Spline
aus S?y A, AL
m
o(t) = 3 vV (t).

J=1
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Durch Berechnen einer N#herungslosung F}A; aus S% a, an die Ableitung
F'(a)A;

FiAi =Y ov;(t)
j=1

fiir jedes i = 1,...,p+1 erhalten wir eine diskretisierte Version der Ableitung
F'(ay), dargestellt in der m x (p + 1)-Newton-Matrix

— (»®
F = (vj )yz
Fiir die Diskretisierung der Adjungierten F’(ay)* verwenden wir entsprechend
die Projektion F}*V; von F'(ay)*V; auf S9 A,

pHl
=1

und definieren eine diskretisierte Version durch

F:dj _ (agj))ij c RPtDxm

Die Matrix F, ]jdj 148t sich nun sehr einfach mit Hilfe von F} berechnen: Sei
G die Gramsche Matrix der Hutfunktionen V;, j = 1,...,m, beziiglich
des L%(0,T)-Innenproduktes und Go die der quadratischen B-Splines A;,
i =1,...,p+ 1, beziiglich des H?(0,1)-Innenproduktes. Aus der Definition
der Adjungierten ergibt sich die Forderung

<F’(ak)Ai, ‘/J >L2(0,T) = <A17 F/(ak)*‘/] >H2(0,1) fiir i = 1, o, P+ 1,
j=1,...,m,
und hiermit erhalten wir fiir die diskretisierten Versionen, daf

G?FgGlé]’ = Z'UZ(Z)<V27 V] >L2(0,T)
=1

= <F1£Aiavj >L2(0,T)

* (5.18)
= <A,~,F,2. Vj >H2(0,1)
p+1
. dis
= Zaz(])<Ai7Al VE2(0,1) = @;TFG2F1? 'é;
=1
firi=1,...,p+1und j =1,...,m. Hierbei bezeichnen e; und €; die karte-

sischen Basisvektoren im RP*! bzw. R™. Wir erhalten also

dj -
9 =Gy'FLGy.
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Uber diese beiden Matrizen ldfit sich nun die neue Iterierte ags+1 des
Levenberg-Marquardt-Verfahrens oder der IRGN-Methode einfach durch Lo-
sen eines (p + 1) x (p + 1)-Gleichungssystems mit der Matrix F;deF;C + ail
berechnen. Allerdings darf hierbei nicht vergessen werden, dafl das Aufstellen
der Matrix Fj mit einem enormen Aufwand verbunden ist: Es muf} (p+1)-mal
das Anfangswertproblem des ODE-Systems (5.17) der Dimension 2n (n + 1
ist die Anzahl der Gitterpunkte des Ortsgitters A,) gelost werden. Alternativ
lassen sich alle p+1 Ableitungen auf einmal berechnen, indem man das System
(5.17) durch die weiteren Differentialgleichungen gem#fi Schema (5.15) auf ein
(p+2)n-dimensionales ODE-System erweitert. Bei unseren numerischen Tests
hat sich herausgestellt, dal das Losen des erweiterten Systems schon fiir klei-
ne p viel zeitintensiver ist als das (p + 1)-fache Losen des 2n-dimensionalen
Systems. Wir haben uns trotzdem fiir diese Variante entschieden, da wir uns
durch die gemeinsame Kopplung der p + 1 Systeme (5.15) an das System
(5.3) des Vorwirtslosers eine hohere Genauigkeit erhoffen.

An dieser Stelle sei erwéihnt, dafl wir fiir die Auswertung der B-Splines und
ihrer Ableitungen die Routinen der Spline-Toolbox von MATLAB verwenden.
Die H?(0, 1)-Innenprodukte der quadratischen Splines berechnen wir in jedem
Teilintervall mit der dreistufigen Gauf-Legendre-Quadraturformel.

Da wir die Adjungierte nur mit grofem Aufwand iiber die Newton-Matrix
F} berechnen kénnen und somit keinen Vorteil gegeniiber den Newton-artigen
Methoden sehen, wollen wir im folgenden gar nicht weiter auf die Anwendung
der Landweber-Iteration auf unser Problem eingehen. Zudem haben erste Ver-
suche angedeutet, dal die Methode eher schlechtere Rekonstruktionen liefert.

Bei der obigen numerischen Rekonstruktionsmethode haben wir fiir die Ite-
rierten den Raum H, zugrunde gelegt. Der Operator F' ist jedoch nur auf
einem Teilraum D(F') von H, definiert, so dafl wir nicht garantieren kénnen,
dafl die Iterationen wohldefiniert sind. So brechen wir die Iteration z.B. ab,
falls eine Iterierte aj, negative Werte annimmt. Dieser Fall ist in unseren nume-
rischen Versuchen jedoch sehr selten eingetreten. Einen vorzeitigen Abbruch
der Iteration beobachten wir hiufig in Féllen, in denen die Iterierte ay in der
Umgebung eines lokalen Extremwertes sehr steil ist. Fiir solche aj liefert un-
ser Vorwirtsloser kein Ergebnis, da die ODE-Routine beim Lésen des Systems
(5.3) bzw. des erweiterten Systems (5.17) versagt.

5.4 Rekonstruktionsergebnisse
Um unser Rekonstruktionsverfahren zu testen und die verschiedenen Itera-

tionen zu vergleichen, haben wir uns durch numerische Simulation des Ex-
perimentes, also durch Lésen des direkten Problems, fiir ausgewéhlte Koef-
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fizientenfunktionen kiinstliche Mefidaten erzeugt. Zur Vermeidung von soge-
nanntem ,inverse crime* haben wir hierfiir die Front-Fixing-Methode iiber
einem anderen Orts- und Zeitgitter als bei der anschliefenden Rekonstruk-
tion verwendet bzw. bei einigen Beispielen die Isothermenmethode. In den
folgenden Beispielen betrachten wir, wenn nicht anders erwihnt, jeweils die
Leitfahigkeitsfunktion b(v) = v3. Als Regularisierungsparameter oy, in der
Iterationsvorschrift des Levenberg-Marquardt-Verfahrens (im folgenden auch
mit LM-Verfahren abgekiirzt) bzw. der IRGN-Methode verwenden wir jeweils
ein konstantes a. Als Startndherung wahlen wir stets eine Gerade durch den
Nullpunkt, dargestellt als quadratischer Spline iiber dem Gitter A,.

Beispiel 5.4.1 Als erstes Beispiel versuchen wir die Diffusivitdtsfunktion
Gexakt = V° + 0.5v iiber einem #quidistanten Gitter A, zu rekonstruieren.
Abbildung 5.14 zeigt zum Vergleich jeweils die vierte Iterierte des Levenberg-
Marquardt-Verfahrens und der IRGN-Methode fiir p = 2, a = 107 und fiir
die Experimentdauer 7' = 500. Als Startniherung haben wir ag(v) = 0.1v
verwendet.

1.6
14y - - - Boyakt /
— (IRGN) ,
o a4 (LM) I/ ]
(4
ao ,I
17 ’ 4
,
0.81 /, |
0.61 / |
0.4r w |
0.21 = |
o ERRRRRS o e |
0 0.2 04 0.6 08 1

Abbildung 5.14: Rekonstruktionen fiir p = 2

In Abbildung 5.15 sind die bei der Rekonstruktion auftretenden relativen
Residuen || F'(ax) — F(aexaks) | L2(0,7)/ | F (Gexaxt) | 2(0,7) sowie der relative Feh-
ler [lar — Gexakt | 52(0,1)/ || @exakt || Fr2(0,1) eingezeichnet. Die beiden Iterationen
besitzen nahezu den gleichen Verlauf, so dafl sich die Rekonstruktionen nur
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. Relative Residuen Relativer Fehler
1 T T T T T T T T
-o- IRGN —— LM
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Abbildung 5.15: Relative Residuen und Fehler zur Rekonstruktion mit p = 2
aus Abbildung 5.14

geringfiigig unterscheiden. In Anbetracht der geringen Anzahl p + 1 = 3 ver-
wendeter freier Parameter scheinen die erhaltenen Naherungen den exakten
Koeffizienten aeyait gut zu approximieren. Auffallend ist, dafl die Approxima-
tion im Teilintervall [0, 0.4] besonders gut ist. Insbesondere wird die Steigung
im Nullpunkt a/_,(0) sehr gut angendhert, was wir auch bei den noch fol-
genden Beispielen beobachtet haben. Offenbar enthalten die Mefldaten, d. h.
der freie Rand, sehr viel Information iiber diese Steigung. Der Informations-
anteil iiber das Verhalten von Gexaxt im zweiten Teilintervall [0.4, 1] scheint
vergleichsweise geringer zu sein. Erinnern wir uns an die Bedingung (4.25) an
den freien Rand, so scheinen unsere Beobachtungen auch nicht weiter verwun-
derlich, da hier die Steigung a’_ , (0) sogar explizit enthalten ist.

exakt

Durch Halbierung der Gitterweite wurde anschlieend die Zahl der freien
Parameter erhoht. Als Startndherung fiir das verfeinerte Gitter haben wir je-
weils aus der Rekonstruktion iiber dem gréberen Gitter die Iterierte mit dem
kleinsten relativen Fehler verwendet, indem wir die zusétzlichen Knoten des
neuen Gitters mittels Routinen der MATLAB-Spline-Toolbox in die zugehori-
ge B-Spline-Darstellung eingefiigt haben.

Die Abbildungen 5.16 und 5.17 zeigen das Ergebnis der Verfeinerung auf
das Gitter Ay flir das LM-Verfahren. Zusétzlich ist in Abbildung 5.16 auch
die Iterierte mit dem kleinsten relativen Fehler der weiteren Verfeinerung auf
Ag dargestellt. Der kleinste relative Fehler im Fall p = 4 von 0.273 148t sich
fiir p = 8 nur noch auf 0.265 reduzieren, allerdings ist die Iterierte fiir p = 8
in Abbildung 5.16 in dieser Darstellung im Intervall [0,0.5] kaum noch von
der Funktion aeyaxt zu unterscheiden. Fiir die Iterationen auf den verfeinerten
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Abbildung 5.16: Rekonstruktionen aus dem LM-Verfahren iiber verfeinerten

Gittern
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Abbildung 5.17: Relative Residuen und Fehler zur Rekonstruktion mit p = 4
aus Abbildung 5.16

Gittern mufiten wir den Parameter o von 1076 auf 107° (p = 4) und 10~
(p = 8) vergrofern, um aufkommende Oszillationen aufgrund der gréferen
Anzahl freier Parameter zu unterdriicken. Durch weitere Verfeinerung lifit
sich das Rekonstruktionsergebnis nicht mehr verbessern bzw. es wird durch
Oszillationen um den Koeffizienten aeyait sogar verschlechtert. Wir haben die
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Rekonstruktion mit p = 4 auch direkt ausgehend von der Startgeraden ag(v) =
0.1v durchgefiihrt. Die resultierenden N&herungen sind etwas schlechter als
die der Verfeinerung, der kleinste relative Fehler liegt in etwa bei 0.3071. Fiir
eine noch groflere Zahl an Parametern lassen sich mit den beiden Verfahren
und der Startgeraden keine guten Resultate erzielen, die Iterationen werden
zunehmend instabil.

Des weiteren haben wir den Einflufl der Experimentdauer T untersucht. In
Abbildung 5.18 ist das Resultat der IRGN-Methode mit o = 1076 fiir p = 2
und verschiedene T abgebildet.

1.6 ‘
a il
L T 77 Texakt a
14 ~a, (T=1)
12l | — a,(T=500) S
_____ a, (T=1000)
VL
1r VA R
N '
g
0.8f
0.6-
0.4}
0.2 g
O L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
14

Abbildung 5.18: IRGN-Rekonstruktion fiir verschiedene T’

Das Resultat fiir T' = 500 haben wir bereits diskutiert. Fiir kleinere T', hier
T = 1, erhilt man eine sehr schlechte Approximation, die sich auch nicht
durch eine andere Wahl von «a entscheidend verbessern 1d8t. Wir vermuten
einen Zusammenhang zu der Tatsache, dafi sich s fiir kleine ¢ generell wie eine
Wurzelfunktion verhilt (vgl. (4.38)), und deshalb der Einfluf des Koeffizien-
ten a fiir kleine t gering ist. Somit enthélt der Verlauf von s erst fiir groflere
t ausreichend spezifische Information iiber a. Fiir sehr grofie T' wie T' = 1000
beobachtet man generell eine geringfiigige Verschlechterung der Rekonstruk-
tionsresultate.

Beispiel 5.4.2 Wir haben unsere Tests anschlieffend auch mit dem Koeffizi-
enten b = v* +0.1v durchgefiihrt, der im Nullpunkt eine positive Steigung be-
sitzt und somit nicht den Voraussetzungen (4.39) geniigt. Abbildung 5.19 zeigt
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das Rekonstruktionsergebnis des LM-Verfahrens fiir 7' = 100 mit o = 0.0002
fir p = 2 bzw. mit @ = 0.0004 fiir p = 4. Fiir dieses Ergebnis haben wir
als Start-Spline die Gerade mit Steigung eins verwendet. In Abbildung 5.20
ist der relative Fehler und die relativen Residuen zu den beiden Iterationen
aufgetragen.

15
..... a (P=2)
T =T Texakt /
__a (=4
1} % .
0.5 -
0 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Abbildung 5.19: Rekonstruktion mit dem LM-Verfahren
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Abbildung 5.20: Relative Residuen und Fehler zur Rekonstruktion aus Abbil-

dung 5.19
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Im Vergleich zu Beispiel 5.4.1 ist es fiir dieses Beispiel viel schwieriger, einen
geeigneten Parameter « zu finden, so dafl die LM-Iterierten den Koeffizienten
Gexakt gut approximieren. Bei der IRGN-Methode haben wir fiir p = 2 sogar
Instabilititen beobachtet, sie bricht in der Regel nach dem dritten Schritt
ab. Dieses instabile Verhalten wird durch die Grofle der Steigung von b im
Nullpunkt beeinflufit, denn fiir geringere Steigungen scheinen die Verfahren
stabiler zu funktionieren. Diese numerischen Beobachtungen héingen sicher-
lich eng mit Beziehung (4.25) zusammen, da ' (0) explizit den Verlauf von s
beeinfluft.

Beispiel 5.4.3 Um das Rekonstruktionsverfahren auch an konkaven Funk-
tionen zu testen, wurden fiir den Koeffizienten aexax; = 1 — e~2¥ kiinstliche
Mefidaten erzeugt. Genau wie in den vorherigen Beispielen haben wir die
Qualitat der Naherungen fiir unterschiedliche 7" untersucht und uns aufgrund
dessen fiir T' = 100 entschieden. Die Startgerade ag hat die Steigung 0.5. In
Abbildung 5.21 ist die Iterierte des LM-Verfahrens bzw. der IRGN-Methode
mit o = 8-107° zum Gitter Ay mit dem kleinsten relativen Fehler eingezeich-
net.

1 T
— 3, (LM)
I aexakt
08 | __ a, (IRGN) s
o ao ""
0.6
0.4f
0.2f
O . L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

v

Abbildung 5.21: LM- und IRGN-Rekonstruktion, p = 2

Abbildung 5.22 illustriert den Verlauf der relativen Residuen und Fehler der
beiden Iterationen. Bei beiden Verfahren fallen die Fehler- und Residuenkur-
ven in den ersten vier bis fiinf Iterationsschritten ab und erreichen dabei in
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Abbildung 5.22: Relative Residuen und Fehler zur Rekonstruktion aus Abbil-
dung 5.21

etwa dieselbe Groflenordnung. Auffallend ist der sehr starke Anstieg des rela-
tiven Fehlers der IRGN-Iterierten nach dem vierten Schritt.

Die Abbildungen 5.23 und 5.24 demonstrieren das Ergebnis aus beiden Ver-
fahren fiir das Gitter A4 und o = 0.0002.
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Abbildung 5.23: LM- und IRGN-Rekonstruktion, p = 4

Es wird deutlich, dafl die Iterierten zum feineren Gitter /A4 den Verlauf von
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. Relative Residuen Relativer Fehler
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Abbildung 5.24: Relative Residuen und Fehler zur Rekonstruktion aus Abbil-
dung 5.23

Aexakt 1M Teilintervall [0.4, 1] schlechter approximieren als in [0, 0.4]. Dies hat-
ten wir bereits in Beispiel 5.4.1 beobachtet. Auch fiir andere « und Start-
geraden bzw. noch feinere Gitter stellt sich nahezu die gleiche Situation ein.
Verglichen mit den Ndherungen aus Sg’ A, in Abbildung 5.21 sind die Iterier-
ten iiber dem feineren Gitter A4 schlechtere Approximationen an aeyaii. Die
Norm der IRGN-Iterierten nimmt bei dieser Rekonstruktion nach dem drit-
ten Schritt aufgrund von Oszillationen ,,explosionsartig” zu, so dafl nach drei
weiteren Iterationsschritten der Vorwértsloser die Iteration abbricht.

Neben den Versuchen mit den exakten kiinstlichen Daten haben wir auch
Rekonstruktionen mit gestérten Daten durchgefithrt. Hierzu haben wir auf
die Mef3daten normalverteiltes Rauschen addiert.

Beispiel 5.4.4 Abbildung 5.25 zeigt die Medaten s = F(aexakt) zu Bei-
spiel 5.4.1 zusammen mit den verwendeten gestorten Daten Sg, die einen Da-
tenfehler [|35 — s|[z2(0r) = 6 = 4 besitzen. Dies entspricht einem relativen
Datenfehler von etwa 2 %.

In Abbildung 5.26 haben wir das Rekonstruktionsresultat des Levenberg-
Marquardt-Verfahrens mit o = 1076 fiir das dquidistante Gitter Ay bzw. Ay
dargestellt. Die Startgerade hatte die Steigung 0.1.

Abbildung 5.27 zeigt den Verlauf von || F(ay) — 35| 2(0,r)/6 sowie den rela-
tiven Fehler der Iterierten fiir p = 2. Als Abbruchkriterium fiir die Iteration
haben wir das Diskrepanz-Prinzip (4.50) mit 7 = 1.2 angewendet. Bereits nach
zwei Schritten wird die Iteration gestoppt, da die Kurve || F'(ax) — 35| 20,7 /0
in Abbildung 5.27 die Grenze 7 unterschritten hat. Trotz des Datenfehlers
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Abbildung 5.25: Verrauschte Mefidaten (6 = 4) zu Beispiel 5.4.1
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Abbildung 5.26: LM-Rekonstruktion zu den verrauschten Mefidaten aus Ab-
bildung 5.25

95



5 Numerisches Rekonstruktionsverfahren

| F(ax) — §5HL2(0,T)/5 Relativer Fehler

0.9r

10"

0.7r

0.67

0.5r

10 ¢ . > ; ; . . . .
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Iterationen Iterationen
Abbildung 5.27: Residuen und Fehler zur Rekonstruktion mit p = 2 aus Ab-

bildung 5.26

erhalten wir eine gute Approximation aus 5’37 A, an den gesuchten Koeflizien-
ten, vergleichbar mit der Rekonstruktion aus Abbildung 5.14. Fiir die IRGN-
Methode erhilt man nahezu das gleiche Resultat.

Abbildung 5.28 zeigt noch einmal die Mefidaten s = F(@exakt) zu Bei-
spiel 5.4.1 zusammen mit den verwendeten gestorten Daten Ss, diesmal mit
einem gréBeren Datenfehler |[35 — s 7207y = 6 = 16. Dies entspricht einem
relativen Fehler von etwa 9 %.

In Abbildung 5.29 ist das zugehorige Rekonstruktionsresultat des Leven-
berg-Marquardt-Verfahrens mit o = 10~ fiir das dquidistante Gitter Ay ab-
gebildet. Auch hier ist der Stop-Index gleich zwei. Die Rekonstruktion hat sich
im Vergleich zu Abbildung 5.26 mit § = 4 trotz der Vervierfachung des Fehlers
kaum verschlechtert. Unser Rekonstruktionsverfahren erweist sich also bei die-
sen Beispielen als duflerst robust gegeniiber Datenfehlern. Dies ist vermutlich
darauf zuriickzufiihren, daff wir den Koeffizientenraum H, durch die Projekti-
on auf 587 A, Sehr grob diskretisiert haben, was regularisierend wirkt. Dagegen
verliert das Verfahren mit zunehmender Anzahl freier Parameter deutlich an
Stabilitét.

Beispiel 5.4.5 Als letztes Beispiel zeigen wir Rekonstruktionsresultate fiir
gestorte Daten zu Beispiel 5.4.3. In Abbildung 5.30 sind die verwendeten Mef3-
daten, deren Datenfehler 6 = 4 betragt, dargestellt. Der relative Fehler liegt
in diesem Fall bei etwas mehr als 4%.

Die Resultate der IRGN-Methode und des LM-Verfahrens mit konstantem
a = 0.1 iiber dem &dquidistanten Gitter Ay werden in Abbildung 5.31 und
5.32 illustriert. Der Verlauf der Fehler- und Residuenkurven beider Iteratio-
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Abbildung 5.28: Verrauschte Mefidaten (6 =
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Abbildung 5.29: LM-Rekonstruktion zu den verrauschten Mefidaten aus Ab-

bildung 5.28
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Abbildung 5.30: Verrauschte Medaten (6 = 4) zu Beispiel 5.4.3
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Abbildung 5.31: Rekonstruktionen zu den verrauschten Mefidaten aus Abbil-
dung 5.30
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Abbildung 5.32: Relative Residuen und Fehler zu den Rekonstruktionen aus

Abbildung 5.31

nen wihrend der ersten zwei Schritte ist nahezu identisch, dann nimmt jedoch
der relative Fehler der IRGN-Iterierten wieder sehr stark zu. Aufgrund des
Diskrepanz-Prinzips brechen wir die Iteration nach dem zweiten Schritt ab.
Auch bei diesem Beispiel approximieren die Rekonstruktionen beider Verfah-
ren in Abbildung 5.31 den Verlauf von aeyaky im Teilintervall [0.4, 1] deutlich
schlechter als in [0,0.4].

Bei den bisher vorgestellten Rekonstruktionen haben wir wiahrend der Ite-
ration einen konstanten Regularisierungsparameter o verwendet. Fiir Beispiel
5.4.3 bzw. 5.4.5 haben wir zudem untersucht, inwieweit sich die Ergebnisse
durch iterationsabhéingige Regularisierungsparameter verbessern lassen. Hier-
zu wurde die Iteration mit dem bisher verwendeten o nach ein oder zwei
Schritten abgebrochen. Mit der letzten Iterierten als Startwert haben wir dann
mit einem neuen Parameter & einen weiteren Iterationsschritt durchgefiihrt.
Da es uns hierbei jedoch nicht gelungen ist, & so einzustellen, dafl die Re-
konstruktion wesentlich verbessert wird, wollen wir auf diese Untersuchungen
nicht weiter eingehen.
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