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1.3 Die quasikonformen Diffeomorphismen des Torus . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.4 Der Zusammenhang von Π0(Fix(q1, q2), id) und M(T \ {q1, q2}) . . . . . . . . 19

2 Einbettungen der AutF2 in p-adische Liegruppen 22
2.1 p-adische Liegruppen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.2 Eine ∞-dim Darstellung von AutF2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.3 Der Fall Inn(F2) ⊂ I +M1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.4 Der allgemeine Fall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.5 Einbettung in die Automorphismengruppe einf. C -Liealgebren . . . . . . . . 40

3 Die Sphäre mit 5 Punktierungen 50
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Vorwort

In meiner Arbeit beschäftige ich mich mit der Frage, ob die Teichmüllersche Modulgruppe
des Torus mit zwei Punktierungen linear ist.
Mein Ansatz hierbei ist, die Teichmüllersche Modulgruppe in eine p-adische Liegruppe ein-
zubetten.
Dazu bnötigt man den Begriff der p-Kongruenzstruktur einer Gruppe. Eine p-Kongruenzstruktur
einer Gruppe G ist eine Folge von Untergruppen {Gn}n∈ N s.d. lim←

n ∈ N

G
Gn

eine p-adische

endlichdimensionale Liegruppe ist. Eine endlich erzeugte Gruppe besitzt nach [lub,Seite 207]
genau dann eine p-Kongruenzstruktur, wenn sie linear ist.
Sei nun F2 die von zwei Elementen erzeugte freie Gruppe und Aut(F2) die Automorphis-
mengruppe der F2.

Inhalt des ersten Kapitels ist es nun zu zeigen, daß folgende Aussagen äquivalent sind:

1. Die Teichmüllersche Modulgruppe des Torus mit zwei Punktierungen ist linear,

2. Aut(F2) ist linear,

3. F2 besitzt eine p-Kongruenzstruktur, deren Folgenglieder von Aut(F2) festgehalten
werden, also charakteristisch sind.

Im zweiten Kapitel wird zunächst eine Darstellung der Aut(F2) und damit eine Darstellung
der Teichmüllerschen Modulgruppe des Torus mit zwei Punktierungen durch Einbettung in
eine unendlichdimensionale p-adische Liegruppe konstruiert.
Dann wird gezeigt, daß, falls Aut(F2) linear ist (was 2000 in [kra1] bewiesen wurde), es eine
Einbettung einer Untergruppe endlichen Indexes der Aut(F2) in eine einfache Liegruppe
gibt. Anschließend wird gezeigt, daß die von der Buraudarstellung der 4. Braidgruppe B4

induzierten Darstellung der orientierungserhaltenden Elemente von Aut(F2) (siehe [for]) ihr
Bild in der Aut(sl3( Q p)) hat, wobei die sl3( Q p) eine einfache Liealgebra ist.
Darauf basierend wird eine Beweisidee vorgestellt, mit der man evtl. zeigen kann, daß die
Buraudarstellung der B4 treu ist.
Zunächst habe ich ein Verfahren entwickelt, mit dem man für eine Gruppe, die von zwei
Matrizen, für die jeweils die Logarithmusreihe konvergiert, erzeugt wird, prüfen kann, ob
diese Gruppe frei ist.

Dieses Verfahren habe ich an der durch die Elemente
(

1 X
0 1

)
,

(
1 0
X 1

)
erzeugten

Gruppe bereits getestet.
(Dieser Test ist aber kein Teil meiner Dissertation).
(Diese Gruppe ist, wie bereits Hausdorff anfang letztes Jahrhundert zeigte, frei).
Um zu zeigen, daß die Darstellung der B4 treu ist, genügt es zu zeigen, daß die Darstellung
einer gewissen Untergruppe der B4, die von zwei Elementen erzeugt wird, frei ist. Dieses
mit obigem Verfahren zu zeigen, gestaltet sich im Vergleich zu der Testgruppe sehr schwie-
rig, denn in diesem Fall muß man ein unendliches, lineares Gleichungssystem lösen, dessen
Lösungen gerade die Koeffizienten der Wörter des Kernes der Buraudarstellungen sind.

In dritten Kapitel wird mit den Methoden des 1.Kapitels gezeigt, daß der Torus mit zwei
Punktierungen genau dann linear ist, wenn die Teichmüllersche Modulgruppe der Sphäre mit
5 Punktierungen es auch ist. Nach [kra1] ist aber B4 linear, insbesondere ist die Teichmüller-
sche Modulgruppe der Sphäre mit 5 Punktierungen linear:
Denn es gilt nach [kra1] mit D4 := D\{p1, . . . p4} wobei D die abgeschlossene Einheitskreis-
scheibe sei und p1, . . . , p4 ∈ Inn(D) paarweise verschieden:

B4 ∼= H(D4)/H0(D4)
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wobei mit H(D4) die Homömorphismen auf D4 gemeint seien und mit H0(D4) die zu id
isotopen orientierungserhaltenden Homöomorphismen auf B4. (vergl. [big3])
Also gilt insbesondere:
Die Teichmüllersche Modulgruppe der Sphäre mit 5 Punktierungen ist eine Projektion von
B4. Dabei ist der Kern nach [big3] das Zentrum von B4. Wie in dem Satz der besagt, daß
die Teichmüllersche Modulgruppe des Torus mit zwei Punktierungen genau dann linear ist,
wenn es die Teichmüllersche Modulgruppe der Sphäre mit 5 Punktierungen auch ist, zeigt
man nun, daß die Teichmüllersche Modulgruppe der Sphäre mit 5 Punktierungen genau
dann linear ist, wenn die B4 es ist. (vgl. [big3])

(die oben zitierten Artikel [big3] und [kra1] kamen erst heraus, als die Arbeit schon ab-
geschlossen war.)

Ferner wird für die Teichmüllersche Modulgruppe des Torus mit n Punktierungen eine
Darstellung konstruiert.
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Kapitel 1

Die Teichmüllersche
Modulgruppe des zweifach
gepunkteten Torus

1.1 p-Kongruenzstrukturen

Definition 1.1.1 Sei p prim , d ∈ N . Eine p - Kongruenzstruktur einer Gruppe G ist eine
Folge {Ni}i∈ N von Untergruppen von G s.d:

(i) Für i ∈ N gilt : Ni EG.

(ii) Für i, j ∈ N mit i ≤ j gelte: Nj ENi.

(iii) Für i ∈ N ist G/Ni eine endliche Gruppe.

(iv) Für i, j ∈ N mit i ≤ j ist Ni/Nj eine p - Gruppe.

(v) Für i ≤ j besitzt jede Untergruppe von Ni/Nj ein Erzeugendensystem von hchstens d
Elementen.

(vi)
⋂

i ∈ N
Ni = {e}.

Vergleiche: [lub, Seite 207 ff]

Beispiel 1.1.2 Beispiele von p- Kongruenzstrukturen:

1. Bsp. Wähle G = ( Z ,+) , p, q ∈ N \ {0} mit p > 0 prim , dann bildet die
Folge {Ni}i∈ N mit Ni := qpi Z eine p - Kongruenzstruktur von Z mit
zugehörigem d = 1.

2. Bsp. vergl. [lub, Seite 207 ff]: Sei G = PSL2( Z ) , M2( Z ) bzw. M2( Z /p Z )
die additive Gruppe der 2× 2-Matrizen, q ∈ Z \ {0} , p ∈ N prim, dann
ist die Folge {Ni}i∈ N mit:
Ni := {M ∈ PSL2( Z )|M = I + qpiA mit A ∈M2( Z )}
eine p-Kongruenzstruktur:

(i) Sei i ∈ N :
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Definiere:

ϕi : M2( Z ) −→ M2( Z /qpi Z )
{mkl}k,l∈{1,2} 7−→ {mkl + qpi Z }k,l∈{1,2}

Dann ist

ϕi|PSL2( Z ) : PSL2( Z ) −→ PSL2( Z /qpi Z )

offenbar ein Gruppenhomomorphismus mit kerϕi|PSL2( Z ) = Ni .
Insbesondere gilt: Ni EG .

(ii) Sei j ≥ i , dann gilt : kerϕi|PSL2( Z ) D kerϕj |PSL2( Z ) ⇒ Ni DNj

(iii) Für i ∈ N gilt: G/Ni ' PSL2( Z /qpi Z )⇒ |G/Ni| <∞
(iv) Sei i ∈ N , dann ist die Abbildung

ξi : Ni/Ni+1 −→ M2( Z /p Z )
(I + qpiA)/Ni+1 7−→ A

ein injektiver Gruppenhomomorphismus auf die additive Matrizengrup-
pe M2( Z /pZ ).

Sei g ∈ Ni/Ni+1 ⇒ ξi(gp) = pξi(g) = 0 ⇒ gp ∈ Ni+1.
Sei nun j > i; g ∈ Ni/Nj, dann gilt: gp

j−i ∈ Nj.
Also ist Ni/Nj eine p-Gruppe.

(v) Seien i ≤ j , dann gilt: ξi(Ni/Ni+1) ⊆ ξj(Nj/Nj+1).
Denn sei (I + qpiA) ∈ Ni ⇒ (I + qpiA)p

j−i ∈ Nj
mit (I + qpiA)p

j−i
= I + qpjA+ qpj+1R mit R ∈M2( Z ).

Insbesondere existiert für i ≤ j die Abbildung:

ξ−1
j ◦ ξi : Ni/Ni+1 −→ Nj/Nj+1

gNi+1 7−→ gp
j−i
Nj+1

Damit ist ξ−1
j ◦ ξi ein injektiver Gruppenhomomorphismus.

Da M2( Z /p Z ) eine endliche additive Gruppe ist, gibt es j0 ∈ N
mit: ξi(Ni/Ni+1) = ξj(Nj/Nj+1) für j0 ≤ i ≤ j.

Zwischenbehauptung:
Sei nun i ≤ j, V eine Untergruppe von Ni, dann gilt:
Sei {gkNj |k ∈ {1, .., s}} ein minimales Erzeugendensystem von V Nj,
dann gibt es lk ∈ Z mit k ∈ {1, .., s} s.d. {gp

lk

k Nj |k ∈ {1, ..s}} ein mi-
nimales Erzeugendensystem einer Untergruppe von (V ∩Nj−1)Nj ist.

Beweis mit Induktion über j − i:
Sei V Nj−1 von dem minimalen Erzeugendensystem {gkNj−1|k ∈ {1, .., s}}
erzeugt, dann gibt es nach Induktionsvoraussetzung lk ∈ N ,k ∈ {1, .., s}
s.d. {gp

lk

k Nj−1|k ∈ {1, .., s}} ein minimales Erzeugendensystem einer
Untergruppe von (V ∩Nj−2)Nj−1 ist.
Da

ξ−1
j−1 ◦ ξj−2 : Nj−2/Nj−1 −→ Nj−1/Nj

2



ein injektiver Gruppenhomomorphismus ist, ist {gp
lk+1

k Nj |k ∈ {1, .., s}}
ein minimales Erzeugendensystem einer Untergruppe U/Nj von (Nj−1 ∩ V )/Nj.

Sei nun {gkNj |k ∈ {1, .., s}} ein minimales Erzeugendensystem von
V/Nj. Dann gibt es nach obiger Behauptung lk ∈ Z mit k ∈ {1, .., s}
s.d. {gp

lk

k Nj |k ∈ {1, .., s}} ein minimales Erzeugendensystem einer
Untergruppe von V ∩Nj−1/Nj ist.
Da Nj/Nj+1 für j ∈ N isomorph zu einer Untergruppe von M2( Z /p Z )
ist , muß s ≤ 4 sein.

(vi) klar.

Satz 1.1.3 Sei G eine Gruppe mit einer p-Kongruenzstruktur. Dann besitzt auch jede Un-
tergruppe H von G eine p-Kongruenzstruktur.

Beweis:

Vergleiche: [lub, Seite 209]
Sei {Ni} eine p-Kongruenzstruktur von G

Beh: {Ni ∩H}i∈ N ist eine p-Kongruenzstruktur von H.

(i) klar.

(ii) klar.

(iii) Für i ∈ N gilt:

H

Ni ∩H
∼=
HNi
Ni

⇒
∣∣∣∣ H

Ni ∩H

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ GNi
∣∣∣∣ <∞

(iv) Sei i ≤ j , g ∈ Ni ∩H. Dann gibt es l ∈ N s.d. gp
l ∈ Nj ⇒ gp

l ∈ Nj ∩H.
Insbesondere ist Ni∩H

Nj∩H eine p-Gruppe.

(v) Für i ≤ j gilt:

Ni ∩H
Nj ∩H

∼=
Ni ∩H

Nj ∩ (H ∩Ni)
∼=

(Ni ∩H)Nj
Nj

Damit ist Ni∩H
Nj∩H zu einer Untergruppe von Ni/Nj isomorph. Insbesondere ist jede Un-

tergruppe von Ni∩H
Nj∩H zu einer Untergruppe von Ni

Nj
isomorph.

(vi) klar.

Lemma 1.1.4 Sei G eine Gruppe mit zwei p-Kongruenzstrukturen, {Ni}i∈ N , {Mi}i∈ N
wobei allerdings nicht notwendigerweise 1.1.1 (vi) erfüllt sei. Dann ist {Gi}i∈ N mit Gi :=
Mi∩Ni ebenfalls eine p-Kongruenzstruktur, für die nicht notwendigerweise 1.1.1 (vi) erfüllt
ist.
Falls zusätzlich gilt:

⋂
i∈ N

Ni ∩
⋂

i∈ N
Mi = {id}, dann ist {Gi}i∈ N eine p-Kongruenzstruktur.

Beweis:

(i) Da für i ∈ N gilt: Ni EG , Mi EG gilt insbesondere Gi = Ni ∩Mi EG.
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(ii) Es gilt für i ≥ j: Gi ⊆ Mi ⊆ Mj und Gi ⊆ Nj, also Gi ⊆ Nj ∩Mj = Gj. Wegen
Gi EG folgt insbesondere: Gi EGj.

(iii) Zunächst gilt für i ∈ N : Ni
Gi

= Ni
Ni∩Mi

∼= NiMi

Mi
⊆ G

Mi
.

Daher gilt:
∣∣∣NiGi ∣∣∣ ≤ ∣∣∣ GMi

∣∣∣ <∞.

Nach Vorraussetzung gilt aber auch:
∣∣∣ GNi ∣∣∣ <∞.

Also:
∣∣∣ GGi ∣∣∣ = ∣∣∣ GNi ∣∣∣ ∣∣∣NiGi ∣∣∣ <∞.

(iv) Sei i ≥ j , g ∈ Gj. Dann gilt insbesondere: g ∈ Mj. Daher gibt es kM ∈ N s.d.:
gp
kM ∈Mi.

Nun ist gp
kM ∈ Nj. Daher gibt es kN ∈ N s.d.: gp

kM+kN = (gp
kM )p

kN ∈ Ni. Daher
gilt: gp

kM+kN ∈ Ni ∩ Mi = Gi. Also besitzen alle Elemente der Gruppe Gj/Gi p-
Potenzordnung. Damit muß Gj/Gi eine p-Gruppe sein.

(v) Sei wieder i ≥ j. Nach Voraussetzung gibt es ein d ∈ N , das nicht von i, j abhängt,
s.d: jede Untergruppe von Nj

Ni
und jede Untergruppe von Mj

Mi
jeweils von höchstens d

Elementen erzeugt wird.
Sei nun V eine Untergruppe von Gj

Gi
. Nun gibt es eine Untergruppe U ⊇ Gi von Gj

s.d. U
Gi

= V .

Für U wird nun gezeigt: U ∩Mj = U
Beweis: Nach Vorraussetzung gilt: Gi ⊆ U ⊆ Gj, d.h.:

Mi ∩Ni ⊆ U ⊆Mj ∩Nj︸ ︷︷ ︸
⇒ U ⊆Mj ⇒ U ∩Mj = U

q.e.d.

Damit gilt (vergl. [lub, Seite 209]): Ni∩U
Gi

= Ni∩U
(Ni∩U)∩Mi

∼= (Ni∩U)Mi

Mi
= (Ni∩U∩Mj)Mi

Mi
.

Nun ist (Ni ∩U ∩Mj)Mi eine Untergruppe von Mj. Insbesondere wird nach Vorraus-
setzung (Ni∩U∩Mj)Mi

Mi
und damit auch Ni∩U

Gi
von höchstens d Elementen erzeugt.

Es gilt aber auch: U
Ni∩U

∼= UNi
Ni

= (U∩Nj)Ni
Ni

.
Nun ist (U ∩Nj)Ni eine Untergruppe von Nj. Insbesondere wird nach Vorraussetzung
(U∩Nj)Ni

Ni
von höchstens d Elementen erzeugt.

Damit wird V = U
Gi
∼= U

Ni∩U
Ni∩U
Gi

von höchstens d2 Elementen erzeugt.

(vi) Falls die Zusatzbedingung
⋂

i∈ N
Ni ∩

⋂
i∈ N

Mi = {id}, erfüllt ist, gilt insbesondere⋂
i∈ N

Gi = {id}

Bemerkung 1.1.5 In 1.1.10 wird gezeigt, daß eine Gruppe genau dann eine p-Kongruenzstruktur
besitzt, wenn sie in eine p-adische Liegruppe einbettbar ist.
Mit obigem Lemma folgt daraus:
Endlich viele Einbettungen einer endlich erzeugten Gruppe G in p-adische Liegruppen haben
eine gemeinsame Überlagerung:

Dazu genügt es zu zeigen, daß zwei Einbettungen eine gemeinsame Überlagerung haben.
Seien nun {Mi}i∈ N , {Ni}i∈ N die p-Kongruenzstrukturen von G, die sich nach 1.1.10
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aus den beiden Einbettungen gewinnen lassen.
Man erhält nun mit Gi := Mi ∩Ni die p-Kongruenzstruktur {Gi}i∈ N .

Nun hat man folgende Überlagerung:

lim←
i ∈ N

G
Gi

lim←
i ∈ N

G
Ni

lim←
i ∈ N

G
Mi

�����:

XXXXXz

Denn nach 1.1.10 ist lim←
i ∈ N

G
Gi

ebenfalls eine p-adische Liegruppe und die Abbildungen

sind die Einbettungen von lim←
i ∈ N

G
Gi

in lim←
i ∈ N

G
Ni

bzw. lim←
i ∈ N

G
Mi

, die wegen Gi := Mi ∩Ni
wohldefiniert sind.
Die beiden Abbildungen sind stetige Projektionen, was man daran sieht, daß {Mi}i∈ N , {Ni}i∈ N ,
{Gi}i∈ N eine Umgebungsbasis von {id} in der jeweiligen Liegruppe bilden.

Beispiel 1.1.6 Die freie von 2 Elementen erzeugte Gruppe F2 besitzt eine p-Kongruenzstruktur.

Beweis:
In [wer, Seite 32] findet sich folgender

Satz: Sei z ∈ C mit |z| ≥ 2 , dann ist G :=
〈(

1 z
0 1

)
,

(
1 0
z 1

)〉
eine freie Grup-

pe. Nach 1.1.2 Beispiel 2 und 1.1.3 besitzt G für z ∈ N \ {1} eine p-Kongruenzstruktur.

Bemerkung 1.1.7 Man erhält sogar für jedes p, q ∈ N \{1} , p prim, eine p-Kongruenzstruktur
N(q, p)i∈ N von F2. Selbst wenn man p festhält gibt es q1, q2 ∈ N \ {1} s.d.
N(q1, p)1N(q2, p)i ⊃6= N(q1, p)1 für alle i ∈ N .
D.h. es gibt eine Folge {gi}i∈ N s.d. gi ∈ N(q2, p)i und gi 6∈ N(q1, p)1 für alle i ∈ N . F2 be-
sitzt also verschiedene p-Kongruenzstrukturen, d.h. die verschiedenen p-Kongruenzstrukturen
induzieren auf F2 verschiedene Topologien.

Bemerkung 1.1.8 Da alle von höchstens abzählbar vielen Elementen erzeugten freien Grup-
pen in F2 nach [lyn, Seite 13 Proposition 3.1] einbettbar sind, besitzen diese nach 1.1.3
ebenfalls eine p-Kongruenzstruktur.

Satz 1.1.9 Die Homotopiegruppe des einfach gepunkteten Torus
.

T ist isomorph zur F2

und besitzt damit eine p-Kongruenzstruktur.

Beweis:
Wähle 2 Kurven α, β von

.

T wie auf folgendem Bild zu sehen:'

&

$

%

'

&

$

%

'
&

$
%�

�
�
�

t

α

β
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s.d.
.

T \ |αβ| eine zu der punktierten offenen Kreisscheibe homöomorphe Manigfaltigkeit
ist.
Nun gibt es eine stetige Abbildung:

ϕ : [0, 1]×
.

T −→
.

T

s.d. ϕ0 = id, ϕ1(
.

T ) = |αβ| mit ϕ1||αβ| = id ⇒ Π1

.

T ∼= Π1|αβ|, wobei |αβ| die Gestalt 8

hat. Aus Π1|αβ| ∼= F2 folgt der Satz.

Satz 1.1.10 Eine endlich erzeugte Gruppe G besitzt genau dann eine p-Kongruenzstruktur,
wenn es ein n ∈ N gibt, s.d. G in Gln( C ) einbettbar ist.

Beweis:
In [lub, Seite 207] wird eine andere Definition von p-Kongruenzstruktur verwendet. Dort
wird (v) ersetzt durch

(w): Für i ≤ j wird Ni/Nj von einem Erzeugendensystem mit höchstens d Elementen er-
zeugt.
Da nach [lub, Seite 207 f] eine Gruppe genau dann linear ist, wenn sie eine p-Kongruenzstruktur
mit (w) besitzt, ist noch zu zeigen: (w)⇔ (v)

Da (v)⇒ (w) trivial ist, bleibt (w)⇒ (v) zu zeigen:

Besitze G eine p-Kongruenzstruktur mit (w) statt (v). Dann existiert der projektive Li-
mes G = lim←

i ∈ N

G/Ni , in den man G einbetten kann.

Nach [lub, Seite 209, Proposition 2] ist G eine von d Elementen erzeugte p-adische endlich-
dimensionale Liegruppe. Seien nun i < j und U/Nj eine Untergruppe von Ni/Nj , dann gilt
mit U := lim←

l > i

U/Nl und mit Nj := lim←
l > j

Nj/Nl:

U ist eine offene Lieuntergruppe von G, insbesondere eine endlichdimensionale p-adische
Liegruppe.
Ferner gilt:

U/Nj ∼= U/Nj

Nach [man, Seite 509 Theorem 2.3] gilt:
U kann durch d Elemente dicht erzeugt werden. Wegen Nj ⊂

offen
G wird U/Nj von höchstens

d Elementen erzeugt, also wird auch U/Nj von höchstens d Elementen erzeugt.

Bemerkung 1.1.11 Man kann einer von endlich vielen Elementen erzeugten Gruppe G
nun eine Dimension zuordnen:
Man betrachte sämtliche p-Kongruenzstrukturen von G (auch die mit d = ∞ um die Exi-
stenz mindestestens einer p-Kongruenzstruktur (nämlich der absteigenden GpnG

(n)-reihe,
das sind jeweils die Erzeugnisse der Elemente aus G der Gestalt wp

n

(also der pn Potenzen)
und der Gestalt {. . . {w1, w2}, . . . , wn} (womit die n-fachen Kommutatoren gemeint sind) zu
sichern).
Sei {Ni}i∈ N eine p-Kongruenzstruktur. Dann ist lim←

i ∈ N

G
Ni

eine d-dimensionale p-adische

Liegruppe.
Als Dimension wähle man nun das Minimum aller so ermittelten Dimensionen.
Nach diesem Dimensionsbegriff ist eine Gruppe genau dann linear, wenn sie endlichdimen-
sional ist.
Die endlich erzeugten freien Gruppen haben nach 1.1.6 und nach 1.1.8 Dimension 3, denn
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man kann leicht nachrechnen, daß eine freie Gruppe nicht in eine 1 bzw. 2 dimensionale
Liegruppe einbettbar ist:

1. Eine eindimensionale Liegruppe besitzt eine eindimensionale Liealgebra. Insbesondere
verschwindet das der Liealgebra zugeordnete Lieprodukt AB−BA wobei A,B Elemente
der Liealgebra seien. Nach [bur, Seite 352] ist die Liegruppe dann auflösbar, was nicht
sein kann, da sie nach Vorraussetzung eine freie Untergruppe besitzt.

2. Eine zweidimensionale Liegruppe besitzt eine zweidimensionale Liealgebra. Man rech-
net nun leicht nach, daß Lieprodukte von Lieprodukten veschwinden. Nach [bur, Seite
352] ist die Liegruppe auch in diesem Fall auflösbar. Damit kann die Liegruppe wieder
keine freie Gruppe enthalten.

Man kann sich nun noch fragen, welche Dimensionen die lim←
i ∈ N

G
Ni

annehmen können,

s.d. lim←
i ∈ N

G
Ni

keine Überlagerung von lim←
i ∈ N

G
Mi

, wo {Mi}i∈ N eine weitere p-Kongruenzstruktur

sei, ist:
Falls G kommutativ ist, ist diese Dimension eindeutig. Im Allgemeinen kann es mehrere
solcher Dimensionen geben:
Im Fall der endlich erzeugten freien Gruppen gibt es nach 1.1.6, 1.1.8 eine Einbettung der
Dimension 3, die die gewnschte Eigenschaft hat.
Außer der psl2( C ) (das ist die Liealgebra, die die 2 × 2 Matrizen über C mit Spur 0
und dem Lieprodukt AB−BA bilden) ist auch die psl3( C ) (entsprechend wie die psl2( C )
definiert) von 2 Elementen erzeugbar. Falls diese beiden Elemente mit der Hausdorffmultipli-
kation (A H B := log(exp(A)exp(B))) eine freie Gruppe bilden, hat man zwei verschieden-
dimensionale Einbettungen der freien Gruppe gefunden, die irreduzibel sind, da die psl2( C )
und die psl3( C ) einfache Liealgebren (d.h. die Liealgebra besitzt keine echtes Ideal, was
man für psl2( C ) und psl3( C ) leicht nachrechnet) sind. (Wären die Einbettungen in die
Liegruppen nicht irreduzibel, besäßen die Liegruppen einen echten Normalteiler, was nach
[bur, Seite 347] zur Folge hätte, daß deren Liealgebren nicht einfach wären.)

Lemma 1.1.12 Sei 1 −→ N −→
i

G
p−→←−
j

G/N −→ 1 exakt

Genau dann besitzt G eine p-Kongruenzstruktur, wenn für M := G/N gilt:

1. N besitzt eine p-Kongruenzstruktur {Ni}i∈ N s.d. Ni EG

2. M besitzt eine p-Kongruenzstruktur {Mi}i∈ N s.d. für m ∈Mi gilt:

id = m∗ : N/Ni −→ N/Ni

nNi 7−→ i−1(j(m)i(n)j(m)−1)Ni

Beweis:
”⇒” Besitze G eine p-Kongruenzstruktur {Gi}i∈ N , dann besitzt N die p-Kongruenzstruktur
Ni := i−1(i(N) ∩Gi) .

Es gilt: Ni EN .
Entsprechend erhält M die p-Kongruenzstruktur Mi := p(j(M) ∩Gi) .
Sei nun m ∈Mi. Dann gilt:
i(n)−1j(m)i(n)j(m)−1 ∈ i(N) ∩Gi , da j(m)i(n)j(m)−1 ∈ i(N) ∧ i(n)−1 ∈ i(N) und j(m) ∈ Gi ∧ i(n)−1j(m)−1i(n) ∈ Gi
⇒ i−1(j(m)i(n)j(m)−1) ∈ nNi
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”⇐” Es gilt:

G = i(N)j(M)
g 7→ g(j ◦ p(g−1))(j ◦ p(g))

Beh: Gi := i(Ni)j(Mi) ist eine p-Kongruenzstruktur von G:

(i) Gi ist eine Gruppe:
Seien g1, g2 ∈ Gi. Dann gibt es n1, n2 ∈ Ni , m1,m2 ∈Mi s.d. g1 = i(n1)j(m1) ,
g2 = i(n2)j(m2)
⇒ g1g2 = i(n1)j(m1)i(n2)j(m1)−1j(m1m2) mit i(n1)j(m1)i(n2)j(m1)−1 ∈ i(Ni) , und
j(m1m2) ∈ j(Mi)

Sei g ∈ Gi, dann gibt es n ∈ Ni,m ∈Mi s.d. g = i(n)j(m) .
g−1 = j(m)−1i(n)−1j(m)j(m)−1 mit j(m)−1i(n)−1j(m) ∈ i(Ni) j(m)−1 ∈ j(Mi)
Gi ist ein Normalteiler:
Sei g ∈ G , dann gibt es n ∈ N,m ∈M s.d. g = i(n)j(m) ,
ni ∈ Ni,mi ∈Mi s.d. gi = i(ni)j(mi) .
⇒ ggig

−1 = i(n)j(m)i(ni)j(mi)j(m)−1i(n)−1 =
i(n)j(m)i(ni)j(m)−1i(n)−1i(n)j(mmim

−1)i(n−1)j(mm−1
i m−1)j(mmim

−1)
mit i(n)j(m)i(ni)j(m)−1i(n)−1 ∈ i(Ni) ,
i(n)j(mmim

−1)i(n−1)j(mm−1
i m−1) ∈ j(Mi) und j(mmim

−1) ∈ j(Mi) .

(ii) klar.

(iii) Sei i ∈ N zu zeigen: |G/Gi| <∞

Beh: 1 −→ N/Ni −→i
G/Gi

p−→←−
j

M/Mi −→ 1 exakt

Injektivität von i:
Sei n ∈ N mit i(n) ∈ Gi, d.h.:∨∼
n ∈ Ni,

∼
m ∈Mi : i(n) = i(

∼
n)j(

∼
m)

⇒ eM = p ◦ i(n) = p ◦ j(∼m) =
∼
m⇒ n =

∼
n ∈ Ni

Wohldefiniertheit von p:
zu zeigen: p(Gi) ⊂Mi. Sei also g ∈ Gi, n ∈ Ni,m ∈Mi s.d. g = i(n)j(m)
⇒ p(g) = p ◦ j(m) = m ∈Mi

Surjektivität von p:
Sei m ∈M , dann ist j(m) ∈ G. Nun gilt: p(j(m)Gi) = p ◦ j(m)Mi = mMi

(ker p ⊇Im i):
Sei n ∈ N : p ◦ i(nNi) = eM ⊂Mi.

(ker p ⊆Im i):
Sei g ∈ G,n ∈ N,m ∈M s.d. g = i(n)j(m) mit p(gGi) = Mi ⇒
Mi = p(i(n)j(m)Gi) = p ◦ j(m)Mi = mMi ⇒
m ∈Mi ⇒ gGi = i(n)Gi da j(m) ∈ Gi. ⇒ gGi = i(nNi).

Aus der Spaltung der exakten Sequenz folgt nun: G/Gi = i(N/Ni)j(M/Mj). Da gilt:
|N/Ni| <∞, |j(M/Mi)| <∞ folgt: |G/Gi| <∞.

(iv) Seien i ≤ j, g ∈ Gi. Dann gilt: p(g) ∈ Mi. Nun gibt es l ∈ N s.d.: p(g)p
l ∈Mj

⇒
∨
n ∈ Ni : gp

l

Gj = i(n)Gj .
Nun gibt es m ∈ N : np

m ∈ Nj ⇒ gp
l+m

Gj = i(n)p
m

Gj = Gj , da i(Nj) ⊂ Gj .

8



(v) Aus der kurzen exakten Sequenz für j ∈ N :

1 −→ N/Nj −→
i

G/Gj
p−→←−
j

M/Mj −→ 1

ergibt sich die folgende kurze exakte Sequenz für i ∈ N , i ≤ j:

1 −→ Ni/Nj −→
i

Gi/Gj
p−→←−
j

Mi/Mj −→ 1

Damit gilt: Gi/Gj = i(Ni/Nj)j(Mi/Mj).
Nun gibt es dM , dN ∈ N s.d. gilt:
Ni/Nj wird von einem Erzeugendensystem erzeugt, das höchstens dN Elemente be-
sitzt, Mi/Mj wird von einem Erzeugendensystem erzeugt, das höchstens dM Elemente
besitzt.
Nach Vorraussetzung kann man dM , dN unabhängig von i, j wählen. Damit besitzt
Gi/Gj für alle i, j ∈ N mit i ≤ j ein Erzeugendensystem mit höchstens dMdN

Elementen.

(vi) Sei g ∈
⋂
Gi ⇒ p(g) ∈

⋂
Mi = {e}

⇒ g ∈ i(N) ∩
⋂
Gi =

⋂
(i(N) ∩Gi).

Nun gilt: i(N) ∩Gi = i(Ni). ⇒ i−1(g) ∈
⋂
Ni = {e} ⇒ g = e

Bemerkung 1.1.13 Nach [man, Seite 509 Korollar 2.4] gilt folgender Satz:
Sei 1 −→ N −→

i
G −→

p
M −→ 1

eine kurze exakte Sequenz und besitzen N,G,M eine p-Kongruenzstruktur ohne (v)
s.d.: i(Ni) ⊂ Gi, p(Gi) ⊂Mi .
Dann besitzt G genau dann eine p-Kongruenzstruktur, wenn M,N eine p-Kongruenzstruktur
besitzen.

Bemerkung 1.1.14 Mit Hilfe von [dix, Seite 89, Theorem 5.6], das besagt:

Sei G eine Gruppe mit einer p-Kongruenzstruktur {Gi}i∈ N , dann besitzt die Untergruppe
von Aut G , deren Elemente die Gi für alle i ∈ N festhalten, auch eine p-Kongruenzstruktur.

kann man folgenden Satz zeigen:

Satz 1.1.15 Sei 1 −→ N −→
i

G −→
p

M −→ 1 exakt
und {g ∈ G|

∧
n ∈ N : g(i(n))g−1 = i(n)} = {e} , d.h. der Schnitt von i(N) mit dem Zen-

trum von G ist die Identität.
Dann besitzt G genau dann eine p-Kongruenzstruktur, wenn N eine p-Kongruenzstruktur
{Ni}i∈ N mit i(Ni) EG besitzt.

Beweis:
”⇒” wie in 1.1.12.
”⇐” Sei

ϕ : G −→ AutN
g 7−→ (n 7→ i−1(g(i(n))g−1))

Da i(Ni)EG gilt, erfüllt ϕ(G) die Voraussetzungen aus obigem Theorem, besitzt insbesondere
eine p-Kongruenzstruktur.
Noch zu zeigen: ϕ ist injektiv, denn dann induziert die p-Kongruenzstruktur von ϕ(G) eine
p-Kongruenzstruktur auf G.
Sei nun g ∈ker ϕ⇒

∧
n ∈ N : i(n) = g(i(n))g−1

Nach Voraussetzung des Satzes folgt daraus: g = e.
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Lemma 1.1.16 Sei

1 −→ N −→
i

G
p−→←−
j

M −→ 1 exakt

mit |M | <∞, dann gilt:
G besitzt genau dann eine p-Kongruenzstruktur, wenn N eine p-Kongruenzstruktur besitzt.

Beweis:
′′ ⇐′′ Sei {Ni}i∈ N eine p-Kongruenzstruktur von N . Definiere nun {Gi}i∈ N durch:
Gi :=

⋂
m ∈ M

mNim
−1 für i ∈ N . Es gilt: Gi E G und Gi ⊂ N . Nach 1.1.12 besitzt G

nun eine p-Kongruenzstruktur, wenn {Gi}i∈ N eine p-Kongruenzstruktur von N induziert:
(i),(ii) sind klar.
(iii),(iv),(v):

zu zeigen:

⋂
m ∈ M

mNim
−1⋂

m ∈ M
mNi+km−1 für i, k ∈ N ist eine endliche p-Gruppe, die von d (d unabhängig

von i) Elementen erzeugt wird.
Nun gilt mit M = {m1, ..,mm} mit m ∈ N :
m1Nim

−1
1 ∩...∩mjNim−1

j ∩mj+1Nim
−1
j+1∩mj+2Ni+km

−1
j+2∩...∩mmNi+km

−1
m

m1Nim
−1
1 ∩...∩mjNim−1

j ∩mj+1Ni+km
−1
j+1∩mj+2Ni+km

−1
j+2∩...∩mmNi+km

−1
m

=
m1Nim

−1
1 ∩...∩mjNim−1

j ∩mj+1Nim
−1
j+1∩mj+2Ni+km

−1
j+2∩...∩mmNi+km

−1
m

m1Nim
−1
1 ∩...∩mjNim−1

j ∩mj+1Nim
−1
j+1∩mj+2Ni+km

−1
j+2∩...∩mmNi+km

−1
m ∩mj+1Ni+km

−1
j+1

wobei der Quotient hier als Aufteilung in Nebenklassen zu verstehen ist. Durch Konjugation
eines solchen Quotienten bleibt die Anzahl der Nebenklassen bestehen.
Man konjugiere nun mit m−1

j+1 und erhält:
m−1
j+1m1Nim

−1
1 mj+1∩...∩m−1

j+1mjNim
−1
j mj+1∩Ni∩m−1

j+1mj+2Ni+km
−1
j+2mj+1∩...∩m−1

j+1mmNi+km
−1
m mj+1

m−1
j+1m1Nim

−1
1 mj+1∩...∩m−1

j+1mjNim
−1
j mj+1∩Ni∩m−1

j+1mj+2Ni+km
−1
j+2mj+1∩...∩m−1

j+1mmNi+km
−1
m mj+1∩Ni+k

∼=
(m−1

j+1m1Nim
−1
1 mj+1∩...∩m−1

j+1mjNim
−1
j mj+1∩Ni∩m−1

j+1mj+2Ni+km
−1
j+2mj+1∩...∩m−1

j+1mmNi+km
−1
m mj+1)Ni+k

Ni+k

Dieser Quotient besteht nach Vorraussetzung aus höchstens d (womit das zu der p-Kongruenzstruktur
{Ni}i∈ N gehörige d gemeint ist) Nebenklassen. Insbesondere bestand auch der erste Quo-
tient aus höchstens d Nebenklassen.
Nun kann man den Quotienten m1Nim

−1
1 ∩...∩mmNim−1

m

m1Ni+km
−1
1 ∩...∩mmNi+km−1

m
in m Zwischenquotienten zerle-

gen. Damit wird

⋂
m ∈M

mNim
−1

⋂
m ∈M

mNi+km−1

von höchstens md Elementen erzeugt und ist endlich. Daß diese Gruppe eine p-Gruppe ist,
folgt, da für m ∈ M ; i, k ∈ N gilt: mNim

−1

mNi+km−1 ist eine p-Gruppe. Denn damit findet man

für ein g ∈
⋂

m ∈M
mNim

−1 ein j ∈ N s.d. gp
j ∈

⋂
m ∈M

mNi+km
−1

(vi) ist klar.
′′ ⇒′′ folgt aus 1.1.3.
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1.2 Die Teichmüllersche Modulgruppe einer Riemann-
schen Fläche

Definition 1.2.1 vergleiche :[nag, Seite 22ff]
Seien M0,M Riemannsche Flächen, ϕ : M0 −→M ein orientierungserhaltender Diffeomor-
phismus.
Die komplexe Dilatation von ϕ sei definiert durch µ(ϕ) := ϕz

ϕz
, wobei z ein lokaler Parameter

auf M0 ist.
ϕ heißt quasikonformer Diffeomorphismus, falls ‖µ(ϕ)‖∞ < 1.

Definition 1.2.2 Sei M0 eine Riemannsche Fläche, sei D(M0) die Menge aller zu M0

quasikonform diffeomorphen Riemannschen Flächen.
Dann versehe D(M0) mit folgender Äquivalenzrelation:
Seien M1,M2 ∈ D(M0), dann definiere:
M1 ∼R M2 :⇔ M1 und M2 sind biholomorph.
Man definiere nun den Riemannschen Modulraum R(M0) als: R(M0) := D(M0)/ ∼R

Bemerkung 1.2.3 Vergleiche:[nag, Seite 103ff]
Der Riemannsche Modulraum einer kompakten Riemannschen Fläche mit endlich vielen
Punktierungen beschreibt die komplexen Strukturen mit denen M0 versehen werden kann,
denn sei M1 homöomorph zu M0, dann gibt es auch einen quasikonformen Diffeomorphis-
mus von M0 auf M1.
Bei anderen Riemannschen Flächen betrachtet man nur die zu M0 quasikonform diffeo-
morphen Riemannschen Flächen M1 und erhält damit nicht alle homöomorphen komplexen
Strukturen.
Man kann nun R(M0) wie folgt mit einer Metrik versehen:
Seien R1, R2 ∈ R(M0), dann definiere:
dR(R1, R2) := inf{log(‖µ(ϕ)‖∞)|ϕ : M1 −→M2 q.k.Diffeom. mitM1 ∈ R1,M2 ∈ R2}
Es wird sich nun herausstellen, daß R(M0) bezüglich dieser Metrik zusammenhängend aber
nicht einfach zusammenhängend ist. Der Riemannsche Modulraum wird von einem einfach
zusammenhängenden Raum, der sogar eine komplexe Struktur trägt, überlagert. Dieser Raum
heißt der Teichmüllerraum.

Definition 1.2.4 Sei M0 eine Riemannsche Fläche. Man betrachte die Menge der Tripel
(M0, ϕ,M) mit M ∈ D(M0), wo ϕ : M0 −→M ein quasikonformer Diffeomorphismus ist.
Der Teichmüllerraum T (M0) von M0 ist die Menge der Äquivalenzklassen obiger Tripel mit:
(M0, ϕ1,M1) ∼T (M0, ϕ2,M2) :⇔

∨
f : M1 −→ M2 biholomorph s.d. folgendes Diagramm

kommutiert:

Π1M1
- Π1M2

f∗

Π1M0

HHH
HHH

HHH
HHHHY

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�3

ϕ∗1 ϕ∗2

Definition 1.2.5 Man definiere nun die Teichmüllermetrik wie folgt:
d : T (M0)× T (M0) −→ R +

0 mit
d(τ1, τ2) := inf{log ‖fz/fz‖∞|f : M1 −→M2 s.d. id∗ =
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(ϕ1 ◦ ϕ−1
2 )∗ ◦ f∗ : Π1M1 −→ Π1M1 mit (M0, ϕi,Mi) ∈ τi für i ∈ {1, 2}}

vergl.[nag, Seite 58,108,118]

Satz 1.2.6 Der Teichmüllerraum einer Riemannschen Fläche M0, versehen mit der Teichmüller-
metrik, ist zusammenhängend, einfach zusammenhängend und besitzt eine komplexe Struk-
tur. [nag, Seite 108,118,150,185]

Definition 1.2.7 Sei Diffq.c.(M0) die Gruppe der quasikonformen Diffeomorphismen auf
einer Riemannschen Fläche M0. Man versehe Diffq.c.(M0) mit der kompakt-offenen Topo-
logie.
Die Teichmüllersche Modulgruppe wird nun definiert als: M(M0) := Π0(Diffq.c.(M0), id)
Dabei ist die Zusammenhangskomponente innerhalb der Homöomorphismen gemeint.

Satz 1.2.8 M(M0) operiert auf T (M0) :
Sei ϕ ∈M(M0), τ ∈ T (M0), ϕ ∈ ϕ, (M0,Ψ,M1) ∈ τ1.
Dann definiere:
ϕ(τ) := (M0,Ψ ◦ ϕ,M1)/ ∼T .
Beweis der Wohldefiniertheit siehe [nag, Seite 122].

Satz 1.2.9 R(M0) ∼= T (M0)/M(M0)

Beweis siehe [nag, Seite 124].

Bemerkung 1.2.10 Die Teichmüllersche Modulgruppe ist die Gruppe der Decktransforma-
tionen der einfachzusammenhängenden komplexen Überlagerung T (M0)/M(M0).

1.3 Die quasikonformen Diffeomorphismen des Torus

Definition 1.3.1 Sei T ein Torus, Diffq.c.(T) die Gruppe der quasikonformen Diffeomor-
phismen von T. Seien q1, q2 ∈T mit q1 6= q2. Fix(q1), Fix(q1, q2) sei die Untergruppe der
Elemente von Diffq.c.(T), die q1 bzw. q1, q2 festhalten.

Definition 1.3.2 vergleiche:[bir, Seite 175]
Sei M ein topologischer Raum, F ein topologischer Unterraum von M , x0 ∈ F , i ∈ N ,
dann definiere:
[0, 1]−j := ∅ für j ∈ N , [0, 1]0 := {0}, δ[0, 1]i sei der Rand von [0, 1]i.

Seien f0, f1 : ([0, 1]i, δ[0, 1]i, (δ[0, 1]i−1 × {1}) ∪ ([0, 1]i−1 × {0})) −→ (M,F, x0),
dann definiere folgende Äquivalenzrelation: f0 ∼ f1
:⇔

∨
h : [0, 1] × ([0, 1]i, δ[0, 1]i, (δ[0, 1]i−1 × {1}) ∪ ([0, 1]i−1 × {0})) stetig−→ (M,F, x0) mit

h(0) = f0, h(1) = f1.

Nun definiere: Πi(M,F, x0) :={
{f : ([0, 1]i, δ[0, 1]i, (δ[0, 1]i−1 × {1}) ∪ ([0, 1]i−1 × {0})) stetig−→ (M,F, x0)}/ ∼

}
Sei f : ([0, 1]i, δ[0, 1]i, (δ[0, 1]i−1 × {1}) ∪ ([0, 1]i−1 × {0})) stetig−→ (M,F, x0),

dann bezeichne Πi(f) die dazugehörige Äquivalenzklasse in Πi(M,F, x0).
Ferner definiere Πi(M,x0) := Πi(M,x0, x0).

Satz 1.3.3 Nach [bir, Seite 175] gibt es folgende lange exakte Sequenz:

.. −→ Πi(F, x0)
ji−→ Πi(M,x0)

pi−→ Πi(M,F, x0)
δi−→

δi−→ Πi−1(F, x0)
ji−1−→ Πi−1(M,x0)

pi−1−→ Πi−1(M,F, x0)
δi−1−→ ..
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mit folgenden Bezeichnungen:
ji(Πi(f)) := Πi(j ◦ f) mit j : F

id

↪→M ;
pi(Πi(m)) := Πi(l ◦m) mit l : (M,x0, x0)

id

↪→ (M,F, x0);
δi(Πi(m)) := Πi(k ◦m|[0,1]i−1×{1}) mit

k : (F, F, x0) −→ (F, x0, x0)
(m,m, x0) 7−→ (m,x0, x0)

Korollar 1.3.4 Wenn man nun für F =Fix(q1, q2) , M =Fix(q1) wählt, ergibt sich:

.. −→ Πi(Fix(q1, q2), id) −→ Πi(Fix(q1), id) −→ Πi(Fix(q1),Fix(q1, q2), id) −→ ..

Satz 1.3.5 Nach [bir, Seite 176] gilt für i ∈ N :
Die Abbildung

qi : Πi(Fix(q1),Fix(q1, q2), id) −→ Πi(T \ {q1}, q2, q2)
(h, g, id) 7−→ (h(q2), g(q2), q2)

ist ein Isomorphismus.

Satz 1.3.6 Nach obigem Satz gibt es folgende lange exakte Sequenz:

..→ Πi(Fix(q1, q2), id)
ji→ Πi(Fix(q1), id)

qi◦pi→ Πi(T \ {q1}, q2)
δi◦q−1

i→ Πi−1(Fix(q1, q2), id)→ ..

Dabei hat nach [bir, Seite 176] die Abbildung qi ◦ pi folgende Gestalt:

q̂i := qi ◦ pi : Πi(Fix(q1), id) −→ Πi(T \ {q1}, q2)
Πi(f) 7−→ Πi(q̂ ◦ f)

mit

q̂ : Fix(q1) −→ T \ {q1}
h 7−→ h(q2)

Satz 1.3.7 Es gibt einen Gruppenhomomorphismus

η : Π1(T \ {q1}, q2) −→ Π0(Fix(q1, q2), id)
Π1(γ) 7−→ Π0(ηγ(1))

mit ηγ : [0, 1] stetig−→ Fix(q1) s.d. mit der Abbildung:

∼
q : Fix(q1) −→ T \ {q1}

f 7−→ f(q2)

gilt: Π1(
∼
q ◦ ηγ) = Π1(γ)

Beweis:
Nach 1.1.9 ist Π1(T \ {q1}, q2) eine freie Gruppe,die von Π1(α),Π1(β) erzeugt wird.
T \ {q1} ist homotopieäquivalent zu einem einfach punktierten Rechteck mit dem Rand
αβα−1β−1, bei dem α, α−1 und β, β−1 verklebt werden.
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-

α

.q2 . q2

?

β−1

.
q2

�

α−1

.
q2

6

β . q1

Wähle nun α+, α− parallel zu α s.d. q1 6∈ U , wo U die α enthaltende Zusammenhangs-
komponente von T \ {q1 ∪ |α+| ∪ |α−|} sei.
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-
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6
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U ist nun diffeomorph zu [−1, 1]× S1 mit q2 = (0, 1), α = (0, S1)
Für s ∈ [0, 1] definiere ϕαs :

ϕαs : [−1, 1]× S1 −→ [−1, 1]× S1

(t, exp(iϕ)) 7−→ (t, exp(i(ϕ+
2πs
e

(e−
1

t2−1 ))))

ϕαs hat folgende Eigenschaften:
ϕαs |0×S1(0, eiϕ) = (0, ei(ϕ+2πs)) insbesondere:
ϕαs (0, 1) = (0, ei2πs), ϕα1 (0, 1) = (0, 1)
ϕαs |{−1,1}×S1 = id|{−1,1}×S1 .
ϕαs ist differenzierbar und es gilt für die Ableitung dϕαs :
dϕαs (t, eiϕ) =d id(t, eiϕ) für t ∈ {1,−1}
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Damit kann man
∼
ϕ
α

s ∈Fix(q1) wie folgt definieren:
∼
ϕ
α

s :=
{
ϕαs (z) für z ∈ U
id sonst

Nun definiere man ηα wie folgt:

ηα : [0, 1] −→ Fix(q1)

s 7−→
∼
ϕ
α

s

Aus der Definition von ηα folgt:
∼
q ◦ ηα = α ⇒ Π1(

∼
q ◦ ηα) = Π1(α).

Entsprechend gibt es ηβ : [0, 1] −→ Fix(q1).
Man definiere nun: ηα−1(t) := (ηα(t))−1, ηβ−1(t) := (ηβ(t))−1 für t ∈ [0, 1].

Sei nun Π1(γ) ∈ Π1(T\{q1}, q2), dann gibt es n ∈ N ; aj , bj ∈ Z s.d. Π1(γ) =
n∏
j=1

(Π1(α)ajΠ1(β)bj ),

da nach 1.1.9 Π1(T \ {q1}, q2) die von Π1(α),Π1(β) erzeugte freie Gruppe ist.

Nun gilt mit m =
n∑
j=1

|aj |+ |bj | ; cαj , c
β
j ∈ {−1, 0, 1} geeignet:

Π1(γ) =
m∏
j=1

(Π1(α)c
α
j Π1(β)c

β
j ).

Definiere nun: ηγ : [0, 1] −→ Fix(q1) mit l ∈ {0, . . . ,m− 1} s.d.:

ηγ |[ 2l
2m ,

2l+1
2m ](t) := (

l∏
i=1

(ηc
α
i
α (1) ◦ ηc

β
i

β (1))) ◦ ηc
α
l+1
α (2mt− 2l).

ηγ |[ 2l+1
2m ,

2(l+1)
2m ]

(t) := (
l∏
i=1

(ηc
α
i
α (1) ◦ ηc

β
i

β (1))) ◦ ηc
α
l+1
α (1) ◦ ηc

β
l+1
β (2mt− 2(l + 1)).

Die Wohldefiniertheit folgt, da Π1(T \ {q1}, q2) frei ist, die Stetigkeit folgt aus der Stetigkeit
von ηα, ηα−1 , ηβ , ηβ−1 . Der Satz folgt nun, da ηγ(1)(q2) = q2.

Satz 1.3.8 Die Abbildung δ1 ◦ q−1
1 hat die Gestalt:

Π1(T \ {q1}, q2) −→ Π0(Fix(q1, q2), id)
γ 7−→ η(γ)

und ist injektiv. vergl. [bir, Seite 177]

Beweis
Daß δ1◦q−1

1 obige Gestalt hat, folgt aus Satz 1.3.7, denn δ1◦q−1
1 (γ) = δ1(Π1(ηγ , ηγ |{0,1}, id))

= Π0(ηγ(1), id).
Seien nun Π1(ξ),Π1(γ) ∈ Π1(T\{q1}, q2), dann gilt: (δ1◦q−1

1 (Π1(ξ)))∗(Π1(γ)) = Π1(ξ)Π1(γ)Π1(ξ)−1

was im folgenden gezeigt wird.
Dabei bezeichne (δ1 ◦ q−1

1 (Π1(ξ)))∗ die Abbildung, die von einer beliebigen Abbildung aus
δ1 ◦ q−1

1 (Π1(ξ)) ∈ Π0(Fix(q1, q2), id), die also auf T \ {q1} operiert und dabei den Punkt q2
festhält, auf der Homotopiegruppe Π1(T \ {q1}, q2) induziert wird. Die induzierte Abbildung
ist dabei wohldefiniert, da δ1 ◦ q−1

1 (Π1(ξ)) zusammenhängend ist und damit die Bilder einer
Kurve ζ ⊂ T \ {q1} mit Basispunkt q2 unter den Abbildungen aus δ1 ◦ q−1

1 (Π1(ξ)) alle ho-
motop sind.
Es gilt:

(δ1 ◦ q−1
1 (Π1(ξ)))∗ : Π1(T \ {q1}, q2) −→ Π1(T \ {q1}, q2)

γ 7−→ Π1(ηξ(1)(γ))

wo ηξ wie in 1.3.7 gewählt werde. Für Π1(α),Π1(β) wie in 1.3.7 ergibt sich: ηα(1)(β) : [0, 1] −→ T \ {q1}
hat die Gestalt: ηα(1)(β) = α2 ◦β1 ◦α1 mit den Bezeichnungen wie auf folgender Abbildung:
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6

β1

6
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. q1

⇒ Π1((ηα(1))(β)) = Π1(α)Π1(β)Π1(α−1)⇒ (δ1◦q−1
1 (Π1(α)))∗(Π1(β)) = Π1(α)Π1(β)Π1(α−1)

Für Π1(γ) ∈ Π1(T \ {q1}, q2) gilt:

Π1(γ) =
n∏
i=1

(Π1(α)aiΠ1(β)bi) mit n ∈ N , ai, bi ∈ Z .

⇒ (δ1 ◦ q−1
1 (Π1(α)))∗(Π1(γ)) = Π1(α)Π1(γ)Π1(α−1)

Sei nun: Π1(ξ) ∈ Π1(T \ {q1}, q2) mit

Π1(ξ) =
m∏
i=1

(Π1(α)ciΠ1(β)di) mit m ∈ N , ci, di ∈ Z .

Nun ist die Abbildung:
δ1 ◦ q−1

1 : Π1(T \ {q1}, q2) −→ Π0(Fix(q1, q2), id) ein Gruppenhomomorphismus.
Insbesondere gilt:

(δ1 ◦ q−1
1 (Π1(ξ)))∗(Π1(γ)) = (

m∏
i=1

(δ1 ◦ q−1
1 (Π1(α)))ci(δ1 ◦ q−1

1 (Π1(β)))di)∗(Π1(γ))

= (
m∏
i=1

Π1(α)ciΠ1(β)di) Π1(γ)(
m∏
i=1

Π1(α)ciΠ1(β)di)−1

Da Π1(T \ {q1}, q2) eine freie Gruppe ist, gibt es für Π1(ξ) ∈ Π1(T \ {q1}, q2) \ {1} ein
Π1(γ) ∈ Π1(T \ {q1}, q2) s.d. (δ ◦ q−1

1 (Π1(ξ)))∗(Π1(γ)) 6= (Π1(γ)), was die Injektivität zeigt.

Satz 1.3.9 Die Abbildung

Π0(Fix(q1, q2), id) −→ Aut+(Π1(T \ {q1}, q2))
Π0(ϕ) 7−→ (ϕ|T\{q1})

∗

(wobei (ϕ|T\{q1})∗ der von ϕ|T\{q1} auf Π1(T \{q1}, q2) induzierte Gruppenautomorphismus
sei) ist ein Isomorphismus.
Dabei ist Aut+(Π1(T \ {q1}, q2)) :=
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ker

 Aut(Π1(T \ {q1}, q2)) −→ {1,−1}

ϕ 7−→ det
(
ϕ : Π1(T\{q1},q2)

(Π1(T\{q1},q2))′
7−→ Π1(T\{q1},q2)

(Π1(T\{q1},q2))′

)


(Π1(T \ {q1}, q2))
′
sei dabei die Kommutatorgruppe von Π1(T \ {q1}, q2).

Beweis
Homeo(T \ {q1}, q2) sei die Gruppe der Homöomorphismen, die q2 festhalten. Seien fer-
ner Homeo0(T \ {q1}, q2) die Zusammenhangskomponente von id in Homeo(T \ {q1}, q2),
Homeo+(T \{q1}, q2) die orientierungserhaltenden Homömorphismen, die man wie folgt de-
finieren kann:
ϕ ∈ Homeo+(T \ {q1}, q2) :⇔ ϕ∗ ∈ Aut+(Π1(T \ {q1}, q2)).
Dabei sei ϕ∗ die Abildung, die von ϕ auf Π1(T \ {q1}, q2)) induziert wird.

Nun ist folgende Abbildung ein Isomorphismus:

Homeo+(T \ {q1}, q2)
Homeo0(T \ {q1}, q2)

−→ Aut+(Π1(T \ {q1}, q2)) (1.1)

ϕ 7−→ ϕ∗

Die Wohldefiniertheit der Abbildung folgt, da für ϕ ∈ Homeo0(T \ {q1}, q2) gilt: ϕ∗ = id,
denn der Wegzusammenhang von ϕ und id induziert sofort eine Homotopie zwischen einer
geschlossenen Kurve γ ⊂ T \ {q1} deren Start- und Endpunkt q2 sei und der geschlossenen
Kurve ϕ(γ), deren Start- und Endpunkt dann q2 ist. Umgekehrt folgt aus [ahl], [mac], daß
für ϕ∗ = id gilt: ϕ ist isotop zu id, d.h. die Abbildung ist injektiv.
Zur Surjektivität:
Da Π1(T\{q1}, q2) eine freie Gruppe ist, folgt nach [lyn, Seite 23] und [mag2], daß Aut+(T \ {q1}, q2)
von folgenden Automorphismen erzeugt wird:
(die Bezeichnungen seien dabei wie in 1.3.8)
Den inneren Automorphismen von Π1(T \ {q1}, q2), die geometrisch einer Rotation von q2
entlang der entsprechenden Kurve entsprechen und den Automorphismen A,B, die Dehnt-
wists entlang α, β entsprechen und die auf Π1(α),Π1(β) wie folgt definiert sind:
(wodurch sie auch eindeutig bestimmt sind.)
A(Π1(α)) = Π1(α) ◦Π1(β), A(Π1(β)) = Π1(β)
B(Π1(β)) = Π1(α) ◦Π1(β), B(Π1(α)) = Π1(α)
Nach dem Beweis von 1.3.8 gibt es zu C ∈ Inn(Π1(T \ {q1}, q2)) ein ϕC ∈ Fix(q1, q2) mit
ϕ∗C = C.

Zwischenbehauptung:
Es gibt auch ϕB ∈Fix(q1, q2) mit ϕ∗B = B:
Sei der Torus T nun wie in 1.3.8 ein Rechteck, das an den Kanten α, α−1 und β, β−1 ver-
klebt wird. Wähle nun α−, U wie auf folgendem Diagramm:
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Man identifiziere U mit [0, 1]× S1 , wobei α = {1} × S1 und α− = {0} × S1 sei.
Man definiere nun:

ϕB :=


ϕB |U : [0, 1]× S1 −→ [0, 1]× S1

(s, eit) 7−→ [s, exp(it+ 2πie e−
1
s2 (e−

1
s2−1 + 1))]

ϕB |T\U = id : T \ U −→ T \ U
Wie in 1.3.7 ist ϕB ein Diffeomorphismus. Nun gilt: ϕB(β) = α1 ◦ β1 mit β1, α1 wie folgt:

-
α

-
α−

�����������������������:

α1

.q2 . q2

?

β−1

.
q2

�

α−1

.
q2


6

β1

6

. q1

⇒ ϕ∗B(Π1(β)) = Π1(α1) ◦Π1(β1) = Π1(α) ◦Π1(β)
Da ϕB(α) = α folgt : ϕ∗B(Π1(α)) = Π1(α)
Damit gilt insbesondere: ϕ∗B = B.
Entsprechend findet man ϕA ∈Fix(q1, q2) s.d. ϕ∗A = A.
Da ϕA|T\{q1}, ϕB |T\{q1} ∈Homeo+(T \ {q1}, q2) folgt die Surjektivität.
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Nun betrachte man die Abbildung

Π0(Fix(q1, q2), id) −→ Homeo+(T \ {q1}, q2)
Homeo0(T \ {q1}, q2)

Π0(ϕ) 7−→ ϕ|T\{q1}

Dies ist offenbar eine wohldefinierte Einbettung. Die Surjektivität dieser Abbildung folgt aus
dem Beweis der Surjektivität von (1.1), denn ϕA, ϕB , ϕC mit C innerer Automorpismus der
freien Gruppe liegen in deren Bild.

Lemma 1.3.10 Sei ϕ ∈ Π0(Fix(q1, q2), id), Π1(α) ∈ Π1(T \ {q1}, q2), dann gilt:

ϕ ◦ (δ1 ◦ q−1
1 (Π1(α))) ◦ ϕ−1 = δ1 ◦ q−1

1 ((ϕ|T\{q1})
∗(Π1(α)))

für alle ϕ ∈ ϕ.

Beweis:
Nach 1.3.8 genügt es mit α := Π1(α) zu zeigen:
ϕ ◦Π0(ηα) ◦ ϕ−1 = Π0(η(ϕ|T\{q1})∗(α)).
Sei nun Π1(γ) ∈ Π1(T \ {q1}, q2), dann gilt:
(η(ϕ|T\{q1})∗(α))∗(Π1(γ)) = (ϕ|T\{q1})∗(α) ◦Π1(γ)◦ (ϕ|T\{q1})∗(α−1).
Andererseits gilt:
(ϕ◦ηα◦ϕ−1|T\{q1})∗(Π1(γ)) = (ϕ|T\{q1})∗◦(ηα|T\{q1})∗◦(ϕ−1|T\{q1})∗(Π1(γ)) = (ϕ|T\{q1})∗(α◦
((ϕ−1|T\{q1})∗(Π1(γ))) ◦ α−1)
= (ϕ|T\{q1})∗(α) ◦ (Π1(γ)) ◦ ((ϕ|T\{q1})∗(α−1)).
Aus Satz 1.3.9 folgt die Behauptung.

Lemma 1.3.11 Π0(Fix(q1, q2), id) besitzt genau dann eine p-Kongruenzstruktur, wenn Π1(T \ {q1}, q2)
eine bezüglich Aut+(Π1(T \ {q1}, q2)) charakteristische p-Kongruenzstruktur besitzt, d.h. ei-
ne p-Kongruenzstruktur, deren Folgenglieder von jedem Element von Aut+(Π1(T \ {q1}, q2))
festgehalten werden.

Beweis:
Man wende Satz 1.1.15 an.
Zu zeigen ist nun, daß es zu ϕ ∈ Π0(Fix(q1, q2)) \ {Π0(id)} ein Π1(α) ∈ Π1(T \ {q1}, q2)
gibt,s.d.
ϕ ◦ (δ1 ◦ q−1

1 (Π1(α))) ◦ ϕ−1 6= δ1 ◦ q−1
1 (Π1(α))

Nach 1.3.10 ist dies äquivalent zu :
δ1 ◦ q−1

1 ((ϕ|T \ {q1})
∗(Π1(α))) 6= δ1 ◦ q−1

1 (Π1(α))
⇔ (ϕ|T \ {q1})

∗(Π1(α)) 6= Π1(α) nach 1.3.8.
Falls ein solches Π1(α) nicht existiert, gilt: (ϕ|T \ {q1})

∗ = id.
Nach Satz 1.3.9 gilt dann: ϕ ∈ Π0(id), was der Wahl von ϕ widerspricht.
Damit gilt: Π0(Fixq1, q2, id) besitzt genau dann eine p-Kongruenzstruktur, wenn Π1(T \ {q1}, q2)
eine p-Kongruenzstruktur {Ni}i∈ N besitzt, s.d. δ1 ◦ q−1

1 (Ni) E Π0(Fix(q1, q2), id). Nach
1.3.10 gilt dann aber für i ∈ N , ϕ ∈ Π0(Fix(q1, q2), id) folgendes:
(ϕ|T \ {q1})

∗(Ni) = Ni für ϕ ∈ ϕ. Mit 1.3.9 folgt das Lemma.

1.4 Der Zusammenhang zwischen Π0(Fix(q1, q2), id) und
M(T \ {q1, q2})

Lemma 1.4.1 Sei ϕ ∈ M(T \ {q1, q2}) = Π0(Diffq.c.(T \ {q1, q2}), id) und ϕ ∈ ϕ. Dann

kann man ϕ zu einem Homöomorphismus
∧
ϕ auf T fortsetzen mit:
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∧
ϕ({q1, q2}) = {q1, q2}

Lemma 1.4.2 Sei ϕ ∈ Diffq.c.(T \ {q1, q2}) s.d.
∧
ϕ(qi) = qi für i ∈ {1, 2} , dann gibt es

ψ ∈ Π0(ϕ) s.d. für dessen Fortsetzung gilt:
∧
ψ ∈ Diffq.c.(T )

Beweis:
Man definiere zunächst ξ : R −→ R mit ξ ∈ C∞( R ) mit ξ|[− 1

2 ,
1
2 ] = 1, ξ| R \]−1,1[ = 0

wie folgt:

ξ :=



ξ|[−∞,−1] := 0

ξ|[−1,− 1
2 ] := t 7→ e2 (e−

1
t+1 )(e

1
t+ 1

2 + 1)
ξ|[− 1

2 ,
1
2 ] := 1

ξ|[ 12 ,1] := t 7→ e2(e
1
t−1 )(e

− 1
t− 1

2 + 1)
ξ|[1,∞] := 0

Sei ferner µϕ := ϕz
ϕz

die zu ϕ gehörige komplexe Dilatation.
Seien nun ψi : Vi −→ Ui ⊆ C mit i ∈ {1, 2} zwei C∞-Karten auf T mit qi ∈ Vi, ψi(qi) = 0,
V1 ∩ V2 = ∅.
Seien nun Wi ⊆

offen
Vi mit qi ∈ Wi so gewählt, daß ϕ(Wi) ⊆ Vi. Dies ist möglich, da

∧
ϕ ein

Homöomorphismus ist, der qi festhält.

Man definiere nun:

µ(i)
ϕ : ψi(Wi) −→ C

z 7−→ (ψi ◦ ϕ ◦ (ψi|Wi
)−1)z

(ψi ◦ ϕ ◦ (ψi|Wi
)−1)z

Definiere weiter für t ∈ C mit |t| ≤ 1, ci :=dist(0, δ(ψi(Wi))) wobei δ(ψi(Wi)) der Rand
von ψi(Wi) sei:

µ(i,t) : ψi(Wi) −→ C

z 7−→ (1− tξ(
∣∣∣∣ zci
∣∣∣∣2)) · µ(i)

ϕ (z)

Definiere nun für q ∈ T \ {q1, q2}, t ∈ C mit |t| ≤ 1:

µ
(t)
ϕ :=

{
(µ(i,t) ◦ ψi)(q) für q ∈Wi \ {qi}

µϕ(q) sonst

Damit gilt: µ(0)
ϕ = µϕ und es gibt für q1, q2 Umgebungen auf denen gilt: µ(1)

ϕ = 0.
Da µ(t)

ϕ diffbar ist, existiert nach [nag, Seite 37,34] auf T \ {q1, q2} zu µ(t)
ϕ ein quasikonfor-

mer Diffeomorphismus ϕt s.d. : µ(t)
ϕ = ϕtz

ϕtz
.

Nach [nag, Seite 38] kann man die ϕt so wählen, daß die Abbildung t 7→ ϕt holomorph ist.
Nach [nag, Seite 32] gibt es eine biholomorphe Funktion f : T 7−→ T s.d. gilt: f ◦ ϕ0 = ϕ
Da nun offenbar die Abbildung t 7→ f ◦ ϕt stetig ist, ist ϕ isotop zu f ◦ ϕ1, also zu einer
Abbildung, die in einer Umgebung von {q1, q2} holomorph und nach 1.4.1 stetig auf T fort-
setzbar ist. Damit ist f ◦ ϕ1 holomorph auf {q1, q2} fortsetzbar.
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Lemma 1.4.3 Es gibt ϕ ∈ Diffq.c.(T ) mit ϕ(q1) = q2 und ϕ(q2) = q1 mit q1, q2 ∈ T .

Beweis:
Es gilt: T ∼=S1 × S1 , q1 6= q2 mit qj = (eiψ

1
j , eiψ

2
j ) , ψij ∈ R . Nun gibt es folgende Spiege-

lungen auf T

S1 : S1 × S1 −→ S1 × S1

(eiη
1
, eiη

2
) 7−→ (ei(−(η1−ψ1

1+ψ1
2

2 )+
ψ1
1+ψ1

2
2 ), eiη

2
)

S2 : S1 × S1 −→ S1 × S1

(eiη
1
, eiη

2
) 7−→ (eiη

1
, ei(−(η2−ψ2

1+ψ2
2

2 )+
ψ2
1+ψ2

2
2 ))

Die Abbildung S1◦S2 ist orientierungserhaltend und differenzierbar und erfüllt: S1 ◦ S2(q1) = q2
, S1 ◦ S2(q2) = q1

Satz 1.4.4 Es gilt: Folgende kurze exakte Sequenz spaltet:

1 −→ Π0Fix(q1, q2) −→ M(T \ {q1, q2}) −→←− < ϕ >−→ 1

wobei < ϕ > die von ϕ aus 1.4.3 erzeugte Untergruppe von M(T \ {q1, q2}) (diese hat
Ordnung 2) sei und die Abbildung M(T \ {q1, q2})→< ϕ > wie folgt definiert sei: A ∈
M(T \ {q1, q2}) werde auf id abgebildet, falls A(q1) = q1 , A(q2) = q2 ; im Fall A(q1) = q2
, A(q2) = q1 auf ϕ. Dies sind die einzigen möglichen Fälle, da A eine Permutation auf
{q1, q2} induziert.

Satz 1.4.5 M(T \ {q1, q2}) besitzt genau dann eine p-Kongruenzstruktur, wenn Π0(Fix(q1, q2), id)
eine solche besitzt.

Der Beweis folgt aus 1.4.4 und 1.1.16

Korollar 1.4.6 M(T \ {q1, q2}) besitzt genau dann eine p-Kongruenzstruktur, wenn Aut(F2)
eine p-Kongruenzstruktur besitzt.

Beweis:
Es gilt: Π0Fix(q1, q2)

∼=Aut+(F2) und M(T \ {q1, q2}) besitzt nach 1.4.5 genau dann eine
p-Kongruenzstruktur, wenn Π0Fix(q1, q2) eine p-Kongruenzstruktur besitzt. Ferner besitzt
Aut+(F2) genau dann eine p-Kongruenzstruktur, wenn Aut(F2) eine p-Kongruenzstruktur
besitzt:
Dies gilt, da man 1.1.16 auf folgende kurze exakte Sequenz anwenden kann:
Sei F2 =< a, b > , werde also von a, b erzeugt. Sei nun φa

−1 ∈ Aut(F2) das durch φa
−1

(a) = a−1,
φa

−1
(b) = b eindeutig definierte Element. φa

−1
hat Ordnung 2. Nun spaltet folgende kurze

exakte Sequenz:

1→ Aut+(F2) → Aut(F2) −→←− < φa
−1
>→ 1

wobei < φa
−1
> die kleinste von φa

−1
erzeugte Gruppe sei.

Die Abbildung Aut(F2)→< φa
−1
> sei dabei wie folgt definiert:

A ∈Aut(F2) werde auf φa
−1

abgebildet, falls det(A : F2
F ′2
→ F2

F ′2
) = −1, sonst auf id. Dabei sei

F ′2 die Kommutatorgruppe von F2.
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Kapitel 2

Einbettungen der AutF2 in
p-adische Liegruppen

Zu diesem Kapitel ist zu bemerken, daß erst nach seiner Erstellung der Artikel [kra1, Seite
453] veröffentlicht wurde, in dem mitbewiesen wird, das AutF2 linear ist. Dort wird gezeigt,
daß eine der Buraudarstellung der B4 verwandte Darstellung treu ist. Ob die Buraudarstel-
lung treu ist, ist bisher unklar, wird von mir am Schluß des Kapitels mittels einer Beweisidee
vermutet. In [kra1, Seite 455] wird vermutet, daß sie einen nichttrivialen Kern hat.

2.1 p-adische Liegruppen

Bezeichnung 2.1.1 Sei p prim, Zp die p-adischen Zahlen und Q pder p-adische Körper.

Definition 2.1.2 Eine p-adische Liegruppe ist eine p-adische Mannigfaltigkeit G s.d. G
zusätzlich eine Gruppe ist. Dabei sei zusätzlich die Abbildung

G×G −→ G

(g1, g2) 7−→ g1 ◦ g−1
2

analytisch.

Definition 2.1.3 Eine Q pLiealgebra A ist ein Q pVektorraum mit einer Multiplikation

A×A −→ A

(a, b) 7−→ [a, b]

s.d. für a, b, c ∈ A gilt:
[a, a] = 0, [[a, b], c] + [[b, c], a] + [[c, a], b] = 0.

Definition 2.1.4 Auf dem Tangentialraum TeG einer Liegruppe G im Punkt e definiere
man wie folgt eine Multiplikation:
[a, b] := ada(b) mit a, b ∈ TeG,wobei ad:Te × Te −→ Te die Ableitung der Abbildung

Ad : G −→ Aut(TeG)
g 7−→ d kg

mit kg(h) := ghg−1 für h ∈ G sei.
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Satz 2.1.5 TeG versehen mit obiger Multiplikation ist eine Liealgebra. Man bezeichnet sie
als die der Liegruppe G zugehörige Liealgebra.
Beweis siehe [bur, Seite 252 , Proposition 44 Seite 266].

Satz 2.1.6 Sei G eine p-adische Liegruppe mit zugehöriger p-adischer Liealgebra L. Dann
gibt es eine offene Umgebung V der 0 in L und eine Abbildung:
exp : V −→ G mit folgenden Eigenschaften:

(i) exp ist ein Homöomorphismus auf sein Bild.

(ii) exp ist analytisch.

(iii) Seien λ ∈ Z und x ∈ V s.d. auch λx ∈ V , dann gilt: exp(λx) =exp(x)λ

Beweis siehe [bur, Seite 284]

Satz 2.1.7 Sei G eine p-adische Liegruppe mit zugehöriger p-adischer Liealgebra L.
Sei Gp := {g ∈ G|

∧
e ∈ N ⊂

offen
G
∨
n ∈ N : gn ∈ N},

dann gibt es eine Abbildung log : Gp −→ L mit folgenden Eigenschaften:

(i) log |exp(V ) −→ L ist die Umkehrabbildung von exp:V −→ G.

(ii) log ist analytisch.

Beweis siehe [bur, Seite 333], daß exp(V ) ⊂ Gp folgt aus der Definition von V .

Bemerkung 2.1.8 Sei g ∈ G mit gn = e für ein n ∈ N , dann gilt: log(g) = 0.

Satz 2.1.9 Sei G eine p-adische Liegruppe mit zugehöriger p-adischer Liealgebra L.
Sei ferner A ein stetiger Liegruppenautomorphismus, dann gibt es einen Liealgebrenauto-
morphismus A s.d. folgendes Diagramm kommutiert:

Gp
-
Gp

A

?

log

L
?

log

L
-

A

Beweis siehe [bur, Seite 254]

Lemma 2.1.10 Sei G ⊂ Gln( Zp) eine endlich erzeugte p-adische Liegruppe, dann gilt:
Gp = G

Beweis:
Da G ⊂ Gln( Zp) und endlich erzeugt ist, besitzt G eine p-Kongruenzstruktur {Ni}i∈ N .
Siehe z.B. [dix, Seite 194 Theorem 9.34]. Nun ergibt sich aus G ⊆ lim←

i ∈ N

G
Ni

, daß Gp = G

nach Definition der p-Kongruenzstruktur, denn die {Ni}i∈ N bilden eine Umgebungsbasis
von {e}, d.h. jede offene Umgebung von e enthält alle {Ni} bis auf endlich viele.

Lemma 2.1.11 Existiert nun für G = Gp ein injektiver Logarithmus, dann ist die Abbil-
dung

AutG −→ AutL
A 7−→ A

eine bijektive Abbildung.
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2.2 Eine ∞-dim Darstellung von AutF2

Einleitung:

In [pla] werden alle irreduziblen Darstellungen von Aut(F2) in die GLn(F ) mit n ≤ 4,F
beliebiger Körper untersucht. Dabei stellt sich heraus,daß keine dieser Darstellungen treu
ist,da das Bild von F2 unter diesen Darstellungen immer auflösbar ist.

Für n = 6 gibt es eine Darstellung,bei der das Bild von F2 nicht auflösbar ist. Diese rührt
nach [for] von der Buraudarstellung der 4-ten Braidgruppe her.Ob diese Darstellung treu ist,
ist nach [long] und nach [big] und [kra1] unbekannt. In [kra1] wird mittels einer der Burau
verwandten Darstellung bewiesen, daß AutF2 linear ist.

In [pro] wird gezeigt,daß es für Aut(Fn) für n ≥ 3 keine treue Darstellung geben kann.
Die Frage,ob es eine treue Darstellung der Aut(F2) geben kann, ist offen.

Im folgenden werden Darstellungen (vgl. [lus]) für n ∈ N , p ∈ N prim: dn : Aut(F2) −→
Glmn( Q p), mit {mn}{n∈ N } streng monoton steigende Folge mit Werten in N , konstru-
iert, für die gilt:

1→ Kn → Aut(F2)→ Glmn( Q p)

mit Kn1 ⊃ Kn2 für n1 ≤ n2 und
⋂

n∈ N
Kn = id

Für die folgende Konstruktionen vergl: [dix, Seite 212 ff]

Definition 2.2.1 Sei Â die von A,B erzeugte freie Q p-Algebra mit neutralem Multiplika-
tionselement I. Die Monome I,A,B,AA,AB,BA,BB,AAB, .. in Â bilden eine Q p-Basis

von Â, insbesondere hat ein Element C ∈ Â folgende Gestalt: C =
∑

∼
C Monom

c∼
C

∼
C mit c∼

C
∈ Q p

und nur endlich viele c∼
C

seien von Null verschieden.

Sei C ∈ Â, dann definiere man den Betrag von C wie folgt:
|C|p := max{

∣∣q∼
C

∣∣
p
| C =

∑
q∼
C

∼
C mit

∼
Cdurchläuft die Monome vonA}

Für diesen Betrag gilt mit C,D ∈ Â : |C +D|p ≤ max{|C|p , |D|p}

Man definiere nun auf Â ein Produkt [ , ] wie folgt:

Â× Â −→ Â

(C1, C2) 7−→ [C1, C2] := C1C2 − C2C1

Â versehen mit diesem Produkt ist eine Q p Liealgebra.
Die von {A,B} erzeugte Q p Unterliealgebra L̂ von Â ist die freie, von {A,B} erzeugte
Liealgebra. (siehe [bur, Seite 158])
Sei nun Â die Menge von Äquivalenzklassen von Cauchyfolgen mit Folgengliedern aus Â,
wobei 2 Cauchyfolgen äquivalent seien, wenn deren Differenz eine Nullfolge ist.
Â liegt dicht in Â, wobei man C ∈ Â mit der Äquivalenzklasse der Folge (C,C, ..) identifiziert.
Man kann nun Â zu einer Q p Algebra machen, indem die Algebraoperationen auf die
Cauchyfolgen fortsetzt.
Entsprechend ist das Produkt [ , ] auf Â fortsetzbar und macht Â zu einer Q p Liealgebra.
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Bezeichnung 2.2.2 Sei L̂ die Q p Lieunteralgebra von Â, die den Abschluß von L̂ in Â
bildet.

Sei nun L̂
(i)

:=< {[[[C1, C2], C3]..Ci]|Cj ∈ {A,B}, j ∈ {1, .., i}} > mit i ∈ N
und sei L̂p := {C ∈ L̂| |C|p < 1}.

Definition 2.2.3 Man definiere nun die Funktionen:

exp : L̂p −→ I + L̂p ⊂ Â

C 7−→
∞∑
i=0

1
i!
Ci

log : I + L̂p ⊂ Â −→ L̂p

I + C 7−→
∞∑
i=1

(−1)i+1

i
Ci

Nun kann man die Campbell-Hausdorffreihe (vergl. [bur, Seite 161]) wie folgt definieren:

H : L̂p × L̂p −→ L̂p

(w1, w2) 7−→ log(exp(w1)exp(w2))

Lemma 2.2.4 Nach [bur, Seite 161] hat H folgende Gestalt:

H(C1, C2) = C1 + C2 +
1
2
[C1, C2] +

1
12

[[C1, C2], C2]−
1
12

[[C1, C2], C1]

+
1
24

[[[C1, C2], C1], C2] +
∞∑
i=5

∑
C∈L̂

(i)

aCC

mit aC ∈ Q p

Bezeichnung 2.2.5 Für C1, C2 ∈ L̂p schreibe man statt H(C1, C2): C1 H C2

Beobachtung 2.2.6 Nach [helm] kann man die Koeffizienten der Hausdorffreihe iterativ
berechnen.
Es gilt z.B: a[[log(d(ϕa)), log(d(ϕb))], .., log(d(ϕb))︸ ︷︷ ︸

2l+1

] = 0 für l ≥ 1.

Satz 2.2.7 L̂p versehen mit der Verknüpfung H bildet nach [bur, Seite 158] eine Grup-

pe. Das neutrale Element ist die Null, das Inverse Element von C ∈ L̂p ist −C. Die von
{pA, pB} erzeugte Untergruppe ist nach [bur, Seite 158] die von zwei Elementen erzeugte
freie Gruppe F2.

Definition 2.2.8 Definition einiger Elemente von Aut(F2): Sei F2 von {a, b} erzeugt und
sei F (j)

2 für j ∈ N die von {pjA, pjB} ⊂ L̂ mit der Multiplikation H erzeugte freie
Gruppe. Dann ist jede Abbildung: φ : {a, b} → F2 zu einem Gruppenhomomorphismus von
F2 fortsetzbar. φ ist genau dann ein Automorphismus, falls F2 von {φ(a), φ(b)} erzeugt wird.
Für jede der Abbildungen: φ(j) : {pjA, pjB} → F

(j)
2 gilt das entsprechende. Seien nun Al, (Al)(j),

Ar, (Ar)(j), Bl, (Bl)(j), Br, (Br)(j), φba, (φ
b
a)

(j), φa
−1
, (φa

−1
)(j) φb

−1
, (φb

−1
)(j), ϕa, (ϕa)(j)ϕb, (ϕb)(j) ∈

Aut(F2) bzw. Aut(F (j)
2 ) wie folgt durch ihre Einschränkung auf {a, b} bzw. {pjA, pjB} defi-

niert:
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Al : {a, b} −→ F2 (Al)(j) : {pjA, pjB} −→ F
(j)
2

a 7−→ a pjA 7−→ pjA
b 7−→ ab pjB 7−→ pjA H pjB

Ar : {a, b} −→ F2 (Ar)(j) : {pjA, pjB} −→ F
(j)
2

a 7−→ a pjA 7−→ pjA
b 7−→ ba pjB 7−→ pjB H pjA

Bl : {a, b} −→ F2 (Bl)(j) : {pjA, pjB} −→ F
(j)
2

a 7−→ ba pjA 7−→ pjB H pjA
b 7−→ b pjB 7−→ pjB

Br : {a, b} −→ F2 (Br)(j) : {pjA, pjB} −→ F
(j)
2

a 7−→ ab pjA 7−→ pjA H pjB
b 7−→ b pjB 7−→ pjB

φba : {a, b} −→ F2 (φba)
(j) : {pjA, pjB} −→ F

(j)
2

a 7−→ b pjA 7−→ pjB
b 7−→ a pjB 7−→ pjA

φa
−1

: {a, b} −→ F2 (φa
−1

)(j) : {pjA, pjB} −→ F
(j)
2

a 7−→ a−1 pjA 7−→ −pjA
b 7−→ b pjB 7−→ pjB

φb
−1

: {a, b} −→ F2 (φb
−1

)(j) : {pjA, pjB} −→ F
(j)
2

a 7−→ a pjA 7−→ pjA
b 7−→ b−1 pjB 7−→ −pjB

ϕa : {a, b} −→ F2 (ϕa)(j) : {pjA, pjB} −→ F
(j)
2

a 7−→ a pjA 7−→ pjA
b 7−→ aba−1 pjB 7−→ pjA H pjB H − pjA

ϕb : {a, b} −→ F2 (ϕb)(j) : {pjA, pjB} −→ F
(j)
2

a 7−→ bab−1 pjA 7−→ pjB H pjA H − pjB
b 7−→ b pjB 7−→ pjB

Nach [lyn, Seite 23] wird Aut(F2) von Al, Ar, φba erzeugt. Die inneren Automorphismen
Inn(F2) werden von ϕa, ϕb erzeugt.

Lemma 2.2.9 Für ϕ ∈Aut(F (j)
2 ), C ∈< pjA, pjB > gilt: |ϕ(C)|p = |C|p.

Beweis:
Man betrachte zunächst die Abbildung
A+ : < pjA, pjB > −→ L̂

w(A,B) 7−→ w(A,A+B)
wobei w(A,B) ein Wort in A,B bezeichnet. A+ ersetzt also in einem Wort w(A,B) den
Buchstaben B durch A + B. Sei B eine aus Monomen der Gestalt [[C1, C2], .., Cn], n ∈
N , Ci ∈ {A,B} mit i ∈ {1, .., n} bestehende Basis von L̂.

Nun gilt für W ∈ L̂ mit W =
∑
C∈B

aCC : |C|p = max{|aC|p |C ∈ B}

Für C ∈ B ist nach Definition von A+

A+(C) =
∑
∼
C∈B

aC
∼
C

∼
C. mit aC

∼
C
∈ Z .

Damit gilt: |A+(W )|p =

∣∣∣∣∣∣∣
∑
C∈B

aC(
∑
∼
C∈B

aC
∼
C

∼
C)

∣∣∣∣∣∣∣
p

≤ max{|aC|p |C ∈ B} = |W |p.

Nun gilt für W ∈< pjA, pjB >, w 6= 0 :
(Ar)(j)(W ) = A+(W ) + pR(W ) mit |R(W )|p ≤ |A+(W )|p.
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Insbesondere gilt nun:
∣∣(Ar)(j)(W )

∣∣
p
≤ |W |p.

Für die anderen oben aufgeführten Gruppenautomorphismen zeigt man die Ungleichung ent-
sprechend. Da nun alle Elemente von Aut(F (j)

2 ) durch diese Automorphismen erzeugt wer-
den, gilt für ϕ ∈Aut(F (j)

2 ), C ∈< pjA, pjB > : |ϕ(C)|p ≤ |C|p.
Die Gleichheit folgt nun aus der Invertierbarkeit der Gruppenautomorphismen.

Satz 2.2.10 Die in 2.2.8 definierten Gruppenautomorphismen induzieren auf L̂ Liealge-
brenautomorphismen, indem man F2 =< pA, pB > als Teilmenge von L̂ auffaßt.
Nun kann man die Automorphismen von F2 auf L̂ so fortsetzten, daß die Fortsetzungen
Liealgebrenautomorphismen von L̂ sind.

Beweis:
L̂ wird durch {A,B} dicht erzeugt. Ein Lieagebrenautomorphismus A ist also durch die Bil-
der A(A), A(B) eindeutig bestimmt. Da L̂ die Vervollständigung einer freien Liealgebra ist,
kann man jede Abbildung: {pA, pB} → L̂ auf einen Liealgebrenhomomorphismus L̂ → L̂
fortsetzen. Falls diese Abbildung eine Isometrie ist, kann man sie zu einem isometrischen
Liealgebrenhomomorphismus L̂ → L̂ fortsetzen. Dieser ist ein Liealgebrenautomorphismus,
wenn er eine Inverse besitzt. Man definiere nun:

∼
A
l

: L̂ −→ L̂

A 7−→ A

B 7−→ 1
p
(pA H pB)

∼
A
l,−1

: L̂ −→ L̂

A 7−→ A

B 7−→ 1
p
(−pA H pB)

Nun ist nach Definition
∼
A
l

|{pA,pB} = (Al)(1)|{pA,pB}. (Al)(1) :< pA, pB >→ L̂ ist eine

Isometrie, und kann, da < pA, pB > dicht in L̂ liegt, zu einer isometrischen Selbstabbil-

dung von L̂ fortgesetzt werden. Dadurch ist insbesondere
∼
A
l

isometrisch und kann infolge-
dessen zu einem isometrischen Liealgebrenhomomorphismus Al : L̂→ L̂ fortgesetzt werden.
∼
A
l,−1

kann entsprechend zu einem Liealgebrenhomomorphismus A
l,−1

fortgesetzt werden.
Nun gilt: A

l ◦Al,−1
= A

l,−1 ◦Al = id, da diese Gleichungen bereits auf der dichten Teilmen-
ge < pA, pB > gelten. Damit ist Al ein Liealgebrenautomorphismus von L̂.
Die Liealgebrenautomorphismen Ar, Bl, Br, φba, φa

−1 , φb−1 , ϕa, ϕb definiert man entsprechend.

Definition 2.2.11 Sei n ∈ N ,dann definiere:

L̂
(n)

:= {[[[C1, C2], .., Cn]︸ ︷︷ ︸
n-mal

|Ci ∈ L̂ für i ∈ {1, .., n}}

Lemma 2.2.12 L̂(n) ist ein Ideal der Liealgebra L̂, das bzgl. AutL̂ charakteristisch ist.
Beweis siehe [bur, Seite 5]

Lemma 2.2.13 Die Abbildung

d : AutF2 −→ Aut
L̂

L̂
(n)
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C 7−→ Cn :
L̂

L̂
(n)
7→ L̂

L̂
(n)

wobei Cn der durch C induzierte Liealgebrenautomorphismus von L̂

L̂
(n) sei, ist eine endlich-

dimensionale Darstellung.

Beweis:
Die Menge {[[[C1, C2], .., Cm]|Ci ∈ {A,B} mit m ∈ N 0} ist ein
Q p-Vektorraumerzeugendensystem von L̂.

Damit ist L̂

L̂
(n) ein endlichdimensionaler Q p-Vektorraum.

Beispiel 2.2.14 Das Beispiel L̂

L̂
(4) :

L̂

L̂
(4) hat als Q p-Vektorraum folgende Basis: {A,B, [A,B], [[A,B], A], [[B,A], B]}.

Es gilt mit:
pA H pB = pA+ pB + 1

2 [pA, pB]− 1
12 [[pA, pB], pA]− 1

12 [[pB, pA], pB]:
d(Al)(A) = A,
d(Al)(B) = 1

p (pA H pB) = A+B + p
2 [A,B]− p2

12 [[A,B], A]− p2

12 [[B,A], B]
Wegen d(Al)([A,B]) = [d(Al)(A), d(Al)(B)],
d(Al)([[A,B], A]) = [[d(Al)(A), d(Al)(B)], d(Al)(A)],
d(Al)([[B,A], B]) = [[d(Al)(B), d(Al)(A)], d(Al)(B)]
kennt man nun die Bilder der Basis unter d(Al) und kann damit d(Al) folgende Matrix
zuordnen:

d(Al) =̂


1 1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 1

2p 1 0 0
0 − 1

12p
2 − 1

2p 1 −1
0 − 1

12p
2 0 0 1


Für d(Ar) ergibt sich:
d(Ar)(A) = A

d(Ar)(B) = 1
p (pB H pA) = B +A− p

2 [A,B]− p2

12 [[A,B], A]− p2

12 [[B,A], B].
Damit kann man d(Ar) folgende Matrix zuordnen:

d(Ar) =̂


1 1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 − 1

2p 1 0 0
0 − 1

12p
2 1

2p 1 −1
0 − 1

12p
2 0 0 1


Für d(Br) ergibt sich mit d(Br)(B) = B, d(Br)(A) = 1

p (pA H pB)

d(Br) =̂


1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
1
2p 0 1 0 0
− 1

12p
2 0 0 1 0

− 1
12p

2 0 − 1
2p −1 1
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Für d(Bl) ergibt sich mit d(Bl)(B) = B, d(Bl)(A) = 1
p (pB H pA)

d(Bl) =̂


1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
− 1

2p 0 1 0 0
− 1

12p
2 0 0 1 0

− 1
12p

2 0 1
2p −1 1


Für d(φba), d(φ

a−1
), d(φb

−1
) ergibt sich:

d(φab ) =̂


0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0



d(φa
−1

) =̂


−1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 −1



d(φb
−1

) =̂


1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 1


Für d(ϕa) ergibt sich:
d(ϕa)(A) = A
d(ϕa)(B) = 1

p (pA H pB H − pA)
= 1

p (pA H (pB − pA+ 1
2 [pA, pB] + 1

12 [[pB, pA], pB]− 1
12 [[pA, pB], pA]))

= B + p
2 [A,B] + p2

12 [[B,A], B]− p2

12 [[A,B], A] + p
2 [A,B]

−p
2

4 [[A,B], A]− p2

12 [[A,B], A]− p2

12 [[B,A], B]− p2

12 [[A,B], A]
= B + p[A,B]− p2

2 [[A,B], A]
Damit hat d(ϕa) folgende Matrixdarstellung:

d(ϕa) =̂


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 p 1 0 0
0 − 1

2p
2 −p 1 0

0 0 0 0 1


Für d(ϕb) ergibt sich:
d(ϕb)(B) = B
d(ϕb)(A) = 1

p (pB H pA H − pB)
= 1

p (pB H (pA− pB − 1
2 [pA, pB] + 1

12 [[pA, pB], pA]− 1
12 [[pB, pA], pB]))

= A− p
2 [A,B] + p2

12 [[A,B], A]− p2

12 [[B,A], B]− p
2 [A,B]

−p
2

4 [[B,A], B]− p2

12 [[B,A], B]− p2

12 [[A,B], A]− p2

12 [[B,A], B]
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= A− p[A,B]− p2

2 [[B,A], B]
Damit hat d(ϕb) folgende Matrixdarstellung:

d(ϕb) =̂


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
−p 0 1 0 0
0 0 0 1 0
− 1

2p
2 0 p 0 1
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2.3 Der Fall Inn(F2) ⊂ I + M1

Definition 2.3.1 Mj := {M ∈ Mn( Q n)| |Mik|p ≤
1
pj , i, k ≤ n} mit j ∈ Z , n ∈ N

Lemma 2.3.2 Die Bezeichnungen in diesem Lemma seien wie in 2.2.8.
Sei d :Aut(F2) −→ GLn( Q p) eine Darstellung.
Dann gilt: log(d(Aut(F2))) ⊆Mn( Q p)
Gelte nun : d(Aut(F2)) ⊆M0,

L := log(d(Inn(F2))) ⊆M1

(i) Dann wird L erzeugt von {log(d(ϕa)), log(d(ϕb))}

(ii) Es gibt eine stetige Projektion q : L̂ −→ L mit q : L̂j −→ Lj
wobei L̂j := {A ∈ L̂| |A|p ≤

1
pj }, Lj := L ∩Mj , j ∈ Z .

(iii) d(Aut(F2)) operiert isometrisch auf L durch Konjugation.

(iv) Sei |log(d(ϕa))|p = 1
pja , |log(d(ϕb))|p = 1

pjb
mit ja, jb ∈ N , dann gilt: ja = jb.

Sei j := ja. Die durch Aut(F (j)
2 ) induzierten Elemente von Aut(L̂) operieren isome-

trisch.

(v) Sei C ∈ Aut(F (j)
2 ) , C : L̂ −→ L̂ der durch C auf L̂ induzierte Liealgebrenautomor-

phismus, CL der durch Konjugation von d(C) auf L induzierte Liealgebrenautomor-
phismus.
Dann kommutiert folgendes Diagramm:

L̂
-
L̂

C

?

q

L
?

q

L
-

CL

(vi) Sei Â der durch

A+ : L̂|{A,B} −→ L̂

A −→ A

B −→ A+B

induzierte Liealgebrenautomorphismus, dann kommutiert für i ∈ N :

L̂i
L̂i+1

- L̂i
L̂i+1

A+

?

q

Li
Li+1

?

q

Li
Li+1

-
ArL

Beweis:
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(i) Zunächst werde gezeigt: log(d(Inn(F2))) ⊂ < log(d(ϕa)), log(d(ϕb)) >
Da Inn(F2) von {ϕa, ϕb} erzeugt wird, kann man dies mittels der Länge der Worte in
Inn(F2) zeigen:
Induktionsanfang: {log(d(ϕa)), log(d(ϕb))} ⊂ < log(d(ϕa)), log(d(ϕb)) >
Induktionsschritt: Seien ϕ,ϕ1, ϕ2 ∈Inn(F2) mit ϕ = ϕ1 ◦ ϕ2, wobei ϕ1, ϕ2 kürzere
Wortlänge haben als ϕ. Insbesondere gilt nach Induktionsvorraussetzung: {log(d(ϕ1)), log(d(ϕ2))}
⊂ < log(d(ϕa)), log(d(ϕb)) >
⇒ log(d(ϕ)) = log(d(ϕ1) ◦ d(ϕ2))
= log(d(ϕ1)) H log(d(ϕ2)) ⊂ < log(d(ϕa)), log(d(ϕb)) >,
da < log(d(ϕa)), log(d(ϕb)) > bezüglich der Multiplikation H abgeschlossen ist.
⇒ < log(d(Inn(F2))) > ⊂ < log(d(ϕa)), log(d(ϕb)) >

(ii) Werde L̂ von {A,B} erzeugt, dann ist der Liealgebrenhomomorphismus q : L̂ −→ L

nach [bur, Seite 124 f] durch q(A) = log(d(ϕa))
|log(d(ϕa))|p

und q(B) = log(d(ϕb))
|log(d(ϕb))|p

,
(falls d(ϕa) 6= I bzw. d(ϕb) 6= I, ansonsten setze man q(A) = 0 bzw. q(B) = 0) ein-
deutig, wohldefiniert, stetig und nach (i) surjektiv.
Noch zu zeigen: q : L̂i → Li.
Wegen L̂i = piL̂0 , Li = piL0 genügt es zu zeigen: q : L̂0 → L0.
Zunächst werde gezeigt: |q([[C1, C2], .., Cm])|p ≤ |[[C1, C2], .., Cm]|p mit m ∈ N ,
Ci ∈ {A,B} für i ∈ {1, .., n}.
Für m = 1 ergibt sich: |q(A)|p ≤ 1 = |A|p , |q(B)|p ≤ 1 = |B|p.
Sei nun schon gezeigt: |q([[C1, C2], .., Ck])|p ≤ |[[C1, C2], .., Ck]|p für k ∈ {1, ..,m− 1}.
Nun gilt für [[[C1, C2], .., Cm−1], Cm] :

max
i,j∈{1,..,n}

|q([[C1, C2], .., Ck])ij |p ≤ 1, für k ∈ {1, ..,m− 1}.

Damit gilt: |q([[[C1, C2], .., Cm−1], Cm])|p
= max
i,j∈{1,..,n}

∣∣∣∣ n∑
k=1

q([[C1, C2], .., Cm−1])ikq(Cm)kj − q(Cm)ikq([[C1, C2], .., Cm−1])kj

∣∣∣∣
p

≤

max
i,j∈{1,..,n}

|q([[C1, C2], .., Cm−1])ij |p max
i,j∈{1,..,n}

|q(Cm)ij |p
= |q([[C1, C2], .., Cm−1])|p |q(Cm)|p ≤ 1

Definiere nun B := {[[C1, C2], .., Cn]|n ∈ N , Ci ∈ {A,B} mit i ∈ {1, .., n}}
Sei nun w ∈ L̂0. Dann hat w die Gestalt w =

∑
v∈B

avv mit |av|p ≥
1
pj für j ∈ Z fest

nur für endlich viele v ∈ B.
Sei L̂(m) = {[[C1, C2], .., Cm]|Ci ∈ L̂ mit i ∈ {1, ..,m}} für m ∈ N und wm :=∑
v∈B∩L̂(m)

avv. Dann bildet {w − wm}m∈ N eine Cauchyfolge. Daher bildet {q(w −

wm)}m∈ N ebenfalls eine Cauchyfolge mit |q(w − wm)|p ≤ 1, die wegen der Vollständig-
keit von Q p in L konvergiert und wegen der Stetigkeit von q gegen q(w) konvergiert.
Damit gilt:|q(w)|p ≤ 1.

(iii) Nach Vorraussetzung gilt für C ∈Aut(F2): |C|p ≤ 1,
∣∣C−1

∣∣
p
≤ 1.

Insbesondere gilt: max
i,j∈{1,..,n}

|d(C)ij |p ≤ 1, max
i,j∈{1,..,n}

∣∣d(C−1)ij
∣∣
p
≤ 1.

Für ϕ ∈ L folgt daraus:∣∣d(C)ϕd(C−1)
∣∣
p
≤ |ϕ|p.

Da das Konjugieren mit d(C) ein Isomorphismus ist, muß Gleichheit gelten.

(iv) Folgt aus 2.2.8 und 2.2.9
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(v) Es genügt zu zeigen:

{A,B} -
L̂

C

?

q

L
?

q

{q(A), q(B)} -
CL

Man betrachte nur den Fall j <∞, denn im Fall j =∞ ist L = 0.
Nun gilt für (Ar)(j): (Ar)(j)(A) = A,
(Ar)(j)(B) = 1

|log(d(ϕb))|p
(|log(d(ϕb))|pB H |log(d(ϕa))|pA)

Für ArL gilt:
ArL( log(d(ϕa))

|log d(ϕa)|p
) = d(Ar) log(d(ϕa))

|log d(ϕa)|p
d(Ar)−1 = log(d(Ar)ϕad(A

r)−1))
|log(d(ϕa))|p

= log(d(ϕa))
|log(d(ϕa))|p

ArL( log(d(ϕb))
|log d(ϕb)|p

) = d(Ar) log(d(ϕb))
|log d(ϕb)|p

d(Ar)−1 = log(d(Ar))ϕbd(A
r)−1)

|log(d(ϕb))|p
= log(d(ϕbϕa))

|log(d(ϕb))|p
= log(d(ϕb)∗d(ϕa))

|log(d(ϕb))|p

=
|log(d(ϕb))|pB H |log(d(ϕa))|pA

|log(d(ϕb))|p
Für die Abbildungen (Al)(j), (Br)(j), (Bl)(j), (φba)

(j), (φa
−1

)(j), (φb
−1

)(j) zeigt man die
Kommutativität entsprechend.
Da diese Abbildungen Aut(F2) erzeugen, folgt die Kommutativität für alle C ∈Aut(F2).

(vi) folgt aus (v).

Lemma 2.3.3 Sei d :Aut(F2)→ Gln( Q p) eine Einbettung wie in 2.3.2.
Dann gibt es ein m0 ∈ N s.d. ((ArL)− I)m0 : Li → Li+1 für i ∈ Z .
Ferner gilt für p > d, wobei d die Größe des größten Jordankästchens von ArL sei: Es gibt
m ∈ N s.d. [. . . [q(A), q(B)], .., q(B)]︸ ︷︷ ︸

m−mal

= 0.

Daraus folgt dann, daß d(ϕa) und damit auch d(ϕb) nicht diagonalisierbar ist.

Beweis:
Man betrachte zunächst die Abbildung (Ar)(j) − I : L̂→ L̂ mit |log(A)|p = p−j.
Diese hat die Gestalt A+ − I + pjR mit R : L̂i → L̂i für i ∈ N , da (Ar)(j)(A) =
1
pj (p

jB H pjA).
Für n ∈ N findet man induktiv für w =

∑
C∈{[...[C1,C2],..,Ci]|Ci∈{A,B},i∈ N }

aCC:

((Ar)(j) − I)n(w) = (A+ − I)n(w) + pjRn(w) mit Rn : L̂i → L̂i für i ∈ N Nun gibt es für
l ∈ N nur endlich viele C ∈ {[. . . [C1, C2], .., Ci]|Ci ∈ {A,B}} mit |aC |p > p−l.
Ferner gilt für v = [. . . [C1, C2], .., Cl] mit l ∈ N , Ci ∈ {A,B}: (A+ − I)l−1(v) = 0.
Daher gibt es n ∈ N s.d.: |(A+ − I)n(w)|p < |w|p

⇒
∣∣((Ar)(j) − I)n(w)

∣∣
p
< |w|p

⇒ lim
n→∞

((Ar)(j) − I)n = 0

⇒ lim
n→∞

((ArL)(j) − I)n = 0

Da L endlichdimensional ist gibt es folglich n ∈ N , s.d.
(ArL − I)n : Li+1 → Li für i ∈ Z .

Folglich gilt für jeden Eigenwert a von (ArL − I): lim
n→∞

an = 0 d.h. a = pra0 mit |a0|p = 1
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und 0 < r ∈ R

Sei nun d die Größe des größten Jordankästchens von ArL (und damit auch von AlL, Br, Bl).
Dann gilt für w ∈ L \ {0} wegen der Gestalt der Eigenwerte:∣∣(ArL − I)d(w)

∣∣
p
< |w|p

Andererseits gilt:

(A+ − I)d([. . . [A,B], .., B]︸ ︷︷ ︸
d+1−mal

) = −d!([. . . [B,A], .., A]︸ ︷︷ ︸
d+1−mal

)

φba([. . . [A,B], .., B]︸ ︷︷ ︸
d+1−mal

) = [. . . [B,A], .., A]︸ ︷︷ ︸
d+1−mal

Wegen der 1.Gleichung gibt es R ∈ L mit |R|p ≤

∣∣∣∣∣∣∣q([. . . [A,B], .., B]︸ ︷︷ ︸
d+1−mal

)

∣∣∣∣∣∣∣
p

s.d:

(ArL − I)d(q([. . . [A,B], .., B]︸ ︷︷ ︸
d+1−mal

)) = −d!(q([. . . [B,A], .., A]︸ ︷︷ ︸
d+1−mal

)) + pR

Aus der zweiten Gleichung kann man folgern:

(φbaL)(q([. . . [A,B], .., B]︸ ︷︷ ︸
d+1−mal

)) = q([[B,A], .., A]︸ ︷︷ ︸
d+1−mal

)

⇒

∣∣∣∣∣∣∣q([[A,B], .., B]︸ ︷︷ ︸
d+1−mal

)

∣∣∣∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣∣∣∣q([[B,A], .., A]︸ ︷︷ ︸
d+1−mal

)

∣∣∣∣∣∣∣
p

Wegen p > d folgt nun: q([[A, B], ..B]︸ ︷︷ ︸
d+1−mal

) = 0

Falls log(d(ϕa)) diagonal ist, Jordannormalform hat und verschiedene Diagonalelemente
hat, folgt aus q([. . . [B,A], .., A]) = 0, daß log(d(ϕb)) dieselbe Kästchenform hat. Insbesondere
kann man d(ϕa) und d(ϕb) simultan diagonalisieren (man beachte, daß log in diesem Fall
injektiv ist.) , was der Freiheit der dadurch erzeugten Gruppe widerspricht.

Bemerkung 2.3.4 Sei die Darstellung d :Aut(F2)→GLn( Q p) so daß die induzierte Dar-
stellung irreduzibel ist und sie erfülle die Vorraussetzungen obigen Lemmas und es gelte
p > 2.
Dann besitzen d(ϕa),d(ϕb) nur Eigenwert 1.
Dies sieht man wie folgt:

Habe z.B. d(ϕab−1) Jordan-Normalform, wobei log(d(ϕab−1)) =
(
A11 0
0 A22

)
sei.

Dabei habe diesem Beispiel d(ϕab−1) zwei verschiedene Kästchen A11, A22 die jeweils alle
Jordankästchen eines Eigenwertes und dessen inversen Eigenwertes enthalten .

Ferner habe log d(ϕb) die Gestalt
(
B11 B12

B12 B22

)
.

Dann ergibt sich aus [[log(d(ϕab−1)), log(d(ϕb))], .., log(d(ϕb))] = 0,
daß gilt: B21 = B12 = 0.
Hieraus ergibt sich, daß die Darstellung der freien Gruppe nicht irreduzibel war. Aus φbaϕab−1φba =
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ϕab−1 , φb
−1
ϕbφ

b−1
= ϕ−1

b und Brϕb = ϕbB
r folgt, daß auch die Darstellung der Aut(F2)

nicht irreduzibel war. Also besteht d(ϕab−1) nur aus Jordankästchen eines einzigen Eigenwer-
tes und dessen Inversen. Da d(ϕa),d(ϕb) zu d(ϕab−1) konjugiert sind, haben diese dieselben
Eigenwerte.
Sei dieser Eigenwert nicht 1:
Seien nun auch die Kästchen von d(ϕab−1) nach Eigenwerten sortiert, dann haben d(ϕb)
und d(ϕa) ebenfalls diese Kästchenform mit eventuell anderer Eigenwertreihenfolge.
(wegen [. . . [log(d(ϕab−1)), log(d(ϕb))], .., log(d(ϕb))] = 0,

[. . . [log(d(ϕab−1)), log(d(ϕa))], .., log(d(ϕa))] = 0).
Nun folgt, daß das erste Kästchen von d(ϕa) aus mehreren Jordankästchen besteht (das sieht
man, da die Determinante nur Werte annehmen kann, die nicht zu einem Jordankästchen
obiger Eigenwerte gehören können) , was der Annahme widerspricht.

Bemerkung 2.3.5 Nach [for] gibt es, falls es eine treue Darstellung d :Aut (F2)→ Gln( C )
gibt, auch eine irreduzible treue Darstellung.

Lemma 2.3.6 Sei Aut(F2) in eine p-adische Liegruppe einbettbar, dann ist log auf Aut(F2)
nicht injektiv, insbesondere gibt es auf log(Aut(F2)) keine Exponentialabbildung.

Beweis: Aut(F2) enthält Elemente endlicher Ordnung.

Lemma 2.3.7 Nach [for] (hier ist bei der letzten Relation ein Druckfehler) und [mag2] hat
Aut(F2) folgende Gestalt:
Aut(F2)={φba, φ−a, Br|1 = (φba)

2 = (φa
−1

)2 = (φa
−1 ◦ φab )4 = (φba ◦ φa

−1 ◦ φbaBr)2 = (Br ◦
φa

−1 ◦ φba)3 = {Br, φa−1 ◦Br ◦ φa−1}}
Sei d : Aut(F2) −→ Gln( Q p) mit n ∈ N eine Darstellung, dann gelten obige Relationen
aus denen man folgende Relationen herleiten kann:
[d(Ar), d(ϕa)] = [d(Al), d(ϕa)] = [d(Ar), d(Al)] = 0,
d(φba) = d(φba)

−1 , d(φa
−1

) = d(φa
−1

)−1 , d(φb
−1

) = d(φb
−1

)−1 ,
d(Al) ◦ d(Ar)−1 = d(ϕa) ,
d(φb

−1
) ◦ d(Al) ◦ d(φb−1

) = d(Ar)−1 ,
d(φba) ◦ d(Al) ◦ d(φba) = d(Bl) ,
d(φba) ◦ d(Ar) ◦ d(φba) = d(Br) ,
d(φba) ◦ d(ϕa) ◦ d(φba) = d(ϕb)

Lemma 2.3.8 Sei d : Aut(F2) −→ Gln( Q p) mit n ∈ N eine Darstellung.
Dann gilt: log(d(ϕa)) = log(d(Al))− log(d(Ar))

Beweis:
Es gilt: Al ◦ (Ar)−1 = ϕa und [(Ar)−1, Al]=0.
Sei nun q so gewählt, daß

∣∣log(d(Al)q)
∣∣
p
< 1, |log(d((Ar))−q)|p < 1,

|log(d(ϕa)q)|p < 1.
Man erhält nun:
log(d(ϕa)) = 1

q log(d(ϕa)q) = 1
q log(d(Al)q ◦ d(Ar)−q) =

1
q log(exp(log(d(Al)q))◦exp(log(d(Ar)−q))) = 1

q (log(d(Al)q) H log(d(Ar)−q)) = 1
q (log(d(Al)q)+

log(d(Ar)−q)) = log(d(Al))− log(d(Ar))

Lemma 2.3.9 Seien C,D ∈ Gln( Q p), dann gilt:

lim
n→∞

1
qpn

(Cqp
n

log(D)C−qp
n

− log(D)) = [log(C), log(D)]
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wobei q so gewählt sei, daß |log(Cq)|p < 1.
Insbesondere gilt: lim

n→∞
Cqp

n

= I

Der Beweis ist klar, da ad die Ableitung von Ad ist.

Korollar 2.3.10

lim
n→∞

1
qpn

(d(Al)qp
n

log(d(ϕb))d(Al)−qp
n

− log(d(ϕb))) = [log(d(Al)), log(d(ϕb))]

lim
n→∞

1
qpn

(d(Ar)qp
n

log(d(ϕb))d(Ar)−qp
n

− log(d(ϕb))) = [log(d(Ar)), log(d(ϕb))]

Wobei man q in der ersten Gleichung wie in obigem Lemma wählen kann. Die zweite Glei-
chung folgt aus: d(φb

−1
)◦d(φa−1

)◦d(Al)◦d(φa−1
)◦d(φb−1

) = d(Ar) und d(φb
−1

)◦d(φa−1
)◦

d(ϕb) ◦ d(φa
−1

) ◦ d(φb−1
) = d(ϕb)

Korollar 2.3.11 [log(d(ϕa)), log(d(ϕb))] = [log(d(Al)), log(d(ϕb))]−[log(d(Ar)), log(d(ϕb))]
= lim
n→∞

(d(Al)qp
n

log(d(ϕb))d(Al)−qp
n − log(d(ϕb))

−d(Ar)qpn log(d(ϕb))d(Ar)−qp
n

+ log(d(ϕb)))

Satz 2.3.12 Sei d : Aut(F2) −→ Gln( Q p) mit n ∈ N eine Darstellung mit Exponential-
funktion auf log(d(Inn(F2))).
[log(d(Al)), log(d(ϕb))] = log(d(ϕa)) + 1

2 [log(d(ϕa)), log(d(ϕb))]

+ 1
12 [[log(d(ϕa)), log(d(ϕb))], log(d(ϕb))] +

∞∑
l=4

al[[log(d(ϕa)), log(d(ϕb))], .., log(d(ϕb))︸ ︷︷ ︸
l

]

Beweis:
Es gilt: (Al)qp

n ◦ ϕb ◦ (Al)−qp
n

= ϕ(Al)qpn (b) = ϕqp
n

a ◦ ϕb
⇒ d(Al)qp

n ◦ log(d(ϕb)) ◦ d(Al)−qp
n

= log(d(Al)qp
n ◦ d(ϕb) ◦ d(Al)−qp

n

) = log(d(ϕa)qp
n ◦ d(ϕb))

= (qpn log(d(ϕa))) H log(d(ϕb))
⇒ [log(d(Al)), log(d(ϕb))]
= lim
n→∞

1
qpn (d(Al)qp

n

log(d(ϕb))d(Al)−qp
n − log(ϕb))

= lim
n→∞

1
qpn (qpn log(d(ϕa)) H log(d(ϕb))− log(d(ϕb)))

= lim
n→∞

1
qpn (qpn log(d(ϕa) + qpn

2 [log(d(ϕa)), log(d(ϕb))]

+
∞∑
l=3

∑
C∈{[[C1,C2],..,Cl]|Ci∈{qpn log(d(ϕa)),log(d(ϕb))}, i∈{1,..,l}}

aCC)

= log(d(ϕa)) + 1
2 [log(d(ϕa)), log(d(ϕb))] +

∞∑
l=2

al[[log(d(ϕa)), log(d(ϕb))], .., log(d(ϕb))︸ ︷︷ ︸
l

]

Nun gilt nach [bur, Seite 161]: a3 = 0.

Beobachtung 2.3.13 Unter den Vorraussetztungen von Lemma 2.3.3 liefert Konjugation
mit d(φb

−1
) :

[log(d(Ar)), log(d(ϕb))] = log(d(ϕa))− 1
2 [log(d(ϕa)), log(d(ϕb))]

+ 1
12 [[log(d(ϕa)), log(d(ϕb))], log(d(ϕb))] +

∞∑
l=4

(−1)lal[[log(d(ϕa)), log(d(ϕb))], .., log(d(ϕb))︸ ︷︷ ︸
l

]

Damit gilt:
[log(d(ϕa)), log(d(ϕb))] = [log(d(Al)), log(d(ϕb))]− [log(d(Ar)), log(d(ϕb))]

= [log(d(ϕa)), log(d(ϕb))] +
∞∑
l=4

(1− (−1)l)al[[log(d(ϕa)), log(d(ϕb))], .., log(d(ϕb))︸ ︷︷ ︸
l

].
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Sei nun l0 minimal so gewählt, daß für l > l0 gilt: 0 = [[log(d(ϕa)), log(d(ϕb))], .., log(d(ϕb))︸ ︷︷ ︸
2l+1

],

dann sind die [[log(d(ϕa)), log(d(ϕb))], .., log(d(ϕb))︸ ︷︷ ︸
2l+1

] mit l ∈ {1, . . . , l0} linear unabhängig.

Nach obiger Rechnung gilt aber:

0 =
∞∑
l=1

2a2l+1[[log(d(ϕa)), log(d(ϕb))], .., log(d(ϕb))︸ ︷︷ ︸
2l+1

]

Damit gilt: a[[log(d(ϕa)),log(d(ϕb))], .., log(d(ϕb))︸ ︷︷ ︸
2l+1

] = 0 für l ∈ {1, . . . , l0}

Nun sieht man aber am Beispiel 2.2.14, daß man l0 beliebig groß wählen kann. Also gilt:
a[[log(d(ϕa)),log(d(ϕb))], .., log(d(ϕb))︸ ︷︷ ︸

2l+1

] = 0 für l ≥ 1.

Dies kann man auch mittels [helm] berechnen.
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2.4 Der allgemeine Fall

Bezeichnung 2.4.1 Sei d C :Aut(F2)→ Gln( C ) eine injektive Darstellung.
Sei ξ ∈ Gln( C ) so gewählt, daß ξd C (ϕa)ξ−1 Jordan-Normalform hat. Sei

iξ : Gln( C ) −→ Gln( C )
A 7−→ ξAξ−1

der zugehörige innere Automorphismus.
Nun gibt es nach [lub, 207-214] eine Einbettung k : iξ ◦ d C (AutF2) → Gln( Zp) mit p
prim, Zp die p-adischen Zahlen. Diese Abbildung hält die Matrixeinträge aus Z fest. Ins-
besondere hat k ◦ iξ ◦ d C (ϕa) auch Jordan-Normalform, da die Matrixeinträge von ξϕaξ−1

, die 0,1 betragen, festgehalten werden.
Sei Zp( 1

p , ..,
1

pn−1 ) der von { 1
p , ..,

1
pn−1 } erzeugte Zp-Modul.

Für ρ :=


1

p
.
.
pn−1

 gilt: ρ−1 ∈ Zp( 1
p , ..,

1
pn−1 ).

Nun gilt: ρ(k ◦ iξ ◦ d C (ϕa))ρ−1 = D +


0 δ1

. . 0
.

0 . δn−1

0

 für D Diagonalmatrix,

δi ∈ {0, p} mit i ∈ {1, .., n− 1}.
Man definiere nun:

d : AutF2 −→ Gln( Zp(
1
p
, ..,

1
pn−1

))

ϕ 7−→ ρ(k ◦ iξ ◦ d C (ϕ))ρ−1

Lemma 2.4.2 det(d(ϕa)) = det(d(ϕb)) = 1

Beweis:(vergl.)[pla]
Sei φaba ∈AutF2 mit φaba (a) = ab, φaba (ab) = a.
Nun gilt: φaba ◦ ϕa ◦ φaba = ϕab = ϕa ◦ ϕb ⇒ ϕ−1

a ◦ φaba ◦ ϕa ◦ φaba = ϕb
⇒ det(d(ϕb)) = 1.
Wegen ϕa = φba ◦ ϕb ◦ φba folgt: det(d(ϕa)) = 1

Lemma 2.4.3 Seien A,B ∈ Gln( Q p) und habe A die Gestalt: aI +


0 p 0

. .
. .
. p

0 0


mit a ∈ Q p

Wenn B mit A vertauscht, dann hat B = {Bij}i,j∈{1,..,n} folgende Eigenschaften:
bij = 0 für i > j und bi1j1 = bi2j2 für i1 − j1 = i2 − j2.

Das sieht z.B. im Fall n = 3 wie folgt aus:

 b1 b2 b3
0 b1 b2
0 0 b1


Beweis:
Es gilt für i, k ∈ {1, .., n}:

n∑
j=1

aijbjk =
n∑
j=1

bijajk
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⇒
∧

i∈{1,..,n−1},k∈{2,..,n}
abik + pb(i+1)k = abik + pbi(k−1).

Damit ist gezeigt: bi1j1 = bi2j2 für i1 − j1 = i2 − j2 = m mit m ∈ {−n+ 1, .., n− 1}.
Für k = 1 erhält man: abi1 = abi1 + pb(i+1)1 ⇒ b(i+1)1 = 0 für i ∈ {1, .., n− 1}.

Korollar 2.4.4 Es kann keine injektive Darstellung d C geben, s.d. d C (ϕa) nur aus ei-
nem Jordankästchen besteht.

Beweis:
Falls d C (ϕa) nur aus einem Jordankästchen besteht, hat d(ϕa) obige Gestalt.
Nun gilt aber: d(φb

−1
) vertauscht mit d(ϕa).

Damit hat d(φb
−1

) die Gestalt aus obigem Lemma.
Sei also d(φb

−1
) = {φb−1

ij }i,j∈{1,..,n}, dann gilt: φb
−1

i1j1
= φb

−1

i2j2
für i1−j1 = i2−j2 und φb

−1

ij = 0
für i > j.
Andererseits gilt: d(φb

−1
)2 = I. Man erhält:

δik =
n∑
j=1

φb
−1

ij φb
−1

jk =
∑

k≥j≥i
φb

−1

ij φb
−1

jk

Für i = k = 1 ergibt sich: φb
−1

11 φb
−1

11 = 1. Damit gilt: φb
−1

11 ∈ {1,−1}. Aus der Gestalt folgt
nun,da φb

−1

ii = φb
−1

11 für i ∈ {1, .., n}, daß I oder −Idie Diagonale von d(φb
−1

) ist.
Für i = 1, k = 2 ergibt sich: φb

−1

11 φb
−1

12 + φb
−1

12 φb
−1

22 = 0 ⇒ φb
−1

12 = 0.
Sei schon gezeigt: φb

−1

1k = 0 für k ∈ {1, .., k0}, k0 < n, dann gilt:
φb

−1

11 φb
−1

1(k0+1) + φb
−1

1(k0+1)φ
b−1

(k0+1)(k0+1) = 0 ⇒ φb
−1

1(k0+1) = 0.

Induktiv folgt nun: φb
−1

1k = 0 für k ∈ {2, .., n}.
Aus der Gestalt von d(φb

−1
) ergibt sich nun: d(φb

−1
) ∈ {I,−I}.

Damit ist d(φb
−1

) im Zentrum von d(Aut(F2)), aber nicht im Zentrum von Aut(F2).

Lemma 2.4.5 d(ϕa), d(ϕb), d(ϕa)−1, d(ϕb)−1 haben alle dieselbe Jordan-Normalform.
Der Beweis ist klar, da sie zueinander konjugiert sind.

Korollar 2.4.6 Die Anzahl und Größen der Jordankästchen zu den Eigenwerten ε, ε−1 ent-
sprechen einander.

Lemma 2.4.7 Seien A,B ∈ Gln( Zp( 1
p ,

1
p2 , ..,

1
pn−1 )) vertauschbar, s.d.

A die Gestalt


A1

A2 0
.

0 .
An


habe, wobei die Ai zu paarweise verschiedenen Eigenwerten gehörige Jordankästchen seien.

Dann gilt: B hat die Gestalt:


B1

B2 0
.

0 .
Bn


Der Beweis erfolgt durch leichte Rechnung.

Satz 2.4.8 d(ϕa) hat mindestens einen Eigenwert mit zwei verschiedenen Jordankästchen.

Beweis:
Man nehme an, jeder Eigenwert habe nur ein Jordankästchen, habe d(ϕa) nun Jordan-
Normalform mit der Gestalt:
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d(ϕa) =


d(ϕa)1

d(ϕa)2 0
.

0 .
d(ϕa)n


Dabei sei d(ϕa)i das zum i-ten Eigenwert gehörige Kästchen. Dann gilt:

d(φb
−1

) =


d(φb

−1
)1

d(φb
−1

)2 0
.

0 .

d(φb
−1

)n



d(Al) =


d(Al)1

d(Al)2 0
.

0 .
d(Al)n



d((Ar)−1) =


d((Ar)−1)1

d((Ar)−1)2 0
.

0 .
d((Ar)−1)n

.

Daher gilt: d(φb
−1

)i d(ϕa)i d(φb
−1

)i = d(ϕa)i für i ∈ {1, .., n}.
Da die d(ϕa)i für i ∈ {1, .., n} jeweils nur aus einem Jordankästchen bestehen, gilt: d(φb

−1
)i ∈

{I,−I} für i ∈ {1, .., n}
Aus d(φb

−1
)id(Al)id(φb

−1
)i = d((Ar)−1)i für i ∈ {1, .., n} folgt nun:

d(Al) = d(Ar)−1 , womit die Darstellung nicht treu ist.

2.5 Einbettung in die Automorphismengruppe einfacher
C -Liealgebren

Definition 2.5.1 Sei d :Aut(F2) −→ Gln( C ) eine Einbettung. Man definiere nun folgende
abgeschlossenen Lieuntergruppen von Gln( C ): G := d(Aut(F2)) , N := d(Inn(F2)) und die
dazugehörigen Liealgebren: L(G), L(N)

Bemerkung 2.5.2 d(Aut(F2)) operiert diffbar auf N durch Konjugation. Dabei operiert
d(Aut(F2)) auf d(Inn(F2)) genauso, wie Aut(F2) auf F2 operiert.
Die Ableitung ist die Konjugation von d(Aut(F2)) auf L(N). Man kann also F2 mit einer
Topologie versehen, bezüglich der die Elemente von Aut(F2) diffbar sind.

Definition 2.5.3 Das Radikal Rad(L) einer Liealgebra L ist das maximale auflösbare Ideal
von L, also das Ideal, das durch folgende Eigenschaften definiert ist:
Es gibt ein m0 ∈ N s.d. für alle {C1, .., Cm} mit m ≥ m0 und Ci ∈Rad(L) für i ∈ {1, ..,m}
gilt: [[C1, C2], .., Cm] = 0 und Rad(L) ist maximal mit dieser Eigenschaft.

Satz 2.5.4 Gebe es eine Einbettung von Aut(F2) in eine Liegruppe wie in 2.5.1, dann ope-
riert Aut(F2) auch auf L(N)

Rad(L(N))
treu.

Beweis:
Sei nun M EN offen s.d. log : M → L(G) existiert und injektiv ist, also exp : log(M)→M
existiert.
Definiere nun R := exp(log(M) ∩ RadL(N)).
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Beh: REN .
Seien g1, g2 ∈ R. Dann gilt: log(g1g2) = log(exp(log(g1))exp(log(g2)))
= log(g1) H log(g2) ∈ Rad(L(N)) ∩ log(M), da log(M) wegen der Offenheit von M E N
ein abgeschlossenes Ideal von L(N) ist und somit Rad(L(N)) ∩ log(M) auch ein abge-
schlossenes Ideal von L(N) ist, also bzgl. H abgeschlossen ist. Sei g ∈ R, dann gibt es
m ∈ log(M)∩Rad(L(M)) s.d: g = exp(m), also gilt: g−1 = exp(−m) ∈ R. Außerdem gilt:
id = exp(0) ∈ R, also ist R eine Gruppe.
Sei g ∈ R,ϕ ∈ N , dann gilt:
log(ϕgϕ−1) = ϕ log(g)ϕ−1 ∈ Rad(N), da Rad(N) nach [bur, Seite 354] charakteristisch ist.
Andererseits gilt: ϕgϕ−1 ∈M ⇒ log(ϕgϕ−1) ∈Rad(N) ∩ log(M)
⇒ Beh.

Man identifiziere nun Aut(F2) mit seiner Einbettung in die Liegruppe.
Nun gilt: Inn(F2) ∩R ist ein auflösbarer Normalteiler von Inn(F2).
Da Inn(F2) frei ist, muß gelten: Inn(F2) ∩R = id.
Damit gilt: Aut(F2) operiert auf (Inn(F2)∩M)R

R durch Konjugation treu,denn:

(i) (Inn(F2)∩M)R
R

∼= Inn(F2)∩M
Inn(F2)∩R∩M

= Inn(F2) ∩M
E

offen
Inn(F2).

(ii) Inn(F2)∩M ist, da es eine offene Untergruppe ist, eine endliche Indexuntergruppe von
Inn(F2)

(iii) Als nächstes werde gezeigt:
Aut(F2) operiert auf jedem Normalteiler H von F2 endlichen Indexes treu:
Sei ϕ ∈ Aut(F2) , s.d. gelte: ϕ(h) = h für alle h ∈ H
Sei w ∈ F2 und m ∈ N so gewählt, daß wm ∈ H.
⇒ ϕ(wm) = wm

⇒ ϕ(w) = w
⇒ ϕ = id

(i),(ii),(iii)⇒ Aut(F2) operiert auf Inn(F2)∩M treu. Also operiert Aut(F2) auf (Inn(F2)∩M)R
R

und damit insbesondere auch auf L
R treu.

Lemma 2.5.5 Rad(L(G)) ∩ L(N) =Rad(L(N))

Beweis:
Klar ist: Rad(L(N)) ⊇Rad(L(G)) ∩ L(N) , da letzteres ein auflösbares Ideal von L(N) ist.
Da Rad(L(N)) charakteristisches Ideal von L(N) ist und L(N) durch Konjugation von Ele-
menten aus Aut(F2) festgehalten wird, ist Rad(L(N)) ein Ideal von L(G) ([bur, Seite 354])
und offenbar auflösbar. ⇒ Rad(L(N)) ⊆ Rad(L(G)) ∩ L(N)

Korollar 2.5.6 Ist Aut(F2) in die Automorphismengruppe einer Liealgebra wie in 2.5.1
einbettbar, dann gibt es eine einfache Liealgebra I, s.d. ein Normalteiler endlichen Indexes
von Aut(F2) in Aut(I) einbettbar ist.

Beweis:
Aus der Halbeinfachheit von L(G)

Rad(L(G))
und aus L(N) E L(G) folgt nach [hum, Seite 23]:

L(N)

Rad(L(N))
∼= L(N)Rad(L(G))

Rad(L(G))
= I1 + .. + Ij mit j ∈ N wobei Ij E L(N)Rad(L(G))

Rad(L(G))
einfache

abgeschlossene Ideale von L(G)

Rad(L(G))
sind.
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Im Fall j = 1 ist das Korollar bewiesen, also behandle man den Fall j > 1:
Beh: Es gibt einen endlichen Indexnormalteiler U von Aut(F2) s.d. die Darstellung dieses
Normalteilers U →Aut( L(N)

Rad(L(N))
) nicht irreduzibel ist:

Sei ϕ ∈Aut(F2). Dann operiert ϕ auf L(N)

Rad(L(N))
durch Konjugation.

Klarerweise gilt für Ii mit i ∈ {1, .., j}: ϕIiϕ−1 ist auch ein einfaches Ideal. Insbesonde-
re gilt: ϕIiϕ−1 ∩ Ik ∈ {0, Ik} für k ∈ {1, .., j}. Damit induziert ϕ eine Permutation auf
{I1, .., Ij}. Damit hat man einen Gruppenhomorphismus Aut(F2) → Π({I1, .., Ij}) , wobei
Π({I1, .., Ij}) die Permutationen von {I1, .., Ij} seien. Die ϕ ,die die identische Permutation
induzieren, bilden also einen endlichen Indexnormalteiler U von Aut(F2). Die Darstellung
von U zerfällt also in Darstellungen U →Aut(L(Ii)) mit i ∈ {1, .., j} .

Wie in [for] zeigt man nun, daß eine dieser Darstellungen treu sein muß.(Dazu benötigt
man,daß (Inn(F2))l für große l in U liegt.)

Korollar 2.5.7 Ist Aut(F2) in die Automorphismengruppe einer Liealgebra wie in 2.5.1
einbetbar, dann gibt es N EAut(F2) endlichen Indexes s.d. N in Inn(L) einbettbar ist, wobei
L eine halbeinfache Liealgebra sei und Inn(L) :=Inn(exp(nilpotente Elemente aus L)), also
die durch die nilpotenten Elemente induzierten inneren Automorphismen von L seien.

Beweis:
Nach [hum][Seite 87] gilt : Aut(L) ist das semidirekte Produkt einer endlichen Gruppe und
Inn(L). Da es eine Einbettung d : Aut(F2)→Aut(L) gibt,kann man N := d(Aut(F2))∩Inn(L)
definieren.
d−1(N) ist offenbar ein Normalteiler endlichen Indexes in Aut(F2).

Bemerkung 2.5.8 Ist Aut(F2) in die Automorphismengruppe einer Liealgebra wie in 2.5.1
einbettbar, dann gibt es einen Normalteiler N EAut(F2) endlichen Indexes s.d. N in Inn(L)
einbettbar ist, wobei L eine einfache Liealgebra sei und Inn(L)
:=Inn(exp(nilpotenete Elemente aus L)).
Der Beweis geht wie obiges Korollar, nur ist hier N ein Normalteiler endlichen Indexes von
U aus dem Beweis von Korollar 2.5.6. Damit ist N eine Untergruppe endlichen Indexes von
Aut(F2), die in Inn(L) einbettbar ist. Da jede Untergruppe endlichen Indexes von Aut(F2)
einen endlichen Index-Normalteiler von Aut(F2) enthält, gibt es MEAut(F2) endlichen In-
dexes s.d. M in Inn(L) einbettbar ist.

Korollar 2.5.9 Sei d̂ :Aut(F2) → Gln( C ) eine Einbettung, dann gibt es eine Einbettung
d :Aut(F2)→ Aut(L), wobei L eine halbeinfache Liealgebra ist.
Ferner gilt: log(d(Aut(F2))) ⊆ log(Inn(L)).

Beweis:
Es gilt: Es gibt einen Normalteiler endlichen Indexes N von Aut(F2) s.d. d(N) ⊆Inn(L)
Damit gilt: log Inn(L) ⊇< log(d(N)) > =< log(Aut(F2)) >. Es ist zu bemerken, daß,
wenn L = log(d(Inn(F2))), also log(d(Inn(F2))) bereits halbeinfach war, gilt: log(Inn(L)) =
log(Inn(F2))

Beispiel 2.5.10 Nun folgt das Beispiel der Burau Darstellung von Aut+(F2) aus [for, Seite
407ff].
Nach dem Theorem [for, Seite 406] hat Aut+(F2) folgendes Erzeugendensystem: (Ar)−1, (Al)−1

und

C : F2 −→ F2
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a 7−→ b

b 7−→ ba−1b

Sei t ein Körperelement eines Körpers K, der Q enthält, das transzendent über Q ist
oder eine Variable, dann gibt es zu jedem solchen t nach obigem Theorem eine Darstellung
dt :Aut+(F2)→ Gl3( Q [t, t−1]) mit:

dt(Ar)−1 = µ ·

 −t 1 0
0 1 0
0 0 1


dt(Al)−1 = µ ·

 1 0 0
0 1 0
0 t −t


dt(C) = µ ·

 1 0 0
t −t 1
0 0 1


wobei µ nach dem Theorem [for, Seite 406] folgende Gestalt hat:

µ = (det((Al)−1C(Ar)−1))
−4
36

= det

 −t 1 0
0 1 0
0 0 1

 1 0 0
t −t 1
0 0 1

 1 0 0
0 1 0
0 t −t


−4
36

= det


 0 0 −t

t 0 −t
0 t −t

4


−1
36

= det

 t4 0 0
0 t4 0
0 0 t4


−1
36

= t
−1
3

Damit haben die Erzeuger dt(ϕa), dt(ϕb) von Inn(F2) die Gestalt:

dt(ϕa) = dt(Ar)−1dt(Al) =

 −t 1 0
0 1 0
0 1 −t−1


dt(ϕb) = dt(C)dt(ϕa)dt(C−1) =

 1− t 1− t2 1
−t−1 t−1 t−1

t−1 0 0


Nach [for, Seite 408] erhält man eine neue Darstellung δs,indem man t durch −s ersetzt
und anschließend mit der Matrix:

Z =

 s2 − s s 0
0 1 0
0 s 1− s

 , deren Inverse Z−1 = 1
1−s

 −s−1 1 0
0 1− s 0
0 −s 1

 ist, kon-

jugiert.
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Man erhält:

δs(ϕa) =

 s 0 0
0 1 0
0 0 s−1



δs(ϕb) =

 0 0 1
−(1 + s−1) s+ 1 + s−1 0
−(s+ 1 + s−1) s2 + s+ 1 + s−1 0


wobei gilt: δs(ϕb) = ZCZ−1δs(ϕa)ZC−1Z−1.
Damit gilt: δs(Inn(F2)) ⊂ Psl3( Q p), liegt also in der einfachen Gruppe der 3× 3 Matrizen
über Q p mit Determinante 1.

Sei nun s ∈ Q p transzendent über Q mit |s− 1|p < 1.
Dann konvergieren folgende Reihen:

log(δs(ϕa)) =
∞∑
i=1

(−1)i+1

i
(δs(ϕa)− I)i

exp(log(δs(ϕa))) =
∞∑
i=0

1
i!

(log(δs(ϕa)))i

Da δs(ϕb) zu δs(ϕa) konjugiert ist, existieren die Reihen log(δs(ϕb)), exp(log(δs(ϕb))).
Hierbei haben log(δs(ϕa)), log(δs(ϕb)) folgende Gestalt:

log(δs(ϕa)) = log(s) ·

 1 0 0
0 0 0
0 0 −1


log(δs(ϕb)) =

log(s)
1− s

·

 0 1 + s2 −1− s
1 0 −1

1 + s −1− s2 0


mit 1− s teilt log(s), woraus folgt: |log(s)|p < 1.
Insbesondere gilt: log(δs(Inn(F2))) ⊂ sl3( Q p), also besteht nur aus 3×3 Matrizen mit Spur
0. Dabei erzeugt, was man durch eine einfache Rechnung leicht nachweist, log(δs(Inn(F2)))
ganz sl3( Q p).
Also induziert die Burau-Darstellung einen Gruppenhomomorphismus von Aut+(F2), einer
endlichen Indexuntergruppe von Aut(F2) , in Aut(sl3( Q p)), also in die Automorphismen-
gruppe einer einfachen Liealgebra. (Daß die sl3( Q p) einfach ist, also keine nichttrivale
Ideale enthält ist bekannt, kann aber auch nachgerechnet werden.)

Nun folgt eine Beweisidee mit der man vielleicht zeigen kann, daß obige Darstellung treu
ist, was nach [kra1] unbekannt ist.
Dazu genügt es zu zeigen, daß F2 treu abgebildet wird:

Die Hauptidee ist, daß auf dem Bild der Darstellung der freien Gruppe der Logarithmus
gebildet werden kann. Danach betrachtet man s als eine trans-zendente Variable und ein
beliebiges im Bild von F2 verschwindendes reduziertes Wort.
Durch Koeffizientenvergleich erhält man dann Gleichungen, die der Reduziertheit widerspre-
chen.
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Zunächst werde gezeigt, daß es genau dann ein transzendentes s über Q gibt, bezüglich
dessen die Darstellung treu ist, wenn die Darstellung bezüglich s als Variable treu ist:

| log(δs(ϕa))|p < 1,
| log(δs(ϕb))|p = 1 ergibt sich leicht:
Es existiert das Hausdorffprodukt für alle Wörter in < log(δs(ϕa)), log(δs(ϕb)) >.
Dabei hat ein Wort ϕ1 H .. H ϕn mit n ∈ N , ϕ1, .., ϕn ∈ {log(δs(ϕa)), log(δs(ϕb))} die
Gestalt:

∞∑
i=1

∑
ηj ∈ {log(δs(ϕa)), log(δs(ϕb))}, j ∈ {1, .., i}

a[[η1, η2], .., ηi]
[[η1, η2], .., ηi]

mit a[[η1, η2], .., ηi]
geeignet.

Man sieht, Worte sind Elemente der 3 × 3 Matrizen, deren Einträge Potenzreihen in s
über Q sind.
Damit kann man nun zeigen: Es gibt genau dann ein transzendentes s, s.d. die Burau-
Darstellung treu ist, falls die Darstellung bzgl. s als Variable treu ist:
Falls ein Wort bzgl. einem s verschwindet und das Wort verschwindet bezüglich s als Va-
riable aufgefaßt nicht, dann gibt es eine offene Umgebung von s, s.d. für alle s in dieser
Umgebung das Wort nicht verschwindet.
Insbesondere verschwindet das Wort nur für abzählbar viele s.
Nun besteht die von zwei Elementen erzeugte freie Gruppe nur aus abzählbar vielen Ele-
menten. Daher gibt es nur abzählbar viele transzendente s , für die die Burau-Darstellung
bezüglich eines Wortes, das in der Burau-Darstellung bzgl. der Variablen s nicht verschwin-
det, verschwindet. Da es überabzählbar viele transzendente s gibt, gibt es also überabzählbar
viele transzendente s, s.d. die Burau Darstellung in s genau dann verschwindet, wenn die
Burau-Darstellung in der Variablen s verschwindet.

Im Folgenden betrachte man s als eine Variable. Damit haben die 3 × 3 Matrizen Einträge
aus dem Vektorraum der formalen Potenzreihen über Q p.

Nun definiere man:

a =

 1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 , b(s) =
1

1− s
·

 0 1 + s2 −1− s
1 0 −1

1 + s −1− s2 0


Nun gilt: a3 = a, b(s)3 = b(s),

a2 =

 1 0 0
0 0 0
0 0 1


b(s) =

1
s− 1

b1−1 + b10 + (s− 1)b11 mit

b1−1 =

 0 −2 2
−1 0 1
−2 2 0

 , b10 =

 0 −2 1
0 0 0
−1 2 0

 , b11 =

 0 −1 0
0 0 0
0 1 0


b(s)2 =

1
(s− 1)2

 −2s (1 + s)(1 + s2) −1− s2
−1− s 2(1 + s2) −1− s
−1− s2 (1 + s)(1 + s2) −2s
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=
1

(s− 1)2
b2−2 +

1
s− 1

b2−1 + b20 + (s− 1)b21 mit

b2−2 = (b1−1)
2 =

 −2 4 −2
−2 4 −2
−2 4 −2

 , b2−1 =

 −2 6 −2
−1 4 −1
−2 6 −2


b20 =

 0 4 −1
0 2 0
−1 4 0

 , b21 =

 0 1 0
0 0 0
0 1 0


Sei nun id =

n∏
i=1

δs(ϕa)niδs(ϕb)mi ein reduziertes Wort, dann gilt:

id =
n∏
i=1

exp(ni log(s)a)exp(mi log(s)b(s))

=
n∏
i=1

 ∞∑
j=0

1
j!

(nia log(s))j

 ∞∑
j=0

1
j!

(mib(s) log(s))j


=

n∏
i=1

 ∞∑
j=0

1
(2j)!

n2j
i log(s)2ja2j

+
∞∑
j=1

1
(2j − 1)!

n2j−1
i log(s)2j−1a2j−1


 ∞∑

j=0

1
(2j)!

m2j
i log(s)2jb(s)2j

+
∞∑
j=1

1
(2j − 1)!

m2j−1
i log(s)2j−1b(s)2j−1


Mit a2j = a2

a2j−1 = a

b(s)2j =
(

b2−2
(s−1)2 + b2−1

s−1 + b20 + (s− 1)b21
)

b(s)2j−1 =
(
b1−1
s−1 + b10 + (s− 1)b11

)
log(s) :=

∞∑
k=1

(−1)k+1

k (s− 1)k

(beim Einsetzen macht die Gleichung nur noch für |s− 1| < 1 Sinn) folgt dann:

id =
n∏
i=1

id +
∞∑
j=1

1
(2j)!

n2j
i

( ∞∑
k=1

(−1)k+1

k
(s− 1)k

)2j

a2

+
∞∑
j=1

1
(2j − 1)!

n2j−1
i

( ∞∑
k=1

(−1)k+1

k
(s− 1)k

)2j−1

a


id +

∞∑
j=1

1
(2j)!

m2j
i

( ∞∑
k=1

(−1)k+1

k
(s− 1)k

)2j (
b2−2

(s− 1)2
+

b2−1

s− 1
+ b20 + (s− 1)b21

)
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+
∞∑
j=1

1
(2j − 1)!

m2j−1
i

( ∞∑
k=1

(−1)k+1

k
(s− 1)k

)2j−1(
b1−1

s− 1
+ b10 + (s− 1)b11

)
=

∞∑
i=0

ci(s− 1)i

⇒
∧
i>0

ci = 0

Man erhält also aus den zu (s − 1)i gehörigen Koeffizienten ci der darüberstehenden Reihe
unendlich viele Gleichungen für die ni,mi.

Falls man die Koeffizienten mi, ni aus {1,-1} wählt, kann man obige Gleichungen wesentlich
vereinfachen:

id =
n∏
i=1

(
id +

(
1
2

(exp (ni log(s)) + exp (−ni log(s)))− 1
)
· a2

+
1
2

(exp (ni log(s))− exp (−ni log(s))) · a
)

(
id +

(
1
2

(exp (mi log(s)) + exp (−mi log(s)))− 1
)

(
b2−2

(s− 1)2
+

b2−1

s− 1
+ b20 + (s− 1)b21

)
+

1
2

(exp (mi log(s))− exp (−mi log(s)))(
b1−1

s− 1
+ b10 + (s− 1)b11

))
=

n∏
i=1

(
id +

(
1
2
(
sni + s−ni

)
− 1
)
· a2 +

1
2
(
sni − s−ni

)
· a
)

(
id +

(
1
2
(
smi + s−mi

)
− 1
)(

b2−2

(s− 1)2
+

b2−1

s− 1
+ b20 + (s− 1)b21

)
+

1
2
(
smi − s−mi

)( b1−1

s− 1
+ b10 + (s− 1)b11

))
=

n∏
i=1

(
id +

(
1
2

(
s+

1
s

)
− 1
)
· a2 +

ni
2

(
s− 1

s

)
· a
)

(
id +

(
1
2

(
s+

1
s

)
− 1
)
·
(

b2−2

(s− 1)2
+

b2−1

s− 1
+ b20 + (s− 1)b21

)
+
mi

2

(
s− 1

s

)
·
(
b1−1

s− 1
+ b10 + (s− 1)b11

))
=

n∏
i=1

(
id +

1
2

(s− 1)2

s
· a2 +

ni
2

(s− 1)(s+ 1)
s

· a
)

(
id +

1
2

(s− 1)2

s
·
(

b2−2

(s− 1)2
+

b2−1

s− 1
+ b20 + (s− 1)b21

)
+
mi

2
(s− 1)(s+ 1)

s
·
(
b1−1

s− 1
+ b10 + (s− 1)b11

))
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Man setze nun 1
s :=

∑∞
j=0(−(s − 1))j, was beim Einsetzten wiederum nur für |1 − s| < 1

Sinn macht. Man erhält:

id =
n∏
i=1

 id +
1
2

 ∞∑
j=2

(−(s− 1))j

 · a2 +
ni
2

(s− 1)−
∞∑
j=1

(−(s− 1))j

 · a


 id +
1
2

 ∞∑
j=2

(−(s− 1))j

 · ( b2−2

(s− 1)2
+

b2−1

s− 1
+ b20 + (s− 1)b21

)

+
mi

2

(s− 1)−
∞∑
j=1

(−(s− 1))j

 · ( b1−1

s− 1
+ b10 + (s− 1)b11

)
=

n∏
i=1

 id +
1
2

 ∞∑
j=0

(1− s)j
 · a2(1− s)2 +

−ni
2

1 +
∞∑
j=0

(1− s)j
 · a(1− s)


 id +

1
2

 ∞∑
j=0

(1− s)j
 · (b2−2 − b2−1(1− s) + b20(1− s)2 − b21(1− s)3

)

+
mi

2

1 +
∞∑
j=0

(1− s)j
 · (b1−1 − b10(1− s) + b11(1− s)2

)
=

n∏
i=1

(
id− ni

2
a(1− s)

+

 ∞∑
j=0

(1− s)j
(−ni

2
a(1− s)

)

+

 ∞∑
j=0

(1− s)j
(1

2
a2(1− s)2

)
(

id− mi

2
(
b1−1 − b10(1− s) + b11(1− s)2

)
+

 ∞∑
j=0

(1− s)j
(1

2
b2−2 −

mi

2
b1−1

)

+

 ∞∑
j=0

(1− s)j
(−1

2
b2−1 +

mi

2
b10

)
(1− s)

+

 ∞∑
j=0

(1− s)j
(1

2
b20 −

mi

2
b11

)
(1− s)2

+

 ∞∑
j=0

(1− s)j
(−1

2
b21

)
(1− s)3


=

∑
M

aM

 ∞∑
j=0

(1− s)j
kM

(1− s)dM

wobei M die durch das Produkt entstehenden Monome durchläuft. Diese hängen von den
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mi, ni ab. Wenn man nun alle Möglichkeiten auszählt, bei der ein Monom mit Grad B
vorkommt, stellt sich heraus, daß das genauso oft ist, wie man B−dM Bälle auf kM Behälter
verteilen kann. Damit gilt:

id =
∞∑
B=0

∑
M

aM

(
B + kM − 1− dM

kM − 1

)
(1− s)B

Dies ist äquivalent zu:

id =
∑
M

aM
(z + kM − 1− dM )...(z − dM + 1)

(kM − 1)!

für alle z ∈ C .
Wenn man den Koeffizienten von zkM−1 betrachtet, erhält man, daß die Summe aller aM
mit kM = n verschwindet:

0 =
n∏
i=1

(
a2 − nia

) (
b2−2 −mib

1
−1 − b2−1 +mib

1
1 − b21

)
Für die anderen Koeffizienten erhält man weitere Gleichungen für die mi, ni.

Im allgemeinen Fall erhält man die Gleichung:

id =
n∏
i=1

(
id +

(
1
2
(
sni + s−ni

)
− 1
)
· a2 +

1
2
(
sni − s−ni

)
· a
)

(
id +

(
1
2
(
smi + s−mi

)
− 1
)(

b2−2

(s− 1)2
+

b2−1

s− 1
+ b20 + (s− 1)b21

)
+

1
2
(
smi − s−mi

)( b1−1

s− 1
+ b10 + (s− 1)b11

))
⇒ 0 =

n∏
i=1

(
s|ni| · id +

(
1
2

(
s2|ni| + 1

)
− s|ni|

)
· a2 +

ni
2|ni|

(
s2|ni| − 1

)
· a
)

(
s|mi|+2 · id +

(
1
2

(
s2|mi| + 1

)
− s|mi|

)(
b2−2 + (s− 1)b2−1 + (s− 1)2b20 + (s− 1)3b21

)
+

mi

2|mi|

(
s2|mi| − 1

) (
(s− 1)b1−1 + (s− 1)2b10 + (s− 1)3b11

))
−s(Σ|ni|+ |mi|)(s− 1)2n · id

Man erhält also ein Polynom in s und kann die Koeffizienten nun daraufhin untersuchen,
ob sie verschwinden.
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Kapitel 3

Die Sphäre mit 5 Punktierungen

In diesem Kapitel mit den Methoden des 1.Kapitels gezeigt, daß der Torus mit zwei Punk-
tierungen genau dann linear ist, wenn die Teichmüllersche Modulgruppe der Sphäre mit 5
Punktierungen es auch ist. Nach [kra1] ist aber B4 linear, insbesondere ist die Teichmüller-
sche Modulgruppe der Sphäre mit 5 Punktierungen linear:
Denn es gilt nach [kra1] mit D4 := D\{p1, . . . p4} wobei D die abgeschlossene Einheitskreis-
scheibe sei und p1, . . . , p4 ∈ Inn(D) paarweise verschieden:

B4 ∼= H(D4)/H0(D4)

wobei mit H(D4) die Homöomorphismen auf D4 gemeint seien und mit H0(D4) die zu
idisotopen orientierungserhaltenden Homöomorphismen auf B4. (vergl. [big3])
Also gilt insbesondere: Die Teichmüllersche Modulgruppe der Sphäre mit 5 Punktierungen
ist eine Projektion von B4, wobei der Kern nach [big3] das Zentrum von B4 ist, wobei
dann genauso, wie in dem Satz, daß die Teichmüllersche Modulgruppe des Torus mit zwei
Punktierungen genau dann linear ist, wenn es die Teichmüllersche Modulgruppe der Sphäre
mit 5 Punktierungen auch ist, folgt, daß dann auch die Teichmüllersche Modulgruppe der
Sphäre mit 5 Punktierungen linear ist.

(die oben zitierten Artikel kamen erst heraus, als die Arbeit eigentlich schon abgeschlos-
sen war.)

Ferner wird für die Teichmüllersche Modulgruppe des Torus mit n Punktierungen eine
Darstellung konstruiert.

3.1 Eine Darstellung des Teichmüllerschen Modulraum
des Torus mit n Punktierungen

Bezeichnung 3.1.1 Sei M eine Riemannsche Fläche, dann werde mit Π0Aut(M) (bzw
mit Π0Aut+(M)) die Gruppe der Isometrieklassen der Homöomorphismen (bzw der positiv
orientierten Homomorphismen) von M bezeichnet.

Lemma 3.1.2 Seien {q1, .., qn+1, x0} ∈ T ,n ≥ 1 , paarweise verschieden,wobei x0 im Laufe
des Beweises noch näher bestimmt werde.
Π0Fix(q1, .., qn+1, x0) bzw. Π0Fix(q1, .., qn, qn+1) die Untergruppen von Π0Aut+(T\{q1, . . . , qn+1})
bzw. Π0Aut+(T \{q1, . . . , qn}), deren stetige Fortsetzungen auf T die Punkte {q1, .., qn+1, x0}
bzw. {q1, .., qn, qn+1} elementweise festhalten, dann spaltet folgende kurze exakte Sequenz:

1 −→ Π1(T \ {q1, .., qn+1}, x0) −→i
Π0Fix(q1, .., qn+1, x0)

p−→←−
j

Π0Fix(q1, .., qn, qn+1) −→ 1 (es

wird nicht gezeigt, aber für n = 0 spaltet obige Sequenz nicht.)
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Beweis:
Die Existenz der kurzen exakten Sequenz
1 −→ Π1(T \ {q1, .., qn+1}, x0) −→i

Π0Fix(q1, .., qn+1, x0) −→p Π0Fix(q1, .., qn, qn+1) −→ 1

folgt wie in Satz 1.3.6.

Nun gilt ferner: Π1(T \{q1, .., qn}, qn+1) ist die freie Gruppe, die von {α(n)
1 , .., α

(n)
n , β(n)}

erzeugt wird, wobei {α(n)
1 , .., α

(n)
n , β(n)} wie auf folgender Zeichnung definiert werden:'

&

$

%

'

&

$

%

'
&

$
%

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
� tt. .tt α(n)

nα
(n)
1

β(n)

Sei nun î : Π1(T \ {q1, .., qn}, qn+1) −→ Π1(T \ {q1, .., qn+1}, x0) mit x0 wie in der nächsten
Abbildung, die Einbettung mit:
î(α(n)

i ) = α
(n+1)
i für i ∈ {1, .., n} und î(β(n)) = β(n+1), wobei die α(n+1)

i so gewählt seien,
daß sie die unten eingezeichntete Umgebung von qn, qn+1 nur in x0 berühren. Dabei sind die
Verbindungen zum Basispunkt x0 nicht eingezeichnet.

α
(n+1)
1 α

(n+1)
2 α

(n+1)
n−1 α

(n+1)
n α

(n+1)
1

β(n+1)

β(n+1)

6
-

?�

6 6 6 6

-t t t t tr
q1 q2

. . .
qn−1 qn qn+1

x0 γ &%
'$'

&
$
%

Man definiere nun:

j : AutΠ1(T \ {q1, .., qn}, qn+1) −→ AutΠ1(T \ {q1, .., qn+1}, x0)

ϕ 7−→

{
ξ 7→ î ◦ ϕ ◦ î−1(ξ) ξ ∈ {α(n+1)

1 , .., α
(n+1)
n , β(n+1)}

ξ 7→ ξ ξ = α
(n+1)
n+1

wobei j(ϕ) die Fortsetzung der Abbildung auf der rechten Seite zu einem Gruppenhomomor-
phismus von Π1(T \ {q1, .., qn+1}, x0) sei, was wohldefiniert und eindeutig möglich ist, da
Π1(T \ {q1, ..qn+1}, x0)= < α

(n+1)
1 , .., α

(n+1)
n , β(n+1) > eine freie Gruppe ist. Außerdem ist

j(ϕ) invertierbar, denn j(ϕ−1) ist die Inverse.

Nun betrachte man die Untergruppe von Π0Aut(T \ {q1, .., qn+1}), die aus den Dehn-
Twists ϕξ(n+1) entlang der Kurven ξ(n+1) ∈ {α(n+1)

1 , .., α
(n+1)
n , β(n+1)} erzeugt wird. Man

kann die Dehn-Twists so wählen, daß sie die auf der Abbildung eingezeichnete Umgebung
von qn, qn+1 festhalten.
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Sei p̂ die Projektion p̂ : Π1(T \ {q1, .., qn+1}, x0) → Π1(T \ {q1, .., qn}, qn+1) und ξ(n) ∈
{α(n)

1 , .., α
(n)
n , β(n)}, ξ(n+1) ∈ {α(n+1)

1 , .., α
(n+1)
n , β(n+1)}, mit p̂(ξ(n+1)) = ξ(n) und seien

ϕξ(n) , ϕξ(n+1) die zugehrigen Dehn-Twists, dann kommutiert folgendes Diagramm nach De-
finition der ϕξ(n+1) , ϕξ(n) .

< α
(n+1)
1 , .., α

(n+1)
n , β(n+1) > < α

(n+1)
1 , .., α

(n+1)
n , β(n+1) >

< α
(n)
1 , .., α

(n)
n , β(n) > < α

(n)
1 , .., α

(n)
n , β(n) >

-
ϕ∗
ξ(n+1)

ϕ∗
ξ(n)

-
?

p̂

?

p̂

Da die ϕξ(n+1) außerdem γ festhalten, (die Kurven ξ(n+1) berühren die Umgebung von
qn, qn+1 nur in x0) ist die Abbildung ϕξ(n) 7→ ϕξ(n+1) die topologische Realisierung von j

eingeschränkt auf ϕξ(n) mit ξ(n) ∈ {α(n)
1 , .., α

(n)
n , β(n)}.

Da nun Fix(q1, .., qn) nach [bir, Seite 177f] von den ϕξ(n) mit ξ(n) ∈< α
(n)
1 , .., α

(n)
n , β(n) >

erzeugt wird, ist die Abbildung j die gesuchte Spaltung.

Nun kann man sich fragen, ob man mittels der Methoden aus dem 1.Kapitel für die
Teichmüllersche Modulgruppe des Torus mit n = 3 Punktierungen aus der p-Kongruenzstruktur
der Teichmüllerschen Modulgruppe des Torus mit 2 Punktierungen eine p-Kongruenzstruktur
für die Teichmüllersche Modulgruppe konstruieren kann.
Das Ergebnis des nächsten Satzes besagt, daß man eine p-Kongruenzstruktur ohne Bedin-
gung 1.1.1 (vi) findet, die eine Darstellung induziert, deren Kern aus gewissen Kommutatoren
besteht.

Satz 3.1.3 Es gibt eine p-Kongruenzstruktur der Teichmüllerschen Modulgruppe des Torus
mit 3 Punktierungen deren Schnitt allerdings nicht aus {id} sondern aus denjenigen Kom-
mutatoren besteht, die verschwinden, sobald eine Punktierung verschwindet. Induktiv kann
man dann p-Kongruenzstrukturen der Teichmüllerschen Modulgruppe mit n Punktierungen
konstruieren, deren Schnitt aus den entsprechenden Kommutatoren besteht.

Beweis:
Die Bezeichnungen seien wie in obigem Satz.
Besitze die Teichmüllersche Modulgruppe des Torus mit 2 Punktierungen eine p-Kongruenzstruktur,
besitzt insbesondere Π0Fix(q1, q2) eine p-Kongruenzstruktur {Gi}i∈ N .
Dann besitzt Π1(T \ {q1}, q2) die bezüglich Fix(q1, q2) charakteristische p-Kongruenzstruktur
{Mi}i∈ N := {ι−1(Gi ∩ ι(Π1(T \ {q1}, q2)))}i∈ N wobei ι die Einbettung aus folgender kur-
zer exakter Sequenz sei:
1 −→ Π1(T \ {q1}, q2) −→ι Π0Fix(q1, q2) −→ Π0Fix(q1) −→ 1

Sei
q : Π1(T \ {q1, q2}, x0)→ Π1(T \ {q1}, q2)

die Projektion, die sich aus der Projektion

Π1(T \ {q1, q2}, x0)→ Π1(T \ {q1}, x0)

und einem anschließenden inneren Automorphismus,der x0 nach q2 verschiebt zusammen-
setzt. Dabei werde der Weg von x0 nach q2 so gewählt, daß er von j(Π0Fix(q1, q2)) festge-
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halten werde.

Man versehe Π1(T \ {q1, q2}, x0) mit der p-Kongruenzstruktur

{Ni}i∈ N := {q−1(Mi)}i∈ N

Diese ist offenbar bezüglich j(Fix(q1, q2)) charakteristisch.
Nun wird gezeigt, daß die spaltende kurze exakte Sequenz

1 −→ Π1(T \ {q1, q2}, x0) −→i
Π0Fix(q1, q2, x0)

p−→←−
j

Π0Fix(q1, q2) −→ 1

die Vorraussetzungen von Lemma 1.1.12 erfüllt:

Zunächst ist zu zeigen, daß:

i(Ni) E Π0Fix(q1, q2, x0)

Sei ξ ∈ j(Π0Fix(q1, q2)), ψ ∈ Π1(T \ {q1, q2}, x0),
dann gilt: ξ ◦ i(ψ) ◦ ξ−1 = i(ξ(ψ)), denn i(ψ) ist nichts anderes, als der zugehörige innere
Automorphismus bezüglich des Basispunktes x0 vergl. 1.3.8.
Also folgt: ξ ◦ i(ψ) ◦ ξ−1 = i(ξ(ψ)) für ξ ∈ j(Π0Fix(q1, q2)).
Daraus folgt: ξ ◦ i(Ni) ◦ ξ−1 = i(Ni) , da Ni von ξ festgehalten wird.
Da nun Π0Fix(q1, q2, x0) von i(Π1(T \ {q1, q2}, x0)), j(Π0Fix(q1, q2)) erzeugt wird, folgt:
i(Ni) E Π0Fix(q1, q2, x0)

Als nächstes wird gezeigt, daß für ξ ∈ j(Gi), ψ ∈ Π1(T \ {q1, q2}, x0) gilt: ξ(ψ) ∈ ψNi.
ξ(ψ) = q−1(p(ξ)(q(ψ))) ∈ q−1(q(ψ)Mi)) = ψNi, da folgendes Diagramm kommutiert:

Π1(T \ {q1, q2}, x0) Π1(T \ {q1, q2}, x0)

Π1(T \ {q1}, q2) Π1(T \ {q1}, q2)

-

ξ

p(ξ) -
?

q

?

q

Damit besitzt Fix(q1, q2, x0) die p-Kongruenzstruktur {i(Ni)j(Gi)}i∈ N , die allerdings
1.1.1 (vi) nicht erfüllt, sondern der Schnitt

⋂
i∈ N

i(Ni)j(Gi) berechnet sich zu:
⋂

i∈ N
i(Ni)

Also besitzt Π0Fix(q1, q2, x0) eine p-Kongruenzstruktur, deren Schnitt gerade i−1(kerq)
ist. Dabei besteht kerq gerade aus dem Erzeugnis des Elementes, das durch den Rand einer
geeignet kleinen Umgebung von q0 erzeugt wird, und Kommutatoren, die eines obiger Ele-
mente enthalten.

Indem man nun die Rollen von q1, q2, x0 vertauscht, und die entstehenden p-Kongruenzstrukturen
schneidet, erhält man eine p-Kongruenzstruktur, deren Schnitt nur Kommutatoren enthal-
ten, die verschwinden, sobald q1 oder q2 oder x0 verschwindet.

Induktiv erhält man p-Kongruenzstrukturen von Π0Fix(q1, . . . , qn, x0), deren Schnitt nur
Kommutatoren enthält, die verschwinden, sobald eine Punktierung von q1, . . . , qn, x0 ver-
schwindet.
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Damit besitzt Mod(T \ {q1, . . . , qn}) eine entsprechende p-Kongruenzstruktur und damit
eine Darstellung, deren Kern obige Gestalt hat, denn :
< {ϕqjqi |i 6= j,∈ {1, .., n}},Π0Fix(q1, . . . , qn, x0) >, =Mod(T \ {q1, . . . , qn}) wobei ϕqjqi Abbil-
dungen seien, die Punktierungen qi, qj vertauschen und die anderen Punktierungen festhal-
ten. Die ϕqjqi halten obigen Kern fest.

3.2 Die Teichmüllersche Modulgruppe des Torus mit
2 Punktierungen und die Teichmüllersche Modul-
gruppe der Sphäre mit 5 Punktierungen

Satz 3.2.1 Die Teichmüllersche Modulgruppe der 5-fach punktierten Sphäre ist genau dann
linear, wenn es die Teichmüllersche Modulgruppe des 2-fach punktierten Torus es auch ist.

Beweis:
Nach [nag, Seite 125ff] gilt:
Es gibt ein α im Zentrum der Teichmüllerschen Modulgruppe des Torus mit zwei Punk-
tierungen T \ {q1, q2} mit α2 = id s.d. für die Teichmüllersche Modulgruppe der 5-fach
punktierten Sphäre S \ {p1, .., p5} gilt:

1 −→< α >−→ Mod(T \ {q1, q2}) −→
p

Mod(S \ {p1, .., p5}) −→ 1

Falls nun Mod(T \ {q1, q2}) linear ist, besitzt Mod(T \ {q1, q2}) nach [lub, Seite 208] für fast
alle Primzahlen p eine p-Kongruenzstruktur {Ni}i∈ N .
Nun gilt:

⋂
i∈ N

Ni = {id}. Insbesondere gibt es ein i0 ∈ N mit α 6∈ Ni0 , also Ni0∩ < α >=

id.
Also ist die Abbildung

p : Ni0 ⊂ Mod(T \ {q1, q2}) −→ p(Ni0) ⊂ Mod(S \ {p1, .., p5})

ein Isomorphismus. Also besitzt p(Ni0) eine p-Kongruenzstruktur, nämlich {p(Ni−1+i0)}i∈ N .
Nun genügt es, da p(Ni) E Mod(S \ {p1, .., p5}) für i ∈ N , nach 1.1.1 (i) zu zeigen, daß∣∣∣Mod(S\{p1,..,p5})

p(Ni0 )

∣∣∣ <∞.

Dies folgt, da

p :
Mod(T \ {q1, q2})

Ni0 < α >
−→ Mod(S \ {p1, .., p5})

p(Ni0)

ein Isomorphismus ist, also:∣∣∣Mod(S\{p1,..,p5})
p(Ni0 )

∣∣∣ < ∣∣∣Mod(T\{q1,q2})
Ni0

∣∣∣ <∞.

Besitze umgekehrt Mod(S \{p1, .., p5}) eine p-Kongruenzstruktur {Ni}i∈ N , dann bildet
{p−1(Ni)}i∈ N eine p-Kongruenzstruktur von Mod(T \ {q1, q2}) ohne Bedingung 1.1.1 (vi):

(i) Sei ϕ ∈ Mod(S \ {p1, .., p5}), dann gilt für ϕ−1(p−1(Ni))ϕ:
p(ϕ−1)(Ni)p(ϕ) ∈ Ni , also: ϕ−1(p−1(Ni))ϕ ∈ p−1(Ni).
Also: p−1(Ni) E Mod(S \ {p1, .., p5})

(ii) Für i > j folgt aus Ni ENj:
p−1(Ni) E p−1(Nj)
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(iii) Es gilt: Die Abbildung

p :
Mod(T \ {q1, q2})

p−1(Ni)
−→ Mod(S \ {q1, .., q5})

Ni

ist ein Isomorphismus, da ihr Kern p−1(Ni) < α >= p−1(Ni) ist, also verschwindet.

Daraus folgt sofort:
∣∣∣Mod(T\{q1,q2})

p−1(Ni)

∣∣∣ <∞
(iv) Für i > j folgt aus obigem Isomorphismus: p−1(Nj)

p−1(Ni)
ist eine p-Gruppe.

(v) Ebenso folgt: Es gibt ein d s.d. für i > j: p−1(Nj)
p−1(Ni)

wird von höchstens d Elementen
erzeugt.

(vi) Diese Bedingung kann offenbar nicht erfüllt sein, da
⋂

i∈ N
p−1(Ni) ⊇< α > Sei nun

γ ∈
⋂

i∈ N
p−1(Ni) Dann gilt: p(γ) ∈

⋂
i∈ N

Ni.

⇒ p(γ) = id ⇒ γ ∈< α >.
Damit gilt:⋂
i∈ N

p−1(Ni) =< α >

Nun gilt: Π0Fix(q1, q2) ⊆ Mod(T \ {q1, q2}).
Insbesondere besitzt Π0Fix(q1, q2) die von Mod(T \ {q1, q2}) induzierte p-Kongruenzstruktur
{Fi}i∈ N mit

⋂
i∈ N

p−1(Fi) ⊆ < α >

Nun besitzt Π0Fix(q1, q2) nach 1.3.6 außerdem noch die kurze exakte Sequenz aus

1 −→ Π1(T \ {q1}, q2) −→
i

Π0Fix(q1, q2) −→ Π0Fix(q1) −→ 1

wobei Π1(T \{q1}, q2) mittels den dazugehörigen inneren Automorphismen mit q2 als Basis-
punkt eingebettet wird (siehe 1.3.7). Auch diese kurze exakte Sequenz induziert p-Kongruenzstrukturen
ohne 1.1.1 (vi) für fast alle Primzahlen p.
Dies folgt wie oben, da Π0Fix(q1) ∼= Mod(T \ {q1}) (vergl [bir, Seite 176,177] und beach-
te: Das Bild von δ = id.) linear und endlich erzeugt ist, also wie oben für fast alle p eine
p-Kongruenzstruktur {Mi}i∈ N besitzt und die Abbildung

p :
Π0Fix(q1, q2)
p−1(Mi)

−→ Π0Fix(q1)
Mi

für i ∈ N wieder ein Isomorphismus ist. Nun zeigt man wie oben, daß gilt:⋂
i∈ N

p−1(Mi) = i(Π1(T \ {q1}, q2))

Sei nun p eine Primzahl, s.d. Π0Fix(q1, q2) gleichzeitig die beiden p-Kongruenzstrukturen
{p−1(Fi)}i∈ N , {p−1(Mi)}i∈ N ohne 1.1.1 (vi) besitzt.
Nach 1.1.4 ist nun {p−1(Fi)∩p−1(Mi)}i∈ N eine p-Kongruenzstruktur (eventuell ohne 1.1.1
(vi)) von Π0Fix(q1, q2).
Es bleibt also noch zu zeigen: i(Π1(T \ {q1}, q2))∩ < α >= {id}.
Nun liegt aber kein Element von i(Π1(T \ {q1}, q2)) \ {id} im Zentrum von Π0Fix(q1, q2),
denn für η ∈ Π1(T \ {q1}, q2) gibt es η̂ ∈ Π1(T \ {q1, q2}) s.d. gilt: η̂−1 ◦ η ◦ η̂ 6= η, da
Π1(T \ {q1}, q2) eine freie Gruppe ist.
Insbesondere gilt dann auch: i(η̂)−1 ◦ i(η) ◦ i(η̂) 6= i(η), also i(η) liegt nicht im Zentrum von
Mod(T \ {q1, q2}), insbesondere nicht in < α >, also i(Π1(T \ {q1}, q2) ∩< α > = id
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Damit besitzt Π0Fix(q1, q2) eine p-Kongruenzstruktur mit 1.1.1 (vi).
Wie in Satz 1.3.7 zeigt man nun, daß damit auch Mod(T \ {q1, q2}) eine p-Kongruenzstruktur
besitzt, also linear ist.

Bemerkung 3.2.2 Zum Aufbau der Teichmüllerschen Modulgruppe der Sphäre mit 5 Löchern
Mod(S \ {p1, .., p5}) läßt sich folgendes sagen:

Mod(S \ {p1, .., p5})
i(Π1(S \ {p1, .., p4}, p5))

∼= Mod(S \ {p1, .., p4})

(vergleiche 1.3.6, 1.3.7) Ferner wird Mod(S \ {p1, .., p5}) offenbar durch die Kerne der Pro-
jektionen mit j ∈ {1, .., n}

Pj : Mod(S \ {p1, .., p5}) −→ Mod(S \ {p1, .., pj−1, pj+1, .., p5})

erzeugt.
Nun ist Mod(S \ {p1, .., p4}) linear: Nach [nag, 127ff] gilt:

Mod(S \ {p1, .., p4}) ∼=
Mod(T )
< α >

wobei α 6= id eine Involution im Zentrum von Mod(T ) ist.
Andererseits gilt: Mod(T ) ∼= PSL2( Z ). Da < −id > das Zentrum von PSL2( Z ) ist, muß
gelten: α = −id. Nun genügt es zu zeigen, daß PSL2( Z )/ < −id > linear ist:
Dazu betrachte man die Abbildung:

Ad : PSL2( Z ) −→ Aut(psl2( C ))
A 7−→ M → A−1MA

Für den Kern dieser Abbildung muß gelten:(
0 1
0 0

)
=
(

d −b
−c a

)(
0 1
0 0

)(
a b
c d

)
=
(

dc d2

−c2 −cd

)
(

0 0
1 0

)
=
(

d −b
−c a

)(
0 0
1 0

)(
a b
c d

)
=
(
−ba −b2
a2 ba

)
Insbesondere muß gelten: b = c = 0 , |a| = |b| = 1. Da die Determinante 1 sein muß, enthält
der Kern dieser Abbildung nur die Elemente id,−id.
Insbesondere ist PSL2( Z )/ < −id > in Aut(psl2( C )) einbettbar, also linear. Insbesondere
besitzt Mod(S \ {p1, .., p4}) eine p-Kongruenzstruktur {Ni}i∈ N .
Dann ist wie in obigem Satz {

⋂
j∈{1,..,n}

p−1
j (Ni)}i∈ N eine p-Kongruenzstruktur ohne 1.1.1

(vi) von Π0Fix(p1, .., p5), wobei mit Π0Fix(p1, .., p5) diejenigen Elemente aus Mod(S\{p1, .., p5})
gemeint seien, die für i ∈ {1, .., 5} jede Umgebung von pi in eine Umgebung von pi abbilden.
Für den Schnitt dieser p-Kongruenzstruktur ohne 1.1.1(vi) gilt nun:

⋂
i∈ N

⋂
j∈{1,..,n}

p−1
j (Ni)

=
⋂

j∈{1,..,n}
p−1
j (e). Die Abbildungen, die in diesem Schnitt liegen haben die Gestalt i(K), wo-

bei K eine nichttriviale Untergruppe gewisser Kommutatoren aus Π1(S \{p1, .., p4}, p5)) ist.
Wie in 1.3.7 kann man zeigen, daß Mod(S\{p1, .., p5}) genau dann eine p-Kongruenzstruktur
besitzt, wenn Π0Fix(S \ {p1, .., p5}) eine p-Kongruenzstruktur besitzt.

Bemerkung 3.2.3 Aus [kra2] oder [big3] folgt, daß die Teichmüllerschen Modulgruppen
der Sphären mit n Punktierungen linear sind.
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3.3 Überblick über die Linearität Teichmüllerscher Mo-
dulgruppen

Bemerkung 3.3.1 Von folgenden Teichmüllerschen Modulgruppen ist bekannt, daß sie auf
jeden Fall linear sind:

1. Die Teichmüllerschen Modulgruppen der Tori mit n ≤ 2 Punktierungen.

2. Die Teichmüllerschen Modulgruppen der Sphären mit n Punktierungen. (Die Teichmüller-
schen Modulgruppen der Sphären mit höchstens 3 Punktierungen bestehen nur aus der
Identität (siehe [nag, Seite 128]))

3. Die Teichmüllersche Modulgruppe der Riemannschen Fläche vom Geschlecht 2

Man hat also schon in einigen Fällen gezeigt, daß die Teichmüllersche Modulgruppe linear
ist. Dabei genügte es nicht, die Modulgruppe auf der Homologie der Riemannschen Fläche
operieren zu lassen, da die daraus resultierende Darstellung einen nichttrivialen Kern hat.
Läßt man andererseits die Teichmüllersche Modulgruppe auf der Homotopie operieren, be-
kommt man zwar einen injektiven Gruppenhomomorphismus, da die Homotopie in diesen
Fällen nicht kommutativ ist, aber keine lineare Darstellung.
Die obigen Darstellungen operieren jeweils auf der Homologie einer Braidguppe. Dieses Ver-
fahren funktioniert aber leider nur bei punktierten Sphären. Im allgemeinen Fall kann man
vielleicht einen Ansatz von [bir] verwenden, in dem man bei der Darstellung nicht nur die
Bahnen der Punktierungen betrachtet, sondern die Bahnen aller Erzeuger der Homotopie.
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