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Vorwort

In meiner Arbeit beschéftige ich mich mit der Frage, ob die Teichmiillersche Modulgruppe
des Torus mit zwei Punktierungen linear ist.
Mein Ansatz hierbei ist, die Teichmiillersche Modulgruppe in eine p-adische Liegruppe ein-
zubetten.
Dazu bnotigt man den Begriff der p-Kongruenzstruktur einer Gruppe. Eine p-Kongruenzstruktur
einer Gruppe G ist eine Folge von Untergruppen {G”}ne N sd. lim c% eine p-adische

n € N

endlichdimensionale Liegruppe ist. Eine endlich erzeugte Gruppe besitzt nach [lub,Seite 207]
genau dann eine p-Kongruenzstruktur, wenn sie linear ist.

Sei nun Fy die von zwei Elementen erzeugte freie Gruppe und Aut(F») die Automorphis-
mengruppe der Fs.

Inhalt des ersten Kapitels ist es nun zu zeigen, daf} folgende Aussagen dquivalent sind:
1. Die Teichmiillersche Modulgruppe des Torus mit zwei Punktierungen ist linear,
2. Aut(Fy) ist linear,

3. Fy besitzt eine p-Kongruenzstruktur, deren Folgenglieder von Aut(Fy) festgehalten
werden, also charakteristisch sind.

Im zweiten Kapitel wird zunéichst eine Darstellung der Aut(F3) und damit eine Darstellung
der Teichmiillerschen Modulgruppe des Torus mit zwei Punktierungen durch Einbettung in
eine unendlichdimensionale p-adische Liegruppe konstruiert.
Dann wird gezeigt, daB, falls Aut(F») linear ist (was 2000 in [kral] bewiesen wurde), es eine
Einbettung einer Untergruppe endlichen Indexes der Aut(F3) in eine einfache Liegruppe
gibt. Anschlieflend wird gezeigt, dafl die von der Buraudarstellung der 4. Braidgruppe By
induzierten Darstellung der orientierungserhaltenden Elemente von Aut(Fy) (siehe [for]) ihr
Bild in der Aut(sl3( Q ,)) hat, wobei die si3( Q ,) eine einfache Liealgebra ist.
Darauf basierend wird eine Beweisidee vorgestellt, mit der man evtl. zeigen kann, daf§ die
Buraudarstellung der By treu ist.
Zuniichst habe ich ein Verfahren entwickelt, mit dem man fiir eine Gruppe, die von zwei
Matrizen, fiir die jeweils die Logarithmusreihe konvergiert, erzeugt wird, priifen kann, ob
diese Gruppe frei ist.

. . . 1 X 1 0
Dieses Verfahren habe ich an der durch die Elemente ( 0 1 ) ,( Y 1 ) erzeugten
Gruppe bereits getestet.
(Dieser Test ist aber kein Teil meiner Dissertation).
(Diese Gruppe ist, wie bereits Hausdorfl anfang letztes Jahrhundert zeigte, frei).
Um zu zeigen, daf§ die Darstellung der By treu ist, geniigt es zu zeigen, dafl die Darstellung
einer gewissen Untergruppe der By, die von zwei Elementen erzeugt wird, frei ist. Dieses
mit obigem Verfahren zu zeigen, gestaltet sich im Vergleich zu der Testgruppe sehr schwie-
rig, denn in diesem Fall mufl man ein unendliches, lineares Gleichungssystem losen, dessen
Losungen gerade die Koeffizienten der Worter des Kernes der Buraudarstellungen sind.

In dritten Kapitel wird mit den Methoden des 1.Kapitels gezeigt, daf3 der Torus mit zwei
Punktierungen genau dann linear ist, wenn die Teichmiillersche Modulgruppe der Sphére mit
5 Punktierungen es auch ist. Nach [kral] ist aber B4 linear, insbesondere ist die Teichmiiller-
sche Modulgruppe der Sphére mit 5 Punktierungen linear:
Denn es gilt nach [kral] mit Dy := D\ {p1,...ps} wobei D die abgeschlossene Einheitskreis-
scheibe sei und p1,...,ps € Inn(D) paarweise verschieden:

B4 = H(Dy)/Ho(Dy)



wobei mit H(D,) die Homémorphismen auf D, gemeint seien und mit Hy(Dy4) die zu id
isotopen orientierungserhaltenden Homéomorphismen auf By. (vergl. [big3])

Also gilt insbesondere:

Die Teichmiillersche Modulgruppe der Sphére mit 5 Punktierungen ist eine Projektion von
Bj. Dabei ist der Kern nach [big3] das Zentrum von By. Wie in dem Satz der besagt, dafl
die Teichmiillersche Modulgruppe des Torus mit zwei Punktierungen genau dann linear ist,
wenn es die Teichmiillersche Modulgruppe der Sphére mit 5 Punktierungen auch ist, zeigt
man nun, dafl die Teichmiillersche Modulgruppe der Sphéire mit 5 Punktierungen genau
dann linear ist, wenn die By es ist. (vgl. [big3])

(die oben zitierten Artikel [big3] und [kral] kamen erst heraus, als die Arbeit schon ab-
geschlossen war.)

Ferner wird fiir die Teichmiillersche Modulgruppe des Torus mit n Punktierungen eine
Darstellung konstruiert.
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Kapitel 1

Die Teichmiillersche
Modulgruppe des zweifach
gepunkteten Torus

1.1 p-Kongruenzstrukturen

Definition 1.1.1 Seip prim ,d € N . Eine p - Kongruenzstruktur einer Gruppe G ist eine
Folge {Ni},. N wvon Untergruppen von G s.d:
(i) Firie N git : N; <G.
(i1) Firi,j e N miti<j gelte: N; I N;.
(i1i) Firie N ist G/N; eine endliche Gruppe.
(w) Firi,j € N miti<jist N;/N; eine p - Gruppe.

(v) Fiiri < j besitzt jede Untergruppe von N;/N; ein Erzeugendensystem von hchstens d
Elementen.

(i) N Ni={c}.

i€ N
Vergleiche: [lub, Seite 207 ff]

Beispiel 1.1.2 Beispiele von p- Kongruenzstrukturen.:

1. Bsp. Wihle G = (Z ,+) , p,q € N \ {0} mit p > 0 prim , dann bildet die
Folge {Ni}z‘e N mit N; = qp' Z eine p - Kongruenzstruktur von 7Z mit
zugehorigem d = 1.

2. Bsp. wvergl. [lub, Seite 207 ff]: Sei G = PSLa( Z ) , Ma( Z ) bzw. Ma( Z /p Z )
die additive Gruppe der 2 x 2-Matrizen, ¢ € Z \ {0} , p € N prim, dann
ist die Folge {N;},. y mit:

N;:={M € PSLy( Z )|M =1+ qp'A mit A€ My( Z )}

eine p-Kongruenzstruktur:

(i) Seiie N :



Definiere:
0i:My(Z) —  My(Z /qp' L)
{muitriensy  —  {mu+ a0’ Z Yriequzy
Dann ist

@ilpSLZ(Z):PSLQ(Z) - PSLZ( Y/ /qpi Z)

offenbar ein Gruppenhomomorphismus mit ker 901'|PSL2( 7= N; .
Insbesondere gilt: N; <G .
(i) Sei j>1i , dann gilt : kergpi\PSLz( 7 ) > ker(pj|PSL2( 7= N; > N;
(iii) Fiirie N gilt: G/N; ~ PSLy( Z /qp' 7 ) = |G/N;| < 00
(iv) Seii € N, dann ist die Abbildung

& :Ni/Niypw —  My(Z /pZ)

ein injektiver Gruppenhomomorphismus auf die additive Matrizengrup-
pe Ma(Z [pZ).

Sei g € Ni/Niy1 = &(g”) = p&i(9) =0 = g € Nyit1.
Sei nun j >i; g € N;/N;, dann gilt: g’ € Nj.
Also ist N;/N; eine p-Gruppe.
(v) Seieni < j , dann gilt: &(N;/Niz1) € &(N;/Njt1).
Denn sei (I + qp'A) € N; = (I + qp' AP’ " € N;
mit (I +qp' AP =T+ qp A+ qpt'R mit R € My( 7).
Insbesondere existiert fir i < j die Abbildung:

§lo&:Ni/Niyw  —  Nj/Njp
gNipi  —  g" Njn

Damit ist fj_l o &; ein injektiver Gruppenhomomorphismus.
Da My(Z /p Z ) eine endliche additive Gruppe ist, gibt es jo € N
mit: &;(Ni/Nitv1) = &(N;/Njp1) fir jo <i < j.

Zwischenbehauptung:

Sei nun i < j, V eine Untergruppe von N;, dann gilt:

Sei {gxN;|k € {1,..,s}} ein minimales Erzeugendensystem von VN,
1

dann gibt esl, € Z mit k € {1,..,s} s.d. {g "Njlk € {1,..5}} ein mi-

nimales Erzeugendensystem einer Untergruppe von (V N N;j_1)Nj ist.

Beweis mit Induktion tber j — i:

Sei VN, _1 von dem minimalen Erzeugendensystem {giN;j—1]k € {1,..,s}}

erzeugt, dann gibt es nach Induktionsvoraussetzungly, € N k€ {1,..,s}
Ly

s.d. {g" "N, 1|k € {1,..,s}} ein minimales Erzeugendensystem einer

Untergruppe von (V N Nj_o)N;_1 ist.

Da

§lio&2: Njo/N;oy — Nj1/N;



1
ein injektiver Gruppenhomomorphismus ist, ist { g}, k+1Nj|k e{l,..,s}}
ein minimales Erzeugendensystem einer Untergruppe U/N; von (N;—1 N V)/N;.

Sei nun {gpN;|k € {1,..,s}} ein minimales Erzeugendensystem von
V/N;. Dann gibt es nach obiger Behauptung I, € Z mit k € {1,..,s}

s.d. {gzlkNch e {1,..,s}} ein minimales Erzeugendensystem einer
Untergruppe von VN N;_1/Nj; ist.
Da Nj/Nji firj € N isomorph zu einer Untergruppe von Mo(Z /p Z )
ist , muf s < 4 sein.

(vi) klar.

Satz 1.1.3 Sei G eine Gruppe mit einer p-Kongruenzstruktur. Dann besitzt auch jede Un-
tergruppe H von G eine p-Kongruenzstruktur.

Beweis:

Vergleiche: [lub, Seite 209]
Sei {N;} eine p-Kongruenzstruktur von G

Beh: {N; N H}, N ist eine p-Kongruenzstruktur von H.
(i) klar.

(ii) Klar.

(i1i) Firie N gilt:

(iv) Seii<j,g€ N;NH. Dann gibt esl € N s.d. gpl € N; :>gpl e N;NnH.

. NinH
Insbesondere ist NoAm ene p-Gruppe.

(v) Firi<j gilt:

o~

NinH , N;nH (N; N H)N;
N,NnH N;n(HNN;) N;

N;NH
N;NH

N;,NH
tergruppe von NnH

Damit ist zu einer Untergruppe von N;/N; isomorph. Insbesondere ist jede Un-

N;
N

zu einer Untergruppe von isomorph.

(vi) klar.

Lemma 1.1.4 Sei G eine Gruppe mit zwei p-Kongruenzstrukturen, {N;},. y , {Mi},c N

wobei allerdings nicht notwendigerweise 1.1.1 (vi) erfillt sei. Dann ist {G;},. ny mit G; :=

M; N N; ebenfalls eine p-Kongruenzstruktur, fir die nicht notwendigerweise 1.1.1 (vi) erfillt

15t.

Falls zusdtzlich gilt: (\ N; N (| M; = {id}, dann ist {G;},. N eine p-Kongruenzstruktur.
ic N ic N

Beweis:

(i) Da firie N gilt: N; I G, M; <G gilt insbesondere G; = N; " M; < G.



(ii) Es gilt firi > j: G; € M; C M; und G; C Nj, also G; € N; N M; = G;. Wegen
G; <G folgt insbesondere: Gy 1 Gj.

(111) Zundchst gzltfurze N : N_ = i o~ VM c G

N;NM; M; M;*
Daher gilt:

‘ < o0.
Nach Vormussetzung gilt aber auch: ‘NQ‘ < 00.

Also:

(tv) Seii > j , g € G;. Dann gilt insbesondere: g € M;. Daher gibt es kyy € N s.d.:
ke
gp € Mz
Nun ist g» ™ € Nj;. Daher gibt es ky € N s.d.: gP MTEN. — (g )" € N;. Daher
gilt: ngMJrkN € N, N M; = G;. Also besitzen alle Elemente der Gruppe G;/G; p-
Potenzordnung. Damit muf$ G;/G; eine p-Gruppe sein.

(v) Sei wieder i > j. Nach Voraussetzung gibt es ein d € N | das nicht von i,j abhingt,

s.d: jede Untergruppe von % und jede Untergruppe von % jeweils von hochstens d
Elementen erzeugt wird.
Sei nun V' eine Untergruppe von %j Nun gibt es eine Untergruppe U 2 G; von G

U _
Fiir U wird nun gezeigt: UNM; =U
Beweis: Nach Vorraussetzung gilt: G; C U C G, d.h.:
M;,NN; C UgMjﬂNj
—_——
:>U§Mj:>UﬁMj=U

g.e.d.

Damit gilt (vergl. [lub, Seite 209]): MY = (Nﬁ]/[p)lr]]M &~ (s nU)M = W OUJCIM DM

Nun ist (N; NU N M;)M; eine Untergruppe von M;. Insbesondere wird nach Vormus—
7(]\] AUOM,;) M, und damit auch M mU
~ UN; (UnN )N

U - N
Nun ist (UNN; )N eine Untergruppe von N Insbesondere wird nach Vorraussetzung
%)N von hochstens d Elementen erzeugt.

setzung von hochstens d Elementen erzeugt.

Damit wird V = GQ =~ N%U Ngw von héchstens d?> Elementen erzeugt.

(vi) Falls die Zusatzbedingung (| N; N (| M; = {id}, erfillt ist, gilt insbesondere

ie N ie N
N Gi={id}
ie N

Bemerkung 1.1.5 In 1.1.10 wird gezeigt, daf$ eine Gruppe genau dann eine p-Kongruenzstruktur
besitzt, wenn sie in eine p-adische Liegruppe einbettbar ist.

Mit obigem Lemma folgt daraus:

Endlich viele Einbettungen einer endlich erzeugten Gruppe G in p-adische Liegruppen haben

eine gemeinsame Uberlagerung:

Dazu geniigt es zu zeigen, dafi zwei Einbettungen eine gemeinsame Uberlagerung haben.
Seien nun {M;},. N ,{Ni},c N die p-Kongruenzstrukturen von G, die sich nach 1.1.10



aus den beiden Finbettungen gewinnen lassen.
Man erhdlt nun mit G; :== M; 0 N; die p-Kongruenzstruktur {G;},. N -

Nun hat man folgende Uberlagerung:

; G
gy (O ¢

. a i€ N
i€ N . G
lim

i€ N

Denn nach 1.1.10 ist g GQ ebenfalls eine p-adische Liegruppe und die Abbildungen

i€ N

sind die Einbettungen von lL g m NQ bzw. Iy %, die wegen G; := M; N N;
i€ N i€ N 1€ N

wohldefiniert sind.
Die beiden Abbildungen sind stetige Projektionen, was man daran sieht, daff {M;},. N ,{Ni};e N »
{Gi},c Ny eine Umgebungsbasis von {id} in der jeweiligen Liegruppe bilden.

Beispiel 1.1.6 Die freie von 2 Elementen erzeugte Gruppe Fs besitzt eine p-Kongruenzstruktur.

Beweis:
In [wer, Seite 32] findet sich folgender

0 1 z 1
pe. Nach 1.1.2 Beispiel 2 und 1.1.3 besitzt G fir z € N \ {1} eine p-Kongruenzstruktur.

Satz: Sei z € C mit |z| > 2, dann ist G := << Lz >,( Lo >> eine freie Grup-

Bemerkung 1.1.7 Man erhilt sogar fiir jedes p,q € N \{1} , p prim, eine p-Kongruenzstruktur
N(q,p);e y von Fa. Selbst wenn man p festhdlt gibt es q1,q2 € N \ {1} s.d.
N(q1,p)1N(g2,p)i 2 N(q1,p)1 fir alleie N.

D.h. es gibt eine Folge {gi};c Ny $-d- 9 € N(q2,p)i und gi ¢ N(qu,p)1 firallei € N . Fy be-
sitzt also verschiedene p-Kongruenzstrukturen, d.h. die verschiedenen p-Kongruenzstrukturen
induzieren auf Fy verschiedene Topologien.

Bemerkung 1.1.8 Da alle von hichstens abzdhlbar vielen Elementen erzeugten freien Grup-
pen in Fy nach [lyn, Seite 13 Proposition 3.1] einbettbar sind, besitzen diese nach 1.1.3
ebenfalls eine p-Kongruenzstruktur.

Satz 1.1.9 Die Homotopiegruppe des einfach gepunkteten Torus T ist isomorph zur Fy
und besitzt damit eine p-Kongruenzstruktur.

Beweis: ‘
Wihle 2 Kurven o, 8 von T wie auf folgendem Bild zu sehen:

{@n)




sd. T \ |af| eine zu der punktierten offenen Kreisscheibe homdomorphe Manigfaltigkeit
15t.
Nun gibt es eine stetige Abbildung:

e:[0,1]x T — T

s.d. o =id, 1 (T ) = |aB| mit ¢1]jap =id = I} T =TIi|afB]|, wobei || die Gestalt
hat. Aus Il |aB| = F» folgt der Satz.

Satz 1.1.10 FEine endlich erzeugte Gruppe G besitzt genau dann eine p-Kongruenzstruktur,
wenn es ein n € N gibt, s.d. G in Gl,,( C ) einbettbar ist.

Beweis:
In [lub, Seite 207] wird eine andere Definition von p-Kongruenzstruktur verwendet. Dort
wird (v) ersetzt durch

(w): Fir i < j wird N;/N; von einem Erzeugendensystem mit héchstens d Elementen er-
zeugt.

Da nach [lub, Seite 207 f] eine Gruppe genau dann linear ist, wenn sie eine p-Kongruenzstruktur
mit (w) besitzt, ist noch zu zeigen: (w) < (v)

Da (v) = (w) trivial ist, bleibt (w) = (v) zu zeigen:

Besitze G eine p-Kongruenzstruktur mit (w) statt (v). Dann ezistiert der projektive Li-

mes G = lim G/N; , in den man G einbetten kann.

i€ N
Nach [lub, Seite 209, Proposition 2] ist G eine von d Elementen erzeugte p-adische endlich-
dimensionale Liegruppe. Seien nun i < j und U/N; eine Untergruppe von N;/N; , dann gilt
mit U := lim U/N; und mit Nj := lm N;/N;:

lti l(>_j
U ist eine offene Lieuntergruppe von G, insbesondere eine endlichdimensionale p-adische
Liegruppe.
Ferner gilt:

U/N; 2 U/N;

Nach [man, Seite 509 Theorem 2.3] gilt:
U kann durch d Elemente dicht erzeugt werden. Wegen N; fes G wird U/N; von hichstens

d Elementen erzeugt, also wird auch U/N; von hdchstens d Elementen erzeugt.

Bemerkung 1.1.11 Man kann einer von endlich vielen Elementen erzeugten Gruppe G
nun eine Dimension zuordnen:

Man betrachte simtliche p-Kongruenzstrukturen von G (auch die mit d = co um die Exi-
stenz mindestestens einer p-Kongruenzstruktur (ndmlich der absteigenden GpnG(")-reihe,
das sind jeweils die Erzeugnisse der Elemente aus G der Gestalt wP" (also der p™ Potenzen)

und der Gestalt {...{wi,wa},...,w,} (womit die n-fachen Kommutatoren gemeint sind) zu

sichern).

Sei {Ni}ie N emne p-Kongruenzstruktur. Dann st ljm NQ eine d-dimensionale p-adische
ie N )

Liegruppe.

Als Dimension wdhle man nun das Minimum aller so ermittelten Dimensionen.

Nach diesem Dimensionsbegriff ist eine Gruppe genau dann linear, wenn sie endlichdimen-
stonal ust.

Die endlich erzeugten freien Gruppen haben nach 1.1.6 und nach 1.1.8 Dimension 8, denn



man kann leicht nachrechnen, daf$ eine freie Gruppe nicht in eine 1 bzw. 2 dimensionale
Liegruppe einbettbar ist:

1. FEine eindimensionale Liegruppe besitzt eine eindimensionale Liealgebra. Insbesondere
verschwindet das der Liealgebra zugeordnete Lieprodukt AB— BA wobei A, B Elemente
der Liealgebra seien. Nach [bur, Seite 852] ist die Liegruppe dann auflosbar, was nicht
sein kann, da sie nach Vorraussetzung eine freie Untergruppe besitzt.

2. FEine zweidimensionale Liegruppe besitzt eine zweidimensionale Liealgebra. Man rech-
net nun leicht nach, dafy Lieprodukte von Lieprodukten veschwinden. Nach [bur, Seite
352] ist die Liegruppe auch in diesem Fall auflosbar. Damit kann die Liegruppe wieder
keine freie Gruppe enthalten.

Man kann sich nun noch fragen, welche Dimensionen die ljm % annehmen kinnen,
K
i€ N

s.d. lym ~ keine Uberlagerung von i o wo {Mz}lG N eine weitere p-Kongruenzstruktur
. .i € N i€ N
set, 1st:

Falls G kommutativ ist, ist diese Dimension eindeutig. Im Allgemeinen kann es mehrere
solcher Dimensionen geben:

Im Fall der endlich erzeugten freien Gruppen gibt es nach 1.1.6, 1.1.8 eine Einbettung der
Dimension 3, die die gewnschte Figenschaft hat.

Aufler der psly( C ) (das ist die Liealgebra, die die 2 x 2 Matrizen iber C mit Spur 0
und dem Lieprodukt AB — BA bilden) ist auch die psls( C ) (entsprechend wie die psly( C )
definiert) von 2 Elementen erzeugbar. Falls diese beiden Elemente mit der Hausdorffmultipli-
kation (A H B :=log(exp(A)exp(B))) eine freie Gruppe bilden, hat man zwei verschieden-
dimensionale Einbettungen der freien Gruppe gefunden, die irreduzibel sind, da die psly( C))
und die psls( C ) einfache Liealgebren (d.h. die Liealgebra besitzt keine echtes Ideal, was
man fir psly( C ) und psly( C ) leicht nachrechnet) sind. (Wiren die Einbettungen in die
Liegruppen nicht irreduzibel, besdffen die Liegruppen einen echten Normalteiler, was nach
[bur, Seite 347] zur Folge hitte, daf$ deren Liealgebren nicht einfach wiren.)

. b,
Lemma 1.1.12 Sei 1 — N — G «— G/N — 1 exakt
? J

Genau dann besitzt G eine p-Kongruenzstruktur, wenn fir M := G/N gilt:

1. N besitzt eine p-Kongruenzstruktur {N;},. N s.d. N; <G

2. M besitzt eine p-Kongruenzstruktur {M;}, . n s.d. fir m € M; gilt:

nN; i (j(m)i(n)j(m) N

Beweis:
=7 Besitze G eine p-Kongruenzstruktur {Gi}ie N  dann besitzt N die p-Kongruenzstruktur
N; = Z_l(Z(N) n Gl) .
Es gilt: N; I N.
Entsprechend erhilt M die p-Kongruenzstruktur M; := p(5(M)NG;) .
Sei nun m € M;. Dann gilt:
i(n)~Yi(m)i(n)j(m)~t € i(N)NG; , da j(m)i(n)j(m)~t € i(N)Ai(n)~t € i(N) und j(m) € Gi Ai(n)"
= i~ 1(j(m)i(n)j(m)~1) € nN;



"7 FEs gilt:

G = i(N)j(M)
g — g(Goplg™"))(jonlg))

Beh: G; := i(N;)j(M;) ist eine p-Kongruenzstruktur von G':

(1)

(ii)
(iii)

(iv)

G, ist eine Gruppe:

Seien g1,g92 € G;. Dann gibt es ni,ng € N; , my,mg € M; s.d. g1 =i(n1)j(my) ,
g2 = i(n2)j(m2)

= g1g2 = i(n1)j(m1)i(n2)j(m1) = j(mama) mit i(n1)j(ma)i(ng)j(mi)~" € i(N;) , und
J(mims) € j(M;)

Sei g € Gy, dann gibt esn € N;ym € M; s.d. g=1i(n)j(m) .

g1 = j(m)i(n)~Lj(m)j(m) =" mit j(m)Vi(n)~1j(m) € i(N;) j(m)~* € j(M)

G, ist ein Normalteiler:

Sei g € G, dann gibt esn € Nym e M s.d. g=1i(n)j(m) ,

n; € Ny,m; € M; s.d. g; =i(n;)j(m;) .

= ggig™" = i(m)(m)i(ne)j(ma)j(m)~1i(n) " =

()i (m)i(ne)j(m)~i(n) Vi(n) jmmem = )yi(n =) (mmy
mit i(n)j(m)i(n;)j(m)~ti(n)~" € i(N;) ,
i(n)j(mmim=")i(n=")j(mm; 'm=") € j(M;) und j(mm;m™") € j(M;) .

klar.

"m=1)j(mm;m=1)

Seii € N zu zeigen: |G/G;| < 0o
p
Beh: 1 — N/N; — G/G; — M/M; — 1 ezakt
? J
Injektivitdt von i:
Sein € N miti(n) € Gy, d.h.:
\/n e N;,me M :i(n)=i(n)j(m)
= ey =poi(n)=pojm)=m=n=nech,

Wohldefiniertheit von p:
zu zeigen: p(G;) C M;. Sei also g € Gi,n € N;ym € M; s.d. g=r1i(n)j(m)
= p(g) =poj(m)=me M,

Surjektivitit von p:
Seim € M, dann ist j(m) € G. Nun gilt: p(j(m)G;) = po j(m)M; = mM;

(ker p DIm i):
Sein € N :poi(nN;) =en C M,.

(ker p CIm i):

Seige G,ne Nym e M s.d. g=ri(n)j(m) mit p(¢G;) = M; =
M; = p(i(n)j(m)G;) = po j(m)M; = mM; =

m € M; = gG; = i(n)G; da j(m) € G;. = gG; = i(nN;).

Aus der Spaltung der exakten Sequenz folgt nun: G/G; = i(N/N;)j(M/M;). Da gilt:
[N/Ni| < o0, [j(M/M;)| < oo folgt: |G/Gi| < oo.

Seien i < j, g € G;. Dann gilt: p(g) € M;. Nun gibt es 1 € N s.d.: p(g)pl € M;
=\neN;: gplGj =i(n)Gj .

Nun gibt es me N :nP" € N; =g

m

Gj = z(n)p Gj = Gj , da Z(NJ) - Gj .



(v) Aus der kurzen exakten Sequenz fir j € N :

1— N/N; — G/G; == M/M; —1
v J
ergibt sich die folgende kurze exakte Sequenz firi e N ;i < j:
].—>NZ/N] T) GZ/GJ i} MZ/MJ—>].

Nun gibt es dpr,dy € N s.d. gilt:

N;/N; wird von einem Erzeugendensystem erzeugt, das hochstens dn Elemente be-
sitzt, M;/M; wird von einem Erzeugendensystem erzeugt, das héchstens dys Elemente
besitzt.

Nach Vorraussetzung kann man dyr,dy unabhdngig von i,j wdhlen. Damit besitzt
Gi/G; fir alle i,j € N miti < j ein Erzeugendensystem mit hichstens dydy
Elementen.

(vi) Seig € (Gi = p(g) € N M; = {e}
=gci(N)NNG: =NEN)NG,).
Nun gilt: i(N)NG; =i(N;). =i Hg) e NN;={e} =g=ce

Bemerkung 1.1.13 Nach [man, Seite 509 Korollar 2.4] gilt folgender Satz:
Sei 1—N — G — M—1

eine kurze exakte Sequenz und besitzen N,G,M eine p-Kongruenzstruktur ohne (v)
Dann besitzt G genau dann eine p-Kongruenzstruktur, wenn M, N eine p-Kongruenzstruktur
besitzen.

Bemerkung 1.1.14 Mit Hilfe von [diz, Seite 89, Theorem 5.6/, das besagt:

Sei G eine Gruppe mit einer p-Kongruenzstruktur {Gi}ie N » dann besitzt die Untergruppe
von Aut G , deren Elemente die G; fiir allet € N festhalten, auch eine p-Kongruenzstruktur.

kann man folgenden Satz zeigen:

Satz 1.1.15 Sei 1 — N — G — M — 1 czakt
und {g € G| An € N :g(i(n)g~! =i(n)} = {e} , d.h. der Schnitt von i(N) mit dem Zen-
trum von G ist die Identitdt.

Dann besitzt G genau dann eine p-Kongruenzstruktur, wenn N eine p-Kongruenzstruktur
{Ni};e y mit i(N;) <G besitzt.

Beweis:
"= wie in 1.1.12.
7&<" Sei

p:G@ — AutN
g — (i (g(i(n)g™"))

Da i(N;)<G gilt, erfillt o(G) die Voraussetzungen aus obigem Theorem, besitzt insbesondere
eine p-Kongruenzstruktur.

Noch zu zeigen: ¢ ist injektiv, denn dann induziert die p-Kongruenzstruktur von ¢(G) eine
p-Kongruenzstruktur auf G.

Sei nun g €ker ¢ = A\n € N :i(n) = g(i(n))g*

Nach Voraussetzung des Satzes folgt daraus: g = e.



Lemma 1.1.16 Sei

1—N — G == M —1 eczakt
Z J

mit |[M| < oo, dann gilt:
G besitzt genau dann eine p-Kongruenzstruktur, wenn N eine p-Kongruenzstruktur besitzt.

Beweis:
" <" Sei {Ni},c N eine p-Kongruenzstruktur von N. Definiere nun {G},. Ny durch:
Gi = () mN;m~* firi € N. Es gilt: G; <G und G; C N. Nach 1.1.12 besitzt G
m e M

nun eine p-Kongruenzstruktur, wenn {Gi}i c N eine p-Kongruenzstruktur von N induziert:
(i), (i) sind klar.
(iii), (i0), (v):

n mNm™*

zu zeigen: —2<E — firi,k € N st eine endliche p-Gruppe, die von d (d unabhingig

von i) Elementen erzeugt wird.
Nun gilt mit M = {mq,..,mp} mitme N :

-1 -1
Jj+1 Jit+2

= =T =T =T —T
mlNiml ﬂ...ﬂijimj ﬁmj+1Ni+ka+1ﬂMj+2Ni+kmj+2ﬂ...ﬂmmNi_'_kaL

m1Nimflﬂ...ﬁijim;lﬁmj_'_lNim F‘lmj+2Ni+km ﬂ...ﬂmmNHkm;I

-1 -1 -1 -1 —
mlNiml ﬂ...ﬂijimj ﬁmj+1Nimj_Hﬁmj+2Ni+kmj+20mﬁmm]\7,;+kmml

m1Niml_lﬂ...ﬂmjNimj_1ﬁmj+1Nim].__ﬁlﬁijrgNiJrkmj__&zﬁ.‘.ﬁmmNi+km,_nlﬂmj+1Ni+kmj__&l
wobei der Quotient hier als Aufteilung in Nebenklassen zu verstehen ist. Durch Konjugation
eines solchen Quotienten bleibt die Anzahl der Nebenklassen bestehen.
Man konjugiere nun mit m;_&l und erhdlt:

-1 -1 -1 —1 -1 -1 -1 -1
mj+1m1Nim1 mj+1ﬂ..40mj+1mj]\7imj mj+1ﬂNiﬂmj+lmj+2Ni+kmj+2mj+1 ﬂ...ﬂmj+lmmNi+kmm mjy

mjjilmlNimflmj+1ﬂ...ﬂm;il7nj Nim;1mj+1ﬁN,yﬂm;J:Imj+2Ni+km;Jr12mj+1ﬂ“.ﬂmjjrllmmN,i+km;L1m,j+1ﬁNi+k
~ (mjjrllmlNimflmj+1ﬁ...ﬂmjjrllmjNim;lmj_HﬂNjﬁm;J:Imj+2Ni+km;+12mj+1ﬁ...ﬂmjj:lmmN,Hkm;z’lmH_l)NiJrk
- Niir

Dieser Quotient besteht nach Vorraussetzung aus héichstens d (womit das zu der p-Kongruenzstruktur
{Ni}ie N gehorige d gemeint ist) Nebenklassen. Insbesondere bestand auch der erste Quo-

tient aus hochstens d Nebenklassen.
mlNimflﬁ...ﬂmmNim:nl

e — i m Zwischenquotienten zerle-
miNippemy N.NMyy N gmay,

N mN;m™!
gen. Damit wird mﬂe MmNHkm,
me M
von hochstens md Elementen erzeugt und ist endlich. Daf$ diese Gruppe eine p-Gruppe ist,
-1
folgt, da firm e M ;i ke N gilt: -2N™m ___ st eine p-Gruppe. Denn damit findet man

mN;1pm~1t

Nun kann man den Quotienten

1

fireinge () mNm'enje€ N sd g’ e () mNm!
meM meM

(vi) ist klar.

" =" folgt aus 1.1.3.

10



1.2 Die Teichmiillersche Modulgruppe einer Riemann-
schen Fliche

Definition 1.2.1 vergleiche :[nag, Seite 22ff]

Seien Mo, M Riemannsche Flichen, ¢ : My — M ein orientierungserhaltender Diffeomor-
phismus.

Die komplexe Dilatation von ¢ sei definiert durch u(p) := i, wobei z ein lokaler Parameter
auf My ist.

@ heifft quasikonformer Diffeomorphismus, falls ||11(p)]|co < 1.

Definition 1.2.2 Sei My eine Riemannsche Fliche, sei D(My) die Menge aller zu M
quasikonform diffeomorphen Riemannschen Flichen.

Dann versehe D(My) mit folgender Aquivalenzrelation:

Seien My, My € D(My), dann definiere:

My ~r Ms = My und My sind biholomorph.

Man definiere nun den Riemannschen Modulraum R(My) als: R(My) := D(My)/ ~r

Bemerkung 1.2.3 Vergleiche:[nag, Seite 103ff]

Der Riemannsche Modulraum einer kompakten Riemannschen Fliche mit endlich vielen
Punktierungen beschreibt die komplexen Strukturen mit demen My versehen werden kann,
denn sei My homdomorph zu My, dann gibt es auch einen quasikonformen Diffeomorphis-
mus von My auf M.

Bei anderen Riemannschen Flichen betrachtet man nur die zu My quasikonform diffeo-
morphen Riemannschen Flichen M, und erhdlt damit nicht alle homdomorphen komplexen
Strukturen.

Man kann nun R(My) wie folgt mit einer Metrik versehen:

Seien Ry, Ry € R(My), dann definiere:

dr(R1, Ry) := inf{log(||u()|lcc) | : M1 — Ms q.k.Diffeom. mitMy € Ry, My € Ro}

Es wird sich nun herausstellen, dafl R(My) beziiglich dieser Metrik zusammenhingend aber
nicht einfach zusammenhdngend ist. Der Riemannsche Modulraum wird von einem einfach
zusammenhdngenden Raum, der sogar eine komplexe Struktur tragt, iberlagert. Dieser Raum
heif$t der Teichmdiillerraum.

Definition 1.2.4 Sei My eine Riemannsche Fliche. Man betrachte die Menge der Tripel
(Mo, o, M) mit M € D(My), wo ¢ : My — M ein quasikonformer Diffeomorphismus ist.
Der Teichmiillerraum T(My) von My ist die Menge der Aquivalenzklassen obiger Tripel mit:
(Mo, 1, M) ~1 (Mo, o2, Ma) =\ f : My — My biholomorph s.d. folgendes Diagramm
kommutiert:
f*
I, My - I Mo

1, M,

Definition 1.2.5 Man definiere nun die Teichmiillermetrik wie folgt:
d:T(My) x T(My) — R § mit
d(11,72) = inf{log|| fz/ f:llco|f : M1 — Ms s.d. id* =
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(801 o 9051)* o f* Iy My — I, M7 mit (Mo,(pi,Mi) €T furz S {1,2}}
vergl./nag, Seite 58,108,118]

Satz 1.2.6 Der Teichmiillerraum einer Riemannschen Fldache My, versehen mit der Teichmiiller-
metrik, ist zusammenhdngend, einfach zusammenhdngend und besitzt eine komplexe Struk-
tur. [nag, Seite 108,118,150,185]

Definition 1.2.7 Sei Diff, . (My) die Gruppe der quasikonformen Diffeomorphismen auf
einer Riemannschen Fliche My. Man versehe Diffy ..(Mo) mit der kompakt-offenen Topo-
logie.

Die Teichmiillersche Modulgruppe wird nun definiert als: M(My) := Io(Diffy.c.(Mo), id)
Dabei ist die Zusammenhangskomponente innerhalb der Homdomorphismen gemeint.

Satz 1.2.8 M(My) operiert auf T'(My) :

Sei g eM(My), 7 € T(My), v € B, (Mo, ¥, M) € 11.
Dann definiere:

2(7) := (Mo, ¥ o, M1)/ ~r.

Beweis der Wohldefiniertheit siche [nag, Seite 122].

Satz 1.2.9 R(Mo) = T(Mg)/M(Mo)

Beweis siehe [nag, Seite 12/).

Bemerkung 1.2.10 Die Teichmiillersche Modulgruppe ist die Gruppe der Decktransforma-
tionen der einfachzusammenhingenden komplexen Uberlagerung T(My)/M(My).

1.3 Die quasikonformen Diffeomorphismen des Torus

Definition 1.3.1 Sei T ein Torus, Diffy .. (T) die Gruppe der quasikonformen Diffeomor-
phismen von T. Seien q1,q2 €T mit 1 # q2. Fiz(q1), Fiz(q,q2) sei die Untergruppe der
Elemente von Diffy . (T), die g1 bzw. q1,q2 festhalten.

Definition 1.3.2 wvergleiche:[bir, Seite 175]

Sei M ein topologischer Raum, F ein topologischer Unterraum von M, xg € F, i € N,
dann definiere:

[0,1]77 :=0 fir j € N ,[0,1]° := {0}, 6[0,1]% sei der Rand von [0,1]*.

Seien fo, f1: ([0, 1}ia5[0’ 1]i7 (6[0, 1]i_1 x {1}) u ([0, 1]i_1 x {0})) — (M, F,x0),

dann definiere folgende Aquivalenzrelation: fo ~ f1 ‘
=\ b [0,1] x ([0,1]%,8[0, 1]%, (8]0, 1]~ x {1}) U ([0, 1]~ x {0})) = (M, F,zo) mit
h(0) = fo,h(1) = fi1.

Nun definiere: I1;(M, F, z) :=
{47 (0,117,600, 17, (310,171 x {1}) U (0,1 x {0})) 2 (M, Fyo)}/ ~}
Sei £+ (10,117,810, 1J%, (3]0, 1" x {1}) U ([0, 1] x {0})) 225 (M, F, ),
dann bezeichne IL;(f) die dazugehirige Aquivalenzklasse in 11;(M, F, ).
Ferner definiere IL;(M, xo) := I1;(M, zg, o).
Satz 1.3.3 Nach [bir, Seite 175] gibt es folgende lange exakte Sequenz:
C— IL(Fag) 25 TL(M,ag) 25 TL(M, Fag) 25
L Hifl(F, CL‘()) Jl—_1> Hifl(M, Io) p7__1> Hifl(M, F,SL‘[)) i_>1
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mit folgenden Bezeichnungen:

. . . . id

J3(L(f) =;(jo f) mitj: F— M;

pi(Mi(m)) ==L, (1 om) mit 1 : (M, zg, o) — (M, F,z0);
51(H1(m)) = Hl(k‘ o m|[071]i—1><{1}) mat

k:(F,F,z9) — (F,z0,0)

(mamva) L (ma an‘TO)
Korollar 1.3.4 Wenn man nun fir F =Fix(q1,q2) , M =Fiz(q1) wdhlt, ergibt sich:
o — I (Fia(qr, q2),id)  — T (Fia(qr), id)  — T (Fix(qr), Fie(q1, g2), id) — ..

Satz 1.3.5 Nach [bir, Seite 176] gilt firi € N :
Die Abbildung

¢i  Ii(Fia(qr), Fiz(qi, q2),id) — IL(T\{a1},q2,q2)
(h’gvid) — (h(q2)7g(Q2)7q2)

st ein Isomorphismus.

Satz 1.3.6 Nach obigem Satz gibt es folgende lange exakte Sequenz:

. . B . . i 0PDi d;0 ;1 . .
. = IL(Fiz(qu, q2), id) 2 TL(Fia(qr), id) "2 (T \ {q1}, q2) 2% ;1 (Fiz(qy, q2), id) — ..
Dabei hat nach [bir, Seite 176] die Abbildung g; o p; folgende Gestalt:

Gi := giopi : I(Fir(qr),id) — TL(T\{q1},q2)
IL(f) = Mi(dof)
mit
q: Fir(qr) — T\{a}
h +— h(ge)

Satz 1.3.7 Es gibt einen Gruppenhomomorphismus

7 (T\{q1},q2) — To(Fiz(qr, ge), id)
Mi(y) = Io(ny(1))

mit 0, : [0,1] =% Fiz(q1) s.d. mit der Abbildung:

q:Fi(g)) — T\{am}
[ — fla)

gilt: T (4 0 1,) = Th (7)
Beweis:
Nach 1.1.9 ist ILi (T \ {q1 }, q2) eine freie Gruppe,die von II;(«),I1;(8) erzeugt wird.

T\ {q1} ist homotopieiquivalent zu einem einfach punktierten Rechteck mit dem Rand
afBa 1571, bei dem a, ™! und B, 371 verklebt werden.

13



q2 - 42
B . q gt
q2 at q2

Wiihle nun o, o_ parallel zu o s.d. g1 € U, wo U die o enthaltende Zusammenhangs-
komponente von T\ {qg1 U |ay| U |a_|} sei.

o
Q2 . - 42
U
a_
- q1
B gt
oy
U
q2 ™t q2

U st nun diffeomorph zu [—1,1] x St mit g5 = (0,1),a = (0, 1)
Fiir s € 0,1] definiere p%:
e [-1,1] x S' — [-1,1] x S*

(1 capli)) — (1 eaplilp + 2 (7 7T))

@S hat folgende Figenschaften:

©¥oxs1(0,€%) = (0, t2™)) insbesondere:

90?(07 1) = (O’EZQWS)v ©1(0,1) = (0,1)

Ol{—11yxst = dl{_1,1) x50 -

©% st differenzierbar und es gilt fir die Ableitung dp$ :
dp%(t,e'?) =d id(t,e™?) firt € {1,—1}

14



Damit kann man SZS eFixz(q1) wie folgt definieren:
~a 0¥ (z) firzeU
P, = .
id sonst
Nun definiere man 1, wie folgt:

No [0,1]  —  Fix(q1)
s — L?D(:

Aus der Definition von 1, folgt: qo Na = @ = Hl(a 0ny) =1 (a).
Entsprechend gibt es ng : [0,1] — Fiz(qq).
Man definiere nun: n,-1(t) :== (na(t)) ™, ng-1(t) :== (ns(t))~* firt € [0,1].

Seinun Il (y) € IL (T\{q1 }, ¢2), dann gibt esn € N ;a;,b; € Z s.d. II;(y) = (Hl( e Tl (B)%),

H':]:

J
da nach 1.1.9 1 (T \ {q1}, g2) die von II1(),I11(B) erzeugte freie Gruppe ist.

n
Nun gilt mit m = ) |a;| + |bj| ; <, cf € {-1,0,1} geeignet:
j=1

(e

I (7) = [] (I (a) T (8))).

j=1
Definiere nun: ny : ] — Fw:(ql) mit l € {0, .. -1} s.d.:

[0,
1
gz ()= (10 ) 0 (1)) 0773“(2mt— 21).
d o o of
Mz 204n,(f) := (H (e (V) oy (1)) ona** (1) 0 Ug”l(?mt —2(1+1)).
Die Wohldeﬁmerthezt folgt da 11 (T \ {q1}, q2) frei ist, die Stetigkeit folgt aus der Stetigkeit
VON Mo, N1, 18, -1 Der Satz folgt nun, da 1,(1)(q2) = go.

Satz 1.3.8 Die Abbildung 6, o g7 " hat die Gestalt:

M(T\{q1},q2) — Ho(Fiz(qr, g2), id)

7 — 1()
und ist injektiv. vergl. [bir, Seite 177]

Beweis

Dafi §10q; " obige Gestalt hat, folgt aus Satz 1.3.7, denn 8, 0q; *(7) = &, (1 (7, Myl 10,1y 5 0d))
= o(n5(1), id).

Seien nun 1, (€), 11 (v) € I (T\{q1}, q2), dann gilt: (5;0q7 * (T11(€)))* (1 (7)) = Iy (&) ()T ()~
was 1m folgenden gezeigt wird.

Dabei bezeichne (81 o gy *(I11(€)))* die Abbildung, die von einer beliebigen Abbildung aus
851 0qy M(I14(€)) € To(Fialqy, q2), id), die also auf T \ {q1} operiert und dabei den Punkt go
festhilt, auf der Homotopiegruppe 111 (T \ {q1}, q2) induziert wird. Die induzierte Abbildung
ist dabei wohldefiniert, da &y o ¢y ' (111 (€)) zusammenhingend ist und damit die Bilder einer
Kurve ¢ € T\ {q1} mit Basispunkt g unter den Abbildungen aus &, o ¢y *(II; (€)) alle ho-
motop sind.

Es gilt:

(Grog (M) (T \{g1},¢2) — (T\{a¢:1}, =)
¥ o Ih(neg(1)(v))

wo ne wie in 1.3.7 gewdhlt werde. Fir Il (o), I1;(8) wie in 1.3.7 ergibt sich: 1o (1)(6) : [0,1] — T\ {¢1}
hat die Gestalt: n,,(1)(8) = a0 By oy mit den Bezeichnungen wie auf folgender Abbildung:
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q2 - q2
(&%)
A
o
51 : ql
ﬂfl
o
aq
0 a ! I

= I ((na(1))(8)) =
IL(T\ {q1}, q2) gilt:

Fiir Ty (y ) )
14 (%) H( (@)%, (B)%) mitn€ N ,a;,b; € Z .
= (d1oq; 1((H1 a)))* (I (7)) = () (M) (a™h)

Sei nun: 111 (&) € IL(T \ {q1}, q2) mit

I (¢) = [T (M ()% (8)%) mit me N ¢, d; € Z .
i=1

Nun ist die Abbildung:

S10g;t :TL(T\{q1}, ¢2) — Ho(Fia(q1, q2), id) ein Gruppenhomomorphismus.
Insbesondere gilt:

(61 0 ¢7 (I (€)))* (I (7)) = (ill((?loql (I (@) (81 © g7 ' (T2 (8))) ") (1 (7))

- ‘ﬁ“lwim(ﬁ)di) M) T ()T (3)*) !

Da I (T \ {q1},q2) eine freie Gruppe ist, gibt es fir 111(§) € (T \ {q1},q2) \ {1} ein
I (v) € (T \{q1}, q2) s.d. (6 0q7 "(T1(€))* (1 (7)) # (1 (7)), was die Injektivitit zeigt.

Satz 1.3.9 Die Abbildung

Oo(Fiar(qr,q2),id) —  Aut™ (I (T\{q1}, ¢2))
Ho(e) = (olr\ia})”

(wobei (@|p\(q,1)" der von | g,y auf I (T'\{q1}, q2) induzierte Gruppenautomorphismus

sei) ist ein Isomorphismus.
Dabei ist Aut™ (T (T \ {q1}, q2)) :=
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Aut(Iy (T \{q1},q2)) — {1,-1}
ker

— . I (T\{q1},92) T, (T\{q1 },92)
p > det (‘p' (TN (@ has)) <H1<T\{ql},q2>>’)

(I (T \{q1},q)) sei dabei die Kommutatorgruppe von Iy (T \ {q1}, q2).

Beweis

Homeo(T \ {q1},q2) sei die Gruppe der Homdéomorphismen, die qo festhalten. Seien fer-
ner Homeoo(T \ {q1},q2) die Zusammenhangskomponente von id in Homeo(T \ {q1},q2),
Homeot (T \{q1}, q2) die orientierungserhaltenden Homdmorphismen, die man wie folgt de-
finieren kann:

o € Homeo™ (T\ {n1},a2) & ¢* € Aut™ ((T\ {a1},2).

Dabei sei p* die Abildung, die von ¢ auf 11 (T \ {q1}, q2)) induziert wird.

Nun ist folgende Abbildung ein Isomorphismus:

Homeot (T \ {q1}, ¢2)
Homeoo(T \ {q1}, q2) Aut™ (I (T \ {q1}, g2)) (1.1)

Y = @

Die Wohldefiniertheit der Abbildung folgt, da fir ¢ € Homeoo(T \ {q1}, q2) gilt: ¢* = id,
denn der Wegzusammenhang von ¢ und id induziert sofort eine Homotopie zwischen einer
geschlossenen Kurve v C T\ {q1} deren Start- und Endpunkt qo sei und der geschlossenen
Kurve o(7y), deren Start- und Endpunkt dann qo ist. Umgekehrt folgt aus [ahl], [mac], daf
fir o* = id gilt: ¢ ist isotop zu id, d.h. die Abbildung ist injektiv.

Zur Surjektivitdt:

DaTly (T\{q1}, q2) eine freie Gruppe ist, folgt nach [lyn, Seite 23] und [mag2], daf Aut™ (T \ {q1}, q2)
von folgenden Automorphismen erzeugt wird:

(die Bezeichnungen seien dabei wie in 1.3.8)

Den inneren Automorphismen von II1 (T \ {q1},q2), die geometrisch einer Rotation von qa
entlang der entsprechenden Kurve entsprechen und den Automorphismen A, B, die Dehnt-
wists entlang «, 8 entsprechen und die auf 111 (), 11 (B) wie folgt definiert sind:

(wodurch sie auch eindeutig bestimmt sind.)

A(lL (@) =T (a) o 111 (), A(IL1(B)) = I11(3)

B(I(8)) = Ty (a) o T (8),  B(Il1(a)) = Ty (a)

Nach dem Beweis von 1.3.8 gibt es zu C' € Inn(II1(T \ {1}, q2)) ein oo € Fiz(q,qz) mit
po=0C.

Zwischenbehauptung:
Es gibt auch p €Fiz(q,q2) mit oy = B:
Sei der Torus T nun wie in 1.3.8 ein Rechteck, das an den Kanten o, o' und 3,3~" ver-
klebt wird. Wdihle nun a—, U wie auf folgendem Diagramm:
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q2 - g2
U
a_
-1
B gt
0 at 0

Man identifiziere U mit [0,1] x S* , wobei a = {1} x St und a_ = {0} x St sei.
Man definiere nun:

vplu : [0,1] x ST — [0,1] x St
YB = (s,et)  — [s, exp(it + 2mie 67-5(6_ﬁ +1))]
@B|T\U:id: T\U —_— T\U

Wie in 1.3.7 ist pp ein Diffeomorphismus. Nun gilt: op(5) = a1 o 81 mit 1, a1 wie folgt:

e
q2 - g2
aq
N
o_
B @
q2 a1 ' q2
= ¢p(I11(B)) = i (ay) o Iy (B1) = i () o IT1(B)
Da pp(a) = « folgt : ¢ (111 (a)) =111 ()

Damit gilt insbesondere: ¢ = B.
Entsprechend findet man pa €Fiz(q1,q2) s.d. ¢ = A.
Da walr\ (g} 9Bl\{q} €Homeot (T'\ {q1},q2) folgt die Surjektivitit.
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Nun betrachte man die Abbildung

Homeo™ (T \ {q1}, )
Homeoog(T\{q1}, q2)
Mo(e) —  @lm\(ay

Iy (Fia(q1, q2), id)

Dies ist offenbar eine wohldefinierte Finbettung. Die Surjektivitit dieser Abbildung folgt aus
dem Beweis der Surjektivitit von (1.1), denn @4, pp,pc mit C innerer Automorpismus der
freien Gruppe liegen in deren Bild.

Lemma 1.3.10 Sei g € Iy(Fiz(q, q2),id), I () € 1 (T \ {q1}, ¢2), dann gilt:

Po(dog (Mi(a)op™ = diog (¢lr\qy) (M(a))

fiir alle ¢ € @.

Beweis:

Nach 1.3.8 geniigt es mit @ := II; (o) zu zeigen:

polly(nz)op ' = o (Mol 4y1)* @)

Sei nun Iy (v) € (T \ {q1},q2), dann gilt:

(Mol ary)* @) () = (@l (g,1)* (@) o T (7)o (@l gguy) (@ ).

Andererseits gilt:

(soonizosfllT\{ql})*(Hl(’Q) = (@l ) o (el faiy) (0™ i 101)* (M1 (7)) = (@l 1) * (@0
(o7 r\{gy) (1 ())) o @)

= (¢lr\{g:1)* (@) o (L (7)) © (Plr\ (g y) @)
Aus Satz 1.3.9 folgt die Behauptung.

Lemma 1.3.11 IIy(Fiz(q1, q2), id) besitzt genau dann eine p-Kongruenzstruktur, wenn 111 (T'\ {q1}, ¢2)
eine beziglich Aut™ (1 (T \ {q1},q2)) charakteristische p-Kongruenzstruktur besitzt, d.h. ei-

ne p-Kongruenzstruktur, deren Folgenglieder von jedem Element von Aut™ (I (T \ {q1}, ¢2))
festgehalten werden.

Beweis:

Man wende Satz 1.1.15 an.

Zu zeigen ist nun, dafi es zu @ € Ho(Fiz(q1,q2)) \ {Ilo(id)} ein I (a) € I (T \ {q1},q2)
gibt,s.d.

Po(d10gr () op ! #d0g (i(a))
Nach 1.83.10 ist dies dquivalent zu :

1067 (Pl gg))" (1 (@) # 01 07 (L1 (@)
< (ol \ {ql})*(Hl(a)) # 11 («) nach 1.8.8.
Falls ein solches 111 («) nicht existiert, gilt: (Lp|T\ {ql})* = id.

Nach Satz 1.3.9 gilt dann: g € y(id), was der Wahl von @ widerspricht.

Damit gilt: o (Fizqy, g2, id) besitzt genau dann eine p-Kongruenzstruktur, wenn II1 (T \ {¢1}, ¢2)
eine p-Kongruenzstruktur {N;},. N besitzt, s.d. 61 o q; H(N;) S To(Fiz(qu, q2), id). Nach
1.3.10 gilt dann aber firi € N, ¢ € U(Fizx(q1,q2), id) folgendes:

(¢lp \ {Q1})*(Ni) = N; fir p € @. Mit 1.5.9 folgt das Lemma.

1.4 Der Zusammenhang zwischen Ilj(Fix (¢, ¢2),id) und
M(T\ {q1, ¢2})
Lemma 1.4.1 Sei o € M(T \{q1,q2}) = Wo(Diffg.c.(T'\ {q1,42}), id) und ¢ € P. Dann

A
kann man ¢ zu einem Homdomorphismus ¢ auf T fortsetzen mit:
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Q’({Qh(]z}) = {Q17Q2}

Lemma 1.4.2 Sei ¢ € Diffg o (T \{q1,¢2}) s.d. @(ql) = q firi e {1,2} , dann gibt es
A
¥ € Ilo(p) s.d. fir dessen Fortsetzung gilt: 1 € Diffg ¢ (T)

Beweis:
Man definiere zundchst £ : R — R mit £ € C*°( R ) mit §|[_%7%] =1L¢R -1, =0
wie folgt:
§|[_oo7_1] = 0 )
T R [CRERY
£=q Cipy = L
§|[%11] = tHeQ(eﬁ)(ei‘—% +1)
o0 = 0

Sei ferner i, = % die zu @ gehorige komplexe Dilatation.
Seien nun ¢; : Vi — U; € C miti € {1,2} zwei C™-Karten auf T mit q; € V;, ¥i(q;) =0,
Vinva,=40.

A
Seien nun W; O%H Vi mit ¢; € W; so gewdhlt, daff o(W;) C V;. Dies ist mdglich, da ¥ ein

Homdomorphismus ist, der q; festhdlt.

Man definiere nun:

/ig) cpi(Wi) — C

(Yiopo Wilw,) )=z

(i o @ o (Yilw,) 1)z

Definiere weiter fir t € C mit [t| < 1, ¢; :=dist(0,(y;(W;))) wobei §(1p;(W;)) der Rand
von ;(W;) sei:

z

pll (W) —  C
2

z o= (=t =) ) (2)

z
Ci

Definiere nun fir ¢ € T\ {q1,q2}, t € C mit |t| < 1:

o { (D oy)(g)  fir g € Wi\ {a:}
o o) sonst
& =o.

Damit gilt: ,ug)) = 1, und es gibt fir q1,q2 Umgebungen auf denen gilt: pig

Da ug) diffbar ist, existiert nach [nag, Stez'te 37,84] auf T\ {q1,q2} 2zu ug) ein quasikonfor-

mer Diffeomorphismus ' s.d. : ,ug) = i—?.

Nach [nag, Seite 38] kann man die @ s0 wéhlen, daf die Abbildung t — @' holomorph ist.
Nach [nag, Seite 32] gibt es eine biholomorphe Funktion f : T —— T s.d. gilt: fo ¢ = ¢
Da nun offenbar die Abbildung t — f o ' stetig ist, ist ¢ isotop zu f o @', also zu einer
Abbildung, die in einer Umgebung von {q1,q2} holomorph und nach 1.4.1 stetig auf T fort-
setzbar ist. Damit ist f o @' holomorph auf {q1,q2} fortsetzbar.
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Lemma 1.4.3 Es gibt ¢ € Diffy o (T) mit o(q1) = g2 und ©(q2) = ¢1 mit 1,2 € T'.

Beweis: L
Es gilt: T=S* x SY | q1 # q2 mit q; = (e™i,eVi) | 1/1; € R . Nun gibt es folgende Spiege-
lungen auf T

S8t xSt — Slx st
(e e’y —s (el=(n'=
Sy: St xSt — Stxgst

(ei"1 , e’ ) — (e“71 , ei(=n*~

ei4ws o widvdy
12 2)+ 12 2)76“72)

w492 pi+ud
12 2)+ 12 2))

Die Abbildung S10S5 ist orientierungserhaltend und differenzierbar und erfillt: S o Sa(q1) = ¢2
, S1082(q2) =

Satz 1.4.4 Es gilt: Folgende kurze exakte Sequenz spaltet:
1 — TIpFiz(q,q2) — M(T\{q1,q2}) — <p>—1

wobei < ¢ > die von ¢ aus 1.4.3 erzeugte Untergruppe von M (T \ {q1,q2}) (diese hat
Ordnung 2) sei und die Abbildung M(T \ {q1,q2}) =< ¢ > wie folgt definiert sei: A €
M(T\ {q1,q2}) werde auf id abgebildet, falls A(q1) = q1 , A(q2) = g2 ; im Fall A(q1) = qo
, A(g2) = q1 auf ¢. Dies sind die einzigen mdglichen Fille, da A eine Permutation auf
{q1, 92} induziert.

Satz 1.4.5 M(T\ {q1,q2}) besitzt genau dann eine p-Kongruenzstruktur, wenn Iy (Fix(q1, g2), id)
eine solche besitzt.

Der Beweis folgt aus 1.4.4 und 1.1.16

Korollar 1.4.6 M (T \ {q1,q2}) besitzt genau dann eine p-Kongruenzstruktur, wenn Aut(Fy)
eine p-Kongruenzstruktur besitzt.

Beweis:

Es gilt: Mo Fiz(q1, q2)=Autt (Fy) und M(T \ {q1,q2}) besitzt nach 1.4.5 genau dann eine
p-Kongruenzstruktur, wenn IgFiz(q1,q2) eine p-Kongruenzstruktur besitzt. Ferner besitzt
Aut™ (Fy) genau dann eine p-Kongruenzstruktur, wenn Aut(Fy) eine p-Kongruenzstruktur
besitzt:

Dies gilt, da man 1.1.16 auf folgende kurze exakte Sequenz anwenden kann:

Sei Fy =< a,b > , werde also von a,b erzeugt. Sei nun d)‘fl € Aut(F») das durch qzﬁ‘fl (a) =a™t,
d)‘fl(b) = b eindeutig definierte Element. qﬁ‘fl hat Ordnung 2. Nun spaltet folgende kurze
exakte Sequenz:

1— Aut™ (Fy) — Aut(F,) = < o > 1

wobei < (;5“71 > die kleinste von qﬁ‘fl erzeugte Gruppe sei.

Die Abbildung Aut(Fy) —< cb“_l > sei dabei wie folgt definiert:

A € Aut(Fy) werde auf ¢ abgebildet, falls det(A : % — %) = —1, sonst auf id. Dabei sei
F} die Kommutatorgruppe von Fy.
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Kapitel 2

Einbettungen der AutF5 in
p-adische Liegruppen

Zu diesem Kapitel ist zu bemerken, daf} erst nach seiner Erstellung der Artikel [kral, Seite
453] veroffentlicht wurde, in dem mitbewiesen wird, das AutF» linear ist. Dort wird gezeigt,
daf eine der Buraudarstellung der B4 verwandte Darstellung treu ist. Ob die Buraudarstel-
lung treu ist, ist bisher unklar, wird von mir am Schlufl des Kapitels mittels einer Beweisidee
vermutet. In [kral, Seite 455] wird vermutet, daf sie einen nichttrivialen Kern hat.

2.1 p-adische Liegruppen
Bezeichnung 2.1.1 Sei p prim, Z, die p-adischen Zahlen und Q ,der p-adische Kdrper.

Definition 2.1.2 Fine p-adische Liegruppe ist eine p-adische Mannigfaltigkeit G s.d. G
zusdtzlich eine Gruppe ist. Dabei sei zusdtzlich die Abbildung

GxG — G
(91,92) — g10g5"

analytisch.
Definition 2.1.3 Fine Q ,Liealgebra A ist ein Q , Vektorraum mit einer Multiplikation

AxA — A
(a,0) +— [a,b]

s.d. fir a,b,c € A gilt:
[a,a] = 0,[[a,b],c] + [[b, ], a] + [[¢,a],b] = 0.

Definition 2.1.4 Auf dem Tangentialraum T.G einer Liegruppe G im Punkt e definiere
man wie folgt eine Multiplikation:
[a,b] := ad,(b) mit a,b € T.G,wobei ad:T, x T, — T, die Ableitung der Abbildung

Ad:G — Au(T.G)
g +—— dkg

mit ky(h) := ghg™" fiir h € G sei.
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Satz 2.1.5 T.G versehen mit obiger Multiplikation ist eine Liealgebra. Man bezeichnet sie
als die der Liegruppe G zugehdrige Liealgebra.
Beweis siehe [bur, Seite 252 , Proposition 44 Seite 266].

Satz 2.1.6 Sei G eine p-adische Liegruppe mit zugehoriger p-adischer Liealgebra L. Dann
gibt es eine offene Umgebung V' der 0 in L und eine Abbildung:
exp: V — G mit folgenden Figenschaften:

(i) exp ist ein Homdomorphismus auf sein Bild.

(ii) exp ist analytisch.

(iii) Seien N\ € Z und x €V s.d. auch \x € V, dann gilt: exp(Ax) =exp(z)*
Beweis siehe [bur, Seite 284]

Satz 2.1.7 Sei G eine p-adische Liegruppe mit zugehoriger p-adischer Liealgebra L.
Sei G, ={geG|A\Nee N <. G \Vne N :¢g"e N},
dann gibt es eine Abbildung log : G, — L mit folgenden Eigenschaften:

(i) log |exp(vy — L ist die Umkehrabbildung von exp:V — G.

(i) log ist analytisch.
Beweis siehe [bur, Seite 333/, daf exp(V) C G, folgt aus der Definition von V.
Bemerkung 2.1.8 Sei g € G mit g" = e fir einn € N, dann gilt: log(g) = 0.

Satz 2.1.9 Sei G eine p-adische Liegruppe mit zugehdriger p-adischer Liealgebra L.
Sei ferner A ein stetiger Liegruppenautomorphismus, dann gibt es einen Liealgebrenauto-
morphismus A s.d. folgendes Diagramm kommutiert:

A
Gp Gp
log J log
L 1 L

Beweis siehe [bur, Seite 254]

Lemma 2.1.10 Sei G C GL,( Z),) eine endlich erzeugte p-adische Liegruppe, dann gilt:
G, =G

Beweis:
Da G C Gl( Zyp) und endlich erzeugt ist, besitzt G eine p-Kongruenzstruktur {N;},. N -
Siehe z.B. [diz, Seite 194 Theorem 9.34]. Nun ergibt sich aus G € ljm N%, daff G, = G

i € N
nach Definition der p-Kongruenzstruktur, denn die {Ni}z’e N bilden eine Umgebungsbasis
von {e}, d.h. jede offene Umgebung von e enthilt alle {N;} bis auf endlich viele.

Lemma 2.1.11 Ewistiert nun fir G = G, ein injektiver Logarithmus, dann ist die Abbil-
dung

AutG —  AutL
A — A

eine bijektive Abbildung.
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2.2 Eine oco-dim Darstellung von AutF;
Einleitung:

In [pla] werden alle irreduziblen Darstellungen von Aut(F3) in die GL,(F) mit n < 4,F
beliebiger Korper untersucht. Dabei stellt sich heraus,dafl keine dieser Darstellungen treu
ist,da das Bild von F5 unter diesen Darstellungen immer auflésbar ist.

Fiir n = 6 gibt es eine Darstellung,bei der das Bild von F5 nicht auflésbar ist. Diese riihrt
nach [for] von der Buraudarstellung der 4-ten Braidgruppe her.Ob diese Darstellung treu ist,
ist nach [long] und nach [big] und [kral] unbekannt. In [kral] wird mittels einer der Burau
verwandten Darstellung bewiesen, dafl AutFy linear ist.

In [pro] wird gezeigt,daB es fiir Aut(F,,) fiir n > 3 keine treue Darstellung geben kann.
Die Frage,ob es eine treue Darstellung der Aut(F») geben kann, ist offen.

Im folgenden werden Darstellungen (vgl. [lus]) firn € N,pe N prim:  d, : Aut(Fp) —
Glyp, (Q ), mit {mn}{nE N 3 streng monoton steigende Folge mit Werten in N , konstru-
iert, fiir die gilt:

1 — K, — Aut(Fz) — Gl (Q )
mit K,,, D K,, firny <ngund (| K,=id

ne N
Fiir die folgende Konstruktionen vergl: [dix, Seite 212 ff]

Definition 2.2.1 Sei A die von A, B erzeugte freie Q ,-Algebra mit neutralem Multiplika-
tionselement I. Die Monome I, A, B, AA, AB, BA, BB, AAB., .. in A bilden eine Q p-Basis

von A, insbesondere hat ein Element C' € A folgende Gestalt: C = 055’ mitcy € Q

& Monom
und nur endlich viele ¢y seien von Null verschieden.

Sei C' € A, dann definiere man den Betrag von C wie folgt:
ICl, = max{|q5|p | C =3 qxC mit Cdurchliuft die Monome vonA}
Fiir diesen Betrag gilt mit C,D € A : |C + D|, <max{|C|,,|D|,}

Man definiere nun auf A ein Produkt |, | wie folgt:
AxA — A
(Clch) L [01,02] =10y — G20
A versehen mit diesem Produkt ist eine Q p Liealgebra.

Die von {A, B} erzeugte Q , Unterliealgebra L von A ist die freie, von {A, B} erzeugte
Liealgebra. (siehe [bur, Seite 158])

Sei nun A die Menge von Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen mit Folgengliedern aus A,
wobei 2 Cauchyfolgen dquivalent seien, wenn deren Differenz eine Nullfolge ist.

A liegt dicht in A,ﬁwobei man C' € A mit der Aquivalenzklasse der Folge (C,C,..) identifiziert.

Man kann nun A zu einer Q » Algebra machen, indem die Algebraoperationen auf die
Cauchyfolgen fortsetzt.

Entsprechend ist das Produkt [, | aufz fortsetzbar und macht A 2u einer Q , Liealgebra.
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Bezeichnung 2.2.2 Sei L die Q , Lieunteralgebra von Z, die den Abschluf von L in A
bildet.

= (%)
Seinun L :=<{[[[C1,C],C5]..Ci]|C; € {A, B}, j € {1,..,i}} > miti € N
und sei L, == {C € L| Cl, <1}

Definition 2.2.3 Man definiere nun die Funktionen:

exp:zp — I—i—EpCA

L
C — ZEC
i=0
10g:I+ﬁpCA — IAJp

(=1t
I+C +— Z C

oo
; {
1=

1

Nun kann man die Campbell-Hausdorffreihe (vergl. [bur, Seite 161]) wie folgt definieren:

H:prfp — fp
(w1, wg) —  log(exp(w:)ewp(wy))

Lemma 2.2.4 Nach [bur, Seite 161] hat H folgende Gestalt:

1 1 1
H(Cy,03) = Cy + Co + 5[01502] + ﬁ[[ChCﬂ,Oﬂ - ﬁ[[ChCzLCl]

+i[[[cl, Cs), C1], Co] + i > acC

=5 =(@)

CelL
mit ac € Q

Bezeichnung 2.2.5 Fir Cy,Cs € fp schreibe man statt H(Cy,Cq): Cy H Cy

Beobachtung 2.2.6 Nach [helm] kann man die Koeffizienten der Hausdorffreihe iterativ
berechnen.

Es gilt 2.B: ajjiog(d(p.)), log(d(ws))], -, log(d(ws))] = 0 fir L 2 1.

2141

Satz 2.2.7 Ep versehen mit der Verkniipfung H bildet nach [bur, Seite 158] eine Grup-

pe. Das neutrale Element ist die Null, das Inverse Element von C € ﬁp ist —C'. Die von
{pA,pB} erzeugte Untergruppe ist nach [bur, Seite 158] die von zwei Elementen erzeugte
freie Gruppe F.

Definition 2.2.8 Definition einiger Elemente von Aut(F): Sei Iy von {a,b} erzeugt und

set FQ(j) fir j € N die von {p?A,p’B} C L mit der Multiplikation H erzeugte freie
Gruppe. Dann ist jede Abbildung: ¢ : {a,b} — Fy zu einem Gruppenhomomorphismus von
F, fortsetzbar. ¢ ist genau dann ein Automorphismus, falls Fo von {¢(a), p(b)} erzeugt wird.

Fiir jede der Abbildungen: ¢) : {p? A, p’ B} — FQ(j) gilt das entsprechende. Seien nun Al, (AH)W),

AT (AM)@) Bl (BYW), BT (B)W), ¢t (82)D, g1 (6% )0 62" (62D, pa, (0a) Doy, (04) ) €
Aut(Fy) bzw. Aut(Fz(J)) wie folgt durch ihre Einschrinkung auf {a,b} bzw. {p’ A, p’ B} defi-

niert:
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A {a,b} — F  (AHYY)  {pApPBY  — )

a —  a pA — P A

b — ab p’'B — p/A HP'B
A" {a by — B (AN)D {piA,pPB} — Y

a — a P A — A

b —  ba B — p’B HpA
Bl:{a,b} — F (BYD:{piApB} — Y

a —  ba pA — p’B HpA

b — b B — ' B
B :{a,b} — F, (B)Y:{piA,piB} — oSl

a — ab P A — p’A H p'B

b — b P’ B — P’ B
¢ {ad) — B @)V {pApB —  F

a — b P A — ' B

b —  a p’'B — P A
o {aby — B (00 )9 (pPApYBY —  FY

a — a”! P A — —pIA

b — b p’'B — ' B
o {ad) — B (@) pApB) — B

a —  a P A — P A

b — b1 B — —p'B
pai{ab) — P (p)?:{PAPB) — Fy”

a — a P’ A — P’ A

b — aba”! B — plAHpPBH —pA
op: {a,b} — By (o)) : {p’A,p"B} — Fz(])

a —s  bab~! Pl A — p'B EpP AR —pB

b — b P’ B — ' B

Nach [lyn, Seite 23] wird Aut(Fy) von A, A", ¢% erzeugt. Die inneren Automorphismen
Inn(Fy) werden von g, pp erzeugt.

Lemma 2.2.9 Fir ¢ EAut(Féj)), C e<p A pB > gilt: le(O)], = |C,,-

Beweis:
Man betrachte zundchst die Abbildung
AT <plAp'B> — L

w(A, B) — w(A, A+ B)
wobei w(A, B) ein Wort in A, B bezeichnet. AT ersetzt also in einem Wort w(A, B) den
Buchstaben B durch A + B. Sei B eine aus Monomen der Gestalt [[Cy,Cs),..,Cy],n €
N,C; € {A,B} miti € {1,..,n} bestehende Basis von L.
Nun gilt fir W € L mitw = > acC 1 |C], = max{|ac|,|C € B}
Fiir C € B ist nach Deﬁnitioncfzi At

AT(C)= Y aSC. mital € Z .
6’63

Damit gilt: |A*(W)|, = | ¥ ac( ¥ aSC)| < max{lac|,|C € B}y =[W],.
ceB 563

Nun gilt fir W €< AP B> w#0 :

(AN (W) = AH(W) + pR(W) mit |[R(W)|, < |AT(W)],,.

p
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Insbesondere gilt nun: }(AT)(j)(W)’p <|Wl,.

Fiir die anderen oben aufgefiihrten Gruppenautomorphismen zeigt man die Ungleichung ent-
sprechend. Da nun alle Elemente von Aut(FQ(j)) durch diese Automorphismen erzeugt wer-
den, gilt fiir @ GAut(FQ(j)), Ce<p’A,pB> :|p(0)], <I|C|,.

Die Gleichheit folgt nun aus der Invertierbarkeit der Gruppenautomorphismen.

Satz 2.2.10 Die in 2.2.8 definierten Gruppenautomorphismen induzieren auf I3 Liealge-
brenautomorphismen, indem man Fy =< pA,pB > als Teilmenge von L auffafit.
Nun kann man die Automorphismen von Fy auf L so fortsetzten, daf$ die Fortsetzungen

Liealgebrenautomorphismen von L sind.

Beweis:
L wird durch {A, B} dicht erzeugt. Fin Lieagebrenautomorphismus A ist also durch die Bil-

der A(A), A(B) eindeutig bestimmt. Da L die Vervollstindigung einer freien Liealgebra ist,

kann man jede Abbildung: {pA,pB} .y auf einen Liealgebrenhomomorphismus L — L
fortsetzen. Falls diese Abbildung eine Isometrie ist, kann man sie zu einem isometrischen
Liealgebrenhomomorphismus L—1L fortsetzen. Dieser ist ein Liealgebrenautomorphismus,
wenn er eine Inverse besitzt. Man definiere nun:

A — 1
A — A

B — L(pA 1 pB)
N ’
A L — L
A — A

B — (=pA 1 pD)

~l _
Nun ist nach Definition A |pappy = (ADW]papny. (AW < pApB >— L ist eine
Isometrie, und kann, da < pA,pB > dicht in L liegt, zu einer isometrischen Selbstabbil-

~l

dung von L fortgesetzt werden. Dadurch ist insbesondere A isometrisch und kann infolge-

dessen zu einem isometrischen Liealgebrenhomomorphismus Al : L—1L fortgesetzt werden.
~l—1 i1
A kann entsprechend zu einem Liealgebrenhomomorphismus A’ — fortgesetzt werden.

Nun gilt: Aot
ge < pA,pB > gelten. Damit ist Al ein Liealgebrenautomorphismus von L.

AT oA = id, da diese Gleichungen bereits auf der dichten Teilmen-

Die Liealgebrenautomorphismen AT, ﬁ, B, QZTZ, @, P P, By definiert man entsprechend.
Definition 2.2.11 Sein € N ,dann definiere:
L ={][[Cy,Cq],...C,]|C; € L firie{l,.,n}}

—_————

n-mal

Lemma 2.2.12 L ist ein Ideal der Liealgebra E, das bzgl. Autl, charakteristisch ist.
Beweis siehe [bur, Seite 5]

Lemma 2.2.13 Die Abbildung

d: AutFy — Aut%
L
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wobei C,, der durch C induzierte Liealgebrenautomorphismus von =&y set, ist eine endlich-
I3

dimensionale Darstellung.

Beweis:
Die Menge {[[[C1,Cs], ..,Cp]|C; € {A, B} mit m € N o} ist ein

Q - Vektorraumerzeugendensystem von L.

Damit ist % ein endlichdimensionaler Q ,-Vektorraum.
I

Beispiel 2.2.14 Das Beispiel %
I3

% hat als Q ,-Vektorraum folgende Basis: {A, B, [A, B], [[A, B, A, [[B, A], B]}.
Es gilt mit:

pA H pB :pA+pB + %[pAapB} - fﬁ[[pAva]va] - %[[pBapA]apB]:

d(A)(A) = A,

d(A")(B) = L(pA 1 pB) = A+ B+ §[A, B - 5[4, B, A] - (1B, A), B]
Wegen d(A")([A  B) = ld(4 (A, d(A N(B).
d(A)([[A, B], A]) = [[d(A )( ); ( )( ), d(AN)(A)],
d(A")([[B, A], B]) = [[d(A")(B), d(A")(A)], d(A")(B)]

kennt man nun die Bilder der Baszs unter d(A') und kann damit d(A') folgende Matriz
zuordnen:

11 0 0 0
0 1 0 0 0
d(Ah = 0 %lp2 11 0 0
0 —pl —ap 1 -1
0 —55p> 0 0 1

Fiir d(A") ergzbt sich:

d(A")(A) =
d(A")(B) = (pB H pA) = B+ A—§[A, B] - 5[[A, B], A] - ;5[[B, 4], B].
Damit kann man d(A") folgende Matriz zuordnen:

1 1 0 0 0
0 1 0 0 0
d(A™) = 0 —1%]) 11 0 0
0 —5p° 3p 1 —1
0 —5p> 0 0 1

d(B") = 3P

oo o~ O
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1 0 0 0 0

1 1 0 0 0

d(B") = —ip 0 1 0 0
—ﬁpi 0 10 1 0

1

Fiir d(¢),d(¢® ), d(¢?" ") ergibt sich:

agg) =

cocoor~oO
co oo
\
—
—ocooo
o~ oo O

I

—

o
oo o

.
=
-
o
|
S~—"
>
—oooo

S

—~

RSN

S

L

~

1>

-~ ~ ~ ~ —

OOOO'
—_
OO OO
|OO

—_
o= O OO
o O O o

S o oo

Fiir d(pq) ergzbt sich:
() (A) =
( a)(B) = (pA H pB H —pA)

L(pA (v - pA+ [pA, pB] + 15([pB, pAl,pB] — 15[[pA, pB], pA)))
=B+1£ [A B] HBvA]v ]73[[A7B]aA]+g[AvB]
_T[[AvB]vA] - %HA’BLA] - %[[B’ALB] - %[[A,B],A]
= B+ plA, B] — E-[[A, B, 4]

2
Damit hat d(¢,) folgende Matrizdarstellung:

1 0 0O 0 0
0 1 0O 0 O
dga) = [0 p 1 00

0 —ip> —p 1 0
0 0 0 0 1

Fiir d(pp) ergzbt sich:

d(p)(B) =

d(ps)(A) = (pB n pA H —pDB)

= (B # (pA—pB — 5[pA,pB) + 15[[pA, pBl, pA] — 5([pB, pA], pB]))
= A~ 2[A,B] + %A, B], A - %([B, A}, B] - £[4, B]
_%[[B’A]’B} - %HB’ALB] - %[[A7BLA] - %[[BvALB]
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=A _p[AaB] - %[[37‘4]’3]
Damit hat d(ep) folgende Matrizdarstellung:
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2.3 Der Fall Inn(F,) C [ + M,
Definition 2.3.1 M; :={M € M,( Q ,,)[[Mi|, < ﬁ,i,k‘ <nymitje Z,ne N
Lemma 2.3.2 Die Bezeichnungen in diesem Lemma seien wie in 2.2.8.
Sei d :Aul(Fy) — GL,( Q ,) eine Darstellung.
Dann gilt: log(d(Aut(F»))) € M,( Q ,)
Gelte nun : d(Aut(F3)) C My,
L :=log(d(Inn(Fz))) C M,

(i) Dann wird L erzeugt von {log(d(¢a.)),log(d(vs))}
(i) Es gibtA eine stetige Projektion q : L — L mit q : IA/j — L;
wobei Lj :={A € L[|A], < ﬁ}, Li:=LNM;, je Z.
(iii) d(Aut(Fy)) operiert isometrisch auf L durch Konjugation.

(iv) Sei [log(d(¢a))l, = p% » [log(d(pp))l, = p%b mit ja,Jp € N, dann gilt: j, = jp.
Set j := ja. Die durch Aut(FQ(])) induzierten Elemente von Aut(L) operieren isome-

trisch.

(v) Sei C € @t(FQ(j)) , C: L — L der durch C auf L induzierte Liealgebrenautomor-
phismus, Cp, der durch Konjugation von d(C) auf L induzierte Liealgebrenautomor-

phismus.
Dann kommutiert folgendes Diagramm.:
. C .
L L
q q
L C, L

(vi) Sei A der durch

A+:I:\{A’B} — L
A — A
B — A+ B

induzierte Liealgebrenautomorphismus, dann kommutiert firi € N :

+
Liy Lita
q q
L; — L;
Lt AT Lt

Beweis:
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(i) Zunichst werde gezeigt: log(d(Inn(Fz))) C < log(d(ya)),log(d(vs)) >
Da Inn(Fy) von {pa, pp} erzeugt wird, kann man dies mittels der Linge der Worte in
Inn(F») zeigen:
Induktionsanfang: {log(d(7a)), log(d(s))} C < Tog(d(a)), og(d(zs)) >
Induktionsschritt: Seien ¢, @1, p2 EInn(Fy) mit ¢ = 1 0 @a, wobei @1, ps kiirzere
Wortlinge haben als . Insbesondere gilt nach Induktionsvorraussetzung: {log(d(¢1)),log(d(p2))}
C < log(d(pa)), log(d(ws)) >
= log(d(p)) = log(d(e1) o d(2))
= log(d(y1)) # log(d(p2)) C <log(d(ga)),log(d(ps)) >,
da < log(d(pa)),log(d(pp)) > beziiglich der Multiplikation H abgeschlossen ist.

( )

= < log(d(Inn(Fz))) > C < log(d(pa)),log(d(vs)) >

(ii) Werde L wvon {A, B} erzeugt, dann ist der Liealgebrenhomomorphismus q : L—1L

nach [bur, Seite 124 f] durch q(A) = % und q(B) = %,

(falls d(pq) # I bzw. d(pp) # I, ansonsten setze man g(A) = 0 bzw. q(B) = 0) ein-
deutig, wohldefiniert, stetig und nach (i) surjektiv.

Noch zu zeigen: q : L, — L;.

Wegen L; = =p ‘Lo , L; = p'Lq geniigt es zu zeigen: q : Lo — Ly.

Zundchst werde gezeigt: |q([[C1, Cal, .., Cnl)|, < |[[C1,Ca], .., Cpll, mit m € N |
C; € {A,B} firie {1,..,n}.

Fiir m =1 ergibt sich: |q(A )|p<1—|A\ (B)|p<1—|B|

Sei nun schon gezeigt: |q([[C1, Ca], .. ,Ckg| < |[[C1, C4, .. ,C’kﬂ firk e {1,..,m—1}.
Nun gilt fir [[[C1,C3], .., Cr—1],Ci] -

. EI??X }|Q([[01;02}7 ack])ij|p S 1; fUT ke {L"am - 1}
i, yey

Damit gilt: |q([[[C’1,Cg], ey Cre1], G,
= max Z q([[C1, Cal, .., Crn1])ikqg(Cm)kj — 4(Crm)ikq([[C1, Col, .., Cra—1])ij| <

i,5€{1,...,n} =1 P

C1,Col, ., Con1])is Ch)ij
Z_Vjer?gfn}lq([[ 1,0, 1])g|pi7j€rr{118:§n}|q( )isl

= |q([[ClaC2}a~aCmfl])|p |q(Cm)|p <1

Definiere nun B := {[[C1,C4],..,Cylln € N ,C; € {A,B} miti€ {1,. ,n}}
Sei nun w € Lo. Dann hat w die Gestalt w = 3 a,v mit layl, > p] firje Z fest
'UEB

nur fiir endlich viele v € B. R

Sei L™ = {[[C1,Cs],..,Cn]|C; € L miti € {1,..,m}} firm € N und w™ :=
Y.  ayv. Dann bildet {w —w™} 1 eine Cauchyfolge. Daher bildet {q(w —

veBnLm)

w™)} o N ebenfalls eine Cauchyfolge mit [g(w — w™)[, < 1, die wegen der Vollstindig-

keit von Q , in L konvergiert und wegen der Stetigkeit von q gegen q(w) konvergiert.

Damit gilt:|g(w)], < 1.

(i1i) Nach Vormussetzung gilt fir C € Aut(F»): |C], < _1’ <1.
Insbesondere gilt: |d( )ijl, <1, ’jer?ax |d ij|p <1

s yeey TV

Fiir o € L folgt daraus:
d(C)pd(C )], < I,
Da das Konjugieren mit d(C) ein Isomorphismus ist, muf8 Gleichheit gelten.

(iv) Folgt aus 2.2.8 und 2.2.9
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(v) Es geniigt zu zeigen:

C R
{A7B} ~ L

q q
{a(A), a(B)} C, "L

Man betrachte nur den Fall j < oo, denn im Fall j = oo ist L = 0.
Nun. gilt fir (A")9): (A")9)(A) = A,
(A"YN(B) = m(llog(d(%) |, B # [log(d(¢a))l, A)

Fiir ATy, gilt:
Ay (loldlea)) y _ g gr) lo(dlea)) g ary-1 — _ log(d(AN)pad(AN)™Y)) _ log(d(¢a))

[log d(¢a)l,, [log d(¢a)l, [log(d(¢a))l, ~ og(d(wa))l,
7 ( log(d(¢v)) ry log(d( %)) my—1 _ log(d(A7)ppd(A™) ") _ log(d(pspa)) _ log(d(pn)*d(pa))
AL (Legatonr,) = UA) og ol UA) ™ = 0@l = Toe@n)l, =  Noa(dlen)],

llog(d(¢s))|, B H |log(d(¢a))],A
Nlog(d(e)],

Fiir die Abbildungen (AND), (BT)0), (BYG), (¢2)D), (6 YD), (¢* D) zeigt man die
Kommutativitdt entsprechend.
Da diese Abbildungen Aut(Fy) erzeugen, folgt die Kommutativitit fir alle C € Aut(Fy).

(vi) folgt aus (v).

Lemma 2.3.3 Sei d :Aut(Fs) — Gl,( Q ,) eine Einbettung wie in 2.3.2.

Dann gibt es einmg € N s.d. (A7) —1)™ : L; — L;11 firi€ Z .

Ferner gilt fir p > d, wobei d die Grifie des griofiten Jordankdstchens von ATy, sei: Es gibt
mée N sd [...[q(A),q(B)],...,q(B)] =0.

m—mal
Daraus folgt dann, daff d(ps) und damit auch d(py) nicht diagonalisierbar ist.

Beweis: . .
Man betrachte zundchst die Abbildung (A™)Y) — T : L — L mit log(A)], = pa.
Diese hat die Gestalt AT — I + piR mit R : L; — L; firi € N, da (AN (A) =
(P B 1 pA).
Firn e N findet man induktiv fir w = > acC':
Ce{]...[C1,C3],..,Ci]|Ci€{A,B},ic N }
(AN — D" (w) = (AT — I)™(w) + p Rp(w) mit R, : Ly — L; firi € N Nun gibt es fiir
L€ N nur endlich viele C € {[...[C1,Cs], .., Gi]|C; € {A, B}} mit |ac/|, > pt.
Ferner gilt firv=1[...[C1,Cq],..,Ci] mitl € N, C; € {A, B}: (AT = I)!=1(v) =0.
Daher gibt esn € N s.d.: [(A* — I)"(w)], < |w],
S (A9 = Drw)] <,
= lim ((A")@) — 1) =0
= lim (A7)0 —D" =0
Da L endlichdimensional ist gibt es folglichn € N, s.d.
(ATL —I)n 2Ly — Ly firie 7Z .

Folglich gilt fiir jeden Figenwert a von (AT, —I): lim a™ =0 d.h. a = p"ag mit laol,, =

n—oo

33



und 0 <re R

Sei nun d die Gréfe des griften Jordankdstchens von A"y, (und damit auch von Al; BT, ﬁ)
Dann gilt fir w e L\ {0} wegen der Gestalt der Eigenwerte:

‘(TL - I)d(w)‘p < |wl,
Andererseits gilt:

(A* — 1)4([...[A, B, .., B]) = —d\(...[B, A], .., A])

N—— N——

d+1—mal d+1—mal
(.. [AB], . B]) =[...[B,A] ... Al
N—— N——
d+1—mal d+1—mal

Wegen der 1.Gleichung gibt es R € L mit |R|, < |q([...[A, B],.., B])| s.d:
——

d+1—mal p

(A — D%q([...[A, B],..,B))) = —=d\(q([...[B, 4],.., A])) + pR
d+1—mal d+1—mal

Aus der zweiten Gleichung kann man folgern:

(EL)(Q([- . [A7 B]7 - B])) = Q(HBvA]v ) A])

d+1—mal d+1—mal
= q([[A’BL'wBD = q([[BvA]"'aAD
d+1—mal p d+1—mal p

Wegen p > d folgt nun: q([[A, B],..B]) =0

——
d+1—mal
Falls log(d(pa)) diagonal ist, Jordannormalform hat und verschiedene Diagonalelemente
hat, folgt aus q(]...[B, 4], .., A]) = 0, daf$log(d(ps)) dieselbe Kdstchenform hat. Insbesondere
kann man d(p,) und d(vp) simultan diagonalisieren (man beachte, daf log in diesem Fall
injektiv ist.) , was der Freiheit der dadurch erzeugten Gruppe widerspricht.

Bemerkung 2.3.4 Sei die Darstellung d :Aut(F3) —GL,( Q ,) so daff die induzierte Dar-
stellung irreduzibel ist und sie erfille die Vorraussetzungen obigen Lemmas und es gelte
p>2.
Dann besitzen d(pq),d(¢p) nur Eigenwert 1.
Dies sieht man wie folgt:
Habe z.B. d(pqp-1) Jordan-Normalform, wobei log(d(¢ap-1)) = ( A011 AO ) set.

22
Dabei habe diesem Beispiel d(pq,—1) zwei verschiedene Kistchen Aqq, Aag die jeweils alle
Jordankdstchen eines Eigenwertes und dessen inversen Eigenwertes enthalten .

Ferner habe log d(pyp) die Gestalt gn gw >
12 DBao

Dann ergibt sich aus [[log(d(pap-1)),log(d(pp))], -, log(d(vs))] = 0,

daﬂ gllt B21 = B12 =0.

Hieraus ergibt sich, daf die Darstellung der freien Gruppe nicht irreduzibel war. Aus ¢%pq,—1 ¢l =
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Cap-1, & oyt = oy ' und BTy, = 0pB" folgt, daf auch die Darstellung der Aut(Fy)
nicht irreduzibel war. Also besteht d(qp-1) nur aus Jordankdstchen eines einzigen Eigenwer-
tes und dessen Inversen. Da d(vq),d(vp) 2u d(@ap—1) konjugiert sind, haben diese dieselben
Eigenwerte.
Sei dieser Figenwert nicht 1:
Seien nun auch die Kdstchen von d(pqa,-1) nach FEigenwerten sortiert, dann haben d(pp)
und d(p,) ebenfalls diese Kdistchenform mit eventuell anderer Eigenwertreihenfolge.
(wegen | [0g(d(ay1)), Log(d(ps)] -, log(d(y))] = O,

- [0g(d(@up—1)), log(d(a)] - log(d(a))] = 0.
Nun folgt, dafl das erste Kdistchen von d(¢,) aus mehreren Jordankdstchen besteht (das sieht

man, da die Determinante nur Werte annehmen kann, die nicht zu einem Jordankdstchen
obiger Eigenwerte gehdren konnen) , was der Annahme widerspricht.

Bemerkung 2.3.5 Nach [for] gibt es, falls es eine treue Darstellung d :Aut (F») — Gl,,( C )
gibt, auch eine irreduzible treue Darstellung.

Lemma 2.3.6 Sei Aut(F3) in eine p-adische Liegruppe einbettbar, dann ist log auf Aut(F3)
nicht injektiv, insbesondere gibt es auf log(Aut(Fy)) keine Exponentialabbildung.

Beweis: Aut(Fy) enthdlt Elemente endlicher Ordnung.

Lemma 2.3.7 Nach [for] (hier ist bei der letzten Relation ein Druckfehler) und [mag2] hat
Aut(Fy) folgende Gestalt:
Aut(Fy)={6%, 67, B"[1 = (#9) = (6" )* = (6" 0 ¢)* = (s 00" 09} B)> = (B o
¢ 0 gh)P ={B",¢" 0B o¢" }}
Sei d : Aut(Fy) — Gl,( Q ,) mit n € N eine Darstellung, dann gelten obige Relationen
aus denen man folgende Relationen herleiten kann:
[d(Ar),d(%)] = [d(A"), d(pa)] = [d(A"),d(A")] =

d(@g) = d(og) ", d(e ) =d(e* ), d(e") =d(@* )"

d(A") Od(A’") = d(%) ;

d(¢" ) od(AYod(e? ) =d(AT)",
d(¢h) o d(A) o d(¢h) = d(B') ,
d(¢b) o d(AT) o d(¢h) = d(B") ,
d(¢5) o d(a) o d(h) = d(e

Lemma 2.3.8 Seid: Aut(fy) — Gl,( Q ,) mit n € N eine Darstellung.
Dann gilt: log(d(pq)) = log(d(A!)) — log(d(A"))

Beweis:
Es gilt: Ao (A")™! = ¢, und [(A")71, Al]=0
Sei nun q so gewdhlt, daff |log(d(Al)q)|p < 1, [log(d((A"))" )|, <1,

llog(d(pa)®)l, < 1.
Man erhdlt nun:

log(d(pa)) = § log(d(a)?) = § log(d(A")? 0 d(A")~9) =
%log(exp(log(d(Al)q))oewp(log( (A7)79)) = ;(log(d(A")7) 1 log(d(A")~7)) = ;(log(d(A")?)+
log(d(A")~%)) = log(d(A")) — log(d(A"))

Lemma 2.3.9 Seien C,D € Gl,( Q ,,), dann gilt:

lim —— (%" log(D)C~ %" — log(D)) = [log(C), log(D)]
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wobei q so gewdhlt sei, dafl |10g(Cq)|p < 1.
Insbesondere gilt: hm cw' =T
Der Beweis ist klar da ad die Ableitung von Ad ist.

Korollar 2.3.10
lim i(d(Al)q” log(d(eps))d(A") =" —log(d(ps))) = [log(d(A")), log(d(p))]

lim — (d(A")%" log(d(py))d(A") ™" —log(d(y))) = [log(d(A")),log(d(y))]

Wobei man q in der elrsten Gle%chung wie in obz;gem Lemlma wdhlen kann. Dz’e1 zweite Gllei—
chung folgt aus: d(¢"")od(¢" ) od(A)od(6" ) od(¢") = d(A") und d(¢" ) od(6" )0
d(pp) 0 d(¢* ) od(¢” ) = d(ps)
Korollar 2.3.11 [log(d(¢a)), log(d(i))] = [log(d(A")), log(d(gs))]—[log(d(A")),log(d(s))]
= lim (d(A)"" log(d(ps))d(A) " ~ log(d(g))

—d(A")™" log(d(y))d(A™) =" + log(d(y)))
Satz 2.3.12 Sei d : Aut(Fs) — Gl,( Q ,) mit n € N eine Darstellung mit Exponential-
funktion auf log(d(Inn(F3))).
[log(d(A")), log(d(s))] = log(d(a)) + 5[log(d(0a)), log(d(s))]
+ Tlg[[log(d(@a))a IOg(d(QDb))]v lOg(d(@b))} + l; al[[log(d(cpa)% log(d(%))], oy 10g(d(90b))]

l

Beweis:
Es gilt: (A" o gy 0 (A)7%" = @ g1y0mm 5y = 92" © 01
= d(A")%" olog(d(py)) o d(A") "
= log(d(A")%" o d(pp) 0 d(A")~%") = log(d(pa)™" o d(ips))
= (gp" log(d(pa))) H log(d(wyp))
= [log(d(A")), log(d(¢s))] §
= lim = (d(A) %" log(d(gs))d(A") =" — log ()
= lim = (gp" log(d(a)) # log(d(s)) — log(d(ev)))
qp" log(d(pa) + - [log(d(¢a)), log(d(s))]
+ Z Z acC)
I=3 CE{[[C1,Ca)....C1)|Ci€{ap™ log(d(wa))log(d(¢s))}, i€{1,...1}}

= log(d(¢a)) + 5[log(d(ya)), log(d(¢s))] + li ai[[log(d(pa)), log(d(es))], -, log(d(pp))]

l

= lim L
n—oo 9P

Nun gilt nach [bur, Seite 161]: as = 0.

Beobach?ung 2.3.13 Unter den Vorraussetztungen von Lemma 2.3.3 liefert Konjugation
mit d(¢® ) :

llog(d(A")), log(d(,))] = log(d(a)) — bllog(d(¢a)), log(d(s))]

+ 15 [[log(d(pa)), log(d(¢s))], log(d(ps))] + i(—1)laz[[10g(d(<pa))a10g(d(s0b))], -, log(d(pp))]

l
Damit gilt:

[log(d(¥a)),log(d(¢s))] = [loggd(z‘ll)),log(d(wb))] — [log(d(A™)), log(d(s))]
= [log(d(¢a)) log(d(wp))] + 12(1 — (=1)"a[[log(d(pa)), log(d(pp))], .., log(d(ps))].-

l
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Sei nun lp minimal so gewdhlt, daf fiirl > ly gilt: 0 = [[log(d(vq)),log(d(pp))], -, log(d(ps))],

2+1
dann sind die [[log(d(pa)),log(d(¢p))], .-, log(d(wp))] mit 1 € {1,...,lo} linear unabhingig.

2041
Nach obiger Rechnung gilt aber:

0= lijl 20141 [[l0g(d(a)), 1og(d(s))], -, log(d(s2n))]

21+1
Damit gilt: affiog(d(ea)) Jog(d(es)], -, logd(ps))) = 0 fir L € {1,..., lo}

20141

Nun sieht man aber am Beispiel 2.2.1/4, dafi man ly beliebig grofi wihlen kann. Also gilt:
{flog(d(pa)),og(d(1))), - log(d(ws))) = 0 fiir L = 1.

20141
Dies kann man auch mittels [helm] berechnen.
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2.4 Der allgemeine Fall

Bezeichnung 2.4.1 Seid ¢ :Aut(Fy) — Gl,( C ) eine injektive Darstellung.
Sei & € Gl,( C ) so gewihlt, daf &d ¢ (pa)§~" Jordan-Normalform hat. Sei

ie:GL(C) — GL(C)
A — EACT!

der zugehdrige innere Automorphismus.

Nun gibt es nach [lub, 207-214] eine Einbettung k : i¢ od ¢ (AutFy) — Gl,( Z,) mit p
prim, Z, die p-adischen Zahlen. Diese Abbildung hdlt die Matrizeintrige aus Z fest. Ins-
besondere hat koigod ¢ (¢a) auch Jordan-Normalform, da die Matrizeintrige von g€t
, die 0,1 betragen, festgehalten werden.

Sei Zp(%,.., =) der von {2,.., =5} erzeugte Z,-Modul.

p) 0 pnt p) I pnt
1
p
Fir p = . gilt: p~1 € Zp(%,..,pn%l).
pn—l
0 &
. 0
Nun gilt: p(koicod ¢ (¢a))p™" = D+ . fir D Diagonalmatriz,
0 . Op—t1
0
0; € {0,p} mitie {1,..,n—1}.
Man definiere nun:
d: AutFy —  Glo( Zy(2, i ——)
: 2 n P pw.’pn*l

p +— plkoigodc (9)p~!

Lemma 2.4.2 det(d(p,)) = det(d(pp)) =1

Beweis: (vergl. ) [pla]

Sei ¢ € AutFy mit $%°(a) = ab, ¢2°(ab) = a.

Nun gilt: 3 0 9 © 93" = ab = a0 b = 95 0 830 0 P4 0 93 = 4
= det(d(pp)) = 1.

Wegen a = ¢} 0 gy 0 ¢}, folgt: det(d(pa)) = 1

0 p 0

Lemma 2.4.3 Seien A,B € GI,( Q ,) und habe A die Gestalt: al +
- P
0 0

mita€ Q,
Wenn B mit A vertauscht, dann hat B = {Bi;}; jeq1,..n} folgende Eigenschaften:
bij =0 furz >j und biljl = bizjz fﬁ?” 11 —j1 =19 —jg.

by by b3
Das sieht z.B. im Fall n = 3 wie folgt aus: 0 b b
0 0 b

Beweis: " .
FEs ngt fﬁ?” Z,k S {1, ..,TL}.‘ Z aijbjk = Z bijajk
Jj=1 Jj=1
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= A abir + pbir1)r = abik + pbix—1)-

i€{l,..,n—1},ke{2,..,n}
Damit ist gezeigt: by, j, = bi,j, fir iy — j1 =i2 —jo=m mitme {—n+1,..,n—1}.
Fir k=1 erhdlt man: abjy = aby + pbiy1y1 = bty =0 firdi e {1,..,n—1}.

Korollar 2.4.4 Es kann keine injektive Darstellung d ¢« geben, s.d. d ¢ (pa) nur aus ei-
nem Jordankdstchen besteht.

Beweis:
Falls d ¢ (wa) nur aus einem Jordankdstchen besteht, hat d(p,) obige Gestalt.
Nun gilt aber: d((bbA) vertauscht mit d(p,,).
Damit hat d((bbA) die Gestalt aus obigem Lemma
. -1 1o —1
Sei also d(¢? ) = {gbw }Z je{l,..n}, dann gilt: zm = ¢£?2j2 fiir i1 —j1 = 19— 7jo und (bi?j =0
firi > j. )
Andererseits gilt d(¢® )2 = I. Man erhiilt:
mfzszs o= T ol o
k>j>i

Fiiri =k =1 ergibt sich: ¢°, @8, = 1. Damit gilt: ¢, € {1,—1}. Aus der Gestalt folgt
nun,da @b, = ¢t firie {1,..,n}, dap I oder —Idie Diagonale von d(¢?”") ist.
Fﬂri*lk*Zergibtsich & dhy by s, =0 = @by, =
Sez schon gezeigt: d)lk =0 firke{l,.,ko}, ko <mn, dann gzlt
1
N ¢1(k0+1 +¢1(k0+1 ¢l()k0+1)(k0+1) 0= 67, k0+1) =0.
Induktiv folgt nun: ¢1k =0 firk e {2,..,n}.
Aus der Gestalt von d(¢® ) ergibt sich nun: d(¢? ) € {I,—TI}.
Damit ist d(gbb_l) im Zentrum von d(Aut(Fy)), aber nicht im Zentrum von Aut(Fs).

Lemma 2.4.5 d(¢,),d(¢p),d(wa) ™, d(ps) ™t haben alle dieselbe Jordan-Normalform.
Der Beweis ist klar, da sie zueinander konjugiert sind.

Korollar 2.4.6 Die Anzahl und Grofien der Jordankdistchen zu den Eigenwerten €,e ™1 ent-
sprechen einander.

Lemma 2.4.7 Seien A, B € Gl,( 1% p%, - ﬁ ) vertauschbar, s.d.
Ay
Ay
A die Gestalt
0
habe, wobei die A; zu paarweise verschzedenen Figenwerten gehorige Jordankdstchen seien.
B,
B 0
Dann gilt: B hat die Gestalt:
0

B,
Der Beweis erfolgt durch leichte Rechnung.

Satz 2.4.8 d(p,) hat mindestens einen Eigenwert mit zwei verschiedenen Jordankdistchen.
Beweis:

Man nehme an, jeder Figenwert habe nur ein Jordankdstchen, habe d(p,) nun Jordan-
Normalform mit der Gestalt:
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d(¢a)2 0
d(a) =
0
d(@a)n
Dabei sei d(pg); das zum i-ten Eigenwert gehorige Kistchen. Dann gilt:
d(¢" ")
B d@ ), 0
(¢ ) = :
0
d(¢" )
d(AY),
d(AY), 0
d(AY) =
0
d(AY),
d((A") "
a((Am)™2 0
d((A")™h) =

A((A") ™ )n

Daher gilt: d(¢* " ); d(¢a)i d(¢® )i = d(pa); firi € {1,..,n}.

Da die d(pg); firi € {1,..,n} jeweils nur aus einem Jordankdistchen bestehen, gilt: al(qulf1 )i €
{I,-1} firiec{l,..,n}

Aus d(¢* " );d(AD;d(¢?"); = d((A™)~Y); firi € {1,..,n} folgt nun:

d(AY) = d(A™)~' |, womit die Darstellung nicht treu ist.

2.5 Einbettung in die Automorphismengruppe einfacher
C -Liealgebren

Definition 2.5.1 Seid :Aut(Fy) — Gl,,( C ) eine Einbettung. Man definiere nun folgende
abgeschlossenen Lieuntergruppen von Gl,( C): G := d(Aut(F3)) , N := d(Inn(Fy)) und die
dazugehdrigen Liealgebren: L(G), L(N)

Bemerkung 2.5.2 d(Aut(Fy)) operiert diffbar auf N durch Konjugation. Dabei operiert
d(Aut(Fy)) auf d(Inn(Fy)) genauso, wie Aut(Fy) auf Fy operiert.

Die Ableitung ist die Konjugation von d(Aut(Fs)) auf L(N). Man kann also F» mit einer
Topologie versehen, beziiglich der die Elemente von Aut(Fy) diffbar sind.

Definition 2.5.3 Das Radikal Rad(L) einer Liealgebra L ist das mazimale auflosbare Ideal
von L, also das Ideal, das durch folgende Eigenschaften definiert ist:

Es gibt ein mg € N s.d. fiir alle {Cy, ..,Cp} mit m > mg und C; €Rad(L) firi € {1,..,m}
gilt: [[C1, Ca),..,Cp] = 0 und Rad(L) ist mazimal mit dieser Figenschaft.

Satz 2.5.4 Gebe es eine FEinbettung von Aut(F3) in eine Liegruppe wie in 2.5.1, dann ope-

riert Aut(F») auch auf ﬁ

%) treu.

Beweis:

Sei nun M <IN offen s.d. log : M — L(G) existiert und injektiv ist, also exp : log(M) — M
existiert.

Definiere nun R := exp(log(M) N RadL(N)).
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Beh: R4 N.

Seien g1,92 € R. Dann gilt: log(g192) = log(exp(log(g1))exp(log(ga)))

= log(g1) H log(g2) € Rad(L(N))Nlog(M), da log(M) wegen der Offenheit von M < N
ein abgeschlossenes Ideal von L(N) ist und somit Rad(L(N)) N log(M) auch ein abge-
schlossenes Ideal von L(N) ist, also bzgl. H abgeschlossen ist. Sei g € R, dann gibt es
m € log(M)NRad(L(M)) s.d: g = exp(m), also gilt: g~' = exp(—m) € R. Auferdem gilt:
id = exp(0) € R, also ist R eine Gruppe.

Seige R,p € N, dann gilt:

log(pgpt) = ¢log(g)p~t € Rad(N), da Rad(N) nach [bur, Seite 35/] charakteristisch ist.
Andererseits gilt: ogp~1 € M = log(pge ') €Rad(N) Nlog(M)

= Beh.

Man identifiziere nun Aut(Fy) mit seiner Einbettung in die Liegruppe.
Nun gilt: Inn(F) N R ist ein aufiésbarer Normalteiler von Inn(Fs).
Da Inn(Fs) frei ist, muf gelten: Inn(F3) N R = id.

Damit gilt: Aut(Fy) operiert auf w durch Konjugation treu,denn:

o (Inn(F)nM)R ~  Inn(F)nM g
(i) = o [nn(Fg)QmRmM = Inn(Fy) N M o Inn(F3).

(i) Inn(F2)NM ist, da es eine offene Untergruppe ist, eine endliche Indexuntergruppe von
Inn(Fy)

(iii) Als ndichstes werde gezeigt:
Autl(Fy) operiert auf jedem Normalteiler H von Fy endlichen Indexes treu:
Sei p € Aut(Fy) , s.d. gelte: (h) = h fiir alle h € H
Seiw € Fo und m € N so gewdhlt, daff w™ € H.
= p(w™) =w™
= p(w) =w
=¢=1id

(i), (i), (iii) = Aut(F3) operiert auf Inn(F2)NM treu. Also operiert Aut(Fs) aufw
und damit insbesondere auch auf % treu.

Lemma 2.5.5 Rad(L(G))N L(N) =Rad(L(N))

Beweis:

Klar ist: Rad(L(N)) DRad(L(G)) N L(N) , da letzteres ein auflosbares Ideal von L(N) ist.
Da Rad(L(N)) charakteristisches Ideal von L(N) ist und L(N) durch Konjugation von Ele-
menten aus Aut(Fy) festgehalten wird, ist Rad(L(N)) ein Ideal von L(G) ([bur, Seite 354])
und offenbar auflésbar. = Rad(L(N)) C Rad(L(G)) N L(N)

Korollar 2.5.6 Ist Aut(F») in die Automorphismengruppe einer Liealgebra wie in 2.5.1
einbettbar, dann gibt es eine einfache Liealgebra I, s.d. ein Normalteiler endlichen Indezes
von Aut(Fy) in Aut(I) einbettbar ist.

Beweis:

Aus der Halbeinfachheit von % und aus L(N) 9 L(G) folgt nach [hum, Seite 25]:
L(N)  ~ L(NMRadr(c) _ it 1 4 L) RadLcy)) .

Radony) = Radwoy = Li+.+1; mitj € N wobei I; 4 Rad(L(c)) einfache

abgeschlossene Ideale von % sind.
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Im Fall j =1 ist das Korollar bewiesen, also behandle man den Fall j > 1:
Beh: Es gibt einen endlichen Indexnormalteiler U von Aut(Fy) s.d. die Darstellung dieses

Normalteilers U — Aut( Rafl(N)

W) nicht irreduzibel ist:

Sei p € Aut(Fy). Dann operiert ¢ auf % durch Konjugation.

Klarerweise gilt fiir I, mit i € {1,..,5}: L;p~! ist auch ein einfaches Ideal. Insbesonde-

re gilt: oL~ NIy € {0,1}} fir k € {1,..,5}. Damit induziert ¢ eine Permutation auf
{I1,..,I;}. Damit hat man einen Gruppenhomorphismus Aut(Fy) — I({I1,..,1;}) , wobei
({1, ..,1;}) die Permutationen von {I1,..,I;} seien. Die ¢ ,die die identische Permutation
induzieren, bilden also einen endlichen Indexnormalteiler U von Aut(Fy). Die Darstellung
von U zerfillt also in Darstellungen U — Aut(L(I;)) miti € {1,...5} .

Wie in [for] zeigt man nun, dafS eine dieser Darstellungen treu sein mufs.(Dazu bendtigt
man,dafy (Inn(Fy))" fiir grofe 1 in U liegt.)

Korollar 2.5.7 Ist Aut(Fy) in die Automorphismengruppe einer Liealgebra wie in 2.5.1
einbetbar, dann gibt es N < Aut(Fy) endlichen Indexes s.d. N in Inn(L) einbettbar ist, wobei
L eine halbeinfache Liealgebra sei und Inn(L) :=Inn(exp(nilpotente Elemente aus L)), also
die durch die nilpotenten Elemente induzierten inneren Automorphismen von L seien.

Beweis:

Nach [hum][Seite 87] gilt : Aut(L) ist das semidirekte Produkt einer endlichen Gruppe und
Inn(L). Da es eine Einbettung d : Aut(Fy) — Aut(L) gibt,kann man N := d(Aut(F5))NInn(L)
definieren.

d=Y(N) ist offenbar ein Normalteiler endlichen Indexes in Aut(Fy).

Bemerkung 2.5.8 Ist Aut(Fy) in die Automorphismengruppe einer Liealgebra wie in 2.5.1
einbettbar, dann gibt es einen Normalteiler N < Aut(Fy) endlichen Indexes s.d. N in Inn(L)
einbettbar ist, wobei L eine einfache Liealgebra sei und Inn(L)

:=Inn(exp(nilpotenete Elemente aus L)).

Der Beweis geht wie obiges Korollar, nur ist hier N ein Normalteiler endlichen Indexes von
U aus dem Beweis von Korollar 2.5.6. Damit ist N eine Untergruppe endlichen Indexes von
Aut(Fy), die in Inn(L) einbettbar ist. Da jede Untergruppe endlichen Indexes von Aut(Fy)
einen endlichen Index-Normalteiler von Aut(Fy) enthilt, gibt es M <Aut(F3) endlichen In-
dezes s.d. M in Inn(L) einbettbar ist.

Korollar 2.5.9 Sei d :Aut(Fy) — Gl,( C ) eine Einbettung, dann gibt es eine Einbettung
d :Aut(Fy) — Aut(L), wobei L eine halbeinfache Liealgebra ist.
Ferner gilt: log(d(Aut(F3))) C log(Inn(L)).

Beweis:

Es gilt: Es gibt einen Normalteiler endlichen Indexzes N von Aut(Fs) s.d. d(N) ClInn(L)
Damit gilt: log Inn(L) D< log(d(N)) > =< log(Aut(F»)) >. Es ist zu bemerken, daf,
wenn L =log(d(Inn(Fz))), also log(d(Inn(Fz))) bereits halbeinfach war, gilt: log(Inn(L)) =
log(Inn(F3))

Beispiel 2.5.10 Nun folgt das Beispiel der Burau Darstellung von Aut™(Fy) aus [for, Seite

4017ff].
Nach dem Theorem [for, Seite 406] hat Autt (Fy) folgendes Erzeugendensystem: (A™)~1, (A1
und

C:F2 — F2
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a — b

b — ba"'d

Sei t ein Korperelement eines Korpers K, der Q enthdlt, das transzendent iber Q ist

oder eine Variable, dann gibt es zu jedem solchen t nach obigem Theorem eine Darstellung
dy Autt (Fy) — Glz( Q [t,t71]) mit:

—t 1 0
(At = [ 0 10
0 0 1
10 0
d(AH™Y = p-l 01 0
0 t —t
1 0 0
0 0 1

wobei p nach dem Theorem [for, Seite 406] folgende Gestalt hat:
p = (det((AH)~1C(A™) ™
—t 1 0 1

0
= det 0 1 0 t 1
0 0 1 0

e}
o
|
~
g‘H \_/ A
@
=

= det t 0 —t
0 t —t
t* 0 0
= det 0 t* o
0 0 ¢
——

Damit haben die Erzeuger di(pa), di(vp) von Inn(Fy) die Gestalt:

—t 1 0
di(pa) = di(A") "y (A) = 0 1 0
0 1 —¢t!
1—t 1—-¢t2 1
di(pp) = di(C)de(pa)de(CTY) = | == ¢ ¢t

1 0 0

Nach [for, Seite 408] erhilt man eine neue Darstellung 0s,indem man t durch —s ersetzt
und anschlieffend mit der Matriz:

s“—s s 0 —s71 1 0
Z = 0 1 0 , deren Inverse Z~' = 1; 0 1—-s 0 ist, kon-
0 s 1—s 0 —-s 1
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Man erhdlt:

s 0 0

s(pa) =1 0 1 0

0 0 st
0 0 1
ds(pp) = —(1+s71) s+1+4+s7t 0
—(s+1+4+s1) 2+s+1+s1 0

wobei gilt: §5(pp) = ZCZ715,(0a)ZC~1Z 71,
Damit gilt: 6,(Inn(Fs)) C Psls( Q ), liegt also in der einfachen Gruppe der 3 x 3 Matrizen
iber Q , mit Determinante 1.

Sei nun s € Q , transzendent iber Q mit |s — 1|p <1.
Dann konvergieren folgende Reihen:

oo

1 i
exp(log(0s(¢a)) = > 77108005 (a)))
i=0
Da 65(pp) 2u d5(pa) konjugiert ist, existieren die Reihen log(ds(wp)), exp(log(ds(vn)))-
Hierbei haben log(ds(¢a)),log(ds(pp)) folgende Gestalt:

10 0
log(ds(¢a)) = log(s)-[ 0 0 0
00 -1
0 1452 —1-s
log(s
g, = B[

14+s —1-—¢2 0

mit 1 — s teilt log(s), woraus folgt: [log(s)|, < 1.

Insbesondere gilt: log(ds(Inn(Fz))) C sls( Q ), also besteht nur aus 3 x 3 Matrizen mit Spur
0. Dabei erzeugt, was man durch eine einfache Rechnung leicht nachweist, log(ds(Inn(Fz)))
ganz sl3(Q ).

Also induziert die Burau-Darstellung einen Gruppenhomomorphismus von Aut™ (F,), einer
endlichen Indexuntergruppe von Aut(Fs) , in Aut(sls( Q ,)), also in die Automorphismen-
gruppe einer einfachen Liealgebra. (Dafi die sls( Q ,) einfach ist, also keine nichttrivale
Ideale enthilt ist bekannt, kann aber auch nachgerechnet werden.)

Nun folgt eine Beweisidee mit der man vielleicht zeigen kann, daf$ obige Darstellung treu
ist, was nach [kral] unbekannt ist.
Dazu geniigt es zu zeigen, daf$ Fy treu abgebildet wird:

Die Hauptidee ist, dafi auf dem Bild der Darstellung der freien Gruppe der Logarithmus
gebildet werden kann. Danach betrachtet man s als eine trans-zendente Variable und ein
beliebiges im Bild von Fy verschwindendes reduziertes Wort.

Durch Koeffizientenvergleich erhdlt man dann Gleichungen, die der Reduziertheit widerspre-
chen.
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Zundchst werde gezeigt, daf$ es genau dann ein transzendentes s tber Q gibt, beziiglich
dessen die Darstellung treu ist, wenn die Darstellung beziiglich s als Variable treu ist:

|log(05(a))lp < 1,

|log(ds(wp))|p =1 ergibt sich leicht:

Es existiert das Hausdorffprodukt fiir alle Wérter in < log(ds(¢a)),log(ds(vp)) >.

Dabei hat ein Wort o1 H .. H ¢, mitn € N, ¢1,..,0, € {log(ds(pa)),log(ds(pwp))} die
Gestalt:

oo
Z Z a[[ﬂl«nz]w-»»m‘][[nl)nQ]v"ani}

i=1 n; € {log(8s(va)),log(ds(ep))}, i € {1,..,i}

ML Ay, ngl, .., ns) JEEIGNEL.

Man sieht, Worte sind Elemente der 3 x 3 Matrizen, deren Fintrige Potenzreihen in s
iiber Q sind.
Damit kann man nun zeigen: Es gibt genau dann ein transzendentes s, s.d. die Burau-
Darstellung treu ist, falls die Darstellung bzgl. s als Variable treu ist:
Falls ein Wort bzgl. einem s verschwindet und das Wort verschwindet beziglich s als Va-
riable aufgefaf$t nicht, dann gibt es eine offene Umgebung von s, s.d. fir alle s in dieser
Umgebung das Wort nicht verschwindet.
Insbesondere verschwindet das Wort nur fiir abzdhlbar viele s.
Nun besteht die von zwei Elementen erzeugte freie Gruppe nur aus abzdhlbar vielen Fle-
menten. Daher gibt es nur abzdihlbar viele transzendente s , fir die die Burau-Darstellung
beziiglich eines Wortes, das in der Burau-Darstellung bzgl. der Variablen s nicht verschwin-
det, verschwindet. Da es tiberabzihlbar viele transzendente s gibt, gibt es also tiberabzdihlbar
viele transzendente s, s.d. die Burau Darstellung in s genau dann verschwindet, wenn die
Burau-Darstellung in der Variablen s verschwindet.

Im Folgenden betrachte man s als eine Variable. Damit haben die 3 x 3 Matrizen Eintrdge
aus dem Vektorraum der formalen Potenzreihen iber Q .

Nun definiere man:
1 0 0 1 0 1+s2 —-1-s
a=|0 0 0 , b(s) = . 1 0 -1
0 0
b

Nun gilt: a® = a, b(s)3 =

1 0 0
a® = 0 0 0
00 1
b(s) = jbl_l + by 4 (s — 1)b1 mit
0 -2 2 0 -2 1 0 -1 0
v, = -1 0 1|, =0 0o o]}, so=[0 0 0
-2 2 0 -1 2 0 0 1 0
1 -25  (1+s)(1+s%) —-1-—42
b(s)? = e —1—s 2(1 + s%) —1—s
=D\ 12 (14s)(1+s2) 26
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1
= b? +S_1b2_1+b§+(s—1)b§ mit

(s—1)272
-2 4 -2 -2 6 -2
vV, = )= 24 2|, v, = -14 -1
-2 4 -2 -2 6 -2
0 4 -1 010
b = o 2 0 |, =0 0 0
-1 4 0 010

n
Sei nun id = [] ds(pa)™0s(p)™ ein reduziertes Wort, dann gilt:
i=1

id = Hea:p(nilog(s)a)emp(milog(s)b(s))

=1
=TI (D2 5alog(s)y | | Y = (mib(s)log(s))’
=1 \ j=0 7=0
B n %) 1 2 2 2
= H Z—( )ln2 log(s)*a
i=1 =0 \&J
— 1 2j-1 2j-1 2j-1
+Z ) = 1)!ni log(s)* " a
=1
Z 7|m12] IOg(S)ZJb(S)Qj
= (27)
- 1 2j-1 217/ .\2j—1
+ 2 mml log(s) b(s)
Mit o = g2
%1 = a
b(s)%I 172;2 b2, b2 —1)p2
(5) - (3_1)2 s—1 + 0+ (5 ) 1
b7t = (b (s - 1)
X0 g\k+1
log(s) = 3 (s -1

(beim Einsetzen macht die Gleichung nur noch fir |s — 1| <1 Sinn) folgt dann:

n >0 [ (_q)k+1 %
id = 1] ((¢d+z(;j)!nfﬂ <Z( 1]i+ (5—1)k> a?

=1 j=1 k=1
00 0o 2j—1
1 25—1 (_1)k+1 k
—1
+JZ::1 2j -1 (; Y '

L g (o~ (CD)M N, By, )
. 1y B 2 2 B
id + ; o 2 (s—1) ((8 TEto1 by + (s 1)b1>



Jj=1 k=1

00 0o 2j—1
—|—Z m2 Z kH (s —1)k () +bg+ (s —1)b]
23 —1)! s—1 0 !

oo

Zci(s — 1)

1=0

/\ci:()

>0

Man erhilt also aus den zu (s — 1)* gehdrigen Koeffizienten c; der dariiberstehenden Reihe
unendlich viele Gleichungen fir die n;,m;.

Falls man die Koeffizienten m;,n; aus {1,-1} wihlt, kann man obige Gleichungen wesentlich
vereinfachen:

- 11 ( id+ (; (cap (n log(s)) + exp (—n: log(s))) — 1)

i=1

1
3
(oo oo n)
45 (cap (i Tog(s)) — ezp (~m log(s)))
(bl 1+b0 (s—l)b{»
— ﬁ( zd+<; s s —1>~a2+;(s”"'—s”"')~a)
(o (5o m’“_m’)‘1><<sb—2_21>2 )
%(5 (b Lo+ 51)b1)>
- 1I( Zd+(i(s+i) 1)t g (s-1) )
(z’d+ s+i> )(3—1 = o (s—l)bf>

3 ) (2w

(s <> PIETEUIESIN

2 S
=1

1(s—1 b2 b2
(¢d+2(5 )~(( 2+ 1+b(2)+(sl)b%)

s s—1)2 s-1

(=Y, (Sbl—ll R (s 1)5}))

S

+

‘3 N~
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Man setze nun L := dieo(=(s = 1))?, was beim Einsetzten wiederum nur fir |1 — s| < 1

Sinn macht. Man erhdlt:

id = 1:[1( id+;(;(—(8—1))j)-a2+i(s—l Z; (s—1)) ) a)
)

L P I 1))]’) (e ”b%))

+ _2ni (1 + ;(1 - s)j> ~a(l— s))

( id—&-% Z(l—s)j)-(b22—b21(1—s)+b3(1—s)2—b§(1—3)3)

+ (1 +2 (- .s)j> (01 = bo(1 = 5) +bi(1 - 5)2))

2
+ (iu - s)j) (_Z”iau - s))

7=0

+ Z(l —s) 2(1—s) 2
j=0

(ia— (L -0 +0i1-9)?)

+ (1—s) (2b22 - ? 1>
7=0
o ) 1 ;

+ Y (1 -8y (—2172_1 + ";b()) (1—2s)

wobei M die durch das Produkt entstehenden Monome durchliuft. Diese hingen von den
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mg,n; ab. Wenn man nun alle Mdglichkeiten auszihlt, bei der ein Monom mit Grad B
vorkommt, stellt sich heraus, dafi das genauso oft ist, wie man B—dy; Bdlle auf ky; Behdlter
verteilen kann. Damit gilt:

. - B+ky—1—d
id = ZZ(LM( +k]:\1/<4—1 M>(1_S)B

B=0 M

Dies ist dquivalent zu:

_— (z+ky—1—dpy)..(z—=dp + 1)
id = %:aM Gont — 1))

fir alle z € C .
Wenn man den Koeffizienten von z*M =1 betrachtet, erhilt man, daff die Summe aller ay;
mit kpr = n verschwindet:

0 = (a2 - nia) (b2_2 —mbt | — b2, + mbl — b%)

i=1

Fiir die anderen Koeffizienten erhdlt man weitere Gleichungen fiir die m;,n;.

Im allgemeinen Fall erhdlt man die Gleichung:

id = H( id + (; (S"i—i—s"i)—l)-a2—|—;(5”i_5"i).a>
=1

( id+ (1 (8™ + 57 — 1) ( b2y + b, + 02+ (s — 1)b2)
2 (s—1)2  s—1 ° !
1
2

b
M — 5T (.911 +05+ (s — 1)b}))
2 1 n;
_ [nal = g2Inil _oelnal ) L2 0 T (2|ng] .
= 0 | I ( s id + <2 (s +1) S ) a® + 2] (5 1) a)

i=1

—~

1
< shmal+2 g4 (2 (sz‘mi' + 1) - s”“') (b2 + (s — 1B, + (s — 1)2B2 + (s — 1)°b2)

+% (s2lmi\ _ 1) ((s = 1)Ly + (s — 1B + (s — 1)3()}))

_S(E|ni| + |ml|)(s . 1)2n . id

Man erhdlt also ein Polynom in s und kann die Koeffizienten nun daraufhin untersuchen,
ob sie verschwinden.
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Kapitel 3

Die Sphire mit 5 Punktierungen

In diesem Kapitel mit den Methoden des 1.Kapitels gezeigt, dal der Torus mit zwei Punk-
tierungen genau dann linear ist, wenn die Teichmiillersche Modulgruppe der Sphére mit 5
Punktierungen es auch ist. Nach [kral] ist aber B4 linear, insbesondere ist die Teichmiiller-
sche Modulgruppe der Sphére mit 5 Punktierungen linear:
Denn es gilt nach [kral] mit Dy := D\ {p1,...ps} wobei D die abgeschlossene Einheitskreis-
scheibe sei und py, ..., ps € Inn(D) paarweise verschieden:

B4 H(Dy)/Ho(Dy)

wobei mit H(D,) die Homdomorphismen auf D, gemeint seien und mit Hy(Dy4) die zu
idisotopen orientierungserhaltenden Homoomorphismen auf B4. (vergl. [big3])
Also gilt insbesondere: Die Teichmiillersche Modulgruppe der Sphére mit 5 Punktierungen
ist eine Projektion von B4, wobei der Kern nach [big3] das Zentrum von B4 ist, wobei
dann genauso, wie in dem Satz, dafl die Teichmiillersche Modulgruppe des Torus mit zwei
Punktierungen genau dann linear ist, wenn es die Teichmiillersche Modulgruppe der Sphére
mit 5 Punktierungen auch ist, folgt, daBl dann auch die Teichmiillersche Modulgruppe der
Sphére mit 5 Punktierungen linear ist.

(die oben zitierten Artikel kamen erst heraus, als die Arbeit eigentlich schon abgeschlos-
sen war.)

Ferner wird fiir die Teichmiillersche Modulgruppe des Torus mit n Punktierungen eine
Darstellung konstruiert.

3.1 Eine Darstellung des Teichmiillerschen Modulraum
des Torus mit n Punktierungen
Bezeichnung 3.1.1 Sei M eine Riemannsche Fliche, dann werde mit Iy Aut(M) (bzw

mit o Autt (M)) die Gruppe der Isometrieklassen der Homdomorphismen (bzw der positiv
orientierten Homomorphismen) von M bezeichnet.

Lemma 3.1.2 Seien {q1,..,qnt+1,20} € T ,n > 1, paarweise verschieden,wobei xo im Laufe
des Beweises noch ndher bestimmt werde.
o Fia(q, .., qni1, 2o) bzw. Mo Fiz(qy, .., qn, qny1) die Untergruppen von To Autt (T\{q1, ..., qns1})
bzw. o Autt (T\{q1,...,qn}), deren stetige Fortsetzungen auf T die Punkte {q1, .., qn+1,%0}
bzw. {q1, -, qn,n+1} elementweise festhalten, dann spaltet folgende kurze exakte Sequenz:
p
1 — I (T \{q1; - qn+1}; 7o) - o Fiz(qy, -, gn+1, To) ‘? Ho Fiz(q1, -, Gny Gna1) — 1 (es

wird nicht gezeigt, aber fiir n = 0 spaltet obige Sequenz nicht.)
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Beweis:

Die Erzistenz der kurzen exakten Sequenz

1— Hl(T\ {Ch, ) QTL-‘rl}a‘TO) T) HOFiI(Q17 23 q?L+17I0) 7 HOFiI(qla -5 Qn,y qn-l—l) — 1
folgt wie in Satz 1.3.6.

Nun gilt ferner: II1(T'\{q1, .-, gn }, gn+1) ist die freie Gruppe, die von {agn), . a%"), (n)y

erzeugt wird, wobei {a§”), o ozsq,n), B} wie auf folgender Zeichnung definiert werden:

ol (1]

(][] ol
o jo |- o Jo[ |

Sei nun i T (T\{q1, - an}sans1) — Hi(T\{q1, ., qui1}, z0) mit o wie in der nichsten
Abbildung, die Einbettung mit:

i(agn)) = agnﬂ) fir i € {1,..,n} und i(ﬁ(")) = D) wobei die agnﬂ) so gewdhlt seien,
daf sie die unten eingezeichntete Umgebung von qy,, qny1 nur in xg berihren. Dabei sind die
Verbindungen zum Basispunkt xg nicht eingezeichnet.

g(n+1)
a§n+1) agn+1) aglnjll) aganrl) agn+1)
.« e e .
q1 q2 dn—1
p(nt1)

Man definiere nun:

j : AutHl(T \ {q17 ) qn}’Qn-‘rl) - AUﬂ_Il(T\ {qla ~'7qn+1}7x0)

£ lopoil(e) ce{al™, ol gt}
n+1
€ — ¢ ¢=al"iy

wobei j(¢) die Fortsetzung der Abbildung auf der rechten Seite zu einem Gruppenhomomor-
phismus von 11 (T \ {q1, .., qn+1}, To) sei, was wohldefiniert und eindeutig maglich ist, da
(T \ {q1, --Gn+1},20)= < agnﬂ), ..,aslnﬂ),ﬁ(”*l) > eine freie Gruppe ist. Auferdem ist
j() invertierbar, denn j(¢~1) ist die Inverse.

¥

Nun betrachte man die Untergruppe von IlgAut(T \ {q1,..,qn+1}), die aus den Dehn-
Twists pem+1) entlang der Kurven gntl) ¢ {ozgm_l),. oz%n"_l),ﬂ("*l)} erzeugt wird. Man
kann die Dehn-Twists so wdhlen, daf sie die auf der Abbildung eingezeichnete Umgebung
VON Qp, Gn+1 festhalten.

el
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Sei p die Projektion p : TIy (T \ {q1, .., @ni1},70) — T (T \ {q1, -, @n}, Gni1) und €™ €
{agn)7._’a%n)’5(n)}} 5(n+1) c {a(1n+1)7“7agln+1),ﬁ(n+1)}7 mit ﬁ(g(n+1)) _ g(n) und seien
ey, Pty die zugehrigen Dehn-Twists, dann kommutiert folgendes Diagramm nach De-
finition der Pelnt1), Pen) -

<™t gt 5 % - <" ot g
E("+1)

3
3

<al™ ol g > o - <al™ el g s
£

Da die p¢m+r) aufferdem v festhalten, (die Kurven £t beriihren die Umgebung von
Gns qn+1 nur in xg) ist die Abbildung Pen) F> Pelnt) die topologische Realisierung von j

eingeschrankt auf @) mit £ ¢ {aln), ..,a;n),ﬁ(”)}.

Da nun Fiz(qy, ..,q,) nach [bir, Seite 177f] von den pewm) mit £ e< agn),..,asl"),ﬂ(”) >
erzeugt wird, ist die Abbildung j die gesuchte Spaltung.

Nun kann man sich fragen, ob man mittels der Methoden aus dem 1.Kapitel fiir die
Teichmiillersche Modulgruppe des Torus mit n = 3 Punktierungen aus der p-Kongruenzstruktur
der Teichmiillerschen Modulgruppe des Torus mit 2 Punktierungen eine p-Kongruenzstruktur
fiir die Teichmiillersche Modulgruppe konstruieren kann.

Das Ergebnis des néchsten Satzes besagt, daffl man eine p-Kongruenzstruktur ohne Bedin-
gung 1.1.1 (vi) findet, die eine Darstellung induziert, deren Kern aus gewissen Kommutatoren
besteht.

Satz 3.1.3 FEs gibt eine p-Kongruenzstruktur der Teichmiillerschen Modulgruppe des Torus
mit 3 Punktierungen deren Schnitt allerdings nicht aus {id} sondern aus denjenigen Kom-
mutatoren besteht, die verschwinden, sobald eine Punktierung verschwindet. Induktiv kann
man dann p-Kongruenzstrukturen der Teichmiillerschen Modulgruppe mit n Punktierungen
konstruieren, deren Schnitt aus den entsprechenden Kommutatoren besteht.

Beweis:
Die Bezeichnungen seien wie in obigem Satz.
Besitze die Teichmiillersche Modulgruppe des Torus mit 2 Punktierungen eine p-Kongruenzstruktur,
besitzt insbesondere 11y Fiz(q1, g2) eine p-Kongruenzstruktur {Gi},. N -
Dann besitzt TI1 (T'\ {q1 }, g2) die beziiglich Fix(qy,q2) charakteristische p-Kongruenzstruktur
{Mi},e §y = {(Gin (T \{q1},42)))},c N wobei v die Einbettung aus folgender kur-
zer exakter Sequenz sei:
1 — (T \{a1},q2) —~ HoFia(qr, q2) — Mo Fia(qr) — 1
Sei
q:IL(T\{q1, g2}, 20) = IL(T'\ {q1},g2)

die Projektion, die sich aus der Projektion

I (T \ {q1, 92}, w0) — (T \ {q1}, 20)

und einem anschlieffenden inneren Automorphismus,der xo nach qo verschiebt zusammen-
setzt. Dabei werde der Weg von xg nach gz so gewdhlt, daff er von j(UoFix(q1,q2)) festge-
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halten werde.

Man versehe T11 (T \ {q1, g2}, o) mit der p-Kongruenzstruktur

{Ni}ie Ny ={a'(Mi)}ie N
Diese ist offenbar beziiglich j(Fix(q1,q2)) charakteristisch.
Nun wird gezeigt, dafy die spaltende kurze exakte Sequenz
p
1 — IL(T \ {q1,¢2}, 7o) - o Fiz(q1, g2, 7o) ? o Fiz(q1,q2) — 1

die Vorraussetzungen von Lemma 1.1.12 erfillt:

Zundchst ist zu zeigen, daf:

i(N;) < 1lg Fiz(qy, g2, o)

Sei & € j(oFix(q1,q2)), ¥ € I (T'\ {q1, 92}, %o),

dann gilt: £ oi(v)) o €71 = i(£(v)), denn i(v)) ist nichts anderes, als der zugehérige innere
Automorphismus beziiglich des Basispunktes xqg vergl. 1.5.8.

Also folgt: € 0i(1) 0 €1 = i(€(1)) fiir € € (Tl Fin(g1, 42)).

Daraus folgt: € 0 i(N;) o €~ =i(N;) , da N; von & festgehalten wird.

Da nun MyFiz(q1, g2, z0) von i(ILi (T \ {q1,92},20)), j(MoFizx(q1,q2)) erzeugt wird, folgt:
i(N;) Qo Fiz(qu, g2, 7o)

Als nichstes wird gezeigt, daf fir € € j(G;), ¥ € 1 (T \ {q1, 92}, x0) gilt: £(v) € YN;,.
EW) = ¢ 1) (q()) € ¢ (q(v)M;)) = ¥ N;, da folgendes Diagramm kommutiert:

I (T \ {q1, 92}, xo) 1L (T \ {q1, 92}, 20)

p()

(T \{q1},q2) L (T \ {q1}, q2)

Damit besitzt Fiz(q1,q2,70) die p-Kongruenzstruktur {i(N;)j(Gi)},c N , die allerdings
1.1.1 (vi) nicht erfillt, sondern der Schnitt () i(N;)j(G;) berechnet sich zu: [\ i(NN;)
ie N ie N
Also besitzt TlgFiz(q1, g2, o) eine p-Kongruenzstruktur, deren Schnitt gerade i~ (kerq)
ist. Dabei besteht kerq gerade aus dem Erzeugnis des Elementes, das durch den Rand einer
geeignet kleinen Umgebung von qo erzeugt wird, und Kommutatoren, die eines obiger FEle-
mente enthalten.

Indem man nun die Rollen von q1, qo, xo vertauscht, und die entstehenden p-Kongruenzstrukturen
schneidet, erhdlt man eine p-Kongruenzstruktur, deren Schnitt nur Kommutatoren enthal-
ten, die verschwinden, sobald q; oder qs oder xy verschwindet.

Induktiv erhdlt man p-Kongruenzstrukturen von g Fiz(qy, ..., qn, o), deren Schnitt nur
Kommutatoren enthdlt, die verschwinden, sobald eine Punktierung von qi,...,Qn,To ver-
schwindet.
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Damit besitzt Mod(T \ {q1,...,qn}) eine entsprechende p-Kongruenzstruktur und damit
eine Darstellung, deren Kern obige Gestalt hat, denn :
<{pdli #j,€ {1,..,n}}, Mo Fiz(q1, - - -, qn, o) >, =Mod(T \ {q1,--.,qn}) wobei F Abbil-
dungen seien, die Punktierungen gq;,q; vertauschen und die anderen Punktierungen festhal-
ten. Die @g? halten obigen Kern fest.

3.2 Die Teichmiillersche Modulgruppe des Torus mit
2 Punktierungen und die Teichmiillersche Modul-
gruppe der Sphire mit 5 Punktierungen

Satz 3.2.1 Die Teichmiillersche Modulgruppe der 5-fach punktierten Sphdre ist genau dann
linear, wenn es die Teichmiillersche Modulgruppe des 2-fach punktierten Torus es auch ist.

Beweis:

Nach [nag, Seite 125(f] gilt:

Es gibt ein o im Zentrum der Teichmiillerschen Modulgruppe des Torus mit zwei Punk-
tierungen T \ {q1,q2} mit o® = id s.d. fiir die Teichmiillersche Modulgruppe der 5-fach
punktierten Sphdire S\ {p1,..,ps} gilt:

1 —<a>— Mod(T\{q1,q2}) — Mod(S\ {p1,..,05}) — 1
p

Falls nun Mod(T'\ {q1,q2}) linear ist, besitzt Mod(T \ {q1,q2}) nach [lub, Seite 208] fiir fast

alle Primzahlen p eine p-Kongruenzstruktur {Ni}ie N -

Nun gilt: (| N; = {id}. Insbesondere gibt es ein io € N mit o & Ny, also NjyN < a >=
ie N

id.

Also ist die Abbildung

p: Nio c MOd(T \ {‘han}) ‘)p(Nio) c MOd(S \ {pla "7p5})

ein Isomorphismus. Also besitzt p(N;,) eine p-Kongruenzstruktur, namlich {p(Ni-1+iy)},c N -
Nun geniigt es, da p(N;) < Mod(S \ {p1,..,p5}) firi € N, nach 1.1.1 (i) zu zeigen, dafl

Mod(5\{p....rs})
p(Nig) < o0
Dies folgt, da

- Mod(T \ {q1,q2}) . Mod(S \ {p1,..,p5})
b N, < a > p(Ny,)

ein Isomorphismus ist, also:

Mod(s\{p:,...p })’ ‘Modm{q ,a2})
p(Ni:) 51) | < N < 00.

Besitze umgekehrt Mod(S\{p1, ..,ps}) eine p-Kongruenzstruktur {N;},. r , dann bildet
{p™"(Ni)},e N eine p-Kongruenzstruktur von Mod(T \ {q1,q2}) ohne Bedingung 1.1.1 (vi):

(i) Sei o € Mod(S\ {p1,..,ps}), dann gilt fir o= (p~ " (N;))e:
ple™ ) (Ni)p(p) € Ni , also: o' (p~ (Ny))p € p~ 1 (Ny).
Also: p~*(N;) 4 Mod(S \ {p1,..,p5})

(i) Firi> j folgt aus N; I Nj:
p~H(Ny) < p ()
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(iii) Es gilt: Die Abbildung

p.MOd(T\{(Jh?h}) _ ., Mod(S\{q1 . 45})
’ pH(Vi) N;

ist ein Isomorphismus, da ihr Kern p~'(N;) < a >= p~'(N;) ist, also verschwindet.
Daraus folgt sofort: w < 00

—1 .
(iv) Fiiri> j folgt aus obigem Isomorphismus: ;3,17%%?; ist eine p-Gruppe.

(v) Ebenso folgt: Es gibt ein d s.d. firi > j: Z:E%ﬁ; wird von hdchstens d Elementen
erzeugt.

(vi) Diese Bedingung kann offenbar nicht erfillt sein, da () p~1(N;) 2< a > Sei nun

ie N
vye N p Y NV;) Dann gilt: p(y) € () Ni.
ie N ie N
=ply)=id=vyE< a>.
Damit gilt:
N p (V) =<a>
ie N

Nun gilt: Mg Fiz(q1,q2) € Mod(T \ {q1,q2})-
Insbesondere besitzt Iy Fiz(qy, q2) die von Mod(T \ {q1,q2}) induzierte p-Kongruenzstruktur
{Fl,eny mit N pY(F)CS<a>
ic
Nun besitzt g Fiz(q1, qg2) nach 1.3.6 auferdem noch die kurze exakte Sequenz aus

1 — IL(T\{q1},q2) — IoFiz(q1,q2) — HoFizr(q) — 1

(2

wobei II1 (T'\ {q1}, q2) mittels den dazugehdrigen inneren Automorphismen mit g2 als Basis-

punkt eingebettet wird (siehe 1.3.7). Auch diese kurze exakte Sequenz induziert p-Kongruenzstrukturen
ohne 1.1.1 (vi) fiir fast alle Primzahlen p.

Dies folgt wie oben, da IlgFix(q1) = Mod(T \ {q1}) (vergl [bir, Seite 176,177] und beach-

te: Das Bild von & = id.) linear und endlich erzeugt ist, also wie oben fiir fast alle p eine
p-Kongruenzstruktur {M;},. N besitzt und die Abbildung

oFir(q1,¢2) - HoFi(ar)
- p (M) M;

firie N wieder ein Isomorphismus ist. Nun zeigt man wie oben, dajf§ gilt:

N p~H (M) = i(M(T\ {1}, 32))
ie N
Sei nun p eine Primzahl, s.d. gFiz(q1,q2) gleichzeitig die beiden p-Kongruenzstrukturen
{p7 " (Fi)},e v o {p7H(My)},c N ohne 1.1.1 (vi) besitzt.
Nach 1.1.4 ist nun {p~' (F;)Np~'(M;)},. Ny eine p-Kongruenzstruktur (eventuell ohne 1.1.1
(vi)) von Iy Fiz(q1, q2).
Es bleibt also noch zu zeigen: i(X1 (T \ {q1}, ¢2))N < a >= {id}.
Nun liegt aber kein Element von i(II1 (T \ {q1},¢2)) \ {id} im Zentrum von Iy Fiz(q1,q2),
denn fir n € (T \ {q1},q2) gibt es § € (T \ {q1,q2}) s.d. gilt: H= omon # n, da
I (T \ {q1},q2) eine freie Gruppe ist.
Insbesondere gilt dann auch: i(7) "t oi(n) oi(R) #i(n), also i(n) liegt nicht im Zentrum von
Mod(T \ {q1,q2}), insbesondere nicht in < a >, also i1 (T \{q1},2) "< a>=id
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Damit besitzt g Fix(q1, q2) eine p-Kongruenzstruktur mit 1.1.1 (vi).
Wie in Satz 1.3.7 zeigt man nun, dafi damit auch Mod(T \ {q1, q2}) eine p-Kongruenzstruktur
besitzt, also linear ist.

Bemerkung 3.2.2 Zum Aufbau der Teichmiillerschen Modulgruppe der Sphdre mit5 Lichern
Mod(S\ {p1,..,p5}) lifst sich folgendes sagen:

Mod(S\ {p1,-,ps})
i (S\ {p1, .., pa},p5))

(vergleiche 1.3.6, 1.3.7) Ferner wird Mod(S \ {p1,..,p5}) offenbar durch die Kerne der Pro-
jektionen mit j € {1,..,n}

P; : Mod(S\ {p1,..,p5}) — Mod(S\ {p1,..,pj—1,Pj+1,-,P5})

= Mod(S \ {p1,-.,p4})

erzeugt.
Nun ist Mod(S \ {p1,..,p4}) linear: Nach [nag, 127(f] gilt:

Mod(T)
<a>

Il

Mod(S \ {p1, .-, pa})

wobei o # id eine Involution im Zentrum von Mod(T) ist.

Andererseits gilt: Mod(T) = PSLy( Z ). Da < —id > das Zentrum von PSLy( Z ) ist, muf
gelten: a = —id. Nun geniigt es zu zeigen, daf8 PSLy( Z )/ < —id > linear ist:

Dazu betrachte man die Abbildung:

Ad: PSLy(Z) — Aut(psl( C))
A — Mo A'MA

dc d?
-2 —cdd

[ —ba —b2

Fiir den Kern dieser Abbildung muf§ gelten:
0 1Y)\ d —b 0 1 a b
(o0)=(% )0 a)(e )

0 0\ d -b 00 b
(1 0)_(—0 a)(l 0)( d )] a’>  ba
Insbesondere muf$ gelten: b=c= 0, |a| = |b| = 1. Da die Determinante 1 sein mujs, enthilt
der Kern dieser Abbildung nur die Elemente id, —id.
Insbesondere ist PSLy( Z )/ < —id > in Aul(psly( C)) einbettbar, also linear. Insbesondere
besitzt Mod(S \ {p1,..,pa}) eine p-Kongruenzstruktur {N;},. -
Dann ist wie in obigem Satz { ) p{l(Ni)}ie N eine p-Kongruenzstruktur ohne 1.1.1
je{l,..,n}
(vi) von Iy Fiz(p1, .., p5), wobei mit o Fiz(py, .., p5) diejenigen Elemente aus Mod(S\{p1, .., ps})
gemeint seien, die firi € {1,..,5} jede Umgebung von p; in eine Umgebung von p; abbilden.
Fiir den Schnitt dieser p-Kongruenzstruktur ohne 1.1.1(vi) gilt nun: ) N pj_l(Ni)
ie N je{l,..,n}
= N p}l(e), Die Abbildungen, die in diesem Schnitt liegen haben die Gestalt i(K), wo-
Je{1L,..,n}
bei K eine nichttriviale Untergruppe gewisser Kommutatoren aus I11(S\ {p1,..,p4},p5)) ist.

Wie in 1.5.7 kann man zeigen, dafi Mod(S\{p1,..,ps}) genau dann eine p-Kongruenzstruktur
besitzt, wenn o Fiz(S \ {p1,..,ps}) eine p-Kongruenzstruktur besitzt.

S

HQ@Q

Bemerkung 3.2.3 Aus [kra2] oder [big3] folgt, dafi die Teichmiillerschen Modulgruppen
der Sphdren mit n Punktierungen linear sind.
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3.3 Uberblick iiber die Linearitit Teichmiillerscher Mo-
dulgruppen

Bemerkung 3.3.1 Von folgenden Teichmiillerschen Modulgruppen ist bekannt, dafl sie auf
jeden Fall linear sind:

1. Die Teichmiillerschen Modulgruppen der Tori mit n < 2 Punktierungen.

2. Die Teichmiillerschen Modulgruppen der Sphéren mit n Punktierungen. (Die Teichmiiller-
schen Modulgruppen der Sphdren mit hichstens 8 Punktierungen bestehen nur aus der
Identitit (siehe [nag, Seite 128]))

3. Die Teichmiillersche Modulgruppe der Riemannschen Fliche vom Geschlecht 2

Man hat also schon in einigen Fiillen gezeigt, dal die Teichmiillersche Modulgruppe linear
ist. Dabei geniigte es nicht, die Modulgruppe auf der Homologie der Riemannschen Fliche
operieren zu lassen, da die daraus resultierende Darstellung einen nichttrivialen Kern hat.
L&aBt man andererseits die Teichmiillersche Modulgruppe auf der Homotopie operieren, be-
kommt man zwar einen injektiven Gruppenhomomorphismus, da die Homotopie in diesen
Fallen nicht kommutativ ist, aber keine lineare Darstellung.

Die obigen Darstellungen operieren jeweils auf der Homologie einer Braidguppe. Dieses Ver-
fahren funktioniert aber leider nur bei punktierten Sphéren. Im allgemeinen Fall kann man
vielleicht einen Ansatz von [bir] verwenden, in dem man bei der Darstellung nicht nur die
Bahnen der Punktierungen betrachtet, sondern die Bahnen aller Erzeuger der Homotopie.
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