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Kapitel 1

Einleitung

Die Vielzahl an Phänomenen in der Natur kann in unserem derzeitigen Verständnis durch vier fun-
damentale Kräfte beschrieben werden, nämlich die starke, die elektromagnetische, die schwache
und die Gravitationskraft. Das Standardmodell der Teilchenphysik ist die vereinheitlichte Theorie
der starken und elektroschwachen Wechselwirkungen, die im Rahmen einer ��� ����� � ��� ��!�� �� �#"�� -Eichtheorie beschrieben werden. Dabei entstehen die Wechselwirkungen durch Austausch
von Vektorbosonen, d.h. von Teilchen mit Spin 1, die an eine Ladung koppeln. Das Eichboson
der elektromagnetischen Wechselwirkung ist das Photon, das an die elektrische Ladung koppelt.
Analog dazu sind die Eichbosonen der schwachen Wechselwirkung die so genannten W-Bosonen
und das $&% , die an die schwache Ladung koppeln. Im Fall der starken Wechselwirkung heißt die
Eichtheorie Quantenchromodynamik (QCD), die Austauschteilchen sind die Gluonen, von denen
es acht verschiedene Arten gibt, und die Ladung heißt Farbladung, von der es drei verschiedene
Arten gibt, nämlich rot, blau und grün. Dabei unterscheidet man zwischen abelschen Eichtheori-
en wie z.B. der elektromagnetischen Wechselwirkung und nichtabelschen Theorien wie z.B. der
starken Wechselwirkung. Bei den nichtabelschen Eichtheorien tragen die Austauschteilchen selbst
Ladung und somit existieren auch direkte Kopplungen der Austauschteilchen untereinander.

Die elementaren Spin- '( Teilchen im Standardmodell sind die Quarks und die Leptonen. Die
Quarks unterscheidet man nach ihrem flavor, der mit up (u), down (d), strange (s), charm (c),
bottom (b) und top (t) bezeichnet wird, und nach ihrer Farbe, die rot (r), grün (g) oder blau (b)
sein kann. Sie erfahren sowohl die starke als auch die elektroschwache Wechselwirkung. Von den
Leptonen gibt es sechs verschiedene Arten, von denen das Elektron, das Myon und das Tau elektro-
magnetische und schwache Wechselwirkungen erfahren, während die entsprechenden Neutrinos
nur schwach wechselwirken.

In der Natur hat man bisher allerdings keine freien Quarks und Gluonen gefunden, sondern
nur aus Quarks und Gluonen zusammengesetzte Objekte. Dieses Phänomen bezeichnet man als
confinement. Den Grund hierfür vermutet man in der starken Impulsabhängigkeit der starken
Kopplungskonstante )+* , die bei kleiner werdenden Wechselwirkungsenergien größer wird und
im Grenzfall verschwindender Energien eine Divergenz aufweist. Versucht man zwei Quarks von-
einander zu trennen, so wird die Kopplung immer stärker, d.h. man muss immer mehr Energie
aufwenden. Irgendwann ist die Energie dann groß genug, um aus dem Vakuum Quark-Antiquark-
Paare bilden zu können. Die in der Natur vorkommenden Objekte sind immer farbneutral. Man
bezeichnet die Gruppe der stark wechselwirkenden Teilchen als Hadronen und unterteilt diese in
Mesonen, die aus Quark-Antiquark-Paaren bestehen, und Baryonen, die aus drei Quarks zusam-
mengesetzt sind.

Die Impulsabhängigkeit der starken Kopplungskonstante )�* ist auch dafür verantwortlich,
dass die QCD in zwei Bereiche unterteilt werden kann. Im perturbativen Bereich ist ) * klein,
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die Quarks und Gluonen wechselwirken relativ schwach miteinander und bewegen sich in einem
begrenzten Gebiet praktisch unabhängig voneinander. Dieses Verhalten bezeichnet man als asym-
ptotic freedom. Im perturbativen Bereich können die konventionellen Methoden der Störungs-
rechnung zur Berechnung von physikalischen Größen angewandt werden. Im nichtperturbativen
Bereich hingegen wird die Kopplungskonstante größer, so dass die effektiven Freiheitsgrade jetzt
nicht mehr Quarks und Gluonen, sondern Mesonen und Baryonen sind. In diesem Bereich versa-
gen die Methoden der konventionellen Störungsrechnung.

Von den Baryonen sind vor allem die Nukleonen, d.h. das Proton und das Neutron interessant,
da sie Bestandteile der Atomkerne sind und somit 99.9% der Masse aller Objekte in unserem Son-
nensystem ausmachen [TW 01]. Die ersten Anzeichen einer inneren Struktur der Nukleonen ka-
men von der Messung ihrer magnetischen Momente, die eine starke Abweichnung von denen eines
Dirac-Punktteilchens zeigten [Ste 33]. Mitte der 1950er Jahre lieferten elastische Elektronenstreu-
experimente, bei denen die elektromagnetischen Formfaktoren gemessen wurden, Aufschluss über
die innere Struktur der Kerne [Hof 57]. Genauer betrachtet erhielt man Informationen über die
Ladungs- bzw. Magnetisierungsverteilung der untersuchten Kerne, da die Formfaktoren im nicht-
relativistischen Grenzfall gerade die Fouriertransformierten dieser Verteilungen sind1. Heute sind
die elektromagnetischen Formfaktoren des Protons und die aus den elektromagnetischen Form-
faktoren der Nukleonen ableitbaren mittleren Ladungsradien zu erstaunlicher Präzision bekannt.
Etwas schlechter sieht die Situation bei den elektromagnetischen Formfaktoren des Neutrons aus,
da kein freies Neutrontarget existiert. Die beiden Formfaktoren ,.-( und /0-1 sind allerdings im
Bereich 2 (4365&78(:9 ! GeV

(
relativ gut bekannt [TW 01]. Bei den axialen Formfaktoren2 sieht

die Situation etwas anders aus. Da die schwache Wechselwirkung etwa eine Billion mal kleiner
als die elektromagnetische Wechselwirkung ist, ist es vergleichsweise schwer, aus Experimen-
ten Informationen über diese Formfaktoren zu erhalten. Die ersten Neutrinostreuexperimente, in
denen der schwache geladene Strom beobachtet werden konnte, sind 1962 in Brookhaven durch-
geführt worden [Dan+ 62]. Der schwache neutrale Strom konnte sogar erst in den 1970er Jah-
ren beobachtet werden [Has+ 73]. Für die Bestimmung der axialen Formfaktoren des Nukleons
benötigt man relativ komplizierte Experimente. Den axialen Formfaktor / � kann man durch qua-
sielastische Neutrinostreuung oder durch Pionelektroproduktionsexperimente, wie sie zur Zeit in
Mainz durchgeführt werden [Neu+ 98], bestimmen. Den induzierten pseudoskalaren Formfaktor
kann man z.B. in dem strahlungsbegleiteten Myoneneinfang beobachten [Jon+ 96]. Auf Grund
der schwierigen Experimente ist dieser Formfaktor bis heute noch relativ unbekannt. Einen guten
Überblick über unser bisheriges Verständnis der inneren Struktur des Nukleons kann in [TW 01]
gefunden werden.

Von den Mesonen haben die Pionen auf Grund ihrer sehr kleinen Masse, die eine Größen-
ordnung kleiner als die typische Massenskala der Hadronen von etwa

"
GeV ist, eine besondere

Bedeutung. Im nichtperturbativen Bereich der QCD stellt sich das Nukleon im Wesentlichen als
schweres punktförmiges Teilchen dar, das von einer Pionenwolke umgeben ist. Die Theorie, die
diesen Niederenergiebereich am besten beschreibt, wird chirale Störungstheorie ( ; PT oder ChPT)
genannt [Wei 79, GL 84, GL 85, GSS 88]. Sie basiert auf einer Impulsentwicklung der allgemeins-
ten, mit den Symmetrien der QCD verträglichen effektiven Lagrange-Dichte nach Quarkmassen
und externen Impulsen. Die wichtigste dieser Symmetrien ist die so genannte chirale Symme-
trie: Im chiralen Grenzfall, d.h. im Grenzfall verschwindender up- und down-Quarkmassen, ist die

1Ein Formfaktor <>=@?BA#C gibt allgemein die Abweichung von einem punktförmigen Teilchen an, für das <>=@?�ADC�E<>=GFHC gilt.
2Wir bezeichnen mit dem Oberbegriff axiale Formfaktoren die Formfaktoren, die den axialen Vektorstrom para-

metrisieren. Zu diesen Formfaktoren gehören der axialer Formfaktor IKJ und der induzierte pseudoskalare FormfaktorI+L .
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QCD-Lagrange-Dichte invariant unter globalen ��� ��!��NMO� �P� ��!��#Q -Transformationen. Man geht
davon aus, dass diese Symmetrie im Grundzustand spontan nach ��� ��!�� gebrochen ist, was zur
Existenz von drei masselosen Goldstone-Bosonen (Pionen) führen müsste. In Wirklichkeit sind
die Quarkmassen und somit auch die Pionmasse aber von Null verschieden. Die kleine Pionmasse
spiegelt also die explizit gebrochene chirale Symmetrie wieder. Die Durchführbarkeit der Impuls-
entwicklung wird dadurch gewährleistet, dass die Pionen als Goldstone-Bosonen [Gol 61] der
spontanen Symmetriebrechung [CL 84, Ryd 85] für verschwindende Energien nicht mehr mitein-
ander wechselwirken. Dabei beinhaltet die chirale Störungstheorie nur diejenigen Freiheitsgrade,
die bei den entsprechenden Energien asymptotisch produziert werden können, z.B. RTSURWVXSZYZYZY . In
der ursprünglichen Formulierung [Wei 79, GL 84, GL 85] treten nur pseudoskalare Mesonen als
effektive Freiheitsgrade auf. Je nachdem, ob man nur die Masse der up- und down-Quarks oder
auch noch die Masse des strange-Quarks als klein gegenüber der chiralen Symmetriebrechungs-
skala von []\_^�RW, % \ " GeV ( , % ist die Pionzerfallskonstante im chiralen Grenzfall) annimmt,
erhält man das Triplett der Pionen ( Ra`�SUR % ) oder das Oktett aus Pionen, Kaonen ( bc`�SUb % S>db % )
und egf als effektive Freiheitsgrade. In jeder Ordnung der Impulsentwicklung treten in den entspre-
chenden Lagrange-Dichten so genannte Niederenergiekonstanten (LECs, engl.: low energy con-
stants) auf. Sie parametrisieren die zu Grunde liegende Dynamik der QCD. Gelänge es uns, die
QCD im nichtperturbativen Bereich vollständig zu lösen, so könnte man die Werte dieser Konstan-
ten bestimmen. Da dies noch nicht möglich ist, ist man darauf angewiesen, die Werte durch An-
passung an experimentelle Daten oder durch spezielle Modellrechnungen festzulegen. Die LECs
erfüllen aber noch einen anderen Zweck. Bei Rechnungen, die über die führende Ordnung hinaus-
gehen, treten Unendlichkeiten auf, die von Schleifenintegralen stammen. Diese Unendlichkeiten
werden mit Hilfe der dimensionalen Regularisierung separiert und durch die Niederenergiekon-
stanten absorbiert. Es ist klar, dass erst diese renormierten LECs endliche Werte annehmen und
experimentell bestimmt werden können. Wenn man alle Ordnungen betrachten wollte, gäbe es
theoretisch unendlich viele solcher Konstanten, die renormiert werden müssten. Erst die Anwe-
senheit eines chiralen Zählschemas ermöglicht es uns, jede Ordnung getrennt zu renormieren. Die
chirale Störungstheorie ist somit eine im üblichen Sinne nicht renormierbare Feldtheorie, die aber
Ordnung für Ordnung in der Impulsentwicklung renormiert werden kann.

Erweitert man die Theorie und bezieht die Nukleonen mit ein, so treten Schwierigkeiten auf.
Die ursprüngliche relativistische Formulierung [GSS 88] besitzt kein konsistentes chirales Zähl-
schema mehr, wenn man die dimensionale Regularisierung in Kombination mit einer modifizier-
ten hi� -Subtraktion als Renormierungsschema verwendet [Vel 94]. Die Schwierigkeiten entste-
hen wegen des Auftretens einer neuen Massenskala, nämlich der Nukleonmasse, die im chira-
len Grenzfall nicht verschwindet. Die Masse des Nukleons ist in etwa so groß wie die in den
Schleifenintegralen auftretende Skala ^�RW, % . Berechnet man jetzt die Integrale, die innere Nu-
kleonenlinien enthalten, mit Hilfe der dimensionalen Regularisierung [Vel 94], so können diese
Integrale zu jeder Ordnung in der Impulsentwicklung beitragen. Insbesondere treten Korrektu-
ren zu physikalischen Größen wie z.B. der Nukleonmasse schon in niedrigster Ordnung auf. Die
Divergenzen der Integrale müssen also bereits von den Kopplungskonstanten der niedrigsten Ord-
nung absorbiert werden. Das chirale Zählschema kann wiederhergestellt werden, wenn man den
Nukleonspinor in eine

”
leichte“ und eine

”
schwere“ Komponente zerlegt, wie das in der chi-

ralen Störungstheorie für schwere Baryonen (HB ; PT, engl.: Heavy Baryon Chiral Perturbation
Theory) [JM 91, Ber+ 92, Eck 94] der Fall ist. Der Nachteil dieser Formulierung ist, dass die Im-
pulsentwicklung jetzt nichtrelativistisch ist und dadurch nicht im gesamten Niederenergiebereich
konvergiert [BL 99]. Es sind deshalb Methoden entwickelt worden, die versuchen, die Vorteile der
beiden Beschreibungen miteinander zu kombinieren [ET 98, BL 99, GJW 99]. Sie können als zurhj� -Subtraktion alternative Renormierungsverfahren angesehen werden.
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Die explizit gebrochene chirale Symmetrie der QCD-Lagrange-Dichte spielt in der Physik der
Pionen die wohl wichtigste Rolle. Einerseits folgt daraus die PCAC-Relation, die besagt, dass
der axiale Strom nur teilweise erhalten ist (PCAC = Partially Conserved Axial-Vector Current)
[Gel 64, AD 68, Tre+ 72, Alf+ 73]. Andererseits kann man mit ihrer Hilfe eine Vielzahl an Nieder-
energietheoremen (LET, engl.: low energy theorem) ableiten, die modellunabhängige Voraussagen
für das Verhalten von physikalischen Größen (Observablen) bei niedrigen Energien machen. Die
wohl bekannteste dieser Relationen ist die Goldberger-Treiman-Relation, die die Pion-Nukleon-
Kopplungskonstante der starken Wechselwirkung kml
n�n mit der Pionzerfallskonstante ,+l und der
axialen Kopplungskonstante k � der schwachen Wechselwirkung verbindet [GT 58]. Aber auch
z.B. die Weinberg-Tomozawa-Relation in der RWV -Streuung basiert auf solch einem Theorem
[Wei 66, Tom 66]. Kombiniert man diese Niederenergietheoreme mit den Dispersionsrelationen,
so ergeben sich nützliche Summenregeln, die integrierte Wirkungsquerschnitte mit anderen phy-
sikalischen Größen verbinden (s. z.B. [Tre+ 85]).

Das Ziel dieser Arbeit ist es gewesen, die Formfaktoren des Nukleons in einer relativistischen
Formulierung der chiralen Störungstheorie bis zur Ordnung

����� 	 �
in der Impulsentwicklung zu

berechnen. Dazu haben wir ein neues Renormierungsschema verwendet, das ein konsistentes Zähl-
schema für renormierte Größen erzeugt. Im Einzelnen sollte der skalare Formfaktor, die elektro-
magnetischen Formfaktoren und die beiden axialen Formfaktoren, d.h. der axiale Formfaktor / �
und der induzierte pseudoskalare Formfaktor / � , berechnet werden.

Die Arbeit ist folgendermaßen gegliedert. In Kapitel 2 diskutieren wir die Lagrange-Dichte
der QCD und leiten aus der näherungsweisen ��� ��!��NMo� ��� ��!��#Q -Symmetrie dieser Lagrange-
Dichte die Ausdrücke für die Vektor- und Axialvektorströme sowie deren Divergenzen her. Der
Ausdruck für die Divergenz des Axialvektorstroms stellt die bedeutende PCAC-Relation dar. Au-
ßerdem wiederholen wir die wichtigsten Bestandteile der chiralen Störungstheorie für Mesonen
und Nukleonen. Die hier angegebenen Lagrange-Dichten bilden das Fundament aller in dieser
Arbeit auftretenden Rechnungen.

Im dritten Kapitel werden wir die verschiedenen Methoden zur Wiederherstellung des chiralen
Zählschemas im Nukleonsektor der ChPT beschreiben. Neben der nichtrelativistischen HB ; PT
werden wir zwei relativistische Renormierungsschemen beschreiben, die wir in dieser Arbeit ver-
wendet haben, nämlich die Infrarotregularisierung von Becher und Leutwyler [BL 99] und ein
neues, alternatives Renormierungsschema, das in Zusammenarbeit mit J. Gegelia entwickelt wor-
den ist und auf Gegelia, Japarizde und Wang zurückgeht [GJW 99]. Die unterschiedlichen Me-
thoden werden miteinander verglichen und die Vor- und Nachteile dargestellt. Zum Schluss geben
wir die Ergebnisse dieser drei Methoden für die Wellenfunktionsrenormierungskonstante und die
Masse des Nukleons an.

In den folgenden drei Kapiteln berechnen wir die verschiedenen Formfaktoren des Nukleons
in den beiden in Kapitel 3 vorgestellten, relativistischen Renormierungsschemen. Die Ergebnis-
se in den verschiedenen Renormierungsschemen werden diskutiert und miteinander verglichen.
Die Abhängigkeit der Formfaktoren vom Impulsübertrag wird graphisch dargestellt. Im vierten
Kapitel diskutieren wir dabei den skalaren Formfaktor des Nukleons, der ein Maß für die Vertei-
lung der skalaren Dichte im Nukleon ist. Für einen verschwindenden Impulsübertrag geht er in
den Pion-Nukleon-Sigmaterm über, der den Beitrag der Quarkmassen zur Masse des Nukleons
angibt. Der skalare Formfaktor stellt ein relativ einfaches Beispiel dar, an Hand dessen die Pro-
bleme der HB ; PT noch einmal verdeutlicht werden können. Im fünften Kapitel berechnen wir
die elektromagnetischen Formfaktoren. Dabei berechnen wir die Dirac- und Pauli-Formfaktoren,
aus denen dann die Sachs-Formfaktoren bestimmt werden können. Im sechsten Kapitel berechnen
wir die axialen Formfaktoren des Nukleons, d.h. den axialen Formfaktor / � �qpr� und den induzier-
ten pseudoskalaren Formfaktor / � �qpr� . Als Test unserer Ergebnisse berechnen wir zusätzlich den
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Pion-Nukleon-Formfaktor und überprüfen eine auf die PCAC-Relation zurückgehende Beziehung
zwischen diesen drei Formfaktoren.

Im siebten Kapitel untersuchen wir ausführlich den axialen Formfaktor / � in der Pionelektro-
produktion. Den theoretischen Rahmen hierfür bildet die in Kapitel 2 abgeleitete PCAC-Hypothese
unter Anwesenheit eines äußeren elektromagnetischen Feldes. Sie besagt, dass der axiale Strom
nur im chiralen Grenzfall und ohne die Anwesenheit des elektromagnetischen Feldes erhalten
ist. Mit Hilfe dieser Relation kann man eine Verbindung zwischen der Pionelektroproduktions-
amplitude und dem Matrixelement des axialen Stroms herstellen. Diese Relation ist streng gültig
und kann als Test eines jeden Modells angesehen werden. Sie ist bereits 1966 von Adler und
Gilman [AG 66] mit Hilfe der minimalen Substitution abgeleitet worden und wird deshalb auch
Adlers Relation genannt. Außerdem gehen wir auf die Behauptung ein, dass der axiale Formfaktor
nicht in der Pionelektroproduktion gemessen werden kann [Hab 00]. Dazu untersuchen wir mit der
Hilfe eines phänomenologischen Modells die in [Hab 00] verwendeten Methoden zur Ableitung
von Adlers Relation. Das verwendete phänomenologische Modell respektiert alle Symmetrien der
Lagrange-Dichte der QCD und reproduziert alle für die Diskussion relevanten Terme. Die Rech-
nungen in diesem Kapitel sind so einfach wie möglich gehalten, damit man sie leicht nachvollzie-
hen kann. An Hand eines in Mainz durchgeführten Experimentes [Lie+ 99] beschreiben wir, wie
der axiale Formfaktor experimentell bestimmt werden kann.

Im achten Kapitel geben wir eine Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit
an und diskutieren diese.

Im Anhang befinden sich viele hilfreiche, theoretische Details, die aber die Übersichtlichkeit
der Arbeit beeinträchtigt hätten. Neben den Gell-Mann-Matrizen und den hypergeometrischen
Funktionen findet man hier vor allem die in dieser Arbeit verwendeten Integrale, die Ausdrücke
für die elektromagnetischen Formfaktoren, ausgedrückt durch skalare Integrale, eine Zusammen-
fassung der Theorie der Pionelektroproduktion und die Herleitung der in Kapitel 7 verwendeten
chiralen Ward-Identitäten.
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Kapitel 2

QCD und chirale Störungstheorie

In diesem Kapitel wird die Lagrange-Dichte der QCD mit ihren Symmetrien diskutiert (s. [Sch 00]
für eine pädagogische Einführung in das Thema) und eine Einführung in die chirale Störungstheo-
rie für Mesonen [Wei 79, GL 84, GL 85] und Nukleonen [GSS 88, EM 96] gegeben. Es existie-
ren eine Reihe von Übersichtsartikeln zur chiralen Störungstheorie, von denen wir hier nur ei-
nige angeben: [DGH 92, Bij 93, Mei 93, BKM 95, Pic 95, Eck 95, Man 96, Sch 02]. Die chirale
Störungstheorie ist die effektive Feldtheorie der QCD im Niederenergiebereich. Die allgemeinste,
mit den Symmetrien der QCD verträgliche Lagrange-Dichte wird dabei nach Quarkmassen und
kleinen Impulsen entwickelt. Wir diskutieren die in dieser Arbeit benötigten Lagrange-Dichten bis
einschließlich der Ordnung

����� 	 �
.

2.1 Die QCD-Lagrange-Dichte

Die QCD ist die nichtabelsche Eichtheorie der starken Wechselwirkung mit der SU(3) als Sym-
metriegruppe. Ausgangspunkt unserer Überlegungen ist die Lagrange-Dichte der QCD in Abwe-
senheit externer Felder [DGH 92]:sPtWu�v 3 wyx d� x �qz|{~} 5�� x �D� x 5 "^ /0�
�� / 
��� (2.1)

mit
{ 
 � x 3 � 
 � x 5 z k fw��� ' � �!�� �
 �

x
und / �
�� 3 � 
 � �� 5�� � � �
�� k�� �y��� � �
 � � � Y

Der erste Teil dieser Lagrange-Dichte besteht aus einer Summe über alle Quarkflavors � , wobei
die Massen

� x
der verschiedenen Quarks in Tabelle 2.1 angegeben sind. Für jeden Quarkflavor

flavor u d s c b t
Masse [MeV] � � �y� 5 " �
� " �
�
� 5 " ^��
� ^��
�
� 5 ^g�y�
� "�� ^ � �
����� " �
�

Tabelle 2.1: Quarkmassen. Die Werte für
���

und
���

sind obere Grenzen, während die Werte für
die restlichen Massen [PDG 02] entnommen sind.

8



haben wir einen 3-komponentigen Spinor
� x

eingeführt,� x 3��� � x � �� x � �� x �   ¡¢ Y (2.2)

Die kovariante Ableitung
{ 
 enthält die acht Gluonfelder � �
 und vermittelt somit die Wechsel-

wirkung zwischen den Quarkfeldern und den Gluonen. Dabei ist k die Kopplungskonstante der
starken Wechselwirkung. Die acht Gell-Mann-Matrizen

� � sind zusammen mit den Strukturkon-
stanten der SU(3), � �y��� , im Anhang A angegeben.

Der zweite Teil der Lagrange-Dichte stellt den
”
kinetischen“ Term dar, der zusätzlich die

Selbstwechselwirkung der Gluonen berücksichtigt. Die hier auftretenden Feldstärketensoren der
QCD, / �
�� , enthalten auch das Produkt zweier Gluonfelder. Somit existieren Vertices mit drei und
vier Gluonen und deshalb können die Gluonen auch untereinander koppeln. Das ist der große
Unterschied zu einer abelschen Feldtheorie wie z.B. der QED, bei der die Feldstärketensoren
diesen Term nicht enthalten.

Bei einem Blick auf Tabelle 2.1 fallen die sehr kleinen Massen der up- und down-Quarks
auf, die eine Größenordnung kleiner sind als die Masse des strange-Quarks und mindestens zwei
Größenordnungen kleiner als die restlichen Quarkmassen. Die Massen

� �
und

���
sind im Ver-

gleich zu der typischen hadronischen Skala von etwa 1 GeV verschwindend klein. Die Annah-
me, dass bei niedrigen Energien nur diese beiden niedrigsten Quarkmassen eine Rolle spielen,
erscheint also vernünftig1 . Für die Erzeugung der Hadronenmassen ist offenbar ein komplexer
Mechanismus verantwortlich, denn für die Masse des Protons gilt:

��£¥¤ ! �¦� � ��� . Da die
Massen der drei Quarks, aus denen das Proton besteht, sehr viel kleiner als die Masse des Protons
sind, müssen die Wechselwirkungen im Proton den Hauptanteil seiner Masse ausmachen. Das
rechtfertigt letzten Endes, den chiralen Grenzfall

� � S ����§ � zu betrachten. Unterscheidet man
außerdem zwischen rechts- und linkshändigen Anteilen der Quarkflavors,� 3©¨ "! �r" �cª8« � � "! �#" 5 ª8« �­¬>� 3¯® ° Q � ° M²±�� 3 ��Q � ��M S (2.3)

wobei
° Q

und
° M

Projektionsoperatoren sind, die aus einer freien, masselosen Lösung die Zustän-
de mit positiver (rechtshändig) bzw. negativer (linkshändig) Helizität herausprojezieren, so erhält
man: s % ³�´Wµ 3 wx � � � � � d� Q �

x z|{~}¶� Q � x � d� M � x z|{~}¶� M � x � 5 "^ / �
�� / 
��� Y (2.4)

Diese Lagrange-Dichte besitzt eine globale ��� ��!��NM�� ��� ��!��#Q·� � �#"��#¸ -Symmetrie (V steht für
Vektor), wobei die Symmetrie bzgl. � �#"��¹¸ in der Baryonenzahlerhaltung resultiert und ��� ��!��NM4���� ��!��#Q auch als chirale Gruppe bezeichnet wird. Schaut man auf das Spektrum der Hadronen,
so gibt es zu Zuständen positiver Parität keine entarteten Zustände negativer Parität. Man erkennt
vielmehr eine �P� ��!��r¸ -Symmetrie. Nach dem Colemanschen Theorem [Col 66] bestimmt aber die
Symmetriegruppe des Grundzustandes die Symmetrie des Teilchenspektrums. Die Lösung dieses
Widerspruchs liefert die Annahme, dass die ��� ��!�� M � �P� ��!�� Q -Symmetrie spontan zu ��� ��!�� ¸
gebrochen ist.

Als Nächstes betrachten wir deshalb ganz allgemein das Phänomen der spontanen Symme-
triebrechung. Voraussetzung für eine solche Symmetriebrechung [CL 84, Ryd 85] ist die Existenz

1Ohne größere Probleme kann man auch º0» dazunehmen. Im Folgenden müsste man nur berücksichtigen, dass man
anstatt 2 Flavors dann 3 Flavors hat.
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von mehreren entarteten Grundzuständen. Kleine Störungen wählen jetzt einen Grundzustand aus
und sorgen somit für die Brechung der Symmetrie. Der Grundzustand ist jetzt nicht mehr un-
ter der vollen Symmetriegruppe G (mit ¼T½ Generatoren) invariant, sondern nur noch unter der
Untergruppe H (mit ¼a¾ Generatoren). Vom Goldstone-Theorem [Gol 61] wissen wir dann, dass¼ ½ 5 ¼ ¾ masselose Goldstone-Bosonen existieren müssen, deren Eigenschaften durch die ¼ ½ 5 ¼ ¾
Generatoren bestimmt sind, die das Vakuum nicht vernichten. Diese Goldstone-Bosonen zeigen
verschwindende Wechselwirkung für ¿ § � und ermöglichen es deshalb, in einer effektiven
Lagrange-Dichte eine Impulsentwicklung durchzuführen.

In unserem Fall hat die Gruppe �P� ��!�� gerade ¼+¾ 3 ! ( 5 " 3 � Generatoren und die Gruppe��� ��!��DM¥� ��� ��!��#Q sechs Generatoren, so dass wir À 5 � 3 �
masselose Goldstone-Bosonen

erhalten, die mit dem Piontriplett ( RaÁPSURW%ySURaÂ ) identifiziert werden.

Wir führen jetzt in die Lagrange-Dichte die Kopplung der Vektor- und Axialvektorströme so-
wie der skalaren und pseudoskalaren Dichten an externe, hermitesche, farbneutrale Felder Ã 
 �qÄÅ� ,Æ 
 �qÄÅ� , Ç �qÄÅ� und È �qÄÅ� ein [GL 84]:s>tWuÉv 3 s % tWuÉv � d�É�qÄÅ� ª 
 � Ã 
 �qÄW� � "� Ã�Ê *­Ë
 �qÄÅ� ��ª8« Æ 
 �qÄÅ�r�D�É�qÄÅ� 5 d�²�qÄW�H� Ç �qÄW� 5 z ª�« È �qÄÅ�r�D�É�qÄÅ� S (2.5)

wobei die Größe
�

die up- und down-Quarkfelder zusammenfasst,
� 3 �qÌ SUÍ �NÎ . Bei den Feldern,

die an die Vektorströme koppeln, unterscheiden wir zwischen den Feldern, die an den isoskalaren
Strom koppeln, Ã Ê *DË
 , und den Feldern, die an die isovektoriellen Ströme koppeln, Ã 
 .

Die externen Felder können nach den Paulischen Spinmatrizen und der Einheitsmatrix entwi-
ckelt werden,

Ã 
 3 �w � � 'ÐÏ �! Ã �
 S Æ 
 3 �w � � 'ÐÏ �! Æ �
 S Ç 3 " (�Ñ�( Ç % � �w � � ' Ï � Ç � S È 3 " (�Ñ�( È % � �w � � ' Ï � È � Y(2.6)
Den Quarkmassenterm, der den Pionen ihre Masse gibt und zu einer expliziten Symmetriebre-
chung führt, bekommen wir, indem wir für Ç % 3ÓÒ�

setzen, wobei
Ò�Ô3 � ��� � ��� �r}y! ist. Dabei

vernachlässigen wir die Effekte, die auf die Verletzung der perfekten Isospinsymmetrie zurückge-
hen, d.h. wir vernachlässigen die Terme, die für

�O�:3Õ���
verschwinden würden.

Das elektromagnetische Feld Ö 
 wird z.B. durch folgende Überlegungen miteinbezogen,s�×rØ Ù>Ø 3 5ÛÚ Ö 
¶Ü !� dÌ ª 
 Ì 5 "�ÝdÍ ª 
 ÍgÞ�S Ú�ß �3 5ÛÚ Ö 
 d� ª 
 Ü (� �� 5 '� Þ �3 "� d� ª 
 Ü 5 "! Ú Ö 
 Þ � � d� ª 
 Ü 5 "! Ú Ï � Ö 
 Þ � S
d.h. die vektoriellen Felder nehmen in Anwesenheit der elektromagnetischen Wechselwirkung
folgende Form an: Ã Ê *­Ë
 3i5 "! Ú Ö 
 S Ã 
 3i5 "! Ú Ï � Ö 
 Y (2.7)

Die Lagrange-Dichte aus Gl. (2.5) ist invariant unter lokalen ��� ��!�� M � ��� ��!�� Q -Transformatio-
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nen, falls die externen Felder folgendermaßen transformieren,� Ã 
 � Æ 
 ��à§ á Qâ� Ã 
 � Æ 
 � á:ãQ � z á Q � 
 áäãQ S� Ã 
 5 Æ 
 ��à§ á M � Ã 
 5 Æ 
 � á�ãM � z á M � 
 á�ãM SÇ � z È à§ á QP� Ç � z È � á:ãM SÇ 5 z È à§ á Må� Ç 5 z È � á ãQ Y (2.8)

2.2 Noether-Theorem und PCAC-Relation

In diesem Abschnitt zeigen wir, wie wir aus den Lagrange-Dichten aus Gl. (2.4) und Gl. (2.5)
mit Hilfe des Tricks von Gell-Mann und Lévy [GL 60] die Ausdrücke für die Vektor- und Axial-
vektorströme und deren Divergenzen ableiten können. Dazu betrachten wir zuerst allgemein eine
Lagrange-Dichte, die von V Feldern æ � und deren ersten Ableitungen

� 
 æ � abhängt, d.h.s 3 sO� æ � S � 
 æ � � S ç 3 " SZYZYZY¹V�Y
Wir betrachten jetzt infinitesimale, lokale Transformationen der Felder, die durch insgesamt ¼
infinitesimale Transformationsparameter è � �qÄW� beschrieben werden können,æPé� �qÄW� 3 æ � �qÄÅ� 5 z -w��� ' è � �qÄW� , �� � æê* �qÄW�r� Y
Die Variation der Lagrange-Dichte lautet damitë s 3 s0� æ é� �qÄW� S � 
 æ é� �qÄÅ�r� 5 s0� æ � �qÄÅ� S � 
 æ � �qÄW�r�3 è � �qÄW� Ü 5 z � s� æ � , �� 5 z � s� � � 
 æ � � , �� Þ � � 
 è � �qÄÅ� Ü 5 z � s� � � 
 æ � � , �� Þ3:ì è � �qÄW� � 

í 
� � � 
 è � �qÄW� í 
� Y (2.9)

Aus der Variation der Lagrange-Dichte erhält man also durch folgende Formeln die Ausdrücke für
die Stromdichten und deren Divergenzen,í 
� 3 � ë s� � � 
 è � � S � 
yí 
� 3 � ë s� è � Y (2.10)

Bei einer kontinuierlichen, globalen Symmetrietransformation hängt der Transformationsparame-
ter è � nicht von

Ä
ab, so dass der zweite Term in Gl. (2.9) wegfällt. Ist die Lagrange-Dichte sogar

invariant unter dieser globalen Transformation, so bekommen wir einen erhaltenen Strom. Das ist
die Aussage des Noether-Theorems: Jeder kontinuierlichen, globalen Symmetrietransformation,
die die Lagrange-Dichte bis auf eine totale Divergenz einer Funktion der Felder und der Koordi-
naten invariant lässt, ist ein Erhaltungssatz und eine Konstante der Bewegung zugeordnet.

Das Prinzip lässt sich auf die Lagrange-Dichte aus Gl. (2.4) anwenden, die invariant unter den
globalen Transformationen� M à§îá M � M und

� Q à§îá Q � Q mit
� á M S á Q �>ï �P� ��!�� M � ��� ��!�� Q

ist. Die Fundamentaldarstellungen der Gruppen ��� ��!�� M und ��� ��!�� Q lassen sich durchá M 3 ðHñ�òôóa5 zöõÏÝ÷ õø M! ù 3 " 5 zöõÏú÷ õø M! � ����ø (M � S (2.11)á M 3 ðHñ�òôóa5 zöõÏÝ÷ õø�Q! ù 3 " 5 zûõÏú÷ õøyQ! � ����ø (Q � (2.12)
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beschreiben. Die Variation der Lagrange-Dichte erhält man dadurch, dass man für die Transfor-
mationsparameter eine

Ä
-Abhängigkeit erlaubt,ë s % tWuÉv 3 d��Q ª 
 õÏú÷ � 
 õø Q! ��Q � d��M ª 
 õÏÝ÷ � 
 õø M! ��M Y (2.13)

Die links- und rechtshändigen Ströme erhält man mittels Gl. (2.10):ü 
� 3 � ë s % tWuÉv�ö� 
 ø �M 3 d��M ª 
 Ï �! ��M Sý 
� 3 � ë s % tWuÉv�û� 
 ø �Q 3 d��Q ª 
 Ï �! ��Q S z 3 " S ! S � Y
Für uns sind besonders die Linearkombinationená 
 �þ� 3 ý 
 �þ� � ü 
 �þ� 3 d� ª 
 Ï �! � (2.14)

und � 
 �þ� 3 ý 
 �þ� 5 ü 
 �þ� 3 d� ª 
 ª�« Ï �! � (2.15)

interessant. Hierbei handelt es sich um die Vektor- und Axialvektorströme. In Abwesenheit von
externen Feldern sind diese Ströme erhalten.

Die Lagrange-Dichte aus Gl. (2.5) ist nur invariant unter lokalen ��� ��!��BM·� �P� ��!��#Q -Trans-
formationen falls die externen Felder nach Gl. (2.8) mittransformiert werden. Werden die externen
Felder nicht mittransformiert, so erhalten wir für die Variation von

s ×�ÿ��
,ë s ×�ÿ�� 3 z d� Q ª 
 � õÏÝ÷ õøyQ! SrÃ 
�� � Q � z d� M ª 
 � õÏ.÷ õø�M! SrÃ 
�� � M

� z d��Q ª 
 ª�« � õÏÝ÷ õøyQ! S Æ 
�� ��Q � z d��M ª 
 ª�« � õÏÝ÷ õø�M! S Æ 
�� ��M5 z d��Q � õÏÝ÷ õø Q! SNÇ � ��M 5 z d��M � õÏÝ÷ õø M! SNÇ � ��Q5 d��Q ª�« � õÏÝ÷ õøyQ! S�È � ��M 5 d��M ª8« � õÏÝ÷ õø�M! S�È � ��Q Y
Damit erhalten wir die Ausdrücke für die Divergenz des Vektor- und Axialvektorstroms in Anwe-
senheit externer Felder:� 
 á 
� 3 z d� ª 
�� Ï �! SrÃ 
�� � � z d� ª 
 ª8« � Ï �! S Æ 
�� � 5 z d� � Ï �! SNÇ � � 5 d� ª�« � Ï �! S�È � � S (2.16)� 
 � 
� 3 z d� ª 
 ª�« � Ï �! SrÃ 
 � � � z d� ª 
�� Ï �! S Æ 
 � � � z d� ª�«
	 Ï �! SNÇ�� � � d� 	 Ï �! S�È
� � Y (2.17)

Die Einführung von externen Feldern führte zu einer expliziten Symmetriebrechung in der La-
grange-Dichte. Die Divergenzen der oben angegebenen Ströme sind deshalb nicht mehr Null.
Betrachtet man die Quarkmasse

Ò�
und das elektromagnetische Feld Ö 
 als externe Felder, so

erhält man die folgenden wichtigen Relationen2 :� 
 á 
� �qÄÅ� 3 5ÛÚ è � ��� Ö 
 �qÄÅ� á 
� �qÄW� S (2.18)� 
 � 
� �qÄÅ� 3 5ÛÚ è � ��� Ö 
 �qÄÅ� � 
 � � �qÄÅ� � ! Ò��° � �qÄÅ� S (2.19)

2Tatsächlich besitzt die dritte Komponente des Axialvektorstroms ���� eine Anomalie, die proportional zu �¹A ist und
für unsere Zwecke nicht relevant ist [Adl 69, AB 69, Bar 69, BJ 69, Adl 70].
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mit der pseudoskalaren Dichte ° � �qÄÅ� 3 z d���qÄÅ� ª�« Ï �! �É�qÄÅ� Y (2.20)

Bei der Ableitung dieser Relationen haben wir eine perfekte Isospinsymmetrie angenommen, d.h.
wir haben Terme proportional zu

����5ä���
vernachlässigt. Die beiden Gln. (2.18) und (2.19) konn-

ten auf Grund von Symmetriebetrachtungen ganz allgemein hergeleitet werden und sind deshalb
streng gültig. Voraussetzung ist, dass neben der endlichen Quarkmasse und dem elektromagneti-
schen Feld keine anderen externen Felder vorhanden sind. Dabei besitzt Gl. (2.19) eine besondere
Bedeutung. Sie wird als PCAC-Relation unter Anwesenheit der elektromagnetischen Wechselwir-
kung bezeichnet. Sie ist in einer ähnlichen Form bereits von Adler und Gilman [AG 66] mit Hilfe
der minimalen Substitution abgeleitet worden. Der Unterschied zum Vektorstromoperator besteht
darin, dass dieser in Abwesenheit elektromagnetischer Felder erhalten ist, während der axiale Stro-
moperator nur im chiralen Grenzfall erhalten ist. Bei der Diskussion des axialen Formfaktors in der
Pionelektroproduktion in Kapitel 7 werden wir auf diese Relation noch einmal zurückkommen.

2.3 Mesonische chirale Störungstheorie

In der chiralen Störungstheorie suchen wir die allgemeinste, mit den Symmetrien der QCD ver-
trägliche effektive Lagrange-Dichte, die die Goldstone-Bosonen als effektive Freiheitsgrade ent-
hält. Die Symmetrien der QCD sind im Wesentlichen die chirale Symmetrie, die diskreten Sym-
metrien (Parität, Ladungskonjugation, Zeitumkehrinvarianz), die Hermitizität und die Lorentzin-
varianz. Die Goldstone-Bosonen, die in unserem Fall die Pionen sind, werden in einer unitären!Ý�X!

Matrix � �qÄW� zusammengefasst,� �qÄÅ� 3 ðHñ�ò Ü z æ �qÄW�, % ÞôS æ �qÄÅ� 3 õÏÝ÷ õR 3 Ü R % � ! R Á� ! RaÂ 5 RW% Þ�Y (2.21)

Die Matrix � �qÄÅ� transformiert bzgl. der chiralen Gruppe wie� �qÄÅ� §îá Q � �qÄÅ� á�ãM mit
á Q S á MXï ��� ��!�� Y (2.22)

Die Konstante , % ist die Pionzerfallskonstante im chiralen Grenzfall, , l 3 , % �#" � ��� Ò� �r� 3 � ! Y ^MeV [GL 85].
Die einzelnen Terme der effektiven Lagrange-Dichte werden nach ihrer chiralen Ordnung klas-

sifiziert und organisiert. Zur Konstruktion der Lagrange-Dichten der betreffenden chiralen Ord-
nung werden einzelne Basisbausteine verwendet, die alle eine bestimmte feste Ordnung in dem
Impuls- und Quarkmassenzählschema besitzen:{ 
 � 3 � 
 � 5 z ý 
 � � z � ü 
 S (2.23), Q
�� 3 � 
 ý � 5�� � ý 
 5 z ® ý 
 S ý � ± S (2.24), M
�� 3 � 
 ü � 5�� � ü 
 5 z ® ü 
 S ü � ± S (2.25); 3 !�� % � Ç � z È � Y (2.26)

Dabei haben wir noch die Größen
ý 
 3 Ã 
 � Æ 
 und

ü 
 3 Ã 
 5 Æ 
 eingeführt. Die Konstante
� %

ist direkt mit dem chiralen Quarkkondensat verknüpft,
! , (% � % 3i5�� d����� . Die einzelnen Bausteine

besitzen in unserem Zählschema die folgende chirale Ordnung3� 3 ��� � %�� S { 
 � 3 �]����� S , Q �#M
�� 3 ��� � ( � S ; 3 ��� � ( � Y (2.27)

3Für ein alternatives Zählschema s. [FSS 91, Kne+ 93, SSF 93].
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Unter der chiralen Gruppe transformieren die einzelnen Bausteine wie folgt:{ 
 � à§îá Q�{ 
 � á�ãM S ,4
��Q à§îá Q ,�
��Q áäãQ S ,�
��M à§ á M ,�
��M á�ãM S ; à§ á Q ; á�ãM Y (2.28)

Da wir die Größe ; zur
����� ( �

zählen und wir Lorentzindizes immer kontrahieren müssen (we-
gen der Lorentzinvarianz), treten nur gerade Ordnungen in dieser Impulsentwicklung auf. Die all-
gemeinste, chiral invariante Lagrange-Dichte der niedrigsten Ordnung, die alle Symmetrien erfüllt,
lautet [GL 84]: s Ê ( Ël�l 3 , (%^ Tr ! { 
 � ��{ 
 � � ã#" � , (%^ Tr !�;K� ã � �&; ã " Y (2.29)

Dabei kennzeichnet der Index
!

die chirale Ordnung, d.h. in diesem Fall enthält die Lagrange-
Dichte nur Terme der Ordnung

����� ( �
. In dieser Ordnung tauchen zwei Niederenergiekonstanten

auf, nämlich die Pionzerfallskonstante , % und die in dem Baustein ; enthaltene Konstante
� % .

Damit wir wissen, welcher Beitrag der Lagrange-Dichte zur Berechnung der einzelnen Verti-
ces jeweils wichtig ist, unterteilen wir diese noch nach den unterschiedlichen externen Feldern:s Ê ( Ël�l 3 , (%^ Tr ! � 
 � � 
 � ã " � � % , (%! Tr ! Ç�� ã � ��Ç "� z , (%! Tr ! � � 
 ��� ã � � 
 � ã � � Ã 
 " � z , (%! Tr ! � � 
 ��� ã 5�� 
 � ã � � Æ 
 "5 , (%^ Tr ! ® Ã 
 SH� ± ® Ã 
 SH� ã ± " � , (%^ Tr !�$ Æ 
 SH�&%'$ Æ 
 SH� ã % "� , (%! Tr !ZÃ 
 � Æ 
 � ã 5 Ã 
 � ã Æ 
 � " � z � % , (%! Tr !rÈ � ã 5 � È " Y (2.30)

Mit Hilfe der Ersetzung � �qÄW�Kà§ � ã �qÄÅ�)( R �qÄW�Kà§ 5 R �qÄW�
kann man überprüfen, welcher Term eine gerade und welcher eine ungerade Anzahl an Pionfeldern
enthält, je nachdem ob der Term durch die Ersetzung ein Minuszeichen (

(
ungerade Anzahl)

erhält oder nicht. So koppelt z.B. ein Photon nur an eine gerade Anzahl an Pionen, während der
axiale Strom nur an eine ungerade Anzahl an Pionen koppelt.
Die �P� ��!�� Lagrange-Dichte der nächsthöheren Ordnung (

�����g	��
) lautet [GSS 88]4s Ê 	 Ël�l 3 * '^ � Tr ! { 
 � � { 
 � � ã " � ( � * (^ Tr ! { 
 � ��{ � � � ã " Tr ! { 
 � ��{ � � � ã "� * � � * 	" À � Tr ! ; � ã � � ; ã " � ( � * 	� Tr ! { 
 � ��{ 
 � � ã#" Tr ! ; � ã � � ; ã "� * « Tr !�, Q
�� � , 
��M � ã " � z *,+! Tr !�, Q
�� { 
 � � { � � � ã � , M
�� ��{ 
 � � ã { � � "5 *.-" À � Tr !Z;K� ã 5 �&; ã " � ( � YZYZY�Y (2.31)

Dabei haben wir diejenigen Terme weggelassen, die ausschließlich externe Felder und keine Pion-
felder enthalten. Sie spielen in den folgenden Betrachtungen keine Rolle. Die 7 Niederenergie-
konstanten (LECs) * � parametrisieren die zu Grunde liegende Dynamik der QCD. Um ihre Werte
zu bestimmen, muss man sie an experimentelle Daten anpassen oder an Hand von Vorhersagen
von effektiven Quarkmodellen ableiten. Allerdings muss man sie nur einmal bestimmen und kann

4Die /10�=32BC Lagrange-Dichte [GL 85] enthält insgesamt 10 unabhängige Terme mit Goldstone-Bosonenfeldern,
von denen drei im /40�=,5¹C Fall durch Linearkombinationen der anderen 7 Terme ausgedrückt werden können.
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dann damit die Werte von einer ganzen Reihe von physikalischen Größen vorhersagen (s. Anhang
D.1 von [Sch 02]).

Was uns jetzt noch zur Berechnung von physikalischen Prozessen bis zu einer bestimmten
Ordnung fehlt, ist ein Schema, mit dessen Hilfe Feynman-Diagramme klassifiziert werden können.
Weinbergs Zählschema [Wei 79] liefert uns eine solche konsistente Behandlung:
Reskaliert man in einem gegebenen Diagramm die externen Impulse und die Massen der Gold-
stone-Bosonen5 , so ergibt sich für das Verhalten der invarianten Amplitude des Diagramms:� � p È�S p ( h ( � 3 p µ � � ÈåSNh ( � S { 3 ! �76w- � ' !ê� ¼ 5 "�� V ( - � ! V M Y (2.32)

Dabei steht V M für die Anzahl der Schleifen im Diagramm und V ( - für die Anzahl der Vertices,
die von

s ( - kommen. Die wichtigste Konsequenz ist, dass Diagramme mit kleinem
{

dominieren,
d.h. in führender Ordnung die invariante Amplitude bestimmen. Schleifendiagramme sind wegen
des Faktors

! V M unterdrückt. Für unsere Zwecke sind die Diagramme mit
{ 3 !

und
{ 3 ^

interessant: { 3 ! ì ¼ 3 " S V M 3 �8S{ 3 ^ ì ¼ 3 " S V M 3 " oder¼ 3 ! S V M 3 �8S V 	 3 " Y
Zur Ordnung

��� È ( � tragen also alle Diagramme mit einer beliebigen Anzahl an Vertices von
s Ê ( Ël�l

bei. Zur Ordnung
��� È 	�� tragen Einschleifengraphen mit Vertices von

s Ê ( Ël�l und Baumgraphen mit

genau einem Vertex von
s Ê 	 Ël�l bei.

2.4 Chirale Störungstheorie für Nukleonen

Die Vorgehensweise ist analog zum Mesonsektor. Die effektiven Freiheitsgrade sind jetzt neben
den Pionen auch die Nukleonen. Dabei sind wir nur an Prozessen interessiert, in denen ein ein-
laufendes und ein auslaufendes Nukleon vorkommt. Die Nukleonen (Proton p, Neutron n) sind in
dem Nukleonenfeld 8 �qÄW� 3 � ÈåSr¼ � Î enthalten, das die Viererspinoren von Proton und Neutron
zusammenfasst. Die Pionen werden jetzt in der Größe

Ì
zusammengefasst,Ì 3 � � 3 ðHñ8ò Ü z õÏ.÷ õR! , % Þ Y

Wie wir im nächsten Kapitel sehen werden, bereitet das Auftreten der Nukleonmasse als neue
Massenskala Probleme, da diese im chiralen Grenzfall nicht verschwindet. Im Gegensatz zur me-
sonischen ChPT existieren in der ChPT für Nukleonen Lagrange-Dichten für alle chiralen Ord-
nungen und nicht nur für gerade Ordnungen. Die Lagrange-Dichte der niedrigsten Ordnung ist
somit von der Ordnung

�������
, wobei

�
ein Parameter sein soll, der für einen kleinen Mesonen-

oder Nukleonenimpuls steht6.

5Das Reskalieren der Massen ist nur ein mathematisches Hilfsmittel, das dadurch motiviert wird, dass die Massen
der Goldstone-Bosonen im chiralen Grenzfall verschwinden.

6Da die nullte Komponente des Viererimpulsvektors der Energie des Teilchens entspricht, kann der Viererimpuls
des Nukleons nicht

”
klein“ sein. Entweder betrachtet man also nur die Dreierimpulse des Nukleons oder man spaltet

einen
”
kleinen“ Viererimpuls vom eigentlichen Impulsvektor ab, der dann nicht die Energie-Massenschalenbeziehung

erfüllt (s. HBChPT im nächsten Kapitel).
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Die Basisbausteine lauten jetzt{ 
 8 3 ! � 
 �:9 
 5 z Ã Ê *­Ë
 " 83 ;+� 
 � "! � Ì ã � � 
 5 z ý 
 �­Ì � Ìa� � 
 5 z ü 
 �­Ì ã � 5 z Ã Ê *DË
=< 8:SÌ 
 3 z � Ì ã � � 
 5 z ý 
 �­Ì 5 ÌT� � 
 5 z ü 
 �­Ì ã � S; ` 3 Ì ã ; Ì ã � Ì ; ã Ì S� `
�� 3 Ì , M
�� Ì ã � Ì ã , Q
�� ÌÃ Ê *DË
�� 3 � 
 Ã Ê *DË� 5c� � Ã Ê *­Ë
 Y (2.33)

Im chiralen Zählschema besitzen diese Größen die folgenden Ordnungen,{ 
 8 3 ����� % � S { 
 � 3 ������� S Ì 
 3 ������� Sô; ` 3 ����� ( � Sc� `
�� 3 ����� ( � S�Ã Ê *DË
�� 3 ����� ( � Y(2.34)
Die Pion- und Nukleonfelder werden zur Ordnung

����� % � gezählt. Die kovariante Ableitung
{ 


kann sowohl auf die Nukleonfelder 8 als auch auf die Pionfelder oder die externen Felder wirken.
Wirkt

{ 
 auf ein Nukleonfeld 8 �qÄW� , so zählen wir diese Größe zur Ordnung
����� % � , da die Zeita-

bleitung die Energie des Nukleons liefert, die nicht als
”
klein“ angesehen werden kann. Wirkt

{ 

auf ein Pionfeld oder ein externes Feld, so zählen wir diese Größe zur Ordnung

�������
. Die hier

auftauchende kovariante Ableitung sollte nicht mit der kovarianten Ableitung in der Theorie für
die Mesonen verwechselt werden.

Die Basisbausteine sind gerade so gewählt, dass es besonders einfach ist, Terme zu konstruie-
ren, die unter der chiralen Gruppe invariant sind. Die einzelnen Bausteine besitzen das folgende
Transformationsverhalten:8 à§ b � á M S á Q SH� � 8ÝS d8 à§ d80b Â ' � á M S á Q SH� � S (2.35)> à§ b � á M S á Q SH� � > b Â ' � á M S á Q SH� � S > 3 Ì 
 S²; ` S²� `
�� SÉÃ�Ê *­Ë
�� S (2.36)

wobei die ��� ��!�� -wertige Matrixfunktion b � á M S á Q SH� � definiert ist durch

b � á M S á Q SH� � 3 Ì é Â ' á Q Ì 3@? á Q SH��S á ãM Â ' á Q�Ì Y
Für die kovariante Ableitung folgt, dass

® { 
 S > ± gemäß Gl. (2.36) und
{ 
 8 gemäß Gl. (2.35)

transformiert (s. [Fet+ 00]).
Die effektive Pion-Nukleon-Lagrange-Dichte der niedrigsten Ordnung mit der minimalen An-

zahl an Ableitungen lautet [GSS 88, EM 96],s Ê ' Ël
n 3 d8 Ü z|{~} 5 m̊ n � g̊ �! ª 
 ª8« Ì 
 Þ 8:Y (2.37)

Hier tauchen zwei neue Niederenergiekonstanten auf, nämlich die Nukleonmasse
� n 3 m̊ n �#" ���� Ò� �r� 3 � � ��Y À MeV und die axiale Kopplungskonstante k � 3 g̊ � �#" � ��� Ò� �r� 3 " Y ! À � ���:�8Y �
� � �[PDG 02] im chiralen Grenzfall. Im Folgenden kennzeichnen wir alle physikalischen Größen im

chiralen Grenzfall mit dem Symbol A .
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Aufgeteilt nach den externen Feldern lautet diese Lagrange-Dichte:s Ê ' Ël
n 3 d8 �qz � } 5 m̊ n � 8 � z "! d8 ª 
 �qÌ ã � 
 Ì � Ì � 
 Ì ã � 8� "! d8 ª 
 �qÌ ã Ã 
 Ì � Ì Ã 
 Ì ã � 8 � "! d8 ª 
 �qÌ ã Æ 
 Ì 5 Ì Æ 
 Ì ã � 8 � d8 ª 
 Ã Ê *DË
 8� z g̊ �! d8 ª 
 ª « �qÌ ã � 
 Ì 5 Ì � 
 Ì ã � 8� g̊ �! d8 ª 
 ª�« �qÌ ã Ã 
 Ì 5 Ì Ã 
 Ì ã � 8 � g̊ �! d8 ª 
 ª8« �qÌ ã Æ 
 Ì � Ì Æ 
 Ì ã � 8:Y (2.38)

Die in der Einleitung erwähnten chiralen Niederenergietheoreme (wie z.B. die Goldberger-
Treiman-Relation [GT 58]), die im chiralen Grenzfall exakt gültig sind, können mit Hilfe der
Lagrange-Dichten aus Gl. (2.29) und Gl. (2.37) abgeleitet werden. Tatsächlich reproduziert die
chirale Störungstheorie der niedrigsten Ordnung alle mit den Methoden der Stromalgebra und der
PCAC-Relation abgeleiteten Ergebnisse.

Die Lagrange-Dichte der nächsthöheren Ordnung enthält die sieben NiederenergiekonstantenB � [GSS 88, Kra 90],s Ê ( Ëlyn 3 d8 B ' � ; Á � 8 5 B (� m̊ ( n � d8 � Ì 
 Ì � � $ { 
 S { � %C8 � h.c. � � d8 B �! � Ì 
 Ì 
 � 8� d8 ¨ z B 	^ d8 ® Ì 
 S Ì � ±ED 
�� 8 � B « Ü ; Á 5 "! � ; Á � Þ � B +� m̊ n � Á
�� D 
�� � B -!
m̊ n Ã�Ê *­Ë
�� D 
�� ¬ 8ÝY

(2.39)

Die eckigen Klammern stehen für die Spur über die
!ê��!

Matrizen. Wir werden später sehen, dass
die Konstanten B + bzw. B - proportional zum anomalen isovektoriellen bzw. isoskalaren magneti-
schen Moment des Nukleons im chiralen Grenzfall sind. Wir geben noch die Beziehung zwischen
den in [GSS 88] definierten und den in dieser Arbeit verwendeten Konstanten an:

m̊ n B ½GFHF' 3 , ( B ' S m̊ n B ½GF�F( 3i5 , ( B 	 S m̊ n B ½GF�F� 3i5 ! , ( B � S
m̊ n � B ½GFHF	 5 !

m̊ n B ½GF�F« � 3i5 , ( B ( S � m̊ ( n B ½GFHF+ 3 , ( B + Y
Die Lagrange-Dichten der Ordnungen

�����g���
und

������	��
sind komplett in [Fet+ 00] angegeben.

Sie enthalten 23 bzw. 118 unabhängige Terme, von denen wir aber nur einige wenige in dieser
Arbeit benötigen. Wir verzichten daher auf die vollständigen Lagrange-Dichten und geben nur die
relevanten Terme an. Aus

s Ê � Ël
n [EM 96] benötigen wir die folgenden fünf Terme:s Ê � Ël
n 3 z!
m̊ n I -� ^�RW, � ( � d8�J { 
 SN� Á
��CK { � 8 5 h.c. � � z!

m̊ n I f� ^�RW, � ( ! d8 � � 
 Ã Ê *DË
�� �D{ � 8 5 h.c.
"

� "! d8 ¨ I ' -� ^�RW, � ( ª 
 ª�« � ; Á �­Ì 
 � I 'ML� ^�RW, � ( ª 
 ª8« ® { 
 Sr; Â ± � I ( �� ^�RW, � ( ª 
 ª�« J { � SN� Â
��CK ¬ 8:Y
(2.40)

Auch hier geben wir die Beziehung zwischen den Konstanten Í � aus [Fet+ 00] und den hier ver-
wendeten Konstanten I � aus [EM 96] an:Í + 3 I -� ^�RW, � ( S ^KÍ - 3 I f� ^�RW, � ( S Í ' + 3 I ' -� ^�RW, � ( S Í ' f 3 I 'ML� ^�RW, � ( S Í (r( 3 I ( �� ^�RW, � ( Y
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Aus
s Ê 	 Ël
n [Fet+ 00] benötigen wir die folgenden acht Terme:s Ê 	 Ël
n 3 YZYZY � d8 � Ú (r( ® { 
 S ® { 
 S � ; Á �|±@± � Ú � f � ; Á � ( 5 ! Ú « 	 ! �4Ng� N Ã Ê *­Ë
�� " D 
��5 "! Ú - 	 ® { N S ® { N SN� Á
�� ±@±,D 
�� 5 ! Ú ' % « Ã Ê *DË
�� � ; Á �OD 
�� 5 "! Ú ' % + � Á
�� � ; Á �OD 
��� "^ Ú 'r' « � ; ( Á 5 ; ( Â � 5 "^ Ú 'r' + � � ; ( Â � 5P� ; Â � ( � � ; ( Á � 5P� ; Á � ( � ¬ 8 � YZYZY�Y (2.41)

Die Konstanten
Ú (r( und

Ú � f stehen mit den Konstanten
Ú�Q M' und

ÚRQ M( aus [BL 99] folgendermaßen
in Verbindung: Ú Q M' 3i5 !ê� � Ú � f � Ú 'r' «�� Ú 'r' + � S Ú Q M( 3 ^ Ú (r( Y (2.42)

Damit haben wir alle Lagrange-Dichten zusammen, die für eine volle Einschleifenberechnung der
skalaren, elektromagnetischen und schwachen Formfaktoren benötigt werden. Die Werte der Nie-
derenergiekonstanten müssen an Hand von experimentellen Daten bestimmt werden und hängen
i.A. von dem verwendeten Renormierungsschema ab. Wir diskutieren deshalb ihre Werte in Zu-
sammenhang mit den einzelnen Formfaktoren (Kapitel 4-6).
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Kapitel 3

Wiederherstellung des chiralen
Zählschemas

Berechnet man mit den im letzten Kapitel angegebenen Lagrange-Dichten Schleifengraphen, die
innere Nukleonenlinien enthalten, so stellt man fest, dass das chirale Zählschema (

”
power coun-

ting“) verletzt ist, wenn man die übliche dimensionale Regularisierung in Kombination mit einer
modifizierten minimalen Subtraktion verwendet [GSS 88]. In diesem Kapitel behandeln wir ver-
schiedene Methoden, die das chirale Zählschema wiederherstellen. Wir vergleichen diese Metho-
den miteinander und zählen die jeweiligen Vor- und Nachteile auf.

3.1 Nukleonmasse im chiralen Grenzfall

Zur Verdeutlichung des Problems berechnen wir die Nukleonmasse bis zur Ordnung
����� � �

im
chiralen Grenzfall, d.h. im Grenzfall verschwindender Quarkmassen. Wir betrachten den chiralen
Grenzfall, da der Ausdruck für die Nukleonmasse dann sehr übersichtlich wird und trotzdem das
Problem verdeutlicht [GSS 88]. Die physikalische Nukleonmasse ist als Position des Pols des
Nukleonpropagators definiert:z � � È � 3 zÈ } 5 m̊ n 5TS � È � U � n 3 m̊ n � S � È } 3]� n � Y (3.1)

11
p

k

p−k p

Abbildung 3.1: Selbstenergiegraph des Nukleons. Die durchgezogenen bzw. gestrichelten Linien
kennzeichnen Nukleon- bzw. Pionlinien. Die

"
im Kreis steht für einen Beitrag von

s Ê ' Ël
n .

Die einzige Korrektur zu m̊ n kommt im chiralen Grenzfall von dem in Abb. 3.1 gezeigten
Selbstenergiegraphen. Zur Berechnung dieses Graphen müssen wir den Ausdruck für den RWV�V -
Vertex ableiten. Für ein Pion mit Impuls

�
und Isospinindex Æ erhalten wirV g̊ �! , % � } ª « Ï�W S
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wobei das Minuszeichen für eine einlaufendes und das Pluszeichen für ein auslaufendes Pion
steht. Nach Anwendung der Feynmanregeln [BD 64, Ryd 85] erhalten wir für

S � È � 3 z � den
folgenden Ausdruck [GSS 88]:S � È � 3 z Ü 5 g̊

(�^�, (% ÞYX 	 Â�-[Z Íg- 7��! R � - 7 } ª�« Ï�W z7 ( � zM\ zÈ } 5�7 } 5 m̊ n � zM\ 7 } ª�« Ï�W3 z � g̊ (�^�, (% X 	 Â�-[Z Í - 7��! R � - 7 } ª�« � È } 5�7 } � m̊ n � 7 } ª�«� 7 ( � zM\��H�r� È 5ô7 � ( 5 m̊
( n � zM\y�3 5 z � g̊ (�^�, (% X 	 Â�-[Z Íg- 7��! R � - � m̊ n � È }>� 7 ( 5 � È ( 5 m̊
( n � 7 } � �r� È 5�7 � ( 5 m̊

( n � 7 }� 7 ( � zM\��H�r� È 5�7 � ( 5 m̊
( n � zM\y� SS � È } 3 m̊ n � 3 5 � g̊ (�! , (% m̊ n^]�n 3i5 �

g̊
(��
! R ( , (% m̊

� n Ü ý � !)_3` m̊ nX Þ Y (3.2)

In der letzten Zeile haben wir von È } 3 m̊ n Gebrauch gemacht. Hierbei ist X die bei der dimen-
sionalen Regularisierung auftretende Renormierungsskala1 . Die Konstante

ý
ist in Gl. (C.1) im

Anhang C angegeben und divergiert für ¼ § ^ . Wie wir gezeigt haben, tritt bei der Berechnung
des Selbstenergiegraphen des Nukleons im chiralen Grenzfall lediglich das Integral ] n auf, das
wir mit Hilfe der dimensionalen Regularisierung im Anhang berechnet haben.

Die Schleifenbeiträge verschieben also die Position des Pols im Nukleonpropagator um einen
unendlichen Betrag, d.h. wir müssen die Nukleonmasse im chiralen Grenzfall, die bereits in
führender Ordnung in

s Ê ' Ël
n (Gl. 2.37) auftaucht, renormieren. Das bedeutet aber auch, dass Schlei-
fenbeiträge jetzt nicht mehr unterdrückt sind, sondern schon in der führenden Ordnung beitragen.
Das ist in der chiralen Störungstheorie für Mesonen nicht der Fall. Die beiden, in der niedrigs-
ten Ordnung auftretenden Niederenergiekonstanten

� % und , % müssen nicht renormiert werden
und sind somit endlich. Zum Vergleich geben wir das Ergebnis einer Einschleifenrechnung für die
Pionmasse an [GL 84],� (l 3]� (l � % ó " � ! ��(l � %, (% Ü * �� � X � � "�
! R ( _3` � l � %X Þ ù Y
Die Pionmasse nimmt durch die Renormierung der aus

s l�l	 stammenden Konstanten *q� einen
endlichen Wert an, * �� � X � 3 * � � ýÀ�^�R ( Y
Der Vergleich der Ausdrücke für die Massen des Pions und des Nukleons zeigt deutlich das Pro-
blem der chiralen Störungstheorie im Nukleonsektor. Die Masse des Nukleons verschwindet im
Gegensatz zur Masse des Pions im chiralen Grenzfall nicht und kann auch nicht als klein (von der
Ordnung

�������
) angesehen werden. Es tritt eine neue Massenskala auf, die das chirale Zählschema

zerstört.

3.2 Theorie für schwere Baryonen

Die Masse des Nukleons ist in etwa so groß wie die in den Schleifenintegralen auftretende Skala^�RW, % . Wir suchen deshalb eine Formulierung der chiralen Störungstheorie, die eine simultane
Entwicklung nach �^�RW, % und

�̊
m n

1Im Nukleonsektor wird, wie wir später noch erklären werden, a�E m̊ b gewählt.
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ermöglicht. In der relativistischen Formulierung der ChPT besteht aber zwischen , % und m̊ n ein
grundlegender Unterschied. Während , % nur in der Lagrange-Dichte auftaucht, ist m̊ n auch im
Nukleonpropagator enthalten. Damit eine solche Entwicklung also überhaupt möglich ist, muss
der gesuchte Formalismus einen neuen Propagator liefern, der die Nukleonmasse im chiralen
Grenzfall nicht mehr enthält.

Dies ist in der so genannten HBChPT (Heavy Baryon ChPT) [JM 91, Ber+ 92] der Fall, die
die Nukleonfelder als schwere statische Fermionenfelder [Geo 90] behandelt. Wir zerlegen den
Viererimpuls eines Nukleons in

� nêÃ 
 und einen Restimpuls
7 
 ,È 
 3�� nÐÃ 
 � 7 
 S Ã ( 3 " SKÃ %dc " S (3.3)

so dass Ã ÷ 7fe � n ein Maß dafür ist, wieviel das Nukleon von der Massenschale abweicht. Wir
zählen den Restimpuls

7 
 zur Ordnung
�������

. Mit Hilfe der Größe Ã 
 können wir den Nukleon-
spinor in eine

”
leichte“ und eine

”
schwere“ Komponente zerlegen8 �qÄÅ� 3 Ú Â � m̊ bhgji k ® l g �nm g ±l g 3 Ú � m̊ bhgji k ° Ág 8 �qÄÅ� 3 Ú � m̊ bhgji k " � Ã }! 8 �qÄÅ� Sm g 3 Ú � m̊ bhgji k ° Âg 8 �qÄÅ� 3 Ú � m̊ bhgji k " 5 Ã }! 8 �qÄÅ� Y (3.4)

Für Ã 
 3 �#" SU�8SU�8SU� �|Î stellen die Felder
l g und m g die großen und kleinen Komponenten eines

Dirac-Spinors dar.
Die Idee ist es jetzt, die Felder m g zu eliminieren und somit neue Lagrange-Dichten und

Propagatoren zu erhalten, die die Masse des Nukleons in niedrigster Ordnung nicht mehr enthalten.
Die Vorgehensweise ist analog zu der effektiven Theorie für schwere Quarkfelder (HQET, engl.:
Heavy Quark Effective Theorie), in der man auf eine richtige Normierung der Quarkfelder achten
muss [BKP 94]. Analog zu dieser Diskussion muss in der HBChPT auch die unterschiedliche
Normierung der Felder 8 und

l g berücksichtigt werden. Zur Elimination der Felder m g setzen
wir Gl. (3.4) in die Bewegungsgleichung ein, die aus der in Gl. (2.37) angegebenen relativistischen
Lagrange-Dichte folgt, und multiplizieren mit

Úy� m̊ bog�i k :¨ z|{~} � g̊ �! Ì } ª8« ¬ l g � ¨ z|{ } 5 !
m̊ n � g̊ �! Ì } ª�« ¬ m g 3 �8Y (3.5)

Damit können wir die Felder m g durch
l g ausdrücken,m g 3 ° Âg "!

m̊ n Ü z|{~} � g̊ �! Ì } ª8« Þ l g � � Ü "
m̊
( n Þ�Y (3.6)

Neben der Entwicklung nach kleinen Impulsen und Quarkmassen tritt somit eine zusätzliche Ent-
wicklung in

"�} �
auf, die die Abweichung zum extremen nichtrelativistischen Grenzwert berück-

sichtigt.
Mit Hilfe des Spinoperators, � 
 3 z! ª�« D 
�� Ã � S � ÷ Ã 3 �8S (3.7)

kann man Ausdrücke der Form dl g 9 l g durch Ã 
 und � 
 ausdrücken, wobei 9 für eine beliebige
Kombination von Gammamatrizen steht. Wir erhalten somit die Lagrange-Dichte der HBChPT in
niedrigster Ordnung [JM 91]: Òs Ê ' Ël
n 3 dl g ® z Ã ÷ { � k � � ÷ Ì�± l g Y (3.8)
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Die Nukleonmasse taucht in Gl. (3.8) und damit auch im Nukleonpropagator nicht mehr auf. In
höheren Ordnungen tritt sie allerdings in Potenzen von

"�}
m̊ n auf. Der Propagator lautet jetzt:° ÁgÃ ÷ 7 � zM\ Y (3.9)

Damit ist das chirale Zählschema wiederhergestellt. Die Schleifenintegrale sind um einen Fak-
tor
����� ( �

unterdrückt, wie das im Mesonsektor der Fall ist. Die Formel aus Gl. (2.32) kann auf den
Meson-Nukleonsektor verallgemeinert werden (s. z.B. [Eck 95]). Die chirale Dimension

{
eines

Graphen mit V M Schleifen, ] 1 inneren Mesonlinien, ] Q inneren Nukleonlinien und V - Vertices
der Ordnung

����� - � ist gegeben durch{ 3 ^�V M 5 ! ] 1 5 ] Q � w - ¼4V - Y (3.10)

Unterscheidet man noch die Vertices durch die Anzahl ¼ Q der Nukleonlinien,V - 3 w -'p V - � -'p 3 V - � % � V - � ( 3 V 1- � V Q- S
so kann man Gl. (3.10) umschreiben:{ 3 ! � ! V M 5 ¿ Q! � w- � -'p !Z¼ 5 ! � ¼ Q! " V - � -�p S (3.11)

wobei ¿ Q die Anzahl externer Nukleonlinien ist, d.h. ¿ Q 3 �8S ! . Im Mesonsektor gilt ¼ Q 3¿ Q 3 � und man erhält direkt die bekannte Formel aus Gl. (2.32). Im Nukleonsektor ist ¿ Q 3 !
und wir erhalten { 3 " � ! V M �76w- � ' !É� ¼ 5 "�� V 1( - �q6w- � ' � ¼ 5 "�� V Q- Y (3.12)

Damit können wir jetzt die chirale Dimension eines jeden Graphen eindeutig bestimmen. Da
{ c" � ! V M ist, tragen nur Baumgraphen zu den Ordnungen

�������
und

����� ( �
bei.

Als Beispiel berechnen wir den Selbstenergiegraphen des Nukleons im chiralen Grenzfall mit
Hilfe der HBChPT. Neben dem Nukleonpropagator ändert sich jetzt auch der Ausdruck für denRWV�V -Vertex. Für ein Pion mit Impuls

�
und Isospinindex Æ lautet der Ausdruck jetztV g̊ �, % � g ÷ � Ï W Swobei das Vorzeichen sich wieder auf ein einlaufendes (–) bzw. auslaufendes (+) Pion bezieht. MitÈ 
 3 � nêÃ 
 � ç 
 erhalten wir:S � È � 3 5 z g̊ (�, (% Z Í - 7��! R � - � g ÷ 7 Ï W z7 ( � zM\ Ü z ° ÁgÃ ÷ � ç 5c7 � � zM\ûÞ � g ÷

7 Ï W YDas Ergebnis ist für eine nicht verschwindende Pionmasse z.B. in [Sch 02] (Kapitel 5.5.9) ausführ-
lich diskutiert und berechnet worden. Im chiralen Grenzfall erhalten wir keinen Beitrag von Schlei-
fengraphen zu m̊ n , d.h. das

”
power counting“ ist jetzt erfüllt. Die Masse des Nukleons im chiralen

Grenzfall, m̊ n , muss nicht renormiert werden.
Der große Nachteil der HBChPT ist, dass die Entwicklung nichtrelativistisch ist. Tatsächlich

konvergiert die Störungsreihe in Teilen des Niederenergiebereiches nicht. Wir werden diesen
Punkt am Beispiel des Dreiecksgraphen, der zur Berechnung des skalaren Formfaktors notwendig
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ist, im nächsten Kapitel verdeutlichen [BL 99]. Außerdem ist es nicht so leicht, in den Lagrange-
Dichten der höheren Ordnungen die

"�}
m̊ n Korrekturen richtig zu berücksichtigen [EM 96]. Eine

relativistische Beschreibung könnte auch neue Einblicke in die Impulsentwicklung geben [Tan 96].
Daher sucht man nach einer relativistischen Beschreibung des Baryonsektors der chiralen Stö-
rungstheorie, die das chirale Zählschema respektiert.

3.3 Relativistische Formulierung der ChPT im Nukleonsektor

Bei der Berechnung von Schleifenintegralen treten Divergenzen auf, die das Verwenden eines
Renormierungsschemas notwendig machen. Die Idee ist dabei, die Divergenzen zuerst mit Hilfe
der dimensionalen Regularisierung zu extrahieren und dann in die Niederenergiekonstanten der
Lagrange-Dichte zu stecken. Etwas genauer formuliert separieren wir auch die Niederenergiekon-
stanten in einen divergenten und einen endlichen Anteil und wählen den divergenten Anteil gerade
so, dass er sich mit den Unendlichkeiten der Integrale exakt weghebt. Die endlichen Anteile sind
dann die renormierten Größen, die in Experimenten bestimmt werden können. Welche endlichen
Terme die Niederenergiekonstanten noch zusätzlich absorbieren, hängt vom verwendeten Renor-
mierungsschema ab, d.h. die Werte für die einzelnen Kopplungskonstanten hängen vom benutzten
Renormierungsschema ab.

Etwas anders formuliert nützt man bei den verschiedenen Renormierungsschemen aus, dass
man zu der effektiven Lagrange-Dichte der relativistischen chiralen Störungstheorie so genannte
Gegenterme (engl.: counter-terms) dazuaddieren kann, die alle Symmetrien der ursprünglichen
Lagrange-Dichte erfüllen und die analytisch in den Entwicklungsparametern sind, d.h. Polynome
in den externen Impulsen. Da die Lagrange-Dichte der ChPT die allgemeinste, mit den Symmetri-
en der QCD verträgliche Lagrange-Dichte ist, sind diese Terme bereits in ihr enthalten [Wei 79].
Die Addition dieser Terme ändert also nur die effektiven Kopplungskonstanten, wie oben bereits
erwähnt.

In der chiralen Störungstheorie für Mesonen wird die Konstanteý 3i5 !�} è �cªsr 5 " 5 _3` � ^�R �
mit è 3 ^ 5 ¼ absorbiert. Wir bezeichnen dieses Verfahren als modifiziertes Abzugsverfahren
der ChPT und unterscheiden es durch das Symbol thi� vom normalerweise im Standardmodell
benutzten hi� -Schema (engl.: modified minimal subtracted). Wendet man dieses Renormierungs-
schema auf den Nukleonsektor an, so stellt man fest, dass das Zählschema verletzt wird. Die
Lösung des Problems liegt in der Wahl eines anderen Renormierungsschemas, in dem die Ter-
me abgezogen werden, die das Zählschema zerstören. Die grundlegende Idee geht dabei auf El-
lis und Tang zurück [Tan 96, ET 98]. Das Problem der

”
unnatürlich“ großen Streulängen in derV�V -Streuung konnte z.B. dadurch gelöst werden, dass man ein geeignetes Renormierungssche-

ma verwendet hat. In diesem Zusammenhang ist auch erkannt worden, dass das in der chiralen
Störungstheorie im Mesonsektor verwendete Renormierungsschema im Nukleonsektor nicht das
beste ist [Lep 97, KSW 98].

Dabei ist vor allem zu beachten, dass einzelne Vertices über die chirale Symmetrie miteinan-
der verknüpft sind. Wenn bei einem Vertex ein Term dazuaddiert wird, muss man genau diesen
Term an einer anderen Stelle wieder abziehen. Deshalb kann man nicht willkürlich die störenden
analytischen Terme abziehen, sondern muss darauf achten, dass die renormierten Ausdrücke die
chirale Symmetrie immer noch erfüllen.

Es ist hier wichtig, zwischen einem Renormierungsschema und der verwendeten Methode zur
Regularisierung zu unterscheiden. In der chiralen Störungstheorie ist die dimensionale Regulari-
sierung zur Extraktion der Divergenzen der Integrale auch im Nukleonsektor am besten geeignet,
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da sie die chirale Symmetrie und die Eichsymmetrie erhält. Das verwendete Renormierungssche-
ma muss die mit Hilfe der dimensionalen Regularisierung extrahierten Divergenzen subtrahieren.
Die hier diskutierten Renormierungsschemen unterscheiden sich lediglich darin, welche nicht di-
vergenten Terme noch zusätzlich abgezogen werden.

Im Folgenden werden wir zwei Methoden beschreiben, die auf die hier entwickelten Ideen
zurückgreifen, nämlich die Infrarotregularisierung [BL 99] und das in dieser Arbeit verwendete
Renormierungsschema, das auf Gegelia, Japarizde und Wang [GJW 99] zurückgeht.

3.3.1 Die Infrarotregularisierung

In der Infrarotregularisierung von Becher und Leutwyler [BL 99] werden die Graphen ganz normal
mit Hilfe der relativistischen Lagrange-Dichte [GSS 88] berechnet. Alle Tensorintegrale werden
durch skalare Integrale ausgedrückt. Die skalaren Integrale werden allerdings besonders behandelt,
indem sie in einen infrarot divergenten und einen regulären Anteil aufgeteilt werden. Der reguläre
Anteil enthält nur Terme, die in eine Taylor-Reihe nach Potenzen in den externen Impulsen und
Quarkmassen entwickelt werden können, d.h. der reguläre Anteil enthält gerade die analytischen
Terme. Es stellt sich heraus, dass gerade diese Terme das

”
power counting“ verletzen. Der infrarot

divergente Anteil enthält die nichtanalytischen Terme, d.h. die Terme mit einer nicht trivialen
Abhängigkeit von Impulsen und Quarkmassen, wie z.B. die chiralen Logarithmen oder gebrochene
Potenzen in den Quarkmassen. Diese nichtanalytischen Terme werden von Integralen erzeugt, die
im chiralen Grenzfall jeweils eine Singularität entwickeln. Die Singularität stammt bei diesen
Integralen von der Integration über kleine Schleifenimpulse von der Ordnung

�������
. Deshalb wird

dieser Anteil als infrarot divergent bezeichnet.
Da die relativistische Lagrange-Dichte invariant unter chiralen Transformationen ist, ist auch

die Kombination von regulären und infrarot divergenten Termen chiral invariant und zwar für be-
liebige Dimensionen Í , da die dimensionale Regularisierung die Symmetrien der Lagrange-Dichte
erhält. Die auf die chirale Symmetrie zurückgehenden Ward-Identitäten müssen deshalb in jeder
Ordnung der chiralen Entwicklung erfüllt sein. In der chiralen Entwicklung nach externen Impul-
sen und Quarkmassen enthalten die nichtanalytischen Terme aber nur ungerade Potenzen und die
analytischen Terme nur gerade Potenzen. Deshalb müssen reguläre und infrarot divergente Terme
separat invariant unter der chiralen Gruppe sein. Der reguläre Anteil besteht also aus analytischen
Termen und besitzt alle Symmetrien der relativistische Lagrange-Dichte. Deshalb kann dieser re-
guläre Anteil in den Niederenergiekonstanten absorbiert und mit einer geeigneten Wahl für die
Subtraktion das chirale Zählschema wiederhergestellt werden.

Die Methode, um diese beiden Anteile eines Integrals voneinander zu trennen, besteht in einer
speziellen Wahl der Feynmanparametrisierung. Wir betrachten zunächst nur solche Integrale, die
mindestens einen Mesonpropagator und mindestens einen Nukleonpropagator enthalten. Allge-
mein lautet der Ausdruck für

�
Mesonpropagatoren und ¼ Nukleonpropagatoren:uwv - 3 " z Z Í � 7��! R � � "Æ ' YZYZY Æ v "I ' YZYZY I - S (3.13)Æ � 3 h ( 5 � 7ú5 � � � ( 5 zM\ S z 3 " SZYZYZY�S � SI � 3 � ( n 5 � ° � 5�7 � ( 5 zx\ S í 3 " SZYZYZY�Sr¼+S

wobei wir hier die Konvention aus [BL 99] übernommen haben. Insbesondere ist h die Pionmasse
und

� n die Nukleonmasse. Die
�

Mesonpropagatoren können durch
� 5 "

Feynmanparameter
beschrieben werden: "Æ ' YZYZY Æ v 3 Ü 5 �� h ( Þ Ê v Â ' Ë Z '% Í Ä ' YZYZY Z '% Í Ä v Â ' > � S (3.14)
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> 3 ; " � 3 !Ä ( ÷ �qÄ � � ( YZYZY �qÄ v Â ' � v Â ( ��ß ! S� 3 � v S � £ Á ' 3 Ä £ � £ � �#" 5 Ä £ � Æ £ Á ' � È 3 " SZYZYZY�S � 5 "�� S � ' 3 Æ ' Y
Analog dazu können die ¼ Nukleonpropagatoren durch ¼ 5 " Feynmanparameter beschrieben
werden. Wir erhalten schließlich:uwv - 3 Ü 5 �� h ( Þ Ê v Â ' Ë Ü 5 ��²� (n Þ Ê -gÂ ' Ë Z '% Í Ä Í�y >{z " z Z Í � 7��! R � � "� � S (3.15)

wobei wir die Integration über die
� � ¼ 5 ! Feynmanparameter durch | '% Í Ä Í�y abgekürzt haben.

Wir benötigen noch einen weiteren Parameter, um die Mesonpropagatoren mit den Nukleonpropa-
gatoren zu kombinieren. Bei der Integration über diesen Parameter nehmen wir jetzt die entschei-
dende Aufteilung vor:"� � 3 Z 6% Í�} "� � � �~� 5 � � } � ( 5 Z 6' Í�} "� � � �~� 5 � � } � ( 3 "� �~� 5 � � 5 "�¦�~� 5 � � Y

(3.16)
Die infrarot divergenten Terme werden vom ersten Teil von Gl. (3.16) erzeugt und die regulären
Terme vom zweiten Teil.

Die Integrale mit mindestens einem Nukleon- und einem Mesonpropagator werden in der
Infrarotregularisierung wie gewohnt berechnet, mit der Ausnahme, dass die Integration über einen
Feynmanparameter anstatt von � bis

"
von � bis � geht. Dieser eine Feynmanparameter verbindet

gerade die Meson- mit den Nukleonpropagatoren.
Wenn wir ausschließlich Mesonpropagatoren haben, so treten keine regulären Terme auf, die

das
”
power counting“ zerstören könnten. Wegen der Mesonmasse in den Propagatoren,

� 7W(:5h ( � z è � Â ' , werden im chiralen Grenzfall die Singularitäten der Integrale von Schleifenimpulsen7
erzeugt, die von der Ordnung

�����
�
sind. Bezeichnen wir den infrarot divergenten Teil mit ] v -

und den regulären mit
ý v - , so erhalten wir also:] v % 3 u v % S ý v % 3 �8Y

Lediglich die Ausdrücke für die skalaren Integrale mit mindestens einem Nukleonpropagator wei-
chen von den gewohnten Ausdrücken [GSS 88] ab. Die Ergebnisse der chiralen Störungstheorie
für Mesonen bleiben somit weiterhin gültig.

Wenn wir ausschließlich Nukleonpropagatoren haben, so dominiert der Integrationsbereich,
bei dem die Schleifenimpulse von der Größenordnung der Nukleonmasse sind, d.h.

7�3 ����� % � .
Wir haben nur reguläre Terme, die durch die Niederenergiekonstanten absorbiert werden. Diese
Integrale verschwinden in der Infrarotregularisierung:] %#- 3 �8S ý %#- 3 u %#- Y
3.3.2 Alternatives Renormierungsschema

Wie oben diskutiert, sind die Terme, die das chirale Zählschema zerstören, regulär. In der In-
frarotregularisierung zieht man durch eine geschickte Manipulation des Feynmanparameters alle
regulären Terme ab. Damit ist sichergestellt, dass die chirale Symmetrie erfüllt ist, da die Ward-
Identitäten für die regulären und infrarot divergenten Terme getrennt gelten. Es ist aber nicht unbe-
dingt notwendig, alle regulären Terme abzuziehen. Es genügt nämlich, nur die Terme abzuziehen,
die für die Verletzung des Zählschemas verantwortlich sind. Wenn wir aber nur einen Teil der
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regulären Terme abziehen, müssen wir aufpassen, dass die übriggebliebenen Ausdrücke die chi-
ralen Ward-Identitäten noch erfüllen. Dies ist dann sichergestellt, wenn die Abzugsterme durch
einen Gegenterm erzeugt werden, d.h. in den Niederenergiekonstanten absorbiert werden können.
In den Rechnungen geben wir deshalb jeweils an, welche Niederenergiekonstanten die jeweiligen
Abzugsterme absorbieren und wie die Änderung dieser Kopplungskonstanten aussieht.

Das hier vorgestellte und in dieser Arbeit verwendete Renormierungsschema [GJW 99] funk-
tioniert folgendermaßen. Zuerst bestimmt man an Hand der Formel aus Gl. (3.11) die erwartete
Ordnung des Diagramms. Dann bestimmt man den Beitrag zu diesem Diagramm mit Hilfe der re-
lativistischen Lagrange-Dichte [GSS 88]. Die Divergenzen der Integrale, die daher stammen, dass
der Schleifenimpuls unendlich groß werden kann (ultraviolette Divergenzen), werden mit Hilfe
der dimensionalen Regularisierung abgezogen. Anschließend zieht man die regulären Terme ab,
die von einer niedrigeren Ordnung sind als es das chirale Zählschema vorgibt. Zur Bestimmung
der Abzugsterme ersetzt man zuerst alle Tensorintegrale durch skalare Integrale und entwickelt
dann die Integrale nach der Pionmasse und nach kleinen Impulsen bis man die infrarote Divergenz
trifft, d.h. bis man einen nichtanalytischen Term erhält. Die kleinen Impulse können entweder Me-
sonimpulse sein oder aber subtrahierte Nukleonimpulse, d.h. È } 5 m̊ n bzw. È (>5 m̊

( n , wobei È für
einen Nukleonimpuls steht. Wir behalten zur Bestimmung der Abzugsterme nur die Terme der
Entwicklung, die regulär sind. Die Koeffizienten vor den Integralen werden in einer Taylorreihe
entwickelt. Es werden also wieder alle infraroten Terme behalten, nur dass jetzt nur die entwickel-
ten, regulären Terme abgezogen werden. Enthält ein Integral nur Mesonpropagatoren, so existiert
in der chiralen Entwicklung kein regulärer Term, der abgezogen werden kann. Im Mesonsektor be-
stehen also keine Unterschiede zwischen der Infrarotregularisierung, unserem hier beschriebenen
Renormierungsverfahren und dem modifizierten thj� -Schema. Enthält ein Integral ausschließlich
Nukleonpropagatoren, so verschwindet dieses in der Infrarotregularisierung komplett, während es
mit dem hier beschriebenen Renormierungsverfahren Beiträge höherer Ordnungen liefert.

Wir erwähnen noch einmal, dass die numerischen Werte der Kopplungskonstanten vom ver-
wendeten Renormierungsschema abhängen. Da wir in dem hier vorgeschlagenen Renormierungs-
schema im Gegensatz zur Infrarotregularisierung die regulären Terme nicht komplett abziehen,
erwarten wir unterschiedliche Werte in den Kopplungskonstanten höherer Ordnungen. Die physi-
kalischen Ergebnisse dürfen natürlich nicht vom Renormierungsschema abhängen.

Der Vorteil des hier beschriebenen Renormierungsschemas im Vergleich zur Infrarotregula-
risierung ist, dass die Integrale nicht in zwei verschiedene Anteile aufgeteilt werden. Zur Be-
rechnung der Integrale können wir in diesem Schema auf die bekannten Methoden zurückgreifen
bzw. die bereits berechneten Ausdrücke übernehmen. Eine Erweiterung auf eine Zweischleifen-
rechnung ist somit einfach, während es in der Infrarotregularisierung noch keine Vorschrift gibt,
die besagt, wie man die auftretenden Zweischleifenintegrale behandeln soll. Der wesentliche Un-
terschied dieser beiden Renormierungsschemen besteht in den benötigten Gegentermen: In der
Infrarotregularisierung ziehen wir die regulären Terme komplett ab, d.h. wir subtrahieren eine
unendliche Anzahl an Gegentermen, während in dem hier beschriebenen Renormierungsschema
[GJW 99] nur die Terme bis zu einer bestimmten Ordnung abgezogen werden, d.h. es wird nur
eine endliche Anzahl an Gegentermen benötigt.

In der relativistischen Formulierung der chiralen Störungstheorie für Baryonen tritt mit der
Nukleonmasse im chiralen Grenzfall, m̊ n , in der Lagrange-Dichte der niedrigsten Ordnung eine
neue Massenskala auf. Sie ist als natürliche Massenskala für die dimensionale Regularisierung
wichtig. Da die infrarot divergenten Anteile der Integrale in der chiralen Entwicklung beliebig
hohe Ordnungen enthalten, erfordert ihre Renormierung auch beliebig viele Gegenterme. Gäbe es
im Nukleonsektor eine laufende Massenskala X , wie das im Mesonsektor der Fall ist, so müsste
man in unendlich vielen Termen die Skalenabhängigkeit durch die Kopplungskonstanten kompen-
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sieren, damit die Amplituden skalenunabhängig wären. Dies ist weder praktisch machbar noch
notwendig, da im Nukleonsektor die Masse des Nukleons im chiralen Grenzfall die natürliche
Massenskala ist und somit X 3 m̊ n gesetzt werden kann.

Betrachten wir in diesem Zusammenhang das am Anfang des Kapitels erwähnte Beispiel der
Masse des Nukleons im chiralen Grenzfall. Das nicht renormierte Ergebnis für den Selbstener-
giegraphen im chiralen Grenzfall, das mit der relativistischen Lagrange-Dichte aus Gl. (2.37) be-
rechnet worden ist, ist proportional zum Integral ] n (s. Gl. (3.2)) und enthält mit der MassenskalaX 3 m̊ n nur noch einen divergenten Term, der bereits im modifizierten thi� -Schema in der Nu-
kleonmasse absorbiert wird. Die in der relativistischen Lagrange-Dichte auftauchende Grösse m̊ n
muss zwar immer noch renormiert werden, aber es tragen keine endlichen, regulären Terme bei.
Die beiden relativistischen Renormierungsschemen liefern in diesem Fall also identische Ergeb-
nisse.

Zur Demonstration der Methode betrachten wir uns das Integral,� % 3 z Z Í - 7��! R � - "� 7 ( � z è � � � È 5�7 � ( 5 m̊
( n � z è � S (3.17)

welches gerade das Integral ] l
n � È ( � im chiralen Grenzfall ist. Die Integration über ÍÉ- 7 liefert
in unserem Zählschema einen Faktor ^ , der eine Mesonpropagator einen Faktor

5 !
und der Nu-

kleonpropagator
5 "

. Wir erwarten also, dass das Integral mit der Ordnung
�����
�

startet. Mit Hilfe
von hypergeometrischen Funktionen (s. Anhang B) kann man das Integral in ¼ Dimensionen be-
rechnen: � % 3i5 m̊ -mÂ 	n� ^�R � - � ( 9 � ! 5 - ( � 9 � - ( 5 " �9 � ¼ }y!�� ( , ' Ü " S ! 5 ¼ !�� ¼ !
� È (m̊

( n ÞôY (3.18)

Benutzt man jetzt noch die im Anhang angegebene Gl. (B.5), so erhält man für das Integral
� % den

Ausdruck:� % 3 5 m̊ -gÂ 	n� ^�R � - � ( � 9 � ! 5 - ( � 9 � ¼ 5 ���9 � ¼ 5 !�� ( , ' Ü " S ! 5 ¼ ! � ^ 5 ¼ � " 5 È (
m̊
( n Þ��9 ! ¼ ! 5 " " 9 � � 5 ¼ � Ü " 5 È (

m̊
( n Þ -gÂ � ( , ' Ü ¼ ! 5 " Sr¼ 5 ! � ¼ 5 ! � " 5 È (

m̊
( n Þ � Y

(3.19)

Die hypergeometrischen Funktionen sind jetzt Potenzreihen in
" 5 � È ( } m̊ ( n � . In der ersten Zeile

von Gl. (3.19) stehen die regulären Terme, deren Koeffizienten im Grenzfall ¼ § ^ alle divergent
sind. Bis auf den ersten Koeffizienten heben sie sich alle mit Termen aus der zweiten Zeile weg.
In der zweiten Zeile treten neben den divergenten, regulären Termen auch endliche, aber nicht
analytische Terme auf, die den infrarot divergenten Termen entsprechen:� % 3 5 m̊ -mÂ 	n� ^�R � - � ( � 9 � ! 5 - ( �¼ 5 � � Ü " 5 È (

m̊
( n Þ _3` Ü " 5 È (

m̊
( n Þ� Ü " 5 È (

m̊
( n Þ ( _3` Ü " 5 È (

m̊
( n Þ � YZYZY � Y (3.20)

Der erste Term in Gl. (3.20) kommt von der ersten Zeile in Gl. (3.19) und die restlichen Terme von
der zweiten Zeile. Führt man noch die in der dimensionalen Regularisierung verwendete Konstante
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ý
ein, so können wir den ersten Term folgendermaßen umschreiben:5 m̊ -mÂ 	n� ^�R � - � ( 9 � ! 5 - ( �¼ 5 � 3 m̊ -mÂ 	n" ÀyR ( � ý 5 "�� Y

Das modifizierte thj� -Schema absorbiert lediglich die Konstante
ý

in den Kopplungskonstanten.
Das Integral verletzt das Zählschema, da es offensichtlich mit der Ordnung

����� % � startet. In dem
neuen Renormierungsschema wird der gesamte erste Term absorbiert:� Q% 3j5 m̊ -mÂ 	n� ^�R � - � ( � Ü " 5 È (

m̊
( n Þ _,` Ü " 5 È (

m̊
( n Þ � Ü " 5 È (

m̊
( n Þ ( _3` Ü " 5 È (

m̊
( n Þ � ÷Z÷Z÷ � Y (3.21)

Den Subtraktionsterm kann man auch ohne explizite Berechnung des Integrals erhalten. Dazu
ersetzt man den Integranden von

� % durch die Reihe:6w � � % � È ( 5 m̊
( n � �*O� � Ü "! È ( È 
 �� È 
 Þ

� "� 7 ( � zx\��H� 7 ( 5 ! 7 ÷ È � � È ( 5 m̊
( n � � zM\y� � £ A � m̊ Ab Y (3.22)

Vertauscht man anschließend Integration mit Summation, so erhält man:�h� k £% 3 z Z Í - 7��! R � - "� 7 ( � z è � ® 7 ( 5 ! È ÷ 7 � z è ±����� £ A � m̊ Ab � ��� È ( 5 m̊
( n �3 m̊ -gÂ 	n" ÀyR ( � ý 5 "�� � ��� È ( 5 m̊

( n � Y
Die Vertauschung von Integration und Summation ist genau das Verfahren, das von Ellis und Tang
[ET 98] vorgeschlagen worden ist, um die

”
hard-momentum“-Beiträge loszuwerden. Im Unter-

schied zu [ET 98] behalten wir aber in den folgenden Rechnungen die kompletten Ausdrücke für
die Integrale bei, d.h. wir entwickeln die Integrale nicht.

3.4 Nukleonmasse und Wellenfunktionsrenormierung

Als erste Anwendung der verschiedenen Methoden berechnen wir die physikalische Masse des
Nukleons bis zur Ordnung

����� 	 �
und leiten daraus die Wellenfunktionsrenormierungskonstante

des Nukleons ab. Zur Definition dieser beiden Größen betrachten wir den vollen Nukleonpropa-
gator, der sich aus einer Summe von irreduziblen Selbstenergiediagrammen

S � È � zusammensetzt
[CL 84]: z � � È � 3 Z Í 	 Ä � � ���� � 8 % �qÄÅ� d8 % � � � � �� � � Ú � £ i k3 zÈ } 5 m̊ n � % � zM\ � zÈ } 5 m̊ n � % � zx\ ®@5 z S % � È �|± zÈ } 5 m̊ n � % � zM\ � YZYZY3 zÈ } 5 m̊ n � % � zM\��� "" � z S % � È � �£� Â m̊ b4� �1��3 zÈ } 5 m̊ n � % 5nS % � È � � zM\ 3 zÈ } 5 m̊ n 5nS � È � � zx\ (3.23)

wobei der Index � bei 8 % , m̊ n � % und
S % die

”
nackten“, d.h. nicht renormierten Größen kenn-

zeichnet und
S � È � die Selbstenergie des Nukleons ausgedrückt durch m̊ n und nicht renormierte

Kopplungskonstanten ist.
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Die physikalische Masse des Nukleons ist als Pol des Nukleonpropagators definiert, d.h.� n 3 m̊ n � S � È } 3 � n � Y (3.24)

Der führende Beitrag zur Selbstenergie
S � È � kommt von

s Ê ( Ëlyn , so dass die Nukleonmasse bis zur
Ordnung

����� ( �
gegeben ist durch � n � ( 3 m̊ n 5 ^ B ' � (l � % S (3.25)

wobei
��(l � % 3 !�� % Ò� ist. Bis zur Ordnung

�����
	��
muss man neben dem Baumgraphenbeitrag vons Ê 	 Ël
n noch die in Abbildung 3.2 gezeigten Schleifenintegrale berücksichtigen,S � È � 3j5 ^ B ' � (l � % � S�� � È � � S�� � È � � S
� � È � 5 !ê� � Ú � f � Ú 'r' «�� Ú 'r' + � � 	l � ����� « � Y (3.26)

1 1 1 12 2

ba c

Abbildung 3.2: Einschleifengraphen, die zur Selbstenergie des Nukleons beitragen. Die Zahlen
"

und
!

in den Kreisen stehen für die beiden Lagrange-Dichte
s lyn' und

s l
n( , von denen die Vertices
abgeleitet worden sind.

Mit den Feynmanregeln [BD 64, Ryd 85] erhält man für
S�� � È � , S
� � È � und

S�� � È � ,S�� � È � 3 z � g̊ (�^�, (% Z Í - 7��! R � - 7 } ª�« m̊
	 Â�-n� 7 ( 5ô� (l � zM\y�W� È } 5�7 } 5 m̊ n � zM\y� 7 } ª8«3 5 � g̊ (�^�, (% 	 � È } � m̊ n � ] n � � (l � È } � m̊ n � ] lyn � È ( �5 È ( 5 m̊

( n! È ( È } J ] n 5 ] l � � È ( 5 m̊
( n � � (l � ] l
n � È ( � K ��S (3.27)S
� � È � 3 �

g̊
(� ��(l, (% B ' � ] n � � (l ] lyn � ! m̊ ( n � (l Ü " � È }̊

m n Þ{] lynPn � � � � m̊
( n�yR ( Ü " � È }̊

m n Þ� m̊ nTÈ }È ( Ü ]�n 5 ]Hl � �­!É� È ( 5 m̊
( n � � � (l � ]Hlyn � È ( � 5 È ( 5 m̊

( n" ÀyR (5 � È ( 5 m̊
( n �H� È ( 5 m̊

( n � � (l � ] l
n�n � � � � � S (3.28)S
� � È � 3 � ��(l, (% Ü ! B ' 5 È (
m̊
( n ¼ B ( 5 B � Þ{] l²S (3.29)-'� 	3 � ��(l, (% ¨ Ü ! B ' 5 È (^ m̊ ( n B ( 5 B � Þ{] l � ��(l"�! �yR ( B ( ¬ S (3.30)

wobei die Integrale ] n , ] l , ] l
n � È ( � und ] lynPn � � � in den Gln. (C.6), (C.5), (C.26) und (C.46) aus
Anhang C gegeben sind. Das Diagramm 3.2b muss nicht mehr direkt berechnen werden, da es
nur die Masse des Nukleonpropagators in Diagramm 3.2a von m̊ n nach

� n � ( verschiebt. Deshalb
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kann man die Beiträge zu
S[�

durch die Ersetzung m̊
§�� n � ( in

S��
miteinbeziehen. Der eigent-

liche Ausdruck für
S[�

ist dann durch die Terme gegeben, die linear in B ' sind. Dabei muss man
allerdings beachten, dass auch in den Integralen m̊ n durch

� n � ( ersetzt werden muss. Insbeson-
dere bekommt man auch einen endlichen Beitrag aus der Singularität

ý
:�

m̊ n 5 ^ B ' ��(l � -gÂ 	¼ 5 ^ 3 m̊ -mÂ 	n¼ 5 ^ 5 ^ ��(lm̊ n B ' � ��� � 	l � Y
In der Infrarotregularisierung von Becher und Leutwyler ersetzen wir jetzt die Integrale durch

ihre infrarot divergenten Anteile. Insbesondere verschwindet jetzt das Integral ]mn , da es aus nur
einem Nukleonpropagator besteht und deshalb keine infrarot divergenten Anteile besitzt. Das In-
tegral ] l bleibt unverändert, da es aus nur einem Mesonpropagator besteht und deshalb keine re-
gulären Terme enthält. Nur das Integral ] l
n � È ( � muss somit neu berechnet werden. Eine ausführli-
che Beschreibung der Berechnung dieses Integrals ist in [BL 99] angegeben (s. Gl. (33) in [BL 99]
für das renormierte Ergebnis).

In unserem Renormierungsschema subtrahieren wir zunächst alle divergenten Terme, die pro-
portional zu

ý
sind. Diese Terme werden bei der Berechnung der Masse des Nukleons in den

Konstanten m̊ n � % , B ' , B � und einer Kombination der Konstanten
Ú � f , Ú 'r' « und

Ú 'r' + absorbiert:

m̊ n � % 3 m̊ n � �
g̊
(��
! R ( , (% � � n ý S B ' 3 B � ' 5 � k (�"�! �yR ( , ( � n ý S B � 3 B � � 5 � k (�À�^�R ( , ( � n ý S� Ú � f � Ú 'r' « � Ú 'r' + 3 � Ú � � f � Ú � 'r' « � Ú � 'r' + � ��
! R ( , ( Ü ! B ' 5 "^ B ( 5 B � Þ ý Y (3.31)

Zur Bestimmung der zusätzlichen endlichen Abzugsterme von
S �

, die vom modifizierten thj� -
Schema abweichen, entwickelt man die analytischen Terme nach È } 5 m̊ n (bzw. È ( 5 m̊

( n ) und��(l bis einschließlich der Ordnung
����� ( �

, da das Diagramm nach dem chiralen Zählschema (Gl.
(3.11)) von der Ordnung

����� � �
sein soll. Das Integral ] l besitzt ausschließlich nichtanalytische

Terme in den Entwicklungsparametern und darf deshalb nicht abgezogen werden. Entwickelt man
das Integral ] lyn � È ( � nach kleinen Impulsen und Quarkmassen, so ist der führende Term von der
Ordnung

����� % � und analytisch. Der Term der nächsthöheren Ordnung
�������

ist proportional zur
Masse des Pions und damit nicht analytisch,

� l 3 � !�� % Ò� :] l
n � È ( � 3 ý" ÀyR ( 5 "" ÀyR ( � � l" ÀyR m̊ n � ����� ( � Y (3.32)

Die ersten beiden Terme erhält man auch, wenn man die führende Ordnung des Integranden des
Integrals ]Zlyn � È ( � in einer Entwicklung nach der Pionmasse und È (ê5 m̊

( n betrachtet:� l
n 3 z Z Í - 7��! R � - m̊
	 Â�-n "� 7 ( � z è �W� 7 ( 5 ! È ÷ 7 � z è �G���� £ A � m̊ Ab 3 ý" ÀyR ( 5 "" ÀyR ( Y (3.33)

Der Nukleonimpuls È } setzt sich aus einem Term der Ordnung
����� % � und einem der Ordnung����� ' � zusammen: È } 3 m̊ n � � È } 5 m̊ n � Y

Wir ziehen nur den Term proportional zu m̊ n ab. Die zusätzlichen, endlichen Abzugsterme lauten
damit: S * �  � � È � 3i5 � g̊ (�^�, (% ¨ ! m̊ n � (l Ü 5 "" ÀyR ( Þ 5 � È ( 5 m̊

( n � (!
m̊ n Ü 5 "" ÀyR ( Þ ¬ Y (3.34)
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Der erste Abzugsterm in Gl. (3.34) wird in der Niederenergiekonstanten B ' absorbiert:B Ê � Ë' 3 B Q ' � � k (� m̊ n"�! �yR ( , ( Y (3.35)

Hierbei kennzeichnet der Index
ý

die renormierten Größen nach dem hier beschriebenen Renor-
mierungsverfahren und der Index

�
steht dafür, dass Gl. (3.35) nur in einer

�����8���
-Rechnung gültig

ist. Die Konstante B Ê � Ë' ist also B � ' aus Gl. (3.31) bis zur Ordnung
���������

. Der zweite Abzugsterm,
der proportional zu

� È ( 5 m̊ n � ( ist, wird durch eine Kombination von Gegentermen erzeugt, die
bei Anwendung der Bewegungsgleichung bis zur Ordnung

�����g	��
, die wir hier nur betrachten, zu

keiner physikalischen Observablen beiträgt (s. z.B. [SF 95, EM 96, Sch 02]).
Für

S��
geht man analog vor. Das Diagramm 3.2 ist nach unserem Zählschema von der Ord-

nung
������	��

, so dass wir jetzt die regulären Terme bis einschließlich der Ordnung
�����8���

abziehen.
Damit erhalten wir die folgenden Abzugsterme:S
�.� �� � È � 3i5 � g̊ (� � (l, ( B � ' Ü ! m̊ ( n Ü " � È }̊

m n Þ 5 �d� È ( 5 m̊
( n � Þ Ü 5 "" ÀyR ( Þ Y (3.36)

Der einzige Abzugsterm, der nach Anwendung der Bewegungsgleichung zu physikalischen Ob-
servablen beiträgt, lautet: � B � ' k (� � (l m̊ ( n^�R ( , ( Y
Er wird in der Niederenergiekonstanten B ' absorbiert,B Ê 	 Ë' 3 B Ê � Ë' � � k (� ��(n" ÀyR ( , ( B Q ' S (3.37)

wobei Gl. (3.37) jetzt für eine Rechnung bis zur Ordnung
�����m	��

gültig ist. Die Konstante B Ê 	 Ë'
erzeugt also alle notwendigen Abzugsterme, die bis zur Ordnung

����� 	 �
notwendig sind. Die rest-

lichen Abzugsterme werden von Gegentermen erzeugt, die zu keiner Observablen beitragen.
Da das Diagramm 3.2c ausschließlich innere Mesonlinien enthält, treten in

S��
keine regulären

Terme auf, die abgezogen werden müssen.
Die physikalische Masse ist dann durch Gl. (3.24) gegeben. Ausgedrückt durch renormierte

Größen lautet das Ergebnis,� n 3
m̊ n 5 ^ B Q ' � (l 5 � k (� � �l�
! RW, ( � � 	l^�R ( , ( Ü 5 � k (�� m̊ n � � B Q ' 5 �� B Q( 5 �! B Q� Þ _3` Ü � lm̊ n Þ� � 	l Ü 5 !d� � Ú Q� f � Ú Q 'r' « � Ú Q 'r' + � � � k (��
! R ( , ( m̊ n � � k (� B Q '�yR ( , ( � � B Q("�! �yR ( , ( Þ � ����� « � Y

(3.38)

Der Unterschied zwischen g̊ � und k � bzw. , und , % ist von der Ordnung
����� ( �

und spielt daher
in diesen Rechnungen keine Rolle. Wir haben deshalb die Größen im chiralen Grenzfall durch die
physikalischen Größen ausgedrückt. Bei der Ableitung von Gl. (3.38) muss man beachten, dass
der Unterschied zwischen m̊ n und

� n � ( von der Ordnung
����� ( �

ist (s. Gl. (3.25)) und deshalb
einen nicht vernachlässigbaren Beitrag liefert.
Das Ergebnis in der Infrarotregularisierung ist bereits in [BL 99] berechnet worden:� n 3

m̊ n 5 ^ B��3�' � (l 5 � k (� � �l�
! RW, ( � 7 ' � 	l _3` Ü � lm̊ n Þ � 7 ( � 	l � ����� « � S (3.39)7 ' 3 5 ��
! R ( , ( m̊ n � k (� 5 � B��3�' m̊ n � B��3�( m̊ n � ^ B��3�� m̊ n � S7 ( 3 5 ! � � Ú �3�� f � Ú �3�'r' « � Ú �3�'r' + � 5 �"�! �yR ( , ( m̊ n � ! k (� 5 B �3�( m̊ n � S
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wobei die Konstanten mit IR für Infrarotregularisierung gekennzeichnet sind, um deutlich zu ma-
chen, dass diese numerischen Werte sich von unseren Werten unterscheiden. In diesem Schema
muss nur noch die Konstante dÚC���' renormiert werden, die eine Kombination der Konstanten

Ú �3�� f ,Ú �3�'r' « und
Ú �3�'r' + ist (s. Gl. 2.42).Ú ���' 3 dÚ ���' � �À�^�R ( , ( ý̊m n � k (� 5 � B ' m̊ n � B ( m̊ n � ^ B � m̊ n � Y (3.40)

Vergleicht man Gl. (3.38) mit Gl. (3.39), so unterscheiden sich die beiden Ergebnisse formal. Der
Unterschied taucht erst in der Ordnung

������	��
auf und ist ein analytischer Term   � 	l   Ò��(

.
Das ist aber nicht verwunderlich, da zwei verschiedene Renormierungsschemen benutzt worden
sind. Der Unterschied zwischen den beiden Ergebnissen kann durch einen Gegenterm absorbiert
werden. Die nichtanalytischen Terme stimmen selbstverständlich überein.

Zur Berechnung der Wellenfunktionsrenormierungskonstante des Nukleons drücken wir die
Selbstenergie durch die Funktionen � und k aus (s. Kapitel 5.4.1 in [Sch 02]):S � È � 3¯5 � � È ( � È } � k � È ( � m̊ n4S (3.41)

Mit Hilfe von Gl. (3.24) erhalten wir dann für die Masse des Nukleons den folgenden Ausdruck:� n 3 m̊ n " � k � ��(n �" � � � � ( n �mY (3.42)

In der Nähe des Pols können wir den Nukleonpropagator aus Gl. (3.23) folgendermaßen umschrei-
ben: � � È � 3 "È }0�#" � � � È ( �r� 5 m̊ n �#" � k � È ( �r�3 ¡ È } J " � � � � ( n � � � È } 5ô� n �H� È } � � n � � é � � ( n � � YZYZY K5

m̊ n J " � k � � ( n � � � È } 5ô� n �H� È } � � n � k é � � ( n � � YZYZY K�¢ Â '§ "� È } 5O� n � J " � � � � ( n � � ! � ( n � é � � ( n � 5 ! m̊ n � n k é � � ( n � K3 $ n "È } 5ô� n � z è Y
Dabei haben wir benutzt, dass der durch � Q�� È � 3 $ Â 'n � � È � definierte renormierte Propagator in
der Nähe des Pols die Form des freien Propagators hat, allerdings mit der Nukleonmasse aus Gl.
(3.38). Für die Wellenfunktionsrenormierungskonstante des Nukleons erhalten wir dann:$ n 3 "" � � � � ( n � � ! � ( n � é � � ( n � 5 ! m̊ n � n>k é � � ( n � 3=£ " 5 �� È } S � È � ���� £� � v b&¤ Â ' Y (3.43)

In einer
������	��

Rechnung kann man $�n nur bis zur Ordnung
���������

bestimmen, da wegenÈ } in Gl. (3.41) die Funktion � � � ( n � eine Ordnung niedriger als
S � È � ist. Ist ein Term in der

Selbstenergie z.B. proportional zu
��(l � È } 5 m̊ n � und von der Ordnung

�������Z�
, so liefert er einen

Beitrag zu $ n , der proportional zu
� (l und von der Ordnung

����� ( �
ist. Als Zwischenergebnis

geben wir die folgenden Terme an:�� È } S �� �� £� � v b 3 5 � k (�^�, ( ¨ ��(l^�R ( � � ��(l�yR ( _3` Ü � l� n Þ 5 � �l" ÀyR � n ��� 5 " À B ' � n � ¬ � ��� � 	l � S�� È } S �� �� £� � v b 3 � k (� � �l^�RW, ( B ' � ��� � 	l � S
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wobei der Index R wieder bedeutet, dass sowohl die Terme proportional zu
ý

als auch die re-
gulären Terme bereits abgezogen worden sind. Auch hier muss man beachten, dass der Unter-
schied zwischen m̊ n und

� n von der Ordnung
����� ( �

ist. Damit erhalten wir für die zum thi� -
subtrahierten Propagator gehörende Wellenfunktionsrenormierungskonstante:$ �n 3 " 5 ��k (� ��(l�
! R ( , ( Ü !� � _3` Ü � l� n ÞÛÞ � ��k (� � �lÀ�^�RW, ( � n � ��� � 	l � Y (3.44)

Wir vergleichen wieder mit dem Ergebnis der Infrarotregularisierung [BL 99]:$ �3�n 3 " 5 ��k (� � (l�
! R ( , ( Ü "� � _3` Ü � l� n ÞÛÞ � ��k (� � �lÀ�^�RW, ( � n � ��� � 	l � Y (3.45)

Auch hier ist der Unterschied ein analytischer Term   �O(l . Das Ergebnis aus Gl. (3.45) stimmt mit
dem aus der HB ; PT überein [KM 99]. Die Wellenfunktionsrenormierungskonstanten sind keine
Observablen und können deshalb in verschiedenen Renormierungsschemen unterschiedliche Wer-
te annehmen [Fea+ 97]. In den nächsten Kapiteln berechnen wir die einzelnen Formfaktoren des
Nukleons. Dabei verwenden wir das hier vorgestellte Renormierungsschema und multiplizieren
mit $ Qn .
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Kapitel 4

Der skalare Formfaktor des Nukleons

4.1 Definition des skalaren Formfaktors

Der skalare Formfaktor des Nukleons,
DK�qpU�

, ist im Grenzfall perfekter Isospinsymmetrie,
� � 3���&3�Ò�

, definiert durch das Matrixelement� V � È x � �� Ò� � dÌûÌ � dÍgÍ � �� V � È � �#� 3 dÌa� È x �­ÌT� È � �sDK�qpr� S p 3 � È x 5 È � � ( Y (4.1)

Er ist ein Maß für die Verteilung der skalaren Dichte im Nukleon und hängt nur von einer Variablen
ab, nämlich

p 3 � (
mit

� 
 3 È²
x 5 È²
� . Die anderen Skalare, die gebildet werden können, sind über
die Impulserhaltung und die Massenschalenbedingung mit

p
verknüpft:È � ÷ � 3i5

p! S È � ÷ È
x 3 � ( n � È � ÷ � 3 � ( n 5

p! S È x ÷ � 3 È � ÷ � � p 3
p! S

wobei wir noch von È ( x 3_� (n 3 � È � � ��� ( 3 � ( n � ! È � ÷ � � p Gebrauch gemacht haben. Unter
einer Paritätstransformation verhält sich

DK�qpr�
wie ein Skalar, da sich die linke Seite von Gl. (4.1)

wie ein Skalar verhält,Ò� � dÌûÌ � dÍmÍ � 3 Ò� d��� § Ò� d� ! Ú Â �¦¥ ª % " ! ª % Ú �¦¥ " � 3�Ò� d�y� Y
Mit Hilfe von Gl. (2.5) unter Anwesenheit eines externen, skalaren Feldes,z|s�×�ÿ��­Ø 3i5 z d� Ç � 3¯5 z d� Ò� " (�Ñ�( � 3i5 z Ò� � dÌûÌ � dÍ�Í � S
erhält man die Regel, dass die Amplitude für die Kopplung einer skalaren Quelle an ein Nukleon
mit

z
multipliziert den skalaren Formfaktor ergibt:dÌT� È x �­ÌT� È � �sDK�qpU� 3 z � �¨§ § Y (4.2)

Für eine
����� 	 �

-Rechnung des skalaren Formfaktors werden neben den Baumgraphen die in
Abbildung 4.1 gezeigten Schleifendiagramme benötigt.

4.2 Ergebnisse bis zur Ordnung ©«ª�¬h­�®
Die Lagrange-Dichte

s Ê ' Ël
n enthält keine skalaren Quellen. Der Beitrag der führenden Ordnung

kommt somit von dem Baumgraphen, der aus der Lagrange-Dichte
s Ê ( Ëlyn abgeleitet werden kann.

Dies entspricht auch unseren Erwartungen, da auf Grund der Quarkmasse
Ò�

in der Definition des
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Abbildung 4.1: Schleifendiagramme, die zum skalaren Formfaktor bis zur Ordnung
����� 	 �

beitra-
gen. Die Kopplung der skalaren Dichte an die Pionen bzw. Nukleonen ist mit einer geschlängelten
Linie mit einem Kreuz gekennzeichnet. Die Zahlen in den Kreisen stehen für die Ordnung der
Lagrange-Dichte, von der diese Vertices abgeleitet worden sind.

skalaren Formfaktors (s. Gl. (4.1)), die in unserem chiralen Zählschema als Ordnung
����� ( �

gezählt
wird, die Entwicklung mit der Ordnung

����� ( �
starten sollte. Nach Anwendung der Feynmanregeln

erhalten wir für den Beitrag der führenden Ordnung:D��.¯q× × 3¯5 ^ B ' � (l Y (4.3)

Von den in Abbildung 4.1 gezeigten Schleifendiagrammen trägt in der Ordnung
����� � �

ledig-
lich der Dreiecksgraph aus Abbildung 4.1a bei, für den wir den folgenden Beitrag erhalten:D � 3 5 � g̊ (� � (l^�, (% � 5 "! � } ] l�l �qpU� � � È } � � } � m̊ n � � � (l ] l�l
n � �8S � S 5 È � � ] lyn ��� S 5 È � �� �

m̊
( n 5 È ( 5 � } � È } 5 m̊ n � � ª 
 ] 
l�lyn � �8S � S 5 È � �3 � k (� ��(l � n! , ( � ^ � ( n 5 pr� J p ] l�l �qpr� 5 ^ � ( n ] l
n � � ( n � � ! � ( n �qp 5 ! � (l � ] l�l
n �qpU� K (4.4)3 5 � k (� � (l � n�
! R ( , ( ¨ ý 5 " � R � l� n 5 R p 5 ! ��(l^ � n � l ¬ � ����� 	 � Y (4.5)

Die Notation für die auftretenden Integrale ist in Anhang C angegeben. Die erste Zeile ist für
beliebige Nukleonlinien gültig, während die zweite und dritte Zeile nur für Nukleonen auf der
Massenschale gültig ist. Außerdem haben wir in diesen Zeilen die Größen im chiralen Grenzfall
wieder durch die physikalischen Größen ersetzt. Man beachte, dass auch der Unterschied zwischen
m̊ n und

� n bis zu der betrachteten Ordnung keine Rolle spielt. In der dritten Zeile haben wir für
die anschließende Diskussion die Integrale nach

� l und
p

entwickelt.
Wir erkennen, dass in dem Schleifendiagramm durch die Konstante

ý
Unendlichkeiten zusam-

men mit einem Term der Ordnung
����� ( �

auftreten. Diese Terme zerstören das chirale Zählschema,
nach welchem das Schleifendiagramm erst mit der Ordnung

�������Z�
starten sollte (s. Gl. (3.11)).

Sie müssen daher, ähnlich wie bei der Berechnung der Masse des Nukleons, zur Renormierung
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der Konstante B ' verwendet werden. Um das chirale Zählschema wiederherzustellen, verwenden
wir die beiden in Kapitel 3 beschriebenen, relativistischen Renormierungsschemen.

In dem auf Gegelia, Japarizde und Wang [GJW 99] zurückgehenden Renormierungsschema
zieht man erst die Terme   ý

ab und bestimmt dann die zusätzlichen Abzugsterme, indem man
die Koeffizienten und Integrale nach

� l und
p

entwickelt. Es werden die analytischen Terme ab-
gezogen, die kleiner als die Ordnung sind, die das chirale Zählschema vorgibt. Wir betrachten
jetzt die einzelnen Terme von Gl. (4.4). Die Terme, die die Integrale ]yl�l �qpU� und ]Hl�lyn �qpr� enthalten,
verletzen das chirale Zählschema nicht und werden daher nicht abgezogen. Diese beiden Integra-
le enthalten in niedrigster Ordnung schon nichtanalytische Terme in der Pionmasse (s. Anhang
C) und können deshalb gar nicht abgezogen werden. Wir müssen also lediglich ] �l
n � � ( n � mit
Koeffizienten entwickeln, ^ ��(n^ � ( n 5 p ] �lyn � � ( n � 3¯5 "" ÀyR ( � ������� S
wobei der Index ç für das nach dem thj� -Schema renormierte Integral steht, d.h. für das Integral
ohne die Terme proportional zu

ý
. Der Abzugsterm lautet damit1:D �.� �� 3 � k (� ��(l m̊ n�
! R ( , ( Y (4.6)

Er wird wieder in der Niederenergiekonstanten B ' absorbiert (s. Gl. (3.35)). Für
D �� erhalten wirD Q� 3 � k (� ��(l � n! , ( � ^ � ( n 5 pU� � p ] �l�l �qpU� 5 ^ � ( n ] �l
n � � ( n � � ! � ( n �qp 5 ! � (l � ] l�lyn �qpr�� � ^ � ( n 5 p � Ü 5 "" ÀyR ( Þ � S (4.7)3 � k (� ��(l � n^�, ( ¨ p 5 ! ��(l�
! R � n � l 5 "�yR � l� n ¬ � ����� 	 � Y (4.8)

Bei der Infrarotregularisierung ändern sich nur die Ausdrücke für die einzelnen Integrale:D �3�� 3 � k (� ��(l � n! , ( � ^ � ( n 5 pU� J p ] �l�l �qpU� 5 ^ � ( n d] �3�l
n � � ( n � � ! � ( n �qp 5 ! � (l � d] �3�l�lyn �qpr� K
(4.9)3 � k (� ��(l � n^�, ( ¨ p 5 ! ��(l�
! R � n � l 5 "�yR � l� n ¬ � ����� 	 � Y (4.10)

Wir erkennen, dass die renormierten Ausdrücke mit der richtigen Ordnung starten und in führender
Ordnung auch übereinstimmen. Dies muss so der Fall sein, da

D �
von der Ordnung

�����
���
ist, d.h.

eine ungerade Ordnung im chiralen Zählschema besitzt und deshalb in führender Ordnung nur
nichtanalytische Terme auftauchen können.

Bis zur Ordnung
����� � �

existiert auch ein Ergebnis aus der HB ; PT [Ber+ 92]. Die Unter-
schiede in den analytischen Eigenschaften zwischen den relativistischen Ergebnissen und diesem
HB ; PT-Ergebnis können an Hand des Imaginärteils des Integrals ]yl�l
n �qpU� verdeutlicht werden2.

1Man beachte, dass der Unterschied zwischen m̊ b und º b von einer höheren Ordnung ist.
2Diese Diskussion ist im Wesentlichen aus [BL 99] entnommen.
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Zur Berechnung von Im ] l�lyn �qpr� benützen wir die im Anhang C beschriebenen Cutkosky-Regeln
[Cut 60]. Für

p e ^ �X(n erhalten wir (s. Gl. (C.32)):

Im ] l�l
n �qpU� 3 ø²�qp 5 ^ ��(l �" ÀyR � n � p ó±°�²�³µ´¶° ` ó ! � n&· p 5 ^ � (lp 5 ! � (l ù � ����� ( � ù Y
Bei

p 3 ^ ��(l ist der Impulsübertrag gerade groß genug, damit in Diagramm 4.1a die beiden propa-
gierenden Pionen auf der Massenschale sein können. An dieser Stelle können zwei reelle Pionen
produziert werden und das Integral entwickelt einen Imaginärteil. Das Argument des Arkustan-
gens stellt eine Größe der Ordnung

����� Â ' � dar. In der Region, in der das Argument große Werte
annimmt, kann man den Arkustangens wie folgt entwickeln:°�²�³µ´¶° `��qÄÅ� 3 R ! 5 "Ä � "��Ä � � � ó Ü "Ä Þ « ù Y (4.11)

Die ersten beiden Terme in dieser Entwicklung lauten:

Im ]H¸ �l�lyn �qpr� 3 ø²�qp 5 ^ ��(l ��
! R � n � l � R � l� p 5 � l �qp 5 ! ��(l �� n�· pZ�qp 5 ^ � (l � � Y (4.12)

Setzt man diese Entwicklung in Gl. (4.4) ein, so erhält man genau das Ergebnis der HB ; PT
[Ber+ 92]. In der Nähe der Pionschwelle,

p \ ^ � (l , kann das Argument des Arkustangens aber
nicht mehr als groß angesehen werden, so dass die Entwicklung in diesem Bereich nicht gültig
ist [BKM 95]. Darin liegt der wesentliche Unterschied zwischen den relativistischen Rechnungen
und der HB ; PT. Das eigentliche Integral unterscheidet sich in führender Ordnung von Gl. (4.12)
durch den Term,

Im
�º¹ ] l�lyn �qpr�r� 3

Im ] l�lyn �qpr� 5 Im ] ¸ �l�l
n �qpU� S3 ø²�qp 5 ^ � (l ��
! R � n � l � ) � l· p 5 ^ � (l 5 arctan
ó ) � l· p 5 ^ � (l ù � � ������� S (4.13)

wobei hier noch die Abkürzung ) 3 v¼»v b eingeführt worden ist. Dieser Term ist in der HB ; PT
abwesend. Er sorgt gerade dafür, dass die chirale Entwicklung auch in der Schwellenregion (

p \^ � (l ) konvergiert. Die Abbildung 4.2 zeigt die
����� � �

-Resultate für den skalaren Formfaktor aus
der HB ; PT und den relativistischen Rechnungen mit den Renormierungsschemen von [BL 99]
und [GJW 99].

Zuerst vergleichen wir die Ergebnisse in den beiden relativistischen Renormierungsschemen.
Während der Imaginärteil des skalaren Formfaktors exakt übereinstimmt, gibt es eine kleine Ab-
weichung für den Realteil von

DK�qpr�
. Bei der Berechnung haben wir für beide Renormierungssche-

men den Wert B ' 3 5 "
GeV Â ' verwendet. Dies ist in Übereinstimmung mit den Ergebnissen

für B ' aus der Pion-Nukleon-Streuung [FM 00, PN 00]. Da der Unterschied zwischen den beiden
Ergebnissen relativ klein ist, müssen die Werte für die Kopplungskonstante B ' in beiden Metho-
den auch ungefähr gleich groß sein. Für die übrigen Konstanten haben wir die folgenden Werte
benutzt:� l 3 "�� ��Y À MeV S � n 3 � � � MeV S k � 3 " Y ! À � S , 3 � ! Y ^ MeV Y
Allerdings haben wir bei der Berechnung der Integrale ] l�l
n �qpU� bzw. ] �3�l�lyn �qpr� die im Anhang C
bzw. im Anhang von [BL 99] angegebenen analytischen Ausdrücke verwendet, die nur bis zur
Ordnung

�������
gültig sind.
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Abbildung 4.2: Der skalare Formfaktor des Nukleons bis zur Ordnung
����� � �

. Die durchgezogene
Linie ist unser Ergebnis (nach [GJW 99]), die gestrichelte Linie das Ergebnis der Infrarotregula-
risierung und die punktierte Linie das Ergebnis einer Rechnung im Rahmen der HB ; PT. Beim
Imaginärteil stimmt unser Ergebnis mit dem der Infrarotregularisierung überein.

Zur Diskussion des Ergebnisses der nichtrelativistischen HB ; PT müssen wir uns die Stel-
le
p 3 ^ ��(l in Abbildung 4.2 genauer betrachten. Deshalb haben wir in Abbildung 4.3 den

skalaren Formfaktor in einem sehr kleinen Bereich um die Pionschwelle dargestellt ( ^ � (l 3�8Y �
� �
� ! À�^ GeV
(
).

Der Übergang an dieser Pionschwelle ist bei den relativistischen Rechnungen stetig, wie dies
auch sein sollte, während das HB ; PT-Ergebnis sowohl im Realteil als auch im Imaginärteil einen
Pol aufweist. Der Grund hierfür ist oben diskutiert worden. In der HB ; PT konvergiert die chirale
Entwicklung nicht mehr in der Nähe der Pionschwelle, d.h. für

p \ ^ �ô(l .

4.3 Ergebnisse bis zur Ordnung ©«ª�¬G½�®
Bis zur Ordnung

�����
	��
setzt sich der skalare Formfaktor folgendermaßen zusammen:D 3 D��¨¯þ× × � D � � D � � D � � D1¾ � D�× Y (4.14)

Die Indizes a bis e beziehen sich auf die in Abbildung 4.1 dargestellten Schleifendiagramme.
Im Folgenden geben wir, falls es notwendig ist, zu jedem Diagramm jeweils drei Ergebnisse an.
Einmal das nicht renormierte Ergebnis, dann das Ergebnis mit der Methode aus [GJW 99] (mit
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Abbildung 4.3: Der skalare Formfaktor des Nukleons bis zur Ordnung
����� � �

im Bereich um
die Pionschwelle, d.h. für

p \ ^ ��(l (Legende wie in Abb. 4.2). Sowohl im Realteil als auch im
Imaginärteil von

DK�qpr�
erkennt man jetzt erst deutlich die Polstellen des Ergebnisses der HB ; PT.

dem Index R gekennzeichnet) und zum Schluss das Ergebnis unter Verwendung der Methode von
Becher und Leutwyler [BL 99] (mit dem Index IR gekennzeichnet).

Der Baumgraphenanteil setzt sich aus Beiträgen von
s Ê ( Ël
n und

s Ê 	 Ël
n zusammen:D¿�.¯q× × 3i5 ^m$Kn B ' � (l 5 ^ � � Ú � f � Ú 'r' «�� Ú 'r' + � � 	l � ^ Ú (r( � (l p S (4.15)

wobei die verschiedenen Renormierungsschemen sich lediglich durch die unterschiedliche Nukle-
onrenormierungskonstanten unterscheiden (s. Gl. (3.44) und Gl. (3.45) in Kapitel 3).

Die Ergebnisse für
D �

sind bereits berechnet worden. Das nicht renormierte Ergebnis ist in
Gl. (4.4), das Ergebnis in dem hier verwendeten Renormierungsschema in Gl. (4.7) und das Er-
gebnis in der Infrarotregularisierung in Gl. (4.9) angegeben. Bis zur Ordnung

����� � �
kann der

Unterschied zwischen m̊ n und
� n vernachlässigt werden. Für das Diagramm 4.1a muss dieser

Unterschied aber in der Ordnung
������	��

berücksichtigt werden. Genau wie bei der Berechnung
der Selbstenergie des Nukleons verschiebt das Diagramm 4.1b nur die Masse der propagierenden
Nukleonen im Diagramm 4.1a von m̊ n nach

� n � ( [BL 99]. Man beachte, dass der Unterschied
zwischen m̊ n und

� ( � n von der Ordnung
����� ( �

ist, der Unterschied zwischen
� n � ( und

� n aber
von der Ordnung

�����
���
ist. Wir können deshalb die Ergebnisse aus den Gleichungen (4.4), (4.7)

und (4.9) einfach übernehmen. In allen anderen Schleifengraphen ist die Unterscheidung von m̊
und

� n von höherer Ordnung und deshalb nicht notwendig. Das Gleiche gilt auch für , % und g̊ � .
Aus diesem Grund treten in unseren Formeln nur noch physikalische Größen auf.
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Der Beitrag zu
D �

lautet:D � 3 À B ' � 	l, ( ] l�l �qpU� 5 � B ( � (l�y, ( � ( n � !�p ( ! ] ÊÁÀ Ël�l �qpr� � ] ÊÁÀÂÀ Ël�l �qpU� " � � � ( n p ] Ê %r% Ël�l �qpU� �5 � B � � (l, ( Ü ] l 5 p 5 ! � (l! ] l�l �qpU� Þ3 À B ' � 	l, ( ] l�l �qpU� � � B ( ��(l�y, ( � ( n ¨D5 Ü !� p � ^ � � ( n ÞÃ] l
� ó p (! � � ^ � ( n 5 p � � p 5 ^ � (l �À ù ] l�l �qpU� 5 � ^ � ( n 5 p � � p 5 À � (l �" ^
^�R ( �5 � B � � (l, ( Ü ]Hl 5 p 5 ! � (l! ]Hl�l �qpU� Þ S (4.16)

wobei die Kopplungskonstanten B � in Gl. (4.16)
”
nackt“, d.h. die nicht renormierten B � sind. Da

dieses Diagramm keine inneren Nukleonlinien enthält, unterscheiden sich die verschiedenen Re-
normierungsschemen nicht. Man zieht wie gewohnt die Terme   ý ab und ersetzt die Kopplungs-
konstanten B � durch die renormierten B �� .
Für die Beiträge zu

D ¾
geben wir jeweils drei Ergebnisse an. Einmal das nicht renormierte Er-

gebnis, dann das Ergebnis mit der Methode aus [GJW 99] (mit dem Index R gekennzeichnet) und
zum Schluss das Ergebnis unter Verwendung der Methode von Becher und Leutwyler [BL 99]
(mit dem Index IR gekennzeichnet). Die Beiträge zu

DG¾
lauten dann:D¿¾ 3 � B ' k (� � (l, ( J ! ] n 5 ] l � ! � (l ] l
n � � ( n � � ^ � ( n ] nPn �qpU� � ^ � ( n � (l ] l
n�n �qpr� K S

(4.17)D �¾ 3 � B Q ' k (� ��(l, ( ¨ 5 ] �l � ! � (l ] �l
n � � ( n � � ^ � ( n Ü ] �n�n �qpr� 5 "" ÀyR ( Þ� ^ � ( n � (l ] �l
n�n �qpr�|¬ S (4.18)D �3�¾ 3 � B �3�' k (� � (l, ( J 5 ] �l � ! � (l d] �3�lyn � � ( n � � ^ � (l � ( n d] �3�l
nPn �qpU� K Y (4.19)

Bei der Berechnung von
D �¾ haben wir noch den TermD �¨� �¾ 3 � B Q ' k (� � (l � ( n^�R ( , ( (4.20)

abgezogen, der in der Konstanten B ' absorbiert wird (s. Gl. (3.37)). Die Konstante B ' absorbiert
somit die Abzugsterme aus Gl. (4.6) und Gl. (4.20):B Ê 	 Ë' 3 B Q ' � � k (� m̊ n"�! �yR ( , ( �r" � � m̊ n B Q ' � Y (4.21)

Dies kann man als Test interpretieren, dass das Verfahren konsistent ist. Man beachte, dass auf der
rechten Seite von Gl. (4.21) jetzt nur noch renormierte Größen stehen.
Der Beitrag zu

Dû×
lautet D²× 3 À B ' ��(l, ( ] l²Y (4.22)
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Der renormierte Beitrag lautet dann in allen Renormierungsschemen:D �× 3 � B � ' � 	l^�R ( , ( _3` Ü � l� n ÞôY (4.23)

Der skalare Formfaktor des Nukleons ist mit der Masse des Nukleons durch das Feynman-
Hellmann-Theorem [Fey 39] verbunden:DK�qp 3 � � 3 � (l ��� n��� (l Y (4.24)

Zur Überprüfung dieser Relation müssen wir den so genannten
D

-Term berechnen:DK� � � 3 5 ^ B Q ' � (l 5 ��k (� � �lÀ�^�RW, ( � � 	l! R ( , ( Ü 5 � k (�� � n � � B Q ' 5 �� B Q( 5 �! B Q� Þ _3` Ü � l� n Þ� � 	l Ü 5 ^ � � Ú Q� f � Ú Q 'r' « � Ú Q 'r' + � � ��k (�À�^�R ( , ( � n � ��yR ( , ( �U" � ! k (� � B Q '5 �" ÀyR ( , ( B Q� ÞôY (4.25)

Bei der Ableitung von Gl. (4.25) muss man insbesondere bei der Ersetzung von m̊ n durch
� n � (

im Integral ] lyn � � ( n � vorsichtig sein (s. Diskussion der Nukleonmasse in Kapitel 3). Das bis zur
Ordnung

��� �X(l � entwickelte Integral ] lyn � ��(n � lautet nämlich mit dieser Ersetzung:] v b4� Alyn � � ( n � 3 ý" ÀyR ( 5 "" ÀyR ( � � l" ÀyR � n 5 ��(l" ÀyR ( � ( n Ü " 5 _3` � l� n Þ 5 ��(l! R ( � n B ' Y (4.26)

Vergleicht man diesen Ausdruck mit der Nukleonmasse aus Gl. (3.38), so kann man sich leicht
von der Gültigkeit von Gl. (4.24) überzeugen.

Ein weiterer Vergleich unserer Ergebnisse mit den Ergebnissen der Infrarotregularisierung
wird durch die Differenz

¹fÄ
des

D
-Terms zum Wert am Cheng-Dashen-Punkt geliefert. Wir er-

halten:¹wÄ 3 DK��! � (l � 5 DK� � �3 � k (� � �lÀ�^�RW, ( � � 	l" ÀyR ( , ( Ü � k (�� n � B Q( � À B Q� Þ _3` Ü � l� n Þ � � 	l � � Ú Q(r(� �É� R 5 !�� k (�"�! �yR ( , ( � n 5 k (�^�R ( , ( B Q ' 5 �É� ^ 5 R �" ÀyR ( , ( B Q ' � �#" ^ 5 � R �" � ! R ( , ( B Q( � �" ÀyR ( , ( B Q� Þ � ����� « � Y
(4.27)

Der Ausdruck stimmt mit dem aus [BL 99] bis auf die Terme   � 	l überein, die in der Infrarotre-
gularisierung gegeben sind durch:5 ^ � � Ú �3�� f � Ú �3�'r' « � Ú �3�'r' + � � �É��! � R � k (�"�! �yR ( , ( � n 5 �É� ^ 5 R �" ÀyR ( , ( B �3�' � �#" ^ 5 � R �" � ! R ( , ( B �3�( � �" ÀyR ( , ( B �3�� Y

Die Abhängigkeit des skalaren Formfaktors von
p

ist in Abbildung 4.4 graphisch dargestellt,
in der wir auch unsere Ergebnisse mit denen von Becher und Leutwyler vergleichen.
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Abbildung 4.4: Der skalare Formfaktor des Nukleons bis zur Ordnung
����� 	 �

in den beiden Renor-
mierungsschemen. Die durchgezogene Linie ist das Ergebnis nach [GJW 99] und die gestrichelte
Linie das Ergebnis in der Infrarotregularisierung. Der Unterschied ist so klein, dass er in dieser
Darstellung nicht zu erkennen ist.

Für die renormierten Konstanten B ( und B � haben wir die Werte B ( 3 � Y ! GeV Â ' und B � 35 ��Y ^ GeV Â ' in beiden Renormierungsschemen verwendet. Auch diese Werte sind in Überein-
stimmung mit denen aus der Pion-Nukleon-Streuung [FM 00, PN 00]. Da in allen hier diskutier-
ten Ergebnissen immer nur die Kombination � Ú � f � Ú 'r' «Û� Ú 'r' + auftaucht, führen wir noch die
Konstante ÅÚ � f ein: ÅÚ � f 3 Ú � f � "� � Ú 'r' «�� Ú 'r' + � Y (4.28)

Die Werte für die renormierten Konstanten
Ú (r( und ÅÚ � f , die von der Lagrange-Dichte

s Ê 	 Ël
n stam-
men, haben wir an die physikalischen Werte für den

D
-Term und den Cheng-Dashen-Punkt ange-

passt. Der
D

-Term ist der Wert des skalaren Formfaktors an der Stelle
p 3 � . Er gibt den Beitrag

der Quarkmassen zur Masse des Nukleons an. Sein empirischer Wert ist zu
D 3 ^g�ú� � MeV

[GLS 91] bestimmt worden3. Der Cheng-Dashen-Punkt, der in der RWV Streuung eine Rolle spielt,
ist der Wert des skalaren Formfaktors bei

p 3 ! �O(l . Der empirische Wert für die Differenz¹wÄ 3 DK�qp 3 ! � (l � 5 DK�qp 3 � � ist zu
¹ÆÄ 3 " ��Y ! �j�8Y ^ MeV [GLS 91] bestimmt worden.

Diese empirischen Ergebnisse liefern die folgenden Werte für die Niederenergiekonstanten
Ú (r(

3Der aktuelle Stand unserer Kenntnisse über den Ç -Term ist in [Sai 02] zusammengefasst.
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und ÅÚ � f : Ú �(r( 3 5 " Y ! � GeV Â � S ÅÚ �� f 3i5 �8Y � À GeV Â � SÚ �3�(r( 3 5 �8Y �
À GeV Â � S ÅÚ �3�� f 3i5 �8Y �
! GeV Â � Y
Wir weisen darauf hin, dass vor allem der

D
-Term mit einem Fehler von �4� MeV eine große

experimentelle Unsicherheit aufweist, die die Werte für die Konstante ÅÚ � f beeinflusst. Die Beiträge
der beiden Kopplungskonstanten

Ú (r( und ÅÚ � f zum skalaren Formfaktor sind aber relativ klein und
spielen vor allem für den graphischen Verlauf eine untergeordnete Rolle.
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Kapitel 5

Die elektromagnetischen Formfaktoren
des Nukleons

5.1 Definition der Dirac- und Pauli-Formfaktoren

Die elektromagnetische Struktur des Nukleons kann mit Hilfe von vier Formfaktoren parametri-
siert werden, wobei je zwei Formfaktoren für das Proton und das Neutron existieren. Das Verständ-
nis dieser Formfaktoren ist von entscheidender Bedeutung in jedem Modell der starken Wechsel-
wirkung. Experimentellen Zugang zu diesen Formfaktoren erhält man vor allem durch die elasti-
sche Elektronenstreuung am Nukleon, die das erste Mal in den 1950er Jahren [Hof 57] untersucht
worden ist. Aus der Kenntnis dieser Formfaktoren kann man dann die magnetischen Momen-
te sowie die Ladungs- und Magnetisierungsverteilung der Nukleonen bestimmen. Das derzeitige
Verständnis dieser Formfaktoren ist in [Dre+ 97] zusammengefasst.

Die elektromagnetischen Formfaktoren sind über das Matrixelement des elektromagnetischen
Stromoperators

� 
 �qÄÅ� definiert, ausgewertet zwischen einem Anfangs- und Endzustand des Nu-
kleons:� V � È x �GÈ � 
 � � ��È V � È � �#� 3 dÌa� È x � ¨ ª 
 , n' �qpr� � zxD 
�� � �! � n , n( �qpU�|¬>Ìa� È � � S V 3 È�Sr¼+Y (5.1)

Dabei ist
� 
 3 È²
x 5 È²
� der Impulsübertrag,

p 3 � È x 5 È � � (â3 � (X9 � und
� 
 �qÄÅ� ist gegeben

durch1 � 
 �qÄÅ� 3 !� dÌ+�qÄÅ� ª 
 ÌT�qÄÅ� 5 "� dÍ �qÄÅ� ª 
 Í �qÄÅ� 3 d�É�qÄW� 2 ª 
 �É�qÄÅ� Y (5.2)

Als Nächstes untersuchen wir den hermiteschen Operator
� 
 �qÄW� etwas genauer. Die Quarkla-

dungsmatrix 2 ist gegeben durch2 3 Ü !�}y� �� 5 "�}y� Þ 3 "À � Ï �! S
d.h.

� 
 �qÄÅ� enthält einen isoskalaren Anteil und einen Anteil, der sich wie die dritte Komponen-
te eines Isovektors transformiert. Unter der Paritätstransformation und der Ladungskonjugation
transformiert

� 
 �qÄÅ� wie folgt:� 
 �qÄÅ� �à§ � 
 � ° ÄW� S � 
 �qÄW� ´à§ 5 � 
 �qÄW� S
1Wir definieren den elektromagnetischen Strom in Einheiten von � .
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wobei
� ° ÄÅ� 
 3 �qÄ % S 5 õÄW� 3 Ä 
 ist. Gl. (5.1) kann mit Hilfe der Lorentzinvarianz und dem Ver-

halten von
� 
 �qÄW� unter der Paritätstransformation und der Ladungskonjugation abgeleitet werden.

Ein Ausdruck proportional zu
� 
 tritt auf Grund der Stromerhaltung (und unabhängig davon we-

gen der Zeitumkehrinvarianz) nicht auf. Da der Operator
� 
 �qÄÅ� hermitesch ist, sind , n' �qpU� und, n( �qpU� reelle Funktionen für

p 9 � . In allen Elektronenstreuexperimenten ist der Impulsübertragp
immer negativ. Man erkennt dies leicht, indem man z.B. in das Ruhesystem des auslaufenden

Elektrons geht. Bezeichnen wir mit
7 � und

7 x
die Viererimpulse des einlaufenden und auslaufen-

den Elektrons, so ist dieses System durch õ7 x 3 õ� definiert. Wir erhalten dann:p 3 � ( 3 � 7 � 5�7 x � ( 3 ! � (� 5 ! � � ? � (� � È õ7 � È ( 9 �8Y
Daher können die Funktionen , n' �qpr� und , n( �qpU� in Elektronenstreuexperimenten für

p 9 � ge-
messen werden. Die Formfaktoren im zeitartigen Bereich können für

p c ^ �ô(n in der
Ú Á Ú Â -

Paarvernichtung untersucht werden.
Man nennt , n' �qpU� den Dirac-Formfaktor und , n( �qpU� den Pauli-Formfaktor des Nukleons. An

der Stelle
p 3 � sind diese Formfaktoren durch die elektrische Ladung und die anomalen magne-

tischen Momente der Nukleonen gegeben:, £' � � � 3 " S , -' � � � 3 �8S , £( � � � 3ÊÉ £ S , -( � � � 3ÊÉ - Y (5.3)

Die experimentellen Werte für die anomalen magnetischen Momente sind mit sehr hoher Präzision
bestimmt worden [PDG 02]:É £ 3 " Y � � ! ��^ �y�
���8��! � � S É - 3i5 " Y � "�� �y^ !��y!É� ^g� � Y (5.4)

Oft ist es für die theoretische Analyse von Vorteil mit den Isospinanteilen dieser Formfaktoren zu
arbeiten und sie in einen isoskalaren und einen isovektoriellen Anteil zu zerlegen,, Ê *­Ë� 3 "! � , £� � , -� � S , Ê g Ë� 3 "! � , £� 5 , -� � S z 3 " S ! Y (5.5)

Im Isospinraum setzen sich die elektromagnetischen Formfaktoren des Nukleons dann folgender-
maßen zusammen: , n� 3 , Ê *DË� � Ï � , Ê g Ë� S z 3 " S ! Y (5.6)

5.2 Ergebnisse für den Dirac- und Pauli-Formfaktor des Nukleons

Zur Berechnung der elektromagnetischen Formfaktoren , ' �qpU� und , ( �qpU� bis zur Ordnung
����� 	 �

müssen wir die in Abbildung 5.1 dargestellten Diagramme berechnen. Dabei haben wir die Dia-
gramme weggelassen, die ausschließlich zur Wellenfunktionsrenormierung beitragen. Die Schlei-
fengraphen mit den Nummern (5) bis (8) in Abbildung 5.1 sind dabei von der Ordnung

����� � �
und

die restlichen Schleifengraphen mit den Nummern (9) bis (11) von der Ordnung
�����8	��

.
Bezeichnen wir die invariante Amplitude für diese Diagramme mit � � , so ist die Verbindung

zum Matrixelement aus Gl. (5.1) gegeben durch� � 3j5 z Ú è 
 � V � È x �GÈ � 
 � � ��È V � È � �#� S (5.7)
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21 12

(9)

21 4

1 1 1 1

(1) (3) (4)(2)

(5) (6)

3

(7)

11

2

(8)

1

2

2

2

(11)

Abbildung 5.1: Diagramme, die zu den elektromagnetischen Formfaktoren bis zur Ordnung
����� 	 �

beitragen. Die Diagramme, die nur zur Wellenfunktionsrenormierung einen Beitrag liefern, sind
nicht aufgelistet. Die geschlängelte Linie steht für das einlaufende Photon. Die Zahlen in Klam-
mern unter den Diagrammen nummerieren die Diagramme.
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wobei è 
 der Polarisationsvektor des virtuellen Photons ist. Damit erhalten wir die folgenden
Beiträge zum (noch nicht renormierten) Dirac-Formfaktor , ' :, ' Á �' 3 " � Ï �! 5 Ü Ï � I -� ^�RW, � ( � "! I f� ^�RW, � ( Þ p S (5.8), «' 3 k (��y, (l ��� 5 Ï � �

� ] l � ^ � ( n ] Ê £ Ël
n � � ( n � 5 ^ � ( n � � (l ] l
n�n �qpr� � ] n�n �qpr� �
� � � ( n ] Ê %r% ËlynPn �qpU� � �
! � 	 n ] Ê �W� ËlynPn �qpr� � S (5.9), +' 3 5 Ï �! , (l ] lûS (5.10), -' 3 5 k (�, (l Ï �

� p ]�Ê %r% Ël�l �qpU� � ^ � ( n ] Ê %r% Ël�l
n �qpU� � " À � 	 n ] Ê �W� Ël�lyn �qpU� � S (5.11), f' 3 Ï �, (l p ]�Ê %r% Ël�l �qpr� S (5.12), L' 3 ��(n k (�, (l � À B - 5 Ï � B + �Pp ] Ê �W� ËlynPn �qpr� S (5.13), ' %' 3 � � (l^ � nÐ, (l �#" � Ï � � B ( Ü ]Hl 5
� (l�
! R ( Þ Y (5.14)

Zum Pauli-Formfaktor , ( erhalten wir folgende Beiträge:, ( Á � Á 	( 3 "! Ï � B + � B - � Ü Ï � I -� ^�RW, � ( � "! I f� ^�RW, � ( Þ p � ! � n�! ! Ú « 	 � Ï � Ú - 	 " p5 � � n � (l � ! Ú ' % «P� Ï � Ú ' % + � S (5.15), «( 3 5 k (�, (l ��� 5 Ï � � ^ � 	 n ] Ê �W� ËlynPn �qpU� S (5.16), -( 3 k (�, (l Ï � " À � 	 n ] Ê �W� Ël�l
n �qpU� S (5.17), L( 3 5 k (��y, (l � À B - 5 Ï � B + �
� ] l � ^ � ( n ] Ê £ Ëlyn � � ( n � � ^ � ( n � (l ] l
nPn �qpU�

� ^ � ( n ] n�n �qpr� 5 " À � ( n ] Ê %r% Ël
nPn �qpU� � � � ( n p ! ] Ê �W� ËlynPn �qpU� 5 ] ÊËÀOÀ ËlynPn �qpr� " � S
(5.18), ' %( 3 5 � ��(l^ � nÐ, (l �#" � Ï � � B ( Ü ] l 5

��(l�
! R ( Þ 5 Ï �! , (l B + ] lûS (5.19), 'r'( 3 ^ � n, (l Ï � B 	 p ] Ê %r% Ël�l �qpr� Y (5.20)

Wir haben unsere Ergebnisse im zweidimensionalen Isospinraum angegeben, in dem die obere
Komponente das Ergebnis für die Protonen und die untere Komponente das Ergebnis für die Neu-
tronen ist. Die Unterteilung in den isoskalaren und den isovektoriellen Anteil ist dann trivial, da
der isovektorielle Anteil proportional zu Ï � ist. Der obere Index bei den Formfaktoren steht für
die Nummer, die das dazugehörige Diagramm in Abbildung 5.1 hat, und der untere Index be-
zeichnet den Dirac- bzw. Pauli-Formfaktor. Nicht aufgeführte Beiträge zu einzelnen Diagrammen
verschwinden.
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Zur Renormierung dieser Formfaktoren bestimmen wir wieder die Ordnung der einzelnen
Diagramme und subtrahieren die regulären Terme, die von einer kleineren Ordnung als das da-
zugehörige Diagramm sind. Dabei sind nur die Diagramme (5), (7) und (9) in Abbildung 5.1
problematisch, da sie innere Nukleonlinien enthalten. Für den Dirac-Formfaktor benötigen wir
nur einen endlichen Abzugsterm,¹ , L � Q' 3 k (� p"�! �yR ( , ( � À B - 5 Ï � B + � Sund für den Pauli-Formfaktor benötigen wir die folgenden Abzugsterme:¹ , « � Q( 3 5 k (� ��(n�
! R ( , ( ��� 5 Ï � � S ¹ , - � Q( 3 k (� ��(n�yR ( , ( Ï � S¹ , L Q( 3 5 k (� � ( n�
! R ( , ( � À B - 5 Ï � B + � YDie Ergebnisse für die renormierten elektromagnetischen Formfaktoren mit ausreduzierten Ten-
sorintegralen sind im Anhang D zu finden.

Bis zur Ordnung
����� � �

werden die beiden Abzugsterme
¹ , « � Q( und

¹ , - � Q( durch die Kon-
stanten B + und B - absorbiert:B Ê � Ë+ 3 B Q+ 5 ��k (� � ( n" ÀyR ( , ( S B Ê � Ë- 3 B Q- � � k (� � ( n�
! R ( , ( Y (5.21)

Bis zur Ordnung
�����y	��

wird der Abzugsterm
¹ , L � Q' in den Konstanten I - und I f absorbiert und

der Term
¹ , L � Q( in den Konstanten B + und B - . Die durch I - und I f im Pauli-Formfaktor zusätzlich

erzeugten Terme werden durch die Konstanten
Ú « 	 und

Ú - 	 absorbiert:I Ê 	 Ë-� ^�RW, � ( 3 I Q-� ^�RW, � ( 5 k (�"�! �yR ( , ( B Q+ S I Ê 	 Ëf� ^�RW, � ( 3 I Qf� ^�RW, � ( � � k (��
! R ( , ( B Q- S (5.22)B Ê 	 Ë+ 3 B Ê � Ë+ 5 k (� � ( n" ÀyR ( , ( B Q+ S B Ê 	 Ë- 3 B Ê � Ë- � � k (� � ( n" ÀyR ( , ( B Q- S (5.23)Ú Ê � Ë- 	 3 Ú Q- 	 � k (�! �
ÀyR ( , ( � n B Q+ S Ú Ê 	 Ë« 	 3 Ú Q« 	 5 � k (�! �
ÀyR ( , ( � n B Q- Y (5.24)

Die Gesamtbeiträge zum Dirac-Formfaktor , ' �qpr� erhält man, wenn man die Gln. (5.8) - (5.14)
addiert und die Ladung mit der Wellenfunktionsrenormierungskonstante des Nukleons, $ n , aus
Gl. (3.44) multipliziert. Für den Pauli-Formfaktor , ( �qpr� muss man die Gln. (5.15) - (5.20) addieren
und mit $ n multiplizieren. Allerdings benötigt man hier $ n nur bis zur Ordnung

����� ( �
, da der

Faktor
� � in Gl. (5.1) die Ordnung um eins reduziert.

Die graphische Darstellung der Dirac- und Pauli-Formfaktoren bis zur Ordnung
�����8	��

im
Rahmen der chiralen Störungstheorie ist in Abbildung 5.2 zu sehen, in der wir auch unsere Er-
gebnisse mit den Ergebnissen aus der Infrarotregularisierung [KM 01] vergleichen. Wir haben den
Verlauf der Formfaktoren in der Region mit kleinen Impulsüberträgen von

5 �8Y ^ GeV
( 9 p 9 �

dargestellt. Zur Berechnung haben wir in beiden Methoden für B 	 den Wert B 	 3 � Y ^ � GeV Â '
gewählt, in Übereinstimmung mit [FM 00, PN 00]. Die Parameter B + und B - sind an Hand der ma-
gnetischen Momente von Proton und Neutron (s. Gl. (5.4)) bestimmt worden. Die Konstanten Í + ,Í - , Ú « 	 und

Ú - 	 können an Hand der elektrischen und magnetischen Radien bestimmt werden, die
folgendermaßen definiert sind:� � ç £ r � ( � 3 À/ £ r � � � Í8/

£ r �qpU�Í p ���� Ì � % S � � ç £ 1 � ( � 3 À/ £ 1 � � � Í�/ £ 1 �qpU�Í p ���� Ì � % S (5.25)� � ç -r � ( � 3 À Í�/ - r �qpr�Í p ���� Ì � % S � � ç -1 � ( � 3 À/ - 1 � � � Í8/ - r �qpr�Í p ���� Ì � % Y (5.26)
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Abbildung 5.2: Die Dirac- und Pauli-Formfaktoren des Nukleons bis zur Ordnung
�����8	��

in den
beiden Renormierungsschemen. Die durchgezogene Linie ist das Ergebnis nach [GJW 99] und
die gestrichelte Linie das Ergebnis in der Infrarotregularisierung. Bis auf den sehr kleinen Dirac-
Formfaktor des Neutrons stimmen die Ergebnisse sehr gut überein.
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Zur Definition der Sachs-Formfaktoren verweisen wir auf Gl. (5.28) im nächsten Abschnitt. Wir
haben dabei genau wie in [KM 01] die folgenden Werte aus der Dispersionsanalyse von [MMD 96]
verwendet: ç £ r 3 �8Y ��^ � fm, çy-r 3�5 �8Y "
"�� fm, ç £ 1 3 �8Y � � À fm und ç
-1 3 �8Y �
�
� fm. Die so be-
stimmten Werte sind in Tabelle 5.1 zusammengefasst. Man beachte vor allem den großen Unter-
schied in den Werten für die Konstante Í + , je nachdem, ob man die Infrarotregularisierung oder
unser Renormierungsschema verwendet. Die LECs Í + und Í - liefern die führende Ordnung der
elektromagnetischen Radien. Die Anpassung dieser Konstanten an die gemessenen Radien ist so-
mit für die Steigung der einzelnen Graphen entscheidend. Die Konstanten

Ú ' % « und
Ú ' % + können

vernachlässigt werden, da sie in die beiden Konstanten B + und B - gesteckt werden können:B + § ÅB + 3 B + 5 " À � n � (l Ú ' % + S B - § ÅB - 3 B - 5 " À � n � (l Ú ' % « S (5.27)

wobei wir in der numerischen Berechnung nicht zwischen ÅB + und B + unterscheiden.B ( B 	 B + B - Í + Í - Ú « 	 Ú - 	ý
3.20 3.47 4.92 -0.12 -0.69 -0.50 0.20 1.23] ý 3.20 3.47 4.90 -0.17 0.55 -0.73 0.25 1.57

Tabelle 5.1: Werte für die einzelnen Niederenergiekonstanten in unserem Renormierungsschema
(Index

ý
) und in der Infrarotregularisierung (Index ] ý ) für die

�����m	��
-Rechnung. Die KonstantenB � sind in Einheiten von GeV Â ' , die Í � in Einheiten von GeV Â ( und die
Ú � in Einheiten von GeV Â �

angegeben.

Wir erkennen in Abbildung 5.2, dass der Dirac-Formfaktor des Protons und die beiden Pauli-
Formfaktoren in den beiden Methoden sehr gut übereinstimmen. Der Dirac-Formfaktor des Neu-
trons ist im gesamten Niederenergiegebiet relativ klein, so dass der Einfluss von Termen höherer
Ordnungen eine wichtige Rolle spielt. Der Dirac-Formfaktor des Protons, , £' , zeigt in dem be-
trachteten Bereich einen linearen Verlauf, der überwiegend durch den elektrischen Radius des
Protons bestimmt ist. Um zu sehen wie groß die Schleifenbeiträge zu , £' sind, haben wir in
Abbildung 5.3 die Ergebnisse in den beiden relativistischen Renormierungsschemen ([GJW 99]
und [BL 99]) mit den Kontaktgraphbeiträgen verglichen. Wir erkennen, dass die Beiträge aus den
Schleifengraphen nicht vernachlässigt werden können, d.h. der Einfluss der Pionwolke eine ent-
scheidende Rolle spielt. In der Infrarotregularisierung kommt der Hauptbeitrag zum Protonradius
sogar von den Schleifenbeiträgen und nicht von den Kontaktgraphen. In dem hier verwendeten
Renormierungsschema [GJW 99] sind die Schleifenbeiträge kleiner, weshalb sich auch die nu-
merischen Werte für die Konstanten Í + bzw. Í - von Í �3�+ bzw. Í �3�- aus der Infrarotregularisierung
unterscheiden. Die Situation ist damit unterschiedlich zu der beim elektromagnetischen Formfak-
tor des Pions, dessen linearer Verlauf im Wesentlichen auf einen Kontaktgraphen zurückgeführt
werden kann [GL 84, GL 85].

5.3 Die Sachs-Formfaktoren

Die Dirac- und Pauli-Formfaktoren sind die natürlichen Größen in jeder relativistischen Formulie-
rung. Im nichtrelativistischen Grenzfall sind die natürlichen Größen allerdings durch die elektri-
schen und magnetischen Sachs-Formfaktoren, / nr �qpr� und / n1 �qpU� , gegeben, die folgendermaßen
definiert sind: / nr �qpU� 3 , n' �qpr� � p^ � ( n , n( �qpU� S / n1 �qpU� 3 , n' �qpr� � , n( �qpU� Y (5.28)
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Abbildung 5.3: Der Pauli-Formfaktor des Protons bis zur Ordnung
������	��

in den beiden Renor-
mierungsschemen. Legende wie in Abbildung 5.2. Die gepunktete (strichpunktierte) Linie ist das
Ergebnis ohne Schleifengraphen nach [GJW 99] ([BL 99]).
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Sie besitzen eine einfache Interpretation im so genannten Breit-System, das in der elastischen
Elektronenstreuung identisch mit dem Elektron-Nukleon-Schwerpunktsystem ist. Im Breit-Sys-
tem hat das Nukleon im Anfangszustand den Dreierimpuls õÈ � 3�5 õ�
}y! , das Nukleon im Endzu-
stand den Impuls õÈ x 3 õ��}y! und das ausgetauschte virtuelle Photon überträgt keine Energie, d.h.� % 3 � . Die Matrixelemente lauten in diesem System:� V Ü õ�! Þ �� � % � � � �� V Ü 5 õ�! Þ � 3 / r � 5 õ� ( �� V Ü õ� ! Þ ��� õ� � � � ��� V Ü 5 õ�! Þ � 3 zöõDô� õ�! � n / 1 � 5 õ� ( � Y
Die Bezeichnungen

”
elektrisch“ und

”
magnetisch“ für / r �qpU� und / 1 �qpU� werden jetzt klar, da im

Breit-System / r proportional zu
� % und / 1 proportional zu õ� ist und diese Formfaktoren am

ehesten einer dreidimensionalen Fouriertransformierten der Ladungs- und Magnetisierungsvertei-
lung entsprechen.

Dabei muss man noch Folgendes bedenken: Die Berechnung der elektromagnetischen Form-
faktoren bis zur Ordnung

����� 	 �
im chiralen Zählschema liefert auf Grund der Definition aus Gl.

(5.1) und der Tatsache, dass der Polarisationsvektor è 
 des virtuellen Photons in Gl. (5.7) zur Ord-
nung

�����
�
gezählt wird, , ' bis zur Ordnung

�����
���
und , ( bis zur Ordnung

����� ( �
. Wenn man

diese beiden Formfaktoren zu den Sachs-Formfaktoren kombiniert, so tritt eine Mischung der Ord-
nungen auf, s. Gl. (5.28). Wenn wir im Folgenden von der Berechnung der Sachs-Formfaktoren zur
dritten bzw. vierten Ordnung sprechen, so meinen wir damit die Ordnung im chiralen Zählschema,
bis zu der wir die Diagramme betrachten.

In Abbildung 5.4 sind die Sachs-Formfaktoren bis zur Ordnung
���������

dargestellt. Die Nie-
derenergiekonstanten B + und B - sind wieder an die anomalen magnetischen Momente und die
Konstanten Í + , Í - , Ú « 	 und

Ú - 	 an die elektromagnetischen Radien angepasst worden. Die so be-
stimmten Werte sind in Tabelle 5.2 aufgelistet. Sie unterscheiden sich von denen aus Tabelle 5.1,
da die Rechnung nur bis zur Ordnung

����� � �
geht.B + B - Í + Í - Ú « 	 Ú - 	ý

5.05 -0.14 -0.70 -0.49 0.18 1.23] ý 5.09 -0.21 0.50 -0.73 0.24 2.76

Tabelle 5.2: Werte für die einzelnen Niederenergiekonstanten in unserem Renormierungsschema
(Index

ý
) und in der Infrarotregularisierung (Index ] ý ) für die

���������
-Rechnung. Die KonstantenB � sind in Einheiten von GeV Â ' , die Í � in Einheiten von GeV Â ( und die
Ú � in Einheiten von GeV Â �

angegeben.

Bis zur Ordnung
����� � �

existiert auch ein Ergebnis aus der HB ; PT [Ber+ 98]. In Abbildung
5.4 vergleichen wir dieses Ergebnis mit den

�����m���
-Resultaten der relativistischen Rechnungen.

Für das Proton stimmen die Sachs-Formfaktoren in den beiden relativistischen Rechnungen gut
überein, während das HB ; PT-Ergebnis eine kleine Abweichung zeigt. Dies stimmt auch noch für
den magnetischen Formfaktor des Neutrons, aber der Verlauf des elektrischen Formfaktors des
Neutrons unterscheidet sich in allen drei Methoden. Analog zum Dirac-Formfaktor des Neutrons
spielen bei / - r die Beiträge von höheren Ordnungen eine entscheidende Rolle. Der Grund ist,
dass sowohl /0- r als auch ,4-' in dem dargestellten Bereich sehr klein sind. Das erkennt man auch,
wenn man das

�����y	��
-Resultat für / - r in Abbildung 5.5 betrachtet. Sowohl in der Infrarotregu-

larisierung als auch in unserem Renormierungsschema wird hier / - r für
pYÍ 5 �8Y � GeV sogar
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Abbildung 5.4: Die Sachs-Formfaktoren des Nukleons bis zur Ordnung
����� � �

. Die durchgezogene
Linie ist das Ergebnis nach [GJW 99], die gestrichelte Linie das Ergebnis in der Infrarotregula-
risierung und die gepunktete Linie ein Ergebnis aus der HB ; PT [Ber+ 98]. Die experimentellen
Daten für / - r sind [Ede+ 94, Her+ 99, Pas+ 99, Ost+ 99] entnommen.
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negativ. Dies steht im Widerspruch zu den am MIT [Ede+ 94], am NIKHEF [Pas+ 99] und in
Mainz [Her+ 99, Ost+ 99] gemessenen Datenpunkten für / - r , die in den Abbildungen 5.4 und
5.5 ebenfalls eingezeichnet sind. Die experimentellen Daten stimmen mit den Resultaten der Ord-
nung

�����
�Z�
besser überein als mit den Resultaten der Ordnung

�����g	��
. Vergleicht man die

�����
	��
-

Resultate aus Abbildung 5.5 mit den
�����g���

-Resultaten aus Abbildung 5.4, so erkennt man, dass
die Störungsreihe für den elektrischen Formfaktor des Protons am besten konvergiert.

Neben / - r ist in Mainz auch der magnetische Formfaktor des Neutrons, / - 1 , mit hoher Präzi-
sion gemessen worden [Ank+ 94, Ank+ 98, Kub+ 02]. Die experimentellen Werte sind auf den
Dipol-Formfaktor / µ normiert, der durch/ µ �qpr� 3 Ü " 5 p�8Y ��" GeV

( Þ Â ( (5.29)

gegeben ist. In Abbildung 5.6 vergleichen wir diese experimentellen Daten mit den
�������Z�

- und����� 	 �
-Resultaten des in dieser Arbeit verwendeten Renormierungsschemas. Wir erkennen, dass

das
�����y���

-Resultat über und das
�����
	��

-Resultat unter X - / µ liegt. Da eine
�����y	��

-Rechnung den
magnetischen Sachs-Formfaktor / 1 nur bis zur Ordnung

����� ( �
liefert, haben wir in Abbildung

5.6 auch unser
����� 	 �

-Ergebnis mit der linearen Näherung des Dipol-Formfaktors verglichen und
eine relativ gute Übereinstimmung gefunden. Die neuen experimentellen Daten haben eine weitaus
höhere Präzision als eine relativistische Einschleifenrechnung.
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Abbildung 5.5: Die Sachs-Formfaktoren des Nukleons bis zur Ordnung
������	��

in den beiden Re-
normierungsschemen. Die durchgezogene Linie ist das Ergebnis nach [GJW 99] und die gestri-
chelte Linie das Ergebnis in der Infrarotregularisierung. Die experimentellen Daten für / - r sind
wieder [Ede+ 94, Her+ 99, Pas+ 99, Ost+ 99] entnommen.
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Abbildung 5.6: Der magnetische Formfaktor des Neutrons dividiert durch X - / µ . Die durchgezo-
gene Linie ist das

����� 	 �
- und die gestrichelte Linie das

����� � �
-Resultat nach [GJW 99]. Die ge-

punktete Linie ist die lineare Näherung des Dipol-Formfaktors, d.h.
�#" � !�pU}8� �8Y ��" GeV

( �r�r} / µ �qpU� .
Die Datenpunkte sind [Ank+ 94, Ank+ 98, Kub+ 02] entnommen.
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Kapitel 6

Die axialen Formfaktoren des Nukleons

6.1 Definition der axialen Formfaktoren

Neben den elektromagnetischen Formfaktoren existieren die so genannten axialen Formfaktoren,
die über das Matrixelement des axialen Stromoperators � 
 �þ� �qÄÅ� (Gl. 2.15) definiert sind1. Deshalb
geben wir zuerst einige Eigenschaften des Operators � 
 �þ� �qÄÅ� an, der selbstverständlich hermitesch
ist, d.h. � ã
 �q� �qÄW� 3 � 
 �þ� �qÄÅ� . Die Bezeichnung

”
Axialvektor“ geht auf das Verhalten von � 
 �þ� �qÄÅ�

unter der Paritätstransformation zurück,� 
 �þ� �qÄÅ� �à§ 5 � �
 � ° ÄW� S
d.h. für jede Isospinkomponente

z
verhält sich der Dreiervektor õ� � wie ein Axialvektor. Unter

Ladungskonjugation verhält sich � 
 �þ� �qÄÅ� wie folgt:� 
 �þ� �qÄÅ� ´à§ � 
 �þ� �qÄÅ� S z 3 " S � S� 
 �þ� �qÄÅ� ´à§ 5 � 
 �q� �qÄW� S z 3 ! Y
Die Isospinkomponenten transformieren wie ein Isovektor, d.h.� ] W S � 
 �q  �qÄÅ� � 3 zM\ W  ÏÎ � 
 �¨Î �qÄÅ� Swobei ] W die Elemente der Darstellung der Generatoren der Lie-Algebra Ç Ìa��!�� in der QCD sind.

Wertet man � 
� �qÄÅ� zwischen den Zuständen des auslaufenden und einlaufenden Nukleons aus,
so kann man dieses Matrixelement folgendermaßen parametrisieren [EW 88]:� V � È x ��È � 
� � � ��È V � È � �#� 3 dÌa� È x � ¨ ª 
 / � �qpr� � � 
! � n / � �qpU� � z D 
�� � �! � n / Î �qpr�|¬ ª « Ï �! Ìa� È � � S (6.1)

wobei
� 
 3 � È x 5 È � � 
 und

p 3 � (Û3 � È x 5 È � � ( ist. Die Form von Gl. (6.1) kann ganz allgemein mit
Hilfe der Lorentzinvarianz, der Isospinerhaltung und dem Verhalten von � 
� �qÄÅ� unter den diskreten
Symmetrien, d.h. der Ladungskonjugation Ð und der Raumspiegelung

°
, abgeleitet werden. Man

nennt / � �qpr� den axialen Formfaktor, / � den induzierten pseudoskalaren Formfaktor und / Î
den induzierten pseudotensoriellen Formfaktor. Für den Grenzfall der perfekten Isospininvarianz,�¦�ú3_���

, ist das Matrixelement auch invariant unter der Ñ -Konjugation, d.h. invariant unter der

1Die Bezeichnungsweise ist etwas ungenau, da man einen dieser Formfaktoren als axialen Formfaktor I J bezeich-
net.
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gleichzeitigen Anwendung der Ladungskonjugation und einer Drehung im Isospinraum um
5 " �y� A

um die 2-Achse, Ñ 3ÓÒ�ðHñ8ò �qz R ] ( � Y
Nimmt man an, dass das Matrixelement auch unter dieser Ñ -Konjugation erhalten ist, so ver-
schwindet der induzierte pseudotensorielle Formfaktor / Î . Man sagt auch, dass / Î nur Beiträge
von Strömen der zweiten Klasse erhält (engl.: second-class currents) [Wei 58], die wir in dieser
Arbeit nicht untersuchen. In Experimenten konnten bisher obere Grenzen für / Î bestimmt werden
[Wil 00].

6.2 Ergebnisse für die axialen Formfaktoren

Das Matrixelement in Gl. (6.1) steht mit der Amplitude des axialen Stroms, � 
 � � � , wie folgt in
Verbindung: � ��� � 3 z è 
 � � � È x SNÇ x È � 
� � � ��È È � SNÇ � � S (6.2)

wobei wir analog zum elektromagnetischen Polarisationsvektor è den axialen Polarisationsvektorè � eingeführt haben, der zur Ordnung
�������

gezählt wird. Zur Berechnung dieser Formfaktoren
unterteilen wir die Diagramme in Beiträge zum einteilchenirreduziblen Vertex und Beiträge zum
Pionpolgraph. Die Beiträge zum einteilchenirreduziblen Vertex stammen von den Diagrammen,
bei denen der axiale Strom direkt an die Nukleonen koppelt (s. Abb. 6.1), und die Pionpolgraph-
beiträge stammen von Diagrammen, bei denen der axiale Strom zuerst an ein Pion koppelt, das
dann propagiert und anschließend an die Nukleonen koppelt (s. Abb. 6.2).

1

1Ô±ÔÔ±ÔÔ±ÔÔ±ÔÕ±ÕÕ±ÕÕ±ÕÕ±Õ = +

+

3

11 1+

Abbildung 6.1: Einteilchenirreduzibler Vertex des axialen Stroms. Die geschlängelte Linie mit
dem Doppelpfeil kennzeichnet den axialen Strom.

Der Beitrag zum axialen Formfaktor kommt ausschließlich vom einteilchenirreduziblen Vertex
des axialen Stroms (Abb. 6.1):/ � �qpU� 3

g̊ � � ^ � (l I ' -� ^�RW, � ( � "À k � � ç ( � � p 5 k �, ( ] l� k ��^�, ( J 5 ! ] n � ] l 5 ! � (l ] l
n � � ( n � 5 ^ � ( n ] nPn �qpU� 5 ^ � ( n � (l ] l
n�n �qpr�� � � ( n ] Ê %r% Ël
n�n �qpr� � Y (6.3)

Dabei haben wir die Niederenergiekonstante I ( � durch den axialen Radius ausgedrückt:

I ( � 3¯5 � ^�RW,�l � (À k � � ç ( � � Y (6.4)
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Abbildung 6.2: Pionpolgraph des axialen Stroms, bestehend aus drei renormierten Bausteinen, der
Kopplung des axialen Stroms an das Pion, dem Pionpropagator und dem RWV�V -Vertex.

Zur Renormierung des axialen Formfaktors müssen wir diesen noch mit der Nukleonrenormie-
rungskonstante multiplizieren und ein geeignetes Renormierungsschema verwenden (s. Kapitel
3). In dem hier verwendeten Schema [GJW 99] ist die Nukleonrenormierungskonstante durch Gl.
(3.44) gegeben und es wird zusätzlich zu den divergenten thi� -Abzugstermen noch der endliche
Term 5 k �� ��(n" ÀyR ( , (
abgezogen. Er wird durch die Konstante g̊ � erzeugt:

g̊ � 3 g̊
Q� � k (� ��(n" ÀyR ( , ( Y (6.5)

Die axiale Kopplungskonstante k � ist als der Wert des axialen Formfaktors an der Stelle
p 3 �

definiert. Sie lautet in diesem Renormierungsschema:k Q� 3
g̊
Q� � ^ � (l I ' -� ^�RW, � ( 5 k �, ( ] �l 5 k ��^�, ( ¨ � ] �l � � (l ] �l
n � � ( n � � � 	l ] l
n�n � � � � "�� ��(l" ÀyR ( ¬� ��k �� � �lÀ�^�RW, ( � n Y (6.6)

Ausgedrückt durch die Kopplungskonstante k � lautet der axiale Formfaktor jetzt:/ � �qpU� 3 k Q� � "À k � � ç ( � � p � k ��^�, ( , �qpr� S (6.7)

wobei , �qpU� gegeben ist durch, �qpr� 3 5ê� (l ] �l
n � � ( n � 5 ^ � ( n � (l ]Hl
n�n �qpr� 5 ^ � ( n ] �nPn �qpU� � � � ( n ] Ê %r% ËlynPn �qpU�� � 	l ] l
nPn � � � � "" ÀyR ( � ^ � ( n � � (l �
und gerade so konstruiert worden ist, dass , � � � 3 � ist. Der induzierte pseudoskalare Formfak-
tor erhält Beiträge sowohl vom einteilchenirreduziblen Vertex als auch vom Pionpolgraphen des
axialen Stroms. Der einteilchenirreduzible Vertex liefert den folgenden Beitrag zu / � �qpr�/�Ü ¯.¯� �qpU� 3i5 !� � ( n k � � ç ( � � � � � 	 n k ��, ( ] ÊËÀÂÀ Ël
n�n �qpr� S (6.8)

wobei hier keine zusätzlichen Abzugsterme notwendig sind, da Gl. (6.8) bereits mit der richtigen
Ordnung startet. Auf Grund des Integrals ] ÊËÀÂÀ Ël
n�n könnte man vermuten, dass Gl. (6.8) einen Pol bei
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p 3 � besitzt. Dies ist allerdings nicht der Fall, da in der im Anhang C angegebenen Gl. (C.52) der
Zähler im Grenzfall

p § � ebenfalls verschwindet.
Der Pionpolgraph besteht aus der Kopplung des axialen Stroms an die Pionen, dem Pionpro-

pagator und dem RWV�V -Vertex. Wir renormieren als Nächstes jede dieser Komponenten einzeln.
Die Ergebnisse können mit denen vom Myoneinfang durch ein Proton in [Fea+ 97] verglichen
werden, da unsere Vorgehensweise analog zu [Fea+ 97] ist.

Bezeichnen wir die Selbstenergieeinschübe mit
5 z S � È ( � , so gilt analog zu Gl. (3.23) für den

vollen Pionpropagator [CL 84]:zx¹ l � È ( � 3 zÈ ( 5ô� (l � % 5TS � È ( � � zM\ S (6.9)

wobei
�X(l � % die nackte (nicht renormierte) Pionmasse ist. Bis zur Ordnung

�����m	��
erhält

S � È ( �
Beiträge von zwei Diagrammen, nämlich dem Schleifendiagramm mit

s Ê ( Ël�l und dem Kontaktdia-
gramm von

s Ê 	 Ël�l (s. Abb. 6.3). Die physikalische Pionmasse ist als Position des Pols des Propaga-

4 2

Abbildung 6.3: Selbstenergiebeiträge zum Pionpropagator.

tors definiert. Wir erhalten für
��(l bis zur Ordnung

�����y	��
:� (l 3 � (l � % � S � � (l � 3 � (l � % ¨ " � ! ��(l, ( Ü * �� � "�
! R ( _3` Ü � l� n ÞÛÞ ¬ Y (6.10)

Die Wellenfunktionsrenormierungskonstante des Pions ist gegeben durch2

$+l 3 "" 5TS é � � (l � 3 " 5 ! ��(l, ( ¨ * �	 � "! ^�R ( Ü ý 5 _3` Ü � l� n ÞÛÞ ¬ S (6.11)

und die renormierten Konstanten * �� und * �	 sind gegeben durch* �� 3 * � � ýÀ�^�R ( S * �	 3 *G	 5 ý" ÀyR ( Y
Entwickeln wir

S � È ( � um È (43j��(l und multiplizieren den Propagator aus Gl. (6.9) mit $ Â 'l , so
erhalten wir das Ergebnis, dass bis zu der betrachteten Ordnung der renormierte Pionpropagator
die Form des freien Propagators hat, allerdings mit der physikalischen Pionmasse aus Gl. (6.10).

Zur Berechnung der Kopplung des axialen Stroms an das Pion muss man die in Abbildung 6.4
gezeigten Diagramme berechnen.

Wenn wir den einlaufenden axialen Strom in Analogie zum elektromagnetischen Strom mitè � bezeichnen, so lautet der Ausdruck für den renormierten, d.h. mit � $+l multiplizierten Vertexè � ÷ � , ë ��� S (6.12)

2Die Form von Ý » hängt davon ab, welches Þ±ß und welche Parametrisierung für 0 benutzt wird. Wir verwendenÞ ß aus Gl. (2.31) und für 0 die Exponentialdarstellung (s. Gl. (2.21)).
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jq, i

Abbildung 6.4: Renormierter Vertex für die Kopplung des axialen Stroms an ein Pion.

wobei die physikalische Pionzerfallskonstante gegeben ist durch:, 3 , % ¨ " � ��(l, ( * �	 5 ��(l�yR ( , ( _3` Ü � l� n Þ ¬ Y (6.13)

Zur Berechnung des Pion-Nukleon-Vertex bis zur Ordnung
�����m	��

müssen wir die in Abbil-
dung 6.5 gezeigten Diagramme berechnen. Für ein Pion mit Isospinindex

z
erhalten wir das fol-

1 1

â4ââ4ââ4âã4ãã4ãã4ã = 3+

1+ +

1

1

Abbildung 6.5: Pion-Nukleon-Vertex bis zur Ordnung
����� 	 �

.

gende Ergebnis:5 � g̊ �, % � n � ^ � (l � n, I ' -� ^�RW, � ( � k lynPn ¹ 5 k � � n� , � ]Hl5 k �� � n^�, � �­! ] n � ] l � ^ � ( n � (l ] l
n�n �qpr� � ^ � ( n ] nPn �qpU� � � ª�« Ï � S (6.14)

wobei wir die hier auftauchende Konstante I 'ML durch die im nächsten Kapitel diskutierte Goldber-
ger-Treiman-Diskrepanz

¹
[Fea+ 97] ausgedrückt haben:

I 'ML 3i5 �yR ( , �l� n � (l kylynPn ¹ S mit
¹ 3 " 5 � n k �,ålgkylynPn Y (6.15)

Für die Renormierung müssen wir mit � $+lÉ$ n multiplizieren und den endlichen Termk �� � � n" ÀyR ( , (
zusätzlich abziehen, der wieder mit Hilfe von Gl. (6.5) durch die Konstante g̊ � absorbiert werden
kann.
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Für den induzierten pseudoskalaren Formfaktor erhalten wir aus dem Pionpolgraphen des axia-
len Stroms (Abb. 6.2):/�ä�å#æ� �qpU� 3 5 ^ � n ,0k lynPnp 5�� (l � k �� � ( n, ( �qp 5ô� (l � ¨ ! ] �l 5�� (l ] �lyn � � ( n � � ^ � ( n � (l ] l
nPn �qpU�� ^ � ( n ] �nPn �qpU� 5�� 	l ] l
n�n � � � 5 "" ÀyR ( � ^ � ( n � � (l � ¬ S (6.16)

wobei wir hier von Gl. (6.6) Gebrauch gemacht haben. Man beachte auch, dass in dem Ausdruck
für den Pion-Nukleon-Vertex in Gl. (6.14) die Konstante , % auftaucht, die nicht identisch mit der
physikalischen Pionzerfallskonstante , ist, d.h. wir haben auch Gl. (6.13) benützt. Der induzier-
te pseudoskalare Formfaktor setzt sich aus der Summe von / ä�å#æ� �qpr�

und / Ü ¯.¯� �qpr� (Gl. (6.8)) zu-
sammen, wobei die Pionpolbeiträge gegenüber den Beiträgen zum einteilchenirreduziblen Vertex
dominieren.

Der graphische Verlauf der beiden Formfaktoren / � �qpU� und / � �qpr� ist in Abbildung 6.6 dar-
gestellt. Dabei haben wir das hier verwendete Renormierungsschema [GJW 99] mit der Infrarot-
regularisierung [BL 99] verglichen und im graphischen Verlauf fast keine Unterschiede zwischen
diesen beiden Methoden festgestellt. Wir erkennen, dass der axiale Formfaktor / � �qpU� fast kom-
plett durch k � � "�} À�k � � ç ( � � p bestimmt ist, wobei unser Ergebnis im Gegensatz zur Infrarotregu-
larisierung eine leichte Abweichung davon zeigt. Der induzierte pseudoskalare Formfaktor / � �qpU�
wird in beiden Renormierungsschemen durch den Term

5 ^ � n&,0kylynPn }8�qp 5���(l � dominiert. Zur
Berechnung der axialen Formfaktoren haben wir die folgenden empirischen Werte verwendet (s.
[PDG 02] für k � und kylynPn und [Lie+ 99] für · � ç ( � � ),k � 3 " Y ! À � � ��� � � S · � ç ( � � 3 �8Y À � � ��!
��� fm S k lynPn 3 "�� Y !É�#"�� Y
Die Zahlen in Klammern geben die Fehler in den letzten Ziffern an, d.h.

"�� Y !É�#"�� steht z.B. für"�� Y ! �o�8Y " .
6.3 Der Pion-Nukleon-Formfaktor

Als Nächstes führen wir den Pion-Nukleon-Formfaktor ein, der über das Matrixelement der pseu-
doskalaren Dichte

° � �qÄÅ� definiert ist, ausgewertet zwischen einem Anfangs- und Endzustand des
Nukleons: ! Ò�ç� È x È ° � � � ��È È � � 3 ��(l ,� (l 5 p / l �qpU�­z dÌ+� È x � ª�« Ï � Ìa� È � � Y (6.17)

Bei der Berechnung dieses Formfaktors kann man die auftretenden Diagramme in einen Kon-
taktgraphen, bei dem die pseudoskalare Quelle direkt an die Nukleonen koppelt, und Pionpol-
graphen mit einem propagierenden Pion aufspalten. Der Kontaktgraph wird vom I 'ML -Term der
Lagrange-Dichte

s Ê � Ël
n erzeugt: /�è±å#é �l �qpU� 3 p 5���(l� (l kylynPn ¹ Y (6.18)

Auch die Berechnung der Beiträge zum Pionpolgraphen ist leicht, da man auf den RWV�V -Vertex
zurückgreifen kann. Wir erhalten in dem von uns verwendeten Renormierungsschema [GJW 99]
mit der in Gl. (6.6) definierten axialen Kopplungskonstante k � :/�ä�å#æl �qpU� 3 � nêk �, � kylynPn ¹ 5 k �� � n^�, � � ! ] �l 5�� (l ] �lyn � � ( n � � ^ � ( n � (l ] l
nPn �qpU�� ^ � ( n ] �n�n �qpU� 5�� 	l ] l
n�n � � � 5 "" ÀyR ( � ^ � ( n � � (l � � Y (6.19)
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Abbildung 6.6: Die axialen Formfaktoren des Nukleons bis zur Ordnung
����� 	 �

in der ; ° � . Die
durchgezogene Linie ist unser Ergebnis und die gestrichelte Linie das Ergebnis der Infrarotregu-
larisierung. Man erkennt, dass / � �qpU� durch den Pol an der Stelle

p 3 ��(l \ �8Y � ! GeV
(

dominiert
ist.

Der graphische Verlauf des Pion-Nukleon-Formfaktors /:l �qpU� ist in Abbildung 6.7 dargestellt,
in der wir wieder unsere Ergebnisse [GJW 99] mit denen aus der Infrarotregularisierung [BL 99]
verglichen haben. Der Unterschied ist sehr klein und in der Abbildung 6.7 nicht zu erkennen. Der
Pion-Nukleon-Formfaktor bis zur Ordnung

�����g	��
wird fast komplett durch den Term

� n>k � } , �k�l
n�n ¹ÝpU} � (l wiedergegeben, so dass wir erwarten, dass die Korrekturen von höheren Ordnungen
sehr klein sind. An der Stelle

p 3Õ��(l ist /0l mit der Pion-Nukleon-Kopplungskonstante identisch,/ l � ��(l � 3 k lynPn .
Mit Hilfe der PCAC-Relation in Abwesenheit der elektromagnetischen Wechselwirkung kann

man eine Beziehung zwischen den axialen Formfaktoren / � �qpU� und / � �qpU� und dem Pion-Nukle-
on-Formfaktor /�l �qpU� herstellen:! � n0/ � �qpU� � p! � n / � �qpr� 3 ! ��(l , l� (l 5 p / l �qpr� Y (6.20)

Die Herleitung von Gl. (6.20) ist im Anhang F angegeben. Unsere Ausdrücke für die Formfakto-
ren erfüllen selbstverständlich Gl. (6.20) und damit die Bedingung, die aus der chiralen Symmetrie
hergeleitet worden ist. Man kann dies leicht überprüfen, indem man die folgende Beziehung ver-
wendet, ^ � ( n ! ] Ê %r% Ël
n�n �qpr� � p ] Ê %r% Ël
n�n �qpr� " 3¯5 ] l � � � � ] lyn � � ( n � Y

Betrachtet man in Gleichung (6.20) den Grenzfall
p § � , so erhält man im chiralen Grenzfall

die so genannte Goldberger-Treiman-Relation [GT 58]:!
m̊ n g̊ � 3 ! , % g̊ l
n�n Y (6.21)
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Abbildung 6.7: Der Pion-Nukleon-Formfaktor / l �qpU� bis zur Ordnung
�����y	��

in der ; ° � . Der
Unterschied zwischen den Renormierungsschemen von [GJW 99] und der Infrarotregularisierung
[BL 99] ist nicht zu erkennen.

Dabei haben wir lediglich verwendet, dass der Pion-Nukleon-Formfaktor an der Stelle
p 3 �c(l

gerade die Pion-Nukleon-Kopplungskonstante liefert, / l � ��(l � 3 k l
nPn und / � � � � 3 k � ist. Die
Relation aus Gl. (6.21) ist insofern bemerkenswert, da sie die Pion-Nukleon-Kopplungskonstante
der starken Wechselwirkung, k�l
nPn , mit der axialen Kopplungskonstante der schwachen Wech-
selwirkung, k � , verbindet. Die experimentell gemessenen Werte erfüllen diese Relation mit einer
Genauigkeit, die besser als

��ê
ist. Die Näherung, die man bei der Goldberger-Treiman-Relation

macht, ist, dass man / l � � � \_/ l � ��(l � 3 k lynPn setzt.
Wir weisen darauf hin, dass der Pion-Nukleon-Formfaktor nicht die darstellungsabhängige

Funktion ist, die am RWV -Vertex steht und keine Observable ist. Die beiden Größen stimmen nur
für
p 3 � (l überein.
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Kapitel 7

Der axiale Formfaktor in der
Pionelektroproduktion

In diesem Kapitel wollen wir die Frage klären, ob der axiale Formfaktor des Nukleons, / � �qpU� , in
der Pionelektroproduktion gemessen werden kann1. Kürzlich hat es eine kontroverse Diskussion
über genau diese Frage gegeben [Hab 00, Gui 01, BKM 01, Hab 01, Tru 01] und unser Anliegen
ist es gewesen, die in diesem Zusammenhang gemachten Aussagen zu überprüfen. Dazu haben wir
ein phänomenologisches Modell verwendet, das einerseits alle Symmetrien der Lagrange-Dichte
der QCD respektiert, d.h. insbesondere die chirale Symmetrie, und alle relevanten Terme produ-
ziert, andererseits relativ einfach nachzuvollziehende Rechnungen enthält [FS 02]. Wir kommen
zu dem Schluss, dass der axiale Formfaktor tatsächlich in der Pionelektroproduktion gemessen
werden kann. Dies ist im Widerspruch zu dem in [Hab 00] gefundenen Ergebnis. Wie in [Hab 01]
gefordert, stellen wir präzise heraus, welcher der in [Hab 00] aufgeführten Schritte fehlerhaft ist.
In den in diesem Kapitel diskutierten Reaktionen verwenden wir die Konvention, dass das ein-
laufende Photon den Viererimpuls

7 
 , das ein- bzw. auslaufende Nukleon den Impuls È � bzw. È x
und das zweite Teilchen im Endzustand (Pion, axialer Strom, pseudoskalare Dichte) den Impuls� 
 und Isospinindex

z
hat.

7.1 Das verwendete phänomenologische Modell

Das Modell besteht im Wesentlichen aus den in Kapitel 2 vorgestellten Lagrange-Dichten der
chiralen Störungstheorie, die bereits alle Terme enthalten, die mit den geforderten Symmetrien
verträglich sind. In der niedrigsten Ordnung sind das die mesonische Lagrange-Dichte

s Ê ( Ël�l aus
Gl. (2.29) und die Pion-Nukleon-Lagrange-Dichte

s Ê ' Ëlyn aus Gl. (2.37). Diese beiden Lagrange-
Dichten reproduzieren gerade die mit den Methoden der Stromalgebra hergeleiteten Ergebnisse.
Sie geben allerdings keine Auskunft über die innere Struktur des Nukleons. Deshalb benötigen
wir auch die Lagrange-Dichten der beiden nächsthöheren Ordnungen. Allerdings tragen nicht alle
Terme dieser Lagrange-Dichten zu den hier diskutierten Amplituden bei. Von der Pion-Nukleon-
Lagrange-Dichte der Ordnung

����� ( �
,
s Ê ( Ël
n (Gl.(2.39)), benötigen wir nur die beiden Terme,

die proportional zu den Niederenergiekonstanten B + und B - sind. Diese Konstanten können mit
dem anomalen, isovektoriellen und isoskalaren magnetischen Moment des Nukleons im chiralen
Grenzfall in Verbindung gebracht werden, wie man an Hand der Ausdrücke für die elektromagne-

1Die Theorie der Pionelektroproduktion wird an dieser Stelle nicht wiederholt. Sie ist im Anhang E noch einmal
zusammengefasst, in dem auch weitere Literaturangaben zu diesem Thema zu finden sind.
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tischen Formfaktoren mit , n( � � � 3ÊÉ�3 '( � É * � Ï � É g � erkennt:B + 3ÊÉ g S B - 3 "! É * Y (7.1)

Von
s Ê � Ël
n (Gl. (2.40)) benötigen wir nur die drei Terme, die proportional zu I ' - , I 'ML und I ( � sind.

Eine Interpretation dieser Konstanten werden wir im Zusammenhang mit den Ergebnissen für die
axialen Formfaktoren des Nukleons geben.

In unserem phänomenologischen Modell verwenden wir also die Lagrange-Dichten der chira-
len Störungstheorie. Wir berechnen allerdings keine Schleifengraphen, da diese nur chirale Kor-
rekturen zu den Ergebnissen liefern und keine für die Diskussion in diesem Kapitel relevanten
Terme erzeugen. Insbesondere erfüllen die Schleifenbeiträge unabhängig von den Baumgraphen
die Konsistenzbedingungen der chiralen Ward-Identitäten. In diesem Zusammenhang weisen wir
darauf hin, dass im Rahmen einer Einschleifenrechnung bis zur Ordnung

�����8���
in der HB ; PT

bereits ein Ergebnis für die Pionelektroproduktionsamplitude existiert [BKM 92], das auch die
weggelassenen chiralen Korrekturen beinhaltet. Die Vernachlässigung dieser chiralen Korrekturen
macht die Rechnungen sehr übersichtlich und leicht nachzuvollziehen.

7.2 Ergebnisse für die axialen Formfaktoren des Nukleons

Als Erstes wenden wir unser Modell auf die axialen Formfaktoren des Nukleons und den Pion-
Nukleon-Formfaktor an. Die Definition und Diskussion dieser Formfaktoren ist bereits in Kapitel
6 behandelt worden (s. Gl. (6.1) und Gl. (6.17)), so dass wir hier nur noch die Ergebnisse angeben,
die wir in unserem Modell erhalten:/ � �qpU� 3

g̊ � � ^ � (l I ' -� ^�RW, � ( 5 I ( �� ^�RW, � ( p S (7.2)/ � �qpU� 3 ^ � ( n I ( �� ^�RW, � ( 5 ^ � ( np 5O� (l Ü g̊ � , % � ^ � (l I ' -� ^�RW, � ( 5 ! � (l I 'ML� ^�RW, � ( Þ S (7.3)/0l �qpU� 3 g̊ �, � n � ^ ��(l � n, I ' -� ^�RW, � ( 5 ! � n p, I 'ML� ^�RW, � ( Y (7.4)

Betrachten wir das Ergebnis für / � �qpr� , so erkennen wir, dass die Niederenergiekonstante I ' -eine Korrektur zu g̊ � liefert, der axialen Kopplungskonstante im chiralen Grenzfall:/ � � � � 3 k � 3 g̊ � � ^ � (l I ' -� ^�RW, � ( Y (7.5)

Dabei ist Folgendes zu beachten. Der Ausdruck für den axialen Formfaktor / � �qpr� des Nukleons
ist im Rahmen der chiralen Störungstheorie bis zur Ordnung

�����m	��
in Kapitel 6 bereits berechnet

worden. Wir haben gesehen, dass bis zu dieser Ordnung die Konstante k � neben dem I ' - -Term
noch weitere Korrekturen erhält, die von den Schleifen stammen (Gl. (6.6)). Der Ausdruck in Gl.
(7.5) für I ' - ist deshalb nur im Rahmen der phänomenologischen, d.h. Baumgraphen-Näherung
gültig.

Die Konstante I 'ML kann dann durch den Wert des Pion-Nukleon-Formfaktors an der Stellep 3 � bestimmt werden:/0l � � (l � 3 k�l
nPn 3 k � � n, 5 ! � n � (l, I 'ML� ^�RW, � ( S (7.6)
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d.h. die Konstante I 'ML lässt sich durch die so genannte Goldberger-Treiman-Diskrepanz
¹

aus-
drücken, die durch

¹ 3 " 5�� n>k � }8� ,0kylynPn � gegeben ist (s. Gl. (6.15)). Diese Diskrepanz gibt
die Verletzung der im chiralen Grenzfall exakt erfüllten Goldberger-Treiman-Relation (Gl. (6.21))
an.

Die Konstante I ( � kann direkt mit dem axialen Radius des Nukleons, · � ç ( � � , in Verbindung
gebracht werden, da dieser über die Ableitung des axialen Formfaktors an der Stelle

p 3 � definiert
ist: � ç ( � � 3 À/ � � � �±ë / � �qpU�ë p ��� Ì � % 3i5 Àk � I ( �� ^�RW, � ( Y (7.7)

Dies motiviert noch einmal die Identifikation von I ( � mit dem axialen Radius in Gl. (6.4). Für die
Diskussion in diesem Kapitel ist der I ( � -Term besonders wichtig, da dieser Term für die Abhängig-
keit des axialen Formfaktors von der Variablen

p
verantwortlich ist.

Umgeschrieben in den oben eingeführten Größen lautet unser Ergebnis für die Formfaktoren
jetzt: / � �qpU� 3 k � � "À k � � ç ( � � p S (7.8)/ � �qpU� 3 ^ � ( n Ü ,ålgkylynPn� n "� (l 5 p 5 "À k � � ç ( � � Þ�S (7.9)/ l �qpU� 3 k lynPn Ü " � ¹ p 5�� (l� (l Þ Y (7.10)

Vergleicht man das Ergebnis für den axialen Formfaktor / � �qpU� mit den Ergebnissen der rela-
tivistischen Einschleifenrechnungen im Rahmen der chiralen Störungstheorie (s. Kapitel 6), so
stellt man fest, dass die von den Schleifengraphen stammenden chiralen Korrekturen zu / � �qpU�
vernachlässigbar klein sind. Der induzierte pseudoskalare Formfaktor / � �qpU� ist durch den ers-
ten Term in Gl. (7.9) dominiert, den so genannten Pionpolterm. Oft werden alle anderen Terme
weggelassen, da sie sehr klein sind. Man spricht dann von der Pionpoldominanzannahme. Zur Mo-
tivation dieser Annahme betrachten wir Gl. (6.20). Im chiralen Grenzfall2 nimmt diese Gleichung
die folgende Form an!

m̊ n G̊ � �qpU� � p!
m̊ n G̊ � �qpr� 3 � § G̊ � �qpr� 3j5 ^ m̊ ( np G̊ � �qpU� Y (7.11)

Der induzierte pseudoskalare Formfaktor G̊ � hat im chiralen Grenzfall also einen Pol für
p § � .

Wenn man nicht mehr den chiralen Grenzfall betrachtet und die nicht verschwindende Masse der
Pionen miteinbezieht, so liegt es nahe, den Pol zu

p 5���(l zu verschieben. Wir berücksichtigen aber
auch, dass / � �qpr� neben diesem Pionpol noch einen Beitrag vom I ( � -Term erhält und deshalb auch
den axialen Radius enthält. Der Pion-Nukleon-Formfaktor /:l �qpU� enthält neben der Konstantenk�l
n�n die im letzten Kapitel diskutierte Goldberger-Treiman-Diskrepanz

¹
.

Die Ausdrücke für die oben angegebenen drei Formfaktoren erfüllen selbstverständlich Glei-
chung (6.20) und respektieren somit die chirale Symmetrie. Die Überprüfung dieser Relation ist
ein erster Test unserer Rechnungen und unseres phänomenologischen Modells. Die Herleitung
der Gl. (6.20) beruht auf der PCAC-Relation (Gl. (2.19)) ohne Anwesenheit der elektromagne-
tischen Wechselwirkung, die wiederum ganz allgemein mit Hilfe des Tricks von Gell-Mann und
Lévy [GL 60] auf Grund der lokalen, chiralen Symmetrie der Lagrange-Dichte der QCD abgeleitet
worden ist (s. Kapitel 2). Eine genaue Herleitung dieser Beziehung ist im Anhang F angegeben.

2Wir erinnern noch einmal daran, dass wir Größen im chiralen Grenzfall mit ì kennzeichnen.
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7.3 Adlers Relation und Pionelektroproduktion

Mit Hilfe der PCAC-Relation (Gl. (2.19)) kann eine chirale Ward-Identität abgeleitet werden3, die
die folgenden drei Greenschen Funktionen miteinander verbindet:� � � 
������� � 3 !�z Ò� � 
 ���É� � � è � ��� � 
 ��� � S (7.12)

wobei die hier auftauchenden drei Greenschen Funktionen mit Hilfe von zeitgeordneten Produk-
ten des elektromagnetischen Stromoperators

� 
 �qÄÅ� , des axialen Stromoperators � 
� �qÄW� und des
pseudoskalaren Dichteoperators

° � �qÄÅ� definiert werden können.
Auf der linken Seite von Gl. (7.12) steht die Größe � 
����� � � , die die Fouriertransformierte des

zeitgeordneten Produkts aus dem elektromagnetischen Stromoperator
� 
 �qÄÅ� und dem isovektori-

ellen Axialvektorstromoperator � 
� �qÄW� ist und die wir im Folgenden als Vektor-Axialvektorstrom-
Tensor bezeichnen werden:� 
����� � � 3 Z Í 	 Ä Ú Â �¦í i k � V � È x SNÇ x ��È � ® � 
 �qÄÅ� � �� � � �|±�È V � È � SNÇ � �#� S3 Z Í 	 Ä Ú � À i k � V � È x SNÇ x ��È � ® � 
 � � � � �� �qÄW�|±�È V � È � SNÇ � �#� Y (7.13)

Dabei steht � für das zeitgeordnete Produkt, das folgendermaßen definiert ist4,� ® � �qÄÅ�O�¦� y �|± 3 � �qÄÅ�O�¦� y �Dø²�qÄ % 5 y % � � �¦� y � � �qÄW�Dø²� y % 5 Ä % � S (7.14)

wobei
ø²�qÄÅ�

die Heavisidesche Stufenfunktion ist. Auf der rechten Seite von Gl. (7.12) steht zum
einen das Matrixelement des axialen Stromoperators,� 
 ��� � 3@� V � È x SNÇ x ��È � 
� � � ��È V � È � SNÇ � �#� S (7.15)

und zum anderen die Fouriertransformierte des zeitgeordneten Produkts aus dem elektromagneti-
schen Stromoperator

� 
 �qÄÅ� und der isovektoriellen pseudoskalaren Dichte
° � �qÄW� :� 
 ����� � 3 Z Í 	 Ä Ú Â �¦í i k � V � È x ��È � ® � 
 �qÄW� ° � � � �|±¿È V � È � �#� S3 Z Í 	 Ä Ú � À i k � V � È x SNÇ x ��È � ® � 
 � � � ° � �qÄÅ�|±�È V � È � SNÇ � �#� Y (7.16)

Die Gl. (7.12) kann auch alternativ mit Hilfe der auf die minimale Substitution zurückgehenden
PCAC-Relation von Adler und Gilman [AG 66] abgeleitet werden. Dazu wertet man diese Rela-
tion zwischen einem aus einem Nukleon bestehenden Endzustand und einem aus einem Nukleon
und einem virtuellen Photon bestehenden Anfangszustand aus. Aus diesem Grund bezeichnet man
Gl. (7.12) auch als

”
Adlers Relation“.

Man beachte, dass die Herleitung dieser Relation auf der PCAC-Relation unter Anwesenheit
der elektromagnetischen Wechselwirkung (Gl. (2.19)) beruht, die allgemein gültig ist und mit
Hilfe der chiralen Symmetrie der QCD-Lagrange-Dichte abgeleitet worden ist. Für die komplette
Herleitung von Gl. (7.12) benötigt man keine Näherungen5 . Deshalb sollte diese Relation in jedem
Modell erfüllt sein, das die chirale Symmetrie respektiert.

3Die genaue Ableitung dieser Gleichung ist im Anhang F zu finden.
4Genau genommen müsste in Gl. (7.13) das kovariante zeitgeordnete Produkt î
ï stehen, das sich vom

”
naiven“

zeitgeordneten Produkt î durch einen
”
seagull“-Term unterscheidet (s. Diskussion in Kapitel 2.4.2 von [Sch 02] und

Anhang F).
5Dies stimmt bis auf Anomalien, die aber von der Ordnung ðÛ=3� A C sind und nicht benötigt werden.
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Die Verbindung zur Pionelektroproduktionsamplitude � � kann mit Hilfe eines interpolieren-
den Pionfeldes hergestellt werden. Dazu betrachten wir das Matrixelement der pseudoskalaren
Dichte

° � �qÄÅ� , ausgewertet zwischen einem Einpionzustand und dem Vakuum [GL 84]:� � È ° � � � ��È R � �����#� 3 "! / l ë ��� e Â � À i k Y (7.17)

Da jedes interpolierende Pionfeld æ � �qÄÅ� durch die Relation� � È æ � �qÄW��È R � ���
�#� 3 ë ��� e Â � À i k (7.18)

definiert ist, können wir das folgende Feld æ � �qÄW� als interpolierendes Pionfeld wählen,æ � �qÄÅ� 3 ! ° � �qÄÅ�/ l 3 ! ° � �qÄÅ�!�� % , % 3 ! Ò��° � �qÄW�� (l , S (7.19)

wobei wir nach dem zweiten und dritten Gleichheitszeichen von Ergebnissen der niedrigsten Ord-
nung der mesonischen chiralen Störungstheorie Gebrauch gemacht haben.

Wendet man den LSZ-Formalismus (Lehmann, Symanzik, Zimmermann) [LSZ 55] mit dem
oben angegebenen interpolierenden Pionfeld æ � �qÄÅ� auf die chirale Ward-Identität aus Gl. (7.12)
an, so erhält man die folgende Gleichung,� 
� 3 _3ñ,òÀ A � v A» 5 ! Ò� z � (ê5ô��(l, � (l � 
 ���É� � 3 _3ñ3òÀ A � v A» � (>5���(l, � (l !�è � ��� � 
 ��� � 5 � � � 
����� � � " Y (7.20)

Die Nomenklatur für die Pionelektroproduktion und das Übergangsmatrixelement � 
� ist im An-
hang E angegeben und die genaue Herleitung der Gl. (7.20) kann im Anhang F gefunden werden.

Damit haben wir eine Verbindung zwischen den in Gl. (7.12) auftauchenden Greenschen Funk-
tionen und der Pionelektroproduktionsamplitude hergestellt. Auf der rechten Seite der Gl. (7.20)
steht sowohl das Matrixelement des axialen Stroms, � 
 � � � , als auch der Vektor-Axialvektorstrom-
Tensor, ��
����� � � , der ebenfalls den axialen Stromoperator enthält. Das legt die Vermutung nahe,
dass man den axialen Formfaktor / � in der Pionelektroproduktion messen kann. Die Frage ist
nur noch, ob sich die Beiträge dieser beiden Greenschen Funktionen zum axialen Formfaktor im
Grenzfall

� (�§ ��(l gerade aufheben oder nicht. Man beachte, dass die chirale Ward-Identität
in Gl. (7.12) für beliebige Werte des Impulsübertrages

�
gültig ist, während die Verbindung zur

Pionelektroproduktionsamplitude durch Gl. (7.20) ein Pion auf der Massenschale erfordert, d.h.� ( 3 � (l .

7.4 Divergenz des Vektor-Axialvektorstrom-Tensors ó ô1õö¿÷ùø ú
In diesem Abschnitt berechnen wir in unserem Modell die Divergenz des Vektor-Axialvektor-
strom-Tensors, d.h. wir kontrahieren den Tensor � 
������� � mit dem Viererimpuls

� � des auslaufenden
axialen Stroms. Dazu müssen wir zuerst die acht in Abbildung 7.1 dargestellten Diagramme be-
rechnen. Den Tensor � 
������� � erhält man dann aus der Amplitude für diese Diagramme, indem man
die Polarisationsvektoren è 
 und è é � 
 wegläßt. Zu jedem Diagramm in Abbildung 7.1 bestimmen
wir mit Hilfe von Gl. (7.20) den Beitrag zur Pionelektroproduktionsamplitude � � , indem wir
angeben, zu welchem Diagramm in Abbildung 7.2 es jeweils einen Beitrag gibt. Die in Abbil-
dung 7.2 gezeigten Diagramme entsprechen dabei den Diagrammen, die man bei einer direkten
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(b)

(d)

(a)

(c)

(f)
(e)

(h)
(g)

Abbildung 7.1: Diagramme des Vektor-Axialvektorstrom-Tensors �©
������� � in unserem phänomeno-
logischen Modell. Der auslaufende axiale Strom ist mit einer geschlängelten Linie und einem Dop-
pelpfeil gekennzeichnet. Die renormierten Vertices erhalten Beiträge von den Lagrange-Dichtens Ê ( Ël�l ,

s Ê ' Ëlyn ,
s Ê ( Ëlyn und

s Ê � Ëlyn . Kontrahiert man den Tensor � 
������� � mit
� � , so erhält man Beiträge zum

axialen Strom und zu � 
 ����� � (s. Text).

70



(a) (b)

(d)(c)

Abbildung 7.2: Die vier Diagramme der Pionelektroproduktionsamplitude � � .
Berechnung von � � betrachten muss. Für das durch � � 3 5 z Ú \ 
 � 
� definierte Übergangsma-
trixelement ��
� erhalten wir in unserem Modell die folgenden Ausdrücke:� 
 � �þ� 3 5 z k l
n�n! � n dÌa� È x � Ü " 5 � } ! � nÇ 5�� (n � z è Þ ª�« Ï � 9 
 � 7 �­Ìa� È � � S (7.21)� 
� � � 3 5 z k�l
n�n! � n dÌa� È x � 9 
 � 7 � Ü " 5 � } ! � nÌ 5�� (n � z è Þ ª « Ï � Ìa� È � � S (7.22)� 
� �þ� 3 5 k l
n�n dÌa� È x � ��!y� 5�7 � 
p 5�� (l � z è ª « è � ��� Ï � Ìa� È � � S (7.23)� 
¾ � � 3 5 "! , dÌa� È x � ¨ ,0kylynPn� n ª 
 � "À k � � ç ( � � � 7 ÷ � 7Ý5 ��� ª 
 5 � 7Ý5 �
� 
 7 }ê�|¬ ª « è � ��� Ï � Ìa� È � � Y(7.24)

Die Größe 9 
 3 9 
 � 7 � bezeichnet den elektromagnetischen Vertex des Nukleons (s. Kapitel 5),
wobei die Nukleonen nicht unbedingt auf der Massenschale sein müssen. Damit ist die Kopplung
eines einlaufenden Photons mit Impuls

7 
 und Polarisationsvektor è 
 an die Nukleonen allgemein
gegeben durch 5 z Ú è 
 9 
 � 7 � Y
Wir erhalten für 9 
 � 7 � den folgenden Ausdruck9 
 � 7 � 3 " � Ï �! ª 
 � "^ � n ® 7 } S ª 
 ± ! É *! � É g! Ï � " Y (7.25)

Da wir bereits die axialen Formfaktoren des Nukleons berechnet haben, können wir auch angeben,
welches Diagramm in Abb. 7.1 zu den Formfaktoren / � �qpr� (s. Gl. (7.8)) und / � �qpU� (s. Gl. (7.9))
beiträgt.
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Für die Kontraktion der Beiträge zum Vektor-Axialvektorstrom-Tensor, die von den ersten
beiden Graphen (Abb. 7.1a und 7.1b) stammen, erhalten wir,� � � � � Á � � 
������� � 3 z ,0k lynPn! � n dÌT� È x � Ü ¹ � ��(l� ( 5�� (l � z è Þ Ü " 5 � } ! � nÇ 5�� (n � z è Þ ª�« Ï � 9 
 ÌT� È � � S(7.26)
wobei Ç 3 � È � � 7 � ( eine der drei Mandelstam-Variablen ist. Mit Hilfe von Gl. (7.20) erhalten wir
aus Gl. (7.26) gerade den Ausdruck für den s-Kanal der Pionelektroproduktionsamplitude, d.h.
wir erhalten gerade Gl. (7.21).

Analog zu den Graphen in Abbildung 7.1a und 7.1b erhalten wir für die Kontraktion der Bei-
träge, die zu den in Abbildung 7.1c und 7.1d gezeigten Graphen gehören, den folgenden Ausdruck:� � � � � Á ¾g� 
������� � 3 z ,0k l
nPn! � n dÌT� È x � 9 
 Ü ¹ � ��(l� ( 5�� (l � z è Þ Ü " 5 � } ! � nÌ 5�� (n � z è Þ ª�« Ï � Ìa� È � � S(7.27)
mit

Ì 3 � È x 5�7 � ( . Benutzen wir wieder Gl. (7.20), so erhalten wir aus Gl. (7.27) den Ausdruck
für den u-Kanal der Pionelektroproduktionsamplitude, d.h. wir erhalten gerade Gl. (7.22).

Für die Kontraktion des zur Abbildung 7.1e gehörenden Beitrages erhalten wir den folgenden
Ausdruck, � � � � ×H� 
��� � � � 3i5 ,0kyl
n�n dÌa� È x � � 
p 5�� (l � z è ª8« è � ��� Ï � Ìa� È � � Y (7.28)

Da dieses Diagramm keinen
"�}8��� ( 5·��(l � -Pol besitzt, trägt es nicht zur Pionelektroproduktions-

amplitude bei. Tatsächlich liefert es einen Teilbeitrag zum Pionpol des induzierten pseudoskalaren
Formfaktor / � �qpU� .

Der noch fehlende Beitrag zum Pionpol von / � �qpr� stammt von dem Diagramm 7.1f. Kontra-
hiert mit

� � ergibt sich für dieses Diagramm nämlich der folgende Beitrag:� � � �üû � 
��� � � � 3i5 ,0k l
n�n dÌa� È x � Ü � (l� ( 5O� (l � z è � 7Ý5 !y��� 
p 5�� (l � z è � � 7.5 !y��� 
p 5�� (l � z è Þ ª « è � ��� Ï � Ìa� È � � Y(7.29)
Der Teil in Gl. (7.29), der nicht zur Pionelektroproduktionsamplitude � 
� beiträgt, d.i. der Anteil
ohne den Faktor

"�}8��� (Û5���(l � , liefert gerade den fehlenden Beitrag zum Pionpol von / � �qpU� . Der
andere Teil liefert unter Anwendung von Gl. (7.20) den Ausdruck für den t-Kanal von � 
� , d.h.
wir erhalten Gl. (7.23).

Wir stellen fest, dass in den Gln. (7.26) bis (7.29) der axiale Radius · � ç ( � � nicht auftaucht,
d.h. die Diagramme 7.1a bis 7.1f enthalten den axialen Radius nicht mehr, wenn sie mit

� � kon-
trahiert werden. Da die bisher diskutierten Beiträge bei Anwendung von Gl. (7.20) den s-, t- und
u-Kanal der Pionelektroproduktionsamplitude liefern, kann der axiale Radius nur im Kontaktgra-
phen von � 
� auftauchen (Abb. 7.2d). Dies hat ja bereits unsere direkte Berechnung ergeben, die
wir als zusätzlichen Test durchgeführt haben. Tatsächlich erhalten wir durch Kontraktion des zur
Abbildung 7.1g gehörenden Beitrages eine Abhängigkeit vom axialen Radius:� � � �þý � 
��� ��� � 3i5 ""�! k � � ç ( � � ® ª 
 � 7ú5 ��� ÷ � 5 � 7.5 �
� 
 � }K± ª�« è � ��� Ï � Y (7.30)

Da in Gl. (7.30) aber kein
"�}8��� ( 5]� (l � -Pol auftaucht, liefert die Anwendung von Gl. (7.20)

auf Gl. (7.30) keinen Beitrag zu ��
� . Allerdings enthält Gl. (7.30) noch Beiträge zu den axialen
Formfaktoren / � �qpr� und / � �qpr� .
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Zum Schluss müssen wir noch den zur Abbildung 7.1h gehörenden Beitrag mit
� � kontrahie-

ren. Wir erhalten das folgende Ergebnis:� � � �þÿ � 
��� ��� � 3 "! Ü " � ��(l� ( 5�� (l � z è Þ ¨ Ü k � � ,0k l
n�n� n ¹ Þ ª 
� "À k � � ç ( � � �r� 7ú5 ��� ÷ 7 ª 
 5 � 7.5 ��� 
 7 }ê� ¬ ª�« è � ��� Ï � Y (7.31)

Gl. (7.31) enthält nicht nur den axialen Radius, sondern auch einen
"�}8��� ( 5�� (l � -Pol. Wenden wir

wieder Gl. (7.20) auf Gl. (7.31) an, so erhalten wir deshalb eine Abhängigkeit der Pionelektropro-
duktionsamplitude vom axialen Radius. Diese Abhängigkeit kann auf den Kontaktgraph von � 
� ,
d.h. auf Abbildung 7.2d, zurückgeführt werden. Der Beitrag zu diesem Diagramm ist in Gl. (7.24)
angegeben. Außerdem erhalten wir noch Beiträge zu den axialen Formfaktoren / � �qpr� und / � �qpU� .
Zusammen mit Gl. (7.30) liefern diese Beiträge gerade den axialen Formfaktor / � �qpU� sowie den
Teil von / � �qpr� , der für die

� ç ( � � -Abhängigkeit von / � �qpr� verantwortlich ist.
Der komplette Ausdruck für die Pionelektroproduktionsamplitude konnte durch Anwenden

von Gl. (7.20) auf die Divergenz des Vektor-Axialvektorstromtensors hergeleitet werden. Der erste
Term in Gl. (7.20) liefert keinen Beitrag zu � 
� , da er keinen

"�}8��� ( 5�� (l � -Pol hat.

7.5 Berechnung von ó ô ö��)ø ú und Test von Adlers Relation

Da wir im Zusammenhang mit den axialen Formfaktoren des Nukleons das Axialstrommatrix-
element � 
 ��� � bereits berechnet haben, müssen wir zur Überprüfung der chiralen Ward-Identität
aus Gl. (7.12) nur noch � 
 ���É� � berechnen. Dazu betrachten wir die in Abbildung 7.3 gezeigten
Diagramme.

Die Greensche Funktion � 
 ���É� � erhält man aus der Amplitude für die in Abbildung 7.3 darge-
stellten Diagramme, indem man den Polarisationsvektor des Photons, è 
 , wegläßt. Das Ergebnis
für die beiden s-Kanal Diagramme 7.3a und 7.3b lautet dann:� � � Á � � 
 ���É� � 3 � % ,0k�l
nPn! � n � (l dÌT� È x � Ü ¹ � ��(l� ( 5ô� (l � z è Þ Ü " 5 � } ! � nÇ 5�� (n � z è Þ ª�« Ï � 9 
 Ìa� È � � Y(7.32)
Analog erhält man für die beiden u-Kanal Diagramme 7.3c und 7.3d:� � � Á ¾
� 
 ���É� � 3 � % ,�k�l
n�n! � n � (l dÌa� È x � 9 
 Ü ¹ � ��(l� ( 5�� (l � z è Þ Ü " 5 � } ! � nÌ 5�� (n � z è Þ ª�« Ï � Ìa� È � � Y(7.33)
Man beachte die Ähnlichkeit der Gln. (7.32) und (7.33) mit den Gln. (7.26) und (7.27).
Für die restlichen Diagramme aus Abb. 7.3 erhalten wir die folgenden Ausdrücke:� � × � 
 ����� � 3 zx� % ,�k�l
n�n! � n dÌa� È x �Å� 7 } 5 � }>� � 7ú5 !y��� 
��� ( 5ô� (l � z è �H�qp 5�� (l � z è � ª « è � ��� Ï � ÌT� È � � S(7.34)� �üû � 
 ���É� � 3 5 zx� % ,�k�l
n�n! � n � (l dÌa� È x �Â¹ ª 
 ª�« è � ��� Ï � Ìa� È � � S (7.35)� �þý � 
 ���É� � 3 5 zM� % ,0kylynPn! � n ��� ( 5�� (l � z è � dÌT� È

x � ¨ ª 
 � "À � ç ( � � �r� 7ú5 ��� ÷ 7 ª 
 5 � 7Ý5 ��� 
 7 }ê�|¬� ª « è � ��� Ï � ÌT� È � � Y (7.36)
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(a) (b)

(c) (d)

(f)(e)

(g)

Abbildung 7.3: Diagramme der Greenschen Funktion �Ô
���É� � , die die pseudoskalare Dichte enthält.
Die gepunktete Linie mit dem Doppelpfeil kennzeichnet die pseudoskalare Dichte.
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Die in diesem Kapitel angegebenen Ausdrücke für ��
������� � , � 
 ���É� � und � 
 ��� � erfüllen Gl.

(7.12) und respektieren somit die chirale Symmetrie, wie das auch sein sollte. Damit ist die Über-
prüfung von Adlers Relation abgeschlossen. Wir erwähnen an dieser Stelle noch einmal, dass Gl.
(7.12) einen Test für jedes Modell darstellt und exakt, d.h. ohne irgendwelche Modifikationsterme
wie sie z.B. in [Hab 00] auftauchen, erfüllt sein muss6.

7.6 Haberzettls Berechnung von ó ôú
Der Vektor-Axialvektorstrom-Tensor ��
������� � ist bereits in [Hab 00] berechnet worden. Ausgehend
von der Definition der axialen Formfaktoren (Gl. (6.1)) sind in diesem Papier unter Benutzung
von Gl. (6.20) verschiedene Vertices abgeleitet worden. Mit Hilfe der in [Hab 97] beschriebenen
Eichableitungsmethode (engl.: gauge derivative method) ist an die einzelnen Vertices dann jeweils
ein Photon angekoppelt und somit � 
������� � berechnet worden. Bei den Ergebnissen ist vor allem der
Ausdruck für das Diagramm, das den Kontaktgraph der Pionelektroproduktionsamplitude enthält
(s. Fig. 3 in [Hab 00]) interessant, da er keine Abhängigkeit vom axialen Radius · � ç ( � � und
damit auch nicht den axialen Formfaktor / � �qpU� enthält. Deshalb ist in [Hab 00] die Behauptung
aufgestellt worden, dass der axiale Formfaktor in der Pionelektroproduktion an der Schwelle nicht
gemessen werden kann. Das Ergebnis steht im Widerspruch zu allen bisherigen Rechnungen (s.
z.B. [NS 62, VZ 72, SK 91]) und auch zu den Ergebnissen unseres phänomenologischen Modells.
Wie bereits erwähnt, hat dieses Ergebnis zu einer kontroversen Diskussion in den letzten Jahren
geführt [Gui 01, BKM 01, Hab 01]. In [Hab 01] ist dabei kritisiert worden, dass bisher keiner
genau sagen konnte, an welchem Punkt in der Herleitung aus [Hab 00] ein Fehler aufgetreten sein
soll. Mit Hilfe des in diesem Kapitel vorgestellten phänomenologischen Modells sind wir in der
Lage, die in [Hab 00] durchgeführten Rechnungen genau zu untersuchen. Es zeigt sich, dass die
auf der minimalen Substitution beruhende Eichableitungsmethode [Hab 97] die chirale Symmetrie
nicht respektiert. Die Anwendung dieser Methode führt in diesem Fall zu falschen Ergebnissen und
damit letzten Endes zu der widersprüchlichen Behauptung in [Hab 00].

Zur Verdeutlichung betrachten wir den Ausdruck für den RWV�V -Vertex und koppeln an diesen
mit der Eichableitungsmethode ein Photon an. Der Ausdruck für die Kopplung eines auslaufenden
Pions mit Viererimpuls

� 
 3 � È � 5 È x � 
 und Isospinindex
z

an die Nukleonen lautet:"! � n kyl
n�n � È } � 5 È } x � ª�« Ï � Y (7.37)

Wenden wir auf Gl. (7.37) die Eichableitungsmethode an, so liefern die in [Hab 97] angegebenen
Regeln für ein Photon mit Impuls

7 
 den folgenden Ausdruck:; kylynPn! � n � È } � 5 È } x � ª « Ï � ë ��� 5 � È � 5 È
x �r� < 
 3 ; k�l
n�n! � n � } ª « Ï � ë ��� 5 � È � 5 È

x �r� < 
3 k lynPn! � n ª � ª�« $ � � Ï � % 
 ë ��� � È
x 5 È � 5�7 �3 kylynPn! � n ª 
 ª8« 2 l��� Ï � Y (7.38)

In der zweiten Zeile haben wir von den Gln. (A7) und (A11) in [Hab 97] Gebrauch gemacht. In
der letzten Zeile haben wir die Delta-Distribution vernachlässigt und benutzt, dass die Eichablei-
tungsmethode auf einen Pionimpuls wie folgt wirkt (vgl. Gl. (A10) in [Hab 97]):$ � � Ï � % 
 3 2 l��� Ï � k 
�� Y6Dies gilt unter der Voraussetzung, dass wir Anomalien der Ordnung ðÛ=3� A C vernachlässigen.
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Dabei ist 2 l��� der Ladungsoperator für das Pion und gegeben durch2 l��� 3 z Ú è � ��� S Úäß �8Y
Der Ausdruck für den Kontaktgraph der Pionelektroproduktionsamplitude ( ª RWV�V -Vertex) in un-
serem Modell lautet:¨ k�l
nPn! � n ª 
 � k � � ç ( � �"�! , l �r� 7.5 ��� ÷ 7 ª 
 5�7 }0� 7Ý5 ��� 
 � ¬ ª8« 2 ���l Ï � Y (7.39)

Der Vergleich von Gl. (7.39) mit Gl. (7.38) zeigt, dass die Eichableitungsmethode nur den ersten
Teil des Kontaktgraphen liefert. Der zweite Teil, der den axialen Radius enthält, wird durch diese
Methode nicht erzeugt. Damit ist geklärt, warum der Ausdruck für das Diagramm 7.1h in [Hab 00]
keine Abhängigkeit vom axialen Radius · � ç ( � � enthält.

In der chiralen Störungstheorie verwendet man für jede Ordnung im Impuls- und Quarkmas-
senzählschema die allgemeinste, mit den Symmetrien der QCD verträgliche effektive Lagrange-
Dichte. Betrachtet man keine Schleifenbeiträge, so erzeugt bis zur Ordnung

�����É���
nur ein einziger

Term im axialen Formfaktor die Abhängigkeit von
p
, nämlich der Term, der proportional zur Nie-

derenergiekonstanten I ( � ist. Zur Erinnerung geben wir ihn hier noch einmal an:s Ê � Ël
n 3 YZYZY � d8 "! I ( �� ^�RW, � ( ª 
 ª�« J { � SN� Â
��RK 8 � YZYZY�Y (7.40)

Um zu sehen, zu welchen Vertices dieser Term Beiträge liefert, entwickeln wir die Größe
� � � Â
��nach den Pionfeldern:� � � Â
�� 3 � � Ì ® � 
 � Ã � 5 Æ � � 5�� � � Ã 
 5 Æ 
 � 5 z ® Ã 
 5 Æ 
 SrÃ � 5 Æ � ±@±�Ì ã5 Ì ã ® � 
 � Ã � � Æ � � 5�� � � Ã 
 � Æ 
 � 5 z ® Ã 
 � Æ 
 SrÃ � � Æ � ±@±�Ì3 5 ! � � � � 
 Æ � 5�� � Æ 
 � � !�z � � � ® Ã 
 S Æ � ± 5 ® Ã � S Æ 
 ±q�� z! , % � � ® æ0S � 
 Ã � 5�� � Ã 
 ± � ", % � � ® æ S ® Ã 
 SrÃ � ±@± � ", % � � ® æ S ® Æ 
 S Æ � ±@± � ��� R ( � Y
(7.41)

Wir diskutieren jetzt die in Gl. (7.41) angegebenen Beiträge mit höchstens einem Pionfeld æ �qÄÅ� .
Der Beitrag zum axialen Formfaktor kommt von dem Term5 ! � � � � 
 Æ � 5�� � Æ 
 � Y
Er ist für die Identifikation des I ( � -Terms mit dem axialen Radius verantwortlich. Der Kontakt-
graph des Vektor-Axialvektorstrom-Tensors (Diagramm 7.1) erhält durch den Term!�z � � � ® Ã 
 S Æ � ± 5¥® Ã � S Æ 
 ±q�
seine Abhängigkeit vom axialen Radius. Es tritt aber auch ein Term auf, der einen Beitrag zum
Kontaktgraph der Pionelektroproduktion, d.h. zum ª RWV�V -Vertex, liefert:z! , % � � ® æ S � 
 Ã � 5ô� � Ã 
 ± Y
Die Verknüpfung dieser drei Vertices miteinander ist eine direkte Konsequenz aus der chiralen
Symmetrie. So ist z.B. die Verknüpfung des Kontaktgraphen des Vektor-Axialvektorstrom-Tensors
mit dem Kontaktgraph der Pionelektroproduktion durch Gl. (7.20) gegeben. Die letzten beiden
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Terme in Gl. (7.41) enthalten zwei Vektor- bzw. zwei Axialvektorfelder und tragen deshalb zu
keinem in dieser Arbeit diskutierten Vertex bei.

Wir stellen fest, dass wir einen Beitrag zum ª RWV�V -Vertex, aber keinen Beitrag zum RWV�V -
Vertex erhalten. Koppelt man mit Hilfe der minimalen Substitution ein Photon an den RWV�V -
Vertex an, so ist zwar die Eichinvarianz erfüllt, nicht aber die aus der chiralen Symmetrie fol-
genden Bedingungen, d.h. die Eichableitungsmethode aus [Hab 97] respektiert nicht die chirale
Symmetrie.

Die Aussage von Haberzettl [Hab 00], dass der axiale Formfaktor in der Pionelektroproduktion
nicht gemessen werden kann, erweist sich somit als unbegründet. Die in diesem Papier verwendete
Eichableitungsmethode produziert nicht die richtigen Ergebnisse. Alle bisherigen Rechnungen in
diesem Gebiet, wie z.B. [NS 62, VZ 72, SK 91], behalten weiterhin ihre Gültigkeit.

7.7 Der ”soft-pion“-Grenzfall

In diesem Abschnitt wollen wir Adlers Relation aus Gl. (7.12) im so genannten
”
soft-pion“-

Grenzfall betrachten, d.h. wir betrachten den Grenzfall
� 
 § � . Dabei setzen wir zuerst den

Dreierimpuls õ� Null und betrachten dann
� % § � . In diesem Grenzfall können wir sogar modellu-

nabhängig zeigen, dass der Tensor � 
����� � � den axialen Formfaktor / � enthält [Gui 01].
Bei der Berechnung von

� � � 
������� � muss man die Diagramme aus Abbildung 7.1 betrachten.
Für

� 
 § � liefern von diesen Diagrammen nur die s- und u-Kanal Diagramme einen von Null
verschiedenen Beitrag zur Divergenz von ��
������� � , d.h. nur die Diagramme liefern einen Beitrag,
bei denen ein Faktor

"�}8� Ç 5���(n � bzw.
"�}8�qÌ 5��X(n � auftaucht. Die s- und u-Kanal-Diagramme

enthalten nämlich als Einzige im
”
soft-pion“-Grenzfall einen

"�}��
-Pol:_,ñ3òÀ A ��% � 
 "Ç 5ô� (n � z è 3 _3ñ3òÀ A ��% � 
! È x ÷ � � � ( � z è
3 "! È x � % � z è S (7.42)_3ñ3òÀ A �4% � 
 "Ì 5ô� (n � z è 3 _3ñ3òÀ A ��% � 
5 ! È � ÷ � � � ( � z è
3i5 "! È �q� % � z è S (7.43)_3ñ3òÀ A ��% � 
p 5O� (l � z è 3 _3ñ3òÀ A ��% � 
� ( 5�� (l � z è 3 �8Y (7.44)

Dieser Punkt ist seit langer Zeit bekannt und bereits in [Adl 65] erwähnt worden.
Als Nächstes zeigen wir, dass in den s- und u-Kanal-Diagrammen im

”
soft-pion“-Grenzfall

kein axialer Formfaktor auftauchen kann. Der axiale Formfaktor kommt bei diesen Diagrammen
durch den � V�V -Vertex ins Spiel, d.h. durch die Kopplung des axialen Stroms an die Nukleonen.
Dabei müssen wir noch beachten, dass in diesen Diagrammen ein Nukleonpropagator auftaucht
und deshalb beim � V�V -Vertex immer genau eine Nukleonlinie nicht auf der Massenschale ist.
Aus diesem Grund führen wir eine Formfunktion / � �qp S�È (� S�È ( x � ein, die für den Fall, dass beide
Nukleonen auf der Massenschale sind, in den axialen Formfaktor übergeht, / � ��� ( S ��(n S ��(n � 3/ � �qpU� . Für das s-Kanal-Diagramm entwickeln wir diese Formfunktion nach

¹ 3 ! È x ÷ � � � ( ,/ � ��� ( SNÇ�S ��(n �Ç 5�� (n � z è 3 "¹ � / � ��� ( S � ( n S � ( n � � ¹ /0é� ��� ( S � ( n S � ( n � � ���Ï¹ ( � � 3 / � �qpU�¹ � ���Ï¹ % �
und erhalten dann im

”
soft-pion“-Grenzfall:_3ñ3òÀ � �4% � 
 / � ��� ( SNÇgS ��(n �Ç 5�� (n � z è 3 k �! È x � % Y (7.45)
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Für das u-Kanal-Diagramm entwickeln wir die Formfunktion nach
¹ 3i5 ! È � ÷ � � � ( und ersetzenÇ durch

Ì
. Damit haben wir modellunabhängig gezeigt, dass im

”
soft-pion“-Grenzfall

� � � 
����� � �
den axialen Formfaktor nicht mehr enthält.

Berechnet man jetzt � 
 ����� � mittels Gl. (7.12), so erhalten wir lediglich einen Beitrag zum
axialen Formfaktor, nämlich den vom Matrixelement des axialen Stroms, � 
 � � � ,_3ñ,òÀ � ��% / � �r� È � 5 È x � ( � 3 _3ñ3òÀ � �4% / � �r� 7ú5 �
� ( � 3 / � � 7 ( ���3 / � � � � 3 k � Y (7.46)

Es gibt hier also keine zwei Beiträge, die sich aufheben können, d.h. im
”
soft-pion“-Grenzfall

enthält � 
 ���É� � den axialen Formfaktor.

7.8 Messung des axialen Formfaktors in der Pionelektroproduktion

Wir haben gesehen, dass der axiale Formfaktor / � in der Pionelektroproduktion auftaucht. In
diesem Abschnitt beschreiben wir, wie man ihn experimentell in einem Pionelektroproduktions-
experiment bestimmen kann7. Die Theorie der Pionelektroproduktion ist im Anhang E zusammen-
gefasst. Als Beispiel betrachten wir ein in Mainz durchgeführtes Experiment [Lie+ 99]. In diesem
Experiment ist der Wirkungsquerschnitt für die R Á -Elektroproduktion am Proton bei einer invari-
anten Masse von � 3 � Ç 3 "
"�! � MeV, d.h. ^gÀ MeV über der Pionschwelle bei drei verschie-
denen Werten für den Impulsübertrag 2 (ú3 5Û78(

gemessen worden: 2 ( 3 �8Y "
"�� SÅ�8Y " �
��Sû�8Y !��y�
(GeV/c)

(
.

Der differentielle Wirkungsquerschnitt für die Pionelektroproduktion kann in einen leptoni-
schen und einen hadronischen Anteil aufgeteilt werden (s. Gl. (E.43) im Anhang E). In paralleler
Kinematik, bei der das Pion in Richtung des ausgetauschten virtuellen Photons emittiert wird, be-
steht der hadronische differentielle Wirkungsquerschnitt (s. Gl. (E.46) im Anhang E) aus einem
transversalen und einem longitudinalen Anteil. Im Schwerpunktsystem des hadronischen RWV -
Endzustandes erhält man:

d
D

d ���l 3 d
D Î

d ���l � è d
DûM

d ���l Y (7.47)

Eine Rosenbluthseparation, bei der d
Ä

d � ï» gegen è aufgetragen wird, liefert dann den transversa-

len und longitudinalen differentiellen Wirkungsquerschnitt. Aus dem transversalen Wirkungsquer-
schnitt extrahiert man zuerst den ¿ %UÁ -Multipol (s. Gl. (E.52) und Gl. (E.33) im Anhang E). Zur
Extraktion des axialen Formfaktors aus dem ¿ %UÁ -Multipol ist ein Modell [DT 92] verwendet wor-
den, da die chirale Störungstheorie erst bei einer Messung mit einer invarianten Masse, die näher
an der Pionschwelle liegt, angewendet werden kann. Aus den experimentellen Daten für den axia-
len Formfaktor ist dann durch einen Dipolfit die so genannte axiale Masse h � und der axiale
Radius · � ç ( � � bestimmt worden,/ � � 2 ( � 3 / � � � �� " � 2 ( } h (� � ( U � ç ( � � 3i5 À/ � � � � Í�/ � � 2 ( �Í�2 ( ����� ³ A � % 3 "�!h (� Y (7.48)

Das Ergebnis der Messungen war für den axialen Radius · � Åç ( � � 3 � �8Y À � � � �8Y � !
��� fm und für
die axiale Masse Åh � 3 �#" Y � �
� ���8Y � � � � GeV.

7Der axiale Formfaktor kann auch noch in der quasielastischen Neutrinostreuung am Proton 	
 ����
�� a�� ���
[Fan+ 80, Ahr+ 87, Ahr+ 88] bzw. am Deuteron 
 ������� a�� ��
���
������! #"%$&"%')( (z.B. [Bak+ 81, Kit+ 83, Kit+ 90])
bestimmt werden.
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Bei den angegebenen Werten muss man noch eine Schleifenkorrektur berücksichtigen: Eine���������
-Rechnung im Rahmen der chiralen Störungsrechnung für schwere Baryonen (HB ; PT) lie-

fert für den ¿ %UÁ -Multipol [BKM 92]¿ Ê Â Ë%mÁ � 7 ( � 3 Ú k ��yRW,ål ¨ " � 78(À � ç ( � � � 78(^ � ( n Ü É ¸ � "! Þ 5 � l� n � Ð4h (l � 78("�! �y, (l Ü " 5 "�!R ( Þ� ����� � � K Y
Die Nomenklatur für die Multipole ist ebenfalls in Anhang E angegeben. Das Minuszeichen gibt
die Isospinkomponente (s. Gl. (E.17)) an. Die Konstante Ð ist für unsere Diskussion nicht von
Bedeutung, da sie nicht von

7 (
abhängt. Der letzte Term ist die führende Ordnung einer Schlei-

fenkorrektur. Er ist bei der oben angegebenen Messung des axialen Radius nicht berücksichtigt
worden, d.h. � Åç ( � � 3 � ç ( � � � �À�^�, (l Ü " 5 "�!R ( Þ Y (7.49)

Dieser Korrekturterm hat den Wert
5 �8Y �y^g�
À fm

(
und stellt eine

" � ê -Korrektur zum eigentlichen
Wert dar. Damit ist die kleine Diskrepanz zwischen den Werten für den axialen Radius aus der
Pionelektroproduktion und denen aus der quasielastischen Neutrinostreuung geklärt [BKM 92].

In einem neuen Experiment wird die R Á -Elektroproduktion bei einer invarianten Masse von" ����^ MeV, d.h. � MeV über der Pionschwelle bei Impulsüberträgen von 2 ( 3 �8Y " �
À�SÅ�8Y � � � und�8Y � � � untersucht [Neu+ 98]. Dies ist nah genug an der Pionschwelle, damit die chiralen Störungs-
theorie getestet werden kann. Auf Grund der kurzen Lebensdauer des Pions von Ï 3 ! À�Y � �
�É� � � ns
[PDG 02] ist ein neues so genanntes

”
short-orbit“-Spektrometer entwickelt worden, bei dem die

Pionen jetzt nur noch eine Flugstrecke von
" Y À m zurücklegen müssen.
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Kapitel 8

Zusammenfassung

In dieser Arbeit haben wir die Formfaktoren des Nukleons in einer relativistischen Formulierung
der chiralen Störungstheorie für Nukleonen bis zur Ordnung

������	��
berechnet. Wir haben dabei

ein neues Renormierungsschema [GJW 99] verwendet, in dem die Schleifendiagramme das chira-
le Zählschema respektieren. Das neue Renormierungsschema besteht darin, die regulären Terme
abzuziehen, die von einer kleineren Ordnung sind als es das chirale Zählschema vorgibt und die-
se Terme in den Niederenergiekonstanten zu absorbieren. Im Einzelnen haben wir die folgenden
Formfaktoren berechnet und unsere Ergebnisse mit den Ergebnissen der Infrarotregularisierung
von Becher und Leutwyler [BL 99] verglichen:* Den skalaren Formfaktor des Nukleons,* die elektromagnetischen Formfaktoren des Nukleons,* die axialen Formfaktoren des Nukleons.

An Hand der
�����y���

-Ergebnisse für den skalaren Formfaktor kann man die Probleme der nicht-
relativistischen HB ; PT erkennen. Das Ergebnis der HB ; PT divergiert an der Stelle

p 3 ^ �c(l ,
während die Ergebnisse der relativistischen Rechnungen im gesamten Niederenergiebereich kon-
vergieren (Abb. 4.3). Die Polstelle wird vom so genannten Dreiecksgraphen (Abb. 4.1a) erzeugt,
bei dem für

p 3 ^ � (l der Impulsübertrag gerade groß genug ist, damit die beiden Pionen auf der
Massenschale sein können. Die Ergebnisse der Ordnungen

���������
und

������	��
sind in den Abbil-

dungen 4.2 und 4.4 dargestellt. Dabei ist in Abbildung 4.4 die Konstante
Ú (r( und eine Kombination

der Konstanten
Ú � f , Ú 'r' « und

Ú 'r' + (s. Gl. (4.28)) aus
s Ê 	 Ël
n an die Werte für den

D
-Term und den

Cheng-Dashen-Punkt angepasst worden, so dass der Unterschied zwischen den beiden relativisti-
schen Renormierungsschemen kaum zu erkennen ist.

Bei den elektromagnetischen Formfaktoren existieren je zwei für das Proton und Neutron.
Für diese beiden Formfaktoren existieren zwei verschiedene Darstellungsmöglichkeiten, nämlich
die Dirac- und Pauli-Formfaktoren oder die Sachs-Formfaktoren. Parametrisiert man das Matri-
xelement des elektromagnetischen Stromoperators durch die Dirac- und Pauli-Formfaktoren, so
erhält man einen besonders einfachen Ausdruck (Gl. (5.1)). Deshalb sind die Dirac- und Pauli-
Formfaktoren die natürlichen Größen in jeder relativistischen Formulierung. Die Sachs-Formfak-
toren hingegen entstehen in der nichtrelativistischen HB ; PT als natürliche Größen. Eine

����� 	 �
-

Rechnung liefert den Dirac-Formfaktor bis zur Ordnung
���������

und den Pauli-Formfaktor bis
zur Ordnung

����� ( �
. Kombiniert man diese beiden Formfaktoren zu den Sachs-Formfaktoren,

so erhält man / r bis zur Ordnung
�����
���

und / 1 bis zur Ordnung
����� ( �

(s. Gl. (5.28)). Der
graphische Verlauf der Dirac- und Pauli-Formfaktoren für Proton und Neutron ist in Abbildung
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5.2 dargestellt und die elektrischen und magnetischen Sachs-Formfaktoren sind in Abbildung 5.5
zu finden. Zur Berechnung dieser Graphen sind die Konstanten

Ú « 	 und
Ú - 	 an die elektrischen

und magnetischen Radien angepasst worden. Die Ergebnisse in der Infrarotregularisierung aus
[KM 01] sind in diesen Abbildungen ebenfalls dargestellt. Ein Vergleich zeigt, dass mit Ausnahme
von / - r unsere Ergebnisse mit denen der Infrarotregularisierung übereinstimmen. In Abbildung
5.4 haben wir unsere

����� � �
-Ergebnisse mit denen aus der Infrarotregularisierung und mit den

Ergebnissen der HB ; PT [Ber+ 98] verglichen. Mit Ausnahme des elektrischen Formfaktor des
Neutrons, bei dem sich alle drei Beschreibungen unterscheiden, stimmen unsere Ergebnisse im
Wesentlichen wieder mit denen der Infrarotregularisierung überein, während es Unterschiede zu
den HB ; PT-Ergebnissen gibt. Diese Unterschiede stammen daher, dass die Beiträge von höher-
en Ordnungen in einer relativistischen Beschreibung anders behandelt werden als in der HB ; PT.
Die Beiträge höherer Ordnungen spielen bei den Formfaktoren des Neutrons eine entscheidende
Rolle. Das erkennt man durch Vergleich der

����� � �
-Resultate mit den

����� 	 �
-Resultaten. Beim

sehr kleinen elektrischen Formfaktor des Neutrons stimmen z.B. die experimentellen Daten für/ - r [Ede+ 94, Her+ 99, Pas+ 99, Ost+ 99] mit den
����� � �

-Resultaten besser überein als mit den������	��
-Resultaten. Beim magnetischen Formfaktor des Neutrons liegen die experimentellen Daten

[Ank+ 94, Ank+ 98, Kub+ 02] zwischen den Resultaten der Ordnungen
�����8���

und
�����y	��

. Dies
legt die Vermutung nahe, dass zur Beschreibung der sehr genau gemessenen Daten in der chiralen
Störungstheorie eine Zweischleifenrechnung notwendig ist.

Die Ergebnisse für die beiden axialen Formfaktoren, den axialen Formfaktor / � �qpU� und den
induzierten pseudoskalaren Formfaktor / � �qpU� , sind in Abbildung 6.6 dargestellt. Da wir hier per-
fekte Isospininvarianz angenommen haben, erhalten wir keinen Beitrag zum induzierten pseudo-
tensoriellen Formfaktor / Î �qpU� . Unsere Ergebnisse stimmen mit denen der Infrarotregularisierung
fast exakt überein. Dabei wird / � �qpr� fast komplett durch k � � "�} À � ç ( � � p wiedergegeben und/ � �qpr� wird durch den Term

5 ^ � n&,0kylynPn }8�qp 5â��(l � dominiert, d.h. von den Schleifenintegralen
erhält man nur eine sehr schwache Abhängigkeit von der Variablen

p
. Dies kommt daher, dass der

einzige Schleifengraph, der eine
p
-Abhängigkeit liefert, aus zwei Nukleonpropagatoren und nur

einem Pionpropagator besteht. Da die Nukleonen eine deutlich größere Masse als die Pionen ha-
ben, ist hier die

p
-Abhängigkeit unterdrückt. Bei der Berechnung des in Abbildung 6.2 gezeigten

Pionpolgraphen des axialen Stroms, den man neben dem einteilchen-irreduziblen Vertex zur Be-
stimmung von / � �qpU� und / � �qpU� benötigt, konnten wir die Ergebnisse mit [Fea+ 97] vergleichen.
Zur weiteren Überprüfung der Ergebnisse haben wir mit Hilfe des Pion-Nukleon-Formfaktors,/ l �qpU� , dessen graphischer Verlauf in Abbildung 6.7 zu sehen ist, die Relation aus Gl. (6.20) ge-
testet. Diese Relation geht auf die PCAC-Relation unter Abwesenheit der elektromagnetischen
Wechselwirkung zurück und hat allgemeine Gültigkeit.

Mit der Infrarotregularisierung und dem hier beschriebenen Renormierungsverfahren existie-
ren zwei relativistische Formulierungen der chiralen Störungstheorie für Baryonen, die im Rah-
men einer Einschleifenrechnung gleichberechtigt verwendet werden können. Der große Vorteil der
neuen Methode ist, dass die Integrale im Vergleich zur Infrarotregularisierung nicht in zwei Teile
aufgespalten, sondern wie bisher mit Hilfe der dimensionalen Regularisierung berechnet werden.
Die Erweiterung auf Integrale mit zwei Schleifen stellt daher keine Schwierigkeit dar. Ein weite-
rer Vorteil ist, dass wir nur eine endliche Anzahl an Gegentermen benötigen, da wir im Vergleich
zur Infrarotregularisierung nur Terme abziehen, die kleiner als die Ordnung des jeweiligen Dia-
gramms sind. Das große Potential der neuen Methode liegt in ihrer universellen Einsetzbarkeit: Sie
kann bei Problemen angewandt werden, die entstehen, wenn eine effektive Theorie Freiheitsgrade
beinhaltet, die im chiralen Grenzfall nicht verschwinden. Mit Hilfe dieser Methode existiert z.B.
auch ein konsistentes Zählschema, wenn man die Vektormesonen explizit berücksichtigt [FGS 02].
Auch das

¹
könnte möglicherweise miteinbezogen werden, um somit die Breite des

¹
und die
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Phasenverschiebungen in der RWV -Streuung beschreiben zu können [ET 98].
Der zweite Teil dieser Arbeit beschäftigte sich mit der Frage, ob der axiale Formfaktor des

Nukleons in der Pionelektroproduktion gemessen werden kann. Wir haben dazu ein phänome-
nologisches Modell aufgestellt, das einerseits alle Symmetrien der Lagrange-Dichte der QCD
respektiert, d.h. insbesondere die chirale Symmetrie, und alle relevanten Terme produziert, an-
dererseits relativ einfach nachzuvollziehende Rechnungen enthält [FS 02]. Das Modell basiert auf
den Lagrange-Dichten der chiralen Störungstheorie, nur dass wir keine Schleifengraphen berech-
nen. Wir benutzen diese Baumgraphennäherung, da die Schleifengraphen chirale Korrekturen zu
unseren Ergebnissen liefern, die im Rahmen der HB ; PT berechnet wurden und unter Kontrolle
sind. Als ein erster Test unseres Modells haben wir die axialen Formfaktoren des Nukleons aus-
gerechnet und gesehen, dass alle wichtigen Terme der

����� 	 �
-Rechnung produziert worden sind.

Die Ergebnisse erfüllen selbstverständlich auch die Relation zwischen den axialen Formfaktoren
und dem Pion-Nukleon-Formfaktor aus Gl. (6.20).

In unserem phänomenologischen Modell haben wir eine chirale Ward-Identität überprüft, die
die folgenden drei Greenschen Funktionen miteinander verknüpft:� � � 
����� � � 3 !�z Ò� � 
 ����� � � è � ��� � 
 � � � Y (8.1)

Auf der linken Seite von Gl. (8.1) steht der in Gl. (7.13) definierte Vektor-Axialvektorstrom-Tensor� 
����� � � , der die Fouriertransformierte des zeitgeordneten Produkts aus dem elektromagnetischen
Stromoperator

� 
 �qÄW� und dem isovektoriellen Axialvektorstromoperator � 
� �qÄÅ� ist. Diese Größe
geht z.B. in die Bestimmung des strahlungsbegleiteten Myoneinfangs am Proton ein [Fea 80]. Auf
der rechten Seite steht neben der Größe ��
���É� � , die die Fouriertransformierte des zeitgeordneten
Produkts aus dem elektromagnetischen Stromoperator

� 
 �qÄW� und der isovektoriellen pseudoska-
laren Dichte

° � �qÄÅ� ist (s. Gl. (7.16)), noch das Matrixelement des axialen Stromoperators � 
 � � �
(s. Gl. (7.15)). Gl. (8.1) ist das erste Mal von Adler und Gilman [AG 66] mit Hilfe der minimalen
Substitution abgeleitet worden und trägt daher den Namen Adlers Relation. Im Anhang F haben
wir explizit gezeigt, wie man diese Relation mit Hilfe der PCAC-Relation herleiten kann. Bei
der Herleitung haben wir nur von der chiralen Symmetrie der QCD und ihrer expliziten Berech-
nung durch die Quarkmassen Gebrauch gemacht. Deshalb ist Adlers Relation allgemein gültig und
die Überprüfung dieser Relation kann als ein Test unseres Modells angesehen werden. Mit Hilfe
von Gl. (7.20) konnten wir eine Verbindung zwischen �Ô
���É� � und der Pionelektroproduktions-
amplitude � � herstellen. Im Wesentlichen erhält man � � durch Multiplikation von � 
 ���É� � mit� ( 5�� (l und anschließender Bildung des Grenzüberganges

� ( §©� (l . Kombiniert man diese bei-
den Gleichungen, so erhält man eine Verbindung zwischen der Pionelektroproduktionsamplitude,
dem Vektor-Axialvektorstrom-Tensor und dem Matrixelement des axialen Stroms. Da der axiale
Formfaktor / � sowohl in dem Matrixelement des axialen Stromoperators als auch im Vektor-
Axialvektorstrom-Tensor enthalten ist, erhält man eine Verbindung der Pionelektroproduktions-
amplitude mit dem axialen Formfaktor. Die Frage ist nur noch, ob sich die verschiedenen Beiträge
des axialen Formfaktors zu � � gerade aufheben oder nicht.

In unserem Modell haben wir zuerst die Divergenz des Vektor-Axialvektorstrom-Tensors be-
rechnet und zu jedem der acht Diagramme aus Abbildung 7.1 die Beiträge zur Pionelektropro-
duktionamplitude und den axialen Formfaktoren bestimmt. Es hat sich herausgestellt, dass nur ein
einziger Beitrag zur Pionelektroproduktionsamplitude existiert, der auch den axialen Radius und
somit den axialen Formfaktor enthält. Dieser Beitrag kommt von dem Diagramm aus Abbildung
7.1h. In einer direkten Berechnung der Pionelektroproduktionsamplitude kann die Abhängigkeit
vom axialen Radius auf den Kontaktgraphen aus Abbildung 7.2d zurückgeführt werden (s. Gl.
(7.24)).
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Wir sind in dieser Arbeit auch auf die Berechnung von �Ô
� mit Hilfe von Adlers Relation und
der in [Hab 97] beschriebenen Eichableitungsmethode eingegangen. Die Eichableitungsmethode
basiert auf der minimalen Substitution und erlaubt es, an die Vertices ein Photon anzukoppeln. Der
Ausdruck, den wir erhalten, wenn wir mit Hilfe dieser Methode an den RWV�V -Vertex ein Photon
ankoppeln (s. Gl. (7.38)), unterscheidet sich von dem Ausdruck für den ª RWV�V -Vertex in unserem
phänomenologischen Modell (s. Gl. (7.39)) durch einen Term, der proportional zum Quadrat des
axialen Radius ist. Wir kommen zu der Schlussfolgerung, dass die Eichableitungsmethode zwar
die Eichinvarianz, nicht aber die chirale Symmetrie erfüllt. Somit konnte die Aussage in [Hab 00],
dass der axiale Formfaktor in der Pionelektroproduktion nicht gemessen werden kann, widerlegt
werden. Jedes Modell, das die chirale Symmetrie erfüllt, produziert eine Abhängigkeit der Pio-
nelektroproduktionsamplitude vom axialen Formfaktor. Alle bisherigen Rechnungen in diesem
Gebiet, wie z.B. [NS 62, VZ 72, SK 91], behalten deshalb weiterhin ihre Gültigkeit. Im chiralen
Grenzfall kann man sogar modellunabhängig zeigen, dass � � den axialen Radius enthält. Wir
hoffen, mit Hilfe dieser Rechnungen Klarheit in die kontrovers geführte Diskussion über dieses
Thema [Hab 00, Gui 01, BKM 01, Hab 01, Tru 01] gebracht zu haben.

Die Pionelektroproduktionsamplitude ist im Rahmen einer Einschleifenrechnung bis zur Ord-
nung

�����y���
in der HB ; PT bereits berechnet worden [BKM 92]. In dieser Arbeit kann man auch

die chiralen Korrekturen finden, die in unserem Modell vernachlässigt worden sind. Eine relati-
vistische Berechnung der Pionelektroproduktionsamplitude im Rahmen der ChPT existiert derzeit
noch nicht. Im Rahmen einer Einschleifenrechnung könnte diese sowohl in der Infrarotregulari-
sierung als auch mit Hilfe der in dieser Arbeit verwendeten Methode durchgeführt werden, wobei
mit der hier verwendeten Methode auch eine Zweischleifenrechnung möglich wäre. Außerdem
könnte für die Pionelektroproduktion der Einfluss der Isospinsymmetriebrechung (

��� �3]���
) und

der
Ú�(

-Korrekturen untersucht werden.
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Anhang A

Gell-Mann-Matrizen

In der QCD spielt die Lie-Gruppe SU(3) eine entscheidende Rolle. Die SU(3) wird durch die
Generatoren

N,+( ( Æ 3 " S ! SZYZYZY�SN� ) erzeugt, die eine Basis der Lie-Algebra der SU(3) bilden. Bei
den Gell-Mann-Matrizen

� W handelt es sich um hermitesche, spurlose
� ���

Matrizen, die folgende
Vertauschungsrelation erfüllen: ¨ � W! S �  ! ¬ 3 z � W  ÏÎ

� Î! Y (A.1)

Die � W  ÏÎ sind die Strukturkonstanten der Lie-Algebra der SU(3), die antisymmetrisch bei Aus-
tausch zweier Indizes sind. Alle nicht verschwindenden Strukturkonstanten sind in Tabelle A.1
angegeben. Æ I B 123 147 156 246 257 345 367 458 678� W  ÏÎ 1 '( 5 '( '( '( '( 5 '( '( � � '( � �

Tabelle A.1: Nicht verschwindende � W  ÏÎDie Standarddarstellung der 8 Gell-Mann-Matrizen
� W lautet [DGH 92]:� ' 3 �� � " �" � �� � �

¡¢ S � ( 3 �� � 5 z �z � �� � �
¡¢ S � � 3��� " � �� 5 " �� � �

¡¢ S
� 	 3 �� � � "� � �" � �

¡¢ S � « 3 �� �î� 5 z�î� �z � �
¡¢ S � + 3 �� � �î�� � "� " �

¡¢ S
� - 3 �� � � �� � 5 z� z �

¡¢ S � f 3.- "� �� " � �� " �� � 5 ! ¡¢ Y (A.2)

Die ersten drei Gell-Mann-Matrizen enthalten gerade die Paulischen Spinmatrizen,

Ï ' 3 Ü � "" � ÞôS Ï ( 3 Ü � 5 zz � ÞôS Ï � 3 Ü " �� 5 " ÞôS (A.3)

wobei die Ï � }y! die Generatoren der Lie-Algebra der SU(2) sind.
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Anhang B

Hypergeometrische Funktionen

Die Gaußsche hypergeometrische Funktion [AS 65] ist im Komplexen durch die folgende Potenz-
reihe definiert:( , ' � Æ S I � B � } � ì~3 6w- � % � Æ � - � I � -� B � - } -¼ � 3 9 � B �9 � Æ � 9 � I � 6w- � % 9 � Æ � ¼ � 9 � I � ¼ �9 � B � ¼ � } -¼ � S (B.1)

mit
� Æ � - 3 Æ � Æ � "�� YZYZY � Æ � ¼ 5 "�� S � Æ � % 3 " S

wobei 9 � } � die Gammafunktion ist, die durch Eulers Integral definiert ist,9 � } � ì~3 Z 6% p0/ Â ' Ú Â Ì Í p Y
Der Konvergenzkreis der hypergeometrischen Funktion ist der gesamte Einheitskreis, d.h.È } È�Í " . Auf diesem Konvergenzkreis hat ( , ' � Æ S I � B � } � das folgende Verhalten:* Absolute Konvergenz für Re

� B 5 Æ 5 I � ß � ,* Bedingte Konvergenz für
5 "wÍ

Re
� B 5 Æ 5 I � 9 � , wobei der Punkt z=1 ausgeschlossen

ist,* Divergenz für Re
� B 5 Æ 5 I � 9 5 " .

Es existieren zwei Sonderfälle: Entweder ist Æ oder I eine negative ganze Zahl
5 ¼ , dann bricht die

Reihe ab und wir erhalten ein Polynom vom Grad ¼ . Die Reihe hat dann einen unendlich großen
Konvergenzkreis. Oder B ist eine negative ganze Zahl

5ê�
und Æ oder I sind keine ganzen Zahlen5 ¼ mit ¼ Í �

. Für diesen Fall ist die Reihe nicht definiert.
Die Verallgemeinerung von Gl. (B.1) führt auf die verallgemeinerten hypergeometrischen

Funktionen, - , v � Æ ' SZYZYZY�S Æ - � I ' SZYZYZY�S I v � } � 3 6w � � % � Æ ' � � YZYZY � Æ - � �� I ' � � YZYZY � I - � � } �z � Y (B.2)

Sie spielen bei der Lösung von linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung eine entschei-
dende Rolle. Die Kugelflächenfunktionen, die Besselschen Funktionen und die Legendrepolyno-
me sind jeweils Spezialfälle der hypergeometrischen Funktionen. Die Funktion ( , ' � Æ S I � B � } � ist
eine partikuläre Lösung der folgenden linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung:} �#" 5 } � Í ( , � } �ÍH} ( � ® B 5 � Æ � I � "�� } ± Íg, � } �Í�} 5 Æ I , � } � 3 �8Y (B.3)

85



Es existiert eine Integraldarstellung der Funktion ( , ' � Æ S I � B � } � :( , ' � Æ S I � B � } � 3 9 � B �9 � I � 9 � B 5 I � Z '% p   Â ' �#" 5 pr� Î Â   Â ' �#" 5 p } � Â W Í p S Re
� B � ß Re

� I � ß �8Y (B.4)

Das Integral stellt eine Funktion dar, die analytisch in der komplexen Ebene ist, mit Ausnahme
eines Schnitts entlang der positiven reellen Achse, der bei

"
startet. Deshalb gibt Gl. (B.4) eine

analytische Fortsetzung von Gl. (B.1) an. In unserem Fall ist die hypergeometrische Funktion( , ' � Æ S I � B � } � bei der Berechnung des Selbstenergieintegrals im chiralen Grenzfall aufgetaucht.
Wir haben dabei von Gl. (B.4) Gebrauch gemacht.
Eine wichtige Relation der hypergeometrischen Funktionen lautet:( , ' � Æ S I � B � } � 3 9 � B � 9 � B 5 Æ 5 I �9 � B 5 Æ � 9 � B 5 I � ( , ' � Æ S I � Æ � I 5 B 5 " � " 5 } �

� �#" 5 } � Î Â W Â   9 � B � 9 � Æ � I 5 B �9 � Æ � 9 � I � ( , ' � B 5 Æ S B 5 I � B 5 Æ 5 I � " � " 5 } � Y
(B.5)

Darüberhinaus existiert noch eine Vielzahl an weiteren Relationen, die in [AS 65] angegeben sind.
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Anhang C

Integrale

Wir unterscheiden hier zwischen drei Typen von Integralen, je nachdem, ob das dazugehörige
Diagramm aus einer, zwei oder drei inneren Linien (Propagatoren) besteht. Die meisten der hier
betrachteten Integrale enthalten Divergenzen, die mit Hilfe der dimensionalen Regularisierung
[Vel 94] extrahiert werden. Dabei berechnet man die Integrale in ¼ Dimensionen, wobei ¼ nicht
unbedingt eine natürliche Zahl sein muss. Die Divergenzen treten dann als Pole in è 3 ^ 5 ¼ auf.
In der chiralen Störungstheorie ist es allgemein üblich, die divergenten Terme in der Konstantený 3 !¼ 5 ^ �cªsr 5 " 5 _3` � ^�R � (C.1)

zusammenzufassen, wobei ª¿r 3 5 9 é �#"�� die Eulerkonstante ist. Dieser divergente Teil der Inte-
grale wird dann in den Niederenergiekonstanten der einzelnen Lagrange-Dichten absorbiert, die
dadurch renormiert werden1.

In die Definition der Integrale führen wir noch einen Faktor m̊
	 Â�-n ein, damit die Dimensio-

nalität der Integrale unabhängig von ¼ ist. Im Prinzip könnte man eine beliebige Massenskala X
an Stelle von m̊ n wählen. Da wir aber in dieser Arbeit ausschließlich Prozesse mit Nukleonen be-
trachten, kommt die Masse des Nukleons im chiralen Grenzfall als eine innere Massenskala ganz
natürlich ins Spiel, so dass wir X 3 m̊ n setzen2 .
Wir haben die folgende Konvention für die Bezeichnung der Integrale getroffen:] W   Ø Ø Ø � È ' S�È ( SZYZYZY �

3 z Z Í�- 7��! R � - m̊
	 Â�-n "�r� 7 � È ' � ( 5�� (W � z è ���¹�

7 � È ( � ( 5�� (  � z è � YZYZY Y (C.2)

C.1 Integrale mit einer inneren Linie

Das einzige skalare Integral mit einer inneren Linie ist gegeben durch] � � ( � 3 z Z Í - 7��! R � - m̊
	 Â�-n "� 7 � È � ( 5�� ( � z è Y (C.3)

Dieses Integral hängt nicht von einem äußeren Impuls È 
 ab, da man die Impulsabhängigkeit des
Integranden durch die Substitution

7 
 § 7 
 5 È 
 eliminieren kann.
Bei der Ableitung vollzieht man den Übergang vom Minkowskiraum in den euklidischen

Raum durch die Wick-Rotation. Das Integral kann schließlich unter Verwendung der Polarkoor-
dinaten in ¼ Dimensionen berechnet werden. Eine genaue Herleitung findet man z.B. in [Vel 94].

1In höheren Ordnungen werden allerdings Potenzen bzw. Polynome in 1 benötigt.
2Man könnte im Mesonsektor auch eine andere Massenskala als im Nukleonsektor wählen, z.B. a4E�º32 .
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Das Ergebnis lautet: ] � � ( � 3 ��(" ÀyR ( ¨ ý � !)_3` Ü �̊m n Þ � ��� ^ 5 ¼ � ¬ Y (C.4)

Wir interessieren uns hier für die Fälle einer inneren Pionlinie und einer inneren Nukleonlinie:] l 3 ] � � (l � 3 ��(l" ÀyR ( ¨ ý � !)_3` Ü � lm̊ n Þ � ��� ^ 5 ¼ �|¬ S (C.5)] n 3 ] � m̊ ( n � 3 m̊
( n" ÀyR ( ® ý � ��� ^ 5 ¼ �|± Y (C.6)

Mit der Wahl X 3
m̊ n für die Massenskala besteht das Integral ] n nur noch aus einem Term

proportional zu
ý

, während ] l noch einen Term enthält, der nicht analytisch in der QuarkmasseÒ�
ist.

C.2 Integrale mit zwei inneren Linien

Zuerst betrachten wir das Integral ] l�l �qpr� mit zwei Pionmassen in den beiden Propagatoren:]Hl�l �qpU� ì~3 z m̊ 	 Â�-n Z Í�- 7��! R � - "® 7 ( 5O� (l � z è ± ® � 7 � ��� ( 5�� (l � z è ± S (C.7)

wobei
p 3 � (

. Zur Berechnung von Gl. (C.7) verwenden wir den Feynman-Trick"Æ I 3 Z '% Í Ä "® Æ Ä � I �#" 5 ÄÅ�|± ( S (C.8)

mit Æ 3 � 7 � �
� (ê5���(l � z è und I 3 7É(ê5���(l � z è und erhalten schließlich:] l�l �qpr� 3 "" ÀyR ( ¨ ý � " � !)_3` Ü � lm̊ n Þ � � Ê % Ë Ü p� (l Þ ¬ S (C.9)

mit der Definition � Ê - Ë � Æ � ì~3 Z '% Í Ä²Ä - _3` J " � Æ �qÄ ( 5 ÄÅ� 5 z è K Y (C.10)

Für
� Ê % Ë erhalten wir dann:� Ê % Ë �qÄW� 3 45556

5557

5 ! 5 Dd_3` ! Ä Â 'Ä Á ' " �qÄ{Í � �5 ! � ! ? 	k 5 " arccot ! ? 	k 5 " " � � 9 Ä{Í ^ �5 ! 5 Dd_3` ! ' Â Ä' Á Ä " 5 z R D � ^ ÍoÄÅ� S
mit DK�qÄW� 3.- " 5 ^Ä S Äo}ï ® �8Sr^ ± Y (C.11)

Den Ausdruck für ] n�n �qpr� erhält man, indem man die Pionmasse
� l durch die Nukleonmasse

m̊ n ersetzt: ] n�n �qpU� 3 "" ÀyR ( ¨ ý � " � � Ê % Ë Ü p
m̊
( n Þ ¬ Y (C.12)
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Man beachte, dass dieses Integral im Gegensatz zu Gl. (C.9) ausschließlich Terme enthält, die
analytisch in dem äußeren Impuls

p
und der Quarkmasse sind.

Wir benötigen noch die beiden folgenden Tensorintegrale:] 
l�l � �8S ��� 3 z
m̊
	 Â�-n Z Íg- 7��! R � - 7 
® 7 ( 5O� (l � z è ± ® � 7 � �
� ( 5ô� (l � z è ±3 � 
 ]�ÊÁÀ Ël�l �qpU� S (C.13)] 
��l�l � �8S ��� 3 z

m̊
	 Â�-n Z Í - 7��! R � - 7 
 7 �® 7 ( 5O� (l � z è ± ® � 7 � �
� ( 5ô� (l � z è ±3 p k 
�� ] Ê %r% Ël�l �qpU� � � 
 � � ] ÊËÀOÀ Ël�l �qpr� Y (C.14)

Die Methode zur Reduktion von Tensorintegralen auf skalare Integrale werden wir am Beispiel
dieser beiden Tensorintegrale verdeutlichen. Als Erstes multiplizieren wir Gl. (C.13) mit

� 
 ,� ( ]�ÊÁÀ Ël�l �qpU� 3 Z Í�- 7��! R � - m̊ -mÂ 	n zg� ÷ 7® 7 ( 5�� (l � z è ± ® � 7 � �
� ( 5ô� (l � z è ± (C.15)

und schreiben den Zähler in der Form� ÷ 7 3
"! J � 7 � �
� ( 5ô� (l 5 � 7 ( � � ( 5�� (l � K S (C.16)

so dass wir schließlich erhalten:� ( ] ÊËÀ Ël�l �qpU� 3 z! Z Í - 7��! R � - m̊ -mÂ 	n J � 7 � ��� ( 5�� (l K 5 J 7 ( 5�� (l K 5 � (® 7 ( 5�� (l � z è ± ® � 7 � �
� ( 5�� (l � z è ±3 z! Z Í - 7��! R � - m̊ -mÂ 	n ; "7 ( 5�� (l � z è 5 "� 7 � ��� ( 5�� (l � z è5 � (® 7 ( 5�� (l � z è ± ® � 7 � ��� ( 5�� (l � z è ± <3 5 "! � ( ] l�l �qpU� Y (C.17)

Analog multiplizieren wir Gl. (C.14) einmal mit k 
�� und benutzen k 
�� k 
�� 3 ¼ :� ( ]�ÊÁÀÂÀ Ël�l �qpU� � ¼ � ( ]ÉÊ %r% Ël�l �qpU� 3 Z Í�- 7��! R � - m̊ -mÂ 	n z 7 (® 7 ( 5�� (l � z è ± ® � 7 � ��� ( 5�� (l � z è ±3 z Z Í�- 7��! R � - m̊ -mÂ 	n 7 ( 5�� (l � � (l® 7 ( 5�� (l � z è ± ® � 7 � ��� ( 5�� (l � z è ±3 ]Hl � � (l ]Hl�l �qpU� Y (C.18)

Mit
� 
 multipliziert erhalten wir aus Gl. (C.14):� ( � � ! ] ÊÁÀÂÀ Ël�l �qpU� � ] Ê %r% Ël�l �qpr� " 3 Z Í�- 7��! R � - m̊ -mÂ 	n z 7 ÷ È 7 �® 7 ( 5�� (l � z è ± ® � 7 � �
� ( 5ô� (l � z è ±3 "! Z Í - 7��! R � - m̊ -gÂ 	n z 7 �7 ( 5�� (l � z è 5 "! Z Í - 7��! R � - m̊ -gÂ 	n z 7 �� 7 � ��� ( 5�� (l � z è5 � (! Z Í - 7��! R � - m̊ -mÂ 	n z 7 �® 7 ( 5�� (l � z è ± ® � 7 � �
� ( 5ô� (l � z è ±3 "! � � ] l � � (^ � � ] l�l �qpr� Y (C.19)
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Mit Gl. (C.18) und Gl. (C.19) erhalten wir dann für ] ÊËÀOÀ Ël�l �qpr� bzw. ] Ê %r% Ël�l �qpU� :]�ÊÁÀÂÀ Ël�l �qpU� 3 "� ¼ 5 "��­p ¨ � "! ¼ 5 "�� ] l � Ü "^ ¼ p 5�� (l Þ ] l�l �qpr� ¬ S (C.20)] Ê %r% Ël�l �qpU� 3 "� ¼ 5 "��­p ¨ "!G] l � "^ � ^ � (l 5 pU� ] l�l �qpr� ¬ Y (C.21)

Die Integrale ] l und ] l�l �qpU� enthalten beide die Größe
ý

(Gl. (C.1)), die für ¼ 3 ^ divergiert.
Deshalb müssen wir den Parameter ¼ in einer Taylorreihe um

5 è 3 ¼ 5 ^ entwickeln. In diesem
Fall benötigen wir: "¼ 5 " 3 "� 5 ¼ 5 ^� � �]�r� ¼ 5 ^ �r� S¼¼ 5 " 3 ^ � 5 "� � ¼ 5 ^ � � �]�N� ¼ 5 ^ �r� S¼ 5 !!É� ¼ 5 "�� 3 "� � "" � � ¼ 5 ^ � � �]�r� ¼ 5 ^ �r� Y (C.22)

Aus den Gln. (C.20) und (C.21) erhalten wir:p ] ÊÁÀÂÀ Ël�l �qpU� 3 "� ]Hl � "� ��p 5�� (l � ]Hl�l �qpU� � "" ^
^�R ( Ü � � (l 5 p! Þ S (C.23)p ]ÉÊ %r% Ël�l �qpU� 3 "À ] l �qpr� � ""�! � ^ � (l 5 p � ] l�l �qpr� 5 "�yR ( Ü "À � (l 5 p� À Þ Y (C.24)

Wir benötigen noch das Integral mit einem Pionpropagator und einem Nukleonpropagator,] l
n � È ( � 3 z m̊ 	 Â�-n Z Íg- 7��! R � - "® 7 ( 5�� (l � z è ± ® � 7ú5 È � ( 5�� (n � z è ±�Y (C.25)

Die Berechnung dieses Integrals geht analog zur Berechnung von ]yl�l �qpr� . Wir erhalten das folgen-
de Ergebnis:] l
n � È ( � 3 "" ÀyR ( ¨ ý 5 " � È ( 5 m̊

( n � � (lÈ ( _,` Ü � lm̊ n Þ � ! m̊ n � lÈ ( , � � � ¬ S (C.26)

mit

, � � � 3 4556
557
� � ( 5 "h_3` ! 5 � 5 � � ( 5 " " für � 9 5 "� " 5 � ( °�²�³�³98;: � 5 � � für

5 " 9 � 9 "� � ( 5 "h_3` !<� � � � ( 5 " " 5 z R � � ( 5 " für � c "
und � 3 È (>5 m̊

( n 5���(l!
m̊ n � l Y

Als ein Test kann man
� l 3 m̊ n setzen und erhält gerade das Integral ] n�n � È ( � . Das Integral ist

für zwei beliebige Massen
� ' und

� ( bereits in [Ebe 01] berechnet worden.
Wir benötigen noch das Tensorintegral] 
lyn � �8S 5 È � 3 z

m̊
	 Â�-n Z Í - 7��! R � - 7 
® 7 ( 5ô� (l � z è ± ® � 7ú5 È � ( 5 m̊

( n � z è ±3 È 
 ] Ê £ Ël
n � È ( � Y (C.27)
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Mit Hilfe der Beziehung7 ÷ È 3i5
"! �U� 7ú5 È � ( 5 m̊

( n 5 � 7 ( 5�� (l � 5 � È ( 5 m̊
( n � � (l � �

erhalten wir sofort: ] Ê £ Ël
n � È ( � 3 "! È ( JÁ] n 5 ] l � � È ( 5 m̊
( n � � (l � ] lyn � È ( � K Y (C.28)

C.3 Integrale mit drei inneren Linien

Die Ausdrücke für die in diesem Abschnitt diskutierten Integrale vereinfachen sich entscheidend,
wenn die Impulse Èö
� und Èû
x der Nukleonen auf der Massenschale sind, d.h. die BedingungenÈ (� 3 ��(n und È ( x 3 � È � � ��� (c3 ��(n erfüllen. Da in dieser Arbeit die benötigten Integrale
mit drei inneren Linien diese Bedingungen erfüllen, verwenden wir hier diese Vereinfachungen.
Die Integrale hängen dann nur noch von einem Parameter

p 3 � ( 3 � È x 5 È � � ( 3 5 ! È � ÷ �ab. Außerdem ist der Unterschied zwischen m̊ n und
� n von einer höheren Ordnung und wird

deshalb im Folgenden vernachlässigt.
Zuerst diskutieren wir das Integral] l�l
n � �8S � S 5 È � 3 z Z Í�- 7��! R � - m̊

	 Â�-n "7 ( 5ô� (l � z è "� 7 � ��� ( 5�� (l � z è "� È 5�7 � ( 5�� (n � z è S(C.29)
wie es z.B. beim Dreiecksgraphen des skalaren Formfaktors (Abbildung 4.1a) auftaucht und dort
auch eine entscheidende Rolle spielt.
Das zu dem Integral gehörende Diagramm ist in Abbildung C.1 dargestellt3 . Da wir die oben

p p+q

k+qk

p−k

Abbildung C.1: Dreiecksgraph. Der schwarze Punkt steht für eine Wechselwirkung mit einem
Impulsübertrag

�
auf das virtuelle Pion.

diskutierten Bedingungen verwenden und È 3 È � setzen, können wir das Integral mit ] l�l
n �qpU�
bezeichnen. Der Imaginärteil von ] l�lyn �qpr� kann mit Hilfe der Cutkosky-Regeln [Cut 60] berechnet
werden, die in [PS 95] zusammengefasst sind und folgendermaßen lauten: Um

!�z
Im
� ] l�lyn �qpr�r� zu

erhalten, schneidet man das betrachtete Diagramm in allen möglichen Arten durch und ersetzt
die durchgeschnittenen Propagatoren

"�}8� È (45¥��( � z è � durch
5 ! R z ë � È (�5 ��( � . Anschließend

summiert man die Beiträge aller möglichen Schnitte. In unserem Fall trägt nur der Schnitt durch
die beiden Pionpropagatoren bei:!�z

Im
� ] l�lyn �qpr�r� 3 � 5 ! R zD� ( z Z Í 	 7��! R � 	 ë � 78(Ð5���(l � ë �r� 7 � �
� (ê5ô��(l �� 7ú5 È � ( 5�� (n � z è Y (C.30)

3Die folgende Ableitung des Imaginärteils ist [Sch 02] entnommen (Kapitel 5.6, Methode der Infrarotregularisie-
rung).
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Zur Berechnung von Gl. (C.30) wählen wir das Bezugssystem, das durch
� 
 3 � � p S õ� � definiert

ist. Damit vereinfachen sich die beiden Delta-Distributionen zuë � 7 ( 5ô� (l � ë �r� 7 � ��� ( 5�� (l � 3 "! � p ë � 7 ( 5ô� (l � ë Ü 7 % � � p! ÞôY
Mit È % 3j5 � pU}y! erhalten wir das Zwischenergebnis:

Im
� ] l�l
n �qpU�r� 3i5 "" ÀyR ( � p Z Í � 7 ë Ü õ7 ( � � (l 5 p^ Þ "5 Ì( � ! õÈ ÷ õ7 � � (l � z è Y (C.31)

Wir erkennen hier bereits, dass das Integral nur für
p c ^ � (l einen Imaginärteil entwickelt, da erst

ab diesem Impulsübertrag zwei Pionen auf der Massenschale produziert werden können. Benutzen
wir noch

õÈ 3 4556
557
z � 	 v Ab Â Ì( ÒÚ / für ^ �X(l 9 p 9 ^ ��(n S� Ì Â 	 v Ab( ÒÚ / für ^ �X(n 9 p S

und verwenden Kugelkoordinaten, so erhalten wir schließlich für den Fall
p 9 ^ � ( n :

Im
� ] l�l
n �qpU�r� 3 ø²�qp 5 ^ � (l � · p 5 ^ � (l" ÀyR � p Z 'Â ' Í�} "p 5 ! � (l 5 z�? ^ � ( n 5 p · p 5 ^ � (l } 5 z è3 z ø²�qp 5 ^ � (l �" ÀyR � pµ? ^ � ( n 5 p _,` Ü " 5 z y" � z y Þ3 ø²�qp 5 ^ ��(l ��yR ? pZ� ^ � ( n 5 pU� °�²�³µ´¶° `a� y � S p 9 ^ � ( n S (C.32)

mit y 3 ? �qp 5 ^ � (l �H� ^ � ( n 5 pr�p 5 ! � (l Y
Für den Fall

p ß ^ �X(n erhalten wir mit der Ersetzung
z�? ^ � ( n 5 p § ? p 5 ^ � ( n :

Im
� ] l�l
n �qpU�r� 3 ø²�qp 5 ^ � (l �" ÀyR ? pZ�qp 5 ^ � ( n � _,` �� p 5 ! ��(l � ? p 5 ^ � ( n · p 5 ^ � (lp 5 ! � (l 5 ? p 5 ^ � ( n · p 5 ^ � (l ¡¢ S p ß ^ � ( n Y

(C.33)
Das Ergebnis stimmt mit dem für Im ª lyn �qpr� aus [GSS 88] überein.

Das eigentliche Integral ] l�l
n �qpU� kann man dann mit Hilfe einer subtrahierten Dispersionsre-
lation berechnen: ] l�l
n �qpU� 3 ] l�l
n � � � � pR Z 6Ì � 	 v A» Í p é "p é �qp é 5 pr� Im � ] l�l
n �qp é �r� Y (C.34)

Das Ergebnis für ] l�l
n � � � kann explizit berechnet werden:] l�l
n � � � 3 "" ÀyR ( � ( n � l �� � l _3` Ü � l� n Þ � ! ��(n 5ô��(l? ^ � ( n 5ô� (l °�²�³µ´¶° ` �� ? ^ � ( n 5�� (l� l ¡¢ �� Y
(C.35)

92



Zu diesem Integral benötigen wir noch die folgenden Tensorintegrale:]g
l�lyn � �8S � S 5 È � � 3 z Z Íg- 7��! R � - m̊
	 Â�-n 7 
® 7 ( 5�� (l � z è ± ® � 7 � ��� ( 5�� (l � z è ± ® � 7.5 È � � ( 5�� (n � z è ±3 ° 
 ] Ê � Ël�lyn �qpr� 5 "! � 
 ] l�l
n �qpU� S (C.36)] 
��l�lyn � �8S � S 5 È � � 3 z Z Í - 7��! R � - m̊
	 Â�-n 7 
 7 �® 7 ( 5�� (l � z è ± ® � 7 � ��� ( 5�� (l � z è ± ® � 7.5 È � � ( 5�� (n � z è ±3 k 
�� ] Ê %r% Ël�lyn �qpr� � ° 
 ° � ] Ê �W� Ël�l
n �qpr� � � 
 � � ] ÊÁÀÂÀ Ël�lyn �qpr� 5 ��� 
 ° � � ° 
 � � �! ] Ê � Ël�lyn �qpr� S

(C.37)

wobei wir noch den Impuls
° 
 3 � È � � È x � 
 eingeführt haben. Mit den üblichen Methoden zur

Reduktion von Tensorintegralen erhalten wir:] Ê � Ël�l
n �qpU� 3 "!É� ^ � ( n 5 pU� J ��! � (l 5 pU� ]Hl�l
n �qpU� � ! ]Hl
n � � ( n � 5 ! ]Hl�l �qpU� K S (C.38)] Ê %r% Ël�l
n �qpU� 3 "^ � ¼ 5 !�� � ! ] l
n � � ( n � � � ^ � (l 5 pr� ] l�l
n �qpU� 5 !É��! � (l 5 pr� ] Ê � Ël�l
n �qpU� �3 "� ¨ ! ] lyn �qpr� � � ^ � (l 5 pr� ] l�lyn �qpr� 5 !É��! � (l 5 pr� ] Ê � Ël�lyn �qpr� 5 "�yR ( ¬ S (C.39)] Ê �W� Ël�lyn �qpU� 3 "^ � ¼ 5 !��H� ^ � ( n 5 pU� � 5 ! ] lyn � � ( n � � !É� ¼ 5 !�� ] Ê £ Ëlyn � � ( n � 5 � ^ � (l 5 pr� ] l�lyn �qpr�� !É� ¼ 5 "��H��! � (l 5 pU� ] Ê � Ël�lyn �qpr� �3 "� � ^ � ( n 5 pU� � 5 ! ] l
n � � ( n � � ^ ] Ê £ Ël
n � � ( n � 5 � ^ � (l 5 pr� ] l�l
n �qpU�� À ��! � (l 5 pU� ] Ê � Ël�l
n �qpU� � "�yR ( ¬ S (C.40)] ÊÁÀÂÀ Ël�l
n �qpU� 3 "^ � ¼ 5 !��­p � !É� ¼ 5 ��� ] l
n � � ( n � 5 !É� ¼ 5 !�� ] Ê £ Ël
n � � ( n �5 � ^ � (l 5 � ¼ 5 "��­p � ] l�l
n �qpU� � !É��! � (l 5 pU� ] Ê � Ël�l
n �qpU� �3 "� p � ! ] l
n � � ( n � 5 ^ ] Ê £ Ël
n � � ( n � 5 � ^ � (l 5 ��p � ] l�lyn �qpr� � !É��! � (l 5 pr� ] Ê � Ël�lyn �qpr�� "�yR ( ¬ Y (C.41)

Nach dem ersten Gleichheitszeichen steht der Ausdruck in ¼ Dimensionen und nach dem zwei-
ten Gleichheitszeichen der Ausdruck in ¼ 3 ^ Dimensionen. Die

"�} è -Singularitäten, die in den
einzelnen Bausteinen noch vorhanden sind, heben sich genau weg.
Als Nächstes diskutieren wir das folgende Integral,] lynPn �qpU� 3 z Z Í - 7��! R � - m̊

	 Â�-n® 7 ( 5�� (l � z è ± ® � 7ú5 È � � ( 5�� (n � z è ± ® � 7.5 È x � ( 5ô� (n � z è ±�S (C.42)

wobei wir von der Massenschalenbedingung Gebrauch machen werden. Der Imaginärteil wird
wieder mit Hilfe der Cutkosky-Regeln berechnet. Dabei betrachten wir das Diagramm in Abbil-
dung C.2, wie es z.B. bei den elektromagnetischen Formfaktoren (Abb. 5.15) auftaucht.
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p p+qp−k p’−k

k

Abbildung C.2: Diagramm, das zum Integral ] l
nPn �qpU� gehört. Der schwarze Punkt steht für eine
Wechselwirkung mit einem Impulsübertrag

�
auf das virtuelle Nukleon.

In diesem Fall trägt nur der Schnitt durch die beiden Nukleonpropagatoren zum Imaginärteil
bei: !�z

Im
� ] l
nPn �qpU�r� 3 � 5 ! R z#� ( z Z Í 	 7��! R � 	 ë � 78(Ð5 ! È � ÷ 7 � ë � 78(Û5 ! È

x
÷ 7 �7 ( 5ô� (l � z è Y (C.43)

In dem durch
� 
 3 � � p S õ� � definierten Bezugssystem lauten die beiden Deltadistributionen:ë � 7 ( 5 ! È � ÷ 7 � ë � 7 ( 5 ! È

x
÷ 7 � 3

"! � p ë � õ7 ( 5 ! õÈ � ÷ õ7 � ë � 7 % � Y
Wegen der ersten Deltadistribution gibt es nur Beiträge für

p ß ^ � ( n . Wir erhalten schließlich:

Im
� ] l
n�n �qpr�r� 3 ø²�qp 5 ^ ��(n �" ÀyR ? pZ�qp 5 ^ � ( n � _3` Ü " � p 5 ^ ��(n� (l Þ�Y (C.44)

Das eigentliche Integral ] l
n�n �qpr� kann man dann wieder mit Hilfe einer subtrahierten Disper-
sionsrelation berechnen:] l
n�n �qpr� 3 ] lynPn � � � � pR Z 6Ì � 	 v Ab Í p é "p é �qp é 5 pU� Im � ] l
n�n �qp é �r� S (C.45)

wobei das Ergebnis für ] l
n�n � � � explizit angegeben werden kann:] lynPn � � � 3¯5 "" ÀyR ( � ( n �� _3` � l� n 5 � l? ^ � ( n 5�� (l °�²�³µ´¶° ` ? ^ � ( n 5�� (l� l ¡¢ Y (C.46)

In dieser Arbeit erscheinen noch die folgenden Tensorintegrale:] 
lynPn � �8S 5 È � S 5 È x � 3 Z Í - 7��! R � - z
m̊
	 Â�-n 7 
® 7 ( 5�� (l � z è ± ® � 7ú5 È � � ( 5ô� (n � z è ± ® � 7.5 È x � ( 5�� (n � z è ±3 ° 
 ] Ê � Ël
nPn �qpU� S (C.47)] 
��lynPn � �8S 5 È � S 5 È x � 3 Z Í - 7��! R � - z

m̊
	 Â�-n 7 
 7 �® 7 ( 5�� (l � z è ± ® � 7ú5 È � � ( 5ô� (n � z è ± ® � 7.5 È x � ( 5�� (n � z è ±3 k 
�� ] Ê %r% Ël
nPn �qpU� � ° 
 ° � ] Ê �W� Ël
nPn �qpU� � � 
 � � ] ÊËÀOÀ ËlynPn �qpU� Y (C.48)

Da diese beiden Tensorintegrale symmetrisch unter der Vertauschung von È � und È x sind, ver-
schwinden im Gegensatz zu Gl. (C.36) und Gl. (C.37) die Terme, die proportional zu

� 
 bzw.
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� 
 ° � � ° 
 � � sind. Wir erhalten schließlich die folgenden Ausdrücke:] Ê � Ël
n�n �qpr� 3 "^ m̊ ( n 5 p J � (l ] l
n�n �qpr� 5 ] lyn � � ( n � � ] n�n �qpr� K S (C.49)] Ê %r% Ël
n�n �qpr� 3 "¼ 5 ! ¨ ! ] l
nPn �qpU� 5 ] Ê � Ël
n�n �qpr� " � (l � "! ] nPn �qpU� ¬ S3 "! ¨ ! ] l
nPn �qpU� 5 ] Ê � Ël
n�n �qpr� " � (l � "! ] n�n �qpr� 5 "�
! R ( ¬ S (C.50)] Ê �W� ËlynPn �qpr� 3 "� ¼ 5 !��H� ^ � ( n 5 pU� ¨ ! � ¼ 5 "�� ] Ê � Ël
n�n �qpU� 5 ] l
n�n �qpr� " � (l 5 ¼ 5 !! ] Ê £ Ël
n � � ( n �
� ¼ 5 �! ] nPn �qpU�|¬ S3 "!É� ^ � ( n 5 pr� ¨ ! � ] Ê � ËlynPn �qpU� 5 ] l
nPn �qpU� " � (l 5 ] Ê £ Ël
n � � ( n � � "! ] nPn �qpU� � "�
! R ( ¬ S

(C.51)] ÊÁÀÂÀ Ël
n�n �qpr� 3 "� ¼ 5 !��­p ¨ ! ] Ê � Ël
n�n �qpr� 5 ] lynPn �qpU� " � (l � ¼ 5 !! ] Ê £ Ëlyn � � ( n � 5 "! ] n�n �qpr� ¬3 "!�p ¨ ! ] Ê � ËlynPn �qpr� 5 ] l
nPn �qpU� " � (l � ] Ê £ Ël
n � � ( n � 5 "! ] nPn �qpU� � "�
! R ( ¬ S (C.52)

wobei wir wieder zuerst den Ausdruck in ¼ und dann erst in ^ Dimensionen angegeben haben. Die"�} è -Singularitäten der einzelnen Bausteine heben sich hier wieder weg.
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Anhang D

Elektromagnetische Formfaktoren ohne
Tensorintegrale

Zur Bestimmung der Ordnung der Beiträge zu den Diagrammen muss man die Tensorintegrale
durch skalare Integrale ausdrücken. Wir geben in diesem Abschnitt die Ergebnisse der Beiträge
der Diagramme 5.15, 5.17 und 5.19 zu den elektromagnetischen Formfaktoren an, ausgedrückt
durch ausschließlich skalare Integrale. Die restlichen Beiträge enthalten entweder keine Tenso-
rintegrale oder sind proportional zu

p � Ê ' Ë �qpr� (s. Gln. (5.8) - (5.20)). In dem hier verwendeten
Renormierungsschema [GJW 99] lauten die renormierten Beiträge für den Dirac-Formfaktor:

, « � Q' 3 k (��y, (l ��� 5 Ï � �
� ^ ��(n � p^ � ( n 5 p ] �l � ! � (l Ü " 5 ! ��(n^ � ( n 5 p 5 ! ^ � 	 n� ^ � ( n 5 pr� ( Þ ] �lyn � � ( n �5 ! � ( n Ü " 5 ^ ��(n 5 ! ��(l^ � ( n 5 p 5 ! ^ ��(n ��(l� ^ � ( n 5 pr� ( Þ ] �n�n �qpr�5 ^ ��(n ��(l^ � ( n 5 p Ü ^ � ( n � � (l 5 "�! ��(n ��(l^ � ( n 5 påÞ ] lynPn �qpU� � ��(n p�yR ( � ^ � ( n 5 pr� � S (D.1)

, - � Q' 3 5 k (�, (l Ï �
� 5 "À ! � ��(n � p^ � ( n 5 p ] �l � ! ��(n^ � ( n 5 p Ü � (l � À � ( n ! � (l 5 p^ � ( n 5 p�Þ ] �lyn � � ( n �5 Ü ""�! � p 5 ^ � (l � 5�� (n ! ��(l 5 p^ � ( n 5 p � "�! � 	 n ! ��(l 5 p� ^ � ( n 5 pU� ( Þ ] �l�l �qpU�5 ��(n!É� ^ � ( n 5 pU� Ü � ^ � (l 5 pr�­p 5 ��! � (l 5 pU� ( � ��(n � p^ � ( n 5 p Þ ] l�lyn �qpr�� "! �
�yR ( Ü p 5 À � (l � " � ��(n p^ � ( n 5 p Þ � S (D.2)

, L � Q' 3 ��(n k (�, (l � À B - 5 Ï � B + � £ p!É� ^ � ( n 5 pr� � 5�� (l Ü "! � ( n � �^ � ( n 5 p Þ ] �lyn � � ( n �� ] �l! � ( n 5�� (l Ü " 5 � � (l^ � ( n 5 p Þ ] lynPn �qpU� � Ü "! � � � (l^ � ( n 5 p Þ ] �n�n �qpr� � "�
! R ( �5 p"�! �yR ( � ( n < S (D.3)
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und für den Pauli-Formfaktor, « � Q( 3 5 k (�, (l ��� 5 Ï � � ; ! � 	 n^ � ( n 5 p ¨#5ê� (l Ü "! � ( n � �^ � ( n 5 p Þ{] �l
n � � ( n �
� "! � ( n ] �l 5�� (l Ü " 5 � � (l^ � ( n 5 p Þ ] lynPn �qpU� � Ü "! � � � (l^ � ( n 5 p Þ ] �n�n �qpr� � "�
! R ( ¬5 ��(n�
! R ( < S (D.4), - � Q( 3 k (�, (l Ï � ; ! � 	 n^ � ( n 5 p ¨D5 !� ( n ] �l 5 ! Ü " 5 ��(l� ( n 5 � ! ��(l 5 p^ � ( n 5 p Þ{] �lyn � � ( n �5 À ! ��(l 5 p^ � ( n 5 p ] �l�l �qpU� � Ü p 5 ^ � (l � � ��! ��(l 5 pr� (^ � ( n 5 p Þ ] l�l
n �qpU� � "�yR ( ¬ 5 � ( n�yR ( < S

(D.5), L � Q( 3 5 k (��y, (l � À B - 5 Ï � B + � ¨D5 ! � (l^ � ( n 5 p Ü ! � ( n � p � À ��(n p^ � ( n 5 p ÞÃ] �l
n � � ( n �
� ^ � ( n � p^ � ( n 5 p ] �l � ^ � ( n � (l^ � ( n 5 p Ü � (l 5 p � � ��(l p^ � ( n 5 p ÞÃ] l
nPn �qpU�
� ^ � ( n^ � ( n 5 p Ü ! � ( n � � (l � � � (l p^ � ( n 5 pyÞÃ] �nPn �qpU� � "�yR ( � ( n p^ � ( n 5 p 5 � ( n�yR ( ¬ Y (D.6)

Der obere Index ç bei den Integralen steht für die nach dem thj� -Schema renormierten, endlichen
Ausdrücke dieser Integrale. Damit ist gemeint, dass man bei den dimensional regularisierten Inte-
gralen den Anteil proportional zu

ý
weglässt. Der thi� -Schema renormierte, endliche Ausdruck

für das Integral ] l�l �qpr� aus Gl. (C.9) lautet z.B.:] �l�l �qpU� 3 "" ÀyR ( ¨ " � !)_3` Ü � lm̊ n Þ � � Ê % Ë Ü p� (l Þ ¬ Y (D.7)
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Anhang E

Theorie der Pionelektroproduktion

Unter Pionelektroproduktion am Nukleon versteht man die inelastische Elektronenstreuung am
Nukleon mit der Produktion eines Pions. Der Begriff umfasst also die folgenden vier Reaktionen:Ú � È § Ú é � ¼ � R Á S§ Ú é � È � R % SÚ � ¼ § Ú é � È � R Â S§ Ú é � ¼ � R % Y (E.1)

E.1 Kinematik

Wir benutzen in diesem Kapitel die in Abbildung E.1 dargestellte Nomenklatur [AFF 79]. Da die

p
i

p
f

k i

k

k f

q

Abbildung E.1: Kinematik der Pionelektroproduktion. Das einlaufende Elektron hat den Viere-
rimpuls

7 
� und das auslaufende Elektron den Impuls
7 
x . Die Nukleonen besitzen die Impulse È 
�

und Èû
x und das auslaufende Pion den Impuls
� 
 .

elektromagnetische Kopplungskonstante ) sehr klein ist, ) \ "�}�"����
, kann man die Näherung

machen, dass in allen elektromagnetischen Prozessen nur ein Photon ausgetauscht wird.
Die Reaktion der Pionelektroproduktion läuft in zwei, i. A. verschiedenen Ebenen ab, der

Elektronenstreu- und der Reaktionsebene. Diese Ebenen und die auftretenden Winkel sind in Ab-
bildung E.2 zu sehen.
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Abbildung E.2: Streukinematik der Pionelektroproduktion mit Elektronenstreu- und Reaktions-
ebene.

Es gilt die Vierer-Impulserhaltung,È � � ¿ � S õÈ � � � 7 � � è � S õ7 � � 3 È x � ¿ x S õÈ x � � 7 x � è x S õ7 x � � �É� ¿ÐlöS õ��� Y (E.2)

Das Quadrat des Viererimpulsübertrags des ausgetauschten virtuellen Photons
7W(

ist immer ne-
gativ, d.h. die virtuellen Photonen sind raumartig. Das erkennt man sofort, wenn man z.B. in das
Ruhesystem des auslaufenden Elektrons geht:7 ( 3 ! � (� 5 ! � � ? � (� � È õ7 � È ( 9 �8Y (E.3)

Für den Fall relativistischer Elektronen, d.h. è � SNè x ¤©� � , macht man oft die folgende Näherung:7 ( 3 ! � (� 5 !É� è � è x 5 È õ7 � È¦È õ7 x È ³98;: ø � � \ 5 ^gè � è x : ñ3` ( Ü ø �! Þ S (E.4)

wobei
ø � der Winkel zwischen ein- und auslaufendem Elektron ist.

Die zur Charakterisierung eines Prozesses am häufigsten verwendeten invarianten Variablen
sind die so genannten Mandelstam-VariablenÇ 3 � ( 3 � È � � 7 � ( S p 3 � 7ú5 ��� ( S Ì 3 � È x 5�7 � ( S (E.5)

die durch die Relation Ç � p � Ì 3 7 ( � ! � ( n � � (l (E.6)

99



miteinander in Verbindung stehen. Die invariante Masse � ist dabei die Energie, die der Reaktion
zur Verfügung steht.

In der Pionelektroproduktion werden häufig auch die dimensionslosen invarianten Variablen

= 3 7 ÷ � È � � È
x �! � ( n 3 � ÷ � È � � È

x �! � ( n S (E.7)

= ' 3 7 ÷ �! � ( n (E.8)

und = ( 3 78(� ( n (E.9)

eingeführt, wobei folgender Zusammenhang zu den Mandelstam-Variablen Ç , p und
Ì

besteht:Ç 5�� (n 3 ! � ( n � = � = ' � SÌ 5�� (n 3 5 ! � ( n � = 5 = ' � S� Ç 5�� (n � � � p 5�� (l � � � Ì 5O� (n � 3 � ( n = ( Y
Es gibt insgesamt fünf unabhängige Variablen. Das Abzählen der Freiheitsgrade für ¼ c ^

Teilchen geht folgendermaßen: Jedem Teilchen kann ein Viererimpuls zugewiesen werden, d.h.
wir haben ^
¼ Variablen mit ¼ Massenschalenbedingungen, È (� 3]��(� . Die Energie- und Impulser-
haltung eliminiert weitere vier Variablen. Die Wahl eines geeigneten Inertialsystems, z.B. õÈ � 3 � ,
legt drei Freiheitsgrade fest, die Ausrichtung des Systems entlang einer Achse und die Drehung um
diese Ausrichtungsachse erfordert weitere drei Parameter. Somit ist die Anzahl der Freiheitsgrade
eines Systems mit ¼ c ^ Teilchen � 3 � ¼ 5 " �8S (E.10)

d.h. für fünf Teilchen benötigen wir fünf unabhängige Variablen.
Für diese Variablen werden häufig die folgenden Sätze verwendet: è � SNè x S ø � S ø l²S¹æPl oder

7 (
,Ç , è , ø �l , æPl , wobei der Polarisationsparameter è gegeben ist durchè 3 "" 5?>í Aí A ´¶° ` ( �,@BA( � Y (E.11)

Die mit einem Stern versehenen Größen kennzeichnen Größen im Schwerpunktsystem des hadro-
nischen RWV -Endzustands, während alle anderen Größen Laborsystemgrößen sind. Das Schwer-
punktsystem des hadronischen RWV -Endzustands ist durch die GleichungenõÈ � � 3i5 õ7 � und õÈ x � 3¯5 õ� �
definiert, während das Laborsystem durch õÈ � 3 � definiert ist.

E.2 Die Pionelektroproduktionsamplitude

Die invariante Amplitude der Pionelektroproduktion setzt sich aus einem bekannten leptonischen
Anteil und einem hadronischen Anteil zusammen. Bezeichnet man den hadronischen Strom im
Ortsraum mit

� 
 �qÄW� , so kann man für die invariante Amplitude schreiben:� � 3 z Ú dÌT� 7 x SNÇ x � ª 
 Ìa� 7 � SNÇ � � Ü 5 z k 
��7 ( Þ � 5 z � V � È x SNÇ x � SûR � �����GÈ � � � � ��È V � È � SNÇ � �#� �3 5 z Ú \ 
 � 
� S (E.12)
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mit è 
 3 dÌT� 7 x SNÇ x � ª 
 Ìa� 7 � SNÇ � �7 ( Y
Dabei bezeichnet

z
die Isospinkomponente des Pionfeldes. Das allgemeinste Übergangsstromma-

trixelement wird durch die acht dimensionslosen Ball-Amplituden parametrisiert [Bal 61, AFF 79],

� 
 3 z! � n fw � � ' dÌT� È
x SNÇ x � 20
� � � � = S = ' S = ( �­Ìa� È � SNÇ � � S (E.13)

mit den in Gl. (E.7) eingeführten drei dimensionslosen invarianten Variablen = S = ' und = ( . Die
Operatoren 2 
� sind gegeben durch2�
 ' 3 ª�«Bª 
 S 2�
( 3 ª�« � È � � È

x � 
^ � n S 2�
� 3 ª8« � 
! � n S2 
	 3 ª�« 7 
! � n S 2 
 « 3 ª 
 7 } 5�7 } ª 
^ � n S2 
 + 3 ª�« 7 } � È � � È
x � 
� � ( n S 2 
 - 3 ª8« 7 }>� 
^ � ( n S 2 
 f 3 ª�« 7 } 7 
^ � ( n Y (E.14)

Die Struktur dieser Vektoren ist ª « � ”
Vierervektor“

3
”
Axialvektor“. Aus der Eichinvarianz, d.h.7 
 � 
 3 � , erhält man zwei Bedingungen, so dass man nur sechs unabhängige Amplituden� � � = S = ' S = ( � hat, � ' � "^ = � + � "! = ' � - � "^ = ( � f 3 �8S (E.15)"! = � ( � = ' � � � "! = ( � 	 3 �8Y (E.16)

Die Anzahl von sechs unabhängigen Amplituden erhält man auch durch das Abzählen mit Hilfe
von Spinprojektionen. Im Anfangszustand haben wir ein Nukleon mit Spin

"�}y!
und ein virtuelles

Photon mit Spin
"
, im Endzustand ein Nukleon mit Spin

"�}y!
und ein spinloses Pion. Wir haben

also
!��¶�4� ! 3 "�!

verschiedene Sätze an Spinprojektionen. Die Paritätserhaltung verbindet aber
jeweils zwei Sätze mit genau entgegengesetzten Spinprojektionen miteinander, so dass wir nur
6 unabhängige Amplituden haben. Bei dieser Methode muss man allerdings auf eventuell noch
vorhandene Symmetrien aufpassen1 .

Unter der Annahme perfekter Isospinsymmetrie, d.h.
�O��3 ���

, kann jede dieser Amplitu-
den noch in drei unabhängige Isospinamplituden zerlegt werden, wobei wir in unserer Definition
die Spinfunktionen der Nukleonen noch integriert haben. Für die Produktion eines Pions mit der
Ladung ) erhält man folgende Isospinzerlegung,� � R � � 3 ; ãx Ü "! ® Ï Â � S Ï % ± � Ê Â Ë � Ï Â � � Ê % Ë �

"! $ Ï Â � S Ï % % � Ê Á Ë Þ ; � (E.17)

mit Ï ` 3 'C ( � Ï ' � z Ï ( � und Ï % 3 Ï � . Die zu den vier physikalischen Prozessen (Gl. (E.1))

1Bei der reellen Comptonstreuung ( D ��EF� D �GE ) z.B. sind die ein- und auslaufenden Teilchen identisch, so dass
die Zeitumkehrinvarianz hier noch zwei weitere Bedingungen liefert. Man bekommt hier sechs anstatt acht unabhängige
Amplituden.
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gehörenden Amplituden können damit durch die Isospinamplituden ausgedrückt werden,� � R Á � 3 � ! ! � Ê Â Ë � � Ê % Ë " S (E.18)� � R Â � 3 � ! ! 5 � Ê Â Ë � � Ê % Ë " S (E.19)� � ÈöR % � 3 � Ê % Ë � � Ê Á Ë S (E.20)� � ¼ R % � 3 5 � Ê % Ë � � Ê Á Ë Y (E.21)

Unter der Vertauschung
7?H 5 �

(Crossing-Symmetrie) verhalten sich diese Amplituden wie
folgt: � Ê Á � % � Â Ë� � = S = ' S = ( � 3 ��e � � Ê Á � % � Â Ë� � 5 = S = ' S = ( � Y
Das obere Vorzeichen gilt für die

� � � - und
� � � -Amplituden, das untere für die

� 5 �
-Amplitude,

wobei e � 3 � " S z 3 ! SN��SNÀ�Se � 3 5 " S z 3 " S � Sr^ÉS � SN��Y
Manchmal findet man in der Literatur auch die Schreibweise für die kartesischen Indizes,h � R � � 3 ; ãx ¨ "! ® Ï � S Ï % ± � Ê Â Ë � Ï � � Ê % Ë �

"! $ Ï � S Ï % % � Ê Á Ë ¬ ; � Y (E.22)

Zur Beschreibung von vier physikalischen Prozessen benötigen wir also nur drei Isospinam-
plituden. Zur Begründung betrachten wir uns den Isospin der einzelnen Zustände. Das Nukle-
on im Anfangszustand hat den Isospin

"�}y!
. Der elektrische Stromoperator hat eine isoskalare

Komponente, die mit dem Nukleon nur zum Isospin
"�}y!

koppeln kann, und eine isovektorielle
Komponente, die zum Isospin

"�}y!
oder

��}y!
koppeln kann. Zusammen haben wir also drei Kopp-

lungsmöglichkeiten: �GI "! 3 "! S (E.23)" I "! 3 "!�J �! Y (E.24)

E.3 Multipolzerlegung der Pionelektroproduktion

Die Eichinvarianz erlaubt es uns, den Polarisationsvektor so zu wählen, dass dessen nullte Kom-
ponente verschwindet, Æ 
 3 \ 
 5 \ %7 % 7 
 Y
Zerlegt man den Vektor õÆ in einen transversalen und einen longitudinalen Anteil und geht in das
hadronische Schwerpunktsystem, so erhält man,� 3 z Ú ! õÆ�K ÷ õ� � õÆML ÷ õ� "3 z ^�RN�� n ; ãx ! z õD ÷ õÆOK , ' � 7 ( SP�ôS ³98;: ø �l � � õD ÷ Ò� õD ÷ Ò7 � õÆ�K , ( � 7 ( SP��S ³98;: ø �l �� z õD ÷ Ò7 õÆ�K ÷ Ò� , � � 7 ( SP��S ³98;: ø �l � � z õD ÷ Ò� õÆOK ÷ Ò� , 	 � 7 ( SP�ôS ³98;: ø �l �� z õD ÷ Ò7 õÆQL ÷ Ò7 , « � 7 ( SP�ôS ³98;: ø �l � � z õD ÷ Ò� õÆQL ÷ Ò7 , + � 7 ( SP��S ³98;: ø �l � " ; � Y (E.25)
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Die letzten beiden Terme treten dabei nur in der Pionelektroproduktion auf, während die restlichen
Terme auch in der Pionphotoproduktion auftreten. Die Amplituden , ' bis , + werden als CGLN-
Amplituden bezeichnet [Che+ 57]. Diese Strukturfunktionen können in eine Multipolreihe nach
den Ableitungen der Legendre-Polynome entwickelt werden,, ' � 7 ( SP�ôS ÄÅ� 3 6w � � % ¡ J * h � Á � 7 ( SP� � � ¿ � Á � 7 ( SP� � K ° é� Á ' �qÄW�� J � * � "�� h � Â � 7 ( SP� � � ¿ � Â � 7 ( SP� � K ° é� Â ' �qÄÅ� ¢ S (E.26), ( � 7 ( SP�ôS ÄÅ� 3 6w � � ' ¡ � * � "�� h � Á � 7 ( SP� � � * h � Â � 7 ( SP� � ¢ ° é� �qÄW� S (E.27)

, � � 7 ( SP�ôS ÄÅ� 3 6w � � ' ¡ J ¿ � Á � 7 ( SP� � 5 h � Á � 7 ( SP� � K ° é é� Á ' �qÄÅ�� J ¿ � Â � 7 ( SP� � � h � Â � 7 ( SP� � K ° é é� Â ' �qÄÅ� ¢ S (E.28), 	 � 7 ( SP�ôS ÄÅ� 3 6w � � ( ¡ h � Á � 7 ( SP� � 5 ¿ � Á � 7 ( SP� � 5 h � Â � 7 ( SP� � 5 ¿ � Â � 7 ( SP� � ¢ ° é é� �qÄW� S
(E.29), « � 7 ( SP�ôS ÄÅ� 3 6w � � % ¡ � * � "�� ü � Á � 7 ( SP� � ° é� Á ' �qÄÅ� 5 * ü � Â � 7 ( SP� � ° é� Â ' �qÄÅ� ¢ S (E.30)

, + � 7 ( SP�ôS ÄÅ� 3 6w � � ' ¡ * ü � Â � 7 ( SP� � 5 � * � "�� ü � Á � 7 ( SP� � ¢ ° é� �qÄÅ� S (E.31)

mit
Ä 3 ³98;: ø �l und

° é� 3 Í ° � } Í Ä . Zur Definition der Multipole in der Pionelektroproduktion
betrachten wir uns den Gesamtdrehimpuls

�
. Im Endzustand koppelt der Relativbahndrehimpuls* mit dem Spin

"�}y!
des Nukleons zu

� 3 * � "�}y!
. In der Definition der Multipole wird der

Faktor
"�}y!

weggelassen, so dass hier nur * � steht. Die großen Buchstaben ¿.SNh und
ü

stehen
für die elektrische, magnetische und longitudinale Multipolstrahlung des virtuellen Photons. Ein
transversal polarisiertes Photon führt zu elektrischen und magnetischen Übergängen und ein lon-
gitudinal polarisiertes Photon zu longitudinalen oder Coulomb-Übergängen. Die Multipole der
Pionelektroproduktion gehören zu den folgenden elektromagnetischen Multipolübergängen:¿ � Á Ò3 ¿ � * � "�� S * c �8S ü � Á Ò3 Ð � * � "�� S * c �8S h � Á Ò3 h � * � S * c " S¿ � Â Ò3 ¿ � * 5 "�� S * c ! S ü � Â Ò3 Ð � * 5 "�� S * c " S h � Â Ò3 h � * � S * c " Y

(E.32)

Bei Experimenten nahe der Pionschwelle, d.h. bei invarianten Massen �SR � n � � l , tragen nur
die niedrigsten Multipole bei. Nimmt man an, dass nur Multipole mit einem Relativbahndrehim-
puls von * Í ! beitragen (s- und p-Wellen), so lauten die CGLN-Amplituden:, ' 3 ¿ %UÁ � � ³98;: ø l � ¿ ' Á � h ' Á � S , 	 3 �8S (E.33), ( 3 ! h ' Á � h ' Â S , « 3 ü %UÁ � À ³98;: ø l ü ' Á S (E.34), � 3 �ê� ¿ ' Á 5 h ' Á � S , + 3 ü ' Â 5 ! ü ' Á Y (E.35)

Die führenden Multipole sind mittlerweile für invariante Energien bis zu � 3 " Y � GeV analysiert
worden [Kam+ 01].
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E.4 Differentieller Wirkungsquerschnitt

Zur Berechnung des differentiellen Wirkungsquerschnitts der Pionelektroproduktion benutzt man
die Standardregeln [BD 64] und erhält,Í D 3 "È õÃ � 5 õÃ n È � �è � � n¿ � È � È ( Í � 7 x��! R � � � �è x Í � È x��! R � � � n¿ x Í �H���! R � � "! ¿ l ��! R � 	 ë 	 � È � � 7 � 5�7 x 5 È x 5 ��� Y

(E.36)
Wertet man den leptonischen Teil im Laborsystem und den hadronischen Teil im Schwerpunkt-
system des hadronischen RWV -Endzustands aus, so erhält man,Í « DÍmè x Í;T � Í;TU�l 3 "��! R � « ��(�! è xè � � n È õ� � È� È � È ( Y (E.37)

Für die quadrierte Amplitude führt man den leptonischen Tensor e 
�� und den hadronischen
Tensor � 
�� ein und erhält mittels Gl. (E.12),È � È ( 3 Ú ( �~\ 
 � 
 �W�~\ � � � � � 3 Ú (7 	 e 
�� � 
�� S (E.38)

mit e 
�� 3 dÌa� È x SNÇ x � ª 
 Ìa� È � SNÇ � �Å� dÌT� È x SNÇ x � ª � Ìa� È � SNÇ � �r� �
und

� 
�� 3 � V � È x SNÇ x � S²R �����GÈ � 
 � � ��È V � È � SNÇ � �#� � V � È x SNÇ x � SûR ���
�GÈ � � � � ��È V � È � SNÇ � �#� � Y
Der Ausdruck für den leptonischen Tensor für einen polarisierten Strahl mit Nachweis der

Polarisation des gestreuten Elektrons lautet [DR 86]e 
�� 3 "� � (� ¨ b 
 b � �#" 5 Ç � ÷ Ç
x � � 7 ( k 
��.Ü " 5 Ç � ÷ Ç

x � ! Ç � ÷ 7 Ç
x
÷ 77 ( Þ� 7 ( � Ç �q� 
 Ç x � � � Ç x � 
 Ç �q� � � � b 
 � � � � 
 b � � !�z � � \ 
��WV Ä0� Ç � � Ç x � V 7 Ä K (E.39)

mit � 
 3 7 ÷ Ç
x Ç 
� 5o7 ÷ Ç � Ç 


x
und b 3 7 � � 7 x . Wir haben hier Terme, die proportional zu

7 

und

7 � sind, vernachlässigt, da diese Terme bei der Kontraktion mit dem hadronischen Tensor auf
Grund der Stromerhaltung wegfallen.

Der Nachweis der Polarisation des gestreuten Elektrons ist relativ schwierig, so dass man
normalerweise die Spins des auslaufenden Elektrons summiert. Der Ausdruck für den leptonischen
Tensor vereinfacht sich dann zu: e 
�� 3 de 
�� � z! � � \ 
��WV Ä ÇXV� 7 Ä Y (E.40)

Verwendet man einen unpolarisierten Strahl und weist die Polarisation des gestreuten Elek-
trons nicht nach, so muss man über die Anfangszustände mitteln und über die Endzustände sum-
mieren. Das Ergebnis lautet dann:de 
�� 3 "! � (� � 7 �q� 
 7 x � � � 7 x � 
 7 �q� � � k 
�� � � (� 5ô7 � ÷ 7

x �R� (E.41)3 "^ � (� � b 
 b � 5c7 
 7 � � 7 ( k 
�� � Y (E.42)

104



Dieser Tensor ist symmetrisch unter Vertauschung der Indizes.

Der differentielle Wirkungsquerschnitt kann also in einen leptonischen und einen hadroni-
schen Anteil aufgeteilt werden, Í « DÍ�è x ÍYT � ÍYTU�l 3 9 Í Dû¸Í��Z�l S (E.43)

wobei wir hier noch den so genannten virtuellen Photonenfluss

9 3 Ú�(��! R � � è
x
è � 7 �5Û7 ( "" 5 è (E.44)

eingeführt haben. Die Größe
7 � ist die Energie, die ein reelles Photon benötigt, um ein Pion und

ein Nukleon mit der invarianten Masse � zu erzeugen,7 � 3 � (>5���(n! � n Y (E.45)

Den interessanten hadronischen Teil des Wirkungsquerschnitts zerlegt man nach den verschie-
denen Polarisationen des virtuellen Photons [Dre+ 99]2,Í Dö¸Í[�Z�l 3 Í D ÎÍ��Z�l � è Í DûMÍ[���l � · ! è �#" � è � Í DûM ÎÍ[���l ³98;: æ l � è Í D Î�ÎÍ��Z�l ³98;: ! æ l

�3\ · ! è �r" 5 è � Í D M ÎQ]Í[� �l : ñ3` æPl �^\ · " 5 è ( Í D Î�ÎQ]Í[� �l Y (E.46)

Dabei ist

� Ä,_� � ï» der differentielle Wirkungsquerschnitt für transversale nicht polarisierte Photonen,
der dem Resultat für nicht polarisierte reelle Photonen entspricht. Der longitudinale Wirkungs-
querschnitt

� ÄX`� � ï» wird von longitudinalen Photonen erzeugt und

� ÄX`X_� � ï» ist ein Interferenzterm zwi-
schen longitudinalen und transversalen Komponenten. Beide Wirkungsquerschnitte verschwinden
für reelle Photonen. Der Term

� Ä,_a_� � ï» resultiert aus einer linearen transversalen Polarisation. Die in
der zweiten Zeile stehenden Terme treten nur in Polarisationsexperimenten auf. Der letzte Term� Ä _b_ ]� � ï» kann nur mit einem polarisierten Target oder durch Rückstoßpolarisation beobachtet wer-
den. Zum Schluss erwähnen wir noch, dass auf Grund ihrer Abhängigkeit vom Winkel æ�l die
Terme

� ÄX`X_� � ï» und

� Ä `c_ ]� � ï» proportional zu
: ñ3` ��ø l � sind und der Term

� Ä,_b_� � ï» proportional zu
: ñ,` ( ��ø l �

ist.

Im Schwerpunktsystem des hadronischen RWV -Endzustandes lautet das Ergebnis für einen
nicht polarisierten Elektronenstrahl ohne Nachweis der Polarisation des auslaufenden Photons:Í Dû¸Í�� �l 3 È õ� � È �7 � � n ! � n^�RN� " ( Ú ( � � 'r' � � (r(! � 5Û78(7 �% ( èP� �r� 5 · ! è �#" � è � � 5Û7 (7 �% ( Re � ' �

� è � 'r' 5 � (r(! ¬ Y (E.47)

An diesem Ausdruck kann man ablesen, welche Einträge des hadronischen Tensors � 
�� zu den

2Die hier verwendete Konvention unterscheidet sich von der in [AFF 79] und [DT 92] getroffenen Konvention.
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verschiedenen Wirkungsquerschnitten gehören:Í D ÎÍ�� �l 3 È õ� � È �7 � � n ! � n^�RN� " ( Ú ( � k�k � �ed�d! S (E.48)Í D MÍ��Z�l 3 È õ� � È �7 � � n ! � n^�RN� " ( Ú ( 5&78(7 �% ( � �r� S (E.49)Í DûM ÎÍ�� �l ³98;: æPl 3 5 È õ� � È �7 � � n ! � n^�RN� " ( Ú ( � 5Û7 (7 �% ( Re � ' � S (E.50)Í D Î�ÎÍ[���l ³98;: ! æPl 3 È õ� � È �7 � � n ! � n^�RN� " ( Ú ( � 'r' 5 � (r(! Y (E.51)

Jetzt sind wir auch in der Lage den Zusammenhang zwischen den einzelnen Wirkungsquerschnit-
ten und den CGLN-Amplituden anzugeben:Í D ÎÍ�� �l 3 È õ� � È �7 � � n � È , ' 5 ³98;: ø �l , ( È ( � "! : ñ,` ( ø �l � È , ( � , � È ( � È , ' � , 	 È ( 5 È , ' È ( � È , ( È (� !¿È , � , �	 È ³98;: ø �l � � S (E.52)Í D²MÍ�� �l 3 È õ� � È �7 � � n 5Û78(7 �% ( � È , « � ³98;: ø �l , + È ( � : ñ,` ( ø �l È , + È ( � S (E.53)Í DûM ÎÍ�� �l 3 5 È õ� � È �7 � � n 5Û7 (7 �% ( ® È , ' , �+ È � È , ( , �« È � È , �� � , « � ³98;: ø �l , + ��È� È , �	 � ³98;: ø �l , « � , + ��È ± : ñ3`>ø �l S (E.54)Í D Î�ÎÍ[� �l 3 È õ� � È �7 � � n ¨ "! � È , � È ( � È , 	 È ( � � È , ' , �	 È � È , ( , �� È � È , � , �	 È ³98;: ø �l ¬ : ñ,` ( ø �l Y (E.55)

An der Pionschwelle
� � 3 � n � � l � ist der transversale Wirkungsquerschnitt proportional zuÈ ¿ %UÁ È ( und der longitudinale Wirkungsquerschnitt proportional zu

È ü %UÁ È ( und man erhältÍ D ¸Í[���l ����� Ì#f � Ø 3 È õ� � È �7 � � n Ü È ¿ %UÁ È ( � 5Û78(7 �% ( è È ü %UÁ È ( Þ Y (E.56)

Die Beiträge der s- und p-Wellen zu den einzelnen Wirkungsquerschnitten können in [BKM 96]
gefunden werden. Noch mehr Informationen zur Pionelektroproduktion findet man in [AFF 79,
DT 92].
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Anhang F

Chirale Ward-Identitäten

In diesem Kapitel leiten wir verschiedene chirale Ward-Identitäten mit Hilfe der PCAC-Relation
aus Gl. (2.19) ab. Diese Ward-Identitäten verknüpfen verschiedene Matrixelemente miteinander
und liefern somit Tests der verwendeten Modelle.

F.1 Einfachstes Matrixelement des axialen Vektorstroms

Wir beginnen mit der Diskussion des Matrixelementes, das mit Hilfe des axialen Vektorstroms aus
Gl. (2.15) entsteht, wenn man diesen zwischen dem Einpionzustand und dem Vakuum auswertet1:� � È � 
� �qÄÅ��È R � ���
�#� 3 z|� 
 , Ú Â � À i k ë ��� S (F.1)

d.h. dieses Matrixelement läßt sich durch die Pionzerfallskonstante , ausdrücken und kann als
Definitionsgleichung von , angesehen werden. Für die Divergenz des Axialvektorstroms erhält
man dann mit den Ergebnissen der chiralen Störungstheorie der niedrigsten Ordnung:� � È � 
 � 
� �qÄÅ��È R � �����#� 3 z|� 
 , % � 5 z|� 
 � Ú Â � À i k ë ��� 3 � (l , % Ú Â � À i k ë ���3 ! Ò� � % , % Ú Â � À i k ë ��� 3 ! Ò�ç� � È ° � �qÄW��È R � �qÄW�#� S (F.2)

wobei wir die in Gl. (2.20) definierte pseudoskalare Dichte
° � �qÄW� eingeführt haben. Die Ergebnis-

se einer Einschleifenrechnung können in [GL 84] (Abschnitt 12) gefunden werden. Wir erkennen,
dass diese Matrixelemente die PCAC-Relation aus Gl. (2.19) erfüllen, wenn die elektromagneti-
sche Wechselwirkung abwesend ist.

F.2 Bedingung für die axialen Formfaktoren des Nukleons

Die axialen Formfaktoren des Nukleons sind über das Matrixelement des axialen Stroms definiert,
ausgewertet zwischen einem Anfangs- und Endzustand des Nukleons. Unter Vernachlässigung
von Strömen der zweiten Klasse [Wei 58] erhält man (s. Kapitel 6),� V � È x ��È � 
� � � ��È V � È � �#� 3 dÌa� È x � ¨ ª 
 / � �qpr� � � 
! � n / � �qpU� ¬ ª�« Ï �! ÌT� È � � S (F.3)

1Allgemein folgt aus der Translationsinvarianz ��=%g�CÉE���h LOi j � =GFHC~� � h LOi j , wobei k der Impulsoperator ist.
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mit
� 
 3 � È x 5 È � � 
 . Für die Divergenz von � 
� �qÄW� erhalten wir:� 
 � V � È x SNÇ x ��È � 
� �qÄÅ��È V � È � SNÇ � �#� 3 z¹� È x 5 È � � 
 Ú � Ê £cl Â £ h Ë i k � V � È x SNÇ x ��È � 
� � � ��È V � È � SNÇ � �#�3 z Ú � Ê £ l Â £ h Ë i k dÌa� È x � ¨ ! � n / � �qpU� � p! � n / � �qpr�|¬êÌa� È � � S

(F.4)

wobei wir Gl. (F.3) und die Dirac-Gleichung ausgenutzt haben. Verwenden wir die PCAC-Relation
in Abwesenheit der elektromagnetischen Wechselwirkung, so erhalten wir:� 
 � V � È x SNÇ x ��È � 
� � � ��È V � È � SNÇ � �#� 3 ! Ò�ç� V � È x SNÇ x ��È ° 
� � � ��È V � È � SNÇ � �#�3 � (l ,� (l 5 p / l �qpr�­z dÌ+� È x � ª8« Ï � ÌT� È � � S (F.5)

wobei wir die Definition des Pion-Nukleon-Formfaktors /:l �qpU� in Kapitel 6, Gl. (6.17) verwen-
det haben. Ein Vergleich von Gl. (F.4) mit Gl. (F.5) liefert sofort die in Gl. (6.20) angegebene
Beziehung zwischen den axialen Formfaktoren und dem Pion-Nukleon-Formfaktor.

F.3 Herleitung von Adlers Relation

Wir leiten in diesem Abschnitt eine in Kapitel 7 ausführlich diskutierte chirale Ward-Identität her,
die unter dem Namen

”
Adlers Relation“ bekannt ist. Dazu betrachten wir das folgende Matrix-

element und verwenden die partielle Integration mit der Bedingung, dass der Oberflächenterm im
Unendlichen verschwindet:Z Í 	 Ä Ú � À i k � � � V � È x ��È � ® � 
 � � � � �� �qÄÅ�|±�È V � È � �#� 35 z­� � Z Í 	 Ä Ú � À i k � V � È x SNÇ x ��È � ® � 
 � � � � �� �qÄÅ�|±�È V � È � SNÇ � �#� Y (F.6)

Wir werten jetzt die linke Seite aus, indem wir das zeitgeordnete Produkt ausschreiben:� J � 
 � � � � � � � �qÄW� K 3 ø²� 5 Ä % � � 
 � � � � � � � �qÄW� � ø²�qÄ % � � � � � �qÄÅ� � 
 � � �U � � � J � 
 � � � � � � � �qÄW� K 3 � J � 
 � � � � � � � � � �qÄÅ� K � ë �qÄ % � J � % � � � > � S � 
 � � � K Y (F.7)

Der Kommutator der nullten Komponente des Axialvektorstroms und dem elektromagnetischen
Strom ist für gleiche Zeiten gegeben durch2:ë �qÄ % � J � % � � �qÄÅ� S � 
 � � � K 3i5 z è � ��� ë 	 � õÄÅ� � 
� �qÄÅ� Y (F.8)

Zur Herleitung von Gl. (F.8) verwenden wir die Definitionen der Operatoren � 
 � � �qÄW� aus Gl. (2.15)
und

� 
 � y � aus Gl. (5.2):ë �qÄ % � J � % � � �qÄÅ� S � 
 � � � K 3 ë �qÄ % � ¨ � ã �qÄÅ� ª % ª % ª�« Ï �! �8�qÄW� S � ã � � � ª % ª 
 Ü "À � Ï �!äÞ �É� � �|¬3 ë 	 � õÄ ��� ã �qÄÅ� ¨ ª�« Ï �! S ª % ª 
 Ü "À � Ï �! Þ ¬ �8�qÄW�3 ë 	 � õÄ ��� ã �qÄÅ� ¨ Ï �! S "À � Ï �! ¬ ª % ª 
 ª « �É�qÄÅ� 3i5 z è � ��� � 
� �qÄW� ë 	 � õÄÅ� S
2Wir definieren den elektromagnetischen Strom in Einheiten von � .
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wobei wir nach dem ersten Gleichheitszeichen von der folgenden gleichzeitigen Vertauschungsre-
lation Gebrauch gemacht haben:	 � ã �qÄÅ� S �É� y � � ��� k � � d � 3 ë � � õÄ 5 õy � Y

Jetzt setzen wir Gl. (F.8) zusammen mit der PCAC-Relation ohne Anwesenheit der elektroma-
gnetischen Wechselwirkung in Gl. (F.7) ein und erhalten:� � � J � 
 � � � � � � � �qÄÅ� K 3 � ® � 
 � � �8! Ò�X° � �qÄW�|± 5 z è � ��� � 
� �qÄÅ� ë 	 �qÄÅ� Y (F.9)

Damit können wir die drei Greenschen Funktionen ��
������� � , � 
 ����� � und ��
� � � einführen und er-
halten schließlich Adlers Relation:� � � 
������� � 3 !�z Ò� � 
 ���É� � � è � ��� � 
 ��� � S (F.10)

mit � 
����� � � 3 Z Í 	 Ä Ú � À i k � V � È x ��È � ® � 
 � � � � �� �qÄW�|±�È V � È � �#� S (F.11)� 
 ���É� � 3 Z Í 	 Ä Ú � À i k � V � È x ��È � ® � 
 � � � ° � �qÄW�|±�È V � È � �#� S (F.12)� 
 ��� � 3 � V � È x ��È � 
� � � ��È V � È � �#� Y (F.13)

Genau genommen müsste in den Gln. (F.11) und (F.12) das kovariante zeitgeordnete Produkt� � stehen, das sich vom
”
naiven“ zeitgeordneten Produkt � durch einen so genannten

”
seagull“-

Term unterscheidet. Bei der Ableitung von Adlers Relation (Gl. (F.10)) haben wir aber das
”
naive“

zeitgeordnete Produkt � verwendet. Außerdem haben wir bei der Ableitung der gleichzeitigen
Vertauschungsrelation von Gl. (F.8) den so genannten Schwinger-Term vernachlässigt. Dies kann
man machen, da bei der Ableitung einer chiralen Ward-Identität sich Schwinger-Terme und

”
sea-

gull“-Terme gerade aufheben [Jac 72].

F.4 LSZ-Formalismus und die Pionelektroproduktionsamplitude

In diesem Abschnitt soll die Beziehung zwischen den in Adlers Relation auftauchenden Green-
schen Funktionen und der Pionelektroproduktionsamplitude �Ô
� hergestellt werden. Dazu benöti-
gen wir den LSZ-Formalismus [LSZ 55], der in [Bar 65] genauer beschrieben ist. Im Folgenden
betrachten wir das Matrixelement � x � für die Streuung zweier Teilchen. Wir geben hier nur die
Ergebnisse für die Ausreduktion von einem und zwei Teilchen aus dem S-Matrixelement an. Für
die Ausreduktion von einem spinlosen Teilchen Í mit dem Viererimpuls È�
� und der Masse

�X�
liefert der LSZ-Formalismus:� x � 3@� B Í �nm Ì²pjÈ Æ I � z ¼ � 3@� B Í È � È Æ I � 3 � B Í È Æ I � � z Z Í 	 Ä � �� �qÄÅ�)�0o � � (� � � B È æ �qÄÅ��È Æ I � S (F.14)

wobei � � �qÄÅ� ein normierbares Wellenpaket ist, das in der Regel durch eine ebene Welle ersetzt
werden kann: � � �qÄÅ� § Ú Â � £,p i k· ! T � ��! R � � mit T �&3 ? õÈ (� � � ( Y
Wir vernachlässigen im Folgenden Normierungsfaktoren wie z.B.

! T ��! R �H� . Das interpolierende
Feld æ �qÄW� beschreibt dann den Übergang zwischen dem Teilchen Í und dem Vakuum:� Í È æ �qÄÅ��È � � 3 Ú � £ p i k Y
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Dabei haben wir die Indizes
z ¼ und m Ì²p , die die ungestörten Anfangszustände kennzeichnen, im-

mer dann weggelassen, wenn in einem Matrixelement nur eine Sorte von Zuständen auftaucht.
Die T-Matrix ist mit dem unitären Operator � durch die Relation � 3 " � z � verbunden. Die
invariante Amplitude für eine Reaktion erhält man dann aus � 3@� B Í È z � È Æ I � .Für die Ausreduktion zweier Teilchen I und Í liefert der LSZ-Formalismus den folgenden Aus-
druck:� x � 3@� B Í È Æ I � � z ( Z Í 	 Ä Z Í 	 yÉ� �� �qÄÅ� �   � y � � o k � � (� � � o d � � (  � � B È � ® æ �qÄW� æ � y �|±OÈ Æ � Y(F.15)
Man kann noch äußere Quellterme e �qÄW� einführen, die über die interpolierenden Felder definiert
sind, �qo � � ( � æ �qÄÅ� 3 e �qÄW� Y (F.16)

Für die Pionelektroproduktionsamplitude benötigen wir das interpolierende Pionfeld aus Gl. (7.18)
und den elektromagnetischen Strom

� 
 als äußere Quelle. Der Zusammenhang zwischen
� 
 und

einem interpolierenden Photonfeld ist durcho æ � � y � 3i5ÛÚ è 
 � 
 � y �
gegeben. Wenden wir jetzt Gl. (F.15) für ein Pion mit Masse

� l und Impuls
�

im Endzustand und
ein Photon mit Impuls

7
im Anfangszustand an, so erhalten wir für die invariante Amplitude:� � 3 � V � È x � R ��� S zD�GÈ � È ª � 7 � V � È � �#�3 z ( Z Í 	 Ä Z Í 	 y>� �l �qÄÅ� � � � y �)�Bo k � � (l � � V � È x �GÈ � ® æ � �qÄW�Å� 5ÛÚ è 
 � 
 � y �r�­±OÈ V � È � �#�3 5ÛÚ è 
 z ( Z Í 	 Ä Z Í 	 y Ú � À i k Ú Â �Ëí i d � 5 � ( � � (l � � V � È x �GÈ � ® æ � �qÄÅ� � 
 � y �|±ÂÈ V � È � �#�3 5ÛÚ è 
 ��! R � 	 ë 	 � È x � � 5 È � 5�7 �)�­� ( 5�� (l � ÷Z Í 	 Ä Ú � À i k � V � È x �GÈ � ® � 
 � � � æ � �qÄÅ�|±#È V � È � �#� Y (F.17)

Das interpolierende Pionfeld drücken wir jetzt durch die pseudoskalare Dichte aus:æ � �qÄÅ� 3 ! Ò�� (l , ° � �qÄÅ� Y
Dann erhalten wir für die durch � � 3i5 z Ú è 
 � 
� definierte Amplitude � 
� :� 
� 3 _3ñ3òÀ A � v A» � (P5ô��(l, � (l ! 5 ! Ò� z � 
 ����� � " Y (F.18)

Dabei muss man noch bedenken, dass die Größe ��
���É� � für beliebige Werte von
� (

definiert ist,
während bei der Pionelektroproduktionsamplitude die Pionen auf der Massenschale sein müssen.
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An erster Stelle möchte ich Herrn Hochschuldozenten Dr. S. Scherer für die sehr interessante The-
menstellung, die ausgezeichnete Betreuung der Dissertation und das hohe Interesse am Fortschritt
dieser Arbeit danken.

Außerdem gilt mein Dank Herrn Dr. J. Gegelia für klärende Diskussionen insbesondere zu dem in
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