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Kapitel 1

Einleitung

Die Vielzahl an Phdnomenen in der Natur kann in unserem derzeitigen Verstandnis durch vier fun-
damentale Kréfte beschrieben werden, namlich die starke, die elektromagnetische, die schwache
und die Gravitationskraft. Das Standardmodell der Teilchenphysik ist die vereinheitlichte Theorie
der starken und elektroschwachen Wechselwirkungen, die im Rahmen einer SU(3) x SU(2) x
U (1)-Eichtheorie beschrieben werden. Dabei entstehen die Wechselwirkungen durch Austausch
von Vektorbosonen, d.h. von Teilchen mit Spin 1, die an eine Ladung koppeln. Das Eichboson
der elektromagnetischen Wechselwirkung ist das Photon, das an die elektrische Ladung koppelt.
Analog dazu sind die Eichbosonen der schwachen Wechselwirkung die so genannten W-Bosonen
und das Z°, die an die schwache Ladung koppeln. Im Fall der starken Wechselwirkung hei3t die
Eichtheorie Quantenchromodynamik (QCD), die Austauschteilchen sind die Gluonen, von denen
es acht verschiedene Arten gibt, und die Ladung heif8t Farbladung, von der es drei verschiedene
Arten gibt, namlich rot, blau und griin. Dabei unterscheidet man zwischen abelschen Eichtheori-
en wie z.B. der elektromagnetischen Wechselwirkung und nichtabelschen Theorien wie z.B. der
starken Wechselwirkung. Bei den nichtabelschen Eichtheorien tragen die Austauschteilchen selbst
Ladung und somit existieren auch direkte Kopplungen der Austauschteilchen untereinander.

Die elementaren Spin-% Teilchen im Standardmodell sind die Quarks und die Leptonen. Die
Quarks unterscheidet man nach ihrem flavor, der mit up (u), down (d), strange (s), charm (c),
bottom (b) und top (t) bezeichnet wird, und nach ihrer Farbe, die rot (r), grin (g) oder blau (b)
sein kann. Sie erfahren sowohl die starke als auch die elektroschwache Wechselwirkung. Von den
Leptonen gibt es sechs verschiedene Arten, von denen das Elektron, das Myon und das Tau elektro-
magnetische und schwache Wechselwirkungen erfahren, wahrend die entsprechenden Neutrinos
nur schwach wechselwirken.

In der Natur hat man bisher allerdings keine freien Quarks und Gluonen gefunden, sondern
nur aus Quarks und Gluonen zusammengesetzte Objekte. Dieses Phdnomen bezeichnet man als
confinement. Den Grund hierfir vermutet man in der starken Impulsabhédngigkeit der starken
Kopplungskonstante «ay, die bei kleiner werdenden Wechselwirkungsenergien grofRer wird und
im Grenzfall verschwindender Energien eine Divergenz aufweist. Versucht man zwei Quarks von-
einander zu trennen, so wird die Kopplung immer starker, d.h. man muss immer mehr Energie
aufwenden. Irgendwann ist die Energie dann gro genug, um aus dem Vakuum Quark-Antiquark-
Paare bilden zu kdnnen. Die in der Natur vorkommenden Objekte sind immer farbneutral. Man
bezeichnet die Gruppe der stark wechselwirkenden Teilchen als Hadronen und unterteilt diese in
Mesonen, die aus Quark-Antiquark-Paaren bestehen, und Baryonen, die aus drei Quarks zusam-
mengesetzt sind.

Die Impulsabhédngigkeit der starken Kopplungskonstante « ist auch dafiir verantwortlich,
dass die QCD in zwei Bereiche unterteilt werden kann. Im perturbativen Bereich ist « klein,



die Quarks und Gluonen wechselwirken relativ schwach miteinander und bewegen sich in einem
begrenzten Gebiet praktisch unabhangig voneinander. Dieses Verhalten bezeichnet man als asym-
ptotic freedom. Im perturbativen Bereich kdnnen die konventionellen Methoden der Stérungs-
rechnung zur Berechnung von physikalischen GroRen angewandt werden. Im nichtperturbativen
Bereich hingegen wird die Kopplungskonstante groRer, so dass die effektiven Freiheitsgrade jetzt
nicht mehr Quarks und Gluonen, sondern Mesonen und Baryonen sind. In diesem Bereich versa-
gen die Methoden der konventionellen Stérungsrechnung.

\on den Baryonen sind vor allem die Nukleonen, d.h. das Proton und das Neutron interessant,
da sie Bestandteile der Atomkerne sind und somit 99.9% der Masse aller Objekte in unserem Son-
nensystem ausmachen [TW 01]. Die ersten Anzeichen einer inneren Struktur der Nukleonen ka-
men von der Messung ihrer magnetischen Momente, die eine starke Abweichnung von denen eines
Dirac-Punktteilchens zeigten [Ste 33]. Mitte der 1950er Jahre lieferten elastische Elektronenstreu-
experimente, bei denen die elektromagnetischen Formfaktoren gemessen wurden, Aufschluss tiber
die innere Struktur der Kerne [Hof 57]. Genauer betrachtet erhielt man Informationen tber die
Ladungs- bzw. Magnetisierungsverteilung der untersuchten Kerne, da die Formfaktoren im nicht-
relativistischen Grenzfall gerade die Fouriertransformierten dieser Verteilungen sind*. Heute sind
die elektromagnetischen Formfaktoren des Protons und die aus den elektromagnetischen Form-
faktoren der Nukleonen ableitbaren mittleren Ladungsradien zu erstaunlicher Prézision bekannt.
Etwas schlechter sieht die Situation bei den elektromagnetischen Formfaktoren des Neutrons aus,
da kein freies Neutrontarget existiert. Die beiden Formfaktoren F3' und G%, sind allerdings im
Bereich Q? = —k? < 2 GeV? relativ gut bekannt [TW 01]. Bei den axialen Formfaktoren? sieht
die Situation etwas anders aus. Da die schwache Wechselwirkung etwa eine Billion mal kleiner
als die elektromagnetische Wechselwirkung ist, ist es vergleichsweise schwer, aus Experimen-
ten Informationen (ber diese Formfaktoren zu erhalten. Die ersten Neutrinostreuexperimente, in
denen der schwache geladene Strom beobachtet werden konnte, sind 1962 in Brookhaven durch-
gefuihrt worden [Dan+ 62]. Der schwache neutrale Strom konnte sogar erst in den 1970er Jah-
ren beobachtet werden [Has+ 73]. Fiir die Bestimmung der axialen Formfaktoren des Nukleons
bendtigt man relativ komplizierte Experimente. Den axialen Formfaktor G 4 kann man durch qua-
sielastische Neutrinostreuung oder durch Pionelektroproduktionsexperimente, wie sie zur Zeit in
Mainz durchgefiihrt werden [Neu+ 98], bestimmen. Den induzierten pseudoskalaren Formfaktor
kann man z.B. in dem strahlungsbegleiteten Myoneneinfang beobachten [Jon+ 96]. Auf Grund
der schwierigen Experimente ist dieser Formfaktor bis heute noch relativ unbekannt. Einen guten
Uberblick iiber unser bisheriges Verstandnis der inneren Struktur des Nukleons kann in [TW 01]
gefunden werden.

Von den Mesonen haben die Pionen auf Grund ihrer sehr kleinen Masse, die eine Grofen-
ordnung Kleiner als die typische Massenskala der Hadronen von etwa 1 GeV ist, eine besondere
Bedeutung. Im nichtperturbativen Bereich der QCD stellt sich das Nukleon im Wesentlichen als
schweres punktférmiges Teilchen dar, das von einer Pionenwolke umgeben ist. Die Theorie, die
diesen Niederenergiebereich am besten beschreibt, wird chirale Storungstheorie (xPT oder ChPT)
genannt [Wei 79, GL 84, GL 85, GSS 88]. Sie basiert auf einer Impulsentwicklung der allgemeins-
ten, mit den Symmetrien der QCD vertraglichen effektiven Lagrange-Dichte nach Quarkmassen
und externen Impulsen. Die wichtigste dieser Symmetrien ist die so genannte chirale Symme-
trie: Im chiralen Grenzfall, d.h. im Grenzfall verschwindender up- und down-Quarkmassen, ist die

'Ein Formfaktor F(¢®) gibt allgemein die Abweichung von einem punktformigen Teilchen an, fir das F(q?) =
F(0) gilt.

2Wir bezeichnen mit dem Oberbegriff axiale Formfaktoren die Formfaktoren, die den axialen Vektorstrom para-
metrisieren. Zu diesen Formfaktoren gehdren der axialer Formfaktor G 4 und der induzierte pseudoskalare Formfaktor
Gp.



QCD-Lagrange-Dichte invariant unter globalen SU(2); x SU(2)g-Transformationen. Man geht
davon aus, dass diese Symmetrie im Grundzustand spontan nach SU(2) gebrochen ist, was zur
Existenz von drei masselosen Goldstone-Bosonen (Pionen) fiihren msste. In Wirklichkeit sind
die Quarkmassen und somit auch die Pionmasse aber von Null verschieden. Die kleine Pionmasse
spiegelt also die explizit gebrochene chirale Symmetrie wieder. Die Durchfuhrbarkeit der Impuls-
entwicklung wird dadurch gewahrleistet, dass die Pionen als Goldstone-Bosonen [Gol 61] der
spontanen Symmetriebrechung [CL 84, Ryd 85] fiir verschwindende Energien nicht mehr mitein-
ander wechselwirken. Dabei beinhaltet die chirale Stérungstheorie nur diejenigen Freiheitsgrade,
die bei den entsprechenden Energien asymptotisch produziert werden konnen, z.B. 7, 7N, .... In
der urspriinglichen Formulierung [Wei 79, GL 84, GL 85] treten nur pseudoskalare Mesonen als
effektive Freiheitsgrade auf. Je nachdem, ob man nur die Masse der up- und down-Quarks oder
auch noch die Masse des strange-Quarks als klein gegentiber der chiralen Symmetriebrechungs-
skala von A = 47 Fy ~ 1 GeV (F ist die Pionzerfallskonstante im chiralen Grenzfall) annimmt,
erhdlt man das Triplett der Pionen (7*,7°) oder das Oktett aus Pionen, Kaonen (K*, K°, K©)
und ng als effektive Freiheitsgrade. In jeder Ordnung der Impulsentwicklung treten in den entspre-
chenden Lagrange-Dichten so genannte Niederenergiekonstanten (LECs, engl.: low energy con-
stants) auf. Sie parametrisieren die zu Grunde liegende Dynamik der QCD. Geldnge es uns, die
QCD im nichtperturbativen Bereich vollstandig zu ldsen, so kdnnte man die Werte dieser Konstan-
ten bestimmen. Da dies noch nicht moglich ist, ist man darauf angewiesen, die Werte durch An-
passung an experimentelle Daten oder durch spezielle Modellrechnungen festzulegen. Die LECs
erfuillen aber noch einen anderen Zweck. Bei Rechnungen, die tber die flihrende Ordnung hinaus-
gehen, treten Unendlichkeiten auf, die von Schleifenintegralen stammen. Diese Unendlichkeiten
werden mit Hilfe der dimensionalen Regularisierung separiert und durch die Niederenergiekon-
stanten absorbiert. Es ist klar, dass erst diese renormierten LECs endliche Werte annehmen und
experimentell bestimmt werden kénnen. Wenn man alle Ordnungen betrachten wollte, gébe es
theoretisch unendlich viele solcher Konstanten, die renormiert werden missten. Erst die Anwe-
senheit eines chiralen Zahlschemas ermdglicht es uns, jede Ordnung getrennt zu renormieren. Die
chirale Stérungstheorie ist somit eine im tiblichen Sinne nicht renormierbare Feldtheorie, die aber
Ordnung flr Ordnung in der Impulsentwicklung renormiert werden kann.

Erweitert man die Theorie und bezieht die Nukleonen mit ein, so treten Schwierigkeiten auf.
Die urspriingliche relativistische Formulierung [GSS 88] besitzt kein konsistentes chirales Zahl-
schema mehr, wenn man die dimensionale Regularisierung in Kombination mit einer modifizier-
ten M S-Subtraktion als Renormierungsschema verwendet [Vel 94]. Die Schwierigkeiten entste-
hen wegen des Auftretens einer neuen Massenskala, ndmlich der Nukleonmasse, die im chira-
len Grenzfall nicht verschwindet. Die Masse des Nukleons ist in etwa so groRl wie die in den
Schleifenintegralen auftretende Skala 47 Fj. Berechnet man jetzt die Integrale, die innere Nu-
kleonenlinien enthalten, mit Hilfe der dimensionalen Regularisierung [Vel 94], so kénnen diese
Integrale zu jeder Ordnung in der Impulsentwicklung beitragen. Insbesondere treten Korrektu-
ren zu physikalischen GroRen wie z.B. der Nukleonmasse schon in niedrigster Ordnung auf. Die
Divergenzen der Integrale missen also bereits von den Kopplungskonstanten der niedrigsten Ord-
nung absorbiert werden. Das chirale Zahlschema kann wiederhergestellt werden, wenn man den
Nukleonspinor in eine ,leichte“ und eine ,schwere* Komponente zerlegt, wie das in der chi-
ralen Storungstheorie fiir schwere Baryonen (HBxPT, engl.: Heavy Baryon Chiral Perturbation
Theory) [JM 91, Ber+ 92, Eck 94] der Fall ist. Der Nachteil dieser Formulierung ist, dass die Im-
pulsentwicklung jetzt nichtrelativistisch ist und dadurch nicht im gesamten Niederenergiebereich
konvergiert [BL 99]. Es sind deshalb Methoden entwickelt worden, die versuchen, die Vorteile der
beiden Beschreibungen miteinander zu kombinieren [ET 98, BL 99, GIJW 99]. Sie kdnnen als zur
M S-Subtraktion alternative Renormierungsverfahren angesehen werden.



Die explizit gebrochene chirale Symmetrie der QCD-Lagrange-Dichte spielt in der Physik der
Pionen die wohl wichtigste Rolle. Einerseits folgt daraus die PCAC-Relation, die besagt, dass
der axiale Strom nur teilweise erhalten ist (PCAC = Partially Conserved Axial-Vector Current)
[Gel 64, AD 68, Tre+ 72, Alf+ 73]. Andererseits kann man mit ihrer Hilfe eine Vielzahl an Nieder-
energietheoremen (LET, engl.: low energy theorem) ableiten, die modellunabhingige Voraussagen
fur das Verhalten von physikalischen GroRen (Observablen) bei niedrigen Energien machen. Die
wohl bekannteste dieser Relationen ist die Goldberger-Treiman-Relation, die die Pion-Nukleon-
Kopplungskonstante der starken Wechselwirkung g, ;- n mit der Pionzerfallskonstante F; und der
axialen Kopplungskonstante g4 der schwachen Wechselwirkung verbindet [GT 58]. Aber auch
z.B. die Weinberg-Tomozawa-Relation in der wN-Streuung basiert auf solch einem Theorem
[Wei 66, Tom 66]. Kombiniert man diese Niederenergietheoreme mit den Dispersionsrelationen,
so ergeben sich niitzliche Summenregeln, die integrierte Wirkungsquerschnitte mit anderen phy-
sikalischen Grolien verbinden (s. z.B. [Tre+ 85]).

Das Ziel dieser Arbeit ist es gewesen, die Formfaktoren des Nukleons in einer relativistischen
Formulierung der chiralen Storungstheorie bis zur Ordnung O(g*) in der Impulsentwicklung zu
berechnen. Dazu haben wir ein neues Renormierungsschema verwendet, das ein konsistentes Zahl-
schema fiir renormierte GroRen erzeugt. Im Einzelnen sollte der skalare Formfaktor, die elektro-
magnetischen Formfaktoren und die beiden axialen Formfaktoren, d.h. der axiale Formfaktor G 4
und der induzierte pseudoskalare Formfaktor GG p, berechnet werden.

Die Arbeit ist folgendermalen gegliedert. In Kapitel 2 diskutieren wir die Lagrange-Dichte
der QCD und leiten aus der ndherungsweisen SU(2)r x SU(2)g-Symmetrie dieser Lagrange-
Dichte die Ausdriicke fiir die Vektor- und Axialvektorstrome sowie deren Divergenzen her. Der
Ausdruck fir die Divergenz des Axialvektorstroms stellt die bedeutende PCAC-Relation dar. Au-
Rerdem wiederholen wir die wichtigsten Bestandteile der chiralen Stérungstheorie flir Mesonen
und Nukleonen. Die hier angegebenen Lagrange-Dichten bilden das Fundament aller in dieser
Avrbeit auftretenden Rechnungen.

Im dritten Kapitel werden wir die verschiedenen Methoden zur Wiederherstellung des chiralen
Zahlschemas im Nukleonsektor der ChPT beschreiben. Neben der nichtrelativistischen HBxPT
werden wir zwei relativistische Renormierungsschemen beschreiben, die wir in dieser Arbeit ver-
wendet haben, ndmlich die Infrarotregularisierung von Becher und Leutwyler [BL 99] und ein
neues, alternatives Renormierungsschema, das in Zusammenarbeit mit J. Gegelia entwickelt wor-
den ist und auf Gegelia, Japarizde und Wang zurlickgeht [GIJW 99]. Die unterschiedlichen Me-
thoden werden miteinander verglichen und die Vor- und Nachteile dargestellt. Zum Schluss geben
wir die Ergebnisse dieser drei Methoden fiir die Wellenfunktionsrenormierungskonstante und die
Masse des Nukleons an.

In den folgenden drei Kapiteln berechnen wir die verschiedenen Formfaktoren des Nukleons
in den beiden in Kapitel 3 vorgestellten, relativistischen Renormierungsschemen. Die Ergebnis-
se in den verschiedenen Renormierungsschemen werden diskutiert und miteinander verglichen.
Die Abhangigkeit der Formfaktoren vom Impulsiibertrag wird graphisch dargestellt. Im vierten
Kapitel diskutieren wir dabei den skalaren Formfaktor des Nukleons, der ein MaR fiir die Vertei-
lung der skalaren Dichte im Nukleon ist. Fir einen verschwindenden Impulsiibertrag geht er in
den Pion-Nukleon-Sigmaterm (ber, der den Beitrag der Quarkmassen zur Masse des Nukleons
angibt. Der skalare Formfaktor stellt ein relativ einfaches Beispiel dar, an Hand dessen die Pro-
bleme der HBxPT noch einmal verdeutlicht werden kdnnen. Im fiinften Kapitel berechnen wir
die elektromagnetischen Formfaktoren. Dabei berechnen wir die Dirac- und Pauli-Formfaktoren,
aus denen dann die Sachs-Formfaktoren bestimmt werden kdnnen. Im sechsten Kapitel berechnen
wir die axialen Formfaktoren des Nukleons, d.h. den axialen Formfaktor G 4(¢) und den induzier-
ten pseudoskalaren Formfaktor G'p(t). Als Test unserer Ergebnisse berechnen wir zusatzlich den



Pion-Nukleon-Formfaktor und tberpriifen eine auf die PCAC-Relation zuriickgehende Beziehung
zwischen diesen drei Formfaktoren.

Im siebten Kapitel untersuchen wir ausfiihrlich den axialen Formfaktor G 4 in der Pionelektro-
produktion. Den theoretischen Rahmen hierfiir bildet die in Kapitel 2 abgeleitete PCAC-Hypothese
unter Anwesenheit eines duBeren elektromagnetischen Feldes. Sie besagt, dass der axiale Strom
nur im chiralen Grenzfall und ohne die Anwesenheit des elektromagnetischen Feldes erhalten
ist. Mit Hilfe dieser Relation kann man eine Verbindung zwischen der Pionelektroproduktions-
amplitude und dem Matrixelement des axialen Stroms herstellen. Diese Relation ist streng guiltig
und kann als Test eines jeden Modells angesehen werden. Sie ist bereits 1966 von Adler und
Gilman [AG 66] mit Hilfe der minimalen Substitution abgeleitet worden und wird deshalb auch
Adlers Relation genannt. AuBerdem gehen wir auf die Behauptung ein, dass der axiale Formfaktor
nicht in der Pionelektroproduktion gemessen werden kann [Hab 00]. Dazu untersuchen wir mit der
Hilfe eines phanomenologischen Modells die in [Hab 00] verwendeten Methoden zur Ableitung
von Adlers Relation. Das verwendete phanomenologische Modell respektiert alle Symmetrien der
Lagrange-Dichte der QCD und reproduziert alle fiir die Diskussion relevanten Terme. Die Rech-
nungen in diesem Kapitel sind so einfach wie méglich gehalten, damit man sie leicht nachvollzie-
hen kann. An Hand eines in Mainz durchgefiihrten Experimentes [Lie+ 99] beschreiben wir, wie
der axiale Formfaktor experimentell bestimmt werden kann.

Im achten Kapitel geben wir eine Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit
an und diskutieren diese.

Im Anhang befinden sich viele hilfreiche, theoretische Details, die aber die Ubersichtlichkeit
der Arbeit beeintrachtigt hatten. Neben den Gell-Mann-Matrizen und den hypergeometrischen
Funktionen findet man hier vor allem die in dieser Arbeit verwendeten Integrale, die Ausdriicke
fur die elektromagnetischen Formfaktoren, ausgedriickt durch skalare Integrale, eine Zusammen-
fassung der Theorie der Pionelektroproduktion und die Herleitung der in Kapitel 7 verwendeten
chiralen Ward-Identitaten.



Kapitel 2

QCD und chirale Storungstheorie

In diesem Kapitel wird die Lagrange-Dichte der QCD mit ihren Symmetrien diskutiert (s. [Sch 00]
fur eine padagogische Einfuihrung in das Thema) und eine Einflihrung in die chirale Storungstheo-
rie fir Mesonen [Wei 79, GL 84, GL 85] und Nukleonen [GSS 88, EM 96] gegeben. Es existie-
ren eine Reihe von Ubersichtsartikeln zur chiralen Stérungstheorie, von denen wir hier nur ei-
nige angeben: [DGH 92, Bij 93, Mei 93, BKM 95, Pic 95, Eck 95, Man 96, Sch 02]. Die chirale
Storungstheorie ist die effektive Feldtheorie der QCD im Niederenergiebereich. Die allgemeinste,
mit den Symmetrien der QCD vertragliche Lagrange-Dichte wird dabei nach Quarkmassen und
kleinen Impulsen entwickelt. Wir diskutieren die in dieser Arbeit bendtigten Lagrange-Dichten bis
einschlieBlich der Ordnung O(q?).

2.1 Die QCD-Lagrange-Dichte

Die QCD ist die nichtabelsche Eichtheorie der starken Wechselwirkung mit der SU(3) als Sym-
metriegruppe. Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist die Lagrange-Dichte der QCD in Abwe-
senheit externer Felder [DGH 92]:

. 1 v
Locp = Y_q(i) —mp)gs — 1GuwGa (2.1)
i)

8

. ) A

mit D,q; = Buqf—zgg ?aAfqu
a=1

und  G%, OuAL — 0,A% + gfapy ALAT.

Der erste Teil dieser Lagrange-Dichte besteht aus einer Summe Uber alle Quarkflavors f, wobei
die Massen m ¢ der verschiedenen Quarks in Tabelle 2.1 angegeben sind. Fir jeden Quarkflavor

flavor uld S c b t
Masse [MeV] || 5| 9 | 80 — 155 | 1000 — 1400 | 4000 — 4500 | 174300 + 5100

Tabelle 2.1: Quarkmassen. Die Werte flr m,, und mg sind obere Grenzen, wahrend die Werte fiir
die restlichen Massen [PDG 02] entnommen sind.



haben wir einen 3-komponentigen Spinor g eingefiihrt,

df,r
g =1\ ar9 |- (2.2)
df.b

Die kovariante Ableitung D,, enthalt die acht Gluonfelder A%; und vermittelt somit die Wechsel-
wirkung zwischen den Quarkfeldern und den Gluonen. Dabei ist g die Kopplungskonstante der
starken Wechselwirkung. Die acht Gell-Mann-Matrizen A, sind zusammen mit den Strukturkon-
stanten der SU(3), fos, im Anhang A angegeben.

Der zweite Teil der Lagrange-Dichte stellt den ,kinetischen“ Term dar, der zusétzlich die
Selbstwechselwirkung der Gluonen beriicksichtigt. Die hier auftretenden Feldstérketensoren der
QCD, Gg,,, enthalten auch das Produkt zweier Gluonfelder. Somit existieren Vertices mit drei und
vier Gluonen und deshalb kénnen die Gluonen auch untereinander koppeln. Das ist der grofe
Unterschied zu einer abelschen Feldtheorie wie z.B. der QED, bei der die Feldstarketensoren
diesen Term nicht enthalten.

Bei einem Blick auf Tabelle 2.1 fallen die sehr kleinen Massen der up- und down-Quarks
auf, die eine GrolRenordnung kleiner sind als die Masse des strange-Quarks und mindestens zwei
GrolRenordnungen Kleiner als die restlichen Quarkmassen. Die Massen m,, und mg4 sind im \er-
gleich zu der typischen hadronischen Skala von etwa 1 GeV verschwindend klein. Die Annah-
me, dass bei niedrigen Energien nur diese beiden niedrigsten Quarkmassen eine Rolle spielen,
erscheint also verniinftig!. Fir die Erzeugung der Hadronenmassen ist offenbar ein komplexer
Mechanismus verantwortlich, denn fiir die Masse des Protons gilt: m, > 2m, + mg4. Da die
Massen der drei Quarks, aus denen das Proton besteht, sehr viel kleiner als die Masse des Protons
sind, missen die Wechselwirkungen im Proton den Hauptanteil seiner Masse ausmachen. Das
rechtfertigt letzten Endes, den chiralen Grenzfall m,, mg — 0 zu betrachten. Unterscheidet man
auBerdem zwischen rechts- und linkshandigen Anteilen der Quarkflavors,

1 1
0= 3049+ 5 0= )] 4= Prt Prla=an-+au, @23)
wobei Pr und Py, Projektionsoperatoren sind, die aus einer freien, masselosen Loésung die Zustén-
de mit positiver (rechtshandig) bzw. negativer (linkshéandig) Helizitat herausprojezieren, so erhélt

man:
LYcp = dr. fi TRL _Lgo g 2.4
QCD = Z (Gr,fi1D qr,; + qu, 11D qrf) 1GuwGa’- (2.4)

f=u,d

Diese Lagrange-Dichte besitzt eine globale SU(2)r, x SU(2)g x U(1)y-Symmetrie (V steht fur
\ektor), wobei die Symmetrie bzgl. U (1) in der Baryonenzahlerhaltung resultiert und SU(2) 1, x
SU(2) g auch als chirale Gruppe bezeichnet wird. Schaut man auf das Spektrum der Hadronen,
so0 gibt es zu Zustanden positiver Paritét keine entarteten Zustande negativer Paritdt. Man erkennt
vielmehr eine SU(2)y-Symmetrie. Nach dem Colemanschen Theorem [Col 66] bestimmt aber die
Symmetriegruppe des Grundzustandes die Symmetrie des Teilchenspektrums. Die Losung dieses
Widerspruchs liefert die Annahme, dass die SU(2)r, x SU(2) g-Symmetrie spontan zu SU(2)y
gebrochen ist.

Als Néchstes betrachten wir deshalb ganz allgemein das Phdnomen der spontanen Symme-
triebrechung. Voraussetzung fiir eine solche Symmetriebrechung [CL 84, Ryd 85] ist die Existenz

1Ohne groRere Probleme kann man auch m dazunehmen. Im Folgenden miisste man nur beriicksichtigen, dass man
anstatt 2 Flavors dann 3 Flavors hat.



von mehreren entarteten Grundzustanden. Kleine Stérungen wahlen jetzt einen Grundzustand aus
und sorgen somit fiir die Brechung der Symmetrie. Der Grundzustand ist jetzt nicht mehr un-
ter der vollen Symmetriegruppe G (mit ng Generatoren) invariant, sondern nur noch unter der
Untergruppe H (mit ngy Generatoren). Vom Goldstone-Theorem [Gol 61] wissen wir dann, dass
ng—nyg Masselose Goldstone-Bosonen existieren miissen, deren Eigenschaften durch dieng—ng
Generatoren bestimmt sind, die das Vakuum nicht vernichten. Diese Goldstone-Bosonen zeigen
verschwindende Wechselwirkung fir E — 0 und ermdglichen es deshalb, in einer effektiven
Lagrange-Dichte eine Impulsentwicklung durchzufiihren.

In unserem Fall hat die Gruppe SU(2) gerade ny = 22 — 1 = 3 Generatoren und die Gruppe
SU(2) x SU(2)g sechs Generatoren, so dass wir 6 — 3 = 3 masselose Goldstone-Bosonen
erhalten, die mit dem Piontriplett (7 +, 70, 7~) identifiziert werden.

Wir fiihren jetzt in die Lagrange-Dichte die Kopplung der Vektor- und Axialvektorstrome so-
wie der skalaren und pseudoskalaren Dichten an externe, hermitesche, farbneutrale Felder v, (x),
ay(z), s(z) und p(z) ein [GL 84]:

Lacp = Lycp + (@) (vu(2) + %v,(f) () +504(2))a(2) — 4(2)(s(z) —ivsp(2))g(2), (2.5)

wobei die GroRe ¢ die up- und down-Quarkfelder zusammenfasst, ¢ = (u,d)”. Bei den Feldern,
die an die Vektorstrome koppeln, unterscheiden wir zwischen den Feldern, die an den isoskalaren

Strom koppeln, vff), und den Feldern, die an die isovektoriellen Stréme koppeln, v,,.

Die externen Felder kénnen nach den Paulischen Spinmatrizen und der Einheitsmatrix entwi-
ckelt werden,

3 3 3 3
Ti 4 Ti 4
U = Z Ez’ULa ap = Z EZGL, 5 = laxaso + ZTiSia P = laxopo + ZTiPi-
i=1 i=1 i=1 i=1
(2.6)
Den Quarkmassenterm, der den Pionen ihre Masse gibt und zu einer expliziten Symmetriebre-
chung flhrt, bekommen wir, indem wir fur so = i setzen, wobei m = (m,, + mg)/2 ist. Dabei

vernachlassigen wir die Effekte, die auf die Verletzung der perfekten Isospinsymmetrie zuriickge-
hen, d.h. wir vernachléssigen die Terme, die fiir m,, = mq verschwinden wiirden.

Das elektromagnetische Feld .A# wird z.B. durch folgende Uberlegungen miteinbezogen,
2_ 1-
Lem. = —eAy (guq/"u — gd’Wd) , e>0

2.0
= —e.A;ﬂTY“( 8 1 >q
3
1 1 1
= grh“ (—56«4“) q+aq* (—5673«4“) q,

d.h. die vektoriellen Felder nehmen in Anwesenheit der elektromagnetischen Wechselwirkung
folgende Form an:

1 1
'ul(f) = —56./4#, vy = —5673./4”. (2.7

Die Lagrange-Dichte aus Gl. (2.5) ist invariant unter lokalen SU(2) 1 x SU(2)g-Transformatio-
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nen, falls die externen Felder folgendermalien transformieren,
(v +auy> Ve (v, +ay) V; + iVRB,LV);,
(vp —ap)>+ Vi (v — ay) VLJr + iVLauVLT,
s+ip = Va(s+ip)V,,
s—ip — Vi(s— ip)Vlg. (2.8)

2.2 Noether-Theorem und PCAC-Relation

In diesem Abschnitt zeigen wir, wie wir aus den Lagrange-Dichten aus Gl. (2.4) und Gl. (2.5)
mit Hilfe des Tricks von Gell-Mann und Lévy [GL 60] die Ausdriicke fir die Vektor- und Axial-
vektorstrome und deren Divergenzen ableiten kénnen. Dazu betrachten wir zuerst allgemein eine
Lagrange-Dichte, die von N Feldern @, und deren ersten Ableitungen 9,,®,. abhangt, d.h.

L=C(3,0,8,), r=1,..N.

Wir betrachten jetzt infinitesimale, lokale Transformationen der Felder, die durch insgesamt n
infinitesimale Transformationsparameter e, (z) beschrieben werden kdnnen,

Hr) = @ (z) —i ) €al(@)F (Ds(2)) .-

Die Variation der Lagrange-Dichte lautet damit

L = L(®(s),0,8(x)) — LD, (s),0,®:(x)
oL _, . 0L o . oL o
= eolT) (—za(I)TFT - zB(BMQT)FT ) + Oyeq(r) (_ZWFT )
=: €(2)0ujh + Ouealx)jh- (2.9)

Aus der Variation der Lagrange-Dichte erhdlt man also durch folgende Formeln die Ausdriicke fiir
die Stromdichten und deren Divergenzen,

5L 5w _ 9L

g
T = 5 (Ouea)’ e = ge,
Bei einer kontinuierlichen, globalen Symmetrietransformation hangt der Transformationsparame-
ter e, nicht von z ab, so dass der zweite Term in GI. (2.9) wegféllt. Ist die Lagrange-Dichte sogar
invariant unter dieser globalen Transformation, so bekommen wir einen erhaltenen Strom. Das ist
die Aussage des Noether-Theorems: Jeder kontinuierlichen, globalen Symmetrietransformation,
die die Lagrange-Dichte bis auf eine totale Divergenz einer Funktion der Felder und der Koordi-
naten invariant ldsst, ist ein Erhaltungssatz und eine Konstante der Bewegung zugeordnet.
Das Prinzip ldsst sich auf die Lagrange-Dichte aus Gl. (2.4) anwenden, die invariant unter den
globalen Transformationen

. (2.10)

L Vigr,  und  qriy Vpgp  Mit  (Vi,Vg) € SU(2)L x SU(2)r
ist. Die Fundamentaldarstellungen der Gruppen SU(2) 1, und SU (2) g lassen sich durch

Vi, = exp (-f '20L> —1-4l '29L +0(62), (2.11)
VL = exp (—f '20R> —1—41 ';R +0(6%) (2.12)
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beschreiben. Die Variation der Lagrange-Dichte erhédlt man dadurch, dass man fiir die Transfor-
mationsparameter eine z-Abhéngigkeit erlaubt,

T 0,0g 70,0y
§L{cn = arY" 2“ qr + qLy" 2“ qL- (2.13)
Die links- und rechtshandigen Strome erhdlt man mittels GI. (2.10):
06 .LY .
QCD _ _ T
Li = —(——=aY5a
¢ 00,0' 2
ISLY oy T .
Rit = ﬁ = QR')’MEZQRa 1= 1,2,3.
Fur uns sind besonders die Linearkombinationen
O A R x. (2.14)
und  AME = Rmi_[mi= q_'y“'yg,%q (2.15)

interessant. Hierbei handelt es sich um die Vektor- und Axialvektorstrome. In Abwesenheit von
externen Feldern sind diese Strome erhalten.

Die Lagrange-Dichte aus Gl. (2.5) ist nur invariant unter lokalen SU(2), x SU(2)g-Trans-
formationen falls die externen Felder nach GI. (2.8) mittransformiert werden. Werden die externen
Felder nicht mittransformiert, so erhalten wir fiir die Variation von £y,

—
—

L )
Lot = iqrY" [ i

7.0y
qr +iqy" 2 yUu | 4L

N 7.0
+igrY" s qr +1qLY" s 5 2 u|dL
. 9" 7.0y
—1qR qr — qr, 5 S| 4R
) 7*--9”3 e
—4qR75 2 Pl 9L — qLYs 2 Pl 4R-

Damit erhalten wir die Ausdriicke fiir die Divergenz des Vektor- und Axialvektorstroms in Anwe-
senheit externer Felder:

s o
V! = gyt [5 uu]qﬂqv 75[2 ]q—zq [EZ,S]tJ—qu [g,p] g, (2.16)

WA} = igy'ys [5 vu]qﬂqv [5 au]q+@q75{2 }q+6{%,p}q- (2.17)

Die Einflihrung von externen Feldern filhrte zu einer expliziten Symmetriebrechung in der La-
grange-Dichte. Die Divergenzen der oben angegebenen Strome sind deshalb nicht mehr Null.
Betrachtet man die Quarkmasse 7 und das elektromagnetische Feld A# als externe Felder, so
erhdlt man die folgenden wichtigen Relationen?:

OVl (x) = —eesijAu(e)V)(2), (2.18)

B,JAf(w) = —eegijAN(x)A“’j(av) + 2mP;(x), (2.19)

“Tatséchlich besitzt die dritte Komponente des Axialvektorstroms A% eine Anomalie, die proportional zu e” ist und
fur unsere Zwecke nicht relevant ist [Adl 69, AB 69, Bar 69, BJ 69, Adl 70].
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mit der pseudoskalaren Dichte

Py(z) = ig(w)ys 5 4(x). (2.20)

Bei der Ableitung dieser Relationen haben wir eine perfekte Isospinsymmetrie angenommen, d.h.
wir haben Terme proportional zu m,, —mg4 vernachléssigt. Die beiden Gin. (2.18) und (2.19) konn-
ten auf Grund von Symmetriebetrachtungen ganz allgemein hergeleitet werden und sind deshalb
streng glltig. Voraussetzung ist, dass neben der endlichen Quarkmasse und dem elektromagneti-
schen Feld keine anderen externen Felder vorhanden sind. Dabei besitzt Gl. (2.19) eine besondere
Bedeutung. Sie wird als PCAC-Relation unter Anwesenheit der elektromagnetischen Wechselwir-
kung bezeichnet. Sie ist in einer dhnlichen Form bereits von Adler und Gilman [AG 66] mit Hilfe
der minimalen Substitution abgeleitet worden. Der Unterschied zum Vektorstromoperator besteht
darin, dass dieser in Abwesenheit elektromagnetischer Felder erhalten ist, wahrend der axiale Stro-
moperator nur im chiralen Grenzfall erhalten ist. Bei der Diskussion des axialen Formfaktors in der
Pionelektroproduktion in Kapitel 7 werden wir auf diese Relation noch einmal zuriickkommen.

2.3 Mesonische chirale Stérungstheorie

In der chiralen Stérungstheorie suchen wir die allgemeinste, mit den Symmetrien der QCD ver-
tragliche effektive Lagrange-Dichte, die die Goldstone-Bosonen als effektive Freiheitsgrade ent-
hélt. Die Symmetrien der QCD sind im Wesentlichen die chirale Symmetrie, die diskreten Sym-
metrien (Paritét, Ladungskonjugation, Zeitumkehrinvarianz), die Hermitizitét und die Lorentzin-
varianz. Die Goldstone-Bosonen, die in unserem Fall die Pionen sind, werden in einer unitédren
2 x 2 Matrix U (z) zusammengefasst,

U(z) = exp (%) P(z) =77 = ( fg;_ ‘/_5775 ) . (2.21)

Die Matrix U (z) transformiert bzgl. der chiralen Gruppe wie
Uz) = VRU(z)V,  mit Vg,V € SU(2). (2.22)

Die Konstante Fj ist die Pionzerfallskonstante im chiralen Grenzfall, F, = Fy(1+O(m)) = 92.4
MeV [GL 85].

Die einzelnen Terme der effektiven Lagrange-Dichte werden nach ihrer chiralen Ordnung klas-
sifiziert und organisiert. Zur Konstruktion der Lagrange-Dichten der betreffenden chiralen Ord-
nung werden einzelne Basisbausteine verwendet, die alle eine bestimmte feste Ordnung in dem
Impuls- und Quarkmassenzéahlschema besitzen:

D,U = 0,U—iR,U+iUL,, (2.23)
Fii = O.R, —9,R, —i[RuR), (2.24)
FL = 8,L,—0,L, —i[Ly L), (2.25)

Dabei haben wir noch die Grolken R* = v* 4+ a* und L* = v* — a* eingefiihrt. Die Konstante By
ist direkt mit dem chiralen Quarkkondensat verkniipft, 2F2 By = —(gq). Die einzelnen Bausteine
besitzen in unserem Zahlschema die folgende chirale Ordnung®

U=0(), DU=0(g), FEr=0(s), x=0(). (2.27)

3Fr ein alternatives Zahlschema s. [FSS 91, Kne+ 93, SSF 93].
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Unter der chiralen Gruppe transformieren die einzelnen Bausteine wie folgt:

DU w VRD*UV], Fli¥ o VeV, F™ o VRV x o VeVl (228)

Da wir die GréRe x zur O(q?) zahlen und wir Lorentzindizes immer kontrahieren miissen (we-
gen der Lorentzinvarianz), treten nur gerade Ordnungen in dieser Impulsentwicklung auf. Die all-
gemeinste, chiral invariante Lagrange-Dichte der niedrigsten Ordnung, die alle Symmetrien erfiillt,
lautet [GL 84]:

2 2
L2 = %"Tr (DMU (D*U)! ) + Z—OTr (XUT + UX*) . (2.29)

Dabei kennzeichnet der Index 2 die chirale Ordnung, d.h. in diesem Fall enthélt die Lagrange-
Dichte nur Terme der Ordnung O(¢?). In dieser Ordnung tauchen zwei Niederenergiekonstanten
auf, ndmlich die Pionzerfallskonstante Fj, und die in dem Baustein x enthaltene Konstante By.
Damit wir wissen, welcher Beitrag der Lagrange-Dichte zur Berechnung der einzelnen Verti-
ces jeweils wichtig ist, unterteilen wir diese noch nach den unterschiedlichen externen Feldern:

L2 = FTOQTr (auuomut) + BOTFOQTr (su+Us)

72 72
HLTr (©.UU" + 9,UtT)0) + i (@uU" - 8,0'v)a")

2

_Z_OTr ([vw Ullv”, UT]) + FTOQTr <{a“’ UHA UT}>

F BoF?
+7°Tr (qua“UJr — quTa“U) + i%Tr (pUT - Up) . (2.30)

Mit Hilfe der Ersetzung
Ut)U' (z) & m{@)+7(z)

kann man Uberprifen, welcher Term eine gerade und welcher eine ungerade Anzahl an Pionfeldern
enthélt, je nachdem ob der Term durch die Ersetzung ein Minuszeichen (< ungerade Anzahl)
erhalt oder nicht. So koppelt z.B. ein Photon nur an eine gerade Anzahl an Pionen, wahrend der
axiale Strom nur an eine ungerade Anzahl an Pionen koppelt.

Die SU(2) Lagrange-Dichte der nachsthoheren Ordnung (O(g*)) lautet [GSS 88]*

Lo = % [T (DMU(D“U)T)]Q + %Tr (puU (0, 0)") Tr (DrU (D))
4l 12,14 [Tr (XUT + U;J)]Q + %Tr (DNU (D“U)T) Tr (XUT n UXT>
FisTr (F,f;UFg”UT) + ilgTr (F,ﬁD“U (D"U)! + FL, (D*U)! D”U)
—i—; [ (vt —ox)] (231)

Dabei haben wir diejenigen Terme weggelassen, die ausschlielich externe Felder und keine Pion-
felder enthalten. Sie spielen in den folgenden Betrachtungen keine Rolle. Die 7 Niederenergie-
konstanten (LECs) I; parametrisieren die zu Grunde liegende Dynamik der QCD. Um ihre Werte
zu bestimmen, muss man sie an experimentelle Daten anpassen oder an Hand von Vorhersagen
von effektiven Quarkmodellen ableiten. Allerdings muss man sie nur einmal bestimmen und kann

“Die SU(3) Lagrange-Dichte [GL 85] enthalt insgesamt 10 unabhéngige Terme mit Goldstone-Bosonenfeldern,
von denen drei im SU(2) Fall durch Linearkombinationen der anderen 7 Terme ausgedriickt werden kénnen.
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dann damit die Werte von einer ganzen Reihe von physikalischen GréRen vorhersagen (s. Anhang
D.1 von [Sch 02]).

Was uns jetzt noch zur Berechnung von physikalischen Prozessen bis zu einer bestimmten
Ordnung fehlt, ist ein Schema, mit dessen Hilfe Feynman-Diagramme klassifiziert werden kdnnen.
Weinbergs Zahlschema [Wei 79] liefert uns eine solche konsistente Behandlung:

Reskaliert man in einem gegebenen Diagramm die externen Impulse und die Massen der Gold-
stone-Bosonen®, so ergibt sich fiir das Verhalten der invarianten Amplitude des Diagramms:

M (tp,*M?) =t° M (p,M?), D=2+ 2(n—1) Na,+ 2N (2.32)

n=1

Dabei steht Ny, fir die Anzahl der Schleifen im Diagramm und No,, fiir die Anzahl der Vertices,
die von L4, kommen. Die wichtigste Konsequenz ist, dass Diagramme mit kleinem D dominieren,
d.h. in fihrender Ordnung die invariante Amplitude bestimmen. Schleifendiagramme sind wegen
des Faktors 2Ny, unterdriickt. Flr unsere Zwecke sind die Diagramme mit D = 2 und D = 4
interessant:

D=2: n=1, Np =0,
D=4: n=1, Np=1 oder
n=2  N,=0, Ny=1.

Zur Ordnung O(p?) tragen also alle Diagramme mit einer beliebigen Anzahl an Vertices von £7(T272
bei. Zur Ordnung O(p*) tragen Einschleifengraphen mit Vertices von Lﬁ? und Baumgraphen mit
genau einem Vertex von L‘sﬁz bei.

2.4 Chirale Storungstheorie fir Nukleonen

Die Vorgehensweise ist analog zum Mesonsektor. Die effektiven Freiheitsgrade sind jetzt neben
den Pionen auch die Nukleonen. Dabei sind wir nur an Prozessen interessiert, in denen ein ein-
laufendes und ein auslaufendes Nukleon vorkommt. Die Nukleonen (Proton p, Neutron n) sind in
dem Nukleonenfeld ¥(z) = (p,n)T enthalten, das die Viererspinoren von Proton und Neutron
zusammenfasst. Die Pionen werden jetzt in der GroRe » zusammengefasst,

T T
u—\/ﬁ—exp(zm>.
Wie wir im néachsten Kapitel sehen werden, bereitet das Auftreten der Nukleonmasse als neue
Massenskala Probleme, da diese im chiralen Grenzfall nicht verschwindet. Im Gegensatz zur me-
sonischen ChPT existieren in der ChPT flr Nukleonen Lagrange-Dichten fir alle chiralen Ord-
nungen und nicht nur fiir gerade Ordnungen. Die Lagrange-Dichte der niedrigsten Ordnung ist
somit von der Ordnung O(q), wobei ¢ ein Parameter sein soll, der fiir einen kleinen Mesonen-
oder Nukleonenimpuls steht®.

5Das Reskalieren der Massen ist nur ein mathematisches Hilfsmittel, das dadurch motiviert wird, dass die Massen
der Goldstone-Bosonen im chiralen Grenzfall verschwinden.

®Da die nullte Komponente des Viererimpulsvektors der Energie des Teilchens entspricht, kann der Viererimpuls
des Nukleons nicht ,klein* sein. Entweder betrachtet man also nur die Dreierimpulse des Nukleons oder man spaltet
einen ,kleinen“ Viererimpuls vom eigentlichen Impulsvektor ab, der dann nicht die Energie-Massenschalenbeziehung
erfullt (s. HBChPT im néchsten Kapitel).
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Die Basisbausteine lauten jetzt

DU = (9 +Tu—inf))w
1
= {au +3 [0 (8 — iRy + (@ — iL)uf| - z‘vfﬁ} v,

Uy = & [uf(au —iR,)u —u(0, — iLu)uT] ,

x: = ulxul +uyly,
fff,, = qu,,uT + uTFﬁ,u
ful(ﬁ,) = 8NU,(/S) - Buful(f). (2.33)

Im chiralen Z&hlschema besitzen diese GroRen die folgenden Ordnungen,

DY =0(¢"), DU =0(q), uu=0(q), xx=0("), fir, =0, v\ = 0(%2)- |
2.34
Die Pion- und Nukleonfelder werden zur Ordnung O(q°) gezahlt. Die kovariante Ableitung D,
kann sowohl auf die Nukleonfelder ¥ als auch auf die Pionfelder oder die externen Felder wirken.
Wirkt D,, auf ein Nukleonfeld ¥ (z), so zdhlen wir diese GréRe zur Ordnung O(q°), da die Zeita-
bleitung die Energie des Nukleons liefert, die nicht als ,klein“ angesehen werden kann. Wirkt D,
auf ein Pionfeld oder ein externes Feld, so zéhlen wir diese Grolke zur Ordnung O(q). Die hier
auftauchende kovariante Ableitung sollte nicht mit der kovarianten Ableitung in der Theorie fir
die Mesonen verwechselt werden.
Die Basisbausteine sind gerade so gewahlt, dass es besonders einfach ist, Terme zu konstruie-
ren, die unter der chiralen Gruppe invariant sind. Die einzelnen Bausteine besitzen das folgende
Transformationsverhalten:

U — K(V.,Vg U)Y, U \Ifol(VL, Vr,U), (2.35)
X = K(VL,VRaU)XK_l(VL,VRa U)7 X = Upy X+ f/ia IUEZ’/)a (236)

wobei die SU(2)-wertige Matrixfunktion K (Vr,, Vg, U) definiert ist durch

-1
K(V, Ve, U) =u' Wgu=1\/Va, U, V) Vgu.

Fir die kovariante Ableitung folgt, dass [D,, X| gemaB GI. (2.36) und D, ¥ gemafR Gl. (2.35)
transformiert (s. [Fet+ 00]).

Die effektive Pion-Nukleon-Lagrange-Dichte der niedrigsten Ordnung mit der minimalen An-
zahl an Ableitungen lautet [GSS 88, EM 96],

Q

LY =1 (UZ’ — iy + %Av“%uu) v, (2.37)

Hier tauchen zwei neue Niederenergiekonstanten auf, namlich die Nukleonmasse m y = iy (1 +
O(m)) = 939.6 MeV und die axiale Kopplungskonstante g4 = § 4(1+O(m)) = 1.2670+0.0035
[PDG 02] im chiralen Grenzfall. Im Folgenden kennzeichnen wir alle physikalischen GrofRen im
chiralen Grenzfall mit dem Symbol °.
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Aufgeteilt nach den externen Feldern lautet diese Lagrange-Dichte:

T, ) ]. =
'C’v(rl])\f = (i —hy) ¥ + ’LE\IW“(U]L@LU + udyu’)

1 1_ _
+§\If’y“(uT’U“u + uv,ul) T + E\I/'y“(u*auu — ua,ul)¥ + \Il'yuvl(f)\ll

+i©7A‘iJ'y“'y5(u*8uu - uauuT)\IJ
+g7A\Tffy“'y5(uTvuu — wv,ul) ¥ + 97’4@7“75(ufauu + ua,ul) 0. (2.38)

Die in der Einleitung erwahnten chiralen Niederenergietheoreme (wie z.B. die Goldberger-
Treiman-Relation [GT 58]), die im chiralen Grenzfall exakt giiltig sind, kdnnen mit Hilfe der
Lagrange-Dichten aus Gl. (2.29) und Gl. (2.37) abgeleitet werden. Tatsdchlich reproduziert die
chirale Storungstheorie der niedrigsten Ordnung alle mit den Methoden der Stromalgebra und der
PCAC-Relation abgeleiteten Ergebnisse.

Die Lagrange-Dichte der ndchsthoheren Ordnung enthélt die sieben Niederenergiekonstanten
¢; [GSS 88, Kra 90],

L3 = Tey(xy)¥ — 8rcn—2?v (T (u,u,){D*, D*}T + h.c.) + xif%"’(uuuﬂ)xy

fho™ + 2:;7 vl(jj)a"” .

e 1
+U z—4\If[uu,uu]0“"\If+C5 X+ — o{x+) | +
4 2 N

Ce
8y
(2.39)
Die eckigen Klammern stehen fiir die Spur tber die 2 x 2 Matrizen. Wir werden spéter sehen, dass
die Konstanten cg bzw. ¢7 proportional zum anomalen isovektoriellen bzw. isoskalaren magneti-
schen Moment des Nukleons im chiralen Grenzfall sind. Wir geben noch die Beziehung zwischen
den in [GSS 88] definierten und den in dieser Arbeit verwendeten Konstanten an:

e = F2¢, eSS = —F2¢;, iy = —2F%c;,
th (c§55 — 2 cS5%) = —F2cy,  81%c55 = F2cg.

Die Lagrange-Dichten der Ordnungen O(g3) und O(q*) sind komplett in [Fet+ 00] angegeben.
Sie enthalten 23 bzw. 118 unabhdngige Terme, von denen wir aber nur einige wenige in dieser
Arbeit bendtigen. Wir verzichten daher auf die vollstandigen Lagrange-Dichten und geben nur die
relevanten Terme an. Aus Lf’]z, [EM 96] bendtigen wir die folgenden fiinf Terme:

& _ LY Grpu gy pre LR TP ON
8 S G (U [D*, £,] D*T —hc) + S TP (\11(8 v(e)) DY W h.c.)
1- b7 m big m b3 U v op—
+2\P (47TF)27 75<X+>uﬂ + (47TF)27 Y5 [Duax—] + (47TF)2’Y Y5 [-D 7fuy] .

(2.40)

Auch hier geben wir die Beziehung zwischen den Konstanten d; aus [Fet+ 00] und den hier ver-
wendeten Konstanten b; aus [EM 96] an:

by bg bi7 big bas
= _— 4 = = = = .
d (4nF)2’ dr (4w F)2’ dio (4w F)?’ dis (4nF)?’ d22 (47 F)?
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Aus 524]2, [Fet+ 00] bendtigen wir die folgenden acht Terme:

LR = ot e [Dy, D, ()] + ens(x4)? — 2esa (82 0n0f) o
1 1
—gen [DA,[Dy, f 110" — 2 e105 () (x4 )™ — 5 €106 Favx4)o™
1 1
+Z€115<X3. —x%) - 76116 (O — (x=)2+ (%) — <X+)2)} U+ ....(2.41)

Die Konstanten ez und e3g stehen mit den Konstanten e?L und e£* aus [BL 99] folgendermaRen
in Verbindung:
ep” = —2(8ess + e115 + e116) , es’ = 4deg. (2.42)

Damit haben wir alle Lagrange-Dichten zusammen, die fiir eine volle Einschleifenberechnung der
skalaren, elektromagnetischen und schwachen Formfaktoren bendtigt werden. Die Werte der Nie-
derenergiekonstanten missen an Hand von experimentellen Daten bestimmt werden und hangen
i.A. von dem verwendeten Renormierungsschema ab. Wir diskutieren deshalb ihre Werte in Zu-
sammenhang mit den einzelnen Formfaktoren (Kapitel 4-6).
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Kapitel 3

Wiederherstellung des chiralen
Zahlschemas

Berechnet man mit den im letzten Kapitel angegebenen Lagrange-Dichten Schleifengraphen, die
innere Nukleonenlinien enthalten, so stellt man fest, dass das chirale Zahlschema (,,power coun-
ting“) verletzt ist, wenn man die {ibliche dimensionale Regularisierung in Kombination mit einer
modifizierten minimalen Subtraktion verwendet [GSS 88]. In diesem Kapitel behandeln wir ver-
schiedene Methoden, die das chirale Zahlschema wiederherstellen. Wir vergleichen diese Metho-
den miteinander und z&hlen die jeweiligen Vor- und Nachteile auf.

3.1 Nukleonmasse im chiralen Grenzfall

Zur Verdeutlichung des Problems berechnen wir die Nukleonmasse bis zur Ordnung O(g3) im
chiralen Grenzfall, d.h. im Grenzfall verschwindender Quarkmassen. Wir betrachten den chiralen
Grenzfall, da der Ausdruck fiir die Nukleonmasse dann sehr tibersichtlich wird und trotzdem das
Problem verdeutlicht [GSS 88]. Die physikalische Nukleonmasse ist als Position des Pols des
Nukleonpropagators definiert:

iS(p) = Fw S N = vy + Z(p = my)- (3.1)
k
- - )\ ~
| § //\ | § f\-\ |
v 1 v l >
&y, &y,
p p-k p

Abbildung 3.1: Selbstenergiegraph des Nukleons. Die durchgezogenen bzw. gestrichelten Linien
kennzeichnen Nukleon- bzw. Pionlinien. Die 1 im Kreis steht fur einen Beitrag von Efrlg,.

Die einzige Korrektur zu rhy kommt im chiralen Grenzfall von dem in Abb. 3.1 gezeigten
Selbstenergiegraphen. Zur Berechnung dieses Graphen miissen wir den Ausdruck fiir den m NN -
Vertex ableiten. Fir ein Pion mit Impuls ¢ und Isospinindex a erhalten wir

éA a
F3 FOME)T ;
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wobei das Minuszeichen fiir eine einlaufendes und das Pluszeichen fiir ein auslaufendes Pion
steht. Nach Anwendung der Feynmanregeln [BD 64, Ryd 85] erhalten wir fiir £(p) = iM den
folgenden Ausdruck [GSS 88]:

2 d"k i i
Z = ) _—A 4”/ a S a
(p) Z( 4F02)“ et T iy —F —mn riel o7
_ 3 4_n/ 'k K —F + )k
AF} (2m)" (k2 +ie)((p — k)2 — 3, + ie)

3o [ o 0 R)F (K )
gt ) e (2 1) (0 — k)2 — iy + i)

bl

2 2 o
S(p =rthy) = —;’%;mNIN = _32?;@75}3% (R+ 21n '%N) : (3.2)
In der letzten Zeile haben wir von p = fhy Gebrauch gemacht. Hierbei ist 4 die bei der dimen-
sionalen Regularisierung auftretende Renormierungsskala®. Die Konstante R ist in Gl. (C.1) im
Anhang C angegeben und divergiert fiir n — 4. Wie wir gezeigt haben, tritt bei der Berechnung
des Selbstenergiegraphen des Nukleons im chiralen Grenzfall lediglich das Integral I auf, das
wir mit Hilfe der dimensionalen Regularisierung im Anhang berechnet haben.

Die Schleifenbeitrdge verschieben also die Position des Pols im Nukleonpropagator um einen
unendlichen Betrag, d.h. wir missen die Nukleonmasse im chiralen Grenzfall, die bereits in
fiihrender Ordnung in ESZ)V (GI. 2.37) auftaucht, renormieren. Das bedeutet aber auch, dass Schlei-
fenbeitrdge jetzt nicht mehr unterdriickt sind, sondern schon in der fiihrenden Ordnung beitragen.
Das ist in der chiralen Storungstheorie fiir Mesonen nicht der Fall. Die beiden, in der niedrigs-
ten Ordnung auftretenden Niederenergiekonstanten By und F; missen nicht renormiert werden
und sind somit endlich. Zum Vergleich geben wir das Ergebnis einer Einschleifenrechnung fur die
Pionmasse an [GL 84],

2m?2 1 m
m2 =m2 o (1+ R (zg(m + gz n ,’}“)) -
0

Die Pionmasse nimmt durch die Renormierung der aus £3™ stammenden Konstanten I3 einen
endlichen Wert an,

r —
13(/1') - l3 + 647T2 .

Der Vergleich der Ausdriicke fiir die Massen des Pions und des Nukleons zeigt deutlich das Pro-
blem der chiralen Stérungstheorie im Nukleonsektor. Die Masse des Nukleons verschwindet im
Gegensatz zur Masse des Pions im chiralen Grenzfall nicht und kann auch nicht als klein (von der
Ordnung O(q)) angesehen werden. Es tritt eine neue Massenskala auf, die das chirale Z&hlschema
zerstort.

3.2 Theorie fiir schwere Baryonen

Die Masse des Nukleons ist in etwa so grof? wie die in den Schleifenintegralen auftretende Skala
47 Fy. Wir suchen deshalb eine Formulierung der chiralen Stérungstheorie, die eine simultane
Entwicklung nach

q q
und 5
4 Fy ma

1Im Nukleonsektor wird, wie wir spater noch erklaren werden, p = hy gewahlt.
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ermdglicht. In der relativistischen Formulierung der ChPT besteht aber zwischen Fyy und my ein
grundlegender Unterschied. Wahrend Fy nur in der Lagrange-Dichte auftaucht, ist rhy auch im
Nukleonpropagator enthalten. Damit eine solche Entwicklung also Uiberhaupt mdglich ist, muss
der gesuchte Formalismus einen neuen Propagator liefern, der die Nukleonmasse im chiralen
Grenzfall nicht mehr enthélt.

Dies ist in der so genannten HBChPT (Heavy Baryon ChPT) [JM 91, Ber+ 92] der Fall, die
die Nukleonfelder als schwere statische Fermionenfelder [Geo 90] behandelt. Wir zerlegen den
Viererimpuls eines Nukleons in m yv* und einen Restimpuls k#,

' = mpyv* + kH, v =1, 0" > 1, (3.3)

sodass v - k < my ein Mal dafiir ist, wieviel das Nukleon von der Massenschale abweicht. Wir
zéhlen den Restimpuls &* zur Ordnung O(q). Mit Hilfe der GroRe »# kdnnen wir den Nukleon-
spinor in eine ,,leichte” und eine ,,schwere” Komponente zerlegen

U(z) = e—ifvo-e [Ny + M)
Nv — ezﬁ']szpq;l—\Ij(x) — eirgﬂNv-ml—‘;?j le(x)’
ﬂxy(x). (3.4)

Hv _ eiva-;cPU—\Ij(x):eiva-w 5

Fiir v* = (1,0,0,0)7 stellen die Felder A, und #, die groBen und kleinen Komponenten eines
Dirac-Spinors dar.

Die Idee ist es jetzt, die Felder #, zu eliminieren und somit neue Lagrange-Dichten und
Propagatoren zu erhalten, die die Masse des Nukleons in niedrigster Ordnung nicht mehr enthalten.
Die Vorgehensweise ist analog zu der effektiven Theorie fiir schwere Quarkfelder (HQET, engl.:
Heavy Quark Effective Theorie), in der man auf eine richtige Normierung der Quarkfelder achten
muss [BKP 94]. Analog zu dieser Diskussion muss in der HBChPT auch die unterschiedliche
Normierung der Felder ¥ und W, beriicksichtigt werden. Zur Elimination der Felder H, setzen
wir Gl. (3.4) in die Bewegungsgleichung ein, die aus der in GI. (2.37) angegebenen relativistischen
Lagrange-Dichte folgt, und multiplizieren mit e!M~v-2:

[UD + %Ad 75] Ny + [MD — 2y + %A;t 75] Hy = 0. (3.5)
Damit konnen wir die Felder A, durch N, ausdriicken,
_ 1 /. 94 1
v = P a0 — v r'ou . .
H T (ZLDJr 2?M5>N +O(m%v> (3.6)

Neben der Entwicklung nach kleinen Impulsen und Quarkmassen tritt somit eine zusétzliche Ent-
wicklung in 1/m auf, die die Abweichung zum extremen nichtrelativistischen Grenzwert beriick-
sichtigt.

Mit Hilfe des Spinoperators,

Sk = %750“”’0,,, S-v=0, (3.7)
kann man Ausdriicke der Form N, TN, durch v# und S* ausdriicken, wobei T fiir eine beliebige
Kombination von Gammamatrizen steht. Wir erhalten somit die Lagrange-Dichte der HBChPT in
niedrigster Ordnung [JM 91]:

LY = Ny [iv- D+ gaS - ul Ny (3.8)
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Die Nukleonmasse taucht in GI. (3.8) und damit auch im Nukleonpropagator nicht mehr auf. In
hoheren Ordnungen tritt sie allerdings in Potenzen von 1/ auf. Der Propagator lautet jetzt:
pf
— 3.9
v-k+ie (3.9)
Damit ist das chirale Z&hlschema wiederhergestellt. Die Schleifenintegrale sind um einen Fak-
tor O(¢?) unterdriickt, wie das im Mesonsektor der Fall ist. Die Formel aus Gl. (2.32) kann auf den
Meson-Nukleonsektor verallgemeinert werden (s. z.B. [Eck 95]). Die chirale Dimension D eines
Graphen mit Ny, Schleifen, I, inneren Mesonlinien, Ig inneren Nukleonlinien und N,, Vertices
der Ordnung O(q™) ist gegeben durch

D=4Np—2Iy —Ig+ ) nN,. (3.10)
n

Unterscheidet man noch die Vertices durch die Anzahl n g der Nukleonlinien,

ﬁﬁz::jz:P%LnB ::ﬁLLO'%]VﬁQ ==Ady-+f%f,
ng

so kann man GlI. (3.10) umschreiben:

AEB ng
D=2+42N -2+ (n—2+7)Nn7nB, (3.11)
n,np
wobei Fp die Anzahl externer Nukleonlinien ist, d.h. Eg = 0,2. Im Mesonsektor gilt ng =
Ep = 0 und man erhdlt direkt die bekannte Formel aus Gl. (2.32). Im Nukleonsektor ist Eg = 2

und wir erhalten - -
D=1+2N,+) 2(n—1)Njt +> (n—1)NE. (3.12)

n=1 n=1
Damit kénnen wir jetzt die chirale Dimension eines jeden Graphen eindeutig bestimmen. Da D >
1 + 2N, ist, tragen nur Baumgraphen zu den Ordnungen O(q) und O(q?) bei.
Als Beispiel berechnen wir den Selbstenergiegraphen des Nukleons im chiralen Grenzfall mit
Hilfe der HBChPT. Neben dem Nukleonpropagator @ndert sich jetzt auch der Ausdruck fiir den
7w N N-Vertex. Fir ein Pion mit Impuls ¢ und Isospinindex a lautet der Ausdruck jetzt

:F%%Sb'QTa,

wobei das Vorzeichen sich wieder auf ein einlaufendes (=) bzw. auslaufendes (+) Pion bezieht. Mit
pt = muyv* + r# erhalten wir:

84 [ d°k i iPt
S(p) = —iSA kTt v\ g, ke
() ZFOQ/(27T)"S T k2 e v-(r—k)+ie Sv kT

Das Ergebnis ist fir eine nicht verschwindende Pionmasse z.B. in [Sch 02] (Kapitel 5.5.9) ausfihr-
lich diskutiert und berechnet worden. Im chiralen Grenzfall erhalten wir keinen Beitrag von Schlei-
fengraphen zu rhy, d.h. das ,,power counting* ist jetzt erfiillt. Die Masse des Nukleons im chiralen
Grenzfall, -, muss nicht renormiert werden.

Der grofRe Nachteil der HBChPT ist, dass die Entwicklung nichtrelativistisch ist. Tatsdchlich
konvergiert die Storungsreihe in Teilen des Niederenergiebereiches nicht. Wir werden diesen
Punkt am Beispiel des Dreiecksgraphen, der zur Berechnung des skalaren Formfaktors notwendig
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ist, im nachsten Kapitel verdeutlichen [BL 99]. AulRerdem ist es nicht so leicht, in den Lagrange-
Dichten der hoheren Ordnungen die 1/rhy Korrekturen richtig zu beriicksichtigen [EM 96]. Eine
relativistische Beschreibung kdnnte auch neue Einblicke in die Impulsentwicklung geben [Tan 96].
Daher sucht man nach einer relativistischen Beschreibung des Baryonsektors der chiralen Sto-
rungstheorie, die das chirale Zahlschema respektiert.

3.3 Relativistische Formulierung der ChPT im Nukleonsektor

Bei der Berechnung von Schleifenintegralen treten Divergenzen auf, die das Verwenden eines
Renormierungsschemas notwendig machen. Die ldee ist dabei, die Divergenzen zuerst mit Hilfe
der dimensionalen Regularisierung zu extrahieren und dann in die Niederenergiekonstanten der
Lagrange-Dichte zu stecken. Etwas genauer formuliert separieren wir auch die Niederenergiekon-
stanten in einen divergenten und einen endlichen Anteil und wéhlen den divergenten Anteil gerade
so, dass er sich mit den Unendlichkeiten der Integrale exakt weghebt. Die endlichen Anteile sind
dann die renormierten Grofien, die in Experimenten bestimmt werden kdnnen. Welche endlichen
Terme die Niederenergiekonstanten noch zusatzlich absorbieren, hdngt vom verwendeten Renor-
mierungsschema ab, d.h. die Werte fir die einzelnen Kopplungskonstanten hdngen vom benutzten
Renormierungsschema ab.

Etwas anders formuliert nitzt man bei den verschiedenen Renormierungsschemen aus, dass
man zu der effektiven Lagrange-Dichte der relativistischen chiralen Stérungstheorie so genannte
Gegenterme (engl.: counter-terms) dazuaddieren kann, die alle Symmetrien der urspriinglichen
Lagrange-Dichte erfiillen und die analytisch in den Entwicklungsparametern sind, d.h. Polynome
in den externen Impulsen. Da die Lagrange-Dichte der ChPT die allgemeinste, mit den Symmetri-
en der QCD vertréagliche Lagrange-Dichte ist, sind diese Terme bereits in ihr enthalten [Wei 79].
Die Addition dieser Terme andert also nur die effektiven Kopplungskonstanten, wie oben bereits
erwahnt.

In der chiralen Stérungstheorie fiir Mesonen wird die Konstante

R=-2/e+yg —1—In(4n)

mit e = 4 — n absorbiert. Wir bezeichnen dieses Verfahren als modifiziertes Abzugsverfahren
der ChPT und unterscheiden es durch das Symbol M S vom normalerweise im Standardmodell
benutzten M S-Schema (engl.: modified minimal subtracted). Wendet man dieses Renormierungs-
schema auf den Nukleonsektor an, so stellt man fest, dass das Zahlschema verletzt wird. Die
Losung des Problems liegt in der Wahl eines anderen Renormierungsschemas, in dem die Ter-
me abgezogen werden, die das Zahlschema zerstoren. Die grundlegende Idee geht dabei auf El-
lis und Tang zurlick [Tan 96, ET 98]. Das Problem der ,,unnatiirlich“ groRen Streuldngen in der
N N-Streuung konnte z.B. dadurch geldst werden, dass man ein geeignetes Renormierungssche-
ma verwendet hat. In diesem Zusammenhang ist auch erkannt worden, dass das in der chiralen
Storungstheorie im Mesonsektor verwendete Renormierungsschema im Nukleonsektor nicht das
beste ist [Lep 97, KSW 98].

Dabei ist vor allem zu beachten, dass einzelne Vertices (ber die chirale Symmetrie miteinan-
der verknipft sind. Wenn bei einem Vertex ein Term dazuaddiert wird, muss man genau diesen
Term an einer anderen Stelle wieder abziehen. Deshalb kann man nicht willkiirlich die stérenden
analytischen Terme abziehen, sondern muss darauf achten, dass die renormierten Ausdriicke die
chirale Symmetrie immer noch erfiillen.

Es ist hier wichtig, zwischen einem Renormierungsschema und der verwendeten Methode zur
Regularisierung zu unterscheiden. In der chiralen Stérungstheorie ist die dimensionale Regulari-
sierung zur Extraktion der Divergenzen der Integrale auch im Nukleonsektor am besten geeignet,
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da sie die chirale Symmetrie und die Eichsymmetrie erhélt. Das verwendete Renormierungssche-
ma muss die mit Hilfe der dimensionalen Regularisierung extrahierten Divergenzen subtrahieren.
Die hier diskutierten Renormierungsschemen unterscheiden sich lediglich darin, welche nicht di-
vergenten Terme noch zusétzlich abgezogen werden.

Im Folgenden werden wir zwei Methoden beschreiben, die auf die hier entwickelten Ideen
zurtickgreifen, ndamlich die Infrarotregularisierung [BL 99] und das in dieser Arbeit verwendete
Renormierungsschema, das auf Gegelia, Japarizde und Wang [GJW 99] zurtickgeht.

3.3.1 Die Infrarotregularisierung

In der Infrarotregularisierung von Becher und Leutwyler [BL 99] werden die Graphen ganz normal
mit Hilfe der relativistischen Lagrange-Dichte [GSS 88] berechnet. Alle Tensorintegrale werden
durch skalare Integrale ausgedriickt. Die skalaren Integrale werden allerdings besonders behandelt,
indem sie in einen infrarot divergenten und einen reguldren Anteil aufgeteilt werden. Der regulére
Anteil enthalt nur Terme, die in eine Taylor-Reihe nach Potenzen in den externen Impulsen und
Quarkmassen entwickelt werden kdnnen, d.h. der reguldre Anteil enthélt gerade die analytischen
Terme. Es stellt sich heraus, dass gerade diese Terme das ,,power counting* verletzen. Der infrarot
divergente Anteil enthdlt die nichtanalytischen Terme, d.h. die Terme mit einer nicht trivialen
Abhéangigkeit von Impulsen und Quarkmassen, wie z.B. die chiralen Logarithmen oder gebrochene
Potenzen in den Quarkmassen. Diese nichtanalytischen Terme werden von Integralen erzeugt, die
im chiralen Grenzfall jeweils eine Singularitdt entwickeln. Die Singularitat stammt bei diesen
Integralen von der Integration iiber kleine Schleifenimpulse von der Ordnung O(g). Deshalb wird
dieser Anteil als infrarot divergent bezeichnet.

Da die relativistische Lagrange-Dichte invariant unter chiralen Transformationen ist, ist auch
die Kombination von reguldren und infrarot divergenten Termen chiral invariant und zwar fiir be-
liebige Dimensionen d, da die dimensionale Regularisierung die Symmetrien der Lagrange-Dichte
erhalt. Die auf die chirale Symmetrie zuriickgehenden Ward-ldentitaten missen deshalb in jeder
Ordnung der chiralen Entwicklung erfillt sein. In der chiralen Entwicklung nach externen Impul-
sen und Quarkmassen enthalten die nichtanalytischen Terme aber nur ungerade Potenzen und die
analytischen Terme nur gerade Potenzen. Deshalb miissen reguldre und infrarot divergente Terme
separat invariant unter der chiralen Gruppe sein. Der regulédre Anteil besteht also aus analytischen
Termen und besitzt alle Symmetrien der relativistische Lagrange-Dichte. Deshalb kann dieser re-
guldre Anteil in den Niederenergiekonstanten absorbiert und mit einer geeigneten Wahl fiir die
Subtraktion das chirale Z&hlschema wiederhergestellt werden.

Die Methode, um diese beiden Anteile eines Integrals voneinander zu trennen, besteht in einer
speziellen Wahl der Feynmanparametrisierung. Wir betrachten zunéchst nur solche Integrale, die
mindestens einen Mesonpropagator und mindestens einen Nukleonpropagator enthalten. Allge-
mein lautet der Ausdruck fiir m Mesonpropagatoren und n Nukleonpropagatoren:

1 [ d% 1 1
Hom = 3 3.13
e i/(QW)dal...ambl.,,bn’ ( )
ai = M*—(k—gq)’—ie, i=1,...,m,
bj = miy — (P —k)® —ig j=1,...,n,

wobei wir hier die Konvention aus [BL 99] tibernommen haben. Insbesondere ist M die Pionmasse
und m  die Nukleonmasse. Die m Mesonpropagatoren kénnen durch m — 1 Feynmanparameter
beschrieben werden:

1 g \mH L X
_— = - dzy ... dTm—1— 3.14
ai...am ( 3M2) /0 7 /0 Tm-170 (3.14)
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X = 1 m =2
zo- (23)% .. (Tm1)™ 2 m>2°

A = Ap,  Apn=npp+(1-z)apn (p=1....m-1), Adi=a.

Analog dazu kénnen die n Nukleonpropagatoren durch n — 1 Feynmanparameter beschrieben
werden. Wir erhalten schlieflich:

o (m—1) o (n—1) 1 1 Ak 1

wobei wir die Integration tber die m +n — 2 Feynmanparameter durch fol dz dy abgekirzt haben.
Wir bendtigen noch einen weiteren Parameter, um die Mesonpropagatoren mit den Nukleonpropa-
gatoren zu kombinieren. Bei der Integration tiber diesen Parameter nehmen wir jetzt die entschei-
dende Aufteilung vor:

L _ [~ 1 < 1 1 1
AB _/0 “A+ (B - A4)2)2 _/1 A+ (B-A22 AB-A) B(B—é)'G)
A
Die infrarot divergenten Terme werden vom ersten Teil von Gl. (3.16) erzeugt und die reguléren
Terme vom zweiten Teil.

Die Integrale mit mindestens einem Nukleon- und einem Mesonpropagator werden in der
Infrarotregularisierung wie gewohnt berechnet, mit der Ausnahme, dass die Integration iber einen
Feynmanparameter anstatt von 0 bis 1 von 0 bis oo geht. Dieser eine Feynmanparameter verbindet
gerade die Meson- mit den Nukleonpropagatoren.

Wenn wir ausschlieBlich Mesonpropagatoren haben, so treten keine reguldren Terme auf, die
das ,,power counting* zerstoren konnten. Wegen der Mesonmasse in den Propagatoren, (k2 —
M? +ie)~t, werden im chiralen Grenzfall die Singularitdten der Integrale von Schleifenimpulsen
k erzeugt, die von der Ordnung O(q) sind. Bezeichnen wir den infrarot divergenten Teil mit I,
und den reguldren mit R,,,,,, o erhalten wir also:

ImO = Hmo, RmO =0.

Lediglich die Ausdriicke fur die skalaren Integrale mit mindestens einem Nukleonpropagator wei-
chen von den gewohnten Ausdriicken [GSS 88] ab. Die Ergebnisse der chiralen Storungstheorie
flir Mesonen bleiben somit weiterhin gultig.

Wenn wir ausschliellich Nukleonpropagatoren haben, so dominiert der Integrationsbereich,
bei dem die Schleifenimpulse von der GroRenordnung der Nukleonmasse sind, d.h. & = O(¢?).
Wir haben nur reguldre Terme, die durch die Niederenergiekonstanten absorbiert werden. Diese
Integrale verschwinden in der Infrarotregularisierung:

IOn = 0, ROn = HOTL'

3.3.2 Alternatives Renormierungsschema

Wie oben diskutiert, sind die Terme, die das chirale Zahlschema zerstoren, reguldr. In der In-
frarotregularisierung zieht man durch eine geschickte Manipulation des Feynmanparameters alle
reguldren Terme ab. Damit ist sichergestellt, dass die chirale Symmetrie erflllt ist, da die Ward-
Identitéaten fur die reguldren und infrarot divergenten Terme getrennt gelten. Es ist aber nicht unbe-
dingt notwendig, alle reguldren Terme abzuziehen. Es genligt namlich, nur die Terme abzuziehen,
die fiir die Verletzung des Zahlschemas verantwortlich sind. Wenn wir aber nur einen Teil der
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reguldren Terme abziehen, miissen wir aufpassen, dass die lbriggebliebenen Ausdriicke die chi-
ralen Ward-Identitaten noch erfiillen. Dies ist dann sichergestellt, wenn die Abzugsterme durch
einen Gegenterm erzeugt werden, d.h. in den Niederenergiekonstanten absorbiert werden kdnnen.
In den Rechnungen geben wir deshalb jeweils an, welche Niederenergiekonstanten die jeweiligen
Abzugsterme absorbieren und wie die Anderung dieser Kopplungskonstanten aussieht.

Das hier vorgestellte und in dieser Arbeit verwendete Renormierungsschema [GJW 99] funk-
tioniert folgendermaBen. Zuerst bestimmt man an Hand der Formel aus Gl. (3.11) die erwartete
Ordnung des Diagramms. Dann bestimmt man den Beitrag zu diesem Diagramm mit Hilfe der re-
lativistischen Lagrange-Dichte [GSS 88]. Die Divergenzen der Integrale, die daher stammen, dass
der Schleifenimpuls unendlich gro werden kann (ultraviolette Divergenzen), werden mit Hilfe
der dimensionalen Regularisierung abgezogen. AnschlieBend zieht man die reguldren Terme ab,
die von einer niedrigeren Ordnung sind als es das chirale Zdhlschema vorgibt. Zur Bestimmung
der Abzugsterme ersetzt man zuerst alle Tensorintegrale durch skalare Integrale und entwickelt
dann die Integrale nach der Pionmasse und nach kleinen Impulsen bis man die infrarote Divergenz
trifft, d.h. bis man einen nichtanalytischen Term erhdlt. Die kleinen Impulse kénnen entweder Me-
sonimpulse sein oder aber subtrahierte Nukleonimpulse, d.h. g — thy bzw. p? — 3, wobei p fiir
einen Nukleonimpuls steht. Wir behalten zur Bestimmung der Abzugsterme nur die Terme der
Entwicklung, die reguldr sind. Die Koeffizienten vor den Integralen werden in einer Taylorreihe
entwickelt. Es werden also wieder alle infraroten Terme behalten, nur dass jetzt nur die entwickel-
ten, reguldren Terme abgezogen werden. Enthalt ein Integral nur Mesonpropagatoren, so existiert
in der chiralen Entwicklung kein regulérer Term, der abgezogen werden kann. Im Mesonsektor be-
stehen also keine Unterschiede zwischen der Infrarotregularisierung, unserem hier beschriebenen
Renormierungsverfahren und dem modifizierten M S-Schema. Enthélt ein Integral ausschlieRlich
Nukleonpropagatoren, so verschwindet dieses in der Infrarotregularisierung komplett, wéhrend es
mit dem hier beschriebenen Renormierungsverfahren Beitrdge héherer Ordnungen liefert.

Wir erwahnen noch einmal, dass die numerischen Werte der Kopplungskonstanten vom ver-
wendeten Renormierungsschema abhangen. Da wir in dem hier vorgeschlagenen Renormierungs-
schema im Gegensatz zur Infrarotregularisierung die reguldren Terme nicht komplett abziehen,
erwarten wir unterschiedliche Werte in den Kopplungskonstanten hdherer Ordnungen. Die physi-
kalischen Ergebnisse diirfen natlrlich nicht vom Renormierungsschema abhangen.

Der Vorteil des hier beschriebenen Renormierungsschemas im Vergleich zur Infrarotregula-
risierung ist, dass die Integrale nicht in zwei verschiedene Anteile aufgeteilt werden. Zur Be-
rechnung der Integrale kénnen wir in diesem Schema auf die bekannten Methoden zuriickgreifen
bzw. die bereits berechneten Ausdriicke (ibernehmen. Eine Erweiterung auf eine Zweischleifen-
rechnung ist somit einfach, wahrend es in der Infrarotregularisierung noch keine Vorschrift gibt,
die besagt, wie man die auftretenden Zweischleifenintegrale behandeln soll. Der wesentliche Un-
terschied dieser beiden Renormierungsschemen besteht in den bendtigten Gegentermen: In der
Infrarotregularisierung ziehen wir die reguldaren Terme komplett ab, d.h. wir subtrahieren eine
unendliche Anzahl an Gegentermen, wahrend in dem hier beschriebenen Renormierungsschema
[GIW 99] nur die Terme bis zu einer bestimmten Ordnung abgezogen werden, d.h. es wird nur
eine endliche Anzahl an Gegentermen bendtigt.

In der relativistischen Formulierung der chiralen Storungstheorie flir Baryonen tritt mit der
Nukleonmasse im chiralen Grenzfall, my, in der Lagrange-Dichte der niedrigsten Ordnung eine
neue Massenskala auf. Sie ist als naturliche Massenskala fiir die dimensionale Regularisierung
wichtig. Da die infrarot divergenten Anteile der Integrale in der chiralen Entwicklung beliebig
hohe Ordnungen enthalten, erfordert ihre Renormierung auch beliebig viele Gegenterme. Gébe es
im Nukleonsektor eine laufende Massenskala p, wie das im Mesonsektor der Fall ist, so misste
man in unendlich vielen Termen die Skalenabhéngigkeit durch die Kopplungskonstanten kompen-
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sieren, damit die Amplituden skalenunabhéngig waren. Dies ist weder praktisch machbar noch
notwendig, da im Nukleonsektor die Masse des Nukleons im chiralen Grenzfall die natiirliche
Massenskala ist und somit . = hy gesetzt werden kann.

Betrachten wir in diesem Zusammenhang das am Anfang des Kapitels erwahnte Beispiel der
Masse des Nukleons im chiralen Grenzfall. Das nicht renormierte Ergebnis fur den Selbstener-
giegraphen im chiralen Grenzfall, das mit der relativistischen Lagrange-Dichte aus GlI. (2.37) be-
rechnet worden ist, ist proportional zum Integral Iy (s. GI. (3.2)) und enthalt mit der Massenskala
w = my nur noch einen divergenten Term, der bereits im modifizierten M S-Schema in der Nu-
kleonmasse absorbiert wird. Die in der relativistischen Lagrange-Dichte auftauchende Grosse my
muss zwar immer noch renormiert werden, aber es tragen keine endlichen, reguldren Terme bei.
Die beiden relativistischen Renormierungsschemen liefern in diesem Fall also identische Ergeb-
nisse.

Zur Demonstration der Methode betrachten wir uns das Integral,

dk 1
Jo—i : 3.17
’ z/ 2m)"™ (k2 4 4e) [(p — k) -+ z'e] G47)

welches gerade das Integral I,y (p?) im chiralen Grenzfall ist. Die Integration tber d™k liefert
in unserem Zahlschema einen Faktor 4, der eine Mesonpropagator einen Faktor —2 und der Nu-
kleonpropagator —1. Wir erwarten also, dass das Integral mit der Ordnung O(q) startet. Mit Hilfe
von hypergeometrischen Funktionen (s. Anhang B) kann man das Integral in n. Dimensionen be-

rechnen: A ( ) ( )
me—* T (2-2)r (& -1 nn p2
Jo=-——2X 2/ 12 Fi(1,2— === ). 3.18
S U (LR ﬁﬁ,) (319

Benutzt man jetzt noch die im Anhang angegebene Gl. (B.5), so erhélt man fiir das Integral J, den
Ausdruck:

it [T (2—2)T(n—3) n p?
J = ——X 2 Fi(1,2-=4—n;1—
0 (4W)n/z[ F'(n—-2 ° 1(’ 2 =T m%)
r(——l)r —n)(1- (21 n—2n—21- .
+ 9 (3 ’I’L)( r‘h?\,) 2 1(2 n n r‘h%,)]

(3.19)

Die hypergeometrischen Funktionen sind jetzt Potenzreihen in 1 — (p2/rh%;). In der ersten Zeile
von Gl. (3.19) stehen die reguldren Terme, deren Koeffizienten im Grenzfall n — 4 alle divergent
sind. Bis auf den ersten Koeffizienten heben sie sich alle mit Termen aus der zweiten Zeile weg.
In der zweiten Zeile treten neben den divergenten, reguldren Termen auch endliche, aber nicht
analytische Terme auf, die den infrarot divergenten Termen entsprechen:

e n—4 n
m F(2——) p2 2
J = ——X 2 1-— In(1- <5
’ me2[ n—3 *( m%)“( m%)

2\ 2 2
+<1— ?2> 1n(1—f’—2) .

My My
Der erste Term in Gl. (3.20) kommt von der ersten Zeile in Gl. (3.19) und die restlichen Terme von
der zweiten Zeile. Fiihrt man noch die in der dimensionalen Regularisierung verwendete Konstante

(3.20)
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R ein, so kdnnen wir den ersten Term folgendermafen umschreiben:

_ r‘f‘]]n\;4 r (2_ %) _ ﬁ‘]r]tf4 (R—1)
(4m)n/?2 n—3 1672 )

Das modifizierte M S-Schema absorbiert lediglich die Konstante R in den Kopplungskonstanten.
Das Integral verletzt das Zahlschema, da es offensichtlich mit der Ordnung O(q°) startet. In dem
neuen Renormierungsschema wird der gesamte erste Term absorbiert:

4 2 2 2\ 2 2
=N - V(12 )4 (1) m(1- 2 )+
(4m)n/2 My my My My

Den Subtraktionsterm kann man auch ohne explizite Berechnung des Integrals erhalten. Dazu
ersetzt man den Integranden von Jy durch die Reihe:

°°(p2—ﬁ1%v)l (Lpi>l 1
— 22 Opy) (K2 +ie) (k2 — 2k p+ (97 — %) +ie) | ,_

(3.21)

(3.22)

1=0
Vertauscht man anschlieBend Integration mit Summation, so erhélt man:
=i f o !
0 (2m)n (k2 +i€) [k2 — 2p - k + i€]
on—4
My
1672
Die Vertauschung von Integration und Summation ist genau das Verfahren, das von Ellis und Tang
[ET 98] vorgeschlagen worden ist, um die ,,hard-momentum*-Beitrdge loszuwerden. Im Unter-
schied zu [ET 98] behalten wir aber in den folgenden Rechnungen die kompletten Ausdriicke fir
die Integrale bei, d.h. wir entwickeln die Integrale nicht.

o +0(p* - hyy)
pe=lin

(R—1)+ O(p* —My).

3.4 Nukleonmasse und Wellenfunktionsrenormierung

Als erste Anwendung der verschiedenen Methoden berechnen wir die physikalische Masse des
Nukleons bis zur Ordnung O(q?) und leiten daraus die Wellenfunktionsrenormierungskonstante
des Nukleons ab. Zur Definition dieser beiden Grolken betrachten wir den vollen Nukleonpropa-
gator, der sich aus einer Summe von irreduziblen Selbstenergiediagrammen 3(p) zusammensetzt
[CL 84]:

iS(p) = / d'z (0 |T (To(2) To(0)) | 0)e”*

1 i

== ) . + ) . _ZE ) .
ﬂf — My + 1€ ]15 —mN,o-f—ZET[ 0(p)]75 — My + 1€
_ 1 1
- _ [ . . Z
P —Myo+ie |1+ ’Lzo(p)pimN,O
1 1

T p —fno—So(p)+ic P —My—S(p) +ic (3.23)

wobei der Index 0 bei ¥y, hyo und Xy die ,nackten”, d.h. nicht renormierten GroRen kenn-
zeichnet und X(p) die Selbstenergie des Nukleons ausgedriickt durch y und nicht renormierte
Kopplungskonstanten ist.
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Die physikalische Masse des Nukleons ist als Pol des Nukleonpropagators definiert, d.h.
my = r"nN+E(¢ :mN). (3.24)

Der filhrende Beitrag zur Selbstenergie ¥(p) kommt von Lfl)v, so dass die Nukleonmasse bis zur
Ordnung O(q?) gegeben ist durch

myg = iy —4dcim, (3.25)

wobeli mfr,o = 2By ist. Bis zur Ordnung O(g*) muss man neben dem Baumgraphenbeitrag von
Lgsz, noch die in Abbildung 3.2 gezeigten Schleifenintegrale berticksichtigen,

Z(p) =4 Clmfr,o =+ Ea(p) + Eb(p) + Ec(p) -2 (8 esg +e115 + 6116) mfr + (’)(q5). (326)

//_\ // ~ / \
AN N
/ \ 4 \ [ )
AN A A D
@ @ O—@—0 @
a b C

Abbildung 3.2: Einschleifengraphen, die zur Selbstenergie des Nukleons beitragen. Die Zahlen 1
und 2 in den Kreisen stehen fiir die beiden Lagrange-Dichte £7V und £3%, von denen die Vertices
abgeleitet worden sind.

Mit den Feynmanregeln [BD 64, Ryd 85] erhélt man fiir 3, (p), £y, (p) und 2.(p),

384 [ dk ™
E o .
a(p) ViR? / e R e F v ie)
387 . .
= =T {0 0Ty 2+ ) T ()
0
2 e 2
p —m o
_TZW [Ty = Ip + (0% — 03 +m2) Ly ()] } (3.27)
36?47”'2 2 092 2 ( P ) r‘h?\, ( P )
% - ”c[I+mI romtm2 (142 ) w0 + N (14
b(p) Fg v malay Ny i NN (0) 82 i
r"nN]é o p2 — ﬁ']2
e (IN = L+ (200" = %) + mz) L (0") = =55
—(? — 1) (0 — i + m2) Lvn (0) |, (3.28)
3m?2 p2
)y - ™ (9 — L ¢y —e3) I, 3.29
c(p) F02 ( c1 rgn?v ncz Ca) ( )
noa  3m2 p? m?
2 ™ (2¢; — L ey —e3 )1 m 3.30
P2 [( T R C3> ~t 182 2] (3:30)

wobei die Integrale I, I, I 5 (p?) und I, x5 (0) in den GIn. (C.6), (C.5), (C.26) und (C.46) aus
Anhang C gegeben sind. Das Diagramm 3.2b muss nicht mehr direkt berechnen werden, da es
nur die Masse des Nukleonpropagators in Diagramm 3.2a von thy nach my 2 verschiebt. Deshalb
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kann man die Beitrdge zu X}, durch die Ersetzung i — my 2 in X, miteinbeziehen. Der eigent-
liche Ausdruck fur Xy, ist dann durch die Terme gegeben, die linear in ¢ sind. Dabei muss man
allerdings beachten, dass auch in den Integralen rhy durch my o ersetzt werden muss. Insbeson-
dere bekommt man auch einen endlichen Beitrag aus der Singularitét R:

(hy —dcm2)™=4 it 4m? 4
n—4 _’I’L—4 ﬁ']N01+o(m7r).

In der Infrarotregularisierung von Becher und Leutwyler ersetzen wir jetzt die Integrale durch
ihre infrarot divergenten Anteile. Insbesondere verschwindet jetzt das Integral I, da es aus nur
einem Nukleonpropagator besteht und deshalb keine infrarot divergenten Anteile besitzt. Das In-
tegral I bleibt unverdndert, da es aus nur einem Mesonpropagator besteht und deshalb keine re-
guldren Terme enthlt. Nur das Integral I, 5 (p?) muss somit neu berechnet werden. Eine ausfiihrli-
che Beschreibung der Berechnung dieses Integrals ist in [BL 99] angegeben (s. Gl. (33) in [BL 99]
flir das renormierte Ergebnis).

In unserem Renormierungsschema subtrahieren wir zundchst alle divergenten Terme, die pro-
portional zu R sind. Diese Terme werden bei der Berechnung der Masse des Nukleons in den
Konstanten hy o, ¢1, ¢3 und einer Kombination der Konstanten esg, e115 und e116 absorbiert:

Myo = -I-ﬁmg’R c:cr—%mR c:cr—%mR
MO IN T g g TN T A T gz PN B TS T g pa N
3 1
8ess + e115 + €116 = 8€5g + €f15 + €16 + 3922 (201 v c;.;) R. (3.31)

Zur Bestimmung der zusatzlichen endlichen Abzugsterme von ¥, die vom maodifizierten MS-
Schema abweichen, entwickelt man die analytischen Terme nach p — iy (bzw. p? — M%) und
m2 bis einschlieRlich der Ordnung O(q?), da das Diagramm nach dem chiralen Zahlschema (GlI.
(3.11)) von der Ordnung O(q3) sein soll. Das Integral I,; besitzt ausschlieRlich nichtanalytische
Terme in den Entwicklungsparametern und darf deshalb nicht abgezogen werden. Entwickelt man
das Integral I, x (p?) nach kleinen Impulsen und Quarkmassen, so ist der fiihrende Term von der
Ordnung O(q®) und analytisch. Der Term der nichsthéheren Ordnung O(q) ist proportional zur
Masse des Pions und damit nicht analytisch, m, = v/2By7n:

R 1 m
Ln(®?) = — i 2. 3.32
NP = 1677 T 162 ¥ Tgamy T ) (332)

Die ersten beiden Terme erhalt man auch, wenn man die filhrende Ordnung des Integranden des
Integrals I, (p?) in einer Entwicklung nach der Pionmasse und p? — rh?; betrachtet:

Ak oy 1 R 1
JiN = my " =— - . 3.33
™ Z/ @2m)n N (k2 +ie) (k2 — 2p - k + ie) p2=thl  16m% 167 (3:33)

Der Nukleonimpuls p setzt sich aus einem Term der Ordnung O(¢°) und einem der Ordnung
O(q') zusammen:

P =My + (@ —y).
Wir ziehen nur den Term proportional zu rhy ab. Die zusatzlichen, endlichen Abzugsterme lauten

damit: g2 5 2919
3 . 1 (p* —thy) 1
Esub _ _9JA 9 2 ( _ _ N — . 3.34
2 (P) = ~7p2 [ N\ ~ 1672 oMy 1672 (3:39)
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Der erste Abzugsterm in GI. (3.34) wird in der Niederenergiekonstanten c¢; absorbiert:
39,24ﬁ11v

12872 F2°

Hierbei kennzeichnet der Index R die renormierten GrofRen nach dem hier beschriebenen Renor-
mierungsverfahren und der Index 3 steht dafiir, dass Gl. (3.35) nur in einer O(¢?3)-Rechnung giiltig

ist. Die Konstante c§3) ist also ¢} aus Gl. (3.31) bis zur Ordnung O(g?). Der zweite Abzugsterm,
der proportional zu (p? — my)? ist, wird durch eine Kombination von Gegentermen erzeugt, die
bei Anwendung der Bewegungsgleichung bis zur Ordnung ©O(g*), die wir hier nur betrachten, zu
keiner physikalischen Observablen beitrégt (s. z.B. [SF 95, EM 96, Sch 02]).

Fir Xy, geht man analog vor. Das Diagramm 3.2 ist nach unserem Zahlschema von der Ord-
nung O(g*), so dass wir jetzt die reguldren Terme bis einschlieBlich der Ordnung O(q?) abziehen.
Damit erhalten wir die folgenden Abzugsterme:

su 3°2m31' (e (<] ) 1
wRub(p) = — gljiz & <2m?V (1 + / ) -3 - m%,)) (—16?> . (3.36)

iy

¥ =Ry (3.35)

Der einzige Abzugsterm, der nach Anwendung der Bewegungsgleichung zu physikalischen Ob-
servablen beitragt, lautet:
3cigamamy
42 F2
Er wird in der Niederenergiekonstanten ¢; absorbiert,

2 2
) _ (3, 39amn R (3.37)

A Ta 1622

wobei Gl. (3.37) jetzt fiir eine Rechnung bis zur Ordnung O(g*) giiltig ist. Die Konstante c§4)
erzeugt also alle notwendigen Abzugsterme, die bis zur Ordnung O(g*) notwendig sind. Die rest-
lichen Abzugsterme werden von Gegentermen erzeugt, die zu keiner Observablen beitragen.

Da das Diagramm 3.2c ausschlielich innere Mesonlinien enthélt, treten in 3. keine reguldren
Terme auf, die abgezogen werden mussen.

Die physikalische Masse ist dann durch GI. (3.24) gegeben. Ausgedriickt durch renormierte
GroRen lautet das Ergebnis,

3g%m3 ma 34> 3 3 m
_ B R, 2 A A R R R T
my = My deme = e T o \Tehy o9 g2 2% ) Iy
3¢> 3¢3clt 3ck
4 R R R A A 2 5
+m7r (—2 (8638 + €115 + 6116) + 327‘(2F2r‘h]\7 87T2F2 12872F2 + O(q )

(3.38)

Der Unterschied zwischen § 4 und g4 bzw. F und F, ist von der Ordnung O(g?) und spielt daher
in diesen Rechnungen keine Rolle. Wir haben deshalb die GréRen im chiralen Grenzfall durch die
physikalischen GroRen ausgedriickt. Bei der Ableitung von Gl. (3.38) muss man beachten, dass
der Unterschied zwischen hy und my 2 von der Ordnung O(g?) ist (s. GI. (3.25)) und deshalb
einen nicht vernachléssigbaren Beitrag liefert.

Das Ergebnis in der Infrarotregularisierung ist bereits in [BL 99] berechnet worden:

3g%m3 m
0 IR 4 4
my = My —4cltm? — 32’?ng + kimy, In r‘h; + kyma 4+ O(q°), (3.39)
3 2 IR o IR 2 IR o
kl = _327r2F2ﬁ]N (gA—Scl mN+02 mN+4CS mN),
3
IR , IR IR IRz
ky = —2(8ezs + eqq5 + erip) — 12872 2y (205 — 5 hw)
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wobei die Konstanten mit IR fir Infrarotregularisierung gekennzeichnet sind, um deutlich zu ma-
chen, dass diese numerischen Werte sich von unseren Werten unterscheiden. In diesem Schema
muss nur noch die Konstante eBL renormiert werden, die eine Kombination der Konstanten eXy,
el und el ist (s. GI. 2.42).

3 R
=t ey
Vergleicht man GI. (3.38) mit Gl. (3.39), so unterscheiden sich die beiden Ergebnisse formal. Der
Unterschied taucht erst in der Ordnung O(g?) auf und ist ein analytischer Term oc m% o 2.
Das ist aber nicht verwunderlich, da zwei verschiedene Renormierungsschemen benutzt worden
sind. Der Unterschied zwischen den beiden Ergebnissen kann durch einen Gegenterm absorbiert
werden. Die nichtanalytischen Terme stimmen selbstverstandlich Gberein.
Zur Berechnung der Wellenfunktionsrenormierungskonstante des Nukleons driicken wir die
Selbstenergie durch die Funktionen f und g aus (s. Kapitel 5.4.1 in [Sch 02]):

S(p) = —f ()P + 9>, (3.41)

Mit Hilfe von GI. (3.24) erhalten wir dann fiir die Masse des Nukleons den folgenden Ausdruck:

9124 — Sclﬁ'lN + CQﬁ]N + 403ﬁ1N) . (3.40)

o 1+ g(my)

M+ fm2)
In der Nahe des Pols kénnen wir den Nukleonpropagator aus Gl. (3.23) folgendermafien umschrei-
ben:

my = (3.42)

S() = -
P (1+ f(p?) — (1 +g(p?))
= {p [L+fmX)+ @ —mn)@ +my)f (mF) +...]
—fy [1+g(m3y) + (B —mn)(@ +my)g (m%) +. }}7

1
T ) [UF FmR) 2 f (k) — 2vmg ()]
1
~ N e

Dabei haben wir benutzt, dass der durch Sg(p) = Z,'S(p) definierte renormierte Propagator in
der Néhe des Pols die Form des freien Propagators hat, allerdings mit der Nukleonmasse aus Gl.
(3.38). Fiir die Wellenfunktionsrenormierungskonstante des Nukleons erhalten wir dann:

: 0
T+ FmR) -+ 2 Fm) = Himng () {1 Kz

In einer O(g*) Rechnung kann man Zy nur bis zur Ordnung O(g3) bestimmen, da wegen
# in Gl. (3.41) die Funktion f(m32,) eine Ordnung niedriger als $(p) ist. Ist ein Term in der
Selbstenergie z.B. proportional zu m2(p — rhy) und von der Ordnung O(¢?), so liefert er einen
Beitrag zu Zy, der proportional zu m2 und von der Ordnung O(g?) ist. Als Zwischenergebnis
geben wir die folgenden Terme an:

ZN =

-1
E(p)‘ } . (3.43)
p=mn

3¢5 [m2  3m2 m m3
ER — _SJA s s T\ -1 4
8]15 ‘[) —mN 4F? [4%2 + 872 (mN> 16mmy (3 —16e1my)| + O(mx),
3g%m3
R _ Al 4
o Z ‘1) =my T g2 c1 + O(my),
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wobei der Index R wieder bedeutet, dass sowohl die Terme proportional zu R als auch die re-
guléren Terme bereits abgezogen worden sind. Auch hier muss man beachten, dass der Unter-
schied zwischen thy und m von der Ordnung O(q?) ist. Damit erhalten wir fiir die zum MS-
subtrahierten Propagator gehdrende Wellenfunktionsrenormierungskonstante:

9g%m?2 (2 m 9g%m3

R A ™ A 4

—_— - - - . = . .44
Zy =1 39m2 2 <3+ln( >)+ + O(m;) (3.44)

Wir vergleichen wieder mit dem Ergebnis der Infrarotregularisierung [BL 99]:

9¢2m2 (1 m 9g%2m3
ZW=1-ZA 7" [ 4tIn[—= AT L O(ml). 3.45
N 3272 F2 \ 3 +in my + 647 F2mpy +O(ma) (3.45)

Auch hier ist der Unterschied ein analytischer Term oc m2. Das Ergebnis aus Gl. (3.45) stimmt mit
dem aus der HBxPT (berein [KM 99]. Die Wellenfunktionsrenormierungskonstanten sind keine
Observablen und konnen deshalb in verschiedenen Renormierungsschemen unterschiedliche Wer-
te annehmen [Fea+ 97]. In den néchsten Kapiteln berechnen wir die einzelnen Formfaktoren des
Nukleons. Dabei verwenden wir das hier vorgestellte Renormierungsschema und multiplizieren
mit Z&.
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Kapitel 4

Der skalare Formfaktor des Nukleons

4.1 Definition des skalaren Formfaktors

Der skalare Formfaktor des Nukleons, o(t), ist im Grenzfall perfekter Isospinsymmetrie, m, =
mgq = ™, definiert durch das Matrixelement

(N(py) |m(uu + dd)| N(ps)) = ulpp)u(p:) o(t),  t=(ps—pi)>. 4.1)

Er ist ein Mal fiir die Verteilung der skalaren Dichte im Nukleon und hangt nur von einer Variablen
ab, namlich t = ¢% mit g* = p? — p". Die anderen Skalare, die gebildet werden kénnen, sind tber
die Impulserhaltung und die Massenschalenbedingung mit ¢ verkniipft:

3 t
pitq=—5 pi-pf=my+pi-qg=my— =, proa=pi-qtt=g,

N | o~

wobei wir noch von p = m3; = (p; +¢)* = m3 + 2p; - ¢ + t Gebrauch gemacht haben. Unter
einer Paritdtstransformation verhdlt sich o (¢) wie ein Skalar, da sich die linke Seite von GI. (4.1)
wie ein Skalar verhélt,

i (Gu + dd) = mgq — g (e_i“’“m) (7062'“’) q = Thig.
Mit Hilfe von GlI. (2.5) unter Anwesenheit eines externen, skalaren Feldes,
1Lext. = —1qsq = —iqmlayoq = —im (ﬂu + Jd) ,

erhélt man die Regel, dass die Amplitude fiir die Kopplung einer skalaren Quelle an ein Nukleon
mit ¢ multipliziert den skalaren Formfaktor ergibt:

u(pr)u(pi) o(t) = iMsnn. (4.2)

Fiir eine O(g*)-Rechnung des skalaren Formfaktors werden neben den Baumgraphen die in
Abbildung 4.1 gezeigten Schleifendiagramme bendétigt.

4.2 Ergebnisse bis zur Ordnung O(g?)

Die Lagrange-Dichte E% enthdlt keine skalaren Quellen. Der Beitrag der fiihrenden Ordnung

kommt somit von dem Baumgraphen, der aus der Lagrange-Dichte Efﬁ, abgeleitet werden kann.

Dies entspricht auch unseren Erwartungen, da auf Grund der Quarkmasse 71 in der Definition des
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Abbildung 4.1: Schleifendiagramme, die zum skalaren Formfaktor bis zur Ordnung O(g*) beitra-
gen. Die Kopplung der skalaren Dichte an die Pionen bzw. Nukleonen ist mit einer geschléngelten
Linie mit einem Kreuz gekennzeichnet. Die Zahlen in den Kreisen stehen fiir die Ordnung der
Lagrange-Dichte, von der diese Vertices abgeleitet worden sind.

skalaren Formfaktors (s. Gl. (4.1)), die in unserem chiralen Zahlschema als Ordnung O(q?) gezihlt
wird, die Entwicklung mit der Ordnung O(g?) starten sollte. Nach Anwendung der Feynmanregeln
erhalten wir fiir den Beitrag der fiihrenden Ordnung:
Otree = —4clm3r. 4.3)
Von den in Abbildung 4.1 gezeigten Schleifendiagrammen trégt in der Ordnung O(¢?) ledig-
lich der Dreiecksgraph aus Abbildung 4.1a bei, fiir den wir den folgenden Beitrag erhalten:

Oa = —3%?7?%[— %sé Lin(t) + (# + ¢ +1w) (m2Lenn (0,9, —p) + Inv (g, —p))
+ (3 =72 — 4 (F — ) T (0,0, )]
% [tIer (t) — 4m% Ien (m3y) + 2m% (t — 2m2) e n (2)] (4.4)
—393%:?# [R— 1+7r:—; —wﬁ] +0(gY). (4.5)

Die Notation fiir die auftretenden Integrale ist in Anhang C angegeben. Die erste Zeile ist fur
beliebige Nukleonlinien glltig, wahrend die zweite und dritte Zeile nur fiir Nukleonen auf der
Massenschale giltig ist. AuBerdem haben wir in diesen Zeilen die GroRen im chiralen Grenzfall
wieder durch die physikalischen GroR3en ersetzt. Man beachte, dass auch der Unterschied zwischen
My und my bis zu der betrachteten Ordnung keine Rolle spielt. In der dritten Zeile haben wir fiir
die anschlieende Diskussion die Integrale nach m, und ¢ entwickelt.

Wir erkennen, dass in dem Schleifendiagramm durch die Konstante R Unendlichkeiten zusam-
men mit einem Term der Ordnung O(¢?) auftreten. Diese Terme zerstoren das chirale Zahlschema,
nach welchem das Schleifendiagramm erst mit der Ordnung O(q?) starten sollte (s. Gl. (3.11)).
Sie miissen daher, ahnlich wie bei der Berechnung der Masse des Nukleons, zur Renormierung
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der Konstante ¢; verwendet werden. Um das chirale Zahlschema wiederherzustellen, verwenden
wir die beiden in Kapitel 3 beschriebenen, relativistischen Renormierungsschemen.

In dem auf Gegelia, Japarizde und Wang [GJW 99] zuriickgehenden Renormierungsschema
zieht man erst die Terme o< R ab und bestimmt dann die zusatzlichen Abzugsterme, indem man
die Koeffizienten und Integrale nach m, und ¢ entwickelt. Es werden die analytischen Terme ab-
gezogen, die kleiner als die Ordnung sind, die das chirale Zahlschema vorgibt. Wir betrachten
jetzt die einzelnen Terme von GI. (4.4). Die Terme, die die Integrale I, (¢) und I, (¢) enthalten,
verletzen das chirale Zahlschema nicht und werden daher nicht abgezogen. Diese beiden Integra-
le enthalten in niedrigster Ordnung schon nichtanalytische Terme in der Pionmasse (s. Anhang
C) und konnen deshalb gar nicht abgezogen werden. Wir missen also lediglich I7 , (m?) mit
Koeffizienten entwickeln,

1
1672

4m%\f T 2
— —Iin(my) = + O(9),

4m2, —t' "

wobei der Index r fiir das nach dem 3 S-Schema renormierte Integral steht, d.h. fiir das Integral
ohne die Terme proportional zu R. Der Abzugsterm lautet damit?:

2 28
sub __ 3gA"’nWrm]\’

a  3972F? (4.6)

Er wird wieder in der Niederenergiekonstanten c; absorbiert (s. G. (3.35)). Fiir o erhalten wir

ok = m tIT_(t) — 4mA 1T Ny (m3) 4+ 2m3 (t — 2m2) Lxn (1)
a OF2(4m3, — 1) | "™ T "
(md ) (s @)
N 1672 ) |’ .
3¢imZmy [ t—2m2 1 mg 4
_ - O . 4.8
4F? 2mmym; STmy o) “9)

Bei der Infrarotregularisierung &ndern sich nur die Ausdriicke fiir die einzelnen Integrale:

2. 9
oIk 3gamymn

2= TF(amr =g He(®) — 4mE T (i) 4+ 2mfy (¢ — 2mI) I (1)
N
(4.9)
39124m72rmN t— 2m72r 1 mgq 4
- O(gh). 4.10
4F? 2mrmym,; 8T my +0() (10

Wir erkennen, dass die renormierten Ausdriicke mit der richtigen Ordnung starten und in flihrender
Ordnung auch tibereinstimmen. Dies muss so der Fall sein, da o, von der Ordnung O(¢?) ist, d.h.
eine ungerade Ordnung im chiralen Zahlschema besitzt und deshalb in fiihrender Ordnung nur
nichtanalytische Terme auftauchen kdnnen.

Bis zur Ordnung O(q?®) existiert auch ein Ergebnis aus der HBxPT [Ber+ 92]. Die Unter-
schiede in den analytischen Eigenschaften zwischen den relativistischen Ergebnissen und diesem
HBxPT-Ergebnis kdnnen an Hand des Imaginarteils des Integrals I,.,x(t) verdeutlicht werden?.

IMan beachte, dass der Unterschied zwischen iy und m von einer hoheren Ordnung ist.
2Diese Diskussion ist im Wesentlichen aus [BL 99] entnommen.
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Zur Berechnung von Im I, x(t) benitzen wir die im Anhang C beschriebenen Cutkosky-Regeln
[Cut 60]. Fiir ¢ < 4m3; erhalten wir (s. GI. (C.32)):

6t — 4my) <arctan <2vat - 4’”%) i o(qQ)) |

Im I7r7rN(t) = 167rmN\/Z

Bei t = 4m? ist der Impulsiibertrag gerade groR genug, damit in Diagramm 4.1a die beiden propa-
gierenden Pionen auf der Massenschale sein kénnen. An dieser Stelle kénnen zwei reelle Pionen
produziert werden und das Integral entwickelt einen Imaginérteil. Das Argument des Arkustan-
gens stellt eine GroRe der Ordnung O(g~1) dar. In der Region, in der das Argument groRe Werte
annimmt, kann man den Arkustangens wie folgt entwickeln:

T 1 1 1\°
arctan(z) = R + 3.3 +0 - . (4.11)

Die ersten beiden Terme in dieser Entwicklung lauten:

O(t —4m?2) | m my(t —2m?2)
Im 7HB _ s T _ m s ) 4.12
m TN (t) 327TmNm7r [ \/Z m /7_':(1& — 4m72r) ( )

Setzt man diese Entwicklung in Gl. (4.4) ein, so erhédlt man genau das Ergebnis der HByPT
[Ber+ 92]. In der Nahe der Pionschwelle, ¢ = 4m?2, kann das Argument des Arkustangens aber
nicht mehr als grofl angesehen werden, so dass die Entwicklung in diesem Bereich nicht gliltig
ist [BKM 95]. Darin liegt der wesentliche Unterschied zwischen den relativistischen Rechnungen
und der HBxPT. Das eigentliche Integral unterscheidet sich in fiihrender Ordnung von Gl. (4.12)
durch den Term,

IM (ALzn () = 1M Leen(8) — IMIEB (1),
6(t — 4m2) amg QMg
s —arctan [ ——= | | + O(q), (4.13
32TmymMy [\ /t — 4m?r t— 4m?r @, ( )

wobei hier noch die Abkiirzung a = %JZVL eingefiihrt worden ist. Dieser Term ist in der HBxPT
abwesend. Er sorgt gerade dafiir, dass die chirale Entwicklung auch in der Schwellenregion (¢ ~
4m?2) konvergiert. Die Abbildung 4.2 zeigt die O(q?)-Resultate fiir den skalaren Formfaktor aus
der HBxPT und den relativistischen Rechnungen mit den Renormierungsschemen von [BL 99]
und [GIW 99].

Zuerst vergleichen wir die Ergebnisse in den beiden relativistischen Renormierungsschemen.
Wihrend der Imaginarteil des skalaren Formfaktors exakt (ibereinstimmt, gibt es eine kleine Ab-
weichung fiir den Realteil von o (t). Bei der Berechnung haben wir fiir beide Renormierungssche-
men den Wert ¢; = —1GeV~! verwendet. Dies ist in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen
fiir ¢; aus der Pion-Nukleon-Streuung [FM 00, PN 00]. Da der Unterschied zwischen den beiden
Ergebnissen relativ klein ist, missen die Werte fiir die Kopplungskonstante ¢y in beiden Metho-
den auch ungefahr gleich groB sein. Fur die {ibrigen Konstanten haben wir die folgenden Werte
benutzt:

my =139.6 MeV,  my =939 MeV, g4 =1.267, F =92.4MeV.

Allerdings haben wir bei der Berechnung der Integrale I, n(t) bzw. I'R . (¢) die im Anhang C
bzw. im Anhang von [BL 99] angegebenen analytischen Ausdriicke verwendet, die nur bis zur
Ordnung O(q) gltig sind.
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Abbildung 4.2: Der skalare Formfaktor des Nukleons bis zur Ordnung O(¢?). Die durchgezogene
Linie ist unser Ergebnis (nach [GJW 99]), die gestrichelte Linie das Ergebnis der Infrarotregula-
risierung und die punktierte Linie das Ergebnis einer Rechnung im Rahmen der HBxPT. Beim
Imagindrteil stimmt unser Ergebnis mit dem der Infrarotregularisierung tberein.

Zur Diskussion des Ergebnisses der nichtrelativistischen HBxPT mussen wir uns die Stel-
le t = 4m2 in Abbildung 4.2 genauer betrachten. Deshalb haben wir in Abbildung 4.3 den
skalaren Formfaktor in einem sehr kleinen Bereich um die Pionschwelle dargestellt (4m?2 =
0.7795264GeV?).

Der Ubergang an dieser Pionschwelle ist bei den relativistischen Rechnungen stetig, wie dies
auch sein sollte, wahrend das HBxPT-Ergebnis sowohl im Realteil als auch im Imaginérteil einen
Pol aufweist. Der Grund hierflr ist oben diskutiert worden. In der HBxPT konvergiert die chirale
Entwicklung nicht mehr in der N&he der Pionschwelle, d.h. fiir ¢ = 4m3r.

4.3 Ergebnisse bis zur Ordnung O(q?)
Bis zur Ordnung O(q*) setzt sich der skalare Formfaktor folgendermafRen zusammen:

O = Otree + 0a + 0p + 0¢c + 04 + Oe- (4.14)
Die Indizes a bis e beziehen sich auf die in Abbildung 4.1 dargestellten Schleifendiagramme.

Im Folgenden geben wir, falls es notwendig ist, zu jedem Diagramm jeweils drei Ergebnisse an.
Einmal das nicht renormierte Ergebnis, dann das Ergebnis mit der Methode aus [GJW 99] (mit
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Abbildung 4.3: Der skalare Formfaktor des Nukleons bis zur Ordnung O(g3) im Bereich um
die Pionschwelle, d.h. fir t ~ 4m?2 (Legende wie in Abb. 4.2). Sowohl im Realteil als auch im
Imagindrteil von o (t) erkennt man jetzt erst deutlich die Polstellen des Ergebnisses der HBxPT.

dem Index R gekennzeichnet) und zum Schluss das Ergebnis unter Verwendung der Methode von
Becher und Leutwyler [BL 99] (mit dem Index IR gekennzeichnet).

Der Baumgraphenanteil setzt sich aus Beitrdgen von ﬁfﬁ, und 55:1121 zusammen:
Otree = _4ZNC1m72r —4 (8 e3s +e115 + 6115) m;lr + 4622m3rt, (4.15)

wobei die verschiedenen Renormierungsschemen sich lediglich durch die unterschiedliche Nukle-
onrenormierungskonstanten unterscheiden (s. Gl. (3.44) und Gl. (3.45) in Kapitel 3).

Die Ergebnisse fir o, sind bereits berechnet worden. Das nicht renormierte Ergebnis ist in
Gl. (4.4), das Ergebnis in dem hier verwendeten Renormierungsschema in Gl. (4.7) und das Er-
gebnis in der Infrarotregularisierung in GI. (4.9) angegeben. Bis zur Ordnung O(g?3) kann der
Unterschied zwischen thy und my vernachlassigt werden. Fir das Diagramm 4.1a muss dieser
Unterschied aber in der Ordnung O(g*) beriicksichtigt werden. Genau wie bei der Berechnung
der Selbstenergie des Nukleons verschiebt das Diagramm 4.1b nur die Masse der propagierenden
Nukleonen im Diagramm 4.1a von fy nach my o [BL 99]. Man beachte, dass der Unterschied
zwischen rhy und mg v von der Ordnung O(g?) ist, der Unterschied zwischen m o und m y aber
von der Ordnung O(g?) ist. Wir konnen deshalb die Ergebnisse aus den Gleichungen (4.4), (4.7)
und (4.9) einfach tibernehmen. In allen anderen Schleifengraphen ist die Unterscheidung von rh
und m x von héherer Ordnung und deshalb nicht notwendig. Das Gleiche gilt auch fiir Fy und § 4.
Aus diesem Grund treten in unseren Formeln nur noch physikalische Grofzen auf.
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Der Beitrag zu o, lautet:

601m;1r 302771?r
% = Tz At = grage 262 (12(1) + 190 (2)) + 8m3t 10 (1)]
3cgm? t — 2m?
_ s Iﬂ_ _ WImr
oot (- e )
6crma 3com? 2 4
- T2 Iﬂﬁ(t)‘l‘m - §t+§mN I
O s ) N G0 I PP L el N Gl )
2 6 14472
3C3m72r t— 2m72T
B A 4.1

wobei die Kopplungskonstanten ¢; in GI. (4.16) ,,nackt, d.h. die nicht renormierten ¢; sind. Da
dieses Diagramm keine inneren Nukleonlinien enthdlt, unterscheiden sich die verschiedenen Re-
normierungsschemen nicht. Man zieht wie gewohnt die Terme o« R ab und ersetzt die Kopplungs-
konstanten c; durch die renormierten c;.

Fur die Beitrdge zu o4 geben wir jeweils drei Ergebnisse an. Einmal das nicht renormierte Er-
gebnis, dann das Ergebnis mit der Methode aus [GJW 99] (mit dem Index R gekennzeichnet) und
zum Schluss das Ergebnis unter Verwendung der Methode von Becher und Leutwyler [BL 99]
(mit dem Index IR gekennzeichnet). Die Beitrdge zu o4 lauten dann:

3cig4m?>
o = % [QIN — I+ 2m72rI7TN(m?V) + 4m?VINN(t) + 4m%vm%IWNN(t)] ,
(4.17)
3ckg2m? 1
o = BT o2 (n) +4md (Tl - 155
+4m§vm§I;NN(t)] : (4.18)
3R g2 12 _ _
ot = LT 1 om2 I (mdy) + dmZm3 I (1) (4.19)
Bei der Berechnung von af} haben wir noch den Term
O_Sllb — 3C{£9124m3rm?\] (4 20)
d 4m2F2 '

abgezogen, der in der Konstanten ¢; absorbiert wird (s. Gl. (3.37)). Die Konstante ¢; absorbiert
somit die Abzugsterme aus Gl. (4.6) und Gl. (4.20):

394N

4
o) =+ 12872 F2

(1 + 8hyef). (4.21)
Dies kann man als Test interpretieren, dass das Verfahren konsistent ist. Man beachte, dass auf der
rechten Seite von Gl. (4.21) jetzt nur noch renormierte GroR3en stehen.
Der Beitrag zu o, lautet
6 2
oo = c1my
F2

I. (4.22)
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Der renormierte Beitrag lautet dann in allen Renormierungsschemen:

3cTmi m
T o__ 1" ™
Oc = 2F2 In (—N> . (4.23)

Der skalare Formfaktor des Nukleons ist mit der Masse des Nukleons durch das Feynman-
Hellmann-Theorem [Fey 39] verbunden:

™ Om2

o(t=10) = (4.24)

Zur Uberpriifung dieser Relation miissen wir den so genannten o-Term berechnen:

2,3 4 2
o(0) = —llc{zm?r _ Y94 + Mo < 394 + 30{2 - §c§ — §cé‘z> In (ﬂ)

64rF2 ' 2n2F2 \ 8my 8 2 my
4 4(8 R R R ) 99124 3 (1 9 2) R
+m, | —4(Se3g + €115 +€136) T+ 64n2 F2mn + Py +294) 1
3 R
R ) _ (4.25)

Bei der Ableitung von GI. (4.25) muss man insbesondere bei der Ersetzung von thy durch my o
im Integral LrN(m?V) vorsichtig sein (s. Diskussion der Nukleonmasse in Kapitel 3). Das bis zur
Ordnung O(m?2) entwickelte Integral I, (m%) lautet namlich mit dieser Ersetzung:

R 1 m m2 m m2
ImN2(m3) = — T _ ul 1-In—=) — ¢ (4.26
N (M) 1672 1672 + 16rmy  1672m3 . my 27r2mNc1 (4.26)

Vergleicht man diesen Ausdruck mit der Nukleonmasse aus Gl. (3.38), so kann man sich leicht
von der Giiltigkeit von GI. (4.24) liberzeugen.

Ein weiterer Vergleich unserer Ergebnisse mit den Ergebnissen der Infrarotregularisierung
wird durch die Differenz A, des o-Terms zum Wert am Cheng-Dashen-Punkt geliefert. Wir er-
halten:

A, = o(2m?) —a(0)

3g%2m?> mi 397 m
— 641;1ng + 167T27TF2 m—f{ + B+ 6ck ) In m—:} + mi (8 el
n 3(r—2)g% 44 R 3(4 —m) R (14 — 3m) R 3
12872 F2my  4Am2F2 ' 1672F2 ' ' 19272F2 2 7 1672F2

c§> + O(q5).
(4.27)

Der Ausdruck stimmt mit dem aus [BL 99] bis auf die Terme oc m2 tiberein, die in der Infrarotre-
gularisierung gegeben sind durch:

32+m)g%  34-m 1, (14-3n) 3
IR IR IR A IR IR IR
~4(Bess +eins o) pgommy T 160 9 T 1000 2 T 6e S

Die Abhéngigkeit des skalaren Formfaktors von ¢ ist in Abbildung 4.4 graphisch dargestellt,
in der wir auch unsere Ergebnisse mit denen von Becher und Leutwyler vergleichen.
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Abbildung 4.4: Der skalare Formfaktor des Nukleons bis zur Ordnung O(g*) in den beiden Renor-
mierungsschemen. Die durchgezogene Linie ist das Ergebnis nach [GJW 99] und die gestrichelte
Linie das Ergebnis in der Infrarotregularisierung. Der Unterschied ist so klein, dass er in dieser
Darstellung nicht zu erkennen ist.

Fir die renormierten Konstanten ¢, und c3 haben wir die Werte ¢co = 3.2 GeV ! und ¢3 =
—5.4 GeV~! in beiden Renormierungsschemen verwendet. Auch diese Werte sind in Uberein-
stimmung mit denen aus der Pion-Nukleon-Streuung [FM 00, PN 00]. Da in allen hier diskutier-
ten Ergebnissen immer nur die Kombination 8 esg + e115 + e11¢ auftaucht, fiihren wir noch die
Konstante é3g ein:

_ 1
€38 = e3g + 3 (e115 + e116) - (4.28)

Die Werte flr die renormierten Konstanten eso und é3g, die von der Lagrange-Dichte Lgsz, stam-
men, haben wir an die physikalischen Werte fiir den o-Term und den Cheng-Dashen-Punkt ange-
passt. Der o-Term ist der Wert des skalaren Formfaktors an der Stelle ¢ = 0. Er gibt den Beitrag
der Quarkmassen zur Masse des Nukleons an. Sein empirischer Wert ist zu ¢ = 45 + 8 MeV
[GLS 91] bestimmt worden®. Der Cheng-Dashen-Punkt, der in der =N Streuung eine Rolle spielt,
ist der Wert des skalaren Formfaktors bei t = 2m2. Der empirische Wert fiir die Differenz
A, = ot = 2m2) — ot = 0) ist zu A, = 15.2 &+ 0.4MeV [GLS 91] bestimmt worden.
Diese empirischen Ergebnisse liefern die folgenden Werte furr die Niederenergiekonstanten eoo

3Der aktuelle Stand unserer Kenntnisse {iber den o-Term ist in [Sai 02] zusammengefasst.
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und éss:

e = —1.20GeV73, &Rk =—0.36GeV 3,

ehy = —0.86GeV™3, & = —0.32GeV 3.
Wir weisen darauf hin, dass vor allem der o-Term mit einem Fehler von +8 MeV eine grofie
experimentelle Unsicherheit aufweist, die die Werte fir die Konstante ésg beeinflusst. Die Beitrdge

der beiden Kopplungskonstanten ey, und ésg zum skalaren Formfaktor sind aber relativ klein und
spielen vor allem fur den graphischen Verlauf eine untergeordnete Rolle.
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Kapitel 5

Die elektromagnetischen Formfaktoren
des Nukleons

5.1 Definition der Dirac- und Pauli-Formfaktoren

Die elektromagnetische Struktur des Nukleons kann mit Hilfe von vier Formfaktoren parametri-
siert werden, wobei je zwei Formfaktoren fiir das Proton und das Neutron existieren. Das Verstand-
nis dieser Formfaktoren ist von entscheidender Bedeutung in jedem Modell der starken Wechsel-
wirkung. Experimentellen Zugang zu diesen Formfaktoren erhélt man vor allem durch die elasti-
sche Elektronenstreuung am Nukleon, die das erste Mal in den 1950er Jahren [Hof 57] untersucht
worden ist. Aus der Kenntnis dieser Formfaktoren kann man dann die magnetischen Momen-
te sowie die Ladungs- und Magnetisierungsverteilung der Nukleonen bestimmen. Das derzeitige
Verstandnis dieser Formfaktoren ist in [Dre+ 97] zusammengefasst.

Die elektromagnetischen Formfaktoren sind tiber das Matrixelement des elektromagnetischen
Stromoperators J#(z) definiert, ausgewertet zwischen einem Anfangs- und Endzustand des Nu-
kleons:

1 q,

(N (ps) |J(O)| N(p:)) = alpg) |7 FT () + F(t)|u(p), N=pmn. (51)

2mpy
Dabei ist ¢* = p? — p"* der Impulsiibertrag, ¢ = (py — p;)? = ¢* < 0 und J¥#(z) ist gegeben

durch? ) .
T (z) = sa@)ru(@) - @)y d@) = 1)@ e(a). 52)

Als Néchstes untersuchen wir den hermiteschen Operator J*(x) etwas genauer. Die Quarkla-
dungsmatrix @ ist gegeben durch

_ 2/3 O _ 1 T3
= (0 )
d.h. J#(z) enthélt einen isoskalaren Anteil und einen Anteil, der sich wie die dritte Komponen-
te eines Isovektors transformiert. Unter der Paritdtstransformation und der Ladungskonjugation
transformiert J#(z) wie folgt:

Jh(z) S T (Pz),  Jh(@) S T (),

“Wir definieren den elektromagnetischen Strom in Einheiten von e.
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wobei (Pz)* = (zg, —Z) = z, ist. Gl. (5.1) kann mit Hilfe der Lorentzinvarianz und dem Ver-
halten von J#(z) unter der Paritétstransformation und der Ladungskonjugation abgeleitet werden.
Ein Ausdruck proportional zu ¢* tritt auf Grund der Stromerhaltung (und unabhangig davon we-
gen der Zeitumkehrinvarianz) nicht auf. Da der Operator J#(z) hermitesch ist, sind F{¥(¢) und
F}(t) reelle Funktionen fir ¢ < 0. In allen Elektronenstreuexperimenten ist der Impulstibertrag
t immer negativ. Man erkennt dies leicht, indem man z.B. in das Ruhesystem des auslaufenden
Elektrons geht. Bezeichnen wir mit k; und k; die Viererimpulse des einlaufenden und auslaufen-

den Elektrons, so ist dieses System durch k; = 0 definiert. Wir erhalten dann:

t = ¢ = (ki — kp)? = 2m2 — 2me\/m2 + |ki|2 < 0.

Daher kénnen die Funktionen FN (¢) und F¥(t) in Elektronenstreuexperimenten fir ¢ < 0 ge-
messen werden. Die Formfaktoren im zeitartigen Bereich konnen fir ¢ > 4m% in der ete -
Paarvernichtung untersucht werden.

Man nennt F}V(t) den Dirac-Formfaktor und F.¥ (¢) den Pauli-Formfaktor des Nukleons. An
der Stelle ¢ = 0 sind diese Formfaktoren durch die elektrische Ladung und die anomalen magne-

tischen Momente der Nukleonen gegeben:
F)=1  F'0)=0, FJ(0)=ry,  F30)= sy (5.3)

Die experimentellen Werte fir die anomalen magnetischen Momente sind mit sehr hoher Prézision
bestimmt worden [PDG 02]:

kp = 1.792847337(29), kn = —1.91304272(45). (5.4)

Oft ist es fiir die theoretische Analyse von Vorteil mit den Isospinanteilen dieser Formfaktoren zu
arbeiten und sie in einen isoskalaren und einen isovektoriellen Anteil zu zerlegen,

1 1
Fz(S) _ 5 (sz + an)’ E(v) — 5 (};vzp _ an)7 3 = 1’2, (55)

Im Isospinraum setzen sich die elektromagnetischen Formfaktoren des Nukleons dann folgender-
mafen zusammen:

FiN — Fz'(S) 4 T3Fi(v)’ i=1,2. (5.6)

5.2 Ergebnisse fur den Dirac- und Pauli-Formfaktor des Nukleons

Zur Berechnung der elektromagnetischen Formfaktoren Fy(t) und F(t) bis zur Ordnung O(q*)
missen wir die in Abbildung 5.1 dargestellten Diagramme berechnen. Dabei haben wir die Dia-
gramme weggelassen, die ausschliel8lich zur Wellenfunktionsrenormierung beitragen. Die Schlei-
fengraphen mit den Nummern (5) bis (8) in Abbildung 5.1 sind dabei von der Ordnung O(¢3) und
die restlichen Schleifengraphen mit den Nummern (9) bis (11) von der Ordnung O(g*).

Bezeichnen wir die invariante Amplitude fiir diese Diagramme mit M ;, so ist die Verbindung
zum Matrixelement aus Gl. (5.1) gegeben durch

M = —iee, (N (py) [J*(0)| N(pi)), (5.7)

45



(1) ) ) (4)

\ / / \
~ - _ e \ - /
%) (6)
. / AN . / \
/ N \ /
@ @ Ros
(7) (8)
/ \\
\ /
N /
‘@ @ O— A2 @
/
/ \
A ~ - _ s / \ /
9) (10) (11)

Abbildung 5.1: Diagramme, die zu den elektromagnetischen Formfaktoren bis zur Ordnung O(g*)
beitragen. Die Diagramme, die nur zur Wellenfunktionsrenormierung einen Beitrag liefern, sind
nicht aufgelistet. Die geschlangelte Linie steht flir das einlaufende Photon. Die Zahlen in Klam-
mern unter den Diagrammen nummerieren die Diagramme.
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wobei ¢, der Polarisationsvektor des virtuellen Photons ist. Damit erhalten wir die folgenden

Beitrdge zum (noch nicht renormierten) Dirac-Formfaktor F:

1 b 1 b
Rl = +T3_<T 7 1 bs )t,

2 (4nF)? " 2 (4nF)2
93 (»)
B o= @) | Lt 4mdd B k) - 4k (m2Lovn () + Inn (1)

+8m% I, (1) + 32m4 fri’jv)(t)]

6 _ 73
F1 - _ELH
2
g 00 PP
F17 = _F/; tI(OO)( )+4mNI7(r7r])\7( )+]‘6 4I7(r7rN)( )]
K
73
= B,
o _ Mygh (PP)
F} = 72 (6cr — 13¢6) t Ly (1),
3m2 m2
FIO — ™ 1 I _ T
L 4mNF};( )2 ( 3272 )
Zum Pauli-Formfaktor F5 erhalten wir folgende Beitrége:
1 b 1 b
24+3+4  _ 7 8
F - g% et (T3 (47 F)? "3 (47rF)2> o 2mN<2654 e 674) t
—8mNm (2e105 + T3 €106) 5
5 92,4 4 7(PP)
F2 = _5(3_73)4mNI7rNN(t)’
B = %A 1emd 1D,
F’Il’
9
FY = 827’42 (6c7 — 73¢6) |In +4mNI(p)( N) + 4mFm2 Loy v (t)

+am3 I (1) = 16m3 IV (1) + 8mivt (1570 () -

3m2 m?2 T3
R0 = 1 Ip— —" ) — =1
2 4mNF2 ( +T3) (ﬂ' 327['2) 2F7? Ce L,
4
= A ),
™

(5.8)

(5.9)
(5.10)
(5.11)
(5.12)
(5.13)

(5.14)

(5.15)
(5.16)

(5.17)

())],

(5.18)
(5.19)

(5.20)

Wir haben unsere Ergebnisse im zweidimensionalen Isospinraum angegeben, in dem die obere
Komponente das Ergebnis fiir die Protonen und die untere Komponente das Ergebnis fiir die Neu-
tronen ist. Die Unterteilung in den isoskalaren und den isovektoriellen Anteil ist dann trivial, da
der isovektorielle Anteil proportional zu 73 ist. Der obere Index bei den Formfaktoren steht fur
die Nummer, die das dazugehorige Diagramm in Abbildung 5.1 hat, und der untere Index be-
zeichnet den Dirac- bzw. Pauli-Formfaktor. Nicht aufgefiihrte Beitrdge zu einzelnen Diagrammen

verschwinden.
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Zur Renormierung dieser Formfaktoren bestimmen wir wieder die Ordnung der einzelnen
Diagramme und subtrahieren die reguldren Terme, die von einer kleineren Ordnung als das da-
zugehodrige Diagramm sind. Dabei sind nur die Diagramme (5), (7) und (9) in Abbildung 5.1
problematisch, da sie innere Nukleonlinien enthalten. Fir den Dirac-Formfaktor bendtigen wir
nur einen endlichen Abzugsterm,

2

9,R gat
AFT = WAQFQ (6c7 — 7306)

und fir den Pauli-Formfaktor bendtigen wir die folgenden Abzugsterme:

2, 2 2
5R gamy 7,R __ gaMmy
2 2
AFQQR = — 392’;2}];72 (6c7 — T3¢6) -

Die Ergebnisse fir die renormierten elektromagnetischen Formfaktoren mit ausreduzierten Ten-
sorintegralen sind im Anhang D zu finden.
Bis zur Ordnung O(¢?) werden die beiden Abzugsterme AF,>* und AF,"* durch die Kon-
stanten cg und ¢; absorbiert:
() _ g _ 5gamy A _ R SgAmy
6 6 16m2F?’ 7 T 32n2F2
Bis zur Ordnung O(g*) wird der Abzugsterm AFf”R in den Konstanten b7 und bg absorbiert und

der Term AFQQ’R in den Konstanten cg und ¢7. Die durch b7 und bg im Pauli-Formfaktor zusatzlich
erzeugten Terme werden durch die Konstanten es4 und er4 absorbiert:

(5.21)

LA S/ W b W a8 (522
(4nF)2 (4nF)2  12872F2 6’ (4nF)2 ~ (4nF)2 * 3272F2°70
2,2 2,2
4 3 gam 4 3 3g5m
cé ) = cé ) 16‘;2;2 ck, 0(7) = cg ) 4+ 1617?2[”]\;05’ (5.23)
2 2
3 _ _R 9ga R (4) _ R _ 392 R (504

Die Gesamtbeitrdge zum Dirac-Formfaktor F'; (¢) erhdlt man, wenn man die GIn. (5.8) - (5.14)
addiert und die Ladung mit der Wellenfunktionsrenormierungskonstante des Nukleons, Zy, aus
Gl. (3.44) multipliziert. Fur den Pauli-Formfaktor F(¢) muss man die GIn. (5.15) - (5.20) addieren
und mit Zy multiplizieren. Allerdings bendtigt man hier Zx nur bis zur Ordnung O(g?), da der
Faktor g, in GI. (5.1) die Ordnung um eins reduziert.

Die graphische Darstellung der Dirac- und Pauli-Formfaktoren bis zur Ordnung O(g*) im
Rahmen der chiralen Stérungstheorie ist in Abbildung 5.2 zu sehen, in der wir auch unsere Er-
gebnisse mit den Ergebnissen aus der Infrarotregularisierung [KM 01] vergleichen. Wir haben den
Verlauf der Formfaktoren in der Region mit kleinen Impulsiibertrdgen von —0.4GeV?2 < ¢t < 0
dargestellt. Zur Berechnung haben wir in beiden Methoden fiir ¢4 den Wert ¢4 = 3.47GeV !
gewihlt, in Ubereinstimmung mit [FM 00, PN 00]. Die Parameter ¢¢ und ¢; sind an Hand der ma-
gnetischen Momente von Proton und Neutron (s. Gl. (5.4)) bestimmt worden. Die Konstanten dg,
dr, esq Und er4 konnen an Hand der elektrischen und magnetischen Radien bestimmt werden, die
folgendermafen definiert sind:

py2y _ 6 dGL(t) b2 6 dGh(t)

) = me a | e a |, P
n _ L dGR(Y) na2y 6 dGL()

(r8)’) = 6 —2 N <(TM)2>—% (O)Titzo (5.26)
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Abbildung 5.2: Die Dirac- und Pauli-Formfaktoren des Nukleons bis zur Ordnung O(g*) in den
beiden Renormierungsschemen. Die durchgezogene Linie ist das Ergebnis nach [GJW 99] und
die gestrichelte Linie das Ergebnis in der Infrarotregularisierung. Bis auf den sehr kleinen Dirac-
Formfaktor des Neutrons stimmen die Ergebnisse sehr gut tiberein.
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Zur Definition der Sachs-Formfaktoren verweisen wir auf Gl. (5.28) im ndchsten Abschnitt. Wir
haben dabei genau wie in [KM 01] die folgenden Werte aus der Dispersionsanalyse von [MMD 96]
verwendet: 7%, = 0.847fm, v, = —0.113fm, 7%, = 0.836 fm und , = 0.889 fm. Die so be-
stimmten Werte sind in Tabelle 5.1 zusammengefasst. Man beachte vor allem den groRen Unter-
schied in den Werten fir die Konstante dg, je nachdem, ob man die Infrarotregularisierung oder
unser Renormierungsschema verwendet. Die LECs dg und d7 liefern die fiilhrende Ordnung der
elektromagnetischen Radien. Die Anpassung dieser Konstanten an die gemessenen Radien ist so-
mit fiir die Steigung der einzelnen Graphen entscheidend. Die Konstanten eqp5 und e1gs kdnnen
vernachldssigt werden, da sie in die beiden Konstanten cg und ¢; gesteckt werden kénnen:

cg — Cg = Cg — 16mNm72T6106, cr = ¢ =c7 — 16mNm72r6105, (5.27)

wobei wir in der numerischen Berechnung nicht zwischen ¢g und cg unterscheiden.

[ L e [ ealoe [ or | ds [ di [ ess]en]
R [ 320 ] 347 | 492 | -0.12 | -0.69 | -0.50 | 0.20 | 1.23
IR || 3.20 | 3.47 | 4.90 | 017 | 055 | 0.73 | 0.25 | 157

Tabelle 5.1: Werte fir die einzelnen Niederenergiekonstanten in unserem Renormierungsschema
(Index R) und in der Infrarotregularisierung (Index I R) fiir die O(¢*)-Rechnung. Die Konstanten
¢; sind in Einheiten von GeV !, die d; in Einheiten von GeV 2 und die e; in Einheiten von GeV—3
angegeben.

Wir erkennen in Abbildung 5.2, dass der Dirac-Formfaktor des Protons und die beiden Pauli-
Formfaktoren in den beiden Methoden sehr gut Uibereinstimmen. Der Dirac-Formfaktor des Neu-
trons ist im gesamten Niederenergiegebiet relativ klein, so dass der Einfluss von Termen hoherer
Ordnungen eine wichtige Rolle spielt. Der Dirac-Formfaktor des Protons, F¥, zeigt in dem be-
trachteten Bereich einen linearen Verlauf, der tberwiegend durch den elektrischen Radius des
Protons bestimmt ist. Um zu sehen wie groR die Schleifenbeitrage zu F? sind, haben wir in
Abbildung 5.3 die Ergebnisse in den beiden relativistischen Renormierungsschemen ([GJW 99]
und [BL 99]) mit den Kontaktgraphbeitrdgen verglichen. Wir erkennen, dass die Beitrdge aus den
Schleifengraphen nicht vernachldssigt werden konnen, d.h. der Einfluss der Pionwolke eine ent-
scheidende Rolle spielt. In der Infrarotregularisierung kommt der Hauptbeitrag zum Protonradius
sogar von den Schleifenbeitrdgen und nicht von den Kontaktgraphen. In dem hier verwendeten
Renormierungsschema [GJW 99] sind die Schleifenbeitrdge kleiner, weshalb sich auch die nu-
merischen Werte fiir die Konstanten dg bzw. d von dit bzw. di® aus der Infrarotregularisierung
unterscheiden. Die Situation ist damit unterschiedlich zu der beim elektromagnetischen Formfak-
tor des Pions, dessen linearer Verlauf im Wesentlichen auf einen Kontaktgraphen zuriickgefiihrt
werden kann [GL 84, GL 85].

5.3 Die Sachs-Formfaktoren

Die Dirac- und Pauli-Formfaktoren sind die natiirlichen GréRen in jeder relativistischen Formulie-
rung. Im nichtrelativistischen Grenzfall sind die natiirlichen GroRen allerdings durch die elektri-
schen und magnetischen Sachs-Formfaktoren, G (¢) und G%(t), gegeben, die folgendermaRen
definiert sind:

t

GE(t) = F(t) +
E 1 4m?V

F(t),  Gu(t) = F(t) + F3 (b). (5.28)
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Abbildung 5.3: Der Pauli-Formfaktor des Protons bis zur Ordnung O(g*) in den beiden Renor-
mierungsschemen. Legende wie in Abbildung 5.2. Die gepunktete (strichpunktierte) Linie ist das
Ergebnis ohne Schleifengraphen nach [GJW 99] ([BL 99]).
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Sie besitzen eine einfache Interpretation im so genannten Breit-System, das in der elastischen
Elektronenstreuung identisch mit dem Elektron-Nukleon-Schwerpunktsystem ist. Im Breit-Sys-
tem hat das Nukleon im Anfangszustand den Dreierimpuls 7; = —¢/2, das Nukleon im Endzu-
stand den Impuls py = ¢/2 und das ausgetauschte virtuelle Photon ibertragt keine Energie, d.h.
go = 0. Die Matrixelemente lauten in diesem System:

w (Dol (-2) = ex-a
w () ol (-2)) = 5 Tou-a.

Die Bezeichnungen ,elektrisch* und ,,magnetisch* fir Gg(t) und G (t) werden jetzt klar, da im
Breit-System Gz proportional zu J, und G, proportional zu J ist und diese Formfaktoren am
ehesten einer dreidimensionalen Fouriertransformierten der Ladungs- und Magnetisierungsvertei-
lung entsprechen.

Dabei muss man noch Folgendes bedenken: Die Berechnung der elektromagnetischen Form-
faktoren bis zur Ordnung O(g*) im chiralen Zahlschema liefert auf Grund der Definition aus GI.
(5.1) und der Tatsache, dass der Polarisationsvektor e# des virtuellen Photons in Gl. (5.7) zur Ord-
nung O(q) gezahlt wird, F; bis zur Ordnung O(g3) und F; bis zur Ordnung O(¢?). Wenn man
diese beiden Formfaktoren zu den Sachs-Formfaktoren kombiniert, so tritt eine Mischung der Ord-
nungen auf, s. Gl. (5.28). Wenn wir im Folgenden von der Berechnung der Sachs-Formfaktoren zur
dritten bzw. vierten Ordnung sprechen, so meinen wir damit die Ordnung im chiralen Z&hlschema,
bis zu der wir die Diagramme betrachten.

In Abbildung 5.4 sind die Sachs-Formfaktoren bis zur Ordnung O(g3) dargestellt. Die Nie-
derenergiekonstanten cg und c7 sind wieder an die anomalen magnetischen Momente und die
Konstanten dg, d7, ess Und e74 an die elektromagnetischen Radien angepasst worden. Die so be-
stimmten Werte sind in Tabelle 5.2 aufgelistet. Sie unterscheiden sich von denen aus Tabelle 5.1,
da die Rechnung nur bis zur Ordnung O(¢®) geht.

L Do [ or | ds | dr [ ess | em|
R [ 505]-0.14 | 070 | -049 | 0.18 | 1.23
IR || 5.09 | 021 | 050 | -0.73 | 0.24 | 2.76

Tabelle 5.2: Werte fir die einzelnen Niederenergiekonstanten in unserem Renormierungsschema
(Index R) und in der Infrarotregularisierung (Index IR) fiir die O(¢®)-Rechnung. Die Konstanten
¢; sind in Einheiten von GeV 1, die d; in Einheiten von GeV~2 und die ¢; in Einheiten von GeV—3
angegeben.

Bis zur Ordnung O(g®) existiert auch ein Ergebnis aus der HBxPT [Ber+ 98]. In Abbildung
5.4 vergleichen wir dieses Ergebnis mit den O(q3)-Resultaten der relativistischen Rechnungen.
Fir das Proton stimmen die Sachs-Formfaktoren in den beiden relativistischen Rechnungen gut
uberein, wahrend das HBxPT-Ergebnis eine kleine Abweichung zeigt. Dies stimmt auch noch fiir
den magnetischen Formfaktor des Neutrons, aber der Verlauf des elektrischen Formfaktors des
Neutrons unterscheidet sich in allen drei Methoden. Analog zum Dirac-Formfaktor des Neutrons
spielen bei G, die Beitrdge von héheren Ordnungen eine entscheidende Rolle. Der Grund ist,
dass sowohl G als auch F* in dem dargestellten Bereich sehr klein sind. Das erkennt man auch,
wenn man das O(q*)-Resultat fir G%, in Abbildung 5.5 betrachtet. Sowohl in der Infrarotregu-
larisierung als auch in unserem Renormierungsschema wird hier G, fir t < —0.3 GeV sogar
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Abbildung 5.4: Die Sachs-Formfaktoren des Nukleons bis zur Ordnung O(g?). Die durchgezogene
Linie ist das Ergebnis nach [GIJW 99], die gestrichelte Linie das Ergebnis in der Infrarotregula-
risierung und die gepunktete Linie ein Ergebnis aus der HBxPT [Ber+ 98]. Die experimentellen
Daten fur G sind [Ede+ 94, Her+ 99, Pas+ 99, Ost+ 99] entnommen.
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negativ. Dies steht im Widerspruch zu den am MIT [Ede+ 94], am NIKHEF [Pas+ 99] und in
Mainz [Her+ 99, Ost+ 99] gemessenen Datenpunkten fiir G%, die in den Abbildungen 5.4 und
5.5 ebenfalls eingezeichnet sind. Die experimentellen Daten stimmen mit den Resultaten der Ord-
nung O(q?®) besser iberein als mit den Resultaten der Ordnung O(g*). Vergleicht man die O(g*)-
Resultate aus Abbildung 5.5 mit den O(¢?)-Resultaten aus Abbildung 5.4, so erkennt man, dass
die Storungsreihe fur den elektrischen Formfaktor des Protons am besten konvergiert.

Neben G ist in Mainz auch der magnetische Formfaktor des Neutrons, G'3,, mit hoher Prazi-
sion gemessen worden [Ank+ 94, Ank+ 98, Kub+ 02]. Die experimentellen Werte sind auf den
Dipol-Formfaktor G normiert, der durch

)
Go(t) = (1 _ 70.71&\/2) (5.29)

gegeben ist. In Abbildung 5.6 vergleichen wir diese experimentellen Daten mit den O(q?3)- und
O(q*)-Resultaten des in dieser Arbeit verwendeten Renormierungsschemas. Wir erkennen, dass
das O(¢?®)-Resultat iber und das O(g*)-Resultat unter 1, Gp liegt. Da eine O(g*)-Rechnung den
magnetischen Sachs-Formfaktor G'5; nur bis zur Ordnung O(g?) liefert, haben wir in Abbildung
5.6 auch unser O(g*)-Ergebnis mit der linearen Nherung des Dipol-Formfaktors verglichen und
eine relativ gute Ubereinstimmung gefunden. Die neuen experimentellen Daten haben eine weitaus
hohere Prézision als eine relativistische Einschleifenrechnung.
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Abbildung 5.5: Die Sachs-Formfaktoren des Nukleons bis zur Ordnung O(g*) in den beiden Re-
normierungsschemen. Die durchgezogene Linie ist das Ergebnis nach [GJW 99] und die gestri-
chelte Linie das Ergebnis in der Infrarotregularisierung. Die experimentellen Daten fiir G sind
wieder [Ede+ 94, Her+ 99, Pas+ 99, Ost+ 99] enthommen.
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Abbildung 5.6: Der magnetische Formfaktor des Neutrons dividiert durch u,,Gp. Die durchgezo-
gene Linie ist das O(qg*)- und die gestrichelte Linie das O(¢>)-Resultat nach [GJW 99]. Die ge-
punktete Linie ist die lineare Naherung des Dipol-Formfaktors, d.h. (14-2¢/(0.71GeV?))/Gp(t).
Die Datenpunkte sind [Ank+ 94, Ank+ 98, Kub+ 02] entnommen.
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Kapitel 6

Die axialen Formfaktoren des Nukleons

6.1 Definition der axialen Formfaktoren

Neben den elektromagnetischen Formfaktoren existieren die so genannten axialen Formfaktoren,
die tiber das Matrixelement des axialen Stromoperators A*#(z) (Gl. 2.15) definiert sind*. Deshalb
geben wir zuerst einige Eigenschaften des Operators A#*(x) an, der selbstverstindlich hermitesch
ist, d.h. AL,Z.(x) = A, i(z). Die Bezeichnung ,Axialvektor* geht auf das Verhalten von A**(x)
unter der Paritétstransformation zuriick,

Ari(g) 5 — Al (Pa),

d.h. fir jede Isospinkomponente 4 verhdlt sich der Dreiervektor A wie ein Axialvektor. Unter
Ladungskonjugation verhalt sich A**(z) wie folgt:
Ami() S Ami(z), i=1,3,
C

APi(z) & —APY(z), i=2.
Die Isospinkomponenten transformieren wie ein Isovektor, d.h.
(12, 4 ()] = i Al <(a),

wobei I* die Elemente der Darstellung der Generatoren der Lie-Algebra su(2) in der QCD sind.
Wertet man A% () zwischen den Zustanden des auslaufenden und einlaufenden Nukleons aus,
so kann man dieses Matrixelement folgendermalien parametrisieren [EW 88]:

_ qM -O'HUQI/
(N AL O () = i) [1Ga(0) + 55 Go(o) +i5

Gr(t)| vy ule), 61

wobei g* = (p;—p;)* und t = ¢*> = (py—p;)? ist. Die Form von GI. (6.1) kann ganz allgemein mit
Hilfe der Lorentzinvarianz, der Isospinerhaltung und dem Verhalten von A% (z) unter den diskreten
Symmetrien, d.h. der Ladungskonjugation C' und der Raumspiegelung P, abgeleitet werden. Man
nennt G 4(t) den axialen Formfaktor, Gp den induzierten pseudoskalaren Formfaktor und G
den induzierten pseudotensoriellen Formfaktor. Fiir den Grenzfall der perfekten Isospininvarianz,
m, = myg, ISt das Matrixelement auch invariant unter der G-Konjugation, d.h. invariant unter der

'Die Bezeichnungsweise ist etwas ungenau, da man einen dieser Formfaktoren als axialen Formfaktor G 4 bezeich-
net.
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gleichzeitigen Anwendung der Ladungskonjugation und einer Drehung im Isospinraum um —180°
um die 2-Achse,

G =Cexp (inls) .
Nimmt man an, dass das Matrixelement auch unter dieser G-Konjugation erhalten ist, so ver-
schwindet der induzierte pseudotensorielle Formfaktor G-. Man sagt auch, dass G nur Beitrdge
von Stromen der zweiten Klasse erhalt (engl.: second-class currents) [Wei 58], die wir in dieser
Arbeit nicht untersuchen. In Experimenten konnten bisher obere Grenzen flir G bestimmt werden

[Wil 00].

6.2 Ergebnisse fir die axialen Formfaktoren

Das Matrixelement in Gl. (6.1) steht mit der Amplitude des axialen Stroms, M“ﬂ., wie folgt in
Verbindung:

Mai = iep,alpy, s¢l A7 (0)|pi si), (6.2)
wobei wir analog zum elektromagnetischen Polarisationsvektor ¢ den axialen Polarisationsvektor
e4 eingefiihrt haben, der zur Ordnung O(q) gezéhlt wird. Zur Berechnung dieser Formfaktoren
unterteilen wir die Diagramme in Beitrdge zum einteilchenirreduziblen Vertex und Beitrdge zum
Pionpolgraph. Die Beitrdge zum einteilchenirreduziblen Vertex stammen von den Diagrammen,
bei denen der axiale Strom direkt an die Nukleonen koppelt (s. Abb. 6.1), und die Pionpolgraph-
beitrdge stammen von Diagrammen, bei denen der axiale Strom zuerst an ein Pion koppelt, das
dann propagiert und anschliefend an die Nukleonen koppelt (s. Abb. 6.2).

Abbildung 6.1: Einteilchenirreduzibler Vertex des axialen Stroms. Die geschlangelte Linie mit
dem Doppelpfeil kennzeichnet den axialen Strom.

Der Beitrag zum axialen Formfaktor kommt ausschlieBlich vom einteilchenirreduziblen Vertex
des axialen Stroms (Abb. 6.1):

Galt) = Ba+dmd i + Goalr®)at — AT,
+% [—2In + I, — 2m2 L n(m%;) — Am% Inn () — dmFm2 Lvn (t)
+8m§vf7§‘}3§v(t)] : (6.3)
Dabei haben wir die Niederenergiekonstante bo3 durch den axialen Radius ausgedriickt:
bog = —@g,q(?ﬂ)/;. (6.4)
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Abbildung 6.2: Pionpolgraph des axialen Stroms, bestehend aus drei renormierten Bausteinen, der
Kopplung des axialen Stroms an das Pion, dem Pionpropagator und dem 7 N N -Vertex.

Zur Renormierung des axialen Formfaktors missen wir diesen noch mit der Nukleonrenormie-
rungskonstante multiplizieren und ein geeignetes Renormierungsschema verwenden (s. Kapitel
3). In dem hier verwendeten Schema [GJW 99] ist die Nukleonrenormierungskonstante durch Gl.
(3.44) gegeben und es wird zusétzlich zu den divergenten J\?S‘-Abzugstermen noch der endliche
Term

_ gamy
1672 F2
abgezogen. Er wird durch die Konstante § 4 erzeugt:
2,2
_8R , 9A™My
@A - gA + 167T2F2 . (65)

Die axiale Kopplungskonstante g 4 ist als der Wert des axialen Formfaktors an der Stelle ¢ = 0
definiert. Sie lautet in diesem Renormierungsschema:

b 3 13m?2
R _ 2 2 017 9A ;v 94 T 2 7r 2 4
gas = Uy +4m7r (47!'F)2 - ﬁIﬂ' - W 8171' +my ﬂ'N(mN) +m7rI7l'NN(O) + 167'!';
9g%m3

+ 64 F2my (6.6)

Ausgedriickt durch die Kopplungskonstante g 4 lautet der axiale Formfaktor jetzt:
R, 1 2 9,?51
Ga(t)=g4 + EQA<7" )at + mF(t), (6.7)
wobei F'(t) gegeben ist durch
00
F(t) = —m2Iy(m) —4mim2Lovn (£) — 4m3 Iy () + 8m Ly (1)

1
—l—mﬁIﬂNN(O) + Ton2 (4m%v + mfr)

und gerade so konstruiert worden ist, dass F'(0) = 0 ist. Der induzierte pseudoskalare Formfak-
tor erhalt Beitrage sowohl vom einteilchenirreduziblen Vertex als auch vom Pionpolgraphen des
axialen Stroms. Der einteilchenirreduzible Vertex liefert den folgenden Beitrag zu G p(t)

irr 2 8m4 y
GF (1) = —5migalr)a+ =52 190, (1), 68)

waobei hier keine zusatzlichen Abzugsterme notwendig sind, da Gl. (6.8) bereits mit der richtigen
Ordnung startet. Auf Grund des Integrals Ifr‘%)N konnte man vermuten, dass Gl. (6.8) einen Pol bei
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t = 0 besitzt. Dies ist allerdings nicht der Fall, da in der im Anhang C angegebenen Gl. (C.52) der
Zahler im Grenzfall ¢ — 0 ebenfalls verschwindet.

Der Pionpolgraph besteht aus der Kopplung des axialen Stroms an die Pionen, dem Pionpro-
pagator und dem 7N N-Vertex. Wir renormieren als Néchstes jede dieser Komponenten einzeln.
Die Ergebnisse kdnnen mit denen vom Myoneinfang durch ein Proton in [Fea+ 97] verglichen
werden, da unsere Vorgehensweise analog zu [Fea+ 97] ist.

Bezeichnen wir die Selbstenergieeinschiibe mit —i%(p?), so gilt analog zu Gl. (3.23) fiir den
vollen Pionpropagator [CL 84]:

1

6.9
P, S0 e’ ©.9)

Z.AW(pZ) =

wobei m? , die nackte (nicht renormierte) Pionmasse ist. Bis zur Ordnung O(¢*) erhalt ¥(p?)

Beitrage von zwei Diagrammen, ndmlich dem Schleifendiagramm mit £7(T272 und dem Kontaktdia-
gramm von 55;2 (s. Abb. 6.3). Die physikalische Pionmasse ist als Position des Pols des Propaga-

____@____ ___;®_\___

/
\ -

—

Abbildung 6.3: Selbstenergiebeitrdge zum Pionpropagator.
tors definiert. Wir erhalten fur m2 bis zur Ordnung O(q*):

2m My

2 1

Die Wellenfunktionsrenormierungskonstante des Pions ist gegeben durch?

1 2m2 1 m
Zp=———=1—-""Z|[" —In(—Z , 6.11
e e (e () 641

und die renormierten Konstanten 5 und I} sind gegeben durch

R R
lg:l{;‘l‘@, 12214—W
Entwickeln wir $(p?) um p? = m2 und multiplizieren den Propagator aus Gl. (6.9) mit Z, !, so
erhalten wir das Ergebnis, dass bis zu der betrachteten Ordnung der renormierte Pionpropagator
die Form des freien Propagators hat, allerdings mit der physikalischen Pionmasse aus Gl. (6.10).
Zur Berechnung der Kopplung des axialen Stroms an das Pion muss man die in Abbildung 6.4
gezeigten Diagramme berechnen.
Wenn wir den einlaufenden axialen Strom in Analogie zum elektromagnetischen Strom mit
€4 bezeichnen, so lautet der Ausdruck fiir den renormierten, d.h. mit v/Z, multiplizierten Vertex

€A qF(SZ-j, (6.12)

%Die Form von Z, hangt davon ab, welches £4 und welche Parametrisierung fiir U benutzt wird. Wir verwenden
L4 aus Gl. (2.31) und fiir U die Exponentialdarstellung (s. Gl. (2.21)).
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Abbildung 6.4: Renormierter Vertex fiir die Kopplung des axialen Stroms an ein Pion.

waobei die physikalische Pionzerfallskonstante gegeben ist durch:

m2 m2 m
F=Fy|l4+ Zapp - Moy, (Do) ) 6.13
R L ey n(mN)] (6.13)

Zur Berechnung des Pion-Nukleon-Vertex bis zur Ordnung O(g*) miissen wir die in Abbil-
dung 6.5 gezeigten Diagramme berechnen. Fiir ein Pion mit Isospinindex i erhalten wir das fol-

| |

\ \

\ \
o = @ . ®

Abbildung 6.5: Pion-Nukleon-Vertex bis zur Ordnung O(g*).

gende Ergebnis:

04 dmZmy  bir gamn
—|2A A-— I
[FO N F (@nF) 9N 3F3 T
gimN 2.2 2
—IAZE (2 + I + 4mimZ Lo (8) + 4mi Iy (1) ]75% (6.14)

wobei wir die hier auftauchende Konstante b19 durch die im néachsten Kapitel diskutierte Goldber-
ger-Treiman-Diskrepanz A [Fea+ 97] ausgedriickt haben:

8miF3

genNA,  mit A=1_— N9A (6.15)

b19 = — .
F7r97rNN

2
™
Fir die Renormierung miissen wir mit /7 Z » multiplizieren und den endlichen Term
3,3

gamy
1672 F?

zusatzlich abziehen, der wieder mit Hilfe von GI. (6.5) durch die Konstante § 4 absorbiert werden
kann.
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Fur den induzierten pseudoskalaren Formfaktor erhalten wir aus dem Pionpolgraphen des axia-
len Stroms (Abb. 6.2):

AmyFgrNN g3m3
G]P;ol(t) = - m7r2 FQ(?— ]TVrLQ) 2I7 — m?r ;N(m?v) + 4m%,m?rI7rNN(t)
™ ™
2 v 4 1 2 2
+amyIyn(t) — malrnn (0) — 1672 (4my +m3) |, (6.16)

wobei wir hier von Gl. (6.6) Gebrauch gemacht haben. Man beachte auch, dass in dem Ausdruck
fur den Pion-Nukleon-Vertex in GI. (6.14) die Konstante Fy auftaucht, die nicht identisch mit der
physikalischen Pionzerfallskonstante F ist, d.h. wir haben auch GlI. (6.13) beniitzt. Der induzier-
te pseudoskalare Formfaktor setzt sich aus der Summe von GE°(¢) und G5 (¢) (GI. (6.8)) zu-
sammen, wobei die Pionpolbeitrdge gegeniiber den Beitrdgen zum einteilchenirreduziblen Vertex
dominieren.

Der graphische Verlauf der beiden Formfaktoren G 4(t) und Gp(t) ist in Abbildung 6.6 dar-
gestellt. Dabei haben wir das hier verwendete Renormierungsschema [GJW 99] mit der Infrarot-
regularisierung [BL 99] verglichen und im graphischen Verlauf fast keine Unterschiede zwischen
diesen beiden Methoden festgestellt. Wir erkennen, dass der axiale Formfaktor G 4(t) fast kom-
plett durch g4 + 1/6g.4(r?) 4t bestimmt ist, wobei unser Ergebnis im Gegensatz zur Infrarotregu-
larisierung eine leichte Abweichung davon zeigt. Der induzierte pseudoskalare Formfaktor G p(t)
wird in beiden Renormierungsschemen durch den Term —4my Fg,nn/(t — m?r) dominiert. Zur
Berechnung der axialen Formfaktoren haben wir die folgenden empirischen Werte verwendet (s.

[PDG 02] furr g4 und g, nn und [Lie+ 99] fiir \/(r?) 4),
ga =1.2670(35),  \/(r2)a = 0.670(23)fm,  gryn = 13.2(1).

Die Zahlen in Klammern geben die Fehler in den letzten Ziffern an, d.h. 13.2(1) steht z.B. fir
13.2 £0.1.

6.3 Der Pion-Nukleon-Formfaktor

Als Néachstes fiihren wir den Pion-Nukleon-Formfaktor ein, der tiber das Matrixelement der pseu-
doskalaren Dichte P;(x)definiert ist, ausgewertet zwischen einem Anfangs- und Endzustand des

Nukleons:
X miF _
2 (ps| Pi(0)lpi) = 5" — Gr(t)ia(ps)ysmiu(p:). (6.17)
™
Bei der Berechnung dieses Formfaktors kann man die auftretenden Diagramme in einen Kon-
taktgraphen, bei dem die pseudoskalare Quelle direkt an die Nukleonen koppelt, und Pionpol-
graphen mit einem propagierenden Pion aufspalten. Der Kontaktgraph wird vom b1g-Term der

Lagrange-Dichte /;532, erzeugt:

t —m?
Kont _
G () = mZ TgrNNA. (6.18)
Auch die Berechnung der Beitrdge zum Pionpolgraphen ist leicht, da man auf den =N N-Vertex
zurtickgreifen kann. Wir erhalten in dem von uns verwendeten Renormierungsschema [GJW 99]

mit der in GI. (6.6) definierten axialen Kopplungskonstante g 4:

3
MNGA m
Gl = T gond — TATR 217 — m2 I (md) + 4mimE Lo (1)
HAm Ty (8) = ma Ly (0) = 1o (4m3 +m?) ] . (6.19)
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Abbildung 6.6: Die axialen Formfaktoren des Nukleons bis zur Ordnung O(q*) in der x PT. Die
durchgezogene Linie ist unser Ergebnis und die gestrichelte Linie das Ergebnis der Infrarotregu-
larisierung. Man erkennt, dass G p(t) durch den Pol an der Stelle t = m?2 ~ 0.02GeV? dominiert
ist.

Der graphische Verlauf des Pion-Nukleon-Formfaktors G () ist in Abbildung 6.7 dargestellt,
in der wir wieder unsere Ergebnisse [GJW 99] mit denen aus der Infrarotregularisierung [BL 99]
verglichen haben. Der Unterschied ist sehr klein und in der Abbildung 6.7 nicht zu erkennen. Der
Pion-Nukleon-Formfaktor bis zur Ordnung O(g*) wird fast komplett durch den Term m g4 /F +
g-nNAt/m2 wiedergegeben, so dass wir erwarten, dass die Korrekturen von hoheren Ordnungen
sehr klein sind. An der Stelle t = m?2 ist G mit der Pion-Nukleon-Kopplungskonstante identisch,
Gﬂ'(m?r) = YgnrNN-

Mit Hilfe der PCAC-Relation in Abwesenheit der elektromagnetischen Wechselwirkung kann
man eine Beziehung zwischen den axialen Formfaktoren G 4(t) und G p(¢) und dem Pion-Nukle-
on-Formfaktor G (t) herstellen:

m2Fy
2mNGA(t) + WGP(t) =2 27T_ tGﬂ—(t) (620)

Die Herleitung von GlI. (6.20) ist im Anhang F angegeben. Unsere Ausdriicke fiir die Formfakto-
ren erfiillen selbstverstandlich Gl. (6.20) und damit die Bedingung, die aus der chiralen Symmetrie
hergeleitet worden ist. Man kann dies leicht tberprifen, indem man die folgende Beziehung ver-
wendet,

4y (10 @) + 100 () = —12(0) + Luw (m).

Betrachtet man in Gleichung (6.20) den Grenzfall ¢ — 0, so erhdlt man im chiralen Grenzfall
die so genannte Goldberger-Treiman-Relation [GT 58]:

2nG4 = 2Fo8, v - (6.21)
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Abbildung 6.7: Der Pion-Nukleon-Formfaktor G (¢) bis zur Ordnung O(q*) in der xPT. Der
Unterschied zwischen den Renormierungsschemen von [GIJW 99] und der Infrarotregularisierung
[BL 99] ist nicht zu erkennen.

Dabei haben wir lediglich verwendet, dass der Pion-Nukleon-Formfaktor an der Stelle t = m?2

gerade die Pion-Nukleon-Kopplungskonstante liefert, Gz (m2) = g,y und G 4(0) = g ist. Die
Relation aus Gl. (6.21) ist insofern bemerkenswert, da sie die Pion-Nukleon-Kopplungskonstante
der starken Wechselwirkung, g~ n, mit der axialen Kopplungskonstante der schwachen Wech-
selwirkung, g4, verbindet. Die experimentell gemessenen Werte erfiillen diese Relation mit einer
Genauigkeit, die besser als 3% ist. Die Naherung, die man bei der Goldberger-Treiman-Relation
macht, ist, dass man G, (0) =~ G (m2) = g,nn setzt.

Wir weisen darauf hin, dass der Pion-Nukleon-Formfaktor nicht die darstellungsabhéngige
Funktion ist, die am 7w N-Vertex steht und keine Observable ist. Die beiden Grofien stimmen nur
fur t = m2 Uberein.
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Kapitel 7

Der axiale Formfaktor in der
Pionelektroproduktion

In diesem Kapitel wollen wir die Frage kldren, ob der axiale Formfaktor des Nukleons, G 4(t), in
der Pionelektroproduktion gemessen werden kann®. Kiirzlich hat es eine kontroverse Diskussion
Uber genau diese Frage gegeben [Hab 00, Gui 01, BKM 01, Hab 01, Tru 01] und unser Anliegen
ist es gewesen, die in diesem Zusammenhang gemachten Aussagen zu berpriifen. Dazu haben wir
ein phanomenologisches Modell verwendet, das einerseits alle Symmetrien der Lagrange-Dichte
der QCD respektiert, d.h. insbesondere die chirale Symmetrie, und alle relevanten Terme produ-
ziert, andererseits relativ einfach nachzuvollziehende Rechnungen enthdlt [FS 02]. Wir kommen
zu dem Schluss, dass der axiale Formfaktor tatsdchlich in der Pionelektroproduktion gemessen
werden kann. Dies ist im Widerspruch zu dem in [Hab 00] gefundenen Ergebnis. Wie in [Hab 01]
gefordert, stellen wir prazise heraus, welcher der in [Hab 00] aufgefiihrten Schritte fehlerhaft ist.
In den in diesem Kapitel diskutierten Reaktionen verwenden wir die Konvention, dass das ein-
laufende Photon den Viererimpuls k#, das ein- bzw. auslaufende Nukleon den Impuls p; bzw. p;
und das zweite Teilchen im Endzustand (Pion, axialer Strom, pseudoskalare Dichte) den Impuls
gy und Isospinindex ¢ hat.

7.1 Das verwendete phanomenologische Modell

Das Modell besteht im Wesentlichen aus den in Kapitel 2 vorgestellten Lagrange-Dichten der
chiralen Storungstheorie, die bereits alle Terme enthalten, die mit den geforderten Symmetrien
vertréaglich sind. In der niedrigsten Ordnung sind das die mesonische Lagrange-Dichte 55372 aus
Gl. (2.29) und die Pion-Nukleon-Lagrange-Dichte LS}, aus Gl. (2.37). Diese beiden Lagrange-
Dichten reproduzieren gerade die mit den Methoden der Stromalgebra hergeleiteten Ergebnisse.
Sie geben allerdings keine Auskunft {iber die innere Struktur des Nukleons. Deshalb bendtigen
wir auch die Lagrange-Dichten der beiden ndchsthoheren Ordnungen. Allerdings tragen nicht alle
Terme dieser Lagrange-Dichten zu den hier diskutierten Amplituden bei. Von der Pion-Nukleon-
Lagrange-Dichte der Ordnung O(q?), /_’,7(312, (Gl.(2.39)), bendtigen wir nur die beiden Terme,
die proportional zu den Niederenergiekonstanten cg und c; sind. Diese Konstanten kdnnen mit
dem anomalen, isovektoriellen und isoskalaren magnetischen Moment des Nukleons im chiralen
Grenzfall in Verbindung gebracht werden, wie man an Hand der Ausdriicke flr die elektromagne-

!Die Theorie der Pionelektroproduktion wird an dieser Stelle nicht wiederholt. Sie ist im Anhang E noch einmal
zusammengefasst, in dem auch weitere Literaturangaben zu diesem Thema zu finden sind.
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tischen Formfaktoren mit F¥ (0) = k = § (k* + 73x7) erkennt:
v 1 S
e =K', 7 =5k (7.2)

\Von ﬁg, (GI. (2.40)) bendtigen wir nur die drei Terme, die proportional zu b7, b1g und beg sind.
Eine Interpretation dieser Konstanten werden wir im Zusammenhang mit den Ergebnissen fiir die
axialen Formfaktoren des Nukleons geben.

In unserem phanomenologischen Modell verwenden wir also die Lagrange-Dichten der chira-
len Storungstheorie. Wir berechnen allerdings keine Schleifengraphen, da diese nur chirale Kor-
rekturen zu den Ergebnissen liefern und keine fur die Diskussion in diesem Kapitel relevanten
Terme erzeugen. Insbesondere erfiillen die Schleifenbeitrdge unabhéngig von den Baumgraphen
die Konsistenzbedingungen der chiralen Ward-ldentitéten. In diesem Zusammenhang weisen wir
darauf hin, dass im Rahmen einer Einschleifenrechnung bis zur Ordnung O(q?) in der HBYPT
bereits ein Ergebnis flr die Pionelektroproduktionsamplitude existiert [BKM 92], das auch die
weggelassenen chiralen Korrekturen beinhaltet. Die Vernachldssigung dieser chiralen Korrekturen
macht die Rechnungen sehr (bersichtlich und leicht nachzuvollziehen.

7.2 Ergebnisse fur die axialen Formfaktoren des Nukleons

Als Erstes wenden wir unser Modell auf die axialen Formfaktoren des Nukleons und den Pion-
Nukleon-Formfaktor an. Die Definition und Diskussion dieser Formfaktoren ist bereits in Kapitel
6 behandelt worden (s. Gl. (6.1) und GI. (6.17)), so dass wir hier nur noch die Ergebnisse angeben,
die wir in unserem Modell erhalten:

b7 bo3

— 3 4m2 _ 7.2
b 4m? b b
2 23 N o 2 17 2 19

= — — 7.

Gp(t) dmy; @F? i—m? (gAFo + 4m? (inF)? 2mz (47TF)2) ,  (7.3)
@A 4m72rmN b17 2mNt b19

= == — . 7.4

Grlt) F™ Y T F nF)?  F (4nF) (7.4)

Betrachten wir das Ergebnis fir G 4(t), so erkennen wir, dass die Niederenergiekonstante b7
eine Korrektur zu § 4 liefert, der axialen Kopplungskonstante im chiralen Grenzfall:

b1z
Ga(0) =ga = 4m? : 7.5
A( ) gA @A +4mz (47TF)2 (7.5)
Dabei ist Folgendes zu beachten. Der Ausdruck fiir den axialen Formfaktor G 4(t) des Nukleons
ist im Rahmen der chiralen Stérungstheorie bis zur Ordnung O(g*) in Kapitel 6 bereits berechnet
worden. Wir haben gesehen, dass bis zu dieser Ordnung die Konstante g 4 neben dem b;7-Term
noch weitere Korrekturen erhdlt, die von den Schleifen stammen (Gl. (6.6)). Der Ausdruck in GI.
(7.5) flr by7 ist deshalb nur im Rahmen der phdanomenologischen, d.h. Baumgraphen-N&herung
gliltig.

Die Konstante b19 kann dann durch den Wert des Pion-Nukleon-Formfaktors an der Stelle

t = 0 bestimmt werden:

2 gampn 2mNm72r b1g
G — — _ 7.
x(Mmz) = gaNN 0 F (4 F)Q, (7.6)
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d.h. die Konstante byg ldsst sich durch die so genannte Goldberger-Treiman-Diskrepanz A aus-
driicken, die durch A = 1 — myga/(Fg-nn) gegeben ist (s. Gl. (6.15)). Diese Diskrepanz gibt
die Verletzung der im chiralen Grenzfall exakt erfiillten Goldberger-Treiman-Relation (Gl. (6.21))
an.

Die Konstante bes kann direkt mit dem axialen Radius des Nukleons, 1/(r2) 4, in Verbindung
gebracht werden, da dieser Uiber die Ableitung des axialen Formfaktors an der Stelle ¢ = 0 definiert
ist:

9 6 dG4(t) 6 bos
<T )A = = - 2"
GA(0) dt =0 ga (4nF)
Dies motiviert noch einmal die Identifikation von bsg mit dem axialen Radius in GI. (6.4). Fir die
Diskussion in diesem Kapitel ist der bo3-Term besonders wichtig, da dieser Term fiir die Abhéngig-
keit des axialen Formfaktors von der Variablen ¢ verantwortlich ist.

Umgeschrieben in den oben eingefiihrten GroRen lautet unser Ergebnis fiir die Formfaktoren

jetzt:

(7.7)

1
Gat) = gA—i-EgA(rZ)At, (7.8)
Frg:nn 1 1
_ 2 n9r 1 2
Gp(t) = 4mN( p— m?r—t 69A<'I‘ )A), (7.9)
¢ —m2
Galt) = goww (1+A m’;‘) (7.10)

Vergleicht man das Ergebnis fiir den axialen Formfaktor G 4(¢) mit den Ergebnissen der rela-
tivistischen Einschleifenrechnungen im Rahmen der chiralen Stérungstheorie (s. Kapitel 6), so
stellt man fest, dass die von den Schleifengraphen stammenden chiralen Korrekturen zu G 4(t)
vernachléssigbar klein sind. Der induzierte pseudoskalare Formfaktor G p(t) ist durch den ers-
ten Term in Gl. (7.9) dominiert, den so genannten Pionpolterm. Oft werden alle anderen Terme
weggelassen, da sie sehr klein sind. Man spricht dann von der Pionpoldominanzannahme. Zur Mo-
tivation dieser Annahme betrachten wir Gl. (6.20). Im chiralen Grenzfall?> nimmt diese Gleichung
die folgende Form an

) 2 t ° ° 4ﬁ’]2 o
2y Ga(t) + 55 —Gp(t) =0 Gp(?) :—TNGA(t). (7.11)
N

Der induzierte pseudoskalare Formfaktor ép hat im chiralen Grenzfall also einen Pol fur ¢ — 0.
Wenn man nicht mehr den chiralen Grenzfall betrachtet und die nicht verschwindende Masse der
Pionen miteinbezieht, so liegt es nahe, den Pol zu t—'m?r zu verschieben. Wir beriicksichtigen aber
auch, dass G p(t) neben diesem Pionpol noch einen Beitrag vom bo3-Term erhélt und deshalb auch
den axialen Radius enthélt. Der Pion-Nukleon-Formfaktor G (t) enthélt neben der Konstanten
g=nn die im letzten Kapitel diskutierte Goldberger-Treiman-Diskrepanz A.

Die Ausdriicke fiir die oben angegebenen drei Formfaktoren erfiillen selbstverstandlich Glei-
chung (6.20) und respektieren somit die chirale Symmetrie. Die Uberpriifung dieser Relation ist
ein erster Test unserer Rechnungen und unseres phanomenologischen Modells. Die Herleitung
der Gl. (6.20) beruht auf der PCAC-Relation (Gl. (2.19)) ohne Anwesenheit der elektromagne-
tischen Wechselwirkung, die wiederum ganz allgemein mit Hilfe des Tricks von Gell-Mann und
Lévy [GL 60] auf Grund der lokalen, chiralen Symmetrie der Lagrange-Dichte der QCD abgeleitet
worden ist (s. Kapitel 2). Eine genaue Herleitung dieser Beziehung ist im Anhang F angegeben.

2Wir erinnern noch einmal daran, dass wir GroRen im chiralen Grenzfall mit o kennzeichnen.
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7.3 Adlers Relation und Pionelektroproduktion

Mit Hilfe der PCAC-Relation (GI. (2.19)) kann eine chirale Ward-Identitit abgeleitet werden?, die
die folgenden drei Greenschen Funktionen miteinander verbindet:

G MY = 2imMY g + e MY (7.12)

wobei die hier auftauchenden drei Greenschen Funktionen mit Hilfe von zeitgeordneten Produk-
ten des elektromagnetischen Stromoperators J#(z), des axialen Stromoperators A% (z) und des
pseudoskalaren Dichteoperators P;(x) definiert werden konnen.

Auf der linken Seite von Gl. (7.12) steht die GroBe MY}’ ., die die Fouriertransformierte des
zeitgeordneten Produkts aus dem elektromagnetischen Stromdperator JH(z) und dem isovektori-
ellen Axialvektorstromoperator A% (z) ist und die wir im Folgenden als Vektor-Axialvektorstrom-
Tensor bezeichnen werden:

M, = [ dse (N g, 5|7 174 (@) A2 O] N 59,
= / d* 5’ (N(py, 57)|T [J"(0) A (2)] [N (pi, 51)). (7.13)
Dabei steht 7" fiir das zeitgeordnete Produkt, das folgendermaRen definiert ist*,

T [A(z)B(y)] = A(z) B(y)6(zo — yo) + B(y) A(z)0(yo — o), (7.14)

wobei §(z) die Heavisidesche Stufenfunktion ist. Auf der rechten Seite von GI. (7.12) steht zum
einen das Matrixelement des axialen Stromoperators,

My ;= (N(py,57)IA5 (0)|N(ps, 50)), (7.15)

und zum anderen die Fouriertransformierte des zeitgeordneten Produkts aus dem elektromagneti-
schen Stromoperator J#(x) und der isovektoriellen pseudoskalaren Dichte P;(z):

Mip, = [ dtae b= (NpnIT 174 PN N ),
= [ dlac T N oy, s T OR[N (i), (7.16)

Die Gl. (7.12) kann auch alternativ mit Hilfe der auf die minimale Substitution zurlickgehenden
PCAC-Relation von Adler und Gilman [AG 66] abgeleitet werden. Dazu wertet man diese Rela-
tion zwischen einem aus einem Nukleon bestehenden Endzustand und einem aus einem Nukleon
und einem virtuellen Photon bestehenden Anfangszustand aus. Aus diesem Grund bezeichnet man
Gl. (7.12) auch als ,,Adlers Relation®.

Man beachte, dass die Herleitung dieser Relation auf der PCAC-Relation unter Anwesenheit
der elektromagnetischen Wechselwirkung (Gl. (2.19)) beruht, die allgemein gultig ist und mit
Hilfe der chiralen Symmetrie der QCD-Lagrange-Dichte abgeleitet worden ist. Fir die komplette
Herleitung von GI. (7.12) bendtigt man keine Néherungen®. Deshalb sollte diese Relation in jedem
Modell erfiillt sein, das die chirale Symmetrie respektiert.

3Die genaue Ableitung dieser Gleichung ist im Anhang F zu finden.

4Genau genommen miisste in Gl. (7.13) das kovariante zeitgeordnete Produkt T stehen, das sich vom ,naiven®
zeitgeordneten Produkt 7" durch einen ,,seagull“-Term unterscheidet (s. Diskussion in Kapitel 2.4.2 von [Sch 02] und
Anhang F).

®Dies stimmt bis auf Anomalien, die aber von der Ordnung ©(e?) sind und nicht benétigt werden.
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Die Verbindung zur Pionelektroproduktionsamplitude M ; kann mit Hilfe eines interpolieren-
den Pionfeldes hergestellt werden. Dazu betrachten wir das Matrixelement der pseudoskalaren
Dichte P;(x), ausgewertet zwischen einem Einpionzustand und dem Vakuum [GL 84]:

O1P(0)] (@) = 5Gabije . (1.17)
Da jedes interpolierende Pionfeld ®;(z) durch die Relation
(0]@i(z)| mj(q)) = dize "0 (7.18)
definiert ist, kdnnen wir das folgende Feld ®;(z) als interpolierendes Pionfeld wéhlen,

_2P(@) _2P(a) _ 2mPi(a)

; — -
i@ === = 2Bk m2F

(7.19)

wobei wir nach dem zweiten und dritten Gleichheitszeichen von Ergebnissen der niedrigsten Ord-
nung der mesonischen chiralen Stérungstheorie Gebrauch gemacht haben.

Wendet man den LSZ-Formalismus (Lehmann, Symanzik, Zimmermann) [LSZ 55] mit dem
oben angegebenen interpolierenden Pionfeld ®;(z) auf die chirale Ward-Identitét aus Gl. (7.12)
an, so erhdlt man die folgende Gleichung,

2 .2 2 _ 2
MY = Tim | 2R = Tim ST (e MY g M) (7.20)

2
g?—m2 Fmﬂ g2—m2 me

Die Nomenklatur fiir die Pionelektroproduktion und das Ubergangsmatrixelement ML istim An-
hang E angegeben und die genaue Herleitung der GI. (7.20) kann im Anhang F gefunden werden.

Damit haben wir eine Verbindung zwischen den in Gl. (7.12) auftauchenden Greenschen Funk-
tionen und der Pionelektroproduktionsamplitude hergestellt. Auf der rechten Seite der Gl. (7.20)
steht sowohl das Matrixelement des axialen Stroms, M", it als auch der Vektor-Axialvektorstrom-
Tensor, M%,i, der ebenfalls den axialen Stromoperator enthdlt. Das legt die Vermutung nahe,
dass man den axialen Formfaktor G 4 in der Pionelektroproduktion messen kann. Die Frage ist
nur noch, ob sich die Beitrage dieser beiden Greenschen Funktionen zum axialen Formfaktor im
Grenzfall ¢> — m?2 gerade aufheben oder nicht. Man beachte, dass die chirale Ward-ldentitat
in Gl. (7.12) fir beliebige Werte des Impulsiibertrages ¢ gliltig ist, wahrend die Verbindung zur
Pionelektroproduktionsamplitude durch GI. (7.20) ein Pion auf der Massenschale erfordert, d.h.

2 _ 2
q° = m:.

7.4 Divergenz des Vektor-Axialvektorstrom-Tensors M*/", .

In diesem Abschnitt berechnen wir in unserem Modell die Divergenz des Vektor-Axialvektor-
strom-Tensors, d.h. wir kontrahieren den Tensor M"", . mit dem Viererimpuls g,, des auslaufenden
axialen Stroms. Dazu miissen wir zuerst die acht in Abbildung 7.1 dargestellten Diagramme be-
rechnen. Den Tensor M/}", . erhélt man dann aus der Amplitude fiir diese Diagramme, indem man
die Polarisationsvektoren e und €', ¥ weglaBt. Zu jedem Diagramm in Abbildung 7.1 bestimmen
wir mit Hilfe von GI. (7.20) den Beitrag zur Pionelektroproduktionsamplitude M, indem wir
angeben, zu welchem Diagramm in Abbildung 7.2 es jeweils einen Beitrag gibt. Die in Abbil-

dung 7.2 gezeigten Diagramme entsprechen dabei den Diagrammen, die man bei einer direkten
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Abbildung 7.1: Diagramme des Vektor-Axialvektorstrom-Tensors M/;", . in unserem phéanomeno-
logischen Modell. Der auslaufende axiale Strom ist mit einer geschlangelten Linie und einem Dop-
pelpfeil gekennzeichnet. Die renormierten Vertices erhalten Beitrdge von den Lagrange-Dichten
£2, 8 £ und £ Kontrahiert man den Tensor MY, ; mit gy, so erhdlt man Beitrége zum
axialen Strom und zu M/, (s. Text).

70



S
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Abbildung 7.2: Die vier Diagramme der Pionelektroproduktionsamplitude M.

Berechnung von M; betrachten muss. Fiir das durch M; = —ies, M!' definierte Ubergangsma-

trixelement M* erhalten wir in unserem Modell die folgenden Ausdriicke:
.grNN _ 2mpy

Mei = —ig—ulpy) (1 —d W) Yol (k)u(pi), (7.21)
.gnNN _ 2mpy

My = —igulppT"(k) (1 v o ie) Ys7iu(pi), (7.22)

_ (2¢ — k)"
M = —ngNU(pf)t —mZ + Z.67563ij7ju(pi), (7.23)
u _ 1 _ FngN u 1 2 M i
Mg = _ﬁ“(pf) Ty + 69A<7" Ya(k-(E—q) ¥ — (k- )" ¥ )| vsezijTjulps)-

(7.24)

Die GroRe I'* = T'*(k) bezeichnet den elektromagnetischen Vertex des Nukleons (s. Kapitel 5),
wobei die Nukleonen nicht unbedingt auf der Massenschale sein miissen. Damit ist die Kopplung
eines einlaufenden Photons mit Impuls &£# und Polarisationsvektor e* an die Nukleonen allgemein
gegeben durch

—iee, TH (k).
Wir erhalten flir I'#(k) den folgenden Ausdruck
1+ 73 1 ks | K
u — Y [ el _—
DHk) = 5t e ] (G ) (7.25)

Da wir bereits die axialen Formfaktoren des Nukleons berechnet haben, kdnnen wir auch angeben,
welches Diagramm in Abb. 7.1 zu den Formfaktoren G 4(t) (s. Gl. (7.8)) und Gp(t) (s. Gl. (7.9))
beitragt.
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Fur die Kontraktion der Beitrdge zum Vektor-Axialvektorstrom-Tensor, die von den ersten
beiden Graphen (Abb. 7.1a und 7.1b) stammen, erhalten wir,

: 2
1772 1FgrNN _ m 2mpy ) )
Qv (Ma—i-b)JA,i T omy u(pf) <A + Q2 — m772:, + ie) (1 —q s — m?v T ie) Y57l u(pi),
(7.26)

wobei s = (p; + k)2 eine der drei Mandelstam-Variablen ist. Mit Hilfe von GI. (7.20) erhalten wir
aus Gl. (7.26) gerade den Ausdruck fiir den s-Kanal der Pionelektroproduktionsamplitude, d.h.
wir erhalten gerade Gl. (7.21).

Analog zu den Graphen in Abbildung 7.1a und 7.1b erhalten wir fir die Kontraktion der Bei-
trage, die zu den in Abbildung 7.1c und 7.1d gezeigten Graphen gehdren, den folgenden Ausdruck:

. 2
wo _FgNN e (A M Ny 2mw
0 (Mesalf = G2 alp? (&t ) (1= o) aranto)
(7.27)

mitu = (py — k)2. Benutzen wir wieder Gl. (7.20), so erhalten wir aus GI. (7.27) den Ausdruck
fur den u-Kanal der Pionelektroproduktionsamplitude, d.h. wir erhalten gerade Gl. (7.22).
Fir die Kontraktion des zur Abbildung 7.1e gehdrenden Beitrages erhalten wir den folgenden

Ausdruck,
u

Gy (Me)ia; = —FngNﬂ(pf)m%ezﬁﬂju(ﬂ)- (7.28)
Da dieses Diagramm keinen 1/(q? — m2)-Pol besitzt, tragt es nicht zur Pionelektroproduktions-
amplitude bei. Tatsachlich liefert es einen Teilbeitrag zum Pionpol des induzierten pseudoskalaren
Formfaktor Gp(t).

Der noch fehlende Beitrag zum Pionpol von G p(t) stammt von dem Diagramm 7.1f. Kontra-
hiert mit g,, ergibt sich flr dieses Diagramm n@mlich der folgende Beitrag:
m?2 (k — 2q)* (k — 2q)"

™
@ —mZ+iet—m2+ie t—m2+ie

) Vs€3i5Tju(Pi)-

(7.29)
Der Teil in GI. (7.29), der nicht zur Pionelektroproduktionsamplitude M¥ beitragt, d.i. der Anteil
ohne den Faktor 1/(q? — m2), liefert gerade den fehlenden Beitrag zum Pionpol von G p(t). Der
andere Teil liefert unter Anwendung von GI. (7.20) den Ausdruck fiir den t-Kanal von M#, d.h.
wir erhalten GI. (7.23).

Wir stellen fest, dass in den Gin. (7.26) bis (7.29) der axiale Radius +/(r?) 4 nicht auftaucht,
d.h. die Diagramme 7.1a bis 7.1f enthalten den axialen Radius nicht mehr, wenn sie mit ¢,, kon-
trahiert werden. Da die bisher diskutierten Beitrdge bei Anwendung von Gl. (7.20) den s-, t- und
u-Kanal der Pionelektroproduktionsamplitude liefern, kann der axiale Radius nur im Kontaktgra-
phen von M# auftauchen (Abb. 7.2d). Dies hat ja bereits unsere direkte Berechnung ergeben, die
wir als zusdtzlichen Test durchgefiihrt haben. Tatsdchlich erhalten wir durch Kontraktion des zur
Abbildung 7.1g gehdrenden Beitrages eine Abhéngigkeit vom axialen Radius:

@ (Me)ha; = —Fgenni(py) (

0 (Mgl = 2 galr?a Pk~ )0 — (k— 0 Jpesyy. (730

Da in Gl. (7.30) aber kein 1/(g? — m2)-Pol auftaucht, liefert die Anwendung von GlI. (7.20)
auf GI. (7.30) keinen Beitrag zu M*. Allerdings enthalt GI. (7.30) noch Beitrdge zu den axialen
Formfaktoren G 4 (t) und G p(t).
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Zum Schluss missen wir noch den zur Abbildung 7.1h gehdrenden Beitrag mit g, kontrahie-
ren. Wir erhalten das folgende Ergebnis:

1 m?r FgWNN
(Mh),yAZ = 3 (1 + 7 —m? tic +ie> [(gA + Er— A) Ay
1
+50atr2)a (= ) ko¥ — (b= 9B ey, (D)

Gl. (7.31) enthélt nicht nur den axialen Radius, sondern auch einen 1/(¢? — m2)-Pol. Wenden wir
wieder GI. (7.20) auf GI. (7.31) an, so erhalten wir deshalb eine Abhéngigkeit der Pionelektropro-
duktionsamplitude vom axialen Radius. Diese Abhangigkeit kann auf den Kontaktgraph von MY,
d.h. auf Abbildung 7.2d, zurtickgefiihrt werden. Der Beitrag zu diesem Diagramm ist in Gl. (7.24)
angegeben. AuBerdem erhalten wir noch Beitrdge zu den axialen Formfaktoren G 4(t) und G p ().
Zusammen mit GI. (7.30) liefern diese Beitrdge gerade den axialen Formfaktor G 4(t) sowie den
Teil von G'p(t), der fiir die (r?) 4-Abhéngigkeit von G'p(t) verantwortlich ist.

Der komplette Ausdruck fiir die Pionelektroproduktionsamplitude konnte durch Anwenden
von Gl. (7.20) auf die Divergenz des Vektor-Axialvektorstromtensors hergeleitet werden. Der erste
Term in GI. (7.20) liefert keinen Beitrag zu M, da er keinen 1/(q? — m2)-Pol hat.

7.5 Berechnung von M/, ; und Test von Adlers Relation

Da wir im Zusammenhang mit den axialen Formfaktoren des Nukleons das Axialstrommatrix-
element M“ bereits berechnet haben, miissen wir zur Uberpriifung der chiralen Ward-Identitét
aus GlI. (7. 12) nur noch M/, . berechnen. Dazu betrachten wir die in Abbildung 7.3 gezeigten
Diagramme.

Die Greensche Funktion Mﬁpz erhadlt man aus der Amplitude fir die in Abbildung 7.3 darge-
stellten Diagramme, indem man den Polarisationsvektor des Photons, e, Weglant. Das Ergebnis
fiir die beiden s-Kanal Diagramme 7.3a und 7.3b lautet dann:

BoFg:nn _ m2 2mN
M B = — A Y z 1- .I‘N ;)
(Matb)7p, 2mym2 u(py) ( + 2 | i q s—m2, 1 ic Y51l u(ps)
(7.32)

Analog erhalt man fiir die beiden u-Kanal Diagramme 7.3c und 7.3d:

ByFg, 2 2
(Meralps = g a0 (A + =) (1= d o) orut),

2mpym?2 g> —m2 +ie my, + i€
) (7.33)
Man beachte die Ahnlichkeit der GIn. (7.32) und (7.33) mit den GlIn. (7.26) und (7.27).
Fir die restlichen Diagramme aus Abb. 7.3 erhalten wir die folgenden Ausdriicke:
; Bo F' k—2q)*
U 1D gr NN _ _ ( q) gy .
(Me)JP,i Imn U(pf) ¥ —d) (q2 — m% tie)(t — m% t i€) 75€3ZJT]u(pl)a
(7.34)
_1BoFgxnN _
(Mf)gP,i 2mNm (pf)A7 V5€3i5T; U (pz) (7.35)
w o _ __ BoFgrNy i wy Lo —a) kv — (k — o)
(Meg)sp, I (@ — m2 + Z.E)U(pf) 7+ ralk—q) - k" = (k —q)'F)
XY5€3i5 TjU(Pi)- (7.36)
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(9)

Abbildung 7.3: Diagramme der Greenschen Funktion M/, ., die die pseudoskalare Dichte enthélt.
Die gepunktete Linie mit dem Doppelpfeil kennzeichnet die pseudoskalare Dichte.
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Die in diesem Kapitel angegebenen Ausdriicke fur MY’ ;, M%,; und MY, ; erfilllen GI.

(7.12) und respektieren somit die chirale Symmetrie, wie das auch sein sollte. Damit ist die Uber-
prifung von Adlers Relation abgeschlossen. Wir erwéhnen an dieser Stelle noch einmal, dass Gl.
(7.12) einen Test fur jedes Modell darstellt und exakt, d.h. ohne irgendwelche Modifikationsterme
wie sie z.B. in [Hab 00] auftauchen, erfiillt sein muss®.

7.6 Haberzettls Berechnung von M

Der Vektor-Axialvektorstrom-Tensor M%) ; ist bereits in [Hab 00] berechnet worden. Ausgehend
von der Definition der axialen Formfaktoren (Gl. (6.1)) sind in diesem Papier unter Benutzung
von Gl. (6.20) verschiedene Vertices abgeleitet worden. Mit Hilfe der in [Hab 97] beschriebenen
Eichableitungsmethode (engl.: gauge derivative method) ist an die einzelnen Vertices dann jeweils
ein Photon angekoppelt und somit M*", . berechnet worden. Bei den Ergebnissen ist vor allem der
Ausdruck fiir das Diagramm, das den Kontaktgraph der Pionelektroproduktionsamplitude enthélt
(s. Fig. 3 in [Hab 00]) interessant, da er keine Abh&ngigkeit vom axialen Radius /(r2)4 und
damit auch nicht den axialen Formfaktor G 4(¢) enthdlt. Deshalb ist in [Hab 00] die Behauptung
aufgestellt worden, dass der axiale Formfaktor in der Pionelektroproduktion an der Schwelle nicht
gemessen werden kann. Das Ergebnis steht im Widerspruch zu allen bisherigen Rechnungen (s.
z.B.[NS 62, VZ 72, SK 91]) und auch zu den Ergebnissen unseres phanomenologischen Modells.
Wie bereits erwdhnt, hat dieses Ergebnis zu einer kontroversen Diskussion in den letzten Jahren
gefiihrt [Gui 01, BKM 01, Hab 01]. In [Hab 01] ist dabei kritisiert worden, dass bisher keiner
genau sagen konnte, an welchem Punkt in der Herleitung aus [Hab 00] ein Fehler aufgetreten sein
soll. Mit Hilfe des in diesem Kapitel vorgestellten phanomenologischen Modells sind wir in der
Lage, die in [Hab 00] durchgefiihrten Rechnungen genau zu untersuchen. Es zeigt sich, dass die
auf der minimalen Substitution beruhende Eichableitungsmethode [Hab 97] die chirale Symmetrie
nicht respektiert. Die Anwendung dieser Methode fiihrt in diesem Fall zu falschen Ergebnissen und
damit letzten Endes zu der widersprichlichen Behauptung in [Hab 00].

Zur Verdeutlichung betrachten wir den Ausdruck fiir den mN N-Vertex und koppeln an diesen
mit der Eichableitungsmethode ein Photon an. Der Ausdruck fiir die Kopplung eines auslaufenden

Pions mit Viererimpuls ¢* = (p; — py)* und Isospinindex ¢ an die Nukleonen lautet:
1
MQWNN # _]éf)')’STi- (7.37)

Wenden wir auf Gl. (7.37) die Eichableitungsmethode an, so liefern die in [Hab 97] angegebenen
Regeln fiir ein Photon mit Impuls £* den folgenden Ausdruck:

{29 4 pmita— -0} = { L2 gsmbla— i —pp) )

grNN
= 2” Yoys {q"Ti}" 6(q + py —pi — k)

= *‘;“NNv QT (7.39)

In der zweiten Zeile haben wir von den GlIn. (A7) und (A11) in [Hab 97] Gebrauch gemacht. In
der letzten Zeile haben wir die Delta-Distribution vernachlassigt und benutzt, dass die Eichablei-
tungsmethode auf einen Pionimpuls wie folgt wirkt (vgl. Gl. (A10) in [Hab 97]):

{a'r}" = QG g

®Dies gilt unter der Voraussetzung, dass wir Anomalien der Ordnung @(e?) vernachlassigen.
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Dabei ist Q7 der Ladungsoperator fiir das Pion und gegeben durch

. .
Qij = 1€€345, e > 0.

Der Ausdruck fiir den Kontaktgraph der Pionelektroproduktionsamplitude (yw N N-Vertex) in un-
serem Modell lautet:

2
grNN 4 gA<,r )A _ . u o M .
P + 1oF, ((k—q)-ky" =¥ (k — @)")| Q7 75 (7.39)

Der Vergleich von Gl. (7.39) mit GI. (7.38) zeigt, dass die Eichableitungsmethode nur den ersten
Teil des Kontaktgraphen liefert. Der zweite Teil, der den axialen Radius enthalt, wird durch diese
Methode nicht erzeugt. Damit ist geklart, warum der Ausdruck fiir das Diagramm 7.1h in [Hab 00]
keine Abhéngigkeit vom axialen Radius 1/ (r?) 4 enthalt.

In der chiralen Storungstheorie verwendet man fir jede Ordnung im Impuls- und Quarkmas-
senzahlschema die allgemeinste, mit den Symmetrien der QCD vertragliche effektive Lagrange-
Dichte. Betrachtet man keine Schleifenbeitrage, so erzeugt bis zur Ordnung O(¢?) nur ein einziger
Term im axialen Formfaktor die Abhédngigkeit von ¢, ndmlich der Term, der proportional zur Nie-
derenergiekonstanten bog ist. Zur Erinnerung geben wir ihn hier noch einmal an:

Ef’) :...+\TJ1

DY U+.... 7.4
2 (47['F)27 Y5 [ af,uu] + ( 0)

Um zu sehen, zu welchen Vertices dieser Term Beitrdge liefert, entwickeln wir die GroRe 6 f,,
nach den Pionfeldern:

0" fr = 0"u[0u(vy —ay) — 0y(vy — ay) —ilvy — au, vy — a,]] ul
—t [Ou(vy +ay) — Ou(vy + ay) —ilv, + ay, vy + ay]u
= —20"(0uan — Opay) + 2i0" ([vy, ay] — [vy,au))
i v _ i v i v 2
-I—EB [®,0,v, — 0,v,] + Foa (D, [vy, v]] + Foa (D, [y, a)]] + O(77).
(7.41)

Wir diskutieren jetzt die in Gl. (7.41) angegebenen Beitrdge mit hochstens einem Pionfeld ®(z).
Der Beitrag zum axialen Formfaktor kommt von dem Term

—20" (8,0, — Oya,).

Er ist fiir die Identifikation des bos-Terms mit dem axialen Radius verantwortlich. Der Kontakt-
graph des Vektor-Axialvektorstrom-Tensors (Diagramm 7.1) erhélt durch den Term

2i0" ([vy, av] — [vy, ay))

seine Abhangigkeit vom axialen Radius. Es tritt aber auch ein Term auf, der einen Beitrag zum
Kontaktgraph der Pionelektroproduktion, d.h. zum yx N N-Vertex, liefert:

1
an [q), 8;/01/ — VUM] .

Die Verkniipfung dieser drei Vertices miteinander ist eine direkte Konsequenz aus der chiralen
Symmetrie. So ist z.B. die Verkniipfung des Kontaktgraphen des Vektor-Axialvektorstrom-Tensors
mit dem Kontaktgraph der Pionelektroproduktion durch Gl. (7.20) gegeben. Die letzten beiden
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Terme in Gl. (7.41) enthalten zwei Vektor- bzw. zwei Axialvektorfelder und tragen deshalb zu
keinem in dieser Arbeit diskutierten Vertex bei.

Wir stellen fest, dass wir einen Beitrag zum yw N N-Vertex, aber keinen Beitrag zum 7N N-
Vertex erhalten. Koppelt man mit Hilfe der minimalen Substitution ein Photon an den mNN-
Vertex an, so ist zwar die Eichinvarianz erfllt, nicht aber die aus der chiralen Symmetrie fol-
genden Bedingungen, d.h. die Eichableitungsmethode aus [Hab 97] respektiert nicht die chirale
Symmetrie.

Die Aussage von Haberzettl [Hab 00], dass der axiale Formfaktor in der Pionelektroproduktion
nicht gemessen werden kann, erweist sich somit als unbegriindet. Die in diesem Papier verwendete
Eichableitungsmethode produziert nicht die richtigen Ergebnisse. Alle bisherigen Rechnungen in
diesem Gebiet, wie z.B. [NS 62, VZ 72, SK 91], behalten weiterhin ihre Gltigkeit.

7.7 Der ,soft-pion“-Grenzfall

In diesem Abschnitt wollen wir Adlers Relation aus GI. (7.12) im so genannten ,,soft-pion‘-
Grenzfall betrachten, d.h. wir betrachten den Grenzfall g — 0. Dabei setzen wir zuerst den
Dreierimpuls ¢'Null und betrachten dann ¢o — 0. In diesem Grenzfall kdnnen wir sogar modellu-
nabhangig zeigen, dass der Tensor M’j‘;1 den axialen Formfaktor G 4 enthalt [Gui 01].

7

Bei der Berechnung von q,,M%’i muss man die Diagramme aus Abbildung 7.1 betrachten.
Fir g — 0 liefern von diesen Diagrammen nur die s- und u-Kanal Diagramme einen von Null
verschiedenen Beitrag zur Divergenz von M’j’;l’i, d.h. nur die Diagramme liefern einen Beitrag,
bei denen ein Faktor 1/(s — m%;) bzw. 1/(u — m3;) auftaucht. Die s- und u-Kanal-Diagramme
enthalten ndmlich als Einzige im ,,soft-pion“-Grenzfall einen 1/g-Pol:

H 1
lim Qu—"—5 .~ = lim 1 > > (7.42)
20" s —my +ie ?—02pf-q+q°+ie  2pjo+ie
. 1 . g 1
lim qu72 = lim 3 — = — —, (743)
2—0 " u—my +ie 2—0 —2p; - q + q° + i€ 2pip + i€
@?2—01 —mz + i€ @20 q° — Mz + 1€

Dieser Punkt ist seit langer Zeit bekannt und bereits in [Adl 65] erwéhnt worden.

Als Néachstes zeigen wir, dass in den s- und u-Kanal-Diagrammen im ,soft-pion“-Grenzfall
kein axialer Formfaktor auftauchen kann. Der axiale Formfaktor kommt bei diesen Diagrammen
durch den AN N-Vertex ins Spiel, d.h. durch die Kopplung des axialen Stroms an die Nukleonen.
Dabei missen wir noch beachten, dass in diesen Diagrammen ein Nukleonpropagator auftaucht
und deshalb beim AN N-Vertex immer genau eine Nukleonlinie nicht auf der Massenschale ist.
Aus diesem Grund fihren wir eine Formfunktion G 4 (t, p, p}) ein, die fir den Fall, dass beide
Nukleonen auf der Massenschale sind, in den axialen Formfaktor tbergeht, G 4 (¢, m%;, m%/) =
G a(t). Fur das s-Kanal-Diagramm entwickeln wir diese Formfunktion nach A = 2ps - q + 7%

Ga(g?, s,m? 1 Galt
CALmN) _ L (G (g2, m, mi) + G (¢, m mi) + 0(a%) = S48 L o(a0)
s —my + 1€ A A
und erhalten dann im ,,soft-pion*-Grenzfall:
2 2
lim g, AW S™N) _ 94 (7.45)

=0 M s —m? +ie  2ppo
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Fiir das u-Kanal-Diagramm entwickeln wir die Formfunktion nach A = —2p;- g+ ¢ und ersetzen
s durch . Damit haben wir modellunabhédngig gezeigt, dass im ,soft-pion“-Grenzfall q,,M’j’;m.
den axialen Formfaktor nicht mehr enthélt.

Berechnet man jetzt M’jp,i mittels GI. (7.12), so erhalten wir lediglich einen Beitrag zum
axialen Formfaktor, ndmlich den vom Matrixelement des axialen Stroms, Mffl,j,

dim Ga((pi —pp)?) = A Ga((k - 9)%) = Ga(k?) # Ga(0) = ga. (7.46)
Es gibt hier also keine zwei Beitrdge, die sich aufheben kénnen, d.h. im ,soft-pion*-Grenzfall
enthalt MY, den axialen Formfaktor.

7.8 Messung des axialen Formfaktors in der Pionelektroproduktion

Wir haben gesehen, dass der axiale Formfaktor G 4 in der Pionelektroproduktion auftaucht. In
diesem Abschnitt beschreiben wir, wie man ihn experimentell in einem Pionelektroproduktions-
experiment bestimmen kann’. Die Theorie der Pionelektroproduktion ist im Anhang E zusammen-
gefasst. Als Beispiel betrachten wir ein in Mainz durchgefiihrtes Experiment [Lie+ 99]. In diesem
Experiment ist der Wirkungsquerschnitt fiir die =+ -Elektroproduktion am Proton bei einer invari-
anten Masse von W = /s = 1125 MeV, d.h. 46 MeV uber der Pionschwelle bei drei verschie-
denen Werten fiir den Impulsiibertrag Q% = —k? gemessen worden: Q2 = 0.117, 0.195, 0.273
(GeV/c)?.

Der differentielle Wirkungsquerschnitt fur die Pionelektroproduktion kann in einen leptoni-
schen und einen hadronischen Anteil aufgeteilt werden (s. Gl. (E.43) im Anhang E). In paralleler
Kinematik, bei der das Pion in Richtung des ausgetauschten virtuellen Photons emittiert wird, be-
steht der hadronische differentielle Wirkungsquerschnitt (s. GI. (E.46) im Anhang E) aus einem
transversalen und einem longitudinalen Anteil. Im Schwerpunktsystem des hadronischen 7 N-

Endzustandes erhalt man:
do dor dor,

a0z dor o

(7.47)

Eine Rosenbluthseparation, bei der adﬂi gegen e aufgetragen wird, liefert dann den transversa-
len und longitudinalen differentiellen Wirrkungsquerschnitt. Aus dem transversalen Wirkungsquer-
schnitt extrahiert man zuerst den Ey-Multipol (s. Gl. (E.52) und GI. (E.33) im Anhang E). Zur
Extraktion des axialen Formfaktors aus dem E.-Multipol ist ein Modell [DT 92] verwendet wor-
den, da die chirale Stérungstheorie erst bei einer Messung mit einer invarianten Masse, die naher
an der Pionschwelle liegt, angewendet werden kann. Aus den experimentellen Daten fiir den axia-
len Formfaktor ist dann durch einen Dipolfit die so genannte axiale Masse M 4 und der axiale
Radius +/(r?) 4 bestimmt worden,

G (0)
(1+Q2/M3)°

6 dGA(Q?) 12

2 — A2
Ga0) d@* |, M;

GA(Q?) = = (r?yy = — (7.48)

Das Ergebnis der Messungen war fiir den axialen Radius 1/(7?) 4 = (0.635 + 0.023) fm und fiir
die axiale Masse M4 = (1.077 £ 0.039) GeV.

"Der axiale Formfaktor kann auch noch in der quasielastischen Neutrinostreuung am Proton 7, +p — p™ +n
[Fan+ 80, Ahr+ 87, Ahr+ 88] bzw. am Deuteron v,, + d — p~ + p + Dspectator (Z.B. [Bak+ 81, Kit+ 83, Kit+ 90])
bestimmt werden.
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Bei den angegebenen Werten muss man noch eine Schleifenkorrektur berlicksichtigen: Eine
O(g?)-Rechnung im Rahmen der chiralen Storungsrechnung fiir schwere Baryonen (HByPT) lie-
fert fuir den Ey-Multipol [BKM 92]

2 2 2
2y — 694 k2 k 1\ _me 2, _k 2
B (F) = oo, 1+6<T>A+4m%\,(m/+2 my "Mt g\
+0(q%)] .

Die Nomenklatur fir die Multipole ist ebenfalls in Anhang E angegeben. Das Minuszeichen gibt
die Isospinkomponente (s. Gl. (E.17)) an. Die Konstante C ist flir unsere Diskussion nicht von
Bedeutung, da sie nicht von k2 abhingt. Der letzte Term ist die fiihrende Ordnung einer Schlei-
fenkorrektur. Er ist bei der oben angegebenen Messung des axialen Radius nicht berlicksichtigt
worden, d.h.

™

(7Y = (r*) 4 + 64% (1 - 1-%) . (7.49)

Dieser Korrekturterm hat den Wert —0.0456 fm? und stellt eine 10%-Korrektur zum eigentlichen
Wert dar. Damit ist die kleine Diskrepanz zwischen den Werten fur den axialen Radius aus der
Pionelektroproduktion und denen aus der quasielastischen Neutrinostreuung geklart [BKM 92].

In einem neuen Experiment wird die 7 -Elektroproduktion bei einer invarianten Masse von
1084 MeV, d.h. 5 MeV iiber der Pionschwelle bei Impulsiibertrigen von Q2 = 0.156, 0.078 und
0.035 untersucht [Neu+ 98]. Dies ist nah genug an der Pionschwelle, damit die chiralen Stérungs-
theorie getestet werden kann. Auf Grund der kurzen Lebensdauer des Pions von 7 = 26.033(5) ns
[PDG 02] ist ein neues so genanntes ,,short-orbit“-Spektrometer entwickelt worden, bei dem die
Pionen jetzt nur noch eine Flugstrecke von 1.6 m zuriicklegen missen.
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Kapitel 8

Zusammenfassung

In dieser Arbeit haben wir die Formfaktoren des Nukleons in einer relativistischen Formulierung
der chiralen Storungstheorie fiir Nukleonen bis zur Ordnung O(q*) berechnet. Wir haben dabei
ein neues Renormierungsschema [GJW 99] verwendet, in dem die Schleifendiagramme das chira-
le Zahlschema respektieren. Das neue Renormierungsschema besteht darin, die reguldren Terme
abzuziehen, die von einer kleineren Ordnung sind als es das chirale Zahlschema vorgibt und die-
se Terme in den Niederenergiekonstanten zu absorbieren. Im Einzelnen haben wir die folgenden
Formfaktoren berechnet und unsere Ergebnisse mit den Ergebnissen der Infrarotregularisierung
von Becher und Leutwyler [BL 99] verglichen:

e Den skalaren Formfaktor des Nukleons,
o die elektromagnetischen Formfaktoren des Nukleons,
o die axialen Formfaktoren des Nukleons.

An Hand der O(q?)-Ergebnisse fiir den skalaren Formfaktor kann man die Probleme der nicht-
relativistischen HBxPT erkennen. Das Ergebnis der HBxPT divergiert an der Stelle t = 4m2,
wahrend die Ergebnisse der relativistischen Rechnungen im gesamten Niederenergiebereich kon-
vergieren (Abb. 4.3). Die Polstelle wird vom so genannten Dreiecksgraphen (Abb. 4.1a) erzeugt,
bei dem fiir ¢ = 4m2 der Impulsiibertrag gerade groR genug ist, damit die beiden Pionen auf der
Massenschale sein kénnen. Die Ergebnisse der Ordnungen O(g®) und O(g*) sind in den Abbil-
dungen 4.2 und 4.4 dargestellt. Dabei ist in Abbildung 4.4 die Konstante e2 und eine Kombination
der Konstanten esg, e115 und e (S. Gl. (4.28)) aus Eg, an die Werte fiir den o-Term und den
Cheng-Dashen-Punkt angepasst worden, so dass der Unterschied zwischen den beiden relativisti-
schen Renormierungsschemen kaum zu erkennen ist.

Bei den elektromagnetischen Formfaktoren existieren je zwei fiir das Proton und Neutron.
Fir diese beiden Formfaktoren existieren zwei verschiedene Darstellungsmdglichkeiten, ndmlich
die Dirac- und Pauli-Formfaktoren oder die Sachs-Formfaktoren. Parametrisiert man das Matri-
xelement des elektromagnetischen Stromoperators durch die Dirac- und Pauli-Formfaktoren, so
erhélt man einen besonders einfachen Ausdruck (Gl. (5.1)). Deshalb sind die Dirac- und Pauli-
Formfaktoren die natiirlichen GréRen in jeder relativistischen Formulierung. Die Sachs-Formfak-
toren hingegen entstehen in der nichtrelativistischen HBxPT als natiirliche GroRen. Eine O(q*)-
Rechnung liefert den Dirac-Formfaktor bis zur Ordnung O(g3) und den Pauli-Formfaktor bis
zur Ordnung O(g?). Kombiniert man diese beiden Formfaktoren zu den Sachs-Formfaktoren,
so erhdlt man G bis zur Ordnung O(¢3) und G/ bis zur Ordnung O(q?) (s. Gl. (5.28)). Der
graphische Verlauf der Dirac- und Pauli-Formfaktoren fiir Proton und Neutron ist in Abbildung
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5.2 dargestellt und die elektrischen und magnetischen Sachs-Formfaktoren sind in Abbildung 5.5
zu finden. Zur Berechnung dieser Graphen sind die Konstanten es4 und e74 an die elektrischen
und magnetischen Radien angepasst worden. Die Ergebnisse in der Infrarotregularisierung aus
[KM 01] sind in diesen Abbildungen ebenfalls dargestellt. Ein Vergleich zeigt, dass mit Ausnahme
von G, unsere Ergebnisse mit denen der Infrarotregularisierung tbereinstimmen. In Abbildung
5.4 haben wir unsere O(q®)-Ergebnisse mit denen aus der Infrarotregularisierung und mit den
Ergebnissen der HBxPT [Ber+ 98] verglichen. Mit Ausnahme des elektrischen Formfaktor des
Neutrons, bei dem sich alle drei Beschreibungen unterscheiden, stimmen unsere Ergebnisse im
Wesentlichen wieder mit denen der Infrarotregularisierung tberein, wahrend es Unterschiede zu
den HBxPT-Ergebnissen gibt. Diese Unterschiede stammen daher, dass die Beitrdge von hoher-
en Ordnungen in einer relativistischen Beschreibung anders behandelt werden als in der HBxPT.
Die Beitrage hoherer Ordnungen spielen bei den Formfaktoren des Neutrons eine entscheidende
Rolle. Das erkennt man durch Vergleich der O(g3)-Resultate mit den O(g*)-Resultaten. Beim
sehr kleinen elektrischen Formfaktor des Neutrons stimmen z.B. die experimentellen Daten fir
G7, [Ede+ 94, Her+ 99, Pas+ 99, Ost+ 99] mit den O(g3)-Resultaten besser tberein als mit den
O(q*)-Resultaten. Beim magnetischen Formfaktor des Neutrons liegen die experimentellen Daten
[Ank+ 94, Ank+ 98, Kub+ 02] zwischen den Resultaten der Ordnungen O(¢?) und O(q*). Dies
legt die Vermutung nahe, dass zur Beschreibung der sehr genau gemessenen Daten in der chiralen
Storungstheorie eine Zweischleifenrechnung notwendig ist.

Die Ergebnisse fiir die beiden axialen Formfaktoren, den axialen Formfaktor G 4(¢) und den
induzierten pseudoskalaren Formfaktor G p(t), sind in Abbildung 6.6 dargestellt. Da wir hier per-
fekte Isospininvarianz angenommen haben, erhalten wir keinen Beitrag zum induzierten pseudo-
tensoriellen Formfaktor G (t). Unsere Ergebnisse stimmen mit denen der Infrarotregularisierung
fast exakt Gberein. Dabei wird G 4(t) fast komplett durch g4 + 1/6(r?) 4t wiedergegeben und
G p(t) wird durch den Term —4m y Fg,nn/(t —m2) dominiert, d.h. von den Schleifenintegralen
erhalt man nur eine sehr schwache Abhédngigkeit von der Variablen ¢. Dies kommt daher, dass der
einzige Schleifengraph, der eine ¢-Abhéngigkeit liefert, aus zwei Nukleonpropagatoren und nur
einem Pionpropagator besteht. Da die Nukleonen eine deutlich groBere Masse als die Pionen ha-
ben, ist hier die ¢-Abhéngigkeit unterdriickt. Bei der Berechnung des in Abbildung 6.2 gezeigten
Pionpolgraphen des axialen Stroms, den man neben dem einteilchen-irreduziblen Vertex zur Be-
stimmung von G 4(t) und Gp(t) benétigt, konnten wir die Ergebnisse mit [Fea+ 97] vergleichen.
Zur weiteren Uberpriifung der Ergebnisse haben wir mit Hilfe des Pion-Nukleon-Formfaktors,
G (t), dessen graphischer Verlauf in Abbildung 6.7 zu sehen ist, die Relation aus GI. (6.20) ge-
testet. Diese Relation geht auf die PCAC-Relation unter Abwesenheit der elektromagnetischen
Wechselwirkung zuriick und hat allgemeine Gultigkeit.

Mit der Infrarotregularisierung und dem hier beschriebenen Renormierungsverfahren existie-
ren zwei relativistische Formulierungen der chiralen Stérungstheorie flir Baryonen, die im Rah-
men einer Einschleifenrechnung gleichberechtigt verwendet werden kdnnen. Der grof3e Vorteil der
neuen Methode ist, dass die Integrale im Vergleich zur Infrarotregularisierung nicht in zwei Teile
aufgespalten, sondern wie bisher mit Hilfe der dimensionalen Regularisierung berechnet werden.
Die Erweiterung auf Integrale mit zwei Schleifen stellt daher keine Schwierigkeit dar. Ein weite-
rer Vorteil ist, dass wir nur eine endliche Anzahl an Gegentermen bendtigen, da wir im Vergleich
zur Infrarotregularisierung nur Terme abziehen, die kleiner als die Ordnung des jeweiligen Dia-
gramms sind. Das grof3e Potential der neuen Methode liegt in ihrer universellen Einsetzbarkeit: Sie
kann bei Problemen angewandt werden, die entstehen, wenn eine effektive Theorie Freiheitsgrade
beinhaltet, die im chiralen Grenzfall nicht verschwinden. Mit Hilfe dieser Methode existiert z.B.
auch ein konsistentes Zahlschema, wenn man die Vektormesonen explizit beriicksichtigt [FGS 02].
Auch das A kdnnte moglicherweise miteinbezogen werden, um somit die Breite des A und die
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Phasenverschiebungen in der N -Streuung beschreiben zu kénnen [ET 98].

Der zweite Teil dieser Arbeit beschaftigte sich mit der Frage, ob der axiale Formfaktor des
Nukleons in der Pionelektroproduktion gemessen werden kann. Wir haben dazu ein phdnome-
nologisches Modell aufgestellt, das einerseits alle Symmetrien der Lagrange-Dichte der QCD
respektiert, d.h. insbesondere die chirale Symmetrie, und alle relevanten Terme produziert, an-
dererseits relativ einfach nachzuvollziehende Rechnungen enthélt [FS 02]. Das Modell basiert auf
den Lagrange-Dichten der chiralen Stérungstheorie, nur dass wir keine Schleifengraphen berech-
nen. Wir benutzen diese Baumgraphennaherung, da die Schleifengraphen chirale Korrekturen zu
unseren Ergebnissen liefern, die im Rahmen der HBxPT berechnet wurden und unter Kontrolle
sind. Als ein erster Test unseres Modells haben wir die axialen Formfaktoren des Nukleons aus-
gerechnet und gesehen, dass alle wichtigen Terme der O(g*)-Rechnung produziert worden sind.
Die Ergebnisse erfillen selbstverstandlich auch die Relation zwischen den axialen Formfaktoren
und dem Pion-Nukleon-Formfaktor aus Gl. (6.20).

In unserem phanomenologischen Modell haben wir eine chirale Ward-Identitét Uberprift, die
die folgenden drei Greenschen Funktionen miteinander verknupft:

q”M?l;l,i = 27:7%./\/[“;1_—,,1- + 63,']'./\/1’:1,]-. (8.1)

Auf der linken Seite von GlI. (8.1) steht der in GI. (7.13) definierte Vektor-Axialvektorstrom-Tensor
M’ i» der die Fouriertransformierte des zeitgeordneten Produkts aus dem elektromagnetischen
Stromoperator J#(z) und dem isovektoriellen Axialvektorstromoperator A% (z) ist. Diese GroRe
geht z.B. in die Bestimmung des strahlungsbegleiteten Myoneinfangs am Proton ein [Fea 80]. Auf
der rechten Seite steht neben der GroRe M, die die Fouriertransformierte des zeitgeordneten
Produkts aus dem elektromagnetischen Stromoperator J#(z) und der isovektoriellen pseudoska-
laren Dichte P;(x) ist (s. Gl. (7.16)), noch das Matrixelement des axialen Stromoperators Mj’j
(s. Gl. (7.15)). GI. (8.1) ist das erste Mal von Adler und Gilman [AG 66] mit Hilfe der minimalen
Substitution abgeleitet worden und tragt daher den Namen Adlers Relation. Im Anhang F haben
wir explizit gezeigt, wie man diese Relation mit Hilfe der PCAC-Relation herleiten kann. Bei
der Herleitung haben wir nur von der chiralen Symmetrie der QCD und ihrer expliziten Berech-
nung durch die Quarkmassen Gebrauch gemacht. Deshalb ist Adlers Relation allgemein giiltig und
die Uberpriifung dieser Relation kann als ein Test unseres Modells angesehen werden. Mit Hilfe
von Gl. (7.20) konnten wir eine Verbindung zwischen M‘J‘P’i und der Pionelektroproduktions-
amplitude M; herstellen. Im Wesentlichen erhélt man M; durch Multiplikation von MY, mit
q? —m?2 und anschlieRender Bildung des Grenziiberganges g2 — m?2. Kombiniert man diese bei-
den Gleichungen, so erhalt man eine Verbindung zwischen der Pionelektroproduktionsamplitude,
dem Vektor-Axialvektorstrom-Tensor und dem Matrixelement des axialen Stroms. Da der axiale
Formfaktor G 4 sowohl in dem Matrixelement des axialen Stromoperators als auch im Vektor-
Axialvektorstrom-Tensor enthalten ist, erhdlt man eine Verbindung der Pionelektroproduktions-
amplitude mit dem axialen Formfaktor. Die Frage ist nur noch, ob sich die verschiedenen Beitrdge
des axialen Formfaktors zu M, gerade aufheben oder nicht.

In unserem Modell haben wir zuerst die Divergenz des Vektor-Axialvektorstrom-Tensors be-
rechnet und zu jedem der acht Diagramme aus Abbildung 7.1 die Beitrdge zur Pionelektropro-
duktionamplitude und den axialen Formfaktoren bestimmt. Es hat sich herausgestellt, dass nur ein
einziger Beitrag zur Pionelektroproduktionsamplitude existiert, der auch den axialen Radius und
somit den axialen Formfaktor enthdlt. Dieser Beitrag kommt von dem Diagramm aus Abbildung
7.1h. In einer direkten Berechnung der Pionelektroproduktionsamplitude kann die Abhangigkeit
vom axialen Radius auf den Kontaktgraphen aus Abbildung 7.2d zuriickgefiihrt werden (s. Gl.
(7.24)).

82



Wir sind in dieser Arbeit auch auf die Berechnung von M* mit Hilfe von Adlers Relation und
der in [Hab 97] beschriebenen Eichableitungsmethode eingegangen. Die Eichableitungsmethode
basiert auf der minimalen Substitution und erlaubt es, an die Vertices ein Photon anzukoppeln. Der
Ausdruck, den wir erhalten, wenn wir mit Hilfe dieser Methode an den =N N-Vertex ein Photon
ankoppeln (s. Gl. (7.38)), unterscheidet sich von dem Ausdruck fur den v N N-Vertex in unserem
phanomenologischen Modell (s. GI. (7.39)) durch einen Term, der proportional zum Quadrat des
axialen Radius ist. Wir kommen zu der Schlussfolgerung, dass die Eichableitungsmethode zwar
die Eichinvarianz, nicht aber die chirale Symmetrie erfillt. Somit konnte die Aussage in [Hab 00],
dass der axiale Formfaktor in der Pionelektroproduktion nicht gemessen werden kann, widerlegt
werden. Jedes Modell, das die chirale Symmetrie erfiillt, produziert eine Abhéngigkeit der Pio-
nelektroproduktionsamplitude vom axialen Formfaktor. Alle bisherigen Rechnungen in diesem
Gebiet, wie z.B. [NS 62, VZ 72, SK 91], behalten deshalb weiterhin ihre Giltigkeit. Im chiralen
Grenzfall kann man sogar modellunabhédngig zeigen, dass M, den axialen Radius enthalt. Wir
hoffen, mit Hilfe dieser Rechnungen Klarheit in die kontrovers gefiihrte Diskussion Uber dieses
Thema [Hab 00, Gui 01, BKM 01, Hab 01, Tru 01] gebracht zu haben.

Die Pionelektroproduktionsamplitude ist im Rahmen einer Einschleifenrechnung bis zur Ord-
nung O(q?) in der HBxPT bereits berechnet worden [BKM 92]. In dieser Arbeit kann man auch
die chiralen Korrekturen finden, die in unserem Modell vernachléssigt worden sind. Eine relati-
vistische Berechnung der Pionelektroproduktionsamplitude im Rahmen der ChPT existiert derzeit
noch nicht. Im Rahmen einer Einschleifenrechnung konnte diese sowohl in der Infrarotregulari-
sierung als auch mit Hilfe der in dieser Arbeit verwendeten Methode durchgefiihrt werden, wobei
mit der hier verwendeten Methode auch eine Zweischleifenrechnung moglich ware. AulRerdem
kdnnte fiir die Pionelektroproduktion der Einfluss der Isospinsymmetriebrechung (m.,, # mg4) und
der e2-Korrekturen untersucht werden.
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Anhang A

Gell-Mann-Matrizen

In der QCD spielt die Lie-Gruppe SU(3) eine entscheidende Rolle. Die SU(3) wird durch die
Generatoren &21 (e = 1,2,...,8) erzeugt, die eine Basis der Lie-Algebra der SU(3) bilden. Bei
den Gell-Mann-Matrizen A, handelt es sich um hermitesche, spurlose 3 x 3 Matrizen, die folgende
Vertauschungsrelation erfillen:

Aa b . Ac

Za 70 iy A.l

|: ) ) 92 :| Zfabc 2 ( )
Die fu. sind die Strukturkonstanten der Lie-Algebra der SU(3), die antisymmetrisch bei Aus-
tausch zweier Indizes sind. Alle nicht verschwindenden Strukturkonstanten sind in Tabelle A.1
angegeben.

abc || 123 | 147 | 156 | 246
fabc 1 !

345 | 367 | 458 | 678
BAPAEE

2

Mol

N
Nl O
~

NI S
NI

Tabelle A.1: Nicht verschwindende fgp.

Die Standarddarstellung der 8 Gell-Mann-Matrizen A, lautet [DGH 92]:

0
Moo= |1 0
0
0
A = 0
0
- /10 0
A = —i ]. As=gfgl 010 ). (A2)
0 00 —2

Die ersten drei Gell-Mann-Matrizen enthalten gerade die Paulischen Spinmatrizen,

(00 e (0) Ae(D0) e

wobei die 7;/2 die Generatoren der Lie-Algebra der SU(2) sind.

OO R OO O
. OO0 OO O OO
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Anhang B

Hypergeometrische Funktionen

Die GauBsche hypergeometrische Funktion [AS 65] ist im Komplexen durch die folgende Potenz-
reihe definiert:

L B (@l [(Q) STla+m)b+n) 7"
2Fi(a,bici2) ZO (©)n n! ~ T(a)T(b) nz::() Tetn) n’ &Y
mit (a), = ala+1)...(a+n-1), (a)o =1,

wobei I'(z) die Gammafunktion ist, die durch Eulers Integral definiert ist,

o0
I'(z) ::/ t*~le~tdt.
0

Der Konvergenzkreis der hypergeometrischen Funktion ist der gesamte Einheitskreis, d.h.
|z| < 1. Auf diesem Konvergenzkreis hat o F} (a, b; c; z) das folgende Verhalten:

e Absolute Konvergenz fir Re (¢ —a — b) > 0,

e Bedingte Konvergenz fir —1 < Re (¢ — a — b) < 0, wobei der Punkt z=1 ausgeschlossen
ist,

e Divergenz fir Re (¢ —a — b) < —1.

Es existieren zwei Sonderfélle: Entweder ist a oder b eine negative ganze Zahl —n, dann bricht die
Reihe ab und wir erhalten ein Polynom vom Grad n. Die Reihe hat dann einen unendlich grof3en
Konvergenzkreis. Oder c ist eine negative ganze Zahl —m und a oder b sind keine ganzen Zahlen
—n mitn < m. Fur diesen Fall ist die Reihe nicht definiert.
Die Verallgemeinerung von Gl. (B.1) flhrt auf die verallgemeinerten hypergeometrischen
Funktionen,
o i
(al)i . (an)z z

n m(afla aa'nabla ,bm,Z) Z (bl)z(bn)z 7!

i=0

Sie spielen bei der Losung von linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung eine entschei-
dende Rolle. Die Kugelflachenfunktionen, die Besselschen Funktionen und die Legendrepolyno-
me sind jeweils Spezialfélle der hypergeometrischen Funktionen. Die Funktion o F (a, b; c; z) ist
eine partikuldre Losung der folgenden linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung:

(B.2)

d*F(2)

EPLE Fle—(at+b+1) TR

—abF(z) = 0. (B.3)
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Es existiert eine Integraldarstellung der Funktion o F(a, b; ¢; 2):

o F1(a,b;c; 2) = Lle) /1tb—1(1—t)c—b—1(1—tz)—adt, Re (¢) > Re (b) > 0. (B.4)

L(®)T(c—b) Jo
Das Integral stellt eine Funktion dar, die analytisch in der komplexen Ebene ist, mit Ausnahme
eines Schnitts entlang der positiven reellen Achse, der bei 1 startet. Deshalb gibt GI. (B.4) eine
analytische Fortsetzung von GI. (B.1) an. In unserem Fall ist die hypergeometrische Funktion
oF1(a, b; c; z) bei der Berechnung des Selbstenergieintegrals im chiralen Grenzfall aufgetaucht.
Wir haben dabei von Gl. (B.4) Gebrauch gemacht.

Eine wichtige Relation der hypergeometrischen Funktionen lautet:

L(c)T'(c—a—b)
i) — . Ce—1:1—
oF1 (a, b;c; 2) F(c_a)r(c_b)gFl(a,b,a—l—b c—1;1-2)
+(1—z)c_a_br(c)r(a+b_c)2F1(c—a,c—b;c—a—b+1;1—z).

I'(a)I'(b)
(B.5)

Dariiberhinaus existiert noch eine Vielzahl an weiteren Relationen, die in [AS 65] angegeben sind.
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Anhang C

Integrale

Wir unterscheiden hier zwischen drei Typen von Integralen, je nachdem, ob das dazugehdrige
Diagramm aus einer, zwei oder drei inneren Linien (Propagatoren) besteht. Die meisten der hier
betrachteten Integrale enthalten Divergenzen, die mit Hilfe der dimensionalen Regularisierung
[\Vel 94] extrahiert werden. Dabei berechnet man die Integrale in » Dimensionen, wobei n nicht
unbedingt eine natlirliche Zahl sein muss. Die Divergenzen treten dann als Pole in e = 4 — n auf.
In der chiralen Stérungstheorie ist es allgemein tblich, die divergenten Terme in der Konstanten
2
R=——+vg—1—1In(4n) (C.1)
n—4

zusammenzufassen, wobei v = —I'(1) die Eulerkonstante ist. Dieser divergente Teil der Inte-
grale wird dann in den Niederenergiekonstanten der einzelnen Lagrange-Dichten absorbiert, die
dadurch renormiert werden?,

In die Definition der Integrale fiihren wir noch einen Faktor r‘h?{" ein, damit die Dimensio-
nalitdt der Integrale unabhéngig von n ist. Im Prinzip kdnnte man eine beliebige Massenskala
an Stelle von rh wahlen. Da wir aber in dieser Arbeit ausschlieRlich Prozesse mit Nukleonen be-
trachten, kommt die Masse des Nukleons im chiralen Grenzfall als eine innere Massenskala ganz
naturlich ins Spiel, so dass wir . = hy setzen?.

Wir haben die folgende Konvention fiir die Bezeichnung der Integrale getroffen:
d"k 1

. od—m
fontpiope ) =1 | e G (i ©2

C.1 Integrale mit einer inneren Linie

Das einzige skalare Integral mit einer inneren Linie ist gegeben durch

I(m?) = z/ A n ! (C.3)
B @) N (k+p)2 —m2 +ie '

Dieses Integral hdangt nicht von einem duReren Impuls p# ab, da man die Impulsabhéngigkeit des
Integranden durch die Substitution k# — k* — p* eliminieren kann.

Bei der Ableitung vollzieht man den Ubergang vom Minkowskiraum in den euklidischen
Raum durch die Wick-Rotation. Das Integral kann schlieRlich unter Verwendung der Polarkoor-
dinaten in n Dimensionen berechnet werden. Eine genaue Herleitung findet man z.B. in [Vel 94].

YIn hheren Ordnungen werden allerdings Potenzen bzw. Polynome in R benétigt.
2Man konnte im Mesonsektor auch eine andere Massenskala als im Nukleonsektor wahlen, z.B. B=m,.
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Das Ergebnis lautet:

2
I(m?) = 17; 5 [R+ 21n (m

) +O(M-— )} . (C.4)

N

Wir interessieren uns hier fur die Félle einer inneren Pionlinie und einer inneren Nukleonlinie:

Ip = I(m?) = 17(;&22 [R +2In (mN> +0(4 - n)] , (C.5)
Iy = I(h%)= ;271:2 R+ O(4—n)]. (C.6)

Mit der Wahl 4 = rthy fir die Massenskala besteht das Integral I nur noch aus einem Term
proportional zu R, wahrend I, noch einen Term enthélt, der nicht analytisch in der Quarkmasse
m ist.

C.2 Integrale mit zwei inneren Linien

Zuerst betrachten wir das Integral I, (¢) mit zwei Pionmassen in den beiden Propagatoren:

oden d"k 1
Inr(t) :=imy / (2m)™ [k2 — m2 +i€][(k + q)2 — m2 + i€]’ (C.1)

wobei ¢t = ¢2. Zur Berechnung von Gl. (C.7) verwenden wir den Feynman-Trick

1
1
~ = | dz : oF:
ab /0 [az + b(1 — z)]? (©8)
mita = (k + ¢)? — m2 + ieund b = k2 — m2 + ie und erhalten schlieflich:
1
I 1+21 ©) :
wnt) = 763 [R+ + n(mN) +J (m,%)] (C.9)
mit der Definition .
J™ (a) := / dzz"In [l + a(z® — z) — d€]. (C.10)
0
Fiir J(© erhalten wir dann:
—2—0111((“;&) (x <0)
JO@) = { —2+2 ——1arccot(,/5—1) 0<z<4),
—2—01n<1+g)—i7m (4 < z)
mit
4
o(z) =4/1— o z ¢ [0,4]. (C.11)

Den Ausdruck fiir Iy (¢) erhdlt man, indem man die Pionmasse m, durch die Nukleonmasse

My ersetzt:
[R +1+JO (ﬁ:; )] . (C.12)
N

1
Inn(t) = 15
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Man beachte, dass dieses Integral im Gegensatz zu GI. (C.9) ausschlieflich Terme enthalt, die
analytisch in dem duBeren Impuls ¢ und der Quarkmasse sind.
Wir bendtigen noch die beiden folgenden Tensorintegrale:

d"k K
I“ — 8 4—n
7r7r(07 C]) My / (27‘()" [k-Q — m72r + 'Lf][(k + Q)2 - m?r + 'ie]
d"k k" kY
I/.U/ = i 4-n
7r7r(01 q) My / (2m)n [k-2 _ m72r + i€][(k + q)2 — m?r + i€]
= tg" IS () + "¢ T (2). (C.19)

Die Methode zur Reduktion von Tensorintegralen auf skalare Integrale werden wir am Beispiel
dieser beiden Tensorintegrale verdeutlichen. Als Erstes multiplizieren wir Gl. (C.13) mit g,

d"k _ iq-k
2710 :/ hn—4 C.15
R o e e (et s N
und schreiben den Zahler in der Form
gk =3 [k +a)? = md = (2 + ¢ —m2)] (c.16)

so dass wir schlieftlich erhalten:
q2I(q (t) = 1/ d"k 4 [(k + q)2 — m72r] — [k2 — m?r] — C]2
i 2) @mr N (k2 —m2 + i€l [(k + q)2 — m2 + i€]

- 1/ &E s 1 1
2/ o) N\ kB2-m2+ie (k+q)?2 —m2 +ie

e
_[k2 —m2 +ie] [(k + ¢)? —m%-l—ie]}

1
= _5 q217r7r(t)- (C]-?)
Analog multiplizieren wir GI. (C.14) einmal mit g,,, und benutzen g,, g** = n:
d"k ik?
21(a9) 2 7(00) - $n—4
PIED(8) 4 I (1) = / i | .
o o 2m)n N k2 —m2 + i€ [(k + q)2 — m2 + i€
_ z/ d"k ,._4 k? —m2 +m2
2m)n N [k2 —m2 +ie] [(k + q)2 — m2 + i€
= I + mil.(t). (C.18)

Mit g, multipliziert erhalten wir aus Gl. (C.14):

e ik-pk
2.v ( 1(a9) 7(00) :/ e n—4 p
e (T00+1P0) = | Gt T s e T

1/ dk o, 4  ik¥ 1/ d"k o, 4 i kY
= — m - - m
2/ @2mn N K2-m24+ie 2] 2n)" N (k+q)2 —m2 +ic

7 / 'k s ik
2 ) @mn N (k2 —m2 + i€ [(k + q)? — m2 +ie]
1 2
= ¢’ Iy + L’ Lo (D). (C.19)

2 4
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Mit Gl. (C.18) und GI. (C.19) erhalten wir dann fiir 7l29) (t) bzw. 7000 (t):

a0 = Fll)t [(%n DI+ Gnt _ mg) Im(t)] , (C.20)
@) = " _1 0 BIW + i(ﬁlmi - t)Im(t)] . (C.21)

Die Integrale I, und I, (¢) enthalten beide die GroRe R (Gl. (C.1)), die fir n = 4 divergiert.
Deshalb mussen wir den Parameter n in einer Taylorreihe um —e = n — 4 entwickeln. In diesem
Fall bendtigen wir:

1 1 n-—-4
= - o),
= =040 (1),
n-2 L yro(m-9). (C.22)

2(n—1) 3 18
Aus den GIn. (C.20) und (C.21) erhalten wir:

1 1 1 ¢

(1) = SIn+ 5 (¢t —m3) Tnn(t) + 17— (3m3, - 5) , (C.23)
1 1 1 (1 t

tI00 (1) = EI,r(t) + 35 (4m2 —t) I (t) — 5 (Emfr - %> . (C.24)

Wir bendtigen noch das Integral mit einem Pionpropagator und einem Nukleonpropagator,

o [ o 1
o) =it " [ G e o ©®

Die Berechnung dieses Integrals geht analog zur Berechnung von I, (¢). Wir erhalten das folgen-
de Ergebnis:

1 p? — M3 + m?2 m 2hym
Iy = — |R- - N My T TF(Q 2
7rN(p ) 1672 [R 1+ pg n rth + pg ( ) ) (C 6)
mit
VOZ—1ln (—Q /oy 1) fir Q< —1
F(Q) =4¢ v1-Q2%arccos (—Q) fir —1<0<1
VO —1ln (Q V2= 1) — /2 =1 fir Q>1
und

2 92 2
_ b — My —mg

Q 5
2Mym,;
Als ein Test kann man m, = rhy setzen und erhalt gerade das Integral Iy (p?). Das Integral ist
fiir zwei beliebige Massen m1 und my bereits in [Ebe 01] berechnet worden.
Wir bendtigen noch das Tensorintegral

d"k k#
I“ 07 - = rh4n/
7rN( D) My (2m)" [k2 — m2 +i€][(k — p)? — ﬁ”]%v + i€
e (C.27)
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Mit Hilfe der Beziehung
1 o o
Bop=—3 (=) = 14 — (&2 = m2) — (5 — % +m2))
erhalten wir sofort:

1 .
I%@%:ZﬁvN—H+@%W%+m%GMﬁH- (C.28)

C.3 Integrale mit drei inneren Linien

Die Ausdriicke fiir die in diesem Abschnitt diskutierten Integrale vereinfachen sich entscheidend,
wenn die Impulse p* und p‘; der Nukleonen auf der Massenschale sind, d.h. die Bedingungen
p; = m% und p} = (p; +q)* = mj erfillen. Da in dieser Arbeit die bendtigten Integrale
mit drei inneren Linien diese Bedingungen erfiillen, verwenden wir hier diese Vereinfachungen.
Die Integrale hdngen dann nur noch von einem Parameter ¢t = ¢? = (pf — pi)2 = —2p; - q
ab. AuRerdem ist der Unterschied zwischen my und my von einer hoheren Ordnung und wird
deshalb im Folgenden vernachl&ssigt.

Zuerst diskutieren wir das Integral

dk .4 1 1 1

2m)n N k2 —m2 4 e (k4 ¢)2 — m2 +ie (p — k)2 — m?, + i’
(C.29)

wie es z.B. beim Dreiecksgraphen des skalaren Formfaktors (Abbildung 4.1a) auftaucht und dort

auch eine entscheidende Rolle spielt.

Das zu dem Integral gehdrende Diagramm ist in Abbildung C.1 dargestellt3. Da wir die oben

Tra(0.0,-9) =i [ :

p p-k p+q

Abbildung C.1: Dreiecksgraph. Der schwarze Punkt steht fiir eine Wechselwirkung mit einem
Impulstibertrag ¢ auf das virtuelle Pion.

diskutierten Bedingungen verwenden und p = p; setzen, kdnnen wir das Integral mit I, n ()
bezeichnen. Der Imagindrteil von I, (¢) kann mit Hilfe der Cutkosky-Regeln [Cut 60] berechnet
werden, die in [PS 95] zusammengefasst sind und folgendermafen lauten: Um 2 Im(7 .,y (%)) zu
erhalten, schneidet man das betrachtete Diagramm in allen mdéglichen Arten durch und ersetzt
die durchgeschnittenen Propagatoren 1/(p? — m? + ie) durch —2mid(p? — m?). AnschlieRend
summiert man die Beitrége aller méglichen Schnitte. In unserem Fall tragt nur der Schnitt durch
die beiden Pionpropagatoren bei:

d*k 0(k* —m2)5((k + q)2 — m2)

2i|m(IMN(t)):(—27ri)2i/(271_)4 G —p)? - Tic s (C.30)

®Die folgende Ableitung des Imaginérteils ist [Sch 02] entnommen (Kapitel 5.6, Methode der Infrarotregularisie-
rung).
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Zur Berechnung von Gl. (C.30) wahlen wir das Bezugssystem, das durch ¢# = (v/, 6) definiert
ist. Damit vereinfachen sich die beiden Delta-Distributionen zu

1 Vi
2 2 - = 2 2 v
6(k? —m2)5((k + )% — m2) 2\/1?5(19 ms)o (ko + ) i
Mit po = —+/¢/2 erhalten wir das Zwischenergebnis:
1 = t 1
IM(Lrn () = — d3k5(k2+ 2——) = : C.31
e (0) uWﬁ/ M) T ap Kt m e (3D

Wir erkennen hier bereits, dass das Integral nur fiir ¢ > 4m72T einen Imagindrteil entwickelt, da erst
ab diesem Impulsiibertrag zwei Pionen auf der Massenschale produziert werden kénnen. Benutzen
wir noch

2
dmy —t .

S—é, fir 4m2 <t <4mi,
p= ;
14 ~ ..
dmie, fir 4m3 <t

und verwenden Kugelkoordinaten, so erhalten wir schlieRlich fiir den Fall ¢ < 4m§\,:

\/ —4m2 (! 1
IM(Irrn (1)) = 6(t —4m?2) T / dz
16Vt t —2m2 — iy /4m3, — t\/t —4m2Zz — i€

. 0(t—4m2) 1—1y
= 3 In T4
167/t 4m?V -t Yy

0(t — 4m?
_ 00 Ama)  rctan(y), < 4md, (C.32)

8my/t(4m3, —t)

V(= 4m2) (4m3, — )

t—2m

Fir den Fall ¢ > 4m%; erhalten wir mit der Ersetzung i4/4m?2, —t — 4/t — 4m%;:

mit

y:

0(t — 4m2) t—2m2 + /[t — 4m3\/t — 4m2 \
IM(Irrn(t)) = 4 In ,  t>4miy.
16my/t(t — 4m?%)) t—2m2 — /t — 4m%\/t — 4m2
(C.33)

Das Ergebnis stimmt mit dem fiir Imy™ " (¢) aus [GSS 88] iiberein.
Das eigentliche Integral I, x(t) kann man dann mit Hilfe einer subtrahierten Dispersionsre-
lation berechnen:

Lan(t) = MN(O)+% /:; 2 dt'ﬁlm(fmjv(t')). (C.34)

Das Ergebnis fir I, (0) kann explizit berechnet werden:
1 om2. — m2 4m?2, — m2
Loan(0) = g — |mn (””) L 2my —mp VA~

=5 arctan
16m“mymy

2 2 m
\/4m7y, —mz 4
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Zu diesem Integral bendtigen wir noch die folgenden Tensorintegrale:

o 4—
" (Oqops) = Z/ d"k my " k*
N AT (2m)" [k2 — m2 + i€][(k + ¢)2 — m2 +i€][(k — pi)2 — m3 + i¢]

1
= PrIUN() - 50" Tann (£), (C.36)
) = 1 f
— P = 1
arN\U @5 —Pi (27)" [k2 — m2 +i€][(k + )2 — m2 + i€][(k — p;)? — m?v + i€]

LpV L PlgV
= I+ PP + o - ST R0

(C.37)

wobei wir noch den Impuls P# = (p; 4 py)* eingefihrt haben. Mit den Gblichen Methoden zur
Reduktion von Tensorintegralen erhalten wir:

HN® = g (@ = Do (8) + 2Uew(my) ~2nr (0] €39)
% = 4(7}17_2) [2n (m3) + (4m2 = ) T (1) — 22m2 = I\ (1)

= % [ﬂﬁN(t) + (4m2 — ) Tean (t) — 2(2m2 — )15 (1) — 81?] : (C.39)
R0 = g g 2 i) + 20 - DI ) - m DL

+2(n — 1) (2m2 ~ I ()]

1
= STy [—2I7TN(m%V) + AP (m%)) — (4m2 — ) Lean (2)
N
1
rom2 ~ 01 () + g | (C.40)
(g9) 1 2 ®) (172
meN AT Y — gy [PV T NN A T S e TN
LI = =gy [20 — T (m) = 2n = DI (m)
— (4m2 — (n— 1)t) Lean (1) +22m2 — )15 ()]
- % [2 Len(m3) — 418 (m3) — (4m2 — 3t) Inan (8) +2(2m2 — )1\ (1)
1
+@]. (C.41)

Nach dem ersten Gleichheitszeichen steht der Ausdruck in n Dimensionen und nach dem zwei-
ten Gleichheitszeichen der Ausdruck in n = 4 Dimensionen. Die 1/e-Singularitdten, die in den
einzelnen Bausteinen noch vorhanden sind, heben sich genau weg.

Als Néchstes diskutieren wir das folgende Integral,

d"k i "
Innn(t) = "/ n (2 2 1, 2 2 L, 2 2
(2m)" [k? — mZ +ie][(k — pi)* — my +i€][(k — py)? — my + ]
wobei wir von der Massenschalenbedingung Gebrauch machen werden. Der Imaginérteil wird

wieder mit Hilfe der Cutkosky-Regeln berechnet. Dabei betrachten wir das Diagramm in Abbil-
dung C.2, wie es z.B. bei den elektromagnetischen Formfaktoren (Abb. 5.15) auftaucht.

. (C42)
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Abbildung C.2: Diagramm, das zum Integral I () gehort. Der schwarze Punkt steht fiir eine
Wechselwirkung mit einem Impulstibertrag ¢ auf das virtuelle Nukleon.

In diesem Fall trégt nur der Schnitt durch die beiden Nukleonpropagatoren zum Imaginérteil
bei:

d*k 5(k* — 2p; - k)S(k2 — 2ps - k)

C.43
(2m)4 k? —m2 + ie (C.43)

2i Im(I;yn(t) = (—27r'i)2'i/

In dem durch ¢# = (V/%, 6) definierten Bezugssystem lauten die beiden Deltadistributionen:

1 - -
6(k* — 2p; - k)S(k* — 2pf - k) = —= §(k?* — 295 - k)6 (ko).
( p; - k)d( Pf ) 2\/; ( p;i - k)d(ko)
Wegen der ersten Deltadistribution gibt es nur Beitrage fir ¢ > 4m3,. Wir erhalten schlieBlich:
— 2 _ 2
Im (Ienn(t) = 0t — 4mi) In (1 + %) ) (C.44)

167y /t(t — 4m%))

Das eigentliche Integral Iy (¢) kann man dann wieder mit Hilfe einer subtrahierten Disper-
sionsrelation berechnen:

Lovn(t) = Lovn (0) +% /t: 2 dt'ﬁlm(]wNN(t')), (C.45)

wobei das Ergebnis fiir I (0) explizit angegeben werden kann:

4m?%, — m2
1 . \/ 2
Iovn(0) = ——— (1 Ma m N). (C.46)

— ) — —————— arctan
16m<m?y, my 2 My

2
dmy; — ms

In dieser Arbeit erscheinen noch die folgenden Tensorintegrale:

dk iy kH
I* (0, —p;, —ps) = / . N .
wn i+ =Ps) (2m)" [k2 — m2 + i€][(k — pi)2 — m% + i€][(k — pp)? — m& + i€]
= prID) (1), (C.47)
0oy = [ i ok
eNNAS TP TPE | r)n 62— m2 + del[(k — p)® — m% + i€ll(k — pr)? — m2, + i€]
= g T (1) + PP IR (1) + g U0, (1), (C.48)

Da diese beiden Tensorintegrale symmetrisch unter der Vertauschung von p; und p; sind, ver-
schwinden im Gegensatz zu Gl. (C.36) und Gl. (C.37) die Terme, die proportional zu g* bzw.
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g" P¥ + P*q" sind. Wir erhalten schlie8lich die folgenden Ausdriicke:

v = 4r?121 — [miLnn (t) — Ly (m¥) + Inn (1)] (C.49)
N

Iy = - i 5 [(LrNN(t) - I7(rI;])N(t)) ma + %INN(t)] ;

= % (InNN(t) - ISrIJD\/)N(t)> ma + %INN(t) - #] ; (C.50)
158060 = g | (0~ DI — v () m2 = 218k

+ ; 3INN(t):| )
= s | (R0 ~ Fow)) w2~ 1R ) + (0 + g5
(C.51)

M0 = o [(Iié?N(t) ~ Lovn () m2 + " 21 3 - %m(t)]

- 5 {(IS]?N(t) — Lo (6)) 2 + 1% m3) = 3 T (t) + #] SN (5

wobei wir wieder zuerst den Ausdruck in » und dann erst in 4 Dimensionen angegeben haben. Die
1/e-Singularitéten der einzelnen Bausteine heben sich hier wieder weg.
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Anhang D

Elektromagnetische Formfaktoren ohne
Tensorintegrale

Zur Bestimmung der Ordnung der Beitrdge zu den Diagrammen muss man die Tensorintegrale
durch skalare Integrale ausdriicken. Wir geben in diesem Abschnitt die Ergebnisse der Beitrdge
der Diagramme 5.15, 5.17 und 5.19 zu den elektromagnetischen Formfaktoren an, ausgedriickt
durch ausschliellich skalare Integrale. Die restlichen Beitrdge enthalten entweder keine Tenso-
rintegrale oder sind proportional zu tJ(l)(t) (s. GIn. (5.8) - (5.20)). In dem hier verwendeten
Renormierungsschema [GJW 99] lauten die renormierten Beitrdge fiir den Dirac-Formfaktor:

2 4m3; +t 2m>% 24m4
puR YA 3_ 3 NTler g2 (1 N N r 2
! g7 O ) G, e U 2 g, g2 ) T )
4m?2, — 2m? 24m2,m>2
2 N N
4m3,m?2 12m3m? m3t
_ T g2 2 _ 2N T t N , D.1
4m3, —t N M 4m3, —t wvn () + 872(4m?%, —t) (O
2 2 2 2
120m% + ¢ 2m 2m t
phR _ _9A 3| _ 2 N r N 2 L 6m2 7r IT 2
! P27 | T 6 amg —  dmg, g \" N gy ) T ()

1 2m2 —t 2m2 —t
— (— (t — 4m2) — m3 m"i+12m‘}vmm"7_> IT (1)

12 Nam?, —t (4m?% —t)2) ™"
2 2
— 4m2 — )t — (2m2 — ¢ Lipn(t
sy (a2 = 00— am2 — 0T ) vt
18m2t
t — 6m?2 N , D.2
o887 ( 7T+4m%]—t>] (©-2)
F9,R _ m?vg,%x (60 — Tac ) t m2 1 3 T (mQ )
L Fz U P 20am2, ) m\2m% " dAmE —t) VN
r 3m 1 3m?2 1
7r 2 T T
— 1— I B+ =+ 1)+
: }
- 9 (D3)
12872m3,
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und fir den Pauli-Formfaktor

2 4
5 R g 2m 1 3
R = B g { 2 |2 (4 ey ) Ton(m)

= dmy, —1 2my,  4my
3m2 1 3m?2 1
I"—m2(1- T ) Lnn(t - T ) Iy (t) + =
2
m
—32;’2}, (D.4)
F7,R g,%l 3 2mN 2 IT 2(1 m72r 32m72r t T ( 2 )
= 245 ——Ir - - = m
2 F? 4m3, —t 2 m%,  “4m3 —t) TN
2m2 —t (2m2 — t)? 1 m?
—6—2— 17 (t)+ [t —4m2 + 32 Linn(t -
4m?3, tmr()—l_( w 4m?3, —t MN()—I—&TZ 82 |’
(D.5)
2 2m?2 6m>t
F9,R — gA 6 s 2 2 t N T 2
2 8F7$( c7 — T3¢6) am?, — ¢ vttt a2, — ¢ v (miy)
4m2 +t . Am%m2 9 3m2t
—t4+—" I t
+4m?v—t To4m2 -t " +4m%v—t ann(t)
4m¥; 9 9 3m2t 1 mit m3
2 T Iy () s — N D.6
+4m?v—t(mN+m7r+4m?v—t NN()+87T24m%V—t 82 (D-6)

Der obere Index r bei den Integralen steht fiir die nach dem MS-Schema renormierten, endlichen
Ausdriicke dieser Integrale. Damit ist gemeint, dass man bei den dimensional regularisierten Inte-
gralen den Anteil proportional zu R weglasst. Der M S-Schema renormierte, endliche Ausdruck
fir das Integral I (t) aus Gl. (C.9) lautet z.B.:

1 m t
T - - (4 0 ( >
I (t) 62 [1 +2In (ﬁ"lN) +J ( 5 )] . (D.7)

™
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Anhang E

Theorie der Pionelektroproduktion

Unter Pionelektroproduktion am Nukleon versteht man die inelastische Elektronenstreuung am
Nukleon mit der Produktion eines Pions. Der Begriff umfasst also die folgenden vier Reaktionen:

e+p — e +n+at,
— e +p+°,
e+n — e +p+a,
— e +n+a’ (E.1)

E.1 Kinematik

Wir benutzen in diesem Kapitel die in Abbildung E.1 dargestellte Nomenklatur [AFF 79]. Da die

K

Abbildung E.1: Kinematik der Pionelektroproduktion. Das einlaufende Elektron hat den Viere-
rimpuls k%' und das auslaufende Elektron den Impuls k}‘ Die Nukleonen besitzen die Impulse p’’
und p’; und das auslaufende Pion den Impuls ¢*.

elektromagnetische Kopplungskonstante « sehr klein ist, & ~ 1/137, kann man die N&herung
machen, dass in allen elektromagnetischen Prozessen nur ein Photon ausgetauscht wird.

Die Reaktion der Pionelektroproduktion lauft in zwei, i. A. verschiedenen Ebenen ab, der
Elektronenstreu- und der Reaktionsebene. Diese Ebenen und die auftretenden Winkel sind in Ab-
bildung E.2 zu sehen.
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Abbildung E.2: Streukinematik der Pionelektroproduktion mit Elektronenstreu- und Reaktions-
ebene.

Es gilt die Vierer-Impulserhaltung,

pi(Ei, 7i) + ki(ei, ki) = pr(Ep, 5f) + kg (e, kr) + q(En, ). (E.2)

Das Quadrat des Viererimpulsiibertrags des ausgetauschten virtuellen Photons &2 ist immer ne-
gativ, d.h. die virtuellen Photonen sind raumartig. Das erkennt man sofort, wenn man z.B. in das
Ruhesystem des auslaufenden Elektrons geht:

k2 = 2m? — 2mer/m2 + |Ki|? < 0. (E.3)

Fir den Fall relativistischer Elektronen, d.h. €;, e > m,, macht man oft die folgende Néherung:

- — 0
k? = 2m?2 — 2(e;ep — |kil|ky| cos 0,) ~ —4e;ep sin® (Ee)’ (E.4)

wobei 6, der Winkel zwischen ein- und auslaufendem Elektron ist.
Die zur Charakterisierung eines Prozesses am h&ufigsten verwendeten invarianten Variablen
sind die so genannten Mandelstam-Variablen

s=W?=(pi+k)? t=(k-q% u=(ps-k> (E.5)

die durch die Relation
s—l—t—l—u:k2+2m?\;+m3r (E.6)
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miteinander in Verbindung stehen. Die invariante Masse W ist dabei die Energie, die der Reaktion
zur Verfuigung steht.
In der Pionelektroproduktion werden hdufig auch die dimensionslosen invarianten Variablen

k- (pi+ps) _ q-(pi+py)

= E.7

Qm?\, Zm?\, ’ ED
k-q

— E.8

V1 Qm%\] ( )
k2

ind vy = (E9)
My

eingefihrt, wobei folgender Zusammenhang zu den Mandelstam-Variablen s, ¢ und » besteht:

s—m% = 2mi (v+uv1),
u—m% = —2mi (v—u1),
(s—m?v)—k(t—mfr)—l—(u—m?v) = m?vug.

Es gibt insgesamt fiinf unabhdngige Variablen. Das Abzdhlen der Freiheitsgrade fir n > 4
Teilchen geht folgendermalien: Jedem Teilchen kann ein Viererimpuls zugewiesen werden, d.h.
wir haben 4n Variablen mit n Massenschalenbedingungen, p? = m?. Die Energie- und Impulser-
haltung eliminiert weitere vier Variablen. Die Wahl eines geeigneten Inertialsystems, z.B. p; = 0,
legt drei Freiheitsgrade fest, die Ausrichtung des Systems entlang einer Achse und die Drehung um
diese Ausrichtungsachse erfordert weitere drei Parameter. Somit ist die Anzahl der Freiheitsgrade
eines Systems mit n > 4 Teilchen

f=3n-10, (E.10)

d.h. fur flnf Teilchen bendtigen wir fiinf unabhéngige Variablen.
Fiir diese Variablen werden héufig die folgenden Sétze verwendet: ¢;, €, 0, 0, @, oder k2,
s, € 8%, &, wobei der Polarisationsparameter e gegeben ist durch

» Y

1

€ = =,
1~ e (%)

_ (E.11)

Die mit einem Stern versehenen GréRen kennzeichnen Grofen im Schwerpunktsystem des hadro-
nischen wN-Endzustands, wahrend alle anderen GroRen LaborsystemgroRen sind. Das Schwer-
punktsystem des hadronischen 7 N-Endzustands ist durch die Gleichungen

—%

7i*=-k* und  §yF=—q

definiert, wahrend das Laborsystem durch p; = 0 definiert ist.

E.2 Die Pionelektroproduktionsamplitude

Die invariante Amplitude der Pionelektroproduktion setzt sich aus einem bekannten leptonischen
Anteil und einem hadronischen Anteil zusammen. Bezeichnet man den hadronischen Strom im
Ortsraum mit J*(x), so kann man fur die invariante Amplitude schreiben:

. igh” i .
M; = deu(ky,sp)yu(ki, s;) (— 12 ) (—=i(N(py,s5), ™(q) |, (0)| N(p;, si)))

= —ieg, M, (E.12)
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mit
kg, sp)yuu(ki, si)
6“ = k2 .

Dabei bezeichnet 4 die Isospinkomponente des Pionfeldes. Das allgemeinste Ubergangsstromma-
trixelement wird durch die acht dimensionslosen Ball-Amplituden parametrisiert [Bal 61, AFF 79],

8

> ulpg, )i (v, v, vo)u(pi 53), (E.13)

i=1

Moo=

T 2my

mit den in Gl. (E.7) eingefuhrten drei dimensionslosen invarianten Variablen v, 1 und vs. Die
Operatoren Q% sind gegeben durch

ho_ o u_ . (pitpp)* w_ . q"
Ql Y57, QZ 75 4mN ) Q3 V5 2mN,
K e — KA
]2 mo__
Q4 - ZmN’ Q5 o 4mN
uoo_ (pz+pf)u wo_ kqu wo_ bfk“ E.14
Qﬁ ')/5kf Sm%, ) 7 754771;%\7’ 8 Y5 4m?\[ ( . )

Die Struktur dieser Vektoren ist 5 x ,,Vierervektor*= , Axialvektor*. Aus der Eichinvarianz, d.h.
k,MH = 0, erhdlt man zwei Bedingungen, so dass man nur sechs unabhdngige Amplituden
Ai(l/, v, 1/2) hat,

1 1 1
A1 + ZVAs + §V1A7 + ZI/QAg = 0, (E15)
1 1
51/142 + 1Az + §I/QA4 = 0. (E16)

Die Anzahl von sechs unabhdngigen Amplituden erhédlt man auch durch das Abzdhlen mit Hilfe
von Spinprojektionen. Im Anfangszustand haben wir ein Nukleon mit Spin 1/2 und ein virtuelles
Photon mit Spin 1, im Endzustand ein Nukleon mit Spin 1/2 und ein spinloses Pion. Wir haben
also 2 x 3 x 2 = 12 verschiedene Sétze an Spinprojektionen. Die Paritatserhaltung verbindet aber
jeweils zwei Sétze mit genau entgegengesetzten Spinprojektionen miteinander, so dass wir nur
6 unabhdngige Amplituden haben. Bei dieser Methode muss man allerdings auf eventuell noch
vorhandene Symmetrien aufpassen?.

Unter der Annahme perfekter Isospinsymmetrie, d.h. m, = myg, kann jede dieser Amplitu-
den noch in drei unabhédngige Isospinamplituden zerlegt werden, wobei wir in unserer Definition
die Spinfunktionen der Nukleonen noch integriert haben. Fir die Produktion eines Pions mit der
Ladung « erhélt man folgende Isospinzerlegung,

1 1
A(r®) = x} (5 [7— 0, 70) AC) 4+ 7_, 40 4 5 (T—am} A(+)) i (E.17)

mit 7 = % (11 £im) und 79 = 73. Die zu den vier physikalischen Prozessen (Gl. (E.1))

'Bei der reellen Comptonstreuung (y+ N — v+ N) z.B. sind die ein- und auslaufenden Teilchen identisch, so dass
die Zeitumkehrinvarianz hier noch zwei weitere Bedingungen liefert. Man bekommt hier sechs anstatt acht unabhéngige
Amplituden.
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gehorenden Amplituden kénnen damit durch die Isospinamplituden ausgedriickt werden,

A(xt) = «/E(A(—>+A(°)), (E.18)
Ax) = ﬁ(—A(*)-I—A(O)), (E.19)
Alpr®) = AO 4 A, (E.20)
Anr®) = —AO 4 A, (E.21)

Unter der Vertauschung & < —g (Crossing-Symmetrie) verhalten sich diese Amplituden wie
folgt:

AE‘I’;O;_) (l/, vy, 1/2) = 4+ nZAE"_;O’_)(_V’ Vi, I/2).
Das obere Vorzeichen gilt fur die (4)- und (0)-Amplituden, das untere fiir die (—)-Amplitude,
wobei

m = +1a i:2a576a
m o= -1,  i=1,3,478.

Manchmal findet man in der Literatur auch die Schreibweise fiir die kartesischen Indizes,

: 1 1
M(n") = X} 5 [7i> 70] AT 47,40 4 3 {7, 70} A | xi. (E.22)

Zur Beschreibung von vier physikalischen Prozessen bendtigen wir also nur drei Isospinam-
plituden. Zur Begriindung betrachten wir uns den Isospin der einzelnen Zustande. Das Nukle-
on im Anfangszustand hat den Isospin 1/2. Der elektrische Stromoperator hat eine isoskalare
Komponente, die mit dem Nukleon nur zum Isospin 1/2 koppeln kann, und eine isovektorielle
Komponente, die zum Isospin 1/2 oder 3/2 koppeln kann. Zusammen haben wir also drei Kopp-
lungsmoglichkeiten:

1 1
S o=z E.23

005 = 3, (E.23)
1 1 3

185 = ;@5 (E.24)

E.3 Multipolzerlegung der Pionelektroproduktion

Die Eichinvarianz erlaubt es uns, den Polarisationsvektor so zu wahlen, dass dessen nullte Kom-

ponente verschwindet,
0
at =gt — %k".
Zerlegt man den Vektor @ in einen transversalen und einen longitudinalen Anteil und geht in das
hadronische Schwerpunktsystem, so erhdlt man,

M = ’ie((_ij_-./\;l.—l—c_i”-./\;i)

4nW )
— ;;N X (i6 - L) (K2, W, cos ) + - 45 - x @0 F(k?, W, cos 07)

+iG - kd | - GF3(k%, W, cos 0) + i - Gay - GF4(k*, W, cos 6)
+id - kdi| - k5 (K, W, cos 62) + i - g, - kFe(k?, W, cos 9;;)) Xi. (E.25)
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Die letzten beiden Terme treten dabei nur in der Pionelektroproduktion auf, wahrend die restlichen
Terme auch in der Pionphotoproduktion auftreten. Die Amplituden F bis Fg werden als CGLN-
Amplituden bezeichnet [Che+ 57]. Diese Strukturfunktionen kdnnen in eine Multipolreihe nach
den Ableitungen der Legendre-Polynome entwickelt werden,

R W) = > {[IM (W) + Ei (K, W)] P, ()
=0
+ [0+ )M (W) + B (K, W)] P ()}, (E.26)
B(k*, W,z) = Y {(+ )M (kW) +1M,_(K*, W)} P/ (z), (E.27)
=1

8

Bk W,z) = Y {[Bip (K, W) — My (K, W)] P, (x)
=1

o~

+ (B (K, W) + M_(k*,W)] P (z)}, (E.28)
Fy(k* W,z) = > {M (K W) - By (>, W) — M_ (K>, W) — B,_(k*, W)} P{'(z),
- (E.29)
Bk, W,z) = Y {(+ 1)Ly (K W)P () — 1L, (K, W)P_ ()}, (E.30)
=0
R, W) = 32 {2, W) — (4 )0 (8, W)} Fl(z), €31)
=

mit z = cos 0} und P/ = dP,/dz. Zur Definition der Multipole in der Pionelektroproduktion
betrachten wir uns den Gesamtdrehimpuls J. Im Endzustand koppelt der Relativbahndrehimpuls
! mit dem Spin 1/2 des Nukleons zu J = [ £ 1/2. In der Definition der Multipole wird der
Faktor 1/2 weggelassen, so dass hier nur I+ steht. Die groBen Buchstaben E, M und L stehen
fiir die elektrische, magnetische und longitudinale Multipolstrahlung des virtuellen Photons. Ein
transversal polarisiertes Photon fiihrt zu elektrischen und magnetischen Ubergéngen und ein lon-
gitudinal polarisiertes Photon zu longitudinalen oder Coulomb-Ubergéngen. Die Multipole der
Pionelektroproduktion gehoren zu den folgenden elektromagnetischen Multipoliibergéngen:

EH— = E(l+1)7 lZOa Ll-l— £C‘(l—i_l)a 1207 Ml+£M(Z)7 [ > L
E_ = E(Il-1), 1>2, L_=cCc(l-1), 1>1, M,_=M(1), [>1.
(E.32)
Bei Experimenten nahe der Pionschwelle, d.h. bei invarianten Massen W 2 m n + m., tragen nur

die niedrigsten Multipole bei. Nimmt man an, dass nur Multipole mit einem Relativbahndrehim-
puls von I < 2 beitragen (s- und p-Wellen), so lauten die CGLN-Amplituden:

F, = FEy; +3cosb (E14+ + M), Fy =0, (E.33)
Fy, = 2Mi +M;_, Fs=Loy +6cosbrL1y, (E.34)
F3 = 3(Ey — Myy), Fg =L —2Lyy. (E.35)

Die fiihrenden Multipole sind mittlerweile fiir invariante Energien bis zu W = 1.8 GeV analysiert
worden [Kam+ 01].
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E.4 Differentieller Wirkungsquerschnitt

Zur Berechnung des differentiellen Wirkungsquerschnitts der Pionelektroproduktion benutzt man
die Standardregeln [BD 64] und erhalt,

9 d3k:f Mme d3pf my dq 1
(2m)3 € (2m)% Ef (27)3 2E,

1 Me M

do = M| (2m)*04 (i + ki — by — py — q).
(E.36)

Wertet man den leptonischen Teil im Laborsystem und den hadronischen Teil im Schwerpunkt-

system des hadronischen = N-Endzustands aus, so erhélt man,

‘Ue_ﬁN|€_iE

do 1 m_ge_me\tj'*|

2
= . E.37
defdwedwy  (2m)° 2 ¢ W M (E37)

Fir die quadrierte Amplitude fiihrt man den leptonischen Tensor »#* und den hadronischen
Tensor WH#¥ ein und erhélt mittels Gl. (E.12),

2

V\* € v
IMP? = & (e,MF) (e, MY)* = anw# , (E.38)
mit
Nuw = Dy, 8 7)Vuw(pis 8i) (@(py, s5)vu(pis 5i)"
und

WH = (N(py, 1), w(q) [J*(0)| N (pi, s:)){N(py, s1), w(q) | J"(0)| N (pi, 5i))"

Der Ausdruck flr den leptonischen Tensor fir einen polarisierten Strahl mit Nachweis der
Polarisation des gestreuten Elektrons lautet [DR 86]

1 s;-ksg-k
Nuw = @ KuKu(l—si-Sf)+k2gW (1—si-3f+2%)

+k? (Si,uSf,0+ 8¢ u8i,v) + KUy + UKy + 2ime €pupo (8i + sf)° k”] (E.39)

mit U* = k- sysf — k- s;s% und K = k; + k. Wir haben hier Terme, die proportional zu k*
und &* sind, vernachl&ssigt, da diese Terme bei der Kontraktion mit dem hadronischen Tensor auf
Grund der Stromerhaltung wegfallen.

Der Nachweis der Polarisation des gestreuten Elektrons ist relativ schwierig, so dass man
normalerweise die Spins des auslaufenden Elektrons summiert. Der Ausdruck fiir den leptonischen
Tensor vereinfacht sich dann zu:

_ i po
Nuw = Nuv + Q—me Euvpo Pk - (E.40)

Verwendet man einen unpolarisierten Strahl und weist die Polarisation des gestreuten Elek-
trons nicht nach, so muss man Uber die Anfangszustande mitteln und Uber die Endzustdnde sum-
mieren. Das Ergebnis lautet dann:

1

N = 2m2 (ki uks,0 + kg, uki o + g (mg — ki ky)) (E.41)
1
= im (K K, — kuky, + K gu) - (E.42)
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Dieser Tensor ist symmetrisch unter Vertauschung der Indizes.
Der differentielle Wirkungsquerschnitt kann also in einen leptonischen und einen hadroni-
schen Anteil aufgeteilt werden,

do doy
=T E.43
de pdwedws e’ (E43)

waobei wir hier noch den so genannten virtuellen Photonenfluss

e? € ky 1
(27)3 € —k%21 —¢

r= (E.44)

eingefiihrt haben. Die GroRe k., ist die Energie, die ein reelles Photon bendtigt, um ein Pion und
ein Nukleon mit der invarianten Masse W zu erzeugen,

2 2

ko —
v 2mpy

(E.45)

Den interessanten hadronischen Teil des Wirkungsquerschnitts zerlegt man nach den verschie-
denen Polarisationen des virtuellen Photons [Dre+ 99]72,

doy dUT da doy, dor
ol dQ* dQ* +v/2¢(1 + ¢) o cos<I> +e€ i (3032(I>
d ’
hy/2e(0 = LT Gind, + h/T— & C?ST (E.46)

Dabei ist jgf der differentielle Wirkungsquerschnitt fuir transversale nicht polarisierte Photonen,
der dem Resultat fiir nicht polarisierte reelle Photonen entspricht. Der longitudinale Wirkungs-
querschnitt jg& wird von longitudinalen Photonen erzeugt und dd"éf ist ein Interferenzterm zwi-
schen longitudinalen und transversalen Komponenten. Beide Wirkungsquerschnitte verschwinden
fuir reelle Photonen. Der Term d;TT resultiert aus einer linearen transversalen Polarisation. Die in
der zweiten Zeile stehenden Terme treten nur in Polarisationsexperimenten auf. Der letzte Term
d"TT’ kann nur mit einem polarisierten Target oder durch RiickstoRpolarisation beobachtet wer-
den Zum Schluss erwahnen wir noch, dass auf Grund ihrer Abhdngigkeit vom Winkel &, die
Terme d;é? und d;’é:{’ proportional zu sin(f,) sind und der Term dggf proportional zu sin?(6;)
ist.

Im Schwerpunktsystem des hadronischen wN-Endzustandes lautet das Ergebnis fir einen
nicht polarisierten Elektronenstrahl ohne Nachweis der Polarisation des auslaufenden Photons:

dO'V _ |§*|W(mN )232

dQk kymy \47W
Wll_w22

el

W11+W22 _ 13
: +k*2 —V2e(1+¢) k6‘2 VR pew

+e (E.47)

An diesem Ausdruck kann man ablesen, welche Eintrdge des hadronischen Tensors W ¥ zu den

2Die hier verwendete Konvention unterscheidet sich von der in [AFF 79] und [DT 92] getroffenen Konvention.
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verschiedenen Wirkungsquerschnitten gehéren:

dO’T |CT*|W my 2 2www+wyy
= E.48
dQyx kymn (471'W) ¢ 2 ’ (E.48)
= E.4
A~ kymy (47TW) k2 W (E49)
d 7* 2 /K2
daé*T cos®, = — ‘I(j 7|r:[\,/ (4:?%/) e? =P Re W13, (E.50)
s Y 0
dUTT |CT*|W myN 2 2W11 —VV22
20, = . E.51
dqyx €08 2%r k,my (47rW> ¢ 2 (E.51)

Jetzt sind wir auch in der Lage den Zusammenhang zwischen den einzelnen Wirkungsquerschnit-
ten und den CGLN-Amplituden anzugeben:

d 7*| W 1. .
d(;;: = |kq; fr|nN ['Fl —COSO;F2|2+§SlIl20ﬂ_ (|F2+F3|2+|F1+F4|2— |F1|2+|F2|2
T Y
+2| F3 F} | cos 67) ] , (E.52)
dor, qF| W —k? )
T = |k7'r|nN R [|F5 + cos 0 F|? + sin? 0;’;\F6|2] ) (E.53)
™
do qr|\w
our e 7|n O VRF |+ BoF5 |+ |5 (s + cos03F)
[ Yy 0
* . *
, )
+|F; (cos 0 F5 + Fg)|] sin 6 (E.54)
do |14 * * * * . *
dQT*T — |k ?LN [ (|1Fs)? + |Ful?) + |FLFf| + |FoF3| + |F3Ff| cos ew] sin?@*.  (E.55)
m Y

An der Pionschwelle (W = my + m) ist der transversale Wirkungsquerschnitt proportional zu
| Eo-|? und der longitudinale Wirkungsquerschnitt proportional zu | Lo, |? und man erhélt

doV
dQW thr

w
L7 (1 + e |L0+|> (E.56)
Y

Die Beitrage der s- und p-Wellen zu den einzelnen Wirkungsquerschnitten kénnen in [BKM 96]
gefunden werden. Noch mehr Informationen zur Pionelektroproduktion findet man in [AFF 79,
DT 92].
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Anhang F

Chirale Ward-ldentitaten

In diesem Kapitel leiten wir verschiedene chirale Ward-Identitaten mit Hilfe der PCAC-Relation
aus Gl. (2.19) ab. Diese Ward-Identitdten verkniipfen verschiedene Matrixelemente miteinander
und liefern somit Tests der verwendeten Modelle.

F.1 Einfachstes Matrixelement des axialen VVektorstroms

Wir beginnen mit der Diskussion des Matrixelementes, das mit Hilfe des axialen Vektorstroms aus
Gl. (2.15) entsteht, wenn man diesen zwischen dem Einpionzustand und dem Vakuum auswertet?:

(0] A% (z)| 77 (q)) = ig"Fe~ "5, 1)
d.h. dieses Matrixelement laBt sich durch die Pionzerfallskonstante F ausdriicken und kann als

Definitionsgleichung von F' angesehen werden. Fir die Divergenz des Axialvektorstroms erhalt
man dann mit den Ergebnissen der chiralen Storungstheorie der niedrigsten Ordnung:

(018,48 (z)| 77 (q)) = iq"Fo(—igu)e "6 = mi Foe " "*5"
2By Foe " 0%69 = 2m(0 | Py(x)| 77 (z)), (F.2)

wobei wir die in GI. (2.20) definierte pseudoskalare Dichte P;(z) eingefiihrt haben. Die Ergebnis-
se einer Einschleifenrechnung kdnnen in [GL 84] (Abschnitt 12) gefunden werden. Wir erkennen,
dass diese Matrixelemente die PCAC-Relation aus GlI. (2.19) erfillen, wenn die elektromagneti-
sche Wechselwirkung abwesend ist.

F.2 Bedingung fir die axialen Formfaktoren des Nukleons
Die axialen Formfaktoren des Nukleons sind iiber das Matrixelement des axialen Stroms definiert,

ausgewertet zwischen einem Anfangs- und Endzustand des Nukleons. Unter Vernachléssigung
von Stromen der zweiten Klasse [Wei 58] erhélt man (s. Kapitel 6),

(N(py)| A (0)|N(p;)) = alpy) |G alt) + 2,;J:NGp(t) 75%“(171‘)’ (F.3)

—iP-x

! Allgemein folgt aus der Translationsinvarianz A(z) = e*® A(0)e , wobei P der Impulsoperator ist.
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mit ¢* = (py — p;)*. Fir die Divergenz von A% (z) erhalten wir:
Ou(N (ps, s )| A} ()N (piy 1)) = i(ps — pi)ue’® )" (N (pg, 57)| AL (0)|N (pi, 5:))
i(pp—p;)T - l
= i@ Ta(py) |2mnGalt) + 5 —Gr(t) | u(pi),
(F.4)

wobei wir GI. (F.3) und die Dirac-Gleichung ausgenutzt haben. \erwenden wir die PCAC-Relation
in Abwesenheit der elektromagnetischen Wechselwirkung, so erhalten wir:

Ou(N(pys, s7)|AF(0)IN (piy si)) = 2N (py,s7)|P(0)|N(ps, 5i))

2
= el G Wil (), F5)

™

wobei wir die Definition des Pion-Nukleon-Formfaktors G, (t) in Kapitel 6, Gl. (6.17) verwen-
det haben. Ein Vergleich von GI. (F.4) mit Gl. (F.5) liefert sofort die in GI. (6.20) angegebene
Beziehung zwischen den axialen Formfaktoren und dem Pion-Nukleon-Formfaktor.

F.3 Herleitung von Adlers Relation

Wir leiten in diesem Abschnitt eine in Kapitel 7 ausfiihrlich diskutierte chirale Ward-Identitét her,
die unter dem Namen ,,Adlers Relation* bekannt ist. Dazu betrachten wir das folgende Matrix-
element und verwenden die partielle Integration mit der Bedingung, dass der Oberfldchenterm im
Unendlichen verschwindet:

/ d'z €90, (N (pg)|T [J#(0) AY (2)] |N (ps)) =
—ig, / d*5 €7 (N (py, 57)|T [J4(0) A% ()] N (s, 52)).  (F6)

Wir werten jetzt die linke Seite aus, indem wir das zeitgeordnete Produkt ausschreiben:
T [J#(0)A" ()] = 6(—w0)J"(0)A"" (x) + O(x0) A* () T (0)
= 0, T [J*(0) A% (z)] = T [J*(0)0, A% (z)] + (o) [A%(X), J*(0)] . (F.7)

Der Kommutator der nullten Komponente des Axialvektorstroms und dem elektromagnetischen
Strom ist fiir gleiche Zeiten gegeben durch?:

(o) [A% (), T (0)] = —iess;o* (@) 4% (). (F8)

Zur Herleitung von GI. (F.8) verwenden wir die Definitionen der Operatoren A% (z) aus Gl. (2.15)
und J*(y) aus Gl. (5.2):

S(ao) [4%(a), 70)] = San) [¢ @12 Fate), 101* (5 + 2 ) a0)

= 532 ¢ (z) [75%’707u (% + %)] q(z)

1 13

0 — e AP ()54 (2
35 3] s ale) = —iens A 205'@),

2Wir definieren den elektromagnetischen Strom in Einheiten von e.
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wobei wir nach dem ersten Gleichheitszeichen von der folgenden gleichzeitigen Vertauschungsre-
lation Gebrauch gemacht haben:

{d'@),a0)}

Jetzt setzen wir Gl. (F.8) zusammen mit der PCAC-Relation ohne Anwesenheit der elektroma-
gnetischen Wechselwirkung in Gl. (F.7) ein und erhalten:

= 8%(Z - 7).

Zo0=Yo

9, T [J*(0) A" ()] = T [J*(0) 2 Pi(z)] — iesij Al (z)6* (z). (F.9)

Damit konnen wir die drei Greenschen Funktionen M%7 ., MY, . und MY  einfiihren und er-
halten schlieBlich Adlers Relation:

QM4 = 2imMYp; + esii MY (F.10)
mit
Mt = [ dtadtn (N )T L)AL ] IN ), F1)
M, = [ dset=NIT 7 ORE) NG, F12)
M = (N(pg)|A5(0)IN (pi))- (F.13)

Genau genommen misste in den GIn. (F.11) und (F.12) das kovariante zeitgeordnete Produkt
T stehen, das sich vom ,,naiven* zeitgeordneten Produkt 7" durch einen so genannten ,,seagull*-
Term unterscheidet. Bei der Ableitung von Adlers Relation (GI. (F.10)) haben wir aber das ,,naive*
zeitgeordnete Produkt 7" verwendet. AuBerdem haben wir bei der Ableitung der gleichzeitigen
Vertauschungsrelation von Gl. (F.8) den so genannten Schwinger-Term vernachlassigt. Dies kann
man machen, da bei der Ableitung einer chiralen Ward-Identitét sich Schwinger-Terme und ,,sea-
gull“-Terme gerade aufheben [Jac 72].

F.4 LSZ-Formalismus und die Pionelektroproduktionsamplitude

In diesem Abschnitt soll die Beziehung zwischen den in Adlers Relation auftauchenden Green-
schen Funktionen und der Pionelektroproduktionsamplitude M* hergestellt werden. Dazu bendti-
gen wir den LSZ-Formalismus [LSZ 55], der in [Bar 65] genauer beschrieben ist. Im Folgenden
betrachten wir das Matrixelement Sy; fur die Streuung zweier Teilchen. Wir geben hier nur die
Ergebnisse fiir die Ausreduktion von einem und zwei Teilchen aus dem S-Matrixelement an. Fiir
die Ausreduktion von einem spinlosen Teilchen d mit dem Viererimpuls p/; und der Masse mq
liefert der LSZ-Formalismus:

Spi = (cd; out|ab;in) = (cd |S| ab) = (cd|ab) +i/d4xf;(w) (O +m3) (c|®(z)| ab), (F.14)

wobei fq(x) ein normierbares Wellenpaket ist, das in der Regel durch eine ebene Welle ersetzt

werden kann: _
falz) - — 2 it wy= /7 4 m?
i(T) > —Y— mit wg = m2.
200q(27)? Pa

Wir vernachlassigen im Folgenden Normierungsfaktoren wie z.B. 2w(27)3. Das interpolierende
Feld ®(z) beschreibt dann den Ubergang zwischen dem Teilchen d und dem Vakuum:

(d|®(2)]0) = ePae,
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Dabei haben wir die Indizes in und out, die die ungestdrten Anfangszustdnde kennzeichnen, im-
mer dann weggelassen, wenn in einem Matrixelement nur eine Sorte von Zustdnden auftaucht.
Die T-Matrix ist mit dem unitdren Operator S durch die Relation S = 1 + T verbunden. Die
invariante Amplitude fiir eine Reaktion erhélt man dann aus M = (cd |iT| ab).

Fur die Ausreduktion zweier Teilchen b und d liefert der LSZ-Formalismus den folgenden Aus-
druck:

Sp; = (cdlab) + 2 / d'z / a4y 13(0) foly) (Os + m2) (O, +m?) (c|T[(2)B(1)]| a)-
(F.15)
Man kann noch duBere Quellterme 7(x) einfiihren, die Uber die interpolierenden Felder definiert
sind,
(O + m?) &(z) = n(z). (F.16)

Fur die Pionelektroproduktionsamplitude bendétigen wir das interpolierende Pionfeld aus Gl. (7.18)
und den elektromagnetischen Strom J# als &dufRere Quelle. Der Zusammenhang zwischen J*# und
einem interpolierenden Photonfeld ist durch

00,(y) = —eeud"(y)

gegeben. Wenden wir jetzt Gl. (F.15) fiir ein Pion mit Masse m und Impuls ¢ im Endzustand und
ein Photon mit Impuls k£ im Anfangszustand an, so erhalten wir fur die invariante Amplitude:

M; = i) S| (k)N (p;))
_ / itz / d*y (@) £ () (Op +m2) (N(ps) |T [®4(2) (—ee,T* )] N(py))

= e [[ats [[atyene (< 4 ) (N ) T 197 )] N )
= —ee,(2m)* 0 (pr +q—pi — k) (" — m2) -
[tz et (N ) [T 1708:()] N o). (F17)

Das interpolierende Pionfeld driicken wir jetzt durch die pseudoskalare Dichte aus:

~

®i(x) = %Pi(w).

™

Dann erhalten wir fir die durch M; = —iee, M/ definierte Amplitude M4

2 2

Ml = Jim LT (—omimh,) . (F.18)

g?om2  Fm2

Dabei muss man noch bedenken, dass die GroBe M ; fiir beliebige Werte von ¢* definiert ist,
wahrend bei der Pionelektroproduktionsamplitude die Pionen auf der Massenschale sein miissen.
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