
Streuamplituden in
Yang-Mills-Theorie und Gravitation

auf Baumniveau

Dissertation
zur Erlangung des Grades

„Doktor der Naturwissenschaften“
am Fachbereich Physik, Mathematik und Informatik

der Johannes Gutenberg-Universität
in Mainz

Alexander Kniss
geboren in Stepnogorsk, Kasachische SSR

Mainz, den 9. Mai 2019



D77/ Dissertation der Johannes Gutenberg-Universität Mainz
1. Berichterstatter:
2. Berichterstatter:
Datum der mündlichen Prüfung:



Inhaltsverzeichnis

Abstract iii

Zusammenfassung iv

Symbolverzeichnis v

1. Einleitung 1

2. Relationen zwischen farbgeordneten Amplituden in Eichtheorien und Gravita-
tion 7
2.1. Die Farbzerlegung von QCD-Amplituden auf Baumlevel . . . . . . . . . . 8
2.2. Die KK-Relationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.3. Die Melia-Relationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.3.1. Orientieren von QCD-Amplituden . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.3.2. Die Melia-Basis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.4. Die Farbe-Kinematik-Dualität für YM-Amplituden . . . . . . . . . . . . . 21
2.5. Die BCJ-Relationen für YM-Amplituden . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.6. Das BCJ-Double-Copy-Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.7. Verallgemeinerung auf QCD-Amplituden . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.7.1. Farbe-Kinematik-Dualität für QCD-Amplituden . . . . . . . . . . . 30
2.7.2. Quadrieren von QCD-Amplituden . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3. Streugleichungen und CHY-Darstellungen 36
3.1. Die Streugleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.1.1. Die polynomiale Form der Streugleichungen . . . . . . . . . . . . . 39
3.1.2. Die KLT-Orthogonalität . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.1.3. Die massiven Streugleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.2. Die CHY-Darstellung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.2.1. CHY-Darstellung für EYM-Amplituden . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.2.2. CHY-Darstellung für QCD-Amplituden . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.2.2.1. Definition von rCpσ, zq . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.2.2.2. Definition von rEpz, p, π, εq . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.2.3. Bemerkung zur CHY-Darstellung für Amplituden in der Gravitation 54

4. Streuformen und ihre Beziehung zum Associahedron 56
4.1. Positive Geometrien und kanonische Formen . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

– i –



Inhaltsverzeichnis

4.2. Der Modulraum der n-fach punktierten Riemannschen Sphäre und seine
Kompaktifizierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

4.3. Das Associahedron . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.3.1. Das Associahedron als Teilmenge des Modulraums M0,n . . . . . . 64
4.3.2. Das kinematische Associahedron . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.4. Die kanonische Form des Associahedrons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
4.5. Eigenschaften von Streuformen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

4.5.1. Die skalare Streuform Ωscalar
n pσq . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

4.5.2. Die YM-Streuform ΩYM
n pp, εq . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

5. Relationen zwischen EYM-Amplituden und YM-Amplituden und ein Algorith-
mus zur Berechnung von Numeratorn 76
5.1. EYM-Amplituden als Linearkombination von YM-Amplituden . . . . . . . 77
5.2. Algorithmus zur Berechnung der Entwicklungskoeffizienten . . . . . . . . . 79
5.3. Grafische Regeln zur Berechnung von BCJ-Numeratorn . . . . . . . . . . . 81

6. Zusammenfassung und Ausblick 86

Anhang A: Farbgeordnete Feynman-Regeln 88

Anhang B: Die Koeffizienten ai und bi 89

Anhang C: Verschiedene Beweise 91
C.1. Beweis der Permutationsinvarianz des Polarisationsfaktors . . . . . . . . . 91
C.2. Beweis der Äquivalenz der Polarisationsfaktoren . . . . . . . . . . . . . . . 92
C.3. Äquivalenz der KLT-, CHY- und BCJ-Double-Copy-Verfahren . . . . . . . 93

Anhang D: Mathematische Grundbegriffe aus der Algebra und Algebraischen
Geometrie 96
D.1. Varietäten und Abbildungen zwischen Varietäten . . . . . . . . . . . . . . 96
D.2. Gröbnerbasen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

Anhang E: Mathematica Quelltext zur Berechnung der BCJ-Numerator 103

– ii –



Abstract

Recently a new formulation of S-matrix elements for gauge theories and gravity at tree-
level and in any spacetime dimension has been found. This so called Cachazo-He-Yuan
(CHY) formalism is based on a set of algebraic equations known as the scattering equati-
ons. These equations provide a map between the moduli space of Riemann spheres with
n marked points M0,n, where n is associated to the number of scattered particles and
the kinematic space of Mandelstam invariants. We will utilize this formalism in order
to prove relations between single-trace amplitudes in Einstein-Yang-Mills theory with
one graviton and color-ordered Yang-Mills amplitudes found by Stieberger and Taylor.
Furthermore, we will generalize these relations towards an arbitrary number of gravitons
using a property of the solutions of the scattering equations.
The building blocks in the CHY formalism for Yang-Mills amplitudes, a cyclically

invariant Parke-Taylor factor and a polarization factor, give rise to the definition of diffe-
rential forms called scattering forms for bi-adjoint scalar theory and Yang-Mills theory on
the compactification of M0,n. It is known that the scattering form for the bi-adjoint scalar
theory is associated to a positive geometry and that the pushforward of this form un-
der the scattering equations gives exactly the CHY representation of the double-ordered
amplitude in bi-adjoint scalar theory. This motivates us to study scattering forms for
bi-adjoint scalar theory and Yang-Mills theory in more detail. We will show that all
singularities of the scattering forms are on the boundary of M0,n, that each singulari-
ty is logarithmic and that the residue on each boundary component factorizes into two
scattering forms of lower point.
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Zusammenfassung

Neulich wurde eine neue Darstellung von S-Matrix-Elementen in Eichtheorien und Gra-
vitation auf Baumniveau und in jeder Raumzeitdimension gefunden. Diese so genannte
Cachazo-He-Yuan(CHY)-Darstellung basiert auf einem Satz von algebraischen Gleichun-
gen, welche als Streugleichungen bekannt sind. Diese Gleichungen liefern eine Abbildung
zwischen dem Modulraum der n-fach punktierten Riemannschen Sphäre M0,n, wobei
n assoziiert ist mit der Anzahl der gestreuten Teilchen, und dem kinematischen Raum
der Mandelstam-Invarianten. Wir werden diesen Formalismus verwenden, um Relationen
zwischen Ein-Spur-Amplituden in Einstein-Yang-Mills-Theorie mit einem Graviton und
farbgeordneten Yang-Mills-Amplituden, welche von Stieberger und Taylor gefunden wur-
den, zu zeigen. Weiterhin werden wir unter Benutzung einer Eigenschaft der Lösungen
der Streugleichungen eine Verallgemeinerung dieser Relationen auf eine beliebige Anzahl
an Gravitonen angeben.
Die Bausteine im CHY-Formalismus für Yang-Mills-Amplituden, ein zyklisch invari-

anter Parke-Taylor-Faktor und ein Polarisationsfaktor, geben Anlass zu der Definition
von Differenzialformen, welche als Streuformen bezeichnet werden, für die bi-adjungierte
skalare Theorie und die Yang-Mills-Theorie auf der Kompaktifizierung von M0,n. Es ist
bekannt, dass die Streuform der bi-adjungierten skalaren Theorie assoziiert ist mit einer
positiven Geometrie und dass der Pushforward dieser Form unter den Streugleichungen
genau die CHY-Darstellung der farbgeordneten Amplitude in der bi-adjungierten ska-
laren Theorie liefert. Dies motiviert uns die Streuformen für die bi-adjungierte skalare
Theorie und die Yang-Mills-Theorie genauer zu studieren. Wir werden zeigen, dass alle
Singularitäten der Streuformen auf dem Rand von M0,n liegen, dass jede Singularität lo-
garithmisch ist und dass das Residuum auf jeder Randkomponente in zwei Streuformen
vom niedrigeren Grad faktorisiert.
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Symbolverzeichnis

Nachfolgend sind einige Symbole und Notationen zusammengestellt, welche in dieser
Arbeit verwendet werden.

A ” B A ist definitionsgemäß gleich B.

det(A) Determinante von A.

|M | Mächtigkeit der Menge M .

NNN Menge der natürlichen Zahlen ohne Null.

N0N0N0 Menge der natürlichen Zahlen mit Null.

RRR Menge aller reellen Zahlen.

CCC Menge aller komplexen Zahlen.

tr(A) Spur von A.

δij ” δi
j ” δij Kronecker-Delta.

δpfq Delta-Distribution mit skalarwertigem Argument f .

diag(a1, a2, . . . , an) Diagonalmatrix mit Einträgen a1, a2, . . . , an in den Diagonalen.

A – B A ist isomorph zu B.

fæU Einschränkung der Funktion f auf die Menge U .

HHH Leere Menge.

A \B Vereinigung der disjunkten Mengen A und B.

SpGq Menge der bijektiven Abbildungen GÑ G, wobei G eine
endliche Menge ist.

Sn Menge der Permutationen von n Elementen, d. h. Sn “ SpGq mit
|G| “ n.

Bn Menge von Wörtern mit paarweise verschiedenen Buchstaben
aus t1, 2, . . . , nu.

KKKPnPnPn n-dimensionaler projektiver Raum über dem Körper K.
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M0,n Modulraum der n-fach punktierten Riemannschen Sphäre.

M0,n Deligne-Mumford-Kompaktifizierung von M0,n.

Zn Lösungsmenge der masselosen Streugleichungen.

Zmass
n Lösungsmenge der massiven Streugleichungen.

AYM
n pσ, p, εq Farbgeordnete n-Gluon-Amplitude auf Baumniveau mit externer

Ordnung σ der Gluonen. Impulse und Polarisationen der
Teilchen werden beschrieben durch n-Tupel p bzw. ε.

AG
npp, ε, rεq Amplitude in Einstein-Gravitation+Dilaton+Axion auf

Baumniveau.

AEYM
n,r pσ|Hq Farbgeordnete Ein-Spur-Amplitude in

Einstein-Yang-Mills-Theorie auf Baumniveau, wobei H mit
|H| “ n´ r die Menge der Gravitonen und σ P Sr die externe
Ordnung der Gluonen ist.

AQCD
n,k pσ, p, εq Farbgeordnete Amplitude in der Quantenchromodynamik auf

Baumniveau mit k Quark-Antiquark-Paaren und n´ 2k Gluonen.
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1. Einleitung

Um theoretische Modelle in der Elementarteilchenphysik zu testen, werden heutzuta-
ge vor allem Collider als „Lupen“ eingesetzt, in welchen zwei Teilchenstrahlen zunächst
aufeinander geschossen werden, um hinterher die Streuprodukte in Detektoren nachzu-
weisen. Die fundamentalste Größe eines Streuexperiments ist die Streuamplitude1, da aus
dieser der observable (differenzielle) Wirkungsquerschnitt, welcher ein Maß für die Wahr-
scheinlichkeit eines Streuprozesses darstellt, durch Quadrieren der Amplitude extrahiert
werden kann.
Es ist gut bekannt, dass Amplituden in Theorien, die sich durch eine Lagrangedichte

beschreiben lassen, so auch zum Beispiel die Quantenchromodynamik (QCD) oder die
Gravitation, perturbativ als Summe von Feynman-Diagrammen, welche mit einem Satz
von Feynman-Regeln berechnet werden können, darstellen lassen. Im Allgemeinen ist
allerdings die Berechnung von Amplituden über Feynman-Diagramme, auch wenn zwar
ohne Weiteres möglich, sehr langwierig. Dies liegt zum einen daran, dass die Anzahl der
zur Amplitude beitragenden Diagramme rasch mit der Anzahl n der externen Teilchen
anwächst und zum anderen, dass die Ausdrücke mit steigendem n immer länger und un-
übersichtlicher werden. So tragen etwa für den 6-Gluon-Prozess gg Ñ gggg bereits 220
Diagramme auf Baumniveau bei [1]. Während die Berechnung dieser 220 Diagramme
per pedes noch möglich ist, so erscheint die Berechnung der entsprechenden 6-Graviton-
Amplitude fast unmöglich, da die Feynman-Regeln für den 3- und 4-Graviton-Vertex
deutlich mehr Terme enthalten als die entsprechenden Regeln für die Gluon-Vertizes und
man zusätzlich Diagramme mit 5-Graviton-Vertizes, 6-Graviton-Vertizes, usw. berück-
sichtigen muss. Dies macht die Suche nach neuen effizienteren Methoden zur Berechnung
von Amplituden, aber auch das Studium von Eigenschaften dieser, gerade in Zeiten von
immer leistungsfähiger werdenden Collidern und somit immer höher werdenden expe-
rimentellen Präzision, unabdingbar. In dieser Dissertation studieren wir einige dieser
neuen Methoden für Amplituden in Eichtheorien und Gravitation. Wir betrachten in
dieser Arbeit ausschließlich Baumniveau-Amplituden.
Um den Rechenaufwand zu verringern, wurde ein mächtiges Werkzeug entwickelt, wel-

ches die Amplitude in kleinere Informationsblöcke zerlegt und als Farbzerlegung bezeich-
net wird. Demnach lassen sich Amplituden in Eichtheorien in zwei Teile zerlegen, einen
Teil, der nur von der Eichgruppe abhängt und einen anderen Teil, der nur von der Kine-
matik (d. h. von Impulsen und Polarisationen) abhängt und als farbgeordnete Amplitude
bezeichnet wird [1–6]. Damit sind für einen n-Teilchen-Prozess nur noch n! farbgeordnete
Amplituden zu berechnen. Tatsächlich sind es aufgrund von Relationen zwischen diesen
farbgeordneten Amplituden sogar weniger als n!. So führen die zyklische Invarianz, die

1Wir werden ab jetzt meist nur noch kurz von Amplituden reden.
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1. Einleitung

Kleiss-Kuijf(KK)-Relationen und die Bern-Carrasco-Johansson(BCJ)-Relationen dazu,
dass es nur pn ´ 3q! unabhängige farbgeordnete Gluon-Amplituden gibt [7, 8]. Diese
Amplituden können mit Hilfe von farbgeordneten Feynman-Regeln berechnet werden.
Zur farbgeordneten Amplitude tragen weniger Feynman-Diagramme bei als zur vollen
Amplitude. Für den Prozess gg Ñ gggg etwa tragen 38 geordnete Diagramme bei.
Durch eine geschickte Wahl der kinematischen Variablen können die Berechnungen

dieser Diagramme in D “ 4 Raumzeitdimensionen sehr elegant gestaltet werden. Ei-
ne solch geschickte Wahl sind die Spinor-Helizitäts-Variablen [9]. Da Gluonen masselos
sind, können wir den Impuls eines Gluons gemäß pa 9a ” pµσa 9a

µ “ λarλ 9a, wobei σ0 die
2ˆ 2-Einheitsmatrix und ´σi (i “ 1, 2, 3) die Pauli-Matrizen sind, zerlegen. Die Polari-
sationsvektoren für Gluonen lassen sich dann mit Hilfe der zwei-komponentigen Spinoren
λa und rλ 9a für die beiden möglichen Polarisationszustände der Gluonen (d. h. für Gluonen
mit positiver und negativer Helizität) formulieren und die Amplitude als Funktion der
Lorentz-Invarianten Produkte xλµy ” εabλ

aµb und rrλrµs ” ε
9a9b
rλ 9a

rµ
9b mit ε12 “ ´ε21 “ 1,

ε11 “ ε22 “ 0 und εab “ ε
9a9b ausdrücken.

Amplituden in der Yang-Mills(YM)-Theorie lassen sich deutlich effizienter als über
(farbgeordnete) Feynman-Diagramme mit Hilfe der Bern-Cachazo-Feng-Witten(BCFW)-
Rekursion [10–14], welche die analytischen Eigenschaften der Amplitude zu Nutze macht,
berechnen. Genauer kann man die n-Gluon-Amplitude mit den gemäß rλ1 ÞÑ rλ1 ´ zrλn,
λn ÞÑ λn ` zλ1 verschobenen Spinoren als komplexe Funktion AYM

n pzq der komplexen
Variable z auffassen. Es lässt sich zeigen, dass dies eine rationale Funktion ist mit nur
einfachen Polstellen und AYM

n pzq Ñ 0 für |z| Ñ 8, sofern (ohne Einschränkung) Teil-
chen 1 negative und Teilchen n positive Helizität hat. Somit ist die Funktion eindeutig
durch die Residuen an den Polstellen bestimmt. Die Berechnung der Residuen liefert
eine Rekursionsformel für die Amplitude mit unverschobenen Spinoren AYM

n pz “ 0q.
Startend mit Helizitätsamplituden bei n “ 3 kann man somit alle Amplituden für n ě 4
berechnen. Neben der Möglichkeit YM-Amplituden effizient zu berechnen, hat sich die
BCFW-Rekursion vor allem für induktive Beweise von zahlreichen Formeln wie etwa den
KK- oder BCJ-Relationen als nützlich erwiesen [15, 16].
Es ist bemerkenswert, dass die Kenntnis von Amplituden in Eichtheorien ausreicht, um

Amplituden in der Gravitation zu berechnen. Kawai, Lewellen und Tye (KLT) fanden
Beziehungen zwischen Amplituden von offenen und geschlossenen Strings, welche heute
als KLT-Relationen bezeichnet werden [17]. Die Feldtheorie-Version dieser Relationen be-
sagt, dass die n-Graviton-Amplitude sich darstellen lässt als Summe von Produkten von
farbgeordneten n-Gluon-Amplituden, geschmückt mit gewissen kinematischen Faktoren
[18, 19]. Eine äquivalente Umsetzung der Idee „Gravitation als Quadrat von YM“ fanden
BCJ [8]: Die n-Gluon-Amplitude lässt sich entwickeln nach kubischen Graphen G. Zu je-
dem Graphen G können wir ein Propagatorterm DpGq, einen Farbfaktor CpGq, der von
der Eichgruppe abhängt und die Jacobi-Identitäten erfüllt, sowie einen kinematischen
Numerator NpGq assoziieren. Die Farbe-Kinematik-Dualität besagt, dass es möglich ist,
Numerator zu finden, welche dieselben Jacobi-Identitäten erfüllen wie die Farbfaktoren.
Wählt man genau solche Numerator, so erhält man die n-Graviton-Amplitude, indem
man den Farbfaktor CpGq durch einen Numerator NpGq ersetzt. Dies wird als Double-

– 2 –



1. Einleitung

Copy-Verfahren bezeichnet. Dieses Verfahren lässt sich nicht nur für Gluon-Amplituden
anwenden. Da Amplituden in der QCD ebenfalls die Farbe-Kinematik-Dualität erfüllen
[20], kann die Ersetzungsregel CpGq Ñ NpGq auch in diesem Fall angewandt werden. Man
erhält hierdurch Amplituden in einer gravitationellen Theorie mit Teilchen, deren Polari-
sationen beschrieben werden durch das Produkt von zwei Kopien von Dirac-Spinoren der
Quarks bzw. Antiquarks, den so genannten Double-Copies von Quarks bzw. Antiquarks.
Beeindruckenderweise lässt sich diese gravitationelle Amplitude auch mit verallgemeiner-
ten KLT-Relationen berechnen [21].
Als Startpunkt für die moderne Theorie von Amplituden kann die Parke-Taylor-Formel

angesehen werden. Parke und Taylor fanden 1986 durch explizite Rechnung heraus, dass
die Summe über alle farbgeordneten Diagramme mit n externen Gluonen in der kano-
nischen Ordnung 1, 2, . . . , n, wobei die Gluonen i und j (ohne Einschränkung sei j ą i)
negative Helizität besitzen und die restlichen Gluonen positive zu einem einzigen Term
vereinfachen, welcher heute als Parke-Taylor-Formel bekannt ist [22]

AYM
n p1`2` . . . i´ . . . j´ . . . n`q9

〈ij〉4
〈12〉 〈23〉 . . . 〈pn´ 1qn〉 〈n1〉 . (1.1)

Die Proportionalitätskonstante ist eine (komplexe) Zahl, die davon abhängt, wie man
farbgeordnete Amplituden definiert. Solche Amplituden werden als Maximally-Helicity-
Violating(MHV)-Amplituden bezeichnet, da n-Gluon-Amplituden mit nur einem oder
keinem Gluon negativer Helizität und n ě 4 verschwinden. Es stellt sich natürlich auto-
matisch die Frage, wieso das Ergebnis so einfach ist und ob Nk´2MHV-Amplituden, d. h.
Amplituden mit k ą 2 Gluonen negativer Helizität, ebenso in solch kompakter Form
geschrieben werden können. Es dauerte fast 20 Jahre bis Witten in seiner berühmten
Arbeit [9] diese Fragen beantwortete. Witten gab eine Abbildung λapzq vom Grad k ´ 1
an, welche Punkte z der Riemannschen Sphäre mit Spinoren λa in Verbindung brach-
te. Speziell für MHV-Amplituden (k “ 2) ist λapzq vom Grad 1 und somit besitzt die
Gleichung λapzq “ λa nur eine Lösung. Es ist somit klar, dass die Parke-Taylor-Formel
sich als Integral schreiben lässt, welches lokalisiert auf der Lösung dieser Gleichung ist.
Weiterhin zeigte Witten, dass diese Integraldarstellung der MHV-Amplitude aus einer
gewissen Stringtheorie, dem so genannten topologischen B-Modell, hergeleitet werden
kann. Wie später von Roiban, Spradlin und Volovich festgestellt, lässt sich allgemeiner
die Abbildung λapzq dazu benutzen, um ein Integral hinzuschreiben, welches vollständig
auf den Lösungen der Gleichungen λa “ λapzq lokalisiert ist und die Amplitude in maxi-
mal supersymmetrischer YM-Theorie (N “ 4 SYM) reproduziert [23]. Diese Formel ist
als Roiban-Spradlin-Volovich-Witten(RSVW)-Formel bekannt.
Eine Verallgemeinerung der RSVW-Formel auf nicht supersymmetrische Theorien und

insbesondere aufD ‰ 4 Raumzeitdimensionen ist nicht offensichtlich, da man in allgemei-
ner Raumzeitdimension keinen Zugang zu den Spinor-Helizitäts-Variablen hat.2 Cachazo,
He und Yuan (CHY) gaben 2013 eine Abbildung vom Modulraum der n-fach punktierten
2Neben D “ 4 ist ein Spinor-Helizitäts-Formalismus auch für D “ 6 bekannt [24, 25]. Dies ist ein
Grund, wieso Amplituden in D “ 6 Raumzeitdimensionen viel Interesse in letzter Zeit erfahren
haben [26, 27].
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1. Einleitung

Riemannschen Sphäre M0,n in den von den Mandelstam-Variablen aufgespannten Raum
der (masselosen) Kinematik an, welche als Verallgemeinerung von Wittens Abbildung
angesehen werden kann [28]. Diese Abbildung ist gegeben durch ein System von rationa-
len Gleichungen, welche als Streugleichungen bezeichnet werden. Im CHY-Formalismus
wird die n-Teilchen-Amplitude auf Baumniveau dargestellt als ein Integral, welches voll-
ständig lokalisiert auf den Lösungen der Streugleichungen ist und somit äquivalent auch
als Summe über die Lösungen der Streugleichungen dargestellt werden kann. Weiterhin
gaben CHY eine explizite Darstellung der Integranden in einer Vielzahl von Theorien mit
masselosen Teilchen, darunter auch YM-Theorie und Gravitation, an [29–33]. Es ist be-
kannt, dass auch QCD-Amplituden auf Baumniveau eine CHY-Darstellung besitzen [34].
Diese basiert auf einer Verallgemeinerung der Streugleichungen auf massive Teilchen,
die mittels dimensionaler Reduktion aus den (gewöhnlichen) Streugleichungen gefolgert
werden können [35, 36].
Die CHY-Integranden faktorisieren in zwei Halbintegranden, welche dasselbe Trans-

formationsverhalten unter Möbiustransformation besitzen. Im YM-Fall sind die Halbin-
tegranden ein zyklisch invarianter Parke-Taylor-Faktor Cpσ, zq und ein von der externen
Ordnung σ der Teilchen unabhängiger, eichinvarianter Polarisationsfaktor Epz, p, εq. z
bezeichnet ein n-Tupel komplexer Zahlen, p die Impulskonfiguration und ε die Polarisa-
tionen der Gluonen. Die Definition dieser Funktionen werden wir später in dieser Arbeit
angeben. Um Amplituden in der Gravitation aus YM-Amplituden im CHY-Formalismus
zu erhalten, ist der Parke-Taylor-Faktor durch einen zweiten Polarisationsfaktor zu er-
setzen. Es ist eine offene Frage, ob auch eine CHY-Darstellung für die Amplitude in der
gravitationellen Theorie, die man durch das BCJ-Double-Copy-Verfahren bzw. die ver-
allgemeinerten KLT-Relationen aus QCD-Amplituden erhält, existiert. Wir zeigen hier,
dass dies zumindest für n ď 5 Teilchen der Fall ist und geben die Halbintegranden explizit
an.
Auch wenn effiziente Methoden existieren, um das CHY-Integral auszuwerten bzw. die

Summe über die Streugleichungen zu berechnen ohne die Streugleichungen selber zu lösen
[37–41], ist der CHY-Formalismus – genauso wie die RSVW-Formel – zum expliziten Be-
rechnen der Amplitude ungeeignet, da etwa die BCFW-Rekursion deutlich effizienter ist.
Dennoch ist dieser Formalismus von großem technischem und theoretischem Nutzen. Zum
Beispiel lässt sich sehr einfach (auch auf mathematisch rigorosem Niveau) zeigen, dass der
Parke-Taylor-Faktor und somit auch die YM-Amplitude die KK- und BCJ-Relationen,
wobei für die Gültigkeit der BCJ-Relationen der Parke-Taylor-Faktor auf einer Lösung
der Streugleichungen ausgewertet werden muss, erfüllt. Dies ist zumindest im Fall der
BCJ-Relationen höchst nicht-trivial, wenn man die YM-Amplitude als Summe über farb-
geordnete Feynman-Diagramme liest. Wir werden in dieser Arbeit den CHY-Formalismus
dazu verwenden, um zu zeigen, dass Ein-Spur-Amplituden in Einstein-Yang-Mills(EYM)-
Theorie als Linearkombination von (farbgeordneten) YM-Amplituden geschrieben wer-
den können [42]. Die Koeffizienten besitzen dabei selber eine CHY-Darstellung. Die ex-
plizite Gestalt dieser kann effizienter mit Hilfe dem in [43] angegebenen Algorithmus
bestimmt werden, welcher ebenfalls aus dem CHY-Formalismus hergeleitet wurde und
zur Berechnung von Numeratorn verwendet werden kann [44].
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1. Einleitung

Die Streugleichungen besitzen eine faszinierende geometrische Interpretation, welche
in [45] entdeckt wurde. Wie von Arkani-Hamed und Trnka herausgefunden sind Ampli-
tuden in N “ 4 SYM assoziiert mit einer „positiven“ Geometrie, welche die Autoren
als Amplituhedron bezeichnet haben [46]. Dies motivierte das Studium von positiven
Geometrien im allgemeinen Rahmen [47]. Es ist wesentlich, dass jede positive Geometrie
assoziiert ist mit einer eindeutigen Differenzialform, der kanonischen Form dieser Geo-
metrie. In [45] wurde gezeigt, dass das von Tamari in [48] eingeführte und von Stasheff
in [49, 50] wiederentdeckte Associahedron die positive Geometrie für die farbgeordnete
Amplitude in skalarer φ3-Theorie mit Eichgruppe U(NqˆU( rN) ist. Das Associahedron
lässt sich als Teilmenge der Kompaktifizierung M0,n des Modulraums M0,n oder auch
des kinematischen Raums der Mandelstam-Variablen realisieren. Die Streugleichungen
liefern eine bijektive Abbildung zwischen diesen beiden Associahedra und die kanonische
Form des kinematischen Associahedron erhält man durch einen Pushforward der kanoni-
schen Form des Associahedrons im Modulraum unter dieser Abbildung. Insbesondere ist
die kanonische Form des kinematischen Associahedrons durch eine CHY-Formel gegeben.
Wir studieren in dieser Arbeit die „kanonischen“ Formen für die skalare φ3-Theorie

und die YM-Theorie auf M0,n und zeigen, dass diese logarithmische Singularitäten auf
M0,nzM0,n und nur dort besitzen [51]. Ferner zeigen wir, dass das Residuum der For-
men an den Singularitäten in zwei Differenzialformen vom niedrigeren Grad faktorisiert.
Der Grund, wieso wir das Wort „kanonische“ in Anführungszeichen setzen ist, dass wir
nicht wissen, ob im Falle der YM-Theorie eine positive Geometrie existiert, dessen ka-
nonische Form im Sinne der Definition in [47] genau diese Differenzialform ist. Dennoch
liefert der Pushforward der YM „kanonischen“ Form unter den Streugleichungen die CHY-
Darstellung von YM-Amplituden.
Diese Dissertation ist wie folgt gegliedert: Im anschließenden Kapitel definieren wir

farbgeordnete QCD-Amplituden und studieren Relationen zwischen diesen Amplituden.
Hiernach geben wir zwei Möglichkeiten an, wie man Amplituden in der Gravitation aus
farbgeordneten Amplituden in Eichtheorien erhalten kann. Wir diskutieren erst den rei-
nen YM-Fall ohne Fermionen und geben anschließend eine Verallgemeinerung dieser Re-
lationen auf QCD an. Im dritten Kapitel führen wir die Streugleichungen ein, diskutieren
die Eigenschaften dieser sowie ihrer Lösungen und geben an, wie man mit Hilfe der Streu-
gleichungen Amplituden in der EYM-Theorie, somit insbesondere in der Gravitation und
der YM-Theorie, sowie der QCD auf Baumniveau im CHY-Formalismus bestimmen kann.
Wir zeigen ferner in diesem Kapitel, wie man Gravitation aus QCD im CHY-Formalismus
für n ď 5 Teilchen erhält. Die Bausteine des CHY-Formalismus für YM-Amplituden ge-
ben Anlass zur Definition von Streuformen für eine skalare Theorie und die YM-Theorie
auf der Kompaktifizierung von M0,n. Im vierten Kapitel werden wir diese Streuformen
genauer untersuchen. Insbesondere werden wir sehen, dass die Streuform für die skalare
Theorie mit einer positiven Geometrie, dem Associahedron assoziiert ist und dass der
durch die Streugleichungen gegebene Pushforward die CHY-Darstellung der farbgeord-
neten Amplitude in der skalaren Theorie bzw. in der YM-Theorie liefert. Wir zeigen
ferner, dass die Streuformen nur einfache Polstellen auf dem Divisor M0,nzM0,n besit-
zen und dass das Residuum der Streuformen an diesen Polstellen in zwei Streuformen
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1. Einleitung

vom niedrigeren Grad faktorisiert. Im fünften Kapitel zeigen wir mit Hilfe des CHY-
Formalismus, dass Ein-Spur-EYM-Amplituden als Linearkombination von Amplituden
in der YM-Theorie geschrieben werden können. Ein Algorithmus zur expliziten Bestim-
mung der Koeffizienten in dieser Linearkombination erlaubt es uns einen Algorithmus zur
Berechnung von Numeratorn anzugeben. Im abschließenden sechsten Kapitel fassen wir
unsere Resultate zusammen und geben einen Ausblick auf mögliche sich anschließende
Forschungsprojekte.
Kapitel 2.1 bis 2.5 sowie Kapitel 3 (außer Kapitel 3.2.3) dieser Dissertation sind über-

arbeitete Fassungen von Teilen meiner Masterarbeit [52].
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2. Relationen zwischen farbgeordneten
Amplituden in Eichtheorien und
Gravitation

Es ist bemerkenswert, dass man Amplituden in der Gravitation aus Amplituden in
YM-Theorie auf störungstheoretischem Niveau erhalten kann. Die so genannten KLT-
Relationen lauten symbolisch auf Baumniveau

AG
n “ AYM

n ˆ S ˆAYM
n , (2.1)

wobei AG
n die n-Graviton-Amplitude und AYM

n die farbgeordnete n-Gluon-Amplitude
ist. S ist eine Matrix, die von den Impulsen der Teilchen abhängt. Wir werden spä-
ter in diesem Kapitel eine explizite Formel für S angeben. Ursprünglich stammen die
KLT-Relationen aus der Stringtheorie und bringen dort Amplituden von offenen und
geschlossenen Strings in Verbindung [17]. Im Limes unendlicher Stringspannung folgt
hieraus Gl. (2.1), wie in [19] gezeigt wurde.
Wie von Bern, Carrasco und Johansson herausgefunden, lassen sich diese Relationen in

einer äquivalenten Form darstellen, welche als Double-Copy-Verfahren bezeichnet wird:
Die n-Graviton Amplitude erhält man aus der n-Gluon-Amplitude durch Quadrieren
der YM-Numerator [8]. Wie der Name es bereits andeutet, treten diese Numerator als
Zähler einer feynmandiagrammatischen Entwicklung der Amplitude auf. Da Feynman-
Diagramme nicht eichinvariant sind, sind die Numerator nicht eindeutig. Um auf diese
Weise Graviton-Amplituden zu erhalten, ist es notwendig spezielle Numerator zu wählen
– Numerator, welche die Jacobi-Identitäten erfüllen. Dass solche Numerator existieren,
ist nicht trivial und als Farbe-Kinematik-Dualität bekannt.
Johansson und Ochirov haben festgestellt, dass die Farbe-Kinematik-Dualität auch

in der QCD gültig ist [20]. Dies motiviert uns das Double-Copy-Verfahren für QCD-
Amplituden anzuwenden [21]. Erstaunlicherweise existiert eine direkte Verallgemeinerung
der KLT-Relationen, die äquivalent zum Double-Copy-Verfahren ist.
Dieses Kapitel ist wie folgt aufgebaut: Wir diskutieren zunächst im ersten Abschnitt

die Farbzerlegung in der QCD und geben im zweiten und dritten Abschnitt Relationen
zwischen farbgeordneten QCD-Amplituden an, welche direkt aus den Feynman-Regeln
bzw. aus dem Verschwinden von Amplituden mit gekreuzten Quarklinien folgen. Im vier-
ten Unterkapitel erläutern wir die Farbe-Kinematik-Dualität im reinen YM-Fall und stu-
dieren im fünften und sechsten Abschnitt zwei wichtige Folgerungen dieser Dualität,
nämlich die BCJ- und KLT-Relationen. Abschließend geben wir im siebten Unterkapitel
eine Verallgemeinerung dieser Relationen auf QCD an.
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2. Relationen zwischen farbgeordneten Amplituden in Eichtheorien und Gravitation

2.1. Die Farbzerlegung von QCD-Amplituden auf Baumlevel

Wir interessieren uns in diesem Kapitel für farbgeordnete Amplituden in der QCD auf
Baumniveau. Dies sind rein kinematische Objekte, hängen also nicht von der Eichgrup-
pe der QCD ab. Wir werden deshalb in diesem Abschnitt diskutieren, wie man QCD-
Amplituden in zwei Teile zerlegen kann, wobei ein Teil nur von der Eichgruppe und der
andere nur von der Kinematik abhängen wird [5, 6].
Die Farbzerlegung lässt sich sehr intuitiv aus den Farbfluss-Feynman-Regeln herleiten.

Die Farbfluss-Feynman-Regeln folgen aus der QCD-Lagrangedichte [53–55]

LQCD `Lgf “ ´
1

4
pFµνq

i
jpF

µνq
j
i ` Ψ q,iγ

µpiδijBµ `
g
?

2
pAµq

i
j ´mqδ

i
jqΨ

j
q `Lgf (2.2)

in der Farbflussdarstellung.1 Hierbei ist der Feldstärketensor gegeben durch

pFµνq
i
j ” BµpAνq

i
j ´ BνpAµq

i
j ` i

g
?

2

´

pAµq
k
j pAνq

i
k ´ pAνq

k
j pAµq

i
k

¯

(2.3)

mit pAµq
i
j ”

?
2Aaµpt

aqij . t
a sind die Generatoren der Eichgruppe SU(Nq. Wir verwenden

für diese die Normierung

ptaqijpt
bq
j
i “

δab

2
. (2.4)

Obere Indizes („Farbe“) transformieren unter der fundamentalen Darstellung der SU(N),
während untere Indizes („Antifarbe“) unter der antifundamentalen Darstellung der SU(N)
transformieren. mq ist die Masse eines Quarks bzw. Antiquarks mit Flavor q und g die
QCD-Kopplungskonstante. Lgf ist ein Eichfixierungs-Term. Für diesen können wir

Lgf “ ´
1

2ξ
pBµA

µq
i
j pBµA

µq
j
i (2.5)

mit einem Eichparameter ξ P R wählen. Da wir nur Amplituden auf Baumniveau in
dieser Arbeit betrachten, brauchen wir Faddeev-Popov-Geister nicht zu berücksichtigen.
Die Feynman-Regeln in Feynman-Eichung (ξ “ 1 in Gl. (2.5)), welche in den Abbildun-

gen 2.1 und 2.2 dargestellt sind, lassen sich durch Farbflussdiagramme veranschaulichen.
Jede Deltafunktion δij entspricht dabei einer durchgezogenen, gerichteten Linie, welche
den Farbfluss darstellt. Die Farbe „fließt“ hierbei von Antifarbe in Richtung Farbe, d. h.
von j nach i. Der Gluon-Propagator [53]

´i
ηµµ

p2

ˆ

δi1j2δ
i2
j1
´

1

N
δi1j1δ

i2
j2

˙

(2.6)

kann in zwei Teile aufgespalten werden. Der erste Summand entspricht einem U(N)-
Gluon-Propagator, während bei dem mit dem Faktor ´1{N unterdrückten Teil keine
Farbübertragung stattfindet, weshalb das zugehörige Teilchen als abelsches Gluon bzw.
als U(1)-Gluon bezeichnet wird. Es wird im Farbflussdiagramm mit einer gestrichelten
1Wir verwenden die Summenkonvention, d. h. über doppelt auftretende Indizes wird summiert.
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2. Relationen zwischen farbgeordneten Amplituden in Eichtheorien und Gravitation

Abbildung 2.1.: Feynman-Regeln für die Vertizes [54]. Die herkömmlichen Feynman-
Diagramme sind auf der linken Seite dargestellt; auf der rechten Seite
finden sich ihre zugehörigen Farbfluss-Diagramme. Die Lorentzindizes,
sowie die Dirac-Matrizen und die kinematischen Faktoren wurden weg-
gelassen, da sie für die Diskussion der Farbzerlegung keine entscheidende
Rolle spielen. Sie nehmen ihre übliche Form an, die sich im Anhang A
nachlesen lässt.
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2. Relationen zwischen farbgeordneten Amplituden in Eichtheorien und Gravitation

Abbildung 2.2.: Die Feynman-Regel für den Gluon-Propagator. Der Gluon-Propagator
kann in zwei Teile aufgespalten werden, ein U(N)-Gluon-Propagator und
ein U(1)-Gluon-Propagator. Das U(1)-Gluon überträgt keine Farbe und
wird deshalb gestrichelt dargestellt. Auch hier wurde der kinematische
Teil weggelassen.

Linie gekennzeichnet. Als Konsequenz der Symmetrieeigenschaften des 3- bzw. 4-Gluon-
Vertex koppelt das U(1)-Gluon nicht an diese. Wir können uns deshalb auf den Stand-
punkt stellen, dass es nur an eine Quarklinie, gekennzeichnet durch die Indizes i und j,
koppelt und dass der zugehörige Vertex durch i g

?
2
γµδij beschrieben wird, d. h. wir zie-

hen die Deltafunktionen des zweiten Summanden in Gl. (2.6) in die Quark-U(1)-Gluon-
Vertizes. Der Propagator ist dann nur durch ´1{N gegeben, wenn wir die Kinematik
abspalten. Alternativ kann man auch eine zur QCD äquivalente „Farbfluss-QCD“ mit
UpNq ˆ Up1q1 Symmetriegruppe postulieren, welche explizit im Lagrangian ein U(N)-
und U(1)-Phantom-Gluonfeld enthält [55]. Das Phantom-Gluon kommt mit einem ver-
kehrten Vorzeichen im Propagator und koppelt an Quarks mit der Kopplungskonstante
g, jedoch nicht an Gluonen.
Die Amplitude ist die Summe über alle Feynman-Diagramme. Wir schreiben

A
QCD
n,k pp, ε, aq für die QCD-Amplitude mit n Teilchen und k Quark-Antiquark-Paaren

(d. h. mit n´2k Gluonen), welche wir mit q1, q2, . . . , qk (Quarks) bzw. q̄1, q̄2, . . . , q̄k (An-
tiquarks) bezeichnen. Gluonen seien mit den Zahlen k`1, k`2, . . . , n´k notiert. Wir kön-
nen ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass die Quarkflavor paarweise ver-
schieden sind, da sich Amplituden mit gleichen Quarkflavorn auf solche mit verschiedenen
Quarkflavorn zurückführen lassen. Für k “ 0 schreiben wir AYM

n pp, ε, aq ” A
QCD
n,0 pp, ε, aq.

p ” pp1, p2, . . . , pnq ist das n-Tupel der Impulse. Alle Impulse sind hierbei als auslaufend
angenommen. ε ” pε1, ε2, . . . , εnq ist das n-Tupel der Polarisationen. Die Polarisati-
on wird beschrieben durch einen Polarisationsvektor für Gluonen und durch die Dirac-
Spinoren ui bzw. vi für auslaufende Quarks bzw. auslaufende Antiquarks. Mit a drücken
wir die Abhängigkeit der Amplitude von der Eichgruppe aus. Die Farbindizes der Quarks
wollen wir mit iq1 , iq2 , . . . , iqk , diejenigen der Antiquarks mit jq̄1 , jq̄2 , . . . , jq̄k und die der
Gluonen mit ik`1, jk`1, ik`2, jk`2, . . . , in´k, jn´k bezeichnen.
Wir betrachten nun zunächst den reinen Gluon-Fall (k “ 0). Das Farbflussdiagramm

besteht in diesem Fall aus n durchgezogenen Linien, wobei jede Linie einem Kronecker-
Delta δ

σpiq
σpi`1q mit σ P Sn und i P t1, 2, . . . , nu entspricht. Sn ist die symmetrische Gruppe,

d. h. die Gruppe der Permutation von n Elementen. Der Farbfaktor bezüglich einer ex-
ternen Ordnung σ P Sn lautet damit

cpσq “ δ
σp1q
σp2qδ

σp2q
σp3q . . . δ

σpnq
σp1q . (2.7)
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Die Amplitude AYM
n pp, ε, aq lässt sich hiermit darstellen als

AYM
n pp, ε, aq “

ˆ

g
?

2

˙n´2
ÿ

σPSn{Zn

cpσqAYM
n ptσp1q, σp2q, . . . , σpnqu, p, εq, (2.8)

wobei AYM
n als farbgeordnete Amplitude bezeichnet wird und nicht von der Eichgruppe

abhängt. Beachte, dass der Farbfaktor cpσq invariant unter zyklischen Permutationen ist.
Deshalb summieren wir in Gl. (2.8) nur über Sn{Zn, d. h. über alle Permutationen modulo
der zyklischen Permutationen. Analog erhalten wir die Farbzerlegung für Amplituden mit
nur einem Quark-Antiquark-Paar (k “ 1):

A
QCD
n,1 pp, ε, aq “

ˆ

g
?

2

˙n´2
ÿ

σPSn´2

δ
q1
σp2qδ

σp2q
σp3q . . . δ

σpn´1q
q1

ˆAQCD
n,1 ptq1, σp2q, σp3q, . . . , σpn´ 1q, q1u, p, εq (2.9)

Betrachte als Nächstes den Fall von k “ 2 Quark-Antiquark-Paaren. In diesem Fall
gibt es erstmals die Möglichkeit des Austausches eines U(1)-Gluons. Enthält das Farb-
flussdiagramm ein U(1)-Gluon, so zerfällt das Diagramm in zwei Farbcluster, die durch
das U(1)-Gluon miteinander verbunden sind. Die Farbfaktoren dieser Farbcluster können
dargestellt werden als

c2,1pσ, αq “ δ
iq1
jσp3q

δ
iσp3q
jσp4q

. . . δ
iσpαq
jq̄1

, c2,2pσ, αq “ δ
iq2
jσpα`1q

δ
iσpα`1q

jσpα`2q
. . . δ

iσpn´2q

jq̄2
(2.10)

mit σ P Sn´4 und 2 ď α ď n ´ 2. Enthält das Farbflussdiagramm kein U(1)-Gluon, so
hat der zugehörige Farbfaktor die Form

c1,1pσ, αq “ δ
iq1
jσp3q

δ
iσp3q
jσp4q

. . . δ
iσpαq
jq̄2

δ
iq2
jσpα`1q

δ
iσpα`1q

jσpα`2q
. . . δ

iσpn´2q

jq̄1
. (2.11)

Die Farbzerlegung lautet damit:

A
QCD
n,2 pp, ε, aq “

ÿ

σPSn´4

n´2
ÿ

α“2

c1,1pσ, αq

ˆAQCD
n,2 ptq1, σp3q, . . . , σpαq, q̄2, q2, σpα` 1q, . . . , σpn´ 2q, q̄1u, p, εq

´
1

N

ÿ

σPSn´4

n´2
ÿ

α“2

c2,1pσ, αqc2,2pσ, αq

ˆAQCD
n,2 ptq1, σp3q, . . . , σpαq, q̄1, q2, σpα` 1q, . . . , σpn´ 2q, q̄2u, p, εq

(2.12)

Im allgemeinen Fall (k ě 1) beachte man, dass jede Permutation π P Sk der Quarks
sich darstellen lässt als Produkt von Zyklen:

π “ π1π2 . . . πr, πι “ pqκ, qπpκq, . . . , qπlι´1pκqq pι P t1, 2, . . . , ruq (2.13)
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Hierbei ist lι die Länge des Zyklus πι. κ P t1, 2, . . . , ku ist eindeutig durch πι festgelegt,
wenn wir vereinbaren, dass Zyklen in numerischer Reihenfolge (d. h. q1 ă q2 ă ¨ ¨ ¨ ă qk)
zu ordnen sind. Die Zerlegung von π in r Zyklen entspricht der Zerlegung des Farb-
flussdiagramms in r Farbcluster, die durch pr´ 1q U(1)-Gluonen miteinander verbunden
sind. Der Farbfaktor cι des zum Zyklus πι gehörigen Farbclusters lässt sich darstellen als

cι “ δ
iqκ
jσpακ´1`1q

δ
iσpακ´1`1q

jσpακ´1`2q
. . . δ

iσpακq
jq̄πpκq

δ
iqπpκq
jσpακ`1q

. . . δ
iσpακ`1q

jq̄
π2pκq

δ
iq
π2pκq

jσpακ`1`1q
. . . δ

iσpακ`lι´1q

jq̄κ
, (2.14)

wobei α ” pα0, α1, . . . , αkq ein geordneter Multiindex ist, d. h.

α PMn,k ” tpα0, α1, . . . , αkq P Nk`1|k “ α0 ď α1 ď ¨ ¨ ¨ ď αk´1 ď αk “ n´ ku (2.15)

mit k, n P N, n ě 2k. Wir erhalten somit für k ě 1 die Farbzerlegung

A
QCD
n,k pp, ε, aq “

ˆ

g
?

2

˙n´2
ÿ

πPSk

ÿ

σPSn´2k

ÿ

αPMn,k

c1c2 . . . cr

ˆ

ˆ

´1

N

˙r´1
ÿ

τPΓ rπ,σ,αs

AQCD
n,k pτ, p, εq.

(2.16)

Die Menge der U(1)-Gluon-Austauschpermutationen Γ rπ, σ, αs berücksichtigt alle Mög-
lichkeiten ein U(1)-Gluon zwischen den Quarklinien der r Farbcluster auszutauschen.
Eine Konstruktion von Γ rπ, σ, αs lässt sich in [5, 6] finden.
Wir bezeichnen nachfolgend farbgeordnete Amplituden in der QCD mit der Ordnung

σ der externen Teilchen mit AQCD
n,k pσ, p, εq oder kurz mit AQCD

n,k pσq, wobei wir die Permu-
tation σ als Wort mit paarweise verschiedenen Buchstaben aus t1, 2, . . . , nu auffassen. Es
ist also σ PBn mit

Bn ” tσ1σ2 . . . σn|σi P t1, 2, . . . , nu, σi ‰ σj für i ‰ ju. (2.17)

Für farbgeordnete Amplituden in reiner YM-Theorie (d. h. ohne Quarks) schreiben wir
AYM
n pσ, p, εq oder AYM

n pσq.
Farbgeordnete Amplituden sind ebenso wie die vollen Amplituden A

QCD
n,k pp, ε, aq eich-

invariant, d. h. der Wert der Amplitude AQCD
n,k pσ, p, εq ändert sich nicht, wenn der Po-

larisationsvektor εi des Gluons i durch εi ` cpi, wobei c eine Konstante ist und pi der
Impuls von i, ersetzt wird. Weiterhin ist AQCD

n,k pσq invariant unter zyklischen Permutatio-
nen. Wir können daher die zur farbgeordneten Amplitude beitragenden Diagramme auf
einer Kreisscheibe darstellen, wobei die externen Teilchen entsprechend ihrer zyklischen
Ordnung σ P Bn im Uhrzeigersinn auf dem Rand der Scheibe aufgetragen werden. Die
Diagramme können mit Hilfe der farbgeordneten Feynman-Regeln (siehe Anhang A) be-
rechnet werden. Diese ergeben sich aus den üblichen Feynman-Regeln durch Abspaltung
von Farbfaktoren und der Kopplungskonstante. Die farbgeordneten 3-Teilchen-Vertizes
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sind antisymmetrisch unter Vertauschung zweier Beine. Hieraus folgen weitere Relationen
zwischen den farbgeordneten Amplituden, welche wir im nächsten Abschnitt diskutieren
werden. Man beachte, dass diese Relationen dazu führen, dass die Menge Γ rπ, σ, αs sich
nicht eindeutig definieren lässt.

2.2. Die KK-Relationen

Da farbgeordnete QCD-Amplituden invariant unter zyklischen Permutationen sind, kön-
nen wir Teilchen 1 auf Position 1 fixieren. Dies reduziert die Anzahl unabhängiger Ampli-
tuden auf höchstens pn´1q!. Tatsächlich sind diese pn´1q! Amplituden nicht unabhängig
voneinander. Wie von Kleiss und Kuijf festgestellt, lässt sich jede Amplitude als Linear-
kombination von Amplituden in der KK-Basis

BKK
n “ tσ1σ2 . . . σn PBn|σ1 “ 1, σn “ nu (2.18)

darstellen. BKK
n enthält pn´ 2q! Elemente. Genauer gelten die KK-Relationen [3, 7, 15]

AQCD
n,k p1αnβq “ p´1q|β|

ÿ

σPα�βT

AQCD
n,k p1σnq. (2.19)

Hierbei sind α und β zwei Wörter mit 1αnβ PBn und |β| ist die Anzahl der Buchstaben
in β. βT entsteht durch Umkehren der Reihenfolge der Buchstaben aus β, d. h. es ist
βT “ β|β|β|β|´1 . . . β1 für β “ β1β2 . . . β|β|. α � βT bezeichnet das Shuffle-Produkt der
Wörter α und βT , d. h. die Menge derjenigen Wörter die man durch Durchmischen der
Buchstaben von α und von βT , ohne jedoch die relative Reihenfolge der Buchstaben in
α und βT zu verändern, erhält. Formal ist also

α� βT ” tγ1δ1γ2δ2 . . . γnδn|n P N, γ1γ2 . . . γn “ α, δ1δ2 . . . δn “ βT u. (2.20)

Man kann sich anschaulich α�βT als die Menge der möglichen Reihenfolgen von Karten,
die beim Mischen zweier Stapel, deren Reihenfolgen durch α bzw. βT gegeben sind,
vorstellen, da sich beim Mischen die relative Ordnung der Karten in den beiden Stapeln
nicht verändert.
Sowohl für α als auch für β können wir leere Wörter einsetzen. Ist β leer, so sind

die KK-Relationen trivial erfüllt. Für leeres α folgt mit der zyklischen Invarianz der
Amplitude

AQCD
n,k p1nβq “ p´1qn´2AQCD

n,k p1βTnq “ p´1qnAQCD
n,k pβTn1q. (2.21)

Diese Eigenschaft wird als Reflexion bezeichnet: Kehrt man die Ordnung um, so ist
die entstandene Amplitude gleich der Ausgangsamplitude, falls die Anzahl der externen
Teilchen gerade ist oder sie unterscheidet sich von dieser um ein Vorzeichen für eine
ungerade Anzahl an externen Teilchen. Eine weitere wichtige Eigenschaft ergibt sich für
α “ 34 . . . pn´ 1q und β “ 2. In diesem Fall erhält man die Subzyklizität

AQCD
n,k p134 . . . pn´ 1qn2q “ ´AQCD

n,k p1234 . . . pn´ 1qnq

´AQCD
n,k p1324 . . . pn´ 1qnq ´ ¨ ¨ ¨ ´AQCD

n,k p134 . . . pn´ 1q2nq.

(2.22)
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2. Relationen zwischen farbgeordneten Amplituden in Eichtheorien und Gravitation

Abbildung 2.3.: Den Vier-Gluon-Vertex erhält man durch den Austausch eines Tensor-
teilchens (gestrichelt) im s- und t-Kanal. An die Beine 1, 2, 3 und 4 kön-
nen beliebige Subgraphen angeheftet werden.

Die KK-Relationen können wir leicht verstehen, indem wir die Amplitude als Summe
über kubische Graphen lesen:

AQCD
n,k pσq “ ip´1qn´3

ÿ

GPTn,kpσq

NpGq
ź

ePEpGq

1

se ´m2
e

(2.23)

Tn,kpσq ist die Menge der bezüglich σ PBn geordneten kubischen Graphen mit n Beinen,
wobei k Vertizes flavorerhaltend sind und dem Quark-Gluon-Vertex entsprechen. Für
k “ 0 enthält Tn,kpσq genau

|Tn,0pσq| “
p2n´ 4q!

pn´ 1q!pn´ 2q!
(2.24)

Elemente. Für k ą 0 hängt diese Anzahl von der Ordnung σ ab. NpGq bezeichnen wir als
Numerator. Er hängt von Impulsen, Polarisationsvektoren der Gluonen und den Dirac-
Spinoren der (Anti-)Quarks ab und kann mit Hilfe der (farbgeordneten) Feynman-Regeln
bestimmt werden. EpGq ist die Menge der Kanten des Graphen G P Tn,kpσq und se bzw.
me die mit der Kante e P EpGq assoziierte Mandelstam-Variable bzw. Masse. Um die
QCD-Amplitude nach kubischen Diagrammen zu entwickeln, ist es notwendig den 4-
Gluon-Vertex zu ersetzen. Dies geschieht durch die Einführung eines Tensorteilchens.
Der Gluon-Tensor-Vertex V µν ρσ und der Tensor-Propagator Dµν ρσ sind gegeben durch
[56]

V µν ρσ “
i
?

2
pηµρηνσ ´ ηµσηνρq, Dµν ρσ “ ´

i
2
pηµρηνσ ´ ηµσηνρq. (2.25)

Der Austausch eines Tensorteilchens im s- und t-Kanal liefern dann den 4-Gluon-Vertex
(siehe Abb. 2.3).
Alle drei 3-Teilchen-Vertizes (3-Gluon-Vertex, Gluon-Tensor-Vertex und Quark-Gluon-

Vertex) sind antisymmetrisch unter Vertauschung zweier Beine. Dies liefert uns die KK-
Relationen. Wir betrachten dazu einen typischen Beitrag zu AQCD

9,0 p1αnβq, welcher in
Abb. 2.4a auf der linken Seite dargestellt ist. Durch sukzessives Vertauschen der Beine
können wir alle durch βi gekennzeichneten Teilchen von Positionen unterhalb der Linie
1´n auf die entsprechenden Positionen oberhalb dieser Linie bringen. Wir erhalten dabei
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2. Relationen zwischen farbgeordneten Amplituden in Eichtheorien und Gravitation

= (−1)|β|1 n 1 n

β4 β1

α3

α2α1

β2β3

β4

α1 α2 β3 β2

α3 β1

(a) Dargestellt ist auf der linken Seite ein Beitrag zur Amplitude AQCD
n,k p1αnβq, sowie ein Beitrag zu

AQCD
n,k p1σnq mit σ P α � βT auf der rechten Seite (jeweils für n “ 9 und k “ 0). Aufgrund der

Antisymmetrie der 3-Teilchen-Vertizes unterscheiden sich die Diagramme um einen Faktor p´1q|β|,
sodass jedes Diagramm, welches einen Beitrag zur linken Seite von Gl. (2.19) liefert, ebenso auch zur
rechten Seite der Gleichung beiträgt.

= −1 n 1 n

βi+1

βi

αj αj

βi+1

βi

(b) Zwei Beiträge zur rechten Seite von Gl. (2.19). Eingezeichnet ist jeweils nur ein Ast, der sich bei
den Diagrammen unterscheidet. Der restliche Teil der Diagramme soll gleich sein. Aufgrund der
Antisymmetrie der 3-Teilchen-Vertizes unterscheiden sich beide Diagramme um ein Vorzeichen und
addieren sich deshalb zu Null.

Abbildung 2.4.: Veranschaulichung der KK-Relationen in Gl. (2.19).

jedes Mal aufgrund der Antisymmetrie der 3-Teilchen-Vertizes ein negatives Vorzeichen.
Insgesamt erhalten wir also nach |β| Vertauschungen ein Vorzeichen p´1q|β| und die
Ordnung des Diagramms ist nun von der Form 1σn mit σ P α � βT . Es ist damit
offensichtlich, dass jedes zur linken Seite von Gl. (2.19) beitragende Diagramm auch zur
rechten Seite der Gleichung beiträgt. Natürlich enthält allerdings die rechte Seite von
Gl. (2.19) mehr Summanden. Bei den übrigen Summanden gehören sowohl ein zu α als
auch ein zu β gehöriges Teilchen zu einem Ast, welches an die Linie 1 ´ n koppelt.
Allerdings gibt es zu jedem dieser Terme ein zugehöriges Diagramm, das sich nur um
ein Vorzeichen unterscheidet, da das Shuffle-Produkt die relative Ordnung in α und βT

erhält und aufgrund der Antisymmetrie der 3-Teilchen-Vertizes. Dies ist in Abb. 2.4b
veranschaulicht. Damit heben sich die übrigen Summanden weg und man erhält Gl.
(2.19).

2.3. Die Melia-Relationen

Wie in Abb. 2.5 illustriert verschwinden QCD-Amplituden mit zwei gekreuzten Fermio-
nenlinien qi ´ q̄i und qj ´ q̄j :

AQCD
n,k p. . . qi . . . qj . . . q̄i . . . q̄j . . . q “ 0 (2.26)
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2. Relationen zwischen farbgeordneten Amplituden in Eichtheorien und Gravitation

Abbildung 2.5.: QCD-Amplituden mit gekreuzten Fermionenlinien verschwinden.

Dies führt für k ě 2 Quark-Antiquark-Paare zu weiteren Relationen zwischen QCD-
Amplituden, welche die Anzahl unabhängiger Amplituden auf pn´2q!{k! verkleinern. Wir
wollen in diesem Abschnitt den Algorithmus angeben, welcher diese Relationen liefert.
Wir notieren von nun an Quarks mit 1, 2, . . . , k und Antiquarks mit n ´ k ` 1, n ´

k ` 2, . . . , n, wobei Quark i (i P t1, 2, . . . , ku) und Antiquark n´ i` 1 denselben Flavor
haben sollen. Die Menge der Gluonen sei Gn,k ” tk ` 1, k ` 2, . . . , n ´ ku. Ferner seien
hier alle Amplituden in der KK-Basis, d. h. Teilchen 1 sei auf Position 1 und Teilchen n
auf Position n fixiert.

2.3.1. Orientieren von QCD-Amplituden

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass es möglich ist eine Amplitude in der KK-Basis und
beliebiger Signatur als Linearkombination von Amplituden in der KK-Basis und einer
fest gewählten Signatur darzustellen, was wir als Orientieren von Amplituden bezeich-
nen. Dies wird die Anzahl unabhängiger QCD-Amplituden von pn ´ 2q! auf pn ´ 2q!{k!
verkleinern (siehe Kapitel 2.3.2).
Unter der Signatur einer Amplitude in der KK-Basis und mit k Quark-Antiquark-

Paaren verstehen wir ein (k´ 1)-Tupel, dessen Einträge aus ` und ´ bestehen. Der i-te
Eintrag des Tupels ist ein + genau dann, wenn in der zyklischen Ordnung der Amplitude
das zur i-ten Quarklinie (nach der fixierten Linie 1´n) gehörige Quark vor dem zugehö-
rigen Antiquark auftritt. In diesem Fall nennen wir die Quarklinie von positiver Signatur
oder positiv orientiert, andernfalls ist die Signatur der Linie negativ. Die Signatur einer
Amplitude heißt positiv, wenn alle Quarklinien positive Signatur besitzen. Wir sprechen
dann auch von positiv orientierten Amplituden.
Wir diskutieren zunächst das Orientieren nur einer Quarklinie im reinen Quark-Fall

(2k “ n). Wir nehmen an, dass die Quarklinie j ´ i „falsch“ orientiert ist. Unser Ziel
an dieser Stelle ist es, diese Quarklinie zu orientieren, d. h. wir wollen eine Amplitu-
de in der KK-Basis, bei der j vor i in der zyklischen Ordnung vorkommt, durch eine
Linearkombination von Amplituden in der KK-Basis, bei denen i vor j kommt, aus-
drücken. Zwischen j und i können etwaige Quark-Antiquark-Paare liegen, welche wir mit
α abkürzen. Weiterhin bezeichnen wir mit α1, α2, . . . , αc´1 bzw. mit αc`1, αc`2, . . . , αs
(s P t1, 2, . . . , k ´ 1u, c P t1, 2, . . . , su) Quarklinien, die in der zyklischen Ordnung vor j
bzw. nach i liegen und deren Tiefen jeweils gleich der Tiefe der Linie j ´ i sind, samt
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2. Relationen zwischen farbgeordneten Amplituden in Eichtheorien und Gravitation

zugehörigen Substrukturen bei höheren Tiefen.2 Die zur nächst niedrigeren Tiefe gehö-
rende Quarklinie bezeichnen wir mit x ´ y. Mit dieser Notation lautet die allgemeinst
mögliche Amplitude, bei der j vor i kommt,

AQCD
2k,k pγ1xα1 . . . αc´1jαiαc`1 . . . αsyγ2q, (2.27)

wobei man mit γ1 bzw. γ2 Quarks bzw. Antiquarks notiert, die in der zyklischen Ordnung
vor x bzw. nach y kommen und damit vom restlichen Diagramm durch die Linie x ´ y
getrennt sind. Diese Amplitude ist in Abbildung 2.6 illustriert. Wir lassen γi “ H,
i “ 1, 2, zu. Als Konsequenz dessen, dass die Amplitude in der KK-Basis sein soll, ist
jedoch γ1 “ H genau dann, wenn auch γ2 “ H gilt. In diesem Fall ist notwendig x “ 1
und y “ n.
Durch Anwenden der zyklischen Invarianz der Amplitude, der KK-Relationen und Gl.

(2.26) hat Melia in [57] gezeigt, dass man die Quarklinie i´ j vermöge

AQCD
2k,k pγ1xα

c
1jαiα

c
3yγ2q “ ´

c
ÿ

a“1

ÿ

σ1Pαa2�α
T

ÿ

σPσ1j�αc3

AQCD
2k,k pγ1xα

a
1iσyγ2q, (2.28)

wobei wir die Abkürzungen αa1 ” α1α2 . . . αa´1, αa2 ” αaαa`1 . . . αc´1 und αa3 ”

αa`1αa`2 . . . αs eingeführt haben, orientieren kann.
Im allgemeinen Fall erlauben wir Gluonen zwischen den ersten und den letzten Buch-

staben der αa, welche per definitionem jeweils Quark-Antiquark-Paare sein sollen. Zwi-
schen αa und αa`1 (a P t1, 2, . . . , s´ 1u) können im Allgemeinen weitere Gluonen liegen
und wir bezeichnen diese mit βa`1. Gluonen zwischen x und α1 notieren wir mit β1;
solche zwischen αs und y mit βs`1. Weiterhin müssen wir auch die Möglichkeit zulassen,
dass α Gluonen enthält. Die Zahl dieser notieren wir mit ngα . Die Amplitude in Gl. (2.27)
ist also zu

AQCD
n,k pγ1xβ1α1 . . . βc´1αc´1βcjαiβc`1αc`1 . . . βsαsβs`1yγ2q (2.29)

zu verallgemeinern.3

Im Gegensatz zum reinen Quark-Fall müssen wir bei der Orientierung der Linie
j ´ i einen fundamentalen Unterschied beachten: Wenn zwei Buchstaben lι und lκ in
l1l2 . . . lι . . . lκ . . . l|αa| ” αa existieren, sodass l1, l2, . . . , lκ vor i in der zyklischen Ord-
nung der Amplitude auftreten und lκ, lκ`1, . . . , l|αa| danach, jedoch noch vor j, so tritt
– unabhängig davon, ob wir den reinen Quark-Fall betrachten oder die Notation in Gl.
(2.29) verwenden – eine gekreuzte Quarklinie auf, sodass wir die entsprechende Amplitude
in der Summe von Gl. (2.28) nicht berücksichtigen brauchen. Da wir jedoch mit βa aus-
schließlich Gluonen kennzeichnen, können Buchstaben von βa beiderseits von i auftreten.
2Hierbei lässt sich die Tiefe einer Quarklinie wie folgt definieren. Wir platzieren einen Vertex in das
Innere des Gebietes (bzw. der Gebiete im Fall k “ 1), das nur durch den Rand der Kreisscheibe
und 1 ´ n berandet ist. Die Tiefe einer Quarklinie ist dann die Anzahl der Quarklinien, die man
schneiden muss, um von dieser zu dem Vertex zu gelangen. Insbesondere hat 1 ´ n die Tiefe 0 und
alle Quarklinien, die nicht durch eine andere Quarklinie von 1´ n getrennt sind, die Tiefe 1.

3Im Allgemeinen enthalten nun auch γ1 und γ2 Gluonen. x und y bezeichnen aber immer noch ein
Quark und Antiquark gleichen Flavors.
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2. Relationen zwischen farbgeordneten Amplituden in Eichtheorien und Gravitation

Abbildung 2.6.: Grafische Darstellung der Amplitude in Gl. (2.27). Von α1, . . . , αc´1,
αc`1, . . . , αs und α sind nur die äußersten Quarklinien eingezeichnet.
Diese können jeweils Substrukturen bei höheren Tiefen beinhalten. Un-
terhalb der Quarklinie x´ y können ebenfalls weitere Quark-Antiquark-
Paare liegen, welche in Gl. (2.27) mit γ1 und γ2 bezeichnet, hier jedoch
nicht dargestellt, sind.

Wir zerlegen βa gemäß βbaβ̃
|βa|´b
a ” βa, wobei βba b Buchstaben und β̃|βa|´b |βa|´ b Buch-

staben enthalten sollen. Insbesondere ist damit |βa| die gesamte Anzahl an Buchstaben
in βa. Weiter definieren wir αb,a1 ” β1α1 . . . βa´1αa´1β

b
a, α

b,a
2 ” β̃

|βa|´b
a αa . . . βc´1αc´1βc

und αb,a3 ” βa`1αa`1 . . . βsαsβs`1 als Verallgemeinerungen von αa1, αa2 und αa3 im reinen
Quark-Fall.4 Die Verallgemeinerung von Gl. (2.27) lautet dann [58]:

AQCD
n,k pγ1xα

|βc|,c
1 jαiα

|βc|,c
3 yγ2q “

p´1q1`ngα
c
ÿ

a“1

|βa|
ÿ

b“0

ÿ

σ1Pαb,a2 �αT

ÿ

σPσ1j�αb,c3

AQCD
n,k pγ1xα

b,a
1 iσyγ2q (2.30)

Das zusätzliche Vorzeichen p´1qngα berücksichtigt nun, dass α im Allgemeinen nicht eine
gerade Anzahl an Buchstaben (bzw. an Gluonen) besitzt. Die Summe über b trägt der
Tatsache Rechnung, dass, wie erwähnt, Gluonen in βa beiderseits von i liegen können.
Sowohl in Gl. (2.28) als auch in Gl. (2.30) können jeweils auf der rechten Seite Amplituden
auftreten, die aufgrund von gekreuzten Quarklinien verschwinden.

4Natürlich hängt αb,a3 nicht von b ab. Wir Verwenden diese Notation nur in Analogie zu αb,a1 bzw. αb,a2

und um von αa3 zu unterscheiden.
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Beachte, dass Gl. (2.30), außer der Quarklinie i´j, höchstens die Signaturen von Quar-
klinien auf höherer Tiefe als i´ j verändert, nicht jedoch die Signaturen von Quarklinien
auf gleicher oder auf niedrigerer Tiefe als i´ j. Dies erlaubt uns einen Algorithmus zum
Orientieren von Amplituden zu formulieren: Die Quarklinie auf Tiefe 0 ist schon trivia-
lerweise durch die KK-Relationen orientiert. Seien nun bereits alle Quarklinien bis zur
Tiefe m ě 0 orientiert. Dann orientieren wir sukzessive alle Quarklinien auf Tiefe m` 1
mit Gl. (2.30), welche nicht die bereits gewünschte Signatur besitzen. Der Algorithmus
terminiert spätestens, wenn m “ k ´ 1 ist, da k ´ 1 die maximale Tiefe einer Quarklinie
ist und somit alle Quarklinien in diesem Fall bereits orientiert sind.
Wir illustrieren dieses Verfahren anhand eines Beispiels. Betrachte die reine Quark-

Amplitude
AQCD

6,3 p12637548q. (2.31)

Unser Ziel ist es, diese Amplitude als Linearkombination von positiv orientierten Am-
plituden darzustellen. Wir müssen demnach die zwei negativ orientierten Quarklinien,
nämlich 6´ 3 auf Tiefe 2 und 5´ 4 auf Tiefe 1, orientieren. Wir orientieren zunächst die
Quarklinie 5´ 4 mit Gl. (2.30) bzw. mit Gl. (2.28):

AQCD
6,3 p12637548q “ ´AQCD

6,3 p12637458q ´AQCD
6,3 p14263758q (2.32)

Beide Amplituden auf der rechten Seite obiger Gleichung haben genau eine negativ ori-
entierte Quarklinie auf Tiefe 2 bzw. auf Tiefe 3. Durch Orientieren dieser erhalten wir
jeweils eine positiv orientierte Amplitude:

AQCD
6,3 p12637548q “ AQCD

6,3 p12367458q `AQCD
6,3 p14236758q (2.33)

Allgemeiner liefert uns der beschriebene Algorithmus Koeffizienten cτ pσq P t´1, 0, 1u
derart, dass

AQCD
n,k pσq “

ÿ

τPBM
n,k

cτ pσqA
QCD
n,k pτq (2.34)

für alle σ P BKK
n gilt, wobei cτ pσq verschwindet, falls die Ordnung σ zu gekreuzten

Quarklinien gehört. Wir nennen dies die Melia-Relationen. BM
n,k ist hierbei diejenige

Teilmenge von BKK
n , sodass alle Amplituden AQCD

n,k pτq mit τ P BM
n,k positiv orientiert

sind und insbesondere keine gekreuzten Quarklinien enthalten. Wir nennen BM
n,k die

Melia-Basis. Nachfolgend wenden wir uns der genaueren Beschreibung dieser Basis zu.

2.3.2. Die Melia-Basis

Um herauszufinden, wie viele unabhängige Amplituden übrig bleiben, wenn man die zy-
klische Invarianz, die KK-Relationen und die Melia-Relationen verwendet, müssen wir
uns zunächst darüber Gedanken machen, wie viele topologisch inäquivalente Quarklini-
endiagramme bei einer gegebenen Anzahl k an Quarklinien existieren. Wie in [59] gezeigt
ist die Anzahl gerade durch die Catalan-Zahl

Ck´1 ”
1

k

ˆ

2k ´ 2

k ´ 1

˙

(2.35)
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Abbildung 2.7.: Die Quarkliniendiagramme und die zugehörigen Dyck-Wörter für k “ 4.

gegeben. In Abbildung 2.7 sind alle fünf Quarkliniendiagramme im Fall k “ 4 grafisch
dargestellt.
Wir geben als Nächstes eine Vorschrift zur Konstruktion aller topologisch verschiedenen

Quarkliniendiagramme auf Basis von Dyck-Wörtern an. Ein Dyck-Wort der Länge l P N0

ist ein Wort mit 2l Buchstaben aus dem Alphabet tX,Y u, sodass in jedem Anfangsseg-
ment des Wortes mindestens genau so viele Buchstaben X wie Y vorhanden sind und
insgesamt das Wort aus genau so vielen X wie Y besteht. Die Anzahl an Dyck-Wörtern
der Länge k ´ 1 ist durch Gl. (2.35) bestimmt. Um zu zeigen, dass Ck´1 die Anzahl an
topologisch verschiedenen Diagrammen ist, müssen wir somit nur noch eine Bijektion
von der Menge der Dyck-Wörter der Länge k ´ 1 zu den Quarkliniendiagrammen mit k
(nicht gekreuzten) Quarklinien, von denen wir eine Linie mit Hilfe der KK-Relationen
fixiert haben, finden.
Sei ein Dyck-Wort d der Länge k´ 1 gegeben. Wir ordnen nun diesem Dyck-Wort ein

Quarkliniendiagramm Qpdq mit k Quarklinien folgendermaßen zu: Zunächst zeichnen wir
die Quarklinie 1 ´ n ein. Anschließend wird das Dyck-Wort im Uhrzeigersinn am Rand
der Kreisscheibe, beginnend nach 1 aufgetragen. Immer dann, wenn wir dem Buchstaben
Y begegnen, verbinden wir ihn mit dem zuletzt aufgetragenem X, das noch nicht mit
einem Y verbunden wurde. Aufgrund der Definition des Dyck-Wortes ist die Abbildung Q
dadurch wohldefiniert und in Qpdq schneiden sich die Quarklinien offenbar nicht. Ferner
ist Q bijektiv, denn die folgende Abbildung Q´1, welche jedem Quarkliniendiagramm q
mit k nicht gekreuzten Quarklinien (wovon eins fixiert ist) ein Dyck-Wort d “ Q´1pqq
zuordnet, ist invers zu Q: Beginnend bei der ersten Quarklinie nach 1´ n schreibt man
den Buchstaben X, wenn eine Quarklinie beginnt oder einen Buchstaben Y , wenn die
Quarklinie endet. Beginn und Ende der Quarklinien sind in diesem Kontext nicht mit
Quarks oder Antiquarks zu assoziieren. Stattdessen bedeutet hier der Beginn (bzw. das
Ende) einer Linie, dass man dieser Linie zum ersten (bzw. zweiten) Mal begegnet, wenn
man entlang der Uhr läuft.
Damit sind wir nun in der Lage die Melia-Basis BM

n,k zu definieren. Für die Ck´1

verschiedenen Quark-Topologien, beschrieben etwa durch Dyck-Wörter di, müssen wir

1. k´ 1 Quarkflavor auf k´ 1 Quarklinien verteilen bzw. jeder Quarklinie ein Quark-
Antiquark-Paar pi, 2n´ i` 1q, i P t2, 3, . . . , ku, zuordnen,

2. n´ 2k Gluonen auf die freien n´ 2 Plätze verteilen und
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3. jeden Buchstaben X im Wort di mit einem Quark assoziieren, da die Melia-Basis
gerade aus den positiv orientierten Amplituden besteht.

Wegen dem ersten Schritt führen wir pk´1q! Kopien Dπ
k´1, π P Sk´1, der Menge Dk´1

von Dyck-Wörtern der Länge k´ 1 ein, indem wir jedes Element d von Dk´1 indizieren.
Konkret erhält man dπ P Dπ

k´1 aus einem d P Dk´1, indem jeder Buchstabe von d
nacheinander (d. h. von links nach rechts) auf folgende Weise mit einem Index versehen
wird: Das a-te X von d (a P t1, 2, . . . , k´1u) erhält einen Index πpaq. Weiter erhält jeder
Buchstabe Y von d denselben Index des zuletzt indizierten X, dessen Index noch für kein
Y verwendet wurde. Beispielsweise hat man für k “ 4:

Dπ
3 “ tX

πp1qY πp1qXπp2qY πp2qXπp3qY πp3q, Xπp1qXπp2qY πp2qY πp1qXπp3qY πp3q,

Xπp1qY πp1qXπp2qXπp3qY πp3qY πp2q, Xπp1qXπp2qY πp2qXπp3qY πp3qY πp1q,

Xπp1qXπp2qXπp3qY πp3qY πp2qY πp1qu

(2.36)

Wie im dritten Punkt beschrieben wollen wir jedes Xa mit einem Quark und jedes Y a

mit einem Antiquark assoziieren. Dies tun wir vermöge der Vorschrift f :

fpXaq ” a, fpY aq ” n´ a` 1 mit a P t2, 3, . . . , ku (2.37)

Schließlich ordnen wir jedem Dyck-Wort dπ P Dπ
k´1 ein Tupel aus Quarks bzw. Antiquarks

zu:
F πpdπq ” pfpdπ1 q, fpd

π
2 q, . . . , fpd

π
2k´2qq für dπ1d

π
2 . . . d

π
2k´2 ” dπ (2.38)

Es ist klar, dass F πpDπ
k´1q genau so viele Elemente wie Dπ

k´1, nämlich Ck´1, enthält.
Mit diesen Notationen ist die Melia-Basis für k ą 1 explizit gegeben durch

BM
n,k “ t1σpα0 ` 1q . . . σpα1qx1σpα1 ` 1q . . . σpα2qx2σpα2 ` 1q . . .

. . . σpα2k´2qx2k´2σpα2k´2 ` 1q . . . σpα2k´1qn|

σ P SpGn,kq, pα0, . . . , α2k´1q P ĂMn,k, px1, . . . , x2k´2q P F
πpDπ

k´1q, π P Sk´1u,

(2.39)

wobei ĂMn,k die Menge

ĂMn,k ” tpα0, α1, . . . , α2k´1q P N2k|k “ α0 ď α1 ď ¨ ¨ ¨ ď α2k´2 ď α2k´1 “ n´ ku (2.40)

und SpGn,kq die Menge der Gluon-Permutationen ist. Für k ď 1 kann es keine gekreuzten
Quarklinien geben und die Melia-Basis ist somit in diesem Fall gleich der KK-Basis:

BM
n,1 “BM

n,0 “BKK
n (2.41)

Für die Mächtigkeit |BM
n,k| der Melia-Basis erhalten wir

|BM
n,k| “ |SpGn,kq| ¨ |

ĂMn,k| ¨ |F
πpDπ

k´1q| ¨ |Sk´1|

“ pn´ 2kq! ¨

ˆ

n´ 2

2k ´ 2

˙

¨
1

k

ˆ

2k ´ 2

k ´ 1

˙

¨ pk ´ 1q! “
pn´ 2q!

k!
.

(2.42)

Diese stellt eine obere Schranke für die Anzahl der unabhängigen QCD-Amplituden dar,
ist jedoch im Allgemeinen nicht die kleinste obere Schranke, wie wir im Folgenden fest-
stellen werden.
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2.4. Die Farbe-Kinematik-Dualität für YM-Amplituden

Wir betrachten zunächst den reinen Gluon-Fall (k “ 0), genauer den Fall von n “ 4
Gluonen. Die KK-Relationen erlauben uns ein Gluon auf die erste und eins auf die letzte
Position zu fixieren. Die beiden übrigen Amplituden entwickeln wir nach den vorhandenen
Polstellen wie in Gl. (2.23),

AYM
4 p1234q “ ´i

ˆ

Ns

s
`
Nt

t

˙

,

AYM
4 p1324q “ ´i

ˆ

´
Nt

t
`
Nu

u

˙

.

(2.43)

Hierbei sind s ” s12, t ” s14 und u ” s13, sij ” ppi ` pjq
2, die Mandelstam-Variablen.

Ns{s, Nt{t und Nu{u sind Beiträge der Feynman-Diagramme im s-, t- und u-Kanal. Wie
in Kapitel 2.2 beschrieben, kann der 4-Gluon-Vertex durch Einführung eines Tensorfeldes
in 3-Teilchen-Vertizes zerlegt werden, sodass der Beitrag des 4-Gluon-Vertex zur Ampli-
tude in die bereits vorhandenen kinematischen Terme absorbiert werden kann. Natürlich
kann in Gl. (2.43) der Vorfaktor beliebig gewählt werden – er ändert zwar den Wert
der Numerator, jedoch nicht der Amplitude. Es ist aber zu beachten, dass wir in den
t-Kanälen der beiden Amplituden ein relatives Vorzeichen wegen der Antisymmetrie der
3-Teilchen-Vertizes unter Vertauschung zweier Beine haben müssen.
Bezeichnet man mit F a ” pF abcq die durch F abc “ ifabc gegebenen pN2 ´ 1q ˆ pN2 ´ 1q-

Matrizen, wobei
fabc ” ´2irtrptatbtcq ´ trptbtatcqs (2.44)

die Strukturkonstanten der Lie-Algebra su(N) sind, so erhält man die volle Amplitude
AYM
n mit der Zerlegung [3]

AYM
n “ gn´2

¨

˝

ÿ

σ1σ2...σnPBKK
n

F aσ2F aσ3 . . . F aσn´1AYM
n pσ1σ2 . . . σnq

˛

‚

a1an

, (2.45)

in welcher die KK-Relationen bereits implementiert sind. Die in Kapitel 2.1 dargestellte
Farbflusszerlegung folgt aus Gl. (2.45) durch Kontrahieren mit p

?
2qnpta1q

i1
j1
. . . ptanqinjn

aus der SU(N)-Fierz-Identität

ptaqi1j1pt
aq
i2
j2
“

1

2

ˆ

δi1j2δ
i2
j1
´

1

N
δi1j1δ

i2
j2

˙

(2.46)

sowie den KK-Relationen [53]. Definieren wir die Farbfaktoren Cs ” ´fa1a2bf ba3a4 und
Cu ” ´fa1a3bf ba2a4 und setzen die Entwicklungen in Gl. (2.43) in Gl. (2.45) ein, so
erhalten wir

AYM
4 “ ´ig2

ˆ

CsNs

s
`
CtNt

t
`
CuNu

u

˙

. (2.47)

Hierbei haben wir die Jacobi-Identität für die Farbfaktoren, Cs ´ Cu “ Ct ”

´fa2a3bf ba4a1 , benutzt. Sie folgt aus der Tatsache, dass su(N) mit´ir¨, ¨s als Lie-Klammer
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− =

1

2 3

4 1

2 3

4

1

2 3

4
Cs Cu Ct

Abbildung 2.8.: Diagrammatische Darstellung der Jacobi-Identität Cs ´ Cu “ Ct. Die
Farbfaktoren Ci von s-, t- und u-Kanal erhält man, indem man jeden
Vertex mit einem Faktor ifabc entsprechend der rechtsläufigen Ordnung
der Beine des Diagramms versieht und über die Farben des internen
Gluons summiert.

eine Lie-Algebra ist und deshalb die Basisvektoren ta von supNq die Jacobi-Identität

rta1 , rta2 , ta3ss ` rta2 , rta3 , ta1ss ` rta3 , rta1 , ta2ss “ 0 (2.48)

erfüllen. Die Jacobi-Identität für die Farbfaktoren ist in Abbildung 2.8 veranschaulicht.
Die Numerator Ns, Nt und Nu sind keineswegs eindeutig. Dies kann bereits dadurch

gesehen werden, dass die Summanden in Gl. (2.43) Beiträge von Feynman-Diagrammen
sind, die – im Gegensatz zu farbgeordneten Amplituden – nicht eichinvariant sind. Ge-
nauer können wir die Transformationen

Ns ÞÝÑ Ns ` fs, Nt ÞÝÑ Nt ´ ft und Nu ÞÝÑ Nu ´ fu (2.49)

mit einer Funktion f der Impulse und Polarisationsvektoren simultan durchführen, ohne
die Amplituden zu verändern. Man bezeichnet diese Transformationen als verallgemeiner-
te Eichtransformationen, da (gewöhnliche) Eichtransformationen eine Teilmenge dieser
bilden. Interessanterweise gilt unter obiger verallgemeinerter Eichtransformation

Ns ´Nu ´Nt ÞÝÑ Ns ´Nu ´Nt ` f ¨ ps` t` uq “ Ns ´Nu ´Nt. (2.50)

Für einen Satz von Numeratorn stellt man leicht fest, dass dieser die Jacobi-Relation
Nt “ Ns ´ Nu, d. h. dieselbe wie die Farbfaktoren, erfüllt. Damit gilt diese für jede
Wahl der Numerator – unabhängig von der gewählten Eichung. Tatsächlich ist dies für
n “ 5 nicht mehr der Fall. Es lässt sich jedoch für eine beliebige Anzahl an Gluonen eine
verallgemeinerte Eichtransformation, d. h. eine Transformation der Numerator

NpGq ÞÝÑ NpGq ` δNpGq mit
ÿ

GPTn,0

δNpGq
ś

ePEpGq

se
“ 0, (2.51)

finden, sodass die transformierten Numerator dieselben Jacobi-Relationen erfüllen wie
die Farbfaktoren [8]:

CpG1q ` CpG2q ` CpG3q “ 0 ñ NpG1q `NpG2q `NpG3q “ 0 (2.52)
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Dies ist als Farbe-Kinematik-Dualität bekannt. Diejenigen Numerator, welche die Jacobi-
Relationen erfüllen, bezeichnen wir als BCJ-Numerator und notieren diese mit NBCJpGq.
Man beachte, dass Numerator allgemein – genau so wie die Farbfaktoren – antisym-
metrisch unter Vertauschung zweier Beine sind, d. h. es gilt CpG1q “ ´CpG2q und
NpG1q “ ´NpG2q, wenn G2 aus G1 durch Vertauschung zweier Beine entsteht.
Dass es tatsächlich möglich ist Numerator zu finden, welche die Jacobi-Relationen er-

füllen, lässt sich beispielsweise zeigen, indem man einen effektiven YM-Lagrangian kon-
struiert, dessen abgeleitete Feynman-Regeln BCJ-Numerator liefern [60, 61]:

LYM `Lgf “
1

2g2

8
ÿ

n“2

Lpnq (2.53)

Für 2 ď n ď 4 sind die Beiträge zum Lagrangian gegeben durch

Lp2q “ ´2trAµlAµ,

Lp3q “ 4trpBµAνqrA
µ,Aνs,

Lp4q “ ´ηµ1µ3ηµ2µ4ην1ν2

B
ν1
12B

ν2
34

l12
trrAµ1 ,Aµ2srAµ3 ,Aµ4s,

(2.54)

wobei wir die Felder
Aµ ”

g

i
Aaµt

a “
g
?

2i
Aµ (2.55)

eingeführt haben. Tiefgestellte Indizes an den Differenzialoperatoren geben an auf welche
Felder diese wirken, z. B. wirkt Bν1

12 auf die Felder Aµ1 und Aµ2 .
Die SummeLp2q`Lp3q`Lp4q ist identisch mit dem üblichen YM-Lagrangian. Beachte,

dass sich der Faktor ην1ν2B
ν1
12B

ν2
34 gegen l12 weghebt. Wenn wir diese Faktoren nicht

kürzen, erhalten wir jedoch genau die Aufteilung des 4-Gluon-Vertex in Beiträge von
s- und t-Kanal (siehe Abb. 2.3). Damit entspricht Lp4q in der dargestellten Form der
Einführung eines Tensorteilchens wie in Kapitel 2.2 beschrieben.
Die Terme Lpnq verschwinden für n ě 5 aufgrund den Jacobi-Identitäten. Sie führen

jedoch einen n-Teilchen-Vertex ein, welcher Beiträge zu den ein einzelnen Numeratorn
derart liefert, dass diese die Jacobi-Relationen erfüllen. Beispielsweise haben wir für n “ 5

Lp5q “ 4ηµ1µ3ηµ2µ4
B
µ5
1

l123
ptrrrrAµ1 ,Aµ2s,Aµ3s,Aµ4sAµ5

` trrrAµ3 ,Aµ4s, rAµ1 ,Aµ2ssAµ5 ` trrrAµ4 , rAµ1 ,Aµ2ss,Aµ3sAµ5q.

(2.56)

Beachte, dass die Terme Lpnq für n ě 5 nicht eindeutig sind. Wir können etwa in Gl.
(2.56) die Ersetzung

ηµ1µ3ηµ2µ4B
µ5
1 ÞÝÑ ηµ1µ3ηµ2µ4B

µ5
1 ` λpηµ1µ3ηµ2µ4B

µ5
1 ´ ηµ1µ3ηµ4µ5B

µ2
4 q (2.57)

mit einem freien Parameter λ durchführen, ohne die Jacobi-Relationen zu verletzen.
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Abbildung 2.9.: Kamm-Graph bezüglich der Ordnung 1σ2σ3 . . . σn´1n PB
KK
n .

2.5. Die BCJ-Relationen für YM-Amplituden

Wir nehmen nun an, dass wir einen Satz von BCJ-NumeratornNBCJ gefunden haben. Die
Jacobi-Relationen erlauben es, den BCJ-NumeratorNBCJpGq eines beliebigen GraphenG
auf BCJ-Numerator von solchen Graphen zurückzuführen, bei denen Teilchen 2, 3, . . . , n´
1 direkt mit der Linie 1 ´ n verbunden sind (siehe Abb. 2.9). Wir bezeichnen diese
Graphen als Kamm-Graphen und schreibenNBCJ

combpσq für die BCJ-Numerator von Kamm-
Graphen mit Ordnung σ PBKK

n . Betrachte hierzu einen generischen GraphenG P Tn,0pσq
mit σ P BKK

n . Dieser ist oben in Abb. 2.10 veranschaulicht. Wenden wir die Jacobi-
Relation auf den Vertex vs,1 an, so erhalten wir die beiden unteren Graphen in Abb. 2.10,
wobei der rechte Graph mit einem Minus Vorzeichen versehen ist. Diese Vorgehensweise
können wir iterieren. Wir erhalten auf diese Weise Kamm-Diagramme mit Ordnungen
rσ P COpGqXBKK

n , wobei wir mit COpGq die Menge der Ordnungen von externen Beinen
derjenigen Graphen bezeichnen, die aus G durch Vertauschen von zwei Teilbäumen von
G an einem gemeinsamen Vertex entstehen. Wir nennen solche Vertauschungen Flips.
Das Vorzeichen wird durch die Anzahl der Flips nflippσ, σ̃q bestimmt, um den Graphen
G von der Ordnung σ in einen Graphen rG mit Ordnung rσ zu überführen. Wir haben
damit

NBCJpGq “
ÿ

σ̃PCOpGqXBKK
n

p´1qnflippσ,σ̃qNBCJ
combpσ̃q. (2.58)

Insbesondere für n “ 4 haben wir zwei unabhängige Numerator, nämlich

NBCJ
combp1234q “ Ns und NBCJ

combp1324q “ Nu. (2.59)

Setzen wir Nt “ NBCJ
combp1234q ´NBCJ

combp1324q in Gl. (2.43) ein, so erhalten wir

iAYM
4 p1234q “ NBCJ

combp1234q

ˆ

1

s
`

1

t

˙

´NBCJ
combp1324q

1

t
,

iAYM
4 p1324q “ ´NBCJ

combp1234q
1

t
`NBCJ

combp1324q

ˆ

1

u
`

1

t

˙

.

(2.60)

Hieraus folgt, dass die beiden Amplituden auf der linken Seite nicht unabhängig vonein-
ander sind. Mit s` t` u “ 0 erhalten wir aus obigen Gleichungen die Relation

sAYM
4 p1234q “ uAYM

4 p1324q. (2.61)
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Abbildung 2.10.: Durch Anwenden der Jacobi-Relation auf einen Graphen G (oben) und
den Vertex vs,1 entstehen die beiden unteren Graphen, wobei der rechte
Graph ein Minus Vorzeichen erhält. Die Kreise deuten beliebige Subgra-
phen an, welche an die Vertizes v1,1, . . . , vs´1,1, vs,2, v

1
s,2, vs`1,1, . . . , vp,1

angehaftet sind.

Wir betrachten nun ein Beispiel für n “ 5. Unter Verwendung von Gl. (2.58) erhalten
wir eine Entwicklung von AYM

5 p12345q nach Numeratorn von Kamm-Diagrammen:

´iAYM
5 p12345q “ NBCJ

combp12345q

ˆ

1

s12s45
`

1

s23s45
`

1

s12s34
`

1

s15s34
`

1

s15s23

˙

´NBCJ
combp12435q

ˆ

1

s12s34
`

1

s15s34

˙

´NBCJ
combp13245q

ˆ

1

s23s45
`

1

s15s23

˙

´NBCJ
combp13425q

ˆ

1

s15s34

˙

´NBCJ
combp14235q

ˆ

1

s15s23

˙

`NBCJ
combp14325q

ˆ

1

s15s34
`

1

s15s23

˙

(2.62)

Die übrigen fünf Amplituden in der KK-Basis folgen hieraus durch eine geeignete Permu-
tation von 2,3 und 4. Benutzen wir die Impulserhaltung, so folgen wiederum Relationen
zwischen den farbgeordneten Amplituden, etwa

s12A
YM
5 p12345q ` ps12 ` s23qA

YM
5 p13245q “ s25A

YM
5 p13425q. (2.63)

In der Tat folgen für beliebiges n aus der Entwicklung der YM-Amplitude nach BCJ-
Numeratorn von Kamm-Diagrammen Relationen zwischen Amplituden in der KK-Basis,
welche die Anzahl unabhängiger YM-Amplituden von pn ´ 2q! in der KK-Basis auf die
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pn´ 3q! Amplituden AYM
n pσq mit

σ PBBCJ
n,0 ” tσ1σ2 . . . σn PB

KK
n |σn´1 “ n´ 1u (2.64)

verringern. Diese so genannten BCJ-Relationen lauten [8]

AYM
n p1αpn´ 1qβnq “

ÿ

δPSpβq

ÿ

γPα�δ

AYM
n p1γpn´ 1qnqFpγ|α, βq. (2.65)

Hierbei sind α ” σ1σ2 . . . σj und β ” σj`1σj`2 . . . σn´3 Wörter mit 1αpn´ 1qβn PBKK
n

und
Spβq “ tβκp1qβκp2q . . . βκplq|κ P Sn´3´ju. (2.66)

Fpγ|α, βq ist eine Funktion von Mandelstam-Variablen. Sie ist definiert durch

Fpγ|α, βq ” (2.67)

n´3
ź

k“j`1

»

—

—

—

—

—

–

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

tσk´1
ÿ

i“1

Gkpσk, ρiq falls tσk ă tσk`1

n´1
ÿ

i“tσk`1

´Gkpσk, ρiq sonst

,

/

/

/

/

/

.

/

/

/

/

/

-

`

$

’

&

’

%

1 falls tσk´1
ă tσk ă tσk`1

´1 falls tσk´1
ą tσk ą tσk`1

0 sonst

,

/

.

/

-

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

(2.68)

ta gibt für a ‰ σj die Position des Buchstabens a im Wort ρ ” ρ1ρ2 . . . ρn´1 ” 1γpn´ 1q
an. Für a “ σj bzw. a “ σn´2 setzen wir

tσj ” n, tσn´2 ” tσn´4 . (2.69)

Die Funktion Gkpσk, ρiq ist gegeben durch

Gkpσk, ρiq ”

# sσkρi
ŝnσk...σn´3

falls ρi “ 1, n´ 1 oder ρi “ σt mit t ă k,

0 sonst.
(2.70)

Hierbei haben wir
ŝα1α2...αk ”

ÿ

iăj

sαiαj (2.71)

verwendet.
Eine besonders übersichtliche Form nehmen die BCJ-Relationen an, wenn β aus genau

einem Buchstaben besteht. Nehmen wir β “ 2 und α “ 34 . . . pn´2q an, so erstreckt sich
die Summe in Gl. (2.65) über alle γi “ 34 . . . i2pi` 1q . . . pn´ 2q mit i P t2, 3, . . . , n´ 2u
und wir setzen ρi “ 1γipn ´ 1q. Wir haben in diesem Fall tσn´2 “ tσj “ tn´2 “ n und
tσn´3 “ t2 “ i. Damit folgt

Fpγi|α, βq “
i´1
ÿ

k“1

Gn´3p2, ρ
i
kq “

1

s2n

i
ÿ

k“1

s2k (2.72)
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und wir erhalten die BCJ-Relationen

s2nA
YM
n p134 . . . pn´ 1q2nq “

n´2
ÿ

i“2

i
ÿ

k“1

s2kA
YM
n p134 . . . i2pi` 1q . . . pn´ 1qnq. (2.73)

Diese BCJ-Relationen werden als fundamentale BCJ-Relationen bezeichnet. Speziell für
n “ 4 sind das genau die Relationen, die wir in Gl. (2.61) gefunden haben.
Natürlich folgen alle allgemeinen BCJ-Relationen in Gl. (2.65) für n ď 5 durch Um-

benennung aus den fundamentalen BCJ-Relationen. Es ist bemerkenswert, dass auch für
n ě 6 die allgemeinen BCJ-Relationen aus den fundamentalen BCJ-Relationen gefol-
gert werden können [62, 63]. Wir nehmen an, dass die allgemeinen BCJ-Relationen für
α “ σ1σ2 . . . σj und β “ σj`1σj`2 . . . σn´3 mit j P tj0 ` 1, j0 ` 2, . . . , n´ 5u bereits aus
den fundamentalen BCJ-Relationen hergeleitet wurden und wollen skizzieren, wie man
hieraus die Gültigkeit der allgemeinen BCJ-Relationen für j “ j0 erhält. Man betrachte
hierzu die Amplitude AYM

n p1αpn ´ 1qβnq auf der linken Seite von Gl. (2.65). Teilchen
n´ 1 befindet sich auf Position j0 ` 2 in der externen Ordnung der Amplitude. Wenden
wir die fundamentalen BCJ-Relationen (mit σn´3 statt mit 2) auf diese Amplitude an, so
erhalten wir Amplituden mit Teilchen n´ 1 auf Position j0 ` 2 und solche mit Teilchen
n ´ 1 auf Position j0 ` 3. Auf letztgenannte Amplituden wenden wir die allgemeinen
BCJ-Relationen für j “ j0 ` 1 an. Auf diese Weise erhalten wir einerseits Amplituden
mit n´1 auf vorletzter Position, d. h. AYM

n p1γpn´1qnq mit γ P α�Spβq und andererseits
Amplituden der Form AYM

n p1αpn ´ 1qδnq mit δ P Spβq, δ ‰ β. Entsprechend gehen wir
für die übrigen pn ´ 3 ´ j0q! ´ 1 Amplituden AYM

n p1αpn ´ 1qδnq vor und erhalten ein
lineares Gleichungssystem für die pn´3´j0q! Unbekannten AYM

n p1αpn´1qδnq. Auflösen
nach AYM

n p1αpn´ 1qβnq liefert die BCJ-Relationen in Gl. (2.65).
Um dies zu illustrieren, betrachten wir das erste nicht-triviale Beispiele, n “ 6, α “ 4

und β “ 23. Anwenden der fundamentalen BCJ-Relation liefert zunächst

AYM
6 p145236q

“
1

s36
pAYM

6 p134526qs13 `A
YM
6 p143526qps13 ` s34q `A

YM
6 p145326qps13 ` s34 ` s35qq.

(2.74)

Auf die ersten beiden Amplituden auf der rechten Seite dieser Gleichung wenden wir
die BCJ-Relationen für β “ 2 an, welche genau den fundamentalen BCJ-Relationen
entsprechen. Wir erhalten:

AYM
6 p145236q “

1

s26s36
ps12s13A

YM
6 p123456q ` s12ps13 ` s34qA

YM
6 p124356q

` s13ps12 ` s23qA
YM
6 p132456q ´ s13ps25 ` s26qA

YM
6 p134256q

` ps12 ` s24qps13 ` s34qA
YM
6 p142356q

´ ps13 ` s34qps25 ` s26qA
YM
6 p143256qq ´

1

s36
ps23 ` s36qA

YM
6 p145326q

(2.75)
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Hieraus erhalten wir eine Gleichung für AYM
6 p145326q durch Umbenennung 2 Ø 3. Ein-

setzen dieser Amplitude in obige Gleichung liefert dann die BCJ-Relation

AYM
6 p145236q “ ´

1

s36ŝ623
ps12ps34 ` s35qA

YM
6 p123456q ` s35s12A

YM
6 p124356q

` s13ps24 ` s25 ` ŝ623qA
YM
6 p132456q ` s13ps25 ` ŝ623qA

YM
6 p134256q

` s35ps12 ` s24qA
YM
6 p142356q ` ps13 ` s34qps25 ` ŝ623qA

YM
6 p143256qq,

(2.76)

welche man auch aus Gl. (2.65) erhält.
Es sei angemerkt, dass die so genannte Kawai-Lewellen-Tye-Orthogonalität, welche wir

an späterer Stelle in dieser Arbeit diskutieren werden, nahe legt, dass es in allgemeiner
Raumzeitdimension keine weiteren Relationen zwischen Amplituden gibt. Wie in [64]
gezeigt, gibt es jedoch in D “ 4 Dimensionen weitere Relationen zwischen Nk´2MHV-
Amplituden, wobei nun die Koeffizienten Funktionen von Spinor-Produkten xλi, λjy und
r rλi, rλjs und im Allgemeinen keine Funktionen von Mandelstam-Invarianten sind. Diese
Relationen verringern die Anzahl unabhängiger Amplituden auf die Euler-Zahl〈

n

k ´ 2

〉
”

k´2
ÿ

i“0

p´1qi
ˆ

n` 1

i

˙

pk ´ 1´ iqn. (2.77)

Insbesondere gibt es für MHV-Amplituden (k “ 2) nur eine unabhängige Amplitude, was
natürlich auch sofort aus der Parke-Taylor-Formel in Gl. (1.1) folgt.

2.6. Das BCJ-Double-Copy-Verfahren

Wir betrachten eine Quantenfeldtheorie der Gravitation (Einstein-Gravitation), welche
beschrieben wird durch die Einstein-Hilbert-Lagrangedichte [65, 66]

LEH “ ´
2

κ2

b

´detpgµνqR. (2.78)

κ ist die Kopplungskonstante, welche im Gausschen Einheitensystem gegeben ist durch
κ “

?
32πG mit Newtons Gravitationskonstante G. R ist die Skalarkrümmung. Ähn-

lich wie in Eichtheorien können wir störungstheoretisch Amplituden AG
n ” pκ{4q

n´2AG
n

für die Streuung der Quanten dieser Theorie, den Gravitonen, beschreiben, indem wir
Feynman-Regeln aus obigem Lagrangian durch Entwickeln des metrischen Tensorfeldes
gµν um die flache Minkowski-Metrik ηµν , d. h.

gµν “ ηµν ` κhµν (2.79)

mit dem Graviton-Feld hµν , herleiten. Jedoch enthält selbst der 3-Graviton-Vertex (in de
Donder-Eichung) schon etwa 100 Terme. Mehr noch, enthält diese Theorie unendlich viele
Vertizes. Dies macht die feynmandiagrammatische Berechnung von Graviton-Amplituden
erheblich schwieriger als diejenige von YM-Amplituden.
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Tatsächlich stellt sich jedoch heraus, dass man Amplituden in der Gravitation – grob
gesprochen – durch Quadrieren von YM-Amplituden erhält, was die Berechnung dieser
deutlich vereinfacht. Genauer fanden Kawai, Lewellen und Tye heraus, dass Amplituden
von geschlossenen Strings ein „Produkt“ von Amplituden von offenen Strings sind [17].
Im Feldtheorie-Limes α1 Ñ 0 folgen dann die KLT-Relationen [18, 19]

AG
n ” AG

n pp, ε, rεq “ ´i
ÿ

α,βPBBCJ
n,0

AYM
n pα, p, εqSrα|βsAYM

n pβ, p, rεq. (2.80)

Hierbei ist der KLT-Kern Srα|βs für α ” α1α2 . . . αn, β ” β1β2 . . . βn P BBCJ
n,0 definiert

durch

Srα|βs ” p´1qn
n´2
ź

i“2

«

2pα1pαi `
i´1
ÿ

j“2

θβpαi, αjqp2pαipαj q

ff

(2.81)

mit

θβpαi, αjq ”

#

1 falls j1 ă i1 mit αi “ βi1 , αj “ βj1 ,

0 sonst.
(2.82)

θβpαi, αjq ist also nur dann 1, wenn αj vor αi im Wort β2β3 . . . βn´2 erscheint. β entsteht
aus β durch Vertauschen der letzten beiden Buchstaben, d. h. β ” β1β2 . . . βn´2βnβn´1.
In D “ 4 Dimensionen werden die beiden Polarisationszustände der Gravitonen beschrie-
ben durch

ε``i,µν “ ε`i,µε
`
i,ν und ε´´i,µν “ ε´i,µε

´
i,ν . (2.83)

Erlauben wir ε ‰ rε, so ist die Amplitude AG
n pp, ε, rεq eine Amplitude in Einstein-

Gravitation gekoppelt an ein Dilaton und ein antisymmetrisches Tensorfeld, deren Pola-
risationszustände beschrieben werden durch

1
?

2

´

ε`i,µε
´
i,ν ` ε

´
i,µε

`
i,ν

¯

bzw.
1
?

2

´

ε`i,µε
´
i,ν ´ ε

´
i,µε

`
i,ν

¯

. (2.84)

Für ε “ rε ist AG
n pp, ε, rεq eine Amplitude in reiner Einstein-Gravitation. Man beachte,

dass auf Baumniveau kein Dilaton bzw. antisymmetrischer Tensor ausgetauscht werden
können, wenn alle externen Teilchen Gravitonen sind [67].
Im Fall n “ 4 besteht BBCJ

n,0 aus genau einem Element, nämlich α “ 1234, und es ist
Sr1234|1243s “ 2p1p2 “ s. Damit lautet die KLT-Relation für n “ 4

AG
4 “ ´isAYM

4 p1234q rAYM
4 p1243q “ isAYM

4 p1234qp rAYM
4 p1234q ` rAYM

4 p1324qq, (2.85)

wobei wir die KK-Relationen verwendet und die Notation rAYM
4 pσq ” AYM

4 pσ, p, rεq ein-
geführt haben. Setzen wir hierin die Entwicklung der YM-Amplituden nach Polstellen,
Gl. (2.43), ein, wobei wir die Numerator der getildeten Amplitude ebenfalls mit Tilden
versehen, so erhalten wir

AG
4 “ ´i

˜

Ns
rNs

s
`
Nt

rNs

t
`
Ns

rNu

u
`
sNt

rNu

tu

¸

. (2.86)
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Benutzen wir die Jacobi-Identitäten für beide Sätze von Numeratorn, Ns “ Nt`Nu und
rNs “ rNt ` rNu, so folgt

AG
4 “ ´i

˜

Ns
rNs

s
`
Nt

rNt

t
`
Nu

rNu

u

¸

. (2.87)

Die 4-Graviton-Amplitude AG
4 “ pκ{4q2AG

4 folgt also formal aus der vollen YM-
Amplitude AYM

n durch Ersetzen der Farbfaktoren durch die dazugehörigen Numerator
und der YM-Kopplungskonstante g durch κ{4.
BCJ postulierten in [8], das dies sogar für beliebige n gilt:

AG
n “ ip´1qn´3

ÿ

GPUn,0

NBCJpGq rNBCJpGq
ś

ePEpGq

se
(2.88)

Dies ist als BCJ-Double-Copy-Verfahren bekannt. Un,0 ist hierbei die Menge der unge-
ordneten kubischen Graphen mit n Beinen. Die Anzahl dieser ist gegeben durch

|Un,0| “ p2n´ 5q!! “ 22´n p2n´ 4q!

pn´ 2q!
. (2.89)

Beachte, dass es essentiell ist, dass die Numerator in Gl. (2.88) die Jacobi-Identitäten
erfüllen. Wir werden einen Beweis von Gl. (2.88) auf Basis von Methoden, die wir später
in dieser Arbeit einführen werden, in Anhang C.3 geben.
Das BCJ-Double-Copy-Verfahren ist nicht beschränkt auf Einstein-Gravitation bzw.

reine YM-Theorie. Es ist bekannt, dass man Amplituden in einer Vielzahl von Gravita-
tionstheorien durch das BCJ-Double-Copy-Verfahren erhalten kann [68–70]. Eine Verall-
gemeinerung von Gl. (2.88) werden wir in Kapitel 2.7.2 diskutieren.
Auch wenn wir uns in dieser Arbeit nur mit Amplituden auf Baumniveau beschäftigen,

wollen wir an dieser Stelle bemerken, dass behauptet wird, dass man für eine beliebi-
ge Anzahl an Schleifen und eine beliebige Anzahl an Teilchen die Graviton-Amplitude
durch das BCJ-Double-Copy Verfahren, d. h. durch Ersetzen des Farbfaktors CpGq durch
einen BCJ-Numerator rNBCJpGq, erhält [8]. Dies konnte in dieser Allgemeinheit bislang
jedoch nicht bewiesen werden. Eine Schwierigkeit ist hierbei das Auffinden von BCJ-
Numeratorn, welches üblicherweise durch geeignete Ansätze für NBCJpGq geschieht [71].
Tatsächlich wissen wir jedoch nicht, ob man immer Numerator finden kann, welche die
Jacobi-Identitäten erfüllen. Um die Frage nach der Existenz der Numerator zu beantwor-
ten, wäre es sicherlich hilfreich herauszufinden, was die zu den Numeratorn zugehörige
kinematische Lie-Algebra ist [72].
Es sei weiterhin bemerkt, dass in Spezialfällen Lösungen von Feldgleichungen ebenso

durch ein Double-Copy-Verfahren miteinander verbunden sind, was in direkter Korre-
spondenz zur BCJ-Double-Copy-Konstruktion für Amplituden steht [73–76]. Dies könnte
für das Verständnis des Double-Copy-Verfahrens auf nicht-störungstheoretischem Niveau
hilfreich sein.
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2.7. Verallgemeinerung auf QCD-Amplituden

Eine interessante Fragestellung ist, ob wir die Resultate von Kapitel 2.4, 2.5 und 2.6
auf QCD-Amplituden verallgemeinern können. Tatsächlich ist die Antwort auf diese Fra-
ge positiv – jedoch zeigt uns das Beispiel von Amplituden mit zwei Quark-Antiquark-
Paaren und keinen Gluonen, dass wir diese nicht wörtlich übernehmen können. Die Melia-
Relation lautet nämlich in diesem Fall

AQCD
4,2 p1234q “ ´AQCD

4,2 p1324q, (2.90)

was offensichtlich nicht äquivalent zu der BCJ-Relation für reine Gluon-Amplituden in Gl.
(2.61) ist. Wir werden in diesem Kapitel feststellen, dass die Farbe-Kinematik-Dualität
ihre Gültigkeit für QCD-Amplituden behält und die Verallgemeinerung der BCJ- und
KLT-Relationen diskutieren. Insbesondere werden wir sehen, dass die verallgemeinerten
KLT-Relationen äquivalent zum BCJ-Double-Copy-Verfahren sind.

2.7.1. Farbe-Kinematik-Dualität für QCD-Amplituden

Amplituden mit nur einem Quark-Antiquark-Paar können wir analog zu Amplituden in
reiner YM-Theorie behandeln. Zu QCD-Amplituden mit zwei Quark-Antiquark-Paaren
und keinen Gluonen trägt nur ein Feynman-Diagramm bei. Wir betrachten deshalb den
ersten interessanten Fall: k “ 2, n “ 5. In diesem Fall enthält die Menge Un,k der unge-
ordneten kubischen Graphen mit n Beinen und k flavorerhaltenden Vertizes 5 Elemente.
Im Allgemeinen ist die Anzahl dieser durch

|Un,k| “
p2n´ 5q!!

p2k ´ 1q!!
(2.91)

gegeben. Diese Diagramme sind in Abb. 2.11 dargestellt. Die Numerator zu diesen Dia-
grammen können wir mit Hilfe der farbgeordneten Feynman-Regeln in Anhang A be-
rechnen:

N1 “ ´pu2γµv4qpu1γ
µp{p35

`m1q{ε3v5q

N2 “ pu2γµv4qpu1{ε3p{p13
`m1qγ

µv5q

N3 “ ´pu1γµv5qpu2γ
µp{p34

`m2q{ε3v4q

N4 “ pu1γµv5qpu2{ε3p{p23
`m2qγ

µv4q

N5 “ 2rpu1{p3
v5qpu2{ε3v4q ´ pu1{ε3v5qpu2{p3

v4q ´ pu1γµv5qpu2γ
µv4qpε3p15qs

(2.92)

m1 ist die Masse des Quark-Antiquark-Paares 1, 5 und m2 die Masse des Quark-
Antiquark-Paares 2, 4. Weiterhin ist pij ” pi ` pj und {p “ pµγ

µ.
Benutzen wir ε3p3 “ 0, die definierende Eigenschaft der Gamma-Matrizen γµ,

γµγν ` γνγµ “ 2ηµν , (2.93)

und die Dirac-Gleichung
p{p5
`m1qv5 “ 0, (2.94)
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1 5

3 3

1 5

2 4 2 4

1 5
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3

3

N1 N2 N3

N4 N5

3

Abbildung 2.11.: Die zur Amplitude A
QCD
5,2 beitragenden Feynman-Diagramme. Die drei

Graphen in der oberen Reihe sind MW-Diagramme. Die Numerator N4

und N5 der Graphen in der unteren Reihe lassen sich mittels der Jacobi-
Relationen, N5 “ N1 ´ N2 “ N4 ´ N3, durch Numerator N1, N2, N3

von MW-Graphen ausdrücken.

so erhalten wir
´u1γ

µp{p35
`m1q{ε3v5 “ ´2pu1γ

µv5qpε3p5q ` u1γ
µ
{ε3{p3

v5

“ ´2pu1γ
µv5qpε3p5q ` 2εµ3 pu1{p3

v5q ´ 2pµ3 pu1{ε3v5q ´ u1{ε3{p3
γµv5.

(2.95)

Analog berechnen wir mit u1p{p1
`m1q “ 0:

´u1{ε3p{p13
`m1qγ

µv5 “ ´2pu1γ
µv5qpε3p1q ` u1{p3

{ε3γ
µv5 (2.96)

Damit folgt die Jacobi-Identität N5 “ N1 ´ N2. Durch Umbenennung 1 Ø 2, 4 Ø 5
erhalten wir eine zweite Jacobi-Identität, N5 “ N4´N3. Diese beiden Jacobi-Identitäten
sind eichinvariant.
Die Jacobi-Identitäten erlauben uns die drei farbgeordneten QCD-Amplituden in der

Melia-Basis mit Hilfe der drei unabhängigen Numerator N1, N2, N3 auszudrücken:

AQCD
5,2 p13245q “ i

„

´N1

ˆ

1

s15ps23 ´m2
2q
`

1

s15s24

˙

`N2

ˆ

1

s24ps13 ´m2
1q
`

1

s15ps23 ´m2
2q
`

1

s15s24

˙

´
N3

s15ps23 ´m2
2q



AQCD
5,2 p12345q “ i

„

N1

s15ps23 ´m2
2q
´

N2

s15ps23 ´m2
2q

`N3

ˆ

1

s15ps34 ´m2
2q
`

1

s15ps23 ´m2
2q

˙

AQCD
5,2 p12435q “ i

„

N1

ˆ

1

s24ps35 ´m2
1q
`

1

s15s24

˙

´
N2

s15s24
´

N3

s15ps34 ´m2
2q



(2.97)
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Benutzen wir die Identität s24´ s15 “ s13` s35´ 2m2
1, so folgt hieraus die BCJ-Relation

ps35 ´m
2
1qA

QCD
5,2 p12435q “ ps13 ´m

2
1qA

QCD
5,2 p13245q

` ps13 ` s23 ´m
2
1 ´m

2
2qA

QCD
5,2 p12345q.

(2.98)

Dies entspricht genau der fundamentalen BCJ-Relation für n “ 5 in Gl. (2.73), wobei
wir jedoch die Mandelstam-Variablen sij durch das Produkt 2pipj ersetzen müssen, um
den massiven Fall zu berücksichtigen.
Johansson und Ochirov haben festgestellt, dass die Farbe-Kinematik-Dualität auch

in der QCD gültig ist, d. h. es ist immer möglich Numerator zu finden, welche diesel-
ben Jacobi-Identitäten erfüllen wie die Farbfaktoren [20]. Diese erlauben uns die BCJ-
Numerator NBCJpGq für einen beliebigen Graphen G P Un,k als Linearkombination von
Numeratorn NBCJ

MW pσq von so genannten Mario-World(MW)-Diagrammen zu schreiben.
Das MW-Diagramm ist für eine Ordnung σ P BM

n,k definiert durch die folgenden Bedin-
gungen [77]:

• Gluonen sind direkt mit Quarklinien verbunden, d. h. MW-Diagramme enthalten
keine 3-Gluon-Vertizes.

• Das Gluon, welches die Quarklinie qi ´ qi auf Tiefe i ě 1 mit der Quarklinie
qi`1 ´ qi`1 auf Tiefe i` 1 verbindet, ist rechts von dem Gluon, welches qi ´ qi mit
der Quarklinie qi´1 ´ qi´1 auf Tiefe i´ 1 verbindet.

• Gluonen sind mit der Quarklinie q ´ q auf niedrigst möglicher Tiefe so verbunden,
dass diese rechts von dem Gluon liegt, welches q´ q mit der Quarklinie auf nächst
niedrigerer Tiefe verbindet.

Für k “ 0 Quark-Antiquark-Paare stimmt diese Definition mit der Definition von Kamm-
Diagrammen überein. Für k “ 1 erhält man die MW-Diagramme aus den Kamm-
Diagrammen durch Ersetzen der Gluonlinie 1´n durch eine Quarklinie. MW-Diagramme
für n “ 5, k “ 2 sind in der oberen Reihe in Abb. 2.11 dargestellt. Die Diagramme in
der unteren Reihe sind keine MW-Diagramme, da sie einen 3-Gluon-Vertex enthalten
(rechtes Diagramm) bzw. Gluon 3 links von dem Gluon liegt, welches die Quarklinien
1´ 5 und 2´ 4 verbindet (linkes Diagramm).
Drückt man die farbgeordneten Amplituden durch MW-Numerator aus, so stellt man

fest, dass die Determinante der kinematischen Koeffizienten für 2k ă n, d. h. solange min-
destens ein Gluon vorhanden ist, verschwindet. Dies impliziert BCJ-Relationen zwischen
den QCD-Amplituden in der Melia-Basis [20]. Diese haben formal dieselbe Gestalt wie
für YM-Amplituden in Gl. (2.65). Wir müssen jedoch zwei entscheidende Unterschiede
beachten:

1. Das Wort β darf nur Gluonen enthalten, während α sowohl Gluonen als auch
Quarks bzw. Antiquarks enthalten darf. Insbesondere gibt es für 2k “ n keine
nicht-trivialen BCJ-Relationen.
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2. Damit die BCJ-Relationen auch im massiven Fall gültig bleiben, müssen die
Mandelstam-Variablen sij , welche in der Definition der kinematischen Koeffizien-
ten Fpγ|α, βq auftreten, ersetzt werden durch 2pipj ` 2m2

ij , falls i, j ein Quark-
Antiquark-Paar mit Masse mij ist und durch 2pipj in allen anderen Fällen.

Vermöge der BCJ-Relationen können wir für k ą 1 ein Antiquark und für k ď 1 das
Gluon n ´ 1 auf Position n ´ 1 bringen. Die unter den BCJ-Relationen unabhängigen
QCD-Amplituden sind also AQCD

n,k pσq mit σ PBBCJ
n,k , wobei

BBCJ
n,k ” tσ1σ2 . . . σn PB

M
n,k|σn´1 P tn´ k ` 1, n´ k ` 2, . . . , nuu (2.99)

für k ą 1. Für k ď 1 ist BBCJ
n,1 “ BBCJ

n,0 . Wir bezeichnen BBCJ
n,k als die BCJ-Basis. Sie

enthält

|BBCJ
n,k | “ pn´ 2kq! ¨

ˆ

n´ 3

2k ´ 3

˙

¨
1

k

ˆ

2k ´ 2

k ´ 1

˙

¨ pk ´ 1q! “
2k ´ 2

k!
pn´ 3q! (2.100)

Elemente für k ą 1 und pn´ 3q! Elemente für k ď 1.
Beachte, dass, wie im reinen Gluon-Fall, die allgemeinen BCJ-Relationen aus den fun-

damentalen BCJ-Relationen

p2p2pnqA
QCD
n,k p134 . . . pn´ 1q2nq “

n´2
ÿ

i“2

i
ÿ

k“1

p2p2pkqA
QCD
n,k p134 . . . i2pi` 1q . . . pn´ 1qnq

(2.101)
folgen. Hierbei ist es wichtig, dass Teilchen 2 ein Gluon ist. Alle übrigen Teilchen können
Quarks, Antiquarks oder Gluonen sein. In der obigen Form sind die fundamentalen BCJ-
Relationen auch im massiven Fall gültig, was in [16] bewiesen wurde.

2.7.2. Quadrieren von QCD-Amplituden

Da es auch in der QCD möglich ist, Numerator zu finden, welche die Jacobi-Relationen
erfüllen, liegt es nahe eine gravitationelle Theorie zu betrachten, deren Numerator durch
das Produkt von zwei QCD-Numeratorn und Amplituden, welche wir mit AQCD2

n,k notie-
ren, somit durch

AQCD2

n,k “ ip´1qn´3
ÿ

GPUn,k

NBCJpGq rNBCJpGq
ś

ePEpGq

pse ´m2
eq

(2.102)

gegeben sind. Diese Theorie enthält neben Gravitonen auch massive Teilchen, welche wir
als Double-Copies von Quarks bzw. Antiquarks bezeichnen. Der Name rührt daher, dass
die Polarisationen dieser beschrieben werden durch die Produkte

uαruβ bzw. vαrvβ. (2.103)

Die BCJ-Double-Copy-Darstellung der Amplitude in Gl. (2.102) ist äquivalent zu den
KLT-Relationen für k ď 1 (siehe Anhang C.3). Wie wir jedoch schon am Beispiel n “
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4 “ 2k sehen, stimmen die KLT-Relationen im Allgemeinen nicht mit dem BCJ-Double-
Copy-Verfahren überein. Genauer stellen wir fest, dass die KLT-Ausdrücke

Atry
n,k ” ´i

ÿ

α,βPBBCJ
n,k

AQCD
n,k pαqSrα|βsAQCD

n,k pβq (2.104)

im Allgemeinen nicht-physikalische Amplituden Atry
n,k liefern. Mit

Sr1234|1234s “
2p2p3

2p1p3
Sr1234|1243s “

p2p1p2qp2p2p3q

2p1p3
(2.105)

erhalten wir nämlich im masselosen Fall

Atry
4,2 „

1

s14s13
, (2.106)

was unmöglich Amplitude einer Theorie sein kann, die Lokalität und Unitarität erfüllt,
da diese Funktion Polstellen in zwei überlappenden Kanälen hat [78].
Es ist jedoch möglich eine KLT-Formel anzugeben, welche dieselbe Amplitude liefert

wie Gl. (2.102). Hierzu beachten wir, dass die pn ´ 3q! ˆ pn ´ 3q!-Matrix p´iSαβq ”
p´iSrα|βsq mit α, β PBBCJ

n,0 invers zur pn´ 3q!ˆ pn´ 3q!-Matrix pmαβq ist, die durch

mnpα|βq ” mαβ “ ip´1qn´3`nflippα|βq
ÿ

GPTn,0pαqXTn,0pβq

ź

ePEpGq

1

se
(2.107)

gegeben ist, wie wir in Kapitel 3.1.2 noch sehen werden . Tn,0pαqXTn,0pβq ist hierbei die
Menge derjenigen Graphen, die kompatibel mit den Ordnungen α und β sind. nflippα|βq
bezeichnet die Anzahl der benötigten Vertauschungen von zwei Ästen an einem gemein-
samen Vertex, um einen Graphen G P Tn,0pαq XTn,0pβq mit der externen Ordnung α in
die externe Ordnung β zu überführen. Diese hängt nur von den Ordnungen α und β ab,
nicht jedoch von dem Graphen G. mnpα|βq ist die (doppelt-) farbgeordnete Amplitude
in der bi-adjungierten skalaren Theorie mit Eichgruppe UpNq ˆ Up rNq. Diese Theorie
besteht aus einem Skalarfeld Φ “ φabtat̃b, wobei ta,rtb die Generatoren von U(N) bzw.
U(Ñ) sind und wird beschrieben durch den Lagrangian [79]

Lscalar “
1

2
pBµφ

abqpBµφabq ´
λ

6
fa1a2a3

rf b1b2b3φa1b1φa2b2φa3b3 . (2.108)

Hierbei ist λ eine Kopplungskonstante und fa1a2a3 bzw. rf b1b2b3 die Strukturkonstanten
von U(N) bzw. U( rN). Die volle skalare Amplitude mn erhält man mit der Farbzerlegung

mn “ λn´2
ÿ

αPSn{Zn

ÿ

βPSn{Zn

2trptaαp1qtaαp2q . . . taαpnqq2trpt̃bβp1q t̃bβp2q . . . t̃bβpnqqmnpα|βq.

(2.109)
Es ist offensichtlich, wie wir Gl. (2.107) zu verallgemeinern haben, wenn k der insgesamt

n Teilchen einen Flavor besitzen, k Teilchen den entsprechenden Antiflavor und die Flavor
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paarweise verschieden sind: Wir summieren nur über solche Graphen, die flavorerhaltende
Vertizes besitzen. Lassen wir ferner zu, dass Teilchen mit Flavor eine Masse besitzen, so
ist mnpα|βq zu

pmn,kpα|βq ” ip´1qn´3`nflippα|βq
ÿ

GPTn,kpαqXTn,kpβq

ź

ePEpGq

1

se ´m2
e

(2.110)

zu verallgemeinern. Wir betrachten nun die |BBCJ
n,k |ˆ |B

BCJ
n,k |-Matrix pm ” ppmn,kpα|βqqαβ

mit Indizes aus der BCJ-Basis BBCJ
n,k und definieren den verallgemeinerten KLT-Kern

pS “ ppSαβq als Inverse von pm bis auf einen Vorfaktor:

´ipS ” pm´1 (2.111)

Die verallgemeinerten KLT-Relationen

AQCD2

n,k pp, ε, rεq “ ´i
ÿ

α,βPBBCJ
n,k

AQCD
n,k pα, p, εqpSαβA

QCD
n,k pβ, p, rεq (2.112)

sind damit in der Tat äquivalent zum BCJ-Double-Copy-Verfahren, wie wir für n ď 8
numerisch überprüft haben [21].
Für das Beispiel n “ 4 “ 2k ist die 1 ˆ 1-Matrix pS gegeben durch pS “ ´s14 und wir

haben

AQCD2

4,2 “ ´i
NBCJ

MW p1234q rNBCJ
MW p1234q

s14
“ ´iAQCD

4,2 p1234qpS rAQCD
4,2 p1234q. (2.113)

pS kürzt also die doppelte Polstelle, die wir durch Quadrieren der QCD-Amplitude
AQCD

4,2 p1234q erhalten würden, sodass die Gravitationsamplitude AQCD2

4,2 nur noch eine
Polstelle erster Ordnung in s14 besitzt.
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CHY-Darstellungen

In diesem Kapitel werden wir einen Review zu der CHY-Darstellung geben. Die CHY-
Darstellung lässt sich auf zwei verschiedene Arten formulieren: Als Integral, welches voll-
ständig lokalisiert auf den Lösungen der Streugleichungen ist oder äquivalent als Summe
über die Lösungen der Streugleichungen. Die Streugleichungen können dabei als polyno-
miale Gleichungen geschrieben werden. Somit können wir die Bestimmung von Ampli-
tuden, welche eine CHY-Darstellung besitzen, als Problem in Algebraischer Geometrie
auffassen, nämlich die Berechnung von Summen von rationalen Funktionen über die Ver-
schwindungsmenge eines Ideals, welches durch die Streugleichungen gegeben ist.
Ursprünglich wurde die CHY-Darstellung für reine YM-Theorie und der via KLT-

Relationen mit der YM-Theorie verknüpften (Einstein-)Gravitation formuliert [29, 30],
alsbald jedoch auf weitere Theorien, einschließlich EYM-Theorie und QCD, ausgeweitet
[31–34]. EYM-Theorie ist YM-Theorie minimal gekoppelt an Einstein-Gravitation. Sie
lässt sich beschreiben durch den Lagrangian

LEYM “ ´
2

κ2

b

´detpgµνqR´
1

4

b

´detpgµνqgµ1µ2gν1ν2pFµ1ν1q
i
jpFµ2ν2q

j
i . (3.1)

Die Notation ist dieselbe wie in Gl. (2.2) und Gl. (2.78). Sei im Folgenden G “

tg1, g2, . . . , gru die Menge der Gluonen und H “ tη1, η2, . . . , ηn´ru die Menge der Gra-
vitonen. Amplituden in der EYM-Theorie, welche wir mit AEYM

n,r pG|Hq notieren, lassen
sich gemäß

AEYM
n,r pG|Hq “

´κ

4

¯n´r
gr´2

ÿ

σPSr{Zr

2trptaσpg1qtaσpg2q . . . taσpgrqqAEYM
n,r pσ|Hq ` . . . (3.2)

in einen Teil der nur von der Eichgruppe und einen kinematischen Teil, die farbgeordnete
Ein-Spur-EYM-Amplitude AEYM

n,r pσ|Hq, zerlegen [33]. Die Auslassungspunkte kennzeich-
nen Beiträge mit mehr als einer Spur.
Eine interessante Frage ist, ob wir die im vorherigen Kapitel eingeführte gravitationelle

Amplitude AQCD2

n,k ebenfalls in CHY-Form darstellen können. Bis zum jetzigen Zeitpunkt
wissen wir die Antwort auf diese Frage nicht. Wir werden hier jedoch einen Hinweis
darauf geben, dass auch AQCD2

n,k eine CHY-Darstellung besitzt.
Dieses Kapitel ist in zwei Abschnitte gegliedert. Im ersten Abschnitt führen wir die

Streugleichungen ein und diskutieren ihre Eigenschaften bzw. die Eigenschaften ihrer
Lösungen. Im zweiten Abschnitt geben wir die CHY-Darstellungen für Ein-Spur-EYM-
Amplituden, Amplituden in der QCD und für AQCD2

n,k im Fall k “ 2, n “ 4 und k “ 2,
n “ 5 an.
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3. Streugleichungen und CHY-Darstellungen

3.1. Die Streugleichungen

Wir betrachten den Modulraum der n-fach punktierten Riemannschen Sphäre

M0,n ” tpz1, z2, . . . , znq P CPn|i ‰ j ñ zi ‰ zju{PSLp2,Cq. (3.3)

Hierbei ist CP1 ” C Y t8u die Riemannsche Sphäre und PSL(2,Cq ” SLp2,Cq{t˘1u,
wobei SL(2,Cq “ tA P C2ˆ2|detpAq “ 1u die spezielle lineare Gruppe und 1 die 2 ˆ 2-
Einheitsmatrix ist. Elemente aus PSL(2,Cq können wir mit Möbiustransformationen

CP1 Ñ CP1, z ÞÑ
az ` b

cz ` d
, (3.4)

identifizieren (a, b, c, d P C mit ad´ bc ‰ 0) und PSL(2,Cq wirkt komponentenweise auf
den Vektor pz1, z2, . . . , znq P CPn. Wie wir noch genauer in Kapitel 4 sehen werden, ist
der Modulraum M0,n sehr gut zur Beschreibung von Amplituden geeignet, da in M0,n

die Faktorisierung von Amplituden kodiert ist.
Als Nächstes wollen wir eine Abbildung von dem „Hilfsraum“ M0,n in den Raum der

Kinematik ΦD
n mit

ΦD
n ” tpp1, p2, . . . , pnq P

`

MD
C
˘n
|p1 ` p2 ` ¨ ¨ ¨ ` pn “ 0, p2

1 “ p2
2 “ ¨ ¨ ¨ “ p2

n “ 0u, (3.5)

wobei MD
C die Komplexifizierung des D-dimensionalen Minkowski-Raums

MD ” pRD, pηµνqq mit ηµν ” diagp1,´1,´1, . . . ,´1q P RDˆD (3.6)

bezeichnet, angeben. Wir verwenden hierfür den Ansatz [28, 29]

pi “
1

2πi

¿

|w´zi|“ε

kpwq

pw ´ z1qpw ´ z2q . . . pw ´ znq
dw mit i P t1, 2, . . . , nu. (3.7)

Hierbei ist p ” pp1, p2, . . . , pnq P Φ
D
n , pz1, z2, . . . , znq PM0,n und ε ą 0 hinreichend klein.

k ist ein zunächst beliebiges Polynom. Wegen der Impulserhaltung
ř

i pi “ 0 folgt jedoch
aus dem Integralsatz von Cauchy sofort die Einschränkung degpkq ď n´ 2 an den Grad
des Polynoms. Tatsächlich muss sogar degpkq “ n ´ 2 sein, denn wäre der Grad von k
echt kleiner als n´ 2, so würde Gl. (3.7) weitere Bedingungen an pi liefern.

Aus Gl. (3.7) folgt mit dem Residuensatz weiterhin

pi

n
ź

j“1,j‰i

pzi ´ zjq “ kpziq
p2
i“0

ùùùñ pkpziqq
2
“ 0 @i P t1, 2, . . . , nu. (3.8)

Dies reicht jedoch nicht, um k2 und damit die Abbildung in Gl. (3.7) eindeutig festzule-
gen. Wir fordern deshalb, dass k und somit auch die rationale Funktion

ωpzq ”
kpzq

pz ´ z1qpz ´ z2q . . . pz ´ znq
(3.9)
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3. Streugleichungen und CHY-Darstellungen

auf den Lichtkegel im Minkowski-Raum abbildet, d. h. ω2pzq “ 0 für alle z P CP1.
Partialbruchzerlegung von ω liefert wegen Resz“ziωpzq “ pi (man beachte, dass der
Zählergrad von ω echt kleiner als der Nennergrad ist):

ωpzq “
n
ÿ

i“1

pi
z ´ zi

(3.10)

Berechnung der Residuen von

ω2pzq “
ÿ

1ďiăjďn

2pipj
pz ´ ziqpz ´ zjq

“ 0 (3.11)

bei zi gibt uns eine Beziehung zwischen p und z ” pz1, z2, . . . , znq [28, 29]:

fipz, pq ”
n
ÿ

j“1,j‰i

2pipj
zij

“ 0 @i P t1, 2, . . . , nu (3.12)

Hierbei ist zij ” zi ´ zj . Da man Streuamplituden mit Hilfe dieser Gleichungen formu-
lieren kann, wie wir später feststellen werden, bezeichnen wir sie als Streugleichungen.
Jedes z, welches Gl. (3.12) erfüllt, bezeichnet man als Lösung der Streugleichungen.

Hierbei fassen wir z als Element von M0,n auf, denn wegen

fipz
1, pq “ pczi ` dq

2 fipz, pq
loomoon

“0

´cpczi ` dq
n
ÿ

j“1,j‰i

2pipj

loooooomoooooon

“0

“ 0, (3.13)

wobei z1 “ pz11, z12, . . . , z1nq die PSL(2,C)-Transformierte von z bezeichnet, sind die Streu-
gleichungen PSL(2,C)-invariant. Die Lösungsmenge der Streugleichungen notieren wir
mit

Zn ” tz P CPn|fipz, pq “ 0 @i P t1, 2, . . . , nuu{PSLp2,Cq. (3.14)

Die PSL(2,C)-Eichfreiheit können wir fixieren, indem wir drei zi’s vorgeben. Unsere üb-
liche Wahl ist z1 “ 0, zn´1 “ 1 und zn “ 8. Für diese Wahl lauten die Streugleichungen
für n “ 4

´
2p1p2

z2
´ 2p1p3 “ 0,

2p1p2

z2
`

2p2p3

z2 ´ 1
“ 0, 2p1p3 `

2p2p3

1´ z2
“ 0. (3.15)

Jede dieser drei Gleichungen hat die Lösung

z2 “ ´
2p1p2

2p1p3
. (3.16)

Die Streugleichung für i “ 4 ist für die gewählte Eichung automatisch erfüllt. Allgemeiner
folgt mit der binomischen Formel

zαi ´ z
α
j

zi ´ zj
“

α´1
ÿ

k“0

zα´1´k
i zkj (3.17)
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für α P N0 und der Antisymmetrie von 2pipj{zij unter der Vertauschung von i und j,
dass

n
ÿ

i“1

fipz, pqz
α´1
i “

1

2

ÿ

i,j
i‰j

2pipj

α´2
ÿ

k“0

zα´2´k
i zkj (3.18)

gilt. Wegen Impulserhaltung und p2
i “ 0 verschwindet diese Summe für α P t1, 2, 3u,

weswegen nur n´ 3 der n Streugleichungen unabhängig voneinander sind.

3.1.1. Die polynomiale Form der Streugleichungen

Auch wenn es prinzipiell möglich ist die Streugleichungen fipz, pq “ 0 numerisch, z. B.
mit dem in [29] angegebenen Algorithmus, zu lösen, stellt dies für große n eine ernst-
hafte Herausforderung dar. Man ist deshalb gezwungen nach effizienteren Methoden zur
Berechnung der Lösungsmenge Zn zu suchen.
Einen Schritt in diese Richtung stellt Gl. (3.18) dar. Zwar sind die polynomialen Glei-

chungen

gαpz, pq ”
1

2

ÿ

i,j
i‰j

2pipj

α´2
ÿ

k“0

zα´2´k
i zkj “ 0 (3.19)

für α “ 1, 2, 3 automatisch erfüllt, wie wir gesehen haben – für α “ 4, 5, . . . , n liefern diese
Gleichungen jedoch eine Beziehung zwischen den kinematischen Daten und z P M0,n,
welche äquivalent zu den Streugleichungen fipz, pq “ 0 sind, da die durch Z “ pzj´1

i q für
i, j P t1, 2, . . . , nu gegebene nˆ n-Matrix die Determinante

detpZq “
ź

1ďiăjďn

pzj ´ ziq ‰ 0 (3.20)

(Vandermonde-Determinante) auf M0,n besitzt und somit invertierbar ist [80].
Dolan und Goddard haben in [80] gezeigt, dass die Gleichungen gαpz, pq “ 0 wiederum

äquivalent zu

hjpz, pq ”
1

j!

ÿ

τPSjpAq

`

p1 ` pτp1q ` ¨ ¨ ¨ ` pτpjq
˘2

ź

iPAτ

zi, j P t1, 2, . . . , n´ 3u, (3.21)

sind. SjpAq bezeichnet dabei die Menge der j-Permutationen auf A ” t2, 3, . . . , n ´ 1u,
d. h. der Menge der injektiven Abbildungen von t1, 2, . . . , ju nach A und Aτ ist die Menge
Aτ ” Aztτp1q, τp2q, . . . , τpjqu. Die Eichinvarianz der Streugleichungen wurde teilweise
durch die Wahl z1 “ 0 und zn “ 8 fixiert.1 Für n “ 5 haben wir beispielsweise (wir
setzen zn´1 “ 1 und benutzen Impulserhaltung)

h1pz, pq “s12z3 ` s13z2 ` s14z2z3, (3.22)
h2pz, pq “s45 ` s35z3 ` s25z2 (3.23)

1In [80] wird die Eichung z1 “ 8, zn “ 0 verwendet. Deshalb folgt Gl. (3.21) aus der ursprünglichen
Form der polynomialen Gleichungen in [80] durch Anwenden der Möbiustransformation z ÞÑ 1{z.
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mit sij “ ppi ` pjq2.
Die polynomialen Gleichungen (3.21) sind – im Gegensatz zu den Gleichungen

gαpz, pq “ 0 – linear in z2, z3, . . . , zn´1. Da ferner hj den Grad j hat, folgt mit dem
Satz von Bézout, dass das System der Streugleichungen entweder unendlich viele oder
genau pn ´ 3q! Lösungen besitzt, wenn wir Lösungen pz2, z3, . . . , zn´1q als Elemente im
projektiven Raum CPn´3 auffassen [81]. Die Menge Zn besitzt also pn´3q! Elemente für
eine generische Kinematik.
Der Vorteil der polynomialen Streugleichungen ist nicht nur, dass sich diese numerisch

schneller lösen lassen – es stehen ferner Methoden aus der algebraischen Geometrie zur
Verfügung, um Summen der Form

ÿ

zPZn

rpz2, z3, . . . , zn´2q, (3.24)

wobei r eine rationale Funktion in z2, z3, . . . , zn´2 ist, systematisch zu berechnen, ohne
die Lösungen der Streugleichungen zu kennen. Eines dieser Verfahren möchten wir hier
kurz vorstellen [39]. Eine andere Methode zur Berechnung der obigen Summe, welche
auch auf den polynomialen Gleichungen basiert, findet sich in [41]. Eine Darstellung der
algebraischen Grundbegriffe, die wir hier verwenden, ist im Anhang D zusammengestellt.
Wir betrachten das von den Polynomen hj erzeugte Ideal I ” xh1, h2, . . . , hn´3y im

Ring R ” Crz2, z3, . . . , zn´2s. In dieser Sprache ist Zn die Verschwindungsmenge VpIq
des Ideals I. Ist r “ r1{r2 mit r1, r2 P R und r2pzq ‰ 0 für alle z P Zn, so lässt sich die
Summe in (3.24) nach folgender Methode berechnen [39]:

1. Berechne die Gröbnerbasis G von I bzgl. einer Monomordnung ď und folgere
hieraus die Menge B der Basismonome von pI,ďq. Die Menge der Äquivalenz-
klassen rB ” trbs|b P Bu, wobei

rb1s “ rb2s ô b1 ´ b2 P I, (3.25)

ist eine Basis des Quotienten R{I und enthält (für eine generische Kinematik)
pn´ 3q! Elemente.

2. Berechne die Wirkung der Endomorphismen Mr1 und M´1
r2 auf rB. Hierbei ist Mf

für f P R definiert durch

Mf : R{I ÝÑ R{I, rgs ÞÝÑ rf s ¨ rgs “ rfgs. (3.26)

3. Die Eigenwerte von Mf lassen sich durch

λ ist Eigenwert von Mf ðñ λ P fpVpIqq (3.27)

charakterisieren [82].2 Als Folgerung haben wir also:
ÿ

zPZn

rpz2, z3, . . . , zn´2q “ tr
`

Mr1M
´1
r2

˘

(3.28)

2Dies impliziert insbesondere, dass Mr2 invertierbar ist, falls r2 ‰ 0 auf VpIq “Zn.
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Um die Berechnung der Summe in (3.24) zu illustrieren, betrachten wir das Beispiel
n “ 5 und r1 “ z2, r2 “ z3. Natürlich können wir in diesem Fall die Streugleichungen
auch algebraisch lösen, indem wir h2ppz2, z3q, pq “ 0 nach z2 “ z2pz3q auflösen und die in
z3 quadratische Gleichung h2ppz2pz3q, z3q, pq “ 0 lösen – wir wollen jedoch hier das obige
Verfahren anwenden.
Die Gröbnerbasis für das Ideal I “ xh1, h2y bzgl. der lexikografischen Ordnung mit

z2 ď z3 ist G “ tγ1, γ2, γ3u, wobei

γ1 “ s12s45 ` ps14s45 ´ s13s35 ` s12s25qz2 ` s14s25z
2
2 ,

γ2 “ s45 ` s25z2 ` s35z3,

γ3 “ s13z2 ` s12z3 ` s14z2z3.

(3.29)

Das Ideal der Leitterme ist somit xz2
2 , z3, z2z3y. Hieraus folgt, dass die Menge der Basis-

monome gegeben ist durch B “ t1, z2u. Der Divisionsalgorithmus liefert nun die Wirkung
von Mz2 und M´1

z3 auf die Basismonome:

Mz2r1s “ rz2s

Mz2rz2s “ ´
s12s45

s14s25
r1s `

´s12s25 ` s13s35 ´ s14s45

s14s25
rz2s

M´1
z3 r1s “

s12s25 ´ s13s35

s13s45
r1s `

s14s25

s13s45
rz2s

M´1
z3 rz2s “ ´

s12

s13
r1s ´

s14

s13
rz2s

(3.30)

Damit erhalten wir schließlich

ÿ

zPZ5

z2

z3
“ tr

`

Mz2M
´1
z3

˘

“

ˆ

´
s12s45

s14s25

s14s25

s13s45

˙

`

ˆ

´
s12

s13
`
s14

s13

s12s25 ´ s13s35 ` s14s45

s14s25

˙

“ ´
s12

s13
`
s14s45 ´ s13s35

s25s13
.

(3.31)

3.1.2. Die KLT-Orthogonalität

Wir diskutieren in diesem Abschnitt eine beachtliche Eigenschaft der Lösungen der Streu-
gleichungen, nämlich die Orthogonalität von zwei verschiedenen Lösungen jener Gleichun-
gen bezüglich des KLT-Produktes, welches wir im Folgenden einführen.
Hierzu definieren wir zunächst für σ ” σ1σ2 . . . σn PBn und z PM0,n den so genannten

Parke-Taylor-Faktor Cpσ, zq durch

Cpσ, zq ”
1

zσ1σ2zσ2σ3 . . . zσnσ1

. (3.32)

Die Vektoren
pCpσ, zqqzPZn (3.33)
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mit σ PBn sind nicht linear unabhängig. Neben der offensichtlichen zyklischen Invarianz
erfüllt der Parke-Taylor-Faktor auch die KK- und BCJ-Relationen

Cp1αnβ, zq “p´1q|β|
ÿ

σPα�βT

Cp1σn, zq, (3.34a)

Cp1αpn´ 1qβn, zq “
ÿ

δPSpβq

ÿ

γPα�δ

Cp1σpn´ 1qn, zqFpγ|α, βq, (3.34b)

wobei wir dieselben Bezeichnungsweisen wie in Gl. (2.19) und Gl. (2.65) verwenden.
Während für die erste der beiden Gleichungen es unerheblich ist, ob z eine Lösung der
Streugleichungen ist, ist für die Gültigkeit der zweiten Gleichung z PZn entscheidend.
Es ist bemerkenswert, dass die pn´3q! Vektoren in Gl. (3.33) mit z. B. σ PBBCJ

n,0 linear
unabhängig sind und damit insbesondere die Anzahl linear unabhängiger Vektoren der
Anzahl der Lösungen der Streugleichungen entspricht. Wir betrachten deshalb die Parke-
Taylor-Faktoren als quadratische pn ´ 3q! ˆ pn ´ 3q!-Matrizen pCzαq und pCzβq, welche
durch

Czα ” Cpα, zq, C
zβ
” Cpβ, zq für α, β PBBCJ

n,0 , z PZn, (3.35)

definiert sind. Der Zeilenindex dieser Matrizen nummeriert also die Lösungen der Streu-
gleichungen, während durch den Spaltenindex die Ordnung des Parke-Taylor-Faktors
indiziert wird. β entsteht durch Vertauschen der letzten beiden Buchstaben aus β. Auf
Zn ˆZn definieren wir die quadratische Form p¨, ¨q bezüglich des durch Gl. (2.81) gege-
benen KLT-Kerns Srα|βs:

pz, z1q ”
ÿ

α,βPBBCJ
n,0

CzαSrα|βsC
z1β für z, z1 PZn (3.36)

Die KLT-Orthogonalität besagt, dass die Lösungen z und z1 der Streugleichungen in
dem folgenden Sinne orthogonal sind [29, 83]:

pz, z1q2 “ δzz1pz, zqpz
1, z1q (3.37)

Setzt man die Definition des Produktes p¨, ¨q ein, so hat man
ÿ

α,βPBBCJ
n,0

CzαSrα|βsC
z1β 1

pz, zq
“ δzz1 . (3.38)

Insbesondere besitzt die Matrix pCzαq vollen Zeilenrang und ist somit als quadratische
Matrix invertierbar.3 Die Inverse bezeichnen wir mir pCαzq. Nach Multiplikation dieser
Gleichung mit CδzCz

1γ , wobei δ, γ P BBCJ
n,0 , und Summation über alle z, z1 P Zn erhält

man
ÿ

βPBBCJ
n,0

Srδ|βs
ÿ

zPZn

Czγ
1

pz, zq
C
zβ
“

ÿ

α,βPBBCJ
n,0

Srα|βs
ÿ

z,z1PZn

CδzC
zα 1

pz, zq
Cz

1γC
z1β

“
ÿ

z,z1PZn

δzz1CδzC
z1γ “ δδγ .

(3.39)

3Die Vektoren in Gl. (3.33) mit σ P BBCJ
n,0 sind damit – wie behauptet – linear unabhängig.
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Damit können wir eine physikalische Interpretation von Srα|βs angeben. Wegen Gl. (3.39)
ist die pn´ 3q!ˆ pn´ 3q! Matrix p´iSαβq ” p´iSrα|βsq invers zur Matrix

˜

i
ÿ

zPZn

Czα
1

pz, zq
Czβ

¸

αβ

, (3.40)

wobei Matrixindizes aus der BCJ-Basis BBCJ
n,0 stammen. Dies ist aber die so genannte

CHY-Darstellung der skalaren Amplitude mnpα|βq, welcher wir bereits in Kapitel 2.7.2
begegnet sind [30].

3.1.3. Die massiven Streugleichungen

Bisher haben wir Impulse als masselos angenommen. Wir wollen im Folgenden die mas-
siven Streugleichungen durch dimensionale Reduktion der masselosen Streugleichungen
einführen.
Wir betrachten eine Impulskonfiguration p ” pp1, p2, . . . , pnq P Φ

mass,D
n mit

Φmass,D
n ” tpp1, p2, . . . , pnq P

`

MD
C
˘n
|p1 ` p2 ` ¨ ¨ ¨ ` pn “ 0, p2

i “ m2
i u, (3.41)

wobei wir mi “ 0 zulassen, und wählen (euklidische) Vektoren π P Rk so, dass P “

pP1, P2, . . . , Pnq P ΦD`k
n . Hierbei ist Pi “ ppi, πiq. Dies ist äquivalent zu den beiden

Forderungen

π1 ` π2 ` ¨ ¨ ¨ ` πn “ 0 und π2
i “ m2

i @i P t1, 2, . . . , nu. (3.42)

Die massiven Streugleichungen zur Impulskonfiguration p sind die masselosen Streuglei-
chungen zu P [35, 36]:

fmass
i pz, pq ”

n
ÿ

j“1,j‰i

2pipj ´ 2πiπj
zij

“ fipz, P q “ 0, i P t1, 2, . . . , nu (3.43)

Analog zum masselosen Fall erfüllen die massiven Streugleichungen die Relationen
n
ÿ

i“1

fmass
i pz, pqzα´1 “ 0 (3.44)

für α P t1, 2, 3u, was zur Folge hat, dass nur n ´ 3 dieser Gleichungen unabhängig von-
einander sind. Weiterhin sind die massiven Streugleichungen invariant unter PSL(2,C)
und besitzen (bis auf PSL(2,C)-Transformationen) pn ´ 3q! Lösungen. Die Menge der
Lösungen der massiven Streugleichungen notieren wir mit

Zmass
n ” tz P CPn|fmass

i pz, pq “ 0 @i P t1, 2, . . . , nuu{PSLp2,Cq. (3.45)

Ebenso bleibt die KLT-Orthogonalität gültig, wenn wir im KLT-Kern pipj durch pipj ´
πiπj ersetzen, d. h. wenn wir Srα|βs ersetzen durch

Smassrα|βs ” p´1qn
n´2
ź

i“2

«

2pα1pαi ´ 2πα1παi `
i´1
ÿ

j“2

θβpαi, αjqp2pαipαj ´ 2παiπαj q

ff

.

(3.46)
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Hierbei ist wichtig, dass die Vektoren πi die Bedingungen in Gl. (3.42) erfüllen.
Abschließend betrachten wir noch ein Beispiel, welches für die Anwendung auf QCD-

Amplituden wichtig ist. Wir nehmen an, dass Teilchen i und n´ i`1 mit i P t1, 2, . . . , ku
und 2k ď n die Massen mi haben. Alle anderen Teilchen seien masselos. Wir wählen
dann die Vektoren πi für i P t1, 2, . . . , ku oder i P tn´ k` 1, n´ k` 2, . . . , nu wie folgt:

π1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

m1

0
...

0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, πn “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´m1

0
...

0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, . . . , πk “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0

0
...

mk

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, πn´k`1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0

0
...

´mk

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(3.47)

Für alle übrigen πi wählen wir

πi “ 0, i P tk ` 1, k ` 2, . . . , n´ ku. (3.48)

Mit dieser Wahl sind die Bedingungen an πi in Gl. (3.42) offenbar erfüllt.

3.2. Die CHY-Darstellung

Die Streugleichungen können dazu verwendet werden, um explizite Darstellungen von
Amplituden anzugeben. Die n-Teilchen Amplitude An wird in diesem Formalismus als
Integral dargestellt, das vollständig auf den Lösungen der Streugleichungen lokalisiert
ist:4

An “ i

ż

dz1dz2 . . . dzn
|PSLp2,Cq|

n
ź1

i“1

δpfipz, pqqIpzq (3.49)

Wir bezeichnen dies als CHY-Darstellung. Hierbei wird durch das „gestrichene Produkt“

n
ź1

i“1

δ pfipz, pqq ” p´1qκ`λ`µzκλzλµzµκ

n
ź

i“1
i‰κ,λ,µ

δ pfipz, pqq (3.50)

berücksichtigt, dass nur n´3 Streugleichungen unabhängig voneinander sind. Diese Defi-
nition ist unabhängig von der Wahl der (paarweise verschiedenen) κ, λ, µ P t1, 2, . . . , nu.
Da die Streugleichungen invariant unter PSLp2,Cq-Transformationen sind, ist durch das
Volumen von PSLp2,Cq, welches wir mit |PSLp2,Cq| notieren, zu dividieren.
Der Integrand Ipzq hängt von der betrachteten Theorie ab, insbesondere kann dieser

somit explizit von Impulsen und Polarisationsvektoren abhängen. In der Regel faktorisiert
der Integrand in zwei Teile,

Ipzq “ ILpzqIRpzq, (3.51)
4Wir diskutieren hier den masselosen Fall, wie er erstmals im Jahr 2013 von Cachazo, He und Yuan
vorgestellt wurde. Es ist jedoch problemlos möglich alles hier Dargestellte auf den massiven Fall zu
übertragen [34].
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wobei ein jedes sich wie

IXpzq ÞÝÑ
n
ź

i“1

pczi ` dq
2IXpzq, X P tL,Ru, (3.52)

unter der PSLp2,Cq-Transformation in Gl. (3.4) transformiert, weshalb wir IL und IR
als Halbintegranden bezeichnen. Dieses Transformationsverhalten stellt sicher, dass die
Amplitude invariant unter PSLp2,Cq ist.
Bevor wir uns den expliziten Darstellungen der Halbintegranden für EYM-Amplituden

bzw. für QCD widmen, möchten wir die obige Integration ausführen und die Amplitude
als Summe über die Lösungen der Streugleichungen darstellen. Hierzu fixieren wir die
PSLp2,Cq-Eichfreiheit nach Faddeev-Popov, indem wir drei Komponenten einer Lösung
z der Streugleichungen, etwa zl, l P tp, q, ru Ă t1, 2, . . . , nu, für paarweise verschiedene
p, q und r, festhalten. Es ist dann

dz1dz2 . . . dzn
|PSLp2,Cq|

“ p´1qp`q`rzpqzqrzrp

n
ź

i“1
i‰p,q,r

dzi. (3.53)

Da die Delta-Funktionen im Integranden mit den Funktionen fi verkettet sind, erhalten
wir ferner die Funktionaldeterminante der Abbildung

Φ : z ” pz1, z2, . . . , pzp, . . . , pzq, . . . , pzr, . . . , znq

ÞÝÑ pf1pz, pq, f2pz, pq, . . . , {fκpz, pq, . . . , {fλpz, pq, . . . , {fµpz, pq, . . . , fnpz, pqq.
(3.54)

Man beachte dabei, dass aufgrund unserer Eichfixierung der p-te, q-te und r-te Listen-
eintrag von z sowie, da das Produkt in Gl. (3.50) sich nur über i ‰ κ, λ, µ erstreckt, die
κ-te, λ-te und µ-te Komponente von Φpzq gestrichen werden müssen. Diese Streichung
kennzeichnen wir in Gl. (3.54), in der wir ohne Einschränkung p ă q ă r und κ ă λ ă µ
angenommen haben, durch Hüte. Die Funktionaldeterminante detpJΦq dieser Funktion
ist die Determinante der Matrix, die aus der durch

Bfa
Bzb
pz, pq “

$

’

&

’

%

2papb
z2
ab

falls a ‰ b,
n
ř

c“1,c‰a

´2papc
z2
ac

sonst,
a, b P t1, 2, . . . , nu, (3.55)

gegebenen n ˆ n-Matrix durch Streichen der κ-ten, λ-ten und µ-ten Zeilen sowie der
p-ten, q-ten und r-ten Spalten entsteht. Definieren wir nun den Jacobi-Faktor Jpz, pq
gemäß

Jpz, pq ” p´1qp`q`r`κ`λ`µ
zpqzqrzrpzκλzλµzµκ

detpJΦq
, (3.56)

so folgt aus Gl. (3.49)
An “ i

ÿ

zPZn

Jpz, pqIpzq. (3.57)
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3.2.1. CHY-Darstellung für EYM-Amplituden

Um die Integranden der EYM-Theorie zu definieren, betrachten wir zunächst eine Teil-
menge H “ tη1, η2, . . . , ηmu Ă t1, 2, . . . , nu und definieren G als das Komplement von H,
G “ t1, 2, . . . , nuzH. Es sei |G| “ n´m “ r. Für eine Permutation σ ” σ1σ2 . . . σr P SG
und ein z PM0,n definieren wir als Verallgemeinerung von Gl. (3.32)

Crpσ, zq ”
1

zσ1σ2zσ2σ3 . . . zσrσ1

(3.58)

für 2 ď r ď n. Für r “ 0 setzen wir C0pσ, zq ” 1 und für r “ 1 definieren wir C1pσ, zq ” 0.
Wir schreiben auch Crpσq statt Crpσ, zq und Cpσ, zq bzw. Cpσq statt Cnpσ, zq.
Weiter betrachten wir für 1 ď m ď n die schiefsymmetrische 2mˆ 2m-Matrix

ΨHpz, p, rεq ”

¨

˝

A ´CT

C B

˛

‚ (3.59)

mit den mˆm-Matrizen A “ pAijq, B “ pBijq und C “ pCijq, die durch

Aij ”

$

&

%

2pηipηj
zηiηj

i ‰ j,

0 i “ j,
Bij ”

$

&

%

2rεηi rεηj
zηiηj

i ‰ j,

0 i “ j,
Cij ”

$

’

&

’

%

2rεηipηj
zηiηj

i ‰ j,
n
ř

k“1,k‰ηi

´2rεηipηk
zηik

i “ j

(3.60)
definiert sind. Das Tupel rε von Polarisationsvektoren ist gegeben durch rε “ prεη1 ,
rεη2 , . . . , rεηmq. Man beachte, dass die Summe in Cii sich über alle k ‰ ηi erstreckt und
nicht nur über die Teilmenge von H mit k ‰ ηi. Wir definieren damit für 0 ď m ď n´ 1
den Polarisationsfaktor EHpz, p, rεq durch

EHpz, p, rεq ”

$

’

&

’

%

1 für m “ 0,

pfpΨHpz, p, rεqq für 1 ď m ď pn´ 2q,

0 für m “ n´ 1.

(3.61)

Mit pfpXq notieren wir die pfaffsche Determinante der schiefsymmetrischen 2m ˆ 2m-
Matrix X. Diese lässt sich rekursiv definieren über

pfpXq ”
n
ÿ

j“2

p´1qja1jpfpX1jq, (3.62)

wobei X1j die Matrix bezeichnet, die aus X durch Streichen der ersten und j-ten Zeilen
und Spalten aus X entsteht, mit der Vereinbarung pfpXq ” 1 für eine 0ˆ 0-Matrix X.
Für m “ n können wir den Polarisationsfaktor nicht als pfaffsche Determinante de-

finieren, denn für Lösungen z der Streugleichungen überzeugt man sich leicht (unter
Verwendung der Impulserhaltung), dass die Vektoren

v1 “ p1, 1, . . . , 1
loooomoooon

n mal

, 0, 0, . . . , 0
loooomoooon

n mal

q und

v2 “ pz1, z2, . . . , zn, 0, 0, . . . , 0
loooomoooon

n mal

q
(3.63)
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Eigenvektoren von ΨHpz, p, rεq zum Eigenwert 0 sind, was zur Folge hat, dass die pfaffsche
Determinante von ΨH in diesem Fall verschwindet. Wir streichen deshalb Zeilen und
Spalten i, j mit 1 ď i ă j ď n von ΨH und notieren die resultierende Matrix mit Ψ ij

H .
Wir definieren dann für m “ n:

EHpz, p, rεq ”
p´1qi`j

2zij
pfpΨ ij

H pz, p, rεqq (3.64)

Dies ist unabhängig von der Wahl von i und j und wird auch als reduzierte pfaffsche
Determinante von ΨH bezeichnet und mit pf1pΨH pz, p, rεqq notiert. Wir schreiben auch
kurz Em für EH und speziell für m “ n lassen wir auch den Index weg und schreiben E
statt EH .
Nun sind wir in der Lage die Halbintegranden für Ein-Spur-EYM-Amplituden anzu-

geben. Es sei H die Menge der Gravitonen und entsprechend G die Menge der Gluonen.
Dann haben wir [32]

IEYM
L pzq “ Crpσ, zqEHpz, p, rεq, IEYM

R pzq “ Enpz, p, εq. (3.65)

σ P Sr bezeichnet hierbei die externe Ordnung der Gluonen und es ist ε “ pε1, ε2, . . . , εnq.
Mit

1

zij
ÞÝÑ

pczi ` dqpczj ` dq

zij
(3.66)

unter PSLp2,Cq-Transformationen folgt das korrekte Transformationsverhalten der Hal-
bintegranden (vgl. Gl. (3.52)). Weiterhin sind die Halbintegranden invariant unter der
Ersetzung rεi ÞÑ rεi ` cpi (bzw. εi ÞÑ εi ` cpi) für jede Konstante c und i P H (bzw.
i P t1, 2, . . . , nu) und somit die EYM-Amplitude manifest eichinvariant. Dies folgt zum
einen aus der Multilinearität des Polarisationsfaktors EHpz, p, rεq in rε und zum anderen
aus der Gleichheit der i-ten und der pi`nq-ten Zeilen der Matrix ΨHæ

rεηi ÞÑpηi
für Lösun-

gen der Streugleichungen, wobei der Polarisationsvektor rεηi durch den Impuls pηi ersetzt
wird, was das Verschwinden der (reduzierten) pfaffschen Determinante zur Folge hat.
Insbesondere erhält man für r “ n die YM-Halbintegranden und für r “ 0 die Hal-

bintegranden in der Gravitation. Wir haben also für die farbgeordnete YM-Amplitude
AYM
n pσ, p, εq und die Graviton-Amplitude AG

n pp, ε, rεq [31, 84]:

AYM
n pσ, p, εq “ i

ÿ

zPZn

Jpz, pqCpσ, zqEpz, p, εq (3.67)

AG
n pp, ε, rεq “ i

ÿ

zPZn

Jpz, pqEpz, p, εqEpz, p, rεq (3.68)

Graviton-Amplituden erhält man also aus YM-Amplituden durch das CHY-Double-
Copy-Verfahren [29]:

Cpσ, zqEpz, p, εq ÞÝÑ Epz, p, rεqEpz, p, εq (3.69)
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Dies lässt sich auch aus den KLT-Relationen in Gl. (2.80) folgern:

AG
n “ ´i

ÿ

α,βPBBCJ
n,0

AYM
n pα, p, εqSrα|βsAYM

n pβ, p, rεq

“ i
ÿ

z,z1PZn

Jpz, pqJpz1, pqEpz, p, εqEpz1, p, rεq
ÿ

α,βPBBCJ
n,0

Cpα, zqSrα|βsCpβ, z1q

“ i
ÿ

zPZn

Jpz, pqJpz, pqpz, zqEpz, p, εqEpz, p, rεq “ i
ÿ

zPZn

Jpz, pqEpz, p, εqEpz, p, rεq

(3.70)

Hierbei haben wir im zweiten Schritt die CHY-Darstellung von YM-Amplituden einge-
setzt, im dritten Schritt die KLT-Orthogonalität (siehe Gl. (3.38)) verwendet und im
letzten Schritt die Identität Jpz, pq “ 1{pz, zq für z PZn ausgenutzt [31].
Andererseits können wir EYM-Amplituden aus Graviton-Amplituden durch eine Ope-

ration erhalten, die als „sqeezing“ bezeichnet wird [33]. Hierbei werden Gravitonen durch
Gluonen „ersetzt“. Bezeichnen wir die Menge der zu ersetzenden Gravitonen mit G, so
ersetzen wir in der Matrix Ψ ”Ψt1,2,...,nupz, p, rεq die Zeilen pΨijqj mit i P G und die Spal-
ten pΨijqi mit j P G durch die Summe dieser Zeilen bzw. Spalten. Dasselbe tun wir für
die Zeilen i P n`G und Spalten j P n`G. Weiter ersetzen wir in den so entstandenen
Zeilen und Spalten alle auftretenden Polarisationsvektoren rεa durch zarεa. Alle anderen
Zeilen und Spalten bleiben indes unverändert. Nennen wir die auf diese Weise entstande-
ne p2m` 2q ˆ p2m` 2q-Matrix Πpz, p, rεq, wobei m die Anzahl der nicht zu ersetzenden
Gravitonen ist bzw. der Gravitonen in der EYM-Amplitude, so erhält man Ein-Spur-
EYM-Amplituden aus Amplituden in der Gravitation durch die Ersetzungsregel

Epz, p, rεqEpz, p, εq ÞÝÑ Cn´mpσ, zqpf 1pΠpz, p, rεqqEpz, p, εq. (3.71)

Man kann zeigen, dass die reduzierte pfaffsche Determinante von Πpz, p, rεq nur von rεa
mit a P H “ t1, 2, . . . , nuzG abhängt und mit EHpz, p, rεq übereinstimmt [33].
Man beachte, dass im CHY-Formalismus die KK- und BCJ-Relationen für YM-

Amplituden offensichtlich erfüllt sind, da der Parke-Taylor-Faktor diese Relationen er-
füllt (vgl. Gl. (3.34a) und Gl. (3.34b)). Ferner gelten die KK- und BCJ-Relationen für
EYM-Amplituden im Gluonen-Sektor. Insbesondere folgt die Subzyklizität für EYM-
Amplituden mit einem Graviton n und n´ 1 Gluonen 1, 2, . . . , n´ 1,

AEYM
n,n´1p1234 . . . pn´ 1q|tnuq `AEYM

n,n´1p1324 . . . pn´ 1q|tnuq

`AEYM
n,n´1p1342 . . . pn´ 1q|tnuq ` ¨ ¨ ¨ `AEYM

n,n´1p134 . . . pn´ 1q2|tnuq “ 0, (3.72)

welche von Stieberger und Taylor in [85] aus Relationen zwischen Stringtheorie-
Amplituden gefolgert wurden.

3.2.2. CHY-Darstellung für QCD-Amplituden

Wir werden im Folgenden zeigen, dass eine CHY-Darstellung auch für QCD-Amplituden
existiert [34]. Hierbei können die Quarks massiv oder masselos sein.
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QCD-Amplituden erfüllen nicht den vollen Satz an BCJ-Relationen. Weiterhin erfül-
len sie – im Gegensatz zu Amplituden in reiner YM-Theorie – Melia-Relationen. Wir
müssen also den Parke-Taylor-Faktor Cpσ, zq verallgemeinern. Diese Verallgemeinerung
bezeichnen wir als QCD-Parke-Taylor-Faktor und notieren sie mit rCpσ, zq. Eine geeignete
Verallgemeinerung der KLT-Orthogonalität wird uns dann die Existenz eines Polarisati-
onsfaktors rEpz, p, π, εq liefern, sodass

AQCD
n,k pσ, p, εq “ i

ÿ

zPZmass
n

Jmasspz, p, πq rCpσ, zq rEpz, p, π, εq (3.73)

gilt. Jmasspz, p, πq bezeichnet die Verallgemeinerung von Jpz, pq auf massive Teilchen,
welche aus Jpz, pq durch die Ersetzungsregel

2pipj ÝÑ 2pipj ´ 2πiπj , (3.74)

wobei πj die Bedingungen in Gl. (3.42) erfüllen, folgt. Haben die Quarks i P t1, 2, . . . , ku
und die zugehörigen Antiquarks n ´ i ` 1 die Masse mi, so können wir πj wie in Gl.
(3.47) und Gl. (3.48) wählen.

3.2.2.1. Definition von rCpσ, zq

Wir wollen zunächst rCpσ, zq so definieren, dass QCD-Amplituden die KK-Relationen, die
Melia-Relationen und die BCJ-Relationen erfüllen. Ist die Amplitude auf der linken Seite
der BCJ-Relationen in Gl. (2.65) in der Melia-Basis, so sind es auch alle Amplituden auf
der rechten Seite von Gl. (2.65), sofern das Wort β nur Gluonen enthält, da die relative
Ordnung in α unverändert bleibt. Andererseits erfüllt der Parke-Taylor-Faktor Cpσ, zq
die BCJ-Relationen, wenn z eine Lösung der Streugleichungen ist. Wir setzen deshalb

rCpσ, zq ” Cpσ, zq für σ PBM
n,k. (3.75)

Damit erfüllt die Amplitude AQCD
n,k pσq in Gl. (3.73) automatisch die BCJ-Relationen für

QCD-Amplituden. Wir setzen nun rCpσ, zq so fort auf Bn, dass QCD-Amplituden mani-
fest die KK- und Melia-Relationen erfüllen und invariant unter zyklischen Permutationen
sind:

1. Für σ PBKK
n setzen wir

rCpσ, zq ”
ÿ

τPBM
n,k

cτ pσq rCpτ, zq (3.76)

mit cτ pσq wie in Gl. (2.34). Insbesondere ist rCpσ, zq “ 0, wenn σ zu einer Konfigu-
ration mit gekreuzten Quarklinien gehört.

2. Mit den KK-Relationen setzen wir weiter rC von der KK-Basis auf die Teilmenge
von Bn, bei der Teilchen 1 auf Position 1 fixiert ist, fort:

rCp1αnβ, zq ” p´1q|β|
ÿ

σPα�βT

rCp1σn, zq (3.77)

Hierbei verwenden wir dieselben Bezeichnungsweisen wie in Gl. (2.19).
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3. Durch zyklische Invarianz wird schließlich rC auf ganz Bn fortgesetzt:

rCpβ1α, zq ” rCpσ, zq (3.78)

Dabei ist σ ” 1αβ PBn beliebig.

Damit ist der QCD-Parke-Taylor-Faktor rCpσ, zq für jede Ordnung σ P Bn der exter-
nen Teilchen eine Linearkombination von gewöhnlichen Parke-Taylor-Faktoren Cpτ, zq
mit Ordnungen τ aus der Melia-Basis, jedoch alle ausgewertet bei der Lösung z der
Streugleichungen. Da die Cpτ, zq sich wie in Gl. (3.52) unter PSL(2,C) transformieren,
besitzt auch der QCD-Parke-Taylor-Faktor das gewünschte Transformationsverhalten ei-
nes Halbintegranden,

rCpσ, zq ÞÝÑ rCpσ, zq
n
ź

i“1

pczi ` dq
2, (3.79)

unter PSL(2,C).

3.2.2.2. Definition von rEpz, p, π, εq

Wir geben in diesem Abschnitt die Definition von rEpz, p, π, εq an. Wir beachten hierzu
zunächst, dass mit

ĂMσz “ Jmasspz, p, πq rCpσ, zq, σ PBn, z PZ
mass
n , (3.80)

die CHY-Form in Gl. (3.73) auch kompakt als

AQCD
n,k pσq “ iĂMσz

rEz (3.81)

geschrieben werden kann, wobei hier eine Summe über alle z P Zmass
n , d. h. über al-

le Lösungen der (massiven) Streugleichungen, zu verstehen ist, σ P Bn eine beliebige
Permutation aller externen Teilchen sein soll und wir die Abkürzung rEz ” rEpz, p, π, εq

eingeführt haben. Wir schränken nun die n! ˆ pn ´ 3q!-Matrix pĂMσzqσz so ein, dass in
den Zeilen nur Ordnungen vorkommen, die in der BCJ-Basis liegen:

ĂM red
σz ”

ĂMσzæσPBBCJ
n,k

(3.82)

Da die Mächtigkeit der BCJ-Basis höchstens gleich der Anzahl der Lösungen der Streu-
gleichungen ist, besitzt ĂM red ” pĂM red

σz qσz höchstens so viele Zeilen wie Spalten. Während
für mindestens drei Quark-Antiquark-Paare (k ą 2) die Matrix ĂM red weniger Zeilen als
Spalten besitzt und somit insbesondere nicht invertierbar ist, ist sie für k ď 2 quadratisch
und sogar invertierbar. Um dies zu zeigen, führen wir zunächst die Schreibweise

Bkď2
n ”BBCJ

n,0 “BBCJ
n,1 “BBCJ

n,2 (3.83)

für die BCJ-Basis mit höchstens zwei Quark-Antiquark-Paaren ein. Nach der Definition
des QCD-Parke-Taylor-Faktors im vorherigen Abschnitt, stimmt rC mit dem gewöhnli-
chen Parke-Taylor-Faktor auf der BCJ-Basis überein, weshalb ĂM red für k ď 2 durch

M red
σz ”

ĂM red
σz “ Jmasspz, p, πqCpσ, zq, σ PBkď2

n , z PZmass
n , (3.84)

– 52 –



3. Streugleichungen und CHY-Darstellungen

gegeben ist. Die pn ´ 3q! ˆ pn ´ 3q!-Matrix M red ” pM red
σz qσz ist aber wegen der KLT-

Orthogonalität bzw. genauer wegen Gl. (3.39) invertierbar und die Inverse N red ”

pN red
zσ qzσ ist durch

N red
zσ “

ÿ

βPBkď2
n

Smassrσ|βsCpβ, zq, σ PBkď2
n , z PZmass

n , (3.85)

bestimmt, wobei β ” β1β2 . . . βn´2βnβn´1 für β ” β1β2 . . . βn.
Wir möchten nun für eine allgemeine Anzahl an Quark-Antiquark-Paaren die Matrix

ĂM red zumindest auf Rechtsinvertierbarkeit überprüfen. Da jedoch inBBCJ
n,k für k ą 2 nicht

immer dasselbe Antiquark auf Position n´ 1 fixiert ist und somit BBCJ
n,k für k ą 2 keine

Teilmenge von Bkď2
n ist, können wir die KLT-Orthogonalität nicht direkt anwenden. Wir

drücken deshalb die Parke-Taylor-Faktoren Cpσ, zq mit σ PBBCJ
n,k als Linearkombination

der Parke-Taylor-Faktoren Cpσ1, zq mit σ1 PBkď2
n aus, wie es durch die BCJ-Relationen

vorgeschrieben wird:

Cp1αpn´ 1qβn, zq “
ÿ

σ1PBkď2
n

Fσσ1Cpσ
1, zq (3.86)

Hierbei sind α und β zwei Wörter mit σ ” 1αpn´1qβn PBBCJ
n,k und die |BBCJ

n,k |ˆpn´3q!-
Matrix F ” pFσσ1q ist für σ1 “ 1γpn´ 1qn gegeben durch

Fσσ1 “

#

Fmasspγ|α, βq falls γ P α� Spβq,

0 sonst,
(3.87)

wobei Fmasspγ|α, βq aus Fpγ|α, βq in Gl. (2.68) durch die Ersetzungsregel in (3.74) folgt.
Damit hängt insbesondere F nur von den Lorentz-Invarianten 2pipj und den Massen der
Quarks ab.
Die Matrix F besitzt genau dann vollen Rang oder äquivalent eine Rechtsinverse, wenn

ĂM red “ FM red (3.88)

vollen Rang hat. Wir postulieren nun:

Behauptung 3.1. F hat vollen (Zeilen-)Rang und besitzt deshalb – genauso wie ĂM red

– eine Rechtsinverse.

Diese Behauptung ist trivial für k ď 2, da in diesem Fall F die pn ´ 3q! ˆ pn ´
3q! Einheitsmatrix ist. Für n “ 6 “ 2k können wir obige Behauptung ebenfalls leicht
überprüfen. Die BCJ-Basis ist in diesem Fall gegeben durch

BBCJ
6,3 “ t125346, 132546, 134256, 123456u (3.89)

und wir haben

Bkď2
6 “ t124356, 132456, 134256, 123456, 142356, 143256u. (3.90)
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Für die durch Gl. (3.87) gegebene Matrix F erhalten wir damit

F “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a1 a2 a3 a4 a5 a6

0 b2 b3 0 0 b6

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (3.91)

wenn wir BBCJ
6,3 und Bkď2

6 als geordnete Basen auffassen. Die explizite Abhängigkeit der
Funktionen ai und bi von den Mandelstam-Variablen braucht uns hier nicht zu interessie-
ren, ist jedoch im Anhang B zusammengestellt. Entscheidend ist, dass sowohl die ai als
auch die bi für generische Impulse der externen Teilchen nicht verschwinden. F besitzt
deshalb vollen Rang, denn die quadratische Untermatrix pF , die aus F durch Streichen
der letzten beiden Spalten von F entsteht, besitzt die Determinante detp pF q “ a1b2 ‰ 0
und ist somit invertierbar.
Es sei darauf hingewiesen, dass die Ordnung der Basen nicht willkürlich ist. Tatsächlich

kann man für eine beliebige Anzahl an externen Teilchen natürliche Striktordnungen
ăBBCJ

n,k
auf BBCJ

n,k und ă
Bkď2
n

auf Bkď2
n einführen, sodass die quadratische Matrix pF ,

die aus F durch Streichen der letzten |Bkď2
n | ´ |BBCJ

n,k | Spalten von F entsteht, eine
Block-Diagonalmatrix ist [34]. Um die Invertierbarkeit von F zu testen, reicht es also die
Blöcke in der Hauptdiagonalen von pF auf Invertierbarkeit zu prüfen. Für bis zu n “ 10
externen Teilchen wurde für eine generische Kinematik durch numerische Berechnung die
Invertierbarkeit der Blöcke gezeigt und Behauptung 3.1 ist somit wahr für n ď 10 [34].
Unter der Annahme, dass Behauptung 3.1 für alle n und k wahr ist, können wir nun

leicht eine Definition von rE angeben. Eine mögliche Rechtsinverse von F ist in diesem
Fall durch

G “ F :pFF :q´1 (3.92)

gegeben, wobei man beachtet hat, dass die (quadratische) Matrix FF : invertierbar ist,
da F maximalen Rang besitzt. Man setzt dann

rN red ” N redG. (3.93)

rN red ist eine Rechtsinverse zu ĂM red, denn es gilt

ĂM red
rN red “ FM redN redG “ F1

Bkď2
n

G “ FG “ 1BBCJ
n,k

. (3.94)

Wir definieren deshalb den QCD-Polarisationsfaktor durch

rEz ” ´i
ÿ

σPBBCJ
n,k

rN red
zσ A

QCD
n,k pσq (3.95)

bzw. expliziter mit Gl. (3.85) und Gl. (3.93)

rEpz, p, π, εq ” ´i
ÿ

σPBBCJ
n,k

ÿ

α,βPBkď2
n

Smassrα|βsCpβ, zqGασA
QCD
n,k pσ, p, εq. (3.96)
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Die Gültigkeit der CHY-Darstellung in Gl. (3.73) folgt dann direkt aus der Konstruktion
von rEz für alle σ P BBCJ

n,k . Da wir aber rCpσ, zq genau so definiert haben, dass QCD-
Amplituden dieselben Relationen erfüllen wie der QCD-Parke-Taylor-Faktor, folgt sogar
Gl. (3.73) für alle σ PBn.
Man beachte, dass rEz nur von der Lösung z der Streugleichungen – und nicht etwa von

anderen Lösungen z1 ‰ z abhängt. Diese Abhängigkeit kommt ausschließlich durch den
Parke-Taylor-Faktor Cpβ, zq zustande, da Smassrα|βs und die Matrix G nur von Impulsen
und Massen der Teilchen abhängen und die Amplitude AQCD

n,k ebenfalls unabhängig von
den Lösungen der Streugleichungen ist. Weiter ist zu bemerken, dass die Rechtsinverse
von F und somit auch rE nicht notwendigerweise eindeutig sind. Dies ist jedoch auch
nicht zu erwarten, da rE keine physikalische Observable darstellt. Der Ausdruck

i
ÿ

zPZmass
n

Jmasspz, p, πq rCpσ, zq rEFR
pz, p, π, εq (3.97)

mit rEFR
gegeben durch

rEFR
pz, p, π, εq “ ´i

ÿ

σPBBCJ
n,k

ÿ

α,βPBkď2
n

Smassrα|βsCpβ, zqpFRqασA
QCD
n,k pσ, p, εq (3.98)

ist jedoch unabhängig von der Wahl der Rechtsinversen FR von F , da dieser für jede
Rechtsinverse FR gleich der QCD-Amplitude ist. Unsere Wahl der Rechtsinversen, FR “

G, ist genau die (eindeutig bestimmte) Matrix, welche die Moore-Penrose-Bedingung
pGF q: “ GF erfüllt.
Beachte auch, dass Lösungen der massiven Streugleichungen, damit insbesondere auch

rC und rE, von der Wahl von πi in Gl. (3.43) abhängen. Die CHY-Darstellung in Gl. (3.73)
ist jedoch gültig für beliebige πi, welche die Bedingungen in Gl. (3.42) erfüllen, da für
die KLT-Orthogonalität dasselbige gilt. Insbesondere können wir πi wie in Gl. (3.47) und
Gl. (3.48) wählen.
In jedem Fall besitzt rE (bzw. rEFR

) das Transformationsverhalten in Gl. (3.52) unter
PSL(2,C). Dies liegt daran, dass der Parke-Taylor-Faktor das Transformationsverhal-
ten eines Halbintegranden besitzt und die QCD-Amplitude, der KLT-Kern Smass, wie
auch die Rechtsinversen von F unabhängig von den Lösungen der Streugleichungen sind.
Ebenso stellen wir fest, dass rE eichinvariant ist: Die Amplitude ist eichinvariant, tri-
vialerweise aber auch Smass, der Parke-Taylor-Faktor und die Rechtsinversen von F , da
diese unabhängig von der Polarisation der externen Teilchen sind.
Abschließend sei angemerkt, dass – im Unterschied etwa zur CHY-Darstellung von

Amplituden in reiner YM-Theorie – der QCD-Polarisationsfaktor explizit von der QCD-
Amplitude abhängt. Die CHY-Darstellung in Gl. (3.73) ist keine neue Methode zur Be-
rechnung von QCD-Amplituden. Wir stellen uns stattdessen auf den Standpunkt, dass
wir QCD-Amplituden und damit auch den QCD-Polarisationsfaktor rE anderweitig, etwa
mit farbgeordneten Feynman-Regeln, berechnet haben. Die rechte Seite von Gl. (3.73)
ist somit ein wohldefinierter Ausdruck, welcher genau die QCD-Amplitude liefert.
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3.2.3. Bemerkung zur CHY-Darstellung für Amplituden in der Gravitation

Wie wir festgestellt haben, lässt sich die n-Graviton-Amplitude aus der n-Gluon-
Amplitude auf drei äquivalenten Wegen gewinnen, den KLT-Relationen, dem BCJ-
Double-Copy-Verfahren sowie der CHY-Darstellung. Wir haben ferner in Kapitel 2.7.2
eine Verallgemeinerung der KLT-Relationen auf QCD angegeben, welche dieselben Am-
plituden liefern wie das BCJ-Double-Copy-Verfahren. Die Amplituden in dieser gravi-
tationellen Theorie, welche wir mit AQCD2

n,k notiert haben, beinhalten nunmehr – neben
Gravitonen – auch Double-Copies von Fermionen. Da es möglich ist QCD-Amplituden
in CHY-Form darzustellen, stellt sich natürlich die Frage, ob auch AQCD2

n,k eine CHY-
Darstellung besitzt.
Naiv könnte man vermuten, dass man, wie in der Einstein-Gravitation, den Polarisa-

tionsfaktor quadrieren muss, d. h. dass

AQCD2

n,k “ i
ÿ

zPZmass
n

Jmasspz, p, πq rEpz, p, π, εq rEpz, p, π, rεq (3.99)

gilt. Dies ist wahr für k ď 1, schlägt jedoch fehl für k ě 2. Wir geben nun anhand von
zwei Beispielen einen Hinweis darauf, dass eine CHY-Darstellung für AQCD2

n,k dennoch
existieren könnte. Hierfür müssen wir jedoch einen Polarisationsfaktor rEpz, p, π, εq durch
eine verwandte Funktion pEpz, p, π, εq ersetzen. Es ist jedoch bis jetzt unklar, wie man
pEpz, p, π, εq aus rEpz, p, π, εq im Allgemeinen erhält.

Beispiel 3.2. n “ 4 “ 2k. Wir betrachten zunächst das Beispiel mit zwei Quarklinien
und keinen Gluonen. In diesem Fall können wir den QCD-Polarisationsfaktor mit Hil-
fe des Numerators NBCJ

MW p1234q vom MW-Diagramm bezüglich der Ordnung σ “ 1234
darstellen:

rEpz, p, π, εq “ ´iSmassr1234|1243sCp1243, zqAQCD
4,2 p1234q “ ´NBCJ

MW p1234qCp1324, zq
(3.100)

Definieren wir nun einen zweiten Polarisationsfaktor pEpz, p, π, rεq durch

pEpz, p, π, rεq “ rNBCJ
MW p1234qCp1234, zq, (3.101)

so folgt mit
ÿ

zPZmass
4

Jmasspz, p, πqCp1234, zqCp1324, zq “
1

s14
, (3.102)

dass

AQCD2

4,2 “ i
ÿ

zPZmass
4

Jmasspz, p, πq rEpz, p, π, εq pEpz, p, π, rεq “ ´i
NBCJ

MW p1234q rNBCJ
MW p1234q

s14

(3.103)
gilt. Dies haben wir auch über die verallgemeinerte KLT-Relation bzw. über das BCJ-
Double-Copy-Verfahren erhalten, Gl. (2.113).
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Beispiel 3.3. n “ 5, k “ 2. Als Nächstes betrachten wir das erste nichttriviale Beispiel.
Für den Polarisationsfaktor für QCD-Amplituden mit zwei Quarklinien und einem Gluon
erhalten wir durch Einsetzen von Gl. (2.97) in die Definition von rEpz, p, π, εq:

rEpz, p, π, εq “ ´N1Cp14235, zq´N2rCp13425, zq`Cp14325, zqs`N3Cp14325, zq (3.104)

N1, N2 und N3 sind die Numerator der MW-Diagramme, welche in der oberen Reihe
von Abb. 2.11 dargestellt sind. Beachte, dass die Ordnungen der in obiger Gleichung
auftretenden Parke-Taylor-Faktoren nicht in der Melia-Basis liegen, da die Quarklinien
falsch orientiert sind. Wir behandeln nun die Parke-Taylor-Faktoren wie QCD-Parke-
Taylor-Faktoren und wenden die Melia-Relationen (vgl. Gl. (3.76)) an. Wir erhalten
hierdurch die Funktion

pEpz, p, π, rεq “ rN1rCp12435, zq`Cp12345, zqs` rN2Cp13245, zq` rN3Cp12345, zq. (3.105)

Damit überprüft man leicht, dass die Amplitude AQCD2

5,2 sich in CHY-Form schreiben
lässt:

AQCD2

5,2 “ i
ÿ

zPZmass
5

Jmasspz, p, πq rEpz, p, π, εq pEpz, p, π, rεq

“ i

«

N1
rN1

s24ps35 ´m2
1q
`

N2
rN2

s24ps13 ´m2
1q
`

N3
rN3

s15ps34 ´m2
2q

`
pN3 `N1 ´N2qp rN3 ` rN1 ´ rN2q

s15ps23 ´m2
2q

`
pN1 ´N2qp rN1 ´ rN2q

s15s24

ff

(3.106)

Hierbei ist m1 die Masse des Quarks 1 bzw. Antiquarks 5 und m2 die Masse des Quarks
2 bzw. des Antiquarks 4.
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Der Modulraum M0,n der n-fach punktierten Riemannschen Sphäre ist ein hervorra-
gender Hilfsraum, um Amplituden, insbesondere in YM-Theorie und Gravitation, zu
beschreiben. In der CHY-Darstellung ist nämlich die Amplitude (auf Baumniveau) ein
Integral über M0,n, welches lokalisiert auf den Lösungen der Streugleichungen ist. Die
Streugleichungen liefern eine Abbildung von M0,n in den von den Mandelstam-Variablen
aufgespannten Raum der Kinematik Kn. Wenn man diese auf eine „positive“ (und somit
reelle) Region von M0,n einschränkt, ist diese Abbildung sogar ein Diffeomorphismus auf
eine positive Region eines geeigneten Unterraums von Kn [45].
Amplituden in der bi-adjungierten skalaren Theorie und der YM-Theorie können wir

wahlweise als Differenzialformen, wir bezeichnen diese als Streuformen, auf der Deligne-
Mumford-Kompaktifizierung M0,n von M0,n oder auf Kn auffassen. Im Fall der bi-
adjungierten skalaren Theorie sind diese Differenzialformen eng verwandt mit einer re-
ellen Geometrie. Genauer ist das kinematische Associahedron eine positive Geometrie,
welche erstmals rigoros in [47] studiert wurden und die farbgeordnete Amplitudemnpα|βq
der bi-adjungierten skalaren Theorie ist die eindeutig bestimmte kanonische Form des (ki-
nematischen) Associahedrons, aufgefasst als Streuform auf Kn.
Aus der Faktorisierung der Facetten des Associahedrons in zwei niederdimensionale

Associahedra folgt die Faktorisierung der skalaren Amplitude. Zwar wissen wir weder,
was die Geometrie der zur YM-Theorie gehörigen Streuform ist, noch ob überhaupt so
eine Geometrie existiert, so können wir dennoch explizit zeigen, dass – wie im skalaren
Fall – die einzigen Singularitäten der YM-Streuform auf dem Divisor M0,nzM0,n liegen,
diese logarithmisch sind und dass die Residuen auf den irreduziblen Komponenten von
M0,nzM0,n in zwei YM-Streuformen vom niedrigeren Grad faktorisieren.
Dieses Kapitel ist wie folgt organisiert: Zunächst führen wir den Begriff der positiven

Geometrie und der dazugehörigen kanonischen Formen ein. Im zweiten Abschnitt disku-
tieren wir die Kompaktifizierung des Modulraums M0,n, welche wesentlich ist, um das
Verhalten der Streuformen an den Singularitäten zu verstehen. Im dritten Abschnitt zei-
gen wir, dass die kanonische Form des Associahedrons in der Tat die Amplitude mnpα|βq
ist. Der vierte Abschnitt beinhaltet den Hauptteil dieses Kapitels und basiert auf einer
Arbeit von de la Cruz, Weinzierl und dem Autor dieser Dissertation [51]. Hier studieren
wir die Eigenschaften der mit der bi-adjungierten skalaren Theorie und der YM-Theorie
assoziierten Streuformen Ωscalar

n pσq bzw. ΩYM
n pp, εq auf M0,n.
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4.1. Positive Geometrien und kanonische Formen

Wir werden hier den Begriff der positiven Geometrie einführen [47]. Jede positive Geo-
metrie ist assoziiert mit einer eindeutigen Differenzialform, die als kanonische Form der
positiven Geometrie bezeichnet wird. Wir geben anschließend einige Beispiele für posi-
tive Geometrien und ihre zugehörigen kanonischen Formen an und stellen eine Methode
vor, wie man kanonische Formen von positiven Geometrien berechnen kann. Für die
Definitionen der auftretenden algebraischen Begriffe verweisen wir auf Anhang D.
Sei X Ă CPn eine komplexe projektive Varietät der Dimension D, wobei die definie-

renden Polynome reelle Koeffizienten haben sollen. Wir nehmen an, dass X nichtsingulär
ist. Nach dem Satz vom regulären Wert können wir somit X als komplexe abgeschlos-
sene Mannigfaltigkeit der Dimension D auffassen. Sei weiterhin XpRq ” X X RPn der
reelle Teil von X und H ‰ Xě0 Ă XpRq eine orientierte abgeschlossene semialgebraische
Menge der (reellen) Dimension D, sodass das Innere Xą0 von Xě0 eine offene orien-
tierte Mannigfaltigkeit der Dimension D ist. Wir bezeichnen den Rand von Xě0 mit
BXě0 “ Xě0zXą0 und definieren BX als den Zariski-Abschluss von BXě0 in X. Sei-
en C1, C2, . . . , Cr die irreduziblen Komponenten von BX. Dies sind komplexe projektive
Varietäten. Wir notieren mit Ci,ě0 für i “ 1, 2, . . . , r den Abschluss des Inneren von
Xi X BXě0 und nennen die Paare pCi, Ci,ě0q die Randkomponenten von pX,Xě0q. Kurz
bezeichnen wir auch Ci,ě0 als die Randkomponenten von Xě0.
Wir definieren nun, was wir unter dem Residuum einer Differenzialform auf dem Rand

verstehen [86]:

Definition 4.1. Sei ω eine holomorphe Form auf XzBX mit Polstellen höchstens
erster Ordnung auf BX. Angenommen ω habe eine Polstelle erster Ordnung auf Ci
(i “ 1, 2, . . . , r) und sei Ci lokal gegeben durch die Gleichung si “ 0. Dann haben
wir (lokal)

ω “ Ψi ^
dsi
si
` θi (4.1)

mit in einer Umgebung von si “ 0 holomorphen Form θi. Die durch Gl. (4.1) eindeutig
definierte auf ganz Ci holomorphe Form Ψi bezeichnen wir als (Leray-)Residuum von ω
auf Ci und schreiben für dieses

ResCiω ” Ψi. (4.2)

Hat ω auf Ci keine Singularität, so setzen wir

ResCiω ” 0. (4.3)

Damit können wir nun definieren, was wir unter einer positiven Geometrie verstehen
[47]:

Definition 4.2. Das Paar pX,Xě0q heißt D-dimensionale positive Geometrie, falls die
folgenden rekursiven Eigenschaften erfüllt sind:

• Für D “ 0 ist X “ Xě0 ein Punkt und es gibt genau eine 0-Form ΩpX,Xě0q auf
X mit ΩpX,Xě0q “ ˘1 – je nach Orientierung des Punktes Xě0.
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• Für D ą 0 ist jede Randkomponente pCi, Ci,ě0q von pX,Xě0q eine pD ´ 1q-
dimensionale positive Geometrie. Implizit verlangen wir damit, dass jedes Ci nicht-
singulär ist. Weiterhin existiert eine eindeutige rationale D-Form ΩpX,Xě0q ‰ 0
mit

ResCiΩpX,Xě0q “ ΩpCi, Ci,ě0q, i “ 1, 2, . . . , r. (4.4)

Wir nennen ΩpX,Xě0q die kanonische Form von pX,Xě0q. Wir schreiben kurz Xě0 für
die positive Geometrie pX,Xě0q und ΩpXě0q für ihre kanonische Form.

Anschaulich hat damit Xě0 Ränder aller möglichen Kodimensionen und die zugehöri-
ge kanonische Form hat logarithmische Singularitäten auf den Rändern. Den Begriff der
positiven Geometrie können wir leicht verallgemeinern, indem wir Xě0 “ H zulassen
und ΩpHq ” 0 setzen. Wir sprechen dann von pseudo-positiven Geometrien. Ein einfa-
ches Beispiel einer pseudo-positiven Geometrie ist der Einheitskreis im 2-dimensionalen
projektiven Raum. Dieser hat leeren 0-dimensionalen Rand, weswegen seine kanonische
Form verschwindet.
Zur Illustration der obigen Definition geben wir drei Beispiele von positiven Geometrien

an. Für X wählen wir jeweils den ganzen projektiven Raum, welcher trivialerweise eine
projektive Varietät ist. Die positiven Geometrien geben wir als Teilmengen des reellen
euklidischen Raums Rn an. Vermöge der Einbettung

Rn Ñ RPn, x ÞÑ r1 : xs, (4.5)

können wir diese jedoch als Teilmengen des reellen projektiven Raums auffassen. Der
Grund, wieso wir X nicht als komplexe affine Varietät definiert haben, ist derjenige, dass
es auf Cn beliebig viele holomorphe n-Formen gibt. Damit wäre die kanonische Form
nicht eindeutig, da mit ΩpXě0q auch ΩpXě0q ` Ω0 mit einer holomorphen n-Form Ω0

ebenfalls eine kanonische Form von Xě0 wäre.

Beispiel 4.3. Das abgeschlossene Intervall r0, 1s ist eine eindimensionale positive Geo-
metrie mit kanonischer Form

Ωpr0, 1sq “
dx

xp1´ xq
, (4.6)

wobei wir r0, 1s entlang aufsteigender x-Werte orientieren. Die Randkomponenten t0u und
t1u sind als Punkte 0-dimensionale positive Geometrien und wir haben für die Residuen

Resx“0Ωpr0, 1sq “ 1, Resx“1Ωpr0, 1sq “ ´1. (4.7)

Allgemein ist mitXě0, Yě0 auch das ProduktXě0ˆYě0 mit der induzierten Orientierung
eine positive Geometrie mit kanonischer Form ΩpXě0ˆYě0q “ ΩpXě0q^ΩpYě0q. Somit
ist der abgeschlossene Quader r0, 1sn eine positive Geometrie mit kanonischer Form

Ωpr0, 1snq “
dx1 ^ dx2 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxn

x1p1´ x1qx2p1´ x2q . . . xnp1´ xnq
. (4.8)
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Beispiel 4.4. Betrachte die Menge M “ tpx, yq P R2|x P r0, 1s, 0 ď y ď xp1 ´ xqu,
wobei BM gegen den Uhrzeigersinn orientiert ist. M ist eine positive Geometrie mit der
kanonischen Form

ΩpMq “
dx^ dy

ypxp1´ xq ´ yq
. (4.9)

Für das Residuum entlang y “ 0 haben wir

Resy“0ΩpMq “
dx

xp1´ xq
, (4.10)

was die kanonische Form des Intervalls r0, 1s ist. Die Randkomponente tpx, yq P R2|x P
r0, 1s, y “ xp1´ xqu ist eine eindimensionale positive Geometrie mit kanonischer Form

Resy“xp1´xqΩpMq “
dx

xpx´ 1q
. (4.11)

Beispiel 4.5. Betrachte den pn´ 3q-Simplex

∆n “ tpz2, z3, . . . , zn´2q P Rn´3|0 ď z2 ď z3 ď ¨ ¨ ¨ ď zn´2 ď 1u. (4.12)

Für n “ 4 ist dies das Intervall r0, 1s und somit eine positive Geometrie, deren kanonische
Form durch Gl. (4.6) gegeben ist. Für n “ 5 sind die eindimensionalen Randkomponenten
gegeben durch

C1,ě0 “ tpz2, z3q P R2|z2 P r0, 1s, z3 “ 1u,

C2,ě0 “ tpz2, z3q P R2|z2 “ 0, z3 P r0, 1su, (4.13)

C3,ě0 “ tpz2, z3q P R2|z2 P r0, 1s, z2 “ z3u.

Der Rand soll gegen den Uhrzeigersinn orientiert sein. Dann sind die kanonischen Formen
von Ci,ě0 gegeben durch

ΩpC1,ě0q “
dz2

z2pz2 ´ 1q
, ΩpC2,ě0q “

dz3

z3pz3 ´ 1q
, ΩpC3,ě0q “

dz2

z2p1´ z2q
. (4.14)

Damit ist ∆5 eine positive Geometrie mit kanonischer Form

Ωp∆5q “
dz2 ^ dz3

z2pz3 ´ z2qp1´ z3q
. (4.15)

Man überzeugt sich leicht davon, dass für die Residuen, wie gefordert,

ResCiΩp∆5q “ ΩpCi,ě0q, i “ 1, 2, 3, (4.16)

gilt. Allgemein folgt induktiv, dass ∆n eine positive Geometrie mit kanonischer Form

Ωp∆nq “
dz2 ^ dz3 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dzn´2

z2pz3 ´ z2qpz4 ´ z3q . . . pzn´2 ´ zn´3qp1´ zn´2q
(4.17)

ist.
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Häufig ist die Bestimmung der kanonischen Form nicht so einfach wie in obigen Bei-
spielen, etwa weil die Randstruktur der positiven Geometrie kompliziert ist. Manchmal
können wir jedoch die kanonische Form einer positiven Geometrie Yě0 aus der (bekann-
ten) kanonischen Form einer einfacheren positiven Geometrie Xě0 mittels eines Pushfor-
wards gewinnen, wenn die Geometrien durch eine Abbildung Xě0 Ñ Yě0 miteinander
verbunden sind [47]:

Definition und Behauptung 4.6.

(i) Sei Φ : M Ñ N eine surjektive und meromorphe Abbildung zwischen zwei komple-
xen Mannigfaltigkeiten derselben Dimension und ω eine meromorphe Volumenform
auf M . Sei ferner b P V Ă N offen und angenommen es existieren offene Mengen
Ui Ă M , i “ 1, 2, . . . , p, mit Φ´1pV q “ Y

p
i“1Ui und Φpaiq “ b für ai P Ui. Dann

definieren wir den Pushforward Φ˚ von ω unter Φ durch

pΦ˚pωqqpbq ”

p
ÿ

i“1

Ψ˚i pωpaiqq, (4.18)

wobei Ψi ” pΦæUiq
´1 : V Ñ Ui.

(ii) Unter einem Morphismus Φ : pX,Xě0q Ñ pY, Yě0q zwischen zwei pseudo-positiven
Geometrien pX,Xě0q und pY, Yě0q verstehen wir eine rationale Abbildung Φ : X Ñ

Y , sodass die Einschränkung ΦæXą0 : Xą0 Ñ Yą0 ein orientierungserhaltender
Diffeomorphismus ist.

(iii) Seien pX,Xě0q und pY, Yě0q zwei pseudo-positive Geometrien und Φ : pX,Xě0q Ñ

pY, Yě0q ein Morphismus zwischen diesen Geometrien. Dann gilt

Φ˚pΩpX,Xě0qq “ ΩpY, Yě0q. (4.19)

Dies wurde zwar bisher nicht bewiesen, viele (nicht-triviale) Beispiele legen jedoch
nahe, dass Gl. (4.19) allgemein wahr ist. Ein Beispiel diskutieren wir im Folgenden.

Beispiel 4.7. Betrachte den Morphismus Φ : CP2 Ñ CP2, welcher gegeben sei durch

Φp1, x1, x2q ” p1, z2, z3q ” p1, x2, 1´ x1p1´ x2qq. (4.20)

Wegen x2 ` x1p1 ´ x2q “ p1 ´ x2qpx1 ´ 1q ` 1 ă 1 auf p0, 1q2 bildet diese Abbildung
das offene Quadrat p0, 1q2 auf eine Teilmenge des Inneren 8∆5 des Simplex ∆5 ab. Die
Einschränkung Φæp0,1q2 : p0, 1q2 Ñ 8∆5 ist sogar ein Diffeomorphismus, denn

Ψ : 8∆5 Ñ p0, 1q2, Ψpz2, z3q “

ˆ

1´ z3

1´ z2
, z2

˙

, (4.21)

ist die Inverse von Φæp0,1q2 . Der Diffeomorphismus ist orientierungserhaltend, da die
Jacobi-Determinante detpJΦq “ 1 ´ x2 positiv auf p0, 1q2 ist. Für den Pushforward der
kanonischen Form von r0, 1s2 unter Φ erhalten wir

Φ˚pΩpr0, 1s
2qq “

Bpx1, x2q

Bpz2, z3q

dz2 ^ dz3
1´z3
1´z2

p1´ 1´z3
1´z2

qz2p1´ z2q
“

dz2 ^ dz3

z2pz3 ´ z2qp1´ z3q
. (4.22)
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Dies ist genau die kanonische Form Ωp∆5q des 2-Simplex.

Gewöhnlich sind wir an den kanonischen Formen bis auf Vorzeichen interessiert. Dieses
hängt von der Orientierung der positiven Geometrie ab und ist physikalisch irrelevant.
Wir werden deshalb nachfolgend stets das globale Vorzeichen bei den kanonischen Formen
vernachlässigen.

4.2. Der Modulraum der n-fach punktierten Riemannschen
Sphäre und seine Kompaktifizierung

Wir betrachten den Modulraum M0,In der n-fach punktierten Riemannschen Sphäre,
wobei wir nun Elemente aus M0,In mit pzi1 , zi2 , . . . , zinq (statt mit pz1, z2, . . . , znq) notie-
ren und ij aus der Indexmenge In stammen, die genau n Elemente enthalten soll. Dies
drücken wir durch den Index In in M0,In aus. Ist In “ t1, 2, . . . , nu, so schreiben wir
M0,n statt M0,In (vgl. die Definition in Gl. (3.3)). Unser Ziel ist es, diesen Raum zu
kompaktifizieren, um das Verhalten von M0,In an den Rändern genauer zu untersuchen.
Hierfür orientieren wir uns an [87].
Sei Dn “ tζ

i ˝ ρj |i P t1, 2, . . . , nu, j P t1, 2uu die 2n-elementige Menge aller Komposi-
tionen von zyklischen Permutationen

ζ “

¨

˝

i1 i2 . . . in

i2 i3 . . . i1

˛

‚ (4.23)

und Reflexionen

ρ “

¨

˝

i1 i2 . . . in

in in´1 . . . i1

˛

‚ (4.24)

auf In. Dn bildet bezüglich der Komposition von Abbildungen eine Untergruppe der
symmetrischen Gruppe Sn und heißt Dieder-Gruppe. Da die Dieder-Gruppe die Sym-
metriegruppe des regelmäßigen Polygons mit n Ecken (n-Gon) ist, können wir das Paar
pIn, δq mit δ P Sn{Dn geometrisch als n-Gon darstellen, wobei jedes Element von In einer
Seite des n-Gons entspricht und die Seiten gemäß der Permutation δ geordnet sind.

Eine Diagonale tδi, δju verbindet diejenigen Ecken, die als Schnittpunkte der Seiten δi
mit δi`1 bzw. δj mit δj`1 entstehen. Wir bezeichnen die Menge der Diagonalen des n-Gons
pIn, δq mit χIn,δ. Sie enthält npn ´ 3q{2 Elemente. Zu jeder Diagonalen tδi, δju P χIn,δ
ordnen wir ein Doppelverhältnis

uδδiδj ” rδi, δi`1|δj`1, δjs mit ri, j|k, ls ”
zikzjl
zilzjk

(4.25)

für z P M0,In zu. Beachte, dass uδδiδj “ uδδjδi gilt und somit das Doppelverhältnis wohl-
definiert ist. Um die Notation zu vereinfachen sei nachfolgend δ “ δ0 ” 12 . . . n und
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uij ” uδ0δ0,iδ0,j . Durch wiederholte Anwendung von ri, j|k, ls “ ri, j|k,msri, j|m, ls “

ri,m|k, lsrm, j|k, ls folgt die nützliche Identität

uik `
k´1
ź

α“i`1

n
ź

β“k`1

i´1
ź

β“1

uαβ “ ri, i` 1|k ` 1, ks ` ri` 1, k|i, k ` 1s “ 1 (4.26)

für 1 ď i ă j ă k ă l ď n. Wegen Dieder-Symmetrie kann dies zu

uij `
ź

tk,lu„xti,ju

ukl “ 1 (4.27)

für beliebige Diagonalen ti, ju P χIn,δ verallgemeinert werden. Hierbei ist ti, ju „x

tk, lu :ô ti, ju schneidet tk, lu, d. h. das Produkt in obiger Gleichung läuft über alle
Diagonalen, die ti, ju schneiden. Diese Gleichung erlaubt es uns, alle uij durch die n´ 3
unabhängigen u2n, u3n, . . . , un´2,n auszudrücken. Beispielsweise liefert uns Gl. (4.27) für
n “ 5 drei unabhängige Gleichungen

u14 “ 1´ u25u35, u24 “ 1´ u35u13, u13 “ 1´ u24u25. (4.28)

u14 ist bereits durch u25 und u35 ausgedrückt. Für u24 und u13 erhalten wir aus der
zweiten und dritten Gleichung

u24 “
1´ u35

1´ u25u35
, u13 “

1´ u25

1´ u25u35
. (4.29)

Man überzeugt sich leicht davon, dass Doppelverhältnisse PSLp2,Cq-invariant sind.
Damit definiert jedes feste uij eine Abbildung von M0,In nach M0,4 – CP1zt0, 1,8u Ă C.
Für δ “ δ0 haben wir in der Eichung z1 “ 0, zn´1 “ 1, zn “ 8:

u2,n “
z2

z3
, u3,n “

z3

z4
, . . . , un´3,n “

zn´3

zn´2
, un´2,n “ zn´2 (4.30)

Somit ist die Abbildung

iδ : M0,In ãÑM
npn´3q{2
0,4 , z ÞÑ puijpzqqti,juPχIn,δ , (4.31)

eine Einbettung in Cnpn´3q{2 mit Bild

iδpM0,Inq “ tpuijqti,juPχIn,δ | uij ‰ 0 und uij erfüllt Gl. (4.27) @ti, ju P χIn,δu. (4.32)

Wir definieren den Modulraum Mδ
0,In

als den Abschluss von iδpM0,Inq in Cnpn´3q{2 be-
züglich der Zariski-Topologie,

Mδ
0,In ” tpuijqti,juPχIn,δ | uij erfüllt Gl. (4.27) @ti, ju P χIn,δu, (4.33)

und die Deligne-Mumford-Kompaktifizierung von M0,In als Vereinigung aller Mδ
0,In

:

M0,In “
ď

δPSn{Dn

Mδ
0,In (4.34)
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Abbildung 4.1.: Die Diagonale t4, 8u zerlegt das Oktagon mit der Ordnung δ “ 12345678
in zwei Pentagone mit induzierten Ordnungen δ1 “ 1234e und δ2 “
e5678.

Ist In “ t1, 2, . . . , nu so schreiben wir Mδ
0,n statt Mδ

0,In
und M0,n statt M0,In .

Das KomplementMδ
0,In
ziδpM0,Inq lässt sich als Vereinigung von Mengen Dij schreiben,

die durch uij “ 0 definiert sind. Um Dij genauer zu untersuchen, betrachten wir die
Diagonale ti, ju im n-Gon pIn, δq. Diese zerlegt das n-Gon in ein m-Gon (mit m ă n),
dessen Seiten mit Elementen aus I 1m´1Yteu gekennzeichnet sind und ein pn´m`2q-Gon
mit Seiten aus I2n´m`1Yteu, vgl. Abb. 4.1. Hierbei entspricht die Seite e der Diagonalen
ti, ju und es gilt In “ I 1m´1YI

2
n´m`1. Ferner induziert die Ordnung δ P Sn{Dn im n-Gon

Ordnungen δ1 im m-Gon und δ2 im pn´m`2q-Gon. Die Menge der Diagonalen in pIn, δq
zerfällt in disjunkte Teilmengen:

χIn,δ “ χI 1m´1Yteu,δ
1 \ χI2n´m`1Yteu,δ

2 \ tti, juu \
ď

tk,lu„xti,ju

ttk, luu (4.35)

Ist uij “ 0, so folgt aus Gl. (4.27), dass ukl “ 1 für alle Diagonalen tk, lu, die ti, ju
schneiden, gilt. Folglich zerfallen die Gl. (4.27) auf χIn,δ in diesem Fall in Gleichungen
derselben Form, jedoch auf den disjunkten Teilmengen χI 1m´1Yteu,δ

1 und χI2n´m`1Yteu,δ
2 .

Wir haben also einen Isomorphismus

Dij –Mδ1

0,I 1m´1Yteu
ˆMδ2

0,I2n´m`1Yteu
. (4.36)

Allgemeiner gilt
l
č

m“1

Dimjm –

l`1
ą

m“1

Mδm

0,I
pmq
nm

, (4.37)

wobei pIpmqnm , δmq die Polygone sind, die durch Unterteilung von pIn, δq mit l sich paarwei-
se nicht schneidenden Diagonalen ti1, j1u, . . . , til, jlu entstehen. Man beachte, dass der
Durchschnitt auf der linken Seite von Gl. (4.37), als Konsequenz von Gl. (4.27), leer ist,
sobald sich zwei Diagonalen schneiden.
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Abbildung 4.2.: Das Associahedron K2. Jede Ecke des Associahedrons ist assoziiert mit
einer vollen Triangulierung des 5-Gons. Die Seiten des Associahedrons
entsprechen den partiellen Triangulierungen des 5-Gons mit genau einer
Diagonalen. Beim Übergang von einer Ecke zu einer benachbarten Seite
wird eine Diagonale der Triangulierung weggelassen.

4.3. Das Associahedron

Das Associahedron Kn´3 wurde als erstes von Tamari eingeführt [48]. Wir verstehen
darunter ein pn´ 3q-dimensionales konvexes Polytop, dessen durch Inklusion halbgeord-
nete Menge von Flächen ordnungsisomorph zu dem Tamari-Verband Tn ist. Der Tamari-
Verband Tn ist die Menge aller partiellen Triangulierungen eines n-Gons, versehen mit der
Halbordnung P ă P 1 genau dann, wenn das Polygon P 1 aus dem Polygon P durch Weg-
lassen einer Diagonalen entsteht. Eine partielle Triangulierung eines konvexen Polygons
ist die Unterteilung des Polygons mit sich paarweise nicht schneidenden Diagonalen.
Insbesondere entsprechen damit die Vertizes von Kn´3 den (vollen) Triangulierungen

des n-Gons mit genau n ´ 3 Diagonalen. Die Anzahl dieser ist gleich der Catalan-Zahl
Cn´2 “

1
n´1

`

2n´4
n´2

˘

. Allgemeiner entsprechen die Kodimension-k-Flächen von Kn´3 den
partiellen Triangulierungen des n-Gons mit 1 ď k ď n ´ 3 Diagonalen. Die Anzahl
Λpk,Kn´3q dieser Flächen ist gegeben durch die Kirkman-Cayley-Formel [88–90]

Λpk,Kn´3q “
1

k ` 1

ˆ

n´ 3

k

˙ˆ

n` k ´ 1

k

˙

. (4.38)

Das Associahedron ist für n “ 5 in Abb. 4.2 grafisch dargestellt.
Im Folgenden werden wir zwei Realisierungen des Associahedrons kennenlernen: Das

Associahedron als Teilmenge des ModulraumsM0,n und das Associahedron als Teilmenge
des kinematischen Raums Kn, welcher von den Mandelstam-Invarianten aufgespannt
wird.
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4.3.1. Das Associahedron als Teilmenge des Modulraums M0,n

Wir betrachten die Teilmenge M0,InpRq von M0,In mit reellen Koordinaten:

M0,InpRq ” tpzi1 , zi2 , . . . , zinq P RPn|i ‰ j ñ zi ‰ zju{PGLp2,Rq (4.39)

Hierbei ist PGLp2,Rq ” GLp2,Rq{t˘1u die projektive lineare Gruppe auf R2. Analog
zum vorherigen Abschnitt konstruieren wir Mδ

0,In
pRq und M0,InpRq. Für eine Ordnung

δ P Sn{Dn auf der Indexmenge In definieren wir

X
δ
0,In ” tpuijqti,juPχIn,δ | uij ě 0 und uij erfüllt Gl. (4.27) @ti, ju P χIn,δu ĂMδ

0,InpRq
(4.40)

und setzen X
δ
0,n ” X

δ
0,In für In “ t1, 2, . . . , nu. Mit Fij für ti, ju P χIn,δ bezeichnen

wir die Teilmenge von X
δ
0,In mit uij “ 0. Dies ist eine Facette, d. h. eine Fläche der

Kodimension 1, des Polytops Xδ
0,In .

Betrachte 1 ď l ď n´3 Diagonalen ti1, j1u, . . . , til, jlu P χIn,δ. Schneiden sich zwei Dia-
gonalen, so ist der Durchschnitt Xlm“1Fimjm wegen Gl. (4.27) leer. Andernfalls erhalten
wir mit Gl. (4.37)

l
č

m“1

Fimjm –
l`1
ą

m“1

X
δm

0,I
pmq
nm
, (4.41)

wobei pIpmqnm , δmq die Polygone sind, die bei der partiellen Triangulierung von pIn, δq mit
den Diagonalen ti1, j1u, . . . , til, jlu entstehen. Insbesondere ist dann Xlm“1Fimjm eine Flä-
che von Xδ

0,In der Kodimension l. Jede Fläche von Xδ
0,In der Kodimension l entspricht

also einer partiellen Triangulierung von pIn, δq mit l Diagonalen, d. h. Xδ
0,In ist ein Asso-

ciahedron.
Das Innere dieses Associahedrons ist gegeben durch

Xδ
0,In “ tpuijqti,juPχIn,δ | uij ą 0 und uij erfüllt Gl. (4.27) @ti, ju P χIn,δu. (4.42)

Für δ “ p1, 2, . . . , nq stiften die Koordinaten zi gemäß Gl. (4.30) den Homöomorphismus

Xδ
0,In – tpz2, z3, . . . , zn´2q P Rn´3|0 ă z2 ă z3 ă ¨ ¨ ¨ ă zn´2 ă 1u “ 8∆n. (4.43)

Allgemeiner enthält die Menge M0,InpRq genau pn´ 1q!{2 Zusammenhangskomponenten
und jede dieser Zusammenhangskomponenten entspricht einem Xδ

0,In
vermöge Gl. (4.25),

d. h. wir haben
M0,InpRq –

ď

δPSn{Dn

Xδ
0,In . (4.44)

Beispielsweise ist für n “ 4

Xδ0
0,I4

– p0, 1q, Xδ1
0,I4

– p1,8q und Xδ2
0,I4

– p´8, 1q (4.45)

für δ0 “ p1, 2, 3, 4q, δ1 “ p1, 3, 2, 4q und δ2 “ p1, 2, 4, 3q. Für n “ 5 ist die Identifikation
(4.44) in Abbildung 4.3 dargestellt.
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Abbildung 4.3.: Der Modulraum M0,5pRq besteht aus 12 Zusammenhangskomponenten.
Jede dieser Zusammenhangskomponenten entspricht genau einem Inne-
ren des Associahedrons Xδ

0,5 mit δ P S5{D5 via Gl. (4.25). Für jede
der Zusammenhangskomponenten sind die zugehörigen Ordnungen δ hier
dargestellt.

Die Kompaktifizierung des Simplex ∆n ist im Gegensatz zur Kompaktifizierung von
Xδ

0,In
nicht trivial, da nicht alle Flächen von ∆n manifest sind. Man erhält die Kompak-

tifizierung ∆n aus ∆n, indem man jede Fläche der Kodimension l P t2, 3, . . . , n´ 3u von
∆n, die durch zi “ zi`1 “ ¨ ¨ ¨ “ zi`l mit i “ 1, 2, . . . , n ´ 1 ´ l gegeben ist, absteigend
in l trunkiert, d. h. abschneidet [91]. Dies ist für n “ 5 in Abb. 4.4 veranschaulicht. Die
Facette Fij von X

δ
0,n mit δ “ p1, 2, . . . , nq entspricht derjenigen Facette rFij von ∆n, bei

der zi, zi`1, . . . , zj´1 zusammentreffen, also zkl Ñ 0 für alle i ď k ă l ă j.

4.3.2. Das kinematische Associahedron

Wir betrachten den Raum Kn der Mandelstam-Variablen sij “ ppi ` pjq
2 “ 2pipj .

Impulse seien hier als masselos angenommen. Aufgrund der Symmetrie sij “ sji, sii “
2p2
i “ 0 und den aus der Impulserhaltung folgenden Relationen

n
ÿ

j“1,j‰i

sij “ 0 für i “ 1, 2, . . . , n (4.46)
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Abbildung 4.4.: Die Kompaktifizierung ∆5 (rechts, schraffiert) von ∆5 erhält man aus
∆5 (links, schraffiert) durch Trunkieren der durch z2 “ z3 “ 1 und
z2 “ z3 “ 0 gegebenen Kodimension-2-Flächen von ∆5.

hat dieser Raum die Dimension npn´ 1q{2´ n “ npn´ 3q{2, falls für die Dimension des
Minkowski-Raums D ě n´1 gilt. Ist D ă n´1, so müssen alle pD`1qˆpD`1qMinoren
der pn ´ 1q ˆ pn ´ 1q Matrix psijq mit i, j P t1, 2, . . . , n ´ 1u der Mandelstam-Variablen
verschwinden, da D` 1 Vektoren in einem D-dimensionalen Raum linear abhängig sind.
Dies hat zur Folge, dass die Dimension von Kn kleiner ist als npn ´ 3q{2 [92]. In der
folgenden Diskussion nehmen wir D ě n´ 1 an. Wir orientieren uns an [45].
Wir führen positive Konstanten cij ein und betrachten den affinen Unterraum Hn Ă

Kn, der durch
sij “ ´cij ă 0 mit 1 ď i ă j ´ 1 ď n´ 2 (4.47)

definiert ist. Dieser hat die Dimension npn ´ 3q{2 ´ pn ´ 3q ´ pn ´ 4q ´ ¨ ¨ ¨ ´ 1 “ n ´

3, insbesondere also dieselbe wie Xδ
0,n bzw. ∆n. Weiterhin definieren wir die „positive

Region“ Pn ĂKn durch

xij ” pxi ´ xjq
2 “ ppi ` pi`1 ` ¨ ¨ ¨ ` pj´1q

2 ě 0 für 1 ď i ă j ď n. (4.48)

Hierbei sind xi dual zu den Impulsen pi, d. h. es gilt xi`1´ xi ” pi. Geometrisch können
wir xi als die Ecken eines n-Gons interpretieren, pi als Kanten zwischen xi und xi`1 und
xij als Diagonalen, welche die Ecken xi und xj verbinden.
Damit definieren wir das kinematische Associahedron als An ” HnXPn. Um zu sehen,

dass dies tatsächlich ein Associahedron ist, müssen wir zeigen, dass es eine eineindeutige
Zuordnung zwischen den Kodimension-d-Flächen von An und den partiellen Triangu-
lierungen des n-Gons mit genau d Diagonalen gibt. Hierfür zeigen wir, dass für jede
nichtleere Teilmenge von An mit xik “ xjl “ 0 die Diagonalen xik und xjl eines n-Gons
sich nicht schneiden können. Angenommen dem wäre nicht so, also ohne Einschränkung

– 69 –



4. Streuformen und ihre Beziehung zum Associahedron

xik “ xjl “ 0 für 1 ď i ă j ă k ă l ď n. Dann gilt

xil ` xjk “ ppi ` ¨ ¨ ¨ ` pk´1 ` pk ` ¨ ¨ ¨ ` pl´1q
2 ` xjk “ xkl ` xjk ` 2

k´1
ÿ

α“i

pα

l´1
ÿ

β“k

pβ

“ ´2
k´1
ÿ

α“j

pα

l´1
ÿ

β“k

pβ ` 2
k´1
ÿ

α“i

pα

l´1
ÿ

β“k

pβ “ 2

j´1
ÿ

α“i

pα

l´1
ÿ

β“k

pβ “ ´

j´1
ÿ

α“i

l´1
ÿ

β“k

cαβ,

(4.49)

wobei wir im zweiten Schritt xik “ 0 und im dritten Schritt xjl “ 0 verwendet haben.
Da An eine Teilmenge von Hn ist, ist die rechte Seite dieser Gleichung negativ, also auch
xil`xjk. Andererseits ist xil`xjk ě 0 wegen An Ă Pn. Damit ist unsere Annahme falsch
und somit gezeigt, dass An ein Associahedron ist. Insbesondere haben wir gesehen, dass
hierfür die Wahl von positiven Konstanten cij von entscheidender Bedeutung ist. Für
cij ă 0 wäre An im Allgemeinen kein Associahedron.

4.4. Die kanonische Form des Associahedrons

Wie von Arkani-Hamed et al. festgestellt, sind die beiden Associahedra ∆n und An durch
die Streugleichungen miteinander verbunden [45]. Wir betrachten dazu die Streugleichun-
gen

fipz, pq “
n
ÿ

j“1,j‰i

sij
zi ´ zj

“ 0, i P t1, 2, . . . , nu, (4.50)

in der Eichung z1 “ 0, zn´1 “ 1 und zn “ 8 als Gleichungen für psijq P Hn bei
gegebenen pz2, z3, . . . , zn´2q P 8∆n. Sukzessives Auflösen der 1-ten, . . . , i-ten, . . . , pn´2q-
ten Gleichung nach si,i`1 und Einsetzen von si´1,i liefert

si,i`1 “ zi,i`1

˜

n´1
ÿ

j“i`1

i´1
ÿ

k“1

ckj
zkj

`

n´1
ÿ

j“i`2

cij
zij

¸

(4.51)

für i “ 1, 2, . . . , n ´ 2. Alle übrigen sij lassen sich hiermit und mit Gl. (4.46) eindeutig
bestimmen. Mit zij “ zi,i`1 ` zi`1,i`2 ` ¨ ¨ ¨ ` zj´1,j erhalten wir ferner

xij “

j´3
ÿ

k“i

j´1
ÿ

l“k`2

p´cklq`

j´2
ÿ

k“i

sk,k`1 “

j´2
ÿ

k“i

n´1
ÿ

l“j

ckl
zk,j´1

zkl
`

i´1
ÿ

k“1

n´1
ÿ

l“j´1

ckl
zi,j´1

zkl
`

i´1
ÿ

k“1

j´2
ÿ

l“i`1

ckl
zil
zkl

(4.52)
für n´ 1 ě j ´ 1 ą i ě 1. Damit ist xij ą 0 wegen cij ą 0, falls pz2, z2, . . . , zn´2q P 8∆n.
Außerdem folgt aus Gl. (4.52), dass

xij “ 0 ðñ zkl “ 0 @i ď k ă l ă j. (4.53)

Somit liefern die Streugleichungen eine Abbildung Φ von ∆n nach An, welche 8∆n in das
Innere des kinematischen Associahedrons An und den Rand von ∆n auf den Rand von
An abbildet.
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Analog wie in [93] können wir zeigen, dass es umgekehrt für jeden Punkt psijq im
Inneren von An eine Lösung der Streugleichungen mit 0 ă z2 ă z3 ă ¨ ¨ ¨ ă zn´2 ă 1
existiert.1 Wir betrachten dazu die Funktion V : 8∆n Ñ R mit

V pz2, z3, . . . , zn´2q “ ´
ÿ

2ďiăjďn´2

sij log |zi ´ zj | ´
n´2
ÿ

i“2

s1i log |zi| ´
n´2
ÿ

i“2

si,n´1 log |1´ zi|.

(4.54)
Wegen si,i`1 ą 0 für jedes i P t1, 2, . . . , n ´ 2u im Inneren von An folgt aus 8∆n Q

pz2, z3, . . . , zn´2q ÝÑ pz˚2 , z
˚
3 , . . . , z

˚
n´2q P B∆n, wobei wir mit B∆n den Rand (bezüglich

der euklidischen Metrik) von ∆n bezeichnen, dass V pz2, z3, . . . , zn´2q ÝÑ 8. Da V stetig
differenzierbar ist, folgt weiter, dass es ein Minimum und somit auch einen kritischen
Punkt in 8∆n besitzt. Da die kritischen Punkte von V aber gerade den Lösungen der
Streugleichungen entsprechen, gibt es – wie behauptet – eine Lösung der Streugleichungen
in 8∆n. Tatsächlich ist diese Lösung sogar eindeutig, wie in [45] numerisch überprüft
wurde. Damit liefern die Streugleichungen einen Diffeomorphismus von 8∆n auf das Innere
von An.
In diesem Fall erhält man die kanonische Form von An gemäß Behauptung 4.6 (iii)

aus der kanonischen Form Ωp∆nq “ ω∆ndz2 ^ dz3 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dzn´2 von ∆n durch einen
Pushforward. Wegen der Definition 4.6 (i) bedeutet dies, dass wir die Lösungen der Streu-
gleichungen in die Form Ωp∆nq einsetzen und über die Lösungen der Streugleichungen
summieren müssen:

ΩpAnq “ Φ˚pΩp∆nqq “
ÿ

zPZn

ω∆n
Bpz2, z3, . . . , zn´2q

Bps12, s23, . . . , sn´3,n´2q
dn´3s (4.55)

Hierbei haben wir s12, s23, . . . , sn´3,n´2 als Koordinaten auf An gewählt. ∆n geht in den
Simplex ∆n über, wenn die Tiefe der Schnitte beliebig klein wird. Wir erhalten deshalb
mit Gl. (4.17)

ω∆n “
1

z2z32z43 . . . zn´2,n´3p1´ zn´2q
. (4.56)

Verwenden wir außerdem

Bpz2, z3, . . . , zn´2q

Bps12, s23, . . . , sn´3,n´2q
“

ˆ

Bpf1, f2, . . . , fn´3q

Bpz2, z3, . . . , zn´2q

˙´1

¨
Bpf1, f2, . . . , fn´3q

Bps12, s23, . . . , sn´3,n´2q

“
p´1qnJpz, pq

zn´2,n´1zn´1,nzn,n´2zn´1,nzn1
¨

1

z12z23 . . . zn´3,n´2
,

(4.57)

wobei Jpz, pq der in Gl. (3.56) definierte Jacobi-Faktor ist, so erkennen wir auf der
rechten Seite von Gl. (4.55) gerade die CHY-Darstellung der skalaren Amplitude

1In [93] wird jedoch ein anderer kinematischer Bereich betrachtet. In unserem Fall sind nicht alle pn´3q!
Lösungen der Streugleichungen reell.

– 71 –



4. Streuformen und ihre Beziehung zum Associahedron

Abbildung 4.5.: Konstruktion der zu pα|βq “ p12345|14235q zugeordneten partiellen Tri-
angulierung in drei Schritten. Zunächst trägt man die Punkte 1, 2, 3, 4, 5
entsprechend der Ordnung α auf dem Kreis auf, wobei 1, 5 und 2, 3 eng
beisammen zu zeichnen sind (linkes Bild). Anschließend verbindet man
die Punkte gemäß der Ordnung β (mittleres Bild). Hierdurch entstehen
drei Polygone. Platziert man in das Innere der Polygone einen Vertex,
so erhält man einen kubischen Graphen (gestrichelt). Der hierzu duale
Graph ist die zu pα|βq zugeordnete (partielle) Triangulierung (rechtes
Bild).

mnp12 . . . n|12 . . . nq in Gl. (3.40):2

iΩpAnq “ i
ÿ

zPZn

Jpz, pqCp12 . . . n, zqCp12 . . . n, zqdn´3s

“ mnp12 . . . n|12 . . . nqdn´3s

(4.58)

Abschließend geben wir eine Verallgemeinerung auf beliebige Ordnungen der externen
Teilchen α ” α1α2 . . . αn, β ” β1β2 . . . βn P Bn an. Hierzu definieren wir zunächst die
zugeordnete partielle Triangulierung zu pα|βq [31]:

1. Trage n Punkte α1, α2, . . . , αn (in dieser Ordnung) im Uhrzeigersinn auf einem
Kreis auf. Hierbei sind Punkte, die sowohl benachbart bezüglich α als auch bezüg-
lich β sind, eng beisammen zu zeichnen. Wir gehen davon aus, dass es mindestens
zwei solche Punkte gibt. Ansonsten ist mnpα|βq “ 0.

2. Zeichne Diagonalen tβi, βi`1u, i “ 1, 2, . . . , n, ein. Diese umranden eine Menge von
Polygonen tP1, P2, . . . , Psu. Für jedes Polygon Pj , zeichne einen Vertex Vj in das
Innere von Pj , verbinde Vertizes von benachbarten Polygonen sowie jedes Vj mit
denjenigen αk, die Ecken von Pj sind, miteinander. Hierdurch entsteht ein Baum
mit äußeren Vertizes 1, 2, . . . , n und inneren Vertizes V1, V2, . . . , Vs.

3. Den dualen Graphen zu diesem Baum bezeichnen wir als zugeordnete partielle
Triangulierung zu pα|βq.

Diese Definition ist in Abbildung 4.5 veranschaulicht.
Damit definieren wir den Unterraum Hnpα|βq ĂKn durch die folgenden Bedingungen:

2Man beachte, dass 1{pz, zq “ Jpz, pq für alle z PZn gilt [31].
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1. Für jede Diagonale tαi, αju, die mindestens eine der Diagonalen e1, e2, . . . , ed der
zu pα|βq zugeordneten partiellen Triangulierung schneidet, setzt man

xαi,αj ” ppαi ` pαi`1 ` ¨ ¨ ¨ ` pαj´1q
2 “ bαi,αj “ const. ą 0. (4.59)

2. Sei Spκq die Menge der Seiten eines Teilpolygons κ der partiellen Triangulierung.
Wir streichen für jedes Teilpolygon κ dasjenige ipκq0 P tn, e1, . . . , eduXS

pκq, welches
durch die Forderung ipκ1q

0 ‰ i
pκ2q

0 für κ1 ‰ κ2 eindeutig bestimmt ist und setzen
S1pκq ” Spκqzti

pκq
0 u. Sei weiterhin

Ξpκq ” tpi, jq|i, j P S1
pκq
, i, j nicht benachbart in κu (4.60)

die Menge von Paaren von nicht benachbarten Seiten aus S1pκq. Als Verallgemeine-
rung von Gl. (4.47) fordern wir für jedes κ

sij “ ´cij “ const. ă 0 für pi, jq P Ξpκq. (4.61)

Dies sind zusammen für jedes α und β genau pn´3qpn´2q{2 (unabhängige) Bedingungen
und somit ist Hnpα|βq ein pn´3q-dimensionaler Teilraum vom kinematischen Raum Kn.
Beispielsweise haben wir für pα|βq “ p12345|14235q die drei Bedingungen

x35 “ b35, x13 “ b13, x14 “ b14. (4.62)

Bedingungen zweiter Art treten hier nicht auf, da die zu pα|βq zugeordnete Triangulierung
bereits eine volle Triangulierung des 5-Gons ist (siehe Abb. 4.5) und somit die Menge
Ξpκq für jede der drei Teilpolygone leer ist.
Definieren wir noch die positive Region Pnpαq durch xαi,αj ě 0 für 1 ď i ă j ď n, so ist

das Associahedron für Ordnungen α, β PBn gegeben durch Anpα|βq ” Hnpα|βqXPnpαq.
Die Streugleichungen liefern einen Diffeomorphismus von 8∆npαq mit

∆npαq ” tpz1, z2, . . . , znq P CPn|zα1 ď zα2 ď ¨ ¨ ¨ ď zαnu{PSLp2,Cq (4.63)

in das Innere von Anpα|βq und die kanonische Form von Anpα|βq ist (bis auf ein Vorzei-
chen) gegeben durch

iΩpAnpα|βqq “ mnpα|βqdxi1j1 ^ dxi2j2 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxin´3jn´3 , (4.64)

wobei xi1j1 , xi2j2 , . . . , xin´3jn´3 Koordinaten auf Anpα|βq seien [45].
Anpα|αq entsteht durch die Umbenennung i Ñ αpiq aus An, insbesondere stimmt die

Definition von Anpα|αq mit derjenigen von An überein, falls α “ β “ 12 . . . n gilt. Ferner
erhält man die „Gestalt“ von Anpα|βq aus derjenigen von Anpα|αq, indem man die durch
xαi,αj “ 0, wobei tαi, αju eine Diagonale ist, die mindestens eine Diagonale der zu pα|βq
zugeordneten partiellen Triangulierung schneidet, gegebenen Kodimension-1-Flächen von
Anpα|αq ins Unendliche verschiebt. Die Singularitäten 1{xαpiq,αpjq treten somit in der
Amplitude mnpα|βq nicht auf. Für unser Beispiel in Abb. 4.5 hat das Associahedron
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A5p12345|14235q im px24, x25q-Raum die GestaltA5p12345|14235q – r0,8q2. Damit muss
die kanonische Form ΩpA5p12345|14235qq proportional sein zu

dx24 ^ dx25

x24x25
. (4.65)

In der Tat finden wir mit Gl. (4.64)

iΩpA5p12345|14235qq “ m5p12345|14235qdx24 ^ dx25 “ ´i
dx24 ^ dx25

x24x25
. (4.66)

4.5. Eigenschaften von Streuformen

Wir betrachten in diesem Abschnitt die PSL(2,Cq-invarianten Streuformen

Ωscalar
n pσq ” Cpσ, zq

dnz

|PSLp2,Cq|
,

ΩYM
n pp, εq ” Epz, p, εq

dnz

|PSLp2,Cq|
.

(4.67)

Diese sind auf ganz M0,n definiert und nicht etwa nur auf den Lösungen der Streu-
gleichungen. Die Streugleichungen treten durch die Abbildung von ∆n ins kinemati-
sche Associahedron An (bzw. von der Kompaktifizierung ∆npσq des Simplex ∆npσq nach
Anpσ|σ

1q) auf. Der Pushforward der Formen Ωscalar
n pσq und ΩYM

n pp, εq unter dieser Ab-
bildung liefert dann die Amplitude mnpσ|σ

1q in bi-adjungierter skalarer Theorie bzw. die
YM-Amplitude AYM

n pσ1q, wie wir im vorherigen Abschnitt gesehen haben. Beachte, dass
die skalare Streuform Ωscalar

n pσq gerade die kanonische Form des Associahedrons ∆npσq
ist.
Wie von Mizera herausgefunden, ist ebenso die Amplitude in der Gravitation durch

obige Streuformen bestimmt. Genauer ist die Selbstschnittzahl3 von ΩYM
n pp, εq bezüglich

der durch die Streugleichungen gegebenen 1-Form

ω “
n´2
ÿ

i“2

fipz, pqdzi, (4.68)

welche als Twist bezeichnet wird, die n-Graviton-Amplitude AG
n [95]. Analog ist die

Amplitudemnpσ|σq in der bi-adjungierten skalaren Theorie die Schnittzahl von Ωscalar
n pσq

mit sich selbst und die Schnittzahl von Ωscalar
n pσq mit ΩYM

n pp, εq die farbgeordnete YM-
Amplitude AYM

n pσq.
Wir wollen nachfolgend das Verhalten der Streuformen an den Singularitäten unter-

suchen. Aufgrund den Definitionen des Parke-Taylor-Faktors Cpσ, zq und des Polarisati-
onsfaktors Epz, p, εq ist klar, dass diese nur auf dem Divisor M0,nzM0,n, d. h. für uij Ñ 0

3Für die Definition der Schnittzahl verweisen wir auf [94].
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auftreten können.4 Wir zeigen hier, dass diese logarithmisch sind und ferner, dass die
Residuen der pn ´ 3q-Formen Ωscalar

n pσq und ΩYM
n pp, εq bei uin “ 0 in eine k- (mit

0 ď k ă n´ 3q und eine pn´ 4´ kq-Form faktorisieren.

4.5.1. Die skalare Streuform Ωscalar
n pσq

Wir betrachten zunächst das Verhalten der skalaren Streuform Ωscalar
n pσq auf dem Divisor

Mδ
0,nzM0,n, wobei wir ohne Einschränkung δ “ 12 . . . n annehmen. Wir erinnern daran,

dass sich diese als Vereinigung von Mengen Dij ĂMδ
0,n darstellen lässt, die durch uij “ 0

definiert sind und dass wir jedes uij vermöge der Relationen in Gl. (4.27) durch die
n´ 3 Variablen u2n, u3n, . . . , un´2,n ausdrücken können. Wir müssen somit Ωscalar

n pσq im
Grenzwert uin Ñ 0 für i P t2, 3, . . . , n ´ 2u untersuchen. Wie in Kapitel 4.2 diskutiert,
zerlegt die Diagonale ti, nu das n-Gon pt1, 2, . . . , nu, δq in zwei Teilpolygone pI 1i Yteu, δ

1q

und pI2n´i Y teu, δ
2q mit I 1i “ t1, 2, . . . , iu, I

2
n´i “ ti ` 1, i ` 2, . . . , nu. Mit e bezeichnen

wir wieder die der Diagonalen ti, nu entsprechende neu entstandene Seite und mit δ1 “
12 . . . ie, δ2 “ epi` 1qpi` 2q . . . n die induzierten Ordnungen der beiden Teilpolygone.

Mit Hilfe von Gl. (4.30) drücken wir zunächst die Variablen z2, z3, . . . , zn´2, wobei wir
z1 “ 0, zn´1 “ 1 und zn “ 8 fixieren, durch u2n, u3n, . . . , un´2,n aus:

zi “
n´2
ź

j“i

ujn, i P t2, 3, . . . , n´ 2u (4.69)

Damit erhalten wir

lim
znÑ8

dnz

|PSLp2,Cq|z2
n

“ dz2 ^ dz3 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dzn´2 “

˜

n´2
ź

j“3

uj´2
jn

¸

dn´3u und (4.70)

lim
znÑ8

z2
nCpσ, zq “

n´2
ź

j“2

u1´j
jn pujn ´ 1q´1, (4.71)

wobei für die zweite Gleichung σ “ 12 . . . n angenommen wurde. Hieraus folgt für das
Beispiel σ “ δ “ 12 . . . n die Faktorisierung

Ωscalar
n pσq “

i´1
ľ

j“2

dujn
ujnpujn ´ 1q

^
duin

uinpuin ´ 1q
^

n´2
ľ

j“i`1

dujn
ujnpujn ´ 1q

“ Ωscalar
i`1 pσ1q ^

duin
uinpuin ´ 1q

^Ωscalar
n´i`1pσ

2q

(4.72)

mit σ1 “ δ1 und σ2 “ δ2. Ωscalar
i`1 pσ1q ist eine pi ´ 2q-Form auf Mδ1

0,I 1iYteu
, auf der wir die

Koordinaten u2n, u3n, . . . , ui´1,n verwenden und Ωscalar
n´i`1pσ

2q eine pn ´ i ´ 2q-Form auf

4Wir werden hier eine andere Definition des Polarisationsfaktors verwenden als in Gl. (3.64). Epz, p, εq
ist hier eine Linearkombination von Parke-Taylor-Faktoren. Somit ist klar, dass Singularitäten nur
bei uij “ 0 auftreten können.
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Abbildung 4.6.: Im Polygonzug Pσ mit σ “ 12467853 (gestrichelt dargestellt) schneiden
genau zwei Strecken die Diagonale t4, 8u des Oktagons mit der Ordnung
δ “ 12345678. Deswegen ist σ „t4,8u δ.

Mδ2

0,I2n´iYteu
, auf welcher wir die Koordinaten ui`1,n, ui`2,n, . . . , un´2,n benutzen. Aus Gl.

(4.72) folgt insbesondere, dass die Singularitäten der skalaren Form logarithmisch sind
und dass das Residuum der Form bei uin “ 0 in Ωscalar

i`1 pσ1q und Ωscalar
n´i`1pσ

2q faktorisiert:

ResDinΩ
scalar
n pσq “ p´1qi´1Ωscalar

i`1 pσ1q ^Ωscalar
n´i`1pσ

2q (4.73)

Wir geben nun die Verallgemeinerung auf beliebiges σ an. Hierzu betrachten wir für
σ PBn den geschlossenen Polygonzug

Pσ “ pσ1σ2, σ2σ3, . . . , σnσ1q, (4.74)

wobei wir mit σiσi`1 die Strecke, welche die Mittelpunkte der Seiten σi und σi`1 des
n-Gons pIn, δq verbindet, notieren (siehe Abb. 4.6). Es ist offensichtlich, dass die Anzahl
ncross derjenigen Strecken in Pσ, welche die Diagonale ti, nu schneiden, für beliebiges σ
gerade ist und

2 ď ncross ď 2minti, n´ iu (4.75)

erfüllt. Ist ncross “ 2, so nennen wir σ und δ äquivalent bezüglich der Diagonalen ti, nu
und schreiben

σ „ti,nu δ (4.76)

hierfür. Dies ist genau dann der Fall, wenn σ durch eine zyklische Permutation auf die
Form σ “ σ11σ

1
2 . . . σ

1
iσ
2
i`1σ

2
i`2 . . . σ

2
n mit σ1j P t1, 2, . . . , iu für alle j P t1, 2, . . . , iu und

σ2k P ti`1, i`2, . . . , nu für alle k P ti`1, i`2, . . . , nu gebracht werden kann.5 In diesem
Fall definieren wir die induzierten Ordnungen σ1 und σ2 durch

σ1 “ σ11σ
1
2 . . . σ

1
ie, σ2 “ eσ2i`1σ

2
i`2 . . . σ

2
n. (4.77)

Der Term

zσi ´ zσj “ uσjnuσj`1,n . . . un´2,npuσi,nuσi`1,n . . . uσj´1,n ´ 1q (4.78)
5Man beachte, dass die skalare Streuform invariant unter zyklischen Permutationen ist und wir somit
σ als Element von Sn{Zn auffassen können.
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(wir haben hier ohne Einschränkung σj ą σi angenommen) enthält genau dann den
Faktor uin, wenn σi, σj P t1, 2, . . . , iu. Es folgt, dass der Parke-Taylor-Faktor Cpσ, zq ein
Pol der Ordnung i´ncross{2 besitzt. Mit Gl. (4.70) folgt dann, dass die skalare Streuform
Ωscalar
n pσq keine Polstelle bei uin “ 0 hat, wenn ncross ą 2 gilt und eine Polstelle erster

Ordnung in uin “ 0 besitzt, falls σ „ti,nu δ. In diesem Fall erhalten wir nach Kürzen von
ui´2
in ui´1

i`1,nu
i´1
i`2,n . . . u

i´1
n´2,n die Faktorisierung des Residuums bei uin “ 0:

ResDinΩ
scalar
n pσq “ p´1qi´1Ωscalar

i`1 pσ1q ^Ωscalar
n´i`1pσ

2q (4.79)

Hierbei sind σ1, σ2 die induzierten Ordnungen, gegeben durch Gl. (4.77).

4.5.2. Die YM-Streuform ΩYM
n pp, εq

Wir betrachten die YM-Form ΩYM
n pp, εq off-shell, d. h.

• es ist nicht notwendig p2
j “ 0,

• es ist nicht notwendig εjpj “ 0 und

• wir definieren ΩYM
n pp, εq auf ganz M0,n und nicht etwa auf der Menge Zn der

Lösungen der Streugleichungen.

Der Grund für den dritten Punkt ist, dass wir ΩYM
n pp, εq für uin Ñ 0 betrachten wollen.

Der Grund, dass wir die Forderung, dass die Impulse auf der Massenschale liegen bzw.
transversal zu den entsprechenden Polarisationsvektoren sind, aufgeben, wird nachfol-
gend deutlich werden.
Für diesen allgemeinen Fall ist die reduzierte pfaffsche Determinante in Gl. (3.64) nicht

wohldefiniert. Man könnte auf die naive Idee kommen über alle i ă j zu mitteln – dann
hätte jedoch der Polarisationsfaktor Polstellen höherer Ordnungen [51]. Eine geeignete
Verallgemeinerung auf off-shell Daten lautet

Epz, p, εq ”
ÿ

σPS
pi,jq
n

Cpσ, zqNBCJ
combpσq. (4.80)

Hierbei ist NBCJ
combpσq der BCJ-Numerator des Kamm-Diagramms mit Ordnung σ (vgl.

Abb. 2.9) und Spi,jqn die Menge der Wörter iσ2σ3 . . . σn´1j PBn, wobei i, j P t1, 2, . . . , nu
mit i ‰ j. Wir zeigen im Anhang C.1, dass der Polarisationsfaktor hierdurch wohlde-
finiert, also unabhängig von der Wahl von i und j, ist. Insbesondere können wir i “ 1
und j “ n wählen. In diesem Fall erstreckt sich die Summe in obiger Definition über die
KK-Basis, d. h. wir haben

ΩYM
n pp, εq “

ÿ

σPBKK
n

NBCJ
combpσqΩ

scalar
n pσq. (4.81)

Beachte, dass die Lagrangedichten Lpnq für n ě 5 und somit auch die aus dem effektiven
Lagrangian erhaltenen Numerator nicht eindeutig sind. Für jede Wahl der Numerator
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(und damit auch des Polarisationsfaktors) zeigen wir jedoch im Anhang C.2, dass für on-
shell Daten (p2

j “ 0, εjpj “ 0, z PZn) diese Definition mit der Definition von Epz, p, εq als
reduzierte pfaffsche Determinante in Gl. (3.64) übereinstimmt. Wir verwenden deshalb
dieselbe Notation für den Polarisationsfaktor.
Explizit ist ΩYM

n pp, εq für n “ 3 bis auf den Vorfaktor i die 3-Gluon-Amplitude bzw.
der 3-Gluon-Vertex kontrahiert mit den Polarisationsvektoren ε1, ε2 und ε3, d. h.

ΩYM
3 pp, εq “ pε1ε2qpε3pp1 ´ p2qq ` pε2ε3qp2ε1p2q ´ pε1ε3qp2ε2p1q. (4.82)

Für n “ 4 ist ΩYM
n pp, εq eine 1-Form, die gegeben ist durch (wir betrachten ΩYM

4 pp, εq
auf Mδ

0,4 mit δ “ 1234)

ΩYM
4 pp, εq “

„

NBCJ
combp1234q

u24pu24 ´ 1q
´
NBCJ

combp1324q

u24 ´ 1



du24. (4.83)

Für den Numerator NBCJ
combp1234q erhalten wir mit Hilfe der Feynman-Regeln

NBCJ
combp1234q

“4pε2p1qpε3p4qpε1ε4q ´ 4pε2p1qpε4p3qpε1ε3q ´ 4pε1p2qpε3p4qpε2ε4q

`4pε1p2qpε4p3qpε2ε3q ´ 4rpε3p1qpε4p2q ´ pε4p1qpε3p2qspε1ε2q

´4rpε1p3qpε2p4q ´ pε2p3qpε1p4qspε3ε4q ` 2pp2p3 ´ p1p3qpε1ε2qpε3ε4q

´2pp1p2qpε1ε3qpε2ε4q ` 2pp1p2qpε1ε4qpε2ε3q.

(4.84)

Hierbei entstehen die letzten beiden Terme durch den Lagrangian Lp4q bzw. durch den
Austausch des Tensorteilchens (vgl. Gl. (2.25)). Den Numerator NBCJ

combp1324q erhalten
wir aus NBCJ

combp1234q durch Umbenennung 2 Ø 3.
Die Diagonale ti, nu zerlegt das n-Gon pIn, δq in die beiden Polygone pI 1i Y teu, δ

1q

und pI2n´i Y teu, δ
2q. Wir verwenden dieselben Definitionen und Konventionen wie im

vorherigen Abschnitt. Mit dem Polygon pI 1i Y teu, δ
1q assoziieren wir die Impulskon-

figuration p1 ” pp1, p2, . . . , pi, peq mit pe “ ´p1 ´ p2 ´ ¨ ¨ ¨ ´ pi und die Polari-
sationsvektoren ε1 ” pε1, ε2, . . . , εi, εeq. Für das Polygon pI2n´i Y teu, δ

2q setzen wir
p2 ” p´pe, pi`1, pi`2, . . . , pnq und ε2 ” pε˚e , εi`1, εi`2, . . . , εnq. Die Impulse liegen zwar
nicht auf der Massenschale, erfüllen jedoch die Impulserhaltung. Die D ´ 2 physikali-
schen Polarisationsvektoren im D-dimensionalen Minkowski-Raum ergänzen wir durch 2
unphysikalische Polarisationsvektoren, sodass diese die Vollständigkeitsrelation

ÿ

λ

pελµq
˚
ελν “ ´ηµν (4.85)

erfüllen. Hierbei erstreckt sich die Summe über alle D Polarisationszustände, die durch
λ indiziert sind. Beachte, dass im Allgemeinen nun εjpj ‰ 0 gilt. Ebenso können wir
für das Tensorteilchen in Abb. 2.3 Polarisationstensoren einführen, derart, dass diese die
Vollständigkeitsrelation

ÿ

λ

pελµνq
˚
ελρσ “ ´

1

2
p2pηµρηνσ ´ ηµσηνρq (4.86)
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erfüllen. Analog verfahren wir für alle Teilchen, die durch die Lagrangedichten Lpnq,
n ě 5, in Gl. (2.53) eingeführt werden.
Aus dem vorherigen Abschnitt wissen wir, dass die skalare Streuform nur einfache

Polstellen bei uin “ 0 hat, falls σ „ti,nu δ gilt. Ist σ PBKK
n , so folgt

σ “ 1σ12 . . . σ
1
ieσ

2
i`1 . . . σ

2
n´1n (4.87)

mit σ1j P t2, 3, . . . , iu und σ
2
k P ti` 1, i` 2, . . . , n´ 1u aus σ „ti,nu δ. Der Kamm-Graph

G mit der Ordnung σ faktorisiert dann in Kamm-Graphen G1 und G2 mit Ordnungen
σ1 “ 1σ12 . . . σ

1
ie und σ2 “ eσ2i`1 . . . σ

2
n´1n. Für die zugehörigen Numerator folgt aus den

Vollständigkeitsrelationen die Faktorisierung

NBCJ
combpσq “

ÿ

f,λ

NBCJ
combpσ

1qNBCJ
combpσ

2q. (4.88)

Hierbei summieren wir über alle internen Teilchen f , welche derjenigen Kante von G
entsprechen, die G1 und G2 verbindet und über alle zugehörigen Polarisationszustände
λ, physikalische und unphysikalische.
Benutzen wir ferner die Definitionen

S
p1,eq
i`1 ” t1σ12 . . . σ

1
ie|σ

1
j P t2, 3, . . . , iuu, (4.89)

rS
pe,nq
n´i`1 ” teσ

2
i`1 . . . σ

2
n´1n|σ

2
j P ti` 1, i` 2, . . . , n´ 1uu, (4.90)

so folgt mit Gl. (4.81), der Faktorisierung des Residuums der skalaren Form Ωscalar
n pσq

in Gl. (4.79) und der Faktorisierung der Numerator, Gl. (4.88), für das Residuum der
YM-Form bei uin “ 0:

ResDinΩ
YM
n pp, εq

“ p´1qi´1
ÿ

σ1PS
p1,eq
i`1

ÿ

σ2PrS
pe,nq
n´i`1

NBCJ
combpσqΩ

scalar
i`1 pσ1q ^Ωscalar

n´i`1pσ
2q

“ p´1qi´1
ÿ

f,λ

ÿ

σ1PS
p1,eq
i`1

NBCJ
combpσ

1qΩscalar
i`1 pσ1q ^

ÿ

σ2PrS
pe,nq
n´i`1

NBCJ
combpσ

2qΩscalar
n´i`1pσ

2q

“
ÿ

f,λ

p´1qi´1ΩYM
i`1 pp

1, ε1q ^ΩYM
n´i`1pp

2, ε2q

(4.91)
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5. Relationen zwischen
EYM-Amplituden und
YM-Amplituden und ein Algorithmus
zur Berechnung von Numeratorn

Im Jahr 2016 entdeckten Stieberger und Taylor neue Relationen zwischen den Ein-Spur-
Amplituden in der EYM-Theorie mit einem Graviton und YM-Amplituden. Diese Rela-
tionen lauten [85]:

AEYM
n,n´1p12 . . . pn´ 1q|tnuq “ ´

n´2
ÿ

j“1

j
ÿ

k“1

2rεnpkA
YM
n p12 . . . jnpj ` 1q . . . pn´ 1qq (5.1)

Obige Relationen folgerten die Autoren aus einer Beziehung zwischen Stringamplituden
und Anwenden des Feldtheorie-Limes sowie geeigneter kollinearer und weicher Limites.
Wir zeigen im ersten Abschnitt, dass die obigen Relationen auch aus den zugehörigen
CHY-Darstellungen der EYM-Amplituden und Gluon-Amplituden folgen und geben fer-
ner eine Verallgemeinerung für den Fall von r Gluonen und n´ r Gravitonen an, welche
aus der KLT-Orthogonalität folgt. Die dabei auftretenden Koeffizienten können in einer
CHY-Form dargestellt werden. Der erste Abschnitt basiert auf einer Arbeit zusammen
mit de la Cruz und Weinzierl [42].1

Da die Entwicklungskoeffizienten in der von uns präsentierten Form als Summe über
die Streugleichungen dargestellt werden, ist die Berechnung dieser sehr ineffizient. Feng
und Teng haben ein Verfahren entdeckt, um diese Koeffizienten effizienter rekursiv zu
berechnen [43]. Die Ein-Graviton-Relationen in Gl. (5.1) dienen hierbei als Rekursions-
anfang. Wir diskutieren diesen Algorithmus im zweiten Abschnitt.
Insbesondere haben wir damit ein Verfahren um Graviton-Amplituden als Linearkom-

bination von YM-Amplituden in der KK-Basis darzustellen. Die zugehörigen Koeffizi-
enten sind aber nichts anderes als die BCJ-Numerator NBCJ

combpσq. Im dritten Abschnitt
geben wir grafische Regeln zur Bestimmung dieser Numerator an [97].

1Unabhängig voneinander wurden die Relationen in Gl. (5.1) auch in [96] gezeigt.
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5.1. EYM-Amplituden als Linearkombination von
YM-Amplituden

Um Gl. (5.1) zu zeigen, verwenden wir die CHY-Darstellung von EYM-Amplituden mit
einem Graviton und n´ 1 Gluonen,

AEYM
n,n´1pσ|tnuq “ i

ÿ

zPZn

Jpz, pqCn´1pσ, zqEnpz, p, εqE1pz, p, rεq, E1pz, p, rεq “ ´
n´1
ÿ

k“1

2rεnpk
zkn

,

(5.2)
und die CHY-Darstellung der YM-Amplituden

AYM
n pσq “ i

ÿ

zPZn

Jpz, pqCnpσ, zqEnpz, p, εq, (5.3)

siehe Gl. (3.65) und Gl. (3.67). Es ist hinreichend zu zeigen, dass

Cn´1p12 . . . pn´ 1q, zq
n´1
ÿ

k“1

rεnpk
zkn

“

n´2
ÿ

j“1

j
ÿ

k“1

rεnpkCnp12 . . . jnpj ` 1q . . . pn´ 1q, zq (5.4)

für Lösungen der Streugleichungen gilt. Tatsächlich können wir diese Gleichung allgemei-
ner für alle pz1, z2, . . . , znq PM0,n zeigen.
Durch Berechnung der rechten Seite in Gl. (5.4) erhalten wir

n´2
ÿ

j“1

j
ÿ

k“1

rεnpkCnp12 . . . jnpj ` 1q . . . pn´ 1q, zq

“ Cn´1p12 . . . pn´ 1q, zq
n´2
ÿ

k“1

rεnpk

n´2
ÿ

j“k

zj,j`1

zjnzn,j`1

“ Cn´1p12 . . . pn´ 1q, zq
n´2
ÿ

k“1

rεnpk
zk,n´1

zknzn,n´1

“ Cn´1p12 . . . pn´ 1q, zq

«

´

n´1
ÿ

k“1

rεnpk
zn,n´1

`

n´2
ÿ

k“1

rεnpk
zk,n´1

zknzn,n´1

ff

“ Cn´1p12 . . . pn´ 1q, zq
n´1
ÿ

k“1

rεnpk
zkn

.

(5.5)

Hierbei haben wir in der zweiten Zeile die Summen über j und k vertauscht:

n´2
ÿ

j“1

j
ÿ

k“1

“

n´2
ÿ

k“1

n´2
ÿ

j“k

(5.6)

In der dritten Zeile haben wir die Eikonal-Identität
n´2
ÿ

j“k

zj,j`1

zjnzn,j`1
“

zk,n´1

zknzn,n´1
, (5.7)
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welche durch sukzessive Anwendung der Gleichung

zk,j`1

zknzn,j`1
`

zj`1,j`2

zj`1,nzn,j`2
“

zk,j`2

zknzn,j`2
(5.8)

folgt, verwendet. Ferner wurde in der vierten Zeile die Impulserhaltung p1 ` p2 ` ¨ ¨ ¨ `

pn´1 “ ´p1 und pnrεn “ 0 ausgenutzt. Damit ist Gl. (5.4) gezeigt und somit die Relatio-
nen in Gl. (5.1) bewiesen.
Allgemeiner können wir sogar zeigen, dass für eine beliebige Anzahl an Gravitonen in

der EYM-Amplitude, diese sich als Linearkombination von Gluon-Amplituden darstellen
lassen können, d. h. es existieren Koeffizienten αρ ” αρpσ, p, rεq mit

AEYM
n,r pσ|Hq “

ÿ

ρPBBCJ
n,0

αρpσ, p, rεqA
YM
n pρ, p, εq (5.9)

für alle σ P Sr. Man beachte, dass es genügt über die BCJ-Basis zu summieren, da alle
YM-Amplituden AYM

n pβq mit β P Bn sich als Linearkombination von Amplituden aus
der BCJ-Basis darstellen lassen.
Für den Existenzbeweis definieren wir zunächst für ein beliebiges σ P Sr den pn´ 3q!-

komponentigen Vektor pGzqzPZn durch

Gz ” Jpz, pqCrpσ, zqEn´rpz, p, rεq (5.10)

und betrachten das lineare Gleichungssystem

αρM
red
ρz “ Gz, (5.11)

wobei die Matrix M red durch Gl. (3.84) (mit π “ 0) gegeben ist. Dieses hat wegen der
KLT-Orthogonalität die eindeutige Lösung

αρ “ GzN
red
zρ , (5.12)

wobei N red die Inverse zuM red ist und durch Gl. (3.85) gegeben ist (vgl. Kapitel 3.2.2.2).
Multiplizieren wir nun Gl. (5.11) mit En und summieren über alle Lösungen z der Streu-
gleichungen, so erhalten wir mit den CHY-Darstellungen der EYM- und YM-Amplituden
die Relationen in Gl. (5.9).2

Die angegebene Darstellung der Koeffizienten αρ ist zwar kompakt und allgemein gül-
tig, beinhaltet jedoch eine Summe über die Lösungen der Streugleichungen. Obgleich wir
die Lösungen nicht zu kennen brauchen, um αρ zu berechnen (siehe Kapitel 3.1.1 bzw.
[37–41]), ist diese Darstellung für große n deshalb in der Praxis nicht geeignet. Insbe-
sondere ist aus dieser Darstellung nicht ersichtlich, dass αρ eine rationale Funktion in
den Produkten p2pipjq, p2pirεjq und p2rεirεjq ist, denn die Lösungen der Streugleichungen
sind im Allgemeinen irrationale Funktionen in den Mandelstam-Invarianten [98]. Wir

2Allgemeiner sehen wir sogar am Beweis, dass jede Amplitude mit einer CHY-Darstellung sich als
Linearkombination von YM-Amplituden darstellen lässt.
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werden im nächsten Abschnitt einen Algorithmus zur Berechnung der αρ bzw. genauer
zur Berechnung der Koeffizienten βρ in

AEYM
n,r pσ|Hq “

ÿ

ρPBKK
n

βρpσ, p, rεqA
YM
n pρ, p, εq (5.13)

angeben.

5.2. Algorithmus zur Berechnung der
Entwicklungskoeffizienten

Sei im Folgenden t1, nu \ G die Menge der Gluonen und H die Menge der Gravitonen,
sodass t1, nu\G\H “ t1, 2, . . . , nu gilt. Weiter bezeichnen wir mit h “ h1h2 . . . h|H| ein
Wort mit paarweise verschiedenen Buchstaben aus H sowie mit g ein Wort mit paarweise
verschiedenen Buchstaben aus G. Die Relationen in Gl. (5.1) für ein Graviton legen nahe
den 4-Vektor

Tµr1ghn|Hs ”
ÿ

γPg�h

2Y µ
h1
Cnp1γnq (5.14)

zu definieren. Hierbei bezeichnet Yh1 die Summe der Impulse der Gluonen vor dem Gra-
viton h1 im Shuffle-Produkt. Insbesondere hängt also Yh1 außer von h1 auch von γ ab,
was wir jedoch in der Notation unterdrücken. Man beachte, dass das zweite Argument
in Tµ eine Menge ist (in diesem Fall die leere Menge), während das erste Argument eine
geordnete Liste bzw. ein Wort ist und somit die Reihenfolge der Buchstaben entschei-
dend ist. Mit der Definition in Gl. (5.14) lässt sich die zu Gl. (5.1) äquivalente Gl. (5.4)
kompakter schreiben als (wir benennen in Gl. (5.4) n in n´ 1 um)

Cn´1p12 . . . pn´ 2qn, zqEtn´1upz, p, rεq “ ´rε
µ
n´1Tµr12 . . . n|Hs. (5.15)

Allgemeiner ist das zweite Argument von Tµ eine echte Teilmenge von H, welche
wir mit rH “ tη1, η2, . . . , ηmu bezeichnen. Sei h “ h1h2 . . . hj ein beliebiges Wort mit
paarweise verschiedenen Buchstaben aus den übrigen 1 ď j “ |H|´m ď |H| Gravitonen.
Dann definieren wir rekursiv [43]

Tµr1ghn| rHs ”
ÿ

γPg�h

2Y µ
h1
E

rH
C|G|`2`jp1γnq ` p´1qm

m
ÿ

s“1

2pFηsq
µνTνr1gpηshqn| rHss.

(5.16)
Hierbei haben wir den Tensor

pFηsq
µν ” pµηsrε

ν
ηs ´ p

ν
ηsrε

µ
ηs (5.17)

eingeführt und rHs ” rHztηsu definiert. Durch Anwendung von Gl. (5.16) können wir die
Anzahl der Elemente im zweiten Argument von Tµ bei jedem Iterationsschritt verringern,
solange die Menge nicht leer ist. Ist die Menge leer, so liefert der zweite Summand in Gl.
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(5.16) keinen Beitrag, d. h. Gl. (5.16) geht in Gl. (5.14) über und die Rekursion terminiert
an dieser Stelle.
Entwickelt man die pfaffsche Determinante EH nach der pi`1q-ten Zeile mit 1 ď i ď n,

wobei Elemente von H mit ηi bezeichnet werden, erhält man folgende Verallgemeinerung
von Gl. (5.15) [43]:

C|G|`2p1gn, zqEHpz, p, rεq “ p´1q|H|rεµηiTµr1gηin|Hztηius (5.18)

Man beachte jedoch, dass wir hier fordern müssen, dass z eine Lösung der Streuglei-
chungen ist. Multiplizieren wir Gl. (5.18) mit iJpz, pqEpz, p, εq und summieren über alle
Lösungen der Streugleichungen, so erhalten wir auf der linken Seite die EYM-Amplitude
AEYM
n,|G|`2p1gn|Hq. Die rechte Seite liefert dagegen wegen der Rekursionsformel in Gl. (5.16)

eine Linearkombination von EYM-Amplituden mit mindestens |G| ` 3 Gluonen. Jede
dieser EYM-Amplituden können wir wiederum durch Anwenden von Gl. (5.16) und Gl.
(5.18) als Linearkombination von EYM-Amplituden mit mindestens |G|`4 Gluonen dar-
stellen. Auf diese Weise fahren wir fort bis wir bei EYM-Amplituden mit pn´ 1q Gluo-
nen angelangt sind, welche wir mit Gl. (5.1) als Linearkombination von YM-Amplituden
schreiben. Damit haben wir ein Verfahren, um EYM-Amplituden mit einer beliebigen
Anzahl an Gluonen und Gravitonen als Linearkombination von YM-Amplituden darzu-
stellen.
Zur Illustration dieses Algorithmus wollen wir die EYM-Amplitude AEYM

4,2 p14|t2, 3uq
mit 2 Gluonen und 2 Gravitonen als Linearkombination von YM-Amplituden darstellen.
Mit den Definitionen in Gl. (5.14) und Gl. (5.16) berechnen wir zunächst

Tµr124|t3us “ 2Et3uC3p124qpµ1 ´ 2Fµν3 Tνr1324|Hs

“ 2Et3uC3p124qpµ1 ´ 4Fµν3 pp1qνCp1324q.
(5.19)

Mit Gl. (5.18) können wir nun die Amplitude AEYM
4,2 p14|t2, 3uq durch EYM-Amplituden

mit höchstens einem Graviton darstellen:

AEYM
4,2 p14|t2, 3uq “ p2rε2p1qA

EYM
4,3 p124|t3uq ´ p4rε2F3p1qA

YM
4 p1324q (5.20)

Als letzten Schritt stellen wir nun AEYM
4,3 p124|t3uq mittels Gl. (5.1) als Linearkombination

von Gluon-Amplituden dar und verwenden ferner die Impulserhaltung und die Transver-
salität rεipi für i “ 2, 3, um das Ergebnis kompakter darzustellen:

AEYM
4,2 p14|t2, 3uq “ p2rε2p4qp2rε3p1qA

YM
4 p1324q ` p2rε2p1qp2rε3p4qA

YM
4 p1234q

` p2rε2rε3qp2p1p3qA
YM
4 p1324q

(5.21)

Verwenden wir außerdem die BCJ-Relation in Gl. (2.61), so können wir dies auch in der
Form von Gl. (5.9) darstellen:

AEYM
4,2 p14|t2, 3uq “ p2p1p2q

„

p2rε2rε3q `
p2rε3p4qp2rε2p1q

p2p1p2q
`
p2rε3p1qp2rε2p4q

p2p1p3q



AYM
4 p1234q

(5.22)
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Natürlich ist es in diesem Fall auch problemlos möglich das obige Ergebnis aus Gl. (5.12)
zu erhalten. Wir haben

Gz “ Jpz, pqC2p14, zqEt2,3upz, p, rε2, rε3q

“

„

´
z2

14

p2p1p4q
z12z23z31z23z34z42



ˆ

„

´
1

z2
14



ˆ

»

—

–

p2p2p3qp2rε2rε3q

z2
23

´

4
ÿ

j“1
j‰2

4
ÿ

i“1
i‰3

p2rε2pjqp2rε3piq

z2jz3i
´
p2rε2p3qp2rε3p2q

z2
23

fi

ffi

fl

(5.23)

und
Nz,1234 “ Sr1234|1243sCp1243, zq “ p2p1p2q ˆ

1

z12z24z43z31
. (5.24)

Setzen wir nun die Lösung der Streugleichung für n “ 4, z “ p0,´p2p1p2q{p2p1p3q, 1,8q,
ein, so erhalten wir unter Verwendung der Impulserhaltung und rεipi “ 0 für i “ 2, 3 das
Ergebnis in Gl. (5.22):

α1234 “ GzNz,1234 “ p2p1p2q

„

p2rε2rε3q `
p2rε3p4qp2rε2p1q

p2p1p2q
`
p2rε3p1qp2rε2p4q

p2p1p3q



(5.25)

5.3. Grafische Regeln zur Berechnung von BCJ-Numeratorn

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, lässt sich jede Amplitude AEYM
n,|G|`2p1αn|Hq

als Linearkombination von YM-Amplituden schreiben. Hierbei bleibt die relative Ord-
nung der Gluonen erhalten, d. h. wir können AEYM

n,|G|`2p1αn|Hq darstellen als

AEYM
n,|G|`2p1αn|Hq “

ÿ

βPSH

ÿ

τPα�β

p´1qmpm`1q{22mapβ, τqAYM
n p1τnq, (5.26)

wobei m “ |H| die Anzahl der Gravitonen in der EYM-Amplitude auf der linken Seite
ist und die Koeffizienten apβ, τq durch den im vorherigen Abschnitt beschriebenen Algo-
rithmus bestimmt sind. Wir haben den konstanten Term p´1qmpm`1q{22m abgespalten,
damit die Funktionen apβ, τq möglichst einfach sind.
Ferner lässt sich durch eine Entwicklung der pfaffschen Determinante zeigen, dass die

Amplitude in der Gravitation sich durch EYM-Amplituden darstellen lässt [44, 97]

AG
n “ p´1qpn`1qpn`2q{2

ÿ

split

ÿ

αPSG

W p1αnqp´1qmpm`3q{22n´m´2AEYM
n,|G|`2p1αn|Hq. (5.27)

Hierbei bezeichnen wir mit
ř

split
die Summe über alle Zerlegungen der Menge t2, 3, . . . , n´

1u in zwei disjunkte Teilmengen G und H und es ist W p1αnq ” rε1Fα1 . . . Fαsrεn für
α ” α1 . . . αs. Setzen wir Gl. (5.26) in Gl. (5.27) ein, so finden wir:

AG
n “ p´1qpn`1qpn`2q{22n´2

ÿ

split

ÿ

αPSG

ÿ

βPSH

ÿ

τPα�β

p´1q|H|W p1αnqapβ, τqAYM
n p1τnq (5.28)
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Andererseits können wir aber auch die Graviton-Amplitude mit Hilfe von BCJ-
Numeratorn darstellen:

AG
n “

ÿ

σPBKK
n

NBCJ
combpσqA

YM
n pσq (5.29)

Dies folgt unmittelbar aus Gl (4.81). Durch Koeffizientenvergleich können wir damit den
Numerator NBCJ

combpσq für jedes σ P BKK
n extrahieren. Nachfolgend illustrieren wir dieses

Vorgehen für den Fall, dass H ein oder zwei Elemente enthält. Um die Notation einfach
zu gestalten, wählen wir für σ die Standardordnung, σ “ 12 . . . n.
Ist etwa H “ tη1u, so liefert in Gl. (5.28) nur der Summand mit α “ α1 ” 2 . . . pη1 ´

1qpη1 ` 1q . . . pn ´ 1q und τ “ τ1 ” 23 . . . pn ´ 1q einen Beitrag zum BCJ-Numerator
NBCJ

combpσq. Mit den Relationen in Gl. (5.1) erhalten wir

apη1, τ1q “ rεη1pp1 ` p2 ` ¨ ¨ ¨ ` pη1´1q. (5.30)

Betrachte nun den Summanden in Gl. (5.28) mit H “ tη1, η2u, wobei 2 ď η1 ă η2 ď

n ´ 1 angenommen sei. Gl. (5.18) zeichnet ein Graviton ηi aus. Entsprechend müssen
wir uns entscheiden, ob wir diese Gleichung mit η1 oder η2 anwenden. Allgemeiner müs-
sen wir eine Reihenfolge ρ1 angeben, in welcher wir Gl. (5.18) anwenden. Genauer: Ist
ρ1 “ ρ1

1ρ
1
2 . . . ρ

1
|H| ein Wort mit paarweise verschiedenen Buchstaben in H, so wenden wir

zunächst Gl. (5.18) mit ηi “ ρ1
1 an. Benutzen wir nun die Rekursionsgleichung (5.16), so

können wir die EYM-Amplitude AEYM
n,|G|`2p1αn|Hq durch EYM-Amplituden mit Gravito-

nen aus H 1 Ĺ H ausdrücken. Auf diese Amplituden wenden wir wieder Gl. (5.18) an –
jedoch mit dem (von links gelesen) nächsten ρ1

i , 2 ď i ď |H|, in ρ1, welches in H 1 liegt.
Speziell für H “ tη1, η2u wählen wir ρ1 “ η2η1. Analog zu unserem Beispiel mit zwei
Gravitonen im letzten Abschnitt erhalten wir

apη1η2, τ1q “ rεη2Fη1

ÿ

kăη1

pk `
ÿ

lăη2
l‰η1

ÿ

kăη1

prεη2plqprεη1pkq. (5.31)

Allgemeiner sei α ” α1α2 . . . α|G| ein Wort mit Buchstaben aus G, das ohne Einschrän-
kung bereits geordnet bezüglich σ ist, d. h. αi ă αj für i ă j (für das hier gewählte
σ) und h1 ” φ1pl1q . . . φ1p2qφ1p1q mit φ1piq P H für i “ 1, 2, . . . , l1 (1 ď l1 ď |H|)
und φ1piq ‰ φ1pjq für i ‰ j. Ferner definieren wir die Mengen M1 ” G Y t1u und
M2 ” M1 Y tφ1p1q, φ1p2q, . . . , φ1pl1qu. Dann erhalten wir mit Gl. (5.18) für ηi “ φ1p1q
sowie mit l1-maliger Anwendung der Rekursionsgleichung (5.16) Beiträge der Form

ÿ

γPα�h1

p´1ql1p2|H|`l1´1q{22l1rεφ1p1qFφ1p2q . . . Fφ1pl1qYφ1pl1qA
EYM
n,|G|`2`l1

p1γn|HzM2q (5.32)

zu AEYM
n,|G|`2p1αn|Hq. Um am Ende den Koeffizienten der YM-Amplitude in Standard-

ordnung zu erhalten, müssen wir denjenigen Summanden auswählen, für den γ “

γ1γ2 . . . γ|G|`l1 bzgl. σ geordnet ist, d. h. γi ă γj für i ă j. Da das Shuffle-Produkt
die relative Reihenfolge der Buchstaben in α und in h1 nicht verändert, bedeutet dies,
dass h1 bezüglich σ geordnet sein muss:

φ1pl1q ă ¨ ¨ ¨ ă φ1p2q ă φ1p1q (5.33)
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Für diesen Summanden γ ist ferner

Yφ1pl1q “
ÿ

kPM1
kăφ1pl1q

pk. (5.34)

Ansonsten erhalten wir jedoch Terme mit beliebigen φ1piq, da wir im zweiten Term auf
der rechten Seite von Gl. (5.16) über alle Elemente aus rH summieren.
Ist HzM2 ‰ H, so müssen wir wieder Rekursionsgleichung (5.16) in Kombination mit

Gl. (5.18) anwenden und erhalten diesmal die Terme
ÿ

γPα�h1

ÿ

δPγ�h2

p´1ql1p2|H|`l1´1q{2p´1ql2p2|H|`l2´1q{22l1`l2prεφ1p1qFφ1p2q . . . Fφ1pl1qYφ1pl1qq

ˆ prεφ2p1qFφ2p2q . . . Fφ2pl2qYφ2pl2qqA
EYM
n,|G|`2`l1`l2

p1δn|HzM3q.

(5.35)

Hierbei ist h2 ” φ2pl2q . . . φ2p2qφ2p1q ein Wort mit paarweise verschiedenen Buchstaben
aus HzM2 der Länge 1 ď l2 ď |H| ´ l1 und M3 ” M2 Y tφ2p1q, φ2p2q, . . . , φ2pl2qu. h2

muss bezüglich σ geordnet sein, um einen Beitrag zu AYM
n pσq zu liefern, kann ansonsten

aber beliebig sein. Für den entsprechenden Summanden ist

Yφ2pl2q “
ÿ

kPM2
kăφ2pl2q

pk. (5.36)

Auf diese Weise fahren wir fort bis wir den Koeffizienten von AYM
n pσq erhalten. Es ist ent-

scheidend, dass aufgrund des Shuffle-Produktes die hj bei jedem j-ten Schritt bezüglich
σ geordnet sein müssen.
Wir können damit den Algorithmus zur Bestimmung des Numerators NBCJ

combpσq mit
σ PBKK

n in folgenden drei Schritten zusammenfassen [44]:

1. Konstruiere alle gewurzelten Bäume, die bezüglich der Ordnung σ geordnet sind,
d. h. ist p1, . . . , σi, . . . , σjq mit j ą i ein Pfad von Knoten 1 über Knoten σi nach σj ,
so ist σj auf höherer Tiefe als σi. Damit ist notwendigerweise 1 “ σ1 die Wurzel und
n “ σn ein Blatt eines jeden solchen Baumes. Es gibt pn ´ 1q! geordnete Bäume,
da man die Bäume mit n` 1 Knoten aus den Bäumen mit n Knoten erhält, indem
man Knoten n` 1 mit einem Knoten i P t1, 2, . . . , nu verbindet.

2. Sei g “ p1, α1, . . . , αs, nq der Pfad von der Wurzel 1 bis zum Blatt n eines geordne-
ten Baumes und M1 “ t1, α1, . . . , αsu. Die Menge der Knoten, die nicht auf diesem
Pfad liegen, bezeichnen wir mit H “ t1, 2, . . . , n´ 1uzM1. Auf H wählen wir (will-
kürlich) eine Ordnung ρ1 “ ρ1

1 . . . ρ
1
|H| (Referenzordnung) und bezeichnen mit P1 “

pφ1p1q, . . . , φ1pl1q, V1q den Pfad von ρ1
1 “ φ1p1q zum nächsten Element aus M1,

welches wir mit V1 bezeichnen.3 Seien nun Ordnungen ρi, MengenMi und Pfade Pi
3Beachte, dass wir für ein festes H, auch bei Berechnung von verschiedenen Numeratorn NBCJ

combpσq,
dasselbe ρ1 wählen müssen. In der Praxis können wir eine globale Ordnung auf t2, 3, . . . , n´1u, etwa
ρ “ pn´ 1qpn´ 2q . . . 2, wählen. Diese induziert dann eine Ordnung auf H.
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9

354

2

1

6

7 8

Abbildung 5.1.: Ein bezüglich σ “ 123456789 geordneter Baum. Der Beitrag zum Nu-
merator von diesem Baum ist durch Gl. (5.41) gegeben.

für i ě 1 bereits konstruiert. Dann bezeichnen wir mit ρi`1 “ ρi`1
1 . . . ρi`1

|H|´l1´¨¨¨´li

die Ordnung, die durch Streichen von φip1q, . . . , φipliq P HzMi aus ρi entsteht und
setzen Mi`1 “ Mi Y tφip1q, . . . , φipliqu. Mit Pi`1 “ pφi`1p1q, . . . , φi`1pli`1q, Vi`1q

bezeichnen wir den Pfad von ρi`1
1 “ φi`1p1q zum nächsten Knoten aus Mi`1, wel-

chen wir mit Vi`1 bezeichnen. Auf diese Weise konstruieren wir alle Pfade Pi bis
Mi “ t1, 2, . . . , n´ 1u.

3. Mit dem Pfad g assoziieren wir den Faktor

ηg “W p1αnq “ ε1Fα1 . . . Fαsεn (5.37)

und mit dem Pfad Pi den Faktor

ηPi “ εφip1qFφip2q . . . FφipliqpVi . (5.38)

Für jeden Baum ist der Beitrag zum Numerator durch das Produkt

p´1qpn`1qpn`2q{2`|H|2n´2 ¨ ηg
ź

i

ηPi (5.39)

gegeben. Der Numerator NBCJ
combpσq ist die Summe der Beiträge über alle bezüglich

σ geordneten Bäume.

Bevor wir ein Beispiel betrachten, wollen wir Schritt 2 und 3 des Algorithmus illustrie-
ren. Hierzu betrachten wir den bezüglich σ “ 123456789 geordneten Baum in Abb. 5.1,
welcher einen Beitrag zum Numerator NBCJ

combpσq liefert. Gemäß Schritt 2 müssen wir zu-
nächst die Pfade g und Pi identifizieren. Es ist g “ p1, 3, 9q und somitH “ t2, 4, 5, 6, 7, 8u.
Wir wählen die Referenzordnung ρ1 “ 876542 auf H. Dann sind die Pfade Pi gegeben
durch

P1 “ p8, 7, 3q, P2 “ p6, 1q, P3 “ p5, 3q, P4 “ p4, 2, 1q. (5.40)

Wenden wir nur die Regeln in Schritt 3 an, so erhalten wir den Beitrag für diesen Baum:

´27pε1F3ε9qpε8F7p3qpε6p1qpε5p3qpε4F2p1q (5.41)
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Abbildung 5.2.: Die bezüglich σ “ 1234 geordneten Bäume.

Abschließend wollen wir mit obigem Algorithmus den Numerator NBCJ
combp1234q berech-

nen. In diesem Fall haben wir 3! “ 6 geordnete Bäume bezüglich der Ordnung σ “ 1234.
Diese sind in Abb. 5.2 dargestellt. Für H “ t2, 3u wählen wir die Ordnung ρ1 “ 32. Dann
lauten die einzelnen Beiträge zum Numerator:

N1 “ ´4pε1F2F3ε4q, N2 “ 4pε1F3ε4qpε2p1q, N3 “ 4pε1F2ε4qpε3p1q

N4 “ 4pε1F2ε4qpε3p2q, N5 “ ´4pε1ε4qpε3F2p1q, N6 “ ´4pε1ε4qpε2p1qpε3p1q

(5.42)

Benutzen wir die Impulserhaltung und εjpj “ 0, so folgt für NBCJ
combp1234q “

ř6
i Ni:

NBCJ
combp1234q

“4pε2p1qpε3p4qpε1ε4q ´ 4pε2p1qpε4p3qpε1ε3q ´ 4pε1p2qpε3p4qpε2ε4q

`4pε1p2qpε4p3qpε2ε3q ´ 4rpε3p1qpε4p2q ´ pε4p1qpε3p2qspε1ε2q

´4rpε1p3qpε2p4q ´ pε2p3qpε1p4qspε3ε4q ` 4pp2p3qpε1ε2qpε3ε4q

`4pp1p2qpε1ε4qpε2ε3q

(5.43)

Beachte, dass NBCJ
combp1324q nicht durch Umbenennung 2 Ø 3 aus NBCJ

combp1234q entsteht.
Stattdessen haben wir

NBCJ
combp1324q

“4pε3p1qpε2p4qpε1ε4q ´ 4pε3p1qpε4p2qpε1ε2q ´ 4pε1p3qpε2p4qpε3ε4q

`4pε1p3qpε4p2qpε2ε3q ´ 4rpε2p1qpε4p3q ´ pε4p1qpε2p3qspε1ε3q

´4rpε1p2qpε3p4q ´ pε3p2qpε1p4qspε2ε4q ` 4pp2p3qpε1ε3qpε2ε4q.

(5.44)

Die Numerator sind nicht identisch zu denen, die wir aus der YM-Lagrangedichte erhal-
ten haben (vgl. Gl. (4.84)). Bezeichnen wir den Numerator in Gl. (4.84) mit pNBCJ

combp1234q
(und entsprechend für die Ordnung 1324), so gilt jedoch

1

2pp1p2q

´

pNBCJ
combp1234q ´NBCJ

combp1234q
¯

`
1

2pp2p3q

´

pNBCJ
combp1324q ´NBCJ

combp1324q
¯

“ 0.

(5.45)
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Da beide Sätze von Numeratorn die Jacobi-Identität erfüllen, gehen die Numerator somit
durch eine verallgemeinerte Eichtransformation auseinander hervor.
Der in diesem Kapitel vorgestellte Algorithmus lässt sich leicht implementieren. Der

Quelltext für eine Implementierung in Mathematica findet sich in Anhang E. Beispielswei-
se geben wir hier einen Numerator für n “ 5 an, wobei wir die globale Referenzordnung
ρ “ 432 verwenden:

NBCJ
combp12345q “

8p´pε1F2ε5qpε3p2qpε4p1q ´ pε1F2ε5qpε3p2qpε4p2q ´ pε1F2ε5qpε4F3p1q

´pε1F2ε5qpε4F3p2q ´ pε1F3ε5qpε2p1qpε4p1q ´ pε1F3ε5qpε2p1qpε4p3q

´pε1F4ε5qpε3F2p1q ´ pε1F3ε5qpε4F2p1q ` pε1F2F3ε5qpε4p1q

`pε1F2F3ε5qpε4p2q ` pε1F2F3ε5qpε4p3q ´ pε3p1qppε1F2ε5qppε4p1q ` pε4p2qq

`pε1F4ε5qpε2p1q ´ pε1F2F4ε5qq ` pε1F2F4ε5qpε3p2q ` pε1F3F4ε5qpε2p1q

`pε1ε5qppε4p1qpε3F2p1q ` ppε3p1q ` pε3p2qqpε4F2p1q ` pε2p1qppε4F3p1q

`pε3p1qpε4p1qq ` pε4F3F2p1qq ´ pε1F2F3F4ε5qq

(5.46)
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In dieser Dissertation zeigten wir erstens in Kapitel 5.1, dass die CHY-Darstellung
von Amplituden dazu verwendet werden kann, um Relationen zwischen Ein-Spur-EYM-
Amplituden mit einem Graviton und n´1 Gluonen auf der einen Seite und farbgeordneten
YM-Amplituden mit n Gluonen auf der anderen Seite zu beweisen. Ferner konnten wir
mit Hilfe einer Eigenschaft der Lösungen der Streugleichungen, der KLT-Orthogonalität,
eine Verallgemeinerung dieser Relationen auf eine beliebige Anzahl von Gravitonen an-
geben.
Zweitens studierten wir die pn ´ 3q-Streuformen Ωscalar

n pσq und ΩYM
n pp, εq auf der

Kompaktifizierung M0,n des Modulraums M0,n der n-fach punktierten Riemannschen
Sphäre. Die Definition der Streuformen ist derart, dass der Pushforward dieser Streufor-
men unter den Streugleichungen die CHY-Darstellung der farbgeordneten Amplituden in
der bi-adjungierten skalaren Theorie und der YM-Theorie liefert. Um die YM-Streuform
ΩYM
n pp, εq auf ganz M0,n, also auch abseits der Lösungen der Streugleichungen, zu un-

tersuchen, war es jedoch notwendig den Polarisationsfaktor geeignet auf off-shell Daten
zu verallgemeinern. Die Streuformen haben einige bemerkenswerte Eigenschaften, welche
man von Streuformen von lokalen und unitären Quantenfeldtheorien zwar erwarten wür-
de, welche jedoch nicht manifest in diesem geometrischen Bild von Amplituden sind. Wir
zeigten in Kapitel 4.5, dass die beiden Streuformen Ωscalar

n pσq und ΩYM
n pp, εq nur Sin-

gularitäten auf dem Divisor M0,nzM0,n besitzen, diese logarithmisch sind und dass das
Residuum der Streuformen in den Singularitäten in zwei Streuformen vom niedrigeren
Grad faktorisiert.
Natürlich würden wir gerne Streuformen für weitere Theorien, wie etwa QCD oder

N “ 4 SYM, auch auf Loop-Niveau, studieren. Da die skalare Streuform Ωscalar
n pσq mit

einer positiven Geometrie, dem Associahedron, assoziiert ist, wäre es ferner interessant
herauszufinden, ob auch für andere Theorien Streuformen aus der Kenntnis einer Geo-
metrie berechnet werden können.
Für das Studium von QCD-Streuformen wäre es wahrscheinlich hilfreich eine Verallge-

meinerung der Formel in Gl. (4.80), d. h. einen Ausdruck für den QCD-Polarisationsfaktor
rEpz, p, εq in Abhängigkeit von BCJ-Numeratorn von MW-Diagrammen, zu haben. Eine
entsprechende Verallgemeinerung für n ď 5 Teilchen wurde in Kapitel 3.2.3 präsentiert.
Durch geeignete Manipulation dieses Polarisationsfaktors konnte eine Amplitude in Gra-
vitation aus QCD im CHY-Formalismus gewonnen werden. Diese stimmt mit dem, was
wir aus dem BCJ-Double-Copy-Verfahren oder den verallgemeinerten KLT-Relationen
erhalten, überein. Wir würden gerne wissen, ob dies auf beliebige n verallgemeinert wer-
den kann.
Letztens möchten wir erwähnen, dass die Residuen der Streuformen auch für N “ 4

SYM und sogar auf Loop-Niveau faktorisieren, wie in [99] gezeigt wurde. Diese Faktori-
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sierungseigenschaft genügt, um die Streuformen via BCFW-Rekursion zu rekonstruieren.
Jedoch ist unbekannt, was die zugehörige positive Geometrie im von den Spinoren λi, rλi
aufgespannten kinematischen Raum ist. Auf Baumniveau müssten wir hierfür das Bild
des positiven Grassmanians G`p2, nq, welcher definiert ist als Raum der komplexen 2ˆn-
Matrizen pz1, z2, . . . , znq mit detpzi, zjq ą 0 für j ą i modulo Möbius-Transformationen
und Reskalierung der Spalten, unter den RSVW-Gleichungen, einer 4-dimensionalen Ver-
sion der Streugleichungen, finden. Es liegt nahe zu vermuten, dass diese positive Geome-
trie, ähnlich wie das kinematische Associahedron, als Durchschnitt einer positiven Region
und einer 4-dimensionalen Version des in Kapitel 4.3.2 eingeführten Unterraums Hn des
kinematischen Raums Kn dargestellt werden kann. Die zugehörige positive Region wurde
in [99] entdeckt und es bleibt – sofern obige Vermutung richtig ist – den Unterraum zu
finden.
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Anhang A.

Farbgeordnete Feynman-Regeln

Nachfolgend sind die farbgeordneten Feynman-Regeln in Feynman-Eichung dargestellt.
Man erhält sie aus den üblichen (farbbehafteten) Feynman-Regeln durch Abspalten der
Farbfaktoren (vgl. Abb. 2.1 und Abb. 2.2) und der Kopplungskonstante. Alle Teilchen
sollen hier auslaufend sein.
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Anhang B.

Die Koeffizienten ai und bi

In diesem Anhang geben wir die explizite Abhängigkeit der Koeffizienten in Gl. (3.91)
von den Invarianten pα1α2...αk ”

ř

iăj
2pαipαj und der Masse m3 des Quarks 3 bzw. des

Antiquarks 4 an. Diese ergeben sich aus Fmasspγ|α, βq, welches aus dem in Gl. (2.68)
definiertem Fpγ|α, βq mit der Ersetzungsregel in (3.74) folgt. Hierbei sind α und β
eindeutig durch die Basiselemente σ P t125346, 132546u Ă BBCJ

6,3 vermöge σ “ 1α5β6
bestimmt. Des Weiteren durchläuft γ alle Permutation mit γ P α� Spβq.
Die Koeffizienten bezüglich des BCJ-Basiselements σ1 “ 125346 werden mit dem Buch-

staben a, diejenigen bezüglich des BCJ-Basiselements σ2 “ 132546 mit einem b, gekenn-
zeichnet. Der Index nummeriert die Stelle, an der σ1 “ 1γ56 in der Liste

Bkď2
6 “ t124356, 132456, 134256, 123456, 142356, 143256u (B.1)

auftritt. Die Koeffizienten lauten:

a1 “ Fmassp243|2, 34q “ ´
pp14 ` p24qpp346 ` p35 ` 2m2

3q

p46pp346 ` 2m2
3q

(B.2)

a2 “ Fmassp324|2, 34q “ ´
p45p13

p46pp346 ` 2m2
3q

(B.3)

a3 “ Fmassp342|2, 34q “ ´
p13pp45 ` p24q

p46pp346 ` 2m2
3q

(B.4)

a4 “ Fmassp234|2, 34q “ ´
p45pp13 ` p23q

p46pp346 ` 2m2
3q

(B.5)

a5 “ Fmassp423|2, 34q “ ´
p14pp346 ` p35 ` 2m2

3q

p46pp346 ` 2m2
3q

(B.6)

a6 “ Fmassp432|2, 34q “ ´
p14pp346 ` p23 ` p35 ` 2m2

3q

p46pp346 ` 2m2
3q

(B.7)

b2 “ Fmassp324|32, 4q “
p14 ` p34 ` p24 ` 2m2

3

p46
(B.8)

b3 “ Fmassp342|32, 4q “
p14 ` p34 ` 2m2

3

p46
(B.9)

b6 “ Fmassp432|32, 4q “
p14

p46
(B.10)
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Man beachte, dass – mit dieser Notation – b1 “ b4 “ b5 “ 0 gilt, da die Elemente
124356, 123456 und 142356 von Bkď2

6 sich nicht als 1γ56 mit γ P 32 � 4 darstellen
lassen.
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Anhang C.

Verschiedene Beweise

C.1. Beweis der Permutationsinvarianz des
Polarisationsfaktors

Wir zeigen hier, dass der Polarisationsfaktor in Gl. (4.80) unabhängig von i und j und
somit permutationsinvariant ist.
Hierzu definieren wir

Eij ”
ÿ

σ1PS
pi,jq
n

Cpσ1, zqNBCJ
combpσ

1q. (C.1)

Wir müssen zeigen, dass Eij “ E1n gilt. Dies können wir in zwei Schritten tun, nämlich
indem wir erst E1j “ E1n und dann Eij “ E1j zeigen. Da beide Beweise analog verlaufen,
begnügen wir uns mit dem Beweis von

E1j “
ÿ

σ1PS
p1,jq
n

Cpσ1, zqNBCJ
combpσ

1q “
ÿ

σPBKK
n

Cpσ, zqNBCJ
combpσq “ E1n. (C.2)

Jedes Element σ1 P Sp1,jqn kann geschrieben werden als 1α1nβ1j ” 1α11 . . . α
1
ιnβ

1
1 . . . β

1
κj

mit tα11, . . . , α1ι, β11, . . . , β1κu “ t2, 3, . . . , n´ 1uztju und tα11, . . . , α1ιu X tβ11, . . . , β1κu “ H.
Wir drücken zuerst den Parke-Taylor-Faktor Cpσ1, zq mittels der KK-Relationen durch
Parke-Taylor-Faktoren in der KK-Basis aus:

Cpσ1, zq “ p´1q1`|β
1|

ÿ

κP1α1�pjβ1T qn

Cpκ, zq (C.3)

Wir erinnern daran, dass wir hierfür nicht verlangen müssen, dass z eine Lösung der
Streugleichungen ist. Ebenso können wir den Numerator NBCJ

combpσ
1q durch Numerator

in der KK-Basis ausdrücken. Sei G1 der Kamm-Graph bezüglich der Ordnung σ1 und F 1

derjenige Graph, der aus G1 durch Vertauschen der Äste an dem Vertex, an dem Teilchen
n angehaftet ist, entsteht (siehe Abb. C.1). F 1 hat die Ordnung σ1F “ 1α1β1jn. Benutzen
wir die Antisymmetrie der 3-Teilchen-Vertizes und Gl. (2.58), so finden wir

NBCJ
combpσ

1q “ ´NBCJpF 1q “
ÿ

σ̃PCOpF 1qXBKK
n

p´1q1`nflippσ
1
F ,σ̃qNBCJ

combpσ̃q

“
ÿ

σPBKK
n

ÿ

σ̃PCOpG1q

p´1qnflippσ
1,σqδσrσN

BCJ
combpσq.

(C.4)
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Abbildung C.1.: Der Graph F 1, welcher aus dem Kamm-Graphen G1 bezüglich der Ord-
nung σ1 “ 1α1nβ1j durch Vertauschen der Äste an dem Vertex, an dem
Teilchen n angehaftet ist, entsteht. Dieser ausgezeichnete Vertex ist hier
als Kreis dargestellt.

Einsetzen von Gl. (C.3) und Gl. (C.4) in die Definitionsgleichung von E1j liefert

E1j “
ÿ

σPBKK
n

NBCJ
combpσq

ÿ

σ2PBKK
n

Cpσ2, zqfpσ, σ2q (C.5)

mit

fpσ, σ2q “
ÿ

σ1“1α1nβ1jPS
p1,jq
n

ÿ

κP1α1�pjβ1T qn

ÿ

σ̃PCOpG1q

δσrσδκσ2p´1q1`|β
1|`nflippσ

1,σq. (C.6)

Sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit σ2 “ 12 . . . n. Man überlegt sich leicht, dass
sich alle Summanden auf der rechten Seite von Gl. (C.6), bis auf einen, jenen mit σ1 “
σ10 ” 1α10nβ

1
0j ” 12 . . . pj´ 1qnpn´ 1q . . . pj` 1qj und κ “ rσ “ σ2, wegheben. Wir haben

also

fpσ, σ2q “ δσσ2p´1q1`|β
1
0|`nflippσ

1
0,σ

2q “ δσσ2p´1q1`pn´1´jq`pn´jq “ δσσ2 . (C.7)

In Kombination mit Gl. (C.5) zeigt dies die Gültigkeit von Gl. (C.2) und damit die
Permutationsinvarianz des Polarisationsfaktors.

C.2. Beweis der Äquivalenz der Polarisationsfaktoren

In diesem Anhang zeigen wir, dass die Definitionen des Polarisationsfaktors Epz, p, εq in
Gl. (3.64) und in Gl. (4.80) übereinstimmen, wenn εjpj “ 0, p2

j “ 0 und z PZn. Dies ist
wegen der KLT-Orthogonalität genau dann der Fall, wenn

AYM
n pσq “ i

ÿ

zPZn

ÿ

ρPBKK
n

Jpz, pqCpσ, zqCpρ, zqNBCJ
combpρq (C.8)

– 97 –



Anhang C. Verschiedene Beweise

für alle σ PBn gilt. Benutzen wir die CHY-Darstellung der skalaren Amplitude mnpσ|ρq
und Gl. (2.107), so erhalten wir für die rechte Seite der obigen Gleichung

i
ÿ

zPZn

ÿ

ρPBKK
n

Jpz, pqCpσ, zqCpρ, zqNBCJ
combpρq

“ip´1qn´3
ÿ

ρPBKK
n

ÿ

GPTn,0pσqXTn,0pρq

p´1qnflippσ|ρq

¨

˝

ź

ePEpGq

1

se

˛

‚NBCJ
combpρq

“ip´1qn´3
ÿ

GPTn,0pσq

¨

˝

ź

ePEpGq

1

se

˛

‚

ÿ

ρPBKK
n XCOpGq

p´1qnflippσ|ρqNBCJ
combpρq.

(C.9)

Mit Reduktion von Numeratorn auf Numerator von Kamm-Graphen, Gl. (2.58), folgt
weiter

i
ÿ

zPZn

ÿ

ρPBKK
n

Jpz, pqCpσ, zqCpρ, zqNBCJ
combpρq

“ip´1qn´3
ÿ

GPTn,0pσq

¨

˝

ź

ePEpGq

1

se

˛

‚NBCJpGq “ AYM
n pσq.

(C.10)

Damit ist Gl. (C.8) gezeigt und die Behauptung bewiesen.

C.3. Äquivalenz der KLT-, CHY- und
BCJ-Double-Copy-Verfahren

Wir haben in Kapitel 3.2.1 die CHY-Formel für die n-Graviton-Amplitude

AG
n pp, ε, rεq “ i

ÿ

zPZn

Jpz, pqEpz, p, εqEpz, p, rεq (C.11)

aus den KLT-Relationen

AG
n pp, ε, rεq “ ´i

ÿ

α,βPBBCJ
n,0

AYM
n pα, p, εqSrα|βsAYM

n pβ, p, rεq (C.12)

gefolgert. Weiterhin haben wir in Kapitel 2.6 gesehen, dass man die n-Graviton-
Amplitude für n “ 4 auch durch das BCJ-Double-Copy-Verfahren erhält:

AG
4 “ ´i

˜

Ns
rNs

s
`
Nt

rNt

t
`
Nu

rNu

u

¸

(C.13)

Wir wollen in diesem Anhang zeigen, dass sich dieses Resultat auf beliebige n verallge-
meinern lässt, d. h. wir haben

AG
n “ ip´1qn´3

ÿ

GPUn

NBCJpGq rNBCJpGq
ś

ePEpGq

se
. (C.14)
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Hierfür betrachten wir die rechte Seite von Gl. (C.11). Wir drücken zunächst die Polari-
sationsfaktoren durch Numerator von Kamm-Diagrammen, Gl. (4.80), aus und benutzen
anschließend die CHY-Darstellung der Amplitude mnpσ|σ

1q der bi-adjungierten skalaren
Theorie:

AG
n “ i

ÿ

zPZn

Jpz, pqEpz, p, εqEpz, p, rεq

“ i
ÿ

zPZn

Jpz, pq
ÿ

σ,σ1PBKK
n

NBCJ
combpσq

rNBCJ
combpσ

1qCpσ, zqCpσ1, zq

“
ÿ

σ,σ1PBKK
n

NBCJ
combpσq

rNBCJ
combpσ

1qmnpσ|σ
1q

“ ip´1qn´3
ÿ

σ,σ1PBKK
n

NBCJ
combpσq

rNBCJ
combpσ

1q
ÿ

GPTn,0pσqXTn,0pσ1q

p´1qnflippσ|σ
1q

ź

ePEpGq

1

se

(C.15)

Durch Vertauschen der Summen über G und über σ, σ1 sehen wir, dass dies dasselbe ist
wie

ip´1qn´3
ÿ

GPUn

ÿ

σ,σ1PCOpGqXBKK
n

NBCJ
combpσq

rNBCJ
combpσ

1qp´1qnflippσ|σ
1q

ź

ePEpGq

1

se

“ ip´1qn´3
ÿ

GPUn

NBCJpGq rNBCJpGq
ź

ePEpGq

1

se
, (C.16)

wobei wir die Formel für die Reduktion von BCJ-Numeratorn von beliebigen Graphen
auf BCJ-Numerator von Kamm-Graphen, Gl. (2.58), benutzt haben. Damit ist Gl. (C.14)
gezeigt und somit bewiesen, dass KLT-, CHY- und BCJ-Double-Copy-Verfahren äquiva-
lent sind, um Amplituden in Einstein-Gravitation aus Amplituden in reiner YM-Theorie
zu erhalten.
Beachte, dass Gl. (2.58) durch sukzessive Anwendung der Jacobi-Identität folgt und

es somit notwendig ist, dass die Numerator in Gl. (C.14) BCJ-Numerator sind, also die
Jacobi-Identität erfüllen.
Analog folgt die Äquivalenz von KLT-, CHY- und BCJ-Double-Copy-Verfahren im Fall

von einer Quarklinie, d. h.

AQCD2

n,1 pp, ε, rεq “ i
ÿ

zPZmass
n

Jmasspz, pq rEpz, p, εq rEpz, p, rεq

“ ip´1qn´3
ÿ

GPUn,1

NBCJpGq rNBCJpGq
ś

ePEpGq

pse ´m2
eq

“
ÿ

α,βPBBCJ
n,1

AQCD
n,1 pα, p, εqSmassrα|βsAQCD

n,1 pβ, p, rεq.

(C.17)
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Der QCD-Polarisationsfaktor rEpz, p, εq lässt sich darstellen als [100]

rEpz, p, εq “
ÿ

α,βPBBCJ
n,1

Smassrα|βsCpβ, zqAQCD
n,1 pα, p, εq

“
ÿ

σPBKK
n

Cpσ, zqNBCJ
MW pσq.

(C.18)

Die Gleichheit dieser beiden Darstellungen des QCD-Polarisationsfaktors folgt wie in
Anhang C.2. Beachte hierbei, dass man für k “ 1 die MW-Diagramme aus den Kamm-
Diagrammen durch Ersetzen der Gluonlinie 1´ n durch eine Quarklinie erhält.
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Anhang D.

Mathematische Grundbegriffe aus der
Algebra und Algebraischen Geometrie

Wir werden in diesem Anhang mathematische Grundbegriffe einführen, soweit wir sie in
dieser Arbeit benötigen. Im ersten Abschnitt führen wir den Begriff der Varietät ein und
im zweiten Abschnitt studieren wir die Gröbnerbasis. Wir orientieren uns an [101, 102].
Es sei hier grundsätzlich K ein algebraisch abgeschlossener Körper. Mit R ”

Krx1, x2, . . . , xns bezeichnen wir die Menge der Polynome in n Variablen über K. Zusam-
men mit der üblichen komponentenweisen Addition und Multiplikation von Polynomen
bildet R einen additiven Ring. Ein Ideal I Ă R ist eine Untergruppe von R bezüglich
Addition mit f ¨ g “ g ¨ f P I für alle f P I und g P R. Jedes Ideal I Ă R ist nach dem
Hilbertschen Basissatz endlich erzeugt, d. h. es existieren Polynome f1, f2, . . . , ft mit

I “ xf1, f2, . . . , fty ” ta1f1 ` a2f2 ` ¨ ¨ ¨ ` atft|ai P Ru . (D.1)

xf1, f2, . . . , fty heißt das von f1, f2, . . . , ft erzeugte Ideal und f1, f2, . . . , ft heißen die
Erzeugenden von xf1, f2, . . . , fry. Allgemeiner sei für eine Menge B Ă R das von B
erzeugte Ideal gegeben durch

xBy ” ta1b1 ` a2b2 ` ¨ ¨ ¨ ` atbt|ai P R, bi P Bu. (D.2)

D.1. Varietäten und Abbildungen zwischen Varietäten

Sei An der n-dimensionale affine Raum über K, d. h. die Menge aller n-Tupel mit Kom-
ponenten aus K. KPn ” pKn`1zt0uq{ „ heißt projektiver Raum. Die Äquivalenzrelation
ist hierbei gegeben durch

x „ y ô Dλ P Kzt0u : x “ λy (D.3)

für x, y P Kn`1zt0u. Elemente aus KPn notieren wir mit rx0 : x1 : ¨ ¨ ¨ : xns. Die Ko-
ordinaten des Punktes px0, x1, . . . , xnq der Äquivalenzklasse rx0 : x1 : ¨ ¨ ¨ : xns heißen
homogene Koordinaten.
Für ein Ideal I Ă R ist die Verschwindungsmenge VpIq Ă An definiert durch

VpIq “ tx P An|fpxq “ 0 @f P Iu. (D.4)
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Im projektiven Fall, d. h. für x P KPn, ist die Gleichung fpxq “ 0 im Allgemeinen nicht
wohldefiniert. Um der Gleichung einen Sinn zu geben, müssen wir verlangen, dass das
Ideal I von homogenen Polynomen erzeugt wird. Ein Polynom f P R heißt homogen vom
Grad d P N, falls fpλxq “ λdfpxq gilt. Wir verwenden dann dieselbe Notation für die
Verschwindungsmenge:

VpIq “ tx P KPn|fpxq “ 0 @f P Iu (D.5)

Nun können wir definieren, was wir unter einer affinen bzw. projektiven Varietät ver-
stehen:

Definition D.1.

(i) Eine Menge Y Ă An heißt affin-algebraisch, falls es ein Ideal I Ă R gibt mit
VpIq “ Y . Eine Menge W Ă KPn heißt projektiv-algebraisch, falls es ein von
homogenen Polynomen erzeugtes Ideal I Ă R gibt mit VpIq “W .

(ii) An und KPn werden zu topologischen Räumen, wenn wir Komplemente von affin-
algebraischen bzw. projektiv-algebraischen Mengen als offen erklären. Wir nennen
diese Topologie die Zariski-Topologie.

(iii) Eine Teilmenge H ‰ X eines topologischen Raumes heißt irreduzibel, wenn aus
X “ A1YA2 mit abgeschlossenen Mengen A1, A2 stets X “ A1 oder X “ A2 folgt.

(iv) Eine affine Varietät ist eine irreduzible affin-algebraische Menge Y Ă An. Eine
projektive Varietät ist eine irreduzible projektiv-algebraische Menge W Ă KPn.

(v) Die Dimension eines topologischen Raumes X ist das Supremum aller Längen l mit
X0 Ĺ X1 Ĺ ¨ ¨ ¨ Ĺ Xl Ă X, wobei X0, X1, . . . , Xl irreduzible abgeschlossene Mengen
sind. Die Dimension einer affinen bzw. projektiven Varietät ist die Dimension der
affinen bzw. projektiven Varietät als topologischer Raum.

Für n “ 1 lassen sich (affine) Varietäten besonders einfach charakterisieren:

Beispiel D.2. Sei H ‰ Y Ă A1 eine affin-algebraische Menge. Dann ist Y “ A1 oder
Y “ tp1, p2, . . . , pmu mit p1, p2, . . . , pm P A1 und m P N beliebig. A1 ist irreduzibel und
tp1, p2, . . . , pmu ist genau dann irreduzibel, wenn m “ 1 ist. Die affinen Varietäten in A1

sind also einzelne Punkte oder der ganze affine Raum. Y “ tp1u sind 0-dimensionale Va-
rietäten und A1 eine eindimensionale Varietät. Die Zariski-Topologie τ auf A1 ist gegeben
durch H,A1,A1ztp1, p2, . . . , pmu P τ . Diese erfüllt nicht das Hausdorffsche Trennungs-
axiom, denn für p1, p2 P A1 mit p1 ‰ p2 ist der Durchschnitt zweier Umgebungen um p1

bzw. um p2, Up1 XUp2 , das Komplement einer endlichen Menge und somit nicht leer, da
K algebraisch abgeschlossen ist.

Da jedes Ideal in R endlich erzeugt ist, werden algebraische Mengen beschrieben durch
die Gleichungen f1 “ f2 “ ¨ ¨ ¨ “ ft “ 0 mit f1, f2, . . . , ft P R. Wir bezeichnen ferner
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Mengen, die sich als endliche Vereinigung von

tx P An|gipxq “ 0, hi,1pxq ą 0, . . . , hi,jpxq ą 0u (D.6)

mit gi, hi,1, . . . , hi,j P R darstellen lassen als affin-semialgebraisch. Analog verstehen wir
unter einer projektiv-semialgebraischen Menge eine Menge, die sich als endliche Vereini-
gung der Bilder

πptx P Kn`1zt0u|gipxq “ 0, hi,1pxq ą 0, . . . , hi,jpxq ą 0uq (D.7)

mit homogenen Polynomen gi, hi,1, . . . , hi,j unter der Projektion

π : Kn`1zt0u Ñ KPn, x ÞÑ rxs, (D.8)

darstellen lässt.
Ist V eine algebraische Menge, jedoch keine Varietät, so lässt sie sich in Varietäten

zerlegen:

Satz D.3. Sei V ‰ H eine affin- bzw- projektiv-algebraische Menge. Dann existiert
eine eindeutige Zerlegung

V “
r
ď

i“1

Vi (D.9)

mit Vi Ĺ Vj für i ‰ j in irreduzible Mengen V1, V2, . . . , Vr. Diese heißen die irreduziblen
Komponenten von V .

Das Achsenkreuz tpx, yq P A2|x ¨ y “ 0u im 2-dimensionalen affinen Raum ist zum
Beispiel eine affin-algebraische Menge, die keine affine Varietät ist. Die irreduziblen Kom-
ponenten des Achsenkreuzes sind die x- und die y-Achse.
In Kapitel 4.1 haben wir als Trägerraum X der positiven Geometrie nur nichtsinguläre

Varietäten zugelassen. Diese können wir mit der üblichen (hausdorffschen) Topologie als
Mannigfaltigkeit auffassen, d. h. in jedem Punkt sieht X lokal wie ein euklidischer Raum
aus. Genauer verstehen wir darunter folgende Varietäten:

Definition D.4. Sei X Ă An eine affine Varietät der Dimension D und angenommen
f1, f2, . . . , ft P R sind Erzeugende des Verschwindungsideals

IpXq ” tf P R|fpxq “ 0 @x P Xu (D.10)

vonX. Ein Punkt x P X heißt nichtsingulärer Punkt vonX, falls die Jacobi-Determinante

det

ˆ

Bfipxq

Bxj

˙

(D.11)

im Punkt x den Rang n ´ D hat. Ansonsten heißt x singulärer Punkt von X. X heißt
nichtsingulär, wenn jeder Punkt nichtsingulär ist.
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Abbildung D.1.: Die projektive Varietät X aus Beispiel D.5 aufgefasst als Teilmenge rX
von A2. Der Ursprung ist ein singulärer Punkt der Varietät.

Diese Definition hängt nicht von den Erzeugenden f1, f2, . . . , ft von IpXq ab. Außerdem
können wir jeden Punkt im projektiven Raum KPn (lokal) mit Hilfe einer affinen Karte
als Punkt in An beschreiben und diese Definition somit auch auf den projektiven Fall
übertragen. Hierbei spielt es keine Rolle, welche Karte wir wählen.

Beispiel D.5. Betrachte die eindimensionale projektive Varietät X “ tx P CP2|fpxq “
0u, wobei f das homogene Polynom fpx0, x1, x2q “ x2

2x0 ´ x
3
1 ´ x0x

2
1 ist. Sei U “ trx0 :

x1 : x2s P CP2|x0 ‰ 0u. Vermöge der Karte

φ : U Ñ A2, rx0 : x1 : x2s ÞÑ py1, y2q ”

ˆ

x1

x0
,
x2

x0

˙

, (D.12)

von CP2 können wir X als affine Varietät

rX “ tpx1, x2q P A2| rfpx1, x2q ” x2
2 ´ x

3
1 ´ x

2
1 “ 0u Ă A2 (D.13)

auffassen. Das inhomogene Polynom rf ist ein Erzeuger des Verschwindungsideals Ip rXq
und die Jacobi-Determinante der Funktion rf verschwindet genau im Punkt p0, 0q P A2.
Also ist X singulär im Punkt x0 ” φ´1p0, 0q “ r1 : 0 : 0s P U XX und nichtsingulär in
allen x P U XX mit x ‰ x0. Dies ist in Abbildung D.1 veranschaulicht.

Abschließend definieren wir, was wir unter rationalen Abbildungen zwischen zwei Va-
rietäten verstehen. Dies sind partielle Funktionen, die nur auf einer offenen Teilmenge
der Varietät definiert sind und dort jede Komponente als Quotient zweier Polynome
dargestellt werden kann. Wir beschränken uns hier auf den projektiven Fall.

Definition D.6. Seien X Ă KPn, Y Ă KPm zwei projektive Varietäten und X 1 Ă X,
Y 1 Ă Y offen und nichtleer.

– 104 –



Anhang D. Mathematische Grundbegriffe aus der Algebra und Algebraischen
Geometrie

(i) Eine Funktion f : Y 1 Ñ K heißt regulär im Punkt x P Y 1, wenn eine offene Um-
gebung x P U Ă Y 1 und homogene Polynome g, h P Krx0, x1, . . . , xns vom selben
Grad existieren mit h ‰ 0 auf U und f “ g{h auf U . Da g und h denselben Grad
besitzen, ist der Quotient g{h wohldefiniert. f heißt regulär, wenn f in jedem Punkt
x P Y 1 regulär ist.

(ii) Ein Morphismus Φ : X 1 Ñ Y 1 ist eine stetige Abbildung, sodass für jede offene
Menge V Ă Y 1 und für jede reguläre Funktion f : V Ñ K die Komposition f ˝ Φ :
Φ´1pV q Ñ K regulär ist.

(iii) Eine rationale Abbildung Φ : X Ñ Y ist eine Äquivalenzklasse von Paaren pU,ΦU q,
wobei H ‰ U Ă X offen ist, ΦU : U Ñ Y ein Morphismus und zwei Paare pU,ΦU q
und pV, ΦV q als äquivalent erklärt werden genau dann, wenn ΦU “ ΦV auf U X V
gilt.

Eine uns vertraute rationale Abbildung ist die Möbiustransformation:

Beispiel D.7. Betrachte die Abbildung

Φ : CP1 Ñ CP1, Φprx0 : x1sq ” rΦ0prx0 : x1sq : Φ1prx0 : x1sqs ” rax0 ` bx1 : cx0 ` dx1s,
(D.14)

für a, b, c, d P C mit ad ´ bc ‰ 0. Φ ist offenbar eine rationale Abbildung, da Φ0 und Φ1

homogene Polynome vom Grad 1 und somit reguläre Funktionen sind. Wegen ad´bc ‰ 0
können ferner Φ0prx0 : x1sq und Φ1prx0 : x1sq in einem beliebigen Punkt rx0 : x1s P CP1

nicht beide gleichzeitig verschwinden. Φ ist also überall auf CP1 definiert und damit
ein Morphismus. Φ heißt Möbiustransformation. Identifizieren wir CP1 mit der Menge
CY t8u via der Karte

trx0 : x1s|x1 ‰ 0u Ñ C, rx0 : x1s ÞÑ
x0

x1
, (D.15)

und r1 : 0s Ø t8u, so können wir die Möbiustransformation in der üblichen Form
darstellen (vgl. Gl. (3.4)):

CY t8u Ñ CY t8u, z ÞÑ
az ` b

cz ` d
(D.16)

D.2. Gröbnerbasen

Die Gröbnerbasis eines Ideals ist eine Menge von Polynomen, die besonders gute Eigen-
schaften bei Division besitzt und somit insbesondere in der Computeralgebra von großer
praktischer Bedeutung ist. Sie hängt neben dem Ideal auch von der Ordnung der Monome
ab.

Definition D.8. Eine reflexive, transitive, antisymmetrische, totale und mit der Addi-
tion verträgliche Relation ď auf Nn0 , die ein kleinstes Element besitzt, heißt Monomord-
nung. Im einzelnen gilt für alle α, β, γ P Nn0 :
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• α ď α (Reflexivität)

• α ď β ^ β ď γ ñ α ď γ (Transitivität)

• α ď β ^ β ď αñ α “ β (Antisymmetrie)

• α ď β _ β ď α (Totalität)

• α ď β ñ α` γ ď β ` γ (Verträglichkeit mit Addition)

• 0 ď α (Existenz eines kleinsten Elementes)

Beispiel D.9. Die lexikografische Ordnung ďlex definiert durch α ďlex β dann und nur
dann, wenn α “ β oder αi0 ă βi0 für i0 “ maxti|αi ‰ βiu, wobei αi die Komponenten
von α sind, ist eine Monomordnung. In dieser Ordnung ist z. B. p2, 5, 7, 1q ďlex p2, 4, 5, 6q.

Ist eine Monomordnung ď fixiert, so können wir als den Grad eines Polynoms

f “
ÿ

α

cαx
α P R, xα ” xα1

1 xα2
2 . . . xαnn , (D.17)

das Maximum aller α (bzgl. ď) definieren, dessen zugehöriger Koeffizient cα nicht ver-
schwindet:

degďpfq ” maxtα|cα ‰ 0u (D.18)

Das Leitmonom von f , LMďpfq, und der Leitterm von f , LTďpfq, sind dann definiert
durch

LMďpfq ” xdegďpfq, LTďpfq ” cdegďpfqx
degďpfq. (D.19)

Zum Beispiel ist das Leitmonom und der Leitterm des Polynoms

f “ 10´ x1x2 ´ 4x4
1x2 ` 2x2

1x
2
3 ´ 7x1x

3
3 P Krx1, x2, x3s (D.20)

bezüglich der lexikografischen Ordnung gegeben durch

LMďlexpfq “ x1x
3
3, LTďlexpfq “ ´7x1x

3
3. (D.21)

Für ein Ideal t0u ‰ I Ă R bezeichnen wir ferner mit LTďpIq die Leitterme von Elementen
aus I:

LTďpIq ” tLTďpfq|f P Izt0uu (D.22)

Seien f1, f2, . . . , ft P R Erzeugende eines Ideals I Ă R, I “ xf1, f2, . . . , fty. Es ist aus
der Definition von LTďpIq offensichtlich, dass das von den Leittermen von f1, f2, . . . , ft
erzeugte Ideal im von LTďpIq erzeugten Ideal liegt:

xLTďpf1q,LTďpf2q, . . . ,LTďpftqy Ă xLTďpIqy (D.23)

Gleichheit gilt jedoch im Allgemeinen nicht. Die ausgezeichnete Basis von Polynomen,
für welche Gleichheit gilt, bezeichnen wir als Gröbnerbasis.
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Definition D.10. Sei t0u ‰ I Ă R ein Ideal und ď eine feste Monomordnung. Dann
gibt es ein G “ tg1, g2, . . . , gtu Ă I mit

xLTďpg1q,LTďpg2q, . . . ,LTďpgtqy “ xLTďpIqy . (D.24)

G heißt Gröbnerbasis von I.

G kann mit dem so genannten Buchberger-Algorithmus berechnet werden, welcher (in
einer modifizierten Form) in den meisten Computeralgebrasystemen implementiert ist.
Wir geben nachfolgend einige Eigenschaften der Gröbnerbasis an.

Satz D.11. Sei G “ tg1, g2, . . . , gtu eine Gröbnerbasis des Ideals t0u ‰ I Ă R bezüglich
einer Monomordnung ď.

(i) g1, g2, . . . , gt sind Erzeugende von I. Dies rechtfertigt den Namen Gröbnerbasis.

(ii) Für jedes f P R existiert ein eindeutiges r P R mit

f “ a1g1 ` a2g2 ` ¨ ¨ ¨ ` atgt ` r (D.25)

und ai P R, sodass kein Term von r teilbar durch eines der Leitterme LTďpg1q,

LTďpg2q, . . . ,LTďpgtq ist. Wir setzen fG ” r. Man erhält ai und r durch Polynom-
division von f durch die Gröbnerbasis. Hierbei hängen die ai von der Reihenfolge
der Elemente in G ab. Insbesondere ist f P I genau dann, wenn der Rest fG bei
Division durch die Gröbnerbasis verschwindet.

(iii) Die Menge der Basismonome B sei

B ” txα|xα R LTďpIqu (D.26)

und der von B erzeugte Vektorraum

spanpBq ” ta1b1 ` a2b2 ` ¨ ¨ ¨ ` atbt|ai P K, bi P Bu. (D.27)

Die Abbildung
ϕ : RÑ spanpBq, f ÞÑ f

G
, (D.28)

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit kerpϕq “ I und ϕ2 “ ϕ. Insbeson-
dere ist

π : spanpBq Ñ R{I, f ÞÑ rf s ” f ` I, (D.29)

ein Vektorraumisomorphismus.

(iv) Sei R{I endlichdimensional. Dann ist die Anzahl der Elemente in der Verschwin-
dungsmenge VpIq höchstens gleich der Dimension von R{I (als K-Vektorraum)
bzw. der Dimension von spanpBq und insbesondere endlich. Ist I sogar ein Radi-
kalideal, d. h. gilt ?

I ” tr P R|Dn P N : rn P Iu “ I, (D.30)

so ist die Anzahl der Elemente in VpIq gleich der Dimension von R{I bzw. der
Dimension von spanpBq.
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Mathematica Quelltext zur Berechnung
der BCJ-Numerator

Nachfolgend findet sich der Quelltext für die Implementierung des in Kapitel 5.3 vor-
gestellten Algorithmus für die Berechnung der BCJ-Numerator NBCJ

combpσq von Kamm-
Graphen in Mathematica. Wir verwenden eine globale Referenzordnung (rris im Quell-
text), welche zusammen mit der Ordnung σ (sris im Quelltext) der externen Teilchen und
der Anzahl n der Gluonen als Eingabe dient.

1 tree [n_] :=
2 For[k = 3, k <= n, k++, tree[2] = {{1 ´> s[2]}};
3 tree [k] =
4 Flatten [Table[
5 Insert [ tree [k ´ 1][[ i ]], s [ j ] ´> s[k], k ´ 1], {j , 1,
6 k ´ 1}, {i , (k ´ 2)!}], 1]] (∗Menge der geordneten Bäume∗)
7

8

9 path[j_, i_, n_] :=
10 SortBy[For[path[0, i , n] = FindShortestPath[tree [n ][[ i ]], 1, n ];
11 help [0, i , n] =
12 SortBy[Complement[Table[o, {o, 1, n}], path[0, i , n ]], r ]; k = 1,
13 help [k ´ 1, i , n] != {}, k++,
14 path[k, i , n] =
15 If [ Intersection [Flatten [Table[path[g, i , n ], {g, 0, k ´ 1}]],
16 FindShortestPath[ tree [n ][[ i ]], 1,
17 help [k ´ 1, i , n ][[1]]]] == {1},
18 FindShortestPath[ tree [n ][[ i ]], 1, help [k ´ 1, i , n ][[1]]],
19 VertexList [
20 EdgeList[
21 GraphDifference[
22 Subgraph[tree[n ][[ i ]],
23 FindShortestPath[ tree [n ][[ i ]], 1, help [k ´ 1, i , n ][[1]]]],
24 Subgraph[tree[n ][[ i ]],
25 Flatten [Table[path[g, i , n ], {g, 0, k ´ 1}]]]]]]];
26 help [k, i , n] =
27 SortBy[Complement[help[k ´ 1, i, n ], path[k, i , n ]], r ]; k ],
28 s ] (∗ Assoziiere zu jedem Baum alle Pfade∗)
29

30
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31 npr[z_, j_, i_, n_] :=
32 For[k = 2, k <= z, k++, npr[2, j, i , n] = F[path[j , i , n ][[2]]];
33 npr[k + 1, j , i , n] = npr[k, j , i , n ].F[path[ j , i , n ][[ k + 1]]]]
34 nprnew[z_, j_, i_, n_] :=
35 For[k = 2, k <= z, k++, nprnew[2, j, i , n] = F[path[j , i , n ][[´2]]];
36 nprnew[k + 1, j , i , n] =
37 nprnew[k, j , i , n ].F[path[ j , i , n][[´k ´ 1]]]]
38 fact [j_, i_, n_] :=
39 If [Length[path[j , i , n ]] ==
40 2, \[Epsilon ][ path[ j , i , n ][[´1]]]. p[
41 path[ j , i , n ][[1]]], \[Epsilon ][ path[ j , i , n ][[´1]]]. nprnew[
42 Length[path[j , i , n ]] ´ 1, j , i , n ]. p[path[ j , i , n ][[1]]]]
43 fact2 [i_, n_] :=
44 If [Length[path[0, i , n ]] ==
45 2, \[Epsilon ][ path[0, i , n ][[1]]].\[ Epsilon ][
46 path[0, i , n ][[´1]]], \[Epsilon ][ path[0, i , n ][[1]]]. npr[
47 Length[path[0, i , n ]] ´ 1, 0, i , n ].\[ Epsilon ][
48 path[0, i , n ][[´1]]]] (∗Zu jedem Pfad assoziiere einen Faktor∗)
49

50

51 indold [i_, n_] :=
52 For[k = 1, help [k ´ 1, i , n] != {}, k++, indold[i , n] = k]
53 ind [i_, n_] := If [ help [0, i , n] == {}, 0, indold [ i , n ]]
54 Fact[i_, n_] := (´1)^(Length[help[0, i , n ]]) ∗fact2 [ i , n]∗
55 Product[fact [ j , i , n ], {j , 1, ind [ i , n]}]
56 num[n_] := Sum[Fact[i, n], {i , 1, (n ´ 1)!}]
57

58

59 (∗Eingabe∗)
60 n = 5; (∗Anzahl der Gluonen∗)
61

62 Table[ r [ i ] = n ´ i + 1, {i , 1, n}]; (∗Referenzordnung∗)
63 s [1] = 1;
64 s [n] = n;
65 Table[s [ i ] = i, {i , 2, n ´ 1}] ;(∗Externe Ordnung der Gluonen∗)
66

67 tree [n ];
68 num[n] (∗Ausgabe: Numerator)
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Die vorliegende Dissertation „Streuamplituden in Yang-Mills-Theorie und Gravitation
auf Baumniveau“ basiert auf den Veröffentlichungen [42] und [51]. Ferner wird in Kapitel
3.2.3 der Dissertation gebrauch gemacht von Resultaten aus den Publikationen [34] und
[21]. Diese werden in Kapitel 2.7.2 und 3.2.2 der Dissertation teilweise diskutiert.
Im Folgenden wird der Anteil des Doktoranden an diesen Publikationen dargestellt.

1. Alle drei Autoren waren an der Anfertigung des Manuskriptes beteiligt.

2. Der Doktorand hat in [42] die Ein-Graviton-Relationen bewiesen, Gl. (5.2) in der
Dissertation. Ein Hinweis auf die Möglichkeit eines Beweises mit Hilfe der CHY-
Darstellung stammt von .

3. Der Doktorand hat die Permutationsinvarianz des Polarisationsfaktors (Anhang
C.1) sowie der Äquivalenz der Polarisationsfaktoren (Anhang C.2) bewiesen. Er hat
die Beweise der Faktorisierungseigenschaft der Residuen (Kapitel 4.5) überprüft.

4. Der Doktorand hat die Rechtsinvertierbarkeit von F (vgl. Kapitel 3.2.2.2) für n ď 6
analytisch sowie für n ď 10 numerisch überprüft. Er hat die Gültigkeit der CHY-
Darstellung für QCD-Amplituden bewiesen.

5. Der Doktorand hat in [21] für n “ 4 die Gleichheit der KLT-Definition der Graviton-
Amplitude und der Definition auf Basis des Double-Copy-Verfahrens analytisch und
für n “ 5, 6 numerisch überprüft. Außerdem hat er die Wirkungsquerschnitte in
Gl. (19), Gl. (22), Gl. (23) und Gl. (25) in [21] berechnet.

Ferner ist die Bemerkung zur CHY-Darstellung für Amplituden in der Gravitation (Ka-
pitel 3.2.3) eine Idee des Doktoranden.
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