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Abstract

In this thesis four different, strongly correlated fermionic multiband systems are considered.
In particular, the thesis examines a multi-impurity Anderson model, two distinct Hubbard
models and a multiband system, which results from the ab initio description of a correlated
half-metal.

The investigation of the multi-impurity Anderson model concentrates on the influence
of exchange coupling and non-local correlations between two impurities in a simple-cubic
lattice. The main result is the dependence of the correlations of the impurity electrons
with respect to their distance. This depends strongly on the dimension and the relative
position of the impurities. Remarkable is the long range of the correlations in the diagonal
direction of the lattice. Moreover, an antiferromagnetic exchange coupling favors a singlet
between the electrons of the different impurities compared to the dynamic Kondo singlets,
which arise between the different impurity electrons and the band electrons. Hence, the
Kondo effect of the different impurities is hindered by the exchange coupling.

A two-band Hubbard model, the Jz-model, is considered on a Bethe lattice. Its Mott
phases are determined with respect to doping and crystal field splitting. The degeneracy of
the two bands is lifted by an unequal band width. The main results are two phase diagrams
with respect to interaction, total filling and crystal field splitting. In comparison to single
band Hubbard models so-called orbital-selective Mott phases arise, which have metallic
as well as insulating character, depending on interaction, total filling and crystal field
splitting. A new aspect arises as an orbital-selective Mott phase of the wide band becomes
accessible for particular values of the crystal field parameter. This parameter shifts the
ionic single-particle levels with respect to each other. By comparisons to approximate
analytic solutions and single-band models, genuine multiband and orbital-selective features
are clearly separated from generic correlation effects.

The second Hubbard model which is investigated describes a magneto-optical trap,
which contains fermionic atoms. A z-antiferromagnetic phase can be obtained under con-
sideration of non-local many-particle correlations. This improves well-known results of an
effective single-particle description.

The correlated half-metal is investigated regarding the correlation effects using a multi-
band approach. The starting point is an ab initio description by density functional theory
(DFT), which is improved by including local correlations. The many-particle correlations
are exemplified for a simple approximation to the interaction, and are rendered more
precisely for an interaction in spheric symmetry. The calculations yield a weak quasi-
particle renormalization. In particular, for the X ray spectroscopic experiments a good
agreement can be found.

The numerical investigations for the Jz-model are done within quantum Monte-Carlo
simulations within dynamical mean-field theory (DMFT). For the other systems a new
multiband algorithm is developed and implemented, which explicitly takes non-diagonal
multiband processes into account.
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Kurzfassung

In dieser Arbeit werden vier unterschiedliche, stark korrelierte, fermionische Mehrband-
systeme untersucht. Es handelt sich dabei um ein Mehrstörstellen-Anderson-Modell, zwei
Hubbard-Modelle sowie ein Mehrbandsystem, wie es sich aus einer ab initio-Beschreibung
für ein korreliertes Halbmetall ergibt.

Die Betrachtung des Mehrstörstellen-Anderson-Modells konzentriert sich auf die Unter-
suchung des Einflusses der Austauschwechselwirkung und der nicht-lokalen Korrelationen
zwischen zwei Störstellen in einem einfach-kubischen Gitter. Das zentrale Resultat ist die
Abstandsabhängigkeit der Korrelationen der Störstellenelektronen, welche stark von der
Gitterdimension und der relativen Position der Störstellen abhängen. Bemerkenswert ist
hier die lange Reichweite der Korrelationen in der Diagonalrichtung des Gitters. Außer-
dem ergibt sich, dass eine antiferromagnetische Austauschwechselwirkung ein Singulett
zwischen den Störstellenelektronen gegenüber den Kondo-Singuletts der einzelnen Stör-
stellen favorisiert und so den Kondo-Effekt der einzelnen Störstellen behindert.

Ein Zweiband-Hubbard-Modell, das Jz-Modell, wird im Hinblick auf seine Mott-Phasen
in Abhängigkeit von Dotierung und Kristallfeldaufspaltung auf dem Bethe-Gitter unter-
sucht. Die Entartung der Bänder ist durch eine unterschiedliche Bandbreite aufgehoben.
Wichtigstes Ergebnis sind die Phasendiagramme in Bezug auf Wechselwirkung, Gesamtfül-
lung und Kristallfeldparameter. Im Vergleich zu Einbandmodellen kommen im Jz-Modell
sogenannte orbital-selektive Mott-Phasen hinzu, die, abhängig von Wechselwirkung, Ge-
samtfüllung und Kristallfeldparameter, einerseits metallischen und andererseits isolieren-
den Charakter haben. Ein neuer Aspekt ergibt sich durch den Kristallfeldparameter, der
die ionischen Einteilchenniveaus relativ zueinander verschiebt, und für bestimmte Werte
eine orbital-selektive Mott-Phase des breiten Bands ermöglicht. Im Vergleich mit analy-
tischen Näherungslösungen und Einbandmodellen lassen sich generische Vielteilchen- und
Korrelationseffekte von typischen Mehrband- und Einteilcheneffekten differenzieren.

Das zweite untersuchte Hubbard-Modell beschreibt eine magneto-optische Falle mit ei-
ner endlichen Anzahl Gitterplätze, in welcher fermionische Atome platziert sind. Es wird
eine z-antiferromagnetische Phase unter Berücksichtigung nicht-lokaler Vielteilchenkorre-
lationen erhalten, und dabei werden bekannte Ergebnisse einer effektiven Einteilchenbe-
schreibung verbessert.

Das korrelierte Halbmetall wird im Rahmen einer Mehrbandrechnung im Hinblick auf
Korrelationseffekte untersucht. Ausgangspunkt ist eine ab initio-Beschreibung durch die
Dichtefunktionaltheorie (DFT), welche dann durch die Hinzunahme lokaler Korrelationen
ergänzt wird. Die Vielteilcheneffekte werden an Hand einer einfachen Wechselwirkungsnä-
herung verdeutlicht, und für ein Wechselwirkungsmodell in sphärischer Symmetrie präzi-
siert. Es ergibt sich nur eine schwache Quasiteilchenrenormierung. Besonders für röntgen-
spektroskopische Experimente wird eine gute Übereinstimmung erzielt.

Die numerischen Ergebnisse für das Jz-Modell basieren auf Quanten-Monte-Carlo-Si-
mulationen im Rahmen der dynamischen Molekularfeldtheorie (DMFT). Für alle anderen
Systeme wird ein Mehrband-Algorithmus entwickelt und implementiert, welcher explizit
nicht-diagonale Mehrbandprozesse berücksichtigt.

v



vi



Inhaltsverzeichnis

1 Einführung 1
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3.3.5 Das Jz-Modell im Überblick . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

3.4 Magneto-Optische Falle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

3.4.1 Nicht-lokale Prozesse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

3.4.2 Der z-Antiferromagnet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
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1 Einführung

Wechselwirkende Vielteilchensysteme gehören zu den grundlegenden Problemen der theo-
retischen Physik. Elektronische Vielteilchensysteme sind ein wesentlicher Schwerpunkt der
aktuellen Festkörperphysik, weil sie vielfältige physikalische Phänomene aufweisen. Deren
Beschreibung stellt die moderne Physik noch immer vor größte Herausforderungen. Denn
auch wenn sich der Hamilton-Operator eines solchen Vielteilchensystems prinzipiell voll-
ständig aufschreiben lässt und man sich auf bestimmte Energieskalen beschränkt, indem
man beispielsweise Rumpfelektronen nur effektiv berücksichtigt, ist die exakte Lösung im
Allgemeinen unmöglich. Grund hierfür ist die große Zahl an elektronischen Freiheitsgra-
den im Kombination mit der starken und langreichweitigen Wechselwirkung des Coulomb-
Potentials.

Diese zunächst entmutigenden Voraussetzungen relativieren sich aber für die Betrach-
tung des Festkörpers. Hier sind die Atome dicht gepackt und die elektronischen Wellen-
funktionen benachbarter Atome können überlappen. Deshalb können die elektronischen
Zustände im Festkörper delokalisieren und führen zu einer großen Beweglichkeit der Elek-
tronen. Die langreichweitige Coulomb-Wechselwirkung im Festkörper wird so wirksam ab-
geschirmt. Diesen Effekt macht man sich in der klassischen Bandstrukturtheorie (siehe
Abschnitt 4.1) zu Nutze und führt das wechselwirkende Vielteilchenproblem auf eine effek-
tive Einteilchenbeschreibung zurück. Besonders reizvoll ist dieser Zugang, weil sich damit
die Kristallstruktur im Prinzip exakt berücksichtigen lässt und auch relativistische Effekte
wie Spin-Bahn-Kopplung mit einbezogen werden können. Die damit berechneten Grund-
zustandseigenschaften stimmen für große Klassen von Materialien - im Besonderen auch
für bestimmte Metalle - hervorragend mit dem Experiment überein.

Das Versagen dieser Einteilchen-Methoden hängt eng mit dem Vorhandensein von Va-
lenzelektronen in 3d-, 4f - oder 5f -Zuständen zusammen, die, relativ zu s- oder p-Elek-
tronen, stärker um die Gitterposition lokalisiert sind. Dies führt zu starken intraatomaren
Coulomb-Korrelationen, sodass in der Bandstrukturtheorie vernachlässigte Vielteilchenef-
fekte bedeutend werden.

Die Untersuchung solcher Korrelationsphänomene ist ungleich schwieriger als das in
der Bandstrukturtheorie behandelte Einteilchenproblem. Infolgedessen muss man sich auf
Teilaspekte fokussieren und betrachtet geeignete Modellsysteme. Die (näherungsweise)
Lösung solcher Modellsysteme liefert qualitativ wertvolle Aussagen über den Einfluss der
Korrelationen für physikalische Systeme.
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1 Einführung

1.1 Das elektronische Problem

Um die Eigenschaften eines Festkörpers physikalisch zu beschreiben, lässt sich ein Hamil-
tonian formulieren, der die am System beteiligten Konstituenten miteinander in Beziehung
setzt

H = − ~
2

2me

∑

i

∇2
i +

1

2

∑

i6=j

e2

|ri − rj |
+
∑

i,I

ZIe
2

|ri −RI |
−
∑

I

~
2

2MI
∇2
I +

1

2

∑

I 6=J

ZIZJe
2

|RI −RJ |
,

(1.1)

wobei die Elektronen durch Kleinbuchstaben markiert werden (ri, rj ,∇i, . . . ) und die Io-
nenrümpfe durch Großbuchstaben (RI , RJ , ZI , ZJ ,MI . . . ). Die Massen sind durch die
Elektronenmasse me und die unter Umständen unterschiedlichen Massen der einzelnen
Kerne MI bezeichnet. Die Ladung der Kerne ist gerade das Vielfache ZI der Elementarla-
dung e. Die Ladung des Elektrons ist gerade −e. Der erste und zweite Summand wirken
ausschließlich auf Elektronen, der vierte und fünfte auf die Kerne. Die Summanden, welche
Nabla-Operatoren (∇i/I =

∑

α eα
∂

∂xi/I,α
) enthalten, beschreiben die kinetische Energie im

System.

Die mit diesem Hamilton-Operator definierte Aufgabe besteht darin, ein wechselwirken-
des, quantenmechanisches Vielteilchenproblem zu lösen. Eine wesentliche Schwierigkeit bei
der Lösung ergibt sich dadurch, dass man am Verhalten des Festkörpers bei vergleichsweise
niedrigen Temperaturen T ∼ 1−1000K ∼ O(10−5 . . . 10−1) eV interessiert ist, die relevan-
ten Skalen des Problems, die Bindungsenergien der innersten Atomschalen aber mehrere
Größenordnungen darüber liegen (∼ 104 eV). Die näherungsweise Lösung des Vielteilchen-
problems müsste eine relative Genauigkeit von 10−5 . . . 10−9 aufweisen, um dem gerecht zu
werden. Daher ist es notwendig, sich auf bestimmte Teilaspekte des durch (1.1) beschrie-
benen Problems zu konzentrieren und dessen Komplexität mittels sinnvoller Annahmen
zu reduzieren.

Während die Elektronen der vollständig gefüllten Schalen stark an den Kern gebunden
sind und von benachbarten Atomen nur schwach beeinflusst werden, werden die Elektro-
nenzustände der Valenzschalen durch die benachbarten Valenzelektronen im Festkörper
wesentlich verändert. Für kondensierte Materie genügt es daher meist, die betroffenen Va-
lenzelektronen und die Ionenrümpfe zu berücksichtigen und die inneren Elektronen nur
effektiv einzubeziehen. Dieser Schritt reduziert die effektive Energieskala des ursprüngli-
chen Hamilton-Operators (1.1) von der atomaren Energieskala auf die Skala der Bindungs-
energie der Valenzelektronen (∼ 10 eV). Außerdem können für Materialien mit nicht zu
hohen Kernladungszahlen relativistische Effekte für äußere Elektronen zumeist vernach-
lässigt werden. Diese können aber im Nachhinein mit relativistischen Korrekturtermen
berücksichtigt werden. Die in dieser Arbeit untersuchten realistischen Systeme erfüllen
diese Voraussetzung, sodass die nicht-relativistische Näherung verwendet wird.

Unterhalb der Kondensationsenergie des Festkörpers (∼ kB 1000K) lässt sich das Pro-
blem (1.1) weiter vereinfachen, da die Massen MI der Nukleonen im Vergleich zu denen
der Elektronen groß sind. Der Grenzfall verschwindender inverser Masse 1

MI
→ 0 bildet

die Born-Oppenheimer- (oder adiabatische) Näherung, die impliziert, dass die kinetische
Energie und damit die Bewegung der Ionenrümpfe bei der Beschreibung der elektronischen
Eigenschaften ignoriert werden kann. Sogar in Situationen, in welchen Gitterdeformatio-
nen interessant sind, stellt die Born-Oppenheimer Näherung einen guten Startpunkt für
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1.2 Einteilchen-Greenfunktionen

weiterführende Störungsentwicklungen in der inversen Nukleonenmasse 1
MI

dar. Diese Ar-
beit wird von der Born-Oppenheimer-Näherung ausgehen und sich damit auf das reine
Elektronenproblem beschränken und phononische Gittereffekte ignorieren.

Diese Näherungen vereinfachen den Hamiltonian (1.1) erheblich und man erhält

Ĥelektronisch = Ĥ0 + Ĥ int , (1.2)

wobei

Ĥ0 =
∑

σ

∫

dr ψ̂†
σ(r)

[

− 1

2m
∆ + V ion(r)

]

ψ̂σ(r) (1.3)

Ĥ int =
e2

2

∑

σσ′

∫

dr

∫

dr′
ψ̂†
σ(r)ψ̂

†
σ′(r

′)ψ̂σ′(r
′)ψ̂σ(r)

|r − r′| , (1.4)

mit den elektronischen Feldoperatoren ψ̂†
σ(r), ψ̂σ(r). Auch dieses Problem stellt ein schwie-

riges und im Moment unlösbares quantenmechanisches Vielteilchenproblem dar, dessen
Behandlung einerseits mit effektiven Einteilchentheorien oder andererseits als quantenme-
chanische Vielteilchenrechnung nur an vereinfachten Modell-Systemen wie dem Hubbard-
Modell möglich ist.

1.2 Einteilchen-Greenfunktionen

In diesem sehr kurzen Abschnitt wird die zentrale Beobachtungsgröße der Arbeit, die
Einteilchen-Green-Funktion, eingeführt. Je nach Kontext kann diese verschiedene Dar-
stellungen annehmen. Im Besonderen werden in dieser Arbeit retardierte, avancierte und
Matsubara-Green-Funktionen verwendet, die daher genau definiert und differenziert wer-
den. Je nach Problemstellung aber ist die Verwendung der einen oder anderen Variante
opportun. Eine knappe Ableitung und eine Diskussion verschiedener analytischer Eigen-
schaften findet sich im Anhang A.1. An dieser Stelle erfolgen nur eine kurze Beschreibung
und Diskussion der physikalischen Aussagekraft der Einteilchen-Green-Funktion.

Der Hauptvorteil bei der Behandlung von Problemen der Festkörperphysik mit Green-
Funktionen besteht darin, dass sie die Berechnung mehrzeitiger Korrelationsfunktionen
gestatten und somit eine unmittelbare Bestimmung vieler Meßgrößen erlauben. Hier-
zu zählen Gleichgewichtsgrößen, Antwortfunktionen und Wirkungsquerschnitte. Gleich-
gewichtsgrößen beschreiben den thermodynamischen Gleichgewichtszustand des Systems,
aber auch Teilchendichten oder die Verteilung magnetischer Momente. Antwortfunktio-
nen beschreiben die Reaktion des Vielteilchensystems auf eine äußere Störung. Zu dieser
Gruppe gehören elektrische und magnetische Suszeptibilitäten, Quasiteilchen, elektrische
Leitfähigkeiten uvm. Wirkungsquerschnitte werden in dieser Arbeit nicht untersucht. Die
Green-Funktionen ermöglichen eine vereinheitlichte und einfache Beschreibung dieser Grö-
ßen.

Retardierte, avancierte und Matsubara-Green-Funktion sind verschiedene Darstellungen
der gleichen, analytischen Funktion, welche durch GÂB̂(z) (für zwei Operatoren Â und B̂)
in der ganzen komplexen Ebene definiert ist. Ausgewertet für verschiedene Argumente

3



1 Einführung

ergeben sich avancierte, retardierte und Matsubara-Green-Funktion

GÂB̂(z) ⇒







z = ω + iδ : Gr
ÂB̂,η

(ω + iδ)

z = ω − iδ : Ga
ÂB̂,η

(ω − iδ)

z = iωn : GM
ÂB̂

(iωn)

. (1.5)

Eine wesentliche Beobachtungsgröße ist die Spektralfunktion

ρÂB̂(ω) = lim
δ→0

1

2πi

(

GÂB̂,η(ω − iδ) −GÂB̂,η(ω + iδ)
)

. (1.6)

Die Spektralfunktion misst damit gerade die Unstetigkeit des Imaginärteils zwischen retar-
dierter und avancierter Green-Funktion an der reellen Achse. Kennt man die Matsubara-
Green-Funktion, so erfordert die numerische Bestimmung der Spektralfunktion eine ana-
lytische Fortsetzung, die schlecht konditioniert ist und damit schwierig zu bestimmen ist.

Die Erwartungswerte bei endlicher Temperatur ergeben sich für fermionische Green-
Funktionen aus der Spektralfunktion durch

〈B̂Â〉 =

∫

dω fβ(ω)ρÂB̂(ω) , (1.7)

mit der Fermi-Funktion fβ(ω) = 1/[1+exp(βω)] bei der Temperatur β. Die Spektralfunk-
tionen selbst sind normiert. Für weitere Details siehe Anhang A.1.

1.3 Aufbau der Arbeit

In der Arbeit werden vier verschiedene elektronische Systeme untersucht, die auch einen
guten Überblick über die in der Festkörpertheorie derzeit relevanten Technologien liefern.
Die Abschnitte werden, neben einleitender Bemerkungen, durch eine Diskussion der je-
weilig notwendigen Methoden angeführt und mit einem Überblick über die erhaltenen
Ergebnisse abgeschlossen.

An diese Einführung schließt sich eine Diskussion des Störstellen-Anderson-Modells in
Kapitel 2 an. Es werden die in dieser Arbeit verwendeten numerischen Lösungsmetho-
den diskutiert. Für das Störstellen-Anderson-Modell werden dann neuartige Ergebnisse für
zwei an verschiedenen Gitterpositionen lokalisierte Störstellen präsentiert. Der besondere
Fokus liegt dabei auf der Wechselwirkung zwischen den zwei Störstellen und deren räumli-
cher Anordnung. Der Aspekt der räumlichen Anordnung wird in der Literatur größtenteils
ignoriert. Es kann ein pseudo-gap-Verhalten identifiziert werden, welches, im Rahmen der
Störstellenlösung in einer effektiven Gittertheorie als möglicher Vorläufer einer Hochtem-
peratursupraleitungsphase gilt.

In Kapitel 3 wird das in der Festkörperphysik sehr bekannte Hubbard-Modell mo-
tiviert und auch für den Mehrbandfall abgeleitet. Die dynamische Molekularfeldtheorie
wird als wichtiges Werkzeug bei der Lösung der Gittertheorie vorgestellt. Sie wird dann
im Folgenden auf die Untersuchung orbital-selektiver Mott-Übergänge in einem Zweiband-
Modell unterschiedlicher Bandbreiten angewandt. Hier wird der Einfluss von Dotierung
und Kristallfeldaufspaltung untersucht, was das Modell besser für experimentelle Situa-
tionen vergleichbar macht.
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1.3 Aufbau der Arbeit

Ebenfalls in Kapitel 3 wird eine magneto-optische Falle mit Hilfe des Hubbard-Modells
im Ortsraum untersucht. Der Blickpunkt liegt dabei auf der Beschreibung eines z-Anti-
ferromagneten. Die Untersuchung unterscheidet sich von den typischen Literaturergebnis-
sen, weil sie gänzlich auf eine Näherungsstufe durch die dynamische Molekularfeldtheorie
verzichtet und damit nicht-lokale Dynamik explizit einschließt.

In Kapitel 4 wird das für viele technische Anwendungen interessante Heusler-Material
Co2FeSi im Hinblick auf Korrelationseffekte untersucht. Hierzu wird zunächst die Beschrei-
bung in einer effektiven Einteilchentheorie (der Dichtefunktionaltheorie (DFT)) vorgenom-
men und dann mit einer Vielteilchenbeschreibung, in der Näherung durch die dynamische
Molekularfeldtheorie, ergänzt. Diskutiert werden dabei verschiedene Formen der Wechsel-
wirkung und, im Vergleich mit Experimenten, der Einfluss der Austauschwechselwirkung.

Die Arbeit schließt in Kapitel 5 mit einer Zusammenfassung der Ergebnisse und einem
Ausblick.

Im Anhang werden verschiedene technische Aspekte diskutiert. In der gesamten Arbeit
werden natürliche Einheiten benutzt, d.h. ~ = kB = 1.
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2 Das Störstellen-Anderson-Modell

Das Störstellen-Anderson-Modell gehört zu den prominentesten Modellen der modernen
Festkörperphysik. Seine Lösung stellt auch heute noch eine große Herausforderung dar.
In der ursprünglichen Fragestellung modelliert es eine einzelne, lokal wechselwirkende
Störstelle - das Single Impurity Anderson-Modell (SIAM) - lokalisierter f -Zustände, wel-
che in ein äußeres, nicht wechselwirkendes elektronisches Leitungsband eingebettet ist
[Anderson61, Anderson78]. Diese Störstellen ergeben sich durch Verunreinigungen oder
Dotierung. Inwiefern das lokalisierte magnetische Moment in einer metallischen Umge-
bung überlebt, welchen Einfluss es auf die Bandelektronen ausübt, ist per se unbekannt.
Experimentell werden anomale Einflüsse der Störstellen auf das Metall identifiziert, im Be-
sonderen auf die Transporteigenschaften bei den Übergangsmetallen. Hier werden durch
sorgfältige Untersuchung Potenzgesetze in der Abhängigkeit von der Temperatur für bei-
spielsweise die Suszeptibilität, den Störstellenwiderstand etc. bestimmt. Ein guter Über-
blick über das Problem, dessen Entwicklung und Lösung findet sich in [Hewson93].

Der Hamiltonian für das Single Impurity-Problem lautet

Ĥ =
∑

k,σ

ǫckσ ĉ
†
kσ ĉkσ +

∑

σ

(

ǫfσn̂
f
σ +

U

2
n̂fσn̂

f
σ

)

+
1√
N0

∑

k

(

V kf̂
†
σ ĉkσ + h.c.

)

. (2.1)

Hierbei sind ĉ†k,σ elektronische Erzeuger im Leitungsband und f̂ †σ die Erzeuger für die

Störstelle (analog für die Vernichter, ebenso n̂fσ ≡ f̂ †σ f̂σ). Der erste Summand beschreibt

das wechselwirkungsfreie Leitungsband, der zweite Summand die Einteilchenenergien ǫfσ
der Elektronen auf der Störstelle und eine Wechselwirkung U zwischen ihnen. Der drit-
te Summand beschreibt die Hybridisierung zwischen Band und Störstelle mittels einer
Hybridisierungsamplitude Vk.

Auf Grund der Wechselwirkung im System lässt sich dieses Problem nicht exakt lö-
sen und ist damit ein klassisches Vergleichsproblem für Näherungsmethoden aller Art.
Für bestimmte Parameterbereiche lässt es die Beschreibung des Kondo-Problems zu. In
Verbindung mit der dynamischen Molekularfeld-Theorie [Müller-Hartmann89, Metzner91,
Georges96] (DMFT, siehe Abschnitt 3.2), in deren Kern eine effektive Störstelle der Art
(2.1) gelöst werden muss, stellt es außerdem ein sehr erfolgreiches Werkzeug zur Diskus-
sion von Gittermodellen dar.1 Damit stellt eine näherungsweise Lösungsmöglichkeit für
das Störstellenproblem auch einen Kandidaten für die näherungsweise Lösung eines deut-
lich komplexeren Gitterproblems im Rahmen der DMFT dar. Deshalb ist das Verständnis
der Eigenschaften und die Lösung des Anderson-Modells von wesentlicher Bedeutung für
effektive Gittertheorien.

1Im Detail leistet die DMFT eine Abbildung des Festkörpers auf eine Anderson-Störstelle, bei welcher der
Rest des Festkörpers durch ein dynamisches (zeitabhängiges) Medium ∆(z) dargestellt wird, welches
in das SIAM über die Form der Hybridisierungsamplituden Vk eingeht.
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2 Das Störstellen-Anderson-Modell

Die lokale f -Green-Funktion des SIAM ist durch

GSIAMσ (z) =
1

z + µ− ǫfσ − ∆(z) − Σσ

(2.2)

gegeben, mit der Anderson- oder Hybridisierungsfunktion

∆(z) =
∑

k

|V k|2
z + µ− ǫckσ

, (2.3)

welche das Leitungsband (oder Bad) beschreibt, in das die Störstelle eingebettet ist. Das
Band ergibt sich aus der Struktur des Gitters.

Während das ursprüngliche Problem typisch für ein einzelnes Orbital mit höchstens
zwei lokalen Quantenzuständen formuliert ist, hat sich aus der Anwendung der DMFT auf
komplizierte Festkörperprobleme die Notwendigkeit ergeben, mehrere Orbitale auf einer
einzelnen Störstellen mit interorbitalen Wechselwirkungen zu behandeln. Diese Erweite-
rung findet sich in der Diskussion des Mehrstörstellen-Anderson-Modell (Abschnitt 2.2)
ebenso wie in der Darstellung der LDA+DMFT (Abschnitt 4.2) wieder, sodass an dieser
Stelle auf eine Betrachtung des multiorbitalen SIAM verzichtet wird. Die in Abschnitt
2.1 vorgestellten Störstellenlöser sind gleichermaßen in der Lage, ein multiorbitales SIAM
(näherungsweise) zu lösen.

2.1 Lösungsmöglichkeiten des Störstellen-Anderson-Modells

Für das Störstellen-Anderson-Modell und dessen multiorbitale Erweiterung existiert eine
Vielzahl verschiedener Methoden zur näherungsweisen Lösung. Die verschiedenen Metho-
den zeigen unterschiedliche Stärken und Schwächen, sodass es von der Fragestellung und
vom möglichen Aufwand abhängt, welche Methode gewählt wird.

Typische Approximationsmethoden zur Lösung des Störstellenproblems sind diagram-
matische Störungstheorien in der Wechselwirkung oder deren Derivate [Mart́ın-Rodero82,
Potthoff97]. Alternativ dazu lassen sich auch Hybridsierungsentwicklungen vornehmen
[Keiter70, Bickers87], Quanten-Monte-Carlo Methoden [Hirsch86] (QMC) oder Metho-
den der numerischen Renormierungsgruppe [Bulla08, Wilson75] (NRG) einsetzen. Be-
kannt sind auch die Lösungen mit Hilfe der phänomenologischen Fermi-Flüssigkeitstheorie
oder aber auch des Bethe-Ansatzes (für eine isotrope, lineare Dispersion ǫ(k) = k). Gut
verständliche Einführungen in die verschiedenen Methoden finden sich zum Beispiel bei
[Bickers87, Hewson93, Georges96].

In dieser Arbeit werden einerseits numerische Lösungen für Anderson-Modelle (Ab-
schnitte 2.2, 3.4) berechnet und andererseits auch Lösungen für Gittermodelle (Abschnitte
3.3, 4.2) in DMFT-Näherung und darüber hinaus bestimmt. In Folgenden werden die ver-
wendeten Störstellenlöser vorgestellt und diskutiert. Für das Zweiband-Hubbard-Modell
wird ein Hirsch-Fye-Quanten-Monte-Carlo-Code verwendet, welcher in der Vergangenheit
sehr erfolgreich für eine Vielzahl an Problemen eingesetzt wurde (Abschnitt 3.3). Zur nu-
merischen Behandlung der in dieser Arbeit diskutierten Heusler-Materialien wird ein kon-
sistenter Störstellenlöser implementiert (Abschnitt 4.2). Dieser verwendet eine einfache
diagrammatische Schwachkopplungsentwicklung, die numerisch sehr effizient behandelbar
ist. Außerdem wird dieser dann auch auf ein allgemeines Mehrstörstellen-Anderson-Modell
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2.1 Lösungsmöglichkeiten des Störstellen-Anderson-Modells

�Uijkl

ĉlσ

ĉ†iσ

ĉkσ′

ĉ†jσ′

Abbildung 2.1: Wechselwirkungsvertex für eine Schwachkopplungsstörungstheorie. Hierbei
bezeichnen die lateinischen Buchstaben i, j, k und l orbitale Quantenzahlen
sowie σ und σ′ Spinquantenzahlen. Bei der Entwicklung der Feldoperato-
ren (siehe Gl. (3.1)) sind die Ortsraumfunktionen spinunabhängig. Daher
besitzt Uijkl keine Spinindizes. Diese gehen über die Operatoren in die
Betrachtung ein.

angewandt (Abschnitt 2.2). Darüber hinaus lässt er sich wegen seiner großen Effizienz so-
gar auf ein großes im Ortsraum aufgelöstes Hubbard-Modell anwenden (Abschnitt 3.4),
was in dieser Form einer sehr großen Störstelle ähnlich ist. Im Anhang A.6 findet sich ein
dedizierter Vergleich verschiedener Störstellenlöser, im Besonderen des diagrammatischen
und des Quanten-Monte-Carlo-Lösers, in Anwendung auf ein einfaches Hubbard-Modell
in DMFT-Näherung.

2.1.1 Schwachkopplungsstörungstheorie

Geht man vom wechselwirkungsfreien Fall aus und führt eine kleine Wechselwirkung2 U auf
der Störstelle ein, so liegt es nahe, eine diagrammatische Schwachkopplungsstörungstheorie
- eine typische Feynman-Entwicklung - durchzuführen. Die zwischenelektronischen Wech-
selwirkungen werden als Störungen interpretiert, welche die zwischenliegenden, freien Pro-
pagationen unterbrechen (Wechselwirkungsvertex einer diagrammatischen Schwachkopp-
lungsstörungstheorie in Abb. 2.1) [Fetter71, Mattuck76]. Die verschiedenen Diagramme
einer derartigen Störungstheorie ergeben sich durch systematische Kombination verschie-
dener Wechselwirkungsvertizes.

Man kann eine solche Störungstheorie auch systematisch in unendlicher Ordnung auf-
summieren. Das geschieht in der Regel durch Renormierung einerseits der Wechselwir-
kungslinien oder andererseits durch Renormierung der Propagatoren. Dies kann auf ver-
schiedene Art und Weise geschehen und resultiert in der Konstruktion von Dyson-Glei-
chungen, random phase- oder Leiterapproximationen etc. Mit Hilfe einer Dyson-Gleichung
lassen sich beispielsweise aus einer einteilchen-irreduziblen3 Selbstenergie alle reduziblen
Prozesse bis in unendlicher Ordnung berücksichtigen

G = G0 +G0ΣG0 +G0ΣG0ΣG0 + · · · = G0 (1 + ΣG) =⇒ G =
1

G−1
0 − Σ

. (2.4)

Mit Hilfe dieser Entwicklung werden alle Selbstenergiediagramme bis in unendlicher Ord-
nung aus den in der Selbstenergie enthaltenen, einteilchen-irreduziblen Diagrammen ge-
neriert. Die Selbstenergie enthält notwendigerweise nur die einteilchen-irreduziblen Dia-
gramme. Ansonsten würden bestimmte Diagramme überzählt.

2Die Skala U ist klein in Bezug auf die Energieskala, welche durch die typischen Hybridisierungsskalen
des Problems Vk (im Fall des Anderson-Modells), der Bandbreite W (im Kontext eines translationsin-
varianten Gitters) auftreten oder der Hüpfamplitude t (im Fall des ortsaufgelösten Hubbard-Modells).

3Die Bedeutung des Begriffs einteilchen-irreduzibel wird in Abschnitt A.3 erläutert.
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2 Das Störstellen-Anderson-Modell

Abbildung 2.2: Alle Diagramme 1. und 2. Ordnung in Schwachkopplungsstörungstheo-
rie für eine beliebige Wechselwirkung gemäß (1.4). In (a) Hartree-
Diagramm, (b) Fock-Diagramm (oder Austauschdiagramm), (c) Dichte-
Dichte-Diagramm 2. Ordnung und (d) Austauschdiagramm 2. Ordnung

Abschirmeffekte können durch eine Renormierung der Wechselwirkung implementiert
werden. In der Literatur wird hier häufig die random phase-Approximation herangezogen,
bei der die Wechselwirkung im Vertex (Fig. 2.1) durch Teilchen-Loch-Blasen renormiert
wird. In diesem Fall wird die Wechselwirkung frequenzabhängig und repräsentiert die
effektive, durch Abschirmeffekte gekennzeichnete Wechselwirkung [Mattuck76].

Für den einfachen Fall einer s-Schale finden sich auf dem Gitterplatz höchstens zwei
Elektronen, sodass bei einer rein lokalen Wechselwirkung (d.h. nur Elektronen am selben
Gitterplatz werden verknüpft) das Fock-Diagramm (Abb. 2.2b) und auch das Austausch-
diagramm (Abb. 2.2d) verschwinden, weil die entsprechenden Vertizes dort nicht existieren,
wie sich leicht am Hamiltonian (2.1) verifizieren lässt. Es verbleiben das Hartree-Diagramm
(Abb. 2.2a) und ein Diagramm 2. Ordnung (Abb. 2.2c).

Diese Selbstenergie ist geeignet für Systeme, bei denen die Wechselwirkung relativ
schwach ist, d.h. U/W ≪ 1. In diesem Fall sind alle Diagramme höherer Ordnung n > 2
wenigstens um den Faktor (U/W )n−2 kleiner. Typischerweise nimmt die Zahl der irre-
duziblen Diagramme in höherer Ordnung jedoch zu. Auch werden in höherer Ordnung
Divergenzen generiert, die teils in anderen Ordnungen kompensiert werden, sodass sich
die höhereren Ordnungen quantitativ nicht abschätzen lassen und damit die approximati-
ve Beschreibung der Selbstenergie in einer Störungstheorie nicht unbedingt gerechtfertigt
ist. Trotzdem wird durch die Entwicklung der Selbstenergie schon eine unendliche Resum-
mierung vorgenommen.

Neben dem typischen Anwendungsgebiet bei schwacher Wechselwirkung zeigt sich aber
eine Besonderheit für die Schwachkopplungsstörungstheorie 2. Ordnung für eine s-Schale.
Betrachtet man die lokale Green-Funktion (2.2)

GSIAMσ (z) =
1

z + µ− ǫfσ − ∆(z) − Σσ

(2.5)
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2.1 Lösungsmöglichkeiten des Störstellen-Anderson-Modells

und macht den Grenzübergang in den atomaren Limes Vk → 0 (⇒ ∆(z) → 0), so muss
sich gerade die lokale Resonanzstruktur [Hewson66]

Gs−Schale,σ
Atom (z) =

1 − 〈n̂σ〉
z − ǫf

+
〈n̂σ〉

z − ǫf − U
(2.6)

ergeben. Für den halbgefüllten, teilchen-loch-symmetrischen Fall 〈n̂σ〉 = 〈n̂σ〉 = 1
2 und

ǫf = −U/2 wird diese Polstruktur mit der Selbstenergie

Σ(z) =
U

2
+

1

4

U2

z
(2.7)

reproduziert. Konstruiert man eine Selbstenergie störungstheoretisch mit den Diagrammen
1. und 2. Ordnung, so werden per Konstruktion alle Terme ∝ U und ∝ U2 erzeugt.
Terme höherer Ordnung treten in (2.7) nicht auf, sodass Diagramme höherer Ordnung sich
offenkundig gegenseitig wegheben oder wegfallen. Folglich lässt sich mit einer Selbstenergie
in zweiter Ordnung in U nicht nur der Grenzfall schwacher Wechselwirkung U/t → 0
adäquat abbilden, sondern sogar der entgegengesetzte Starkwechselwirkungslimes U/t →
∞ bei Halbfüllung. Da nun die Näherung der Selbstenergie durch eine Störungsentwicklung
bis einschließlich der zweiten Ordnung für den halbgefüllten Fall gerade zwei wesentliche
Grenzfälle enthält, besteht die berechtigte Hoffnung, dass eine derartige Näherung der
Selbstenergie Σ(z) eine qualitativ richtige Beschreibung liefert. Tatsächlich liefert diese
Näherung im Kontext des SIAM auch eine Vielteilchenresonanz an der Fermi-Kante (vgl.
Abb. 2.5, siehe im Besonderen das Inset), deren Breite die Tieftemperaturskala des Modells
wiedergibt. Für die Schwachkopplungsentwicklung wird sie für größer werdende U nicht
exponentiell kleiner, wie es physikalisch korrekt ist, sondern nur algebraisch [Hewson93].
Trotzdem sind die Ergebnisse qualitativ korrekt und stimmen auch mit Störungstheorie 4.
Ordnung [Yosida75, Hewson93, Mahlert03] überein.

Abseits der Halbfüllung kommen zu (2.7) Korrekturen höherer Ordnung in U hinzu,
sodass der atomare Grenzfall Vk → 0 beziehungsweise ǫk → 0 nicht mehr korrekt wie-
dergegeben wird. Verschiedene Schemata korrigieren dieses Verhalten und modifzieren die
Selbstenergie im Sinne einer Wechselwirkungsrenormierung. Ein (relativ) allgemeiner An-
satz ist durch

ΣKettenbruch(z) = Σ(∞) +
AΣ

(2)
(z)

1 −B Σ
(2)

(z) − C Σ
(2)

(z)

1−DΣ
(2)

(z)−...

(2.8)

mit Entwicklungskoeffizienten A, B, C usw. gegeben [Kotliar06]. Die ursprüngliche Idee
enthält nur einen Ansatz bis zur zweiten Ordnung des Kettenbruchs [Mart́ın-Rodero82]

ΣRodero(z) = Σ(∞) +
AΣ

(2)
(z)

1 −BΣ
(2)

(z)
(2.9)

und unterscheidet sich nur durch die spezielle Wahl der Koeffizienten von neueren An-
sätzen [Mart́ın-Rodero86, Kajueter96b, Potthoff97]. Die Wahl geeigneter Koeffizienten
hängt von der zu erfüllenden Nebenbedingung des Problems ab. Man kann einerseits
den atomaren Grenzfall korrekt auflösen [Mart́ın-Rodero82], das Luttinger-Theorem erfül-
len [Kajueter96b] oder aber auch die ersten Momente der Spektralfunktion reproduzieren
[Potthoff97].
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2 Das Störstellen-Anderson-Modell

Erweiterungen der Interpolationsansätze (2.9) für Mehrorbitalsysteme führen zu Ansät-
zen der Form (2.8) [Kajueter96a] oder modifzieren die Polstruktur andersartig [Potthoff01]

ΣPotthoff (z) = Σ(∞) +
U2

8

(
1

ω −B
+

1

ω +B

)

(2.10)

(hier im atomaren Limes), wobei die Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten für diese
Ansätze sehr technisch ist und erheblich davon abhängt, dass die Zahl der relevanten
Orbitale beschränkt ist (im Fall dieser Ansätze höchstens zwei). Des Weiteren ist die
Wahl der interorbitalen Wechselwirkungen für die genannten Ansätze keineswegs frei und
beschränkt die Anwendbarkeit für realistische Systeme.

Zur Beschreibung eines annähernd realistischen Mehrorbitalsystems, welches mehrere
Orbitale mit beliebiger interorbitaler Wechselwirkung beschreibt, sind die obengenannten
interpolierenden Ansätze zu aufwändig. Verfolgt man beispielsweise die ursprüngliche Idee
von Rodero und konstruiert eine interpolierende Selbstenergie, welche die richtigen Re-
sonanzen im atomaren Grenzfall für eine d-Schale (bis zu zwei Elektronen pro Orbital)
mit über eintausend Zuständen realisiert, so ist zunächst das atomare Problem exakt zu
diagonalisieren. Durch spezielle Wahl der Wechselwirkung Uijkl ergibt sich einerseits eine
Vereinfachung, andererseits beschränkt man aber so auch die Klasse der beschreibbaren
Probleme. Man kann auch die Zahl der relevanten Zustände beschränken und sich auf
die präzise Beschreibung eines bestimmten Valenzsektors beschränken, d.h. man berück-
sichtigt nur Zustände mit einer vorher gewählten Valenz N und Zustände benachbarter
Valenzen N − 1 und N + 1. Dies ist für große Wechselwirkungen U/W durchaus gerecht-
fertigt (hier sei an Hubbards Energieparabel4 erinnert [Hubbard64a]), aber sicher nicht
für kleine Wechselwirkungen, bei denen man in der Regel am vollständigen Valenzsektor
interessiert ist und das komplette Band untersuchen möchte. Problematisch wird die Be-
schränkung der Valenz aber in jedem Fall in Systemen mit mehreren Atomen, bei denen es
zu Ladungsverschiebungen zwischen den Atomen kommen kann. In diesem Fall ändert sich
die Valenz des einzelnen Atoms, und die berücksichtigten Zustände sind nicht mehr die
relevanten. Für eine technische Anwendung müssen die Valenzzustände angepasst werden,
je nach Lösung, die sich im Lösungsverfahren ausbildet.

Die genannten Schwierigkeiten bei der Beschreibung eines allgemeinen Mehrorbitalsys-
tems durch derartige interpolierende Selbstenergien legen nahe, einen systematischeren
Ansatz zu wählen und dabei einen kleineren physikalischen Gültigkeitsbereich in Kauf
zu nehmen. Hierbei wird der Schwachkopplungsgrenzfall zum Ausgangspunkt genommen
und um diesen systematisch bis zur 2. Ordnung entwickelt. Es werden dann alle möglichen
Diagramme auf Basis aller nicht-verschwindenden Vertizes konstruiert.5 Dieses Vorgehen
erlaubt dann, ein Mehrorbitalsystem mit beliebiger orbitaler Symmetrie und in beliebi-
ger Besetzung für schwache Wechselwirkungen U/W zu beschreiben.6 In den in dieser
Arbeit diskutierten Anwendungsfällen zeigt sich, dass die Beschreibung qualitativ gültige

4Hierbei handelt es sich um eine relativ grobe Abschätzung der relevanten Zustände für eine Valenzschale.
Die Einteilchen- und die Wechselwirkungsenergie lassen sich grob abschätzen mit einer quadratischen
Funktion der Füllung E(n) = (ǫd − µ)n + Un(n − 1)/2 (ǫd ist das ionische Level, µ das chemische
Potential, U die Wechselwirkung und n die Teilchenzahl). Die relevanten Valenzzustände sind die in
der Nähe des Minimums der Parabel.

5Dies kann für nicht-triviale Systeme eine sehr große Zahl an Diagrammen sein. So ergeben sich für eine
d-Schale in sphärischer Symmetrie etwa einhunderttausend Diagramme.

6Hier muss man sich aber immer im Klaren sein, dass diese Beschreibung streng nur für schwache Wech-
selwirkungen gültig ist.
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Bilder liefert - ganz wie es im paramagnetischen s-Orbitalmodell (2.2) bei Halbfüllung zu
beobachten ist.

Mit diesem Ansatz können neben einfachen intraorbitalen und interorbitalen Dichte-
Dichte-Wechselwirkungen Uiiii und Uijji

7 auch Austauschintegrale Uijij oder Paar-Hüpf-
prozesse Uiijj berücksichtigt werden. Darüber hinaus lassen sich auch korreliertes Hüpfen
Uijjj, Ujijj, Ujjij und Ujjji und mehr (Uijkk, Uikjk, etc.) abbilden. Für ein Mehrorbital-
system, respektive Mehrbandsystem, werden dann systematisch alle Schwachkopplungs-
diagramme 1. (Abb. 2.2a,b) und 2. Ordnung (Abb. 2.2c,d) berücksichtigt. Über die Be-
deutung der verschiedenen Wechselwirkungsintegrale und deren quantitativer Bestimmung
siehe Abschnitt 4.

Die einzelnen Diagramme entstehen durch Permutation der Wechselwirkungsvertizes
und dem index-gerechten Anschluss der einzelnen Propagatoren.8 Im Einzelnen müssen
dann die Diagramme aus den Propagatoren Giσ,jσ′(z) des Problems über Faltungen be-
stimmt und summiert werden. Die expliziten Formeln werden im Anhang A.3 abgeleitet.
Es sei hier bemerkt, dass die Auswahl der Propagatoren für die inneren Linien vom Pro-
blem abhängt. Für die DMFT beispielsweise werden in der Arbeit die effektiv wechselwir-
kungsfreien Propagatoren des Weiss’schen Feldes eingesetzt (siehe Abschnitt 3.2); bei der
Betrachtung des Störstellenmodells (siehe Abschnitt 2.2) werden die freien Gitterpropaga-
toren, d.h. die nackten Propagatoren, verwendet, und bei der Untersuchung der magneto-
optischen Falle (Abschnitt 3.4) werden die Propagatoren selbstkonsistent bestimmt, d.h.
die vollen Propagatoren werden eingesetzt.

2.1.2 Quanten-Monte-Carlo Methoden

In diesem Abschnitt wird die Lösung der Störstelle mittels Quanten Monte-Carlo-Methoden
(QMC) diskutiert. Der Fokus liegt hierbei bei traditionellem Hirsch-Fye-QMC [Hirsch86],
welche auch in dieser Arbeit verwendet wird. Im Folgenden wird noch ein Überblick über
modernste Entwicklungen wie die Multi-Grid Hirsch-Fye-QMC oder die Continous-Time-
QMC-Methode gegeben. Gemeinsam ist allen Methoden die Lösung des zu Grunde liegen-
den Wirkungsfunktionals für das quantenmechanische Problem; es ist in imaginärer Zeit
∆τ formuliert. So muss die Green-Funktion G(τ) zur Bestimmung von Spektralfunktionen
jedoch auf die reelle Achse analytisch fortgesetzt werden. Dieses nicht-triviale Problem ist
schlecht konditioniert. Eine Lösungsmöglichkeit wird im Anhang A.5 diskutiert.

Bei der Lösung eines Störstellenproblems ist man an der Bestimmung thermischer Er-
wartungswerte interessiert. Diese lassen sich mit Hilfe von Grassmann-Variablen ψ, ψ∗ für
den Operator Ô als Funktionalintegral schreiben [Negele98]

〈Ô〉A =
1

Z

∫

D [ψ]D [ψ∗] Ô [ψ,ψ∗] e
A(ψ,ψ∗,G)

. (2.11)

Die Zustandssumme Z ist definiert mit

Z =

∫

D [ψ]D [ψ∗] e
A(ψ,ψ∗,G)

. (2.12)

7Hier seien unterschiedliche Indizes i, j, ... voneinander verschieden (i 6= j,i 6= k, ...).
8Bei der Untersuchung des vielbandigen Heusler-Materials Co2FeSi (Abschnitt 4) werden pro DMFT-

Iteration mehrere hunderttausend Diagramme bestimmt, bei der magneto-optischen Falle für die be-
trachtete Systemgröße pro Iteration ebenfalls etwa einhunderttausend. Für eine konvergente Rechnung
ergeben sich dann mehrere Millionen ausgewerteter Diagramme.
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2 Das Störstellen-Anderson-Modell

Die genaue Form der Wirkung A für die Störstelle wird durch die auf der Störstelle defi-
nierten Wechselwirkungen bestimmt. Für die in dieser Arbeit verwendete Implementierung
ist sie auf Dichte-Dichte-Wechselwirkung

AU = −U
∑

ν

∫ β

0
dτ ψ∗

ν↑(τ) ψν↑(τ) ψ
∗
ν↓(τ) ψν↓(τ) (2.13)

und die Ising-Komponente der Austauschwechselwirkung

AU ′ = −
∑

σσ′,ν<ν′

(

U ′ − δσσ′Jz

)∫ β

0
dτ ψ∗

νσ(τ) ψνσ(τ) ψ
∗
ν′σ′(τ) ψν′σ′(τ) (2.14)

beschränkt. Die Indizes ν und σ bezeichnen orbitale Quantenzahl und Spinquantenzahl.
Der Überlapp mit dem Band, in welches die Störstelle eingebettet ist, wird über die Weiss-
Funktion G implementiert und beinhaltet damit den wechselwirkungsfreien Anteil der Wir-
kung

A0 =
∑

νσn

ψνσnG−1
νσnψ

†
νσn . (2.15)

Hier wird die Kurzschreibweise Gνσn ≡ Gνσ(iωn) mit der Matsubara-Frequenz ωn =
(2n + 1)πT verwendet. Die Gesamtwirkung für die auf der Störstelle berücksichtigten
Wechselwirkungen lautet damit

A (ψ,ψ∗,G) = A0 + AU + AU ′ . (2.16)

Gegenüber dem allgemeinen Mehrorbitalhamiltonian (2.39) werden hierbei nicht-diagonale
Badprozesse ignoriert. Auf der Wechselwirkungsseite werden in dieser Näherung dichte-
dichte-artige Wechselwirkungen berücksichtigt. Spinflip- oder Paar-Hüpf-Prozesse bleiben
in (2.16) unberücksichtigt. Physikalisch führt das zu einer Einschränkung, sodass man bei-
spielsweise keine Singulett-Triplett-Aufspaltung auflösen kann und der Spin gewisserma-
ßen nur klassisch berücksichtigt wird. Die Berücksichtigung von Spinflip-Prozessen erfor-
dert einen wesentlich komplizierteren QMC-Algorithmus, da in der Spinquantenzahl nicht-
diagonale Green-Funktionen auftreten, welche die Diagonalelemente der Green-Funktions-
matrix teilweise koppeln [Held99].

Zur Berechnung des Exponentials in (2.11) und (2.12) wird die Wirkung (2.16) in dis-
kretisierter Näherung geschrieben

AΛ [ψ,ψ∗,G] = (∆τ)2
∑

σ

Λ−1∑

l=0,l′=0

ψ∗
νσl

(

G−1
νσ

)

ll′ψνσl′ − ∆τU

Λ−1∑

l=0

ψ∗
ν↑lψν↑lψ

∗
ν↓lψν↓l

− ∆τ
∑

σσ′,ν<ν′

(

U ′ − δσσ′Jz

) Λ−1∑

l=0

ψ∗
νσlψνσlψ

∗
ν′σ′lψν′σ′l (2.17)

mit ∆τ = β/Λ (Λ ist die Zahl der diskretisierten Zeitscheiben) und der Weisschen Green-

Funktion
(

G
νσ

)

ll′
≡ Gνσ((l− l′)∆τ). Mit der Trotter-Suzuki-Formel [Trotter59, Suzuki76]

für Operatoren Â und B̂

e
−β(Â+B̂)

=
(

e−∆τÂe−∆τB̂
)Λ

+ O (∆τ) (2.18)

14



2.1 Lösungsmöglichkeiten des Störstellen-Anderson-Modells

lässt sich diese entwickeln. Eine diskrete Hubbard-Stratonovich Transformation [Hirsch83]

exp

(
∆τ

2
Vνσ,ν′σ′

(

ψ∗
νσlψνσl − ψ∗

ν′σ′lψν′σ′l

)2
)

=

1

2

∑

s

exp
(

λνσ,ν′σ′s
l
νσ,ν′σ′

(

ψ∗
νσlψνσl − ψ∗

ν′σ′lψν′σ′l

))

(2.19)

mit coshλνσ,ν′σ′ = exp
(

∆τVνσ,ν′σ′
2

)

und

Vνσ,ν′σ′ =







U ν = ν ′, σ < σ′

U ′ − J ν < ν ′, σ = σ′

U ′ ν < ν ′, σ 6= σ′

0 sonst

(2.20)

entkoppelt nun die Wechselwirkungsterme und führt auf einen in Erzeugern und Vernich-

tern bilinearen Term, der an ein Hilfsfeld s =
{

slνσ,ν′σ′
}

gekoppelt ist.

Damit ergibt sich das Funktionalintegral für die Green-Funktion zu

Gνσ
(
(l − l′)∆τ

)
≡ Gνσll′ =

1

Z
∑

{s}

∫

D [ψ]D [ψ∗]ψ∗
νσlψνσl′e

P

νσ,ll′ ψ
∗
νσlM

s

νσll′
ψ
νσl′ (2.21)

mit

M s

νσll′ = ∆τ2
(
G−1
νσ

)

ll′ − 2δll′
∑

ν′σ′

λνσ,ν′σ′s
l
νσ,ν′σ′Θ

(
σ′ − σδσσ′

(
ν ′ − ν

))
. (2.22)

Die Summation ist über alle Konfigurationen des Ising-Hilfsfelds zu nehmen, mit unab-
hängigen Fermionen in jedem Term der Summe.

Hier wird eine gegenüber den Arbeiten [Georges96, Held99] verbesserte Implementierung
eingesetzt, die um Korrekturterme höherer Ordnung O(∆τ) ergänzt ist

M s

νσll′ =
(

∆τ2
(
G−1
νσ

)

ll′ − 1
)

e
−λ̃s

νσ + δll′ . (2.23)

Da die Fermionen in (2.16) nur noch quadratisch eingehen, kann das Funktionalinte-
gral durch eine einfache Gausssche Integration beziehungsweise das Wicksche Theorem
[Negele98, Gasser01] berechnet werden. Man erhält für die Einteilchen-Green-Funktion

Gνσll′ =
1

Z
∑

s

(
M s

νσ

)−1
ll′

∏

νσ

detM s

νσ (2.24)

und für die Zustandssumme

Z =
∑

s

∏

νσ

detM s

νσ . (2.25)

Problematisch ist hierbei die Auswertung der hochdimensionalen Summe über s = {slνσ,ν′σ′},
deren Dimension exponentiell mit der Zahl der Diskretisierungsschritte und der Tempe-
ratur (via Λ = 1/∆τ T ) sowie Band- und Spinzahl ansteigt. Damit ist die vollständige
Bestimmung der Summe durch Summation aller Summanden für relevante Systeme nur
bei sehr hohen Temperaturen möglich.
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2 Das Störstellen-Anderson-Modell

Die Bestimmung der 2Λ Terme in (2.24) mit (2.23) ist eine Operation vom Aufwand
O(Λ3). Falls die Terme so geordnet werden, dass aufeinanderfolgende Konfigurationen s

sich nur durch einen Spinflip unterscheiden (sl → −sl), so können alle Matrizen und Deter-
minanten mit weniger Aufwand O(Λ2) aktualisiert werden. Mit der nachfolgend beschrie-
benen Monte-Carlo Integration reduziert sich im Weiteren die Zahl der zu bestimmenden
Terme von 2Λ auf O(Λ).

Monte-Carlo Integration

Für die Summen (2.24), (2.25) besteht die Hoffnung, dass die stark veränderlichen Bei-
träge nur in relativ beschränkten Bereichen des hochdimensionalen Integrationsbereichs
{s} erzeugt werden. In einem solchen Fall bietet es sich an, die Summe mittels einer
Monte-Carlo-Methode zu bestimmen. Hierbei wird der Integrand in eine normierte Wahr-
scheinlichkeitsverteilung P und einen Restterm O aufgeteilt

∫

dxF (x) =

∫

dxO(x)P (x) =

∫

dx̃O(x) ≡ 〈O〉P . (2.26)

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P (x) ist a priori unbekannt, kann aber mit einem sto-
chastischen Markov-Prozess generiert werden: Unter der Voraussetzung, dass eine Konfi-
guration i realisiert ist, wird eine neue Konfiguration j mit der Wahrscheinlichkeit

P(i → j) = min

{

1,
P (i)

P (j)

}

(2.27)

akzeptiert. Diese Übergangsbedingung [Metropolis53] erfüllt das Prinzip des detailed ba-
lance

P (i)P(i → j) = P (j)P(j → i) (2.28)

und erzeugt eine Folge von Konfigurationen i, · · · ≡ {i}, entsprechend der Wahrschein-
lichkeitsverteilung P , sofern der Prozess ergodisch ist. Innerhalb des Markov-Prozesses
bleibt P unnormiert, sodass die Summen (2.24), (2.25) nur bis auf eine Normierungs-
konstante bestimmbar sind. In Konsequenz sind somit Observable nur im Verhältnis zur
Zustandssumme bestimmbar. Außerdem muss man die Anfangskonfigurationen aus den
Mittelwerten ausschließen, weil ihre Gewichte verschwindend klein sein können. In jeder
endlichen Folge {i} wären sie damit überrepräsentiert; man unterscheidet daher zwischen
warmup sweeps und measurement sweeps.

Zur Bestimmung von (2.24) identifiziert man die Wahrscheinlichkeitsverteilung P durch

P ({s}) =

∣
∣
∣
∣
∣

∏

νσ

detM s

νσ

∣
∣
∣
∣
∣

(2.29)

für das Hilfsfeld {s}, sodass die Green-Funktion (2.24) als Mittelwert 〈. . .〉s der verschie-
denen Konfigurationen genähert werden kann

Gνσll′ =
1

Z̃
〈(
M s

νσ

)−1
ll′ Z̃s

〉

, (2.30)
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2.1 Lösungsmöglichkeiten des Störstellen-Anderson-Modells

mit

Z̃s =

〈

sign

(
∏

νσ

detM s

νσ

)〉

. (2.31)

Man beachte, dass die Zustandssumme Z̃ von der tatsächlichen Zustandssumme Z um
einen konstanten Vorfaktor abweicht, was, wie oben beschrieben, eine direkte Konsequenz
des Markov-Prozesses ist.

Gemäß dem zentralen Grenzwertsatz erhält man bei der Berücksichtigung von N sta-
tistisch unabhängigen Summanden für den Mittelwert einen Fehler

∆O =
1√
N

√

〈O2〉 P − 〈O〉 2
P (2.32)

für die Observable O. Falls die Observable über den Integrationsbereich hinweg positi-
ve und negative Beiträge summiert, die sich annähernd ausgleichen, führt das zu einem
ungünstigen signal-to-noise Verhältnis ∆O/|O| ≫ 1 für endliche N . Dies ist insbesonde-
re bei dem sogenannten Vorzeichen-Problem der Fall, welches ganz typisch für bestimmte
fermionische Probleme auftaucht und einen exponentiellen Zuwachs in der notwendigen Re-
chenzeit bedingt. Die Quanten Monte-Carlo-Methode wird erst im kombinierten Grenzfall
N → ∞ und ∆τ → 0 exakt.

Das Vorzeichenproblem ist inhärent für fermionische Systeme und NP hard9 [Troyer05].
Das schließt aber allgemein nicht aus, dass für eine Subklasse quantenmechanischer Pro-
bleme das Vorzeichenproblem gelöst wird, beispielsweise durch Abbildung auf bosonische
Systeme [Chandrasekharan99, Arnow82] oder nicht-frustrierte Systeme. Es besteht die
Hoffnung, dass Quantencomputer Probleme dieser Klasse allgemein lösen [Farhi01].

Es ist wichtig anzumerken, dass das Vorzeichenproblem für Störstellenprobleme, die sich
auf die Dichte-Dichte-Wechselwirkung beschränken (wie es für das Jz-Modell in Abschnitt
3.3 gilt), nicht relevant ist.

Die Zahl der tatsächlich unabhängigen Messungen reduziert sich auf Grund der Au-
tokorrelation der sukzessiven Messungen. Mit dieser vergrößert sich der Fehler der au-
tokorrelierten Daten im Vergleich zu den unabhängigen ∆Oauto T = T ∆O [Blümer08a].
Der Einfluss einer endlichen Autokorrelation auf Observable, Fehler und Konvergenz für
Quanten Monte-Carlo Simulationen wird in der Literatur [Blümer02, Fehske07, Evertz03]
ausführlich diskutiert.

Verbesserungsmöglichkeiten für QMC

Bei der Diskretisierung des Wirkungsfunktionals (2.17) entstehen unvermeidliche, systema-
tische Fehler, die nur im Grenzfall ∆τ → 0 verschwinden. Zur befriedigenden Bestimmung
von Observablen ist es deshalb notwendig, den systematischen Diskretisierungsfehler zu
berücksichtigen. Dies gelingt durch Extrapolation der Observablen in ∆τ → 0. In der Pra-
xis wird jedoch häufig darauf verzichtet, und die Ergebnisse werden für verschiedene ∆τ
verglichen und, sofern die Übereinstimmung akzeptabel ist, das Ergebnis für das kleinste
∆τ verwendet.

9NP hard ist ein Begriff aus der theoretischen Informatik, der zur Klassifizierung von Komplexitätsproble-
men dient. Nach bisherigem Erkenntnisstand sind derartige Probleme nicht allgemein in polynomieller
Zeit lösbar.
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2 Das Störstellen-Anderson-Modell

Derzeit gibt es sehr erfolgreiche und bewährte Ansätze, die genau diesen systematischen
Fehler vermeiden und hier kurz skizziert werden:

Multi-Grid Hirsch-Fye-QMC Im Rahmen der Anwendung in der DMFT ist Multi-Grid
Hirsch-Fye-Quanten-Monte-Carlo [Blümer08b] ein erfolgreicher Ansatz. Der Algo-
rithmus lässt sich sehr geradlinig aus dem herkömmlichen Hirsch-Fye-QMC ableiten:
Die wesentliche Beobachtung ist, dass einzig die Lösung der Störstelle in einer DMFT
vom Trotter-Fehler direkt betroffen ist. Der Fehler setzt sich dann in die anderen re-
levanten Größen (Selbstenergie und Weiss-Funktion) systematisch fort. Das Ergebnis

des Störstellenlösers ist im Fall von Hirsch-Fye-QMC die lokale Green-Funktion G∆τ .

Die korrekte Lösung des Störstellenproblems ergibt sich für lim∆τ→0G∆τ = G. Aus
der Perspektive des einfachen Störstellenmodells wird hier das Ergebnis (die Green-
FunktionG) in ∆τ aus interpolierten Green-Funktionen für verschiedene ∆τ extrapo-
liert. Für die DMFT (siehe 3.2) ist das Vorgehen maßgeblich, weil der Trotter-Fehler
erheblich früher beseitigt wird und sich damit für die anderen relevanten Systemgrö-
ßen Selbstenergie und Weiss-Funktion kein Trotter-Fehler ergibt. Dieses Vorgehen
ermöglicht den Einsatz größerer ∆τ und ist damit in höchstem Maße effizient.

Stochastic Series Expansion Die ursprüngliche Idee von Sandvik [Sandvik91, Sandvik97]
(siehe auch [Fehske07]) entwickelt den Operator exp(−βĤ) ohne Diskretisierungs-

fehler. Hierzu wird der Hamilton-Operator H örtlich aufgelöst Ĥ = −∑mb
b Ĥb (mit

Gitterplätzen b) und das Exponential entwickelt

exp
(

−βĤ
)

=
∑

n

βn

n!
(−Ĥ)n =

∑

n

βn

n!
(Ĥ1 + Ĥ2 + Ĥ3 . . . )(Ĥ1 + Ĥ2 + Ĥ3 . . . ) . . .

=
∑

n

βn

n!

∑

Sn

Ĥ
i1
Ĥ
i2
Ĥ
i3
. . . , (2.33)

wobei die Summe über alle Multiindizes i1, i2, i3, . . . mit iα ∈
{

1, 2, 3, . . . ,mb

}

läuft.

Die Hamiltonians Hb dürfen dabei nicht verzweigend sein, d.h. für jede Basis {j}
muss Hb|j〉 proportional zu einem einzelnen Basiszustand sein und ein endliches

Spektrum haben. Beim Ausspuren Tr
[

exp(−βĤ)
]

=
∑

i〈i| exp(−βĤ)|i〉 modifiziert

jeder einzelne Operator Ĥb das Ket und führt den Basiszustand in einen neuen
über. Stellt man die Kets schematisch dar, lässt sich ein QMC-Weltlinienverfahren
anwenden.

Continous Imaginary Time QMC Hier wird für fermionische Systeme der Boltzmann-

Operator eβĤ zerlegt. Daraus resultiert eine kontinuierliche Summe über Exponentia-
le von Einteilchenoperatoren in einer Entwicklung der Wechselwirkung [Rombouts99,
Rubtsov05] oder der Hybridisierung [Werner06]. Die Methode kann auch auf allge-
meine Mehrbandsysteme angewandt werden und erlaubt die Auswertung von ther-
modynamischen Erwartungswerten wie auch von Grundzustandsgrößen. Vergleiche
der Effizienz von Continous Imaginary Time QMC mit Hirsch-Fye-QMC findet sich
in [Blümer07a, Gull07].

Welche der beschriebenen Methoden für ein gewähltes Problem besser geeignet ist, lässt
sich allgemein nur schwer beurteilen. Das für alle QMC-Verfahren schwierige Vorzeichen-
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problem tritt bei Continous Imaginary Time QMC erfahrungsgemäß weniger auf. Ande-
rerseits bietet Multi-Grid Hirsch-Fye-QMC eine hervorragend kontrollierbare Genauigkeit
der Ergebnisse.

Hochfrequenzkorrektur

Verschiedene Störstellenlöser, so auch Hirsch-Fye-QMC, geben als Resultat eine in ima-
ginärer Zeit aufgelöste Green-Funktion G(τ) (siehe Abschnitt 2.1.2) zurück. G(τ) ist mit
der frequenzaufgelösten G(iωn) über eine Fourier-Transformation assoziiert

G(iωn) =

∫ β

0
dτeiωnτG(τ) , (2.34)

G(τ) =
1

β

∞∑

n=−∞
e−iωnτG(iωn) , (2.35)

mit ωn = (2n + 1)πT . Green-Funktionen fallen für große Argumente nur langsam ab
G(|z| ≫ 1) = 1

z (siehe Gleichung (A.16)). Damit sind die Probleme bei der Fourier-
Transformation offenkundig: Die hochfrequenten Eigenschaften der Green-FunktionG(iωn)
mit ωn ≫ 1 werden mit einem stark oszillierenden Integralkern e−iωnτ in Gleichung (2.34)
abgetastet. Die Kompensation der negativen und positiven Anteile im Integral geschieht
auf Intervallen der Breite ∼ 1/ωn. Die Green-Funktion G(τ) in (2.34) ist in imaginärer Zeit,
aber nur auf einem Gitter 0, βL ,

2β
L ,

3β
L , ..., β bekannt. Damit sind gerade die hochfrequenten

Eigenschaften nicht in einer diskretisierten Green-Funktion G∆τ verschlüsselt. Dieser Zu-
sammenhang ist gemeinhin als Sampling oder Nyquist-Theorem [Nyquist28, Shannon49]

bekannt. Mit einer diskretisierten Green-Funktion G∆τ enthält ihre Fourier-Transformierte

G∆τ (iωn) = F(G∆τ ) nur auf dem Intervall [−ωc + ω0, ωc + ω0] mit ωc = π
∆τ relevante

(nicht-redundante) Information. Abseits dieses Intervalls wird die Green-Funktion peri-
odisch fortgesetzt. Hinzu kommt, dass die endliche Summe

Gl. (2.35) ≈ 1

β

L/2−1
∑

n=−L/2
e−iωnl∆τG(iωn) (2.36)

keine Unstetigkeiten bei τ = 0 erzeugen kann, wie es die analytischen Eigenschaften für
G(τ) erfordern.

Die analytischen Eigenschaften der Green-FunktionG(iωn) undG(τ) erfordern ein belie-
big kleines ∆τ . Ein sehr kleines ∆τ erfordert aber einen erheblichen numerischem Aufwand
(∼ ∆τ−3, siehe Abschnitt 2.1.2). Zur Lösung dieses Problems gibt es verschiedene Ansät-

ze: Man kann die Green-Funktion G∆τ verbessert interpolieren oder glätten10 und damit
die numerische Integration (2.36) verbessern (siehe den Überblick in [Knecht06]). Von
Vorteil ist die einfache Implementierbarkeit, weil sich die Korrektur nur auf die Fourier-
Transformation auswirkt. Nachteilig ist jedoch, dass man über die Wahl der Interpolati-
onsfunktionen ein bestimmtes Verhalten für die analytischen Eigenschaften festlegt. Al-
ternativ zu diesen Interpolations- und Glättungsansätzen kann man die Green-Funktion
auch als Summe eines analytisch bekannten Modellanteils und einer diskretisierten, nu-
merisch zu bestimmenden Korrektur schreiben. Der Modellanteil implementiert dann die

10Hier lassen sich Splines [Jarrell92, Knecht06, Joo01], Polynome oder andere Glättungsansätze [Ulmke95,
Blümer02] verwenden.
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notwendigen analytischen Eigenschaften der Green-Funktion und der diskretisierte Anteil
nur die Abweichungen von diesem Anteil auf Grund der spezifischen Rechnung. Eine der-
artige Korrektur ist in dem in dieser Arbeit verwendeten DMFT+QMC Code enthalten
und wurde als QMC+ 1

ω veröffenlicht [Knecht06, Knecht05]. Diese Korrektur adaptiert
aber nicht die Green-Funktion, sondern die Selbstenergie. Die originale Überlegung für
den Fall eines s-Orbitals [Potthoff97] basiert auf der exakten Hochfrequenzkorrektur der
Selbstenergie

Σσ(ω) = U 〈n̂−σ〉 +
1

ω
U2 〈n̂−σ〉(1 − 〈n̂−σ〉) + O(ω−2) . (2.37)

Die Multiorbitalerweiterung ist gegeben durch [Knecht02, Joo01]

Σγ(ω) =
∑

β 6=γ
Uβγ〈nβ〉 +

1

ω

∑

α,β 6=γ
UαγUβγ(〈nαnβ〉 − 〈nα〉〈nβ〉) + O(ω−2) (2.38)

mit den Multiindizes α, β und γ für orbitale Quantenzahl und Spinquantenzahl. Im Ver-
gleich zum Einbandfall (2.37) gehen hier zusätzlich Zweiteilchenerwartungswerte 〈nαnβ〉
ein. Die Erwartungswerte in den Entwicklungskoeffizienten sind selbstkonsistent zu be-
stimmen.

Eine derartige, sorgfältige Behandlung bei der Störstellenlösung ist für die Betrachtung
von orbital-selektiven Mott-Übergängen im Rahmen einer DMFT-Betrachtung unerläss-
lich. Daher wird auch in dieser Arbeit (siehe Abschnitt 3.3) das Störstellenproblem mit
der beschriebenen Hochfrequenzkorrektur der Selbstenergie gelöst.

2.2 Das Mehrstörstellen-Anderson-Modell

Das Mehrstörstellen-Anderson-Modell - Multi Impurity Anderson-Modell (MIAM) - ist
eine Erweiterung des SIAM und platziert mehrere Störstellen in denselben oder auch ver-
schiedenen Leitungsbändern, die paarweise miteinander hybridisieren können. Die Hybri-
disierung zwischen den einzelnen Störstellen wird über ein sogenanntes nicht-diagonales
Bad (respektive Leitungsband) oder direkte Transfers (Hoppings) zwischen den Störstellen
ermöglicht. Erstgenannte koppelt die Störstellen effektiv über freie Badprozesse. Letztge-
nannte führen zu einer direkten Kopplung der Störstellen. Die räumliche Anordnung der
Störstellen bestimmt die präzise Form der nicht-diagonalen Bäder und drückt sich in der
k-Abhängigkeit der Green-Funktion des Leitungsbands aus. Zusätzlich sind direkte Wech-
selwirkungen zwischen den Elektronen der einzelnen Störstellen möglich (beispielsweise
Dichte-Dichte- oder Austauschwechselwirkungen), welche ebenfalls zu einer Kopplung der
Störstellen führen.

Von aktuellem Interesse ist die Lösung des MIAM im Kontext sogenannter Quantum
dots (QD). Diese lassen sich experimentell zu ein, zwei oder mehr Punkten [Jeong01,
Jiang08, Craig04] zusammenlegen und sich am selben äußeren Leitungsband anschließen.
Hierbei sind die Quantenpunkte nicht in einem Kristallgitter verteilt. Die theoretischen
Untersuchungen für drei oder mehr Störstellen konzentrieren sich besonders auf die Un-
tersuchung der Wechselwirkung zwischen den Störstellen untereinander, d.h. im Beson-
deren die Frustration des Systems, und auf den Einfluss der Wechselwirkungselemente
[Wang07, Mitchell09]. Die Effekte auf die Störstellen auf Grund der energetischen Struk-
tur der Leitungsbänder werden marginalisiert, ihre Zustandsdichte wird typischerweise
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2.2 Das Mehrstörstellen-Anderson-Modell

Abbildung 2.3: Konfiguration zweier Störstellen in einem zweidimensionalen, einfach-
kubischen Gitter. In (a) sind beispielhaft die erlaubten, elementaren Trans-
fers zwischen Gitterplätzen und zwischen Störstellen und Gitter abgebil-
det. Die rechte Abbildung (b) zeigt, welche Wechselwirkungen und welche
direkten Hüpfprozesse eingehen.

als flach [Nishimoto06, Izumida00] oder linear [Z̆itko08] angenommen, oder es werden
sehr einfache, eindimensionale Ketten angeschlossen [Z̆itko06, Fabrizio05]. Diese nicht-
triviale Einschränkung verbietet eine Untersuchung des Einflusses der räumlichen Anord-
nung der Störstellen in einem Kristallgitter bzw. Festkörper. Derartige Betrachtungen mit
nicht-diagonaler Hybridisierung wurden bisher nach Kenntnisstand des Autors für das
Mehrstörstellen-Anderson-Modell theoretisch nicht unternommen.

Der Hamiltonian für das MIAM lautet für verschiedene Störstellen i, j, . . . und Lei-
tungsbänder α, β

Ĥ =
∑

α,k,σ

ǫcαkσĉ
†
αkσĉαkσ +

∑

i,σ

(

ǫfiσf̂
†
iσf̂ iσ +

U i
2
n̂fiσn̂

f
iσ

)

+
1√
N0

∑

i,α,k,σ

(

V iαkf̂
†
iσ ĉαkσ + h.c.

)

+
∑

α6=β,k,σ

(

ǫ′cαβk ĉ
†
αkσ ĉβkσ + h.c.

)

+
∑

i6=j,σ

(

tfij f̂
†
iσf̂ jσ + h.c.

)

+
∑

ijkl,σσ′

U ijkl
2

f̂ †iσf̂
†
jσ′ f̂kσ′ f̂ lσ

(

1 − δijδjkδkl

)

. (2.39)

In der ersten Zeile finden sich die dem Hamiltonian des SIAM (2.1) formgleichen Terme.
Im Fall des MIAM sind diese aber nun für die einzelnen Störstellen i und Leitungsbänder
α aufgelöst und erlauben eine differenzierte Formulierung der einzelnen Störstellen und
angeschlossener Leitungsbänder.

Die Kopplung der einzelnen Störstellen erfolgt über die hinzukommenden Terme in den
folgenden Zeilen: Der erste Summand in Zeile zwei beschreibt die Hybridisierung zwischen
den einzelnen Leitungsbändern (ǫ′cαβk). Mit dem zweiten Summanden werden die direkten

Transfers zwischen den einzelnen Störstellen beschrieben (tfij). In der dritten Zeile kommen

nun die direkten Wechselwirkungen U ijkl zwischen Elektronen unterschiedlicher Störstellen
i, j hinzu.

In Abbildung 2.3 wird eine Konfiguration zweier Störstellen in einem einfach-kubischen
Gitter dargestellt. In 2.3a erkennt man, wie die drei Störstellen im Gitter eingebettet sind,
und sieht beispielhaft, welche elementaren Transfers im Gitter und zwischen Störstellen
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2 Das Störstellen-Anderson-Modell

und Gitter möglich sind. Diese Prozesse werden durch die Bandanteile ǫcαkσ und die An-
kopplung der Störstellen an das Leitungsband Viαk im Hamiltonian 2.39 abgebildet. Weil
die Störstellen an das gleiche Leitungsband angeschlossen werden, entfallen die Indizes i
an den Operatoren der Bandelektronen ĉ†αkσ, ĉikσ. Teilabbildung 2.3b verdeutlicht, wie die
Wechselwirkungen zwischen den Elektronen auf der Störstelle (U) und zwischen verschie-
denen Störstellen eingehen (U ′, J). Zudem erlaubt die Modellbeschreibung auch direkte
Hüpfprozesse zwischen benachbarten Störstellen (t). Auf der Basis dieser Parametrisierung
vereinfacht sich der Hamiltonian für das MIAM (2.39) zu

Ĥ =
∑

k,σ

ǫckĉ
†
kσ ĉkσ + ǫf

∑

i,σ

f̂ †iσf̂ iσ

+
U

2

∑

i,σ

n̂fiσn̂
f
iσ +

U ′

2

∑

i6=j,σ
n̂fiσn̂

f
jσ +

J

2

∑

ij,σ

f̂ †iσf̂
†
jσ f̂ jσf̂ iσ

+
1√
N0

∑

i,k,σ

(

V kf̂
†
iσ ĉkσ + h.c.

)

+ t
∑

i6=j,σ

(

f̂ †iσf̂ jσ + h.c.
)

. (2.40)

Die Terme der ersten Zeile von (2.40) beschreiben die Einteilchenenergien der Band- und
der Störstellenelektronen. In der zweiten Zeile sind Dichte-Dichte- und Austauschwechsel-
wirkungen berücksichtigt. Die Terme in der dritten Zeile implementieren die Transfers von
Elektronen zwischen Störstellen und Band sowie die Transfers zwischen den verschiedenen
Störstellen.

Für die Mehrbanderweiterung von (2.2) des vereinfachten Hamiltonian (2.40) lautet
dann die Einteilchen-Green-Funktion der Störstelle

GMIAM
σ (z) =

(

(z + µ− ǫf )1 − ∆σ(z) − Σσ(z)
)−1

(2.41)

mit der Anderson- oder Hybridisierungsfunktion für diagonale und nicht-diagonale Bad-
prozesse

∆ij,σ(z) =
∑

k

|V k|2
z + µ− ǫckσ

×
{

1 i = j
cos (k · d) i 6= j

. (2.42)

Hier ist ǫckσ die Einteilchendispersion für das Leitungsband, in welches die Störstellen ein-
gebettet sind, und d = (dx, dy, dz) definiert deren Abstand. Für Störstellenprobleme wird
Vk = V typischerweise als konstant angenommen [Hewson93]. Für die Anderson-Funktion

∆σ(z) ergibt sich der Imaginärteil, wie in Abbildung 2.4 für verschiedene Abstände dar-
gestellt. Diese Imaginärteile wurden für verschiedene Gitterabstände von Torben Jabben
[Jabben09] berechnet und mittels Kramers-Kronig-Relationen analytisch vervollständigt.

Das Verhalten einer einzelnen Störstelle im Gitter ist allgemein bekannt und wird um-
fassend in der einschlägigen Literatur behandelt. Gute Überblicke hierzu finden sich in
[Hewson93, Fazekas99]. Ein prominenter Effekt ist hier die Ausbildung einer Resonanz im
Einteilchenspektrum der Störstelle mit abnehmender Temperatur, die sogenannte Kondo-
oder Abrikosov-Suhl-Resonanz. Diese ergibt sich aus einem Vielteilcheneffekt, dem Kondo-
Effekt, und ist mit einer charakteristischen Temperaturskala TK verknüpft. Charakterisie-
ren lässt sich der Kondo-Effekt als Formation eines dynamischen Singuletts des Störstellen-
elektrons mit den Bandelektronen des angeschlossenen Leitungsbands. Die Hybridisierung
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Abbildung 2.4: Anderson- oder Hybridisierungsfunktion für das Mehrstörstellenmodell.
(a) zeigt den Imaginärteil der Diagonalen für ein zwei- und ein dreidimen-
sionales einfach-kubisches Gitter mit Hybridisierungsamplitude t = 0.50.
In (b) ist der Imaginärteil des Nichtdiagonalelements für ausgewählte Ab-
stände d der Störstellen im dreidimensionalen kubischen Gitter dargestellt.
Der Realteil der Anderson-Funktion wird konsistent mit Hilfe der Kramers-
Kronig-Relationen bestimmt.

der Störstelle mit dem Band induziert eine effektive, antiferromagnetische Kopplung. Die
Bandelektronen bilden eine Abschirmwolke des lokalisierten Spins und kompensieren diesen
zum Teil oder sogar völlig. Das Singulett selbst ist dynamisch, weil der beitragende Spin des
Bandes durch die Überlagerung vieler delokalisierter Bandelektronen erzeugt wird. Diese
Bandelektronen erzeugen die sogenannte Kondo-Wolke, welche von typischen Oszillationen
der beitragenden Elektronenspins gezeichnet ist [Affleck08, Bergmann08, Borda07]. Bild-
lich gesprochen adaptieren die die Störstelle passierenden Elektronen ihren Spin und tragen
so zum dynamischen Singulett bei. Dieses Vorstellung ist, streng genommen, nur gültig
im Kondo-Regime (U → ∞, ǫf = −U/2), bei dem Ladungsfluktuationen an der Störstelle
unterdrückt werden. Obwohl die in dieser Arbeit gewählten Parameter U ∼W dem Kondo-
Limit nicht nahe sind, spielen der Kondo-Effekt und die -Abschirmung eine wesentliche
Rolle. So lässt sich die im Einteilchenspektrum sichtbare Resonanz (Abbildung 2.5, Inset)
an der Fermi-Kante einer Spin-Flip-Anregung mit verschwindender Anregungsenergie für
das dynamische Singulett zuordnen. Für Temperaturen oberhalb der Kondo-Temperatur
T ≫ TK zerstören die thermischen Anregungen das dynamische Singulett und unter-
drücken die Kondo-Resonanz im Einteilchenspektrum (siehe Abbildung 2.5). Für T ≪ TK
lässt sich der physikalische Zustand als Fermi-Flüssigkeit, mit dem typischen Verhalten des
Imaginärteils der Selbstenergie Im Σ(ω) ∼ ω2 (ω ≪ 1) charakterisieren. Für das Kondo-
Problem sind logarithmische Abhängigkeiten von Temperatur T und Kondo-Temperatur
TK für physikalische Größen, wie elektrischer Widerstand, Magnetisierung etc., typisch.
So gilt beispielsweise mit | ln(T/TK)| ≫ 1 für den Störstellenwiderstand [Hewson93]

Rimp = R0

{

1 − π2S(S + 1)

4(ln(T/TK))2
+

3(π2S(S + 1))2

16(ln(T/TK))4
+ . . .

}

(2.43)
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Abbildung 2.5: Spektraldichte an der Fermi-Kante für verschiedene Wechselwirkungen als
Funktion der Temperatur für eine einzelne Störstelle im einfach-kubischen
Gitter in 3D im Vergleich zu ihrem Sättigungswert bei T → 0. Die
gestrichelten Kurven entsprechen Extended Non-Crossing Approximati-
on-Lösungen (ENCA, siehe auch Abschnitt A.6), die von Torben Jab-
ben [Jabben09] zur Verfügung gestellt wurden. Bei mittleren Tempera-
turen sind die logarithmischen Abhängigkeiten des Kondo-Effekts als Ge-
raden in der Darstellung zu erkennen; zum Vergleich ist ein logarithmi-
scher Fit für die Kurve für U = 3 im betroffenen Bereich eingezeichnet.
Mit zunehmender Wechselwirkung wird die Kondo-Temperatur abgesenkt.
Die ENCA-Lösung führt zu einer von der Störungstheorie verschiedenen
Kondo-Temperatur, sodass sich eine unterschiedliche Steigung für den lo-
garithmischen Fit ergibt. Im Inset ist die komplette Spektralfunktion für
verschiedene Temperaturen für U = 3 dargestellt.
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2.2 Das Mehrstörstellen-Anderson-Modell

oder für die spezifische Wärme

Cimp ∼ π2kBS(S + 1)

(ln(T/TK))4
. (2.44)

In Abbildung 2.5 ist der logarithmische Anstieg für die Zustandsdichte an der Fermi-Kante
A(ω = 0) bis zum Sättigungswert für 0.007 . T . 0.1 (140 & 1/T & 10) zu erkennen.

Nimmt man eine weitere Störstelle ins Gitter hinzu, ergeben sich qualitativ neue physi-
kalische Möglichkeiten. Sofern die zwei Störstellen ausreichend weit voneinander entfernt
sind, können sich im Kondo-Regime zwei unabhängige dynamische Singuletts zwischen
Bandelektronen und den jeweiligen Störstellen ausbilden, die Störstellen sind faktisch un-
abhängig voneinander.

Rücken die Störstellen näher zueinander, können sich die jeweiligen Abschirmwolken
gegenseitig beeinflussen und zu einer räumlich veränderlichen Verstärkung oder Abschwä-
chung des Kondo-Effekts führen. Eine starke, direkte Austauschwechselwirkung (|J | ≫
TK) zwischen den Elektronen der Störstellen erzeugt (je nach Vorzeichen der Wechselwir-
kung) ein Singulett oder Triplett zwischen den lokalisierten Elektronen, wobei das Singulett
in direkter Konkurrenz zum jeweiligen dynamischen Singulett der Störstellenelektronen
mit den Bandelektronen steht.

Die Austauschkopplung kann hier durch verschiedene Mechanismen generiert werden.
Zum einen kann sie zwischen den Störstellenelektronen durch eine direkte Austauschwech-
selwirkung J erzeugt werden, zum anderen kann sich eine solche durch einen Hybridisie-
rungsprozess ergeben. Dieser kann ursächlich durch einen indirekten Hybridisierungspro-
zess J ∼ V 2

k /U > 0 über das Band (mit zwischenliegender Propagation des Elektrons

durch das Leitungsband) oder infolge eines direkten Hüpfens via t (via J ∼ t2/U > 0
auf Grund überlappender orbitaler Wellenfunktionen zwischen den Störstellen) erzeugt
werden.

Verstanden werden kann diese Austauschkopplung auf Grund der Hybridisierung als
virtueller Hüpfprozess des Elektrons zwischen beiden Störstellen. Der Energiegewinn liegt
dann gerade in der Größenordnung ∼ t2/U . Der Übergang zwischen dem von der Stör-
stellendynamik (Triplett und Singulett) und dem von der nicht-lokalen Banddynamik
dominierten Bild (Kondo-Regime) tritt als quantenkritisches Phänomen auf [Jones87,
Izumida00]. Besonders interessant ist hierbei der Fall J > 0, weil sich dann ein Singulett
zwischen den Störstellenelektronen ausbildet, dessen Gesamtspin verschwindet (S = 0).
Daher kann durch die Bandelektronen kein Spin abgeschirmt werden, der Kondo-Effekt
bricht zusammen.

Mit der in der vorliegenden Arbeit verwendeten numerischen Lösung des Störstellenpro-
blems (systematische Störungstheorie 2. Ordnung, siehe Abschnitt 2.1.1) lässt sich für grö-
ßere Wechselwirkungsamplituden keine echte Austauschwechselwirkung J modellieren11.
Es können aber Ergebnisse für den effektiven Austausch auf Grund der direkten (über eine
Hüpfamplitude t) und indirekten Hybridisierung (über das Band) zwischen den Orbitalen
dargestellt werden. Damit unterscheidet sich die Untersuchung des MIAM wesentlich von
der Untersuchung des SIAM.

Das MIAM wird in dieser Arbeit für zwei Störstellen in der paramagnetischen Phase
für ein einfach-kubisches Gitter in zwei und drei Dimensionen untersucht. Das chemische
Potential µ wird derart eingestellt, dass die Störstellen und das Leitungsband halbgefüllt

11Der Grund hierfür liegt in der beschränkten Polstruktur der Störungstheorie 2. Ordnung.
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sind. Die sich hieraus ergebenden Symmetrien führen dazu, dass die Resultate symme-
trisch gegenüber einer Vertauschung der Spinquantenzahl wie auch einer Vertauschung
der Störstellenquantenzahl sind. Folglich genügt es also, die Spektralfunktion nur einer
Spinquantenzahl σ und nur einer Störstellen i zu betrachten, weil sich die jeweils ande-
ren auf Grund der Symmetrien äquivalent ergeben. Sofern es möglich ist, wird daher im
Folgenden auf die Indizierung von Spin und Störstelle verzichtet.

Die Störstellen werden auch in drei Dimensionen als in einer Gitterebene liegend ange-
nommen (dz = 0). Soweit nicht anders angegeben, wird die Temperatur mit T = 1/100
festgelegt, sodass das System im Kondo-Regime ist, wie es sich aus der Betrachtung im
Folgenden ergibt. Für geradzahlige Abstände12 der Störstellen ‖d‖1 führt das Einstellen
einer Austauschwechselwirkung J ∼ t2/U zum Wegfall der Teilchen-Loch-Symmetrie in
den Spektren, weil für geradzahlige Gitterabstände der direkte Transfer zwischen den zwei
Störstellen die Bipartition des Gitters verletzt. Insofern wird die direkte Kopplung zwi-
schen den zwei Störstellen in der vorliegenden Arbeit nur für einen Gitterabstand ‖d‖1 = 1
betrachtet. In diesem Fall sind die Zustandsdichten teilchen-loch-symmetrisch.

2.2.1 Einfluss der Austauschwechselwirkung

In Abbildung 2.6 ist die lokale Zustandsdichte für verschiedene Hüpfamplituden bei ei-
nem Störstellenabstand ‖d‖1 = 1 dargestellt. Mit zunehmendem J ∼ 4 t2/U öffnet sich an
der Fermi-Kante eine gut identifizierbare Vertiefung, und die Kondo-Resonanz verschwin-
det. Das Singulett zwischen den Störstellenelektronen kann, weil es nur einen Gesamtspin
S = 0 hat, nicht mehr durch Bandelektronen abgeschirmt werden. Folglich tritt kein
Kondo-Effekt auf. Die Breite der Vertiefung ist von der Größenordnung der effektiven
Austauschwechselwirkung. Als Funktion der effektiven Austauschwechselwirkung ist die
Vertiefungsbreite, wie in den Zustandsdichten abzulesen, in Abbildung 2.6, Inset rechts,
dargestellt. Für sehr kleine Wechselwirkungen ist die Vertiefungsbreite im Vergleich zu J
überproportional groß. Dies lässt den Schluss zu, dass hier schon der effektive Austausch,
der über das Gitter vermittelt wird, zu einem Singulett zwischen den Störstellenelektro-
nen führt und eine Aufspaltung der Zustandsdichte an der Fermi-Kante verursachen kann.
Erst für größere J dominiert der Austausch auf Grund des direkten Hüpfens und öff-
net die Vertiefung (Inset recht, Abbildung 2.6). Um diese Singulett-Anregung besser zu
charakterisieren, wird das Einteilchenspektrum (respektive die Zustandsdichte) mit der
Spin-Flip-Suszeptibilität in Abbildung 2.7 verglichen. Die Suszeptibilität lässt sich als
Funktion des Teilchen-Loch-Propagators π(ω) und der Vertexfunktion Γ(ω) formulieren
[Fetter71, Mattuck76, Schmitt08]

χ(ω) = − 1

1/π(ω) + Γ(ω)

RPA≈ − 1

1/π(ω) + U
≡ χRPA(ω) . (2.45)

Wählt man für den Teilchen-Loch-Propagator

π(ω) =

∫

dνfβ(ν)
[

ρ1σ,2σ(ν)G1σ,2σ(ν + ω + iδ) + ρ1σ,2σ(ν)G1σ,2σ(ν − ω − iδ)
]

(2.46)

12Manhattan-Metrik : ‖d‖1 ≡
P

i |di|
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Abbildung 2.6: Zustandsdichte für verschiedene Austauschwechselwirkungen J ∼ 4 t2/U
im Bereich der Fermi-Kante in drei Dimensionen bei U = W = 3 und
|Vk|2 = 0.36 bei einem Störstellenabstand ‖d‖1 = 1. Im Inset links ist die
Zustandsdichte im kompletten Energiebereich dargestellt. Die Breite der
Vertiefung als Funktion der Austauschwechselwirkung ist im Inset rechts
dargestellt, für zwei verschiedene Hybridisierungsamplituden V 2

k = V 2 an

das Band. Schon für sehr kleine J ∼ 4 t2/U geht die Vertiefung deutlich
auf.

mit den Einteilchen-Green-Funktionen G1σ,2σ, G1σ,2σ sowie den Spektralfunktionen ρ1σ,2σ,

ρ1σ,2σ, so ist χRPA(ω) eine Näherung für die Spin-Flip-Suszeptibilität. Die RPA nähert
den dynamischen Vertex Γ(ω) durch die nackte Wechselwirkung U an und bezieht so die
wechselseitige elektronische Abschirmung ein. In Abbildung 2.7 wird deutlich, dass der
Energieabstand der Einteilchenresonanzen in der Zustandsdichte gerade den Anregungsre-
sonanzen für eine Spin-Flip-Anregung entspricht. Man beachte, dass die Frequenz für die
Suszeptibilität reskaliert wird, weil die Anregungsfrequenz gerade dem Energieunterschied
der zwei Einteilchenresonanzen in der Zustandsdichte entsprechen muss. Die Positionen der
Spin-Flip-Anregungen stimmen mit der Resonanz in der Zustandsdichte überein, wobei es
zu leichten Verschiebungen kommt, die mit zunehmender Wechselwirkung abnehmen. Weil
das Singulett der Störstellenelektronen mit zunehmendem J stabilisiert wird, nimmt die
Höhe der Resonanz in der Spin-Flip-Suszeptibilität mit zunehmendem J zu.

Damit liefert die RPA-Näherung der Spin-Flip-Suszeptibilität einen glaubwürdigen Hin-
weis auf den Charakter der Anregung, wie sie durch Separation der Kondo-Resonanz im
Einteilchenspektrum sichtbar wird, und ist im Einklang mit dem eingangs vorgestellten
Bild des Singuletts zwischen den Störstellenelektronen.

Um das Singulett präziser zu charakterisieren und vom Triplett (S = 1, m = 0) zu
differenzieren, ist es sinnvoll, den Gesamtspin der zwei Störstellen zu bestimmen. Dieser
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Abbildung 2.7: Vergleich der Anregung in der Einteilchenzustandsdichte (a) mit den Reso-
nanzen der Spin-Flip-Suszeptibilität (b) (Gln. 2.45, 2.46). Die x-Achse der
Suszeptibilität wird reskaliert, weil der Abstand der Einteilchenresonanzen
in der Zustandsdichte gerade gleich dem doppelten Abstand der Resonanz
zur Fermi-Kante ist. Diese Energiedifferenz entspricht der Anregungsener-
gie des Spin-Flips.
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ergibt sich zu

Ŝ
2

= (Ŝ1 + Ŝ2)
2 = Ŝ2

1 + Ŝ2
2 + 2 Ŝ1Ŝ2 . (2.47)

Mit ĉi = (ĉi,↑, ĉi,↓), ĉ
†
i = (ĉ†i,↑, ĉ

†
i,↓) (Störstellenindex i) und den Pauli-Matrizen σ1, σ2, σ3

ist

Ŝi · Ŝj =
1

4

∑

k

(

ĉ†i σk ĉi

)(

ĉ†j σk ĉj

)

=
∑

σ

(

− 1

2
ĉ†iσ ĉjσĉ

†
jσĉiσ +

1

4
ĉ†iσ ĉiσĉ

†
jσĉjσ −

1

4
ĉ†iσ ĉiσ ĉ

†
jσĉjσ

)

. (2.48)

Wie schon erläutert, können im Rahmen der Störstellenlösung Zweiteilchengrößen nur
approximativ auf der Basis von Einteilchengrößen bestimmt werden. Daher werden die
Erwartungswerte 〈Ŝ2

1〉, 〈Ŝ2
2〉 und 〈Ŝ1Ŝ2〉 als Erwartungswerte der genäherten Zweiteil-

chengrößen (Teilchen-Loch-Propagatoren der Art (2.46)) bestimmt

〈Ŝ2
1 + Ŝ2

2 + 2 Ŝ1Ŝ2〉 ≈
∫

dω bβ(ω)

[

−1

2
π11(ω) − 1

2
π22(ω) − π12(ω)

]

≡ S̃2 (2.49)

mit der Bose-Funktion bβ(ω). In Abbildung 2.8 ist die Näherung S̃2 als Funktion der Aus-
tauschwechselwirkung J ∼ 4 t2/U für zwei Störstellen mit Gitterabstand d = 1 dargestellt.
Im Vergleich dazu ist der Gesamtspin 〈Ŝ2〉 als Funktion einer echten Austauschwechselwir-
kung J für eine entsprechende ENCA-Rechnung13 eingezeichnet. Mit zunehmender Wech-
selwirkung wird der Gesamtspin der zwei Störstellen kleiner, das zeigen beide Rechnungen
übereinstimmend. Quantitativ sind jedoch starke Unterschiede auszumachen: Schon für

J ∼ 0.5 zeigt die ENCA-Rechnung einen nur noch kleinen Gesamtspin 〈Ŝ2〉|J=0.5 ∼ 0.2,

der schon nahe am Spin des reinen Singuletts 〈Ŝ2〉 = 0.0 ist. Die Näherung S̃2 ist davon
weit entfernt und liefert einen relativ großen Wert. Ursächlich für die Diskrepanz dürfte
die Qualität der Näherung des Zweiteilchenerwartungswertes mit Hilfe der Suszeptibilität
sein, im Besonderen angesichts der ordentlichen Übereinstimmung bei den Zustandsdichten
(Abb. 2.5).

2.2.2 Einfluss der räumlichen Anordnung der Störstellen

Für beliebige Gitterabstände ‖d‖1 6= 1 bietet es sich an, die Ergebnisse des Zweistörstel-
lenproblems mit denen des bekannten Ruderman-Kittel-Kasuya-Yosida- (RKKY)-Modells
[Ruderman54] zu vergleichen. Wie bereits diskutiert, wird dazu das Zweistörstellenpro-
blem dann für J = U ′ = t = 0 ausgewertet, d.h. neben der Gitterstruktur wird nur die
Wechselwirkung U zwischen zwei Elektronen an derselben Störstelle berücksichtigt. Im
Fall des RKKY-Modells werden stark lokalisierte f -Elektronen durch lokalisierte Spins in
einem Gitter modelliert, die das umgebende Medium polarisieren. Das Medium vermittelt
nun eine effektive Spin-Wechselwirkung zwischen zwei verschiedenen f -Spins. Die Ergeb-
nisse des MIAM lassen sich nun mit denen für das RKKY-Modell vergleichen, weil die

13ENCA ≡ Extended Non-Crossing Approximation [Pruschke88, Keiter90], siehe auch Abschnitt A.6. Die
Daten für die ENCA-Rechnung wurden von Torben Jabben [Jabben09] zur Verfügung gestellt.
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Abbildung 2.8: Gesamtspin der zwei Störstellen in der Näherung durch eine Einteilchen-
beschreibung (2. Ordnung Störungstheorie, siehe Text) und durch eine
ENCA [Jabben09]. Beide Resultate zeigen eine Abnahme des Störstellen-
Gesamtspins mit zunehmender Austauschwechselwirkung. Dies stützt die
These, dass es sich bei dem Teilchen um ein Singulett handelt. Die Dis-
krepanzen sind auf die Näherung der Einteilchenbeschreibung (2. Ordnung
Störungstheorie) zurückzuführen. Details siehe Text.

Elektronen zumindest zeitweise an den Störstellen lokalisieren und dann wie lokalisier-
te Spins agieren. Für das RKKY-Modell lässt sich ein effektiver Hamiltonian mit einer
abstandsabhängigen, indirekten Austauschwechselwirkung formulieren

ĤRKKY =
∑

k,σ

ǫkn̂kσ + 1
2

∑

i6=j
I(Ri −Rj) Ŝi · Ŝj (2.50)

mit der bekannten RKKY-Wechselwirkung [Ruderman54, Fazekas99]

I(Ri −Rj) = −
(
JRKKY

L

)2∑

k k′

cos
(

(k − k′) · (Ri −Rj)
) fβ(ǫk) − fβ(ǫk′)

ǫk − ǫk′
. (2.51)

Hier ist JRKKY ∼ V 2/U die Austauschkopplung und fβ die Fermi-Funktion. Für freie

Elektronen ǫk = ~
2k2/2m lässt sich (2.51) analytisch auswerten. Man erhält [Ruderman54]

I ′(Ri −Rj) ∝ −sin(2kFR) − 2kFR cos(2kFR)

(2kFR)4
(2.52)

mit dem Betrag des Fermi-Vektors kF und dem Abstand der zwei Spins R =
∥
∥
∥Ri −Rj

∥
∥
∥

2
.

Die RKKY-Wechselwirkung fällt asymptotisch mit dem Abstand 1/R3 ab.
Der Vergleich der RKKY-Lösung mit dem Ergebnis für das Zweistörstellenproblem ist

in Abbildung 2.9 dargestellt. In 2.9a ist der Absolutbetrag der der RKKY-Wechselwirkung
(2.52) für verschiedene Füllungen (angegeben ist der Fermi-Vektor kF ) mit isotroper Di-
spersion als Funktion des ganzzahligen Abstands, der zwei lokalisierten Spins dargestellt.
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Abbildung 2.9: Charakteristischer Abfall der statischen Suzseptibilität χRPA(ω = 0)
im Vergleich zum Abfall der RKKY-Wechselwirkung. In (a) sind die
analytischen Ergebnisse für eine isotrope, quadratische Dispersion des
RKKY-Modells dargestellt, in (b) die numerisch bestimmten Daten
für das Anderson-Modell (statische Suszeptibilität) und die RKKY-
Wechselwirkung. Details siehe Text.

Die Amplituden sind so reskaliert, dass für alle Füllungen bei dx = 1 der gleiche Wert
steht, um die Ergebnisse besser vergleichen zu können. Aus den Faktoren kF ergibt sich
eine deutliche Abhängigkeit der Amplitude von der Füllung. Der charakteristische Ab-
fall ist für größere Teilchendichten schon im Nahbereich gut erkennbar (im Vergleich zu
0.01/d3

x). Ein direkter Vergleich zur Lösung des Anderson-Modells ist aber wegen der ver-
schiedenen Dispersion nicht möglich.

Lediglich für das zweidimensionale einfach-kubische Gitter wird die RKKY-Wechsel-
wirkung numerisch bestimmt, um eine Vergleichsmöglichkeit zum Anderson-Modell zu
haben.14 Die Korrelation zwischen den lokalisierten Elektronen (und damit ihren Spins)
lässt sich im Anderson-Modell mit der Spin-Flip-Suszeptibilität (2.45) belegen. Deren Ver-
halten, im Besonderen die Abstandsabhängigkeit, kann man durch den statischen Anteil
der Spin-Flip-Suszeptibilität charakterisieren. Deshalb wird die RKKY-Wechselwirkung
(2.51) mit dem statischen Anteil der Spin-Flip-Suszeptibilität (2.45)

χ0 = χRPA(ω = 0) =
−1

1/Re π(ω = 0) + U
(2.53)

verglichen. Dieser ist ein Maß für die durch die Austauschkopplung vermittelten Korrela-
tionen.

Um zwei und drei Dimensionen adäquat zu vergleichen, werden die Parameter für das
Störstellenmodell reskaliert. So ist für zwei (drei) Dimensionen die Bandbreite des Bandes

14Dies geschieht hier nur für das zweidimensionale, einfach-kubische Gitter, weil die Integration in (2.51)
numerisch schwierig ist.
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W = 2 (W = 3), die on-site-Wechselwirkung U = 2 (U = 3) und die Hybridisierungsampli-
tude an das Band V 2/W = 0.12. Die Temperatur wird nicht reskaliert, ist mit T = 1/100
aber niedrig, und damit ist das System im Kondo-Regime.

In Abbildung 2.9 sind RKKY-Wechselwirkung und statische Suszeptibilität für das
Anderson-Modell für verschiedene Dimensionen und Richtungen dargestellt. Bemerkens-
wert ist zunächst, dass im Nahbereich (‖d‖1 . 20) für die Koordinatenrichtung 10 (100)
in zwei (drei) Dimensionen ein vom isotropen Fall leicht verschiedener Exponent für den
charakteristischen Abfall ermittelt wird. Sowohl die Suszeptbilität als auch die RKKY-
Lösung fallen schwächer, d.h. mit 0.01/d2.5

x , ab. Genau derselbe Exponent lässt sich auch
für die xy-Diagonale in drei Dimensionen ermitteln (110-Richtung), weicht aber für die
xy-Diagonale in zwei Dimensionen stark ab (∼ 1.5). Im Vergleich der Störstellenlösung
(durchgezogene Linien) mit der RKKY-Lösung (gestrichelte Linien) wird deutlich, dass
der charakteristische Exponent im Nahbereich für die verschiedenen Richtungen kein ge-
nuiner Effekt des Anderson-Modells ist, sondern ein gittertypisches Ergebnis, welches auch
schon in der RKKY-Lösung erkennbar ist.

Für beide Modelle ergibt sich in zwei Dimensionen eine klare Anisotropie in der Korrela-
tionslänge: Zwei Störstellen entlang der Diagonalen sind stärker gekoppelt als zwei entlang
einer Koordinatenrichtung für den Nahbereich. Die Kopplungsstärke der zwei Störstellen
fällt zwar mit einem Potenzgesetz ab, ist allerdings stark richtungsabhängig. So koppeln die
auf einer Gitterdiagonalen des 3D-Gitters platzierten Störstellen für einen Gitterabstand
d = (3, 3), d = (6, 6) und d = (9, 9) mit einer vergleichbaren Stärke wie zwei Störstel-
len, die entlang einer Koordinatenrichtung platziert sind, mit dem Abstand d = (3, 0),
d = (6, 0) und d = (9, 0) (rot- und orange-farbene Kurve). Die Kopplungsstärke wird
hier von einem quantenmechanischen Interferenzeffekt der Spinwellen dominiert. Für das
2D-Gitter ist diese richtungsabhängige Kopplungsstärke noch deutlicher, wenn man den
Absolutwert der Suszeptibilität für verschiedene Abstände in der 11-Richtung mit der der
10-Richtung vergleicht. An dieser Stelle sei aber erinnert, dass die Suszeptibilität (2.45)
nur eine Näherung der tatsächlichen Suszeptibilität ist und daher quantitative Vergleiche
problematisch sind.

Trotzdem ist die hier genähert bestimmte Suszeptibilität in guter Übereinstimmung
mit anderen für das Anderson-Problem typischen Observablen: In Abbildung 2.10 sind
die in Abb. 2.9 entlang verschiedener Richtungen geplotteten Beträge der statischen Sus-
zeptibilitäten (2.53) im Ortsraum farbkodiert und für zwei und drei Dimensionen in (de-
kadischer) logarithmischer Darstellung aufgeschlüsselt (Abb. 2.10a,c). Zum Vergleich ist
jeweils daneben die Änderung der Zustandsdichte (Gl. 2.54, siehe unten) an der Fermi-
Kante dargestellt (Abb. 2.10b,d). Wie auch im RKKY-Modell führt die Kopplung der
Störstellen über das umgebende Medium zu Oszillationen in der Wechselwirkung. Die Spi-
nabschirmungen der einzelnen Störstellen interferieren und führen an der Störstelle selbst
zu einer Verstärkung oder Abschwächung des Kondo-Effektes, verglichen mit der einzelnen
Störstelle. Letzterer ist dem Fall ‖d‖1 → ∞ äquivalent. Weil die Kondo-Resonanz in der
Zustandsdichte Ausdruck des Kondo-Effekts ist und mit ihm entsteht, ist ihre Änderung
ein direktes Maß für die Kopplung der Störstellen. Daher wird in Abbildungen 2.10b,d die
Zustandsdichte an der Fermi-Kante im Vergleich zu ihrem Wert für ‖d‖1 → ∞ dargestellt

∆A0 = A(ω = 0, d) −A(ω = 0, ‖d‖1 → ∞) . (2.54)

Im Inset der Abbildungen ist jeweils das Vorzeichen der Observablen kodiert. Hieraus
folgt sofort, dass die Wellenlänge der ferromagnetisch- respektive antiferromagnetischen
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Abbildung 2.10: Vergleich der Beträge der statischen Spin-Flip-Suszeptibilität χ0 (Gl.

2.53, Abb. (a, c)) mit der Änderung der Zustandsdichte an der Fermi-
Kante ∆A0 (Gl. (2.54), Abb. (b, d)) abhängig von der relativen Position
der Störstellen zueinander für zwei (a, b) und drei (c, d) Dimensionen. Im
Besonderen ist man am Potenzverhalten der Größen interessiert, sodass
der Logarithmus dargestellt wird und die Skala am Rand gerade dem de-
kadischen Logarithmus der Gln. (2.53) und (2.54) entspricht. Für zwei
(drei) Dimensionen ist die Bandbreite des Bades W = 2 (W = 3), die
on-site-Wechselwirkung U = 2 (U = 3) und die Hybridisierungsamplitu-
de an das Bad V 2/W = 0.12. Im Inset ist jeweils das Vorzeichen von χ0

respektive ∆A0 kodiert, weil es wegen der Betragsbildung unkenntlich ist
(weiß entspricht einem positiven Vorzeichen). Die detaillierte Diskussion
findet sich im Text.
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Kopplung bei der gewählten Halbfüllung gerade zwei Einheitszellen im kubischen Gitter
entspricht. Für drei Dimensionen (Abb. 2.10c,d) bildet sich für Suszeptibilität und Zu-
standsdichte die gleiche Struktur aus. Bemerkenswert ist, dass für die Linien dy = 1 (re-
spektive dx = 1) auch schon bei sehr kleinen Gesamtabständen ‖d‖1 ∼ 10 die Störstellen
einander nicht beeinflussen. Die Suszeptibilität verschwindet hier nahezu (|χ0| ∼ 10−16),
die Höhe der Kondo-Resonanz ist bis auf |∆A0| ∼ 10−16 gleich der einer einzelnen Störstel-
le im Leitungsband. In diesem Sinn lassen sich zwei Störstellen im Gitter so positionieren,
dass sie sich trotz ihrer örtlichen Nähe gegenseitig faktisch nicht beeinflussen. Genau die-
ses Verhalten tritt in zwei Dimensionen noch viel deutlicher zu Tage: Es ergeben sich
schon im Nahbereich (dx . 10, dy . 10) sehr viele Stellen, die schachbrettartig angeord-
net sind, an welcher die statische Suszeptibilität nahezu verschwindet (|χ0| ∼ 10−11) und
die Kondo-Resonanz in ihrer Höhe von der zweiten Störstelle nahezu unbeeinflusst bleibt
|∆A0| ∼ 10−6. Für die diagonalen Abstände (dx = dy) ist jedoch eine deutliche gegensei-
tige Beeinflussung der Störstellen erkennbar. Die Suszeptibilität fällt in 11-Richtung nur
schwach ab (siehe auch Abb. 2.9b), die Kondo-Resonanz erfährt eine deutliche Änderung
gegenüber dem einfachen Störstellenproblem |∆A0| ∼ 100. Die Ursache hierfür ist die
Interferenz der Spinabschirmungen der zwei Störstellen.

2.2.3 Das Mehrstörstellen-Anderson-Modell im Überblick

Dieser Abschnitt beinhaltet die Untersuchung des Mehrstörstellen-Anderson-Modells für
zwei Störstellen in einem einfach-kubischen Gitter in zwei und drei Dimensionen. Die
Ergebnisse werden einerseits mit denen einer ENCA-Lösung sowie andererseits mit Re-
sultaten für ein einfaches, effektives RKKY-Modell verglichen und auch bestätigt. Die
Suszeptibilitäten und auch die Spektralfunktionen liefern ein kohärentes Bild der physi-
kalischen Situation. Diese findet sich zwischen den zwei Grenzfällen, dem Single Impurity
Anderson-Modell für weit voneinander entfernte und ungekoppelte Störstellen, und dem
atomaren Grenzfall zweier vom Band abgekoppelter Orbitale.

Für den ersten Grenzfall bildet sich an jeder der Störstellen ein separater Kondo-Effekt
aus, der durch ein dynamisches Singulett des Störstellenelektrons mit den Bandelektronen
gekennzeichnet ist. Der lokalisierte Elektronenspin wird dadurch abgeschirmt und induziert
Spinwellen im angeschlossenen Band. In der Einteilchenspektralfunktion führt das zur
Kondo-Resonanz an der Fermi-Kante.

Entgegengesetzt dazu findet sich der zweite Grenzfall des Zweistörstellenproblems, bei
der eine zwischen den Orbitalen der Störstellen agierende Austauschwechselwirkung ein
Singulett zwischen den zwei Störstellenelektronen erzeugt. Besonders interessant ist hier-
bei das Auftreten einer Vertiefung in der Einteilchenzustandsdichte an der Fermi-Kante,
einem sogenannten Pseudo-Gap [Loram93], wie es für den ungeschirmten Singulettfall aus
der Literatur bekannt ist [Leo04]. Die Spinsuszeptibilität stützt dieses Bild, weil sie eine
Resonanz bei der Anregungsenergie des Singuletts zeigt.

Neben der Untersuchung der Störstellen-Dynamik werden in diesem Abschnitt auch die
Einflüsse des Gitters untersucht, indem der Abstand der zwei Störstellen variiert wird. Die
Verschiebung der Störstellen relativ zueinander führt zu räumlich auflösbaren Korrelations-
effekten, die stark richtungsabhängig sind. Bemerkenswert ist hier die längerreichweitige
Wechselwirkung der Störstellen für den zweidimensionalen Fall in der Diagonalrichtung.
Es sind diese Art von nicht-lokalen Korrelationen, die in einem allgemeinen Gittermodell
wie zum Beispiel dem Hubbard-Modell zu einer impulsanhängigen Selbstenergie führen.
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Die Spin-Flip-Suszeptibilität, die hier mit Hilfe der Teilchen-Loch-Blase der Einteilchen-
propagatoren ermittelt wird und ebenso die Struktur der Kondo-Resonanz (siehe Abschnitt
2.2.1, im Besonderen Abb. 2.7) stellen ein Maß für die nicht-lokalen Korrelationen zwischen
den zwei Störstellen dar.

Man kann erwarten, dass das Pseudo-Gap, wie es für einen ausgewählten Abstand zwi-
schen den Störstellen nachgewiesen wurde, ähnlich stark vom Abstandsvektor abhängt
wie die Korrelationen der Störstellenelektronen. Eine Untersuchung der Austauschwech-
selwirkung für größere Abstände ‖d‖1 > 1 kann, wie oben dargelegt, mit dem verwendeten
Störstellenlöser nicht adäquat stattfinden.

Dennoch wird nachvollziehbar, dass sich dieses Verhalten bei der Betrachtung eines
Gittermodells übertragen lässt; ganz wie sich viele Eigenschaften des SIAM mit Hilfe der
DMFT auf das Hubbard-Modell übertragen lassen. Die Untersuchung von Gittermodellen
unter Berücksichtigung nicht-lokaler Korrelationen führt schon für sehr einfache Modelle
zu einer k-Abhängigkeit des Pseudo-Gaps [Ferrero09].

Es wird spekuliert, ob das Pseudo-Gap im Rahmen von Gittermodellen als möglicher
Vorläufer einer Hochtemperatursupraleitungsphase identifiziert werden kann [Schiró08].
Man geht davon aus, dass dies mit der Existenz vorgeformter Cooper-Paare verknüpft ist,
die aber noch keine globale Phase aufweisen. Bei optimaler Dotierung geht die Pseudo-
Gap-Phase mit sinkender Temperatur unterhalb der Sprungtemperatur in die Supralei-
tungsphase über. Dieses Szenario wird durch eine starke, diamagnetische Suszeptibilität
oberhalb der Sprungtemperatur in Experimenten bestätigt. In diesem Sinne könnte das
Pseudo-Gap-Verhalten im MIAM ein Vorläufer für die symmetriegebrochene Phase bei
niedriger Temperatur sein [Ferrero07].
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3 Das Hubbard-Modell

Das Hubbard-Modell stellt ein minimales Modell zur Beschreibung korrelierter Elektronen
auf einem Gitter dar. Es enthält die kinetischen Energien der Elektronen wie auch den
lokalen Anteil der Coulomb-Wechselwirkung. Mit diesen Voraussetzungen stellt es das
Minimalmodell für den Mott-Phasenübergang (oder kurz Mott-Übergang) dar, bei dem
Beweglichkeit und Lokalisierung der Elektronen im Wettbewerb stehen. Mit zunehmender
Wechselwirkung lokalisieren die Elektronen stärker, und das System geht vom Metall zum
Isolator über.

Das vereinfachte elektronische Problem (1.2), welches die ionischen Freiheitsgrade und
Elektronen innerer Schalen ausintegriert, stellt den Ausgangspunkt für das Mehrband-
Hubbard-Modell dar. Entwickelt man die Feldoperatoren in einer um die Gitterpositionen
m stark lokalisierten und orthogonalen Wannier-Basis

ψ̂†
σ(r) =

∑

i,m

ĉ†imσf
∗
im(r) , ψ̂σ(r) =

∑

i,m

ĉimσf im(r) (3.1)

mit Gitterplatzindex i, orbitaler Quantenzahl m und Spinquantenzahl σ, lässt sich für
ein einzelnes Valenzorbital (m = 1) an den Gitterplätzen das Einband-Hubbard-Modell
ableiten

ĤHubbard = −t
∑

〈i,j〉,σ

(

ĉ†iσ ĉjσ + h.c.
)

+ U
∑

i

n̂i↑n̂i↓ , (3.2)

sofern man eine perfekte Abschirmung der elektronischen Wechselwirkung zwischen ver-
schiedenen Gitterplätzen annimmt und das Hüpfen nur nächste Nachbarn isotrop ver-
knüpft.1 In (3.2) parametrisiert t den direkten Nächste-Nachbar-Transfer und U die Cou-
lomb-Wechselwirkung zwischen zwei Elektronen auf demselben Gitterplatz. Die Valenz des
einzelnen Gitterplatzes kann damit die Werte 0, 1 und 2 annehmen.

In einer großkanonischen Rechnung muss der Hamiltonian (3.2) um einen Term mit

dem chemischen Potential ergänzt werden (−µ∑i,σ n̂iσ). Kinetischer Anteil (erster und
zweiter Summand) und potentielle Energie (letzter Summand) lassen sich nicht gleichzeitig
diagonalisieren, sodass ein hochgradig nicht-triviales Problem verbleibt.

Der Hamiltonian (3.2) wurde 1963 unabhängig von Hubbard [Hubbard63], Gutzwiller
[Gutzwiller63] und Kanamori [Kanamori63] vorgeschlagen, um metallischen Ferromagne-
tismus zu beschreiben. Obwohl er strukturell sehr einfach ist, lässt sich nur für den eindi-
mensionalen Fall eine analytische Lösung mit Hilfe des Bethe-Ansatzes im thermodynami-
schen Limes [Lieb68] angeben. Für Dimensionen D ≥ 2 lässt sich nur wenig Allgemeines
aussagen [Tasaki98]. So ist die Phase für ein halbgefülltes (n = 1) bipartites Gitter (bei
D = 2 nur für Temperatur T = 0) antiferromagnetisch, d.h. die zwei Untergitter ha-
ben eine endliche, entgegengesetzte Magnetisierung. Ferromagnetismus wurde im reinen

1Das Hubbard-Modell lässt sich leicht um längerreichweitiges Hüpfen ergänzen. Ebenso lässt sich das
Modell einfach an ein äußeres Magnetfeld ankoppeln, indem man die Einteilchenniveaus spinabhängig
verschiebt.
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3 Das Hubbard-Modell

Hubbard-Modell nur im thermodynamisch irrelevanten Fall halber Füllung minus einem
Elektron bei U = ∞ für verschiedene Gittertypen nachgewiesen. Bei halber Füllung n = 1
lässt sich das Hubbard-Modell für U → ∞ auf ein Heisenberg-Modell (Spin 1/2) und für
n 6= 1 auf das t− J-Modell abbilden.

Das Einband-Hubbard-Modell stellt ein idealisiertes Bild für ein stark korreliertes Ma-
terial dar. Im Ansatz wird von einer Lokalisierung der elektronischen Wellenfunktionen
ausgegangen, was für typische d- oder f -Schalen gegeben ist, welche aber selbst vielfach
entartet sind. Die Verwendung des Einband-Hubbard-Modells kann in Situationen, in de-
nen diese Entartung durch Kristallfeld- oder Jahn-Teller-Effekte aufgehoben ist (sodass ein
einzelnes d- oder f -Orbital im Niederenergiesektor verbleibt), angemessen sein. Dennoch
ist das Einband-Hubbard-Modell für viele qualitative Betrachtungen von Bedeutung.

Ein Durchbruch bei der näherungsweisen Lösung des Hubbard-Modells (und verwand-
ter Modelle) gelang 1989 mit dem Grenzfall unendlicher Dimension [Müller-Hartmann89,
Metzner89, Metzner91], heute auch bekannt als dynamische Molekularfeldtheorie (DMFT)
[Georges96] (siehe Abschnitt 3.2). Diese wird im Grenzfall unendlicher Dimensionalität ex-
akt.

Einen guten Überblick über das Hubbard-Modell und dessen Lösungsmöglichkeiten fin-
det man in [Gebhard95].

3.1 Das Mehrband-Hubbard-Modell

Der mit (3.2) beschriebene Hamiltonian stellt ein einfaches Einband-System dar. Diese
starke Idealisierung ist im Fall realistischer Systeme nicht immer angemessen. Trotzdem
kann im Einband-Hubbard-Modell (3.2) die Wechselwirkung zwischen Elektronen verschie-
dener orbitaler Quantenzahlen effektiv molekularfeldartig berücksichtigt werden. Interor-
bitale Korrelationen werden aber weiterhin ignoriert. Für Systeme, in welchen die interor-
bitalen Wechselwirkungen zu nicht-vernachlässigbaren Korrelationen zwischen den Elek-
tronen verschiedener orbitaler Quantenzahl führen, ist zur Beschreibung ein Mehrband-
Hubbard-Modell geeigneter. Dies ist typischerweise für Elektronensysteme mit stark loka-
lisierten Ladungsträgern der Fall, wie sie in d- oder f -Schalensystem zu finden sind. Für
diese Situationen sind aber dann bis zu fünf oder sieben Orbitale im Leitungsband rele-
vant. Kristallfelder können die Situation erleichtern, weil sie die Entartung der Orbitale
aufheben können und sich damit die Zahl der dynamisch relevanten Orbitale reduziert.

Der Unterschied zum Einband-Hubbard-Modell liegt beim Mehrband-Hubbard-Modell
im Wesentlichen im größeren Aufwand bei der Lösung. Zur Beschreibung realistischer Sys-
teme wird der Hubbard-Hamiltonian (3.2) damit systematisch auf die Mehrband-Situation
erweitert. Mit Hilfe der Entwicklungen (3.1) erhält man

ĤHubbard,Multiband =
∑

〈i,j〉,mnσ
tijmn

(

ĉ†imσ ĉjnσ + h.c.
)

+
∑

i,mσ

ǫmσn̂i,mσ

+ 1
2

∑

i,mnopσσ′

ĉ†imσ ĉ
†
inσ′ ĉioσ′ ĉipσUmnop (3.3)

mit den Gitterplätzen i, j, den orbitalen Quantenzahlenm,n, o, p und den Spinquantenzah-
len σ, σ′. Der erste Summand implementiert das direkte Hüpfen zwischen zwei benachbar-
ten Gitterplätzen zwischen Orbital m und Orbital m′. Der zweite Summand definiert das
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3.2 Dynamische Molekularfeld-Theorie für das Hubbard-Modell

ionische Einteilchenniveau der einzelnen Orbitale. Die Wechselwirkung2 wird durch den
letzten Summanden eingeführt und enthält intraorbitale Wechselwirkungen Ummmm, in-
terorbitale Dichte-Dichte-Wechselwirkungen Umoom, Austauschwechselwirkungen Umomo,
Paarhüpfen Ummoo, korreliertes Hüpfen Uommm, Umomm, etc.3

Weitere Wechselwirkungen, wie beispielsweise Spinbahnkopplung oder Gitterschwingun-
gen, sind in (3.3) nicht berücksichtigt.

3.2 Dynamische Molekularfeld-Theorie für das Hubbard-Modell

Weil das Einband-Hubbard-Modell (3.2) für eine Dimension D > 1 nicht exakt gelöst wer-
den kann, muss man sich zusätzlicher Näherungen bedienen. Eine Vereinfachung des Pro-
blems lässt sich häufig nur dann zuverlässig durch analytische Näherungen erzielen, wenn
die Näherung einen Entwicklungsparameter beinhaltet, der in der Entwicklung klein ist.
Beispiele hierfür sind direkte Störungstheorien: Schwachkopplungsstörungstheorie mit dem
Parameter U/t (z.B. in erster Ordnung mit Hartree-Fock (HF) oder in zweiter Ordnung
[Mart́ın-Rodero82], [van Dongen94b]) oder Starkkopplungsstörungstheorien mit kleinem
Parameter t/U (z.B. [Harris67], [van Dongen94a]). Alternativ dazu lassen sich auch ver-
schiedene direkte Methoden zur Lösung angeben, beispielsweise exakte Diagonalisierung
oder auch Monte-Carlo-Methoden [Dagotto94].

Zur präzisen Beschreibung eines Metall-Isolator-Übergangs sind derartige Störungstheo-
rien jedoch ungeeignet, weil der Übergang bei vergleichbaren Energieskalen für die Hybri-
disierung und die Wechselwirkung W ∼ U stattfindet.

Starkkopplungsansätze gehen vom ionischen Problem des einzelnen Gitterplatzes aus
und entwickeln die Störungstheorie in der Hybridisiersamplitude. Störungsentwicklungen
in der Wechselwirkung gehen vom Bandgrenzfall aus und entwickeln die Störungstheorie in
der Wechselwirkungsamplitude. Zum jeweiligen Grenzfall ergeben sich dann Korrekturen.
Die Beschreibung von Vielteilcheneffekten wie dem Gitter-Kondo-Effekt oder schwerer
Fermionen erfordert darüber hinaus auch nicht-perturbative Methoden.

Ein sehr erfolgreicher Ansatz bei der näherungsweisen Lösung des Hubbard-Modells ist
der Grenzfall der unendlichen Gitterkoordination Z. Als kleiner Entwicklungsparameter
kann dann die inverse Koordinationszahl 1/Z (bzw. die kinetische Energie 3.4) angenom-
men werden. Weil diese Koordination stark dimensionsabhängig ist und wenigstens line-
ar mit der Dimension ansteigt (Z ∝ D), bezeichnet man diese Theorie häufig auch als
Grenzfall unendlicher Dimensionalität. Schon im Fall des einfach-kubischen Gitters mit
D = 1, D = 2 und D = 3 ist die inverse Koordinationszahl 1/Z = 1/2, 1/Z = 1/4
und 1/Z = 1/6 für höhere Dimension klein. Für kubisch-raumzentrierte (body-centered
cubic) oder kubisch-flächenzentrierte (face-centered cubic) Gitter ist in D = 3 die inverse
Koordinationszahl mit 1/Z = 1/8 oder 1/Z = 1/12 sogar noch kleiner.

Bei Anwendung dieses Limits auf das Hubbard-Modell (3.2) müssen die konkurrieren-

2Bei der Entwicklung der Feldoperatoren (3.1) sind die Ortsraumfunktionen spinunabhängig. Daher be-
sitzen die Wechselwirkungsintegrale keine Spinindizes. Diese gehen über das Operatorprodukt in die
Betrachtung ein.

3Es wird dabei angenommen, dass die elektronische Wechselwirkung zwischen Orbitalen verschiedener Git-
terplätze effektiv abgeschirmt wird. Diese interatomaren Wechselwirkungselemente können über Terme
der Form 1

2

P

ijkl,mnop σσ′ ĉ
†
imσ ĉ

†

jnσ′ ĉkoσ′ ĉlpσU
ijkl
mnop (mit paarweise verschiedenen atomaren Quanten-

zahlen i, j, k, l) berücksichtigt werden.
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3 Das Hubbard-Modell

den Energieskalen reskaliert werden, sodass kinetische Energie4 und potentielle Energie
weiterhin im Wettbewerb stehen [Müller-Hartmann89, Metzner89, Metzner91]. Für die
Hybridisierungsamplitude ergibt sich (mit t∗ = const. für große Z)

t = t∗/
√
Z , (3.4)

wodurch die endliche Bandbreite des Einteilchenspektrums und die gleichwertige Berück-
sichtigung der konkurrierenden Energieskalen sichergestellt ist.

Untersucht man das Hubbard-Modell nun in einer räumlich aufgelösten, diagrammati-
schen Störungstheorie in freien Gitterpropagationen G0

ij,σ, so entfallen alle nicht-lokalen

Wechselwirkungsvertizes. Die volle Gitterpropagation Gij,σ ergibt sich nun durch Sum-
mation aller (in Form dieser Diagramme darstellbaren) Prozesse. Für die zum einzel-
nen Diagramm beitragenden Propagatoren gilt im Limes unendlicher Dimension D → ∞
[Metzner91]

Gijσ ∝ Z−s(i,j)/2 mit D → ∞ (3.5)

mit der minimalen Anzahl s(i, j) der Nächste-Nachbar-Hüpfprozesse, um von i nach j zu
kommen. Für das fermionische Hubbard-Modell ergibt sich damit im Limes unendlicher
Dimension D → ∞ (bzw. Z → ∞) eine einfache Konsequenz

Σij,σ
Z→∞−→ δijΣσ . (3.6)

Damit ist die Fourier-Transformierte der Selbstenergie im k-Raum Σk,σ = Σσ k-unabhängig
und über die gesamte Brillouin-Zone hinweg konstant.

Die k-aufgelöste Green-Funktion [Georges96, Kotliar06] lautet dann in der Näherung
durch die dynamische Molekularfeldtheorie (DMFT)

G(k, z) =
(
(z + µ) 1 − ǫ(k) − Σ(z)

)−1
, (3.7)

wobei die orbitalen und Spinquantenzahlen in der Matrixstruktur aufgelöst werden. Hier
ist zu bemerken, dass sich in DMFT die funktionale Abhängigkeit der Green-Funktion von
k nur aus der effektiv wechselwirkungsfreien5 Einteilchendispersion des Elektrons ǫ(k) und
nicht mehr aus der Selbstenergie ergibt. Für die k-summierte Green-Funktion erhält man

G(z) =
1

VB

∑

k

(
G(k, z)

)

=
1

VB

∑

k

(
(z + µ) 1 − ǫ(k) − Σ(z)

)−1
. (3.8)

Im Störstellenmodell (2.2), (2.41) steht ebenfalls eine k-unabhängige Selbstenergie. Es
kann gezeigt werden, dass die zu berücksichtigenden Prozesse im Störstellenproblem de-
nen des Gitters im DMFT-Grenzfall äquivalent sind. Daher wird die k-summierte Green-
Funktion (3.8) mit der lokalen Green-Funktion eines Störstellenmodells (2.41) identifiziert

G(z) ≡ GMIAM(z) . (3.9)

4Der relative Anteil der kinetischen Energie nimmt nämlich mit der Koordinationszahl zu, sofern t kon-
stant bleibt.

5Hier können statische Anteile der Wechselwirkungen enthalten sein, wie sie sich aus einer Dichtefunk-
tionalrechnung ergeben.
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3.2 Dynamische Molekularfeld-Theorie für das Hubbard-Modell

So definiert man eine effektive, lokale Green-Funktion

G(z)−1 = G(z)−1 + Σ(z) , (3.10)

welche die lokalen Quantenfluktuationen berücksichtigt. Im direkten Vergleich von (2.41)
und (3.10) wird deutlich, dass die effektiv wechselwirkungsfreie Green-Funktion G(z) (das
sogenannte Weisssche Feld) die Rolle der freien Gitterpropagation im Störstellenproblem
einnimmt. Dort wird das Gitter mittels der Hybridisierungsamplituden, respektive der
Anderson-Funktion für das Störstellenproblem, als freie Gitterpropagation beschrieben,
während (3.10) eine effektiv freie Propagation beschreibt.

Weil das Molekularfeld in der Näherung frequenzabhängig ist, bezeichnet man diese
Näherung als dynamische Molekularfeldtheorie (DMFT) oder dynamical mean-field theory
[Georges96]. Im Sinne einer Störungsentwicklung in 1/Z ist die DMFT sozusagen die Nähe-
rung 0. Ordnung. Darüber hinaus ist sie eine erhaltende Näherung, d.h. thermodynamisch
konsistent.

Die Gleichungen (3.7) und (3.10) (in Verbindung mit (3.8)) stellen zwei der drei not-
wendigen Bestimmungsgleichungen für die drei Unbekannten G(z), G(z) und Σ(z) dar.
Die dritte Bestimmungsgleichung ergibt sich aus der Lösung des Störstellenproblems. Eine
Möglichkeit, um Lösungen solcher nichtlinearen Gleichungssysteme zu bestimmen, ist die
selbstkonsistente Iteration der konstituierenden Gleichungen. In Abbildung 3.1 sind die
selbstkonsistenten Zyklen beispielhaft für die Lösung mit den in Abschnitt 2.1 vorgestell-
ten Störstellenlösern (Hirsch-Fye-Quanten-Monte-Carlo (HF-QMC) und dem diagramma-
tischen Störstellenlöser) dargestellt. Der Startpunkt für eine derartige Iteration lässt sich
mit Gleichung (3.7) wählen, weil sich dann konsequent aus einer analytischen Selbstener-
gie eine Green-Funktion mit den richtigen, analytischen Eigenschaften ergibt. Es genügt
hierzu natürlich, Σ(0)(z) = 0 zu wählen.

Die Summation über die Brillouin-Zone in (3.8) lässt sich im Detail verschieden ausfüh-
ren. Für den allgemeinen Mehrbandfall lässt sich das in vielen Einband-Codes verwendete
numerische Integrationsverfahren (mit Hilfe einer Hilbert-Transformation) nicht benutzen.
Für den im Rahmen der Arbeit entwickelten Mehrband-Code wurde daher ein neues Ver-
fahren entwickelt, welches die numerische Effizienz steigert und die Rechenzeit deutlich
reduziert. Das Verfahren wird in Abschnitt A.4 vorgestellt und abgeleitet.

Findet sich bei der Iteration des Schemas (Abb. 3.1) ein Fixpunkt, so stellt dieser eine
Lösung dar. Die gefundene Lösung muss nicht die einzige sein, auch impliziert eine fehlen-
de Konvergenz des Schemas nicht, dass keine Lösung existiert. Vielmehr lassen sich durch
eine Änderung des Ausgangspunktes oder die Anwendung eines Relaxationsschemas6 wei-
tere Lösungen erschließen. Es hängt wesentlich von der Störstellenlösung ab, ob die Suche
nach einer physikalischen Lösung erfolgreich ist. So finden sich beispielsweise charakteris-
tische Nicht-Analytizitäten bei Resolventenverfahren (wie beispielsweise der NCA), die zu
unphysikalischen Ergebnissen führen [Pruschke01].

Die DMFT stellt einen sehr erfolgreichen Ansatz bei der Beschreibung korrelierter Elek-
tronen im Festkörper dar, versagt aber im Besonderen bei niedrigdimensionalen Systemen.

6In diesem Fall kann es erfolgreich sein, einer in der Iteration i gefundenen Größe Φi eine ältere Größe
Φi−1 beizumischen, sodass sich Φ̃i = αΦi+(1−α)Φi−1 ergibt. Die zufällige Variation δα des Mischungs-
koeffizienten α→ α+ δα hat sich als Verbesserungsmöglichkeit erwiesen, so auch bei der numerischen
Lösung der Hartree-Fock-Gleichungen (Abschnitt A.2). Deutlich ausgeklügelter ist die Verwendung ei-
nes Broyden-Mischungsschemas [Broyden65] (ein Überblick findet sich in [Eyert96]). In Anwendung auf
ein DMFT Iterationsschema ist eine klare Verbesserung der Konvergenz festzustellen [Z̆itko09].
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3 Das Hubbard-Modell

Gl. (3.7) : G(k, z) :=
(
(z + µ)1 − ǫ(k) − Σ(z)

)−1

Gl. (3.8) : G(z) := 1
VB

∑

kG(k, z)

Gl. (3.10) : G−1(z) := G−1(z) + Σ(z)

-

?

?

?

a) G(z)
HF−QMC

=⇒ G(z)

?

b) G(z)
PT
=⇒ Σ(z)

?

Gl. (3.10) : Σ(z) := G−1(z) −G−1(z)

-Σ(0)

Abbildung 3.1: Iterationsschema zur selbstkonsistenten Lösung der dynamischen Moleku-
larfeldtheorie (DMFT) für die zwei in der Arbeit verwendeten Störstellen-
löser: (a) Hirsch-Fye-Quanten-Monte-Carlo (HF-QMC) und (b) Störungs-
theorie (PT). Die orbitalen Indizes und Spinindizes werden in der Matrix-
struktur kodiert. Der Startpunkt ist angegeben mit einer initialen Selbs-
tenergie Σ(0). Der Zyklus wird bis zur Konvergenz iteriert und kann an
beliebiger Stelle abgebrochen werden.
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Allgemein lassen sich Systeme nicht oder nur sehr schlecht beschreiben, bei denen eine star-
ke Impulsabhängigkeit der Selbstenergie Σ(k, z) vorhanden ist. Diese ist notwendig, um
Phasen mit explizit nicht-lokalen Ordnungsparametern oder solchen mit niedriger Sym-
metrie zu beschreiben, von denen vermutlich die d-Wellen-Supraleitung das bekannteste
Beispiel ist. Methoden, um dieses Defizit zu beheben, existieren in Form der dynamischen
Cluster-Approximation (DCA) oder der Cellular-DMFT (C-DMFT).

Die DCA [Hettler98, Hettler00] zerlegt die Brillouin-Zone in verschiedene Segmente mit
einem repräsentativen Vektor K, für welchen jeweils eine Selbstenergie Σ(K, z) bestimmt
werden kann. Mit dieser ergibt sich dann für jedes Segment die Green-Funktion

G(K, z) = Nc
N

∑

k

(
(z + µ) 1 − ǫ(K + k) − Σ(K, z)

)−1
, (3.11)

aus der sich mit Gl. (3.10) Mediums-Green-Funktionen G(K, z) ergeben. Um das Ite-
rationsschema zu schließen, muss die Selbstenergie oder die lokale Green-Funktion im
Störstellenproblem für jedes Segment bestimmt werden. Hierzu wird ein Löser für ein
Störstellencluster verwendet.

Die C-DMFT [Lichtenstein00, Kotliar01] löst ein Cluster von Störstellen, welches dann
in ein effektives Medium eingebettet wird. Einfach verstehen lässt sich dieser Ansatz, wenn
man das Cluster als Superstörstelle versteht, wobei neben den Wechselwirkungsmatrixele-
menten auch noch Hybridisierungselemente zwischen den lokalen Orbitalen hinzukommen.
Die Gleichungen (3.7), (3.8) und (3.10) beinhalten die Formulierung der C-DMFT, wenn
man im Störstellenlöser eben jene Hybridisierungselemente zwischen den lokalen Quan-
tenzahlen zulässt. Ein Nachteil dieser Methode ist offenkundig, wenn man bedenkt, dass
im Ausgangsproblem äquivalente Orbitale im Cluster nun inäquivalent sein können und
damit die Translationssymmetrie des Ausgangsproblems verletzt wird.

Vergleiche beider Methoden finden sich in in der Literatur [Biroli02, Maier05].

3.3 Orbital-selektive Mott-Übergänge

Der orbital-selektive Mott-Übergang tritt als separater Mott-Übergang einzelner Bänder in
einem Mehrbandsystem auf. Der Mott-Übergang selbst beschreibt den wechselwirkungsin-
duzierten Übergang eines metallischen Systems in einen isolierenden Zustand, dem Mott-
Isolator. Der Mott-Isolator ist zu differenzieren von anderen Isolatoren.

Der Ladungstransport in Festkörpern wird von verschiedenen Typen der Wechselwir-
kung der Elektronen (mit dem Gitterpotential, Gitterdefekten oder anderen Elektronen)
bestimmt, sodass die Isolatoren in verschiedene Klassen (Band-, Anderson- und Mott-
Isolatoren) eingeteilt werden können. Ein ausführlicher Überblick findet sich in der Lite-
ratur [Gebhard95].

Im Fall eines Bandisolators [Bloch29, Wilson31] geht man davon aus, dass die Elektron-
Elektron-Wechselwirkung effektiv im Rahmen einer Einteilchennäherung (molekularfeld-
artig) berücksichtigt werden kann. Dann ist der Hamiltonian bilinear und wird im unendli-
chen idealen Gitter gemäß des Blochtheorems durch Einteilchenzustände mit Impuls k und
Bandindex b diagonalisiert. Die Bänder selbst können durch die Wirkung der Ionenrümpfe
im Kristall gut voneinander durch eine Energielücke getrennt sein. Liegt die Fermi-Kante
in einer solchen Lücke, so ist für T = 0 das darunterliegende Band (Valenzband) komplett
gefüllt und das darüberliegende Band (Leitungsband) leer. Ist diese Energielücke von der
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3 Das Hubbard-Modell

Abbildung 3.2: Schematische Darstellung des halbgefüllten Hubbard-Modells im Grund-
zustand mit (a) einem zusätzlichen Elektron (N+1 Teilchen) und (b) einem
zusätzlichen Loch respektive fehlenden Elektron (N − 1 Teilchen)

Größenordnung der thermischen Energie ∼ T 6= 0, so spricht man von einem Halbleiter,
ist die Lücke größer, von einem Isolator. Das gefüllte Band kann nicht zum Transport
(Leitung) beitragen [Bloch29], ebenso wenig das leere.

Im Fall von Unordnung in einem Gitter auf Grund von zufällig verteilten Gitterdefekten
kann die Rückstreuung in einem Zufallspotential zur Lokalisierung der Elektronen und da-
mit zu einem isolierenden Zustand führen [Anderson58], dem Anderson-Isolator. Dies kann
man modellieren, indem die ionischen Energieniveaus mit einer mittleren Schwankungs-
breite δ auf den Gitterplätzen variiert werden. Wenn die Fluktuationen in den Energieni-
veaus in die Größenordnung der Bandbreite kommen, findet die Anderson-Lokalisierung
statt und ein Isolator entsteht für tiefe Anregungsenergien.

Der Mott-Isolator wird durch elektronische Korrelationen verursacht. Hierbei wird zwi-
schen Mott-Hubbard- und Mott-Heisenberg-Isolator unterschieden, je nachdem ob Ladungs-
oder Spinkorrelationen dominant für das isolierende Verhalten verantwortlich sind. Bei
großem Abstand der Gitterplätze ist der Überlapp der atomaren Wellenfunktionen klein
und damit die Bandbreite W sehr viel kleiner als die Wechselwirkung U (W ≪ U). Bei
Halbfüllung ist im Grundzustand jeder Gitterplatz einfach besetzt.

Die erforderliche Energie µ+ = E(N + 1) − E(N), um dem System ein Elektron hinzu-
zufügen, ist µ+ ≈ U −W/2 (siehe Abb. 3.2a). Da die Ladungsanregung auf dem Gitter
beweglich ist, bildet sich ein Band der Breite W (oberes Hubbard-Band). Ganz analog
verhält es sich bei der Entfernung eines Elektrons (siehe Abb. 3.2b), was mit einer Energie
µ− = E(N) − E(N − 1) = W/2 verknüpft ist (unteres Hubbard-Band).

Das chemische Potential weist eine Lücke für Ladungsanregungen ∆µ(N) ≈ U −W > 0
auf. Bei kleiner Wechselwirkung U ≪ W findet man keine Anregungslücke im Spektrum.
Im Bereich U ≈ W findet dann der sogenannte Mott-Hubbard-Übergang statt. Oberes
und unteres Hubbard-Band leiten sich aber nicht aus Einteilchenzuständen ab, und daher
ist der Mott-Hubbard-Isolator kein Bandisolator, auch wenn sich der Übergang in den
Zustandsdichten respektive Bandbild ähnlich darstellt [Gebhard95].

Neben der Energieskala für Ladungsanregungen ∆µ(N) ≈ U −W existiert im System
eine zweite Energieskala J ∼W 2/U für Spinanregungen. Für kleine Temperaturen können
die Momente im System langreichweitig ordnen und das System geht von einem paramag-
netischen Mott-Hubbard-Isolator in einen antiferromagnetischen Mott-Heisenberg-Isolator
über. Für kleine Wechselwirkungen U ≪ W können Spinkorrelationen die Ladungskorre-
lationen sogar dominieren, sodass der paramagnetische metallische Zustand direkt in den
Mott-Heisenberg-Isolator übergeht.
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Für Mehrbandsysteme hängt das Auftreten von Mott-Phasen und von metallischen Pha-
sen empfindlich von den Wechselwirkungsmatrixelementen im System ab. Für das weiter
unten beschriebene Modell (3.12), mit Wechselwirkung U = U ′ und J = 0, wird das
Zweibandmodell mit zwei äquivalenten Orbitalen (d.h. gleicher Bandbreite) untersucht
[Rozenberg97] und für ausreichend große Wechselwirkung mehrere Mott-Phasen bei ganz-
zahliger Gesamtfüllung identifiziert. Entkoppelt man die zwei Orbitale, indem man die
interorbitalen Wechselwirkungen vernachlässigt (im Modell durch U ′ = J = 0), so findet
sich nur eine Mott-Phase bei Halbfüllung, welche für alle Orbitale (bei gleicher Bandbreite)
gleichermaßen stattfindet.

Falls die Orbitale an der Fermi-Kante inäquivalent sind, kann es zu neuen Phasen kom-
men, die weder eindeutig als Metall noch als Isolator zu identifzieren sind. Dies kann durch
die Aufhebung der orbitalen Entartung oder Symmetriebrechung geschehen, wie es bei-
spielsweise eine Konsequenz von Jahn-Teller-Effekten ist. Im Unterschied zum entarteten
Mehrbandfall, respektive Einbandfall, ergeben sich aber hier zwei kritische Wechselwir-
kungen Uc1 und Uc2. Für U < Uc1 ist das System in allen Orbitalen metallisch, d.h. in
jedem einzelnen Orbital m sind niederenergetische Anregungen möglich Am(ω → 0) 6= 0.

Für Wechselwirkungen U > Uc2 ist Am(ω → 0) = 0 und damit jedes Band isolierend.7

Im Zwischenbereich U c1 < U < U c2 findet man orbital-selektive Mott-Phasen (OSMP),
bei denen ein Teil der Orbitale itinerante Elektronen und der andere Teil lokalisierte Elek-
tronen enthält. Gerade diese Phasen sind von besonderem Interesse, weil sich Teile des
Gesamtsystems physikalisch unterschiedlich verhalten. Ein wesentlicher Aspekt dieser Un-
tersuchung ist festzustellen, in welchem Maß die Eigenschaften der lokalisierten Elektronen
stabil gegenüber Dotierung sind und wie die lokalisierten Elektronen itinerant werden und
damit das Gesamtsystem die OSMP verlässt. Den Übergang in oder von einer OSMP
bezeichnet man als orbital-selektiven Mott-Übergang (OSMT, orbital-selective Mott tran-
sition).

Experiment

Eines der bekanntesten Materialien, welches einen Mott-Übergang zeigt, ist das Über-
gangsmetalloxid V2O3 [Rice70]. Der Übergang wird durch die Änderung der Überlappin-
tegrale der Wellenfunktionen ausgelöst, wie er sich durch eine Gitterverzerrung auf Grund
äußeren Drucks ergibt. Dieser Übergang wird qualitativ gut im Rahmen des Einband-
Hubbard-Modells bei Halbfüllung beschrieben, wobei auch hier orbitale Effekte eine Rolle

7Genaugenommen ist die Zustandsdichte keine Observable, an welcher sich die Leitfähigkeit oder
Metallizität ablesen lässt. Die relevante Größe ist hier die optische Leitfähigkeit σαβ(ω +

i0+) = − 1
ωNV0

Im 〈ĵα|ĵ
†
β〉

`

ω + i0+
´

beziehungsweise die Strom-Strom-Korrelationsfunktion 〈ĵ|ĵ†〉(z) =

e2
P

σσ′,kk′ vkv
T
k′〈ĉ

†
kσ ĉkσ|ĉ

†

k′σ′ ĉk′σ′〉(z) (siehe [Mahan00, Voruganti92, Blümer02, Grenzebach06]), im
Besonderen deren statischer Anteil. Offenkundig wird hier aber, dass die Zustandsdichte an der Fermi-
Kante einen guten Hinweis auf die Metallizität für eine Vielzahl von Systemen liefert, da die Zwei-
teilchengröße 〈ĉ†kσ ĉkσ|ĉ

†

k′σ′ ĉk′σ′〉 unter Vernachlässigung von Korrelationseffekten höherer Ordnung als

Produkt zweier Einteilchengrößen 〈ĉ†kσ ĉkσ〉〈ĉ
†

k′σ′ ĉk′σ′〉 geschrieben werden kann. Falls diese eine nicht-
verschwindende Zustandsdichte an der Fermi-Kante aufweisen, ergibt sich in der Zweiteilchengröße
ein nicht-verschwindender Beitrag an der Fermi-Kante und damit eine nicht-verschwindende stati-
sche Suszeptibilität. Folglich ergibt sich für das System eine endliche Leitfähigkeit. Diese Folgerung
ist im Allgemeinen natürlich ungültig und wird von verschiedenen Systemen verletzt: Für Supralei-
ter [Bardeen57] findet sich eine Lücke in der Zustandsdichte an der Fermi-Kante, aber trotzdem eine
nicht-verschwindende Leitfähigkeit. Umgekehrt findet man bei Systemen mit Anderson-Lokalisierung
eine Zustandsdichte an der Fermi-Kante, aber eine verschwindende Leitfähigkeit [Anderson58].
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3 Das Hubbard-Modell

Abbildung 3.3: Phasendiagramm von Ca2−xSrxRuO4 mit P paramagnetischer Phase,
CAF gekippter antiferromagnetischer Phase, SC supraleitender Phase,
−M für die metallischen und −I isolierenden Phasen [Nakatsuji00a].

spielen [Held01].

Die Untersuchung von OSMTs wurde durch Auffälligkeiten im Phasendiagramm des
Rhutenats Ca2−xSrxRuO4 motiviert [Nakatsuji00a, Nakatsuji00b]. Die Bandstruktur wird
von den 4d-t2g-Zuständen des Ruthenium dominiert, von welchen das dxy-Orbital mit den
benachbarten 2p-Orbitalen der Sauerstoffatome in der Ebene hybridisiert [Anisimov02].
Die Entartung der relevanten t2g-Orbitale wird aufgehoben, und man findet inäquivalen-
te dxy- und {dxz, dyz}-Orbitale. Vergleicht man die zwei Endpunkte im Phasendiagramm
Sr2RuO4 und Ca2RuO4, so lässt sich das System mittels Dotierung von einem Spin-Triplett
Supraleiter (Sr2RuO4) [Maeno02, Ishida98] zu einem Mott-Isolator (Ca2RuO4) verstim-
men.

Der Übergang zwischen den zwei Endpunkten im Phasendiagramm ist kompliziert. In
Abb. 3.3 ist das Phasendiagramm für Ca2−xSrxRuO4 dargestellt. Es lässt sich im We-
sentlichen in drei Regionen einteilen. Für schwache Dotierung ist das System in einem
antiferromagnetischen Grundzustand. Der Übergang vom Metall zum Nicht-Metall findet
für nahezu alle Dotierungen x ≤ 0.2 durch Veränderung der Temperatur statt. Lediglich
das undotierte Ca2RuO4 ist bis zu einer Temperatur von wenigstens 300K isolierend. Für
Dotierungen 0.2 < x ≤ 0.5 ist das System in einem magnetisch-metallischen Zustand. Für
Dotierungen x > 0.5 ist das Material paramagnetisch, der supraleitende Zustand wird für
T < 1.5K bei x = 2 erreicht.

Nach Anisimov [Anisimov02] führt die Reduktion der Dotierung x zu einer Abnahme
der Bandbreite der verschiedenen Bänder; elektronische Korrelationen verursachen dann
die OSMT (für 0.2 < x ≤ 0.5). Für x ≈ 0.2 findet schließlich ein Phasenübergang erster
Ordnung in die isolierende Phase des Ca2RuO4 statt.

Mikroskopisch führt die Ersetzung der Sr-Ionen durch Ca zu einer Verzerrung des
Gitters. Für x < 0.5 geht das System zunehmend in die orthorhombische Struktur des
Ca2RuO4 über. Diese Verzerrung verändert die Bandbreiten der t2g-Orbitale, die Band-
breite des dxy-Orbitals ist von der der {dxz, dyz}-Orbitale verschieden. Daneben führt es
zu einer Energieverschiebung der dxy- gegenüber den {dxz, dyz}-Orbitalen.

Es ist unklar, ob allein die elektronischen Korrelationen für die OSMT verantwort-
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lich sind oder ob andere Effekte, wie beispielsweise Spin-Bahn-Kopplung, wie sie für
das 4d-Element Ruthenium nicht vernachlässigbar sind, berücksichtigt werden müssen
[Ng00, Sigrist04]. Optische Spektroskopie deutet darauf hin, dass die beobachtbare La-
dungsträgerkonzentration kleiner ist, als es sich aus dem Szenario einer OSMT ergeben
würde [Lee02].

Theoretische Beschreibung

In den letzten Jahren hat sich die Erkenntnis durchgesetzt, dass OSMTs unter sehr allge-
meinen Umständen in Mehrbandmodellen mit unterschiedlichen Bandbreiten der einzelnen
Bänder realisiert werden [Knecht05, Blümer07b, van Dongen06, Bünemann07, Inaba06,
de’Medici05, Ferrero05, Costi07, Liebsch05, Inaba05a, Koga04, Liebsch03, Inaba05b]. Ein
(nahezu) minimaler Hamiltonian zur Beschreibung der OSMT ist ein generisches Zweiband-
Hubbard-Modell mit unterscheidbaren Transfermatrixelementen zwischen den einzelnen
Gitterplätzen tm (m ist hier der Bandindex) und enthält, neben einer Dichte-Dichte-

Wechselwirkung, eine einfache ising-artige Hund’sche Kopplung Jz (siehe auch Abb. 3.4)

Ĥ = −
∑

〈ij〉,m,σ
tmĉ

†
imσ ĉjmσ + ∆

2

∑

i,σ

(

n̂i2σ − n̂i1σ

)

U
∑

im

n̂im↑n̂im↓ +
∑

iσσ′

(

U ′ − δσσ′Jz

)

n̂i1σn̂i2σ′ . (3.12)

Der Spin wird hier mit σ, die Gitterplätze werden mit i, j gekennzeichnet. Die Teilchenzahl-
operatoren sind n̂imσ ≡ ĉ†imσ ĉimσ . Das Hybridisierungselement zwischen verschiedenen Git-

terplätzen ist tm für das Orbital m, wobei das Hybridisierungselement tn für das schmale
(narrow) Band kleiner als das für das breite (wide) Band tw ist (tn < tw). Die Kristallfeld-
aufspaltung wird durch eine Verschiebung ∆ der ionischen Niveaus der einzelnen Orbitale
relativ zueinander implementiert. Die intraorbitale Wechselwirkung U wirkt gleicherma-
ßen auf beiden Orbitalen; U ′ beschreibt die interorbitale Dichte-Dichte-Wechselwirkung.
Die Wechselwirkungen sind gemäß

U = U ′ + 2Jz (3.13)

verknüpft. Für dieses Modell wird im Folgenden die Bezeichnung Jz-Modell [Knecht05,
Koga05, van Dongen06] benutzt. Eine allgemeinere Diskussion der Hund’schen Kopplung
würde darüber hinaus Spin-Flip- und Pair-Hopping Anteile berücksichtigen

Ĥ⊥ =
1

2
J⊥
∑

imσ

ĉ†imσ

(

ĉ†im̄σ̄ ĉimσ̄ + ĉ†imσ̄ ĉim̄σ̄

)

ĉim̄σ . (3.14)

Wie sich aber gezeigt hat, genügt (3.12), um OSMTs zu beschreiben. Erweiterungen der

Art (3.14) ändern die Physik qualitativ nur im SU(2) symmetrischen Grenzfall (Jz =
J⊥). Im Besonderen wird für den teilchen-loch-symmetrischen Grenzfall [Biermann05]
gezeigt, dass die itineranten Elektronen in der OSMP für alle J⊥ < Jz Nicht-Fermi-
Flüssigkeitsverhalten zeigen und sich die Fermi-Flüssigkeitseigenschaft nur bei J⊥ = Jz er-
gibt. In diesem Sinne stellt das Jz Modell (3.12) den generischen Fall anisotroper Hund’scher
Kopplung dar.

Die Natur der OSMTs ist für den teilchen-loch-symmetrischen Grenzfall gut verstan-
den [Knecht05, Blümer07b, van Dongen06, Bünemann07, Inaba06, de’Medici05, Ferrero05,
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Abbildung 3.4: Schematische beispielhafte Darstellung des Zweibandproblems: Die Wech-
selwirkungen zwischen den Elektronen sind schematisch mit gestrichelten
Linien dargestellt. Elektronen im gleichen Orbital wechselwirken über die
Dichte-Dichte-Wechselwirkung, charakterisiert durch U . Für Elektronen
in unterschiedlichen Orbitalen wird diese durch ein U ′ berücksichtigt. Die
Austauschwechselwirkung wird ising-artig über ein Jz realisiert, sodass sich
für Elektronen gleichen Spins in verschiedenen Orbitalen das Wechselwir-
kungsintegral effektiv zu U ′ − Jz ergibt.

Costi07, Liebsch05, Inaba05a, Koga04, Liebsch03, Inaba05b]. Für realistische Systeme sind
in der Regel Bänder, ionische Niveaus und Wechselwirkungen nicht derart abgestimmt,
dass sich eine teilchen-loch-symmetrische Situation ergeben würde. Auch führen die Do-
tierung von Systemen oder die Kristallfeldaufspaltung zur Verletzung dieser Symmetrie.
Der Einfluss schwacher Dotierung auf die OSMP [Koga04] oder der Effekt der Kristall-
feldaufspaltung für Systeme mit zwei [Werner07] und drei [Xi Dai06] Orbitalen wird in

der Literatur untersucht. Im Rahmen dieser Arbeit wird das Jz-Modell sehr umfassend in
verschiedenen Observablen untersucht und erweitert.

Die numerische Lösung gelingt mit Hilfe der dynamischen Molekurfeldtheorie (DMFT,
siehe auch Abschnitt 3.2). Das zugehörige Störstellenproblem wird mit einem Hirsch-Fye-
Quanten-Monte-Carlo-Algorithmus mit hochfrequenzkorrigierter Selbstenergie gelöst (De-
tails hierzu in Abschnitt 2.1.2). Mit dieser numerischen Behandlung ist ein systematischer
Fehler im Diskretisierungsparameter ∆τ assoziiert. Für diese Arbeit wird ∆τ = 0.4 ge-
wählt, was einen guten Kompromiss zwischen der Qualität der Ergebnisse und dem Re-
chenaufwand darstellt. Der Diskretisierungsfehler wird durch Vergleichsrechnungen mit
von ∆τ = 0.4 verschiedenen Werten 0.25 ≤ ∆τ ≤ 0.5 abgeschätzt und erweist sich in al-
len Observablen als unbedeutend. Im Vergleich mit einer anderen QMC-Implementierung
[Ulmke95] sind die systematischen Fehler auf Grund der Trotter-Diskretisierung erheblich
kleiner. Dieser Fortschritt ist auf die Hochfrequenzkorrektur der Selbstenergie zurückzufüh-
ren, die auch in den vorangegangenen Arbeiten [Knecht05, Knecht06] unbedingt notwendig
war, um OSMPs aufzulösen. Mit anderem Diskretisierungsparameter ∆τ ergeben sich le-
diglich leichte Verschiebungen in der kritischen Wechselwirkung und kleine Korrekturen
in den Einteilchenspektren.

Neben den numerischen Ergebnissen werden auch analytische Resultate des Modells
präsentiert. Die numerischen Ergebnisse werden einerseits mit Hartree-Fock-Resultaten
verglichen (siehe A.2), was im Niedrig- respektive Hochdichtegrenzfall opportun ist, und
andererseits mit Resultaten in Freier Theorie, welche selbst eine Näherungsform der sehr
viel allgemeineren Lokalen Theorie [Grewe96] ist. Diese nimmt das ionische Problem, wel-
ches sich exakt lösen lässt, zum Ausgangspunkt und führt eine Störungsentwicklung in
der Hybridisierung durch, um die Gitterlösung zu bestimmen. In Abschnitt 3.3.1 wird
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3.3 Orbital-selektive Mott-Übergänge

eine knappe Einführung in die Freie Theorie gegeben. Die Freie Theorie ist im Ergebnis
äquivalent zur Hubbard-I-Näherung [Hubbard63, Hubbard64a].

Das Modell (3.12) wird anhand verschiedener Observablen untersucht: Einteilchengrößen
wie Spektren, Teilchenzahlen und auch Quasiteilchengewichte, aber auch Zweiteilchengrö-
ßen wie bandaufgelöste Doppelbesetzungen. Um den genauen Einfluss des jeweils anderen
Bands respektive Orbitals beurteilen zu können, werden die Resultate denen einfacher Ein-
bandsysteme gegenübergestellt. Für diesen Fall ergibt sich mit dem Quasiteilchengewicht
Z = m/m∗ ein weiterer, wesentlicher Indikator für den Mott-Übergang. Beim Erreichen der
isolierenden Phase U → Uc verschwindet das Quasiteilchengewicht Z im Grundzustand,
und die effektive Masse der Elektronen m∗ divergiert. Es ist wichtig festzustellen, dass die
Begriffe “Quasiteilchengewicht” und“effektive Masse” nur in einer Fermi-Flüssigkeitsphase
definiert sind. Das Quasiteilchengewicht lässt sich im Matsubara-Raum näherungsweise
bestimmen [Serene91]

Z =
m

m∗ ≡
(

1 − dReΣ

dω

∣
∣
∣
∣
ω=0

)−1

≃
[

1 +
ImΣ(iω1)

πT

]−1

. (3.15)

Hier ist ω1 = π T die erste Matsubara-Frequenz. Beide Ausdrücke lösen den nicht-wechsel-
wirkenden Grenzfall Z → 1 für beliebige Temperatur für Σ → 0 auf. Zudem ist die Sekan-
tenapproximation exakt in der Fermi-Flüssigkeitsphase im Limes T → 0. In der isolieren-
den Phase jedoch unterscheiden sich die Ausdrücke, weil der Realfrequenzausdruck diver-
giert und die Sekantennäherung (3.15) endlich bleibt. Das unterstreicht, dass die Näherung
(3.15) im Allgemeinen ungenau oder sogar falsch in einer Nicht-Fermi-Flüssigkeitsphase
sein wird, im Besonderen in orbital-selektiven Mott Phasen, wo das schmale Band isolie-
rend ist und das breite Band eine Nicht-Fermi-Flüssigkeit.

Die Transporteigenschaften des Systems wie optische Leitfähigkeit, Strom-Strom-Korre-
lationsfunktion könnten direkte Antwort auf die Frage nach der Metallizität geben, werden
hier aber nicht untersucht.

Im Folgenden wird das Jz-Modell für zwei Bänder mit voneinander verschiedenen Band-
breiten tn = 0.5 für ein schmales (narrow) und tw = 1.0 für ein breites (wide) Band
betrachtet. Für die zu Grunde gelegte Bethe-Zustandsdichte ergeben sich damit Band-
breiten W n = 2.0 und Ww = 4.0. Für die zwischen den Elektronen verschiedener Bän-
der agierende Dichte-Dichte-Wechselwirkung wird U ′ = U

2 gewählt. Hieraus ergibt sich

nach (3.13) Jz = U
4 (wie auch in [Rüegg05, Knecht05, Inaba06, Costi07]). Die Arbeit be-

schränkt sich auf die Untersuchung des paramagnetischen Falls, folglich werden Spinindi-
zes gegebenenfalls vernachlässigt. Die QMC-Rechnungen werden für eine feste Temperatur
T = 1/β = 1/40 ausgeführt. Diese ist in der Größenordnung der kritischen Temperatur für
den Metall-Isolator-Übergang beim teilchen-loch-symmetrischen Grenzfall [Knecht05]. Für

∆ = 0 sind die ionischen Einteilchenniveaus gleich ǫn = ǫw. Damit können die Ergebnisse
für eine Gesamtfüllung n > nhalb größtenteils auf die Ergebnisse unterhalb der Halbfüllung

n < nhalb abgebildet werden (mit nhalb = 2 beim Zweibandproblem). Die Gesamtfüllung
setzt sich hierbei aus den Füllungen der verschiedenen Orbitale zusammen

n = nw + nn =
∑

σ

〈niwσ〉 +
∑

σ

〈ninσ〉 . (3.16)
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Es ergeben sich Phasendiagramme (Abb. 3.11 und 3.21) und Füllungskurven (Abb. 3.6)

spiegelbildlich für Gesamtfüllungen nhalb + δ zu Gesamtfüllungen nhalb − δ.

3.3.1 Analytische Näherungslösung des Jz-Modells in Freier Theorie

Neben der numerischen Näherungslösung ist es immer interessant, die Ergebnisse mit Hil-
fe analytisch verfügbarer Näherungslösungen zu vergleichen und zu validieren. Zu diesem
Zweck wird das Zweiband-Hubbard-Modell in der Freien Theorie behandelt, welche selbst
eine Näherungsform in der Lokalen Theorie ist [Grewe96]. Die Lokale Theorie ist eine
Störungsentwicklung in Bezug auf die interatomaren Transfermatrixelemente. Die Ver-
wendung von lokalen Kumulanten-Green-Funktionen (kurz Kumulanten) an den einzelnen
Gitterplätzen löst das excluded volume Problem formal und ermöglicht eine feynman-artige
Störungstheorie. Diese Idee [Kubo62, Hubbard64b] und ihre Anwendung auf Probleme
stark korrelierter Elektronensysteme [Kuramoto85, Vladimir90, Metzner91] sind wohlbe-
kannt.

Im Wesentlichen basiert der Ansatz auf der Zerlegung des Hamilton-Operators in einen
lokalisierten Anteil Ĥ0 und einen Transferanteil T̂

Ĥ = Ĥ0 + T̂ =
∑

ν

ĥi + T̂ , (3.17)

wobei ĥi der Hamiltonian für den einzelnen Gitterplatz i ist und den Gitterplatz exakt,

einschließlich aller lokaler Wechselwirkungen, beschreibt. Der Transferoperator T̂ enthält
alle Hybridisierungsterme zwischen verschiedenen Atomen im Gitter.

Gemäß der zentralen Idee des Ansatzes wird das isolierte ionische Problem exakt im
Vorhinein gelöst. Weil die Zahl der ionischen Zustände endlich ist, lässt es sich exakt
lösen. Für eine d-Schale jedoch ergeben sich auch hier schon 1024 mögliche Zustände, die
im Allgemeinen nicht analytisch diagonalisiert werden können. In der Praxis helfen dann
Symmetrien oder eine Beschränkung auf wenige Valenzzustände (siehe [Hubbard64a]).

Der Transferoperator lautet

T̂ =
∑

ij,mn

tmnij ĉ
†
imσ ĉjnσ (3.18)

und beschreibt den Transfer von Elektronen zwischen zwei verschiedenen Gitterplätzen.
Die Matrixelemente tmnij stellen den Überlapp des Orbitals m des Atoms i mit dem Orbital

n des Atoms j dar und reflektieren direkt die Übergangswahrscheinlichkeit des Elektrons
vom Zustand (i,m) in den Zustand (j, n).

Zur Bestimmung der Einteilchen-Green-Funktionen Gimσ,jnσ′ auf dem Gitter müssen
nun alle möglichen Wege im Gitter summiert werden. An den Kreuzungspunkten der ein-
zelnen Wege müssen Vielteilchenvertizes höherer Ordnung eingesetzt werden, die der kor-
relierten Wechselwirkung der Elektronen Rechnung tragen. Die Näherungsstufe der Freien
Theorie kann aus der Lokalen Theorie durch eine Wick-Zerschlagung der Vielteilchen-
vertizes höherer Ordnung in Produkte von Einteilchenvertizes abgeleitet werden. Dies ist
der Hubbard-I-Lösung im Einband-Fall [Hubbard63] und im Multiband-Fall [Hubbard64a]
äquivalent.

Die Näherung enthält elementare Korrelationseffekte wie den Mott-Übergang oder tem-
peraturabhängige, fraktionelle Spektralgewichte. Sie zeigt leider keine Lebensdauereffekte
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und hat eine kritische Wechselwirkung Uc = 0 für den Mott-Übergang. Für U = 0 erhält
man die exakte tight-binding-Lösung. Jede nicht-verschwindende Wechselwirkung U > 0
führt im Einbandfall zur Separation des Bands in das obere und das untere Hubbard-Band.
Der Wert der Näherung ist aber nicht zu unterschätzen, weil sie sowohl den tight-binding-
Grenzfall U = 0 als auch den entgegengesetzten Starkkopplungsgrenzfall (U/W → ∞)
exakt enthält.

Die analytische Näherungslösung des Zweibandproblems in Freier Theorie macht die
Diagonalisierung des ionischen Hamiltonians notwendig. In Unterschied zur originalen
Formulierung durch Grewe, bei der ionische Transferoperatoren zum Einsatz kommen
[Hubbard63, Grewe96], wird im Folgenden die Lehmann-Darstellung ausgenutzt und die
Green-Funktion (siehe beispielsweise [Gasser01]) direkt bestimmt

GÂB̂(z) = 1
Z

∑

l,m

〈ψl|B̂ψm〉〈ψm|Âψl〉
e−βEm + e−βEl

z − El + Em
, Im z 6= 0 . (3.19)

Für das Jz-Modell ergibt sich der großkanonische Hamiltonian (3.12) im atomaren Grenz-
fall für den einzelnen Gitterplatz i zu

lim
t/U→0

Ĥ i = − µ
∑

m,σ

n̂imσ + ∆
2

∑

σ

(

n̂im=2σ − n̂im=1 σ

)

+ U
∑

m

n̂im↑n̂im↓ + U ′∑

σσ′

n̂im=1σn̂im=2σ′ − Jz

∑

σσ′

n̂im=1σn̂im=2σ′δσσ′ .

(3.20)

Die atomaren Levels werden durch den Kristallfeldparameter ∆ separiert. Außerdem ent-
hält der Hamilton-Operator ausschließlich Besetzungszahloperatoren. Daher wird jede Ba-
sis in Teilchenzahlformulierung die Hamilton-Matrix diagonalisieren. Das Modellsystem ist
außerdem paramagnetisch und folglich spin-entartet.

Die Eigenpaare der Hamiltonmatrix für den isolierten Gitterplatz sind in Tabelle 3.1
aufgelistet. In dieser Basis wird auch die Green-Funktion (3.19) mit Â = ĉ†m,σ und B̂ = ĉn,σ′
diagonal sein:

(

Gĉ
†
mσ ĉnκ

isol

)

(z) = diag

(

G
ĉ†w↑

ĉw↑

isol (z), G
ĉ†w↓

ĉw↓

isol (z), G
ĉ†n↑ĉn↑
isol (z), G

ĉ†n↓ĉn↓
isol (z)

)

(3.21)

mit Im z 6= 0 für alle Gitterplätze i. Die Orbital des breiten (wide) und des schmalen
(narrow) Bands sind mit w respektive n indiziert.

Mit Tabelle 3.1 ergibt sich die Green-Funktion Gĉ
†
wσ ĉwσ

isol (z) gemäß (3.19) explizit zu

Gĉ
†
wσ ĉwσ

isol (z) =
1

Z

(
1 + eβ(µ+

∆
2 )

z + µ+ ∆
2

+
eβ(µ+

∆
2 ) + eβ(2µ+∆−U)

z + µ+ ∆
2 − U

+
eβ(µ−∆

2 ) + eβ(2µ+U ′−Jz)

z + µ+ ∆
2 − U ′ + Jz

+

eβ(µ−∆
2 ) + eβ(2µ+U ′)

z + µ+ ∆
2 − U ′ +

eβ(2µ−∆+U) + eβ(3µ−∆
2 −U−2U ′+Jz)

z + µ+ ∆
2 − 2U ′ + Jz

+

eβ(2µ−U ′) + eβ(3µ+
∆
2 −U−2U ′+Jz)

z + µ+ ∆
2 − U − U ′ + Jz

+
eβ(2µ−U ′+Jz) + eβ(3µ+

∆
2 −U−2U ′+Jz)

z + µ+ ∆
2 − U − U ′ +

eβ(3µ−∆
2 −U−2U ′+Jz) + eβ(4µ−2U−4U ′+2 Jz)

z + µ+ ∆
2 − U − 2U ′ − Jz

)

(3.22)
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Zustand Zahl der Teilchen Energie

|0〉 0 0

ĉ†1↑|0〉, ĉ
†
1↓|0〉 1 −µ− ∆

2

ĉ†2↑|0〉, ĉ
†
2↓|0〉 1 −µ+ ∆

2

ĉ†1↑ĉ
†
1↓|0〉 2 −2µ− ∆ + U

ĉ†2↑ĉ
†
2↓|0〉 2 −2µ+ ∆ + U

ĉ†1↑ĉ
†
2↑|0〉, ĉ

†
1↓ĉ

†
2↓|0〉 2 −2µ+ U ′ − Jz

ĉ†1↑ĉ
†
2↓|0〉, ĉ

†
1↓ĉ

†
2↑|0〉 2 −2µ+ U ′

ĉ†1↑ĉ
†
2↑ĉ

†
2↓|0〉, ĉ

†
1↓ĉ

†
2↑ĉ

†
2↓|0〉 3 −3µ+ ∆

2 + U + 2U ′ − Jz

ĉ†1↑ĉ
†
1↑ĉ

†
2↑|0〉, ĉ

†
1↑ĉ

†
1↑ĉ

†
2↓|0〉 3 −3µ− ∆

2 + U + 2U ′ − Jz

ĉ†1↑ĉ
†
1↓ĉ

†
2↑ĉ

†
2↓|0〉 4 −4µ+ 2U + 4U ′ − 2Jz

Tabelle 3.1: Eigenpaare der Hamiltonmatrix für den Hamiltonian (3.20) in Besetzungs-
zahldarstellung

für σ =↑, ↓. Hier ist Z die ionische Zustandssumme. Die Green-Funktion für das zwei-
te Band erhält man durch den Austausch ∆ → −∆. Somit sind alle Komponenten der
Matrixfunktion (3.21) bestimmt.

Im Rahmen der Freien Theorie wird die Gitter-Green-Funktion als Störungsreihe in
Transfers und lokalen Green-Funktionen formuliert werden. Um diesen Zugang deutlicher
zu machen, werden im Folgenden die lokalen Quantenzahlen m und σ für die Operatoren
und die Green-Funktionen unterdrückt und in einer Matrixformulierung kodiert [Jakobi05].
Es ergibt sich

G
ĉ†
m,σ

ĉ
n,σ′

isol (z) ≡ Gisol(z) (3.23)

tmm
′ σσ′

ij ≡ T ij . (3.24)

Die Transfermatrix ist diagonal in orbitalen Quantenzahlen m und m′ und Spinquanten-
zahlen σ und σ′. Diese Gitter-Green-Funktion kann in Form einer Dysonreihe aufsummiert
werden

Gij = Gisol

(

δij + T ijGisol +
∑

k

T ikGisolT kjGisol + . . .

)

. (3.25)

Die Näherung besteht darin, dass in den Produkten in (3.25) die Green-Funktion des
isolierten Gitterplatzes steht und nicht der Vielteilchenvertex des traversierten Gitterplat-
zes. Die Näherung durch die Freie Theorie zerschlägt alle Korrelationsfunktionen höherer
Ordnung, sodass die Gittersumme als random-walk durchführbar ist. Gl. (3.25) lässt sich
vereinfachen zu

Gij = Gisol

(

δij +
∑

k

T ikGkj

)

, (3.26)

wobei die Matrix T kj alle elementaren Transfers von Gitterplatz i nach m enthält, die also
keinen zwischenliegenden Gitterplatz streifen.
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Gleichung (3.26) lässt sich durch eine Fourier-Transformation lösen

G
k,k′

(z) = δ
k,−k′Gisol(z)



1 +
∑

k′′

T
k,k′′

G
k′′,k



 . (3.27)

Im Fall des Zweibandmodells sind die elementaren Teilchentransfers in orbitaler Quan-
tenzahl und Spinquantenzahl erhaltend. Somit ist auch die Transfermatrix T diagonal in
atomaren Quantenzahlen. Wie schon oben dargelegt, ist aber auch die atomare Green-
Funktion Gisol(z) diagonal. Daher wird die volle Green-Funktion (3.27) ebenfalls diagonal
sein. Deshalb hat jede nicht-verschwindende Komponente der Green-Funktion die Form

Gĉ
†
mσ ĉmσ
k (z) =

(

1 −Gĉ
†
mσ ĉmσ

isol (z)T ĉ
†
mσ ĉmσ
k

)−1
Gĉ

†
mσ ĉmσ

isol (z)

=
(

Gĉ
†
mσ ĉmσ

isol (z)−1 − T ĉ
†
mσ ĉmσ
k

)−1
,

wobei die zweite Impulsquantenzahl wegen G
k,k′

(z) ∝ δ
k,−k′ (ebenso T

k,k′
∝ δ

k,−k′) igno-

riert werden kann.
Man erhält die lokale Zustandsdichte durch Summation über die vollständige Brillouin-

Zone der k-Raum aufgelösten Green-Funktionen (3.28)

G
ĉ†m,σ ĉm,σ(z) =

∑

k

G
ĉ†m,σ ĉm,σ
k (z) . (3.28)

Für den nicht-wechselwirkenden Grenzfall (U = U ′ = Jz = 0) ohne Kristallfeldaufspal-
tung (∆ = 0) nimmt die ionische Green-Funktion (3.22) die einfache Form eines freien
Propagators an

Gĉ
†
mσ ĉmσ

isol (z) =
1

z + µ
. (3.29)

Fügt man (3.29) in (3.28) ein, so erhält man

Gĉ
†
mσ ĉmσ
k (z) =

1

z + µ− tk
. (3.30)

Die nicht-wechselwirkende lokale Green-Funktion kann man als Hilbert-Transformierte der
freien Zustandsdichte ρ0(ǫ) = 1

N

∑

k δ(ǫ− ǫk) schreiben

Gĉ
†
mσ ĉmσ(z) =

∫
ρ0(ǫ)dǫ

z + µ− ǫ
. (3.31)

Man kann dann aus (3.28), (3.30) und (3.31) schließen
∫
ρ0(ǫ)dǫ

X − ǫ
=
∑

k

1

X − T ĉ
†
mσ ĉmσ
k

, ImX 6= 0 . (3.32)

Analog schreibt man die lokale Green-Funktion der Freien Theorie

Gĉ
†
mσ ĉmσ(z) =

∑

k

1

Gĉ
†
mσ ĉmσ

isol (z)−1 − T ĉ
†
mσ ĉmσ
k

=

∫
ρ0(ǫ)dǫ

Gĉ
†
mσ ĉmσ

isol (z)−1 − ǫ
,

ImGĉ
†
mσ ĉmσ

isol (z) 6= 0 ∀ z . (3.33)
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Die freie Zustandsdichte für das Bethe-Gitter ist

ρ0,Bethe(ǫ) =
1

πtα

√

1 −
(

ǫ
2 tα

)2
(3.34)

mit der Hybridisierungsamplitude tα (α = w,n für breites (wide) und schmales (nar-
row) Band). Durch Einsetzen der lokalen Green-Funktion (3.22) in (3.33) erhält man die
analytische Näherungslösung des Zweibandmodells (3.12) in Freier Theorie

Gĉ
†
wσ ĉwσ (z) =

∫
ρ0,Bethe(ǫ, t = tw)dǫ

Gĉ
†
wσ ĉwσ

isol (z)−1 − ǫ

Gĉ
†
nσ ĉnσ(z) =

∫
ρ0,Bethe(ǫ, t = tn)dǫ

Gĉ
†
nσ ĉnσ

isol (z)−1 − ǫ
(3.35)

für schmales und breites Band beziehungsweise die volle Green-Funktion

(

Gĉ
†
mσ ĉnκ

)

(z) = diag

(

G
ĉ†w↑

ĉw↑(z), G
ĉ†w↓

ĉw↓(z), G
ĉ†n↑ĉn↑(z), G

ĉ†n↓ ĉn↓(z)

)

(3.36)

als analytische Näherung der Einteilchenlösung des Zweiband-Hubbard-Modells. Mit die-
sem Ergebnis werden die numerischen Resultate verglichen.

3.3.2 Das Jz-Modell bei Teilchen-Loch-Symmetrie

Für den teilchen-loch-symmetrischen Fall ist die Gesamtfüllung n = nhalb = 2, der Kristall-
feldparameter ∆ = 0 und die Spektralfunktionen sind invariant unter der Transformation
ω → −ω. Ebenso sind die partiellen Füllungen der Bänder festgelegt nw = nn = 1.0.
Die diesbezüglichen Ergebnisse der Arbeitsgruppe, die vor Beginn dieser Arbeit erzielt
wurden [Knecht06, Knecht05], sollen hier nur kurz referiert werden. Mit zunehmender
Wechselwirkung, ausgehend vom nicht-wechselwirkenden Fall und bei ausreichend niedri-
ger Temperatur, durchlaufen beide Bänder konsekutive Mott-Übergänge. Für ausreichend
schwache Wechselwirkung (U < Uc1 ≈ 2.1) sind die Elektronen beider Bänder itinerant
und damit metallisch. Für eine starke Wechselwirkung (U > Uc2 ≈ 2.6) werden beide
Bänder isolierend, die Elektronen sind lokalisiert. Im Zwischenbereich Uc1 < U < Uc2

ist das eine Band metallisch, das andere ist isolierend. Leichte Variationen in der Tem-
peratur ändern das Ergebnis nur unwesentlich [van Dongen06]. Dies ist gut zu verste-
hen, wenn man das Zweiband-Modell mit einem Modell zweier unterschiedlicher Bänder
vergleicht, dessen einzelne Bänder Mott-Übergänge gemäß der Bandbreite tm/U durch-
laufen. In Abbildung 3.5 sind Spektralfunktionen für metallische, orbital-selektive Mott
und isolierende Phase dargestellt. Eine ausführliche Diskussion findet sich in der Literatur
[Knecht06, Knecht05, van Dongen06, Blümer07b].

3.3.3 Das dotierte Jz-Modell

Wie schon in der Einführung des Abschnitts angesprochen, ergibt sich durch die Kristall-
feldsymmetrie ∆ = 0 eine Symmetrie für verschiedene Observablen wie Füllungen, Spek-
tren oder auch die abgeleiteten Phasendiagramme in Bezug auf den halbgefüllten Fall nhalb.
Für den kristallfeldsymmetrischen Fall beschränkt sich damit die folgende Diskussion der
Ergebnisse, und es werden nur Systeme mit einer Gesamtfüllung n > nhalb betrachtet. Die
eigenen Resultate für das dotierte Jz-Modells wurden publiziert in [Jakobi09].

54



3.3 Orbital-selektive Mott-Übergänge

Abbildung 3.5: Spektralfunktionen bestimmt mit DMFT(QMC) für eine (a) metallische
(U = 1.8 < Uc1), eine (b) orbital-selektive Mott- (U = 2.15) und eine
(c) isolierende Phase (U = 2.8 > Uc2) für das teilchen-loch-symmetrische
Modell (n = nhalb = 2, ∆ = 0) [Blümer09].

Band-selektive Füllungen

Die band-selektiven Füllungen sind für verschiedene Wechselwirkungen 1.8 ≤ U ≤ 2.8 als
Funktion der Gesamtfüllung in Abb. 3.6 abgebildet. Für kleine Abweichungen vom halb-
gefüllten Fall trägt ausschließlich das breite Band zur Dotierung des Systems bei, während
das schmale Band in sehr guter Näherung halbgefüllt bleibt. In Konsequenz gilt für das
System in diesem schwach dotierten Bereich nw ≃ n− 1, das schmale Band ist inkompres-
sibel und isolierend. Man erwartet, dass sich der Dotierungsbereich, in welchem nur das
breite Band die Füllung kompensiert, mit zunehmendem U ausbreitet, da der Abstand
der ionischen Zustände mit U zunimmt. Diese Bereiche werden durch scharfe Knicke in
den partiellen Füllungskurven begrenzt, die abseits dieser Bereiche sehr steil, nahezu line-
ar ansteigen: Hier werden dann zusätzliche Elektronen auch im schmalen Band platziert,
d.h. die Dotierung findet in beiden Bändern statt. Folglich schwächt sich die Steigung
der Füllungskurve für das breite Band signifikant ab. Die korrespondierende Phasengren-
ze wird später diskutiert. Man beachte, dass sich die Füllungskurven für schmales und
breites Band in Abb. 3.6 bei n ≃ 2.4 kreuzen, mit einer leichten Abhängigkeit von der
Wechselwirkung U (siehe dazu auch Abb. 3.11).

Doppelbesetzungen

In Abb. 3.7a werden die DMFT(QMC)-Ergebnisse für die intraorbitale Doppelbesetzung

〈n̂im↑n̂im↓〉 (m ∈ {w,n}) des breiten (wide) und des schmalen (narrow) Bands präsentiert.
Im schwach dotierten Bereich (n < 2.1) der OSMP (mit U & 2.2) ist die intraorbitale
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Abbildung 3.6: Band-selektive Teilchenzahlen nw, nn für das Zweibandmodell in Abhän-
gigkeit der Gesamtfüllung n für verschiedene Wechselwirkungen U . Offene
Symbole stellen das schmale, geschlossene Symbole das breite Band dar.

Doppelbesetzung für das schmale Band stark unterdrückt: Wie es sich auch in den Fül-
lungskurven darstellt, ist das Orbital des schmalen Bands effektiv nur einfach besetzt, die
einzelnen Elektronen sind lokalisiert. In diesem Bereich (n . 2.1) nimmt die Doppelbe-
setzung des breiten Bands deutlich mit zunehmender Coulomb-Wechselwirkung U ab. Im
stärker dotierten Bereich (n & 2.1) kehrt sich die Situation um: Die Doppelbesetzung wird
im schmalen Band mit zunehmender Wechselwirkung unterdrückt, während die intraorbi-
tale Doppelbesetzung für das breite Band nahezu wechselwirkungsunabhängig wird.

Wie sich noch zeigen wird, sind beide Bänder in diesem Bereich metallisch und zei-
gen signifikante Zustandsdichten im Bereich der Fermi-Kante, wobei die des schmalen
Bands erheblich größer ist. Folglich nehmen die mittlere Füllung und die Konzentration
doppelt besetzter Orbitale schneller im schmalen Band zu als im breiten Band für Fül-
lungen n & 2.1. Wie auch bei den Füllungskurven ergibt sich ein Kreuzungspunkt für
die intraorbitalen Doppelbesetzungen, d.h. ein Punkt, bei dem beide Orbitale gleicher-
maßen wahrscheinlich doppelt besetzt werden, bei n ≃ 2.5. Für Füllungen n & 2.5 ist
die Doppelbesetzungswahrscheinlichkeit des schmalen Bands damit größer. Die schwache
U -Abhängigkeit im mittleren Dotierungsbereich legt nahe, dass die Schwachkopplungs-
störungstheorie das Verhalten gut beschreiben wird. Dies wird in einem der folgenden
Absätze weiter diskutiert werden. Die Kreuzungspunkte und die scheinbare Wechselwir-
kungsunabhängigkeit lassen sich deutlich in Abb. 3.7b sehen, wo QMC Ergebnisse für die
intraorbitalen Doppelbesetzungen für das gesamte Dotierungsspektrum 2 ≤ n ≤ 4 dar-
gestellt sind. Die Ergebnisse in Schwachkopplungsstörungstheorie (Hartree-Fock) und die
wechselwirkungsfreien Resultate sind zum Vergleich ebenfalls eingetragen. Die Ableitung
der Hartree-Fock-Gleichungen findet sich in Anhang A.2.
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Abbildung 3.7: Intraorbitale Doppelbesetzung für verschiedene Wechselwirkungen U als
Funktion der Füllung für das Zweibandmodell. Für das breite Band (ge-
schlossene Symbole) zeigt sich in (a) für einen kleineren Dotierungsaus-
schnitt und in (b) für den gesamten Dotierungsbereich 2 ≤ n ≤ 4, dass
die intraorbitale Doppelbesetzung für Füllungen n & 2.2 nahezu unabhän-
gig von den mittleren Wechselwirkungen U ist. In (b) sind zusätzlich die
Ergebnisse in Hartree-Fock für U = 0 (schwarz) und U = 2.4 (grau) zum
Vergleich eingetragen.
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Abbildung 3.8: (a) Zustandsdichte des rigid band-Modells für eine halbelliptische Bethe-
Zustandsdichte und BandbreitenWn = 2, Ww = 4 für eine Wechselwirkung
U ≃ 2.4. (b) Bandspezifische Füllung für das rigid band-Modell, verglichen
mit den numerischen QMC-Resultaten für U = 2.4 und T = 1/40. Ganz
offenkundig beschreibt das Verhalten des rigid band-Modells die numeri-
schen Resultate recht gut: Das Pinning der Füllung des schmalen Bands
wird treffend abgebildet.

Der wesentliche Mechanismus, der die band-selektiven Füllungen und Doppelbesetzun-
gen im schwach dotierten Bereich beschreibt, kann auf Grundlage eines einfachen rigid
band-Modells8 mit zwei verschiedenen Bändern und ausschließlich intraorbitaler Kopplung
verstanden werden. Ein Vergleich der band-spezifischen Füllungen des rigid band-Modells
(siehe Abb. 3.8) mit denen der QMC-Ergebnisse zeigt eine gute Übereinstimmung für klei-
ne Dotierungen mit n . 2.1. Folglich lassen sich das Pinning und die Lokalisierung der
Elektronen für das schmale Band als Konsequenz der Einteilchenlücke im Spektrum ver-
stehen. Nimmt man außerdem an, dass die intraorbitale Doppelbesetzung für das schmale
Band eine Funktion der Füllung ist (siehe dazu minimale und maximale Doppelbesetzun-
gen in Abb. 3.9), so muss diese in diesem Dotierungsregime ebenfalls gepinnt sein; dies
stimmt völlig mit den numerischen Ergebnissen in QMC überein.

Der Gültigkeitsbereich des rigid band-Modells ist natürlich beschränkt und gilt nur für
eine Gesamtfüllung n < 2.1. Im Unterschied zum QMC-Resultat wächst die Teilchenzahl
im breiten Band schneller mit zunehmender Gesamtfüllung an als im schmalen Band.
Diese Abweichungen lassen sich durch Korrelationen in der metallischen Phase (n > 2.1)
erklären, die die Ausbildung einer Kondo-Resonanz in beiden Bändern verursachen und

8Für das hier verwendete rigid band -Modell werden an der Position der Einteilchenanregung ǫ und der
Zweiteilchenanregung ǫ+ U freie Elektronendispersionen angenommen.
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Abbildung 3.9: Intraorbitale Doppelbesetzung als Funktion der Wechselwirkung U für eine
Gesamtfüllung n = 3 (Quadrate). Im Wechselwirkungsbereich 2.5 . U . 5
ist die intraorbitale Doppelbesetzung nur schwach von der U abhängig.
Dichteabhängige obere und untere Grenze ergeben sich aus minimaler (grü-
ne Linien) und maximaler (blaue Linien) Korrelation. Im Inset ist das Qua-
siteilchengewicht der beiden Bänder abgebildet. Zu beachten ist, dass die
Doppelbesetzung und das Quasiteilchengewicht für das schmale Band grö-
ßer sind, auf Grund der größeren Füllung im schmalen Band bei n = 3.0.

im Bereich der Fermi-Kante damit eine erhebliche Abweichung der rigid band-Modell Er-
gebnisse von den QMC-Ergebnissen und auch der realen Situation bewirken.

Im Folgenden wird die bemerkenswert schwache Abhängigkeit der intraorbitalen Wech-
selwirkung des schmalen und des breiten Bands für n & 2.5 diskutiert werden. Bevor die
Ergebnisse mit störungstheoretischen Ergebnissen verglichen werden, wird die sehr schwa-
che Abhängigkeit der Doppelbesetzungen für eine Gesamtteilchenzahl n = 3 über einen
weiten Wechselwirkungsbereich 0 ≤ U . 7 illustriert. In Abb. 3.9 zeigt sich tatsächlich,
dass die Doppelbesetzungen nahezu unverändert über einen sehr breiten Wechselwirkungs-
bereich sind. Angesichts der Tatsache, dass diese für 2 . U . 4 praktisch konstant sind,
lässt sich eine Übereinstimmung der QMC-Resultate mit Ergebnissen einer Schwachkopp-
lungsstörungstheorie erwarten. Wie sich in Abb. 3.7b zeigt, sind die Ergebnisse konsistent.
In Abb. 3.7b ist offenkundig, dass das breite Band zumindest für n . 3 besser mit der
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Störungstheorie übereinstimmt als das schmale, ganz in Übereinstimmung mit der Erwar-
tung, da die effektive Wechselwirkung (bezogen auf die Bandbreite) für das schmale Band
größer ist als für das breite Band. Dies wird auch bestätigt, wenn man einen direkten
Blick auf die Quantenfluktuationen wirft (Abb. 3.10), die die Korrelationseffekte um die
Hartree-Fock-Lösung herum auflösen. Tatsächlich sind diese Fluktationen für das schmale
Band im Bereich kleiner Dotierung n . 2.7 am größten. Die hervorragende Übereinstim-
mung der QMC-Ergebnisse für das schmale Band mit denen der Störungstheorie für starke
Dotierung n & 3.4 ergibt sich zwangsläufig aus der Abwesenheit einfach- und unbesetz-
ter Orbitale im schmalen Band. Hier ist das schmale Band fast vollständig, d.h. mit zwei
Elektronen pro Gitterplatz, gefüllt.

Zwischen einer isolierenden Starkkopplungsphase und einer metallischen Schwachkopp-
lungsphase erwartet man einen Metall-Isolator-Übergang. Wie schon in der Einführung
zu Abschnitt 3.3 erwähnt, wurden weitere Mott-Phasen, sogar mit vergleichbarer, kriti-
scher Wechselwirkung, bei Viertel- und Dreiviertelfüllung schon in früheren QMC-Unter-
suchungen des SU(4) symmetrischen Zweiband-Modells gefunden [Rozenberg97]. Ein we-
sentlicher Unterschied zur hier betrachteten Situation ergibt sich aus der Vernachlässigung
der Austauschkopplung, welche die Mott-Phasen bei Viertel- und Dreiviertelfüllung deut-
lich unterdrückt und die kritischen Wechselwirkungen erheblich erhöht. Damit verschieben
sich bei diesen Füllungen die Phasengrenzen zu viel größeren kritischen Wechselwirkungen
Uc. Das lässt sich leicht einsehen, wenn man die Energiekosten einer Ladungsfluktuation im
atomaren Limes vergleicht: 1

4U bei n = 1 oder n = 3, verglichen mit 7
4U bei n = 2; beides

für J = U/4, U ′ = U/2. Das wurde numerisch für SU(2) symmetrische Wechselwirkungen
bestätigt [Inaba07]. Im hier dargelegten Fall wird sich das System metallisch verhalten
(bei n = 3) bis zu einer kritischen Wechselwirkung Uc & 20, was deutlich oberhalb der mit
QMC zugänglichen Wechselwirkungen ist.

Mit den Daten in Abb. 3.9 lässt sich klar ein Phasenübergang bei n = 3 und U . 7
ausschließen: Die Doppelbesetzung und auch das Quasiteilchengewicht (Inset) sind absolut
glatte Funktionen der Wechselwirkung, d.h. sie haben keine Unstetigkeiten und zeigen auch
keine Hysterese, wie es für einen Metall-Isolator Übergang typisch wäre.

Das Phasendiagramm

In diesem Abschnitt wird das Phasendiagramm des Systems als Funktion der Wechselwir-
kung U und der Gesamtfüllung n im Hinblick auf dessen Metallizität diskutiert. Das Zwei-
bandmodell zeigt drei Phasen: Eine isolierende Phase des Zweibandmodells, eine orbital-
selektive Mott-Phase (OSMP), in welcher das eine Band metallisch ist, das andere isolie-
rend und eine metallische Phase, bei der keines der Bänder isolierend ist. Bekanntermaßen
existieren alle drei Phasen schon bei Halbfüllung (n = 2) in teilchen-loch-symmetrischer
Konfiguration, wo sich die Phasengrenzen für Uc1 ≃ 2.1 zwischen metallischer Phase und
OSMP und für Uc2 ≃ 2.6 zwischen OSMP und isolierender Phase ergeben.

Für das dotierte System (n 6= 2) ergibt sich schon aus der Betrachtung der band-
selektiven Füllungen und der intraorbitalen Doppelbesetzungen, dass das schmale Band
für nicht allzu schwache Wechselwirkungen U und bei schwachem Doping im isolierenden
und halb-gefüllten Zustand fixiert bleibt. Da sich in diesem Bereich die Teilchenzahl des
breiten Bands wesentlich mit der Gesamtteilchenzahl ändert (gemäß nw ≃ n−1), erwartet
man, dass das breite Band für diese (U, n)-Werte metallisch sein muss. Entsprechend ist das
Pinning des schmalen Bands ein Maß für die Existenz einer OSMP. Alternativ dazu stellt
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Abbildung 3.10: Die ↑↓-Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion für Gesamtfüllungen n & 2.2,
die den Quantenfluktuationen der intraorbitalen Doppelbesetzung um das
unkorrelierte Limit entsprechen. Die Korrelationen sind gewöhnlich ne-
gativ, weil die erhöhte ↑-Dichte auf einem Gitterplatz eine reduzierte ↓-
Dichte bedingt. Bei festgehaltener Wechselwirkung U nimmt die Amplitu-
de der Korrelationsfunktion monoton mit der Gesamtfüllung ab, weil der
verfügbare Phasenraum für Dichtefluktuationen mit zunehmender Dotie-
rung abnimmt.

man fest, dass bei größerer Dotierung beide Bänder ihre Füllung mit der Gesamtfüllung
ändern, was ein Hinweis auf die Metallizität beider Bänder ist. Man erwartet, dass in der
paramagnetischen Phase keine isolierenden Zustände gleichzeitig für beide Bänder existie-
ren, weil wenigstens eines der Bänder eine fraktionelle Füllung aufweist und unbesetzte
elektronische Zustände an der Fermi-Kante besitzt.

Zusammenfassend ergibt sich für die paramagnetische Phase ein sehr einfaches Kriterium
für die OSMP als Funktion von Dotierung n und Wechselwirkung U auf Basis der band-
selektiven Füllungen: Falls das schmale Band abseits der Halbfüllung fixierte Füllung zeigt,
ist das System in einer OSMP, ansonsten ist es metallisch.9

Das Phasendiagramm, wie es auf dem obengenannten Kriterium (und den band-spezi-
fischen Füllungen nn(n) and nw(n)) basiert, ist in Abhängigkeit von der Gesamtfüllung in
Abb. 3.11 für moderate Wechselwirkungen U ≤ 3 und schwache Dotierung n . 2.2 darge-
stellt. Man stellt fest, dass die isolierende Phase, die - wie oben argumentiert - nur bei Halb-
füllung existieren kann, eingebettet ist in eine OSMP, die von U ≃ 2.1 bis U = ∞ reicht und

9Selbstverständlich muss dieses Kriterium zur Bestimmung des Phasendiagramms mit der Betrachtung
anderer Observabler überprüft werden, die Aufschluss über die dynamischen Eigenschaften des Systems
geben. Es zeigt sich, dass die Spektren des breiten und des schmalen Bands an der Fermi-Kante in vollem
Einklang mit dem Phasendiagramm stehen und zu den gleichen Ergebnissen führen.
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Abbildung 3.11: Orbital-selektives Mott-Phasendiagramm des Zweibandmodells für Ge-
samtteilchenzahlen 1.85 ≤ n ≤ 2.6. Für eine Wechselwirkung U < Uc1,
sind beide Bänder bei jeder Dotierung metallisch. Die isolierende Phase
bei Halbfüllung (schwarze Linie) existiert nur für U > Uc2.

selbst wiederum in eine rein metallische Phase eingebettet ist. Wie sich in der Abbildung
sehen lässt, können diese metallischen Zustände bei fixer Wechselwirkung U & 2.1 nur für
eine endliche, nicht-verschwindende Dotierung existieren. Dieses QMC-Phasendiagramm
ist in qualitativer Übereinstimmung mit Ergebnissen variationeller Rechnungen [Rüegg05].
Zu bemerken ist, dass das breite Band in der die OSMP bei Halbfüllung in einem Nicht-
Fermi-Flüssigkeitszustand ist [Blümer07b]. Auf Grund von Stetigkeitsargumenten ist daher
zu erwarten, dass die OSMP bei Dotierung ebenfalls in einem Nicht-Fermi-Flüssigkeits-
zustand ist. Hinweise auf einen derartigen Nicht-Fermi-Flüssigkeitszustand lassen sich in
der Selbstenergie und dem Quasiteilchengewicht finden und werden weiter unten disku-
tiert.

Das Phasendiagramm in Abb. 3.11 ist in guter Übereinstimmung mit dem Phasendia-
gramm des Grundzustands in der Literatur im SU(2) symmetrischen Limit (Jz = J⊥ =
U/4) [Inaba07]. Die kritischen Wechselwirkungen bei Halbfüllung unterscheiden sich leicht
(ca. 10%). Für starke Wechselwirkungen U & 3 ist die OSMP im SU(2)-Fall jedoch stärker
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ausgedehnt.

Die rein metallische Phase in Abb. 3.11 lässt sich in zwei Domänen aufteilen, je nachdem
welches der beiden Orbitale stärker dotiert ist (siehe auch Abb. 3.6). Die OSMP ist in eine
Domäne eingebettet, in welcher das breite Band den größeren Anteil an Elektronen besitzt,
welche wiederum in eine Domäne eingebettet ist, in der das schmale Band den größeren
Anteil der Elektronen hat. An der Grenze zwischen diesen beiden Domänen (grau ge-
strichelte Linie) ist die Teilchenzahl in beiden Bändern gleich, was den Kreuzungspunkten
der Füllungskurven bei fester Wechselwirkung in Abb. 3.6 entspricht. Der Starkwechselwir-
kungslimes dieser Crossover-Grenze konvergiert gegen n = 3.0 für U → ∞. Man erwartet
nämlich, dass in allen Mott-Phasen beide Bänder asymptotisch gleichermaßen gefüllt wer-
den, im Besonderen auch bei Dreiviertelfüllung (mit Uc & 20, siehe [Inaba07]). Daher sollte
die Crossover-Grenze entweder ihre Fortsetzung in der Mott-Phasenlinie finden oder gegen
diese für U > Uc konvergieren.

Spektralfunktionen

Neben den statischen Observablen sind gerade die dynamischen Größen, darunter die
Spektralfunktionen, besonders interessant. Das spektrale Gewicht um die Fermi-Kante
ist ein konkretes Maß für das Quasiteilchengewicht der Elektronen. Weil in der QMC-
Rechnung die Green-Funktionen an der imaginären Achse bestimmt werden, steht die
Spektralfunktion nicht direkt als Observable zur Verfügung (siehe dazu auch Abschnitt
2.1 und im Detail Abschnitt 2.1.2). Die Green-Funktion muss daher analytisch fortgesetzt
werden. Dies geschieht in dieser Arbeit mit Hilfe der Maximum-Entropie-Methode (MEM,
siehe Anhang A.5).

Um die Dotierungsabhängigkeit und den Einfluss eines zweiten Bands besser zu verste-
hen, ist es hilfreich, die Spektralfunktionen des Zweibandmodells mit denen einer Einband-
Rechnung zu vergleichen. So lässt sich relativ klar erkennen, was generische Einbandeffekte
sind und was durch das zusätzliche Orbital verursacht wird.

Die Spektralfunktionen des breiten Bands für das Zweibandmodell werden in Abb. 3.12a
(links) den Spektralfunktionen eines Einbandmodells für identische Parameter gegenüber-
gestellt Abb. 3.12b (rechts). Das Einbandmodell entspricht dem Grenzfall des Zweiband-
modells mit verschwindender interorbitaler Kopplung (U ′ → 0, Jz → 0). Die Spektral-
funktionen des breiten Bands in Abb. 3.12a sind charakteristisch für eine typische Zu-
standsdichte des breiten Bands in der OSMP. Kleine Änderungen in der Wechselwirkung
U verändern das Bild nur unwesentlich.

Im Zweibandmodell ist das Spektrum stärker verbreitert als im Einbandmodell. Dies
lässt sich mit einer höheren Streuamplitude im Zweibandmodell erklären, da in diesem
mehr wechselwirkende Elektronen existieren und damit mehr Wechselwirkungskanäle of-
fen sind. Im Einbandfall (Abb. 3.12b, rechts) ist die Kondo-Resonanz stärker ausgeprägt
und die Täler zwischen Quasiteilchenresonanz und Hubbard-Bändern treten, im Beson-
deren bei den schwächer dotierten Spektren, deutlicher hervor. Im Zweibandmodell zeigt
sich im schwach dotierten Bereich zusätzlich eine kleine Vertiefung im Spektrum an der
Fermi-Kante. Dieses Phänomen ist gut bekannt aus einer früheren Arbeit [Knecht05] und
kann dem Nicht-Fermi-Flüssigkeitsverhalten in der OSMP zugeordnet werden. Die gleiche
Art Vertiefung findet sich in der Hubbard-III-Lösung oder, gleichwertig dazu, auch in der
exakten Lösung des halbgefüllten Falicov-Kimball Modells, welches eine Nicht-Fermi-Flüs-
sigkeit beschreibt. Man beachte, dass die Vertiefung im Spektrum bis hin zu n = 2.10, der
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Abbildung 3.12: Spektralfunktionen für verschiedene Gesamtfüllungen nahe der Halbfül-
lung (a) für das breite Band im Zweibandmodell mit einer Wechselwir-
kung U = 2.4 und (b) für ein Einbandmodell mit identischen Parametern
(Bandbreite W = 4, Wechselwirkung U = 2.4, Temperatur T = 1/40).
Die Spektren verschiedener Füllung sind äquidistant verschoben, damit
sie besser unterscheidbar sind. Die Gesamtfüllung des Systems nimmt
von vorne nach hinten zu, für das Zweibandmodell (a) von n = 2.00 in
Schritten von ∆n = 0.01 hin zu n = 2.00. Die Füllung im Einbandfall (b)
ist so eingestellt, dass das gegenübergestellte Spektrum auf gleicher Höhe
dieselbe Füllung hat. Die feinen Strukturen an der Fermi-Kante (beson-
ders auffällig in (b), hinten) sind auf numerisches Rauschen bei der MEM
zurückzuführen.

Phasengrenze der OSMP für U = 2.40, besteht. Für größere Füllungen ist die Vertiefung
in der Spektralfunktion nicht mehr vom unvermeidlichen numerischen Rauschen zu unter-
scheiden. Im Einbandfall treten ebenfalls Vertiefungen an der Fermi-Kante auf, die aber
sehr viel schwächer ausgeprägt sind und daher ausnahmslos auf numerisches Rauschen
zurückgeführt werden können.

Das schmale Band ändert sich beim Eintritt in die OSMP stärker. Daher wird hier
das schmale Band für verschiedene Wechselwirkungen dem Resultat für ein vergleichbares
Einbandmodell gegenübergestellt. Hierfür wird eine auf die kritische Wechselwirkung des
Mott- bzw. des OSMP-Übergangs bezogene Wechselwirkungsstärke definiert mit Ũ (1) ≡
U/U

(1)
c und Ũ (2) ≡ U/U

(2)
c für das Ein- und das Zweibandmodell. Die numerischen Werte

sind ungefähr durch

U (1)
c ≈ 2.35 Einbandmodell

U (2)
c ≈ 2.10 Zweibandmodell

gegeben. Die Parametersets für das schmale und das breite Band werden als vergleichbar
verstanden, wenn ihre skalierten Größen Ũ gleich sind.10

10In der tatsächlichen QMC-Rechnung muss beachtet werden, dass die kritischen Wechselwirkungen leicht
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Ein derartige Reskalierung der Wechselwirkung ist notwendig, weil der relevante Pa-
rameter Ũ − 1 (d.h. der Abstand von der Mott-Phasengrenze) und im Besonderen sein

Vorzeichen ist. Nur kleine Änderungen in der kritischen Wechselwirkung U
(i)
c haben im

interessierenden Phasenbereich einen deutlichen Einfluss auf genau diesen Abstand. Mit
der Reskalierung der Energieskala über eine kritische Wechselwirkung müssten auch die
anderen Energievariablen (wie Frequenzen, Temperaturen, etc.) reskaliert werden. Weil
aber die kritischen Wechselwirkungen nur um . 10% voneinander abweichen, sind die Ef-
fekte weniger deutlich und machen den quantitativen Vergleich schwieriger. Es ist nicht zu
erwarten, dass beispielsweise Temperaturänderungen im Bereich von 10% die Observablen
nennenswert ändern. Auch ist es im Fall des breiten Bands (siehe Abb. 3.12) inadäquat,
weil ja hier die kritische Wechselwirkung des Zweibandsystems im Kontext des Metall-
OSMP-Übergangs definiert ist, das verglichene Einbandmodell jedoch bis hin zu U . 4.7
metallisch bleibt.

Für das schmale Band findet ein Metall-Isolator-Übergang statt, sobald die relative
Wechselwirkung den kritischen Wert Ũ = 1 passiert. Daher sind die Änderungen im Spek-
trum des schmalen Bands sehr viel deutlicher als im breiten Band. Für das schmale Band
werden daher ein Wechselwirkungsverhältnis Ũ unterhalb und eines oberhalb des Metall-
Isolator-Übergangs diskutiert. Die Spektren sind in Abb. 3.13 für das Zweibandmodell
(linke Spalte 3.13a,c) und für das vergleichbare Einbandmodell (rechte Spalte 3.13b,d)
dargestellt.

Für eine relative Wechselwirkung Ũ ≃ 0.95 unterhalb des Metall-Isolator-Übergangs
lässt sich in Abb. 3.13a,b feststellen, dass nahe der Halbfüllung die Kondo-Resonanz für
das schmale Band im Zweibandmodell erheblich schmaler ist als für das Einbandmodell.
Im schmalen Band wird mehr spektrales Gewicht von der Fermi-Kante weg hin zu den
Hubbard-Bändern verschoben, sodass die Vertiefungen zwischen Resonanz und Hubbard-
Bändern deutlich schwächer ausgeprägt sind und auch die Hubbard-Bänder in Abb. 3.13a
näher an der Fermi-Kante liegen als im Einbandfall in Abb. 3.13b. Die Vertiefungen zwi-
schen Kondo-Resonanz und Hubbard-Bändern sind im Einbandfall etwas deutlicher, im
Besonderen für stärkere Dotierung. Ansonsten sind sich die Spektren recht ähnlich.

Oberhalb des Metall-Isolator-Übergangs Ũ ≃ 1.11−1.14 ist das schmale Band des Zwei-
bandmodells für leichte Dotierungen (n . 2.06) in einem Mott-Zustand (Abb. 3.13c). Das
ist im Einklang mit den bisherigen Beobachtungen bezüglich der Fixierung der Teilchen-
zahlen für leichte Dotierungen im schmalen Band. Trotz fester Teilchenzahl (nn ≃ 1) lässt
sich aber in Abb. 3.13c feststellen, dass sich die Form der Hubbard-Bänder im schmalen
Band erheblich ändert: Für große Dotierung (n & 2.15) ist die Vertiefung zwischen Kondo-
Resonanz und Hubbard-Bändern im Zweibandfall viel flacher als im Einbandfall, ganz wie
es auch für die schwächere Wechselwirkung schon festzustellen war. Das obere Hubbard-
Band passiert die Fermi-Kante, und die Kondo-Resonanz entwickelt sich in Ein- und in
Zweibandfall gleichermaßen. Für das schmale Band ist die Resonanz stark unterdrückt,
und die Umgebung der Fermi-Kante wird durch das obere Hubbard-Band dominiert. Hier
findet sich auch keine klare Vertiefung mehr zwischen Vielteilchenresonanz und oberem
Hubbard-Band. Im Unterschied dazu entwickelt das Einbandmodell eine gut differenzierte
und scharfe Kondo-Resonanz, die von dem tieferen Hubbard-Band eindeutig durch eine
Lücke getrennt ist.

von der Trotter-Diskretisierung abhängen. Nicht jedes Verhältnis Ũ kann aufgelöst werden, weil die
Rechnungen für diskrete U ausgeführt werden und die kritischen Wechselwirkungen Uc ohnehin nur
ungefähr bekannt sind, sodass eine leichte Diskrepanz der Verhältnisse Ũ (1) und Ũ (2) entsteht.
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Abbildung 3.13: Spektralfunktionen für verschiedene Wechselwirkungsverhältnisse Ũ für
das schmale Band im Zweibandmodell (linke Spalte) und für ein Ein-
bandmodell (rechte Spalte). Spektren in einer Zeile haben ungefähr die
gleiche relative Wechselwirkung Ũ . Im Zweibandfall (links) variiert die
Gesamtteilchenzahl von 2 ≤ n ≤ 2.2 in Schritten von ∆n = 0.01. Die
Spektralfunktionen sind gemäß ihrer Teilchenzahl vertikal verschoben.
Im Einbandfall (rechte Spalte) variiert die Füllung ungleichmäßig und
ist derart eingestellt, dass gegenüberliegende Spektren (links) exakt die
gleiche (partielle) Füllung haben (d.h. nn im Zweibandmodell ist gleich
der Teilchenzahl n im Einbandmodell).

Die interorbitalen Wechselwirkungen führen zu zusätzlichen Streukanälen, was eine cha-
rakteristische Verbreiterung der Vielteilchenresonanz im Zweibandmodell im Vergleich
zum Einbandmodell verursacht. Außerdem werden die ionischen Anregungsenergien des
Einbandmodells bei ǫ und ǫ + U im Zweibandmodell durch die interorbitalen Wechsel-
wirkungen weiter aufgespalten (siehe ionische Lösung in Tab. 3.1) und führen zu einer
Verbreiterung der Zustandsdichten in den Hubbard-Bändern. Dieser Effekt wird für das
schmale Band deutlicher, weil die Bandbreite des schmalen Bands relativ zu den Wechsel-
wirkungen kleiner ist. In den Spektralfunktionen überlagern sich beide Effekte und sind
gerade im Energiebereich zwischen oberem Hubbard-Band und Fermi-Kante nicht zu dif-
ferenzieren.

Spektrales Gewicht an der Fermi-Kante

Anhand des spektralen Gewichts an der Fermi-Kante lässt sich ein metallischer von einem
isolierenden Zustand unterscheiden. Insbesondere für die hier betrachtete Situation mit
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Abbildung 3.14: Spektrales Gewicht an der Fermi-Kante für das Zweibandmodell. Die ge-
strichelten Linien stellen das spektrale Gewicht gemäß Luttingers Theo-
rem dar. Alle durchgezogenen Linien dienen nur der Orientierung.

gut separiertem unteren Hubbard-Band lässt sich dadurch die Mott-Phase identifizieren.
Die Ergebnisse sind in Abb. 3.14 für breites und schmales Band dargestellt. In der DMFT
wird nach [Müller-Hartmann89] der Wert der Spektralfunktion an der Fermi-Kante im
Grundzustand von Einbandmodellen auf Grund der Wechselwirkung nicht geändert. Dies
ist eine direkte Konsequenz aus Luttingers Theorem. Der Beweis ist direkt anwendbar auf
Hamiltonians, welche diagonal in orbitaler Quantenzahl und Spinquantenzahl sind, wie
es auch das Jz-Modell (3.12) in dieser Arbeit ist. Daher lassen sich Luttingers Theorem
und Müller-Hartmanns Beweis direkt auf das hier betrachtete Modell übertragen, sofern
die Selbstenergie Fermi-Flüssigkeitseigenschaften hat: ImΣ(ω ± iδ) = ∓O(ω2) (ω → 0).
Vergleichbare Argumente lassen sich auch in [Held06] finden. Zum Vergleich ist daher in
Abb. 3.14 auch das spektrale Gewicht gemäß Luttingers Theorem abgebildet (gestrichelte
Linien).

In Abb. 3.14 wird klar, dass die Übereinstimmung zwischen den spektralen Gewichten
Aw(0) für das breite Band und für das schmale Band An(0) (Spektralfunktion ausgewertet
an der Fermi-Kante) mit den Werten auf Grund von Luttingers Theorem mit zunehmender
Dotierung besser werden. Im Besonderen für schwaches Doping (n . 2.1) ist die Diskrepanz
zwischen Aw(0) undAn(0) zu deren jeweiligen Referenzkurzven überdeutlich. Dafür gibt es
mehrere Gründe: Zunächst ist das schmale Band im schwach dotierten Regime isolierend,
daher keine Fermi-Flüssigkeit, und verletzt damit die Voraussetzungen. Außerdem sind
die QMC-Rechnungen bei endlicher Temperatur durchgeführt, während die Werte, welche
durch Luttingers Theorem gegeben sind, nur für T = 0 erreicht werden. Man erwartet, dass
die Bänder, auch wenn sie metallisch sind, einen Rest an Nicht-Fermi-Flüssigkeitsverhalten
behalten, welcher für den halbgefüllten Fall charakteristisch ist. Aus den Spektraldichten
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an der Fermi-Kante Aw(0) und An(0) der Abb. 3.14 lässt sich schließen, dass der Metall-
Isolator-Übergang für das breite (schmale) Band im Dotierungsbereich 2.0 . n . 2.1
(2.1 . n . 2.3) stattfindet.

Das Quasiteilchengewicht

Das Quasiteilchengewicht hat nur in der Fermi-Flüssigkeitsphase eine physikalische Bedeu-
tung. Es müssen also beide Bänder gleichzeitig Fermi-Flüssigkeitsverhalten aufzeigen, was
unter anderem in der OSMP nicht der Fall ist. Dennoch ist es als Funktion der Selbstener-
gie eine wichtige Untersuchungsgröße. Im Kontext dieses Modells wird das Quasiteilchen-
gewicht, wie in Gleichung (3.15) definiert, als Funktion der Wechselwirkung U und der
Gesamtteilchenzahl n betrachtet. Wenn man nun das Verhalten des Quasiteilchengewichts
im Zweiband-Hubbard-Modell abseits der Halbfüllung für Wechselwirkungsstärken jenseits
des Fermi-Flüssigkeitsregimes untersucht, erwartet und findet man eine Anomalie: Das
Quasiteilchengewicht des schmalen Bands hängt nicht monoton von der Gesamtfüllung ab
(Abb. 3.15a), wie es in einer Fermi-Flüssigkeitsphase zu erwarten wäre, sondern ist im Be-
reich schwacher Dotierung n ≈ 2.1 überhöht. Um sicherzustellen, dass das Verhalten kein
numerisches Artefakt ist, wurden diese Ergebnisse mit einem anderen QMC-Programm
geprüft und bestätigt.

Weil sich Z außerhalb des Fermi-Flüssigkeitsregimes anomal verhält, ist es interessant,
mögliche weitere Anomalien in der Selbstenergie zu suchen. Die Selbstenergien verhal-
ten sich für alle metallischen Lösungen glatt als Funktion der (diskreten) Matsubara-
Frequenzen, bis hin zu ersten Matsubara-Frequenz. Aber schon für mittlere bis große
Wechselwirkungsparameter U = 2.4 kann man eine Anomalie im Realteil der Selbstener-
gie (Abb. 3.15b) sehen: Im Dotierungsbereich zwischen n = 2.0 und n = 2.4 zeigen einige
Lösungen ein divergentes Verhalten für ωn → 0, was sich deutlich von den glatten Lö-
sungen für die Gesamtteilchenzahlen n = 2.0 und n = 2.4 unterscheidet. Darüber hinaus
zeigt Σ(iωn) ein nicht-monotones Verhalten in Abhängigkeit der Füllung für die ersten
vier Matsubara-Frequenzen ω1, ω2, ω3 und ω4. Das unterscheidet sich erheblich vom cha-
rakteristischen Verhalten im metallischen Regime. Folglich zeigen die Selbstenergien wie
auch die Quasiteilchengewichte (siehe Gl. (3.15) oder Abb. 3.15a) ein kongruentes, anoma-
les Verhalten. Man beachte, dass der Realteil der Selbstenergie auf der imaginären Achse
wegen der Teilchen-Loch-Symmetrie bei Halbfüllung (n = 2.00) sogar in der isolierenden
Phase verschwinden muss.

Nicht-Fermi-Flüssigkeitseigenschaften

Der Zusammenhang zwischen orbital-selektiver Mott-Phase und der Nicht-Fermi-Flüssig-
keitseigenschaft des breiten Bands (im Modell anisotroper Hund’scher Kopplung) ist für
den dotierten Fall bisher unklar. Für den halbgefüllten Fall ist das breite Band in der
OSMP eine Nicht-Fermi-Flüssigkeit (NFL) [Knecht05]. Ein Indikator dafür ist im Einteil-
chenspektrum eine Vertiefung an der Fermi-Kante. Genau eine solche Vertiefung findet
sich auch für das dotierte System (siehe Abb. 3.12), bis wenigstens zur Phasengrenze bei
n = 2.1. Es ist aber an Hand des Spektrums nicht klar zu entscheiden, für welche Gesamt-
füllung n diese Eigenschaft verschwindet, weil noch bis n = 2.15 Spuren einer Vertiefung
erkennbar sind, die aber auch nicht gegen das unvermeidliche numerische Rauschen im
Spektrum differenzierbar sind. An dieser Stelle ist daher unklar, inwiefern OSMP- und
NFL-Phase identisch sind. Zur Klärung ist die Selbstenergie in Imaginärzeit das bessere

68



3.3 Orbital-selektive Mott-Übergänge
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Abbildung 3.15: (a) Das Quasiteilchengewicht Zn, wie in Gl. (3.15) definiert, für das
schmale Band im Zweibandmodell. Zn bildet ein lokales Maximum als
Funktion der Gesamtfüllung im schwach dotierten Bereich 2.05 . n .

2.15 aus, was mit zunehmender Wechselwirkung stärker wird. Es erge-
ben sich keine weiteren Anomalien bei stärkerer Dotierung (siehe kleines
Bild). (b) Der Realteil der Selbstenergie für U = 2.4 an den diskreten
Matsubara-Frequenzen für das Zweibandmodell. Die Selbstenergie zeigt
ebenfalls eine Anomalie, nämlich eine Verstärkung bei kleinen Frequenzen
im mittleren Dotierungsbereich (2.05 . n . 2.2). Die Linien dienen nur
der Orientierung.
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Abbildung 3.16: (a) Imaginärteil der Selbstenergie Im Σ(iωn) des breiten Bands für ver-
schiedene Gesamtfüllungen n bei U = 2.4 und T = 1/40. Die zwischenlie-
genden Minima bei niedrigen Frequenzen sind nur für Gesamtfüllungen
n ≥ 2.15 erkennbar. (b) Ergebnisse für Im Σ bei verschiedenen Tempe-
raturen für ausgewählte Gesamtfüllungen (bei U = 2.4). Die Kurven für
n = 2.1 sind kaum unterscheidbar. Für n = 2.2 wird das Minium bei
kleinen Frequenzen mit abnehmender Temperatur T deutlicher.

Maß, weil sie mit hoher Sicherheit bestimmt wird und letztlich das zentrale Resultat der
QMC-Rechnung ist (Abb. 3.16).

In Abb. 3.16a ist die Selbstenergie Im Σ(iωn) des breiten Bands für U = 2.4, T = 1/40
für die gleichen Parameter wie in Abb. 3.12 über einen Bereich der Gesamtfüllung 2.05 ≤
n ≤ 2.25 dargestellt. Für n ≤ 2.1 ist Im Σ(iω) eine monoton anwachsende Funktion der
Frequenz ω, welche für ω → 0 klar gegen endliche Werte strebt. Dies ist als charakteristi-
sches NFL-Verhalten zu identifizieren. Im Unterschied dazu fällt der Betrag von ImΣ im
stärker dotierten Bereich (und weit in der OSMP) für n = 2.25 ab, was konsistent mit
dem Fermi-Flüssigkeitsszenario Im Σ(iω) ∝ O(ω)+O(T 2) ist. Dazwischen ist die Situation
weniger klar: Es ist unmöglich, allein von diesen Daten ausgehend, zu entscheiden, wie sich
die Selbstenergie im Limit ω → 0 extrapoliert und welchen Anteil thermische und welchen
Anteil Nicht-Fermi-Flüssigkeitseffekte haben.

Für zwei ausgewählte Füllungen wird die Temperaturabhängigkeit des Imaginärteils der
Selbstenergie Im Σ(iω) des schmalen Bands in Abb. 3.16b untersucht. Für n = 2.1 ist keine
Temperaturabhängigkeit erkennbar, die Kurven liegen innerhalb der Strichstärke überein-
ander. Offensichtlich wird hier die Tieftemperaturphysik durch die Nicht-Fermi-Flüssigkeit
bestimmt, und Temperatureffekte sind zu vernachlässigen. Im Unterschied dazu ist für die
größere Füllung n = 2.2 ein klarer Trend in Richtung eines Fermi-Flüssigkeitsverhaltens
erkennbar. Um diesen Trend zu untermauern und die Fermi-Flüssigkeitseigenschaft si-
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cher nachzuweisen, wären Rechnungen bei deutlich tieferer Temperatur notwendig, die
aber mit den hier verwendeten QMC-Methoden zu aufwändig sind (siehe auch Abschnitt
2.1.2). Gerade im Grenzbereich bei n = 2.15 ist das Minimum in der Selbstenergie bei
kleinen Frequenzen nur schwach ausgeprägt und das Tieftemperaturverhalten nur schwer
abzuschätzen.

Die Fermi-Flüssigkeitseigenschaft des breiten Bands wird für ausreichend große Ge-
samtfüllung restauriert. Allein auf Grund der vorhandenen Daten lässt sich aber nicht
feststellen, ob die Phasengrenze der OSMP mit der Phasengrenze der Fermi-Flüssigkeit
übereinstimmt. Es lässt sich aber klar feststellen, dass in der OSMP das breite Band in
einem Nicht-Fermi-Flüssigkeitszustand ist. Hier stimmen die Betrachtung der spektralen
Eigenschaften gut mit der Untersuchung der Selbstenergie überein.

3.3.4 Das Jz-Modell bei Kristallfeldaufspaltung

Das Jz-Modell (3.12) lässt sich durch Hinzunahme der Kristallfeldaufspaltung über den
Kristallfeldparameter ∆ 6= 0 weiter an realistische Situationen anpassen. Beispielsweise
können Jahn-Teller-Effekte die Kristallsymmetrie brechen, sodass die ionischen Niveaus
der einzelnen Orbitale voneinander verschieden sind. Bei konstanter Gesamtfüllung ändert
sich so die partielle Füllung der einzelnen Orbitale relativ zueinander. Dabei verändert sich
der Schwerpunkt der Zustandsdichte des einen Bands nach unten und der des anderen nach
oben (oder umgekehrt, je nach Vorzeichen von ∆).

Zur Veranschaulichung dieses einfachen Effekts sind in Abbildung 3.17 die Zustandsdich-
ten des Zweibandmodells (3.12) für eine kleine Wechselwirkung U = 1.80 dargestellt. In
diesem Bereich sind beide Bänder ganz sicher metallisch; die relativen Wechselwirkungen
U/Wn und U/Ww für beide Bänder sind deutlich unterhalb der kritischen Wechselwirkung.
In diesem Fall sind keine voneinander separierten Hubbard-Bänder zu erwarten, und daher
liegt eine lückenlose Zustandsdichte vor.11

Das Durchfahren des Kristallfeldparameters bei festgehaltener Gesamtfüllung verschiebt
Elektronen vom einen in das andere Band, die Zustandsdichten verschieben ihren Schwer-
punkt gegenläufig. Einsichtig ist dieses Verhalten sofort, wenn man den Kristallfeldpa-
rameter und das chemische Potential in einem artifiziellen bandspezifischen chemischen
Potential absorbiert

µw = µ+ ∆/2 und µn = µ− ∆/2 . (3.37)

In diesem Bild führt die Änderung des Kristallfeldparameters ∆ zu einer Änderung des
bandspezifischen chemischen Potentials und naturgemäß zu einer Veränderung der Teil-
chenzahlen für das jeweilige Band.

Lenkt man den Blick nun auf die Details der Spektren, so fällt auf, dass die Vielteilchen-
Kondo-Resonanz des schmalen Bands am stärksten bei annähernder Halbfüllung ausge-
prägt ist (Abb. 3.17b). Vergrößert oder verkleinert sich die Füllung des schmalen Bands
auf Grund des Kristallfelds, ist diese Vielteilchenresonanz nicht mehr klar erkennbar. Dies
ist im Einklang mit den Beobachtungen für das kristallfeld-symmetrische Problem, bei
dem die Kondo-Resonanz mit zunehmender Dotierung, d.h. auch mit zunehmender Fül-

11Für annähernd leere oder volle Bänder funktioniert die Maximum-Entropie Methode schlechter, sodass
die Resultate für betragsmäßig große ∆ weniger überzeugend sind. Daher sind die Resultate nur für
Kristallfeldparameter −3.0 ≤ ∆ ≤ 3.0 dargestellt.
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lung, schwächer wird. Für das breite Band (Abb. 3.17b) ist eine Kondo-Resonanz an der
Fermi-Kante für nahezu alle Kristallfeldparameter ∆ erkennbar.

Band-selektive Füllungen bei Kristallfeldaufspaltung

Bei Halbfüllung n = 2 und bei großer Kristallfeldaufspaltung |∆| ≫ max{Ww,Wn, U, kB T}
sind beide Bänder in einem bandisolierenden Zustand, d.h. alle Elektronen sind im breiten
(schmalen) Band, und kein Elektron ist im schmalen (breiten) Band.

Abseits der Halbfüllung, im dotierten Bereich n > 2, können höchstens zwei Elektronen
im tiefer liegenden der beiden Bänder platziert werden, sodass das zweite Band eine nicht-
ganzzahlige Anzahl Elektronen enthalten muss. Die band-selektiven Füllungen sind in Abb.
3.18 in Abhängigkeit vom Kristallfeldparameter für eine konstante Gesamtfüllung n = 2.1
dargestellt. Im Bereich großer Kristallfeldparameter |∆| ergeben sich damit Plateaus in den
band-selektiven Füllungen für betragsmäßig große Kristallfeldparameter |∆|. In diesem
Bereich ist das jeweils tiefliegendere Band in einem bandisolierenden Zustand.

Im Zwischenbereich des Kristallfeldparameters −3 . ∆ . 3 ergibt sich für schwache
Wechselwirkung (U = 1.80) ein Übergangsverhalten, bei dem die band-selektiven Füllun-
gen der Orbitale noch keine Plateaus in der Abhängigkeit vom Kristallfeldparameter ∆
entwickeln. Mit zunehmender Wechselwirkung jedoch bilden sich Plateaus in den band-
selektiven Füllungen auch im Bereich von mittleren Kristallfeldparametern ∆ aus: Für
U = 2.4 ist die Füllung des schmalen und des breiten Bands jeweils konstant für Kris-
tallfeldparameter 0 . ∆ . 0.8 (Abb. 3.18). Hierbei ist die Füllung des schmalen Bands
ganzzahlig nn = 1.0, und das breite Band stellt die Gesamtfüllung n = nn + nw = 2.10
her. Mit zunehmender Wechselwirkung 2.4 . U . 2.8 verbreitert sich das Plateau. Für
noch größere Wechselwirkung bildet sich auch bei negativem Kristallfeldparameter ∆ ein
Plateau in den band-selektiven Füllungen aus (−1.2 . ∆ . −1.0), welches sich mit wei-
ter zunehmender Wechselwirkung ausdehnt. In Fall des zweiten Plateaus aber enthält das
breite Band eine ganzzahlige Anzahl an Elektronen (nw = 1.0).

Für den kristallfeldsymmetrischen Fall ist aus den vorangegangenen Betrachtungen klar,
dass sich bei einem Kristallfeldparameter ∆ = 0.0 das System für eine Wechselwirkung
U c1 . U . U c2 und bei nicht allzugroßer Dotierung n ∼ 2.10 in einer orbital-selektiven
Mott-Phase (OSMP) befindet und in dieser das breite Band itinerante Elektronen und das
schmale Band lokalisierte Elektronen enthält. Offensichtlich überlebt dieser Zustand die
Verschiebung der ionischen Levels für kleine Kristallfelder.

Spektralfunktionen bei Kristallfeldaufspaltung

Die Indizien, die sich über den metallischen Charakter der Bänder aus den Füllungskur-
ven ergeben, lassen sich mit Hilfe der Spektralfunktionen belegen. Für fixe Gesamtfül-
lung n = 2.1 werden die Spektralfunktionen für verschiedene Kristallfeldparameter ∆ bei
U = 3.0 in Abb. 3.19 dargestellt. Beide Bänder verschieben sich, wie es auch beim schwach-
wechselwirkenden Problem in Abb. 3.17 der Fall ist. Zwei besondere Charakteristika der
orbital-selektiven Mott-Phase kommmen hier hinzu: Im Bereich der Fermi-Kante findet
sich für das breite Band eine typische Vertiefung für −2.4 . ∆ . 2.4 in der Zustandsdich-
te, wie es für Nicht-Fermi-Flüssigkeiten typisch ist. Diese verschiebt sich, abhängig vom
Kristallfeld, leicht. Das schmale Band ist für 0.0 . ∆ . 1.2 isolierend, da die Zustands-
dichte an der Fermi-Kante verschwindet. Für die anderen Kristallfeldparameter 1.2 . ∆
oder ∆ . 0.0 ist das schmale Band metallisch.
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Abbildung 3.17: Spektralfunktionen für breites (a) und schmales Band (b) bei schwacher
Wechselwirkung U = 1.80. Von hinten nach vorne wird hierbei der Kris-
tallfeldparameter ∆ vergrößert und damit die ionischen Niveaus relativ
zueinander verschoben. Hierbei ist die Gesamtfüllung n = nw+nn = 2.10
konstant. Mit dem Kristallfeldparameter ∆ (in Schritten von 0.6) verän-
dert sich die partielle Füllung des breiten und des schmalen Bands. Die
Kondo-Resonanz ist für das schmale Band bei ∆ ∼ 0 deutlich erkennbar
(b) und deutlich abgeschwächt für |∆| ∼ 3.0.
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Abbildung 3.18: Band-selektive Füllung für schmales Band (feine Linien) und breites Band
(geschlossene Symbole) für eine Gesamtfüllung n = 2.10. Mit zunehmen-
der Wechselwirkung bilden sich Plateaus der Füllung als Funktion des
Kristallfeldparameters aus. Im Inset ist jeweils das Verhalten des breiten
Bands für −1.80 ≤ ∆ ≤ 1.80 gezeigt; das schmale Band ergibt sich gemäß
nn = n− nw.

Wie in Abbildung 3.19 zu sehen ist, zeigt die analytische Näherungslösung des Modells
eine recht gute qualitative Übereinstimmung mit dem QMC-Ergebnis. Jedoch ergeben sich
in den Spektren der analytischen Lösung keine Verbreiterungen durch Lebensdauereffekte.
Die Freie Theorie reproduziert die Aufspaltung in oberes und unteres Hubbard-Band, den
führenden Effekt der Wechselwirkung, jedoch keine Vielteilchenresonanz an der Fermi-
Kante. Die Verteilung des spektralen Gewichts ist, im Besonderen für das schmale Band,
in Übereinstimmung mit der QMC-Lösung. Für nahezu alle Kristallfeldparameter ∆ wird
die Phase des schmalen Bands korrekt wiedergegeben, nur für ∆ = 1.80 ist das schmale
Band in der QMC-Rechnung metallisch, während die analytische Näherungslösung einen
Isolator ausweist. Für das breite Band ist die Diskrepanz deutlicher, hier wird die Tendenz
der analytischen Näherung offenkundig, die kritische Wechselwirkung des Metall-Isolator-
Übergangs zu unterschätzen. Folglich ist in der analytischen Näherungslösung die Phase
für ∆ = −1.80, ∆ = −1.20 und ∆ = −0.60 isolierend, während das numerische Ergebnis
erwartungsgemäß12 eine metallische Phase auflöst.

Besonders offensichtlich treten die Übereinstimmungen, aber auch die Unterschiede der
Zustandsdichten im Vergleich der integrierten Zustandsdichten auf (Abb. 3.20). Für große
Kristallfeldparameter ∆ = −3.0 und ∆ = 3.0 ist die Übereinstimmung relativ gut. Hier löst
die analytische Näherungslösung die Nähe zur bandisolierenden Phase gut auf. Im Bereich

12Die relative, intraorbitale Wechselwirkung des breiten Bands U/Ww ist unterhalb der kritischen relativen
Wechselwirkung.
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Abbildung 3.19: Spektralfunktionen für breites (a) und schmales Band (b) im Vergleich
der numerischen QMC-Lösung (links) und der analytischen Näherungslö-
sung durch die Freie Theorie (rechts) für eine Wechselwirkung U = 3.00.
Von hinten nach vorne wird hierbei der Kristallfeldparameter ∆ vergrö-
ßert; damit werden die ionischen Niveaus relativ zueinander verschoben.
Hierbei ist die Gesamtfüllung n = nw + nn = 2.1 konstant. Mit ∆ (in
Schritten von 0.6) verändert sich die partielle Füllung des breiten und
des schmalen Bands. Die analytische Näherung löst keine Lebensdaueref-
fekte und auch keine Vielteilchenresonanzen auf (siehe Text). Folglich ist
die Bandstruktur auch fernab der Fermi-Kante scharf aufgelöst und nicht
ausgeschmiert, ebenso findet sich keine Vielteilchen-Kondo-Resonanz an
der Fermi-Kante.
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∆ = −1.8, −1.2, ... und ∆ = 1.8 zeigen sich die Defizite der Näherung durch die Freie
Theorie, weil hier Lebensdauereffekte zu einer Verteilung des spektralen Gewichts führen
und die Zustandsdichten ausschmieren. Das kann die analytische Näherungslösung durch
die Freie Theorie nicht wiedergeben; dennoch stimmen die Lösungen aber für das schmale
Band bei ∆ = 0.0 recht gut überein. Die gute Übereinstimmung lässt sich damit erklären,
dass das schmale Band in einer isolierenden Phase ist. Dadurch sind die Vielteilcheneffekte,
die in der Freien Theorie vernachlässigt werden und zur Vielteilchenresonanz führen, nicht
allzu bedeutend.

Das Phasendiagramm bei Kristallfeldaufspaltung

Wie auch schon beim kristallfeldsymmetrischen Zweibandmodell finden sich im Modell mit
Kristallfeldaufspaltung metallische Phasen, isolierende und orbital-selektive Mott-Phasen.
Darüber hinaus sind bandisolierende Phasen bei betragsmäßig großem |∆| möglich. Man
erwartet auch eine Abhängigkeit der metallischen Phase, respektive der OSMPs, vom
Kristallfeldparameter ∆.

Im Vergleich der Spektralfunktionen (siehe auch Abb. 3.19) mit den Füllungskurven
wird deutlich, welche Bedeutung die Plateaus in den Füllungskurven (Abb. 3.18) haben.
Für die Plateaus, die sich für jeweils das eine Band bei ganzzahliger Füllung ergeben, ist
jenes Band in einem isolierenden Zustand. Der zu Grunde liegende Mechanismus ist, dass
eine Verschiebung des ionischen Niveaus mit Hilfe des Kristallfeldparameters ∆ zu einer
Änderung des band-spezifischen (künstlichen) chemischen Potentials (3.37) führt. Wenn
die Füllung des Bands sich dabei nicht ändert, besteht die Möglichkeit, in einem Band
einen isolierenden Zustand zu haben. Wie schon bei der Untersuchung im kristallfeld-
symmetrischen Fall in Abschnitt 3.3.3 nachgewiesen, lässt sich die metallische respektive
isolierende Phase durch die Spektralfunktionen direkt bestätigen.

In Abbildung 3.21 ist das Phasendiagramm des Zweibandmodells in Abhängigkeit von
U und ∆ dargestellt. Für beide Bänder existiert eine orbital-selektive Mott-Phase im
kristallfeldasymmetrischen Fall. Für den schon bekannten kristallfeldsymmetrischen Fall
∆ = 0 ist die einzig erreichbare Phase die OSMP des schmalen Bands, d.h. die Phase,
bei der das schmale Band in einem isolierenden Zustand ist. Mit größerer Wechselwirkung
separieren die Zustände auch im breiten Band, und eine Mott-Phase des breiten Bands wird
für kleine ∆ . −0.8 zugänglich. Für betragsmäßig große ∆ (∆ & 3.4 oder ∆ . −3.0) zeigen
sich die erwarteten Bandisolatoren. Der metallische Bereich −1.0 . ∆ . 0.0 zwischen den
zwei OSMPs zeigt auch in den Füllungskurven einen klar zwischenwertigen Bereich, wo
beide Orbitale etwas stärker als halbgefüllt sind.

Mit zunehmender Dotierung verschieben sich die Phasengrenzlinien, wie eingezeichnet,
für den Fall n = 2.2. Hierbei wird der zwischen den OSMPs liegende metallische Bereich
größer, die Phasengrenzen verschieben sich hin zu größeren (kleineren) ∆ für die OSMP
des schmalen (breiten) Bands.

Der metallische Bereich ist im kristallfeldsymmetrischen Fall ∆ = 0.0 eine Nicht-Fermi-
Flüssigkeit (siehe Abschnitt 3.3.3). Für den kristallfeldasymmetrischen Fall gilt das eben-
falls (siehe Abschnitt 3.3.4), wie es aus Stetigkeitsbetrachtungen leicht nachvollziehbar
ist.
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Abbildung 3.20: Vergleich von analytischer und numerischer Lösung für die integrierten
Zustandsdichten für breites (a) und schmales Band (b). Für betragsmä-
ßig große ∆ (∆ = −3.0 und ∆ = 3.0) ist die analytische Näherungslösung
in guter Übereinstimmung mit den QMC-Resultaten. Im Zwischenbereich
bestimmt die analytische Näherungslösung für das breite Band (a) isolie-
rende Phasen, erkennbar an den Plateaus an der Fermi-Kante. Für das
schmale Band ist die Übereinstimmung deutlich besser: Für ∆ = 0.6 wird
die isolierende Phase übereinstimmend festgestellt, für ∆ = −0.6 liegen
die Kurven nahe beieinander.
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Abbildung 3.21: Phasendiagramm des Zweibandmodells in Abhängigkeit der Wechselwir-
kung U (vertikal) und des Kristallfeldparameters ∆ (horizontal) für zwei
verschiedene Gesamtfüllungen n = 2.10 und n = 2.20. Für betragsmäßig
große Kristallfelder ∆ ist jeweils eines der Bänder ein Bandisolator, in
welchem das energetisch tief liegende Band voll gefüllt ist und das jeweils
andere den fraktionellen Anteil oberhalb der Halbfüllung enthält. Im Be-
reich dazwischen finden sich für ausreichend große Wechselwirkungen U
die orbital-selektiven Mott-Phasen.

Nicht-Fermi-Flüssigkeitseigenschaften

Inwieweit das System für den kristallfeldasymmetrischen Fall eine Nicht-Fermi-Flüssig-
keitseigenschaft der Bänder in der OSMP aufweist, wird hier analog zu Abschnitt 3.3.3
untersucht. Im Unterschied zum kristallfeldsymmetrischen Fall existiert hier auch für das
breite Band eine isolierende Mott-Phase (siehe Abbildung 3.21). Man erwartet, dass diese
orbital-selektiven Mott-Phasen sich ähnlich wie im kristallfeldsymmetrischen Fall (Ab-
schnitt 3.3.3) charakterisieren lassen.

Die Ausbildung einer leichten Vertiefung in der Spektraldichte finden sich für das breite
Band sowie für den kristallfeldasymmetrischen Fall (Abb. 3.19a), hier aber leicht ver-
schoben und nicht exakt an der Fermi-Kante. Im kristallfeldsymmetrischen Fall ist diese
Vertiefung Merkmal einer Nicht-Fermi-Flüssigkeit.

Der Imaginärteil der Selbstenergie ist für verschiedene Kristallfeldparameter ∆ bei glei-
cher Wechselwirkung U = 3.60 in Abbildung 3.22 dargestellt. Die Selbstenergie wird genau
dort betragsmäßig sehr groß, wo die jeweiligen Bänder gerade in einer OSMP sind. So ist
für ∆ = −1.80,−1.20 das breite Band in einer isolierenden Phase und der Imaginärteil
der Selbstenergie zeigt ein unterschiedliches Verhalten, verglichen mit der Selbstenergie
für ∆ = −2.40,−0.60, . . . 2.40. So deutlich wie in Abschnitt 3.3.3 ist die Unterscheidung
aber nicht, im Besonderen bei der Selbstenergie des schmalen Bands. Zwar ist auch hier
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Abbildung 3.22: Der Imaginärteil der Selbstenergie ist für verschiedene, äquidistante Kris-
tallfeldwerte ∆ bei gleicher Wechselwirkung U = 3.60 für (a) breites Band
und (b) schmales Band dargestellt. Die Farbkodierung ist dem Phasendia-
gramm in Abbildung 3.21 angepasst. Die Selbstenergie für die OSMP des
breiten Bands ist in roter Farbe, die für die OSMP des schmalen Bands
in blauer Farbe dargestellt. Die zwischenliegenden metallischen Phasen
sind mit zunehmendem ∆ in grüner, schwarzer und orangener Farbe dar-
gestellt.

der Imaginärteil der Selbstenergie in der OSMP betragsmäßig groß, jedoch ist der Phasen-
übergang an keinem qualitativen Merkmal erkennbar. Gerade für ∆ = 0.00 und ∆ = 1.80,
d.h. am Rand der OSMP, ist die Selbstenergie gar nicht von der in einer metallischen
Phase zu unterscheiden, lediglich ihre Amplitude ist größer.

Diese mangelnde, qualitative Differenzierung der Phasen wird klar, wenn man das füh-
rende Verhalten der Selbstenergie beim Mott-Übergang betrachtet und teilchen-loch-sym-
metrische Situation und stark asymmetrische Situation (Dotierung n 6= 2.00 und Kristall-
feld ∆ 6= 0.00) gegenüberstellt. Für den halbgefüllten, kristallfeldsymmetrischen Anteil
führt der Mott-Übergang in der Selbstenergie zu einem führenden Pol an der Fermi-Kante

ΣMott, symm(z) ∼ 1

z

z=iωn=
1

iωn
→ Im ΣMott, symm(iωn) ∼ − 1

ωn
. (3.38)

Abseits der kristallfeldsymmetrischen Situation verschiebt sich dieser Pol entlang der re-
ellen Achse

ΣMott, nicht−symm(z) ∼ 1

z − P
→ Im ΣMott, nicht−symm(iωn) ∼ − ωn

P 2 + ω2
n

(3.39)

mit der Polstelle P . Folglich lässt sich die Divergenz an Hand der numerischen Daten für
die Selbstenergie nicht mehr klar identifizieren, wenn die führende Polstelle weit von der
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Fermi-Kante entfernt ist (|P | ≫ 0). Deshalb ist die Betrachtung der Selbstenergie ein mit
zunehmender Asymmetrie schlechteres Maß für den Mott-Charakter des Bands, respektive
Systems.

3.3.5 Das Jz-Modell im Überblick

Die Untersuchung des Jz-Modells (3.12) mit und ohne Kristallfeldaufspaltung liefert ein
sehr umfassendes und kohärentes Bild der physikalischen Eigenschaften. Hier sei nochmals
vermerkt, dass das Jz-Modell den generischen Fall anisotroper Hund’scher Kopplung dar-
stellt. In den Ergebnissen lassen sich generische Vielteilchen- und Korrelationseffekte von
typischen Mehrband- und Einteilcheneffekten differenzieren.

Die in DMFT(QMC) erhaltenen numerischen Ergebnisse werden mit analytischen Nähe-
rungslösungen (rigid band, Hartree-Fock und Freie Theorie) verglichen. Für das Zweiband-
Modell mit und ohne Kristallfeldsymmetrie werden sowohl statische als auch dynamische
Observablen bestimmt und untersucht. Bei den statischen Observablen werden bandspe-
zifische Füllungen und Doppelbesetzungen als Funktion der Gesamtfüllung, der Wech-
selwirkung und des Kristallfeldparameters beschrieben und diskutiert. Für diese Größen
ergibt sich ein Pinning in den orbital-selektiven Mott-Phasen für das schmale Band und
im kristallfeldasymmetrischen Feld auch im breiten Band.

Diese Eigenschaften werden gut an Hand der betrachteten Spektraldichten veranschau-
licht, wo sich die Mott-Phase durch Lücken in der entsprechenden Einteilchenzustands-
dichte äußert. Für den kristallfeldsymmetrischen Fall werden der volle Dotierungsbe-
reich 0 ≤ n ≤ 4, für den kristallfeldasymmetrischen Fall nur ausgewählte Dotierungen
n = 2.10, 2.20 betrachtet, wobei aber der Kristallfeldparameter über den vollen Bereich
verändert wird −5 ≤ ∆ ≦ 5, sodass auch die Bandisolatoren in die Betrachtung einbezogen
werden.

Für das kristallfeldsymmetrische Problem (∆ = 0) werden zusätzliche Vergleiche mit
Einbandmodellen vorgenommen, welche den Einfluss der interorbitalen Wechselwirkungen
deutlich machen. Zentrale Resultate stellen die Phasendiagramme in den Abbildungen 3.11
und 3.21 dar. Im Vergleich zu Einbandmodellen kommen in Mehrbandmodellen zusätzliche
Phasen hinzu, die abhängig von Wechselwirkung, Gesamtfüllung und Kristallfeldparameter
einerseits metallische und andererseits isolierende Eigenschaften haben.

Die OSMP des breiten Bands wird hier erst zugänglich, wenn die ionischen Einteilchen-
niveaus relativ zueinander verschoben werden. Gerade die analytische Näherungslösung
durch die Freie Theorie macht hier deutlich, dass das Pinning der bandspezifischen Fül-
lungen ohne dynamische Korrelationen verstanden werden kann und nur durch eine Auf-
spaltung in die Hubbard-Bänder bewirkt wird. Im Unterschied hierzu finden sich in den
Spektralfunktionen der QMC-Lösung die Quasiteilchen- und Lebensdauereffekte wieder,
die einerseits zur typischen Vielteilchenresonanz an der Fermi-Kante und andererseits zur
Verbreiterung der Hubbard-Bänder führen. Vergleicht man die Spektralfunktionen des nu-
merisch behandelten Ein- und Zweibandmodells, so wird deutlich, wie das jeweils zweite
Band zu einer zusätzlichen Streuung der Elektronen und damit zu einer reduzierten Le-
bensdauer der Zustände führt. Gerade die Vielteilchenresonanz an der Fermi-Kante wird
deutlich ausgeschmiert.

Durch die hier dargestellten Ergebnisse ergibt sich ein kohärentes Bild des Jz-Modells bei
niedriger Temperatur. Da aber im Besonderen die Vielteilcheneffekte in Form des Gitter-
Kondo-Effektes stark temperaturabhängig sind, ist eine vergleichende Untersuchung des

80



3.4 Magneto-Optische Falle

Jz-Modells für verschiedene Temperaturen im Weiteren interessant. Man erwartet, dass
die Kondo-Resonanz für höhere Temperaturen kollabiert und sich das spektrale Gewicht
auf die Hubbard-Bänder verteilt. Im Vergleich mit dem Einband-Modell erwartet man
zusätzliche Möglichkeiten, die generischen Vielteilcheneffekte von den typischen Mehrban-
daspekten zu unterscheiden.

Neben den in der Arbeit betrachteten Observablen lässt sich die Untersuchung auch auf
Transportgrößen, insbesondere der optischen Leitfähigkeit, erweitern.

In Bezug auf das Experiment ist die Untersuchung von Systemen mit drei Bändern
interessant, welche die t2g-Orbitale des Ruthenium vollständig beschreiben können.

3.4 Magneto-Optische Falle

In jüngster Zeit gelangt nach großen experimentellen Erfolgen bei der Erzeugung von
Bose-Kondensaten in optischen Fallen immer stärker die magneto-optischen Falle (MOT)13

(siehe schematische Abbildung 3.23) in den Blick der Untersuchungen.

Magneto-optische Fallen erlauben die Erzeugung nahezu perfekter Realisierungen von
Hubbard-Modellen. Mehrere sich in orthogonalen Richtungen kreuzende Laser erzeugen
für kalte Atome eine fehlerfreies periodisches Potential. In diesem periodischen Potential
werden kalte Fermionen gefangen. Wegen der Strahlform ergibt sich eine ortsabhängige
Laserintensität, die weiter außen ein weniger tiefes Potential generiert, wodurch sich ein
ortsabhängiges ionisches Niveau (oder chemisches Potential) ergibt. Man erhält so ein
ideales Einband-Hubbard-Modell (siehe Abbildung 3.24).

Diese experimentellen Systeme stellen ein interessantes Testsystem zur Untersuchung
von Vielteilchenphänomenen in bosonischen oder fermionischen Hubbard-Modellen dar.
Tatsächlich konnten mikroskopische Quantenphänomene, wie sie durch die Theorie vor-
hergesagt werden, wie korreliertes Tunneln [Fölling07], Superaustausch [Trotzky08] oder
auch makroskopische Quantenphänomene wie der Mott-Übergang [Greiner02, Jördens08]
experimentell überprüft werden.

Die experimentelle Herausforderung der näheren Zukunft ist die Realisierung eines Neél-
Zustands in ultrakalten Fermion-Mischungen. Derartige Mischungen lassen sich mit neutra-
len Fermionen unterschiedlicher Hyperfeinzustände herstellen, deren Quantisierungsachse
parallel zum magnetischen Feld im Experiment ist [Zwierlein06]. Diese lassen sich sowohl
mit in situ-Bildgebung wie auch mit time of flight-Messungen detektieren. Die Arbeit
wird sich daher auf die Untersuchung des Neél-Zustands und dessen räumlicher Struktur
konzentrieren.

Darüber hinaus sind auch sogenannte multiflavor -Mischungen möglich, weil die Hy-
perfeinzustände mehr als zwei Einstellungen erlauben. Untersuchungen in DMFT für
den paramagnetischen Grenzfall lösen dabei mehrere konsekutive Mott-Übergänge auf
[Gorelik09].

Die Ergebnisse diesen Kapitels entstanden teilweise als Diplomarbeitsprojekt von Cand.-
Phys. Pfister in Zusammenarbeit mit Dipl.-Phys. Gottwald. Auf Basis des im Rahmen
dieser Arbeit entwickelten Mehrband-Codes wird das in Hartree-Fock-Näherung von Dipl.-
Phys. Gottwald untersuchte MOT-System mit einer störungstheoretischen Methode wei-
terführend untersucht. Der wesentliche Aspekt ist hierbei, dass die Hartree-Fock-Näherung
keine Vielteilcheneffekte beschreiben kann, der Mehrband-Code diese aber (wenigstens

13engl. Magneto-optical trap (MOT) : magneto-optische Falle.
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Abbildung 3.23: Darstellung eines optischen, zweidimensionalen Gitters (blau) mit ange-
deuteten Teilchen zweier Spezies in Schrägsicht (a) und im Schnitt (b). Es
lassen sich einfache Transfers von Elektronen identifizieren (Pfeile) und
Doppelbesetzungen.

qualitativ korrekt) auflöst. Für die hier betrachteten Parameter stellt die Schwachkopp-
lungsstörungsentwicklung aber auch quantitativ eine gute Näherung dar.

Auf Grund der Zusammenarbeit konzentriert sich die folgende Darstellung auf die Ab-
leitung und Diskussion der technischen Aspekte und untersucht die Physik des Systems
nur auszugsweise.

Der Hamilton-Operator für die in dieser Arbeit betrachtete magneto-optische Falle ist

ĤMOT = −t
∑

〈x,x′〉∧〈y,y′〉,σ

(

ĉ†xy,σĉx′y′,σ + h.c.
)

+ V 0

∑

xy,σ

[
(x− xm)2 + (y − ym)2

]
n̂xy,σ

+
∑

xy

(σ B − µ) n̂xy,σ + U
∑

xy

n̂xy,↑n̂xy,↓ . (3.40)

Spin- und Ortsquantenzahl werden mit σ und ganzzahligen x, y indiziert. Hierbei sind
x und y räumliche Angaben (vergleiche Abb. 3.24). Der erste Term in der ersten Zei-
le implementiert das Hüpfen der Atome zwischen den verschiedenen Gitterplätzen. Die
Transferamplitude t zwischen zwei benachbarten Gitterplätzen wird in der gesamten Falle
näherungsweise gleich angenommen, obwohl das schwächere Feld am Rand dort zu einem
stärkeren Hüpfen führt. Der zweite Summand der ersten Zeile verschiebt die ionischen
Niveaus in Abhängigkeit vom Gitterplatz, und zwar so, dass sich ein parabolisches Profil
um den gewählten Mittelpunkt (xm, ym) der Falle ergibt. Die Amplitude wird über V 0

kontrolliert. Die erste Summe der zweiten Zeile stellt die Füllung spinselektiv ein und rea-
lisiert das Ungleichgewicht in der Füllung für die Spinspezies, wie es durch das Experiment
vorgegeben wird. Die Hubbard-Wechselwirkung geht über den letzten Term der zweiten
Zeile ein und verknüpft zwei Konstituenten am selben Gitterplatz (x, y) über die Wech-
selwirkungsamplitude U . Die Teilchenzahl wird hier großkanonisch über das chemische
Potential µ bestimmt. Zwar ist das Experiment kanonisch (die Zahl der injizierten Teil-
chen ist bekannt), aus technischen Gründen wird aber die großkanonische Beschreibung
vorgezogen.

Die Beschränkung des Systems auf nur zwei Dimensionen stellte keine Einschränkung
des Phasen-Übergangsverhaltens im Rahmen von Mermin-Wagner [Mermin66] dar, da es
sich hier um explizit endliche Systeme handelt. In diesem Sinn ist die Beschreibung von
langreichweitiger Ordnung nicht zutreffend.
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Abbildung 3.24: Schematische Darstellung eines 12 × 12-Hubbard-Modells in einem para-
bolischen Potential. Die Gitterpositionen sind mit grünen Kreisen darge-
stellt, aus Gründen der Übersichtlichkeit wird auf eine vollständige Dar-
stellung aller Gitterpositionen verzichtet. Das ionische Energieniveau der
jeweiligen Gitterposition variiert mit einem Minimum in der Mitte der
Falle und dem Maximum an den Ecken.

3.4.1 Nicht-lokale Prozesse

Vergleicht man den Hamilton-Operator (3.40) mit dem Hamilton-Operator des allgemeinen
Mehrstörstellen-Anderson-Modells (MIAM) (2.39), so erkennt man, dass sich ĤMOT mit
den Inhalten des MIAM formulieren lässt, wenn man die Ortsraumindizes (x, y) in einen
Multiindex i (respektive (x′, y′) in j) übersetzt, sich auf die intraorbitale Wechselwirkung
U beschränkt und die Hybridiserung an die Bäder aufhebt (Vk → 0). In diesem Fall
wird das räumlich veränderliche Fallenpotential in den ionischen Einteilchenniveaus des
MIAM ǫi,σ absorbiert. In diesem Sinne lässt sich die Falle als abgekoppelte Superstörstelle
interpretieren. Mit dem in Abschnitt 2.1.1 vorgestellten diagrammatischen Störstellenlöser
lassen sich wegen dessen numerischer Effizienz auch sehr große Störstellen mit mehreren
Hundert Quantenzahlen i (respektive Gitterpositionen (x, y) im Fall der MOT) lösen.

Der hier gewählte Ansatz unterscheidet sich von denen in der Literatur verwendeten
Real-Space-DMFT-Methoden. Typische Real-Space-DMFT-Methoden lösen den einzelnen
Gitterplatz als isolierte Störstelle in einem durch die Weiss-Funktion modellierten Bad auf.
Dieses Bad wird dann selbstkonsistent angepasst, sodass es den Einfluss der umgebenden
Gitterplätze widerspiegelt. Dies resultiert damit in einer rein diagonalen Selbstenergie in
Bezug auf die räumlichen Quantenzahlen. Für niedrigdimensionale Systeme ist die DMFT
aber kein geeigneter Ausgangspunkt. Die DMFT wird erst im Grenzfall verschwinden-
der inverser Koordinationszahl 1/Z exakt. Für den Fall der zweidimensionalen magneto-
optischen Falle ist für jeden Gitterpunkt Z ≤ 4, an den Rändern und Ecken gilt Z = 3,
respektive Z = 2. Damit ist die Voraussetzung der DMFT nur leidlich erfüllt.

Auch ignoriert die DMFT sogenannte nicht-lokale Prozesse. Ein Möglichkeit, diese sys-
tematisch zu integrieren, ist die Formulierung in selbstkonsistenter Näherung. Für transla-
tionsinvariante Hubbard-Modelle stellen diese in symmetriegebrochener Phase einen geeig-
neten Ausgangspunkt dar [van Dongen94b]. Als Spezialfall einer selbstkonsistenten Lösung
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Abbildung 3.25: Diagramme 1. und 2. Ordnung, die zum Luttinger-Funktional des Sys-
tems der optischen Falle beitragen. i, j (i 6= j) sind Gitterplatz- und
σ, σ̄ Spinquantenzahlen. Bemerkenswert ist hier, dass die Wechselwir-
kung hubbard-artig ist, d.h. die Vertizes im Ortsraum sind rein lokal. Zur
Verdeutlichung der Darstellung sind die eingehenden Propagatoren mit
Quantenzahlen an den fermionischen Linien angegeben.

werden hier selbst-konsistente Näherungen im Sinne von Baym-Kadanoff betrachtet. Das
Luttinger-Ward-Funktional lautet mit dem freien Elektronenpropagator G

0

F [G] = −Tr ln
(

G−1
0

− Σ
)

− Tr
(
GΣ

)
+ Φ

[
G
]

(3.41)

mit dem erzeugenden Luttinger-Funktional Φ
[
G
]
, was als Summe aller irreduziblen, ge-

schlossenen Diagramme aus dem wechselwirkungsbehafteten Propagator G generiert wer-
den kann. Das Luttinger-Ward-Funktional ist stationär in G und der Selbstenergie Σ,

sofern die Dyson-Gleichung G−1 = G−1
0 − Σ erfüllt wird.

Die Selbstenergie Σ ergibt sich dann als Variationsableitung des Funktionals nach den
Propagatoren

Σαβ =
δΦ

δGβα
. (3.42)

Für die in dieser Arbeit betrachtete magneto-optische Falle werden Beiträge bis zur
2. Ordnung in U mitgenommen (siehe Abbildung 3.25), sodass der Ansatz im schwach-
wechselwirkenden Fall gerechtfertigt ist. Mit diesem Ansatz werden irreduzible Selbstener-
gie-Diagramme generiert, die auszugsweise in Abbildung 3.26 dargestellt sind.

Hieraus ergeben sich alle notwendigen irreduziblen Selbstenergiediagramme, um eine
selbst-konsistente Näherung bis zur 2. Ordnung in Schwachkopplungsstörungstheorie für
die Einteilchen-Green-Funktionen zu bestimmen. In Abbildung 3.26 sind beispielhaft ver-
schiedene der generierten Diagramme aufgeführt. Unter anderem werden in 2. Ordnung
auch nicht-lokale Diagramme generiert, d.h. solche, die über die lokale DMFT-Näherung
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(a) �U Giσ,iσ
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Abbildung 3.26: Beispiele für die durch den Ansatz generierten Diagramme (i, j (i 6=
j) sind Gitterplatz- und σ, σ̄, κ, κ̄ Spinquantenzahlen): (a) Hartree-
Diagramm, (b) lokales Diagramm 2. Ordnung, (c) nicht-lokales Diagramm
2. Ordnung, (d) lokales, spin-nichtdiagonales Fockdiagramm und (e)
nicht-lokales, nicht-spindiagonales Diagramm 2. Ordnung. Zur Verdeutli-
chung der Darstellung sind die eingehenden Propagatoren mit Quanten-
zahlen an den fermionischen Linien angegeben.

hinausgehen (Abb. 3.26c, 3.26e). Durch die Verwendung des vorgestellten diagrammati-
schen Störstellenlösers (Abschnitt 2.1.1) werden alle diese Diagramme, einschließlich der
nicht-lokalen, generiert und bilden damit die selbst-konsistente Näherung 2. Ordnung. In
diesem Sinn ist es berechtigt, bei der Beschreibung der Methode von einer Real-Space-
Baym-Kadanoff-Approximation [Baym62] zu sprechen. Durch die Beschränkung auf eine
kleinere Auswahl von Diagrammen lässt sich auch mit diesem Ansatz die DMFT-Näherung
rekonstruieren. Dies wurde beim aktuellen Stand des Projektes aber noch nicht gemacht.

3.4.2 Der z-Antiferromagnet

Die Resultate werden hier mit Hilfe des auch in den Abschnitten 2.2 und 4.2 verwendeten
Programmcodes erzielt. Technisch wird eine Superstörstelle erzeugt, wobei die Gitterplätze
in der MOT auf Orbitale der Störstelle abgebildet werden. Durch die sehr allgemeine Kon-
zeption des Programms mussten hier nur spezifische Module ergänzt werden. Die Hybridi-
sierung der einzelnen Gitterplätze musste neu implementiert werden, um der räumlichen
Struktur der Gitterplätze (respektive Orbitale) Rechnung zu tragen. Das Hybridisierungs-
modul wurde von Cand.-Phys. Pfister konzipiert und in Zusammenarbeit mit dem Autor
in das Programm eingearbeitet. Die Wechselwirkung behält ihre einfache Struktur, sie
bleibt für die MOT hubbard-artig (U ijkl ≡ δijδjkδklU ≡ U).

Die allgemeine Konstruktion des Störstellenlösers erlaubt die differenzierte Mitnahme
der verschiedenen Ordnungen der diagrammatischen Entwicklung und so auch die Bestim-
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Abbildung 3.27: Magnetisierung für ein periodisches Gitter der Größe 8 × 8 auf einem
kleinen Ausschnitt mit einer Wechselwirkung U = 2.25 für eine Rech-
nung (a) in 1. + 2. Ordnung Störungstheorie (Temperatur T = 1/50) bei
Halbfüllung. Die Werte existieren nur an Gitterpositionen, d.h. für diskre-
te Paare (x, y); die zwischenliegenden Bereiche sind geglättet dargestellt
und verdeutlichen nur die Struktur. In (b) ist die Magnetisierung für fest-
gehaltenes y im Vergleich dargestellt. Der Einfluss der 2. Ordnung führt
zu einer Abschwächung der Magnetisierung. Der Ordnungsparameter ist
für identische Wechselwirkung reduziert.

mung von Ergebnissen mit ausschließlich 1. Ordnung oder 1. und 2. Ordnung. Das erlaubt
es, die Ergebnisse in 1. Ordnung mit Resultaten in exakter Diagonalisierung [Gottwald09]
zu vergleichen. Die numerischen Ergebnisse für die MOT wurden durch Cand.-Phys. Pfister
bestimmt und sind noch unveröffentlicht.

Die Untersuchungen des Modells werden systematisch durchgeführt und gehen vom ein-
fachen Fall aus, bei abgeschalteter Falle (V0 = 0) mit periodischen Randbedingungen hin
zum vollen Modell mit Fallenpotential V0 > 0 und Symmetriebrechung. Gesucht wird
hier die Beschreibung eines z- und eines x-Antiferromagneten [Gottwald09, Andersen07,
Snoek08]. Erwartet werden deutliche Korrekturen in 2. Ordnung, wie sie für unendlich aus-
gedehnte Systeme bekannt sind [van Dongen94b], und klar erkennbare Lebensdauereffekte,
welche in einem Hartree-Fock-Ansatz (≡ Ansatz 1. Ordnung Schwachkopplungsstörungs-
theorie) nicht enthalten sind.

Sofern im Text nicht anders angegeben, wird die Hybridisierungsamplitude t = 1 ge-
wählt, die Bandbreite ist somit W = 8. In DMFT ergibt sich für schwache Wechselwirkung
eine niedrige Neél-Temperatur von etwa TN = 1/15 [Werner05]. Obwohl die hier verwende-
te Näherung über die DMFT hinausgeht, ist die im Folgenden verwendete Temperatur mit
T = 1/50 geeignet, um den magnetischen Zustand bei niedriger Temperatur zu betrachten,
wie es sich in den Ergebnissen zeigt.

Bricht man die Spinsymmetrie des Systems, lassen sich z-antiferromagnetische Phasen
erreichen. In Abbildung 3.27 ist ein Ausschnitt für ein periodisches, optisches 8× 8-Gitter
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Abbildung 3.28: Ordnungsparameter |m| für ein periodisches Gitter der Größe 8 × 8 in
Abhängigkeit von der Wechselwirkung U (Temperatur T = 1/50). Im
Vergleich ist das Ergebnis für eine Rechnung mit ausschließlich Diagram-
men 1. Ordnung in Schwachkopplungsstörungstheorie zu Ergebnissen mit
zusätzlich 2. Ordnung Störungstheorie zu sehen. Die Hinzunahme der 2.
Ordnung führt zu einer Abschwächung des Ordnungsparameters für alle
betrachteten U . Details siehe Text.

zu sehen, für welches die Magnetisierung

mxy = 1
2(nxy,↑ − nxy,↓) (3.43)

dargestellt ist, mit den Ortsraumquantenzahlen x, y. In Abbildung 3.27a findet sich die
Magnetisierung für ein periodisches Gitter mit selbstkonsistenter Berücksichtigung der
1. und der 2. Ordnung der diagrammatischen Störungstheorie. Um den Einfluss der 2.
Ordnung zu untersuchen, ist in Abbildung 3.27b die Lösung im Vergleich zur selbstkon-
sistenten Berücksichtigung ausschließlich der 1. Ordnung der Störungstheorie dargestellt.
Gegenüber dieser kommt in 2. Ordnung das Diagramm 3.25c hinzu. Bricht man zusätz-
lich die SU(2)-Symmetrie, kommen die Diagramme in Abbildung 3.25b,d hinzu. Wie sich
zeigt, führt die Hinzunahme der 2. Ordnung in der Störungstheorie zu einer Abschwächung
der Magnetisierung. Diese Abschwächung der Magnetisierung |m| in Abhängigkeit von der
Wechselwirkung, in Abbildung 3.28 dargestellt, ist systematisch und für das periodische
Problem für einen breiten Bereich in U dargestellt. Für kleine Wechselwirkungen sind bei-
de Näherungsstufen gleichermaßen paramagnetisch. Mit größer werdendem U durchläuft
das System mit beiden Zugängen einen Phasenübergang.

Nimmt man zur 1. Ordnung die 2. Ordnung der Störungstheorie hinzu, führt dies zu
einer Verzögerung des Übergangs, d.h. zu einer Verschiebung der kritischen Wechselwir-
kung Uc hin zu größeren Werten (U1.O

c < U1.+2.O
c ). Der Ordnungsparameter nimmt mit

zunehmender Wechselwirkung monoton zu und ist schon für U = 10 sehr nahe bei sei-
nem Maximum max |m| = 1. Hier verliert sich auch der Unterschied beider Ansätze, die
Abschwächung auf Grund der 2. Ordnung ist weniger ausgeprägt. Das lässt sich leicht ein-
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3 Das Hubbard-Modell

sehen, weil die Quantenfluktuationen bei großem Ordnungsparameter deutlich abnehmen
und damit auch die ersten Korrekturen zur Fluktuation durch die 2. Ordnung weniger
bedeutend sind. Aus der Betrachtung des Starkkopplungslimes ist bekannt, dass das re-
sultierende Heisenberg-Modell mit der Kopplung J ∝ t2/U nur schwach magnetisch bei
zunehmender Wechselwirkung U ist [Harris67]. Insofern ist die große Magnetisierung bei
großer Wechselwirkung ein methodisches Artefakt der Schwachkopplungsentwicklung.

Im Bereich 2.5 . U . 6 ist die Abschwächung durch die 2. Ordnung für eine magnetische
Phase am deutlichsten; das relative Maximum wird für U ≈ 2.3 mit 22% erreicht.

Das Einschalten einer Falle V0 > 0 bricht die Translationsinvarianz des Systems. Am
Rand der Falle ist das Potential höher, die Teilchenzahlen sind dort kleiner; im Zentrum
ist das Potential tiefer, die Teilchenzahl

nxy = nxy,↑ + nxy,↓ (3.44)

folglich größer. In Abbildung 3.29a-d sind die Dichteverteilung und Magnetisierung für eine
Falle mit 12 × 12 Gitterplätzen dargestellt: bei V0 = 0.2, µ = 2.0 (Teilchenzahl N ≈ 48)
und U = 3.0 bei Berücksichtigung der 1. Ordnung Störungstheorie (O1) und zusätzlich
der 2. Ordnung (O1+O2). In der Mitte ist die Teilchenzahl maximal, am Rand der Falle
ist die Besetzung verschwindend klein.

Zum Zwecke der Validierung werden nahezu alle Ergebnisse mit dem Multiband-Code
für die 1. Ordnung mit denen einer selbstkonsistenten Hartree-Fock-Lösung (gelöst mit-
tels exakter Diagonalisierung) verglichen [Gottwald09]. In der Näherung der 1. Ordnung
Störungstheorie erwartet man, dass Multiband-Code und exakte Diagonalisierung zum
gleichen Ergebnis kommen. Exemplarisch findet sich die Magnetisierung für ausgewähl-
te Schnitte (fixes y) in Abb. 3.29e wieder. Die farbigen Kurven ergeben sich durch die
Behandlung mit dem Multiband-Code; die feingezogenen, schwarzen Linien werden durch
exakte Diagonalisierung erhalten. Die Unterschiede sind kaum auszumachen, der absolute
Unterschied ist über die ganze Falle gesehen klein (∆m . 0.02). Die Ursache für die Dif-
ferenz ist in der numerischen Behandlung der Resolventen im Multiband-Code zu suchen.
Die Green-Funktion (Resolvente) Gαβ(z) ist auszuwerten für z = ω + iδ mit δ > 0 (siehe
Abschnitt A.1).

Während die Lösung in 1. Ordnung hervorragend mit der exakten Diagonalisierung
übereinstimmt, liefert die zusätzliche Berücksichtigung der 2. Ordnung in der Störungs-
theorie quantitativ wesentliche Korrekturen. Neben einer Verkleinerung der magnetischen
Domäne (vergleiche Abb. 3.29b mit Abb. 3.29d) nimmt auch die maximale Amplitude
der Magnetisierung mxy deutlich ab (Abb. 3.29e). Gerade am Rand der magnetischen
Domäne verschwindet das magnetische Moment nahezu, in der Mitte kommt es zu einer
Abschwächung auf mO1+O2

xy /mO1
xy ≈ 43%.

Gemäß ihrer Definition hat die Green-Funktion, für eine Rechnung in 1. Ordnung Stö-
rungstheorie, diskrete Pole an den diskreten, reellen Energieeigenwerten des Hamilton-
Operators. Für jedes endliche δ wird die Green-Funktion leicht abseits dieser Pole in
der komplexen Halbebene ausgewertet. Deshalb sind im Spektrum der Green-Funktion
keine Dirac-Funktionen an den Positionen der Energieeigenwerte zu sehen, sondern Breit-
Wigner-Verteilungen mit einer Halbwertsbreite ∝ δ. In Abbildung 3.30 sind das Eigenwert-
spektrum, wie es sich aus der exakten Diagonalisierung ergibt, und die Zustandsdichte des
Gesamtsystems, wie sie sich aus der Resolventenbehandlung ergibt, für das beschriebene
12 × 12-System dargestellt. Der wesentliche Fehler entsteht nun bei der Bestimmung der
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Abbildung 3.29: Dichteverteilung nxy und Ordnungsparameter mxy für eine MOT der
Größe 12 × 12 mit Fallenpotential V0 = 0.2, Wechselwirkung U = 3.0
(Temperatur T = 1/50). In (a) ist nxy farbkodiert für die gesamte Falle
dargestellt (berücksichtigt wird nur die 1. Ordnung in Störungstheorie).
Die weißen sind Bereiche nahezu unbesetzt, die tiefblauen mit bis zu 1.2
Teilchen pro Gitterplatz. In (b) ist mxy dargestellt (1. Ordnung Störungs-
theorie, O1). Weiße Bereiche sind unmagnetisch. Blau und grün indizie-
ren jeweils eine Magnetisierungsrichtung; die Stärke der Magnetisierung
ist größer, je intensiver die Farbe. Nimmt man die 2. Ordnung Störungs-
theorie hinzu (O1+O2) und berücksichtigt so nicht-lokale Korrelationen,
ergeben sich in (c) nxy kaum Korrekturen; die (d) Magnetisierung jedoch
wird reduziert. In (e) sind ausgewählte Schnitte (fixes y) dargestellt (far-
big) für O1 (gestrichelt) und für O1+O2 (durchgezogen). Das Ergebnis
O1 stimmt hervorragend mit den Resultaten in exakten Diagonalisierung
(feine schwarze Linie) überein.
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Abbildung 3.30: Eigenwertspektrum im Vergleich zur Zustandsdichte des Gesamtsystems
für ein magneto-optisches Gitter der Größe 12 × 12 (V0 = 0.1, µ = 2.25,
entsprechend einer Teilchenzahl N = 98 für eine Wechselwirkung U =
2.5). Die Verbreiterung der Zustandsdichte für den Multiband-Code ist
auf ein δ = 0.005 zurückzuführen. Im Vergleich beider Methoden stimmt
die Verteilung der Eigenwerte und deren Position hervorragend überein,
wie sich an Hand der integrierten Zustandsdichte einwandfrei ersehen lässt
(siehe Inset).

Teilchenzahlen zur Auswertung von Hartree- und Fock-Diagramm für die einzelnen Gitter-
plätze. Während bei der Eigenwertlösung die spektralen Gewichte der Eigenzustände prak-
tisch exakt summiert werden können, werden bei der Lösung durch den Multiband-Code
die Teilchenzahlen durch Integration bestimmt (siehe Gleichung (A.18)). Dabei verursa-
chen die Ausläufer der Breit-Wigner-Verteilungen Fehlzählungen gegenüber der exakten
Lösung, welche größer sind, je näher der jeweilige Energieeigenwert an der Fermi-Kante
ist. Dann gehen im Besonderen die Wechselwirkungsanteile 1. Ordnung in der Störungs-
theorie, Hartree- (A.31) und Fock-Diagramm (A.33) ungenau ein. Je kleiner der Parameter
δ jedoch ist, desto schärfer werden die Strukturen in den Spektralfunktionen (die Reso-
nanzen werden schärfer), und desto aufwändiger ist es, die Spektralfunktionen numerisch
ausreichend genau abzutasten. Um nun eine ausreichende Genauigkeit bei minimalem Re-
chenaufwand zu erhalten, ist ein geeignetes δ, in Abstimmung mit der Abtastrate und im
Vergleich mit den Resultaten der exakten Diagonalisierung, empirisch festzulegen.

3.4.3 Die magneto-optische Falle im Überblick

Der im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Multiband-Code wurde für die Beschreibung
einer magneto-optischen Falle adaptiert. Der wesentliche Fortschritt gegenüber den häufig
in der Literatur verwendeten Real-Space-DMFT-Methoden ist hier die explizite Mitnahme
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nicht-lokaler Prozesse, wie sie durch einen ortsaufgelösten DMFT-Ansatz ausgeschlossen
werden. Die DMFT-Näherung ist im Besonderen für niedrigdimensionale Systeme wie das
hier betrachtete zweidimensionale Hubbard-Modell keine geeignete Näherungsstufe.

Im Ergebnis zeigt sich für das optische Gitter bei abgeschalteter magnetischer Falle wie
erwartet eine Abschwächung des Ordnungsparameters bei Hinzunahme der 2. Ordnung
der Störungstheorie. Für die 1. Ordnung kann auch bei eingeschalteter Falle und für die z-
antiferromagnetische Situation eine hervorragende Übereinstimmung mit den Ergebnissen
der exakten Diagonalisierung festgestellt werden [Gottwald09]. Die Berücksichtigung der
ersten nicht-lokalen Korrekturen mit Hilfe der 2. Ordnung Störungstheorie führen erwar-
tungsgemäß zu einer Abschwächung oder sogar Unterdrückung der Magnetisierung auch
in der magneto-optischen Falle. So ergeben sich bedeutende quantitative Korrekturen.

In diesem Sinn handelt es sich um einen erfolgreichen Ansatz, welcher die Ergebnisse
für den z-Antiferromagneten verfeinert hat und in der Fortentwicklung auch die Resultate
für den xy-Antiferromagneten quantitativ verbessern kann.
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4 Halbmetallische Ferromagnete

Der gegenwärtige Fortschritt der sogenannten Magnetoelektronik geht einher mit der Ent-
wicklung neuer magnetischer Materialien, magnetischer Halbleiter und halbmetallischer
Ferromagnete. Aus der Halbmetallizität ergeben sich weitere technische Anwendungen
wie der Magnetwiderstand oder der Riesenmagnetwiderstand, für dessen Entdeckung in
jüngster Zeit ein Nobelpreis vergeben wurde1.

Die Materialklasse der halbmetallischen Ferromagnete ist für die technische Anwendung
von großem Interesse. Die technisch definierende Eigenschaft, die sie dabei so interessant
macht, ist, dass diese Substanzen für die eine Spinsorte metallisch und für die jeweils
andere Spinsorte halbleitenden oder sogar isolierenden Charakter haben. In einem Ein-
teilchenspektrum lässt sich das als Bandlücke in einem von zwei Spinkanälen identifizie-
ren2. Dies erlaubt, Verarbeitungsgeschwindigkeit, Energieverbrauch und Integrationsdich-
ten gegenüber herkömmlichen elektronischen Bauteilen deutlich zu verbesseren [Wolf01].
So lässt sich konventionelle, auf Ladungsträgern basierende Halbleiterelektronik in Bezug
auf Leistungsfähigkeit und Geschwindigkeit maßgeblich verbessern. Die Vorteile liegen in
der Nicht-Flüchtigkeit, verbesserter Prozessgeschwindigkeit, reduziertem Energieverbrauch
und erhöhter Integrationsdichte.

Durch Anlegen eines externen magnetischen Felds kann in geschichteten halbmetalli-
schen Verbunden der elektrische Widerstand um Größenordnungen verändert werden. Des
Weiteren lassen sich Leiter auf der Basis von Spinströmen (alternativ zu Ladungsströ-
men) konstruieren. Der Grundgedanke dieser Technologie ist leicht zu fassen: Ein regulärer
Ladungsstrom in herkömmlicher Elektronik kann durch einen Spinstrom in der Magneto-
elektronik ersetzt werden. Umfassende Überblicke zu den technischen Anwendungen finden
sich in der Literatur [Z̆utić04, Felser07].

Die Halbmetallizität als elektrische Eigenschaft ergibt sich einerseits aus der Kristall-
struktur und andererseits aus der Valenzstruktur der beteiligten Elemente. So unterschei-
det man zwischen Halb- und Voll-Heuslern, Zinkblenden, Doppelperovskiten, Manganiten
etc. Zusätzlich spielt auch die chemische Zusammensetzung eine wesentliche Rolle, sodass
innerhalb einer Strukturklasse durch die Substitution einzelner Elemente (respektive Do-
tierung) die magnetischen Eigenschaften eingestellt werden können. Für Ferromagnete un-
terscheidet man den Minoritäts- vom Majoritätsspin durch die Besetzung nMinor < nMajor.
Für Heusler-Materialien [Heusler03] und Zinkblenden3 findet sich die Bandlücke im Mino-
ritätsspinkanal, bei Doppel-Perovskiten und Manganiten im Majoritätsspinkanal.

Für Heusler-Materialien ergibt sich eine bemerkenswert hohe Spinpolarisation und,

1Grünberg et al. [Binasch89] und Fert et al. [Baibich88] entdeckten 1988 unabhängig voneinander
den Riesenmagnetwiderstand. Für diese Entdeckung wurde an beide der Nobelpreis für Physik 2007
(http://nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/2007) vergeben.

2Inwiefern allein das Einteilchenspektrum eine Aussage über die Leitfähigkeit eines Materials macht, wird
zu Beginn des Abschnitt 3.3 diskutiert. Im Allgemeinen liefert dieses keine verbindliche Aussage, für
die meisten Situationen ist es jedoch ein sehr guter Indikator für die Metallizität eines Systems.

3Derzeitig werden häufig die binären Halbmetalle in der Forschung untersucht, ein aktueller Überblick
findet sich in [Mavropoulos07].
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Abbildung 4.1: In (a) ist das L21-Kristallgitter eines Voll-Heusler-Materials mit der
Strukturformel X2YZ schematisch abgebildet. In der Raumgruppe
Fm − 3m (225) werden an den Wyckoff-Positionen (1/4, 1/4, 1/4), (0, 0, 0)
und (1/2, 1/2, 1/2) die Elemente X, Y und Z platziert. Wegen der Sym-
metrie der Raumgruppe ergibt sich für das Element X eine Doppelzählig-
keit: Es kommt die Wyckoff-Position (3/4, 3/4, 3/4) hinzu. Für das Halb-
Heusler-Material (b) ist die Raumgruppe F − 43m (216) wesentlich und die
Wyckoff-Positionen sind mit (0, 0, 0), (1/4, 1/4, 1/4) und (3/4, 3/4, 3/4) für
die Elemente X, Y und Z gegeben.

gemessen an den technisch relevanten Temperaturen, eine sehr hohe Curie-Temperatur
(für bestimmte halbmetallische Ferromagnete über 1000 K [Felser07, Wurmehl05]). Ei-
ne volle Spinpolarisation der Ladungssträger im halbmetallischen Ferromagneten stellt
aber eine hypothetische Situation dar [Katsnelson08] und wird in der Praxis durch Tem-
peratur, Verunreinigungen oder Spinbahnkopplung verhindert. Gerade die Verunreini-
gungen beziehungsweise Fehlstellen im Kristall [Ebert91] und die schwierige Realisie-
rung von perfekten Oberflächen und Grenzschichten erzeugen Streuzustände in der Band-
lücke, welche die Spinpolarisation in den halbmetallischen Ferromagneten stark reduzieren
[Wijs01, Galanakis02a]. Weitere Depolarisationseffekte, wie beispielsweise durch phononi-
sche Anregungen [Skomski02] oder Spinordnung [MacDonald98], werden in der Literatur
diskutiert.

4.1 Dichte-Funktional Theorie

Das elektrische Problem, beschrieben durch realistische Hamilton-Operatoren der Art
(1.2), stellt ein kompliziertes Vielteilchenproblem dar, welches derzeit für realistische Ma-
terialbeschreibungen in voller Allgemeinheit unlösbar ist. In vielen Situationen ist es jedoch
erfolgreich möglich, das Vielteilchenproblem vereinfacht zu modellieren oder nur in Teilas-
pekten zu berücksichtigen und vereinfacht in die Lösungsmethode zu implementieren. In
einer solchen Situation gelingt es nun, Materialien, wie sie auf Grund von einfachen stö-
chiometrischen oder kristallographischen Untersuchungen bekannt sind, elektronisch sehr
genau zu beschreiben. Die Klasse dieser Methoden bezeichnet man gemeinhin als ab initio-
Methoden4, da der Ausgangspunkt nur durch die Kristallstruktur definiert ist und man von
dort ausgehend eine Beschreibung der Elektronenstruktur des Materials im Grundzustand

4ab initio, lat.: von Anfang an.
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4.1 Dichte-Funktional Theorie

erhält. Die Dichte-Funktional-Theorie (DFT) hat sich als ab initio-Methode etabliert, weil
sie einerseits eine hervorragende Beschreibung einer großen Klasse von Materialien liefert
und andererseits ausgesprochen effizient implementiert werden kann.

In der Born-Oppenheimer-Näherung stellt sie einen geeigneten Ausgangspunkt zur Be-
schreibung des Problems (1.2) dar. Die Dichte-Funktional-Methode basiert darauf, dass
ein allgemeines Funktional F [n(r)] existiert, wobei n(r) die räumlich aufgelöste Elektro-
nendichte ist, sodass der Ausdruck

E =

∫

dr [v(r)n(r) + F [n(r)]] (4.1)

genau für den physikalisch korrekten Grundzustand minimiert wird, abhängig von einem
äußeren Potential v(r) [Hohenberg64]. Diese Aussage wurde kurz nach ihrer Veröffentli-
chung auf endliche Temperaturen erweitert [Mermin65]. Eine systematische Bestimmung
des Funktionals wird durch einen mächtigen Ansatz von Kohn und Sham [Kohn65] ermög-
licht und bedingt den enormen Erfolg der Methode.

Der Kohn-Sham-Ansatz5 basiert auf der Annahme, dass die physikalische Teilchendichte
eines wechselwirkenden Elektronensystems n(r) durch ein System nicht-wechselwirkender

Elektronen n0(r) =
∑

i,σ |ψi,σ(r)|2 in einem effektiven lokalen Potential dargestellt werden
kann. Für dieses Einteilchenproblem ergibt sich die Kohn-Sham-Wellenfunktion als ein-
fache Slater-Determinante. Die Einteilchen-Wellenfunktionen ψi,σ(r) im Hilfsfeld genügen
der Schrödinger-Gleichung für das effektive Potential. Das Grundzustandsenergiefunktio-
nal lautet für diese Elektronendichte

EKS = T S[n0] +

∫

drV ext(r)n0(r) + EHartree[n0] + Exc[n0] (4.2)

mit der kinetischen Energie T S [n0], dem externen Potential V ext, welches die Elektronen

erfahren, dem klassischen Dichte-Dichte-Anteil EHartree und dem unbekannten Austausch-

Korrelations-Funktional Exc[n0]. Wäre letzteres Austausch-Korrelations-Funktional exakt

bekannt, so würde das Kohn-Sham-Funktional EKS minimal für die Elektronendichte im

Grundzustand n0(r) = n(r). Der Vorzug dieser Formulierung ist, dass die langreichweiti-
gen, dominanten Anteile des elektronischen Problems über einfache Funktionale der Ein-
teilchenwellenfunktionen (T S, V ext und EHartree) beschrieben werden und das unbekannte

Austausch-Korrelations-Funktional Exc[n0] in vielen Situationen vernünftig lokal approxi-
miert werden kann, d.h. die Effekte von Austausch und Korrelation relativ kurzreichweitig
sind. Für eine gegebene Näherung des Austausch-Korrelations-Funktionals Exc[n0] liefert
dann

δEKS
δψi,σ(r)

= 0 (4.3)

eine Näherung für den Grundzustand.

Es zeigt sich, dass diese Annahme bei Festkörpern gerechtfertigt ist, bei denen die Elek-
tronenverteilung sehr homogen ist, die Elektronen nahezu frei und stark itinerant sind, die

5Im Weiteren wird die Kohn-Sham-Methode für den Grundzustand betrachtet. Es gibt Erweiterungen für
angeregte Zustände, wie sie sich auf Grund des Hohenberg- und Kohn-Theorems ergeben. Diese werden
hier aber nicht betrachtet.
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4 Halbmetallische Ferromagnete

Lösung also in Nähe des freien Elektronengases ist. In der Praxis hat sich die Local (Spin)
Density Approximation (LDA, LSDA) bewährt, manchmal wird auch die Generalized Gra-
dient Approximations (GGA) verwendet. Die genaue Form des Austausch-Korrelations-
Funktionals kann und wird im Ansatz von einfacheren Modellen parametrisiert, wie bei-
spielsweise dem homogenen Elektronengas [Barth72, Gunnarsson76], oder kann durch nu-
merische Lösungen, beispielsweise mit Hilfe von QMC [Ceperley80, Vosko80], approximiert
werden. Siehe hierzu auch den Übersichtsartikel [Jones89].

Die verschiedenen bekannten DFT-Programme unterscheiden sich in erster Linie durch
die Wahl des Funktionensystems {ψi,σ(r)}. Sehr einfach gestalten sich Ansätze mit fi-
xer Basis, wie beispielsweise ebene Wellen, Gauß’sche Orbitale oder Linearkombinationen
atomarer Orbitale. Deren Nachteil aber ist, dass die Zahl der Basisfunktionen sehr groß
werden kann. Alternativ dazu finden sich die sogenannten Partial-Wave-Methods, wel-
che die Wellenfunktionen in energie- und potentialabhängige Partialwellen zerlegen. Das
Basissystem ist dann deutlich kleiner und die Genauigkeit sehr viel höher. Man unter-
scheidet grundlegend zwischen Full-Potential- und Pseudo-Potential-Ansätzen, welche die
stark lokalisierten Kernelektronen mehr oder weniger berücksichtigen. Die Beschreibung
der relevanten itineranten Elektronen profitiert beiFull-Potential-Ansätzen von der besse-
ren Darstellung der Kernabschirmung, bei Pseudo-Potential-Ansätzen reduziert sich der
Aufwand deutlich. Für die Lösung des elektronischen Problems im Festkörper hat sich die
Atomic Sphere Approximation bewährt. Hier wird der Nahbereich der Ionenrümpfe (die
Atomic Sphere) durch stark lokalisierte Wellenfunktionen beschrieben und der Zwischen-
bereich mit recht flachen Wellenfunktionen interpoliert.

In dieser Arbeit werden der Linear Muffin Tin Orbital-Code (LMTO) und dessen
Nachfolger der nth Order Muffin Tin Orbital-Code (NMTO) aus Stuttgart [Andersen75,
Andersen98] verwendet. Dieser Ansatz platziert sogenannte Muffin-Tins6 an den Gitter-
positionen der Ionenrümpfe und bestimmt deren Radius so, dass das Volumen der Muffin-
Tins gleich dem Volumen der Wigner-Seitz-Zelle des jeweiligen Atoms ist. Das führt zu
überlappenden, atomaren Sphären. Innerhalb dieser Kugeln wird das Potential, welches
die Elektronen erfahren, isotrop angenommen (vR ≡ vR(rR)). Die Wellenfunktionen der
einzelnen Hilfselektronen Ψi(r) werden im Muffin-Tin R (am Ort rR) aus den Lösungen
der radial-symmetrischen Schrödingergleichung superponiert

Ψi(r) =
∑

R,lm

cR,lm,i φR,lm(ǫi, r − rR) (4.4)

mit φR,lm(ǫi, rR) ≡ ϕR,l(ǫi)Y lm (4.5)

und
∂2

∂r2
rϕR,l(ǫ, r) = −

[

ǫ− vR(r) − l(l + 1)

r2

]

rϕR,l(ǫ, r) (4.6)

mit der orbitalen und der magnetischen Quantenzahl l bzw. m. Die Ansatzfunktionen
ϕR,l(ǫ, r) werden hierbei am Rand der atomaren Sphäre trunkiert. Der große Vorteil dieses
Ansatzes ist, dass die Wellenfunktionen stark um die Kernpositionen lokalisiert und damit
sehr nahe an der Idee des Hubbard-Modells (3.2), (3.3) sind (siehe Abschnitt 3.1).

Die Ansatzfunktionen der beschriebene LMTO hängen linear von der Energie ab. Für
den NMTO-Ansatz werden statt der linearisierten Ansatzfunktionen Lagrange-Polynome
höherer Ordnung auf einem Satz verschiedener Stützstellen konstruiert. In erster Ordnung

6muffin-tin engl. : Eine Backform für Muffins. Muffins sind kleine Butterküchlein.
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Abbildung 4.2: Down-folding für SrVO3 auf die drei t2g-Bänder des Strontium. In der
Abbildung sind die Energieeigenwerte des Hamiltonians als Funktion linear
interpolierter k-Vektoren zwischen den Symmetriepunkten Γ, M , X und
R wiedergegeben. Sie bilden die Bandstruktur ab. Die Bandstrukturen an
der Fermi-Kante werden offensichtlich durch die Elektronen in den t2g-
Orbitalen der Strontiumatome generiert und sind energetisch gut von den
anderen Zuständen separiert.

ist NMTO äquivalent zur LMTO-Methode. Dank des Variationsprinzips ist der Fehler für
die Einteilchenenergien proportional zu (ǫ − ǫ0)

2 . . . (ǫ − ǫN )2 und liefert damit ein sehr

akkurates Ergebnis im Energiebereich der Stützstellen
{

ǫm
}

.

Die NMTO-Rechnung führt auf verbesserte Ergebnisse gegenüber der LMTO-Rechnung.
Darüber hinaus erlaubt der Code neben der Bestimmung von Bandstrukturen und Spek-
tralfunktionen (Zustandsdichten) auch die Ausgabe der Hamilton-Matrix in der Basis der
orbitalen Ansatzfunktionen. Diese Basis lässt sich außerdem auf einen Satz gewählter Or-
bitale reduzieren, sodass man einen bestimmten Energiesektor mit einer minimalen Zahl
an Zuständen beschreiben kann. Dieser Schritt wird in der Literatur als Down-folding
bezeichnet. In Abbildung 4.2 ist das gelungene Down-folding auf die drei t2g-Bänder des
Strontium für SrVO3 an der Fermi-Kante abgebildet. Interessiert man sich für die Niede-
renergieeigenschaften (∼ 1 eV in der Nähe Fermi-Kante) von SrVO3, genügt die Kenntnis
der rot markierten Zustände, um eine adäquate Beschreibung des Festkörpers in diesem
Energiesektor zu erhalten. Günstig ist in diesem Schulbeispiel, dass die t2g-Zustände gut
von den anderen Zuständen separiert liegen, sodass sich eine eineindeutige und einfache Zu-
ordnung der Orbitale und der Bänder ergibt. Die LDA+DMFT Untersuchung von SrVO3

ist auf Basis einer NMTO-Rechnung in [Nekrasov06] veröffentlicht.
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4 Halbmetallische Ferromagnete

4.2 Lokale-Dichte-Approximation+X

Die Dichtefunktionaltheorie (DFT) in Näherung durch die Lokale-Dichte-Approximation
liefert eine quantitativ gute Beschreibung einer Vielzahl von Materialien, deren Elektronen
stärker itineranten als lokalisierten Charakter haben. Für Elektronensysteme mit stärker
lokalisierten Elektronen ergeben sich jedoch Defizite. Es gibt verschiedene Ansätze, die den
lokalisierten Charakter besser in die Lösungen der LDA einbinden. Der LDA+U Ansatz
ergänzt das in der LDA gelöste Energiefunktional um explizit lokalisierte, molekularfeld-
artige Anteile [Anisimov91]

ELDA+U = ELDA +
1

2

∑

mσ 6=m′σ′

(U − Jδσσ′ )(nmσ − n̄)(nm′σ′ − n̄) (4.7)

mit orbitalen und Spinquantenzahlen m,m′ und σ, σ′, Wechselwirkungsintegralen U , J
sowie der mittleren Teilchenzahl n̄ = 1

2M

∑M,2
m,σ nmσ. Im unpolarisierten Fall ist ELDA+U =

ELDA. Eine orbitale oder Spinordnung führt generisch zu negativen Beiträgen durch den
lokalisierten Wechselwirkungsterm, der eine gleichzeitige Zunahme der Energie in der LDA
ELDA wettmachen kann. Insofern stabilisiert LDA+U geordnete Phasen. Der Beitrag der
mittleren Teilchenzahl n̄ verhindert das Überzählen von Wechselwirkungstermen, allge-
mein als double-counting benannt: Die Wechselwirkungsenergien zwischen den Elektronen
sind bereits in der LDA berücksichtigt, werden aber, weil ihre Berücksichtigung nicht ad-
äquat ist, in der beschriebenen, lokalisierten Form erneut gezählt. Folglich muss die über-
zählte Wechselwirkungsenergie abgezogen werden. Dies geschieht mit Hilfe der mittleren
Teilchenzahl n̄ in Gleichung (4.7).

Einen Schritt weiter gehen die Arbeiten von Steiner [Steiner92, Steiner94], welche eine
paramagnetische LDA-Lösung (LMTO, siehe Abschnitt 4.1) zum Ausgangspunkt nehmen
und auf dieser Basis eine Selbstenergie störungstheoretisch konstruieren, die dann eine
erste Korrektur zur LDA-Lösung liefert (in diesem Fall für die 3d-Elektronen eines Ferro-
magneten)

Σdd
k,σ(ω) = Σ(1)

σ + Σ
(2) dd
k,σ (ω) − ΣDC

c . (4.8)

Der erste Term entspricht der LDA+U-Korrektur und erlaubt dem im Ausgangspunkt
paramagnetischen System die Polarisation; der zweite Summand liefert die ersten (nicht-
lokalen) Korrekturen, welche Korrelationen berücksichtigen. Der letzte Term ΣDC

c korri-
giert die schon berücksichtigten Korrelationseffekte in der Austausch-Korrelations-Energie
(4.2) der LDA-Rechnung. Sie werden in der Arbeit [Steiner92] als klein identifziert und zu
Null gesetzt. Vernachlässigt man die zweite Ordnung in diesem Ansatz, ist er voll äquiva-
lent zur oben beschriebenen LDA+U. Schon in ihrer Arbeit äußern die Autoren, dass die
Selbstenergie gerade im Mehrbandfall nur schwach von k abhängt, eine Vernachlässigung
dieser Abhängigkeit aber den numerischen Aufwand dramatisch reduziert. Folglich berück-
sichtigen sie in der Folgearbeit [Steiner94] nur die lokalen Anteile in der Selbstenergie und
formulieren die selbstkonsistente Dysongleichung

Gk,σ(ω) = GLDA
k,σ (ω) +GLDA

k,σ (ω) Σ̃
(2)

(ω)Gk,σ(ω) , (4.9)

wobei die Einteilcheneffekte, wie Hybridisierung und Energiesplitting, in der Green-Funkti-
on GLDA

k,σ (ω) auf Basis der LDA/LMTO-Lösung enthalten sind und die Korrelationseffekte
in der energieabhängigen Selbstenergie reflektiert werden.
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4.2 Lokale-Dichte-Approximation+X

Verallgemeinert man diese Idee, so wird die Lösung eines Hamilton-Operators bestimmt,
der auf der einen Seite die numerischen Ergebnisse der Bandstrukturrechnung und auf der
anderen Seite den modellhaften, vom Hubbard-Modell bekannten Wechselwirkungsanteil
(siehe Gleichung 3.3) enthält und dadurch die Wechselwirkungseffekte verbessert imple-
mentiert

ĤLDA+X = ĤLDA +
1

2

∑

mnop,σσ′

ĉ†mσ ĉ
†
nσ′ ĉoσ′ ĉpσUmnop − ĤDC . (4.10)

Die LDA-Lösung liefert eine Einteilchenlösung und wird somit durch einen bilinearen
Hamiltonian ĤLDA beschrieben. Vergleicht man den Hamilton-Operator (4.10) mit dem
Mehrband-Hubbard-Hamilton-Operator (3.3), so fällt auf, dass der bilineare Hybridisie-

rungsanteil durch die LDA-Lösung ersetzt wird. Der letzte Summand ĤDC in (4.10) verhin-
dert approximativ das oben beschriebene double-counting. Die Wechselwirkungsintegrale
erzeugen natürlich molekularfeldartige Dichte-Dichte-Wechselwirkungen, die aber schon in
der LDA berücksichtigt wurden, sodass diese nur korrigiert werden müssen. Der Operator
ĤDC stellt genau dies sicher.

Unglücklicherweise gibt es keinen direkten Zusammenhang zwischen LDA und Hubbard-
Modell, weil die LDA auf dem Modell eines homogenen Elektronengases beruht und Ener-
giebeiträge summiert, während das Hubbard-Modell auf einer lokalisierten atom-artigen
Orbitaldarstellung basiert. Weil es keine mikroskopische Verknüpfung zwischen LDA und
Hubbard-Modell gibt, bleibt unklar, welcher Anteil der Hubbard-Wechselwirkung schon
in der LDA-Energie enthalten ist. Daher ist es unmöglich, die in der LDA berücksich-
tigten Wechselwirkungsbeiträge rigoros durch einen Coulomb-Parameter U auszudrücken
[Held06].

In diesem Sinne lautet die verallgemeinerte Green-Funktion des Gitters bei expliziter
Berücksichtigung von Korrelationen

G(k, z) =
(

(z + µ) 1 −HLDA(k) − Σ(k, z)
)−1

, (4.11)

wobei die Quantenzahlen, die Spin-, orbitale und atomare Quantenzahlen in der Ein-
heitszelle definieren, in der Matrixstruktur kodiert sind. HLDA(k) ist die Hamilton-Matrix

HLDA,γδ = 〈γ|ĤLDA(k)|δ〉. Hierbei ist die LMTO/NMTO Methode ein adäquater Start-
punkt, weil sie die Hamilton-Matrix auf Grund der MTO-Näherung (siehe Abschnitt 4.1)
direkt in Spin und orbitalen Quantenzahlen auflöst.7 Die Vielteilcheneffekte sind in der
Selbstenergie enthalten. Mit der Bestimmung einer Selbstenergie Σ(k, z) ist man also mit
Hilfe von (4.11) sofort in der Lage, eine Verbesserung der zu Grunde liegenden LDA-Lösung
zu konstruieren. In diesem Sinne stellt Gleichung (4.11) den LDA+X-Ansatz dar.

Für viele elektronische Systeme wird der wesentliche Teil der Korrelationseffekte mit
einer lokalen Selbstenergie beschrieben Σ(k, z) ≈ Σ(z): Die DMFT (siehe Abschnitt 3.2),
vernachlässigt nicht-lokale Korrelationen und überführt das Gitterproblem auf das nume-
risch einfacher behandelbare Störstellen-Anderson-Modell (siehe Kapitel 2 und im beson-
deren Abschnitt 2.2). Die DMFT vereinfacht damit die Problemstellung (4.11) und führt
zur bekannten LDA+DMFT -Formulierung in Form einer Green-Funktion für das Gitter

G(z) =
1

VB

∑

k

(

(z + µ) 1 −HLDA(k) − Σ(z)
)−1

. (4.12)

7Im Vergleich dazu wäre mit einem Ansatz ebener Wellen eine aufwändige Projektion auf die lokalisierten
atomaren Orbitale notwendig.
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An dieser Stelle fällt sofort die formale Übereinstimmung der Gitter-Green-Funktion für
LDA+DMFT (4.12) und der für das Mehrband-Hubbard-Modell (3.7), (3.8) auf. Die
LDA+DMFT geht aus der gewöhnlichen DMFT-Betrachtung des Hubbard-Modells über
die Einführung einer mittels LDA numerisch bestimmten Dispersion hervor. Wichtig ist
aber, dass das Überzählen von Wechselwirkungseffekten (double-counting, ĤDC) vermie-
den wird. Dies muss bei der Bestimmung der Selbstenergie berücksichtigt werden. Die
Parameter für die LDA+DMFT Lösung werden dann komplettiert durch die Auswahl ei-
nes Störstellenlösers und der Wechselwirkungsmatrixelemente. Ab diesem Punkt verfährt
man wie bei einer gewöhnlichen DMFT (siehe Abbildung 3.1) und bestimmt neben der
Selbstenergie Σ(z), der Green-Funktion (4.12) auch das Weiss-Feld (3.10).

Für besonders einfache Fälle, wie das in Abschnitt 4.1 erwähnte Beispiel für SrVO3

(Abb. 4.2), verschwinden die nicht-diagonalen Propagatoren, sodass Gαβ(z) ≡ Gαβ(z)δαβ
gilt (für verallgemeinerte Quantenzahlen α und β). In diesem Fall ist die Matrixinversion
in (4.12) trivial und reduziert sich auf eine skalare Form

Gαα(z) =
1

VB

∑

k

1

(z + µ) −HLDA,αα(k) − Σαα(z)
. (4.13)

In einer derartigen Situation lässt sich die k-Raum Summation auch auf eine Hilbert-
Transformation (A.39) mit der Zustandsdichte des Bandes α zurückführen (siehe Abschnitt
A.4). Eine derartige LDA+DMFT-Behandlung ist auch mit dem HF-QMC-Code, welcher
in dieser Arbeit für das Zweiband-Modell (Abschnitt 3.3) verwendet wird, möglich.

Für die in Abschnitt 4 untersuchten Heusler-Materialien sind aber gerade die nicht-
diagonalen Propagatoren deutlich von Null verschieden, sodass eine Vereinfachung des
Problems auf ein in Quantenzahlen diagonales Problem (4.13) nicht möglich ist. In die-
sem Fall ist es notwendig, die deutlich aufwändigere Form (4.12) auszuwerten. An dieser
Stelle wird auch der qualitative Unterschied deutlich, weil im allgemeinen Fall eine Matrix
invertiert und über den k-Raum summiert werden muss, während in (4.13) nur mehrere
Quotienten gebildet werden müssen.

Die ersten Resultate für die LDA+DMFT-Methode wurden in iterierter Störungsstheo-
rie (IPT) [Anisimov97], Non-Crossing-Approximation (NCA) [Zölfl00] oder mit Quanten-
Monte-Carlo (QMC) [Katsnelson00] für die Lösung des Störstellenproblems erhalten. In
dieser Arbeit wird die Störstellenlösung in LDA+DMFT mit dem in Abschnitt 2.1.1 disku-
tierten Schwachkopplungsansatz für allgemeine Mehrorbital- und Mehrstörstellenmodelle
bestimmt. Die Vorteile diesen Ansatzes liegen in der einfachen Struktur und der nume-
rischen Effizienz. Die numerischen Parameter lassen sich sehr gut kontrollieren, sodass
das Ergebnis weitestgehend frei von numerischen Fehlern ist. Mit diesen Voraussetzungen
lassen sich ohne größere Schwierigkeiten auch sehr komplizierte Mehrorbital- und Mehr-
störstellensysteme mit nicht-diagonalen Green-Funktionen bei tiefen Temperaturen unter-
suchen. Diese Methode wird im Weiteren als LDA+DMFT(PT)8 bezeichnet. Die Nachteile
liegen auf der Hand: Als Schwachkopplungsansatz ist die Methode streng genommen nur
bei sehr kleiner Wechselwirkung gültig. Für das untersuchte Heusler-Material ist die kine-
tische Energie der Elektronen größer als deren Wechselwirkung untereinander. In diesem
Sinn stellt eine Schwachkopplungsentwicklung einen möglichen Ausgangspunkt dar.

8PT ≡ Perturbation Theory
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4.3 LDA+DMFT für ein Voll-Heusler-Material

Die halbmetallischen Heusler-Materialien kristallisieren typisch in zwei Strukturen: den
sogenannten Voll-Heusler-Materialien in der L21-Struktur, die durch vier sich durchdrin-
gende fcc-Gitter generiert werden, und die sogenannten Halb-Heusler-Materialien in der
C1b-Struktur, bei der eines der vier Untergitter unbesetzt bleibt (siehe Abbildung 4.1).
Experimentell erregten diese Materialien auf Grund ihrer speziellen magnetischen Eigen-
schaften lange erhöhtes Aufsehen. Durch eine ab initio-Rechnung durch de Groot [Groot83]
konnte die Halbmetallizität als Ursache identifiziert werden9. Es gibt kein direktes Expe-
riment, welches die Halbmetallizität eines Materials zweifelsfrei beweist oder widerlegt10

[Katsnelson08]. An dieser Stelle helfen numerische Strukturanalysen (mit Hilfe der Dich-
tefunktionaltheorie (DFT)) weiter, welche die Eigenschaften für viele Materialien auflösen
können. Diese haben aber Schwächen bei der Beschreibung des lokalisierten Charakters
von Elektronensystemen, sodass sich gerade bei den Halbmetallen mit itineranten und
lokalisierten Elektronen Defizite bei der Analyse ergeben. So wird etwa die Bandlücke
typischerweise um etwa 30 % unterschätzt.

Die Voll-Heusler-Materialien in der L21-Struktur bilden eine ausgezeichnete Klasse unter
den halbmetallischen Ferromagneten auf Grund ihrer hohen Curie-Temperatur (diese liegt
bei etwa ∼ 800−1100K), die sie für technische Anwendungen ungemein interessant macht.
Besonders bemerkenswert ist hier Co2FeSi mit einer Curie-Temperatur von TC = 1100K
und einem gemessenen magnetischen Moment von (5.97 ± 0.05)µB [Wurmehl05]. Für die
Co2-basierten Heusler-Materialien lässt sich empirisch ein linearer Zusammenhang zwi-
schen magnetischem Moment und Curie-Temperatur feststellen [Fecher06]. Das magne-
tische Moment selbst folgt für Heusler-Materialien der Slater-Pauling-Regel [Kübler84,
Galanakis02b], die einen sehr einfachen Zusammenhang für die L21-Voll-Heusler-Materia-
lien liefert

ML21 = (NV − 24)µB . (4.14)

Hier ist NV die Valenzelektronenzahl, die für stöchiometrische Heusler-Materialien der
Strukturformel X2YZ immer ganzzahlig ist. In Abbildung 4.3 ist die sogenannte Slater-
Pauling-Kurve für 3d-Übergangsmetalle dargestellt.

Für viele dieser Materialien liefern die numerische Untersuchungen mit der DFT eine
sehr gute Beschreibung des Experiments [Gillessen09]. Gerade aber für das technologisch
relevante Co2FeSi funktioniert die Beschreibung mit Lokaler-Dichte-Approximation (LDA,
siehe Abschnitt 4.1) eher schlecht, und das magnetische Moment wird je nach Ansatz
unterschiedlich ausgewertet. In Tabelle 4.1 sind die magnetischen Momente verschiedener
Methoden aufgeführt, wie sie in [Wurmehl05, Kandpal06] aufgelistet sind.

9Historisch wurde die Untersuchung der Heusler-Materialien angeregt, weil sich bei ihnen die Möglichkeit
ergab, aus nicht-magnetischen Konstituenten ein magnetische Verbindung herzustellen [Heusler03]. Die
Ursache für die ungewöhnlichen Leitungseigenschaften blieben lange im Dunkeln, bis Kübler et al.
[Kübler83] einen Zusammenhang zwischen der Minoritätszustandsdichte, für unter anderem Co2MnAl
und Co2MnSn, und den Transporteigenschaften der Materialien vermuteten.

10Am besten leistet dies eine spin-aufgelöste Positronvernichtung [Hanssen86].
11Abkürzungen:

MT ≡ Muffin-Tin

VWN ≡ Vosko, Wilk und Nussair [Vosko80]
GGA ≡ Generalized-Gradient-Approximation [Perdew92]
FLAPW ≡ Full potential linear augmented plane wave (wie im DFT-Code Wien2k)
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4 Halbmetallische Ferromagnete

Methode µtotal (µB) µCo (µB) µFe (µB)

a) LDA, MT11 4.99 1.18 2.68
Exc nach VWN
LDA, MT 5.22 1.22 2.85
Exc mit GGA
LDA, FLAPW 5.59 1.40 2.87
Exc nach VWN
LDA+U 6.00 1.54 3.30

b) LDA/NMTO 5.31 1.18 2.76
Exc mit GGA

c) SQUID [Wurmehl05] 5.97 ± 0.05
T = 5K, weit im Festkörper
XMCD [Schneider06] 4.80 ± 0.10 (SQUID) 1.36 ± 0.10 2.50 ± 0.10
T = 300K, dünner Film

Tabelle 4.1: Magnetisches Gesamtmoment und atomare magnetische Momente für Co2FeSi
unter Verwendung (a) verschiedener numerischer Methoden [Wurmehl05], (b)
Berechnung mittels Dichtefunktionaltheorie (NMTO) durch den Autor und
(c) verschiedener Experimente [Wurmehl05, Schneider06]. Die Abkürzungen
werden in Fussnote [11] erläutert.

Der berechnete Wert hängt sehr empfindlich von der verwendeten Methode ab. Das
beste Ergebnis in diesem Vergleich liefert LDA+U (siehe dazu Abschnitt 4.1), welches
das experimentell bestimmte und durch die Slater-Pauling-Regel erwartete magnetische
Moment von ML21 = 6µB für Co2FeSi bestätigt. In Erweiterung der DFT-Methoden
beschreibt es das lokalisierte magnetische Moment einzelner Störstellen genauer.

Die Berechnung des Halb-Heusler-Materials NiMnSb war die erste erfolgreiche Anwen-
dung der kombinierten LDA+DMFT-Technik auf ein Heusler-Material [Chioncel03]. In
Abbildung 4.4 sind die zwei wesentlichen Effekte dieser Kombination für NiMnSb in der
zentralen Einteilchen-Observable (dem Spektrum) sichtbar: In der Zustandsdichte ver-
schieben sich spektrale Gewichte, und Lebensdauereffekte verschmieren die Spektren, die
Peaks verflachen deutlich.

Im Weiteren wird das Voll-Heusler-Material Co2FeSi mit dem im Rahmen der Arbeit
entwickelten LDA+DMFT(PT)-Programm untersucht. Neben seiner technischen Relevanz
ist es in der theoretischen Betrachtung besonders interessant, weil die DFT-Rechnungen die
experimentellen Daten nicht hinreichend bestätigen. Im Besonderen wird das magnetische
Moment von ML21 = 6µB , wie es auf Grund der Slater-Pauling-Regel (4.14) zu erwarten
wäre und im Experiment durch SQUID-Messung nachgewiesen wurde [Wurmehl05], durch
die DFT-Rechnung nicht reproduziert.

SQUID ≡ Superconducting Quantum Interference Device, eine supraleitende Schleife,
mit welcher hochpräzise Magnetfeld-Messungen möglich sind.

XMCD ≡ X-ray Magnetic Circular Dichroism Anregung von p-Elektronen mit zirkulär
polarisiertem Licht auf d-Zustände.
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4.3 LDA+DMFT für ein Voll-Heusler-Material

Abbildung 4.3: Slater-Pauling-Kurve für 3d-Übergangsmetalle und verschiedene Legierun-
gen [Felser07]. Das Halb-Heusler-Material NiMnSb und das Voll-Heusler-
Material Co2MnSi sind zum Vergleich eingezeichnet. Zu beachten ist, dass
das magnetische Moment pro Atom m in der Einheitszelle als Funktion
der Valenzelektronen pro Atom nV eingetragen ist. Abhängig von der Ma-
gnetisierung lässt sich die Slater-Pauling-Kurve in zwei Bereiche eintei-
len. In der Region des itineranten Magnetismus (nV ≥ 8) ist die Valenz-
elektronenkonzentration hoch. Hier findet man meist Systeme mit dichten
Kugelpackungen fcc, hcp. Der zweite Bereich (nV < 8) ist der des loka-
lisierten Magnetismus (meist bcc oder abgeleitete Kristallstrukturen). Im
Grenzbereich zum lokalisierten Magnetismus ist Fe zu finden. Die Heusler-
Materialien sind zum Vergleich eingezeichnet.
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4 Halbmetallische Ferromagnete

Abbildung 4.4: Zustandsdichten für das Halb-Heusler-Material NiMnSb im Vergleich der
LDA-Rechnung zum DMFT-Resultat. Für letztere wird eine effektive
Wechselwirkung U = 3eV und J = 0.9 eV bei T = 300K angenommen.
In der DMFT kommt es ganz offensichtlich zu Verschiebungen im Spek-
trum, Lebensdauereffekte schmieren zudem die Spektren im Besonderen
abseits der Fermi-Kante im Majoritätskanal stark aus. Die Lücke in der
Zustandsdichte im Minoritätskanal wird kleiner; die Verschiebungen und
Lebensdauereffekte führen zu Zuständen sehr nahe an der Fermi-Kante.
Die Abbildung wurde [Chioncel03] entnommen.

4.3.1 Projektion auf Niederenergiesektor

Um mit LDA+DMFT (siehe Abschnitt 4.2) die Spektralfunktionen an der Fermi-Kante
aufzulösen, ist man an einer möglichst kleinen Zahl zu betrachtender Zustände interessiert,
da man dann das Vielteilchenproblem effizienter lösen kann. Hierbei ist es notwendig, den
orbitalen Charakter der Bänder zu identifizieren und festzustellen, mit welchem Beitrag die
einzelnen atomaren Orbitale zu einem Band beitragen. Die orbitalen Charaktere der Ma-
joritätsbänder sind in einer Fatbands-Darstellung in Abbildung 4.5 für die verschiedenen
Orbitale dargestellt. Die der Fermi-Kante nahen Bereiche werden von allen betrachteten or-
bitalen Charakteren erzeugt. Damit ist zu erwarten, dass eine adäquate Projektion auf eine
kleinere Basis (Down-Folding der Bänder, siehe Abschnitt 4.1), nur gelingt, wenn man die
Co-d-, die Fe-d- und die Si-p-Zustände berücksichtigt. Für die Minoritätsbänder ergibt sich
ein analoges Ergebnis. Daher ist die Situation bei Co2FeSi klar verschieden von der Situa-
tion des einfachen Beispiels SrVO3, wie es in Abschnitt 4.2 beschrieben wird. Dort werden
die Bandstrukturen an der Fermi-Kante nur durch wenige Zustände, den Sr-t2g-Zuständen
(Abb. 4.2), generiert. Das Ergebnis des Down-Folding auf die d-Schalenzustände des Co
und des Fe sowie die p-Zustände des Si ist in Abbildung 4.6 für beide Spins dargestellt.
Schematisch sind die berücksichtigten und unberücksichtigten Zustände in Tabelle 4.2 auf-
geführt. Die berücksichtigten Zustände stellen die minimale atomare Basis dar, mit welcher
der Bereich um die Fermi-Kante dargestellt werden kann. Die Nichtberücksichtigung wei-
terer Zustände, beispielsweise der Si-p-Zustände, wie es sich auf Grund von Abbildung 4.5e
vermuten ließe, führt zu einer erheblichen Diskrepanz der vollen Bandstrukturen und der
Bandstruktur nach dem Down-Folding. Für die in Abbildung 4.6a,b dargestellten Bänder
lägen die durchgezogenen blaugefärbten und die gestrichelten grüngefärbten Linien nicht
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Abbildung 4.5: Fatbands-Darstellung für den Majoritätsspin der (a) Co-t2g, (b) Co-eg,
(c) Fe-t2g, (d) Fe-eg und (e) Si-p-Orbitale. Die durchgezogenen Linien re-
präsentieren die Bandstruktur, ausgewertet an einer Polylinie im k-Raum
(L→ Γ → X →W → L→ K → Γ). Je dicker die umgebenden rotgefärb-
ten Bereiche um das Band herum ausfallen, desto stärker ist der Beitrag
des ausgewählten Orbitals am entsprechenden Band.
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4 Halbmetallische Ferromagnete

Element s p d

Co (4s) (4p) 3d
Fe (4s) (4p) 3d
Si (3s) 3p (3d)

Tabelle 4.2: Berücksichtigte Zustände in der LMTO/NMTO-Rechnung. Die geklammerten
Zustände werden in der vollen Rechnung berücksichtigt, das Down-folding
projiziert das Problem auf die ungeklammerten Zustände. Im Vergleich mit
Abbildung 4.6 werden die grüngefärbten Bänder durch alle in der Tabelle
dokumentierten Zustände erzeugt, während die blaugefärbten nur durch die
in der Tabelle ungeklammerten Zustände erzeugt werden.

mehr übereinander, es käme zu sogenannten Geisterbändern (ghost-bands). Projiziert man
nun das volle Problem per Down-folding auf die in Tabelle 4.2 hervorgehobenen Zustände,
so erhält man eine quantitativ richtige Beschreibung des Niederenergiesektors für Co2FeSi
im Rahmen der DFT, im Speziellen der LMTO/NMTO-DFT.

Für eine weiterführende Betrachtung der Heusler-Materialien wird der in der Arbeit
entwickelte LDA+DMFT(PT)-Code verwendet (siehe Abschnitt 4.2). Für den wechsel-
wirkungsfreien Fall Σ → 0 sollte sich damit dann gerade die DFT-Lösung ergeben. In
Abbildung 4.7 werden die Zustandsdichten des wechselwirkungsfreien Problems mit denen
der LMTO-Lösung verglichen. Die Übereinstimmung ist gut, die Verteilung des spektralen
Gewichts ist für LMTO-Rechnung und wechselwirkungsfreie LDA+DMFT(PT)-Rechnung
nahezu gleich. Im Detail löst die LDA+DMFT(PT)-Rechnung die scharfen Peaks im Spek-
trum schlechter auf, die Kurven sind etwas glatter. Besonders für niedrige Energien, fernab
der Fermi-Kante, ergeben sich für Si deutliche Unterschiede.12 Neben den Zustandsdichten,
wie sie sich aus den in den atomar, orbital und Spinquantenzahl diagonalen Propagato-
ren Gαα(z)13 ergeben, sind beim Co2FeSi auch die Nicht-Diagonalpropagatoren Gαβ(z)
(α 6= β) deutlich von Null verschieden. In Abbildung 4.8 sind exemplarisch die Spektral-
funktionen ausgewählter Green-Funktionen dargestellt, im Vergleich zur Zustandsdich-
te (Spektralfunktion) des Fe-dxy-Orbitals (Fe-dxy-Propagators) in schwarzer Farbe. Der
Nicht-Diagonalpropagator, welcher zwischen zwei Fe-Orbitalen vermittelt, verschwindet,
weil diese Zustände orthogonal zueinander sind. Die anderen Spektralfunktionen sind von
der gleichen Größenordnung wie die des dargestellten Diagonalpropagators. Folglich müs-
sen diese Propagatoren berücksichtigt werden und dürfen gegenüber den Diagonalpro-
pagatoren nicht vernachlässigt werden. Diese nicht-diagonalen Propagatoren führen im

12Es ist aber nicht klar festzustellen, ob sich diese Unterschiede durch die numerische Behandlung mit der
NMTO-Methode - welche den Ausgangspunkt der LDA+DMFT(PT)-Behandlung darstellt - oder durch
die LDA+DMFT(PT)-Rechnung selbst ergeben. Schematisch enthält die LDA+DMFT(PT)-Rechnung
nämlich folgende Schritte

LMTO −→ NMTO −→ NMTO-DF −→ LDA+DMFT(PT)

mit LMTO, Verbesserung der Resultate durch NMTO, dem Down-folding NMTO-DF und letztlich der
LDA+DMFT(PT)-Rechnung. Der NMTO-Code selbst kann aber keine Zustandsdichten extrahieren
(wobei das kein konzeptionelles Problem ist, sondern ein technisches), sodass kein Vergleich mit Zwi-
schenergebnissen möglich ist.

13Die Darstellung erfolgt mit verallgemeinerten Quantenzahlen α, β, etc. welche Spin-, orbitale und ato-
mare Quantenzahlen in der Einheitszelle definieren (siehe auch Abschnitt 4.2).
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Abbildung 4.6: Vergleich der vollen Bandstruktur (gestrichelte grüne Linien) mit der
auf die Co-d-, die Fe-d- und die Si-p-Zustände projizierten Bandstruktur
(durchgezogene blaue Linien) für (a) Majoritäts- und (b) Minoritätsspin.
Im Inset ist jeweils der Fortschritt des Down-Folding noch deutlicher zu
sehen. Hier zeigt sich, dass mit den gewählten Zuständen der Bereich um
die Fermi-Kante herum gut aufgelöst wird und energetisch weit entfern-
te Zustände unberücksichtigt bleiben. In (c) sind die über die Brillouin-
Zone (respektive k-Raum) summierten Zustandsdichten dargestellt; die
Gesamt-Zustandsdichte (LMTO) wird von der projizierten Zustandsdichte
(NMTO-DF) unterschieden (siehe auch Tabelle 4.2).
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Abbildung 4.7: Atomar aufgelöste Zustandsdichten für Co2FeSi für die Elemente Co, Fe
und Si im Vergleich der LMTO-Rechnung (gestrichelt) und der wechsel-
wirkungsfreien LDA+DMFT(PT)-Rechnung (durchgezogen). Die Überein-
stimmung ist gut, die LDA+DMFT(PT)-Ergebnisse sind glatter und zei-
gen weniger hervorstechende Peaks.

diagrammatischen Störstellenlöser, wie er in Abschnitt 2.1.1 dokumentiert ist, zu zusätz-
lichen Diagrammen, die zur Selbstenergie abseits ihrer Diagonalen beitragen. Genau diese
nicht-diagonalen Propagatoren verbieten die Verwendung des Hirsch-Fye-QMC-Codes, wie
er bei der Lösung des Zweiband-Modells (Abschnitt 3.3) verwendet wird. Dieser ist durch
seine Konstruktion auf ein in orbitaler (und atomarer) Quantenzahl diagonales Problem
fixiert. D.h. Green-Funktion, Selbstenergie und Weiss-Funktion sind diagonale Matrizen
in orbitaler sowie atomarer Quantenzahl. Eine derartige Einschränkung vereinfacht die
Lösung erheblich.

4.3.2 Relevante Wechselwirkungsmatrixelemente

In den Hamiltonian (4.10) gehen neben der Dispersion auch chemisches Potential und
Wechselwirkungsintegrale ein. Das chemische Potential wird so bestimmt, dass die Ge-
samtfüllung genau der Valenzelektronenzahl der DFT-Rechnung entspricht: Für Co2FeSi
sind das 28 Elektronen in der Einheitszelle. Die Wechselwirkungsintegrale ergeben sich aus
Überlappintegralen der elektronischen Wellenfunktionen fm, . . . , fp (1.4) [Jakobi05]

Umnop =

∫

dr

∫

dr′
f∗m(r)f∗n(r

′)f o(r
′)fp(r)

‖r − r′‖ . (4.15)

Sie entstehen aus der Entwicklung der elektronischen Feldoperatoren in die lokalisierte
Wannierbasis, welcher orbitale und atomare Quantenzahlen zugeordnet werden können.
Um die Bestimmung der Integrale (4.15) zu umgehen, gehen sie als Parameter in die
Rechnung ein.

Zunächst werden die Wechselwirkungen in der Einheitszelle auf intraatomare Wech-
selwirkungen beschränkt. Diese Näherung basiert auf der Annahme, dass die Orbitale
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Abbildung 4.8: Ausgewählte Elemente der Green-Funktion für Co2FeSi in wechselwir-
kungsfreier LDA+DMFT(PT)-Rechnung. Ganz offensichtlich sind die
Nicht-Diagonalpropagatoren von der gleichen Größenordnung des Diago-
nalpropagators (schwarz). Lediglich die Spektralfunktion des Propagators
zwischen den zwei Fe-Orbitalen (orange) ist exakt null, weil die Zustände
orthogonal zueinander sind.

verschiedener Atome nur schwach überlappen und der Wert des Integrals (4.15) dafür
vernachlässigbar ist. Darüber hinaus werden nur für die d-Schalen von Co und Fe Wech-
selwirkungen berücksichtigt, weil die p-Elektronen des Si stark itinerant sind14. Für die
d-Schalen ergeben sich aus der Gittersymmetrie weitere Symmetrien der Wechselwirkungs-
integrale Umnop. In sphärischer Symmetrie sind die fünf Orbitale wegen der Rotationsin-
varianz fünffach entartet, es ergeben sich Wellenfunktionen der Art

ϕν(r, φ, θ) = R(r)Y 2,ν(φ, θ) (4.16)

mit der magnetischen Quantenzahl ν und den Kugelflächenfunktionen Y λ,ν und der Radial-
lösung R(r). Diese Symmetrie führt zu weiteren Symmetrien in den Wechselwirkungsinte-

gralen, sodass sich diese über die ersten drei Slater-Condon-Parameter F
(0)

, F
(2)

und F
(4)

darstellen lassen. In einer kubischen Umgebung, wie es für die Voll-Heusler-Materialien
der Fall ist, wird die Entartung der fünf d-Zustände aufgehoben; und die Eigenzustände
separieren in die drei sogenannten t2g- und die zwei eg-Zustände. Aus diesen Symmetri-
en ergeben sich entsprechende Symmetrien auch für die Wechselwirkungsintegrale, sodass
genau zehn Parameter genügen, um die Wechselwirkung in kubischer Symmetrie zu pa-
rametrisieren [Sugano70, Bünemann09]. Die nicht-verschwindenden, abhängigen Wechsel-
wirkungsintegrale sind in Tabelle 4.3 aufgeführt. Für Fe und Co zusammen ergeben sich
so 20 freie Parameter, welche die Wechselwirkungsintegrale (4.15) eindeutig definieren.

14Das lässt sich leicht einsehen, wenn man in den atomar aufgelösten Spektralfunktionen (Abb. 4.7) die
Bandbreite der Si-p-Zustände betrachtet. Im Unterschied zu diesen sind die Spektralfunktionen von Co
und Fe deutlich stärker um bestimmte Energiebereiche konzentriert.
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Weil aber auch hierfür eine systematische Untersuchung zu aufwändig ist, beschränkt sich
diese Arbeit auf einen Modellfall (Abschnitt 4.3.3) und die Untersuchung der Situation
in sphärischer Symmetrie der Wechselwirkungsintegrale in Bezug auf das einzelne Atom
(Abschnitt 4.3.4).

Die Slater-Condon-Parameter lassen sich mit intraorbitaler Dichte-Dichte-Wechselwir-
kung U und Austauschkopplung verknüpfen [Katsnelson08]

U = F
(0)

J = 1
14

(

F
(2)

+ F
(4)
)

, (4.17)

wobei das Verhältnis F
(2)
/F

(4)
in guter Näherung eine Konstante ist. Für die 3d-Elemente

ist F
(2)
/F

(4) ≈ 0.625 typisch [Groot90, Anisimov93]. In der sphärischen Näherung ver-
bleiben dann für die Untersuchung des Voll-Heusler-Materials vier freie Parameter zur
Bestimmung der Wechselwirkungsintegrale, nämlich U und J jeweils für die Elemente Fe
und Co.

Neben den gut bekannten Wechselwirkungsmatrixelementen, wie Dichte-Dichte- oder
Austauschwechselwirkung, werden durch die Beziehungen in Tabelle 4.3 auch Matrixele-
mente generiert, die Prozesse höherer Ordnung reflektieren (Uηuvη , ...). Um sich dem Pro-
blem zu nähern, wird aber zunächst ein einfacheres Modell mit überschaubaren Wechsel-
wirkungsmatrixelementen untersucht, im Besonderen weil Wechselwirkungsmatrixelemen-
te, wie die Austauschwechselwirkung, zu nicht-diagonalen Beiträgen in der Selbstenergie
führen, was eine Diskussion erschwert.

Im Folgenden werden verschiedene Wechselwirkungsmodelle diskutiert. Der erste Fall
(Abschnitt 4.3.3) ist sehr einfach und nicht mit den Beziehungen in Tabelle 4.3 zu be-
gründen. Im Weiteren werden dann unter Berücksichtigung sphärischer Symmetrie der
Wechselwirkungsintegrale U und J für Fe und Co durchgestimmt (Abschnitt 4.3.4). Hier-
bei werden die beiden Elemente gleichwertig behandelt, d.h. die Wechselwirkungsintegrale
werden für Fe und Co als gleich angenommen. Eine Unterscheidung der Elemente, was
durch Reduktion der Wechselwirkungsintegrale auf 80% des einen Elements im Vergleich
zu denen des anderen Elements umgesetzt wird, zeigte keine qualitativen Änderungen in
den Einteilchengrößen, sodass diese Ergebnisse hier nicht dargestellt werden.

Die betrachteten Wechselwirkungen werden in dieser Arbeit von 0 ≤ U ≤ 4 eV variiert.
Dies ist im Einklang mit typischen Werten, die in der Literatur für LDA+DMFT verwen-
detet werden. So wird für Übergangsmetalle wie Fe die Wechselwirkung mit U = 2.3 eV
gewählt [Lichtenstein01] oder für Hartree-Fock-Methoden variiert 1.9 eV ≤ U ≤ 2.3 eV
[Oles84]. Für LDA+U werden typischerweise etwas größere Werte für die Wechselwir-
kung angenommen 2.5 eV ≤ U ≤ 5.0 eV [Wurmehl05]. Ganz allgemein werden für 3d-
Übergangsmetalle Coulomb-Wechselwirkungsintegrale in der Literatur mit 1 ≤ U ≤ 7 eV
abgeschätzt [Hewson93]. Für stärker gefüllte 3d-Schalen wird der Wert eher kleiner sein,
weil die stärkere Kernabschirmung zu stärker delokalisierten Wellenfunktionen führt, was
die Wechselwirkung zwischen den Elektronen reduziert. Für Co2FeSi sind Fe und Co eher
stark gefüllt (nFe/nmax = 70% und nCo/nmax = 84%).
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4.3 LDA+DMFT für ein Voll-Heusler-Material

Integral Typ sphärisch kubisch

Uuvvu U ′ = A− 4B + C frei

U ζζζζ = U ξξξξ = Uηηηη U = A+ 4B + C frei

U ξηηξ U ′ = A− 2B + C frei

U ζuuζ U ′ = A− 4B + C frei

U ζvvζ U ′ = A+ 4B + C frei

Uuvuv J = 4B + C frei

U ξηξη J = 3B + C frei

U ζuζu J = 4B + C frei

U ζvζv J = C frei

Uηξζu H = −
√

3B frei

Uuuuu U = Uvvvv = Uuvvu + 2Juvuv
U ξuuξ U ′ = Uηuuη = (U ζuuζ + 3U ζvvζ)/4

U ξvvξ U ′ = Uηvvη = (3U ζuuζ + U ζvvζ)/4

U ξuξu J = Uηuηu = (U ζuζu + 3U ζvζv)/4

U ξvξv J = U ζvζv = (3U ζuζu + U ζvζv)/4

Uηuvη H =
√

3
4 (U ζuuζ − U ζvvζ) = −U ξuvξ

Uηηuv H =
√

3
4 (U ζuζu − U ζvζv) = −U ξξuv

U ξηζu H = Uηξζu
U ζξηu H = −2Uηξζu
U ξηζv H = −

√
3Uηξζu

Uηξζv H =
√

3Uηξζu

mit A = F
(0) − 1

9F
(4)

B = 1
49 (F

(2) − 5
9F

(4)
) C = 5

63F
(4)

Tabelle 4.3: Nicht-verschwindende Wechselwirkungsintegrale in sphärischer und kubischer
Kristallsymmetrie für d-Schalen-Atome. Differenziert werden hier eg- (eg,v ≡ v
und eg,u ≡ u) sowie t2g-Orbitale (dxy ≡ η, dxz ≡ ξ und dyz ≡ η). In der zweiten
Spalte ist der Charakter der Wechselwirkung angegeben, so sind intraorbitale
(U) und interorbitale (U ′) Dichte-Dichte-Wechselwirkung, Austauschwechsel-
wirkung (J) und Terme höherer Ordnung (H) unterschieden. In Spalte drei
und vier sind die Einschränkungen der Parameter aufgrund der Symmetrie in
spärischer und kubischer Kristallsymmetrie eingetragen.
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4 Halbmetallische Ferromagnete

4.3.3 s-Schalennäherung

Zunächst soll eine einfache, hubbard-artige Wechselwirkung innerhalb der Orbitale ange-
nommen werden. Dabei sollen interorbitale Wechselwirkungen ignoriert werden

Umnop =

{
U falls m = n = o = p
0 sonst

.

Offenkundig lässt sich eine solche Wechselwirkung mit den Beziehungen in Tab. 4.3 nicht
erzeugen. Daher stellt diese Annahme einen künstlichen Ausgangspunkt dar. Für diesen
Fall treten einzelne Elektronen direkt nur mit Elektronen des entgegengesetzten Spins und
derselben orbitalen und atomaren Quantenzahl in Wechselwirkung. In diesem Sinn ist die
Näherung aber, in Kenntnis der Einbandphysik, ein leicht zugänglicher Ausgangspunkt für
eine weiterführende Betrachtung dar. In Abbildung 4.9a ist die Entwicklung der Gesamt-
zustandsdichte mit zunehmender Wechselwirkung dargestellt. Erwartungsgemäß führt die
Berücksichtigung von Korrelationseffekten zur Verbreiterung der Zustände und deshalb zu
einem Ausschmieren der Zustandsdichten gegenüber der LDA-Lösung. Mit zunehmender
Wechselwirkung schmieren die Spektralfunktionen in bestimmten Bereichen aus: Für den
Majoritätsspinkanal ist das für Energien unterhalb der Fermi-Kante deutlich erkennbar,
für den Minoritätsspinkanal nur schwach. Gerade im Bereich der Fermi-Kante ist nahe-
zu kein Ausschmieren zu identifizieren, auch oberhalb der Fermi-Kante sind nur schwache
Lebensdauereffekte erkennbar. Neben den typischen Lebensdauereffekten ist eine Verschie-
bung des spektralen Gewichts für den Majoritätskanal auffällig. Je näher die Zustände des
Majoritätskanals der Fermi-Kante sind, desto stärker verschieben sich diese mit zuneh-
mender Wechselwirkung. Diese Beobachtung ist für beide Elemente richtig. Es finden sich
die genannten charakteristischen Merkmale wie das Ausschmieren und das Verschieben
der Majoritätszustände an der Fermi-Kante gleichermaßen für Fe und Co (Abb. 4.9b,c).

Wie die Rechnung zeigt, erfahren nur die Elektronen des Majoritätskanals erhebliche
Lebensdauereffekte, während die des Minoritätskanals nur schwach gestreut werden. Dies
ist leicht erklärbar, da die Zustände des Majoritätsspins nahezu komplett gefüllt sind (für
U = 3 gilt beispielsweise: nFe↑/5 = 97.6%, nCo↑/5 = 95.7%). Damit muss der Majori-
tätszustand nahezu ständig besetzt sein. Die Ladungsfluktuationen des Majoritätsbands
verschwinden nahezu. Für die Elektronen im Minoritätskanal bilden die mit ihnen wech-
selwirkenden Majoritätselektronen folglich nur einen statischen Ladungshintergrund.

Die Füllung im Minoritätskanal ist deutlich näher an der Halbfüllung (für U = 3eV
gilt beispielsweise nFe↓/5 = 41.8%, nCo↓/5 = 72.7%), die Ladungsfluktuationen sind er-
heblich. Diese Elektronen bilden keinen nahezu statischen Ladungshintergrund für ihre
Wechselwirkungspartner im Majoritätskanal, ihre Dynamik führt zu den schon beschriebe-
nen Lebensdauereffekten und dem Ausschmieren der Zustandsdichte im Majoritätskanal.
Die Diagonalelemente der Selbstenergie reflektieren genau diesen Umstand (Abb. 4.10 für
U = 3eV). Für den Majoritätskanal ist der Imaginärteil der Selbstenergie (Abb. 4.10a)
signifikant, für den Minoritätskanal nahezu verschwindend. Jedoch ist auch die maximale
Höhe der Selbstenergiefunktion klein (∼ 1 eV), gemessen an den typischen Skalen (Band-
breite W ∼ 10 eV, Wechselwirkung U ∼ 3 eV). Dies aber ist leicht einzusehen, da die
im Schwachkopplungsansatz beitragenden Diagramme 2. Ordnung Beiträge proportional
zu U2/W erzeugen. Daher erfährt der Schwachkopplungsansatz hier seine Rechtfertigung.
Im Bereich der Fermi-Kante wird der Imaginärteil der Selbstenergie klein, was langlebige
Ladungsträger indiziert.
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Abbildung 4.9: Ergebnis für eine LDA+DMFT-Rechnung bei ausschließlicher Berücksich-
tigung der intraorbitalen Wechselwirkungen für die Elemente Fe und Co
(s-Schalennäherung, Abschnitt 4.3.3). Dargestellt sind (a) die Gesamtzu-
standsdichten für verschiedene Wechselwirkungen U und die elementspe-
zifischen Zustandsdichten für (b) Fe und (c) Co. Gut erkennbar sind die
Lebensdauereffekte, die mit zunehmender Wechselwirkung zu einem Aus-
schmieren der Spektralfunktionen führen. Charakteristisch ist hierbei, dass
der Majoritätsspinkanal stärker ausgeschmiert wird als der Minoritätska-
nal, welcher im Besonderen in der Nähe der Fermi-Kante nahezu unverän-
dert bleibt. Die Diskussion hierzu findet sich im Text. Des Weiteren führt
die zunehmende Wechselwirkung zu einer charakteristischen Verschiebung
von Zustandsdichte im Majoritätskanal in Richtung der Fermi-Kante, so-
wohl für die (b) Fe- als auch für die (c) Co-Zustände.
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Abbildung 4.10: Diagonalanteile der Selbstenergie für Fe- als auch Co-Zustände, aufge-
schlüsselt nach t2g- und eg-Zuständen, für eine intraorbitale Wechselwir-
kung U = 3eV. In (a) ist der Imaginäranteil, in (b) der Realteil dar-
gestellt. Im jeweiligen Inset ist eine Vergrößerung von im Text disku-
tierten Merkmalen dargestellt. Absolut gesehen sind die Beiträge klein
(∼ 1 eV), gemessen an den typischen Energieskalen des Problems (Band-
breite W ∼ 10 eV, U ∼ 3 eV). Weitere Diskussion siehe Text.
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Majoritätskanal

Fe-t2g 0.979
Fe-eg 0.986

Co-t2g 0.972
Co-eg 0.968

Minoritätskanal

Fe-t2g 0.995
Fe-eg 0.996

Co-t2g 0.988
Co-eg 0.988

Tabelle 4.4: Quasiteilchengewichte für Fe- als auch Co-Zustände (aufgeschlüsselt nach t2g-
und eg-Zuständen) für eine intraorbitale Wechselwirkung U = 3eV gemäß
(4.18). Diskussion siehe Text.

Neben der Verbreiterung auf Grund der reduzierten Lebensdauer der Zustände kommt
es für die einfache, intraorbitale Wechselwirkung zu einer Verschiebung der Fe- und Co-
Majoritätszustände unterhalb der Fermi-Kante hin zu höheren Energien. Der Vergleich mit
dem Realteil der Selbstenergiediagonalen (Abb. 4.10b) liefert die Erklärung: In der Nähe
der Fermi-Kante werden im Besonderen die Zustände des Majoritätskanals energetisch
verschoben, weil der Realteil der Selbstenergie im Bereich −3 eV . ω . 0 eV für eine
Verschiebung von 0 eV (Zustände nahe der Fermi-Kante) bis 0.2 eV (Zustände fern der
Fermi-Kante) sorgt. Für den Minoritätskanal (hier nicht dargestellt) sind die Korrekturen
charakteristisch ähnlich, aber schwächer (∼ 0.03 eV). Der lineare Verlauf des Realteils der
Selbstenergie im Bereich der Fermi-Kante liefert darüber hinaus eine Aussage über die
Massenrenormierung der Quasiteilchen (vergleiche Gl. 3.15)

Z =
m

m∗ ≡
(

1 − dReΣαα

dω

∣
∣
∣
∣
ω=0

)−1

. (4.18)

So ergeben sich für den diskutierten Fall intraorbitaler Wechselwirkung nur schwache Re-
normierungen im einstelligen Prozentbereich (siehe Tabelle 4.4). Für ein Einband-Modell
(Bethe-Gitter, mit IPT-Störstellenlösung) ergibt sich für vergleichbare Bedingungen (Ver-
hältnis Wechselwirkung zur Bandbreite U/W ≈ 0.25, Füllung ∼ 80%) eine Quasiteilchen-

renormierung von ZEinband−Modell ≈ 0.931 und damit eine vergleichbare Größenordnung.
Ganz allgemein führt hier der lineare Anteil der diagonalen Selbstenergie

dRe Σαα

dω

∣
∣
∣
∣
ω=0

< 0 (4.19)

zu einer Verschiebung der Zustandsdichte in Richtung der Fermi-Kante [Mavropoulos07].
Für den in der Literatur diskutierten Fall VAs [Mavropoulos07] ergibt sich, im Vergleich
von LDA und LDA+DMFT, ein Schließen der Bandlücke, sodass die LDA-Rechnung für
VAs einen Halbleiter und für die LDA+DMFT-Rechnung ein Halbmetall ausweist. Zu
beachten ist, dass diese Argumentation streng genommen nur für den Fall diagonaler
Quantenzahlen gültig ist und für den allgemeinen nicht-diagonalen Fall (4.11) höchstens
näherungsweise anwendbar ist. In diesem Fall führen nicht-diagonale Elemente in der Di-
spersion oder der Selbstenergie zu Durchmischung bei der Invertierung in (4.11). Für den
in diesem Abschnitt untersuchten Fall der s-Schalennäherung hat aber die Selbstenergie
Diagonalstruktur, sodass die Argumentation näherungsweise anwendbar ist.

Charakteristisch zeigen sich die gleichen Merkmale in der Selbstenergie der hier betrach-
teten s-Schalennäherung wie für die Selbstenergie eines einfachen metallischen Einband-
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Abbildung 4.11: Zustandsdichten für Co2FeSi für verschiedene Wechselwirkungen für die
3d-Elemente Fe und Co gemäß (4.17) und Tabelle 4.3. Von oben nach
unten wird die Austauschwechselwirkung J vergrößert. Im Hintergrund
ist die Zustandsdichte des einfachen s-Schalenmodells zum Vergleich dar-
gestellt. Details siehe Text.
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Hubbard-Modells [Müller-Hartmann89]. Auffällig ist hierbei, dass sich für die zwei Spin-
kanäle ein unterschiedliches Verhalten ergibt. Majoritäts- bzw. Minoritätskanal weisen
stärkere bzw. schwächere Korrelationseffekte auf. Dies ist dadurch zu begründen, dass
der Majoritätskanal nahezu vollständig gefüllt ist und Ladungsfluktuationen daher nahe-
zu unterbunden sind. Im Fall intraorbitaler Wechselwirkung erfahren die Elektronen des
Minoritätskanals dann nur einen nahezu statischen Ladungshintergrund. Umgekehrt ist
die Füllung des Minoritätskanals sehr viel kleiner und näher bei der Halbfüllung. Folglich
sind die Ladungsfluktuationen stärker, und die Elektronen des Majoritätskanals werden
stärker an den Elektronen des Minoritätskanals gestreut.

4.3.4 Sphärische Symmetrie der Wechselwirkung

Für die Wahl U 6= 0 und J = 0 nehmen die Wechselwirkungsmatrixelemente Umnop eine
einfache Form an: Intra- und interorbitale Dichte-Dichte-Wechselwirkungsintegrale neh-
men den gleichen Wert an. Im Vergleich zum diskutierten Fall einfacher intraorbitaler
Wechselwirkung in Abschnitt 4.3.3 stellt dies eine bedeutende Zunahme der Wechselwir-
kungsmöglichkeiten für das Elektron dar, da es nun nicht mehr nur mit dem Elektron im
selben, sondern auch mit allen Elektronen der anderen Orbitale des betroffenen Atoms
in Wechselwirkung treten kann. Die Hinzunahme von J 6= 0 schwächt die interorbitale
Dichte-Dichte-Wechselwirkung ab und generiert interorbitale Wechselwirkung mit einem
anderen Charakter, wie z.B. der Austauschwechselwirkung oder Terme höherer Ordnung.
In Abbildung 4.11 sind die Spektren für Majoritäts- und Minoritätsspinkanal für Co2FeSi
im Vergleich verschiedener U und relativ dazu verschiedener J dargestellt. Um die ver-
schiedenen Modelle miteinander zu vergleichen, wird

U∗ = max
mnop

|Umnop| (4.20)

als maximale Wechselwirkungsamplitude definiert und dient als Norm, um die verschiede-
nen (U, J)-Kombinationen zu vergleichen.

Im Fall J = 0 (Abb. 4.11a) führt die interorbitale Dichte-Dichte-Wechselwirkung zu ei-
nem erheblichen Ausschmieren der spektralen Gewichte; für Energien ω < 3 eV verflachen
die Gesamtzustandsdichte mit zunehmendem U∗ sehr deutlich. Die im s-Schalenmodell
identifizierbare Unterscheidung von Majoritäts- und Minoritätsspinkanal auf Grund der
Lebensdauereffekte ist hier nicht mehr erkennbar, was aber sofort nachvollziehbar ist,
weil die Elektronen des Minoritätsspinkanals nunmehr nicht allein an den Elektronen des
Majoritätsspinkanals, der nahezu komplett gefüllt ist, streuen können, sondern auch an
Elektronen gleicher Spinzahl, aber verschiedener orbitaler Quantenzahl. Daher werden
alle Elektronen gleichermaßen gestreut und eine Differenzierung auf Grund der Lebens-
dauereffekte ist nicht mehr möglich. Auffällig ist außerdem die deutliche Verschiebung
der Zustände in Richtung der Fermi-Kante, sodass die typische Heusler-Lücke zugestreut
wird und die Rechnung deshalb die gesuchte Halbmetallizität des Materials nicht mehr
wiedergibt. Dass die Verschiebungen deutlicher sind als beim s-Schalenmodell, wird durch
die größere Zahl möglicher Wechselwirkungspartner verursacht. So nimmt die maximale
Amplitude der Selbstenergie auf ihrer Diagonalen um einen Faktor

maxω,α |ΣJ=0
αα (ω)|

maxω,β |Σs−Schale
ββ (ω)|

∼ 3.00 (4.21)
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Abbildung 4.12: Vergleich der Zustandsdichten für eg und t2g-Zustände von Fe (links, (a),
(c)) und Co (rechts, (b), (d)) für J = 0 (oben, (a), (c)) und J = U/2 (un-
ten, (c), (d)) im Vergleich zu denen des s-Schalenmodells (gestrichelt).
Während für J = 0 die Majoritätszustände in Richtung der Fermi-Kante
verschoben werden (im Vergleich zum s-Schalenmodell), verursacht die
Austauschwechselwirkung J = U/2 eine gegenläufige Verschiebung. Wei-
tere Diskussion siehe Text.

zu. Prinzipiell lässt sich dieses Verhalten mit dem des s-Schalenmodells vergleichen, ist je-
doch ungleich bedeutsamer. Neben dem Verschwinden der Heusler-Lücke ist die Verschie-
bung der Zustände auch für eine Reduktion des magnetischen Moments verantwortlich: So
ist für den Fall J = 0 (mit U∗ = 3eV) das magnetische Moment MJ=0

L21
= 4.70µB sehr viel

kleiner als der Wert der Einteilchenbeschreibung (LDA-Rechnung) mit MLDA
L21

= 5.30µB .
Für dieses Verhalten sind im Detail die eg-Zustände von Fe und Co verantwortlich (siehe
Abb. 4.11a,b).

Nimmt man nun weitere Matrixelemente hinzu (J = U/4, Abb. 4.11b), bleibt die
Heusler-Lücke auch bei relevanten Wechselwirkungsamplituden (mit U∗ . 3 eV) offen. Erst
für U∗ = 4eV beginnt sie, sich merklich zu schließen. Im Vergleich zum Experiment gibt die
Rechnung aber auch hier kein halbmetallisches Verhalten wieder, der Bereich der Fermi-
Kante ist von beiden Spinkanälen gleichermaßen mit Zuständen besetzt. Für J = U/2
(Abb. 4.11c) verstärkt sich dieses Verhalten. Im Vergleich mit dem s-Schalenmodell findet
sich sogar ein gegenläufiger Trend, bei welchem Zustände unterhalb der Fermi-Kante im
Majoritätskanal sogar hin zu kleineren Energien verschoben werden. Betrachtet man diesen
Trend differenziert für eg und t2g-Zustände (Abb. 4.12) im Vergleich zum s-Schalenmodell,
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Abbildung 4.13: Vergleich der spin-summierten, besetzten Gesamtzustandsdichte von Ex-
periment [Wüstenberg07] und Rechnungen für U∗ = 3eV und verschie-
dene Austauschkopplungen J . Die Energieauflösung der 1PPE-Messung
ist nicht so hoch, daher werden die Zustandsdichten der Rechnung (hell,
gestrichelt) künstlich etwas verbreitert (dunkel). Der Abbruch des Spek-
trums bei ∼ 1.4 eV ist auf die Photonenenergie von ~ω = 5.9 eV des
verwendeten, gepulsten Ti:Saphir-Lasers zurückzuführen. Weitere Abwei-
chungen auf Grund von Oberflächeneffekten sind im Besonderen nahe
der Fermi-Kante zu erwarten. Das Zählergebnis der Messung ist zweifach
eingezeichnet, um den Vergleich zu erleichtern. Weitere Diskussion siehe
Text.

so wird deutlich, dass mit zunehmender Austauschwechselwirkung die Zustände des Ma-
joritätsspinkanals hin zu niedrigeren Energien verschoben werden. Untersucht man die
Selbstenergiebeiträge, welche die Verschiebung wesentlich verursachen, identifiziert man
die statischen Anteile in der Selbstenergie, welche durch die Diagramme 1. Ordnung ge-
neriert werden. Im Besonderen tragen die durch die Austauschwechselwirkung erzeugten
Fock-Diagramme wesentlich zur Verschiebung bei. Diese treten weder im einfacheren s-
Schalenmodell noch im J = 0 Problem auf. Gleichermaßen führt die zunehmende Aus-
tauschwechselwirkung zu einer Verbreiterung der Lochzustände im Minoritätsspinkanal,
welche in die Fermi-Kante hineinstreuen und dort die Halbmetallizität zerstören. Für die-
ses Verhalten sind im Wesentlichen die Co-eg-Zustände verantwortlich (siehe Abb. 4.12d).

4.3.5 Vergleich mit dem Experiment

Für die technisch interessanten Eigenschaften von Co2FeSi sind im Besonderen die nie-
derenergetischen Elektronenanregungen interessant, die teilweise mit der spin-aufgelösten
Zustandsdichte in der Nähe der Fermi-Kante beschrieben werden können. Die Zustands-
dichte unterhalb der Fermi-Kante lässt sich mit 1-photon photoemission (1PPE) abtasten,
die Zustandsdichte oberhalb der Fermi-Kante lässt sich spinaufgelöst mit X ray absorpti-
on spectroscopy (XAS) und X ray magnetic circular dichroism (XMCD) ausmessen. Bei-
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Abbildung 4.14: Vergleich der XMCD- (oben) und XAS-Spektren (unten) von Experiment
[Wurmehl05] und Rechnung für U∗ = 3eV und verschiedene Austausch-
kopplungen J und das LDA-Resultat. Die stückweise konstante Stufe
im XAS-Resultat ist auf eine Untergrundintensität inelastisch gestreuter
Elektronen in das Leitungsband zurückzuführen [Antonova06]. Weitere
Diskussion siehe Text.

de Methoden vermessen prinzipbedingt nur oberflächennahe Zustände, während die hier
durchgeführten Rechnungen streng nur weit im Festkörper gültig sind, d.h. fern jeder
Kristallgrenze (Oberfläche oder Korngrenze, etc.). Trotzdem lassen sich im Vergleich ver-
schiedener Rechnungen Trends identifizieren und Hinweise auf die korrekte Parametrisie-
rung des Modells finden. So wird auch hier die Messung mit Rechnungen für verschiedene
J-Werte verglichen.

In Abbildung 4.13 wird die spin-summierte Zustandsdichte für eine 1PPE-Messung
[Wüstenberg07] mit der Rechnung für U∗ = 3eV und verschiedenen Austauschkopplungen
J verglichen. Die Auflösung der experimentellen Daten ist zu schwach, um eine klare Aus-
sage zu treffen, welche Austauschkopplung das Experiment am treffendsten wiedergibt. Im
Besonderen die schwache Delle bei ∼ 0.3 eV kann durch das Experiment nicht bestätigt
werden. Dies kann der Tatsache geschuldet sein, dass die Rechnung Zustände in der Nähe
der Fermi-Kante wiedergibt, die aber in der Nähe einer Oberfläche unterdrückt sind. Eine
gute Übereinstimmung zwischen Experiment und Theorie kann nicht ausgemacht werden.

Im Vergleich dazu liefert die XAS/XMCD-Messung [Wurmehl05] sehr viel bessere Resul-
tate (Abb. 4.14 für U∗ = 3eV). Im XAS-Spektrum ist an der rechten Flanke der L3-Kante
von Fe (Abb. 4.14a, ω ∼ 707 eV) für die Rechnung mit J = 0 bei ω ∼ 710 eV eine deutli-
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4.3 LDA+DMFT für ein Voll-Heusler-Material

che Erhebung zu sehen. Die Rechnung J = U/2 zeigt einen stufenlosen Verlauf für XAS-
und XMCD-Spektrum, in Übereinstimmung mit dem Experiment. Das XAS-Resultat fällt
im Zwischenbereich nicht auf Null ab. Dies ist auf eine Untergrundintensität inelastisch
gestreuter Elektronen in das Leitungsband zurückzuführen [Antonova06]. Man kann die-
se mittels einer flachen Funktion abziehen, die Abschätzung des Untergrunds ist aber
empirisch und wird daher an dieser Stelle nicht vorgenommen. Für Co ist rechts der L3-
Absorptionskante im Experiment ein für die L21-Struktur typischer Satellit (ω ∼ 782 eV)
zu sehen, der in der Rechnung für J = 0 nicht erkennbar ist. Für J = U/2 entsteht an der
rechten Flanke bei etwas kleinerer Energie (ω ∼ 780 eV) ein qualitativ ähnliches Merkmal.
Im XAS-Spektrum fällt die Übereinstimmung des J = U/2-Ergebnis mit dem Experiment
noch deutlicher aus. Hier findet sich an der L3- wie auch an der L2-Kante kein Satellit
im Experiment, was die J = U/2-Rechnung im Unterschied zur Rechnung bei J = 0
wiedergibt.

Zusammenfassend lässt sich feststellen, dass sich ohne Austauschwechselwirkung keine
Übereinstimmung mit dem Experiment finden lässt und erst mit der Hinzunahme von J
Einklang erzielt wird. Hierbei wird deutlich, dass die Austauschwechselwirkung sehr ent-
scheidend Einfluss auf die Niederenergieeigenschaften, im Besonderen die Halbmetallizität,
hat. Gegenüber der DFT-Rechnung wird die Beschreibung aber kaum verbessert, das ma-
gnetische Moment der LDA+DMFT(PT)-Rechnung (bei U∗ = 3eV) MJ=0

L21
= 4.70µB ,

M
J=U/4
L21

= 4.99µB , M
J=U/2
L21

= 5.04µB ist gegenüber dem der LMTO-DFT MLDA
L21

=

5.30µB sogar reduziert. Dieser Missstand ist auf die Co-eg-Minoritätszustände zurückzu-
führen, welche in die Fermi-Kante hineinstreuen. Man kann spekulieren, ob sich das in der
Rechnung verhindern ließe, wenn man die sphärische Symmetrie der Wechselwirkungsinte-
grale zugunsten einer kubischen Symmetrie aufgäbe und die sich dann ergebende größere
Zahl Wechselwirkungsparameter besser abstimmte. Möglicherweise genügt aber auch die
Beschreibung in 2. Ordnung Schwachkopplungsstörungstheorie bei der Störstellenlösung
nicht, weil sie (wie in Abschnitt 2.1.1 diskutiert) auf Grund ihrer beschränkten Polstruktur
die Austauschwechselwirkung nicht ideal beschreibt.

Die beobachteten Korrelationseffekte stimmen qualitativ mit denen für Halb-Heusler-
Materialien (Abb. 4.4) überein und lassen sich prinzipiell auf der Grundlage eines künstli-
chen s-Schalenmodells verstehen (Abb. 4.9). Der Vergleich mit experimentellen Spektren
liefert für die röntgenspektroskopischen Methoden eine gute Übereinstimmung, ist aber
für die Ein-Photon-Emission zu indifferent, um Aussagen für die Theorie zu gewinnen.

Die theoretische Untersuchung des Voll-Heusler-Materials lässt sich sicherlich verbes-
sern, wenn man die sphärische Symmetrie der Wechselwirkungsintegrale aufgibt und die
Integrale entsprechend der kubischen Gittersymmetrie bestimmt. Für eine systematische
Diskussion der Parameter ist deren Zahl zu groß, sodass es sinnvoll ist, die Integrale mit
den Wellenfunktionen direkt zu bestimmen.

Daneben bestehen berechtigte Zweifel, ob der LMTO/NMTO-Hamiltonian einen geeig-
neten Ausgangspunkt für die LDA+DMFT-Rechnung von Co2FeSi darstellt. Im Vergleich
der verschiedenen DFT-Methoden wird deutlich, dass gerade bei zwei wichtigen Eigen-
schaften des Materials - der Halbmetallizität und dem magnetischen Moment - erhebliche
Unterschiede bestehen und die LMTO/NMTO-Rechnung eine im Vergleich schlechte Be-
schreibung des Experiments liefert.

Für eine weiterführende Untersuchung ist die Bestimmung der Temperatureigenschaf-
ten, im Besonderen der Neél-Temperatur interessant. Durch Vergrößerung der Einheitszelle
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4 Halbmetallische Ferromagnete

lassen sich die Eigenschaften für einfache Dotierungsverhältnisse untersuchen. Von Inter-
esse ist ebenfalls der Einfluss der Spin-Bahn-Kopplung für die enthaltenen 3d-Elemente.
Gerade für die technische Anwendung ist der Einfluss von Verunreinigungen, wie sie sich
in der Realität und im Experiment nur schwer vermeiden lassen, oder die Betrachtung von
Grenz- und Oberflächeneffekten interessant.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Im Mittelpunkt der Arbeit stehen korrelierte elektronische Vielteilchensysteme, welche mit
verschiedenen Methoden numerisch und analytisch untersucht werden. Ausgehend von der
Definition des elektronischen Problems (1.2) werden ein Mehrstörstellen-Anderson-Modell
und zwei Hubbard-Modelle sowie ein halbmetallischer Ferromagnet im Hinblick auf ihre
Vielteilchenaspekte untersucht.

Zusammenfassung

In Kapitel 2 wird das Mehrstörstellen-Anderson-Modell für zwei räumlich getrennte
Störstellen in einem einfach-kubischen Gitter in zwei und drei Dimensionen untersucht.
Die Ergebnisse werden einerseits gegen eine numerische Lösung mittels der Enhanced Non-
Crossing Approximation validiert und, soweit möglich, mit analytischen Lösungen eines
effektiven RKKY-Modells verglichen und bestätigt. Die Suszeptibilitäten und auch die
Spektralfunktionen liefern ein kohärentes Bild der physikalischen Situation. Diese findet
sich zwischen den zwei Grenzfällen, dem Single Impurity Anderson-Modell für weit von-
einander entfernte und ungekoppelte Störstellen und dem atomaren Grenzfall zweier vom
Band abgekoppelter Orbitale.

Für den ersten Grenzfall prägt sich auf beiden Störstellen ein separater Kondo-Effekt
aus, der durch das dynamische Singulett des Störstellenelektrons mit den Bandelektronen
gekennzeichnet ist. Der lokalisierte Elektronenspin wird dadurch abgeschirmt und induziert
eine Spin-Welle im Leitungsband. In der Einteilchenspektralfunktion führt das zur Kondo-
Resonanz an der Fermi-Kante.

Entgegengesetzt dazu steht der zweite Grenzfall des Mehrstörstellenproblems mit einer
zwischen den Orbitalen der Störstellen agierenden effektiven Austauschwechselwirkung,
welche die Entartung der Zweiteilchenzustände aufhebt und ein Singulett (respektive Tri-
plett) zwischen den Störstellenelektronen erzeugt. Besonders interessant ist hierbei das
Auftreten einer Lücke in der Einteilchenzustandsdichte an der Fermi-Kante, eines soge-
nannten Pseudo-Gaps, wie es für den ungeschirmten Singulettfall in der Literatur bekannt
ist. Die Spinsuszeptibilität zeigt eine Resonanz bei der Anregungsenergie des Singuletts.

Neben der Untersuchung der Störstellen-Dynamik werden in diesem Abschnitt auch die
Einflüsse des Gitters untersucht, indem der Abstand zweier Störstellen variiert wird. Die
Verschiebung der Störstellen relativ zueinander führt zu räumlich auflösbaren Korrelations-
effekten, die stark richtungsabhängig sind. Bemerkenswert ist hier die längerreichweitige
Wechselwirkung der Störstellen für den zweidimensionalen Fall in der Diagonalrichtung.

Man kann erwarten, dass das Pseudo-Gap, wie es für einen ausgewählten Abstand zwi-
schen den Störstellen nachgewiesen wurde, ähnlich stark vom Abstandsvektor abhängt wie
die Korrelationen der Störstellenelektronen. Eine Untersuchung der Austauschwechselwir-
kung für größere Abstände ‖d‖1 > 1, wie es in Abschnitt 2.2.1 dargelegt ist, kann mit
dem verwendeten Störstellenlöser nicht adäquat stattfinden. Dennoch wird nachvollzieh-
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5 Zusammenfassung und Ausblick

bar, dass sich dieses Verhalten bei der Betrachtung eines Gittermodells übertragen lässt;
ganz wie sich viele Eigenschaften des SIAM mit Hilfe der DMFT auf das Hubbard-Modell
übertragen lassen.

Für das bekannte Hubbard-Modell werden in Kapitel 3 zwei unterschiedliche Syste-
me untersucht: ein translationsinvariantes Zweiband-Hubbard-Modell und ein endliches
Einband-Hubbard-Modell im Ortsraum.

Für ein translationsinvariantes Bethe-Gitter wird ein Zweiband-Hubbard-Modell, das
Jz-Modell, in der Näherung durch die dynamische Molekularfeldtheorie (DMFT) im
Hinblick auf die Abhängigkeit seiner Mott-Phasen von zwei zusätzlichen Parametern un-
tersucht. Diese Parameter, Dotierung und Kristallfeldaufspaltung, fördern die Asymme-
trie zwischen den zwei Bändern unterschiedlicher Bandbreite und erweitern das Metall-
Isolator-Phasendiagramm um zwei zusätzliche Richtungen. Zentrales Resultat stellen die
Phasendiagramme dar. Im Vergleich zu Einbandmodellen kommen im untersuchten Jz-
Modell zusätzliche Phasen, sogenannte orbital-selektive Mott-Phasen (OSMP), hin-
zu, die abhängig von Wechselwirkung, Gesamtfüllung und Kristallfeldparameter einerseits
metallischen und andererseits isolierenden Charakter haben. In diesen OSMP ergibt sich
für Observablen, wie bandspezifische Füllung oder Doppelbesetzung, ein Pinning für eines
der Bänder, d.h. die Observable bleibt unter Änderung der Dotierung oder des Kristall-
feldparameters konstant. Die OSMP des breiten Bands wird hier erst zugänglich, nachdem
die ionischen Einteilchenniveaus mittels der Kristallfeldaufspaltung relativ zueinander ver-
schoben werden. Diese Eigenschaften lassen sich gut an Hand der betrachteten Spektral-
dichten bestätigen, wo sich die OSMP durch Lücken in der Einteilchenzustandsdichte des
breiten respektive schmalen Bands äußert.

Die Resultate werden mit verschiedenen analytischen Näherungslösungen verglichen. Im
Besonderen im Vergleich mit der analytischen Näherungslösung in Freier Theorie lassen
sich generische Vielteilchen- und Korrelationseffekte von typischen Mehrband- und Ein-
teilcheneffekten differenzieren. Der Vergleich macht deutlich, dass das Pinning der band-
spezifischen Füllungen ohne dynamische Korrelationen verstanden werden kann und nur
durch eine Aufspaltung in die Hubbard-Bänder bewirkt wird. Im Unterschied hierzu fin-
den sich in den Spektralfunktionen der Quanten-Monte-Carlo-Lösung die Quasiteilchen-
und Lebensdauereffekte wieder, die einerseits zur typischen Vielteilchenresonanz an der
Fermi-Kante und andererseits zur Verbreiterung der Hubbard-Bänder führen. Vergleicht
man die Spektralfunktionen des numerisch behandelten Ein- und Zweibandmodells, so
wird deutlich, wie das jeweils zweite Band zu einer zusätzlichen Streuung der Elektronen
und damit zu einer reduzierten Lebensdauer der Zustände führt.

Das zweite in Kapitel 3 untersuchte Modell ist ein Hubbard-Modell im Ortsraum, eine
magneto-optische Falle. Es wird mit dem in dieser Arbeit neu entwickelten Mehrband-
Code untersucht. Der wesentliche Fortschritt gegenüber den häufig in der Literatur verwen-
deten Real-Space-DMFT-Methoden ist hier die explizite Mitnahme nicht-lokaler Prozesse,
wie sie durch einen ortsaufgelösten DMFT-Ansatz ausgeschlossen werden. Die DMFT-
Näherung ist im Besonderen für niedrigdimensionale Systeme wie das hier betrachtete
zweidimensionale Hubbard-Modell keine geeignete Näherungsstufe.

In 1. Ordnung kann für die z-antiferromagnetische Phase eine hervorragende Überein-
stimmung für die Lösung mit den Ergebnissen der exakten Diagonalisierung festgestellt
werden und so der Formalismus erfolgreich validiert werden. Im Ergebnis zeigt sich für die
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magneto-optische Falle erwartungsgemäß eine Abschwächung oder sogar Unterdrückung
der Magnetisierung bei Hinzunahme der 2. Ordnung der Schwachkopplungsstörungstheo-
rie.

In Kapitel 4 wird das für technische Anwendungen interessante Heusler-Material

Co2FeSi im Hinblick auf Korrelationseffekte untersucht. Hierzu wird zunächst die Be-
schreibung in einer effektiven Einteilchentheorie vorgenommen (Dichtefunktionaltheorie)
und dann mit einer Vielteilchenbeschreibung, in der Näherung durch die DMFT, ergänzt.
Im Fall der einfachen s-Schalennäherung für die Wechselwirkung werden die generischen
Vielteilcheneffekte, die in der Selbstenergie ihren Ausdruck finden, deutlich.

Die Quasiteilchenrenormierung ist erwartungsgemäß klein. Qualitativ sind die gleichen
Effekte auch bei der LDA+DMFT-Untersuchung verwandter Halb-Heusler-Materialien wie
NiMnSb zu beobachten.

Berücksichtigt man eine Austauschwechselwirkung, so wird deutlich, dass eine quantita-
tiv relevante Austauschwechselwirkung die Übereinstimmung mit dem Experiment verbes-
sert. Die Hinzunahme der Vielteilcheneffekte führt zu keiner Zunahme des magnetischen
Moments, verglichen mit dem Resultat der Dichtefunktionaltheorie. Dieses ist im Besonde-
ren sehr viel kleiner als das des Experiments. Es ist dabei unklar, ob das methodische Defi-
zit hier bei der Behandlung des Vielteilchenaspekts zu suchen ist oder ob nicht schon beim
Ausgangspunkt der Vielteilchenbeschreibung, dem Ergebnis der Dichtefunktionaltheorie,
erhebliche Unzulänglichkeiten auftreten. Für die spektroskopischen Experimente ist die
Aussagekraft besser, es kann eine gute Übereinstimmung mit den röntgenspektroskopi-
schen Methoden gefunden werden. Der Vergleich mit dem Photonemissionsexperiment ist
wegen der schwachen experimentellen Auflösung weniger aussagekräftig.

Für die numerische Lösung des Störstellen-Anderson-Modells, der magneto-optische Fal-
le und der LDA+DMFT-Methode wurde im Rahmen dieser Arbeit ein hocheffizienter
Mehrband-Code neu entwickelt, der dank seiner allgemeinen Auslegung auf die drei sehr
unterschiedlichen Probleme effizient angewandt werden kann. Von Vorteil ist hierbei der
Einsatz von Realfrequenz-Green-Funktionen, welche die zentrale Bezugsgröße der Arbeit,
die Einteilchen-Spektralfunktion, einfach und hochgenau ableitbar machen.

Ausblick

Das Mehrstörstellen-Anderson-Modell lässt sich in verschiedenen Richtungen weiter
untersuchen. Die vielleicht interessanteste Option ist aber, die Störstellenlösung auf ein
Gittermodell abzubilden und nicht-lokale Korrekturen zur DMFT-Lösung zu formulieren.
Derartige Korrekturen führen zu einer impulsanhängigen Selbstenergie, welche richtungs-
abhängige Korrelationen beschreibt. Diese sind besonders im Kontext der Hochtempera-
tursupraleitung interessant.

Das Jz-Modell lässt sich in Fortsetzung dieser Arbeit auf seine Temperaturabhängigkeit
untersuchen. Gerade die Vielteilcheneffekte in Form des bekannten Gitter-Kondo-Effektes
sind stark temperaturabhängig. Es ist zu erwarten, dass die Kondo-Resonanz für höhere
Temperaturen kollabiert und sich das spektrale Gewicht auf die Hubbard-Bänder verteilt.
Im Vergleich mit dem Einband-Modell erwartet man zusätzliche Möglichkeiten, die gene-

125
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rischen Vielteilcheneffekte von den typischen Mehrbandaspekten zu unterscheiden. Neben
den in der Arbeit betrachteten Observablen lässt sich die Untersuchung aber auch auf
Transportgrößen, insbesondere die optische Leitfähigkeit, erweitern. In Bezug auf das Ex-
periment ist die Untersuchung von Systemen mit drei Bändern interessant, welche die
t2g-Orbitale des Ruthenium vollständig beschreiben können.

Die Untersuchung der magneto-optischen Falle mit Hilfe des Multiband-Codes steht
erst an einem vielversprechenden Anfang. Neben der systematischen Untersuchung des
z-Antiferromagneten in Bezug auf Fallenparameter, Teilchenzahl und Temperatur ist in
der Fortentwicklung zu erwarten, dass auch die Ergebnisse für den xy-Antiferromagneten
quantitativ verbessert werden können.

Die theoretische Untersuchung des Heusler-Materials Co2FeSi lässt sich sicherlich
verbessern, wenn man die sphärische Symmetrie der Wechselwirkungsintegrale aufgibt und
die Integrale entsprechend der kubischen Gittersymmetrie bestimmt. Für eine systemati-
sche Diskussion der Parameter ist deren Zahl aber zu groß, sodass es sinnvoll ist, die
Integrale mit den Wellenfunktionen direkt zu bestimmen.

Daneben bestehen berechtigte Zweifel, ob der LMTO/NMTO-Hamiltonian einen geeig-
neten Ausgangspunkt für die LDA+DMFT-Rechnung von Co2FeSi darstellt. Im Vergleich
der verschiedenen DFT-Methoden wird deutlich, dass gerade bei zwei wichtigen Eigen-
schaften des Materials, der Halbmetallizität und dem magnetischen Moment, erhebliche
Unterschiede bestehen und die LMTO/NMTO-Rechnung eine im Vergleich schlechte Be-
schreibung des Experiments liefert.

Für eine weiterführende Untersuchung ist die Bestimmung der Temperatureigenschaften,
im Besonderen der Neél-Temperatur, interessant. Durch Vergrößerung der Einheitszelle
lassen sich die Eigenschaften für einfache Dotierungsverhältnisse untersuchen. Von Inter-
esse ist ebenfalls der Einfluss der Spin-Bahn-Kopplung für die enthaltenen 3d-Elemente.
Gerade für die technische Anwendung ist der Einfluss von Verunreinigungen, wie sie sich
in der Realität und im Experiment nur schwer vermeiden lassen, oder die Betrachtung von
Grenz- und Oberflächeneffekten relevant.

Die in der Arbeit diskutierten korrelierten Vielteilchenelektronensysteme werden größten-
teils numerisch untersucht und gegebenfalls mit analytischen Näherungsmethoden ver-
glichen, welche die numerischen Ergebnisse im erwarteten Rahmen bestätigen. Neben
Metall-Isolator-Übergängen und orbital-selektiven Mott-Phasen werden auch magnetische
Phänomene betrachtet. Der Einfluss der Austauschwechselwirkung und der Effekt der Spi-
nabschirmung werden im Störstellenmodell untersucht. Besonders interessant sind hier die
Implikationen, die sich aus der Berücksichtigung der nicht-lokalen Korrelationen für ein
Gittermodell ergeben. Den Abschluss bildet die Analyse der Korrelationsphänomene für
ein realistisches Material mit einer großen Zahl relevanter Orbitale in der Einheitszelle.
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A Anhang

A.1 Einteilchen-Green-Funktionen

Weil in dieser Arbeit die Green-Funktion die zentrale Beobachtungsgröße aller betrachteten
Systeme ist, soll ihr Begriff in diesem Abschnitt abgeleitet und präzisiert werden. Im Be-
sonderen werden in dieser Arbeit retardierte, avancierte und Matsubara-Green-Funktionen
verwendet, die daher genau definiert und differenziert werden müssen. Letztlich sind die-
se Green-Funktionen nur verschiedene Ausprägungen derselben analytischen Funktion,
das eine Mal ausgewertet an der reellen Achse, das andere Mal an der imaginären Ach-
se. Je nach Problemstellung aber ist die Verwendung der einen oder anderen Variante
opportun. Speziell die numerische Bestimmung der verschiedenen Green-Funktionen ge-
staltet sich unterschiedlich aufwändig. So ist die Bestimmung der an der reellen Achse
definierten, retardierten (avancierten) Green-Funktion für viele Anwendungen komplizier-
ter (im Vergleich zur Bestimmung der Matsubara-Green-Funktion), aber die Ableitung der
Spektralfunktionen aus dieser Green-Funktion technisch sehr viel einfacher. Im Vergleich
dazu lassen sich die Green-Funktionen im Matsubara-Formalismus numerisch einfacher
bestimmen, die Auswertung der Spektralfunktion jedoch erfordert den Einsatz technisch
aufwändiger Methoden zur analytischen Fortsetzung (siehe Abschnitt A.5).

Die formale Einleitung geschieht in aller Kürze. Detaillierte Betrachtungen finden sich
in der Fachliteratur [Negele98, Gasser01]. Zur Motivation und einführenden Beschreibung
wird hier der Kubo-Formalismus [Kubo57] gewählt, der in linearer Antwort den Einfluss ei-
ner äußeren, zeitabhängigen Störung auf ein System im thermodynamischen Gleichgewicht
beschreibt. Dieser Zugang führt sehr natürlich auf den Begriff der Green-Funktion.

Ein physikalisches System selbst wird durch die Observablen {Âi} beschrieben, die sich
auf Grund einer Störung Ŵ (t) ändern können. Die zeitabhängige Störung lässt sich in der
Basis der Operatoren des Systems {Âi} entwickeln

Ŵ (t) := −
∑

j

Âjfj(t) (A.1)

mit der Bedingung, dass fj(t)
t→−∞−→ 0. Der statistische Operator genügt dann in der

Wechselwirkungsdarstellung der Bewegungsgleichung

i~
∂ρ̂(t)

∂t
=
[

Ŵ (t), ρ̂(t)
]

(A.2)

mit der Anfangsbedingung ρ̂(t)
t→−∞−→ ρ̂0. Aufintegrieren liefert

ρ̂(t) − ρ̂0 =
1

i~

∫ t

−∞
dt′
[

Ŵ (t′), ρ̂(t′)
]

, (A.3)

und in erster Ordnung der Störungstheorie gilt

ρ̂1(t) = ρ̂0 +
1

i~

∫ t

−∞
dt′
[

Ŵ (t′), ρ̂0

]

. (A.4)
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Für den Erwartungswert des Operators ergibt sich dann in linearer Antwort

〈Â1
i 〉(t) = Tr

(

ρ̂1(t)Âi

)

= 〈Âi,0〉 +
1

i~

∫ t

−∞
dt′ Tr

([

Ŵ (t′), ρ̂0

]

Âi

)

=

= 〈Âi,0〉 +
1

i~

∫ t

−∞
dt′ 〈

[

Âi(t), Ŵ (t′)
]

〉

= 〈Âi,0〉 +
1

i~

∫ t

−∞
dt′ 〈

[

Âi(t), Ŵ (t′)
]

〉

= 〈Âi,0〉 +
1

i~

∫ t

−∞
dt′ 〈

[

Âi(t), Âj(t
′)
]

〉fj(t′)

die Kubo-Formel, welche die Änderung der Observablen unter dem Einfluss der Störung
Ŵ (t) beschreibt. Fasst man die Änderung der Observablen neu und definiert die retar-
dierte1 zweizeitige Green-Funktion [Bogoljubow59], unter Zuhilfenahme der Heaviside-
Funktion θ(t)

Gr
Âi,Ŵ

(t, t′) ≡ 1

i~
θ(t− t′)〈

[

Âi(t), Ŵ (t′)
]

〉 (A.5)

= − i

~
θ(t− t′)〈

[

Âi(t), Âj(t
′)
]

〉fj(t′) , (A.6)

so wird deutlich, dass die Green-Funktion die Änderung der Observablen unter dem Ein-
fluss einer Störung beschreibt2

〈Â1
i 〉(t) = 〈Âi,0〉 −

∫ ∞

−∞
dt′ Gr

Âi,Ŵ
(t, t′) . (A.7)

Damit ist die Aufgabe, die Mittelwerte der Operatoren Â1
i für ein gestörtes Gleichgewicht

zu berechnen, auf die Berechnung reiner Gleichgewichtsgrößen reduziert.
Verallgemeinert man die Idee der Green-Funktion [Kubo57, Bogoljubow59] und lässt

weitere Zeitordnungen und neben dem Kommutator auch den Anti-Kommutator zu, so
lassen sich retardierte und avancierte Kommutator- respektive Antikommutator-Green-
Funktion definieren

Gr
ÂB̂,η

(t, t′) ≡ − i

~
θ(t− t′)〈

[

Â(t), B̂(t′)
]

η
〉 ,

Ga
ÂB̂,η

(t, t′) ≡ i

~
θ(t′ − t)〈

[

Â(t), B̂(t′)
]

η
〉 (A.8)

mit den Operatoren Â(t) und B̂(t′) in Heisenbergdarstellung. Über den Parameter η wird
zwischen Kommutator- und Antikommutator-Green-Funktion unterschieden, da

[

Â, B̂
]

η
= ÂB̂ − ηB̂Â , (A.9)

1Retardiert heißt die Green-Funktion deshalb, weil der Zustand zum Zeitpunkt t nur von Störungen zu
vorangegangenen Zeiten t′ beeinflusst werden kann.

2Die Definition der Green-Funktion ist in der Literatur keineswegs einheitlich und unterscheidet sich im
Detail.
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wobei η beliebig festgelegt werden darf und kein Zwang besteht, beispielsweise im Fall
bosonischer Operatoren etwa η = 1 zu wählen. Mit dem Wickschen Zeitordnungsopera-
tor Tη(Â(t)B̂(t′)) ≡ θ(t − t′)Â(t)B̂(t′) + ηθ(t′ − t)B̂(t′)Â(t) definiert man zusätzlich das
chronologische Produkt der Operatoren, die kausale Green-Funktion

Gk(t, t′) ≡ − i

~
〈Tη Â(t)B̂(t′)〉 . (A.10)

Eine Wick-Rotation t→ −iτ überführt Operatoren und Green-Funktionen auf die ima-
ginäre Achse und definiert die Matsubara-Green-Funktion [Matsubara55]

Â(τ) ≡ e
Ĥτ/~

Âe
−Ĥτ/~

,

GM
ÂB̂

(τ, τ ′) ≡ −1

~
〈Tτ Â(τ)B̂(τ ′)〉 . (A.11)

Auch ist zu beachten, dass 0 ≤ τ ≤ ~β und infolge der Abhängigkeit von τ und τ ′ der
Definitionsbereich für GM

ÂB̂
(τ, τ ′) mit [−~β,~β] bestimmt wird. Außerhalb dieses Intervalls

wird GM
ÂB̂

(τ, τ ′) periodisch fortgesetzt.
Falls das System im thermodynamischen Gleichgewicht ist, ergibt sich wegen der Zyklizi-

tät der Spurbildung ganz formal, dass die Green-Funktionen (A.8), (A.10) und (A.11) nur
von der Zeitdifferenz t− t′, beziehungsweise τ − τ ′ abhängen. In diesem Fall bietet es sich
an, die Zeiten über eine Fourier-Transformation in die Frequenzdarstellung3zu überführen

G
r/a

ÂB̂,η
(ω) =

∫

dt′ eiωtG
r/a

ÂB̂,η
(t′) , (A.12)

GM
ÂB̂

(ωn) =

∫
~β

0
dτ eiωnτGM

ÂB̂
(τ) . (A.13)

Weil die Matsubara-Green-Funktion nur auf einem festen Intervall definiert ist (und au-
ßerhalb periodisch fortgesetzt wird), ergeben sich nur bestimmte diskrete Frequenzen, die
sogenannten Matsubara-Frequenzen ωn.

Nach dem Theorem von Bogoliubov und Parasiuk [Bogoljubow56] haben die retardierte
Green-Funktion Gr

ÂB̂,η
(ω) und die avancierte Green-Funktion Ga

ÂB̂,η
(ω) eine analytische

Fortsetzung in die obere (oder untere) Halbebene. In diesem Fall gelten für die Green-
Funktionen die Kramers-Kronig Relationen, die Imaginär- und Realteil miteinander as-
soziieren. Es lässt sich des Weiteren zeigen, dass die retardierte und avancierte Green-
Funktion mit der Matsubara-Green-Funktion einfach über die Ersetzung ω ± iδ → iωn
zusammenhängen

Gr
ÂB̂,η

(ω), Ga
ÂB̂,η

(ω)
ω±iδ→iωn=⇒ GM

ÂB̂
(ωn) . (A.14)

Somit sind retardierte, avancierte und Matsubara-Green-Funktion nur verschiedene Dar-
stellungen der gleichen analytischen Funktion, welche durch G(z) in der gesamten komple-
xen Ebene definiert ist. Ausgewertet für verschiedene Argumente ergeben sich avancierte,

3Tatsächlich oszillieren die Green-Funktionen für große t stark, sodass die Fourier-Transformierte gar

nicht existiert. Die Laplace-Transformierte GÂB̂,η(z) =
R ∞

−∞
dt e

i
~
zt



Gr
ÂB̂,η

(t′) Im z > 0

Ga
ÂB̂,η

(t′) Im z < 0
ist aber

wohldefiniert, sodass retardierte und avancierte Green-Funktionen immer als G
r/a

ÂB̂,η
(ω±iδ) ausgewertet

werden können.
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retardierte und Matsubara-Green-Funktion

GÂB̂,η(z) ⇒







z = ω + iδ : Gr
ÂB̂,η

(ω + iδ)

z = ω − iδ : Ga
ÂB̂,η

(ω − iδ)

z = iωn : GM
ÂB̂

(iωn) .

(A.15)

Die Spektralfunktion ρÂB̂ lässt sich definieren über die Hilbert-Transformation, derart,
dass

GÂB̂,η(z) =

∫ ∞

−∞
dω

ρÂB̂(ω)

z − ω
(A.16)

ist. Hieraus ergibt sich sofort

ρÂB̂(ω) = lim
δ→0

1

2πi

(

GÂB̂,η(ω − iδ) −GÂB̂,η(ω + iδ)
)

. (A.17)

Die Spektralfunktion misst damit gerade die Unstetigkeit des Imaginärteils zwischen re-
tardierter und avancierter Green-Funktion an der reellen Achse. Der Realteil hingegen
verläuft stetig an der reellen Achse. Falls B̂ = Â† gilt, ist die Spektralfunktion reell und
positiv semi-definit. Des Weiteren ist mit der Definition (A.16) sofort das Grenzverhalten

GÂB̂,η(z)
|z|→∞−→

∥
∥ρÂB̂

∥
∥ /z einsichtig.

Die Erwartungswerte bei endlicher Temperatur ergeben sich für fermionische Green-
Funktionen aus der Spektralfunktion zu

〈B̂Â〉 =

∫

dω fβ(ω)ρÂB̂(ω) (A.18)

mit der Fermi-Funktion fβ(ω) = 1/[1+exp(βω)] bei der Temperatur β. Die Spektralfunk-
tionen selbst sind normiert

〈[Â, B̂]η〉 =

∫

dω ρÂB̂(ω) . (A.19)

Für Â ≡ ĉ†α und B̂ ≡ ĉβ (mit Quantenzahlen α und β) ergeben sich sogenannte Einteilchen-
Green-Funktionen.

Für einen besonders einfachen, bilinearen Hamiltonian ergibt sich4 die Resonanzstruktur
des Eigenwertspektrums in Form der Green-Funktion

Ĥ =
∑

α

ǫαn̂α (A.20)

=⇒ G
ĉ†α ĉβ

(z) =
δαβ

z − ǫα
. (A.21)

Führt man im System eine Wechselwirkung ein, so ändert sich die Polstruktur der mero-
morphen Einteilchen-Green-Funktion; zusätzliche Pole oder Bereichsschnitte (branch cuts)
kommen im Allgemeinen hinzu. Dies kann auf unterschiedliche Arten dargestellt werden,

4Man erhält die Green-Funktion sehr einfach über die Methode der Bewegungsgleichungen (siehe beispiel-
weise [Gasser01]). Für bilineare Hamiltonians schließt sich die Entwicklung mit dem ersten Entwick-
lungsschritt.
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beispielsweise in Form einer rationalen Funktion G(z) = P (z)/Q(z) oder aber in Form
einer Kettenbruchentwicklung im Argument5

G(z) =
1

z − a1 − b1
z−a2− b2

z−a3−
b3
...

≡ 1

z − a1 − Σ(z)
. (A.22)

Die Abweichung der Green-Funktion vom wechselwirkungsfreien Fall (A.21) führt zu einer
veränderten Polstruktur, die in der Selbstenergie Σ(z) absorbiert wird. In Gleichung (A.22)
wird der Charakter der Selbstenergie deutlich: Die Selbstenergie erfasst die Abweichun-
gen auf Grund der Wechselwirkungen und verschwindet sogar mit der Wechselwirkung

(Σ(z)
V̂int→0−→ 0). Alle Einflüsse der Wechselwirkung sind damit in der Selbstenergie enthal-

ten. In diesem Sinne stellt die Selbstenergie ein natürliches Maß für die Abweichung vom
wechselwirkungsfreien System dar.

A.2 Hartree-Fock-Lösung für das Jz-Modell

Für das Jz-Modell (Abschnitt 3.3) werden die numerischen Quanten-Monte-Carlo-Rech-
nungen mit zwei verschiedenen analytischen Untersuchungen des Modells verglichen. Die
Lösung in Freier Theorie wird schon in Abschnitt 3.3.1 dargestellt. In diesem Anhang soll
die Lösung in Hartree-Fock-Näherung beschrieben werden.

Der Hamiltonian (3.12) mit ∆ = 0 lautet in Hartree-Fock-Näherung (großkanonisch)

ĤHF = −
∑

〈ij〉mσ
tmĉ

†
imσ ĉjmσ − µN

+ U
∑

im

[

n̂im↑〈n̂im↓〉 + n̂im↓〈n̂im↑〉 − 〈n̂im↑〉〈n̂im↓〉
]

+
∑

iσσ′

(

U ′ − δσσ′Jz

) [

n̂i1σ〈n̂i2σ′〉 + n̂i2σ′〈n̂i1σ〉 − 〈n̂i1σ〉〈n̂i1σ′〉
]

. (A.23)

Weil der Zustand translationsinvariant angenommen wird, ergibt sich 〈n̂imσ〉 = n̄mσ, und

weil das System paramagnetisch angenommen wird, ist n̄mσ = 1
2 n̄m. Der Hamiltonian

(A.23) lautet dann

ĤHF = −
∑

〈ij〉mσ
tmĉ

†
imσ ĉjmσ − µN

+ U
∑

im

[

1
2 n̄m

(

n̂im↑ + n̂im↓

)

−
(

1
2 n̄m

)2
]

+
∑

iσσ′

(

U ′ − δσσ′Jz

)(
1
2 n̄1n̂i2σ′ + 1

2 n̄2n̂i1σ′ − 1
4

(

n̄1n̄2

))

= −
∑

〈ij〉mσ
tmĉ

†
imσ ĉjmσ −CN

+
∑

iσσ′

[

1
2Un̄m − µ+

∑

σ′

(

U ′ − δσσ′Jz

)(
1
2 n̄m

)
]

5Ganz allgemein stellt (z− Â)−1 einen Resolventenoperator dar, dessen Green-Funktion Gψ(z) = 〈ψ|(z−
Â)−1|ψ〉 als Resolvente bezeichnet wird und die allgemein in einen Kettenbruch entwickelt werden kann.
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mit der Energieverschiebung C = 1
4U
∑

m

(

n̄m
)2

+ 1
4

∑

σσ′

(

U ′ − δσσ′Jz
)

n̄1n̄2 und der

Zahl der Gitterplätze N =
∑

i 1. Ausführen der Summe über die Spins σ′ liefert

ĤHF = −
∑

〈ij〉mσ
tmĉ

†
imσ ĉjmσ − CN

+
∑

imσ

n̂imσ

[

1
2Un̄m − µ+

∑

σ′

(

U ′ − δσσ′Jz

)(
1
2 n̄m

)
]

.

In dieser Einteilchenbeschreibung führt die Fourier-Transformation für ein translationsin-
variantes Gitter auf

ĤHF =
∑

kmσ

(

ǫk − µm

)

n̂kmσ − CN

mit dem renormierten chemischen Potential

µm = µ− 1
2Un̄m −

(
U ′ − 1

2Jz
)
n̄m .

Zur quantitativen Auswertung dieser analytischen Lösung müssen die Teilchenzahlen n̄m
selbstkonsistent bestimmt werden. Typischerweise geschieht die Lösung in einem itera-
tiven Zyklus, d.h. man startet mit frei gewählten Teilchenzahlen und bestimmt damit
neue Zustandsdichten, respektive Teilchenzahlen, die dann selbst als Ausgangspunkt für
eine neue Iteration dienen. Wie bei den meisten anderen iterativen Lösungsstrategien ist
auch hier der Parameterraum, in welchem das Verfahren einfach konvergiert, beschränkt.
Es gibt Parametersätze, für welche das Iterationsverfahren instabil ist. Für ein endliches
Hubbard-Modell in Hartree-Fock-Näherung wurden Fixpunktuntersuchungen der Lösung
vorgenommen, die eine kritische Schwelle U/t identifizieren, unterhalb derer das Iterations-
verfahren für die Hartree-Fock-Lösung streng konvergiert [Gottwald08]. Genauso ergeben
sich für die numerische Lösung dieses Problems kritische Wechselwirkungen U , unterhalb
derer das Iterationsverfahren immer konvergiert. Oberhalb dieser wird die Konvergenz für
bestimmte Parametersätze und Startwerte schlechter und für manche Parameterregimes
unmöglich.

Diese Schwelle lässt sich verschieben und damit die Konvergenz verbessern, wenn man
die Teilchenzahlen relaxiert, d.h. die Teilchenzahl der neuen Iteration i als Funktion (we-
nigstens) zweier vorangegangener Iteration i− 1 und i− 2 bestimmt

n̄im = (1 − α) Φm

(
n̄i−1

1 , n̄i−1
2

)
+ α n̄i−2

m . (A.24)

Hier ist Φm(n̄1, n̄2) jenes Funktional, welches aus zwei Teilchenzahlen n̄1 und n̄2 eine neue
Teilchenzahl gemäß den Hartree-Fock-Gleichungen für das gewählte Problem bestimmt.
Durch die Relaxation verbessert sich die Konvergenz deutlich.

Eine weitere Verbesserung erhält man, wenn man den Relaxationskoeffizienten α zu-
fällig in jeder Iteration neu bestimmt (die maximale Variation sollte so gewählt werden,
dass immer 1 − α > 0 gilt). Damit verhindert man eine Oszillation des Verfahrens im
Lösungsraum, wie es bei nichtlinearen Problem für feste α auftreten kann.
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a)� b)� c)�
Abbildung A.1: Beispiele für einteilchen-reduzible Diagramme. Die zwei Diagramme links

(a, b) sind 2. Ordnung, das rechte (c) ist 3. Ordnung. Ein einteilchen-
reduzibles Diagramm kann durch Schnitt eines einzelnen Propagators in
mehrere reduzible und/oder irreduzible Diagramme zerlegt werden.

A.3 Numerische Auswertung von Diagrammen

Im Rahmen einer diagrammatischen Störungstheorie, wie sie in Abschnitt 2.1.1 vorge-
stellt und durch die Diagramme in Abbildung 2.2 definiert wird, müssen die einzelnen
Diagramme in der Regel numerisch bestimmt werden. Exemplarisch sollen in diesem Ab-
schnitt das Vorgehen und die numerische Auswertung für das Hartree-Diagramm, das
Fock-Diagramm und das Dichte-Dichte-Diagramm 2. Ordnung illustriert werden (Abb.
2.2a,b und c). Der Fortschritt einer diagrammatischen Störungstheorie gegenüber einer
nicht-diagrammatischen Störungstheorie ist, dass die einzelnen Beiträge zur Selbstener-
gie unterscheidbaren Prozessen zugeordnet werden können und man einen systematischen
Weg zur Bestimmung der Selbstenergiebeiträge erhält. Die Beiträge lassen sich mit Hil-
fe von Feynman-Diagrammen konstruieren und in algebraische Ausdrücke rücküberset-
zen [Mattuck76, Fetter71]. Zur Bestimmung der Selbstenergie müssen nur die einteilchen-
irreduziblen Diagramme berechnet werden. Einteilchen-reduzible Beiträge, wie in Abbil-
dung A.1 dargestellt, werden durch die Dyson-Gleichung berücksichtigt.

Die Diagramme lassen sich mit Hilfe des Spektralanteils der Green-Funktion (A.16)
bestimmen. Dies hat bei der numerischen Behandlung Vorteile, da der spektrale Anteil
ρ(ω) ∝ Im G(ω ± iδ) von Realfrequenz-Green-Funktionen G(ω ± iδ) schneller als ihr
Realteil mit der Frequenz abfällt als ihr Realteil (für Systeme mit endlicher Bandbreite

exponentiell oder stärker). Die Temperaturabhängigkeit geht über Fermi-Frequenzen ωn =

(2n+ 1) πβ und Bose-Frequenzen ω̄n = 2n π
β in den Formalismus ein. Bei der Auswertung

der Diagramme sind folgende Relationen hilfreich

lim
η→0

1
β

∑

iωn

eiωnη

iωn − x
= −fβ(x) (A.25)

1
β

∑

n

(iωn − x)−1(iωn − y)−1 =
fβ(x) − fβ(y)

x− y
(A.26)

fβ(iω̄n + x) = fβ(x) (A.27)

fβ(iωn + x) = −bβ(x) (A.28)

bβ =
fβ

1 − 2 fβ
(A.29)

mit der Fermi- fβ(x) = 1/[exp(βx) + 1] und der Bose-Funktion bβ(x) = 1/[exp(βx) − 1].
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Im Weiteren wird von der Einstein’schen Summenkonvention Gebrauch gemacht, sodass
über doppelt vorkommende innere Indizes summiert wird.

Das Hartree-Diagramm berechnet sich mit den Diagrammregeln für die Matsubara-Stö-
rungstheorie [Fetter71]

�Umnop Gnσ,oσ′(iωα) : (A.30)

ΣHartree
mκ,pκ′ = −Umnop 1

β

∑

α

∫

dǫ
ρnσ,oσ′(ǫ)e

iωαη

iωα − ǫ+ µ

= −Umnop
β

∫

dǫ ρnσ,oσ′(ǫ)
∑

α

eiωαη

iωα − ǫ+ µ

(A.25)
= +Umnop

∫

dǫ ρnσ,oσ′(ǫ)fβ(ǫ− µ)

= +Umnop nnσ,oσ′ , (A.31)

mit den Einteilchenerwartungswerten

nmσ,nσ′ =

∫

dω ρmσ,nσ′(ω) fβ(ω) .

Ganz analog ergibt sich das Fock-Diagramm zu

�UmnopGmσ,oσ′(iωα)

: (A.32)

ΣFock
nκ,pκ′ = Umnop

1
β

∑

α

∫

dǫ
ρmσ,oσ′ (ǫ)e

iωαη

iωα − ǫ+ µ
= . . .

= −Umnopnmσ,oσ′ . (A.33)

Das Dichte-Dichte-Diagramm 2. Ordnung bestimmt sich wie folgt

�Urstu

Grσ,pσ(iωγ − iω̄α)

Umnop

Gnσ′,tσ′(iωβ)Gsσ′,oσ′(iωβ − iω̄α) (A.34)
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ΣDD
mκ,uκ′(iωγ)

= Umnop U rstu
(−1)
β2

∫

dǫ
∑

αβ

ρrσ,pσ(ǫ1)

i(ωγ − ω̄α) − ǫ1 + µ
·

ρsσ′,oσ′(ǫ2)

i(ωβ − ω̄α) − ǫ2 + µ
·
ρnσ′,tσ′(ǫ3)

iωβ − ǫ3 + µ

= −Umnop U rstu
∫

dǫ ρrσ,pσ(ǫ1)ρsσ′,oσ′(ǫ2)ρnσ′,tσ′(ǫ3)
1
β

∑

α

(

i(ωγ − ω̄α) − ǫ1 + µ
)−1

· 1
β

∑

β

(

iωβ − (iω̄α + ǫ2 − µ)
)−1 (

iωβ − (ǫ3 − µ)
)−1

︸ ︷︷ ︸

=
f
β
(ǫ3−µ)−f

β
(iω̄α+ǫ2−µ)

ǫ3+µ−iω̄α−ǫ2−µ
=
f
β
(ǫ2−µ)−f

β
(ǫ3−µ)

iω̄α+ǫ2−ǫ3

= Umnop U rstu

∫

dǫ ρrσ,pσ(ǫ1)ρsσ′,oσ′(ǫ2)ρnσ′,tσ′(ǫ3)
[

fβ(ǫ2 − µ) − fβ(ǫ3 − µ)
]

· 1β
∑

α

(−1)
(

i(ωγ − ω̄α) − ǫ1 + µ
)−1 (

iω̄α + ǫ2 − ǫ3

)−1
.

Um an dieser Stelle die Summation über die Bose-Frequenzen ω̄α zu umgehen, kann
man diese in zwei Fermi-Frequenzen aufteilen ω̄α = ωα′ + ωλ

ΣDD
mκ,uκ′(iωγ) = Umnop U rstu

∫

dǫ ρrσ,pσ(ǫ1)ρsσ′,oσ′(ǫ2)ρnσ′,tσ′(ǫ3)
[

fβ(ǫ2 − µ) − fβ(ǫ3 − µ)
]

· 1
β

∑

α′

(

iωα′ − (iωγ − ǫ1 + µ+ iωλ))
)−1 (

iωα′ − (ǫ3 − ǫ2 + iωλ)
)−1

︸ ︷︷ ︸

(A.26)
=

f
β
(iωγ−ǫ1

+µ+iω
λ
)−f

β
(ǫ

3
−ǫ

2
+iω

λ
)

iωγ−ǫ1+µ+iω
λ
−ǫ3+ǫ2−iωλ

(A.27),(A.28)
=

f
β
(−ǫ

1
+µ)−b

β
(ǫ

3
−ǫ

2
)

iωγ−ǫ1+ǫ2−ǫ3+µ

= Umnop U rstu

∫

dǫ ρrσ,pσ(ǫ1)ρsσ′,oσ′(ǫ2)ρnσ′,tσ′(ǫ3)
(

iωγ − ǫ1 + ǫ2 − ǫ3 + µ
)−1

·
[

fβ(ǫ2 − µ) − fβ(ǫ3 − µ)
]

·
[

fβ(µ− ǫ1) + bβ(ǫ3 − ǫ2)
]

.

Mit Hilfe von (A.29) lässt sich zeigen, dass

[

fβ(ǫ2 − µ) − fβ(ǫ3 − µ)
]

·
[

fβ(µ− ǫ1) + bβ(ǫ3 − ǫ2)
]

=
[

fβ(ǫ1 − µ)fβ(−ǫ2 + µ)fβ(ǫ3 − µ) + fβ(−ǫ1 + µ)fβ(ǫ2 − µ)fβ(−ǫ3 + µ)
]

=
[

fβ(ǫ1 − µ)(1 − fβ(ǫ2 − µ))fβ(ǫ3 − µ) + (1 − fβ(ǫ1 − µ))fβ(ǫ2 − µ)(1 − fβ(ǫ3 − µ))
]

gilt. Setzt man nun das Ergebnis analytisch in der äußeren Frequenz iωγ → z → ω ± iδ
fort, so erhält man

ΣDD
mκ,uκ′(iωγ) (A.35)

= Umnop U rstu

∫

dǫ
ρrσ,pσ(ǫ1)ρsσ′,oσ′(ǫ2)ρnσ′,tσ′(ǫ3)

z − ǫ1 + ǫ2 − ǫ3 + µ

·
[

fβ(ǫ1 − µ)(1 − fβ(ǫ2 − µ))fβ(ǫ3 − µ) + (1 − fβ(ǫ1 − µ))fβ(ǫ2 − µ)(1 − fβ(ǫ3 − µ))
]

.
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Dieses Ergebnis ist schon für diagonale orbitale Struktur aus der Literatur [Mart́ın-Rodero82,
Potthoff97] bekannt.

Für das Austauschdiagramm ergibt sich

�Urstu, ω̄α

Grσ,oσ(iωγ − iω̄α)

Umnop, ω̄β

Gsσ,pσ(iωγ − iω̄β) Gnσ,tσ(iωγ − iω̄α − iω̄β)

ΣAustausch
mκ,uκ′ (iωγ)

= Umnop U rstu
1
β2

·
∫

dǫ
∑

αβ

ρrσ,oσ(ǫ1)

i(ωγ − ω̄α) − ǫ1 + µ
·

ρnσ,tσ(ǫ2)

i(ωγ − ω̄α − ω̄β) − ǫ2 + µ
· ρsσ,pσ(ǫ3)

i(ωγ − ω̄β) − ǫ3 + µ

= . . .

= Umnop U rstu

∫

dǫ
ρrσ,oσ(ǫ1)ρnσ,tσ(ǫ2)ρsσ,pσ(ǫ3)

z − ǫ1 + ǫ2 − ǫ3 + µ
(A.36)

·
[

−fβ(ǫ1 − µ)(1 − fβ(ǫ2 − µ))fβ(ǫ3 − µ) − (1 − fβ(ǫ1 − µ))fβ(ǫ2 − µ)(1 − fβ(ǫ3 − µ))
]

.

Die Berechnung der Diagramme (A.35) und (A.36) über eine mehrdimensionale Inte-
gration ist aufwändig und ungenau. Wegen der speziellen algebraischen Struktur der Dia-
gramme (A.35) und (A.36) lässt sich die mehrdimensionale Integration jedoch schrittweise
durchführen, sodass die Integration auch über mehrere Faltungen durchführbar ist. Der
Fortschritt liegt in einer um mehrere Größenordnungen höheren Geschwindigkeit für die
numerische Auswertung6, bei gleichzeitig deutlich verbesserter Präzision.

Im Folgenden wird die numerische Auswertung des Diagramms (A.35) auf der reellen
Achse für z = ω ± iδ mit Hilfe einer mehrfachen Faltung dargelegt. Man findet

Umnop U rstu

∫

dǫ
ρrσ,pσ(ǫ1)ρsσ′,oσ′(ǫ2)ρnσ′,tσ′(ǫ3)

z − ǫ1 + ǫ2 − ǫ3 + µ

·
[

fβ(ǫ1 − µ)(1 − fβ(ǫ2 − µ))fβ(ǫ3 − µ) + (1 − fβ(ǫ1 − µ))fβ(ǫ2 − µ)(1 − fβ(ǫ3 − µ))
]

= Umnop U rstu

∫

dǫ1

∫

dǫ2ρrσ,pσ(ǫ1)ρsσ′,oσ′(ǫ2)

·
(

fβ(ǫ1 − µ)(1 − fβ(ǫ2 − µ))

[
∫

dǫ3
ρnσ′,tσ′(ǫ3)fβ(ǫ3 − µ)

τ − ǫ3 ± iδ

]

τ=ω−ǫ1+ǫ2+µ
︸ ︷︷ ︸

≡A+(τ)

(1 − fβ(ǫ1 − µ))fβ(ǫ2 − µ)

[
∫

dǫ3
ρnσ′,tσ′(ǫ3)(1 − fβ(ǫ3 − µ))

τ − ǫ3 ± iδ

]

τ=ω−ǫ1+ǫ2+µ
︸ ︷︷ ︸

≡A−(τ)

)

6Zeitvorteil etwa bei einem Faktor 103 − 104
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= Umnop U rstu

∫

dǫ1ρrσ,pσ(ǫ1)

·
(

fβ(ǫ1 − µ)

[∫

dǫ2 ρsσ′,oσ′(ǫ2)(1 − fβ(ǫ2 − µ))A+(τ ′ + ǫ2)

]

τ ′=ω−ǫ1+µ
︸ ︷︷ ︸

≡B+(τ ′)

(1 − fβ(ǫ1 − µ))

[∫

dǫ2 ρsσ′,oσ′(ǫ2)fβ(ǫ2 − µ)A−(τ ′ + ǫ2)

]

τ ′=ω−ǫ1+µ
︸ ︷︷ ︸

≡B−(τ ′)

)

= Umnop U rstu

·
([∫

dǫ1 ρrσ,pσ(ǫ1)fβ(ǫ1 − µ)B+(τ ′′ − ǫ1)

]

τ ′′=ω+µ
︸ ︷︷ ︸

≡C+(τ ′′)
[∫

dǫ1 ρrσ,pσ(ǫ1)(1 − fβ(ǫ1 − µ))B+(τ ′′ − ǫ1)

]

τ ′′=ω+µ
︸ ︷︷ ︸

≡C−(τ ′′)

)

= Umnop U rstu [C+(ω + µ) + C−(ω + µ)] . (A.37)

Für die Implementierung im Programmcode werden die Größen A+(τ), A−(τ), B+(τ ′),
B−(τ ′), C+(τ ′′), C−(τ ′′) nacheinander und zuletzt das Diagramm selbst bestimmt. Für
(A.36) ergibt sich die Vorschrift analog.

Zur numerischen Bestimmung der Funktionen wird ein adaptiver Algorithmus verwen-
det, der die abgetasteten Stützstellen in mehreren Durchläufen optimiert. Für typische
Anwendungen genügt es, die Funktionen mit 300 − 1500 nicht-äquidistanten Punkten ab-
zutasten. Der minimale Stützstellenabstand ist dabei (je nach Situation) ∼ 10−5 der Inter-
vallbreite. Verglichen mit einer äquidistanten Stützstellenwahl werden also um den Faktor
10 − 100 weniger Punkte benötigt. Weil für die notwendigen Faltungen der numerische
Aufwand etwa quadratisch mit der Zahl der Stützstellen eingeht, ist der Aufwand durch
das adaptive Verfahren bei vergleichbarer Präzision sehr viel kleiner als für ein Verfahren
auf äquidistantem Gitter.

Der Konvergenzfaktor δ beeinflusst das Ergebnis, kann aber für die meisten numerischen
Anwendungen so klein gewählt werden, dass sein Einfluss vernachlässigt werden darf. In
Abbildung A.2 ist (A.37) für eine einfach-kubische Zustandsdichte (ρrσ,pσ = ρsσ′,oσ′ =

ρnσ′,tσ′ = ρ3D−SC) für verschiedene δ ausgewertet (Umnop = U rstu = 1). Für δ . 10−3

liegen die Resultate in Linienbreite übereinander und sind kaum zu differenzieren. Für die
in dieser Arbeit bestimmten Diagramme wird in der Regel δ ∼ 10−4 gewählt.

Alternativ zu diesem Vorgehen werden in der Literatur auch andere Methoden zur Be-
stimmung von Feynman-Diagrammen 2. Ordnung angegeben. Das Diagramm selbst lässt
sich sehr einfach auf der imaginären Achse bestimmen (siehe bspw. [Georges96]). Zur
Verwendung in einer Realfrequenzrechnung muss es dann aber aufwändig analytisch fort-
gesetzt werden (siehe Abschnitt A.5). In [Kajueter96a] findet sich ein Ansatz, der mit
Hilfe des Keldysh-Formalismus eine Selbstenergie bestimmt. Hier tritt aber an verschiede-
nen Stellen eine diskrete Fourier-Transformation mit den bekannten numerischen Defiziten
[Brigham85] auf.

Es sei darauf hingewiesen, dass die Diagramme letztlich zur Lösung eines Mehrstör-
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Abbildung A.2: Imaginärteil des Selbstenergiediagramms (A.37), ausgewertet für die Zu-
standsdichte eines einfach-kubischen Gitters (3D) in allen drei Spektral-
funktionen für verschiedene Parameter δ. Für δ . 10−3 liegen die Resulta-
te in Linienbreite übereinander und sind kaum zu unterscheiden. Im Inset
ist eine Vergrößerung des Bereichs um die Fermi-Kante herum dargestellt.

stellenproblems verwandt werden und die eingehenden Propagatoren daher k-unabhängig
sind und nur von der Energievariablen abhängen. Würde man das volle Problem mit
k-abhängigen Diagrammen lösen und damit eine k-abhängige, nicht-lokale Selbstenergie
bestimmen, so müssten noch zusätzliche Integrationen im k-Raum durchgeführt werden.
Diese Einschränkung aber ist in der Praxis nicht wesentlich, weil der gewählte Ansatz für
Störstellen-Anderson-Modelle (Abschnitte 2, 2.2) im Rahmen der DMFT für periodische
Festkörper (Abschnitt 3.2) und auch auf endliche, ortsaufgelöste Modellsysteme (Abschnitt
3.4) anwendbar ist.

A.4 Verfahren zur Summation über die Brillouin-Zone

Zur Bestimmung der lokalen Green-Funktion (3.8) muss eine mehrdimensionale Summa-
tion über die Brillouin-Zone durchgeführt werden. Dies stellt numerisch ein erhebliches
Problem dar und ist im Vergleich zu einer eindimensionalen Summation ungleich schwieri-
ger durchzuführen und mit größerem Fehler behaftet. Führt man eine solche Summe brute
force7 aus, so bieten sich für Dimensionen D ≤ 3 analytische Integrationsmethoden an,
wie beispielsweise des Algorithmus dcuhre [Berntsen91]. Alternativ hierzu lassen sich auch
Monte-Carlo Methoden verwenden, die sich typisch für stark singuläre Integranden oder
Dimensionen D > 3 anbieten (siehe auch 2.1.2).

7Engl. brute force : rohe Gewalt. Eine numerische Behandlung brute force durchzuführen, heißt, sie ohne
mögliche Vereinfachung und unter Inkaufnahme erheblichen Aufwands zu erledigen.
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Für Situationen, in welchen die Green-Funktion (3.8) diagonal ist, lässt sich die Summa-
tion über die Brillouin-Zone in eine Hilbert-Transformation überführen. Bekanntermaßen
lässt sich die Zustandsdichte ρ0(ǫ) im tight-binding-Grenzfall darstellen als

ρ0(ǫ) =
1

VB

∑

k

δ(ǫ− ǫk) (A.38)

für eine Dispersion ǫk. Es ergibt sich damit die summierte Green-Funktion (3.8) wesentlich
vereinfacht zu

Gαα(z) =
1

VB

∑

k

Gαα(k, z) =
1

VB

∑

k

(

z + µ− ǫαα(k) − Σαα(z)
)−1

=

∫

dǫ ρ0(ǫ)
(

z + µ− ǫ− Σαα(z)
)−1

. (A.39)

Die summierte Green-Funktion kann so über eine sehr einfache, eindimensionale Faltung
bestimmt werden.

Für allgemeine Mehrbandsysteme ist ein solches Vorgehen nicht möglich. Man kann die
Integration, respektive Summation, in Gleichung (3.8) dennoch stark vereinfachen, wenn
man die Symmetrien des Systems in der Brillouin-Zone berücksichtigt und sich auf eine
vorher festgelegte Menge an ausgewählten Vektoren {ki} beschränkt. Das unterscheidet
sich von der im Anfang des Abschnitts genannten brute force-Methode dadurch, dass die
Stützstellen der Integration nicht in jeder DMFT-Iteration generiert werden, sondern von
vorneherein auf fixe Stützstellen in der Brillouin-Zone festgelegt werden. Mit einer fixen
Menge an Stützstellen wird (3.8) zu

1

VB

∑

k

G(k, z) =
1

VB

∑

k

(
(z + µ) 1 − ǫ(k) − Σ(z)

)−1
(A.40)

=
1

VB

∑

{ki}
wi
(
(z + µ) 1 − ǫ(k) − Σ(z)

)−1
(A.41)

mit den Integrationsgewichten {wi}. Die Stützstellen ki und Gewichte wi können nun für
ein gewähltes ǫ(k) optimal gewählt werden, mit der Veränderung der Selbstenergie Σ(z) im
Iterationszyklus werden sie aber nicht weiter optimiert. In dieser Arbeit werden auch sehr
große Mehrorbitalsysteme behandelt, sodass in (3.7) und (3.8) Matrixfunktionen mit vielen
Einträgen eingehen (siehe Abschnitt 4), bei denen für jedes abgetastete Paar z und k eine
Inversion durchgeführt werden muss. Diese Prozedur ist aber aufwändig, sodass einerseits
die Zahl der notwendigen Frequenzen z = ω±iδ optimiert wird und andererseits aber auch
die Zahl der notwendigen Stützstellen im k-Raum. Die Zahl der Stützstellen im k-Raum
lässt sich im Vorhinein der DMFT-Prozedur optimieren. In Rahmen dieser Arbeit wird
ein Verfahren entwickelt, welches die Symmetrien automatisch identifiziert und darüber
hinaus die Stützstellen weiter optimiert, sodass man mit einer deutlich kleineren Menge
an Stützstellen (als vor der Optimierung) noch immer eine adäquate Beschreibung der
Dispersion erhält. Dieses Verfahren wird nachfolgend beschrieben und abgeleitet.
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Die freie k-summierte Einteilchen-Green-Funktion lautet in diskretisierter Näherung

G0(z) =
1

VB

∑

k

(
(z + µ) 1 − ǫ(k)

)−1
(A.42)

≈
N∑

i=1

wi

(

(z + µ) 1 − ǫ
i

)−1
(A.43)

mit ǫ(ki) ≡ ǫ
i
und der Zahl der Summanden N . Definiert man mit

Aij =
∥
∥
∥ǫi − ǫj

∥
∥
∥ (A.44)

einen Abstand zwischen zwei Matrizen, wobei es gleichgültig ist, welche Norm ‖·‖ verwen-
det wird, so gilt

Aij = 0 ⇔ ǫi = ǫj . (A.45)

Verfährt man nach dieser Maßgabe und fasst die entsprechenden Summanden zusammen,
so erfasst man algorithmisch die relevanten Symmetrien und vereinfacht die Summation
(A.43).

Im Fall einer LDA+DMFT-Rechnung (siehe Abschnitt 4.2) ergeben sich die einzelnen

Matrizen ǫi aus einer Dichtefunktionalrechnung, welche die Kristallsymmetrien numerisch
nicht perfekt auflöst8, d.h. zwischen zwei Matrizen, welche der Symmetrie gemäß äquivalent
sein müssten, findet sich ein Abstand Aij > 0. Es liegt dann nahe, das Gleichheitskriterium
aufzuweichen und nur

Aij < δ mit δ ≪ 1 (A.46)

zu fordern. Für die Indexmenge {i} für die Matrizen {ǫ
i
}, deren Abstand Aij < δ genügt,

muss nun ein Repräsentant ǫ̃{i} mit dem Gewicht w̃{i} bestimmt werden, der an ihrer statt

in die Summe (A.43) eingeht. In diesem Fall wird der gewichtete Mittelwert

ǫ̃{i} =
∑

{i}
wiǫi , (A.47)

w̃{i} =
∑

{i}
wi (A.48)

gewählt, weil er konvex ist und im Fall gleicher Gewichte den Mittelwert erhält. In jedem
Schritt des iterativen Verfahrens werden zwei Matrizen zu einer repräsentativen Matrix
zusammengefasst, sodass sich mit jedem Schritt die Zahl der Summanden für die Summe
(A.43) um eins reduziert.

Am Ende steht der Menge
{

(wi, ǫi)
}

(mit N Elementen) die neue Menge
{

(w̃i, ǫ̃{i})
}

(mit N ′ Elementen und N ′ < N) gegenüber. Man hat also die Menge
{

(wi, ǫi)
}

in N ′

Äquivalenzklassen zerlegt mit Repräsentanten jeder einzelnen Klasse (w̃i, ǫ̃{i}). Als Ab-
bruchkriterium kann nun einerseits der maximale Fehler δ gewählt werden oder die maxi-
male Anzahl von Summanden N ′.

8Das Problem ist im Zusammenhang mit der später beschriebenen LMTO/NMTO-Methode aufgetreten.
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Die Frage ist nun, inwiefern die Summe (A.43) durch ein solches Vorgehen überhaupt
sinnvoll genähert werden kann

N∑

i=1

wi

(

(z + µ) 1 − ǫi)
)−1 gute Naeherung?≈

N ′
∑

i=1

w̃i

(

(z + µ) 1 − ǫ̃i)
)−1

(A.49)

und ob nicht schon für beliebig kleine δ ein beliebig großer Fehler entstehen kann. Der

Ausdruck
(

(z + µ) 1 − ǫi)
)−1

ist durch seine Pole bestimmt, welche wiederum den Eigen-

werten der Matrix ǫi zugeordnet werden können. Aufgrund der Konstruktion (A.47) ist

klar, dass jede Matrix einer Äquivalenzklasse innerhalb eines Kreises mit dem Radius δ
um ihren Repräsentanten liegt

∥
∥
∥ǫ̃{i} − ǫj

∥
∥
∥ < δ mit j ∈ {i} . (A.50)

Auf Grund von Ostrowskis Theorem über die Stetigkeit der Eigenwerte [Wilkinson65] gilt

für den Eigenwert λk der Matrix ǫ̃{i} und den Eigenwert λ′k der Matrix ǫj = ǫ̃{i} + δM j

|λk − λ′k| < (n+ 2)(n2δ)1/n (A.51)

mit der Zeilenzahl n, dass sich ihr Abstand stetig mit dem Fehler δ entwickelt. Damit
führt die gewählte Mittelung (A.47) zu einer stetigen Modifikation der Polstruktur der
Summanden in (A.43) und

∣
∣
∣
∣
∣

N∑

i=1

wi

(

(z + µ) 1 − ǫi)
)−1

−
N ′
∑

i=1

w̃i

(

(z + µ) 1 − ǫ̃i)
)−1

∣
∣
∣
∣
∣
< O(δ1/n) (A.52)

für kleine δ. Für große n wird sich die Polstruktur deutlicher ändern, sodass das Verfahren
schlechter funktioniert. In Abb. A.4 zeigt sich, dass es für das betrachtete System gut
funktioniert.

An dieser Stelle soll noch einmal darauf hingewiesen werden, dass ein solches Verfahren
nur sinnvoll ist, wenn man in Rahmen eines DMFT-Zyklus die gleiche Summation mehr-
fach (d.h. in jeder Iteration) ausführen muss. In diesem Fall ist es problemlos möglich,
die Zahl der Stützstellen im Vorhinein zu optimieren. Es ist auch klar, dass mit einer
von Null verschiedenen Selbstenergie Σγδ(z) 6= 0 die Stützstellenwahl suboptimal wird.
Dann verschiebt die Selbstenergie die Pole der freien Green-Funktion und die Abstände
Aij verändern sich. Aber dieses Problem findet sich gleichermaßen bei der numerischen

Auswertung von Gl. (A.39) mit einer diskretisierten, freien Zustandsdichte ρ0(ǫ) für den
Quasi-Einbandfall.

Der Vorteil des Konzepts besteht darin, dass die Stützstellenauswahl nicht auf Basis der
Strukturen im k-Raum getroffen wird, sondern auf Grund der Ähnlichkeiten9 der Disper-
sion ǫ(k). Somit werden die Strukturen im Wertebereich und nicht im Definitionsbereich

beachtet. Man ist damit in der Lage, die Äquivalenzflächen der Dispersion zusammenzu-
fassen. Der Unterschied in der Herangehensweise wird in Abbildung A.3 dargestellt. Hier
findet sich die Abbildung einer analytisch bekannten (oder auch sehr fein diskretisierten)

9Das beinhaltet nicht nur die Symmetrien, sondern darüber hinaus auch Bereiche der Brillouin-Zone, bei
denen die Dispersion wertemäßig ähnlich ist.
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Abbildung A.3: Darstellung des Diskretisierungskonzepts. Links ist eine analytisch be-
kannte Dispersion dargestellt, deren Wert durch eine Farbkodierung kennt-
lich gemacht wird. Rechts findet sich die Diskretisierung auf nur vier Punk-
te (verschiedene Farben). Die Diskretisierung im Definitionsbereich führt,
trotz Beachtung der Symmetrien, zu einer vergleichbar schlechteren Dar-
stellung der Funktion. Im unteren Bild ist die Reduktion im Hinblick auf
den Wertebereich durchgeführt, wie es durch das Verfahren geschieht, oh-
ne die Symmetrien explizit einzuführen. Diese werden aber implizit erfasst
und führen zu einer besseren Beschreibung des Ausgangsproblems im Ver-
gleich zur üblichen Diskretisierungform.

Dispersion auf der linken Seite. Der Wert ist in der Farbabstufung kenntlich gemacht. Die
Diskretisierung (oder Reduktion) erfasst das Problem deutlich schlechter, falls man bei
herkömmlichem Vorgehen Stützstellen im Definitionsbereich sucht und findet, als wenn
man es für die Dispersion im Wertebereich tut. In herkömmlichen Anwendungen spielt
das selten eine Rolle, weil die Integration im DMFT-Zyklus sehr wenig Rechenzeit kostet
und man in Gl. (A.39) die Diskretisierung beliebig fein wählen kann, ohne einen nen-
nenswerten zeitlichen Mehraufwand hervorzurufen. Für allgemeine Mehrbandsysteme ist
dieser Aufwand aber relevant, sodass das beschriebene Reduktionsverfahren die Effizienz
maßgeblich steigert.

In Abbildung A.4 sind die integrierten Einteilchenspektren (und im Inset unten rechts
die Einteilchenspektren) für verschiedene Reduktionen für N ′ = 2048, 1024, 512, 384 dar-
gestellt. Ganz offensichtlich funktioniert das Verfahren sehr gut und liefert auch mit einer
deutlich kleineren Punktezahl eine gute Näherung. Im dargestellten Problem wird aus
einer NMTO-Rechnung der Hamiltonian extrahiert, der dort für eine vorher festgelegte
Punktezahl N = 4096 im k-Raum bestimmt wird. Eine derartig große Punktezahl wird
in der Literatur als angemessen betrachtet, um Spektren und andere Einteilchengrößen
hochgenau zu beschreiben.
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A.4 Verfahren zur Summation über die Brillouin-Zone
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Abbildung A.4: Integrierte Einteilchenspektren für verschiedene Reduktionen der Stütz-
stellenzahl im Vergleich mit dem Hamiltonian aus der NMTO-Rechnung.
Das Inset links oben zeigt eine Vergrößerung für den Bereich um die
Fermi-Kante herum. Im Inset rechts unten sind die Einteilchenspektren
zu sehen, welche für einen Vergleich etwas unübersichtlich sind. Für eine
LDA+DMFT-Rechnung, für welche das Konzept erarbeitet wurde, führen
Lebensdauereffekte zu typischen Verbreiterungen der Einteilchenanregun-
gen und damit zu einem Ausschmieren der Spektren. Insofern stellt das
Inset die ungünstige Situation dar, die für DMFT-Resultate untypisch
ist. Zu beachten ist, dass der numerische Aufwand bei der Summation
des k-Raums linear mit der Zahl der Stützstellen skaliert und sich durch
das Verfahren dieser Aufwand problemlos um eine Größenordnung ver-
ringern lässt. Für den betrachteten Fall reduziert sich die aufgewende-
te Rechenzeit von etwa 300 Prozessorminuten (für N = 4096) auf etwa
30 Prozessorminuten (für N = 384) ohne deutliche Qualitätseinbußen.
Zum Vergleich dazu ist in Grau das Ergebnis für ein wechselwirkendes
System dargestellt. Offensichtlich ist der Einfluss der Optimierung uner-
heblich.
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Zu beachten ist, dass der numerische Aufwand bei der Summation des k-Raums linear
mit der Zahl der Stützstellen skaliert und sich durch das Verfahren dieser Aufwand pro-
blemlos um eine Größenordnung verringern lässt. Der in der Abbildung A.4 angegebene
Fehler δ′ wird mit

δ′ − 1 ≡
maxi,j

∥
∥
∥ǫi − ǫ̃j

∥
∥
∥

maxi,j

∥
∥
∥ǫi − ǫj

∥
∥
∥

(A.53)

angegeben und definiert eine obere Grenze für die Zunahme des maximalen Abstands Aij
im Vergleich zum abgeschätzten Fehler, der sich durch die Diskretisierung in der NMTO-
Rechnung ergibt. Für den betrachteten Fall reduziert sich die aufgewendete Rechenzeit von
etwa 300 Prozessorminuten (für N = 4096) auf etwa 30 Prozessorminuten (für N ′ = 384).
Für einen DMFT-Rechnung mit typischer Wechselwirkung reduziert sich der Anteil der
Rechenzeit für die Summation von 64% auf nur noch 15%.

Gleichermaßen führt die Optimierung zu keinen nennenswerten Qualitätseinbußen. In
Abb. A.4 ist zum Vergleich die integrierte Zustandsdichte für ein System mit Wechsel-
wirkung dargestellt (graue Linien). Der Einfluss der Optimierung für die Summation ist
gegenüber den typischen Effekten, die sich auf Grund der Wechselwirkungen ergeben, zu
vernachlässigen.

A.5 Analytische Fortsetzung mit der
Maximum-Entropie-Methode (MEM)

In der Festkörpertheorie werden viele Probleme unter Verwendung von Green-Funktionen
(A.15) gelöst (siehe dazu Abschnitt A.1). Für Quanten-Monte-Carlo (QMC) Methoden
lassen sich keine Einteilchen-Green-Funktionen an der reellen Frequenzachse bestimmen.
Aber genau dort ist das Verhalten der Einteilchen-Green-Funktion von besonderem Inter-
esse, weil sich die Spektralfunktion (A.17)

ρÂB̂(ω) = − 1

π
GÂB̂(ω + i0+) (A.54)

direkt mit Experimenten vergleichen lässt. In Abschnitt 4.3.5 werden die Spektren für
das Voll-Heusler-Material Co2FeSi mit experimentellen Resultaten für Photoemission und
Röntgenspektroskopie (X ray absorption spectroscopy, XAS und X ray magnetic circular
dichroism, XMCD) verglichen. Darüber hinaus lässt an Hand der Spektralfunktion die
metallische bzw. isolierende Phase identifizieren (siehe Abschnitt 3.3).

Die analytische Fortsetzung der Green-Funktion ist sehr einfach, wenn man ihre ana-
lytische Struktur explizit kennt. Dann lässt sich die Fortsetzung durch die Ersetzung
iωn → z → ω + i0+ direkt vornehmen, so geschehen bei der Formulierung der in der
Arbeit verwendeten Diagramme (siehe Anhang A.3).

Sofern die Green-Funktion an der reellen Frequenzachse numerisch bekannt ist, ergibt
sich sehr einfach aus der Spektraldarstellung (A.16) die analytische Fortsetzung in die
komplexe Ebene. Mit Padé-Approximanten lassen sich numerische Daten mit Hilfe expli-
ziter analytischer Darstellungens auch in der komplexen Ebene wiedergeben [Baker75].
So entwickelt beispielsweise Thieles reziproke Differenzenmethode Datenpunkte über ver-
schiedene Rekursionsformeln in eine explizite Kettenbruchdarstellung.
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A.5 Analytische Fortsetzung mit der Maximum-Entropie-Methode (MEM)

Allgemein ist das Problem der analytischen Fortsetzung von imaginären zu reellen Fre-
quenzen aber schlecht konditioniert, sodass sich kleine Fehler in den Ausgangsdaten dra-
matisch auf das Ergebnis auswirken können und die Padé-Approximation kein sonderlich
geeignetes Verfahren darstellt.

Für Daten, die sich aus einer Quanten-Monte-Carlo (QMC)-Simulation ergeben, ist das
auf Grund der statistischen Fehler gegeben, sodass eine analytische Fortsetzung mit Hilfe
einer Padé-Approximation nicht immer geeignet ist.

Stochastische Optimierung stellt eine weitere Möglichkeit zur analytischen Fortsetzung
dar und kann die nachfolgend beschriebene Maximum-Entropie-Methode (MEM) in der
Qualität des Ergebnisses übertreffen [Fehske07]. Dafür sind aber kleine statistische Fehler
nötig, und der Zeitaufwand liegt zwei Größenordnungen über der für die MEM.

Die MEM ist eine sehr allgemeine Methode zur Rekonstruktion von Wahrscheinlich-
keitsdichten aller Art für unvollständige und verrauschte Ausgangsdaten. Sie wird sehr
erfolgreich angewandt bei der Datenrekonstruktion, wie sie in der Datenverarbeitung, Bild-
verarbeitung oder Computertomographie (3D-Rekonstruktion) gebraucht wird.

Als Standard-Verfahren hat sich die nachfolgend beschriebene MEM durchgesetzt. Eine
gute Ableitung und Darstellung findet sich in [Jarrell96].

Aus der QMC-Simulation resultiert die in der Zeit aufgelöste Imaginärzeit-Green-Funk-
tion GM

ÂB̂
(τ) (siehe auch Gl. A.13), welche über

GM
ÂB̂

(τ) =

∫ ∞

−∞
dωKβ(ω, τ) ρÂB̂(ω) , (A.55)

Kβ(ω, τ) :=
exp (−τω)

1 + exp (−βω)
10 (A.56)

mit der Spektralfunktion in Zusammenhang steht.
An dieser Darstellung wird deutlich, warum die analytische Fortsetzung schlecht kondi-

tioniert ist. Die Kernel-Funktion (A.56) wird für große Frequenzen ω exponentiell klein,
sodass sich Merkmale der Spektralfunktion nur wenig auf die Green-Funktion auswirken.
Umgekehrt können bereits kleine Fehler in der Green-Funktion einen sehr großen Fehler
in der Spektralfunktion verursachen. Zu beachten ist hierbei, dass sich in einer diskreti-
sierten Darstellung von GM

ÂB̂
(τ) auch ein Interpolationsfehler ergibt, der sich zwar durch

verbesserte Interpolation reduzieren lässt, aber grundsätzlich unvermeidlich ist. Für nied-
rige Frequenzen ist das unproblematisch, hier lässt sich das Spektrum ρÂB̂(ω) sehr genau
bestimmen.

Für adjungierte Operatoren B̂ = Â† ist die Spektralfunktion normiert und positiv de-
finit, sodass man sie als Wahrscheinlichkeitsfunktion interpretieren kann. Nimmt man für
die numerischen diskreten Daten Ḡ

ÂÂ† ≡ Ḡ zunächst an, dass systematische Fehler und

Autokorrelation vernachlässigbar sind, so sind die verbleibenden Fehler statistischer Natur,
und man kann annehmen, dass die Fehler gauss-verteilt sind

P (Ḡ|ρ) ∝ e
χ2

2 . (A.57)

Der Abstand χ2 misst die quadratische Abweichung der mit dem Spektrum ρ
ÂÂ†(ω) ≡ ρ

berechneten Green-Funktion (A.55) von der gemessenen Green-Funktion Ḡ. Die likelihood-
Funktion P (Ḡ|ρ) ist offenbar nicht geeignet, das wahrscheinlichste Spektrum zu finden,

10Für bosonische Green-Funktionen, wie die Zweiteilchen-Green-Funktionen (bspw. Spin-Spin- oder Strom-

Strom-Korrelationsfunktionen), lautet der Kernel Kβ(ω, τ ) := exp(−τω)
1−exp(−βω)

[Jarrell96].
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dessen Green-Funktion (A.55) mit der gemessenen Green-Funktion Ḡ vereinbar ist. Mit
Hilfe des Bayes’schen Theorems

P (ρ|Ḡ)P (Ḡ) = P (Ḡ|ρ)P (ρ) (A.58)

wird diese mit der a posteriori-Wahrscheinlichkeit P (ρ|Ḡ) verknüpft. Weil nun Ḡ im Rah-
men einer Suche nach dem optimalen Spektrum ρ konstant ist, ist P (Ḡ) konstant und
P (ρ|Ḡ) ergibt sich allein aus der gemessenen Wahrscheinlichkeit P (Ḡ|ρ) und der a prio-
ri-Wahrscheinlichkeit P (ρ) des Spektrums ρ. Diese wird durch ein Standardmodell m(ω)
maximiert und lässt sich als Shannon-Jaynes Entropiefunktional S[ρ,m] des Spektrums
formulieren

P (ρ) = e
αS[ρ,m]

(A.59)

mit S[ρ,m] =

∫

dω (ρ(ω) −m(ω) − ρ(ω) ln (ρ(ω)/m(ω))) (A.60)

mit dem Lagrange-Parameter α.

Zusammenfassend ergibt sich die a posteriori-Wahrscheinlichkeit

P (ρ|Ḡ) = e
αS[ρ,m]− 1

2
χ2[Ḡ,ρ]

, (A.61)

die für die numerische Anwendung maximiert werden muss. Mit Hilfe des Parameters α
lässt sich die Nähe der Lösung zum Standardmodell einstellen. Damit könnne gewisse
Eigenschaften der Lösung wie deren Glattheit verstärkt werden.

Die in dieser Arbeit mit der MEM bestimmten Spektren werden mit einem Programm
auf Basis des in [Sandvik95] vorgestellten Schemas erhalten, welches annimmt, dass die in
Ḡ eingehenden Daten unkorreliert sind.

Sind aber die Operatoren Â und B̂ nicht adjungiert, so kann die Spektralfunktion auch
ein wechselndes Vorzeichen haben und ihre Interpretation als Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung ist ungültig. Folglich lassen sich mit der MEM keine nicht-diagonalen Spektralfunk-
tionen, wie sie in Abbildung 4.8 für einen Realfrequenzformalismus dargestellt sind, re-
konstruieren.

A.6 Vergleich verschiedener DMFT-Methoden

In diesem Abschnitt wird das Einband-Hubbard-Modell mit verschiedenen Störstellenlö-
sern zum Vergleich gerechnet. Hierbei beschränkt sich die Betrachtung auf den parama-
gnetischen, halbgefüllten Fall (nσ = 0.5), um den Mott-Übergang im Einbandfall auflösen
zu können. Die Ergebnisse werden für eine Bethe-Gitter mit Hybridisierungsamplitude
t = 0.5 und folglich einer Bandbreite W = 2 bei einer Temperaturen T = 1/40 (NRG
bei etwas höherer Temperatur T = 1/36) für verschiedene Hubbard-Wechselwirkungen
U bestimmt. Verglichen werden hier iterierte Störungstheorie 2. Ordnung (IPT) (siehe
Abschnitt 2.1.1), Hirsch-Fye-Quanten-Monte-Carlo (HF-QMC) (siehe Abschnitt 2.1.2),
Extended Non-Crossing Approximation11 (ENCA) [Pruschke88, Keiter90] und Numerical
Renormalization Group [Wilson75].

11Die ENCA berücksichtigt gegenüber der einfachen NCA(SNCA) [Grewe83, Bickers87] zusätzliche Ver-
texkorrekturen, welche unter anderem die Auflösung der Kondoskala verbessern.

146



A.6 Vergleich verschiedener DMFT-Methoden

Für den einfachen Fall einer s-Schale bei Halbfüllung reduziert sich der in Abschnitt 2.1.1
diskutierte Schwachkopplungsansatz auf die in der Literatur bekannte IPT. Um Spektral-
funktionen zu erhalten, muss für HF-QMC zusätzlich eine analytische Fortsetzung durch-
geführt werden. Für die NRG müssen die Eigenwertspektren künstlich verbreitert werden.
IPT und ENCA lösen die Spekralfunktionen direkt auf. Was die benötigte Rechenzeit der
Methoden angeht, unterscheiden sich die Methoden im Aufwand erheblich: Die Rechenzeit
für die IPT liegt im niedrigen Minutenbereich für eine Rechnung, für die ENCA müssen
wenige Stunden und für eine genaue QMC-Rechnung schon Rechenzeiten in der Größen-
ordnung von Tagen auf einem Einzelprozessor veranschlagt werden. Im Detail hängt die
Rechenzeit vom Konvergenzverhalten innerhalb der DMFT-Iterationen ab, was wiederum
von den eingestellten Parametern abhängt. Der Aufwand der diagrammatischen Methoden
IPT und ENCA ist nahezu temperaturunabhängig, während der Aufwand der HF-QMC-
Methode mit 1/T 3 eher ungünstig für Tieftemperaturmessungen skaliert.

Die Rechnungen mit der Störungstheorie werden mit dem Mehrband-Code des Au-
tors durchgeführt, der auch bei dem Störstellenmodell (Abschnitt 2.2), den LDA+DMFT-
Rechnungen (Abschnitt 4) und der magneto-optischen Falle (Abschnitt 3.4) eingesetzt
wird. Der in der Arbeitsgruppe gebräuchliche HF-QMC-Code wird bei der Auswertung des
Zweibandmodells (Abschnitt 3.3) verwendet und ist seit 1992 in stetiger Fortentwicklung.
Hier werden, um den systematischen Trotter-Fehler zu verdeutlichen, jeweils zwei Rechnun-
gen mit ∆τ = 0.30 und ∆τ = 0.40 durchgeführt. Die ENCA-Rechnungen werden durch den
Autor mit einem Programmcode von Dr. Schmitt [Schmitt09, Schmitt08, Grewe08] durch-
geführt, die NRG-Ergebnisse werden mit einem Programm von Prof. Anders [Anders09]
erzeugt und von Dr. Schmitt [Schmitt09] zur Verfügung gestellt.

In Abbildung A.5 sind Spektralfunktionen des Einband-Hubbard-Modells für verschie-
dene Wechselwirkungen U dargestellt. Systematisch ist das Resultat in IPT rot, HF-QMC
orange/blau, ENCA grün und NRG schwarz dargestellt, für die Temperatur T = 1/40 (für
die NRG bei T = 1/36).

Für sehr schwache Wechselwirkungen U = 0.50 (Abb. A.5a) liegen die Ergebnisse fast
aller Methoden gut übereinander. Die ENCA-Lösung, im Grenzfall unendlicher Wechsel-
wirkung exakt, weicht hier deutlich ab. Für die HF-QMC-Spektren ist eine Vertiefung der
Spektren an der Fermi-Kante zu beobachten (Abb. A.5a, Inset), die auch in A.5b erkennbar
ist, für die HF-QMC-Lösung mit ∆τ = 0.4, für größere Wechselwirkungen aber nicht. Es
ist hier zu vermuten, dass es sich um ein Artefakt der analytischen Fortsetzung handelt.
Für etwas größere Wechselwirkung U = 1.50 (Abb. A.5b) liegen IPT- und HF-QMC-
Daten nahezu perfekt übereinander. HF-QMC betont mit abnehmendem ∆τ die Minima
zwischen Kondo-Resonanz und Hubbard-Bändern etwas deutlicher. Bei der ENCA-Lösung
ist die Breite der Kondo-Resonanz kleiner, das dort fehlende spektrale Gewicht findet sich
in den Hubbard-Bändern wieder. Für U = 0.50 und U = 1.50 erfüllt die Selbstenergie in
der ENCA-Lösung auch nicht mehr die korrekten analytischen Eigenschaften, dort werden
Korrekturen im Bereich der Fermi-Kante vorgenommen12.

Für eine Wechselwirkung U = 2.00, knapp unterhalb der kritischen Wechselwirkung
(Abb. A.5c), ergeben alle Methoden eine metallische Lösung mit deutlicher Trennung
der Hubbard-Bänder von der Vielteilchenresonanz in der Mitte. Der Trotter-Fehler ist
auch hier kaum identifizierbar, die HF-QMC-Spektren liegen innerhalb der Linienbreite
übereinander. Im Vergleich dazu löst auch die IPT den Bereich um die Fermi-Kante herum

12Die schwache Wechselwirkung führt im Rahmen von DMFT(ENCA)-Lösungen zu negativen Spektralan-
teilen in der Zustandsdichte. Diese müssen korrigiert werden.
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Abbildung A.5: Spektralfunktionen eines Einband-Hubbard-Modells in DMFT Näherung
mit unterschiedlicher Behandlung des effektiven Gitterplatzes im Störstel-
lenproblem. Die Lösungen der verschiedenen Störstellenlöser sind farbko-
diert, so ist das Ergebnis mit Schwachkopplungsstörungstheorie (IPT) rot
gefärbt, jenes für ENCA grün, NRG schwarz und das QMC-Ergebnis in
Orange (∆τ = 0.30) und in Blau (∆τ = 0.40) dargestellt. Die Legende
ist für alle Abbildungen gleich, wird aber aus Platzgründen nur in (b)
abgebildet. Die Temperatur ist für alle Lösungen T = 1/40, bis auf die
NRG-Lösungen, dort ist T = 1/36.
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deckungsgleich auf, die Lücken zwischen Bändern und Resonanz sind weniger tief. ENCA-
und NRG-Lösung zeigen die schon in Abb. A.5b augenfälligen Unterschiede: Die ENCA-
Lösung hat weniger Gewicht an der Fermi-Kante, welches sich in den Hubbard-Bändern
wiederfindet, bei der NRG-Lösung verflachen die Hubbard-Bänder in lange Ausläufer bei
hohen Energien.

Bei einer Wechselwirkung U = 2.50 (Abb. A.5d), knapp oberhalb der kritischen Wechsel-
wirkung für den Mott-Übergang, sind ENCA-Lösung, HF-QMC-Lösung übereinstimmend
in einer isolierenden Phase. Die IPT-Lösung zeigt eine leicht metallische Phase, der Über-
gang lässt sich aber hier schon für etwas größeres U erahnen. Für die NRG-Lösung lässt
sich die Phase nicht eindeutig identifizieren, es ist keine deutliche Lücke zu sehen, das
Spektralgewicht an der Fermi-Kante ist aber sehr klein. In der ENCA-Lösung zeigen sich
deutliche Artefakte an den Außenseiten der Hubbard-Bänder, deren Ursache unklar ist.
Schwierigkeiten bei der numerischen Behandlung können aber nicht ausgeschlossen wer-
den. Bei den HF-QMC-Lösungen sind in den Spektren kleine Zacken zu sehen, die auf die
analytische Fortsetzung zurückzuführen sind. Auch hier ist der Trotter-Fehler vernachläs-
sigbar. Die Übereinstimmung bei den Hubbard-Bändern ist gut.

In der klar isolierenden Phase U = 3.00 (Abb. A.5e) sind alle Lösungen erwartungsgemäß
isolierend. Beim Vergleich der zwei HF-QMC-Lösungen wird ein Trotter-Fehler deutlich,
die zwei Lösungen unterscheiden sich. Für die Lösung bei ∆τ = 0.40 finden sich an den
inneren Flanken der Hubbard-Bänder kleine Stufen, die wahrscheinlich ein Artefakt der
analytischen Fortsetzung sind. Auch sind klare Unterschiede für große Frequenzen sichtbar;
die Ausläufer der Hubbard-Bänder sind für größeres ∆τ länger. Das ENCA-Resultat zeigt
auch hier unerklärte Peaks an den äußeren Flanken der Hubbard-Bänder. Die NRG löst
eine Lücke auf, die etwas größer als die der HF-QMC-Rechnung ist, aber etwas kleiner als
die der ENCA-Lösung ist. Sie stimmt aber hier mit der IPT-Lösung überein. Die IPT-
Lösung zeigt eine Lücke, die sehr nahe an der Lückenbreite der HF-QMC-Lösung ist, hat
aber viel schwächer akzentuierte Ausläufer der Hubbard-Bänder für große Frequenzen.

Für sehr große U (Abb. A.5f) sind beide Hubbard-Bänder durch eine Lücke getrennt,
deren Breite mit HF-QMC-, IPT- und ENCA-Lösung übereinstimmt. Die Lückenbreite
ist für die NRG-Lösung kleiner; die Ausläufer sind bei großen Frequenzen am deutlichsten
ausgeprägt. Für HF-QMC zeigen sich an den Flanken der inneren Hubbard-Bänder Abhän-
gigkeiten vom Diskretisierungsparameter ∆τ ; für große Frequenzen stimmen die Spektren
für beide ∆τ aber sehr gut überein. Beide HF-QMC-Lösungen zeigen kleine Zacken an
den Gipfeln der Hubbard-Bänder, die auch hier auf die analytische Fortsetzung zurückzu-
führen sind. Die IPT-Lösung zeigt die höchsten Hubbard-Bänder und liefert (wie auch in
Abbildung A.5e im Vergleich zu HF-QMC-Lösung) schwächer ausgeprägte Ausläufer bei
hohen Frequenzen.

In diesem Abschnitt werden vier Methoden bei der Lösung des Störstellenproblems
innerhalb eines einfachen Hubbard-Modells in DMFT-Näherung verglichen. Es zeigt sich,
dass alle Methoden den Mott-Übergang qualitativ richtig auflösen und die Separation eines
metallischen Bands in die zwei Hubbard-Bänder abbilden können. Für die ENCA-Lösung
sind bei schwacher Wechselwirkung Defizite deutlich erkennbar. Es kommen bei stärkerer
Wechselwirkung deutliche Artefakte an den äußeren Flanken der Hubbard-Bänder hin-
zu, deren Ursprung unklar ist. Die HF-QMC-Lösungen sind für kleine Wechselwirkungen
U nur schwach vom systematischen Trotter-Fehler abhängig und stimmen gut überein.
Für große U ergeben sich deutliche Unterschiede in den Lösungen verschiedener Diskre-
tisierung ∆τ , im Besonderen unterscheiden sich die Flanken der Hubbard-Bänder. Mit
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zunehmendem U nehmen die Zacken in den Spektren der HF-QMC-Lösung zu, was auf
die analytische Fortsetzung zurückzuführen ist. Die IPT-Lösung stimmt für nahezu alle
Wechselwirkungen gut mit der HF-QMC-Lösung überein und ist für kleine bis mittlere U
(Abb. A.5a-c) nahezu deckungsgleich. Bekanntlich unterschätzt sie die kritische Wechsel-
wirkung des Mott-Übergangs und zeigt bei U = 2.50 (Abb. A.5d) als einzige eine noch
leicht metallische Phase. Für große Wechselwirkungen löst sie dann aber auch wieder die
Lückenbreite in guter Übereinstimmung mit den anderen Methoden auf.
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[Blümer02] Blümer, N., 2002. Ph.D. thesis, University of Augsburg.
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