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C.2.2. Lösungen mit gegebener Winkelabhängigkeit . . . . . . . . . . . . 106

D. Die Fundamentallösung der Maxwell-Gleichungen im Zweischichtmedium 107
D.1. Der Hertz-Vektor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
D.2. Dipole im Zweischichtmedium . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

D.2.1. Vertikaler Dipol . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
D.2.2. Horizontaler Dipol . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
D.2.3. Die dyadischen Greenschen Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . 121

Zusammenfassung/Abstract 127

vi



1. Einleitung

Landminen gefährden als Hinterlassenschaften bewaffneter Konflikte in vielen Ländern
die Bevölkerung. Die rasche und vollständige Beseitigung der vergrabenen Landminen,
die in über 70 Ländern eine Fläche von insgesamt mehreren tausend Quadratkilometern
kontaminieren [LM10], ist eine große technische Herausforderung. Das zum humanitären
Minenräumen am häufigsten eingesetzte Gerät ist gegenwärtig der Metalldetektor. Die-
se Geräteklasse weist jedoch eine hohe Fehlalarmrate auf, die bedingt wird durch die
sich gerade in Kampfgebieten allgegenwärtig im Boden befindlichen Metallteile. Daher
war es das Ziel des vom Bundesministerium für Bildung und Forschung geförderten
Projektverbunds

”
Humin/MD – Metalldetektoren für Humanitäres Minenräumen: Ent-

wicklungspotenziale bei Datenanalyse und Messtechnik“ [HUM07], diese Fehlalarmrate
zu senken. Als Partner dieses Verbunds entwickeln und untersuchen wir in dieser Ar-
beit eine Methode zur Visualisierung von im Boden vergrabenen Objekten mit Hilfe von
Metalldetektoren.

Metalldetektoren, deren Messkopf im Wesentlichen aus kreisförmigen Spulen beste-
hen, erzeugen mit Hilfe eines an eine Spule angelegten Wechselstroms einer festen und
relativ niedrigen Frequenz von etwa 20kHz [Bru02] ein elektromagnetisches Feld. Dieses
Feld, das mit der Umgebung wechselwirkt, induziert in einer zweiten Spule einen Strom,
der gemessen wird. Da sich das elektromagnetische Feld in der Nähe metallischer Objek-
te ändert, löst eine solche Änderung auf einer heuristischen Grundlage ein akustisches
Signal aus. Dieses Signal zeigt dann an, dass sich ein metallisches Objekt unterhalb des
Detektors befindet. Aufgrund des geringen Informationsgehalts verwenden wir nicht das
akustische Signal, um die vergrabenen Objekte zu visualisieren, sondern betrachten die
Funktionsweise eines Metalldetektors und leiten daraus ein idealisiertes Modell ab. Ins-
besondere betrachten wir kein klassisches handgeführtes Gerät, sondern ein Gitter aus
mehreren in einer Ebene über dem Erdboden angeordneten Spulen.

Mathematisch betrachten wir ein inverses Streuproblem zeitharmonischer elektroma-
gnetischer Wellen für Streukörper in einem unbeschränkten zweischichtigen Medium.
Unser Ziel ist es, die Form, Position und Anzahl der Streukörper in einem bekannten
Hintergrundmedium aus Messungen elektromagnetischer Felder einer festen Frequenz
zu bestimmen. Die Felder werden durch die zeitharmonischen Maxwell-Gleichungen be-
schrieben, die zusammen mit geeigneten Rand- und Ausstrahlungsbedingungen ein Sy-
stem vektorwertiger linearer partieller Differentialgleichungen bilden. Aufgrund der Li-
nearität können wir das elektromagnetische Feld als die Summe des von einem Detektor
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1. Einleitung

erzeugten Feldes und des von den vergrabenen Objekten gestreuten Feldes schreiben.
Das sogenannte direkte Streuproblem oder auch Vorwärtsproblem besteht darin, das von
den Objekten gestreute Feld aus der Kenntnis des vom Detektor erzeugten Feldes und
den Eigenschaften der Objekte zu bestimmen. Es muss also das entsprechende System
von Differentialgleichungen gelöst werden. Das zugehörige inverse Streuproblem ist es,
Eigenschaften der Streukörper aus dem Wissen über das gestreute elektromagnetische
Feld zu rekonstruieren. Unser Wissen über das gestreute elektromagnetische Feld resul-
tiert dabei aus einer einmaligen oder mehrmaligen Messung des Feldes auf einer Fläche in
geringer Entfernung der Streukörper. Das inverse Problem ist nichtlinear und schlecht
gestellt. Das heißt, die Form und Position der Streukörper hängt in keiner sinnvollen
Norm stetig von den gestreuten Feldern ab [CK98].

Ein klassischer Ansatz zur Lösung des inversen Problems besteht darin, es als nicht-
lineare Operatorgleichung zu formulieren. Dieses schlecht gestellte Problem wird dann
mit Hilfe regularisierter Optimierungsverfahren, wie etwa einem regularisierten Newton-
Verfahren, gelöst [CK98, ENH96]. Der Vorteil dieses Ansatzes ist, dass die Messung des
gestreuten Feldes für nur ein einziges einfallendes Feld benötigt wird. Ein großer Nachteil
ist allerdings, dass die Optimierungsverfahren für gewöhnlich iterativ sind und in jedem
Iterationsschritt das direkte Streuproblem gelöst werden muss, was sehr rechen- und
damit zeitaufwändig ist. Weiterhin benötigen die Verfahren noch zusätzliche Informa-
tionen über die im Allgemeinen unbekannten Streuobjekte, wie etwa deren Anzahl oder
deren ungefähre Position. Ein Verfahren dieser Klasse wurde im Rahmen des Projekts
[HUM07] von der Arbeitsgruppe aus Göttingen entwickelt. In [DEK+08] wird das inver-
se Streuproblem als ein Kleinste-Quadrate Optimierungsproblem formuliert und iterativ
gelöst. Den dazu für die numerische Lösung des Vorwärtsproblems entwickelten Code
verwenden wir zur Erzeugung unserer synthetischen Messdaten.

Aufgrund der Nachteile der iterativen Verfahren untersuchen wir eine Methode aus der
relativ neuen Klasse der Sampling-Verfahren [Pot06, CK06]. Diese Methoden sind nicht
iterativ und daher tendenziell schneller als die iterativen Verfahren. Weiterhin benötigen
sie keine oder allenfalls wenige Informationen über die unbekannten Streukörper. Die
Verfahren eignen sich allerdings nicht zur Rekonstruktion quantitativer Eigenschaften
wie etwa der genauen Leitfähigkeit im Erdboden. Die Methoden liefern für jeden einzel-
nen Punkt in einem zu untersuchenden Gebiet ein Kriterium dafür, ob dieser Punkt zu ei-
nem Streukörper gehört. In der Praxis betrachtet man eine diskrete Menge von Punkten
(engl. samples) und wendet das Kriterium auf jeden einzelnen Punkt an. Die Punkte, bei
denen das Kriterium positiv ausfällt, bilden dann eine Approximation der Streukörper.
Ein Nachteil der Sampling-Methoden ist, dass die Theorie hinter den Verfahren im All-
gemeinen nicht garantiert, dass mehr als nur eine echte Teilmenge der Streukörper re-
konstruiert wird. Ferner erfordern die Verfahren nicht nur eine einzige Messung, sondern
verlangen vergleichsweise viele und genaue Daten. Trotz der Lücke in der Theorie sind
die Verfahren in der numerischen Anwendung geeignet, um gute Rekonstruktionen der
vollständigen Streuobjekte zu erhalten, wie wir in [CHP03, CFH06, HEP06] und auch
in dieser Arbeit sehen.
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Die von Kirsch entwickelte Faktorisierungsmethode [KG08], die ebenfalls zu den Samp-
ling-Verfahren gehört, weist die eben genannte Schwäche in der Theorie nicht auf. Das
Entscheidungskriterium, das die Faktorisierungsmethode liefert, ermöglicht es die Streu-
körper vollständig zu charakterisieren. Allerdings ist die Theorie dieser Methode auf das
von uns betrachtete Problem nicht direkt anwendbar [Kir07].

Die von uns entwickelte Methode folgt jedoch dem Grundgedanken der Faktorisie-
rungsmethode und versetzt uns in die Lage für ein vereinfachtes Modell eine Teilmenge
der Streukörper zu charakterisieren. Inspiriert durch die guten numerischen Ergebnisse
unseres Verfahrens entstand der Artikel [GHS08]. Darin wird gezeigt, dass sich die Fak-
torisierungsmethode für den Grenzfall der Magneto- und Elektrostatik anwenden lässt.
Wir sehen dies als eine Begründung für unsere guten Ergebnisse, da wir in dieser Arbeit
die Maxwell-Gleichungen für relativ niedrige Frequenzen betrachten. Der magnetostati-
sche Grenzfall ergibt sich, wenn wir die Frequenz des Wechselstroms, mit dem die Spulen
unseres Metalldetektors angeregt werden, gegen Null gehen lassen, so dass nur noch ein
Gleichstrom fließt.

Unser Sampling-Verfahren verwendet für das Entscheidungskriterium die Fundamen-
tallösung der Maxwell-Gleichungen. Die Auswertung dieser Funktion ist bereits für das
betrachtete zweischichtige Hintergrundmedium numerisch sehr aufwändig. Bei unseren
numerischen Untersuchungen stellen wir fest, dass wir mit der wesentlich einfacher aus-
zuwertenden Fundamentallösung der Maxwell-Gleichungen im homogenen Vollraum Re-
konstruktionen vergleichbarer Qualität erhalten, wie mit der eigentlich zu verwendenden
Funktion des Zweischichtmediums. Wie wir zeigen, liegt die Begründung dafür ebenfalls
in der Verwendung niedriger Frequenzen bei der Erzeugung der elektromagnetischen
Felder.

Die für die Anwendung unseres Sampling-Verfahrens benötigten Daten erhalten wir
nicht mit einem einfachen handgeführten Metalldetektor, der nur an einer einzigen Stelle
ein Feld erzeugen und messen kann. Wie bereits erwähnt stellen wir uns daher unser
theoretisches Messgerät als ein planares Gitter von Spulen vor, in dem jede Spule als
Sender und Empfänger dient. Bei diesem Aufbau wird allerdings immer auch das von
den Spulen erzeugte Feld gemessen. Wir benötigen aber nur das von den vergrabenen
Objekten gestreute Feld. Aufgrund unserer idealisierten Vorstellung des Erdbodens als
einem homogenen, isotropen Halbraum erhalten wir das benötigte Streufeld aus der
Differenz zweier Messungen mit diesem Gerät. Eine Messung findet über einem Gebiet
statt, in dem sich keine Streukörper befinden. Diese Referenzmessung wird von der
eigentlichen Messung abgezogen, die an einer zu untersuchenden Stelle vorgenommen
wird. Sind an dieser Stelle keine Streukörper vorhanden, so ist die Differenz idealerweise
Null. Methoden zur Messung des gestreuten Feldes in realen Anwendungen finden sich in
Kapitel 8.5 von [Hol05]. Ein Versuch in Kooperation mit dem Teilprojekt der Universität
Rostock mit in realiter gemessenen Daten führte leider zu keinen sinnvollen Ergebnissen,
da die Daten einen zu hohen Fehler aufweisen.
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1. Einleitung

Die Gliederung der Arbeit

In Kapitel 2 betrachten wir die physikalischen Grundlagen der Maxwell-Gleichungen in
einem zweischichtigen Medium und die Funktionsweise von Metalldetektoren. Weiterhin
geben wir die physikalischen Parameter häufig vorkommender Böden an.

In Kapitel 3 präsentieren wir zunächst ein vereinfachtes Modell für das direkte Streu-
problem für perfekt leitende Objekte, die vollständig im unteren Halbraum eines unbe-
schränkten zweischichtigen Mediums vergraben sind. Wir beschreiben den Messvorgang
für dieses Modell, bei dem wir magnetische Dipole statt Metalldetektoren zur Anregung
des elektromagnetischen Felds verwenden und entwickeln in Anlehnung an [GHK+05]
und [Gri08] eine Charakterisierung der Streuobjekte in Abhängigkeit des gestreuten
Magnetfelds. Schließlich erweitern wir das Modell auf die Verwendung von Metalldetek-
toren.

In Kapitel 4 geben wir zunächst einen Implementierungsvorschlag für einen Algorith-
mus, dem die Charakterisierung der Streuobjekte aus Kapitel 3 zu Grunde liegt. Wir
untersuchen dann anhand synthetischer Daten zu einem einfachen Beispiel des verein-
fachten Modells die Leistungsfähigkeit des Algorithmus, bevor wir damit komplexere
Objekte rekonstruieren. Weiterhin betrachten wir Varianten des Algorithmus zur Ver-
besserung der Rekonstruktionen sowie zur Verringerung der Rechenzeit. Ferner adaptie-
ren wir den Algorithmus auf die Verwendung von Spulen. Zum Abschluss des Kapitels
vergleichen wir die Greensche Funktion des Zweischichtmediums mit der Greenschen
Funktion des Vollraums und begründen damit die in den numerischen Experimenten
festgestellten Vereinfachungsmöglichkeiten.

In Anhang A fassen wir eine Liste der verwendeten Notationen sowie eine Formel-
sammlung zusammen. In Anhang B wiederholen wir Eigenschaften der Hankel-Trans-
formation und beschreiben die schnelle Hankel-Transformation, die wir zur numeri-
schen Auswertung der Fundamentallösung der Maxwell-Gleichungen im Zweischichtme-
dium verwenden. In Anhang C fassen wir Eigenschaften der Greenschen-Funktion der
Helmholtz-Gleichung zusammen und in Anhang D leiten wir die Greensche-Funktion der
Maxwell-Gleichungen für das unbeschränkte Zweischichtmedium her.
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2. Physikalische Grundlagen

In diesem Kapitel tragen wir die physikalischen Grundlagen und Vereinfachungen zu-
sammen, die wir für unsere spätere Modellierung verwenden. Wir beginnen mit den
Maxwell-Gleichungen und leiten aus ihnen das Induktionsgesetz von Faraday sowie das
Gesetz von Biot-Savart ab. Letzteres präsentieren wir in einer unüblichen Form, die wir
für die grundlegende Herleitung unseres Verfahrens in Kapitel 3 verwenden. Die Bedin-
gungen, die elektromagnetische Felder an Trennschichten zwischen verschiedenen Medien
erfüllen sollen, leiten wir auf eine Art her, die die spätere Wahl der Funktionenräume in
Kapitel 3 motivieren soll. Wir erklären kurz, was wir uns unter Dipolen vorstellen und
beschreiben schließlich noch die Funktionsweise von Metalldetektoren, sowie charakteri-
stische Werte der Parameter in den Maxwell-Gleichungen für reale Böden.

2.1. Die Maxwell-Gleichungen

Die Maxwell-Gleichungen beschreiben die Felder des Magnetismus und der Elektrizitäts-
lehre, die von Magneten, elektrischen Ladungen und elektrischen Strömen erzeugt wer-
den. Sie wurden nach dem schottischen Physiker James Clerk Maxwell benannt, der sie
im 19. Jahrhundert in seinem Werk

”
A Treatise on Electricity and Magnetism“ [Max54]

auf der Grundlage von Faradays Arbeiten vervollständigte und damit die Grundlage der
Elektrodynamik legte.

Für den Fall, den wir hier betrachten, nehmen wir an, dass sich die elektrischen und
magnetischen Eigenschaften der Materie nicht ändern. Die Gleichungen haben dann die
Gestalt

div {ǫ(x)E(x, t)} = ρ(x, t), rotH(x, t) − ǫ(x)
∂

∂t
E(x, t) = j(x, t), (2.1)

div {µ(x)H(x, t)} = 0, rotE(x, t) + µ(x)
∂

∂t
H(x, t) = 0, (2.2)

wobei die Differentialoperatoren div und rot nur auf die Ortsvariable x angewandt wer-
den. Die orts- und zeitabhängigen 3-dimensionalen reellen Vektorfelder werden mit

E : elektrisches Feld [V/m] und H : magnetisches Feld [A/m]

bezeichnet. Die Quellterme werden

ρ : Ladungsdichte [As/m3] und j : Stromdichte [A/m2]

5



2. Physikalische Grundlagen

genannt. In der hier untersuchten Situation nehmen wir weiterhin an, dass die Materie
stückweise konstante elektrische und magnetische Eigenschaften besitzt und diese nicht
von der Feldrichtung abhängen, d.h die Materie sei isotrop und stückweise homogen. Die
Materialparameter

ǫ : elektrische Permitivität [As/Vm] und µ : magnetische Permeabilität [Vs/Am]

sind daher ortsabhängige Skalare. Im Vakuum sind sie durch

ǫ = ǫ0 ≈ 8.854 · 10−12 [As/Vm] µ = µ0 = 4π · 10−7 [Vs/Am] (2.3)

gegeben [Dem95].

2.1.1. Das Ohmsche Gesetz

Bringt man elektrische Ladungen in ein elektrisches Feld, so wirkt auf diese eine Kraft,
die sie in Bewegung versetzt. Es fließt also ein Strom. Dieser Zusammenhang wird durch
das Ohmsche Gesetz beschrieben. Hat ein Körper eine Leitfähigkeit 0 < σ [S/m], so
nennt man ihn einen elektrischen Leiter, für σ = 0 und ǫ 6= ǫ0 ein Dielektrikum. Die in
einem Leiter L erzeugte Stromdichte ist durch die folgende Beziehung gegeben:

jL(x, t) = σ(x)E(x, t). (2.4)

Wir gehen hierbei davon aus, dass sich die Leitfähigkeit σ nicht durch das elektrische
Feld oder den fließenden Strom ändert. Siehe dazu auch Abschnitt 9.2 in [Jel94].

Die rechte Seite der Maxwell-Gleichung (2.1) hat also mit j = jL + je die Form

rotH(x, t) − ǫ(x)
∂

∂t
E(x, t) = σ(x)E(x, t) + je(x, t), (2.5)

wobei je eine externe, d.h. nicht von den Feldern erzeugte Stromdichte sei.

2.1.2. Die Kontinuitätsgleichung

Betrachten wir die inhomogenen Gleichungen (2.1) und bilden die Divergenz der rechten,
so erhalten wir wegen div rot = 0 die Kontinuitätsgleichung

div j(x, t) = − div ǫ(x)
∂

∂t
E(x, t) = − ∂

∂t
ρ(x, t). (2.6)

Integrieren wir nun diese Gleichung über ein Volumen und verwenden den Gaußschen
Satz, so erhalten wir

− ∂

∂t

∫

V

ρ(x, t) dx =

∫

V

div j(x, t) dx =

∫

∂V

j(x, t)·ν dΣ,

6



2.1. Die Maxwell-Gleichungen

wobei ∂V die Oberfläche des Volumens und ν seine Außennormale sei. Fließt also ein
Strom nur in einem Volumen, oder fließt genausoviel hinein wie hinaus, so ändert sich
die Ladung in diesem Volumen nicht. Für eine Lösung der Maxwell-Gleichungen gilt
daher das Gesetz der Ladungserhaltung.

Setzen wir (2.6) voraus, so erhalten wir aus den rechten Gleichungen von (2.1) und
(2.2)

∂

∂t
(div {ǫ(x)E(x, t)} − ρ(x, t)) = 0 und

∂

∂t
div {µ(x)H(x, t)} = 0.

Die Divergenzgleichungen folgen somit aus den anderen Gleichungen und sind erfüllt,
sobald diese für nur einen Zeitpunkt erfüllt sind.

2.1.3. Das Induktionsgesetz von Faraday

Wir integrieren nun die rechte der homogenen Maxwell-Gleichungen (2.2) über eine
Fläche F in R3 mit Rand γ und Normalenfeld ν und verwenden den Satz von Stokes. τ
bezeichne das Tangentialfeld der Kurve.

−
∫

F

µ(x)
∂

∂t
H(x, t)·ν dΣ

= − ∂

∂t

∫

F

µ(x)H(x, t)·ν dΣ =

∫

F

rotE(x, t)·ν dΣ

=

∮

γ

E(x, t)·τ dγ.

Zu einem sich auf einer Fläche zeitlich ändernden Magnetfeld gehört also ein elektrisches
Feld entlang des Randes dieser Fläche. Ist dieser Rand eine geschlossene Kurve die von
einer Leiterschlaufe gebildet wird, so fließt in dieser ein Strom.

2.1.4. Die zeitharmonischen Maxwell-Gleichungen

Wenden wir auf die Größen in den Maxwell-Gleichungen die Fourier-Transformation

f̂(ω) = [F f ](ω) =

∫ ∞

−∞
e−ıωtf(t) dt, ω ∈ R

bzgl. der Zeit t komponentenweise an, so erhalten wir

div
{

ǫ(x)Ê(x, ω)
}

= ρ̂(x, ω), rot Ĥ(x, ω) + ıωǫ(x)Ê(x, ω) = ĵ(x, ω),

div
{

µ(x)Ĥ(x, ω)
}

= 0, rot Ê(x, ω) − ıωµ(x)Ĥ(x, ω) = 0

7



2. Physikalische Grundlagen

mit komplexen Größen Ê, Ĥ, ĵ, ρ̂. Die Kontinuitätsgleichung (2.6) hat dann die Gestalt

div ĵ(x, ω) = ıωρ̂(x, ω).

Mit ihrer Hilfe folgen wieder wie in 2.1.2 die linken Gleichungen aus den Rechten.
Wir betrachten die Maxwell-Gleichungen im Folgenden für ein festes ω0 ∈ R und

lassen die redundanten Gleichungen für die Divergenz der Felder weg. Für ein festes
ω0 ∈ R ergibt sich eine Lösung der Maxwell-Gleichungen (2.1) und (2.2) für

j(x, t) = ℜ
{

ĵ(x, ω0)e
ıω0t
}

und ρ(x, t) = ℜ
{

ρ̂(x, ω0)e
ıω0t
}

durch
E(x, t) = ℜ

{

Ê(x, ω0)e
ıω0t
}

, H(x, t) = ℜ
{

Ĥ(x, ω0)e
ıω0t
}

,

da j und ρ sowie die Vektorfelder E und H als reell vorausgesetzt sind.
Aufgrund der Kontinuitätsgleichung ist die zeitliche Änderung der Ladungsdichte die

Quelle für Ströme. Wir betrachten hier also einen Wechselstrom mit einer festen Frequenz
f = ω0/(2π).

Wir definieren nun wie üblich (vgl. z.B. [CK92], [Mon03])

E(x) :=
√
ǫ0 Ê(x, ω0), H(x) :=

√
µ0 Ĥ(x, ω0), κ := ω0

√
ǫ0µ0,

ǫr :=
1

ǫ0
(ǫ+ ı

σ

ω0

) und µr :=
µ

µ0

.

κ heißt Wellenzahl, ǫr relative Permitivität und µr relative Permeabilität. σ = σ(x) ≥
0 ist wieder die Leitfähigkeit Die zeitharmonischen Maxwell-Gleichungen ergeben sich
dann aus obigem System und dem Ohmschen Gesetz (2.4), d.h ĵ = ĵe + σÊ, zu

rotH + ıκǫrE = J, rotE − ıκµrH = 0 (2.7)

mit einer externen Stromdichte J :=
√
µ0 ĵe.

Durch Anwenden von rot auf eine der Gleichungen und Einsetzen der jeweils anderen
eliminieren wir ein Feld und erhalten die Gleichungen

rot
1

ǫr
rotH − κ2µrH = rot

1

ǫr
J, rot

1

µr
rotE − κ2ǫrE = ıκJ. (2.8)

2.1.5. Randbedingungen

Der folgende Abschnitt lehnt sich an die Herleitung in [Zag06] an. Weitere Herleitungen
finden sich etwa in [Jel94] und [DL90].

Sei V := V1∪V2 ⊂ R3 ein Gebiet mit V1∩V2 = ∅ und einer Trennfläche Γ := V1∩V2 6= ∅
mit einer Flächennormalen νΓ wie in Abbildung 2.1. Sei weiterhin F ein Vektorfeld auf
V dessen Einschränkung auf Vi mit Fi, i = 1, 2 bezeichnet werde.
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2.1. Die Maxwell-Gleichungen

V1

V2

Γ
νΓ

Abbildung 2.1.: Geometrie

Mit Hilfe des Satz von Gauß in den Teilgebieten V1 und V2 erhalten wir
∫

V

divF dx =

∫

V1

divF1 dx+

∫

V2

divF2 dx =

∫

∂V1

F1 ·ν dΣ +

∫

∂V2

F2 ·ν dΣ

=

∫

∂V1\Γ
F1 ·ν dΣ +

∫

∂V2\Γ
F2 ·ν dΣ +

∫

Γ

(F2 − F1)·νΓ dΣ

=

∫

∂V

F ·ν dΣ +

∫

Γ

[F ·νΓ]Γ dΣ, (2.9)

wobei [F ·νΓ]Γ = F2|Γ·νΓ - F1|Γ·νΓ der Sprung der Normalenkomponente von F an Γ und
ν ein Normalenfeld der jeweiligen Fläche sei.

Sei A ⊆ V eine Fläche, die Γ entlang einer Kurve L := A∩ Γ schneidet und sei Ai :=
A∩Vi, i = 1, 2. Wir verwenden nun den Satz von Stokes auf diesen Teilflächen. Dabei sei
ν wieder ein Normalenfeld der Fläche A und τ1,2 ein passend gewähltes Tangentialfeld
der Randkurve ∂A1,2.
∫

A

rotF ·ν dΣ =

∫

A1

rotF1 ·ν dΣ +

∫

A2

rotF2 ·ν dΣ =

∮

∂A1

F1 ·τ1 dγ +

∮

∂A2

F2 ·τ2 dγ

=

∮

∂A1\L
F1 ·τ1 dγ +

∮

∂A2\L
F2 ·τ2 dγ +

∮

L

(F2 − F1)·τ2 dγ

=

∮

∂A

F ·τ dγ +

∮

L

[F ·τ2]Γ dγ, (2.10)

wobei [F ·τ2]Γ = F2|Γ ·τ2 - F1|Γ ·τ2 der Sprung der Tangentialkomponente von F an Γ
entlang L sei. Ist A geschlossen und somit ohne Rand wie z.B. bei einer Sphäre und L eine
geschlossene kreuzungsfreie Kurve, so gilt aufgrund der entgegengesetzten Ausrichtungen
der Außennormalen von A1 und A2 an der Trennschicht Γ

∫

A

rotF ·ν dΣ = −
∮

L

[F ·τL]Γ dγ. (2.11)

9



2. Physikalische Grundlagen

Dabei ist τL so gewählt, dass die Kurve bzgl. der Normalen νΓ im positiven Sinne durch-
laufen wird.

Für F = µrH erhalten wir damit aus (2.9)

∫

Γ

[µrH ·νΓ]Γ dΣ =

∫

V

divµrH dx−
∫

∂V

µrH ·ν dΣ = −
∫

∂V

µrH ·ν dΣ,

da div µrH = 0 in V . Mit (2.11), den Maxwell-Gleichungen (2.7) und F = E erhalten
wir

∮

∂V ∩Γ

[E ·τL]Γ dγ = −
∫

∂V

rotE ·ν dΣ = −ıκ
∫

∂V

µrH ·ν dΣ.

Aus den beiden Gleichungen ergibt sich somit

ıκ

∫

Γ

[µrH ·νΓ]Γ dΣ =

∮

∂V ∩Γ

[E ·τL]Γ dγ.

Dies entspricht dem Induktionsgesetz von Faraday für die von der Kurve ∂V ∩ Γ um-
randete Fläche Γ für die Sprünge von µrH und E. Wir verlangen im Folgenden, dass in
der Trennschicht keine Ströme fließen können, d.h. wir fordern

[µrH ·νΓ]Γ = 0 = [E ∧ νΓ]Γ . (2.12)

Aus (2.9) und (2.11) folgt daher, dass µrH den Satz von Gauß und E den Satz von
Stokes in jedem V erfüllen sollen. Diese Sprungbedingungen für µrH und E werden
generell gefordert (vgl. [DL90, S. 69], [Dem95, S. 225f], [Jel94, S. 279]).

Mit F = H erhalten wir aus (2.11) und den Maxwell-Gleichungen (2.7)

∮

∂V ∩Γ

[H ·τL]Γ dγ = −
∫

∂V

rotH ·ν dΣ = −
∫

∂V

(J − ıκǫrE)·ν dΣ

= −
∫

V

div(J − ıκǫrE) dx+

∫

Γ

[(J − ıκǫrE)·νΓ]Γ dΣ

= ıκ

(
∫

Γ

[

1

ıκ
J ·νΓ

]

Γ

dΣ −
∫

Γ

[ǫrE ·νΓ]Γ dΣ

)

,

da div (J − ıκǫrE) = 0 in V .
[

1
ıκ
J ·νΓ

]

Γ
entspricht einer Integration des Sprungs der

Stromdichte J nach der Zeit, da J eine fouriertransformierte Größe ist. Es handelt sich
somit um eine Ladungsdichte, die auf der Fläche Γ konzentriert ist. Wir gehen von nun
an davon aus, dass sich auf der Trennschicht keine Ladungsträger befinden, so dass

∫

V

div J dx =

∫

∂V

J ·ν dΣ und

∮

∂V ∩Γ

[H ·τL]Γ dγ = −ıκ
∫

Γ

[ǫrE ·νΓ]Γ dΣ

gilt. Die letzte Gleichung entspricht einem Induktionsgesetz für magnetische Ströme in
der Trennschicht, die durch Sprünge der Normalenkomponente von ǫrE hervorgerufen
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2.1. Die Maxwell-Gleichungen

werden. Wir gehen im Folgenden auch davon aus, dass in der Trennschicht keine solchen
magnetischen Wirbel entstehen und fordern daher noch

[ǫrE ·νΓ]Γ = 0 = [H ∧ νΓ]Γ . (2.13)

Aus (2.9) und (2.11) folgt daher, dass ǫrE den Satz von Gauß und H den Satz von
Stokes in jedem V erfüllen sollen.

Somit gilt i.a. für springende Materialparameter µr und ǫr

[ǫrE ·νΓ]Γ = 0 = [µrH ·νΓ]Γ und [E ∧ νΓ]Γ = 0 = [H ∧ νΓ]Γ (2.14)

sowie
[E ·νΓ]Γ 6= 0 6= [H ·νΓ]Γ und [ǫrE ∧ νΓ]Γ 6= 0 6= [µrH ∧ νΓ]Γ . (2.15)

Perfekte Leiter

Wir sehen uns nun an, was mit dem elektrischen Feld geschieht, wenn ein Gebiet ein
perfekter Leiter ist, d.h. σ → ∞ ([DL90, S. 75]). Dies stellt eine Idealisierung von Me-
tallen dar, da diese eine sehr hohe Leitfähigkeit besitzen. Dazu entwickeln wir zunächst
das elektrische Feld formal für σ → ∞.

E = E0 +
1

σ
E1 +

1

σ2
E2 + O

(

1

σ3

)

, σ → ∞.

Schreiben wir ǫr in der rechten Seite von (2.8) aus, erhalten wir

rot
1

µr
rotE − κ2ǫrE = rot

1

µr
rotE − κ2 ǫ

ǫ0
E − ı

κ2

ω
σE = ıκJ.

Für die Entwicklung von E erhalten wir somit durch Koeffizientenvergleich

σ1 : −ıκ
2

ω
E0 = 0,

σ0 : rot
1

µr
rotE0 − κ2 ǫ

ǫ0
E0 − ı

κ2

ω
E1 = ıκJ,

σ−n : rot
1

µr
rotEn − κ2 ǫ

ǫ0
En − ı

κ2

ω
En+1 = 0, n ≥ 1.

Wenn wir davon ausgehen, dass im Leiter kein Strom angelegt wird, d.h. J = 0, sehen
wir, dass das elektrische Feld im Leiter verschwindet.

Bezeichnen wir mit E1 wieder das elektrische Feld in einem Gebiet V1 und mit E2

das elektrische Feld in einem perfekt leitenden Gebiet V2 und die Trennschicht mit Γ,
so erhalten wir aus der Stetigkeit der Tangentialkomponenten (2.12) für E1 die Rand-
bedingung

E1 ∧ νΓ = 0. (2.17)
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2. Physikalische Grundlagen

Da auch das H-Feld aufgrund der Maxwell-Gleichungen im Inneren eines perfekten Lei-
ters verschwindet, erhalten wir mit den entsprechenden Bezeichnungen auch

H1·νΓ = 0. (2.18)

Die Bedingungen (2.13) müssen nicht mehr gelten ([DL90, S. 75]).

Unbeschränkte Gebiete

Für unbeschränkte Gebiete fordern wir die Silver-Müller Ausstrahlungsbedingung

∫

∂BR

∣

∣

∣

∣

ν ∧H +

√

ǫr
µr
E

∣

∣

∣

∣

2

dΣ → 0 für R → ∞ (2.19)

auf dem Rand der Kugel mit Radius R um den Ursprung. Aus ihr folgt (vgl. Beweis von
Thm. 9.4 in [Mon03])

∫

∂BR

|H|2 dΣ = O (1) und

∫

∂BR

|E|2 dΣ = O (1) , R → ∞,

d.h. dass die Felder für R → ∞ abklingen.

2.2. Dipole

Lassen wir die Stromdichte J in den Maxwell-Gleichungen

rotH + ıκǫrE = J, rotE − ıκµrH = 0

auf einen Punkt zusammenschrumpfen, d.h. J = δp für eine Richtung p ∈ R3, |p| = 1,
so bezeichnen wir die ausstrahlende Lösung (E,H) als das Feld eines elektrischen Dipols
mit Polarisationsrichtung p (vgl. linearer Dipol in [Jel94] S. 162ff). Analog bezeichnen
wir die ausstrahlende Lösung (E,H) von

rotH + ıκǫrE = 0, rotE − ıκµrH = δp

als das Feld eines magnetischen Dipols mit Polarisationsrichtung p. Dies ist physikalisch
sinnvoll, da wir aus (2.8) erhalten, dass das H-Feld durch die Rotation einer Stromdichte
erzeugt wird. Stellen wir uns vor, dass die Stromdichte auf einer Kreisbahn etwa in
einer Leiterschlaufe verläuft, so ist die Rotation parallel zur Drehachse und steht somit
senkrecht zur Fläche, die von der Leiterschlaufe eingeschlossen wird.

Die Lösungen der beiden Gleichungen für das homogene sowie das Zweischichtmedium
betrachten wir in Abschnitt 4.4.

12



2.3. Das Gesetz von Biot-Savart

2.3. Das Gesetz von Biot-Savart

In diesem Abschnitt leiten wir das von einer Leiterschlaufe erzeugte magnetische Feld
her. Das Biot-Savart Gesetz stammt aus der Magnetostatik und beschreibt das Ma-
gnetfeld eines von einem konstanten Strom durchflossenen dünnen Leiters. Da wir den
zeitharmonischen Fall der Maxwell-Gleichungen betrachten ist der Strom natürlich nicht
mehr zeitlich konstant. Das Vorgehen ist aber ähnlich und wir erhalten auch eine ähnli-
che Formel für das Magnetfeld (vgl. [Dem95, 3.2.4],[Jel94, 4.4]). Entgegen der üblichen
Schreibweise als Kurvenintegral werden wir jedoch eine Formel mit einem Flächeninte-
gral herleiten, da wir diese später noch benötigen.

Wir betrachten die Maxwell-Gleichungen (2.7)

rotH + ıκǫrE = J, rotE − ıκµrH = 0

in einem homogenen und isotropen Gebiet V ⊆ R3 mit einer konstanten Stromdichte
J . Da aus der zweiten Gleichung div µrH = 0 folgt, gibt es ein Vektorpotential A mit
rotA = µrH . Damit erhalten wir aus der zweiten Gleichung rot (E − ıκA) = 0 und
somit existiert ein skalares Φ mit

gradΦ = ıκA− E.

Wir verwenden nun rot rot = grad div − ∆, wobei ∆ komponentenweise zu verstehen
ist. Dies ergibt folgendes für die erste Gleichung:

µrJ = rot rotA+ ıκǫrµr (ıκA− gradΦ)

= grad divA− ∆A− κ2ǫrµrA− ıκǫrµr gradΦ

= grad (divA− ıκǫrµrΦ) − (∆A+ κ2ǫrµrA).

Da A nur bis auf ein Gradientenfeld eindeutig bestimmt ist, wählen wir A so, dass
divA = ıκǫrµrΦ. Es gilt also ∆A + κ2ǫrµrA = −µrJ und somit

A(x) = µr

∫

V

G(x, y)J(y) dy (2.20)

mit der ausstrahlenden Fundamentallösung G der Helmholtz-Gleichung, da A diese kom-
ponentenweise erfüllt.

Wir nehmen nun an, dass Strom in einer Leiterschlaufe fließt, d.h. die Stromdichte J
auf eine geschlossene und kreuzungsfreie Kurve γ konzentriert ist. Parametrisieren wir
γ bzgl. der Bogenlänge s mit

γ : [0, s] → V, γ(0) = γ(s), γ(t1) 6= γ(t2), 0 < t1 < t2 ≤ s,

gilt

A(x) = µrI

∫ s

0

G(x, γ(t))γ̇(t) dt.
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2. Physikalische Grundlagen

Es ist also J(γ(t)) = Iγ̇(t) für eine Stromstärke I und ‖γ̇(t)‖2 = 1. Wir formulieren nun
die rechte Seite um zu

∫ s

0

G(x, γ(t))γ̇(t) dt =
3
∑

i=1

ei

∫ s

0

(G(x, γ(t))ei)·γ̇(t) dt =
3
∑

i=1

ei

∮

G(x, ·)ei ·τ dγ,

wobei τ das normierte Tangentialfeld von γ sei. Mit dem Satz von Stokes schreiben wir
das Kurvenintegral nun als Integral über eine von γ berandete Fläche F mit Normalen-
feld ν.

∮

G(x, ·)ei·τ dγ =

∫

F

rot (G(x, ·)ei)·ν dΣ

=

∫

F

(gradG(x, ·) ∧ ei)·ν dΣ =

∫

F

gradG(x, ·)·(ei ∧ ν) dΣ, i = 1, 2, 3.

Wir erhalten somit für das Magnetfeld

H(x) =
1

µr
rotA(x) = I rot

3
∑

i=1

ei

∫

F

gradG(x, ·)·(ei ∧ ν) dΣ

= I

3
∑

i=1

(

grad

∫

F

gradG(x, ·)·(ei ∧ ν) dΣ

)

∧ ei

= I
3
∑

i,j=1

(

ej

∫

F

D2
xG(x, ·)ej ·(ei ∧ ν) dΣ

)

∧ ei

= I
3
∑

i,j=1

ej ∧ ei
∫

F

((

D2
xG(x, ·)ej

)

∧ ei
)

·ν dΣ

= I

3
∑

j=2

j−1
∑

i=1

ej ∧ ei
∫

F

((

D2
xG(x, ·)ej

)

∧ ei −
(

D2
xG(x, ·)ei

)

∧ ej
)

·ν dΣ.

mit der Hesse-Matrix D2
xG(x, ·) von G bzgl. der ersten Komponente. Sei nun hj :=

D2
xG(x, ·)ej die j-te Spalte und hi,j der i-te Eintrag der j-ten Spalte der Hesse-Matrix

mit i, j = 1, 2, 3. Dann ergibt sich für die Integranden

(h2 ∧ e1) − (h1 ∧ e2) = [h3,1 h3,2 − (h1,1 + h2,2)]
T ,

(h3 ∧ e1) − (h1 ∧ e3) = [−h2,1 (h1,1 + h3,3) − h2,3]
T ,

(h3 ∧ e2) − (h2 ∧ e3) = [−(h2,2 + h3,3) h1,2 h1,3]
T .

Da G eine Fundamentallösung der Helmholtz-Gleichung ist, gilt weiterhin

h1,1 + h2,2 + h3,3 + κ2ǫrµrG = ∆G+ κ2ǫrµrG = −δ
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und somit

H(x) = − e3I

∫

F

[h3,1 h3,2 h3,3 + κ2ǫrµrG(x, ·) + δ]ν dΣ

− e2I

∫

F

[h2,1 h2,2 + κ2ǫrµrG(x, ·) + δ h2,3]ν dΣ

− e1I

∫

F

[h1,1 + κ2ǫrµrG(x, ·) + δ h1,2 h1,3]ν dΣ

= − I

∫

F

(

D2
xG(x, y) + κ2ǫrµrG(x, y)I3×3 + δ(x− y)I3×3

)

ν(y) dΣ(y)

Das Magnetfeld außerhalb einer von Strom durchflossenen dünnen Leiterschlaufe ist
daher durch

H(x) = −I
∫

F

(

D2
xG(x, y) + κ2ǫrµrG(x, y)I3×3

)

ν(y) dΣ(y), x 6∈ F (2.21)

gegeben. Wie wir später sehen werden (vgl. (4.14)), beschreibt dies das Magnetfeld bis
auf eine Faktor ıκµr als Überlagerung magnetischer Dipole, die senkrecht zur Fläche der
Leiterschlaufe orientiert sind.

2.4. Metalldetektoren

Wir erklären in diesem Abschnitt kurz die Funktionsweise eines Metalldetektors. Eine
ausführliche Analyse und Beschreibung findet sich in [Bru02].

Metalldetektoren bestehen prinzipiell aus einer oder mehreren Spulen durch die ein
Strom fließt. Dieser erzeugt ein elektromagnetisches Feld, welches sich im Raum ausbrei-
tet und das wir als primäres Feld bezeichnen. Trifft dieses Feld nun auf einen Gegenstand
oder den Boden, wird es gestreut (d.h. gebrochen und/oder reflektiert). Diesen gestreu-
ten Teil bezeichnen wir als sekundäres Feld oder Streufeld. Trifft nun das Streufeld auf
eine Spule im Detektor, so wird darin nach dem Gesetz von Faraday (Abschnitt 2.1.3)
ein Strom induziert. Der Strom bzw. seine Spannung wird gemessen und für gewöhn-
lich in ein Audiosignal umgewandelt, das dem Bediener des Detektors anzeigen soll, ob
sich ein Objekt in der Nähe des Detektors befindet. Der Name Metalldetektor rührt
daher, dass nicht leitende Objekte für den Detektor nicht detektierbar sind. Durch das
primäre Feld werden in metallischen Objekten Wechselströme induziert, die ihrerseits
wieder ein elektromagnetisches Feld erzeugen. Dadurch generieren metallische Objekte
ein viel stärkeres Feld als alle nicht metallischen Objekte und sind daher überhaupt erst
detektierbar.

Im wesentlichen gibt es zwei Arten von Metalldetektoren: Zum einen die Pulse Induc-
tion oder kurz PI Geräte und zum anderen die Continous Wave oder kurz CW Geräte.
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2. Physikalische Grundlagen

Bei PI Geräten wird der das Primärfeld erzeugende Strom in geringen Abständen für
einen kurzen Zeitraum unterbrochen. In dieser Zeit wird gemessen, wie schnell der durch
das Streufeld in der Detektorspule induzierte Strom abfällt. Dieser fällt durch die in der
Umgebung des Detektors induzierten Ströme umso langsamer, je höher der Metallanteil
in der Umgebung ist.

(a) konzentrische Spulen (b) Doppel-D Spule

Abbildung 2.2.: Spulenkonfigurationen

CW Geräte verwenden einen kontinuierlichen Wechselstrom fester Frequenz im Bereich
von 1kHz bis 50kHz. Dadurch lassen sich ihre Felder hervorragend durch die zeitharmo-
nischen Maxwell-Gleichungen (2.7) beschreiben und sie bilden daher die Grundlage für
unsere spätere Modellierung. Wir beschränken uns in diesem Abschnitt auf die Typen
mit koplanaren Spulen wie in Abb. 2.2.

Im Fall der konzentrischen Spulen erzeugt die äußere Spule das Primärfeld. An der
inneren Spule wird der induzierte Strom gemessen. Dieser Strom ändert sich, wenn das
Spulenpaar in die Nähe eines leitenden Objekts gebracht wird. Das qualitative Verhalten
ist in Abbildung 2.3 dargestellt. Der schwarze Punkt markiert die Lage eines Objekts,
die horizontale Linie eine Bahn oberhalb des Objekts auf der der Detektor bewegt wird.
Die rechte Abbildung zeigt den induzierten Strom entlang dieser Bahn. Die Detektoren
geben daher einen Ton aus, dessen Lautstärke proportional zum Strom ist. Das Objekt
liegt dann unterhalb der Stelle, an der der Ton am lautesten ist. Da der Strom vom
gesamten elektromagnetischen Feld, d.h. von Primär- und Sekundärfeld induziert wird,
erhalten wir theoretisch den vom Sekundärfeld induzierten Strom durch Differenzbildung
zweier Messungen. Die erste Messung wird ohne Objekt durchgeführt die zweite Messung
dann mit. In der Praxis lässt sich dies leider nicht so einfach bewerkstelligen. Zum einen
ist der Boden nicht homogen und daher liefert eine Messung an jeder Stelle ein anderes
Signal (vgl. [Bru02, S. 109f], [IP05, S. 33ff]). Zum anderen ist die Differenz sehr klein
und daher aufgrund der Messungenauigkeiten nur schwer messbar.
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2.4. Metalldetektoren

(a) Bewegung des Detektors (b) induzierter Strom

Abbildung 2.3.: Induzierter Strom bei Bewegung eines Detektors mit zwei konzentrischen
Spulen entlang einer Linie über ein Objekt.

Bei Detektoren mit Doppel-D Spule wie in Abbildung 2.2(b) wird die Symmetrie des
von der spiegelsymmetrischen äußeren Spule erzeugten Magnetfeldes ausgenutzt. Die
Symmetrie des Feldes wird anhand des Biot-Savart-Gesetzes (2.21) deutlich. Zu einer
spiegelsymmetrischen Spule wählen wir eine Fläche F für die Integration, die wie eine
Seifenblase über der Spule liegt (vgl. Abb. 2.4). Die Integrationsfläche sei also bzgl. der
Ebene durch die Symmetrieachse der Spule (o.B.d.A. die e2-e3-Ebene), die senkrecht
auf der Ebene, in der die Spule liegt (o.B.d.A. die e1-e2-Ebene), steht, spiegelsymme-
trisch. Mit x′ := x−2(x·e1)e1 bezeichnen wir die Spiegelung eines Punktes x ∈ R3 an der
Symmetrieebene. Das von der Spule erzeugte Magnetfeld ist dann eine Überlagerung ma-

Abbildung 2.4.: Integrationsfläche (hell), Spiegelfläche (dunkel)

gnetischer Dipole mit einer Polarisationsrichtung senkrecht zur Integrationsfläche (vgl.
(2.21)). Es gilt also für x 6∈ F

H(x′)·e3 = − I

∫

F

(

[D2
xG(x′, y)]ν(y)

)

·e3 + κ2ǫrµrG(x′, y)(ν(y)·e3) dΣ(y)

Symmterie von F
= − I

∫

F

(

[D2
xG(x′, y′)]ν(y)′

)

·e3 + κ2ǫrµrG(x′, y′)(ν(y)′·e3) dΣ(y)

(C.2),(C.4)
= − I

∫

F

(

[D2
xG(x, y)]ν(y)

)

·e3 + κ2ǫrµrG(x, y)(ν(y)·e3) dΣ(y) = H(x)·e3.
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2. Physikalische Grundlagen

Die inneren Spulen einer Doppel-D Spule liegen so in einer Ebene mit der äußeren Spu-
le, dass die eine Spule der Spiegelung der anderen Spule an der Symmetrieebene der
äußeren Spule entspricht. Somit wird im Induktionsgesetz von Faraday (siehe Abschnitt
2.1.3) nur die Normalenkomponente des Magnetfelds in diesen beiden Spulen integriert
und in beiden Spulen wird aufgrund der eben gezeigten Symmetrie der Normalenkom-
ponenten des Feldes der gleiche Strom induziert. Im Detektor wird die Differenz dieser
beiden Ströme gebildet, so dass das Primärfeld ausgeblendet wird. Bringt man den De-
tektor nun in die Nähe eines leitenden Objekts, wird die Symmetrie durch das Streufeld
gestört und die Differenz der Ströme ist nicht mehr Null. Aufgrund der Differenzbildung
wechselt der Strom bei Überschreiten eines Objekts senkrecht zur Symmetrieebene das
Vorzeichen. Die Objekte werden also durch den Nulldurchgang detektiert. Das qualita-
tive Verhalten des Stroms ist in Abbildung 2.5 dargestellt. Der schwarze Punkt markiert
die Lage eines Objekts, die horizontale Linie eine Bahn oberhalb des Objekts auf der
der Detektor bewegt wird. Dabei steht die Symmetrieebene des Detektors senkrecht zur
Bewegungsrichtung. Die rechte Abbildung zeigt den induzierten Strom entlang dieser
Bahn, wenn das Streufeld ebenfalls symmetrisch ist. Die Ausblendung der Primärfel-

(a) Bewegung des Detektors (b) induzierter Strom

Abbildung 2.5.: Induzierter Strom bei Bewegung eines Detektors mit Doppel-D Spule
entlang einer Linie über ein Objekt.

des funktioniert auch im Falle des Zweischichtmediums. Wenn wir in (2.21) statt der
magnetischen Greenschen Funktion (4.14) für den Vollraum die magnetische Greensche
Funktion des Zweischichtmediums Gm (vgl. Abschnitt 4.4.2) verwenden, erhalten wir
aufgrund der Symmetrie von F :

H(x′)·e3 = −I
∫

F

[Gm(x′, y)ν(y)]·e3 dΣ(y) = −I
∫

F

[Gm(x′, y′)ν(y)′]·e3 dΣ(y).

Da wir für Gm nur eine Darstellung in Zylinderkoordinaten hergeleitet haben, betrachten
wir nun die Zylinderkoordinaten (ρ, φ, z) von x relativ zu einem Punkt y ∈ R3, d.h. es gilt
ρ =

√

((x− y)·e1)2 + ((x− y)·e2)2, φ = arg(x−y) und z = (x− y)·e3. Dabei bezeichnen
wir mit arg(x−y) ∈ [0, 2π) den Winkel den die Projektion von x−y auf die e1-e2-Ebene
mit der positiven e1-Achse bildet. Dann gilt mit den gespiegelten Koordinaten x′ und y′
auch ρ =

√

((x′ − y′)·e1)2 + ((x′ − y′)·e2)2 und z = (x′ − y′)·e3. Weiterhin erhalten wir
für den Winkel φ die Beziehungen cosφ = (x− y)·e1/ρ = −(x′ − y′)·e1/ρ =: − cosφ′
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2.5. Bodenparameter

und sinφ = (x− y)·e2/ρ = (x′ − y′)·e2/ρ =: sinφ′. Aus (D.14), (D.18) und (D.28) ergibt
sich nun mit ν(y) = ν1e1 + ν2e2 + ν3e3

[Gm(x, y)ν(y)]·e3 =cos φG
m
3,1(ρ, z)ν1 + sin φG

m
3,2(ρ, z)ν2 + G

m
3,3(ρ, z)ν3

= − cos(φ′) G
m
3,1(ρ, z)ν1 + sin(φ′) G

m
3,2(ρ, z)ν2 + G

m
3,3(ρ, z)ν3

=[Gm(x′, y′)ν(y)′]·e3.

Dabei bezeichnen die Funktionen Gm
3,i, i = 1, 2, 3 den nicht winkelabhängigen Teil der

Spalten der dritten Zeile von Gm. Es gilt somit auch im Zweischichtfall

H(x′)·e3 = H(x)·e3.

2.5. Bodenparameter

Ein aus bodenkundlicher Sicht homogener Boden ist aus mathematischer Sicht alles
andere als homogen, da die maßgeblichen Parameter schon in Abständen von einigen
Zentimetern um mehrere Prozent abweichen können (vgl. [Bru02, S. 109f], [IP05, S. 33ff]).
Bei den maßgeblichen Parametern handelt es sich um die elektrische Leitfähigkeit σ,
den Dielektrizitätskoeffizienten ε = ℜǫr und die magnetische Suszeptibilität χ = µr − 1.
Typische Werte für die Parameter geben wir in der folgenden Tabelle an.

Standort Bodenart im Oberboden σ [S/m] χ [SI] ε
Fuhrberg schwach toniger Sand 7.5E-4 1.9E-5 9.8
Iserhagen sandig toniger Lehm 7.0E-2 7.0E-5 23.5
Hiddestorf schwach toniger Schluff 2.4E-2 1.1E-4 -
Lich sandig toniger Lehm 7.5E-3 4.3E-2 -

Tabelle 2.1.: Wichtige Messwerte natürlicher Böden (Auszug aus [IP05])
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3. Die Problemstellung

Im folgenden Kapitel betrachten wir zunächst das direkte Streuproblem mit einem zwei-
schichtigen unbeschränkten Hintergrundmedium. Wir untersuchen das von endlich vielen
perfekt leitenden Streukörpern, die sich im unteren Medium befinden, gestreute elektro-
magnetische Feld. Die Sender des einfallenden Feldes und die Empfänger für das gestreu-
te Feld befinden sich dabei auf einer beschränkten Ebene M, die parallel zur planaren
Trennschicht der beiden Medien im oberen Halbraum liege. Als Sender oder Erzeuger
des einfallenden Feldes verwenden wir zunächst magnetische Dipole als Idealisierung ei-
ner Erregerspule eines Metalldetektors (vgl. Abschnitt 2.2 und 2.4). Später werden wir
anhand des Gesetzes von Biot-Savart (vgl. Abschnitt 2.3) den Fall von Erregerspulen auf
magnetische Dipole zurückführen. Für die gängige Darstellung mit elektrischen Dipolen
siehe etwa [DEK+08].

Im Falle magnetischer Dipole als Sender mögen die Empfänger in der Ebene M die
Komponenten des magnetischen Feldes auf M messen. Wir definieren dann einen Mess-
operator als die Abbildung, die einer Verteilung magnetischer Dipole auf M die Kom-
ponenten des von den vergrabenen Objekten gestreuten magnetischen Felds auf M zu-
weist. Wir können uns diesen Operator wie in Abbildung 3.1 als die Differenz von zwei
Messvorgängen vorstellen, so dass nur das von den Streukörpern ausgehende Magnetfeld
gemessen wird. Die blauen und roten Punkte sollen die Punkte von M darstellen. Der
rote Punkt markiert die Stelle, an der sich ein einzelner magnetischer Dipol befindet.
Wir messen in jedem Punkt von M die Komponenten des Magnetfeldes, das von einem
solchen Dipol erzeugt wird. Durch Überlagerung solcher Dipole ergibt sich das Feld ei-
ner vorgegebenen Dipolverteilung. Zunächst messen wir oberhalb der Streukörper das
Magnetfeld und ziehen davon die Messung des Feldes zur gleichen Dipolverteilung an
einer Stelle ab, an der sich keine Streukörper befinden.

Im Bezug auf Metalldetektoren bedeutet dieses Modell, dass in jedem Punkt der Mess-
ebene kleine Spulen mit beliebiger Orientierung sitzen und jede dieser Spulen sowohl als
Sende- wie auch als Empfangspule dient. Wir werden uns allerdings im Falle der An-
regung des Feldes durch Spulen auf den Fall beschränken, dass deren Windungen in
der Messebene verlaufen. Wir betrachten also nicht die klassischen tragbaren Metallde-
tektoren, deren Funktionsweise wir in Abschnitt 2.4 dargestellt haben. Detektoren mit
mehreren und insbesondere nicht ineinander liegenden Spulen befinden sich aber ebenso
im Einsatz [GSLB03, MDC03] und entsprechen in ihrer Funktionsweise den Detektoren
mit konzentrischen Spulen. Ein Verfahren, das mit den klassischen tragbaren Detektoren
die Tiefe und den Radius perfekt leitender Rotationsellipsoide rekonstruiert — allerdings
iterativ arbeitet — wird in [DEK+08] beschrieben.
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3. Die Problemstellung

M

(a) Messung des totalen Feldes
mit Streukörper

M

(b) Messung des totalen Fel-
des ohne Streukörper

(c) Streufeld
”
(a)-(b)“

Abbildung 3.1.: Das Streufeld als Differenz zweier Messreihen

Wir untersuchen nun die Faktorisierung des Messoperators für beliebige Dipolanre-
gungen wie sie in [Gri08] bewiesen wird. Wir erweitern sie dann auf den Fall tangentialer
Dipole aus [GHK+05], Dipole mit Polarisation senkrecht zur Messebene M und schließ-
lich auf den Fall der Anregung duch Spulen und greifen dabei auf die Beweise aus [Gri08]
zurück. Schließlich charakterisieren wir mit Hilfe dieser Faktorisierung die Streukörper
und erhalten damit wie in [GHK+05] ein Sampling-Verfahren, das wir in Kapitel 4 be-
schreiben.

3.1. Notationen

Als erstes geben wir die Notationen für die nächsten Kapitel an und tragen einige Fak-
ten über die bei Maxwell-Gleichungen verwendeten Funktionenräume zusammen. Für
Details verweisen wir auf [BCS02, Ces96, Mon03].

Der R3 sei wie folgt aufgeteilt:R3 = R3
+ ∪ Σ0 ∪R3

− := R3
0 ∪ Σ0

mit R3
± :=

{

x ∈ R3
∣

∣ x·e3
>
<

0
}

und Σd := {x ∈ R3 |x·e3 = d}, d ∈ R. Dabei bezeichnen
wir die kanonische Basis des R3 mit (e1, e2, e3) und mit x·y und x ∧ y das euklidische
Skalar- bzw. das Vektorpodukt für x, y ∈ R3. Weiterhin sei BR(x) die offene Kugel um
den Punkt x ∈ R3 mit Radius R > 0. Für x = 0 schreiben wir nur BR.

Mit L2 (A, B) bezeichnen wir die quadratisch Lebesgue-integrierbaren Funktionen
auf einer Menge A mit Werten in einer Menge B und mit Hs (A, B) den zugehörigen
Sobolev-Raum der Ordnung s > 0. Ist s < 0, so ist damit der zugehörige topologi-
sche Dualraum gemeint. Weiterhin bezeichnen wir mit L2

loc (A, B) den Raum der lokal
quadratisch Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf einer Menge A mit Werten in einer
Menge B, d.h. f ∈ L2

loc (A, B) ⇔ f ∈ L2 (K, B) für alle kompakten K ⊆ A.
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3.1. Notationen

Für die Materialparameter gelte

ǫr(x) =

{

ǫ+r > 0, x ∈ R3
+,

ǫ−r ∈ C+ \ {0}, x ∈ R3
−,

µr(x) =

{

µ+
r > 0, x ∈ R3

+,

µ−
r > 0, x ∈ R3

−

mit C+ := {z ∈ C | ℜz ≥ 0,ℑz ≥ 0}.
Sei Ω ⊂ R3 eine beschränkte offene Menge mit zusammenhängendem Komplement

und Rand ∂Ω aus C2. Weiterhin sei der Abschluß von Ω vollständig in R3
− enthalten.

Das normierte Außennormalenfeld von Ω, d.h. von Ω nach R3 \ Ω gerichtet, bezeichnen
wir mit ν.

Wir definieren für Funktionen mit Werten in C3 die Funktionenräume

L2
t (∂Ω) :=

{

v ∈ L2
(

∂Ω, C3
)

| ν ·v = 0 f.ü. auf ∂Ω
}

,

H
1/2
t (∂Ω) := H1/2

(

∂Ω, C3
)

∩ L2
t (∂Ω)

H (div; Ω) :=
{

v ∈ L2
(

Ω, C3
) ∣

∣ div v ∈ L2 (Ω, C)
}

,

H (rot; Ω) :=
{

v ∈ L2
(

Ω, C3
) ∣

∣ rot v ∈ L2
(

Ω, C3
)}

und bezeichnen mit Hloc

(

div; R3 \ Ω
)

und Hloc

(

rot; R3 \ Ω
)

die Räume von Funktionen

v ∈ L2
loc

(R3 \ Ω, C3
)

, für die v|O ∈ H (div; O) bzw. v|O ∈ H (rot; O) für alle offenen

und beschränkten Teilmengen O ⊆ R3 \ Ω. Weiterhin bezeichnen wir mit H
−1/2
t (∂Ω)

den Dualraum zu H
1/2
t (∂Ω).

Für Skalarfelder auf dem Rand von Ω definieren wir den Flächengradienten grad∂Ω

und die Flächenrotation ~rot∂Ω in der üblichen Weise lokal über die Karten [Mon03, Chap.
3.4]. Diese können dann zu stetigen linearen Operatoren

grad∂Ω : H3/2 (∂Ω, C) → H
1/2
t (∂Ω) , ~rot∂Ω : H3/2 (∂Ω, C) → H

1/2
t (∂Ω)

fortgesetzt werden. Mit dem zum Flächengradienten dualen Operator, der Flächendiver-
genz div∂Ω, und dem zur Flächenrotation dualen Operator, der skalaren Flächenrotation
rot∂Ω, definieren wir die Hilberträume

H
−1/2
div (∂Ω) :=

{

v ∈ H
−1/2
t (∂Ω)

∣

∣ div∂Ω v ∈ H−1/2 (∂Ω, C)
}

,

H
−1/2
rot (∂Ω) :=

{

v ∈ H
−1/2
t (∂Ω)

∣

∣ rot∂Ω v ∈ H−1/2 (∂Ω, C)
}

.

Für jedes Vektorfeld u ∈ C∞(Ω,C3) definieren wir die Normalenspur γn(u) := u|∂Ω·ν,
die Tangentialspur γt(u) := ν∧u|∂Ω und die Projektion auf die Tangentialebene πt(u) :=
(ν ∧ u|∂Ω) ∧ ν. Diese können dann zu beschränkten, surjektiven linearen Operatoren
fortgesetzt werden.

γn : H (div; Ω) → H−1/2 (∂Ω, C) ,

γt : H (rot; Ω) → H
−1/2
div (∂Ω) , πt : H (rot; Ω) → H

−1/2
rot (∂Ω) .
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3. Die Problemstellung

Die entsprechenden Spurabbildungen auf Hloc

(

rot; R3 \ Ω
)

bzw. Hloc

(

div; R3 \ Ω
)

be-
zeichnen wir ebenfalls mit γn, γt und πt. Sie werden analog definiert und haben die
gleichen Eigenschaften. Wir werden im Folgenden aber im Normalfall die klassischen
Bezeichnungen mit Skalar- bzw. Vektorprodukt verwenden.

Wir können H
−1/2
rot (∂Ω) auf natürliche Weise mit dem Dualraum von H

−1/2
div (∂Ω) iden-

tifizieren und es gilt die folgende Formel für partielle Integration: Für u, v ∈ H (rot; D)
mit D ⊂ R3 offen und beschränkt gilt

∫

D

rot u·v dx−
∫

D

u·rot v dx =

∫

∂D

(ν ∧ u)·v dΣ = 〈γt(u), πt(v)〉∂D (3.1)

wobei wir mit 〈·, ·〉∂D die duale Paarung zwischen H
−1/2
rot (∂D) und H

−1/2
div (∂D) und mit

ν das Außennormalenfeld von D bezeichnen.
Schließlich definieren wir noch, was wir unter einem Maxwell-Eigenwert verstehen.

Definition 3.1: Ein Maxwell-Eigenwert für Ω ist eine Wellenzahl κ2ǫrµr, so dass die
homogenen Maxwell-Gleichungen

rotH + ıκǫrE = 0, rotE − ıκµrH = 0

in Ω mit der Randbedingung ν ∧ E|∂Ω = 0 eine nicht triviale Lösung besitzen, d.h. in
einem homogenen Medium ist κ2ǫrµr ein Eigenwert von rot rot in Ω (vgl. (2.8)). Es ist
bekannt, dass die Maxwell-Eigenwerte reell sind und sich nur im Unendlichen häufen
(vgl. [Mon03, S. 95-98]).

3.2. Das Modell

Wir betrachten im Folgenden eine ebene Fläche M ⊂ Σd parallel zur Trennschicht Σ0,
in der sich noch zu spezifizierende Sender und Empfänger elektromagnetischer Wellen
befinden. Die Sender arbeiten mit einer festen Frequenz ω. Die in M erzeugten Wel-
len werden dann an der Trennschicht reflektiert und gebrochen und ebenso auch an
vollständig vergrabenen Objekten Ω – d.h. Ω ⊂ R3

−. Wir nehmen weiterhin an, dass es
sich bei den vergrabenen Objekten um perfekte Leiter handelt und ihr Komplement –
d.h. R3 \ Ω – zusammenhängend ist. Wir bezeichnen mit (Ei, H i) die Felder, die von
den Sendern ohne die Anwesenheit von Streukörpern erzeugt werden und mit (Es, Hs)
das von Ω gestreute Feld. Die Felder erfüllen dann die zeitharmonischen Maxwell-Glei-
chungen:

rotH i + ıκǫrE
i = 0 rotEi − ıκµrH

i = 0 in R3 \M, (3.2a)

rotHs + ıκǫrE
s = 0, rotEs − ıκµrH

s = 0 in R3 \ Ω (3.2b)

mit
0 =

[

ν ∧ (Ei + Es)
]

∂Ω
⇐⇒ ν ∧Es

|∂Ω = −ν ∧Ei
|∂Ω (3.2c)
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3.2. Das ModellR3
+

Σ0R3
− Ων

e3

d

M
∂BR

Abbildung 3.2.: Skizze der Modellkonfiguration

und der Ausstrahlungsbedingung (2.19) für (Es, Hs). Damit die Randbedingung und
die Sprungbedingungen (2.14) an der Trennschicht Σ0 einen Sinn ergeben, betrachten
wir Lösungen Es, Hs ∈ Hloc

(

rot; R3 \ Ω
)

. Die Ausstrahlungsbedingung ist aufgrund
eines von Kirsch in [Kir07] erwähnten Regularitätsresultats von Weber [Web81] sinnvoll
definiert. Siehe auch [Gri08, S. 49]:

Sei R > 0, so dass Ω ⊆ BR gelte und G := R3 \ BR. Für Es, Hs ∈ Hloc

(

rot; R3 \ Ω
)

gilt Hs
|G±

, Es
|G±

∈ Cn
(

G±, C3
)

für alle n ∈ N. Dabei ist G± := R3
± \BR.

Zunächst nehmen wir an, dass unser einfallendes Feld durch eine Überlagerung ma-
gnetischer Dipole auf M erzeugt wird, d.h.

H i(x) = κ2ǫ+r µ
+
r

∫

M
G
m(x, y)ϕ(y) dΣ(y), Ei(x) =

1

ıκǫr
rotH i(x). (3.3)

Dabei sei ϕ ∈ L2 (M) := L2 (M, C3) eine Verteilung von magnetischen Dipolen auf
M und Gm die magnetische dyadische Greensche Funktion (D.30). Wir werden auch
Einschränkungen betrachten, bei denen die Dipole entweder alle parallel zur Fläche M
polarisiert sind, d.h. ϕ ∈ L2

t (M) := {v ∈ L2 (M, C3) | v·e3 = 0 f.ü.} oder die Dipole
alle senkrecht zur Fläche M stehen, d.h. es gilt ϕ ∈ L2

n (M) := {ve3 | v ∈ L2 (M, C)}.
Wir definieren nun den Messoperator M , der einer Dipoldichte ϕ das gestreute H-Feld

Hs
|M auf M zuweist, d.h.

M : L2 (M) → L2 (M) , Mϕ := Hs
|M. (3.4)

Da Hs in einer Umgebung von Σd analytisch ist, ist die Spur Hs
|M ein Element von
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L2 (M). Für die Einschränkungen definieren wir entsprechend

Mt : L2
t (M) → L2

t (M) , Mt := PtMP T
t ,

Mn : L2
n (M) → L2

n (M) , Mn := PnMP T
n

(3.5)

mit den stetigen Projektoren PtH
s
|M :=

(

e3 ∧Hs
|M

)

∧ e3 und PnH
s
|M :=

(

Hs
|M·e3

)

e3.

Dabei seien P T
t : L2

t (M) → L2 (M) und P T
n : L2

n (M) → L2 (M) die bzgl. der Bilinear-
form

(ϕ1 |ϕ2)M :=

∫

M
ϕ1 ·ϕ2 dΣ, ϕ1, ϕ2 ∈ L2 (M) (3.6)

transponierten Operatoren, d.h. die Einbettung von L2
t (M) bzw. L2

n (M) in L2 (M),
denn seien ϕ1 ∈ L2 (M) und ϕ2 ∈ L2

t (M), so gilt

∫

M
[Ptϕ1]·ϕ2 dΣ =

∫

M
[(e3 ∧ ϕ1) ∧ e3]·ϕ2 dΣ

(A.1)
=

∫

M
[ϕ1 − (ϕ1 ·e3)e3]·ϕ2 dΣ

=

∫

M
ϕ1 ·ϕ2 − (ϕ1 ·e3)(ϕ2 ·e3) dΣ =

∫

M
ϕ1 ·ϕ2 dΣ.

Die Aussage für P T
n folgt ähnlich.

3.3. Die Faktorisierung der Messoperatoren

Wir geben nun die Faktorisierung des Operators M analog zu [GHK+05] an und be-
trachten sie noch einmal genauer.

Sei ψ ∈ H
−1/2
div (∂Ω) ein tangentiales Vektorfeld auf dem Rand von Ω. Mit (Eψ, Hψ)

bezeichnen wir die ausstrahlende Lösung des Außenraumproblems

rotHψ + ıκǫrE
ψ = 0, rotEψ − ıκµrH

ψ = 0 in R3 \ Ω (3.7a)

ν ∧ Eψ = ψ auf ∂Ω (3.7b)

in Hloc

(

rot; R3 \ Ω
)

und definieren den beschränkten linearen Operator

L : H
−1/2
div (∂Ω) → L2 (M) , Lψ := Hψ

|M. (3.8)

Zur Existenz und Eindeutigkeit der Lösung verweisen wir auf [Gri08] und die dortigen
Referenzen. Sind Ei und Hs das einfallende elektrische und das gestreute magnetische
Feld aus dem letzten Abschnitt, so gilt insbesondere ψ = −ν ∧ Ei

|M ∈ H
−1/2
div (∂Ω) und

aufgrund der Randbedingung (3.2c) und der eindeutigen Lösbarkeit des Außenraumpro-
blems erhalten wir Lψ = Hs

|M.
Zur Definition des nächsten Operators in der Faktorisierung von M definieren wir das

Transmissionsproblem

rotHd + ıκǫrE
d = 0, rotEd − ıκµrH

d = 0 in R3 \ ∂Ω (3.9a)
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3.3. Die Faktorisierung der Messoperatoren

mit den Transmissionsbedingungen
[

(ν ∧Hd) ∧ ν
]

∂Ω
= χ,

[

ν ∧Ed
]

∂Ω
= 0. (3.9b)

Dabei bezeichnen die eckigen Klammern wieder die Differenz der entsprechenden Spu-
ren auf ∂Ω von Außen bzw. Innen und χ ∈ H

−1/2
rot (∂Ω) ein gegebenes Tangentialfeld.

Zur Eindeutigkeit einer ausstrahlenden Lösung (Ed, Hd), für deren Einschränkungen
Ed

|Ω, H
d
|Ω ∈ H (rot; Ω) bzw. Ed

|R3\Ω, H
d
|R3\Ω ∈ Hloc

(

rot; R3 \ Ω
)

gilt, verweisen wir auf

[Gri08]. Wir definieren nun den beschränkten linearen Operator

F : H
−1/2
rot (∂Ω) → H

−1/2
div (∂Ω) , Fχ := ν ∧ Ed

|∂Ω. (3.10)

Bezeichnen wir mit H = H i + Hs das totale magnetische Feld des Problems (3.2) zu
einer Dipolverteilung ϕ ∈ L2 (M), dann können wir für χ = (ν ∧H|∂Ω) ∧ ν die Lösung
des Transmissionsproblems (3.9) wie folgt angeben:

Ed(x) =

{

Es(x), x ∈ R3 \ Ω,

−Ei(x), x ∈ Ω,
Hd =

{

Hs(x), x ∈ R3 \ Ω,

−H i(x), x ∈ Ω.
(3.11)

Insbesondere gilt dann wegen der Randbedingung (3.2c) Fχ = ν ∧Es = −ν ∧ Ei.
Bezeichnen wir nun mit LT den zu L bzgl. der Bilinearform (3.6) dualen Operator, so

gilt die folgende Aussage.

Proposition 3.2: Sei ϕ ∈ L2 (M). Mit H i und Hs bezeichnen wir das zugehörige
einfallende bzw. das gestreute magnetische Feld (vgl. (3.2) und (3.3)). Dann gilt

LT : L2 (M) → H
−1/2
rot (∂Ω) , LTϕ =

1

ıκµ+
r

(ν ∧H|∂Ω) ∧ ν, (3.12)

wobei H := H i +Hs das totale magnetische Feld bezeichne.

Beweis. (vgl. [Gri08] Prop. 3.6)

Sei ψ ∈ H
−1/2
div (∂Ω) und (Eψ, Hψ) die ausstrahlende Lösung des Außenraumproblems

(3.7). Mit der Stratton-Chu-Formel [Gri08, Thm. B.1] erhalten wir für x ∈ R3\
{

Ω ∪ Σ0

}

mit der dyadischen Greenschen Funktion (4.4.2)

Hψ(x) =

∫

∂Ω

ǫr(x)

ǫr(y)

(

G
mT (y, x)(ν ∧ rotHψ(y)) + (roty G

m)T (y, x)(ν ∧Hψ(y))
)

dΣ(y).

Mit G
mT bzw. (rotx G

m)T bezeichnen wir die transponierten Matrizen. Damit gilt nun:

ıκµ+
r (ϕ |Lψ)M =ıκµ+

r

∫

M
ϕ(x)·Hψ(x) dΣ(x)

=ıκµ+
r

∫

M
ϕ(x)·

∫

∂Ω

ǫ+r
ǫ−r

G
mT (y, x)(ν ∧ rotHψ(y)) dΣ(y) dΣ(x)

+ ıκµ+
r

∫

M
ϕ(x)·

∫

∂Ω

ǫ+r
ǫ−r

(roty G
m)T (y, x)(ν ∧Hψ(y)) dΣ(y) dΣ(x).
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Somit erhalten wir:

ıκµ+
r (ϕ |Lψ)M

(3.7a)
= κ2µ+

r ǫ
+
r

∫

M

∫

∂Ω

G
m(y, x)ϕ(x)·(ν ∧ Eψ(y)) dΣ(y) dΣ(x)

+ ıκµ+
r

ǫ+r
ǫ−r

∫

M

∫

∂Ω

roty G
m(y, x)ϕ(x)·(ν ∧Hψ(y)) dΣ(y) dΣ(x)

(3.7b)
=

∫

∂Ω

ψ(y)·κ2ǫ+r µ
+
r

∫

M
G
m(y, x)ϕ(x) dΣ(x) dΣ(y)

+

∫

∂Ω

(ν ∧Hψ(y))·roty

(

ıκµ+
r ǫ

+
r

ǫ−r

∫

M
G
m(y, x)ϕ(x) dΣ(x)

)

dΣ(y)

(3.3)
=

∫

∂Ω

ψ(y)·H i(y) dΣ(y) +
ı

κǫ−r

∫

∂Ω

(ν ∧Hψ(y))·rotH i(y) dΣ(y)

(3.2a),(A.2)
=

∫

∂Ω

ψ(y)·H i(y) dΣ(y) −
∫

∂Ω

(ν ∧ Ei(y))·Hψ(y) dΣ(y)

(3.2c)
=

∫

∂Ω

H i(y)·ψ(y) dΣ(y) +

∫

∂Ω

Hψ(y)·(ν ∧Es(y)) dΣ(y).

Sei R > 0, so dass Ω ⊂ BR, dann erhalten wir mit den homogenen Maxwell-Gleichung-
en unter Beachtung der Richtung von ν, der Außennormalen von Ω und x̂ = x/R, der
Außennormalen von BR mit partieller Integration (3.1) für das letzte Integral

∫

∂Ω

Hψ(y)·(ν ∧Es(y)) dΣ(y)
(3.1)
=

∫

BR\Ω
rotHψ(y)·Es(y) −Hψ(y)·rotEs(y) dΣ(y)

+

∫

∂BR

(x̂ ∧Es(y))·Hψ(y) dΣ(y)

(3.2b),(3.7a),(A.2)
=

∫

BR\Ω
Eψ(y)·rotHs(y) − rotEψ(y)·Hs(y) dΣ(y)

−
∫

∂BR

Es(y)·(x̂ ∧Hψ(y)) dΣ(y)

(3.1)
=

∫

∂BR

(x̂ ∧Hs(y))·Eψ(y) dΣ(y)

−
∫

∂Ω

(ν ∧Hs(y))·Eψ(y) dΣ(y)

−
∫

∂BR

Es(y)·(x̂ ∧Hψ(y)) dΣ(y).
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Mit (A.2) erhalten wir schließlich

∫

∂Ω

Hψ(y)·(ν ∧Es(y)) dΣ(y) =

∫

∂Ω

Hs(y)·(ν ∧Eψ(y)) dΣ(y)

+

∫

∂BR

(

x̂ ∧Hs(y) +

(

ǫr(y)

µr(y)

)1/2

Es(y)

)

·Eψ(y) dΣ(y)

−
∫

∂BR

Es(y)·

(

x̂ ∧Hψ(y) +

(

ǫr(y)

µr(y)

)1/2

Eψ(y)

)

dΣ(y).

Unter Ausnutzung der Ausstrahlungsbedingung (2.19) und der Cauchy-Schwarz-Unglei-
chung verschwinden die Integrale über BR für R → ∞. Wir erhalten daher mit der
Randbedingung (3.7b) und H = H i +Hs:

ıκµ+
r (ϕ |Lψ)M =

∫

∂Ω

H(y)·ψ(y) dΣ(y) =
〈

(ν ∧H|∂Ω) ∧ ν, ψ
〉

∂Ω
.

Insgesamt erhalten wir jetzt für ϕ ∈ L2 (M)

ıκµ+
r ϕ

LT

7−→ (ν ∧H|∂Ω) ∧ ν F7−→ ν ∧ Es
|∂Ω

L7−→ Hs
|M

mit dem totalen Magnetfeld H und dem gestreuten elektromagnetischen Feld (Es, Hs).
Somit ist die Faktorisierung von M durch

M = ıκµ+
r LFL

T . (3.13)

gegeben.

Proposition 3.3: Sei Ω 6= ∅ und κ2ǫ−r µ
−
r kein Maxwell-Eigenwert, dann sind die Ope-

ratoren L aus (3.8) und PtL mit Pt aus (3.5) kompakt und injektiv.

Beweis. Sei ψ ∈ H
−1/2
div (∂Ω) und (Eψ, Hψ) die Lösung des Außenraumproblems (3.7).

Nach [Gri08, 3.7] lässt sich, wenn κ2ǫ−r µ
−
r kein Maxwell-Eigenwert ist, L schreiben als

Lψ = STψ mit einem beschränkten Operator T : H
−1/2
div (∂Ω) → H

−1/2
div (∂Ω) und

[Sψ̃](x) = −ıκǫ−r
∫

∂Ω

G
m(x, y)ψ̃ dΣ(y), x ∈ M, ψ̃ ∈ H

−1/2
div (∂Ω)

mit der dyadischen Greenschen Funktion Gm. Da diese für alle x ∈ M und y ∈ ∂Ω stetige
Funktionen als Einträge besitzt, ist S ein kompakter Operator (vgl. [RR04, Thm. 8.83])
und somit gilt dies auch für L und PtL.
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Für den folgenden Beweis der Injektivität nach [GHK+05] benötigen wir nur die Tan-
gentialkomponenten des H-Feldes auf M, so dass die Injektivität für den Operator L
analog zu der von PtL folgt.

Sei PtLψ = 0, dann gilt (e3 ∧Hψ
|M) ∧ e3 = 0. Da Hψ auf R3

+ analytische kartesische

Komponenten besitzt, gilt dies auch für die tangentiale Projektion (e3∧Hψ
|M)∧e3 auf M

und somit verschwinden die Tangentialkomponenten von Hψ auf der Ebene Σd (s. S. 22),
d.h. (e3×Hψ

|Σd
)×e3 = 0. Eψ und Hψ sind also eine ausstrahlende Lösung der homogenen

Maxwell-Gleichungen auf dem Halbraum {x ∈ R3 |x·e3 > d} mit der Randbedingung
(e3 ∧Hψ

|Σd
) ∧ e3 = 0. Wir setzen nun mit dem Reflektionsprinzip Hψ durch

H̃(x) :=

{

Hψ(x), x·e3 ≥ d,

−α0(H
ψ(αd(x))), x·e3 < d

auf den ganzen R3 fort, wobei wir mit αr den Reflektionsoperator

αr : R3 → R3, αr(x) := x− 2(x·e3 − r)e3, r ∈ R (3.14)

bezeichnen. Durch diese Konstruktion sind die Tangentialkomponenten von H̃ und rot H̃
stetig an Σd und (Ẽ, H̃) mit Ẽ := −1/(ıκǫ+r ) rot H̃ erfüllt die Silver-Müller-Bedingung
(2.19). Somit ist (Ẽ, H̃) eine ausstrahlende Lösung der homogenen Maxwell-Gleichungen
mit konstanten Koeffizienten

rot H̃ + ıκǫ+r Ẽ = 0, rot Ẽ − ıκµ+
r H̃ = 0

auf dem ganzen R3. Nach [CK98, S. 163] ist die einzige Lösung konstant Null und somit
verschwindet auch Hψ auf {x ∈ R3 |x·e3 > d}. Aufgrund der Analytizität verschwindet
Hψ auch auf R3

+ und daher auch Eψ. Insbesondere haben Hψ und Eψ verschwindende
Tangentialkomponenten auf Σ0. Da Hψ, Eψ ∈ Hloc

(

rot; R3 \ Ω
)

sind, haben sie stetige
Tangentialkomponenten an Σ0. Nach einem Satz vom Holmgren-Typ (vgl. [Kre02a, Thm.
2.4, S.179]) verschwinden (Hψ, Eψ) somit in einer Umgebung von Σ0 in R3

−, da sie
Lösungen der homogenen Maxwell-Gleichungen mit den konstanten Koeffizienten ǫ−r
und µ−

r sind. Somit gilt Eψ = Hψ = 0 in R3 \ Ω. Aufgrund der eindeutigen Lösbarkeit
des Außenraumproblems ist damit ψ = 0 und daher PtL injektiv.

Bemerkung 3.4: Da Pn stetig und L kompakt ist, ist auch PnL ein kompakter Ope-
rator. Mit einem ähnlichen Spiegelargument für die dritte Komponente von Hψ (vgl.
Beweis von Satz 3.12) sehen wir, dass die dritte Komponente von Hψ in R3 \ Ω ver-
schwindet, wenn PnLψ = 0 gilt. Betrachten wir Hψ als das Streufeld zum Primärfeld
H i, so gilt aufgrund der Randbedingung (2.18) für perfekte Leiter Hψ

|∂Ω ·ν = −H i
|∂Ω ·ν.

Somit muss die dritte Komponente des einfallenden H-Feldes H i
·e3 auf Teilflächen von

∂Ω, die parallel zur Trennschicht liegen, verschwinden. Dies ist allerdings i.a. bei einem
von magnetischen Dipolen, die senkrecht zur Trennschicht stehen, erzeugten Primärfeld
für beliebige Streukörper nicht der Fall.
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Proposition 3.5: Sei Ω 6= ∅. Der Operator F aus (3.10) ist symmetrisch, d.h.

〈Fχ1, χ2〉(H−1/2

div
(∂Ω),H

−1/2

rot (∂Ω))
= 〈χ1, Fχ2〉(H−1/2

rot (∂Ω),H
−1/2

div
(∂Ω))

mit χ1, χ2 ∈ H
−1/2
rot (∂Ω) und der dualen Paarung zwischen H

−1/2
div (∂Ω) und H

−1/2
rot (∂Ω)

bzw. H
−1/2
rot (∂Ω) und H

−1/2
div (∂Ω).

Beweis. Seien (Ei, Hi), i = 1, 2, die Lösungen des Transmissionsproblems (3.9) zu den
Sprüngen χ1 bzw. χ2. Weiterhin sei R > 0 mit Ω ⊆ BR. Mit E+

i , H
+
i bezeichnen wir die

Spur der jeweiligen Felder auf ∂Ω bzgl. R3 \ Ω und mit E−
i , H

−
i die innere Spur. Aus

den Sprungbedingungen, partieller Integration (3.1) und den homogenen Maxwell-Glei-
chungen erhalten wir unter Beachtung der Richtung von ν, der Außennormalen von Ω
und x̂ = x/R, der Außennormalen von BR
∫

∂Ω

Fχ1 ·χ2 dΣ =

∫

∂Ω

(ν ∧E+
1 )·H+

2 dΣ −
∫

∂Ω

(ν ∧E−
1 )·H−

2 dΣ

(3.1)
= −

∫

BR\Ω
rotE1 ·H2 dx+

∫

BR\Ω
E1 ·rotH2 dx+

∫

∂BR

(x̂ ∧ E1)·H2 dΣ

−
∫

Ω

rotE1 ·H2 dx+

∫

Ω

E1 ·rotH2 dx

(3.9a)
= −

∫

BR\Ω
H1 ·rotE2 dx+

∫

BR\Ω
rotH1·E2 dx+

∫

∂BR

(x̂ ∧ E1)·H2 dΣ

−
∫

Ω

H1 ·rotE2 dx+

∫

Ω

rotH1 ·E2 dx

(3.1)
=

∫

∂Ω

(ν ∧E+
2 )·H+

1 dΣ −
∫

∂BR

(x̂ ∧ E2)·H1 dΣ +

∫

∂BR

(x̂ ∧E1)·H2 dΣ

−
∫

∂Ω

(ν ∧E−
2 )·H−

1 dΣ

=

∫

∂Ω

χ1 ·Fχ2 dΣ +

∫

∂BR

(x̂ ∧ E1)·H2 − (x̂ ∧ E2)·H1 dΣ.

Wir verwenden hier aufgrund der besseren Lesbarkeit die Integralschreibweise. Dies lässt
sich auch damit rechtfertigen, dass H

−1/2
div (∂Ω) und H

−1/2
rot (∂Ω) dual zueinander sind mit

L2
t (∂Ω) als (dichtem) Pivot-Raum (vgl. [BCS02]).
Für das Integral über den Rand von BR ergibt sich
∫

∂BR

(x̂ ∧ E1)·H2 − (x̂ ∧E2)·H1 dΣ
(A.2)
=

∫

∂BR

(x̂ ∧H1)·E2 − (x̂ ∧H2)·E1 dΣ

+0
=

∫

∂BR

(x̂ ∧H1 +
√

ǫr/µrE1)·E2 dΣ −
∫

∂BR

(x̂ ∧H2 +
√

ǫr/µrE2)·E1 dΣ

+
√

ǫr/µr

∫

∂BR

E2 ·E1 −E1 ·E2 dΣ.
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Und somit gilt

∫

∂BR

(x̂ ∧E1)·H2 − (x̂ ∧ E2)·H1 dΣ

=

∫

∂BR

(x̂ ∧H1 +
√

ǫr/µrE1)·E2 dΣ −
∫

∂BR

(x̂ ∧H2 +
√

ǫr/µrE2)·E1 dΣ.

Unter Ausnutzung der Ausstrahlungsbedingung (2.19) und der Cauchy-Schwarz-Unglei-
chung verschwinden diese Integrale für R → ∞ und die Behauptung ist gezeigt.

Proposition 3.6: Sei Ω 6= ∅ und κ2ǫ−r µ
−
r kein Maxwell-Eigenwert, dann ist der Opera-

tor F aus (3.10) injektiv.

Beweis. Sei χ ∈ H
−1/2
rot (∂Ω) mit Fχ = 0 und (Ed, Hd) die Lösung von (3.9) mit

[

(ν ∧Hd) ∧ ν
]

∂Ω
= χ und

[

ν ∧Ed
]

∂Ω
= 0. Seien Ed

±, H
d
± die äußere bzw. innere Spur

der Felder auf ∂Ω, dann gilt ν ∧ Ed
+ = ν ∧ Ed

− = 0. Da (Ed, Hd) eine ausstrahlende
Lösung des Außenraumproblems ist, folgt aus dessen eindeutiger Lösbarkeit (s. [Gri08,
App. C]), dass Ed = Hd = 0 in R3 \ Ω. Insbesondere gilt daher −(ν ∧Hd

−) ∧ ν = χ.
Nun ist (Ed, Hd) eine Lösung der homogenen Maxwell-Gleichungen in Ω mit der Rand-

bedingung ν ∧Ed
− = 0. Da κ2ǫ−r µ

−
r nach Voraussetzung kein Maxwell-Eigenwert ist, gilt

somit Ed = Hd = 0 in Ω. Daraus folgt nun (ν ∧ Hd
−) ∧ ν = 0 und daher auch χ = 0.

Insgesamt ist also F injektiv.

Satz 3.7: Sei Ω 6= ∅ und κ2ǫ−r µ
−
r kein Maxwell-Eigenwert, dann sind die Operatoren

M , Mt und Mn symmetrisch bzgl. der Bilinearform (3.6) und kompakt. Weiterhin gilt

R (M) = R (L) und R (Mt) = R (PtL).

Beweis. Nach Proposition 3.3 ist L injektiv und kompakt. Nach Proposition 3.6 ist F
injektiv und symmetrisch. Somit folgt aus der Faktorisierung (3.13) von M und der De-
finition von Mt und Mn die Symmetrie und Kompaktheit der Operatoren. Weiterhin gilt
N (M) = N

(

LT
)

, da F und L injektiv sind und daher gilt auch R (M) = N (M)⊥ =

N
(

LT
)⊥

= R (L). Dabei ist das orthogonale Komplement der Kerne bzgl. der Biline-
arform (3.6) als reelles Skalarprodukt zu verstehen. Analog folgt auch die Aussage für
Mt.

3.4. Erweiterung auf Spulen

Wir erweitern nun das Modell auf den ursprünglichen Ansatz von Metalldetektoren.
Dazu nehmen wir an, dass sich in N ∈ N Punkten z1, . . . , zN unserer Messebene M eine
Spule zum Senden und zum Empfangen befindet und sich die Spulen nicht gegenseitig
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beeinflussen. D.h. unser Metalldetektor besteht nicht nur aus zwei konzentrischen Spulen,
sondern aus einem Gitter sich eventuell überlappender Spulen.

Wir definieren nun zunächst, was wir uns unter einer solchen Spule vorstellen. Zu
jedem der Punkte zj , j = 1, . . . , N sei γj eine geschlossene, kreuzungsfreie, stückweise
differenzierbare Kurve in Σd, die zj einmal umläuft. Wir bezeichnen mit Fj ⊆ Σd die in
Σd offene Menge der von dieser Kurve umschlossenen Punkte und mit

M̃ := M∪
N
⋃

j=1

Fj (3.15)

die in Σd offene Menge aller umschlossenen Punkte. Weiterhin definieren wir nun den
linearen Induktionsoperator

Pu : L2
n(M̃) → CN , Puϕ :=

(
∫

F1

ϕ·e3 dΣ, . . . ,

∫

FN

ϕ·e3 dΣ

)T

(3.16)

der einem Vektorfeld ϕ ∈ L2
n(M̃) :=

{

ve3

∣

∣

∣
v ∈ L2

(

M̃, C)} den Vektor der N Ober-

flächenintegrale des Vektorfeldes über die Flächen der Spulen zuordnet. Ist ϕ etwa das
gestreute H-Feld, so ist ıκµ+

r Puϕ der Vektor mit den in den Spulen γj, j = 1, . . . , N
induzierten Spannungen. Dies folgt aus dem Induktionsgesetz von Faraday 2.1.3, das im
zeitharmonischen Fall für eine Fläche F mit Rand γ und dem gestreuten E-Feld

ıκµ+
r

∫

F
H ·ν dΣ =

∮

γ

E ·τ dγ

lautet.

Lemma 3.8: Der Operator Pu : L2
n(M̃) → CN aus (3.16) ist stetig.

Beweis. Sei ϕ ∈ L2
n(M̃).

N
∑

j=1

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Fj

ϕ(y)·e3 dΣ(y)

∣

∣

∣

∣

∣

2

≤
N
∑

j=1

(

∫

Fj

|ϕ(y)·e3| dΣ(y)

)2

≤ N

(
∫

M̃
|ϕ(y)·e3| dy

)2

≤ N‖ϕ‖2
L1(M̃,C3) ≤ N

∣

∣

∣
M̃
∣

∣

∣

2

‖ϕ‖2
L2

n(M̃).

Proposition 3.9: Der bzgl. der kanonischen Bilinearform auf CN transponierte Ope-
rator zu Pu aus (3.16) ist geben durch

P T
u : CN → L2

n(M̃),

[P T
u U ](x) =

(

N
∑

j=1

ujχj(x)

)

e3, x ∈ M̃ (3.17)

mit U = (u1, . . . , uN)T ∈ CN und χj der charakteristischen Funktion von Fj.
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3. Die Problemstellung

Beweis. Sei ϕ ∈ L2
n(M̃).

Puϕ·U =
N
∑

j=1

∫

Fj

ϕ(y)·e3 dΣ(y)uj =

∫

M̃
ϕ(y)·

(

N
∑

j=1

ujχj(y)

)

e3 dΣ(y).

Ist U eine Verteilung von Spulenspannungen, d.h. die Spule zum Punkt zj , j =
1, . . . , N wird mit einer Spannung uj betrieben, so ordnet P T

u dieser Verteilung ein
Normalenfeld auf M̃ zu. Nach dem Gesetzt von Biot-Savart (2.21) wird das von einer
Spule erzeugte H-Feld von Dipolen gleicher Stärke, die normal zur Spulenfläche stehen,
erzeugt. Wir interpretieren daher das Normalenfeld P T

u U als eine solche Dipolverteilung
und definieren den Spannungs-Messoperator Mu durch

Mu : CN → CN , Mu := PuMnP
T
u (3.18)

mit dem auf M̃ erweiterten Operator Mn aus (3.5). D.h. wir definieren die Operatoren
L und LT aus (3.10) bzw. (3.12) und Pn sowie P T

n aus (3.5) und damit Mn analog auf
M̃ ⊇ M statt auf M. Wir erhalten dann die zu (3.13) entsprechende Faktorisierung für
M auf M̃ und somit

Mu = ıκµ+
r PuPnLFL

TP T
n P

T
u (3.19)

als symmetrischen kompakten Operator.

3.5. Das inverse Problem

Wir betrachten nun das inverse Problem die Form und den Ort der Streuobjekte an-
hand der Kenntnis des Messoperators M zu finden. Dazu verwenden wir eine Variante
des Sampling-Verfahrens, das zuerst von Coyle [Coy00] für eine zweidimensionale Ap-
proximation des Problems eingeführt wurde.

Mit den Operatoren aus (3.5) und dem H-Feld eines magnetischen Dipols mit Pola-
risation p in einem Punkt z ∈ R3

− definieren wir die Testfunktionen auf der Messebene
M durch

hpz(x) := G
m(x, z)p, x ∈ M, hpt,z := Pth

p
z, hpn,z := Pnh

p
z. (3.20)

Unser Verfahren testet, ob die Funktion hpz zum Bild R (M) des Messoperators M gehört.
Wir definieren daher mit

Ω0 :=
{

z ∈ R3
−
∣

∣hpz ∈ R (M) für ein 0 6= p ∈ R3
}

(3.21)

die Menge aller Punkte, für welche dieser Test für eine Polarisation p positiv ausfällt.
Entsprechend definieren wir für die Fälle der Anregung mit tangentialen bzw. horizon-
talen Dipolen die Mengen

Ωt
0 :=

{

z ∈ R3
−
∣

∣hpt,z ∈ R (Mt) für ein 0 6= p ∈ R3
}

und

Ωn
0 :=

{

z ∈ R3
−
∣

∣hpn,z ∈ R (Mn) für ein 0 6= p ∈ R3
} (3.22)
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3.5. Das inverse Problem

mit den Operatoren Mt bzw. Mn aus (3.5).

Charakterisierung der Streuobjekte

Satz 3.10: Sei Ω 6= ∅ und die Polarisationsrichtung p ein Einheitsvektor in R3. Ein
Punkt z ∈ R3

− liegt genau dann in Ω, wenn die Funktion hpz aus (3.20) zum Bild von L
aus (3.8) gehört.

Beweis. Sei zunächst z ∈ Ω ⊆ R3
−. Mit (Ep

z , H
p
z ) bezeichnen wir das elektrische bzw. das

magnetische Feld des magnetischen Dipols Gm(·, z)p. Da z in Ω liegt, ist (Ep
z , H

p
z ) eine

ausstrahlende Lösung des Außenraumproblems (3.7) mit der Randbedingung ψ := ν ∧
Ep
z |∂Ω. Aufgrund der eindeutigen Lösbarkeit gilt daher Lψ = hpz auf M, d.h hpz ∈ R (L).

Für die andere Richtung seien nun hpz = Lψ für ein z ∈ R3
− und ein ψ ∈ H

−1/2
div (∂Ω). Sei

(Eψ, Hψ) die Lösung des Außenraumproblems (3.7) zur Randbedingung ψ = ν ∧Eψ
|∂Ω.

Da hpz in R (L) liegt, ist das Feld

H := G
m(·, z)p−Hψ, E :=

1

ıκǫr
rotH

eine ausstrahlende Lösung der homogenen Maxwell-Gleichungen in R3 \ ({z} ∪ Ω) die

(e3 ∧H|M) ∧ e3 = 0

auf M erfüllt. Wir verfahren nun wie im Beweis von Proposition 3.3 und erhalten, dass
E und H in R3 \ ({z} ∪ Ω) verschwinden.

Ist z 6∈ Ω, so können wir H stetig durch Null in z fortsetzen. DaHψ in einer Umgebung
von z ohne z analytisch ist, ist dies allerdings ein Widerspruch dazu, dass Gm(·, z)p dort
für alle Polarisationsrichtungen p eine Singularität der Ordnung 3 besitzt (vgl. (B.11) in
[Gri08]).

Wir haben also gezeigt, dass z nicht in R3
− \Ω liegen kann, wenn hpz in R (L) liegt.

Da der Beweis von Satz 3.10 nur die Tangentialkomponenten der Testfunktion ver-
wendet, erhalten wir mit dem fast wörtlichen Beweis das folgende Resultat.

Satz 3.11: Sei Ω 6= ∅ und die Polarisationsrichtung p ein Einheitsvektor in R3. Ein
Punkt z ∈ R3

− liegt genau dann in Ω, wenn die Funktion hpt,z aus (3.20) zum Bild von
PtL mit Pt aus (3.5) und L aus (3.8) gehört.

Satz 3.12: Sei Ω 6= ∅ und die Polarisationsrichtung p ein Einheitsvektor in R3. Ein
Punkt z ∈ R3

− liegt genau dann in Ω, wenn die Funktion hpn,z aus (3.20) zum Bild von
PnL mit Pn aus (3.5) und L aus (3.8) gehört.
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3. Die Problemstellung

Beweis. Für z ∈ Ω erhalten wir aus Satz 3.10, dass hpz ∈ R (L) und somit hpn,z ∈ R (PnL).

Für die andere Richtung folgen wir dem Beweis von Lemma 4.7 aus [Gri08]. Sei also

hpn,z = PnLψ für ein z ∈ R3
− und ein ψ ∈ H

−1/2
div (∂Ω). Sei (Eψ, Hψ) die Lösung des

Außenraumproblems (3.7) zur Randbedingung ψ = ν ∧ Eψ
|∂Ω. Da hpn,z in R (PnL) liegt,

ist das Feld

H := G
m(·, z)p−Hψ, E :=

1

ıκǫr
rotH

eine ausstrahlende Lösung der homogenen Maxwell-Gleichungen in R3 \ ({z} ∪ Ω), die

H|M·e3 = 0

auf M erfüllt. Da H in R3 \ ({z} ∪ Ω) analytische kartesische Komponenten besitzt,
ist die Normalenkomponente H3 := H ·e3 auf Σd ebenfalls analytisch und verschwindet
somit auf Σd, da sie schon auf M verschwindet. H3 ist also eine ausstrahlende Lösung
der Helmholtz-Gleichung

∆H3 + κ2ǫ+r µ
+
r H3 = 0

in {x ∈ R3 |x·e3 > d} mit H3|Σd
= 0. Wir verwenden nun den Reflektionsoperator αd

aus (3.14) um H3 durch

H̃3(x) :=

{

H3(x), x·e3 ≥ d,

−H3(αd(x)), x·e3 < d

auf den ganzen R3 fortzusetzen. Durch diese Konstruktion sind dann H̃3 und ∂
∂e3
H̃3

stetig an Σ0 und H̃3 erfüllt die Ausstrahlungbedingung von Sommerfeld. H̃3 ist also eine
ausstrahlende Lösung der Helmholtz-Gleichung mit konstanten Koeffizienten auf dem
ganzen R3. Aus [CK98, S. 20] folgt daher, dass H̃3 auf dem ganzen R3 verschwindet.
Insbesondere giltH3 = 0 auf {x ∈ R3 | x·e3 > d}. DaH3 im oberen Halbraum analytisch
ist, verschwindet es auch auf R3

+. Aus den Randbedingungen (2.14) folgt (vgl. [CH98,

S. 439] oder [Ces96, S. 32f]) [µrH3]Σ0
= 0 =

[

∂
∂e3
H3

]

Σ0

und somit nach einem Satz vom

Holmgren Typ aus [Kre02b, Thm 2.2, S. 41], dass H3 in einer Umgebung von Σ0 in R3
−

verschwindet, da H3 eine Lösung der Helmholtz-Gleichung mit konstanten Koeffizienten
ist. Insgesamt ist somit H3 = 0 in R3 \ ({z} ∪ Ω), da H3 dort analytisch ist.

Ist z 6∈ Ω, so können wirH3 stetig durch Null in z fortsetzen. DaHψ
3 in einer Umgebung

von z ohne z analytisch ist, ist dies allerdings ein Widerspruch dazu, dass e3 ·G
m(·, z)p

dort für alle Polarisationsrichtungen p eine Singularität der Ordnung 3 besitzt (vgl.
(B.11) in [Gri08]).

Wir haben also gezeigt, dass z nicht in R3
− \ Ω liegen kann, wenn hpn,z in R (PnL)

liegt.

Aus den vorigen Ergebnissen erhalten wir nun das folgende Korollar.
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Korollar 3.13: • Für Ω0 aus (3.21) gilt immer Ω0 ⊆ Ω, d.h. ist hpz ∈ R (M) für
einen Polarisationsvektor p und einen Punkt z ∈ R3

−, dann gilt z ∈ Ω.

• Für Ωt
0 aus (3.22) gilt immer Ωt

0 ⊆ Ω, d.h. ist hpt,z ∈ R (Mt) für einen Polarisati-
onsvektor p und einen Punkt z ∈ R3

−, dann gilt z ∈ Ω.

• Für Ωn
0 aus (3.22) gilt immer Ωn

0 ⊆ Ω, d.h. ist hpn,z ∈ R (Mn) für einen Polarisa-
tionsvektor p und einen Punkt z ∈ R3

−, dann gilt z ∈ Ω.

Beweis. Für Ω 6= ∅ erhalten wir aus der Faktorisierung (3.13) von M , dass R (M) ⊆
R (L) und somit aus Satz 3.10 die erste Behauptung für Ω 6= ∅.

Ist Ω = ∅, so gilt M = 0 und hpz liegt in R (M) für ein z ∈ R3
− und eine Polarisati-

onsrichtung p, wenn hpz = 0 auf M gilt. Wie im Beweis von Satz 3.10 folgern wir nun,
dass das Dipolfeld Gm(·, z)p in R3 \ {z} verschwinden muss. Dies ist ein Widerspruch
zur Singularität in z. In diesem Fall gilt also Ω0 = Ω = ∅ und die erste Behauptung ist
gezeigt.

Die zweite Behauptung folgt analog. Für die dritte Behauptung folgt der Fall Ω 6= ∅
analog. Für den Fall Ω = ∅ verfahren wir analog zu Satz 3.12.

Korollar 3.13 bildet die Grundlage für unser numerisches Verfahren (s. Kapitel 4), auch

wenn Ω
(t,n)
0 möglicherweise leere Mengen sind und wir keine Aussage über die Mengen

Ω \ Ω
(t,n)
0 haben. Wie sich in numerischen Experimenten herausstellt, erhalten wir aus

simulierten Daten gute Näherungen der Streukörper und nicht nur Teilmengen.

Nachdem wir nun die Streukörper für den Fall von Dipolfeldern charakterisiert haben,
wenden wir uns den Spulen zu. Wir definieren dazu

hpu,z := Puh
p
n,z (3.23)

mit Pu aus (3.16) und der auf M̃ ⊇ M erweiterten Funktion hpn,z. Sei weiterhin

Ωu
0 :=

{

z ∈ R3
−
∣

∣hpu,z ∈ R (Mu) für ein 0 6= p ∈ R3
}

(3.24)

mit dem Operator Mu aus (3.19). Wir erhalten dann aus Satz 3.12 das folgende Korollar.

Korollar 3.14: Sei Ω 6= ∅, z ∈ Ω und die Polarisationsrichtung p ein Einheitsvektor
in R3, dann liegt hpu,z in R (PuPnL). Dabei seien Pn und L die auf M̃ erweiterten
Operatoren aus (3.19).
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4. Numerische Ergebnisse und
Experimente

Das Korollar 3.13 motiviert das folgende Sampling-Verfahren:
Für jeden Punkt z ∈ R3

− in einer Region in der wir einen Streukörper vermuten,
überprüfen wir, ob die zugehörige Testfunktion hpz aus (3.20) zum Bild des bekannten
Messoperators M aus (3.4) gehört. Auf diese Weise erhalten wir eine Teilmenge Ω0 des
Streukörpers (vgl. (3.21)). Entsprechend betrachten wir die Testfunktionen hpt,z und hpn,z
und die Bildräume der Operatoren Mt und Mn aus (3.5) für den Fall tangentialer oder
vertikaler Dipolanregungen. Im Folgenden beschreiben wir das Verfahren nur für den Fall
beliebiger Dipolanregungen, weisen aber darauf hin, dass das Verfahren in den Fällen
für rein tangentiale oder rein normale Dipole analog funktioniert.

Für den Test ob hpz ∈ R (M) gilt, verwenden wir das sogenannte Picard-Kriterium
[ENH96, Kir96]:

Sei
Mvl = σlul, M∗ul = σlvl, l ∈ N

die Singulärwertzerlegung des kompakten Operators M aus (3.4) mit den Orthonor-
malbasen (ul)l∈N und (vl)l∈N, sowie der nicht wachsenden und positiven Folge von Sin-
gulärwerten (σl)l∈N mit liml→∞ σl = 0. M∗ bezeichne den bezüglich des Standardskalar-
produkts auf L2 (M) adjungierten Operator zu M . Die Funktion hpz gehört zu R (M)
genau dann, wenn die Reihe

fp(z) :=
∞
∑

l=1

|(hpz | ul)M|2
σ2
l

/

(

hpz | hpz
)

M
(4.1)

konvergiert.

4.1. Approximation der Singulärwertzerlegung von M

In der Anwendung, egal ob in der Simulation oder der realen Anwendung, können wir
den OperatorM nicht bestimmen, sondern nur eine endlichdimensionale Approximation.
Diese Approximation erhalten wir, indem wir zu endlich vielen Anregungen, z.B. durch
Dipole, die zugehörigen Streufelder an endlich vielen Stellen auswerten.

Sei J : CN → L2 (M) ein injektiver Operator, der einem endlichdimensionalen Vektor
seine Bedeutung als kontinuierliche Funktion in L2 (M) zuordnet. Weiterhin nehmen
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4. Numerische Ergebnisse und Experimente

wir an, dass die Messdaten so in einer Matrix M ∈ CN×N gesammelt werden, dass

M ≈ J∗MJ (4.2)

gilt. Da J∗J : CN → CN offenbar selbstadjungiert, positiv semidefinit und bijektiv ist,
können wir Q := (J∗J)−1/2, die Inverse der bijektiven und selbstadjungierten Wurzel,
definieren. Dann ist JQQJ∗ : L2 (M) → L2 (M) die Orthogonalprojektion auf den
endlichdimensionalen Unterraum R (J) und

JQQJ∗MJQQJ∗ : L2 (M) → L2 (M) (4.3)

wird als Galerkin-Projektion von M auf R (J) bezeichnet. Seien nun (σ̃l)
N
l=1, (ũl)

N
l=1 und

(ṽl)
N
l=1 die Singulärwerte und -vektoren von QMQ. Dann sind (σ̃l)

N
l=1, (JQũl)

N
l=1 und

(JQṽl)
N
l=1 Approximationen der Singulärwerte und -vektoren der Galerkin-Projektion

von M auf R (J) aus (4.3). Unter Verwendung von (4.2) sehen wir das wie folgt:

JQQJ∗MJQQJ∗(JQṽl) = JQ(QJ∗MJQ)ṽl ≈ JQ(QMQ)ṽl = σ̃l(JQũl).

Verwenden wir (JQũl)
N
l=1 als Approximation an die Singulärvektoren (ul)

N
l=1 von M ,

erhalten wir für jedes z ∈ R3
− und 1 ≤ k ≤ N eine Approximation

k
∑

l=1

∣

∣

(

hpz | JQũl
)

M
∣

∣

2

σ̃2
l

/

(

hpz | hpz
)

M
(4.4)

an die Picard-Reihe (4.1). In Abhängigkeit des Datenfehlers

err := ‖QJ∗MJQ−QMQ‖2 (4.5)

müssen wir noch entscheiden wie viele Singulärwerte und -vektoren wir für die Rekon-
struktion wirklich verwenden wollen bzw. können.

Mit dieser Approximation an die Singulärwerte- und vektoren formulieren wir nun
Algorithmus 4.1 zur Rekonstruktion endlich vieler perfekt leitender Objekte, die sich im
unteren Halbraum eines unbeschränkten zweischichtigen Mediums befinden.

Bemerkung 4.1: Im Falle tangentialer oder normaler Dipole und entsprechender Mes-
sung der tangentialen oder normalen Komponenten des gestreuten Feldes funktioniert
der Rekonstruktionsalgorithmus analog zu Algorithmus 4.1. Wir müssen nur die entspre-
chenden Testfunktionen hpt,z oder hpn,z aus (3.20) statt hpz verwenden sowie Mn oder Mt

statt M . Das gleiche gilt auch für den Fall von Anregung und Messung durch Spulen,
bei dem wir dann die Testfunktion hpu,z aus (3.23) verwenden.
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Algorithmus 4.1 Rekonstruktion der Streukörper

Eingabe: Messdaten M ∈ CN×N , M ≈ J∗MJ ,
ein Gitter von k ∈ N Testpunkten z1, . . . , zk ∈ R3

−,
eine Dipolrichtung p ∈ R3 \ {0} für die Testfunktion hpz,

1: berechne die Singulärwerte (σ̃l)
N
l=1 und Singulärvektoren (ũl)

N
l=1 von QMQ

2: bestimme gemäß dem Datenfehler err die Anzahl N0 der zu verwendenden Sin-
gulärwerte und -vektoren

3: for j = 1 to k do

4: berechne f (j)
p :=

N0
∑

l=1

∣

∣

∣

(

hpzj
| JQũl

)

M

∣

∣

∣

2

σ̃2
l

/

(

hpzj
| hpzj

)

M

5: end for

6: wähle eine Schranke c∞ > 0
7: for j = 1 to k do

8: if log10

(

f
(j)
p

)

< c∞ then

9: visualisiere zj
10: end if

11: end for

4.2. Implementation

Als erstes erläutern wir die Approximation des Messoperators M durch eine endlichdi-
mensionale Matrix. Zu diesem Zweck betrachten wir für jedes y ∈ M die matrixwertige
Funktion Hs(·, y) : R3

+ → C3×3 deren j-te Spalte das gestreute H-Feld zu einem magne-
tischen Dipol mit Polarisation ej in y ist. Für einen Dipol mit Polarisation p ∈ R3 \ {0}
gilt sinngemäß Hs(·, y)p = Mδyp. Statt der Messebene M betrachten wir nun ein äqui-
distantes, quadratisches n × n Gitter Mh mit Gitterweite h > 0. Für jedes y ∈ Mh

werten wir nun Hs(·, y) auf Mh aus und sammeln die Daten spaltenweise in einer Ma-
trix Mh ∈ C3n2×3n2

, die wir als diskretisierten Messoperator bezeichnen.

Mh =















...
...

...
· · · e1 ·H

s(yi, yj)e1 e1 ·H
s(yi, yj)e2 e1 ·H

s(yi, yj)e3 · · ·
· · · e2 ·H

s(yi, yj)e1 e2 ·H
s(yi, yj)e2 e2 ·H

s(yi, yj)e3 · · ·
· · · e3 ·H

s(yi, yj)e1 e3 ·H
s(yi, yj)e2 e3 ·H

s(yi, yj)e3 · · ·
...

...
...















, i, j = 1, . . . , n2.

Wir ordnen die Daten so, dass in der Spalte 3(j − 1) + 1 die drei Feldkomponenten des
gestreuten H-Feldes im Gitterpunkt i für einen Dipol im Gitterpunkt j mit Polarisation
e1 in den Zeilen 3(i − 1) + 1 bis 3(i − 1) + 3 stehen und in den Spalten 3(j − 1) + 2
und 3(j − 1) + 3 entsprechend die Feldkomponenten zur Polarisation e2 und e3. Auf
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diese Weise erhalten wir eine symmetrische Matrix mit komplexen Einträgen, wobei die
Symmetrie aus der Symmetrie des Messoperators M folgt.

Sei nun passend zum diskreten Messoperator Mh J : C3n2 → L2 (M) ein injektiver
Operator, der einem endlichdimensionalen Vektor v ∈ C3n2

eine Funktion V ∈ L2 (M)
zuordnet, so dass die Werte von V auf Mh, als Spaltenvektor betrachtet, mit v überein-
stimmen. Durch Überlagerung der Dipole können wir M wie folgt als Integraloperator
schreiben (vgl. [GHK+05]):

MJv =

∫

M
Hs(·, y)[Jv](y) dΣ(y).

Für u, v ∈ C3n2

gilt dann

v·J∗MJu =

∫

M
Jv·MJu dΣ =

∫

M
V (x)·

∫

M
Hs(x, y)[Ju](y) dΣ(y) dΣ(x)

≈ (D2
hv)·D

2
hMhu = v·D2

hMhD
2
hu,

wobei Dh die Diagonalmatrix sei, deren Einträge die Wurzeln der Gewichte der zweidi-
mensionalen Trapez-Quadratur-Formel für das Integral über M mit den Stützstellen in
Mh sind. Somit haben wir durch

J∗MJ ≈ D2
hMhD

2
h

eine endlichdimensionale Näherung an den Messoperator M konstruiert. Wir gehen nun
wie im vorigen Abschnitt vor, um die Approximationen der Singulärwerte und -vektoren
von M zu erhalten. Ist U ∈ L2 (M) eine hinreichend glatte Funktion und u ∈ C3n2

der
Vektor, der aus den Werten von U auf Mh besteht, dann gilt für alle v ∈ C3n2

J∗U ·v =

∫

M
U ·V dΣ ≈ (D2

hu)·v.

Somit erhalten wir
J∗Ju = J∗U ≈ D2

hu

und damit Q = (J∗J)−1/2 ≈ D−1
h . Seien (σh,l)

N
l=1, (uh,l)

N
l=1 und (vh,l)

N
l=1 für N := 3n2 die

Singulärwerte und -vektoren von

DhMhDh ≈ QD2
hMhD

2
hQ ≈ QJ∗MJQ.

Dann gilt wie im vorigen Abschnitt, dass (σh,l)
N
l=1, (JQuh,l)

N
l=1 und (JQvh,l)

N
l=1 die Nähe-

rungen der Singulärwerte und -vektoren der Galerkin-Projektion von M auf R (J) sind.
Daher verwenden wir (σh,l)

N
l=1, (D−1

h uh,l)
N
l=1 und (D−1

h vh,l)
N
l=1 als Approximationen an

die Singulärwerte und -vektoren von M auf Mh in der Implementierung unseres Algo-
rithmus 4.1. Unsere numerischen Experimente zeigen, dass n2 = 36 eine sinnvolle Zahl
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4.2. Implementation

für die Rekonstruktion der Streukörper ist, so dass die Berechnung der Singulärwertzer-
legung von DhMhDh im Vergleich zur Berechnung der Testfunktion nicht ins Gewicht
fällt.

Diese Singulärwertzerlegung approximiert i.A. aber nur die dominanten Singulärwerte
und die zugehörigen Singulärvektoren von DhMhDh, da die Daten in der Realität wie
auch in der Simulation immer mit Fehlern behaftet sind. Wir schätzen den in DhMhDh

enthaltenen Fehler durch den nicht symmetrischen Anteil der Matrix

errsym := ‖Dh(Mh − M
T
h )Dh‖2. (4.6)

Dieser Wert ist für exakte Daten aufgrund der Symmetrie der Matrix Null und liegt sonst
in der Größenordnung des Datenfehlers. Nach dem Satz von Bauer und Fike [GvL96,
Thm. 7.2.2] sind die Singulärwerte von DhMhDh Störungen der Singulärwerte der zu-
gehörigen exakten Matrix und die Störung ist durch errsym beschränkt. Somit ist die
relative Störung der Singulärwerte von DhMhDh, die größer als errsym sind, klein.

Wir definieren daher die Picard-Summe durch die folgende Approximation an (4.4):

f (N0)
p (z) :=

N0
∑

l=1

∣

∣hp
z ·Dhuh,l

∣

∣

2

σ2
h,l

/

N0
∑

l=1

∣

∣hp
z ·Dhuh,l

∣

∣

2
, 1 ≤ N0 ≤ 3n2. (4.7)

Dabei sei hp
z der Vektor mit den Werten von hpz auf Mh undN0 maximal mit σh,l > errsym

für alle 1 ≤ l ≤ N0. Weiterhin definieren

Ωh
0 :=

{

z ∈ T
∣

∣ log10

(

f (N0)
p (z)

)

< c∞
}

(4.8)

als die Approximation an die gesuchten Streukörper Ω0 (vgl. (3.21)) auf einem Gitter von
Testpunkten T ⊆ R3

− mit der Konstanten c∞ > 0 aus Algorithmus 4.1. Unsere Versuche
zeigen, dass c∞ von den vergrabenen Objekten, deren Tiefe unter der Trennschicht und
vom Hintergrundmedium abhängt, so dass wir keine konkreten Anhaltspunkte für die

Wahl von c∞ haben. Die Darstellung von log10

(

f
(N0)
p

)

auf horizontalen oder vertikalen

Schnitten durch das Testgitter T lässt allerdings schon gute Schätzungen zu.

Bemerkung 4.2: Es zeigt sich in unseren numerischen Experimenten, dass es sinnvoll
ist die Anzahl der Summanden in der Picard-Summe (4.7) nicht nur in Abhängigkeit
des Fehlers zu wählen, sondern auch in Abhängigkeit der Abstände zwischen den Sin-
gulärwerten. Durch das Hinzufügen oder Weglassen eines einzigen Summanden können
sich gravierende Unterschiede in der Rekonstruktion ergeben. Eine Begründung und ei-
ne Heuristik dafür, wie man die Anzahl der Summanden sinnvoll wählt, findet sich in
[GvL96, Th, 8.6.5]. Nach [GvL96, Thm. 8.1.12] sind Eigenvektoren zu nicht einfachen
Eigenwerten instabil unter Störungen (vgl. [GvL96, Ex. 8.1.6]), d.h. bei einer kleinen
Störung der Matrix können sich die Eigenvektoren stark ändern. Die entsprechende
Aussage gilt auch für Singulärvektoren. Satz 8.6.5 aus [GvL96] sagt nun das Folgende:
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4. Numerische Ergebnisse und Experimente

Existiert ein deutlicher Sprung in den Singulärwerten, etwa bei σh,j0 ≫ σh,j0+1 für ein
1 ≤ j0 < N0 − 1, dann ändert sich der Unterraum, der von uh,1, . . . , uh,j0 aufgespannt
wird, unter einer kleinen Störung nicht stark. Unterräume zu dicht beisammen liegenden
Singulärwerten können sich dagegen unter einer kleinen Störung stark ändern.

Da die Singulärwerte in unseren Experimenten deutliche Sprungstellen aufweisen, ver-
wenden wir für die Berechnung der Picard-Summe immer alle Summanden bis zu einer
Sprungstelle der Singulärwerte, auch wenn diese schon leicht unterhalb der Fehlerschran-
ke liegen.

Auswertung der Testfunktion

Um Auswertungen der Testfunktion zu sparen, die insbesondere für das Zweischicht-
medium sehr aufwändig sind, nutzen wir aus, dass das Feld eines magnetischen Dipols
translationsinvariant ist unter der Verschiebung des Dipols in einer Ebene parallel zur
Trennschicht Σ0. Wir betrachten ein äquidistantes, quadratisches, horizontales Gitter
von Testpunkten z1, . . . , zm2 ∈ R3

−, m ∈ N mit Gitterweite t, so dass mit der Gitter-
weite h des Messgitters Mh ein ganzzahliger Zusammenhang h = kt, k ∈ N besteht.
Weiterhin liege das Gitter parallel zur Trennschicht mit zjm+i+1 = z1 + t(i, j, 0)T für
i, j = 0, . . . , m − 1. Für jeden dieser Punkte ist die Testfunktion hpz an den n2 Stellen
von Mh auszuwerten. Wir erhalten also insgesamt m2n2 Funktionsauswertungen.

Sei nun Mh = {x1, . . . , xn2} mit xjn+i+1 = x1 + h(i, j, 0)T für i, j = 0, . . . , n− 1. Wir
definieren das äquidistante, quadratische Auswertungsgitter mit Gitterweite t durch

At :=







x1 + t





i− (m− 1)
j − (m− 1)

0



 | i, j = 0, . . . , K







mit K := (m− 1) + k(n− 1). Dann gilt aufgrund der Translationsinvarianz

hpzjm+i+1
(xj′n+i′+1) = hpz1 (xj′n+i′+1 − (zjm+i+1 − z1)) = hpz1



x1 + t





ki′ − i
kj′ − j

0









mit i′, j′ = 0, . . . , n − 1 und i, j = 1, . . . , m − 1 und wir können, statt für jeden Punkt
z aus dem Testgitter hpz auf Mh auszuwerten, hpz1 auf dem Gitter At mit (K + 1)2 =
m2 + k2n2 + O (kmn) Punkten auswerten.

Abbildung 4.1 veranschaulicht das Prinzip noch einmal für n = 3, m = 5 und k =
2. Wir verschieben das Messgitter entgegengesetzt zur Richtung in die der Dipol auf
dem Testgitter, ausgehend von z1, wandert. Alle Punkte die wir so erreichen bilden das
Auswertungsgitter. Eine Auswertung auf dem Messgitter für einen Dipol in einem Punkt
z aus dem Testgitter entspricht einer Auswertung des Dipols in z1 auf dem in Richtung
z1 − z verschobenen Messgitter.
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4.3. Numerische Ergebnisse

Abbildung 4.1.: 9 × 9 Auswertungsgitter (schwarz) für ein 3 × 3 Messgitter (blau) mit
einem 5 × 5 Testgitter (rot)

Die blauen Quadrate in Abbildung 4.1 markieren die Punkte des Messgitters Mh, die
roten Kreuze die Punkte des Testgitters und die schwarzen Punkte schließlich das Aus-
wertungsgitter At, d.h. die Stellen an denen die Testfunktion für den blau umrandeten
Punkt des Testgitters ausgewertet wird. Wir werten also diese Testfunktion an 81 Stellen
aus, statt 25 Testfunktionen an jeweils 9 Stellen auszuwerten, was 225 Funktionsauswer-
tungen entspräche. Die grünen Quadrate markieren die Punkte, die zu den Werten der
Testfunktion im grün umrandeten Punkt des Testgitters gehören.

4.3. Numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt präsentieren wir unsere numerischen Ergebnisse für zwei Konfi-
gurationen. Zur Lösung der Vorwärtsprobleme zu diesen Konfiguration haben wir einen
Löser modifiziert und erweitert, der im Zuge des dieser Arbeit zugrundeliegenden BMBF-
Projekts von Roland Potthast und seinen Mitarbeitern in Göttingen entwickelt wurde.
Der Löser verwendet zur Lösung des Streuproblems eine Randelementmethode mit stück-
weise konstanten Ansatzfunktionen auf dem Rand der Streukörper, siehe [DEK+08].

Für die erste Konfiguration betrachten wir den Vollraum. Die zweite Konfiguration
beschreibt dann ein Zweischichtmedium mit realistischen Bodenparametern. Die Mess-
ebene M ist durch eine quadratische Fläche mit einer Kantenlänge vom 25cm parallel
zur Ebene Σ0 gegeben. Der Mittelpunkt von M liegt bei (0cm, 0cm, 5cm)T . Wir dis-
kretisieren M durch ein äquidistantes 6 × 6 Gitter Mh ⊆ M mit Gitterweite h = 5cm
in dessen Knoten die Anregung und Messung stattfindet. Die Primärfelder, die auf Mh

erzeugt werden, haben eine Frequenz von 20kHz, was zu ω ≈ 1.26 · 105Hz führt, woraus
wir κ ≈ 4.1 · 10−4m−1 erhalten. Die Parameter für die beiden Konfigurationen sind wie
folgt:
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4. Numerische Ergebnisse und Experimente

Konfiguration 1 Wir nehmen an, dass wir uns im Vakuum befinden, d.h. es gibt keine
Trennschicht und die Parameter lauten

ǫ+r = ǫ−r = 1, µ+
r = µ−

r = 1.

Konfiguration 2 Für den oberen Halbraum nehmen wir wieder die Parameter des Va-
kuum an, d.h. es gilt

ǫ+r = 1, µ+
r = 1.

Für den unteren Halbraum nehmen wir die Parameter des ersten Bodens aus Ta-
belle 2.1 - dem schwach tonigen Sand - an. Sie lauten mit

ε = 9.8, σ = 7.5 · 10−4, χ = 1.9 · 10−5

entsprechend

ǫ−r = ε+ ı
σ

ωǫ0
≈ 9.8 + ı674.08, µ−

r = (1 + χ) = 1 + 1.9 · 10−5.

Mit den Beziehungen (8.17) und (8.62) aus [Dem95] erhalten wir die Wellenlängen
λ+ ≈ 15km im Vakuum und λ− ≈ 0.81km im Boden.

Abbildung 4.2.: Modellanordnung

Soweit nicht anders angegeben, verwenden wir den Aufbau aus Abbildung 4.2. Wir
suchen eine perfekt leitende Kugel mit Radius 2cm, deren Zentrum sich 15cm mittig
unterhalb der Messebene befindet. Die Anregung der Felder und ihre Messung erfolgt
dabei in den Knoten des dargestellten Gitters. Als Testpunkte verwenden wir ein äqui-
distantes Gitter T mit einer Gitterweite von 0.25cm in dem Quader [−15cm, 15cm]2 ×
[−30cm, 0cm]. Teilen wir dieses Gitter in horizontale Schichten ein, so erhalten wir 121
Schichten mit je 1212 Gitterpunkten.

46



4.3. Numerische Ergebnisse

Wir zeigen in den folgenden Abschnitten zur Betrachtung der Rekonstruktionen immer
nur einen kleinen Ausschnitt des getesteten Gebiets, um eine deutliche Darstellung der
Rekonstruktionen zu erhalten. Wir möchten an dieser Stelle festhalten, dass wir immer
alle im getesteten Gebiet rekonstruierten Objekte darstellen und diese auch immer im
Bereich des gesuchten Objekts liegen. Die Darstellung erfolgt durch Visualisierung der

Niveaumenge
(

log10

(

f
(N0)
p

))−1

(c∞) durch den MATLAB R© Befehl isosurface, der dazu

die Werte von log10

(

f
(N0)
p

)

zwischen den Punkten des Testgitters T linear interpoliert.

4.3.1. Abschätzung des Fehlers

Wir untersuchen nun die Genauigkeit des Vorwärtslösers. Dazu betrachten wir für Kon-
figuration 1 und Konfiguration 2 den im letzten Abschnitt dargestellten Modellfall einer
perfekt leitenden Kugel mit Radius 2cm als Streukörper. Der Mittelpunkt der Kugel be-
findet sich 10cm unterhalb der – bei Konfiguration 1 lediglich gedachten – Trennschicht
und 15cm unterhalb des Mittelpunkts des Messgitters Mh. Für die Matrix Mh verwen-
den wir alle drei Komponenten des gestreuten H-Feldes für Dipolanregungen mit den
Polarisationen e1, e2 und e3.

In den Abbildungen 4.3 und 4.4 betrachten wir die ersten 25 von 108 Singulärwer-
ten der Matrix DhMhDh für verschiedene Triangulierungen des Streukörpers. Die Kugel
wurde zur Lösung des Vorwärtsproblems durch 304 (blau, ·), 608 (rot, ⋄), 1202 (grün,
+) respektive 2408 (schwarz, ◦) Dreiecke approximiert. In der linken Spalte sind die
Singulärwerte sowie als Linien die entsprechenden geschätzten Fehler errsym (vgl. (4.6))
zu sehen. Die rechte Spalte zeigt den relativen Fehler der Singulärwerte. Dazu haben wir
die Singulärwerte zur Triangulierung mit 2408 Dreiecken als exakte Werte angenommen.
Abbildung 4.3 entspricht Konfiguration 1 und Abbildung 4.4 Konfiguration 2. Wir sehen
an der linken Graphik von Abbildung 4.3 und 4.4 , dass der geschätzte relative Fehler für
genügend viele Dreiecke in beiden Konfigurationen im Bereich von 10−3 – d.h. bei 0.1%
– liegt. Wir verwenden daher im Folgenden immer Daten zur Lösung des Vorwärtspro-
blems mit einer Kugel, die mit 2408 Dreiecken angenähert wird und können also sicher
die ersten acht Singulärwerte und -vektoren zur Berechnung der Picard-Summe (4.7)
verwenden. Wir erkennen aber auch noch bis zum 15-ten Singulärwert eine gute Kon-
vergenz. Der relative Fehler der einzelnen Singulärwerte steigt hier zwar fast bis auf
10% an, dennoch erhalten wir gute Rekonstruktionsergebnisse, wie die Abbildungen 4.7
und 4.8 zeigen. Wir gehen daher davon aus, dass der Vorwärtslöser in etwa eine relative
Genauigkeit von 10−5 aufweist, wobei er im Falle von Konfiguration 2 noch genauer zu
sein scheint.

Die linke Graphik der Abbildungen 4.5, 4.6, 4.7 und 4.8 zeigt jeweils einen horizontalen
Schnitt 10cm unter der Trennschicht. Der schwarze Kreis entspricht also dem Äquator
der Kugel. Gestrichelt in grün sehen wir den Umriss der Rekonstruktion. Wir haben
dabei c∞ (vgl. Algorithmus 4.1) so gewählt, dass dieser Umriss gerade noch innerhalb
des schwarzen Kreises liegt, um im Folgenden ein einheitliches Kriterium für die Wahl
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4. Numerische Ergebnisse und Experimente
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Abbildung 4.3.: Singulärwerte von DhMhDh und relativer Fehler für verschiedene Tri-
angulierungen des Streukörpers in Konfiguration 1. blau (·) 304, rot (⋄) 608, grün (+)
1202 und schwarz (◦) 2408 Dreiecke.
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Abbildung 4.4.: Singulärwerte von DhMhDh und relativer Fehler für verschiedene Tri-
angulierungen des Streukörpers und Konfiguration 2. blau (·) 304, rot (⋄) 608, grün
(+) 1202 und schwarz (◦) 2408 Dreiecke.
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Abbildung 4.5.: Rekonstruktionen der Kugel mit 8 Summanden für Konfiguration 1.
Polarisation der Testfunktion: e3, c∞ = 6.91.
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Abbildung 4.6.: Rekonstruktionen der Kugel mit 8 Summanden für Konfiguration 2.
Polarisation der Testfunktion: e3, c∞ = 12.80.
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Abbildung 4.7.: Rekonstruktionen der Kugel mit 15 Summanden für Konfiguration 1.
Polarisation der Testfunktion: e3, c∞ = 7.48.
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4. Numerische Ergebnisse und Experimente
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Abbildung 4.8.: Rekonstruktionen der Kugel mit 15 Summanden für Konfiguration 2.
Polarisation der Testfunktion: e3, c∞ = 13.68.

von c∞ zu haben. Die rechte Spalte stellt die jeweilige Rekonstruktion zu diesem Wert
dar. Die hellrote transparente Sphäre zeigt die gesuchte Kugel mit Radius 2cm. Das
dunkelrote Gebilde ist die Rekonstruktion. Die dunkelgraue Fläche ist die Projektion
der Rekonstruktion auf die jeweilige Koordinatenebene. Die hellgrauen Flächen gehören
zur Projektion der Kugel.

Die Hinzunahme der Summanden zum dritten Block von Singulärwerten (vgl. Ab-
bildung 4.3 bzw. 4.4) in der Picard-Summe (4.7) hat eine deutliche Verbesserung der
Rekonstruktion in dem Sinne ergeben, dass die Rekonstruktion nun fast gänzlich in der
eigentlichen Kugel liegt. Allerdings sehen wir in der Konturdarstellung der Abbildun-
gen 4.7 und 4.8 bei der Rekonstruktion deutlichere Abweichungen von der Kreisform als
in den Abbildung 4.5 und 4.6. Wir werden im nächsten und in Abschnitt 4.3.7 sehen, wie
wir mit nur acht Singulärwerten bessere Ergebnisse erzielen können als mit 15. Positiv
fällt auf, dass es keinen wesentlichen Unterschied der Rekonstruktionen für Konfigurati-
on 1 und Konfiguration 2 gibt. Daher zeigen wir im Folgenden häufig Rekonstruktionen
zu nur einer Konfiguration.

4.3.2. Auswirkung der Polarisationsrichtung der Testfunktion

Wir untersuchen nun, welche Auswirkung die Wahl der Polarisationsrichtung p der Test-
funktion auf die Rekonstruktionen für die drei Fälle der Anregung und Messung hat und
betrachten dazu wieder das Beispiel aus dem letzten Abschnitt.

In Abbildung 4.9 sehen wir nun in beiden Grafiken die ersten acht Singulärwerte der
diskreten Messoperatoren für die drei behandelten Fälle sowie die geschätzten Fehler,
die wieder durch Linien in der gleichen Farbe dargestellt sind. Die linke zeigt die Sin-
gulärwerte für den homogenen Fall, die rechte für den Fall des Zweischichtmediums. Wir
sehen, dass auch für die Fälle mit tangentialer bzw. normaler Anregung und Messung
die ersten acht Singulärwerte oberhalb des geschätzten Fehlers liegen. Daher verwen-
den wir in allen drei Fällen jeweils die ersten acht Singulärwerte und -vektoren für die
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Abbildung 4.9.: Singulärwerte und geschätzter Fehler von DhMhDh in schwarz (◦); in
rot (⋄) für tangentiale Anregung und Messung und in grün (+) für vertikale Anregung
und Messung.

Rekonstruktionen.
Im Folgenden beschränken wir uns darauf, nur Rekonstruktionen aus Daten zu Kon-

figuration 1 zu zeigen, da kein wesentlicher Unterschied zu Rekonstruktionen aus Daten
zu Konfiguration 2 zu erkennen ist.

Betrachten wir zunächst den Fall dreidimensionaler Anregung und Messung. Abbil-
dung 4.10(a) zeigt einen horizontalen Schnitt in 10cm Tiefe. Die horizontale Achse zeigt
die z(1)-Koordinaten, d.h. in Richtung e1, die vertikale die z(2)-Koordinaten, d.h. in Rich-
tung e2. In schwarz sehen wir den Umriss der gesuchten Kugel sowie, in grün gestrichelt,
den Umriss der Rekonstruktion zur Testfunktion he2z . Die Schranke c∞ wurde wieder so
gewählt, dass dieser Umriss gerade noch im schwarzen Kreis enthalten ist. Das mittlere
Bild von Abbildung 4.10 zeigt in dunkelrot die entsprechende Rekonstruktion. Hellrot
und transparent ist wieder die Sphäre mit Radius 2cm und hellgrau ihre Projektion auf
die Koordinatenebenen. Entsprechend sind die dunkelgrauen Flächen die Projektion der
Rekonstruktion auf die Koordinatenebenen. Wir erkennen eine deutliche Stauchung der
Rekonstruktion in Richtung der Polarisation der verwendeten Testfunktion. Für eine in
Richtung e1 polarisierte Testfunktion bekommen wir zu gleichem c∞ eine fast identische,
aber um 90◦ um die vertikale Achse gedrehte, Rekonstruktion. Abbildung 4.10(c) zeigt
schließlich eine Rekonstruktion zum Wert c∞ = 6.91 und vertikal polarisierter Testfunk-
tion he3z , die wir schon im letzten Abschnitt gesehen haben. Auch hier wurde c∞ so
gewählt, dass der Umriss der Rekonstruktion in 10cm Tiefe gerade noch im Kreis mit
Radius 2cm enthalten ist.

Für den Fall tangentialer Anregung und Messung verwenden wir die Testfunktion hpt,z
für p = e2 oder p = e3 und berechnen die entsprechende Picard-Summe (vgl. (4.7)) zum
Messoperator Mt aus (3.5). Die Kontur der Rekonstruktion mit der Testfunktion he2t,z
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(a) p = e2, c∞ = 7.41 (b) p = e2, c∞ = 7.41 (c) p = e3, c∞ = 6.91

Abbildung 4.10.: Rekonstruktionen mit vollen Daten für verschiedene Richtungen p der
Testfunktion hpz.
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(a) p = e2, c∞ = 6.94 (b) p = e2, c∞ = 6.94 (c) p = e3, c∞ = 6.62

Abbildung 4.11.: Rekonstruktionen mit Daten zu tangentialer Anregung und Messung
für verschiedene Richtungen p der Testfunktion hpt,z.
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und c∞ = 6.94 sehen wir im linken Bild der Abbildung 4.11 und die Rekonstruktion in
der Mitte. Wir erkennen wieder die Stauchung in Polarisationsrichtung. Eine entspre-
chend gedrehte Rekonstruktion erhalten wir für p = e1. In der dritten Spalte sehen wir
schließlich die Rekonstruktion mit der Testfunktion he3t,z zu c∞ = 6.62. Im Vergleich zum
mittleren Bild bemerken wir diesmal auch hier eine Stauchung in Polarisationsrichtung.
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(a) p = e2, c∞ = 7.85 (b) p = e2, c∞ = 7.85 (c) p = e3, c∞ = 7.37

Abbildung 4.12.: Rekonstruktionen mit Daten zu Anregung und Messung in e3-Richtung
für verschiedene Richtungen p der Testfunktion hpn,z.

Bei vertikaler Anregung und Messung verwenden wir die Testfunktion hpn,z für p = e2
oder p = e3 und berechnen die entsprechende Picard-Summe (vgl. (4.7)) zum Mess-
operator Mn aus (3.5). Die Kontur der Rekonstruktion mit der Testfunktion he2n,z und
c∞ = 7.85 sehen wir im linken Bild der Abbildung 4.12 und die Rekonstruktion in der
Mitte. Wir erkennen wieder die Stauchung in Polarisationsrichtung. Für p = e1 erhalten
wir eine entsprechend gedrehte Rekonstruktion. Das dritte Bild zeigt schließlich die Re-
konstruktion mit der Testfunktion he3n,z zu c∞ = 7.37. Es ist deutlich zu erkennen, dass
wir mit p = e3 und den ersten 8 Summanden der Picard-Summe keine zufriedenstellende
Rekonstruktion erhalten. Verwenden wir die ersten 15 Summanden, so erhalten wir ein
ähnliches Ergebnis wie in Abbildung 4.7.

Es zeigt sich also, dass die Polarisationsrichtung der Testfunktion durchaus einen Ein-
fluss auf die Rekonstruktionen und die ausschließliche Verwendung der Normalenkom-
ponenten in den Daten einen negativen Effekt hat. Insbesondere erhalten wir für rein
tangentiale Anregung und Messung die besten Ergebnisse. Wir werden uns daher im Fol-
genden auf diesen Fall beschränken. Zunächst betrachten wir aber noch eine Möglichkeit
die Abhängigkeit der Rekonstruktionen von der Polarisationsrichtung zu kompensieren.
Wir ändern dazu unser Verfahren so ab, dass wir in jedem Testpunkt die Testfunktion
nicht nur für eine Polarisationsrichtung berechnen, sondern für die drei Polarisations-
richtungen e1, e2 und e3 und dann die Picard-Summen aufsummieren, d.h. wir berechnen
statt f

(j)
p aus Algorithmus 4.1 nun

f̃ (j)
p := f (N0)

e1
(zj) + f (N0)

e2
(zj) + f (N0)

e3
(zj) (4.9)
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in den Testpunkten zj ∈ T mit den Picard-Summen aus (4.7). Für die Fälle mit rein
tangentialer oder rein vertikaler Anregung und Messung verwenden wir die entsprechende
Picard-Summe mit den Testfunktionen hpt,z bzw. hpn,z.

(a) Anregung und Messung mit allen
drei Komponenten, c∞ = 8.54

(b) nur tangentiale Anregung und Mes-
sung, c∞ = 8.10

(c) Anregung und Messung nur in ver-
tikaler Richtung, c∞ = 9.05

Abbildung 4.13.: Rekonstruktionen für die Summe der Testfunktionen.

In Abbildung 4.13 haben wir die Rekonstruktionen mit dem so abgeänderten Verfahren
zusammengefasst. Das erste Bild zeigt die Rekonstruktion für Anregung und Messung
mit allen drei Komponenten, das zweite für rein tangentiale und das letzte schließlich
für rein normale Anregung und Messung. c∞ wurde wieder so gewählt, dass der Umriss
der Rekonstruktion in 10cm Tiefe gerade noch in der Kugel enthalten ist. Insgesamt
haben sich die Rekonstruktionen durch die Kombination der Testfunktionen deutlich
verbessert. Es ist aber immer noch zu erkennen, dass die Verwendung der Komponenten
in e3-Richtung einen negativen Einfluss hat.

4.3.3. Rekonstruktionen mit fehlerhaften Daten

In diesem Abschnitt untersuchen wir, welche Auswirkungen fehlerhafte Daten auf die
Rekonstruktionen haben. Wir verwenden dazu wieder das Modellproblem der Kugel mit
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Radius 2cm in Konfiguration 1, deren Zentrum 10cm unterhalb der gedachten Trenn-
schicht und damit 15cm unterhalb der Messebene liegt. Wir betrachten aufgrund der
Ergebnisse aus Abschnitt 4.3.2 den Fall rein tangentialer Anregung und Messung der
magnetischen Felder und verwenden die Summe der entsprechenden Picard-Summen für
die drei kanonischen Polarisationen (vgl. (4.9)). Zur Erzeugung von fehlerhaften Daten
stören wir die virtuell gemessenen Daten der Matrix Mh, d.h. die Matrix mit allen drei
Feldkomponenten, mit einer Matrix mit gleichverteilten zufälligen Einträgen, so dass wir
für die gestörte Matrix einen relativen Fehler von 1% oder 3% in der 2-Norm erhalten.

In Abbildung 4.14 sehen wir die ersten 15 Singulärwerte des diskretisierten Mess-
operators mit 1% Fehler in rot (+), mit 3% Fehler in blau (·) und ohne zusätzlichen
Fehler in schwarz (◦). Die zugehörigen geschätzten Fehler sind durch horizontale Linien
der gleichen Farbe gekennzeichnet. Die Fehler werden analog zu (4.6) mit einer kleine-
ren Matrix, die nur die tangentialen Feldkomponenten zu tangentialer Dipolanregung
enthält, geschätzt. Die geschätzten relativen Fehler für den diskretisierten Messoperator

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
10

−12

10
−11

10
−10

10
−9

10
−8

10
−7

10
−6

Abbildung 4.14.: Singulärwerte und geschätzter Fehler. Ohne zusätzlichen Fehler in
schwarz (◦) mit 1% relativem Fehler in rot (+) und mit 3% relativem Fehler in
blau (·).

sind 0.2% ohne Störung, 1.3% für 1% Störung und 4% für 3% Störung. Da die ersten
8 Singulärwerte im ungestörten Fall über der Fehlerschranke liegen und in den beiden
anderen Fällen nur knapp darunter, berechnen wir die Picard-Summen mit den ersten
acht Summanden. Für weniger als sieben Summanden ergeben sich im Allgemeinen keine
sinnvollen Rekonstruktionen.

In Abbildung 4.15, 4.16 und 4.17 sehen wir jeweils einen horizontalen und vertikalen
Schnitt durch das Testgebiet T (vgl. S. 46), welche die zu rekonstruierende Kugel mittig
schneiden. Die Graustufen entsprechen dabei den Werten der entsprechenden Picard-
Summen (vgl. (4.9)) in logarithmischer Skala. Die Werte zwischen den Punkten des
Testgitters wurden linear interpoliert.

Wir erkennen bei nur 1% Fehler ein deutliches Ausschmieren der Konturen und bei
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Abbildung 4.15.: Schnitte durch das Testgebiet ohne zusätzlichen Fehler.

3% Fehler ist kaum noch etwas zu erkennen.
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Abbildung 4.16.: Schnitte durch das Testgebiet für 1% zusätzlichen Fehler.

In Abbildung 4.18 sehen wir in rot die Rekonstruktion für c∞ = 2.20 und in dun-
kelgrau ihre Projektion auf die Koordinatenebenen. Die zu rekonstruierende Kugel ist
transparent dargestellt, ihre Projektion auf die Koordinatenebenen in hellgrau. c∞ wur-
de wieder so gewählt, dass der Umriss der Rekonstruktion in 10cm Tiefe gerade noch
in dem Kreis mit einem Radius von 2cm enthalten ist, der dem Äquator der Kugel ent-
spricht. Wir halten also fest, dass das Verfahren zur Rekonstruktion des Streukörpers
sehr empfindlich auf Fehler reagiert und schon bei relativ kleinen Störungen die Form
des Objekts nicht mehr rekonstruiert werden kann. Bei einem Fehler von 1% sind wir
aber noch in der Lage die ungefähre Position des Streukörpers zu erkennen. Schließlich
bemerken wir noch, dass wir auch im Fall der 3%-igen Störung die ungefähre Position
des Streukörpers bestimmen können, wenn wir weitere Summanden zur Picard-Summe
hinzufügen. Dies sehen wir in Abbildung 4.19. Die Abbildung zeigt Rekonstruktionen
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Abbildung 4.17.: Schnitte durch das Testgebiet für 3% zusätzlichen Fehler.

Abbildung 4.18.: Rekonstruktion für c∞ = 2.20 bei 1% zusätzlichem Fehler.
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für die Kugel in 10cm bzw. 15cm Tiefe und einer 3%-igen Störung der Daten bei Ver-
wendung von 15 Summanden der Picard-Summen. Bei einer Tiefe von 15cm beträgt der
geschätzte relative Fehler etwa 4.35%. Im Fall von Konfiguration 2 wird die Streckung

(a) c∞ = 3.15 (b) c∞ = 2.47

Abbildung 4.19.: Rekonstruktion für verschiedene Tiefen bei 3% zusätzlichem Fehler und
15 Summanden.

der Kugel in e3 Richtung noch viel deutlicher sichtbar.

4.3.4. Auswirkungen des Messgitters

Um herauszufinden, welche Auswirkungen das Messgitter hat, haben wir die diskreti-
sierten Messoperatoren für rein tangentiale Anregung und Messung in Konfiguration 1
für verschiedene Gitterweiten des Messgitters und verschiedene Tiefen der Kugel be-
stimmt. Die Eckpunkte der verschiedenen Gitter liegen wie bisher an den Eckpunkten
von [−12.5cm, 12.5cm]2 × {5cm}. In Abbildung 4.20 haben wir jeweils die ersten acht
normierten Singulärwerte sowie die geschätzten relativen Fehler dieser Messoperatoren
aufgetragen. Von schwarz (◦) über rot (+) und blau (·) zu magenta (⋄) verringert sich
die Anzahl der Gitterpunkte von 11 × 11 über 6 × 6 und 5 × 5 zu 3 × 3. Bis auf den
Fall des 3 × 3 Gitters ändern sich die Singulärwerte nicht wesentlich und wir erhalten
ähnliche Rekonstruktionen wie bisher. Bei Verwendung des 3 × 3 Gitters näheren sich
die Singulärwerte des Messoperators für größere Tiefen der Kugel denen der anderen
Gitter an. Wir erhalten entsprechend in größeren Tiefen auf allen Gittern ähnliche Re-
konstruktionen.

4.3.5. Auswirkungen der Position der Kugel

Nun untersuchen wir, welche Auswirkung der Abstand der Kugel zum Testgitter hat.
Dazu verwenden wir wieder Daten zu rein tangentialer Anregung und Messung in Kon-
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Abbildung 4.20.: Normierte Singulärwerte und geschätzter relativer Fehler für verschie-
dene Abstände der Punkte des Messgitters: Schwarz (◦): 2.5cm, rot (+): 5cm,
blau (·): 6.25cm, magenta (⋄): 12.5cm.

figuration 1, sowie die Summe der entsprechenden Picard-Summen für die drei Polari-
sationsrichtungen e1, e2 und e3 (vgl. (4.9)).

In Abbildung 4.21(a) sehen wir die Singulärwerte der diskretisierten Messoperatoren
für verschiedene Tiefen des Zentrums der Kugel. Von schwarz (◦) über rot (+) und blau
(·) zu magenta (⋄) befindet sich das Zentrum der Kugel zunächst 5cm unterhalb der
Trennschicht, um dann in 5cm Schritten bis auf 20cm unter der Trennschicht zu sinken.
Die Kugel befindet sich dabei wie bisher immer mittig unter dem Testgitter. In Abbil-
dung 4.21(b) sehen wir die Singulärwerte der diskretisierten Messoperatoren für Kugeln,
deren Zentrum horizontal in 10cm Tiefe unterhalb der Trennschicht entlang der e1 Rich-
tung jeweils um 5cm verschoben wird. Wir beginnen mit 5cm Abstand zur Mitte des
Messgitters und enden bei 20cm. Die Farben entsprechen denen aus Abbildung 4.21(a).
Zunächst fällt auf, dass mit wachsendem Abstand die Singulärwerte schneller fallen. Für
größere Abstände benötigen wir also auch höhere Genauigkeiten, um Objekte rekonstru-
ieren zu können.

Vertikale Verschiebung

Beginnen wir mit den verschiedenen Tiefen. Nach unseren Überlegungen in Bemer-
kung 4.2 sehen wir, dass wir für die Tiefen 5cm und 10cm die ersten acht Summanden
verwenden können und für die Tiefen 15cm und 20cm hingegen nur die ersten drei, da
der geschätzte Fehler mit steigender Tiefe wächst. Wir gehen aber nach Abschnitt 4.3.1
von einer höheren Genauigkeit aus und verwenden für alle Tiefen die ersten sieben Sum-
manden, da dort für die Tiefen 10cm, 15cm und 20cm ein Sprung der Singulärwerte
auftritt, der mit steigender Tiefe größer wird.

In Abbildung 4.22 sehen wir vertikale Schnitte durch das Testgebiet T (s. S. 46) für
z(2) = 0. Die Graustufen entsprechen dabei den Werten der entsprechenden Picard-
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Abbildung 4.21.: Normierte Singulärwerte und geschätzter relativer Fehler für verschie-
dene Positionen des Zentrums der Kugel: Schwarz (◦): 5cm, rot (+): 10cm, blau (·):
15cm, magenta (⋄): 20cm.

Summen (vgl. (4.9)) in logarithmischer Skala. Die Werte zwischen den Punkten des
Testgitters wurden linear interpoliert. Wir erkennen deutlich, dass die Position der Kugel
sehr gut gefunden wird. Für 5cm Tiefe erkennen wir ein leichtes Ausschmieren, was wir
darauf zurückführen, dass wir nur sieben statt acht Summanden verwendet haben und
es keinen Sprung zwischen dem siebten und achten Singulärwert gibt.

In Abbildung 4.23 haben wir die Rekonstruktion für 5cm, 10cm und 20cm Tiefe zu-
sammengefasst. In rot sehen wir die Rekonstruktion. Die transparente Kugel zeigt das
Referenzobjekt. Die Projektion der Rekonstruktion auf die Koordinatenebenen ist in
dunkelgrau dargestellt, die der Referenz in hellgrau. c∞ haben wir wieder so gewählt,
dass der Umriss der Rekonstruktion in 5cm, 10cm bzw. 20cm Tiefe gerade noch im
entsprechenden Referenzkreis mit Radius 2cm enthalten ist. Für 20cm Tiefe erhalten
wir eine sehr gute Rekonstruktion. Die Rekonstruktion für eine Tiefe von 5cm weist
dagegen eine Eiform auf. Wir erkennen also eine Abhängigkeit der Rekonstruktionen
vom vertikalen Abstand zum Messgitter. Für die deutliche Verbesserung bei steigender
Tiefe machen wir den größer werdenden Sprung zwischen dem siebten und achten Sin-
gulärwert und die einfache runde Form des Objekts verantwortlich, denn im Allgemeinen
werden die Rekonstruktionen mit steigender Tiefe schlechter. Die Abhängigkeit von der
Tiefe ist nicht so auffällig, wenn wir Konfiguration 2 betrachten, was wir auf die höhere
Genauigkeit dieser Daten zurückführen. Verwenden wir dagegen acht Summanden, so
sehen wir für beide Konfigurationen bei steigender Tiefe eine deutliche Abflachung der
Rekonstruktion in vertikaler Richtung zu einer konvexen Linsenform.
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Abbildung 4.22.: Vertikale Schnitte durch das Testgebiet bei z(2) = 0cm für 7 Summan-
den der Picard-Summe und verschiedene Positionen der Kugel.

(a) Tiefe 5cm, c∞ = 6.94 (b) Tiefe 10cm, c∞ = 7.90 (c) Tiefe 20cm, c∞ = 8.60

Abbildung 4.23.: Rekonstruktionen für verschiedene Tiefen mit 7 Summanden der
Picard-Summe zu tangentialer Anregung und Messung.
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Horizontale Verschiebung

Wir betrachten nun, wie sich die Rekonstruktionen für den Fall verhalten, dass sich
die Kugel nicht mehr mittig unter der Messebene befindet. In Abbildung 4.21(b) se-
hen wir, dass wir für die Abstände 5cm bis 15cm die ersten sieben Summanden für
die Picard-Summen verwenden können, im Fall von 20cm Abstand nur die ersten fünf.
Abbildung 4.24 zeigt einen vertikalen Schnitt bei z(2) = 0cm und einen horizontalen
Schnitt bei z(3) = −10cm durch das Testgebiet, das hier im Quader [−25cm, 25cm]2 ×
[−15cm, −5cm] liegt. Die Testpunkte haben wieder einen Abstand von 2.5mm. Durch
+ markieren wir im Bild des horizontalen Schnitts die Position des Messgitters, das sich
15cm darüber befindet. Es zeigt sich, dass wir mit den fünf Summanden keine Rekon-
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Abbildung 4.24.: Vertikaler und horizontaler Schnitt durch das Testgebiet für 5 Summan-
den der Picard-Summen. Der Mittelpunkt der Kugel liegt bei [20cm, 0cm, −10cm].
Durch + wird die Position des Messgitters markiert.

struktion der Kugel erhalten. Allerdings ist zumindest die Position des Objekts noch gut
zu erkennen. In Abbildung 4.25 haben wir die horizontalen Schnitte durch das Testgebiet
für die verschiedenen Positionen der Kugel und sieben Summanden zusammengefasst.
Wir können mit sieben Summanden die Postion der Kugel gut erkennen. Die Rekon-
struktionen werden allerdings mit zunehmendem Abstand von der Mitte des Messgitters
immer schlechter. In Abbildung 4.26 finden wir die Rekonstruktionen der am weitesten
von der Mitte entfernten Kugel mit fünf bzw. 7 Summanden der Picard-Summen (vgl.
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(4.9)). Mit sieben Summanden wird die Kugel noch relativ gut approximiert, wenn wir
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Abbildung 4.25.: Horizontale Schnitte durch das Testgebiet bei z(3) = −10cm für 7
Summanden der Picard-Summen und verschiedene Positionen der Kugel. Durch +
wird die Position des Messgitters markiert.

bedenken, dass sie sich nicht mehr unter dem Messgitter befindet.

4.3.6. Rekonstruktion verschiedener Objekte

In diesem Abschnitt betrachten wir, inwieweit wir in der Lage sind auch andere Objek-
te zu rekonstruieren. Dazu betrachten wir neben Ellipsoiden mit Halbachsen 3cm, 2cm
und 1cm auch einen Torus mit einem Innendurchmesser von 4cm und einem Außen-
durchmesser von 8cm. Der Ellipsoid ist somit in einer Dimension größer und in einer
Dimension kleiner als die bisher betrachtete Kugel mit einem Radius von 2cm, die ge-
nau in das Loch des Torus passt. Aufgrund der Ergebnisse in Abschnitt 4.3.2 verwenden
wir nur Daten zu rein tangentialer Anregung und Messung. Wir erhalten somit eine
Matrix mit 72 × 72 Einträgen und haben daher maximal 72 Summanden für die Be-
rechnung der Picard-Summe zur Verfügung. Soweit nicht anders angegeben, verwenden
wir zur Rekonstruktion immer die Summe der Picard-Summen zu den Testfunktionen
mit den Polarisationen e1, e2 und e3 (4.9) und wählen c∞ aus Algorithmus 4.1 so, dass
die Konturlinie der Rekonstruktion gerade noch innerhalb der Konturlinie des zu re-
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(a) 5 Summanden, c∞ = 5.15 (b) 7 Summanden, c∞ = 9.27

Abbildung 4.26.: Rekonstruktionen für verschiedene Anzahlen von Summanden der
Picard-Summen zu tangentialer Anregung und Messung.

konstruierenden Objekts liegt. Wir verwenden dabei die Kontur der Objekte, die sich
durch einen Schnitt mit einer zur Trennschicht parallelen Ebene ergibt, die durch den
Mittelpunkt des Objekts verläuft (vgl. Abschnitt 4.3.1). Die Anzahl der Summanden
ergibt sich durch den geschätzten Fehler sowie aus den Sprüngen in den Singulärwerten
(vgl. Bemerkung 4.2). Wie bisher zeigen die folgenden Abbildungen in dunkelrot die Re-
konstruktionen und in einem hellen transparenten rot die zu rekonstruierenden Objekte.
Entsprechend zeigen die dunkelgrauen Flächen die Projektion der Rekonstruktion auf
Koordinatenebenen und die hellgrauen Flächen die Projektion der zu rekonstruierenden
Objekte.

Abbildung 4.27 zeigt Rekonstruktionen eines Ellipsoiden in 10cm Tiefe in Konfigu-
ration 2. Die linke Graphik zeigt die Rekonstruktion für 8 Summanden in den Picard-
Summen die rechte für 64 Summanden. Wie wir sehen, wird die Form des Ellipsoiden
mit mehr Summanden deutlich besser approximiert als mit 8 Summanden, auch wenn
uns der geschätzte Fehler von circa 0.4% die Verwendung von lediglich 5 Summanden
erlaubt. 64 Summanden entsprechen einem relativen Fehler in der Größenordnung der
Maschinengenauigkeit von 10−16.

In Abbildung 4.28 sehen wir Rekonstruktionen zweier Ellipsoide in 10cm Tiefe in
Konfiguration 2. Das Zentrum des Ellipsoiden, dessen längste Halbachse parallel zur e2-
Richtung verläuft, befindet sich bei (4cm, 3cm, −10cm)T , das Zentrum des anderen bei
(−5cm, −5cm, −10cm)T . Die linke Graphik zeigt die Rekonstruktion für 18 Summan-
den in den Picard-Summen, die rechte für 65 Summanden. Wie wir sehen, wird auch
hier die Form der Ellipsoide mit mehr Summanden deutlich besser approximiert als mit
18 Summanden, auch wenn uns der geschätzte Fehler von circa 0.5% die Verwendung
von lediglich 6 Summanden erlaubt. 65 Summanden entsprechen wieder einem relativen
Fehler von 10−16. Die Ausrichtung der Ellipsoide können wir aber schon für 18 Sum-
manden erkennen. Generell lässt sich sagen, dass wir für zwei Objekte in etwa doppelt
so viele Summanden benötigen wie zur Rekonstruktion nur eines Objekts. Im nächsten
Abschnitt lernen wir noch eine Methode kennen, mit der wir auch bei Verwendung von
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(a) 8 Summanden, c∞ = 8.55 (b) 64 Summanden, c∞ = 38.00

Abbildung 4.27.: Rekonstruktionen eines Ellipsoiden in Konfiguration 2 mit unterschied-
lich vielen Summanden der Picard-Summe zu tangentialer Anregung und Messung.

18 Summanden die beiden Ellipsoide getrennt rekonstruieren können.

(a) 18 Summanden, c∞ = 12.96 (b) 65 Summanden, c∞ = 31.00

Abbildung 4.28.: Rekonstruktionen zweier Ellipsoide in Konfiguration 2 mit unterschied-
lich vielen Summanden der Picard-Summe zu tangentialer Anregung und Messung.

Befinden sich die Ellipsoide wie in Abbildung 4.29 nicht mehr in einer Ebene, können
wir einen Nachteil der Methode sehr deutlich erkennen. Das Zentrum des vorderen El-
lipsoiden liegt nun 20cm unterhalb der Trennschicht. Richten wir uns bei der Wahl von
c∞ nach dem oberen Ellipsoiden, so wird der untere nicht korrekt rekonstruiert, wie wir
in Abbildung 4.29(a) erkennen. Orientieren wir uns zur Wahl von c∞ am unteren Ellip-
soiden, führt dies auf die Rekonstruktion in Abbildung 4.29(b). Der geschätzte Fehler
liegt bei circa 0.8%.

Zur Erklärung betrachten wir in Abbildung 4.30 die Singulärwerte des diskreten Mess-
operators für den Ellipsoiden in 10cm Tiefe, den in 20cm Tiefe und für beide Ellipsoiden
zusammen. Wir sehen, dass die Singulärwerte für den oberen Ellipsoiden (rot,+) deut-
lich größer sind als die des unteren (blau, ·), die darüber hinaus auch schneller fallen.
Daraus schließen wir, dass bei zwei Ellipsoiden (schwarz, ◦) die Singulärwerte des oberen
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(a) 19 Summanden, c∞ = 14.78 (b) 19 Summanden, c∞ = 17.44

Abbildung 4.29.: Rekonstruktionen zweier Ellipsoide in verschiedenen Tiefen in Konfi-
guration 2 zu tangentialer Anregung und Messung.
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Abbildung 4.30.: Singulärwerte und geschätzter relativer Fehler für verschiedene Ellip-
soide. schwarz (◦): Zwei Ellipsoide, 10 bzw. 20cm tief, rot (+): Ellipsoid, 10cm tief,
blau (·): Ellipsoid, 20cm tief.
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Ellipsoiden die des unteren dominieren. Die Summanden der Picard-Summe für einen
Testpunkt aus dem unteren Ellipsoiden, der ja kein Punkt des oberen Ellipsoiden ist, ist
daher größer als für einen Testpunkt aus dem oberen Ellipsoiden, so dass weniger Punkte
das Kriterium erfüllen, dass die Picard-Summe kleiner als c∞ ist. Dies führt dann im
Vergleich zum oberen Ellipsoiden zu der kleineren Rekonstruktion.

Zum Abschluß betrachten wir mit einem Torus ein komplexeres Objekt. In der oberen
Zeile von Abbildung 4.31 sehen wir die Rekonstruktionen des Torus tangential zur Trenn-
schicht in 10cm Tiefe. In der zweiten Zeile die Rekonstruktionen des um die e1-Achse um
45◦ gedrehten Torus. Die linke Spalte enthält Rekonstruktionen zu Konfiguration 1, die
rechte zu Konfiguration 2. Für den gedrehten Torus haben wir den gleichen Wert für c∞
angenommen wie für den horizontal ausgerichteten. Trotz des hohen geschätzten Fehlers

(a) Konfiguration 1, c∞ = 13.30 (b) Konfiguration 2, c∞ = 13.50

(c) Konfiguration 1, c∞ = 13.30 (d) Konfiguration 2, c∞ = 13.50

Abbildung 4.31.: Rekonstruktionen zweier Tori mit 17 Summanden der Picard-Summe
zu tangentialer Anregung und Messung.

von etwa 7% für Konfiguration 1 ergibt sich zumindest eine sehr gute Rekonstruktion
hinsichtlich der Größe und Ausrichtung des gedrehten Torus. In Konfiguration 2 mit
einem geschätzten Fehler von unter 1% erhalten wir sogar eine gute Approximation des
Lochs. Die verwendeten 17 Summanden entsprechen dem angenommen relativen Fehler
des Vorwärtslösers von 10−5.
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4.3.7. Experimente

In Anlehnung an die Faktorisierungsmethode betrachten wir nun Rekonstruktionen bei
denen wir für das Picard-Kriterium (4.1) einen größeren Raum als R (M) verwenden.
Aus der Faktorisierung (3.13) von M wissen wir, dass R (M) ⊆ R (L) gilt. Aus der
Charakterisierung der Streukörper in Abschnitt 3.5 wissen wir, dass eine Testfunkti-
on hpz (vgl. (3.20)) genau dann im Bildraum von L liegt, wenn z ∈ R3

− ein Punkt im
Streukörper ist. Die Faktorisierungsmethode beruht nun darauf, dass für eine Faktori-

sierung des Messoperators M die Bildraumidentität R

(

M
1

2

)

= R (L) gezeigt werden

kann, so dass die Charakterisierung der Streuobjekte auch für den bekannten Opera-
tor M

1

2 gilt. Da in unserem Fall M im Allgemeinen weder normal noch positiv ist und
die Wurzel daher nicht definiert ist, definieren wir uns im Folgenden einen Operator
mit größerem Bildraum. Wir wissen allerdings nichts über die Relation zwischen dem
Bildraum dieses Operators und dem Bildraum von L.

Sei
Mvl = σlul, M∗ul = σlvl, l ∈ N

die Singulärwertzerlegung des kompakten Operators M aus (3.4) mit den Orthonor-
malbasen (ul)l∈N und (vl)l∈N, sowie der nicht wachsenden und positiven Folge von Sin-
gulärwerten (σl)l∈N mit liml→∞ σl = 0. M∗ bezeichne den bezüglich des Standardska-
larprodukts auf L2 (M) adjungierten Operator zu M . Nach [ENH96, Prop. 2.18] gilt

R (M) = R

(

(MM∗)1/2
)

, so dass wir mit dem kompakten, positiven und selbstadjun-

gierten Operator MM∗ die Wurzel aus dem Absolutbetrag von M∗ durch

|M∗| 12 v := (MM∗)
1

4 v =

∞
∑

l=1

σ
1

2

l (v | ul)Mul, v ∈ L2 (M)

definieren. Dann ist R (M) = R

(

(MM∗)1/2
)

⊆ R

(

|M∗| 12
)

und für die Testfunktionen

hpz gilt das Picard-Kriterium

hpz ∈ R

(

|M∗| 12
)

⇐⇒
∞
∑

l=1

|(hpz | ul)M|2
σl

/

(

hpz | hpz
)

M
<∞. (4.10)

Wir betrachten nun Rekonstruktionen mit der entsprechend abgeänderten Summe von
Picard-Summen (4.9). D.h. wir verwenden im Nenner der einzelnen Picard-Summen nur
noch die Approximationen der Singulärwerte σl statt σ2

l .
Wir untersuchen wieder die selben Objekte und Daten wie im letzten Abschnitt. Wie

bisher zeigen die folgenden Abbildungen in dunkelrot die Rekonstruktionen und in einem
hellen, transparenten rot die zu rekonstruierenden Objekte. Entsprechend zeigen die
dunkelgrauen Flächen die Projektion der Rekonstruktion auf die Koordinatenebenen
und die hellgrauen Flächen die Projektion der zu rekonstruierenden Objekte.
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In Abbildung 4.32 sehen wir die fast perfekte Rekonstruktion der Kugel mit Radius
2cm in Konfiguration 2. Das Zentrum der Kugel befindet sich 10cm unterhalb der Trenn-
schicht. Im linken Bild sehen wir wieder wie bereits in Abschnitt 4.3.2 die Kontur der
Kugel in 10cm Tiefe als schwarze Linie und die Kontur der Rekonstruktion als grüne ge-
strichelte Linie. Für die Rekonstruktion haben wir 8 Summanden bei einem geschätzten
Fehler von weniger als 1% verwendet.

−2 −1 0 1 2
−2

−1

0

1

2

Abbildung 4.32.: Rekonstruktion mit der Faktorisierungsmethode zu c∞ = 2.87 und 8
Summanden.

Abbildung 4.33 zeigt die Rekonstruktion des Ellipsoiden aus dem letzten Abschnitt
(vgl. Abb. 4.27(a)) mit ebenfalls 8 Summaden für die Picard-Summen. Am Konturgra-
phen können wir erkennen, dass die Ellipse in 10cm Tiefe sehr gut rekonstruiert wird.
Die obere Hälfte der Rekonstruktion ist bei der üblichen Wahl von c∞ allerdings sehr
kugelförmig. Wenn wir 64 Singulärwerte verwenden, erhalten wir eine sehr gute Rekon-
struktion, die im Vergleich zu Abbildung 4.27(b) keine Artefakte aufweist.

−2 0 2
−2

−1

0

1

2

Abbildung 4.33.: Rekonstruktion mit der Faktorisierungsmethode zu Konfiguration 2
mit c∞ = 3.02 und 8 Summanden.

Die Rekonstruktionen der beiden Ellipsoide aus Abbildung 4.28 mit der Methode aus
diesem Abschnitt sehen wir in Abbildung 4.34. Es ist deutlich zu erkennen, dass die Re-
konstruktionen der beiden Ellipsoide nun getrennt sind. In Abbildung 4.34(b) sehen wir
dann noch die ebenfalls im Vergleich zu Abbildung 4.28(b) glatteren Rekonstruktionen
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bei Verwendung von 65 Summanden. Für den Fall der zwei Ellipsoide in verschiedenen

(a) 18 Summanden, c∞ = 3.18 (b) 65 Summanden, c∞ = 4.66

Abbildung 4.34.: Rekonstruktionen zweier Ellipsoide in Konfiguration 2 mit der Fakto-
risierungsmethode und unterschiedlich vielen Summanden der Picard-Summe.

Tiefen aus Abbildung 4.29 wird der untere bei der Wahl von c∞ bzgl. des oberen Ellip-
soiden gar nicht rekonstruiert und der obere ähnelt in seiner Form der Rekonstruktion
des oberen Ellipsoiden aus Abbildung 4.29(b), d.h. er weist eine deutliche Ausbuchtung
in Richtung des weiter unten liegenden Ellipsoiden auf.

Schließlich betrachten wir noch die beiden Tori in Konfiguration 2 aus Abbildung 4.31.
Für den gedrehten Torus in Abbildung 4.35 haben wir wieder die gleiche Schranke c∞
gewählt wie für den Torus parallel zur Trennschicht. Auch hier zeigt sich, dass tiefer
liegende Teile nicht mehr rekonstruiert werden.

(a) c∞ = 1.84 (b) c∞ = 1.84

Abbildung 4.35.: Rekonstruktionen zweier Tori in Konfiguration 2 mit 17 Summanden
der Picard-Summe mit vertikaler Polarisation der Testfunktion.

Ein heuristisches Verfahren

Wir untersuchen nun ein Verfahren, das in [Brü99] vorgeschlagen und auch in [Sch05]
untersucht wurde. Abbildung 4.36 zeigt in logarithmischer Darstellung als blaue Punkte
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die normierten Singulärwerte des diskreten Messoperators für den Ellipsoiden, dessen
Zentrum sich 10cm unterhalb der Trennschicht befindet (vgl. Abb. 4.27). Die blaue,
gestrichelte Gerade stellt die Kleinste-Quadrate-Ausgleichsgerade für den Logarithmus
der ersten 64 normierten Singulärwerte dar. Die roten (▽) und grünen (△) Dreiecke, die
zur besseren Übersicht durch Linien verbunden sind, zeigen den Zähler der Summanden
der Picard-Summe für verschiedene Testpunkte für eine Testfunktion mit Polarisation
p = e3. D.h. mit z1 = (10cm, −10cm, −10cm)T und z2 = (1cm, 0cm, −10cm)T ent-

sprechen die roten Dreiecke K
(1)
l :=

∣

∣he3
z1

·Dhuh,l
∣

∣

2
/
∑64

k=1

∣

∣he3
z1

·Dhuh,k
∣

∣

2
und die grünen

Dreiecke K
(2)
l :=

∣

∣he3
z2

·Dhuh,l
∣

∣

2
/
∑64

k=1

∣

∣he3
z2

·Dhuh,k
∣

∣

2
für l = 1, . . . , 64 mit den approxi-

mierten Singulärvektoren uh,l und der Gewichtsmatrix Dh (vgl. (4.7)). Die schwarzen,
gestrichelten Linien stellen jeweils die Kleinste-Quadrate-Ausgleichsgerade für den Lo-
garithmus dieser Koeffizienten dar.

1 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 64
10

−20

10
−18

10
−16

10
−14

10
−12

10
−10

10
−8

10
−6

10
−4

10
−2

10
0

Abbildung 4.36.: Singulärwerte blau (·) und Zähler der Picard-Summe für verschiedene
Testpunkte. rot (▽): Zähler der Picard-Summe für z1. grün (△): Zähler der Picard-
Summe für z2.

Da die Picard-Reihe für einen Punkt aus einem Einschluß konvergiert, ist zu erwarten,
dass die Koeffizienten im Zähler der Summanden schneller fallen als die Koeffizienten
im Nenner. Wie wir allerding sehen, oszillieren die Koeffizienten sehr stark. Wir nutzen
daher den augenscheinlich exponentiellen Abfall der Koeffizienten und Singulärwerte aus
und legen eine Kleinste-Quadrate-Ausgleichsgerade durch den Logarithmus der Koeffi-
zienten und den Logarithmus der Singulärwerte. Betrachten wir nun den Quotienten der
Steigungen dieser Geraden für die beiden Punkte z1 und z2.

Der Punkt z1 liegt weit außerhalb des Ellipsoiden. An den Ausgleichsgeraden für die
Singulärwerte und für die Koeffizienten K

(1)
l (▽) ist zu sehen, dass der Quotient aus

der Steigung der Geraden zu den Koeffizienten und der Geraden zu den Singulärwerten
kleiner als eins ist, da die Gerade für die Singulärwerte schneller fällt. Der Punkt z2 liegt
innerhalb des Ellipsoiden und der Quotient aus den Steigungen der Geraden ist größer
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als 1, da die Gerade für die Singulärwerte etwas langsamer fällt, als die Gerade für die
Koeffizienten K

(2)
l (△).

Da der Unterschied in den Steigungen für den inneren Punkt z2 nur sehr gering ist, be-
trachten wir wie zu Beginn des Abschnitts die Picard-Reihe (4.10) bzw. ihre Approxima-
tion analog zu Abschnitt 4.2 (vgl. (4.7)). Das heuristische Verfahren besteht nun darin,
für jeden Testpunkt z ∈ R3

− für die Koeffizienten und die Singulärwerte die Ausgleichs-
geraden wie oben zu bestimmen und den Quotienten der Steigungen zu betrachten. Ist
dieser kleiner als 1, so nehmen wir an, dass der Punkt nicht zum Streukörper gehört. Ist
er größer oder gleich 1, so nehmen wir an, dass der Punkt im Streukörper liegt. Da die
Koeffizienten allerdings stark oszillieren, sind wir gezwungen diese Oszillationen durch
Verwendung vieler Koeffizienten und damit auch vieler Singulärwerte auszugleichen.

In Abbildung 4.37 sehen wir Schnitte durch das Testgebiet T für den bereits betrach-
teten Ellipsoiden in Konfiguration 2. Die linke Abbildung zeigt einen Schnitt parallel zur
Trennschicht in 10cm Tiefe, die rechte einen vertikalen Schnitt entlang der e1-Achse. Die
Graustufen entsprechen den Werten des Quotienten der Steigungen in den Testpunkten.
Dunklere Werte zeigen größere Quotienten. Wir haben hier wieder 64 Summanden be-
trachtet. Wie wir sehen, ist der Ellipsoid gut zu erkennen. Die Fläche der Punkte mit
dem Wert 1 der Quotienten, d.h. die Rekonstruktion, zeigt Abbildung 4.39(a). Die Re-
konstruktion weist noch mehr Artefakte auf, als in Abbildung 4.27(b) und es fehlt ein
Teil entlang der e2-Achse.

Die Schnitte durch das Testgebiet für den gedrehten Torus sehen wir in Abbildung 4.38
und die Rekonstruktion in Abbildung 4.39(b). Auch hier haben wir nur eine Testfunktion
mit Polarisation p = e3 verwendet. Für die Berechnung der Ausgleichsgeraden haben wir
70 Singulärwerte und Koeffizienten herangezogen. Im Vergleich zu den Rekonstruktionen
in Abbildung 4.31(d) und 4.35(b) erhalten wir ein deutlich besseres Bild vom eigentlichen
Objekt. Insbesondere ist das Loch noch gut zu erkennen, was bei den anderen beiden
Verfahren für 70 Summanden in den Picard-Summen nicht der Fall ist.
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Abbildung 4.37.: Schnitte durch das Testgebiet für den Ellipsoiden.
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Abbildung 4.38.: Schnitte durch das Testgebiet für den gekippten Torus.

Abbildung 4.39.: Rekonstruktionen verschiedener Objekte in Konfiguration 2 mit verti-
kaler Polarisation der Testfunktion.
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Homogene Testfunktionen

Zum Abschluß des Teilabschnitts beschäftigen wir uns mit der Frage, was geschieht,
wenn wir die Testfunktion des Vakuums statt der Testfunktion des Zweischichtmediums
verwenden, d.h. wenn wir in Konfiguration 2 mit der Testfunktion für Konfiguration 1
testen. Die Antwort auf die Frage ist, dass wir die Rekonstruktionen in wenigen Minu-
ten erhalten, statt in einigen Stunden. Dies ist damit zu erklären, dass die Auswertung
der Testfunktion für das Zweischichtmedium im Vergleich zur Auswertung im Vakuum
sehr aufwendig ist. Der wesentlich Teil der Antwort ist jedoch, dass wir vergleichbare
Rekonstruktionen erhalten, wie wir in Abbildung 4.40 sehen. Das linke Bild zeigt die
Rekonstruktion des Ellipsoiden aus Abbildung 4.27(a) mit der Testfunktion zu Konfigu-
ration 1 und das rechte Bild entsprechend den Torus aus Abbildung 4.31(d). Wir haben

(a) 8 Summanden, c∞ = 8.55 (b) 17 Summanden,
c∞ = 13.50

Abbildung 4.40.: Rekonstruktionen in Konfiguration 2 mit der Testfunktion für Konfi-
guration 1.

wieder die Summe der Picard-Summen zu den kanonischen Polarisationsrichtungen ver-
wendet und für c∞ die gleichen Werte wie für die Rekonstruktionen in Abschnitt 4.3.7.

Dies begründen wir wie folgt: Wenn wir uns die Parameter ǫ−r , µ
−
r für die beiden

Konfigurationen ansehen (s. S. 46), fällt auf, dass sie sich im Wesentlichen nur durch
den Parameter ǫ−r unterscheiden. In Abschnitt 4.5 betrachten wir die Entwicklung der
Testfunktion des Zweischichtmediums hpz = Gm(·, z)p für ω → 0, d.h. für kleine Frequen-
zen. Diese Entwicklung entspricht auch der Entwicklung der Testfunktion des Vakuums,
wenn wir die Parameter ǫ±r = µ±

r = 1 setzen. Wir können die Entwicklung also zum
Vergleich der Testfunktionen bei kleinen Frequenzen verwenden. Es zeigt sich, dass sich
die Entwicklungen für den Fall, dass µ±

r = 1 und 0 = σ+ 6= σ− gilt, um einen Term
O (ω) unterscheiden. Für den Fall µ±

r = 1 und σ+ = σ− = 0 unterscheiden sie sich
um einen Term O (ω2). Da sich im Fall von Konfiguration 2 und auch in den Fällen
der anderen Böden aus Tabelle 2.1 σ− und µ−

r nicht stark von 0 bzw. 1 unterscheiden,
schließen wir aus Abschnitt 4.5 und Abbildung 4.49, dass sich die Testfunktionen bei der
von uns verwendeten Frequenz ω = 4π ·104Hz höchstens um einen Term der Größenord-
nung 10−4 unterscheiden. Dies entspricht in etwa dem von uns angenommenen Fehler
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der Vorwärtsdaten und erklärt damit, warum wir bei Verwendung der Testfunktion für
das Vakuum vergleichbare Resultate erzielen wie mit der korrekten Testfunktion für das
Zweischichtmedium.

4.3.8. Spulen

Wir betrachten in diesem Abschnitt Beispiele für die Verwendung von Spulen, statt der
bisher verwendeten Dipole zur Erzeugung und Messung des elektromagnetischen Feldes.
Dazu legen wir um jeden der 36 Punkte des bisher betrachteten Messgitters eine Spule
in Kreisform. D.h. wir haben 36 kreisförmige Spulen parallel zur Messebene zum Mes-
sen und Erzeugen des Feldes, deren Mittelpunkte die Gitterpunkte unseres Messgitters
bilden. Die Anregung der Spulen erfolgt dabei für alle mit der selben Spannung. Der dis-
kretisierte Messoperator ist daher wie für den Fall rein vertikaler Anregung und Messung
eine 36 × 36 Matrix. Die Daten einer Messung, bei der die Spule im j-ten Gitterpunkt
das Feld erzeugt, stehen in der j-ten Spalte dieser Matrix (vgl. Abschnitt 4.2). Wir ha-
ben also maximal 36 Summanden für die Picard-Summe (4.7) mit der Testfunktion hpu,z
aus (3.23) zur Verfügung. Zur Auswertung der Testfunktion müssen wir die Funktion
Gm(·, z)p, d.h. das H-Feld eines magnetischen Dipols mit Polarisation p, auf den Flächen
der Spulen integrieren. Dies können wir unter Verwendung des Induktionsgesetzes von
Faraday und der homogenen Maxwell-Gleichungen auf ein Integral über den Rand der
Spule reduzieren, denn für eine Spulenfläche F mit Rand γ gilt (vgl. Abschnitt 3.4 und
4.4.2)

ıκµ+
r

∫

F
(Gm(x, z)p)·e3 dΣ(x) =

ı

κǫ+r

∮

γ

(rotx (Gm(x, z)p))·τ dγ(x), z ∈ R3
−.

Dabei sei τ das Tangentialfeld der Kurve γ. Die Approximation des Integrals über den
Rand der Spule erfolgt dann mit Hilfe der Trapez-Regel.

Wir betrachten wieder Rekonstruktionen der Objekte aus den letzten Abschnitten.
Das heißt wir zeigen Rekonstruktionen der Kugel mit Radius 2cm, des Ellipsoiden mit
den Halbachsen 3cm, 2cm und 1cm und des um die e1-Achse gedrehten Torus. Das Zen-
trum der Objekte befindet sich wieder 15cm unterhalb der Messebene und damit den
Spulen. Wir untersuchen die Rekonstruktionen für zwei Fälle. Im ersten Fall verwenden
wir Spulen mit einem Radius von 2cm und approximieren das Integral zur Auswertung
der Testfunktion mit 60 Stützstellen. Für den zweiten Fall nutzen wir Spulen mit ei-
nem Radius von 12cm, der dem einer Spule eines Metalldetektors entspricht. Für diesen
Fall approximieren wir das Kurvenintegral mit 120 Stützstellen. Wir zeigen nur Rekon-
struktionen für Konfiguration 1. Für Konfiguration 2 erhalten wir, im Vergleich zu den
vorigen Abschnitten, keine besseren Ergebnisse.

In Abbildung 4.41 sehen wir alle 36 Singulärwerte des diskreten Messoperators für die
Fälle der verschieden großen Spulen und alle drei Objekte. Da der größte Singulärwert
in der Größenordnung des Symmetriefehlers (vgl. (4.6)) liegt, können wir leider keine
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Aussage zur Genauigkeit des Vorwärtslösers treffen. Wir gehen daher wie im Fall der
Dipole (s. Abschnitt 4.3.1) von einem relativen Fehler von 10−4 aus, um die Anzahl der
Summanden in der Picard-Summe zu bestimmen. Dieser Wert ist in den beiden Graphen
als horizontale Linie in der entsprechenden Farbe gekennzeichnet. Der so angenommene
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(a) Spulen mit Radius 2cm
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(b) Spulen mit Radius 12cm

Abbildung 4.41.: Singulärwerte und relative Fehler von 10−4 für verschiedene Objekte
in Konfiguration 1: Schwarz (◦): Kugel mit Radius 2cm, rot (+): Ellipsoid und blau
(·): gedrehter Torus.

Fehler erlaubt uns im Fall der Spulen mit 2cm Radius für die Kugel 8 Summanden,
10 Summanden für den Ellipsoiden und 13 Summanden für den Torus in den Picard-
Summen zu verwenden. Diese Anzahlen behalten wir auch für den Fall der Spulen mit
Radius 12cm bei, da wir mit 8 bzw. 9 Summanden nur kugelförmige Objekte rekonstru-
ieren.

Zunächst untersuchen wir wieder am Beispiel der Kugel wie in Abschnitt 4.3.2 welche
Auswirkung die Wahl der Polarisationsrichtung der Testfunktion hat. In Abbildung 4.42
sehen wir die Ergebnisse für den Fall der Spulen mit 2cm Radius. Die Ergebnisse für die
Anregung und Messung mit den größeren Spulen haben wir in Abbildung 4.43 dargestellt.
Wie bisher sind in dunklem Rot die Rekonstruktionen dargestellt und ihre Projektion
auf die Koordinatenebenen in dunklem Grau. Entsprechend sind die hellgrauen Flächen
die Projektion der Kugel, die jeweils in hellem, transparenten Rot dargestellt ist. Die lin-
ke Graphik in beiden Abbildungen zeigt die Rekonstruktion für die Polarisation p = e2,
die mittlere für die Polarisation p = e3. Die rechte Graphik zeigt schließlich die Rekon-
struktion für die Summe der Picard-Summen zu allen drei kanonischen Polarisationen
(vgl. (4.9)). Für die Polarisation p = e1 erhalten wir eine ähnliche Rekonstruktion wie
für p = e2, die allerdings um 90◦ um die vertikale Achse gedreht ist. Die Schranke c∞
haben wir wieder so gewählt, dass die Konturlinie der Rekonstruktion in 10cm Tiefe
gerade noch in dem Kreis mit 2cm Radius enthalten ist.
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(a) p = e2, c∞ = 7.49 (b) p = e3, c∞ = 5.70 (c) Summe der Picard-Summen
zu p = e1, e2, e3, c∞ = 8.61

Abbildung 4.42.: Rekonstruktionen für Spulen mit einem Radius von 2cm und verschie-
denen Polarisationen p der Testfunktion.

Wie wir sehen, liefert die Summe der Picard-Summen zu den drei kanonischen Pola-
risationen eine Rekonstruktion mit der größten Ähnlichkeit zur gesuchten Kugel. Wir
verwenden daher im Folgenden zur Rekonstruktion des Ellipsoiden und des Torus die
Summe der drei Picard-Summen.

(a) p = e2, c∞ = 10.00 (b) p = e3, c∞ = 8.08 (c) Summe der Picard-Summen
zu p = e1, e2, e3, c∞ = 11.36

Abbildung 4.43.: Rekonstruktionen für Spulen mit einem Radius von 12cm und verschie-
denen Polarisationen p der Testfunktion.

Wir möchten an dieser Stelle noch einmal festhalten, dass wir im Gegensatz zu den
vorherigen Abschnitten, in denen wir direkt das Magnetfeld herangezogen haben, kei-
ne Aussage darüber haben, in welcher Beziehung unsere Rekonstruktion zum gesuchten
Objekt steht. Die folgenden Bilder zeigen jedoch, dass wir die Objekte relativ gut re-
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konstruieren können. Es ist allerdings unklar, ob die Ungenauigkeiten auf den hohen
Datenfehler oder ein generelles Problem der Methode zurückzuführen sind.

In den folgenden Abbildungen betrachten wir nun Rekonstruktionen des Ellipsoiden
und des gedrehten Torus für die beiden Fälle mit unterschiedlichen Spulenradien. Wir
verwenden dazu das bereits bei der Kugel angewandte Sampling-Verfahren und das in
Abschnitt 4.3.7 eingeführte Verfahren nach der Faktorisierungsmethode. D.h. wir ver-
wenden in den Picard-Summen im Nenner statt des Quadrats der Singulärwerte nur die
Singulärwerte. Das heuristische Verfahren aus Abschnitt 4.3.7 liefert keine brauchba-
ren Resultate, da sich durch die geringe Anzahl an Summanden die Oszillationen nicht
hinreichend ausgleichen.

Die Abbildungen 4.44 und 4.45 zeigen nun die Rekonstruktionen des Ellipsoiden mit
den beiden eben genannten Verfahren für 10 Summanden, sowie das Verfahren nach der
Faktorisierungsmethode mit allen 36 Summanden. Die Schranke c∞ wurde wieder wie
bisher anhand der Konturlinie in 10cm Tiefe bestimmt. Wenn wir die beiden Abbil-

(a) Sampling-Verfahren,
c∞ = 11.95

(b) Faktorisierungsmethode,
c∞ = 4.23

(c) Faktorisierungsmethode mit
36 Summanden, c∞ = 6.65

Abbildung 4.44.: Rekonstruktionen des Ellipsoiden für Spulen mit einem Radius von
2cm.

dungen vergleichen, sehen wir, dass sich der größere Spulenradius negativ auf die Re-
konstruktionen auswirkt. Die Rekonstruktionen in Abbildung 4.45 zeigen eine deutliche
Streckung in vertikaler Richtung. Die Graphik in der letzten Spalte der beiden Abbil-
dungen zeigt aber, dass wir dennoch eine relativ gute Rekonstruktion erhalten können.

In den letzten beiden Abbildungen 4.46 und 4.47 betrachten wir nun den um die
e1-Achse gedrehten Torus. Wir verwenden wieder das Sampling-Verfahren und das Ver-
fahren nach der Faktorisierungsmethode. Die Rekonstruktionen zeigen wir entsprechend
wieder in der ersten bzw. zweiten Spalte der Abbildungen. Die dritte Spalte ist wieder
als Referenz für die Verwendung aller Daten zu sehen. c∞ haben wir diesesmal aufgrund
der unförmigen Resultate nach eigenem Ermessen gewählt. Wir sehen, dass in beiden
Fällen die Drehrichtung des Torus richtig erkannt wird und sich auch in etwa eine Schei-
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(a) Sampling-Verfahren,
c∞ = 15.98

(b) Faktorisierungsmethode,
c∞ = 5.21

(c) Faktorisierungsmethode mit
36 Summanden, c∞ = 7.78

Abbildung 4.45.: Rekonstruktionen des Ellipsoiden für Spulen mit einem Radius von
12cm.

(a) Sampling-Verfahren,
c∞ = 12.60

(b) Faktorisierungsmethode,
c∞ = 4.50

(c) Faktorisierungsmethode mit
36 Summanden, c∞ = 4.50

Abbildung 4.46.: Rekonstruktionen des gedrehten Torus für Spulen mit einem Radius
von 2cm.
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be der richtigen Größe rekonstruieren lässt. Der Unterschied zwischen den kleineren und
den größeren Spulen fällt hier erst bei Verwendung aller Daten auf und fällt diesesmal
zu Gunsten der größeren Spulen aus.

(a) Sampling-Verfahren,
c∞ = 15.80

(b) Faktorisierungsmethode,
c∞ = 4.60

(c) Faktorisierungsmethode mit
36 Summanden, c∞ = 6.30

Abbildung 4.47.: Rekonstruktionen des gedrehten Torus für Spulen mit einem Radius
von 12cm.

4.4. Greensche Funktionen

In diesem Abschnitt geben wir die Greensche Funktion, auch Fundamentallösung ge-
nannt, der Maxwell-Gleichungen für das homogene und das Zweischichtmedium an. Un-
ter dieser Fundamentallösung verstehen wir (vgl. [Nèd01, S. 179]) die Lösung U des
Systems LU = δyI6×6 mit

L :=

















ıκǫr 0 0 0 −∂3 ∂2

0 ıκǫr 0 ∂3 0 −∂1

0 0 ıκǫr −∂2 ∂1 0
0 −∂3 ∂2 −ıκµr 0 0
∂3 0 −∂1 0 −ıκµr 0
−∂2 ∂1 0 0 0 −ıκµr

















.

Dabei sei δy die Delta-Distribution mit Masse im Punkt y und In×n die Einheitsmatrix
mit n Zeilen und Spalten. y liege nicht in der Trennschicht Σ0. Dieses System lässt sich
in die beiden Systeme

ıκǫrE
e + rot H

e = δyI3×3 ıκǫrE
m + rot H

m = 0

rot E
e − ıκµrH

e = 0 rot E
m − ıκµrH

m = δyI3×3

(4.11)

zerlegen. rot ist dabei Spaltenweise zu verstehen und die Funktionen E
m/e und H

m/e

mit Werten in C3×3 heißen dyadische Greensche Funktionen. Damit wir die eindeutige
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physikalisch sinnvolle Lösung erhalten, fordern wir noch die Ausstrahlungsbedingung
∫∫

∂BR

∣

∣

∣
ν × E

e(·, y)p−
√

µr/ǫr rotx H
e(·, y)p

∣

∣

∣

2

dΣ = o (1) , R → ∞

bzw.
∫∫

∂BR

∣

∣

∣
ν × H

m(·, y)p+
√

ǫr/µr rotx E
m(·, y)p

∣

∣

∣

2

dΣ = o (1) , R → ∞.

E
e und H

e beschreiben das elektromagnetische Feld eines elektrischen Dipols. Entspre-
chend beschreiben Em und Hm das Feld eines magnetischen Dipols.

4.4.1. Greensche Funktion im Vollraum

Die Lösung der Systeme (4.11) im Vollraum erhalten wir analog zu [Nèd01, Thm 5.2.1].
Es ist

E
e(x, y) = G

e
0(x, y) :=

ı

κǫr

(

κ2ǫrµrGκr(x, y)I3×3 +D2
xGκr(x, y)

)

, x 6= y ∈ R3 (4.12)

und

H
e(x, y) =

1

ıκµr
rotx G

e
0(x, y) = rotxGκr(x, y)I3×3 (4.13)

mit κr := κ
√
ǫrµr, der ausstrahlenden Fundamentallösung der Helmholtz-Gleichung Gκr

aus (C.2) und der 3 × 3 Einheitsmatrix I3×3. Entsprechend ergibt sich

H
m(x, y) = G

m
0 (x, y) :=

1

ıκµr

(

κ2ǫrµrGκr(x, y)I3×3 +D2
xGκr(x, y)

)

, x 6= y ∈ R3

(4.14)
und

E
m(x, y) =

ı

κǫr
rotx G

m
0 (x, y) = rotxGκr(x, y)I3×3. (4.15)

4.4.2. Greensche Funktion im geschichteten Medium

Eine Herleitung der Greenschen Funktion für das Zweischichtmedium geben wir in An-
hang D. Da keine geschlossene Form der Lösung für das Zweischichtmedium bekannt ist,
geben wir in Abschnitt D.2.3 nur die von uns verwendete dyadische Greensche Funktion
für einen magnetischen Dipol im unteren Halbraum an. Die Felder im oberen Halbraum
sind dann durch

H
m(x, y) = G

m(x, y) und E
m(x, y) =

ı

κǫr
rotx G

m(x, y)

für x ·e3 > 0 und y ·e3 < 0 gegeben. Die jeweiligen Spalten ergeben sich aus (D.37),
(D.38) und (D.33) bzw. (D.35), (D.36) und (D.34).
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4.5. Vergleich der Greenschen Funktionen

In diesem Abschnitt untersuchen wir, wie sich der transmittierte Teil der Fundamen-
tallösung eines magnetischen Dipols im geschichteten Medium für kleine Frequenzen
von dem des magnetischen Dipols im Vollraum unterscheidet. Wir betrachten dazu
das Feld in einem Punkt (x, y, z) ∈ R3

+, das von einem magnetischen Dipol im Punkt
(0, 0,−h) ∈ R3

− mit h > 0 erzeugt wird. Wir nutzen dabei die in Anhang D hergelei-
tete Darstellung über Hankel-Transformationen. Die kartesischen Komponenten des E-
und H-Feldes sind in Zylinderkoordinaten (ρ, φ, z) mit x = ρ cosφ und y = ρ sinφ als
Summen von Hankel-Transformierten der Form

T0(φ) [H0 (λ 7→ g0(λ, z;ω))] (ρ) + T1(φ) [H1 (λ 7→ g1(λ, z;ω))] (ρ)

gegeben. Dabei sind g0 und g1 je nach betrachtetem Feld und betrachteter kartesischer
Komponente verschiedene Kombinationen der Funktionen f+

0 , f
+
1 und f+

2 aus (D.32). T0

und T1 sind entsprechend verschiedene Kombinationen trigonometrischer Funktionen.
Wir entwickeln daher nun für die drei Komponenten der beiden Felder die einzigen von
ω abhängenden Funktionen g0 und g1 für ω → 0 und verwenden dabei die folgenden
Bezeichner:

κ := ω
√
ǫ0µ0, β± :=

√

κ2ǫ±r µ
±
r − λ2, ǫ±r :=

1

ǫ0
(ǫ± + ı

σ±
ω

), ẽ := e−λ(z+h)

mit ǫ±, µ
±
r > 0, λ, σ± ≥ 0 und ℑβ± ≥ 0.

Wir betrachten zunächst das H-Feld im oberen Halbraum, das von einem vertika-
len Dipol im unteren Halbraum erzeugt wird. Bis auf Konstanten und Potenzen von
λ, die nicht von der Frequenz ω abhängen, erhalten wir aus (D.33) für die ersten bei-
den Komponenten des Feldes β+f

+
0 /κ als zu transformierende Funktion und f+

0 /κ für
die dritte Komponente. Es ergeben sich dann bis auf konstante Faktoren die folgenden
Entwicklungen:

β+f
+
0

κ
∼ ẽ

κ

(

2

µ+
r + µ−

r

+ ı
ǫ0µ0

(µ+
r + µ−

r )2λ2

(

λ(µ+
r σ+z + µ−

r σ−h)(µ
+
r + µ−

r )

+ µ+
r (µ−

r σ− − µ+
r σ+)

)

ω + O
(

ω2
)

)

und

f+
0

κ
∼ ẽ

κ

(

2

ı(µ+
r + µ−

r )λ
+

ǫ0µ0

(µ+
r + µ−

r )2λ3

(

λ(µ+
r σ+z + µ−

r σ−h)(µ
+
r + µ−

r )

+ µ+
r µ

−
r (σ+ + σ−)

)

ω + O
(

ω2
)

)

.

(4.16)
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Für Dipole mit zur Trennschicht tangentialer Polarisation erhalten wir aus (D.37) und
(D.38) λ

κµ−r
f+

1 +β+f
+
2 und κǫ+r f

+
1 für die ersten beiden Komponenten und λf+

2 − β+

κµ−r
f+

1 für

die dritte Komponente des H-Feldes als die wesentlichen Funktionen. Bis auf konstante
Faktoren ergeben sich für ihre Entwicklung nach ω:

λ

κµ−
r

f+
1 + β+f

+
2 ∼ ẽ

κ

(

2

ı(µ+
r + µ−

r )

+
ǫ0µ0

(σ+ + σ−)(µ+
r + µ−

r )2λ2

(

λ(µ+
r σ+z + µ−

r σ−h)(σ+ + σ−)(µ+
r + µ−

r )

+ σ+σ−(µ+
r + µ−

r )2 − (µ+
r σ+ − µ−

r σ−)2
)

ω + O
(

ω2
)

)

,

κǫ+r f
+
1 ∼ ẽ

κ

(

µ0µ
−
r

µ+
r

2σ+σ−
(σ+ + σ−)λ

ω + O
(

ω2
)

)

und

λf+
2 − β+

κµ−
r

f+
1 ∼ ẽ

κ

(

− 2

µ+
r + µ−

r

+
ǫ0µ0

ı(µ+
r + µ−

r )2λ2

(

λ(µ+
r σ+z + µ−

r σ−h)(µ
+
r + µ−

r )

+ µ−
r (µ+

r σ+ − µ−
r σ−)

)

ω + O
(

ω2
)

)

. (4.17)

Betrachten wir die Terme der Entwicklungen, so fällt auf, dass der Term zur Potenz
ω0 jeweils nur von µ±

r abhängt und der zur Potenz ω1 zusätzlich noch von σ± aber
nicht von ǫ±. Berücksichtigen wir, dass die Herleitung der Fundamentallösung in Kapi-
tel D nicht voraussetzt, dass diese Parameter verschieden sind, so entsprechen die obigen
Entwicklungen für µ+

r = µ−
r , σ+ = σ− und ǫ+r = ǫ−r Entwicklungen für die entsprechen-

den Komponenten der Greenschen Funktion im Vollraum. Insbesondere sehen wir, dass
sich die Entwicklungen für die Greensche Funktion im Vollraum und für die Greensche
Funktion des Zweischichtmediums für µ+

r = µ−
r erst ab dem Term zur Potenz ω1 und

für zusätzlich gleiche σ+ = σ− erst nach diesem Term unterscheiden. Es gilt somit für
einen Polarisationsvektor 0 6= p ∈ R3

|Gm
0 (x, y)p− Gm(x, y)p|

|Gm
0 (x, y)p| =

{

O (ω) , µ+
r = µ−

r ,

O (ω2) , µ+
r = µ−

r und σ+ = σ−.

Für kleine Frequenzen und ähnliche Materialparameter in beiden Halbräumen ist die
Greensche Funktion im Vollraum mit den Parametern für einen der beiden Halbräume
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daher eine gute Näherung an die Greensche Funktion des Zweischichtmediums. Somit
ist das H-Feld eines magnetischen Dipols im Vollraum für kleine Frequenzen und ähnli-
che Materialparameter in beiden Halbräumen eine gute Näherung an das H-Feld eines
magnetischen Dipols im Zweischichtmedium.

Im folgenden Abschnitt verifizieren wir die eben hergeleitete Asymptotik auch für
unsere numerische Approximation der Greenschen Funktion im Zweischichtmedium.

Betrachten wir nun das zugehörige E-Feld im oberen Halbraum ı
κǫ+r

rotx Gm, das von

einem magnetischen Dipol im unteren Halbraum erzeugt wird. Eine Entwicklung die wie
im Falle des H-Feldes eine ähnlich gute Näherung der Rotation der Greenschen Funktion
im Vollraum an die Rotation der Greenschen Funktion des Zweischichtmediums liefert,
erhalten wir nur für einen vertikalen Dipol. Die wesentliche zu entwickelnde Funktion
ist hier nach (D.34) f+

0 für die ersten beiden Komponenten des Feldes. Die dritte Kom-
ponente des E-Feldes ist konstant Null. Die Entwicklung von f+

0 für ω → 0 ergibt sich
analog zu der von f+

0 /κ im Falle des H-Feldes (4.16). Wir erhalten also die Gleich-
heit der ersten Terme für die Entwicklungen der Rotation der Greenschen Funktion im
Vollraum und der Rotation der Greenschen Funktion des Zweischichtmediums. Für den
Term zur Potenz ω0 gilt die Gleichheit für µ+

r = µ−
r und für den Term zur Potenz ω1,

wenn weiterhin σ+ = σ− ist. Wir erhalten also

|rotx Gm
0 (x, y)e3 − rotx Gm(x, y)e3|
|rotx Gm

0 (x, y)e3|
=

{

O (ω) , µ+
r = µ−

r ,

O (ω2) , µ+
r = µ−

r und σ+ = σ−.

Die Entwicklungen der Rotation der Greenschen Funktion im Vollraum und der Ro-
tation der Greenschen Funktion des Zweischichtmediums für die ersten beiden Kompo-
nenten des E-Feldes magnetischer Dipole parallel zur Trennschicht unterscheiden sich
schon für µ+

r = µ−
r im Term zur Potenz ω0, wie wir in (4.18) sehen. Die wesentlichen

Funktionen sind hier nach (D.35) und (D.36) κf+
2 und β+f

+
1 /µ

−
r − λκf+

2 für die ersten
beiden Komponenten und f+

1 für die dritte Komponente des E-Feldes. Bis auf konstante
Faktoren erhalten wir für die Entwicklungen nach ω:

f+
1 ∼ 2ẽ

σ−
ı(σ+ + σ−)λ

+ O (ω) und κf+
2 ∼ 2ẽ

σ+µ
+
r − σ−µ

−
r

(µ+
r + µ−

r )(σ+ + σ−)λ
+ O (ω) . (4.18)

Die Entwicklung von β+f
+
1 /µ

−
r − λκf+

2 ergibt sich analog zur Entwicklung von λf+
2 −

β+

κµ−r
f+

1 (4.17).

Vergleich der numerischen Approximationen

Betrachten wir zunächst, wie sich unsere Approximation der Greenschen Funktion des
Zweischichtmediums und deren Rotation für die Materialparameter des Vakuums im
Vergleich zur exakten Lösung für verschiedene Frequenzen verhält. Dazu werten wir

|Gm
0 (x, y)p− Gm(x, y)p|

|Gm
0 (x, y)p| (4.19a)
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und
|rotx Gm

0 (x, y)p− rotx Gm(x, y)p|
|rotx Gm

0 (x, y)p| (4.19b)

für verschiedene Frequenzen im Punkt x = (0.05, 0.03, 0.01)T für einen Dipol in y =
(0, 0, −0.1)T mit Polarisation p = (1, 1, 1)T und ǫ±r = µ±

r = 1 aus. Wir verwenden für
Gm und rotx Gm die Approximation mittels schneller Hankel-Transformation (vgl. An-
hang B.3) und für Gm

0 und rotx Gm
0 eine Implementierung der expliziten Darstellung der

Funktionen (4.14), (4.15). Abbildung 4.48 zeigt die Graphen bzgl. doppelt logarithmi-
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Abbildung 4.48.: Relativer Fehler der Greenschen Funktionen im Vakuum.

scher Achsen. Wir sehen daran, dass wir bis zu einer Frequenz von 106 Hz eine Approxi-
mation im Bereich einfacher Genauigkeit erhalten. Eine höhere Genauigkeit können wir
aufgrund der von uns verwendeten Methode zur Berechnung der Hankel-Transformierten
auch nicht erwarten (vgl. Abb. B.2). Da die Genauigkeit für höhere Frequenzen rapide
abnimmt, untersuchen wir das asymptotische Verhalten unserer Approximation nur bis
zur Frequenz von 106 Hz.

Die doppelt logarithmisch aufgetragenen Graphen in Abbildung 4.49 belegen das
asymptotische Verhalten der Greenschen Funktion des Zweischichtmediums, das wir im
letzten Abschnitt analytisch gesehen haben, auch für unsere numerische Approximation
der Greenschen Funktion des Zweischichtmediums. D.h. für µ+

r = µ−
r ist die Greensche

Funktion des Vollraums eine Approximation der Greenschen Funktion des Zweischicht-
mediums bis auf O (ω). Gilt zusätzlich noch σ+ = σ−, so approximiert die Greensche
Funktion im Vollraum die Greensche Funktion des Zweischichtmediums bis auf O (ω2).
Um diese Asymptotik zu verdeutlichen, entsprechen die gestrichelten schwarzen Linien
Geraden mit den Steigungen 1,2 und 3. Die blauen Linien zeigen wieder die Werte von
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(c) σ+ = 0, σ− = 1
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(d) σ+ = 1, σ− = 2

Abbildung 4.49.: Relative Differenz der Greenschen Funktionen für verschiedene Fre-
quenzen und Materialparameter (4.19a). Schwarz gestrichelt sind Geraden mit den
Steigungen 1,2 und 3.
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4.5. Vergleich der Greenschen Funktionen
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Abbildung 4.50.: Relative Differenz der Rotation der Greenschen Funktionen für ver-
schiedene Frequenzen und Materialparameter (4.19b). Schwarz gestrichelt sind Gera-
den mit den Steigungen 1,2 und 3.
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4. Numerische Ergebnisse und Experimente

(4.19a) für den gleichen Punkt x und den gleichen Dipol in y wie zu Beginn des Ab-
schnitts. Die Materialparameter haben wir nun mit µ±

r = 1, ǫ+r = 1+ ı σ+

ǫ0ω
, ǫ−r = 10+ ı σ−

ǫ0ω

und σ± wie in der Abbildung angegeben angenommen.
Abbildung 4.50 zeigt entsprechend die Werte von (4.19b) für p = e3 und belegt das

gleiche asymptotische Verhalten für das E-Feld, d.h. die Rotation der Greenschen Funk-
tion, eines vertikal polarisierten magnetischen Dipols. Die anderen Parameter wurden
nicht verändert.
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A. Formelsammlung

A.1. Notationen

Wir bezeichnen mit (e1, e2, e3) die kanonischen Basisvektoren des R3 und mit In×n die
n× n Einheitsmatrix.

A.1.1. Mengen

BR(x), BR Ball mit Radius R um den Punkt x ∈ R3, bzw. 0Cn n-dimensionaler komplexer Euklidischer RaumC+ = {z ∈ C | ℜz ≥ 0,ℑz ≥ 0} 1. Quadrant
N,N0 natürliche Zahlen ohne 0, natürliche Zahlen mit 0
M Messebene, M ⊂ Σd, d > 0
N (A) Kern der linearen Abbildung A

Ω Einschlüsse mit Ω ⊂ R3
− und zshgd. KomplementRn n-dimensionaler reeller Euklidischer RaumR3

± =
{

x ∈ R3
∣

∣ x·e3
>
<

0
}

oberer bzw. unterer Halbraum
R (A) Bildraum der linearen Abbildung A
Σd = {x ∈ R3 | x·e3 = d} Ebene der Höhe d

D Abschluß der Menge D
∂D Rand der Menge D
|D| Volumen der Menge D
o (·) ,O (·) Landau-Symbole

A.1.2. Abbildungen und Operatoren

|x| Euklidische Norm für x ∈ Cn

x·y=y·x Euklidisches Skalarprodukt auf Rn und
Bilinearform auf Cn, x, y ∈ Cn

x ∧ y = −y ∧ x Vektorprodukt in R3

(·)T Transponieren eines Vektors oder einer Matrix, dualer Operator
ℜz,ℑz Real- bzw. Imaginärteil einer Zahl z ∈ C
z komponentenweise Komplexkonjugation, z ∈ Cn
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A. Formelsammlung

Sei F eine Fläche mit Normalenfeld ν und γ eine Kurve mit Tangentialfeld τ in R3.
Weiterhin sei f eine skalare Funktion und F,G seien Vektorfelder in R3.

divF, grad f, rotF Differentialoperatoren
(vgl. Abschnitt A.3.1 und A.3.2)

∆f = div grad f Laplace-Operator

divFF, gradFf, rotF F, ~rotF f Differentialoperatoren auf der Fläche F
(vgl. S. 23)

[F ]F = lim
h→0

[F (· + νh) − F (· − νh)] Sprung des Feldes F an der Fläche F
[Hn (f)] Hankel-Transformation der Ordnung n ∈ N0
∫

A

f(x) dx Lebesgue-Integral über die Menge A
∫

F
F (x)·ν dΣ(x),

∫

F
f(x) dΣ(x) Flächenintegral bzw. Lebesgue-Integral

über die Fläche F
∫

γ

F (x)·τ dγ Kurvenintegral über die Kurve γ

(F |G)M =

∫

M
F (x)·G(x) dΣ Bilinearform auf L2 (M)

(

F |G
)

M Skalarprodukt auf L2 (M)
〈·, ·〉A duale Paarung zwischen dem Raum A

und seinem Dualraum

Spezielle Operatoren und Funktionen

G
m
0 magnetische dyadische Greensche Funktion im homogenen Medium S. 81

Gm magnetische dyadische Greensche Funktion im Zweischichtmedium S. 81
hpz Testfunktion S. 34
hpt,z Testfunktion für tangentiale Felder S. 34
hpn,z Testfunktion für normale Felder S. 34
hpu,z Testfunktion für Spannungen S. 37
L Operator der Faktorisierung von M S. 26
M Messoperator S. 25
Mt Messoperator für tangentiale Felder S. 26
Mn Messoperator für normale Felder S. 26
Mu Messoperator für Spannungen S. 34
Mh diskretisierter Messoperator S. 41
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A.2. Vektorgleichungen

A.1.3. Funktionenräume

H (rot; Ω) Sobolev-Raum für komplexwertige Vektorfelder mit quadra-
tisch integrierbarer Rotation

S. 23

Hloc(rot; Ω) Sobolev-Raum für komplexwertige Vektorfelder mit lokal qua-
dratisch integrierbarer Rotation

S. 23

H
−1/2
div (∂Ω) Spurraum von ν ∧ (·)|∂Ω auf H (rot; Ω) oder Hloc(rot; Ω) S. 23

H
−1/2
rot (∂Ω) Spurraum von (ν ∧ (·)|∂Ω) ∧ ν auf H (rot; Ω) oder Hloc(rot; Ω) S. 23

L2 (M) quadratisch integrierbare komplexwertige Vektorfelder auf M S. 25
L2
t (M) quadratisch integrierbare komplexw. Tangentialfelder auf M S. 25

L2
n (M) quadratisch integrierbare komplexewertige Normalfelder auf M S. 25

A.1.4. Physikalische Parameter

σ elektrische Leitfähigkeit S. 6
ǫ0 elektrische Permitivität im Vakuum S. 6
µ0 magnetische Permeabilität im Vakuum S. 6
ω, ω0 Winkelgeschwindigkeit S. 7
κ Wellenzahl S. 8
ǫ±r relative elektrische Permitivität im oberen bzw. unteren Halbraum S. 8
µ±
r relative magnetische Permeabilität im oberen bzw. unteren Halbraum S. 8

A.2. Vektorgleichungen

Seien u, v, w ∈ R3 Vektoren.

u ∧ (v ∧ w) = v(u·w) − w(u·v) (A.1)

u·(v ∧ w) = v·(w ∧ u) = w·(u ∧ v) (A.2)

A.3. Koordinatensysteme

A.3.1. Kartesische Koordinaten

f :





x1

x2

x3



 7→ f(x1, x2, x3) : R3 → R, F :





x1

x2

x3



 7→





F1(x1, x2, x3)
F2(x1, x2, x3)
F3(x1, x2, x3)



 : R3 → R3

Basisvektoren:

e1 :=





1
0
0



 e2 :=





0
1
0



 e3 :=





0
0
1
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A. Formelsammlung

Differentialoperatoren:

grad f = e1∂1f + e2∂2f + e3∂3fe3 (A.3)

∆f = ∂2
1f + ∂2

2f + ∂2
3f (A.4)

∆F = e1∆F1 + e2∆F2 + e3∆F3 (A.5)

divF = ∂1F1 + ∂2F2 + ∂3F3 (A.6)

rotF = grad∧F = (∂2F3 − ∂3F2)e1 + (∂3F1 − ∂1F3)e2 + (∂1F2 − ∂2F1)e3 (A.7)

A.3.2. Zylinderkoordinaten

f :





ρ
φ
z



 7→ f(ρ, φ, z) : R+
0 × [0, 2π) ×R→ R,

F :





ρ
φ
z



 7→ Fρ(ρ, φ, z)ρ̂+ Fφ(ρ, φ, z)φ̂+ Fz(ρ, φ, z)ẑ : R+
0 × [0, 2π) ×R :→ R3

Basisvektoren:

ρ̂ :=





cosφ
sinφ

0



 φ̂ :=





− sin φ
cosφ

0



 ẑ :=





0
0
1





Differentialoperatoren:

grad f = ρ̂∂ρf + φ̂
1

ρ
∂φf + ẑ∂zf (A.8)

∆f =
1

ρ
∂ρ(ρ∂ρf) +

1

ρ2
∂2
φf + ∂2

zf (A.9)

∆F = ρ̂(∆Fρ −
Fρ
ρ2

− 2

ρ2
∂φFφ) + φ̂(∆Fφ −

1

ρ2
Fφ +

2

ρ2
∂φFρ) + ẑ∆Fz (A.10)

divF =
1

ρ
∂ρ(ρFρ) +

1

ρ
∂φFφ + ∂zFz = ∂ρFρ +

1

ρ
(Fρ + ∂φFφ) + ∂zFz (A.11)

rotF = (
1

ρ
∂φFz − ∂zFφ)ρ̂+ (∂zFρ − ∂ρFz)φ̂+ (

1

ρ
∂ρ(ρFφ) −

1

ρ
∂φFρ)ẑ (A.12)
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B. Die Hankel-Transformation

B.1. Definition und Eigenschaften

Für eine Funktion f : R+ → C und ein n ∈ N0 ist die Hankel-Transformation n-ter
Ordnung durch

[Hn (f)] (λ) := f̃n(λ) :=

∫ ∞

0

ρf(ρ)Jn(λρ) dρ, λ ∈ (0,∞) (B.1)

definiert. Dabei ist Jn die n-te Besselfunktion 1. Art mit (vgl. [Wat58, Kap. 2])

Jn(t) =
1

2π

∫ 2π

0

cos(nϕ− t sinϕ) dϕ = (
1

2
t)n

∞
∑

k=0

(−1
4
t2)k

k!(k + n)!
, t ∈ R. (B.2)

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
−0.5

0

0.5

1

 

 

Abbildung B.1.: J0 und J1 (gestrichelt)
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B. Die Hankel-Transformation

Ihre Umkehrung

[

H−1
n

(

f̃n

)]

(ρ) :=

∫ ∞

0

λf̃n(λ)Jn(λρ) dλ, ρ ∈ (0,∞) (B.3)

ergibt sich aus

Satz B.1 (Hankels Integralformel): Sei
∫ ∞

0

|f(ρ)|√ρ dρ <∞

und f von beschränkter Variation in einer Umgebung von r ∈ R+, dann gilt

1

2
(f(r + 0) + f(r − 0)) =

∫ ∞

0

λJn(λρ)

∫ ∞

0

ρf(ρ)Jn(λρ) dρ dλ.

(vgl. [Wat58, §14.4])
Dabei ist die erste Bedingung an f hinreichend für die Existenz der Hankel-Transfor-

mation.

Definition B.2: Gilt

∣

∣

∣

∣

∫ ∞

0

f(ρ) dρ

∣

∣

∣

∣

< ∞, so sagen wir, dass das Integral bedingt exi-

stiert. Ist f ∈ L1 ((0,∞), C), so sagen wir, dass das Integral absolut existiert.

Satz B.3: Sei

∫ ∞

0

|f(ρ)|√ρ dρ <∞, dann existiert die Hankel-Transformation f̃n und

das Integral (B.1) existiert absolut.

Beweis. Seien λ, C > 0 beliebig. Nach [AS72, (9.2.1)] ist Jn = O
(

1√
ρ

)

, ρ → ∞. Wähle

daher a > 0, so dass
∣

∣Jn(λρ)
√
λρ
∣

∣ < C für alle ρ > a. Dann gilt

∞ >
√
λ

∫ a

0

|f(ρ)ρJn(λρ)| dρ+ C

∫ ∞

0

|f(ρ)
√
ρ| dρ

≥
√
λ

∫ a

0

|f(ρ)ρJn(λρ)| dρ+

∫ ∞

a

|f(ρ)
√
ρ||Jn(λρ)

√

λρ| dρ

=
√
λ

(
∫ ∞

0

|f(ρ)ρJn(λρ)| dρ

)

≥
√
λ

∣

∣

∣

∣

∫ ∞

0

f(ρ)ρJn(λρ) dρ

∣

∣

∣

∣

.

Satz B.4: Es sei lim
ρ→0

ρf(ρ) = lim
ρ→0

ρf ′(ρ) = 0 und f sowie f ′ erfüllen die Voraussetzung

von Satz B.3, dann gilt
[

Hn

(

ρ 7→ 1

ρ

d

dρ

(

ρ
d

dρ
f(ρ)

)

− n2

ρ2
f(ρ)

)]

(λ) = −λ2 [Hn (f)] (λ). (B.4)
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B.1. Definition und Eigenschaften

Beweis. Sei λ > 0 und 0 < a < b. Nach [Wat58, 2.13 (1)] gilt

0 = λρJ ′
n(λρ)+(λρ)2J ′′

n(λρ)+((λρ)2−n2)Jn(λρ) = λρ
d

dρ
(ρJ ′

n(λρ))+((λρ)2−n2)Jn(λρ).

=⇒ 0 = λ
d

dρ
(ρJ ′

n(λρ)) + ρ(λ2 − n2

ρ2
)Jn(λρ). (*)

Mit zweimaliger partieller Integration erhalten wir

∫ b

a

1

ρ

d

dρ

(

ρ
d

dρ
f(ρ)

)

Jn(λρ)ρ dρ−
∫ b

a

n2

ρ2
f(ρ)Jn(λρ)ρ dρ

= [ρf ′(ρ)Jn(λρ)]
b
a − λ

∫ b

a

ρf ′(ρ)J ′
n(λρ) dρ−

∫ b

a

n2

ρ2
f(ρ)Jn(λρ)ρ dρ

= [ρf ′(ρ)Jn(λρ)]
b
a−λ [ρf(ρ)J ′

n(λρ)]
b
a+λ

∫ b

a

f(ρ)
d

dρ
(ρJ ′

n(λρ)) dρ−
∫ b

a

n2

ρ2
f(ρ)Jn(λρ)ρ dρ

(∗)
= [ρf ′(ρ)Jn(λρ)]

b
a − λ [ρf(ρ)J ′

n(λρ)]
b
a − λ2

∫ b

a

f(ρ)ρJn(λρ) dρ.

Da nach Voraussetzung lim
ρ→∞

√
ρf(ρ) = lim

ρ→∞

√
ρf ′(ρ) = 0 und nach [AS72, (9.2.1)] Jn =

O
(

1√
ρ

)

für ρ → ∞ gilt, folgt die Behauptung aus dem Grenzübergang a → 0 und

b → ∞.

Satz B.5: Seien 0 6= ζ ∈ C, x > 0 und f : (0, ∞) → C mit

∫ ∞

0

|f(ρ)| e−ℑβx dρ <∞,

und beschränkt in einer Umgebung von
√
ζ falls ζ > 0, dann existiert das Sommerfeld-

Integral
∫ ∞

0

f(ρ)
eıβx

ıβ
ρJn(λρ) dρ, λ ≥ 0. (B.5)

mit β2 = ζ − ρ2 und ℑβ ≥ 0 absolut. Für x = 0 und
∫ ∞

0

|f(ρ)|√ρ dρ <∞

existiert das Sommerfeld-Integral (B.5) für λ > 0 absolut.

Beweis. Wir zeigen die Voraussetzung von Satz B.3, d.h.

∫ ∞

0

∣

∣

∣

∣

f(ρ)
eıβx

ıβ

∣

∣

∣

∣

√
ρdρ <∞.
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B. Die Hankel-Transformation

Sei x > 0. Für ζ < 0 oder ℑζ 6= 0 ist β 6= 0 und daher ist 1/ |β| beschränkt auf [0, ∞).
Weiterhin gilt für ρ ≥ 0

0 ≤
√
ρ

|β| =

√

ρ

|ζ − ρ2| =

√

1/ρ

|ζ/ρ2 − 1|
ρ→∞−→ 0.

Wir erhalten somit
∣

∣

√
ρ/β

∣

∣ < C für ein C > 0 auf [0, ∞) und damit

∞ > C

∫ ∞

0

|f(ρ)| e−ℑβx dρ ≥
∫ ∞

0

|f(ρ)| e−ℑβx
√
ρ

|β| dρ =

∫ ∞

0

∣

∣

∣

∣

f(ρ)
eıβx

ıβ

∣

∣

∣

∣

√
ρ dρ.

Für x = 0 sei |1/β| < C auf [0, ∞). Wir folgern dann analog

∞ > C

∫ ∞

0

|f(ρ)| √ρ dρ ≥
∫ ∞

0

|f(ρ)|
√
ρ

|β| dρ =

∫ ∞

0

∣

∣

∣

∣

f(ρ)

ıβ

∣

∣

∣

∣

√
ρ dρ.

Sei nun ζ > 0 und |f | e−ℑβx auf [a, b] beschränkt durch c mit a <
√
ζ < b. Nach

Lemma D.1 ist der Pol von
∣

∣

√
ρ/β

∣

∣ integrierbar. Wir erhalten also für x > 0

∞ > C

∫ ∞

b

|f(ρ)| e−ℑβx dρ+ c

∫ b

a

√
ρ

|β| dρ+ C

∫ a

0

|f(ρ)| e−ℑβx dρ

≥
∫ ∞

b

∣

∣

∣

∣

f(ρ)
eıβx

ıβ

∣

∣

∣

∣

√
ρ dρ+

∫ b

0

∣

∣

∣

∣

f(ρ)
eıβx

ıβ

∣

∣

∣

∣

√
ρ dρ =

∫ ∞

0

∣

∣

∣

∣

f(ρ)
eıβx

ıβ

∣

∣

∣

∣

√
ρ dρ

für ein C > 0, so dass
∣

∣

√
ρ/β

∣

∣ < C für ρ 6∈ [a, b]. Für x = 0 folgt mit |1/β| < C für
ρ 6∈ [a, b] analog

∞ > C

∫ ∞

b

|f(ρ)|√ρ dρ+ c

∫ b

a

√
ρ

|β| dρ+ C

∫ a

0

|f(ρ)| √ρdρ

≥
∫ ∞

b

∣

∣

∣

∣

f(ρ)

ıβ

∣

∣

∣

∣

√
ρ dρ+

∫ b

0

∣

∣

∣

∣

f(ρ)

ıβ

∣

∣

∣

∣

√
ρ dρ =

∫ ∞

0

∣

∣

∣

∣

f(ρ)

ıβ

∣

∣

∣

∣

√
ρ dρ.

Der nicht in Satz B.3 enthaltene Fall λ = 0 und x > 0 folgt direkt und analog unter
Betrachtung von |ρ/β| statt

∣

∣

√
ρ/β

∣

∣.

Satz B.6: Sei 0 6= ζ ∈ C, dann existiert das Sommerfeld-Integral

∫ ∞

0

ρ

ıβ
Jn(λρ) dρ, λ > 0, n ∈ N0

mit β2 = ζ − ρ2 und ℑβ ≥ 0 bedingt.
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B.1. Definition und Eigenschaften

Beweis. Für hinreichend große ρ gibt es ein c > 0 mit
∣

∣

∣

√

1 − ζ
ρ2

∣

∣

∣

∣

∣

∣
1 +

√

1 − ζ
ρ2

∣

∣

∣
> c und

somit

∣

∣

∣

∣

ρ

ıβ
+ 1

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

ρ−
√

ρ2 − ζ
√

ρ2 − ζ

∣

∣

∣

∣

∣

=
|ζ |

∣

∣

∣
(
√

ρ2 − ζ)(ρ+
√

ρ2 − ζ)
∣

∣

∣

=
|ζ |

ρ2

∣

∣

∣

√

1 − ζ
ρ2

∣

∣

∣

∣

∣

∣
1 +

√

1 − ζ
ρ2

∣

∣

∣

≤ |ζ |
cρ2

.

Wähle nun a > 0, so dass diese Ungleichung für ρ > a erfüllt ist, sowie |Jn(λρ)| ≤ C 1√
λρ

für ein C > 0. Dann gilt

∞ >
C |ζ |
c
√
λ

∫ ∞

a

dρ
√

ρ5
≥ |ζ |

c

∫ ∞

a

1

ρ2
|Jn(λρ)| dρ ≥

∫ ∞

a

∣

∣

∣

∣

(
ρ

ıβ
+ 1)Jn(λρ)

∣

∣

∣

∣

dρ

≥
∣

∣

∣

∣

∫ ∞

a

ρ

ıβ
Jn(λρ) dρ

∣

∣

∣

∣

−
∣

∣

∣

∣

∫ ∞

a

Jn(λρ) dρ

∣

∣

∣

∣

.

Nach [Luk62, 8.5 (6)] ist

∣

∣

∣

∣

∫ ∞

0

Jn(λρ) dρ

∣

∣

∣

∣

< ∞ und somit folgt die Behauptung mit

partieller Integration und der Integrierbarkeit von ρ
β

auf [0, r] für alle r > 0. (vgl. Lem-

ma D.1).

Lemma B.7: Sei 0 6= ζ ∈ C, f : (0,∞) → C in einer Umgebung von 0 absolut
integrierbar. Sei weiterhin

I :=

∫ ∞

0

|f(ρ)| ρ dρ <∞

und

S(λ, x) :=

∫ ∞

0

f(ρ)eıβ|x|Jk(λρ) dρ, λ ≥ 0, x ∈ R, k ∈ N0

mit β2 = ζ − ρ2, ℑβ ≥ 0.

Dann existiert S für alle x ∈ R und λ ≥ 0 absolut und es ist

1.

∂λS(λ, x) =

∫ ∞

0

ρf(ρ)eıβ|x|
(

k

λρ
Jk(λρ) − Jk+1(λρ)

)

dρ, λ ≥ 0, x ∈ R
2.

∂xS(λ, x) =
ıx

|x|

∫ ∞

0

βf(ρ)eıβ|x|Jk(λρ) dρ, λ ≥ 0 6= x ∈ R.
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B. Die Hankel-Transformation

Die Integrale existieren alle absolut und es gilt

lim
x→±0

∂xS(λ, x) = ±
∫ ∞

0

ıβf(ρ)Jk(λρ) dρ.

Weiterhin sind die partiellen Ableitungen für x 6= 0 und alle λ ≥ 0 stetig.

Beweis. Die Existenz von S folgt aus

|S(λ, x)| ≤
∫ 1

0

|f(ρ)| dρ+

∫ ∞

0

|f(ρ)| ρ dρ <∞.

Da nach (B.2) Jk(−t) = (−1)kJk(t) für alle t ∈ R ist, existiert S auch für alle λ ∈ R
absolut. Weiterhin ist gρ(λ, x) := f(ρ)eıβ|x|Jk(λρ) für alle ρ ≥ 0 in x 6= 0 und λ ∈ R
stetig differenzierbar. Außerdem ist Jk(λρ)/λ beschränkt für λ→ 0. Insgesamt gilt also

|∂λgρ(λ, x)| =

∣

∣

∣

∣

f(ρ)ρ

(

k

λρ
Jk(λρ) − Jk+1(λρ)

)∣

∣

∣

∣

e−ℑβ|x| ≤
{

C1 |f(ρ)| , 0 ≤ ρ ≤ 1,

C2 |f(ρ)| ρ, 1 < ρ

nach [Wat58, 2.12 (4)] und Kettenregel für geeignete C1,2 > 0 und alle ρ ≥ 0, sowie

|∂xgρ(λ, x)| =

∣

∣

∣

∣

ıβ
x

|x|f(ρ)Jk(λρ)

∣

∣

∣

∣

e−ℑβ|x| ≤ |f(ρ)β|

für alle ρ ≥ 0.
Nach B.2 ist (1− ε)ρ < |β| ≤ (1 + ε)ρ für alle ε > 0 und hinreichend große ρ. Sei nun

C4 > 0 und wähle a > 0, so dass |β| < C4ρ für alle ρ ≥ a gilt, dann ist

|f(ρ)β| ≤
{

C3 |f(ρ)| , 0 ≤ ρ ≤ a,

C4 |f(ρ)| ρ, ρ > a

für ein C3 > 0.
Da I < ∞ ist, sind |∂λgρ| und |∂xgρ| somit durch absolut integrierbare Funktio-

nen beschränkt und nach dem Differentiationssatz für parameterabhängige Integrale
aus [Kön02, 8.4] und dem Satz über dominierte Konvergenz von Lebesgue folgen die
Behauptungen.

B.2. Eigenschaften von β

Es seien λ ≥ 0, 0 6= ζ ∈ C. Definiere β2 := ζ − λ2 und β mit ℑβ ≥ 0.
Es ist

β

λ
=

√

ζ − λ2

λ2
=

√

ζ

λ2
− 1

λ→∞−→ ı.

Somit ist lim
λ→∞

ℜβ = 0. Weiterhin folgt, dass zu jedem ε > 0 ein λ0 mit ||β| − λ| ≤ ελ

für alle λ > λ0 existiert und daher ist (1 − ε)λ ≤ |β| ≤ (1 + ε)λ .
Insbesondere ist also (1 − ε)λ− |ℜβ| ≤ ℑβ ≤ |β| ≤ (1 + ε)λ.
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B.3. Die schnelle Hankel-Transformation

Im Allgemeinen gibt es keine geschlossene Darstellung der Hankel-Transformierten n-ter
Ordnung der Funktion f : (0, ∞) → C

f̃n(λ) =

∫ ∞

0

ρf(ρ)Jn(λρ) dρ, λ > 0.

Zu ihrer numerischen Approximation wird in geophysikalischen Anwendungen häufig
die schnelle Hankel-Transformation verwendet [And79, JS79, And82, And84, Chr90].
Da auch wir dieses Verfahren anwenden, geben wir hier eine kurze Zusammenfassung.

Statt obiges Integral direkt zu approximieren, wird es zunächst durch die Substitutio-
nen

ρ = exp(u), λ = exp(v)

in das Faltungsintegral

Hn(v) :=

∫ ∞

−∞
F (u)Gn(v − u) du

mit
F (u) := exp(−u)f(exp(−u)) und Gn(v) := exp(v)Jn(exp(v))

überführt. Damit gilt dann f̃n(exp(v)) = Hn(v)/ exp(v).
Nun approximieren wir F auf einem äquidistanten Gitter ∆ := sZ mit einer Schritt-

weite s > 0 durch

F ∗(u) :=
∞
∑

m=−∞
F (ms)P (

u

s
−m)

mit der Interpolationsfunktion

P (u) := sinc(u) =

{

1, u = 0,
sin(πu)
πu

, sonst.

Eingesetzt in das Faltungsintegral erhalten wir durch Vertauschung von Summation und
Integration eine Näherung für Hn durch

H∗
n(v) :=

∞
∑

m=−∞
F (ms)wn(v −ms)

mit den von f unabhängigen Gewichten.

wn(v) :=

∫ ∞

−∞
P (
u

s
)Gn(v − u) du.

Mit den im Voraus berechneten Gewichten erhalten wir dann auf effiziente Weise eine
Näherung H∗

n durch Abbrechen der Reihe. Für das Verfahren gilt bei Verwendung der
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B. Die Hankel-Transformation

Trapez-Regel zur Approximation der Hankel-Transformierten eine exponentielle Fehler-
abschätzung, wenn die Funktion f in einem offenen Kegel der komplexen Ebene, der
die positive reelle Achse enthält, analytisch ist, für λ→ ∞ wie O (λ−2) abklingt und in
einer Umgebung der 0 beschränkt ist (vgl. [Ste81, Example 4.9]).

Für die Berechnung der Hankel-Transformierten der Funktionen aus Abschnitt D ver-
wenden wir einen MATLAB R©-Code von Brain Borchers [Bor01], der 801 Gewichte ver-
wendet, die nach dem Verfahren in [And79] berechnet wurden. Dieser liefert für unsere
Anwendung hinreichend gute Werte, auch wenn die zu integrierende Funktion einen
integrierbaren Pol auf der reellen Achse besitzt und wir diese Tatsache ignorieren.

Mit obigem Verfahren ist es nicht möglich den Wert der Hankel-Transformierten für
λ = 0 zu berechnen. Statt der Behandlung dieses Spezialfalles, wie in [Pet93] vorgeschla-
gen, verwenden wir als Näherungswert den Wert für λ = 10−10. Dieses Vorgehen führt
zu der guten Näherung, die wir in Abbildung B.2 sehen.

Die Abbildungen zeigen den Realteil der e1,e2 und e3 Komponenten der Funda-
mentallösung im Vakuum für einen Dipol mit Polarisation p = (1, 1, 1)T/

√
3 in y =

(0, 0, −1/10)T entlang der Linie x ∈ [−1, 1], y = 0, z = 5/100. Die Frequenz beträgt
1 kHz, d.h. κ2ǫrµr ≈ 4, 39 × 10−10. Der Imaginärteil liegt im Bereich von 10−16 und
wird daher vernachlässigt. Die Komponenten wurden dabei für Abbildung B.2(a) mit
der exakten Lösung und für Abbildung B.2(b) mit der durch Hankel-Transformationen
approximierten Lösung berechnet.
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(a) exakte Lösung
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(b) approximierte Lösung
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(c) absoluter Fehler
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Abbildung B.2.: Komponenten der Fundamentallösung im Vakuum,
blau e1, grün e2, rot e3
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C. Lösungen der Helmholtz-Gleichung

C.1. Die Fundamentallösung der Helmholtz-Gleichung

C.1.1. Definition und Eigenschaften

Sei 0 6= κ∈ C+, dann lässt sich die Fundamentallösung Gκ der Helmholtz-Gleichung

∆u+ κ2u = −δy (C.1)

mit u : R3 → C schreiben als

Gκ(x, y) :=
1

4π
gκ(|x− y|), x 6= y, x, y ∈ R3. (C.2)

Dabei ist

gκ(r) :=
eıκr

r
, r > 0

und δy die Delta-Distribution mit Masse in y.

Es gilt:

• Gκ(·, y) ∈ C∞(R3 \ {y}).
• Gκ ist kugelsymmetrisch bzgl. einer Kugel mit Mittelpunkt y, d.h. Gκ(x, y) =
Gκ(z, y) für alle x, y, z ∈ R3 mit |x− y| = |z − y| 6= 0.

• Gκ ist translationsinvariant, d.h Gκ(x, y+ z) = Gκ(x−z, y) für x, y, z ∈ R3, x 6=
y + z. Wir betrachten daher im Folgenden nur Gκ(x) := Gκ(x, 0).

• Es gilt gκ = O
(

1

r

)

und g′κ − ıκgk = o

(

1

r

)

für r → ∞.

• Für ℑκ > 0 gilt sogar gκ = o

(

1

r

)

für r → ∞.

Seien x 6= y ∈ R3 mit x = (x1, x2, x3) und y = (y1, y2, y3). Nach [Som78, §21 B, §31
B] lässt sich Gκ in Zylinderkoordinaten schreiben als

Gκ(ρ, z) =
1

4π

eıκ
√
ρ2+z2

√

ρ2 + z2
= − 1

4π

∫ ∞

0

eıβ|z|

ıβ
λJ0(λρ) dλ (C.3)

mit ρ =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2, z = x3 − y3, β
2 = κ2 − λ2 und ℑβ ≥ 0. Für z 6= 0

existiert das Integral nach Satz B.5 für alle ρ ≥ 0 absolut und für z = 0 nach Satz B.6
für alle ρ > 0 bedingt.

103



C. Lösungen der Helmholtz-Gleichung

C.1.2. Die Hesse-Matrix

Wir leiten nun eine Darstellung der Hesse-Matrix von Gκ her. Dazu berechnen wir
zunächst die Ableitungen von gκ.

g′κ(r) = (ıκ− 1

r
)gκ(r) =⇒ g′′κ(r) =

1

r2
gκ(r) + (ıκ− 1

r
)g′k(r) = (

2

r2
− 2ıκ

r
− κ2)gk(r)

Die partiellen Ableitungen der Euklidnorm sind

∂i |x| =
xi
|x| und damit ∂j∂i |x| =

1

|x|

(

δij −
xixj

|x|2
)

für i, j ∈ {1, 2, 3}.

Mit der Kettenregel erhalten wir daraus für einen Eintrag der Hesse-Matrix

4π∂j∂iGκ(x) = g′′k(|x|)∂j |x| ∂i |x| + g′κ(|x|)∂j∂i |x|

=
gκ(|x|)
|x|

((

2

|x|2
− 2ıκ

|x| − κ2

)

xixj
|x| +

(

ıκ− 1

|x|

)(

δij −
xixj

|x|2
))

=
gκ(|x|)
|x|

(

xixj
|x|

(

3

|x|2
− 3ıκ

|x| − κ2

)

+ δij

(

ıκ− 1

|x|

))

, i, j ∈ {1, 2, 3}.

Die Hesse-Matrix im Punkt x ∈ R3 lautet damit

[D2Gκ](x) =
gκ(|x|)
4π |x|2

(

3

|x|2
− 3ıκ

|x| − κ2

)

xx∗ +
gκ(|x|)
4π |x|

(

ıκ− 1

|x|

)

I. (C.4)

Lemma C.1: Sei 0 6= d ∈ R3. Das Vektorfeld [[D2Gκ](·)]d : R3 −→ R3 ist rotations-
symmetrich bzgl. der Achse d.

Beweis. Sei U ∈ (R)3×3 eine unitäre Matrix dann gilt

U∗[[D2Gκ](Ux)]Ud

=
gκ(|x|)
4π |x|2

(

3

|x|2
− 3ıκ

|x| − κ2

)

U∗(Ux)(Ux)∗Ud+
gκ(|x|)
4π |x|

(

ıκ− 1

|x|

)

U∗Ud

=
gκ(|x|)
4π |x|2

(

3

|x|2
− 3ıκ

|x| − κ2

)

xx∗d+
gκ(|x|)
4π |x|

(

ıκ− 1

|x|

)

d

= [[D2Gκ](x)]d.

Für eine Drehung U um die Achse d gilt Ud = d. Damit ist das Vektorfeld [[D2Gκ](x)]d
rotationssymmetrisch bzgl. der Achse d.
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C.2. Lösungen im Zweischichtmedium

C.2. Lösungen im Zweischichtmedium

Im folgenden Abschnitt betrachten wir Lösungen für die homogene Helmholtz-Gleichung
im oberen und unteren Halbraum, die an der Trennschicht Sprungbedingungen erfüllen.

Wir suchen Lösungen u : R3 → C von

∆u+ k2
+u = 0 in R3

+ und ∆u+ k2
−u = 0 in R3

−,

mit k2
± ∈ C+ und [au]Σ0

= f : R2 → R, [b∂3u]Σ0
= g : R2 → R. Dabei seien

a =

{

a+, x3 ≥ 0,

a−, x3 < 0,
b =

{

b+, x3 ≥ 0,

b−, x3 < 0,
a±, b± ∈ C.

In Zylinderkoordinaten lautet die Gleichung entsprechend (vgl. A.3.2)

1

ρ
∂ρ(ρ∂ρu) +

1

ρ2
∂2
φu+ ∂2

zu+ k2
±u = 0 in R3

± und [au]Σ0
= f, [b∂zu]Σ0

= g

mit f = f(ρ, φ) und g = g(ρ, φ).

C.2.1. Radialsymmetrische Lösungen

Für eine radialsymmetrische Lösung d.h. u = u(ρ, z) lautet die Helmholtz-Gleichung

1

ρ
∂ρ(ρ∂ρu) + ∂2

zu+ k2
±u = 0 in R3

± und [au]Σ0
= f, [b∂zu]Σ0

= g

mit f = f(ρ) und g = g(ρ). Wenden wir nun die Hankel-Transformation 0-ter Ordnung
auf diese an, so erhalten wir mit (B.4) und ũ0(λ, z) = [H0 (ρ 7→ u(ρ, z))] (λ, z)

∂2
z ũ0 + (k2

± − λ2)ũ0 = 0 in R3
±.

Sei β2
± := k2

± − λ2 und ℑβ± ≥ 0. Damit sich die Lösung für |z| → ∞ wie die Funda-
mentallösung verhält, setzen wir als Lösung dieser Gleichung ũ0(λ, z) = A±(λ)eıβ±|z| an.
Durch Rücktransformation ergibt sich dann

u(ρ, z) =

{

∫∞
0
A+(λ)eıβ+|z|λJ0(λρ) dλ, z > 0,

∫∞
0
A−(λ)eıβ−|z|λJ0(λρ) dλ, z < 0.

(C.5)

A± ergibt sich aus den Sprungbedingungen

f(ρ) =

∫ ∞

0

(a+A+(λ) − a−A−(λ))λJ0(λρ) dλ,

g(ρ) =

∫ ∞

0

ı (b+A+(λ)β+ + b−A−(λ)β−)λJ0(λρ) dλ.
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C. Lösungen der Helmholtz-Gleichung

C.2.2. Lösungen mit gegebener Winkelabhängigkeit

Wir betrachten nun den Fall u(ρ, φ, z) = cos(φ)u∗(ρ, z). Die Helmholtz-Gleichung für u∗

lautet dann

1

ρ
∂ρ(ρ∂ρu

∗) − 1

ρ2
u∗ + ∂2

zu
∗ + k2

±u
∗ = 0 in R3

± und [au∗]Σ0
= f, [b∂zu

∗]Σ0
= g

mit f = f(ρ) und g = g(ρ). Wenden wir nun die Hankel-Transformation 1-ter Ordnung
auf diese an, so erhalten wir mit (B.4) und ũ∗1(λ, z) = [H1 (ρ 7→ u∗(ρ, z))] (λ, z)

∂2
z ũ

∗
1 + (k2

± − λ2)ũ∗1 = 0 in R3
±.

Sei β2
± := k2

± − λ2 und ℑβ± ≥ 0. Damit sich die Lösung für |z| → ∞ wie die Funda-
mentallösung verhält, setzen wir als Lösung dieser Gleichung ũ∗1(λ, z) = A±(λ)eıβ±|z| an.
Durch Rücktransformation ergibt sich dann

u(ρ, φ, z) = cos(φ)

{

∫∞
0
A+(λ)eıβ+|z|λJ1(λρ) dλ, z > 0,

∫∞
0
A−(λ)eıβ−|z|λJ1(λρ) dλ, z < 0.

(C.6)

A± ergibt sich aus den Sprungbedingungen

f(ρ) =

∫ ∞

0

(a+A+(λ) − a−A−(λ))λJ1(λρ) dλ,

g(ρ) =

∫ ∞

0

ı (b+A+(λ)β+ + b−A−(λ)β−)λJ1(λρ) dλ.
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D. Die Fundamentallösung der
Maxwell-Gleichungen im
Zweischichtmedium

Das folgende Kapitel basiert auf einer Herleitung von Wagner Muniz und orientiert sich
dabei an der Vorgehensweise in [Mon03]. Eine Herleitung für mehrere parallele Schichten
mit Einschränkungen an die Parameter findet sich in der Dissertation von Martin Petry
[Pet93], der Spezialfall für zwei Schichten im Anhang von [DEK+08].

Wir leiten nun die Fundamentallösung der Maxwell-Gleichungen für ein aus zwei ho-
mogenen Schichten bestehendes unbeschränktes Medium her. Der R3 sei dazu wie folgt
aufgeteilt. R3 = R3

+ ∪ Σ0 ∪R3
−

Für die Materialparameter gelte weiterhin

ǫr(x) =

{

ǫ+r ∈ C+, x ∈ R3
+,

ǫ−r ∈ C+, x ∈ R3
−,

µr(x) =

{

µ+
r > 0, x ∈ R3

+,

µ−
r > 0, x ∈ R3

−

mit C+ := {z ∈ C | ℜz ≥ 0,ℑz ≥ 0}

D.1. Der Hertz-Vektor

Betrachten wir die Maxwell-Gleichungen zweiter Ordnung (2.8), so haben diese in jedem
Halbraum R3

± die Form
rot rotV − κ2ǫrµrV = W (D.1)

mit Vektorfeldern V und W .
Definieren wir den Hertz-Vektor Π als Lösung der vektoriellen Helmholtz-Gleichung

(∆ + κ2ǫrµr)Π = − 1

κ2ǫrµr
W, (D.2)

d.h. ∆ ist komponentenweise zu verstehen, so ist V := κ2ǫrµrΠ + graddiv Π in jedem
Halbraum eine Lösung von (D.1), denn mit rot rot = −∆ + graddiv gilt

rot rotV = κ2ǫrµr rot rotΠ = κ2ǫrµr(−∆Π + graddiv Π)

= κ2ǫrµr(κ
2ǫrµrΠ +

1

κ2ǫrµr
W + grad divΠ) = κ2ǫrµrV +W.
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D. Die Fundamentallösung der Maxwell-Gleichungen im Zweischichtmedium

D.2. Dipole im Zweischichtmedium

Im Fall eines Dipols mit Polarisation p im Punkt y (vgl. Abschnitt 2.2), erhalten wir für
W , E und H aus dem vorigen Abschnitt die Beziehungen wie in Tabelle D.1.

magn. Dipol elektr. Dipol
W −ıκǫrδyp ıκµrδyp
H V 1

ıκµr
rotV

E ı
κǫr

rotV V

Tabelle D.1.: Felder der verschiedenen Dipole

Fordern wir nun noch die Stetigkeit der Tangentialkomponenten von E und H an Σ0

(vgl. (2.14)), so erhalten wir an der Trennschicht die Sprungbedingungen

[V ∧ ν]Σ0
= [(d rotV ) ∧ ν]Σ0

= 0 (D.3)

mit d = ı
κǫr

bzw. d = 1
ıκµr

und ν = e3 der Normalen von Σ0. Insgesamt erhalten wir also
das Problem

(∆ + κ2ǫrµr)Π = −d̃δyp in R3
±

und (D.4)
[

(κ2ǫrµrΠ + graddiv Π) ∧ ν
]

Σ0
= [(dǫrµr rotΠ) ∧ ν]Σ0

= 0

mit d̃ = 1
ıκµr

im Falle eines magnetischen Dipols und d̃ = ı
κǫr

im Falle eines elektrischen

Dipols. Da d und d̃ in jedem Halbraum andere Werte haben können, bezeichnen wir im
Weiteren analog zu ǫr und µr mit d± und d̃± die jeweiligen Konstanten im oberen oder
unteren Halbraum.

Aufgrund der Symmetrie des Modells nehmen wir nun o.B.d.A. an, dass sich der Dipol
im unteren Halbraum in y := (y1, y2, y3)

T = (0, 0,−h)T für ein h > 0 befindet. Weiterhin
gehen wir von den kartesischen Koordinaten (x1, x2, x3)

T zu Zylinderkoordinaten (ρ, φ, z)
über.

Im Folgenden werden wir nun den Hertzvektor für einen Dipol im Zweischichtmedium
und damit dann die Felder für einen elektrischen bzw. magnetischen Dipol berechnen.
Dazu unterscheiden wir die Fälle eines Dipols mit Polarisation senkrecht zu Σ0 und
eines Dipols mit Polarisation parallel zu der Trennschicht. Da die Helmholtz-Gleichung
die zeitharmonische Form der Wellengleichung ist, werden wir Π als eine Überlagerung
der von einem Dipol im unteren Halbraum erzeugten Welle, einer an der Trennschicht
gebrochenen Welle im oberen Halbraum und einer an der Trennschicht reflektierten Welle
im unteren Halbraum ansetzen.

108



D.2. Dipole im Zweischichtmedium

D.2.1. Vertikaler Dipol

Bei einer Polarisation p = e3, setzen wir Π = π3e3 als eine Lösung an. Wir erhalten
dann aus (D.4) in kartesischen Koordinaten das skalare Problem

(∆ + κ2ǫrµr)π3 = −d̃δy in R3
± (D.5)

und [∂2∂3π3]Σ0
= [∂1∂3π3]Σ0

= [dǫrµr∂1π3]Σ0
= [dǫrµr∂2π3]Σ0

= 0. Dabei sind die Rand-
bedingungen sicher erfüllt, falls

[∂3π3]Σ0
= [dǫrµrπ3]Σ0

= 0. (D.6)

Da wir annehmen, dass sich der Dipol im unteren Halbraum befindet, setzen wir die
Lösung jetzt in Zylinderkoordinaten radialsymmetrisch mit

π3(ρ, z)

d̃−
=

{

Gk−(ρ, z) + πr3(ρ, z), z ≤ 0,

πt3(ρ, z), z > 0
(D.7)

als Überlagerung der Fundamentallösung Gk− mit einer an der Trennschicht reflektierten
Welle πr3 und einer an ihr gebrochenen Welle πt3 an. Gk− sei die Fundamentallösung im
Vollraum mit den Parametern für den unteren Halbraum, d.h. mit den Bezeichnungen
aus (C.2)

Gk−(ρ, z) := G
κ
√
ǫ−r µ

−
r
(ρ, z + h) (D.8)

und nicht negativem Imaginärteil der Wurzel. Die reflektierte und die gebrochene Wel-
le lösen die homogene Gleichung im jeweiligen Halbraum, d.h. (unter Mißbrauch der
Notation)

(∆ + κ2ǫ−r µ
−
r )πr3 = 0 in R3

− und (∆ + κ2ǫ+r µ
+
r )πt3 = 0 in R3

+.

Wir erhalten nun mit (C.3) und Abschnitt C.2.1

Gk−(ρ, z) = − 1

4π

∫ ∞

0

eıβ−|z+h|

ıβ−
λJ0(λρ) dλ, πr3(ρ, z) =

∫ ∞

0

A−(λ)eıβ−|z|λJ0(λρ) dλ,

πt3(ρ, z) =

∫ ∞

0

A+(λ)eıβ+|z|λJ0(λρ) dλ.

Dabei ist β2
± = κ2ǫ±r µ

±
r − λ2 und ℑβ± ≥ 0. A± ergeben sich dann aus den Sprungbedin-

gungen [∂zπ3]Σ0
= [dǫrµrπ3]Σ0

= 0, d.h.

d−ǫ
−
r µ

−
r

(−eıβ−|h|

4πıβ−
+ A−(λ)

)

= d+ǫ
+
r µ

+
r A+(λ) und A+(λ)β+ =

(−eıβ−|h|

4πıβ−
− A−(λ)

)

β−.

Mit TV (λ) := A+(λ)−4πıβ−

eıβ−|h| und RV (λ) := A−(λ)−4πıβ−

eıβ−|h| ergibt sich

d−ǫ
−
r µ

−
r (1 +RV (λ)) = d+ǫ

+
r µ

+
r TV (λ) und TV (λ)β+ = (1 − RV (λ)) β−
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D. Die Fundamentallösung der Maxwell-Gleichungen im Zweischichtmedium

und daher mit D± := d±ǫ
±
r µ

±
r

RV (λ) =
D+β− −D−β+

D+β− +D−β+
und TV (λ) =

D−
D+

(1 +RV (λ)) =
2D−β−

D+β− +D−β+
. (D.9)

Wir erhalten somit

πr3(ρ, z) = − 1

4π

∫ ∞

0

RV (λ)eıβ−|z| e
ıβ−|h|

ıβ−
λJ0(λρ) dλ, z ≤ 0 (D.10)

πt3(ρ, z) = − 1

4π

∫ ∞

0

TV (λ)eıβ+|z|e
ıβ−|h|

ıβ−
λJ0(λρ) dλ, z > 0 (D.11)

für ρ ≥ 0.

Bemerkung: Für ǫ+r = ǫ−r und µ+
r = µ−

r gilt RV = 0 und somit TV = 1. Wir erhalten
in diesem Fall also die Lösung für den Vollraum und πt3 entspricht dem Sommerfeld-
Integral (C.3) im oberen Halbraum.

Zum Beweis der Existenz dieser Integrale benötigen wir noch das

Lemma D.1: Seien 0 6= ζ± ∈ C und x > 0, dann ist λ 7→ λs

β+
eıβ−x ∈ L1 ([0, ∞), C) für

alle s > 0 mit β2
± = ζ± − λ2 und ℑβ± ≥ 0. Für x = 0 ist λ 7→ λs

β+
∈ L1 ([0, r], C) für

alle r > 0.

Beweis. Für ζ+ < 0 oder ℑζ+ 6= 0 ist infλ>0 |β+| > 0 und daher ist |1/β+| beschränkt
auf [0, ∞). Für das Integral gilt somit, da ℑβ− = O (λ) , λ→ ∞:

∞ > C

∫ ∞

0

λse−ℑβ−x dλ ≥
∫ ∞

0

λs
∣

∣eıβ−x
∣

∣

|β+|
dλ, s > 0

für ein C > 0 und x > 0.
Sei also ζ+ > 0 und 0 < a <

√

ζ+ < b < c. Wir betrachten nun das Integral auf den

Intervallen [0, a], [b, c] und [c, ∞). Mit der Substitution λ =
√

ζ+ sin t gilt

∫ a

0

∣

∣

∣

∣

eıβ−x

β+

∣

∣

∣

∣

λs dλ =

∫ a

0

e−ℑβ−x
√

ζ+ − λ2
λs dλ

≤
∫ a

0

λs
√

ζ+ − λ2
dλ = ζ

s
2

+

∫ arcsin( a√
ζ+

)

0

(sin t)s dt.

Weiterhin folgern wir mit der Substitution λ =
√

ζ+ cosh t

∫ c

b

∣

∣

∣

∣

eıβ−x

β+

∣

∣

∣

∣

λs dλ =

∫ c

b

e−ℑβ−x
√

λ2 − ζ+
λs dλ

≤
∫ c

b

λs
√

λ2 − ζ+
dλ = ζ

s
2

+

∫ Arcosh( c√
ζ+

)

Arcosh( b√
ζ+

)

(cosh t)s dt.
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D.2. Dipole im Zweischichtmedium

Auf dem Intervall [c,∞) ist |1/β+| wieder beschränkt, so dass auch dieses Integral für
x > 0 existiert. Die Grenzübergänge a, b →

√

ζ+ liefern dann die Integrabilität der
Singularität und somit erhalten wir insgesamt die absolute Existenz des Integrals.

Lemma D.2: Die Integrale πr3 und πt3 existieren für alle ǫ±r ∈ C+ und µ±
r > 0 absolut.

Weiterhin gelten für die partiellen Ableitungen die folgenden Beziehungen mit ρ ≥ 0.

∂ρπ
r
3(ρ, z) =

1

4π

∫ ∞

0

RV (λ)eıβ−(|z|+|h|) λ
2

ıβ−
J1(λρ) dλ,

∂zπ
r
3(ρ, z) = − 1

4π

z

|z|

∫ ∞

0

RV (λ)eıβ−(|z|+|h|)λJ0(λρ) dλ,

∂ρ∂zπ
r
3(ρ, z) =

1

4π

z

|z|

∫ ∞

0

RV (λ)eıβ−(|z|+|h|)λ2J1(λρ) dλ = ∂z∂ρπ
r
3(ρ, z),

∂2
zπ

r
3(ρ, z) = − 1

4π

∫ ∞

0

ıβ−RV (λ)eıβ−(|z|+|h|)λJ0(λρ) dλ,

für z ≤ 0 und

∂ρπ
t
3(ρ, z) =

1

4π

∫ ∞

0

TV (λ)eı(β+|z|+β−|h|) λ
2

ıβ−
J1(λρ) dλ,

∂zπ
t
3(ρ, z) = − 1

4π

z

|z|

∫ ∞

0

TV (λ)eı(β+|z|+β−|h|)β+

β−
λJ0(λρ) dλ,

∂ρ∂zπ
t
3(ρ, z) =

1

4π

z

|z|

∫ ∞

0

TV (λ)eı(β+|z|+β−|h|)β+

β−
λ2J1(λρ) dλ = ∂z∂ρπ

t
3(ρ, z),

∂2
zπ

t
3(ρ, z) = − 1

4π

∫ ∞

0

TV (λ)eı(β+|z|+β−|h|) ıβ
2
+

β−
λJ0(λρ) dλ.

für z > 0. Die Integrale existieren alle absolut und die Funktionen πr3 und πt3 sind für
z 6= 0 analytisch.

Seien a, b ∈ R, b > 0 und Ψ eine der Funktionen πr,t3 oder eine ihrer partiellen Ablei-
tungen und ℑǫ±r > 0, dann gilt

lim
r→∞

rnΨ(ra, rb) = 0

für alle n ∈ N0.

Beweis. 1. Wir zeigen, dass RV und TV auf [0,∞) beschränkt sind. Damit existieren die
Integrale

∫ ∞

0

∣

∣RV (λ)eıβ−|z|∣
∣ e−ℑβ−|h| dλ und

∫ ∞

0

∣

∣TV (λ)eıβ+|z|∣
∣ e−ℑβ−|h| dλ
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und aus Satz B.5 folgt die absolute Existenz von πr3 und πt3, da h 6= 0 gilt.

Für ǫ+r = ǫ−r und µ+
r = µ−

r gilt RV = 0 und TV = 1. Im Folgenden seien also ǫ+r 6= ǫ−r
oder µ+

r 6= µ−
r .

Es sind ℜǫ±r , µ±
r > 0 und ℑǫ±r ≥ 0 und somitD± 6= 0. AngenommenD+β−+D−β+ = 0.

1. Fall: ∃λ ≥ 0 : 0 = β+ = β− = β± =
√

κ2ǫ±r µ
±
r − λ2 ⇔ ǫ+r µ

+
r = ǫ−r µ

−
r > 0. D.h.

β+ = β−∀λ > 0. In diesem Fall sind aber RV = D−−D+

D−+D+
und TV = 2D−

D−+D+
konstant und

somit beschränkt.

2. Fall: ∃λ ≥ 0 : −β+ = D+

D−
β− 6= 0. Aus ℑǫ±r ≥ 0 folgt ℑ(κ2ǫ±r µ

±
r − λ2) ≥ 0. Da

ℑβ± ≥ 0 ist, gilt somit auch ℜβ± ≥ 0. Nun ist

D+

D−
=
d+ǫ

+
r µ

+
r

d−ǫ−r µ
−
r

=

{

µ+
r /µ

−
r , magn. Dipol,

ǫ+r /ǫ
−
r , elektr. Dipol,

und somit gilt ℜ
(

D+

D−

)

= ℜ
(

D+D−

|D−|2

)

> 0. Sei D+

D−
= a + ıb mit a > 0, b ∈ R und

β− = x + ıy mit x, y ≥ 0, dann D+

D−
β− = (ax − by) + ı(ay + bx) = −β+. Es gilt also

ax ≤ by und ay ≤ −bx und da weiterhin xy 6= 0 folgt a ≤ 0. Widerspruch zu a > 0! Es
ist also D+β− +D−β+ 6= 0.

Weiterhin ist β± = λ
√

(

κ
λ

)2
ǫ±r µ

±
r − 1 und damit |D+β− +D−β+| = O (λ) für λ→ ∞.

Da |D+β− +D−β+| auf [0,∞) stetig ist, gibt es ein 0 < c < |D+β− +D−β+|.
Durch Einsetzen sehen wir ferner, dass |RV (0)| < ∞ und |TV (0)| < ∞ gilt. Nun

fehlt noch die Beschränktheit für λ → ∞. Es ist lim
λ→∞

|RV | =

∣

∣

∣

∣

D+ −D−
D+ +D−

∣

∣

∣

∣

< ∞ und

lim
λ→∞

|TV | =

∣

∣

∣

∣

D−
D+

(1 +RV )

∣

∣

∣

∣

< ∞. Insgesamt erhalten wir damit die Beschränktheit von

RV und TV .

2. Die Beziehungen folgen aus der Beschränktheit von RV und TV , Lemma D.1 sowie
(mehrmaliger) Anwendung von Lemma B.7. Aufgrund der Rekursionsformeln für die
Besselfunktionen (vgl. [Wat58, 2.12]) sehen wir somit auch, dass die einzelnen Funktionen
für z 6= 0 analytisch sind.

3. Nach B.2 ist (1− ε)λ < |β±| ≤ (1 + ε)λ für alle ε > 0 und hinreichend große λ. Sei
nun C2 > 0 und wähle t > 0, so dass |β±| < C2λ für alle λ ≥ t gilt, dann ist

|β±| ≤
{

C1, 0 ≤ λ ≤ t,

C2λ, λ > t

für ein C1 > 0.
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D.2. Dipole im Zweischichtmedium

Sei also Ψ eine der Funktionen πr,t3 oder eine ihrer partiellen Ableitungen, ℑǫ±r > 0
und a, b ∈ R mit b > 0, dann gilt aufgrund der Beschränktheit von RV und TV für r > 0

|Ψ(ra, rb)| ≤ C3

∫ ∞

0

|β±|q
|β−|

e−ℑβ±r|b|e−ℑβ−|h|λs |Jk(λra)| dλ

≤ C̃3 + C̃4

∫ ∞

0

λs+q

|β−|
e−ℑβ−|h| dλ <∞

mit k = 0, 1, C̃3,4, s > 0 und q ≥ 0 geeignet. Die Behauptung folgt nun aus dem Satz
über die dominierte Konvergenz von Lebesgue, da

lim
r→∞

rne−ℑβ±r|b|Jk(λra) = 0, n, k ∈ N

punktweise für alle λ ≥ 0.

Zusammengefasst erhalten wir für den Hertz-Vektor Π = π3e3 aus (D.7) bis (D.11)

π−
3 (ρ, z) := π3(ρ, z) = d̃−Gk−(ρ, z) − d̃−

4π

∫ ∞

0

RV (λ)eıβ−(|z|+|h|) λ

ıβ−
J0(λρ) dλ (D.12)

für z ≤ 0 und

π+
3 (ρ, z) := π3(ρ, z) = − d̃−

4π

∫ ∞

0

TV (λ)eı(β+|z|+β−|h|) λ

ıβ−
J0(λρ) dλ (D.13)

für z > 0 als Lösung von (D.5) mit den Sprungbedingungen (D.6).
Nachdem wir nun den Hertz-Vektor berechnet haben, berechnen wir die Vektorfelder

V = κ2ǫrµrΠ + graddiv Π und rotV .

Proposition D.3: Seien ǫ±r ∈ C+ und µ±
r > 0. Für jedes s > 0 sind V und d rotV in

Hloc

(

rot; R3 \Bs(y)
)

die ausstrahlende Lösung der Maxwell-Gleichungen

rotH + ıκǫrE = 0 rotE − ıκµrH = δye3

in R3
± und den Sprungbedingungen (D.3) mit H = V und E = ı

κǫr
rotV = d rotV im

Falle eines magnetischen Dipols und

rotH + ıκǫrE = δye3 rotE − ıκµrH = 0

in R3
± und den Sprungbedingungen (D.3) mit E = V und H = 1

ıκµr
rotV = d rotV im

Falle eines elektrischen Dipols.
Die Vektorfelder sind dabei durch

V (ρ, φ, z) = ∂ρ∂zπ3(ρ, z)(cos φ e1 + sinφ e2)

+ (κ2ǫrµrπ3(ρ, z) + ∂2
zπ3(ρ, z)) e3, (D.14)

rotV (ρ, φ, z) = κ2ǫrµr∂ρπ3(ρ, z)(sin φ e1 − cosφ e2) (D.15)

gegeben und für z 6= 0 in jeder Komponente analytisch.
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Bemerkung: Wie auch [Mon03, DEK+08] und [CH98] beweisen wir nicht, dass die Lö-
sung die Ausstrahlungsbedingung erfüllt. Wir verweisen aber wie Cutzach und Hazard
auf [BG99]. Dort werden asymptotische Entwicklungen für die Sommerfeldintegrale wie
in Lemma D.2 für die Lösung der Helmholtz-Gleichung im Zweischichtmedium herge-
leitet. Diese kann man dann für den Fall reeller Parameter verwenden, um die Aus-
strahlungsbedingung nachzuweisen. Der Fall für komplexe Parameter folgt aus dem in
Lemma D.2 gezeigten exponentiellen Abfall der Funktionen.

Beweis von Proposition D.3. In Zylinderkoordinaten gilt grad div Π = graddiv ẑπ3 =
ρ̂∂ρ∂zπ3 + ẑ∂2

zπ3 (vgl. A.3.2) und wir erhalten daraus

V = κ2ǫrµrπ3ẑ + graddiv π3ẑ = (κ2ǫrµrπ3 + ∂2
zπ3)ẑ + ρ̂∂ρ∂zπ3,

rotV = κ2ǫrµr rot(π3ẑ) = −κ2ǫrµrφ̂∂ρπ3

in jedem Halbraum R3
±. Mit der Definition der Basisvektoren in Zylinderkoordinaten

ergeben sich dann (D.14) und (D.15). Da π3 nach Lemma D.2 für z 6= 0 analytisch ist,
gilt dies auch für die Vektorfelder.

Mit Hilfe von Lemma B.7 sehen wir, dass die Komponenten von V in jedem Halb-
raum (bis auf den Punkt y) stetige partielle Ableitungen besitzen. Somit gilt V ∈
Hloc

(

rot; R3
± \Bs(y)

)

für jedes s > 0. Aus Lemma D.2 folgt, dass unsere Umformungen

zur Herleitung des Hertz-Vektors gerechtfertigt waren. Nach Konstruktion sind die Tan-
gentialkomponenten von V also stetig an der Trennschicht Σ0 (vgl. (D.3) und (D.6)).

Analog zum Beweis von [Mon03, Thm. 5.3 (2)] folgt nun V ∈ Hloc

(

rot; R3 \Bs(y)
)

.

Auf die gleiche Art erhalten wir auch d rotV ∈ Hloc

(

rot; R3 \Bs(y)
)

.

Da V in R3
± \ {y} zweimal stetig differenzierbar ist, löst V dort im klassischen Sinne

nach Konstruktion die homogenen Maxwell-Gleichungen. Die distributionelle Lösung im
Punkt y folgt nach Konstruktion mit (D.1) und den Bezeichnungen aus Tabelle D.1.

Die Eindeutigkeit der Lösung zeigt man analog zu Proposition C.2 in [Gri08]:
Für alle ǫr ∈ C+ und µr > 0 seien E,H ∈ Hloc(rot; R3) eine ausstrahlende Lösung

der homogenen Maxwell-Gleichungen

rotH + ıκǫrE = 0, rotE − ıκµrH = 0

in R3, dann gilt E = H = 0 in ganz R3.
Zum Beweis benötigt man noch eine Regularitätsaussage der Lösungen in jedem Halb-

raum. Siehe ebenfalls [Gri08] S. 49.

Bemerkung D.4: Für die Lösung des Problems mit einem Dipol im oberen Halbraum
– d.h. y = (0, 0, h)T – müssen wir nur in allen Ausdrücken die Indizes + und − vertau-
schen.
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D.2.2. Horizontaler Dipol

Ist die Polarisation des Dipols p = e1 oder p = e2, so treten aufgrund von Reflektionen an
der Trennschicht auch Komponenten in e3-Richtung auf, so dass wir für diese Fälle Π =
πjej + π3e3, j = 1, 2 als Lösung ansetzen. Wir erhalten dann aus (D.4) in kartesischen
Koordinaten die skalaren Probleme

(∆ + κ2ǫrµr)πj = −d̃δy und (∆ + κ2ǫrµr)π3 = 0 in R3
± (D.16)

mit den Sprungbedingungen
[

κ2ǫrµrπ1 + ∂2
1π1 + ∂1∂3π3

]

Σ0
= [∂2∂1π1 + ∂2∂3π3]Σ0

= 0,

[dǫrµr(∂3π1 − ∂1π3)]Σ0
= [dǫrµr∂2π3]Σ0

= 0

für j = 1 und
[

κ2ǫrµrπ2 + ∂2
2π2 + ∂2∂3π3

]

Σ0
= [∂1∂2π2 + ∂1∂3π3]Σ0

= 0,

[dǫrµr(∂3π2 − ∂2π3)]Σ0
= [dǫrµr∂1π3]Σ0

= 0

für j = 2. Dabei sind die Sprungbedingungen sicher erfüllt, falls

[ǫrµrπj ]Σ0
= [div Π]Σ0

= 0,

[dǫrµr∂3πj ]Σ0
= [dǫrµrπ3]Σ0

= 0
(D.17)

für j = 1, 2. Mit diesen Sprungbedingungen sind π1 und π2 Lösungen der gleichen
Differentialgleichung

(∆ + κ2ǫrµr)πj = −d̃δy in R3
± und [ǫrµrπj ]Σ0

= [dǫrµr∂3πj ]Σ0
= 0.

Wir nehmen daher wie im letzten Abschnitt an, dass π1,2 rotationssymmetrisch zur e3-
Achse ist, d.h. es gilt in Zylinderkoordinaten π1,2 = π1,2(ρ, z). Wir erhalten π3 dann als
Lösung von

(∆ + κ2ǫrµr)π3 = 0 in R3
± und [dǫrµrπ3]Σ0

= [divΠ]Σ0
= 0.

In Zylinderkoordinaten gilt

Π(ρ, φ, z) =

{

π1(ρ, z) cos(φ)ρ̂− π1(ρ, z) sin(φ)φ̂+ π3(ρ, φ, z)ẑ, für j = 1,

π2(ρ, z) sin(φ)ρ̂+ π2(ρ, z) cos(φ)φ̂+ π3(ρ, φ, z)ẑ, für j = 2,

so dass

div Π(ρ, φ, z) =

{

cos(φ)∂ρπ1(ρ, z) + ∂zπ3(ρ, φ, z), für j = 1,

sin(φ)∂ρπ2(ρ, z) + ∂zπ3(ρ, φ, z), für j = 2,

= cos(φj)∂ρπj(ρ, z) + ∂zπ3(ρ, φ, z)

115



D. Die Fundamentallösung der Maxwell-Gleichungen im Zweischichtmedium

mit
φj := φ− π

2
(j − 1), j = 1, 2 (D.18)

π3 soll also

(∆ + κ2ǫrµr)π3 = 0 in R3
± und [dǫrµrπ3]Σ0

= 0, [∂zπ3]Σ0
= − cos(φj) [∂ρπj ]Σ0

für ein festes j = 1, 2 lösen. Wir nehmen daher an, dass π3(ρ, φ, z) = cos(φj)π
∗
3(ρ, z) mit

(∆ + κ2ǫrµr)π
∗
3 = 0 in R3

± und [dǫrµrπ
∗
3 ]Σ0

= 0, [∂zπ
∗
3]Σ0

= − [∂ρπj ]Σ0
.

Das Problem für πj ist vom gleichen Typ wie für den Fall eines vertikalen Dipols. Wir
gehen daher analog zum letzten Abschnitt vor und setzen

πj(ρ, z)

d̃−
=

{

Gk−(ρ, z) + πrj (ρ, z), z ≤ 0,

πtj(ρ, z), z > 0
(D.19)

an mit
(∆ + κ2ǫ−r µ

−
r )πrj = 0 in R3

− und (∆ + κ2ǫ+r µ
+
r )πtj = 0 in R3

+

und den Sprungbedingungen [ǫrµrπj ]Σ0
= [dǫrµr∂zπj ]Σ0

= 0. Daraus ergeben sich dann
die zu (D.10) und (D.11) analogen Formeln

πrj (ρ, z) = − 1

4π

∫ ∞

0

RH(λ)eıβ−|z|e
ıβ−|h|

iβ−
λJ0(λρ) dλ, z ≤ 0, (D.20)

πtj(ρ, z) = − 1

4π

∫ ∞

0

TH(λ)eıβ+|z|e
ıβ−|h|

iβ−
λJ0(λρ) dλ, z > 0 (D.21)

für ρ ≥ 0 mit β2
± = κ2ǫ±r µ

±
r − λ2 und ℑβ ≥ 0 sowie

RH(λ) =
d−β− − d+β+

d−β− + d+β+

und TH(λ) =
ǫ−r µ

−
r

ǫ+r µ
+
r

(1 +RH(λ)). (D.22)

Die Existenz der Integrale liefert uns das folgende

Lemma D.5: Die Integrale πrj und πtj existieren für alle ǫ±r ∈ C+ und µ±
r > 0 absolut.

Weiterhin gelten für die partiellen Ableitungen die folgenden Beziehungen mit ρ ≥ 0.

∂ρπ
r
j (ρ, z) =

1

4π

∫ ∞

0

RH(λ)eıβ−(|z|+|h|) λ
2

ıβ−
J1(λρ) dλ,

∂zπ
r
j (ρ, z) = − 1

4π

z

|z|

∫ ∞

0

RH(λ)eıβ−(|z|+|h|)λJ0(λρ) dλ,

∂ρ∂zπ
r
j (ρ, z) =

1

4π

z

|z|

∫ ∞

0

RH(λ)eıβ−(|z|+|h|)λ2J1(λρ) dλ,

∂2
ρπ

r
j (ρ, z) =

1

4π

∫ ∞

0

RH(λ)eıβ−(|z|+|h|) λ
3

ıβ−
J0(λρ) dλ

− 1

4πρ

∫ ∞

0

RH(λ)eıβ−(|z|+|h|) λ
2

ıβ−
J1(λρ) dλ
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für z ≤ 0 und

∂ρπ
t
j(ρ, z) =

1

4π

∫ ∞

0

TH(λ)eı(β+|z|+β−|h|) λ
2

ıβ−
J1(λρ) dλ,

∂zπ
t
j(ρ, z) = − 1

4π

z

|z|

∫ ∞

0

TH(λ)eı(β+|z|+β−|h|)β+

β−
λJ0(λρ) dλ,

∂ρ∂zπ
t
j(ρ, z) =

1

4π

z

|z|

∫ ∞

0

TH(λ)eı(β+|z|+β−|h|)β+

β−
λ2J1(λρ) dλ,

∂2
ρπ

t
j(ρ, z) =

1

4π

∫ ∞

0

TH(λ)eı(β+|z|+β−|h|) λ
3

ıβ−
J0(λρ) dλ

− 1

4πρ

∫ ∞

0

TH(λ)eı(β+|z|+β−|h|) λ
2

ıβ−
J1(λρ) dλ

für z > 0. Die Integrale existieren alle absolut und die Funktionen πrj und πtj sind für
z 6= 0 analytisch.

Seien a, b ∈ R, b > 0 und Ψ eine der Funktionen πr,tj oder eine ihrer partiellen Ablei-
tungen und ℑǫ±r > 0, dann gilt

lim
r→∞

rnΨ(ra, rb) = 0

für alle n ∈ N0.

Beweis. Es ist
d−
d+

=

{

µ+
r /µ

−
r , elektr. Dipol,

ǫ+r /ǫ
−
r , magn. Dipol.

Die Behauptung folgt somit analog zum Beweis von Lemma D.2.

2. Die Beziehungen folgen aus der Beschränktheit von RH und TH , Lemma D.1 sowie
(mehrmaliger) Anwendung von Lemma B.7 und J2(λρ) = 2

λρ
J1(λρ) − J0(λρ) (siehe

[Wat58, 2.12 (2)]). Aufgrund der Rekursionsformeln für die Besselfunktionen sehen wir
somit auch, dass die einzelnen Funktionen für z 6= 0 analytisch sind.

3. Das Verhalten von Ψ für r → ∞ folgt analog zu Lemma D.2.

Da wir nun πj berechnet haben, wenden wir uns π3(ρ, φ, z) = cos(φj)π
∗
3(ρ, z) zu und

setzen gemäß Abschnitt C.2.2 und passend zu den vorherigen Ansätzen

π∗
3(ρ, z) =:



















π∗−
3 (ρ, z) = − 1

4π

∫ ∞

0

A−(λ)eıβ−|z|e
ıβ−|h|

ıβ−
λJ1(λρ) dλ, z ≤ 0,

π∗+
3 (ρ, z) = − 1

4π

∫ ∞

0

A+(λ)eıβ+|z|e
ıβ−|h|

ıβ−
λJ1(λρ) dλ, z > 0
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für ρ ≥ 0 an. Aus den Sprungbedingungen [dǫrµrπ
∗
3]Σ0

= 0 und [∂zπ
∗
3]Σ0

= − [∂ρπj]Σ0

erhalten wir mit ∂ρJ0(λρ) = −λJ1(λρ) und

∂ρGk−(ρ, 0) + ∂ρπ
r
j (ρ, 0) =

1

4π

∫ ∞

0

(1 +RH(λ))
eıβ−|h|

ıβ−
λ2J1(λρ) dλ,

∂ρπ
t
j(ρ, 0) =

1

4π

∫ ∞

0

TH(λ)
eıβ−|h|

ıβ−
λ2J1(λρ) dλ

=
1

4π

∫ ∞

0

ǫ−r µ
−
r

ǫ+r µ
+
r

(1 +RH(λ))
eıβ−|h|

ıβ−
λ2J1(λρ) dλ

für ρ ≥ 0, d+ǫ
+
r µ

+
r A+ = d−ǫ

−
r µ

−
r A− und ıβ+A+(λ) + ıβ−A−(λ) = d̃−

(

ǫ−r µ
−
r

ǫ+r µ
+
r
− 1
)

(1 +

RH(λ))λ. Somit gilt

A+(λ) =
ı

κ2

(

1 − ǫ−r µ
−
r

ǫ+r µ
+
r

)

(1 +RH(λ))
λ

d−ǫ−r µ
−
r β+ + d+ǫ+r µ

+
r β−

(D.23)

und es folgt

π∗−
3 (ρ, z) = − 1

4π

d+ǫ
+
r µ

+
r

d−ǫ−r µ
−
r

∫ ∞

0

A+(λ)eıβ−|z|e
ıβ−|h|

ıβ−
λJ1(λρ) dλ, z ≤ 0 (D.24)

π∗+
3 (ρ, z) = − 1

4π

∫ ∞

0

A+(λ)eıβ+|z| e
ıβ−|h|

ıβ−
λJ1(λρ) dλ, z > 0. (D.25)

Lemma D.6: Die Integrale π∗+
3 und π∗−

3 existieren für alle ǫ±r ∈ C+ und µ±
r > 0 absolut.

Weiterhin gelten für die partiellen Ableitungen die folgenden Beziehungen mit ρ ≥ 0.

∂ρπ
∗−
3 (ρ, z) = − 1

4π

∫ ∞

0

d+ǫ
+
r µ

+
r

d−ǫ−r µ
−
r

A+(λ)eıβ−(|z|+|h|) λ
2

ıβ−
J0(λρ) dλ

+
1

4πρ

∫ ∞

0

d+ǫ
+
r µ

+
r

d−ǫ−r µ
−
r

A+(λ)eıβ−(|z|+|h|) λ

ıβ−
J1(λρ) dλ,

∂zπ
∗−
3 (ρ, z) = − 1

4π

z

|z|

∫ ∞

0

d+ǫ
+
r µ

+
r

d−ǫ−r µ
−
r

A+(λ)eıβ−(|z|+|h|)λJ1(λρ) dλ,

∂ρ∂zπ
∗−
3 (ρ, z) = − 1

4π

z

|z|

∫ ∞

0

d+ǫ
+
r µ

+
r

d−ǫ−r µ
−
r

A+(λ)eıβ−(|z|+|h|)λ2J0(λρ) dλ

+
1

4πρ

z

|z|

∫ ∞

0

d+ǫ
+
r µ

+
r

d−ǫ−r µ
−
r

A+(λ)eıβ−(|z|+|h|)λJ1(λρ) dλ,

∂2
zπ

∗−
3 (ρ, z) = − 1

4π

∫ ∞

0

d+ǫ
+
r µ

+
r

d−ǫ−r µ
−
r

A+(λ)ıβ−e
ıβ−(|z|+|h|)λJ1(λρ) dλ
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für z ≤ 0 und

∂ρπ
∗+
3 (ρ, z) = − 1

4π

∫ ∞

0

A+(λ)eı(β+|z|+β−|h|) λ
2

ıβ−
J0(λρ) dλ

+
1

4πρ

∫ ∞

0

A+(λ)eı(β+|z|+β−|h|) λ

ıβ−
J1(λρ) dλ,

∂zπ
∗+
3 (ρ, z) = − 1

4π

z

|z|

∫ ∞

0

A+(λ)eı(β+|z|+β−|h|)β+

β−
λJ1(λρ) dλ,

∂ρ∂zπ
∗+
3 (ρ, z) = − 1

4π

z

|z|

∫ ∞

0

A+(λ)eı(β+|z|+β−|h|)β+

β−
λ2J0(λρ) dλ

+
1

4πρ

z

|z|

∫ ∞

0

A+(λ)eı(β+|z|+β−|h|)β+

β−
λJ1(λρ) dλ,

∂2
zπ

∗+
3 (ρ, z) = − 1

4π

∫ ∞

0

A+(λ)eı(β+|z|+β−|h|) ıβ
2
+

β−
λJ1(λρ) dλ

für z > 0. Die Integrale existieren alle absolut und die Funktionen π∗+
3 und π∗−

3 sind für
z 6= 0 analytisch.

Seien a, b ∈ R, b > 0 und Ψ eine der Funktionen π∗±
3 oder eine ihrer partiellen Ablei-

tungen und ℑǫ±r > 0, dann gilt

lim
r→∞

rnΨ(ra, rb) = 0

für alle n ∈ N0.

Beweis. Die Beschränktheit der Faktoren von A+ folgt analog zum Beweis von Lem-
ma D.2 und somit auch der Rest der Behauptung.

2. Die Beziehungen folgen aus der Beschränktheit von A+, Lemma D.1 sowie (mehr-
maliger) Anwendung von Lemma B.7. Aufgrund der Rekursionsformeln für die Bessel-
funktionen (vgl. [Wat58, 2.12]) sehen wir somit auch, dass die einzelnen Funktionen für
z 6= 0 analytisch sind.

3. Das Verhalten von Ψ für r → ∞ folgt analog zu Lemma D.2.

Nachdem wir nun die Komponenten des Hertz-Vektors berechnet haben, berechnen
wir die Vektorfelder V = κ2ǫrµrΠ+graddiv Π und rotV . Wir erhalten aus dem Ansatz
für Π mit (D.18)

grad div Π(ρ, φ, z) = grad div
(

πj(ρ, φ, z)(cos(φj)ρ̂− sin(φj)φ̂) + cos(φj)π
∗
3(ρ, φ, z)ẑ

)
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D. Die Fundamentallösung der Maxwell-Gleichungen im Zweischichtmedium

für j = 1, 2 und daraus mit A.3.2

V (ρ, φ, z) = cos(φj)
(

κ2ǫrµrπj(ρ, z) + ∂2
ρπj(ρ, z) + ∂ρ∂zπ

∗
3(ρ, z)

)

ρ̂

− sin(φj)
(

κ2ǫrµrπj(ρ, z) +
1

ρ
(∂ρπj(ρ, z) + ∂zπ

∗
3(ρ, z))

)

φ̂

+ cos(φj)
(

κ2ǫrµrπ
∗
3(ρ, z) + ∂ρ∂zπj(ρ, z) + ∂2

zπ
∗
3(ρ, z)

)

ẑr

=: cos(φj)Vρ(ρ, z)ρ̂− sin(φj)Vφ(ρ, z)φ̂ + cos(φj)Vz(ρ, z)ẑ,

(D.26)

rotV (ρ, φ, z) = κ2ǫrµr rotΠ(ρ, φ, z)

= κ2ǫrµr

(

sin(φj)
(

∂zπj(ρ, z) −
1

ρ
π∗

3(ρ, z)
)

ρ̂

+ cos(φj)
(

∂zπj(ρ, z) − ∂ρπ
∗
3(ρ, z)

)

φ̂

− sin(φj)
(

∂ρπj(ρ, z)
)

ẑ

)

=: κ2ǫrµr

(

sin(φj)Vρ(ρ, z)ρ̂+ cos(φj)Vφ(ρ, z)φ̂

− sin(φj)Vz(ρ, z)ẑ
)

(D.27)

und somit

V (ρ, φ, z) =
(

cos(φj) cos(φ)Vρ(ρ, z) + sin(φj) sin(φ)Vφ(ρ, z)
)

e1

+
(

cos(φj) sin(φ)Vρ(ρ, z) − sin(φj) cos(φ)Vφ(ρ, z)
)

e2

+ cos(φj)Vz(ρ, z)e3,

(D.28)

rotV (ρ, φ, z) = κ2ǫrµr

(

(

sin(φj) cos(φ)Vρ(ρ, z) − cos(φj) sin(φ)Vφ(ρ, z)
)

e1

+
(

sin(φj) sin(φ)Vρ(ρ, z) + cos(φj) cos(φ)Vφ(ρ, z)
)

e2

− sin(φj)Vz(ρ, z)e3

)

.

(D.29)

Proposition D.7: Seien ǫ±r ∈ C+, µ±
r > 0 mit ℜ{(ǫ+r ǫ−r )2} > 0. Für jedes s > 0 sind V

und d rotV in Hloc

(

rot; R3 \Bs(y)
)

die ausstrahlende Lösung der Maxwell-Gleichungen

rotH + ıκǫrE = 0 rotE − ıκµrH = δyej
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in R3
± und den Sprungbedingungen (D.3) mit H = V und E = ı

κǫr
rotV = d rotV im

Falle eines magnetischen Dipols und

rotH + ıκǫrE = δyej rotE − ıκµrH = 0

in R3
± und den Sprungbedingungen (D.3) mit E = V und H = 1

ıκµr
rotV = d rotV im

Falle eines elektrischen Dipols mit Polarisationsvektor ej , j = 1, 2.
Die Vektorfelder sind dabei durch (D.28) und (D.29) gegeben und für z 6= 0 in jeder

Komponente analytisch.

Bemerkung: Zum Beweis und zur Ausstrahlungsbedingung siehe Proposition D.3.

Bemerkung D.8: Für die Lösung des Problems mit einem Dipol im oberen Halbraum
– d.h. y = (0, 0, h)T – müssen wir nur in allen Ausdrücken die Indizes + und − vertau-
schen.

D.2.3. Die dyadischen Greenschen Funktionen

Wir fassen nun die Ergebnisse aus den letzen beiden Abschnitten zusammen und geben
damit die Fundamentallösungen von (4.11) für den magnetischen bzw. den elektrischen
Fall an.

Wir definieren die matrixwertigen dyadischen Greenschen Funktionen G
m und G

e als
Lösung von

rotx
1

ǫr(x)
rotx G

m(x, y) − κ2µr(x)G
m(x, y) = −ıκδyI3×3 (D.30)

rotx
1

µr(x)
rotx G

e(x, y) − κ2ǫr(x)G
e(x, y) = ıκδyI3×3 (D.31)

mit x ∈ R3, y ∈ R3 \ Σ0, Gm(·, y),Ge(·, y) ∈ Hloc

(

rot; R3 \Bs(y), C3×3
)

und ebenso

1
ǫr(·) rotx Gm(·, y), 1

µr(·) rotx Ge(·, y) ∈ Hloc

(

rot; R3 \Bs(y), C3×3
)

für jedes s > 0. Dabei

bedeute rotx die spaltenweise Anwendung von rot bzgl. der ersten Variablen. Weiterhin
gelte die Ausstrahlungsbedingung

∫∫

∂BR

∣

∣

∣

∣

ν × G
m/e(·, y)p+

ı

κ
√
ǫrµr

rotx G
m/e(·, y)p

∣

∣

∣

∣

2

dΣ = o (1) , R → ∞

für jeden Polarisationsvektor 0 6= p ∈ R3.
Somit ist das Vektorfeld Gm(·, y)p in jedem Halbraum eine Lösung von (D.1) mit rech-

ter Seite −ıκǫrδyp. Weiterhin erfüllen Gm(·, y)p und 1
ǫr(·) rotx Gm(·, y)p die Sprungbedin-

gungen (D.3). Die analoge Aussage gilt für Ge(·, y)p, so dass aufgrund der Linearität der
Differentialgleichung und der Eindeutigkeit der Fundamentallösungen aus den letzten
beiden Abschnitten die Spalten von Gm/e(·, y) durch die Vektorfelder aus den letzten
beiden Abschnitten gegeben sind.
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Darstellung durch Hankel-Transformationen

Da wir die Komponenten der dyadischen Funktionen in Integralform hergeleitet haben
und diese gerade einer Hankel-Transformation entsprechen, werden wir nun die Kom-
ponenten als solche angeben. Dazu führen wir zunächst die Funktionen ein, für die
die Komponenten durch eine Hankel-Transformation gegeben sind. Nach den Lemmata
D.2, D.5 und D.6 existieren diese Hankel-Transformierten für ℜ{(ǫ+r ǫ−r )2} > 0. Dann
listen wir noch einmal alle Komponentenfunktionen als Hankel-Transformation auf und
geben schließlich die von uns benötigten Spalten von Gm und rotx Gm für x3 > 0 an.
Wir verwenden im Folgenden die abkürzende Schreibweise [Hn (g)] (ρ, z) für die Hankel-
Transformation n-ter Ordnung der Funktion λ 7→ g(λ, z) statt [Hn (λ 7→ g(λ, z))] (ρ, z).

Mit den Bezeichnungen aus (D.9), (D.22) und (D.23) definieren wir die folgenden
Funktionen für λ ≥ 0 und z ∈ R. In der linken Spalte sei z ≤ 0 und in der rechten sei
z > 0.

f−
0 (λ, z) := − 1

4π
RV (λ)

eıβ−(|z|+|h|)

ıβ−
, f+

0 (λ, z) := − 1

4π
TV (λ)

eıβ+|z|+ıβ−|h|

ıβ−
,

f−
1 (λ, z) := − 1

4π
RH(λ)

eıβ−(|z|+|h|)

ıβ−
, f+

1 (λ, z) := − 1

4π
TH(λ)

eıβ+|z|+ıβ−|h|

ıβ−
,

f−
2 (λ, z) := − 1

4π
A+(λ)

eıβ−(|z|+|h|)

ıβ−
f+

2 (λ, z) := − 1

4π
A+(λ)

eıβ+|z|+ıβ−|h|

ıβ−
,

(D.32)

Mit ρ2 = (x1 − y1)
2 + (x2 − y2)

2, φ = arctan(x2/x1), |z| = x3 und |h| = −y3 lassen sich
die Komponentenfunktionen für die dritte Spalte wie folgt schreiben (vgl. (D.12) bis
(D.14)).

π−
3 (ρ, z)

d̃−
= Gκ−(ρ, z) +

[

H0

(

f−
0

)]

(ρ, z)
π+

3 (ρ, z)

d̃−
=
[

H0

(

f+
0

)]

(ρ, z)

∂ρπ
−
3 (ρ, z)

d̃−
= ∂ρGk−(ρ, z)

∂ρπ
+
3 (ρ, z)

d̃−
= −

[

H1

(

λf+
0

)]

(ρ, z)

−
[

H1

(

λf−
0

)]

(ρ, z)

∂ρ∂zπ
−
3 (ρ, z)

d̃−
= ∂ρ∂zGk−(ρ, z)

∂ρ∂zπ
+
3 (ρ, z)

d̃−
= −ı z|z|

[

H1

(

λβ+f
+
0

)]

(ρ, z)

− ı
z

|z|
[

H1

(

λβ−f
−
0

)]

(ρ, z)

∂2
zπ

−
3 (ρ, z)

d̃−
= ∂2

zGk−(ρ, z)
∂2
zπ

+
3 (ρ, z)

d̃−
= −

[

H0

(

β2
+f

+
0

)]

(ρ, z)

−
[

H0

(

β2
−f

−
0

)]

(ρ, z)
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Wir erhalten also mit β2
+ = κ2ǫ+r µ

+
r − λ2 und d̃− = 1/ıκµ−

r für die letzte Spalte von Gm

G
m
3 (ρ, φ, z) := − 1

κµ−
r

[

H1

(

λβ+f
+
0

)]

(ρ, z)(cos φe1 + sinφe2)

− ı

κµ−
r

[

H0

(

λ2f+
0

)]

(ρ, z)e3, z > 0.
(D.33)

Für die 3-te Spalte von rotx Gm gilt

ı

κǫ+r
rotx G

m
3 (ρ, φ, z) := −µ

+
r

µ−
r

[

H1

(

λf+
0

)]

(sinφe1 − cosφe2). (D.34)

Die Komponentenfunktionen für die j-te Spalte, j = 1, 2, lassen sich wie folgt schreiben
(vgl. (D.20) bis (D.28)).

π−
j (ρ, z)

d̃−
= Gk−(ρ, z) +

[

H0

(

f−
1

)]

(ρ, z)
π+
j (ρ, z)

d̃−
=
[

H0

(

f+
1

)]

(ρ, z)

∂ρπ
−
j (ρ, z)

d̃−
= ∂ρGk−(ρ, z)

∂ρπ
+
j (ρ, z)

d̃−
= −

[

H1

(

λf+
1

)]

(ρ, z)

−
[

H1

(

λf−
1

)]

(ρ, z)

∂zπ
−
j (ρ, z)

d̃−
= ∂zGk−(ρ, z)

∂zπ
+
j (ρ, z)

d̃−
= ı

z

|z|
[

H0

(

β+f
+
1

)]

(ρ, z)

+ ı
z

|z|
[

H0

(

β−f
−
1

)]

(ρ, z)

∂ρ∂zπ
−
j (ρ, z)

d̃−
= ∂ρ∂zGk−(ρ, z)

∂ρ∂zπ
+
j (ρ, z)

d̃−
= −ı z|z|

[

H1

(

λβ+f
+
1

)]

(ρ, z)

− ı
z

|z|
[

H1

(

λβ−f
−
1

)]

(ρ, z)

∂2
ρπ

−
j (ρ, z)

d̃−
= ∂2

ρGk−(ρ, z)
∂2
ρπ

+
j (ρ, z)

d̃−
= −

[

H0

(

λ2f+
1

)]

(ρ, z)

−
[

H0

(

λ2f−
1

)]

(ρ, z) +
1

ρ

[

H1

(

λf+
1

)]

(ρ, z)

+
1

ρ

[

H1

(

λf−
1

)]

(ρ, z)
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π∗−
3 (ρ, z) =

d+ǫ
+
r µ

+
r

d−ǫ−r µ
−
r

[

H1

(

f−
2

)]

π∗+
3 (ρ, z) =

[

H1

(

f+
2

)]

∂ρπ
∗−
3 (ρ, z) =

d+ǫ
+
r µ

+
r

d−ǫ−r µ
−
r

[

H0

(

λf−
2

)]

∂ρπ
∗+
3 (ρ, z) =

[

H0

(

λf+
2

)]

− 1

ρ

d+ǫ
+
r µ

+
r

d−ǫ−r µ
−
r

[

H1

(

f−
2

)]

− 1

ρ

[

H1

(

f+
2

)]

∂zπ
∗−
3 (ρ, z) = ı

z

|z|
d+ǫ

+
r µ

+
r

d−ǫ−r µ
−
r

[

H1

(

β−f
−
2

)]

∂zπ
∗+
3 (ρ, z) = ı

z

|z|
[

H1

(

β+f
+
2

)]

∂ρ∂zπ
∗−
3 (ρ, z) = ı

z

|z|
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Wir erhalten also für die erste Spalte von rotx Gm mit φ1 = φ und cos2 φ = 1 − sin2 φ
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D.2. Dipole im Zweischichtmedium

Für die zweite Spalte ergibt sich mit φ2 = φ− π
2

und sin2 φ = 1 − cos2 φ
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Schließlich erhalten wir wieder mit β2
+ = κ2ǫ+r µ

+
r − λ2, φ1 = φ und sin2 φ = 1 − cos2 φ

für die erste Spalte von Gm
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D. Die Fundamentallösung der Maxwell-Gleichungen im Zweischichtmedium

Für die zweite Spalte ergibt sich ebenso mit φ2 = φ− π
2

und cos2 φ = 1 − sin2 φ
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Zusammenfassung/Abstract

Wir untersuchen die numerische Lösung des inversen Streuproblems der Rekonstruktion
der Form, Position und Anzahl endlich vieler perfekt leitender Objekte durch Nahfeld-
messungen zeitharmonischer elektromagnetischer Wellen mit Hilfe von Metalldetekto-
ren. Wir nehmen an, dass sich die Objekte gänzlich im unteren Halbraum eines unbe-
schränkten zweischichtigen Hintergrundmediums befinden. Wir nehmen weiter an, dass
der obere Halbraum mit Luft und der untere Halbraum mit Erde gefüllt ist. Wir be-
trachten zuerst die physikalischen Grundlagen elektromagnetischer Wellen, aus denen
wir zunächst ein vereinfachtes mathematisches Modell ableiten, in welchem wir direkt
das elektromagnetische Feld messen. Dieses Modell erweitern wir dann um die Messung
des elektromagnetischen Feldes von Sendespulen mit Hilfe von Empfangsspulen. Für das
vereinfachte Modell entwickeln wir, unter Verwendung der Theorie des zugehörigen di-
rekten Streuproblems, ein nichtiteratives Verfahren, das auf der Idee der sogenannten
Faktorisierungsmethode beruht. Dieses Verfahren übertragen wir dann auf das erweiterte
Modell. Wir geben einen Implementierungsvorschlag der Rekonstruktionsmethode und
demonstrieren an einer Reihe numerischer Experimente die Anwendbarkeit des Verfah-
rens. Weiterhin untersuchen wir mehrere Abwandlungen der Methode zur Verbesserung
der Rekonstruktionen und zur Verringerung der Rechenzeit.

We investigate the numerical solution of the inverse scattering problem to reconstruct
the shape, position and number of a collection of finitely many perfectly conducting scat-
terers using near field measurements of time-harmonic electromagnetic waves obtained
by metal detectors. The scatterers are assumed to be buried within the lower half-space
of an unbounded two-layered background medium. We further assume the upper half-
space to be filled with air and the lower half-space to be filled with soil. Recalling the
physical foundations of electromagnetic waves, we first deduce a simplified mathema-
tical model, which involves measurements of the electromagnetic field itself. Then we
extend this model by incorporating measurements of the electromagnetic field by means
of emitter and receiver coils. Based on theoretical results for the corresponding direct
scattering problem, we derive a non-iterative method for the simplified model which is
based on the idea of the so-called factorisation method. Then we apply this scheme to our
extended model, propose a numerical implementation of this reconstruction method and
demonstrate its viability in a series of numerical experiments. Furthermore, we investi-
gate several modifications of the method for improving the quality of the reconstructions
as well as reducing the computation time.
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