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Zusammenfassung

Der erste Teil der vorliegenden Dissertation befasst sich mit der Unter-
suchung der perturbativen Unitaritdt im Komplexe-Masse-Renormierungs-
schema (CMS). Zu diesem Zweck wird eine Methode zur Berechnung der Ima-
gindrteile von Einschleifenintegralen mit komplexen Massenparametern vor-
gestellt, die im Grenzfall stabiler Teilchen auf die herkémmlichen Cutkosky-
Formeln fithrt. Anhand einer Modell-Lagrangedichte fiir die Wechselwirkung
eines schweren Vektorbosons mit einem leichten Fermion wird demonstriert,
dass durch Anwendung des CMS die Unitaritdt der zugrunde liegenden S-
Matrix im stérungstheoretischen Sinne erfiillt bleibt, sofern die renormierte
Kopplungskonstante reell gewéhlt wird.

Der zweite Teil der Arbeit beschéftigt sich mit verschiedenen Anwen-
dungen des CMS in chiraler effektiver Feldtheorie (EFT). Im Einzelnen wer-
den Masse und Breite der Deltaresonanz, die elastischen elektromagnetischen
Formfaktoren der Roperresonanz, die elektromagnetischen Formfaktoren des
Ubergangs vom Nukleon zur Roperresonanz sowie Pion-Nukleon-Streuung
und Photo- und Elektropionproduktion fiir Schwerpunktsenergien im Bereich
der Roperresonanz berechnet. Die Wahl passender Renormierungsbedingun-
gen ermoglicht das Aufstellen eines konsistenten chiralen Zahlschemas fiir
EFT in Anwesenheit verschiedener resonanter Freiheitsgrade, so dass die auf-
gefiihrten Prozesse in Form einer systematischen Entwicklung nach kleinen
Parametern untersucht werden kénnen.

Die hier erzielten Resultate konnen fiir Extrapolationen von entsprechen-
den Gitter-QCD-Simulationen zum physikalischen Wert der Pionmasse ge-
nutzt werden. Deshalb wird neben der Abhéngigkeit der Formfaktoren vom
quadrierten Impulsiibertrag auch die Pionmassenabhingigkeit des magne-
tischen Moments und der elektromagnetischen Radien der Roperresonanz
untersucht.

Im Rahmen der Pion-Nukleon-Streuung und der Photo- und Elektro-
pionproduktion werden eine Partialwellenanalyse und eine Multipolzerlegung
durchgefiihrt, wobei die Pj;-Partialwelle sowie M;_- und S;_-Multipole mit-
tels nichtlinearer Regression an empirische Daten angepasst werden.






Abstract

In the first part of the this doctoral thesis the perturbative unitarity in the
complex-mass scheme (CMS) is analysed. To that end a procedure for cal-
culating cutting rules for loop integrals containing propagators with finite
widths is presented. A toy-model Lagrangian describing the interaction of
a heavy vector boson with a light fermion is used to demonstrate that the
CMS respects unitarity order by order in perturbation theory provided that
the renormalized coupling constant remains real.

The second part of the thesis deals with various applications of the CMS
to chiral effective field theory (EFT). In particular, mass and width of the
delta resonance, elastic electromagnetic form factors of the Roper resonance,
form factors of the nucleon-to-Roper transition, pion-nucleon scattering, and
pion photo- and electroproduction for center-of-mass energies in the region
of the Roper mass are calculated. By choosing appropriate renormalization
conditions, a consistent chiral power counting scheme for EF'T with resonant
degrees of freedom can be established. This allows for a systematic investi-
gation of the above processes in terms of an expansion in small quantities.

The obtained results can be applied to the extrapolation of corresponding
simulations in the context of lattice QCD to the physical value of the pion
mass. Therefore, in addition to the Q? dependence of the form factors, also
the pion-mass dependence of the magnetic moment and electromagnetic radii
of the Roper resonance is explored.

Both a partial wave decomposition and a multipole expansion are per-
formed for pion-nucleon scattering and pion photo- and electroproduction,
respectively. In this connection the P;; partial wave as well as the M;_ and
S1_ multipoles are fitted via non-linear regression to empirical data.
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Kapitel 1

Einleitung

Effektive Feldtheorien (EFT) haben sich als wichtiges Hilfsmittel in der
quantenfeldtheoretischen Behandlung von Problemen mit mehreren separa-
ten Skalen etabliert. Eine Beschreibung der Dynamik physikalischer Prozesse
bei niedrigen Energien (grofen Absténden) erfordert keine Detailbetrachtung
der Dynamik bei hohen Energien (kleinen Absténden), so dass die Physik
bei niedrigen Energien durch einen Satz effektiver, fiir das gegebene Problem
relevanter, Freiheitsgrade beschrieben werden kann. Ein erfolgreiches Anwen-
dungsgebiet von EFT ist die starke Wechselwirkung, der die Quantenchro-
modynamik (QCD) [1, 2, 3| als etablierte fundamentale Theorie zugrunde
liegt. Die QCD ist eine auf der Gruppe SU(3) basierende Eichtheorie, in der
sechs Quarks die Materiefelder darstellen. Die Wechselwirkung zwischen den
Quarks wird durch acht Gluonenfelder vermittelt. Bisher konnten ausschlief-
lich die aus fundamentalen Freiheitsgraden zusammengesetzten Hadronen als
asymptotische Zustidnde beobachtet werden, ein Phinomen, das als Farbein-
schlusshypothese (confinement) bezeichnet wird [4]. Aufgrund der starken
Zunahme ihrer laufenden effektiven Kopplungskonstanten «g zu niedrigen
Energien hin, lasst sich die QCD nur im Bereich hoher Energien perturbativ
behandeln. Bei niedrigen Energien kann die chirale Storungstheorie (chiral
perturbation theory, ChPT) |5, 6, 7|, eine auf Pion- und Nukleonzustinden
basierende EFT der QCD, erfolgreich zur Beschreibung der starken Wech-
selwirkung herangezogen werden. Sie beruht auf der allgemeinsten, mit allen
Symmetrien der QCD vereinbaren Lagrangedichte. Physikalische Grofen wer-
den in Form einer Entwicklung in dem Quotienten g/A berechnet, wobei der
Parameter ¢ kleine Impulse oder kleine Massen symbolisiert und A = 1 GeV
die Skala der spontanen Symmetriebrechung darstellt.

Der Anwendungsbereich der ChPT kann durch die explizite Beriicksich-
tigung angeregter, instabiler Zustidnde zu groferen Energien hin erweitert
werden. Die quantenfeldtheoretische Beschreibung instabiler Teilchen ist so-



wohl aus konzeptioneller als auch aus phénomenologischer Sicht von grofer
Bedeutung. Zur Vermeidung von Singularititen werden instabile Teilchen
als Resonanzen mit endlichen Breiten beschrieben. Die Breiten ergeben sich
aus den Imaginéarteilen ihrer Selbstenergiediagramme, welche in Form einer
Dyson-Reihe zu allen Ordnungen aufsummiert werden. In einer storungstheo-
retischen Beschreibung miissen Resonanzen aufgrund ihres instabilen Cha-
rakters aus den ein- und auslaufenden asymptotischen Zustéinden entfernt
werden, ohne die Kausalitdt und Unitaritdt der resultierenden S-Matrix zu
verletzen [8]. Auf der Grundlage des Dirac’schen Wechselwirkungsbildes weist
die Behandlung instabiler Teilchen im Operatorformalismus konzeptionelle
Probleme auf, da die Definition der S-Matrix auf dem Konzept des adiaba-
tischen Ein- und Ausschaltens der Wechselwirkung beruht. Nutzt man den
Pfadintegralformalismus als Ausgangspunkt der storungstheoretischen Ent-
wicklung, kann auf das Konzept des adiabatischen Ein- und Ausschaltens
verzichtet werden [9]. Die Integration iiber Feldvariablen instabiler Teilchen
lasst sich in diesem Formalismus analog der Integration iiber Feldvariablen
stabiler Teilchen durchfiihren.

Ein zentraler Punkt im Zusammenhang mit instabilen Teilchen ist die
Definition ihrer physikalischen Eigenschaften. Im Rahmen des Standardmo-
dells existieren fiir die Masse eines instabilen Teilchens zwei gebréuchliche
Definitionen, die sich aus dessen inversen Propagator ableiten,

D(¢?) = [¢* —m2 —1(*)] ", (1.1)

wobei mq die unrenormierte Masse und II(¢*) die Selbstenergie darstellt.
Definiert man die Masse anhand der Nullstelle des Realteils des inversen
Propagators,

mi = mg + Re [II(m7)] , (1.2)

erhalt man eine relativistische Verallgemeinerung der Breit-Wigner-Formel.
Diese Grofe wird hiufig in phanomenologischen Beschreibungen instabiler
Teilchen verwendet, sie hiangt allerdings von Eich- und Feldredefinitionspa-
rametern ab [10, 11, 12, 13, 14, 15, 16|. Die als Realteil der komplexwertigen
Position s, des Pols in Gleichung (1.1) definierte Masse ma,

I\ 2
s, =mg +1(s,) = <m2 - 172) , (1.3)

eignet sich dahingegen als Observable, da sie unabhéngig von Eich- und Feld-
redefinitionsparametern ist. Nach heutigem Kenntnisstand resultiert nur die
Extraktion physikalischer Grofsen am komplexen Pol in einer modellunab-
héngigen Beschreibung [17, 18].



Neben der Bestimmung von Resonanzmassen und Zerfallsbreiten stellt
die experimentelle und theoretische Untersuchung von Resonanz-Photo-Zer-
fallsamplituden und Nukleon-Resonanz-Ubergangsformfaktoren derzeit einen
wichtigen Schwerpunkt kernphysikalischer Forschung dar [19, 20, 21, 22|. Im
Gegensatz zu den W=*-, Z° und Higgs-Bosonen des Standardmodells sind
resonante Hadronen zusammengesetzte Objekte, wodurch die mathematisch
rigorose Definition ihrer physikalischen Eigenschaften zusétzlich erschwert
wird. In Referenz [23| wurde gezeigt, dass die Polmasse der Deltaresonanz
nicht von der Wahl der Feldvariablen abhéngt, die Breit-Wigner-Masse hin-
gegen schon. Ebenso konnte demonstriert werden, dass physikalische Eigen-
schaften instabiler Hadronen aus den Residuen an den komplexen Polstellen
extrahiert werden sollten, um deren Unabhéngigkeit von Feldredefinitions-
parametern zu gewihrleisten [24]|. Diese beiden in EFT erzielten Resultate
stehen im Einklang mit den Erkenntnissen aus dem Standardmodell.

Die allgemeinste Lagrangedichte einer EF'T umfasst eine unendliche An-
zahl an Termen. Um die Aussagekraft der Theorie zu gewihrleisten, ist das
Aufstellen eines Ordnungsschemas nétig. Mit dem Weinberg’schen Zahlsche-
ma wird das Verhalten einzelner Diagramme unter Reskalierung der Impulse
und Quarkmassen untersucht, wodurch jedem Diagramm entsprechend sei-
ner Bedeutung eine chirale Ordnung zugewiesen werden kann [5]. Die An-
wendung von dimensionaler Regularisierung in Kombination mit einem mi-
nimalen Abzugsschema fiihrt im mesonischen Sektor der ChPT (mesonic
chiral perturbation theory, MChPT) zu einer eindeutigen Korrespondenz zwi-
schen der Schleifenentwicklung und der chiralen Entwicklung. Die Einbezie-
hung schwerer und insbesondere resonanter Freiheitsgrade in EF'T erschwert
das Aufstellen eines systematischen Zahlschemas, da Mehrschleifendiagram-
me bereits zu niedrigen chiralen Ordnungen beitragen [25]. Abgesehen von
der Verwendung der chiralen Stérungstheorie fiir schwere Baryonen (heavy-
baryon chiral perturbation theory, HBChPT) |26, 27|, kann das Zahlschema
in baryonischer chiraler Storungstheorie (baryonic chiral perturbation theo-
ry, BChPT) durch die Wahl passender Renormierungsbedingungen wieder
hergestellt werden [28, 29, 30, 31, 32, 33]. Da alle zdhlschemaverletzenden
Beitrage regulir in der Entwicklung nach kleinen Gréfien sind, konnen sie
durch die passende Renormierung von Parametern der effektiven Lagrange-
dichte absorbiert werden.

Da der Massenunterschied zwischen dem Nukleon und der Deltaresonanz
im Vergleich zur Nukleonmasse gering ist, kann die Deltaresonanz in BChPT
systematisch als expliziter Freiheitsgrad beriicksichtigt werden [34, 35, 36,
37]. Der Einbau schwererer Nukleonresonanzen sowie des Rhomesons er-
fordert einen anderen Ansatzpunkt. Im Gegensatz zur Deltaresonanz, die
sich in ein Nukleon und ein Pion umwandelt, zerfiallt das Rhomeson iiber-
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wiegend in zwei Pionen, deren Massen im chiralen Grenzfall verschwinden.
Fiir Schwerpunktsenergien in der Groéfenordnung der Rhomesonmasse re-
sultiert die Schleifenintegration in zdhlschemaverletzenden Imaginérteilen,
die nicht durch den Einsatz traditioneller Renormierungsschemata absor-
biert werden konnen. Eine Mdoglichkeit zur Wiederherstellung eines syste-
matischen Zahlschemas besteht in der Anwendung des Komplexe-Masse-
Renormierungsschemas (complez-mass scheme, CMS) [38]. Das CMS [39, 40,
41, 42, 43, 44] wurde urspriinglich konstruiert, um perturbative Berechnungen
von Prozessen mit resonanten Zwischenzustinden innerhalb des Standard-
modells durchzufiihren. Die zentrale Idee besteht darin, resonanten Teilchen
komplexe renormierte Massen zuzuweisen, die als komplexe Polpositionen
der entsprechenden vollstindigen Propagatoren definiert sind. Die komple-
xen Massen werden dabei auf dem Niveau der Lagrangedichte eingefiihrt,
indem die unrenormierten reellen Massen in komplexe renormierte Massen
und komplexe Gegenterme zerlegt werden. Letztere ermdglichen im Zusam-
menhang mit EFT die Absorption imaginarer zihlschemaverletzender Terme,
so dass physikalische Grofsen als Potenzreihe in kleinen Parametern systema-
tisch berechnet werden konnen.

Die Zerlegung in zwei separat nicht hermitesche Anteile hat keinen Ein-
fluss auf die Hermitizitdt der unrenormierten Lagrangedichte, weshalb auch
die Unitaritdt der resultierenden S-Matrix unberiihrt bleibt. Um zu priifen,
ob auch die approximativen Ausdriicke einer storungstheoretischen Entwick-
lung im CMS die Unitaritdtsbedingungen zu jeder Ordnung erfiillen, stellt es
sich als zweckméfig heraus die Cutkosky-Formeln [45] auf Schleifenintegra-
le mit komplexen renormierten Massen zu verallgemeinern [46|. Erst wenn
die perturbative Unitaritit der S-Matrix gewéhrleistet ist, kann das CMS
als konsistenter Formalismus zur Definition einer renormierten Quantenfeld-
theorie angesehen werden [42].

Durch die Anwendung des CMS lassen sich neben dem Rhomeson auch
schwere Nukleonresonanzen wie die Roperresonanz N(1440) Py; in EFT be-
schreiben [47]. Die Roperresonanz ist die niedrigste Nukleonresonanz mit
den Quantenzahlen des Nukleons (I(J) = %(%Jr)) Sie spiegelt sich nicht in
einer resonanztypischen Struktur im totalen Wirkungsquerschnitt der Pion-
Nukleon-Streuung wider, da sie von benachbarten Resonanzen iiberlagert
wird. Erst nach Durchfiihrung einer Partialwellenanalyse wird die Roper-
resonanz durch das resonante Verhalten der Streuphase (phase shift) und
der Inelastizitét der Pjj-Partialwelle ersichtlich [48]. Thre geringere Masse im

Vergleich zum ersten angeregten Zustand des Nukleons mit negativer Paritat

N(1535) Si1 (I(J7) = 3(37)) steht in Widerspruch zu einfachen Konstitu-

entenquarkmodellen [49, 50|, in denen die Quarkwechselwirkung durch ein



Oszillatorpotential mit dem Energiespektrum FE, = Ffw(n + 3/2) beschrie-
ben wird. Identifiziert man den Grundzustand des Systems (n = 0,1 = 0)
mit dem Nukleon N(JF = %Jr), so besitzt der erste Anregungszustand mit
n = 1 und [ = 1 negative Paritdt und erst der nichst hohere mit n = 2
und [ = 0 positive Paritdt. Durch Verwendung relativistischer Quarkmodel-
le mit QCD-motivierten Potenzialen kénnen die Resultate fiir Masse und
Breite der Roperresonanz verbessert |51, 52, 53] sowie die korrekte Massen-
anordnung der Zustdnde N (1440) P;; und N(1535) Sy; generiert werden [54].
Nachdem zunéchst auch im Rahmen der Gitter-QCD das falsche Massenspek-
trum beobachtet wurde [56, 57, 58|, weisen neuere Simulationen die richtige
Reihenfolge dieser Nukleonresonanzen auf [59, 60, 61, 62, 63].

Eine bedeutende Informationsquelle zum Verstindnis der Nukleonreso-
nanzen stellt deren Anregung durch die elektromagnetische Wechselwirkung
dar. In Einrichtungen mit modernen Elektronenbeschleunigern wie der Con-
tinuous Electron Beam Accelerator Facility (CEBAF) am Jefferson Lab, dem
Mainzer Mikrotron (MAMI) und dem Out-Of-Plane-Spectrometer (OOPS)
an MIT /Bates konnten prézise Datensétze zur Elektro- und Photopionpro-
duktion gesammelt werden. Aus diesen Messungen liefen sich die Helizitats-
amplituden fiir den Ubergang vom Nukleon zur Roperresonanz zum ersten
Mal iiber einen signifikanten Bereich des Impulsiibertrages Q? extrahieren
[64, 65, 66, 67]. Die dabei gemessene longitudinale Helizitdtsamplitude ,S1 /2
nimmt einen von Null verschiedenen Wert an, eine Beobachtung, die im
Widerspruch zur Beschreibung der Roperresonanz als Drei-Quark-Gluon-
Hybridzustand (¢°G) [68, 69| steht. Beschreibt man die Roperresonanz in
relativistischen Quarkmodellen hingegen als erste radiale Anregung des Nu-
kleons [66, 70|, kann der Verlauf der transversalen und longitudinalen Heli-
zitdtsamplituden ,A;/; und 52 fiir groke Werte von @Q? in guter Uberein-
stimmung mit dem Experiment vorhergesagt werden. Auch die in light-front
holographic QCD erzielten Ergebnisse fiir die Ropermasse und den Dirac-
Formfaktor des elektromagnetischen Ubergangs vom Nukleon zur Roperre-
sonanz sprechen fiir die Identifikation der Roperresonanz als erste radiale
Anregung des Nukleons |71, 72|. Im Gebiet kleiner Impulsiibertrige stim-
men die Vorhersagen fiir den elektromagnetischen Ubergang vom Nukleon
zur Roperresonanz weder in Quarkmodell- noch Gitterrechnungen mit den
experimentellen Analysen iiberein |73, 74, 75, 66, 70, 76, 77].

Neben der Untersuchung, ob die Unitaritdt im CMS perturbativ erfiillt
ist, befasst sich diese Arbeit mit verschiedenen Anwendungen des CMS in
chiraler EFT. Im Einzelnen werden sowohl die elastischen, elektromagneti-
schen Formfaktoren der Roperresonanz und die Formfaktoren des Ubergangs
vom Nukleon zur Roperresonanz als auch die Pion-Nukleon-Streuung und



elektromagnetische Pionproduktion im Bereich der Roperresonanz berechnet
und mit empirischen Analysen verglichen. Durch die Anwendung des CMS
wird dabei ein konsistentes Zahlschema fiir die jeweiligen renormierten Pro-
zesse generiert.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert: In Kapitel 2 wird die Lagrangedichte
der QCD vorgestellt und ihre im Hinblick auf die Konstruktion der effek-
tiven Feldtheorie entscheidenden Symmetrieeigenschaften ausgearbeitet. Zu-
dem werden die wichtigsten Bestandteile der chiralen Storungstheorie fiir
Pionen und Nukleonen sowie die Erweiterung der effektiven Lagrangedichte
auf resonante Freiheitsgrade diskutiert. Dieses Kapitel enthilt alle fiir die
perturbativen Berechnungen dieser Arbeit relevanten Bestandteile der effek-
tiven Lagrangedichte.

In Kapitel 3 werden Gleichungen zur Bestimmung von Imaginérteilen von
Propagatoren mit komplexen Massen hergeleitet, mit deren Hilfe anhand ei-
ner Modell-Lagrangedichte fiir die Wechselwirkung eines instabilen Vektor-
bosons mit einem stabilen Fermion die perturbative Unitaritit der S-Matrix
im CMS auf Einschleifenniveau bewiesen wird. Anschliefend wird erklart, wie
das CMS als Verallgemeinerung der erweiterten Massenschalenrenormierung
(extended on-mass-shell renormalization, EOMS) |32] zur Wiederherstellung
eines konsistenten Zahlschemas in chiraler EF'T mit resonanten Freiheitsgra-
den genutzt wird.

In Kapitel 4 wird die Masse und Breite der Deltaresonanz bis zur dritten
chiralen Ordnung berechnet und die Ergebnisse mit den Resultaten vergli-
chen, die man durch die Anwendung der small-scale expansion |34, 79| in
Kombination mit dem EOMS-Schema erhalt.

Kapitel 5 befasst sich mit der Analyse der elastischen, elektromagneti-
schen Formfaktoren der Roperresonanz bis zur Ordnung O(¢?), wobei sowohl
die Roper- als auch die Deltaresonanz explizit als resonante Freiheitsgrade
beriicksichtigt werden. Ein besonderes Augenmerk wird auf die Pionmassen-
abhéngigkeit des anomalen magnetischen Moments sowie der elektromagne-
tischen Radien der Roperresonanz mit Blick auf chirale Extrapolationen im
Rahmen der Gitter-QCD gelegt.

Als Subprozess der Elektropionproduktion werden in Kapitel 6 die Form-
faktoren des Ubergangs vom Nukleon zur Roperresonanz bis zur dritten chi-
ralen Ordnung bestimmt. Aus phdnomenologischen Griinden wird neben der
Roperresonanz auch das Rhomeson als resonanter Freiheitsgrad berticksich-
tigt. Wie im Fall der elektromagnetischen Formfaktoren des Nukleons [80, 81|
erwartet man durch den Einbau von Vektormesonen eine verbesserte Be-
schreibung der experimentellen Daten iiber einen erweiterten Bereich des
Impulsiibertrags.

Daran ankniipfend wird in Kapitel 7 die Pion-Nukleon-Streuung bzw. die



Photo- und Elektropionproduktion fiir Schwerpunktsenergien im Bereich der
Masse der Roperresonanz bis zur iibernéchstfiihrenden Ordnung berechnet
und hinsichtlich der Pj;-Partialwelle bzw. der M;_- und S;_-Multipole un-
tersucht.

Das achte Kapitel enthilt eine Zusammenfassung und Diskussion der
wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit.

Einige wichtige Definitionen und Ergebnisse fiir berechnete Schleifeninte-
grale sind zur besseren Ubersichtlichkeit der Arbeit im Anhang dargestellt.






Kapitel 2

Effektive Feldtheorie

Die chirale Stérungstheorie (ChPT) ist die effektive Feldtheorie der Quanten-
chromodynamik (QCD) fiir Energien unterhalb der typischen Hadronmassen.
Sie basiert auf der chiralen Symmetrie der QCD-Lagrangedichte im Grenzfall
masseloser leichter Quarkfelder. In diesem Kapitel werden zunéchst die Sym-
metrien der QCD vorgestellt und ihre Konsequenzen fiir die Konstruktion
der ChPT erldutert. Anschliefend wird die effektive Lagrangedichte fiir die
Beschreibung der Dynamik von Pion- sowie Nukleonzustdnden diskutiert und
die Erweiterung durch die explizite Einbeziehung resonanter Freiheitsgrade
behandelt.

2.1 Quantenchromodynamik

Die QCD ist eine auf der Gruppe SU(3), basierende, nichtabelsche Eich-
theorie, in der die Quarks die Materiefelder darstellen und die Gluonen die
Wechselwirkung zwischen den Quarks vermitteln. Die Quarks kommen in
sechs verschiedenen Arten (flavor) mit jeweils drei verschiedenen Farben (co-
lor) vor. Historisch wurde der Farbfreiheitsgrad eingefiihrt, damit Baryonen
im Quarkmodell unter Gewéhrleistung des Pauli-Prinzips als Drei-Quark-
Zustand beschrieben werden kénnen (82, 83|. Aufgrund der Abnahme der ef-
fektiven starken Kopplungskonstante a bei steigender Energie lasst sich die
starke Wechselwirkung in zwei Bereiche einteilen. Im Bereich grofer Wechsel-
wirkungsenergien verhalten sich die Quarks und Gluonen in einem rdumlich
beschrénkten Gebiet wie freie Teilchen (asymptotische Freiheit) [1, 4, 84| und
storungstheoretische Rechnungen sind analog zur QED durchfiihrbar. Bei ge-
ringer Wechselwirkungsenergie ist die effektive Kopplungskonstante jedoch so
grofs, dass konventionelle Storungsrechnungen nicht mehr anwendbar sind.
Neben der Durchfiihrung numerischer Simulationen auf dem Gitter (fiir eine



Einfiihrung in die Gitter-QCD siehe Referenz [85]) ist in dieser Energieregi-
on die Anwendung einer EFT sinnvoll, um modellunabhéngige Vorhersagen
iiber physikalische Prozesse treffen zu konnen. Es folgt eine kurze Einfiih-
rung in die QCD, ihre Symmetrien und die darauf basierende EFT, die sich
an den Referenzen [86, 87| orientiert. Eine umfassende Einfiihrung in die
Literaturquellen der QCD findet sich in Referenz [88|.

Lagrangedichte der QCD

a

Bezeichnet man die Quarkfelder mit ¢ und die Gluonfelder mit A7, lautet
die Lagrangedichte der QCD |89, 90|
_ . 1 a 174
Laen =Yy (i) —my) q5 - 1CmwGa" (2.1)
f

wobei die Summation iiber alle Quarkflavors f lduft und fiir jeden Quarkfla-
vor ein dreikomponentiger Spinor eingefiithrt wurde:

Qf,r
ar =1 qrg |- (2.2)
qfb

D,qs steht fiir die kovariante Ableitung,

8
: Aa ya
D,q; = 0,95 — ig Z 7Auqf, (2.3)
a=1

welche die Wechselwirkung zwischen den Quarkfeldern und den Gluonen ge-
neriert. Dabei ist g die Kopplungskonstante der starken Wechselwirkung, A,
steht fiir die acht Gell-Mann-Matrizen und fg. fiir die Strukturkonstanten
der Gruppe SU(3). Der Feldstéirketensor G, lautet

G, = Ou AL — A5 + g fanc AL A (2.4)

Die Selbstwechselwirkungsterme der Gluonfelder sind auf die nichtabelsche
Struktur der Eichgruppe zuriickzufithren. An den Zahlenwerten der Strom-
quarkmassen my; aus Tabelle 2.1 erkennt man, dass die Massen der up- und
down-Quarks eine Groéfenordnung kleiner als die des strange-Quarks und
mindestens zwei Grofenordnungen kleiner als die der restlichen Quarks sind.
Aus diesem Grund sind bei niederenergetischen Prozessen der starken Wech-
selwirkung hauptséchlich up- und down-Quarks von Relevanz, und die Bei-
trage der schweren Quarks konnen im weiteren Verlauf dieser Arbeit vernach-
lassigt werden.
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flavor up down strange
Masse [MeV] | 1.7 —-3.3 | 41 —5.8 101737

flavor charm bottom top
Masse [GeV] | 1.271097 | 4191018 | 172.0 409+ 1.3

Tabelle 2.1: Stromquarkmassen [91]

Chirale Symmetrie der QCD

Um die chirale Symmetrie der QCD-Lagrangedichte herauszuarbeiten, fiihrt
man die Projektionsoperatoren Pr und Py ein. Mit ihrer Hilfe lassen sich die
Quarkfelder folgendermafen auf ihre jeweiligen rechts- und linkshdndigen
Anteile gr und ¢, projizieren':

q:[%(1+’Y5)+%(]1—’75)}QI(PR+PL)QIQR+QL- (2.5)

Ausgedriickt durch gg und ¢y, lautet die Lagrangedichte (2.1)

Lqcp = Z (@ri1Dqr; + qriiPqrs) + Z (qriMijqr; + qr.iMqr;)

i:U,d i?j:uvd

m, 0

Der kinetische Anteil der Lagrangedichte koppelt nur rechts- und linkshéndi-
ge Feldern untereinander, wihrenddessen der Massenterm rechtshéindige mit
linkshéndigen Feldern koppelt. Im chiralen Grenzfall, d. h. im Grenzfall ver-
schwindender Quarkmassen, koppeln somit ausschlieflich Felder der gleichen
Chiralitat:

(2.6)

y 1 a v
Locp = Z @ig — ZGWGZ : (2.7)

i=u,d

Die resultierende Lagrangedichte besitzt eine globale U(2), x U(2) p-Symme-
trie, wobei die zwei flavors der rechts- und linkshindigen Quarkfelder durch
unabhingige, unitire Matrizen R und L transformiert werden:

qRr; — Rij qR.j »

qr; — Lij qr.j - (2-8)

'Rechts- bzw. linkshiindige Zusténde beziehen sich dabei auf masselose Losungen der
Dirac-Gleichung mit positiver bzw. negativer Helizitat.
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Die Symmetriegruppe U(2), x U(2) ist lokal isomorph zur Gruppe SU(2), x
SU(2)p x U(1),, x U(1) 4. Dabei bezieht sich U(1),, bzw. U(1) , auf die Multi-
plikation von rechts- und linkshidndigen Feldern mit einer gleichen bzw. ent-
gegengesetzten Phase. Die U(1) ,-Transformation ist zwar eine Symmetrie
der klassischen Theorie, nicht aber der Quantentheorie. Die Divergenz des
zugehorigen Stromes ist aufgrund einer Anomalie ungleich null {92, 93]. In
der verbleibenden globalen SU(2), x SU(2), x U(1),-Symmetrie stellt die
U(1),-Symmetrie die Erhaltung der Baryonenzahl B dar, die auf eine Klassi-
fikation der Hadronen in Mesonen (B = 0) und Baryonen (B = 1) fiihrt. Die
nichtabelsche SU(2), x SU(2),-Symmetrie wird als chirale Symmetrie be-
zeichnet. Wie im Folgenden dargestellt wird, spielt sie gemeinsam mit einer
spontanen Symmetriebrechung die entscheidende Rolle in der Konstruktion
einer EFT des niederenergetischen Bereichs der QCD.

Die chirale Symmetrie wird in der QQCD-Lagrangedichte (2.6) von den
Quarkmassen explizit gebrochen, da diese links- und rechtshindige Felder
miteinander koppeln. Im einfachsten Quarkmodell setzt sich das Proton aus
zwei up-Quarks und einem down-Quark zusammen. Der Vergleich zwischen
der Protonmasse und der Summe der entsprechenden Quarkmassen zeigt,
dass die Wechselwirkungen im Proton den Hauptanteil seiner Masse erzeugen
(2m,, +mg < m,). Diese Beobachtung dient als Rechtfertigung, die QCD im
chiralen Grenzfall zu betrachten.

Spontane Symmetriebrechung

Phé&nomenologische Beobachtungen deuten darauf hin, dass die chirale Sym-
metrie der QCD spontan gebrochen ist. Spontane Symmetriebrechung tritt
immer dann auf, wenn der Grundzustand einer Theorie eine geringere Sym-
metrie als der zugehorige Hamiltonoperator aufweist. Besitzt der Hamil-
tonoperator mehrere entartete Grundzustinde, bricht die Wahl eines die-
ser Grundzustinde als physikalischer Grundzustand die Symmetrie. Gemaf
dem Goldstone-Theorem resultiert aus der spontanen Brechung einer kon-
tinuierlichen Symmetrie die Existenz masseloser Bosonen, der sogenannten
Goldstone-Bosonen [94]. Steht n¢ fiir die Anzahl der Erzeugenden der Sym-
metrie-Gruppe G des Hamiltonoperators und ny fiir die Anzahl der Erzeu-
genden der Symmetrie-Gruppe H des Grundzustandes, wobei H eine Unter-
gruppe von G' (H < G) darstellt, ist die Anzahl der auftretenden Goldstone-
Bosonen durch die Differenz ng — ny gegeben |95]. Eine nur ndherungswei-
se realisierte Symmetrie-Gruppe G fiihrt auf ng — ny Pseudo-Goldstone-
Bosonen mit nicht verschwindenden, kleinen Massen.

Die in guter Naherung realisierte chirale Symmetrie ldsst eine Anordnung
der Hadronen in ndherungsweise entarteten Multipletts passend zu den Di-
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mensionalititen irreduzibler Darstellungen der Gruppe SU(2), x SU(2) er-
warten. Zu jedem Zustand positiver Paritét sollte ein gleicher Zustand nega-
tiver Paritdt auftreten. Empirisch findet man im Spektrum nur eine SU(2),,-
Symmetrie ohne Paritétsverdopplung. Geméf dem Coleman-Theorem [96]
ist die Symmetrie des Spektrums durch die Symmetrie des Grundzustandes
bestimmt. Eine mogliche Erklarung des Hadronenspektrums ist deshalb da-
durch gegeben, dass die SU(2), x SU(2),-Symmetrie der QCD im chiralen
Grenzfall spontan auf eine SU(2),,-Symmetrie gebrochen ist. Die resultieren-
den ng — ng = 6 — 3 = 3 Pseudo-Goldstone-Bosonen konnen mit den drei
Pionen identifiziert werden, welche eine im Vergleich zu anderen Hadronen
deutlich geringere Masse aufweisen. Aus mathematischer Sicht stellt ein nicht
verschwindendes skalares Quarkkondensat eine hinreichende Bedingung fiir
die spontane Symmetriebrechung dar [86].

Ward-Identitdten und lokale Symmetrien

Vakuumerwartungswerte zeitgeordneter Produkte von Operatoren werden
als Green’sche Funktionen bezeichnet. Sie sind in quantenfeldtheoretischen
Rechnungen von grofer Bedeutung, da sie iiber den Lehmann-Symanzik-
Zimmermann-Formalismus (LSZ) mit den physikalischen Streuamplituden
in Verbindung gebracht werden konnen [97|. Exakte Verkniipfungen zwi-
schen verschiedenen Green’schen Funktionen, die aufgrund von Symmetrieei-
genschaften der zugrunde liegenden Theorie generiert werden, heiffen Ward-
Identitéten [98, 99].

Die auf der chiralen Symmetrie basierenden Ward-Identitéten spielen eine
entscheidende Rolle bei der Konstruktion der chiralen Stérungstheorie. Es
besteht die Moglichkeit alle Green’schen Funktionen einer Theorie aus dem
zugehorigen erzeugenden Funktional zu gewinnen. Dazu fiihrt man externe
Felder ein, die im Falle der QCD an Vektor- und Axialvektorstrome sowie die
skalaren und pseudoskalaren Quarkdichten koppeln [6]. In der resultierenden
Lagrangedichte,

_ 1 _ :
L= Locp + Lexw = Loep + T (v“ + 3%+ 75@“) ¢ —q(s—isp) g,
(2.9)

sind die externen Felder durch vé , und die farbneutralen, hermiteschen (2, 2)-
Matrizen

3 3
U.“ — %Uf; a’u = Z %aé”, S = ZTi Si, P = ZTZPZ ’ (210)
- . i=0 =0
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gegeben. Die 7; (i = 1,2, 3) stehen dabei fiir die Pauli-Matrizen und 7y stellt

die zweidimensionale Einheitsmatrix dar. Die urspriingliche QCD-Lagrangedichte
erhilt man, indem man v* = v = @ = p = 0 und s = diag(my, ma) setzt.
Der letzte Term ist fiir die explizite Symmetriebrechung verantwortlich und
verleiht den Pionen ihre Masse. Aus dem erzeugenden Funktional,

exp(iZ [v,a,s,p]) = (0| T [exp <i/d4x Lex (a:))} 10)o, (2.11)

konnen die Green’schen Funktionen des Vakuumsektors durch Funktional-
ableitung nach den entsprechenden externen Feldern gewonnen werden. Die
Ward-Identitdten sind dquivalent zur Invarianz des erzeugenden Funktionals
unter lokalen Transformationen der externen Felder [100]. Um zu verdeutli-
chen, fiir welches Transformationsverhalten der externen Felder die Lagrange-
dichte eine lokale Invarianz aufweist, driickt man Gleichung (2.9) in Form von
rechts- und linkshéndigen Quarkfeldern aus:

_ 1 _ 1
L= Locp +am <l“ + gi@) qr + Gr (7‘“ + gvf;)) qr
—qr(s+1p)qr — qr (s — ip) qr. (2.12)

Dabei wurden die Definitionen r, = v, +a, und [, = v, — a, verwendet. Die
Invarianz unter lokalen SU(2), x SU(2), x U(1),-Transformationen,

0 — oxp (—z' 9—) Vi (@) ar, (2.13)

kann durch die folgenden Transformationseigenschaften der externen Felder
gewihrleistet werden [87]:

r — Va "V 4 iVROMV, (2.14a)

" — VL MV 4 iV oV, (2.14b)

Uy = Uy — 0", (2.14c¢)

(s +ip) — Vr(s +ip)V;, (2.14d)
(s —ip) — Vi(s —ip)Vy. (2.14¢)

Hierbei weisen die unabhéngigen Matrizen (Vi (x), Vr(z)) € SU(2), xSU(2) 5
eine explizite Abhéngigkeit von der Raumzeit auf. Da Ward-Identititen aqui-
valent zur Invarianz des erzeugenden Funktionals unter lokalen Transforma-
tionen der externen Felder sind [100, 6|, stellt das erzeugende Funktional
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(2.11) die entscheidende Verbindung zwischen der zugrunde liegenden und
der effektiven Theorie dar [6]. Dariiber hinaus erlaubt die lokale Invarianz
der effektiven Lagrangedichte die Kopplung effektiver Freiheitsgrade an ex-
terne Eichfelder.

2.2 Chirale Storungstheorie

Effektive Feldtheorien besitzen ein breites Anwendungsspektrum in der Phy-
sik, wie aus der folgenden Auswahl an Referenzen entnommen werden kann
[101, 102, 103, 104, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 111, 112, 113|. Bei einer
EFT handelt es sich um eine Approximation einer fundamentaleren Theorie
im Bereich niedriger Energien. Physikalische Problemstellungen weisen oft-
mals mehrere separate Skalen auf, so dass die Physik bei niedrigen Energien
durch eine effektive, nur fiir das gegebene Problem relevante Freiheitsgrade
enthaltende Lagrangedichte beschrieben werden kann. Fiir niederenergetische
Prozesse der starken Wechselwirkung sind die relevanten Freiheitsgrade Pio-
nen und Nukleonen, nicht die fundamentalen Quarks und Gluonen. Die auf
diesen Freiheitsgraden beruhende effektive Feldtheorie der QCD heiftt chi-
rale Storungstheorie |5, 6, 7|. Der mesonische Sektor der ChPT beschreibt
sowohl die Wechselwirkung zwischen Pionen untereinander, als auch diejenige
zwischen Pionen und externen Feldern. Dazu bendtigt man die allgemeinste
Lagrangedichte, welche mit den oben beschriebenen Symmetrien der QCD
vereinbar ist. Physikalische Grofen werden als Entwicklung in g/A berech-
net, wobei ¢ fiir kleine Impulse oder Quarkmassen steht und A ~ 1 GeV die
Skala der spontanen Symmetriebrechung darstellt. Als baryonische ChPT be-
zeichnet man die Erweiterung der mesonischen ChPT auf baryonische Frei-
heitsgrade. Mit ihrer Hilfe kann die Wechselwirkung zwischen Nukleonen,
Pionen und dufseren Feldern analysiert werden, solange der Dreierimpuls des
auftretenden Nukleons viel kleiner als 1 GeV ist [25|. Zur Erweiterung des
Konvergenzradius ist es notwendig, die EFT um weitere Freiheitsgrade zu
erganzen, da die Masse des am tiefsten liegenden, nicht als expliziter Frei-
heitsgrad betrachteten Teilchens die obere Grenze fiir den Anwendungsbe-
reich einer EFT bestimmt. Im Folgenden wird eine kurze Einfithrung in den
mesonischen und baryonischen Sektor der ChPT gegeben. Eine ausfiihrliche
Behandlung dieses Themengebietes findet sich beispielsweise in den Referen-
zen (86, 114, 115, 116].
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2.2.1 Mesonische ChPT

Die allgemeinste mit den Symmetrien der QCD vertragliche Lagrangedichte
besitzt eine unendliche Anzahl an Termen, die man nach Ableitungen und
Quarkmassen entwickelt:

L=Lo+ Lo+ (2.15)

Der Index zeigt die Ordnung der Entwicklung an. Um die Wichtigkeit einzel-
ner Feynmandiagramme abzuschitzen, wendet man das Weinberg’sche Zahl-
schema [5] an. Dabei wird jedem Diagramm, aufgrund des Verhaltens seiner
invarianten Amplitude M unter Reskalierung der dufseren Impulse, p; — tp;,
und quadratischer Reskalierung der leichten Quarkmassen, m, — t*m,, eine
chirale Ordnung D zugewiesen:

M(tp;, t*mg) = t°M(p;my), D=2+ 2(n—1)Na, +2N,. (2.16)
n=1
Hier ist Ny die Anzahl der Schleifen im Diagramm und N, die Anzahl
der Vertices aus Ls,. Kleiner werdende Impulse und Massen entsprechen
einer Reskalierung mit 0 < ¢ < 1, so dass Beitrédge mit zunehmendem D an
Bedeutung verlieren.
Die Lagrangedichte wird nun aus einer Reihe von Bausteinen mit wohlde-
finierter chiraler Ordnung konstruiert. Die pionischen Freiheitsgrade werden
durch eine spezielle unitére (2,2)-Matrix U(z) zusammengefasst:

Ulz) = exp (@) @(x):gn@(w): ( \}; Vj:f). (2.17)

Der Parameter F' steht fiir die Pionzerfallskonstante im chiralen Grenzfall
mit F; = F(1+ O(m)) = 92.4 MeV, wobei fiir den hier betrachteten Fall
der Isospinsymmetrie m, = my = m gilt. Die Matrix U(x) transformiert
beziiglich der chiralen Gruppe wie

U(z) — ViU(z)V] (2.18)

und besitzt die chirale Ordnung O(¢°). Zur Konstruktion der Lagrangedichte
werden unter Verwendung der Grofen r* = v* + a* und [* = v* — a" noch
folgende Bausteine benotigt:

D,U =09,U —ir,U+iUl, = O(q), (2.19a)
F = 8yry = Oyry — i [ru, )] = O0(¢%), (2.19b)
Fl =0,y — 9,0, — i [l 1] = O(¢%), (2.19¢)

X = 2B(s +ip) = O(g%). (2.19d)
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B ist iiber die Beziehung 2F*B = — (gq) mit dem skalaren Quarkkondensat
verkniipft. Die Bausteine sind so gewahlt, dass sich aus ihnen einfach Invari-
anten unter chiralen SU(2), x SU(2) -Transformationen bilden lassen. Thre
jeweiligen Transformationsverhalten unter der chiralen Gruppe lauten

DU — Vg DUV} (2.20a)
PP — Vi FYPVE L (2.20b)
X—=VaxV,. (2.20¢)

Bis auf die kovariante Ableitung (2.19a) besitzen alle Bausteine aus Gleichung
(2.19) eine gerade chirale Ordnung. Um die Lorentzinvarianz der Lagrange-
dichte zu gewdahrleisten, miissen alle Lorentzindizes kontrahiert werden, so
dass im mesonischen Sektor nur Lagrangedichten gerader chiraler Ordnung
auftreten. Die Lagrangedichte der niedrigsten Ordnung ist gegeben durch [6]

2

2
Lo = FZTI [D,UD"U)T] + FITr (xUT+Ux'). (2.21)

Hierbei steht Tr fiir die Spur (¢race). Die Lagrangedichte (2.21) enthélt zwei
Niederenergiekonstanten (low-energy constant, LEC), F und B, und ist mit
allen Symmetrien der QCD vertriaglich. Die fiir die folgenden Rechnungen
relevanten Terme der Lagrangedichte vierter chiraler Ordnung lauten [6]

(2.22)

+3Tr (D, UD"U) ] Tr (xUT +UxT) + -+,

mit den unbekannten LEC [3 und [4. Bei der Konstruktion von Lagrange-
dichten hoherer chiraler Ordnungen muss man eine Vielzahl weiterer Terme
beriicksichtigen, die jeweils von einer LEC begleitet werden. Die LEC ent-
halten Informationen iiber die zugrunde liegende Theorie und sind prinzipiell
aus der QCD ableitbar. Da man bisher nicht in der Lage ist die QCD zu l6sen,
werden die Konstanten an experimentelle Daten angepasst oder aus Berech-
nungen der Gitter-QCD extrahiert [117, 118].

2.2.2 Baryonische ChPT

Bisher wurde die chirale Stérungstheorie fiir Mesonen, d. h. die Wechsel-
wirkung der Goldstone-Bosonen untereinander und mit externen Feldern,
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betrachtet. Die Erweiterung auf Prozesse mit einem einzelnen Nukleon im
Anfangs- und Endzustand verlduft analog zum Mesonsektor [25], wobei sich
diese Arbeit auf den SU(2)-Sektor, also Protonen und Neutronen, beschrankt.
Der Ausgangspunkt der baryonischen chiralen Stérungstheorie ist wieder die
allgemeinste Lagrangedichte, die aus Bausteinen mit wohldefiniertem Trans-
formationsverhalten unter der chiralen Gruppe konstruiert wird. Die Nukleo-
nen werden in einem Isospinor zusammengefasst,

U = ( P ) = 0(¢"), (2.23)

n

und die Pionfelder werden durch die Grofe w, mit
. 0
u=+U = exp igp ) = O(q"), (2.24)

dargestellt. Zur Konstruktion der Lagrangedichte fiihrt man die Bausteine

D, = (a# T, — wfﬁ)@ — O(g), (2.252)
1 , .

I, = 3 [u! (9, — iry)u + (8, — il )u'] = 0(g), (2.25Dh)

w, =i [ul (0, — ir,)u — u(d, —il,)u'] = 0(q), (2.25¢)

e = ulyu' £ uyu = O(¢?), (2.25d)
+ L R

= uFWuT + uTFWu = 0(¢?), (2.25e)

vffy) =9 — ayvfﬁ = 0(¢?) (2.25f)

mit dem Transformationsverhalten

U — K(VL,VR,U>\IJ, (226&)
U — UK YV, Vg, U), (2.26b)
X — KV, Ve, U)XK ' (Vy,,Vg,U) mit X =w,, xs, [,  (2.26¢)

ein. Dabei ist der Kompensator K (Vy, Vg, U) eine SU(2)-wertige Matrixfunk-
tion, die durch

-1
K(Vi, Vg, U) = 0/ Wru = \/VRUV)  VeVU (2.27)

definiert ist. Die kovariante Ableitung D,V transformiert konstruktionsge-
mafk wie das Feld, auf das sie wirkt:

D,V — K(Vy, Vg, U)D, V. (2.28)
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Da es sich beim Nukleon um ein Fermion handelt, stehen die Dirac-Matrizen
als zusétzliche Bausteine zur Verfiigung:

{1,9%, y"y5,0"} < O(¢°), 5 x O(q). (2.29)

Die Kontraktion von ~-Matrizen mit einer ungeraden Anzahl von Ablei-
tungen ermoglicht die Konstruktion von Lagrangedichten ungerader chira-
ler Ordnung. Die Pion-Nukleon-Lagrangedichte in niedrigster Ordnung ist
gegeben durch [25]

‘Cfrlz)v =V (z’lD — mpo + % 7“75uu) v, (2.30)

wobei myo und g4o zwei LEC darstellen, die nach der Renormierung in die
Nukleonmasse m und die axiale Kopplungskonstante g, im chiralen Grenzfall
iibergehen. Analog dem mesonischen Fall kann jedem Diagramm eine chirale
Ordnung D zugewiesen werden:

D=1+Y 2(n—1)NJ,+> (n—1)NY+2N;. (2.31)

n=1 n=1
Dabei steht Ny fiir die Anzahl der Schleifen, NJ fiir die Anzahl der Verti-

ces aus Lg, und Nfbv fiir die Anzahl der Vertices aus EEZ\), Die im chiralen
Grenzfall nicht verschwindende Nukleonmasse stellt eine weitere Skala in
der baryonischen ChPT dar, die zu einer Diskrepanz zwischen chiraler und
Schleifenentwicklung fiihrt: Die kovariante Ableitung auf das Nukleonfeld,
D, ¥, kann nicht als kleine Grofe gezidhlt werden, wohingegen die Differenz
(i) — m)¥ von chiraler Ordnung O(q) ist. Als Konsequenz tragen die re-
normierten Schleifenbeitrige der BChPT in niedrigeren Ordnungen bei als
vom Zahlschema vorhergesagt. Wie dieses Problem durch die Wahl eines ad-
dquaten Renormierungsschemas behoben werden kann, wird ausfiihrlich in
Abschnitt 3 dargestellt.

Schlieklich werden noch die fiir die folgenden Rechnungen relevanten Ter-
me der Lagrangedichten hoherer Ordnung aufgefiihrt:

= = C C
ﬁwZsz = ClTr(XJr)\IJ\IJ + v <56 ljl/ + 57@;(5/)> o + - 5

@ _ 1y 17w 1 2 g (9 DY (282
Loy = 5,-d6 VD", [, |D"W + —dr W (9"v,))) D'V + hec.

wobei h.c. fiir hermitesch konjugiert steht. Die vollstindige Pion-Nukleon-
Lagrangedichte der zweiten Ordnung ist in Referenz |25] und die der dritten
Ordnung in Referenz [119] angegeben.
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2.3 Einbau von Resonanzen in EFT

Die Masse des leichtesten, nicht explizit beriicksichtigten Freiheitsgrades legt
die obere Grenze fiir die Energieregion fest, bis zu welcher eine EFT an-
wendbar ist. Neben der Vergroferung des Konvergenzradius bietet der Ein-
bau zusétzlicher dynamischer Freiheitsgrade auch die Moglichkeit, Beitriage
héherer Ordnung systematisch zu berechnen, ohne aufwendige Mehrschlei-
fenrechnungen vornehmen zu miissen. Dieser Sachverhalt ldsst sich anhand
der Entwicklung eines generischen Resonanz-Propagators fiir kleine Impulse

illustrieren [80],
2 2\ 2
q 4q
1 g g .
! (Mﬁ) i (M%) !

wobei Mg fir die Masse der Resonanz steht und die Lorentzstruktur des
Propagators vernachlissigt wurde. Die Beitrdge auf der rechten Seite von
Gleichung (2.33) sind bis zu einer gegebenen Ordnung in den entsprechenden
Niederenergiekonstanten enthalten [120, 121, 122|. Die Einbeziehung der Re-
sonanz als zusétzlicher dynamischer Freiheitsgrad fiihrt zur Beriicksichtigung
aller Terme der Entwicklung.

In den folgenden Abschnitten werden die fiir diese Arbeit relevanten Teile
der effektiven Lagrangedichte inklusive Vektormesonen sowie der Delta- und
Roperresonanz vorgestellt. Wie man durch die Wahl passender Renormie-
rungsbedingungen trotz des Einbaus resonanter Freiheitsgrade ein konsisten-
tes Zahlschema erhilt, wird in Abschnitt 3 ausfiihrlich beschrieben.

1 1

¢ — My Mj

, (2.33)

2.3.1 Vektormesonen

Die Bedeutung von Vektormesonen bei der phidnomenologischen Beschrei-
bung hadronischer Prozesse wird hervorgehoben durch die Tatsache, dass
die Kopplung von Photonen an Hadronen im Vektormesondominanzmodell
(VMD) [123] bereits vor der Entwicklung der QCD in guter Ubereinstimmung
mit dem Experiment beschrieben werden konnte [124]. Fiir die systemati-
sche Einbeziehung von Vektormesonen in EFT existieren verschiedene An-
sitze, deren Aquivalenz in Referenz [125] gezeigt wurde. In dieser Arbeit wird
die Lorentz-Vektorfeldformulierung verwendet, d. h. Vektormesonen werden
durch Vierervektoren beschrieben. Da Vektormesonen drei physikalische Frei-
heitsgrade besitzen, treten bei ihrer Beschreibung durch vierkomponentige
Lorentz-Vektoren Zwangsbedingungen auf [113, 126]. Die kanonische Quan-
tisierung eines Systems mit Zwangsbedingungen fiihrt nur dann auf die rich-
tige Anzahl physikalischer Freiheitsgrade, wenn die Wechselwirkungsterme

20



der zugrunde liegenden Lagrangedichte bestimmten Bedingungen geniigen.
In diesem Abschnitt wird der Einbau des Rhomesons in EFT diskutiert. Die
entsprechende effektive Lagrangedichte beriicksichtigt sowohl die Konsequen-
zen, die sich aus der Zwangsbedingungsanalyse ergeben, als auch diejenigen,
die aus der Forderung nach perturbativer Renormierbarkeit folgen.

Das Rhomesonentriplett besteht aus zwei geladenen Rhomesonen und
einem neutralen Rhomeson:

VE=(V, FiV)/V2 und V)=V (2.34)

Damit eine effektive Theorie die Moglichkeit einer systematischen Entwick-
lung in kleinen Impulsen, Massen und Kopplungskonstanten bietet, miissen
die Kopplungskonstanten umso starker unterdriickt sein, je hoher ihre Di-
mension in inversen Masseneinheiten ist. Das bedeutet, dass bis zu einer vor-
gegebenen Ordnung nur Wechselwirkungsterme mit einer gewissen Anzahl
an Feldern und Ableitungen beitragen. Die allgemeinste, nur dimensionslo-
se Wechselwirkungsterme umfassende Lagrangedichte fiir Rhomesonen ist in
Referenz |127] aufgefiihrt. Diese Lagrangedichte ldsst sich um die Wechsel-
wirkung mit Pionen wie folgt ergénzen:

1

Ly = — §Tr(VWV’“’) + M2Tr(V, V")

Y Ligo Tr(V,V, VPVY) + 20, Te (V, V) Te(VAVY)

+ 20, Te(V,VH)Te(V, V), (2.35)
mit
G/Ta

Va= Vil (2.36a)
Vi = V,V, — V,V,, (2.36b)
V.V, =0V, + L, V] (2.36¢)

Unter der chiralen Gruppe transformieren die Rhomesonen in dieser Darstel-
lung homogen [122],

V, — KV,K', (2.37)

wobei K fiir den in Gleichung (2.27) definierten Kompensator steht. M,
steht fiir die Rhomesonenmasse in niedrigster chiraler Ordnung und g, ¢1,
g2 sind unbekannte Kopplungskonstanten. Unter Annahme globaler U(1)-
Invarianz fiihrt eine Zwangsbedingungsanalyse zusammen mit der Forderung
nach perturbativer Renormierbarkeit gemif Referenz [127] auf Relationen
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zwischen den Kopplungskonstanten aus Gleichung (2.35):
2
g1 = —Gg2 = g_20‘ (2.38)

Damit vereinfacht sich die urspriingliche Lagrangedichte zu
1
Ly =— §Tr(V””Vw,) + M>Tr(VHV,), (2.39)
mit
Vw =V, V, =V, V, —igo[V,, V.]. (2.40)

Die allgemeinste selbstkonsistente Lagrangedichte mit Rhomesonen reduziert
sich somit auf eine Theorie mit SU(2)-Yang-Mills-Struktur und zusétzlichem
Massenterm. Gemifs Referenz [122| fithrt die obige Darstellung, in der die
Vektormesonen homogen transformieren, auf Inkonsistenzen mit dem Hoch-
energieverhalten der QCD. Um diese Problematik zu vermeiden, werden die
Rhomesonenfelder der Lagrangedichte (2.39) folgendermafen redefiniert:

i

Vi=p,— =T, (2.41)

9o
In der resultierenden Lagrangedichte liegen die Rhomesonenfelder in der
Weinberg’schen Parametrisierung vor, d. h. sie transformieren inhomogen
unter der chiralen Gruppe [122]:

pp — Kp, Kt + —Ko,K". (2.42)
9o

Die resultierende Lagrangedichte fiir Pionen und Rhomesonen lautet

I R

1 v
——Tr(p“ IOMV>+"' )

L, =M} Tr

2
mit
a T
p= s (2.41a)
Puv = OuPv — 81/pu - igo[,O,“ py], (244b)
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wobei nur fiir diese Arbeit relevante Terme dargestellt sind. Zuséatzlich werden
die folgenden Wechselwirkungsterme zwischen Nukleonen und Rhomesonen
benétigt [128]:

=l

i G
ENp = |:90 (pu - g_Fu) ’yu + Ep,uuo-uy] Ut (245)
0

Hierbei wurde die Universalitdt der Rhomesonkopplung, d. h. die Gleichheit
der Rhomesonselbstkopplung und der Kopplung an Nukleonen und Pionen,
vorausgesetzt. Wihrend die Gleichheit zwischen der Selbstkopplung und der
Kopplung an Pionen eine Konsequenz aus der Forderung nach stérungstheo-
retischer Renormierbarkeit einer EF'T mit Rhomesonen, Pionen und Nukleo-
nen ist [129], kann die Universalitdtsbeziehung gy = g,nn unter Verwen-
dung des Ansatzes aus Referenz [130] aus der chiralen Symmetrie hergelei-
tet werden. Schlieflich wird im Folgenden von der Kawarabayashi-Suzuki-
Riazuddin-Fayyazuddin-Relation (KSRF) Gebrauch gemacht |131, 132]%:

M? = 2g5F*. (2.46)

2.3.2 Deltaresonanz

Die Deltaresonanz ist der erste angeregte Zustand des Nukleons und besitzt
Spin %, weshalb sie mit Hilfe des von W. Rarita und J. S. Schwinger entwi-
ckelten Formalismus beschrieben werden kann [133]. In diesem Formalismus
werden Teilchen mit Spin k + % durch einen in seinen k Lorentzindizes voll-
standig symmetrischen Tensor ¥, ,, ,, , dargestellt, der unter der Lorentz-
gruppe wie das direkte Produkt aus k£ Darstellungen eines Vierervektors und
eines Dirac-Spinors transformiert®. Jede einzelne Komponente des Tensors
ist somit ein Dirac-Spinor und erfiillt die Dirac-Gleichung:

(i = m)Wapy ey =0 (2.47)

Zusitzlich zur Dirac-Gleichung muss der Tensor ¥, ,,. ., , noch die folgen-
den Zwangsbedingungen erfiillen:

’YQ\IIC!,ILH...,LL]C,I - 07 (2-48&)
aaqja,ul...uk,l = 0. (248b)

2In der Herleitung aus Referenz [129] stellt die KSRF-Relation eine Konsequenz aus
chiraler Symmetrie und der Existenz einer konsistenten EFT mit Rhomesonen, Pionen
und Nukleonen dar.

3Fiir den hier relevanten Spezialfall k¥ = 1 findet keine Symmetrisierung statt.

23



Dabei ergibt sich die Bedingung (2.48b) aus der Multiplikation von Glei-
chung (2.47) mit 7, und anschliefender Anwendung von Bedingung (2.48a).
Die Zwangsbedingungen (2.48) garantieren die Ubereinstimmung der Anzahl
unabhéngiger Komponenten von ¥, ,, ,, , mit der Anzahl physikalischer
Spinfreiheitsgrade.

Ein Teilchen mit Spin % kann konkret durch das 16-komponentige (Rarita-
Schwinger-) Vektor-Spinor-Feld ¥, beschrieben werden. Die Zwangsbedin-
gungen (2.48) verringern die Anzahl unabhéngiger Komponenten um jeweils
vier, also insgesamt acht. Somit besitzt der Vektor-Spinor ¥,, 16—4—4 = 8 =
2 x 4 unabhéngige Komponenten, was genau der Anzahl an Spinfreiheitsgra-

den eines massiven Spin-2-Teilchens entspricht. Der Faktor zwei folgt hierbei

aus der Beschreibung vonQTeilchen und Antiteilchen, wihrend der Faktor vier
aus den vier moglichen Spinprojektionen im Ruhesystem resultiert.

Um den Isospin % der Deltaresonanz zu beschreiben, kann man analog
vorgehen und die aus der Kopplung von Isospin 1 mit Isospin % entstehenden

Isovektor-Isospinor-Felder

qf-:<qj*“?5> =0,1,2,3, =123 (249
1yt V] ) H ) Ly Ay )y .

M7i7_%
definieren. Wieder liefert die Beschreibung von Gleichung (2.49) zu viele
Freiheitsgrade, da man durch die Clebsch-Gordan-Zerlegung des direkten
Produkts aus dem Isospin—%—Raum und dem Isospin-1-Raum zusétzlich zur
Isospin—%—Komponente eine Isospin—%—Komponente erhélt. Um die vier phy-
sikalischen Isospinfreiheitsgrade herauszuprojizieren, fithrt man Projektions-
operatoren ein:
3 1 1 1
Pirs = 0i0rs = 3(TiTj)rss - Bps = 3(TiT)rs. (2.50)

Das Deltafeld ¥, ; transformiert unter der lokalen SU(2), x SU(2) 5 x U(1)y-
Symmetriegruppe wie [134]

1
Viir = Wi = exp(=i0) | STr (7 K7y KT) Koo | W (2:51)

. /

~~
= ICij,'rs

Dabei stellt K den in Gleichung (2.27) definierten Kompensator dar. Die
kovariante Ableitung (D, V) . ist durch

V,i,a

(D#\I])y,i,r

= (8M5ij(5rs — 2ieijkfu7k(5rs + 5@'1—‘#77"3 — Z-U/(f)dij(srs) \Iju,j,s (252)

N J/

=: Dy,ij,rs
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gegeben, wobei hier die Parametrisierung I', = 7', verwendet wird. Mit
diesen Bausteinen ldsst sich analog Referenz [34] die Pion-Delta-Lagrange-
dichte in n Dimensionen in fiihrender Ordnung bestimmen [135, 37|,

‘Cirlg = \I}:“Pg{(llD - mAO)gMV + ZA(/YMDV + ’YVD,U/)
L
n—2

F o gp PO DA A DAl

gni gn2

+ 77/‘7591“1 + T('V#UV + u;ﬁu)'VS
gas 3

+ 7%?@5%}}72 v

=~ UMP: AL PRUY,

[(n —1)A*+ 24+ 1} Y. D,

wobei alle Isospinindizes unterdriickt wurden. Die ersten drei Zeilen von
Gleichung (2.53) entsprechen dem kinetischen Anteil des freien Deltafeldes
mit Massenparameter mag, wihrend die restlichen Terme die allgemeinsten
Kopplungen mit Pionen darstellen. A ist ein unphysikalischer Parameter, der
jeden beliebigen Wert aufier —% annehmen kann. Er resultiert daraus, dass
die Lagrangedichte, die auf die richtige Bewegungsgleichung mit den Zwangs-
bedingungen (2.48) fiihrt, nicht eindeutig ist [136].

Ahnlich dem Fall der Vektormesonen werden durch die Forderung nach
einer selbstkonsistenten Theorie mit der richtigen Anzahl an physikalischen
Freiheitsgraden Relationen zwischen den Kopplungskonstanten gai, gas und

gas generiert [137]:

1+2A+ A*(n—1)
n—2

ga2 = Agai, gas = — gA1- (2.54)

Die Lagrangedichte (2.53) ist invariant unter dem folgenden Satz von
Punkttransformationen? [138, 134]:

v, — VY,+ayy'Vv,,

A-2 1
L mit a#t-—-. (2.55)

A
7 1i4a A

“Der Ausdruck Punkttransformationen bezieht sich darauf, dass die Transformationen
der Felder nur von den Feldern selbst, nicht aber von deren Ableitungen abhingen.
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Da die transformierte Lagrangedichte L:a(V,,ga1, A + 2a + 4aA) gemif
des Aquivalenztheorems [139] die gleichen Observablen wie L, aA(V,,, ga1, A)
hervorbringen muss und a beliebig gewédhlt werden kann, sind physikalische
Grofen unabhéngig von A.

Die redundante Beschreibung im Isospinraum durch ¥, ; hat die Invarianz
der Lagrangedichte unter lokalen Transformationen der Felder zur Folge:

U (z) — ¥ () + 10" (), (2.56)

wobei o eine beliebige Isovektor-Isospinor-Funktion darstellt. Zur Quantisie-
rung der Lagrangedichte, ist es notwendig eine Eichbedingung einzufiihren.
Mit der Eichbedingung 7; ¥ = 0 fiihrt die Lagrangedichte (2.53) auf den
folgenden freien Propagator [135]:

. 3 5
So(p) = P5 S57 (p), (2.57)
mit
SP(p) = — P+ mao w_ MY Pt (= 29
0 p? —mi, + 0t n—1 (n—1)ma0 (n—1)m%,
A+l (n =4 —nA)ymao 7" | (n=2)(v*p" +p"")
mAo(An+ 2) (n—2)(nA+2) n—1

(n—2)(A+ 1)y"py”
(n—1)(nA+2)

(2.58)

Die Pion-Delta-Nukleon-Lagrangedichte ist in fiihrender Ordnung gege-
ben durch [138]

_ 3 .
LBn= 9aV, i P (" + 29"y ) w58 + hec. (2.59)

wobei ga und z Kopplungskonstanten sind und die Parametrisierung v, =
Trty e gewdhlt wurde. Eine Analyse der Zwangsbedingungen fiihrt auf die
Konsistenzbedingung [140)|

-1

7=3 (1+3A4). (2.60)
Auch die Lagrangedichte (2.59) ist invariant unter den Punkttransforma-
tionen aus Gleichung (2.55). In dieser Arbeit wird der Parameter A = —1
gesetzt, wodurch sich die Form des Propagators aus Gleichung (2.58) stark
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vereinfacht. Von der Lagrangedichte der nichst hoheren Ordnung wird fiir
die Rechnungen in dieser Arbeit nur der folgende Term benotigt:

- 3
£8) = =R Tr(xs) Wi Pjg" Wy + (2.61)

2.3.3 Roperresonanz

Die Roperresonanz stellt den ersten angeregten Zustand des Nukleons mit
gerader Paritdt dar und besitzt wie das Nukleon Spin % und Isospin % Unter

Verwendung der Bausteine D,,, w,, X+, i, und vfﬁ,) aus Gleichung (2.25) kann
die effektive Lagrangedichte der Roperresonanz deshalb analog zu der des
Nukleons konstruiert werden [78|. Die Terme der fithrenden Ordnung sowie
die fiir diese Arbeit relevanten Terme der zweiten und dritten Ordnung lauten

ES) =R <JD — Mpo + 97127“75%) R,
1
£ = 3 (&1l + o)) o™ R+ - (2.62)
3 i 5 s v
£ = S (A [D" £1] + 4df aﬂv}w))D R+hc. +--- |

wobei R fiir ein Isospindublett mit Massenparameter mpy steht und ggr, c;
und df unbekannte Kopplungskonstanten sind. Entsprechend ergeben sich
die Wechselwirkungslagrangedichten zwischen der Roperresonanz und dem
Nukleon zu

LE&Q = gN—RR7 Ysu, W+ h.c.

1. o
1 = 5 ,
Livk = & (5 g’ [D*, f1] + 2d17VR8“vlg,}) D' (2.63)

+ 51?7"% [d]l\gRTr (x+) wu + idi [D,,, X-1] ¥
Fhe 4o

Von den Lagrangedichten der zweiten und dritten Ordnung sind wieder nur
die hier relevanten Terme aufgefiihrt und gyg, ¢ und d¥* stellen unbekann-

te Kopplungskonstanten dar. Prinzipiell sind auch Wechselwirkungsterme der
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Gestalt

moglich. Durch Anwendung der Bewegungsgleichungen kann der Term pro-
portional zu A; eliminiert werden. Da aus der Diagonalisierung der Nukleon-
Roper-Massenmatrix keine neuen Operatorstrukturen entstehen, konnen die
Beitrage der Mischungsterme zwischen den Feldern der Roperresonanz und
des Nukleons R¥ und ¥R vollstindig in den Kopplungskonstanten der Lagrange-
dichte (2.63) absorbiert werden [78].

Die Wechselwirkungsterme zwischen Roper- und Deltaresonanz lauten in
fithrender Ordnung (47|

— 3 .
L‘(Al%z = garY,.i D5 (9" + 29"y )uy ;R + h.c. (2.65)

und beinhalten mit gag eine unbekannte Kopplungskonstante. Geméfs Ab-
schnitt 2.3.2 wird der Parameter 2 = —1 gesetzt.

Schlieflich werden in dieser Arbeit noch die folgenden Wechselwirkungs-
terme zwischen Roperresonanz und Rhomeson sowie zwischen Roperreso-
nanz, Nukleon und Rhomeson bendétigt:

Lr,=R |:]{72 (pu—ifu> 7"} R+,
k % (2.66)
LRNp - R |:53puyguy + k:4 [DM, IO/W] DV:| \\ -+ h.c. 4+ .- ,

wobei die k; Kopplungskonstanten darstellen und der Feldstarketensor p,,, in
Gleichung (2.44b) gegeben ist. Der Wechselwirkungsterm proportional zu k4
wurde gemif Referenz [128] konstruiert. Wie im Fall des Nukleons wird hier
von einer universellen Kopplung des Rhomesons ausgegangen, d. h. ky = go.
Eine Wechselwirkung zwischen Roperresonanz, Nukleon und Rhomeson in
fiihrender Ordnung ist aufgrund der Eichinvarianz der Lagrangedichte aus-
geschlossen.
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Kapitel 3

Komplexe-Masse-
Renormierungsschema und
Unitaritat

Die Anwendung des Komplexe-Masse-Renormierungsschemas (CMS) [39, 40,
41, 42, 43, 44] ermoglicht die Durchfithrung perturbativer Rechnungen mit
instabilen Teilchen. Die renormierten Massen aller auftretenden Teilchen wer-
den in diesem Zusammenhang als Polpositionen des entsprechenden vollstan-
digen Propagators gewihlt, wodurch die Unabhingigkeit physikalischer Gro-
fen von Eich- und Feldredefinitionsparametern gewéhrleistet wird [10, 11,
12, 13, 14, 15, 16, 24]. Der vollstandige Propagator ist im Allgemeinen eine
mehrwertige Funktion, mit komplexem Pol auf dem zweiten Riemann’schen
Blatt (Riemann sheet) |141, 142|. Da die Positionen von Verzweigungspunk-
ten (branching points) durch den vollstindigen Propagator bestimmt werden,
sind die Verzweigungspunkte instabiler Teilchen komplexwertig. Wahrend im
Rahmen traditioneller Renormierungsschemata sich die Verzweigungspunkte
in fithrender Ordnung auf der reellen Achse befinden, werden die Pole und
Verzweigungspunkte im CMS bereits in fiihrender Ordnung auf komplexe
Positionen gesetzt.

Die Vorgehensweise im CMS kann wie folgt zusammengefasst werden: Fiir
jedes instabile Teilchen wird der entsprechende reellwertige Massenparame-
ter mg der unrenormierten Lagrangedichte £, in eine komplexe renormierte
Masse zg und einen komplexen Gegenterm dm zerlegt,

r
my = <mR - ZTR) +dm = zg +0m , (3.1)

wobei zg als komplexer Pol des dem instabilen Teilchen zugehorigen Propa-
gators gewahlt wird. Fiir jedes instabile Teilchen wird somit ein Imaginérteil
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der Gestalt —il'g /2 zu L, addiert und subtrahiert. Einer dieser Terme ent-
spricht dem Imaginérteil des renormierten Massenparameters zz und wird
dem freien Propagator hinzugefiigt. Der andere Term ist Bestandteil des Ge-
gentermvertex, welcher perturbativ behandelt wird. Da diese Prozedur eine
identische Transformation darstellt, bleiben alle Eigenschaften der Lagrange-
dichte £, unverdndert, unabhéingig davon welcher Wert fiir I'p gewéhlt wird.

Die selbstkonsistente Einfiihrung von komplexen Massenparametern in
Schleifenrechnungen erfordert die Wahl passender Renormierungsbedingun-
gen [41]. Dazu werden neben den Massen auch die restlichen Parameter der
Lagrangedichte in komplexe renormierte Parameter und komplexe Gegenter-
me aufgespaltet,

go=0gr+09, Vo=VZUp=+V1+6Z Vg, (3.2)

wobei go die Kopplungskonstanten und W, die Felder der unrenormierten
Lagrangedichte £y symbolisieren. Im Rahmen des Standardmodells ermdog-
licht eine entsprechende Verallgemeinerung der Massenschalenrenormierung
[143| die Durchfithrung perturbativer Berechnungen von Prozessen mit reso-
nanten Zwischenzusténden [41, 42, 43, 44|. Um das CMS in EFT anwenden
zu konnen, wurden in den Referenzen [38, 47| die Renormierungsbedingun-
gen des EOMS-Schemas [32] entsprechend verallgemeinert. Die renormierten
Massen werden als Polpositionen der vollstindigen Propagatoren im chira-
len Grenzfall gewédhlt und die komplexen Parameter werden so angepasst,
dass die renormierten Schleifendiagramme das vorgegebene Zihlschema er-
filllen. Dieser Ansatz wird hier fortgefithrt und ist in Abschnitt 3.2 genauer
beschrieben.

Gemifs Referenz [42] kann das CMS erst dann als konsistentes Renor-
mierungsschema angesehen werden, wenn die Unitaritdt der resultierenden
S-Matrix perturbativ gezeigt werden kann. Die Untersuchung der stérungs-
theoretischen Unitaritit stellt einen wichtigen Bestandteil der vorliegenden
Arbeit dar und wird im folgenden Abschnitt durchgefiihrt.

3.1 Unitaritat im CMS

Durch die identische Umschreibung der unrenormierten Parameter aus den
Gleichungen (3.1) und (3.2), zerfillt die unrenormierte Lagrangedichte £y in
einen renormierten und einen Gegentermanteil,

*CO(m07 9o, \IIO) - £B(2R7 9R, \I/R) + ‘CGT((Sm’ 597 5Za s )7 (33)

wobei die Auslassungspunkte die gemischten Abhéngigkeiten der Gegenterm-
Lagrangedichte Lot bezeichnen. Die (renormierte) grundlegende Lagrange-
dichte Lg ist innerhalb des CMS zwar nicht mehr hermitesch, die gesamte
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Lagrangedichte (inklusive Gegenterme) ist per Konstruktion jedoch gleich
der Lagrangedichte mit unrenormierten Parametern L, und somit hermi-
tesch. Aus diesem Grund bleiben alle Ward- und Slavnov-Taylor-Identitéten
[144, 145] erhalten und die Unitaritdt der kompletten Theorie kann nicht
verletzt sein [42]. Allerdings verlieren die Cutkosky-Regeln [146, 147, 45] im
Rahmen des CMS ihre Giiltigkeit, wodurch die Unitaritit der S-Matrix nicht
mehr in gewohnter Weise zu jeder Ordnung in Stérungstheorie bewiesen wer-
den kann.

Das Ziel dieses Abschnittes besteht darin, die storungstheoretische Uni-
taritdt der S-Matrix anhand einer Modell-Lagrangedichte fiir die Wechsel-
wirkung eines massiven Vektorbosons mit einem Fermion zu demonstrieren.
Dabei miissen alle instabilen Teilchen aus der Unitaritdtsbedingung entfernt
werden, da sie nicht als asymptotische Zustinde auftreten diirfen [8]. Mit
Hilfe generalisierter Cutkosky-Regeln fiir Propagatoren mit komplexen Mas-
sen kann gezeigt werden, dass alle unitaritatsverletzenden Terme erst jenseits
der relevanten Ordnung beitragen.

3.1.1 Cutkosky-Gleichungen im CMS

Dem optischen Theorem nach ist der Imaginérteil der Vorwértsstreuampli-
tude proportional zum totalen Wirkungsquerschnitt [148]. Schreibt man die
S-Matrix als S = 1 + iT, lisst sich aus der Unitarititsbedingung SST = 1
eine quantenfeldtheoretische Version des optischen Theorems herleiten:

SST=1+iT) (1 —iT") =1 il -T" =-TT".

Betrachtet man die 7T-Matrix zwischen ein- und auslaufenden Impulseigen-
zustdnden, Ty; = (f|T|¢), und fiigt einen vollstdndigen Satz von Zusténden
ein, ergibt sich die Beziehung

1 1
E (sz' - T;}) = 5 I TfnT;;L' (3'4)

n

Die linke Seite von Gleichung (3.4) wird als Absorptionsanteil bezeichnet und
geht fiir elastische Vorwértsstreuprozesse |i) = |f) in den Imaginérteil iiber:

1
(7] = 5 Y Ty, (35)

n

Mit der Konvention (f|T|i) = (27)*§*(P; — P,)7}; lautet das optische Theo-
rem fiir die Vorwértsstreuamplitude schlieflich

ImngiQWWa—mm%. (3.6)

n
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Der Imaginérteil der Vorwéartsstreuamplitude ergibt sich durch die Summe
aller moglichen Zwischenzustinde, wobei nur iiber diejenigen Zwischenzu-
stdnde summiert wird, die als asymptotische Zusténde auftreten konnen. Ei-
ne Moglichkeit zur Bestimmung von Imaginérteilen beliebiger Feynmandia-
gramme ist durch die Anwendung der Cutkosky-Regeln gegeben. Mit ihnen
kann das optische Theorem zu jeder Ordnung in Storungstheorie bewiesen
werden [45]. Diese Regeln sind in ihrer urspriinglichen Formulierung im Rah-
men des CMS nicht mehr giiltig. Ziel dieses Abschnittes ist die Verallgemei-
nerung der Cutkosky-Regeln auf instabile Teilchen mit komplexen Massen,
mit deren Hilfe die Unitaritdt der S-Matrix perturbativ gezeigt werden kann.

Cutkosky-Regeln

Gemif den Cutkosky-Regeln ist der Imaginérteil der Amplitude eines Feyn-
mandiagramms durch die Berechnung von Phasenraumintegralen gegeben,
die aus dem sogenannten Zerschneiden innerer Linien resultieren. Unter dem
Zerschneiden einer inneren Linie versteht man das Ersetzen des entsprechen-
den Propagators durch einen Term proportional zur Deltadistribution,
1
2

—m?2 + e

5 — —27i §(p* — m?)O(py), (3.7)

mit € — 0" und der Heaviside’schen Stufenfunktion ©, definiert als

firt <
o) = 0 1}1" <0,
1 firt>0.

Ein gegebenes Feynmandiagramm muss dabei auf alle moglichen Arten zer-
schnitten werden, die es erlauben die geschnittenen Propagatoren gleichzeitig
auf die Massenschale zu platzieren. Summiert man die Beitrige aller resultie-
renden Phasenraumintegrale auf, erhélt man (2¢) mal den Imaginérteil des
gegebenen Diagramms.

Die Beweisidee der Cutkosky-Regeln [149, 150] kann anhand des folgenden
Einschleifenintegrals illustriert werden,

Atk
I —z/WAF(k)AF(p—k)

[ dYk 1
= Z/ (2m)4 [k2 — m2 +ie] [(p — k)2 — m2 + ie]’ (3.8)

wobei Ap(p) fiir den Feynmanpropagator eines skalaren Teilchens mit Masse
m und Viererimpuls p steht. Definiert man E, = VP + m2, besitzt der
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Feynmanpropagator zwei einfache Polstellen bei py = FE, — ie und py =
—E, +ie:

1 1 1
A = - : 3.9
r(p) 2FE, (po —E, + e po—i-Ep—ie) (3:9)

Nach Anwendung des Sokhotsky-Weierstrak-Theorems?,

1 pz_mz . 2 2
—m2+i€: (pQ—m2)2+62_m6<p —m’)

_p (;) —imb (P — m?), (3.10)

pP—m

p2

erhdlt man fiir den Imaginérteil des Integrals (3.8)

fm [fo} = /(C;:; P<k2—1m2)P<(p—k)12—m2)

— w25 (K —=m?®) § [(p— k) — m?] ] : (3.11)

Es erweist sich als hilfreich, die avancierten und retardierten Propagatoren
A4(p) und Ag(p) einzufithren:
1 1 1
A = —
AP) 2E, [po—Ep—ie po—i-Ep—ie]
p?—m?

_ . 2 2
= P —mi i e +imd(p® — m*)o,

_p (%) +ind(p? — m)o, (3.12)

p*—m

An(p) = 1 1 1
RAP _2Ep po— Ly +ie  po+ E,+ e

2 2
o p-—m . 2 2
= it —imd(p” —m”)o,

—Pp (;2) —imd(p? — m?)o,, (3.13)

pP—m

wobei 0, = O(py) —O(—po) die Signumfunktion darstellt. Aus der Eigenschaft
o, = —0_, ergibt sich die Beziehung A 4(p) = Agr(—p) und der Feynmanpro-
pagator kann durch den avancierten und den retardierten Propagator ausge-
driickt werden:

Ap = O(po)Ar(p) + O(—po)Aa(p)- (3.14)

!'Dabei steht P (z) fiir den Cauchy’schen Hauptwert (siche Anhang A.1).
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Um den ersten Term auf der rechten Seite von Gleichung (3.11) passend
umzuformen, wird die folgende Identitdt verwendet:

[ dYE
0 :@/WAM)AA(k—p)

[ dYk
_ / Gyt AaBAR(p —

- f (‘;’)“4 {7: (kz _1m2) s (K2 — m?) ak}
X {73 (m) —imd [(p — k) — m?] ap_k} : (3.15)

Da A4 (k) und Ay (k —p) = Agr(p — k) als Funktionen der komplexen Varia-
blen kq einfache Polstellen in der komplexen Halbebene oberhalb der reellen
Achse besitzen und man die Integrationskontur in der unteren Halbebene
schlieffen kann, verschwindet das Integral auf der rechten Seite gemaf des
Cauchy’schen Integralsatzes. Der Imaginérteil von Gleichung (3.15) ergibt
sich zu

o [P () (5me)

+ 726 (k* —m?) 036 [(p — k)* — m?] O'p_k}. (3.16)

Subtrahiert man die Identitédt (3.16) von Gleichung (3.11), heben sich die
jeweiligen Hauptwerte gegenseitig heraus und man erhélt fiir den Imaginérteil
des Integrals

Im [Ig) = — 7 / % (14 okop_i) 6 (K> —m?) 6 [(p — k)* — m?]

o [ dYE dYK 4,
x 0 (K> —m?) 6 (K'? —m?). (3.17)

Mit 1 = O(z) + O(—=x) folgt

~J2 falls ko und k; das gleiche Vorzeichen besitzen,
10 sonst.
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Fiir p? > 0 impliziert die Viererimpulserhaltung k + k' = p, dass man sich
auf eine mogliche Wahl der Vorzeichen, z. B. kg > 0 und k{, > 0, beschrinken
muss |149]. Schliefslich erhdlt man fiir den Imaginérteil des Integrals Iy (3.8)
in Ubereinstimmung mit der Ersetzungsregel (3.7) den Ausdruck

2 d4k 2 2 2 2
Im [I] = —27 /(%)45@; —m?) (k)8 [(p— k) —m]@(po—/(fo).)
3.19

Dieses Ergebnis wird im nédchsten Abschnitt auf Schleifenintegrale mit insta-
bilen Teilchen verallgemeinert.

Verallgemeinerte Cutkosky-Regeln fiir instabile Teilchen

Der Propagator eines instabilen skalaren Teilchens mit Masse M, Breite I'
und Viererimpuls p lautet im CMS

1
o2 — M2+ i(MT +e¢)
p? — M? i(MT +€)

= (p? — M?2)2 + (MT + €)? N (p2 — M2+ (MT +¢)2’ (3.20)

A'(p)

wobei der infinitesimale Parameter € nur fiir den Grenzfall verschwindender
Breiten von Relevanz ist. Da er durch die Ersetzung MI' — MT' + € leicht
reproduziert werden kann, wird er im Folgenden unterdriickt. Zur Verallge-
meinerung der Cutkosky-Regeln im Rahmen des CMS wird ein Einschlei-
fenintegral betrachtet, welches den Propagator eines stabilen und den eines
instabilen Teilchens umfasst:

[ d*k dq 4o )
L = z/ @) (27T)4<27T) 0 (k+q—p)Ar(k)A'(q). (3.21)

Der Imaginérteil des Integrals ergibt sich zu
d'k d* k* —m? 2 — M?
tft] = [ 550 (o . s
(2m)* (2m) (k2 —m2)® + & (¢ — M?)* + M2

MT
(qz _ M2)2 + M2T2

— 76 (k* —m?) ]54(k‘+q—p). (3.22)

Der entscheidende Aspekt in der Bestimmung von Imaginédrteilen fiir Ein-
schleifendiagramme mit komplexen Massen besteht darin, in Analogie zu
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Gleichung (3.20) ,avancierte“ und ,retardierte* Propagatoren A’; und A’
zu konstruieren:

/ — 1 1 - 1
Ralp) = w(p) +w(p)* L?o —w(p) po+ “’WJ

P MEMTYRep)?) | MY o
(pQ _ MQ) + M?2T2 (pz _ MQ) 4+ M2T2 x(p)
, B 1 1 B 1
D)= o el e e
:pQ—MQ—MQFQ/@x(p)Q)_ iMT Do (3.24)
(p? — M2)2 + M2T2 (p? — M2)2 + M2T2 z(p)’ '
mit
w(p) = z(p) —iy(p),
2(p) = — \/(54 +Mmr2) g2 — g, + O(?)
\/5 p p p ’
W) = s/ (65 +Aer)' - g = 2T 28, + O,
& =P*+ M. (3.25)

In dieser Arbeit wird angenommen, dass die Breite I' wesentlich kleiner als
die Masse M ist, so dass sich die Schreibweise O(I") im Folgenden auf die Ent-
wicklung nach dem kleinen Parameter I'/M < 1 bezieht. Der oben definierte
savancierte bzw. ,retardierte Propagator besitzt zwei einfache Polstellen in
der oberen bzw. unteren komplexen Halbebene und reproduziert im Grenzfall
verschwindender Breite den avancierten bzw. retardierten Propagator eines
stabilen Teilchens aus Gleichung (3.12) bzw. (3.13).2

Zur Umformung des ersten Terms aus Gleichung (3.22) ist es hilfreich,
dass das Produkt aus Ag(q—p) und A',(q) als Funktion von ¢y zwei einfache
Polstellen in der komplexen Halbebene unterhalb der reellen Achse aufweist.
Schliefft man die Integrationskontur in der oberen Halbebene und wendet

2Anders als der Feynmanpropagator eines stabilen Teilchens kann A’(p) nicht gem#f
Gleichung (3.14) als Summe aus A’ (p) und A (p) ausgedriickt werden.
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den Cauchy’schen Integralsatz an, erhdlt man

0= Z/ éﬂi&e(q — p)A%(q)

. d4q /
= z/ WAA(p —q)A%(q)

Y L I, Aa(k)A] 3.26
i [ e S g — DA (320
Die Propagatoren A%(k) und A/,(k) sind so konstruiert, dass es sich dabei
wie bei Agr(k) und A4(k) um analytische Funktionen in £° handelt, denn
nur in diesem Fall ist der Cauchy’sche Integralsatz anwendbar. Einsetzen der
Propagatoren und Bilden des Imaginirteils in Gleichung (3.26) liefert

4k; 4 k2 — m2 qz_Mz_J\fFQQ

(2m)4 (2m) (k2 —m2)* 4+ € (g2 — M2)* + M>2T?
MT % ]

+ 76 (k* —m?
v ( ) Uk <q2 _ M2)2 +M2F2 I(q)

4]{: 4 ]CQ— 2 q2_M2_ ]\i21—‘22
— /—d 4—d q4(27r)454(k:—|—q—p) ﬂ; 5 22(a)
)4 (27 -m €2 (¢ —
(2m)* (2m) (k2 —m?)” + & (¢ — M?2)* + M2
MT qo
2 2 2
+ 76 (k* —m?) oy (@ M7 1 M g, +O(T )] : (3.27)

wobei im letzten Schritt die Entwicklung z(q) = &,+O(T'?) verwendet wurde.
Analog zum vorigen Abschnitt wird die Hilfsformel (3.27) von Gleichung
(3.22) subtrahiert und man erhilt nach Wiedereinfiihren des infinitesimalen
Parameters €

a4k (MT +e¢) [1 + p‘g*’? o
Im[]}] = —7T/ .

(2%)45(1{ —m?) +O(I7).

[(p— k)2 = M2)* + (M T + ¢)?
(3.28)

Das Ergebnis ldsst sich auf den Imaginirteil eines beliebigen Einschleifen-
integrals verallgemeinern. Fiir jeden Schnitt durch einen Propagator eines
instabilen Teilchens erhilt man einen Faktor I', wiahrend ein Schnitt durch
einen Propagator eines stabilen Teilchens in einer Delta-Distribution resul-
tiert. Die Imaginérteile fiir die in dieser Arbeit relevanten Schleifenintegrale
sind in Anhang D.1 aufgefiihrt, aufserdem wird dort exemplarisch diskutiert,
wie man den Imaginérteil eines Zweischleifenintegrals bestimmt.
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Gleichung (3.28) lésst sich auf eine analoge Form zur Cutkosky-Gleichung
(3.17) fiir reelle Massen umformen. Dazu nutzt man, dass die linke Seite
aus Gleichung (3.28) manifest lorentzinvariant ist, weshalb auch die rechte
Seite lorentzinvariant zu jeder Ordnung in ' sein muss. Bis zur betrachteten
Ordnung lasst sich Gleichung (3.28) ausdriicken als

A% s o (MD+e) [I+0, 400 )
it} = 7 [ 5550 Vio—rp—aePr v+ O

(3.29)

Dabei resultiert der Integrand aus Gleichung (3.29) nicht einfach aus der
Entwicklung des Integranden (3.28). Die Aquivalenz der beiden Ausdriicke
zeigt sich, wenn man sie voneinander subtrahiert und den Limes I' — 0 des
integrierten Resultates betrachtet. Unter Verwendung der Identitét

lim —— =7d(x) (3.30)

geht Gleichung (3.29) im Grenzfall stabiler Teilchen, d. h. I' = 0 und ¢ — 07,
in die gewohnliche Cutkosky-Gleichung (3.17) iiber.

3.1.2 Storungstheoretische Unitaritat der S-Matrix

Anhand einer Modell-Lagrangedichte wird im Folgenden illustriert, wie sich
die Unitaritdt der S-Matrix im CMS stérungstheoretisch ergibt. Dazu wer-
den die im letzten Abschnitt abgeleiteten Ergebnisse fiir die Imaginérteile
herangezogen. Die verwendete Modell-Lagrangedichte beschreibt die Wech-
selwirkung zwischen einem massiven Vektorboson B und einem Fermion
und lautet

1 S Yr - _
L=—— Fo,F}" + =2 Bo,BY + o (i) — mo) Yo + go 1o vutbo B, (3.31)

4 2
mit FY), = 9,B) — 0,B). Die physikalischen Massen seien so gewéhlt, dass
das Vektorboson ein instabiles Teilchen darstellt (M > 2m) und in ein Fer-
mion-Antifermion-Paar zerfallen kann.

Aufgrund der Wechselwirkung des Vektorfeldes mit dem erhaltenen Dirac-
Strom ) Yuo fiihrt das Modell nach Renormierung der Massen und Kopp-
lungskonstante auf endliche physikalische Grofen (on-mass-shell renorma-
lizable) [151]. Innerhalb des CMS wird die Renormierung in zwei Schritten
vorgenommen. Durch die Anwendung dimensionaler Regularisierung [152] zu-
sammen mit dem modifizierten minimalen Abzugsschema MS [153] werden
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zuerst alle Divergenzen eliminiert®. Dann werden die renormierten Massen
im MS-Schema durch die Pole der vollstindigen Propagatoren ersetzt, wofiir
die folgenden Substitutionen in der Lagrangedichte vorgenommen werden®:

BY — B*,

Yo — ¥,

mg — m + om,

M§ — M? —i MU + 62 =z + 6z,

90 — 9(I), (3.32)

wobei M die physikalische Masse und I' die physikalische Breite des Vektor-
mesons darstellen. Die Lagrangedichte (3.31) ldsst sich mit den Ersetzungen
(3.32) in eine grundlegende (basic) und eine Gegenterm-Lagrangedichte auf-
spalten:

E == EB + LGT:
. i _
Lp =—7 Ful™ +§BHB“ +19 (i) —m) ¢+ gy BY,
5 _
Lom = EZ B,B" — sm . (3.33)

Die Propagatoren sowie der B1)-Wechselwirkungsvertex wird aus der grund-
legenden Lagrangedichte Lp hergeleitet und die Gegenterm-Lagrangedichte
Lt wird storungstheoretisch behandelt.?

Der freie Propagator des Vektorbosons lautet

. . [my _p,upu/z i _éuu(p) ﬁ;U/(p)
zSW(p) = —1 P e — + P (3.34)

wobei die Tensoren G und P gegeben sind durch

~ PuPlv D Pubv
G (P) = g — ]‘;2 , Pulp) =57 (3.35)

Unter Ausnutzung der Identitdten

GG=G, GP=PG=0, PP=P (3.36)

3Da die folgenden Betrachtungen unabhingig von der Wahl des Abzugsschemas sind,
werden die Gegenterme des MS-Schemas hier nicht explizit angegeben.

4Die Renormierung der Wellenfunktionen ist im Folgenden nicht von Relevanz.

°Die einzelnen Terme der Storungsreihen dm = Y oo hFdmy, und 0z = Y 72, h*dz,
werden zu jeder Ordnung der storungstheoretischen Rechnung beriicksichtigt.
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fiir Kontraktionen des Typs A,,,B7,, lassen sich die Selbstenergiediagramme
einfach in Form einer geometrischen Reihe aufsummieren. Ausgedriickt durch
einteilchenirreduziblen Selbstenergiebeitrage,

iH#V(p) =1 [H(pz)g,uu + Hp<p2)p“py}
=1 {H(ﬁ)@w(p) + [I(p*) + p*T0,(p°)] ﬁw(m} , (3.37)

lautet der vollsténdige Propagator des Vektorfelds schliefllich

__ Gw®) B (p)
p?—z =) 2+ 1({p?) + 1, (p?)
— _ gl“/ - pﬂpl/[l + Hp(p2)]/[2 + H(p2> +p2Hp(p2>] (3 38)
p* =z —1(p?) ' '

Da das Vektorfeld mit dem erhaltenen Dirac-Strom wechselwirkt, trégt der
Anteil proportional zu p*p” nicht zu physikalischen Grofen bei und kann
vernachléssigt werden. Der freie Fermionpropagator nimmt die iibliche Form
an:

Sh.(p) =

i

i Sp(p) = pRr——— (3.39)

In Abbildung 3.1 sind alle Feynmandiagramme auf Baum- und Einschlei-
fenniveau dargestellt, die geméf Lagrangedichte (3.31) zur S-Matrix des Pro-
zesses f(p1, 1)+ f(p2,02) — f(ps,03) + f(ps, 04) beitragen. Die rechte Seite
von Gleichung (3.6) entspricht auf Einschleifenniveau der ,quadrierten Am-

plitude der Baumdiagramme und ist in den Abbildungen 3.2 und 3.3 gezeigt.
Der Baumbeitrag a) ist gegeben durch

i T, = —ig” u(ps, 03)7"v(pa, 04) S}, () U(p2, 02)" u(p1, 01)
=-iVy s, m V", (3.40)

mit p = p1+ps = p3+p4 und p* = s. Setzt man Gleichung (3.34) in Gleichung
(3.40) ein und verwendet Stromerhaltung, erhélt man den Ausdruck

1
T, = VI —— V. (3.41)

S —Z

Hier wird der Spezialfall der Vorwértsstreuung, d. h. p; = ps, ps = p4, 01 = 03
und o9 = 04, betrachtet. Unter dieser Voraussetzung gilt

R (3.42)
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Abbildung 3.1: f f-Streuung auf Baum- und Einschleifenniveau, wobei durch-
gezogene Linien fiir Fermionen und geschwungene fiir Vektorbosonen stehen.
Die Pfeile an den Fermionlinien geben den Fluss der Fermionenzahl an.

*
>\AN\A/‘< X >\va\/<
Abbildung 3.2: Quadrierte s-Kanal Baumgraphenamplitude der ff-

Streuung. Bezeichnung gemaf Abbildung 3.1, wobei der Stern fiir die komplex
konjugierte Amplitude des entsprechenden Diagramms steht.

L Lo oL

Abbildung 3.3: Quadrierte t-Kanal, s- und ¢-Kanalinterferenz sowie ¢- und s-
Kanalinterferenz Baumgraphenamplitude der ff-Streuung. Bezeichnung ge-
maf Abbildung 3.1, wobei der Stern fiir die komplex konjugierte Amplitude
des entsprechenden Diagramms steht.
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und der Imaginérteil von Gleichung (3.41) ist gegeben durch

" s—z* e MT
Im[7Z,] =Im |V (s—z)(s—z*)V“ =-V (s—z)(s—z*)v’l' (3.43)

Die Ergebnisse fiir die Einschleifendiagramme i) und c) lauten

iT =iV S, (p) 157 (p) Sh, (p) V¥, (3.44a)
iT.=iV"S,.(p) o= g*? Sh @)V, (3.44b)

wobei H‘f’g und dz; die Selbstenergie und den Gegenterm der ersten Ordnung
in h darstellen. Mit der Parametrisierung (3.37) erhilt man fiir die Summe
der Amplituden (3.44)

I (s) + 02
(5 — 2

Tive =T, +T. = V™ V., (3.45)

wobei der Einschleifenbeitrag zur Funktion II(s) durch

2

I (s) = — 3(?#2 [6m® — s — 6 Ay (m?) + 3 (2m* + s) By (s, m*, m?)]

gegeben ist und die Ag- und By-Funktionen in Anhang C definiert sind. Bilden
des Imaginiirteils von Gleichung (3.45) liefert fiir s # M?

Im [(TT;(s) + 021)(s — 2*)?]

[T = V2 = o
— /¥ 1 m S Z1S_Z+Z_Z*
:VM*V( 2)1 )Im{(Hl(s)+5zl)(1_2Mrsiz>}
e IM [T (8) + 621 3
=V o) V,+0 (% (3.46)

wobei ausgenutzt wurde, dass V* ~ g ~ vT und II; ~ ¢? ~ T'. Aus Gleichung
(3.32) folgt Im[6z;] = M T + O(h?), so dass sich bis zur Ordnung O (') die
Imaginérteile von Diagramm a) und ¢) wegheben.

Im néchsten Schritt wird gezeigt, dass der s-Kanal-Beitrag zur ,,quadrier-
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ten“ Amplitude aus Abbildung 3.2,

gt @m) 6 () — DT Tats
’f

= 2/ ((21754 (2m)* 6 (¢* —m*) © (90) § [(p — 0)* — m*] © (po — o)

x g'v(p — q,0)7"u(q,0) [S), ()] alp1,01)7 v(ps, 72)
x (g, o)y v(p — q,5)S;,(p)v(pa2, 02)7 u(p1, 01), (3.47)

gemif der Unitaritatsbedingung (3.6) bis zur betrachteten Ordnung mit dem
Imaginérteil von Diagramm i) korrespondiert. Unter Ausnutzung der Stro-
merhaltung und der Notation (3.40) erhdlt man fiir die rechte Seite von
Gleichung (3.47)

/ (;1754 (2m)° 3 (¢° = m*) © (q0) 0 [(p = 9)* = m®] © (po — q0)

X 92 Z Q_Joz<p —q, 5) (’Y“)aﬂuﬁ<% U)ﬂv(% U) ('70)767}6(19 —q, 5)

1
v v,
I g e s h

- / L9 o125 (g2 = m?) © (20) 3 [(p = 0)2 = m2] © (po — 0)

(2m)*
X g2 (P)ag > (g, o)ty (g, 0) (77 )s Z vs(p = ¢,0)Va(p — q,0)
ok 1
xV T V,, (3.48)

wobei die Spinor-Indizes «, (3, v und § explizit eingefiihrt wurden. Aufgrund
der vorangestellten Delta- und Theta-Funktionen kénnen die Ersetzungen

Z uﬁ(q’ 0‘)@7(% U) = (ﬁ + m)g%
Z vs(P = 4,0)0a(p — ¢,0) = (p — ¢ — M)sa

durchgefiihrt werden. Die Summation iiber die Spinor-Indizes «, 3, v und ¢
stellt eine Spur des Produkts der entsprechenden Dirac-Matrizen dar, so dass
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Formel (3.48) in die folgende Form gebracht werden kann:

- (27T)2/ (;17:;4 5 (¢ —=m*) O (q) 6 [(p—q)> = m*] © (po — qo)

g ViV, . o (4%t m
Xy Em) T (- prm)] (3.49)

Um das Ergebnis (3.49) weiter umzuformen, betrachtet man den Einschlei-
fenbeitrag zur Selbstenergie des Vektormesons:

1L (p) = — (ig)® / %Tr [w ! o l

d—m+tic g—p—m+ic
, [ d* 1 1
- /(27r)4q2—m2—|—z’e(q—p)2—m2—|—z’e
x Tr [v* (¢ +m)~° (¢ — p+m)] . (3.50)

Da man eine Darstellung wéihlen kann, in der alle y-Matrizen rein imaginér
sind (Majorana-Darstellung) und die Spur des Produkts einer ungeraden An-
zahl von «-Matrizen verschwindet, ist das Ergebnis der in Gleichung (3.50)
auftretenden Spur reell. Der Imaginérteil ergibt sich somit geméafs Gleichung
(3.19) zu

Im[IT}] = — 2g27r2/ ((21754 ) (q2 — m2) © (q0) 0 [(p —q)* — mQ} © (po — qo)
x Tr [7“ (d+m)v" (¢ —p+ m)] ) (3.51)

Der Vergleich der Ergebnisse (3.49) und (3.51) mit Gleichung (3.46) liefert
die folgende Beziehung:

;ﬁmm%%m DT T = Vi T I_m[li (f)l» Yo
f
. 2Im (I (s)]

=Im [T;] + O(?), (3.52)

VH

wobei im zweiten Schritt die Parametrisierung (3.37) verwendet wurde. Die
Unitarititsbedingung ist somit zur Ordnung O (I'3) fiir die bisher betrachte-
ten Diagramme erfiillt.

Als néchstes werden die Diagramme b) und d) analysiert:

iT,=1ig U(p1,01)7 U(p1,01)5w,(0)_(p2,02)7””(172702)a (3.53a)
i1g=—1g U(PhUl)W U(p1,01)5 (0 )5219a65ﬁy( ) U(p2, 02)7 v(p2, 02).
(3.53b)
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Das relative Vorzeichen im Vergleich zu den Diagrammen a) und c) ist auf
die Spinorstruktur zuriickzufiihren. Fiihrt man die Notationen

gfL(plaUl)’Yuu(pl;Ul) = Vlua 977(]92,02)’7“11(]72702) = Vzu (3-54)

ein, lautet der Imaginérteil der Summe beider Diagramme

1 0
— _Vluvwglm |:_Z*+ Zl(

z2—z+4+2%)
2

1 .
= —VI'Vy, pe Im {—z* + 0z (1 + QMFE)]

1
= —VI'Vy, — [—MT +Im (621)] +O(I'®). (3.55)

(- >

—o(m2)

Der Beitrag (3.55) zur Unitaritdtsbedingung ist somit von héherer Ordnung.
Entwickelt man die Amplitude von Diagramm j) in Potenzen von I, ist der
fiilhrende Term der Entwicklung reell und proportional zu g* ~ I'2. Der Ima-
gindrteil triigt erst in Ordnung O(T'®) bei. Auch die Diagramme f), g), h), k)
und 1) besitzen Imaginérteile héherer Ordnung. Das liegt daran, dass die Dia-
gramme proportional zu ¢* sind und alle kinematisch beitragenden Schnitte
durch mindestens ein instabiles Teilchen fiihren und somit in mindestens ei-
nem zusitzlichen Faktor von I' resultieren.

Schlieflich bleibt noch der Beweis, dass die Imaginérteile der Diagramme
e), m) und n) bis zur betrachteten Ordnung mit der ,quadrierten“ Amplitude
aus Abbildung 3.3 im Einklang stehen. Dazu betrachtet man zunéchst die
Amplitude e):

7__4/@141« 1 2,( i 1 “ulpy. o)
1le=—g (2m)* | (p2 — k)? — 2 uPlJle—k—m#—ievupl’al

_ 1
x U(Pm@)%m Y0 (p2, 02)

. [ Ak 1 2 1 1
- /(27T)4 [(Pz—k)Q—Z] (p— k)2 —m?2 + e k? — m? + ie
x {a(pr, o)V [p — Kk +m] v u(pr, 01)0(pa, 02) 7 [m — K] yv(p2, 02) } -
(3.56)

Der Ausdruck in geschweiften Klammern ist von der Form

W utlyv mit (D) = 4l . (3.57)

45



Es lésst sich leicht zeigen, dass der Ausdruck (3.57) reell ist,
(,arllﬂ/u ﬁF2,uVU>T = U’T (70FIIH70) You UT (70F21/,u70) YU = ﬁF‘f”u @FQ;WIU )

so dass sich der Imaginérteil von Gleichung (3.56) durch die Anwendung der
Formel (D.9) bestimmen lésst. Unter Verwendung der Projektionsoperatoren
iiber die positiven und negativen Energiezustéinde ergibt sich der zweifache
Imaginérteil der Amplitude (3.56) zu

2Am(T;] = g* / ((217:;2 8 (k% —m?) ©(ko)d [(p — k)* — m?] O(po — ko)

X u(pr, o)y ulp — k,o)u(p — k, o)y u(p1, 01)
X 0(pa, 02)7,v(k, 0)0(k, &) v,v(p2, 02)

(pa — k)* — M? 2 ,
g {[(pz — k)2 — M2 + szz} +0O(I7). (3.58)

Die rechte Seite von Gleichung (3.58) entspricht bis zur Ordnung O(T'®) der
quadrierten t-Kanal-Amplitude aus Abbildung 3.3. Analog dazu lésst sich un-
ter Anwendung der Formel (D.4) zeigen, dass der Imaginérteil von Diagramm
m) und n) bis auf Terme der hoheren Ordnung der s- und t-Kanal-Interferenz
zur quadrierten® Amplitude aus Abbildung 3.3 entspricht.

Es wurde gezeigt, dass die Imaginérteile aller auf Baum- und Einschlei-
fenniveau zur Vorwartsstreuamplitude beitragenden Diagramme bis zur Ord-
nung O (I'®) gemif Gleichung (3.6) mit der ,quadrierten” Amplitude der
Baumdiagramme iibereinstimmen. Die als Entwicklungsparameter verwen-
dete renormierte Kopplungskonstante g (~ VT ) wurde dabei als reellwertig
vorausgesetzt. In Ubereinstimmung mit Referenz [8] tragen keine instabilen
Zusténde zur rechten Seite der Unitaritdtsbedingung (3.6) bei. Im Anhang
D.1 wird die Verallgemeinerung der hier hergeleiteten Cutkosky-Regeln ex-
emplarisch an einem Zweischleifenintegral vorgefiihrt. Auch wenn die Vorge-
hensweise dhnlich derjenigen auf dem Einschleifenniveau ist, wird eine Ana-
lyse der perturbativen Unitaritdt in hoheren Ordnungen durch nicht triviale
I'-Abhéngigkeiten der Imaginérteile deutlich komplizierter.

3.2 CMS in EFT

Die urspriingliche Formulierung des CMS auf Schleifenniveau [41] basiert auf
der direkten Verallgemeinerung der Massenschalenrenormierung (on-mass-
shell renormalization) [154] und ist somit fiir Anwendungen innerhalb des

46



Standardmodells geeignet. In dieser Arbeit werden die Renormierungsbedin-
gungen des CMS im Hinblick auf EFT modifiziert [38, 47|. Im Gegensatz
zum Standardmodell und zur Modell-Lagrangedichte aus Gleichung (3.31)
sind EFT nicht renormierbar®, d. h. es konnen nicht alle UV-Divergenzen
durch die Redefinition endlich vieler Parameter der Lagrangedichte absor-
biert werden. Die Forderung nach Renormierbarkeit schrénkt die Anzahl phy-
sikalisch zuldssiger Theorien stark ein und gilt aus heutiger Sicht nicht mehr
als zwingend erforderlich. Umfasst die Lagrangedichte alle, also unendlich
viele, Terme, die durch ihre Symmetrien erlaubt sind, existiert ein entspre-
chender Gegenterm zur Absorption jeder UV-Divergenz [113]. In diesem Sin-
ne stellen effektive Feldtheorien renormierbare Theorien mit unendlich vielen
Kopplungskonstanten dar [5].

Eine EFT ist nur dann von praktischem Nutzen, wenn die Wichtigkeit
jedes Feynmandiagramms zu einem gegebenen physikalischen Prozess abge-
schitzt werden kann. Das Aufstellen eines solchen Z&hlschemas ist fiir den
mesonischen Sektor der ChPT unproblematisch, da Beitrdge aus Diagram-
men mit k Schleifen als O(¢g***?) ziihlen und somit um den Faktor ¢** gegen-
iiber entsprechenden Baumdiagrammen unterdriickt sind. Zur Renormierung
divergenter Schleifenbeitrige verwendet man im mesonischen Sektor die di-
mensionale Regularisierung [152] in n Raumzeitdimensionen zusammen mit
dem modifizierten minimalen Abzugsschema (modified minimal subtraction

scheme of ChPT, M@) [25]. Dabei werden zu

2

R:n—4

— [In(4m) + (1) + 1] (3.59)

proportionale Beitrige in den Niederenergiekonstanten absorbiert’. Durch
die Anwendung der dimensionalen Regularisierung in Verbindung mit dem
MS-Schema korrespondiert die Schleifenentwicklung exakt mit der chiralen
Entwicklung nach Impulsen und Quarkmassen bei festem Verhéltnis m,/q?
|6], weshalb systematische Berechnungen im Rahmen der Stérungstheorie
durchgefiihrt werden konnen.

Wendet man das MS-Schema auf Schleifendiagramme mit inneren Nukle-
onlinien an, tragen die renormierten Schleifenbeitrige in niedrigeren chiralen
Ordnungen bei als vom Zahlschema vorhergesagt [25]. Dieser Umstand resul-
tiert daraus, dass mit der Nukleonmasse eine neue Skala in die EFT einge-
fithrt wird, die im chiralen Grenzfall nicht verschwindet. Eine Moglichkeit das

6 Anders als das Standardmodell ist die durch die Lagrangedichte (3.31) definierte Theo-
rie nur auf dem Niveau der physikalischen Grofen renormierbar (on-mass-shell renorma-
lizable) [151].

T'(1) ~ —0.577 siche Anhang A.2.

47



Zahlschema wieder herzustellen, besteht darin, im Rahmen der chiralen Sto-
rungstheorie fiir schwere Baryonen [26, 27| die schweren Komponenten des
Nukleonfeldes auszuintegrieren und die resultierende effektive Wirkung in
inversen Ordnungen der Nukleonmasse zu entwickeln. In diesem nichtrelati-
vistischen Grenzfall der BChPT ist das Zéhlschema analog dem mesonischen
Sektor durch die minimale Subtraktion dimensionalregularisierter Schleifen-
beitrige erfiillt. Die zusétzliche Entwicklung in der Nukleonmasse generiert
allerdings in manchen Fillen ein falsches analytisches Verhalten [155].

Das Aufstellen eines konsistenten Zidhlschemas im Rahmen der relativis-
tischen BChPT kann durch die Wahl passender Renormierungsbedingungen
gewéhrleistet werden [28, 29, 30, 31, 33]. Eine Standardmethode in diesem Zu-
sammenhang, die auf Einschleifendiagramme mit Pion- und Nukleonpropa-
gatoren angewendet werden kann, ist die Infrarotregularisierung [31]. Dabei
werden die Schleifenintegrale in einen infrarot singuldren und einen infrarot
reguldren Anteil zerlegt. Der infrarot singuldre Anteil erfiillt das Z&hlsche-
ma, wihrend der infrarot regulidre Anteil in den LEC der effektiven Theorie
absorbiert werden kann, da er analytisch in der Entwicklung nach kleinen
Grofen ist. Die erweiterte Massenschalenrenormierung [32] stellt ein alter-
natives lorentzinvariantes Renormierungsschema dar, das sich erfolgreich auf
Feynmandiagramme mit mehreren Fermion- und inneren Resonanzlinien so-
wie Mehrschleifendiagramme anwenden lidsst [156, 157]. Die zentrale Idee
besteht darin, zuséatzlich zur Verwendung des MS-Schemas endliche Subtrak-
tionen durchzufiihren, so dass die renormierten Feynmandiagramme das vor-
gegebene Zihlschema erfiillen. Da alle zdhlschemaverletzenden Terme analy-
tisch in kleinen Parametern sind, konnen sie als Gegenterme der allgemeins-
ten Lagrangedichte realisiert werden.

Die Vorgehensweise in der erweiterten Massenschalenrenormierung kann
anhand des folgenden Integrals verdeutlicht werden [32]:

ien d"k i
Hy(0,p) = p / (2m)" [k2 +40H][(k + p)2 — m2 +i07F]

1 n—4 | N i
= T T N0 T 2F1<1,2—E;4—n;—A>M
e \u) | 2 )

=: F‘('n,A)

+(=A)"3 (g —1,n—-2:n—-2;—-A

\—
-
w
[
2
=
I
I
—_
SN——"
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wobei p fiir den 't Hooft-Parameter der dimensionalen Regularisierung und I'
fiir die I'-Funktion aus Anhang A.2 steht. Dieses Integral tritt beispielsweise
in der Berechnung der fiihrenden Schleifenkorrektur zur Nukleonselbstener-
gie im chiralen Grenzfall auf [25]. Die hypergeometrischen Funktionen £ und
G sind analytische Potenzreihen des Entwicklungsparameters A = pQW_IQq’Z =
O(q) (vgl. Anhang A.3). Geméh des Ziahlschemas aus Gleichung (2.31) tragt
das renormierte Integral in chiraler Ordnung O(¢"~3) bei. Der zu G propor-
tionale Anteil ist fiir unganzzahlige Werte von n nichtanalytisch in A und
erfiillt das Zidhlschema. Der zu F' proportionale Anteil verletzt das Zahl-
schema, ist aber analytisch in A. Um diesen Sachverhalt zu verdeutlichen,

verwendet man die Identitét (sieche Gleichung (A.12))

L ab  ala+1)b(b+1) 2>
gFl(a,b,c,z)—l—i-?qu et D) 5

fir |2 <1 (3.61)

und beriicksichtigt, dass A als kleine Grofe der Ordnung O(q) zéhlt. Glei-
chung (3.60) ergibt sich somit zu

Hy1(0,p) = —W (%) : {I‘S—__f) +Aln(A) + A%In(A) + - -
(3.62)

Die Auslassungspunkte symbolisieren dabei Beitriige der Ordnung O(¢?) oder
O(n — 4). Der zdhlschemaverletzende Term

() = on oo

ist analytisch im Impuls p und kann somit durch die Renormierung von Kopp-
lungskonstanten absorbiert werden.

Zur Bestimmung der Subtraktionsterme ist eine explizite Berechnung des
Integrals nicht notwendig. Stattdessen entwickelt man den Integranden nach
kleinen Parametern bis zur zéhlschemaverletzenden Ordnung und integriert
die resultierenden Summanden einzeln. Die Vertauschung von Integration
und Summation reproduziert alle in den Entwicklungsparametern analyti-
schen Beitréige des urspriinglichen Integrals [158|. Der Abzugsterm fiir das
Integral aus Gleichung (3.60) lautet entsprechend

d"k {
Hsub — 4—n . . 4
n = H / (2m) [k? +907][k2 + 2p - k + 00T | o, - (3.64)
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Unter Verwendung der Formel (C.17) fiir « = 3 = 1 erhilt man in Uberein-
stimmung mit Gleichung (3.63) fiir den zu subtrahierenden Term

gL (m)"TE-%)
1 (4m)n/2 \ p n—3
1 m
T {R —1+2In <;>} L O(n —4), (3.65)

wobei R in Gleichung (3.59) gegeben ist. Das renormierte Integral
i = Hiy — H3® = O(¢"™) (3.66)

erfiillt das Zéhlschema.

Unter Beriicksichtigung resonanter Freiheitsgrade fiihrt das EOMS-Sche-
ma nur dann zu einem konsistenten Ziahlschema, wenn diese ausschliefslich als
innere Linien in Schleifen auftreten [156, 37|. Bei der Berechnung von Reso-
nanzeigenschaften resultiert die Schleifenintegration fiir grofe externe Impul-
se in komplexwertigen, zdhlschemaverletzenden Beitrdagen, deren Imaginar-
teile nicht durch die oben beschriebene Redefinition der Parameter eliminiert
werden konnen. Dieses Problem kann durch die Anwendung des CMS beho-
ben werden. Dazu zerlegt man zunachst die nackten Parameter der Lagrange-
dichte in renormierte Parameter und Gegenterme und wahlt die renormierten
Massen als Pole der vollstindigen Propagatoren im chiralen Grenzfall. Die
reellwertige nackte Masse Mg wird in eine komplexe, renormierte Masse zp
und einen komplexen Gegenterm dzp aufgespaltet:

MR70 = 2zZRr + 5ZR, (367)

mit
T 2
25 = <MX — i %) : (3.68)

Hierbei steht A, fiir die physikalische Masse und I', fiir die physikalische
Breite der Resonanz im chiralen Grenzfall. Die physikalische Masse ist als
Realteil und die Breite als (—2) mal der Imaginirteil des Pols definiert®.
Die renormierten Massen werden wie oben beschrieben in die Propagato-
ren eingesetzt, die Gegenterme storungstheoretisch behandelt und die rest-
lichen renormierten Parameter der Lagrangedichte werden so gewahlt, dass

8Die Parametrisierung aus Gleichung (3.68) weicht von der iiberlicherweise im Stan-
dardmodell verwendeten Parametrisierung aus Gleichung (3.20) ab. Fiir Rechnungen in
EFT wird in dieser Arbeit ausschlieflich die Parametrisierung aus (3.68) verwendet.
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die korrespondierenden Gegenterme die zdhlschemaverletzenden Anteile der
Schleifendiagramme absorbieren.

Das CMS wird in dieser Arbeit in zwei Schritten durchgefiihrt. Zuerst
werden alle divergenten Beitrage durch die Anwendung der dimensionalen
Regularisierung zusammen mit dem MS-Schema eliminiert. Dann werden
die MS-renormierten Schleifendiagramme an den komplexen Punkten auf der
Massenschale im chiralen Grenzfall subtrahiert. Insofern stellt das CMS ei-
ne Verallgemeinerung des EOMS-Schemas fiir instabile Teilchen dar, und
die oben beschriebene Methode kann zur Bestimmung der Abzugsterme an-
gewendet werden. Die Gegenterme nehmen dabei im Allgemeinen komplexe
Werte an und ermoglichen somit die Absorption zdhlschemaverletzender Ima-
gindrteile.

Nach der Subtraktion aller zihlschemaverletzenden Terme werden die re-
normierten LEC durch nichtlineare Regressionsalgorithmen an verfiighare
empirische Daten angepasst. Auch wenn die renormierten LEC im CMS im
Allgemeinen einen Imaginérteil aufweisen konnen, wird dieser an einigen Stel-
len dieser Arbeit vernachléssigt, da oft nicht genug empirische Informationen
vorhanden sind, um sowohl Real- als auch Imaginérteil zu bestimmen.

Die Anwendung des CMS bedingt die Berechnung von Schleifenintegra-
len mit komplexen inneren Massen und komplexen dufseren Impulsen (vgl.
Anhang C). Die Schleifenintegrale mit komplexen Parametern miissen im
Grenzfall verschwindender Breiten stetig gegen die Werte der entsprechen-
den Schleifenintegrale mit reellen Parametern streben. Umfassen die Schlei-
fenintegrale interne Massen mit endlichen negativen Imaginérteilen und re-
elle dufkere Impulse, konnen die notigen analytischen Fortsetzungen bis hin
zu Vierpunktfunktionen durchgefiihrt werden [159]. Schwierigkeiten bei der
analytischen Fortsetzung treten dann auf, wenn sowohl interne Massen als
auch dufsere Impulse komplex gewéhlt werden miissen und keine analytischen
Resultate fiir die Integrale existieren |18]. Da diese Problematik in einigen
Rechnungen auftritt, mussten zur numerischen Auswertung Approximatio-
nen durchgefiihrt werden, die an den betroffenen Stellen nidher ausgefiihrt
werden.

3.3 Zahlschema

In den storungstheoretischen Rechnungen der vorliegenden Arbeit wird das
folgende Zahlschema verwendet:

e Ein Vertex aus einer Lagrangedichte der Ordnung O(q") zahlt als O(¢™),

e cin Pionpropagator als O(¢?),
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ein Nukleon-, Deltaresonanz-, Roperresonanzpropagator als O(q™1),

ein Vektormesonpropagator als O(q°),

der Polarisationsvektor eines virtuellen Photons als O(q),

eine Schleifenintegration in n Raumzeitdimensionen als O(q").

In der Pion-Nukleon-Streuung und Pionproduktion im Bereich der Roperre-
sonanz dominiert deren Beitrag, so dass dem Roperpropagator eine niedrigere
chirale Ordnung zugeordnet wird. Die entsprechende Modifikation des Zihl-
schemas wird in Abschnitt 7.1.2 ndher erldutert.
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Kapitel 4

Masse und Breite der
Deltaresonanz

Aufgrund ihres geringen Massenunterschieds zum Nukleon und ihrer starken
Kopplung an den Pion-Nukleon-Kanal spielt die Deltaresonanz eine wichtige
Rolle in der phanomenologischen Beschreibung von nieder- und mittelenerge-
tischen Prozessen der starken Wechselwirkung. Eine Moglichkeit, die Delta-
resonanz als dynamischen Freiheitsgrad in BChPT zu integrieren, besteht in
der Verwendung der Massendifferenz 6 = ma —my als zusétzlichen Entwick-
lungsparameter. Dabei existieren mit der small-scale expansion (SSE) |34, 79|
und dem delta counting |35] zwei Zahlschemata, die sich in der Zahlweise des
Massenunterschiedes o unterscheiden.

In diesem Kapitel wird anhand einer Berechnung der Masse und Breite
der Deltaresonanz in relativistischer chiraler EFT bis zur Ordnung O(g?)
demonstriert, dass unabhéngig von der Zahlweise der Massendifferenz § ein
konsistentes Zdhlschema im Rahmen des CMS aufgestellt werden kann. In
diesem Zusammenhang werden wie oben beschrieben die nackten Parameter
der Lagrangedichten (2.53), (2.59) und (2.61) aus Abschnitt 2.3.2 in renor-
mierte Parameter und Gegenterme aufgespalten!:

mao = 2a + 024,
mo =m + dm,
A A A

(4.1)

za steht fiir den komplexwertigen Pol des Deltapropagators im chiralen Grenz-
fall, m fiir die Masse des Nukleons im chiralen Grenzfall und die Auslassungs-

!Zur besseren Ubersicht wurde in der Lagrangedichte (2.61) der Index 0 von cf}; un-
terdriickt.
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punkte symbolisieren weitere Parameter der Lagrangedichte. Die renormier-
ten Massenparameter werden in die freien Propagatoren eingesetzt und die
Gegenterme perturbativ behandelt.

Unter Ausnutzung der Isospinsymmetrie ist die Isospinstruktur des voll-
standigen Propagators der Deltaresonanz gegeben durch

Siias(P) =

ij, Oc,@

S* (p), (4.2)

1] ocﬁ

wobei man S*(p) aus der Losung der Gleichung
§*(p) = 55" (p) — 5" (p)X0e (P) 55" () (4.3)

erhilt. Si” (p) steht hierbei fiir den freien Propagator und iX* fiir die Summe
aller einteilchenirreduziblen Diagramme, die zur Green’schen Zweipunktfunk-
tion beitragen. Aus Gleichung (4.3) ergibt sich der vollstindige Deltapropa-
gator in n Raumzeitdimensionen zu [37, 47|

Y P =t (= 2t
n—1 (n—1)2a (n—1)2%

X ! +n (4.4)
P—2n—Su(p) —puslp) P '

wobei n. p. fiir die polfreien Anteile steht und die Selbstenergie der Deltare-
sonanz folgendermafien parametrisiert wurde:

0= [

S (p Z Yo (p?) PR, (4.5)

mit
P =g", Py =AM, PY=pM P =9, 7’%” C=r
Ps” =pg", Pi"=py"", P =pptyt Py =yt Pl = pptp”.

Der komplexe Pol z des Deltapropagators ist schlieflich durch die Lésung
der Gleichung

Z—2n A M? — 5(2%) — 256(2%) = 0 (4.6)

gegeben, wobei der konstante Baumgraphenanteil —4c2®M? von ¥, abgespal-
tet wurde.

Die zur Selbstenergie der Deltaresonanz bis zur Ordnung O(¢?) beitragen-
den Schleifendiagramme sind in Abbildung 4.1 dargestellt. Unter Verwendung
der Definitionen

n v VA
(a0 =it [ O LSLES! (47)
me? S @2m)m [(k = p)? —m7 +i0*] [k2 — M2 +40*]
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L

@ (b) (c)

Abbildung 4.1: Beitriige zur A-Selbstenergie der Ordnung O(q¢®). Einfach
durchgezogene Linien stehen fiir Nukleonen, doppelt durchgezogene fiir Del-
tas und gestrichelte fiir Pionen.

lauten die unrenormierten Ergebnisse fiir die Schleifendiagramme aus Abbil-
dung 4.1 (a) und (b) (vgl. Referenz [37])

v 59% 2 14 p2 VTQ
o= ~gp [ (P ) — 9" (Gas(es +p) = 20ems)
VO 2 v ,YA(ZZA_p2)+2p/\(ZA+ )
_|_g'u’ sz)‘ gaﬁ’y}\ — glgA)\ D) p ) (48)
“A
2
v g v 1%
2’(2) = — —FAZ [Ijjl (p +m)+ 1t /\WA] . (4.9)

Um das CMS konkret zu realisieren, wurden die Schleifendiagramme zu
skalaren Integralen reduziert, in Potenzen von

M
p—z2a p xO(q)
P -z

entwickelt und alle Terme, die explizit das oben beschriebene Zihlschema
verletzen, subtrahiert. Mit der Schreibweise

20 =50 4 2,50 (4.10)
ist der Pol der Deltaresonanz bis zur dritten chiralen Ordnung gegeben durch

fm M (SO XO) s s,

‘p:zA

wobei die an der Stelle P = za ausgewerteten endlichen Beitrage zu den
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Abzugstermen folgende Form annehmen

2
(@) 5g12A 2 2 ZA 2 2
Sw__ﬂﬁ§%ﬂﬁﬂm(naﬁ+um4)m(7i>+2wﬁ—2&w}, (4.12)
2
(b gna . 3 5
S = Fatermg 0T A —m) )+ G

2

— m2 2 .52
—aﬂmﬁﬂm(ﬂLll)+aM%ﬂmm<QL;£>

m?2 1
+ M? [12 i (2a —m) (z2a +m)? (223 — zam +2m?) + C,
22 —m? 23 —m?
+ Qo (m, ZA) In (AT) — Q9 (ZA, m) In (AT) :| }, (413)
mit den Definitionen

Cy = 23 (—102% — 2022m + 14zam® + 4823 m* + 923m" — 122am® — 6m°),

Ch = 423 (Tza + 923m + 32Am” + 9zam® + 6m*)
und

ay (my,my) = 6m3 (mi + 2mims — 2mym3 — 6my)

o (my,mg) = 12m3 (2my + 3ms) .

Die nichtanalytischen Terme aus Gleichung (4.11) stimmen mit denen aus Re-
ferenz [37| iiberein. Die Abzugsterme aus den Gleichungen (4.12) und (4.13)
sind analytisch in den Pionmassen und konnen durch die Renormierung der
Masse za und der Konstanten c2 absorbiert werden. Beide Grofen sind kom-
plex und bleiben endlich im Limes m — za.

Um zu zeigen, dass die renormierten Diagramme die chirale Ordnung
O(q®) besitzen und somit das Zihlschema erfiillen, betrachtet man zunéchst
Diagramm (a), dividiert dessen Beitrag durch M? und bildet schlieRlich den
Grenzwert M — 0:

2597

youn  SGAF?T

e

(4.14)

Der durch M? dividierte Beitrag des Diagramms (b) liefert im Limes M — 0
fiir eine konstante und endliche Massendifferenz zo — m

1
lim —=>0 )

p=2a
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Skaliert die Massendifferenz zpo — m wie aM, ergibt sich fiir den Grenzfall
verschwindender Pionmasse das folgende Ergebnis:

1
lim —

lim — 2 f (@), (4.16)

p=2a 48 F? 12

R

mit
[ (a) = dima® + (6a — 40”) log(2a) + 4ir (1 — o?) Var 1
+4 (aQ _ 1)3/2 In (\/a2 -1+ a) — i + . (4.17)

Bildet man schliefslich erst den Grenzwert zao — m und anschliekend M — 0,
erhélt man
ga

S . (4.18)
p=za 24F27

eyl
Die Beitrige der renormierten Diagramme sind somit in der Region um die
Deltamasse unabhéngig von der Zidhlweise des Massenunterschiedes 0 der
chiralen Ordnung O(q?).

Um die expliziten Beitrage zum Pol der Deltaresonanz abzuschétzen, wer-
den fiir die Parameter die Zahlenwerte aus Tabelle A.1 eingesetzt, wobei der
Wert fiir die Kopplungskonstante ga aus Referenz [37] iibernommen und der
fiir g, aus dem SU(6)-Grenzfall abgeschitzt wurde. Daraus ergibt sich das
Resultat

= {(1.210 - %O.lOO) —0.078¢2 + <0.036 - %0.009 )1 GeV.  (4.19)

Im Folgenden wird gepriift, wie sich die numerischen Beitrdge der re-
normierten Schleifendiagramme zum Deltapol &dndern, wenn man die SSE
verwendet, d. h. der Massendifferenz o die gleiche chirale Ordnung wie der
Pionmasse zuordnet § ~ M. Die Ergebnisse der SSE (sowie die des del-
ta counting) konnen durch zusitzliche Entwicklungen der im CMS erzielten
Ergebnisse reproduziert werden. Die zdhlschemaverletzenden Terme lauten
unter Verwendung der SSE

2
(a) _ 9giza 2 2 2 2 ZA
S, 5 = o368 33 [252A — 28M2 + 12(1123 + 10M?) In <7>] :
2
Eg;)b, SSE — %{ — 2323 + 32220 + 8(26 6% — 17M?)
+ 60 [23 — 4240 + 2(M* + 26%)] In (Z—A) } (4.20)
1
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wobei es in diesem Zusammenhang iiblich ist den renormierten Massenpara-
meter za reell zu wihlen, so dass der Imaginérteil des Deltapols z,

2 /52 25
ga (0°— M*)2
Im(z) = — Al = ) + O(q4), (4.21)

die chirale Ordnung O(q¢?) besitzt und das vorgegebene Zihlschema erfiillt
(vgl. Referenz |37|). Durch die zusétzliche Entwicklung in 6 treten keine z&hl-
schemaverletzenden Imaginérteile auf und eine Aufspaltung der unrenormier-
ten Parameter der Lagrangedichte in komplexe renormierte Parameter und
komplexe Gegenterme ist nicht mehr erforderlich.

015 0.05

g ' 3 000
JS— (D

g 010 —= —0.05¢
= 3

= 0.05 z _010
—

0.00¢ ‘ ‘ \ —0.15" ‘ ‘ ‘
0 0.1 0.2 0.3 0 01 02 03
M, [GeV] M, [GeV]

Abbildung 4.2: Beitrige der renormierten Schleifendiagramme zum Real- und
Imaginarteil des Pols der Deltaresonanz in Abhéngigkeit der Pionmasse. Die
rote Linie steht dabei fiir das Resultat unter Verwendung der SSE und die
blaue Linie fiir das Resultat im CMS ohne zusétzliche Entwicklung in 9.

In Abbildung 4.2 sind die Pionmassenabhéngigkeiten der renormierten
Schleifenbeitrige zum Real- und Imaginirteil des Pols abgebildet. Fiir die
numerische Auswertung wurden wieder die Zahlenwerte aus Tabelle A.1 ver-
wendet Der Polbeitrag der Schleifendiagramme ist unter Verwendung der
SSE im chiralen Grenzfall proportional zu 63, also im Gegensatz zum ent-
sprechenden Polbeitrag ohne Verwendung der SSE ungleich null. Die chiralen
Korrekturen zum Realteil des Pols sind im gesamten dargestellten Bereich
0 < M, < 0.3 GeV etwas grofer, wenn man die SSE verwendet.

Um die Konvergenz in den beiden Renormierungsschemata zu verglei-
chen, ist in Abbildung 4.3 die Pionmassenabhéngigkeit der Schleifenbeitrige
zur Deltaresonanzmasse dargestellt. Die blauen Kurven reprasentieren die
vollstdndigen renormierten Schleifenbeitrige der relativistischen Rechnung
und die roten Kurven zeigen eine Entwicklung des relativistischen Ergebnis-
ses bis zur dritten chiralen Ordnung. Die Vernachléssigung von Beitrégen der
héheren Ordnung iibt einen gréfseren Einfluss auf die Rechnung aus, wenn

28



die SSE verwendet wird (siehe rechtes Bild). Dies deutet darauf hin, dass eine
zusitzliche Entwicklung in 6 zu einer schlechteren numerischen Konvergenz
der chiralen Korrekturen fiihrt.

%]
g 0.15¢ ﬁ 0.20!
< 7 < 015
@ 0.10 CE 0.10.
§0.05 g 8-82*
4 < .00
£
E .00t ‘ ‘ ‘ _0.05- | | |
0 0.1 0.2 0.3 0 0.1 0.2 0.3
M, [GeV] M, [GeV]

Abbildung 4.3: Vollstiandiges relativistisches Ergebnis (blau) und Entwick-
lungen des relativistischen Ergebnisses bis O(¢®) (rot).

Der Vorteil einer zusitzlichen Entwicklung in 0 besteht darin, dass keine
zéhlschemaverletzenden Imaginérteile auftreten und alle renormierten Para-
meter der Lagrangedichte reell gewahlt werden konnen. Beabsichtigt man
neben der Deltaresonanz andere resonante Freiheitsgrade wie die Roperre-
sonanz in die EFT zu integrieren, ist eine deutliche Verschlechterung des
Konvergenzverhaltens zu erwarten, da der Massenunterschied zwischen der
Roperresonanz und dem Nukleon kaum noch als kleiner Entwicklungspara-
meter anzusehen ist. Dariiber hinaus fiihrt eine simultane Beriicksichtigung
von Delta- und Roperresonanz auf das komplizierte Problem dreier unter-
schiedlicher Massenskalen [78]. Unter Verwendung des CMS erfiillen die er-
zielten Resultate dahingegen unabhéngig der Zdhlweise aller auftretenden
Massenunterschiede das vorgegebene Zihlschema, was den konsistenten Ein-
bau weiterer Resonanzen vereinfacht. Zur weiteren Untersuchung dieses Sach-
verhalts werden im folgenden Kapitel die elektromagnetischen Eigenschaften
der Roperresonanz in EFT analysiert.
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Kapitel 5

Elastische elektromagnetische
Formfaktoren der Roperresonanz

Die Ladungs- und Magnetisierungsverteilung innerhalb der Roperresonanz
wird durch die elastischen elektromagnetischen Formfaktoren charakterisiert.
Im Gegensatz zu den Formfaktoren des Nukleons, fiir die prizise Daten aus
elastischen Elektronenstreuexperimenten extrahiert werden konnten, existie-
ren keine empirischen Analysen zu den elastischen Formfaktoren des Ropers.
Fiir kurzlebige Resonanzen auferhalb des SU(3)-Grundzustandsoktetts sind
Spin-Prézessionsmessungen zur Bestimmung von magnetischen Momenten
nicht anwendbar, stattdessen miissen Informationen iiber die elektromagne-
tische Struktur aus detaillierten Analysen der Zwischenzustinde gewonnen
werden. Das magnetische Moment der Deltaresonanz pa ldsst sich durch
ein Experiment bestimmen, in dem ein Proton elektromagnetisch zu einer
positiv geladenen Deltaresonanz angeregt wird, das entstandene A' dann
ein reelles Photon emittiert und schlieflich in ein Proton und neutrales Pion
zerfillt [160]. Ahnlich dazu kann das magnetische Moment des S;(1535) aus
der Messung des Prozesses v*p — n7yp extrahiert werden [22|. Solche Expe-
rimente basieren auf der Dominanz der Deltaresonanz im Photopionproduk-
tionskanal bzw. der S11(1535)-Resonanz im Photoetaproduktionskanal und
scheinen fiir keine sonstigen Anregungszustinde durchfithrbar. In Referenz
[161] wurden die elastischen elektromagnetischen Formfaktoren der Roperre-
sonanz mit Hilfe von Dyson-Schwinger-Gleichungen berechnet. Bis auf den
Dirac-Formfaktor des neutralen Ropers stimmen die Resultate in Hinblick
auf Grofenordnung und Verlauf des Impulsiibertrages mit den elektroma-
gnetischen Formfaktoren des Nukleons iiberein.

In diesem Kapitel werden die elastischen elektromagnetischen Formfak-
toren der Roperresonanz in chiraler EFT unter Verwendung des CMS bis
zur Ordnung O(¢?) ausgerechnet und daraus das anomale magnetische Mo-
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ment sowie die elektromagnetischen Radien der Roperresonanz bestimmt.
Da die Roperresonanz als instabiles Teilchen nicht in den ein- und auslaufen-
den asymptotischen Zustinden auftreten darf, ist es notwendig zunéchst eine
quantenfeldtheoretisch sinnvolle Definition der elektromagnetischen Form-
faktoren der Roperresonanz aufzustellen, die so viele Eigenschaften wie mog-
lich mit der entsprechenden Definition fiir ein stabiles Teilchen auf der Mas-
senschale teilt. Obwohl es derzeit nicht mdoglich scheint, die elastischen Form-
faktoren der Roperresonanz experimentell zu extrahieren, stellen die in dieser
Arbeit erzielten Ergebnisse eine Grundlage fiir die Extrapolation entspre-
chender Gitter-Simulationen dar.

5.1 Definition der elastischen Formfaktoren

Abbildung 5.1: Resonanter Anteil des Prozesses Nm — Nmy: Einfach durch-
gezogene Linien stehen fiir Nukleonpropagatoren, gestrichelte Linien fiir
Pionpropagatoren, doppelt durchgezogene Linien fiir Roperpropagatoren und
geschlingelte fiir Photonen.

Die Definition der elektromagnetischen Formfaktoren der Roperresonanz
iiber das Matrixelement des elektromagnetischen Stromoperators J#, ausge-
wertet zwischen einem Roper-Anfangs- und Endzustand,

(R(p)[T*(0)[R(pi)), (5.1)

ist aus quantenfeldtheoretischer Sicht nicht sinnvoll. Da die Roperresonanz
ein instabiles Teilchen ist, darf sie nicht im Spektrum der asymptotischen
Zustidnde auftreten. Stattdessen konnen die Formfaktoren der Roperresonanz
analog Referenz [24] mittels des in Abbildung 5.1 dargestellten Prozesses
definiert werden:

m(q) + N(p;) — N(ps) + 7(¢") + (k). (5.2)
Dazu betrachtet man den resonanten Teil der zugehorigen Amplitude,
AR Ny = Viloy €)iSr(pp) T ri(ps, 0i)iSr(P)Va (i @), (5.3)
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mit
Lrr(ps, pi) = e €lnr(ps, pi), (5.4)

wobei ¢, fiir den Polarisationsvektor des virtuellen Photons steht. Der voll-
stdndige Propagator der Roperresonanz Sy lésst sich schreiben als

l

(5.5)

Dabei steht —i¥g(p) fiir die Summe aller zur Zweipunktfunktion der Roper-
resonanz beitragenden einteilchenirreduziblen Diagramme und zp fiir den
komplexen Pol des Propagators im chiralen Grenzfall. Der Pol des vollstéan-
digen Roperresonanzpropagators Sg ergibt sich aus der Losung der Gleichung

z—zr— Xg(z) =0, (5.6)

wobei die Polmasse bzw. Polbreite als Realteil bzw. (—2) mal Imaginérteil
des Pols definiert ist:

r
z:mR—iTR. (5.7)

Setzt man die Entwicklung der Selbstenergie X z(p) um die Polstelle z,

Sr(p) = Sr(z) + (p — 2)Zh(z) + (p_;) S (2) 4

= Sr(2) + (p — 2)Sk(2) + (P — 2)°Zalp), (5.8)

in den vollstdndigen Propagator aus Gleichung (5.5) ein, erhélt man

1
. . 5.9
() - Sa(z) — (ZZ) — 2)¥(2) — (Zp — z)223(,¢) (5.9)

Mit Gleichung (5.6) ergibt sich Sk in der Néhe des Pols zu

A

A
Sr(p) Eoinp P +n. p., (5.10)

fry ZE
wobei n. p. fiir den polfreien Anteil steht. Das Residuum Zg (Wellenfunkti-
onsrenormierungskonstante, WFRK) ist durch den Ausdruck

Zg =1+6Zg (5.11)

IEAE
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gegeben und stellt eine komplexwertige Funktion dar. Fiihrt man geméf Re-
ferenz [24] Spinoren zur Dirac-Gleichung mit komplexer Masse 2 ein!,

(;;/} — 2)w(p,i) =0, w(p, z)(p —2z) =0, (5.12)

und verwendet die resultierende Formel fiir die Spinprojektion,
> w(p,i)w(p,i) =p+z, (5.13)

lasst sich der angezogene Roperresonanzpropagator darstellen als

S - et

+1.p., (5.14)

wobei im Folgenden die Summation iiber gleiche Spinprojektionen impliziert
ist. Die Zerlegung der resonanten Amplitude (5.3) in einen Anteil mit und
ohne Polterme [10] lautet somit,

ARy = Vios, @)iSr(pr)T rr(ps, :)iSr(p:) Va(is )
_ i

= Vi(ps. ¢ )w(py, Z)\/ZRP—Q —

i

22

X €y Zr0(py, ) pp(py, pi)w(pi, )V Zr

N

'

m
VR R

X s Zrw(p;i, 7)Va(pi,q) + 0. p.. (5.15)
Unter Ausnutzung von Lorentzinvarianz und den diskreten Symmetrien lasst
sich der elektromagnetische Vertex eines Teilchens mit Spin 1/2 allgemein
durch zwolf Dirac-Strukturen parametrisieren [162, 163, 164]. Jede Struktur
wird dabei mit einer Formfunktion multipliziert, die von drei skalaren Varia-
blen, beispielsweise p?, pfc und k2, abhiingt. Aufgrund der Ward-Takahashi-
Identitédt [98, 99] sind die Formfunktionen geladener Teilchen nicht unabhén-
gig voneinander. Fiir ein stabiles Teilchen mit Masse m lauten die Massen-
schalenbedingungen p; = p} = m? und die Formfunktionen reduzieren sich zu
zwei Formfaktoren, welche nur noch von k? abhiingen. Fiir instabile Teilchen
wie die Roperresonanz ist der entsprechende kinematische Punkt durch die
Position am Pol gegeben, p; = p} = 2%. Mit den Gleichungen (5.12) kann die
renormierte Vertexfunktion Vi, fiir p} = p} = 2* somit mittels Formfaktoren

!Eine explizite Darstellung der Spinoren w(p,) und w(p, i) findet sich in Anhang A.
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parametrisiert werden [165]:

VER(Q?) = \/Z_Rw(pf’Z')F%R<pfapi)w(piaj)\/Z_R
— w(py, i) [vﬂFf*(@% | ok, F;*(@Q)] wipnd).  (5.16)

QmR

Das Quadrat des Viererimpulsiibertrages k? ist negativ, weshalb hier die
positive Grofe Q* = —k* = —(p; — p;)? = —t eingefiihrt wurde. Oft ist es
hilfreich, die Formfaktoren in ihre isoskalaren und isovektoriellen Anteile zu
zerlegen:

1 *%*(s *% (v
IF;‘*:§(FZ. 1 4+ F; ”73). (5.17)

Aufserdem konnen die elektrischen und magnetischen Sachs-Formfaktoren der
Roperresonanz, G} und G}, analog zu denen des Nukleons definiert werden
[73]:

QQ

Gy (Q%) = F" (@) - 4m%F§*(QQ),
Gi(Q%) = F™(Q%) + F5™(Q%). (5.18)

5.2 Berechnung der elastischen Formfaktoren

Die elektromagnetischen Formfaktoren der Roperresonanz werden bis zur chi-
ralen Ordnung O(q*) ausgerechnet, wobei die relevanten Terme der effektiven
Lagrangedichte,

Lo = Lo+ L3+ LYY + L8 + L + L5, (5.19)

in den Abschnitten 2.2.1, 2.2.2, 2.3.2 und 2.3.3 spezifiziert sind. In der fol-
genden storungstheoretischen Rechnung wird das in Abschnitt 3.3 beschrie-
bene Zahlschema verwendet. Zusatzlich dazu zéhlen der Polarisationsvektor
des virtuellen Photons €, und der Impulsiibertrag k, als O(q). Die bis ein-
schlieRlich chiraler Ordnung O(¢?) beitragenden Feynmandiagramme sind in
Abbildung 5.2 dargestellt.

Die Schleifendiagramme (1)-(14) konnen in vier separat stromerhalten-
de Gruppen zerlegt werden. Die Diagramme (1)-(4) enthalten Pion-Roper-
resonanz-Schleifen und besitzen die gleiche Struktur wie die entsprechenden
Schleifendiagramme der Nukleonformfaktoren mit inneren Nukleonlinien. Die
Diagramme (5)-(8) umfassen Pion-Nukleon-Schleifen, wihrend die Diagram-
me (9)-(12) Pion-Delta-Schleifen besitzen. Die vierte Klasse enthélt mit den
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Abbildung 5.2: Feynmandiagramme fiir die elektromagnetischen Formfak-
toren der Roperresonanz bis O(¢*). Einfach durchgezogene Linien stehen
fiir Nukleonen, gestrichelte fiir Pionen, geschldngelte fiir Photonen, doppelt
durchgezogene stehen fiir die Roperresonanz bzw. fiir die Deltaresonanz, falls
diese mit A gekennzeichnet sind.



Diagrammen (13) und (14) nur Diagramme, die keine schweren inneren Linien
aufweisen. Zur Berechnung der Schleifendiagramme wurde das Mathematica-
Programmpaket Feyncalc [166] eingesetzt. Das Programm kontrahiert auftre-
tende Vierervektoren, metrische Tensoren und Dirac-Matrizen und nutzt die
Dirac-Algebra derart, dass die Dirac-Gleichung zur Vereinfachung der Ampli-
tuden angewendet werden kann. Zudem besteht die Moglichkeit auftretende
Schleifenintegrale durch Passarino-Veltman-Reduktion [167] auf skalare In-
tegrale zu reduzieren?. Die Berechnung der Schleifenintegrale mittels Feyn-
calc ist nur dann moglich, wenn der Tensorrang der auftretenden Integrale
nicht grofer als drei ist®. Aufgrund der komplizierten Lorentzstruktur des
Deltapropagators S)” aus Gleichung (2.57) konnen die Diagramme (9)-(12)
nicht ohne das Implementieren zusétzlicher Vereinfachungen berechnet wer-
den. Insbesondere durch die Anwendung der folgenden Kontraktionen,

So”(p)yw = —i {(n _71*;on - (fln—_j)rg;o} ’
S — [ i - (n—2)ptp o } |

(n—1mao (n—=1)m%, mao

kann der Tensorrang dieser Diagramme jedoch auf die benétigte Stufe redu-
ziert werden. Die expliziten Ausdriicke fiir die unrenormierten Schleifendia-
gramme in Form skalarer Integrale finden sich in Anhang D.2.

A

@ 2 3

Abbildung 5.3: Feynmandiagramme fiir die Selbstenergie der Roperresonanz
bis O(¢?). Bezeichnung gemif Abbildung 5.2.

Neben den Unendlichkeiten, die durch Anwendung des MS-Schemas eli-
miniert werden, enthalten die Schleifenbeitrige noch zidhlschemaverletzende
Terme, welche zusétzlich subtrahiert werden miissen. Alle Unendlichkeiten
und zdhlschemaverletzenden Beitrdge von F|™* werden in der betrachteten
chiralen Ordnung vom Produkt aus WFRK und Baumdiagrammen absor-
biert. Bis O(¢?) tragen die Selbstenergiediagramme der Roperresonanz aus
Abbildung 5.3 zur Berechnung der WFRK bei. In Ubereinstimmung mit der

2Die skalaren Integrale sind in Anhang C definiert.
3 Als Tensorrang definiert man die Anzahl an nicht kontrahierten Integrationsimpulsen
im Z&ahler eines Schleifenintegrals.
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Ward-Identitét lautet das Ergebnis fiir F;*(0) = (1 +73)/2. Der Sachverhalt,
dass die elektrische Ladung der Roperresonanz keine Korrekturen durch die
starke Wechselwirkung erhilt, stellt eine wichtige Konsistenzpriifung der vor-
liegenden Rechnung dar.

Im Gegensatz zu F|™* enthélt der Beitrag zu F}* zdhlschemaverletzen-
de Anteile. Da der Polarisationsvektor €, sowie der Impulsiibertrag &, als
O(q) gezahlt werden, liefert die durchgefiihrte Rechnung den Formfaktor Fi*
bis zur chiralen Ordnung O(q). Zur Bestimmung der zdhlschemaverletzen-
den Anteile wurden die Beitrige der einzelnen MS-renormierten Schleifen-
diagramme zu Fy* nach M und @Q? entwickelt. Dafiir wurden alle skalaren
Integrale formal als Potenzreihen in € angesetzt,

Bo("'):B((]O)("')+6B(()1)("')+62B(()2)("')—f—---,
Col--)=CO0 ) +eCPC-)+ECPC )+, (5.20)

und der Entwicklungsparameter e eingefiihrt. Die Argumente sind zur bes-
seren Ubersicht unterdriickt und der obere Index zeigt die jeweilige chirale
Ordnung an. Anschliefend reskaliert man in den Koeffizienten der Integrale
die Pionmasse und das Quadrat des Impulsiibertrags,

M — eM, Q*— &Q*, (5.21)

und entwickelt den Gesamtausdruck um € = 0 bis zur nullten Ordnung. Die
so bestimmten Abzugsterme enthalten im Allgemeinen noch die Summan-
den aus Gleichung (5.20). Da alle zidhlschemaverletzenden Terme analytisch
in den Entwicklungsparametern sein miissen, kann zur Berechnung der be-
notigten Terme aus Gleichung (5.20) die in Abschnitt 3.2 vorgestellte Me-
thode angewendet werden. Dazu entwickelt man die entsprechenden skalaren
Schleifenintegrale bis zu einer gegebenen Ordnung und integriert jeden Sum-
manden der Entwicklung einzeln, wodurch ausschlieflich analytische Terme
erzeugt werden.

Als Konsistenztest wurde zuséatzlich gepriift, ob sich innerhalb jedes Ab-
zugsterms die nichtanalytischen Anteile wegheben und die zu subtrahierende
Groke regulir ist. Ahnlich zu den analytischen Anteilen lassen sich die nicht-
analytischen Anteile eines Schleifenintegrals durch Reskalierung der Integra-
tionsvariable und anschliefender Vertauschung von Integration und Sum-
mation bestimmen [168|. Zur Veranschaulichung dieser Methode wird der
Abzugsterm des Diagramms (8) aus Abbildung 5.2 herangezogen,

A+ K [Béo)(t, M2 M2) + (m? — 22) OO (22,1, 22, m2, M2, M?)|, (5.22)
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wobei K ein konstanter Koeffizient ist, der Term A nur manifest analytische
Anteile enthélt und die Terme

B, M?, M?) und CO(22t, 22 m?, M2, M?) (5.23)

nichtanalytische Anteile proportional zum Logarithmus der Pionmasse um-
fassen. Um zu zeigen, dass sich die nichtanalytischen Terme in eckigen Klam-
mern aus Gleichung (5.22) gegenseitig wegheben, betrachtet man zunéchst
den zweiten Ausdruck aus Gleichung (5.23), welcher sich aus der chiralen
Entwicklung des Integrals

C\10(227 t? 227m27 MZ? M2) =

(2mp)"™" i
i / [12 — m2][(1 + pi)? — M2)[(1 + py)? — M?] (5.24)

bis O(q°) ergibt. Im Folgenden wird das Argument der Cyp-Funktion unter-
driickt und die Abkiirzung i = —i (2rp)*™" /2 eingefiihrt. Die relevanten
Entwicklungsparameter sind durch § = M?/2% und &, = t/2? gegeben, wo-
bei der Quotient §/ds eine von Null verschiedene Konstante darstellt. Die
Transformation der Integrationsvariable gemaf

1 — 321 —p (5.25)
liefert
Co = [7 5% / 1 ! 1
[(02 1/ = pi)? = m?][6 17 — MP][(02 I + q)* — M?]
s / o (5.26)
(03 1 — pp)2 — m2)[12 — 22)[(8% I + 67 2)2 — 6 27]

Entwickelt man den Ausdruck (5.26) um 03 = 0 bis zur fithrenden Ordnung,
erhdlt man

" on arl’
622 / - : (5.27)
(63 1= pi)? =m0 = 22
Der gesuchte nichtanalytische Anteil 5(%0) entspricht schliefslich dem fiihren-

den Term der Entwicklung von Gleichung (5.27) um § = 0. Unter Anwendung
von Formel (C.16) erhélt man schlieklich

GO _ o si2 darl’
0o T M [22 — m2|[I? — 222

2 (%) +O(n—4). (5.28)

m? — 22 1
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Den nichtanalytischen Beitrag E((]O) (£, M?, M?) kann man entweder auf ana-

loge Weise ermitteln oder direkt aus der Entwicklung des entsprechenden
Ergebnisses in Gleichung (C.7) ablesen:

BO(t, M2, M?) = —21n (%) +O0(n—4). (529)

Insgesamt heben sich die nichtanalytischen Beitrige in Gleichung (5.22) er-
wartungsgeméafs gegenseitig auf. Auf diese Weise wurde fiir alle bendtigten
Abzugsterme gezeigt, dass sie reguldre Grofen in den Entwicklungsparame-
tern darstellen. s

Die zdhlschemaverletzenden Beitrage von F5* werden von den MS-re-
normierten Schleifendiagrammen subtrahiert und in der Renormierung der
Kopplungskonstanten c& und ¢ absorbiert:

(6m* — 6zpm + 5z3)zn

R R 59k 2k gxr(m + 2g)°
Or " TOR ) 64z F2r2 T 25623 F2r2

m2

~ 2 23 — 22
a1+ (1 In (—A> +(zR—zA):ylln( A 5 R) ,
H “A

R _ (R 39k 2r | 39%r(m + zr)*
Tr TORT 32 F2 T 25620 Fin

+2m (m — zg) (3m* + 23) In (M> ]

2
JAR
F27T2

+

[(212% —2m? + 2zpm) 2%

m2

2 .2
G + B In (Z—A> + (21 — 24)% 32 In (ZA ~ ZR) .
H “A

Hierbei kennzeichnet der Index r die renormierten Kopplungskonstanten nach
dem MS-Schema. Der Index R, welcher die mittels CMS renormierten Kopp-
lungen bezeichnet, wird zur besseren Ubersicht im Folgenden unterdriickt.
Die Summanden &; sowie die Koeffizienten BZ und ; sind Polynome der Mas-
sen zp und za, welche im Grenzfall za — zi endliche Werte ungleich null
annehmen. Sie konnen leicht aus den in Anhang D.2 aufgelistet Subtrakti-
onstermen abgelesen werden. Da alle zdhlschemaverletzenden Terme durch
die Renormierung von Niederenergiekonstanten absorbiert werden konnen,
ist die Erfiillung aller chiralen Ward-Identititen garantiert.

—2m(m — zg)*(m + zp) In (M) ]

2
9AR
F27T2

_|_
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5.3 Ergebnisse der elastischen Formfaktoren

Alle Ergebnisse der Feynmandiagramme und deren Abzugsterme wurden
durch skalare Ein-, Zwei- und Dreipunktintegrale ausgedriickt. Die skala-
ren Integrale sind Funktionen der ein- und auslaufenden Impulse sowie der
auftretenden inneren Massen. Wahrend die Ein- und Zweipunktfunktionen
fiir beliebige, komplexwertige dufere Impulse und innere Massen analytisch
integriert werden konnen, lassen sich die Dreipunktfunktionen nur numerisch
bestimmen. Zur numerischen Auswertung von Schleifenintegralen wird in die-
ser Arbeit das Programm Loop Tools [169] eingesetzt. In der Berechnung der
elastischen Formfaktoren der Roperresonanz treten Dreipunktfunktionen der
folgenden Gestalt auf:

Co (2%,t,2°,mi,m5,m3), teR<O, (5.30)
mit
my € {m,zr,z2a} Amo =M NV my=MAmy € {m,zg, 2}

Fiir die Integrale (5.30) existieren numerische Losungen, falls die quadrier-
ten duferen Impulse 22 reell und die quadrierten inneren Massen m? komplex
sind. Im Rahmen des CMS stellen sowohl z als auch die Roper- und Delta-
resonanzmasse (im chiralen Grenzfall)* komplexe Grofen dar, so dass die
Integrale (5.30) nicht numerisch ausgewertet werden konnen. Um die Form-
faktoren als Funktion des quadrierten Impulsiibertrags darzustellen, wurde
der Imaginérteil der quadrierten dufseren Impulse vernachlassigt:

o2
pP=2"= (mR - 27R> ~my, . (5.31)

Der fiihrende Beitrag zum Imaginérteil des Pols z stammt aus den Selbstener-
giediagrammen (2) und (3) aus Abbildung 5.3 und ist in einer Schleifenent-
wicklung von der Ordnung O(h). Verwendet man die Approximation (5.31) in
Schleifendiagrammen, fiihrt dies zu Korrekturen der Ordnung O(h?). Da die
Ergebnisse fiir die Formfaktoren sieben unbekannte LEC umfassen, die auf-
grund fehlender empirischer Informationen nicht addquat bestimmt werden
konnen, ist im Folgenden nur eine qualitative Bestimmung der Kurvenver-
laufe moglich.

4Fiir die numerische Auswertung der Formfaktoren werden die physikalischen Massen
eingesetzt, da der Unterschied zu den jeweiligen Massen im chiralen Grenzfall von héherer
Ordnung ist.
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Wihlt man alle Massenparameter reell, treten fiir bestimmte Werte des
quadrierten Impulsiibertrages Q? Unstetigkeitsstellen auf, die aus der Defini-
tion elektromagnetischer Formfaktoren instabiler Teilchen in der Einphoto-
naustauschniherung resultieren [170]. Innerhalb des CMS sind die Formfak-
toren stetige Funktionen von Q?, da instabilen Teilchen immer eine endliche
Breite zugewiesen wird und somit die in Referenz [170] beschriebene Proble-
matik umgangen wird. Durch die Niherung p? ~ m% nehmen alle Parameter
der Diagramme (5)-(8) reelle Werte an und die Dreipunktfunktion

Co(m3, t, m%, M?, m? m?) (5.32)
aus Diagramm (8) generiert eine Unstetigkeit an der Stelle
Q3 = Mm%, mi, M?) =~ 0.965 GeV? | (5.33)

wobei A(z,y,2) = (x —y — 2)? — 4yz die Kéllén-Funktion darstellt. Der
Punkt Q? liegt auferhalb der Region, fiir die eine sinnvolle Beschreibung
der Formfaktoren im Rahmen der vorliegenden EFT moglich ist und muss
deshalb nicht weiter betrachtet werden.

Um die Formfaktoren graphisch darzustellen, wurden die Zahlenwerte aus
Tabelle A.1 verwendet. Drei der sieben unbekannten Kopplungen wurden
gemif den Schitzungen aus den Referenzen |47, 78| eingesetzt,

gr=1 gar=1, gnr =045, (5.34)

und die restlichen vier mit den entsprechenden Konstanten aus dem Nukle-
onsektor gleichgesetzt:

el =g~ 1.44 GeV ™, = cr~—0.15 GeV ',
de = mydf ~ —0.47 GeV ™2, dr = mydff ~ —0.14 GeV~2.  (5.35)

Die Werte fiir die ¢; und d; wurden aus einer Anpassung der elektroma-
gnetischen Formfaktoren des Nukleons unter expliziter Beriicksichtigung der
Delta- und Roperresonanz an experimentelle Daten ermittelt.

In Abbildung 5.4 sind die Dirac- und Pauli-Formfaktoren der Roperreso-
nanz als Funktion von Q? aufgetragen. Da die Roperresonanz ein instabiles
Teilchen ist, sind die Formfaktoren komplexe Grofen. Die Imaginérteile aller
Formfaktoren sind betragsmifig kleiner als die jeweiligen Realteile. Fiir die
getroffene Wahl der Parameter nimmt das anomale magnetische Moment der
Roperresonanz, definiert durch den Wert des Pauli-Formfaktors an der Stelle
Q? = 0, einen verhiltnismiRig grofen Wert an. Das magnetische Moment
wird im Gegensatz zur Ladung von der Rechnung nicht vorhergesagt und
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ist im Wesentlichen durch die unbekannten Konstanten c£ und ¢ bestimmt.
Abbildung 5.5 zeigt einen Vergleich zwischen den elektrischen und magneti-
schen Sachs-Formfaktoren der Roperresonanz und des Nukleons, wobei die
magnetischen Sachs-Formfaktoren auf die magnetischen Momente =1+ &
der zugehorigen Teilchen normiert wurden. Die Formfaktoren der Roperreso-
nanz sind von der gleichen Groéfsenordnung wie die des Nukleons und weisen
ein dhnliches Kriimmungsverhalten auf. Bis auf den magnetischen Sachs-
Formfaktor der neutralen Teilchen sind die Kurven im Fall des Nukleons
stiarker gekriimmt als im Fall des Ropers. Die vergleichbaren Kurvenverlaufe
zwischen den Formfaktoren der Roperresonanz und des Nukleons sind darauf
zuriickzufiihren, dass beide Rechnungen eine sehr dhnliche chirale Struktur
aufweisen. Identifiziert man die Roperresonanz als radiale Anregung des Nu-
kleons, erwartet man, dass sie einen groferen mittleren quadratischen Radius
als das Nukleon aufweist. Diese Erwartung wird von den Kurven aus Abbil-
dung 5.5 nicht bestétigt, da in drei der vier Formfaktoren die Kurven des
Nukleons eine betragsméifig grofere Steigung zeigen. Das konnte damit zu-
sammen hiingen, dass die unbekannten LEC df und d¥, welche eng mit den
mittleren quadratischen Radien verkniipft sind, durch die oben beschriebene
Methode nicht hinreichend gut bestimmt wurden.

1.5¢ ‘ ‘ ‘ . 0.1f
0.0
10—
3 & -0.1¢
I 05 T, -02
L L _0.3
0.0 -04;
~0.5. ‘ ‘ ‘ J ~0.5: ‘ ‘ ‘ J
00 01 02 03 04 00 01 02 03 04
Q% [GeV?] Q% [GeV?]
4r ‘ ‘ ‘ - 2¢ ‘ ‘ ‘ -
3—\7 1’,’/——/7
—_ —_ O 1
2 f )
N i1
LL 1 LL -2 ]
Of _3,//,
—1k ‘ ‘ ‘ o —4& ‘ ‘ ‘ J
00 01 02 03 04 00 01 02 03 04

Q% [GeV? Q% [GeV?

Abbildung 5.4: Die Dirac- und Pauli-Formfaktoren des Ropers bis O(¢%).
Blaue Linien stehen fiir den Realteil, rote fiir den Imaginarteil.
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Abbildung 5.5: Elektrische und magnetische Sachs-Formfaktoren der Roper-
resonanz und des Nukleons bis O(¢?). Blaue Linien stehen fiir den Realteil
der Roperresonanz und schwarze fiir das Nukleon. Die Daten fiir die Sachs-

Formfaktoren des Nukleons sind aus Referenz [171].
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Um abzuschéitzen, wie stark die elastischen Formfaktoren der Roperre-
sonanz von der Wahl der unbekannten LEC abhéingen, werden sie gemif
Gleichung (5.17) in ihre isoskalaren und isovektoriellen Anteile zerlegt. Der
isoskalare bzw. isovektorielle Dirac-Formfaktor hingt nur von der Konstan-
ten df bzw. d¥ ab und nicht von beiden wie der geladene und ungeladene
Dirac-Formfaktor. Genauso hidngt der isoskalare bzw. isovektorielle Pauli-
Formfaktor nur von cZ, d¥ bzw. cf, dff anstatt von allen vier Konstanten
ab. Auch wenn die Relation zwischen Formfaktoren und freien Konstanten
in beiden Darstellungen gleich ist, sind die individuellen Einfliisse der LEC
in den Isospinkanilen transparenter. Die verschiedenen Kopplungskonstan-
ten aus Gleichung (5.35) wurden jeweils um +50% variiert und die dabei
ermittelten maximalen Abweichungen sind durch die in dunkelgrauer Farbe
dargestellten Fehlerbédnder in Abbildung 5.6 illustriert. Im Vergleich dazu
wurden auch theoretische Fehler approximiert, die aus der Berticksichtigung
von Termen hoherer chiraler Ordnung resultieren. Diese Terme der Ordnung
O(q*) wurden generiert, indem nicht nur das Baumdiagramm der fiihrenden
Ordnung, sondern alle Baumdiagramme mit 0Zr multipliziert wurden. Die
hellgrau eingefirbten Fehlerbidnder in Abbildung 5.6 deuten den durch Ad-
dition und Subtraktion dieser Terme abgeschétzten Fehler an. Schlieflich ist
in Abbildung 5.6 noch eine blaue gestrichelte Linie dargestellt, die daraus
resultiert, dass in den Schleifendiagrammen auch die internen Massen der
Roperresonanz geméf Gleichung (5.31) abgeschétzt wurden. Sie gibt einen
Hinweis darauf, in wieweit die Vernachlidssigung von Imaginérteilen in den
Schleifenintegralen als numerisch unterdriickt angesehen werden kann. Er-
wartungsgemif nehmen die Fehlerbinder mit steigendem Q* zu. Die domi-
nante Fehlerquelle resultiert aus der Unsicherheit in den Kopplungskonstan-
ten, wohingegen die Vernachléssigung von Imaginérteilen in Schleifenintegra-
len die Ergebnisse numerisch am geringsten beeinflusst. Diese Beobachtung
trifft allerdings nur zu, wenn durch die Vernachlédssigung keine weiteren Sin-
gularitdten im betrachteten Bereich auftreten. Zusammenfassend lésst sich
schliefsen, dass quantitative Aussagen iiber den Verlauf der elastischen Form-
faktoren der Roperresonanz erst nach einer besseren Abschiatzung der LEC
moglich sind.

5.4 Anomales magnetisches Moment und
elektromagnetische Radien

Das anomale magnetische Moment der Roperresonanz «** in Einheiten von
e/(2mpg) ist durch den Wert des Pauli-Formfaktors F5* aus Gleichung (5.16)
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Abbildung 5.6: Isoskalarer und isovektorieller Anteil der Dirac- und Pauli-

Formfaktoren der Roperresonanz bis O(¢?). Die Fehlerbéinder sind im Text
erlautert.
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an der Stelle Q? = 0 gegeben:
K = E(0). (5.36)

Die nichtverschwindenden Beitrdge zum anomalen magnetischen Moment
sind durch die Diagramme (3), (4), (7), (8) und (11)-(14) aus Abbildung
5.2 gegeben.

Um zu zeigen, dass die chirale Entwicklung der berechneten Schleifen-
beitrage das Zihlschema erfiillt, d. h. der Ordnung O(q) ist, werden die
Schleifendiagramme aus Abbildung 5.2 wie im vorigen Abschnitt beschrie-
ben in drei Klassen, je nachdem ob sie innere Roperresonanz-, Nukleon- oder
Deltalinien besitzen, zerlegt. Die Beitrdge der renormierten Diagramme (3)

und (4) werden im Folgenden als "™ die der renormierten Diagramme (7)
und (8) als x5 und die der renormierten Diagramme (9) bis (12) als £3°")
bezeichnet.

Als erstes betrachtet man die Beitrige der Diagramme mit inneren Roper-
resonanzlinien. Dividiert man /{éen) durch die Pionmasse M und bildet den

Grenzwert M — 0, erhiilt man®
—71_7'3. (537)

Dieser Ausdruck stimmt mit dem nichtanalytischen Beitrag vom anomalen
magnetischen Moment des Nukleons iiberein, wenn man gp durch g4 ersetzt.

In der Analyse der Diagramme mit inneren Nukleonlinien werden drei
Falle unterschieden. Wahlt man den Massenunterschied zr —m als Konstan-
te ungleich null und betrachtet den Grenzwert verschwindender Pionmasse,
erhilt man

1 ren
lim ng ) =0. (5.38)

Bildet man den Grenzwert m — zr vor M — 0, erhidlt man analog zu
Gleichung (5.37) das Ergebnis

. . 1 ren mp
tim (fin 3k ) =~ e (5:39)

Skaliert man die Massendifferenz zr —m wie aM, liefert der Grenziibergang
M —0

li 1 (ren) — 2 mpg g
M=o M NR gp2r2

() 73, (5.40)

®Der Faktor mp resultiert aus der Parametrisierung in Gleichung (5.16).
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mit

g () =im (\/042 —-1- a) + aln(2a) —vVa? — 1ln(a+ Va2 —1). (5.41)
Damit wurde gezeigt, dass die Beitriige der Diagramme /fsffen) unabhiingig
von der Ziahlweise des Massenunterschiedes zp — m das Zahlschema erfiil-
len. Gleiches gilt fiir die Beitrige der renormierten Diagramme mit inneren
Deltalinien R(Aren). Fiir konstanten Massenunterschied zp — 24 ungleich null,
liefert der Grenzwert M — 0

1
Jim M/{(Aren) = 0. (5.42)

Bildet man erst zpx — zz und dann M — 0, erhilt man

. . 1 (ren) | 2 mpg
e (ilinR M ) ~ AR g T (5.43)

Lasst man schlieklich zz — 2a wie M skalieren, ergibt sich fiir M — 0

. 1 (ren) 2 mg

A g7 T 9AR g 9 ()T (5.44)

Fiir die numerische Auswertung des anomalen magnetischen Moments der
Roperresonanz wurden die Zahlenwerte aus Tabelle A.1 eingesetzt:

R = (205 13+ ) mg
+ g% [(0.065 + 0.0024) + (—0.667 + 0.0104) 73]
+ g% [(=0.061 + 0.0204) + (0.200 — 0.1007) 73]
+ gaz [(0.026 4 0.1247) + (0.302 — 0.217 1) 73] . (5.45)

Der instabile Charakter der Roperresonanz spiegelt sich im Imaginérteil des
magnetischen Moments wider. Der Imaginarteil der renormierten Schleifen-
diagramme mit inneren Nukleon- und Deltalinien ist von der gleichen Groéfsen-
ordnung wie der jeweilige Realteil und resultiert im Gegensatz zum kleinen
Imaginarteil der renormierten Schleifendiagramme mit inneren Roperlinien
hauptsédchlich aus der mathematischen Struktur der Schleifenintegrale und
nicht nur aus der Verwendung komplexer Massen®. Zum Vergleich wurden
die elektromagnetischen Formfaktoren des Nukleons unter expliziter Beriick-
sichtigung des Deltas und Ropers berechnet. Das resultierende anomale ma-
gnetische Moment lautet

RN — (266 T3 + C7) my + gi (0052 —0.42 7'3)
+ gap (0.011 — 0.09 73) + g4 (—0.004 — 0.059 73) . (5.46)

6Die Imaginirteile der Zwei- und Dreipunktfunktionen sind in Anhang C Gleichung
(C.11) gegeben.
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Man erkennt, dass die wichtigste Schleifenkorrektur in beiden Féllen durch
den isovektoriellen Anteil gegeben ist (vgl. Gleichung (5.37)). Bis auf den
Beitrag der Deltaresonanz, welcher fiir das magnetische Moment der Roper-
resonanz grofer ist, sind die Schleifenkorrekturen in beiden Fillen von der
gleichen Grofenordnung.

Zum besseren Verstdndnis der Niederenergiestruktur der Roperresonanz
ist es hilfreich, die mittleren quadratischen Radien zu studieren:

kk\2\ _ dFl**(Qz)
((ri*)?) = =6 BT (5.47)
(")) =—— AP g (5.48)

Zur expliziten Berechnung der Radien aus den Formfaktoren miissen die Ab-
leitungen der auftretenden Dreipunktfunktionen nach dem Impulsiibertrag
Q? an der Stelle Q? = 0 gebildet werden. In Referenz [172] wurde gezeigt,
dass diese Ableitungen durch eine Summe aus Dreipunktfunktionen und Ab-
leitungen von Zweipunktfunktionen beziiglich der auftretenden Massen ge-
geben werden kénnen. Sowohl die Ableitungen von Zweipunktfunktionen be-
ziiglich der Massen als auch die Dreipunktfunktionen an der Stelle Q* = 0
sind als Summe aus Ein- und Zweipunktfunktionen darstellbar. Insgesamt
sind die Radien somit auch fiir komplexe Parameter analytisch berechen-
bar. Aufgrund der Ableitung nach dem Quadrat des Impulsiibertrages lie-
fert die durchgefiihrte Rechnung den Dirac-Radius ((7*)®) bis zur Ordnung
O(¢°) und den Pauli-Radius ((r3*)?) bis zur Ordnung O(¢~'). Wie im Fall
des magnetischen Momentes erfiillen die renormierten Schleifenbeitriage un-
abhingig von der Zahlweise auftretender Massendifferenzen das verwendete
Zahlschema. Die chirale Struktur der quadratischen Radien der Roperreso-
nanz lésst sich schematisch wie folgt zusammenfassen:

M
<(r1‘*)2) =r¥+aln (7) + b M + O(M?),
*%) 2 0 1 M 9
((ry")") =ra+eagr +azn m + by M + O(M?), (5.49)

wobei die Kopplungskonstanten df und d¥ in den Koeffizienten ¥ und 79
enthalten sind. Im chiralen Grenzfall divergieren die Radien mit In (M/u)
bzw. 1/M. Diese nichtanalytischen Beitrage stammen aus den Diagrammen
(5)-(10) in Abbildung 5.2 und weisen die gleiche Struktur wie die nichtana-
lytischen Beitrdge zu den elektromagnetischen Radien des Nukleons auf.
Zum numerischen Vergleich der elektromagnetischen Radien der Roper-
resonanz mit denen des Nukleons werden die Sachs-Formfaktoren aus Glei-
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chung (5.18) herangezogen. Die zugehorigen mittleren quadratischen Radien
sind gegeben durch

» dGx Q2
=0
6 dGH(Q)
G0 @

((ri1)?) =

(5.50)

Q?=0

In Tabelle 5.1 sind die numerischen Werte der elektromagnetischen Radien
der Roperresonanz zusammen mit denen des Nukleons dargestellt, wobei die
Abkiirzungen

Rp = {((rg)®) und Ry = Gy (0){(rar)?) (5.51)

eingefiihrt wurden. Die Beitrige sind zur besseren Ubersicht nach Diagramm-
klassen separiert. Die Unterschiede auf Baumniveau kénnen auf die unter-
schiedliche Normierung der jeweiligen Lagrangedichten (2.32) und (2.63) zu-
riickgefiihrt werden. Der Beitrag von Schleifendiagrammen ohne innere Lini-
en schwerer Teilchen ist fiir den Fall der Roperresonanz und den des Nukleons
gleich 0.0437; fm?. Die Schleifenbeitriige der Roperresonanz proportional zu
g% sind von der gleichen Grofenordnung wie die des Nukleons proportional
zu g%. Ein grokerer Unterschied ldsst sich in den Strukturen proportional
zu gap und gap bzw. gi erkennen, wobei im Fall der Roperresonanz wieder
Imaginérteile in der Grofenordnung der zugehorigen Realteile auftreten. Ins-
gesamt sind die einzelnen Schleifenkorrekturen zu den Roperresonanzradien
betragsmifig etwas grofer als die zu den Nukleonradien. Der Gesamtbeitrag
héngt jedoch stark von den Werten der entsprechenden Kopplungskonstanten
ab.

5.5 Chirale Extrapolationen

Numerische Simulationen im Rahmen der Gittereichtheorie stellen eine mo-
dellunabhéngige Methode zur Untersuchung des nichtperturbativen Bereichs
der QCD dar. Der minimale Wert der Quarkmassen, fiir welche die Simula-
tionen durchgefiihrt werden kénnen, wird von der endlichen Grofe des ver-
wendeten Gitters begrenzt. Aus diesem Grund werden Rechnungen auf dem
Gitter fiir verschiedene Quarkmassen durchgefiihrt und die Resultate auf
den physikalischen Punkt extrapoliert. Da viele physikalische Observablen
nichtanalytisch von den Quarkmassen abhéngen, kénnen einfache Extrapo-
lationen mit linearer Quarkmassenabhéngigkeit fehlschlagen. Die nichtana-
lytischen Strukturen koénnen allerdings durch die Anwendung von chiraler
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e IR/ 94 xR 9JAr/9A

i
Ry | dlf z— % 015-0.01i —0.11+0.07 0.29—0.34i
RP dy — 7o 0.10 0.05 —0.03

CR
Ry | dl 2 — 12 —002+0.01i  031+0.11 —0.28+0.39
R dy = ot 0.03 0.03 0.07
Ry [ dl (mp—2) 055-003 —0.32+020i —0.35+ 0.46i
R}, - 0.32 0.14 0.55
Ry @ | dl (mp—z) —050+0.02i 0.38—026i  0.57—0.44i
Ry - —0.28 —0.10 ~0.26

Tabelle 5.1: Numerische Beitriige zu den elektrischen und magnetischen Ra-
dien der geladenen und neutralen Roperresonanz sowie des Protons und Neu-
trons in Einheiten von fm?. Dabei wurden die Abkiirzungen c(+) = ¢y £ 2¢6
und d(4y = 2d; £ dg (sowie analog fiir d&) und cﬁ[)) eingefiihrt.

EFT bestimmt werden, wobei die Quarkmassenabhingigkeit in QCD durch
die Gell-Mann-Oakes-Renner-Relation [173],

<QQ> A my, + mq
B = —_—— = —_——
orz M 2

mit der Pionmassenabhéngigkeit in chiraler EFT verkniipft ist [174, 175, 176].

Ein wichtiges Anwendungsgebiet der Extrapolationen stellen die Gitter-
Rechnungen der elastischen Formfaktoren des Nukleons [177, 178, 179, 180,
181] und der Deltaresonanz [182, 183, 184| dar. Verbesserungen der Effizienz
und Methodik erlauben mittlerweile auch prézisere Bestimmungen von Ei-
genschaften der Roperresonanz. Numerische Analysen auf dem Gitter exis-
tieren sowohl zum Spektrum der angeregten Baryonen [55, 56, 57, 59, 58,
60, 185, 186, 61, 62, 63| als auch zu den elektromagnetischen und trans-
versalen Ubergangsformfaktoren der Roperresonanz |76, 187|. In Referenz
[178] wurden Gitter-Simulationen fiir die elastischen elektromagnetischen
Formfaktoren des Nukleons unter Anwendung verschiedener Formulierun-
gen baryonischer ChPT in den physikalischen Bereich extrapoliert. Da die
Q?-Abhingigkeit der Formfaktoren im Rahmen traditioneller BChPT nur
fiir einen kleinen Bereich beschrieben wird, beschrankt sich die durchgefiihr-
te Analyse auf die Pionmassenabhéngigkeit des magnetischen Momentes und

M? = 2B, (5.52)
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der elektromagnetischen Radien des Nukleons. Die in Abschnitt 5.4 gezeigten
Ergebnisse ermoglichen eine zu Referenz [178| analoge Analyse fiir die Roper-
formfaktoren, magnetischen Momente und Radien. Durch die Anpassung der
EFT-Ergebnisse an Gitter-Daten zu verschiedenen Pionmassen, konnen die
chiralen Extrapolationen dann zur Bestimmung unbekannter LEC genutzt
werden. Die Werte der zur Anpassung verwendeten Pionmassen diirfen al-
lerdings nicht oberhalb des anwendbaren Bereichs der EFT liegen [188, 189).
Auch wenn bisher noch keine Simulationen der Roperformfaktoren auf dem
Gitter durchgefiihrt wurden, scheinen sie im Gegensatz zu entsprechenden
experimentellen Messungen realisierbar.

Im Rahmen von Gitter-Extrapolationen ist es hilfreich die elektromag-
netischen Formfaktoren geméfs Gleichung (5.17) in ihre isoskalaren und iso-
vektoriellen Anteile zu zerlegen. Wéahrend bei der Berechnung der geladenen
und neutralen Formfaktoren in Gitter-QCD sogenannte unverbundene (dis-
connected) Diagramme beriicksichtigt werden miissen, heben sich die Beitré-
ge dieser numerisch schwierig auszuwertenden Diagrammtypen bei der Bil-
dung des isovektoriellen Formfaktors weg. Die Analyse der isoskalaren Form-
faktoren erfordert weiterhin die Beriicksichtigung unverbundener Diagramme
und wird deshalb in manchen Analysen vermieden.

Die isovektoriellen und isoskalaren Schleifenbeitrige zum anomalen mag-
netischen Moment sowie zu den mittleren quadratischen Dirac- und Pauli-
Radien sind in Abbildung 5.7 als Funktion der Pionmasse dargestellt. Dabei
sind die vollsténdigen relativistischen Ergebnisse und ihre jeweiligen strikten
chiralen Entwicklungen bis zur entsprechenden Ordnung gegeniibergestellt.
Fiir die Radien wurden die Bezeichnungen aus Gleichung (5.51) gewéhlt und
die unbekannten Kopplungskonstanten geméfs Gleichung (5.34) abgeschétzt.
Sowohl in den magnetischen Momenten als auch im isovektoriellen Anteil des
Dirac- und Pauli-Radius erkennt man eine signifikante Abweichung der voll-
stdndigen Ergebnisse von deren Entwicklungen. Bis zur Ordnung O(q) ist der
isoskalare Anteil sowie der Imaginirteil des isovektoriellen Anteils des ma-
gnetischen Momentes null. Die isoskalaren Radien stimmen im dargestellten
Bereich besser mit den jeweiligen Entwicklungen iiberein.

Abbildung 5.8 zeigt einen Vergleich zwischen den Schleifenkorrekturen der
anomalen magnetischen Momente sowie den elektrischen und magnetischen
Radien der Roperresonanz und des Nukleons in Abhéngigkeit der Pionmas-
se. Hierbei handelt es sich um den geladenen und neutralen Kanal, nicht den
isovektoriellen und isoskalaren Anteil. Qualitativ sind die chiralen Korrek-
turen in allen Féllen von der gleichen Grofenordnung, da die Formfaktoren
der Roperresonanz die gleiche Struktur wie die des Nukleons aufweisen. Ein
quantitativer Vergleich ist erst moglich, wenn man die unbekannten Kopp-
lungskonstanten im Sektor der Roperresonanz bestimmen kann.
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Abbildung 5.7: Einschleifenbeitrége zum isovektoriellen und isoskalaren ma-
gnetischen Moment (oben), dem mittleren quadratischen Dirac-Radius (Mit-
te) und Pauli-Radius (unten) der Roperresonanz als Funktion der Pionmasse.
Blaue Linien stehen fiir den Real-, rote fiir den Imaginérteil. Durchgezogene
Linien reprisentieren die vollstindigen relativistischen Ergebnisse, wihrend
gestrichelte Linien eine strikte chirale Entwicklung darstellen. Graue vertikale
Linien markieren den physikalischen Wert der Pionmasse.
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Abbildung 5.8: Einschleifenbeitrige zum anomalen magnetischen Moment
(oben), dem mittleren quadratischen elektrischen Radius (Mitte) und ma-
gnetischen Radius (unten) der Roperresonanz und des Nukleons (schwarze
Linie) als Funktion der Pionmasse. Restliche Bezeichnung geméfs Abbildung
2.7.
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Kapitel 6

Elektromagnetische Formfaktoren
des Ubergangs vom Nukleon zur
Roperresonanz

Der elektromagnetische Ubergang vom Nukleon zur Roperresonanz lisst sich
aus den experimentellen Daten der Elektropionproduktion in der Energie-
region der Roperresonanz durch die Anwendung von Isobaren-Modellen in
Kombination mit effektiven Lagrangedichten und Dispersionsrelationen [124,
190, 64, 65, 191, 192] extrahieren. Der elektromagnetische Ubergang kann in
Form von zwei Helizitétsamplituden A, o und S /2 oder alternativ durch zwei
kovariante Dirac- und Pauli- (£} und F5) oder Sachs-Formfaktoren (G7, und
G ,) parametrisiert werden [193]. Die Dirac- und Pauli-Formfaktoren werden
insbesondere im Zusammenhang mit der Gitter-QCD und als Grundlage zur
Herleitung von transversalen Ubergangsdichten (transverse transition densi-
ties) im light-front-Formalismus [190] eingesetzt.

Weder im Rahmen relativistischer Quarkmodelle noch in Simulationen
auf dem Gitter kdnnen die experimentellen Daten fiir die Helizitdtsamplitu-
den fiir kleine Werte des Impulsiibertrags beschrieben werden [73, 74, 75, 66,
70, 76]. In chiraler EFT lassen sich die elektromagnetischen Ubergangsform-
faktoren fiir kleine Werte von % berechnen, wobei durch die Anwendung des
CMS ein systematisches Zahlschema generiert wird. Die Ergebnisse konnen
zur Extrapolation entsprechender Gitter-Simulationen genutzt werden.
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p+k=:P

Abbildung 6.1: Resonanter Anteil des Prozesses N (p;)+v(k) — N(ps)+7(q):
Einfache Linien stehen fiir das Nukleon, doppelte fiir die Roperresonanz,
gestrichelte fiir das Pion und geschlingelte fiir das Photon.

6.1 Definition der Ubergangsformfaktoren

Unter Zuhilfenahme der resonanten Amplitude der Elektropionproduktion
am Nukleon (siche Abbildung 6.1)!,

AS\%HNW = u(ps)Vanr(P, Q)iSr(P)Unr(P, pi)u(p;), (6.1)

kann die Definition des elektromagnetischen Ubergangs vom Nukleon zur
Roperresonanz wie in Abschnitt 5.1 vorgenommen werden [194]:

otk

e B @) ulp). (6.2)

o

Vin(@) = o) | (v~ K ) FE @) +
Dabei wurde der positive quadrierte Impulsiibertrag Q? = —k* = —(P —p;)?
eingefithrt und wu(p;) und w(P) stehen fiir die Dirac-Spinoren des Nukleons
und der Roperresonanz. Die Struktur des Ubergangsvertex V¥ ,(Q?) unter-
scheidet sich von der des elastischen Vertex (5.16) im Formfaktor proportional
zu k*. Wihrend die Forderung nach Stromerhaltung im elastischen Fall einen
Formfaktor proportional zu k* ausschlieft, ergibt sich fiir den Ubergang vom
Nukleon zur Roperresonanz die Bedingung, dass der Formfaktor proportio-
nal zu k* wie in Gleichung (6.2) mit dem Dirac-Formfaktor verkniipft ist.
In der Normierung des Pauli-Formfaktors wurde die Polmasse mp durch die
Breit-Wigner-Masse Mpi = 1.44 GeV ersetzt, damit die erzielten Ergebnisse

leichter mit empirischen Analysen verglichen werden kénnen.
Da die Ubergangsformfaktoren aus Messungen der Elektropionproduktion
extrahiert werden, ist es iiblich, die Q>-Abhiingigkeit des elektromagnetischen
Ubergangs in Form von Helizitatsamplituden A, /2 und S; /5 im hadronischen

'Im Folgenden werden die Isospinindizes der Dirac-Spinoren unterdriickt.
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Schwerpunktsystem anzugeben. Helizitdtsamplituden kénnen als Linearkom-
binationen der YN — Nz Multipolamplituden definiert werden [193] und
stehen in der folgenden Relation zu den Formfaktoren aus Gleichung (6.2)
[190]:

Al @) = e (FQ) + (@),
@)= el (€0:) et
172 N SKTTI,NMR 2MR Q2
X [F1 Q%) — WFQ (Q2)] : (6.3)
mit
M2 _ m2
K= ];MR )

Qs =/ (Mg +my)?+ Q2.
Fiithrt man geméf Referenz [73| elektrische und magnetische Sachs-Formfak-
toren G, und G, fiir den Ubergang vom Nukleon zur Roperresonanz ein,

GHQ*) = FI(@) ~ G e P Q)

Gu(Q%) = FY(Q*) + F5(Q7), (6.4)

resultiert eine direkte Proportionalitéit zwischen S/, und G% sowie zwischen
Al/g und G}k\/f

6.2 Berechnung der Ubergangsformfaktoren

In diesem Kapitel werden die Formfaktoren des Ubergangs vom Nukleon zur
Roperresonanz in chiraler EFT bis einschliefslich dritter chiraler Ordnung im
CMS berechnet. Aus phinomenologischen Griinden wird das Rhomeson als
dynamischer Freiheitsgrad geméf Abschnitt 2.3.1 beriicksichtigt. Ohne ex-
plizite Einbeziehung von Vektormesonen weisen Formfaktorrechnungen auf
Einschleifenniveau nicht die nétige Kriimmung auf, um experimentelle Daten
iiber eine ausgedehnte Region des Impulsiibertrages beschreiben zu kénnen
[80, 81]. Diagramme mit Delta-Pion-Schleifen werden in der Rechnung nicht
explizit betrachtet. In Abschnitt 5.4 wurde demonstriert, dass sich die Beitra-
ge von Delta-Pion-Schleifen entweder &hnlich zu den Beitrigen der Nukleon-
Pion-Schleifen oder dhnlich zu den Beitrédgen der Roper-Pion-Schleifen ver-
halten, abhéngig davon wie man die Masse des Deltas im Vergleich zu der des
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(19) (20)

Abbildung 6.2: Feynmandiagramme fiir die elektromagnetischen Ubergangs-
formfaktoren vom Nukleon zur Roperresonanz. Einfach durchgezogene Linien
stehen fiir Nukleonen, gestrichelte fiir Pionen, doppelt durchgezogene stehen
fiir die Roperresonanz und einfach geschlangelte fiir Photonen und doppelt
geschlangelte fiir Rhomesonen.
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Nukleons und der Roperresonanz zéhlt. In allen Fillen konnen die Beitrige
durch die Redefinition der auftretenden Kopplungen modelliert werden [78].

Fiir die perturbative Rechnung wurde das Zdhlschema aus Abschnitt 3.3
angewendet. Zusétzlich dazu wird der Impulsiibertrag k* als O(q) gezéhlt,
wodurch der Massendifferenz zwischen der Roperresonanz und dem Nukleon
die Ordnung O(q) zugewiesen wird. Die bis zur dritten chiralen Ordnung bei-
tragenden Feynmandiagramme aus Abbildung 6.2 wurden, wie in Abschnitt
5.2 beschrieben, zu skalaren Integralen reduziert.

Die zéhlschemaverletzenden Beitrige der MS-renormierten Schleifendia-
gramme konnten durch die Anwendung des CMS eliminiert werden. Wie im
Fall der elastischen Formfaktoren treten in der betrachteten Ordnung kei-
ne ziahlschemaverletzenden Terme fiir den Dirac-Formfaktor F}" auf. Dieses
Resultat ist vorhersehbar, da in Ordnung O(¢®) keine Kopplungskonstan-
te existiert, in der solche zidhlschemaverletzende Beitrige absorbiert werden
konnen. Zur Bestimmung der zdhlschemaverletzenden Terme in £ wurden
die entsprechenden Schleifenbeitrige in einer Potenzreihe der Pionmasse und
des quadrierten Impulsiibertrages entwickelt und die Terme nullter chiraler
Ordnung identifiziert. Mit der Methode aus Abschnitt 5.2 wurde bestétigt,
dass alle zdhlschemaverletzenden Terme analytisch in den Entwicklungspa-
rametern sind und durch die Renormierung der Kopplungskonstanten c2'%,
c™® und k3 absorbiert werden kénnen. Zusammen mit der Erhaltung des
elektromagnetischen Stroms stellt dies einen wichtigen Konsistenztest an die
vorliegende Rechnung dar. Die expliziten Ausdriicke der Subtraktionsterme,

ausgewertet an den komplexen Massenschalenpunkten, finden sich in Anhang
D.3. Die WFRK ist gegeben durch

Iy =14 6Zxn, (6.5)

wobei 6Zyr der Ordnung O(q?) ist. Gemif der Lagrangedichten (2.63) und
(2.66) tritt keine Nukleon-Photon-Roper- sowie Nukleon-Rho-Roper-Wech-
selwirkung in erster chiraler Ordnung auf, so dass die fiilhrenden Feynman-
diagramme (T1) und (T2) aus Abbildung 6.2 der Ordnung O(¢?) sind und
das Produkt mit 6Zxp erst in héheren Ordnungen beitragt.

6.3 Ergebnisse der Ubergangsformfaktoren

Im Gegensatz zu den elastischen Formfaktoren der Roperresonanz existieren
empirische Analysen zum Ubergang vom Nukleon zur Roperresonanz, die
zur Anpassung der unbekannten Parameter genutzt werden konnen. In Re-
ferenz [190] wurde die Parametrisierung geméf MAID2007 [67] verwendet,
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um die Helizitdtsamplituden aus den experimentellen Daten der Elektro-
pionproduktion zu extrahieren. Bei MAID handelt es sich um ein unitéres
Isobarenmodell, das alle etablierten Resonanzen bis 2 GeV umfasst. Die reso-
nanten Beitrage sind durch Breit-Wigner-Funktionen parametrisiert und die
Beitrdge zum Untergrund setzen sich aus unitarisierten Nukleon- und Vek-
tormesonaustauschdiagrammen zusammen. Der Breit-Wigner-Ansatz fiir die
Resonanzbeitrige nimmt folgende Gestalt an:

MgT'g
MZ —W?—iMgly

e = ANQ?) Fx (W) Fn(W) . (6.6)

wobei W die Gesamtenergie des Prozesses im Schwerpunktsystem darstellt?,
der Faktor f.n(W) den Zerfall der Resonanz N* beschreibt und der Fak-
tor f,n(W) die Abhéngigkeit des y/NN*-Vertex von der Variablen W para-
metrisiert. Die Resonanzkopplungen AZ(Q?) sind Linearkombinationen der
v*N — N* Helizititsamplituden und konnen fiir feste Werte von Q2 an die
Daten zur Pionproduktion angepasst werden (single-Q* fit, SQ). Eine #hnli-
che SQ-Analyse der Elektropionproduktionsdaten wurde in den Referenzen
[64, 65] durchgefiihrt. In beiden Fillen wurden fiir einen ausgedehnten Be-
reich des Impulsiibertrages empirische Daten fiir den elektromagnetischen
Ubergang vom Proton zur positiv geladenen Roperresonanz generiert. SQ-
Analysen zeichnen sich dadurch aus, dass den Resonanzkopplungen AZF fiir
feste Werte von Q? ein konstanter Wert zugewiesen wird. Alternativ kon-
nen die Resonanzkopplungen wie in Referenz [190] als Funktionen von Q?
parametrisiert werden,

AR(Q%) = AR(0)(1 + a1Q? + a2Q* + a3Q° + a,Q%)e ™Y, (6.7)

wobei die Parameter a; und b; aus einem kombinierten Fit der Elektropro-
duktions-Weltdaten bestimmt werden (Q*-dependent fit). In dieser Arbeit
werden die empirischen Informationen aus den SQ-Analysen fiir die Anpas-
sung der unbekannten LEC verwendet und untereinander verglichen. Fit 1
und Fit 2 steht im Folgenden jeweils fiir die Anpassung der LEC an die
p — Pj| Helizitéitsamplituden des SQ-Fit aus Referenz [64] und Referenz
[190]. Zudem liegen beiden Fits noch die Daten der transversalen Helizi-
tatsamplituden ,A;/> und ,A4;/2 an der Stelle Q* = 0 aus Referenz [91] zu
Grunde.

Vor der Anpassung an die verschiedenen Datensétze wurden unter Zuhil-
fenahme des Programmpakets Loop Tools numerische Werte fiir die auftreten-
den skalaren Schleifenintegrale ermittelt. Da es innerhalb dieses Programms

2Eine Einfiihrung in den Prozess der Elektro- und Photopionproduktion findet sich in
Abschnitt 7.2.
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nicht moglich ist Dreipunktintegrale auszuwerten, die sowohl komplexe du-
Kere Impulse als auch komplexe innere Massen umfassen, wurden in den
Co-Integralen der Diagramme (12)-(14) aus Abbildung 6.2 die Imaginérteile
der Ropermassen vernachléssigt:

2 2 a2 L2 2 2 2 Ag2 2 2
Co(my, t, 2%, M2, 27, 2%) — Co(my, t, 27, M2, m%p, mp)

2 2 2 3 r2 a2 2 2 2 a2 a2
Co(my, t, 27,25, M2, M=) — Co(my, t, 2%, mp, M2, MZ) .

Der dadurch begangene Fehler ist formal der Ordnung O(h?).
Die Resultate fiir die Formfaktoren des Ubergangs vom Nukleon zur
Roperresonanz umfassen acht unbekannte LEC, wovon zwei auf den Ein-

bau des Rhomesons zuriickzufiihren sind. Die vier Kopplungskonstanten c}'%,

B dVE und dXF weisen folgende Korrelationen auf:
VR
N + By, A+ dY Py (6.8)

weshalb zur Durchfithrung der Fits die Linearkombinationen

NR

Cr NR _ NR NR NR __ INR
T :l: CG = p/n7 d7 :l: d6 = dp/n (69)

gebildet wurden. Abhingig davon, ob an die Daten des Ubergangs p — P}
oder die des Ubergangs n — P, angepasst wird, tragen nur die Konstanten
mit dem Index p oder n bei.

Obwohl bei der Extraktion des elektromagnetischen Ubergangs aus den
Referenzen [64, 190] keine Imaginérteile beriicksichtigt wurden, stellen die
Ubergangsformfaktoren und Helizititsamplituden aufgrund des instabilen
Charakters der Roperresonanz komplexe Grofen dar. Da zur Anpassung der
LEC nur die extrahierten Realteile der Helizitdtsamplituden zur Verfiigung
stehen, werden in den folgenden Fits die nach dem CMS renormierten LEC
als reell angenommen. Durch explizite Beriicksichtigung des Rhomesons er-
wartet man eine verbesserte Beschreibung der Q*-Abhiingigkeit bis zur Gro-
fenordnung der Masse des Rhomesons, d. h. Q? ~ (0.77 GeV)? =~ 0.6 GeV?.
In dieser Region des quadrierten Impulsiibertrages existiert nur eine geringe
Anzahl extrahierter SQ-Datenpunkte, so dass der Anpassungsbereich im Fal-
le von Fit 1 bis Q% = 0.65 GeV? und im Falle von Fit 2 bis Q? = 0.75 GeV?
ausgedehnt wurde. Auf diese Weise liegen sowohl Fit 1 als auch Fit 2 vier
Datenpunkte fiir ,A;/; und ,51/2 zugrunde. Die Kopplungen céVR und cﬁ’R
werden fiir beide Fits an die transversalen Helizitdtsamplituden , A/, und

2A1/s an der Stelle Q? = 0 angepasst. Zur Bestimmung der restlichen LEC
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wurde die Mathematica-Routine NonlinearModelFit verwendet. Die zu mini-
mierende Chi-Quadrat-Funktion y? ist definiert als

ex 2
2 (Hj b - Hjt'h)
2= Z — : (6.10)
(6H)?

J

wobei H®P fiir die Daten der jeweiligen SQ-Analyse steht, d H**P die ex-
perimentellen Fehler darstellen und H*™ die in EFT berechneten Helizitiits-
amplituden bezeichnet. Da es sich bei den durchgefiihrten Anpassungen um
nichtlineare Regressionen handelt, sind die von Mathematica ermittelten Lo-
sungen nicht notwendigerweise globale Minima der x?-Funktion. Aufgrund
der grofen Anzahl unbekannter LEC im Vergleich zu der Anzahl an Da-
tenpunkten wurden zusétzliche Bedingungen an die LEC gestellt. Unnatiir-
lich grofle Werte der ermittelten Parameter oder starke Diskrepanz zwischen
Resultaten auf Baum- und Schleifenniveau deuten auf eine schlechte oder
fehlende Konvergenz der Storungsreihe hin. In diesem Fall kann nicht mehr
gewihrleistet werden, dass sich das Ergebnis systematisch durch die Berech-
nung von Beitrigen héherer Ordnung verbessern lésst. Zur Vermeidung einer
solchen Situation wurden zunéchst die Ergebnisse auf Baum- und Schleifenni-
veau gleichzeitig an die entsprechenden Datensétze angepasst. Die dadurch
bestimmten Werte fiir die LEC wurden als Startwerte fiir die anschliefsen-
den Anpassungen der Ergebnisse auf Schleifenniveau verwendet. Bei diesen
Fits wurden die LEC der Bedingung unterworfen, dass ihre Abweichung vom
jeweiligen Startwert nicht mehr als 50% betragt. Zusétzlich wurde die Kon-
stante gr so eingeschrankt, dass sie nicht um mehr als 50% von dem in
Referenz 78] abgeschitzten Wert abweicht. Da keine SQ-Daten zum Uber-
gang n — PP fiir Q% # 0 existieren, wurde die unbekannte Konstante d2%
aus einem Fit an die Q?-abhingige Analyse der longitudinalen Amplitude
niS1/2 angepasst.

In Tabelle 6.1 sind die ermittelten Werte fiir die Parameter zusammen-
gefasst. In beiden Anpassungen nehmen die LEC dhnliche Werte von natiir-
licher Grofenordnung an. Der signifikante Unterschied des reduzierten Chi-
Quadrats (%4 := x?/Freiheitsgrad) ldsst sich darauf zuriickfiihren, dass die
Fehler der SQ-Daten aus Referenz [190] (Fit 2) wesentlich kleiner geschétzt
wurden als die der Daten aus Referenz [64] (Fit 1). Aus diesem Grund lie-
fert ein Fit an beide Datensétze annidhernd die gleichen LEC wie Fit 2 und
bringt keinen Informationsgewinn. Die in dieser Arbeit durchgefiihrte Analy-
se des elektromagnetischen Ubergangs vom Nukleon zur Roperresonanz zielt
auf eine Beschreibung der empirischen Vorhersagen im Bereich kleiner Q% ab.
Es ist jedoch nicht moglich die Zahlenwerte fiir die unbekannten LEC genau
festzulegen. Fiir eine zuverlédssige Bestimmung der LEC liegen der Anpas-
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NR NR NR NR
Cp c, d, d, ks

Fit1| —-0.28 0.177 —-0.003 —0.080 7.508
Fit2 | —-0.28 0.177 0.051 —0.135 6.393

k4 JR JgNR Xed
Fit 1| —-0.965 0.50 —-0.103 0.8
Fit 2 | —=0.290 0.50 —0.101 13.0

Tabelle 6.1: Zahlenwerte fiir die angepassten Parameter, wobei c]ﬂ% und k3
in Einheiten von GeV~!, k; in Einheiten von GeV~2 und d]]f/f in Einheiten

von GeV 3 gegeben sind.

sung einerseits zu wenig experimentelle Informationen zu Grunde, anderer-
seits sind die angepassten Parameter in der betrachteten Observablen stark
miteinander korreliert. Beispielsweise sollte man die Konstante gr aus einer
Anpassung an die axiale Kopplung der Roperresonanz bestimmen. Der axiale
Formfaktor kann im CMS zwar analog zu den elastischen Formfaktoren der
Roperresonanz berechnet werden, es existieren aber keine experimentellen
Informationen dazu.

In Abbildung 6.3 sind die Helizitdtsamplituden fiir den elektromagneti-
schen Ubergang in Abhingigkeit von Q2 dargestellt. Die zu Fit 1 gehorende
Kurve scheint die entsprechenden Datenpunkte besser beschreiben zu kon-
nen als die zu Fit 2 gehorige. Wahrend die blaue Kurve fiir die transversale
Amplitude ,A;/; eine gute Ubereinstimmung mit dem @Q?-abhingigen Fit
aus Referenz [190] zeigt, weicht sie fiir die longitudinale Amplitude 5 /o
stiarker davon ab. Obwohl fiir die longitudinale Amplitude ,,S; /5 keine Da-
ten unterhalb von Q? = 0.3 GeV? existieren, zeigen die ermittelten Kurven
in diesem Bereich dhnliches Kriimmungsverhalten wie der Q?-abhiingige Fit.
Die Helizititsamplituden des Ubergangs n — P weichen sowohl fiir Fit 1
als auch fiir Fit 2 von den Vorhersagen des (Q*-abhingigen Fits ab. Abbil-
dung 6.4 zeigt die resultierenden Ubergangsformfaktoren als Funktion von
Q?. Aufgrund der Parametrisierung nimmt der Dirac-Formfaktor Fy an der
Stelle Q? = 0 den Wert null an, und die Werte des Pauli-Formfaktors I, an
der Stelle Q% = 0 sind durch die Wahl der Konstanten ¢,’* und ¢} auf die
empirischen Werte fixiert. Wie im Fall der Helizitdtsamplituden kénnen die
roten Kurven die empirischen Analysen besser beschreiben als die blauen.

Die oben beschriebenen Anpassungen stellen keine zuverldssige Methode
zur Festlegung der unbekannten LEC dar. Der Grund hierfiir liegt in der
hohen Modellabhingigkeit bei der Extraktion der Helizitatsamplituden ge-
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Abbildung 6.3: Helizititsamplituden des Ubergangs vom Nukleon zur Roper-
resonanz in Einheiten von 1073 GeV~'/2. Rote Kurven entsprechen Fit 1,
blaue Fit 2 aus Tabelle 6.1 und gestrichelte dem Q% abhiingigen Fit aus Re-
ferenz [190].
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Abbildung 6.4: Formfaktoren des Ubergangs vom Nukleon zur Roperreso-
nanz. Bezeichnung gemafs Abbildung 6.3.
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miR den Referenzen [190, 64, 65]. Insbesondere der Q*-abhingige Fit aus
Referenz [190] ist nicht fiir die Beschreibung der Helizitdtsamplituden im
Bereich kleiner Q? konstruiert. Eine modellunabhiingige Vorhersage der un-
bekannten LEC kann mittels Simulationen auf dem Gitter getroffen werden
(s. Abschnitt 5.5). Alle bisherigen Untersuchungen in diesem Zusammenhang
konnten die empirischen Daten der Ubergangsformfaktoren nicht fiir kleine
Werte des quadrierten Impulsiibertrags beschreiben |76, 77]. Sowohl fiir den
positiven als auch fiir den neutralen Ubergang weisen die empirischen Ana-
lysen und die Gitter-Rechnungen unterschiedliche Vorzeichen fiir die Form-
faktoren auf. Eine mogliche Erklarung dafiir liegt darin, dass die Beitrige
der Vakuumpolarisation in den Rechnungen auf dem Gitter aus technischen
Griinden vernachlissigt wurden (quenched approzimation). Um eine Vorstel-
lung iiber den Verlauf der Ubergangsformfaktoren als Funktion der Pion-
masse zu erhalten, sind in Abbildung 6.5 die Q>-Abhingigkeiten der Dirac-
und Pauli-Formfaktoren fiir verschiedene Werte der Pionmasse bis M, = 0.4
GeV dargestellt. Der Abstand aller Formfaktoren zu den jeweiligen Kurven
mit physikalischer Pionmasse wichst fiir ansteigende Pionmassen. Dies trifft
allerdings nicht zu, wenn der Wert fiir die Pionmasse weiter erhéht wird,
vergleiche Abbildung 6.6. Hier wurden die Pionmassen gemafs der Simulatio-
nen aus Referenz [77| eingesetzt. Obwohl die Kurven aus Abbildung 6.6 im
dargestellten Bereich eine stirkere Abhingigkeit von Q? aufweisen und ge-
ringer von den experimentellen Befunden abweichen als die Simulationen aus
Referenz [77], zeigen sich einige qualitative Ubereinstimmungen. Zum einen
besitzt F3 % an der Stelle Q% = 0 fiir groke Pionmassen in beiden Fillen
ein entgegengesetzten Vorzeichen zum experimentellen Wert, zum anderen
nimmt FY ~H an der Stelle Q% = 0 einen groferen Wert an als experimentell
bestimmt. An dieser Stelle muss betont werden, dass die vorliegende Rech-
nung nicht fiir Pionmassen oberhalb 0.4 GeV angewendet werden sollte, da
fiir grofle Werte der Pionmasse ein schlechtes Konvergenzverhalten der chi-
ralen Entwicklung zu erwarten ist. Erst fiir Gitter-Simulationen unterhalb
von M, = 0.4 GeV lassen sich die hier erzielten Resultate zuverlissig zur
Extrapolation auf den physikalischen Wert der Pionmasse einsetzen.
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Abbildung 6.5: Formfaktoren des Ubergangs vom Nukleon zur Roperresonanz
fiir verschiedene Pionmassen. Schwarze Kurven entsprechen M, = 0.14 GeV,
blaue M, = 0.2 GeV, rote M, = 0.3 GeV und griine M, = 0.4 GeV. Die LEC
sind entsprechend Fit 1 aus Tabelle 6.1 eingesetzt.
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Abbildung 6.6: Formfaktoren des Ubergangs vom Nukleon zur Roperresonanz
fiir die Pionmassen aus Referenz [77]. Pink entspricht M, = 0.48 GeV, lila
M, = 0.72 GeV und grau M, = 1.1 GeV. Restliche Bezeichnung gemafs
Abbildung 6.5.
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Kapitel 7

Pion-Nukleon-Streuung und
Photo- und Elektropionproduktion
im Bereich der Roperresonanz

Die Wechselwirkung zwischen Pion und Nukleon zdhlt zu den fundamentalen
Prozessen der Hadronenphysik. Da Resonanzen fiir iiblicherweise als Peaks
im totalen Wirkungsquerschnitt der Pion-Nukleon-Streuung auftreten, steht
dieser Prozess eng mit dem Anregungsspektrum der Baryonen in Zusammen-
hang. Die Roperresonanz nimmt eine besondere Stellung im Baryonenspek-
trum ein, da sie sich nicht in einer resonanztypischen Struktur im totalen
Wirkungsquerschnitt duflert, sondern erst nach Durchfiihrung einer Partial-
wellenanalyse erkennbar ist [48]. Erste Untersuchungen der Pion-Nukleon-
Streuung, in denen die Roperresonanz im Hinblick auf chirale Symmetrie
und Unabhéngigkeit von Feldredefinitionsparametern konsistent beriicksich-
tigt wurde, finden sich in den Referenzen [195, 196, 197, 198|. Dabei wurde ein
Pion-Nukleon-Kernel in ChPT hergeleitet und die Beitrdge anschlieffend uni-
tarisiert. Die Ergebnisse weisen bis in die Energieregion der Roperresonanz
eine gute Ubereinstimmung mit empirischen Analysen auf, den zugrunde lie-
genden Methoden fehlt jedoch ein manifestes Zahlschema auf Amplituden-
niveau. Die Schwellenregion des Pj;-Kanals kann im Rahmen von EFT mit
[29, 199, 200, 201, 202] und ohne [203, 204, 205, 206, 207, 208] explizite Be-
riicksichtigung der Deltaresonanz beschrieben werden. Um die Beschreibung
der Pj;-Partialwelle in die Deltaregion zu erweitern, wurden in Referenz [209|
die wichtigsten Beitrdge der Roperresonanz auf Baumgraphenniveau beriick-
sichtigt. Eine Analyse des Pj;-Kanals in der Energieregion der Roperresonanz
erfordert dariiber hinaus die konsistente Einbeziehung der Roperresonanz auf
dem Schleifenniveau. Ahnlich zur Pion-Nukleon-Streuung reicht die Beriick-
sichtigung der Deltaresonanz in der Photopionproduktion nicht aus, um eine
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gute Beschreibung des Multipols mit den Quantenzahlen der Roperresonanz
zu erzielen [210].

Im folgenden Abschnitt wird ein Zahlschema zur storungstheoretischen
Untersuchung der Pion-Nukleon-Streuung im Bereich der Roperresonanz vor-
gestellt. Innerhalb dieses Zdhlschemas werden die Beitrage zur Pj;-Partial-
welle bis zur {ibernichstfiihrenden Ordnung in chiraler EFT unter Anwen-
dung des CMS berechnet. Da das Z&hlschema auch fiir die Anwendung auf die
Photo- und Elektropionproduktion in der Roperregion geeignet ist, werden
dariiber hinaus die Beitrage zum M;_- und S;_-Multipol bis zur iibernichst-
fiihrenden Ordnung bestimmt. Die unbekannten LEC der Prozesse werden
an die empirischen SAID- [211] und MAID-Daten [67] angepasst.

7.1 Pion-Nukleon-Streuung

Nach einer kurzen Einfiihrung in den Prozess der Pion-Nukleon-Streuung
wird im zweiten Abschnitt dieses Kapitels beschrieben, wie die perturbative
Berechnung in chiraler EFT durchgefiihrt werden kann. Eine ausfiihrliche
Abhandlung der Pion-Nukleon-Streuung findet sich in Referenz |212)].

7.1.1 Formalismus der Pion-Nukleon-Streuung

Kinematik und Amplitude

P P

Abbildung 7.1: Kinematik der Pion-Nukleon-Streuung, wobei p, ¢ (p', ¢') den
Impuls des einlaufenden (auslaufenden) Nukleons, Pions darstellen und a (a’)
der kartesische Isospinindex des einlaufenden (auslaufenden) Pions ist.

Die Kinematik der elastischen Pion-Nukleon-Streuung ist in Abbildung
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7.1 dargestellt, wobei die Viererimpulserhaltung gilt:

Pt =1, +q, (7.1)

Die invariante Amplitude der Pion-Nukleon-Streuung M,y = T,y wird in
dieser Arbeit durch die sogenannten Dirac-Amplituden parametrisiert [212],

T = alp') | A+ S+ ) B | o), (72

mit

/ . —
AY = 5aa/A+ — Zﬁaa/kaA s

B = 4w BY —i€qui T B™. (7.3)

Die Streumatrix T,y ist eine Funktion der drei Mandelstam-Variablen:
s=@p+a)'=0+d), (7.4a)
t=(—a’=@p-7), (7.4b)

/

—q)>. (7.4¢)

Nutzt man die Massenschalenbedingungen, sind die Mandelstam-Variablen
nicht unabhéngig, sondern erfiillen die Beziehung

s+t+u=2(my+ M), (7.5)

u=(p—-q¢) =

Aus der sogenannten crossing symmetry der invarianten Amplitude,
Ty (pasp'd) = T8 (0, =459 =) (7.6)

resultiert das folgende Verhalten der Dirac-Amplituden unter Vertauschung
der Variablen s und u (crossing):

A% (s, t,u) = £A% (u,t, s), B*(s,t,u) = ¥B*(u,t, 5). (7.7)

Die Streumatrix 7,y kann unter Annahme der Isospinsymmetrie (m,, =

mg) in einen Kanal mit Isospin I = % und einen mit [ = % zerlegt werden

2
[87]:
(I, I|Ten |1, I3) = T\ 61001,
mit
T:=Tt+20", T2=T"—-T".

Die Isospinzerlegung iibertragt sich direkt auf die Dirac-Amplituden:

Az = AT 4247, B2 = BT + 2B,

Az = AT — A7, B BT — B, (7.8)

1

[S][eY N]]

Njw N
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Partialwellenzerlegung

Allgemein treten Resonanzen mit definiertem Drehimpuls und Isospin auf, so
dass experimentelle Daten fiir elastische Pion-Nukleon-Streuung oft in Form
von Partialwellen analysiert sind. Zur Bestimmung der Partialwellenampli-
tuden ist es hilfreich die Streumatrix im Schwerpunktsystem durch zweikom-
ponentige Pauli-Spinoren fiir die ein- (;) und auslaufenden (x) Nukleon-
zustinde auszudriicken,

871'\/_ T

2my

u(p) T u(p) = b Fan Xi (7.9)

wobei die Streuamplitude F,y wie folgt mit den Dirac-Amplituden (7.3)
verkniipft ist [212]:

Fn(s,0) = fi(s,0) + 54" fols,0), (7.10)

mit
fi(5,0) = ES:—\/mgN [A(s.0) + (V5 —mi) B(s.0)|. (7.11a)
fo(s,0) = E8;—\2N[—A(s,9) + (V- my) B(s. )] (7.11b)

Hier stellt £ = /5% + m3, die Nukleonenergie im Schwerpunkt dar.

Die Entwicklung der sogenannten Pauli-Amplituden aus Gleichung (7.11)
nach Partialwellen lautet [213, 214|

Zfl+ (8)P/i1 — Zfl s)P_(x (7.12a)

[e.9]

(5,0) = (fi-(s) = fir(s)) P(2), (7.12D)

wobei [ fiir den Bahndrehimpuls und der Index + fiir den Gesamtdrehimpuls
] = li% steht, x stellt den Kosinus des Streuwinkels 6 im Schwerpunktsystem
und P/(z) die Ableitung der Legendre-Polynome nach diesem dar. Invertieren
des Gleichungssystems (7.12) ergibt

fix(s) = %/_1 dz [P(z) fi(s,0) + P () f2(s,0)] . (7.13)
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Ublicherweise fiihrt man dimensionslose Partialwellenamplituden 7,1 (s) ein,
indem man Gleichung (7.13) mit dem Pion- bzw. Nukleonimpuls im Schwer-
punktsystem ¢ = |¢'| multipliziert:

T11(s) = qfix(s), (7.14)
mit
Lo (5= M2 —m3)* —4mi M
4s '

(7.15)

Fiir gegebenen Isospin [ kénnen die Streuphasen (phase shifts) 5&) wie folgt

aus den Partialwellen extrahiert werden:

T (s) = 2% exp (2i0)) — 1] (7.16)

Die in der Pion-Nukleon-Streuung gebrauchliche Schreibweise fiir Partial-
wellen mit Bahndrehimpuls [, Gesamtdrehimpuls j und Isospin I lautet lof 25,
wobei die spektroskopische Notation S, P, D, F,... fir [ =0,1,2,3,... ver-
wendet wird. Fiir die Roperresonanz Py, ist die Partialwellenamplitude durch
den Ausdruck Tl(,l/ 2 gegeben, wobei in Gleichung (7.14) die Amplituden A*
und B* gemiif Gleichung (7.8) ersetzt werden miissen.

7.1.2 Berechnung der Pion-Nukleon-Streuung im Be-
reich der Roperresonanz

In diesem Abschnitt wird die Berechnung der Pion-Nukleon-Streuung im
Bereich der Roperresonanz bis zur iibernéchstfiihrenden chiralen Ordnung
beschrieben. Wie im Fall der Ubergangsformfaktoren wurden Pion, Nukleon,
Rhomeson und die Roperresonanz als dynamische Freiheitsgrade in die EFT
aufgenommen. Die Deltaresonanz wurde nicht explizit beriicksichtigt, weil
sich die folgende Untersuchung auf die P;;-Partialwelle konzentriert. Da das
Delta den Isospin 3/2 besitzt, tragen die fithrenden Deltapoldiagramme nicht
zu dieser Partialwelle bei. Das Rhomeson ist aus phinomenologischer Sicht
in der Pion-Nukleon-Streuung von geringerer Bedeutung als im Rahmen der
Ubergangsformfaktoren und der Pionproduktion. Die Beriicksichtigung des
Rhomesons ist dennoch sinnvoll, da die Kopplungskonstanten zusammen mit
denen aus der Pionproduktion angepasst werden.

Die perturbative Berechnung eines Prozesses fiir Energieregionen in der
unmittelbaren Umgebung einer explizit beriicksichtigten Resonanz bedingt
die Modifikation des standardméfigen Zahlschemas. In den Referenzen |35,
215, 209] wurden Zahlschemata entwickelt, die zur Berechnung von Prozessen
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im Bereich der Deltaresonanz angewendet werden konnen. Dabei werden s-
Kanal-Diagramme mit Deltapol, sogenannte ein-A-reduzible Diagramme, fiir
Energien im Bereich des Deltas stérker gewichtet und die ein-A-reduziblen
Beitrdge aufsummiert. Die Aufsummierung resultiert darin, dass der freie
Propagator durch den vollstdndigen ersetzt wird und die Divergenzen am
Deltapol behoben werden. In Referenz [209] wurde angedeutet, dass eine
dhnliche Behandlung von ein-Roper-reduziblen Diagrammen die Beschrei-
bung von Prozessen in der Roperregion ermdoglicht, wobei der Ansatz mit
Verweis auf eine schlechte Konvergenz in diesem Energiebereich nicht weiter
elaboriert wurde.

Ankniipfend an die Methoden im Bereich der Deltaresonanz wird in die-
ser Arbeit das Zahlschema aus Abschnitt 3.3 fiir die Beschreibung von Pro-
zessen im Bereich der Roperresonanz verallgemeinert. Dazu betrachtet man
den vollstdndigen Propagator der Roperresonanz in der Nihe des Pols (siehe
Gleichung (5.10)):

ZR

IS et
R(p) p_mR+iFTR

+n.p.. (7.17)

Liegt p* nahe der quadrierten Polmasse der Roperresonanz m%, bleibt im
Nenner eine Grofe proportional zur Breite % stehen. Der fithrende Beitrag
zur Breite der Roperresonanz ist mit dem Imaginérteil des Diagramms (2)
aus Abbildung 5.3 verkniipft, welches proportional zu (mgz — my)? ist und
von der chiralen Ordnung O(¢?) gezihlt wird. Aus diesem Grund wird einem
Roperresonanzpropagator fiir p? ~ m?% die chirale Ordnung O(q™3) anstatt
O(q™') zugewiesen und die Wichtigkeit ein-Roper-reduzibler Diagramme er-
hoht sich um ¢2. Im Gegensatz zu Referenz [35] wird hier allen kleinen
Parametern die gleiche chirale Ordnung zugewiesen.

p p
p p' \g p PP
\/D\/ : \ \ \\ / \DIG/
» o L4 A
// \\ ',/ \\. ,

o
A /B
P=p+
N v p+q W
7 N 7 N
7 N 7z \~

q.a g.a qa g.a da q.a ga q,a

@ (@) (b) (c)

Abbildung 7.2: Diagramme fiir Pion-Nukleon-Streuung bis Ordnung O(q) im
Bereich der Roperresonanz. Einfache Linien stehen fiir das Nukleon, doppelte
fiir die Roperresonanz und gestrichelte fiir das Pion.

Abbildung 7.2 zeigt alle Feynmandiagramme der Pion-Nukleon-Streuung,
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die gemék dem oben beschriebenen Zahlschema bis zur iibernéchstfiihrenden
Ordnung O(q) beitragen. Diagramme ohne expliziten Roperbeitrag beginnen
mit der Ordnung O(q), wihrend Diagramme mit Roperbeitrag mit der Ord-
nung O(q~!) beginnen. Die explizite Beriicksichtigung des Rhomesons fiihrt
dazu, dass der N N7m-Vertex in fithrender Ordnung verschwindet. Diagramm
(a) triagt somit nicht zum Prozess bei und wird durch Diagramm (a’) ersetzt.
Weiterhin triagt das zu (b) gekreuzte Diagramm bei, welches sich aus dem
urspriinglichen Diagramm durch Vertauschung von a mit ¢’ und ¢ mit —¢q
gewinnen lidsst. Die Diagramme mit Roperbeitrag sind in Diagramm (c¢) zu-
sammengefasst. Die Amplitude eines solchen Diagramms lésst sich schreiben
als

M. =a(p') Vg iSr(P) Vau(p), (7.18)

wobei der Impuls P fiir die Summe des einlaufenden Nukleon- und Pionim-
pulses steht, P = p+q. Zerlegt man den Vertex Vp in einen von J? abhéngigen
Anteil und einen Anteil, der nicht von P abhiingt,

Vg =Vi+ VP, (7.19)
erhélt man fiir die Amplitude

M

u(p') [V + VEP] iSr(P) Vau(p)

ﬂ(p’)i[Vé+V,§'z+Vg(P—z)] ( 2R

P—=z

Bis zur betrachteten Ordnung kénnen die polfreien Terme des Propagators
vernachléssigt werden, da deren Beitriage zur Amplitude M, von mindestens
zweiter Ordnung sind. Im Term proportional zu (/?— z) kiirzt sich der Polbei-
trag heraus, so dass auch hier nur Beitrige von mindestens zweiter Ordnung
entstehen. Wendet man die gleich Argumentation auf den Vertex V4 an, er-
gibt sich der Beitrag der Amplitude M, bis einschlieklich erster Ordnung
zu

+ n.p.) Vau(p). (7.20)

/
ML = alpf) Vi + Vigz] = (Vi + Vilz] u(p) (7.21)
wobei die Vertices V) /p und Vi /p noch von der Variablen P? abhiingen.

Erweitert man den Propagator aus Gleichung (7.21) mit ’+ 2 und nutzt die
Beziehung aus Gleichung (5.13), erhélt man

14R

MO = u(p') Vi + V2] w(P) Pr_ 2

C

w(P) VL4 V22 u(p).  (7.22)
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Diagramme vom Typ (c¢) lassen sich somit in erster Ordnung dadurch berech-
nen, dass man die renormierte Amplitude des N7 R-Vertex fiir Teilchen auf
der Massenschale bestimmt und mit den Polbeitragen des angezogenen Ro-
perpropagators multipliziert. Die Massenschalenbedingung bedeutet fiir die
Roperresonanz wieder P2 = 22, Dazu bendtigt man die in Abbildung 7.3 dar-
gestellten Diagramme des N7 R-Vertex bis zur Ordnung O(¢?). Der Prozess
R(P) — N(p')+n(q") wurde fiir ¢ = M2 berechnet, wobei die Schleifeninte-
grale zu skalaren Integralen reduziert wurden. Die nach dem MS-Schema re-
normierten Schleifendiagramme enthalten zdhlschemaverletzende Terme, die
durch die Anwendung des CMS in der Renormierung der Konstanten gygr
absorbiert wurden. Die Ergebnisse fiir die Diagramme aus Abbildung 7.3
und die zugehorigen Subtraktionsterme finden sich in Anhang D.4. Fiir den
gespiegelten Prozess N(p) — R(P) + m(q) ergeben sich analoge Resultate.
Der Faktor Zg unterscheidet sich nur in Ordnung O(¢?) von eins und muss
deshalb nur im Diagramm der fiihrenden Ordnung beriicksichtigt werden.
Die relevanten Beitrige von Zg leiten sich aus den Selbstenergiediagrammen
(1) und (2) aus Abbildung 5.3 ab.

Das Diagramm der fiihrenden Ordnung ist dadurch gegeben, dass man in
Diagramm (c¢) jeweils die Vertices erster Ordnung einsetzt. Aus dessen Ergeb-
nis ldsst sich das des gekreuzten Diagramms durch die Vertauschung von a
mit ¢’ und ¢ mit —q gewinnen. Wéhrend das s-Kanal-Diagramm der Ordnung
O(qY) ist, besitzt das gekreuzte u-Kanal-Diagramm die chirale Ordnung
O(q). Um die anderen auf Baumniveau beitragenden s-Kanal-Diagramme
zu erhalten, muss man einen Vertex sowohl erster als auch dritter Ordnung
einsetzen. Die gespiegelte Variante ergibt das gleiche Resultat und die ent-
sprechenden gekreuzten Diagramme tragen erst in hoheren Ordnungen bei.
Fiir die ein-Roper-reduziblen Schleifendiagramme kommt als zweiter Vertex
nur ein Ubergang erster Ordnung in Frage, da die Schleifenbeitriige aus Ab-
bildung 7.2 schon von dritter Ordnung sind. Die gekreuzten Diagramme sind
wieder von héherer Ordnung.

Aus der invarianten Amplitude der Feynmandiagramme 7.3 wurden die
Dirac-Amplituden aus Gleichung (7.2) extrahiert und die Endergebnisse mit
dem Produkt aus WFRK des Nukleons und Pions multipliziert. Die Faktoren
Zy und Z, unterscheiden sich wieder nur in Ordnung O(¢?) von eins, so dass
das Produkt Zx Z, ausschliefslich im Baumdiagramm der fithrenden Ordnung
explizit berticksichtigt werden muss.

Bei numerischer Auswertung der skalaren Schleifenintegrale mit dem Pro-
gramm Loop Tools wurden bei den Dreipunktfunktionen wieder die Imaginér-
teile der internen Massen vernachléssigt. Die Zerlegung der Ergebnisse nach
Partialwellen erfordert eine Integration iiber den Kosinus des Streuwinkels im
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Abbildung 7.3: Schleifendiagramme fiir den N7R-Ubergang bis O(q®). Ein-
fache Linien stehen fiir das Nukleon, doppelte fiir die Roperresonanz, gestri-
chelte fiir das Pion und doppelt geschlingelte fiir das Rhomeson.
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Schwerpunktsystem (s. Gleichung (7.13)), welche sich in Mathematica sowohl
analytisch als auch numerisch durchfiihren ldsst. Beide Methoden wurden
miteinander verglichen und produzierten innerhalb der zu erwartenden Ge-
nauigkeit iibereinstimmende Ergebnisse. In Abschnitt 7.3 wird beschrieben,
wie die auftretenden LEC zusammen mit eben jenen aus der Pionproduktion
an die experimentellen Daten angepasst wurden.

7.2 Photo- und Elektropionproduktion

Als Elektropionproduktion wird die inelastische Elektronenstreuung am Nu-
kleon mit der Produktion eines Pions bezeichnet. Die Photopionproduktion
kann als Grenzfall der Elektropionproduktion betrachten werden, wobei der
Impuls des virtuellen Photons im Rahmen der Einphotonaustauschnaherung
auf die Massenschale gesetzt wird. Der Grundstein zur theoretischen Be-
schreibung der Pionproduktion wurde in der Arbeit von Chew, Goldberger,
Low und Nambu [213] gelegt. Im folgenden Kapitel werden alle fiir diese Ar-
beit relevanten Formeln zur Photo- und Elektropionproduktion dargestellt.
Ausfiihrliche Einfiihrungen in das Themengebiet finden sich beispielsweise in
den Referenzen (216, 217, 218, 219|.

7.2.1 Formalismus der Pionproduktion
Kinematik

Die Kinematik der elektromagnetischen Pionproduktion ist in Abbildung 7.4
dargestellt. Hierbei gilt die Viererimpulserhaltung,

P+ k= ph R+ g (7.23)

wobei die virtuellen Photonen raumartig sind, d. h. das Quadrat des Vierer-
impulsiibertrags des virtuellen Photons k? ist immer negativ. Aus diesem
Grund definiert man die positive Groke Q> = —k%. Im Allgemeinen liuft
die Reaktion der Pionproduktion in zwei verschiedenen Ebenen ab. Diese
sogenannten Elektronenstreu- und Reaktionsebenen sowie die auftretenden
Winkel sind in Abbildung 7.5 dargestellt.

Die invariante Amplitude der Pionproduktion M ist eine Funktion der
Mandelstam-Variablen s, t und u, welche die Relation

s+t+u=2m3 +k + M? (7.24)

erfiillen (vgl. Gleichung (7.5)).
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b, Py

Abbildung 7.4: Kinematik der Pionproduktion, wobei p; (pf) den Impuls
des einlaufenden (auslaufenden) Nukleons und ¢ den des auslaufenden Pions
darstellen, & = ky — k; ist der Viererimpulsiibertrag des virtuellen Photons.

Elektronenstreuebene /

Reaktionsebene

Abbildung 7.5: Raumliche Darstellung der kinematischen Variablen der Pion-
produktion sowie Elektronenstreu- und Reaktionsebene [128].
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Invariante Amplituden

Im Rahmen der Einphotonaustauschndherung ist die invariante Amplitude
der Elektropionproduktion durch den Ausdruck

M = —ie(e (k)|57(0)]e” (ki) (_Zlﬁi—# + Eichterme)
x —ie{N(ps), 7(q)|J*(0)|N(ps)) (7.25)

gegeben, wobei das erste Matrixelement den aus der QED bekannten lep-
tonischen Vertex darstellt. Die Eichterme des Photonpropagators sind nicht
explizit aufgefiihrt, da diese aufgrund der Eichinvarianz nicht zu Observablen
beitragen. Fasst man den leptonischen Vertex und den Photonpropagator zu
dem Polarisationsvektor €, zusammen,

(&

€ 2 a<kf>7#u(ki>7 (726)
ergibt sich die folgende Parametrisierung fiir die invariante Amplitude:
M = —iee, M". (7.27)

Das Ubergangsmatrixelement M* beinhaltet die gesamte Abhingigkeit von
der starken Wechselwirkung und kann durch sechs invariante Amplituden A;
ausgedriickt werden:

MH = Zﬂ(pf)MfAju(pi). (7.28)

Dabei enthalten die M} die gesamte Lorentzstruktur und lauten [220]

1

My = =g ("F = #"), (7.29a)
1 1

MY =i {P“k- <q - 5]{:) - (q“ - 51{:“) k - P} : (7.29Db)

MY = —iys (k- ¢ — kq") (7.29¢)

M} = —ivs (Y*k - P — FP") — 2my M}, (7.29d)

MY =ivs (K'k - q — K*q"), (7.29)

M = —irys (KK — k*4") (7.29f)

mit P = (p + p)/2.
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Im Fall der Photopionproduktion und unter Ausnutzung der Eichinvari-
anz, ¢,k* = 0, entfallen M} und Mg und die verbleibenden M} reduzieren
sich zu

1.
MP = 5% (¥ — ") (7.30a)
MY = ins (PPk - q — ¢"k - P), (7.30b)
MY = —ivs (W'k - q — kq") (7.30c)
M = —irs (v#k - P — }P*) — 2my ML (7.30d)

Isospinamplituden

Die im vorigen Unterabschnitt definierten invarianten Amplituden A; kénnen
fiir die Produktion eines Pions mit kartesischem Isospinindex a unter Annah-
me der Isospinsymmetrie jeweils noch in drei unabhéngige Isospinamplituden
zerlegt werden,

a__ A(=): a3b_b 0) _a (+)
Af = A; e + AT + A das, (7.31)

wobei 7¢ die Pauli-Matrizen im Isospinraum darstellen. Unter Vertauschung
der Variablen s und u (crossing) verhalten sich die invarianten Isospinampli-
tuden folgendermafsen:

A§+,07_)(S7 tu u) = :l:niAz(—hO’_) (U, t) S)? (732)
)+l fire=1,2,4,
T 21 fiiei = 3,5,6.

In Gleichung (7.32) gilt das obere Vorzeichen fiir die (+)- und (0)-Amplituden
und das untere fiir die (—)-Amplitude. Ausgedriickt durch die Isospinampli-
tuden lauten die physikalischen Amplituden

A(yp — nrt) = V2 (AT + AO) |

A(yn — pr7) = V2 (=AD + AO) |
A(yp — pr®) = AQ 4 A, (7.33¢
A(yn — nr®) = —A© 4 AW, (7.33d

Analysiert man den Prozess beziiglich des Isospins des 7N Endzustandes,
miissen die Isospinamplituden wie folgt kombiniert werden:

A = 2A0) 4 A (7.34a)
AR = —AC) A, (7.34b)
A® = 4O (7.34c¢)
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Eine weitere gebrauchliche Isospinzerlegung lautet

1 1
A;(o2) =3 (3A(0) +240) 4 A(+)) 7 (7.35a)
AR — % (3A® —240) — 4D (7.35b)
AG) — A 4 A4, (7.35¢)

CGLN-Amplituden

Driickt man die invariante Amplitude im Schwerpunktsystem durch Pauli-
Matrizen und zweikomponentigen Pauli-Spinoren y aus (vgl. (7.9)), ergibt
sich eine alternative Parametrisierung der invarianten Amplitude:

6
- 4
M = —ietu(py) E Aje, M u(p;) = F\/— } Xi- (7.36)

Jj=1

Der Operator F ist durch die folgende Linearkombination der CGLN-Ampli-
tuden F; (Chew, Goldberger, Low und Nambu) [213| gegeben:

bo— Fe, (7.37)

mit b = e — (€- l%)% Die Beziehungen zwischen den CGLN-Amplituden
F; und den invarianten Amplituden A; aus Gleichung (7.28) sind explizit in
Gleichung (B.2) aufgefiihrt.

Multipolzerlegung

Wie im Fall der Pion-Nukleon-Streuung ist es sinnvoll die Amplitude der
Pionproduktion auf Zustédnde mit definiertem Spin und Isospin sowie defi-
nierter Paritit zu projizieren, also eine Multipolzerlegung durchzufiihren. Das
virtuelle Photon besitzt drei Polarisationsmoglichkeiten A. Die transversalen
Polarisationen A = =£1 resultieren in elektrischen (EL) und magnetischen
(ML) Multipoliibergéngen, wihrend die longitudinale Polarisation A = 0 in
skalaren oder Coulomb- (CL) Multipoliibergingen resultiert. Die transversa-
len Multipole tragen sowohl zur Photo- als auch zur Elektropionproduktion
bei, wohingegen die longitudinalen Multipole nur in Elektropionproduktion

112



auftreten. Koppelt man den Spin des Photons mit dem Relativbahndreh-
impul des Photon-Nukleon-Systems [, ergibt sich fiir den Gesamtdrehimpuls
im Anfangszustand:

I— l,£1 fiir EL (oberes Vorzeichen) und ML (unteres Vorzeichen),
RS fiir CL.

Der Endzustand wird durch den Bahndrehimpuls [ des Pions relativ zum
Nukleon und die Paritét (—1)""! charakterisiert. Der Gesamtdrehimpuls des
Endzustandes j muss gleich dem Gesamtdrehimpuls des Anfangszustandes
sein,d. h. 7 = l:I:% = L:l:%. Unter Beriicksichtigung der Paritdtseigenschaften
der einzelnen Multipoliibergénge, erhilt man folgende Relationen:

CL,EL: (=) =(D""'=|L-1=1,
ML: (=D =(-1D)"=L=1L (7.38)

Die Roperresonanz Pj; mit [ =1, j = % und positiver Paritdt kann dement-
sprechend sowohl durch C'0- als auch durch M 1-Strahlung angeregt werden.
Die entsprechenden Multipole werden mit L,_ bzw. M;_ bezeichnet, wobei
der erste Index fiir den Bahndrehimpuls [ = 1 steht und der zweite den
Gesamtdrehimpuls j =1 — % = % andeutet.

Die Zerlegung der CGLN-Amplituden F; in eine Multipolreihe lautet [216]

Fi

{(ZMH + ) Ply(e) + [0+ DM + B P ()

Mg I[™Ms

)My + M, ]‘Pl/(x)v

~

1

Mg

Ere = M) Pl (@) + (B + My ) Py ()],

~

1

[M]#

(M = By = Mi— B ) Pl(),

o~

2

Mg

o~

0

@+
[
(14 1) Loy Pl () — 1L Pi()],
[

WK

1L LH] Pl(x), (7.39)

=1

wobei x = (t — M2+ Q% + 2qoko) /(2¢k) fiir den Kosinus des Streuwinkels im
Schwerpunktsystem steht und die P(x) Legendre-Polynome darstellen. Die
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Abhingigkeit der Multipole von den Variablen W und k? wurde hierbei zur
besseren Ubersicht unterdriickt. Invertieren der Gleichungen (7.39) liefert fiir
die im Zusammenhang mit der Roperresonanz stehenden Multipole

My = /_ 1 dg [_Pl(m)fl + Tt %(1 _P@)F|, (7.40)
S = /_ 1 d; (Po(2)Fs + Pi(2)Fs) (7.41)

Die allgemeinen Formeln fiir die Multipole als Funktionen der CGLN-Am-
plituden sind in Gleichung (B.1) aufgefiihrt.

7.2.2 Berechnung der Pionproduktion im Bereich der
Roperresonanz

(d)

Abbildung 7.6: Diagramme fiir die Pionproduktion bis Ordnung O(¢?) im
Bereich der Roperresonanz. Bezeichnung geméf Abbildung 7.3.
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Fiir die storungstheoretische Berechnung der Photo- und Elektropionpro-
duktion im Bereich der Roperresonanz wird das Zahlschema aus Abschnitt
3.3 analog zur Pion-Nukleon-Streuung modifiziert. Ein-Roper-reduziblen Dia-
grammen wird eine besondere Bedeutung zugeschrieben, da sie Propagatoren
der Form 1/ [s — (mp + 5)?] umfassen und diese fiir s ~ m% als Ordnung
O(q™?) zéihlen. In Abbildung 7.6 sind alle Feynmandiagramme dargestellt, die
bis zur iiberniichstfiihrenden chiralen Ordnung O(¢?) zu dem Prozess beitra-
gen. Ein-Roper-reduzible Beitrige sind in Diagramm (d) zusammengefasst
und tragen ab nullter chiraler Ordnung bei, wihrend der Untergrund, repri-
sentiert durch die Diagramme (a)-(c), ab erster chiraler Ordnung beitragt.
Die gekreuzten Diagramme sind nicht explizit dargestellt. Die Ausfiihrungen
aus Abschnitt 7.1.2 lassen sich direkt auf diesen Prozess iibertragen, so dass
sich die Diagramme vom Typ (c¢) bis zur Ordnung O(¢?) durch Multipli-
kation der Polbeitrage des angezogenen Roperresonanzpropagators mit der
renormierten Amplitude des 7N R-Vertex (von links) und der renormierten
Amplitude des NmR-Vertex (von rechts) bestimmen lassen. In der betrach-
teten Genauigkeit konnen die Vertices wieder auf die Massenschale gesetzt
werden. Aukerdem miissen neben den gekreuzten Untergrunddiagrammen (c)
nur die zu den fithrenden Baumdiagrammen in (d) gekreuzten Diagramme
beriicksichtigt werden. Die Endergebnisse ergeben sich schlieflich durch die
Multiplikation mit der WFRK:

0L,

INNZy =14 075 + + O(R?). (7.42)

Um eine Multipolzerlegung der Amplitude durchzufiihren, wurden aus
der invarianten Amplitude der Feynmandiagramme zunéchst die sogenannten
Ball-Amplituden [221] extrahiert:

8
M* =a(pr) Y B;Viu(p,), (7.43)
j=1
mit
VI =", Vit =Pt Vi =", Vit = skt
VI =" fys, Vi = ks P*, VI = Fysqt, Vi = skt
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und zu den invarianten Amplituden aus Gleichung (7.29) zusammengefiigt:

Al =1 (B5 + BﬁmN) s (744&)
k- qBs + k*(By+ Bs)
Ay = — 7.44b
2 (k-P) (k2 —2k-q) ( )
Az =1iBy, (7.44c)
Ay = %B& (7.44d)
i
As = 3 T (Bs + 2By + 2Bs) (7.44e)
Ag = —iBs. (7.44f)

Es stellt sich als technisch einfacher heraus erst die Ball-Amplituden zu ex-
trahieren und daraus die invarianten Amplituden zu berechnen, als direkt die
invarianten Amplituden zu extrahieren. Die invarianten Amplituden wurden
anschlieffend geméf Gleichung (B.2) zu den CGLN Amplituden kombiniert.
Anhand der Formeln (B.1) konnten die Multipole aus den CGLN-Amplituden
bestimmt werden. Die erforderliche Integration iiber den Streuwinkel im
Schwerpunktsystem wurde in Mathematica numerisch durchgefiihrt.

7.3 [Ergebnisse der Pion-Nukleon-Streuung
und Pionproduktion

In diesem Abschnitt werden die erzielten Resultate der Pion-Nukleon-Streu-
ung sowie der Photo- und Elektropionproduktion im Bereich der Roperre-
sonanz vorgestellt. Die vorliegenden Untersuchungen beschrinken sich auf
die Pj;-Partialwelle der Pion-Nukleon-Streuung sowie den M;_- und S;_-
Multipol der Pionproduktion. Insgesamt umfasst die Rechnung in der durch-
gefithrten chiralen Ordnung eine grofe Anzahl unbekannter LEC, die zur
numerischen Auswertung der Ergebnisse bestimmt werden miissen. Aufser
den Konstanten cg und ¢7 (siehe Gleichung (5.35)), die an das magnetische
Moment des Nukleons angepasst wurden, werden im Folgenden alle weiteren
LEC durch die Anpassung an empirische Daten fixiert. Unter der Beriicksich-
tigung, dass die Kopplungen d{¢* und d35* in den vorliegenden Rechnungen
nur in der Linearkombination

dyg = 2405 — dNE (7.45)

auftreten, bleiben insgesamt zehn anzupassende Parameter. Das Resultat der
Pion-Nukleon-Streuung hingt mit gg, gyg und dyg von drei unbekannten
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LEC ab, wihrend das der Photopionproduktion noch zusitzlich von c}%,

¥ G und k3 abhingt. Fiir die Beschreibung der Elektropionproduktion
miissen dariiber hinaus noch die Konstanten d}'®, d¥f und k,; bestimmt
werden.

Grundlage fiir die Anpassung der Pion-Nukleon-Streuung stellen die so-
genannten Single-Energy-Fits (SE) der SAID-Kollaboration dar. Diese em-
pirische Analyse geht von einer Parametrisierung der Partialwellen in Form
eines K-Matrix-Ansatzes aus, welche an die SAID-Datenbank angefittet wird
[211]. Entsprechende phénomenologische Analysen wurden sowohl von SAID
als auch von MAID2007 im Zusammenhang mit der Photo- und Elektro-
pionproduktion durchgefiihrt. Die dabei generierten empirischen SE-Daten
fiir die Multipolamplituden stellen hier die Grundlage zur Bestimmung der
unbekannten LEC dar.

Die Anpassungen der unbekannten Parameter wurde dhnlich Abschnitt
6.3 vorgenommen, mit dem Unterschied, dass die Imaginéarteile der anzupas-
senden LEC hier nicht von vornherein vernachléssigt wurden. Im Gegensatz
zu Abschnitt 6.3 treffen die empirischen Analysen auch Vorhersagen iiber
die Imaginérteile der Partialwellen und Multipole, wodurch eine grofere An-
zahl an empirischen Datenpunkten zur Anpassung genutzt werden konnte.
Aus Konsistenzgriinden wurden die Ergebnisse der Pion-Nukleon-Streuung
gleichzeitig mit denen der Photopionproduktion an die jeweiligen SE-Daten
gefittet. Dabei wurden zwei separate Anpassungen durchgefiihrt, die auf fol-
genden Datensétzen basieren:

o Fit 1: SAID-SE-Daten der ﬂ(E/Q)—Partialwelle zusammen mit MAID-
SE-Daten des pM(l,/Q) und an(i/2)—Mu1tipols.

e [it 2: SAID-SE-Daten der Tg/2)—Partialwelle zusammen mit SAID-SE-
Daten des pM(l,/Q) und an(i/Q)—Multipols.

Zur Vermeidung einer zu starken Abweichung der Ergebnisse auf Baum- und
Schleifenniveau, wurden in beiden Fillen simultane Anpassungen der Baum-
und Schleifenergebnisse vorgenommen. Die dabei ermittelten Parameter die-
nen als Startwerte fiir den jeweiligen Fit der Resultate auf Schleifenniveau.
Zusétzlich wurden die Fits der Bedingung unterworfen, dass die zu ermitteln-
den Parameter nur bis zu 50% von den zugehorigen Startwerten abweichen
diirfen.

Die resultierenden LEC sind in Tabelle 7.1 zusammengefasst. Die von
der SAID-Kollaboration angegebenen Fehler fiir die Datenpunkte der Pi;-
Partialwelle liegen teilweise unterhalb von einem Prozent. Diese Prizision
liegt weit oberhalb von dem, was fiir die hier durchgefiihrte storungstheo-
retische Rechnung erreichbar ist. Da sich Fit 1 und Fit 2 nur im zugrunde
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liegenden Datensatz der Photopionproduktion unterscheiden, bezieht sich der
in Tabelle 7.1 angegebene Wert des reduzierten x? ausschlieklich auf die Ab-
weichung der berechneten Ergebnisse von den zugehorigen SE-Daten fiir den
Real- und Imaginérteil des le(l,/ - und an(l,/ 2)—Multipols. Verzichtet man
im Gegensatz zum oben beschriebenen Fitverfahren auf die Einschréankung
der LEC, ergeben sich Parametersitze, die zu einer besseren Beschreibung der
empirischen Datenpunkte fiihren (x%, ~ 3). Die Abweichung zwischen den
Ergebnissen auf Baum- und Schleifenniveau betrigt dabei jedoch mehr als
eine Grofenordnung, so dass die zugrunde liegende Storungsreihe mit hoher
Wahrscheinlichkeit divergiert. Diese unphysikalischen Losungen der Regres-
sionsanalysen treten auf, da der empirische Datensatz zu klein ist, um die
grofe Anzahl an unbekannten Parametern addquat zu fixieren. Wie bereits
diskutiert, existieren im Zusammenhang mit der Roperresonanz kaum expe-
rimentelle Informationen, so dass die Anpassung der LEC an fundamentale
Prozesse nicht moglich ist. Die in Tabelle 7.1 gezeigten Parametersitze im-
plizieren in der betrachteten Ordnung keine Probleme mit der Konvergenz
der zugrunde liegenden Theorie, da Baum- und Schleifenergebnisse aufgrund
des gewihlten Anpassungsverfahrens in guter Ubereinstimmung stehen.

Bemerkenswert ist die signifikante Abweichung der hier bestimmten LEC
von eben solchen, die im Zusammenhang mit den Ubergangsformfaktoren
(vgl. Tabelle 6.1) bestimmt wurden, obwohl die Helizitdtsamplituden des
Ubergangs vom Nukleon zur Roperresonanz mit den Multipolen verkniipft
sind. Die Unterschiede konnen nicht nur auf auftretende Korrelationen zwi-
schen den Parametern zuriickgefiihrt werden. Vielmehr scheint es nicht mog-
lich, mit den hier erzielten Ergebnissen gleichzeitig die empirischen Vorher-
sagen der Multipole und die der Helizitdtsamplituden angemessen zu be-
schreiben. Ein Grund hierfiir konnte die hohe Modellabhingigkeit des MAID-
Ansatzes fiir die Helizitatsamplituden sein. Des Weiteren ist es denkbar,
dass gemaf des verwendeten Zidhlschemas unterdriickte Diagramme nume-
risch wichtige Beitrédge liefern und somit das Zahlschema einer Modifikation
bedarf. Diese Vermutung lasst sich erst durch die explizite Berechnung ho-
herer Ordnungen priifen.

In Abbildung 7.7 sind die zu Fit 1 gehérenden Ergebnisse fiir Real- und
Imaginérteil der Z(E/2)—Partialwelle sowie des le(i/z)— und an(i/2)—Multipols
in Abhéngigkeit der Schwerpunktsenergie W zusammen mit den zugehorigen
SE-Datenpunkten und den energieabhéingigen empirischen Fits dargestellt.
Wihrend die Ergebnisse fiir die betrachteten Multipole der Photopionpro-
duktion in guter Ubereinstimmung mit den empirischen Analysen sind, zeigen
die Resultate der Pion-Nukleon-Streuung eine grofere Abweichung von den
Daten. Insbesondere das Resultat fiir den Imaginérteil der Tl(,l/ 2 _Partialwelle
kann die zugehorigen Daten nur qualitativ beschreiben. Die gleichen Beob-
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NR NR
dr gNR Cs Cr

Fit 1| 1.87+40.75 0.334140.32 0.08+120.73 0.50 +10.22
Fit2 | 1.87+:0.85 0.35+170.37 0.05+21.19 0.56 +1 0.26

Gy ks CZNR X?ed
Fit1|1252—-7029 1.14+¢2.00 —11.69 —1712.68 8.1
Fit 2 | 13.60—-¢0.09 03+:1.20 —-13.06—113.32 12.9

Tabelle 7.1: Zahlenwerte fiir die angepassten Parameter der Pion-Nukleon-
Streuung und Photopionproduktion, wobei c¥B G, und k3 in Einheiten von
GeV~! und dyp in Einheiten von GeV~2 gegeben sind.

achtungen treffen auf die in Abbildung 7.8 gezeigten Kurven von Fit 2 zu.
Im Fall der Pion-Nukleon-Streuung scheint das verwendete Zdhlschema in
der betrachteten Ordnung die Beitrdge des Untergrunds im Vergleich zu den
Poltermen zu iiberschétzen. Durch das Vernachladssigen der Untergrundterme
liefsen sich die empirischen Daten wesentlich besser beschreiben.

Der Zerfall der Roperresonanz in zwei Pionen und ein Nukleon ist nur
leicht gegeniiber dem Zerfall in ein Pion und ein Nukleon unterdriickt [91]. Die
korrespondierenden Beitrige umfassen komplizierte Zweischleifendiagram-
me, die in der hier durchgefiihrten Rechnung aufgrund des zugrunde liegen-
den Zahlschemas nicht explizit beriicksichtigt werden mussten. In Referenz
[209] wurde argumentiert, dass die Vernachlissigung solcher Effekte zu einer
schlechteren Konvergenz im Vergleich zu entsprechenden Untersuchungen in
der Energieregion der Deltaresonanz fithren. Beabsichtigt man eine systema-
tische Berechnung von Zweischleifendiagrammen, scheint es vorteilhaft, ein
Zahlschema zu konstruieren, in dem die auftretenden Entwicklungsparameter
unterschiedlich gewichtet werden. Das Aufstellen eines solchen Zahlschemas
ist zwar komplizierter, die Anzahl zu berechnender Diagramme bis zu einer
gegebenen Ordnung ist jedoch gew6hnlich geringer als bei einem vergleich-
baren Zahlschema mit gleicher Gewichtung aller Entwicklungsparameter.

In der Elektropionproduktion sollte in Zusammenhang mit der Roperre-
sonanz neben dem M;_- noch der skalare S;_-Multipol beriicksichtigt wer-
den. Der S;_-Multipol hingt in der betrachteten Ordnung von den folgenden
drei, bisher nicht fixierten LEC d5' %, d¥" und k4 ab. Diese Konstanten tra-
gen nur fiir Q2-Werte ungleich null bei. Zu ihrer Festlegung wurden die Real-
und Imaginéarteile der pSfl_/ ?_ und nSfl_/Q)—Multipole unter Verwendung des
Parametersatzes von Fit 1 aus Tabelle 7.1 an die entsprechenden Daten aus
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Abbildung 7.7: 71{1/ ?)_Partialwelle der Pion-Nukleon-Streuung sowie le(l,/ 2.

und an(l_/ 2)—Multipol der Photopionproduktion in Abhéngigkeit von W. Ro-
te Kurven zeigen die Ergebnisse mit den Parametern aus Fit 1, blaue die
globalen SAID-Analysen und schwarze die globalen MAID-Analysen. Die
Datenpunkte stellen die Fit 1 zugrunde liegenden SE-Fits dar. Die Multi-
polamplituden sind in Einheiten von 1073 /M, .+ gegeben.
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und an(i/ 2)—Multipol der Photopionproduktion in Abhéngigkeit von W. Ro-
te Kurven zeigen die Ergebnisse mit den Parametern aus Fit 2, blaue die
globalen SAID-Analysen. Die Datenpunkte stellen die Fit 2 zugrunde liegen-
den SE-Fits dar. Die Multipolamplituden sind in Einheiten von 1073 /M +
gegeben.

121



YR R ka

—1.62—-:092 0.03—-170.04 —-10.23+18.64

Tabelle 7.2: Zahlenwerte fiir die angepassten Parameter der Elektropionpro-
duktion, wobei k4 in Einheiten von GeV~2 und die d¥® in Einheiten von
GeV~? gegeben sind.

MAID2007 fiir W = 1.362 GeV in der Region 0 < Q? < 0.2 GeV? gefittet. Die
dabei ermittelten LEC finden sich in Tabelle 7.2. In den Abbildungen 7.9 bis
7.12 sind die W-Abhéngigkeiten der untersuchten Multipole fiir verschiedene
Werte des quadrierten Impulsiibertrags Q? dargestellt. Da die M;_-Multipole
keine Abhéngigkeit von den Konstanten aus Tabelle 7.2 aufweisen, sind die
Ergebnisse aus den Abbildungen 7.9 und 7.10 reine Vorhersagen. Wahrend
der Realteil von an(l_/ ? im Einklang mit den MAID-Vorhersagen ist, weicht
der Imaginirteil fiir steigende Werte von W immer stirker davon ab. Die
Ubereinstimmung des le(i/ 2)—Multipols ist im dargestellten Bereich signifi-

kant schlechter als im Fall des an(i/ 2. Vor allem die Kurven des Imaginar-
teils liegen deutlich oberhalb der empirischen Analyse. Sowohl Real- als auch
Imaginérteil weisen fiir steigende Werte von Q0 eine zu starke Kriimmung im
Vergleich zu MAID auf. Der Realteil des pSfl_/Q)— und nSfl_/z)—Multipols aus
den Abbildungen 7.11 und 7.12 kann im betrachteten Bereich der Schwer-
punktsenergie die MAID-Ergebnisse fiir alle abgebildeten Werte von Q? gut
beschreiben. Die entsprechenden Imaginérteile zeigen insbesondere in der Re-
gion W > 1.36 GeV eine grofere Abweichung von den MAID-Ergebnissen.
Durch die explizite Beriicksichtigung des Rhomesons ldsst sich eine zufrie-
denstellende Beschreibung des S;_-Multipols zu groferen Werten von Q? hin
erzielen. In der betrachteten Ordnung existiert mit k; eine auf den Einbau
des Rhomesons zuriickgehende Kopplungskonstante, durch deren Anpassung
die Q2-Abhiingigkeit von S;_ verbessert werden kann. Zur besseren Beschrei-
bung des M;_-Multipols in der Elektropionproduktion scheint es notwendig,
die storungstheoretische Rechnung auf héhere Ordnungen zu erweitern oder
anders zu organisieren.
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Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

In diese Arbeit wurden verschiedene Anwendungen des Komplexe-Masse-
Renormierungsschemas in chiraler effektiver Feldtheorie behandelt. Das CMS
ermoglicht storungstheoretische Berechnungen von Prozessen mit instabi-
len Teilchen. Innerhalb dieses Schemas wird allen instabilen Teilchen eine
komplexe renormierte Masse zugewiesen, die der Polposition des zugehori-
gen Propagators entspricht. Durch Aufspalten der unrenormierten Masse in
eine komplexe renormierte Masse und einen komplexen Gegenterm zerfillt
die hermitesche unrenormierte Lagrangedichte in zwei Anteile, die einzeln be-
trachtet nicht mehr hermitesch sind. Deshalb verlieren die Cutkosky-Formeln
ihre Giiltigkeit und die Unitaritidt der S-Matrix kann nicht mehr in gewohnter
Weise zu jeder Ordnung in Stérungstheorie bewiesen werden.

Ein Ziel dieser Arbeit bestand darin, mittels einer Modell-Lagrangedichte
fiir die Wechselwirkung eines schweren Vektorbosons mit einem leichten Fer-
mion zu demonstrieren, dass die Unitaritidt der zugehorigen S-Matrix bis auf
hohere Ordnungen in einer Entwicklung in dem Quotienten I'/M erfiillt ist,
wobei I' fiir die Breite und M > T fiir die Masse des Vektorboson steht.
Za diesen Zweck wurden Formeln fiir die Berechnung von Imaginérteilen von
Einschleifendiagrammen mit komplexen Massen hergeleitet, die im Grenzfall
verschwindender Breiten, d. h. stabiler Teilchen, in die Cutkosky-Formeln
iibergehen. Unter Voraussetzung einer reellwertigen renormierten Kopplungs-
konstanten wurde anhand der Fermion-Antifermion-Vorwirtsstreuung die
perturbative Unitaritit der zugehorigen S-Matrix im CMS auf Einschleifen-
niveau demonstriert. In Ubereinstimmung mit den Grundlagen der Quanten-
feldtheorie gelten die hergeleiteten Unitaritdtsbedingungen fiir eine S-Matrix,
die nur stabile asymptotische Zustédnde umfasst. Die hergeleitete Methode
zur Bestimmung von Imaginérteilen lasst sich auf Mehrschleifenintegrale mit
endlichen Breiten verallgemeinern, die komplizierten I'-Abhéngigkeiten der
resultierenden Imaginérteile erschweren jedoch eine Unitaritdtsanalyse zu ho-
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heren Ordnungen in Stérungstheorie.

Die Anwendung des CMS in chiraler EFT ermdglicht das Aufstellen eines
konsistenten Zahlschemas in Anwesenheit resonanter Freiheitsgrade. In den
perturbativen Berechnungen dieser Arbeit wurden die renormierten Massen
als komplexe Polpositionen der korrespondierenden Propagatoren im chiralen
Grenzfall gewdhlt und die Schleifendiagramme an den komplexen Punkten
auf der Massenschale im chiralen Grenzfall subtrahiert. In diesem Sinne stellt
das CMS eine Verallgemeinerung der erweiterten Massenschalenrenormierung
fiir instabile Teilchen dar. Unter Verwendung des CMS wurden die folgenden
Eigenschaften und Prozesse in chiraler EFT berechnet:

e Masse und Breite der Deltaresonanz
e elastische elektromagnetische Formfaktoren der Roperresonanz

e clektromagnetische Formfaktoren des Ubergangs vom Nukleon zur
Roperresonanz

e Pion-Nukleon-Streuung im Bereich der Roperresonanz
e Photo- und Elektropionproduktion im Bereich der Roperresonanz

Fiihrt man die Massendifferenz zwischen Delta und Nukleon als zusétz-
lichen Entwicklungsparameter ein, ldsst sich die Deltaresonanz konsistent in
baryonischer chiraler Storungstheorie beriicksichtigen. Im Zuge der Berech-
nung der Masse und Breite des Deltas bis zur chiralen Ordnung O(¢*) konnte
in dieser Arbeit demonstriert werden, dass im CMS unabhéngig von der Z&hl-
weise des Massenunterschiedes ein systematisches Zahlschema existiert.

Unter expliziter Beriicksichtigung des Pions, Nukleons, der Deltaresonanz
und der Roperresonanz wurden die elastischen elektromagnetischen Form-
faktoren der Roperresonanz bis zur Ordnung O(¢?®) berechnet. Wihrend die
Schleifenbeitrige des Dirac-Formfaktors F; durch die korrekte Beriicksichti-
gung der Wellenfunktionsrenormierungskonstanten das Zihlschema erfiillen,
umfassen die Schleifenbeitrige zum Pauli-Formfaktor F5 zdhlschemaverlet-
zende Terme. Es wurde bestitigt, dass diese Terme analytisch in den qua-
drierten Pionmassen und Impulsen sind und durch die Renormierung auftre-
tender Niederenergiekonstanten absorbiert werden konnen. Anhand des Er-
gebnisses fiir das anomale magnetische Moment wurde demonstriert, dass die
renormierten Schleifendiagramme unabhéngig von der Zahlweise aller auftre-
tenden Massenunterschiede das vorgegebene Zéhlschema erfiillen. Zur nume-
rischen Bestimmung der Ergebnisse mussten Schleifenintegrale mit komple-
xen inneren Massen und komplexen dufseren Impulsen ausgewertet werden.

128



Da sich Zweipunktintegrale fiir komplexe Parameter integrieren lassen, konn-
ten das anomale magnetische Moment und die elektromagnetischen Radien
der Roperresonanz in Form von analytischen Ausdriicken bestimmt werden.
Im Hinblick auf mogliche Untersuchungen im Rahmen der Gitter-QCD wurde
die Pionmassenabhéngigkeit dieser Grofen untersucht. Die dabei ermittelten
chiralen Korrekturen bewegen sich in der gleichen Grofenordnung wie die
im Falle des Nukleons. Fiir die numerische Auswertung der Formfaktoren als
Funktion des quadrierten Impulsiibertrages Q* war es notig, den Imaginérteil
der externen Impulse p? = pfc = 2 zu vernachlissigen. Die Unkenntnis der
auftretenden Niederenergiekonstanten stellte sich als dominante Unsicherheit
in der Rechnung heraus. Aufgrund fehlender experimenteller Informationen,
scheint es unumgénglich, die Niederenergiekonstanten durch Anpassungen an
zukiinftige Simulationen auf dem Gitter zu bestimmen.

Bei der Berechnung der elektromagnetischen Formfaktoren des Ubergangs
vom Nukleon zur Roperresonanz wurde dem Impulsiibertrag des virtuellen
Photons und damit gleichzeitig auch der Differenz zwischen Roperresonanz-
und Nukleonmasse die chirale Ordnung O(q) zugewiesen. Um den Verlauf
der Ubergangsformfaktoren zu grokeren Werten des Impulsiibertrages hin
beschreiben zu konnen, wurde zuséatzlich zur Roperresonanz noch das Rho-
meson eingebaut. Dabei wurde die effektive Lagrangedichte fiir die Wech-
selwirkung zwischen Roperresonanz und Rhomeson analog zu der fiir die
Wechselwirkung zwischen Nukleon und Rhomeson konstruiert. Alle z&hl-
schemaverletzenden Beitrige der berechneten Schleifendiagramme konnten
durch die Redefinition auftretender Niederenergiekonstanten absorbiert wer-
den. Aus den Ubergangsformfaktoren wurden die transversalen und longi-
tudinalen Helizitdtsamplituden extrahiert und die unbekannten Niederener-
giekonstanten mittels nichtlinearer Regressionsanalysen an empirische Daten
von MAID2007 und der CLAS-Kollaboration angepasst. Die entsprechenden
single-energy-Daten konnten zwar durch die Rechnung beschrieben werden,
aufgrund der geringen Anzahl an Messpunkten im niederenergetischen Be-
reich war es jedoch nicht moglich die grofe Anzahl unbekannter Parameter
adiquat zu bestimmen. Auch die bisherigen Analysen der Ubergangsform-
faktoren im Rahmen der Gitter-QCD konnen nicht zur Festlegung der Nie-
derenergiekonstanten verwendet werden, da sie fiir Pionmassen jenseits des
Anwendungsbereich dieser Arbeit durchgefiihrt wurden.

Des Weiteren wurde ein Zahlschema zur Berechnung der Pion-Nukleon-
Streuung sowie der Photo- und Elektropionproduktion fiir Schwerpunkts-
energien im Bereich der Roperresonanz vorgestellt. Es basiert darauf, dass
der fithrende Beitrag zur Breite der Roperresonanz der chiralen Ordnung
O(¢?) ist, wodurch einem Roperresonanzpropagator fiir Impulse nahe der
Roperresonanzmasse die chirale Ordnung O(q?) anstatt O(q~!) zugewie-
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sen wird. Die durchgefiihrten Betrachtungen konzentrierten sich auf die Pi;-
Partialwelle im Falle der Pion-Nukleon-Streuung bzw. den M;_- sowie S;_-
Multipol im Falle der Pionproduktion. Wahrend die Kurven den Verlauf der
empirischen Daten der Photopionproduktion wiedergeben, zeigt sich bei der
Pion-Nukleon-Streuung und der Elektropionproduktion, insbesondere fiir die
entsprechenden Imaginérteile, eine grofere Abweichung von den empirischen
Analysen. Analog den Ubergangsformfaktoren reicht die Anzahl der expe-
rimentellen Informationen nicht zur Bestimmung der unbekannten Nieder-
energiekonstanten aus. Ob der Massenunterschied zwischen der Roperreso-
nant und dem Nukleon ausreichend klein fiir eine gute Konvergenz der Sto-
rungsentwicklung ist, kann erst durch die Auswertung héherer Ordnungen
geklart werden. Um physikalische Observablen wie totale oder differentielle
Wirkungsquerschnitte im Bereich der Roperresonanz untersuchen zu kénnen,
ist es notwendig weitere resonante Freiheitsgrade in der effektiven Lagrange-
dichte zu beriicksichtigen. Dies ist innerhalb des CMS prinzipiell durchfiihr-
bar, aber insbesondere die Beriicksichtigung des Deltas fiihrt bei der Be-
rechnung komplizierter Prozesse wie der Elektropionproduktion selbst unter
Einsatz moderner Computeralgebrasysteme zu technischen Schwierigkeiten,
da hierbei eine Vielzahl an Diagrammen mit hohem Tensorrang zu bertick-
sichten wire. Eine Moglichkeit die Anzahl der zu berechnenden Diagramme
zu reduzieren, ist durch die Modifikation des hier eingesetzten Zahlschemas
gegeben. Das Aufstellen eines modifizierten Zéhlschemas konnte dariiber hin-
aus zur Losung des Problems beitragen, dass die Nukleon-Bornterme in der
vorliegenden Rechnung iiberschitzt werden. Ein alternativer Losungsansatz
fiir dieses Problem ist die Unitarisierung der Untergrundbeitrige im Rah-
men der unitarisierten chiralen Stérungstheorie (unitarized chiral perturbati-
on theory).

Zusammenfassend lisst sich festhalten, dass die im ersten Teil der Ar-
beit durchgefiihrte Untersuchung der perturbativen Unitaritdt im CMS einen
wichtigen Beitrag zur Etablierung dieses Renormierungsschemas fiir (effek-
tive) Quantenfeldtheorien mit instabilen Teilchen darstellt. Die anschliefien-
den, im CMS durchgefiihrten Berechnungen sollten als erster Schritt in der
konsistenten Beschreibung der Roperresonanz in chiraler EF'T und der sys-
tematischen Untersuchung von Reaktionen im Bereich der Roperresonanz
betrachtet werden.
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Anhang A

Definitionen

e In dieser Arbeit werden natiirliche Einheiten verwendet, d. h. A = ¢ =
€p = 1, wodurch sich fiir die Elementarladung der Wert e = v4ra ~
0.303 ergibt.

e Da die elektromagnetische Kopplungskonstante o ~ 1/137 sehr klein
ist, werden alle elektromagnetischen Prozesse in der Einphotonaus-
tauschndherung betrachtet.

e Fiir die numerische Auswertung der Schleifenintegrale werden die physi-
kalischen Werte der auftretenden Parameter aus Tabelle A.1 verwendet.
Der Unterschied zwischen den physikalischen Werten und denen im chi-
ralen Grenzfall ist jenseits der betrachteten Ordnungen. Der 't Hooft-
Parameter wird = 1 GeV gesetzt.

e In der Definition der elektromagnetischen Formfaktoren der Roperre-
sonanz und des Ubergangs vom Nukleon zur Roperresonanz wurden
Spinoren mit komplexen Massen eingefiihrt. Eine explizite Darstellung
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my | M z ZA Fr | ga g1 ga

0.94 | 0.14 1.365—%0.19 1.21—%0.10 0.09 | 1.26 | 9/5¢g, | 1.127

Tabelle A.1: Zahlenwerte fiir die verwendeten Parameter, wobei die Massen
und F in Einheiten von GeV gegeben sind und die g; dimensionslos sind.

lautet [24]

vV z+po

—Pz Pz —1p
Vit 0 75 —Usw )
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Z+ Do
U}(p, 2) = Pz —ipy )

Vz+po

—Pz

Vz+po
w(p,2) = ( Vit —BER P ) . (A1)
Sie erfiillen die Dirac-Gleichung,
(p—2)w=0,
w(p—2)=0, (A.2)

und fiir die Summe iiber die Spinprojektionen ergibt sich das Resultat

Z w(p,i) w(p,i) =p+ 2. (A.3)

%

Im Gegensatz zu Spinoren mit reellen Massen gilt jedoch

w(p,i) #w'(p,i)v0. (A.4)

A.1 Cauchy’scher Hauptwert

Verhilt sich der Integrand von [ dxzf(z) so, dass das Integral f: dz f(x) fir
den Punkt b € (a,c) divergiert, bezeichnet man den Grenzwert

lim (/b dz () +/b+ da:f(a:)) _p (/abd:cf(x)) (A.5)
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als Cauchy’scher Hauptwert des obigen Integrals [222]. Unter Verwendung
des Hauptwertes ldsst sich die hilfreiche Identitét [113]

(xtie) =P (i) Find(z) (A.6)

beweisen!. Dafiir schreibt man die linke Seite der Gleichung als

T F 1€ T

= F1 )
IL‘2—|—62 l‘2+€2 ZL‘2—|—€2

(A7)

Der erste Term auf der rechten Seite verhélt sich wie 1/z fiir x > € und
verschwindet im Grenzfall x — 0. Er besitzt somit die Eigenschaften des
Hauptwertes 73(%) Fiir verschwindendes € ergibt die Integration des zweiten
Terms iiber x den Wert 7. Der Term verhélt sich im Grenzfall e — 0 somit wie
7 (z), woraus die Identitét (A.6) folgt. Formel (A.6) stellt eine Distribution
dar und ist erst durch die Faltung mit einer Testfunktion definiert:

F(x)
li d
Eir(?* xl' +ie

=P / dx@ F iﬁF(O). (AS)

In dieser Form ist die Identitit als Sokhotski-Plemelj-Weierstral-Theorem
bekannt [223].

A.2 Gamma- und Betafunktion

Die Gammafunktion stellt eine Erweiterung der Fakultit auf die reellen und
komplexen Zahlen dar. Sie kann durch die Euler’sche Integraldarstellung,

[(z) = /000 t~te~tdt (A.9)

definiert werden, falls z eine komplexe Zahl mit positivem Realteil ist. Durch
analytische Fortsetzung wird diese Definition auf alle komplexen Zahlen er-
weitert. Wie man durch partielle Integration zeigen kann, erfiillt die Gam-
mafunktion die Funktionalgleichung

L(z+1) =z2I(2).

Sie besitzt einfache Polstellen fiir alle nicht positiven ganzen Zahlen, z =
0,—1,—2,---, mit den Residuen

Res(I', —n) = (—nl!)”.

' Die Identitéit wurde zur Herleitung der Cutkosky-Regeln in Abschnitt 3.1.1 verwendet.
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Aufserdem geniigt die Gammafunktion der folgenden Laurentreihenentwick-
lung:

00
korl

T(z)= ) WF(Z)

k=-—1

2k 1
Gz 0ok

z=1

Die k-te Ableitung der Gammafunktion ist dabei durch

T )= / et ()t

dzk 0
gegeben und v := —I"(1) = 0.577... stellt die Euler-Mascheroni-Konstante
dar.

Das Produkt zweier Gammafunktionen,

F(J:)F(y):/ / e " Yy ¥ tdudv,
o Jo

lasst sich durch die Variablentransformation v = zt,v = z(1 — t) wie folgt
umschreiben:

['(z)T(y) :/ e_zz“y_ldz/ "1 —t)vde,
Jo 0

J/

' '

=I'(z+y) =:B(z,y)
I'(2)I'(y)

= B(z,y) = Tty

(A.10)

Die in Gleichung (A.10) definierte Funktion B(z,y) heift Euler’sche Beta-
funktion oder Euler’sches Integral 1. Art.

A.3 Hypergeometrische Funktionen

Mit Hilfe der Gammafunktion ldsst sie die verallgemeinerte hypergeometri-
sche Funktion durch die folgende Potenzreihe definieren [224, 225|:

A Tk+a) vp T
nFm(ar, - anbr bns2) =Y =[] (F(al-) )Hr(k(+>z)j)' (A.11)

k=0  i=1 j=1

Haufig werden fiir die Definition der hypergeometrischen Funktion auch die
Pochhammersymbole (a),,

(a)k:a(a+1)(a+2)---(a+k—1):% mit  (a)y = 1,
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verwendet. Ein wichtiger Spezialfall der verallgemeinerten hypergeometri-
schen Funktion ist die Gaufs’sche hypergeometrische Funktion o F(a, b; ¢; 2):

n=0

_ [(c) i 2"T'(a+n)I'(b+n)

n! I(c+n) ' (A.12)

n=0

Der Konvergenzradius der hypergeometrischen Funktion betrigt eins. Die
analytische Fortsetzung von o F(a, b; ¢; z) auf einige andere Argumente lautet
224, 225

o (a,b;c;2) = (1 —2)70 oy (b, c—a;c; ﬁ) (A.13a)
['(e)(c—a—1b)
- Fi(abiat+b—c+11—
Te—al(c_p) 21@batb—ctlil—z)

L(c)'(a+b—c)

O T

X o (c—a,c—bc—a—b+1;1—2) (A.13b)
% (—2)7" o1} (b,1c+b;1a+b;%213 )

+% (1—2)" 2R (b,c—a;b—a—l—l; 1(1AZ1>3(.1)

Eine niitzliche Integraldarstellung ist gegeben durch

['(c)

o F1(a,bic; z) = m/{) do 2711 —2) 1 -z )"
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Einige wichtige Spezialfille der Gauf’schen hypergeometrischen Funktion
lauten [224]

L(e)l'(c—a—10)

Fi(a,b;c;1) = fir be Z —a—b
o Fi(a,b;c;1) e —a)T(c— 1) irbeZ <0V Re(c—a—>) >0,
(A.14a)
F¢+1rb—a+1
o F(a,b;e;—1) = G+ (b a+l) fira—b+c=1, (A.14b)
Fo+1I'(5 —a+1)
1 rHri b
gFl(a,l—a,b,—): (%) (2+(11+ )’ (A14C)
27 T(3+a)l(5+0)
In(1 —
JFi(1,2:3;2) = — 227 n(l—z) (A.14d)

A.4 Legendre-Polynome

Die Legendre-Polynome P, () sind Polynome n-ten Grades und stellen somit
weitere Spezialfille der Gault’schen hypergeometrischen Funktionen dar:

oo t5) S () ()

=: P,(x). (A.15)
Héaufig werden sie durch die Rodrigues-Formel dargestellt:
1 d” n
P, (z) = — [(z*=1)"]. Al
)= g (2] a0

A.5 Dilogarithmen

Der Dilogarithmus (auch Spence-Funktion genannt) spielt bei der Berech-
nung skalarer Dreipunktfunktionen eine wichtige Rolle und kann wie folgt
definiert werden:

o0 n

z3Fy(1,1,1;2,2; 2) :Z% =: Lis(2). (A.17)
n=1

Eine alternative Darstellung ist iiber das folgende Integral gegeben:

Lis(2) = —/0 ; 111(32 dt mit J|arg(z) < 7|

= /1 M dt. (A.18)
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Es gilt die Beziehung
2
Lig(2) 4+ Lig(1 — 2) = o In(z) In(1 — 2). (A.19)

Die Verallgemeinerung des Dilogarithmus wird als Polylogarithmus bezeich-
net und ist folgendermafsen definiert:

Lig(2) = ;—z
(é__l):)! /0 1;1;(/2 dt, mit |arg(z) < . (A.20)
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Anhang B

Elektropionproduktion

In Gleichung (7.39) ist die Multipolentwicklung der CGLN-Amplituden ge-
geben. Aus der Invertierung dieser Gleichungen folgt fiir die Multipole [218|:

U dx [
B = /1m 371—B+1f2+—(ﬂ 1 — B)Fs

20 +
[+1
+ m(Pl — B+2)f4)] ;
dz I+1
E_ = / o PF, — P F — ST 1(Pl 1 — Pi)Fs
+ — : (P, — Po)F.
2l 1 I — L2 41,
1
/ i+1 [Pz}] — PaFy - ST 1(Pl 1— Pl+1)~7:3] ,
1
M,_ = / [ PF + P Fo+ QZ—(Pl 1— Pz+1).7:3} )

Sz+:/ l+1 (P Fr + PFg),
dx
/ S (PLAFr+ PFs). (B.1)

Die CGLN-Amplituden als Funktionen der invarianten Amplituden lau-
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ten [219, 220]

W —-—m
Fi= 87T—I/VN\/(E1 —l—mN)(Ef +mN) [Al + (W — mN)A4
2myvp Q?
_ENVB g A + — A
W—mN( ’ 4)+W_mN 6]

W +mpy E;, —my
= \/ —A W + A
72 8rW 4] Ef—{—mN[ 1+ ( mx) Ay

2
_%mg—mw%w% o
Fy= %!qﬂ V(B = ma) By -+ mi) [ZVZZ(V_VT ;rvl:)Q .
+ Az — Ay — %;NAS]’
Fi = %’WM[ N 2M/ZZ(V_‘/2in§'V”LIV+)QQAZ
+A3—A4+W?—2mNA5]’

k’o Ef—l—mN 3 o)
= \/ E; A 4 W — ko) — kW
f5 8tW Ei —|—mN {( +mN) ! + |: mNVB( 4 0>

1
+qo(W? —m3, + 5@%] Ay + [qo(W + my) + 2mpyvp]As

+[(Ez + mN)(W — mN) — qo(W + mN) — 2mNVB]A4

+(2myvEko — Q%) As — (E; + my)(W — mN)Aﬁ}a

Fe = fold] — (B —my)A + [EQW—
3 1
4mNVB<W - Zl{io) - qO(W2 - m?v + §Q2>:| Ag + [qo(W — mN)

+2mNVB]A3 + [(Ez — mN)(W + mN) — qo(W — mN)
—2mnvplAs + (@Q% — 2myviko) As

— (Ei —my)(W + mN)Aes}, (B.2)

. t—M2 2
mit vp = (=Mt Q) 477’;;:@ )
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Anhang C

Skalare Integrale

In dieser Arbeit wurden alle zu berechnenden Schleifendiagramme unter Zu-
hilfenahme des Programmpakets FeynCalc auf skalare Einschleifenintegrale
reduziert. Fiir die numerische Auswertung der skalaren Integrale wurde die
Bibliothek Loop Tools [169] genutzt. Da zur Renormierung der in dieser Arbeit
auftretenden Schleifendiagramme das CMS verwendet wird, stellen die Mas-
sen instabiler Teilchen komplexwertige Parameter dar. Integrale mit mehr
als zwei inneren Linien kénnen mit Hilfe von LoopTools nicht mehr fiir eine
beliebige Konfiguration komplexer Parameter berechnet werden.

Im Folgenden werden alle in dieser Arbeit benotigten skalaren Einschlei-
fenintegrale in dimensionaler Regularisierung definiert:
Integral mit einer inneren Linie:

A (m?) = (mp) " / Tk (C.1)

im? k? —m?2 + 10+

Integral mit zwei inneren Linien:

(2mp)* ™" / A"k

BO (pza m%a m%) =

im? (k%2 —m? +i0%][(k + p)? — m3 +i0F]
(C.2)
Integral mit drei inneren Linien:
Co(p?’ (pf - ]%)2727307 m%? m%? mg) =
(2mp)* ™" / A"k
e (k2 —m?2 4+ i0%][(k — p;)? — m3 + i0F][(k — ps)? — m3 + 0]
(C.3)

Die 10" Terme geben im Falle reeller Massen an, wie die jeweiligen Pole be-
handelt werden. Sie konnen fiir komplexe Massen weggelassen werden. Die
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By-Funktionen sind symmetrisch unter Vertauschung der letzten beiden Ar-
gumente. Bei den Cy-Funktionen fiihren die folgenden Permutationen der
Argumente auf gleiche Ergebnisse:

C()(p'?a q27p§'7 m%a mga m?’,)v CO(p?'J q27p127 m%a m§7 mg)v
CO(pzzap?% qzv m%a m%? m?&)) C’O<q27p?‘7p?a m%a m§7 m%))
C()(piapgaqamgam%?mg)v CO(qZJP'?Jp?'?mg?mg?m%)’ (04)
Unter Verwendung der Definition
A= D )+ ) (C.5)
= — — [In(47 :
1672 | n—4 2

lauten die expliziten Ausdriicke fiir die skalaren Integrale mit einer und zwei
inneren Linien

2
Ay (m?) = (—1677) [2m2)\—|— %m (%)} : (C.6)
2 2 9 2 In (m%) 1 2F1 (172§3§W)
By (p 7m1>m2) = <_167T ) 2) - ]2 + 1672 + 39772
1 m2 m2
1+ —2 | (1,231 + —2
*3%2[ +m%<w—1>] : < h +m%<w—1>> |

(C7)

mit

mi —mj +p* +/(mi —m3 + p*)* — dmip®
2m? '

w =

Fiir den Fall, dass p?, m? und m3 € R sind, lésst sich das Ergebnis der
skalaren Zweipunktfunktion schreiben als

ln <m> 1
By (p*,mi,m3) = (—167r2){2)\+ A

2 1672
2 9 2 9
x {— R (@> - F@)H,
p my D
C.8)
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V2 —1In(-Q—-vQ2-1) fiir Q < —1,
F(Q) =< V1 — Q2 arccos(—9) fir -1 <0 <1,
V2 —Th(Q+ V2 -1) —iny/Q2 -1 fiir 1 <Q,

o Pomi—m

2m1m2

Explizite Ausdriicke fiir die skalare Dreipunktfunktion unter Verwendung
von Spence-Funktionen sind in den Referenzen [143, 226] gegeben. Eine alter-
native Darstellung in Form von sogenannten Appell-Funktionen [227], eine
Erweiterung der hypergeometrischen Funktionen auf mehrere Variablen, fin-
det sich in Referenz [228]. Allerdings sind diese Ergebnisse nicht fiir beliebige
komplexe Massen und Impulse giiltig.

Die Imaginéarteile der Zwei- und Dreipunktfunktionen mit reellen Massen

und Impulsen sind gegeben durch

A(p?,mi, m3)

Im [By (p*, my, m;)| =7 2 O(p” — (m1 +my)?),
(C.9)
ln a+p
<a_ ) @(Pf — (my + m2)2)7

Im [Co (p}, p3, p3, M3, M3, m3)| = T—met
Ap3,p3,p3)
(C.10)

mit

Mz,y,2) = (x —y — 2)2 — 4yz,
a = pi(pi + 2m3 — (3 + p3 + mi + m3)),

B = A2 m2 m)A B 73 p3).
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Einige niitzliche Beziehungen zwischen den skalaren Integralen lauten

Ag (m3) — Ao (m3)

BO (07 m%a mg) = m% _ m% ) (Cll)
Ag (m?)
2 2y _ 710
By (0,m* m?) = R 1, (C.12)
A 2
By (m?,0,m?) = 075;1 )11, (C.13)

2 2

Co(p2707p27m%7m27m2 QBO (p27m%am%)

)= o
1
my — 2m3(mi +p?) + (mi — p?)?
X |(m3 = m3 = p?) (Bo(p?, m3, m3) — 1)
_m3+mi

2
m2 E Ag(m3) 4+ 2A¢(mi)|. (C.14)

Fiir die Berechnung der Roperresonanzradien bendtigt man die Ableitungen
der Zwei- und Dreipunktfunktionen nach den Impulsiibertrigen —Q? = ¢
an der Stelle t = 0. Fiir die Zweipunktfunktionen ist die Ableitung gegeben
durch

i (215451 2)
6m3
mi —mi + 240 (m3)m3 — 2Ag (m3) m?
2(mi —m3)3 ’

0
g Do (tmimy)| =

ot

0
En By (t, m2, m2)

1
6m?

| o
In Referenz [172] wurde gezeigt, dass sich die Ableitungen der Dreipunktfunk-
tionen allgemein als Summe aus Dreipunktfunktionen und Ableitungen von
Zweipunktfunktionen schreiben lassen. Da die Radien an der Stelle ¢ = 0 aus-

gewertet werden, reduziert sich die hier bendtigte Ableitung zu einer Summe
aus Ein- und Zweipunktfunktionen:

0 1
% C’O(pQ,t,pQ,mf,mg,mg)‘tzo =5 Ko+ K Ag(m?) (C.15)

+ Ky Ag(m2) + K3 Bo(p?, m?,m3) |,
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mit
D= 6m3p? [md —2 (497 m? + (3~ 1)"]
Ko =p* |3 (md = (%)) m3 — (m = p?)" = m§ — (m3 — 3p%) mi| |
Ky = m [mi =2 (m3 + 3p) mi + (m3 — p*)°] .
Ky =2 (mi + p*m3 — 200%)?) m3 — (m3 — 3p*) mi — (m3 — )",
Ky = m3 [3(m3 +7%) md = 3 (i — (2)) m3 + (3 — )’ —m] |

Fiir die Bestimmung der Abzugsterme werden schlieflich noch zwei wei-
tere niitzliche Ergebnisse angegeben [229]:

e A =T

—m? 4 10%) imn/? I'(a)
d"k (p?)M2= 2P a+ B —n/2
/ K2+ 0T [k2+2p-k+i07)°  im 2 Tln—a-—/g
x I'ln —2a — g]. (C.17)
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Anhang D

Ergebnisse

D.1 Imaginarteile fiir Einschleifenintegrale mit
komplexen Massen

In diesem Abschnitt sind die expliziten Formeln fiir die in Abschnitt 3.1.2
benotigten Imaginérteile hergeleitet. Um die Notation zu verkiirzen, werden
die folgenden Abkiirzungen eingefiihrt:

d (k%)
D (k?)

(k:2 — m2)2 + €2,
(K — M?)* + M2,

Damit ergeben sich die Propagatoren aus den Gleichungen (3.10) und (3.20)
zu

k?_m2

Ar (k) = e —imd (p* —m?)
2 _ 2

Ny oM T

Der Imaginarteil eines Integrals der Form

) d'k d4q d! 454 454
I, = Z/ (271')4 (27‘(‘)4 (271')4 (27T) ) (k—i—l—pl) (27‘(‘) ) (k’—|—q _p2)

x AN'(k)Ap(q)Ap(l)

_ Z/ (;1%1;;4 A(B)Ap(ps — k)Ap(py — k) (D.1)

147



welches die Propagation eines stabilen und zweier instabiler Teilchen umfasst,
lautet

nlt] = [ ooy ony (270051 =) (84—

X{kQ—MQ(f—lez—m? k2 — M2

DU ) A D) "o - m) o —m)

MT ¢*—m? 2—m2—MF l2—m27T 2 _ 2
"o @ ™) D awy " )}'
(D.2)

Zur Umformung von Gleichung (D.2) wird die folgende Identitét verwendet:

_ d*'k dYq¢ dY gl B )4se _
0= /(2@4(2%)4(2@4@ Vit (k + L pr) (2m) 64k + g — pa)

x Ay (k)Ar(q)Ar(l) -

Bildet man den Imaginérteil auf beiden Seiten, erhilt man

- d*k dY¢ dY g B )45t _
0= /(%)4(%)4(%)4 (2m)'54(k + 1 — p1) (2m)*6*(k + ¢ — po)

k2—M2q2—m2l2—m2 k2 _ M2
“1 D) d@) d@) D)

8(q* — m?) 5(1* — m?) o0,

MT ¢ —m?

"o a7,
+ lé\?k:l;) ldzl:)l 7(¢* —m?) aqi—ZJr O(FQ)}- (D-3)

Subtrahiert man Gleichung (D.3) von Gleichung (D.2), liefert dies

ulF) = Gy e (27— ) )6 =)

B2 —M? 0, 2\ 572 2
X{—Wﬂ' 3qg=—m?)d(l* —m*) (1 —o,00)

MT (1—1—01%) ¢ — m?

o ap o
MT <1+aq§—g) Pow L 2
- Jp) ™ot =)+ O )} . (D4
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Der erste Term aus Gleichung (D.4) entspricht dem Zerschneiden der beiden
Propagatoren stabiler Teilchen, wihrend die beiden iibrigen Terme dem Zer-
schneiden von jeweils einem Propagator eines stabilen und eines instabilen
Teilchens entsprechen. Diese beiden Terme sind erwartungsgemafl proportio-
nal zur Breite I".

Auferdem benotigt man noch das Integral

[ A% dlq dY d'p 454 454
I3 = Z/ (2m)4 (27)4 (27)* (27)* (2m)* 0" (k +p1 —ps — q) (2m)"0" (k +p1 — 1)

x (2m)*0* (k — p2 + p) A" (k) A () Ap (1) Ar(p)

= 2/ ((217:;4 A (K)A (p1 — ps + k)Ap(p1 + k) Ap(p2 — k), (D.5)

dessen Imaginéarteil durch

_ [ Ak diq U dYp o
|| = / (2m)* (2m)* (2m)* (2m)* SO

x (2m)*0* (k + p1 — 1) (2m)*6*(k — pa + p)
2 Af2 2 A2 72 02 02 02
" {k M q*— M= 1*—m* p>—m

D(k*)  D(¢*) d(?) d(p?)
k* = M? ¢* = M? 2¢/72 2 2 2
— DD D) m0(l* —m*) 6(p° —m*)
MT MT ?—m?p?>—m?
D(k?) D(¢*) d(?)  d(p?)
2 a2 .2 .2
M ¢ -=Mp m7r(5(l2—m2)
D(k*) D(¢*)  d(p?)
MT ¢*— M? 1?2 —m?

" D0 Dig) @ "W )
K2 — M?* MT p?>—m? 9 9
"D D@ dpp) "o )
R MD P
D) D(¢?) dw) "7
L
+mmﬂ5(l )mo(p )} (D.6)
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gegeben ist. Um Gleichung (D.6) umzuformen, betrachtet man

_ A Al 4N A — s — q) (2m)6% _
0= /(27T)4 (27)% (2m)* (27)* (2m)%0%(k +p1 —ps —q) (2m)° 6" (k+p1 — 1)

x (2m)*6* (k — p2 + p) A () Ay (9) Aa(D) Ar(p)

_ 7,/ (;’; A (R)A (91 — ps + B)Aa(pr + B)Ar(ps — k). (D.7)

Der Imaginérteil hiervon lautet

B d*k dY¢ d'1 d'p
o= | 2m) ()7 (2m)? (2m)F

(2m)*6* (k4 pr — ps — q) (27)*6*(k +p1 — 1)

B2 M2 g2 — M2 12 —m? p® — m?
D(k?)  D(q¢?) d(1?) d(p?)

x (2m)*6* (k — p2 + p) {

k2 _ M2 q2 - M2
D(k*)  D(¢?)
MTE MT® 222 e
- D(k2) D(q2) d(l2) d(p?)
MT 2 2 M2 p?—
D(kz) D(QZ) d(p?
MT k 2 M2 2
+ £ 4 £ Td(p° —
D(k?)  D(¢?)  d(P?
k2 — M2 MDUE 22
- D(?) D(¢®) d(p?
K2 — M2 MU 12—
D(k?)  D(q?) d(?
MTk MT 2

" D) D(q2)q To(1> —m?)wo(p* — m®) 010, + O(FQ)} . (D.8)

w5(1* —m?) §(p* — m?) oy 0,

(1% — m?) oy

T 8(1% —m?) oy

wo(p* —m?)
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Subtrahiert man Gleichung (D.8) von Gleichung (D.6), erhiilt man schlieflich
d*k di¢ dY d'p
Im[I5] = 2745 —p3 —
i) = | G ooy Gy (270 ==
x (2m)*6*(k +py — 1) (2m)*6*(k — p2 + p)

K= M? ¢ = M* 2 _ 2 2 _ 2 oo
{_ D(]CQ) D(q2) 7T(5(l )6(]) )(1_'_ l P)

MT (1—5—°g—> MT 2 —m? p® — m?
D(k?) D(¢?) d(®)  d(p?)

_MF(l_ko >q2_M2p2_m2ﬂ-5<12_m2)
D(k?) D(¢?)  d(p?)
- MT (1—}-?—2%) ¢ — M? l2_m2ﬂ5< 2_m2)
D) D) d@) "V
- 22 MT ( —g—zal> pz_mzﬂé(ﬁ_m2)
D(k?) D(¢?) d(p?)
k2_M2MF<1—|——Up)l2_m ) ) )
_ B0 D) T md(p® —m*)+ O )}

(D.9)

Der Imaginérteil des Integrals ist durch die Summe aller méglichen Schnitte
durch Propagatorpaare gegeben. Obwohl der Schnitt durch die beiden Pro-
pagatoren instabiler Teilchen (zweite Zeile in geschweiften Klammern) formal
der hoheren Ordnung ist (~ O(T'?)), wird er der Vollstéindigkeit halber auf-
gefiihrt.

Bis zur betrachteten Genauigkeit kénnen in den Gleichungen (D.4) und
(D.9) die Ersetzungen 2® — o, vorgenommen werden. Den Grenzfall ver-
schwindender Breiten erhalt man dann durch die Ersetzung M T' — M I'+e.
Fiir ' = 0 fiihrt dies im Limes ¢ — 07 auf die Cutkosky-Regeln fiir Schlei-
fenintegrale mit reellen Massen [45].

Mit Hilfe der Ergebnisse (D.4), (D.9) und (3.29) kann die perturbative
Unitaritat der Streuamplitude aus Abschnitt 3.1.2 auf Einschleifenniveau im
CMS gezeigt werden.

Schlieflich wird noch gezeigt, dass sich die obige Methode zur Bestim-
mung von Imaginérteilen unmittelbar auf Zweischleifenintegrale mit kom-
plexen Massen verallgemeinern ldsst. Dazu wird exemplarisch das folgende
Zweischleifenintegral betrachtet, welches die Propagation eines stabilen und
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zweier instabiler Teilchen beschreibt:
d'k dY¢ dY
J(p) = 2m) '8t (k I —p)Ar(k)A'(g)A'(1). (D.1
)= [ Gt Tomys 03 k4 L= DALBA @A) (D.10)
Der Imaginarteil des Integrals lautet

Im[J(p)] = / ((217:;4 ((21754 ;T;L 2m) 0 (k+q+1—p)

L[ emre—w Mr R —m? MD 2
W07 D@ D@ 402 D@ D@

2 2 12 2

s @ MPE M
R PRI

9 o MI MT
+7T5(k _m)—D(QQ)m
(D.11)

Zur Vereinfachung des ersten Terms aus Gleichung (D.11) nutzt man den
Imaginarteil der Identitit

[ d'%k dYq 4ot ,
0=1 /WW (2m)°6%(k + ¢ + 1 — p)Aa(k)AR(q),

(D.12)
welcher gegeben ist durch
d*k dq
= / (2m)* (2m)* (m)'oi(k + g +1 =)
kQ_mzqz_Mz MFg—O
§(k* —m? <+ O(T? D.1
" [ ) i@ W ) ey +O] - (D19)
Umformen von Gleichung (D.13) liefert die Beziehung
d*k  d%q k2 —m? ¢ — M?
2m) 46t (k [ — =
| i o ) S
d'k  dYq MT Loy,
— 2m) 6t (k [ — §(k* —m?) ———2— +O(I?
[ Gayitants 26t =) wd (2 = ) —5 S+ 0(r)
(D.14)
Analog dazu lassen sich aus den Identititen
d'k d4q 44 /
0=1 / 2m)i (2n)t (2m)* 0% (k4 g+ 1 — p)Aa(k)AR(D),
0= / d'y (2m)* 6 (k + g+ 1 — p) A4 (9) A% (D) (D.15)
=Y (27‘(‘)4 (27‘(’)4 m q P)RAA\q)AR\L), :
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die folgenden Beziehungen herleiten:

k2 - m2 12 - M2 B
d(k?)  D(?)

d*k  d* 4 B
/W(%)4 @m) 54 (k+q+1—p)

4 4 MThs
_/ Ch A oyish kg1 - pymd (2 — m?) ——= 78 L or?),

d'¢ d" . @ — M? 12 — M?
2m)*0* (k I — =
/ (@r)o(k +a+1=p) "5 ~p
dlqg dY MT2 MDY
— | =3 2m)*ot (k - : : rYy. (D1
Durch Einsetzen von Gleichungen (D.14) und (D.16) in Gleichung (D.11)
erhdlt man das Endergebnis fiir den Imaginérteil:

/d4k diq dU
(2m)* (2m)* (2m)*

Im[J(p)] =

@m)'6'(k+q+1—p)mé (K> —m?)

& & 5l> 5
. D@ D(E) +o)

d*k diq dY
_ 9454 . 2 2
/(2ﬂ)4(2ﬂ)4 (27T)4(7r)5(k+q—|-l p)mé (k* —m?)
M?*T? (1 + oyo, + o0, + 0401)
D(g*)D(1?)

M?2T2 <1+qu—0+0k%+q_ol—0

+0(T?). (D.17)

In fiihrender Ordnung [O(T?)] ist der Imaginirteil des Zweischleifenintegrals
somit durch den gleichzeitigen Schnitt aller drei Propagatoren gegeben.

D.2 Elastische Formfaktoren der Roperresonanz

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse fiir die elektromagnetischen Form-
faktoren der Roperresonanz in Form von skalaren Integralen dargestellt. Die
Impulse der Roperresonanz liegen auf der Massenschale, p? = p} = 22 Dader
Unterschied zwischen den jeweiligen physikalischen Massen und den Massen
im chiralen Grenzfall der Ordnung O(q?) ist, wird er in den Schleifenintegra-
len nicht beriicksichtigt. Aufserdem werden noch die folgenden Notationen
eingefithrt: 7" = Fi und F}*™ = @', Die Baumgraphenbeitriige lauten

po 11T
2

—z (ngg +2 df) t,

a® — mp (27-3 Cgi + c?) + % (T3dg + 2d$) t
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Die Schleifenbeitrage zu F7™* sind gegeben durch

2
INRT3
P2 - ?)Qggzpﬂ{(m — 2r)Ap (m®) + (m — zr) Ag (M?)

+ (m + zg) [(m — 2g)? — M2] By (z?%,m2,M2)},
F3— gnr(Ts —3)

256 F2zpm? (t — 42%)
+t] 4+ 240 (M?) (42 — t) [22r (m* + 2}) + mt] + (m + 2R)

> {_Q(m +2r) Ao (m*) (42 — 1) [2(m = 2r) 2R

x 2By (23, m?, M?) (—16 (=m® + zpm? + (M? = 2§) m + 23,) 2},

+ (—m3 + 11,ZRm2 + (M2 — 15/2%2) m + 52% — 7zRM2) tzr

— ( 2—2sz+212%—M2)t2>

T p(m+ zR){t (t = 423) — By (t,m2 m?)

X [16 (m2 — 2zpm + 25 — M2) 2h A+t 42 (m2 + dzpm — T2% — MQ) t]
+2C) (z%,t, 212%, M? m?, m2) [8 <m4 —2zpm> +2 (2123 — MQ) m?

—2 (2% — 2RM?) m + (2% — M2)2>z]2% + (m — zg)%? + <m4 + 4zpm?®

—2(7212.%4—M2) m2—|—4(32§’%—zRM2)m—32§+M4

s}
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Ft=

F5+6 —

2
INRT3 1 2 2 2
3922 (t — 42%%) <3A0 (M ) [2 (3m + 6zgpm + ZR) + t]

(m + zg)?
(t — 4212%)

(32 — m® + dzgm + M?) t — 16 23 (M? _m2+sz)}

+2(m + zg)?Ag (m2) - By (z%, m2, MQ)

(m + 2r)*
(- 1:3)
— 2zgm® — 2M*m® + 225 (2% + M?) m — 25 + M*)2} + (dzgm?®

Co (2, t, 2f,m?, M?, M?) {+m(m + 2zg)t* + 8 [m?

+m* +2 (25 — M?*)m? — 4z (32% + M?) m + 525 + M* — Gz?%M?)t}

1

+6(t—4z]2%)

By (t, M?, M?) {—t3 + (3m? + 6zrm + 1123, + AM?) t?
+2(3m* + 18zpm® + 3 (823 — M?) m?

+6 (2} — zrRM?)m — 1123, — 19z12%M2] t

+ 1625 (3m* — 3 (223 + M?) m? — 62rM*m + 27, (325 + M2))}

- % (4823 M2 + 2t* — (9m? + 18zpm + 1723, + 12M?) ¢] ) ,

_ 9&7s [Bo (2R 25 M?) M? + Ao (7]
16F272 ’
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FT =

F® =

FO+10 _

Fli+12 _

(3 —73)9%
64F 272 (t — 42%)
+ (4212{ — t) tAg (212{) + M? (16z31{ + 6t2% — t2) By (212%, 2%, MQ)
+ 2% [t (t— 2M2) — 422 (4M2 +1)] Bo (¢, 23, Z%)

i {212% (12— 1) 4 1 (12— 1624) 4o (312)

— 222 M> [4 (2M2 + t) 2% — 1625 + MQt] Co (212%, t, 2%, M2, 2%, 212{) },

2
T39R 1 2 2.2 2 2 2
— (4zp —t) (2dM* 2% — 22tz% — 6M“t +t
906F272 (423 — 1)° | 3 (2 =1) f f )

+ (=802 + 1623 + t%) Ag (M?) + 24 (42, — z5t) Ao (2F)
+12 (16M3%25 — 6tz — M?tz3) By (25, 25, M?)

2

1
+3 (M?(442 — 12824, — 56t2%) + 20t%2% + 80tz — t°) By (t, M2, M?)
+12 (8M*2} + 3225 — 12MPtzp, + M*t23)

2 2 2 2 2
x Co (2p,t, 2R, 25, M*, M?)

Y

73 [12A0 (M?) + 3By (t, M?, M?) (t — 4M?) + 2 (t — 6M?)]

8(54L}72z:2A,z’12%7r2

576 F272 ’

2
T3IAR {4%2% — 4232 — 8M%2h — 122323 — 1224 M?23

2
+ 228 4+ 32023 —3M*2% + 6|24 — (Z]%—FQMQ) 22 + (212_3 — MQ)

+ 22p23 + 2 (zf% - zRMZ) za | Ao (zi) — 6| 2A + 2223 — 2M22%

— 325 M? — 225 (2 + M?) 2p — 2 + M*| Ag (M?)

+ 62527 — 628 — 122p22 + 18M228 — 122324 — 1225 M4 24
+ 242323 4+ 242 M2 2 + 62%2% — 18M*23 + 1225, M?23

+ 2423, M?2a — 629 + 6M° — 1825 M* + 182§M2] By (2%, 24, M?) }
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2
9aR(5713 +3) (2 422 1) A (22 33
- 3tz
10368 F224 23,72 (4212% _ t)Q ( R ) 0 ( A) R

+ 1223 [3% — (2% + 6M?) 24 — 2025%2a — 132, + 3M* + 1Oz12%M2] 23
+ [—2223 —392p2A + (7425, + 26M?) 2} + 52zp M 223

—4 (32}{3 —16M?25 + M4) za — 4z (52f — 6M?2%, + M4)} tz%

+2 [22"2 + 62p2A — 22R (z}l% +3M?2% — M4)

+2 (25 — 2M?) 2} + (323, — 82zrM?) 23 + (2M* — 823 M?) ZA] t2}
1200 (Bt 2 M2, 23, ) { [zi G end = 2hea + 2M2aa — 2

2
+ zRMQ} 3+ [5z8A + 222k — 4 (6z}2;5 + MQ) 28 -2 (92’% + 14M22R) 22
+ (302, — 44M?23 — 6M*) 27 + (3025, — 22M?23, + 8M*2) 23
+4 (—22% + 3M?25 + Mﬁ) P (z?% — M2)2 (3,2}1% — 10M?2% — M4)

—2 (725 — 15M?23 + 17TM* 23, — 9MOzR) ZA} 2

+ [3z1AO — 4 (823 4 3M?) & + (23 — M?)? (32% + 26M223% + 3M*) 2%

+ (4623, + 42M?2R) 24 + 2 (372 + 50M 223 + 9M* — 182521 23
— 2 (1325 — 38M?23, + OM*zR) 23 — 4(142% — 25M 725,
+ 24M* 2% + 3MO) A — 2 (72h — 53M225, + 3TM™* 23, + 9MO2zR) 234

+12zp (z}% — M2)4 Za + 82% (212% — M2)4}t
+ 2423 2% (zQA + 22Rp2A + 2% — MQ)2

X [zi —22322+2(212%—M2) 22 —Q(zz—zRMZ) ZA + (z%—M2)2]}

— 4By (212.%, 23, M2) {1442% [zg + zp2d — 3MZ22A +2 (Z?DL — zRMQ) 23
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+ (2p +3M*Y) 23 + (2MPz, — 32 + M*2g) 2a — 225 — MO + 325 M% | 2,

— {92«2 +982rzp + 9 (172% — 3M?) 2% + 4 (52} — 4225 M?) 23

+4 (32}2 — 23M?23 + 13M* 23, + 7MGZR) ZA
+ (—=972k — 290M?2%, + 27TM*) 27 — 2 (6525, + 36 M2z}, — 21 M 2R) 23
+ (9728 + 33M22f + 121M* 2% — 9MS) 23

+16 (22 — 3M?23, + MO23) }tz% + [1922 +602p23 + (2225 — 48M?) 23

— (8923 + 106M?2R) 2A + (—T7zh — 102M 223 + 39M*) 2}
+ (2225, — 8TM?2}, + 59M*2) 23 + 2 (1828, — 35M? 2}, + 22M*23 — 5M°) 2

+ 2R (7212? - 13M2) (212? - MQ)Z} tQZ%Y

—2(2a + 2R) (24 — 22R2a + 2% — M?) (2R + 2zr2A + 25 — M2)2t3}

-2 (4z?% - t) Ay (M2) {362&(2’% —2M?2% 4 4zd2p + 325 + M?

+ 325 M?) 2} — {2223 +422p2A + (382% — 26M7) 24 + (342, — 552p M) 23
+4 (3231% —20M?2% + M4) an —4 (z}r’% +9M?23, — M4ZR):| tz%

+ [422 + 122528 + 8 (2122 - M2) 23 =2 (z% + 8M22R) P

+4M? (M? = 523) 2 + 225 + d2pM* — 15z§’3M2} t2}

+ By (t, zi, zQA) {3755 — (ZQA 4+ 12zRp2A + 4 (52123 + MQ)) t*+ [72753 — 442222
+ (342 — 20M?) 23 + 1225 (T2f + M?) 2a + 2225 + 6M*

- 20212%M2} 342 [33zg — 6zg2] + 2 (6425 — 3M?) 24 — 6 (3723, + 19M>2R) 2

+ (—43z5 + 8M?2F, — 21M*) 23 — 24 (325 — 2M?23, + 3M*2) 2
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—2(52% — 23M%2} + 15M*2%, + SMG)] t2 44 [922 — 27 (327, + M?) 2%

— Bdzgza + T2zR (225 + M?) 23 + (—149z5 + 162M %27, + 27TM*) 23
— 6 (2 — 38M%z} — 3M*2g) 23 + (2923 + 3TM?2, — 5TM "2 — 9M©) 23

+ 3625 (25 — M?)" 2p + 2423 (2% — M2)3] t

+ 9623 2% [322 +62r22 + (25 — IM?) 27 — 4 (25, + 3M?2R) 24

+ (2l — 10M22% + 9OM*) 23 + 625 (25 — M?)* 20 +3 (2% — MQ)?’} }
+ 2% (4 — zpt) {2th4 —2p (1323 +4 (2% + M?)) £

+ [4,22 + 132g2A — 82R23 + (3823 — 2825 M?) 23

+4 (2f = 6M%2% — M*) 2p — 2 (625 — 4AM?2%, + M4)] t2

+ 2R [3z2 — 148222 — 4 (2525 + 3M?) 24 + 28 (52, — 32rM?) 23
+ (5625 + T6M223 + 9M*) 24 + (—4025; + 96M>23, + 40M*zR) 2a

— 1629 + 28212%M4] t+ 122323 [5z4A + 40223 +4 (5212% - 2M2) P

— 8 (22 — 32gM?) 2o — 1023, + 3M* + 242%1\42] }
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14
Fl

2
YARTS {—t3 + (4zraa — 522X + 625 + 4M?) ¢

T 5184F223 72 (423 — 1)

+ |362r23% — 2727 + 4 (22212% + 3M2) 22+ (442?_2 — 84zRM2) ZA
— 8z + 15M* — 28212%M2} t+122% [321 +4 (2 +2M?) 23 — 625
— 8 (2 — 22rRM?) 2o — 11M* + 16z§M2] }

~ gAg7sdo (43)
288F2,ziz}2%7r2 (42%2 — t)

{ [—2z2 — 62p2a + TzhzAd +4M?23
— 2213%74 +62pM%2A + 22’4R — 2M4} t— 42'12% {—323 — 42322
+ (212% + 6M2) 23 +4zpM32p + 2, — 3M* + 2212%M2] }

9arTsAo (M?)
864F 223 232 (423 —t

) {4 [922 +12zp23 +2 (225 — 9M?) 23
+4 (225 — 32pM?) 2 + Tzfy + 9IM* — 13z12%M2] 2%+ [—6zg — 182r2

+2 (T2 +6M?) 24 — 2(723 — 92rM?) z2a — 6M* + T2FM? — z%t} t}

. QQARTSBO (ta M27 MQ)
1728F223 w2 (t — 42%,)

: {t4 +2 (82’% — 22pzZA — B2k — M2) t3
+2 [21,22 — T82pz% — 4 (T2h + 5M?) 23 + 2 (523, + TM?2R) 2

+ 1925 — M* + 6212%]\/[2] t2

+4 [323 —302p2A + 9 (32F — M?) 27 + 12 (1223, + 5M?zR) 23

+ (612 — 46M22 + 9M™) 23 — 2 (1725 — 8M>2% + 15M*2R) 2a
— 1129 — 3M° + 195 M* — 21z§M2] t

+ 3223 [322 + 62r22 — 3 (zIQ% + 3M2) ZA —122p (212_3 + MQ) 23

+ (—3231% —2M?2% + 9M4) 22 + (62% —4AM?23, + 6M4ZR) za +32%
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9ArTsBo (2, 24, M?)
144F222Az]2%7r2 (t — 4212%)2

—3M° + 525 M* — 52§3M2} } +
X {16 [%2 + 32z — (25 + 6M?) 24 — 2 (23 + 3M%zR) 2% — 2%

—2M? (2 — 3M?) 2% — (2 + 2M?2} — 3M*2g) 2a — 2M° + 3z12%M4} 25

+ [(2521%z +2TM?) 24 — 928 + (4423 + 60M22R) 23 — 3 (2% + 3M?)* 22

— 302524 + 10 (25 + 2M22% — 3M*25) 2 + (25 — M?)” (1123 + 9M2)} t2%
+ [zg +32p2% — 3M22A — 625 (223 + M?) 2A + (62F — M?2% +3M*) 24
3k — MY 2a — (24— M) (2 + MQ)] t2}

_ gQART?’CO (t’ 212%’ 212%7 MQ’ MQ? ZQA)
144F223 72 (t — 4z12%)2
— 2 (2F +2M?) 23 + (1725 + 11M%2R) 23 +2 (32 — 4M?23 + M*) za

{3zz(zA — 22p)t3 + 224 {2,23 — 92p2A

—22p (25 — M2)2] 2+ [4 (323 — M?) 2& — 10224 + 6 (1123 + 5M?25) 22

+ 28 +2 (5zf — 16M?2% + 3M*) 24 — 10 (72, + 6M223, + 3M*2) 23
— 4 (728 — M%25 — TM*23 + M®) 24 + 225 (25 — M2)2 (72 +5M?) 25

+ (2123 - M2)3 (5212% - M2)]t + 82% (zQA + 22p2A + 25 — M2)2 |:—22RZ3A

+ ZA — 2M?2% + 2z2R (212%+M2) ZA —zf‘;i—i—M‘l] }
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Mit Fy ) = G lauten die Schleifenbeitrige zu F5* ungleich null wie folgt:
o _ Inm?h(m + 2r)*(13 = 3) | ghp(m+ 2r)*(73 = 3) [Ao (m?) — Ao (M?)]
64F272 (422, — t) 64F272 (423 —t)
_ gyr#rR(m + 2R)*(13 — 3)
64F 272 (t — 422)
_ gkr(m +2r)*(73 — 3)
64F272 (t — 422)°

By (t,m*,m?) {221% (4zpm + 23, + 3M? — 3m?)

+ (zr — 2m)t} By (212%, m?, M2)
X [—2 (4sz + 25 +5M? — 5m2) 2% — (m2 — 2zpm + 2% — Mz) t}

g rZR(M + 2R)* (73 — 3)
32F 22 (t — 422)

Co (z%,t, z%,M2,m2,m2) X {ZR {4237713
—3m* 42 (2123+3M2) m? — 4zp (212%+M2)m—|—z§13—3M4+2212%M2]

+ [—mg + ZRm2 + (212.% + MQ) m — ZR (212% + 2M2)]t},
gxrzR(m +2r)? 13 gkr(m + z2r)*1s [Ag (m?) — Ao (M?)]
16F272 (422, — t) 16F272 (423 — t)
. g?\fRZR(m + zR)QT?)BO (t7 M27 M2)
16F272 (t — 422)

[2,23 (3m® — dzpm + 23, — 3M?)

+ (2m + zg)t

g?\,R(m + 2Rr)?m3 By (212%, m2, Mz)
16F272 (t — 423)°

[2 (5m* — dzgm + 2% — 5M?) 2z}

+ (=m? + 2zpm + 25 + M?) t]

2 2
_ 9nm#R(m+ 2R) o (3, t, 25 m?, M2, M)
16F 22 (t — 42%)

X {mt2 +2 [m3 +22pm? — (325 + M*) m + 2}, — ZRMQ] t—2zp [—37'”64

+4zpm? + 2 (z?{—i—?)MQ) m? — 4zg (212%+M2) m+ 25 — 3M* +2212%M2] },
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9zt —3)  9r#R(ms = 3) [Ao (57) — Ao (M?)]

7T _

STy (423 —t) 16F272 (423 — t)

B g%2%(13 — 3) By (t, 22, z?%) (42% +6M?% — t)
16272 (t - 4212%)2
N %25 M? (13 — 3) By (z%{, 22, MZ) (10212% — t)
16272 (t — 423)°
B g%Z%M2(T3 —3)Cy (212{, t, 212%7 M?, 212{, 212,2) (—42’% +3M? + t)
8F272 (t — 422) ’

o ahehm b A () — A0 ()

4F?72 (422 — t) 4F?72 (423 — t)
3ghznTsBo (t, M?, M?) (t — 2M?)
AF272 (t — 423)°
N 912%212%7330 (zQR, zlz%, M2) (42’}1% — 1OM2212% + (22'2R + M2) t)
AF?72 (t — 422)°
IhZRTS 4 2072 4 42 2 2
- 2[GM — 8zpM? + 12 4+ 2 (25 — 2M?) ¢t
4F?72 (t — 42%)
x Cp (z%,t,z%, z%,M2,M2)],
2
9GART3
G112 = _ 648]7351212{71'2{ |:3Zi — 62p2a — 22R23 + 2 (z% - 3zRM2) 2+ 25

—3M* — 42%3M2] 2%+ [zi + 22p23 — 2M?2% — 22R (z%z + MQ) ZA
— 2+ M - 32%]\42] 640 (M?) — [zz +2zp2% — (2F +2M?) 23
+2(2% — 2rM?) 2a + (23 — MQ)Q]GAO (23) + (23 — 22r2A + 25

— M?) (zi + 22p2A + 2% — M2)26Bo (z%,zZ,M% },
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G13 —_

ngR(573 + 3)By (z%, ZQA, M2)
1296 F22X zgm? (t - 4,212%)2

+12 (323 — 22pM?) 2R + (1472F + 166M 223 + 135M*) 24

+ (—182% + 232M %23, + 42M*2R) 23

— (6928 — 173M%2 + 59M* 2% + 45M6) 23 — 823 (2% — M?)°

{2 [4522 + 2227 — 5 (2325 + 27M?) 24

— 202 (2 — M2)2 (2 + M?) 24 23— {922 + 22p2%

— (852 + 27TM?) 2Q + 1225 (M? — 5z3) 24
+ (15325 + 118M?23 + 27TM*) 24 + 2 (63z§:2 + 116 M?23, — 15M*2R) 23
— (7529 — 191M %25 + TIM™ 2%, + 9MO) 23 — 4(172f — 20M223,

T} — A 2z — 2 (2~ 1904%) () — )’

—2(2a + 22R) (23 — 22r2ZA + 2% — M2) (Z2A + 22Rp2A + 2% — M2)2 t2}

N gArzr(573 +3)C) (2123, t, 2%, M? 2%, ZQA)
216F224 72 (t — 423)°
+ (22zRM2 - 6z%) 23+ (9]\44 e~ 2M22R) ZA

{ZAZR [922 — 262r2A

+2 (132%% — 9M2) ZX +4zp (212{ - MQ)Q} (zi +2zR2A + 2% — M2)2
+ [(3212% — AM?) 2} — zA — ZRZX + 32heA

+ (7M2z12% +2M* — 32%) 2 + (—325’% —2M?23 + 8M4ZR) P

+ (z% — 5M22h + M*2% + 3M6) ZA + 2k + 22 MO — 32%]\44] 2

- {422 —3zp2} — 10 (2212% + Mz) 2h +4 (22% — 3zRM2) 22

— 6 (2f — 2M?z, — 5M*2R) zA + 2 (—142% + AM?2f, + OM* 23 + MO) 23
-4 (SzRMG — 825 M* + 5Z%M2) Z3 + 6 (6,2';1% + M4) ZA

+ 2R (Z% — M2)3 (212%+3M2) +2 (z?% — M2)2 (42}1% — M?%2% — M4) zA]t}
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9ar(573 4+ 3)Ag (M?)
1296 2z w2 (423, — 2gt)

{ZR [922 — 142p23 —2 (13212% + 9M2) Z5

+2 (1123 + 5M2g) 2& + (2524 + 66M22% + 9MY) 22 + 425 (2 + M?)? 2a
+4 (z% +3M?23 — M?zé)] + [2 (z}% — 2M2) 23 =2 (525’% + 6M22R) P

4 222 + 8zpzA — 2 (22’4R + M22123 — M4) ZA + 2235 + dzpM* — 9Z%M2:| t}

_ gAR(T3 +3)A40 (23)
1296 F2 2} w2 (42% — th)

{z%%(zR — 62a)t% + 2|4zrzA +2 (825 — M?) 23
+ 22 +3 (Z% - 2zRM2) ZA+ (122% — M?2% + M4) Za + 22pM* — 42%]\12]75

+ 2R [ng — ldzpzd — 2 (132% + 9M?) 24 + (102 M? — 9823 23

+ (=392 + 66022, + OM?) 23 + 4zg (—32% + 2M %25, + M?) 25
—4 (z})’z — zRM2)2] }

B gArzr(573 + 3)
2592F 2z 2 (423 — t)

{—QZAtB + zA [822 — bBzrza + 4 (212% + MQ) t2
+ [—2622 + 352528 — 2 (32123 + 7M2) 23+ (6,2;’% + 4M2ZR) 23 +4M*zp

+ 223 + 52pM* + 4213%M2} t+2zp [9zg + 46223 — 2 (3223 + 9M?) 24
+ (1325 + 10M223 + OM*) 22 + 4z (52 — 8M?2% + M*) za
— 22 (2}, — 2R M?) 2} + 225 (42 — 16M°23, + M4)] }

_ 9Ar#r(573 +3)Bo (t, 23, 21)
259222472 (t — 423)°

{(ZR — 62a)t1
+ [322«2 + 5zpza + 382%2a — 823 + 10M2zA] 3
-2 [ng +18zpzA + 2 (572 + 10M?) 24 + (523 + 18M?zR) 23

+2 (Tzf + 11IM?2% + 6M*) za — 525 + 3zp M* — 6z§§M2] £2
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Gl4: .

-2 [2422 — 2T2R2d +4 (1123 — 11M%25 — 3M*23, + 3M°) za

— 2 (6127 + 18M?) 2% — 18 (423, + 3M?zR) zA — 2 (T52p + 20M?2%) 23
+ (63M* 2 — T2h, — T2M223) 2% + 625 (2% — M?)° (2% + SMQ)] t
+4zpa2R [27% — 9 (723 +9M?) 2& + 122 (23 — M?)°

— 8 (72} + 9M?2R) 2 — 9 (T2 + 2M?2% — OM*) 23

+ (—262% — 28M22% + 5AM 25) 2% + 27 (2% — M?)" 2a + 30sz2] }

garTsBo (25, 23, M?)
216F223 23 m2 (t — 427 )2
+ (192 + 26M225 — 93M ™) 23 + (2225 + 4M?23, — 26M*2R) 24

{—2 [—3122 — 26zp23 + 31 (2} + 3M?) 24

+4 (725 +13M%25) 24 + (23 — M?)° (523 + 31M2)} 25

—192% — 382p2R + (6723 + 57M?) 24 + (642}, + 76M%zR) 2X

+ (252 — 40M?23 — 5TM?) 23 + 2 (1123, + 8M?2} — 19M*2) 2a
+ (23— M) (1123 + 19M2)] tzp + [— (52 + 6M?) ZA
— (1725’% + SMQzR) 23 +2 (22}4% + M?2% + 3M4) ZA + 223

+ dzped + (M?23 — 523 + 4M*2g) 2a — 2% — 2M° + 3z§M4] t2}

_ gAgmde (M?)
216F222Az]2%7r2 (42% — t)

{ {112«1 +102g23 + (623 — 22M?) 23
+10 (323 — 2rM?) 2 + 192 + 11M* — ISZ%MQ} 25+ [-2;& —4zp23
+ (32% + 4M2) 22 + (4zR]\42 — Qz%) 2 — 42— 2M*Y 4 Bz%MZ] t}

9arTs Ao (23)
216F222Az 2 (42R —t

) { [(5@2_—{ + 4M2) P (zg’% — 4zRM2) ZA
— 227 — dzp2n + 2k — 2M* + z,%zMQ] t—z% [+2 (27 + 11M?) 24
— 1127 — 10223 + 2 (2, + 5M?2R) 2a + 2 — LLM* + IOZ%MQ} }
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+ QZARZRTZ’»CO (ta Z%%?Z%{7M27M27Z2) 323 t3
TOIRA
T2F222 72 (t — 422)°

— 2z [423 — Bapaa — (92%% + 5M2) 23 —2 (z% — zRMQ) zZA + (z%% — MZ)2 t2
-2 |:222 — 9zp2% — 2 (T2f + 3M?) 23 + (132 + 19M?25) 27

+2 (102% + TM?2% + 3M™) 24 + (23 + 10M %2, — 11M*25) 23

-2 (Qz% — 3M?25 + MG) ZA — ZR (212% — Mz)g}t

— 225 (23 + 22r2A + 2% — M2)2 (=327 + 10zg2X + (6M? — 1023) 24

+2 (23 — 5zrM?) 2a + 2 — 3M* + 2z§M2)}

2
JART3 4 3 2 2\ .2
+ 213z + 6zpzA +2 (4125 + 9M*) 2

1296 222 2 (4z123—t){ [ A+ 6emea +2 (12 )2

+2 (1323 — 632rM?) za — 1725, — 21M* + 22’%sz| 2% — (Tza + 32r)t%2R
+ [—6% + 622 — 682524 + 6 (42, + 9IM>2R) 2a + 1625 + 6M* + 8z§M2] t}

+ gZRzRTZ‘}BO (ta M27 M2)
432F223 72 (t — 423)°

{(42’A +32p)t3 — 2 [18,22 — 9zpzX +8 (225 + M?) za

+ 62 (227 + M2)} 2 + {—2453 + 90zr2A

+12 (1123, + AM?) 2} — 24 (23, + AM?2p) 24 + 4 (T2 + 4TM%25 — 6M*) za
+ 62 (92}13 + 14M?2% + M4)]t

+4zp {922 + 6222 — 27 (2f + M?) 2A — 1225 (225 + M?) 23

+ 3 (5zg + 2M? 2% + IM?) 23 + 2 (925 — 44M?2% + 3M*zR) 2

+3 (25 — 21M %2 + TM 2} — 3M6)} }
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Die Abzugsterme fiir G* ungleich null sind gegeben durch

2 2
5 9gnr(m+zg)° (13 —3) 2 9 2
AG? = 5m? — 4 A
512F2m2z?%712 ( m ZrM + zR) 0 (m )

+m? [(3m2 —4zpm — 2123) By (0, m2, m2)

—8(m — zr)By (212%, 0, m2) m+ 3m? — dzpm + Sz?{] },

AGH — g r(m + zr)T3

992,72 [230 (zR, 0,m ) m3 — 24, (m2) m
R

+ 25 (2R — m)] :

AGT — 912:5212'%(7'3 -3)

32F%27x2 7
e T A () P (3,0.50)
8272 ’
AGHTI2 — —ngRT3 6(za — 2r)*B (22 0 22)(2 + zg)?
648F222 2% m? AT ER)POVR T EA) \PA T AR

— z%z <3,zi 62r2A — 2szA + 2ZRZA + zR>
— 6 (2A + 22p2A — 2hzA + 22528 + 25) Ao (23) },

AGlS — g2AR(5T3 + 3)

25926721 2 00 (923 — 23zp2d + 222223 — 625,22

— Zhza — 25)Bo (2123, 0, ZQA) (za + 2R) — 25(92% + 282r2%
— Brhah — TzheA +4z%oa +42%) 4+ 2(—92% — 42p2R

+ 202527 + 362523 + 122524 + 42524 + 2%) Ao (zi)] ,

AGH — _ JARTS

4 3 2.2 3
W {(_152A — 12z2p2p — 142527 + 14252

+132%)2% — 6 (524 + 4zgeh — b2hzA — bzpea — 25) Ao (23)

+6(2a + 2r)? <5z2 — 62pz3

+ 22522 — 32328 — zjé) By (212%, 0, ZQA) }
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D.3 Formfaktoren des Ubergangs vom Nukleon
zur Roperresonanz

Dieser Abschnitt beinhaltet die Ergebnisse fiir die nichtverschwindenden, endlichen
Abzugsterme der Formfaktoren des Ubergangs vom Nukleon zur Roperresonanz:

+(1) _8A YNR T3 (m+ zR) [(m —2r)%By (Z}%L, O,m2) — Ay (mz)]

AF.
2 64m2F2zR ’
AF*(Q) __ EBAYNRT3 Ag (mz)
2 32m2[2 ’
* 384 YNR
AFFG) — A —Am2:.2B 2 0 m2
2 256m2F2zp(m — zR) 2o (m”,0,m’)
+ (4m?2% + 2 — m*) By (23,0,m?)
+ (4m22h — 4m*2%)Cy (mQ, 0, 2%,0,m?, m2)
+ Ag (mQ) (m2 + 2mzp — 32123) +2m3zp — 2mz§’%} ,
N M?2r
AF, @ _ _ BAINE 2pTS 4m2212QBo (mQ,O,mZ)
256m2F2zp(m — zg) (M2 — t)
— (4m?z} + 25 — m*) By (25, 0, m?)
— (4m?z} — 4m*2%)Cy (m?,0,z5,0,m* m?)
— Ap (mQ) (m2 + 2mzp — 32%2) —2m3zp + 2mz§z} ,
Afr) _BAINE mM;73 (m + zr) (Bo (24,0,m?) +1)
2 32m2F2 (M2 —t) ’
A gr0) 384 gnr mAg (m?)
2 6472 F2(m — 2R)
AFQ*(7) _ 3g4 gvr mMjs Ag (m?) 7
64m2F2(m — zg) (M2 —t)
) 80 v -+ ) [(n — 207 (2, 0m) — o ()]

256m2F2zp(m — zR)
A :3gA INR Mp273 (m + zg)? [(m —2Rr)?By (212%, 0, m2) — Ay (mQ)]
2 25672 F%zp(m — zR) (Mg — t)

)
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«10) __ 9Nr IR T3 Ao (23)
AR = 3272 F?2 ’
«11) _9NR 9R 73 (m+ zg) [(m — 2r)*By (m?,0, 23,) — Ao (23)]
AR = 6472 F2m ’
AR _ 39NR IR {2 [2 2.2 Lo 3\ B (52 0. 52
2 256m2F2zR (m?® — mz}) mzr | (2m2 + 2mzg) Bo (+k, 0, 21)
+ zp(m + zg) (25 — m?) (2mzrCo (M?,0, 2%, 0, 2%, 23) — 1)
— zr(m + zg) (m* + 4m?23, — z3) By (m?,0, 23)
+ Ao (212;5) (m2 — z%%) (3mzp + 2123) },
M2
A1) _ gNR grR M ;T3 {2 [2 2,2 4 90,3
2 256m2 22 (m3 — mz%) (Mg — t) MER ( mER mZR)

x By (27,0, 2%) + zr(m + zg) (27, — m?)

x (2mzgCo (m?,0, 23,0, 2, 2%) — 1)]

~ s+ zg) (! + Ams, — =) By (m,0,23)
o () (- 24) Gmn + 3)

Apr) _INR IR ZRM,Ts (m + 2r) [(m* — =) Bo (m?,0, 2z5) + m” — 23]
2 32722 (m2 — 212%) (Mp2 — t) ’

*(15) _ 39NR 9R (m + ZR)2 [(m — ZR)2B() (mQ, 0, 2:12%) — Ag (212,%)]

APF. =
2 25672 F2m(m — zR) ’
AR _ 39NR IR Mp27'3 (m + zg)? [(m — 2r)%By (mQ, 0, Z%) — Ay (2:12%)]
2 256m2 F2m(m — zg) (M? — t) ’
.17 39NR 9r ZrA0 (23)
AR = :
6472 F2(m — zR)
. 3 2rRM?13 Ag (22
AF2(18): gNR R ZRIM ;T3 O(R)

 6472F2(m — 2p) (M2 — 1)

D.4 Nukleon-Pion-Roper-Ubergang

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse fiir die invarianten Amplituden der
Feynmandiagramme aus Abbildung 7.3 in Form von skalaren Integralen dargestellt.
Alle Impulse liegen auf der Massenschale, P2 = 22, p> = m?, ¢> = M?. Da der
Unterschied zwischen den jeweiligen physikalischen Massen und den Massen im

chiralen Grenzfall der Ordnung O(¢?) ist, wird er in den Schleifenintegralen nicht
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berticksichtigt.

Mg\lfgrR = W [M2Bo (m?, m? M?) + Ag (m?) ]Ta%,
ME@R =0,

AINRIRM(M + 2R)
6472 F3(m — zR)
gignr(m + z2g)*

@ _
MNWR - 32567T2FSZR(m _ ZR) |:A0 (M2) (m - ZR) - AO (mQ) (m + ZR)

Mg\?;ETR = = 3Tag |:M2B0 (m27m2a MQ) + AO (m2) :| TaV5,

+ (m+ 2g) (m® — 2mzg + 25, — M?) By (2f,m*, M?) | 7475,

5 gNr(m + 2R)
MG g = — A [—AO (2%) (m + zgr) + Ag (M?) (zr — m)
+ (m+ zg) (m? — 2mzp + 25 — M?) By (m?, 2%, M?) | 7475,

6 gr(m + 3zg)
MG, = T 0420 (s 5 M)+ Ao () [

2 2
(1 39NRYR(M + 2R) Ao (2 (o A (M2 B
MNer - 25671'2F3m(m _ ZR) 0 (ZR) ( m ZR) + Ap ( ) (zR m)

+ (m + zg) (m® = 2mzg + 25 — M?) By (m?, zj, M?) } a5,

®)  38A9NRIRZR(M + 2R) [ o 2 2 ag2 2
Mnrr = 6472 F3(m — zR) M?® By (zg, 25, M?) + Ao (2R) | 7a%5.
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9 _
NmR —

(10) _
NmR —

(i1 _
NnmR —

2
gAINR(M + 2R) 5 8m*zgM* By (MQ, m?, mg)
256m2F3zp (m? — 2mzg + 2% — M?)

+ (8m32} — 8m®*zg) By (m?, m?, M?) + (—m® + 5m*zg — 2m®z7,
+2m3M? + 2m? 23 — 6m* g M? — Smzh + 6mzsM?* — mM*

+ 25 — 225 M? + zg M) By (2%, m®, M?) + (—8mPzg + 8m° 27,

+ 8m4z33 — 8m32h + 8m22'RM4)Co (MQ, 212%, m?2,m?%,m?, M2)

4+ Ap (mz) (m — zR) (m2 —2mzp + 212% — MQ)

— Ay (MQ) (m + zR) (m2 —2mzR + Z% — M2) :|Ta75,

gNRg%%(m + 2R)

2.3 _ 4
256723 m (m2 _ szR_‘_z]z% — M2) {(8771 ZR 8mzR)

x By (25, 25, M?) 4+ (m® — 5m*zg + 2m?z3 — 2m® M?
—2m%23 + 6m?2rM? + 5mzpy — 6mzE M2 + mM* + 223 M>
— 25 — 2pM*) By (m?, 2%, M?) + 8mz, M* By (M?, 23, 23,)
+ (—8m?*23, + 8m32, + 8m? 2y — 8m2% 4 8mzEM?)

x Cy (Mz,zl%b,mz,z?%,z%,MQ)

+ Ao (23) (zr —m) (m? = 2mzg + 2 — M?)

— Ao (M?) (m + zg) (m® — 2mzg + 2% — M?) ]m5,

— 7?21‘(8}:5;? (4m22:R + 4mz%) By (Mz, m2, z%z)
+ M? (m — zg) By (mQ,mQ,M2) + M? (zp —m) By (zﬁ,z%,M%

+ (4m22RM2 + 4mZ%M2) Co (sz le%a mzv m27 212%7 Mz)

+ Ag (m?) (m — 2g) + Ao (23) (zr — m) + (m + 2g) Ag (M?) :|Ta’y5,
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M2 gur(m + 2r)
NrR 8EF3 (m2—2mzR—|—zé—M2

x By (m2, 22, M2) + 22r(zg — m)(m + zgr)?By (Z%z, m2, MQ)
+ [-m?*(m + zr)? — 2%(m + 2g)*

— M?(m + zg)? + 2mzr(m + ZR)2]BQ (Mz, m2, 212%)

+ [3m4(m + 2r)% — 4mB3z2g(m + 2g)? + 2m22%(m + 2g)*
—2m*M?(m + zr)* + 32h(m + 2g)? — 4mz(m + 2g)?

— 222 M?(m + zg)* — M*(m + zg)?

+ 4mzrM?*(m + zR)Q] Co (MQ, 2%, m?, 2%, m?, MQ)

] {Qm(m — 2g)(m + 2g)*

+ Ag (MQ) (m2 —2mzp + 212% - MQ) }Ta’)/5,

(13) _ JNR 5
MNwR - AST2F3 (m + ZR)AO (M ) :|Ta’}/5,
+ ZR)
M gnr(m » g
Nl 12872 F3 M2 (7n2 — 2mzp + 212% _ MQ) (mzR zZp + )

x M2M?Bqy (m®,m® M) + (4mzpM;M? — 4z M2 M?)

x By (2h,m*, M?) + By (M?, M2, M?) (—=m>M, + 6m* M, M
+ 2mapMy — 12mzpM>M? — 23 My + 625M7 M? + M, M?
—2M7M*) + (4m* M7 M? — 8m®zp M7 M + 8mz M7 M?

+ dmzp My M? — 8mapM?M* — 4z M2 M?* — Az5 M, M?

+ 82 MM — AMZMO)Co (M?, 23, m?, M2, M? m?)

— MZAg (M?) (m® — 2mazg + 25 — M?)

+ Ag (MpQ) (Mp2 — 2M2) (m2 —2mzr + z%% — MQ) TaY5,
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MU gNr(Mm + 2R)
NrBR - 19872 F3 M2 (m2 —2mzp + 2% — MQ)

x By (m?, 25, M?) + (—4m>*M72M? + dmzp M2 M? + AMZM*)
x By (23, 2k, M) + By (M?, M2, M?) (m* M, — 6m>M; M>

— 2mzp M, + 12mzp My M? — 625 M2 M? — My M?* + 2M7 M*
+ 25 M) + (4m* MIM? — 8mP 2 M7 M? + 4m® My M?

+ 8mzE My M? — dmzp My M? + 8mzpMjM* — 4z M} M?
+AMIMO — 8m* M M*)Co (M?, 25, m?, M?, M7, 23)

+ M? Ay (M?) (m?® — 2mzg + 25 — M?)

4mMp2M2(m — ZR)

+ Ao (M2) (M2 = 2M?) (=m? + 2mzg — 25 + M?) [727s.

Die Amplitude ./\/15\2,2r r ist null, da der N Nwm-Vertex erster Ordnung unter Bertick-
sichtigung des Rhomesons verschwindet.
Die entsprechenden endlichen Abzugsterme ungleich null sind gegeben durch

1) 8a4o (m?) (3m + zR)

A'/\/l]\fﬂ']% - 647T2F3 7&757
3 mAg (m?2) (m + z
AMD . _ 3BagyrgRm A0 (m?) ( R)Ta%,

6472 F3(m — zR)

@ 3gignr(m + zg)? [(m — 2r)?By (z%%, 0, m2) — Ag (mz) ]
A'A/l]\HTR -

25672 F32p(2p — m) Ta’5

AM® gnr(m + 2R)*[(m — 2r)?Bo (m?,0, 2) — Ao (23) ] -

N7R 6472 F3m a’5;
2

© _ 9rAo (2%) (m+ 3zR)

A'/\/l]\fﬂ']% - 647T2F3 TCLPy57

AMD = 39nrgR(m + zr)*[(m — 2r)*Boy (m?,0, 2) — Ao (27) | s
NmR 25672 F3m(m — zR) o

3g9nrIRZRAD (23) (M + 2R)
A (8) _ 254 R ;
Myzr 6472 F3(m — zR) Ta’5
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AM S\gfer =

AMY, =

AMY =

AN, = -

AMY =

AMT =

_ gagnr(m + zp)
2562 F3zp(m — zR)
+ (m4 —4dmBzp — 2m? 2% — dmz} + zj.l%) By (ZIQ%, 0, m2)

+ (SmSZR — 8m32§3) Co ((), z%,mQ,mQ, m2, 0)
— Ag (m?) (m — ZR)Q] TaY5,

gNRgR(M + 2R)
256m2F3m(m — zg)
+ (m4 —4dmBzp — 2m? 2% — dmz} + zj}%) By (m2, 0, z%)

+ 8mz (ZJQQ - mz) Co (0, 2k m?, 2%, 2%, 0)
— Ao () (m - 23)2} Ta5

_ 8AYNRYR
12872 F3

[8m3zRBo (m2, 0, m2)

[sz%Bo (z?%, 0, Z]Q:i)

{4mzR(m + zr)Bo (0, m2, 212%)

T [Ay (m2) (m— 28) + Ao (3) (21 —m)] }ms,

3 3
gnr(m + 2r) 2 .2
—m)By (0
12872 F3(m — zR) (21 = m)Bo (0,m", 27)

+ 2m By (mZ,O, zé) — 22r By (212;{, 0, m2)

+ (3m3 —m?zp + mz% — 3z§’%) Co (O, Z%’ m2, z?%, m2, 0) } Ta V5,

gNRMZ(m + zR)

8 B 2 0 2\_ B 2 m2 M2
2567T2F3(23—m) [ zr(Bo (ZR7 , M ) 0 (m ,m”, p))
+ (Sm3 — 8m?zp — 8mzh + 823 + SZRM,?)

¥ Co (0,22 m?, MZ,0,m2) + (21 — m) (12In(M,) + 1)]%757

gNrM (m + 2R)

2 2 2 .2 2
25672 F3(m — zp) [8"”(30 (m*,0,2%) = Bo (2, 2 M,,))
+ (8m® — 8m*z — 8mzf + 8mMp2 + 827)

x Cp (O, 212%, m?2,0, Mg, 2123) + (m — zr)(12In(M,) + 1)] TaYs5-
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