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 óRðáõ/ðD�

]EôÀÿ-ï`î�ÿE��ï*õ¼è�_*ðáõ���î�ÿE�%ï#ðXó`êÇî*ÿLþ�ðXôÀÿRð+]E÷ýê¼ðXõ¼ÿLéRÿ;
���ðáñ¼öµó2ügôÀñ@ê/ðáõ���=)óRÿ=ð�ôÀóRõ/ðáÿ
���=öO�2ó=î*÷ýêréRÿ�
�ô ó=õ/ðd��ÿ`ê/ðáõ¼ñ@ê��Rê��Xé=ÿRïúüG��ó=õ/ðáÿ�
�
6ðáõ)÷ÀðZêL�Zê¼ðXÿ\
6õ/ðáô _#ô ï��#î*óRõ¼ðÓòk�Rõrî�÷À÷Àðáñ��Pü�î#ñ
ôÀöµóIþ�ôÀõ�ô ÿp
6ðáÿp�)è*íRòÐï*ð¾ñ@ðXê��Xê ó�î�ç?ð��Rü��RõO
6ð�
6ôÀðrø*è#õ/÷Àô ðáï*ðáÿ�
6ð
æ�õ¼ç�ðáôýê�ÿRô³öµó`êgð��6ôÀñ@ê/ôÀðXõ¼ðXÿ��

� öµóR÷Àô ð�_*÷ÀôÀöµó�
Rî�ÿE�#ðoô³öµó�þ�ðXôÀÿRðáõ32=õ/ðáéRÿ�
6ôÀÿ��K2)�Rõ3
Rî*ñ
æ�é6òWþoéRÿ`ê¼ðXõ¼ÿ��Pü�ðáÿRÿ�ðXêFü�î#ñ�ï#ðXõ 4î�
6ð�þ�î*÷NÿRôÀöµó`êoñ/èp�`÷³î�í=í�ðáÿ�ü�è*÷À÷ýê¼ð��Ðügô ð�ô³öµó&ð¾ñ
þ�ô õrï#ð�
Rî#öµó#êró=î�ê@ê¼ð��
��ÿ;
&î*é=öµó�òk�RõK
Rî*ñ
ZÂô ê@òWõ¼ðXéRðáÿ��Pü�ðáÿRÿÂðZêFü î*ñ�ï*ðáõ¼îD
6ðrþ�î�÷Qç�ð¾ñ@è#ÿ�
6ðXõµñ�ï#é6ê�òWé=ÿE�`ê/ôÀè*ÿRôÀðXõ/ê)ó=î�ê��Q=)ó=ÿRðoôÀóRõ¼ð8ZÂè 4ê/ôÀøeîeê/ôÀè*ÿIéRÿ;
úôÀóRõ¼ðXÿIí?è#ñ/ôýê¼ô ø#ðXÿ�]Eô ÿE =é=ñ¼ñ�ñFêL�Rÿ�
6ðrôÀÿ'
6ôÀðáñ/ðXõ�æ�õ¼ç?ðXô ê�ñ@ô³öµóRðXõ ÿ2éRõI
6ôÀðK�%�*÷ýò�ê¼ð��

¡G¢¤£t¥<¦�§Q¨U©�ª�«

u�v v





¬ �K~UÎU��~UÎÐÍ

æ�ç=ñ@ê/õµî*öZê ø
ægöO�2ÿRèeüg÷ ð!
6ï*ðáþ�ðXÿ`ê¼ñ ø2ô ô
F ÿ`ê/õ¼è^
Ré=ö^ê¼ô è#ÿ @

� óRð�­Eõ¼è*çR÷ÀðXþ @
� è*þ�ðK®�è�ê¼î�ê/ôÀè*ÿ C
Z(î�ôÀÿ'�gðáñ/éR÷ ê¼ñ ¯

Ô�Õ6Ö\×(Ø?å ÚÂÛQÜ2Ý�ÛLÞoÜ?ÛQàX×áÖ\âQã�×¾äiÜ?ÛÐà B
F ÿ`ê/õ¼è^
Ré=ö^ê¼ô è#ÿ @D@

?�ó=î�íRê/ðXõ#@��°� óRð�F þ�í?è*õ/ê¼î�ÿ`êI2Qô õµñ@ê � ê/ðáí=ñ�7WéRÿ`ê¼ô ÷J@�BE@±9�: @!¯
@���@��²?�é=çRôÀö � é=õ@òiî#öZðáñ @!¯
@��³C��´�
é=þ�þ�ðáõ�µ)é=î�õ/ê/ô³öXñ @±9
@�� ¯E�´��è*óRÿ�5 ñ%?�è*ÿ�ñFê¼õ/é=öZê/ôÀè*ÿÇè�ò�µ)é=î�õ/ê/ô³öXñ�ügô ê/ó'N±¶�@�·¸®�è�
6ðáñ @!·
@�� ë��´P î#ñ/ñ/ðZê!5 ñG��í=í�ðáõ%P�è*éRÿ�
 òWè*õ � éRõ@òiî#öZð¾ñ @<¹
@��³9�� � è*þ�ð���ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öXðáñ�ô ÿ'��ô ï#óRðXõI�)ô þ�ðáÿ=ñ@ôÀè*ÿ�ñ @!N

?�ó=î�íRê/ðXõQC��°� óRð�­Eõ¼è*ç=÷ ðáþ ôÀñ%��ô º�öZéR÷ ê#7»@!BE@!9±¶h@!BD9	B¼: CE@
C���@��´�Ðè*ï#÷ ô³îeê/ê/ô�5 ñI?�éRç=ôÀöáñgô ÿ'� 5 î*ÿ�
'µ)éRô ÿ`ê¼ôÀö�ôÀÿp� 3 CE@
C��³C�� � ðXø*ðáõ/ô�5 ñJ�&õ¼è*ÿRï�æ�ñ¼ñ/éRþ�í6ê/ôÀè*ÿIî�ÿ�
pPQ� � ðáï*õ¼ð�5 ñ�2ÐôÀõµñFê�?�è*ÿ�ñFê¼õ/é=öZê/ôÀè*ÿ CDC
C�� ¯E�½�
î*÷ ÷³î�õµîeê¼ô¾5 ñ���ðXÿRðáõ¼î*÷�?�è*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ=ñ C�¯
C�� ë��´PQ� � ðáï*õ¼ð�5 ñ � ðáöXè*ÿ�
¿?�è*ÿ�ñFê¼õ/é=öZê/ôÀè*ÿ C�¯
C��³9��½�
î*÷ ÷³î�õµîeê¼ô¾5 ñ���ðXÿRðáõ¼î*÷ ô��áî�ê/ôÀè*ÿúè�ò)PQ� � ðXï*õ¼ð�5 ñ � ðáöXè*ÿ�
'?�è*ÿ�ñFê¼õ/é=öZê/ôÀè*ÿ C�ë
C�� ·E�´�
õ¼ðXô³ñ¼ñ�5 ñG?�è#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ C�·
C��¤¹^�½�
î*÷ ÷³î�õµîeê¼ô¾5 ñ

160 4 ÿ=è^
=î�÷�?�è*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ C¼¹
?�ó=î�íRê/ðXõ�¯E�°ZÂè�
6ðáõ/ÿ'ZÂðXê/óRè�
Rñ�7À@�B�·#ì±¶�@�B�B#ìD: ¯�@

¯E��@�� � ê¼î�ï#ÿ=î�õ¼è�5 ñf�gðáñ/éR÷ ê¼ñgè#ÿ � é=õ@òiî#öZðáñ ügô ê/ó'Z(î*ÿ2ù � ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñ ¯�@
¯E�³C��´�ÐðXô³ñ¼ñ@ôÀðXõ!5 ñ î*ÿ�
�­4ô ðáÿRð�5 ñI2Rè#õ/þUéR÷³î*ñ�òWè*õ ê¼óRð8?�÷Àî#ñ/ñ ¯D¯
¯E� ¯E�´P�ð¾î�éRø2ôÀ÷ ÷Àð�5 ñf­Eõ/è2è*òQè*ò

µA1(5) = 31
�)ñ@ôÀÿRï�?�è�
6ôÀÿRï
� óRðXè#õ/ù ¯D¯

¯E� ë��´P�õ¼é=öZðD5 ñG��íRí�ðáõ%P�è*éRÿ;
Rñ ¯*ë
¯E�³9��²?�î�ê¼î*ÿRðáñ/ð�5 ñ î�ÿ�
'?�ðXõ¼ðáñ¼îE5 ñ � ð��2ê/ô³öXñ�ügôýê¼óÇé=íúê¼è

64
®�è�
6ðáñ ¯*ë

¯E� ·E�½��ôÀø*ðáÿ`ê¼î�÷�5 ñf��íRí?ðXõ%P�è*é=ÿ�
 ¯*ë
¯E�¤¹^�°ÁEî*õ¼öµó=ðXÿE�#è�5 ñ � í?ðáöZê/õµî�÷�P�è*é=ÿ�
 ¯¼9
¯E� NE�´�QöµóRðáç`ù6öµóRðáøW­�è*÷Àù`ÿ=è*þ�ôÀî*÷Àñ î*ÿ�
p��ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öXðáñ�ügôýê¼ó'Z(î�ÿ2ù�®�è^
Rðáñ ¯DN
¯E� BE�½��ôÀø*ðáÿ`ê¼î�÷�5 ñ�?�é=çRôÀöáñgôÀÿp� n ¯DB
¯E��@áì��°ZÂô ù`î�èD�\î�5 ñGP�è*é=ÿ�
�òWè#õ � éRõ/òiî*öXðáñ ügô ê/ó'��îeê¼ô è#ÿ=î�÷��)è*é=çR÷ ð�­�è#ô ÿ`ê¼ñ ë`ì
¯E��@�@D�°�rî�÷��*ðXõ!5 ñ�?�é=çRôÀöáñ ô ÿ'� n ë;@
¯E��@!CE�°�vü�èW®�è�
Rî�÷Uµ)é=ô ÿ`ê/ô³öXñ ôÀÿ'� 4 ë^C
¯E��@�¯��°� óRðK��ðXòWðáöZê�î�ÿ�
 ê/óRð�]��2ô³ñ@ê/ðXÿ�öZðrè�òT?�ðXõ/ê¼î*ô ÿp®�è�
Rî*÷���ù2í?ðXõµñ@éRõ/òiî*öXðáñ ë¼¯

v Â



Â |�Ã�Ähz;Å�Ä�z;y
?�ó=î*í6ê/ðáõgë��°�gð¾öZðáÿ#ê%��ðáñ/éR÷ýêµñK7»@!B�B�@�éRÿ`ê/ôÀ÷sÿRèeü%: ë¼9
ë���@��Æ?�óRþoé6ê¼èeø�5 ñG��ù2í?ðXõµñ@é=õ@òiî#öZðáñ é�ñ@ôÀÿRïW2Rè#÷�
6ôÀÿRïd­�è*÷Àù2ÿRè*þ�ô³î�÷³ñ ë¼9
ë��³C��½P�î*õ@ê¼ó�5 ñ

31 4 ÿRè�
Rî�÷�µ)éRôÀÿ`ê/ô³ö
ô ÿp� 3 ë^¹
ë�� ¯E�´ÁEî�ÿ � ê/õµîeê¼ðXÿ�5 ñ

130 4 ÿ=è^
=î�÷�µ)éRôÀÿ#ê¼ôÀö�ôÀÿ'� 4 ëDN
ë�� ë��²��è*õ¼ù`é=ÿRèeø�5 ñ � ù2þ�þ�ðXê/õ¼ôÀö#µ)é�î�õ/ê/ô³öXñ�ô ÿ'� n ëDB
ë��³9��½P�î*õ@ê¼ó�5 ñJFFöXè#ñ¼î�óRð!
6õµî�÷ 4 � ù2þ�þ�ðZê¼õ/ô³ö � é=õ@òiî#öZðáñgî*ÿ�


µA1(6) = 65
9�ì

ë�� ·E�½��ðXòWè*õ¼þ�î�ê/ôÀè*ÿ=ñ�è*ò�®�è^
=î�÷���ù2í?ðXõµñ@é=õ@òiî#öZðáñ 9�@
ë��¤¹^�´]Eÿ�
6õµî	_;5 ñ

168 4 ÿRè�
Rî�÷�=�ö^ê¼ôÀöáñ 9�C
ë�� NE�°Ç4î�ÿRï;5 ñG�sô³ñ@ê�è�òo��îeê¼ô è#ÿ=î�÷6�)è*éRçR÷Àð�­�è*ôÀÿ`ê¼ñ è*ÿ�µ)é=î*õ@ê¼ôÀöáñ 9	¯
ë�� BE� � î�õ/ê/ô�5 ñ

600 4 ÿRè�
Rî�÷6�)è�
6ðáöZê/ô³ö 9eë
ë���@áì�� � éRõ/òiî*öXðáñ ôÀÿp� 3 ügôýê¼óp�Ðõ¼ô íR÷Àð3­�è*ôÀÿ#êµñ 9�9
ë���@�@D�°P î�õ/ê/ó�5 ñ � éRõ/òiî*öXðáñ ügô ê/óIþ�î�ÿ2ù�?�é=ñ/í=ñ 9�9
ë���@!CE�È­Nîeê¼öµó2ü�è*õL�2ô ÿRï � ôÀÿRï*éR÷³î�õ�ÁEî*õ/ôÀðZê¼ô ð¾ñ 9D¹
ë���@�¯��°��ù2í?ðXõµñ@éRõ/òiî*öXðáñ�ügô ê/óIóRôÀï*ó

Aj 4 � ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñ37
j > d

: 9D¹
Ô)Õ6Ö\×-"PåÉ$'&`Ý ÞUÜ?ÛÐàá×XÖeâQã�×¾äiÜ?ÛÐà�ÕRÛ)(H*�,¾.�Ü�ÖeäW×�0)1�à ·�¯

F ÿ`ê/õ¼è�
6é=ö^ê¼ô è#ÿ ·D9
?�ó=î*í6ê/ðáõ%9��°�)ðáñ¼ñ@ôÀÿ=ñI
�5 ]EÿRòiî�ÿ`ê¼ñ�î*ÿ�
 � éRõ/òiî*öZð¾ñ ügôýê¼ó'Z(î�ÿ2ù

Aj 4 � ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ ·¼¹
9���@��Æ?�óRþoé6ê¼èeø�5 ñfF»
6ð¾î ·¼¹
9��³C�� æ�
Rî�í6ê¼ô è#ÿ ê¼èW��ôÀï*óRðáõ � ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ ·�N
9�� ¯E�

j 4 P�ðX÷Àù2ôh­�è#÷ ù2ÿRè#þ�ô³î�÷³ñ ø2ôÀîd�)ðáñ¼ñ@ôÀÿ=ñ�
65 ]Eÿ6òiî*ÿ`ê¼ñ ·�B
9�� ë��½� óRð3­Qè#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷Àñ

T jd (z)
¹eì

9��³9��½� óRð3­Qè#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷Àñ
M j
d(z)

¹	C
9�� ·E�²��ðXÿRðáõ¼î*÷ ô��áî�ê/ôÀè*ÿ�ê¼èW��ôÀï*óRðáõI��ôÀþ�ðXÿ=ñ/ô è#ÿ=ñ ¹\ë

?�ó=î*í6ê/ðáõI·E�°�gð¾î�÷��vô ÿ=ð
æ�õ/õµî�ÿ=ï*ðXþ�ðáÿ#êµñ î�ÿ�
 � éRõ/òiî*öXðáñ ügô ê/ó'Z(î�ÿ2ù���ðáî�÷�®�è�
6ðáñ ¹<B
·E��@��´ÁEî�õ¼ôÀî*ÿ#êµñ�è�òo?�ó=þoé6ê¼èeøh5 ñ � éRõ/òiî*öXðáñ ügô ê/ó'Z(î*ÿ`ù-�gðáî*÷�®�è�
6ðáñ ¹<B
·E�³C��Æ=)ÿ��Ðü�è 4 ?�è#÷ è#õ/ôÀÿRï`ñEè�òo�gð¾î�÷ � ôÀþ�íR÷ ðK�vô ÿ=ðÓæ�õ¼õ¼î*ÿRï*ðáþ�ðáÿ`ê¼ñ NE@
·E� ¯E�Æ?�è*ÿ=öX÷ é�
Rô ÿRïW�gðáþ�î�õL�2ñ N�¯

?�ó=î*í6ê/ðáõ�¹^� æ�ÿIæ�÷ ï#è*õ¼ôýê¼óRþ ôÀÿ¿?�ó=î�õµî*öZê/ðXõ¼ô³ñFê¼ôÀö�Ê?ðXõ¼è ND9
¹^��@��½� óRð�2=î�þ�ôÀ÷ ùúè�ò

30 4 öZé=ñ/íRô�
Rî�÷ � ð��2ê/ô³öXñ ND9
¹^�³C��½� óRð � ð��2ê/ô³öXñ�ügôýê¼ó

35
?�é=ñ/í=ñ N�·

¹^� ¯E�Æ?�è*ÿ=öX÷ é�
Rô ÿRïW�gðáþ�î�õL�2ñ N�N
¹^� ë��½� óRð¸ehit���Ua�r��Ub�?�è�
6ð N�B

?�ó=î*í6ê/ðáõINE�°�)ñ@ôÀÿRï�ê/ó=ð#��ðXè*þ�ðXê/õ¼ù�èeø*ðáõJ­Eõ¼ôÀþ�ðK2QôÀðX÷�
Rñ BD9
NE��@��½� óRð�2=î�þ�ôÀ÷ ù BD9
NE�³C��½�gð�
6é�ö^ê/ôÀè*ÿúê/è�ê¼óRð8?�î*ñ/ð�è�ò�­E÷Àî*ÿRð8?�éRõ¼ø*ð¾ñ B�·
NE� ¯E�½2ÐôÀÿ�
6ôÀÿRï � è#÷ é6ê¼ô è#ÿ=ñgèeø#ðXõ ñ@è#þ�ð3­Eõ¼ôÀþ�ðK2QôÀðX÷�
Rñ B¼¹
NE� ë��½� óRðK��ðXè*þ�ðXê/õ¼ù�è�òQê/óRð

15 4 ÿRè�
Rî�÷�ñ@ðáí6ê/ô³ö3­E÷³î�ÿRð8?�é=õ/ø#ð B�N
NE�³9��½� óRð

1 4 í=î�õµî�þ�ðZê¼ðXõG2=î*þ�ôÀ÷Àù è�ò)­E÷³î�ÿRð � ð��2ê/ô³öXñ B�B
NE� ·E�½� óRð3]T[`é=îeê¼ô è#ÿÇè*òvê¼óRð

99 4 ÿRè�
Rî*÷ � ðXí6ê¼ôÀö @¾ìE@
NE�¤¹^�½2RéRõ/ê/óRðáõI�gðXþ�î*õ��6ñ @¾ìDC
NE� NE� æË?�è#ÿeûFðáöZê/éRõ¼ð @¾ì�¯
NE� BE� æ�íRí?ðXÿ�
RôÌ�6S�� óRðdehit�U��a�rD��b+?�è^
Rð @¾ìD9

?�ó=î*í6ê/ðáõIBE�°�vè2öáîeê¼ô ÿRïdF ÿ`ê/ðáõ/ð¾ñFê¼ô ÿ=ï¸]��6î*þ�íR÷ ð¾ñ ügôýê¼óRôÀÿp2�î�þ�ôÀ÷ ôÀðáñ @¾ì�B
BE��@�� � è*þ�ð3F ÿ`ê/õ¼è^
Ré=ö^ê¼è*õ¼ùW]o�Rî�þ�íR÷Àðáñ @¾ì�B
BE�³C��½� óRðræ�÷Àï*è*õ¼ô ê/óRþ @D@!C



|�Ã6Ä�z;Å�Ähzhy Â�v
BE� ¯E�´�)ôÀóRð�
6õµî�÷ 4 ñ@ù2þ�þ�ðZê/õ¼ô³ö � é=õ@òiî#öZðáñ è*ò)�)ðXï#õ/ðáð

d ≤ 6
ügôýê¼ó'Z(î�ÿ2ù�®�è^
Rðáñ @�@áë

BE� ë�� æ�ÿRè�ê¼óRðXõ
D7 4 ñ/ù2þ�þ�ðXê/õ¼ôÀö � ðáí6ê/ô³ö
ügôýê¼ó

99
®�è�
6ðáñ @�@±9

BE�³9�� æ
D9 4 ñ/ù`þ�þ�ðZê¼õ/ô³ö3®�è#ÿRôÀö
ügô ê/ó

226
®�è�
6ðáñ @�@<¹

BE� ·E�´�)ô³ñ/öXé=ñ/ñ/ôÀè*ÿ @�@!N
?�ó=î�íRê/ðXõ#@áìE�°�Qî�ç=÷ ð¾ñ � óRèeügôÀÿRï�ê/óRð8?�éRõ¼õ¼ðXÿ`ê � ê¼îeê¼ðrè�ò��
ÿRèeüg÷ ð!
6ï*ð @!CE@

@áì�� @D�°®�è�
Rî�÷���ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ @!CE@
@áì�� CE�°��ôÀï*óRðáõ � ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ @!C¼¹

Ô�Õ6Ö\×-VvåÍXÇäià¾âÐÕE,¯ä/Y#Õ6×áä¯Ü�Û @�¯D¯
F ÿ`ê/õ¼è^
Ré=ö^ê¼ô è#ÿ @�¯¼9

?�ó=î�íRê/ðXõ#@�@��°Z(ðZê/ó=è^
=ñ òWè*õ�Á)ôÀñ/é=î�÷Àô��XôÀÿRï�æ�÷Àï*ðXç=õ¼î*ôÀö3��ðXè#þ�ðXê/õ¼ù @�¯^¹
@�@D� @D�½?�÷Àî#ñ/ñ/ôÀöáî�÷Pæ�í=íRõ/è`î*öµóRð¾ñ @�¯^¹
@�@D� CE�°� óRðK2Qô õµñFê�Á)ôÀñ/é=î�÷Àô��áîeê¼ô è#ÿ � è�ò�êFü î�õ¼ð @�¯^¹
@�@D� ¯��ÈF ÿ#ê¼ðXõµî*öZê/ôÀø*ð � è�ò�êFü î�õ¼ð @�¯DN

?�ó=î�íRê/ðXõ#@!C��ÈF ÷À÷Àé=ñFê¼õ¼î�ê/ôÀÿRï�ê/óRð8?�÷³î*ñ¼ñ/ô � öáîeê¼ô è#ÿRè�òU��ðáî�÷U?�é=çRôÀö � éRõ@òiî#öZð¾ñ @Xë¼¯
@!CE� @D�°�
ÿEÎ*õ¼õ/ðáõÐÏ	ZÂôÀ÷ ÷ÀðXõ!5 ñ

45
�4ù2í?ðáñ è*ò��gð¾î�÷U?�éRç=ôÀö � é=õ@òiî#öZðáñ @Xë#ë

@!CE� CE�½?�è*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô ÿ=ïd®�ôÀöXðK�gðáî*÷sæ�º�ÿRð�]T[`é=î�ê/ôÀè*ÿ=ñ @Xë¼N
2Qô ÿ=î*÷ ÷Àù @!9¼¹
P�ô çR÷ÀôÀè*ï*õµî�í=ó`ù @!9�B
F ÿ�
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ügôÀ÷ ÷?î�íRí?ðáî*õNê/ó=õ/è#éRï*óRè#é6êNê/ó=ôÀñ4ü�è#õ��ÓôÀÿ

6ô �?ðáõ/ðáÿ`ê�ñ@ô ê/é�îeê/ôÀè*ÿ�ñ����vèÓöX÷Àî*õ/ô òWùoügó=ôÀöµó�þ�î<�6ôÀþoéRþ
ÿ2éRþUç�ðáõÐü�ð4þ�ðáî*ÿ��eü�ð4ügôÀ÷ ÷`é=ñ/ðf
6ô ��ðXõ¼ðXÿ`êÐÿRè*ê¼î�ê/ôÀè*ÿ=ñvòWè*õQðáî#öµórè�òRê¼óRðáñ/ð�S��vðZê

d ∈ Ú �
n ∈ Ú �

�vðZê
T
ç�ð�î)êFù2í?ðgè�òPî�ÿ�ôÀñ/è*÷³îeê¼ð�
Uó2ù`í?ðXõµñ/éRõ@òiî#öZðgñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýêFùÓôÀÿ � n 7ið�� ï����

T = A1, A2, D4
:Ð�

� óRðáÿ�S
• µn(d)


RðXÿRè*ê/ðáñúê¼óRð�þ�î	�2ôÀþoé=þ ÿ`é=þoç?ðXõÇè�òUñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñúî�ó2ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öZð�è�ò

6ðXï#õ/ðáð

d
ô ÿ'� n öXî*ÿÇó�î\ø*ð��

• µnT (d)

6ðXÿRè*ê/ð¾ñNê/ó=ð�þ�î<�6ôÀþoéRþ í�è`ñ/ñ/ôÀçR÷ ð�ÿ`é=þoç?ðXõ4è*òvñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñEè�ò�êFù2í�ð

T
è#ÿ

îÇó`ù2í?ðXõµñ@é=õ@òiî#öZð�è�òf
RðXï*õ¼ðXð
d
ôÀÿ+� n ügóRô³öµó�ó�î*ñ�è*ÿR÷Àù�ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ�è*ò4êFù2í?ð T �

]I� ï����
µ3
A1

(d)
ô³ñ
ê¼óRð�þ�î<�6ôÀþoéRþ ÿ`é=þoç?ðXõrè�ò ÿRè�
6ð¾ñrügóRô³öµó¢îIÿ=è^
=î�÷4ñ/éRõ/òiî*öZð�ôÀÿ

� 3 öXî*ÿIó=î\ø*ðD�
• Z(î�ÿ2ùIõ¼ðáñ/éR÷ýêµñ�óRè#÷�
ÂòWè*õ�ó2ù2í?ðXõµñ@éRõ/òiî*öXðáñgè*òT
6ðXï#õ/ðáð

d
ôÀÿ�� n ügôýê¼ó�è*ÿ=÷ ùÇõ¼î�ê/ôÀè*ÿ=î*÷
6è*é=çR÷ ðrí?è*ôÀÿ`ê¼ñgî#ñgñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ�����ð
ê¼ó`é�ñ ô ÿ`ê/õ¼è�
6é=öXð)ê¼óRðrÿRè*ê¼îeê¼ô è#ÿ�S

µnDp(d)
�

• ��ð�ügôÀ÷ ÷�ÿRðáð�
 ñ/ôÀþ�ôÀ÷³î�õ�ÿRè�êµîeê/ôÀè*ÿ�ñNòWè*õ�è�ê¼óRðXõ öZ÷³î*ñ¼ñ/ðáñEè*òÐñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ��`ð�� ï��
µnA(d)òWè*õ ê¼óRðrþ�î<�6ô þUéRþ í?è#ñ¼ñ/ô çR÷Àð
ÿ2éRþoç?ðXõgè*ò

Aj 4 ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ��
• P�ù

µnj (d)
ü�ð-
6ðXÿRè*ê/ð ê/óRðúþ�î	�6ô þUéRþ ÿ2éRþUç�ðáõUè*ò�è*õO
6ôÀÿ=î�õ¼ù

j 4 ê/éRíR÷Àð í?è*ôÀÿ`ê¼ñUîó2ù`í?ðXõµñ/éRõ@òiî#öZðÇè�ò�
6ðXï#õ/ðáð
d
ô ÿH� n öXî*ÿ�ó=î\ø#ð�� ]I� ï����

µ5
3(d)

ôÀñ�ê¼óRðÂþ�î<�6ôÀþoéRþ
ÿ2éRþoç?ðXõ�è*òÐè#õL
6ôÀÿ=î*õ/ù

5 4 ê¼éRíR÷Àð�í?è*ôÀÿ`ê¼ñ�î�ñ/éRõ/òiî*öZð
ôÀÿ�� 3 öXî�ÿIó=î\ø#ð��
=)éRõ�þ�î�ôÀÿ�è*çRûFðáö^ê�è�ò�ñ@ê/é;
6ù(î�õ¼ðoó2ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öXðáñ�ôÀÿ�� 3 �sñ/è ü�ðoügõ¼ôýê¼ð

µ(d) := µ3(d)
�

µT (d) := µ3
T (d)

�QðZêµö	�PòWè#õÓñ@óRè#õ@ê!�
2Rè#õÓîIï*ôÀø*ðXÿ&ó2ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öZð
f
ô ÿï� n ügóRô³öµó¢ó=î*ñ
è#ÿR÷ ùô³ñ@è#÷Àî�ê/ð!
 ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñoü�ð�é�ñ@ðÇñ@ôÀþ�ô ÷³î�õUÿRè�êµîeê/ôÀè*ÿ�ñ���]I� ï;� �

µ(f)

6ðáÿRè�ê¼ðáñoê/óRðúÿ`é=þoç?ðXõ�è�ò

ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ î�ÿ�

µA1(f)

ê¼óRðrÿ2éRþoç?ðXõgè*òQÿ=è^
Rðáñ è�ò
f

�
æ�ñQî�÷Àõ¼ðáî�
Rù�þ�ðXÿ`ê/ôÀè*ÿ=ð�
6�¾ê/ó=ðáñ/ð4þ�î<�6ôÀþ�î*÷*ÿ2éRþUç�ðáõ¼ñÐî�õ¼ðNè*ÿR÷Àù��2ÿRèeügÿrôÀÿÓø#ðXõ¼ù�òWðXü�öáî*ñ/ðáñ��

� ó2é=ñ��áé=íRí�ðáõÐî*ÿ�

÷ èeü�ðXõPç?è*é=ÿ�
RñPòWè#õPê/ó=ðXþßügô ÷À÷*è6öáöZéRõPòWõ¼ð�[`éRðáÿ`ê/÷Àù�ôÀÿ
ê/óRðEþ�î*ô ÿ
ê¼ð��2ê��)� óRðXõ¼ð
î*õ/ð�ñ/è*þ�ð�è*ç2ø2ô è#é=ñ�ô ÿRð![`é=î�÷Àôýê¼ô ð¾ñ�òWè*õ

n, d ∈ Ú S
µn(d) ≥ µnA(d) ≥ µnA1

(d)
�-P�éRêÓÿRè�ê¼ôÀöXð



� w ö Ä�{hÅEy�ø���zhy �
ê/ó=î�ê4ô ê�ô³ñNÿRè*êo�`ÿ=èeügÿUô ò

µnA1
(d) = µn(d)

�)FÐ� ð����*ô êEô³ñ�ÿRè�êo�2ÿRèeügÿ�ôýò?ê/óRðgþ�î	�2ôÀþoé=þ ÿ2éRþoç?ðXõ
è�òNñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñgöáî�ÿÇç�ðÓî#öµóRôÀðXø*ð!
�ügô ê/óIè*ÿ=÷ ù�è#õL
Rô ÿ=î*õ/ù

Rè*éRçR÷Àð
í�è#ô ÿ`êµñ��

ñ���1R1>&`×XÖ��Nå%ZÂè`ñFê
è�òEê¼óRð�ð��Rî�þ�íR÷Àðáñ)ügóRô³öµó�ü�ðoügôÀ÷ ÷�ðXÿ�öZè*é=ÿ#ê¼ðXõ
î�õ¼ð « è â¸âd¦�ä¾§Ð£/à ôÀÿ
ê/óRð�òWè*÷À÷ èeügôÀÿRï
ñ@ðáÿ=ñ@ðDS�F�òPî�ï*õ¼è*éRí

G
î#ö^êµñ�è*ÿd� n( � )

ê¼óRðXÿ�î
ó2ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öZð�ôÀÿ¸� n( � )
ügóRô³öµó

ôÀñ�ï#ô ø#ðXÿÂç2ùÂî�óRè*þ�è#ï*ðXÿ=ðXè*é�ñ�í?è*÷Àù`ÿ=è*þ�ôÀî*÷
f ∈ � [x0, . . . , xn]

ôÀñ�öXî*÷ ÷Àð�

G û « è â¸âd¦�ä�§Ð£/à ô ò

f
ô³ñ
G 4 ô ÿ2øeî�õ¼ôÀî*ÿ`ê��2ô¾� ð��=ôýò

f ∈ � [x0, . . . , xn]G
�

®�è*ê/ô³öZð�ê/ó=î�ê�ô êrôÀñ�ÿRè*ê��`ÿ=èeügÿ(ôýò�ê/óRð�þ�î<�6ôÀþoéRþ ÿ2éRþUç�ðáõ
è�ò�ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñ
µn(d)

è#ÿ
î(ó2ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öXð�è�ò%
6ðáï*õ¼ðXð

d
ô ÿ>� n öXî*ÿ�î�÷Àü�î\ù6ñrç?ð õ¼ðáî*÷ ô��Xð!
�ç2ù î�ÿ ð��Rî�þ�íR÷Àð�ügóRô³öµó�ôÀñ

G 4 ñ/ù2þ�þ�ðXê/õ¼ôÀö��sügóRðáõ/ð
G
ô³ñ�ÿRè�ê
ê/ó=ðUê¼õ/ôÀø2ôÀî*÷Nï*õ¼è*éRí��#®�ðáø*ðXõ/ê/ó=ðX÷Àðáñ¼ñ���òWè#õ
ñ@ê/é;
6ù2ô ÿRïIó2ù2í�ðáõ 4ñ@é=õ@òiî#öZðáñ)ügô ê/ó�þ�î*ÿ`ùIñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ��?ü�ðUügô ÷À÷Qè�ò�ê/ðáÿ�ó=î\ø#ðrê/èúõ/ð¾ñFê¼õ/ô³ö^ê)è*éRõµñ@ðá÷ ø#ðáñ�ê/è ó2ù2í?ðXõ 4ñ@é=õ@òiî#öZðáñ ügó=ôÀöµóÂî�õ¼ð

G 4 ñ/ù2þ�þ�ðXê/õ¼ôÀö)òWè*õ�ñ/è*þ�ð
ÿRè#ÿ 4 ê¼õ/ôÀø2ôÀî*÷ � ÿRô ê/ðrï#õ/è#éRí
G

�
×«ÕRäiÛ���&2à¾âU,i×áà

ZÂè#ñ@ê�è�ò)ê/óRðÂõ¼ðáñ/éR÷ ê¼ñ�íRõ¼ðáñ/ðXÿ`ê¼ð�
�ô ÿ�ê/ó=ôÀñW­4ó�� �8�Eê¼óRðáñ/ô³ñ�ó=î\ø*ðÂî�÷Àõ¼ðáî�
Rù�î�íRí?ðáî*õ/ð!
�î#ñ
íRõ¼ðXíRõ¼ô ÿ`êµñ�è*ÿ�î�õ���ôÀøh� è*õ¼ï#ð �4ÕEÖ��������4Õ�Ö����RÕ����4Õ�Ö�����Ö���� ��òUñ6óë�#ñ/è*þ�ð�è*ê/óRðáõ¼ñ�î*õ/ð î�÷Àõ/ð¾î�
6ù
íRéRçR÷Àô³ñ@óRð!
"è#õUî#öXöZðáí6ê/ð!
¢òWè*õ�íRéRç=÷ ô³öXî�ê/ôÀè*ÿ ð ��òUñ!�;V��#"��$���¼óë�\� ó=ð íRõ¼ðáñ/ðXÿ`êUü�è*õL�&íR÷Àî#öZð¾ñ
ê/óRðáþBôÀÿÂî�çRô ï#ï*ðáõ�òWõµî�þ�ðáü�è#õ���î*ÿ�
 ï#ô ø#ðáñ ñ/è*þ�ðrî�
E
6ô ê/ôÀè*ÿ�î�÷PôÀÿ6òWè*õ¼þ�îeê/ôÀè*ÿIî�ÿ;
úõ¼ðáñ/éR÷ ê¼ñ��

� óRð&íRõ/ðáø2ô è#é=ñ@÷Àù�éRÿRíRéRç=÷ ô³ñ@ó=ð�
 öZè*ÿ`ê¼ðXÿ`êúôÀÿ=öZ÷Àé�
6ð¾ñ ôÀÿLí�î�õ/ê/ô³öZéR÷³î�õIî�÷³î�õ¼ï*ð(ó=ôÀñ@ê/è#õ/ô³öXî*÷
ñ@é=õ/ø#ðXù�è#ÿ\�`ÿ=èeügÿ&öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ=ñrî�ÿ;
&îIÿ=ðXü8î�÷Àï*è*õ¼ô ê/óRþp��� óRô³ñÓî*÷ ï#è*õ¼ôýê¼óRþ ô³ñÓöZðáõ@êµî�ôÀÿR÷ ù
ê/óRð�þ�è`ñFêEôÀþ�í�è#õ@êµî�ÿ`êEõ¼ðáñ/éR÷ýêNè*ò�ê¼óRôÀñNê/óRð¾ñ@ô³ñ�S)F�êEõ¼ð�
6é=öXðáñNî*÷ ÷E�2ÿRèeügÿ�öZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ=ñ�è�ò�ÿRè�
Rî�÷
ñ@é=õ@òiî#öZðáñ�è*ò)
6ðáï*õ¼ðXð

d ≤ 8
ügôýê¼ó ê¼óRð
þ�î	�6ô þUéRþ��2ÿRèeügÿ ÿ2éRþUç�ðáõ è�òvÿRè�
6ð¾ñ�ê/è�îUöXè*þ�íRé6ê¼ðXõ

î�÷Àï*ðáçRõ¼î
öáî�÷³öZéR÷³îeê¼ô è#ÿ�7¯ñ@ðáð�í�î�õ/êOC��#öµó=î�í6ê¼ðXõ�B¼:Ð�#î*ÿ�
�î�÷³ñ@è
ù2ô ðá÷�
=ñ�ê/óRðgÿ=ðXü�õ/ð¾ñ@éR÷ ê¼ñ
µ(7) ≥ 99

�
µ(9) ≥ 226

�
Ô�Õ6Ö\×%Ø?Ù%ÚÂÛÐÜ2Ý�Û ÞUÜ�ÛQàX×áÖeâÐã*×áäiÜ?ÛQà*åQ� óRðÇñ/éRç6ûFð¾ö^ê�è�ò)ó`ù2í?ðXõµñ@é=õ@òiî#öZðáñoügôýê¼ó�þ�î*ÿ`ù

ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ�ó=î#ñ îU÷Àè*ÿ=ï�î*ÿ�
�õ¼ôÀöµóÇóRô³ñFê¼è*õ¼ù�ügóRôÀöµóIñ@ê¼î�õ/ê/ð!
�ügô ê/óúê/óRðÓöX÷Àî#ñ/ñ/ô � öXî�ê/ôÀè*ÿ�è*òvê/ó=ð
ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ)öXéRçRô³öoñ/éRõ@òiî#öZð¾ñ�ç2ù � öµóR÷��	 =ôQô ÿ>@!B�·D¯E�GF ÿ(è*é=õ�è*í=ô ÿRôÀè*ÿ���ô ê)ô³ñ�ÿ=ðáöZð¾ñ/ñ¼î�õ¼ù�ê¼è��2ÿRèeü
ê/óRð¾ñ@ð�
6ðXø#ðX÷Àè*íRþ�ðXÿ`êµñ�ôýòrè*ÿ=ðÂõ/ð¾î�÷À÷ ù�ü î�ÿ`êµñ�ê/è éRÿ;
6ðXõµñFêµî�ÿ�
�ê¼óRð(ô�
6ðáî#ñ�ç�ðáóRô ÿ;

è*éRõ�ÿ=ðXü
öZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿ�ñ ügóRôÀöµóÇòWè#õ/þKê¼óRðrþ�î�ôÀÿúí�î�õ/ê è*òQè#éRõgü�è*õL�h�

��ðÓê/ó2é=ñ�ñ@ê¼î*õ@ê)ügôýê¼ó(î�óRôÀñ@ê/è#õ/ô³öXî*÷sèeø*ðáõ/ø2ôÀðXü-è�ò�ê/óRðUñ@éRçRûFðáö^ê!�GF ÿIòiî*ö^ê!�=ü�ðÓï*è�ñ/÷Àô ï#ó#ê¼÷ ù
ç�ðáù*è#ÿ�
Iê/ó=ôÀñ)î�ÿ�
Iï#ô ø#ðÓñ@è#þ�ðoè*ç2ø2ô è#é=ñgï*ðáÿRðXõµî�÷Àô��áîeê¼ô è#ÿ=ñgî�ÿ;
'
6ðZêµî�ôÀ÷ ð!
ÂñFê¼é�
6ôÀðáñ�ôÀÿ�öáî*ñ/ðáñgôÀÿ
ügóRô³öµó�ô êEñ@ðáðXþ�ñNî�í=íRõ/è#íRõ¼ôÀî�ê/ðEê¼è
é=ñ��)]I� ï�����ð�[`é=î�ê/ôÀè*ÿ�7¾C�� BD:ÐügóRô³öµóUòWè*÷À÷ èeü�ñÐòWõ¼è*þ �
î�÷À÷³î�õµîeê/ô�5 ñ
ï*ðáÿRðXõµî�÷Àô �¾îeê¼ô è#ÿ�è�ò�PQ� � ðXï*õ¼ð�5 ñEô�
6ð¾î*ñ4ñ/óRèeü�ñEê/ó=î�ê4ê/ó=ð)þ�î<�6ôÀþoéRþ8ÿ2éRþUç�ðáõ

µA2(6)
è*òvöZé=ñ/í=ñ

è*ÿ�îÂñ/ð��2ê/ô³ö�ô³ñrï*õ¼ðáî�ê/ðXõ
è#õÓð�[`é=î*÷�ê/è
36
ügóRô³öµó¢ôÀñoîÇòiî*ö^êrê¼ó=îeêUó=î*ñ
ç?ðXðáÿ èeø*ðXõ¼÷Àè`èD�*ð!
IòWè*õ

ñ@è#þ�ðoê¼ô þ�ð��Óæ�ÿRè�ê¼óRðXõ
ð��6î*þ�íR÷ ðUôÀñ�è#éRõ�öXè*ÿ=öXõ/ðXê/ð�öZè*þ�íRéRê¼îeê¼ô è#ÿ(è�òJÁEî�õµöµóRðXÿE�#è�5 ñ�ñ/í�ð¾ö^ê¼õ¼î*÷
ç�è#éRÿ�
ÂôÀÿÂê¼óRðUöáî*ñ/ðrè�ò

Aj 4 ñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ�7iñ/ðáö^ê¼ô è#ÿ¿¯E�¤¹<:Ð��� óRôÀñ�÷ ð¾î�
Rñ�ê/è î*ÿÂô ÿ`ê¼ðXõ¼íRõ/ðXê¼î�ê/ôÀè*ÿ
è�òÐê/óRô³ñ�ç�è#éRÿ�
 î#ñ�ñ/è 4 öXî*÷ ÷Àð�
�è2öZê¼î*óRð�
6õµî�÷�ÿ2éRþoç?ðXõµñ4ôÀÿúê/óRð
öXî#ñ@ð

j ≥ 2d− 1
7¯ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿúë;� @!¯	:Ð�

Ô�Õ6Ö\×�"sÙ
$'&#Ý ÞUÜ?ÛÐàá×XÖeâQã�×áä¯Ü�ÛQà Õ=ÛU( *�,¾.�Ü�ÖeäW×!0U1�à#å�=)éRõ�þ�î�ôÀÿ(õ/ð¾ñ@é=÷ýêµñ)î*õ/ð�öZè*ÿ 4ê¼î*ô ÿRð!
�ô ÿ�ê/ó=ð ñ/ðáöXè*ÿ�
Uí=î*õ@êNè�ò�ê/óRô³ñ�ê¼óRðáñ/ôÀñ���� óRðXõ¼ðXôÀÿ���ü�ð�í=õ/ð¾ñ@ðáÿ#êEñ/è*þ�ð ÿRðXü�öZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿ�ñ
è�ò�ó2ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öXðáñ
ügô ê/ó�þ�î�ÿ2ù&ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñrügó=ôÀöµó ÷ÀðáîD
�ê¼è(ÿRðáü ÷Àèeü�ðXõÓç?è*éRÿ;
RñròWè#õÓê/ó=ð
þ�î<�6ô þUéRþ ÿ`é=þoç?ðXõ

µnT (d)
è�ò�ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ
è�ò êFù2í�ð

T
è#ÿ îÂó2ù`í?ðXõµñ/éRõ@òiî#öZð�è�òI
6ðáï*õ¼ðXð

dô ÿ¿� n ôÀÿIþ�î�ÿ2ùúöáî*ñ/ðáñ��oF ÿÂè*éRõgè#íRô ÿ=ô è#ÿ��6ê/ó=ðÓþ�ðZê/ó=è^
=ñgé=ñ/ð�
úòWè*õgê¼óRðáñ/ðÓöZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ=ñgî�õ¼ð
è�ò4ôÀÿ�
6ðáí�ðáÿ�
6ðáÿ#êrôÀÿ`ê/ðXõ¼ðáñ@ê�ê¼óRðXþ�ñ/ðX÷Àø*ð¾ñ�ç?ðáöáî�é=ñ/ðÓê¼óRðXùÂöXî*ÿ�öXðXõ/ê¼î�ôÀÿR÷Àùúç?ð�î�íRíR÷ÀôÀð�
(ôÀÿ�þ�î*ÿ`ù
è�ê¼óRðXõ�ñ/ô ê/é=î�ê/ôÀè*ÿ=ñ��
æ�ê � õµñ@êQñ/ô ï#ó#ê!�áè#éRõvþ�è`ñFêQô þ�í?è*õ/ê¼î�ÿ`êvõ¼ðáñ/éR÷ êÐô³ñvöXðXõ/ê¼î�ôÀÿR÷Àù�ê¼óRð�öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê/ôÀè*ÿrè�ò=î�ñ@éRõ/òiî*öXð

ô ÿ¿� 3 ügôýê¼ó 99
ÿRè�
6ð¾ñK7iöµó�î�í6ê¼ðXõIN�:�ügó=ôÀöµóÂñ/óRèeü�ñ�S

99 ≤ µ(7) ≤ 104.



% ö Ä�z;{�Ã6÷6ø6|Ez ö Ã�Ä
� óRô³ñ)ôÀñ�ê/óRð � õµñFê
öZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿÂè*òEè�
E
�
6ðáï*õ¼ðXð

d > 5
ügóRô³öµó�ð��6öXðXð!
Rñgê¼óRðUï#ðXÿRðáõ¼î*÷v÷Àèeü�ðáõ

ç?è*éRÿ;
Âï*ôÀø*ðáÿÇç2ù¿?�óRþoéRê/èeøÇô ÿ>@!B�B¼C�� ægò�ê/ðáõ�?�ó=þoé6ê¼èeøh5 ñI
6ô³ñ¼öZèeø*ðáõ/ù�ê/óRðáõ/ðoî*íRí?ðáî�õ¼ð�
Âñ/éRõ 4òiî#öZðáñUügô ê/ó"þ�è#õ/ð�ÿ=è^
RðáñUòWè*õ
d = 6, 8, 10, 12

�¿� óRðáñ/ð ü�ðXõ¼ð�òWè#éRÿ�
�ç2ù&ê¼î��2ô ÿRï&îÂòiî*þ�ôÀ÷Àù
è*ò�ñ/éRõ@òiî#öZð¾ñoügóRô³öµó 
6ðXí?ðXÿ�
=ñ�è*ÿ
ñ@è#þ�ðÇí=î*õ¼î*þ�ðXê/ðáõ¼ñ�î�ÿ�
�ðáî#öµó"è*ò�ügóRè#ñ/ðIþ�ðXþoç?ðXõµñ�ü�î#ñ
ôÀÿ2ø\î*õ/ô³î�ÿ`êréRÿ�
RðXõÓñ/è*þ�ð�÷Àî*õ/ï#ð�ñ/ù2þ�þ�ðXê/õ¼ù(ï*õ¼è*é=í��
� óRð�ñ/ù`þ�þ�ðZê¼õ/ù�õ/ð!
6é=öZð!
�ê/óRð�ÿ2éRþUç�ðáõ
è*ò�òWõ¼ðXð�í=î*õ¼î*þ�ðZê/ðáõ¼ñ�
Rõ¼î#ñFê¼ôÀöáî�÷À÷ ùD�Ðî�ÿ;
�ô êoü î*ñ
í?è#ñ¼ñ@ôÀçR÷Àð�ê/è�
RðZê/ðáõ/þ�ôÀÿRð�ê/ó=ðáñ/ð�é=ñ@ôÀÿRï(è*ê/óRðáõ
ï#ðXè*þ�ðXê/õ¼ôÀöáî�÷Pî�õ¼ï*éRþ�ðáÿ#êµñ��

F ÿ�÷³î�õ¼ï*ðoè^
�
¿
6ðXï#õ/ðáðÓê¼óRðoè#ÿR÷ ùIé=ñ/ðZòWé=÷�ñ/ù2þ�þ�ðXê/õ¼ùIè*ÿRð�öXî�ÿ�ô þ�í?è#ñ/ðUñ/ðXðXþ�ñ�ê/èúç�ðd
6ô 4óRð!
6õµî�÷ ñ@ù2þ�þ�ðZê/õ¼ù��4ô¾� ð��Qê/ó=ðÇñ/ù2þ�þ�ðXê/õ¼ù è�ò�ê¼óRð
d 4 ï*è*ÿ��\P�é6ê�ê/ó=ôÀñd�2ô ÿ;
�è�ò�ñ@ù2þ�þ�ðZê/õ¼ù¢ôÀñ

ð¾ñ/ñ/ðXÿ`ê/ô³î�÷À÷Àù�êFü�è 4 
6ôÀþ�ðXÿ=ñ/ô è#ÿ=î�÷�î�ÿ�
�ê/ó2é=ñ�÷Àðáî\ø*ð¾ñoé�ñUügô ê/ó�þ�î�ÿ2ù í=î�õµî�þ�ðXê/ðXõµñ��+� óRðIç?ðáñ@ê
ü î\ùÇê/èÂñ@è#÷ ø#ðoê¼óRô³ñ
íRõ/è#çR÷ÀðXþ ñ/ðXðXþ�ñ)ê/èIï#éRðáñ¼ñ
ñ@è#þ�ð�î�
�
6ôýê¼ô è#ÿ=î�÷Nï#ðXè#þ�ðXê/õ¼ôÀöoíRõ¼è*í?ðXõ/ê/ôÀðáñ�è�ò
ê¼óRðUó=è*í?ðZòWéR÷À÷ ùÂð��6ôÀñ@ê/ôÀÿRïúñ/éRõ/òiî*öXðÓügôýê¼ó�þ�î�ÿ2ùÂñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ ú çRé6ê
óRèeü%ÑH=)éRõ�ô�
6ð¾î�ô³ñ�ê¼è
é=ñ/ð�ð��2í?ðXõ¼ôÀþ�ðáÿ`ê¼ñEèeø#ðXõEí=õ/ôÀþ�ð � ðá÷�
RñEê/èUï*ðZê4ê/óRð¾ñ@ð�ô�
6ð¾î*ñ���P î#ñ@ð!
Uè#ÿ�ê/ó=ðáñ/ð�î�
E
Rôýê¼ô è#ÿ=î�÷�ï*ðXè 4þ�ðZê¼õ/ô³öXî*÷6íRõ¼è*í?ðXõ/ê/ôÀðáñ��eôýêEô³ñ�ê/ó=ðXÿ�ÿRè�êNø#ðXõ¼ù#
6ô º�öXéR÷ êNê/è
é=ñ/ð�öZè*þ�íRéRê/ðXõEî*÷ ï#ðXçRõµîgê¼èrðX÷Àô þ�ôÀÿ=îeê¼ð
î*÷ ÷�òWõ¼ðXð
í=î*õ¼î*þ�ðXê/ðáõ¼ñ��

F ÿ¢ñ@è#þ�ð�öXî#ñ@ð¾ñ��Pô êrôÀñ�ðáø*ðXÿ&í?è#ñ¼ñ@ôÀçR÷Àðoê¼èÇñ/è*÷Àø*ðUê/óRð�íRõ¼è*ç=÷ ðáþ öZè*þ�íR÷ÀðZê¼ðX÷Àù(î�÷Àï*è#õ/ô ê/óRþ�ô 4öáî�÷À÷ ùD�¸]4ôýê¼óRðXõÓç2ù�
Rô õ¼ðáöZê/÷Àù(ü�è#õ��2ôÀÿRïÇô ÿ öµó=î*õ¼î#ö^ê/ðáõ/ô³ñ@ê/ô³öK�Xðáõ/èIî�ÿ;
�é�ñ@ôÀÿRïIðX÷Àô þ�ôÀÿ=îeê¼ô è#ÿ&î*ÿ�

íRõ¼ôÀþ�î*õ/ù8
6ðáöXè*þ�í�è`ñ@ô ê/ôÀè*ÿ'7¯öµó=î�í6ê¼ðXõf¹	:Ð�`è*õNç2ùU÷Àô ò�ê/ôÀÿRïrê/ó=ðgíRõ/ôÀþ�ð � ðá÷�
�í=î*õ¼î*þ�ðXê/ðáõ¼ñQê¼èÓöµó=î�õ 4î#ö^ê/ðáõ/ô³ñ@ê/ô³öo�Xðáõ/ègé=ñ/ôÀÿRï�ê¼óRð�öµóRôÀÿRð¾ñ@ðEõ¼ðXþ�î*ô ÿ�
RðXõsê¼óRðXè#õ/ðáþLê¼è*ï#ðZê/ó=ðXõvügô ê/óUîgõ¼î�ê/ôÀè*ÿ=î*÷*õ¼ðáöXèeø*ðXõ¼ù
î*÷ ï#è*õ¼ôýê¼óRþ�7iöµó�î�í6ê¼ðXõTB¼:Ð�)F ÿ�
6ðXð!
6�`ü�ðgôÀþ�íR÷ ðáþ�ðXÿ`ê/ð!
�ê/óRð�÷³îeê/ê/ðáõ4î�÷Àï*è#õ/ô ê/óRþ î*ñNî¸ehit�U��a�rD��b
÷Àô ç=õ¼î*õ/ù�öXî*÷ ÷Àð�
�`�m��Ubhj�&('O�()h��*�itrDitm�`DqÌr¼its����)ñ@ôÀÿRïUê/óRô³ñ��6ôýê ôÀñ îoê/õ¼ô ø2ô³î�÷ÀôýêFù�ê¼èUõ¼ðXíRõ¼è�
6é=öXð�ê¼óRð
öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ=ñsè*ò�î�÷À÷^�2ÿRèeügÿÓõ¼ðáöZè#õL
=ñPòWè*õ

µA1(d)
òWè*õ

d ≤ 7
�eðXø#ðXÿÓè#éRõQèeügÿÓè*ÿRð�òWè*õ�ñ/ðXí6ê¼ôÀöáñ��

�%óRðáÿ�î�íRí=÷ ù2ôÀÿRïrôýê�ê/è
ê¼óRð�ÿRð��2ê4ô ÿ`ê¼ðXõ¼ðáñ@ê/ôÀÿRïÓöXî#ñ@ðgügóRô³öµó�ôÀñ
d = 9

ü�ð�è#ç6ê¼î*ô ÿ�îrÿRè#ÿRô³ö ügôýê¼ó
226
ÿ=è^
Rðáñ ügóRô³öµóÂñ@óRèeü�ñ�S

226 ≤ µ(9) ≤ 246.=)éRõ�î�÷Àï*è*õ¼ô ê/óRþ ô³ñNø#ðXõ¼ùÓï*ðáÿRðXõµî�÷Rñ/è
ê/ó=î�ê4ô ê�öXî*ÿ�öXðXõ/ê¼î*ô ÿR÷ÀùÓç?ð�î�í=íR÷ ôÀð�
�ê¼èrþ�î�ÿ2ùoè*ê/óRðáõ4öZè#ÿ 4öXõ/ðXê/ðEíRõ¼è*ç=÷ ðáþ�ñvô ÿUî�÷Àï*ðXç=õ¼î*ôÀö�ï#ðXè*þ�ðXê/õ¼ù���F ÿÓè#éRõvè#íRôÀÿRô è#ÿ��\î�÷À÷*ê¼óRôÀñÐþ�î	�#ðáñPê¼óRðJ
RðXø*ðá÷ è#íRþ�ðXÿ`ê
è*òvê/ó=ôÀñ�î*÷ ï#è*õ¼ôýê¼óRþKê¼óRðrþ�è#ñ@ê ôÀþ�í�è#õ@êµî�ÿ`êgõ/ð¾ñ@é=÷ýêgè�òQê/ó=ôÀñ ê¼óRðáñ/ô³ñ��

P�é6ê�ü�ðp
6è&ÿRè�ê�è*ÿ=÷ ù>
6ð¾ñ/öXõ/ôÀç?ðÇî*÷ ï#è*õ¼ôýê¼óRþ�ôÀö ü�î\ù6ñoê/è¢öZè*ÿ�ñFê¼õ/é=öZê�ñ/è*þ�ðÇñ@í?ðáöXôÀî*÷�ð�� 4î*þ�í=÷ ð¾ñ�� �&ð�î*÷Àñ/è¢ï*ôÀø*ðÂî¢ï*ðáÿRðXõµî�÷�öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ�è*ò�ó2ù2í?ðXõµñ@éRõ/òiî*öXðáñ�ôÀÿH� n ügôýê¼ó%þ�î*ÿ2ù
Aj 4 ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñÓügóRô³öµóM
Rè`ð¾ñoÿ=è�ê�é=ñ@ðIöZè#þ�íRé6ê/ðáõ¼ñ�îeê�î�÷À÷�7iöµó=î*í6ê/ðáõd9	:��ïF�ê�ô³ñ�ç=î*ñ/ð�
�è*ÿ
?�óRþUé6ê/èeø�5 ñ�ü�ðá÷ ÷ 4 �2ÿRèeügÿúöZè*ÿ�ñFê¼õ/é=öZê/ôÀè*ÿúè�òÐÿ=è^
=î�÷Pó2ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ���=)éRõ íRõ¼è2è�òvé=ñ/ðáñ�ê¼óRðrñ@è 4öáî�÷À÷ ð!
¿��ð¾ñ/ñ/ôÀÿ=ñ3
65 ]4ÿ6òiî�ÿ`ê¼ñ���� óRð�ÿ`é=þoç?ðXõµñ�è*ò

Aj 4 ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ�è�ò4è#éRõ�ð��Rî�þ�íR÷Àðáñ)ð��RöZðáð�

ê¼óRð��2ÿRèeügÿú÷Àèeü�ðXõ ç�è#éRÿ�
Rñ ôÀÿIþ�è#ñ@êgöáî*ñ/ðáñ���]I� ï;�Nô ÿ'� 3 �Rü�ð�ï#ðZê!S

µAj (d) ' 3j + 2

6j(j + 1)
d3, j ≥ 2.

F ÿ¸� n, n ≥ 5,
è#éRõQð��Rî�þ�íR÷ÀðáñQðXø#ðXÿUô þ�íRõ¼èeø*ðNê¼óRð ÷ èeü�ðXõQç?è*éRÿ�
=ñÐôÀÿÓê¼óRð ÿRè�
Rî�÷6öáî*ñ/ð�ñ/÷ ôÀï*ó`ê/÷Àù��

�&ðgê/óRðáÿ�þ�î��*ðgîrñ/óRè*õ/êNð��RöZéRõµñ/é=ñQê/è
ê¼óRðgü�è#õ/÷�
Uè�ò�õ/ð¾î�÷Rî�÷Àï*ðáçRõµî�ô³ö4ï#ðXè*þ�ðXê/õ¼ù�7iöµó=î*í6ê/ðáõ
·�:�� �&ðÂé=ñ@ðÂî&õ¼ðX÷³îeê/ôÀè*ÿ�ê/è&ê¼óRðIê/óRðáè*õ¼ù�è�ò
õ¼ðáî�÷g÷ÀôÀÿRðÂî�õ¼õ¼î*ÿRï*ðáþ�ðáÿ`ê¼ñoê/è�ñ/óRèeü ê¼ó=îeê�ê¼óRð
ÿ2éRþUç�ðáõ¼ñ�è�òQÿRè�
6ðáñ�è*ò)P�õ/ð¾ñÀ�#ð�5 ñ4õ¼ðáî*÷�ø\î*õ/ô³î�ÿ`êµñ�è*òo?�óRþUé6ê/èeø�5 ñ ñ@éRõ/òiî*öXðáñ�î�õ¼ð)ôÀÿIñ@è#þ�ð
ñ/ðXÿ=ñ/ð
î#ñ@ù2þ�í6ê/è*ê/ô³öXî*÷ ÷Àù�ê/óRð�÷Àî*õ/ï#ðáñ@ê�í?è#ñ¼ñ@ôÀçR÷Àð)è#ÿRðáñ���� óRôÀñ öXè*ÿ � õ¼þ�ñ îoöZè#ÿeûFðáöZê/éRõ¼ð�è�ò�?�óRþUé6ê/èeø�ôÀÿ
ê¼óRðÓñ@í?ðáöXôÀî*÷söXî#ñ@ð
è�òQõ/ð¾î�÷P÷Àô ÿ=ðÓî�õ¼õ¼î*ÿRï*ðáþ�ðáÿ`ê¼ñ��

� éRþ�þ�î�õ¼ô��XôÀÿRï��?ü�ðUï*ðXê�ê¼î*çR÷ÀðoìE��@oè#ÿIê/óRðUòiî*öXô ÿRï í=î�ï#ðÓügóRô³öµó(ï*ôÀø*ð¾ñgê/ó=ðoç?ðáñ@êQ�2ÿRèeügÿ
÷Àèeü�ðáõ�î�ÿ;
ÂéRíRí?ðXõ�ç�è#éRÿ�
Rñ�òWè*õ)ê/óRðUþ�î<�6ô þUéRþ ÿ`é=þoç?ðXõ

µAj (d)
è�ò
Aj 4 ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñgè#ÿ(îñ/éRõ/òiî*öZð�è�òo
6ðáï*õ¼ðXð

d
òWè*õ

j = 1, 2, 3, 4
�

�&ð�þ�î�õL�Óê¼óRè#ñ/ð�öXî#ñ@ð¾ñNôÀÿ�ç�è#÷�
�ôÀÿ�ügóRô³öµó�è*éRõ�öZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿ�ñNô þ�íRõ¼èeø*ð�7Wê/èoè#éRõ��2ÿRèeüg÷ 4ð!
6ï*ð±:�ê/óRð íRõ/ðáø2ô è#é=ñ@÷Àù��2ÿRèeügÿ¢÷Àèeü�ðáõrç�è#éRÿ�
Rñ��'2Rè#õ
j ≥ 2

î�ÿ;

d ≥ 5

��î*÷ ÷4ç�ð¾ñFê¸�`ÿ=èeügÿ
÷Àèeü�ðáõgç�è#éRÿ�
Rñ�î�õ¼ðrðXô ê/óRðáõ�îeê/ê¼î�ôÀÿRð!
Iç`ùúè*éRõ�ð��Rî�þ�íR÷Àðáñ òWõ¼è*þ öµó=î�íRê/ðXõ%9�è*õgç2ù��
î*÷ ÷³î�õµîeê¼ô¾5 ñ
ï#ðXÿRðáõ¼î*÷ ô��áî�ê/ôÀè*ÿ�è*òGPQ� � ðXï#õ/ðD5 ñ
ô�
6ðáîIügó=ôÀöµó¢ü�ð�ü�è#õ��(è#é6êÓôÀÿ>
6ðZêµî�ôÀ÷Eô ÿ�ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ>C��³9^��� óRð
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HT�Us;r¼mJI�qLKEq�æ�ÿÓèeø#ðXõ¼ø2ô ðáü�è*ò2è#éRõvþ�î*ô ÿÓõ¼ðáñ/éR÷ ê¼ñ���� óRð�ç�è#÷�
rÿ2éRþUç�ðáõ¼ñvô ÿ 4
6ô³öXîeê¼ð�ê¼óRð)öáî*ñ/ðáñEôÀÿ ügó=ôÀöµó�ê¼óRð�í=õ/ð¾ñ@ðáÿ#ê�ü�è#õ��Uô þ�íRõ¼èeø*ð¾ñNê¼óRð�íRõ¼ðXø2ôÀè*é=ñ/÷Àù
ç�ð¾ñFêI�2ÿRèeügÿÇ÷Àèeü�ðáõ�ç?è*éRÿ;
Rñ��

öZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿ�ñ�òWè*õ
ê/ó=ð�è�ê/ó=ðXõÓñ/éRõ@òiî#öZð¾ñ
õ/ð¾î*öµóRôÀÿRïúê/óRð�ç?ðáñ@êK�2ÿRèeügÿ�÷Àèeü�ðXõ
ç�è#éRÿ�
RñÓô ÿ&ê/ó=ð
ÿRè�
Rî�÷ÐöXî*ñ/ðW7Wô�� ðD� �

j = 1
: î�õ¼ð)çRõ¼ôÀð� =ù�
6ðáñ¼öZõ¼ô ç?ð�
úôÀÿÇè#éRõgóRô³ñFê¼è*õ¼ôÀöáî�÷Pñ/éRõ/ø#ðXù¿7ií=î�õ/ê�@!:��

Ô�Õ6Ö\×ïVsÙïXÇäià¾âÐÕ�,iä/Y#Õ6×áä¯Ü�Û�å%F�ò�îÂñ/éRõ/òiî*öXð�ügôýê¼ó�þ�î�ÿ2ù¢ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñrô³ñ#
Rð � ÿRð!
 èeø*ðáõ
ê/óRðUõ/ð¾î�÷³ñ ê/ó=ðXÿÂô ê�ôÀñ)ñ@è#þ�ðZê/ôÀþ�ðáñ�ÿRôÀöXð
ê/è�ó�î\ø*ðÓî�íRô³ö^ê¼éRõ/ðoè�òNôýê!��P�éRê�ê/óRô³ñ�ô³ñ�ÿ=è�ê�ê¼óRðÓè*ÿ=÷ ù
õ/ð¾î*ñ/è*ÿÂügó2ùIè*ÿRðUü�è#éR÷�
Â÷ ô��*ðÓê/è ó�î\ø*ðÓï#è`è�
Âø2ô³ñ@é�î�÷Àô �¾îeê/ôÀè*ÿ�ñgè�ò�ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ)ñ@éRõ/òiî*öXðáñ�SGF ÿ(ê/ó=ð
÷Àî#ñFêNí=î*õ@ê�è�ò=ê/óRô³ñQê/óRð¾ñ@ô³ñQü�ð ñ/óRèeü óRèeü ê¼è)é=ñ/ð�è*éRõ�ø2ôÀñ/é=î*÷ ô��áî�ê/ôÀè*ÿrê¼è`è#÷ÀñJehg�ikjElÇî�ÿ�
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√
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√
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√
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IôÀÿ
ð³ñvÕE,f���Eó�î*ñ�î�ÿ�ð��6î*þ�íR÷ ðúè�ò)î�[`é=î�õ/ê/ô³ö�
6ðáõ/ôÀø*ð!
¢òWõ¼è*þ î�ÿ�ðá÷ ÷ÀôÀí=ñ@è#ô�
�7iñ/ðXð � ï��f@�� ¯(è#ÿ�ê/ó=ð
òWè*÷À÷ èeügôÀÿRï�í=î*ï*ð!:�ô³ñ�S

2Rõ¼ðáñ
a,b,c :=

(
(x2(R2 − b2)(R2 − c2)

)
+
(
y2(R2 − a2)(R2 − c2)

)

+
(
z2(R2 − a2)(R2 − b2)

)
− (R2 − a2)(R2 − b2)(R2 − c2),

ügóRðXõ¼ð
R2 := x2 + y2 + z2 î�ÿ;
�ê¼óRðÓöZè#ÿ=ñFêµî�ÿ`ê¼ñ

a, b, c ∈ � öXî*ÿúç?ðÓöµóRè#ñ/ðXÿIî�õ¼çRô ê/õµî�õ¼ô ÷Àù��
�
éRþ�þ�ðXõ�î*÷Àñ/èrÿRè*ê/ô³öZð�
�ôÀÿ'ð ÚÂâU1¢���=Õ�ó�ê/ó=î�ê

16
ü î*ñNê/óRð�þ�î	�2ôÀþoé=þ í?è#ñ¼ñ@ôÀçR÷Àðgÿ2éRþoç?ðXõ

è�ò�ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ�è*ÿÇî8[`é=î*õ@ê¼ôÀö ú é�ñ@ôÀÿRïUê/óRð
õ¼ðáî*ñ/è*ÿ=ô ÿRï-7»@�� ¯�:�ç=î#ñ@ð!
�è*ÿ ê/óRð�éRíRí?ðXõgç?è*é=ÿ�

òWè*õgê¼óRðÓöZ÷³î*ñ¼ñ���� ó=ôÀñgñ/óRèeü�ð�
6S
7»@D� ·¼:

µ(4) = µA(4) = µA1(4) = 16.

��ô³ñ
ñ@ù6ñ@ê/ðXþ�î�ê/ô³örê/õ¼ðáî�ê/þ�ðXÿ`ê�è*ò�î�÷À÷
16 4 ÿRè�
Rî�÷)[#é�î�õ/ê/ô³öXñ�ôÀÿ>ð ÚÂâ)1¢���=Õ¼óNî�ÿ�
ïð ÚÂâ)1¢���EÖ6ó�ôÀñ

ê/óRð�õ¼ðáî*ñ/è*ÿÇügó2ùÇñ/é=öµó�ñ/éRõ/òiî*öXðáñ�î*õ/ðrÿRèeü î�
=î\ù2ñgöáî�÷À÷ ð!
_¦ ç�â8âW¦�§��;ç�§kå�©�àO¦�« ����ð�öZè*í=ô ð!
Âî
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ñ/÷ ôÀï*ó`ê¼÷ ù îD
Rî�íRê/ð�
úø*ðáõ¼ñ/ôÀè*ÿÇè�ò)�
é=þ�þ�ðáõ�5 ñgð�[`é=î�ê/ôÀè*ÿÇï*ôÀø*ðáÿúôÀÿ\ð ÚÂâ)1¢����Ö6óvòWõ/è#þ î�ehit���Ua�M
rD��b(ñ¼öZõ¼ôÀí6êgè�ò � �E]Eÿ�
Rõ¼î�_��Rñ/ðXð � ï��6@D� ¯UòWè#õ�îUí=ôÀöZê/éRõ¼ð�S
7À@��¤¹	: �
é

µ :=
(
x2 + y2 + z2 − µ2

)2 − λ y0 y1 y2 y3,

λ = 3µ2−1
3−µ2 , µ ∈ � ,

ügóRðáõ/ð�ê/óRð
yi
î�õ¼ð�ê¼óRð�ê/ðXê/õµî�óRð!
6õµî�÷�öXè2è*õO
6ô ÿ�îeê/ð¾ñrî�÷Àõ/ð¾î�
6ù�é=ñ/ð�
¢òWè#õ¸?�÷ ðáç=ñ¼öµó�5 ñ8��ô³î�ï#è*ÿ=î*÷

?�éRç=ôÀörôÀÿ � ï;��@��³C�è*ÿIê¼óRðoí=õ/ð¾öZð�
Rô ÿRï�í�î�ï*ðD��æ ø*ðXõ¼ù ÿ=ôÀöXðÓç�è2èD�úè#ÿIê/óRð#�
é=þ�þ�ðáõ�[`é=î�õ/ê/ô³ö
ü î*ñ�ügõ¼ôýê/ê/ðXÿÇç2ù���é;
Rñ@è#ÿ�ð "Ââ)(ih��^óvîoòWðXü ù*ð¾î�õµñ4÷³îeê¼ðXõ!��æ�ÿRè�ê¼óRðXõ òiî*þ�è*é=ñ�þ�è*ÿRè#ï*õµî�íRó è*ÿ
ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ�[`é=î�õ/ê/ô³ö
ñ@é=õ@òiî#öZðáñ�ô³ñ�ð §6&2à#Ø¨��ó��

)Gik��a�b6mZKEqª©6qI2=õ/ð¾ñ@ÿRðá÷¾5 ñ��&î\ø#ð � éRõ/òiî*öXðM2=õ/ð¾ñ
1, 3

10 ,
1
2

è�ò�@!NE@�B ó=î*ñ
16ÿRè�
6ð¾ñsè*ÿ=÷ ù)òWè*éRõÐè�òRügóRô³öµóÓî�õ¼ðEõ¼ðáî*÷¾���
é=þ�þ�ðáõ�5 ñPê¼ðZê/õµî�ó=ð�
6õµî�÷ 4 ñ/ù2þ�þ�ðXê/õ¼ôÀö� éRõ/òiî*öXð��
é

1.3
è*òf@!N�·�ë;�#ôÀÿ=ñ@ê/ð¾î�
6�Ró�î*ñ

16
õ¼ðáî�÷�ÿRè�
6ð¾ñ��

Ø?å�VvåJ� Üh0ÐÛ$� à�ÞUÜ�ÛQàá×XÖeâÐã*×áä¯Ü�Û
Ü�
�Ù�âQÕ6Ö\×áä¯ã*à�Ý�äW×!0���«NØ¨�+$ÂÜ�()&2à
F ÿ ð �úÜ;0����^ó��f�gè*óRÿ�ñFê¼é�
6ôÀð�
�[`é=î�õ/ê/ô³öXñUügôýê¼óMN<¶h@�·�ÿRè�
6ðáñ�ôÀÿ�î&ñ@ù6ñ@ê/ðáþ�î�ê/ô³ö�ü î\ù¢ç`ù

ð��6î*þ�ô ÿRôÀÿRï�ê¼óRðoñ/ð��2ê/ô³ö
íR÷³î�ÿRðÓöXéRõ/ø#ðrè*ç6êµî�ôÀÿRð�
Iî#ñ ê/óRðrç=õ¼î*ÿ=öµóI÷ è6öZé�ñgè�ò�ê/ó=ðÓíRõ¼è�ûFðáöZê/ôÀè*ÿÇè�ò
ê¼óRðW[#é�î�õ/ê/ô³öÓê¼èIîúíR÷³î�ÿRðD�¸� ó=ð

16 4 ÿRè�
Rî�÷��
éRþ�þ�ðXõK[`é=î�õ/ê/ô³ö�öZè*õ¼õ¼ðáñ/í�è#ÿ�
Rñ�ê/èúê/óRð�öáî*ñ/ðUôÀÿ
ügóRô³öµóúê/óRðÓñ/ð��2ê/ô³öXñ�òiî#ö^ê¼è*õµñ ô ÿ`ê/è�ñ/ôÌ�ÇñFê¼õ¼î*ô ï#ó#êg÷Àô ÿ=ðáñ��

=)ÿRðÓè*òQó=ôÀñ�ð�[`é=îeê¼ô è#ÿ=ñgè*òQê¼óRð
12 4 ÿ=è^
=î�÷�[`é=î�õ/ê/ô³ö
ô³ñ�ñ@ê/ôÀ÷ ÷Ðè*ÿRðrè*òQê¼óRðÓþ�è#ñ@ê�ôÀþ�í?è*õ/ê¼î*ÿ`ê

þ�ðZê¼óRè�
Rñ�òWè#õ � ÿ�
6ôÀÿRïÓñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ�ügôýê¼ó�þ�î*ÿ2ùUñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñQî#ñNü�ð�ügôÀ÷À÷�ñ/ðXð ÷Àî�ê/ðáõ���2Qô ï;�E@�� ë
è*ÿ
ê¼óRð�ÿRð��2êrí=î�ï#ðUôÀ÷À÷ é=ñ@ê/õµîeê¼ðáñ�ê¼óRð�ô�
6ð¾îúòWè*õröZéRõ¼ø*ð¾ñ�ügôýê¼ó

A2 4 ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ��#�gè#óRÿ�5 ñröXî#ñ@ð�è�ò
îd[`é=î�õ/ê/ô³ö)ügôýê¼ó

12
ÿ=è^
Rðáñ ôÀÿ`ø#è*÷Àø*ð!
�òWè*é=õgíR÷Àî*ÿRðáñgî*ÿ�
Çî�ñ/þ�è2è�ê/óp[`é=î�
Rõ/ô³ö�ôÀÿ=ñ@ê/ð¾î�
Çè�òQ÷ ôÀÿRðáñ

î*ÿ�
úöXô õµöZ÷Àðáñ��Rñ/ðXð � ï��6@D� 9Uè#ÿ ê¼óRð
òiî*öXô ÿRï�í�î�ï*ðD�
F�î�þ ôÀÿ�
6ðXçRê/ð�
Âê/è
Á)ôÀî�ê����
ó=î�õ¼÷Àî*þ�èeø�ügóRè�ôÀÿ6òWè*õ¼þ�ð�
Iþ�ðÓè*òNê/óRðròiî#ö^ê)ê/ó=î�ê�ê/ó=ôÀñ�ô�
6ð¾î

ô³ñÓöZè#ÿ`ê¼î�ôÀÿRð!
�ôÀÿï�gè*óRÿ�5 ñÓî*õ@ê¼ôÀöX÷ ð'7¯î�ÿ�
&ô³ñríRõ¼è*ç=î*çR÷ ùÂðáø*ðáÿ&è#÷�
RðXõ!�vöZè#þ�í�î�õ¼ð�ðD� ï;� � öµóR÷��< =ô�5 ñ
î*õ@ê¼ôÀöX÷ ð¿ð¤ñvã!0��hVEók:Ð�¢æ�÷À÷ î�õ/ê/ô³öZ÷ÀðáñUè�ògê/ó=ðúñ/ðáöZè#ÿ�
 ó=î*÷ýò�è*ògê/óRð

20 ~¬� öZðáÿ`ê/éRõ¼ù��2ÿRèeügÿ�ê/è�é�ñ
î�ê@ê/õ¼ôÀçRé6ê/ðÓê/óRô³ñ�öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ ê¼è�PQ� � ðáï*õ¼ð��=ñ/ðXðÓñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ¿C��³C^�gæ�õ¼ðáî#ñ@è#ÿ òWè#õgê/óRô³ñ�þ�ôÀï*ó`ê�ç?ð
ê¼ó=îeêgôÀÿÇó=ôÀñ�òiî*þ�è#é=ñ ç?è`èD��è*ÿIñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ�[`é=î�õ/ê/ô³ö)ñ/éRõ/òiî*öXðáñ3ð §6&2à#Ø¨��ó��E�#ðáñ¼ñ/è*íúî�ê@ê¼õ/ôÀçRé6ê¼ðáñ ê¼óRð
ñ/ù6ñFê¼ðXþ�îeê¼ôÀö�ê¼õ/ð¾îeê/þ�ðáÿ#ê�è*ò�[`é=î*õ@ê¼ôÀöáñ ügôýê¼óÂþ�î�ÿ2ù ÿRè�
6ð¾ñ ê/è
��è*óRÿ���çRé6ê�ó=ðrÿRðXô ê/óRðáõ�ï*ôÀø*ð¾ñgî
õ¼ðZòWðáõ/ðáÿ=öZð)ê/è
�gè#óRÿ�5 ñgî�õ/ê/ô³öZ÷Àðdð �úÜ;0�����ó��=ÿRè*õ ð��6íR÷³î�ôÀÿ=ñ�ê¼óRôÀñ�öZè*ÿ�ñFê¼õ/é=öZê/ôÀè*ÿÇð��6íR÷ÀôÀöXôýê¼÷ ùD�

2Rè#õ�ê/óRð�þ�è*õ¼ðoï*ðáÿRðXõµî�÷�öXî#ñ@ðUè�òJ
RðXï*õ¼ðXð
d

�U�gè*óRÿ�5 ñ
öZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿR7WóRð�è*ÿR÷Àù¿
6ô³ñ/öXé=ñ¼ñ@ð¾ñ
ê¼óRðoñ/í�ð¾öZô³î�÷Ðöáî*ñ/ð

d = 4
:göXî*ÿÂç�ð#
Rðáñ¼öZõ¼ô ç?ð�
Iî*ñ�òWè*÷À÷ èeü�ñ�S

d
ï#ðXÿRðáõ¼î*÷só2ù2í�ðáõ/íR÷³î�ÿ=ðáñ

li
ô ÿ¿� 3ôÀÿ`ê/ðXõµñ/ðáö^êgôÀÿ (d

2

) ÷ÀôÀÿRðáñgügó=ôÀöµóIþ�ðXðXê)î�ï*ðXÿ=ðXõµî�÷sñ/éRõ@òiî#öZð
q
è�òo
6ðXï#õ/ðáð bd2c ô ÿ

(
d
2

)
bd2c ≈ 1

4d
3í?è*ôÀÿ`ê¼ñ���� ó`é�ñ��2ê¼óRðÓñ@é=õ@òiî#öZðáñ

7À@�� ND: �gè
d :

d∏

i=1

li − q2 = 0



ô�� % � xEw6y�y�Å�z�­ y3ø ��� Å�{�x�Ã6ø�Ä�÷���Ã6{+y�ø�{���w;|EÅEy ô/4

x3 = 0
�
y2 = 0 x3 − y2 = 0

x2 = 0
�
(x + y)2 = 0

�
(x− y)2 = 0

� (
x2 · (x+ y)2 · (x − y)2

)

(x2 + y2 − 1)3 = 0 − (x2 + y2 − 1)3 = 0

)Gik��a�b6m®KEq°¯�q%��÷Àè*ç=î*÷ ô��XôÀÿRï�ê/ó=ðr÷ è6öXî*÷Pð�[`é=î�ê/ôÀè*ÿÇè�òQî�ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýêFùD�

E1,2,3,4 := Q := E1,2,3,4 −Q2

(x− y)(x+ y)(y − z)(y + z)
�

(x2 + y2 + z2 − 1)
�

)Gik��a�b6m�KEqª±6qI��è*óRÿ�5 ñ
12 4 ÿRè�
Rî�÷vñ/éRõ/òiî*öXðWð �úÜ;0����6�=í��;¯�¯	óQöXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ð�


ç2ù�ï*÷Àè*ç=î*÷ ô��XôÀÿRïUê/óRðr÷Àè6öXî*÷Pð�[`é=îeê¼ô è#ÿúè*òQî�ÿRè�
6ðD�

ó=î\ø*ð (d
2

)
bd2c =

{ 1
4d

3 − 1
4d

2, d
ðXø*ðáÿ

1
4d

3 − 1
2d

2 + 1
4d, d

è�
E
 ÿRè�
6ð¾ñ��

Ø?å��ÐåJ��ÕRà¾à�&`×|� à ²]³i³T&`Ö]��Ü�âQÛU(V
�Ü�Ö�ñvâvÖD
�ÕRã�&2à
P�ðáñ/ô�
6ð¾ñ
ê/ó=ðáñ/ð öZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿ�ñ
ê/óRðáõ/ðúî�÷³ñ@è(î*íRí�ð¾î�õ¼ð�
&ÿRðáü é=íRí�ðáõoç?è*éRÿ;
Rñ��pF ÿH@!B*ì�·��

P î*ñ¼ñ@ðXê-ð �UÕRà����=Õ^óë�Ið �UÕ=à3���EÖ�ógô þ�íRõ¼èeø*ð!
&ê/óRðÇç�è#éRÿ�
�7»@�� ¯�:ÓòWè*õUê/óRðÇþ�î<�6ôÀþoéRþ ÿ2éRþoç?ðXõ
è�ògô³ñ@è#÷Àî�ê/ð�
\
6è#éRçR÷Àð�í?è*ôÀÿ#êµñrè*ÿ�îÂñ/éRõ/òiî*öXð

f
è*ò�
RðXï*õ¼ðXð

d
ôÀÿ>� 3 �pP�éRêÓê/óRðúî�íRíRõ¼è±�6ô þ�î�ê/ð

ç�ðáó=î\ø2ô è#éRõW
6ô�
"ÿRè*ê�öµó�î�ÿRï#ð�S
µDp(d) / 1

2d
3 ��P î*ñ¼ñ@ðXê�5 ñoô�
6ðáî�ü î*ñoê/è¢íRõ¼è�ûFðáöZê�î�ÿRè�
Rî�÷

ñ@é=õ@òiî#öZð
f
è�ò�
6ðáï*õ¼ðXð

d
î�ÿ;
�öZ÷³î*ñ¼ñ

d∗
ôÀÿ-� 3 òWõ/è#þKîÓï*ðáÿRðXõµî�÷?í?è*ôÀÿ#ê!�o� óRôÀñ�ù2ôÀðX÷�
Rñ�î

(d− 2) 4òWè*÷�
�öXèeø*ðáõ/ôÀÿRï
f → � 2 õ¼î*þ�ô � ð!
(î�÷Àè*ÿRïúî íR÷³î�ÿ=ðUöZé=õ/ø#ð

C
è*òT
6ðXï#õ/ðáð

d(d − 1)
î�ÿ;
�öZ÷³î*ñ¼ñ

d∗
�Eæ�íRíR÷Àù`ôÀÿRï�ê¼óRð�­E÷��=öO�*ðáõI2Rè*õ¼þoé=÷Àî#ñ4ê¼è

C
ù2ôÀðX÷�
Rñ�S

7»@D� B¼:
µDp(d) ≤ 1

2

(
d(d− 1)2 − 5−

√
d(d− 1)(3d− 14) + 25

)
.

Z(î�ÿ2ù�ù#ðáî�õµñ�÷Àî�ê/ðXõ!� � ê¼î*ï*ÿ=î*õ/èoõ/ðáþ�î*õ��#ð�
�ê¼ó=îeêIP î*ñ¼ñ@ðXê�5 ñ�î*õ@ê¼ôÀöX÷ ð)ü�î#ñ�ÿRè�ê õ/ôÀï*è#õ/è#é=ñEðáÿRè*é=ï*ó
î�ÿ�
(ï#î\ø*ðrî�þ�è�
6ðXõ¼ÿÂíRõ¼è2è�òGð³ñs×áÕ��hVEó��I2=éRõ@ê¼óRðXõ¼þ�è*õ¼ð��Ró=ôÀñ�íRõ/è2è*òQù2ôÀðX÷�
6ð�
Âî�ï#ðXÿRðáõ¼î*÷ ô��áî�ê/ôÀè*ÿ
è�òoP î*ñ¼ñ@ðXê�5 ñ ç�è#éRÿ�
úê/è�è*õO
6ôÀÿ=î�õ¼ù

q 4 òWè*÷�
 í?è*ôÀÿ`ê¼ñ��=ñ@ðáðrñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿp¯E��@�� ¯��
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� óRðIòWè#÷ ÷Àèeügô ÿ=ï�êµî�çR÷ÀðIï*ôÀø*ðáñ�ê¼óRðp�2ÿRèeüg÷ ð!
6ï*ðÇè*ÿ

µDp(d)
îeê�ê¼óRôÀñ�í?è*ôÀÿ`ê�� æ�÷ýê¼óRè*éRï#ó

�gè#óRÿ�é�ñ@ð!
Iê/óRð�þ�ðZê¼óRè�
�
6ð¾ñ/öXõ/ôÀç?ð�
(î*ç�èeø#ðoè*ÿ=÷ ùÇòWè*õ
öZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô ÿRï�[`é=î�õ/ê/ô³öXñ���ü�ðU÷ ô³ñFê
ê¼óRð
ÿ2éRþUç�ðáõNè�ò�ÿRè�
6ðáñ�è#ÿ�ñ/éRõ/òiî*öXðáñQè�ò�óRôÀï*óRðáõ�
6ðXï#õ/ðáð�ê¼ó=îeêEè#ÿRð è*ç6êµî�ôÀÿ=ñ�ôÀÿUê¼óRô³ñNü�î\ùD�U� óRðgç?è*÷�

ÿ2éRþUç�ðáõ¼ñ4ô ÿ�
RôÀöáîeê/ð�ê/óRð�öXî#ñ@ð¾ñEôÀÿ�ügóRô³öµó�P î*ñ¼ñ@ðXê�5 ñEéRíRí?ðXõ�è*õf�gè*ó=ÿ�5 ñ�÷Àèeü�ðáõEç�è#éRÿ�
�ôÀþ�íRõ¼èeø*ð
ê¼óRðríRõ¼ðXø2ô è#é=ñ/÷ ùW�2ÿRèeügÿÇç�è#éRÿ�
Rñ�S

d 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 d

µDp(d) ≤ 0 1 4 16 34 66 114 181 270 383 524 696 ≈ 1
2d

3

µA1(d) ≥ 0 1 4 16 20 45 63 112 144 225 275 396 ≈ 1
4d3

�&ðÓè*ÿR÷ÀùÇü�î*ÿ#êgê¼è�þ�ðXÿ`ê/ôÀè*ÿÂôÀÿÂí=î#ñ/ñ/ô ÿ=ïUê¼ó=îeê)ô ÿÂê¼óRðÓù#ðáî�õµñgîeò�ê¼ðXõ%P î#ñ/ñ/ðZê!5 ñI
RôÀñ¼öZèeø#ðXõ¼ù��
ñ/ðXø#ðXõµî�÷Pè�ê¼óRðXõ)í�ðáè*íR÷Àðrê¼õ/ôÀð�
Çê¼è�ô þ�íRõ¼èeø*ð
óRô³ñ�ç?è*é=ÿ�
6��]I� ï����h�vðZòiñ¼öµóRðZêL�Wð �J&¨
/Ø�VEóQî�ÿ;
'��è*÷À÷ 4öXõ/è*ò�ê�ð "ÂÜh,�";V¼óë�Gð "ÂÜh,�"��¼óë�fð "ÂÜh,�"�h^ó�ñ/é=öáöZðXð!
6ð�
��ÐçRéRêUè*ÿ=÷ ù&éRÿ�
6ðáõoî(öXðXõ/ê¼î�ôÀÿ�î*ñ¼ñ/éRþ�í6ê/ôÀè*ÿ
ügóRô³öµó\�sðZòiñ¼öµóRðXê���öXî*÷ ÷³ñ)ê/óRð{´@í�è`ñFê¼éR÷³îeê/ð�è*ò�ñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ1µÐ�Uæ)ñ��sðZòiñ¼öµóRðXê���þ�ðXÿ`ê/ôÀè*ÿRð!
6�PòWè#õ
íR÷³î�ÿ=ðIöXéRõ¼ø*ðáñ�ê¼óRô³ñ�í�è`ñFê¼éR÷³îeê/ðIô³ñ�ð�[`éRôÀøeî�÷ÀðXÿ`ê�ê/è¢ê¼óRð]´@î*÷ þ�è`ñFê�è*ç2ø2ôÀè*é=ñ/µÇî�
Rþ�ô³ñ¼ñ@ôÀè*ÿ�ê/ó=î�ê
ügóRðáÿLî"öXéRõ¼ø*ð�öáî�ÿ%ó=î\ø#ð

κ1
öZé=ñ/í=ñúôýêIöXî*ÿLî�÷³ñ@è"ó=î\ø*ð(î*ÿ`ù
ÿ2éRþUç�ðáõ è�òoöXé=ñ/í=ñúñ/þ�î�÷À÷ ðáõ

ê¼ó=î�ÿ
κ1

�G®�èeü î�
Rî\ù6ñ��`ô ê�ô³ñ��2ÿRèeügÿÇê/ó=î�ê)ñ/é=öµóIíRõ/è#í�ðáõ@ê¼ô ð¾ñgöXî*ÿÇç?ðoñ/óRèeügÿIç2ù íRõ¼èeø2ô ÿRï�ê¼óRð
ÿRè#ÿ 4 è*ç=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ð�
6ÿ=ðáñ¼ñ�è*òQî�öZðáõ@êµî�ôÀÿ�
RðZòWè*õ¼þ�îeê¼ô è#ÿ òWéRÿ�ö^ê/è#õ��

Ø�å¬�På
ñvÜ;1>&¶"¶��³T&`Öeà¾âvÖD
�ÕRã�&2à�ä¯Û®"Âä¾.;0)&`Ö·	úä¾1>&2ÛÐà¾äiÜ?ÛQà
Ø?å��såiØ?å�Þ åKñ�&^.�Ö±&��Àà

10 ¸ ÛQÜ�(QÕE,�ÞUâUÖQä¯ã�ä¯Û � 4 å�æ�÷ õ¼ðáîD
6ù�îeê�ê/óRðIðáÿ�
�è*ò�ê/óRð
19 ~¬�öXðXÿ`ê/éRõ¼ù��?ê¼óRð � õ¼ñ@ê)ó2ù2í?ðXõµñ@éRõ/òiî*öXðáñ�ô ÿ&óRôÀï*óRðáõQ
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öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ð�
6SGF ÿ>@!N�N^¹^�h?�� � ðXï#õ/ð8
6ðáñ¼öZõ¼ô ç?ð�
�î
10 4 ÿRè�
Rî*÷ÐöZé=çRôÀöoô ÿ�� 4 ð¤ñ�&¼.����¼ó�7iñ/ðXðUî*÷Àñ/è

ð¤ñ�&^.�����ó��6ð ÞUÕRà����Eót:�ügóRô³öµóIôÀñ�ê¼óRð
þ�î<�6ô þUéRþ í?è#ñ¼ñ@ôÀçR÷Àð
ÿ`é=þoç?ðXõgç2ù î�ÿIî�õ¼ï*é=þ�ðáÿ`ê ñ/ô þ�ôÀ÷Àî*õ
ê¼è¿7»@�� ¯�:���F�ê)öXî*ÿúç?ðoñ/óRèeügÿúê/ó=î�êgê/óRðáõ/ðrô³ñgôÀÿúòiî#ö^ê�è#ÿR÷ ùúè*ÿRðrñ/é=öµóÂöZéRç=ôÀö
éRíÇê¼è�íRõ/è*ûFðáöZê/ôÀø*ð
ð![#é=ô øeî�÷ÀðXÿ�öZð��`ñ@ðáð�ð�� ï��;ð ÚÂÕ�,}���^óë�)�%ó=ðXÿ

6ðáÿRè�ê¼ô ÿRïoç`ù

σj(x0, x1, . . . , x5), j ∈ Ú �#ê/ó=ð
j 4 ê¼óðá÷ ðáþ�ðáÿ`ê¼î�õ¼ù�ñ/ù`þ�þ�ðZê¼õ/ô³öÇí�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷�ôÀÿ � 5 ��?�� � ðáï*õ¼ð�5 ñ�öXéRçRô³öÇó=î*ñUê/ó=ðIòWè*÷À÷ èeügôÀÿRï&ÿRôÀöXð

ð![#é�îeê/ôÀè*ÿ�S
7À@���@áìD: � ðáï

3 : σ1(x0, x1, . . . , x5) = σ3(x0, x1, . . . , x5) = 0.
� óRð

10
ÿ=è^
RðáñÓî*õ/ð�ê¼óRð�ðX÷ÀðXþ�ðXÿ`êµñrè�ò ê/ó=ð

Σ6 4 è*õ¼çRô êÓè�ò�ê/óRð�í?è*ôÀÿ`ê (1 : 1 : 1 : −1 : −1 :
−1)

��æ�ÿRè�ê¼óRðXõ)ð�[`é=î�÷À÷Àù ÿRô³öZðrð![#é�îeê/ôÀè*ÿIô³ñ#7¯öZè*þ�í=î*õ/ð#?�÷ÀðXç=ñ¼öµó�5 ñI�)ôÀî*ï*è*ÿ�î�÷)?�éRç=ôÀöW7À@��³9�: ôÀÿ
ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ+@���@�è#ÿúí�î�ï*ðd@!¯Uî*ÿ�
p�rî�÷��*ðXõ!5 ñ�öXéRçRô³öXñgôÀÿÇñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ'¯E��@�@�è*ÿÇí=î*ï*ð
ë�@�:�S
7À@���@�@!: � ðXï

3 :

5∑

i=0

xi =

5∑

i=0

x3
i = 0.

?�� � ðXï*õ¼ðgî�÷³ñ@è
ÿRè*ê/ô³öZð!
�7¯ñ@ðáð�ð³ñ�&^.����¼ó?î�ÿ�
�î�÷³ñ/è¸ð Õ Ü;.������*í��D9	¯	ót:Ðê¼ó=îeê4ô êEô³ñNí�è`ñ/ñ/ôÀçR÷ ð ê¼è
öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê4î#�
éRþ�þ�ðáõJ[`é=î*õ@ê¼ôÀö ügô ê/ó�ê¼óRð�óRðá÷ í�è*òPóRôÀñ

10 4 ÿRè�
Rî*÷h?�éRçRô³ögôÀÿ�� 4 7iô ÿ�òiî*ö^ê!�*ê¼óRô³ñ
ñ/ðXðáþ�ñ4ê/è�ç?ð�ó=ôÀñ�þ�îeûFè#õ�þ�è�ê¼ô øeî�ê/ôÀè*ÿ�òWè#õ�öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê/ôÀÿRïÓê¼óRðröZéRçRô³ö)ô ÿp� 4 :����vèUéRÿ�
6ðáõ¼ñ@ê¼î*ÿ�

ê¼óRôÀñ)öZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿÇè�òQê/ó=ð#�
éRþ�þ�ðXõ%[`é=î*õ@ê¼ôÀö��R÷ ðXê�é=ñ�ñ@ê¼î*õ@ê�ügô ê/ó(î�öXéRçRô³ö
ó2ù`í?ðXõµñ/éRõ@òiî#öZð

HôÀÿR� 4 î�ÿ�
 î�ï*ðáÿRðXõµî�÷�í�è#ô ÿ`ê
P
è#ÿ�ô ê����&ðÇþ�î\ù¢î*ñ¼ñ/éRþ�ð�ê/ó=î�ê

P
ó�î*ñrê¼óRðúöXè2è*õO
6ô ÿ�îeê/ð¾ñ

(1 : 0 : 0 : 0 : 0)
ñ�� ê��

H
ó�î*ñ�ê/ó=ð
òWè*õ¼þ

H = F3 + 2x0F2 + x2
0F1,

ügóRðáõ/ð�ê/óRð
Fi ∈ � [x1, x2, x3, x4]

ó=î\ø*ð�
6ðXï#õ/ðáð
i = 1, 2, 3

�)� óRð�íRõ/è*ûFðáöZê/ôÀè*ÿ�è*ò
H
òWõ¼è*þ

Pê¼èd� 3 ôÀñ�î 2 4 òWè#÷�
úõ¼î*þ�ô � ð!
úöXèeø*ðáõ/ôÀÿRïoügô ê/óIçRõµî�ÿ�öµóú÷Àè6öZé=ñ
7À@���@!C�:

Φ4 := det

(
F1 F2

F2 F3

)
.
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Φ4
ó�î*ñ

1·2·3 = 6
ñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñvîeêÐê/óRð�í?è*ôÀÿ#êµñvôÀÿoügó=ôÀöµóoî*÷ ÷#ê/ó=ð

Fi
�
i = 1, 2, 3

�
øeî�ÿRô³ñ@ó�� P�é6êIôýò

H
ôÀñúê/ó=ð

10 4 ÿRè�
Rî*÷ � ðáï*õ¼ð�öZé=çRôÀö � ðXï
3

ê¼óRðXÿ-è*ÿRð�ð��6í?ðáö^êµñ�ê¼è"ï#ðZê
10î�
E
Rôýê¼ô è#ÿ=î�÷sÿ=è^
Rðáñ è*ÿ

Φ4
�oF ÿ�
6ðXð!
6�6ôÀÿúê¼óRô³ñgü�î\ù�ü�ðrï*ðXê ê/óRð

16 4 ÿ=è^
=î�÷6�
éRþ�þ�ðXõI[`é=î�õ/ê/ô³ö	�
Ø�å¬�Påt"PåJ��âvÖ�¼�0QÕ6Ö<(v×|� à

45 ¸ ÛQÜ�(ÐÕ�,;Ù�âQÕ6Ö\×áä¯ã�ä¯Û-� 4 åQF ÿd@�NDBE@��!P�éRõ��2ó=î*õL
6êPöXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê/ð�

î#[`é=î*õ@ê¼ôÀö ôÀÿ�� 4 ügô ê/ó 45

ÿRè�
6ðáñ�î�ÿ�
�ñ/óRèeü�ð�
Uê/ó=ôÀñ4ê/èÓç?ð�ê¼óRð�þ�î<�6ôÀþoéRþ í?è#ñ¼ñ@ôÀçR÷Àð�ÿ2éRþoç?ðXõ
ð ��âÐÖDhvØ¼ó��#F�ê¼ñ
ç?ðáî�éRê/ô òWéR÷Nï*ðáè*þ�ðZê¼õ/ô³öXî*÷Qî*ÿ�
�öXè*þoç=ô ÿ=î�ê/è#õ/ô³î�÷QíRõ¼è*í?ðXõ/ê/ôÀðáñ�öZè*ÿ=ÿRðáöZê/ð�
(ê/èÇê/ó=ð
ï*õ¼è*éRí�è�ò�ê/óRð
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÷Àô ÿ=ðáñ�è�ò�ê/óRðgöXéRçRô³ögñ@éRõ/òiî*öXðáñQü�ðXõ¼ð�ü�è*õL�*ð!
rè*é6êNôÀÿpð ��Õ�¼(����ó=î*ÿ�
-ð Õ Ü�(i����ó��

� óRð)òiî*ö^ê�ê/ó=î�ê4ê¼óRð�P�éRõL�2ó=î�õO
2êJ[`é=î*õ@ê¼ôÀögô³ñ�î�÷³ñ@èÓé=ÿRô�[`éRð)éRí�ê¼èoíRõ¼è�ûFð¾ö^ê/ôÀø*ðgð![`éRô øeî*÷ ðáÿ=öZð)ôÀñ�î
þoé=öµóIþ�è*õ¼ð
õ/ð¾öZðáÿ#ê�õ¼ðáñ/éR÷ ê�ð (�§Uñ(�8ò�(�X¶h���óë� � ôÀþ�ôÀ÷³î�õgê¼è-?�� � ðXï#õ/ðD5 ñ

10 4 ÿ=è^
=î�÷PöZéRç=ôÀö��Rê/ó=ôÀñ
éRÿRô�[`éRð

45 4 ÿRè�
Rî*÷6[#é�î�õ/ê/ô³ö)öáî�ÿÇç�ðrï#ô ø#ðXÿÇç`ù ðX÷ÀðXþ�ðXÿ`ê¼î*õ/ùúñ@ù2þ�þ�ðZê/õ¼ô³ö)í?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô³î�÷³ñ�S
7»@D� @!¯D: P�é

4 : σ1(x0, x1, . . . , x5) = σ4(x0, x1, . . . , x5) = 0.®�èeü î�
Rî\ù6ñ��Pü�ðd�2ÿRèeü«ê/ó=î�êrê/óRð
P�éRõL�2ó=î�õO
2ê�[#é�î�õ/ê/ô³öUô³ñ
éRÿRè#ç=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ð�
&ügóRô³öµó&ñ/óRèeü�ñ�ê/ó=ð
ð��6ô³ñFê¼ðXÿ=öXð�è�ò�[#é�î�õ/ê/ô³öXñ
ügô ê/ó¢ð��Rî*öZê/÷Àù

0
éRí¢ê/è

45
ÿRè�
6ð¾ñ��
�)ðZê¼ðXõ¼þ�ô ÿ=î*ÿ`ê¼î�÷4ð�[`é=îeê¼ô è#ÿ=ñ)òWè*õ

ñ@é�öµóp[`é=î*õ@ê¼ôÀöáñ ü�ðáõ/ð�ï*ôÀø*ðáÿúè#ÿR÷Àù�õ/ð¾öZðáÿ#ê¼÷ ù�ð Ô�&#×�h��Eóë�
Ø�å¬�På�Vså
ñvÜ;1>&ÂÞUâ�Ö�äiã#à�Ý�äi×�0 × ÕRÛ��Hñsä¯ÛU.?â),iÕ6ÖeäW×¾ä/&2à#å%� óRð � õµñFê�öZé=çRôÀö�ôÀÿ'� 5 ügôýê¼óê/óRð�þ�î<�6ôÀþoéRþ8ÿ2éRþoç?ðXõ�è�òsè#õL
Rô ÿ=î*õ/ùd
6è#éRçR÷Àð�í?è*ôÀÿ#êµñ4ü î*ñTÁNðXÿRðáõ/è#ÿRô�5 ñ

15 4 ÿRè�
Rî*÷Ró2ù`í?ðXõµñ/éRõ 4òiî*öXð'ð X�&2Û4Ø¨��ó���� ó=ð

6ðáñ¼öZõ¼ô íRê/ôÀè*ÿ&è�ò�ê/óRð�ñ/í=î*öXð�è�ò î�÷À÷4ñ@é�öµó&ó2ù2í?ðXõµöZéRçRô³öXñ
ü î*ñ�ê¼óRð�þ�î�ôÀÿ
ñ@é=ç6ûFðáöZê�è�òo�rî�÷��*ðXõ!5 ñT­Eó�� �8�Rê¼óRðáñ/ôÀñQ¹eìUù*ðáî*õ¼ñ�÷³îeê¼ðXõ�ð ÚÂÕE,}���^óë�

�sðXòiñ/öµóRðXê���öXè*ÿ=ñ/ô�
RðXõ¼ð�
UóRô ï#óRðXõ 4 
6ô þ�ðáÿ=ñ@ôÀè*ÿ�î�÷2ó2ù`í?ðXõµñ/éRõ@òiî#öZð¾ñÐügô ê/ó�þ�î*ÿ`ùoóRô ï#óRðXõ�ñ@ôÀÿRï*é 4÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ��I]I� ï����?óRðoöZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ð�
Âî�öXéRçRô³öÓó2ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öZðrôÀÿ�� 4 ügôýê¼ó 5
öXé=ñ@í�ñ�ügóRô³öµóÂôÀñ�ê/ó=ð

þ�î<�6ô þUéRþ í?è#ñ¼ñ/ô çR÷Àð
ÿ2éRþoç?ðXõ!�=ñ/ðXðdð �J&¨
/ØE"�ó��



P î�õ/ê/ó�5 ñ
D5 4 ñ@ù2þ�þ�ðZê/õ¼ô³ö-�Ðè*ï#÷ ô³îeê/ê/ôG[#é=ô ÿ`ê/ô³öúòWõ/è#þ @�BDB�¯E�ï�Ðè*ï#÷ ô³îeê/ê/ôgî�÷Àõ/ð¾î�
6ù¢ñ/óRèeü�ð!
 ê¼óRð

ð��2ô³ñ@ê/ðXÿ�öZð
è�ò
31 4 ÿRè�
Rî*÷�[`éRôÀÿ`ê/ô³öXñ ôÀÿ\@�B�ë`ìE�`çRé6ê�ó=ð3
Rô�
ÇÿRè*ê�ï*ôÀø*ð
öZè*ÿ�öZõ¼ðZê/ð
ð![#é�îeê/ôÀè*ÿ�ñ��
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W
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éRíRí?ðXõgç?è*éRÿ;
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31 4 ÿRè�
Rî*÷h[`éRôÀÿ`ê/ô³ö)ñ/éRõ/òiî*öZð�ôÀÿ
@�B*ë#ì
7¯ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿ�C���@�:Ð��F�êgñ@ðáðXþ�ñNê¼ó=îeê ôýê�ü�î#ñEè#ÿR÷ ù�î�ò�ê/ðXõ4ê/óRô³ñG
6ô³ñ/öXèeø*ðXõ¼ùÓê¼ó=îeê�ê/óRð)ï*ðáè*þ�ðZê¼ðXõµñ
õ/ð¾î�÷Àô �áð�
 ê/óRðK
RôÌº�öZé=÷ýêFùÇî�ÿ�
Çõ¼ðX÷ÀðXøeî�ÿ=öXð)è*òÐê¼óRðríRõ¼è*çR÷ÀðXþ½7iñ/ðXð
ð�� ï����6ð Õ Üh.�����ók:Ð�

F ÿÂê/ó=ðÓòWè*÷À÷Àèeügô ÿRï ù*ðáî*õ¼ñ���ñ/ðXø#ðXõµî�÷sí�î�í?ðXõµñ�î�í=í�ð¾î�õ¼ð�
Iè*ÿIê¼óRð�ñ@éRçRûFðáö^ê!�%� óRðUþ�î�ûFè*õ)õ/ð 4ñ@é=÷ýêµñ4ôÀÿ�ê/ó=ôÀñf
6ôÀõ/ð¾ö^ê/ôÀè*ÿ�ü�ðXõ¼ð�íRõ¼è*ç�î�çR÷Àù8PQ� � ðXï#õ/ðD5 ñEöXè*éRÿ`ê¼ðXõ¼ð��Rî�þ�íR÷Àðáñ�ê¼è � ðáø*ðáõ/ô�5 ñ4öZ÷³î�ôÀþ�ð!

éRíRí?ðXõÐç�è#éRÿ�
W7iñ/ðáöZê/ôÀè*ÿKC��³C	:��\î*ÿ�
3PQ� � ðXï#õ/ðD5 ñ�è#ç=ñ/ðXõ¼ø\î�ê/ôÀè*ÿ)ê/ó=î�êvíRéR÷À÷ 4 ç=î#öO��éRÿ�
RðXõÐî�çRõµî�ÿ�öµóRð�

öZèeø#ðXõ¼ô ÿRï�ô³ñ�î�ï*è2è�
 ü î\ù�ê/è�íRõ¼è�
6é=öZðrþ�î*ÿ`ù�ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñ�7iñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ'C�� ëD:Ð�

"såiØ?å Õ Üh.h,iäiÕR×X×áä5� à�ÞUâ�Ö�äiã#à�ä¯Û � 5 ÕRÛ)( Ù�âQäiÛ�×áä¯ãúä¯ÛH� 3

ZÂè*õ¼ðUê/ó=î*ÿ
20
ù*ð¾î�õµñ�îeò�ê¼ðXõ3ÁNðXÿ=ðXõ¼è*ÿRô����vè#ï*÷ÀôÀî�ê@ê¼ô�î*÷Àñ/èúöXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê/ð�


15 4 ÿRè�
Rî*÷QöXéRçRô³öXñ
ô ÿ'� 5 ð Õ Ü;.�V���óT7»ð Õ Üh.�V���óvöZè#ÿ#êµî�ôÀÿ=ñ î�ñ@ôÀþ�íR÷ ô � ð!
 ø#ðXõµñ@ôÀè*ÿ;:�î�ÿ;
 óRðrî*÷Àñ/èUí=õ/èeø#ð�
�ê¼ó=îeêgê¼óRôÀñ
ü�î#ñ)ê/óRð�þ�î<�6ô þUéRþ:í�è`ñ/ñ/ôÀçR÷ ð�ÿ2éRþoç?ðXõ�è�ò�ÿRè�
6ðáñ)è*ÿ&ñ@é=öµó�î ó2ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öXð��
æ�ñ3�vè#ï*÷ÀôÀî�ê@ê¼ô
õ/ðáþ�î�õL�*ð�
�è*ÿ�ê/óRð�÷³î*ñ@ê
í=î�ï#ð�è*ò�ð Õ Üh.�V��^ó��ÐóRôÀñ�òiî*þ�ô ÷Àù�öZè#ÿ`ê¼î�ôÀÿ=ñQÁNðXÿ=ðXõ¼è*ÿRô�5 ñrî#ñ
îÇñ/í?ðáöZô³î�÷
öXî#ñ@ðD����ô³ñ�ê/óRõ¼ðXð 4 í=î*õ¼î*þ�ðZê/ðáõ�òiî�þ�ô ÷Àù�è*ò 15 4 ÿ=è^
=î�÷PöZéRç=ôÀöáñ ôÀñ�S
7¾CE� @±: �Ðè*ï

3 : x3x4x5 + x3A+ x4B + x5C = 0,
ügóRðXõ¼ð

A,B,C ∈ � [x0, x1, x2]
î*õ/ð�
6ð � ÿRð�
Iî#ñ�òWè*÷À÷ èeü�ñ�S

A := −x2
0 + lx2

1 +
1

k
x2

2, B :=
1

l
x2

0 − x2
1 + hx2

2, C := kx2
0 +

1

h
x2

1 − x2
2,

î�ÿ�
 ügóRðXõ¼ð�ê¼óRð)ê/óRõ¼ðXð�í=î�õµî�þ�ðXê/ðXõµñ
0 6= h, k, l ∈ � ñ/î�ê/ô³ñFòWù�ê/ó=ð�öXè*ÿ�
6ô ê/ôÀè*ÿ

hkl+ 1 6= 0
�Næ

í=î�õ/ê/ô³öZé=÷Àî*õ/÷Àù�ÿRô³öZð
ð�[`é=î�ê/ôÀè*ÿÇè�òNî
15 4 ÿRè�
Rî�÷PöXéRçRô³ö
ô ÿ'� 5 î*õ/ô³ñ/ðáñ�òWè*õ h = k = l = 1

�
�vè#ï*÷ÀôÀî�ê@ê¼ô¾5 ñÐöXéRçRô³öXñ�î�õ¼ð4þUé=öµóoç?ðZê/ê/ðáõ)�2ÿRèeügÿÓê/ó=î*ÿ#ÁNðXÿ=ðXõ¼è*ÿRô�5 ñÐç?ðáöXî*é=ñ/ðf�Ðè*ï#÷ ô³îeê/ê/ô`é=ñ@ð!


ê/óRðáþ«ê¼èÓñ@ó=èeü�ê/ó=ð�ð��6ô³ñFê¼ðXÿ=öXð�è*ò�î
31 4 ÿRè�
Rî�÷�[`éRôÀÿ#ê¼ôÀögñ/éRõ/òiî*öXðG�Ðè*ï

31

ô ÿW� 3 ð Õ Üh.����Eó=ügóRô³öµó
ü�î#ñgê¼óRð � õµñ@ê�ÿRðXüß÷Àèeü�ðáõ�ç?è*éRÿ�
ÇòWè#õ�ê¼óRðoþ�î<�6ôÀþoéRþ ÿ2éRþoç?ðXõ

µ(d)
è�òEñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñgè*ÿ(î

ñ@é=õ@òiî#öZð
è�òo
6ðXï#õ/ðáð
d
ô ÿ'� 3 ñ/ô ÿ�öZð#9�ìUù*ð¾î�õµñ�S

7¾CE� CD:
µA1(5) ≥ 31.�vè#ï*÷ÀôÀî�ê@ê¼ô¾5 ñ)öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê/ôÀè*ÿÂô³ñ�î øeî�õ¼ôÀî*ÿ#ê)è�òG?�� � ðXï#õ/ðD5 ñ�öZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿÂè�òEê¼óRð8�
éRþ�þ�ðXõ

[`é=î�õ/ê/ô³ö�7À@���@!C	:��Q�Ðè*ï#÷ ô³îeê/ê/ô�ñFêµî�õ/ê/ð�
(ügôýê¼ó�î ñ/þ�è`è*ê/ó(ó2ù2í?ðXõµöZéRçRô³ö
H
ô ÿ�� 5 �
æ�ñ�ê/óRðáõ/ð�î�õ¼ð

òWè*éRõröXè*ÿ�
6ô ê/ôÀè*ÿ�ñ)è#ÿ�îú÷ ôÀÿRðUê/èÇç�ð�öZè#ÿ#êµî�ôÀÿRð�
(ô ÿ&ñ@é=öµó&î öXéRçRô³öUî*ÿ�
�î#ñ�ê¼óRð
��õ¼î#ñ/ñ/þ�î�ÿRô³î�ÿ
è�òr÷Àô ÿRð¾ñ�ó=î#ñW
6ô þ�ðáÿ=ñ@ôÀè*ÿ

8
��ü�ðIï*ðZê î&òWè#éRõ 4 
6ôÀþ�ðXÿ=ñ/ôÀè*ÿ=î*÷�òiî*þ�ô ÷Àù"è*ò�÷Àô ÿ=ðáñ�è#ÿ�î¢ï#ðXÿRðáõ/ô³öó2ù`í?ðXõµöZé=çRôÀö

H
��æ)ñ/ñ/éRþ�ô ÿ=ïúê¼ó=îeêrê¼óRð�÷ ôÀÿRð

l
ôÀñ
ï#ô ø#ðXÿ&ç2ù

x2 = x3 = x4 = x5 = 0
�Pê/óRð

öZéRç=ôÀöÓöáî�ÿÇç�ðrügõ¼ô ê@ê/ðáÿúôÀÿÇê/óRð
òWõ¼è*þ

H = A+ 2x1B + 2x1C + x2
0D + 2x0x1E + x2

1F,ügóRðXõ¼ð
A,B,C,D,E, F ∈ � [x2, . . . , x5]

���%óRðXÿ�ô ÿ`ê/ðáõ¼ñ/ðáöZê/ôÀÿRï
H ⊂ � 4 ügôýê¼ó(ê/ó=ð8� 3 è�ò� 2 5 ñ)öZè*ÿ`êµî�ôÀÿRô ÿ=ï

l
ü�ðrï#ðZê)î�öXéRçRô³öÓöZè#ÿ=ñ@ô³ñ@ê/ôÀÿRï�è�ò�ê/ó=ðÓ÷ ôÀÿRð

l
î�ÿ�
Iî�õ¼ðáñ/ô�
Ré=î�÷vöXè*ÿRô³ö
ügóRô³öµó

õ ô



õLõ õ � z���Å � {�Ã6x���Å � ö y�÷ ö �Ç� ö |�ø���z�� ô < ô +1È ô < + < �
ügôÀ÷ ÷vç�ðÓî�í=î*ô õgè*òÐ÷Àô ÿRð¾ñgô ò

7�C�� ¯D:
Φ5 := det




A B C
B D E
C E F


 = 0.

Φ5
ôÀñIîM[#é=ô ÿ`ê/ô³ö&ñ@éRõ/òiî*öXð�ôÀÿ�� 3 ügô ê/óßöZè2è*õO
6ôÀÿ=îeê¼ðáñ

x2, . . . , x5
��� óRô³ñIñ@é=õ@òiî#öZð�ó�î*ñ

16ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ�í�è#ô ÿ`êµñ�öXè*õ¼õ/ð¾ñ@í?è*ÿ;
6ô ÿ=ïÂê/è�ê/óRðIí?è*ôÀÿ#êµñ�ô ÿ�ügóRôÀöµó�î�÷À÷�ê/óRð
2 × 2

þ�ô ÿ=è*õµñUè*ò�ê/ó=ð
þ�îeê¼õ/ô �¢ø\î*ÿRô³ñ@ó��+®�èeü���ô ò�ê/óRðúó2ù`í?ðXõµöZé=çRôÀö

C
ô ÿM� 5 ó�î*ñoñ/è*þ�ð�ÿ=è^
RðáñUè*ÿRðúð��6í�ð¾ö^êµñÓê¼óRð

[`éRôÀÿ`ê/ô³örñ@éRõ/òiî*öXð
Φ
ê¼è�ó�î\ø*ð�ê/óRðÓñ¼î�þ�ðrÿ2éRþUç�ðáõgè�ò�ð��2ê/õµî�ÿRè�
6ðáñ�����ñ/ô ÿ=ï�î

15 4 ÿRè�
Rî�÷PöXéRçRô³ö
ü�ðgï*ðXêEê/óRð�
6ðáñ/ô õ¼ð�


16+15 = 31
ÿ=è^
RðáñEè#ÿ

Φ5
ügóRôÀöµó�ü�ðI
6ðáÿRè�ê¼ð�ç2ù8�Ðè*ï

31

ôÀÿ�ê/ó=î�ê�öXî#ñ@ðD�
®�èeü�îD
Rî\ù6ñ���î*÷ ÷

31 4 ÿRè�
Rî�÷E[`éRôÀÿ`ê/ô³öXñ4ô ÿ
� 3 î�÷À÷=öáî�÷À÷ ð!
W�vè#ï*÷ÀôÀî�ê@ê/ô;[#é=ô ÿ`ê/ô³öXñ4ç�ð¾öXî*é=ñ@ð�P�ð¾î�éRø2ôÀ÷ ÷Àð
ñ/óRèeü�ð�
IôÀÿ>ð �¸&2Õ���hEÖUóQé�ñ@ôÀÿRïúî õ/ð¾ñ@é=÷ýê�è�òf?�îeêµî�ÿRð¾ñ@ð�ð ÞUÕ6×��sØDóÐê¼ó=îeêrî�÷À÷

31 4 ÿRè�
Rî�÷U[#é=ô ÿ`ê/ô³öXñ
ôÀÿ'� 3 öXî*ÿÇî#ö^ê/é�î�÷À÷ ù�ç?ðrè*çRê¼î�ôÀÿRð!
 ügô ê/ó'�Ðè*ï*÷Àô³îeê@ê¼ô¾5 ñgöZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ��

=�ê/ó=ðXõ�þ�è*õ¼ð4ð��6íR÷Àô³öZô ê�öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ=ñÐè�ò
31 4 ÿ=è^
=î�÷D[`éRôÀÿ`ê/ô³öXñQü�ðXõ¼ð4ï*ôÀø*ðáÿo÷³îeê¼ðXõ!S�F ÿ�@!B�N�¯��

� êµî�ï#ÿ=î�õ¼èUöXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ð�
úî
31 4 ÿ=è^
=î�÷6[`éRô ÿ`ê¼ôÀö)ô ÿ'� 3 �Rî�ÿ;
úîUõ/ð¾î�÷6
6ôÀóRð�
Rõ¼î*÷ 4 ñ@ù2þ�þ�ðZê¼õ/ô³ö�ñ/é=öµó[`éRôÀÿ`ê/ô³ögü�î#ñNòWè#éRÿ�
�ç2ùWP�î*õ@ê¼ó�ô ÿ�ê¼óRð�B#ìE5 ñ��)� óRð�÷³îeê/ê/ðáõ4ü î*ñ�
6ð¾ñ/öXõ/ôÀç?ð�
�ôÀÿ
]Eÿ�
6õµî	_;5 ñT­Eó�� �#�

ê¼óRðáñ/ôÀñ3ð g�ÛU(�h��EóT7iñ/ðXðÓî*÷Àñ/è�ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿÇë��³CUè*ÿÇí=î�ï#ð
ë^¹<:��
"Påt"På
ñ�&¼òh&#Öeä5� à � ÖeÜ�Û).\* à¾àáâ)1�³Q×áä¯Ü�Û�ÕRÛ)(V� å�ñ�&^.�Ö<&��ÀàJ�gäWÖeàX×�ÞUÜ�ÛQàá×XÖeâÐã*×áä¯Ü�Û
F ÿ�@!B�ë¼·E� � ðXø*ðáõ/ô?ügõ¼è�ê/ð�î�ÿ î*õ@ê¼ôÀöX÷ ð8ð³ñ�&¼ò(����óPè*ÿ î*ÿ éRíRí?ðXõ�ç?è*éRÿ�
 è�ò (d+2

3

)
− 4 ≈ 1

6d
3ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ�ügóRô³öµó%ü�î#ñ�ñ/óRèeügÿ�ê/è�ç?ð(ügõ¼è*ÿRï ç2ù P�� � ðXï#õ/ðÂè#ÿR÷Àù�ñ/óRè*õ/ê/÷Àù�î�ò�ê/ðáõ/ü î�õO
Rñ

ð¤ñ�&^.����^ó��
F ÿ¢òiî*öZê�� � ðXø#ðXõ¼ô4öZè#ÿ=ñ/ô�
6ðáõ/ð!
(ê¼óRð�òWè#÷ ÷Àèeügô ÿ=ïÂíRõ/è#í�ðáõ@êFù�î*ñrç?ðXôÀÿRï(ôÀÿ`ê/éRô ê/ôÀø*ðá÷ ù&öZ÷Àðáî�õ!S

µè#õL
6ôÀÿ=î*õ/ùW
6è#éRçR÷Àð�í?è*ôÀÿ`ê¼ñ�
6ôÀþ�ô ÿ=ôÀñ/ó ê¼óRð
ÿ2éRþoç?ðXõgè*òÐþ�è�
6éR÷ÀôPè�òvê¼óRðÓñ/éRõ@òiî#öZð
îeêg÷Àðáî*ñ@ê ç`ù
µ

�
æ)ñ#�sðXòiñ/öµó=ðZê��úî�÷Àõ/ð¾î�
6ù�ÿRè�ê¼ôÀöXð�
H7iñ/ðXð ðXÿ�
 è*ò�ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿH@D� ë¼:Ð�Nü�ð�ó=î\ø*ð�ê¼è(ç?ð�ø*ðáõ/ù¢öXî*õ/ðXòWéR÷
ügô ê/ó
ñ@é�öµó�î�õ¼ï*é=þ�ðáÿ`ê¼ñ��>P�é=õ/ÿ=ñ�î*ÿ�
>�¢î�óR÷3ð �{�Z���Eó�î*ÿ=î�÷Àù^�Xð�
 ê/óRô³ñ�íRõ¼è*çR÷ÀðXþ ôÀÿ�@!B¼¹eë�S
� óRðáùÇñ/óRèeü�ð�
Çê¼ó=îeê)ê/óRðUþ�ôÀÿRôÀþ�î�÷Qõ/ð¾ñ@è#÷ é6ê¼ô è#ÿ

X → f
è�ò4î

µ 4 ÿRè�
Rî*÷Ðñ/éRõ/òiî*öZð
f
è*òT
6ðXï#õ/ðáð

d
ôÀñUéRÿRè#ç=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ð�
 ô ò�î�ÿ�
�è*ÿR÷Àù¢ôýògê¼óRðÇñ/ðZê�è�ò�ÿRè�
6ð¾ñ

Σ
ô³ñ
d 4 ôÀÿ�
6ðáí�ðáÿ�
6ðáÿ#ê!�Eô�� ðD�vòWè#õ�î*ÿ`ù

í=î*õ@ê¼ôýê¼ô è#ÿ
Σ = Σ′ ∪ Σ′′

�?è*ÿRðoþ�î\ù � ÿ�
(î�ó`ù2í?ðXõµñ@é=õ@òiî#öZðrè�ò�
6ðáï*õ¼ðXð
d
öZè#ÿ#êµî�ôÀÿRôÀÿRï

Σ′
î*ÿ�


þ�ô³ñ/ñ/ô ÿ=ï
Σ′′

�#�vèÇè*çRê¼î�ôÀÿ�î*ÿ(ð��Rî*þ�í=÷ ð�è�ò�îÇñ/éRõ@òiî#öZð�è�òEê¼óRð�÷ èeü�ðáñ@ê)í?è#ñ¼ñ@ôÀçR÷Àð¸
RðXï*õ¼ðXðUügôýê¼ó
è#ç=ñFê¼õ/é�ö^ê/ð!
 þ�ôÀÿRôÀþ�î*÷sõ¼ðáñ/è*÷Àé6ê/ôÀè*ÿ��`ê¼óRðXùÇöZè*ÿ�ñ@ô�
6ðXõ¼ð�
�ê/óRðrøeî*õ/ô³î�ÿ`ê¼ñ
7�C�� ë¼: Pf�

d :=

d∏

i=1

li(x0, x1, x2)− xd3 = 0

è*òo��è*óRÿ�5 ñ�öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿï7»@�� N�:�ügôýê¼ó (d
2

) ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ è*òQêFù2í?ð
Ad−1

7�ê¼óRð
li
î�õ¼ð�ï#ðXÿRðáõ¼î*÷

÷Àô ÿ=ðáî�õsòWè*õ¼þ�ñsô ÿ
x0, x1, x2

:Ð�)F ÿ�
6ðáð�
6�¾òWè*õ
d = 5

ê¼óRô³ñsô³ñvî�[`éRôÀÿ#ê¼ôÀöEügôýê¼órê/ðáÿ
A4 4 ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñügóRô³öµóIôÀñ�î�ÿIð��Rî�þ�íR÷Àðrè�òNî�ÿIè#ç=ñFê¼õ/é�ö^ê/ð!
Çþ�ôÀÿRôÀþ�î�÷sõ¼ðáñ/è*÷Àé6ê/ôÀè*ÿÇè�òNî�ñ/éRõ@òiî#öZð
è�òQê/ó=ðÓ÷ èeü�ðáñ@ê


6ðáï*õ¼ðXðD�
P�éRõ¼ÿ=ñ�î*ÿ�
 �¢î�óR÷�ð ���Z���Eó�î*÷Àñ/è þ�ðXÿ`ê¼ô è#ÿRð�
ßê¼ó=îeê\PQ� � ðáï*õ¼ð�5 ñ�öXè*éRÿ`ê/ðáõ/ð��Rî�þ�íR÷Àðáñ

ð¤ñ�&^.����^ó)ê¼è � ðáø*ðáõ/ô�5 ñ öZ÷³î�ôÀþ ÷ÀðáîD
�ê/è�éRÿRè*ç�ñFê¼õ/é=öZê/ð!
%þ�ô ÿRôÀþ�î�÷�õ/ð¾ñ@è#÷ éRê/ôÀè*ÿ=ñ�� � óRðáñ/ð�öáî�ÿ
ç?ðÓöZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ð!
úî#ñ�òWè*÷À÷ èeü�ñ���?�è*ÿ=ñ/ô�
RðXõ ê/ó=ð
òWè*õ¼þ

Φ := det




f11 · · · f1r��� � � � ���
fr1 · · · frr


 ,

ügóRðáõ/ð
fij = fji

î�õ¼ð)òWè#õ/þ�ñgè*ò�
6ðXï#õ/ðáð
k
ôÀÿIòWè*é=õ�øeî�õ¼ôÀî*çR÷ ð¾ñ�� � é=öµó(î�ñ/éRõ@òiî#öZð

Φ
è�ò�
6ðXï#õ/ðáð

r·k ô ÿ8� 3 ó=î*ñÐô ÿoï*ðXÿ=ðXõµî�÷*ÿ=è^
RðáñQîeêvê¼óRð
δ :=

(
r+1

3

)
·k3 í?è*ôÀÿ`ê¼ñÐô ÿÓügó=ôÀöµórê¼óRð (r−1)×(r−1)þ�ôÀÿRè*õµñ è�òÐê/óRðrþ�îeê¼õ/ô � øeî�ÿ=ôÀñ/ó��



õ � % � x � y�Å » {hÅ�­ y�y�ÅE|�Ã6Ä�÷ï|�Ã�Ä�y�z�{Eø6|�z ö Ã6Ä õ �
F ÿ�ñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿdBÓè�òPóRô³ñEî�õ/ê/ô³öZ÷Àð��¼P�� � ðXï#õ/ð�ñ/í?ðáöZô³î�÷Àô��Xð�
Uê¼óRð

fij
î�ÿ�
�ï#è�ê4ñ/éRõ@òiî#öZð¾ñ�è�ò�
6ðXï#õ/ðáð

r·k ügô ê/óúð��Rî*öZê/÷Àù
δ1 := δ+ r

2k
2(k− 1) = rk

6 (r2k2 + 2k2− 3k)
ÿRè�
6ð¾ñ��o2=è*õ

r = 2
�*ê¼óRðáñ/ð

î�õ¼ð�ñ/éRõ/òiî*öXðáñ�è*ò4ðXø#ðXÿ+
6ðXï#õ/ðáð
d = 2k

ügô ê/ó�ð��Rî*öZê/÷Àù 1
4d

3 − 1
4d

2 ÿRè�
6ðáñ�ügóRô³öµó�
6ô³ñ/íRõ/èeø#ð�

� ðXø#ðXõ¼ô¾5 ñgöZ÷³î�ôÀþp�
æ�ñgî*÷ õ¼ðáîD
6ù�þ�ðáÿ`ê/ôÀè*ÿRð!
�ôÀÿÇñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ�@D� ¯Uè*ÿúí=î�ï#ð8@!·���Á�ô³îeê!���
ó=î�õ¼÷Àî*þ�èeøUôÀÿ6òWè*õ¼þ�ð�
úþ�ð

è�òQê/óRð�òiî#ö^ê ê/ó=î�ê òWè*õ
r = 2

�2ê/ó=ðáñ/ð
ñ/éRõ/òiî*öXðáñ�ó=î�
Çî�÷Àõ/ð¾î�
6ù�ç?ðXðáÿúòWè#éRÿ�
úç2ù
�gè*óRÿ+ð � Üh0i���^ó
·*ì�ù*ð¾î�õµñ�ðáî�õ¼÷Àô ðáõ�ôÀÿÇê/óRðÓöáî*ñ/ð
è�ò)[`é=î*õ@ê¼ôÀöáñ��

�vè#ï*÷ÀôÀî�ê@ê¼ôTð Õ Üh.����EóÐï#î\ø#ðÓî�ÿ(èeø#ðXõ¼ø2ô ðáüLè�òNê¼óRðoõ¼ðáñ/éR÷ ê¼ñ�è*ÿÂó2ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öZð¾ñgügô ê/ó�þ�î*ÿ`ù
ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ8�2ÿRèeügÿ�éRÿ`ê¼ô ÷3@�B¼9�ìÂî*ÿ�
�í?è*ôÀÿ`ê/ð�
�è*é6ê�ê/óRðp
6ô º�öZéR÷ êFù è�ògê¼óRðÇñ/éRç6ûFð¾ö^ê!�\��ôÀñ
ñ@é=õ/ø#ðXù�î�õ/ê/ô³öZ÷Àðgê/éRõ¼ÿRð!
�è*é6ê4ê/èoó�î\ø*ð�ñ/è*þ�ð�ôÀÿ� =éRðáÿ=öZð)è*ÿ�ê/ó=ð�
6ðáø*ðX÷Àè*í=þ�ðáÿ`ê4è�òPê¼óRð)ñ/éRç6ûFð¾ö^ê�S
F ÿ òiî#ö^ê!�Rñ@ðáø*ðXõµî�÷?î�é6ê¼óRè*õµñ öZô ê/ð!
�ê/ó=ôÀñgî*õ@ê¼ôÀöX÷ ð�î*ñ îoþ�è*ê/ôÀø\î�ê/ôÀè*ÿ òWè*õ ü�è#õ��2ôÀÿRïÓôÀÿ ê¼óRô³ñ � ðX÷�
 ôÀÿ
ê/óRðÓòWè*÷À÷ èeügôÀÿRï�ù*ðáî*õ¼ñ��

"På�Vså
ØÇÕE,/,¯Õ6ÖeÕ6×áä5� à�Ø�&2Û)&#ÖeÕE,gÞUÜ�ÛQàá×XÖeâÐã*×áä¯Ü�ÛQà
F ÿHð³ØÇÕ�,f�sØDÖUó����
î*÷ ÷³î�õµîeê¼ôEõ/ðáþ�î�õL�*ð�
�ê/ó�îeêÓê¼óRðúñ/í�ð¾öZô³î�÷4öáî*ñ/ð�è�ò

r = 2
è*òIP�� � ðXï#õ/ðD5 ñ

öZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿ¢î�÷³ñ/èúü�è*õL�*ð!
IòWè*õ
è�
E
+
6ðXï#õ/ðáðUôÀÿ�è#õL
RðXõ�ê/èIñ@ó=èeü�ê/ó=î�ê � ðXø#ðXõ¼ô¾5 ñ�öZ÷³î�ôÀþ òiî�ôÀ÷Àñ
òWè*õ�î�÷À÷

d ≥ 12
��æ�ï#î�ôÀÿ��6ê¼óRô³ñ�ü î*ñgç=î#ñ@ô³öXî*÷ ÷Àù î�õ¼ð�
RôÀñ¼öZèeø#ðXõ¼ù�è�òo�gè*óRÿ�5 ñ)öZè*ÿ�ñFê¼õ/é=öZê/ôÀè*ÿúòWõ/è#þ

ñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿ+@D� ¯�è#ÿúí=î*ï*ðd@�·E�
�
î�÷À÷Àî*õ¼î�ê/ôGð¤ØÇÕE,f�sØ`Õ�óNî*÷Àñ/èÇï#î\ø*ð�î�ÿRè*ê/óRðáõröZè*ÿ�ñFê¼õ/é=öZê/ôÀè*ÿ�è�ò4ÿRè�
Rî*÷Eñ@é=õ@òiî#öZðáñ)è�òG
6ðXï#õ/ðáð

d
ôÀÿ � 3 ügôýê¼óßî*íRíRõ¼è±�6ô þ�îeê¼ðX÷Àù ≈ 1

4d
3 ÿRè�
6ðáñ��È��ô³ñ(öZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿ-ô þ�íRõ¼èeø*ð!
%ê¼óRð è*÷�


ç�è#éRÿ�
\@D� NUè*ÿIí=î*ï*ð¸@�·�ô ÿÇê¼óRðr÷ èeü�ðXõ è#õL
6ðáõ�ê/ðXõ¼þ�ñ�S
7¾CE� 9D:

µA1(d) ≥
{ 1

4d
3+1

4d2 − d, d
ðáø*ðXÿ

1
4d

3−1
4d2 − 1

4d+ 1, d
è�
E


.F�êrôÀñ�ôÀÿ#ê¼ðXõ¼ðáñ@ê/ôÀÿRï�ê¼èúÿRè*ê/ðUê/ó=î�ê�ó=ð�î*÷Àñ/è�ï#î\ø#ðoî öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê/ôÀè*ÿ(è*ò�ñ@é=õ@òiî#öZðáñ�è�ò4è�
E
�
6ðXï#õ/ðáð
d
ügô ê/óIð��Rî#ö^ê/÷Àù è#ÿRð�ê/õ¼ô í=÷ ðrí?è*ôÀÿ`ê�î�ÿ�
Çþ�î�ÿ2ù îD
E
6ô ê/ôÀè*ÿ=î*÷PÿRè�
6ðáñgügó=è#ñ@ð
ÿ2éRþUç�ðáõgè�ò�ÿRè�
6ðáñ

δ(d)
ð��RöZðáð�
6ð!
�ê¼óRðríRõ¼ðXø2ôÀè*é=ñ/÷ ù þ�ðáÿ`ê/ôÀè*ÿRð!
 è#ÿRðáñ�S

7¾CE� ·¼:
δ(d) =

1

4
d3+

1

4
d2 − 9

4
d− 9

4
.

� óRð
òWè*÷À÷Àèeügô ÿRïUê¼î*çR÷Àð)÷ÀôÀñ@ê¼ñ�ê¼óRðrç?è*éRÿ�
=ñG�`ÿ=èeügÿ éRíúê/è�ê/ó=ôÀñ í?è*ôÀÿ`ê��Eæ�ï`î�ôÀÿ��2ê/ó=ð�ç?è*÷�
úÿ`é=þ 4ç�ðáõ¼ñ
ôÀÿ�
6ô³öZô³îeê¼ð�ê/óRð�öXî#ñ@ð¾ñ�ô ÿ&ügóRô³öµó\�
î*÷ ÷³î�õµîeê¼ô¾5 ñ)öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê/ôÀè*ÿ�ôÀþ�íRõ¼èeø*ð�
Âê/óRð�íRõ¼ðXø2ôÀè*é=ñ/÷ ù
�2ÿRèeügÿÂç�è#éRÿ�
Rñ���F ÿÂê¼óRðoöXî#ñ@ð¾ñgôÀÿ(ügóRô³öµó

µA1(d)

6ô ��ðXõµñgòWõ¼è*þ

µ(d)
��ü�ðÓï#ô ø#ðrç�è*ê/ó(ÿ2éRþ 4ç�ðáõ¼ñ�S

d 5 6 7 8 9 10 11 12 d

µDp(d) ≤ 34 66 114 181 270 383 524 696 ≈ 1
2d

3

µA1(d) (µ(d)) ≥ 31 57 72(81) 136 160(181) 265 300(337) 456 ≈ 1
4d

3

"Påª�våJ� å�ñ�&¼.�Ö<&�� à
ñ�&2ã#Ü�Û)( ÞoÜ?ÛQàX×áÖ\âQã�×¾äiÜ?Û
F ÿ
ð¤ñ�&^.��;"^ó��	PQ� � ðXï#õ/ðEôÀÿ`ê/õ¼è�
6é=öZð!
Óî�ÿ=è�ê/ó=ðXõvÿ=ôÀöXð�öZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿrè�ò=ñ/éRõ@òiî#öZð¾ñsügô ê/óoþ�î*ÿ`ù

ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ é�ñ@ôÀÿRï�íRéR÷À÷ 4 ç=î#öO��éRÿ�
6ðáõ�î�çRõµî�ÿ=öµóRð!
 öXèeø*ðXõ¼ôÀÿRï�����ðÓöXè*ÿ=ñ/ô�
RðXõ¼ð�
�ê¼óRðrþ�î�í
Ω :

� 3 → � 3, (x0 : x1 : x2 : x3) 7→ (x2
0 : x2

1 : x2
2 : x2

3).� óRô³ñÓþ�î�í¢ó=î#ñK
6ðXï#õ/ðáð�ðXôÀï*ó`êoî�ÿ�
�ê¼óRð�íRéR÷À÷ 4 ç=î#öO�(è�ògîÇòWè*õ¼þ
f(x0, x1, x2, x3)

è�ò�
6ðXï#õ/ðáð
d
é=ÿ�
6ðXõ�ê/óRô³ñ�þ�î�í%ô³ñ�î¢òWè#õ/þ

f(x2
0, x

2
1, x

2
2, x

2
3)
è*ò�
RðXï*õ¼ðXð

2d
�ßæ ÿRè�
6ð(è*ò

f
è*é6êµñ@ô�
6ð

ê/óRð�öZè2è#õL
6ôÀÿ=î�ê/ðrê¼ðZê/õµî�ó=ð�
6õ¼è*ÿ(öXè*õ¼õ/ð¾ñ@í?è*ÿ�
=ñ ê/è�ðáô ï#ó`ê)ÿRè�
6ð¾ñ�è*òNê/óRðoê/õµî�ÿ=ñ@òWè*õ¼þ�ð�
Âñ/éRõ@òiî#öZðD�
�Ðî��2ô ÿRï

f
ê/è�ç?ðrê¼î*ÿRï*ðáÿ`ê�ê¼è�ê/óRð
ê¼ðZê¼õ¼î*óRð�
6õ¼è*ÿ��6è*ÿRðrï#ðZê¼ñgîD
E
6ô ê/ôÀè*ÿ=î*÷sÿRè�
6ð¾ñ���F ÿÇê¼óRôÀñ�ü�î\ùD�

PQ� � ðXï#õ/ð�öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ð�
&ñ@é=õ@òiî#öZðáñ�è*òG
6ðáï*õ¼ðXð
4, 6, 8

ügôýê¼ó
16, 63, 153

ÿRè�
6ð¾ñ��Ðõ/ð¾ñ@í?ðáöZê/ôÀø*ðá÷ ùD�



õ % õ � z���Å � {�Ã6x���Å � ö y�÷ ö �Ç� ö |�ø���z�� ô < ô +1È ô < + < �
]I� ï�����òWè#õ�ê/óRð��
éRþ�þ�ðXõ�[`é=î*õ@ê¼ôÀö�óRð ê¼è2è��oî)ê/ðXê/õµî�óRð!
6õ¼è*ÿoð¾î*öµó�è�ò?ügóRè#ñ/ð�òWè*éRõNíR÷³î�ÿ=ðáñQê/è#é=öµó
î�ñ/þ�è2è*ê/óp[#é�î�
6õ¼ôÀö�ôÀÿIï*ðXÿ=ðXõ¼ôÀö)í�è#ô ÿ`êµñ��

PQ� � ðXï*õ¼ðEð��2í=÷Àî*ô ÿRð!

ê/ó�îeêÐó=ôÀñ�öZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿÓöXî�ÿÓî*÷Àñ/è�ç?ð�î*íRíR÷Àô ð!

ê/è�î�ÿ2ù�ÿRè�
Rî�÷2ñ@é=õ@òiî#öZð
F0
è�òG
6ðXï#õ/ðáð

d0
ügôýê¼ó

k0
ÿRè�
6ð¾ñ��W� óRð�õ¼ðáñ/éR÷ ê/ôÀÿRïIñ@éRõ/òiî*öXð�ó=î*ñ�
6ðáï*õ¼ðXð

2d0
î�ÿ�


8k0 + 4ÿRè�
6ð¾ñ��Næ�íRíR÷Àô ð!
�ñ@é�öXöZð¾ñ/ñ/ôÀø*ðX÷ÀùUê/èoó=ôÀñ
153 4 ÿ=è^
=î�÷Rè6ö^ê¼ôÀö)î�ÿ�
 ñ@èÓè#ÿ��`ê/óRô³ñ�ù`ôÀðX÷�
Rñ�ñ@é=õ@òiî#öZðáñ

Fiè*ò)
6ðáï*õ¼ðXð
d = 2i · 8 ügô ê/ó

7�C��¤¹	:
µA1(d) >

153

83
d3

ÿRè�
6ð¾ñ��K� ó=ôÀñ�ü î*ñ)ê/óRð � õµñFê�ê/ôÀþ�ð�ê/ó=î�ê
î*ÿ�î*ñ/ù2þ�í6ê/è*ê/ô³öo÷Àèeü�ðáõ�ç?è*éRÿ;
�è*ò4þ�è*õ¼ðÓê/ó�î�ÿ 1
4d

3ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ�è*ÿ�îÓñ/éRõ/òiî*öXðgè�ò6
6ðXï#õ/ðáð
d
î�í=í�ð¾î�õ¼ð�
6�)��ð�ï*ðZê4ê/óRðgòWè#÷ ÷Àèeügô ÿ=ï
ê¼î�ç=÷ ð#7¾P î*ñ¼ñ@ðXê�5 ñ

éRí=í�ðáõÐç?è*éRÿ;
Óü î*ñvñ@ê/ôÀ÷À÷#ê¼óRð�ç�ð¾ñFê�è*ÿRð�ügóRô³öµóÓü�î#ñsøeî�÷Àô�
Óügô ê/óRè#é6ê�îD
E
6ô ê/ôÀè*ÿ=î*÷#î#ñ/ñ/éRþ�í6ê/ôÀè*ÿ�ñL:�S
d 5 6 7 8 9 10 11 12 d

µDp(d) ≤ 34 66 114 181 270 383 524 696 ≈ 1
2d

3

µA1(d) (µ(d)) ≥ 31 63 80(81) 153 180(181) 265 336(337) 508 ≈ 153
512d3

F ÿ�óRôÀñ�í=î�í?ðXõ!�TPQ� � ðXï#õ/ðIî�÷³ñ/è�õ¼ðXþ�î�õL�*ð!
 ê¼ó=îeê�ô ê�þ�ôÀï*ó`ê�ç�ðÂí?è#ñ¼ñ/ô çR÷Àðúê/è î�
Rî*í6ê�óRô³ñ
öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿUè*ò�ê/óRð

153 4 ÿRè�
Rî*÷`è6öZê/ô³ö ê/èrï#ðZê4î
160 4 ÿRè�
Rî�÷2è*ÿ=ð���� óRôÀñ4ü�è#éR÷�
UôÀþ�íRõ¼èeø*ð�ê/óRô³ñ

÷Àèeü�ðáõ ç�è#éRÿ�
úê/è ≈ 160
83 d

3 = 5
16d

3 �
F ÿUê/óRðgñ¼î�þ�ð4í=î*í�ðáõ��DP�� � ðáï*õ¼ð�î*÷Àñ/è�ê¼õ/ôÀð�
Óê/è�ô þ�íRõ¼èeø*ð4ê/óRð éRí=í�ðáõQç?è*é=ÿ�
RñQòWè*õNî�ñ@é=õ@òiî#öZð

f
ügô ê/ó¢è#ÿR÷ ùÂô³ñ/è*÷³îeê/ð!
�
Rè*éRçR÷Àð�í�è#ô ÿ`ê¼ñ��d��ð

6ô�
�ÿ=è�êÓñ@é�öXöZðáð�
�ô ÿ¢ï*ðáÿRðXõµî�÷���çRé6êÓéRÿ;
6ðXõ
ê¼óRð
î#ñ/ñ/éRþ�í6ê/ôÀè*ÿ"ê/ó=î�ê

f

6è2ðáñ�ÿRè*ê�í?è#ñ¼ñ/ðáñ¼ñUî*ÿ�ôÀÿ � ÿRô ê/ðIÿ2éRþUç�ðáõ�è*ò ä�§Ð£täë©	ã¼æ¼¦�ã;ä é ¢ ©	ãh¦�« 7iô¾� ð��

íR÷³î�ÿ=ðáñNügóRô³öµó�î�õ¼ð ê¼î*ÿRï*ðáÿ`êEê/èrê¼óRð�ñ/éRõ/òiî*öZðgôÀÿ�ê¼óRõ/ðáðgí�è#ô ÿ`êµñL:4î�ÿ�
�ê¼ó=îeê4ô ê¼ñoé ©	§�©�ªOá	¢¤£/à#à�ç�§Ð¥±¦
7Wê/óRðrôÀÿ`ê/ðXõµñ/ðáö^ê¼ô è#ÿ è*òvê/ó=ð
ñ/éRõ/òiî*öXð�ügô ê/óÇô ê¼ñgóRð¾ñ/ñ/ô³î�ÿ;:�î�ÿ�
úô ê¼ñÊÉ ¦Oà�ã�á�êD©<¢Uà�ç�§Ð¥<¦ 7�ê¼óRðrí�è#ô ÿ`êµñ
î�êUügóRô³öµó�ê¼óRðXõ¼ð ô³ñUî�÷ ôÀÿRðÇó=î\ø2ô ÿ=ï�îeê�÷ ð¾î*ñ@êUë 4 í?è*ôÀÿ`êUöZè#ÿ#êµî*öZêUügô ê/ó�ê¼óRðIñ@éRõ/òiî*öXð!:#
6è�ÿRè*ê
öXè*ÿ`ê¼î*ô ÿ î*ÿ2ù�öZè*þ�þ�è*ÿÇöZè#þ�í?è*ÿ=ðXÿ`ê���]I� ï����6óRð
ñ@óRèeü�ð�
�ê/ó=î�ê ú éRÿ;
6ðXõ�ê/ó=ðáñ/ð
î#ñ/ñ/éRþ�í6ê¼ô è#ÿ=ñ
ú îd[`éRôÀÿ#ê¼ôÀöröáî�ÿRÿ=è�êgó=î\ø*ð�þ�è*õ¼ð�ê/ó=î*ÿ

31
ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ î�ÿ�
Çî�ñ@ð��`ê¼ôÀöröáî�ÿRÿ=è�êgó=î\ø*ð�þ�è*õ¼ð

ê¼ó=î�ÿ
63
è#ÿRðáñ��%=�òEöZè*é=õ¼ñ/ð��=ê/óRô³ñ%
6ô�
IÿRè*ê)íRõ¼èeø*ð�ê/ó�îeê�ê¼óRðXõ¼ðÓü�ðXõ¼ðrÿRè ñ/éRõ@òiî#öZð¾ñgügôýê¼ó(þ�è*õ¼ð

ÿRè�
6ð¾ñ��6ç=é6ê�ôýê�ï`î\ø*ð
î�ÿÇô�
Rðáî�ügóRðáõ/ð�ê/è�ñ/ðáî*õ¼öµó òWè*õ�ñ/é=öµóúð��Rî�þ�íR÷Àðáñ��

"så��så�ØÇÕE,/,¯Õ6ÖeÕ6×áä5� à
Ø�&2ÛU&`ÖeÕE,iä¾Y*Õ6×¾äiÜ?Û
Ü�
w�úå�ñ�&^.�Ö±&��ÀàWñ�&2ã*Ü?ÛU(LÞUÜ?ÛÐàá×XÖeâQã�×¾äiÜ?Û
� óRè#õ@ê¼÷ ù�îeò�ê¼ðXõfP�� � ðXï#õ/ðD5 ñJ
6ô³ñ/öXèeø*ðXõ¼ù����
î*÷ ÷³î�õµîeê¼ô�ð¤ØÇÕE,f�h"RÕ�ó?ï#ðXÿRðáõ¼î*÷ ô��Xð!
oê¼óRð�þ�î�í

Ω
ê¼è

óRôÀï*ó=ðXõI
6ôÀþ�ðXÿ=ñ/ô è#ÿ=ñgî�ÿ;
 óRôÀï*ó=ðXõ�ñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ�S
7�C�� ND:

Ωnj :
� n → � n, (x0 : x1 : · · · : xn) 7→ (xj0 : xj1 : · · · : xjn).

æ)ñ�î*ÿ�ð��6î*þ�íR÷ ð�î�ÿ=î*÷ è#ï*è#é=ñgê¼è�PQ� � ðXï#õ/ðD5 ñ)öZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿ�è�òEê¼óRðW�
éRþ�þ�ðáõQ[`é=î*õ@ê¼ôÀö����
î�÷ 4÷³î�õµîeê¼ôvê¼è`èD�Âîúñ/þ�è`è*ê/ó�[`é=îD
6õ¼ôÀöoô ÿ+� n ê¼è*é=öµóRôÀÿRï ê/óRð n + 1
ó2ù2í�ðáõ/í=÷Àî*ÿRðáñ)è�òEê¼óRð�öZè2è*õO
6ô 4ÿ=î�ê/ð

(n+ 1) 4 ó=ð�
6õ¼è*ÿúô ÿÇï*ðáÿRðXõ¼ôÀö)í?è*ôÀÿ#êµñ���Á)ôÀî
Ωn2
ê/óRô³ñ ï*ôÀø*ð¾ñ îoó2ù2í�ðáõL[`é=î*õ@ê¼ôÀö)ôÀÿ�� n ügôýê¼ó

(n+ 1) · 2n−1 ÿRè�
6ðáñ���]I� ï;� �h�
î�÷À÷Àî*õ¼î�ê/ô�è*ç6êµî�ôÀÿRð�
Çî
40 4 ÿRè�
Rî*÷�ó`ù2í?ðXõO[`é=î�õ/ê/ô³ö

V40
ô ÿ'� 4 �

"så��såiØ?å¸*Ë�vÜ�Ö<1�â),iÕsåQ�
î�÷À÷³î�õµîeê/ôo
6ô�
&ÿRè�êÓï#ô ø#ð�îÇï#ðXÿRðáõ¼î*÷ÐòWè#õ/þUéR÷³î òWè#õ�ê/óRð�ÿ2éRþUç�ðáõ
î*ÿ�
�êFù2í?ð
è�òQñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñ�è*ÿRð
è#ç6ê¼î*ô ÿ=ñ�ôÀÿÇê/óRô³ñ ü�î\ùD�oP�éRê ô ê�ô³ñ ðáî*ñ/ù�ê/èW
6ðáõ/ôÀø*ð
îUòWè*õ¼þoéR÷³î
òWè#õ)ó2ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öXðáñ�ügô ê/ó

Aj 4 ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ�ñ/ô þ�ôÀ÷Àî*õ�ê/èpPQ� � ðXï#õ/ðD5 ñ)öXî*ñ/ðoè*ò4ÿRè�
Rî*÷Qñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ
ôÀÿ>� 3 Sd�sðXê

F0
ç�ðúîÂó2ù`í?ðXõµñ/éRõ@òiî#öZð�ôÀÿ>� n è�òI
6ðXï#õ/ðáð

d0
ügôýê¼ó

k0
ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ
è*ò�êFù2í?ð

Aj
���Qî	�#ð

n+ 1
ï*ðáÿRðXõµî�÷Ró2ù2í?ðXõ¼íR÷Àî*ÿRðáñNê¼î�ÿ=ï*ðXÿ`êEê¼è

F0
î#ñNê¼óRð�öZè2è#õL
6ôÀÿ=î�ê/ð

(n+ 1) 4 óRð�
6õ¼è*ÿ��
� óRð�
6ðXï#õ/ðáð�è�ò�ê/ó=ð�þ�î�í

Ωnj+1

ô³ñ
(j+ 1)n

î\ü î\ùròWõ/è#þ«ê¼óRð)öXè2è*õO
6ô ÿ�îeê/ðgó2ù2í?ðXõ¼íR÷Àî*ÿRðáñ��)F�ê�ô³ñ
(j+ 1)n−1 è*ÿ�îrï#ðXÿRðáõ¼î*÷RôÀÿ#ê¼ðXõµñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿ�í�è#ô ÿ`ê4è*ò?êFü�èÓè*ò?ê¼óRð)öXè2è*õO
6ô ÿ�îeê/ðgó2ù2í?ðXõ¼íR÷Àî*ÿRðáñ��#î*ÿ�

(j+1)n−i, i = 2, 3, . . . , n,

òWè*õsðáø*ðáÿ�þ�è#õ/ðEñ/í�ð¾öZô³î�÷#í�è#ô ÿ`ê¼ñvè*ÿ�ê/ó=ð4öZè2è*õO
6ôÀÿ=îeê¼ðNó2ù`í?ðXõ¼íR÷³î�ÿRð¾ñ��



õ � + � » w��Ì�	w�{hw¼z ö ­ y » Å�Ä�Å�{;w�� ö¬Í w^z ö Ã6Ä\Ã���x � y�Å » {;Å�­ y�y�ÅE|�Ã6Ä�÷ï|�Ã6Ä6y�z�{Eø6|Ez ö Ã6Ä õ +
2Rè#õ�è#éRõ�ï*ðXÿ=ðXõ¼ôÀö)öµóRè*ô³öZð)è�òÐöXè`è#õL
Rô ÿ=î�ê/ð)ó`ù2í?ðXõ¼íR÷³î�ÿRð¾ñEêµî�ÿRï#ðXÿ`ê4ê¼è

F0
ê/óRð�íRéR÷À÷ 4 ç=î#öO��é=ÿ�
6ðXõ

Ωnj+1

ê¼ó`é�ñgï*ôÀø*ð¾ñ�î�ó2ù2í?ðXõµñ@éRõ/òiî*öXð
F1
ôÀÿp� n è*ò)
6ðáï*õ¼ðXð

d1 := (j + 1)·d0
ügô ê/ó

7¾CE� B¼:
µAj (F1) = (j + 1)n·k0 + (n+ 1)·(j + 1)n−1

ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ è*òÐêFù2í?ð
Aj

�o]I� ï����Rî�í=íR÷ ôÀð�
úê¼è�î�ñ/þ�è`è*ê/ó'[`é=î�
Rõ/ô³ö�ôÀÿ'� 3 ê/ó=ôÀñgï#ô ø#ðáñ�S
Î Ý�b�ÝUrDrD��b�l�C���@¼q ¨�¦�ä

j ∈ Ú�Ï¥Ð ß ¦�§L¦8¦LîD£�«Oä�«Oç�§kå�©DàO¦Ð«�£tã � 3 á»åKêD¦�æ�§�¦O¦
d = 2·(j + 1)Ñ £tä ß

4·(j + 1)2
«O£tã^æ	ç�¢�©<§Ð£tä�£/¦Ð«8áÀå3ä èLé ¦

Aj Ï
� í?ðáöZô³î�÷Àô��XôÀÿRï�ðXø*ðáÿÇòWéRõ@ê¼óRðXõ ê¼è

n = 3, j = 2
�6ü�ð
è*ç6êµî�ôÀÿ�S

7¾CE� @¾ìD:
µA2(6) ≥ 36.

®�è*ê/ô³öZð�ê¼ó=îeê�ê/óRô³ñ�ôÀñf[`éRôýê¼ð�ôÀÿ`ê/ðXõ¼ðáñ@ê/ôÀÿRïÓç?ðáöáî�é=ñ/ð�ü�ðI�2ÿRèeü
ÿRèeü î�
Rî\ù6ñQòWõ¼è*þ ZÂôÀù#î*è��eîE5 ñ
ç�è#éRÿ�
ï7¯ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿp¯E��@áìUè*ÿIí=î*ï*ð�ë#ì�:�ê¼ó=îeê

µA2(6) ≤ 37
óRè*÷�
Rñ��

æ�íRí=÷ ù2ôÀÿRï�ê/óRðrí=õ/ð¾öZð�
Rô ÿRï�öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ�ê¼è
F1

�Rü�ð
è#ç6ê¼î*ô ÿIî�ó`ù2í?ðXõµñ@é=õ@òiî#öZð
F2
ôÀÿp� nè�òo
6ðXï#õ/ðáð

d2 := (j + 1)2·d0
ügô ê/ó

µAj (F2) = (j + 1)n
(
(j + 1)n·k0 + (n+ 1)·(j + 1)n−1

)
+ (n+ 1)(j + 1)n−1

ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñoè�ò êFù2í�ð
Aj

�pF�ê/ðáõ¼î�ê/ôÀÿRïÂê¼óRôÀñ���ü�ð ï*ðZê�îÂó2ù`í?ðXõµñ/éRõ@òiî#öZð
Fi
è*ò�
RðXï*õ¼ðXð

di :=
(j + 1)i·d0

ügô ê/ó

7¾CE� @D@!:
µAj (Fi) = (j + 1)ni·k0 +

n+ 1

j + 1
·
((j + 1)n(i+1) − 1

(j + 1)n − 1
− 1
)

ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ è*òÐêFù2í?ð
Aj

�Eæ�íRíRõ¼è±�2ôÀþ�îeê¼ðX÷Àù��2ü�ð�ê¼ó`é�ñgó=î\ø*ðDS
7¾CE� @±C�:

µAj (Fi) ≈
1

dn0
·
(
k0 +

(n+ 1)·(j + 1)n−1

(j + 1)n − 1

)
·dni

òWè#õ
i
÷³î�õ¼ï*ð

.

®�è*ê/ô³öZð�ê/ó=î�êrôýêÓô³ñ�ðáî*ñ/ùIê/èÂöXè*þ�íRé6ê¼ð�ó=èeü þ�î�ÿ2ù�ñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ�ü�ð�ÿRðXð!
(ê¼èúôÀþ�íRõ/èeø#ð
ê/óRð�ç?ðáñ@ê��2ÿRèeügÿ�÷Àèeü�ðXõ�ç�è#éRÿ�
Rñ
é=ñ/ôÀÿRïÇê/óRð�òWè*õ¼þoé=÷Àî+7¾CE� @±C	:Ð�¸]I� ï����s÷ ðXêré=ñ
÷ è2èD�(îeêrÿRè�
Rî�÷
ñ@é=õ@òiî#öZðáñ�SJ�Ðè�ôÀþ�íRõ/èeø#ð#?�óRþoé6ê¼èeø�5 ñg÷Àèeü�ðXõgç?è*éRÿ�
 ≈ 5

12d
3 òWè*õgê¼óRðoþ�î<�6ôÀþoéRþBÿ2éRþoç?ðXõ)è�ò

ÿRè�
6ðáñUè*ÿ�î�ñ@éRõ/òiî*öXð�è�òI
6ðáï*õ¼ðXð
d

7iñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ�ë;� @�è#ÿ�í=î�ï#ð�ë¼9	:Óôýê�ñ@éEº�öXðáñÓê/è�öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê�î
ñ@é=õ@òiî#öZð�è�òJ
6ðáï*õ¼ðXð

d0
ügô ê/ó

k0
ÿRè�
6ðáñ��sñ�� ê!�

k0 >
5
12d

3
0 − 16

7

�8?�è*þ�í=î*õ/ôÀÿRï�ê¼óRô³ñ)ügô ê/ó�ê/ó=ð
ç�ð¾ñFêJ�`ÿ=èeügÿUéRí=í�ðáõEç�è#éRÿ�
p7iñ/ðáöZê/ôÀè*ÿd¯E��@áì�è*ÿ�í=î*ï*ð ë#ì�:��*ü�ð � ÿ�
6�#ð�� ï�����ê/ó�îeê4î

13652 4 ÿRè�
Rî*÷
ñ@é=õ@òiî#öZð
è�òo
6ðXï#õ/ðáð

32
è#õ�î

109225 4 ÿRè�
Rî*÷�ñ/éRõ@òiî#öZð
è�ò�
6ðXï#õ/ðáð
64
ü�è#éR÷�
úç?ðÓñ@é�º�öXô ðáÿ#ê!�

��ð�î�÷³ñ@è¢ü î�ÿ`ê�ê/è þ�ðXÿ`ê¼ô è#ÿ�ê¼ó=îeê�PQ� � ðXï#õ/ðD5 ñ�ô�
6ðáî¢ü î*ñ�õ¼ð�
RôÀñ¼öZèeø#ðXõ¼ð�
"î*ÿ�
�ü�è#õ��#ð�

è*é6ê�ôÀÿM
6ðXê¼î�ôÀ÷�ô ÿ"ê/óRðIöXî#ñ@ðúè�ò�íR÷³î�ÿRðÇöZéRõ¼ø*ð¾ñÓügô ê/ó

Aj 4 ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñÓç`ù>��ô õµî�ÿ=è(ô ÿ�@�BDBDC
ð "ÂäiÖÌhh"�ó���]I� ï����`óRðgòWè*é=ÿ�
�ê/ó=ð�÷ èeü�ðXõ4ç�è#éRÿ�
�è�ò ≈ 9

32d
2 öZé�ñ@í=ñ4è*ÿ�îrí=÷Àî*ÿRð�öZé=õ/ø#ðgè�ò�
6ðXï#õ/ðáð

d
ôÀÿÂê¼óRðÓü î\ù-
6ð¾ñ/öXõ/ôÀç�ð!
Âî�ç?èeø*ð
ç2ùÇñ@ê¼î*õ@ê¼ô ÿ=ï�òWõ/è#þ î�ñ/þ�è2è�ê/óÂöZè#ÿRô³ö	���vè è*éRõI�2ÿRèeüg÷Àð�
Rï*ð��
ê/óRðÇöZéRõ¼õ¼ðXÿ`ê/÷Àù�ç?ðáñ@ê#�2ÿRèeügÿ ÷Àèeü�ðáõrç�è#éRÿ�
¢òWè#õrê/ó=ð þ�î<�6ôÀþoéRþ ÿ2éRþoç?ðXõ è*ò�öZé=ñ/í=ñrè#ÿ�î
íR÷³î�ÿRðÓöXéRõ/ø#ð)ô³ñfÁ�ô���� � �;�
éR÷ ô��*èeø�5 ñ%ð ÚÂâ),}�hV^óë����ð
ü�î#ñ î�çR÷Àð�ê¼è�öµóRè2è#ñ/ð�î�ê ðáø*ðáõ/ù�è�ê¼óRðXõ�ñ@ê/ðáí
è�òÐê/óRð
ô ê/ðXõµîeê¼ô è#ÿ�è*ÿ=ð)è*òsê/óRðröXè`è#õL
Rô ÿ=î�ê/ð�î<�6ðáñ4ê/è�ç�ð
çRô ê¼î*ÿRï*ðáÿ`ê�ê¼èoê¼óRðröZéRõ¼ø*ð)ügóRôÀöµóúï*ôÀø*ð¾ñ
µ2
A2

(d) ' 283
60·16d

2 ügóRðáÿ�ñ@ê¼î*õ@ê¼ô ÿRï�òWõ/è#þ|îÂê¼óRõ/ðáð 4 öZé=ñ/íRô�
Rî�÷G[`é=î�õ/ê/ô³ö	�ï�8�o­Nî*öXöáî�ï#ÿ=î�ÿ 7¯î
ñFê¼é�
6ðáÿ#êgè*ò � ê¼î*ï*ÿ=î*õ/è^:Eî*ÿRÿRè*é=ÿ=öZð!
�ô ÿIî�ÿúî�ç=ñ@ê/õµî*öZê�è�òQîÓêµî�÷���îeê�ê/óRðQF�?fZA@!B�BDNÓîUñ/÷Àô ï#ó#ê¼÷ ù
ç�ðXê@ê¼ðXõg÷Àèeü�ðáõ4ç?è*éRÿ�
��`ç=é6ê ê/óRô³ñ�ü�î#ñEÿRðáø*ðXõ�íRéRç=÷ ô³ñ@ó=ð�
6�o� óRð
öZéRõ¼õ¼ðXÿ`ê/÷Àù�ç�ð¾ñFêG�2ÿRèeügÿ�éRíRí?ðXõ
ç�è#éRÿ�
Âô³ñ�S

µ2
A2

(d) ≤ 5
16d

2 − 3
8d

��� óRô³ñ�õ¼ðáñ/éR÷ýê�ô³ñ�í=õ/è#ç=î�çR÷Àù�
6é=ðrê/è
F ø2ôÀÿ=ñ��`ô³ñ�ð eÐòsä}����ó��?ñ@ðáð
î�÷³ñ@è;S'ð "ÂäiÖÌ����ó���ð¤ñsÕ�¼�h;VEó��\�Ðè(è*éRõ¸�2ÿRèeüg÷Àð�
6ï#ð��Ðê/óRðÇþ�î<�6ô þUéRþ ÿ2éRþoç?ðXõ�è�ò�öXé=ñ@í�ñÓè*ÿ�î
íR÷³î�ÿRðÓöXéRõ/ø#ð
è�ò)
RðXï*õ¼ðXð

d
ô³ñgñ@ê/ôÀ÷ ÷sé=ÿE�2ÿRèeügÿ òWè#õ

d > 12
�



õ . õ � z���Å � {�Ã6x���Å � ö y�÷ ö �Ç� ö |�ø���z�� ô < ô +1È ô < + < �
"så��så�"såWØÇÕE,¾,iÕ6ÖeÕ6×¾ä/�ÀàW*·³i³),¯äiã*ÕR×áäiÜ?ÛQà�Ü�
g×!0U&¢ÞUÜ�ÛQàX×áÖeâÐã*×áäiÜ?Û�å�F ÿIóRô³ñ�î*õ@ê¼ôÀöX÷ ðD���
î�÷ 4÷³î�õµîeê¼ôQí?ðXõ/òWè*õ¼þ�ð�
�ê/óRð�öXè*þ�íRé6êµîeê¼ô è#ÿ�íRõ¼ðáñ/ðXÿ`ê¼ð�
(ôÀÿ&ê/óRð�í=õ/ðáø`ôÀè*é�ñ�ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ&ô ÿ&ê¼óRð�ñ@í?ðáöXôÀî*÷

öáî*ñ/ð�è*ò?ÿRè�
Rî*÷Rñ@é=õ@òiî#öZðáñQôÀÿ¸� 3 ��ô�� ð��
j = 2

î�ÿ�

n = 3

��� óRô³ñ�ï#î\ø*ð�î
ñ@÷Àô ï#ó`ê�ôÀþ�íRõ¼èeø*ðXþ�ðáÿ#êQê/è
PQ� � ðáï*õ¼ð�5 ñ�÷ èeü�ðXõNç?è*é=ÿ�
�ç�ð¾öXî*é=ñ@ðIPQ� � ðXï*õ¼ð è*ÿR÷ÀùUöXè*ÿ=ñ/ô�
6ðXõ¼ð�
�è*ÿ=ð�öZè2è*õO
6ôÀÿ=îeê¼ð�ó2ù2í?ðXõ¼íR÷Àî*ÿRð
7iô ÿ=ñ@ê/ð¾î�
Iè*òQòWè#éRõÐ:�ê/èúç�ðrêµî�ÿRï#ðXÿ`ê�ê¼è�ê/óRð�ñ@é=õ@òiî#öZð���2=è*õgê¼óRðoþ�î<�6ôÀþoéRþ ÿ2éRþoç?ðXõ)è�òNÿRè�
6ð¾ñ
è#ÿÇî�ñ/éRõ@òiî#öZð
è�ò�
6ðXï#õ/ðáð

d = 2k · 8 �
î�÷À÷Àî*õ¼î�ê/ô�ê/ó2é=ñ è#ç6ê¼î*ô ÿ=ð�
6S
7�C���@�¯D:

µA1(d) '
(

153

512
+

1

224

)
d3.

P�é6êEè*ÿ=ð öáî�ÿRÿ=è�êNè*ÿR÷ÀùÓè#ç6ê¼î*ô ÿ�ó2ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öZð¾ñvügô ê/ó�þ�î�ÿ2ù
Aj 4 ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñÐé=ñ/ô ÿRï
ê¼óRô³ñöXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿúî#ñI�
î�÷À÷Àî*õ¼î�ê/ô�5 ñ�ð��Rî�þ�íR÷Àð
è�ò�î�ñ/éRõ/òiî*öXð)è*ò�
6ðáï*õ¼ðXð
9
ô ÿp� 3 ügô ê/ó 36

è*õO
6ô ÿ�î�õ¼ù
ê¼õ/ôÀíR÷Àð�í?è*ôÀÿ`ê¼ñNñ/óRèeü�ð!
6��� óRô³ñNñ/éRõ@òiî#öZð�ôÀñQÿRô³öZðá÷ ùoöXè*ÿRÿ=ðáö^ê¼ð�
Óê/è
öZéRçRô³ö ñ@é=õ@òiî#öZðáñÐügô ê/ó¸]4öO�eî�õO
2ê
í?è*ôÀÿ`ê¼ñ�S)��ð)ñ@ê¼î�õ/ê/ð!
�ügôýê¼ó îÓñ/þ�è2è*ê/ó�öZé=çRôÀö)ñ@é=õ@òiî#öZðgügô ê/ó�òWè#éRõT]4öO�eî*õL
2ê�í�è#ô ÿ`ê¼ñ��`ô¾� ð��`í�è#ô ÿ`êµñ
ôÀÿIügóRôÀöµóÇê¼óRõ/ðáðrè�òQê/óRð

27
÷ ôÀÿRðáñ�þ�ðáðZê!�J�Qî	�2ô ÿ=ï�î*ñ�ê/ó=ðoöZè2è*õO
6ôÀÿ=îeê¼ð�ê/ðZê¼õ¼î*óRð�
Rõ/è#ÿ ê¼óRð
òWè*éRõ

íR÷³î�ÿ=ðáñrêµî�ÿRï#ðXÿ`êrê/è�ê/óRð¾ñ@ð�]4öO�eî�õO
2êoí?è*ôÀÿ#êµñ��
Ω3

3

ù2ôÀðX÷�
Rñoî(ÿRè*ÿRô³ö�ügô ê/ó
4 · 32 = 36

ê¼õ/ôÀíR÷Àð
í?è*ôÀÿ`ê¼ñ�7Wõ¼ðáöXðXÿ`ê/÷Àù�� � ê¼î*ï*ÿ=î*õ/èUé=ñ@ð!
Iñ@ôÀþ�ô ÷³î�õ ô�
6ðáî#ñ�ê/è�ï*ðXê

39
ê/õ¼ô íR÷Àð
í�è#ô ÿ`êµñ�ð¤ñP×¾Õ�����ók:Ð�

�
î�÷À÷³î�õµîeê/ô=ê/óRðáÿ é=ñ/ð�
�ê/óRð
40 4 ÿRè�
Rî�÷h[`é=î�õ/ê/ô³ö

V40
ôÀÿ�� 4 è*ç6êµî�ôÀÿRð�
�î*ç�èeø#ðgê/è�öZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê

îIñ/ð��2ê/ô³öoôÀÿï� 3 ô ÿ îúü�î\ù(ñ/ôÀþ�ôÀ÷³î�õ
ê/èÇê¼óRð�öZè*ÿ�ñFê¼õ/é=öZê/ôÀè*ÿ�è�ò4ê¼óRð
�
éRþ�þ�ðXõ�[`é=î�õ/ê/ô³öp7»@D� @±C	:
î*ÿ�
Iê/ó=ð¸�Ðè*ï#÷ ô³îeê/ê/ô�[#é=ô ÿ`ê/ô³ö�7¾C�� ¯�:�S%�Ðî��2ô ÿRïúè*ÿRðUè�òEê¼óRð�ÿRè�
6ðáñ)è�ò

V40
î#ñ�ê¼óRðUè#õ/ôÀï*ôÀÿ

P :=
(1 : 0 : · · · : 0)

è�òQê/ó=ð
öXè2è*õO
6ô ÿ�îeê/ðrñ/ù6ñFê¼ðXþp�
V40
ó=î*ñ�ê¼óRð
òWè*õ¼þpS

7�C���@Xë¼:
V40 := x2

0F2 + 2x0F3 + F4 = 0,

ügóRðáõ/ð
Fi ∈ � [x1, x2, x3, x4]

î�õ¼ðUè*òf
6ðáï*õ¼ðXð
i, i = 2, 3, 4

�#� óRð�íRõ¼è�ûFðáöZê/ôÀè*ÿ�òWõ/è#þ
P
ê/è

ê¼óRðK� 3 ï*ôÀø*ðáÿúç2ù x0 = 0
ô³ñ�î

2 4 òWè*÷�
 õµî�þ�ô � ð�
ÇöZèeø#ðXõ¼ô ÿRïUügôýê¼óIçRõ¼î*ÿ=öµóÇ÷ è6öZé�ñ
7�C���@!9�: �
î

63 := det

(
F2 F3

F3 F4

)
.

�
î
63
ó=î#ñ

2·3·4 + (40 − 1) = 63

6è#éRçR÷ÀðUí?è*ôÀÿ`ê¼ñ
ügóRô³öµó&ôÀñ�ê¼óRð�ñ/î*þ�ð�ÿ2éRþoç?ðXõ
è*ò�ÿRè�
6ð¾ñ

î#ñIPQ� � ðáï*õ¼ð�5 ñ�ñ/ð��2ê/ô³ö	�%�
î*÷ ÷³î�õµîeê¼ôvî�÷³ñ@è�õ¼ðXþ�î*õ��#ð�
 ê/ó=î�ê�î�ñ/ô þ�ôÀ÷Àî*õ�öZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ(öZè*é=÷�
IÿRè*ê
ü�è*õL� ô òEü�ðUñFêµî�õ/ê/ð�
Iügô ê/ó�î

45 4 ÿRè�
Rî*÷�[`é=î�õ/ê/ô³örôÀÿ�� 4 ç�ð¾öXî�é�ñ@ðÓô ê)ü�è*é=÷�
Iï#ô ø#ðÓî 68 4 ÿRè�
Rî*÷
ñ/ð��2ê/ô³ö)ügóRôÀöµóúôÀñ�ÿRè*ê�í?è#ñ¼ñ@ôÀçR÷Àð)ç?ðáöáî�é=ñ/ð�è�òUP î*ñ¼ñ/ðZê�5 ñ�ç�è#éRÿ�
6�oP�é6êgôýê ô³ñ�ôÀÿ`ê/ðáõ/ð¾ñFê¼ô ÿRïoê/è�ÿRè�ê¼ð
ê¼ó=îeê�øeî�ÿ � ê/õµîeê/ðáÿ�5 ñQñ/éRï#ï*ðáñ@ê/ôÀè*ÿÓê/è)ê/õ¼ù
ê/è
ñFêµî�õ/êÐügô ê/óUê/óRð

3 4 í=î�õµî�þ�ðXê/ðXõvòiî�þ�ôÀ÷ ùrè*ò 42 4 ÿRè�
Rî*÷
[`é=î*õ@ê¼ôÀöáñ
ù`ôÀðX÷�
RñÓî

3 4 í�î�õµî�þ�ðZê¼ðXõ�òiî�þ�ôÀ÷ ù�è�ò 65 4 ÿRè�
Rî�÷Nñ/ð��2ê/ô³öXñoî*ñÓñ/óRèeügÿ&ô ÿHð Ô%&`×�h��Eó��Qñ@ðáð
î*÷Àñ/è�ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿÇë��³9Uè*ÿÇí=î�ï#ð�9*ì��

"På��så�ÚIÖ<&`ä¯àáà|� à�ÞUÜ�ÛQàá×XÖeâÐã*×áä¯Ü�Û
F ÿ¿@!BD9�9E�D�
õ¼ðXô³ñ/ñJ
6ðáñ¼öZõ¼ôÀç�ð!
�îoöZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ�è�òvñ/è*þ�ð�ñ/éRõ@òiî#öZð¾ñEè�òsðáø*ðáÿ�
6ðXï#õ/ðáð

d = 2kügô ê/óÇþ�î�ÿ2ù�ÿRè�
6ð¾ñ3ð ÚIÖ<&����^ó�� � ô þ�ôÀ÷Àî*õ�ê¼è�î�öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê/ôÀè*ÿ è*òo?�î#ñFê¼ðX÷Àÿ`é=èeø*è�ð ÞUÕRà�hsØ�ó��6ê¼óRðXù
ó=î\ø#ð�ê¼óRð
òWè*õ¼þ

f = Q(f1, f2, f3),
ügóRðáõ/ð

Q(u, v, w)
ôÀñNî
öZè#ÿRô³ö�ôÀÿW� 2 î*ÿ�
oê/óRð

fi
î*õ/ð�òWè*õ¼þ�ñ�è�ò�
6ðXï#õ/ðáð

k
ügóRô³öµó�î*õ/ðgî#ñ/ñ/éRþ�ð�


ê¼è�
6ð � ÿRð
k3 ñ/ô þ�íR÷ÀðUí?è*ôÀÿ`ê¼ñ��Uæ ï*ðáÿRðXõ¼ô³öoñ/éRõ@òiî#öZð

f
ó=î#ñ�ê¼óRðáñ/ð

k3 í�è#ô ÿ`êµñ�î#ñ�ÿRè�
6ðáñ��#�&ð
ÿRèeüLê¼î��*ð
ó2ù`í?ðXõ¼íR÷³î�ÿRð¾ñ

Eij , i = 1, 2, 3, j = 1, 2, . . . , n,
î�ÿ;
úí=é6ê

fi :=
∏k
j=1 Eij .� óRð � çRõ¼ð è*ògê/óRðÇõ¼î�ê/ôÀè*ÿ=î*÷4þ�î�íM� 3 → � 2, x 7→ (f1(x) : f2(x) : f3(x))

èeø*ðXõUî
ï#ðXÿRðáõ/ô³ö�í?è*ôÀÿ`ê è*òsê/ó=ð)òWè#õ/þ

(0 : α : β)
ügôÀ÷ ÷Pó�î\ø*ð

k
(
k
2

) ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ�í?è*ôÀÿ`ê¼ñgöZè#õ/õ¼ðáñ/í?è*ÿ�
6ôÀÿRïrê¼è
ê¼óRð
ô ÿ`ê/ðáõ¼ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿÇí�è#ô ÿ`êµñ è�òvê¼óRð (k

2

) ÷ ôÀÿRð¾ñ
E1i ∩E1j

ügô ê/óÇê¼óRðÓñ@é=õ@òiî#öZð
βf2 − αf3 = 0.

F�ò
è#ÿRðUöµóRè2è`ñ@ð¾ñgê/ó=ðUöZè#ÿRô³ö

Q
ê¼èúç?ðoêµî�ÿRï#ðXÿ`ê�ê/è

u = 0, v = 0, w = 0
ô ÿ+� 2 è#ÿRðoè#ç6ê¼î*ô ÿ=ñ)î



õ � 4Ò� » w��Ì�	w�{hw^z ö ­ y 160 Ó Ä6Ã6÷;w���|;Ã6Ä6y�z;{Eø6|Ez ö Ã6Ä õ 4
ñ@é=õ@òiî#öZð
è�òo
6ðXï#õ/ðáð

d = 2k
ügôýê¼ó

7¾CE� @!·D:
µA1(d) ≥ k3 + 3k

(
k

2

)
=

5

16
d3 − 3

8
d2, d = 2k, k ∈ Ú ,

ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ ügó=ôÀöµóÂî�õ¼ð
î�÷À÷PÿRè�
6ðáñgôÀÿIï*ðáÿRðXõµî�÷��
� óRðXÿ\�
õ¼ðXô³ñ/ñ�î*ñ¼ñ@é=þ�ð!
Iê/ó�îeêrô ÿ�ê/ó=ð�ÿ=ðZêrñ@í=î*ÿRÿRð!
(ç2ù

f1, f2, f3
ê/óRðáõ/ð�ü î*ñ�î�òWè#éRõ@ê¼ó

ñ@é=õ@òiî#öZð
f4 = af1 +bf2 +cf3

ügóRô³öµód
RðáöZè#þ�í�è`ñ@ð!
Uî#ñEî�íRõ/è�
6é�ö^êEè�ò
k
÷Àô ÿRð¾î�õ�òWè#õ/þ�ñ��)� óRðáÿ

ç2ù�þ�î��`ôÀÿRï
Q
î*÷Àñ/èrêµî�ÿRï#ðXÿ`êEê/èrê¼óRð�÷ÀôÀÿRð

au+ bv+ cw = 0
ôÀÿ�� 2 ü�ð�ü�è*é=÷�
�ï#ðZê�îoñ@éRõ/òiî*öXðügôýê¼ó

k3 +4k
(
k
2

)
= 3k3−2k2 ñ/ô ÿRï#éR÷³î�õEí?è*ôÀÿ`ê¼ñ��)�Ðèoñ/óRèeü"ê¼óRô³ñ��^�
õ/ðáôÀñ¼ñNî�õ¼ï*é=ð�
�î*ñ�òWè#÷ ÷Àèeü�ñ�S

�vèÇó=î\ø#ðÓî ñ/ù¼�áù2ï*ùÇè�òNê/ó=ðÓòWè*õ¼þ ∑4
i=1E1i · · ·Eki = 0

ç�ðXêFü�ðáðXÿÂòWè#éRõ
k 4 ê¼éRíR÷Àðáñ)è�òE÷Àô ÿ=ðáî�õòWè*õ¼þ�ñgü�ð
ó=î\ø#ð

16k
öZè2ð�º�öZôÀðXÿ`êµñgîeê�è*é=õI
6ôÀñ/í?è#ñ¼î�÷PügóRô³öµóÇî*õ/ðrñ/éRç6ûFð¾ö^êgê/è (k+3

3

) î*÷ ï#ðXçRõµî�ô³ö
ð�[`é=î�ê/ôÀè*ÿ=ñ��Næ�ñ4ê/óRð)ô ÿRð![`é=î�÷ÀôýêFù

16k ≤
(
k+3

3

) ó=è*÷�
Rñ4ð��Rî*ö^ê¼÷ ùUòWè*õ
k ≤ 7

���
õ¼ðXô³ñ/ñ4öZ÷³î�ôÀþ�ð!
�ê/è
ó=î\ø*ðröXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ð�
Çñ@é=õ@òiî#öZðáñ è*ò)
6ðáï*õ¼ðXð

d = 2k, 2 ≤ k ≤ 7,
ügô ê/ó

7¾CE� @<¹	:
3k3 − 2k2 =

3

8
d3 − 1

4
d2, d = 2k, 2 ≤ k ≤ 7,

ÿRè�
6ðáñ��
ÁEî�ÿ � ê/õµîeê¼ðXÿ�õ¼ðXþ�î*õ��#ð�
úê/ó=î�ê
ñ/é=öµó&î öZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ(ôÀñ�ôÀÿ�
6ðáð�
Âí?è#ñ¼ñ@ôÀçR÷ÀðoòWè#õ

k = 2
ô ò

è*ÿRð�ê¼î	�#ðáñ�ê¼óRð�ê/ó=õ/ðáð�í=î�ôÀõµñ
è�ò í=î�õµî�÷À÷ ðá÷EíR÷³î�ÿRð¾ñrè�ògîÂöZé=ç�ðD�Qç=é6êÓê/ó�îeêÓê¼óRð�íRõ¼è*çR÷ÀðXþ ügôýê¼ó
�
õ/ðáôÀñ¼ñ�5 ñ�î�õ¼ï*é=þ�ðáÿ`êvòWè*õ�è*ê/óRðáõ

k
ôÀñQê¼óRð�òiî*öZêÐê¼ó=îeêNè*ÿ=ð�ó=î#ñÐê/è
õ/ðáþ�èeø*ðJ
6ðáï*ðáÿRðXõµîeê¼ð�ñ/è*÷Àé6ê/ôÀè*ÿ=ñ

è�òQê/óRðÓî*ç�èeø#ð�ñ/ðZê�è*òQð![`é=îeê¼ô è#ÿ=ñ î�ÿ�
úê/ó�îeê ê/óRô³ñgþ�ôÀï*ó`ê�÷ ð¾î\ø*ð�é=ñ ügô ê/óIê/ó=ðrðXþ�í6êFù ñ/ðZê!�
®�ðáø*ðXõ/ê/ó=ðX÷Àðáñ¼ñ��o�
õ¼ðXô³ñ/ñ�5 ñoü�è#õ���ôÀñUè�ò�ê¼ðXÿ"öXôýê¼ð�
6��î�ÿ�
 ô êoê¼è2è�� îÂ÷Àè*ÿRï�ê/ôÀþ�ðúéRÿ`ê/ôÀ÷göZè*ÿ 4ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿ�ñ�ï*ôÀø2ô ÿ=ï�îeê ÷Àðáî#ñFê�ê¼óRð�ÿ2éRþUç�ðáõ�è�òrÿRè�
6ð¾ñ�ê/ó�îeê-�
õ¼ðXô³ñ/ñ�5 ñ�öZè*ÿ�ñFê¼õ/é=öZê/ôÀè*ÿ
ü�è*éR÷�


ï*ôÀø*ðD�)P�ðáöáî�é=ñ/ðgè�ò?ê/ó=ôÀñ4ô ÿ� �éRðXÿ=öXð��#ü�ðg÷ÀôÀñ@êEê¼óRð�÷Àèeü�ðáõQç?è*é=ÿ�
RñNê¼ó=îeêf�
õ/ðáôÀñ¼ñNöZ÷³î�ôÀþ�ð�
Uê/èró=î\ø#ð
òWè*éRÿ;
'
6ðáñ/íRô ê/ð
øeî�ÿ � ê/õµîeê¼ðXÿ�5 ñ íRõ¼ðXø2ôÀè*é=ñ/÷ ù�þ�ðáÿ#ê¼ô è#ÿRð�
Çõ¼ðXþ�î�õL��S

d 4 6 8 10 12 14

µA1(d) ≥ 16 63 160 325 576 931�Ðî��2ô ÿRïrôÀÿ`ê/èrî*öáöZè#éRÿ`ê��
î*÷ ÷³î�õµîeê¼ô¾5 ñQô þ�íRõ¼èeø*ðáþ�ðXÿ`êG7�C���@�¯�:Qè*òhPQ� � ðáï*õ¼ð�5 ñQ÷ èeü�ðXõ�ç?è*éRÿ�
�ç=î#ñ@ð!

è*ÿ î�ÿ&ð��6ô³ñFê¼ô ÿ=ïÇÿ=è^
=î�÷4ñ/éRõ/òiî*öZðD�Pü�ð�ï#ðZêrügô ê/ó&ê/óRð

576 4 ÿRè�
Rî*÷)
6è�
6ð¾ö^ê¼ôÀö�ê¼óRð�ð��6ô³ñFê¼ðXÿ=öXð�è*ò
ñ@é=õ@òiî#öZðáñ è*ò�
RðXï*õ¼ðXð

d = 2k · 12
ügô ê/ó

7¾CE� @!ND:
µ(d) ' 253

756
d3 ≈ 0.3347d3

ÿRè�
6ðáñ��
"På¬�På
ØÇÕE,/,¯Õ6ÖeÕ6×áä5� à

160 ¸ ÛQÜ�(QÕE,�ÞUÜ?ÛÐàá×XÖeâQã�×¾äiÜ?Û
��ð¾ñ@í=ôýê¼ð-�
õ¼ðXô³ñ/ñ�5 ñ

160 4 ÿRè�
Rî*÷Nè6ö^ê/ô³ö�ôÀÿR� 3 ���
î�÷À÷Àî*õ¼î�ê/ôEügõ¼è�ê¼ð�î�ÿ�î�õ/ê/ô³öZ÷Àð�è#ÿ�î�ÿRè*ê/óRðáõ
ñ@é�öµó¢ñ/éRõ/òiî*öXð�ç?ðáöáî�é=ñ/ð�è�ò�ôýêµñrôÀÿ#ê¼ðXõ¼ðáñ@ê/ôÀÿRï(öZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿRð¤ØÇÕE,f���^óë����ð�ñFêµî�õ/ê/ð�
�ügô ê/ó¢ê/ó=ð
òWè*õ¼þ

V 9 = x1x2x3x4x5 − y1y2y3y4y5ô ÿp� 9 �
V
ô³ñ�ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ î�÷Àè*ÿ=ïrê/óRð

100
� 5 5 ñ�è#ç6ê¼î*ô ÿRð!
�ç2ù�ð�[`é=î�ê/ôÀÿRïÓêFü�èoè*òsê/óRð

xi
î*ÿ�
�êFü�è

è�òNê¼óRð
yi
ê/è
�áðXõ¼è�� � è���î�ï*ðáÿRðXõµî�÷s÷ÀôÀÿRðáî*õ�ñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿÂï*ôÀø*ðáñ�î�òiî�þ�ôÀ÷ ùIè�ò

100 4 ÿRè�
Rî�÷�[`éRôÀÿ`ê/ô³öXñ
ô ÿ¿� 4 �J�
î*÷ ÷³î�õµîeê¼ô�ê/óRðáÿIî*õ/ï#éRð�
 ê/ó�îeê�è*ÿ=ð
öXè*éR÷�
IöµóRè2è#ñ/ð�ê/óRô³ñ�ñ/ðáö^ê¼ô è#ÿÇñ/è�ê/ó=î�ê�ô ê�î*ö�[`éRôÀõ¼ð�

îUê/õ¼ô íR÷Àðrí?è*ôÀÿ#ê

P
î�ÿ�
 ê/ó=î�ê ê/óRð
÷Àô ÿRð¾ñQûFè*ôÀÿRôÀÿRï

P
î�ÿ;
�ê¼óRð

100
ÿRè�
6ðáñ è*òvê/ó=ðK[#é=ô ÿ`ê/ô³ö�ü�ðáõ/ð

ÿRè�ê�öXè*ÿ`ê¼î*ô ÿ=ð�
úô ÿÇê/ó=ð
ê¼î�ÿ=ï*ðXÿ`ê�öZè#ÿRðrîeê
P

��� ó2é=ñ ê¼óRð
õ¼î*þ�ô � öáîeê/ôÀè*ÿÇ÷Àè2öXé=ñ è�òQê/ó=ð
òWè*õ¼þ
7¾CE� @!BD: �
î

160 := det

(
F3 F4

F4 F5

)
= 0

ó=î*ñ
3 · 4 · 5 + 100 = 160

ÿRè�
6ð¾ñ��



õ 6 õ � z���Å � {�Ã6x���Å � ö y�÷ ö �Ç� ö |�ø���z�� ô < ô +1È ô < + < �
ZÂè#õ/ðáèeø*ðXõ!�	�
î�÷À÷Àî*õ¼î�ê/ô`õ/ðáþ�î�õL�*ð�
rê/ó=î�êEôýêNþ�ô ï#ó`ê�ç?ð í�è`ñ/ñ/ôÀçR÷ ð�ê¼è
ñ/í?ðáöZô³î�÷Àô��Xð�òWéRõ@ê¼óRðXõEî*ÿ�


ê¼èUè#ç6ê¼î*ô ÿÇî�ÿÇè2öZê/ô³ö�ügô ê/óÇþ�è*õ¼ð�ê¼ó=î�ÿ
160
ÿRè�
6ð¾ñ�ôÀÿúê/óRô³ñ ü�î\ùD�)�Ðè�è*éRõG�2ÿRèeüg÷Àð�
6ï#ð��#ê/óRô³ñ ôÀñ

ñ@ê/ôÀ÷ ÷véRÿE�2ÿRèeügÿ��
ÁEî�ÿ � ê/õµîeê¼ðXÿÓþ�ðáÿ#ê¼ô è#ÿRð�
rê/ó=î�êQô êÐþ�ôÀï*ó`êQç?ð4í?è#ñ¼ñ/ô çR÷ÀðEê¼è�ï#è�ê/è�ñFê¼ô ÷À÷2óRôÀï*óRðáõU
6ôÀþ�ðXÿ=ñ/ô è#ÿ=ñ�S

]I� ï����=î�ï*ðáÿRðXõµî�÷�÷Àô ÿ=ðáî�õ�ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿÇè�ò
V 13 = x1x2x3x4x5x6x7 − y1y2y3y4y5y6y7ôÀÿï� 3 ó=î*ñ 225

ÿ=è^
Rðáñ���æ�ï#î*ô ÿ��Ðè*ÿRð�þ�ôÀï*ó`êróRè*í?ð�ê/èÂç?ð�î*çR÷ÀðUê¼è(öµóRè2è#ñ/ðoê¼óRô³ñÓñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿ&ñ/è
ê¼ó=îeê4ô ê�î#ö�[`éRôÀõ/ð¾ñNîK[`é=î�
Rõ/éRí=÷ ðgí?è*ôÀÿ`ê�ügóRô³öµó�öZè#éR÷�
�ê¼óRðXÿ�ï#ô ø#ð�îÓñ/éRõ@òiî#öZðgè*ò6
RðXï*õ¼ðXð

10
ügôýê¼ó

4 · 5 · 6 + 225 = 345
ÿRè�
6ðáñ�� � óRô³ñ)ü�è*é=÷�
Âç?ðUê/óRð�ñ/î*þ�ðoÿ2éRþoç?ðXõ�è�ò�ÿRè�
6ðáñ�î*ñQP î�õ/ê/ó�5 ñ


6ð¾ö^ê¼ôÀö'7¯ñ@ðáð�ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿ&ë��³9úè*ÿ¢í=î*ï*ð
9�ì�:�� � è#þ�ð
[`éRð¾ñFê¼ô è#ÿ=ñrî�õ¼ô³ñ@ôÀÿRïÇòWõ/è#þ ê/ó=ôÀñrè#ç=ñ/ðXõ¼ø\î�ê/ôÀè*ÿ
î*õ/ðoê/óRð�òWè*÷À÷Àèeügô ÿRï;S%�)è`ð¾ñ)ê/óRô³ñröZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿ�ü�è#õ��EÑ�F�ò�ô êK
6è2ðáñ��PôÀñ)ê¼óRð�ñ@éRõ/òiî*öXð8
6ô ��ðXõ¼ðXÿ`ê
òWõ¼è*þ�P î*õ@ê¼ó�5 ñ�7¯ñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿúë;� 9	:�Ñ�?�î*ÿúü�ð
ï*è�è*ÿ;Ñ





?�óRþUé6ê/èeø�5 ñ4ñ/ðXí6ê¼ôÀö��%?�óRþ 3
7

�6öZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ð�
�î�õ¼è*é=ÿ�
p@�BDNDC�é=ñ/ô ÿ=ï#�Ðöµó=ðXç2ù6öµóRðXø�í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷Àñ��
ÁEî*õ/ô³î�ÿ`ê¼ñ�è*ò�ê¼óRô³ñNç=î*ñ/ô³ö ô�
6ð¾î
î�õ¼ð�ñFê¼ô ÷À÷6ê/ó=ðgç�ð¾ñFê4è#ÿRðáñQòWè#õ4öZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô ÿRï
ó2ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öXðáñQügôýê¼ó
þ�î�ÿ2ù�ÿ=è^
Rðáñ è�ò�óRôÀï*óp
6ðXï#õ/ðáð��



?f��æ%­T�G]T�Æ¯

Ô �W��� Ï)~ Ô ��Î k �W�ÇÍÕr�twv{Ö�×ØÅ�twv{v�× z
2Rõ¼è*þ ê/óRð @!B�·#ìE5 ñIè*ÿ��Óî%ñ/ù6ñFê¼ðXþ�îeê¼ôÀö&ê¼óRðXè#õ/ù è*ò�ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñï7¯ñ@ðáð ð�� ï��#ð × ä¾,}���¼ó��

ð *
Ø���X����RÕ!�d*WØ���X����EÖUók:úî�ÿ�

ê¼óRðXôÀõ'
6ðZòWè#õ/þ�î�ê/ôÀè*ÿ=ñ ü�î#ñ-
6ðáø*ðá÷ è#íRí�ð!
6� � óRðáñ/ð�ÿ=ðXü
þ�ðZê/ó=è^
=ñ�î�÷À÷Àèeü�ð!
 ñ/ô ï#ÿRô � öXî�ÿ`ê ô þ�íRõ¼èeø*ðáþ�ðXÿ`ê¼ñ�è�òQê/ó=ð��`ÿ=èeügÿúç?è*éRÿ;
Rñgî�õ¼è*éRÿ;
�@!B�N*ì��

��ôÀï*óR÷ÀôÀï*ó`ê¼ñIè*òUê¼óRð¢í�ðáõ/ôÀè�
-ç?ðZêFü�ðXðáÿþ@!B�·#ì�î*ÿ�
 @!B�B#ì"ü�ðXõ¼ð+P�ð¾î�éRø2ôÀ÷ ÷Àð�5 ñIíRõ¼è`è*òÓòWè*õ
µA1(5) = 31

ô ÿ @!B¼¹	Bï7iñ/ðáö^ê¼ô è#ÿR¯�� ¯D:Óî*ñoü�ðá÷ ÷ î*ñ#ÁEî�õµöµóRðXÿ��*è�5 ñW7»@!B�ND¯E��ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿM¯E�¤¹<:Óî*ÿ�

ZÂôÀù#î�èD�eîE5 ñW7»@�BDN�ë;�vñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿ\¯�� @¾ì�:�éRíRí?ðXõUç�è#éRÿ�
Rñ��-� ó=ðáñ/ð�ü�ðáõ/ð�ê/ó=ð � õ¼ñ@êÓéRíRí?ðXõUç�è#éRÿ�
Rñ
òWè*õ�ê¼óRðIþ�î	�6ô þUéRþ|ÿ2éRþoç?ðXõ�è*ò)ÿRè�
6ð¾ñUè#ÿ�î&ñ/éRõ@òiî#öZðÇè�ò�
RðXï*õ¼ðXð

d
ügóRô³öµó�ó�î�
"î&ç?ðZê@ê¼ðXõ

î*ñ/ù2þ�íRê/è�ê¼ôÀöUç?ðXó=î\ø2ôÀè*éRõ)ê/ó=î*ÿ(ê¼óRð-@¾ì*ì�ù#ðáî*õ 4 è*÷�
IéRíRí?ðXõ
ç?è*éRÿ�

µDp(d) / 1

2d
3 ç=î*ñ/ð�
Âè#ÿ

ê/óRðÇöZ÷³î*ñ¼ñrè�ò ê¼óRð ñ/éRõ@òiî#öZðD�-F ÿ¢òiî#ö^ê���ZÂôÀù#î*è��eîE5 ñ
ç�è#éRÿ�

µDp(d) / 4

9d
3 ô³ñoñ@ê/ôÀ÷À÷Eê/ó=ð�ç�ð¾ñFê�2ÿRèeügÿ�ç?è*é=ÿ�
(òWè#õÓñ@é=õ@òiî#öZðáñ�î�ÿ;
�ÁEî*õ¼öµóRðáÿE�*è;5 ñ�ñ/í�ð¾ö^ê/õµî�÷�ç?è*éRÿ;
�ô³ñrñFê¼ô ÷À÷�ê/ó=ð�ç?ðáñ@êK�2ÿRèeügÿ

è*ÿRð�òWè*õ4ó2ù2í?ðXõµñ@éRõ/òiî*öXðáñ�ôÀÿ�óRôÀï*óRðáõT
6ôÀþ�ðáÿ=ñ/ô è#ÿ=ñ���� óRð�ñ@ê/õ¼ðXÿ=ï�ê/ó�è*ò�ÁEî*õ¼öµó=ðXÿE�#è�5 ñ�ç�è#éRÿ�
�öXî*ÿ
ç�ðUô ÷À÷Àé=ñFê¼õ¼î�ê/ð!
úç2ù ê/óRðròiî#ö^êgê¼ó=îeê�ô ê�ô³ñgð��Rî#ö^êgòWè*õ)öZéRçRô³ö
ó2ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ ô ÿ'� n î#ñI�rî�÷��*ðáõ�5 ñ
ð��Rî�þ�íR÷ÀðáñUòWõ¼è*þ @!B�N�·�ñ@óRèeü�ð�
 7iñ/ðáö^ê¼ô è#ÿM¯�� @D@�:Ð�"æ�ÿRè�ê¼óRðXõ�ôÀþ�í�è#õ@êµî�ÿ`ê�öXè*ÿ`ê/õ¼ô ç=é6ê/ôÀè*ÿ�ü�î#ñ
?�óRþoéRê/èeø�5 ñ4ô�
Rðáî
ê¼èoé=ñ/ð%�QöµóRðXç2ù6öµóRðXøUí�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷Àñ�òWè#õ�öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô ÿ=ïÓó2ù`í?ðXõµñ/éRõ@òiî#öZð¾ñ�ügôýê¼ó
þ�î�ÿ2ùúñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ37iñ/ðáö^ê¼ô è#ÿ�¯�� ND:Ð�

VvåiØ?å
ñP×¾ÕE.�ÛQÕ6ÖeÜ!� à¥��&2à¾âU,i×áà�Ü�Û ñvâÐÖ�
�ÕRãD&2à�Ý�äi×�0H× Õ=Û�� ñväiÛ).�â),iÕ6Öeäi×áä/&2à
Vså¯Ø�å¯Ø�å
ñvâvÖD
�ÕRã�&2àrÝ�äi×�0�Õ

j ¸ ×¾â�³�,/&�Ô)Ü�ä¯Û�×*åQF ÿ¿ð¤ñP×¾Õ����Eóë� � êµî�ï#ÿ=î�õ¼èröZè*ÿ�ñ@ô�
6ðXõ¼ð�
�ñ/éRõ 4òiî*öXðáñgôÀÿ'� 3 è�òÐê/óRð
òWè#õ/þ
7/¯�� @±: F2m+j : x2m

0 Fj + 2xm0 Fm+j + F2m+j = 0,
ügóRðXõ¼ð

Fi ∈ Ù [x1, x2, x3]
î*õ/ðÓòWè*õ¼þ�ñ�è�òT
6ðáï*õ¼ðXð

i
�
i ∈ {j,m+ j, 2m+ j} î*ÿ�
 Ù ôÀñ)î�ÿî�÷Àï*ðáçRõ¼î*ôÀöX÷ ùIöZ÷Àè#ñ/ð�
 � ðX÷�
Âè�ò4îúöµó=î�õµî*öZê/ðXõ¼ô³ñFê¼ôÀö�ügóRô³öµó(ô³ñ�ÿRè*ê�î

2m(2m + 1)

6ôÀø`ô³ñ/è*õ!�%� óRð

ñ@é=õ@òiî#öZðáñ F2m+j
ó=î\ø*ð
î

j 4 ê/é=íR÷ ðrí?è*ôÀÿ`êgô ÿ (1 : 0 : 0 : 0)
�

2Rè#õ
j = 1

î*ÿ�

m = 2q − 1

óRðrê¼óRðXÿ�öµóRè#ñ/ðrê/ó=ð
Fi
ô ÿ�î ñ@í?ðáöXôÀî*÷vü î\ùÇñ�� ê!� F2m+j =

F4q−1
ü�î#ñNîrñ@éRõ/òiî*öXð è�ò6
6ðXï#õ/ðáð

4q−1
ügô ê/ó

4q(2q−1)2 ÿ=è^
RðáñEî*ÿ�

12q−9

ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ
è�ò�êFù`í?ð

A2(q−1)

�K��ôÀñ�õ¼ðáî#ñ@è#ÿRô ÿ=ï ñFê¼ô ÷À÷NöZè#ÿ#êµî�ôÀÿRð�
�î�ÿ�î*õ/ç=ôýê¼õ¼î*õ/ùúòWè*õ¼þ
Θ2(q−2)

è*òJ
6ðXï#õ/ðáð
2(q− 2)

��2=è*õ�îÓí=î*õ@ê¼ôÀöXéR÷Àî*õ4ð��6î*þ�íR÷ ðD�*ê¼óRô³ñ�öáî�ÿ�ç?ð�öµó=è#ñ/ðXÿ�ôÀÿúîrí=î*õ@ê¼ôÀöXéR÷³î�õ4ü î\ùUê/èoè#ç6ê¼î*ô ÿ
ðXø#ðXÿ�þ�è*õ¼ðúñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñ��¿]I� ï�����ê/óRô³ñ�î�÷À÷ èeü�ð�
¢óRôÀþ ê/è&ñ@óRèeü8ê¼óRð ð��6ôÀñ@ê/ðáÿ=öZðúè�ò�î�ñ/ðXíRê/ô³ö
F7
ügôýê¼ó

72
ÿRè�
6ðáñÓî*ÿ�


16
î�
E
6ô ê/ôÀè*ÿ�î�÷EöZé�ñ@í=ñ��
®�è*ê/ô³öZð�ê/ó�îeêrê/ó=ð�íRõ/ðáø2ô è#é=ñ@÷ÀùÂç?ðáñ@êo÷ èeü�ðXõ

ç�è#éRÿ�
�òWè*õ
µ(d)

�
81

�?ü î*ñ)î�÷³ñ@èúï*ôÀø*ðáÿ(ç2ùIîúöZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿ�è�ò�ñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ�ügô ê/ó&ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ

6ô �?ðáõ/ðáÿ#ê òWõ¼è*þ ÿ=è^
Rðáñ��`ÿ�î�þ�ðX÷Àù-�
î�÷À÷³î�õµîeê/ô�5 ñ�ñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ4ügô ê/óIîUê/õ¼ô í=÷ ð�í�è#ô ÿ`ê�î�ÿ;
úîD
E
6ô ê/ôÀè*ÿ=î*÷
ÿRè�
6ðáñ#7¾C�� ·�:�S
7/¯�� CD:

µ(7), µDp(7) ≥ 88,
î*÷ýê¼óRè*éRï#óúñ@ê/ôÀ÷ ÷��Rü�ð
ó=î\ø*ð
è*ÿ=÷ ù�S

µA1(7) ≥ 72.
�%ôýê¼ó ê/ó=ð óRðá÷ í è*ò�ê¼óRð

28
ç=ôýêµî�ÿRï#ðXÿ`ê¼ñ
ê¼è(î¿[`é=î�õ/ê/ô³ö�íR÷³î�ÿRð�öXéRõ¼ø*ð�� � êµî�ï*ÿ�î�õ¼èúê¼óRðXÿ é�ñ@ð!


ê/óRðrî*ç�èeø#ð�ê/ð¾öµóRÿRô�[`éRð�ê¼è�ñ/óRèeü
ê/ó=ð)ð��2ô³ñ@ê/ðXÿ�öZð�è�òÐñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ F2m+4
è*òU
6ðáï*õ¼ðXð

2m+ 4
ügô ê/ó

m
(

2m+8
2

) ô³ñ@è#÷Àî�ê/ð�
'
Rè*éRçR÷Àðoí?è*ôÀÿ`ê¼ñ�î�ÿ�
�î�ÿ(è#õL
6ôÀÿ=î*õ/ù�[#é�î�
6õ¼éRíR÷ÀðÓí?è*ôÀÿ#ê
ôÀÿ
(1 : 0 : 0 : 0)

�
]I� ï����RòWè*õ

m = 2
ê/óRô³ñgô³ñ�î�ÿÇè6ö^ê/ô³ö
ügô ê/óÂîd[#é�î�
6õ¼éRíR÷Àð
í�è#ô ÿ`ê�î�ÿ�


132
îD
E
6ô ê/ôÀè*ÿ=î*÷PÿRè�
6ðáñ��

� ô



� õ � � � Ã�÷6Å�{;Ä � Å�z��6Ã6÷�y � ô < .50 È ô <�< 0 �
VvåiØ?å�"så¸*Añ�&¼íP×áäiã(Ý�äi×�0

64
$ÂÜ�(U&2à�ÕRÛ)(LÕRñ�&Ç³Ð×¾äiãIÝ�äW×!0

90
ñväiÛ).�â),iÕRÖ\äi×áä¾&`à#åK@¾ì

ù#ðáî�õµñ�÷³îeê/ðáõ%ð¤ñP×¾Õ�����óë� � ê¼î�ï#ÿ=î�õ¼èröZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ð!
�îÓñ/éRõ@òiî#öZðgè*ò6
RðXï*õ¼ðXð
6
ügôýê¼ó

64
ñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ

ügóRô³öµóIñ@óRèeü�ð�
�S
7¾¯E� ¯D:

µA1(6) ≥ 64.®�è�ê/ô³öZðÓê/ó=î�ê)éRÿ`ê/ôÀ÷Ðê/óRô³ñ�í?è*ôÀÿ`ê��?ê/ó=õ/ðáðoñ@ð��2ê/ô³öXñ�ügô ê/ó
63
ÿRè�
6ð¾ñ�ó=îD
Iç�ðáðXÿ¿�2ÿRèeügÿ>7¯ñ@ðáðUñ/ðáö 4ê¼ô è#ÿ=ñQCE� ë���CE� ·���CE� 9	:��)ægöáöZè*õO
6ôÀÿRï�ê¼è-PQ� � ðXï*õ¼ð�5 ñgéRí=í�ðáõ�ç?è*é=ÿ�
Âþ�ðXÿ`ê/ôÀè*ÿ=ð�
(î�ê�ê/óRð�ðXÿ;
Âè�ò

ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿRC�� ëE�Nî
64 4 ÿ=è^
=î�÷4ñ/ð��2ê/ô³ö�öáî�ÿRÿRè*êoø*ðáõ/ô òWù\P�� � ðXï#õ/ðD5 ñoî*ñ¼ñ@éRþ�í6ê¼ô è#ÿ=ñ��(æ�ÿ�
 ôÀÿ�
6ðáð�
6�

� êµî�ï#ÿ=î�õ¼èúñ/óRèeü�ð�
Iê¼ó=îeêróRô³ñrñ@ð��2ê/ô³ö � ê
64
ó�î�
�î*ÿ�ôÀÿ � ÿ=ôýê¼ð�ÿ2éRþUç�ðáõrè�òEê¼õ/ô ê¼î*ÿRï*ðáÿ`ê�íR÷³î�ÿ=ðáñ��

F�êµñ�öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê/ôÀè*ÿ(ô³ñ�ç�î*ñ/ð�
Âè#ÿ�î�ø#ðXõ¼ùÂñ@í?ðáöXôÀî*÷QöXè*ÿ � ï#éRõµîeê/ôÀè*ÿÂè*ò4÷Àô ÿRð¾ñ
î�ÿ�
(öXè*ÿRô³öXñ�ôÀÿ(ê¼óRð
íR÷³î�ÿ=ð�� ô

�%ô ê/ó(î�ÿIî�ÿ�î�÷Àè*ï*è#é=ñ�þ�ðXê/óRè�
ÇóRðÓöXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ð�
Çî�ñ@éRõ/òiî*öXð
è�òo
6ðXï#õ/ðáð
7
ügô ê/ó

72
ÿRè�
6ðáñ

î*ÿ�

18
îD
E
6ô ê/ôÀè*ÿ=î*÷EöZé=ñ/í=ñ��d� ó=ðáñ/ð�î*õ/ðUêFü�èúþ�è*õ¼ð�öZé=ñ/í=ñ�ê¼ó=î�ÿ�ê/óRè`ñ@ð�è*ò4ê/ó=ð�ð��Rî�þ�íR÷Àð�è�ò

ê¼óRðríRõ¼ðXø2ô è#é=ñ ñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿ��o��ðró�î\ø*ð�S
7¾¯E� ë¼:

µA(7) ≥ 90,
î�÷ ê/ó=è*éRï#óÇñ@ê/ôÀ÷ ÷��Rü�ð
ó=î\ø*ð�è*ÿR÷Àù�S

µA1(7) ≥ 72.��ÿ;
6ðXõEöXðXõ/ê¼î�ôÀÿ�î*ñ¼ñ@éRþ�í6ê¼ô è#ÿ=ñ�� � ê¼î*ï*ÿ=î*õ/è�î�÷³ñ@è
ï#î\ø#ð�î
ñ/÷ ôÀï*ó`ê�ô þ�íRõ¼èeø*ðáþ�ðáÿ`êQè*òhP î*ñ¼ñ@ðXê�5 ñ
éRí=í�ðáõ�ç?è*é=ÿ�
�ügó=ôÀöµó¢öZè#þ�í=é6ê/ð¾ñ�ê¼è

65
òWè#õ)ê¼óRð�öXî*ñ/ð�è�òJ
6ðáï*õ¼ðXð

6
�#®�èeü�îD
Rî\ù6ñ��?ü�ð8�2ÿRèeü

ê¼ó=îeê
65
ô³ñ ê/óRðÓöXè*õ¼õ/ð¾ö^ê ç�è#éRÿ�
úòWè*õ�ñ/ð��2ê¼ôÀöáñ�7iñ/ðXðrñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿIë��³9Óè#ÿÇí�î�ï*ð�9�ìD:Ð�

VvåiØ?å�VvåWñs×áÕE.?ÛQÕ6ÖeÜ��Àày²c³!³J&#ÖÆ��Ü�âQÛ)(a
�Ü�Ö�£�Ö<(Ðä¯ÛÐÕRÖ3�
q ¸ 
�Ü;,¾(�Ô)Ü�ä¯Û�×áà#å�F ÿ�ð¤ñP×¾Õ��;VEóë�

� êµî�ï#ÿ=î�õ¼è�ï#î\ø#ðÓî�þ�è^
RðXõ¼ÿÂíRõ/è2è*ò�è*òTP î*ñ¼ñ@ðXê�5 ñ�ç?è*éRÿ�
�î�ÿ�
Iï#ðXÿRðáõ¼î*÷ ô��Xð!
úô ê�ê/è�è#õL
6ôÀÿ=î*õ/ù
q 4òWè#÷�
Çí?è*ôÀÿ#êµñ��G�)ðXÿRè*ê/ôÀÿRï�ç2ù

µq(d)
ê/óRðÓþ�î	�2ôÀþoé=þ ÿ2éRþoç?ðXõ�è�ò

q 4 òWè#÷�
Çí?è*ôÀÿ`ê¼ñgè#ÿ(î�ñ@éRõ/òiî*öXðè*ò)
6ðáï*õ¼ðXð
d

�=óRðrñ@óRèeü�ð�
�S
7¾¯E�³9�:

µq(d) ≤ 4d(d− 1)(d− 2)

q(q − 1)(4q − 5)î*ÿ�
úî*÷Àñ/è�S
7¾¯E� ·D: µq(d) ≤ 1

2q(q−1)3
·
(

2d(d− 1)2(q − 1)− 13q + 16

−
√

4d(d− 1)(3d− 11q + 8)(q − 1) + (13q − 16)2
)
.

� óRðUð��Rî*öZê/ÿRð¾ñ/ñ�è�òI7/¯�� 9D: òWè*õ
d = 5

ü î*ñ�î*÷ õ¼ðáîD
6ù��2ÿRèeügÿïð¤ØÇÕE,Ú�;"EÖ�óë�)æ�ÿ(ôÀÿ#ê¼ðXõ¼ðáñ@ê/ôÀÿRï
õ¼ðXþ�î�õL��è*ò � êµî�ï*ÿ�î�õ¼ègü�î#ñPê/ó�îeêvê¼óRô³ñÐç?è*é=ÿ�
rô³ñvð��6î#ö^êQô ÿoñ/ðXø#ðXõµî�÷#è�ê/ó=ðXõÐöáî*ñ/ðáñ��¾ê/è2è#7iî*÷ýê¼óRè*é=ï*ó
7¾¯E� ·�:�ôÀñÓç�ðXê@ê/ðáõròWè*õ

d
÷Àî*õ/ï#ð!:Ð�
�ÐèIíRõ¼èeø*ðUê/óRô³ñ��ÐóRð�ê/è2èD�Âê/óRð�òWè*÷À÷ èeügôÀÿRïúï#ðXÿRðáõ¼î*÷ ô��áî�ê/ôÀè*ÿ�è�ò

?�î#ñFê¼ðX÷Àÿ`é=èeø*è�5 ñ�öZè*ÿ�ñFê¼õ/é=öZê/ôÀè*ÿ�ð ÞUÕRà�hvØ�ó�7¯ñ@ðáð�î�÷³ñ@èIñ/ðáö^ê¼ô è#ÿ>C�� ·�:ÐS#��ð�öZè#ÿ=ñ@ô�
6ðáõ/ð!
�ñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ
As, Bs, Cs

è�ò6
6ðXï#õ/ðáð
s
þ�ðXðXê/ôÀÿRïrôÀÿ

s3 
6ôÀñ@ê/ôÀÿ=öZê4í�è#ô ÿ`êµñ��)F�ò
Fq
ô³ñEî
ï*ðáÿRðXõ¼ô³ö�òWè*õ¼þ«è�ò6
6ðáï*õ¼ðXð

q
ê/óRðáÿ

7¾¯E�¤¹	: � êµî�ï
s,q := Fq(As, Bs, Cs)ô³ñgî�ñ@éRõ/òiî*öXð
è�òo
6ðXï#õ/ðáð

s·q ôÀÿp� 3 ügôýê¼ó s3 è#õL
Rô ÿ=î*õ/ù q 4 òWè*÷�
Çí�è#ô ÿ`ê¼ñ���­E÷³î\ù`ôÀÿRï�ê/ó=ôÀñ�î*ï#î*ô ÿ=ñ@ê
7¾¯E�³9	:Ð�Ró=ðÓñ@óRèeü�ð�
�ê/ó=î�ê

s3 ü�î#ñ4ê¼óRðrþ�î<�6ôÀþoéRþ ÿ2éRþUç�ðáõ�è�ò
q 4 òWè#÷�
Çí?è*ôÀÿ`ê¼ñ è*ÿIî�ñ@é=õ@òiî#öZð
è�ò
6ðáï*õ¼ðXð

s·q ôýò
7¾¯E� ND:

q ≥ 1

8

(
3(3s3 − 4s2 + 3) +

√
9(3s3 − 4s2 + 3)2 − 16(5s3 − 8s+ 5)

)
.

� óRô³ñ�ù2ôÀðX÷�
6ð�
Lî�ÿ%ôÀÿ � ÿRô ê/ð�ÿ`é=þoç?ðXõ è*òÓöXî*ñ/ðáñ ô ÿ%ügó=ôÀöµó%ê¼óRð(ð��6î#ö^ê øeî*÷ éRð�è�ò
µq(d)

ü�î#ñ
�2ÿRèeügÿ���]I� ï�����òWè#õ

s = 2
�o7/¯�� ND:�ô³ñ�ð![`éRô øeî*÷ ðáÿ#ê�ê/è

q ≥ 8
�?ñ/è�òWè#õ)î ñ/éRõ/òiî*öXðÓè�òT
6ðáï*õ¼ðXð

2·q �
ô1Û�ÜÒÝ·Þ:ß}à}Ü�ßfá/Ý]âÚã�á/âÚäÂá/å]Þ:ßfÜÒæÂÝDÜÒà}ç�è é�á/ê:ëDÜ�ß}ìíçÂÝ¥çÒî�Þ:ß
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, d
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7
383

:
500 ≈ 1
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óRô³ñ�ÿRè�ê¼ô è#ÿ�è�òQ
6ðZòWð¾ö^ê�õ¼î*ôÀñ/ð�
�ÿRðXü ôÀÿ`ê/ðáõ/ð¾ñFê�è*ÿ�ê¼óRðÇíRõ/è#çR÷ÀðXþ è�ò�ê/óRðÇð��6ô³ñFê¼ðXÿ=öXðÇî*ÿ�
 ê¼óRð
öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿIè�òEñ@é=õ@òiî#öZðáñ

f
è*òo
RðXï*õ¼ðXð

d
ô ÿ¿� 3 ó=î\ø2ô ÿ=ï�î�ï*ôÀø*ðXÿIÿ2éRþUç�ðáõ µ0

è*ò�ÿ=è^
Rðáñ�î#ñ
ô ê¼ñgè#ÿR÷Àù ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ð¾ñ��

� é=öµó+[`éRðáñ@ê/ôÀè*ÿ=ñ�ü�ðáõ/ðUþ�è�ê/ôÀøeîeê¼ô è#ÿ=ñ�òWè#õ�?�î�ê¼î*ÿRðáñ/ðoî�ÿ;
�?�ðXõ¼ðáñ¼î�ê/èIöZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê)ñ/ð��2ê¼ôÀöáñ
ôÀÿ�� 3 ügôýê¼ó�î*ÿ`ùÇï*ôÀø*ðáÿÂÿ2éRþoç?ðXõ µ0 = 1, 2, . . . , 64

è*òEÿRè�
6ðáñ8ð Þ�Þ �h"^ó��3� óRðXùÂî*íRíR÷Àô ð!
¿PQ�
� ðáï*õ¼ð�5 ñEô�
6ðáîÓê/è�é=ñ/ð�íRéR÷À÷ 4 ç=î#öO��éRÿ�
6ðáõ�îoçRõ¼î*ÿ=öµóRð!
�öZèeø#ðXõ¼ô ÿRï;�#ñ/ðXð�ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿ�C�� ëoè*ÿ í=î�ï#ðQC	¯E�
PQ� � ðXï#õ/ð�ó=îD
 è#ÿR÷ ù�è#ç6ê¼î*ô ÿ=ð�
 î

63 4 ÿRè�
Rî*÷?ñ/ð��2ê¼ôÀö�ôÀÿ ê¼óRôÀñ ü î\ù���2Rè#õ�ê/óRðröZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ è�òQî
64 4 ÿ=è^
=î�÷=è#ÿRð)ê/óRðrî�éRê/óRè#õ¼ñ4ê/ó2é=ñ�ó=îD
�ê/è�é=ñ/ðQ
RôÌ��ðXõ¼ðXÿ`êgñ@í?ðáöXôÀî*÷ ô��áî�ê/ôÀè*ÿ=ñ�è�òÐê/óRð
öZè2è*õO
6ôÀÿ=îeê¼ð
ê¼ðZê/õµî�ó=ð�
6õ¼è*ÿ��

?�îeêµî�ÿRð¾ñ@ð)î�ÿ�
�?�ðáõ/ð¾ñ/îrî*÷Àñ/èÓöZ÷³î�ôÀþ�ð�
�ê/èUó=î\ø*ð�ñ/óRèeügÿ�ê¼ó=îeê
64
ôÀñEê/óRð)þ�î<�6ô þUéRþ ÿ`é=þ 4ç?ðXõ
è�ò�ÿRè�
6ðáñ
í?è#ñ¼ñ@ôÀçR÷ÀðUè#ÿ�îÇñ@ð��2ê/ô³öUöXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ð�
�ô ÿ�ê/óRô³ñ
ü�î\ùD�KP î�õ/ê/ó�5 ñ

65 4 ÿRè�
Rî�÷�ñ@ð��2ê/ô³ö
ð �UÕRÖDh��EóU
6ô³ñ@íRõ¼èeø*ð!
�ê¼óRôÀñ��Rñ/ðXðÓñ/ðáö^ê¼ô è#ÿúë;� 9Uè#ÿúí=î*ï*ð�9�ì��

Vvåª�vå
ØÇäkò;&2Û�×¾ÕE,/�Àà¥²]³i³T&`Ö]��Ü�âQÛU(
=)ÿR÷Àù�îÇòWðáü ù#ðáî*õ¼ñrî�ò�ê/ðXõ8P�ð¾î�éRø2ôÀ÷ ÷Àð�5 ñríRõ¼è2è�ò�ê/ó=î�êrê/óRð þ�î	�6ô þUéRþ ÿ2éRþUç�ðáõÓè�ò ÿRè�
6ð¾ñ

è#ÿ(î
[`éRô ÿ`ê¼ôÀöoô ÿ�� 3 ü î*ñgð��6î#ö^ê¼÷ ù
31

����ô ø#ðXÿ`ê¼î*÷vð¾ñFêµî�çR÷ÀôÀñ/óRð!
(î�ï*ðáÿRðXõµî�÷véRíRí?ðXõ�ç�è#éRÿ�
ÇòWè*õ



� � 4Â� þDw�{�|���Å�Ä � Ã!­ yKy � ÅE|Ez;{;w��dx�Ã6ø�Ä�÷ �7+
ê/óRðoþ�î	�6ô þUéRþBÿ2éRþUç�ðáõ�è�ò�ô³ñ@è#÷Àî�ê/ð�
Çñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ è*ÿÂî�ó2ù`í?ðXõµñ/éRõ@òiî#öZð
è�òo
6ðáï*õ¼ðXð

d
ôÀÿp� nügóRô³öµóIöXè*þ�íRé6ê¼ðáñ ê¼è

31
ô ÿÇê/ó=ðÓöXî*ñ/ð�è�òo[#é=ô ÿ`ê/ô³ö
ñ@é=õ@òiî#öZðáñ��

F�êUô³ñoü�è*õ/ê/ó¢ÿRè*ê/ôÀÿRïÂê¼ó=îeêUê/óRðúíRõ/è2è*ò è*ògóRôÀñUç?è*éRÿ�
�ôÀñoþoé=öµó"ñ/ôÀþ�í=÷ ðáõÓê/ó�î�ÿ¢ê/ó=ð è*ÿ=ð
è�ò�ÁEî*õ¼öµóRðáÿE�*è;5 ñ�ñ@í?ðáöZê/õµî�÷vç?è*é=ÿ�
>7iñ/ðXð�ñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿ¿¯E�¤¹<:Ð�%� ó=ðXõ¼ðoô³ñ�î

6õµî\ügç=î#öO��ê/è ê/óRô³ñ�SG� ó=ð
î�íRí=õ/è±�6ôÀþ�î�ê/ð
ç?ðXó=î\ø2ôÀè*éRõgè*òo��ôÀø*ðáÿ#êµî�÷�5 ñ ç?è*é=ÿ�
ÇôÀñ�ñ@ê/ôÀ÷À÷

µ(d) / 1
2d
n �TP�é6êgòWè#õ�÷ èeü 
6ðXï#õ/ðáð

ôýê)ôÀñ þUé=öµóIç�ðXê@ê/ðáõgê/ó�î�ÿúê/óRðríRõ¼ðXø2ôÀè*é=ñ/÷ÀùW�`ÿ=èeügÿúç?è*éRÿ;
Rñ�S
d 5 6 7 8 9 10 11 12 d

µ(d)(µDp(d)) ≤ 31 68
7
66

:
104 180 247 376 484 680 ≈ 1

2d
3

µA1(d)(µ(d)) ≥ 31 64 72
7
90

:
160 160

7
181

:
325 300

7
337

:
576 ≈ 1

3d
3

��ô ø#ðXÿ`ê¼î*÷¾5 ñ)ç�è#éRÿ�
�öáî�ÿÂç?ð�öXè*þ�íRé6ê¼ð�
(î#ñ�òWè#÷ ÷Àèeü�ñ�SG�vðZê
I
ç?ðÓê¼óRð�ñ@ðXê)è�òEþUéR÷ ê/ôÀô ÿ�
RôÀöXðáñ

m
�

÷ ù2ôÀÿRï�ñ@ê/õ¼ôÀöZê/÷Àù�ô ÿ�ñ@ô�
6ð
ê/ó=ð
n 4 
6ôÀþ�ðXÿ=ñ/ôÀè*ÿ=î*÷�öXéRç?ðrügôýê¼óIñ/ô�
6ð d S

7/¯�� @!¯D:
I := {m ∈ ÿ n | 0 < mi < d}.

��ðoï*ôÀø*ð�ÿ=î�þ�ðáñ�ê¼è�ê/óRðrÿ2éRþUç�ðáõgè�ò�ðX÷ÀðXþ�ðXÿ`êµñ ô ÿÇê/ó=ð
òWè*÷À÷ èeügôÀÿRï�ñ@éRç�ñ@ðXê¼ñgè*ò
I

S
M := #

{
|m| =

(
n
2 + 2k

)
d
}
,

K := #
{
|m| =

(
n
2 + 2k − 1

)
d
}
,

R := #
{
|m| −

(
n
2 + 2k − 1

)
d = ±1

è*õ ± 1
2

}
,

ügóRðXõ¼ð |m| := m1 + · · · + mn
î*ñoé=ñ/é=î�÷�î�ÿ�


k ∈ ÿ ���%ô ê/ó ê¼óRðáñ/ð ÿ=è�ê¼î�ê/ôÀè*ÿ=ñ��o��ô ø#ðXÿ 4ê¼î*÷¾5 ñ�éRí=í�ðáõ�ç�è#éRÿ�

è#ÿ�ê¼óRð(þ�î<�6ôÀþoéRþ ÿ2éRþoç?ðXõ
µn(d)

è*òrôÀñ/è*÷³îeê¼ð�
�ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ�è#ÿ
î
ó2ù`í?ðXõµñ/éRõ@òiî#öZð
è�ò�
6ðXï#õ/ðáð

d
ô ÿ'� n ô³ñ�S

7/¯�� @áë¼:
µn(d) ≤ 1

2
((d− 1)n +M −K −R) .

æ�ñ
ê¼óRð�þ�îeûFè*õ
þ�è�ê¼ô øeî�ê/ôÀè*ÿ�òWè*õ
ê/ó=ð�õ/ð¾ñ@ð¾î�õµöµó(è*ÿ�ê/óRð�ñ/éRç6ûFð¾ö^ê!�U��ô ø#ðXÿ`ê¼î*÷Nþ�ðXÿ`ê/ôÀè*ÿRð!

ê/óRð)òWè*÷À÷Àèeügô ÿRïUöZè*ÿ�ûFðáö^ê¼éRõ¼ð�è*ÿ�ê¼óRð�ÿ2éRþUç�ðáõ�è*òvñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õEí�è#ô ÿ`êµñ4è#ÿ�îró2ù`í?ðXõµñ/éRõ@òiî#öZðD�UF�ê�ü�î#ñ
òWè*õ¼þoéR÷³îeê¼ð�

ç2ù
æ�õ¼ÿRè*÷�

ô ÿW@!B�N�@QôÀÿoî�
6ô³ñ¼öZé=ñ¼ñ@ôÀè*ÿrè*òEP�õ¼é=öXð�5 ñsî�õ/ê/ô³öZ÷Àð�ð �UÖeâi�vØDó`î*ñ�ÁEî�õµöµóRðXÿ��*è
ñ/î*ô�
�ôÀÿ�ê¼óRð�ô ÿ`ê¼õ/è�
6é=öZê/ôÀè*ÿ&è�òQð XrÕ6ÖÌ�hV�óëSræ�õ¼ÿRè*÷�
�ñ/éRï*ï#ðáñ@ê/ð!
Âê/ó=ð�ç�è#éRÿ�


µn(d) ≤ An(d)
�

ügóRðXõ¼ð
7/¯�� @±9�:

An(d) := #

{
(k1, . . . , kn) ∈ I

∣∣∣ 1

2
(n− 2)d+ 1 <

∑
ki ≤

1

2
nd

}
.

An(d)
ô³ñ�ê¼ó`é�ñ�î öZðáõ@êµî�ôÀÿ�ÿ2éRþUç�ðáõ�è�ò
ô ÿ`ê/ðáï*ðáõ�í�è#ô ÿ`ê¼ñ�ügôýê¼óRô ÿ î*ÿ

n 4 
6ôÀþ�ðXÿ=ñ/ôÀè*ÿ=î*÷ öXéRç?ð��
��ô ø#ðXÿ`ê¼î*÷¾5 ñrç?è*éRÿ;
¢ôÀñUñ@÷Àô ï#ó`ê/÷Àù(ï*õ¼ðáî�ê/ðXõ
ê¼ó=î�ÿ

An(d)
òWè*õrþ�è`ñFê8
RðXï*õ¼ðXð¾ñ��-®�èeü î�
Rî\ù6ñ��Pê/óRð

ÿ2éRþoç?ðXõµñ
An(d)

î*õ/ðröáî�÷À÷ ð!
Çæ�õ/ÿ=è*÷�
úÿ2éRþUç�ðáõ¼ñ���� óRðÓöXè*õ¼õ/ð¾ö^ê/ÿ=ðáñ¼ñ�è*ò�æ�õ/ÿ=è*÷�
65 ñgöXè*ÿeûFð¾ö^ê¼éRõ/ð
ü�î#ñgñ@ó=èeügÿúè#ÿR÷ ùúñ@óRè#õ@ê¼÷ ùúîeò�ê/ðáõ/ü î�õO
Rñ�ç2ù
ÁEî�õµöµóRðáÿE�*èp7iñ/ðXð
ÿRð��`ê�ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ;:��

Vvå��så8XrÕ6Öeã±0)&`Û!¼�Ü!� à�ñ�³T&2ã*×XÖeÕE,��UÜ?âQÛU(
®�è*ê
÷Àè*ÿ=ïIî�ò�ê/ðáõ���ôÀø*ðáÿ`ê¼î�÷�5 ñ)ÿ=ðXü«é=íRí�ðáõrç�è#éRÿ�
6�UÁEî�õµöµóRðXÿ��*è ü î*ñ
î*çR÷ ðUê/èIíRõ¼èeø*ðUê/ó=ð

öZè#ÿeûFðáöZê/éRõ¼ðUè*ò4æ�õ¼ÿRè*÷�
>7¯ñ@ðáðoð�[`é=î�ê/ôÀè*ÿR7¾¯E��@!9<:�:�ç2ùÂñ@ó=èeügô ÿRïúî�ê/ó=ðXè*õ¼ðXþ:è#ÿÂê/óRð�ñ/í�ð¾ö^ê/õ¼éRþ
è�ò4î�ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýêFù�ð XrÕ6ÖÌ�hVEóë�GP�î#ñ@ô³öXî*÷ ÷Àù��Rê/óRðoñ/í?ðáö^ê¼õ/é=þ öXè*ÿ=ñ/ôÀñ@ê¼ñ�è�ò�ê/óRðoðXôÀï*ðXÿ2øeî�÷ÀéRð¾ñgè�ò�ê/ó=ð
þ�è*ÿRè�
6õ¼è*þUùÂè*í?ðXõµîeê/è#õ)è*òEê/ó=ð�ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô êFù��Pñ@ðáðUðD� ï;��ð ÚÂâ),}h��^óë��ð *WØ���X����EÖf�söµó��o@Xë	óQòWè*õ

6ðZêµî�ôÀ÷Àñ�è#ÿ�ê/óRð
ñ/í�ð¾ö^ê/õ¼éRþp��ÁEî�õµöµóRðXÿ��*è�5 ñNÿRèeü î�
=î\ù2ñ4öXî�÷À÷Àð�
 � í?ðáöZê/õµî�÷�P�è*éRÿ�
�ü�î#ñNê/ó=ð � õµñ@ê
éRíRí?ðXõ�ç?è*é=ÿ�
�òWè*õ�ê/ó=ðÂþ�î	�6ô þUéRþ ÿ2éRþUç�ðáõ�è�ò�ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñ�è*ÿ
î¢ñ@é=õ@òiî#öZðIè�ò3
6ðXï#õ/ðáð

dügóRô³öµóÇó�î�
Iî�ÿIî�íRí=õ/è±�6ôÀþ�î�ê/ôÀø*ð)ç�ðáó=î\ø2ô è#éRõgè�òQ÷ ð¾ñ/ñ�ê¼ó=î�ÿ 1
2d

3 �oF ÿúòiî#ö^ê!�RóRðrñ@ó=èeü�ð!
6S
7/¯�� @!·D:

µn(d) ≤ An(d),



� . � � � Ã�÷6Å�{;Ä � Å�z��6Ã6÷�y � ô < .50 È ô <�< 0 �
ügóRðáõ/ð

An(d)
ôÀñgê/óRðoæ�õ/ÿ=è*÷�
 ÿ2éRþUç�ðáõ%
6ð � ÿRð�
IôÀÿï7/¯�� @±9	:Ð�f2Rè*õ)ñ@éRõ/òiî*öXðáñ ôÀÿ'� 3 �Rê/óRô³ñ�öXè*þ 4íRéRê/ðáñgê/è�S

7¾¯E��@±¹	:
µ(d) ≤

{ 23
48d

3 − 9
8d

2 + 5
6d, d ≡ 0 mod 2,

23
48d

3 − 23
16d

2 + 73
48d− 9

16 , d ≡ 1 mod 2.� óRô³ñ ÷Àðáî�
=ñ�ê/è�ê/ó=ð
òWè*÷À÷ èeügôÀÿRïUê¼î�ç=÷ ðDS
d 5 6 7 8 9 10 11 12 d

µ(d)(µA(d)) ≤ 31 68
7
66

:
104 180 246 375 480 676 ≈ 23

48d3

µA1(d)(µ(d)) ≥ 31 64 72
7
90

:
160 160

7
181

:
325 300

7
337

:
576 ≈ 1

3d
3

æ�õ¼ÿRè#÷�
Çî�ÿ�
'��ôÀø*ðáÿ#êµî�÷söXè*þ�íRé6ê¼ð�
 ê/óRðÓî*íRíRõ¼è±�2ôÀþ�îeê¼ð)ç?ðXó=î\ø2ôÀè*éRõ è*ò
An(d)

S
7¾¯E��@�ND:

An(d) ≈
√

6

πn
dn +O(dn−1)

òWè*õg÷³î�õ¼ï*ð
n.

æ�ñoî�÷Àõ/ð¾î�
6ùÂþ�ðXÿ`ê¼ô è#ÿRð�
6�UÁEî�õµöµóRðXÿ��*è�5 ñ�íRõ¼ðXø2ô è#é=ñ�ç�è#éRÿ�
&ô³ñrç=î*ñ/ð�
�è*ÿ¢îÇíRõ¼è*í?ðXõ/êFù(è�ò
ê¼óRð(ñ@í?ðáöZê/õ¼éRþ|è*ò
î¢ñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýêFùD�4þ�è*õ¼ðIíRõ/ð¾öZô³ñ@ðá÷ ù¢ê¼óRð(ñ/è 4 öXî�÷À÷Àð�
"ñ/ðXþ�ô³öZè#ÿ#ê¼ô ÿ2éRô êFù�è*ò)ê¼óRð
ñ/í�ð¾ö^ê¼õ/éRþ 7iñ/ðXðïð X
ÕRÖD�hVEó)î�ÿ�
�î�÷³ñ/è�ð ÚÂâ),}h��¼ó��3ð *
Ø��oX¶���EÖJ� öµó��I@áë	ók:Ð� F�ê�öXî*ÿRÿRè�ê�è#ÿR÷ ù
ç?ðUî*íRíR÷Àô ð!
Âê/èúè*õO
6ôÀÿ=î�õ¼ù-
6è#éRçR÷Àðoí?è*ôÀÿ`ê¼ñ��?ç=é6ê)ê¼èúî*ÿ`ùÇêFù2í?ðoè�ò�ôÀñ/è*÷³îeê¼ð�
Âñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýêFùÇô ÿ

n 4
6ôÀþ�ðXÿ=ñ/ôÀè*ÿ=î*÷2ñ/í=î#öZðEòWè#õ�ügóRôÀöµóUôýêNô³ñQí�è`ñ/ñ/ô ç=÷ ð�ê/èröZè#þ�íRé6ê/ð�ê/ó=ð ñ/í?ðáö^ê¼õ/é=þ���2Rè#õÐþ�î*ÿ`ùÓöáî*ñ/ðáñ��
ê¼óRôÀñ�öXè*þ�íRé6êµîeê/ôÀè*ÿUó=î*ñ�î*÷ õ¼ðáîD
6ù
ç�ðáðXÿ�í�ðáõ@òWè#õ/þ�ð�
��U� óRð ñ@í?ðáöZê/õ¼éRþ«öáî�ÿoðáø*ðáÿoç?ð öáî�÷³öZéR÷³îeê¼ð�

é=ñ/ôÀÿRï%]Eÿ;
6õ¼î�_�5 ñ�e�it����a�r���b�÷ÀôÀçRõ¼î*õ/ù��������
	���
����������gè*õ � öµó2éR÷ �áð�5 ñv÷ÀôÀçRõ¼î*õ/ù�����
������������������6�
� óRð¾ñ@ð
÷Àô ç=õ¼î*õ/ôÀðáñ î�÷³ñ/è�öXè*ÿ`ê¼î*ô ÿúíRõ/è6öXð�
6éRõ¼ðáñ�òWè#õ�öZè*þ�íRéRê/ôÀÿRï�ê/óRðrç?è*éRÿ;
 òWè#õ�ê/óRðrþ�î<�6ôÀþoéRþ
ÿ2éRþUç�ðáõ)è*ò�ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ�è�ò�î ï*ôÀø*ðáÿÂêFù2í�ð�è*ÿ�î ó2ù`í?ðXõµñ/éRõ@òiî#öZðÓè*òJ
6ðáï*õ¼ðXð

d
ôÀÿ�� n ç�î*ñ/ð�


è#ÿ ê¼óRðÓñ@ðáþ�ôÀöXè*ÿ`ê/ôÀÿ2éRôýêFù íRõ/è#í�ðáõ@êFù�S
 �!�"$# ���%
��������%�&������� #(') �!�"*# ��������	���
��+�,����� #('�-��.��0/�������1�����2�.-3%��.%
���4-3%�-�����%�����657�7�-	8�:9;���-	<4=9>��.-�%?@�-���-��ACB��.-�%?D�FEHG 'I .J�K57���-	L�
E�M ' ��NJEJ� ' ��E��
O(MJAPBC�FE<�FO</����=57��A�Q
4 'SR������	T�CEL�������
	���
�����4U5,�(A '������	T���VEL��������	���
����-4K5��-������A '���J	J
-���W5����������6�J��.���	K5X�69Y�-����	K5����-A(9�M�A[ZXM7\�A ']R
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6éRõ¼ð�ê¼óRðdehit���Ua�rD��b(öXè�
6ð
�����-�D�HEFGU9�5�^W9,?=9�_�A`9�4�� '/��J����1����-2�.�3%��.�
��-4-3����
�����-���[5Ya[9cbK9d^eQ�f�O�?�Q%f�O�_eQ�f�A '
ï*ôÀø*ð¾ñcM�GJgIügóRô³öµó�ô³ñ�ê/ó=ð¸ÁEî*õ¼öµó=ðXÿE�#è�5 ñ�ç?è*éRÿ�
�òWè*õ
ê¼óRð�þ�î<�6ô þUéRþ ÿ2éRþoç?ðXõ
è*ò�ÿRè�
6ð¾ñ

è#ÿÇî�ñ/ðXí6ê¼ôÀörñ/éRõ/òiî*öZð
ôÀÿ�� 3 �
�Ðèrð��6íR÷³î�ôÀÿ�óRèeü"ê¼èÓöZè#þ�í=é6ê/ðgòWè#õ/þUéR÷³î*ñQòWè*õEê/óRð�ç?è*é=ÿ�
�ô ÿ�þ�è#õ/ðgï#ðXÿRðáõ¼î*÷RöXî*ñ/ðáñ���÷ÀðZê4é�ñ

÷Àè2è���îeê
Aj 4 ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ4è*ÿÇñ@éRõ/òiî*öXðáñ4è�òU
6ðáï*õ¼ðXð

d
ôÀÿ-� 3 �oF�ê ôÀñf�2ÿRèeügÿ�ê¼ó=îeêGÁEî�õµöµóRðXÿ��*è�5 ñ

ñ/í�ð¾ö^ê¼õ¼î*÷4ç?è*éRÿ�
"öXî�ÿ ç?ð�
6ð¾ñ/öXõ/ôÀç?ð�
 ç2ù¢îÂí�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷4è�òI
6ðáï*õ¼ðXð
3
ô ÿ
d

�NçRé6êUü�ð öXè*éR÷�

ÿRè*ê � ÿ�
Ið��2í=÷ ô³öZô ê�ñFêµîeê¼ðXþ�ðXÿ`ê¼ñgòWè*õ

j > 1
ôÀÿÇê/óRðo÷ ô ê/ðáõ¼î�ê/éRõ¼ð���F ÿIê¼óRð
òWè*÷À÷Àèeügô ÿRï�ü�ðrð��6íR÷³î�ôÀÿ

çRõ¼ôÀð� =ù�ó=èeü ê/è�íRõ¼è6öZðáð�
úô ÿIè*õO
6ðáõ�ê¼è�öZè#þ�í=é6ê/ð�ê/ó=ðáñ/ðrí�è#÷ ù2ÿRè#þ�ô³î�÷³ñ��
2Rè#õ)ðáø*ðáÿ�
6ðXï#õ/ðáð

d ≥ 4
ê/ó=ð�ñ/í�ð¾ö^ê¼õ/éRþ

sp(d)
è�òNê¼óRð�ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô êFù

xd + yd + zd = 0ôÀÿ � 3 öZè*ÿ�ñ@ô³ñFêµñ�è*òNê/óRð�ñ/í�ð¾ö^ê/õµî�÷Qÿ2éRþoç?ðXõµñ sd(i) = i+2
d , i = 1, 2, . . . , 3(d − 1) − 2

�?ügôýê¼ó
þUéR÷ýê¼ô í=÷ ô³öZô ê/ôÀðáñ

md(i)
�6ügóRðáõ/ð

• md(1) = 1
�

• md(i+ 1) = md(i) + 1 + i, i < d− 1
�

• md(i+ 1) = md(i) + 2(imid − i) + 1, d− 1 ≤ i < imid := 3d
2 − 2

�
• md(3(d− 1)− 1− i) = md(i), 1 ≤ i ≤ imid

7iñ/ù2þ�þ�ðXê/õ¼ù�è*òsê/ó=ð)ñ/í�ð¾ö^ê/õ¼éRþ
:Ð�



� � 4Â� þDw�{�|���Å�Ä � Ã!­ yKy � ÅE|Ez;{;w��dx�Ã6ø�Ä�÷ � 4
� óRðgñ@í?ðáöZê/õ¼éRþ�è�ò?î�ÿ

Aj 4 ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô êFù�ô³ñ�î�÷³ñ@è)ü�ðá÷ ÷ 4 �`ÿ=èeügÿ�7iñ/ðXð�ð�� ï��¼ð *
Ø���X�����ÖG��í��±¯DN�B	ót:��
F�ê¼ñ�ñ/í?ðáö^ê¼õ¼î*÷Pÿ2éRþoç?ðXõµñgî�õ¼ð j+2

j+1

� j+3
j+1

��������� 2j+1
j+1

�=î�÷À÷Pügôýê¼óIþoéR÷ ê/ôÀíR÷ÀôÀöXôýêFù
1

�
hIn��!*%gEr¼m¿¯�� @^q Ð ß ¦#« é ¦Oà�ä¾§Ðç�â

sp(6)
á»å�ä ß ¦K«Ð£tã¼æ�ç�¢ ©<§Ð£tä è

x6 + y6 + z6 £�«�i
i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13é}ð�á/â1ß}àfÜÒò�Ý:ë�ïñóÌá/à
si

3
6

4
6

5
6

6
6

7
6

8
6

9
6

10
6

11
6

12
6

13
6

14
6

15
6ï$ë�ò ß}ìíð�òíìíâ/ì ß¬û

mi 1 3 6 10 15 18 19 18 15 10 6 3 1

Ð ß ¦#« é ¦Oà�ä¾§�©	¢�ã�ç�âWªO¦�§O«Ká»åKä ß ¦
A2 û «Ð£tã¼æ�ç�¢ ©<§Ð£tä è ©<§L¦7i 8

6 ,
10
6 j ªOá	ä ß Ñ £tä ß â8ç�¢¤ä�£ é ¢Ì£/à�£tä è

1 Ï 2

�vè�öZè#þ�í=é6ê/ð�ÁEî�õµöµóRðXÿE�#è�5 ñEç?è*éRÿ;
�ü�ð)ó=î\ø*ð�ê/èUöµó=è`è`ñ@ð)î�ÿ�è#í�ðáÿ�ô ÿ`ê¼ðXõ¼ø\î*÷�è*òs÷ ðáÿRï�ê¼ó
1

�
ñ/î\ù

I = ( ir+2−d
d , ir+2

d )
�?è�òNê¼óRðUñ/í�ð¾ö^ê¼õ/éRþ

sp(d)
ügó=ôÀöµó(öXè*ÿ`ê¼î*ô ÿ=ñ)î�÷À÷Ðñ/í�ð¾ö^ê¼õ¼î*÷vÿ2éRþoç?ðXõµñ

è�ò�ê/óRð
Aj 4 ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô êFù¢î*ÿ�
�ñ@é=öµó�ê/ó�îeê�ê/óRðÂñ/éRþ è*ò�ê¼óRðIþoéR÷ ê/ôÀíR÷ÀôÀöXôýê¼ô ð¾ñ�è�ò)ê/óRð(ñ/í�ð¾ö^ê¼õ¼î*÷

ÿ2éRþoç?ðXõµñ�ôÀÿÂê¼óRðoôÀÿ`ê/ðXõ¼øeî�÷ÐôÀñ�þ�ôÀÿRôÀþ�î�÷��%� óRðXÿ�ü�ðÓó�î\ø*ðrê¼è ñ@é=þ é=í�î�÷À÷sê¼óRðoþUéR÷ýê¼ô í=÷ ô³öZô ê/ôÀðáñ
ô ÿIê¼óRô³ñ ô ÿ`ê/ðáõ/øeî*÷sî�ÿ�
p
6ôÀø2ô�
6ðrç2ù

j
�

�sðXê�é=ñ ügõ/ô ê/ð
d = k·(j + 1) + l

�o� óRðáÿúü�ð
þ�î\ù öµóRè2è#ñ/ð
I := ( ir+2−d

d , ir+2
d )

�6ügó=ðXõ¼ð
ir := k·(2j+ 1) +

⌊
l·(2j+1)
j+1

⌋
− 1

�)�&ð�ôÀÿ`ê/õ¼è�
6é=öZð�ñ@è#þ�ð�ÿRè�êµîeê¼ô è#ÿ=ñ�S
nl := imid− (d− 1)

�
nr := ir − imid − 1

�
nll := d − 1 − nl − nr

�
mmid =

∑d−1
i=1 i + (d2 − 1)2 �>��ñ/ô ÿ=ï

ê/óRð¾ñ@ðÇü�ðúöXî*ÿ"öZè#þ�íRé6ê/ð-ÁEî�õµöµóRðXÿ��*è�5 ñrç?è*éRÿ;
>ÁEî�õ
Aj (d)

òWè#õÓê¼óRðúþ�î	�2ôÀþoé=þ ÿ2éRþUç�ðáõUè*ò
Aj 4 ñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ�è#ÿÇî�ñ/éRõ/òiî*öZð
è*ò�
6ðáï*õ¼ðXð

d
ôÀÿp� 3 òWè*õ ê/ó=ðÓöXî*ñ/ð d, j ∈ Ú ügô ê/ó d ≥ 4

S

7/¯�� @!BD: ÁEî�õ
Aj (d) = 1

j ·
(

1
2 ·
(∑d−1

i=1 i +
∑d−1
i=1 i

2 −∑d−1−nll
i=1 i −∑d−1−nll

i=1 i2
)

+(nr + nll) ·mmid −
∑nr

i=1 i
2 −∑nl−1

i=1 i2
)

2

hIn��!*%gEr¼m\¯E�³C�q ¨U¦�äGç^«#¢ á!á7k¿©<ä�ä ß ¦
àO©±«�¦
d = 6, j = 2

©<«#£tã>¦�î^©	â é ¢ ¦]l Ïnm¨Ïpo ã+ä ß £�«
àO©±«�¦ j ä ß ¦¿àOá<ã�«Oäÿ©<ã;ä/«
ç^«�¦Oêï©�ªOá	¥±¦ ß ©<¥<¦'ä ß ¦Kå�á<¢t¢ á Ñ £tã¼æR¥±©	¢¤ç�¦Ð«�i

k = 2 j l = 0 j ir = 9 j
imid = 7 j nl = 2 j nr = 1 j nll = 2 j mmid = 19 Ï Þ ¦-àO©	ãMã�á Ñ ¦O©±«Ð£t¢ è àLá	â é ç�äë¦-ä ß ¦
ªOá<ç�ãhê ÁEî�õ

A2(d)
£tã ü l Ïnm�q ý å�á<§

d = 6
ü àOá<â é ©<§�¦#ä ß ¦Käÿ©�ª�¢ ¦#£tã+¦Lî^©<â é ¢ ¦�l Ïnm ý i

ÁEî*õ
A2(6) =

1

2
·
( 15 + 55− 6− 14

2︸ ︷︷ ︸
=10+15

+ 3 · 19− 1− 1︸ ︷︷ ︸
=18+19+18

)
= 40. 2

��ñ/ô ÿ=ï�ñ@è#þ�ðrñ/éRþ�þ�îeê/ôÀè*ÿúòWè*õ¼þoé=÷Àî#ñ�ü�ð � ÿ�
úê/ó=ð
òWè*÷À÷ èeügôÀÿRï�ç�è#éRÿ�
Rñ�òWè#õ
d ≥ 4

S

• µA1(d) ≤ ÁEî*õ
A1(d) =

{ 23
48d

3 − 9
8d

2 + 5
6d, d ≡ 0 mod 2,

23
48d

3 − 23
16d

2 + 73
48d− 9

16 , d ≡ 1 mod 2.

• µA2(d) ≤ ÁEî*õ
A2(d) =





31
108d

3 − 25
36d

2 + 1
2d, d ≡ 0 mod 3,

31
108d

3 − 31
36d

2 + 17
18d− 10

27 , d ≡ 1 mod 3,
31
108d

3 − 7
9d

2 + 3
4d− 5

27 , d ≡ 2 mod 3.

• µA3(d) ≤ ÁEî*õ
A3(d) =





235
1152d

3 − 49
96d

2 + 13
36d, d ≡ 0 mod 4,

235
1152d

3 − 235
384d

2 + 785
1152d− 35

128 , d ≡ 1 mod 4,
235
1152d

3 − 37
64d

2 + 173
288d− 3

16 , d ≡ 2 mod 4,
235
1152d

3 − 209
384d

2 + 569
1152d− 35

384 , d ≡ 3 mod 4.

� óRðÇòWè*õ¼þoéR÷³î*ñ�î*õ/ðúÿRè�ê�öZè#õ/õ¼ðáöZêoòWè#õ
d = 3

òWè#õ�ñ@è#þ�ð
j
ç?ðáöXî*é=ñ/ð ê¼óRðÇñ/í?ðáö^ê¼õ/é=þ|è�ò)ê/óRð

x3 + y3 + z3 = 0
ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýêFù-
6è2ðáñgÿRè*ê�ó=î\ø*ð
ðáÿRè*éRï#óÂñ@í?ðáöZê/õµî�÷Pÿ2éRþoç?ðXõµñ ê¼è � ê�ôÀÿ#ê¼è�ê/óRð


6ðáñ¼öZõ¼ôÀí6ê/ôÀè*ÿÂî�ç?èeø*ðD�
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Vså��så Õ ã±0U&¼Ö��sã±0U&¼ò%Ô�Üh, �sÛQÜh1�äiÕE,¯àoÕRÛ)( "¶��³T&`Öeà¾âvÖD
�ÕRã�&2à�Ý�äW×!0 × ÕRÛ�� $ÂÜ�(U&2à

?�óRþUé6ê/èeø&ñ@éRï#ï*ð¾ñFê¼ð�
R7¯ñ@ðáð'ð *
Ø���X�����ÖG�Ðí��së�@!B<óEè#õ�ÁEî�õµöµóRðXÿE�#è�5 ñ�èeø*ðXõ¼ø2ô ðáü«î�õ/ê/ô³öZ÷Àð
ð XrÕ6ÖÌ���U�*í��^CD¹	NDC±ók:sê/èÓöZè#ÿ=ñ/ô�
6ðáõ�ê/óRðgó2ù2í?ðXõµñ@éRõ/òiî*öXð��%?�óRþ n

d

è*ò�
6ðáï*õ¼ðXð
d
ôÀÿW� n ügôýê¼ó�î	º�ÿRð

ð![#é�îeê/ôÀè*ÿ�S
7¾¯E�³C�ìD: �%?�ó=þ n

d :

n−1∑

j=0

Td(xj) =

{
0, n

ðáø*ðáÿ
,

−1, n
è�
E


,

ügóRðáõ/ð

7¾¯E�³C�@!:
Td(z) :=

b d2 c∑

i=0

(−1)i
(
n

2i

)
zn−2i(1− z2)i


6ðáÿRè�ê¼ðáñ�ê/óRðd�QöµóRðXç2ù6öµóRðXøÇí?è*÷Àù`ÿ=è*þ�ôÀî*÷Ðè*òJ
6ðáï*õ¼ðXð
d
ó=î\ø2ôÀÿRï�êFü�èúöZõ¼ô ê/ô³öXî�÷Qøeî�÷ÀéRðáñ ±1

7¯ñ@ðáð
ð � ä/ò!���Eót:��

Td
öXî�ÿÇç?ðrõ/ð¾öZéRõµñ@ôÀø*ðá÷ ù

Rð � ÿRð!
Iî*ñ�òWè*÷À÷Àèeü�ñ�S

7¾¯E�³C�C�:
T0(z) := 1, T1(z) := z, Td(z) := 2z·Td−1(z)− Td−2(z).� óRð¾ñ@ð�í?è*÷Àù`ÿ=è*þ�ôÀî*÷Àñ ó�î\ø*ð�þ�î*ÿ`ù è�ê/ó=ðXõ ÿRô³öZð
íRõ¼è*í?ðXõ/ê/ôÀðáñ��)�&ð
è*ÿR÷Àù�þ�ðXÿ`ê¼ô è#ÿ êFü�èUþ�è#õ/ð�è�ò

ê¼óRðXþp��2Qô õµñ@ê��6ê¼óRð
Td(z)

ñ/î�ê/ô³ñFòWù ê/óRð
ð![#é�îeê/ôÀè*ÿ�S
7¾¯E�³C	¯D:

Td(cos(α)) = cos(dα), α ∈ [0, π],
î*ÿ�
Iôýêµñ%
6ðáõ/ôÀøeîeê¼ô ø#ð

T ′d(z)
øeî�ÿRô³ñ/óRðáñ�î�ê

αk := cos
(
kπ
d

)
, 1 ≤ k ≤ d − 1

ügóRô³öµóÂï*ôÀø*ðáñ�õ/ô³ñ@ð
ê¼è î�þ�î<�6ôÀþoéRþÆ7Wõ¼ðáñ/í��?þ�ôÀÿRôÀþoéRþ
:�ôýò

k
ô³ñ�ðáø*ðáÿ\7iõ/ð¾ñ@í���è�
E
�:�� � ðáöXè*ÿ�
6��ê/ó=ðoíR÷³î�ÿRðUöZéRõ¼ø*ð¾ñ

C1 := Td(x) + Td(y)
7Wõ¼ðáñ/í��

C2 := Td(x) − Td(y)
:
òiî#ö^ê/è#õoôÀÿ`ê/è d

2

ôÀõ/õ¼ð�
Ré=öZôÀçR÷Àð öZè#ÿRôÀöáñ
7iõ/ð¾ñ@í�� d−2

2

ô õ¼õ/ð!
6é=öXô çR÷Àð�öZè*ÿ=ôÀöáñ�î*ÿ�
�êFü�èÇ÷ ôÀÿRð¾ñL:)ô ò
d
ô³ñ
ðXø*ðáÿ�î*ÿ�
(ê¼óRðXù�ç�è*ê/ó�òiî*ö^ê¼è*õ
ô ÿ`ê¼è

d−1
2

ô õ¼õ/ð!
6é=öXô çR÷ÀðröZè#ÿRôÀöáñgî�ÿ�
Çî�÷ ôÀÿRðrô ò
d
ôÀñ è�
E
\7iñ/ðXðWð � &`ÖÌ���6�Rí��E¯*ë	ók:Ð�

y = T7(x)
�%?�óRþ 2

7 = 0
�%?�óRþ 2

7 = 5z
�%?�óRþ 3

7 = 0

)Gik��a�b6m�©6q}KEq%� ó=ð���ðáè*þ�ðZê¼õ/ù è�òT?�óRþoé6ê¼èeø�5 ñ���ù`í?ðXõµñ/éRõ@òiî#öZð¾ñ��
F�ê�ôÀñQðáî#ñ@ù�ê¼è�ñ/ðXð4ê/ó=î�êÐê¼óRð�ó2ù2í?ðXõµñ@éRõ/òiî*öXðáñU�%?�óRþ n

d

î�õ¼ð�ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õÐð��Rî*öZê/÷ÀùrîeêQê/óRð�í�è#ô ÿ`êµñ
(αk1 , . . . , αkn), 1 ≤ ki ≤ n − 1

��ügóRðáõ/ð bn2 c è�òNê¼óRðoôÀÿ�
6ô³öZð¾ñ
ki
î*õ/ðÓè�
E
�î�ÿ�
Çê¼óRðUè*ê/óRðáõ

î*õ/ð�ðáø*ðáÿ 7iñ/ðXð � ï���¯E��@�òWè#õ�î*ÿ�ô ÷À÷Àé=ñFê¼õ¼î�ê/ôÀè*ÿ è*ò�ê/óRðÇöXî#ñ@ð
n = 2

:Ð�¢æ�÷À÷gñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñUî�õ¼ð
ÿRè�
6ð¾ñgî�ÿ�
úê¼óRðXôÀõgÿ2éRþoç?ðXõgô³ñ

µ(
�%?�óRþ n

d ) = cnd
n +O(dn−1),

ügóRðáõ/ð
c3 = 3

8

î*ÿ�
�þ�è*õ¼ðNíRõ/ð¾öZô³ñ@ðá÷ ù
µ(

�%?�óRþ 3
d) = 3

8d
2(d−2)

ô ò
d
ô³ñPðXø#ðXÿrî�ÿ�


µ(
�%?�ó=þ 3

d) =
3
8 (d− 1)3 ô ò d ô³ñgè�
E
6��� óRô³ñgñ/óRèeü�ð!
6S
7¾¯E�³Ceë¼:

µA1(d) ' 3

8
d3



� � < � »6ö þ6Å�Ä�z�w��Ç­ yK|Eø�x ö |;y ö Äsr n � <
ügóRô³öµó ü�î#ñ�ê/óRð�ç?ðáñ@êoî�í=íRõ/è±�6ôÀþ�îeê/ð�ç?ðXó=î\ø2ôÀè*éRõ
òWè#õ

n = 3
�2ÿRèeügÿ¢éRí&ê¼èIê/óRô³ñÓí?è*ôÀÿ`ê���F�ê

ôÀñÇð¾î*ñ/ù"ê¼è�öZè#þ�íRé6ê/ð�ê/ó=ð�ð��Rî#ö^êúÿ2éRþUç�ðáõÇî*÷Àñ/è�ôÀÿ óRôÀï*óRðáõ�
Rô þ�ðXÿ�ñ@ôÀè*ÿ=ñ���ðD� ï;�4òWè#õ
d
è^
�


î�ÿ�

n
ðXø*ðáÿ�ü�ð�ï*ðZê

µ(
�%?�óRþ n

d ) =
(
d−1

2

)n·
(
n
n/2

) ÿRè�
6ð¾ñ���æ8öZè#þ�íRé6ê¼î�ê/ôÀè*ÿ&è�ò���ô ø#ðXÿ`ê¼î*÷
öZè#ÿ=öZðáõ/ÿRôÀÿRïÂê¼óRðúî*íRíRõ¼è±�6ô þ�îeê¼ð�ç�ðáó=î\ø2ô è#éRõoügô ê/ó"õ/ð¾ñ@í?ðáöZêÓê/è

n
ñ/óRèeü�ð�
6S

cn ≈
√

2
πn

òWè*õ
÷Àî*õ/ï#ð

n
�?ñ/ðXð�ð XrÕ6ÖÌ�����?í��hC¼¹<N¼C±óT7iöXè*þ�í=î*õ/ð�7¾¯E��@�N	:�:Ð�I�%óRðáÿ(î*ñ¼ñ@é=þ�ôÀÿRï�ê¼óRðUöXè*õ¼õ/ð¾ö^ê/ÿ=ðáñ¼ñ è�ò

�
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RñgòWè*õg÷Àèeü�
6ðáï*õ¼ðXð
d
è*ÿR÷Àù�ôÀÿIîUòWðáü öáî*ñ/ðáñ�S

d 5 6 7 8 9 10 11 12 d

µ(d)(µA(d)) ≤ 31 68
7
66

:
104 174 246 360 480 645 ≈ 4

9d
3

µA1(d)(µ(d)) ≥ 31 64 81
7
90

:
160 192 325 375 576 ≈ 3

8d3
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Ø��oX¶���EÖf�Pí���ë�@�B	ó��)ð X
ÕRÖD���U�Pí���C¼¹<N¼C±ók: é=ñ/ð�
+?�ó=þoé6ê¼èeøh5 ñ)ô�
6ð¾î�ê¼è

öZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê�öXéRçRô³öXñoô ÿR� n ügôýê¼ó"î(ÿ2éRþUç�ðáõoè�ògÿRè�
6ð¾ñÓê¼ó=îeê�î�÷Àþ�è#ñ@êoõ/ð¾î*öµóRð!
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R3(x, y)
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ÿRè*ÿ 4 �áðXõ¼è�öXõ/ô ê/ô³öXî*÷Pí�è#ô ÿ`ê�ó=î#ñgöZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷Pøeî�÷ÀéRð +1
�Rñ/ðXð � ï���¯E�³C^�

y = T3(x) R3(x, y) = 0 z −R3(x, y) = 0
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2−1∑

j=0

(−1)j·(1+(n tKuwv 2))R3(x2j , x2j+1) = −(n
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T3(xn−1)− 1

2
,

ôÀñ
gn ≈ 2n
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√
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òWè*õ
n
÷Àî*õ/ï#ð
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% 0 � � � Ã�÷6Å�{;Ä � Å�z��6Ã6÷�y � ô < .50 È ô <�< 0 �
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 n

µn(3) = µnA1
(3) = 1 3 4 10 15 35 56 126 210

(
n+1
bn2 c
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µn(3) ≥ 1 3 4 10 15 33 54 118 189 ≈ 2n
√

16
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6ðáï*õ¼ðXð

d
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6è#éRçR÷Àð
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7¾¯E�³C	·D:

µDp(d) ≤ 4
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d(d− 1)2.
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d 5 6 7 8 9 10 11 12 d

µ(d)(µDp(d)) ≤ 31 68
7
66

:
104 174 246 360 480 645 ≈ 4
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µA1(d)(µ(d)) ≥ 31 64 81
7
90

:
160 192 325 375 576 ≈ 1
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í?è*ôÀÿ`ê�� �sðXê
X̃E

ç?ð(ê/ó=ð(þ�ô ÿRôÀþ�î�÷�õ/ð¾ñ@è#÷ éRê/ôÀè*ÿ
è�ò
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E
ê¼óRð

ð��6öXðXí6ê¼ô è#ÿ=î�÷�
6ôÀø2ôÀñ/è*õ!�R� óRð�]EéR÷ÀðXõ�ÿ2éRþUç�ðáõ¼ñ
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î*ÿ�

e(E)

öXè*ôÀÿ=öZô�
6ðD�R­Eé6ê
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e(E) − 1
|Gp| .

� óRð&ÿRè*ÿ 4 ÿRðáï#îeê¼ô ø#ð�õµîeê¼ô è#ÿ=î�÷)ÿ`é=þoç?ðXõ ν(p)
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ügóRôÀöµó ô³ñÓÿ=è�ê8
6ô º�öZéR÷ êoê¼è�öZè#þ�íRé6ê/ð ô ÿ ê¼óRð öáî*ñ/ðáñrü�ð î�õ¼ð

ôÀÿ`ê/ðXõ¼ðáñ@ê/ð!
 ôÀÿ�S

7¾¯E�³CD¹	: ν(p) = 0
ô ò
Xp
ôÀñ�ñ/þ�è2è�ê/ó
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ν(p) = 2− 1
j

ô ò
Xp
ôÀñ�î*ÿúè#õL
Rô ÿ=î*õ/ù

j 4 ê/éRí=÷ ð
í?è*ôÀÿ#ê ,
ν(p) = j + 1− 1

j+1 = j(j+2)
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ô ò
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ôÀñ�î*ÿ

Aj 4 ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô êFù .ZÂôÀù#î*è��eî�ñ/óRèeü�ð�
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X
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õµîeê/ôÀè*ÿ�î�÷3
6è*éRç=÷ ð&í�è#ô ÿ`êµñ
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 ügóRè`ñ@ð�
6é�î�÷Àô �áô ÿRï�÷Àô ÿ=ðrçRéRÿ�
6÷Àð OX(Kx)

ôÀñ ÿ2éRþ�ðáõ/ô³öXî*÷ ÷Àù�ð���ðáöZê/ôÀø*ðD�2ê/óRðáÿ
7¾¯E�³C	ND: k∑

i=1

ν(pi)+e(D) ≤ c2(X̃)− 1

3
(KX+D)2 = 12χ(OX)− 1
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X+2KXD+D2)

òWè#õ�î�ÿ2ù�ð���ðáöZê/ôÀø*ðIÿRè#õ/þ�î�÷�öXõ/è`ñ/ñ/ôÀÿRï�
6ôÀø2ôÀñ/è*õ
D
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ν(pi) ≤
2
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è*ò
Aj 4 ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ�è*ÿúî�ñ/éRõ/òiî*öZð�è�òo
6ðáï*õ¼ðXð
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µAj (d) ≤ ZÂôÀù
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d(d− 1)2.
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(
n + 1⌊

n
2

⌋
)
.

��ð�
6ð � ÿRð�
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x0 + x1 + x2 '

� 1 ôÀÿ�è#ÿRðIí�è#ô ÿ`ê�î�ÿ�
�þ�ðXðXê/ôÀÿRï¢ôýê�ê/õµî�ÿ�ñ@ø#ðXõµñ/î*÷ ÷Àù�ôÀÿ
î�ÿRè*ê/óRðáõ�è*ÿ=ð��Ë�vè"ô ÷À÷ é�ñFê¼õ¼î�ê/ðIê/ó=ð�öZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ�è*ò
ê/óRð+�rî�÷��*ðXõ�öXéRçRô³ö
�rî�÷ 2

3 ⊂
� 2 ügó=ôÀöµó�ê¼î��*ð¾ñ�íR÷Àî#öZð ôÀÿ
� 3 �#ü�ð êµî	�*ð�ê¼óRð�î<º�ÿRð�öµó=î*õ@ê

x3 = 1
�

��ðáõ/ðÓè#ÿRðoñ/ðXð¾ñgê/ó=ðÓê/ó=õ/ðáðÓí�è#ô ÿ`êµñ�ôÀÿ(ügóRô³öµóIê/óRðUó2ù`í?ðXõ¼íR÷³î�ÿRð
x0 + x1 +

x2 + 1 ' � 2 ê/è*é�öµóRðáñ ê¼óRðoöXéRçRô³ö x3
0 + x3

1 + x3
2 + 13 �J�rî*÷ 2

3

öXè*ÿ=ñ/ô³ñFêµñgè�ò
ê/óRõ¼ðXð
÷Àô ÿ=ðáñ��

� óRð)òWè*÷À÷ èeügôÀÿRïrêµî�çR÷Àð�÷ÀôÀñ@ê¼ñ4ê/ó=ð)ÿ2éRþUç�ðáõ¼ñ4è�òsÿRè�
6ð¾ñ4è#ÿ��rî�÷��*ðáõ�5 ñNó2ù2í�ðáõ¼öXéRçRô³öXñ���� ó=ôÀñ�ôÀñ
è*ÿRð
è*òvê/ó=ð�ø#ðXõ¼ù�õ¼î*õ/ð
öXî#ñ@ð¾ñ4ôÀÿÇügóRôÀöµóÇü�ðQ�2ÿRèeü ê/óRð
þ�î<�6ôÀþoéRþ ÿ2éRþUç�ðáõ è�òQñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñ�S

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n

µn(3) = µnA1
(3) = 0 1 3 4 10 15 35 56 126 210 462

(
n+1
b n

2 c
)
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=�òvöZè#éRõµñ@ðD��ê/ó=ôÀñ�öZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿ�öáî�ÿ�î*÷Àñ/èÓç?ð�ï*ðáÿRðXõµî�÷Àô��Xð�
Uê¼èoóRôÀï*óRðáõJ
6ðáï*õ¼ðXð¾ñ��`î�÷ ê/óRè#éRï*ó

�rî*÷ �#ðXõG
6ô�
ÇÿRè*êgþ�ðáÿ`ê/ôÀè*ÿIôýêgç?ðáöáî�é=ñ/ð
óRðrü�î#ñ�è*ÿR÷Àù�ôÀÿ#ê¼ðXõ¼ðáñ@ê/ð!
 ôÀÿÇöXéRçRô³öXñ���ZÂè*õ¼ðXèeø#ðXõ!�*ê¼óRô³ñ
öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ-
6è2ð¾ñgÿRè�ê�ñ/ðXðáþ ê/è�ç?ðrø*ðáõ/ù�ï#è`è�
 òWè*õ

d > 3
�

VvåiØE"så Õ ÝoÜï$ÂÜ�(QÕE,�Ù�âQäiÛ�×áä¯ã*à�äiÛ � 4

� ôÀÿ=öZðÓê/óRðÓðáÿ�
Âè*òÐê¼óRð
19 ~¬� öZðáÿ#ê¼éRõ¼ù��Rê¼óRðÓþ�î<�6ôÀþoéRþ ÿ2éRþoç?ðXõµñgè*ò�ÿ=è^
Rðáñgè#ÿ(î�ê/óRõ¼ðXð 4òWè#÷�
¢ôÀÿ>� 4 è*òG
6ðáï*õ¼ðXð ≤ 4
î�õ¼ðW�`ÿ=èeügÿ��Qñ/ðXð¿@��³9Çè*ÿ¢í=î�ï#ð'@�N����&ð�ó=î\ø*ð
ûFé�ñFêUñ/ðXðáÿ¢ê/ó=î�ê

ÁEî*õ¼öµóRðáÿE�*è;5 ñ ç?è*é=ÿ�
(ô³ñ�ð��6î#ö^ê�òWè#õ)öXéRçRô³öXñ)ô ÿ�î*ÿ2ù�
6ôÀþ�ðXÿ=ñ/ôÀè*ÿ��IF ÿR@�B�N¼9�î�ÿ�
\@!B�ND·E�;��ô õL�Xð 4çRõ¼é=öµó
ð "ÂäWÖÌ���¼ó6î�ÿ�
 � öµóRè2ðXÿ�ð³ñvã±0i����óRöXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ð�

ê¼óRð � õ¼ñ@êÐð��Rî�þ�íR÷Àðáñvê/ó=î�êQöXî*þ�ð�öZ÷Àè#ñ/ðEê¼è
ÁEî*õ¼öµóRðáÿE�*è;5 ñ�éRíRí?ðXõ�ç�è#éRÿ�
\7iñ/ðáöZê/ôÀè*ÿp¯E�¤¹Óè#ÿúí�î�ï*ð�¯¼9	:�òWè*õI[`éRôÀÿ`ê/ô³öXñ ôÀÿp� 4 S

µ4(5) ≤ 135
�

� öµóRè2ðáÿ�5 ñ�[`éRôÀÿ`ê/ô³ö
7¾¯E� ¯�¯D: � öµó 4

5 :
4∑

i=0

x5
i − 5

4∏

i=0

xi = 0

ó=î#ñ ð��Rî*öZê/÷Àù
125
ÿRè�
6ð¾ñ�7iñ/ðXðÓî*÷Àñ/è-ð � &`ÖÌ�����Rí��;N�ë	ók:Ð�

��ð�ü î*ñ�è*ÿR÷Àù�ô ÿ`ê¼ðXõ¼ðáñ@ê/ð�
�ô ÿ ê/óRõ¼ðXðXòWè*÷�
Rñ��2çRéRê ô ê ôÀñ�è*ç2ø2ôÀè*é=ñ4óRèeü%óRô³ñ�öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê/ôÀè*ÿ öáî�ÿ
ç?ðIï*ðXÿ=ðXõµî�÷Àô �áð�
 ê¼è�ó=ô ï#óRðXõ

6ôÀþ�ðXÿ=ñ/ôÀè*ÿ=ñ��MP�é6ê�ê¼óRðIø\î*õ/ô³î�ÿ`êµñ �̃ öµó d−1

d

ô ÿ � d−1 ï#ô ø#ðXÿ�ç`ù
�̃ öµó d−1

d :
∑d−1

i=0 x
d
i − d

∏d−1
i=0 xi = 0

ó=î\ø*ð�è*ÿR÷Àù
dd−2 = dn−1 ÿRè�
6ð¾ñ��

��ôÀõL�XðXç=õ/é=öµó�5 ñ�[`éRôÀÿ`ê/ô³ö�öáî�ÿ�î�÷³ñ/èrç�ð�ï#ðXÿRðáõ¼î*÷ ô��Xð!
Uê/èÓóRôÀï*ó=ðXõJ
Rô þ�ðXÿ�ñ@ôÀè*ÿ=ñ4î�ÿ�
�è*ê/óRðáõT
6ð 4ï#õ/ðáðáñ���F ÿ�òiî*öZê��#ê/óRð�öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ�ôÀñNð��Rî*ö^ê¼÷ ù¸��ô ø#ðXÿ`ê¼î*÷¾5 ñI7/¯�� CD9<:Ð�`çRé6ê4ôÀÿ=ñ@ê/ð¾î�
�è�òPî�ê/õ¼ôÀî*ÿRï*÷Àð
R3(x, y)

�QóRð�ê¼è2è���î � ø#ð 4 ï*è#ÿ R5(x, y)
7¯ñ@ðáð � ï��U¯E� ëD:rî�ÿ;
+��ô õL�XðáçRõ¼é=öµó�è#ÿR÷Àù�î�íRí=÷ ôÀð�
&ô ê

ôÀÿ�òWè#éRõ 4 
6ôÀþ�ðXÿ=ñ/ô è#ÿ=î�÷?ñ@í�î*öZð)ç�ð¾öXî*é=ñ@ð)óRð�ü�î#ñ4è#ÿR÷ ù�ôÀÿ`ê/ðXõ¼ðáñ@ê/ð!
�ôÀÿ-[`éRôÀÿ#ê¼ôÀö�ê/ó=õ/ðáðZòWè*÷�
Rñ��o� óRð
(d− 1)2 = 16


6ô³ñ@ê/ôÀÿ=ö^ê�öZõ¼ô ê/ô³öXî�÷�í?è*ôÀÿ`ê¼ñ è�ò
R5(x, y)

÷ ôÀð
è*ÿúê/óRõ¼ðXð�
6ô �?ðáõ/ðáÿ`ê öXõ/ô ê/ô³öXî*÷P÷ ðáø*ðX÷³ñ�S
(

5
2

)
= 10

ó�î\ø*ð öXõ/ô ê/ô³öXî*÷4øeî�÷ÀéRð
0

7�ê/ó=ð ôÀÿ#ê¼ðXõµñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿ=ñÓè*ògê/óRð � ø*ðú÷ ôÀÿRðáñO:Ð�
5
ügôýê¼ó�öZõ¼ô ê/ô³öXî�÷

øeî�÷ÀéRð
v1

7Wügô ê/ó=ô ÿÂð¾î*öµóúê/õ¼ôÀî*ÿRï*÷Àð!:�î�ÿ;

1
ügô ê/óÂöZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷Pøeî�÷ÀéRð

v0 6= 1
7Wê/óRðÓöXðXÿ`ê/ðáõO:��

R5(x, y) = 0 z −R5(x, y) = 0

)Gik��a�b6m�©6q°¯�qI� óRðrõ¼ðXï#éR÷³î�õ � ø*ð 4 ï#è*ÿ��2è#ÿ=öZðrñ/ðXðXÿÇôÀÿúê¼óRðríR÷³î�ÿRðD�6è*ÿ=öXð
ô ÿÂñ/í=î*öXð��
F�ê�ô³ñgÿRèeü-öX÷ ð¾î�õ�ê/ó�îeêgê/ó=ðK[#é=ô ÿ`ê/ô³ö
ôÀÿ�� 4 ï#ô ø#ðXÿÇç2ù

7¾¯E� ¯�ë¼: ��ôÀõ�� 4
5 : R5(x0, x1)−R5(x2, x3) = 0

ó=î#ñ ð��Rî*öZê/÷Àù
126
è#õL
6ôÀÿ=î*õ/ù�ÿRè�
6ð¾ñ��

100
öZè*þ�ôÀÿRï�òWõ/è#þ ê¼óRðrô ÿ`ê¼ðXõµñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿÇè�òÐêFü�è�÷Àô ÿ=ðáñ��=î�ÿ�


25 y 1
è*ê/óRðáõ¼ñ��o� ó2é=ñ�S

7¾¯E� ¯D9�:
µ4
A1

(5) ≥ 126.F ÿ¢ø2ô ðáü«è�òI��ôÀø*ðXÿ`êµî�÷�5 ñ�ô�
6ðáî\7/¯�� CD9	:Ð�vê/óRô³ñÓöXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ&öáî�ÿ¢î�÷³ñ@èÇç?ð�ï*ðXÿ=ðXõµî�÷Àô �áð�
Âê¼è
óRôÀï*ó=ðXõ�
6ôÀþ�ðáÿ=ñ/ô è#ÿ=ñ
î�ÿ�
�
6ðXï#õ/ðáðáñ��Óæ�÷ ê/óRè#éRï*ó&ü�ð�öZè#éR÷�
(ÿRè*ê � ÿ�
Âê¼óRôÀñ
ï#ðXÿRðáõ¼î*÷ ô��áî�ê/ôÀè*ÿ(ôÀÿ
ê¼óRð�÷ ô ê/ðáõ¼î�ê/éRõ¼ð���ô ê¼ñ
ç=î#ñ@ô³öoô�
6ð¾î ü î*ñ
öZðáõ@êµî�ôÀÿR÷Àù'�`ÿ=èeügÿÂê/èÇê/ó=è#ñ/ðUü�è*õL�2ô ÿRïúè*ÿ�ê/óRð�ñ/éRç6ûFðáöZê
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îeê�ê/ó=î�ê4ê/ôÀþ�ð����&ð�
6ðáÿRè�ê¼ð�ç2ù

R5(x, y)
ê/óRð)õ/ðáï*éR÷³î�õ � ø*ð 4 ï*è#ÿ�ÿRè*õ¼þ�î�÷Àô �áð�
�ñ�� ê��#ê/ó=ð)öZõ¼ô ê/ô³öXî�÷

øeî�÷ÀéRð�èeø#ðXõ�ê/ó=ð�è*õ¼ô ï#ô ÿ�ô³ñ
+1

�)®�è*ê/ô³öZðgê¼ó=îeêEê¼óRðXÿ�ê/óRð�è*ê/óRðáõEÿRè#ÿ 4 �áðXõ¼èÓöZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷Rí?è*ôÀÿ`ê4ô³ñ −1
�

��ðUöXî�ÿúê/õµî�ÿ�ñ@÷³îeê¼ð3��ôÀø*ðáÿ#êµî�÷�5 ñ ð![`é=îeê¼ô è#ÿ=ñ�7/¯�� CD9	:�òWè*õ�öXéRçRô³öXñ ü�è*õO
 ç2ù�ü�è*õO
6S
7/¯�� ¯D·D:��3� n

5 :

n
2−1∑

j=0

(−1)j·(1+(n tKuwv 2))R5(x2j , x2j+1) = −(n
þ�è�


2)
T5(xn−1)− 1

2
.

2Rè#õ�÷ èeü
n

�6ü�ð
ï#ðZêgê/ó=ð
òWè*÷À÷ èeügôÀÿRï�ÿ`é=þoç?ðXõµñ è�ò�ÿRè�
6ðáñ è#ÿ�[`éRôÀÿ`ê/ô³öXñgôÀÿ�� n S
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9

µn(5) ≤ 2 10 31 135 456 1918 6728 27876 100110

µnA1
(5) ≥ 2 10 31 126 420 1620 5750 23126 78300F�òQü�ðrõ¼ðXíR÷³î*öXð)ôÀÿ¿�3� n

5

ê/óRðrí?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô³î�÷
R5(x, y)

ç2ù î�ÿ=è�ê/ó=ðXõgí?è*÷Àù`ÿ=è*þ�ôÀî*÷�è�òo
6ðXï#õ/ðáð
d
ügóRôÀöµó�ó=î*ñ)ð��Rî*öZê/÷Àù ê¼óRõ¼ðXðUöXõ/ô ê/ô³öXî*÷Ðøeî*÷ éRð¾ñ�è*òEê/óRðoòWè*õ¼þ

0, 1,−1
ê/óRðáÿ(ê¼óRðÓòWè#õ/þUéR÷Àî öXî�ÿ

ç�ð�é=ñ@ð!
�ø*ðXõ¼ç=î�ê/ôÀþ�� F ÿ=ñ@ê/ð¾î�
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î
í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷sô ÿ`ê¼èUê¼óRô³ñ òWè*õ¼þKê/ó=ðXÿÂî�ÿRè*ê/óRðáõ òWè*õ¼þoéR÷³îUôÀñgç?ðZê/ê/ðáõ��=ñ/ðXð
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ë^9^�

Vså¯Ø^Vvå Õ 0U&÷	-&¨
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F ÿ\ð Þ8,/&��hV¼óë�h?�÷ ðáþ�ðXÿ=ñ ôÀÿ`ê/õ¼è^
Ré=öZð!
�ê¼óRð
ÿRè�ê¼ô è#ÿúè*ò)
6ðXòWðáö^ê

δ(X) := b4(X)− b2(X)
è�ò

î
ÿRè�
Rî�÷6ó2ù2í?ðXõµñ@éRõ/òiî*öXð
X
ô ÿd� n �*ügóRðXõ¼ð

bi

6ðXÿ=è�ê/ð¾ñÐê/óRð

i  L¡ P�ðZê@ê¼ô6ÿ2éRþoç?ðXõ!�UF�ò
X


RðZòWè*õ¼þ�ñ��
çRé6ê�þ�î*ô ÿ`ê¼î*ô ÿ�ñ ôýêµñgÿ2éRþoç?ðXõgè*òÐÿRè�
6ð¾ñ��6ê¼óRðK
6ðXòWðáö^ê�õ¼ðXþ�î*ô ÿ=ñ öXè*ÿ=ñ@ê¼î*ÿ#ê!�

P î*ñ/ð�
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6ðáõ/ð!

ê/óRð ñ/í�ð¾öZô³î�÷6öXî#ñ@ð�è�ò=ÿRè�
Rî*÷*ê¼óRõ¼ðXð 4òWè*÷�
RñEügô ê/ó�ê/õ¼ô ø2ô³î�÷�
6é�î�÷Àô �áô ÿRïÓñ/óRð¾îeòPî�ÿ�
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6ðXòWðáö^ê�î*ñ�òWè#÷ ÷Àèeü�ñ�S)�sðXê
X
ç?ð�îI[`éRôÀÿ`ê/ô³öNê¼óRõ/ðáðZòWè#÷�
rügô ê/ó

µ(X)
ÿRè�
6ðáñÐî�ÿ�
K
RðZòWðáöZê

δ(X)
�)� óRðXÿrê¼óRðXõ¼ð4ð��6ôÀñ@ê)[`éRôÀÿ`ê/ô³öXñ

ügôýê¼ó
0 ≤ k ≤ µ(X)

ÿRè�
6ð¾ñNügôýê¼ó�îeêEþ�è#ñ@ê
δ(X)

ð��RöZðXíRê/ôÀè*ÿ=ñ��U� óRð)ñ/î*þ�ð óRè#÷�
=ñ�òWè*õT
Rè*éRçR÷Àð
ñ@è#÷ ô�
Rñ)õ¼î*þ�ô � ð!
Ièeø*ðáõ�î�ÿRè�
Rî*÷Ðè6öZê/ô³öoñ/éRõ@òiî#öZðD�%� óRô³ñ�õ¼ðáñ/éR÷ýê
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X
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ï*õ¼è*éRíÇøeî�ÿRô³ñ/óRðáñ��o��ñ/ô ÿRï�ê¼óRðK
6ðXòWðáö^ê!�6ê/ó=ðXôÀõ�öZè*ÿ;
6ôýê¼ô è#ÿÂöXî�ÿÇç?ðrügõ/ô ê@ê¼ðXÿÂî*ñ
δ(X) = 0

�
� ðXø#ðXõµî�÷�í?ðXè#íR÷Àð�öZè#þ�íRé6ê/ð!

ê/ó=ðJ
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6éR÷Àè�ñ/ôÀï*ÿLöµó=î*ÿRï*ð¾ñ��8æ�þ�è#ÿRï�ê¼óRðáñ/ð���ê/óRðáõ/ð�ôÀñIî
108 4 ÿRè�
Rî*÷

ð��Rî�þ�íR÷Àðrügô ê/óp
6ðZòWð¾ö^ê
δ = 0

�o�)ñ@ôÀÿRïWP�è*õµöZðáî�5 ñ�íRõ¼ðXø2ôÀè*é=ñ�õ¼ðáñ/éR÷ýê ê¼óRôÀñ�ñ@óRèeü�ñ�ê¼óRð
ð��6ôÀñ@ê/ðáÿ=öZð
è�ò�è2öZê/ô³öXñ�ügô ê/ó

0, 1, . . . , 108
ÿRè�
6ð¾ñ��Uæ�ÿRè*ê/óRðáõ�è*òEê/ó=ð�è6öZê/ô³öXñ�ó=î*ñ

144
ÿRè�
6ðáñ
î*ÿ�
�
6ðXòWðáöZê

δ = 9
��� ó2é=ñ�ç�ðXêFü�ðáðXÿ

108
î�ÿ�


144
î�ê�þ�è#ñ@ê ÿ=ô ÿRðrï`î�í=ñ þ�î\ù î*íRí?ðáî�õ!� � öµóRè2ðáÿ�5 ñ�[`éRôÀÿ`ê/ô³ö

ô ÿM� 4 7¯ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿ>¯�� @±CÇè*ÿ¢ê¼óRð�òiî#öZôÀÿRï(í=î*ï*ð!:�ó�î*ñ
125

ÿRè�
6ð¾ñoî�ÿ;
ï
6ðZòWð¾ö^ê
δ = 24

�'� ó2é=ñ��
éRí�ê/è

125
î�êUþ�è#ñ@ê

24
ï`î�í=ñoþ�î\ù¢ð��2ô³ñ@ê��EçRéRê�þ�è#ñ@ê�è�ò�ê¼óRðXþ ó=î\ø#ð�ê¼è�è6öXöXéRõoòWè#õU÷³î�õ¼ï*ð

ÿ2éRþoç?ðXõµñEè*ò?ÿRè�
6ð¾ñNç?ðáöXî*é=ñ/ðIP�è#õ¼öXðáî)ï*ôÀø*ð¾ñEî�ÿ
100 4 ÿRè�
Rî�÷2ð��Rî*þ�í=÷ ðgügô ê/ó

6ðXòWðáöZê

δ = 3
�)�Ðè

è*éRõ��2ÿRèeüg÷ ð!
6ï*ðrô ê)ó�î*ñgÿRè*ê)ç?ðXðáÿ(öµóRðáöO�#ð�
Çù*ðXê�ügóRô³öµóÂÿ`é=þoç?ðXõµñ�è�òNÿRè�
6ð¾ñ�î#ö^ê/é�î�÷À÷ ùÇè6öXöZé=õ
è*ÿ�è2öZê/ô³öoñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ�è#õ�[`éRôÀÿ`ê/ô³öÓê¼óRõ/ðáðZòWè#÷�
Rñ��QF�ê)þ�ô ï#ó`ê�ç?ðUí?è#ñ¼ñ/ô çR÷ÀðÓê¼èúî*íRíR÷ÀùÇè#éRõ�þ�ðXê/óRè�
Rñ
íRõ¼ðáñ/ðXÿ`ê/ð!
�ô ÿúí=î�õ/êfCÓè�òPê/ó=ôÀñ4ê/óRð¾ñ@ô³ñ4òWè*õ�ê/óRô³ñ4í=éRõ/í?è#ñ/ð�ç?ðáöáî�é=ñ/ð�þ�è#ñ@ê�è*òPê/óRð�ð��Rî*þ�í=÷ ð¾ñ4öXî*ÿ
öZðáõ@êµî�ôÀÿR÷ ùúç�ð
òWè#éRÿ�
úô ÿÂñ/è*þ�ð
è*ç2ø2ô è#é=ñ�òiî�þ�ôÀ÷ ôÀðáñ��



]Eÿ;
6õ¼î�_�5 ñ
168 4 ÿRè�
Rî*÷vè6ö^ê¼ôÀöUòWõ¼è*þ @�BDB�·��3��ðU÷Àè6öXî�ê/ð�
�ôýêrügô ê/óRôÀÿ¢î � ø#ð 4 í=î�õµî�þ�ðXê/ðXõ�òiî�þ�ôÀ÷ ùè*ò

D8 × ÿ 2 4 ñ/ù`þ�þ�ðZê¼õ/ô³ö 112 4 ÿ=è^
=î�÷Pñ@é=õ@òiî#öZðáñ�è*ò�
6ðáï*õ¼ðXð�ðXôÀï*ó`ê��



?f��æ%­T�G]T� ë

{ �gÒf��~oÎ { �gÍ�Ó��µÎÐÍ r�twv�v·t²Ó�~UÎUÔ��>~��I� z
� ôÀÿ=öZð�ZÂôÀù#î*è��eîE5 ñÐî*ÿ�
8ÁEî�õµöµóRðXÿE�#è�5 ñvé=íRí�ðáõNç�è#éRÿ�
RñQòWè#õQê/óRð þ�î<�6ôÀþoéRþ í?è#ñ¼ñ/ô çR÷Àð�ÿ`é=þ 4ç�ðáõ
è�òNÿRè�
6ðáñ�òWõ¼è*þBê/óRð�ðáî*õ/÷Àù�@!B�N*ì�5 ñgê/óRðáõ/ðUó=î*ñ�ÿRè�ê�ù*ðZê�î�íRí?ðáî*õ/ð!
Âî�ÿ2ùúð¾ñ/ñ/ðXÿ`ê¼ôÀî*÷ ÷Àùúÿ=ðXü

ô�
RðáîoòWè*õ íRõ¼è^
Ré=öZôÀÿRïoÿ=ðXü éRí=í�ðáõ�ç?è*é=ÿ�
Rñ���P�éRê ñ/ô ÿ�öZð�ê¼óRð
ðáî*õ/÷Àùp@�B�B#ìE5 ñEñ/ðXø*ðáõ¼î*÷�ÿ=ðXü ÷Àèeü�ðáõ
ç�è#éRÿ�
Rñ�ó=î\ø*ð
ç?ðXðXÿÇòWè#éRÿ�
6�

2Qô õµñFê�è�ò?î�÷À÷¾�D?�óRþUé6ê/èeørôÀþ�íRõ¼èeø*ð�

ó=ôÀñQèeügÿoï#ðXÿRðáõ¼î*÷#öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿÓôÀÿoê¼óRð�öáî*ñ/ð4è*ò=ÿRè�
Rî�÷
ñ@é=õ@òiî#öZðáñ î�ÿ�
�ê/ó=õ/ðáðZòWè*÷�
Rñ�� P�è�ê¼ó�òiî*þ�ô ÷Àô ð¾ñ î*õ/ðÂñ@ê/ôÀ÷ ÷gê¼óRð(ç?ðáñ@ê��2ÿRèeügÿ�è*ÿRð¾ñ�òWè*õ�ï#ðXÿRðáõ¼î*÷

6ðXï#õ/ðáð��
æ�í=î*õ@ê
òWõ¼è*þ ê¼ó=îeê!�vñ/ðXø*ðáõ¼î*÷Qñ/í?ðáöZô³î�÷Eöáî*ñ/ðáñ)ó=î\ø*ð�ç?ðXðXÿ&ôÀþ�í=õ/èeø#ð�
6�8]I� ï;� �vø\î*ÿ � ê/õµîeê/ðáÿ

öZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ð!
oîQ[`éRô ÿ`ê¼ôÀö�ô ÿd� 4 ügô ê/ó 130
ÿ=è^
Rðáñ���î�ÿ�
8P�î*õ@ê¼óUöXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ð�
ró=ôÀñÐòiî�þ�è#é=ñ�ñ@ð��`ê¼ôÀö

ô ÿï� 3 ügô ê/ó 65
ÿRè�
6ð¾ñ��W��ñ/ôÀÿRïIþ�ðXê/óRè�
Rñoñ@ôÀþ�ô ÷³î�õ�ê/è'P�ðáî*éRø2ô ÷À÷Àð�5 ñ
íRõ/è2è*ò4è�ò

µA1(5) = 31
�

�#î	�?ð�î�ÿ�
W��éRç�ðáõ/þ�î*ÿ�ü�ðáõ/ð�ê/óRðáÿ î�çR÷Àðgê¼èoñ@ó=èeü�ê¼ó=îeê
µA1(6) = 65

� � è��
µA1(d)

ôÀñJ�2ÿRèeügÿ
òWè*õ

d ≤ 6
�

F ÿLê¼óRð öXî#ñ@ð¾ñúè*ò8
6ðáï*õ¼ðXð
8, 10, 12

ê/óRðáõ/ð¢î�÷³ñ/è�î*íRí�ð¾î�õ¼ð�
 öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê/ôÀè*ÿ=ñÇð��RöXðXð�
Rô ÿRï
?�óRþoéRê/èeø�5 ñ�ï#ðXÿRðáõ¼î*÷4÷Àèeü�ðáõoç?è*éRÿ�
��\P�é6ê�òWè*õ�è�
E
R
RðXï*õ¼ðXð

d > 5
ÿRè&ñ@é�öµó"ñ@é=õ@òiî#öZð ü î*ñ

òWè*éRÿ;
6�
­Nî�õµî�÷À÷ ðá÷ ùD��í?ðXè#íR÷ ð(ñ@ê¼î*õ@ê¼ð�
�ê/è�öXè*ÿ=ñ/ô�
6ðXõ�î*÷Àñ/è¢è�ê/ó=ðXõ�ñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ�è�òrñ@þ�î�÷À÷%
6ðáï*õ¼ðXðD�

]I� ï����%P î�õ/ê/ó öZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ð�

î>[`é=î�õ/ê/ô³öÂügô ê/ó%ê¼óRð(þ�î<�6ôÀþoéRþ ÿ2éRþoç?ðXõúè�ò
8
öXé=ñ@í�ñ î�ÿ;
%î

[`éRô ÿ`ê¼ôÀö
ügô ê/ó
15
öZé=ñ/í=ñ��oP�î#ñ@ð!
�è#ÿúõ¼ðáñ/éR÷ ê¼ñ è�ò�®�ô��2éR÷ ôÀÿÂî�ÿ�
���õµî�ç?ð�è*ÿp��¯o÷³îeê/ê/ô³öZð
ê/ó=ðXè*õ¼ù��

Ç4î�ÿRï�öXè*þ�íR÷ÀðZê¼ð�
 ê/óRðrðáÿ`é=þ�ðáõ¼î�ê/ôÀè*ÿúè�òQî*÷ ÷ÐöZè*þUçRôÀÿ=îeê¼ô è#ÿ=ñ�è�òQñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñ�è*ÿp[`é=î�õ/ê/ô³öXñ ôÀÿ
� 3 é=ñ/ôÀÿRï�öZè*þ�íRéRê/ðXõµñ��

�vå¯Ø�å�Þ80U1&âv×¾Ü^ò�� à "¶��³T&`ÖeàáâÐÖD
xÕ=ã�&2à�âÐà¾äiÛ).��vÜh,/(QäiÛ).�Ô)Ü;,L�sÛÐÜh1�ä¯ÕE,ià
�%óRðXÿÇê¼õ/ù2ôÀÿRï�ê/è�ï*ðáÿRðXõµî�÷Àô �áð3��ôÀø*ðáÿ`ê¼î�÷�5 ñgöZéRçRô³öXñ�òWõ¼è*þBñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿp¯E� B�è*ÿÇí=î�ï#ðQ¯DB�ô ÿÇê/ó=ð

öXî#ñ@ðNè*ò6ñ/éRõ/òiî*öXðáñ?ê/ègó=ô ï#óRðXõ�
RðXï*õ¼ðXð
d
è*ÿRðNõ¼ðáî*÷ ô��Xð¾ñ?ê/óRðNòWè#÷ ÷Àèeügô ÿ=ï���2=è*õPê¼óRðEÿ2éRþoç?ðXõvè�ò2ÿRè�
6ðáñ

è*ÿ¢ê¼óRð�õ/ð¾ñ@é=÷ýê¼ô ÿRïÂñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ
è*ÿR÷Àù(ê¼óRð öXõ/ô ê/ô³öXî*÷Ní�è#ô ÿ`ê¼ñÓügôýê¼ó�êFü�è¿
6ô �?ðáõ/ðáÿ`êoöZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷Nøeî�÷ÀéRðáñ
è*ÿ�î(íR÷³î�ÿRðIöZé=õ/ø#ð î�õ¼ð õ¼ðX÷ÀðXøeî�ÿ`ê!�+� óRô³ñ�ô þ�þ�ð�
RôÀî�ê/ðX÷Àù¢÷ ð¾î�
Rñoê/è�ê/ó=ð�[`éRð¾ñFê¼ô è#ÿ�ügó=îeê�ê/ó=ð
þ�î<�6ô þUéRþ ÿ2éRþUç�ðáõgè�òÐöXõ/ô ê/ô³öXî*÷?í?è*ôÀÿ`ê¼ñ è#ÿ�êFü�è�öXõ/ô ê/ô³öXî*÷?÷ÀðXø#ðX÷³ñ�è�òÐîUíR÷³î�ÿRðröZé=õ/ø#ð�è�ò�
6ðXï#õ/ðáð
d
ôÀñ��J=�òÐöXè*éRõµñ@ðD�`îoê/õ¼ôÀø`ô³î�÷�éRí=í�ðáõ�ç?è*é=ÿ�
 ô³ñ

2·
(
d
2

)
≈ d2 �J?�óRþUé6ê/èeø�ñ/é=öXöXðXð�
Rð�
�ôÀÿÇíRõ/èeø2ôÀÿRï

î�ñ@ê/õ¼è*ÿRï#ðXõgõ¼ðáñ/éR÷ýêKð Þ80U1¢���^ó�ñ@ôÀþ�ô ÷³î�õ�ê/èWÁEî�õµöµóRðáÿE�*è;5 ñgñ/í�ð¾ö^ê¼õ¼î*÷sç�è#éRÿ�
6�fF ÿïð Þ#0)1
h��DóÐó=ð
þ�ðXÿ`ê/ôÀè*ÿRð!
úê/óRðoñ/í?ðáöZô³î�÷söáî*ñ/ð
è�ò�ÿRè*ÿ 4 
6ðáï*ðXÿ=ðXõµîeê/ð�öZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷Pí?è*ôÀÿ`ê¼ñ òWè#õgügóRôÀöµóÇê¼óRôÀñ�÷ ð¾î�
Rñ�ê¼è
î�ÿ�éRíRí?ðXõ4ç�è#éRÿ�
�è�ò ≈ 7

8d
2 öXõ/ô ê/ô³öXî*÷6í�è#ô ÿ`êµñNè*ÿUêFü�è
÷ÀðXø#ðX÷³ñ��Qæ�ñNóRðgõ¼ðXþ�î*õ��#ð�
ÓôÀÿpð Þ80)1
h�"Dó��

ê/óRô³ñ�ç�è#éRÿ�
�ôÀþ�þ�ð!
6ô³îeê/ðá÷ ù�ôÀþ�í=÷ ôÀðáñ�îrç?è*éRÿ�
�òWè#õEê¼óRð�þ�î<�6ôÀþoéRþ ÿ2éRþoç?ðXõ
µ3|~}�� (d)

è*òPÿRè�
6ðáñ
è*ÿ�îÓñ/éRõ/òiî*öXð�è*ò�
6ðXï#õ/ðáð

d
è�ò?ê/ó=ðgòWè*õ¼þ è*ò6��ôÀø*ðáÿ`ê¼î�÷�5 ñEöZéRçRô³öXñ

p(x, y)+q(z) = 0
7WóRð)öXî�÷À÷Àð�


ê/óRðáþ «Ðç�§kå�©DàL¦�«�£tã¿«�¦ é ©	§�©<äÿ¦OêW¥<©<§Ð£/©�ª�¢ ¦�« :ÐS
7Wë;� @±:

µ3|~}�� (d) / 7

16
d3.

� óRô³ñgôÀñ�÷ ð¾ñ/ñ�ê¼ó=î�ÿ'ZÂôÀù#î*è��eîE5 ñ�éRíRí?ðXõ�ç?è*éRÿ;
6S 7
16d

3 = 63
144d

3 < 64
144d

3 = 4
9d

3 ��� ó2é=ñ��Rô ê�ôÀñ
ÿRè�ê�í?è#ñ¼ñ/ô çR÷Àð
ê/è�õ¼ðáî#öµó-ZÂôÀù#î*è��eîE5 ñ�éRíRí?ðXõ�ç?è*éRÿ;
úügô ê/óÂñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ�ô ÿÂñ/ðXí=î*õ¼î�ê/ð�
 øeî�õ¼ôÀî*çR÷ ð¾ñ��

% +



% . % � {;ÅE|�Å�Ä�z¿{;ÅEy�ø���z;y � ô <�< ô ø�Ähz ö �WÄ�Ãe�J�
F ÿ ø2ô ðáü8è�ò ê/óRô³ñÓé=íRí�ðáõoç?è*éRÿ;
6��ôýê�ôÀñrÿ�îeê/é=õ¼î*÷Eê/è(î#ñÀ��óRèeüKöZ÷Àè#ñ/ð�è*ÿRð�öáî�ÿ ï#ðZê��p�&ð

î*õ/ð�ê/ó2é=ñ�÷ è2èD�`ôÀÿRïoòWè*õ íR÷³î�ÿRð
öZéRõ¼ø*ð¾ñ4ügô ê/óÇø*ðáõ/ù�òWðáü 
6ô �?ðáõ/ðáÿ#ê�öXõ/ô ê/ô³öXî*÷�øeî�÷ÀéRð¾ñQ7iô ÿúòiî*öZê��2ê¼óRð
þ�ôÀÿRô þUéRþ ôÀñ�ê¼óRõ¼ðXðgòWè#õEíR÷³î�ÿRð�öXéRõ/ø#ðáñ�è*ò6
RðXï*õ¼ðXð

d ≥ 4
:���� ó=ð � õ¼ñ@êEõ¼ðXþ�î�õL�Óô³ñNê/ó�îeê4õ¼ðXï#éR÷Àî*õ

d 4 ï#è*ÿ=ñ�ó�î\ø*ð ð��Rî*öZê/÷Àù (d
2

) öZõ¼ô ê/ô³öXî�÷6øeî*÷ éRð¾ñNügô ê/ó�öZõ¼ô ê/ô³öXî�÷6øeî*÷ éRð
0
î*ÿ�
�è*ÿR÷Àù

d
öZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷6øeî�÷ÀéRðáñ

è#ÿ ê¼óRðrè�ê¼óRðXõ�öXõ/ô ê/ô³öXî*÷P÷ ðáø*ðX÷³ñ��
?�óRþUé6ê/èeø>ð Þ80U1¢hh"Dó�õ/ð¾î�÷Àô �áð�
�ê/ó=î�êrê/óRð�ñ/è 4 öXî*÷ ÷Àð�
(òWè*÷�
6ô ÿ=ïÇí?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô³î�÷³ñ

FA2

d (x, y)î#ñ/ñ/è6öZô³îeê/ð!
�ê¼è�ê/óRðoõ/è2è�ê�ñ/ù6ñFê¼ðXþ
A2

7¯ñ@ðáð
ð � äi×3���¼óQî*ÿ�
Iî�÷³ñ@è'ð "¶�����(��gÄ�$��"�ót:gî*õ/ð
ø#ðXõ¼ù
ü�ðX÷À÷ 4 ñ/éRôýê¼ð�
ÓòWè*õ�ê/ó=ôÀñ�íRé=õ/í?è#ñ/ð��UF ÿoòiî#ö^ê���ê/óRðáùÓï*ôÀø*ð ≈ 5

6d
2 öXõ/ô ê/ô³öXî*÷2í�è#ô ÿ`ê¼ñ�è#ÿoêFü�è�÷ ðáø*ðX÷³ñ���F ÿ

ð Þ80U1
h��Dóë��?�óRþUé6ê/èeø ðXø*ðáÿÂöZè*ÿ�ûFðáö^ê¼éRõ¼ð�
úê/ó=î�ê�ê/ó=ôÀñgô³ñ ê¼óRðÓþ�î<�6ôÀþoéRþBÿ`é=þoç?ðXõ�è*òNöXõ/ô ê/ô³öXî*÷
í?è*ôÀÿ`ê¼ñ)è*ÿ(êFü�èúöXõ/ô ê/ô³öXî*÷Ð÷ÀðXø#ðX÷³ñ��3� óRðUòWè*÷�
6ôÀÿRïúí?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô³î�÷³ñ

FA2

d (x, y)
öXî*ÿ(ç?ðd
Rð � ÿRð!
�î#ñ

òWè#÷ ÷Àèeü�ñ�S

�n�J� ���
FA2
d (x, y) := 2+det

0
BBBBBBBBBB@

x 1 0 · · · · · · · · · 0

2y x

� � � � � � ���
3 y

� � � � � � � � � ���
0 1

� � � � � � � � � � � � ������ � � � � � � � � � � � � � � �
0��� � � � � � � � � � � � �
1

0 · · · · · · 0 1 y x

1
CCCCCCCCCCA

+det

0
BBBBBBBBBB@

y 1 0 · · · · · · · · · 0

2x y

� � � � � � ���
3 x

� � � � � � � � � ���
0 1

� � � � � � � � � � � � ������ � � � � � � � � � � � � � � �
0��� � � � � � � � � � � � �
1

0 · · · · · · 0 1 x y

1
CCCCCCCCCCA

.

� óRð¾ñ@ð�í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷Àñúî�õ¼ð�ï*ðáÿRðXõµî�÷Àô��áîeê¼ô è#ÿ=ñ�è*òrê/óRð\�Ðöµó=ðXç2ù6öµóRðXø�í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷Àñ ô ÿ-þ�î*ÿ2ù
ñ/ðXÿ=ñ/ðáñT7iñ/ðXð�ð �:äi×3�����¨"¶�����(�ÇgÄ�$��"^ók:Ð�)� óRðEíRõ¼è*í?ðXõ/êFù�ügó=ôÀöµó
ô³ñsôÀþ�í?è*õ/ê¼î*ÿ`êPòWè*õ�?�ó=þoé6ê¼èeø
ô³ñPê¼óRð4òiî#ö^êÐê/ó=î�êvê/ó=ðXù
ó=î\ø*ðNø#ðXõ¼ù�òWðáü 7WôÀÿròiî*öZê��\ê¼óRõ/ðáð!:6
RôÌ��ðXõ¼ðXÿ`êQöXõ/ô ê/ô³öXî*÷*øeî�÷ÀéRð¾ñ��)��ð�ñ/óRèeü�ð�

ê¼ó=îeê�ñ/é=öµóIîUí?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô³î�÷

FA2

d

ó=îD
 (d
2

) öZõ¼ô ê/ô³öXî�÷Pí?è*ôÀÿ`ê¼ñ ügô ê/óÂöZõ¼ô ê/ô³öXî�÷Pøeî*÷ éRð
0
î*ÿ�


7ië�� ¯D: 1
3d(d− 3)

ô ò
d ≡ 0 mod 3,

1
3 (d(d − 3) + 2)

è�ê/ó=ðXõ¼ügôÀñ/ð
öXõ/ô ê/ô³öXî*÷Qí?è*ôÀÿ`ê¼ñ
ügô ê/ó¢öZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷�øeî�÷ÀéRð −1

�8� óRð�è*ê/óRðáõ
öXõ/ô ê/ô³öXî*÷�í�è#ô ÿ`ê¼ñ�ó=î\ø#ð�öXõ/ô ê/ô³öXî*÷�ø\î*÷ é=ð
8

�Çæ)ñÓè*ÿ=ð�þ�ôÀï*ó`êoï#éRðáñ¼ñ
òWõ¼è*þ ê/óRð�ÿ2éRþUç�ðáõ (d
2

) è�ò�öXõ/ô ê/ô³öXî*÷Eí�è#ô ÿ`êµñÓè*ÿ&ê¼óRð�÷ÀðXø*ðá÷
0

�vê¼óRð
í?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô³î�÷

FA2

d

öZè#ÿ=ñ@ô³ñ@ê¼ñ�ô ÿÇòiî#ö^ê�è�ò
d
÷Àô ÿRð¾ñ��

� óRðrÿ2éRþUç�ðáõgè�ò�ÿRè�
6ðáñ è*ò�?�óRþUé6ê/èeø�5 ñ ñ@éRõ/òiî*öXðáñ�
6ð � ÿRð!
úç2ù�ê¼óRðÓî<º�ÿRð
ð![#é�îeê/ôÀè*ÿ
7ië�� ë¼: ?�ó=þ 3

d : FA2

d (x0, x1) +
1

2
(Td(x2) + 1) = 0

öáî�ÿÇðáî*ñ/ôÀ÷ ù�ç?ðÓöZè#þ�íRé6ê/ð!
 é�ñ@ôÀÿRï¿7Wë;� ¯D:ÐS

7ië��³9�:
1
12

(
5d3 − 13d2 + 12d

) ô ò
d ≡ 0 mod 6,

1
12

(
5d3 − 13d2 + 16d− 8

) ô ò
d ≡ 2, 4 mod 6,

1
12

(
5d3 − 14d2 + 13d− 4

) ô ò
d ≡ 1, 5 mod 6,

1
12

(
5d3 − 14d2 + 9d

) ô ò
d ≡ 3 mod 6.� ó2é=ñ�S

7ië�� ·D:
µA1(d) ' 5

12
d3.

2=è*õg÷Àèeü ðXø#ðXÿp
6ðXï#õ/ðáð��E�
õ¼ðXô³ñ/ñ�5 ñ öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ�7iôýòEöZè#õ/õ¼ðáöZêO:4ôÀñgî�ê�÷ ð¾î*ñ@ê�î*ñ ï*è2è�
 î#ñ%?�óRþoé 4ê¼èeøh5 ñ�S
µ(

?�óRþ 3
8) = 321 < 325

î�ÿ�
 òWè*õ
µ(

?�óRþ 3
12) = 576

�
d 5 6 7 8 9 10 11 12 d

µ(d)(µDp(d)) ≤ 31 68
7
66

:
104 174 246 360 480 645 ≈ 4

9d
3

µA1(d)(µ(d)) ≥ 31 64 93 160 216 325 425 576 ≈ 5
12d3
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=�òÓöZè*é=õ¼ñ/ð���ê/óRð(òWè*÷�
6ô ÿ=ï�í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷Àñ

FA2

d (x, y)
öXî�ÿ î*÷Àñ/è¢ç�ð�é=ñ@ð!

ô ÿ%ó=ô ï#óRðXõ�
Rô 4þ�ðXÿ=ñ/ô è#ÿ=ñ'7iöXè*þ�í=î*õ/ðp��ôÀõ��áðXçRõ¼é=öµó�5 ñ¸[#é=ô ÿ`ê/ô³ö\7/¯�� ¯*ëD:�î�ÿ�
 ��ô ø#ðXÿ`ê¼î*÷¾5 ñ�öZéRçRô³öXñ'7¾¯E�³C�9	:�:Ð��F ÿ

ð Þ80)1
h�"¼óJ?�óRþoéRê/èeøÂè*ÿ=÷ ùÂþ�ðXÿ`ê¼ô è#ÿRð�
(ê/óRð�öXî#ñ@ðd� 4 ôÀÿ�ügóRô³öµóï?�ó=þ 4
d := FA2

d (x0, x1) −
FA2

d (x2, x3)
ï*ôÀø*ð¾ñ�ê/óRõ¼ðXðXòWè*÷�
Rñ ügôýê¼ó�î�íRíRõ¼è±�6ô þ�î�ê/ðX÷Àù 7

18d
4 ÿRè�
6ð¾ñ��-�%ôýê¼óïÁEî�õµöµóRðXÿE�#è�5 ñ

ñ@í?ðáöZê/õµî�÷sç?è*é=ÿ�
6�Rü�ð
ï*ðZê!S
d 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

µ4(d) ≤ 10 45 135 320 651 1190 2010 3195 4840 7051

µ4
A1

(d) ≥ 10 45 126 277 566 1029 1720 2745 4150 6013F ÿ�ø2ôÀðXü è*òEê/ó=ðUð![#é�îeê/ôÀè*ÿ�ñ�è*òf��ô ø#ðXÿ`ê¼î*÷¾5 ñ
öZéRç=ôÀöáñ)ôÀÿ�� n �Pü�ð�öXî*ÿ�ðáî#ñ@ôÀ÷ÀùÂügõ/ô ê/ð¸
6èeügÿ
ð�[`é=î�ê/ôÀè*ÿ=ñ�òWè*õ�ó2ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öXðáñ ügô ê/óÂþ�î�ÿ2ù ÿ=è^
Rðáñ�ôÀÿ¿� n é=ñ/ô ÿ=ï�ê/óRðròWè#÷�
Rô ÿRï í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ô³î�÷³ñ��
æ�ñgü�ðÓöZè#éR÷�
 ÿRè*ê � ÿ�
úê/ó=ðXþ ôÀÿÇê/óRð
÷Àôýê¼ðXõµîeê¼éRõ/ðD�6ü�ð
ï#ô ø#ð)ê¼óRðXþBóRðXõ¼ð
ð��6íR÷ÀôÀöZê/÷Àù�S

7Wë;�³¹�: ?�óRþ n
d :

bn2 c−1∑

j=0

(−1)jFA2

d (x2j , x2j+1) = (n
þ�è�


2)·1
2

(Td(xn−1) + 1).

F ÿ&ñ/è*þ�ð�öXî*ñ/ðáñ��?ü�ð�ï*ðXê)þ�è*õ¼ðoÿRè�
6ð¾ñ�ôýò4ü�ð�õ/ðáíR÷Àî#öZðrê¼óRð�ñ@ôÀï*ÿ
(−1)j

ç2ù
1

��ð�� ï���ô ò
n = 5

�
2RéRõ/ê/ó=ðXõ¼þ�è#õ/ðD�*òWè#õ�ñ/þ�î�÷À÷h
6ðáï*õ¼ðXðD�*ô ê�ô³ñEð¾î*ñ/ùoê¼è � ÿ�
�è*é6ê�ügóRôÀöµóúî�õ¼ðgê/óRð)ç�ð¾ñFê íR÷³î�ÿRð)öZéRõ¼ø*ð¾ñ
òWè*õrê¼óRô³ñ
íRéRõ¼í�è`ñ@ðD�¸]%� ï;� �sôÀÿï
6ðXï#õ/ðáð

4
�Pê/ó=ðXõ¼ð�ô³ñrîÇç�ðXê@ê¼ðXõoöµóRè#ôÀöXðoê¼ó=î�ÿ

FA2
4

SK� ó=ð�é=ÿRô è#ÿ
è�òEòWè#éRõ�÷ÀôÀÿRðáñ��Pñ�� ê���êFü�è è�òEÿRè#ÿ 4 ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ)öZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷Qí�è#ô ÿ`ê¼ñ)ó=î\ø#ðÓöZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷Qø\î*÷ é=ð −1

î�ÿ;
Iê/óRð
õ/ðáþ�î�ôÀÿRô ÿ=ï�è#ÿRð�ó=î*ñNöXõ/ô ê/ô³öXî*÷`øeî*÷ éRð

+1
��=�ò?öXè*éRõµñ@ðD��?�óRþoé6ê¼èeø�5 ñQéRíRí?ðXõNç?è*é=ÿ�
UòWè*õNñ@é=õ@òiî#öZðáñ

ô ÿ(ñ/ðXí�î�õµîeê/ð!
�øeî�õ¼ô³î�çR÷Àðáñ î�÷³ñ/è�ï#ðXÿRðáõ¼î*÷ ô��Xð¾ñEê¼è�óRôÀï*óRðáõI
6ô þ�ðáÿ=ñ@ôÀè*ÿ�ñ��
P�é6êQÿ=è�ê/ô³öZð�ê/ó�îeêJ?�óRþoéRê/èeø�5 ñÐè*÷�
6ðáõQöXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ�7iñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ¸¯E� N�è*ÿUí=î�ï#ðJ¯DN�:sô³ñ�î*ñ/ù2þ�í 4ê/è*ê/ô³öXî�÷À÷Àù�ç?ðZê@ê¼ðXõrê¼ó=î�ÿ¢óRô³ñrÿRðáü öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê/ôÀè*ÿ�òWè*õÓî�ÿ2ù � �2ð!


n ≥ 5
î�ÿ;
�÷³î�õ¼ï*ð

d
��F ÿ#ê¼é 4ôýê¼ô ø#ðX÷Àù��#ê/óRð�õ/ð¾î*ñ/è*ÿUòWè*õNê¼óRôÀñ4ôÀñEê/ó=î�êEê/ó=ðgêFü�èrÿ=è*ÿ 4 �Xðáõ/èröZõ¼ô ê/ô³öXî�÷=ø\î*÷ é=ðáñNè*ò?ê¼óRð�í?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô³î�÷³ñ

Td(x) + Td(y)
î*÷Àñ/è�ñ/éRþBé=íÂê/è
�áðXõ¼è��=ê/óRô³ñ�ô³ñ�ÿ=è�ê�ê¼óRðoöXî#ñ@ðÓòWè*õ

FA2

d

��F ÿ¿� 5 ��ü�ðrï*ðXê�ê/ó=ð
òWè*÷À÷ èeügôÀÿRï�ê¼î*çR÷Àð
òWè*õg÷Àèeü�
6ðáï*õ¼ðXð�S

d 3 4 5 6 7 8 9

µ5(d) ≤ 15 126 456 1506 3431 7872 14412

µ5
A1

(d) ≥ 15 104 420 1080 2583 5760 10368

�våt"PåJ��Õ6Ö\×�0$� à
31 ¸ ÛQÜ�(ÐÕ�,fÙ�âQäiÛ�×¾äiãIäiÛ � 3

æ�÷ ê/óRè#éRï*óHP î�õ/ê/ó�è*ÿ=÷ ù�í=éRçR÷ÀôÀñ/óRð�
�óRô³ñ�öZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ�è*ò�î
31 4 ÿRè�
Rî*÷G[`éRôÀÿ`ê/ô³öIô ÿ � 3î*ñ
î�í=õ/ðáíRõ/ôÀÿ`ê���ô ê�ô³ñ�[`éRô ê/ð�ôÀÿ#ê¼ðXõ¼ðáñ@ê/ôÀÿRïúî*ÿ�
(ü�ðÓê¼ó2é=ñ3
6ðáñ¼öZõ¼ô ç?ðoô ê
óRðXõ¼ðUñ/óRè*õ/ê/÷Àùï7iî ÷ è#ÿRï*ðáõ

ð��6í?è#ñ/ôýê¼ô è#ÿIöáî�ÿÇç�ð
òWè#éRÿ�
ÇôÀÿ+ð g�ÛU(�h���ót:��
æ�ñQî�ñ@ê¼î�õ/ê/ôÀÿRïgí?è*ôÀÿ`ê��<P î�õ/ê/ó
ê/è2èD�)î òiî*þ�ôÀ÷Àù�è*òE[#é=ô ÿ`ê/ô³öXñ ∏4

i=0 Pi(x, y)−az·Q2 öXè*þ�ôÀÿRïòWõ/è#þ �gè*óRÿ�5 ñEöXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê/ôÀè*ÿ'@�� ¯
è*ÿ�í�î�ï*ð�@!·���F ÿ�è*õO
6ðXõEê/èÓç?ð�î�ç=÷ ðgê¼èÓõ¼ð�
6é=öXðgê/ó=ð�íRõ¼è*çR÷ÀðXþ
ô ÿÇê¼óRõ/ðáð 4 ñ@í�î*öZð�ê/è�îUíR÷Àî*ÿ=î�õ è#ÿRð��6óRð�ê¼è`èD��íR÷³î�ÿRð¾ñ

Pi
î�ÿ;
úî¸[`é=î�
6õ¼ô³ö

Q
ügóRô³öµóúî�
Rþ�ô êgê/ó=ð

ñ@ù2þ�þ�ðZê¼õ/ù
D5
è*ò�î � ø#ð 4 ï*è*ÿ�S

Fa,b,d := P − az·Q2 �RügóRðáõ/ð

7Wë;� N¼:
P :=

∏4
j=0

(
cos
(
πj
4

)
x+ sin

(
πj
4

)
y − w

)

= 1
16

(
x5 − 5x4w − 10x3y2 − 10x2y2w + 20x2w3

+5xy4 − 5y4w + 20y2w3 − 16w5
)
,

Q := x2 + y2 + bz2 + zw + dw2,
î�ÿ�
ÇügóRðáõ/ð

a, b, d ∈ � î�õ¼ð
ñFê¼ô ÷À÷Pê/è�ç?ðK
6ðXê/ðXõ¼þ�ô ÿ=ð�
6�
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31
ÿRè�
6ð¾ñ�î�ÿ�
"ôýêµñ�õ/ð 4ñ@ê/õ¼ôÀöZê/ôÀè*ÿ�ê/èoê/óRð)íR÷³î�ÿRð

y = 0
�)®�è�ê/ô³öZð�ê/ó=î�ê4ê¼óRôÀñ�íR÷³î�ÿRðQ[`éRô ÿ`ê¼ôÀö)öZè*ÿ�ñ@ô³ñFêµñ

è�ò�î(÷ ôÀÿRðúî*ÿ�
�î*ÿ�ô õ¼õ¼ð�
6é=öXô ç=÷ ð�[`é=î*õ@ê¼ôÀö���� óRô³ñÓ÷³îeê/ê/ðáõUó=î#ñÓê¼óRõ¼ðXð�ÿRè�
6ð¾ñ
êFü�èUè*òQügóRô³öµóIî�õ¼ð
ñ/è*÷Àô ê¼î�õ¼ù¿7iî*÷Àñ/è�öXî*÷ ÷Àð�


A+
1

:�í?è*ôÀÿ`ê¼ñ��

æ ï#ðXÿRðáõ/ô³ö
þ�ðXþUç�ðáõ�è�ò�ê/ó=ôÀñ�òiî�þ�ôÀ÷ ùÇó=î*ñ
20
ÿRè�
6ðáñ���P�ðáöXî*é=ñ/ðrè�ò�ê/óRðUñ@ù2þ�þ�ðZê/õ¼ù��=òWè*éRõ

è*òvê/ó=ðáñ/ðÓî�õ¼ð)ôÀÿIðáî*öµóÇè�òQê/ó=ðÓñ@ù2þ�þ�ðZê/õ¼ù�íR÷³î�ÿ=ðáñ

Ej :=

{
sin
(πj
n

)
x = cos

(πj
n

)
y

}
, j = 0, 1, . . . , 4.

F ÿ�òiî#ö^ê!�*ê¼óRð)ñ/ù2þ�þ�ðXê/õ¼ù�î*÷ ÷Àèeü�ð!
dP�î*õ@ê¼ó�ê/èUõ/ð¾ñFê¼õ/ô³ö^êEóRô³ñ�îeê@ê¼ðXÿ`ê/ôÀè*ÿ�ê¼èoè#ÿRð�è�òPê¼óRðáñ/ð�íR÷³î�ÿ=ðáñ��
ñ¼î\ù

E0
�I]Eø#ðXõ¼ùúÿ=è^
Rð

N
è*òQê¼óRðoí=÷Àî*ÿRðUöXéRõ/ø#ð

Ca,b,d := E0 ∩ Fa,b,d
ô ÿ;
6é=öZð¾ñ�î*ÿ(è*õ¼çRô ê�è�ò

÷ÀðXÿRï*ê/ó � ø#ð4ô ò
N


6è2ðáñvÿRè�êQ÷ ôÀðEè*ÿ
ê¼óRð�î	�6ðáñ
x = y = 0

��F ÿÓè#õL
RðXõPê¼è�ï*ðXê
31
è#õL
6ôÀÿ=î*õ/ùQ
6è*éRç=÷ ð

í?è*ôÀÿ`ê¼ñ��#ü�ð�ê¼ó`é�ñEó=î\ø#ðgê/è � ÿ�
�í=î*õ¼î*þ�ðZê/ðáõ¼ñ
a, b, d

�`ñ�� ê��#ê/óRð)íR÷Àî*ÿRð%[`éRôÀÿ`ê/ô³ö%P î�õ
31 := Ca,b,dó=î#ñEè#ÿRð)îD
E
6ô ê/ôÀè*ÿ=î*÷=ÿRè�
6ð)è*ÿ�ê/ó=ð�î	�2ð¾ñ

x = y = 0
î�ÿ�
�êFü�èUîD
E
6ô ê/ôÀè*ÿ=î*÷=ÿRè�
6ð¾ñ4î\ü î\ùÓòWõ¼è*þ

ê¼óRôÀñ�î<�6ðáñ��
P�é6ê�î�ÿúô õ¼õ¼ð�
6é=öXô ç=÷ ð�[`éRôÀÿ#ê¼ôÀö
öáî�ÿ ó�î\ø*ð
îeêgþ�è#ñ@êgñ/ô ��ÿRè�
6ðáñ��Rñ�� ê��6è#éRõ�öZé=õ/ø#ð

Ca,b,d
ó=î#ñ

ê¼èúç?ð�õ/ð!
6é=öZôÀçR÷ÀðUôÀÿ&è*õO
6ðXõ)ê/èÇó=î\ø*ðoê/óRð�ñ/ðXø#ðXÿ�ÿ=è^
Rðáñ)ê/ó=î�êrü�ð�ÿRðXð!
6�KF ÿ�òiî*öZê��sîú÷ ðáÿRï�ê¼ó`ù
î*ÿ=î�÷Àù6ñ@ô³ñNñ@ó=èeü�ñ�ê/ó=î�êEê/ó=ð)öZé=õ/ø#ðgôÀñEîÓéRÿRôÀè*ÿ�è�òsî
÷Àô ÿ=ð)î�ÿ;
�îrê/óRõ¼ðXð 4 ÿRè�
Rî*÷�[`é=î�õ/ê/ô³ö ügô ê/ó�ê¼óRð
í=î*õ¼î*þ�ðZê/ðáõ¼ñ

a = − 5

32
, b = −5−

√
5

20
, d = −(1 +

√
5).

� óRðoè*ÿR÷Àùúÿ=è^
Rðoè*ÿIê¼óRðUî	�6ðáñ
x = y = 0

öZè#þ�ðáñgòWõ¼è*þBê/ó=ðoôÀÿ#ê¼ðXõµñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿÂè�ò�ê/óRðU÷ ôÀÿRðÓügô ê/ó
ê¼óRð¿[`é=î�õ/ê/ô³ö	�H� óRðÂñ/éRõ@òiî#öZð

Fa,b,d
öZè#õ/õ¼ðáñ/í?è*ÿ�
6ôÀÿRï�ê/è¢ê/ó=ðáñ/ðÇí�î�õµî�þ�ðZê¼ðXõµñUó�î*ñ�ê/ó=ðXõ¼ðZòWè*õ¼ð

20 + 2 · 5 + 1 = 31
ÿRè�
6ðáñ��Rñ@ðáð � ï��=ë;� @��

�vå�Vså¸XrÕRÛ ñs×XÖeÕ6×�&2Û$� à
130 ¸ ÛÐÜ�(QÕE,GÙ�âQäiÛ�×áä¯ãúä¯ÛH� 4

æ�ñ
ü�ð�ó=î\ø*ð�ñ@ðáðXÿ�ô ÿ¢ñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿM@D� 9 è*ÿ�í=î�ï#ð-@!N��)?�� � ðáï*õ¼ð�5 ñ
10 4 ÿ=è^
=î�÷�öZéRçRô³ö�î�ÿ�
�ê/ó=ð

45 4 ÿ=è^
=î�÷oP�éRõ��2ó=î*õL
6êKµ)é=î*õ@ê¼ôÀö�ôÀÿ+� 4 ó=î\ø*ð�ÿRô³öZð Σ6 4 ñ/ù2þ�þ�ðXê/õ¼ôÀö�ð�[`é=î�ê/ôÀè*ÿ=ñ��dF ÿ ð òUñ!h;VEóë�
øeî�ÿ � ê¼õ¼î�ê/ðXÿ�î�ÿ�î�÷Àù¼�áð�
Uî�÷À÷Rñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õNð��Rî�þ�íR÷ÀðáñQôÀÿUê¼óRðgñ@í�î*öZð è*ò?î�÷À÷

Σ6 4 ñ/ù`þ�þ�ðZê¼õ/ô³öG[`éRô ÿ`ê¼ôÀöáñ
ôÀÿ
ê/óRð�� 4 ï*ôÀø*ðáÿ�ç2ù�öZé6ê/ê/ôÀÿRïgê/ó=ð�� 5 ç2ù�ê¼óRðEó2ù2í�ðáõ/íR÷³î�ÿ=ð σ1(x0, . . . , x5) = 0

��F�êvô³ñsñ@í�î�ÿRÿRð!

ç2ù
σ5(x0, . . . , x5)

î�ÿ�

σ2(x0, . . . , x5)σ3(x0, . . . , x5)

��P�ðáñ/ô�
6ð¾ñÐñ/ðXø#ðXõµî�÷`è�ê¼óRðXõ�ôÀÿ#ê¼ðXõ¼ðáñ@ê/ôÀÿRï
[`éRôÀÿ`ê/ô³öXñ��2ê/óRô³ñgí?ðXÿ=öXô ÷
7ië�� BD: ø �

(α:β) := α·σ5(x0, . . . , x5) + β·σ2(x0, . . . , x5)·σ3(x0, . . . , x5)
öXè*ÿ`ê¼î*ô ÿ=ñ�ê¼óRð

130 4 ÿ=è^
=î�÷�ð��Rî�þ�íR÷Àð
ø �
(1:1)

ñ/óRèeügôÀÿRï�7¯öZè#þ�í�î�õ¼ð
ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿp¯E��@!C	:�S
7ië���@áìD:

µ4
A1

(d) ≥ 130.
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� óRð�ÿRè�
6ð¾ñrè�ò�ê/óRô³ñK[`éRôÀÿ#ê¼ôÀö�òWè#õ/þ ê/óRõ¼ðXð�è#õ/çRô ê¼ñ
é=ÿ�
6ðXõ
ê¼óRð�è*í?ðXõµîeê¼ô è#ÿ�è*ò4ê¼óRð

Σ6
è*ÿ&ê/ó=ð

öZè2è*õO
6ôÀÿ=îeê¼ðáñ�S

7Wë;� @D@!: (1 : 1 : 1 : −1 : −1 : −1) 10
ÿRè�
6ðáñ

,

(1 : 1 : −1 : −1 :
√
−3 :

√
−3) 90

ÿ=è^
Rðáñ
,

(1 : 1 : 1 : 1 :
√
−3− 2 :

√
−3− 2) 30

ÿRè�
6ð¾ñ
.

æ�ñ�è#ÿRðIþ�ô ï#ó#ê�ð��2í?ðáöZê���ê/óRô³ñ
130 4 ÿRè�
Rî�÷G[`éRôÀÿ#ê¼ôÀöÇó=î#ñ�ñ@è#þ�ðÇÿ=ôÀöXðÇí=õ/è#í�ðáõ@ê¼ô ð¾ñ�ñ@ôÀþ�ô ÷³î�õ�ê/è

ê/óRè`ñ@ðUè�òJ?�� � ðXï#õ/ðD5 ñ�öXéRçRô³öoî*ÿ�
Çê/óRð¸P�éRõ��2ó=î*õL
6ê%[#é�î�õ/ê/ô³ö	�IP�é6ê�ôÀÿ�öZè#ÿ`ê/õµî*ñ@êgê/è�ê¼óRðáñ/ðÓêFü�è
øeî�õ¼ô ðXê/ôÀðáñgôÀÿ�� 4 �Rô ê�ô³ñ ÿRè�ê�ôÀÿ2ø\î*õ/ô³î�ÿ`ê éRÿ�
6ðáõ ê/óRðÓñ/ôÀþ�í=÷ ðrï#õ/è#éRí è*òQè#õL
6ðáõ

25920
�

�våª�vå
ØÇÜ=Ö��sâQÛÐÜ^ò��Àà�ñ���1R1>&`×XÖeäiãpÙ�âQÕ6Ö\×áäiã#à�äiÛ � n
F ÿ=ñ/íRô õ¼ð�
¢ç2ù�ê/óRðÇöZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿ è*ò ê/óRð

130 4 ÿRè�
Rî*÷Nøeî�ÿ � ê¼õ¼î�ê/ðXÿ>[`éRôÀÿ`ê/ô³ö	�T��è#õ/ù2éRÿRèeø
ð³ØÇÜ�ÖÌh���ó�÷Àè2è��#ð�
&îeêoî�÷À÷EÿRè�
Rî*÷T[`é=î�õ/ê/ô³öXñrî*ÿ�
¢öZéRç=ôÀöáñrô ÿï� n ügóRô³öµó î�õ¼ð�ô ÿ2øeî�õ¼ôÀî*ÿ`ê
é=ÿ�
6ðXõ
ê/óRðoõ/ð� =ðáöZê/ôÀè*ÿÇï*õ¼è*éRí=ñ

An
è#õ
Bn

�
=�ò�öXè*éRõµñ/ð��2ô ÿÇê¼óRðoöXî#ñ@ð�è�òNöZé=çRôÀöáñgôÀÿp� n �RóRô³ñ ð��Rî�þ�íR÷ÀðáñgöXè*éR÷�
ÇÿRè�ê�ï#ô ø#ð)þ�è*õ¼ð
ÿRè�
6ðáñ

ê/ó=î*ÿ��rî*÷ �#ðXõ!5 ñUð��Rî*þ�í=÷ ð¾ñ-7¯ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿ�¯E��@�@úè*ÿ"í�î�ï*ðÇë�@!:oç?ðáöáî�é=ñ/ð�ê¼óRè#ñ/ðIî�÷Àõ/ð¾î�
6ù¢õ¼ðáî*öµó=ð�

ÁEî�õµöµóRðXÿ��*è�5 ñ�éRíRí?ðXõ�ç?è*éRÿ;
6� F ÿ"òiî#ö^ê�����è*õ¼ù2éRÿRèeø&òWè*é=ÿ�
"ô³ñ/è*þ�è*õ¼íRóRô³öúöXéRçRô³öXñ�é=ñ/ôÀÿRï¢óRôÀñ
þ�ðZê/ó=è^
��

P�é6ê4óRô³ñ
Bn 4 ñ/ù2þ�þ�ðXê/õ¼ôÀö�[`é=î*õ@ê¼ôÀöáñ�ï#î\ø*ð õ¼ôÀñ/ð�ê/èÓÿ=ðXü�÷ èeü�ðXõNç?è*éRÿ;
Rñ�����ô³ñ4öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê/ôÀè*ÿ

ôÀñUç=î#ñ@ð!
�è#ÿ óRô³ñÓè*ç�ñ@ðáõ/øeîeê¼ô è#ÿ�ê¼ó=îeêUè*ÿRð öáî�ÿ¢õ¼ðZòWè*õ¼þoé=÷Àî�ê/ð�ê/ó=ð öZè#ÿ�
6ô ê/ôÀè*ÿ¢ê/ó�îeêUîÂó2ù2í?ðXõ 4ñ@é=õ@òiî#öZð�ôÀÿï� n ó=î*ñÓî�ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô êFù(ôÀÿ¢ê/óRð öáî*ñ/ð�è�ògó2ù`í?ðXõµñ/éRõ@òiî#öZð¾ñrñ@ù2þ�þ�ðZê/õ¼ô³ö�éRÿ�
6ðáõÓê/ó=ð
öZè#ÿ=ñ@ô�
6ðáõ/ð!
�õ¼ð� =ð¾ö^ê¼ô è#ÿ�ï*õ¼è*é=í=ñ�SQF�ê
ê/éRõ¼ÿRð!
�è#é6ê
ê/èIç�ð�ð![`éRô øeî*÷ ðáÿ#ê�ê/èÇê¼óRð�öZè#ÿ�
6ô ê/ôÀè*ÿ�ê/ó=î�ê
ê/óRðUöZè*õ¼õ¼ðáñ/í�è#ÿ�
6ôÀÿRïUó2ù2í?ðXõµñ@éRõ/òiî*öXð)ôÀÿÇê/óRðrè#õ/ç=ôýê�ñ/í=î*öXð
ôÀñ ÿRè#ÿ`ê/õµî�ÿ=ñ/ø*ðáõ¼ñ¼î�÷�ê/è�ê/ó=ð#
6ô³ñ/öXõ/ôÀþ 4ô ÿ�î�ÿ`ê)è*òQê¼óRðÓï#õ/è#éRí�����ðrê¼ó2é=ñ�öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ð�
IóRô³ñ�ð��Rî�þ�íR÷Àðáñgügô ê/ó(þ�î*ÿ`ùúÿRè�
6ðáñ�ç2ù � ÿ;
6ô ÿ=ï
îÇó`ù2í?ðXõµñ@é=õ@òiî#öZðÓôÀÿ�ê¼óRð�è*õ¼çRô ê�ñ/í=î*öXðoê¼ó=îeê
ôÀñ�ÿRè#ÿ`ê/õµî�ÿ=ñ/ø*ðáõ¼ñ¼î�÷vê/èúê/óRð�ñFê¼õ¼î�ê¼î è�ò�ø#ðXõ¼ùI÷ è#ÿRï
è*õ¼çRô ê¼ñ��

��ñ/ô ÿ=ï�ê/óRô³ñ þ�ðZê/ó=è^
ÇóRðÓñ/óRèeü�ð�
�ê/ó=î�êgê/óRð
Bn+1 4 ñ/ù2þ�þ�ðXê/õ¼ôÀö�ó2ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öZð

7Wë;� @±C�: ��è*õ¼ù n
4 (a) : 2·(a+ 1) ·

( ∑

0≤i<j≤n
x2
ix

2
j

)
− a·

( ∑

0≤j≤n
x2
j

)2

= 0

ó=î*ñ�ð��Rî*öZê/÷Àù
2a
(
n+1
a+1

) ÿRè�
6ðáñ���� óRô³ñ�ÿ2éRþoç?ðXõ)ôÀñ�þ�î<�6ô þ�î*÷sòWè*õ
a = b 2n

3 c
î�ÿ;


a = b 2n+1
3 cügóRô³öµóÇç?è�ê¼óIù`ôÀðX÷�
6S

7Wë;� @!¯D:
µnA1

(4) ≥ 2b
2n
3 c
(

n + 1

b2n
3 c+ 1

)
.

��ô³ñ
An+1 4 ñ@ù2þ�þ�ðZê¼õ/ô³ö-[`é=î*õ@ê¼ôÀöáñ�ð��RöZðáð�
"ê/óRô³ñ�ÿ2éRþoç?ðXõ�è#ÿR÷ ù¢òWè#õ

n = 4
7Wê/óRô³ñ�ï#ô ø#ðáñUê/óRð

45 4 ÿRè�
Rî*÷QP�éRõL�2ó=î�õO
2êpµ)é=î*õ@ê¼ôÀö!:�î*ÿ�

n = 7

� ��ð�è*ç6êµî�ôÀÿ ê/ó=ð(òWè*÷À÷Àèeügô ÿRï"ê¼î*çR÷ ð�7Wügô ê/ó
ÁEî�õµöµóRðXÿ��*è�5 ñ�éRíRí?ðXõ�ç?è*é=ÿ�
�:ÐS

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n

µn(4) ≤ 6 16 45 126 357 1016 2907 8350 24068 ≈
√

3
2

3n+1
√
πn

µn(4) ≥ 6 16 45 120 336 938 2688 7680 21120 ≈ 3
4

3n+1
√
πnF ÿ¢ê¼î*çR÷ ð�ð³ØÇÜ�ÖÌh����Qí��T@Xë¼N<óë�)��è#õ/ù2éRÿRèeø�÷ ô³ñFê¼ð�
R?�óRþUé6ê/èeø�5 ñrè*÷�
&ó2ù`í?ðXõµñ/éRõ@òiî#öZð¾ñW7iñ/ðáö 4ê/ôÀè*ÿ¿¯�� N�è#ÿÇí�î�ï*ðK¯DN�:gî#ñ ê/óRðoíRõ/ðáø2ô è#é=ñ@÷Àù
�2ÿRèeügÿIç?ðáñ@ê�÷ èeü�ðXõgç?è*é=ÿ�
Rñ�î*÷ýê¼óRè*é=ï*óÇê/óRðoï*ðXÿ 4ðXõµî�÷Àô �¾îeê¼ô è#ÿ�è�ò)?�óRþUé6ê/èeø�5 ñ4ÿ=ðXüLöXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ�7iñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ�ë;� @)è*ÿ�í�î�ï*ð)ë¼9	:4÷Àðáî�
=ñEê¼èUï#õ/ð¾îeê/ðáõ

ÿ2éRþoç?ðXõµñvè*òRÿRè�
6ðáñvòWè*õQñ@þ�î*÷ ÷
n

�UP�é6ê�î�÷³ñ@è�ôÀÿoöXè*þ�í=î�õ¼ô³ñ@è#ÿ)ê¼è�ê¼óRðáñ/ð�����è#õ/ù2éRÿRèeø�5 ñPð��Rî*þ�í=÷ ð¾ñ
î�õ¼ð
ç�ðXê@ê/ðáõgòWè*õ�î*÷ ÷

n
�
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�Ðå��såJ��Õ6Ö\×�0$� àJeZã#Ü�à¾ÕE0)&^(vÖeÕE, ¸ ñ(��1>1>&`×XÖeäiãpñsâÐÖD
�ÕRã�&2à�ÕRÛ)(

µA1(6) = 65� ôÀþ�ô ÷³î�õ�ê/èÇóRô³ñ
öZè*ÿ�ñFê¼õ/é=öZê/ôÀè*ÿ�è�òEê¼óRð
31 4 ÿRè�
Rî�÷)[`éRô ÿ`ê¼ôÀö�ôÀÿ�� 3 ��P î�õ/ê/ó�î*÷Àñ/è é�ñ@ð!
(ê¼óRð

ô�
6ðáî ê/èÂî*ÿ=î�÷Àù^�Xð�îúí?ðXÿ�öZôÀ÷Nè�ò�ñ/ù2þ�þ�ðXê/õ¼ôÀö�ñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ)ê/èÇê/õ¼ðáî�ê)ê¼óRð�öXî*ñ/ð�è�òG
6ðXï#õ/ðáðUñ/ôÌ��î*ÿ�

ê¼ðXÿ�ð ��Õ6ÖÌh��Eóë�8� óRð�þ�î�ôÀÿ&îD
6øeî�ÿ`ê¼î*ï*ðUè�òEê¼óRðáñ/ð�êFü�èIöXî#ñ@ð¾ñ�ô³ñ�ê/óRð�òiî#ö^ê
ê/ó=î�êrè*ÿRð�öXî*ÿ�é=ñ/ð
î*ÿ�ðXø#ðXÿ�÷Àî*õ/ï#ðXõ)ñ/ù2þ�þ�ðXê/õ¼ùÂï*õ¼è*éRí�ê/ó=î*ÿ�ôÀÿ�ê¼óRð�öXî#ñ@ðUè�ò4ê¼óRð � ø*ð 4 ï#è*ÿ 4 ñ/ù`þ�þ�ðZê¼õ/ùúòWè*õ�ê¼óRð[`éRôÀÿ`ê/ô³ö	SUP î*õ@ê¼ó�5 ñ�ñ/éRõ/òiî*öZð¾ñQè�ò;
6ðáï*õ¼ðXð

6
î�ÿ�


10
î*õ/ð�ôÀÿ`øeî*õ/ô³î�ÿ`ê�éRÿ�
6ðáõ�ê/óRðgñ/ù`þ�þ�ðZê¼õ/ùrï#õ/è#éRí

è*ò4ê/ó=ð�ô³öZè`ñ/î*óRð�
Rõ/è#ÿ(ô ÿ&ðXé�öZ÷Àô�
6ð¾î�ÿ�ê/óRõ¼ðXð 4 ñ/í=î#öZð�� 3 ügó=ôÀöµó¢öZè#ÿ#êµî�ôÀÿ=ñ)ê/óRðW
6ôÀóRð!
6õ¼î*÷�ï*õ¼è*éRí
D5
î*ñgî�ñ/éRçRï#õ/è#éRí��
�sðXê

τ := 1
2 (1 +

√
5)

�
� ó=ð�ñ@ô ��íR÷³î�ÿRð¾ñ�ê/óRõ¼è*é=ï*ó�ê/óRð�è#õ/ôÀï*ôÀÿ�ügóRô³öµó î�õ¼ðUè#õ@ê¼óRè*ï#è*ÿ=î*÷
ê¼è¢ê/óRð&ñ@ô ��
6ô³î�ï#è*ÿ=î*÷Àñ�è*ò
ê/óRð(õ¼ðXï#éR÷³î�õ�ô³öZè#ñ¼î�ó=ð�
6õ¼è*ÿ
î�õ¼ðIï*ôÀø*ðXÿ
ç2ù�ê/óRð�î	º�ÿRð(ð�[`é=î�ê/ôÀè*ÿ
P := (τ2x2 − y2)(τ2y2 − z2)(τ2z2 − x2)

�f?�è#ÿ=ñ/ô�
6ðáõ�ê/óRð
òiî*þ�ôÀ÷Àù
Fα := P − α·Q2,

ügóRðáõ/ð
Q := x2 + y2 + z2 − 1

ô³ñ�î ñ/íRóRðXõ¼ðÂî�ÿ�

α ∈ � ô³ñ�î&í=î�õµî�þ�ðXê/ðXõ�ñ@ê/ôÀ÷ ÷�ê/è ç?ð
6ðXê/ðáõ/þ�ôÀÿRð�
\7iöXè*þ�í=î*õ/ð3�gè*ó=ÿ�5 ñgöXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê/ôÀè*ÿÇô ÿÂñ/ðáö^ê¼ô è#ÿ�@D� ¯�è#ÿúí=î*ï*ðd@�·D:Ð�

2Rè#õ�ï*ðXÿ=ðXõ¼ôÀö4ø\î*÷ é=ðáñQè�ò
α 6= 0

�\ê¼óRð ñ@éRõ/òiî*öXð
Fα
ó=î#ñ

45
ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ��

30
è�ò=ê/óRð¾ñ@ð öZè#þ�ð

òWõ¼è*þ�ê¼óRð ô ÿ`ê¼ðXõµñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿ�è�ò
P
î*ÿ�


Q
î*ñ�ôÀÿ¸��è*óRÿ�5 ñNöZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ��

15
î�õ¼ð�î�êNô ÿ � ÿRôýêFùD�oP�î*õ@ê¼ó

ê¼óRðXÿ�ðXÿ6òWè#õ¼öXð�
(î ê/óRôÀõO
(è*õ¼çRô ê)è*ò
20
ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñ)è*ÿÂê¼óRðoê¼ðXÿ&÷ ôÀÿRð¾ñEûFè#ô ÿRôÀÿRïúêFü�èúè*íRí?è#ñ/ô ê

öXðXÿ`ê/ðáõ¼ñgè*ò�òiî*öZð¾ñ�è*òQê¼óRðoô³öZè`ñ/î*óRð�
Rõ/è#ÿ��fP�ð¾öXî�é�ñ@ðrè*òQê¼óRðUñ/ù2þ�þ�ðXê/õ¼ùúó=ðoöZè#éR÷�
Iõ¼ðáñ@ê/õ¼ô³ö^ê�ê¼óRð
öXè*þ�íRé6êµîeê/ôÀè*ÿ�ñoê¼è¢è*ÿRðIè�ò)ê/óRð¾ñ@ðI÷Àô ÿ=ðáñ�ügóRô³öµó�÷Àð�
"ê/è

α = 1
4 (2τ + 1)

�
æ�÷ ê/è*ï#ðZê¼óRðXõ!�4óRð
è#ç6ê¼î*ô ÿRð!
úî�ñ/éRõ/òiî*öZð

P î�õ
65 := F 1

4 (2τ+1)ügô ê/ó
30 + 15 + 20 = 65

ÿRè�
6ðáñK7¯ñ@ðáð � ï��Rë;� C	:��
æ ñ@ôÀþ�ô ÷³î�õ�öZè*ÿ�ñFê¼õ/é=öZê/ôÀè*ÿ(ï`î\ø*ðÓîúñ@éRõ/òiî*öXð8P î�õ

345
è*òJ
6ðáï*õ¼ðXð

10
ügôýê¼ó

345
ÿRè�
6ðáñ¸7iñ/ðXð

î*÷Àñ/è � ï��Rë;� C	:��oF�ê¼ñgð![`é=îeê¼ô è#ÿ ô³ñ�î*ñ�òWè#÷ ÷Àèeü�ñ�S

�n�J���Y��� 8(x2 − τ 4y2)(y2 − τ 4z2)(z2 − τ 4x2)
“
x4 + y4 + z4 − 2(x2y2 + y2z2 + z2x2)

”

+(3 + 5τ )(x2 + y2 + z2 − 1)2
“
x2 + y2 + z2 − (2 − τ )

”2

= 0.�Ðî��`ôÀÿRï�ôÀÿ#ê¼è�î*öXöXè*éRÿ`êgç?è�ê/óÂñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ ü�ð
ó=î\ø#ð�ê¼óRðrÿRðáü-÷Àèeü�ðáõ ç�è#éRÿ�
Rñ�S
7ië���@!9�:

µA1(6) ≥ 65, µA1(10) ≥ 345.

)fik�Ua�b6ma¯�q���qIP î�õ/ê/ó�5 ñ
65 4 ÿRè�
Rî*÷Pñ@ð��`ê¼ôÀö
î*ÿ�


345 4 ÿRè�
Rî*÷�
Rðáö^ê¼ôÀö��
æ�ñ
î*÷ õ¼ðáîD
6ù þ�ðXÿ`ê¼ô è#ÿRð�
�ô ÿ�ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ�¯�� 9�è*ÿ(í=î*ï*ð¸¯�ëE�?ê/ó=ðUð��2ô³ñ@ê/ðXÿ�öZðoè*òNê/óRð

65 4 ÿRè�
Rî*÷
ñ/ð��2ê/ô³ö)ü�î#ñ4ðáø*ðXÿ þ�è#õ/ð
î*ñ@ê/è#ÿRô³ñ@óRôÀÿRïÓôÀÿÇø`ôÀðXüLè�ò�?�î�ê¼î�ÿ=ðáñ/ð�5 ñ�î*ÿ�
-?�ðXõ¼ðáñ¼îE5 ñ�öZ÷³î�ôÀþ�ð!
�éRí=í�ðáõ
ç?è*éRÿ;
¢òWè*õ�ñ@é=õ@òiî#öZðáñUöZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ð!
¢é=ñ/ô ÿRï+PQ� � ðáï*õ¼ð�5 ñ

8 4 òWè#÷�
 öXèeø*ðXõ¼ôÀÿRïÂþ�ðZê/ó=è^
���F ÿ òiî#ö^ê!�
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î*ñ
è#ÿRð�öáî�ÿ&ñ@ðáðUòWõ¼è*þ:ê¼óRð�ð�[`é=î�ê/ôÀè*ÿ=ñ���P î�õ/ê/ó�5 ñ
ñ@ð��`ê¼ôÀöUô³ñ
è�òEê¼óRôÀñ�êFù2í?ð��sç=é6êÓð��RöZðáð�
Rñ)ê¼óRôÀñ
ç�è#éRÿ�
6�Næ�ÿ�
�ô ÿ�
RðXð�
��*ç2ùoî�ÿ�î�÷Àù¼�áô ÿ=ï)óRô³ñEöXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿUöáî�õ¼ðZòWéR÷À÷ ùD��P î�õ/ê/ó�ü�î#ñ�î�çR÷Àð�ê/è
ê/õµî*öXð

6èeügÿÇê/óRðrðáõ/õ¼è*õ�ôÀÿ¿?�î�ê¼î*ÿRðáñ/ð�5 ñgî�ÿ�
'?�ðXõ¼ðáñ¼îE5 ñ�õ/ð¾î*ñ/è*ÿRôÀÿRï;�
æ�ÿ ôÀÿ`ê/ðáõ/ð¾ñFê¼ô ÿRï�òiî*ö^êÇü�î#ñ öXè*þ�íRé6ê¼ð�

ç2ù
ø\î*ÿ � ê/õµîeê¼ðXÿ é�ñ@ôÀÿRïR
6ðXòWè*õ¼þ�îeê/ôÀè*ÿ
ê¼óRðXè#õ/ù

î�ÿ�
IöXè*þ�íRé6ê¼ðXõ�î*÷ ï#ðXçRõµî-7¯ñ@ðáð
ÿRð��2ê�ñ/ðáö^ê¼ô è#ÿ;:ÐSJ� óRðKP î�õ/ê/óIñ@ð��`ê¼ôÀö�ô³ñ�öZè#ÿ`ê¼î�ôÀÿRð!
 ôÀÿÂîoê¼óRõ¼ðXð 4í=î�õµî�þ�ðXê/ðXõÓòiî�þ�ô ÷Àù&è�ò
65 4 ÿRè�
Rî*÷4ñ@ð��2ê/ô³öXñ���2=éRõ@ê¼óRðXõ¼þ�è*õ¼ð��Qøeî�ÿ � ê¼õ¼î�ê/ðXÿ ñ/éRï*ï#ðáñ@ê/ð!
�ê¼èÂê/õ¼ù

ê/è
öZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê ê¼óRô³ñ�òiî*þ�ôÀ÷Àù%ð��6íR÷ÀôÀöXôýê¼÷ ù
é=ñ/ô ÿ=ï��
î�÷À÷³î�õµîeê/ô�5 ñ öZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ 7iñ/ðáö^ê¼ô è#ÿ CE� 9¢è#ÿ
í=î�ï#ðKCeëD:��T� óRô³ñ ü�î#ñ�
6è*ÿRð
ç2ù
­�ðZê/ê/ðáõ¼ñ/ðXÿIôÀÿÇó=ôÀñG­Eó�� �8�Rê¼óRðáñ/ôÀñ3ð Ô%&`×�h��Eó��

=)ÿR÷Àù ø*ðáõ/ùLñ/óRè#õ@ê¼÷ ù î�ò�ê/ðXõ�P�î*õ@ê¼ó�5 ñ�
RôÀñ¼öZèeø#ðXõ¼ù%è�òoê¼óRð
65 4 ÿRè�
Rî*÷rñ@ð��`ê¼ôÀö����#î	�?ð î�ÿ;


�géRç?ðXõ¼þ�î�ÿ ð §(��h��^óoü�ðáõ/ð¢î�ç=÷ ð&ê/è%ñ/óRèeü
µA1(6) ≤ 65

é=ñ/ôÀÿRï%î�õ¼ï*éRþ�ðXÿ`êµñÇñ/ôÀþ�ôÀ÷³î�õÇê/è
P�ðáî�é=ø`ôÀ÷À÷ ðD5 ñ�7¯ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿ'¯�� ¯�è*ÿÇí=î*ï*ð�¯�¯�:�ügóRô³öµó � ÿ=î*÷ ÷Àù ñ/óRèeü�ð!
6S
7Wë;� @!·D:

µA1(6) = 65.

ægò�ê¼ðXõ�ê/óRðÇî�íRí?ðáî*õ¼î*ÿ=öZð�è*ògê/óRô³ñUõ/ð¾ñ@éR÷ êoôÀÿR
6ðáï*õ¼ðXð ñ/ôÌ�6��]Eÿ�
Rõ¼î�_�öZè#ÿ=ñ@ô�
6ðáõ/ð!
�ðáø*ðáÿ"ñ@ðXê¼ñoè�ò
ÿRè�
6ðáñgî*ÿ�
 ê/óRðáô õgöZè�
6ð¾ñ õ/ðá÷Àî�ê/ð!
�ê/è�ô ê ôÀÿÇþ�è#õ/ð�ï*ðáÿRðXõµî�÷³î�÷Àô êFù��2ñ@ðáð8ð g)Û)(�h��(�ig�ÛU(�h�h^óë��P�éRê
ê/óRô³ñ%
Rô�
ÇÿRè*êgî*÷ ÷ÀèeüLó=ô þ ê/èW
6ð�
Ré=öZðrÿRðáüLéRí=í�ðáõ�ç�è#éRÿ�
RñgòWè*õgóRôÀï*óRðáõI
6ðXï#õ/ðáðáñ��

�vå��såJ	-&¨
�Ü�Ö±1"Õ6×áä¯Ü�ÛQàUÜ�
I$ÂÜ�(QÕE,ñ"¶��³T&`ÖeàáâÐÖD
xÕ=ã�&2à
ÁEî�ÿ � ê/õµîeê/ðáÿ�5 ñ�öZè#þ�íRé6ê¼î�ê/ôÀè*ÿÂè*òNê/óRðoòiî*ö^ê)ê/ó=î�êQP î�õ/ê/ó�5 ñ

65 4 ÿRè�
Rî�÷vñ/ð��2ê¼ôÀöoø\î*õ/ôÀðáñ�ô ÿ�î
ê/óRõ¼ðXð 4 í�î�õµî�þ�ðZê¼ðXõEòiî*þ�ô ÷Àù�ôÀñ�î�ÿ î*íRíR÷ÀôÀöáîeê¼ô è#ÿ�è�òsóRô³ñJ
RðZòWè*õ¼þ�îeê¼ô è#ÿ�ê/óRðáè*õ¼ùoòWè#õ�ÿRè�
Rî*÷�ó2ù2í?ðXõ 4ñ@é=õ@òiî#öZðáñ4ô ÿ
� n ügó=ôÀöµó�óRð�
6ðXø#ðX÷Àè*íRí?ð�
�ôÀÿ�îÓñ@ê/ôÀ÷ ÷�éRÿ � ÿRô³ñ/óRð�
�í=î*í�ðáõ%ð òUñ�h���ó��o��ô³ñNê¼óRðXè#õ/ùUôÀñ
ç=î*ñ/ð�
 è*ÿ�ê¼óRð3
6ðZòWè#õ/þ�îeê¼ô è#ÿ�ê/óRðáè*õ¼ù�òWè*õ�ÿRè*ÿ 4 ô³ñ@è#÷Àî�ê/ð�
�ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñEügó=ôÀöµóúóRð�
6ðáø*ðá÷ è#íRí�ð!

ô ÿïð (�§�òUñ!h���ósê¼è*ï#ðZê/ó=ðXõ ügôýê¼ó'
6ðK�*è#ÿRï��

ÁEî�ÿ � ê¼õ¼î�ê/ðáÿ�öZè*ÿ�ñ@ô�
6ðXõ¼ð�
�ê¼óRð î<º�ÿRðúöZè*ÿ=ð�èeø*ðXõ
ê¼óRðúñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õr÷Àè6öZé=ñ
Σ := Σ(X)

è*ò
ê/óRð�ÿ=è^
=î�÷�ó2ù`í?ðXõµñ/éRõ@òiî#öZð

X
ügóRô³öµó�ô³ñ
ï*ôÀø*ðáÿ�ç2ù(îÇóRè*þ�è#ï*ðXÿ=è*é=ñ)í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷

X ∈ P :=
� [x0, . . . , xn]

è*ò�
RðXï*õ¼ðXð
d

��� ó=ôÀñUî�÷À÷ èeü�ð�
�óRô þ ê/è(î*íRíR÷Àù(ê¼óRð î�ç?èeø*ðW
6ðXòWè*õ¼þ�îeê/ôÀè*ÿ&ê¼óRð 4è*õ¼ù"è*ò�ÿRè#ÿ 4 ôÀñ/è*÷³îeê¼ð�
�ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ�� � óRð�
RðZòWè*õ¼þ�îeê¼ô è#ÿ"òWéRÿ�ö^ê/è#õ��)ðZò
(X,Σ)

öZè#ÿ=ñ/ôÀñ@ê¼ñ�è*ò

6ðZòWè#õ/þ�î�ê/ôÀè*ÿ=ñ�è�òvê/óRð
íRõ¼è�ûFð¾ö^ê/ôÀø*ð)ó2ù`í?ðXõµñ/éRõ@òiî#öZð

X
ügóRô³öµó ôÀÿ�
6é=öXð�î*ÿ=î�÷Àù`ê/ô³öXî*÷ ÷Àù�ê/õ¼ô ø2ô³î�÷6
6ð 4òWè*õ¼þ�îeê/ôÀè*ÿ�ñgè�òQê/óRðrþUéR÷ ê/ôÀï*ðXõ¼þ è*ò

X
î*õ/è#éRÿ�


Σ
�
T 1(X,Σ)

ô³ñ ê/ó=ðÓñ@í=î#öZðrè*òQôÀÿ � ÿRô ê/ð¾ñ@ôÀþ�î�÷

6ðZòWè#õ/þ�î�ê/ôÀè*ÿ=ñgî*ÿ�


T 2(X,Σ)
ê/óRðrè#ç=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿúñ/í=î*öXð��

��ð�ï#ðZê�òWè#õ�ê/óRð�ô ÿ � ÿRô ê/ðáñ/ôÀþ�î*÷�ðXþoç?ð�
�
6ð�
+
6ðZòWè#õ/þ�î�ê/ôÀè*ÿ=ñ
T 1(X) = (P/J)d

�PügóRðáõ/ð
J :=

�`î*ö
(X) := ( ∂X∂x0

, . . . , ∂X∂xn )

6ðXÿRè*ê/ð¾ñsê¼óRðsû@î#öZè*ç=ôÀî*ÿÓô�
Rðáî�÷`è�ò

X
�U2Rè#õsê¼óRð�ôÀÿ � ÿ=ôýê¼ðáñ/ô þ�î�÷


6ðZòWè#õ/þ�î�ê/ôÀè*ÿ=ñ�è�ò�ê/óRðoþoéR÷ ê/ôÀï*ðáõ/þ
(X,Σ)

�?ü�ðÓó�î\ø*ð�S
T 1(O(X,Σ)) = ⊕x∈ΣT

1(OX,x)
��æ�ñ

Σ
ô³ñQõ/ð!
6é=öZð!
ÓôÀÿoè#éRõNöXî*ñ/ð��\øeî�ÿ � ê/õµîeê¼ðXÿ�öZè*é=÷�
Uî�íRíR÷ÀùÓñ/è*þ�ð4øeî�ÿ=ôÀñ/óRôÀÿRï)õ¼ðáñ/éR÷ ê¼ñQügóRô³öµóoþ�î	�#ð

î�÷ è#ÿRï�ð��Rî*öZê�ñ@ð![#é=ðXÿ=öXð)òWõ¼è*þ´ð (�§6òUñ�h���óQöZè*÷À÷³î�í=ñ�ê¼è�S
0→ T 1(X,Σ)→ T 1(X)→ T 1(O(X,Σ))→ T 2(X,Σ)→ 0.

��ð�
6ðXÿRè*ê/ð ê¼óRð�ñ/î�ê/éRõµîeê¼ô è#ÿUè*ò
J
ü�� õ!� ê��

m := (x0, . . . , xn)
ç`ù

I := J : m∞
�UÁEî*ÿ � ê/õµîeê/ðáÿ

î�õ¼ï*éRð!
úê/ó=î�ê�ê/óRðUî�ç?èeø*ðrñ@ð![`éRðXÿ=öXðrôÀñ�ôÀñ/è*þ�è#õ/íRó=ôÀö)ê/è�ê¼óRð#
6ðáï*õ¼ðXð
d
í=î�õ/ê�è�ò�ê/óRðÓñ/ð�[`éRðáÿ=öZð

è�ò�ï*õµî�
6ð!

P 4 þ�è�
6éR÷Àðáñ�S

0→ H0
m(P/J)→ P/J → P/I → H1

m(P/J)→ 0.

� óRô³ñgô þ�þ�ð�
RôÀî�ê/ðX÷Àù ù2ôÀðX÷�
Rñ�S
dimT 1(X,Σ)− dimT 2(X,Σ) = dim(P/J)d −

∑

x∈Σ

τ(X, x)

=

(
n+ d

d

)
− (n+ 1)2 −#(

ÿRè�
6ð¾ñ
(X)).

7Wë;� @<¹	:



+ õ % � {;ÅE|�Å�Ä�z¿{;ÅEy�ø���z;y � ô <�< ô ø�Ähz ö �WÄ�Ãe�J�
æ�ñ

H0
m(P/J) = I/J

�6ü�ð
ï*ðZê òWõ¼è*þ ê/óRðÓî*ç�èeø#ð)ð��6î#ö^ê�ñ/ð�[`éRðXÿ�öZðáñ�S
7ië���@�ND:

T 1(X,Σ) = (I/J)d.�&ð�öXî*ÿ�ê¼ó2é=ñoöXè*þ�íRé6ê¼ð
dimT 1(X,Σ)

é�ñ@ôÀÿRï(öZè#þ�íRé6ê/ðáõoî�÷Àï*ðáçRõµîúî*ÿ�
 ú ø2ôÀî\7ië���@±¹<: úî*÷Àñ/è
dimT 2(X,Σ)

ügóRô³öµó õ¼ðXíRõ¼ðáñ/ðXÿ`ê¼ñ4ê/ó=ð�ÿ2éRþUç�ðáõ è�òÐôÀÿ�
6ðáí�ðáÿ�
6ðáÿ#ê�öXè*ÿ�
6ô ê/ôÀè*ÿ�ñ�ôÀþ�í�è`ñ@ð!

è#ÿÇî�í?è*÷Àù`ÿ=è*þ�ôÀî*÷Pè�òo
6ðXï#õ/ðáð

d
ê/è�í=î*ñ¼ñ�ê/ó=õ/è#éRï*óúê/óRðrÿ=è^
Rðáñ

Σ
�

æ�ñoî�ÿ&ð��Rî�þ�íR÷Àð��s÷ÀðZêré=ñröXè*ÿ=ñ/ô�
6ðXõ
ê¼óRð�öXî*ñ/ð�è�ò�ÿRè�
Rî�÷Eñ/ð��2ê/ô³öXñ
f6

�dF�êÓôÀñ3�2ÿRèeügÿ�ê/ó=î�ê
#(
ÿ=è^
Rðáñ

(f6)) ≤ 65
î*ñ�ü�ðoó=î\ø*ðÓñ/ðXðáÿÂô ÿÂê¼óRðoí=õ/ðáø`ôÀè*é�ñ�ñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿ���æ�ñ

dimT 2(f6,Σ) ≥ 0
�

ü�ðrè*ç6êµî�ôÀÿ�S
dimT 1(f6,Σ) ≥ 68− 65 = 3

�TF ÿ�
6ðXð!
6�=é�ñ@ôÀÿRïpehit���Ua�rD��bÂü�ðÓöXî*ÿÂöZè*þ�íRéRê/ð
ø2ô³îR7Wë;� @!N�:Óê/ó=î�ê

dimT 1(
P î*õ

65,Σ) = 3
î�ÿ�
 ê/ó2é=ñ

dimT 2(
P î�õ

65,Σ) = 0
òWè*õdP�î*õ@ê¼ó�5 ñ

65 4 ÿ=è^
=î�÷Pñ@ð��2ê/ô³öQP î*õ
65

7iñ/ðáöZê/ôÀè*ÿÇë��³9oè#ÿúí�î�ï*ðK9*ì�:Ð�
�sðXê4é=ñ4þ�ðáÿ`ê/ôÀè*ÿ�ñ/è*þ�ðgè�ê¼óRðXõEôÀþ�þ�ð�
6ô³îeê¼ð�öZè#ÿ=ñ@ð![`éRðXÿ=öXðáñ�è*ò?ê¼óRð�÷Àô ÿ=ðáî�õ4õ/ðá÷Àî�ê/ôÀè*ÿ'7Wë;� @<¹<:

ç?ðZêFü�ðXðáÿ
dim T 1(X,Σ)

î�ÿ;

dimT 2(X,Σ)

S
Î ÝUbhÝUrDrD��b�l"ë;� @^q'Þ £tä ß ä ß ¦Kã�á<äÿ©<ä�£/á<ãE«#©DªLá	¥±¦ j Ñ ¦ ß ©	¥±¦�i
7À@!: o åWä ß ¦�§�¦p¦Lî�£�«Ðä¾«�©¿§Ð£Ìæ�£/ê�ãhá!ê�©<¢T«�¦ é ä¾£/à

f7
£tã � 3 ü £ Ï ¦ Ï dimT 1(f7,Σ(f7)) = 0)ä ß ¦�ã�£tä ß ©±«#¦Lî¼©Dà�ä�¢ è

104
ãhá!ê�¦�«#©<ãhê

dimT 2(f7,Σ(f7)) = 0 Ï7�C�: o å Ñ ¦ ß ©<¥<¦
dim T 2(fd,Σ(fd)) ≤ c

å�á<§Q«�á<âW¦�ãhá!ê�©	¢ ß^èLé ¦�§O«Ðç�§kå�©DàL¦
fd

á»å3ê�¦ëæ	§L¦L¦
d

£tã � n å�á<§K«�á	âd¦
c ∈ Ú 0

ä ß ¦�ã

#(
ÿRè�
6ð¾ñ

(fd)) ≤ dim(P/J)d + c =

(
n+ d

d

)
− (n+ 1)2 + c.

7¾¯D: o ã é ©	§Ðä¾£/à�ç�¢ ©	§ j ä ß ¦¸ã;ç�âdªO¦�§#á»å8ãhá!ê�¦�«8á»åd©<ã+ç�ãháDªÐ«Ðä�§Ðç�à�äÿ¦Oê
ã�á�êD©<¢ ß^èLé ¦�§O«Ðç�§kå�©�àO¦
fd

á»å#êD¦�æ�§�¦O¦
d

£tã � n £�«#ªLá	ç�ãhêD¦Lê-ª è i
#(
ÿ=è^
Rðáñ

(f)) ≤
(
n+ d

d

)
− (n+ 1)2.

F ÿ(öµó=î*í6ê/ðáõ�@áì�è*ÿIí=î*ï*ðd@!CE@	�Rü�ðr÷ ô³ñ@ê
dimT 1(fd,Σ(fd))

î*ÿ�

dimT 2(fd,Σ(fd))

òWè#õ
þ�î�ÿ2ù�ÿRè�
Rî�÷)ó2ù`í?ðXõµñ/éRõ@òiî#öZð¾ñ

fd
è*ò#
6ðXï#õ/ðáð

d
ôÀÿ � n � 2=õ/è#þ ê¼óRðáñ/ð�öXè*þ�íRé6êµîeê¼ô è#ÿ=ñ�� ü�ð

öáî�ÿ�è*ç=ñ/ðXõ¼ø*ðÇþ�î�ÿ2ù�ôÀÿ#ê¼ðXõ¼ðáñ@ê/ôÀÿRï&ê/óRôÀÿRï`ñ�� ]I� ï�����ê/óRð
168 4 ÿRè�
Rî�÷�è6ö^ê¼ôÀöIíRõ¼ðáñ/ðXÿ`ê¼ð�
�ô ÿ�ê/ó=ð

òWè#÷ ÷Àèeügô ÿ=ï�ñ/ðáö^ê¼ô è#ÿ�ô³ñUê/óRðIè#ÿR÷ ùï�2ÿRèeügÿ�õ/ôÀï*ô�
�è6öZê/ô³öÇî*÷ýê¼óRè*é=ï*ó�ê¼óRðIõ/ð¾ñFê¼õ/ô³ö^ê¼ô è#ÿ òWõ¼è*þ ê¼óRð
öXè*õ¼è*÷À÷Àî*õ/ù�î�÷À÷Àèeü�ñ4ê¼óRðrð��6ô³ñFê¼ðXÿ=öXð
è�ò

149 4 ÿRè�
Rî*÷�õ¼ôÀï*ô�
 è6ö^ê¼ôÀöáñ��o�%ó2ùEÑ
F�ò

dimT 2(X,Σ) = 0
òWè*õ ñ@è#þ�ð)ÿRè�
Rî�÷�ó2ù`í?ðXõµñ/éRõ@òiî#öZð

X
ê/óRðáÿúî�ÿ2ù�÷ è6öáî�÷�
6ðZòWè#õ/þ�îeê¼ô è#ÿ

öáî�ÿÇç�ðrï#÷ è#ç=î�÷Àô �áð�
 ê/è
X

��� ó2é=ñ��6ê¼óRðrð��6ô³ñFê¼ðXÿ=öXð�è*ò�î�ÿRè�
Rî*÷só2ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öZð
X
ô þ�íR÷ÀôÀðáñ ê¼óRð

ð��2ô³ñ@ê/ðXÿ�öZð�è*òsó2ù`í?ðXõµñ/éRõ@òiî#öZð¾ñEügô ê/ó î*ÿ`ù�ÿRè#ÿ 4 ÿRðXï`îeê/ôÀø*ðgÿ2éRþUç�ðáõ ≤ #(
ÿRè�
6ð¾ñ

(X))
è�òsÿRè�
6ð¾ñ��

�Ðå��så g�ÛU(ÐÖeÕ-��� à
168 ¸ ÛÐÜ�(QÕE,�£�ã�×¾äiã#à

P î�õ/ê/ó�5 ñvöXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê/ôÀè*ÿ
è�ò2ê/ó=ð
65 4 ÿRè�
Rî*÷*ñ@ð��2ê/ô³öEî�ÿ�
�ê¼óRð

345 4 ÿRè�
Rî�÷	
Rðáö^ê¼ôÀö�ñ@ó=èeü�ð!
�ê¼ó=îeê
�gè#óRÿ�5 ñ
î�ÿ�
�P�� � ðXï*õ¼ð�5 ñ�öZè*ÿ�ñFê¼õ/é=öZê/ôÀè*ÿ=ñ)ü�ðXõ¼ðUðáø*ðXÿ�þ�è*õ¼ðoí?èeü�ðáõ@òWéR÷Qê¼ó=î�ÿ�ê/óRð�ï*ðáè*þ�ðZê¼ðXõµñ
ó=îD
rê¼óRè*éRï#ó`êQç?ðZòWè#õ/ðD� � è;�	P î�õ/ê/ó�5 ñ)­Eó�� �#�*ñ@ê/é;
6ðXÿ`êo]Eÿ�
6õµî	_
öZè#ÿ=ñ/ô�
6ðáõ/ð!
Óñ/éRõ@òiî#öZð¾ñÐè*ò;
6ðáï*õ¼ðXð
8
ügóRô³öµóÂî�õ¼ôÀñ/ð)ôÀÿÇê/óRðÓñ¼î�þ�ð
ü î\ù���� óRðrþ�î�ôÀÿúõ¼ðáñ/éR÷ ê�è�òÐó=ôÀñ ê¼óRðáñ/ô³ñ3ð g�ÛU(�h�����g)Û)(�h���óvü�î#ñ
ê¼óRðÓöZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿúè�ò�è*ÿÇè6ö^ê/ô³ö
ügô ê/ó

168
ÿRè�
6ð¾ñ��

��ð�ñ@ê¼î�õ/ê/ð!
(ügô ê/ó&î
D8 4 ôÀÿ`øeî*õ/ô³î�ÿ`ê 9 4 í=î*õ¼î*þ�ðZê/ðáõ�òiî*þ�ôÀ÷Àù F := P − Q è�ò�ñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ�è*ò
6ðáï*õ¼ðXð

8
�Rügó=ðXõ¼ð

7ië���@�BD:
P :=

∏7
j=0

(
cos
(
πj
4

)
x+ sin

(
πj
4

)
y − w

)

= 1
4 (x2 − w2)(y2 − w2)

(
(x+ y)2 − 2w2

) (
(x− y)2 − 2w2

)
,

Q := a(x2 + y2)2 + (x2 + y2)(bz2 + czw + dw2)

+ez4 + fz3w + gz2w2 + hzw3 + iw4.
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)fik�Ua�b6ma¯�q�©�q�=)ÿRðrè*òvê/ó=ð
êFü�è
168 4 ÿRè�
Rî�÷h]Eÿ�
6õµî	_�=�öZê/ô³öXñ��

2Rè#õ
î ï*ðáÿRðXõ¼ôÀöoöµóRè*ô³öZðUè�òNê/ó=ðUí=î*õ¼î*þ�ðZê/ðáõ¼ñ
a, b, . . . , i ∈ � ��ê/óRô³ñ�ó�î*ñ (8

2

)
· 4 = 112

ÿ=è^
Rðáñ
7iöXè*þ�í=î�õ¼ðK�gè#óRÿ�5 ñ�öZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿ��Rñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿ\@D� ¯�:��J2=è*õ ê/ó=ðoî�ÿ=î*÷ ù6ñ/ôÀñ è*òÐê¼óRð
òiî�þ�ôÀ÷ ùD��]Eÿ;
6õ¼î�_
öZè#éR÷�
"õ/ð¾ñFê¼õ/ô³ö^êUê/è�êFü�è�íR÷Àî*ÿRðáñUç?ðáöXî*é=ñ/ð è�ò�ê/óRðIñ@ù2þ�þ�ðZê¼õ/ù¢è�ò�ê/óRðIöZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿ��&æ�ò�ê/ðXõ
î öXî*õ/ðXòWéR÷�î�ÿ=î*÷ ù6ñ/ôÀñ�è*ò�ê/ó=ð(öZéRõ¼ø*ð¾ñUôÀÿ�ê/óRð¾ñ@ðIíR÷³î�ÿ=ðáñ���óRð � ÿ�î�÷À÷ ù òWè#éRÿ�
�ê/ó=ðÂí=î�õµî�þ�ðZê¼ðXõµñ
a = −4(1 +

√
2)

�
b = 8(2 +

√
2)

�
c = 0

�
d = 2(2 + 7

√
2)

�
e = −16

�
f = 0

�
g = 8(1− 2

√
2)

�
h = 0

�
i = −(1 + 12

√
2)
ügóRô³öµó(÷ÀðáîD
Iê/è�è#ÿ(è6ö^ê¼ôÀö#]Eÿ�
6õ

168
ügôýê¼ó

168ÿRè�
6ðáñ�S
7Wë;� C*ìD:

µA1(8) ≥ 168.

F ÿ�òiî*öZê��`ç2ùUõ¼ðXíR÷³î*öXô ÿ=ïrðXø*ðáõ/ù √
2
ç2ù −√2

]Eÿ;
6õ¼î�_Óï*è*ê4î�ÿRè*ê/óRðáõ
168 4 ÿRè�
Rî�÷6è6ö^ê¼ôÀöI]Eÿ�
6õ ′

168ügóRô³öµóÇô³ñgÿRè*êgíRõ/è*ûFðáöZê/ôÀø*ðX÷Àù�ô³ñ@è#þ�è#õ/í=óRôÀö)ê¼èUê¼óRð � õµñFêgè#ÿRð��
ÁEî�ÿ � ê¼õ¼î�ê/ðXÿÂöXè*þ�íRé6ê¼ð�
6�=î*ï#î*ô ÿÇé=ñ/ô ÿRïW
6ðXòWè*õ¼þ�îeê/ôÀè*ÿúê/ó=ðXè*õ¼ù�7¯ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿIë;� ·�:��6ê/ó�îeê�ê¼óRôÀñ

è6ö^ê/ô³ö�ôÀñ�õ¼ô ï#ô�
��)F ÿ òiî*öZê��2ê/ó=ôÀñ ô³ñ ñFê¼ô ÷À÷?ê/óRð
è*ÿ=÷ ù�õ¼ô ï#ô�
�ÿRè�
Rî�÷�è6ö^ê¼ôÀö
î�ÿ;
 î�÷³ñ/èÓê/ó=ð�õ¼ôÀï*ô�
�ÿRè�
Rî�÷
ñ@é=õ@òiî#öZð�è�ò4ê¼óRð�ñ@þ�î*÷ ÷Àðáñ@ê3
RðXï*õ¼ðXð8�2ÿRèeügÿ�éRí�ê/èÇÿRèeü��KÁEî*ÿ � ê¼õ¼î�ê/ðáÿ&î*÷Àñ/è�òWè#éRÿ�
&î�ÿ�è6öZê/ô³ö
ügôýê¼óÂþ�î�ÿ2ù�ÿRè�
6ð¾ñ ügôýê¼óRô ÿÇê¼óRðÓî�ç?èeø*ð)òiî�þ�ôÀ÷ ù��RóRô³ñgð��6î*þ�íR÷ ð
ó=î#ñ

165
ÿRè�
6ð¾ñ��

�Ðåª�vå��rÕRÛ).��Àà¥�4ä¯àX×�Ü�
Ø� Õ6×¾äiÜ?ÛÐÕE,ñ	ÇÜ�âUÖ),¾&ÂÔ�Ü?äiÛ�×¾à�Ü�Û Ù�âQÕ6Ö\×áä¯ã*à
� óRð�öZ÷³î*ñ¼ñ/ô � öáîeê¼ô è#ÿ(è�ògî�÷À÷EöZéRç=ôÀö�ñ/éRõ@òiî#öZð¾ñ)ügô ê/ó¢õ¼ðáñ/í�ð¾ö^ê
ê/èÇê¼óRð�ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ�è6öXöXéRõ 4õ/ôÀÿRï�è*ÿ�ê¼óRðXþKü î*ñ�î�÷Àõ¼ðáî�
RùoòWè#éRÿ�
�ôÀÿ�ê¼óRð

19  }¡ öZðXÿ`ê¼éRõ/ù'7¯ñ@ðáð)ñ/ðáö^ê¼ô è#ÿ�@D� @�è#ÿ í=î*ï*ðK@!¯oî*ÿ�

ð ���Z��hEó6òWè*õEî�þ�è�
6ðXõ¼ÿUê/õ¼ðáîeê¼þ�ðXÿ`êO:��Qæ�÷ýê¼óRè*éRï#óoê¼óRðgï*õ¼ðáî�ê/ð¾ñFê�ÿ2éRþoç?ðXõNè*ò?ñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñÐè#ÿ
îK[`é=î�õ/ê/ô³ögñ/éRõ@òiî#öZðgü î*ñEî*÷Àñ/èÓî�÷Àõ¼ðáî�
Rù8
6ðXê/ðXõ¼þ�ô ÿ=ð�
�îeêNê¼ó=îeê�ê/ôÀþ�ð�ç2ù¸�
éRþ�þ�ðXõ!��ê¼óRð�öX÷Àî#ñ/ñ/ô � 4öXî�ê/ôÀè*ÿIè�ò�î�÷À÷�[#é�î�õ/ê/ô³ö�ñ/éRõ/òiî*öXðáñ�ügôýê¼óIõ/ð¾ñ@í?ðáöZê�ê¼è�ê/óRðáô õ�ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñ�ü�î#ñ è*ÿR÷Àù öXè*þ�íR÷ÀðZê/ð!

ô ÿï@!B�B^¹
ç2ù
Ç4î*ÿRïpð �rÕRÛ�h���óë�

F ÿLî ñ/ðXõ¼ô ð¾ñ�è�òrí=î*í�ðáõ¼ñ ô ÿ
ê¼óRðR@!B�N*ì�5 ñ��G��õµî�ç?ðÂó=î�
%ñ@ê¼î*õ@ê¼ð�
�ê/è�ê/õ¼ù"ê¼è"öZ÷³î*ñ¼ñ@ô òWù�î*÷ ÷
[`é=î�õ/ê/ô³ö�ñ/éRõ@òiî#öZð¾ñNô ÿ
� 3 �o��ð�ó�î�
�ñ/é=öXöXðXð�
Rð�
�ôÀÿ�ê/óRð�öáî*ñ/ð�è�òPÿRè#ÿ 4 ÿRè*õ¼þ�î�÷E[`é=î�õ/ê/ô³ögñ/éRõ@òiî#öZð¾ñ
ð ²úÖeÕ����=Õ�ó��3��õµî�ç?ðoó�î�
(î*÷Àñ/è í?ðXõ/òWè*õ¼þ�ð�
Çê/ó=ðUþ�îeûFè#õ)ñ@ê/ðáí=ñ)òWè*õ�[`é=î*õ@ê¼ôÀöUñ@é=õ@òiî#öZðáñ�ügôýê¼ó�î�ê
÷ ð¾î*ñ@êUè#ÿRð ñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýêFù�ügóRôÀöµó ô³ñÓÿ=è�êUîÂõµîeê¼ô è#ÿ=î�÷J
6è*éRç=÷ ðúí�è#ô ÿ`ê��Nñ/ðXð¿ð ²úÖ\Õ������Ø²úÖeÕ�����Öñ�	-&^.�h��Eóë�f2=è*õgê¼óRðÓè*ÿ=÷ ùÇõ/ðáþ�î�ôÀÿRô ÿ=ï�öáî*ñ/ðrè�ò�[`é=î�õ/ê/ô³öXñ�ügôýê¼óÂè*ÿR÷Àù õµîeê¼ô è#ÿ=î�÷�
6è#éRçR÷ÀðÓí?è*ôÀÿ#êµñ��
��õµî�ç?ðúó�î�
 þ�î�ÿ�î�ï*ð!
¢ê/è�õ/ð!
6é=öXð�ê/ó=ðúíRõ¼è*ç=÷ ðáþ ê¼è&î�íRéRõ¼ðX÷Àù&÷³îeê/ê/ô³öZð 4 ê¼óRðXè#õ/ðXê/ô³ö�íRõ¼è*çR÷ÀðXþð ²úÖeÕ����(��²úÖeÕ�h��Eóë�

��ñ/ô ÿ=ï���õ¼î*ç�ðD5 ñÇõ¼ðáñ/éR÷ýêµñ�ê¼è*ï#ðZê/ó=ðXõIügôýê¼ó-ñ/è*þ�ð\��¯�÷³îeê@ê¼ôÀöXð&ê/óRðáè*õ¼ù 
RéRð�ê¼è�®�ô �2éR÷ÀôÀÿ
ð $ÂäL¼����Eóë��Ç4î�ÿ=ïÂü�î#ñ � ÿ=î�÷À÷Àù�î�çR÷Àð�ê/è¿
RðZê/ðáõ/þ�ôÀÿRð�î�÷À÷Ní?è#ñ¼ñ@ôÀçR÷Àð�öZè*þUçRôÀÿ=îeê¼ô è#ÿ=ñ�è�ò õ¼î�ê/ôÀè*ÿ=î*÷

6è*é=çR÷ ð�í?è*ôÀÿ`ê¼ñ
è*ÿ&îp[#é�î�õ/ê/ô³öUñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ�þ�î*ô ÿR÷Àù(ç2ù(î�í=íR÷ ù2ôÀÿRïp®�ô��`é=÷ ôÀÿ�5 ñ
þ�ðXê/óRè�
¢ñ/ù2ñ@ê/ðáþ 4îeê¼ôÀöáî�÷À÷ ùúé=ñ@ôÀÿRï�î�öZè#þ�íRé6ê/ðáõKð �
Õ=Ûih��^óë�J� ó=ôÀñ�öXè*þ�íR÷ÀðZê¼ð�
úê/óRðÓöX÷Àî#ñ/ñ/ô � öXî�ê/ôÀè*ÿÇè�òNî�÷À÷�[`é=î�õ/ê/ô³ö
ñ@é=õ@òiî#öZðáñ4ügôýê¼ó�õ/ð¾ñ@í?ðáöZêEê/èÓê/óRð�ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ�è6öXöXéRõ¼õ/ôÀÿRïrè*ÿ�ê¼óRðXþ8þ�è*õ¼ð ê/ó�î�ÿ�è*ÿ=ð 4 ó`é=ÿ�
6õ¼ð�

ù*ð¾î�õµñgîeò�ê/ðáõ ê/óRðÓñ¼î�þ�ð
ó=îD
 ç?ðXðáÿp
Rè*ÿRð�òWè*õ�öXéRçRô³örñ@é=õ@òiî#öZðáñ��



+ % % � {;ÅE|�Å�Ä�z¿{;ÅEy�ø���z;y � ô <�< ô ø�Ähz ö �WÄ�Ãe�J�
�Ðè(ï*ôÀø*ð�ñ/è*þ�ð�ð��Rî*þ�í=÷ ð¾ñ��Ðê/óRð õ/ð¾ñ@éR÷ êUñ/óRèeü�ñ
ê¼ó=îeê

µ3
A2

(4) = 8
�Qô�� ðD�sê/ó=ð�þ�î<�6ô þUéRþ

ÿ2éRþUç�ðáõ�è*òvöZé=ñ/í=ñ�è*ÿúî8[`é=î�õ/ê/ô³ögô³ñ�ðáô ï#ó`ê��
µ3
A2

(4) ≤ 8
î*÷ õ¼ðáîD
6ùUòWè*÷À÷ èeü�ñEòWõ/è#þ ÁEî*õ¼öµó=ðXÿE�#è�5 ñ

ç?è*éRÿ;
6�6çRé6ê ê/è�è*é=õf�2ÿRèeüg÷Àð�
Rï*ð��`ê¼óRð
è�ê/ó=ðXõ�ô ÿRð![`é=î�÷ÀôýêFù
µ3
A2

(4) ≥ 8
ó�î�
�ÿ=è�êgç�ðáðXÿ��2ÿRèeügÿ

íRõ¼ðXø2ôÀè*é=ñ/÷Àù�� � óRè*õ/ê/÷Àù î�ò�ê/ðXõ¼ü î�õO
Rñ���P î�õ/ê/óúè*ç6êµî�ôÀÿRð�
 ê/ó=ðÓñ/î*þ�ð
õ¼ðáñ/éR÷ ê ç2ù î*ÿRè�ê¼óRðXõ þ�ðZê¼óRè�

ð �UÕRÖD����Ö�ó6¶�óRðÓî*÷Àñ/è�ï#î\ø*ð�ð��6íR÷Àô³öZô ê�ð�[`é=îeê¼ô è#ÿ=ñ�òWè*õ

8 4 öXé=ñ@í=ô�
Rî*÷�[`é=î�õ/ê/ô³öXñ�ôÀÿp� 3 �
æ�ÿ=è�ê/ó=ðXõ�ô ÿ`ê/ðáõ/ð¾ñFê¼ô ÿ=ï�ð��2ê/õ¼ðXþ�î�÷QöXî#ñ@ðÓô³ñgê¼óRðoó=ô ï#óRðáñ@ê

Aj 4 ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýêFù ê/ó=î�ê)öXî*ÿ(è6öXöXéRõè#ÿ&î'[`é=î*õ@ê¼ôÀö��¸]4ôýê¼óRðXõròWõ¼è*þ½ÁEî�õµöµóRðXÿ��*è�5 ñ
ñ@í?ðáöZê/õµî�÷Nç?è*éRÿ;
�è#õrø2ôÀîp®�ô��2éR÷Àô ÿ�5 ñK��¯Ç÷³îeê@ê¼ôÀöXð
ê¼óRðXè#õ/ù�ô ê�òWè#÷ ÷Àèeü�ñEê¼ó=îeê�ê/ó=ðXõ¼ð)öXî*ÿRÿRè*ê�ç?ð�ñ/é=öµó î�ñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýêFùUòWè*õ

j > 19
��2Rõ¼è*þ�®�ô �2éR÷Àô ÿ�5 ñ

õ¼ðáñ/éR÷ ê¼ñ��`è#ÿRð)öáî�ÿÇñ@óRèeü%ôÀÿIî�ÿúî*ç=ñ@ê/õµî*ö^ê�ü�î\ùUê/ó�îeê�î8[`é=î*õ@ê¼ôÀö�ügôýê¼óÇî*ÿ
A19

ð��6ô³ñFêµñQ7ið�� ï����2ç`ù
÷Àè2è��2ô ÿ=ïúîeê3Ç4î*ÿRï�5 ñ�÷ ô³ñFêÐ:Ð�¸P�éRê
ô êrôÀñ�ðáø*ðXÿ�í�è`ñ/ñ/ôÀçR÷ ðUê/èIügõ¼ôýê¼ð¸
Rèeügÿ�î�ÿ�ð��6íR÷ÀôÀöXôýê
òWè#õ/þUéR÷Àî��
� óRô³ñNü î*ñNî*÷ õ¼ðáîD
6ù#
6è#ÿRðgô ÿp@!B�NDC)ç2ù8�rî�ê/èrî�ÿ;
¸®)î�õ¼éE�2ô6ð Ú'$_��"¼óë�`ç=î*ñ/ôÀöáî�÷À÷ ùoé=ñ@ôÀÿRïrð��2í=÷ ô³öZô ê
þ�ðZê¼óRè�
Rñ�ñ@ôÀþ�ô ÷³î�õoê/è(ê¼óRè#ñ/ð�ügóRô³öµó�ó=îD
�î�÷À÷Àèeü�ð!
 � öµóR÷��	 =ôEê¼è�öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê�î�öZé=çRôÀöúñ@é=õ@òiî#öZð
ügô ê/ó%î�ÿ

A5 4 ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô êFù ügóRô³öµó�ü�ðIþ�ðXÿ`ê/ôÀè*ÿRð!

îeê�ê/ó=ðÂðXÿ�
�è�òrñ/ðáö^ê¼ô è#ÿ�@D� @D� @Çê¼è*ï*ðXê/óRðáõ
ügô ê/óIõ¼ðáñ/éR÷ýêµñ è�òfð ���Z��h�ó�S

�n�J� �%�w�
16(x2 + y2) + 32xz2 − 16y3 + 16z4 − 32yz3 + 8(2x2 − 2xy + 5y2)z2

+ 8(2x3 − 5x2y − 6xy2 − 7y3)z + 20x4 + 44x3y + 65x2y2 + 40xy3 + 41y4 = 0.

�Ðåªhvå
ñvÕ6Ö\×áä5� à
600 ¸ ÛQÜ�(QÕE,Ê	ÇÜ�()&`ã*×áä¯ã

� óRð�þ�î�ôÀÿ�õ¼ðáñ/éR÷ êrè�ò � î�õ/ê/ô�5 ñ)ê/ó=ðáñ/ôÀñW7¯ñ@óRð�ô³ñrî�ÿRè*ê/óRðáõ3­Eó�� �#�vñ@ê/é;
6ðXÿ`êrè�òGP�î*õ@ê¼ó;:)ü�î#ñ
ê¼óRð)öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ�è�òvîÓñ/éRõ/òiî*öZð�è�ò�
6ðXï#õ/ðáð

12
ügô ê/ó

600
ÿRè�
6ð¾ñ��2ñ/ðXðKð¤ñvÕ6ÖÌ�sØDóë��� ó=ôÀñ�ñ@é=õ@òiî#öZð

ô³ñ�î�÷³ñ/è�ôÀÿ2øeî�õ¼ôÀî*ÿ#ê�é=ÿ�
6ðXõ)î�÷Àî*õ/ï#ð
ñ/ù2þ�þ�ðXê/õ¼ù ï#õ/è#éRí��6ÿ=î*þ�ðá÷ ù ê/óRðoõ/ð� =ðáöZê/ôÀè*ÿIï*õ¼è*éRíÇè�ò�ê¼óRð
õ¼ðXï#éR÷Àî*õÓòWè#éRõ 4 
6ôÀþ�ðXÿ=ñ/ô è#ÿ=î�÷ 600 4 öZðX÷À÷���F ÿ"òiî*ö^ê!�J��è*õ¼ù2éRÿRèeø¢ó=îD
"î�÷Àõ¼ðáî�
Rù&î*ÿRÿRè*é=ÿ=öZð!
 ê/ó=ð
ð��2ô³ñ@ê/ðXÿ�öZð�è*òvî

600 4 ÿ=è^
=î�÷=ñ/éRõ/òiî*öZð�ô ÿ2øeî�õ¼ôÀî*ÿ`êEéRÿ�
6ðáõ4ê¼óRôÀñ�ï*õ¼è*é=í�ôÀÿ¿@!B�B�·��UP�é6ê óRð�ó=îD
�ÿRè*ê
ç?ðXðáÿ¢î*çR÷Àð�ê/èIï*ôÀø*ð�ð��6íR÷Àô³öZô êÓð�[`é=îeê¼ô è#ÿ=ñ
ç?ðáöXî*é=ñ/ð�ê/óRð�ð![#é�îeê/ôÀè*ÿ�ñ
è�ò�ê/óRð�ôÀÿ2ø\î*õ/ô³î�ÿ`ê

S12
è�ò


6ðáï*õ¼ðXð
12
ó=î�
úÿRè*ê�ç�ðáðXÿp�2ÿRèeügÿÇî�ê ê/ó=î�êgê/ôÀþ�ðD�

� óRô³ñ)î*ÿ�
Iê¼óRðoè*ê/óRðáõ)ôÀÿ2ø\î*õ/ô³î�ÿ`êµñgè�òNê¼óRðoï#õ/è#éRíÂè�òNê¼óRð
600 4 öZðá÷ ÷sü�ðXõ¼ðròWè#éRÿ�
(ç2ù � î�õ/ê/ô

ôÀÿ¢óRðXõ�­Eó�� �8�sê¼óRðáñ/ôÀñ��W�&ð�õ/ðXòWðXõ�ê/èïð¤ñsÕRÖD�vØh�ví��së¼¯�N	óQòWè#õ
ê/óRð�ø#ðXõ¼ù(÷ÀðXÿRï*ê/ó2ù(ð�[`é=î�ê/ôÀè*ÿ&è�ò
S12

�T��ôÀø*ðáÿ ê¼óRô³ñ��=ñ/óRðÓñ@ê/é�
Rô ð!
 ê¼óRðrí?ðXÿ=öXô ÷
� î

12(λ) : S12(x, y, z, w) + λ(x2 + y2 + z2 + w2)6

î*ÿ�
�òWè*éRÿ�
�ê¼óRð�í=î�õµî�þ�ðXê/ðXõµñ
λ ∈ � �Ðñ�� ê!� � î

12(λ)
î�
6þ�ô ê¼ñÓñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ��dF�êÓê¼éRõ¼ÿRð�
&è*éRê

ê¼ó=îeê � î
12(λ)

ó=î*ñ
è#õ/ç=ôýêµñrè�ò�ÿRè�
6ðáñrè*ò�÷ÀðXÿ=ï�ê/ó�ñ
300

�
600

�
360

�
60
òWè#õ

λ = − 3
32

� − 22
243

�
− 2

25

�
0

�`õ¼ðáñ/í�ð¾ö^ê/ôÀø*ðá÷ ù�î*ÿ�
�ÿRèoè*ê/óRðáõ�ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñ��U� ó2é=ñ�� � î
12(− 22

243 )
ôÀñ�îoñ/éRõ/òiî*öZð�ô ÿ�� 3ügô ê/ó

600
ÿRè�
6ð¾ñ��Rñ/ðXð � ï��6ë;� ë�è*ÿúê/ó=ðrÿRð��2ê�í=î*ï*ð�S

7ië��³C�C�:
µA1(12) ≥ 600.

F ÿ¢î�ÿ&éRÿRíRéRç=÷ ô³ñ@ó=ð�
�íRõ/ðáíRõ¼ô ÿ`ê�� � ê¼î�ï#ÿ=î�õ¼è�ð¤ñs×áÕ��vØ�ó4öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê/ð�
�îúñ/éRõ/òiî*öXðUè*òf
6ðáï*õ¼ðXð
12
ügô ê/ó

584
ÿRè�
6ð¾ñ�è*ÿ=÷ ù�ø*ðáõ/ù�ñ@óRè#õ@ê¼÷ ù�ç�ðXòWè*õ¼ðÂê/ó=ð(íRéRçR÷Àô³öXîeê¼ô è#ÿ%è�ò � î*õ@ê¼ô¾5 ñ

600 4 ÿRè�
Rî�÷
ð��6î*þ�íR÷ ðD� � ê¼î*ï*ÿ=î*õ/è;5 ñ öZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ ü î*ñ�ê/ó=ðXõ¼ðZòWè*õ¼ð�ÿRðXø#ðXõgíRéRç=÷ ô³ñ@ó=ð�
6�

��ÿ`ê¼ô ÷Pê¼óRô³ñgí�è#ô ÿ`ê!�6ê/óRð
òWè#÷ ÷ÀèeügôÀÿRïUü î*ñG�2ÿRèeügÿÇè*ÿ
µ(d)

S
d 5 6 7 8 9 10 11 12 d

µ(d)(µA1 (d)) ≤ 31 68
7
65

:
104 174 246 360 480 645 ≈ 4

9d
3

µA1(d) ≥ 31 65 93 168 216 345 425 600 ≈ 5
12d

3
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)Gik��a�b6m÷¯�q°¯�q�� óRð
600 4 ÿRè�
Rî*÷ � î�õ/ê/ô��)è�
6ðáöZê/ô³ö	�

�vå¯Ø¨�vå
ñsâÐÖD
xÕ=ã�&2à�äiÛ � 3 Ý�äW×!0 Õ ÖeäL³),¾&ÂÔ�Ü?äiÛ�×áà
��ð�î�÷Àõ¼ðáî�
Rùúþ�ðXÿ`ê¼ô è#ÿRð�
ÂôÀÿ�ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ�¯�� @D� ¯�è*ÿ(í=î*ï*ð¸¯DC�ê¼ó=îeê�ê/óRð�þ�î<�6ôÀþoéRþ:ÿ2éRþoç?ðXõ

è�ò�è*õO
6ôÀÿ=î�õ¼ù�ê/õ¼ô íR÷Àð
í�è#ô ÿ`êµñ�è#ÿÇî¸[`éRôÀÿ#ê¼ôÀö�ôÀÿ'� 3 ü�î#ñ�î*÷ õ¼ðáîD
6ù�ñ@ó=èeügÿ�ê/è�ç?ð
5
ç2ù��
î*÷ ÷³î�õµîeê¼ô

ð³ØÇÕ�,f�h"�ÖUó��oP�é6ê�òWè*õ�óRô ï#óRðXõG
6ðáï*õ¼ðXðgÿRè*ê�þoé�öµó�ü�î#ñ��2ÿRèeügÿ�é=ÿ#ê¼ô ÷6C�ì#ì*ì���F ÿ�í=î*õ@ê¼ôÀöXéR÷³î�õ!��òWè*õ
ê/óRð�ÿRð��`ê ñ@þ�î*÷ ÷Àðáñ@êJ
6ðáï*õ¼ðXð��`ñ@ô �6�#ô ê�ü î*ñ4éRÿE�2ÿRèeügÿ�ô òPê/óRðáõ/ð)ð��6ô³ñFê¼ð�
�îoñ/ð��2ê¼ôÀögügô ê/ó

11
ê/õ¼ôÀíR÷ ð

í�è#ô ÿ`êµñ��
�gðáöáî�÷À÷?ê/ó=î�ê ü�ð3
6ðXÿRè*ê/ð
ç2ù

µ3(d)
ê/ó=ð�þ�î	�2ôÀþoé=þKÿ`é=þoç?ðXõ è�òQè*õO
6ô ÿ�î�õ¼ùoê¼õ/ôÀíR÷Àð�í?è*ôÀÿ`ê¼ñ

è*ÿ�î)ñ/éRõ/òiî*öXð4è�òh
6ðXï#õ/ðáð
d
ôÀÿ¸� 3 �

µ3(6) ≤ 11
öXî�ÿUðáî#ñ@ôÀ÷ ùrç?ðgöZè#þ�í=é6ê/ð!
Óé=ñ/ô ÿ=ï�ÁEî*õ¼öµóRðáÿE�*è;5 ñ

ç�è#éRÿ�
6�Ë� óRð�î�é6ê¼óRè*õµñ�è�òWð g)Ô#ñ!�;V�ó�î*÷Àñ/è&òWè*éRÿ�
%î*ÿRè�ê¼óRðXõ ç�è#éRÿ�
6� ê¼óRð�ñ/è 4 öXî�÷À÷Àð�
�í�è#÷Àî*õ
ç�è#éRÿ�
�ügóRô³öµó�ô³ñ�ç=î�
�òWè*õ�óRôÀï*óM
RðXï*õ¼ðXð

d
��çRé6ê�òWè*õ

d = 6
ô ê�ï#ô ø#ðáñ

µ3(6) ≤ 10
�>� óRô³ñ

í�è#÷Àî*õ�ç?è*éRÿ;
ÂôÀñ�ç=î*ñ/ð�
Iè#ÿIê/óRðoòiî*öZê�ê/ó�îeê�ê¼óRðoí?è#ñ/ôýê¼ô è#ÿÂè�òNê¼óRðÓê¼õ/ôÀíR÷ÀðÓí�è#ô ÿ`êµñ�è�ò4î ñ@éRõ/òiî*öXð
ô ÿ+� 3 öXî�ÿ=ÿRè�ê�ç�ðoê/è2èúñ/í�ð¾öZô³î�÷��%F ÿ�òiî*ö^ê!�?ê/óRð�î�é6ê¼óRè*õµñ�è*ò%ð g�Ô#ñ!�;V�ó�ñ/óRèeü�ð�
Çê/ó�îeê
ôýò

Fd
ôÀñ

îÂñ@é=õ@òiî#öZð�è�òG
6ðXï#õ/ðáð
d
ügô ê/ó¢þ�î�ÿ2ùÂê¼õ/ôÀíR÷Àð�í�è#ô ÿ`êµñrî�ÿ�


Vδ
ô³ñrî�ÿ=è�ê/ó=ðXõÓñ/éRõ@òiî#öZð�è�òG
6ðXï#õ/ðáð

δ
ê/óRðáÿ

Vδ
öXî�ÿ=ÿRè�ê�öXè*ÿ`ê¼î*ô ÿIþ�è*õ¼ðrê/ó�î�ÿ 1

6δd(d − 1)
è�ò�ê/ó=ðrê/õ¼ô í=÷ ðÓí?è*ôÀÿ`ê¼ñ�è�ò

Fd
��öXè*éRÿ`ê/ð!


ügôýê¼ó þoéR÷ ê/ôÀíR÷ÀôÀöXôýê¼ô ð¾ñ���æ)ñ�ê/óRðáù�ü�ðXõ¼ð�î*÷Àñ/èÂî�çR÷Àð�ê/èÂñ/óRèeü ê¼óRð�ð��6ô³ñFê¼ðXÿ=öXð�è*ò�îIñ/ð��2ê/ô³ö�ügôýê¼ó
10
ê/õ¼ô íR÷Àð�í�è#ô ÿ`ê¼ñ��`ê/óRðáù�öZè#éR÷�
úöZè#ÿ=öZ÷Àé�
6ð)ê/ó=î�ê�ê¼óRð
þ�î<�6ô þUéRþKÿ2éRþoç?ðXõ�è�òvê/õ¼ô íR÷Àð�í�è#ô ÿ`ê¼ñ�è#ÿ

ñ@é�öµóIî�ñ/éRõ/òiî*öZð
ü î*ñf�2ÿRèeügÿ�S
µ3(6) = 10.� óRðUî*é6ê/ó=è*õµñgü�ðáõ/ðoÿRè�ê)î*çR÷Àðrê/è öX÷Àî#ñ/ñ/ô òWùÇî*÷ ÷Qñ@ð��`ê¼ôÀöáñ�ügô ê/ó

10
ê/õ¼ô íR÷ÀðÓí?è*ôÀÿ`ê¼ñ��=ê¼óRôÀñ�öZ÷³î*ñ¼ñ/ô � 4öXî�ê/ôÀè*ÿIü�î#ñ öZè*þ�íR÷ÀðZê¼ð�
Çç2ù�è*ÿ=ð�è*òÐê¼óRðXþBô ÿ\ð¤ñP×!&��;V�ó��

2Rè#õ�
6ðáï*õ¼ðXð
d ≥ 8

�=ê/óRðUç�ð¾ñFê%�2ÿRèeügÿÂé=íRí�ðáõ�ç?è*éRÿ;
IòWè*õ
µ3(d)

ô³ñI�¢î�ó=÷¾5 ñ�ï#ðXÿRðáõ¼î*÷ ô��áî 4ê/ôÀè*ÿ�ð � ÕE0ih���ó�è*òJZÂôÀù#î*è��eîE5 ñ�ç?è*é=ÿ�
R7¯ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿ+¯E��@áì è*ÿ�í�î�ï*ð�ë#ìD:�ügóRô³öµó(ê¼óRð�î�é6ê¼óRè*õµñ)è�ò
ð g�Ô#ñ!�;VEóÐî�÷³ñ/è�öXè*þ�íRé6ê¼ð�
6S

µ3(d) ≤ 2

27
d(d − 1)2, d ≥ 7.

2Rè#õ
d = 7

�¼ÁEî*õ¼öµó=ðXÿE�#è�5 ñEç?è*éRÿ�
úô³ñgñFê¼ô ÷À÷�ç�ðXê@ê/ðáõ�î�ÿ�
ÇöZè#þ�íRé6ê/ð¾ñ�ê/è
17

�o� óRðrî�éRê/óRè#õ¼ñ�ü�ðáõ/ð
ÿRè�ê�î*çR÷Àð)ê¼è�õ/ð¾î*öµó�ê¼óRôÀñ�ç�è#éRÿ�
6�6çRéRêgê/óRðáù ï#î\ø#ð)î�è*ÿ=ð 4 í=î�õµî�þ�ðZê¼ðXõ4òiî�þ�ô ÷Àù�è*òQñ/ðXí6ê¼ôÀöáñ ügôýê¼ó
16
ê/õ¼ô í=÷ ðrí?è*ôÀÿ`ê¼ñ��=ñ@ðáð � ï��6ë;� 9Uè#ÿ ê¼óRð
òWè*÷À÷ èeügôÀÿRï�í=î*ï*ð��
F ÿ(î�õ/ð¾öZðáÿ#ê�î*õ@ê¼ôÀöX÷ ðWð¤ñs×áÕ����Eóë� � ê¼î�ï#ÿ=î�õ¼è�é=ñ/ð�
Âî�ï`î�ôÀÿÇî�øeî*õ/ô³î�ÿ`ê�è�ò�PQ� � ðáï*õ¼ð�5 ñ�ñ/ðáöZè#ÿ�


öZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿ>7¯ñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿ�C�� ëD: ê¼è�ï*ðXê�î�ñ/éRõ/òiî*öZðrè*ò�
6ðXï#õ/ðáð
9
ügô ê/ó

39
ê¼õ/ôÀíR÷ÀðÓí?è*ôÀÿ#êµñ#7iéRíRí?ðXõ

ç�è#éRÿ�
6S
42

:��
�ÐåiØ?Ø?å���Õ6Ö\×�0$� à�ñvâvÖD
�ÕRã�&2à�Ý�äi×�0 1�ÕRÛ��%ÞoâQàA³Qà

ægò�ê¼ðXõQó=î\ø2ô ÿRï�ñ@ê/é;
6ô ð!
Óñ/éRõ@òiî#öZð¾ñPügôýê¼óÓþ�î�ÿ2ù�ÿRè�
6ðáñvô ÿrê¼óRð4ð¾î�õ¼÷ ù8@�BDB*ìE5 ñ���P î�õ/ê/órñ@ê¼î�õ/ê/ð!

ê/è(÷Àè2è���î�êÓñ@éRõ/òiî*öXðáñ
ügô ê/ó¢þ�î�ÿ2ù�öXé=ñ/í=ñW7Wô�� ðD�

A2 4 ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñO:�ôÀÿ&ê/óRð ÷Àî�ê/ðp@�BDB*ìE5 ñ��d��ôÀñ
î�ôÀþ ü î*ñ�ÿRè�ê è*ÿ=÷ ù�ê¼è � ÿ�
 ÷Àèeü�ðXõ�ç�è#éRÿ�
Rñ�òWè#õ�ê¼óRð
þ�î<�6ô þUéRþKÿ2éRþoç?ðXõgè*òÐöZé�ñ@í=ñ��6çRé6ê�î*÷Àñ/è
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)Gik��a�b6m÷¯�qª±6q�æ � ðXí6ê¼ôÀö
ügô ê/ó
16
è*õO
6ôÀÿ=î�õ¼ù�ê/õ¼ô í=÷ ðrí?è*ôÀÿ`ê¼ñ��

ê¼è¸
6ð¾ñ/öXõ/ôÀç?ð�ê¼óRðröZè�
6ðáñ öXè*ÿRÿRð¾ö^ê¼ð�
�ê¼è�ê/óRðáþ�S � ôÀþ�ô ÷³î�õ�ê¼èUê¼óRðröZè�
6ð�èeø*ðáõ � 2
î*ñ¼ñ@è6öZô³îeê¼ð�
�ê¼è

î*ÿ�ðáø*ðXÿ¢ñ/ðZêrè�ò ÿRè�
6ðáñ��sè#ÿRð�öXî�ÿ¢öZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^êÓîIöZè�
6ð�èeø*ðáõ � 3
ê¼è(î ê¼óRõ¼ðXð 4 
6ôÀø2ôÀñ/ô ç=÷ ð�ñ/ðZêrè�òöXé=ñ@í�ñ��

P î�õ/ê/ó�ñ/óRèeü�ð�
&ô ÿ ð ��Õ6ÖÌ����ÖUó�ê¼ó=îeêUî�[#é�î�õ/ê/ô³ö�ô ÿM� 3 öáî�ÿRÿRè*êUöZè#ÿ`ê¼î�ôÀÿ¢þ�è*õ¼ð�ê/ó=î*ÿ 8öXé=ñ@í�ñ)î*ÿ�
(óRð�î�÷³ñ/è ï#î\ø#ðÓð��6íR÷Àô³öZô ê�ð��6î*þ�íR÷ ð¾ñ�ügó=ôÀöµó�íRõ/èeø#ð�
Iê¼óRð�ð��6ôÀñ@ê/ðáÿ=öZð-�Óæ�ñ
î�÷Àõ¼ðáî�
Rù
þ�ðXÿ`ê¼ô è#ÿRð�
6�)ê/ó=ôÀñIî�÷³ñ/è�òWè*÷À÷Àèeü�ñúôÀÿ-î*ÿ-î*ç=ñFê¼õ¼î#ö^êÇü�î\ù
òWõ¼è*þ Ç4î�ÿ=ï�5 ñÇöXè*þ�íRé6êµîeê¼ô è#ÿ=ñ���ñ@ðáð
ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ ë;� NUè*ÿÇí=î*ï*ð�9	¯��oP î�õ/ê/ó�5 ñ

8 4 öZé=ñ/íRô�
Rî�÷6[`é=î*õ@ê¼ôÀöáñ�ü�ðXõ¼ð
öZè*ÿ�ñFê¼õ/é=öZê/ð!
 î*ñ�íRõ¼è�ûFð¾ö^ê¼ô è#ÿ=ñ
è*ò

9 4 öZé=ñ/íRô�
Rî�÷�ñ@ð��2ê/ô³ö�ñ/éRõ@òiî#öZð¾ñ4ôÀÿ-� 4 òWõ¼è*þ8è*ÿRð�è�òPê¼óRðXôÀõ ÿRôÀÿRð�öXé=ñ/í=ñ��o� óRð)è*ÿRð 4 í�î�õµî�þ�ðZê¼ðXõòiî*þ�ôÀ÷Àù�P î�õ
4(k), k 6= ±1

�6è*ò�[`é=î*õ@ê¼ôÀöáñ�ügôýê¼ó
8
öXé=ñ@í�ñgôÀñ ï#ô ø#ðXÿÇç2ùhS

�n�J� �7��� (1 + k)3x2
0x

2
1 + 2k(1 − k2)x0x1x2x3 − (1 − k)3x2

2x
2
3

+(1− k2)(x0 + x1 + x2 + x3)
“

(1− k)x2x3(x0 + x1)− (1 + k)x0x1(x2 + x3)
”

=)ÿRðrè�òÐê/óRð¾ñ@ðK[`é=î*õ@ê¼ôÀöáñ�ô³ñ�ñ/óRèeügÿÇô ÿ � ï��=ë�� ·��

)fik�Ua�b6ma¯�q���qIP î�õ/ê/ó�5 ñ�[`é=î�õ/ê/ô³ö�ügôýê¼óIðXôÀï*ó`ê�öZé=ñ/í=ñ�òWè*õ
k = 2

�
F ÿ ð ��Õ6ÖÌ����Õ^óë�TP î�õ/ê/ó�öZè*ÿ�ñFê¼õ/é=öZê/ð!
�î�ÿRè*ê/óRðáõ�ñ/éRõ/òiî*öXðúügô ê/ó�þ�î*ÿ2ù�öZé=ñ/í=ñ�S î�[`éRôÀÿ`ê/ô³ö

ügóRô³öµóÓô³ñQÿRôÀöXðX÷ÀùröZè*ÿ=ÿRðáöZê/ð�
rê/è)ê/óRð�?�÷ ðáç=ñ/öµó8��ô³î�ï#è*ÿ=î*÷�?�éRç=ôÀö�7Wð�[`é=î�ê/ôÀè*ÿ�7»@��³9	:�:Ð� � ô þ�ôÀ÷Àî*õvê¼è
ê¼óRôÀñ�ñ@é=õ@òiî#öZð��#ôýê�ôÀñ

Σ5 4 ñ@ù2þ�þ�ðZê/õ¼ô³ögî�ÿ�
�ï#ô ø#ðXÿ�ç2ùUîró2ù2í�ðáõ/í=÷Àî*ÿRð�ñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿ�è*òsî
ó`ù2í?ðXõµñ@é=õ@òiî#öZð
ôÀÿ'� 4 S
7ië��³Ceë¼: P î�õ

15 : 5s2s3 − 12s5 = 0, s1 = 0,
ügóRðáõ/ð

sk :=
∑4

i=0 x
k
i

�JP î*õ
15
ó=î*ñ

A2 4 ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñgîeêgê¼óRð 15
í?è*ôÀÿ#êµñ ô ÿIê¼óRð

Σ5 4 è#õ/çRô êè*ò
(1 : 1 : −1 : −1 : 0)

ügóRô³öµóÂñ@óRèeü�ñ�S
µA2(5) ≥ 15.

P�é6ê�ê¼óRôÀñ�ñ@éRõ/òiî*öXðró=î*ñ�þ�î*ÿ2ù è�ê¼óRðXõ
ôÀÿ`ê/ðXõ¼ðáñ@ê/ôÀÿRï�ï*ðáè*þ�ðZê¼õ/ô³öXî*÷PíRõ¼è*í?ðXõ/ê/ôÀðáñ���]I� ï����=ô ê¼ñgôÀÿ`ê/ðXõµñ/ðáö^ê¼ô è#ÿIügôýê¼óIê/óRð8?�÷ÀðXç=ñ¼öµó'��ô³î�ï#è*ÿ=î*÷
� é=õ@òiî#öZð¿?�÷ ð

3
öXè*ÿ=ñ/ôÀñ@ê¼ñ�ð��6î#ö^ê¼÷ ù¢è�ò

15
÷ÀôÀÿRðáñ)ûFè*ôÀÿRôÀÿRï�ê/óRð

15
ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñUô ÿ�í=î*ô õµñ��Eñ/ðXð

� ï;�6ë��¤¹oè*ÿúê/óRðrÿRð��2ê�í=î�ï#ð��
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)Gik��a�b6m¢¯�qn�hqIP î�õ/ê/ó�5 ñ3[`éRôÀÿ#ê¼ôÀö�ügô ê/ó
15
öZé�ñ@í=ñrî*ÿ�
�ê/óRð�ñ¼î�þ�ð�ñ@éRõ/òiî*öXð

ê/è#ï*ðZê¼óRðXõ ügô ê/óÇê/ó=ð8?�÷ ðáç=ñ/öµóp�)ôÀî*ï*è*ÿ�î�÷U?�éRçRô³ö	�

2Rè#õ4òWéRõ/ê/ó=ðXõ�ü�è#õ���è*ÿ öXé=ñ/íRô�
=î�÷Pñ@é=õ@òiî#öZðáñ4è�òs÷Àèeü 
6ðXï#õ/ðáð�î�ÿ;
�ê/óRðáô õgöXè^
Rðáñ��#ü�ð�õ¼ðZòWðáõ4ê¼è
ð ��Õ6ÖÌh���� Õ ÕRÛi�hV��ñ� �c�vØ��ñ�������EóI�#2Rè#õ
îÇñ/óRè*õ/ê�èeø#ðXõ¼ø2ô ðáü è#ÿ(ê¼óRð�õ/ð¾ñ@éR÷ ê¼ñ�è#ÿ�öZé=õ/ø#ðáñ��
ñ@ðáðÓñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿpCE� 9Uè*ÿÇí=î*ï*ðKCeëE�

�ÐåiØE"så�Ô)Õ6×áã±0�ÝoÜ�Ö�¼säiÛ).�ñväiÛ).�â),iÕ6ÖWXrÕ6Öeä¾&#×¾ä/&2à
æ8ê/è#íRô³ö�ê/ó=î�êÓü�ð

6ô�
&ÿRè�êrê¼è*é=öµó ñ/èÇòiî�õròWè#õ

d ≥ 5
ôÀñrê/óRð�ï#ðXÿRðáõ¼î*÷o[#é=ðáñ@ê/ôÀè*ÿ¢ügóRô³öµó

öZè#þoçRôÀÿ=îeê¼ô è#ÿ=ñNè*ò�í?è#ñ¼ñ/ô çR÷Àùd
6ôÌ��ðXõ¼ðXÿ`êEêFù2í?ðáñNè*òsñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñEöáî�ÿ�è6öXöXéRõEè*ÿ�î
ó2ù2í?ðXõµñ@éRõ/òiî*öXð
è�òo
6ðXï#õ/ðáð

d
ô ÿ'� n �

=)ÿRðoè*òNê/óRð � õµñFê�õ/ð¾ñ@é=÷ýêµñ�ôÀÿÂê/ó=ôÀñ3
6ôÀõ/ð¾ö^ê¼ô è#ÿÂôÀñ
öZè#ÿ`ê¼î�ôÀÿRð!
Iô ÿ\��õ/ðáéRðX÷�5 ñ����sè#ñ¼ñ/ðXÿ�5 ñ�î*ÿ�

� ó2é=ñ@ê/ôÀÿ�5 ñ�ûFè#ô ÿ`êIî�õ/ê/ô³öZ÷ÀðRð¤Ø��fñ!h��Eó���� ó=ðXù
íRõ¼èeø*ðÂê¼óRð�ð��6ôÀñ@ê/ðáÿ=öZð&è�òoî*ÿ

α > 0
��ñ�� ê!� î

íR÷³î�ÿRð(öXéRõ/ø#ðIügôýê¼ó�í=õ/ð¾ñ/öXõ/ôÀç�ð!
�ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñ�è�ò�ê/è#í�è#÷ è#ï*ô³öXî�÷�êFù2í?ðáñ
S1, . . . , Sk

ð��6ôÀñ@ê¼ñ�ô ò
µ(S1) + · · · + µ(Sk) ≤ αd2 � � óRð�öZè2ð�º�öZôÀðXÿ`ê

α
ügóRô³öµó%è6öXöXéRõ/õ¼ð�
�ôÀÿ%ê/ó=ôÀñÇñ@éEº�öXô ðáÿ`ê

öZõ¼ôýê¼ðXõ¼ô è#ÿúü î*ñ ÷³îeê¼ðXõgôÀþ�íRõ/èeø#ð�
 ç`ù è*ÿRð
è�òQê/ó=ðÓî�é6ê¼óRè*õµñQð ��Ü�à�h�hEóë�
ZÂè#ñ@ê'�2ÿRèeügÿLõ¼ðáñ/éR÷ ê¼ñÇè*ÿLê/óRð¢ð��6ô³ñFê¼ðXÿ=öXð¢è�òoó2ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öXðáñúô ÿ óRôÀï*óRðáõp
Rô þ�ðXÿ�ñ@ôÀè*ÿ=ñ

ügôýê¼ó-í?è#ñ¼ñ/ô çR÷Àù 
6ô �?ðáõ/ðáÿ`êÇíRõ¼ðáñ¼öZõ¼ôÀç�ð!
%ê/è#í�è#÷ è#ï*ô³öXî*÷�êFù2í�ð¾ñIî�õ¼ð�þ�î�ôÀÿR÷Àù%ç=î*ñ/ð�
Lè*ÿLí�îeê¼öµó 4ü�è#õ��2ôÀÿRïúê/óRðáè*õ¼ðXþ�ñ�ç`ù � ó2é=ñFê¼ô ÿ ð¤ñ�0Pâ�h��(�Iñ�0Pâ�����óë� � è*þ�ð�ü�è#õ��6ñ�é=ñ/ô ÿRïÇê¼óRðáñ/ð�þ�ðXê/óRè�
Rñ
î�õ¼ð�ð � &2à��;V��Kñ(�T����ó��>®�è�ê/ô³öZðúê/ó�îeê�ê/óRð¾ñ@ðÇõ/ð¾ñ@é=÷ýêµñUî*õ/ð ê/óRðÇç�ð¾ñFêW�2ÿRèeügÿ�è#ÿRðáñUôÀÿ"ê¼óRôÀñ
ï*ðáÿRðXõµî�÷ÀôýêFùD�sçRé6êÓügó=ðXÿ¢õ/ð¾ñFê¼õ/ô³ö^ê¼ô ÿ=ï ê¼èÇó2ù2í?ðXõµñ@éRõ/òiî*öXðáñ�ügô ê/ó¢è*ÿR÷Àù(è#ÿRð�í=î�õ/ê/ô³öZéR÷³î�õ�êFù2í?ð�è�ò
ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô êFùIê/ó=ðXÿ�ê/óRð�è�ê¼óRðXõröXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ=ñ)íRõ/ð¾ñ@ðáÿ`ê/ð�
�ô ÿ�ê/ó=ôÀñrñ/éRõ¼ø*ðXùIï#ô ø#ðUþ�è*õ¼ð�ñ@ôÀÿRï*é 4÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ��

�vå¯Ø^Vvå "¶��³J&#Öeà¾âvÖD
�ÕRãD&`à�Ý�äi×�0 0Ðä¾.;0
Aj ¸ ñväiÛ).�â),iÕRÖ\äi×áä¾&`à>�

j > d �ZÂè#ñ@ê�öZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿ�ñ�òWè*õ ó2ù`í?ðXõµñ/éRõ@òiî#öZð¾ñ�ügô ê/óIþ�î�ÿ2ù�ó=ô ï#óRðXõgñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ�è#ÿR÷Àù�ü�è#õ��
òWè*õQ
6ðXï#õ/ðáð

d
÷³î�õ¼ï*ðrðXÿ=è*éRï#ó��fZ(è#ñ@ê)î*ñ/ù2þ�íRê/è�ê¼ôÀö
ç?ðXó�î\ø`ôÀè*é=õ¼ñ�öXè*ÿ=ñ/ô�
RðXõ¼ð�
Çô ÿIê¼óRðÓíRõ¼ðXø2ôÀè*é=ñ

ñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿ=ñ�ü�ðXõ¼ðrè�ò�ê/ó=ðÓêFù2í�ðDS � �Iî�êFù2í?ðÓè�òEñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýêFùÇî�ÿ�
Iî#ñÀ�ÇóRèeü þ�î*ÿ2ùúè*òQê¼óRðXþ:öXî*ÿ
è6öXöZé=õ�è#ÿ�ó2ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öXðáñ�è*òT
6ðXï#õ/ðáð

d
òWè*õ

d → ∞ ��F�ê
ôÀñ
î�÷³ñ/è ÿ=î�ê/éRõµî�÷Ðê/èÇî*ñ��úê¼óRð�è�ê¼óRðXõ
[`éRðáñ@ê/ôÀè*ÿ�S%�%óRôÀöµó&ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ)öXî*ÿ(è6öXöZé=õ)è#ÿ�î�ó2ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öXðÓô ÿ+� n è*ò4î � �6ð�
�
6ðXï#õ/ðáð
d

Ñ(æ�ñ4î*÷ õ¼ðáîD
6ùÓþ�ðXÿ`ê¼ô è#ÿRð�
6�#ê/ó=ôÀñ4ó=î*ñNç?ðXðáÿ î�ÿ�ñ@ü�ðXõ¼ð�
�öZè#þ�í=÷ ðXê/ðX÷ÀùoòWè#õ
d = 3

7iñ/ðáöZê/ôÀè*ÿp@D� @±:
î�ÿ�


d = 4
7iñ/ðáö^ê¼ô è#ÿIë�� N�:Ð���Ðè�è*éRõ��2ÿRèeüg÷Àð�
Rï*ð��2ÿRè*ê�þoé=öµóÇô³ñ��2ÿRèeügÿ�òWè#õI
6ðXï#õ/ðáð

d ≥ 5
�

F ÿ ê¼óRô³ñgñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿúü�ð�ü î�ÿ`ê4ê¼è�ï#ô ø#ð�ê¼óRè#ñ/ð�òWðáü-öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ=ñJ�`ÿ=èeügÿ�ê/è�é=ñ ügóRô³öµó ï#ô ø#ð
ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ

f
ügô ê/óúóRô ï#ó-ZÂôÀ÷ÀÿRè*õ ÿ2éRþoç?ðXõµñ

µ(f)
�2ô�� ðD� �

µ(f) > d
�Næ)ñ�ü�ð
öZè*é=÷�
 ÿRè�ê � ÿ�


î�ÿ2ù�õ¼ðZòWðáõ/ðáÿ=öZð)ô ÿúê/óRð
÷Àôýê¼ðXõµîeê¼éRõ/ð)ê/èUê/ó=ð
öXè*õ¼õ/ð¾ñ@í?è*ÿ;
6ô ÿ=ïoéRíRí?ðXõ ç?è*éRÿ;
Rñ ü�ð
î�÷³ñ/è�öXè*þ�íRé6ê¼ð
ê/óRðáþBó=ðXõ¼ð��

£�Û)&�ñväiÛ).;,¾&�eXàáÜh,iÕ6×!&^(HñväiÛ).?âU,¯Õ6ÖeäW×Ò�Nå�?�è#ÿ=ñ/ô�
6ðáõ ê/óRðrí?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô³î�÷³ñ
7Wë;� CD9�:

fk,l(x1, . . . , xn) := (x2 − xk1)l + · · ·+ (xn − xkn−1)l + s·xlkn



+ 6 % � {;ÅE|�Å�Ä�z¿{;ÅEy�ø���z;y � ô <�< ô ø�Ähz ö �WÄ�Ãe�J�
d 4 5 6 7 8 9 10 11 12

j· ÁEî�õ Aj (d)
�
j ≥ 2d− 1 19 44 85 146 231 344 489 670 891HJ��s;r¼m�¯�q}KEq�ÁEî*õ¼öµóRðáÿE�*è;5 ñÓéRíRí?ðXõ�ç�è#éRÿ�
¢òWè#õoê¼óRð þ�î	�2ôÀþoé=þ ÿ2éRþUç�ðáõ

è�ò
Aj 4 ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ)è*ÿ�îÇñ/éRõ@òiî#öZðUô ÿ\� 3 è�òJ
RðXï*õ¼ðXð

d
î*ñ
î�òWéRÿ�ö^ê/ôÀè*ÿ&è�ò

j
òWè*õ � �6ð�


d
�
j ≥ 2d − 1

�+� óRðáù î�õ¼ðúî�÷À÷�è�ògê/ó=ð òWè#õ/þ od−1

j

�EügóRðáõ/ð
od = 1

3d(2d2 + 1)
î*õ/ð)ê/ó=ðÓñ@è 4 öáî�÷À÷ ð!
�è6ö^êµî�óRð!
6õ¼î*÷Pÿ2éRþoç?ðXõµñ��

è*òU
6ðXï#õ/ðáð
l·k ügô ê/ó s ∈ � ï*ðáÿRðXõ¼ô³ö	��� óRðXÿÇôýê ô³ñ�ð¾î*ñ/ù�ê/è�ñ@óRèeü
ê¼ó=îeê ê¼óRð)ó2ù2í?ðXõµñ@éRõ/òiî*öXð

fk,2ôÀÿ�� n ó�î*ñ�î�ÿ A2kn−1 4 ñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýêFùIîeê)ê/óRðUè*õ¼ô ï#ô ÿ��Q� óRô³ñ�ô³ñ)î ü�ðá÷ ÷ 4 �`ÿ=èeügÿIê/õ¼ôÀöO�Çøeî�õ¼ôÀî*ÿ#êµñ
è*òÐügóRô³öµóÂî�÷³ñ@è�ð��6ô³ñFêgòWè#õ

Dj 4 ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ37¯ñ@ðáðrð�� ï����6ð � &2à��;V��6í���¯¼9�ì<ók:Ð�
�&ð�î*÷ õ¼ðáîD
6ùúõ¼ðXþ�î*õ��#ð�
úê/ó=î�ê�î-[#é�î�õ/ê/ô³öÓôÀÿ�� 3 ügôýê¼ó�î�ÿ A19 4 ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô êFùúð��6ôÀñ@ê¼ñ��?î*ÿ�


ê¼ó=îeêÂê¼óRôÀñ(ôÀñIê¼óRð óRôÀï*óRð¾ñFê(í?è#ñ¼ñ/ô çR÷Àð
Aj 4 ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô êFù î*öáöZè#õL
6ôÀÿRï�ê/èHÁEî*õ¼öµóRðáÿE�*è;5 ñÇéRí=í�ðáõ

ç?è*éRÿ;
>7iñ/ðXð�ñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿ(ë�� N�è*ÿ¿Ç4î�ÿRï;5 ñ)÷ ô³ñ@êO:Ð�QÁEî�õµöµóRðáÿE�*è;5 ñ�ç�è#éRÿ�
Âô³ñ)î*÷Àñ/è ð��Rî*ö^ê�òWè*õ
d = 3

S
ê¼óRð(óRôÀï*óRð¾ñFê

Aj 4 ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô êFù�ôÀñ î�ÿ A5 4 ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýêFù"ô ÿ
ê¼óRôÀñ öXî*ñ/ð�� � è ü�ðÂþ�î\ù�î*ñ��hS�FFñ
ÁEî*õ¼öµóRðáÿE�*è;5 ñsç�è#éRÿ�
Óð��Rî*ö^êÐòWè*õÐê/óRð�þ�î<�6ô þUéRþ�ôÀÿ�
6ð��

j
ñ�� ê!�Xê¼óRðXõ¼ð4ð��6ôÀñ@ê¼ñQî�ÿ

Aj 4 ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô êFùè#ÿÇî�ñ/éRõ@òiî#öZð
è�ò � �6ð�
p
6ðáï*õ¼ðXð
d

Ñ
Ø�,iÜ;Ö�ÕE,iä¾Y*äiÛ).-×�0)&Vg��PâQÕ6×áä¯Ü�Û�åQF�ê�ô³ñ�ðáî*ñ/ù&ê/è&ï*÷Àè*ç=î*÷ ô��Xð�ê/óRðI÷Àè2öáî�÷�ê/õ¼ôÀöO�&òWõ¼è*þ ê¼óRð

íRõ¼ðáöXð�
6ôÀÿRï�ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿ ê/èUê/è�ï*ðXê ñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ4ügô ê/ó òWðXü
Aj 4 ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ�7Wô�� ðD� �

j > d
:4ôÀÿ-� 3 �J=�ò

öXè*éRõµñ@ðD�6ê/ó=ðXõ¼ðoî�õ¼ðrÿ=îeê¼éRõµî�÷vï#ðXÿRðáõ¼î*÷ ô��áî�ê/ôÀè*ÿ=ñ�ê¼è�óRôÀï*óRðáõ%
6ôÀþ�ðXÿ=ñ/ô è#ÿ=ñ�î*ÿ�
Âñ/ðXø*ðáõ¼î*÷Pøeî�õ¼ôÀî*ÿ#êµñ
ügóRô³öµóÇíRõ/è�
6é�öZð
è�ê¼óRðXõgÿ2éRþUç�ðáõ¼ñgî*ÿ�
úêFù`í?ðáñ è*ò�ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñ�S

�sðXê
k, l ∈ Ú �

k ≥ l �o� óRðÓñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ
7ië��³C	·D:

gk,l :=
(
(yl − 1)− (xk − 1)

)2
+
(
z − (yl − 1)(b kl c)

)2

+ z2k

è*ò)
6ðáï*õ¼ðXð
d = 2k

ó=î\ø#ð
k·l ñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ�è*òÐêFù2í?ð A 2k2

l −1

�
eZÛ�×!&#Ö�³QÖ<&#×¾Õ6×áä¯Ü�ÛKÜ�
¸XrÕ6Öeã!0)&2Û�¼?Ü��Àà��UÜ?âQÛU(þXrÕ6Ö

Aj (d)
ÕRà £�ã�×áÕ�0U&^(ÐÖ\Õ�,8$Ââ)1 ¸ÖT&`ÖeàIäL


j ≥ 2d − 1
åQF ÿ�ê/óRð�öXî#ñ@ð

j > d
ÁEî�õµöµóRðXÿ��*è�5 ñ)ç�è#éRÿ�
�7iñ/ðáö^ê¼ô è#ÿ\¯��³¹<:�ô³ñ�é=ñ/é=î�÷À÷ ù

ç?ðZê/ê/ðXõoê/ó=î*ÿïZÂô ù`î�èD�\î�5 ñW7¯ñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿ\¯�� @¾ì	:Ð�p2Rè#õ � �6ð�

d

�vê¼óRðáñ/ð�éRíRí?ðXõoç�è#éRÿ�
RñUöXî�ÿ=ÿRè�êÓç?ð

6ð¾ñ/öXõ/ôÀç?ð�
Âç2ù(îúí�è#÷ ù2ÿRè#þ�ô³î�÷���çRé6ê
ç2ù(î�õµîeê/ôÀè*ÿ�î�÷ÐòWéRÿ=ö^ê¼ô è#ÿ����&ð�öXè*éR÷�
ÂÿRè*ê � ÿ�
�îúõ/ðXòWðXõ 4ðáÿ=öZð�è*ò6ÁEî�õµöµóRðXÿE�#è�5 ñ�ç�è#éRÿ�
�òWè#õNê/óRð)ÿ2éRþoç?ðXõEè*ò

Aj 4 ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñQòWè#õ � �6ð�
W
RðXï*õ¼ðXðgôÀÿ�ê¼óRð
÷Àôýê¼ðXõµîeê¼éRõ/ðD� � è��2÷ ðXê�é�ñ�öXè*þ�íRé6ê¼ð)ô ê óRðXõ¼ð)é�ñ@ôÀÿRïÓê¼óRð
öZè*ÿ�öZõ¼ðZê/ð)ð��6íRõ¼ðáñ¼ñ@ôÀè*ÿ�7/¯E��@�B	:�ügóRô³öµó�ü�ð
ï`î\ø*ð è*ÿ�í=î*ï*ðI¯¼¹^�)F�ê4ê/éRõ¼ÿ=ñEè#é6êNê/ó�îeê4ð![#é�îeê/ôÀè*ÿ¿7¾¯E��@�B	:4ñ@ôÀþ�íR÷ ô � ð¾ñ�
6õµî*ñ@ê/ô³öXî�÷À÷Àùoô ò�ü�ðgõ¼ð�
6é=öXð
ê¼èúê¼óRð�öXî#ñ@ð

j ≥ 2d − 1
�¸F ÿ�
6ðáð�
6�Ðôýò ü�ð�ügõ¼ô ê/ð

d = k(j + 1) + l)
î*ñ
è*ÿ&í=î*ï*ðW¯¼¹�ê/óRðáÿ

k = 0
î*ÿ�


d = l
��F ÿÇê/ó=ôÀñgü î\ù��67¾¯E��@�BD:�õ/ð!
6é=öZð¾ñgîeò�ê¼ðXõ�ñ/è*þ�ð
ðáî*ñ/ù öXè*þ�íRé6êµîeê/ôÀè*ÿ�ñ�ê/è�S

7ië��³CD¹	:
ÁEî�õ
Aj (d) =

1

2j

(
(2− 4d2)C + (4d− 1)C2−C3

)
+

2d

3j
(d2− 1),

ô ò
j ≥ 2d− 1,

ügóRðáõ/ð
C :=

⌊
2·d·j
j+1

⌋ �IP�éRê
C =

⌊
2·d·j
j+1

⌋
=
⌊
2d− 2·d

j+1

⌋
= 2·d − 1

ôýò
j ≥ 2·d − 1

�I� óRð
íRõ¼ðXø2ôÀè*é=ñ�òWè#õ/þUéR÷ÀîUê¼ó`é�ñgöZè*÷À÷³î�í=ñ/ðáñ�ê¼è�S
7ië��³C	ND: ÁEî�õ

Aj (d) =
1

3j
·
(
(d− 1)·(2(d− 1)2 + 1)

)
,

ô ò
j ≥ 2d− 1.

� óRð � õµñFê
øeî�÷ÀéRðáñ)è�ò4ê/óRô³ñ�ç�è#éRÿ�
&î�õ¼ðo÷ÀôÀñ@ê/ð!
(ôÀÿ(ê¼î*çR÷ÀðUë;� @	���%ó=ðXÿ&ðXÿ`ê/ðáõ/ôÀÿRï�ê¼óRð�ÿ`é=þoç?ðXõµñ
j· ÁEî�õ Aj (d)

ôÀÿ ê/ó=ð � ÷Àè#î*ÿRð�5 ñúè*ÿ 4 ÷ ôÀÿRð�ðXÿ=öXù2öX÷ è#í�ð!
6ô³î�è�òÓôÀÿ`ê/ðáï*ðXõIñ/ð�[`éRðXÿ�öZðáñ�ð¤ñ�,¯Ü��hV6�)ô�
�S
æ)ì*ìD9�B*ì#ì<ó�ü�ð
÷Àðáî�õ¼ÿúê/ó=î�êgê/óRð¾ñ@ðrî�õ¼ð�ê/óRðÓñ/è 4 öXî*÷ ÷Àð�
 á�à�äÿ© ß ¦Oê	§�©<¢Uã�ç�âWªL¦�§O« ��� óRðáñ/ð
ÿ`é=þoç?ðXõµñ

http://www.research.att.com/projects/OEIS?Anum=A005900
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î�õ¼ð�î ê/ó=õ/ðáð 4 
6ô þ�ðáÿ=ñ@ôÀè*ÿ�î�÷Qø\î*õ/ô³î�ÿ`ê�è�ò�ñL[`é=î�õ¼ðoÿ2éRþUç�ðáõ¼ñ sqi := i2

7¯ñ@ðáð � ï���ë�� N�:ÐS�ûFé=ñ@ê � ÷ ÷
éRíIê/ó=ðrè2öZê¼î*óRð�
6õ¼è*ÿúç2ù�÷Àî\ù#ðXõµñ�è�òQñL[`é=î�õ¼ðáñ37¯ñ@ðáð � ï��6ë;� B�:���� óRô³ñ�öZè#þ�í=é6ê/ð¾ñ�ê/è�S
7Wë;� C�BD:

od =

d∑

i=1

sqi +

d−1∑

i=1

sqi =
1

3
d(2d2 + 1).

sq1 = 1 sq2 = 22 sq3 = 32 sq4 = 42

)Gik��a�b6ma¯�q��6qI� óRðÓñL[`é=î�õ¼ð�ÿ`é=þoç?ðXõµñ
sqi = i2

�

o1 = 1 o2 = 1 + 4 + 1 = 6 o3 = 1 + 4 + 9 + 4 + 1 = 19

)Gik��a�b6m÷¯�q��6qI� ó=ðrè2öZê¼î*óRð�
6õµî�÷�ÿ2éRþUç�ðáõ¼ñ
od =

∑d
k=1 k

2 +
∑d−1

k=1 k
2 �

��è�ñ/éRõ/òiî*öXðáñ�è�òo
6ðXï#õ/ðáð
d ≥ 5

ügôýê¼óÂî�ÿ
Aod−1 4 ñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýêFù�ð��2ô³ñ@êOÑ







2QôÀï*éRõ¼ð
è*ÿúê/óRðríRõ¼ðáöXð�
6ôÀÿRï�í=î*ï*ðáñ�S�æ
99 4 ÿRè�
Rî�÷Pñ/ðXí6ê¼ôÀö��R÷Àè2öáîeê¼ð�
úügôýê¼óRô ÿÂî�òWè#éRõ 4 í=î*õ¼î*þ�ðXê/ðáõòiî*þ�ôÀ÷Àù�è�ò

63 4 ÿRè�
Rî*÷�ñ/éRõ/òiî*öXðáñ�é=ñ/ô ÿRï�ê¼óRð
ï*ðáè*þ�ðZê¼õ/ù�è*òÐíRõ¼ôÀþ�ð � ðX÷�
 ð��2í?ðXõ¼ôÀþ�ðáÿ`ê¼ñ�� � ðXð
ð �4Õ�Ö��hV=ÕEóPòWè*õgþ�è*õ¼ð
ô þ�î�ï#ðáñgî*ÿ�
 þ�èeø2ôÀðáñ è�ò�î�÷Àï*ðáçRõ¼î*ôÀö�ñ/éRõ@òiî#öZð¾ñ��



N �(�����

� � U W SXR Y []\_^Z`º[cb�SXRZY �½R�� �  (¡½Sl\¶b�[S¢¤£ Y





ö Ä�z�{;Ã6÷6ø6|Ez ö Ã6Ä . +
eXÛ�×XÖeÜ�(QâÐã*×áäiÜ?Û

��ð�ï*ôÀø*ð(ÿ=ðXü:õ/ð¾ñ@é=÷ýêµñ�õ¼ðX÷³îeê/ð!
�ê/è êFü�è êFù2í?ðáñ�è*òoöZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿ�ñ�Sï?�óRþoé6ê¼èeø�5 ñúöZè*ÿ 4ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿ�è�ò�ÿRè�
Rî�÷�ñ/éRõ/òiî*öXðáñ�ï*ôÀø*ðáÿ"ç2ù�í?è*÷Àù`ÿ=è*þ�ôÀî*÷Àñ�ôÀÿ�ñ/ðXí�î�õµîeê/ð!
�øeî�õ¼ô³î�çR÷Àðáñp7iñ/ðXðÂñ/ðáö 4ê/ôÀè*ÿ�ë;� @ è*ÿ í=î*ï*ð�ë¼9�:Óî�ÿ;
ï
6ô ó=ð�
6õµî�÷ 4 ñ/ù2þ�þ�ðXê/õ¼ôÀö�öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê/ôÀè*ÿ=ñrç�î*ñ/ð�
¢è*ÿ>��è*óRÿ�5 ñÓô�
6ð¾î
7iñ/ðXðÓñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ+@�� ¯Uè#ÿúí�î�ï*ðd@!·�:Ð�

£�Û XrÕ6ÖeäiÕRÛ�×¾à
Ü�
�Þ80)1�âÐ×áÜ^ò��Àà�ÞUÜ�ÛQàá×XÖeâÐã*×áä¯Ü�ÛQà*å�=)éRõ � õ¼ñ@êúÿRðáü:õ/ð¾ñ@éR÷ ê+7¯öµó=î�í 4ê/ðáõ-9�è*ÿ�í=î�ï#ð�·^¹<:�ôÀñ�î&øeî�õ¼ô³î�ÿ`ê�è*ò�?�óRþUé6ê/èeø�5 ñ�öZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿ�ügóRô³öµó�ï#ô ø#ðáñ�þ�î�ÿ2ù
Aj 4ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ ôÀÿ=ñ@ê/ð¾î�
úè�òÐÿ=è^
Rðáñ���=)é=õgíRõ/è2è*òÐè�òÐê/óRð
ð��2ô³ñ@ê/ðXÿ�öZð
è�òÐê/óRðró2ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öXðáñ�ügôýê¼ó

þ�î�ÿ2ù
Aj 4 ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñ
ô³ñrç=î*ñ/ð�
&è#ÿ�ê¼óRð�ê¼óRðXè#õ/ù(è*òI
6ðáñ¼ñ@ôÀÿ=ñK
�5 ðáÿ6òiî�ÿ`ê¼ñ���F ÿ þ�è`ñFêoöáî*ñ/ðáñ��

è*éRõ)öZè*ÿ�ñFê¼õ/é=öZê/ôÀè*ÿú÷ ð¾î�
Rñ�ê¼è�ÿRðXü-÷ èeü�ðXõ ç?è*éRÿ�
=ñ�S
µAj (d) ' 3j + 2

6j(j + 1)
d3, j ≥ 2.

F þ�í�è#õ@êµî�ÿ`êgô ÿRï#õ/ð!
6ôÀðXÿ`ê¼ñ�è�òQê/ó=ôÀñgöXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿÇî*õ/ð
öZðáõ@êµî�ôÀÿú÷ÀôÀÿRðrî�õ¼õ¼î*ÿRï*ðáþ�ðáÿ`ê¼ñ�ô ÿÇê/ó=ð
íR÷³î�ÿRð ügóRô³öµóoó=î\ø#ð4þ�î�ÿ2ùÓöXõ/ô ê/ô³öXî*÷#í?è*ôÀÿ`ê¼ñQügôýê¼óoê¼óRðgñ/î*þ�ð�ÿRè#ÿ 4 �XðXõ¼è�öXõ/ô ê/ô³öXî*÷`øeî*÷ éRðD�U�)ñ@ôÀÿRï
î
õ/ðá÷Àî�ê/ôÀè*ÿ�ê¼èrê/óRð�ê/óRðáè*õ¼ùoè�ò�êFü�è 4 öZè#÷ è#õ/ôÀÿRï#ñQè*ò?õ¼ðáî*÷R÷ ôÀÿRð�î�õ¼õ¼î*ÿRï*ðáþ�ðáÿ`ê¼ñQü�ð)î�õ¼ð î*çR÷Àðgê/èoñ/óRèeüê/ó=î�ê�ê/óRð¾ñ@ðIî�õ¼õ¼î*ÿRï*ðáþ�ðXÿ`ê¼ñÓî*õ/ðÇî*ñ/ù2þ�íRê/è�ê¼ôÀöáî�÷À÷ ù&ê¼óRðúç?ðáñ@ê�í�è`ñ/ñ/ô ç=÷ ðúè*ÿRð¾ñ�7¯öµó=î�íRê/ðXõd·(è#ÿ
í=î�ï#ð#¹<B�:��

²úà¾äiÛ).ÂÞoÜh1�³�âv×!&`Ö\à�×áÜ'ñP×¾âU(!�+ñ(³T&2ã*äiÕ�,QÞUÕRà!&`à#å�2=è*õEñ/í�ð¾öZô³î�÷6öXî#ñ@ð¾ñQè�ò�÷ÀèeüR
6ðáï*õ¼ðXðD�
ôýê�ôÀñ�é=ñ/é=î�÷À÷ ùÇí?è#ñ¼ñ@ôÀçR÷Àðrê/è�ôÀþ�íRõ¼èeø*ðrï*ðáÿRðXõµî�÷Põ¼ðáñ/éR÷ ê¼ñ)ñ@é=öµó(î#ñ ê/ó=è#ñ/ðÓíRõ¼ðáñ/ðXÿ`ê/ð!
Iô ÿIê¼óRðÓêFü�è
öµó=î�íRê/ðXõµñ�þ�ðXÿ`ê/ôÀè*ÿRð!
"ôÀÿ�ê/óRðÇíRõ¼ðXø2ô è#é=ñ�ñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿ��R� óRðIþ�è#ñ@ê�õ¼ðáöXðXÿ`ê�ÿRðXüB÷ èeü�ðXõ�ç�è#éRÿ�
Rñ
òWè*õgê¼óRðrþ�î<�6ôÀþoéRþBÿ`é=þoç?ðXõ�è*òQÿRè�
6ð¾ñ è*ÿÂñ/éRõ@òiî#öZð¾ñ è�òQî�ï#ô ø#ðXÿp
6ðXï#õ/ðáð
ü�ðáõ/ð
íRõ¼è�
6é=öZð!
 ç2ù
ñFêµî�õ/ê/ôÀÿRï�ügôýê¼óÇñ/è*þ�ð

k 4 í=î�õµî�þ�ðZê¼ðXõ�òiî�þ�ôÀ÷ ù�è*òQñ/é=öµóúñ/éRõ/òiî*öXðáñ î�ÿ�
 ê/óRðáÿúé�ñ@ôÀÿRï�ï*ðáè*þ�ðZê¼õ/ô³öXî*÷
î�õ¼ï*éRþ�ðáÿ#êµñ�ê/èW
6ðXê/ðXõ¼þ�ô ÿ=ð
ê/óRðrí=î*õ¼î*þ�ðZê/ðáõ¼ñ ñ/é=öµóúê/ó=î�ê�îUÿ=ðXü õ/ð¾öZè*õO
�ü î*ñ�òWè#éRÿ�
6�

P�é6êgï*éRð¾ñ/ñ/ô ÿ=ï�ñ/é=öµó ï#ðXè#þ�ðXê/õ¼ôÀöáî�÷�î�õ¼ï*éRþ�ðáÿ#êµñ4õ¼ð�[`éRôÀõ¼ðáñ îo÷³î�õ¼ï*ð�î�þ�è*é=ÿ#ê è�òQï*ðáè*þ�ðZê¼õ/ô³ö
ô ÿ`ê¼éRôýê¼ô è#ÿ�� æ�ÿ�
Iô êgê/éRõ¼ÿRð!
úè#é6ê�ê¼ó=îeêgê¼óRðÓöXî#ñ@ð¾ñ è�òNè�
E
p
6ðXï#õ/ðáð

d = 7, 9, 11, . . .
î*õ/ð�[`éRô ê/ð


6ô º�öXéR÷ êÓê/èÇê/õ¼ðáî�êrô ÿ�ê/ó=î�êÓü�î\ùD� � è��sè#éRõrô�
RðáîÇü�î#ñ)ê/è � ÿ�
¢î�÷Àï*è#õ/ô ê/ó=þ�ñ)ê¼èÇ÷Àè6öXî�ê/ð�ô ÿ`ê¼ðXõ 4ðáñ@ê/ôÀÿRï ð��Rî�þ�íR÷Àðáñ�ügô ê/ó=ô ÿÂê¼óRðròiî*þ�ôÀ÷Àô ð¾ñ��I�&ðÓíRõ¼ðáñ/ðXÿ`ê�êFü�è�ð¾ñ/ñ/ðXÿ`ê/ô³î�÷À÷Àù-
6ô �?ðáõ/ðáÿ`ê)þ�ðZê¼óRè�
Rñ�S
ðX÷Àô þ�ôÀÿ=îeê¼ô è#ÿúî*ÿ�
�íRõ¼ô þ�î*õ/ùd
6ðáöXè*þ�í?è#ñ/ôýê¼ô è#ÿ�ô ÿÇöµó=î�õµî*öZê/ðXõ¼ô³ñFê¼ôÀöG�áðXõ¼è�7iöµó=î*í6ê/ðáõ�¹	:Ð�2è*õ�ð��6í?ðXõ 4ô þ�ðáÿ#êµñ�èeø*ðXõ)íRõ¼ô þ�ð � ðX÷�
Rñ�î�ÿ�
Iê¼óRðXÿ�÷ ô ò�ê/ôÀÿRïÇê/èÇöµó=î�õµî*öZê/ðáõ/ô³ñFê¼ôÀö3�áðXõ¼è�7¯öµó=î�í6ê¼ðXõµñ%NÇî�ÿ�
�B�:Ð�
� óRð�÷Àî�ê@ê/ðáõ�î*÷ ÷Àèeü�ñNé=ñ4ê/èoöXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê�îoñ/éRõ/òiî*öZðgè*ò�
6ðXï#õ/ðáð

7
ôÀÿ�� 3 ügôýê¼ó 99

ÿRè�
6ð¾ñ�7¯öµó=î�íRê/ðXõ
ND:�ügóRôÀöµóIô³ñgê¼óRð � õµñFê�öXî*ñ/ðrè�òNè�
E
'
6ðáï*õ¼ðXð
ï*õ¼ðáî�ê/ðáõ ê/ó=î*ÿ � ø*ðÓügó=ôÀöµóÂð��6öXðXð!
Rñ�?�óRþUé6ê/èeø�5 ñ
ï*ðáÿRðXõµî�÷P÷Àèeü�ðáõ ç�è#éRÿ�
6S

99 ≤ µ(7) ≤ 104.��ð(ê/óRðáÿ 
6ðáñ¼öZõ¼ôÀç�ð(î*ÿ î�÷Àï*è*õ¼ô ê/óRþ|ügó=ôÀöµó öáî�ÿ%ç?ð(í�ðáõ@òWè#õ/þ�ð!
�î*é6ê/è#þ�îeê/ô³öXî*÷ ÷Àù"ç2ù�î
öZè#þ�í=é6ê/ðáõ87iöµó�î�í6ê¼ðXõ%B�:���=)é=õ�ô þ�íR÷ÀðXþ�ðáÿ#êµîeê¼ô è#ÿ(î*ñgîpehit�U��a�rD��b(÷ ôÀçRõµî�õ¼ùúöXî*÷ ÷Àð�
¿`�m���b�j�&�M'O�()h��*%itr¼itm�`DqÌr¼its&õ/ð!
6é=öZð¾ñ)ê/óRð�öZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ�è�ò�î

99 4 ÿ=è^
=î�÷�ñ@ðáí6ê/ô³öUê/èÂî�@¾ì 4 þ�ô ÿ2é6ê¼ð 4 ÷ è#ÿRïöZè#þ�í=é6ê/ðáõ�î�÷Àï*ðáçRõ¼î�öZè#þ�íRé6ê¼î�ê/ôÀè*ÿ�� � ôÀþ�ô ÷³î�õ¼÷Àù��Rî�÷À÷sõ¼ðáöXè*õO
RñEòWè#õ�ñ@þ�î*÷ ÷ÀðXõI
6ðáï*õ¼ðXð¾ñ
d ≤ 6

öXî*ÿ
ç�ð�õ¼ðXíRõ¼è�
6é=öZð!
6�G�%óRðXÿ�î�íRíR÷Àù2ô ÿ=ï�ê/óRð�î�÷Àï*è#õ/ô ê/óRþ ê/è�ê¼óRðUöáî*ñ/ð

d = 9
ü�ðÓè*ç6êµî�ôÀÿ(î�ÿRè#ÿRôÀö

ügôýê¼ó
226
ÿRè�
6ð¾ñ ügóRôÀöµóIô³ñgî�÷³ñ@è�î�ÿRðáü-÷Àèeü�ðáõ ç�è#éRÿ�
6S

226 ≤ µ(9) ≤ 246.=)éRõ î�÷Àï*è*õ¼ô ê/óRþ ôÀñ�ø*ðáõ/ù�ï*ðáÿRðXõµî�÷?ñ@èoê/ó=î�ê�ô ê öáî�ÿ öXðXõ/ê¼î*ô ÿR÷Àù�ç�ð�î�íRí=÷ ôÀð�
�ê/èoþ�î*ÿ`ù�è*ê/óRðáõ
öZè#ÿ=öZõ¼ðZê¼ð�í=õ/è#çR÷ ðáþ�ñ ô ÿÂî�÷Àï*ðáçRõµî�ô³ö�ï#ðXè*þ�ðXê/õ¼ù��



æ [`éRô ÿ`ê¼ôÀö ügôýê¼ó
15
öXé=ñ/í=ñ�ügóRôÀöµó�ñ@óRèeü�ñÓê/óRðÇô�
6ðáî�è�ò�óRèeü8ê¼è�öZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê�ñ@éRõ/òiî*öXðáñoügôýê¼ó

þ�î�ÿ2ù
Aj 4 ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñ�é=ñ/ô ÿRïW�)ðáñ¼ñ@ôÀÿ=ñI
�5 ]EÿRòiî�ÿ`ê¼ñ��



?f��æ%­T�G]T� 9

¿°�gÍvÍUÔ�~úÍ �;¥§¦ ~©¨eÑK~UÎÐÍ ÑK~-� qdÓúÏU¨eÑÓÒJ�gÍ���ÔµÎ k Ô ÑK~«ª
Aj ¬ qWÔ�~��KÓ-�XÑrÏ)Ô^ÎUÔ��gÍ

� óRð�ç�ð¾ñFê��2ÿRèeügÿÓ÷Àèeü�ðáõvç?è*éRÿ�
=ñsòWè#õQñ/éRõ/òiî*öZð¾ñvè*òR÷Àî*õ/ï#ðJ
6ðáï*õ¼ðXð
d
ügô ê/ó

A1 4 ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñî�õ¼ð(ï*ôÀø*ðáÿ
ç`ù ?�óRþUé6ê/èeø�5 ñ öZè*ÿ�ñFê¼õ/é=öZê/ôÀè*ÿ 7¯ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿ%ë;� @!:Ð�Ë2Rè#õ óRôÀï*óRðáõ
Aj 4 ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñê/óRðIç?ðáñ@ê¸�2ÿRèeügÿ�öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê/ôÀè*ÿ=ñ�î�õ¼ð ñ@ê/ôÀ÷ ÷ ï*ôÀø*ðáÿ�ç2ù î�
6ôÀõ/ð¾ö^ê�ï*ðXÿ=ðXõµî�÷Àô �¾îeê/ôÀè*ÿ è*ò%�gè*ó=ÿ�5 ñ

öZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿ 7¯ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿM@�� ¯�:Ð�
µAj (d) ≥ 1

2d(d − 1)b d
j+1 c

�#2=è*õ
þ�î�ÿ2ù¿
6ðáï*õ¼ðXðáñ���è*ÿRð�öXî*ÿ
î�÷³ñ@è¢é=ñ/ð¿�
î�÷À÷Àî*õ¼î�ê/ô�5 ñ î�÷Àõ/ð¾î�
6ù þ�ðáÿ#ê¼ô è#ÿRð�
�ï*ðáÿRðXõµî�÷Àô��áîeê¼ô è#ÿ"è*òQPQ� � ðáï*õ¼ð�5 ñ�öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê/ôÀè*ÿ
7iñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ¿C��³9	:�ügóRô³öµóIôÀñ é=ñ/é=î*÷ ÷Àù�ç?ðZê@ê¼ðXõgê¼ó=î�ÿ'�gè#óRÿ�5 ñ ôýò�ô ê�öXî�ÿÇç?ðÓî�íRíR÷ÀôÀð�
6�

2Rè#õ�ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñW
6ô ��ðXõ¼ðXÿ`ê�òWõ/è#þ ÿRè�
6ð¾ñ���ê/óRðáõ/ðIð��2ô³ñ@ê�è*ÿR÷Àù�ø*ðáõ/ù¢òWðáü ñ/í?ðáöZô³î�÷)öZè*ÿ 4ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿ�ñ(ügóRô³öµó�ð��RöZðáð�
-ê/ó=ðáñ/ð�ï*ðáÿRðXõµî�÷rè#ÿRðáñ��²� ó=ð�ç�ð¾ñFê��`ÿ=èeügÿ ÷Àèeü�ðXõ(ç?è*éRÿ;
Rñ(ôÀÿ
í=î�õ/ê/ô³öZé=÷Àî*õ�öáî*ñ/ðáñUè�ò�÷Àèeü�
6ðXï#õ/ðáð î�õ¼ð ï#ô ø#ðXÿ�ç2ù>P î�õ/ê/ó��Eñ@ðáðúñ/ðáö^ê¼ô è#ÿ"ë;� @D@<S

µA2(4) = 8
�

15 ≤ µA2(5) ≤ 20
�'F ÿ�ê/óRô³ñUöµó�î�í6ê¼ðXõ-7¯ñ@ðáðúî*÷Àñ/è>ð �4ÕEÖ�����ÖUók:rü�ð�
6ðáñ¼öZõ¼ôÀç�ðÇîÂøeî�õ¼ôÀî*ÿ#êUè�ò

?�óRþoéRê/èeø�5 ñ öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ ügóRô³öµó ÷ÀðáîD
Rñ�ê/è�ê/ó=ð)÷Àèeü�ðáõ�ç?è*é=ÿ�
�7¯öZè#õ/è#÷ ÷³î�õ¼ùd9E�³¹Óè*ÿúí=î�ï#ð3¹	¯�:ÐS

7¾9E� @±:
µAj (d) ' 3j + 2

6j(j + 1)
d3.

�vè è*éRõ��2ÿRèeüg÷Àð�
6ï#ð��2ê¼óRôÀñ�ï*ôÀø*ð¾ñgî*ñ/ù`þ�í6ê¼è�ê¼ôÀöáî�÷À÷ ù�ê¼óRðÓç?ðáñ@ê%�2ÿRèeügÿÇç�è#éRÿ�
Rñ�òWè*õ�î*ÿ`ù
j ≥ 2

�
� óRð(öZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ�õ/ð¾î*öµóRð¾ñoþ�è#õ/ðúê/ó=î*ÿ ≈ 75%

è�ò�ê¼óRðÇê/óRðáè*õ¼ðZê/ô³öXî*÷ éRíRí?ðXõ�ç?è*éRÿ�
 7iñ/ðXð
ñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿ\¯�� @¾ìÇè*ÿ¢í=î�ï#ð�ë#ì�:�ôÀÿ î�÷À÷4öXî#ñ@ð¾ñ��
2=è*õK[`éRôÀÿ#ê¼ôÀöáñrôÀÿ>� 3 �Ðü�ð�î*÷Àñ/èIï*ðZêoî*ÿ�ð��Rî�þ�íR÷Àð
ügôýê¼ó

15
öZé=ñ/í=ñ��Rñ@è�ê¼óRðrï#î*íúè*ò

5
þ�è*õ¼ð�í?è#ñ¼ñ/ô çR÷ÀðröZé=ñ/í=ñ õ¼ðXþ�î�ôÀÿ=ñ��

�Ðî*çR÷Àðd9E� @Óè#ÿ(ê¼óRðoòWè#÷ ÷ÀèeügôÀÿRï�í=î*ï*ðoï#ô ø#ðáñ)î�ÿ�èeø#ðXõ¼ø2ô ðáü-è*ò4è*éRõ�õ¼ðáñ/éR÷ýêµñ�òWè#õ)÷Àèeü
j

�Pñ@ðáð
î�÷³ñ@è¢öZè#õ/è#÷ ÷³î�õ¼ôÀðáñ89E�³¹(î�ÿ�
 9�� N��>�&ð'
6ðáñ¼öZõ¼ôÀç�ðIî�ï#ðXÿRðáõ¼î*÷ ô��áî�ê/ôÀè*ÿ è*ò)è*é=õ�öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê/ôÀè*ÿ ê¼è
óRôÀï*óRðáõ�
6ôÀþ�ðXÿ=ñ/ô è#ÿ=ñ�ôÀÿ(ñ/ðáö^ê¼ô è#ÿ�9�� ·�è*ÿÂí=î*ï*ð8¹eëE�I� óRô³ñ�÷Àðáî�
=ñgê/è ÿRðXüß÷Àèeü�ðáõgç�è#éRÿ�
Rñ�ðXø*ðáÿ
ô ÿIê¼óRðÓöXî#ñ@ð�è�ò�ÿRè�
Rî*÷Pó`ù2í?ðXõµñ@é=õ@òiî#öZðáñ��

�såiØ?å�Þ#0)1&âv×¾Ü^ò�� à e�(U&2Õ
��ð�ñFêµî�õ/ê�ügô ê/ó(ñ/è*þ�ðÓÿRè*ê¼îeê¼ô è#ÿ�S æ�í�è#ô ÿ`ê

z0 ∈ � ô³ñ�î à�§Ð£tä¾£/àO©	¢ é á<£tã;äIá»å8â8ç�¢¤ä�£ é ¢Ì£/à�£tä è
j ∈ Ú è*ò�î
í?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô³î�÷ g ∈ � [z]

ô ÿ�è#ÿRðgøeî�õ¼ôÀî*çR÷ ð�ô ò?ê¼óRð � õµñFê
j


6ðXõ¼ô øeî�ê/ôÀø*ðáñ�è*ò
g
øeî*ÿRôÀñ/ó�îeê

z0
S
g(1)(z0) = · · · = g(j)(z0) = 0

��� óRðgÿ2éRþoç?ðXõ
g(z0)

ôÀñ4öXî�÷À÷Àð�
Uê/óRð à�§Ð£tä�£/àL©	¢;¥<©<¢Ìç�¦ è*ò
z0

�
æ«öXõ/ô ê/ô³öXî*÷sí�è#ô ÿ`ê�è*ò�þUéR÷ ê/ôÀíR÷ ô³öZô êFù

j, j > 1,
ôÀñ)öXî*÷ ÷Àð�
Iî ê�¦ëæ¼¦�ã�¦�§�©	äë¦ öZõ¼ô ê/ô³öXî�÷ví�è#ô ÿ`ê��G�gð¾öXî�÷À÷

òWõ/è#þ ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ
ë���@Iè*ÿ
í=î�ï#ðIë¼9�ê/ó=î�ê�?�óRþoéRê/èeø�é=ñ/ð�
�ê¼óRðIòWè*÷À÷ èeügôÀÿRï¢ô�
6ðáî&ê¼è¢öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê
ñ@é=õ@òiî#öZðáñ ôÀÿ'� 3 ügô ê/óIþ�î�ÿ2ù�ÿRè�
6ð¾ñ�S

• �sðZê
Pd(x, y) ∈ � [x, y]

ç?ð�î�í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷*è�ò�
RðXï*õ¼ðXð
d
ügô ê/óÓòWðáü>
6ô �?ðáõ/ðáÿ#ê�öZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷

ø\î*÷ é=ðáñ���î�÷À÷vè*òQügó=ôÀöµó(î*õ/ðrÿRè#ÿ 4 
6ðXï#ðXÿRðáõ¼î�ê/ð��fP�ùúî�öXè`è#õL
Rô ÿ=î�ê/ðröµó=î*ÿRï*ðD�Rü�ðoþ�î\ù
î*ñ¼ñ@éRþ�ð�ê/ó�îeêgê/ó=ð
êFü�è�öZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷Pøeî�÷ÀéRð¾ñ ügóRôÀöµóÇè6öXöXéRõgþ�è#ñ@ê è*ò�ê/ðáÿIî*õ/ð

0
î�ÿ�
 −1

�
��ð�î*ñ¼ñ@éRþ�ðgê¼ó=îeê4ê/óRðáù�è6öáöZéRõ

ν(0)
î�ÿ�


ν(−1)
ê¼ô þ�ðáñ��6î�ÿ�
�ê¼ó=îeê

ν(0) > ν(−1)
�

• �sðZê
Td(z) ∈ � [z]

ç?ðoê¼óRð¸�QöµóRðáç`ù6öµóRðáøúí?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô³î�÷Qè�òJ
RðXï*õ¼ðXð
d
ügô ê/ó¢öZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷

ø\î*÷ é=ðáñ −1
î�ÿ;


+1
��ügóRðXõ¼ð −1

è2öáöZéRõµñ b d2c
ê/ôÀþ�ðáñEî*ÿ�


+1
è2öáöZéRõµñ bd−1

2 c
ê/ôÀþ�ð¾ñ��.�4
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1 ��%% ��
ô/.ô/.
��� ô�

ô
��
. +
. +

��
ô/0 %< �
��

ô/4 %
ô5.76

��õ % .õ ô/.
��� .50� % +

��% 650% õ +
��
. % +

.7070
≈ ��%Ò;7<+ ; ô õ

· d3

2 ���� ��
66
��õ 0
ô +

��� 4�
.
��
. õ=38
��< 6>A? ��

ô %�%@A8:9
��õ 0 õ@:=A2

��õ 4 +8A83=
��� . �B ?3?

≈ ��
ô ;7%83C:2
· d3

3 ��
ôô
��
..
��

ô �
ô/0

��õ .
ô +

��%�%BD@ ��
. <
. %

��
ô10 õ> 8
��

ô %7%@A@FE
��

ô < +@ÂE ?
��õ + 6@:23G

≈ ��
6 ;7% +@3@:C > 8
· d3

4 ��
ôô
��%% ��

ôLôô/0
��õ 0
ô +

����+õ ô
��+ %B�8 ��

650=FE
��

ôLô õ
ô10�0

��
ô + õ@A@ ?
��õ 0�ô@:B�8

≈ ��+ ; � .> C:9 ?
· d3

HJ��s;r¼m ±6qLKEq%�
ÿRèeügÿ éRíRí?ðXõ(î�ÿ;
-÷Àèeü�ðXõIç�è#éRÿ�
RñÇòWè#õIê/óRð þ�î	�2ôÀþoé=þ
ÿ2éRþoç?ðXõ

µAj (d)
è*ò4ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñgè*òNêFù2í�ð

Aj , j = 1, 2, 3, 4,
è#ÿ�î�ñ/éRõ 4òiî*öXð è*ò%
6ðXï#õ/ðáð

d
ôÀÿM� 3 �\2Rè*õ

j ≥ 2
î�ÿ;


d ≥ 5
��ê/óRðú÷ èeü�ðXõUç�è#éRÿ�
Rñ

î�õ¼ðÂîeê/ê¼î�ôÀÿRð!
�ç2ù�è#éRõ�ð��6î*þ�íR÷ ð¾ñ�è*õ�ç2ù��
î*÷ ÷³î�õµîeê¼ô¾5 ñ�ï*ðáÿRðXõµî�÷Àô �¾îeê¼ô è#ÿ"è�ò
PQ� � ðXï#õ/ðD5 ñ ô�
6ð¾î�7¯ñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿpCE� 9Uè*ÿÇí=î*ï*ðKCeëD:��

• F�ê�ôÀñ�ðáî*ñ/ù�ê/è�ñ/ðXð�ê¼ó=îeêgê¼óRðríRõ¼è�ûFðáöZê/ôÀø*ð
ñ@é=õ@òiî#öZð
ï*ôÀø*ðáÿ ç2ù�ê¼óRðÓî<º�ÿRð
ð�[`é=î�ê/ôÀè*ÿ
7�9��³C�:

Pd(x, y) +
1

2
(Td(z) + 1) = 0

ó=î*ñ
ν(0) · bd2c+ ν(−1) · bd−1

2 c
ÿ=è^
Rðáñ��

?�óRþUé6ê/èeø)é=ñ/ðáñPòWè#õ
Pd(x, y)

ê/óRðEòWè*÷�
6ô ÿ=ï�í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷Àñ
FA2

d

î*ñ¼ñ@è6öXôÀî�ê/ð�
)ê¼ègê/óRð�õ/è2è*êvñ@ù6ñ@ê/ðXþ
A2


6ð � ÿRð�
�ôÀÿ�7Wë;� C�:Ð��F ÿ�ê/óRð)öXî*ñ/ðgè�ò�
6ðáï*õ¼ðXð
5
ê¼óRð�ç?ðáñ@ê�í?è*÷Àù`ÿ=è*þ�ôÀî*÷6òWè*õEê/óRô³ñEíRé=õ/í?è#ñ/ð�ô³ñEî

õ¼ðXï#éR÷Àî*õ � ø*ðáï*è*ÿ
R5(x, y) ∈ � [x, y]

ügôýê¼ó�ê/óRð�öXõ/ô ê/ô³öXî*÷6øeî�÷ÀéRð
1
îeê�ê/óRðgè#õ/ôÀï*ôÀÿ�î�ÿ�
Uügôýê¼ó�ê/óRð

öXõ/ô ê/ô³öXî*÷vøeî�÷ÀéRð −1
î�ê�ê/óRðUè�ê¼óRðXõ)ÿRè*ÿ 4 ñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ�öXõ/ô ê/ô³öXî*÷ví?è*ôÀÿ#êµñ��I� ó=ðUöZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿIî*ç�èeø#ð

ê¼óRðXÿIï*ôÀø*ð¾ñ
30
ÿRè�
6ðáñ��Rñ@ðáð � ï��h9���@	�

R5(x, y) T5(z) R5(x, y) + 1
2 (T5(z) + 1)

)Gik��a�b6ma±6q}KEq�æ øeî�õ¼ôÀî*ÿ`ê�è�òo��ô ø#ðXÿ`ê¼î*÷¾5 ñ î�ÿ�
p?�óRþoéRê/èeø�5 ñ öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ�S
æ�õ/ðáï*éR÷³î�õ

5 4 ï*è#ÿ R5(x, y)
�eê¼óRð��ÐöµóRðáç2ù2öµó=ðXø
í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷

T5(z)
î*ÿ�
rê¼óRð

ñ/éRõ@òiî#öZð
R5(x, y) + 1

2 (T5(z) + 1)
ügôýê¼ó

10 · 2 + 5 · 2 = 30
ÿRè�
6ðáñ��

�Påt"PåW*d(ÐÕ�³Ð×¾äiÜ?Û
×áÜ�"Âä/.h0U&`Ö-ñväiÛ).�â),iÕRÖ\äi×áä¾&`à
�Ðè(î�
Rî*í6ê8?�óRþoé6ê¼èeø�5 ñröXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ�7�9��³C�:)ê¼èÂóRô ï#óRðXõÓñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñ
è�ò�êFù2í�ð

Aj
�vü�ð

õ¼ðXíR÷³î*öXð�ê¼óRðrí?è*÷Àù`ÿ=è*þ�ôÀî*÷Àñ
Td(z)

ç`ù í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ô³î�÷³ñ�ügôýê¼ó¿
6ðXï#ðXÿRðáõ¼î�ê/ð
öZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷Pí?è*ôÀÿ`ê¼ñ��
2Rè#õ�ê¼óRðUöXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿIè�ò4î
[`éRôÀÿ`ê/ô³öÓñ@é=õ@òiî#öZðÓügô ê/ó(þ�î*ÿ`ùÇöZé=ñ/í=ñ���ü�ðrê¼ó`é�ñgê¼î��*ðoî*ï#î*ô ÿ

ê¼óRð õ¼ðXï#éR÷Àî*õ
5 4 ï#è*ÿ R5(x, y) ∈ � [x, y]

ê¼è*ï#ðZê/ó=ðXõoügô ê/ó�îÂí?è*÷Àù`ÿ=è*þ�ôÀî*÷
T 2

5 (z) ∈ � [z]
è�ò


6ðáï*õ¼ðXð
5
ügô ê/ó�ê/ó=ð�þ�î	�2ôÀþoé=þ ÿ2éRþoç?ðXõ
è�ò öZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷�í?è*ôÀÿ#êµñ
è�ò�þoéR÷ ê/ôÀíR÷ÀôÀöXôýêFùÂêFü�è���æ�ñ�ê¼óRð


6ðáõ/ôÀøeîeê¼ô ø#ð�è�òvñ/é=öµóÇîÓí?è*÷Àù`ÿ=è*þ�ôÀî*÷�ó�î*ñG
6ðXï#õ/ðáð
4

�`ê¼óRð)þ�î	�2ôÀþoé=þKÿ`é=þoç?ðXõ�è�òÐñ/é=öµóúöXõ/ô ê/ô³öXî*÷



+ � � � j Ó xEÅ��Â¹ ö � Ã��Â¹6Ä6Ã � ö w���yyþ ö w+÷6ÅEy�y ö Ä6y3÷!­ Å�Ä���w�Ä�z;y . <

R5(x, y) T 2
5 (z) R5(x, y) + 1

2 (T 2
5 (z) + 1)

)Gik�Ua�b6m�±6q��6q%� óRðÓöZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ è�òNîd[`éRô ÿ`ê¼ôÀö
ügô ê/ó
15
öZé=ñ/í=ñ��

í�è#ô ÿ`êµñ�ôÀñ 4
2 = 2

�*ñ/ðXð � ï��D9��³C^�)� ó=ð�öXõ/ô ê/ô³öXî*÷`øeî*÷ éRð¾ñQè�ò=ê¼óRðáñ/ð�êFü�è
öZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷2í?è*ôÀÿ#êµñ�ó=î\ø*ð4ê/è�ç�ð

6ô �?ðáõ/ðáÿ#ê�ç�ð¾öXî*é=ñ@ðUî�óRè*õ¼ô��Xè*ÿ`êµî�÷s÷Àô ÿ=ðÓê/ó=õ/è#éRï*óÂç?è�ê¼ó(öZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷ví?è*ôÀÿ`ê¼ñ)ü�è#éR÷�
Iô ÿ`ê/ðáõ¼ñ/ðáöZê�ê/ó=ð
öZéRõ¼ø*ð)ô ÿúñ@ô ��í�è#ô ÿ`ê¼ñ�öZè#éRÿ`ê/ð!
�ügôýê¼ó þUéR÷ýê¼ô í=÷ ô³öZô ê/ôÀðáñ�� � ô þ�ôÀ÷Àî*õ4ê¼èÓê¼óRð)ñ/ôýê¼é=îeê¼ô è#ÿ�òWè*õ�ÿRè�
6ð¾ñ4ôÀÿ
7¾9E� CD:gê¼óRð�ñ@éRõ/òiî*öXð

R5(x, y) + 1
2 (T 2

5 (z) + 1)
ó=î*ñ

10·1 + 5·1 = 15
ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ�è*òEêFù2í�ð

A2
�
��ð
êµî	�#ð
ñ/éRõ/òiî*öXðáñ�ô ÿÂñ/ðXí=î*õ¼î�ê/ð!
�øeî�õ¼ôÀî*çR÷Àðáñ�
6ð � ÿRð�
Çç2ù�í?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô³î�÷³ñ�è*òÐê¼óRð
òWè*õ¼þpS

7¾9E� ¯¼: ?�óRþ
(Gjd) := FA2

d +Gjd,

ügóRðXõ¼ð
FA2

d (x, y) ∈ �
[x, y]

ô³ñ�ê¼óRð(òWè#÷�
Rô ÿRï"í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ô³î�÷Q
6ð � ÿRð�
%ôÀÿ 7ië��³C�: î�ÿ�

ügó=ðXõ¼ð
Gjd(z) ∈ � [z]

ô³ñ îUí?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô³î�÷?è�ò�
6ðXï#õ/ðáð
d
ügôýê¼óúþ�î*ÿ`ù�öXõ/ô ê/ô³öXî*÷�í�è#ô ÿ`ê¼ñ�è*òÐþoé=÷ýê¼ô íR÷Àô³öZô êFù

jügôýê¼ó öZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷Qø\î*÷ é=ðáñ −1
î�ÿ;


+1
��]I� ï����PòWè#õ

j = 1
��ê/óRð�è*õO
6ôÀÿ=î�õ¼ù'�Ðöµó=ðXç2ù6öµóRðXøIí?è*÷Àù`ÿ=è 4þ�ôÀî*÷Àñ

G1
d(z) := Td(z)

ù2ô ðá÷�
+?�óRþoé6ê¼èeø�5 ñ)ñ@éRõ/òiî*öXðáñgügô ê/ó�þ�î�ÿ2ùúÿ=è^
Rðáñ��%F ÿÂê¼óRðÓòWè#÷ ÷Àèeügô ÿ=ï
ñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿ=ñ��6ü�ð3
6ôÀñ¼öZé�ñ/ñ�êFü�èUï#ðXÿRðáõ¼î*÷ ô��áî�ê/ôÀè*ÿ=ñ4è�òÐê/óRð
è*õO
6ôÀÿ=î�õ¼ùW�Ðöµó=ðXç2ù6öµóRðXø�í?è*÷Àù`ÿ=è*þ�ôÀî*÷Àñ�ê¼è
í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷Àñ�ügô ê/óIöZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷?í�è#ô ÿ`ê¼ñ�è*òvóRôÀï*óRðáõ�þUéR÷ýê¼ô í=÷ ô³öZô êFù�ügóRô³öµó ï#ô ø#ð)ñ/éRõ@òiî#öZð¾ñ4è*òU
6ðXï#õ/ðáð
d
ügô ê/óIþ�î�ÿ2ù

Aj 4 ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ��
j < d

�

�På�Vså
j ¸ �¸&^, �sä4Ô)Ü;,L�sÛÐÜh1�ä¯ÕE,ià8òsäiÕº	-&2à¾àáä¯ÛÐà¸($��g�Û!
�ÕRÛ�×¾à

� óRðIð��6ô³ñFê¼ðXÿ=öXðÇè*ò)í?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô³î�÷³ñUôÀÿ
è*ÿRðIøeî�õ¼ô³î�çR÷Àðúügô ê/ó�è*ÿ=÷ ù êFü�è\
6ôÌ��ðXõ¼ðXÿ`ê öXõ/ô ê/ô³öXî*÷
øeî�÷ÀéRðáñ)ügôýê¼ó(íRõ¼ðáñ¼öZõ¼ô ç?ð�
IþUéR÷ ê/ôÀíR÷ ô³öZô ê/ôÀðáñ�è*òQê¼óRð�öZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷ví?è*ôÀÿ`ê¼ñ)öXî�ÿ�ç�ðUðáñ@ê¼î�ç=÷ ô³ñ@ó=ð�
Ié=ñ/ô ÿ=ï
ô�
Rðáî*ñ è*ò)��éRõ/ügô ê��dð "ÂâvÖÌhvØ�ósç�î*ñ/ð�
�è#ÿ���ô ðáþ�î*ÿRÿ�5 ñf]o�6ôÀñ@ê/ðáÿ=öZð�� óRðáè*õ¼ðXþp�o� óRð
ô ÿ`ê/ðáõ/ð¾ñFêgôÀÿ
ê/óRô³ñ�ñ@éRçRûFðáö^ê�ü�î#ñNõ/ðáÿRðXü�ð�
�ç2ù¸��õ¼è�ê¼óRðXÿ;
6ô ð¾öO��5 ñ:­ «X®�ç�£�«O«�¦�ê°¯ ç�ã é §�áLæ	§L©<â¸âd¦ 7iñ/ðXð#ð³ñ��$h��RÕ(�
ñ(�ñh��EÖ)ót:���®�èeü î�
Rî\ù6ñ��`ô ê�ô³ñ�öXè*þ�þ�è*ÿR÷Àù��2ÿRèeügÿIéRÿ�
RðXõ�ê¼óRðÓÿ=î*þ�ðÓè�òÊ� ¦�«O«Ð£tãE«8ê°¯ ­ ã�å�©<ã;ä/« �
��ð�ügô ÷À÷�é�ñ@ðIê¼óRð(òWè#÷ ÷Àèeügô ÿ=ï&í=õ/è#í�è`ñ@ô ê/ôÀè*ÿ Ï+
6ð � ÿRô ê/ôÀè*ÿ%ügóRô³öµó%ôÀñ ç=î*ñ/ô³öXî�÷À÷Àù ê¼î��*ðXÿ�òWõ¼è*þ
ð *¶�øh���ó�S

±%b�Ý�g;ÝU`�i�Ü6ikÝ��[²�³¸m�c¼it��i�Ü�ikÝU�R9E� @^q
7À@!:S´ ä�§�¦O¦ ü £ Ï ¦ Ï ©�æ	§�© éEß Ñ £tä ß á<ç�äKà è à�¢ ¦�« ý Ñ £tä ß © é §�¦�«�à�§Ð£/ªO¦Oê�à è à�¢¤£/à'á<§�êD¦�§�á»å
ä ß ¦

¦Lê�æD¦�«
©�ê�µ�©DàO¦�ã;ä%äÿá�¦O©Dà ß ¥<¦�§Ðäë¦Lîp£�«dàO©	¢t¢ ¦Oê�© ³�,iÕRÛ)&&×XÖ<&^& Ï ´Ëé ¢ ©	ãh¦
ä¾§�¦O¦ ß ©±«d©
ãh©<ä�ç�§�©	¢�ª�£/àOá<¢ á	§Ð£tã¼æ¿áÀå#ä ß ¦¸¥<¦�§Ðä�£/àO¦Ð« ü ª�¢ ©Dà¶kw· Ñ ß £täë¦ ý Ï¸o å Ñ ¦&¹Uî�ä ß ¦WàOá<¢�á<§Wá»ådá<ãh¦
¥±¦�§Ðäë¦Lî j ä ß ¦�ã�ä ß £�«#ª�£/àOá<¢�á<§Ð£tã¼æ-£�«�ç�ã�£º®�ç�¦ Ï7�C�:S´ é á<¢ è ã�á<â¸£/©<¢3£tãËá<ãh¦+¥<©<§Ð£/©Dª�¢�¦ Ñ £tä ß ãhá	ädâdá	§�¦�ä ß ©<ã ä Ñ á�ê<£ »%¦�§�¦�ã�ä�à�§Ð£tä¾£/àO©	¢
¥±©	¢¤ç�¦Ð«�£�«8àO©<¢t¢�¦Lê�© �¸&^, �sä$³4Üh, �sÛQÜ;1�ä¯ÕE, Ï7¾¯D:S¼ á	§#©8æ�£t¥±¦�ãS½�¦�¢ è £ é á<¢ è ã�á<â¸£/©<¢

p : � → � Ñ £tä ß à�§Ð£tä¾£/àO©<¢U¥±©	¢¤ç�¦�«
c1

©	ãhê
c2 j Ñ ¦

ê�¦¾¹�ãh¦�ä ß ¦ ³�,iÕ=ÛU&�×XÖ<&^&
PT (p)

ÕRà¾àáÜvã*äiÕR×�&^( ×¾Ü
p

äëá+ªO¦�ä ß ¦�£tã�¥<¦�§O«�¦�£tâW©�æ¼¦
p−1([c1, c2])

á»å-ä ß ¦-£tã�äÿ¦�§Ð¥<©<¢
[c1, c2] j Ñ ß ¦�§L¦

p−1(c1)
©	§�¦�ä ß ¦pª�¢�©�àYk+¥±¦�§Ðä�£/àL¦�« j©<ãhê

p−1(c2)
©<§L¦�ä ß ¦ Ñ ß £täë¦K¥±¦�§Ðä¾£/àO¦�«�áÀåQä ß ¦3ä¾§L¦L¦ ü «�¦O¦K¹)æ ÏU¿�Ï l�á<ã'ä ß ¦oå�á	¢t¢ á Ñ £tã^æ

é ©�æD¦ ý Ï
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)Gik��a�b6m�±6q�©�qI� óRð�è*õO
6ô ÿ�î�õ¼ùM�QöµóRðXç2ù6öµóRðXø�í?è*÷Àù`ÿ=è*þ�ôÀî*÷
T5
ügô ê/óLêFü�è

öZõ¼ô ê/ô³öXî�÷ í?è*ôÀÿ`ê¼ñ�ügôýê¼ó�öXõ/ô ê/ô³öXî*÷ ø\î*÷ é=ð −1
î�ÿ�
�êFü�è&ügô ê/ó
öZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷ øeî�÷ÀéRð

+1
�o� óRðrõ¼ô ï#ó`ê í=ôÀöZê/éRõ¼ðÓñ@ó=èeü�ñ ôýêµñgíR÷³î�ÿRð�ê/õ¼ðXð

PT (T5)
�4æßø*ðáõ@ê¼ð�� ügô ê/ó

êFü�èÓî�
\û@î#öZðXÿ`êEð!
6ï*ð¾ñEöZè#õ/õ¼ðáñ/í�è#ÿ�
RñQê¼èÓîröZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷=í?è*ôÀÿ`êEügôýê¼ó�þoé=÷ýê¼ô íR÷Àô³öZô êFù
1

��î�ø#ðXõ/ê/ð�� ügô ê/ó�è*ÿRðIî�
eû@î*öZðáÿ`ê�ð!
6ï*ðIöZè#õ/õ¼ðáñ/í�è#ÿ�
RñÓê/è¢î�ÿRè#ÿ 4 öZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷í?è*ôÀÿ#ê!�

7ië¼:S¼ á	§-©<ã èWé ¢ ©<ã�¦�ä�§�¦O¦ j ä ß ¦�§�¦p¦�îD£�«Ðä¾«
©S½�¦�¢ è £ é á<¢ è ã�á<â¸£/©<¢ Ñ ß á<«�¦'à�§Ð£tä�£/àL©	¢ é á<£tã;ä/«
ß ©	¥±¦%ä ß ¦�â¸ç�¢¤ä�£ é ¢¤£/à�£tä¾£/¦�«Jæ�£t¥±¦�ã-ª è ä ß ¦Iã�ç�âWªO¦�§�á»åI¦Oê�æ¼¦�«I©Dê�µ�©DàL¦�ã�ä)äÿáQä ß ¦�¥<¦�§Ðä�£/àO¦Ð«
â8£tã;ç^«#á<ãh¦8©<ã�ê
¥!£/àO¦K¥<¦�§LàL© Ï�&ðrügô ÷À÷sÿRðáð�
úê/óRð
òWè#÷ ÷ÀèeügôÀÿRïoêFü�è�ê/õ¼ô ø2ô³î�÷Pç?è*éRÿ;
RñgöZè#ÿ=öZðáõ/ÿRôÀÿRï�öZõ¼ô ê/ô³öXî�÷Pí?è*ôÀÿ`ê¼ñ�S

ÀTm�*Ø*I�þ9��³C�q ¨U¦�ä
d, j ∈ Ú�Ï ¨U¦�ä

g ∈ � [z]
ªO¦¿© é á<¢ è ã�á<â¸£/©<¢�áÀå�êD¦ëæ	§�¦O¦

d
£tã á	ãh¦

¥<©<§Ð£/©Dª�¢ ¦ Ñ £tä ß á	ã�¢ è £�«�á	¢ ©<äÿ¦Oê-à�§Ð£tä¾£/àO©	¢ é á<£tã�ä¾« Ï Ð ß ¦�ã�i
7À@!: Ð ß ¦#äëá	äë©	¢hã;ç�âdªO¦�§3áÀå�ê<£ »%¦�§�¦�ã�äfà�§Ð£tä�£/àL©	¢ é á	£tã�ä¾«�áÀå

g
á»åQâ¸ç�¢¤ä¾£ é ¢¤£/à�£tä è

j
êDá�¦�«3ãhá<ä

¦�î^àO¦O¦Oê bd−1
j c Ï7�C�: Ð ß ¦�ã;ç�âdªO¦�§QáÀåQê	£ »%¦�§L¦�ã;äJà�§Ð£tä�£/àO©<¢ é á<£tã;ä/«QáÀå

g
á»å�â8ç�¢¤ä�£ é ¢Ì£/à�£tä è

j Ñ £tä ß ä ß ¦�«�©	âd¦
à�§Ð£tä�£/àO©<¢U¥±©	¢¤ç�¦dê�á!¦Ð«�ãhá	äf¦Lî^àL¦O¦Oê b d

j+1 c Ï 2

�&ðrï*ôÀø*ðrî�ñ@í?ðáöXôÀî*÷Pÿ=î�þ�ð
ê/è�í?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô³î�÷³ñ õ/ð¾î*öµóRôÀÿRïUê/óRð � õµñFê�è*òvê¼óRðáñ/ðrç�è#éRÿ�
Rñ�S
³dmEc^it��i�Ü6ikÝ�� 9E� @^q ¨U¦�ä

d, j ∈ Ú ©<ã�ê
¢�¦�ä
p

ªL¦d©)½%¦�¢ è £ é á	¢ è ãhá	â8£/©	¢Tá»å#êD¦�æ�§�¦O¦
d Ï Þ ¦

àO©<¢t¢
p

©
j ¸ �¸&^, �sä ³4Üh, �sÛQÜ;1�ä¯ÕE, £ å

p
ß ©<«pä ß ¦¿âd©�îD£tâ8ç�â é á<«L«Ð£/ª�¢ ¦�ã�ç�âWªO¦�§ bd−1

j c
á»å

à�§Ð£tä¾£/àO©	¢ é á<£tã�ä¾«#á»å3â¸ç�¢¤ä�£ é ¢¤£/à�£tä è
j ÏhIn���*%gEr¼m 9���@¼q Ð ß ¦+á<§�ê	£tãh©<§ è Ð à ß ¦!ª è à ß ¦�¥ é á<¢ è ã�á<â¸£/©<¢³«

T 1
d (z) := Td(z)

©<§�¦
1 û½�¦�¢ è £ é á<¢ è ãhá<â¸£/©<¢¤« Ï T 2

5 (z)
£tãÁ¹Uæ Ï�¿�Ï�Â á<ãHä ß ¦ é ©�æ¼¦�ªO¦¾å�á<§�¦¿£�«'©

2 û ½%¦�¢ è £+Ã�á<¢ è ãhá<â¸£/©<¢ Ï
2

æKñ/í�ð¾öZô³î�÷�êFù2í�ð�è*ò
j 4 P�ðX÷Àù`ô�í?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô³î�÷³ñrî�õ¼ðUê¼óRè#ñ/ð�è�òG
6ðXï#õ/ðáð

j + 1
�d��ð�ügôÀ÷À÷PûFè*ôÀÿ

ñ/ðXø#ðXõµî�÷`íR÷Àî*ÿRð�ê/õ¼ðXð¾ñQöXè*õ¼õ/ð¾ñ@í?è*ÿ;
6ô ÿ=ï�ê/èrñ/é=öµó
j 4 P�ðX÷Àù2ô`í?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô³î�÷³ñQè�òh
RðXï*õ¼ðXð

j+1
ê/è�òWè#õ/þ

÷³î�õ¼ï*ðáõ�íR÷³î�ÿ=ð
ê/õ¼ðXðáñ ôÀÿÇê/óRð
òWè#÷ ÷ÀèeügôÀÿRï�ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ=ñ�S
³dmEc^it��i�Ü6ikÝ�� 9��³C�q�Þ ¦WàO©<¢t¢�ä ß ¦ é ¢�©<ãh¦Wä¾§�¦O¦WàOá<§Ð§L¦Ð« é á<ãhê	£tã¼æpäÿáp©

j û ½�¦�¢ è £ é á	¢ è ãhá	â8£/©	¢
áÀåKê�¦ëæ	§L¦L¦

j + 1
©
j ¸ àá×áÕ6Ö Ï�o å3ä ß ¦¸àO¦�ã;äë¦�§3áÀå�ä ß £�«3ä¾§�¦O¦K£�«K©�ª�¢ ©Dà¶k ü §�¦�« é Ï Ñ ß £täÿ¦ ý ¥<¦�§Ðäë¦Lî Ñ ¦

àO©<¢t¢U£täf© • û ü §�¦Ð« é Ï ◦ û ýrã�&2Û�×�&`Ö<&^(
j ¸ àX×¾Õ6Ö\ü «�¦O¦W¹Uæ ÏK¿�Ï Ä á<ã�ä ß ¦Tå�©Dà�£tã^æ é ©�æ¼¦ ý Ï

�så��Ðå Õ 0U&(Ô)Ü;,L�sÛÐÜh1�ä¯ÕE,ià
T jd (z)

æ ÿ=îeê¼éRõµî�÷�ï*ðáÿRðXõµî�÷Àô �¾îeê¼ô è#ÿ�è�òÐê/óRð
è*õO
6ôÀÿ=î�õ¼ùW�Ðöµó=ðXç2ù6öµóRðXø�í?è*÷Àù`ÿ=è*þ�ôÀî*÷Àñ�ê¼è�í?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô 4î*÷Àñ
Gjd(z)

ügô ê/óM
6ðXï#ðXÿRðáõ¼î�ê/ð�öZõ¼ô ê/ô³öXî�÷�í�è#ô ÿ`êµñrê/ó�îeê�öáî�ÿ ç?ð é=ñ/ð�
¢ôÀÿ ê¼óRð öZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ è�ò
ð![#é�îeê/ôÀè*ÿ\7¾9E� ¯¼:�è*ÿIí=î*ï*ð�·�B�öZè#þ�ðáñ òWõ¼è*þKê¼óRðròWè#÷ ÷Àèeügô ÿ=ï�ôÀÿ`ê/éRô ê/ôÀø*ðrô�
6ð¾îES��Qî	�*ðrí?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô 4î*÷Àñ�ügóRô³öµó�÷ è2èD��ñ/ôÀþ�ôÀ÷³î�õEê¼èoê¼óRð�è*õO
6ô ÿ�î�õ¼ù8�QöµóRðXç2ù6öµóRðXø�í?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô³î�÷³ñ%7 � ï��E9�� ¯�:Ð�2çRéRê�ügóRô³öµó
ó=î\ø#ð)ó=ô ï#óRðXõgøeî�ÿ=ôÀñ/óRôÀÿRïW
6ðXõ¼ô øeî�ê/ôÀø*ðáñ ñ/é=öµóÇê/ó=î�êgê/óRðáù î�õ¼ð

j 4 P�ðX÷Àù2ôPí�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷Àñ��



+ � % � z���Å � Ã��Â¹6Ä6Ã � ö w���y T jd (z)

4Oô

T jj+1(z) = zj+1 − 1
å�á	§

j = 6 Ï

1

2

j + 1

3 ·
·
·

)Gik��a�b6m ±6q¤¯�q%� óRð"í?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô³î�÷
T jj+1(z)

ügô ê/ó«ð��Rî*öZê/÷Àù-è#ÿRð�öXõ/ô ê/ô³öXî*÷
í�è#ô ÿ`ê

z0 = 0
è�ò�þoéR÷ ê/ôÀíR÷ÀôÀöXôýêFù

j
î*ÿ�
�öXõ/ô ê/ô³öXî*÷Qøeî*÷ éRð −1

ê¼è*ï*ðXê/óRðáõ
ügôýê¼ó
ê/óRðÓöXè*õ¼õ/ð¾ñ@í?è*ÿ;
6ô ÿ=ï • 4 öZðáÿ`ê/ðXõ¼ð�


j 4 ñ@ê¼î�õ!�
hIn��!*%gEr¼m-9E� C;qÅ´

3 û ½%¦�¢ è £ é á<¢ è ã�á<â¸£/©<¢�áÀå�ê�¦ëæ�§�¦O¦
13

ß ©±« ⌊ 13−1
3

⌋
= 4

à�§Ð£tä�£/àO©<¢ é á<£tã�ä¾«
á»å�â8ç�¢¤ä�£ é ¢Ì£/à�£tä è

3 Ï Ð ß ¦ é á<¢ è ã�á<â¸£/©<¢
T 3

13

ß ©<«¿ä Ñ á�à�§Ð£tä�£/àO©<¢ é á	£tã�ä¾« Ñ £tä ß à�§Ð£tä¾£/àO©<¢Q¥<©<¢¤ç�¦
−1

©	ãhê-ä Ñ á Ñ £tä ß à�§Ð£tä¾£/àO©	¢)¥<©<¢Ìç�¦
+1 ÏcÐ ß ¦ é ¢ ©<ã�¦¸ä¾§�¦O¦#« ß á Ñ £tã¼æ�ä ß ¦W¦Lî�£�«Ðäÿ¦�ã�àO¦8áÀå�«Ðç�à ß ©

é á	¢ è ãhá	â8£/©	¢�àOá	ãE«Ð£�«Ðä/«�á»å6å�á<ç�§IàOá<ã;ãh¦Oà�äë¦Oê
3 û «Oäÿ©<§O« Ï�Ð á3« ß á Ñ ä ß ¦G«Ð£tâ8£t¢�©<§Ð£tä è äëáQä ß ¦�á<§�ê	£tãh©<§ è

Ð à ß ¦�ª è à ß ¦�¥ é á<¢ è ã�á<â¸£/©<¢³« Ñ ¦Iê	§�© Ñ ä ß ¦�âË£tã�¹Uæ Ïe¿|Ïn¿ ©±«�å�á<ç�§�ªOá<ç�®�ç�¦�ä¾«fá»å
1 û «Oäÿ©<§O«G©<ä�äë©Dà ß ¦Lê

äëáïä ß ¦ é ¢ ©	ãh¦�ä¾§L¦L¦�£tãs¹Uæ Ï�¿|Ï lMá<ãHä ß ¦ é §�¦OàO¦Oê<£tã¼æ é ©�æD¦ Ï ´ «Ðä¾§L©<£Ìæ ß ä å�á<§ Ñ ©<§Lê ehit���Ua�rD��b
ð³ØÇÔ#ñ!�vØDó «�à�§Ð£ é ä
äÿáMàOá	â é ç�äë¦+ä ß ¦ï¦Y®�ç�©<ä�£/á<ã á»å

T 3
13(z)

àO©<ãËªO¦då�á<ç�ãhê á	ã ä ß ¦ Ñ ¦!ª�«O£täÿ¦
ð ��Õ�Ö��;V�ÕEó Ï 2

j−1

ùFá/àLß}ìíâ/á/é
︷ ︸︸ ︷

︸ ︷︷ ︸
k

óÌçÂë�êAë3á/ß}é1

2 3

4 13

5 6

7

8 9

10

11 12

)Gik��a�b6m�±6qª±6qI� óRðrç=ôÀöXè*÷Àè*õ¼ð�
úíR÷Àî*ÿRð
ê/õ¼ðXð
PT (T jd )

òWè*õ ê¼óRðÓí?è*÷Àù`ÿ=è*þ�ôÀî*÷
T jd (z)

òWè*õ
j = 3

�
d = 13

�
k := d−1

j = 4
�%F�ê
öZè#ÿ=ñ@ô³ñ@ê¼ñ�è*ò

k
öZè#ÿRÿRð¾ö^ê/ð!


j 4 ñ@ê¼î*õ¼ñ�����ðáõ/ðD��ü�ðú÷ ôÀÿRðúê/óRðáþ é=í�ê/è&ñ@ó=èeü ê¼óRðIñ@ôÀþ�ô ÷³î�õ¼ôýêFù�ê/è�ê/óRðúè*õ 4
6ôÀÿ=î�õ¼ù-�QöµóRðXç2ù6öµóRðáø í?è*÷Àù`ÿ=è*þ�ôÀî*÷Àñ�ô ÿ � ï;�h9E� ¯�è#ÿIê/óRðròiî#öZôÀÿRï�í=î*ï*ðD� � ðáð
ð ��Õ�Ö��;V�Õ^ó6òWè*õNî#ehit���Ua�rD��bpð¤ØÇÔ#ñ��vØ�ó=ñ¼öZõ¼ôÀí6êÐê¼è�öXè*þ�íRé6ê¼ð�ê/óRð ð�[`é=î�ê/ôÀè*ÿ
è�ò
T 3

13(z)
�

HÆ&�m�ÝUb6m�*�²�³¸m�c¼it��i�Ü�ikÝU�+9�� ¯;q ¨�¦�ä
d, j ∈ Ú Ñ £tä ß

d > j Ï�Ð ß ¦�§�¦3¦�îD£�«Ðä¾«I© é á<¢ è ã�á<â¸£/©<¢
Tj

d(z)
á»å#êD¦ëæ	§�¦O¦

d Ñ £tä ß d 1
2bd−1

j ce
à�§Ð£tä�£/àL©	¢ é á<£tã;ä/«8áÀå�â¸ç�¢¤ä¾£ é ¢¤£/à�£tä è

j Ñ £tä ß à�§Ð£tä�£/àO©<¢)¥±©	¢¤ç�¦
−1

©<ã�ê b 1
2bd−1

j cc
«Ðç�à ß à�§Ð£tä�£/àO©<¢ é á	£tã�ä¾« Ñ £tä ß à�§Ð£tä�£/àO©<¢�¥<©<¢¤ç�¦

+1 Ï
±%b�ÝUÝUc�qI� óRðröXè*õ¼õ/ð¾ñ@í?è*ÿ�
Rô ÿRïoíR÷Àî*ÿRð)ê/õ¼ðXð

PT (T jd )
öXî*ÿ�ç�ð�
6ð � ÿRð!
úî#ñEòWè#÷ ÷Àèeü�ñ�7¯öZè#þ 4í=î�õ¼ð � ï��o9��³9	:Ð�>2=è*õ

d = k · (j + 1), k ∈ Ú �Eü�ð êµî	�#ð
k
öXè*ÿRÿRð¾ö^ê¼ð�


j 4 ñFêµî�õµñ��+2Ðô �6ô ÿ=ï
ê/óRð�öZðáÿ#ê¼ðXõgè*òQê¼óRð � õµñ@ê

j 4 ñ@ê¼î�õ ê¼è�ç?ðrügóRôýê¼ð���ê/óRðrí=÷Àî*ÿRðrê/õ¼ðXðró�î*ñ�î�éRÿ=ô�[`éRðÓç=ôÀöXè*÷Àè*õ¼ô ÿRï;�oF�ò
d = l + k · (j + 1)

òWè#õ�ñ@è#þ�ð
1 ≤ l ≤ j �=ü�ðÓî�ê@ê¼î#öµóÇî*ÿRè�ê¼óRðXõ

l 4 ñ@ê¼î*õ�ê/è�ï*ðXê�î�í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷è�òo
6ðXï#õ/ðáð
d

� �
æ�÷ ê/óRè#éRï*ó ê/óRðáõ/ð(ô³ñÇî�ÿ%ð��6íR÷Àô³öZô êúõ¼ðáöZé=õ¼ñ/ô ø#ð(öZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿ%è*òrè*õO
6ô ÿ�î�õ¼ùM�QöµóRðXç2ù6öµóRðXø

í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷ÀñÐî�ÿ�

ê¼óRðXôÀõvï#ðXÿRðáõ¼î*÷ ô��áî�ê/ôÀè*ÿ=ñPê/è�óRôÀï*ó=ðXõU
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Î ÝUbhÝUrDrD��b�l�9E� ë�q ¨U¦�ä
d, j ∈ Ú Ñ £tä ß
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?�óRþ
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1

2
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áÀåKê�¦ëæ	§L¦L¦
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Aj
i
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ô ò
d ≡ 0 mod 3,

1
2d(d− 1)·d 1

2bd−1
j ce+ 1

3 (d(d− 3) + 2)·b 1
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ü © ý
PT (M2

3 )
ü ª ý
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PT (M2

9 )
òWõ¼è*þ ê/ó=ð
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2 4 ñFêµî�õµñL:�î�ÿ�


1
ñ@é�öµó(í�è#ô ÿ`êrügô ê/ó�öXõ/ô ê/ô³öXî*÷Ðøeî*÷ éRð
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ü © ý
PT (M2

11)
ü ª ý
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î*ÿ�
úêFü�è�ügôýê¼ó(öZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷�øeî�÷ÀéRð
+1

�

HÆ&�m�ÝUb6m�*�²�³¸m�c¼it��i�Ü�ikÝU�+9��³9�q ¨�¦�ä
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⌊
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⌋
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⌊
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ô ò
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⌋
+ 1

3 (d(d − 3) + 2)·
(⌊
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(M j
d))ZÂôÀù

Aj (d)
≈ (j + 2)(3j + 2)

4(j + 1)2
.

Ð ß £�«�®�ç�á<ä�£/¦�ã�äT£�«%æ�§�¦O©<äÿ¦�§�ä ß ©	ã 3
4

å�á<§8©	¢t¢
j ≥ 1 j ä ß ¦#¢¤£tâ8£tä�å�á<§

j →∞ £�«K©	¢³«�á 3
4
Ï 2�såª�vå
Ø�&`Û)&`ÖeÕE,iä¾Y*Õ6×¾äiÜ?Û
×áÜ�"Âä/.h0U&`Ö·	Çä/1>&2ÛQàáä¯Ü�ÛQà

F�êvô³ñPí?è#ñ¼ñ@ôÀçR÷Àð�ê/ègï*ðáÿRðXõµî�÷Àô��XðQê/óRð�öZè*ÿ�ñFê¼õ/é=öZê/ôÀè*ÿ�è�òRñ/éRõ@òiî#öZð¾ñ�ügôýê¼órþ�î*ÿ2ù
Aj 4 ñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ
6ð¾ñ/öXõ/ôÀç?ð�
�ô ÿ�ê/óRð�íRõ¼ðXø2ôÀè*é=ñ
ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ=ñ)ê/è'� n �

n ≥ 4
�¸F�ê�ê¼éRõ¼ÿ=ñ
è*é6ê
ê¼ó=îeê
òWè*õ

n ≥ 5
�Pê/óRð

òWè#÷�
6ôÀÿRï�í?è*÷Àù`ÿ=è*þ�ôÀî*÷Àñ
FA2

d (x, y)
î�õ¼ð�ÿRè�÷ è#ÿRï*ðáõ�ê¼óRð
ç�ð¾ñFê�öµóRè#ôÀöXð�S�]Eø#ðXÿúòWè*õ ÿRè�
Rî�÷Pó2ù2í?ðXõ 4ñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ��`ê¼óRð
òWè*÷�
6ôÀÿRï�í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷Àñ
FB2

d (x, y)
÷ÀðáîD
�ê¼è�ç�ðXê@ê/ðáõ�÷Àèeü�ðáõ�ç?è*é=ÿ�
Rñ��

�såª�våiØ?å¸$ÂÜ�(QÕE,Æ"¶��³T&`Öeà¾âvÖD
�ÕRã�&2à&äiÛ � n � n ≥ 4
åQF ÿ"ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ ë;� @�è#ÿ í=î�ï#ð�ë¼9Çü�ð

ð��2í=÷Àî*ô ÿRð!
&óRèeü ?�óRþUé6ê/èeø�ô�
Rðáîúê/èÂé=ñ/ð�ê/ó=ð�òWè*÷�
6ôÀÿRïÂí�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷Àñ
FA2

d (x, y)
î#ñ/ñ/è6öZô³îeê¼ð�


ê¼è ê¼óRð�õ/è2è�êrñ/ù2ñ@ê/ðáþ
A2
öáî�ÿ�ç?ð�ï*ðáÿRðXõµî�÷Àô �áð�
Iê¼èúè#ç6ê¼î*ô ÿ&ÿRè�
Rî*÷Qó2ù2í?ðXõµñ@éRõ/òiî*öXðáñ)ô ÿ&óRôÀï*óRðáõ


6ôÀþ�ðXÿ=ñ/ôÀè*ÿ=ñ��o��ðÓöáî�ÿÇô þ�íRõ¼èeø*ð�ê¼óRðÓî*ñ/ù2þ�íRê/è�ê¼ôÀö�ç?ðXó=î\ø2ôÀè*éRõ è*òÐê¼óRðr÷ èeü�ðXõ ç?è*éRÿ;
Âñ@÷Àô ï#ó`ê/÷Àù
ç2ù�é=ñ/ô ÿRïUîròWè*÷�
6ôÀÿRïoí?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô³î�÷?î*ñ¼ñ@è6öZô³îeê¼ð�
�ê¼èUî�ÿ=è�ê/ó=ðXõ4õ¼è2è�ê�ñ/ù6ñFê¼ðXþp� � é=öµó�í?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô³î�÷³ñ
ü�ðXõ¼ðK
6ðáñ¼öZõ¼ôÀç�ð!
Âô ÿïð � äW×�����ó���î�ÿ�
Âê/óRðáô õ�öZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷ví?è*ôÀÿ`ê¼ñ)ü�ðáõ/ðÓñ@ê/é;
6ô ð!
ÂôÀÿ>ð �UÖ<&����^ó�î*ÿ=î�÷ 4è#ï*è*é�ñ�ê/è�ê¼óRðUöáî*ñ/ðrè�ò

A2
ê/õ¼ðáîeê¼ð�
Çç2ù'?�ó=þoé6ê¼èeøúôÀÿïð Þ80)1
h�"Dóf7¯ñ@ðáðoî�÷³ñ@è�ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿÂë;� @�:���F�ê

ê¼éRõ/ÿ�ñgè*é6ê�ê/ó=î�ê�ê/óRð
òWè#÷�
Rô ÿRï í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ô³î�÷³ñ
FB2

d (x, y)
î#ñ/ñ/è6öZô³îeê¼ð�
 ê/è�ê¼óRðÓõ¼è`è*ê�ñ@ù6ñ@ê/ðXþ

B2î*õ/ð�ç�ð¾ñFê�ñ/éRô ê/ð!
 òWè#õgè*éRõgí=éRõ/í?è#ñ/ðáñ��o� óRðXùúöXî�ÿIç?ðK
6ð � ÿRð�
úõ/ð¾öZéRõµñ/ô ø#ðX÷Àù�î*ñ�òWè*÷À÷Àèeü�ñ�S
FB2

0 := 1, FB2
1 :=

1

4
y, FB2

2 :=
1

4
y2 − 1

2
(x2 − 2y − 4)− 1,

FB2
3 :=

1

4
y3 − 3

4
y(x2 − 2y − 4)− 3

4
y,

7�9�� ë¼:
FB2

d := y
(
FB2

d−1 + FB2

d−3

)
−
(
2 + (x2 − 2y − 4)

)
FB2

d−2 − FB2

d−4.� óRð¾ñ@ð�í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ô³î�÷³ñ�ó=î\ø#ðIð��Rî*öZê/÷Àù"ê¼óRõ/ðáð�
6ô �?ðáõ/ðáÿ`êúöZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷�øeî*÷ éRð¾ñ�S −1
�

0
�

+1
�Ë� óRð

ÿ2éRþUç�ðáõ¼ñoè�ò�öZõ¼ô ê/ô³öXî�÷�í?è*ôÀÿ#êµñÓè*ò
FB2

d

î�õ¼ð�S (d
2

) ügô ê/ó�öZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷�ø\î*÷ é=ð
0

� b (d−1)
2 cbd2c

ügôýê¼ó
öXõ/ô ê/ô³öXî*÷�øeî�÷ÀéRð −1

��� óRð)é�ñ@ð�è�òsê¼óRðáñ/ð�í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ô³î�÷³ñ�ô þ�íRõ¼èeø*ð¾ñNê/ó=ð
î#ñ@ù2þ�í6ê¼è�ê/ô³ö�ç?ðXó�î\ø`ôÀè*é=õ
7WòWè*õ

d
÷Àî*õ/ï#ð!:Qè�ò?ê/ó=ð�ç�ð¾ñFêJ�`ÿ=èeügÿ�÷Àèeü�ðXõNç?è*éRÿ�
�òWè#õEê¼óRð�þ�î<�6ô þUéRþ«ÿ2éRþUç�ðáõEè�òPÿRè�
6ð¾ñNè*ÿ=÷ ù

ñ/÷ ôÀï*ó`ê¼÷ ùD�#� óRô³ñ
ôÀñ�ï*ôÀø*ðáÿ�ç2ù�?�óRþUé6ê/èeø�5 ñ�ñ/éRõ/òiî*öXðáñQ�%?�óRþ n
d

ügóRô³öµó�î*õ/ðd
6ð � ÿRð�
&î*ñ
îÇñ@éRþ
è*òT�ÐöµóRðáç2ù2öµó=ðXøIí�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷Àñ¸7iñ/ðXð�ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿ�¯E� N�è*ÿ�í=î�ï#ð#¯�ND:Ð��F ÿ(òiî#ö^ê!��ê¼óRð�öZè2ð�º�öXô ðáÿ#ê�è�ò
ê¼óRðUó=ô ï#óRðáñ@ê�è#õL
RðXõ�ê¼ðXõ¼þ è�òEê¼óRð�í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ô³î�÷�
6ð¾ñ/öXõ/ôÀçRôÀÿRï ô ê¼ñ�ÿ2éRþoç?ðXõ
è*ò4ÿRè�
6ðáñQ
6è2ðáñ�ÿRè*ê
öµó=î*ÿRï*ðd7iñ/ðXð
êµî�çR÷ÀðK9��³CUè*ÿúê/óRðrÿRð��2ê�í=î�ï#ð!:Ð�o®�ðXø*ðáõ@ê¼óRðX÷Àðáñ¼ñ��6ü�ð
ü î�ÿ`ê ê/è�þ�ðXÿ`ê/ôÀè*ÿ�S

±%b�ÝUg�ÝU`�i�Ü6ikÝ��R9�� B;q ¨�¦�ä
n ≥ 2 j d ≥ 3 Ï Ð ß ¦�ã�i

µ(
?�óRþ n(FB2

d )) > µ(
�%?�óRþ n

d ).

F�ê)ô³ñ)ÿRè�ê)ê/õ¼éRðÓê¼ó=îeê)ê/óRðoòWè*÷�
6ô ÿ=ï í?è*÷Àù`ÿ=è*þ�ôÀî*÷Àñ
FA2

d

î�ÿ;

FB2

d

î�õ¼ðrê¼óRðoç?ðáñ@ê)í?è#ñ¼ñ@ôÀçR÷Àð
öµóRè#ôÀöXðáñgôÀÿ�î*÷ ÷QöXî*ñ/ðáñ��fF ÿ�
6ðXð!
6��òWè*õ

d = 5
��î�õ¼ðXï#éR÷Àî*õ � ø#ð 4 ï*è*ÿÇ÷Àðáî�
=ñgê/è þ�è#õ/ðoÿRè�
6ðáñ��I2Rè#õ

d = 3, 4
ê¼óRðXõ¼ðúî*õ/ð�ç?ðZê/ê/ðáõ�öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ=ñ
òWè#õUÿRè�
Rî*÷4ó2ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öXðáñrôÀÿR� n �`ÿ=èeügÿ��¿F ÿ

òiî#ö^ê����rî*÷ �#ðXõ¸7iñ/ðáö^ê¼ô è#ÿ�¯E��@�@!:�î*÷ õ¼ðáîD
6ùIÿRè�ê¼ôÀöXð�
Iê¼ó=îeê�ÁEî�õµöµóRðáÿE�*è;5 ñgé=íRí�ðáõ
ç�è#éRÿ�
�ôÀñ)ð��Rî*öZê



+ � .Ò� » Å�Ä�Å�{hw�� ö�Í w^z ö Ã�Ä�zhÃ�� ö¬» ��Å�{�÷ ö � Å�Ä6y ö Ã�Ä�y 4 +
n 3 4 5 6 7 8 9 10

1
dn ·µ(

?�óRþ n(FA2

d )) ≈ 5
12

7
18

7
24

19
72

35
144

49
216

79
432

25
144

1
dn ·µ(

?�ó=þ n(FB2

d )) ≈ 1
dn ·µ(

�%?�ó=þ n
d ) ≈ 3

23
3
23

5
24

5
24

35
27

35
27

63
28

63
28HT�Us;r¼mX±6qª�6qI� ó=ð¢î#ñ@ù2þ�í6ê¼è�ê/ô³ö&ç�ðáó=î\ø2ô è#éRõÇè�òoê¼óRð ÿ2éRþoç?ðXõIè*òUÿRè�
6ð¾ñ

è*ÿ�ø\î*õ/ô³î�ÿ`êµñUè*ò�?�óRþUé6ê/èeø�5 ñ�ó`ù2í?ðXõµñ@é=õ@òiî#öZðáñUôÀÿ�� n �
æ�ñ�?�ó=þoé6ê¼èeø"î�÷ 4õ/ð¾î�
6ù"õ/ð¾î�÷Àô �áð�
�ô ÿËð Þ80U1¢hh"Dóë� ê/ó=ð\?�óRþ n(FA2

d )
î�õ¼ðÂè*ÿ=÷ ù�ç�ðXê@ê/ðáõ òWè#õ

n = 3, 4
�)2=è*õ

n ≥ 5
�#ê/ó=ð�ç�ð¾ñFê�÷ èeü�ðXõNç?è*éRÿ;
Rñ4î*õ/ðgï#ô ø#ðXÿ�ç2ùoè*é=õEøeî�õ¼ôÀî*ÿ#ê

?�óRþ n(FB2

d )
ügó=ôÀöµó�ô þ�íRõ¼èeø*ð¾ñd?�ó=þoé6ê¼èeøh5 ñ�è*÷�
6ðáñ@ê�ð��Rî�þ�íR÷ÀðáñW�%?�óRþ n

dñ@÷ÀôÀï*ó`ê/÷Àù��

òWè*õ
d = 3

�¿��è*õ¼ù2éRÿRèeø õ¼ð�
6ô³ñ/öXèeø*ðáõ/ð!
(ê¼óRð ñ¼î�þ�ð öZé=çRôÀöáñÓç2ù¢î�ÿRè*ê/óRðáõÓþ�ðZê/ó=è^
 î*ÿ�
 î�÷³ñ/è
òWè*éRÿ;
'[#é�î�õ/ê/ô³öXñ�ügôýê¼óIþ�î*ÿ2ù�ÿRè�
6ðáñ�ô ÿp� n 7iñ/ðXðÓñ/ðáö^ê¼ô è#ÿúë;� ë¼:Ð�

�På��såt"PåJ"¶��³T&`ÖeàáâÐÖD
�ÕRã�&2à ä¯Û � n Ý�äi×�0
Aj ¸ ñväiÛ).�â),iÕRÖ\äi×áä¾&`à|�

j ≥ 2, n ≥ 4
å � ôÀþ�ôÀ÷³î�õ

ê/è ê/óRð�öXî*ñ/ðrè�òEñ/éRõ/òiî*öZð¾ñgügóRô³öµóÂü�ð8
6ôÀñ¼öZé�ñ/ñ/ð�
IôÀÿÂê/ó=ðÓíRõ¼ðáöZð!
6ôÀÿRï ñ/ðáö^ê¼ô è#ÿ=ñ��=ü�ðÓöXî�ÿ(îD
Rî�íRê
ê/óRðUð�[`é=î�ê/ôÀè*ÿ=ñ�òWè#õgê/óRðoÿRè�
Rî�÷só2ù2í?ðXõµñ@éRõ/òiî*öXðáñ�ê¼è�ï*ðZê�ó2ù2í?ðXõµñ@éRõ/òiî*öXðáñ ?�óRþ j,n(FB2

d )
7Wè#õ

?�óRþ j,n(FA2

d )
���%?�óRþ j,n

d

:�ügô ê/óIþ�î�ÿ2ù
Aj 4 ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ�S

7¾9E� 9D: ?�óRþ j,n(FB2

d ) :

bn−3
2 c∑

i=0

FB2

d (x2i, x2i+1) =

{
Td(xn−2) +M j

d(xn−1), n
ðXø*ðáÿ

− 1
2 (M j

d(xn−1) + 1), n
è�
E


.
� óRô³ñg÷ ð¾î�
Rñ�ê¼è�ê/óRðÓî#ñ@ù2þ�í6ê¼è�ê/ô³ö�ç�ðáó=î\ø2ô è#éRõ ï*ôÀø*ðáÿúôÀÿÇê¼î�ç=÷ ðK9�� ¯��

n 3 4 5 6 7 8

1
dn ·µnA2

(d) ' 2
9

13
72

1
6

13
96

55
384

15
128

1
dn ·µnA3

(d) ' 11
72

1
8

11
96

3
32

25
256

125
1536

1
dn ·µnA4

(d) ' 7
60

23
240

7
80

23
320

19
256

1
16

1
dn ·µ(

?�ó=þ j,n(FA2

d )) ≈ 3j+2
6j(j+1)

5j+3
12j(j+1)

7j+3
18j(j+1)

7j+4
24j(j+1)

19j+16
72j(j+1)

35j+19
144j(j+1)

1
dn ·µ(

?�ó=þ j,n(FB2

d )) ≈ 2j+1
4j(j+1)

3j+2
8j(j+1)

3j+2
8j(j+1)

5j+3
16j(j+1)

20j+15
64j(j+1)

35j+20
128j(j+1)HT�Us;r¼mÕ±�q�©6q%� óRð�î*ñ/ù`þ�í6ê¼è�ê¼ôÀö-ç�ðáó=î\ø2ô è#éRõ
è�ò�ê/óRðßÿ2éRþoç?ðXõ%è*ò

Aj 4ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñUè*ÿ�î&ó`ù2í?ðXõµñ@é=õ@òiî#öZð è*ò�
6ðáï*õ¼ðXð
d
ô ÿ � n � ?�ó=þ j,n(FB2

d )ôÀñ ç?ðZê/ê/ðáõgê/ó=î*ÿ�?�óRþ j,n(FA2

d )
òWè*õ

n ≥ 6
�

®�è*ê/ô³öZð)ê/ó=î�ê�ü�ð�é=ñ/é=î*÷ ÷Àù�ï*ðXê4òWðXü�ðXõ ñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ4ô òvü�ð)î�
�
 îoñ/ôÀï*ÿ
(−1)i

ôÀÿ�ê¼óRð�ñ/éRþ
ô ÿ(öXè*ÿ`ê/õµî*ñ@ê�ê/è�ð�[`é=î�ê/ôÀè*ÿ\7Wë;�³¹<:�ügó=ðXõ¼ð
ê/óRðÓî*÷ýê¼ðXõ¼ÿ=îeê¼ô ÿRï�ñ/ô ï#ÿÇô³ñ è�ò�ê¼ðXÿIç?ðZê@ê¼ðXõ�ç?ðáöáî�é=ñ/ð
ê/ó=ð
òWè*÷�
6ôÀÿRï�í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷

FA2

d

ó�î*ñ è�ê¼óRðXõ�öXõ/ô ê/ô³öXî*÷Pøeî�÷ÀéRðáñ�ê¼ó=î�ÿ
FB2

d

�
=�òEöZè*é=õ¼ñ/ð��6òWè#õ�ñ/þ�î*÷ ÷

d, n, j
�=ô ê�ôÀñ�è�ò�ê/ðáÿÂðáî#ñ@ù ê/è�ügõ¼ôýê¼ð#
6èeügÿIç�ðXê@ê¼ðXõ�÷Àèeü�ðXõgç?è*éRÿ�
=ñ��

]I� ï����#ô ò
n
ôÀñEðXø*ðáÿ�î*ÿ�


d
ôÀñNñ/þ�î�÷À÷¾�#ôýêEô³ñ�è�ò�ê¼ðXÿ�ç?ðZê@ê¼ðXõNê¼èrõ/ðáíR÷³î*öZð

Td(xn−2)+M j
d(xn−1)

ç2ù
î�íR÷Àî*ÿRðröZéRõ¼ø*ð)ügôýê¼ó ê¼óRðrþ�î<�6ôÀþoéRþ �2ÿRèeügÿúÿ`é=þoç?ðXõ è�ò�öZé=ñ/í=ñ���2=è*õgñ/è*þ�ðrñ@í?ðáöXô � ö)øeî�÷ÀéRðáñ
è�ò
d

�
j ≥ 2

�
n ≥ 4

ê¼óRðXõ¼ðúî*õ/ðúðXø*ðáÿ ç�ðXê@ê¼ðXõ�÷ èeü�ðXõoç�è#éRÿ�
Rñ8�2ÿRèeügÿ���]%� ï;� �Eü�ð î*÷ õ¼ðáîD
6ù



4�. + � ÷6ÅEy�y ö Ä6yQ÷!­ Å�Ä���whÄ�zhy�w�Äh÷ïy�øh{���wh|EÅEy�� ö z�� � w�Ä�¹ Aj Ó y ö Ä » ø��	w�{ ö z ö ÅEy
þ�ðXÿ`ê¼ô è#ÿRð�
�ô ÿ&ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿM@��³9�� ¯�ê/ó�îeêK�sðXòiñ/öµóRðXê���öZè*ÿ�ñFê¼õ/é=öZê/ð!
�î öXéRçRô³ö�ó`ù2í?ðXõµñ@é=õ@òiî#öZð ôÀÿ�� 4ügô ê/ó

5
öZé=ñ/í=ñ ügóRô³öµóIôÀñ�ê¼óRðrþ�î<�6ôÀþoéRþBí�è`ñ/ñ/ô ç=÷ ð
ÿ2éRþoç?ðXõ!�

2Rè#õ
n = 2

�\è#éRõvöZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ�í=õ/ð¾ñ@ðáÿ#ê¼ð�

ôÀÿÓñ@é=ç=ñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿ#9�� ·E�³C�è*ÿ
ê¼óRðEí=î*ï*ðEç?ðZòWè#õ/ðNè#ÿR÷ ù
÷ÀðáîD
Rñ
ê/èÂí=÷Àî*ÿRð�öZéRõ¼ø*ð¾ñrè�ò�
6ðáï*õ¼ðXð

d
ügô ê/ó ≈ 1

4 ·d2 öZé=ñ/í=ñ ügóRðXõ¼ðáî#ñ�ê/óRð ï*ðXÿ=ðXõµî�÷Àô �¾îeê/ôÀè*ÿ
è*ò%P�� � ðXï#õ/ðD5 ñUöZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿ 7ið�[`é=î�ê/ôÀè*ÿ 7�C���@!C<:oï*ôÀø*ðáñ ≈ 9

32 ·d2 ñ@é=öµó�ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñÓügó=ðXÿñ@ê¼î*õ@ê¼ô ÿRï�ügô ê/ó(î�ñ@þ�è2è�ê¼óÇöXè*ÿRô³ö	�





P�õ¼ðáñ��*ð�5 ñ
216 4 ÿRè�
Rî�÷�õ¼ðáî*÷?øeî*õ/ô³î�ÿ`êgè�ò�?�óRþoé6ê¼èeø�5 ñ ÿRè#ÿRô³ö	�



?f��æ%­T�G]T�Æ·

{ �gÑK�8Î\Ô�~�� ËBÏQÏ�ÑK~-�#�I����~oÎQÍ ÑK~�� qdÓúÏU¨eÑÓÒJ�gÍ���ÔµÎ k Ô ÑK~«ª
{ �gÑK�;Ï½�W���gÍ

��ðÂþ�î��*ðIî&ñ/óRè#õ@ê�ð��RöXéRõ¼ñ/é=ñUê/è&ê¼óRðÂü�è#õ/÷�
�è*ò)õ¼ðáî*÷�î�÷Àï*ðXç=õ¼î*ôÀö ï*ðXè#þ�ðZê/õ¼ù 7iñ/ðXðÂî*÷Àñ/è
ð � ��òUñ�ók:Ð�oZÂè#õ/ð íRõ¼ðáöXôÀñ/ðX÷Àù��#ü�ð�öXè*ÿ=ñ/ô�
6ðXõNê¼óRð�õ¼ðX÷³îeê¼ô è#ÿ=ñ@ó=ô í�ç?ðZêFü�ðXðXÿ�ê¼óRð�þ�î<�6ôÀþoéRþ í�è`ñ/ñ/ô 4çR÷Àð�ÿ2éRþUç�ðáõ

µA1(d)
è�òRÿRè�
6ð¾ñsè#ÿoî�ñ/éRõ/òiî*öZð4è�ò�
6ðáï*õ¼ðXð

d
î�ÿ�
�ê¼óRð�þ�î	�6ô þUéRþ-í?è#ñ¼ñ/ô çR÷Àð4ÿ2éRþ 4ç�ðáõ

µ ÐA1
(d)
è*ò4õ¼ðáî�÷QÿRè�
6ð¾ñ�è#ÿ�î�õ¼ðáî*÷Qñ/éRõ/òiî*öZðUô ÿ+� 3(

�
)
�K=)ç2ø2ôÀè*é=ñ/÷ ùD�

µ ÐA1
(d) ≤ µA1(d)

�
çRé6êI
6è�ü�ð�ðXø#ðXÿ�ó�î\ø*ð

µ ÐA1
(d) = µA1(d)

ÑpF ÿúè�ê/ó=ðXõ ü�è#õL
=ñ�So?�î�ÿ�ê¼óRð�þ�î	�6ô þUéRþKÿ2éRþoç?ðXõ
è�ò�ÿRè�
6ðáñ�ç�ðÓî#öµóRô ðáø*ð!
�ügô ê/óIõ/ð¾î�÷sñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ�ügôýê¼óÇõ¼ðáî*÷sñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñOÑ

� óRðríRõ¼ðXø2ôÀè*é=ñ�[`éRð¾ñFê¼ô è#ÿIî*õ/ô³ñ/ðáñ�ÿ=îeê¼éRõµî�÷À÷ ù�ç?ðáöáî�é=ñ/ðÓî�÷À÷sõ¼ðáñ/éR÷ ê¼ñ ôÀÿÇ÷Àèeü 
6ðXï#õ/ðáð
d ≤ 12ñ@é=ï*ï*ð¾ñFêgê¼ó=îeê)ôýê)öXè*éR÷�
Iç?ðrê/õ¼éRð
7iñ/ðXðUöµó=î�í6ê¼ðXõgë�è#ÿÂí=î�ï#ð�ë^9�î�ÿ�
Çêµî�çR÷ÀðK·E��@�:��fF ÿÂöXè*ÿ`ê/õµî*ñ@ê

ê/èrê¼óRô³ñ��#éRÿ`ê/ôÀ÷=ø*ðáõ/ùoõ/ð¾öZðXÿ`ê¼÷ ùD�eê/óRð�ç�ð¾ñFê��2ÿRèeügÿ�î*ñ/ù2þ�í6ê/è*ê/ô³ö�÷Àèeü�ðXõNç?è*éRÿ�
��
µA1(d) ' 5

12d
3 �

ü�î#ñgè*ÿ=÷ ùúõ/ð¾î*öµóRð!
 ç2ùp?�ó=þoé6ê¼èeøh5 ñ�öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ+7¯ñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿÇë;� @rè#ÿIí=î�ï#ð�ë^9	: ügóRô³öµóIù2ô ðá÷�
Rñ
ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ�ügô ê/óúÿRè*ÿ 4 õ¼ðáî�÷�öZè2è#õL
6ôÀÿ=î�ê/ðáñ���P�éRê�
RéRõ/ôÀÿRïoê/óRð
ügõ¼ôýê¼ô ÿRï�è�ò)P�õ¼ðáñ��*ðD5 ñJ
6ôÀíR÷ è#þ�î
ê/óRð¾ñ@ô³ñpð �oÖ<&����^ó�éRÿ�
6ðáõ�ê/óRðp
6ôÀõ/ð¾ö^ê/ôÀè*ÿ�è�ò�øeî*ÿ � ê¼õ¼î�ê/ðXÿ�ôýê�ê¼éRõ/ÿ=ð�
�è#é6ê�ê/ó=î�ê�ê¼óRðúòWè*÷�
6ô ÿ=ï
í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷ÀñÇé=ñ/ð�
%ç2ù�?�óRþUé6ê/èeø%öáî�ÿLç?ð¢î�
Rî*í6ê/ð!

ê/è�ó=î\ø*ð�õ/ð¾î�÷
öZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷�í�è#ô ÿ`ê¼ñ�� =�ò
öZè#éRõ¼ñ/ð��sê/óRð¾ñ@ð�ï*ôÀø*ð�õ¼ôÀñ/ðUê/èIøeî�õ¼ôÀî*ÿ#êµñ�è�ò%?�óRþoé6ê¼èeø�5 ñ
ñ/éRõ@òiî#öZð¾ñ)ügô ê/ó¢è#ÿR÷ ù�õ/ð¾î�÷�ÿRè�
6ðáñ��dF ÿ
ê/óRô³ñ�öµó=î�í6ê¼ðXõ!�*ü�ð�çRõ¼ô ð� =ùoð��6íR÷Àî*ô ÿ�ó=èeü�ê¼óRô³ñ4öXî*ÿ�ç�ð�
6è*ÿRðD� � ðXð�êµî�çR÷Àð%·�� @gè#ÿ�ê/óRðgòWè#÷ ÷ÀèeügôÀÿRï
í=î�ï#ð�òWè*õ�ê/óRð�÷Àèeü�ðáõ)ç?è*é=ÿ�
Rñ)òWè*õ

µA1(d)
õ¼ðáñ/éR÷ýê¼ô ÿ=ï òWõ¼è*þ ê¼óRô³ñ��8F ÿ�ê¼óRð�õ/ð¾î�÷�öXî*ñ/ð�ü�ð�öXî*ÿ


6ô³ñFê¼ô ÿRï#éRô³ñ@óIç?ðZêFü�ðXðXÿÇêFü�è�êFù`í?ðáñ è*ò
A1 4 ñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ�� àOá<ã;£/àL©	¢�ã�á�êD¦Ð« 7

x2 + y2 − z2 = 0
:

î�ÿ�
 «�á<¢¤£täÿ©<§ è�é á	£tã�ä¾« 7
x2 + y2 + z2 = 0

:�SoP�õ¼ðáñ��*ðD5 ñ�öZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ íRõ¼è�
6é=öZð¾ñ�è*ÿR÷Àù öZè#ÿRô³öXî�÷
ÿRè�
6ðáñ��

®�è*ê/ô³öZð�ê/ó=î�êgô ÿIï*ðáÿRðXõµî�÷�ê/ó=ðXõ¼ð
î*õ/ð�ÿRè�ç�ðXê@ê¼ðXõ�õ¼ðáî*÷?é=íRí�ðáõgç�è#éRÿ�
Rñ�òWè#õ
µ ÐA1

(d)
�2ÿRèeügÿ

ê/ó=î*ÿoê¼óRð ü�ðá÷ ÷ 4 �`ÿ=èeügÿoöZè#þ�í=÷ ð��Óè*ÿRð¾ñÐè*ò;ZÂôÀù#î*è��eî#7¯ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿ¸¯E��@áì�:Ðî�ÿ;
#ÁEî*õ¼öµóRðáÿE�*è87iñ/ðáö^ê¼ô è#ÿ
¯E�¤¹	:���P�é6ê�òWè*õgñ/è*÷Àôýêµî�õ¼ùUí?è*ôÀÿ`ê¼ñ�ê/ó=ðXõ¼ð�ð��6ô³ñFê ç?ðZê@ê¼ðXõ ç?è*éRÿ�
=ñ�ø2ô³îrê¼óRð)õ¼ðX÷³îeê¼ô è#ÿ�ê/èoê/óRðQ�Xðáõ/è  L¡P�ðZê@ê¼ô4ÿ2éRþUç�ðáõ
7iñ/ðXð�ð�� ï����Tð Ú'0ÐÕ�h���ót:��W]I� ï;� �)�gè*ó=ÿ¢ñ/óRèeü�ð�
�ô ÿ @�B�@�¯�ê/ó=î�êoîúõ¼ðáî*÷�[`é=î�õ/ê/ô³ö
ñ@é=õ@òiî#öZð
ô ÿp� 3(

�
)
öXî*ÿRÿRè*ê�ó=î\ø#ð)þ�è#õ/ð)ê/ó=î*ÿ

10
ñ/è*÷Àôýêµî�õ¼ù�í�è#ô ÿ`ê¼ñgî*÷ýê¼óRè*é=ï*ó ô ê�öXî*ÿ ó=î\ø#ð

16öZè#ÿRôÀöáî�÷sÿ=è^
Rðáñ��T�&ðoñ@ó=èeü î�õ¼ðáî*÷PéRíRí?ðXõ�ç?è*é=ÿ�
Iè�ò ≈ 5
6d

2 òWè*õ�ê/óRðÓþ�î	�2ôÀþoé=þ ÿ2éRþoç?ðXõ�è�ò
öZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷�í�è#ô ÿ`ê¼ñEè*ÿ�êFü�èr÷ÀðXø#ðX÷³ñNè�ò�õ¼ðáî�÷�ñ@ôÀþ�íR÷ ð�÷ ôÀÿRð�î�õ¼õµî�ÿRï#ðXþ�ðXÿ`ê¼ñ�öXè*ÿ=ñ/ôÀñ@ê/ôÀÿRïrè*ò

d
÷ÀôÀÿRðáñ���F ÿ

ð Þ80)1
h��¼óë�)?�óRþoéRê/èeø�öXè*ÿeûFð¾ö^ê/é=õ/ð!
Âê/ó=ôÀñ
ê¼èIç�ð�ê/ó=ð�þ�î	�6ô þUéRþ ÿ2éRþoç?ðXõ
òWè#õÓî�÷À÷�öXè*þ�íR÷Àð��
íR÷³î�ÿRð(öXéRõ/ø#ðáñ�è�ò3
6ðXï#õ/ðáð

d
�H��ð(î*÷Àñ/è&ÿRè�ê¼ôÀöXð�
�ð Þ80)1
hh"¼ó�ê/ó=î�ê ñ@é�öµó�î�ç�è#éRÿ�
 
6ôÀõ/ð¾ö^ê¼÷ ù

ô þ�íR÷ÀôÀðáñ�î�ÿ�éRíRí?ðXõ�ç�è#éRÿ�
�òWè#õNê/óRð�ÿ`é=þoç?ðXõ4è*òPõ/ð¾î�÷RÿRè�
6ð¾ñNè�òsöXðXõ/ê¼î�ôÀÿ�ñ@é=õ@òiî#öZðáñ���=)éRõEéRíRí?ðXõ
ç�è#éRÿ�
�ñ/óRèeü�ñ�ê¼ó=îeêfP�õ¼ðáñ��*ðD5 ñNòWè*÷�
6ô ÿ=ïrí�è#÷ ù2ÿRè#þ�ô³î�÷³ñEî*õ/ð�î#ñ@ù2þ�í6ê¼è�ê/ô³öXî*÷ ÷Àùrê¼óRð�ç?ðáñ@ê4í?è#ñ¼ñ@ôÀçR÷Àð
õ/ð¾î�÷P÷Àô ÿ=ðÓî�õ¼õ¼î*ÿRï*ðáþ�ðáÿ`ê¼ñ4òWè*õ ê/ó=ôÀñgí=éRõ/í?è#ñ/ð��

�våiØ?å8XrÕ6Öeä¯ÕRÛ�×áà�Ü�
�Þ80U1&âÐ×áÜ^ò�� à
ñvâvÖD
�ÕRãD&`à�Ý�äi×�0H× ÕRÛ��®��&2ÕE,f$ÂÜ�()&`à
F ÿ�ê/óRô³ñ4ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ��#ü�ðgç=õ/ôÀð� =ù¸
6ðáñ¼öZõ¼ôÀç�ð�ó=èeü�P�õ¼ðáñ��*ðgî�
Rî*í6ê/ð!

?�óRþoé6ê¼èeø�5 ñEöXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê/ôÀè*ÿ

ê/èrï#ðZêEñ@é=õ@òiî#öZðáñQügô ê/ó�þ�î�ÿ2ùÓõ¼ðáî*÷`ÿ=è^
Rðáñ�� �gð¾öXî*÷ ÷2ê¼ó=îeêNê¼óRð
FA2

d (x, y)
ó=î\ø*ð öZõ¼ô ê/ô³öXî�÷6í?è*ôÀÿ`ê¼ñ

ügôýê¼ó�è#ÿR÷ ù ê/óRõ¼ðXð8
6ôÌ��ðXõ¼ðXÿ`ê
öZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷søeî�÷ÀéRð¾ñ�S
0

� −1
��î*ÿ�


8
7iñ/ðXðUñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿ(ë���@rè*ÿÂí=î*ï*ðrë^9	:Ð�

� ó2é=ñ��Qê¼óRð ñ/éRõ@òiî#öZð-?�óRþ A2

d (x, y, z)
ôÀñÓñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õoð��Rî*öZê/÷Àù�îeêoê/óRè`ñ@ð�í?è*ôÀÿ`ê¼ñoî�êoügóRô³öµó¢ê/óRð4 <



670 .Ò� {hÅ�w�� � ö Ä�Åpw�{;{hw�Ä » Å � Å�Ä�z;y�w�Ä�÷ïy�ø�{���w;|EÅEy�� ö z�� � w�Ä�¹+{;Å�w��WÄ6Ã6÷6ÅEy

d 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 d

µ ÐA1
(d) ≤ 0 1 4 16 31 65 104 174 246 360 480 645 832 4

9d(d− 1)2

µ ÐA1
(d) ≥ 0 1 4 16 31 65 99 168 216 345 425 600 732 ≈ 5

12d3HJ��s;r¼mÑ�6q}KEq�]��6öXðXí6êgòWè#õ
d = 9

�2ê/óRðröZé=õ/õ¼ðXÿ`ê/÷Àùd�2ÿRèeügÿúç?è*é=ÿ�
Rñ�òWè*õ ê¼óRð
þ�î<�6ôÀþoéRþ ÿ2éRþUç�ðáõ

µA1(d)
7Wõ¼ðáñ/í��

µ ÐA1
(d)

:�è�ò�ÿRè�
6ðáñ
è#ÿ&îIñ/éRõ@òiî#öZð�è�ò

6ðáï*õ¼ðXð

d
ôÀÿ
� 3( � )

7Wõ¼ðáñ/í���� 3(
�

)
:Eî*õ/ð ð![#é�î�÷��)� óRðgç?è*÷�
�ÿ2éRþoç?ðXõµñNôÀÿ�
6ô 4öXî�ê/ð�ô ÿÓügó=ôÀöµóoöáî*ñ/ðáñUP�õ¼ðáñ��*ðD5 ñvøeî�õ¼ôÀî*ÿ#êµñsè*òh?�óRþoé6ê¼èeø�5 ñÐñ@éRõ/òiî*öXðáñÐô þ�íRõ¼èeø*ð

ê/ó=ðríRõ/ðáø2ô è#é=ñ@÷ÀùW�2ÿRèeügÿÇ÷ èeü�ðXõ ç?è*éRÿ�
úòWè#õ
µ ÐA1

(d)
�

öXõ/ô ê/ô³öXî*÷?øeî*÷ éRð¾ñ è�ò
FA2

d (x, y)
î�ÿ�
 1

2 (Td(z) + 1)
ñ@é=þ éRíÇê/èd�Xðáõ/èp7Wô�� ð����RðXô ê/óRðáõgç�è*ê/óIî�õ¼ð

0è#õ ê/óRð � õµñFê�ô³ñ −1
î�ÿ�
 ê/óRðÓñ/ðáöXè*ÿ�
úô³ñ

+1
:Ð�

®�è*ê/ô³öZð�ê/ó=î�ê4ê/ó=ð�íR÷³î�ÿRð)öZéRõ¼ø*ð%
Rð � ÿRð!
�ç2ù
FA2

d (x, y)
öZè#ÿ=ñ/ôÀñ@ê¼ñ4ô ÿ�òiî#ö^ê4è*ò

d
÷ÀôÀÿRðáñ��oP�éRê

ê¼óRðáñ/ðUî*õ/ðrÿRè*ê)õ¼ðáî*÷v÷Àô ÿRð¾ñ�î*ÿ�
Iê/ó=ðUöZõ¼ô ê/ô³öXî�÷Ðí�è#ô ÿ`êµñ�è�òNê¼óRô³ñ�òWè#÷�
6ôÀÿRïúí�è#÷ ù2ÿRè#þ�ô³î�÷Qî�÷³ñ@è�ó�î\ø*ð
ÿRè#ÿ 4 õ/ð¾î�÷vöXè`è#õL
Rô ÿ=î�ê/ð¾ñ��IF�ê�ôÀñ)ÿ=î�ê/éRõµî�÷vê/èúî#ñÀ�ÇügóRðXê/óRðáõ�ê¼óRðXõ¼ðoô³ñ�î õ/ð¾î�÷v÷ÀôÀÿRðUî*õ/õµî�ÿRï#ðXþ�ðXÿ`ê
ügóRô³öµó&÷ ð¾î�
Rñ�ê¼èúê¼óRð�ñ/î*þ�ð�ÿ2éRþUç�ðáõrè�ò öZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷�í�è#ô ÿ`êµñ��dF ÿ&óRðXõK�)ô í=÷ è#þ�îúê¼óRðáñ/ôÀñ��UP�õ¼ðáñ��*ð
öXè*þ�íRé6ê¼ð�
Çê/ó=ðoöZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷sí?è*ôÀÿ`ê¼ñ�è�ò�ê/óRðoè�ê/ó=ðXõgòWè#÷�
6ôÀÿRï�í?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô³î�÷³ñ���æ�þ�è*ÿ=ï�ê/óRð¾ñ@ðD�Rê¼óRðXõ¼ð
î*õ/ð�ê¼óRðNòWè*÷À÷Àèeügô ÿRï ð��6î*þ�íR÷ ð¾ñPügóRô³öµóÓî�õ¼ð�ê/óRð4õ/ð¾î�÷�÷Àô ÿ=ð4î�õ¼õ¼î*ÿRï*ðáþ�ðXÿ`ê¼ñ?ü�ðNó=î\ø*ðNç?ðXðáÿr÷ è2è��2ôÀÿRï
òWè#õK7iñ/ðXðdð �UÖ<&������Rí��EN^¹�¶^NDB<ók:ÐS

�&ðI
6ð � ÿ=ð ê/óRð õ¼ðáî�÷2òWè#÷�
Rô ÿRï
í?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô³î�÷
FA2Ð ,d(x, y) ∈ � [x, y]

î*ñ¼ñ/è2öXôÀî�ê/ð!
rê/è�ê¼óRðgõ/è2è*ê
ñ/ù6ñFê¼ðXþ

A2
î#ñ
FA2Ð ,d(x, y) := FA2

d (x + iy, x − iy)
�=ügóRðáõ/ð

i
ôÀñ�ê/óRðUô þ�î*ï*ôÀÿ=î�õ¼ù�ÿ2éRþoç?ðXõ!�

F�êrô³ñ)ð¾î*ñ/ùIê/èIñ@ðáðoê¼ó=îeê
ê¼óRð
FA2Ð ,d(x, y)

ó�î\ø*ð�ô ÿ�
RðXð�
�õ/ð¾î�÷NöZè2ð�º�öXô ðáÿ`ê¼ñ��#� óRð�ÿ2éRþoç?ðXõµñ�è�ò
öXõ/ô ê/ô³öXî*÷*í?è*ôÀÿ#êµñÐî*õ/ðEê/óRð ñ/î*þ�ð4î*ñvê/óRè`ñ@ð4è�ò

FA2

d (x, y)
��çRé6ê�ÿRèeü&ê/óRðáù
ó=î\ø*ðEõ¼ðáî*÷#öXè`è#õL
Rô ÿ=î�ê/ð¾ñ

î#ñ�ê/óRð
òWè#÷ ÷Àèeügô ÿ=ïU÷ÀðXþ�þ�î�ñ@ó=èeü�ñ�S
ÀTm�*Ø*I�R·E��@�7iñ/ðXð¸ð �UÖ<&����^ót:�q Ð ß ¦#§�¦O©<¢	å�á	¢ ê<£tã^æ é á<¢ è ã�á<â¸£/©<¢

FA2Ð ,d(x, y)
©±«O«�á�à�£/©<äÿ¦OêWäÿá

ä ß ¦#§�á!á<ä�« è «Ðäÿ¦�â
A2

ß ©±« (d
2

) §L¦L©	¢Uà�§Ð£tä¾£/àO©<¢ é á	£tã�ä¾« Ñ £tä ß à�§Ð£tä�£/àO©<¢�¥<©<¢Ìç�¦
0

©	ãhê
1

3
d2 − d, ô ò d ≡ 0 mod 3,

1

3
d2 − d+

2

3
,
è�ê/ó=ðXõ¼ügôÀñ/ð7¾·E��@!:

§�¦O©	¢Jà�§Ð£tä�£/àO©<¢ é á	£tã�ä¾« Ñ £tä ß à�§Ð£tä�£/àO©<¢T¥<©<¢Ìç�¦ −1 Ï®Ð ß ¦pá	ä ß ¦�§-à�§Ð£tä�£/àL©	¢ é á<£tã;ä/«�©<¢¤«�á ß ©	¥±¦-§�¦O©	¢
àOá!á<§�ê	£tãh©<äÿ¦�«K©	ãhê ß ©	¥±¦dà�§Ð£tä¾£/àO©<¢U¥±©	¢¤ç�¦

8 Ï±%b�Ý)Ý�c�q��&ðríRõ¼è6öZðXð!
 ñ/ô þ�ôÀ÷Àî*õ ê/è�ê/ó=ð
öáî*ñ/ð�
6ôÀñ¼öZé�ñ/ñ/ð�
 ç`ùp?�óRþoé6ê¼èeø��Rñ@ðáð¸ð �UÖ±&������Rí��
N^¹�¶^B¼9±óEòWè#õ8
6ðXê¼î*ô ÷³ñ��\�Ðè�öXî*÷ÀöXéR÷³îeê/ð�ê/óRðIöZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷�í�è#ô ÿ`ê¼ñ�è*ògê/óRðúõ/ð¾î�÷�òWè*÷�
6ô ÿ=ï�í?è*÷Àù`ÿ=è*þ�ôÀî*÷
FA2Ð ,d

�Rü�ð
é=ñ/ð
ê/óRðrþ�î�í
h1 :

� 2 → � 2 �E
6ð � ÿRð�
Çç2ù
(u, v) 7→

(
cos(2π(u+v))+cos(2πu)+cos(2πv), sin(2π(u+v))−sin(2πu)−sin(2πv)

)
.� óRô³ñ�ôÀñ�ôÀÿ�òiî#ö^êQûFé=ñFê�ê/ó=ð�õ¼ðáî*÷?î*ÿ�
�ôÀþ�î�ï#ô ÿ=î*õ/ù�í=î*õ@ê�è�òsê¼óRð � õ¼ñ@ê�öXè*þ�í?è*ÿRðáÿ#ê è�òvê/óRð�ï*ðáÿRðXõ 4î*÷ ô��Xð!
ÇöXè#ñ/ô ÿ=ð

h
öXè*ÿ=ñ/ô�
RðXõ¼ð�
Çç2ù��%ô ê/óRðáõ¼ñ#ð � äW×�����óQî*ÿ�
�?�óRþoéRê/èeø�ð Þ80U1¢hh"Dóë��F�ê�ô³ñ�ð¾î*ñ/ù

ê¼è ñ@ðáðrê/ó�îeê
h1 ô³ñ�î�öZè2è*õO
6ôÀÿ=îeê¼ðÓöµó=î�ÿ=ï*ðÓô ò

u− v > 0, u + 2v > 0
��î�ÿ;


2u+ v < 1
�%F�ê

ê¼õ¼î*ÿ=ñFòWè#õ/þ�ñ�ê/ó=ðrí�è#÷ ù2ÿRè#þ�ô³î�÷
FA2Ð ,d

ôÀÿ#ê¼è�ê/óRð
òWéRÿ�ö^ê/ôÀè*ÿ
GA2

d :
� 2 → � 2 ��
6ð � ÿRð!
úç2ù

GA2

d (u, v) := FA2Ð ,d(h1(u, v)) = 2 cos(2πdu) + 2 cos(2πdv) + 2 cos(2πd(u+ v)) + 2.
� óRð�öXî*÷ÀöXéR÷Àî�ê/ôÀè*ÿrè*ò6ê/óRð�öZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷*í?è*ôÀÿ`ê¼ñÐè�ò

GA2

d

ôÀñÐð��Rî*öZê/÷Àù�ê¼óRð�ñ¼î�þ�ð4î#ñsê¼óRð4è#ÿRðEí?ðXõ/òWè*õ¼þ�ð�

ôÀÿMð Þ80U1¢hh"Dóë�Uæ)ñ�ê/óRð�òWéRÿ�ö^ê/ôÀè*ÿ

GA2

d

ó=î*ñ
(d − 1)2 
6ô³ñFê¼ô ÿ�ö^êÓõ¼ðáî�÷�öZõ¼ô ê/ô³öXî�÷�í?è*ôÀÿ`ê¼ñ
ôÀÿ�ê¼óRð

õ¼ðXï#ô è#ÿ�
6ð � ÿRð�
úç2ù
u− v > 0, u+ 2v > 0

�6î�ÿ;

2u+ v < 1

�2ê/ó=ð�ôÀþ�î�ï#ðáñ�è�òvê¼óRðáñ/ð�í�è#ô ÿ`ê¼ñ
éRÿ;
6ðXõ)ê/óRð�þ�î�í

h1 î�õ¼ðUî�÷À÷Ðê/óRð�öZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷Ðí�è#ô ÿ`ê¼ñ�è*òNê/óRð�õ/ð¾î�÷ÐòWè*÷�
6ôÀÿRï í?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô³î�÷ FA2Ð ,d
è�ò



.Â� õ � Ã6Ä+z��#Ã Ó |�Ã��DÃ6{ ö Ä » y¸Ã���{hÅ�w��Wy ö ��� �	Å�� ö ÄhÅpw�{h{;w�Ä » Å � Å�Ä�z;y 6Oô


6ðXï#õ/ðáð
d

�fF ÿ(öXè*ÿ`ê/õµî*ñ@êgê/èp?�óRþoé6ê¼èeø��=ü�ðróRðXõ¼ðÓï*ðXê�õ/ð¾î�÷vöXõ/ô ê/ô³öXî*÷ví?è*ôÀÿ#êµñ�ç?ðáöXî*é=ñ/ð
h1 ôÀñ)îþ�î�íÇòWõ/è#þÒ� 2 ôÀÿ`ê/è�ôýêµñ@ðá÷ýò»� �®�è#ÿRð�è�ò ê¼óRð è*ê/óRðáõÓõ/è2è*êoñ@ù6ñ@ê/ðXþ�ñoù`ôÀðX÷�
¢þ�è*õ¼ð�öZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷�í�è#ô ÿ`ê¼ñoè*ÿ¢êFü�èÂ÷ ðáø*ðá÷Àñ��'P�éRê

î*ñ)þ�ðXÿ`ê/ôÀè*ÿRð!
ÂôÀÿ�ñ/ðáö^ê¼ô è#ÿ�9�� ·�è#ÿ(í=î�ï#ð¸¹\ë���ê¼óRð�õ/ð¾î�÷sòWè#÷�
Rô ÿRïúí�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷Àñ)î*ñ¼ñ@è6öZô³îeê¼ð�
Çê¼è
ê/óRðUõ/è2è*êgñ/ù6ñFê¼ðXþ

B2
ï#ô ø#ðró2ù`í?ðXõµñ/éRõ@òiî#öZð¾ñ ô ÿ¿� n �

n ≥ 5
�=ügóRô³öµóIô þ�íRõ¼èeø*ð�ê/ó=ðÓíRõ¼ðXø2ô è#é=ñ/÷ ù

�2ÿRèeügÿÓ÷Àèeü�ðáõsç�è#éRÿ�
RñvòWè*õvê/óRð�þ�î<�6ô þUéRþ ÿ`é=þoç?ðXõvè*òRÿRè�
6ðáñvô ÿoóRô ï#óRðXõ)
6ôÀþ�ðáÿ=ñ/ô è#ÿ=ñÐñ/÷Àô ï#ó#ê¼÷ ù
7»ð �oÖ<&�����ó`ï*ôÀø*ð¾ñvîI
6ðXê¼î*ô ÷Àð�
K
RôÀñ¼öZé=ñ¼ñ/ô è#ÿrè�òRî�÷À÷*ê¼óRðáñ/ðNòWè#÷�
6ôÀÿRï)í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ô³î�÷³ñsî*ÿ�

ê/ó=ðXôÀõQöXõ/ô ê/ô³öXî*÷
í�è#ô ÿ`êµñL:��

)Gik��a�b6m©�6qLKEq%2Rè#õ�
RðXï*õ¼ðXð
d = 9

ü�ð�ñ/óRèeü ê¼óRð��ÐöµóRðáç2ù2öµó=ðXø
í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷
T9(z)

�`ê/óRð�õ¼ðáî�÷�òWè*÷�
6ôÀÿRïoí?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô³î�÷
FA2Ð ,9(x, y)

î#ñ/ñ/è6öZô³îeê/ð!
�ê/èoê/óRð�õ¼è`è*ê
ñ@ù6ñ@ê/ðáþ

A2
��î�ÿ�
Çê¼óRðoñ/éRõ@òiî#öZð8?�óRþ A2Ð ,9(x, y, z)

��� óRðÓç?è*éRÿ�
Rð�
Âõ¼ðXï#ô è#ÿ=ñ
ô ÿIügóRô³öµó

FA2Ð ,9(x, y)
êµî	�*ð¾ñ ÿRðXï`îeê¼ô ø#ð)øeî�÷ÀéRð¾ñ�î�õ¼ð)þ�î*õ��#ð�
úô ÿÇçR÷³î*öO���

� óRðr÷ÀðXþ�þ�îUôÀþ�þ�ð�
6ô³îeê¼ðX÷Àù ï*ôÀø*ð¾ñ�ê/óRð
òWè#÷ ÷Àèeügô ÿ=ï�øeî*õ/ô³î�ÿ`ê è�òT?�óRþoé6ê¼èeø�5 ñgñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ�S
HÆ&�m�ÝUb6m�* ·�� C\7¯ñ@ðáð
ð �UÖ<&�����ót:�q ¨�¦�ä

d ∈ Ú¶Ï_Ð ß ¦¸§�¦O©<¢ é §�á§µ�¦Là�ä�£t¥±¦¸«Ðç�§kå�©DàL¦WáÀå8êD¦�æ�§�¦O¦
d

ê�¦¾¹�ãh¦Oê-ª è
7/·�� CD: ?�ó=þ A2Ð ,d(x, y, z) := FA2Ð ,d(x, y) +

1

2
(Td(z) + 1) ∈ �

[x, y, z]
ß ©<«Kä ß ¦Tå�á	¢t¢ á Ñ £tã^æ�ã�ç�âWªL¦�§Ká»å�§L¦L©	¢�ãhá!ê�¦�«�i

7/·�� ¯¼:
1
12

(
5d3 − 13d2 + 12d

)
,

ôýò
d ≡ 0 mod 6,

1
12

(
5d3 − 13d2 + 16d− 8

)
,
ôýò
d ≡ 2, 4 mod 6,

1
12

(
5d3 − 14d2 + 13d− 4

)
,
ôýò
d ≡ 1, 5 mod 6,

1
12

(
5d3 − 14d2 + 9d

)
,

ôýò
d ≡ 3 mod 6.� óRðáñ/ð�ÿ2éRþoç?ðXõµñÓî*õ/ð�ê/ó=ð ñ/î*þ�ð�î#ñ
ê/ó=ð�ÿ2éRþoç?ðXõµñ
è�ò�öZè#þ�íR÷ ð���ÿRè�
6ð¾ñrè�ò�?�óRþUé6ê/èeø�5 ñ

ñ@é=õ@òiî#öZðáñK?�óRþ A2

d (x, y, z)
�#�vèúè*éRõ3�2ÿRèeüg÷Àð�
6ï#ð���ê/óRð�õ¼ðáñ/éR÷ ê�ï#ô ø#ðáñ)ÿRðXü ÷Àèeü�ðXõ�ç?è*é=ÿ�
Rñ)òWè*õ

ê/óRð�þ�î<�6ôÀþoéRþ8ÿ2éRþoç?ðXõ
µ ÐA1

(d)
è�òsõ¼ðáî�÷?ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ4è*ÿ�îUñ@éRõ/òiî*öXð�è�ò�
RðXï*õ¼ðXð

d
ôÀÿ�� 3(

�
)òWè*õ

d = 9, 11
î�ÿ�


d ≥ 13
��ñ/ðXðrêµî�çR÷Àð8·E��@Óè*ÿIê¼óRðÓíRõ¼ðáöXð�
6ôÀÿRï�í�î�ï*ðD��®�è�ê¼ôÀöXðÓê¼ó=îeê)î*÷ ÷Ðç�ð¾ñFê

�2ÿRèeügÿ�÷Àèeü�ðáõÓç�è#éRÿ�
RñoòWè*õ
µ ÐA1

(d)
î*õ/ðúîeê@êµî�ôÀÿRð�
¢ç2ù¢ñ@é=õ@òiî#öZðáñoügôýê¼ó�è*ÿ=÷ ù¢öZè#ÿRôÀöáî�÷�ÿRè�
6ðáñ

ügóRô³öµóÇô³ñ ÿRè*êgî#ñFê¼è*ÿRô³ñ/óRô ÿ=ïUôÀÿúø2ôÀðXü-è�òQê/óRð
éRíRí?ðXõgç?è*é=ÿ�
Rñ òWè#õ ñ/è*÷Àô ê¼î�õ¼ù�í?è*ôÀÿ#êµñ þ�ðXÿ`ê/ôÀè*ÿRð!

ô ÿIê¼óRðrôÀÿ#ê¼õ/è�
6é�ö^ê/ôÀè*ÿ��

�vå�"så¥£�Û Õ ÝoÜ ¸ ÞUÜh,iÜ�ÖeäiÛ).�à�Ü�
Ø��&2ÕE,�ñsä¾1�³),¾&c��äiÛ)&'*�Ö\ÖeÕRÛ).;&^1>&2Û�×áà
� óRð�õ¼ðáî*÷RòWè#÷�
6ôÀÿRïUí�è#÷ ù2ÿRè#þ�ô³î�÷³ñ

FA2Ð ,d(x, y)
é=ñ/ð�
�ôÀÿ�ê/ó=ð�íRõ¼ðXø2ôÀè*é=ñ�ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿúî�õ¼ð�ô ÿ�òiî*ö^ê

§�¦O©<¢�«O£tâ é ¢�¦ ü «Ðä�§�©<£Ìæ ß ä ý ¢¤£tãh¦¸©<§Ð§L©<ã¼æ¼¦�âd¦�ã�ä¾« ô ÿd� 2 �Rô¾� ð����R÷Àô ÿ=ðáñgÿRè�ê¼óRõ¼ðXðrè�ò�ügóRô³öµóúþ�ðáðZê�ôÀÿ
îÂí?è*ôÀÿ#ê!� � é=öµó�î�õ¼õ¼î*ÿRï*ðáþ�ðXÿ`ê¼ñ
öXî*ÿ¢ç�ð

2 4 öXè*÷Àè*õ¼ð�
�ô ÿ�îIÿ=î�ê/éRõµî�÷4ü�î\ùR7¯ñ@ðáð � ï;��·E��@�:ÐS¸�&ð



6 õ .Ò� {hÅ�w�� � ö Ä�Åpw�{;{hw�Ä » Å � Å�Ä�z;y�w�Ä�÷ïy�ø�{���w;|EÅEy�� ö z�� � w�Ä�¹+{;Å�w��WÄ6Ã6÷6ÅEy
÷³î�ç?ðX÷�ô ÿ�çR÷³î*öO�oê/óRè`ñ@ð�öXè*ÿRÿ=ðáö^ê¼ð�
�öXè*þ�í�è#ÿRðXÿ`êµñI7 àO¦�¢t¢³« :Nè*ò°� 2 \ {FA2Ð ,d(x, y) = 0} ôÀÿ�ügóRô³öµó
FA2Ð ,d(x, y)

ê¼î��*ðáñ�ÿRðáï#îeê¼ô ø#ð�øeî�÷ÀéRð¾ñ��`ê/ó=ð�è*ê/óRðáõ¼ñ�ôÀÿúügóRô ê/ðD�o� óRð)ç?è*é=ÿ�
6ð�
úçR÷³î*öO��õ¼ðXï*ôÀè*ÿ�ñ4ôÀÿ
� ï;�E·E��@röZè*ÿ`êµî�ôÀÿúð��6î#ö^ê¼÷ ù�è#ÿRðröZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷Pí?è*ôÀÿ`ê ügô ê/óÂöXõ/ô ê/ô³öXî*÷Pø\î*÷ é=ð −1

ð¾î*öµó��
��î*õ/ç?è*õ/ê/ó�ó=î#ñQñ/óRèeügÿUô ÿpð "ÂÕ6ÖÌ�sØDó6ê/ó=î�ê�ê/óRðgþ�î<�6ôÀþoéRþ�ÿ2éRþUç�ðáõ

Mb(d)
è*ò�çR÷³î*öO�ÓöXðX÷À÷Àñ

ôÀÿÂñ@é=öµóÇõ¼ðáî�÷Pñ/ô þ�íR÷Àðr÷Àô ÿRðÓî*õ/õµî�ÿ=ï*ðXþ�ðáÿ#êµñ4è*ò
d
÷ÀôÀÿRðáñ�ñ¼îeê¼ôÀñ � ð¾ñ�S

7¾·E� ë¼:
Mb(d) ≤

{
1
3d

2 + 1
3d, d

è�
E

,

1
3d

2 + 1
6d, d

ðáø*ðXÿ
.

d
è�òrê¼óRðáñ/ð¢öZðX÷À÷³ñúî*õ/ð�éRÿ2ç�è#éRÿ�
6ð!
6� � óRôÀñÇô³ñúî"íRéRõ¼ðX÷Àù öZè#þoçRôÀÿ=îeê¼è*õ¼ôÀî*÷�õ/ð¾ñ@é=÷ýêIügóRô³öµó ôÀñ

ñ@ê/õ¼è*ÿRï#÷ ùIõ¼ðX÷³îeê¼ð�
Âê¼è ê¼óRð�íRõ¼è*çR÷ÀðXþ:è�òG
6ðZê¼ðXõ¼þ�ô ÿRôÀÿRïúê/óRð�þ�î<�6ôÀþoéRþ ÿ2éRþUç�ðáõ
è�òEê¼õ/ô³î�ÿRï#÷ ð¾ñ
ôÀÿ-ñ/é=öµóLî*õ/õµî�ÿRï#ðXþ�ðXÿ`êµñ�ügóRô³öµó ó=î*ñÇî�÷Àè*ÿ=ï�î�ÿ;
 õ¼ôÀöµó%óRô³ñ@ê/è*õ¼ùË7iñ/ðXð�ð³Ø�£]���Eót:�� ®�è�ê¼ôÀöXð
ê¼ó=îeê ê/ó=ôÀñ ç?è*éRÿ;
 ô³ñ ç�ðXê@ê¼ðXõ ê/ó�î�ÿ�ê¼óRðrè*ÿ=ð)è#ç6ê¼î*ô ÿRð!
�ç2ù��
ó=î*õ/÷³î�þ�èeø�é=ñ/ô ÿRïd��è�
6ï#ð�ê/óRðáè*õ¼ù
ð Ú'0ÐÕ�����ó��oF�êgô³ñ��2ÿRèeügÿúê/ó=î�ê�ê¼óRðrç?è*éRÿ�
\7¾·E� ë¼:�ô³ñ ð��Rî*öZê�òWè#õgô ÿ � ÿRô ê/ðX÷Àù þ�î*ÿ`ù ø\î*÷ é=ðáñ è�ò

d
�

� óRð�õ/ð¾î�÷RòWè#÷�
Rô ÿRïoí�è#÷ ù2ÿRè#þ�ô³î�÷³ñ
FA2Ð ,d(x, y)

î�÷Àþ�è#ñ@ê4î*öµóRôÀðXø#ðgê/óRô³ñEç?è*é=ÿ�
6��ZÂè#õ/ðáèeø*ðXõ!�\ê/ó=ðáñ/ð
î*õ/õµî�ÿRï#ðXþ�ðXÿ`êµñNó=î\ø*ð�ê/óRð�ø*ðáõ/ù�ñ/í�ð¾öZô³î�÷?íRõ¼è*í?ðXõ/êFùUê¼ó=îeêgî�÷À÷�öZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷�í�è#ô ÿ`êµñ4ügô ê/óIîÓÿRðáï#î�ê/ôÀø*ð
7iõ/ð¾ñ@í��6í?è#ñ/ô ê/ôÀø*ð!:�öXõ/ô ê/ô³öXî*÷Pø\î*÷ é=ðró=î\ø*ð)ê/óRðÓñ¼î�þ�ðröZõ¼ô ê/ô³öXî�÷Pøeî*÷ éRð −1

7Wõ¼ðáñ/í��
+8

:��
�Ðè
ê/õµî�ÿ=ñ/÷Àî�ê/ð ê¼óRð�éRíRí?ðXõ�ç�è#éRÿ�
�è*ÿ�ê¼óRð�ÿ2éRþUç�ðáõEè�ò�çR÷³î*öO�UöXðX÷À÷ÀñEô ÿ`ê/èUî�ÿ�éRíRí?ðXõ�ç�è#éRÿ�


è#ÿÇöXõ/ô ê/ô³öXî*÷Pí�è#ô ÿ`ê¼ñ ü�ðré=ñ/ð�ê/óRð
òWè#÷ ÷Àèeügô ÿ=ïU÷ÀðXþ�þ�îES
ÀTm�*Ø*I�+·E� ¯�7iñ/ðXð%�vðXþ�þ�ð�@áìE�;@�@ ôÀÿ'ðí£·�c�hV^ók:�q ¨�¦�ä

f
ªO¦Q©8§�¦O©	¢E«Ð£tâ é ¢ ¦Q¢¤£tã�¦�©<§Ð§�©	ã¼æ¼¦ ûâW¦�ã;ä�àOá	ãE«Ð£�«Ðä¾£tã^æ8áÀå

d ≥ 3
¢¤£tã�¦Ð« Ï f ß ©±«Q¦Lî^©�à�ä¾¢ è (d−1

2

) ªOá<ç�ã�ê�¦Oê8á é ¦�ã'àL¦�¢t¢³«�¦O©�à ß á»å Ñ ß £/à ß
àOá<ã;äë©	£tãE«#¦Lî¼©Dà�ä�¢ è á	ãh¦¸à�§Ð£tä�£/àO©<¢ é á<£tã;ä Ï ´ ¢t¢6ä ß ¦¸à�§Ð£tä�£/àO©<¢ é á	£tã�ä¾«KáÀå

f
©<§�¦#ãhá	ã û êD¦�æ¼¦�ãh¦�§�©<äÿ¦ Ï

F�êUô³ñÓð¾î*ñ/ù�ê¼è(íRõ¼èeø*ð�ê¼óRð ÷ÀðXþ�þ�îE��ð�� ï��Ðç2ù&öXè*éRÿ`ê/ôÀÿRïÂê¼óRð ÿ2éRþUç�ðáõoè*ò ç?è*é=ÿ�
6ð�
"öZðX÷À÷³ñ
î*ÿ�
�ç`ùUè*ç=ñ/ðXõ¼ø2ô ÿ=ï)ê¼ó=îeê�ðáî*öµó�ñ/é=öµó�öZðá÷ ÷=öXè*ÿ`ê¼î*ô ÿ�ñEîeêE÷Àðáî#ñFêEè#ÿRð�öZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷Rí?è*ôÀÿ`ê���?�è*þ�í=î*õ/ôÀÿRï
ê¼óRôÀñ ügô ê/ó ê/óRð
ÿ2éRþUç�ðáõ

(d− 1)2 −
(
d
2

)
=
(
d−1

2

) è*òÐî�÷À÷PÿRè*ÿ 4 �áðXõ¼èoöZõ¼ôýê¼ôÀöáî�÷�í?è*ôÀÿ#êµñ�ï*ôÀø*ðáñ�ê¼óRðõ¼ðáñ/éR÷ ê��¿®�èeü ü�ð öXî*ÿ�ñ@óRèeü ê/ó�îeêUè#éRõoõ¼ðáî*÷E÷Àô ÿRðúî�õ¼õ¼î*ÿRï*ðáþ�ðáÿ`ê¼ñrî�õ¼ð�î*ñ/ù2þ�í6ê/è*ê/ô³öXî�÷À÷Àù�ê¼óRð
ç?ðáñ@ê�í�è`ñ/ñ/ôÀçR÷ ð
è#ÿRðáñ�òWè#õ�öZè*ÿ�ñFê¼õ/é=öZê/ôÀÿRï�ñ@é=õ@òiî#öZðáñ�ügô ê/óIþ�î�ÿ2ù ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ�S

HÆ&�m�ÝUb6m�* ·�� ë�q Ð ß ¦Qâd©�î�£tâ¸ç�â ã�ç�âWªL¦�§�áÀå�à�§Ð£tä¾£/àO©<¢ é á<£tã�ä¾« Ñ £tä ß ä ß ¦�«�©	âd¦�ãhá	ã û¾Ó ¦�§�á
à�§Ð£tä¾£/àO©	¢6¥±©	¢¤ç�¦

0 6= v ∈ � á»åK©¸§L¦L©	¢�«Ð£tâ é ¢ ¦�¢¤£tã�¦#©	§Ð§�©<ã^æD¦�âd¦�ã�äJ£�«3ªOá<ç�ã�ê�¦Oê
ª è
Mb(d)− d jÑ ß ¦�§�¦

d
£�«-ä ß ¦�ã�ç�âWªL¦�§-áÀå
¢¤£tã�¦Ð« Ï o ã é ©	§Ðä¾£/à�ç�¢ ©	§ j ä ß ¦-âW©�îD£tâ¸ç�âÆã�ç�âWªL¦�§-áÀå�à�§Ð£tä¾£/àO©	¢

é á<£tã;ä/«Qá	ãpä Ñ á8¢ ¦�¥±¦�¢³«�á»å%«Oç�à ß ©<ã¿©<§Ð§L©<ã¼æ¼¦�âd¦�ã�äTêDá�¦�«%ãhá	äT¦�î^àO¦O¦Oê (d
2

)
+Mb(d)−d ≈ 5

6d
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óRèeüßê/èÇíRõ¼è6öZðXð!
ÂôÀÿ
ï*ðáÿRðXõµî�÷��8�%ó=ðXÿ¢ü�ð�éRí=÷ è`î�
6ð!
Âê/ó=ð�íRõ/ðáíRõ¼ô ÿ`êWð ��Õ�Ö����=Õ^óEê¼èIî*õ7�)ô ø�� è*õ¼ï ü�ð�ç�ðá÷ ôÀðXø#ð�
�ê/ó=î�ê
ê/óRô³ñ

35 4 öZé�ñ@íRô�
Rî*÷sð��Rî�þ�íR÷Àðoü î*ñ�ê/óRðUè*ÿRðoügôýê¼ó(ê/ó=ðoþ�î<�6ôÀþoéRþ �2ÿRèeügÿÂÿ2éRþoç?ðXõ)è�ò4öXé=ñ@í�ñ��
=)ÿR÷Àù õ/ð¾öZðXÿ`ê¼÷ ù¢ü�ðúõ¼ðáî*÷ ô��Xð!
&ê/ó=î�êW�
î*÷ ÷³î�õµîeê¼ô¾5 ñoøeî*õ/ô³î�ÿ`êoè*ò�PQ� � ðXï*õ¼ð�5 ñoöXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê/ôÀè*ÿ 7¯ñ@ðáð
ñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿ+C��³9�è#ÿ(í=î�ï#ð8Ceë¼:�÷ÀðáîD
Rñ�ê¼èúîúñ@ð��`ê¼ôÀöoügôýê¼ó

36
öZé=ñ/í=ñ��%�&ðUíRõ¼ðáñ/ðXÿ`ê�ê¼óRð�î�÷Àï*è*õ¼ô ê/óRþ

óRðXõ¼ðrç?ðáöXî*é=ñ/ð�ô ê�öXî*ÿÇöXðXõ/ê¼î*ô ÿR÷Àù�ç?ðÓî�íRí=÷ ôÀð�
úô ÿIþ�î�ÿ2ù ñ/ôÀþ�ôÀ÷³î�õ�ñ/ôýê¼é=îeê¼ô è#ÿ=ñ��
F ÿ"ê¼óRðÇü�è#õ��6ñUþ�ðáÿ`ê/ôÀè*ÿRð!
�ôÀÿ"í=î*õ@êp@��Nê¼óRðÂî�é6ê¼óRè*õµñUé=ñ@ð!
�ï#ðXè*þ�ðXê/õ¼ôÀöúî�õ¼ï*éRþ�ðXÿ`êµñÓê¼è

õ/ð!
6é=öXðoî�íRõ/è#çR÷ÀðXþ 
RðXí?ðXÿ�
6ôÀÿRï�è#ÿÂñ@ðáø*ðXõµî�÷�í=î*õ¼î*þ�ðZê/ðáõ¼ñ�ê¼è�í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷Àñ ð¾î*öµó'
6ðXí?ðXÿ;
6ô ÿ=ï
è*ÿR÷ÀùÇè*ÿIè*ÿRðrí�î�õµî�þ�ðZê¼ðXõ!�T� óRðÓõ¼è2è�ê¼ñ è*ò�ê/óRð¾ñ@ðrí?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô³î�÷³ñ�öZè#éR÷�
úê¼óRðXÿÂð¾î*ñ/ô ÷Àù ç?ðròWè*é=ÿ�

ç2ù�ó=î�ÿ�
 è*õ�ç2ù�öXè*þ�íRé6ê¼ðXõ î�÷Àï*ðáçRõ¼î��UP�é6ê ügó=îeêgöXî*ÿ�ü�ðQ
6èUügóRðXÿ ê/óRðáõ/ð�î�õ¼ð�ÿRèUï*ðáè*þ�ðZê¼õ/ô³ö
î�õ¼ï*éRþ�ðáÿ#êµñÐî\øeî*ô ÷³î�çR÷ÀðEê¼è)õ¼ð�
Ré=öZð4ê/óRð�íRõ¼è*çR÷ÀðXþßê¼è�ð�[`é=î�ê/ôÀè*ÿ=ñÐôÀÿoè*ÿ=ð�øeî�õ¼ô³î�çR÷Àð4ð¾î*öµó;Ñ�F ÿÓê¼óRôÀñ
öXî#ñ@ðD�?ü�ðoöáî�ÿ�ñ@ê/ôÀ÷ ÷Qé=ñ/ðUîúñ@ôÀþ�ô ÷³î�õ�î�íRíRõ¼è#î#öµóIç`ùÇõ¼ðXíR÷³î*öXô ÿRï õ/è2è�ê 4 � ÿ�
6ôÀÿRï�è�ò4î í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷
ô ÿÂè#ÿRð
øeî�õ¼ôÀî*çR÷ ð�ç2ù íRõ¼ôÀþ�î*õ/ù

RðáöZè#þ�í�è`ñ@ô ê/ôÀè*ÿ��

�såiØ?å Õ 0)&_�ÐÕE1�ä/,L�"Ü�

30 ¸ ã*âQà:³�ä/(QÕE,�ñ�&¼íP×áä¯ã*à

æ�ñÐè*éRõÐñFêµî�õ/ê/ôÀÿRïgí�è#ô ÿ`ê!�¾ü�ðNêµî	�*ðEê/óRð
4 4 í�î�õµî�þ�ðZê¼ðXõ�òiî�þ�ôÀ÷ ù fs,t,u,v ⊂ � 3 ügôýê¼óK
6ôÀóRð�
6õµî�÷

ñ@ù2þ�þ�ðZê¼õ/ù
D5


6ð � ÿRð!
úç2ù�S

7�¹�� @±:
p := z ·Π4

j=0

[
cos
(

2πj
7

)
x+ sin

(
2πj
7

)
y − z

]

= z
16

[
x
(
x4 − 2·5·x2y2 + 5·y4

)

−5·z·
(
x2 + y2

)2
+ 4·5·z3·

(
x2 + y2

)
− 16·z5

]
,

qs,t,u,v := s·(x2 + y2) + t·z2 + u·zw + v·w2,
fs,t,u,v := p− q3

s,t,u,v.

p
ô³ñgê/ó=ðoíRõ¼è�
6é=ö^ê)è�ò

z
î�ÿ�


5
íR÷Àî*ÿRðáñ�ô ÿ¿� 3( � )

þ�ðXðXê/ôÀÿRï�ôÀÿIê/óRðUí�è#ô ÿ`ê
(0 : 0 : 0 : 1)ügôýê¼óÂê/ó=ðÓñ@ù2þ�þ�ðZê/õ¼ù

D5
è*òÐê¼óRð

5 4 ï*è#ÿúügô ê/óIõ¼è�êµîeê/ôÀè*ÿIî<�6ð¾ñ {x = y = 0} �
qs,t,u,v

ô³ñ�î*÷Àñ/è
D5 4 ñ@ù2þ�þ�ðZê¼õ/ô³ö	�6ç?ðáöáî�é=ñ/ð

x
î�ÿ�


y
è#ÿR÷ ùúî�íRí?ðáî*õ î#ñ

x2 + y2 �
� óRðoï#ðXÿRðáõ/ô³örñ/éRõ@òiî#öZð

fs,t,u,v
ó=î#ñ

15·2 = 30
ñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñgè�ò�êFù2í�ð

A2
î�ê�ê/óRðUô ÿ`ê¼ðXõ 4ñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿ=ñ è�òÐê/óRð�ê/õ¼ôÀíR÷ ð!
-[`é=îD
6õ¼ôÀö

qs,t,u,v
ügô ê/óÇê¼óRð (6

2

) í=î�ôÀõ¼ügôÀñ/ð)ôÀÿ`ê/ðáõ¼ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ ÷ÀôÀÿRðáñ è*òvê/ó=ð
6
íR÷³î�ÿ=ðáñ

p
�

2·5 = 10
è�òPê¼óRð)ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñN÷Àô ð)ô ÿ�ê/óRð {z = 0} íR÷³î�ÿRðD�*ê¼óRð�è*ê/óRðáõ

4·5 = 20ÿRè�ê!�-� óRð�öXè2è*õO
6ô ÿ�îeê/ð¾ñ
è�ò�ê/óRð�÷³îeê/ê/ðáõ
20
öXî*ÿ&ç?ð�è*çRê¼î�ôÀÿRð!
�òWõ¼è*þ ê/óRð

4
ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñ
ôÀÿ

ê/óRð {y = 0} íR÷³î�ÿRð�é=ñ/ô ÿ=ïoê¼óRðrñ@ù2þ�þ�ðZê/õ¼ù�è�òÐê/óRð)òiî�þ�ôÀ÷ ùD���vè�ñ/ðXð)ê/ó=î�ê�ê¼óRð {y = 0} í=÷Àî*ÿRðöZè#ÿ#êµî�ôÀÿ=ñ
4
öZé=ñ/í=ñ��#ÿ=è�ê/ð�ê/ó=î�ê

p|y=0 = z · (z−x) · (x2− 2xz− 4z2)2 S�2Rè#õ4ï#ðXÿRðáõ/ô³ögøeî�÷ÀéRðáñ6 +



6�. 4Â� whÄ+w�� » Ã6{ ö z�� � ö Ä+|��hw�{hw;|�z�Å�{ ö y�z ö | Í Å�{�Ã
è*òNê/óRðUí=î�õµî�þ�ðZê¼ðXõµñ��Rê/óRô³ñ�
Rè*éRçR÷Àð�
�[#é�î�
6õ¼ôÀöròiî*ö^ê¼è*õ)þ�ðáðZêµñ�ê¼óRðÓê¼õ/ôÀíR÷Àð�
¿[`é=îD
6õ/ô³ö

qs,t,u,v
ôÀÿ

2 · 2 í?è*ôÀÿ#êµñ��
®�è*ê/ð
ê¼ó=îeê

7ë¹^�³C�:
fs,t,u,v(x, y, z, λw) = fs,t,λu,λ2v(x, y, z, w) ∀λ ∈ � ∗,

ñ�� ê!��ü�ðoöáî�ÿ(öµóRè2è#ñ/ð
v := 1

7Wô ê�ô³ñ�ð¾î*ñ/ù ê¼è ñ/ðXðrê¼ó=îeê
v = 0

öZè*õ¼õ¼ðáñ/í�è#ÿ�
Rñ ê¼è î

6ðáï*ðXÿ=ðXõµîeê/ð
öáî*ñ/ð!:Ð�o� óRðáõ/ðXòWè*õ¼ð��2ü�ðrügõ/ô ê/ðDS

fs,t,u := fs,t,u,1
î*ÿ�


qs,t,u := qs,t,u,1.�Påt"På Õ 0)&�ñ�&¼íP×¾äiã*à�Ý�äW×!0
35
ÞoâQàA³Qà

�Ðè � ÿ�
�ñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ�ô ÿ�ê¼óRô³ñ
3 4 í=î*õ¼î*þ�ðXê/ðáõ�òiî�þ�ô ÷Àùoügô ê/ó�þ�è#õ/ð�ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ��#ü�ð�öXè*þ�íRé6ê¼ð

ê¼óRð¸
RôÀñ¼öZõ¼ô þ�ôÀÿ=î�ÿ`ê
Discfs,t,u ∈ � [s, t, u]

è*òEê/óRðUòiî�þ�ôÀ÷ ù
fs,t,u

ç`ù � õ¼ñ@êQ
6ôÀø2ô�
Rô ÿRïÇè*éRê)ê¼óRð
ç=î#ñ@ðU÷ è6öXé=ñd7�ê/ó=ð�ôÀÿ`ê/ðáõ¼ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ=ñ�è�òEê¼óRðW
6è*éRç=÷ ð�÷ ôÀÿRð¾ñ)è*ò

p
ügô ê/ó�ê/ó=ð¸[`é=îD
6õ/ô³ö

q
:�òWõ¼è*þ:ê/ó=ð

ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ ÷Àè2öXé=ñK7iü�ð
é=ñ/ðÓñ/î�ê/éRõµîeê¼ô è#ÿ��6ç?ðáöXî*é=ñ/ð�ü�ð
ó=î\ø*ð�ê¼è

6ô ø2ô�
6ðrè*éRê�ê¼óRðÓç=î#ñ@ð
÷Àè6öZé=ñgñ/ôÌ�
ê¼ô þ�ðáñO:ÐS

sl :=

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z
,
∂f

∂w

)
,

bl :=

(
∂p

∂x
,
∂p

∂y
,
∂p

∂z
,
∂p

∂w
, q

)
,

I := sl : bl∞.� óRðáÿ�ü�ðUðá÷ ôÀþ�ô ÿ=î�ê/ðUê/óRð�øeî�õ¼ôÀî*çR÷Àðáñ
x, y, z

òWõ¼è*þ:ê/ó=ôÀñ3[`éRè�ê¼ô ðáÿ`ê��3F ÿ�òiî#ö^ê!�Pç�ð¾öXî�é�ñ@ðUè�ò
ê¼óRðoñ/ù`þ�þ�ðZê¼õ/ùÇü�ðÓõ/ð¾ñFê¼õ/ô³ö^ê�è#éRõ�î�ê@ê/ðáÿ`ê/ôÀè*ÿIê/è�ê/óRð {y = 0} íR÷³î�ÿRðD�=ügóRô³öµó(ñ@í?ðXð!
Rñ�é=íÂê/óRð
öXè*þ�íRé6êµîeê/ôÀè*ÿ�ñ�S�]4ø*ðXõ¼ùúñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô êFù�ô ÿIê¼óRðÓíR÷³î�ÿ=ð {y = 0} ügó=ôÀöµóIô³ñgÿRè�ê)è*ÿÇê/óRðoõ/è*ê¼îeê¼ô è#ÿî	�2ð¾ñ {x = y = 0} ï*ðáÿRðXõµîeê¼ðáñ î�ÿÇè*õ¼çRô ê�è�òQ÷ ðáÿRï�ê¼ó 5

è*òQñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ è�òvê¼óRðÓñ¼î�þ�ð�êFù`í?ð��
æ�ñ/óRè*õ/êoehit���Ua�rD��bÓöXè*þ�íRé6êµîeê¼ô è#ÿ)ê¼óRðXÿrï#ô ø#ðáñ?ê¼óRðT
6ô³ñ/öXõ/ôÀþ�ô ÿ�î�ÿ`ê

Discfs,t,u ∈ Ö [s, t, u]
�

ügóRô³öµóúòiî*ö^ê¼è*õ¼ô �áðáñ ôÀÿ`ê/è
Discfs,t,u = Df,1 ·Df,2 ·Df,3

�=ügóRðXõ¼ð�S
Df,1 = 220·36 · s5 ·

(
24·s2 + 22·3·st+ t2

)
· (s+ t)

2

+
(
−219·36

)
· s5 ·

(
2·11·s2 + 19·st+ 2·t2

)
· (s+ t) · u2

+216·36 · s5 ·
(
41·s2 + 2·3·7·st+ 2·3·t2

)
· u4

+
(
−214·33

)
· s3

·
(
2·33·7·s3u6 + 22·33·s2tu6 + 26·52·s3 − 25·52·s2t− 52·61·st2 − 53·t3

)

+212·33 · s3 ·
(
33·s2u6 − 25·52·s2 − 2·52·61·st− 3·53·t2

)
· u2

+210·33·52 · s3 · (61·s+ 3·5·t) · u4

+
(
−26·53

)
·
(
22·33·s3u6 + 26·5·23·s3 + 25·3·5·s2t+ 22·3·52·st2 + 52·t3

)

+24·3·54 ·
(
25·s2 + 23·5·st+ 5·t2

)
· u2

+
(
−22·3·55

)
·
(
22·s+ t

)
· u4

+55 ·
(
u4 − 22·u2 + 24

)
·
(
u2 + 22

)
,

Df,2 =
(
−24

)
· t2 + 23 · t ·

(
u2 + 2

)
+
(
2·u− (u2 + 22)

)
·
(
2·u+ (u2 + 22)

)
,

Df,3 = 22 · t+ (2− u) · (2 + u) .�&ðÇó=è*í?ð ê¼ó=îeê�ñ/è*þ�ðúñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñoè*ò�ê¼óRð�
RôÀñ¼öZõ¼ô þ�ôÀÿ=î�ÿ`ê�öZè#õ/õ¼ðáñ/í�è#ÿ�
¢ê¼è�ð��6î*þ�íR÷ ð¾ñ
è*ò�ñ/éRõ@òiî#öZð¾ñ

fs,t,u
ügôýê¼ó¢þ�è#õ/ð

A2 4 ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ��8®�è�ê/ð�ê¼ó=îeêrè*ÿ=÷ ù
Df,1


6ðáí�ðáÿ�
Rñrè#ÿ�ê¼óRð
í=î*õ¼î*þ�ðZê/ðáõ

s
�Q�)ñ@ôÀÿRïÇöZè*þ�íRéRê/ðXõ�î�÷Àï*ðáçRõ¼î��=ô ê�ô³ñ)ðáî*ñ/ùúê/è ø#ðXõ¼ôýòWùúê/ó�îeê�ê/óRðUô ÿ`ê/ðáõ¼ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ=ñ�è�ò



4Ò� õ � z��hÅ'y�Å-zhz ö |�y�� ö z�� 35 |�ø�y � y 674
êFü�è�è*òvê/ó=ð

3
öXè*þ�í?è*ÿRðáÿ#êµñ

Df,1, Df,2, Df,3
è*ò
Discfs,t,u


6è�ÿRè�êgù2ô ðá÷�
 ê/è�ñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ�ügôýê¼ó
þ�î�ÿ2ùúîD
E
6ô ê/ôÀè*ÿ=î*÷sñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ��

� è��`ü�ðgé=ñ@ð � ô ÿ=ï*éR÷³î�õ4î*ï#î*ô ÿ`ê/èröXè*þ�íRé6ê¼ð ê/óRð)íRõ/ôÀþ�î�õ¼ù#
6ð¾öZè*þ�í?è#ñ/ôýê¼ô è#ÿ�è�ò�ê/óRð)ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ
÷ è6öXé=ñgè�ò

Df,1
èeø*ðXõ Ö S

sl(Df,1) = slf,1 ∩ slf,2 ∩ slf,3 ∩ slf,4
�6ügóRðáõ/ð

slf,1 =
(

22·
(
22·s− t

)
+ u2, 26·33·s3 − 5

)

slf,2 =
(
− 22·

(
22·3·s+ 5·t

)
+ 5·u2, 24·32·s2 + 22·3·5·s+ 52

)

slf,3 =
(

215·33·t6 − 214·34·t5·u2 + 211·34·5·t4·u4 − 26·33·5·t3·
(
25·u6 − 11·31

)

+24·34·5·t2·
(
23·u6 − 11·31

)
·u2 − 22·34·t·

(
24·u6 − 5·11·31

)
·u4

+
(
23·33·u12 − 33·5·11·31·u6 + 26·52·193

)
,

211·32 · t4 − 211·32 · t3 · u2 + 28·33 · t2 · u4

−22 ·
(
25·32·tu6 − 22·5·7·19·211·s− 5·73·193·t

)

+u2 ·
(
23·32·u6 − 5·73·193

))

slf,4 =
(

22·3·s− 5, −4·(t+ 1) + u2
)
.

æ�÷À÷�ê¼óRðáñ/ðÂíRõ¼ô þ�ð(ô�
6ð¾î�÷³ñ

6ð � ÿRð�ñ/þ�è2è*ê/ó öZé=õ/ø#ðáñ�ôÀÿ
ê/óRð
3 4 
6ô þ�ðáÿ=ñ@ôÀè*ÿ�î�÷gí=î*õ¼î*þ�ðXê/ðáõñ@í�î*öZðD�G�%óRðXÿÂíRõ¼è�ûFð¾ö^ê¼ô ÿRï�ê¼óRðUöXéRõ¼ø*ð

C3

6ð � ÿRð�
Iç2ù

slf,3
ê/è�ê/óRð

s, t 4 è*õgê¼óRð s, u 4 íR÷Àî*ÿRð��
ü�ðrï#ðZêgôÀÿÇç?è�ê¼óÂöXî*ñ/ðáñgñ/ô �úñFê¼õ¼î*ô ï#ó`ê�÷Àô ÿ=ðáñI
6ð � ÿRð!
úç2ù�ê¼óRðrð�[`é=î�ê/ôÀè*ÿ
7�¹�� ¯¼:

215·33·s6 − 26·33·5·s3 + 52 = 0.� óRô³ñ ñ/óRèeü�ñ�ê/ó�îeê
C3
öZè#ÿ=ñ/ôÀñ@ê¼ñ�ôÀÿ
òiî*öZê�è�ò
ê/ó=ð(éRÿRôÀè*ÿ
è�òÓñ/ôÌ��íR÷³î�ÿRð(öXéRõ/ø#ðáñ�� =)ø*ðáõ�ê/ó=ð

î�÷Àï*ðáçRõ¼î*ôÀö)ð��2ê¼ðXÿ=ñ/ô è#ÿ Ö (s)
�6ô ê�ôÀñgð¾î*ñ/ù�ê/è�öXè*þ�íRé6ê¼ð)ê¼óRðrð�[`é=î�ê/ôÀè*ÿÇè�òQê/óRð¾ñ@ðDS

7�¹�� ë^:
C3,s = 5·u2 − 22·5·t− 211·32·s4 − 24·5·s ∈ Ö (s)[t, u].�vè
ñ/óRèeü¢ê/ó=î�êÐê¼óRðXõ¼ð4ô³ñ�î�ñ/éRõ/òiî*öZð�ügôýê¼ó

35 A2 4 ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ��\ü�ð4ê¼î	�#ðEê¼óRð�þ�è`ñFêNñ@ôÀþ�íR÷Àð
í�è#ô ÿ`ê�è*òvê¼óRôÀñ�öZéRõ¼ø*ðD�2ê/óRð
è*ÿ=ðrügôýê¼ó

u = 0
S

HÆ&�m�ÝUb6m�* ¹^��@�7
35 4 öXé=ñ/íRô�
=î�÷ � ð��2ê/ô³ö�:�q ¨U¦�ä
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���xæ7ê�äxæ7ê%ä �7÷
ä��C
¶ß�áYß�ß�áë�á



æ�ñ/ðXí6ê¼ôÀö�ügô ê/ó
99
ÿRè�
6ð¾ñ��=öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê/ð�
 é=ñ/ô ÿRï�ê¼óRðrï*ðáè*þ�ðZê¼õ/ù�èeø#ðXõ íRõ¼ô þ�ð � ðá÷�
Rñ��



?f��æ%­T�G]T�ÆN

i Í�Ô�~�� Î k �kj ���#����ÎÐÏ6ª �mlK� Ï ¾ßÏ)Ô����so�Ô������ÇÍ

��ðró�î\ø*ðrî�÷Àõ/ð¾î�
6ù�ñ/ðXðáÿÇê/ó=î�êgê/óRðrõ¼ðáñ@ê/õ¼ôÀöZê/ôÀè*ÿ=ñ è#ÿ ê¼óRðÓþ�î<�6ôÀþoéRþ ÿ`é=þoç?ðXõ
µA1(d)

è*ò
ÿRè�
6ðáñ�è*ÿIî�ÿRè�
Rî�÷sñ/éRõ/òiî*öZð
è*ò)
6ðáï*õ¼ðXð

d
�2ÿRèeügÿÇñ/è�òiî�õ�î*õ/ðrî*ñ�òWè#÷ ÷Àèeü�ñ�S


6ðXï#õ/ðáð C ¯ ë 9 · ¹ N B @áì @D@ @!C 

µA1(d) ≥ @ ë @!· ¯�@ ·D9 B�¯ @!·�N C�@!· ¯*ë¼9 ë¼CD9 ·#ì*ì 5

12d
3

µA1(d) ≤ @ ë @!· ¯�@ ·D9 @áì*ë @<¹\ë Ceë¼· ¯D·*ì ëDN#ì ·*ë¼9 4
9d

3

F ÿIê/óRô³ñgöµó=î*í6ê/ðáõgü�ðrñ/óRèeüþ7¯ñ@ðáð
î*÷Àñ/èpð ��Õ�Ö�����ót:�S
7/N�� @±:

µA1(7) ≥ µ ÐA1
(7) ≥ 99.

� óRð
éRíRí?ðXõgç?è*éRÿ;

µ(7) ≤ 104

ô³ñ ï*ôÀø*ðáÿ ç2ùWÁEî�õµöµóRðXÿ��*è�5 ñ�ñ@í?ðáöZê/õ¼éRþ ç?è*éRÿ�
+7iñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ
¯E�¤¹	:��¸®�è�ê/ô³öZð�ê¼ó=îeê
òWè*õ

d = 7
ZÂô ù`î�èD�\î�5 ñ)ç?è*éRÿ�
�7iñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ\¯E��@áì	:�ô³ñ

112
��çRé6ê8��ôÀø*ðáÿ#êµî�÷�5 ñ

ç�è#éRÿ�
ï7¯ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿp¯E� ·�: î*÷Àñ/è�öZè*þ�íRéRê/ðáñ�ê¼è
104

�
� óRð4í=õ/ðáø`ôÀè*é�ñ@÷Àù��2ÿRèeügÿÓñ/ðXíRê/ô³öEügô ê/órê¼óRð�ï#õ/ð¾îeê¼ðáñ@êsÿ`é=þoç?ðXõQè�òRÿRè�
6ð¾ñsü î*ñPê¼óRð4ð��Rî�þ�íR÷Àð

è*òd?�óRþoéRê/èeø
ügôýê¼ó
93
ÿRè�
6ð¾ñ�7¯ñ@ðáð&ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ-ë���@�è*ÿ-í=î�ï#ð�ë^9	:Ð��2=è*õ

d ≤ 5
î�ÿ�
 ê/óRð

ðXø#ðXÿ'
6ðXï#õ/ðáðáñ
d = 6, 8, 10, 12

ê¼óRðXõ¼ðÓî�õ¼ðrð��Rî�þ�íR÷Àðáñ ð��RöZðXð!
6ôÀÿRï�?�óRþoé6ê¼èeø�5 ñg÷Àèeü�ðXõ ç�è#éRÿ�
6S
ñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿ=ñ�ë;� 9���ë;�³¹¼��ë;� B���� óRðáñ/ðÓó=îD
Âç�ðáðXÿ(è#ç6ê¼î*ô ÿ=ð�
Iç2ùúé�ñ@ôÀÿRïúñ/è*þ�ðÓç?ðáî*é6ê/ô òWéR÷Qï*ðáè*þ�ðZê¼õ/ô³ö
î�õ¼ï*éRþ�ðáÿ#êµñ ç=î*ñ/ð�
úè*ÿp�gè#óRÿ�5 ñK7iñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ+@�� ¯�: î�ÿ�
�PQ� � ðáï*õ¼ð�5 ñ�ô�
6ð¾î�7¯ñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿ'CE� ë¼:Ð�

��ðáõ/ðD��ü�ð�ð��6íR÷³î�ôÀÿoó=èeü ê/è
é=ñ/ð4ê¼óRð ï*ðáè*þ�ðZê¼õ/ù
è�ò�öZè#þ�í=é6ê/ðáõ�î*÷ ï#ðXçRõµî�ð��6í�ðáõ/ôÀþ�ðXÿ`ê¼ñQèeø*ðáõ
íRõ¼ô þ�ð � ðá÷�
RñQê¼è�ê/õ¼ðáîeêQê/ó=ð�öXî*ñ/ð

d = 7
î�ÿ;
Óê¼è � ÿ�
Óê¼óRð � õµñFêNñ/éRõ@òiî#öZð è�ò?è�
E
8
RðXï*õ¼ðXð�ï*õ¼ðáî�ê/ðáõ

ê/ó=î*ÿ
5
ê¼ó=îeêNð��RöXðXð�
=ño?�ó=þoé6ê¼èeøh5 ñQï*ðáÿRðXõµî�÷`÷ èeü�ðXõQç?è*éRÿ�
�����ôÀø*ðáÿUî�ÿ�ð��6íR÷Àô³öZô ê�ð![`é=îeê¼ô è#ÿoè�ò?î

òiî�þ�ôÀ÷ ù�è�òPó2ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ���ê/óRðáõ/ð�î*õ/ð�ñ/è*þ�ðgè�ê¼óRðXõ�î�íRíRõ¼è#î#öµóRðáñÐòWè#õ � ÿ�
6ôÀÿRï
ê¼óRè#ñ/ð�ð��Rî*þ�í=÷ ð¾ñ
ügôýê¼ó�ê/ó=ð�ï*õ¼ðáî�ê/ðáñ@êNÿ2éRþoç?ðXõEè*ò?ÿ=è^
Rðáñ��)�&ðgü�ðXõ¼ðgÿRè�ê4î*çR÷ ð�ê/èÓî�í=íR÷ ùoê/óRð�ê/ðáöµó=ÿRô�[`éRð¾ñNügóRô³öµó

6è&ÿRè�ê�ô ÿ2ø#è*÷Àø*ðúöXè*þ�íRé6ê¼ðXõ�î�÷Àï*ðáçRõ¼î�î�ÿ�
"ügóRôÀöµó�ü�ðáõ/ð é=ñ@ð!
 òWè#õd
RðXï*õ¼ðXð

d = 6, 8, 10, 12ç�ð¾öXî*é=ñ@ð�òWè*õ�ê/óRð¾ñ@ð)è*ÿRð�ÿRðXð!
Rñ�îÓíRõ/ôÀè*õ¼ô�ñ/è*þ�ð�ï#è2è^
�ô�
6ð¾îrè*ÿ�ê/óRð)ï*ðXè#þ�ðZê/õ¼ù�è�ò�ê/óRð
ñ/éRõ@òiî#öZðD�
��ðrÿ=ðXô ê/óRðáõ�ñ@é=öáöZðáð�
6ð!
�é=ñ/ô ÿ=ïUê¼óRðröZè#þ�í=é6ê/ðáõ î*÷ ï#ðXçRõµîrê¼ðáöµóRÿ=ô�[`éRð¾ñ�òWõ/è#þ öµó=î�í6ê¼ðXõ%¹Óô ÿÇê/ó=ð
íRõ¼ðáñ/ðXÿ`ê�öXî#ñ@ð�ç�ð¾öXî*é=ñ@ð
è*ò�öXè*þ�íRé6ê¼ðXõgí?ðXõ/òWè*õ¼þ�î*ÿ=öZð
õ¼ðáñ@ê/õ¼ôÀöZê/ôÀè*ÿ=ñ��

F ÿ=ñ@ê/ðáîD
6��ü�ð�öµóRè2è#ñ/ðUî þ�è#õ/ðoï*ðXè#þ�ðZê/õ¼ô³öoî�ÿ;
Âð��6í?ðXõ¼ô þ�ðXÿ`êµî�÷�î�íRíRõ¼è#î#öµóÇê/èIñFê¼é�
6ùIê/ó=ð
òiî�þ�ôÀ÷ ùD�¿� óRð�ô�
RðáîIê¼è(é=ñ/ð�ð��6í�ðáõ/ôÀþ�ðXÿ`ê¼ñoèeø*ðáõríRõ/ôÀþ�ð � ðX÷�
Rñoü�î#ñÓî�÷Àõ/ð¾î�
6ù�é=ñ@ð!
¢ç2ù�è*ê/óRðáõ
í�ðáè*íR÷Àð��Qð�� ï�� � öµóRõ/ðáù*ðáõ
î*ÿ�
\�vè#ÿRè*÷Àô�ð¤ñ Õ ��"�ó���P�é6êÓôÀÿ&ê/óRðáô õÓöáî*ñ/ð�ê/óRðáù�ü�ðXõ¼ð�î*çR÷ÀðUê¼èÂé=ñ/ð

6ðZòWè#õ/þ�î�ê/ôÀè*ÿ�ê¼óRðXè#õ/ðXê/ô³öXî*÷�î*õ/ï#éRþ�ðXÿ`ê¼ñÓê/è¢ñ@óRèeü8ê¼ó=îeê�ê/ó=ðXôÀõ�ð��Rî�þ�íR÷ÀðáñU÷ ô ò�ê�ê/è¢ñ@è#þ�ðÇñ@í?ð 4öZô³î�÷f?�î*÷Àî*çRô 4 Ç4î*é(ê/ó=õ/ðáðZòWè*÷�
Rñ
ôÀÿ öµó=î�õµî*öZê/ðXõ¼ô³ñFê¼ôÀö#�XðXõ¼è��¸F ÿ¢è*éRõÓöáî*ñ/ð��Pü�ð�÷ ô ò�êÓê/ó=ð�þ�è�
6é=÷Àî*õ
ð��Rî�þ�íR÷Àðáñ�ð��6íR÷ÀôÀöXôýê¼÷ ù�ê¼è�öµó=î�õµî*öZê/ðáõ/ô³ñFê¼ôÀö%�Xðáõ/è�é=ñ/ô ÿ=ïUê¼óRðXôÀõgï*ðáè*þ�ðZê¼õ/ùD�

�så¯Ø�å Õ 0)&_�vÕ�1�ä/,L�
F ÿ=ñ/íRô õ¼ð�
úç2ù�þ�î�ÿ2ù î*é6ê/óRè#õ¼ñ37¯ñ@ðáðrô ÿÇí=î�õ/ê/ô³öZé=÷Àî*õ ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ=ñ3@D� ¯E�6ë��³C��6ë��³9^�Rë;�³¹	:Ð�Rü�ð
÷ è2è��

òWè*õ�ñ/ðXíRê/ô³öXñ ügô ê/óIþ�î�ÿ2ù�ÿRè�
6ð¾ñgô ÿp� 3( � )
ügô ê/óRôÀÿÂî

7 4 í�î�õµî�þ�ðZê¼ðXõ�òiî�þ�ôÀ÷ ù�è*ò�ñ/éRõ/òiî*öXðáñ
Sa1,a2,...,a7 := P − Ua1,a2,...,a7< +



< . 6Â� ø�y ö Ä » z���Å » ÅEÃ � Å�z�{|¹+Ã�þ6Å�{ � { ö � Åc� ö Å��	÷�y
è*ò)
6ðáï*õ¼ðXð

7
î�
6þ�ô ê@ê/ôÀÿRï�ê¼óRðK
6ôÀóRð�
6õµî�÷sñ/ù2þ�þ�ðXê/õ¼ù

D7
è�òNî

7 4 ï#è*ÿ�S

P := 26 ·Π6
j=0

[
cos

(
2πj

7

)
x+ sin

(
2πj

7

)
y − z

]

= x·
[
x6 − 3·7·x4y2 + 5·7·x2y4 − 7·y6

]

+7·z·
[(
x2 + y2

)3 − 23·z2·
(
x2 + y2

)2
+ 24·z4·

(
x2 + y2

)]
− 26·z7,

Ua1,...,a7 := (z + a5w)
(
a1z

3 + a2z
2w + a3zw

2 + a4w
3 + (a6z + a7w)(x2 + y2)

)2
.

P
ô³ñ)ê/óRð�íRõ¼è�
6é=ö^ê
è�ò

7
íR÷³î�ÿRð¾ñ�ôÀÿ\� 3( � )

þ�ðáðZê¼ô ÿRïÇôÀÿ(ê/ó=ð�í?è*ôÀÿ`ê
(0 : 0 : 0 : 1)

î�ÿ�

îD
6þ�ôýê/ê/ôÀÿRï

D7 4 ñ@ù2þ�þ�ðZê¼õ/ù&ügôýê¼ó�õ¼è�ê¼î�ê/ôÀè*ÿ î<�6ð¾ñ {x = y = 0} S8F ÿ¢òiî#ö^ê!�
P
ô³ñÓôÀÿ2øeî�õ¼ôÀî*ÿ#ê

éRÿ;
6ðXõ)ê/óRð�þ�î�í
y 7→ −y î*ÿ�


P ∩ {z = z0}
ô³ñ)î õ/ðáï*éR÷³î�õ

7 4 ï*è*ÿIòWè#õ z0 6= 0
�
U
ô³ñ)î*÷Àñ/è

D7 4 ñ/ù`þ�þ�ðZê¼õ/ô³ö	�6ç?ðáöáî�é=ñ/ð
x
î�ÿ�


y
è#ÿR÷Àù î�íRí?ðáî*õ î#ñ

x2 + y2 �
æ�ñ
ü�ð�ó=î\ø*ð�î�÷Àõ/ð¾î�
6ùÂñ/ðXðXÿ�ô ÿ¢ñ/ðáö^ê¼ô è#ÿR@D� ¯ è*ÿ���è*óRÿ�5 ñ
öZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿ�è�ò4ÿ=è^
=î�÷o[`é=î�õ 4ê¼ôÀöáñ��vñ/é=öµó&îúñ/éRõ/òiî*öZð

S
ó�î*ñ�ï*ðáÿRðXõ¼ôÀöáî�÷À÷ ùIÿRè�
6ð¾ñ
îeê
ê/óRð

3 · 21 = 63
ôÀÿ`ê/ðáõ¼ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ=ñ)è�ò�ê/óRð

(
7
2

)
= 21


6è#éRçR÷Àð�
Â÷Àô ÿ=ðáñ)è�ò
P
ügôýê¼óÂê/ó=ð¸
6è#éRçR÷Àð�
ÂöXéRçRô³öÓè�ò

U
�%�&ðo÷Àè`èD� òWè#õ)í�î�õµî�þ�ðZê¼ðXõµñ

a1, a2, . . . , a7
�Rñ�� ê!�6ê/ó=ðÓöZè*õ¼õ¼ðáñ/í�è#ÿ�
6ôÀÿRï�ñ/éRõ/òiî*öXð)ó=î#ñ

99
ÿRè�
6ðáñ��

æ�ñ
Sa1,a2,...,a7(x, y, z, λw) = Sa1,λa2,λ2a3,λ3a4,λa5,a6,λa7

(x, y, z, w) ∀λ ∈ � ∗ ��ü�ðöµóRè2è`ñ@ð
a7 := 1

��ZÂè#õ/ðáèeø*ðXõ!�eð��6í?ðXõ¼ô þ�ðáÿ#êµñEèeø#ðXõNíRõ¼ô þ�ð � ðX÷�
Rñ4ñ/éRï*ï#ðáñ@êNê/ó=î�ê4ê¼óRð�þ�î<�6ôÀþoéRþ
ÿ2éRþUç�ðáõ4è�òsÿ=è^
Rðáñ�è*ÿ ñ/é=öµó�ñ/éRõ@òiî#öZð¾ñEô³ñ

99
î�ÿ�
�ê¼ó=îeê ñ@é�öµó�ð��Rî�þ�íR÷Àðáñ4ð��6ô³ñFê�òWè*õ

a6 = 1
�Næ�ñ

ü�ð�î*õ/ð)þ�î�ôÀÿR÷ ù�ôÀÿ`ê/ðXõ¼ðáñ@ê/ð!
�ôÀÿ � ÿ;
6ô ÿ=ï�î*ÿ�ð��Rî*þ�í=÷ ð�ügôýê¼ó
99
ÿRè�
6ð¾ñ��2ü�ð)õ¼ðáñ@ê/õ¼ôÀöZê�è#éRõ¼ñ/ðX÷Àø*ð¾ñ

ê¼èUê¼óRðÓñ/éRç 4 òiî�þ�ô ÷Àù�S
S := Sa1,a2,a3,a4,a5,1,1 = P − Ua1,a2,a3,a4,a5,1,1.� è#þ�ð�è*ê/óRðáõ�öXî#ñ@ð¾ñ��6ðD� ï;�

a6 = 0
�Rî*÷Àñ/èU÷ÀðáîD
úê/è

99 4 ÿRè�
Rî*÷�ñ/ðXíRê/ô³öXñ�7iñ/ðXðrðD� ï;�Röµó=î�íRê/ðXõ%B�:Ð�
�såt"På¥�-&¼(QâQã�×áä¯Ü�Û�×¾Ü�×!0U&&ÞoÕ=à�&ÂÜ�
�Ô�,iÕ=ÛU&�ÞUâÐÖ±ò;&2à

�Ðè ñ@ôÀþ�íR÷ÀôýòWùúê/óRðoíRõ/è#çR÷ÀðXþ è*òN÷ è6öXî�ê/ôÀÿRï�ð��Rî*þ�í=÷ ð¾ñgügôýê¼ó
99
ÿRè�
6ð¾ñgügô ê/óRôÀÿ(è*é=õgòiî�þ�ôÀ÷ ù

S
�`ü�ð�õ/ð¾ñFê¼õ/ô³ö^ê�è*éRõ�îeê@ê¼ðXÿ`ê/ôÀè*ÿ�ê/èrê¼óRð {y = 0} 4 íR÷³î�ÿ=ð�î�ÿ�
 ñ@ð¾î�õµöµóUòWè#õ4íR÷³î�ÿ=ð)öZé=õ/ø#ðáñ

S|y=07iü�ð�ügõ¼ôýê¼ð
Sy
òWè#õoñ/óRè*õ/êO:)ügô ê/ó þ�î�ÿ2ù(ÿRè�
6ð¾ñ��-� óRôÀñÓôÀñrþ�è*ê/ôÀø\î�ê/ð!
�ç2ùÂê¼óRð ñ/ù2þ�þ�ðXê/õ¼ù(è�ò

ê¼óRðÓöZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿ�S
ÀTm�*Ø*I� N�� @ï7iñ/ðXð'ð g�ÛU(�h��Eók:�q�´ âd¦�âWªL¦�§

S = Sa1,a2,a3,a4,a5,1,1
á»å�á<ç�§Iå�©<â¸£t¢ è á»å

«Ðç�§kå�©�àO¦�« ß ©±«
á<ã;¢ è á<§�ê	£tãh©<§ è êDá<ç�ª�¢ ¦ é á	£tã�ä¾«d©±«¸«Ð£tã¼æ�ç�¢ ©<§Ð£tä�£/¦�« j £ å
(1 : i : 0 : 0) /∈ S ©	ãhê

ä ß ¦�«Ðç�§kå�©�àO¦'ê�á!¦�«pá<ã;¢ è àOá	ã�äÿ©<£tãHá<§�ê	£tãh©<§ è ê�á	ç�ª�¢�¦ é á	£tã�ä¾«-©±«
«Ð£tã^æ	ç�¢ ©	§Ð£tä¾£/¦�«-£tã�ä ß ¦ é ¢�©<ãh¦
{y = 0} Ï=o åIä ß ¦ é ¢ ©<ã�¦�«�¦ é ä¾£/à

Sy
ß ©<«Q¦�î^©Dà�ä�¢ è

n
ã�á�êD¦Ð«�©	ãhê#£ å�¦Lî^©�à�ä¾¢ è

nxy
áÀå�ä ß ¦�«�¦�ã�á�êD¦Ð«

©	§�¦�á<ãpä ß ¦K©�î¼¦�« {x = y = 0} ä ß ¦�ãpä ß ¦�«Ðç�§kå�©�àO¦
S

ß ©±«3¦�î^©�à�ä�¢ è
nxy + 7 · (n−nxy)

ã�á�êD¦Ð«
©	ãhê�ãhá+á<ä ß ¦�§
«Ð£tã¼æ�ç�¢ ©	§Ð£tä¾£/¦�« Ï ­ ©�à ß «O£tã^æ	ç�¢�©<§Ð£tä è á»å

Sy
Ñ ß £/à ß £�«
ã�á<äKá<ã {x = y = 0}æ�£t¥±¦�«#©<ã\á<§�ª�£tä�áÀå

7
«Ð£tã¼æ�ç�¢ ©<§Ð£tä�£/¦�«8á»å

S
ç�ãhêD¦�§�ä ß ¦8©�à�ä¾£/á	ã\áÀå3ä ß ¦8ê	£ ß ¦Oê<§L©<¢6æ	§�á	ç é

D7 Ï±%b�Ý)Ý�c�qIP�ð¾öXî�é�ñ@ð�è�òRê¼óRð
D7 4 ñ@ù2þ�þ�ðZê/õ¼ùrè�ò�ê/óRðgöXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ��eü�ð�è#ÿR÷ ùró�î\ø*ðEê¼èrñ@óRèeü

ê¼ó=îeê ê/ó=ðXõ¼ðÓî�õ¼ð)ÿRè�è*ê/óRðáõ�ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ�ê/ó�î�ÿúê/óRðÓöX÷Àî*ô þ�ð�
úè*ÿ=ðáñ��)F�ê�ô³ñ ðáî#ñ@ù�ê¼è�íRõ/èeø#ð¸7¯ñ@ðáð
ð g)Û)(�h����sí��o@�N��söZè#õ���C�� ¯E��@áì	óÐòWè#õ�
6ðZêµî�ôÀ÷ÀñO:�ê/ó=î�êrî*ÿ2ùÂôÀñ/è*÷³îeê¼ð�
�ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô êFùÇè*ò

S
ügóRôÀöµó&ô³ñ

ÿRè*ê�öXè*ÿ`ê¼î*ô ÿRð!
 ôÀÿ"è*ÿ=ð è�ò�ê/óRðÇè*õ¼çRô ê¼ñUè�ògê/ó=ðúÿRè�
6ð¾ñoè*ò
Sy
ü�è*éR÷�
�ù2ôÀðX÷�
�î(ÿ=è*ÿ 4 ôÀñ/è*÷³îeê¼ð�


ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýêFùUügóRô³öµó�ô ÿ`ê/ðáõ¼ñ/ðáöZê¼ñEê/óRð)íR÷Àî*ÿRð {y = 0} �)P�é6ê�ê/óRô³ñ�öZè*ÿ`ê¼õ¼îD
6ôÀöZê¼ñEê/óRð�î*ñ¼ñ@éRþ�í6ê¼ô è#ÿ
ê¼ó=îeêgê¼óRðÓñ@é=õ@òiî#öZð

S

Rè`ð¾ñ è*ÿR÷Àù öXè*ÿ`ê¼î*ô ÿÇè*õO
6ôÀÿ=î�õ¼ù

6è*é=çR÷ ð
í?è*ôÀÿ`ê¼ñgè#ÿ {y = 0} � �

� è;�eü�ð � õµñFêQ÷ è2è���òWè#õQñ/ðXí6ê¼ôÀö�íR÷³î�ÿRð�öZéRõ¼ø*ð¾ñvè*òRê/ó=ð4òWè#õ/þ
Sy
ügô ê/óUþ�î�ÿ2ù
ÿRè�
6ðáñ��\ê/óRðáÿoü�ð

ø#ðXõ¼ôýòWù�ê¼ó=îeêgê¼óRðáñ/ðÓñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ�î*õ/ð
ôÀÿ�
6ðáð�
Iî�÷³ñ@è�ÿRè�
6ð¾ñ è�òQê/óRðÓñ/éRõ/òiî*öXð��oÁ�ô³î�ê/ó=ðr÷ ðáþ�þ�î��
ü�ðoî�õ¼ðÓê¼óRðXÿ�î�çR÷ÀðÓê¼èúöZè#ÿ=öZ÷Àé�
6ðÓê/ó=î�ê)ê¼óRðUñ/éRõ/òiî*öZðoó=î*ñ)è*ÿR÷ÀùÇè*õO
6ô ÿ�î�õ¼ù�
6è#éRçR÷Àðoí?è*ôÀÿ`ê¼ñ��%F ÿ



6Â� � � � ö Ä�÷ ö Ä » y�Ã���øhz ö Ã6Ä6y�Ã�þ6Å�{+y�Ã � Å � { ö � Å�� ö Å��	÷�y < 4
è*õO
6ðXõ ê/è�é=ÿ�
6ðXõµñ@ê¼î�ÿ;
�ê/óRð(ï#ðXè#þ�ðXê/õ¼ù"è*ò�ê¼óRð�í=÷Àî*ÿRð�ñ/ðXí6ê¼ôÀö

Sy
ç?ðZê/ê/ðáõúü�ð(÷Àè`èD��î�ê ê/ó=ð

ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ�ê¼ó=îeê�è6öáöZéRõ òWè#õgï*ðXÿ=ðXõ¼ôÀö)øeî�÷ÀéRðáñgè*òvê¼óRðrí=î�õµî�þ�ðXê/ðXõµñ��)2QôÀõ¼ñ@ê��Rü�ðröZè#þ�í=é6ê/ðDS
P |y=0 = x7 + 7 · x6z − 7 · 23 · x4z3 + 7 · 24 · x2z5 − 26 · z7

=
(x− z)

24
·
(
x+ (−ρ)z︸ ︷︷ ︸

=:L1

)2 ·
(

2x+ (ρ2 + 4ρ)z︸ ︷︷ ︸
=:L2

)2 ·
(

2x+ (−ρ2 − 2ρ+ 8)z︸ ︷︷ ︸
=:L3

)2
,

U |y=0 = (z + a5w)
(

(z + w)x2 + a1z
3 + a2z

2w + a3zw
2 + a4w

3

︸ ︷︷ ︸
=:C

)2
,

ügóRðXõ¼ð
ρ
ñ¼îeê/ô³ñ � ðáñ�S

7/N�� CD:
ρ3 + 22ρ2 − 22ρ− 23 = 0.� óRðÓê¼óRõ¼ðXðÓí?è*ôÀÿ`ê¼ñ

Gij
è�òEôÀÿ`ê/ðáõ¼ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿIè�ò

C
ügô ê/óÂê¼óRðo÷Àô ÿ=ð

Li
î�õ¼ðrè*õO
6ô ÿ�î�õ¼ù-
6è#éRçR÷Àð

í�è#ô ÿ`êµñ è�òsê¼óRð
íR÷Àî*ÿRð
ñ@ðáí6ê/ô³ö
Sy = P |y=0 −U |y=0

òWè#õ ï*ðXÿ=ðXõ¼ôÀö)øeî�÷ÀéRðáñ�è�òvê/óRð
í=î*õ¼î*þ�ðXê/ðáõ¼ñ��
ñ�� ê���ü�ð
ó=î\ø#ð

3 · 3 = 9
æD¦�ãh¦�§Ð£/à ñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñQ7¯ñ@ðáð � ï���NE��@�:Ð�

z = 0

x = 0

z = −1

L1

L2

L3

C

Sy,1

C

)Gik��a�b6m;�6q}KEqI� óRð
ê¼óRõ¼ðXðK
6è#éRçR÷Àð�
ú÷ ôÀÿRðáñ
Li
î�ÿ;
 ê¼óRðK
6è#éRçR÷Àð�
IöZéRç=ôÀö

Cô ÿ`ê¼ðXõµñ@ð¾ö^ê4ôÀÿ
3 · 3 = 9

í?è*ôÀÿ`ê¼ñ
Gij

�o� óRðáñ/ð)î*õ/ðgê¼óRð æ¼¦�ãh¦�§Ð£/à ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ
è�òÐê/óRðríR÷³î�ÿ=ð
ñ/ðXíRê/ô³ö

Sy
�

�så�VsåJ�gäiÛ)(Ðä¯ÛU.>ñvÜ;,¯âv×¾äiÜ?ÛÐà�Ü^ò;&`ÖÇàáÜh1>&ÇÔ
Ö\ä¾1>&¶�gä/&^,/(Qà
F ÿ�ê/óRð(ð¾î�õ¼÷ ù¢ê¼ô þ�ð¾ñ�è�òröZè#þ�í=é6ê/ðáõ î�÷Àï*ðáçRõ¼î��Nê/ó=ð�ñ@è*ò�êFü�î*õ/ðÇü î*ñ�è*ÿ=÷ ù"î*çR÷ÀðIê/è¢ü�è#õ��

èeø*ðáõ � ÿRô ê/ðUíRõ/ôÀþ�ð � ðá÷�
Rñ��GF�ê)ô³ñ�ü�ðX÷À÷ 4 �2ÿRèeügÿúê/ó=î�ê�ê/ó=ðÓõ/ð!
6é=öZê/ôÀè*ÿÂþ�è�
6éR÷Àè î�íRõ¼ô þ�ð
p
è*òEî

ó2ù`í?ðXõµñ/éRõ@òiî#öZðgó=î#ñQê/óRð)ñ/î*þ�ðgÿ2éRþUç�ðáõEî�ÿ�
�êFù2í?ðgè�òPñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñQòWè#õ4î�÷Àþ�è#ñ@êEî�÷À÷
p

� � è;��ê/ó=ð
öZè#þ�þ�è#ÿÂíRõ¼î#ö^ê¼ôÀöXðÓô ÿIê¼óRðoð¾î�õ¼÷ ù�@�BDB*ìE5 ñ ü î*ñ ê¼è öZè#þ�í=é6ê/ðrê¼óRô³ñ�òWè#õ�î�óRè#í�ðXòWéR÷ ÷ÀùÂñ@éEº�öXô ðáÿ`ê
ÿ2éRþoç?ðXõ�è*ò�
RôÌ��ðXõ¼ðXÿ`êgíRõ¼ô þ�ðáñ��

��ðoê¼î��*ð
ê/ó=ðÓè�ê¼óRðXõQ
6ô õ¼ðáöZê/ôÀè*ÿ��GP�ùúõ¼éRÿRÿ=ô ÿRï�èeø#ðXõ�î*÷ ÷Ðí�è`ñ/ñ/ô ç=÷ ðÓí�î�õµî�þ�ðZê¼ðXõ�öZè#þoçRôÀÿ=î 4ê/ôÀè*ÿ=ñ4èeø*ðáõEñ@è#þ�ð�ñ/þ�î�÷À÷RíRõ¼ô þ�ð � ðá÷�
=ñ � p é=ñ/ô ÿ=ïrê/óRð�öXè*þ�íRé6ê¼ðXõ�î�÷Àï*ðXç=õ¼î�ñ@ù6ñ@ê/ðáþ�ehit���Ua�rD��b
ð³ØÇÔ#ñ!�vØDóë�Pü�ð � ÿ;
�ñ/è*þ�ð

99 4 ÿRè�
Rî�÷Qñ@é=õ@òiî#öZðáñ)èeø*ðáõ�ê¼óRðáñ/ð � ðX÷�
Rñ�SQ2=è*õ
î ï#ô ø#ðXÿ�ñ/ðZê
è�ò�í=î 4õ¼î*þ�ðZê/ðáõ¼ñ
a1, a2, . . . , a5

��ü�ð¢öXî�ÿLðáî*ñ/ôÀ÷ ù%öµóRð¾öO��ê¼óRð î*öZê/é=î*÷)ÿ2éRþUç�ðáõúè*òoÿRè�
6ðáñÇè#ÿ ê/ó=ð
öZè#õ/õ¼ðáñ/í�è#ÿ�
6ôÀÿRï�ñ@éRõ/òiî*öXð
é=ñ@ôÀÿRï�öZè#þ�íRé6ê/ðáõ�î�÷Àï*ðáçRõ¼î�7iñ/ðXðWð¤ØÇÔ���"��=î*íRí�ðáÿ�
6ô �Çæ#�Rí��Rë¼N¼¹!ók:Ð�



< 6 6Â� ø�y ö Ä » z���Å » ÅEÃ � Å�z�{|¹+Ã�þ6Å�{ � { ö � Åc� ö Å��	÷�y
æ�ñÓô ÿ�
RôÀöáîeê/ð!
�ôÀÿ�ê/óRð�íRõ¼ðXø2ôÀè*é=ñ
ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ��sü�ð�ü�è#õ��IôÀÿ&ê/óRð�íR÷³î�ÿRð {y = 0} òWè#õ
òiî*ñ@ê/ðXõöXè*þ�íRé6êµîeê/ôÀè*ÿ�ñ��oF�ê�ê¼éRõ¼ÿ=ñgè*éRêgê/ó=î�êgê/óRðrï#õ/ð¾îeê/ð¾ñFêgÿ2éRþUç�ðáõ�è�ò�ÿRè�
6ðáñ�è*ÿ

Sy
ô³ñ

15
èeø#ðXõ ê/ó=ð

ñ/þ�î�÷À÷ÐíRõ¼ôÀþ�ð � ðá÷�
Rñ � p �
11 ≤ p ≤ 53

S � ðXðUê¼î�ç=÷ ðdN�� @Uè*ÿÂê¼óRðUòiî*öZôÀÿRïÇí=î�ï#ð��3� óRð�íRõ/ôÀþ�ð
� ðá÷�
=ñ � p �

2 ≤ p ≤ 7
�Ðî*õ/ð�ÿRè*êÓ÷ ô³ñ@ê/ð�
&ç?ðáöáî�é=ñ/ð�ê/óRðáù�î*õ/ð�ñ/í�ð¾öZô³î�÷4öáî*ñ/ðáñ�SK� óRðáñ/ð�íRõ/ôÀþ�ðáñ

î*íRí�ð¾î�õ�î*ñQöZè2ð�º�öXô ðáÿ#êµñvè#õÐð��6í�è#ÿRðXÿ`ê¼ñÐôÀÿÓê/ó=ð�ð![`é=îeê¼ô è#ÿÓè�òRè#éRõvòiî*þ�ô ÷Àù��)F ÿoð¾î*öµóÓè*òRê/óRð öXî#ñ@ð¾ñ
ü�ð�öµóRðáöO�#ð�
6�Pè#ÿRðUè*ò�ê¼óRð

15
ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ�í?è*ôÀÿ`ê¼ñ
÷Àô ð¾ñ
è*ÿ�ê/óRð�î	�6ðáñ {x = 0} �sñ/é=öµó�ê/ó=î�êrê/óRðöXè*õ¼õ/ð¾ñ@í?è*ÿ�
Rô ÿRï�ñ@é=õ@òiî#öZð
ó=î*ñ ð��Rî*ö^ê¼÷ ù

14 · 7 + 1 = 99
ÿRè�
6ðáñgî*ÿ�
ÇÿRè�è�ê/ó=ðXõ�ñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ��

�vå��Ðå Õ 0)&�Ø�&2Üh1>&`×XÖ��"Ü�
 ×�0)&
15 ¸ ÛÐÜ�(ÐÕE,�à�&Ç³Q×áä¯ãúÔ�,¯ÕRÛU&&ÞoâÐÖ±ò;&

�Ðè � ÿ;
�í=î*õ¼î*þ�ðZê/ðáõ¼ñ
a1, a2, . . . , a5

ôÀÿ&öµó�î�õµî*ö^ê¼ðXõ¼ôÀñ@ê/ô³ö
0
ü�ðUü î�ÿ`ê�ê¼èIé=ñ@ð�ï*ðáè*þ�ðZê¼õ/ô³ö

íRõ¼è*í?ðXõ/ê/ôÀðáñ�è�òQê/óRð
15 4 ÿRè�
Rî�÷sñ/ðXí6ê¼ôÀöÓíR÷Àî*ÿRðÓöZé=õ/ø#ð

Sy
�GP�éRê)î*ñgü�ðK
6è�ÿ=è�ê%�2ÿRèeü î�ÿ2ùúñ/é=öµó

íRõ¼è*í?ðXõ/êFù�ù*ðXê��Rü�ð
é=ñ/ð�è#éRõgíRõ¼ô þ�ð � ðá÷�
Çð��Rî*þ�í=÷ ð¾ñ�ê/è�ï*ðXê�ñ@è#þ�ð
ï#è`è�
úô�
Rðáî*ñ�S
n s�`�mEb�oD�¼Ü6ikÝU�+NE�³C�q o ã'©<¢t¢6á<ç�§ é §Ð£tâd¦U¹f¦�¢ ê¸¦Lî¼©	â é ¢ ¦�«Qá»å

15 û ã�á�êD©<¢ é ¢ ©<ã�¦�«�¦ é ä�£/à�«
Sy jÑ ¦ ß ©	¥±¦�i

7À@!:
Sy

« é ¢¤£tä¾«¸£tã;äëá'©p¢Ì£tãh¦
Sy,1

©<ãhê�©�«�¦�îDä�£/à
Sy,6

i
Sy = Sy,1 · Sy,6 Ï�Ð ß ¦ é ¢�©<ãh¦

à�ç�§Ð¥<¦
Sy,6

á»åWêD¦�æ�§�¦O¦
6

ß ©±«
15 − 6 = 9

«Ð£tã¼æ�ç�¢ ©<§Ð£tä�£/¦�« Ï©È á	äë¦
ä ß ©<ä%ä ß £�« é §Lá é û¦�§Ðä è £�«�«Ð£tâ¸£t¢ ©<§¸äÿá
ä ß ¦dá<ã�¦dá»åKä ß ¦
31 û ãhá!ê�©	¢

D5 û « è â¸âd¦�ä�§Ð£/àc®�ç�£tã;ä¾£/à8£tã � 3( � )àOá<ãE«Ðä�§Ðç�à�äÿ¦Oê
ª èïÞ Ï ½�©<§Ðä ßïü «�¦Oà�ä�£/á<ã Ä�Ï�Â á<ã é ©�æD¦ Ä°Ê ý Ï
Ð ß ¦W¢¤£tãh¦W©	ãhê�ä ß ¦8«�¦�îDä�£/à ß ©	¥±¦¸«�á	âd¦d£tã;äë¦�§�¦�«Ðä¾£tã^æ¸æ¼¦Oá<âW¦�ä�§Ð£/à é §�á é ¦�§Ðä�£/¦�« ü «�¦L¦&¹)æ Ïqp|Ïnm á	ã
ä ß ¦ é §�¦OàO¦Oê<£tã^æ é ©�æ¼¦d©<ãhê+¹Uæ Ï(p|Ï lpá<ã é ©�æD¦ m�Í%Â ý i7�C�:

Sy,1 ∩ Sy,6 = {R,G1j1 , G2j2 , G3j3 , O1, O2} j Ñ ß ¦�§�¦
R

£�«Q© é á<£tã�äTá	ã-ä ß ¦�©�î^¦Ð«
{x = 0} ©<ã�ê¿ä ß ¦

Gijk
©<§�¦�ä ß §�¦O¦-áÀåWä ß ¦

9
æ¼¦�ã�¦�§Ð£/à�«Ð£tã¼æ�ç�¢ ©<§Ð£tä�£/¦�«

Gij
áÀå
Sy já<ã�¦8á	ã+¦O©�à ß ¢Ì£tãh¦

Li j ©<ãhê
O1, O2

©	§�¦K«�á	âd¦¸á<ä ß ¦�§ é á<£tã�ä¾«�ä ß ©<äfãh¦�£tä ß ¦�§�¢Ì£/¦¸á	ã
{x = 0} j ãhá	§#á<ã\á<ãh¦¸á»å3ä ß ¦

Li Ï7¾¯D: Ð ß ¦�«�¦�îDä�£/à
Sy,6

ß ©±«Wä ß ¦
«Ð£Ìî�æ¼¦�ãh¦�§Ð£/àW«Ð£tã¼æ�ç�¢ ©	§Ð£tä¾£/¦�«
Gij , (i, j) ∈ {1, 2, 3}2 \

{(1, j1), (2, j2), (3, j3)} j ©<ã�êWä ß §�¦O¦#¦Lî^àO¦ é ä¾£/á	ãh©<¢�«Ð£tã¼æ�ç�¢ ©<§Ð£tä�£/¦Ð«�i
E1, E2, E3 Ï

o ã¿âd©	ã èQé §Ð£tâd¦�¹J¦�¢ ê-¦�î é ¦�§Ð£tâW¦�ã;ä/« j Ñ ¦ ß ©	¥±¦fåOç�§Ðä ß ¦�§Ðâdá	§�¦7i
7ië¼: o ã�ä ß ¦ é §�á§µ�¦Là�ä�£t¥±¦

x, z, w û é ¢ ©<ã�¦ j ä ß ¦ é á	£tã�ä
R

ß ©<«%ä ß ¦3àOá�á	§�ê<£tã�©<äÿ¦Ð«
(0 : −1 : 1) j« Ï ä Ï ä ß ¦K¢¤£tãh¦

Sy,1
ß ©±«3ä ß ¦Tå�á	§Ðâ

Sy,1 : z + t · x+w = 0
å�á<§3«�á<âW¦ é ©<§L©<âW¦�äÿ¦�§

t
ü «�¦O¦¸©<¢³«�á
äë©Dª�¢ ¦ pÇÏnm á	ã¿ä ß ¦Tå�©Dà�£tã^æ é ©�æD¦ ý Ï

Ð ß ¦�á<ä ß ¦�§
àO©±«�¦Ð« ü
R = (0 : c : 1), c 6= −1

ý ¢�¦L©Dê'äÿápâWá<§�¦�àOá<â é ¢¤£/àO©<äÿ¦Oê�¦Y®�ç�©<ä�£/á<ãE«
©<ã�êÑ £t¢t¢Uãhá<äGªO¦8ê	£�«�à�ç^«O«�¦Lê ß ¦�§�¦ Ï
��ñ/ôÀÿRïÇê/óRô³ñrè*ç�ñ@ðáõ/øeîeê¼ô è#ÿ�î#ñ�îÇï#éRðáñ¼ñ�òWè*õ
è*é=õÓñ@ðáí6ê/ô³ö�ô ÿ öµó=î*õ¼î#ö^ê/ðáõ/ô³ñ@ê/ô³ö

0
�vü�ð�è*çRê¼î�ôÀÿ

ñ/ðXø#ðXõµî�÷ í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷�öZè*ÿ;
6ôýê¼ô è#ÿ=ñ�è*ÿ�ê¼óRðÂí=î�õµî�þ�ðXê/ðXõµñ����)ñ@ôÀÿRï ehit���Ua�rD��b
ê¼è ðX÷Àô þ�ôÀÿ=îeê¼ð
øeî�õ¼ô³î�çR÷Àðáñ��2ü�ð � ÿ�
úê¼óRð
òWè*÷À÷ èeügôÀÿRï�õ¼ðX÷³îeê/ôÀè*ÿúç�ðXêFü�ðáðXÿÇê/ó=ðrí=î�õµî�þ�ðZê¼ðXõµñ

a4
î*ÿ�


t
S

7¾NE� ¯D:
t ·
(
a4t

3 + t︸ ︷︷ ︸
=:α

)2
+ t− 1 = 0,

ügóRô³öµó�öXî�ÿ�ç?ðgí=î�õµî�þ�ðXê/õ¼ô �áð�
Óç2ù
α

S
t = − 1

1+α2 , a4 = (α(1+α2)−1)(1+α2)2.
2=éRõ/ê/óRðáõ

ðá÷ ôÀþ�ô ÿ=î�ê/ôÀè*ÿ=ñgî*÷ ÷Àèeü é=ñgê/è�ð��6íRõ¼ðáñ¼ñgî�÷À÷�ê/óRðrè*ê/óRðáõgí=î�õµî�þ�ðXê/ðXõµñ�ô ÿÇê¼ðXõ¼þ�ñ è*ò
α

S
• a1 = α7 + 7α5 − α4 + 7α3 − 2α2 − 7α− 1,
• a2 = (α2 + 1)(3α5 + 14α3 − 3α2 + 7α− 3),
• a3 = (α2 + 1)2(3α3 + 7α− 3),

• a5 = − α2

1+α2 .



6Â� + � z���Å 1 Ó � w�{;w � Å�z;Å�{÷��w � ö �Â¹+Ã(� � �	w�Ä�Å�y�Å-z�z ö |�y <7<
2Qô ðá÷�


a1 a2 a3 a4 a5 Sy,1 α

� 11
C ¯ 9 C 4 9 z = x− w α = −3

� 19 4 ¹ 4 C ¹ @ N
z = 8x− w α = 7� 19

C ì @ B ¹
z = 9x− w α = −4� 19

9 4 B ¹ 4 ¯ 4 @
z = 2x− w α = −3

� 23 4 9 @�@ @¾ì @ ¹
z = −9x− w α = −2

� 31 4 @!9 4 @!¯ 4 9 @!¯ 4 @áì
z = −2x− w α = −13� 31

@ 4 C @áë 4 B @�@
z = 15x− w α = −11� 31

@Xë 4 @¾ì 4 @!¯ 4 @Xë 4 @�@
z = −13x− w α = −7

� 43 4 @�@ @!9 ì 4 @�¯ 4 · z = −6x− w α = 7� 43
C�ì @�· 4 @ 4 @Xë @áì

z = −12x− w α = 14� 43 4 B ¯ 4 ¯ 4 @�@ 9
z = 18x− w α = −21

� 53 4 N C�ì @áë @!N @�@
z = 25x− w α = 4� 53 4 C 4 @¾ì 4 @áë 4 C	· @�·
z = −9x− w α = 24� 53

@áì C�9 4 ë CDC C�9
z = −16x− w α = 25HT�Us;r¼mF��qLKEq)æ:òWðXü ð��Rî*þ�í=÷ ð¾ñ�è�ò
í=î�õµî�þ�ðXê/ðXõµñ�ï*ôÀø2ô ÿ=ï

15 4 ÿRè�
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Rî�÷ � ðXí6ê¼ôÀö!:�q ¨�¦�ä

α ∈ � «�©<ä�£�«kå è i
7/N�� @¾ìD:

7α3 + 7α+ 1 = 0.

Ð ß ¦�ãïä ß ¦¸«Ðç�§kå�©�àO¦
Sα

£tã � 3( � )
á»ådê�¦ëæ	§L¦L¦

7 Ñ £tä ß ¦¶®�ç�©<ä�£/á<ã
S99 := Sα := P − Uα

ß ©±«
¦�î^©Dà�ä�¢ è

99
á<§�ê	£tãh©<§ è ê�á<ç�ª�¢ ¦ é á	£tã�ä¾«#©<ãhê�ãhá�á<ä ß ¦�§�«Ð£tã¼æ�ç�¢ ©<§Ð£tä�£/¦Ð« j Ñ ß ¦�§L¦

P := x·
[
x6 − 3·7·x4y2 + 5·7·x2y4 − 7·y6

]

+7·z·
[(
x2 + y2

)3 − 23·z2·
(
x2 + y2

)2
+ 24·z4·

(
x2 + y2

)]
− 26·z7,

Uα := (z + a5w)
(
(z + w)(x2 + y2) + a1z

3 + a2z
2w + a3zw

2 + a4w
3
)2
,



ô/0 õ 6Â� ø�y ö Ä » z���Å » ÅEÃ � Å�z�{|¹+Ã�þ6Å�{ � { ö � Åc� ö Å��	÷�y

z = 0

x = 0

z = −1

Sy,1

E1

E2

E3

Sy,6

R

)Gik��a�b6mÁ�6q�©6q�� óRð
15 4 ÿRè�
Rî�÷�íR÷³î�ÿRð�ñ@ðáí6ê/ô³ö

Syα s = Sy,1α s ·Sy,6α s
7iñ/ðXð

7/N�� @D@�:�è#ÿrí=î�ï#ð�@áìDC�:Ð�\ê/ó=ð�ñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñPè�ò2ê/ó=ð�ñ/ð��2ê/ô³ö
Sy,6α s

î�õ¼ðNþ�î�õL�*ð�

ç2ù ÷³î�õ¼ï*ðÓöXô õµöZ÷Àðáñ�SJ� óRðÓê/óRõ¼ðXðÓð��RöZðXíRê/ôÀè*ÿ=î*÷vñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ

E1, E2, E3
î*õ/ð

þ�î�õL�*ð!
(ôÀÿ&ç=÷Àî#öO�h�sê/óRð�ï#ðXÿRðáõ/ô³öUñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñ�ô ÿ¢ügóRô ê/ðD�
� óRð � ø#ð�÷ÀðZò�ê 4þ�è#ñ@ê4ÿRè�
6ð¾ñ�î*õ/ðgõ¼ðáî*÷=ô³ñ@è#÷Àî�ê/ð�
�è#ÿRðáñ���=)ÿR÷ ù � ø#ð�è�òPê¼óRð)ñ/ô ��ôÀÿ`ê/ðXõµñ/ðáö^ê¼ô è#ÿ=ñ
è�òQê/ó=ðr÷ ôÀÿRð

Sy,1α s
î�ÿ�
úê/ó=ðÓñ@ð��`ê¼ôÀö

Sy,6α s
î�õ¼ð
ø2ôÀñ/ô ç=÷ ð
ç?ðáöXî*é=ñ/ðrü�ð�ûFé=ñ@ê

ñ/óRèeüLî�ñ/þ�î*÷ ÷Pí�î�õ/ê è*òvê¼óRðrügóRè*÷Àð
(x, z) 4 í=÷Àî*ÿRð��

a1 := − 12
7 α

2 − 384
49 α− 8

7 j a2 := − 32
7 α

2 + 24
49α− 4,

a3 := −4α2 + 24
49α− 4 j a4 := − 8

7α
2 + 8

49α− 8
7 ,

a5 := 49α2 − 7α+ 50 ÏÐ ß ¦�§�¦#£�«8¦�î^©Dà�ä�¢ è á<ã�¦K§L¦L©	¢6«�á<¢¤ç�ä�£/á<ã
α Ð ∈ � äÿádä ß ¦¸àOá<ãhê	£tä¾£/á	ã ü pÇÏnm�Í ý j7¾NE��@�@!:

α Ð ≈ −0.14010685,©	ãhê�©	¢t¢�ä ß ¦K«Ð£tã¼æ�ç�¢ ©<§Ð£tä�£/¦Ð«#áÀå
Sα s ©	§�¦8©	¢³«�á
§L¦L©	¢ Ï±%b�Ý)Ý�c�qI� ó=ðÓñFê¼õ¼î*ô ï#ó#ê/òWè*õ¼ü�î*õL
'ehit���Ua�r��Ub(öZè#þ�íRé6ê¼î�ê/ôÀè*ÿúê/è�ñ/óRèeü ê¼ó=îeêgê¼óRðÓñ@é=õ@òiî#öZð

ó=î#ñ
99
ÿRè�
6ðáñNî*ÿ�
oÿ=è�è*ê/óRðáõNñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñÐê¼î��*ð¾ñQê/è2è
÷ è#ÿRï)è#ÿUè#éRõNöZè#þ�í=é6ê/ðáõ�� � è��*ô ÿ=ñ@ê/ð¾î�
6�

ü�ðÓé=ñ/ðUöXè*þ�íRé6ê¼ðXõ
î�÷Àï*ðXç=õ¼î�ê¼è ø*ðáõ/ô òWùúê/óRð�î*ñ¼ñ@é=þ�íRê/ôÀè*ÿ=ñ�è�òE÷ÀðXþ�þ�î�NE��@Óè#ÿ(í=î�ï#ð#B�·ESI� óRð
í?è*ôÀÿ`ê

(1 : i : 0 : 0) /∈ Sα
��î�ÿ;
Çê/óRð�ñ@éRõ/òiî*öXð

Sα
öXè*ÿ`ê¼î*ô ÿ�ñgð��Rî*öZê/÷Àù

15
ÿRè�
6ðáñ�è*ÿ {y = 0}è#ÿRðoè*ò4ügóRô³öµó�÷Àô ð¾ñ)è#ÿ(ê¼óRð�î	�6ðáñ {x = y = 0} �8=)éRõ8ehit���Ua�rD��b öXè^
RðÓòWè*õröµóRð¾öO�2ô ÿRï ê/óRô³ñ

ô³ñg÷ÀôÀñ@ê/ð!
Iô ÿIê¼óRðÓî�íRí?ðXÿ;
6ôÌ�Âî�ÿ;
Çöáî�ÿÂî�÷³ñ/è�ç�ðÓè#ç6ê¼î*ô ÿ=ð�
úòWõ/è#þ´ð �4Õ�Ö��hV=ÕEó��JF ÿIê/óRô³ñ�ü î\ù��6ü�ð
î*õ/ð
î�çR÷Àð
ê/è�öXè*ÿR÷Àé�
6ð�ê/ó�îeê

Sα
ó=î#ñ ð��Rî*öZê/÷Àù

14·7 + 1 = 99
ÿRè�
6ðáñgî#ñgñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ��

��ñ/ôÀÿRï�ê¼óRð(òiî#ö^ê ê¼ó=îeê
β(α)2 =

(
12
7

)2 ê¼è*ï#ðZê/ó=ðXõ�ügô ê/óLê/óRð�ï*ðXè#þ�ðZê/õ¼ô³ö¿
6ðáñ¼öZõ¼ôÀí6ê/ôÀè*ÿ
è*òrê/óRð¢ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ è�òrê¼óRð�íR÷³î�ÿ=ð�ñ/ðXí6ê¼ôÀö�ï*ôÀø*ðáÿ%ô ÿLê/óRð�íRõ/ðáø2ô è#é=ñ ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ=ñ���ô êÇô³ñúî*÷Àñ/è
ñ@ê/õµî�ôÀï*ó`ê@òWè#õ/ü î�õO
�ê/è�ø#ðXõ¼ôýòWù�ê/óRð
õ¼ðáî�÷Àô êFù î*ñ¼ñ@ðáõ@ê¼ô è#ÿ�� �

�så¬�PåJ�vâÐÖ\×�0)&`Ö]��&^1�Õ6Ö�¼sà
� óRðúð��6ôÀñ@ê/ðáÿ=öZðúè�ògê¼óRðúõ¼ðáî*÷

α Ð î*÷ ÷Àèeü�ñÓé�ñÓê¼è�é=ñ/ð è#éRõÓê¼è`è#÷�`�a�b6c^m�n ð "��J×����^ó�ê¼è
öXè*þ�íRé6ê¼ð î�ÿ ôÀþ�î�ï*ð è�ò ê/óRð

99 4 ÿRè�
Rî*÷4ñ@ðáí6ê/ô³ö
Sα s 7 � ï;�)N�� ëÂè#ÿ¢ê/óRðúÿRð��2ê�í=î�ï#ð!:Ð�p�%óRðáÿ


6ðáÿRè�ê¼ô ÿ=ï�ê/óRðUþ�î	�6ô þUéRþBÿ2éRþUç�ðáõ�è�òNõ¼ðáî*÷vñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ�î�ñ@ðáí6ê/ô³örôÀÿ¿� 3(
�

)
öáî�ÿIó=î\ø#ðrç`ù

µ Ð (7)
�Rü�ð�ï#ðZê!�6ügôýê¼óúê¼óRðrõ¼ðXþ�î�õL�6ñ�þ�ðáÿ#ê¼ô è#ÿRð�
ÇôÀÿ ê¼óRðrôÀÿ#ê¼õ/è�
6é�ö^ê/ôÀè*ÿ�S



6Ò� 6Â� w\|�Ã6Ä	tOÅE|Ez;ø�{;Å ô/0 �

)Gik��a�b6mH�6q¤¯�q�æ í=î*õ@ê�è�ògê¼óRðúî	º�ÿ=ðúöµó=î*õ@ê
w = 1

è�ògê¼óRðÇõ/ð¾î�÷�ñ/ðXíRê/ô³ö
ügôýê¼ó

99
ÿ=è^
Rðáñ��=ñ@ðáðdð ��Õ�Ö��;V�Õ�óPòWè#õ�þ�è*õ¼ð)ôÀþ�î�ï*ð¾ñgî�ÿ�
úþ�èeø2ô ð¾ñ��

Î Ý�b�ÝUrDrD��b�lMNE�³9�q
99 ≤ µ Ð (7) ≤ µ(7) ≤ 104.®�è*ê/ð
ê/ó�îeêgê/ó=ðríRõ/ðáø2ô è#é=ñ@÷Àù
�2ÿRèeügÿÇ÷ èeü�ðXõ ç?è*éRÿ;
6�

93
�6ü�î#ñ õ/ð¾î*öµóRð!
�ç2ù � �EÁ#�h?�ó=þoé 4ê/èeø�5 ñ�ñ/éRõ@òiî#öZðW7iñ/ðáöZê/ôÀè*ÿÂë;� @�:��JF�ê�öXî�ÿÂç?ðoöXè*þ�íRé6ê¼ð�
Çé=ñ/ô ÿRï-
6ðZòWè#õ/þ�îeê¼ô è#ÿ ê¼óRðXè#õ/ùÇî�ÿ�
+e�it��M

��a�r���b\7¯ñ@ðáð�ñ/ðáö^ê¼ô è#ÿ�ë�� ·rè*ÿ�í�î�ï*ð%9E@�:�ê¼ó=îeê�ê/óRð)ñ@í=î#öZð�è*òPè*ç=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ=ñNòWè#õEï*÷Àè*ç�î�÷Àô �áô ÿRïÓî*÷ ÷
÷ è6öáî�÷�
6ðXòWè*õ¼þ�îeê/ôÀè*ÿ�ñ�ô³ñ��áðXõ¼è��)��ð
ê¼ó`é�ñgè*ç6êµî�ôÀÿ�S

Î Ý�b�ÝUrDrD��b�l�N�� ·hq Ð ß ¦�§�¦d¦Lî�£�«ÐäJ«Ðç�§kå�©�àO¦Ð«8áÀå8êD¦�æ�§�¦O¦
7

£tã � 3(
�

) Ñ £tä ß ¦�î^©�à�ä�¢ è
k

§�¦O©<¢
ãhá!ê�¦�«8©<ã�êWãhá-á<ä ß ¦�§3«Ð£tã¼æ�ç�¢ ©<§Ð£tä�£/¦Ð«Tå�á	§

k = 0, 1, 2, . . . , 99 Ï�gðáöXðXÿ`ê/÷Àù��#ê/ó=ðXõ¼ð�ó=î*ñ4ç�ðáðXÿ ñ/è*þ�ð�ôÀÿ`ê/ðáõ/ð¾ñFêEôÀÿ ñ/éRõ@òiî#öZð¾ñ�ê/ó=î�êf
6èoð��6ôÀñ@ê4èeø#ðXõ4ñ/è*þ�ð � ÿRô ê/ð
� ðX÷�
Rñ��=çRéRê�ügóRôÀöµóÂî*õ/ð�ÿRè�ê�÷Àô ò�ê¼î�ç=÷ ð
ê¼è�öµó=î�õµî*öZê/ðXõ¼ô³ñFê¼ôÀö

0
��� óRðrõ¼ð�
Ré=ö^ê¼ô è#ÿúè*òQè#éRõ

99 4 ÿRè�
Rî*÷
ñ@ðáí6ê/ô³ö

Sα
þ�è^
RéR÷ è

5
7WÿRè*ê/ð�S

1 ∈ � 5
ñ/î�ê/ô³ñ � ð¾ñ
7/N�� @¾ì�:ÐS

7·13 + 7·1 + 1 ≡ 0
þ�è^
RéR÷ è

5
:

ÿRðXô ê/ó=ðXõ�ï*ôÀø*ðáñ�î
99 4 ÿRè�
Rî�÷Ðñ@éRõ/òiî*öXðrÿRè*õ)î�óRôÀï*óR÷Àù-
6ðáï*ðáÿRðXõµîeê¼ð�
Çè*ÿRðUî*ñgè#ÿRðÓþ�ô ï#ó`ê�ð��6í?ðáö^ê

ç�ð¾öXî*é=ñ@ð�ê¼óRð)ð��6í�è#ÿRðXÿ`ê
5
î*íRí�ð¾î�õµñ ñ@ðáø*ðXõµî�÷=ê/ôÀþ�ðáñ ôÀÿ�ê/ó=ð3
Rð � ÿRôÀÿRï�ð�[`é=î�ê/ôÀè*ÿ���F ÿ=ñ@ê/ð¾î�
6�2ü�ð

öXî*ÿÇð¾î*ñ/ô ÷Àù�ø#ðXõ¼ôýòWù�ê¼óRð
òWè*÷À÷ èeügôÀÿRï�é=ñ/ô ÿ=ï�öXè*þ�íRé6ê¼ðXõ�î*÷ ï#ðXçRõµîES
Î Ý�b�ÝUrDrD��b�lMNE�¤¹Eq�¼ á	§

α5 := 1 ∈ � 5
ä ß ¦K«Ðç�§kå�©�àO¦

Sα5 ⊂
� 3( � 5)

ê�¦¾¹�ã�¦Lê-©±«�£tã�ä ß ¦
©�ªOá<¥<¦¸ä ß ¦Oá<§�¦�â ß ©±«

100
ãhá!ê�¦�«#©<ãhê�ãhá�á<ä ß ¦�§�«Ð£tã¼æ�ç�¢ ©<§Ð£tä�£/¦Ð« Ï=�ò)öZè#éRõµñ@ðD�EÿRè�ê�î�÷À÷�ê/óRðIöZè2è#õL
6ôÀÿ=î�ê/ðáñUè�ò)ôýêµñ�ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñ�î�õ¼ð ôÀÿ � 5

�4çRé6ê�ô ÿ
ñ/è*þ�ð
î�÷Àï*ðáçRõ¼î*ôÀö�ð��2ê/ðáÿ=ñ@ôÀè*ÿ��+� óRðÇñ@ðáí6ê/ô³öúó=î*ñUñ@ôÀþ�ô ÷³î�õ�ï*ðáè*þ�ðZê¼õ/ô³ö�íRõ¼è*í?ðXõ/ê/ôÀðáñUî*ñUè*éRõ

99 4 ÿRè�
Rî*÷
ñ@é=õ@òiî#öZð��6ôÀÿúîD
E
6ô ê/ôÀè*ÿúôýêgó=î#ñ4è#ÿRð)ÿ=è^
Rð�î�ê�ê¼óRð
ô ÿ`ê/ðáõ¼ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ�è*òsê/ó=ð {x = y = 0} î	�6ðáñ�î�ÿ�

{w = 0} �o��ÿ`ê¼ô ÷PÿRèeü��6ü�ð
ü�ðáõ/ð
ÿRè*ê�î�çR÷Àð�ê/èW
6ðZê¼ðXõ¼þ�ô ÿRð
ô òÐê¼óRô³ñ

100 4 ÿ=è^
=î�÷�ñ@ðáí6ê/ô³ö�
6ð � ÿRð�

èeø*ðáõ � 5

öáî�ÿÇç�ðr÷Àôýò�ê¼ð�
Çê¼è�öµó�î�õµî*ö^ê¼ðXõ¼ôÀñ@ê/ô³ö��XðXõ¼è��
�våª�vå¸*|ÞUÜ?Û3u!&2ã�×¾âvÖ<&

��ð&óRè#í�ð�ê/è"ç?ð�î*çR÷Àð(ê/è�î�íRí=÷ ù
è*é=õ�ê/ð¾öµóRÿRô�[`éRð(òWè#õ � ÿ;
6ô ÿ=ï�ñ/éRõ@òiî#öZð¾ñ�ügô ê/óLþ�î*ÿ`ù
ÿRè�
6ðáñ�ügôýê¼óRô ÿÇòiî*þ�ôÀ÷Àô ð¾ñ è�òQñ/éRõ/òiî*öXðáñ�ê/è�ñ/ô þ�ôÀ÷Àî*õ íRõ/è#çR÷ÀðXþ�ñ���]I� ï����Rô ê�ñ@óRè#éR÷�
 ç?ðrí�è`ñ/ñ/ôÀçR÷ ð�ê¼è



ô/0 % 6Â� ø�y ö Ä » z���Å » ÅEÃ � Å�z�{|¹+Ã�þ6Å�{ � { ö � Åc� ö Å��	÷�y
öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê�ñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ ügôýê¼ó¿
6ôÀóRð�
6õµî�÷sñ/ù2þ�þ�ðXê/õ¼ù è*ò�
6ðáï*õ¼ðXð

9
î�ÿ;


11
ügô ê/óIþ�î�ÿ2ùúè*õO
6ô ÿ�î�õ¼ù


6è#éRçR÷Àð�í?è*ôÀÿ`ê¼ñ�� F ÿ%òiî#ö^ê��)è*éRõúð��6í?ðXõ¼ô þ�ðXÿ`êµñ�èeø*ðáõ íRõ¼ôÀþ�ð � ðX÷�
RñÇñ@é=ï*ï*ð¾ñFê ê/óRð�òWè*÷À÷ èeügôÀÿRï
öXè*ÿeûFð¾ö^ê/é=õ/ð�ügóRô³öµóoô³ñQî*÷ õ¼ðáîD
6ù
ðáñ@ê¼î*çR÷ ô³ñ/óRð�

òWè#õ

d = 3, 5, 7
7iñ/ðXð � ï#éRõ/ðfN�� 9�ügóRôÀöµó�ôÀ÷ ÷Àé=ñ@ê/õµîeê/ð¾ñ

ê¼óRðrï*ðáè*þ�ðZê¼õ/ù�è*òÐê¼óRð
íR÷Àî*ÿRðÓöZé=õ/ø#ð
Sy

:�S
Î ÝU��vÐm�j;Ü6a�b6m¿N�� Nhq�¼ á<§K©<ã è á!ê�ê

d ≥ 3 j ä ß ¦�§�¦8¦�îD£�«Ðä¾«�©¸«Ðç�§kå�©DàL¦
S

á»åKê�¦ëæ�§�¦O¦
d Ñ £tä ß

1
8 ·
(
3d3 − 4d2 − 7d+ 8

) ãhá!ê�¦�« Ñ £tä ß ä ß ¦�å�á	¢t¢ á Ñ £tã^æ
æD¦Oá	âd¦�ä¾§Ð£/à é §Lá é ¦�§Ðä�£/¦Ð«�i
7À@!:

S
ß ©±«Qê	£ ß ¦Oê<§L©<¢�« è â8âW¦�ä¾§ è

Dd
©<ãhê8£�«QàOá	ãE«Ðä¾§Ðç�à�äÿ¦Lê¸ªO©±«�¦OêWá<ãMw%á ß ã(¯ «I£/ê�¦O© ü «�¦Oà ûä¾£/á	ã m|Ï l ý i S = P − (z + a0w) · (S d−1

2
)2 j Ñ ß ¦�§�¦

P
£�«K© é §�á!ê<ç�à�ä�á»å

d
é ¢ ©<ã�¦Ð«

P = Πd−1
j=0

[
cos

(
2πj

d

)
x+ sin

(
2πj

d

)
y − z

]

©<ã�ê
S d−1

2

£�«#©d«Ðç�§kå�©�àO¦dá»åKêD¦�æ�§�¦O¦ d−1
2 Ï7�C�: Ð ß ¦ é ¢ ©	ãh¦Qà�ç�§Ð¥<¦

Sy := S∩{y = 0} å�©�à�äëá	§O«G£tã;äëá8©�¢¤£tã�¦�©	ãhê8©#à�ç�§Ð¥±¦�á»åIê�¦ëæ�§�¦O¦
d− 1

i
Sy = Sy,1 · Sy,d−1 Ï7¾¯D:

Sy
ß ©<« d−1

2 +
(
d−1

2

)2
+ 1

2
d−1

2

(
d−1

2 − 1
) ãhá!ê�¦�« Ï7ië¼:S­ î^©�à�ä¾¢ è á	ãh¦�á»åJä ß ¦Gã�á�êD¦Ð«fáÀå

Sy j «�© è
R j ¢¤£/¦�«Gá<ãdä ß ¦f§�á	äë©	ä¾£/á	ã�©�î^¦�« {x = y = 0}á»åGä ß ¦Qê<£ ß ¦Lê	§�©<¢�á é ¦�§L©<ä�£/á<ã Ï�o ã�å�©�à�ä j R £�«Gä ß ¦I£tã;äë¦�§O«�¦Oà�ä�£/á<ã-áÀåGä ß ¦I¢Ì£tãh¦

Sy,1
Ñ £tä ß

ä ß ¦K§Lá<äÿ©<ä�£/á<ã+©�î^¦Ð« {x = y = 0} Ï7�9�: Ð ß ¦fæD¦�ãh¦�§Ð£/à�«Ðç�§kå�©DàL¦UåO§�á	âxw�á ß ã(¯ «�àLá	ãE«Ðä�§Ðç�à�ä�£/á<ã ß ©±«�ãhá!ê�¦�«I©<ä�ä ß ¦%£tã�äÿ¦�§O«�¦Oà�ä¾£/á	ã
á»å#ä ß ¦ (d

2

)
= d ·

(
d−1

2

) £tã;äë¦�§O«�¦Là�ä�£/á<ã+¢¤£tãh¦�«8á»å�ä ß ¦
d

é ¢�©<ãh¦�«8ê�¦¾¹�ã�¦Oê-ª è
P Ñ £tä ß

ä ß ¦¸«Ðç�§kå�©�àO¦
S d−1

2

áÀå¸êD¦ëæ	§�¦O¦ d−1
2 Ï ½%¦OàO©<ç^«�¦Wá»å8ä ß ¦
ê	£ ß ¦Oê<§�©	¢�« è â8âW¦�ä�§ è áÀå¸ä ß ¦

àOá<ãE«Ðä�§Ðç�à�ä�£/á<ã 1
d · d ·

(
d−1

2

)2 á»å8ä ß ¦¸ãhá!ê�¦�«¸áÀå#ä ß ¦ é ¢ ©<ã�¦¸«�¦ é ä¾£/à
Sy

àOá<âW¦GåO§�á<â
ä ß £�«%æD¦�ãh¦�§�©<¢�àOá<ãE«Ðä�§Ðç�à�ä�£/á<ã Ï





(
d−1

2 − 1
)

a2[^}PT�]ZVoa`wdy�bsa?kPYeV �

1
bsa?kPY

x
�/_�zPYeV

z
�/_�z�YeV





(
d−1

2

)2
a2[^}PT�]ZVÓa`wdy�bsa?kPYeV

1
2 · d−1

2 ·
(
d−1

2 − 1
)

a2[^}PT�]ZVUa`wey�bsa?kPYeV





Sy,1

)Gik��a�b6m;�6qª±6qI� óRð
ï#ðXè*þ�ðXê/õ¼ù�è�òÐê/óRðÓöXè*ÿeûFð¾ö^ê/é=õ/ð!
 íR÷³î�ÿ=ðÓöZéRõ¼ø*ð
Sy

�
2Rè#õ

d ≤ 11
��ê/óRð�ÿ2éRþoç?ðXõ
è*ò�ÿRè�
6ð¾ñ�öXè*ÿeûFð¾ö^ê¼éRõ/ð!
�î*ç�èeø#ðUð��6öXðXð!
RñK?�óRþoé6ê¼èeø�5 ñ�÷Àèeü�ðáõ

ç?è*éRÿ;
ÓòWè#õ�ê/óRðgþ�î<�6ôÀþoéRþ«ÿ`é=þoç?ðXõNè�ò?ÿRè�
6ðáñ�è#ÿ�î
ñ/éRõ/òiî*öZð�è�ò�
6ðXï#õ/ðáð
d

7iñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿUë;� @!:Ð�oP�é6ê



6Â� < � w ��� Å�Äh÷ ö z�{¼z��hÅÑ×�Ø¾Ù[ÚKÛ[Ü�ÝUÞR|;Ã6÷6Å ô/0 +
òWè*õ

d ≥ 13
��?�óRþoéRê/èeø�5 ñ�ð��Rî�þ�íR÷Àðáñ)ó=î\ø#ðoþ�è*õ¼ðÓÿRè�
6ð¾ñ���� ó2é=ñ��?ô òEê¼óRðUöXè*ÿeûFð¾ö^ê/é=õ/ð�öXî�ÿ=ÿRè�ê

ç�ðoô þ�íRõ¼èeø*ð!
�ê/ó=ðXÿÂô ê%
6è2ðáñ è*ÿ=÷ ù�ù2ôÀðX÷�
Çø*ðXõ¼ù�òWðáü-ÿRðáüL÷Àèeü�ðáõgç�è#éRÿ�
Rñ�S
µA1(9) ≥ 226

î�ÿ�

µA1(11) ≥ 430

�
�våªhvå¸*]³!³T&2Û)(Ðä/íNÙ Õ 0U&ïehit���Ua�r��Ub"ÞUÜ�(U&

|�}�~G}\�Z}d� Å����G���G���G�����1�Q±���·XÉ#·Z¸ ��ú�þ �%ã
çwþ%ÿ%ð�
ôõ
çwû }
ø����<ßXð�çwþ%ÿ�
ôõ
çwû�ß�áø����<ß,ñ%÷�ç����
ä%è�
ôõ�çwû�ß�áø����<ß,ñ%÷�ç���ç�æ�ç�ö�
Ëõ
çwû�ß�á
ñ%÷ �
è!��ú�ñ ]�æ�ý���J�ò�ç��
ä�ú
õsñ%æJüK�
�
ä��D�7÷�çwþ
ÿ 8�û�ú%ð�ä�÷�çwþ%ÿ�á)ñ���õ��8ú
õ�õ7ö
ú�÷�ð�83:-á õ
ç�ð�æ8õ�õ�8
õ
ç�ð�æ(ò�ü�á�ñ���õ��sñ%æ��%ñ`á
����÷(ò§çwþ%æPç�83:-á]ç�;�8�þ%ö
ú�÷%ðeòW�7÷�çYþ%ÿ�ü�á>ç�<
<Jü&�sú
õ�õ�ö
ú�÷�ðO8sú
õ�õ7ö
ú7÷�ð�PÁö
ú7÷(ò§ç%ü�áM�
� �7÷(ò§ç�8�:-á ç�;�8�þ
ö
ú�÷�ðeòX�7÷�çwþ%ÿJü�áSç�<
<JüK�Sñ%æ"�%ñ�8�ä
õ
ç��-çYþ�ú�æ
ä�ò~ñ%æ��>ú�õ�õ7ö
ú�÷%ð I ö
ú�÷�ò§ç%ü�ü�?9:�@(áõ�õ�?ôç�@
83: I õ�ä�ú���è���ä��(òºñ%æ"�
ñ-ü�P�ö
ú7÷(ò§ç�ü
)�ò�òºñ�æ"�%ñ I õ7ä�ú���è
��ä��(ò¾ñ%æ"�%ñ�ü
ü
)wö
ú�÷°ò�ç%ü�ü�áW�÷
ä7æ7ï%÷7þ`òôõ
ç�ð�æ(òôõ�õ�ü�ü�á�� I�I ä�þ��sñ
÷��
è7��úXñ ]
æ�ý���J�ò§ç��
ä�ú
õsñ%æ�ü

ñ%÷ �
è8èwê�ä%è�_JóXþJõ�� / ���
ä%ð�ò�õ
ç�ð�æCõ��]ðXæ�÷�çwþ%ÿùð�æ�÷
��� çYþ%æsñ-ü1�
�
ä��D�7÷�çwþ
ÿ 8�û�ú%ð�ä�÷�çwþ%ÿ�á>ç"�
ä�ú
õùç�æ��%ñ`á]ð�æ�÷�çwþ%ÿPç��
ñ`á]ð�æ�÷%çwþ%ÿ0ð�æ�÷"�%ñ`á
����÷(ò§çwþ%æPç�83:-á]ç�;�8%ð�ç��
ä�ò�õ�ü�á ç�<�<Jü=�Pß�ß�áYß�)
)
)�)
)%ß�áYßwç�8�ßZ�§çeáYß�ß�áä7å
ä%èwï%æ�ä�òYßXç�æ��%ñ�8�ß�<�õ�?ôç�@ <�ß�áYß7ü�áF�%ïJõ7æ(ò�ð�æ
�(ò§çXæ"�%ñ-ü�ü4�Yß,ñ��
çYþ%æ(ò§ð%ü
ß�áß¶ä
õ
ç��-çYþ�ú�æ
ä�
�


¶ß�á>ç��%ñ�8
ð�æ�÷�çwþ
ÿ(ò\�-çwþ�ñ���õ���ü�<�ßZ�Yß�<
ð�æ�÷�çwþ
ÿ(ò�ä
õ
ç���çXþ�ú�æ
ä�ò,çXæ"�%ñ0�Ëå�ü�ü�á÷%çwþ%ÿ;÷
ä�õ�ò§ç%ü"8�òºñ��Ëÿ
ú��
��úJüG��òôú
õ��L�JüG�L�7ñ`á>ä�å
ä%èwï
æ
ä�òYßXç"�
ä�ú
õK�%ñ�8�ß�<%ç��%ñ�<�ß�áYß7ü�áð�æ�÷"�%ñ�8%ð�æ�÷�çYþ%ÿ(ò§ðwï�û�ð�æ(ò§è7õ�ä�ú�÷
��ä�þ����[òºñ
÷�ç��-ç�æ�ç7ö�ä�ò\�%ñ�ü�?9:�@�üG�L���¾ÿ%ú��
��úJü
ü-á÷%çwþ%ÿ;÷�ÿ�ú�ò§ç%ü"8�òºñ��Ëÿ
ú��
��úJüG�0òËå��B���L��üG�F��ñ`á)ä�å
ä
èwï%æ
ä�ò¶ßW�-çwþ�ñ���õ�� 8�ß�<Vð�æ�÷"�%ñ�<�ß�áYß7ü�áõ
ç�ð�æ0õ�ú�õ�8�ñ%÷�ç*���
ä%è�+7ý ,�òX`�PXå�Q7ì><�`�P�åO<-:�ü�á¸þ�ï��%û�ä�÷;ú
õ�áç��(ò\�%ï�õ7æ(ò§ð�æ��(ò�õ�ú
õ	?LA�@�?LA�@�ü�ü"8
8�:�ü2�ú
õ�8�)�õ7ä�ú���è��7ä��(ò�õ�ú�õ�?LA�@�?BA�@�?E:�@ I õ�ä�ú��%è���ä��(ò�õ�ú�õ�?LA�@0?LA�@�?*:�@�ü
)Yå�ü�á
�xä
õ
ð7ä��sú
õ�8�)�õ�ä�ú��%è���ä��(òôõ�ú
õ�?E:�@�?LA�@�?9:�@ I õ�ä
ú���è���ä
�(òôõ�ú%õ�?E:�@�?XA�@�?E:�@�ü�)wå�ü�á1�ä�å
ä%èwï
æ
ä�òYßXç"�
ä�ú
õ>U�� 8��	�Yß�<
õ�?Ëç�@ <�ß�á¶ß7ü�áÑß,ñ%÷�ç����
ä%è�


�
¶ß�á õ
ç�ð�æ8õ�� 8�ñ%÷%ç����
ä%è�+�ý ,�òWU���ü�áõ
ç�ð�æK��õ�8���ú�ñ ]�æ�ý���J�òôõ���?E:�@�?LA�@�ü�áf��ú�ñ&�38�÷�ÿ
ú�ò§ç%üG�\��õ�?E:�@�?9:�@��\��õ	?E:�@�?LA�@��\�-õ�?E:�@�?Ëì�@(áä�å
ä%èwï
æ
ä�òYß,ñ���õ��Cã�ú��
� 8�ß�<%ð�æ�÷�� <�ß�áYß�ü�á«ñ���õ��0õ�ã7ú��
� 8��6ò�ã�ú��
�Jü�á÷%çwþ%ÿ;÷%õ��
èeò§ç%ü�8�òºñ��Ëÿ�ú��
��úJü4�PòËå	�L���L��ü4�F��ðeá)ä�å�ä%èwï%æ
ä�òYßW�-çwþ�ñ���õ�� 8�ß�< ð�æ�÷"�%ñ�<�ß�áYß7ü�áñ���õ��0õ�ã7ú��
� 8%ç*��ú�ñ`òË÷�ÿ
ú�ò§ç%ü4��õ�ã�ú�����ü�áßW�-ç�õXþ��7÷�




�ß�á©ç�ð�ý�÷7ï%ä�ò\�-ç�õwþ��7÷(ò�õ�ã�ú��
��ü�8
83:�ü�áð7ä�æ�÷�çYþ%ÿ>�7÷�çwþ
ÿ(áM�O� I�I ä�þ��Ññ%÷��
è;èYê�ä%è�_JówþJõ�� / ���
ä%ðeò�õ�ç�ð�æ õ��cð�æ�÷%çwþ%ÿPð�æ�÷����]çwþ%æÑñ-ü
|�}�~G}���}d� Å����G���G���G������º�¶�����´µ¶1� ·Z¶��4� � Å���¶2·"�`Æ |�}���}

I
I ý7ê�ä;ä�å�ä%èwï%æ�ç��Xþ6���xæ7ê%äsé�ê���õ7äÑñ%÷��7ÿ�÷
ú��Cæ
ú�_%ä%ðsúO�
ä�éK�-çwþ�ï
æ
ä%ð�
ø����<ßW��ú�þ��
ã
çwþ%ÿ�ð�
ôõ
çwû�ß�á I�I ú
õ
ð��sú�ö
ú%ç�õ7ú�ûJõ�ä���÷ ���0é�é�é�
¾â%õ7ÿ
äXû%÷
ú%ç�è7ãXï%÷
�
ú
è7ä�
~þ�ä7æñ%÷ �
è8ç�ð�ý�÷�ï�ä�ò§çwþ
æPè%üK�;ç"�(ò§è�8
8�JJü=�s÷
ä�æ�ï%÷7þ`òYß*Y�â�ø�ã�%-ß7ü�á��sä
õ
ð�ä��Ñ÷
ä7æ7ï%÷7þ`ò¶ß¶ý . # %-ß7ü�áW�
�
çwþ
æxñ�8
J�á«÷%çwþ%ÿ;÷ 8�òºñ��ôú
õ%üG�8òËå��L�	�L���¾é�ü4�F�7ñ`áe�-çYþ�ñ���õ��
8
`�P7ú
õ
Q7ì2<=`�P7ú
õ=<-:-áþ�ï��%û�ä�÷ùú�ò*:�ü"8�) :�A I `�P7ú�õ Q�A�)Xì�R�S I S a P7ú
õ�)"R I `(á þ�ï��
û�ä�÷ùú�òWA%ü"8�)Xì A I `�P7ú
õ
Q�A�< A�S I S a�P7ú�õ�)�S(áþ�ï��%û�ä�÷ùú�òËìJü"8�)�S�P7ú
õ Q�A�< A�S I S
a�P7ú
õ�)�S(á þ�ï��
û�ä�÷8ú�òBS�ü"8�)"R I `�P7ú
õ
Q�A�<
R I S a�P7ú
õ�)"R I `�áþ�ï��%û�ä�÷ùú�òôí�ü"8�S a P7ú
õ Q�A�)"`�P7ú
õ�<
í�J�áñ���õ���]�8�å�P�òËå�Q�N�)wì�P�`�P�å�Q�S�P���Q�A�<
í P�` P�å�Q�A P"��Q�S3)"`�P���Q�NJü

<
` P���Peò�ò¾å�Q�A�<���Q�A�ü�Q7ì�)�A Q7ì�P"��Q�A Peò¾å�Q
A�<���Q
A%ü�Q�A�<�A Q"S�P���Q�S�P�òôå�Q�A�<���Q�A�ü�ü5)�A Q�N�P���Q�`�áñ���õ��O#�8�òL�
<�ú�ò�í�ü�PXé�ü�PeòËú�ò�:�ü�P"��Q7ì
<�ú�òWA�ü�P���Q�A�PXé�<�ú(òËìJü�P���PXé�Q�A
<�ú�òLSJü�PXé�Q7ì
<(òB� <7é-ü�Peò¾å�Q
A�<���Q
A%ü�ü�Q�A�áñ���õ��0ã�8�]Z)*#`á I
I æ�ê�ä�a
a�)�þ����
ú
õùðYï%÷
�
ú%è�ä
ñ���õ��0ã
ç�8%ðYï�û�ð�æ�çXæ7ï%æ
ä�òôã�� å	��:6�L�	�XJ��¾é��XJ�ü�á]ç��
ä�ú
õ=��ç�8���Q�A�<3:�áM�%ç�8%ð�æ
��òL��ç%ü�áß�ß�áYßYî�ê�ä
è�_Pæ7ê�ú�æLò*:�à�ç�àLJ�àLJJüxç�ðdþ��7æD�Xþùã�à¶ßZ� ç�ðXý�÷7ï�ä�ò¾÷
ä��7ï�è�ä�ò�ã
ç��B��ç%ü�'L8�JJü�á



ô/0�. 6Â� ø�y ö Ä » z���Å » ÅEÃ � Å�z�{|¹+Ã�þ6Å�{ � { ö � Åc� ö Å��	÷�y
ç��
ä�ú�õ�U�ã7å
�
8�å��L���XU�ú%è��Xû°ò�ã�ü�á�U�ã7å
�
8%ð�æ
�(òXU�ã7å
��ü-áß�ß�áYß�ý7ê�ä�÷
ä0ç�ðO�XþJõ����Xþ�äÑþ����
ä��Xþ;å 8�� 8
J�à¶ßZ�§ç�ðXý�÷7ï�ä�ò��%ïJõ7æ(òXU�ã7å
��ü�8
83:�� �
�%ç��UòWU�ã7å���ü"8
83:�ü�áç��
ä�ú�õ�U�ã�é �
87é��L���XU�ú%è��Xû°ò�ã�ü�á�U�ã�é �
8%ð�æ
�(òXU�ã�é ��ü-áß�ß�áYß�ý7ê�ä�÷
ä0ç�ðdþ��;ð�çwþ%ÿ7ïJõ7ú�÷�ç�æ
�0ú�æùçwþ���çwþJç�æ
�°à¶ß3�§ç�ð�ý�÷�ï�ä�òL��ç*�[òWU�ã�é
��ü"8
8
J�ü�á
ñ���õ��8ã�ú��
� 8
ðwï�û�ð�æ�ò�ã��)é���:�ü-á]ð�æ�÷�çYþ%ÿPð�æ�÷%ã7ú��
� 8%ðXæ�÷�çwþ%ÿ�ò�ã�ú��
�Jü�áñ���õ��8ã��
ú��
�
8%ðwï�û�ðXæ�ç�æ7ï%æ�ä�ò�ã��M���XJ	�¸é���:�ü�áñ���õ��8ã��Z:�8%ðYï�û�ð�æ(òB�3) : I ò*:�<�ú
õ Q�A�ü�P�å <�é��¾é���:7ü�á ñ���õ��8ã�� N
8
ã��
ú��
� I ã��Z:-áß�ß�áYß¶î�ê�ä%è�_0æ�ê�äO�
ú%èXæ��7÷�ç���ú�æ�ç��XþVã��
8
ã��Z:�P7ã�� N(à¶ß3�>ç�ð�ý�÷7ï�ä�ò�ã��Z:�P7ã�� N6)Ñã��
ú��
��8
8�J�ü�áç��
ä�ú�õ�U�:�N
8�ã��Z:4��ã�� N�á õ
ç�ð�æ8õ�:�N
8�ñ
÷�ç����
ä
è�ã��°òWU�:�NJü�á�U�:�N
8
ð�æ
�(òWU�:�NJü�áßwã��Z:7�8ã�� N!��ä�ä�æ0çYþ>NÁñ%æ%ðHò¾éJç�æ�êO�%ïJõ7æ�
§ü�à¶ßZ�§ç�ð�ý�÷7ï�ä�òL��ç��[òXU�:�NJü"8�8 A��
�"�
ïJõ�æ(òWU�:�N�ü"8
8
N�ü�áç��
ä�ú�õ�U�N
8
ã�� N	�L��ç"�
�(ò�ã��
N	�Ëå�üG�B��ç��
�(òôã�� N	�L�Jü�á1U�N
8%ðXæ
�(òWU�N�ü�áßwã�� NÁê�ú%ð=a;ð�çwþ%ÿ7ï�õ�ú�÷�ç�æ%ç7ä%ð@ò¾éJç�æ�êO�%ïJõ7æ�
§ü�à¶ßZ�§ç�ð�ý�÷7ï�ä�òL��ç��[òXU�NJü"8
8
A��
�"�%ï�õ7æ°òWU�NJü�8 8
aJü�áç��
ä�ú�õ8ç�ã��Z:�N
8
ã��Z:Z�WU�N�áß / �Xþ%ä����;æ7ê%ä%ð7ä�aùð�çwþ%ÿ7ïJõ7ú�÷�ç�æ�ç�ä%ð8õ
ç7ä%ðO�wþ0ã��Z:-à¶ßZ�§ç�ðXý�÷7ï�ä�òB��ç��[ò§ðXæ
�(ò§ç�ã��Z:�NJü�ü�8 8�) :�ü�áñ���õ��sø4:¶ø�A�ø
ì
8�å�Q7ì�<�S�P�å�Q�A P��3)�S�P�å�P���Q�A�)"R�P���Q�ì�áñ���õ��;î
J
8�òôú�õ�ü�P�å�Q�A�<�òôú
õ
Q7ì
<
í P�ú
õ�) :�ü�P�å�P�� <�ò�ú
õ Q�í
<
N P7ú
õ�Q7ì�)wú%õ Q�A�<�ú%õ�) :�ü�P���Q�A

<�òËú
õ Q7ì
<�ú
õ�) :�ü�P�å <�òWA
P7ú
õ Q�í�<
R�P7ú
õ
Q7ì3)�A P7ú�õ�Q�A�<
N�P7ú�õ�)�AJü�P��
<(òôú
õ Q�í
<
A P7ú
õ�Q7ì�)Xú%õ Q�A�<�ú%õ�) :�ü�áç��
ä�ú�õ�U�+
N
8�ø4:¶ø�A�ø
ì	�©ðwï�û�ð�æ�òôî
J	�¾é���:�ü�áß¶ý7ê�äONsÿ
ä�þ%ä�÷�ç�è8ð�çYþ%ÿ�
F���8ã�� N�


�
¶ß�á]õ
ç�ðXæùõ�+
N
8Xñ%÷�ç�����ä%è�ã��°òXU�+
NJü�áß¶ý7ê�äxì8ðwñ�ä
è�ç7ú
õùð�çYþ%ÿ�
F���8ã�� N�


�
¶ß�á]õ
ç�ðXæùõ�ã�N
8Xñ%÷�ç�����ä%è�ã��°òBT7ï��7æ�ç�ä�þ%æ(òWU�N	�WU�+
N�ü
ü�á
I
I ý�ê�äÑñ%÷�ç*��ä0ç��
ä�ú�õ
ðK�
ä��%çwþ�çwþ%ÿ8æ�ê�ä-:Xí8ð�çwþ%ÿ7ïJõ7ú�÷�ç�æ�ç�ä%ð��Xþ>���
8
J ��àõ
ç�ð�æ8õ
ð�çwþ%ÿ%ð�8
õ
ç�ðXæ(ò§ð�æ�÷%çwþ%ÿ(ò�õ�:�N�?E:�@�?LA�@�üG��ð7æ�÷�çwþ�ÿ(òôõ�:�N�?LA�@�?XA�@�üG�§ð7æ�÷�çwþ%ÿ°ò�õ�:�N�?¾ì�@�?BA�@�üG�ðXæ�÷�çwþ%ÿ�ò�õ�+
N�?9:�@�?LA�@JüG�§ð�æ�÷%çwþ%ÿ(ò�õ�+
N�?LA�@�?XA�@�üG�§ð7æ�÷�çwþ%ÿ°ò�õ�ã�N�?E:�@�?BA�@�ü�ü�áß�ß�áYßE�%ä�÷�ç����8æ7ê�ú�æ;æ�ê�ä%ð7ä6:Xíxð�çwþ%ÿ�ïJõ�ú�÷�çXæ�ç7ä%ð��Xþ2��� 8
J �xú7÷
äÑþ�����ä%ðO���;æ�ê�äùðwï%÷��
ú%è7ä�ß�áß,û��&�Jú�ñ�ñ�çwþ
ÿ8ä�ú%èwê8ñ��
çwþ%æ;æ �=�
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� óRð {y = 0} íR÷³î�ÿRðÓñ/ðáöZê/ôÀè*ÿÇè�ò�ê/ó=ðÓî<º�ÿRðÓöµó=î*õ@ê
w = 1

è�òNî
226 4 ÿRè�
Rî*÷�ÿRè*ÿRô³ö
èeø*ðáõ � 61

�
F�ê�öXî*ÿ�ç?ðÇòWè*éRÿ;
�î*ÿ�
�÷Àô ò�ê/ð�
�ê¼è¢öµó�î�õµî*ö^ê¼ðXõ¼ôÀñ@ê/ô³ö
�áðXõ¼è�é�ñ@ôÀÿRï î�ÿ�î�÷Àï*è*õ¼ô ê/óRþ òWè#õ�÷ è6öXî�ê/ôÀÿRï
ôÀÿ`ê/ðXõ¼ðáñ@ê/ôÀÿRï�ð��Rî*þ�í=÷ ð¾ñ�ügô ê/ó=ô ÿIòiî*þ�ôÀ÷Àô ð¾ñ è�òNî�÷Àï*ðXç=õ¼î*ôÀö�ø\î*õ/ôÀðZê¼ô ð¾ñ��
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Î\��Ò�ÑrÎUÔ�~�� Ò ~UÎU� Ï��gÍPÎUÔ�~-� ¦5��Ñ8�nm����gÍ���ÔµÎ k Ô�~ oúÑ#��Ô���Ô��gÍ

� éRíRí?è#ñ/ð�ü�ð)ó=î\ø*ð�î
k 4 í=î�õµî�þ�ðXê/ðXõ4òiî�þ�ôÀ÷ ù�è�òQî�÷Àï*ðXç=õ¼î*ôÀögøeî*õ/ôÀðZê/ôÀðáñ Va1,a2,...,ak


Rð � ÿRð!

èeø*ðáõ ñ/è*þ�ð
î�÷Àï*ðáçRõ¼î*ôÀö�ð��2ê/ðáÿ=ñ@ôÀè*ÿ Ù := Ö (α)

è*ò Ö ôÀÿúügóRô³öµóÇü�ð�óRè*í?ð�ê/è�ð��6ô³ñFêgî�í=î�õ/ê/ô³öZé 4÷Àî*õ/÷Àù £tã;äë¦�§�¦�«Oä�£tã¼æ ð��Rî*þ�í=÷ ðD�
� éRíRí?è#ñ/ðUòWéRõ@ê¼óRðXõ¼þ�è*õ¼ðÓê¼ó=îeê�ê/óRðáõ/ð�ð��6ô³ñFêµñ)î*ÿ�î*÷ ï#è*õ¼ôýê¼óRþ:ügóRôÀöµó�î�÷À÷ èeü�ñ)é=ñ)ê/è�
6ðZê¼ðáö^ê

é=ñ/ô ÿRï�öXè*þ�íRé6ê¼ðXõ�î*÷ ï#ðXçRõµîÓô ò�î�øeî�õ¼ôÀðZêFù
Va1,a2,...,ak

ôÀñ £tã;äë¦�§�¦�«Oä�£tã¼æ òWè*õgï#ô ø#ðXÿúø\î*÷ é=ðáñ è�òQê/ó=ð
í=î�õµî�þ�ðXê/ðXõµñ

a1, a2, . . . , ak
��� óRðXÿoê/óRðgî*÷ ï#è*õ¼ôýê¼óRþßügóRôÀöµóUü�ðG
6ð¾ñ/öXõ/ôÀç�ð�ô ÿUê/ó=ôÀñ�öµó=î*í6ê/ðáõQî*ÿ�


ügóRô³öµó�ü�ðoôÀþ�í=÷ ðáþ�ðáÿ`ê/ð�
�î*ñ�ê/óRð�ehit���Ua�r��Ub�ð³ØÇÔ#ñ!�sØDó�÷ ôÀçRõµî�õ¼ù'`�m���b�j�&('O�()h��*%itr¼itm�`DqÌr¼its
î�÷À÷ èeü�ñ é�ñ�ê/è�÷Àè2öáîeê¼ð)ê¼óRðáñ/ðrð��Rî*þ�í=÷ ð¾ñ�ôÀÿIþ�î�ÿ2ù öXî#ñ@ð¾ñ��
æ�ñoü�ð�ó=î\ø#ð�ñ@ðáðXÿ¢ôÀÿ¢ê/óRð�í=õ/ð¾öZð�
Rô ÿRï(öµó�î�í6ê¼ðXõµñ��Qî�÷À÷�ñ/éRõ@òiî#öZð¾ñ
è�òI
6ðXï#õ/ðáð

d ≤ 8
ügô ê/ó

ê/óRð ï*õ¼ðáîeê¼ðáñ@êQ�2ÿRèeügÿ¢ÿ2éRþUç�ðáõrè�ò ÿRè�
6ðáñröáî�ÿ¢ç�ð�öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê/ð�
�ç2ù�÷Àè6öXîeê¼ô ÿ=ïúê¼óRðXþ ügôýê¼óRôÀÿ
òiî�þ�ôÀ÷ ôÀðáñÐügôýê¼ó#
6ôÀóRð�
Rõ¼î*÷#ñ/ù`þ�þ�ðZê¼õ/ù���2=éRõ/ê/óRðáõ/þ�è*õ¼ð��¾ü�ðEó=î\ø*ðEî*÷ õ¼ðáîD
6ù)ñ/ðXðáÿ
ê/ó=î�êvòWè#õÐîgï#ô ø#ðXÿ
ñ@é=õ@òiî#öZð�ôýêÓô³ñ
ðáî#ñ@ù(ê/èÂöZè#þ�í=é6ê/ð�ô ê¼ñ
ÿ2éRþUç�ðáõrè�ò ÿRè�
6ðáñ
é=ñ/ôÀÿRïÂöZè*þ�íRéRê/ðXõÓî*÷ ï#ðXçRõµîE�¸� ó2é=ñ��
ê/óRð
íRõ¼è*ç=÷ ðáþ è*ò � ÿ�
6ôÀÿRï�ñ@é=õ@òiî#öZðáñ4ügôýê¼ó þ�î�ÿ2ù�ÿRè�
6ð¾ñ�ô³ñ�ð��Rî*öZê/÷Àù�è*òsê/ó=ð�êFù2í?ð�
6ð¾ñ/öXõ/ôÀç�ð!
�ôÀÿ
ê/óRðoíRõ/ðáø2ô è#é=ñ�í=î�õµî�ï#õ¼î*íRó��
æ�ÿ�
�ô ÿ�
RðXð�
��Qü�ð�ügôÀ÷ ÷ ñ/ðXð�ôÀÿ¢ê/óRð òWè*÷À÷ èeügôÀÿRï(ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ=ñ
ê¼ó=îeêUê/óRðÇöZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿ¢è*ògî*÷ ÷

�2ÿRèeügÿÂñ@éRõ/òiî*öXðáñ�è�òo
6ðáï*õ¼ðXð
d ≤ 7

ügóRô³öµóI÷ ð¾î�
úê/è�ê¼óRðrç�ð¾ñFêI�2ÿRèeügÿÇ÷Àèeü�ðáõ�ç?è*é=ÿ�
Rñ òWè#õgê/óRð
þ�î<�6ô þUéRþ ÿ`é=þoç?ðXõ

µA1(d)
è�ò2ÿRè�
6ðáñÐöXî�ÿ
ç?ðEõ¼ð�
6é=öXð�
)ê/è�îgöXè*þ�íRé6ê¼ðXõvî*÷ ï#ðXçRõµî öXî*÷ÀöXéR÷Àî�ê/ôÀè*ÿ��

ZÂè*õ¼ðXèeø#ðXõ!��ü�ðUî*íRíR÷ÀùIê/óRð�þ�ðZê¼óRè�
Âê/èúê/ó=ð�öáî*ñ/ðoè�òf
6ðXï#õ/ðáð
d = 9

ügó=ôÀöµó(÷ÀðáîD
Rñ)ê/èÇî ÿRðáü
÷ èeü�ðXõgç?è*é=ÿ�
6S
7/B�� @±:

µA1(9) ≥ 226.

�gðáöáî�÷À÷�ê/ó=î�ê�ü�ð�ó=î\ø*ð
ñ@ðáðXÿúô ÿ ê/óRð � õµñFê í=î*õ@ê è�òÐê/óRô³ñf­Eó�� �#�6ê¼óRðáñ/ô³ñ�î*ÿ�
�ôÀÿIöµó=î�í6ê¼ðXõ�Noê/ó=î�ê
ê/óRðoõ/ð¾ñFê¼õ/ô³ö^ê¼ô è#ÿ=ñ�è*ÿ

µA1(d)
�2ÿRèeügÿúç?ðZòWè#õ/ð�ê¼óRðríRõ¼ðáñ/ðXÿ`ê�öµó=î�í6ê¼ðXõ�î*õ/ð
î*ñ�òWè#÷ ÷Àèeü�ñ�S


6ðXï#õ/ðáð C ¯ ë 9 · ¹ N B @áì @D@ @!C 

µA1(d) ≥ @ ë @!· ¯�@ ·D9 B�B @!·�N C�@!· ¯*ë¼9 ë¼CD9 ·#ì*ì 5

12d
3

µA1(d) ≤ @ ë @!· ¯�@ ·D9 @áì*ë @<¹\ë Ceë¼· ¯D·*ì ëDN#ì ·*ë¼9 4
9d

3

� ó2é=ñ��QôÀÿ\
RðXï*õ¼ðXð
d = 9

ê/ó=ðXõ¼ð�õ¼ðXþ�î*ô ÿ=ñrîÇï`î�í&è�ò
20
ÿRè�
6ðáñ
ç?ðZêFü�ðXðáÿ&è#éRõÓöZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ

ügóRô³öµóÇ÷ÀðáîD
Rñ�ê/è
226
ÿRè�
6ðáñgî*ÿ�
úê/óRðrç?ðáñ@êI�2ÿRèeügÿ éRí=í�ðáõ�ç�è#éRÿ�
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�

hvåiØ?åWñvÜ;1R&�eXÛ�×XÖeÜ�(QâÐã*×áÜ�Ö3��g�ísÕE1�³�,/&2à
F ÿ�ê¼óRð�íRõ¼ðXø2ô è#é=ñ�öµó=î�í6ê¼ðXõ!�Pü�ð�é=ñ/ð�
(ê/óRð�ï*ðáè*þ�ðZê¼õ/ùIè*òEê/óRð�íRõ¼ôÀþ�ð � ðá÷�
�ð��Rî�þ�íR÷Àðáñ)ê¼è

è*ç6êµî�ôÀÿ�î öXè*ÿeûFð¾ö^ê¼éRõ/ðÓòWè*õ)ñ/è*þ�ðUõ/ð¾ñFê¼õ/ô³ö^ê¼ô è#ÿ=ñgè*ÿ(ê/óRðUí=î�õµî�þ�ðZê¼ðXõµñ����&ðUöXè*éR÷�
Çê/ó=ðXÿ�ø#ðXõ¼ôýòWù
ê/óRðáþBç2ù ñ/ôÀþ�í=÷ ùÇöZè*þ�íRéRê/ôÀÿRï�ê/óRðrÿ2éRþUç�ðáõgè�ò�ÿRè�
6ðáñ è*òÐê¼óRðrõ/ð¾ñ@é=÷ýê¼ô ÿRï�ñ/éRõ/òiî*öZðD�

� óRðoí=õ/è6öZð¾ñ/ñ�è�ò � ï#éRõ¼ô ÿRï è*é6ê�ê/óRðUÿRðXð!
6ð�
(ï*ðXè#þ�ðZê/õ¼ô³öríRõ¼è*í?ðXõ/ê/ôÀðáñ�è*òNê/óRð�íRõ¼ô þ�ð � ðX÷�

ð��Rî�þ�íR÷ÀðáñQôÀÿ2ø*è*÷Àø*ð!
röZõ¼ðáî�ê/ôÀø*ð4ó2éRþ�î*ÿÓô ÿ`ê¼ðXõµî*ö^ê¼ô è#ÿ��U��ðXõ¼ð��eü�ð4é=ñ/ð î�íRéRõ¼ðX÷ÀùÓî�õ¼ô ê/óRþ�ðZê¼ôÀö4ü�î\ù
ê/è�÷ ô ò�ê�ê/óRð�íRõ¼ô þ�ð � ðX÷�
rð��6î*þ�íR÷ ð¾ñvügó=ôÀöµó�öXî�ÿoç�ð�í�ðáõ@òWè#õ/þ�ð!
oî�éRê/è*þ�î�ê/ô³öXî�÷À÷Àù���®�ðXø*ðáõ@ê¼óRðX÷Àðáñ¼ñ��
ï*ðáè*þ�ðZê¼õ/ô³ö�ô ÿ=ñ/ôÀï*ó`ê�öXî�ÿÂñ/í�ðáð�
úéRíÇê/óRðÓî*÷ ï#è*õ¼ôýê¼óRþ ñ/ô ï#ÿRô � öXî�ÿ`ê¼÷ ùD�

ô/0 <
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� ðX÷�
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ø �

1:β)

� 2 ú ú
� 3 ú ú
� 5 1 205� 5 −1 205

� 7 1 130

� 11 1 130

� 13 1 130

� 17 1 130HJ��s;r¼mS�6qLKEqI]o�Rî�þ�íR÷Àðáñ4è�òPø �
(1:β)

èeø#ðXõEñ/è*þ�ðgíRõ¼ô þ�ð � ðá÷�
=ñEügóRô³öµó�ó=î\ø*ð
îeêg÷Àðáî#ñFê

130
è#õL
6ôÀÿ=î*õ/ù

6è#éRçR÷Àðrí�è#ô ÿ`êµñ��

� óRð�ð��Rî�þ�íR÷Àðáñ�ügóRô³öµó�ü�ð)í=õ/ð¾ñ@ðáÿ#ê�ô ÿúê/ó=ôÀñ ñ/ðáö^ê¼ô è#ÿ�ôÀ÷ ÷Àé=ñ@ê/õµîeê/ð)ê/ó=ð)ç=î#ñ@ô³ö)ô�
6ð¾î*ñ�ç�ðáóRôÀÿ�

è#éRõgþ�ðZê/ó=è^
��

hvåiØ?åiØ?å8XrÕRÛþñs×XÖeÕ6×!&2Ûø�Àà
130 ¸ ÛQÜ�(QÕE,3Ù�âÐä¯Û�×áä¯ã&ä¯Û � 4 åQ�vðZêÓé=ñÓ÷ è2è��(òWè*õÓð��6î*þ�íR÷ ð¾ñ

ügô ê/ó þ�î*ÿ`ù�ô³ñ@è#÷Àî�ê/ð�
%ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñ�ügô ê/óRôÀÿ øeî�ÿ � ê/õµîeê¼ðXÿ�5 ñ�êFü�è 4 í=î�õµî�þ�ðXê/ðXõ�òiî*þ�ôÀ÷Àù 7¯ñ@ðáð
ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿÇë�� ¯Uè#ÿúí�î�ï*ð
ë¼N�:

ø �
(α:β) := α·σ5(x0, . . . , x5) + β·σ2(x0, . . . , x5)·σ3(x0, . . . , x5)

è*òQó2ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öXðáñ�è�òo
6ðXï#õ/ðáð
5
ôÀÿÇê/óRð8� 4 öZé6ê�è#é6ê�ç2ù x5 = −(x1 + x2 + · · ·+ x4)

�TF�ê�ô³ñ
öX÷ ð¾î�õ�ê/ó=î�ê
ê/óRð�öXè*õ¼õ/ð¾ñ@í?è*ÿ�
Rô ÿRïúó2ù`í?ðXõµñ/éRõ@òiî#öZð�ó=î*ñ
îÇÿRè#ÿ 4 ô³ñ/è*÷³îeê/ð!
�ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýêFùIô ò

α = 0
�

ñ/è�÷ ðXê�é=ñ ÿRè*õ¼þ�î�÷Àô �áð�ê¼è
α := 1

��� ó=ôÀñ ÷Àðáî\ø#ðáñ�é=ñgügô ê/óÂî�è*ÿRð 4 í�î�õµî�þ�ðZê¼ðXõ�òiî�þ�ô ÷Àù ø � (1:β)
�

�géRÿ=ÿRô ÿ=ï�ê¼óRõ/è#éRï*óUî�÷À÷#í?è#ñ¼ñ@ôÀçR÷Àð4í=î*õ¼î*þ�ðZê/ðáõ¼ñ
β
èeø*ðáõsê¼óRð4íRõ¼ôÀþ�ð � ðá÷�
Rñ � 2, � 3, . . . , � 19

�
ü�ð � ÿ�
�ê/óRð�ð��6î*þ�íR÷ ð¾ñ
ügôýê¼ó îeêr÷ ð¾î*ñ@ê

130
è*õO
6ôÀÿ=î�õ¼ù¿
6è*é=çR÷ ð�í?è*ôÀÿ`ê¼ñ
÷ÀôÀñ@ê/ð!
�ôÀÿ�ê¼î�ç=÷ ð
B�� @��

� óRð
ügóRè#÷ ðÓöXè*þ�íRé6êµîeê¼ô è#ÿ êµî	�*ð¾ñ î�íRíRõ¼è±�6ô þ�î�ê/ðX÷Àù�êFü�è�þ�ôÀÿ2é6ê/ð¾ñgè*ÿÇè*éRõ�öXè*þ�íRé6ê¼ðXõ!�
2Rõ¼è*þ ê/ó=ôÀñÓê¼î�ç=÷ ðD�Ðô êoô³ñÓðáî#ñ@ù�ê/èÂï#éRðáñ¼ñ
ê/ó�îeêoø �

(1:1)
ô³ñÓôÀÿ�
6ðáð�
 î

130 4 ÿRè�
Rî�÷�[`éRôÀÿ`ê/ô³ö
ôÀÿ¿� 4 ôÀÿ(öµó=î*õ¼î#ö^ê/ðáõ/ô³ñ@ê/ô³ö��áðXõ¼è��G� óRô³ñ�ï*é=ðáñ¼ñ�öXî*ÿIÿRèeüßç�ðÓø#ðXõ¼ô � ð�
6�?î�ï#î*ô ÿIé=ñ/ôÀÿRï�öZè#þ�í=é6ê/ðáõ
î*÷ ï#ðXçRõµîE��®�è�ê/ô³öZð�ê/ó�îeêQê/óRð�õ/ð!
6é=öZê/ôÀè*ÿÓþ�è�
6éR÷Àè � ø#ð4ï#ô ø#ðáñvî

205 4 ÿ=è^
=î�÷D[`éRôÀÿ`ê/ô³öEôÀÿ8� 4 ügóRô³öµóöáî�ÿRÿRè*êEð��6ô³ñFêEôÀÿ�öµó=î�õµî*öZê/ðXõ¼ô³ñFê¼ôÀöJ�Xðáõ/èrç?ðáöáî�é=ñ/ð è�ò6ÁEî�õµöµóRðXÿ��*è�5 ñQéRíRí?ðXõEç?è*é=ÿ�
�ügóRô³öµó�ô³ñ
135ÿRè�
6ð¾ñ�7iñ/ðXðÓñ/ðáöZê/ôÀè*ÿp¯E�¤¹<:Ð�

hvåiØ?å�"så ��Õ6Ö\×�0$� à
65 ¸ ÛQÜ�(ÐÕ�,�ñ�&¼íP×¾äiã¢äiÛ � 3 åQ�vðZêré=ñ
öZè#þ�íRé6ê/ð�ê¼óRð�í=î�õµî�þ�ðZê¼ðXõµñgòWè#õ

ügóRô³öµóMP î*õ@ê¼ó�5 ñ�è#ÿRð 4 í=î�õµî�þ�ðXê/ðXõoòiî�þ�ôÀ÷ ù�è*ò 45 4 ÿ=è^
=î�÷ ñ@ð��`ê¼ôÀöáñ
Fα = P − α·Q2 ó=î#ñUð�� 4î#ö^ê/÷Àù

65
ÿ=è^
Rðáñ�7iñ/ðXðÓñ/ðáöZê/ôÀè*ÿIë;� 9Uè*ÿIí=î*ï*ðK9�ìD:Ð�T� óRðde�it����a�r���b�ñ¼öZõ¼ô í6êgügóRô³öµóÂöZè#þ�í=é6ê/ð¾ñ

êµî�çR÷Àð�BE�³Coè#ÿ ê¼óRð
òiî*öXô ÿ=ï�í�î�ï*ð
è#ÿR÷ ù õ/éRÿ�ñ�òWè*õ�î�òWðXü ñ@ð¾öZè#ÿ�
Rñ��
F�êEô³ñ�ðáî*ñ/ù
ê/è
ï#éRðáñ¼ñQòWõ/è#þ�ê/ó=ð�êµî�çR÷Àð�ê/ó=î�ê

α
ó=î#ñvê¼èÓñ/î�ê/ô³ñFòWùÓñ/è*þ�ð�[`é=î�
Rõ¼î�ê/ô³ö�öXè*ÿ�
6ô ê/ôÀè*ÿ��

2=è*õ�ðáî*öµó�íRõ¼ô þ�ðUòWè*õ
ügóRô³öµó(ê/ó=ðXõ¼ðUð��2ô³ñ@ê�ð��6î#ö^ê¼÷ ùÇêFü�èÇñ/è*÷Àé6ê/ôÀè*ÿ�ñ�ü�ð�öXè*þ�íRé6ê¼ðoê¼óRð�þ�è*ÿRô³ö
[`é=îD
6õ¼î�ê/ô³ö�í?è*÷Àù`ÿ=è*þ�ôÀî*÷ ügôýê¼ó�ê/ó=ð êFü�è�øeî�÷ÀéRð¾ñoè*ò

α
î*ñ�õ/è2è*ê¼ñ��+� óRð¾ñ@ðúþ�è*ÿRô³ö-[`é=îD
6õµîeê/ô³ö

í?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô³î�÷³ñ�èeø*ðXõ�ê¼óRð�íRõ¼ôÀþ�ð � ðX÷�
RñEî�õ¼ð ÿRè�êf
6ôÌº�öXéR÷ýê4ê/èr÷Àôýò�ê4ç2ùU÷ ô ò�ê/ôÀÿRïÓð¾î*öµó�öZè2ð�º�öXô ðáÿ#êNê¼è
ñ/è*þ�ð
õ¼î�ê/ôÀè*ÿ=î*÷�ÿ`é=þoç?ðXõ!��� ó=ôÀñ�öáî�ÿÇç�ðK
Rè*ÿRð
é=ñ/ô ÿ=ï¸�¢î�ÿ=ï�5 ñ õ¼î�ê/ôÀè*ÿ=î*÷?õ¼ðáöXèeø*ðáõ/ù�î�÷Àï*è#õ/ô ê/ó=þ
è#õgè*ÿRð
è�òQôýêµñgøeî�õ¼ôÀî*ÿ`ê¼ñ37iñ/ðXðrðD� ï;� �6ð Þ�gÄh��¼ók:ÐS

� r¼�)Ý�b6i�Ü�&(*�@p7k�¢î�ÿRï;5 ñgî*÷ ï#è*õ¼ôýê¼óRþ
:�q
eZÛ!³QâÐ×*Ùp´ âWá!ê<ç�¢¤ç^«

M ∈ ÿ ©	ãhê�©
§�¦�«O£/ê	ç�¦
U ∈ ÿ /(M) Ï



< � ô7� y�Ã � Å ö Ä�z�{�Ã�÷6ø�|�z;Ã6{|¹ïÅ-z�w ��� ��ÅEy ôLô�ô

� ðX÷�

α

í?è*÷Àù`ÿ=è*þ�ôÀî*÷
µ(Fα)

� 2 ú ú ú
� 3 ú ú ú
� 5 −2 α+ 2 65

� 7 ú ú ú
� 11 5

� −4 α2 − α+ 2 65

� 13 ú ú ú
� 17 ú ú ú

� ðX÷�

α

í?è*÷Àù2ÿRè*þ�ô³î�÷
µ(Fα)

� 19 3
� −2 α2 − α− 6 65

� 23 ú ú ú
� 29 5

� −4 α2 − α+ 9 65

� 31 −1
�
2 α2 − α− 2 65

� 37 ú ú ú
� 41 −13

�
14 α2 − α− 18 65

� 43 ú ú úHT�Us;r¼ms�6qª�6q�]��6î*þ�íR÷ ð¾ñgè�ò
Fα
èeø*ðXõgñ/è*þ�ðríRõ¼ô þ�ð � ðá÷�
Rñ�ügóRôÀöµóIó=î\ø#ð�î�ê

÷ ð¾î*ñ@ê
65
è*õO
6ô ÿ�î�õ¼ùd
Rè*éRçR÷Àðrí?è*ôÀÿ#êµñ��

£�âÐ×:³�âv×#ÙÉ´ïé ©<£t§
(A,B)

áÀåT£tã;äë¦ëæ¼¦�§O«�« Ï ä Ï A ≡ BU mod M
©<ãhê |A|, B <

√
1
2MÑ £tä ß

B > 0
£ åQ«Ðç�à ß © é ©	£t§8¦�îD£�«Ðä¾« Ï ¡Gä ß ¦�§ Ñ £�«�¦ j §�¦�ä¾ç�§Ðã È�o ¨ Ï

m (A1, A2) := (M,U) � (V1, V2) := (0, 1) �
Â ¢ á!á é
l £ å |V2| ≥

√
1
2M

ä ß ¦�ã�§L¦�ä�ç�§Ðã È+o ¨ �
Ä £ å

A2 <
√

1
2M

ä ß ¦�ã�§�¦�ä¾ç�§Ðã
(
ñ@ôÀï*ÿ

(V2)A2, |V2|) �
¿ Q := bA1

A2
c � (A1, V1) := (A1, V1)−Q(A2, V2) �

Æ ñ@ü î�í
(A1, A2) � ñ/ü î�í

(V1, V2) �=�ò�öZè#éRõµñ@ðD�;�¢î�ÿRï;5 ñ)î�÷Àï*è#õ/ô ê/óRþ è*ÿ=÷ ùIü�è*õL�2ñ � ÿRð�ôýò4ê/óRðUþ�è�
6é=÷ é=ñ
M
ô³ñ�ç=ô ïÇðXÿRè#éRï*ó��

� ó2é=ñ��NôÀÿ�è#éRõUñ/ôýê¼é=îeê¼ô è#ÿ ü�ð � õ¼ñ@êUó�î\ø*ð�ê/è�é=ñ/ð�ê/óRðÇöµóRôÀÿRðáñ/ð�õ¼ðXþ�î�ôÀÿ�
6ðáõÓê/ó=ðXè*õ¼ðXþ è*ÿ�î*÷ ÷
è*éRõ�íRõ/ôÀþ�ð � ðX÷�
Çð��Rî�þ�íR÷Àðáñgê/è�ç?ðÓî�çR÷Àð
ê/è�î*íRíR÷Àù�ê/óRðoõ¼î�ê/ôÀè*ÿ=î*÷Põ/ð¾öZèeø*ðáõ/ù�î*÷ ï#è*õ¼ôýê¼óRþp��� óRôÀñ
ô þ�þ�ð�
RôÀî�ê/ðX÷Àù ù2ôÀðX÷�
Rñ�S

α2 − α− 1

16
= 0.

æ�ï`î�ôÀÿ���ôýê�ôÀñoðáî*ñ/ù�ê/è(ø#ðXõ¼ôýòWù�é=ñ@ôÀÿRï�öXè*þ�íRé6ê¼ðXõ�î�÷Àï*ðXç=õ¼îÇê¼ó=îeêÓê¼óRô³ñoô³ñÓôÀÿ�
6ðáð�
¢ê¼óRð öZè#õ/õ¼ðáöZê
í=î�õµî�þ�ðXê/ðXõ!�

hså¯Ø�å�Vsåd*��-&¼(QâQã*äkÖ�,/&IÞUÕRà�&?å3�vèUô ÷À÷Àé=ñFê¼õ¼î�ê/ð�îÓíRõ¼è*çR÷ÀðXþ8ügóRô³öµó�þ�î\ù�è6öXöZé=õ4ç?ðáöXî*é=ñ/ð
è�òU
RôÌ��ðXõ¼ðXÿ`ê�î*÷ ï#ðXçRõµî�ô³ö ÿ2éRþoç?ðXõµñEü�ð)öXè*ÿ=ñ/ô�
RðXõNê¼óRð�ô�
6ðáî*÷

I = ((x2− 2)·(x2− 3), y− 1) ⊂Ö [x, y]
�G�Qî�çR÷Àð�BE� ¯�è*ÿÇê/ó=ðrÿRð��2ê�í=î*ï*ð
÷ÀôÀñ@ê¼ñ�î*÷ ÷ � p 4 õ¼î�ê/ôÀè*ÿ=î*÷�í�è#ô ÿ`ê¼ñ�è�ò I 7Wô�� ð��Rí?è*ôÀÿ`ê¼ñ�è*ò

Iügôýê¼ó&öXè2è*õO
6ô ÿ�îeê/ð¾ñ�ôÀÿ � p :�èeø#ðXõ�ñ/è*þ�ðUñ/þ�î�÷À÷Ðí=õ/ôÀþ�ð � ðá÷�
=ñ � p �K=�ò4öXè*éRõµñ/ð���ê/óRð�ð��6ô³ñFê¼ðXÿ=öXð
è�ò�ñ/é=öµóÂí?è*ôÀÿ`ê¼ñ)ôÀñ)õ/ðá÷Àî�ê/ð!
Çê/è�ê¼óRðoð��6ôÀñ@ê/ðáÿ=öZðUè�ò4ñL[#é�î�õ¼ðrõ/è2è�êµñ�è*òNêFü�è î*ÿ�
Iê¼óRõ/ðáðoôÀÿÂê/ó=ðáñ/ð
� ðX÷�
Rñ��

F�êoþ�î\ù(ó=î*íRí�ðáÿ&ê/ó=î�êÓê/óRð�í=õ/ôÀþ�ð � ðX÷�
¢ð��6í?ðXõ¼ô þ�ðXÿ`êµñ�ê¼î	�#ð�ê/è2èIþoé=öµó&ê¼ô þ�ð���ñ/èIê/ó=î�ê
ü�ðp
6è�ÿRè�ê�ó=î\ø*ðúðXÿRè#éRï*ó íRõ¼ôÀþ�ð¾ñ

p
òWè*õ�ügóRô³öµó ê/ó=ðúþ�î<�6ôÀþoéRþ ÿ2éRþUç�ðáõUè*ò � p 4 õ¼î�ê/ôÀè*ÿ=î*÷í�è#ô ÿ`êµñ�ð��6ô³ñFêµñ��f]I� ï����=ôÀÿÂè*éRõ�ð��Rî�þ�íR÷Àðrü�ð
òWè#éRÿ�
Iè#ÿR÷ ùúè*ÿRðoíRõ/ôÀþ�ð���ÿ=î�þ�ðX÷Àù

23
�6òWè#õ�ügóRô³öµó

î�÷À÷sòWè#éRõ�í?è*ôÀÿ#êµñ�î�õ¼ð � p 4 õ¼î�ê/ôÀè*ÿ=î*÷¾� � é=öµóÂî�íRõ/è#çR÷ÀðXþ 
Rè`ð¾ñgÿRè*ê�ð��6ôÀñ@ê�ôÀÿIê/óRðÓöáî*ñ/ðrô ÿIügóRô³öµó
ü�ð�î�õ¼ðÓôÀÿÂê/ó=ð�öXè*þ�òWè*õ/ê¼î*çR÷ ðoí�è`ñ@ô ê/ôÀè*ÿÂê¼è ç?ð�î*çR÷Àðrê/èúíRõ/è�
6é�öZðUî#ñ�þ�î*ÿ`ùÇð��Rî*þ�í=÷ ð¾ñ)î#ñ�ü�ð
ügôÀñ/ó��¿� óRð¾ñ@ðúöXî*ñ/ðáñoî�õ¼ð�ðáî*ñ/ù�ê/è�ñ/è*÷Àø*ðD�vôÀÿ�í=î�õ/ê/ô³öZé=÷Àî*õÓôýògü�ð î�÷Àõ¼ðáî�
Rù��2ÿRèeü ô ÿ"îD
6øeî�ÿ=öXð
ügóRô³öµóúíRõ¼ôÀþ�ð¾ñ4ó�î\ø*ð�ï#è2è^
�õ/ð!
6é=ö^ê¼ô è#ÿ î�ÿ;
�ügóRô³öµó ÿRè*êQ7¯ñ@ðáð)ðD� ï;� ��ð *]��Ú��c���^ó�:ÐS?ûFé=ñ@ê ê¼î	�#ð
îÂõ¼ð�
6é=öXð�
>��õ¼è2ðXçRÿRðáõrç=î*ñ/ô³ñrè�ò ê/ó=ð�ô�
Rðáî�÷f
6ð � ÿRô ÿ=ïIê/óRð�í?è*ôÀÿ`ê¼ñUî�ÿ�
¢÷Àôýò�êoê/óRð öXè2ð�º�öZôÀðXÿ`ê¼ñ



ôLô õ < � ��Ã�|Ew^z ö Ä »ïö Ä�z�Å�{hÅEy�z ö Ä » Å-z�w ��� �	ÅEy�� ö z�� ö Äa��w � ö � ö ÅEy

p 1√
2

1√
3

1
7

ô�
6ðáî*÷ �
@�@ ú � ú 2

� −2 −3 y + 3
�
xy + 3x+ 2y − 5

�
x2 − 4 2

@�¯ ú � ú 3
� −3 2 y − 2

�
xy − 2x+ 3y − 6

�
x2 + 4 2

@±¹
3

� −3 ú � ú 5 y − 5
�
xy − 5x+ 3y + 2

�
x2 + 8 2

@�B ú � ú ú � ú −8 1 0
C	¯

9
� −9 −10

�
10 10 y − 10

�
xy − 10x− 10y + 8

�
x4 + 3x2 + 4 4

C	B ú � ú ú � ú −4 1 0
¯E@

4
� −4 ú � ú 9 y − 9

�
xy − 9x+ 4y − 5

�
x2 + 15 2

¯¼¹ ú � ú −5
�
5 16 y − 16

�
xy − 16x− 5y + 6

�
x2 + 12 2

ë�@
12

� −12 ú � ú 6 y − 6
�
xy − 6x− 12y − 10

�
x2 + 20 2

ëD¯ ú � ú ú � ú −6 1 0HJ��s;r¼m)�6q�©6q%2Rè#õvñ@è#þ�ðNíRõ/ôÀþ�ð � ðX÷�
Rñ � p ü�ðEñ/óRèeü¢î�÷À÷ � p 4 õµîeê/ôÀè*ÿ�î�÷eí?è*ôÀÿ#êµñè�ò�ê¼óRðÓô�
6ðáî*÷
I =

(
(x2 − 1

2 )·(x2 − 1
3 ), y − 1

7

) ��� óRðoöZè#÷ é=þ�ÿ]´��ÆµÓ÷ ô³ñFêµñ
ê/ó=ð�ÿ2éRþoç?ðXõEè*ò�ê¼óRðáñ/ð�í?è*ôÀÿ`ê¼ñEî*ÿ�
�ê/óRð)öZè*÷ÀéRþ�ÿ�´Fô�
6ð¾î�÷°µgñ/óRèeü�ñNî
õ¼ð�
6é=öXð�

��õ¼è`ðáçRÿRðáõ�ç�î*ñ/ôÀñ è*òÐê¼óRðrô�
Rðáî�÷�
Rðáñ¼öZõ¼ô çRôÀÿRï�ê/ó=ðXþp�

é=ñ/ôÀÿRïd�&î*ÿRï�5 ñgõµîeê/ôÀè*ÿ�î�÷�õ/ð¾öZèeø#ðXõ¼ù�î*÷ ï#è*õ¼ôýê¼óRþp��P�é6ê�ô ÿIè#éRõ�î�íRí=÷ ô³öXî�ê/ôÀè*ÿ=ñ��2ê/óRðrç?è�ê/ê/÷ÀðrÿRðáöO�
è*ò�ê¼óRð î*÷ ï#è*õ¼ôýê¼óRþ î*õ/ð�ê¼óRð�ð��6í?ðXõ¼ô þ�ðáÿ#êµñoî*ÿ�
&ü�ð�é�ñ@é=î*÷ ÷Àù�öáî�ÿRÿ=è�êoíRõ¼è�
6é=öXð�þ�î*ÿ2ù�þ�è*õ¼ð
íRõ¼ôÀþ�ð � ðá÷�
Çð��6î*þ�íR÷ ð¾ñ ô ÿÂñ/óRè*õ/ê ê/ôÀþ�ð��

�Ðè(ñ@è#÷ ø#ðUê¼óRð�íRõ¼è*ç=÷ ðáþ ü�ð�ñ@ôÀþ�íR÷ ù&öµóRè2è#ñ/ð�è*ÿR÷Àù�ñ/éRç=ñ/ðZêµñrè�ògî�÷À÷EíRõ¼ôÀþ�ð¾ñrügóRô³öµó¢÷ ð¾î�

ê¼èúê¼óRð�ñ/ðáöZè#ÿ�
�þ�è`ñFêrÿ2éRþUç�ðáõrè�ò � p 4 õ¼î�ê/ôÀè*ÿ=î*÷Ðí?è*ôÀÿ`ê¼ñ��WF ÿ�è#éRõrð��Rî�þ�íR÷Àð��sê/óRð�þ�î<�6ôÀþoéRþ
ÿ2éRþUç�ðáõgè�ò � p 4 õµîeê¼ô è#ÿ=î�÷�í?è*ôÀÿ`ê¼ñ ô³ñ 4

î*ÿ�
 ê/óRðÓñ/ðáöXè*ÿ�
úþ�è#ñ@ê ô³ñ
2

�Eæ)ñ 4
2 = 2

�Rîeêg÷Àðáî*ñ@êgó=î�÷ ò
è*òPê/óRð
öXî#ñ@ð¾ñ4ôÀÿ�ügóRô³öµó�ê¼óRðXõ¼ð)î*õ/ð)ð��Rî*öZê/÷ÀùUêFü�è � p 4 õµîeê¼ô è#ÿ=î�÷=í�è#ô ÿ`ê¼ñ�ó=î#ñEê¼èUöXè*þ�ð�òWõ¼è*þ8ê¼óRðñ¼î�þ�ð�òiî*öZê/è*õ�7

(x2 − 1
2 )
è*õ

(x2 − 1
3 )

: è*òvê/ó=ðrõ/ð!
6é=öZôÀçR÷Àð
í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ô³î�÷Pè*ò
I

�
� óRðáõ/ðÓî*õ/ðÓñ/ôÌ�ÇíRõ¼ô þ�ðáñ��

11, 13, 17, 31, 37, 41
��ügô ê/óÂð��6î#ö^ê¼÷ ù êFü�è � p 4 õµîeê¼ô è#ÿ=î�÷Pí?è*ôÀÿ`ê¼ñ��

� ó2é=ñ��?òWè*õ)î*÷ ÷ ( 6
6/2

)
=
(

6
3

)
= 20

öZè#þoçRôÀÿ=îeê¼ô è#ÿ=ñ�è*òNê/óRõ¼ðXðUè�òNê¼óRðáñ/ðUí=õ/ôÀþ�ðáñ)ü�ðoê/õ¼ùúê¼è ÷Àôýò�ê
ê¼óRðXôÀõ)ô�
6ð¾î�÷³ñ�ôÀÿÂê/ó=ð�ñ¼î�þ�ðÓü î\ùÇî#ñ�òWè#õ�ê¼óRð

65 4 ÿRè�
Rî�÷Qñ@ð��`ê¼ôÀö��%]I� ï�����òWè*õ�ê/óRð�ñ/ðZê)è*òEíRõ¼ô þ�ðáñ
{11, 13, 37} �¢î�ÿRï;5 ñ õµîeê¼ô è#ÿ=î�÷?õ/ð¾öZèeø#ðXõ¼ù�î*÷ ï#è*õ¼ôýê¼óRþ î�÷Àõ¼ðáî�
Rù�íRõ/è�
6é�öZðáñ�ê¼óRðrï*éRð¾ñ/ñ

x2 − 1
3

�
y − 1

7

�d� óRôÀñ
ï#éRðáñ¼ñ�öXî�ÿ�ê/ó=ðXÿ&ç�ð�ø#ðXõ¼ô � ð!
(èeø#ðXõ)ê/óRð�õµîeê/ôÀè*ÿ�î�÷�ÿ2éRþoç?ðXõµñ�é=ñ@ôÀÿRïIöZè#þ�í=é6ê/ðáõ
î*÷ ï#ðXçRõµîE�

hvå�"så Õ 0U&¿*-,/.?Ü=Öeäi×�0)1
�&ðÇÿ=èeü�
6ðáñ¼öZõ¼ôÀç�ðúê/óRðÂî*÷ ï#è*õ¼ôýê¼óRþ ô ÿ�ê/óRðIï#ðXÿRðáõ¼î*÷�ñ/ôýê¼é=îeê¼ô è#ÿ���æ�÷ ÷gþ�î*ô ÿ�ô�
6ð¾î*ñ�î�õ¼ð

î*÷ õ¼ðáîD
6ùúöXè*ÿ`ê¼î*ô ÿRð!
Iô ÿ(ê/óRðUð��Rî�þ�íR÷Àðáñ�íRõ/ð¾ñ@ðáÿ`ê/ð�
IôÀÿÂê¼óRðoíRõ¼ðXø2ôÀè*é=ñ�ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿ��%� óRðoí=éRõ/í?è#ñ/ð
è*òvê/ó=ðÓî�÷Àï*è*õ¼ô ê/óRþ öáî�ÿÇç�ð
òWè#õ/þUéR÷³îeê/ð!
úî#ñ�òWè*÷À÷ èeü�ñ�S



< � õ � z��hÅpw�� » Ã�{ ö z�� � ôLô �
� r^�)Ý�b6i�Ü�&(* C�q
eZÛ!³QâÐ×*Ù û ´ ã�£/ê�¦O©<¢

F ⊂ Ù [a1, . . . , ak, x0, x1, . . . , xn] j Ñ ß ¦�§�¦�ä ß ¦
ai

©<§�¦'àOá	ã û«O£/êD¦�§L¦Lê\©<« é ©	§�©<âW¦�äÿ¦�§O« Ï ¼ á	§-¦O©�à ß à ß á<£/àO¦
ai

áÀå
ä ß ¦
ai j ä ß £�« è £/¦�¢ ê<«p©<ãM£/ê�¦O©<¢

Fa1,a2,...,ak ∈ Ù [x0, x1, . . . , xn] Ï
û ´Hé §Lá�àO¦Oê<ç�§�¦ ��1����
2 ! ��	��J������	=57��4����-� ! A Ñ ß £/à ß à ß ¦OàYk±«3£ å�©Kæ�£t¥±¦�ã'£/ê�¦O©<¢

I := Fa1,a2,...,ak

£�« ôÀÿ`ê/ðXõ¼ðáñ@ê/ôÀÿRï Ï£�âÐ×:³�âv×#ÙÉ´ ãþ£/ê�¦O©<¢¸£tã Ù [a1, . . . , ak]
ê�¦¾¹�ã;£tã¼æ é ©	§�©<âW¦�äÿ¦�§O«

a1, a2, . . . , ak
« Ï ä Ï

Fa1,a2,...,ak

£�« ô ÿ`ê¼ðXõ¼ðáñ@ê/ôÀÿRï £tã�ä ß ¦�«�¦�ã�«�¦¸ê�¦¾¹�ã�¦Oê�ª è ä ß ¦�« é ¦Là�£ ¹J¦Oê é §�á!àO¦Lê	ç�§�¦ Ï
F ÿ�è#éRõ)öáî*ñ/ðáñ���ð¾î*öµó(ô�
6ðáî*÷

I = Fa1,a2,...,ak ∈ Ù [x0, x1, . . . , xn]
ô³ñEûFé=ñ@ê
è*ÿRðUí�è#÷ ù2ÿRè 4þ�ôÀî*÷�
6ðáñ¼öZõ¼ô ç=ô ÿRïIîúó`ù2í?ðXõµñ@é=õ@òiî#öZð�ô ÿ\� n òWè#õ
ügóRôÀöµóP��1����
2 ! �-	-�J�����
	K57��4-�J�-� ! A�ø*ðáõ/ô � ð¾ñê/ó=î�ê�ô ê¼ñ ÿ2éRþoç?ðXõ�è�òÐÿ=è^
Rðáñgô³ñ óRôÀï*ó���� óRðrî*÷ ï#è*õ¼ôýê¼óRþ öZè#ÿ=ñ/ôÀñ@ê¼ñ�è�òNñ/ðXø*ðáõ¼î*÷PñFê¼ðXí=ñ�S

ñP×!&Ç³-Ø?Ù�Ô
Öeä¾1>&c�gä¾&^,/(
g�í�³T&`Öeä/1>&2Û�×¾à*å��&ð
õ/éRÿ ê/óRõ¼è*é=ï*ó î*÷ ÷�í?è#ñ¼ñ@ôÀçR÷Àð�í=î*õ¼î*þ�ðXê/ðáõ
öZè#þoçRôÀÿ=îeê¼ô è#ÿ=ñ�èeø*ðXõ�ñ@è#þ�ð�ñ@þ�î*÷ ÷?íRõ¼ô þ�ð � ðX÷�
Rñ � p1 , � p2 , . . . , � pm î*ÿ�
�é=ñ/ð�ê¼óRð)í=õ/è6öZð!
6éRõ¼ð��1����
2 ! ��	��J������	�ê¼èoíRô³öO��ê/óRð £tã�äÿ¦�§L¦Ð«Ðä�£tã¼æ í=î*õ¼î*þ�ðXê/ðáõEø*ð¾ö^ê/è#õ¼ñ���� óRðáñ/ð�í?è#ñ¼ñ@ôÀçR÷Àð)öZè#þoçRôÀÿ=î 4ê/ôÀè*ÿ=ñ�þ�î\ù ç�ðrõ¼ðáñ@ê/õ¼ôÀöZê/ð!
 ç2ù�ï#ô ø2ôÀÿRï�îU÷Àô³ñFê�è*òQöZè#ÿ�
6ô ê/ôÀè*ÿ=ñ��

F�òNê/óRðUè*õ¼ô ï#ô ÿ�î�÷sð![#é�îeê/ôÀè*ÿÂè*ò�ê/óRð�ñ@éRõ/òiî*öXðÓô³ñ%
6ð � ÿRð�
(èeø*ðXõ)ñ@è#þ�ðUî�÷Àï*ðXç=õ¼î*ôÀö�ð��2ê¼ðXÿ=ñ/ô è#ÿ
Ù := Ö (α)

è�ò Ö ê¼óRðXÿ ü�ð�ñ/ô þ�íR÷Àù�î�
E

α
ê/èrê¼óRð�÷ÀôÀñ@ê4è�ò�í=î*õ¼î*þ�ðXê/ðáõ¼ñNî*ÿ�
�î�
E
�ô ê¼ñ4þ�ô ÿRôÀþ�î�÷

í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷Pê/è�ê/ó=ðr÷ ô³ñFê�è*òQöXè*ÿ�
6ô ê/ôÀè*ÿ�ñ è*ÿÇê/óRðrí�î�õµî�þ�ðZê¼ðXõµñ��
hIn��!*%gEr¼m B�� @^q o ã á<ç�§'© é�é ¢¤£/àO©<ä�£/á<ã j ä ß ¦ é §�á!ê�¦Oê<ç�àO¦ ��1����
2 ! �-	��J�����
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ñP×!&Ç³¿"sÙ Õ 0)&Æe�(U&2ÕE,¯à Ü^ò;&`Ö�×�0)&rÔ
Öeä/1>&#�gä¾&¼,¾(Ðà#å�2=è*õPð¾î*öµó
íRõ¼ô þ�ð
p ∈ {p1, . . . , pm}ü�ðIø2ôÀðXüKê¼óRð £tã�äÿ¦�§�¦�«Ðä¾£tã^æ í=î*õ¼î*þ�ðZê/ðáõUø#ðáöZê/è*õµñ�î*ñUí�è#ô ÿ`ê¼ñ�ôÀÿ�ê/óRðÇí=î�õµî�þ�ðXê/ðXõ�ñ/í=î*öXðÇî*ÿ�


öZè#þ�í=é6ê/ð�ê/óRð�ô�
6ð¾î�÷
Ip


Rðáñ¼öZõ¼ô çRôÀÿRï�î*÷ ÷)í�è#ô ÿ`ê¼ñ ç2ù�ôÀÿ`ê/ðXõµñ/ðáö^ê¼ô ÿ=ï¢ê/óRð�í�è#ô ÿ`ê ô�
6ðáî*÷Àñ��Ë�&ð
ê/óRðáÿúöXè*þ�íRé6ê¼ð�îrõ¼ð�
Ré=öZð!
���õ/è2ðáçRÿRðXõ�ç=î*ñ/ô³ñ4è*òPê/óRð

Ip
ê/èUþ�î��*ðgê¼óRð�è6öáöZéRõ¼õ/ôÀÿRïÓþ�è#ÿRè*þ�ô³î�÷³ñ

éRÿRô�[`éRð��
F ÿ�è*õO
6ðáõEê/èoç�ð
î�çR÷Àðgê¼èo÷Àôýò�ê�ê/óRð)ô�
Rðáî�÷³ñNê¼èUöµó=î*õ¼î#ö^ê¼ðXõ¼ôÀñ@ê/ô³öG�Xðáõ/èrü�ð � õµñ@ê4ó=î\ø*ð�ê/è � ï*éRõ¼ð

è*é6ê�ügóRô³öµó�è*ò�ê/óRð�þ�è�
6éR÷³î�õ4ô�
6ð¾î�÷³ñ4öXè*þ�ð òWõ/è#þ ê¼óRð�ñ¼î�þ�ð�ô�
6ðáî*÷Rô ÿ�öµó�î�õµî*ö^ê¼ðXõ¼ôÀñ@ê/ô³öf�Xðáõ/è;�U�Ðè

6èrê¼óRôÀñ��`ü�ð�ñ/è*õ/ê�ê/óRð�ô�
6ð¾î�÷³ñ

Ipi
� õµñFêEü�� õ�� ê���ê/óRð�ÿ2éRþUç�ðáõEè�ò £tã;äë¦�§�¦�«Oä�£tã¼æ í=î*õ¼î*þ�ðXê/ðáõNí�è#ô ÿ`ê¼ñ

ê/óRðáù-
6ð � ÿRðÓî*ÿ�
Iñ@ð¾öZè*ÿ;
�ü�� õ�� ê��6ê¼óRðrþ�è*ÿRè#þ�ôÀî*÷Àñ�ügóRô³öµóIè2öáöZéRõ ôÀÿÇê/óRðrô�
6ðáî*÷¾���&ðríRô³öO��ê/ó=ð
ñ@ðXê

SI
ügô ê/óÇê/ó=ðrï*õ¼ðáîeê¼ðáñ@ê�ÿ2éRþUç�ðáõ�è�òQíRõ¼ô þ�ð � ðá÷�
úô�
Rðáî�÷³ñ ügô ê/óÇê/óRðÓñ¼î�þ�ð
þ�è*ÿRè#þ�ôÀî*÷Àñ��

ñP×!&Ç³ VvÙl�4äL
x×¾äiÛ). ×�0)& e�()&`Õ�,Få3� óRðXÿ%ü�ðÂ÷ ô ò�êúð¾î*öµó%öZè2ð�º�öXô ðáÿ`ê�è2öáöZéRõ¼õ¼ô ÿRï ôÀÿ
ê/ó=ð
õ/ð!
6é=öXð�
8��õ¼è2ðXçRÿ=ðXõQç=î*ñ/ôÀñÐè�ò=ê/óRð�ô�
Rðáî�÷³ñÐô ÿ

SI
é=ñ@ôÀÿRï��&î*ÿRï�5 ñQõ¼î�ê/ôÀè*ÿ=î*÷*õ¼ðáöZèeø#ðXõ¼ù)î*÷ ï#è*õ¼ôýê¼óRþp�

æ�ñrôÀÿ�
6ô³öXî�ê/ð!
�ôÀÿ�ê¼óRð�ð��Rî�þ�íR÷Àð�è�ò ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿ+BE��@�� ¯ è#ÿ�í=î*ï*ðp@�@D@Óê¼óRôÀñ
þ�ôÀï*ó`êr÷ ð¾î�
�ê/èÂñ/è*þ�ð
íRõ¼è*çR÷ÀðXþ�ñ�î�ÿ�
¢õ¼ð�[`éRôÀõ/ðúñ@è#þ�ð þ�è#õ/ð�öXè*þ�íRé6êµîeê¼ô è#ÿ=ñÓô ò%
6ô �?ðáõ/ðáÿ#ê�î�÷Àï*ðáçRõ¼î*ôÀö�ÿ2éRþUç�ðáõ¼ñUî�õ¼ð
ô ÿ2ø#è*÷Àø*ð�
�� � é=öµó¢îúñ/ôýê¼é=îeê¼ô è#ÿ�öáî�ÿ�è#ÿR÷ÀùÂè2öáöZéRõ�ô ò4ê/ó=ð�øeî*õ/ôÀðZêFùIôÀÿ�ê¼óRð�í=î�õµî�þ�ðZê¼ðXõ�ñ@í=î#öZð�ôÀñ
õ/ð!
6é=öXô çR÷Àð��

F�ò�î*÷ ÷Ðê/óRð�öXè`ð�º�öZôÀðXÿ`ê¼ñ)è6öXöZé=õ/õ¼ô ÿ=ï ôÀÿ(ê/ó=ð�ô�
6ð¾î�÷�öXî�ÿ�ç�ð�÷Àôýò�ê¼ð�
�ê/èIöµó=î�õµî*öZê/ðXõ¼ô³ñFê¼ôÀö��áðXõ¼è
ê/óRðáÿÂü�ð
íRõ¼è6öZðáð�
úügôýê¼óúê¼óRðrÿRð��`ê�ñ@ê/ðáí��

F�òNÿRè�êgê¼óRðXÿIü�ðrï*è�ç=î*öO��ê/è�ê/ó=ð � õ¼ñ@ê�ñ@ê/ðXíÂî*ÿ�
Çí�ðáõ@òWè#õ/þ ñ/è*þ�ðrÿRðáü-ð��6í�ðáõ/ôÀþ�ðXÿ`ê¼ñ��oF�ò
ü�ð�ó=î\ø#ðUî*÷ õ¼ðáîD
6ùÂè*ç6êµî�ôÀÿRð�
�í=î�õ/ê/ô³î�÷�õ¼ðáñ/éR÷ ê¼ñ)ê/óRðáÿ�ü�ð�þ�î\ùÂé�ñ@ðUê/óRð¾ñ@ð�ôÀÿ�è#õL
RðXõ)ê/èÂñ@í?ðXð!

éRíIê/ó=ðÓöZè*þ�íRéRê¼îeê¼ô è#ÿ=ñ��

ñP×!&Ç³d�ÐÙ�Þ80U&2ã3¼säiÛ). ×�0)& ØÇâ)&2àáà#åQ�)ñ@ôÀÿRïÂê¼óRð í=õ/è6öZð!
6éRõ¼ðd��1����
2 ! �-	-�J�����
	Çî*ï#î�ôÀÿ
ü�ðrÿ=èeü-ø#ðXõ¼ôýòWù�ê¼óRðÓï#éRðáñ¼ñ ügóRô³öµóúê¼óRðr÷Àôýò�ê¼ô ÿRï íRõ/è6öXðáñ¼ñ�ó�î*ñgíRõ¼è�
6é=öXð�
6��F�ò�ô ê�ôÀñ�ÿRè�ê�ù#ðZêgê/ó=ð
öZè#õ/õ¼ðáöZê è#ÿRð�ê/óRðáÿIü�ð
ï*è�ç=î#öO��ê/è�ê¼óRð � õµñFê�ñ@ê/ðXíÂî*ÿ�
 í?ðXõ/òWè*õ¼þBñ/è*þ�ð�þ�è*õ¼ð�ð��6í�ðáõ/ôÀþ�ðXÿ`ê¼ñ��



ôLô % < � ��Ã�|Ew^z ö Ä »ïö Ä�z�Å�{hÅEy�z ö Ä » Å-z�w ��� �	ÅEy�� ö z�� ö Äa��w � ö � ö ÅEy
hvå�Vvå 	Çä/0)&^(vÖeÕE, ¸ àA��1>1>&`×XÖeä¯ã-ñsâÐÖD
�ÕRã�&2à�Ü�
w	-&^.�Ö<&¼&

d ≤ 6
Ý�äi×�0H× Õ=Û��M$ÂÜ�()&2à

æ�ñ�ôÀÿ�
6ô³öXîeê¼ð�
�ôÀÿ�ê¼óRð)ôÀÿ`ê/õ¼è�
6é=ö^ê¼ô è#ÿ�ê/èoê/óRô³ñ�öµó�î�í6ê¼ðXõ!�*ê¼óRð)î*÷ ï#è*õ¼ôýê¼óRþ 
Rðáñ¼öZõ¼ô ç?ð�
�ôÀÿ�ê¼óRð
íRõ¼ðXø2ôÀè*é=ñ�ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿ�ñ�õ¼ð�
6é=öXðáñ�ê/óRð�öZè*ÿ�ñFê¼õ/é=öZê/ôÀè*ÿIè�ò4ñ/éRõ/òiî*öXðáñgè*òo
RðXï*õ¼ðXð

d ≤ 6
ô ÿ�� 3 ügóRô³öµóó=î\ø#ð ê/óRð)þ�î<�6ô þUéRþ8í�è`ñ/ñ/ôÀçR÷ ð�ÿ`é=þoç?ðXõ�è�òPÿRè�
6ðáñ4ê/èUîrê/õ¼ôÀø`ô³î�÷Àô êFùUè#ÿ=öZð�ü�ð�ó=îD
�ê/ó=ð�ô�
6ðáî
ê¼è

÷Àè2è���òWè#õI
6ô ó=ð�
6õµî�÷ 4 ñ/ù2þ�þ�ðXê/õ¼ôÀö)ð��Rî*þ�í=÷ ð¾ñ�S
F þ�íR÷ÀðXþ�ðXÿ`ê/ôÀÿRïÂîúíRõ/è6öXð�
6éRõ¼ð©��1����
2 ! �-	��J�����
	=57��4-���-� ! A�ügóRôÀöµó&öµóRðáöO�6ñ�ô ò4ê/ó=ð�ñ/éRõ 4òiî#öZð�ï*ôÀø*ðXÿ�ç2ù

I
ó=î*ñ)ê/ó=ð�öXè*õ¼õ/ð¾ö^ê
ÿ2éRþoç?ðXõ
è�ò�ÿRè�
6ðáñ�ô³ñ
ðáî#ñ@ùD�#� óRðXÿ&ô ê
è#ÿR÷ÀùÂõ/ðáþ�î*ô ÿ�ñ�ê¼è

ügõ¼ôýê¼ð%
6èeügÿ�ê¼óRð
Dd 4 ñ/ù2þ�þ�ðXê/õ¼ôÀö#7Wõ¼ðáñ/í��

Dd−1 4 ñ/ù2þ�þ�ðXê/õ¼ôÀö!:�òiî�þ�ôÀ÷ ôÀðáñ4è�òvñ/éRõ/òiî*öZð¾ñNç=î#ñ@ð!
�è*ÿ
�gè#óRÿ�5 ñgöZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿ\7iñ/ðXðrñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ+@�� ¯�:Ð�

2Rè#õ�ê/óRð)öZè*ÿ�öZõ¼ðZê/ð õ¼ðáñ/éR÷ ê¼ñ�ü�ðG
RèrÿRè�êEé=ñ/ðgî�ÿ2ùròWéRõ/ê/ó=ðXõEï#ðXè*þ�ðXê/õ¼ôÀö�ô ÿ`ê¼éRôýê¼ô è#ÿ��2î�÷ ê/óRè#éRï*ó
ê¼óRôÀñ
þ�ôÀï*ó`êr÷ ð¾î�
�ê/èIþoé�öµó�ÿRô³öZðáõrõ/ð¾ñ@é=÷ýêµñ�S3F ÿ�ê/óRô³ñrñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿ��sü�ð�î*õ/ð�è*ÿ=÷ ù(ôÀÿ`ê/ðáõ/ð¾ñFê¼ð�
�ô ÿ¢î
íRõ¼è2è�ò�è*ò)öZè#ÿ=öZðáí6ê��Eô�� ð���ô ÿ�ñ@ó=èeügô ÿRï�ê/ó=î�ê�è#éRõ�î�÷Àï*è#õ/ô ê/óRþ íRõ¼è�
6é=öZð¾ñUê/óRðIöZè#õ/õ¼ðáöZêUõ¼ðáñ/éR÷ýêµñ
ðáø*ðXÿÂô òEü�ðUî�í=íR÷ ùÇô ê�ôÀÿ�î�ø#ðXõ¼ùúÿ=î*ô ø#ðÓü î\ù��I� óRð�öZè*þ�íRéRê¼îeê¼ô è#ÿ=ñ�ü�ðXõ¼ðÓí?ðXõ/òWè*õ¼þ�ð�
Iè*ÿ�î'@
Z¿�%�IZÂè*ç=ô ÷Àð�?�ðXÿ`ê/õ¼ôÀÿRè��vî�íRê/è*í�ügô ê/ó�9�@±C%Z�P�þ�ðXþ�è*õ¼ù��)F ÿ�î�÷À÷6ð��Rî�þ�íR÷Àðáñ��#î*÷ þ�è`ñFêEî�÷À÷6ê¼óRð
ê¼ô þ�ð�ü�î#ñ�é=ñ@ð!
(òWè#õ�ê/óRð�ð��6í?ðXõ¼ô þ�ðáÿ#êµñ���æ�÷ ê/óRè#éRï*ó�ê/ó=ð�ð![`é=îeê¼ô è#ÿ=ñ
î�õ¼ðUð¾î*ñ/ùIê/èÂöZè#þ�í=é6ê/ðD�
ü�ðröZè*í=ô ð!
 þ�è#ñ@ê�è�òÐê/óRðáþ ê¼è*ï*ðXê/óRðáõgügôýê¼óÇê/óRðríRõ¼è�ûFð¾ö^ê¼ô ø2ô ê/ôÀðáñ�òWõ¼è*þ°ð g)Û)(�h���ó��

hvå�VvåiØ?å¸*
D3 ¸ àA��1>1>&`×áÖ\ä¯ã

4 ¸ ÛÐÜ�(ÐÕE,IÞUâ�Ö�äiã=å�F ÿ 
RðXï*õ¼ðXð
d = 3

�gê/ó=ð�òiî*þ�ôÀ÷Àù�è*ò

6ôÀóRð!
6õ¼î*÷ 4 ñ/ù`þ�þ�ðZê¼õ/ô³ö�ñ@éRõ/òiî*öXðáñ�ç=î#ñ@ð!
 è#ÿp��è*óRÿ�5 ñgöZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿúô³ñ

fa1,a2

3 := p− qa1,a2 ,
ügóRðáõ/ð

p := x3 − 3xy2 + 3x2w + 3y2w − 4w3,

qa1,a2 := a1·(z − a2w))·z2.
æ)ñ�ü�ðÓî�õ¼ðrè*ÿR÷Àù ôÀÿ`ê/ðXõ¼ðáñ@ê/ð!
Iô ÿÂí=õ/è*ûFðáö^ê¼ô ø#ðX÷Àù�
6ô �?ðáõ/ðáÿ`ê)ñ@é=õ@òiî#öZðáñ��Rü�ðÓþ�î\ùúöµóRè2è`ñ@ð

a2 := 1ç?ðáöáî�é=ñ/ð
fa1,a2

3 (x, y, λz, w) = f
a1λ

3,
a2
λ

3 (x, y, z, w) ∀ λ ∈ � ∗ 7iñ/ðXðïð g)Û)(�h�����í��JC�C<ót:��
� óRô³ñ ÷Àðáî\ø*ð¾ñ�é=ñgügô ê/óÂî�è*ÿRð 4 í=î*õ¼î*þ�ðZê/ðáõ4òiî*þ�ô ÷Àù fa1,1

3

è�òQê/óRõ¼ðXð 4 ÿRè�
Rî*÷söZéRç=ôÀöáñ��
F�ê)ñ/é�º�öZð¾ñ ê/è�í?ðXõ/òWè*õ¼þKê/ó=ðÓð��6í?ðXõ¼ô þ�ðXÿ`êµñ�òWè*õ�î*÷ ÷sí=õ/ôÀþ�ðáñ

p ∈ {5, 7, 11, . . . , 29} ��� óRð
ügóRè#÷ ð)î�÷Àï*è*õ¼ô ê/óRþ õ/é=ÿ=ñEêFü�èoñ/ðáöXè*ÿ�
Rñ��*ôÀÿ=öX÷ é�
Rô ÿRïUð��6í?ðXõ¼ô þ�ðXÿ`êµñ��`÷ ô ò�ê/ôÀÿRï�î�ÿ�
�ø*ðXõ¼ô � öXî�ê/ôÀè*ÿ�è�ò
ê¼óRðrõ/ð¾ñ@é=÷ýêgôÀÿIöµó�î�õµî*ö^ê¼ðXõ¼ôÀñ@ê/ô³öI�áðXõ¼è���F�ê � ÿ�
=ñ ê/óRð

4 4 ÿ=è^
=î�÷PöZéRç=ôÀö
f

27
4 ,1

3

�
hvå�Vvå�"så¸*

D3 ¸ àA��1>1>&`×XÖeäiã
16 ¸ ÛQÜ�(QÕE,�ÚÂâU1>1R&#ÖdÙ�âQÕ6Ö\×áäiã=å�F ÿ�
6ðXï#õ/ðáð

d = 4
�`ê/óRð

òiî*þ�ôÀ÷Àù�ôÀñ
fa1,a2,a3,a4

4 := p− qa1,a2,a3,a4 ,
ügóRðáõ/ð

p :=
1

4
·z·
(
x3 − 3xy2 + 3x2w + 3y2w − 4w3

)
,

qa1,a2,a3,a4 :=
(
a1(x2 + y2) + a2z

2 + a3zw + a4w
2
)2
.

æ�ï#î�ôÀÿ��Qü�ð�î*õ/ð�è#ÿR÷Àù�ôÀÿ#ê¼ðXõ¼ðáñ@ê/ð!
�ôÀÿ íRõ¼è�ûFð¾ö^ê/ôÀø*ðá÷ ù�
6ôÌ��ðXõ¼ðXÿ`êUñ/éRõ/òiî*öXðáñ��-� ó2é=ñ��Ðç?ðáöáî�é=ñ/ð�è�ò
fa1,a2,a3,a4

4 (x, y, λ2z, w) = λ2f
a1
λ ,λ

3a2,λa3,
a4
λ

4 (x, y, z, w) ∀ λ ∈ � ∗ ü�ð�þ�î\ù
öµóRè2è#ñ/ð
a1 = 1

� F ÿ
è*õO
6ðáõ�ê/è è*çRê¼î�ôÀÿ
è*ÿR÷Àù � ÿRôýê¼ðX÷Àù�þ�î*ÿ`ù�ñ@è#÷ éRê/ôÀè*ÿ=ñ�ü�ð(öµóRè2è#ñ/ðÇòWéRõ@ê¼óRðXõ¼þ�è*õ¼ð
a4 := 1

�o� óRô³ñ ÷Àðáî\ø*ð¾ñ�é=ñ ügôýê¼óÇîUêFü�è 4 í=î�õµî�þ�ðXê/ðXõ4òiî�þ�ôÀ÷ ù f1,a2,a3,1
4

è*ò
12 4 ÿRè�
Rî*÷6[#é�î�õ/ê/ô³öXñ��

F�ê)ñ/é�º�öZð¾ñ ê/è�í?ðXõ/òWè*õ¼þKê/ó=ðÓð��6í?ðXõ¼ô þ�ðXÿ`êµñ�òWè*õ�î*÷ ÷sí=õ/ôÀþ�ðáñ
p ∈ {5, 7, 11, . . . , 29} ��� óRð

ügóRè#÷ ð�î*÷ ï#è*õ¼ôýê¼óRþ õ/é=ÿ=ñ
ÿRôÀÿRð�ñ@ð¾öZè#ÿ�
Rñ��Pô ÿ=öX÷ é;
6ô ÿ=ïÂð��6í�ðáõ/ôÀþ�ðXÿ`ê¼ñ��s÷Àôýò�ê¼ô ÿ=ï(î�ÿ�
�ø*ðáõ/ô � öXî�ê/ôÀè*ÿ
è*òvê/ó=ðrõ/ð¾ñ@éR÷ ê�ôÀÿÇöµó=î*õ¼î#ö^ê¼ðXõ¼ôÀñ@ê/ô³ö%�áðXõ¼è���F�ê � ÿ�
=ñ�ê/óRð

16 4 ÿ=è^
=î�÷6[`é=î�õ/ê/ô³ö
f

1,( 5
4 )

3
,−5

32 ,1

4

�
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hså�Vså�Vsåd*

D5 ¸ à:��1>1R&#×áÖeäiã
31 ¸ ÛQÜ�(QÕE, Õ Üh.;,¯äiÕ6×á×áäIÙ�âQäiÛ�×¾äiãRåQF ÿ'
6ðXï#õ/ðáð

d = 5
�=ê/óRð

òiî�þ�ôÀ÷ ùúôÀñ
fa1,a2,a3,a4,a5

5 := p− qa1,a2,a3,a4,a5 ,ügóRðXõ¼ð
p := x5 − 5(x4 + y4)w − 10x2y2(x+ w) + 20(x2 + y2)w3 + 5xy4 − 16w5,

qa1,...,a5 := a1·z·
(
a2(x2 + y2) + a3z

2 + a4zw + a5w
2
)2
.

æ�ï`î�ôÀÿ��4ü�ð þ�î\ù�öµóRè2è#ñ/ð
a2 := 1

�
a4 := 1

�>� ó=ôÀñ�÷Àðáî\ø*ð¾ñoé�ñUügô ê/ó�î(ê¼óRõ¼ðXð 4 í=î*õ¼î*þ�ðXê/ðáõòiî�þ�ôÀ÷ ù
fa1,1,a3,1,a5

5

è�ò
20 4 ÿRè�
Rî*÷6[#é=ô ÿ`ê/ô³öXñ��

F�êQñ/é�º�öZð¾ñPê/è)í�ðáõ@òWè#õ/þ-ê/ó=ð4ð��6í?ðXõ¼ô þ�ðáÿ#êµñPòWè#õÐî�÷À÷`íRõ/ôÀþ�ðáñ
p ∈ {11, 13, 17, . . . , 31} ��� ó=ð

ügóRè*÷Àðrî�÷Àï*è#õ/ô ê/óRþKõ¼éRÿ=ñ ñ/ôÌ�úþ�ôÀÿ2é6ê/ð¾ñ��6ôÀÿ=öX÷ é�
Rô ÿRï�ð��2í?ðXõ¼ôÀþ�ðáÿ`ê¼ñ��6÷ ô ò�ê/ôÀÿRï�î�ÿ�
úø*ðáõ/ô � öáîeê/ôÀè*ÿ è�ò
ê/óRð
õ¼ðáñ/éR÷ ê�ôÀÿúöµó=î*õ¼î#ö^ê/ðáõ/ô³ñ@ê/ô³öG�XðXõ¼è��)F�ê � ÿ�
Rñ�ê/ó=ð

31 4 ÿRè�
Rî*÷;[`éRôÀÿ`ê/ô³ö
fa1,1,a3,1,a5

5

ügó=ðXõ¼ð�ê/ó=ð
ai
î�õ¼ð
ï*ôÀø*ðXÿúç2ù�ê/ó=ðrô�
6ð¾î�÷

(2a1 + 5, 20a3 + a5 + 6, a2
5 + 2a5 − 4)

�
hså�Vsåª�våd*

D5 ¸ àA��1>1>&`×XÖeä¯ã
65 ¸ ÛÐÜ�(QÕE,-ñ�&¼íP×áä¯ãRåQF ÿ 
6ðXï#õ/ðáð

d = 6
��ü�ðÂê¼î��*ð�ê/óRð

D5 4 ñ@ù2þ�þ�ðZê¼õ/ô³ö)òiî�þ�ô ÷Àù
fa1,a2,a3,a4,a5,a6

6 := p− qa1,a2,a3,a4,a5,a6 ,
ügóRðXõ¼ð

p := w·
(
x5 − 5(x4 + y4)w − 10x2y2(x+ w) + 20(x2 + y2)w3 + 5xy4 − 16w5

)
,

qa1,...,a6 := a1·
(
(z − a2w)·(a3(x2 + y2) + a4z

2 + a5zw + a6w
2)
)2
.F ÿ
è*õO
6ðXõUê/è¢è*çRê¼î�ôÀÿ"è#ÿR÷Àù � ÿRô ê/ðá÷ ù�þ�î*ÿ`ù�ñ/è*÷Àé6ê¼ô è#ÿ=ñ�î�ÿ�
�î*ñ�ü�ðÇî*õ/ðÇè*ÿR÷Àù ôÀÿ#ê¼ðXõ¼ðáñ@ê/ð!
"ôÀÿ

íRõ¼è�ûFðáöZê/ôÀø*ðá÷ ù&ð�[`éRôÀøeî�÷ÀðXÿ`êoñ@é=õ@òiî#öZðáñÓü�ð�þ�î\ù¢öµóRè2è#ñ/ð
a3 := 1

�
a4 := −1

�
a5 = 0

�p� ó=ôÀñ
÷ ð¾î\ø*ð¾ñ é=ñ ügôýê¼óÂîoê¼óRõ¼ðXð 4 í=î*õ¼î*þ�ðXê/ðáõ�òiî*þ�ô ÷Àù fa1,a2,1,−1,0,a6

6

è*ò
45 4 ÿ=è^
=î�÷Pñ@ð��2ê/ô³öXñ��

F�ê�ñ/é�º�öZð¾ñ�ê/èÓí?ðXõ/òWè*õ¼þ ê/óRð�ð��6í�ðáõ/ôÀþ�ðXÿ`ê¼ñEòWè*õ�î*÷ ÷=íRõ/ôÀþ�ðáñ
p ∈ {7, 11, 13, . . . , 39} �U� ó=ð

ügóRè*÷Àðoî*÷ ï#è*õ¼ôýê¼óRþ õ¼éRÿ=ñ%CDC�þ�ôÀÿ2é6ê/ð¾ñ���ô ÿ�öZ÷Àé�
6ôÀÿRï�ð��6í?ðXõ¼ô þ�ðXÿ`êµñ���÷ ô ò�ê/ôÀÿRï î*ÿ�
Çø*ðXõ¼ô � öXî�ê/ôÀè*ÿÇè�ò
ê/óRðoõ/ð¾ñ@éR÷ êgô ÿÂöµó=î*õ¼î#ö^ê¼ðXõ¼ôÀñ@ê/ô³öI�áðXõ¼è���F�ê � ÿ�
Rñgê/óRð

65 4 ÿ=è^
=î�÷Pñ@ð��2ê/ô³ö
f
−5
16 ,0,1,−1,0,4

6

�
hvå��Ðå¸*úÛÐÜ�×�0)&`Ö

D7 ¸ àA��1>1>&`×áÖ\ä¯ã-ñ�&|³Q×áä¯ãÇÝ�äi×�0
99

$ÂÜ�()&`à
�%ôýê¼óRè*éRê é�ñ@ôÀÿRï�î�ÿ2ù�öZõ¼ðáî�ê/ôÀø*ð�ô�
6ð¾î*ñ��`ç=é6ê�ûFé=ñFêgç2ù�òWè*÷À÷Àèeügô ÿRï�è*é=õ�î*÷ ï#è*õ¼ôýê¼óRþp�`ü�ð�ügôÀñ/ó

ê/èUõ/ð¾öZèeø*ðáõ�ê/óRð)õ/ð¾ñ@é=÷ýê
µA1(7) ≥ 99

ügóRô³öµó�ü�ðgòWè*éRÿ;
�ô ÿ öµó�î�í6ê¼ðXõJNrè*ÿ�í=î*ï*ð%B¼9^����ð)ñFêµî�õ/ê
î�ï`î�ôÀÿúügô ê/óÇê/ó=ð

7 4 í=î�õµî�þ�ðZê¼ðXõ�òiî�þ�ôÀ÷ ùúè�òQî*÷ ÷ D7 4 ñ/ù2þ�þ�ðXê/õ¼ôÀö
ñ/ðXí6ê¼ôÀöáñ
fa1,a2,...,a7

7 := p− qa1,...,a7 ,
ügóRðXõ¼ð

p := 26 · Π6
j=0

[
cos

(
2πj

7

)
x+ sin

(
2πj

7

)
y − z

]

= x·
[
x6 − 3·7·x4y2 + 5·7·x2y4 − 7·y6

]

+7·z·
[(
x2 + y2

)3 − 23·z2·
(
x2 + y2

)2
+ 24·z4·

(
x2 + y2

)]
− 26·z7,

qa1,...,a7 := (z + a5w)
(
a1z

3 + a2z
2w + a3zw

2 + a4w
3 + (a6z + a7w)(x2 + y2)

)2
.

æ�÷ ê/óRè#éRï*ó¢ü�ð�þ�î\ù�öµóRè2è#ñ/ð
a7 := 1

�Pê/óRð¾ñ@ð�î*õ/ðUê/è2èÂþ�î�ÿ2ùÂí=î*õ¼î*þ�ðZê/ðáõ¼ñ)ê¼èÇí?ðXõ/òWè*õ¼þ
î(íRõ¼ôÀþ�ð � ðX÷�
�ñ/ðáî�õµöµó¢èeø*ðáõ
ê/óRðúügóRè*÷Àð�òiî�þ�ôÀ÷ ù&ôÀÿ"ñ@ó=è*õ/êÓê/ôÀþ�ð�� � è;��ü�ð�ó�î\ø*ð�ê/è�ô þ�í?è#ñ/ð
ñ@è#þ�ð
îD
E
6ô ê/ôÀè*ÿ=î*÷PöZè*ÿ;
6ôýê¼ô è#ÿ=ñ��)]4ôýê¼óRðXõ�ç2ù�÷Àè2è��2ô ÿ=ï�î�ê�ê¼óRð
ð��Rî�þ�íR÷Àðáñ�ôÀÿÇñ/þ�î�÷À÷ ðáõ�
6ðXï#õ/ðáð)è#õ
ç2ù¢öµó=ðáöO�2ô ÿ=ïIê/óRðúï*ðXè#þ�ðZê/õ¼ù�è*ò�ñ@è#þ�ð�ð��6í�ðáõ/ôÀþ�ðXÿ`ê¼ñoèeø*ðáõÓø*ðáõ/ù&ñ@þ�î�÷À÷�íRõ/ôÀþ�ð � ðá÷�
Rñ���ôýê�ôÀñ
ÿ=îeê¼éRõµî�÷�ê/èÂð��6í�ð¾ö^êrê/ó�îeê
ê/óRðáõ/ð�ñ/óRè#éR÷�
�ð��6ô³ñFêÓî

99 4 ÿRè�
Rî*÷Nñ@ðáí6ê/ô³ö
S
ñ�� ê��Pê¼óRð�íR÷³î�ÿRð�öZé=õ/ø#ð

S|y=0
òiî*öZê/è*õµñ)ô ÿ`ê/èIî�÷ÀôÀÿRð

Sy,1
î*ÿ�
�îÇñ/ð��2ê/ô³ö

Sy,6
ügô ê/ó�ê/óRð�íRõ¼è*í?ðXõ/êFùÇê/ó=î�ê

Sy,1
í�î*ñ¼ñ@ð¾ñ



ôLô/. < � ��Ã�|Ew^z ö Ä »ïö Ä�z�Å�{hÅEy�z ö Ä » Å-z�w ��� �	ÅEy�� ö z�� ö Äa��w � ö � ö ÅEy
ê¼óRõ/è#éRï*ó"ê/óRõ¼ðXðIè*ò�ê/ó=ðÂï*ðXÿ=ðXõ¼ôÀöÇñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñUè�ò�ê/ó=ðIöXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê/ôÀè*ÿ�7¯ñ@ðáðÂñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿ NE� ¯�è*ÿ
í=î*ï*ð3B¼¹<:��

2Rõ¼è*þ ñ/è*þ�ðoí=õ/ôÀþ�ðUð��2í?ðXõ¼ôÀþ�ðáÿ`ê¼ñ)ü�ð�ñ@ðáðoôÀþ�þ�ð!
6ôÀî�ê/ðá÷ ùIê¼ó=îeê)ê/óRðáõ/ð�ôÀñ)ôÀÿ(òiî*öZê
î è*ÿRð 4í=î*õ¼î*þ�ðZê/ðáõgòiî�þ�ôÀ÷ ùIè*ò4ñ@é=öµó
99 4 ÿRè�
Rî�÷Ðñ@éRõ/òiî*öXðáñ��%� ó2é=ñ)ü�ðÓþ�î\ùIñ@í?ðXð!
ÂéRí�è*éRõ�ñ@ð¾î�õµöµóÇç2ù

õ¼ð�[`éRôÀõ/ôÀÿRïUê/óRðo÷ ôÀÿRð
Sy,1

ê¼è�ç�ðoî�ñ/í�ð¾öZô³î�÷sè#ÿRð�S
Sy,1 = x+ c

�J� óRôÀñ�ñ@é�º�öXðáñ�ê/è�í=õ/è�
6é=öXðrî
99 4 ÿ=è^
=î�÷Pñ@ðáí6ê/ô³ö
ñ@é=õ@òiî#öZð
é=ñ/ô ÿRï�è#éRõ�î�÷Àï*è#õ/ô ê/óRþ î#ñ ü�ðrügôÀ÷À÷sñ@ðáð�ç?ðX÷Àèeü��

hvå��ÐåiØ?å�ÞUÜh1�³QâÐ×áä¯ÛU.L×�0)& ã*Ü?Û)(Ðäi×áäiÜ?ÛQà*å�F�ê�ô³ñ�ðáî#ñ@ù¢ê¼è�ê¼õ¼î*ÿ=ñ@÷³îeê¼ð�ê¼óRðIõ/ð¾ñFê¼õ/ô³ö^ê¼ô è#ÿ=ñ
î*ç�èeø#ð)ôÀÿ`ê/è�î�÷Àï*ðáçRõ¼î�7WôÀÿÇê/óRð
òWè#÷ ÷ÀèeügôÀÿRï��6ü�ð
é=ñ@ð�ê¼óRðÓî<º�ÿRðÓöµó=î*õ@ê

w = 1
:ÐS

7À@!:-� óRð�íR÷³î�ÿ=ð�öZéRõ¼ø*ð
S|y=0 ∈ Ö [x, z]

ô³ñ��Xðáõ/èÂè#ÿ�ê¼óRð�ügóRè#÷ ð�÷ÀôÀÿRð
Sy,1 = x + c

�
ô¾� ð��

(S|y=0)|x=−c ≡ 0
��æ�ñ

(S|y=0)|x=−c
ô³ñ�î�í?è*÷Àù`ÿ=è*þ�ôÀî*÷sè�òo
6ðáï*õ¼ðXð

7
ô ÿIè#ÿRð

øeî�õ¼ôÀî*çR÷ ð
z
ê¼óRôÀñ�ï*ôÀø*ð¾ñ

7 + 1
öZè*ÿ;
6ôýê¼ô è#ÿ=ñEè#ÿ�ê/ó=ð�í=î*õ¼î*þ�ðXê/ðáõ¼ñ

a1, . . . , a7
ç?ðáöáî�é=ñ/ð

ðáî#öµóúè*òÐê¼óRðÓöZè2ð�º�öXô ðáÿ#êµñ ó=î*ñ�ê¼è�ø\î*ÿRô³ñ@ó��
7�C�:-� óRðgï*ðáÿRðXõ¼ô³ö�ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñNî�õ¼ð�ï*ôÀø*ðXÿ�ç2ùÓê¼óRðgô ÿ`ê¼ðXõµñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿ�è�ò?ê/ó=ðI
6è*éRç=÷ ð!
�öXéRçRô³ö

C|y=0
î*ÿ�
�ê/ó=ð4ê¼óRõ/ðáðE÷Àô ÿRð¾ñ

L1L2L3|y=0
7iô¾� ð����¾ê/óRô³ñQôÀñÐî�÷³ñ@è�î)öZéRç=ôÀö4íR÷Àî*ÿRð�öXéRõ¼ø*ð!:��

� óRðUòiî*ö^ê)ê/ó=î�ê)ê¼óRðo÷ÀôÀÿRð
Sy,1 = x + c

í=î*ñ¼ñ/ðáñgê¼óRõ¼è*éRï#óIê/óRõ¼ðXðUè�òEê¼óRðáñ/ðoï#ðXÿRðáõ/ô³ö
ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ�öXî�ÿIç?ðrê/õµî�ÿ�ñ@÷³îeê¼ð�
úç`ùÇñ@ôÀþ�íR÷ÀùÇñ/éRç=ñ@ê/ô ê/é6ê¼ô ÿ=ï

x
ç2ù −c ô ÿIê¼óRðrêFü�èöZéRç=ôÀöáñ����%ó=ðXÿ¿
6ôÀø2ô�
6ôÀÿRï�ð¾î*öµóÇè�òQê/óRð
êFü�è�öZéRçRô³ö
í?è*÷Àù`ÿ=è*þ�ôÀî*÷Àñ

(C|y=0)|x=−c ∈Ö [z]
î�ÿ�


(L1L2L3|y=0)|x=−c ∈ Ö [z]
ç2ù(ô ê¼ñ
÷Àðáî�
Rô ÿRïIöZè2ð�º�öXô ðáÿ`ê
ü�ð�ï*ðZê
êFü�è

í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷Àñoô ÿ�è#ÿRð øeî*õ/ô³î�çR÷Àð�ügóRô³öµó"ñ/óRè*éR÷�
 ç?ð ð![#é�î�÷���� ó2é=ñ���ü�ð ï#ðZêÓê¼óRõ/ðáð
öZè#ÿ�
6ô ê/ôÀè*ÿ=ñ è#ÿúê¼óRðrí=î*õ¼î*þ�ðXê/ðáõ¼ñ

a1, . . . , a7
�

P�ùIê¼î��`ôÀÿRïÇî�÷À÷Ðê¼óRðáñ/ð�öZè*ÿ;
6ôýê¼ô è#ÿ=ñ)ô ÿ&è*ÿRðUô�
Rðáî�÷
Iconds

ü�ðUñ/ðXðUê/ó�îeê
ü�ð�î�õ¼ðo÷ÀðZò�ê
ügôýê¼ó
ð¾ñ/ñ/ðXÿ`ê/ô³î�÷À÷Àù�êFü�è"é=ÿE�2ÿRèeügÿ í=î*õ¼î*þ�ðXê/ðáõ¼ñ ç�ð¾öXî�é�ñ@ð�ê/óRð\
6ôÀþ�ðXÿ=ñ/ô è#ÿ è�ò

Iconds
öXî*ÿLðáî#ñ@ôÀ÷Àù

ç?ð�öZè*þ�íRéRê/ð�
(ê/èIç?ðUêFü�è���F�ê
ê¼éRõ/ÿ�ñ)è#é6ê
ê/ó=î�êrü�ð�öXî*ÿ�ô�
6ðXð!
(ð��6íRõ¼ðáñ¼ñ
î�÷À÷�í=î�õµî�þ�ðZê¼ðXõµñ)î#ñ
òWéRÿ�ö^ê/ôÀè*ÿ�ñÐè*òRêFü�è�è�ò=ê/óRðáþ��*ÿ=î�þ�ðX÷Àù

c
î*ÿ�


a6
�*ç`ùröXè*þ�íRé6ê¼ô ÿRï
î�÷Àð��6ô³öZè#ï*õµî�íRóRô³öXî*÷¼��õ¼è2ðXçRÿRðáõ

ç=î#ñ@ô³ñ è�ò
Iconds

S
a2

1 = −64, a2 = −1

2
a1c, a3 = −a6c

2 − 1

2
a1c

2,

a4 = −1

8
a1c

3 − c2, a5 = c, a7 = 1.hvå��Ðå�"så g�í�³T&`Öeä/1>&2Û�×áÕ�,���&2àáâ),W×#å%�%óRðáÿ�í?ðXõ/òWè*õ¼þ�ô ÿRïúè*éRõ�î�÷Àï*è#õ/ô ê/óRþ:è#ÿÂê/óRô³ñ)êFü�è 4í=î*õ¼î*þ�ðZê/ðáõ�òiî�þ�ô ÷Àù�ü�ð � ÿ�
Iîeò�ê¼ðXõ�@¾ìUþ�ôÀÿ2é6ê/ð¾ñ�S

c2 = −
(

1

7

)2

, a6 = 0.

� óRô³ñgñ/ô þ�íR÷Àô � ðáñ ê¼óRðrð��6íRõ¼ðáñ¼ñ@ôÀè*ÿ�ñ4òWè#õ ê/óRðrè*ê/óRðáõgí=î�õµî�þ�ðXê/ðXõµñ�S

a1 = 56c, a2 =
4

7
, a3 =

4c

7
, a4 =

(
2

7

)3

, a5 = c, a6 = 0, a7 = 1

�&ðK
6ðXÿ=è�ê/ð�ê¼óRðrô�
Rðáî�÷�
Rð � ÿRôÀÿRï�ê¼óRðáñ/ðrí=î�õµî�þ�ðXê/ðXõµñ�ç`ù
Isol

�
hvå��Ðå�Vvå8X�&`Öeä ��ã*Õ6×¾äiÜ?Û4å
HÆ&�m�ÝUb6m�* B�� @^q Ð ß ¦�«Oç�§kå�©DàO¦

Sa1,...,a7

áÀå�ê�¦ëæ�§�¦O¦
7

ß ©±«-¦Lî^©�à�ä¾¢ è
99

ãhá!ê�¦�«�©<ã�ê¿ã�á
á	ä ß ¦�§Q«Ð£tã¼æ�ç�¢ ©<§Ð£tä�£/¦�«Q£ åQä ß ¦

ai ∈ Ö (c)
©	§�¦#©<«�« é ¦Oà�£ ¹f¦Lê�ª è ä ß ¦3£/êD¦L©	¢

Isol
£tã'«�¦Oà�ä�£/á<ã qÇÏ Ä�Ï�Â�Ï±%b�Ý)Ý�c�qIP�ù�öZè*þ�íRéRê/ðXõ�î�÷Àï*ðXç=õ¼î���F ÿ�è*õO
6ðXõNÿ=è�êNê/èró�î\ø*ð�ê/èÓöXè*þ�íRé6ê¼ðgô ÿ�î*ÿUð��`ê¼ðXÿ=ñ/ôÀè*ÿ

è*ò Ö 7WügóRô³öµóoô³ñvé�ñ@é=î*÷ ÷Àù�[`éRôýê¼ð4ê¼ô þ�ð 4 öXè*ÿ=ñ/éRþ�ô ÿ=ï¼:Ð�\ü�ð � õµñ@êQÿRè*ê/ô³öZð4ê/ó=î�ê
Isol


Rð � ÿRð¾ñQð��Rî*öZê/÷Àù
êFü�è�í?è*ôÀÿ#êµñ�ôÀÿ(ê¼óRðoí�î�õµî�þ�ðZê¼ðXõ)ñ/í=î#öZð��Q� ó2é=ñ���
6ôÀø2ô�
6ôÀÿRï ê/óRð�þoéR÷ ê/ôÀíR÷ÀôÀöXôýêFùÂè*òNê/óRð�ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ
÷Àè6öZé=ñÇè�òoê/óRð¢ñ@é=õ@òiî#öZð

S := Sa1,...,a7

ç2ù
êFü�è�ï*ôÀø*ðáñúô ê¼ñúê/è*ê¼î�÷
þ�ôÀ÷ ÿRè#õIÿ`é=þoç?ðXõ!��� óRð
òWè#÷ ÷Àèeügô ÿ=ï�ñ/ð�[`éRðáÿ=öZð
è�òfehit���Ua�rD��b(öXè*þ�þ�î�ÿ�
=ñgöZè*þ�íRéRê/ðáñ�ê¼óRô³ñ�S
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ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñ4î*õ/ð)ô ÿ;
6ðXð!
�ôÀñ/è*÷³îeê¼ð�
�í?è*ôÀÿ`ê¼ñ

î�ÿ�
Çþ�è*õ¼ðXèeø#ðXõ�ó=î\ø*ð�þoé=÷ýê¼ô íR÷Àô³öZô êFù è*ÿ=ð��Rô�� ðD�2ê/óRðáùúî*õ/ðrî�÷À÷PÿRè�
6ð¾ñ�� �hvå��såd*
D9 ¸ àA��1>1>&`×XÖeäiã�$ÂÜ�ÛQäiãúÝ�äW×�0
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$ÂÜ�(U&2à

F ÿ�ð��Rî#ö^ê/÷ÀùUê/óRð�ñ/î*þ�ðgü î\ù�î*ñNü�ð)öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ð�
Uê/ó=ð
99 4 ÿRè�
Rî*÷=ñ/ðXí6ê¼ôÀö�ô ÿ ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ
B�� ërè#ÿ

í=î�ï#ð3@�@!9¼�*ü�ðgöXî*ÿoíRõ¼è6öZðáð�
rê¼è � ÿ�
�î�ÿRè#ÿRô³ö4ügô ê/ó�þ�î�ÿ2ùrÿRè�
6ð¾ñ��U��ðgñ@ê¼î�õ/êNügôýê¼óoê¼óRð�òiî�þ�ôÀ÷ ù
fa0,...,a9

9 := p− qa0,...,a9
�6ügóRðáõ/ð

p := 26 ·Π8
j=0

[
cos

(
2πj

9

)
x+ sin

(
2πj

9

)
y − z

]

= x9 − 36x7y2 + 126x5y4 − 84x3y6 + 9xy8 − 9x8z − 36x6y2z − 54x4y4z

− 36x2y6z − 9y8z + 120x6z3 + 360x4y2z3 + 360x2y4z3 + 120y6z3

− 432x4z5 − 864x2y2z5 − 432y4z5 + 576x2z7 + 576y2z7 − 256z9,

qa0,...,a9 := (z + a0w) ·
(
a1z

4 + a2z
3w + a3z

2w2 + a4zw
3 + a5w

4

+(a6z
2 + a7zw + a8w

2)(x2 + y2) + a9(x2 + y2)2
)2
.

��ðúþ�î\ù&öµóRè2è`ñ@ð
a5 := 1

�(ægò�ê¼ðXõUê/óRðúé=ñ/ð�è�ò ê/ó=ðúñ¼î�þ�ð�ï*ðáè*þ�ðZê¼õ/ô³öXî*÷4î*ñ¼ñ/éRþ�í6ê/ôÀè*ÿ=ñ
î*ñUô ÿ�ê/óRðIöXî#ñ@ð�è*ògê/óRð

99 4 ÿRè�
Rî*÷4ñ@ðáí6ê/ô³ö�ôÀÿ�ê¼óRð í=õ/ð¾öZð�
Rô ÿRï�ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿ��Nü�ð î*õ/ð ÷ ðXò�ê�ügô ê/ó"î
òWè*éRõ 4 í=î�õµî�þ�ðZê¼ðXõoòiî�þ�ô ÷Àù��+2=è*õUê/óRô³ñUòiî�þ�ôÀ÷ ù&ê/ó=ðúð��2í?ðXõ¼ôÀþ�ðáÿ`ê¼ñoê¼î	�#ð-[`éRô ê/ðIî(÷Àè�ê�è�ògê/ôÀþ�ð��
ñ@èÇü�ðÓê/õ¼ùIê/èÇï*é=ðáñ¼ñ)î*ÿRè�ê¼óRðXõ�í=î�õµî�þ�ðXê/ðXõ!�QF�ê)ê¼éRõ/ÿ�ñ)è#é6ê�ê¼ó=îeê
ê¼óRðUþ�î	�2ôÀþoé=þ ÿ2éRþUç�ðáõ
è�ò
ÿRè�
6ðáñ ügó=ôÀöµóÇü�ð � ÿ�
úôÀÿ � 13

é=ñ/ôÀÿRï�è*éRõ î�÷Àï*è#õ/ô ê/óRþKô³ñ
226

�)2=õ/è#þKê/ó=ðáñ/ð)ð��2í?ðXõ¼ôÀþ�ðáÿ`ê¼ñ�ü�ð
ï*éRð¾ñ/ñ�ê¼ó=îeê
ê¼óRðXõ¼ð�î�õ¼ð

226 4 ÿRè�
Rî�÷QÿRè#ÿRôÀöáñ�òWè*õ
a3 = 0

7iñ/ôÀþ�ôÀ÷³î�õ
ê/èÇê¼óRð�õ/ð¾ñ@éR÷ ê
a6 = 0

òWè*õ
ê/óRð

99 4 ÿRè�
Rî*÷�ñ/ðXíRê/ô³ö�:Ð�G� óRô³ñgõ¼ð�
6é=öXðáñ è#éRõ�íRõ¼è*çR÷ÀðXþ ê/è�î�ñ/ðáî*õ¼öµóÇèeø*ðáõ î�ê¼óRõ¼ðXð 4 í=î*õ¼î*þ�ðXê/ðáõòiî�þ�ôÀ÷ ùD�T®�ðáø*ðXõ/ê/ó=ðX÷Àðáñ¼ñ��`ê/ó=ðrð��6í�ðáõ/ôÀþ�ðXÿ`ê¼ñ�êµî	�#ð
ñ/ðXø#ðXõµî�÷�óRè#éRõ¼ñ��o2Qô ÿ=î*÷ ÷Àù��6ü�ðrï*ðXê�S
HÆ&�m�ÝUb6m�* BE�³C�q Ð ß ¦d¦�£Ìæ ß äJ«Ðç�§kå�©�àO¦Ð«

S226 := fa0,...,a9

9

á»å#êD¦�æ�§�¦O¦
9 Ñ £tä ß

a2
1 = −256, a2

8 = −9a1

8
, c4 =

a1

128
, a0 = c a2 = −a1c

2
,

a3 = 0, a6 = −3a1

4
, a4 =

1

c
a7 =

a1c

4
+

1

c3
, a9 =

21a1

16©<ã�ê
a8 = 3

2c2
ß ©<¥<¦d¦�î^©Dà�ä�¢ è

226
ãhá!ê�¦�«K©	ãhê
ãhá�á	ä ß ¦�§3«Ð£tã^æ	ç�¢ ©	§Ð£tä¾£/¦�« Ï±%b�ÝUÝUc�qIP�ùúöXè*þ�íRé6ê¼ðXõ�î*÷ ï#ðXçRõµîE� � ðXð
íRõ¼è2è�òQè�òQê/óRðáè*õ¼ðXþ�B�� @	� �� óRð�í=õ/ðáø`ôÀè*é�ñ@÷Àù#�2ÿRèeügÿ�þ�î<�6ôÀþoéRþ ÿ2éRþoç?ðXõ�è�òsÿRè�
6ð¾ñEè*ÿ�îÓÿRè*ÿRô³ögü î*ñ

216
�`îeê/ê¼î�ôÀÿRð!


ç2ù�ê/óRðrñ/éRõ/òiî*öZð�è�ò�
6ðXï#õ/ðáð
9
òWõ¼è*þ ?�óRþUé6ê/èeø�5 ñ�ñ/ðXõ¼ôÀðáñ37iñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ ë;� @�è*ÿÇí=î*ï*ð�ë^9�:��)�&ðrÿRèeü

ó=î\ø*ðDS
Î Ý�b�ÝUrDrD��b�lMBE� ¯;q

µA1(9) ≥ 226.=�ò�öXè*éRõµñ/ð���ôÀÿ�ø`ôÀðXü�è�ò?ê/óRð òiî#ö^êNê¼ó=îeêNê¼óRð
99
ÿRè�
6ðáñEðXø*ðáÿUð��6ôÀñ@êEèeø*ðáõvê¼óRð�õ¼ðáî�÷2ÿ2éRþUç�ðáõ¼ñ

ôýê
ô³ñ�ÿ=î�ê/éRõµî�÷Pê¼èúî#ñÀ� òWè*õ�ê¼óRðoð��6ôÀñ@ê/ðáÿ=öZðÓè*òEî�ÿRè*ÿ=ôÀöoügôýê¼ó
226
õ¼ðáî*÷vÿRè�
6ð¾ñ���F ÿ�î*ÿ=î�÷Àè*ï#ù�ê/è

öµó=î�íRê/ðXõQN�è*ÿ�í=î�ï#ðKBD9�ü�ðoöXî*ÿÂügõ/ô ê/ð8
6èeügÿ(î�íRõ¼è*þ�ô³ñ/ñ/ô ÿ=ï�òiî�þ�ô ÷Àù���ç=é6ê)ô ê)ó=î#ñ�è#ÿRðÓþ�è*õ¼ð
í=î�õµî�þ�ðXê/ðXõ�î*ÿ�
úü�ð�
6ô�
ÇÿRè�ê�ó=î\ø#ð)ðáÿRè*é=ï*óúê/ôÀþ�ð
ê¼è�í�ðáõ@òWè#õ/þ ê/óRðÓöXè*þ�íRé6êµîeê/ôÀè*ÿÇù*ðXê��
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226 4 ÿRè�
Rî*÷sÿRè#ÿRôÀöoó=î*ñ)è*ÿ=ð�îD
E
6ô ê/ôÀè*ÿ=î*÷ÐÿRè�
6ðUè*ÿÂê¼óRð�õ/è*ê¼îeê¼ô è#ÿ�î<�6ð¾ñ
{x = y = 0} ôÀÿ � 29

�
� óRô³ñrô³ñÓñ@ôÀþ�ô ÷³î�õ�ê¼èIê/óRð�öáî*ñ/ð�è*ò�ñ/ðXí6ê¼ôÀöáñrügóRðáõ/ð�ê/ó=ðXõ¼ð�ð��6ôÀñ@ê¼ñ
è#ÿRð
îD
E
6ô ê/ôÀè*ÿ=î*÷PÿRè�
6ð
è*ÿÇê/óRðrõ¼è�êµîeê¼ô è#ÿúî<�6ð¾ñ ô ÿ � 5

�
hvåª�vå 	Çäià¾ã*âQàáà¾äiÜ?Û

��ÿRòWè*õ/ê/éRÿ=î�ê/ðá÷ ùD�`ü�ð)öáî�ÿRÿ=è�ê�í=õ/ð!
6ôÀöZê îoíRõ¼ô è#õ/ô�óRèeü%÷ è#ÿRïÓê¼óRð
î�÷Àï*è*õ¼ô ê/óRþ ügô ÷À÷�õ/é=ÿ�òWè*õ î
ï#ô ø#ðXÿ
òiî�þ�ôÀ÷ ù��eçRéRêQô êQô³ñ�öZ÷Àðáî*õsê/ó�îeê�ôýê�ó=î*ñvê/è�ê/ðáõ/þ�ôÀÿ=îeê¼ð�ñ/è*þ�ðEê¼ô þ�ð�ôýò=ü�ð4ÿ=ðXï*÷ÀðáöZêÐó=î*õL
Rü�î*õ/ð
î*ÿ�
Iñ@è*ò�êFü�î*õ/ð
õ¼ðáñ@ê/õ¼ôÀöZê/ôÀè*ÿ=ñ���F�ê�ÿRðáôýê¼óRðXõ�ï*ôÀø*ðáñ�î�íRõ/è2è*òÐè�ò�ê¼óRðÓÿRè#ÿ 4 ð��6ôÀñ@ê/ðáÿ=öZð
è�òNð��6î*þ�íR÷ ð¾ñ
ügóRô³öµóÇó=î�
ÇÿRè*ê ç?ðXðáÿÇòWè*éRÿ�
���®�ðXø#ðXõ/ê/óRðá÷ ð¾ñ/ñ��6è*é=õ�î�÷Àï*è*õ¼ô ê/óRþKó=î#ñgñ@ðáø*ðáõ¼î*÷�îD
6øeî�ÿ`ê¼î*ï*ð¾ñ�S

• � óRð¢î�÷Àï*è*õ¼ô ê/óRþ ô³ñúó=ô ï#óR÷ ù%í�î�õµî�÷À÷ ðá÷ ô��áî*çR÷ ðD� F ÿ�
6ðXð!
6�)ê/óRð&ç�è*ê@ê¼÷ ð¢ÿRð¾öO��è*òoê¼óRð
þ�ðZê/ó=è^
Iî*õ/ð�ê/ó=ðríRõ/ôÀþ�ð � ðX÷�
Çð��6í�ðáõ/ôÀþ�ðXÿ`ê¼ñ��Rî�ÿ;
úô ê�ô³ñ ðáî*ñ/ù�ê¼èd
RôÀñ@ê/õ¼ô ç=é6ê/ð
ê¼óRðáñ/ð
ð��6í?ðXõ¼ô þ�ðXÿ`êµñ èeø*ðXõgñ/ðXø#ðXõµî�÷�þ�î*öµóRôÀÿRðáñ��

• F�êríRõ/è�
6é�öZðáñ)í=î*õ@ê¼ôÀî*÷Ðõ¼ðáñ/éR÷ ê¼ñ)ügóRôÀöµó&öXî*ÿ�ç?ðUé=ñ/ð�
�î*ñ�ï*é=ðáñ¼ñ@ð¾ñgê/èIñ/í�ðáð�
(é=í�ê¼óRð
öZè#þ�í=é6ê¼î�ê/ôÀè*ÿ=ñgñ/ô ï#ÿRô � öXî*ÿ#ê¼÷ ùD�

=)éRõ�þ�ðXê/óRè�
Ió=î#ñ�öZðáõ@êµî�ôÀÿR÷ ùúþ�î�ÿ2ù î�í=íR÷ ô³öXî�ê/ôÀè*ÿ=ñ�ô ÿÂè*ê/óRðáõ�î�õ¼ðáî*ñ è*òEî�÷Àï*ðXç=õ¼î*ôÀö)ï*ðáè*þ 4ðXê/õ¼ù��I�&ðUè#ÿR÷Àùúþ�ðXÿ`ê¼ô è#ÿ�î�òWðXü öXî*ñ/ðáñ�öZè*ÿ=ÿRðáöZê/ð�
Âê/èúñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñgôÀÿ�ügóRô³öµóÂô ê�þ�ôÀï*ó`ê)ç?ð
é=ñ/ðZòWé=÷¾S

• ��ôÀóRð!
6õ¼î*÷ 4 ñ/ù`þ�þ�ðZê¼õ/ô³ö
ñ@é=õ@òiî#öZðáñ�è*ò�
6ðáï*õ¼ðXð
d = 11, 13, . . .

ügôýê¼óÇþ�î*ÿ`ù ÿRè�
6ðáñ��
• ��ôÀóRð!
6õ¼î*÷ 4 ñ/ù`þ�þ�ðZê¼õ/ô³ö
ñ@é=õ@òiî#öZðáñ�ügô ê/óIÿRè#ÿ 4 þ�î	�2ôÀþ�î�÷�ÿ2éRþoç?ðXõµñ è�òQÿRè�
6ðáñ��6ð�� ï����6ô ê
ôÀñvÿRè�êvöX÷ ð¾î�õsügó=ôÀöµó
ÿ2éRþoç?ðXõµñPè*ò`ÿRè�
6ð¾ñsþ�î\ù�è6öXöXéRõsè#ÿ�è6öZê/ô³öXñT7¯ñ@ðáðEñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿ3¯�� @!¯�è*ÿ
í=î�ï#ð
ëD¯�è*ÿúê/óRðK
RðZòWðáöZêO:��

• 7/�gð¾î�÷t:g÷Àô ÿ=ðoî�õ¼õ¼î*ÿRï*ðáþ�ðXÿ`ê¼ñ è*òo
RðXï*õ¼ðXð
9, 11, . . .

ügôýê¼ó(þ�î�ÿ2ùÇöXõ/ô ê/ô³öXî*÷sí?è*ôÀÿ#êµñ�è#ÿ
êFü�è�÷ÀðXø#ðX÷³ñ�7iñ/ðXðröµó=î�íRê/ðXõI·�è#ÿúí=î*ï*ð#¹<BD:Ð�

• � éRõ/òiî*öXðáñ�ügôýê¼ó þ�î�ÿ2ù�öXé=ñ@í�ñ��2ôÀÿúí=î*õ@ê¼ôÀöXéR÷³î�õJ[`éRôÀÿ`ê/ô³öXñ�ç?ðáöXî*é=ñ/ð�ê¼óRð
ï#î�í ç�ðXêFü�ðáðXÿ
ê/óRð�þ�î<�6ôÀþoéRþ �2ÿRèeügÿ

15
î*ÿ�
�ê¼óRð�ç?ðáñ@êf�2ÿRèeügÿ�é=íRí�ðáõ�ç?è*é=ÿ�
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ôÀñ�ø*ðáõ/ùU÷Àî*õ/ï#ð

7iñ/ðXðÓñ/ðáöZê/ôÀè*ÿÇë���@�@
î�ÿ�
Iöµó=î*í6ê/ðáõ�9D:Ð�
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Rõ¼î*÷ 4 ñ@ù2þ�þ�ðZê¼õ/ô³ö 65 4 ÿRè�
Rî�÷sñ/ð��2ê/ô³ö	� � ó=è*õ/ê/÷ÀùÇî�ò�ê/ðXõ)ôýêµñ%
6ô³ñ¼öZèeø*ðáõ/ù�ôÀÿ>@!B�B�·��
�`î<��ðúî*ÿ�
R�gé=ç�ðáõ/þ�î�ÿ�ñ@óRèeü�ð�
 ê/ó=î�ê
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ôÀñ�ôÀÿ�
6ðXð!
 ê¼óRðúþ�î	�2ôÀþoé=þ í?è#ñ¼ñ/ô çR÷ÀðÇÿ`é=þoç?ðXõ�è�ò

ÿRè�
6ð¾ñ è*ÿIî�ñ@ð��2ê/ô³ö�ñ/éRõ/òiî*öXð�ôÀÿp� 3 �
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� óRô³ñ�öµó=î�íRê/ðXõ�ï#ô ø#ðáñ�î&êµî�çRéR÷³î�õ�èeø#ðXõ¼ø2ô ðáü è*ÿ�ê/óRð�öZéRõ¼õ/ðáÿ`ê�ñ@ê¼î�ê/ðÂè*òQ�2ÿRèeüg÷Àð�
6ï#ðúè#ÿ
ê/óRðúñ@éRçRûFðáö^êÓè*ò�ó2ù2í?ðXõµñ@éRõ/òiî*öXðáñ�ügô ê/ó¢þ�î�ÿ2ù�ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ��dF ÿ î�÷À÷Nêµî�çR÷Àðáñ��sç?è*÷�
�ÿ2éRþUç�ðáõ¼ñ
ô ÿ;
6ôÀöáîeê¼ðoê¼óRð�öáî*ñ/ðáñ)ô ÿ�ügóRôÀöµó�ê/óRð�íRõ¼ðáñ/ðXÿ`ê�ê¼óRðáñ/ôÀñ�ôÀþ�íRõ/èeø#ðáñ�ê/óRð�íRõ¼ðXø2ô è#é=ñ/÷ ùÇç�ð¾ñFê3�2ÿRèeügÿ
ç�è#éRÿ�
Rñ��
æ�ê�ñ/è*þ�ðríR÷³î*öXðáñ��Rê/ó=ðXõ¼ðoî�íRí?ðáî*õ�[`éRð¾ñFê¼ô è#ÿÇþ�î*õ��6ñ��G� ó=ðáñ/ðoî�õ¼ðÓñ@è#þ�ðZê/ôÀþ�ðáñ)öXî�é�ñ@ð!
úç2ù

õ/é=ÿRÿRôÀÿRï�ê/ôÀþ�ð�õ¼ðáñ@ê/õ¼ô³ö^ê/ôÀè*ÿ�ñ�ç?ðáöáî�é=ñ/ð�ê/óRðröXè*þ�íRé6êµîeê/ôÀè*ÿÇè�òÐê/óRðK
Rô þ�ðXÿ�ñ@ôÀè*ÿÇè�òÐê/óRð�ê¼î*ÿRï*ðáÿ`ê
ñ@í�î*öZðrè*òvê¼óRðK
6ðZòWè#õ/þ�î�ê/ôÀè*ÿúòWéRÿ=ö^ê¼è*õgè*òÐê¼óRðrÿRè�
Rî�÷Pó2ù2í?ðXõµñ@éRõ/òiî*öXðáñ öXî*ÿ êµî	�#ð
î�÷Àè�êgè�òQê/ôÀþ�ð��
æ�ÿRè*ê/óRðáõ�õ/ð¾î*ñ/è*ÿÓþ�ôÀï*ó`êQç?ð�ê/ó=î�êNü�ð�ó=î\ø*ð�ñ@ôÀþ�íR÷ÀùrÿRè�êNù*ðXêQôÀþ�íR÷ÀðXþ�ðXÿ`ê/ð!
Óê¼óRð ð�[`é=î�ê/ôÀè*ÿ
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î
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î�õ¼ï*éRþ�ðáÿ#êµñ���F ÿ�ñ@è#þ�ðUöXî*ñ/ðáñ#7Wð�� ï��h�
õ/ðáôÀñ¼ñ�5 ñ�öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê/ôÀè*ÿ��?ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿ�CE� ·�è*ÿÂí=î*ï*ð8C�·�:Ð�?ôýê�ôÀñ
ðXø#ðXÿIÿRè�ê�öX÷ ð¾î�õgô òÐê¼óRðÓöZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿÇõ¼ðáî�÷À÷Àù�ü�è#õ��6ñ��

=)ÿ=öZð ü�ð�ó�î\ø*ð öXè*þ�íRé6ê¼ð�
¢þ�è*õ¼ð�ÿ2éRþoç?ðXõµñ��Qü�ð�ügôÀ÷ ÷�íR÷³î*öZð éRíh
=îeê/ð!
¢ê¼î*çR÷ÀðáñUè*ÿ è*é=õ
ü�ðáçRí=î*ï*ðdð ��Õ�Ö��;V�Õ�óë�

Ø��så¯Ø�åd$ÂÜ�(QÕE,$"¶��³J&#Öeà¾âvÖD
�ÕRãD&`à
F ÿï� 3 î�ÿ�
+� 4 �sê/ó=ð�ç�ð¾ñFêK�2ÿRèeügÿ&öZè*ÿ�ñFê¼õ/é=öZê/ôÀè*ÿ=ñ�òWè#õr÷Àî*õ/ï#ð¸
RðXï*õ¼ðXð

d
î*õ/ð�ñFê¼ô ÷À÷Eï#ô ø*ðáÿ

ç2ù�?�óRþoé6ê¼èeø�5 ñ)öZè*ÿ�ñFê¼õ/é=öZê/ôÀè*ÿIòWõ¼è*þÆ@�BDBDCE��ñ/ðXðUñ/ðáöZê/ôÀè*ÿÂë;� @D��2Rè#õ
n ≥ 5

î*ÿ�
Â÷³î�õ¼ï*ð
d

��ê/óRð
ç�ð¾ñFê��2ÿRèeügÿ�öZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿoô³ñ�è*éRõNøeî�õ¼ô³î�ÿ`êQè*ò6?�óRþUé6ê/èeø�5 ñNöZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿUç=î*ñ/ð�
Uè*ÿdP�õ/ð¾ñÀ�#ð�5 ñ
òWè*÷�
6ôÀÿRï�í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ôÀî*÷Àñgî#ñ/ñ/è6öZô³îeê/ð!
�ê¼èUê¼óRðrõ¼è`è*ê�ñ@ù6ñ@ê/ðXþ

B2
�Rñ@ðáðÓñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿp9E� ·�� @<�

F ÿoê¼óRð�òWè*÷À÷ èeügôÀÿRï)ê¼î*çR÷ ð¾ñ��eü�ð ï*ôÀø*ð î�ÿUèeø*ðXõ¼ø2ô ðáü è*ÿoê/óRðgöZé=õ/õ¼ðXÿ`ê/÷Àùrç?ðáñ@ê��2ÿRèeügÿUç�è#éRÿ�
Rñ
òWè*õ�ê¼óRðgþ�î<�6ô þUéRþ�ÿ2éRþoç?ðXõNè*ò�ÿRè�
6ð¾ñQòWè*õNñ/þ�î*÷ ÷

n
è*õ
d

��� óRð�ê¼î*çR÷Àðáño
6è
ÿRè*ê�è#ÿR÷ÀùÓñ@óRèeü"ê/óRð
ÿ=î�þ�ð¾ñ4è*ò?ê¼óRð�í?ðXõµñ/è*ÿ=ñ4ügóRè#
6ô³ñ/öXèeø*ðáõ/ð!
Óê¼óRð�ó2ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öXðáñ����&ð)î�÷³ñ/èÓï*ôÀø*ð ê¼óRð�õ¼ðZòWðáõ/ðáÿ=öZð¾ñ
ê/èrê¼óRð�ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ=ñNè*ò�ê¼óRô³ñ�­Eó�� �8��ê/ó=ðáñ/ôÀñ4ô ÿ�ügóRô³öµó�ü�ðgôÀÿ`ê/õ¼è�
6é=öZð!
Uê/óRðgó2ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öXð î*ÿ�
�ê/ó=ð
ù*ð¾î�õgôÀÿÇügó=ôÀöµóÇôýê�ü î*ñ�
RôÀñ¼öZèeø#ðXõ¼ð�
6�

2RéRõ/ê/ó=ðXõ¼þ�è#õ/ðD�2ü�ð�ï*ôÀø*ð)ê/óRð�
6ôÀþ�ðXÿ=ñ/ôÀè*ÿ=ñ è*òsê/óRðrñ/í=î*öXð)è*òÐôÀÿ � ÿRô ê/ð¾ñ@ôÀþ�î�÷�
6ðXòWè*õ¼þ�îeê/ôÀè*ÿ�ñ
î�ÿ�
úê¼óRðrè*ç=ñ@ê/õ¼é=öZê/ôÀè*ÿúñ/í=î#öZð
è�òQø\î*ÿ � ê/õµîeê/ðáÿ�5 ñ�
6ðZòWè#õ/þ�îeê¼ô è#ÿ�òWéRÿ�ö^ê/è#õI��ðXò

(X,Σ)
7iñ/ðXðÓñ/ðáö 4ê/ôÀè*ÿ
ë�� ·&è*ÿ�í=î�ï#ð¿9�@�:�� 2Rè*õ�ñ/óRè#õ@ê¼ÿRðáñ¼ñ��4ü�ðIügõ¼ôýê¼ð

ti
òWè*õ

dimT 1(X,Σ(X))
�
i = 1, 2

�
ê/óRõ¼è*é=ï*óRè#é6ê��
Ø¨�våiØ?åiØ?å8$ÂÜ�(ÐÕE,'ñvâvÖD
�ÕRã�&2à ä¯Û � 3 åQ��ð¢ñ@ê¼î�õ/êúügô ê/óLê/óRð&þ�è#ñ@êÇôÀþ�í�è#õ@êµî�ÿ`ê êµî�çR÷Àð�S

®�è�
Rî*÷?ó2ù2í?ðXõµñ@éRõ/òiî*öXðáñNôÀÿ-� 3 �`ê¼î*çR÷ ð8@áì�� @�è#ÿ�ê/ó=ð�ÿRð��`ê í=î*ï*ð���æ�ñ�ð��6íR÷³î�ôÀÿRð!
�ô ÿ�ê/óRð�óRô³ñFê¼è*õ 4ôÀöáî�÷Qí=î�õ/ê�è*òNê/óRô³ñ�ü�è*õL���Rê¼óRôÀñ�ñ/éRç6ûFðáöZê�ó=î#ñ)î�ø#ðXõ¼ù ÷Àè*ÿRïúî�ÿ�
Âõ¼ô³öµóÂóRôÀñ@ê/è#õ/ùD�I� óRðÓêFü�è�ç?è*÷�

ÿ2éRþoç?ðXõµñ��

99
î�ÿ�


226
�sôÀÿ�
6ô³öXî�ê/ð�ê/óRð�öáî*ñ/ðáñ
ôÀÿ¢ügóRôÀöµó�ê/ó=ð�íRõ/ð¾ñ@ðáÿ`ê�ê¼óRðáñ/ô³ñrô þ�íRõ¼èeø*ð¾ñ)ê/óRð

íRõ¼ðXø2ô è#é=ñ/÷ ù
�2ÿRèeügÿÇç?è*éRÿ�
=ñ��

ô õ ô



ô õ�õ ô10F� z�w�x��	ÅEyKy:�6Ã�� ö Ä » z���Åp|�ø�{;{hÅ�Ä�z�y�zDw^z�ÅpÃ�� � Ä6Ãe����Å�÷ » Å

d µ3
A1

(d) ≤ � ÿ=î*þ�ð��Rñ/ðáö^ê¼ô è#ÿ��Rî�ÿ;
úù#ðáî*õ
t1 t2

¯ ë�� � öµóR÷��	 =ô�S ¯ ?�óRþUé6ê/èeø�SNñ��6ë���@	��@�BDBDC @ ì
ñ��6@D� @D� @	��@�N�·D¯ ë � öµóR÷��< �ô¾SEñ��6@���@���@	�6@�ND·�¯ ì ì

ë @!·E���
éRþ�þ�ðXõ!S @áë ?�óRþUé6ê/èeø�SNñ��6ë���@	��@�BDBDC 9 ì
ñ��6@��³C��6@�ND·�ë @!· 2Rõ¼ðáñ/ÿRðX÷��E�
éRþ�þ�ðXõ!SEñ��6@D� C^��@�NE@!B¼Ï	·�ë ¯ ì

9 ¯E@��EP�ð¾î�éRø2ôÀ÷ ÷Àð�S C�N ?�óRþUé6ê/èeø�SNñ��6ë���@	��@�BDBDC @±C ì
ñ��E¯E� ¯E�6@�B^¹<B ¯�@ �Ðè*ï#÷ ô³îeê/ê/ô�SNñ��;CE� @���@�B*ë#ì B ì

· ·D9��E�`î<��ð±Ï	�géRç?ðXõ¼þ�î�ÿ�S 9¼¹ ?�óRþUé6ê/èeø�SNñ��6ë���@	��@�BDBDC @D@ ì
ñ��6ë��³9��6@�BDB¼¹ ·D¯ �
î*÷ ÷³î�õµîeê¼ô¾S�ñ��hC��³9^��@�B¼9�C 9 ì

·*ë � ê¼î*ï*ÿ=î*õ/è;SQñ��E¯E��@��³C^��@!B¼¹	N Ñ Ñ
·*ë ?�îeêµî�ÿRð¾ñ@ð 4 ?�ðáõ/ð¾ñ/î�SÐñ��E¯E�³9^��@!B�NDC ë ì
·¼9 P î*õ@ê¼ó�SNñ��Rë;� 9��6@�B�BD· ¯ ì

¹ @¾ì�ë��^ÁEî*õ¼öµóRðáÿE�*è;S N�@ ?�óRþUé6ê/èeø�SNñ��E¯E� N���@�BDNDC C�¯ ì
ñ��E¯E�¤¹^�6@�BDN�¯ BD¯ ?�óRþUé6ê/èeø�SNñ��6ë���@	��@�BDBDC @D@ ìh�h ����SEñ���NE� ·���C�ì#ì�ë 9 ì

N @<¹\ë;�^Z(ô ù`î�è��eî�S @±C	N ]Eÿ;
6õ¼î�_�SNñ��6ë��¤¹¼��@�BDB�· C�N ¹
ñ��;¯E��@áì^��@!B�N�ë @±9	¯ PQ� � ðáï*õ¼ð�S�ñ��hC�� ëE��@�B¼9�C Ñ Ñ

@±9eë ?�óRþUé6ê/èeø�SNñ��6ë���@	��@�BDBDC 9 @áì
@!·*ì �
î*÷ ÷³î�õµîeê¼ô¾S�ñ��hC��³9^��@�B¼9�C · @±¹
@!·*ì �
õ¼ðXô³ñ/ñ�SNñ���CE� ·E��@�B¼9�9 Ñ Ñ
@!·D9 øeî*ÿ � ê/õµîeê/ðáÿ�S�éRÿRíRé=çR÷ ô³ñ/óRð�
6��@�B�B^¹ @ @±¹
@!·�N ]Eÿ;
6õ¼î�_�SNñ��6ë��¤¹¼��@�BDB�· ì @�B

B C�ëD·E�^ÁEî*õ¼öµóRðáÿE�*è;S @!BDC ?�óRþUé6ê/èeø�SNñ��E¯E� N���@�BDNDC C�¯ @�@
ñ��E¯E�¤¹^�6@�BDN�¯ CE@�· ?�óRþUé6ê/èeø�SNñ��6ë���@	��@�BDBDC ¹ @�B

"h"�� ����SEñ���BE�³9^��C�ì#ìD9 Ñ Ñ
@¾ì ¯D·*ì��^Z(ô ù`î�è��eî�S ¯¼C�@ ?�óRþUé6ê/èeø�SNñ��6ë���@	��@�BDBDC C 9	¯

ñ��;¯E��@áì^��@!B�N�ë ¯¼C�9 �
õ¼ðXô³ñ/ñ�SNñ���CE� ·E��@�B¼9�9 Ñ Ñ
¯*ë¼9 P î*õ@ê¼ó�SNñ��Rë;� 9��6@�B�BD· ì ¹	9

@D@ ë¼N*ìE�^ÁEî*õ¼öµóRðáÿE�*è;S ë^C�9 ?�óRþUé6ê/èeø�SNñ��6ë���@	��@�BDBDC ¯ N*ì
ñ��E¯E�¤¹^�6@�BDN�¯ ë¼¯*ìWÑ �T��7¯öZè#ÿeûFðáöZê/éRõ¼ð!:�SEñ���N�� NE��C�ì*ì*ë Ñ Ñ

@±C ·*ë¼9E�^Z(ô ù`î�è��eî�S 9¼¹<· �
õ¼ðXô³ñ/ñ�SNñ���CE� ·E��@�B¼9�9 Ñ Ñ
ñ��;¯E��@áì^��@!B�N�ë 9¼¹<· ?�óRþUé6ê/èeø�SNñ��6ë���@	��@�BDBDC C @!¯�B

·#ì*ì � î*õ@ê¼ô¾SNñ��Rë�� B��;C*ì*ìE@ ì @!·E@
@!¯ N¼C	BE�^ÁEî*õ¼öµóRðáÿE�*è;S ¹�C	BWÑ �T��7¯öZè#ÿeûFðáöZê/éRõ¼ð!:�SEñ���N�� NE��C�ì*ì*ë Ñ Ñ

ñ��E¯E�¤¹^�6@�BDN�¯ ¹	¯DC ?�óRþUé6ê/èeø�SNñ��6ë���@	��@�BDBDC Ñ Ñ
@áë @¾ìD9�@D��ZÂô ù`î�èD�\î�S BD¯E@ �
õ¼ðXô³ñ/ñ�SNñ���CE� ·E��@�B¼9�9 Ñ Ñ

ñ��;¯E��@áì^��@!B�N�ë B*ëDB ?�óRþUé6ê/èeø�SNñ��6ë���@	��@�BDBDC Ñ Ñ
d ≈ 4/9d3 ��ZÂôÀù#î*è��eîES ≈ 5

12d
3 ?�óRþUé6ê/èeø�SNñ��6ë���@	��@�BDBDC Ñ Ñ

ñ��;¯E��@áì^��@!B�N�ë
HT��shr¼m
KÌI�q}KEq�®�è�
Rî�÷���ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ�ô ÿ'� 3



ô10F� ô7� Ä6Ã6÷;w��¥��¹ � Å�{hy�ø�{���wh|EÅEy ô õ �
Ø¨�våiØ?å�"sådñvâÐÖ�
�ÕRãD&2à äiÛ � 3 Ý�äW×�0 × Õ=Û��X��&2ÕE,8$ÂÜ�()&`à#å%]��6öXðXí6ê�òWè*õ

d = 9
�Nê/óRð

öZéRõ¼õ¼ðXÿ`ê/÷Àùp�`ÿ=èeügÿÂç�è#éRÿ�
Rñ�òWè*õ�ê/óRð�þ�î<�6ô þUéRþ ÿ`é=þoç?ðXõ
µA1(d)

7iõ/ð¾ñ@í��
µ ÐA1

(d)
:�è*òEÿRè�
6ðáñ

è*ÿ&î ñ/éRõ@òiî#öZðÓè*òJ
6ðáï*õ¼ðXð
d
ô ÿ+� 3( � )

7iõ/ð¾ñ@í��h� 3(
�

)
:)î�õ¼ðÓð�[`é=î*÷¾�3� óRðoé=íRí�ðáõ)ç?è*é=ÿ�
Rñ
î�õ¼ð

ê/óRð�ñ/î*þ�ð�î*ñ�ê¼óRð�öXè*þ�íR÷Àð���è*ÿRð¾ñN÷ ô³ñ@ê/ð�
�ôÀÿ�ê¼óRð�íRõ¼ðXø2ôÀè*é=ñ�êµî�çR÷Àð�S)ÁEî�õµöµóRðáÿE�*è;5 ñ�7¯ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿW¯��³¹�:
î�ÿ�
pZÂôÀù#î*è��eîE5 ñ37iñ/ðáöZê/ôÀè*ÿp¯E��@áì�:��

d 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 d

µ ÐA1
(d) ≤ 0 1 4 16 31 65 104 174 246 360 480 645 832 4

9d(d− 1)2

µ ÐA1
(d) ≥ 0 1 4 16 31 65 99 168 216 345 425 600 732 ≈ 5

12d
3HT�Us;r¼m�KÌI�q���q%� óRð�öZéRõ¼õ¼ðXÿ`ê/÷Àùúç?ðáñ@ê��2ÿRèeügÿÂç?è*é=ÿ�
Rñ)è*ÿÂê¼óRðoþ�î<�6ôÀþoéRþ

ÿ2éRþoç?ðXõgè*òÐõ¼ðáî�÷Pÿ=è^
Rðáñ��

Ø¨�våiØ?å�Vvå8$ÂÜ�(ÐÕE,÷"¶��³T&`Ö\à¾âÐÖ�
�ÕRãD&2à ä¯Û´� 4 å3®�è�ê(þ�î*ÿ`ù-í�ðáè*íR÷Àð ó=î\ø#ð ü�è#õ��#ð�
 è#ÿ
ÿRè�
Rî�÷Pó2ù2í?ðXõµñ@éRõ/òiî*öXðáñ�ô ÿ�� 4 è�òv÷³î�õ¼ï*ðQ
6ðXï#õ/ðáð��o�ÐèUè#éRõJ�2ÿRèeüg÷Àð�
Rï*ð��#ê/ó=ð�ï#ðXÿRðáõ¼î*÷?öXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö 4ê/ôÀè*ÿ=ñ%
6ðáñ¼öZõ¼ô ç?ð�
 ô ÿÇê¼óRð
óRôÀñ@ê/è#õ/ô³öXî*÷�í=î�õ/êgè�òvê¼óRô³ñ�ê/óRð¾ñ@ô³ñgî�õ¼ð�ê¼óRðrè*ÿ=÷ ù�î\øeî�ôÀ÷³î�çR÷Àð)õ¼ðáñ/éR÷ ê¼ñ�òWè*õ
d ≥ 6

�o� óRðXõ¼ðZòWè#õ/ðD�`ê¼î�ç=÷ ðW@¾ìE� ¯oô³ñI[`éRô ê/ðÓñ/óRè*õ/ê��
2Rè#õ

d = 6, 7, 8
�Rô ê�ü�è*éR÷�
ÂöZðáõ@êµî�ôÀÿR÷Àù ç?ðÓí�è`ñ/ñ/ôÀçR÷ ðÓê/è î*íRíR÷ÀùúöZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ=ñ�ñ/ô þ�ôÀ÷Àî*õgê/è

ê/óRð)è*ÿRðgè*ò?øeî*ÿ � ê/õµîeê¼ðXÿ�5 ñ
130 4 ÿRè�
Rî�÷�[`éRôÀÿ#ê¼ôÀö��*ðD� ï;��ç2ùUé=ñ/ôÀÿRïrè*éRõEî*÷ ï#è*õ¼ôýê¼óRþ òWõ¼è*þ öµó=î�íRê/ðXõ

BE�

d µ4
A1

(d) ≤ � ÿ=î�þ�ð��6õ¼ðZò»���=î*ÿ�
 ù#ðáî*õ
t1 t2

¯ @áì @¾ì � ðáï*õ¼ð�S�ñ���@D� 9E� @��6@�N�N^¹ ì ì
ë ë¼9 ë;@ ?�ó=þoé6ê¼èeøhSNñ��6ë���@	��@!B�BDC ë ì

ë^9 P�éRõL�eî�õO
2ê�SNñ��6@��³9��³C^��@!N�BE@ ì ì
ë^9 ��è*õ¼ù2éRÿRèeø�S�ñ��6ë;� ëE��@�B�B*ë ì ì

9 @�¯¼9 @±C�ì ?�ó=þoé6ê¼èeøhSNñ��6ë���@	��@!B�BDC @ C�ì
@±C�9 � öµó�Î*ÿ�SNñ���¯E��@!C¼��@!B�ND· ì Ceë
@±C	· ��ôÀõL�XðXç=õ/é=öµó�S�ñ��E¯E��@!C��6@�B�N^¹ ì C�9
@!¯*ì ø\î*ÿ � ê/õµîeê/ðáÿ�SEñ��6ë�� ¯���@�BDB�¯ ì C	B

· ¯DC*ì C¼¹�¹ ?�ó=þoé6ê¼èeøhSNñ��6ë���@	��@!B�BDC ì BDC
¹ ·D9E@ 9�·�· ?�ó=þoé6ê¼èeøhSNñ��6ë���@	��@!B�BDC Ñ Ñ
N @�@�B#ì @áì¼C	B ?�ó=þoé6ê¼èeøhSNñ��6ë���@	��@!B�BDC Ñ Ñ
B C�ìE@¾ì @±¹�C�ì ?�ó=þoé6ê¼èeøhSNñ��6ë���@	��@!B�BDC Ñ Ñ
@áì ¯E@�B¼9 CD¹eë¼9 ?�ó=þoé6ê¼èeøhSNñ��6ë���@	��@!B�BDC Ñ Ñ
d

Ñ 7
18d

4 ?�ó=þoé6ê¼èeøhSNñ��6ë���@	��@!B�BDC Ñ Ñ
HT�Us;r¼muKÌI�q�©6q%®�è�
Rî�÷J��ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öXðáñ�ô ÿ\� 4 �W� óRð�éRíRí?ðXõrç?è*éRÿ;
RñÓî�õ¼ð
ï*ôÀø*ðáÿ ç2ù�ÁEî*õ¼öµóRðáÿE�*è;5 ñ�ñ/í�ð¾ö^ê/õµî�÷Pç?è*é=ÿ�
\7iñ/ðáö^ê¼ô è#ÿ�¯��³¹�:Ð�



ô õ % ô10F� z�w�x��	ÅEyKy:�6Ã�� ö Ä » z���Åp|�ø�{;{hÅ�Ä�z�y�zDw^z�ÅpÃ�� � Ä6Ãe����Å�÷ » Å
Ø��så¯Ø�åª�vå¸$ÂÜ�(ÐÕ�,�"¶��³J&#Öeà¾âvÖD
�ÕRãD&`à%ä¯ÛÈ� 5 å32Rè#õIÿRè�
Rî�÷
ó2ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ�ôÀÿ�� 5 ê¼óRðñ/ôýê¼é=îeê¼ô è#ÿ�ô³ñUñ/ô þ�ôÀ÷Àî*õÓê¼è(ê/ó=ðúè#ÿRð�ôÀÿM� 4 S�ê/óRðáõ/ðÇî�õ¼ð�ø*ðáõ/ù�òWðXü´7iè*õUðXø*ðáÿ�ÿRè^:rõ¼ðáñ/éR÷ýêµñròWè#õ

d ≥ 6
�dP�é6êoî*ñ�è*é=õrø\î*õ/ô³î�ÿ`êµñ�è*òI?�óRþUé6ê/èeø�5 ñ
öZè*ÿ�ñFê¼õ/é=öZê/ôÀè*ÿ�÷ ð¾î�
�ê/èIÿRðXü ÷ èeü�ðXõ
ç?è*éRÿ;
Rñ��

êµî�çR÷Àðd@áìE� ë�ñ@ó=èeü�ñ4ê¼óRõ¼ðXð
è�òQê/óRð¾ñ@ð
øeî�õ¼ô³î�ÿ`ê¼ñ��
®�è*ê/ð ê/ó=î�êUî�÷ ê/óRè#éRï*ó è#éRõUöXè*ÿ=ñ@ê/õ¼é=öZê/ôÀè*ÿ¢÷ ð¾î�
RñÓê/è�î(ÿRðXüK÷Àèeü�ðáõrç�è#éRÿ�
 ô ê¸
Rè`ð¾ñÓÿRè*ê

ôÀþ�íRõ/èeø#ð�ê/óRð�ó=ô ï#óRðáñ@êoè*õO
6ðáõ
ê/ðXõ¼þ 5
16d

5 è�ò ê/óRð í�è#÷ ù2ÿRè#þ�ô³î�÷J
6ðáñ¼öZõ¼ô ç=ô ÿRïÇê¼óRð ÿ2éRþUç�ðáõÓè�ò
ÿRè�
6ð¾ñ��-� ó`é�ñ��vê/óRô³ñrÿ2éRþoç?ðXõoô ÿ¢ê¼óRð�ç�è*ê@ê¼è*þ õ¼èeü«è*ò�ê¼óRð�êµî�çR÷Àð�ôÀñ
ÿ=è�êoþ�î�õL�*ð!
(ôÀÿ ç�è#÷�
��
P�é6êgî*ñ�è*ÿRð�öXî*ÿúñ/ðXð�òWõ¼è*þ8ê¼óRð)ê¼î�ç=÷ ðD�`è#éRõ öZè*ÿ�ñFê¼õ/é=öZê/ôÀè*ÿ�ôÀþ�íRõ¼èeø*ðáñEê/óRð�íRõ¼ðXø2ôÀè*é=ñ/÷ ùd�2ÿRèeügÿ
÷Àèeü�ðáõ ç�è#éRÿ�
Rñ�[`éRô ê/ðÓî�çRô ê�ôÀÿÇñ/þ�î�÷À÷�
6ðXï#õ/ðáð��

d µ5
A1

(d) ≤ � ÿ=î*þ�ð��6õ¼ðZò»���=î�ÿ�
úù*ð¾î�õ
t1 t2

¯ @!9 @±9 ÁNðáÿRðXõ¼è*ÿRô�SNñ���@��³9�� ¯^��@�B�@Xë 9 ì
@±9 �Ðè*ï#÷ ô³îeê/ê/ô�SNñ���CE� @	��@�B�¯D· 9 ì

ë @±C	· ë`ì ?�óRþoé6ê¼èeø�SEñ��E¯�� N 9�ì ì
N#ì ?�óRþoé6ê¼èeø�SEñ��E¯�� N C�ì @¾ì
@áì*ë ?�ó=þoé6ê¼èeøEÏ	����SNñ��6ë;� @	�hC�ì*ì¼9 Ñ Ñ
@!C*ì ��è*õ¼ù`é=ÿRèeø�SQñ��Rë�� ëE��@!B�B*ë ì ¯#ì

9 ë^9	· ¯DC*ì ?�óRþoé6ê¼èeø�SEñ��E¯�� N @!9 @�@!B
¯�B¼C ����S�ñ��;9E� ·�� @<�;C*ì*ì¼9 Ñ Ñ�6"�� ��ôÀõL�XðXç=õ/é=öµó�Ï<����S�ñ���¯�� @±C¼�;C�ì#ìD9 Ñ Ñ

· @±9�ì�· NE@¾ì ?�óRþoé6ê¼èeø�SEñ��E¯�� N C�9 ë#ìDB
@áìD¯D9 ?�ó=þoé6ê¼èeøEÏ	����SNñ��6ë;� @	�hC�ì*ì¼9 Ñ Ñ
Ø?Ø���h ����S�ñ��;9E� ·�� @<�;C*ì*ì¼9 Ñ Ñ

¹ ¯*ëD¯E@ Ceë¼¯*ì ?�óRþoé6ê¼èeø�SEñ��E¯�� N Ñ Ñ
C�9�N�¯ ?�ó=þoé6ê¼èeøEÏ	����SNñ��6ë;� @	�hC�ì*ì¼9 Ñ Ñ
"����sØ ����S�ñ��;9E� ·�� @<�;C*ì*ì¼9 Ñ Ñ

N ¹	N¼¹	C ëD¯¼C�ì ?�óRþoé6ê¼èeø�SEñ��E¯�� N Ñ Ñ
9eë¼N�N ?�ó=þoé6ê¼èeøEÏ	����SNñ��6ë;� @	�hC�ì*ì¼9 Ñ Ñ���vØ¨� ����S�ñ��;9E� ·�� @<�;C*ì*ì¼9 Ñ Ñ

B @Xë#ë�@±C @áì¼Ceë#ì ?�óRþoé6ê¼èeø�SEñ��E¯�� N Ñ Ñ
@áìD¯�·�N ?�ó=þoé6ê¼èeøEÏ	����SNñ��6ë;� @	�hC�ì*ì¼9 Ñ Ñ
Ø�Ø�Vh"�� ����S�ñ��;9E� ·�� @<�;C*ì*ì¼9 Ñ Ñ

@¾ì CD¹�C	¯^¹ @!CD9�ì*ì ?�óRþoé6ê¼èeø�SEñ��E¯�� N Ñ Ñ
@�·#ì*ì*ì ?�óRþoé6ê¼èeø�SEñ��E¯�� N Ñ Ñ
"����;"�� ����S�ñ��;9E� ·�� @<�;C*ì*ì¼9 Ñ Ñ

d
Ñ 5

16d
5 ����S�ñ��;9E� ·�� @<�;C*ì*ì¼9 Ñ Ñ

HJ��s;r¼muK�I�q¤¯�q%®�è�
Rî*÷T��ù2í?ðXõµñ@éRõ/òiî*öXðáñ�ôÀÿ+� 5 �W� óRð�éRíRí?ðXõoç�è#éRÿ�
Rñrî*õ/ð
ï*ôÀø*ðáÿ ç2ù�ÁEî*õ¼öµó=ðXÿE�#è�5 ñ�ñ/í�ð¾ö^ê¼õ¼î*÷Pç�è#éRÿ�
\7iñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ'¯E�¤¹<:Ð�



ô10F� ô7� Ä6Ã6÷;w��¥��¹ � Å�{hy�ø�{���wh|EÅEy ô õ +
Ø¨�våiØ?å��så8$ÂÜ�(ÐÕE,�ÞUâ�Ö�äiã�"¶��³T&`Ö\à¾âÐÖ�
�ÕRãD&2à�ä¯Û�� n åQ� óRð ÿRè�
Rî*÷RöZéRç=ôÀö�ó2ù2í�ðáõ¼ñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ

î�õ¼ð
è*ÿRðrè*òvê/ó=ðrø*ðXõ¼ù�õµî�õ¼ð�öáî*ñ/ðáñ ôÀÿÇügó=ôÀöµó
µnA1

(d)
7iî*ÿ�
ÇðXø#ðXÿ

µn(d)
: ô³ñG�2ÿRèeügÿ��

� óRð � õ¼ñ@ê�ügó=èUñ/óRèeü�ð!
�ê/óRô³ñ�ü�î#ñT�rî*÷ �#ðXõ4ôÀÿ�óRô³ñf­Eó�� �#�2ê¼óRðáñ/ô³ñ4ôÀÿ�@!B�N�·��Ðæ)ñ4ð��2í=÷Àî*ô ÿRð!

ô ÿÇñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿ
¯E��@�@�è#ÿ�í=î�ï#ð�ë�@	�`óRð�ñ@ôÀþ�íR÷ ù�ügõ¼è�ê¼ð%
6èeügÿ�ð�[`é=î�ê/ôÀè*ÿ=ñ4ügóRô³öµó�õ/ð¾î�÷Àô �áðgê/ó=ð�éRíRí?ðXõ
ç�è#éRÿ�
-íRõ¼èeø`ô�
6ð!
%ç2ù�ÁEî*õ¼öµó=ðXÿE�#è�5 ñ ñ/í�ð¾ö^ê/õµî�÷�ç?è*éRÿ�
þ7iñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ�¯��³¹	:Ð� �vî�ê/ðXõ!�Q��è#õ/ù2éRÿ=èeø
è*ç6êµî�ôÀÿRð�
úê¼óRðÓñ/î*þ�ð�ÿ2éRþUç�ðáõgè�ò�ÿRè�
6ðáñ è#ÿÇöXéRçRô³öXñgç2ù îd
6ô ��ðXõ¼ðXÿ`ê�þ�ðZê/ó=è^
\7¯ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿÇë�� ëD:��

n µnA1
(3) ≤ � ÿ=î�þ�ð��Rñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ��Rî*ÿ�
úù*ðáî*õ

t1 t2

¯ ë ë � öµóR÷��	 =ô�SEñ��6@D� @D� @	�6@!N�·D¯ ì ì
ë @áì @áì � ðáï*õ¼ð�SNñ���@��³9���@<��@�NDN¼¹ ì ì
9 @!9 @!9 ÁNðXÿRðáõ/è#ÿRô¾SNñ���@��³9�� ¯��6@!BE@Xë 9 ì

@!9 �vè#ï*÷ÀôÀî�ê@ê¼ô¾SNñ��;C���@	�6@�BD¯�· 9 ì
· ¯D9 ¯�¯ ��ôÀø*ðáÿ`ê¼î�÷�SNñ��;¯E� B�� ≈ 1982

C ì
¯D9 �rî�÷��*ðáõ�S�ñ��E¯�� @D@	��@!B�N�· ì ì
¯D9 ��è#õ/ù2éRÿRèeø�S�ñ��6ë;� ë���@�BDB�ë ì ì

¹ 9	· 9eë ��ôÀø*ðáÿ`ê¼î�÷�SNñ��;¯E� B�� ≈ 1982
C ì

9	· �rî�÷��*ðáõ�S�ñ��E¯�� @D@	��@!B�N�· ì ì
9	· ��è#õ/ù2éRÿRèeø�S�ñ��6ë;� ë���@�BDB�ë ì ì

N @±C	· @�@�N ��ôÀø*ðáÿ`ê¼î�÷�SNñ��;¯E� B�� ≈ 1982
ì ¯�ë

@!C	· �rî�÷��*ðáõ�S�ñ��E¯�� @D@	��@!B�N�· ì ë^C
@!C	· ��è#õ/ù2éRÿRèeø�S�ñ��6ë;� ë���@�BDB�ë ì ë^C

B CE@áì @�N�B ��ôÀø*ðáÿ`ê¼î�÷�SNñ��;¯E� B�� ≈ 1982
¯ ¹	C

C�@áì �rî�÷��*ðáõ�S�ñ��E¯�� @D@	��@!B�N�· ì B#ì
C�@áì ��è#õ/ù2éRÿRèeø�S�ñ��6ë;� ë���@�BDB�ë ì B#ì

@¾ì ë¼·DC ë�@Xë ��ôÀø*ðáÿ`ê¼î�÷�SNñ��;¯E� B�� ≈ 1982
ì Ceë¼B

ëD·DC �rî�÷��*ðáõ�S�ñ��E¯�� @D@	��@!B�N�· ì C�B¼¹
ëD·DC ��è#õ/ù2éRÿRèeø�S�ñ��6ë;� ë���@�BDB�ë ì C�B¼¹

n
è�
E
 (

n+1
[(n+1)/2]

) (
n+1

[(n+1)/2]

) �rî�÷��*ðáõ�S�ñ��E¯�� @D@	��@!B�N�· Ñ Ñ
n
ðáø*ðXÿ (

n+1
[n/2]

) (
n+1
[n/2]

) �rî�÷��*ðáõ�S�ñ��E¯�� @D@	��@!B�N�· Ñ Ñ
HT�Us;r¼m K�I�q�±6qQ?�éRçRô³öXñ¢ôÀÿ � n � � óRð
éRíRí?ðXõ ç?è*éRÿ�
=ñ�î�õ¼ð�ï#ô ø#ðXÿ ç`ù
ÁEî�õµöµóRðXÿ��*è�5 ñ�ñ@í?ðáöZê/õµî�÷Pç?è*éRÿ�
��=ñ@ðáðrñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿp¯E�¤¹oè*ÿÇí=î�ï#ð�¯D9^�



ô õ . ô10F� z�w�x��	ÅEyKy:�6Ã�� ö Ä » z���Åp|�ø�{;{hÅ�Ä�z�y�zDw^z�ÅpÃ�� � Ä6Ãe����Å�÷ » Å
Ø��så¯Ø�å��så¸$ÂÜ�(ÐÕ�,UÙ�âQÕ6Ö\×áä¯ã�"¶��³T&`ÖeàáâÐÖD
xÕ=ã�&2à)ä¯Û�� n å
æ�÷ ê/ó=è*éRï#ó¸��è*õ¼ù2éRÿRèeød7iñ/ðáöZê/ôÀè*ÿ

ë;� ëD:Pé=ñ@ð!
�ê/óRð�ñ/î*þ�ðNþ�ðXê/óRè�

òWè#õvöZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀÿRïgóRô³ñ�[`é=î*õ@ê¼ôÀöáñsî*ñPòWè*õsóRô³ñvöXéRçRô³öXñ��¾ê/óRðT[`é=î*õ@ê¼ôÀöáñ

6è�ÿRè*ê�õ/ð¾î*öµó-ÁEî�õµöµóRðXÿE�#è�5 ñ4é=íRí�ðáõ�ç?è*éRÿ�
\7¯ñ@ð¾ö^ê/ôÀè*ÿp¯E�¤¹	:��

FFñT��è#õ/ù2éRÿRèeø�5 ñ�öZè*ÿ�ñFê¼õ/é=öZê/ôÀè*ÿ�î�÷Àõ¼ðáî�
Rù
ê/óRð�ç?ðáñ@êEí?è#ñ¼ñ@ôÀçR÷Àðgè*õNô³ñNôýê�í�è`ñ/ñ/ô ç=÷ ð�ê/èrí=õ/è�
6é=öXð
þ�è*õ¼ðÇÿRè�
6ðáñOÑ²F�ê�ü�è#éR÷�
"ç?ðIô ÿ`ê/ðáõ/ð¾ñFê¼ô ÿ=ï�ê¼è&ê/õ¼ù ê/è î�ÿ�ñ@ü�ðXõ�ê/è&ê¼óRôÀñ�[#é=ðáñ@ê/ôÀè*ÿ���îeê�÷ ð¾î*ñ@ê
òWè#õUñ/þ�î*÷ ÷

n
��æ�ñÓê¼î*çR÷ ð�@áì�� ·Âñ/óRèeü�ñ��Qî*÷ õ¼ðáîD
6ù(òWè#õ

n = 5
ê/ó=ðXõ¼ð�ôÀñUî(ï`î�í¢è�ò

6
ç?ðZêFü�ðXðáÿ

��è#õ/ù2éRÿRèeø�5 ñ4÷Àèeü�ðXõ ç�è#éRÿ�
Iî�ÿ;
-ÁEî*õ¼öµó=ðXÿE�#è�5 ñ4éRí=í�ðáõ�ç�è#éRÿ�
6�

d µnA1
(4) ≤ � ÿ=î*þ�ðD�=ñ/ðáö^ê¼ô è#ÿ��Rî�ÿ;
 ù#ðáî�õ

t1 t2

¯ @�· @�· 2Rõ¼ðáñ/ÿRðX÷��E�
éRþ�þ�ðXõ!S�ñ���@D� C^��@�NE@!B¼Ï	·�ë ¯ ì
ë ë¼9 Ceë ?�óRþUé6ê/èeø�SEñ��E¯E� N���@�BDNDC ì ì

ë¼9 P�éRõL�eî�õO
2ê�SNñ��6@��³9��³C^�6@�NDBE@ ì ì
9 @!C�· ë#ì ?�óRþUé6ê/èeø�SEñ��E¯E� N���@�BDNDC 9*ì ì

N*ì ?�óRþUé6ê/èeø�SEñ��E¯E� N���@�BDNDC C*ì @áì
@áì*ë ����SEñ���9E� ·�� @	��C*ì*ì¼9 Ñ Ñ
@!C*ì ��è*õ¼ù`é=ÿRèeø�S�ñ��6ë�� ëE��@!B�B*ë ì ¯*ì

· ¯D9¼¹ @�·#ì ?�óRþUé6ê/èeø�SEñ��E¯E� N���@�BDNDC ¯D· ¯D9
¯*ì#ì ����SEñ���9E� ·�� @	��C*ì*ì¼9 Ñ Ñ
¯�¯D· ��è*õ¼ù`é=ÿRèeø�S�ñ��6ë�� ëE��@!B�B*ë ì @±¹	9

¹ @áìE@!· C	N#ì ?�óRþUé6ê/èeø�SEñ��E¯E� N���@�BDNDC ·D¯ ¹�¹
9	·#ì ?�óRþUé6ê/èeø�SEñ��E¯E� N���@�BDNDC C�N ¯DC�C
N*ì*ë ����SEñ���9E� ·�� @	��C*ì*ì¼9 Ñ Ñ
N�BD· ��è*õ¼ù`é=ÿRèeø�S�ñ��6ë�� ëE��@!B�B*ë ì ·�¯*ì
B�¯DN ��è*õ¼ù`é=ÿRèeø�S�ñ��6ë�� ëE��@!B�B*ë Ñ Ñ

N C	B*ì^¹ @�@±C�ì ?�óRþUé6ê/èeø�SEñ��E¯E� N���@�BDNDC ¯D· ¹\ë¼C
C	¯D¯¼¹ ����SEñ���9E� ·�� @	��C*ì*ì¼9 Ñ Ñ
C	·DN�N ��è*õ¼ù`é=ÿRèeø�S�ñ��6ë�� ëE��@!B�B*ë ì CDCD¹eë

n ≈
√

3
2 · 3n+1

√
πn

22n/3
(

n+1
[2n/3]+1

) ��è*õ¼ù`é=ÿRèeø�S�ñ��6ë�� ëE��@!B�B*ë Ñ Ñ
HJ��s;r¼mÀKÌI�q��6q3µ)é=î�õ/ê/ô³öXñúôÀÿ�� n � � óRð�é=íRí�ðáõÂç�è#éRÿ�
RñIî*õ/ð&ï*ôÀø*ðáÿ ç2ù
ÁEî�õµöµóRðáÿE�*è;5 ñ�ñ@í?ðáöZê/õµî�÷Pç?è*éRÿ;
6�=ñ/ðXðrñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿ�¯��³¹oè*ÿÇí=î*ï*ð�¯D9^�



ô/0F� õ � � ö¬» ��Å�{+y ö Ä » ø��	w�{ ö z ö ÅEy ô õ 4
Ø��såt"PåJ"Âä/.h0)&#Ö-ñväiÛ).?âU,¯Õ6ÖeäW×áä¾&2à

®�è*ê�þoé=öµóIô³ñI�2ÿRèeügÿIè*ÿÇê¼óRðÓþ�î<�6ôÀþoéRþBÿ`é=þoç?ðXõ�è*òQó=ô ï#óRðXõ�ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñ è*ÿÂó2ù2í?ðXõ 4ñ@é=õ@òiî#öZðáñ)è�ò�
6ðáï*õ¼ðXð
d
ôÀÿ�� n ��]Eø*ðáÿ(ô ÿ�� 3 ��ê/ó=ðXõ¼ðUî�õ¼ðÓè#ÿR÷ ùúòWðXü«õ/ð¾ñ@éR÷ ê¼ñ)ñ@é�öµó�î*ñ�P�î*õ@ê¼ó�5 ñ

ñ@é=õ@òiî#öZðáñ ügô ê/óIþ�î�ÿ2ù öXé=ñ/í=ñ�7iñ/ðáöZê/ôÀè*ÿIë���@�@�è*ÿÇí=î�ï#ðK9�9	:��
=)éRõ�ï*ðáÿRðXõµî�÷6öZè#ÿ=ñ@ê/õ¼é=ö^ê¼ô è#ÿ=ñsòWõ¼è*þ öµó=î�í6ê¼ðXõ�9�è*ÿ�í=î�ï#ðf·^¹ ôÀþ�í=õ/èeø#ð�þ�è#ñ@ê��`ÿ=èeügÿU÷Àèeü�ðáõ

ç�è#éRÿ�
Rñ�òWè*õ ê¼óRðÓþ�î<�6ôÀþoéRþ ÿ2éRþUç�ðáõ�è�ò
Aj 4 ñ/ô ÿRï#éR÷³î�õ¼ôýê¼ô ð¾ñ�è#ÿÂîUó2ù2í?ðXõµñ@éRõ/òiî*öXð
è�òo
6ðXï#õ/ðáð

dô ÿ¿� n �
n ≥ 3

�Rñ/ô ï#ÿRô � öXî�ÿ`ê¼÷ ùD�
�vè è#éRõW�2ÿRèeüg÷Àð�
6ï#ð���ê/óRðáõ/ð(î*õ/ðÂî�÷Àþ�è#ñ@ê�ÿRè õ/ð¾ñ@é=÷ýêµñ�òWè*õ�è*ê/óRðáõ�ñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ�ð��RöZðXíRê

ø*ðáõ/ù�ï#ðXÿRðáõ¼î*÷Pè*ÿRð¾ñ ÷ ô��*ð�ê¼óRè#ñ/ð
ç=î*ñ/ð�
úè*ÿpÁ�ôÀõ¼è�5 ñ í=îeêµöµó`ü�è*õL�2ô ÿ=ïoþ�ðZê¼óRè�
+7¯ñ@ð¾ö^ê¼ô è#ÿÇë;� @±CÓè#ÿ
í=î�ï#ðK9D¹<:��
Ø¨�vå�"såiØ?å�"¶��³J&#Öeà¾âvÖD
�ÕRãD&`à
Ý�äi×�0

Aj ¸ ñväiÛ).?âU,¯Õ6ÖeäW×áä¾&2à�äiÛ\� 3 åQ� ó=ð�í=õ/è*ûFðáö^ê¼ô ø#ð4ê¼óRõ¼ðXð 4ñ@í�î*öZð�ô³ñ�ñ@ê/ôÀ÷À÷Ðê¼óRð � ðX÷�
(è*ò4þ�è#ñ@ê
î#ö^ê¼ô ø#ðoõ¼ðáñ/ðáî�õµöµóÂôÀÿ(ê/ó=ð�ñ/éRç6ûFð¾ö^ê
è�ò4ó2ù2í?ðXõµñ@éRõ/òiî*öXðáñ�ügôýê¼ó
þ�î�ÿ2ù�ñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ��o=)é=õ�õ¼ðáñ/éR÷ ê¼ñNòWõ¼è*þKöµó=î*í6ê/ðáõf9Óè*ÿ�í=î*ï*ð%·^¹
ôÀþ�íRõ/èeø#ðgþ�è#ñ@ê�íRõ¼ðXø2ôÀè*é=ñ/÷ ù
�2ÿRèeügÿIç�è#éRÿ�
Rñgî#ñ�ê¼î�ç=÷ ðW@¾ìE�¤¹Óñ/óRèeü�ñ��

®�è*ê/ð�ê/ó=î�êQðáø*ðáÿÓê/ó=ð öáî*ñ/ðáñÐè�ò
j ≥ 2

�
d ≥ 5

ügóRôÀöµó�î�õ¼ð�ÿ=è�ê�þ�î*õ��#ð�
rôÀÿ�ç�è#÷�
oó=î\ø*ð�ç�ðáðXÿ
èeø*ðáõ/÷Àè2è��*ð!
ÓòWè#õ�ñ/è*þ�ð ê/ôÀþ�ð���� óRð¾ñ@ð�÷ èeü�ðXõNç?è*éRÿ;
Rñ�öXè*þ�ð òWõ¼è*þ �
î�÷À÷Àî*õ¼î�ê/ô�5 ñNï#ðXÿRðáõ¼î*÷ ô��áî�ê/ôÀè*ÿ
è�ò�P�� � ðXï*õ¼ð�5 ñ�öZè#ÿ=ñFê¼õ/é�ö^ê/ôÀè*ÿoügóRôÀöµó�ü�ð�ó=î\ø#ð�ç?ðXðáÿUü�è*õL�2ô ÿ=ï�è*éRêQôÀÿ�ñ/ðáöZê/ôÀè*ÿWC��³9�è#ÿoí=î*ï*ð�CeëE�
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µ Ð ê�¦�ãhá	äë¦�«Jä ß ¦fã;ç�âdªO¦�§Já»å
(−2) û à�ç�§Ð¥<¦�«fê�¦¾¹�ã�¦Lê3á	¥±¦�§ � £tãdä ß ¦�ê<ç�©	¢¼§L¦Ð«�á<¢Ìç�ä¾£/á	ã

æ	§L© éEß áÀå�©ï§�©	ä¾£/á	ãh©	¢Qê�á	ç�ª�¢�¦ é á<£tã;ädä ß ©<ä¸£�«¿êD¦º¹Tãh¦OêRá	¥±¦�§ � Ï ν
ê�¦�ãhá<äÿ¦�«¿ä ß ¦

ã�ç�âWªO¦�§3á»å é ©	£t§O«3áÀå�ã�á<ã û £tã�äÿ¦�§O«�¦Oà�ä�£tã¼æWàOá	â é ¢ ¦�î-àOá<ã�µÐç�æ¼©<äÿ¦
(−2) û à�ç�§Ð¥±¦�«%£tãpä ß £�«

æ	§L© éEß Ï
ÀÂÁ�ÃeÄ&ÅÇÆ�ÈÉÀÂÁ�ÃdÄÊÀÂË�Ì*ÃgÁ�Æ3Í�Ë�ÌEÃ Î�Ë�Ï Ä*ÐBÄ*ÌÒÑÂÓÔÁ�Õ�ÌWÁ�Ã

µ Ö ν

A−2k B2k+1 x2k+1 + y2 − z2 × 2k 0 k = 1, 2

A+
2k B2k+1 x2k+1 + y2 + z2 0 k − 1 k = 1

A−2k−1 B2k x2k + y2 − z2 × 2k − 1 0 k = 2, 3

A+
2k−1 B2k x2k − y2 − z2 1 k − 1 k = 2

A−1 C2 x2 + y2 − z2 1 0

A�1 C2 x2 + y2 + z2 1 0

D−4 U6 x2y − y3 − z2 4 0

D+
4 U6 x2y + y3 + z2 2 1

D−5 U7 x2y + y4 − z2 5 0

E−6 U8 x3 + y4 − z2 6 0HJ��s;r¼m�K��6q}KEqI� ó=ð�êFù2í�ð¾ñ4è*òvñ@ôÀÿRï#éR÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ4è6öXöZé=õ/ôÀÿRïÓè#ÿ�õ/ð¾î�÷�öZéRç=ôÀö)ñ@éRõ 4òiî*öXðáñ��`ê/óRðáô õ ÿRè*õ¼þ�î�÷�òWè*õ¼þ�ñ��`ê/ó=ðXôÀõ�?�è±�2ðXê/ðáõf
6ô³î�ï#õ¼î*þ�ñ��`î�ÿ�
 ê/óRð�ÿ2éRþ 4ç?ðXõµñ
µ Ð î�ÿ�


ν
�

7�C�: ¨�¦�ä
Σ

ªO¦�©K«�¦¶®�ç�¦�ãhàO¦�áÀåG«Ð£Ìî é á	£tã�ä¾«ÉØ�¦¾¹�ãh¦�Ø8á<¥<¦�§ � £tã î�÷Àþ�è`ñFêNï#ðXÿRðáõ¼î*÷`í?è#ñ/ô ê/ôÀè*ÿ
ô ÿï� 2( � )

£tãRä ß ¦d«�¦�ã�«�¦�á»å ð 	-&^1
�����Ðí���¯�B	ó Ï Ð ß ¦�ã>ä ß ¦�§�¦�¦LîD£�«Ðä/«
r(Σ) ∈ Ú 0 j« Ï ä Ï Σ

àOá	ãE«Ð£�«Ðä/«Wá»å
2r

é á<£tã;ä/«¸ä ß ©<ä�©	§�¦d£tã�¥<©<§Ð£/©	ã�äIç�ã	Ø�¦�§dàOá	â é ¢ ¦�î�àOá<ã�µÐç�æ¼©<ä�£/á<ã
©<ã	Ø

6 − 2r
é ©<£t§ Ñ £�«�¦�àLá	â é ¢ ¦Lî>àOá<ã�µÐç�æ¼©<äÿ¦ é á<£tã�ä¾« Ï Þ ¦'àO©<¢t¢

r(Σ)
ä ß ¦ õ¼ðáî*÷ ô êFù

ô ÿ;
6ð��Çè�ò
Σ Ï7¾¯D: ¨�¦�ä

X
ªL¦#©Wà�ç�ª�£/àQ«Ðç�§kå�©�àO¦3£tã �

( � )
Ø�¦¾¹�ãh¦�ØWá	¥±¦�§ � Ñ £tä ß á<ã�¢ è §�©	ä¾£/á	ãh©	¢�Ø�á<ç�ª�¢ ¦

é á	£tã�ä¾« ÏºÐ ß ¦ õ¼ðáî�÷Àô êFùÇôÀÿ�
6ð��
r(X)

è�ò
X

£�«FØD¦º¹Tãh¦�Ø'©±«Gå�á<¢t¢ á Ñ «�i8¨U¦�ä
X̃

Ø�¦�ãhá	äë¦
ä ß ¦dØ�¦�«Ð£tã¼æ�ç�¢ ©<§Ð£ Ó ©	ä¾£/á	ã�á»å

X
©	ã�Ø

X(Σ)
ä ß ¦�ª�¢ á Ñ ç é áÀå � 2( � )

©<¢ á	ã¼æ
Σ ÏJÐ ß ¦�ã j

r(X) = r(Σ) j £ å
X̃ ∼= X(Σ)

å�á<§%©Q«�¦Y®�ç�¦�ãhàO¦
Σ

áÀåf«Ð£Ìî é á<£tã;ä/«G£tã-©<¢Ìâdá<«Oä�æD¦�ãh¦�§�©	¢
é á<«Ð£tä¾£/á	ã�£tã � 2( � ) Ï ¡Gä ß ¦�§ Ñ £�«�¦ j r(X) = −1 Ï
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HÆ&�m�ÝUb6m�* @±C���@Q7 � îeêL�fC�� NgôÀÿ
ð Ú'×����^ót:�q ¨U¦�ä

X ⊂ � 3( � )
ªO¦I©�à�ç�ª�£/àf«Ðç�§kå�©�àO¦mØ�¦¾¹�ã�¦�Ø

á<¥<¦�§ � Ñ £tä ß á<ã�¢ è §�©<ä�£/á<ã�©<¢ÇØ�á	ç�ª�¢ ¦ é á<£tã;ä/«8©<«K«Ð£tã¼æ�ç�¢ ©<§Ð£tä�£/¦�« Ï �;ç éDé á<«�¦#ä ß ©	äGä ß ¦#§L¦L©	¢ é ©<§Ðä
X Ð ⊂ � 3(

�
)

á»å
X

ß ©<«
k

«Ð£tã¼æ�ç�¢ ©	§ é á<£tã�ä¾« Ï � ¦�ãhá	äë¦dª è
µ Ð (X)

ä ß ¦8«Ðç�â áÀå#ä ß ¦
µ Ð å�á	§

ä ß ¦Ð«�¦K«Ð£tã¼æ�ç�¢ ©<§ é á<£tã;ä/«K©<ã	Ø
ª è
ν(X)

ä ß ¦�«Oç�â á»å3ä ß ¦
ν

á»åK©<¢t¢�«O£tã^æ	ç�¢�©<§Ð£tä�£/¦Ð«#á<ã
X Ï Ð ß ¦�ã

ä ß ¦8§�¦O©<¢ é ©<§Ðä
X Ð àOá<ã;äë©	£tãE«#¦�î^©Dà�ä�¢ è

l(X Ð )
¢Ì£tãh¦�« j Ñ ß ¦�§�¦

7»@±C���@!:
l(X Ð ) =

(2 + 2r(X)− µ Ð (X))(1 + 2r(X)− µ Ð (X))

2
−(r(X)−2)+k−ν(X).

2Rè#õIî
öXéRçRô³ö&ñ/éRõ/òiî*öXð
X ⊂ � 3( � )

ü�ð¢öXî*ÿLõ¼ðáîD
%ê/ó=ð�ê¼è*í?è*÷Àè*ï#ù%è�òUô ê¼ñIõ¼ðáî*÷)í�î�õ/ê
X Ð ⊂ � 3(

�
)
òWõ¼è*þ ê¼óRðIõ/ð¾î�÷ÀôýêFù ôÀÿ�
6ð���� ]I� ï����Eê¼óRð � ø#ðIñ/þ�è2è�ê/ó�öZéRç=ôÀöÂñ/éRõ/òiî*öZð¾ñ���öZ÷³î*ñ 4ñ@ô³öXî*÷ ÷Àù¿
6ðáÿRè�ê¼ð�
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F1, F2, . . . , F5
7¯ñ@ðáð-ð¤ñ�&^.���"^ót:��vî�õ¼ðUöX÷Àî#ñ/ñ/ô � ð�
�ç`ùIê¼óRð�õ/ð¾î�÷ÀôýêFùIôÀÿ�
6ð����

ð�� ï����
r(F5) = −1
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Þ ¦ïàOá<ã�«Ðä¾§Ðç�à�ä�¹T¥±¦ é á<£tã;ä/«\á<ãË©�à�£t§�à�¢ ¦>©	ã�Ø�©<ãhá	ä ß ¦�§ é á<£tã�ä Ï ¼ ç�§Ðä ß ¦�§ÐâWá<§�¦ j Ñ ¦ Ñ §Ð£täë¦
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¢¤£tãh¦�«�á<ã ä ß ¦�â ü ä ß £�«�àO©<ã ªL¦OØ�á	ãh¦+ª è á	ã�¢ è àOá	â é ç�ä¾£tã^æ

3 × 3
ØD¦�äÿ¦�§Ðâ8£tã�©<ã�ä¾« j «�¦O¦�¦ Ï æ Ïð �TòUñ��hV�ó ý Ï Þ ¦�àL©	ã ã�á Ñ äë¦�¢t¢ ehg�ikjEl äëá\§L¦LàOá	â é ç�äë¦¿ä ß ¦�¦Y®�ç�©<ä�£/á<ã ©	ã�Ø>ä ß ¦�ã `�a�b6c äÿá
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Â¨Ïnm j å�á	§ºØ�¦�äÿ©<£t¢³« Ñ ¦f§�¦/å�¦�§Täÿá ð �TòUñ��hVEó ý Ï Ç «O£tã^æ ¦ ã	Ú<§Ð§�¦�§ô· r £t¢t¢ ¦�§�¯ «6å�á<§Ðâ¸ç�¢ © ü m
ÂÇÏnm ý j£tä%£�«
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X

£tã>ä ß ¦W¢ ¦/åOä�âWá±«Ðä6¹)æ	ç�§�¦ ÏÐ ß £�«Ká<ãh¦�£�«I«Ðâdá!á<ä ß j £ Ï ¦ Ï k = µ Ð (X) = ν(X) = 0 j ©<ã	ØW©<¢t¢�ä ß ¦Q«Ð£Ìî é á<£tã;ä/«Q©	§�¦3§�¦O©	¢ j £ Ï ¦ Ï
r(X) = 3 Ï ½ è ä ß ¦Gå�á<§Ðâ¸ç�¢ © j X àLá	ã�äÿ©<£tã�«

l(X) = 27
§�¦O©<¢)¢¤£tãh¦�« ü Ñ ß £/à ß £�«¸©	¢³«�á'¦L©<« è äÿá
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6õµî�ïÇê/óRð í�è#ô ÿ`ê

P2
���%óRðXÿ

P2
÷Àô ð¾ñrè*ÿ&ê¼óRð öZè#ÿRô³ö�ê/óRõ¼è*éRï#ó&ê/óRð�è*ê/óRðáõ

� ø*ð�í?è*ôÀÿ#êµñ��
2 · 6 ÷ ôÀÿRð¾ñ
þ�ðáðZêrôÀÿ�ê¼óRð

6è*é=çR÷ ð�í?è*ôÀÿ`êW7À@Xç�¶'¯*ç;:�î�ÿ�
&ñ/ôÌ�

í=î�ôÀõµñ�è*òÐêFü�è�÷ ôÀÿRð¾ñgöZè*ôÀÿ=öXô�
6ðW7À@áî#¶�¯*îD:��



ô % . ô õ � ö �Ì�	ø6y�z;{;w^z ö Ä » z��hÅ'|��	w6y�y ö � ö |Ew^z ö Ã6Ä\Ã���{hÅ�w��W|Eø�x ö |�y�ø�{���wh|EÅEy
È á Ñ ¢ ¦�äJä ß ¦K«Ð£Ìî�ä ß8é á<£tã;äG©	¢³«�á-ªO¦¸á<ã�ä ß ¦8à�£t§�à�¢ ¦d©±«�£tã�ä ß ¦#§Ð£Ìæ ß ä¾âWá±«Ðä�¹Uæ�ç�§�¦ Ï Ð ß ¦�ã+£tä

£�« Ñ ¦�¢t¢ û k	ãhá Ñ ã+ä ß ©	ä�ä ß ¦dàLá	§Ð§�¦�« é á<ã	Ø<£tã^æ¿à�ç�ª�£/à8«Ðç�§kå�©�àO¦VØ�¦�¥<¦�¢ á é «W©<ã
A−1 û «Ð£tã^æ	ç�¢ ©	§Ð£tä è ©<ã	Ø

ä ß ©	äIä Ñ ¦�¢¤¥<¦
á»å¸ä ß ¦
27

¢Ì£tãh¦�« é ©±«O«8ä ß §Lá<ç�æ ß ä ß £�«Wá	§*Ø<£tã�©<§ è Ø�á	ç�ª�¢ ¦ é á	£tã�ä3©<ã�Ø'àOá	£tãhà�£^Ø�¦�£tã
é ©<£t§O« Ï÷Ð ß £�«VØ�¦�¥±¦�¢ á é âW¦�ã;ä�àO©<ãïªL¦¸¥!£�«Ðç�©<¢¤£ Ó ¦�Øp£tã;äë¦�§�©�à�ä�£t¥±¦�¢ è ç^«Ð£tã^æ ehgEikj�l ª è âWá<¥!£tã¼æ'ä ß ¦
«Ð£ÌîDä ß
é á<£tã;ä�«Ð¢ á Ñ ¢ è Ï ´ àOàOá<§*Ø	£tã¼æpäÿápäÿ©�ª�¢ ¦ m%ÂÇÏnm á	ã é ©�æ¼¦ mXÄJÄ µ Ð (Y ) = 1 j ν(X) = 0

å�á<§
ä ß ¦

1 û ãhá�Ø�©<¢oà�ç�ª�£/à¸«Ðç�§kå�©DàL¦
Y

©<ã	Ø'á»ådàOá<ç�§O«�¦
k = 1 Ï ¼ á<§Ðâ¸ç�¢ © ü m
Â¨Ïnm ý ä ß ç^«�æ	£t¥<¦Ð«

21
©±«

§�¦Y®�ç�£t§�¦�Ø Ï�&ð�öXî*ÿ
ÿRèeü ñFêµîeê/ð��
ÿEÎ*õ¼õ/ðáõÐÏ	ZÂôÀ÷ ÷ÀðXõ!5 ñUþ�î�ôÀÿ%õ/ð¾ñ@é=÷ýê è#ÿ öZéRç=ôÀö(ñ/éRõ/òiî*öXðáñ�ügô ê/ó%è#ÿR÷ ù
õµîeê¼ô è#ÿ=î�÷6
6è#éRçR÷Àð�í?è*ôÀÿ`ê¼ñ�S

HÆ&�m�ÝUb6m�*�@!CE� Cp7ë?�÷Àî#ñ/ñ/ô � öXîeê¼ô è#ÿ��^�sô³ñFê¼ð
4
ô ÿ+ð Ú'×����^ót:�q ¨U¦�ä

X ⊂ � 3( � )
ªO¦K©
à�ç�ª�£/à

«Ðç�§kå�©�àO¦ÂØD¦º¹Tãh¦�Ø3á<¥<¦�§ � Ñ £tä ß á<ã;¢ è §�©	ä¾£/á	ãh©	¢4ØDá<ç�ª�¢ ¦ é á<£tã;ä/«f©	ã�Ø�¢ ¦�ä
X Ð = X∩ � 3(

�
)

ªO¦f£tä/«
§�¦O©	¢ é ©<§Ðä Ï�Ð ß ¦�ãdä ß ¦Gäÿá é á<¢ áLæ	£/àO©	¢�ä èLé ¦�á»å

X Ð £�«fá<ã�¦Iá»åJä ß ¦
45

ä èLé ¦Ð«�æ	£t¥<¦�ãW£tãdäÿ©�ª�¢ ¦ m%ÂÇÏ�Â á	ã
ä ß ¦oå�©Dà�£tã^æ é ©�æ¼¦ Ï&o å X ß ©<«3¦Lî¼©Dà�ä�¢ è

3A−1
«Ð£tã¼æ�ç�¢ ©	§Ð£tä¾£/¦�«�©	ã�Ø

X
àOá<ã�äÿ©<£tã�«3¦Lî^©�à�ä¾¢ è

12
¢¤£tãh¦�«

ü ãhá Ï 18/19
£tã>ä ß ¦�äÿ©�ª�¢ ¦ ý ä ß ¦�ã>£tä¾«¸äÿá é á<¢ áLæ�£/àL©	¢Tä èLé ¦�àO©<ãMªO¦7Ø�¦�äë¦�§Ðâ¸£tãh¦�Ø�ª è8é §�á é Ï+m
ÂÇÏ lªO¦�¢ á Ñ Ï ¡Gä ß ¦�§ Ñ £�«�¦ j ä ß ¦�äÿá é á<¢�á�æ�£/àO©<¢Gä èLé ¦'á»å

X
£�«7ØD¦�äÿ¦�§Ðâ¸£tãh¦�Ø\ª è £tä/«�«O£tã^æ	ç�¢�©<§Ð£tä�£/¦Ð« j £tä/«

ã;ç�âdªO¦�§�áÀå3¢¤£tãh¦�« j ©<ã	ØWä ß ¦#§�¦O©<¢¤£tä è £tã�ØD¦�î
r(X) Ï�Ðèrð��6íR÷³î�ôÀÿ�ó=èeü"ê¼èK
6ôÀñ@ê/ôÀÿRï#éRôÀñ/ó�ç?ðZêFü�ðXðXÿ�ê¼óRðgê/è#í�è#÷ è#ï*ô³öXî*÷#êFù2í?ðáñ

18
î�ÿ�


19
�*ü�ðgÿRðXð!


�
ÿEÎ#õ/õ¼ðXõ�Ï<Z(ô ÷À÷ ðáõ�5 ñ�ÿRè�ê¼ô è#ÿúè*ò�î àOá<ã�¹Uæ�ç�§�©<ä�£/á<ã�ä èLé ¦¸á»å8©	ã
A−1

«Ð£tã¼æ�ç�¢ ©<§Ð£tä è<�J�&ðrè*ÿ=÷ ùúï*ôÀø*ð
îIñ/÷ è#íRí2ù�
6ð � ÿRô ê/ôÀè*ÿ î�ÿ�
&ôÀ÷ ÷Àé=ñ@ê/õµîeê¼ð�ôýêÓé=ñ/ôÀÿRï�`�a�b6c¼mEno�Qñ/ðXð'ð Ú'×����h�Qí���·�¯	óEòWè*õK
RðZê¼î*ô ÷³ñ��
2=è*õ ê/ó=ôÀñg÷Àè6öXî*÷sñFê¼é�
6ù�ü�ðró=î\ø*ð)ê/è�ü�è*õL��ô ÿÂî	º�ÿ=ðÓñ@í=î#öZðDS

2Rè#õ�î�ÿ
A−1
ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýêFùD�`ê/óRðrêµî�ÿRï#ðXÿ`ê�öZè#ÿRð
ôÀñgè*òvê¼óRð
òWè*õ¼þ

x2 + y2 − z2 �T� óRô³ñgöZè#ÿRð
ôÀÿ`ê/ðXõµñ/ðáö^êµñEê¼óRð)öXéRçRô³ö)ñ/éRõ/òiî*öXð

X
ôÀÿ î�öZéRõ¼ø*ð�è*òU
6ðáï*õ¼ðXð

2·3 = 6
�#ügóRô³öµóúöXè*ÿ=ñ/ô³ñFêµñ4ôÀÿ�òiî*öZê�è*ò

ñ/ôÌ�Ç÷ ôÀÿRð¾ñ��=öXè*éRÿ`ê¼ð�
Çügôýê¼óÂþoéR÷ ê/ôÀíR÷ÀôÀöXôýê¼ô ð¾ñ��G�
ÿEÎ#õ/õ¼ðXõ�Ï<ZÂôÀ÷À÷ ðáõf
6ð¾ñ/öXõ/ôÀç?ðÓñ@é=öµóÂî�öXè*ÿ � ï#éRõµîeê/ôÀè*ÿ
ç2ù¢îÂñ@þ�î�÷À÷�öXô õµöZ÷Àð�ê¼è*ï*ðXê/óRðáõÓügô ê/ó�ñ/ôÌ�¢í�è#ô ÿ`êµñ�7iöXè*éRÿ`ê¼ð�
¢ügô ê/ó�þUéR÷ýê¼ô í=÷ ô³öZô ê/ôÀðáñO:rç?ðáöáî�é=ñ/ð�î
ñ/þ�î�÷À÷�õ¼ðáî�÷)ñ@íRó=ðXõ¼ð(î�õ¼è*éRÿ�
�ê¼óRð�ñ/ô ÿ=ï*éR÷³î�õ¼ôýêFù�ô ÿ`ê¼ðXõµñ@ð¾ö^ê¼ñ

X
ô ÿ
êFü�è"ñ/þ�î*÷ ÷�õ/ð¾î�÷ñ´/öZôÀõµöZ÷Àðáñ/µ

7 � ï��U@!C��³C�è*ÿÂí�î�ï*ðW@áëDN�:���=)ÿÂðáî#öµóÇè*ò�ê/óRð¾ñ@ðoöXô õµöZ÷Àðáñ�ê/óRðáõ/ðo÷ ôÀðáñ�è*ÿRðÓí?è*ôÀÿ`ê�è�òNð¾î*öµóIè�òNê¼óRð
õ¼ðáî*÷s÷ ôÀÿRð¾ñ���� óRðáõ/ðXòWè*õ¼ð��;�
ÿ�Î*õ¼õ/ðáõÐÏ	ZÂô ÷À÷ÀðXõ�
6ðXÿ=è�ê/ðUî�í=î�ôÀõ�è*òNöXè*þ�íR÷Àð��ÂöZè#ÿeûFéRï#î�ê/ð!
ú÷ÀôÀÿRðáñ�ç`ù
îÂí?è*ôÀÿ`êoôÀÿ ê/óRðÇöZðáÿ#ê¼ðXõUè�ò ê/óRðÇöZôÀõ¼öX÷ ðD�Qê/óRð�õ¼ðáî*÷4í?è*ôÀÿ`ê¼ñoî*õ/ð-
6õ¼î\ügÿ¢è#ÿ¢ê/óRðÇöZôÀõ¼öX÷ ð�ôÀÿ ê¼óRð
öXè*õ¼õ/ð¾ö^ê�è*õO
6ðXõ!�U�)ôÌ��ðXõ¼ðXÿ`ê�ñ/é=öµó�öZè#ÿ � ï*é=õ¼î�ê/ôÀè*ÿ=ñNöXè*õ¼õ/ð¾ñ@í?è*ÿ�
Óê/èÓöXéRçRô³ögñ@éRõ/òiî*öXðáñ�è*ò�
6ô ��ðXõ¼ðXÿ`ê
ê¼è*í?è*÷Àè*ï*ô³öXî*÷?êFù`í?ðáñ��

hIn���*%gEr¼m�@!C��³C�qU­ î^©<â é ¢�¦ ü © ý £�«J©3àOá<ã7¹)æ	ç�§L©<ä�£/á<ã Ñ £tä ß á<ã�¦J§�¦O©<¢ é á	£tã�ä�á»åJâ8ç�¢Ìä¾£ é ¢¤£/à�£tä è
2 j ä Ñ áW§L¦L©	¢�á<ã�¦Ð«#á»å3â¸ç�¢¤ä�£ é ¢¤£/à�£tä è

1 j ©<ã	ØWä Ñ á�àOá<â é ¢ ¦LîpàOá<ã�µÐç�æ¼©<äÿ¦�Ø�á	ãh¦�« ÏJÐ ß ¦dá<ä ß ¦�§�ä Ñ á
¦Lî^©<â é ¢ ¦�«3« ß á Ñ ä Ñ á½ØDá<ç�ª�¢ ¦�Ø-©	ã�Ø
ä Ñ áW«O£tâ é ¢�¦ é á<£tã;ä/« ü «�¦L¦:¹Uæ ÏKm
Â¨Ï�Â ý i

Û Á�Ü 2 × ÛLÝ Ü
22

Û�Þàß
18
Ü × ÛBá Ü

2
2 ÛâÞàß

19
Ü�ã

2

±%b�ÝUg�ÝU`�i�Ü6ikÝ�� @!C�� ¯ 7¾�vè#í�è#÷ è#ï*ô³öXî*÷G��ù2í�ð¾ñ
18/19

�Eí���·�¯�ô ÿ ð Ú'×����Dók:�q o åp©>à�ç�ª�£/à
«Ðç�§kå�©�àO¦

X
ß ©±«3¦Lî^©�à�ä¾¢ è

3A−1
«Ð£tã¼æ�ç�¢ ©<§Ð£tä�£/¦Ð«K©<ã	Ø
àOá<ã;äë©	£tãE«

12
¢Ì£tãh¦�«�ä ß ¦�ã

X
ß ©±«Qä ß ¦�äÿá é á û¢ áLæ�£/àL©	¢�ä èLé ¦

18
£ å�ä ß ¦�«Ð£tã¼æ�ç�¢ ©	§ é á<£tã;ä/« ß ©<¥<¦�©RàLá	ã7¹)æ	ç�§�©	ä¾£/á	ã á»å�ä èLé ¦

22
ü ¦Lî^©<â é ¢ ¦

m%ÂÇÏ�Â ü ª ýOý Ï ¡Gä ß ¦�§ Ñ £�«�¦ j ä ß ¦
A−1

«Ð£tã¼æ�ç�¢ ©	§Ð£tä¾£/¦�«¸á»å
X

ß ©	¥±¦W©�àOá<ã�¹Uæ�ç�§�©<ä�£/á<ãïá»å�ä èLé ¦
2

2

ü ¦Lî¼©	â é ¢ ¦ m
ÂÇÏ�Â ü à ýLý ©<ã	Ø
X

ß ©±«�ä ß ¦#äëá é á	¢ á�æ�£/àO©<¢)ä èLé ¦
19 Ï



ô õ � ô7��� Ä�Ù6{h{;Å�{ ; � ö ���	Å�{�­ y 45 z�¹ � ÅEyKÃ(�
{;Å�w��
|�øhx ö |+y�ø�{���w;|�ÅEy ô % 4
äÒå�æeç

Sp. Cl. Sing. r l è0é ê å"ë9ì�í�îÞàß
1 ï 12 ∅ 3 27

Þàß
27 + 3

2
(x2 + y2 − z3)Þàß

2 ï 12 ∅ 2 15
Þàß

27 + 8
5
((z + 1)2 − z2)Þàß

3 ï 12 ∅ 1 7
Þàß

27 + 2
3
((z + 1)2 + (x− 1)2)− 4y2Þàß

4 ï 12 ∅ 0 3
Þàß

2 − 4Þàß
5 ï 12 ∅ −1 3

Þàß
27 − 2

3
((z + 1)2 + z2)Þàß

6 ïWï 10 A−1 3 21
Þàß

27 + 2(x2 + y2)Þàß
7 ïWï 10 A−1 2 11

Þàß
27 + z3 + y2Þàß

8 ïWï 10 A−1 1 5
Þàß

6 − 4y2Þàß
9 ïWï 10 A−1 0 3

Þàß
6 − 3(x2 + y2)Þàß

10 ïWï 10 A�1 0 3 pc+ (z + 1)·z2Þàß
11 ïBð 8 2A−1 3 16

Þàß
27 + y2Þàß

12 ïBð 8 2A−1 2 8
Þàß

27 + z2 − 1
5
(x+ 1

2
)2Þàß

13 ïBð 8 2A−1 1 4
Þàß

27 − y2Þàß
14 ïWïWï 9 A−2 3 15

Þàß
21 + 1

10
(y − 1)2Þàß

15 ïWïWï 9 A−2 2 7 pl + z3 − z2(x− 1)− 1
5
(x− y)2Þàß

16 ïWïWï 9 A−2 1 3
Þàß

43 − y2Þàß
17 ïWïWï 9 A+

2 0 3 pc+ z3Þàß
18 ð¡ïWïWï 6 3A−1 3 12

Þàß
43 + z2(x+ 1

2
)Þàß

19 ð¡ïWïWï 6 3A−1 3 12
Þàß

43 + 2z2Þàß
20 ð¡ïWïWï 6 3A−1 2 6

Þàß
27 − z2Þàß

21 ð¡ï 7 A−2 A
−
1 3 11 pl + z3 + z2(x+ y − 2) + 1

10
(x− 1)2Þàß

22 ð¡ï 7 A−2 A
−
1 2 5 pl + z3 + z2(x+ y) + 1

5
(x− 1)2Þàß

23 ð 8 A−3 3 10 wxy + (x+ z)(y2 − ( 2
3
x)2 − ( 3

5
z)2) ñ w = 1− xÞàß

24 ð 8 A−3 2 4
Þàß

32 − 1
100

z2(x− z)Þàß
25 ð 8 A−3 1 2

Þàß
32 + 1

100
z2(x− z)Þàß

26 ð 8 A+
3 1 4 2(x2 + y2)w + 2x(z2 − 2x2 − 4y2) ñ w = 1 − yÞàß

27 ò ð¡ï 4 4A−1 3 9 4(pc+ 1
2
) + 3(x2 + y2)(z − 6)− z(3 + 4z + 7z2)Þàß

28 ò ïWïWï 5 A−2 2A−1 3 8
Þàß

43 + z2(x+ 2)Þàß
29 ï ò 6 2A−2 3 7

Þàß
43 + (x− 1)zÞàß

30 ï ò 6 2A−2 2 3
Þàß

43 − 3
10

(x− 1)2Þàß
31 ò 6 A−3 A

−
1 3 7 wxz − (x+ z)(x2 − y2) ñ w = 1 − zÞàß

32 ò 6 A−3 A
−
1 2 3 wxy − (x+ z)(x2 + y2) ñ w = 1− zÞàß

33 ð¡ïWï 7 A−4 3 6 wxy + y2z + yx2 − z3 ñ w = 1 − x− y − zÞàß
34 ð¡ïWï 7 A−4 2 2 wxy − y2z + yx2 − z3 ñ w = 1 − x− y − zÞàß
35 ò ïWï 6 D−4 3 6 (x+ y + z)2w + xyz ñ w = 1

2
(1 − x− y − z)Þàß

36 ò ïWï 6 D+
4 1 2 (x+ y + z)2w + (x2 + y2)z ñ w = 1

2
(1 − x− y − z)Þàß

37 ò ð¡ïWï 4 2A−2 A
−
1 3 5

Þàß
43 + (x− 1)z2Þàß

38 ò ð¡ïWïWï 4 A−3 2A−1 3 5 wxz + y2(x+ z) ñ w = 2(1 + x− y + z)Þàß
39 ò ïBð 5 A−4 A

−
1 3 4 wxz − y2z + 1

2
x2y ñ w = 1

8
(1− y − z)Þàß

40 ò ï 6 A−5 3 3 wxz + y2z + x3 − z3 ñ w = 1− xÞàß
41 ò ï 6 A−5 2 1 wxz + y2z + x3 + z3 ñ w = 1Þàß
42 ò ð 5 D−5 3 3 wx2 + y2z + xz2 ñ w = 1 + xÞàß
43 òºò ï 3 3A−2 3 3 tl + z3Þàß
44 ò ï ò 4 A−5 A

−
1 3 2 wxz − y2z − x3 ñ w = 1− zÞàß

45 ò¡ò 4 E−6 3 1 x2w − xz2 + y3 ñ w = 1 − x− yHT�Us;r¼m÷K���q��6qQ=)éRõNÿRô³öZðgõ¼ðáî�÷6î	º�ÿ=ðgð�[`é=îeê¼ô è#ÿ=ñÐòWè*õT�
ÿ�Î*õ¼õ/ðáõÐÏ	ZÂô ÷À÷ÀðXõ!5 ñ
45ê/è#í�è#÷ è#ï*ô³öXî�÷ÐêFù2í�ð¾ñ�� � óRð�î�çRõ¼ðXø2ô³îeê¼ô è#ÿ

Sp.

6ðáÿRè�ê¼ðáñ � öµóR÷��< �ô¾5 ñ « é ¦Oà�£/¦�«

è�ò�ê/óRð�ñ/éRõ/òiî*öZðD�
Cl.
ô ê¼ñoöZ÷³î*ñ¼ñ��

Sing.
ôýêµñrñ@ôÀÿRï*é=÷Àî*õ/ô ê/ôÀðáñ��

r

6ðXÿ=è�ê/ð¾ñ�ê/óRð

õ/ð¾î�÷ÀôýêFù�ôÀÿ�
6ð��Çî*ÿ�

l
ê¼óRðrÿ2éRþoç?ðXõgè*òQõ¼ðáî*÷P÷ ôÀÿRðáñ è#ÿ ê¼óRðÓñ/éRõ@òiî#öZðD�



ô % 6 ô õ � ö �Ì�	ø6y�z;{;w^z ö Ä » z��hÅ'|��	w6y�y ö � ö |Ew^z ö Ã6Ä\Ã���{hÅ�w��W|Eø�x ö |�y�ø�{���wh|EÅEy

��Z
18

7iî¼: ��Z
18

7iç;: ��Z
19

7¯îD: ��Z
19

7iç;:
)Gik��a�b6m K|�6q��6q%� óRð�öZè#ÿ � ï#éRõ¼î�ê/ôÀè*ÿ&è�ò�ê/óRð ÷ ôÀÿRðáñoöZé6êÓè#é6êoç2ù(ê¼óRð�ê¼î*ÿ 4ï*ðáÿ`êgöXè*ÿRðrî�ê�è*ÿRðrè*òvê/ó=ðrê/óRõ¼ðXð

A−1
ñ/ôÀÿRï*éR÷³î�õ¼ô ê/ôÀðáñ è�ò�è*é=õ�ñ@éRõ/òiî*öXðáñ ügô ê/ó

ê/è#í�è#÷ è#ï*ô³öXî*÷�êFù2í?ðáñ ÿRè;�
18
î�ÿ�


19
��2=è*õgð¾î*öµó è*òÐê¼óRðÓñ/éRõ@òiî#öZð¾ñ��2ü�ð
ñ/óRèeü

êFü�èoø2ô ðáü�ñ
(a)

�
(b)
òWõ¼è*þ�
6ô ��ðXõ¼ðXÿ`ê î*ÿRï*÷Àðáñ��o� óRð�ügóRôýê¼ð
÷ ôÀÿRðáñ�ó=î\ø#ð�þUéR÷ 4ê/ôÀíR÷ÀôÀöXôýêFù
êFü�è��\ê¼óRð�çR÷Àî#öO�
è*ÿRð¾ñvó=î\ø#ð4þUéR÷ýê¼ô í=÷ ô³öZô êFùrè*ÿRðD�U� óRð � ï#éRõ/ð�î�ç?èeø*ð
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>�H ~���Ó ; } �TÔ	Õ6D6>��F? ~ >�@!Ö¼[>*Ò ~­~�× �/>	A�D�CGE/H�DFE�Ø-Ù È*ÚÛk�c�Ü +4Ý�~ @ ~ H�;
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J������������������ � !#"�$&%��'$)( *+%���*��#���-,/.10�2&354�������"6���1*7*���89���:$;,
��*<.
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î3íe"� �ï!ð[�á'*)�+-, g å C�E/H8A�?��/;1A�DFE!¼&øeù

10
»�D�A } >�E

A�1
Ó D�E!¼G�!�T>�?�D�A_Ö i . °�þæ��þ�úGý�û���
/�"ûÉö

ý�
��Ôÿ"ö���õª®Ç÷\û\ü-ö�ú
A�1

¦ ÷\ú[��
���ö	��÷\û�2¹®0ü4÷���ü�üGö ý½ûÔüGõ�ú�þ����Fö���ÿ"þ	���
x2 + y2 + z2

®qõ½ý�ûWö	��û®Ç÷\û\üDûÔüGõVû���÷^ö ú�����õ17Xý�2	���Fõ�û���÷����U��ö ú	õ\�

/�"÷��
pc

þ-«��[¯�ÿ
�[¯��=þ úDûÔüGõ����*õ���õ�ö ÷\ú��Þ��ö
�3õ'��¯(°	üGõ
þ	��÷���÷\ú>÷�ýVö�ý"þ���÷\ûWö	��2���þ ÷\ú�ûIþL÷�¯\õ5¯ 	 ö7ý�÷\ú[��
���ö���÷\û�2ª®Ç÷\û\ü�ú�þ	���Vö	�4ÿ"þ����

x2 + y2 ��¯�°�ü�
ZýfûÔüGõ
ý�
��Ôÿ"ö���õ

pc+ z2 ü�ö
ýhö�ú
A�1

ý�÷\ú[��
���ö	��÷\û�2I®Ç÷\ûÔü�ú�þ����Fö���ÿ"þ����
x2 +y2 + z2 ö�ú�öc÷�ýàû���÷^ö ú[����õ
7

ý�2	�§�Võ"û���÷��5¯ °�þ2þG�"ûWö ÷\ú û\ü�õ�ö�õ"ý�÷���õ�ö-ö9ô2ú�õ=ûWþ���þ	��þ���2¢®qõ��*õ�ó1
4÷���õ=ö>û\ü4÷���ö¢�*þ�þ�ûFþ�ú ûÔüGõ
{x = y = 0} ö�>Zõ"ýeö�û

z = −1 � øeù
10 = pc+ (z + 1)·z2 ¯

a�pe¿Tpe¿�j�¿@?IÚ�Ç�ùªÇBA�Å6Ä�C Â�É5Á�Å�Î¾Ã�Ä	ÅeÈ�Ç�Ï5Ï�¿ ø�� ~ D�E$è H­H_A�?�>�A ~ ¼�Ö\�vC�?­C�½�A�>�DFE!D�E/¼\H��!?8��>G; ~ H»�D�A } � ~ » ~ ?­H�DFE!¼��!�T>�?�D�A�D ~ H��v?�C�� H��!?���>�; ~ H3»�D�A } ��>�E�Ö�H8DFE!¼��/�F>�?�D�A�D ~ H¡DFH¡½/>GH ~ @�C�E¹A }!~ ��>�;1AA } >�A¡>�E�ÖßH�D�E/¼��!�T>�?�D�A_Ö�C�EW>�;
�!½!DT;�H8�/?8��>G; ~ ;
>�EW½ ~ @ ~ �vCG?�� ~ @\H ~ �/>�?�>�A ~ ��Ö +
D Ö�A }!~ @ ~ ê/E!D�A�DFC�E¢C��¡>æH8DFE!¼��/�F>�?�D�A_Ö � A }!~ C�?�DF¼�DFE¢;
>�E C�E!�FÖ�½ ~ >�H8DFE!¼G�!�F>�?�D�A_Ö�C��¡>�E>	ç�E ~ H��!?���>�; ~

f
D��tA }!~ A�>�E!¼ ~ E[AI;1CGE ~ C��

f
} >�H�@ ~ ¼�? ~
~ >�AI� ~ >�H8A

2
+ª|t} �6H � D�E�CG?�@ ~ ?�A�CH8�ÞC�C�A } >�EæDFH�C��T>	A ~ @�H�D�E!¼G�!�T>�?�D�A_Ö:>�A�A }!~ CG?�DF¼�DFE � » ~ ;
>�EæH�DF���/��Öæ>�@!@�>ªA ~ ?�� C���@ ~ ¼G? ~�~

1
CG?

0
+ED ��AÞ» } DT; } A ~ ?���H�;
>�E�» ~ >G@!@æA�C¹A }!~\~�× �/>�A�DFC�E C��

f
»�D�A } C���AÞ; } >�E!¼GD�E/¼�A }!~A_Ö�� ~ C��t>�H�DFE!¼��!�T>�?�D�A_Ö:>	A�A }/~ C�?�D�¼GD�EGF Ð C�?

A1
H�D�E!¼G�!�T>�?�D�A�D ~ H � A } DTH�DTH�Ò ~ ?�Ö ~ >�H�Ö h |t}/~ H ~H8DFE!¼G�!�F>�?�D�A�D ~ H<>�? ~ ; } >�?�>�;1A ~ ?�DIH ~ @I½�ÖIA }!~ ��>�;1A�A } >�A¬A }/~ DF?¬A�>�E!¼ ~ E[A<;1C�E ~ >��TH8C�@ ~ ê/E ~ H4>�E

A1H8DFE!¼G�!�F>�?�D�A_Ö + K Ó C � » ~ ;
>�E:>�@!@�>�E�Ö�A ~ ?��yC���@ ~ ¼�? ~
~ ¼�? ~ >	A ~ ?tA } >�E�A_»àC�>�E/@�>�E�Ö\A ~ ?�� C��@ ~ ¼G? ~�~ A_»àCI» } CGH ~ ;1C ~ ç�;
D ~ E[AàDTHtH8��>��F� ~ E!CG�!¼ }$+ 9 + ¼ +
x2 + y2− z2 + 1

10z
2 + 1

13xy+ x3} >�H�>�H�DFE!¼��!�T>�?�D�A_Ö�C��ÛA_Ö[� ~
A−1

>	A�A }!~ C�?�DF¼�DFE +
J H�D�E/¼§A }!~ �!? ~ ; ~ @�DFE!¼���>G;�A�Ht» ~ ;
>�Eª@ ~ �vCG?���>Þ;
�!½!DT;¡H��!?���>�; ~ »�D�A } �vC��!?�H�D�E!¼G�!�T>�?�D�A�D ~ HC��ÛA_Ö�� ~

A−1
DFE[A�CÞC�E ~ »�D�A } CGE!�FÖ�A } ? ~
~ H��/; } H8DFE!¼��/�F>�?�D�A�D ~ H hî3íe"� �ï!ð[�¥'5)!+ �

g Ó �ÞC�C�A } D�E/¼±CGE ~ C����vC��/?
A1

Ó D�E!¼G�!�T>�?�D�A�D ~ H i .�ñ õ�ûeøeù
27

��õ�ûÔüGõ�1
/��÷��fý�
��Ôÿ"ö���õ�®Ç÷\ûÔüfÿ"þ	
��
A−1

7Xý�÷\ú[��
���ö���÷\ûB÷^õ"ý\þLý�õ�õHûWö��
��õßÿ
�[¯I�Kþ�ú���ö
�3õßÿ�K#L<��¯:°	ü��*õ�õVþ9ÿc÷\û^ý
ý�÷\ú[��
���ö	��÷\ûL÷^õ�ý���÷^õg÷\ú1ûÔüGõ<�U��ö ú	õ {z = 0} ¯NM�ý�÷\ú[��ë we#&ì���í 	 ÷\ûÇ÷�ýeõ�ö ý�2cûWþà« ú�öFö�ú

ε 	 ý
¯�û¶¯�û\ü�õý�
��Ôÿ"ö���õhøeù
27 + εz2

üGö
ýdûÔüGõ�ö�õ"ý�÷��*õ�öMûWþ���þ	��þ���2:þLý�õ�õ<«��[¯�ÿ���¯�L<� �Omþ&ûWþ1ûÔüGõÞë w$#&ì[�!í ®qõ5�17F��ö
�3õ\Ø PRQTS o�q�Ü 	 ý�ûXö���ûàûÔüGõÞë w$#&ì[�!í ����þ����*ö	� 	 ö ú�ö=õ"ú�ûXõ
�
û\ü�õ�õ�ó

�ö ûL÷^þ ú þ9ÿMøeù
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¯ °	üGõ�ú öGö�ö-ö�ûWõ1���VU W�X&Y[Z�\^]`_�ö�ú�ö¢��üGõ���ò>û\ü�õba^c�d1e#f
ghc1ghikj6l��ü�õ���òG��þ�>nm7û\ü4÷�ý�®Ç÷����!���*õ
�Vö ú�õ�ú�û�� 2��*õ���þ	����
4ûWõI�*ö	2 û��*ö���õ�öV÷��Vö
�3õ"ýcþ9ÿ�2�þ�
��gý�
��Ôÿ"öG��õ�¯9oI�*ö
�

û\ü�õ���þ	����
4ûWõ
�§�Vþ	
Zý�õMþ��
õ
�Fû\ü�õ�����õ�õ�ú¢��ö	���ÇûWþª�*þ ûWö ûWõFûÔüGõfý�
��Ôÿ"öG��õß
4ú�ûL÷���2�þ�
Oý"õ�õMö����(ý�÷\ú/7��
���ö	��÷\ûL÷^õ�ý
¯Ep�þ	
¹��ö ú=ý
��ö	��õfûÔüGõc÷��Vö
�3õ��
2��U�*õ"ý�ý�÷\ú��rq1þ�ú�2�þ�
��­ò�õ
2���þ�ö���ö\®0üZ÷���õ�ö��*ö
�5��÷\ú[�[¯
s þ�®£2�þ�
���ë we#&ì���í ý
�1��õ�õ�ú6ý*üGþ�
���ö���þ�þ�ò=ý�÷��f÷���ö	�1ûWþ�«��[¯�ÿ��[¯�LOþ ú5ûÔüGõ!ú	õ<>�ûà��ö
�3õ�¯ °	üGõ
ý�÷\ú[��
���ö	��÷\û�2M÷\ú&ûÔüGõ��c÷�öGö���õeüGö ý���õ�õ"ú&ý��Vþ�þ ûÔüGõ�öV÷\ú1ý�
/��ü1öÞ®qö�2Vû\ü�ö ûqûÔüGõdú�õ�÷���ü/��þ	�*üGþ�þ5ö7þEÿ
û\ü�õ�ý�÷\ú[��
���ö	��÷\û�2:��þ�þ�ò ý���÷�ò�õ1ö7ü�2��Gõ
�
��þ	��þ�÷�öDþ9ÿ�þ ú�õ½ý*üGõ�õ�û¶¯t��öGö ÷\ú��vu
W�X&Y[Z�\^]`_W��õ�öGö
ý½ûWþKö
ú�õ�÷���ü/��þ	�*üGþ�þ5öª®0üZ÷���ü���þ�þ�ò ý���÷�ò�õFöcü�2���õ
�
��þ���þ ÷�ö!þEÿeû�®qþVý*üGõ�õ"ûBý
¯

2º A�DFHI>\�FD�A8A�� ~ �ÞC�? ~ H8�/½�A�� ~ A�C�= ~
~ ��H�D�E!¼G�!�T>�?�D�A�D ~ H¡C��4A_Ö�� ~
A−j

C�?
A+
j , j > 1,

» } DF� ~@ ~ �vCG?��ÞDFE!¼ÞC�A }!~ ?�H + Ð C�?�¼ ~ A�A�DFE!¼Þ>�½�C���AtA }/~ H8DF¼�E\�vC�?�>��ÞC�� ~ E[A � A }!~ H ~ H8DFE!¼G�!�F>�?�D�A�D ~ H } >*Ò ~A }!~­~�× �/>�A�DFC�E
xj+1 + y2 + z2 DFE\>�H��!D�A�>�½!� ~ ;1C�C�?�@�DFE/>	A ~ H�Ö�H8A ~ � + Aj , j > 1,

H8DFE!¼G�!�F>�?�D�A�D ~ H>�? ~ ; } >�?�>G;�A ~ ?�DwH ~ @ ½�Ö¢A }!~ �/?�CG� ~ ?8A_Ö±A } >�A�A }!~ DF?�A�>�E!¼ ~ E[A\;
C�E ~ DFH\C��I@ ~ ¼�? ~
~ A_»àC¢>�E/@;1CGE/H8DTH8A�H�C��$A }/~ �!E!DFC�EWC���A_»4C�@�Dwx ~ ? ~ E[A3�!�F>�E ~ H + =
ye~ A

f
½ ~ >W��C��FÖ�E!C��ÞDT>��¬DFE�A } ? ~
~ Ò	>�?�DT>�½!� ~ H

x, y, z
@ ~ ê/E!DFE!¼¹>�H�DFE!¼��!�T>�?�D�A_Ö:C��tA_Ö�� ~

Aj , j ≥ 2,
>	A�A }/~ C�?�D�¼GD�E +zD Ö�A }!~ ê/E/D�A ~ @ ~ A ~ ?���DFE/>G;1Ö�A }!~ CG? ~ � g H ~
~G�$~G+ ¼ +�� Ø ùªÁ�C±� m Ü i �» ~ ;�>�E±>G@!@¢>�E ~ � ~ � ~ E[A�C��3A }!~ DT@ ~ >��

I := m2·Jf
A�C

f
»�D�A } C��!A�; } >�E!¼GD�E!¼¹A }!~ A_Ö�� ~

K|{7} ��*T��*T"6%�*��-� } ��~��|"6*������ } $�� } ��������89�'����~�*��6�7� } �
19 ��� 4��������1~�$N4|"6%�%��|��� } �

A1

*����1���&%�"6~�� ������*4����1��4|"6%#*����1���&%�"6~�� ������*���~�*����1���1%�"6~�� �����|*T�6�+�:$;,
�
C2

.@�+� } ��~T��"689��*�"6~����
���'�&�|�-�
�|���<�7���������
���'���������|� ��;���w����.
= {7} ��*G��*�� } �7~��|"6*������ } $T� } �#4�%�"6*�*���4|"6%1������89�'���|~�*k4|"6%�%����9"�*����1���1%�"6~�� �:$��6�
�:$;,)�

Aj
"� 1��,&%�"6��"6~G�&�;�1�

Bj+1

.��¡*����1���1%�"6~�� �:$9� } ��*�����"6�1�������+4����1�^4����1*���*���*#�6��"�*����1��%���8��1% ����,1%��7,1%�"6�1���#"6*#4|"6%�%����-"��1�1��,1%�"6�1"6~�1���1��.
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O1STZ[S�L!X�P/S�M&N�M&Z�Q�V�XUY�L!RU�!S�L�O
RUQ6Z1X�L!V!O

rtsvu$w$#&� x�z&.:¢�.�Ó �ÞC�C�A } DFE!¼§CGE ~ C��eA }/~ �vCG�!?tH8DFE!¼��/�F>�?�D�A�D ~ H4C��eA }!~ ;1�!½!DT;H��!?8��>G; ~ øeù
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+

C��3A }!~ H�D�E!¼G�!�T>�?�D�A_Ö +�Ý�~ ? ~��
m
@ ~ E!C�A ~ HIA }/~ ��> � DF��>��àDF@ ~ >��

(x, y, z)
C��3A }/~ CG?�DF¼�DFE¢>�E6@A } �6H

m2 = (x2, xy, xz, y2, yz, z2)
+
Jf := (∂f∂x ,

∂f
∂y ,

∂f
∂z )

DFH3A }!~ H�C l ;
>���� ~ @IÑ8>�;
C�½!DT>�EªDT@ ~ >��¼ ~ E ~ ?�>�A ~ @�½�Ö�A }!~ �6>�?�A�DT>��e@ ~ ?�DFÒ	>	A�DFÒ ~ HàC��
f
+

î3í$"$ �ï!ð[� '5)!+-�/.�ý õ7ûWö�ò�õ7ûÔüGõ½ý�÷\ú[��
���ö	��÷\û�2�þEÿMû�2��Gõ
A−3

ö�ûeû\ü�õ!þ	��÷���÷\ú 	 ö�õ�« ú	õ�öæ�
2
f := x4+y2−z2 = 0

¯5£�ûBý!ô�ö���þG�"÷^ö�úM÷�ö�õ�ö	�Z÷�ý
Jf = (x3, y, z)

¯^£^ÿ¬®qõ���üGþ�þ
ý�õ
g1 := xy ∈ m2ö�ú�ö

g2 := y ∈ Jf
®qõ��3õ"û

g := g1g2 = xy2
¯�°	üGõ�ú

f + g
ý�ûB÷�����ö�õ�« ú	õ�ýcö½ý�÷\ú[��
���ö	��÷\û�27þEÿ

û�2��Gõ
A3

ö ûÇûÔüGõeþ	��÷���÷\ú�¯9¤e
���û\ü�õ1���Vþ	��õ 	 f + εg
÷�ýhö ú

A−3
ý�÷\ú���
���ö���÷\û�2Òÿ"þ	�

ε
ý��Fö�����õ"ú	þ	
��
ü!¯

é ~ E!C	»�;
C�� ~ A�C¹A }!~ ¼��FC�½/>��4H�D�A��/>	A�D�CGE�C���>:;
�!½!DT;�H��!?���>�; ~
f
»�D�A } C�E!�FÖ�DFH�C��T>	A ~ @H�D�E/¼��!�T>�?�D�A�D ~ HIC��3A_Ö�� ~

Aj , j ≥ 1
+ |t}!~ �vCG���FC	»�DFE!¼ ~�� >��Þ�!� ~ @ ~ H�;1?�DF½ ~ H } C	»�A�Cæ�/H ~ A }/~A ~ ; } E!D × � ~ H�>�½6C	Ò ~ A�Cß@ ~ �vCG?��yH8CG� ~ C���D�A�H3H�D�E/¼��!�T>�?�D�A�D ~ Hà» } D�� ~ = ~�~ �!DFE!¼ÞC�A }!~ ?�H hî3í$"$ �ï!ð[��'*)�+ �

g ��~ �vC�?���DFE!¼ÞA_»àCÞC��$A } ? ~
~
A−2

Ó DFE!¼G�!�F>�?�D�A�D ~ H4A�C
A−1

Ó DFE!¼��!�T>�?�D�A�D ~ H i .ý õ�ý�ûWö	��û�®Ç÷\ûÔü2ûÔüGõ�ý�
��Ôÿ"ö���õVøeù
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®0üZ÷���üDüGö ý!õ`>Zö���û�� 2OûÔü��*õ�õ�ý�÷\ú[��
���ö	��÷\ûL÷^õ"ý1þEÿ½û�2��Gõ
A−2þ-«��[¯Iÿ
�[¯�


(a)
��¯ °�ü�õ�ý�
��Ôÿ"ö���õ

tl + z3 + z2
þ-«��[¯§ÿ
�[¯�


(b)
��üGö ý=ûÔü��*õ�õOý�÷\ú���
���ö���÷\ûB÷^õ"ý�þEÿ

û�2��Gõ
A−1

ö ûgûÔüGõ�ý�ö	�VõW��þ�þ���ö ÷\ú	ö ûWõ�ý 	 ��õ���ö�
Zý"õ�ûÔüGõ�ûWö ú[�3õ�ú�û���þ ú�õ�÷�ý�ö���þ ú	õ7þEÿMûÔüGõhÿ"þ	���
x2 − y2 + z2

��þ���ö	����2-ö ûMõ�ö���ü þ9ÿKû\ü�õ�ý�õß�Gþ�÷\ú�ûBý
¯¦¥Òú�õOþ9ÿKû\ü�õ�ý�õKý�÷\ú[��
���ö	��÷\ûL÷^õ�ý1üGö
ý=û\ü�õ��þ�þ	��ö�÷\ú�ö ûWõ"ý
Q := (−2, 0, 0)

¯I°�þ­�3õ�ûÇöHý�
��Ôÿ"ö���õ­®Ç÷\ûÔü7ödý�÷\ú���
���ö���÷\û�2Fþ9ÿàû�2���õ
A−2

ö�û
Q

ö úUö
û�®qþFý�÷\ú[��
���ö���÷\ûB÷^õ"ýHþ9ÿeû�2��Gõ

A−1 	 ®qõdú	õ�õ�öMûXþ�ö�öõô�
Zý�ûºû\ü�õ§��þ�úGý�û���
/��ûL÷^þ ú1ý���÷��
üZû�� 2�¯
¥t
��¡�3õ"ú	õ1�*ö�����õ1�Vö	��ò ý¡ÿ��*þ�� ûÔüGõ���õ¶��÷\ú�ú�÷\ú��1þ9ÿHû\ü4÷�ýdý�
/��ý�õ��"ûL÷^þ úOûWõ1���Û
Zýdû\ü�ö ût®qõdüGö��
õ

ûWþ���þ�þ5ò�ö ûeûÔüGõ­ô�öG��þ���÷^ö ú ÷�ö�õ�ö��
J §7¨
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ö�û
Q
¯©¥t�
õ
�½ûÔüGõª�*ö�ûB÷^þ�ú�ö��ºú6
��Þ��õ
��ý 	-ª s:«$u�weðG"$#��÷��
õ"ýeû\ü�õ ÿ"þ�����þ	®Ç÷\ú����U��÷��Fö���2�ö�õ���þ	���Gþ ý�÷\ûB÷^þ�ú � J §7¨ 43 = (x, y, z2) ∩ (x− 1, y2 − 3, z2)∩

(x + 2, y, z2)
¯ ñ þ5��ö	��� 2=ö�û

Q 	 ûÔüGõ��*õ
��õ
�
ö�ú�û<����÷��Vö	��2���þ	����þ ú�õ�ú�ûÉ÷�ý
(x + 2, y, z2)

¯ ý õ��üGþ�þ
ý�õ
E := x + 2 ∈ (x + 2, y, z2)

¯@�hý
z2 ∈ m2 	 ®qõfû\ü�õ"ú¹ò�ú�þ	® û\ü�ö û øeù

43 + z2 · Eü�ö
ýHöFý�÷\ú[��
���ö���÷\û�2�þEÿgû�2���õ
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ö û
Q
¯ñ þ���ö	����2½ö û ûÔüGõdþ�û\ü�õ1�hû�®qþfý�÷\ú[��
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²H²H²�¶P��³!�#�( !�HÖW�­á
¡H�E���#��¶�µ!¤�¸H��¢!²��E�_µ(¡1�3�H·5�M��³!�!�( !�HÖ5�5³P¤(¸�¢M¿W�¹����á�´[.
Ò ��Õ+Ö�0`× �T.���~�����Ú'ó�Õ#�;�&~������1��Ú��g.��1�<� C<�&�<á���á��;���|��á�áà�;��� �ÄÞ�Dà��Ý^D<�I�'�I�Ä���<ábá��&�wâ'�(���<á���� Þ(D6���'�3C|�1�|á��Dà�<��� �|áà��Óh�&%�%�.
ä;4���.�ÙÅ"`� } .TX1ý
,�çI2�Ö�Ö�0�èà�[3�é�ú<ê
3#"H";.
Ò �[����ú�ð`× Ô�. ÿ�.��[�������|~�*����/��6����5�|�����525�<�:�|�'Ý����
���������%.��1���'�����k`^�'�;�<�'áà�;�wâ����à�|áh�w�)F

4
�!� } . +�.|� } ��*���*|�

�+�&� ø��|~�*�� �:$��6�G��*�%��1��ô+��~��#"�$���²H²H²��­á�µM�M���3��³# 1�3¤5 H��â#��µ!¤(¢(�#��µM¸(�!·��M�(�M�(¢(�5³!�E�3���/� 3|ú�ú�ð&.
Ò �G���#"6ð`× Õ^.!�È�����1����ã7��� ���V�|� ��áàá'�|á���âkáà�w�;Þ��&� ���A�`���'�I�|���I�|áà�<���1�/.`ä;4���.|�1�G%�( 47. ô�. ä
.��

4e
*�G�~�����X%X�ç�3|ú�"6ð�è'��1�1.12&�
26é("|ê;2�"6ì&.

Ò �[��%�Ö&3'× Ô�.��[��% � } ����~|�%ã�°#äH°Tå9«­¼(æ9�H²H²H²��_çHµMÔ�µ!è�³�¢!²��¹¸�¢ ��2�Ö�Ö&3�.
Ò �[����2�ú`× Ø1. ï�.;�[���14��|%��'�|�E�gD<Ý����w����áà�;�wâ^� �����;Dà���'�I��Þ�D<�
D<����� �T���<á��;��� ���w���<á5��D��|� �
���#C|�1�|áà�)Ø1.&��.�ÙÅ"`� } .

rbç�3|ð�2�ú�è'�[3àê;";3�.
Ò Õ7� ø�"`é6× { . Ø1.�Õ#� ø&%����/�GûE�&�-Ü1�1�`�|���P�1���^ã#��� ���
��Ý��w��� áà� Ø�� } �R�r��%��'$RN ä;���1*|�B3|ú�"`é1.
Ò Õ7���
"6ú`× !�.[Õ#�;�&�|�� 
��~��1�VjB�;�ÅÜÈ� ��áàáà� 8��à�����I���Ä���<�9[k� ]�� �&�|�r���'�����:�|��6��������;�;Þ��ÈÙÅ"`� } .[�+�1�/.�x-t�uç�3|ð�"6ú�è'�
é�ì<ê
3�3�3�.
Ò Õ7����Ö6é6× �
���|���|�w� �9�6����[k� ]�� �&�|�b���'�����:�<��6��������&�;Þ������-ä;4 } ��%�%����1� Ò é1êHë æ�r1×:.
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Ò Õ#� } ð�ì`× Ô�. Õ#� } �/��2^�I�'[k� ]�� �&�|���`�w�<�'�:�|��6��������&�;ÞR�&����áà��� �;��� �3�P���­�;���<�'$��
���:�|���
�&�;Z������;�
�²�­�;���<�

h#�|áà�:��� ���;�;Þ��^�G~��|��*�*�4 } ~�� ������� �&�|~�ÿW�1~�*���%���4 } Ø�"6 1%����1�<�7*�õ;��( *�4 } ��� í���*���%�%�*�4 } "`�w�|�9�1�1.�ò_ìT�ÛB����,1Ú����1� 3|ð�ð�ì&.
Ò ä&"6õ;ú�0`× ÿ�.&ä&"6õ6"6���
ö)�w�;Þ��&� ���'�����w�<á���â#ã�� ���
� Ü��&�P�`�<áà�1í�����89�'��~�$��6��!h��89,1%��P:-�È~��MK���4'��� ø���ïk"6~�����������*<.

�È~���4�.��6�[� } ��4����&�w��~����14���� !h�'��~�"6~��1�)ò���"6% $��B3|ú�ú�Ö-çI��.1Û["6�����|~��������/. èà�B3|ú�ú�0&��,1, .
2�ë�"|ê;2�"60&.
Ò ä&"6%�é("<× íT.6ä&"6%�89���/�T6��9���&������Þ����à�+��â7�^áà�&�wâ'���à�������|� �
���#������������Þ��	�6�|�9���
�<��!�"68T 1~|.!+��1 &%�.6ÙÅ"`� } .Ø1.
ý¶ç�3|ð6é("�èà�)ì�ë<ê;"60&.
Ò ä&"6%�é�ú�"`× �^6��n���&���à���
�g�<�����|�&ÝTáP�<�'�I�|���;Þ���áà�&�wâ'���à�@��â-���&�

mth
����Þ����à�|�+!#"68T 1~�.�++�1 1%�.ÙÅ"`� } .�Ø1.�r@ç�3|ð6é�ú�èà�[3|ð�ð<ê
3|ú&3�.

Ò ä&"6%�é�ú6 ;× ��6��z���&�-�I�'� �
� �²�����;Þ��<�����
� ���
�|á����b�¶áà�&�wâ'���à�Å��â����&�-���;�����@�������|�'��!�"68�  .�"6�1�
+��& 1%����-ÙÅ"`� } .1Ø����&~���"6%Wt�u ç�3|ð6é�ú�è'�)2�ë�2<ê;2�ì�Ö&.

Ò ä&"6%�ð�Ö`× �%���
��� ������áP� �&��h#�à��Ý��|���'�w�����<á7S#���&Ý��<áà� 0&.����/.���ø���%�.1ò�òà�)Ó�. íT. { ���1 &�1��~|�)ÛB����,1Ú����1�3|ð�ð�Ö&.
Ò ä&"6~�Ö&3'× ��.6ä;"6~�������ã7�|�
�<��� ák��âkáà��ÝTÝ��|���'�3�#áà�;�wâ����à�|áh�w�)F

3
�6Ø�.|�+%����| &~�"�ý�r%l9ç�2�Ö�Ö&3<èà���1�1.�3��6é�2�ú<ê�é�ë�2&.

Ò ä;4 } ë�ð`× Ûk.Bä;4 } % ù!í �������N�����:�|Ý��
���:�¶���<���<�'Ý����
�����&���¹�G�<���I�H
:á'�#�`�<�b� �w�
�|á��`�;���Ä�²áà�&�wâ'���à�-��â����&����;�����@�������<�������
�¶�:�@���	�`�w��� áà�;� �báà�&�wâ'���à�<á9�����:�¶á��&���<�w�<á9���N����â��|���<�
�à���:���	�1�����à��� ��������â���&��� �w�
�|á^�`�;���@���&��á��&�wâ'�(���<�%<���"6~����|~�% $ÅØ����1~���"6%[�w��~7,&�1~���"6�1�²"6,1,1%������²ÙÅ"`� } ��8�"`����4�*>t#tç�3|ð�ë�ð�è'�)ë�ë<ê;ì�ì&�/3�3|Ö<ê;2�2�Ö&�[ç�"6%�*������E© Ò é1êHë ü�å&×_©kä)./3|ú�ð`ó�2&3|ð�èà.Ò ä;4 } ì�0`× ��6��²���&�)25�wá����'�����&���w���Å��â�ö)�;�wâ����à�|á^��â^���&� û1�;�����g6������<�^�����:��ö��&���<�w�<á��h�w��S��:â'�<�P
�|�
�à�T�:�����&�5ã����|á'�<�
���9���>�^�|áà�<�
�à����â�ö)�w�;Þ��&� ����ã7��������á5���
� ���&��S��à��� ��������â^���&�<���7�È�w�
�|áà�
� } ��%���*<. { ~�"6�&*<.
Õ#�<$�"6%�ä��;4�.%w b t#t�t�ç�3|ð�ì�0�èà�[3|ú�0<ê;26é13�.

Ò ä;4 } Ö6é6× Ùb.1ä;4 } ��%�%����&��çw���/. è'�
�������&�<Ý����I�wáP�P�&�a�^�P�&���
�1� �&�;Þ��<�¶���&á5���|Ý s �|�'� �<Þ��7�������&�<Ý������wá�� �&�<�
���|���<��� �9�`�����¶���'�I�w�-öT�P�&����� ���;Þ��
ä�4 } ��%�%����1�1�1þ�"6%�%��^"&.&�/.)ä&"�"6%����B3|ú�Ö6é1.

Ò ä;4 } 3�3'× �TÜÈ���:��� ��ÞbÝ������&�<Ý����I�wáP�P�&�<�*�¶�<���<��� ��â��&� ���<���;�M�&�|���|�¨�������&�|Ý������JZ��&�����<�'�'��� �;���ïG��~�%�"6��ø����-ÙÅ"6~������¶ä;4 } ��%�%����1�1�;ÛB����,1Ú����1�B3|ú&3�3�.
Ò ä;4 } ë�0`× Ûk.Bä;4 } % ù!í ���>h#�|á'��Ý�Ý��|� �:�^�������&�<Ý������wá�� �&���^�P�&���
�1� �;�;Þ��|���Bø���%�./ò�òà�)ïk��~�%�"6�ÅÓh��~�õ }�ù �1*���~|�Ó�"6*��|%�� 3|ú�ë�0&.
Ò ä;4 } ð�ì`× !�.1ä;4 } �����/�A6��Å���&�Rh#�à��Ý��<���'����â��9á��;���|�I�������<�:�|�'Ý����
�����:���T`^�'�;�<�'áà�;�wâ����à����á�á'�#�|�I���:��� �:����&�)�¶�&Ý�â������H
3`5���'���#�PZ�á s ���<�����>Q7�;�
�1� �|��Ø1.
Õ#�|���&�^���1�1.1ÙÅ"`� } .�å
r%l¶ç�3|ú�ð�ì�èà�)ð�ë<ê
3�3�3�.
Ò ä;����ð�"<× !�./ä;����~����Gö)�;�w� ���6���'�I�|�_î��|���|���à���à���z���w���<�[�
�&���I�+���'���
�����<��� �²á��;�#m|�w����C|�1���������Å���wÝ��<��
áà�w�����w�&��������.��#4�4�. { ��~����&�-x*x-t�t�ç�3|ð�ð�"�èà�T"6ú&3àê;ð�Ö&3�.
Ò ä;����ð�ð`× �Èö)�&��� �-�6���'�w�<�_î��|�����3�P�1�����<��� �Åá��;�#m|�w�@��C|�1���������¶���wÝ��<��áà�w�������9áà�}�à�<�'����á��wáà���<Ý���������<���:�5�a�à�|�'�:��á��`�;�<��8��<�w�����|�w� ��á��;�!m��I�����������
���'�I����Ù²��89��~������1��%�%�(��#4|"6�1��89��"��&� { ��~����1�1�*��|~�.�2#ï�ø���%�.�0�ú&�B3|ð�ð�ð&.
Ò ä;����é�2`× Ó�.�ä;����~�����ûE�&���
����
:áà���;Þ��&� ���^�<�1�|���Táà�;�wâ����à�|áà�
!h%�"6~����1�1���/� �0:��I��~��/�B3|ú6é�2&.
Ò ä;����é("<× ��ö)�;�
Ý���áàáà��Ý������;Ý��<�������[�
�<�������<��� �^áà�<�&�|��8��<�w�T���������:���������w�
�|�1Óh��%�%�.��/.(�5. Ùb. òà.ý�ç�3|ú6é("�èà�)2�Ö6é`ê;2&3|2&.
Ò ä;����ë�2`× �[ö)�;��Ý���áàáà��Ý��²���;Ý��<���Å���h�
�|���+���|�w� ��á��`�;�<��8��<�w����� Þ��`�|�'��� �&�<�
��������.)�#4�4�. Û/�����1~��

X;æ@ç�3|ú�ë�2�è'�[3|ë<ê;2�2&.
Ò ä;�'ø&2&3'× ÿ�.
ä���ø���~���� s ���'� �<áà�;�;Þ*�����|�>��� Þ��`�|�����wáP�P�&��h#�à��Ý��|���'�I�|� { ���1 1�&�|~��[3|ú�2&3�.
Ò ä;�'ø;é�ì`× �/ö)�&��Ý���áàáà��Ý�� ���&Ý��|���Å���k�
�<���#�����&�
��áà�`�;�<��8��|�I�����������:�²���������
�����<��� �-á��;�#m|�w��������w�
���'�w�-�����G�&�
��â����'Ý��-���G�;�¶� �;�<�'á��;�#m|�w���)�+�1�/.�ÙÅ"`�|.��È�1~�"���,1,1%�.�ý
ü�ç�3|ú6é�ì�èà�[3àê�é13�.
Ò ä } ��ú�ð`× 4#.)ä } �1*������/�Ah�� �;�w�;Þ-��â�á��w�;Þ��&� ���T���
���<�'�������à�����&��������áà� { ��,
��%����6$¶å%,@ç�3|ú�ú�ð�è'�)�1�1.[3��[3|ú�ë<ê2&3#";.
Ò ä } ��Ö�Ö`× �q�/���G�<�����:â'���'Ý������w����á ��â��wáà��� ���:�à���;�'�;�<�'áà�;�wâ����à� áà�w�;Þ��&� ���'�����w�<áà��ä��<.����'����~�*� 1�1~��ÙÅ"`� } .�Ø1.1X
X ç�2�Ö�Ö�Ö�èà�)�1�1.�ë&�
ð�ð�0<ê;ú�Ö�ð&.
Ò ä;���#"`é6× +T.<ä����|~�*�8�"&�
Ü�� ��áàá�� 8��à�����w�������
�02��:â'���'Ý������w������âÈö)���;Þ��;� ���'�w�I�I�|áà�M� } . +T.'� } ��*���*|�M�7�1� ø���~�*�� �:$�6���+89*����|~���"68²�)3|ú�"`é1.
Ò ä;ÛBú�"6"`× Ûk.nä;4 } �1��,1*®"6�1�ð�[.ÄÛB��4 } "6õ¦çI���1*|. è'�Øh#�à��Ý��<���'��� Þ���� ����á®�(�|���w����áP�Ï�(��àñ�������;�
�Þ��������&�|�
���w���PZEB á��<á�C<�&��áàá'�r�EB �;�R�)����Þ�����Ý�Ý��<�9ÛB���&�1��� ÙÅ"`� } ��8�"`����4|"6%�ä��;4����'�:$tÛ/�|4'���1~��ô7�6����*�ä;��~�����*<�1�1�1.�26é�2&�)!�"68T 1~����&���a�+�1� ø���~�*�� �:$R�G~���*�*<�/3|ú�ú�";.
Ò ä;ÛBú�"` &× Ûk. ä�4 } �1��,1*5"6�1�g�[.
ÛB��4 } "6õbçw���1*<. èà�0h#����Ý��<���'���TÞ���� ����á����|���I����á ��±5�	à-ûE�&�������6�|�'á'��Þ���� ����á�
�����|� �|Ý���Ý��|���&� �+á��5�à���à�<á9���
�ÅÝ��'���
�w�;Þ��<� ��á�á5Þ������`�
áà�BÛB���1�1���@ÙÅ"`� } �|8�"`����4|"6%hä��;4����'�:$ÛB��4'���1~���ô7�6����*^ä��|~�����*<���&�1.�26é�0&�)!�"68� &~����1���a�7�1� ø���~�*�� �:$R�G~��|*�*<�B3|ú�ú�";.
Ò ä;%���Ö�0`× ô5. Ø�. ��. ä;%���"6�1��� 6���
3�È���
� z#�
�<���|� �'�;�à���I� ��â ßà���:��Þ��|� ö ��C<�&�<�
�à�|áà�

²H²H²��¹��¢(�!¢HµM�5¡����_µM�H�W��¡M Pá���â�¤(òHµ5�M���!¢HóM�(¢!¤�¡!¢(���/�12�Ö�Ö�0&.
Ò ä { Ö�2`× ÿ�. ó��T.Gä;4 } ~��'$���~�"6�1�zÿ�. { ���&��%����V�^�à�à�1� �|á-���n���1����áà���(�PZ(à�ö��;���<�w���0�`���'�I�|���I�|á-�`�w�báàÝ������

8k�|� ��áà�È!h��89,1�&��"`�������1*5�����+%����� 1~�"6��4�í�����89�'��~�$¶�7� � } ÙÅ"64|"6�1%�"|$�2¶ç¹+�.�4G��*����; 1�&�/�W+T. Õ^.í�~�"|$;*����/��Ùb.
ä�����%�%�8�"6�/�&"6�1�²Ó�.�ä����&~�8��w��%�*<�1���1*|. è'��ä;,1~����1����~|�)2�Ö�Ö�2&.
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Ò ä���"�ì�ð`× 47.�ä���"6����"6~��1�Bö �'�
�����à�<�'���Táà�<�&�|��8��<�w�9��� Þ��`�|�'��� �&�^�à���¶áà���;Þ���� ���'���_î ��á'��� ���:�|�
ÙÅ"`����8�"`����4 } �ý�å@ç�3|ú�ì�ð�è'�)0�0�ð<ê;06é�0&.
Ò ä���"�"6ð`× �Èö)�&�kÝ���áàáà��Ý��¶���&Ý��|���@�����
�&�����+�������
����á'��� �����+���+�;�
�Åáà�`�;�<��8��|�I�²��� Þ��6���'�3�������

F
3
��Õ#���1�/.)ä;��8².1ÙÅ"`�<.��+�1� ø).���"6�1�|ø�"�ü�Y@ç�3|ú�"6ð�è'�[3#"6ú<ê
3|ú�ð&.

Ò ä���"�ð�0`× �A6������&��Q+��áàá'�|�#B áa�È��Ý����:�����w����áGâ'�������&���¶�!?��wÝT�&Ýô�^�;Ý9���|����â^ßàá'��� ���:�à��ö)�w�;Þ��;
� ���'�����w�<á����N������� Þ��6���������9ö)�;�wâ����à�|���È~���4��|���1���&��*��6�h� } � { ~��������¶!h���&�w�|~����14��Åç:ä).Bí�~��|4��1�íT.&ïk"6%�%�"&��"6�&�²Ùb.�++�|4�õ��|~��
���1*<. èà�&ø���%�.�ð6é1�/3|ú�ð�0&��,1, .
2�ú&3àê;0�Ö6é1.
Ò ä���"�ð6é6× ����ö)�&�wâ'���à����âk25��Þ����à�

6
���'F

3õ �G���������&�V���#?��wÝT�&ÝÏ�^�;Ý9���|�#��âk�5�|���<áà�(�È~���,1~�������6�[� } ���+�1� ø).1�6����"6�1�|ø�"&�B3|ú�ð6é1.
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