Uber die Existenz invarianter Tori
in Hamiltonschen Systemen, die bis auf
eine endlich oft differenzierbare Stérung

analytisch und integrabel sind

Dissertation
zur Erlangung des Grades
, Doktor
der Naturwissenschaften*

am Fachbereich Mathematik und Informatik
der Johannes Gutenberg-Universitét
in Mainz

Joachim Albrecht
geb. in Trier

Mainz, 2005






Zusammenfassung

In der vorliegenden Dissertation wird die Existenz invarianter Tori in Hamiltonschen
Systemen bewiesen, die bis auf eine 2n-mal stetig differenzierbare Stérung analytisch
und integrabel sind, wobei n die Anzahl der Freiheitsgrade bezeichnet. Es wird voraus-
gesetzt, dass die Stetigkeitsmodule der 2n-ten partiellen Ableitungen der Stérung einer
Endlichkeitsbedingung (Integralbedingung) geniigen, welche die Holderbedingung ver-
allgemeinert. Bisher konnte die Existenz invarianter Tori nur unter der Voraussetzung
bewiesen werden, dass die 2n-ten Ableitungen der Storung holderstetig sind.

Abstract

We proof the existence of invariant tori in Hamiltonian Systems, which are analytic
and integrable except a 2n-times continuously differentiable perturbation (n denotes
the number of the degrees of freedom). It is assumed that the moduli of continuity
of the 2n-th partial derivatives of the perturbation satisfy a condition of finiteness
(condition on an integral), which is more general than a Holder condition. So far the
existence of invariant tori could be proven only under the condition that the 2n-th
partial derivatives of the perturbation are Holder continuous.
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1 Einleitung und
Formulierung des Existenzsatzes (Satz E)

Wir betrachten Hamiltonsche Differentialgleichungssysteme
t=H, y=-H,, (1.1)

wobel © = (21,...,2,), Yy = (Y1,...,Yn), © und ¢ Vektoren in R™ (n > 2) sind und
H = H(z,y) eine Funktion von R?" nach R ist. Differentialgleichungssysteme der Form
(1.1) spielen in der klassischen Mechanik eine fundamentale Rolle.

Wir stellen uns die Aufgabe, die Existenz von Losungen des Systems (1.1) zu bewei-
sen, falls dieses durch eine kleine Storung aus einem analytischen, integrablen System
hervorgeht. Somit nehmen wir an, dass sich H als Summe

H=H+R

einer ungestorten Hamiltonfunktion H = H(y) und eines Restterms R = R(z, y) schrei-

ben lasse. Mit der Zahl a := H(0) € R, dem Frequenzvektor w := H,(0) € R™ und der
Hessematrix C' := H,,(0) € R"*" hat H die Taylorentwicklung

1
Hy)=a+{w,y)+ 3 (yC', y)+ Terme hoherer Ordnung.

Hierbei benutzen wir das Produkt
(x,y)=z1y1+ ...+ 2y, (x,y €R). (1.2)

Fassen wir die Terme hoherer Ordnung mit dem Restterm R zu einer Funktion h
zusammen, so folgt fiir H die Gestalt

H(w,y)=a+{w, ) +5(yC,y) +hizy). (1.3

Das Ziel ist, die Existenz von Losungen des Systems (1.1) unter einer moglichst schwa-
chen Annahme an die Differenzierbarkeit von h zu beweisen.
Differenzierbare Probleme dieser Art wurden zuerst 1962 von Moser an Hand soge-
nannter Twistabbildungen eines Kreisringes gelost [17]. Die hohe Differenzierbarkeits-
voraussetzung! konnte von Moser und Riissmann schrittweise auf dreimalige Differen-
zierbarkeit plus Holderstetigkeit abgeschwécht werden ([30], [20], [33]). Diese Regula-
ritdt entspricht bei einem Hamiltonsystem von n = 2 Freiheitsgraden der 4-maligen
Differenzierbarkeit plus Holderstetigkeit.

In der Tat hat Moser die Existenz von Losungen von (1.1) unter der Voraussetzung

n [17] wird die 333-malige stetige Differenzierbarkeit der Twistabbildung vorausgesetzt. Moser
hat darauf hingewiesen [21], dass ihm damals ,,16 bis 17-malige® stetige Differenzierbarkeit geniigt
hétte, dass er aber die 333-malige stetige Differenzierbarkeit voraussetzte, um den veroffentlichten
Beweis einfacher halten zu konnen.



gezeigt, dass h € C* mit ¢ > 2n + 2 gilt?, indem er eine geeignete Folge von Variablen-
transformationen konstruierte. Durch Verwendung eines verallgemeinerten Theorems
iiber implizite Funktionen gelang es Zehnder, diese unendlich vielen Koordinatentrans-
formationen zu vermeiden ([37], [38]). Jedoch muss bei diesem Vorgehen als Voraus-
setzung an die Stérung h € C’ mit ¢ > 4n + 6 angenommen werden. Poschel konnte
die Gesamtheit der invarianten Tori von H als so genannte Cantor-Familie beschreiben
([26], siehe auch [6]), wobei allerdings h € C* mit ¢ > 3n — 1 vorausgesetzt werden
muss.

In der vorliegenden Arbeit konzentrieren wir uns auf eine schwichere Voraussetzung
an die Regularitit von h und beweisen nach einer Idee von Riissmann® den folgenden

Satz E. Die Hamiltonfunktion H habe die Gestalt (1.3), wobei w mit einer Konstanten
v >0 fir alle k = (k1, ..., k,) € Z"\ {0} der Diophantischen Ungleichung

7
k) >
s b3 2 o
geniige! und C eine requlire Matriz sei. Die Funktion z = (z,y) — h(z) sei in

allen Variablen 2m-periodisch’ und besitze stetige partielle Ableitungen 0*"h/dz;*",
7 =1,...,2n, wobei die Stetigkeitsmodule

2n 2n
K;(9) := sup O™ h o™ h

Z —_—
2 2
z,2'€R?"  |z2—2|<§ 82]‘ " 82]' n

)| (620 (1.4)
fir alle j € {1,...,2n} die Integralbedingung

/1 Kjé(é) dd < oo (1.5)

erfiillen mégen. Dann gibt es eine positive Konstante Cy, die nur von n, v, C und
Ky, ..., Ky, abhdngt, so dass im Fall

sup |h(z)| < Cy

zeR2n

ein Homoomorphismus

Z=(X,Y):R" — Z(R") C R™

2Dieses Ergebnis findet sich mit einer Beweisskizze in [19]. Die Funktionenklasse C* mit ¢ > 0,
wobei £ keine ganze Zahl ist und [¢] die grofite ganze Zahl kleiner als ¢ bezeichnet, umfasst alle [¢]-mal
stetig differenzierbaren Funktionen, deren partielle Ableitungen [¢]-ter Ordnung holderstetig sind mit
dem Hélderexponenten ¢ — [¢]. Moser hat fiir das Modellproblem ,, Vektorfelder auf dem Torus“ einen
vollstindigen Beweis gegeben [18]. Poschel hat den Beweis fiir Hamiltonsche Systeme und ¢ > 2n
durchgefiihrt [25]. Die Verbesserung von 2n + 2 auf 2n folgt dabei aus besseren Abschéitzungen fiir die
Losungen linearer partieller Differentialgleichungen erster Ordnung mit konstanten Koeflizienten auf
dem Torus (vergleiche [31], Theorem 1.1 gegeniiber [18], Lemma 1 auf Seite 518).

3Vortrag von Helmut Riissmann am 8. 3. 1979 im Institut des Hautes Etudes Scientifiques, Bures-
sur-Yvette, im Seminar von David Ruelle und Dennis Sullivan.

4Fiir Vektoren verwenden wir die Maximumnorm, vergleiche Seite 16.

5Die Voraussetzung der 2m-Periodizitdt in v1,. ..,y ist technisch und kann unterdriickt werden,
siehe [25], Lemma 1.6 und [38], Lemma 3.1.



mit der Eigenschaft existiert, dass die auf R definierten Funktionen
r = X(wt+ const.), y=Y (wt+ const.) (1.6)

stetig differenzierbare Losungen des Systems (1.1) sind. Die Funktionen
§= (- &) = X(§) —& Y(§) : R — R”

sind 2m-periodisch in &, ..., &,, So dass die Funktionen
t — X (wt+ const.) — wt, Y (wt + const.)

quasipertodisch sind.
Ferner existiert eine stetig differenzierbare Funktion

r=(x1,...,2,) — U(x) : R" = R,

deren Gradient 2mw-periodisch ist und die die Hamilton-Jacobi-Gleichung
H(z,U,(x)) = const.

erfillt. Durch die Gleichung
y="U,(z) (zeR")

wird ein Torus im (R/27Z)" x R™ definiert, der beziiglich des Systems (1.1) invariant
ist; denn durch jeden seiner Punkte geht eine durch (1.6) definierte Trajektorie, die
ganz auf ihm liegt und ihn auflerdem dicht ausfillt.

Zum Beweis gehen wir wie Moser vor und verwenden ein KAM-Theorem fiir den
Fall einer analytischen Stérung, das sich in dieser Form nicht in der Literatur findet
und deshalb in Kapitel 5 vollstandig bewiesen wird. Um es auf den Fall einer endlich oft
differenzierbaren Stérung anwenden zu kénnen, stellen wir in Kapitel 2 einen Satz iiber
die Approximation endlich oft differenzierbarer Funktionen durch analytische Funktio-
nen zur Verfiigung. Mit diesen Ergebnissen erbringen wir in Kapitel 3 den Beweis von
Satz E.

Schliefflich weisen wir in Kapitel 4 durch eine explizite Beispielfunktion nach, dass die
Klasse £*" aller Funktionen h, die die Voraussetzungen des Satzes E erfiillen, die Klasse
Upcaer €2 echt enthélt: (J,_,., C*"T* & L2



2 Ein Approximationssatz

In diesem Kapitel beweisen wir den Approximationssatz 2.23, dessen Korollar 3.11 es
uns erlauben wird, Satz E auf das analytische KAM-Theorem 3.6 zuriickzufiihren, das
in Abschnitt 5 bewiesen wird. Da wir hier die Voraussetzung der Holderstetigkeit der
hochsten partiellen Ableitungen vermeiden wollen, kénnen wir sie auch beim Approxi-
mationssatz nicht voraussetzen. Jedoch lassen sich die in [30], 4. bis 6., vorgestellten
Methoden auf die von uns betrachtete allgemeinere Situation anwenden, was wir im
Folgenden tun wollen.

2.1 Lemmata iiber trigonometrische Polynome

Bezeichnungen. Es sei e; der j-te Vektor der kanonischen Basis des R" (n € N,
1 <j <mn). Somit gilt fiir x € R” und t € R

$+2t€j = ($1,...,l’j_1,l’j —|—2t,l’j+1,...,l’n).

Fiir ein € R™ (n > 2) bezeichne Z; € R"! denjenigen Vektor, der aus x durch
Weglassen der j-ten Komponente entsteht. Es gilt also

~ n—1
LIZ‘j—(1’1,...,$j_1,l’j+1,...,l’n>ER .

Partielle Ableitungen werden im Folgenden meistens mit einem Subskript gekennzeich-
net, zum Beispiel

of
S = o
Definition 2.1. Es sei n € N. Wir setzen
Cy. (R",R) := {f : R" — R| f ist stetig und 27-periodisch in a1, ..., z,}.

Definition 2.2. Esseienn,m € N, j € {1,...,n} und f € C, (R",R). Dann definieren
wir das m-te Fejér-Polynom von f beziiglich x; durch

FU() R — R, o — /W2 flo+2te;) (S002Y gt (2.1)
: — — ' : :
" ’ mr J g sin ¢

Lemma 2.3. Es seien n,m € N, j € {1,...,n} und f € C, (R",R). Dann ist die

Funktion F,Lﬁ](f) in x; ein trigonometrisches Polynom hichstens (m — 1)-ter Ordnung
und es gilt F,[rjb](f) € C,. (R", R).

Beweis. Das Fejér-Polynom F,g{]( f) hat die Darstellung (siche [23], Seite 140, Formel
(195))

(SE'0h)+ ..+ SELLA), (2.2

1
m



wobei S,[fﬂ( f) das k-te Fourier-Polynom von f beziiglich z; ist (0 < k& < m —1). Dieses
ist im Fall n > 2 mit Koeffizienten

R 1 21
ap(Z;) = - flz1, .., xjm1, b, Tjgr, - .., ) cos(£t) dt, (0 € Ny),
0
. L[ :
bz(iﬁj> = %/0 f(l‘l,...,Zl,’j_l,t,l'j+1,...,$n) Sll’l(gt) dt (6 S No)

wie folgt definiert:

P = 2B

2
i (@) | § (2:3)
S (f)(x) = 5t Z ae(Z;) cos(lx;) + be(T;) sin(lx;)) (k € N).
=1
Aus (2.2) und (2.3) folgt
1 (ao(Z;)
[4] — (20
R = - (2
m—1 a (/ZL’\) k
+ (% + Z ag(Z;) cos(lx;) + be(T;) sin(f@y)))
k=1 =1
ao(Z;) Cm—t
— 02 2+ ( - (ap(T;) cos(lz;) + bg(fc\j)sin(ij))) :
=1
Setzen wir
A(] = %, B(] = 0,
_ _ (2.4)
Ak = mn kak, Bk = m kbk (1§k§m—1),
m m

so erhalten wir fiir FJ ( f) die Darstellung

m—1

FO(f)(w) = Al(@)) cos(ka;) + By(T;) sin(ka;).

k=0

Insbesondere ist FiJ(f) in x; ein trigonometrisches Polynom hochstens (m — 1)-ter
Ordnung.

Im Fall n = 1 muss 7 = 1 %elten und ay, by sind reelle Konstanten. Also sehen wir
auch in diesem Fall, dass Fl ) ein trigonometrisches Polynom héchstens (m — 1)-ter
Ordnung ist.

Wegen der stetigen Abhéngigkeit des Integrals von Parametern und der definierenden
Formel (2.1) ist F,g{]( f) stetig. Auf Grund der Periodizitdt von f und wegen (2.1)
ist FY)(f) 2m-periodisch in 21, ..., z,. Also folgt FY/(f) € C, (R",R), womit alles
bewiesen ist. O



In Definition 2.2 sieht man an der Formel (2.1), dass die Abbildung
Fr[er] : C2W(Rn7 R) - C27T(Rn7 R)

linear ist. Wenn die Funktion f stetig differenzierbar ist, folgt auflerdem aus der diffe-
renzierbaren Abhéngigkeit des Integrals von Parametern

(FUP),, = FNf) ¥ Le{l,...n}

Definition 2.4. Es sei f eine auf einer Menge M definierte, beschréinkte Funktion.
Dann setzen wir

[l = sup [f(2)].
zeM
Lemma 2.5. Es seienn, m € N, j € {1,...,n} und f € Cy.(R",R). Dann gilt

[ERF)|en < |-
Beweis. Es gilt die Formel (siehe [23], Seite 141, Formel (196))

1 w/2 . 2
_/ <sm.(mt)> P
mm J_z/2 sint

Zusammen mit der Definition 2.2 folgt fiir alle x € R”

o+ 2te) (Snimt) gt
—7I'/2 J Slnt

<o [V gt 2] (A0

1 w/2

[E2 () @) = —

mi

M7 J_z/2 nt
w/2 . 2
< 1 f Rn/ <s1n‘(mt)) gt
mm /2 sint
= |f|Rn .
Daraus folgt die Behauptung. O

Definition 2.6. Es seien n, m € N, j € {1,...,n} und f € C,,.(R",R). Wir definieren
das m-te de la Vallée Poussin-Polynom von f beziiglich x; durch

TUI(f) == 2F0)(f) — FE(f).

Lemma 2.7. Es seienn, m € N, j € {1,...,n}, a, b € R und f, g € C, (R", R).
Dann ist Ty[,i}(f) in x; ein trigonometrisches Polynom héchstens (2m —1)-ter Ordnung,
es gilt T,g{](f) € C,,. (R R), sowie

TV (af +bg) = a TV )+ 0T (g). (2.6)
Ist f zusdtzlich stetig differenzierbar, so gilt iberdies fir alle ¢ € {1,...,n}
(1), =T (f)) - (2.7)



Beweis. Nach Lemma 2.3 ist F} U] »(f) in z; ein trigonometrisches Polynom hochstens
(2m — 1)-ter Ordnung und die Ordnung von F, m( f) ist hochstens m — 1. Somit ist
die Ordnung von T, b ]( f) als trigonometrisches Polynom in z; hochstens 2m — 1. Da

C,,.(R™" R) ein R-Vektorraum ist, folgt aus Lemma 2.3 und Definition 2.6 T, f) e
C,,.(R™ R). Die Abschétzung (2.5) erhalten wir mit Lemma 2.5, denn es ist

T = [2EEL(F) = FE)

[] j
o <2+ FE Ol 3151

Die Linearitdt (2.6) und die Formel (2.7) folgen aus den entsprechenden Eigenschaften
der Fejér-Polynome. O

2.2 Approximation durch de la Vallée Poussin-Polynome

Definition 2.8. Es seien m € Ny und f € C,.(R,R). Wir setzen
En(f) :==inf{|f — h| | hist ein trigonometrisches Polynom vom Grad < m}.

Die Zahl &,,(f) besagt also, wie gut eine Approximation von f durch ein trigono-
metrisches Polynom vom Grad kleinergleich m bestenfalls werden kann.

Definition 2.9. Es sei n € N und f : R® — R gleichméfig stetig. Wir definieren den
Stetigkeitsmodul von f durch

K;:[0,00) — [0,00), d+— Kf(0) := sup |f(x) = f(y)].

z,y€R™, [z —y[|<o

Bemerkung 2.10. Der Stetigkeitsmodul K einer gleichméBig stetigen Funktion f :
R" — R ist monoton wachsend, stetig und es gilt K¢(0) = 0. Aus der fiir beliebige x,
y € R" und N € N giiltigen Gleichung

=2

fle+Ny) = flx) =) (flz+ (k+1)y) - f(z+ky))

0

B
Il

folgt auBlerdem
K;(N§) < N K¢(6) vV 0>0, NeN.

Wir fiithren noch folgende Schreibweise fiir hohere Ableitungen einer r-mal differen-
zierbaren Funktion f: R — R ein (r € N):
87‘
ox"

fOi=—=f 0=

Mit diesen Definitionen kénnen wir nun zwei Sétze zitieren, die im Beweis von Satz 2.13
benotigt werden. Der erste von de la Vallée Poussin ([23], Seite 150, Satz 1) besagt,
dass die trigonometrischen Polynome 7, ,L}]( f) eine gegebene Funktion f € C,.(R,R)
sehr gut approximieren.



Satz 2.11. Es seien f € Cy (R, R) und m € N. Dann gilt die Abschitzung

Zweitens formulieren wir das Theorem von Jackson, wie es Achieser ([1], 105. (1))
bewiesen hat:

Satz 2.12. Es seienr € Ng, m € N und f € Cy (R, R) sei, falls v > 1 ist, r-mal stetig
differenzierbar. Dann gilt

Eni () < I (%) .

m’f‘

Das folgende Resultat erhalten wir durch die Kombination der Satze 2.11 und 2.12.
Dabei betrachten wir im Hinblick auf die weitere Verwendung statt des Stetigkeitsmo-
duls K F(r eine Funktion K, die K () majorisiert.

Satz 2.13. Es seienr € Ng, m € N und f € Cy (R, R) sei, falls r > 1 ist, r-mal stetig
differenzierbar. Es gebe eine Funktion K : [0,00) — [0, 00) mit

‘f(")(:c)—f(r)(y)} < K(9) V o x,y € R mit|z—y| <4 (2.8)
Dann gilt
X 12 /1
=Tl < k()

Beweis. Aus den Sétzen 2.11 und 2.12 sowie Definition 2.8 folgt

£~ TR < 4Enh) < 4E0mslh) < T (). (29)

Nach der Definition 2.9 des Stetigkeitsmoduls folgt aus der Voraussetzung (2.8)

1 1
m m
Zusammen mit (2.9) folgt die Behauptung. O

Da mit f nach Lemma 2.7 auch das de la Vallée Poussin-Polynom von f beziiglich
einer Koordinate stetig ist, kann man die Konstruktion dieser Polynome wie folgt
iterieren:

Definition 2.14. Esseienn € N,k € {1,...,n} und jy,...,j5x € {1,...,n} mit j, # j,
fiir p # q. Ferner seien my,...,m; € Nund f € C, (R",R). Dann setzen wir

TEo () = T (T (L (TEE () .. )

.....

und nennen diese Funktion verallgemeinertes de la Vallée Poussin-Polynom.



Insbesondere folgt aus Lemma 2.7
T3t (£) € Con(R™, ),

Lemma 2.15. Es seienn € N, k€ {1,...,n} und jy,...,j5x € {1,...,n} mit j, # j,
fir p # q. Ferner seien my,...,my; € N und f € C, (R",R). Es sei (7(1),...,7(k))
eine Permutation von (1,... k). Dann gilt

T[]l _____ Jk:] (f) T[]Tr(l) 7777 ]W(k)} (f)

ma,....,mk M (1) 505 (k)

Beweis. Da jede Permutation eine Hintereinanderausfithrung geeigneter Transpositio-
nen ist, reicht es, die Behauptung des Lemmas fiir eine Transposition zu beweisen. Wir
konnen uns also auf den Fall £ = 2 beschréinken und beweisen

Tlin.52] (f) = Tli2:01] (f). (2.10)

mi,m2 ma,mi

Da die de la Vallée Poussin-Polynome geméafl Definition 2.6 Linearkombinationen von
Fejér-Polynomen sind und wegen der Linearitit (2.6) folgt (2.10) aus der entsprechen-
den Aussage fiir Fejér-Polynome, wir zeigen also:

FRIER) = B (FRD) -
Nun gilt nach Definiton 2.2 und dem Satz von Fubini

0] (FUSI( ) (o) < ol (2 [ | Sin(mzt))2
F(F2(F) (@) = Fy) (mﬂ f(x+2tej2)( : dt

—n/2 sin ¢

/2 sin(mat)\ 2 sin(mys)\
= f (x +2tej, +2sej,) | —— | dt | ————— | ds
m17r m27r —x2J—x)2 sint sin s

/2 /2 . 2 . t 2
= / flx +2te;, +2sej,) (M) ds (M) dt

MAT MaT ) /o) —z)2 sin s sint
= FP(FU(f))(z) V xeR™
Nach unseren Voriiberlegungen folgt somit die Behauptung. O

Lemma 2.16. Unter den Voraussetzungen der Definition 2.14 gilt fiir alle ¢ €
{1,...,k}, dass T,[fbi:ﬁﬁﬁjﬁ}ii(f) in x, ein trigonometrisches Polynom héchstens (2my—1)-
ter Ordnung ist.

Beweis. Wir halten ein beliebiges ¢ € {1,...,k} fest und wihlen eine Permutation
(r(1),...,m(k)) von (1,..., k) mit 7(1) = ¢. Aus Lemma 2.15 folgt

115e05] [‘rr 7777 T } 1 [‘Tr 7777 i ]
Tl (F) = Tl () = T (Tl ().

-----

Dies ist nach Lemma 2.7 in z; ein trigonometrisches Polynom hochstens (2m, — 1)-ter
Ordnung. Da ¢ € {1, ..., k} beliebig war, folgt die Behauptung. 0

Um den folgenden Satz formulieren zu konnen, vereinbaren wir fiir Funktionen
f:R* =R
rf
825']‘0

= f.



Satz 2.17. Es seienn € N, f € C, (R",R), r1,...,7r, € No, my,...,m, € Nund [ sei,

falls r; > 1 ist, r;-mal stetig differenzierbar nach z; (1 < j < n). Es gebe Funktionen

Ky,...,K, : [0,00) — [0,00), so dass fir alle j € {1,...,n}, 6 >0, x € R" und
€ [—9,6] gilt:

dif " f
e (1) = g (@ te)| < K(0). (2.11)
j j
Dann gilt
=T ()] <4237 —K; (—)
| - - ;mﬂ' RN

Bemerkung 2.18. Nach Voraussetzung sind die Funktionen 0" f/0x;" auf R" stetig.
Da sie 2m-periodisch sind, sind sie sogar gleichméfig stetig. Geméfl Bemerkung 2.10 ist
also der Stetigkeitsmodul von 0" f/0x," als Funktion K in (2.11) zuléssig.

Beweis von Satz 2.17. Im Fall n = 1 reduziert sich die Aussage auf die Aussage
von Satz 2.13. Die Behauptung sei fiir ein n € N richtig. Wir beweisen sie fiir n + 1.
Dazu wenden wir die Induktionsvoraussetzung auf die fiir jeden reellen Parameter x;
definierten Funktionen f(xq, -) an. Dies ergibt

n+1
1 1
flon ) =T (Do M, <43 Lk () ¥ mek

""" o m;" m;
n+1 1 1
2..-.m+1] 3" o —
= |f=TEm ()|, <43 ]§2m]TJK] (mj). (2.12)

Fiir die Funktionen f(-,71) (Z; € R") erhalten wir mit Satz 2.13

P2 — T (B, < 43— K, (i) ¥ 7 eR"

my" my
N ‘f—Tm(f) <4.3 1 K 1 (2.13)
m1 Rn+1 — mlTl 1 my . .
Nun folgt nach Lemma 2.7, Definition 2.14 und (2.12)
Tl (F) = T (P g = [Tl () = Ty (T () L
n+1 1 1
1] 2 ..... n+1 n+1
= [T T O <497 () e
J:

Die Abschétzungen (2.13) und (2.14) ergeben zusammen
[ =T (D) g < F = TR s + [T () = Ty ()

----------

1 1 g 1
<4-3 K 4.3nt! =
- myt (ml) - Z my;'" A (mj)

.7 2
.]

Daraus folgt die Behauptung. O
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Korollar 2.19. Es sollen die Voraussetzungen von Satz 2.17 gelten und es sei zusdtzlich
r1>1,...,m, > 1. Dann gilt fir alle ¢ € {1,... ,n}

n

1 1
<4-3" — K, | — ).
Rn - Z mj'f‘j_l J (m])

Jj=1

fro = (T2 (1),

.....

Beweis. Es sei £ € {1,...n} beliebig. Die Funktion f,, erfiillt die Voraussetzungen
von Satz 2.17, wobei dort r, durch r, — 1 zu ersetzen ist. Mit (2.7) erhalten wir

Feo = (T 2 (D), | = Ve = T i, (F)

..........

R

= 1 1 1 1
(S (5) ()

Jj=1
J#L

n

1 1
<4-3" —K; | —|.
SEED I ES

=1

Das war zu zeigen. O

2.3 Der Approximationssatz

In diesem Abschnitt wollen wir das Hauptergebnis des Kapitels formulieren und be-
weisen. Im Beweis verwenden wir die Bernsteinsche Ungleichung (Satz 2.20), die zum
Beispiel im Buch von Achieser ([1], 83. und 84.) bewiesen wird.

Satz 2.20. FEs sei f : R — R ein trigonometrisches Polynom hdchstens m-ten Grades
(m € N). Dann gilt

|F) <7 | flg vV reN.

Wir wollen aus diesem Satz eine Folgerung fiir trigonometrische Polynome in meh-
reren Verdnderlichen ziehen. Wir bezeichnen die Dimension in diesem Abschnitt mit
v € N und definieren fiir einen Multiindex s = (s1,...,s,) € Ni:

881+---+Suf

81’151 - 8LUVS” )

f(S) =

Korollar 2.21. FEs sei f : RY — R in jeder Koordinate ein trigonometrisches Polynom
hichstens m-ten Grades (m € N). Dann gilt

}f(S) o < mSitTtsy |f|]RV YV s= (31’ e su) c NS
Beweis. Im Fall v = 1 ist dies die Aussage von Satz 2.20. Die Behauptung sei fiir ein
v € N richtig. Wir beweisen sie fiir v + 1. Dazu sei s = (sy,...,5,41) € Nj™' beliebig.

Nach der Induktionsvoraussetzung gilt fiir die Funktionen f(xq, -), wobei x; € R ein
reeller Parameter ist,

| flm) ()

RY S m32+~~~+sy+1 ‘f(l’h . )‘RV S msz+...+su+1 |f|R“+1 \vd T € R

11



an, so folgt
|FO(, 3], S mPtm et fl, Y 3 ERY

Daraus folgt die Behauptung. O

. S m81+...+81/+1 ‘f|RV+1 .

Definition 2.22. Es sei r > 0. Wir setzen
S(r) ={zeC”||Imz| <r}.

Ferner sei P(r) die Menge aller analytischen Funktionen f : S(r) — C, die reelle
Argumente auf reelle Werte abbilden und in allen Variablen die Periode 27 haben.

Zur Sprechweise. Die Aussage, dass eine Funktion f € P(r) reelle Argumente auf
reelle Werte abbildet, soll folgendes bedeuten:

fz)eRCC vV xeSr)nR".

Wenn kiinftig gesagt wird, dass eine Funktion in der Vektorvariablen x die Periode
27 habe, ist stets gemeint, dass die Funktion in jeder Komponente des Vektors x die
Periode 27 hat.

Satz 2.23. Es seien v € N, f € C, (R",R), r1,...,7, € N und f sei r;-mal ste-
tig differenzierbar nach z; (1 < j < v). Es gebe monoton wachsende Funktionen
Ky,...,K, : [0,00) — [0,00), so dass fir alle j € {1,...,v}, 6 >0, z € R” und
t € [—0,9] gilt:

aif

7
ox i

aif

—
ox i

()

(x+te;)| < K;(9).

Es sei (or)peq eine monoton fallende Nullfolge positiver Zahlen mit oy < 1. Dann
gibt es positive, nur von v abhdngende Konstanten dy, ds und ds sowie eine Folge von
Funktionen f, € P(ox) (k € No) mit den Eigenschaften:

v

f = felpe < d1 Y (Kj(ap)ee™) ¥V ke, (2.15)
j=1
|fmg _fkmghRV SdIZ(Kj(Qk>Qij_1) vV ok GNO, le {17”’7V}7 (216>
j=1
i = Feetls) < d2 Y (Kj(or-1)ok1") ¥ k€EN, (2.17)
j=1
| fls(on < da|flge V ke N,. (2.18)

12



Beweis. Wir definieren fiir k£ € N natiirliche Zahlen my; durch

1
mp — 1< — < mg. (2.19)
Ok
Dies legt alle my eindeutig fest, und da die Folge der ¢, monoton féllt und gy < 1 ist,
gilt my > 2 fiir alle k£ € Ny. Nun setzen wir
fiiS(o) — €, we file) = To (@) Y ke N,

.....

.....

-----

sches Polynom ist und daher erstens auf ganz C”, insbesondere auf S(g), definiert
werden kann. Zweitens folgt die 27-Periodizitédt von f; in allen Variablen. Ferner bildet
fi reelle Argumente auf reelle Werte ab, was insgesamt f, € P(gx) fiir alle & € Ny
beweist.

Es sind die Voraussetzungen von Satz 2.17 erfiillt (man setze dort n = v ein). Daher
gilt mit (2.19) und da die Funktionen K; monoton wachsen

v

1 1
Rl <43 K <433 0 K v ke,
|f = filr ;mw i (mk) jzl kK (o) 0

Damit ist (2.15) bewiesen, wobei d; durch
dy =43 (2.20)

gegeben ist. Aus dem Korollar 2.19 folgt fiir alle £ € Ny und ¢ € {1,...,v}

v

1
For = Pl £4-3")_ —m 5K, ( )<dlzgk e

J=1

Dies ist die Abschétzung (2.16). Wir benutzen wieder, dass (o) monoton fillt und die
Funktionen K; monoton wachsen und schitzen mit (2.15) im Hinblick auf (2.17) ab:

\fr = fromilge < |k — flge + 1 = fozilpe

<4-3"> (oK (or) + ok K (0r-1))

j—l

<8- 3”2@“ (o) Y kel (2.21)

Um daraus eine Abschétzung auf S(gy) zu erhalten, verwenden wir unser Korollar
2.21 aus der Bernsteinschen Ungleichung. Da fiir alle £ € Ny die Funktion f; in jeder
Variablen ein trigonometrisches Polynom hochstens (2my, — 1)-ter Ordnung ist und die
Folge (my) monoton wéchst, besagt Korollar 2.21

)ka) - fés_)l R

< (2my — 1) fro — fooilpe V o s=(s1,...,5) € Nj.

13



Da jede Zahl my > 2 ist, gilt fiir alle k € Ny

2my — 1 < 2my — 1+ my — 2 = 3(my — 1). (2.22)
Zusammen mit (2.19) und (2.21) folgt fiir alle s € N§ und k£ € N

)ka) — o = BT (my, — 1) | i — froa g

< 351+---+5V9k_51_---_5u |fk _ fk—1|Ru

< 8- sty g Ty Z or—1" K;j(0k-1)-
i1

Der Taylorsche Satz zeigt fiir alle z € S(g;) und k € N

(iTm )51 tFsv

fe@) = fia(@)] = |32 (A7 = £2)) (Rew)

|. .g |
Ny S1ic .Sy
s) (s) |’é1m1’|sl+"'+s”
Ssz kg sl e8!
seNy v
3V+51+ s, Y
< Z . o1 Z Qk—lTJKj(Qk—1>
SGNV V’ ]:1

= 8-3"(e ng 17 K (0r-1)-

Dies beweist (2.17) mit
dy =837, (2.23)

Die Abschétzung (2.18) erhalten wir mit derselben Methode. Aus Korollar 2.21, (2.5),
(2.22) und (2.19) folgt fiir alle k € Ny

7]

< (2my — 12T fil g < (2my — 1) T3 | g,
S 3u+s1+...+sl, (mk _ 1)31+-..+3u ‘f‘Rv S 3V+31+~~~+3u Qk—81—.~—su |f|RU .

Somit ergibt sich aus dem Taylorschen Satz fiir alle x € S(gx) und k € Ny

7 S1+...+sv
@] = |3 £ (Re ) U2

. . |
seNy 1. ..o Sy
3u+81+ sy 3
SZS'%LHRV_ Y(€) [ flg -
SENH 1- .
Es bleibt nur,
dy == 3"e¥ (2.24)
zu setzen, um den Beweis zu beenden. O
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3 Beweis des Existenzsatzes (Satz E)

3.1 Erklarung der Beweisidee

Zum Beweis von Satz E gehen wir im Prinzip so vor, wie es Moser [19] vorgeschlagen
hat. Wir arbeiten mit einer Folge (hy) analytischer Funktionen, welche die Funktion h
der in (1.3) gegebenen Hamiltonfunkiton

H(w,y) = a+{w,y) + 5 (4C, y) + hiz.y)

approximieren. Diese Folge erhalten wir mit einem Korollar aus dem Approximations-
satz 2.23 (Korollar 3.11). Nun definieren wir Hamiltonfunktionen Hj durch

Hilw,9) =a+ (w, y) + 5 (yC. y) + hur,y) = H(w,y) + (i — B) (.0,

Es ist eine Folge von Variablentransformationen Zj zu finden, deren Grenzwert (soweit
existent) auf eine Losung der Gleichungen (1.1)°

i=H, §=-H,

fithrt. Nehmen wir an, wir haben die Transformation Zj, bereits konstruiert. Die Grund-
idee zur Konstruktion der néchsten Transformation Z,; ist, das KAM-Theorem fiir
den Fall einer analytischen Storung, das wir im néchsten Abschnitt als Satz 3.6 formu-
lieren, zu verwenden. Es habe 7, die Eigenschaft, dass mit einer reellen Konstanten
ar+1 und einer matrixwertigen Funktion Qg1

Hi o Ze(6,1) = auer + {9, 0) + 3 {1 Qs (6) 0} +O(Inf)

(. J/

=: Nk:l(&n) + Ri(&,m)

gilt, wobei wir N, als die Summe der ersten drei Terme in der ersten Zeile definiert
haben und R} fiir die Terme dritter oder hoherer Ordnung in 1 steht. Die Transforma-
tion soll so beschaffen sein, dass Ny, als ungestorte Hamiltonfunktion im Sinne von
Satz 3.6 in Frage kommt. — Wir betrachten die Funktion

Hyp10Zy = Hyo Zy + (Hypyr — Hy) 0 Zy = Hy o Zyy + (hjpr — i) © Zy,
= Nk+1 + RZ + (hk—i-l — hk) (¢] Zk
Satz 3.6 ist auf diese Funktion anzuwenden. Damit das mdoglich ist, muss der Restterm

Ry = RZ + (hk—i-l — hk) A

hinreichend klein sein. Wenn wir die Voraussetzungen von Satz 3.6 erfiillen kénnen, so
erhalten wir eine Transformation W mit

Hipr 0 2o W(Em) = o+ (@, 0) + 3 (nQusn(€) ) + Ol

wobei wieder a; o eine reelle Zahl und QQx,- eine matrixwertige Funktion ist. Die ge-
suchte Transformation ist nun durch Zy,, := Z; o W gegeben.

6Die Gleichungen (1.1) werden im Folgenden auch kanonische Gleichungen genannt.
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3.2 Das analytische KAM-Theorem

In diesem Abschnitt formulieren wir das analytische KAM-Theorem, wie wir es im Be-
weis von Satz E verwenden wollen. Dazu sind zunéchst einige Definitionen zu machen.

3.2.1 Vektoren, Matrizen und ihre Normen

Vektoren z = (21, ..., 2) € C* messen wir in der Mazimumnorm
|z| == {ISL?S}%M\ (3.1)

Fiir Matrizen

din .- que
Q=1 : . |=(g)eC
qrk1 -+ (ke

verwenden wir die Zeilensummennorm

¢

@MZQ%QQMA (32)
J:

Die Zeilensummennorm ist submultiplikativ. Das bedeutet fiir beliebige Matrizen () €
C**und P € C™™ (k, ¢, m € N)

QP <|Q|[P].

Transponierte Vektoren und Matrizen bezeichnen wir mit einem hochgestellten ,,T“.
Man beachte, dass fiir die Norm der transponierten Matrix gilt:

QT <HQI ¥V QeC™ (3.3)

Das Produkt zweier Vektoren z, y € C* definieren wir analog (1.2) durch

(z,9) :=ijyj. (3.4)

Dann gilt

[ (z,y) [ < Ll [yl (3.5)

Schlieflich hat man fiir das Produkt eines Vektors z € C’ und einer Matrix Q € CF**
die Abschétzung

|z Q"] < [2]1Q). (3.6)

(Zum Beweis der letzten Ungleichung sieche Anhang A.1.)
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3.2.2 Definitionsbereiche und Funktionen
Wir ergidnzen Definition 2.22 wie folgt:

Definition 3.1. Es seien r und s positive Zahlen. Wir setzen
D(r,s) := {z = (z,y) € C* ||Imz| <, |y| < s},

Sr)={zeC"||lmz| <r},
S'(r)={z€C*” ||Imz| <r}.

Mit P, (r, s) bezeichnen wir die Menge aller Funktionen
.f:D(TVS) _)Cm> Z:(l’,y)’—)f(Z),

die analytisch sind, reelle Argumente auf reelle Werte abbilden und in den Variablen

x1,...,T, die Periode 27 haben.

Die Menge aller Funktionen f : S(r) — C™, die analytisch sind, reelle Argumente auf

reelle Werte abbilden und in jeder Variablen die Periode 27 haben, bezeichnen wir mit

Pon(r).

SchlieBlich sei P/, (r) die Menge aller Funktionen f : &'(r) — C™, die analytisch sind,

reelle Argumente auf reelle Werte abbilden und in jeder Variablen die Periode 27 haben.
Die Definition soll auch fiir m = nxn gelten. Im Fall m = 1 schreiben wir P(r, s) :=

Pi(r,s), P(r) := Pi(r) und P'(r) := Pi(r).

Fiir die Einschrankung einer Funktion f auf eine Teilmenge M ihres Definitions-
bereiches schreiben wir f|,,. Zur Notation von Ableitungen. Ableitungen werden mit
einem Subskript gekennzeichnet, fiir eine Funktion f € P(r) zum Beispiel

0
fx1:8—f> fx:(.fxpfma'“afxn)a
£
fiir Funktionen f = (fi,..., fi) € Pu(r) ist f, dann die Jacobimatrix
flfvl flwn
fmm fmmn

Fiir Funktionen f € P,,(r,s) sei f, = (f, fy), ausfiihrlich:
frao o fww fw o S

fz:(fxafy): : .. : : . :
fm:cl cee fm:cn fmy1 s fmyn
SchlieBlich schreiben wir bei Funktionen ¢ +— (z(t), ..., z,(t)) die nur von einer Varia-
blen abhéngen,
doz . . .
pri T=(T1,. ., %n) = (T1g,y ooy Tiy)-

Nach der Definition der Jacobimatrix haben wir also & = z.
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3.2.3 Frequenzvektoren

Der als erste Ableitung der Hamiltonfunktion auftretende Vektor w = (wy,...,w,) €
R" wird Frequenzvektor genannt. Zum Beweis des Satzes 3.6 wird man fordern miissen,
dass dieser Frequenzvektor einer Folge von Diophantischen Ungleichungen geniigt, das
heifit Element einer Menge des folgenden Typs ist:

Definition 3.2. Fiirn > 2, 7 > 0 und v > 0 sei

Qy, 1) = {w eR"

f}/ n
|<w,k>\2w V keZ \{O}}

Bemerkung 3.3. Es gelten die Aussagen (siehe [31] und die Literaturangaben dort):
1. Ist 0 < 7 < n — 1, so sind alle Mengen (v, 7), v > 0, leer.
2. Fiir 7 = n —1 gilt, dass die Menge Q(n — 1) := Uy5082(7,n — 1) n-dimensionales
Lebesgue-Mafl Null hat. Jedoch hat der Schnitt jeder offenen Teilmenge von R"
mit Q(n — 1) die Méchtigkeit von R.
3. Ist 7 >mn — 1, so existiert fiir fast alle w € R" ein 7 = v(w) > 0 mit w € Q(v, 7).
3.2.4 Einfache kanonische Transformationen
Definition 3.4. Es seien i/ und V C C" Gebiete. Eine stetig differenzierbare Abbildung
Z:UXxV—C™" (=(&n)—z2=2Z()

nennen wir kanonische Transformation, wenn fiir alle ¢ aus U x V mit der Matrix

J = <—E0 Eon ) c C*"  E, die (n x n)-Einheitsmatrix, (3.7)
gilt:
Ze(Q)" T Ze(¢) = . (3.8)

Definition 3.5. Es seien U, )V C C" Gebiete. Eine analytische, kanonische Transfor-
mation

Z:UXY—C" (=(&n)—z2=(1y)=Z(C) = (X().Y())

nennen wir einfache kanonische Transformation, wenn die Abbildung ¢ = (£,n) —
X (¢) nicht von 7 abhéngt, also wenn gilt X = X ().

Sind Z; und Z, zwei einfache kanonische Transformationen mit der Eigenschaft, dass
man die erste mit der zweiten verketten darf, so ist auch Z; 025 eine einfache kanonische
Transformation. Haben Z; und Z, die Eigenschaft, dass (£,7) — Z;(&,17) — (£,0) in
&1, ..., &, die Periode 27 hat (i = 1, 2), so gilt das auch fiir (§,7) — Zy0Z1(£,17)—(&,0).
(Siehe dazu die Lemmata A.9 und A.20 im Anhang.)
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Satz 3.6. Analytisches KAM-Theorem. Fs seien 7 >n—12> 1, v > 0 und
0 < s <77t < 1. Wir betrachten die Hamiltonfunktion H € P(r,s),

Hr,y) =a+ {w.9) + 3y~ Q()oy) + Rz y), 39

wobei a € R, w € Q(7,7), Q € Puxn(r) und R € P(r,s) gelte. Es gebe eine regulire
Matriz C' € R™"™ mit

1

|Q — C|S(r) < o) (3.10)
Dann gibt es positive Konstanten ¢y, cs, ..., c5, die nur von n, 7, v und C abhdngen,
so dass fir alle v, 0 < 9 < ¢y und

M := |R|p(s) < c28°0 (3.11)
das Folgende richtig ist: Es gibt eine einfache kanonische Transformation

W =(UYV):D(r/2,s/2) — D(r,s), W —id € Pa,(r/2,s/2),
die der Abschdtzung

(We = Eanlpr/2,s2) < c30 (3.12)

gentigt. Die transformierte Hamiltonfunktion Hy := H oW ist aus P(r/2,s/2) und hat
die Gestalt

HL(€m) = as + (w.) + 500 Qu©), ) + B (Em), (313)

wobei ay € R, Qy € Puxn(r/2) und R* € P(r/2,s/2) ist. Die Funktionen @ und R*
erfiillen die Abschdtzungen

Q4+ — Qls(r o) < cat, (3.14)
|R*(&,m)] < c5]\4|Z—l3 fir alle (§,m) € D(r/2,5/2). (3.15)

Behauptung (3.15) besagt natiirlich, dass wir zu den durch die Hamiltonfunktion
H, = H oW gegebenen kanonischen Gleichungen

§=Hyy, n=-Hy (3.16)

Losungen finden konnen. In der Tat, mit dem Landau-Symbol O haben wir R* =
O(|n]?), also ist (3.13) die Taylor-Entwicklung von H,. Die Gleichungen (3.16) lassen
sich also wie folgt schreiben:

E=w+0(nl), 7=0(n),
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und wir finden die Losung n = 0, £ = wt + const. Aus dieser erhalten wir eine Losung
fiir die kanonischen Gleichungen zur urspriinglichen Hamiltonfunktion H,

i=H, y=-H,.

= s

Wir miissen lediglich (£,7) = (wt + const.,0) nehmen und darauf die Transformation
W anwenden.

Die Tatsache, dass w fest gehalten werden kann, liegt an der Voraussetzung (3.10),
denn diese hat zur Folge, dass () regulér ist. Die Regularitdt von () ist mutatis mutandis
die Nichtdegeneriertheitsbedingung von Kolmogorov (siehe [34], 2.5; [15], (2-4); und [36],
§36).

3.3 Existenz der Folgen

In diesem Abschnitt legen wir die Folgen (0y), (sx) und (¥ ) fest, die den in Satz 3.12
zu formulierenden iterativen Prozess kontrollieren. Zunéchst ist eine Voriiberlegung
erforderlich.

Lemma 3.7.

Es sei h : R™ — R eine 2n-mal stetig partiell differenzierbare, 2m-
periodische Funktion und die gemdf (1.4) definierten Stetigkeitsmodule

a2nh a2nh
K;(9) = ——(2) — —(¢ 6>0,1<5<2
. ‘ . . (3.17)
sollen fir alle 7 € {1,...,2n} die Integralbedingung (1.5)
1 .
/ KJ—@ dd < oo
o 0
erfiillen.
War setzen

Dann bildet K von [0,00) nach [0,00) ab. K ist stetig und monoton wachsend. Es gilt
K(0) =0,

K(N§)<NK(@B) ¥V NeN,§>0 (3.19)
und
/01 @ dd < oo. (3.20)
Ferner gilt fiir alle j € {1,...,2n}, 6 >0, 2 € R* und t € [-4,J]
0*h 0?"h

2t te)| < K(6). (3.21)

8zj2” (Z) B 82]'2”(
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Beweis. Auf Grund der Bemerkung 2.10 gilt fiir alle j € {1,...,2n}, dass K :
[0, 00) — [0, 00) monoton wachsend und stetig ist und dass K;(0) = 0 sowie

K;(NS)<NEK;(5) V¥ NeN,§>0

gilt. Nach Definition (3.18) hat auch K die entsprechenden Eigenschaften. Die Behaup-
tung (3.20) folgt aus (1.5). Da in Satz E vorausgesetzt ist, dass K; der Stetigkeitsmodul
von 0*"h/0z;*" ist, gilt

2n 2n
sup o™ h M(Zf) < K;(6) V §>0,5€{1,...,2n}.

o (2) — <
2—2/|<6 azj2n azj2n

Weil die Funktion K gemifl (3.18) jeden Stetigkeitsmodul K; majorisiert, impliziert

dies (3.21). O
Wir setzen
8k = ¢"0 und sy := §," V keN, /€N, (3.22)

wobei dg € (0,1) und ¢ € (0, 1) sein sollen. Daraus folgt
ki1 =q"60 = q 0, und sy = Gp1” = ¢"sy, vV ke No.
Insbesondere gilt

—=q " V ke Ng. (3.23)
Sk4+1

Zur Definition von ¢ setzen wir in Satz 3.6 die Zahlen v, n und die Matrix C' aus den
Voraussetzungen von Satz E sowie 7 = n — 1 ein. Mit dieser Wahl héngen die durch
Satz 3.6 gegebenen Konstanten ¢; bis ¢5 nur von n, v und C' ab:

¢; =c¢i(n,v,C), je{l,2,3,4,5}. (3.24)

Nun setzen wir

¢ := min {(405)—1/", %} : (3.25)

Somit gilt auch ¢ = g(n,, C'). Schliefllich ist noch eine Folge () festzulegen. Es wird
sich zeigen, dass sie folgenden Bedingungen geniigen muss:

2
Desr > CoK (64) (3—’“) vV keN, (3.26)
Sk+1
Jktt 5 o 51y e, (3.27)
ng Sk
0< ’19() < 04, (328)
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D 0 < Cs (3.29)
k=0

Hierbei ist K die Funktion aus Lemma 3.7 und C5, C3, Cy und C5 sind positive, nur
von n, v und C' abhdngende Konstanten, die mit Hilfe der Konstanten ¢; bis c; aus
Satz 3.6 (vergleiche (3.24)) sowie der in (3.25) definierten Zahl ¢ = ¢(n,y, C') wie folgt
definiert sind:

64 32n 6n
02 = %, Cg = 205, C4 = (1,
247" (3.30)
c ) 1 In3 —1n2
= Imin .
> 4C4|C_1" C3

Auf Grund von (3.23) sind die Bedingungen (3.26) und (3.27) gleichbedeutend mit

v
Vi1 > CoK(0)q~ " beziehungsweise bl

> ngn V k€ Nj.

Lemma 3.8. Die Bedingung (3.27) ist erfillt, wenn

V ke N (3.31)

gilt.
Beweis. Aus (3.23), (3.25) und (3.30) folgt fiir alle k£ € Ny

Sk+1 n 1 1
_— = < _ = —
Cg ~ ng ~ Cg 203 2,

also ist (3.31) eine stérkere Bedingung als (3.27). O

Wir untersuchen nun die Folge der
ap = CoK(0x)g™™™ ¥V k€N (3.32)
Sie héngt wegen (3.22) und (3.25) nur von n, v, C' und K sowie der Wahl von 4, ab.

Lemma 3.9. FEs gibt eine positive, nur von n, v, C und K abhdngende Konstante Cyg,
so dass fir alle 6y € (0, Cq] gilt:

4aO+Zak§C5.

k=0

Beweis. Die Funktion K : [0,00) — [0,00) ist stetig und es gilt K(0) = 0. Folglich
gibt es eine Konstante C; = Cr(n,~,C, K) > 0 mit

5ap=5CK(6)g " < % Y & € (0,C4]. (3.33)
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Da K monoton wachsend ist, kénnen wir )/~ aj durch ein Integral abschétzen, wobei
wir 8y := ¢"d, fiir alle reellen Zahlen k > 0 setzen (vergleiche (3.22)):

doar=> CK(8)g " < Cog ™" / K(6¢) dk = Coq™™" / K(q*d) dk.
0 0

k=1 k=1

Mit der Substitution s = ¢*8, erhalten wir

oo 5o K
Zak < #/ (5) ds.
2= Elngl Jy s

Aus der Integralbedingung (3.20) folgt nun, dass das Integral auf der rechten Seite gegen
Null geht, wenn dg klein wird. Also existiert eine Konstante Cg = Cg(n,v,C, K) > 0
mit

s
2

WE

ap < W (50 € (0, Cg] (334)

B
Il

1

Setzen wir Cs := min{C7, Cs}, so folgt aus (3.33) und (3.34)

4aO+Zak:5ao+Zak§C5 W 506(0,06],

k=0 k=1

was zu zeigen war. O

Wir definieren nun die Folge (9%) induktiv. Es sei
’19() =2 ap und ’191 = ap. (335)

Fiir £ € N machen wir eine Fallunterscheidung;:

_ Y
Falls a; < Grt ist, setzen wir ¥, := i
2 2
Or—1 ng — Ok_1 (336>
Falls a; > > ist, setzen wir ¥y, := — + ag.

Satz 3.10. Es gibt eine Konstante Cy = Co(n,~,C, K) > 0, so dass die durch (3.85)
und (3.36) festgelegte Folge (%) fiir alle &g € (0,Cy| die Bedingungen (3.26) bis (3.29)
erfillt. Auflerdem gilt

qg 0 < 1. (3.37)

Beweis. (1) Wir beweisen (3.26). Wegen (3.23) und (3.32) ist die Bedingung (3.26)
mit

ﬁk+1 > ag V keNg (338)
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gleichbedeutend. Fiir £ = 0 folgt dies aus (3.35). Sei nun (3.38) fiir ein k£ € Ny richtig.
Wir zeigen die Giiltigkeit fir &+ 1. Im Fall ag.; < a/2 gilt nach (3.36)

Im Fall a;,; > a;/2 folgt mit der Induktionsvoraussetzung

79k+1 — Ok
f + Opr1 > Opygr-

Dies zeigt (3.38), daraus folgt (3.26).
(2) Wir beweisen (3.27). Nach Lemma 3.8 ist (3.27) erfiillt, wenn

?9k+2 =

219k+1 > I V keN (339)

gilt. Fiir k£ = 0 folgt dies aus (3.35). Es sei k& € N beliebig. Im Fall a; < a;_1/2 gilt
nach (3.36)

Falls ax > a;_1/2 ist, folgt
20541 =V — ap_1 + 20 > Uy,

also ist (3.39) und damit (3.27) richtig.
(3) Nun zeigen wir (3.28). Nach (3.35) gilt ¥y = 2ay. Wegen der Eigenschaften der
Funktion K (sieche Lemma 3.7) gibt es eine Konstante C1g = Co(n,7,C, K) > 0 mit

200 =2 CQK((SQ)Q_ZH < Cy V & € (0, ClO]-
Ist also
Cy < Cp, (340)

so folgt (3.28).
(4) Wir beweisen (3.29). Dazu zeigen wir zunéchst

Vg Ar—1

ﬁk—i—l < ? + T vV keN. (341)
Es sei k € N beliebig. Im Fall a;, < a;_1/2 gilt
¥ Y ag_
b = D T 0t

da alle a;, positiv sind. Im Fall a; > a;_1/2 beachten wir, dass die Folge (a;) monoton
fallend ist. Dies folgt aus ihrer Definition (3.32), denn (d;) ist nach (3.22) eine monoton
fallende Folge und K eine monoton wachsende Funktion. Also gilt

Ar—1

Vg — a1
2

Uy Vg Ar—1
— — < —
5 9 + + (ak ak_l) <5 5

A =

ﬁk+1 =
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Demnach ist (3.41) richtig. Mit (3.35) und (3.41) folgt fiir jedes N € N

N+1 N+1 N+1
Zﬁk—ﬁo—Fﬁl—FZﬁk—?)ao—i-Zﬁk<3Cl0—|— Zﬂk_'_ Zak,
N-1

= —Zﬁk+1’;+19]v+1<3ao+ Zak,

N-1 N-1

= Zﬁk <6a0—190—219N+1—|—Zak —4a0—219N+1+Zak <4a0+2ak.
k=0 k=0 k=0 k=0

Da N € N beliebig war, folgt aus
Cy < Cg (3.42)

mit Lemma 3.9

iﬁk < 4ao+iak < C15-
k=0 k=0

Damit ist (3.29) bewiesen.
(5) Nun ist noch (3.37) zu zeigen. Aus §y < Cy folgt

q 10 < ¢ 0.

Diese Zahl soll kleinergleich 1 sein, was mit Cy < ¢ gleichbedeutend ist. Nach unserer
Definition (3.25) von ¢ ist das der Fall, wenn

C9 < min {(405)_1/", %}

gilt. Bei der Definition von Cy haben wir noch (3.40) und (3.42) zu beachten, wir setzen
daher

1
Cg ‘= min {(405)—1/71’ Cﬁ, Cl(), 5} .
Dann gilt
¢ 0 <qg'Co<qlg=1.

Daraus folgt die Behauptung. O

3.4 Das Induktionslemma

Bevor wir zur Formulierung des Induktionslemmas kommen, miissen wir noch den
Approximationssatz 2.23 auf die in Satz E gegebene Situation anwenden. Dies tun wir
in dem folgenden
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Korollar 3.11. Es sei h : R* — R eine 2n-mal stetig partiell differenzierbare, 2-
periodische Funktion und K, ..., Ka, seien die gemdfS (1.4) definierten Stetigkeitsmo-
dule. Es sei K die in (3.18) definierte Funktion und die Folge (0x) sei gemdf$ (3.22),
(3.25) mit

50 = Cg

festgelegt. Dann gibt es eine positive, nur von n, v und C abhdngende Konstante C1;
und eine Folge von Funktionen hy € P'(q7'6;) (k € No) mit den Figenschaften

|h = hilgen < C1i6>"K(6) YV k€N, (3.43)

By = Pisylgen < C1idp™ 'K(6) V. keNy, £e{l,...,2n}, (3.44)

|y — hk—l‘g/(qflgk) < Cridp 1" K (0k_1) vV keN, ( )

el s (g=160) < Ct |Blgan vV keN. (3.46)
Zusatz. Fs qilt

2C1

Co

< Oy (3.47)

Beweis. Um Satz 2.23 anwenden zu kénnen, setzen wir dort
v=2n,f=hri=...=ry =20, K =...= Ky, = K und g, = ¢ '6;, (k € Ny)

ein. Wegen (3.21) und (3.37) sind die Voraussetzungen von Satz 2.23 erfiillt und es
gibt eine Funktionenfolge (f;) mit f. € P'(0x) = P'(¢~'6%) (man beachte v = 2n) und
den Abschétzungen (2.15) bis (2.18). Wir setzen hy := fi (k € Ny) und bezeichnen das
Argument von hy mit z. Es sei

N = N(q) (3.48)

die kleinste natiirliche Zahl, die groBer oder gleich ¢=! ist. Aus (2.15) und (3.19) folgt
dann
2n

B = hilgon < di > (K (g 0)(q"0k)"") < 2ndy K(NSR)g "6,
j=1
< 2nNdyg "6, " K(6;) V¥V k€N (3.49)
Entsprechend erhélt man aus (2.16) und (3.19)
2n
\hzy — Dz gen < da Z (K (g "0) (g "0p)* 1) < 2nd; K (Ndoy)g~@n=g,2n!
j=1

< 2nNdyg "0 'K (0,) V¥ k€N, £€{l,....2n}. (3.50)
Mit (2.17) und (3.19) sieht man

2n

e = hie—t] g1 (g15,) < do > (K(q ' 6m1)(q " 0k1)*") < 2nda K (NGj—1)q " 01"
j=1

< 2nNdyqg 61" K (0p—1) ¥V keN. (3.51)
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SchlieBlich folgt aus (2.18)
|hk‘sr(q—15k) S d3 ‘h|R2n V k E N(]. (352)

Ein Vergleich von (2.20), (2.23) und (2.24) zeigt, dass dy bei jedem Wert von v = 2n
grofer als dy; und ds ist. Folglich ist

CH = 2nNd2q_2n

grofer als 2nNd;q~?" und auch als d3. Also folgen aus (3.49), (3.50), (3.51) und (3.52)
die behaupteten Abschéatzungen. Es bleibt nachzupriifen, dass C; nur von n, v und C
abhéngt. In der Tat: Gemé$ (3.24) hiangt die Konstante ¢5 nur von n, v und C' ab und
q ist in (3.25) nur in Abhéngigkeit von n und c¢; definiert, also gilt auch ¢ = ¢(n,~, C).
Mit (3.48) folgt auch N = N(n,~,C) und nach (2.23) gilt dy = 8 - 3*"¢®", so dass aus
der Definition von C4; folgt, dass C}; nur von n, v und C' abhéngt. O

Beweis des Zusatzes. Da N als die kleinste natiirliche Zahl definiert wurde,
die grofer oder gleich ¢~! ist, gilt

N<qgh'+1.
Folglich erhalten wir fiir C; die Abschétzung
Cii < 2n(q™" + 1)dag ™™ < 2n(q™" + ¢ )dog ™" = dndaq~ ",

Setzen wir dy = 8 - 327¢5" ein, ergibt sich mit (3.30)

20 2 4n 64n32nebn
11 S _—8.32n66n _ - = :C2’
Co Co q2n+l C2q2n—i-1
wie es behauptet war. O

Satz 3.12. Es sei h eine Funktion, welche die Voraussetzungen (3.17) erfiillt.

Die Funktion

H(w,y) = a+{w,y) + 5 (4C, )+ hiz.y)

sei gemdafs (1.3) gegeben. Hierbei gelte a € R, w € R™ geniige mit einer
Konstanten v > 0 fiir alle k € Z" \ {0} der Diophantischen Ungleichung (3.53)

v

>
o k)] 2 s

und C' € R™™ sei eine requlire Matriz.
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Die Folgen (0r,), (sx) und (9y) seien gemaf (3.22), (3.25), (3.35) und (3.56)

mat
50 == Cg

festgelegt. Es sei (hy) die durch h in (3.17), K in (3.18) und Korollar 3.11 (3.54)
gegebene Funktionenfolge und

Hilw.y) =a+ (w, y) + 5 (yC.y) + Inr.y).

Dann gibt es eine Konstante Cy = Cy(n,v,C, K) > 0, so dass im Fall

|hlgen < C (3.55)

fiir alle k € Ny gilt: Es gibt eine einfache kanonische Transformation
i D(ék/2, Sk/2) — Sl(ék), Z,—id € ’Pgn((sk/Q, Sk/2), (356)

welche die Abschdtzung

k
| Zic = Bonlps, 2.0, /2) < XD (Z 03195> —1 (3.57)
£=0

erfillt. Die transformierte Hamiltonfunktion Hy o Zy, € P(0x/2, sk/2) hat die Gestalt

Hy o Z4(6m) = aier + {0, 0) + 5 (0Qunr(€), m) + RilE.m) (3.5%)

mit ag+1 € R, Qri1 € Puxn(0r/2) und R} € P(6k/2, s/2). Es gelten die Abschitzungen

k
|Qrs1 = Clsgs, 2 < D cadl, (3.59)
/=0
3
RL(En)]| < Mm V(6n) € D(6u/2 51/2). (3.60)

Hierbei ist
My, = co8°0;, (3.61)
gesetzt und die Konstanten ca, ..., c5 sind durch Satz 3.6 gegeben.
Beweis. Da ¢y = Cy ist, gilt nach (3.22) sg = Cy", und aus (3.32) und (3.35) folgt
Yo = 2ag = 20, K(Co)q™*".
Wir setzen

Cl = 011_102802190 = 2011_10202092RK(09>Q_27L. (362>
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Da nur ¢; und n in unsere Wahl (3.25) von ¢ eingehen und Cj; geméafl Korollar 3.11
nur von n, v und C' abhéngt, ist die Konstante C positiv und héngt nur von n, v, C
und K ab.

Wir beweisen die Behauptung fiir £ = 0. In diesem Fall betrachten wir die Hamilton-
funktion

1
HO($7y) :a+<wa 77>+§<'3/C, y)—l—ho(x,y),

wobei hg und damit Hy auf 8'(¢7'dy) definiert ist, also insbesondere auf D(dp, sq) (siehe
Definition 3.1). Wegen Korollar 3.11, (3.55), (3.61) und (3.62) gilt

|hO|D(5O,SO) S |h0|5/(q7150) S CYll |h|R2n S 01101 = 02802’190 = M(). (363)

Wegen (3.28) und (3.30) gilt auBlerdem 0 < ¥y < ¢;. Also kénnen wir Satz 3.6 anwenden.
Dort ist

T = n—l, S = Sp, ' = (50, H= H(), Q = C, R= ho, Y= 790 und M = |h0|D(50,80)
einzusetzen. Aus Satz 3.6 folgt die Existenz einer einfachen kanonischen Transformation
W . D(50/2, 80/2) — D((S(), S()), W —id e 732”(50/2, 80/2).

Setzen wir Zy := W, so folgt (3.56) fiir & = 0. Aus der Ungleichung ¢’ > 1 + ¢ fiir alle
reellen ¢ erhalten wir mit (3.12)

|ZOC — E2n|fD(6O/27SO/2) < 03190 < 603190 — 1,
also (3.57) fiir k = 0. Setzen wir in (3.13)
a; :=aq, 1 := Q4 und R := R”

ein, so hat die transformierte Hamiltonfunktion Hy o Z, die Gestalt (3.58) und es gilt
a; € R, Q1 € Prxn(d0/2) sowie R € P(dp/2,50/2). Aus (3.14) folgt

|Q1 - C|5(50/2) < 04190a
das ist (3.59) fiir £ = 0. Aus (3.15) und (3.63) folgt
3
RiE I < Mol Y (60) € Dldu/2,50/2),

womit fiir k£ = 0 alle Behauptungen bewiesen sind.
Der Satz sei nun fiir ein & € Ny richtig. Wir zeigen, dass er dann auch fiir £+ 1 gilt.
Dazu betrachten wir die Hamiltonfunktion

1
Hk+1($7y) = a'+<wa y)—|—§<y0, y>+hk+l($7y)

=a+(w,y)+ % (yC,y)+ he(z,y) + (hgr1 — he) (2, 9)
= Hi(z,y) + (hgt1 — hi)(z,y).
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Sie ist auf 8'(¢7'0k41) = S'(0x) definiert, und Zj; bildet nach S'(d;) ab. Daher ist
Hyi1 0 Zy auf D(0y41, Sk41) € D(0x/2, sk/2) wohldefiniert (man beachte (3.22) und
q < 1/2 wegen (3.25)). Nach (3.54) und (3.58) gilt

)
(Hy41 0 Zi)(&n) = (Hi 0 Z)(€§,m) + ((higa — he) © Zk) (€, 1)
= o+ (@, 1)+ 5 (1Qua(€), 1) + Rusa(6om),

wenn wir

Ri1(&n) = R (&, m) + (hisa — b ) (Z3(8,m) (3.64)

definieren. Gemé&fl der Induktionsvoraussetzung gilt Qri1 € Pruxn(dr/2), Zr — id €
Pon(0k/2, si/2) und R; € P(6r/2, s1/2). Insbesondere ist Qi1 € Prxn(dk+1). Da nach
dem Korollar 3.11 und wegen ¢~ 10,1 = O auch hy,1, hy € P'(0;) sind, folgt Rpy1 €
P(0k+1, Sk+1)- Um nun Satz 3.6 anwenden zu konnen, ist eine Abschitzung fir Ry q
zu finden. Aus (3.60) fiir & folgt mit (3.61)
3
|Rk(£ T])‘ < C5Mk|7 < 05023k219k S];‘I:; Y (5, 7]) c D(5k+1, 8k+1). (365)

Mit Korollar 3.11 erhalten wir

|(Rr = ) 0 Zk|D(6k+175k+1) < hir — hk|5’(£]’15k+1)
S C’llK(cSk)cSkQ" = CllK((Sk)Sk2- (366)

Jetzt verwenden wir Satz 3.10. Er besagt, dass die Abschéitzungen (3.26) und (3.27)
gelten. Aus (3.27) folgt mit (3.30)

3
Sk+1 g
Sk?’ 2

Sk C

2 2 +1 2 2

C5Ca5k Uy CoUkSk41 (—S ) < b Vg 15k4+1"-
k

Aus (3.26) und (3.47) ergibt sich

2
c s c
C K (0p)si” < —22 Cy K (6%) <—k ) Spy1” < —2279k+18k+12-

Sk+1

Setzen wir dies beides in (3.65) bezichungsweise (3.66) ein, so erhalten wir aus (3.64)
mit (3.61)

o
| Rict1lpes, vspsn) = 5191@+1Sk+1 + ?9k+18k+1 = co¥p15k+1° = M1, (3.67)
insbesondere gilt

| Rict1lps, sesn) = Co¥k+18k41°- (3.68)
Wenn wir nun in Satz 3.6
T = n_17 § = Skg41, T = 516—1—17 H = Hk-i-lOZkv Q = Qk+17

(3.69)
R = Rk—l—l’ Y = ﬁk+1 und M = |Rk+1|D(5k+1,sk+1)
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einsetzen, so ist die dortige Voraussetzung (3.11) mit (3.68) gleichbedeutend. Die
Voraussetzung (3.10) folgt aus (3.29), (3.30) und (3.59), denn es gilt

k 00
1
Qi = Clsgy < 1Qusr = Clsgm < > et < er YU < e4Cs < ToT
/=0 =0

Also ist Satz 3.6 anwendbar und es gibt eine einfache kanonische Transformation
Wit :=W : D(0r11/2, Sk41/2) — D(0ks1, Skr1) (3.70)
mit Wiyq — id € Pop(kr1/2, Sp+1/2) und der Abschitzung
Wit — E2”|’D(6k+1/2,sk+1/2) < c3Uk41- (3.71)

Die transformierte Hamiltonfunktion hat die Gestalt

1
(Hr10 Zk o Wig1)(§,m) = apqo +(w, m) + 3 (nQrs2(8), ) + Riya(€5m),

wobel wir

apyo = ap € R, Qpia = Q1 € Prxn(dr11/2)
(3.72)
und R = R* € P(6p41/2, 5k41/2)
gesetzt haben. Somit gilt (3.58) fiir den Index k + 1, wenn wir
Zk—l—l = Zk o) Wk—i—l (373)

definieren. Nach Lemma A.9 ist Zx; —id € Poy(0+1/2, Sk41/2). Fiir (3.56) bleibt zu
zeigen, dass Zi,1 nach &' (dgy1) abbildet. Dazu priifen wir zunéchst (3.57) nach. Auf

D(0k+1/2, s1+1/2) gilt
Zi1c — Bon = (2 0 Wiia)¢ — Eon = (Zi¢ © Wiga) - Wi ¢ — Eon
= (Zyc o W1 — Eap) - Wigrc + Wig1,c — Eon.
Fiir den Faktor Wy, ¢ ergibt sich aus (3.71) die Abschétzung
|Wk+l’<|D(5k+1/275k+1/2) < |Wk+17( B E2"|D(5k+1/2,8k+1/2) + [ Eon| < 30 + 1.

Zusammen mit der Induktionsvoraussetzung, der Inklusion
D(Sk+1, Skv1) € D(0x/2, 51/2), (3.70) und (3.71) folgt

|Zk+17( B E2"|D(5k+1/2,8k+1/2) <

S |Zk)C - E2H|D(5k+1’sk+1) ' |Wk+1,<|D(5k+1/27sk+1/2) _I_ |Wk+17< - E2N|D(5k+1/2,sk+1/2)

k
< (exp (Z 03195> - 1) (c3Vps1 + 1) + c30k41
=0
k
= (exp (Z 0319@>> (c3¥psi1+1) — 1 — 3,1 + c30ka1
=0
k k+1
< exp (Z 0319@> exp(cs¥yy1) — 1 = exp (Z 03195> — 1.

/=0 /=0
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Das ist (3.57) fiir den Index k + 1. Aus (3.29) und (3.30) folgt nun

| Zk1c — E2N|D(5k+1/2,sk+1/2) < exp(c3Cs) — 1 < exp(In(3/2)) — 1
< exp(ln2)—1=1. (3.74)

Dies benutzen wir, um zu zeigen, dass Zp,; nach S'(x.1) abbildet. Da Zj,1 reelle
Argumente auf reelle Werte abbildet, folgt mit Lemma A.2 und (3.74)

Im Z11(¢)| < [Im (] + [Im (Z341(C) =€)
1
< Okt + ‘Im /0 %((Zﬂl —id)(Re& +islm&, sn))ds

2
Ok41 b ' T
=5 / (@m&,n) - (Zrsr,((Re§ +islm, sm) = Egn)” ds
0
Okt1 ! Ok+1
S T +/0 |Zk+1,< - E2n|D(5k+1/2,sk+1/2). 2 ds

SOkr1 V' CED(6r41/2, 5541/2) .

Damit ist (3.56) fiir & + 1 bewiesen.
Aus (3.69), (3.72), (3.14) und (3.59) fiir den Index k folgt

k+1

k
(@k2 = Clsgoy o < D cade + el = 3 cadly
=0 =0

Das ist (3.59) fiir k& + 1. SchlieBlich folgt aus (3.72) und (3.15)

3
Rialen| <M v (€n) € Dl/2.m0/2)
+

wobei hier fiir M nach (3.69)

M = |Ryt1lpes,, spin)

einzusetzen ist. Da mit (3.67)

|Rk+l|D(5k+175k+1) < My

gilt, erhalten wir insgesamt

\ nf°
}Rk—l—l(gu 77)‘ < es My s
Sk4+1

3 v (5,7]) S D(5k+1/2, Sk+1/2).

Damit ist auch (3.60) fiir den Index k + 1 gezeigt, und der Beweis ist beendet. O
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3.5 Konvergenz der Transformationen und Existenz von
L6sungen

Wir stellen zunéchst das folgende Korollar des Satzes von Ascoli (siehe [9], (7.5.7))
zur Verfiigung, welches die Aussage dieses Satzes auf die von uns betrachtete Situation
2m-periodischer Funktionen anpasst.

Korollar 3.13. Es seien my, my € N und (fy) eine Folge gleichmdfig beschrinkter,
gleichgradig stetiger 2m-periodischer Funktionen f, : R™ — R™2. Dann gibt es eine
gleichmdfig konvergente Teilfolge (fr,) mit stetiger 2m-periodischer Grenzfunktion f
R™ — R™2,

Beweis. Wir betrachten die Funktionenfolge zunéchst auf der kompakten Menge
[0,27]™. Dort sind die Voraussetzungen des Satzes von Ascoli erfiillt und es gibt
eine auf [0,27]™ gleichméBig konvergente Teilfolge (fi,) mit stetiger Grenzfunktion
f. Wegen der Periodizitdt aller f, ist die Teilfolge (fy,) sogar auf ganz R™ konver-
gent. Die Grenzfunktion bezeichnen wir mit f. Sie ist 27-periodisch. Es ist also fdie
Einschrankung von f auf [0,27]™'. Aus der Periodizitét folgt weiter:

|f_sz R™1 — }.}‘v_ fk( vV ¢eN.

[0,27]™1
Also ist (fy,) auch als Folge auf R™ gleichméflig konvergent und die Grenzfunktion f

ist stetig. Das war zu zeigen. O

Zur Bezeichnung. Wir haben in diesem Abschnitt verschiedentlich Teilfolgen ei-
ner gegebenen Folge auszuwéhlen. Ist etwa (fy);—, eine Folge, so bezeichnen wir die
ausgewéhlte Teilfolge von (f;) wie tiblich mit (fy,),,. Um die Anzahl der Indizes zu
beschrénken, wollen wir fiir eine Teilfolge von (fy,) die Bezeichnung (i) gelten lassen,
wobei der Index k" eine Teilmenge von {ko, k1, k2, ...} durchlauft.

Satz 3.14. Unter den Voraussetzungen (3.17), (3.53), (3.54) und (3.55) gibt es eine
Teilfolge (Zi/(-,0)) von (Zx(-,0)) (vergleiche (3.56)), die auf R™ gleichmdifiig gegen

einen Homdéomorphismus
Z=(X,Y):R* — Z(R") C R™ (3.75)
konvergiert. Die Abbildung Z — (id,0) ist 2m-periodisch.
Zusatz. Fiir alle k € Ny sind die Abbildungen
Xilgn : R" — R"
Diffeomorphismen. Die Abbildung
X:R" —R"

st ein. Homoomorphismus und die Folge (X,;l) konvergiert gleichmdfig gegen X 1.
Die Folge (Yi(-,0)) ist gleichmdflig beschrankt und es gelten die Abschdtzungen

1
|Yk§‘R”><{O} < 5 V ke No, (376)
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(X)), e <2V keN,. (3.77)
Beweis. In Satz 3.12, Formel (3.57) hatten wir

k
| Zye — E2n|D(5k/27sk/2) < exp <Z 0319@) -1 V keN

=0
bewiesen. Mit der nach (3.54) und Satz 3.10 geltenden Formel (3.29) und (3.30) folgt

ln3—ln2) 1

| Zke = Eonlps, 2,6, /2) < €XP (03 —l=5 V¥V keN. (3.78)

C3

Wir betrachten die Folge der Funktionen
Zi:R"— R, & Zu(6) = Zu(£,0) — (£.0). (3.79)

Nach Konstruktion (3.73) der Zj nehmen die Funktionen Z, nur die Werte der Funktion

Zy an, es gilt also

.,V keN. (3.80)

&
RTL

< ’20
RTL

Die Funktion 20 ist auf Grund ihrer Periodizitdt und Stetigkeit beschrénkt. Also ist
die Folge (Zk) gleichméfig beschrinkt. Die Funktionen Zk sind stetig differenzierbar
und ihre Ableitungen sind nach (3.78) alle durch 1/2 beschriankt. Daher ist die Folge

~

(Zk> gleichgradig stetig: In der Tat, fiir ein beliebiges € > 0 setzen wir ¢ := 2¢. Dann
folgt fiir alle k € Ny und alle &, & € R™ mit [§; — & <6

’Zk(fl) - Zk(€2)’ = /01 %21@(52 +5(&1 — &2))ds

1
. 1

< Z — < -0 ==¢.

_/0 ’ kg’RnKl §2|d8_25 €

Also gibt es nach unserem Korollar 3.13 aus dem Satz von Ascoli eine gleichméfig
konvergente Teilfolge (Zw), die gegen eine stetige, 2m-periodische Funktion

Z :R" — R

konvergiert. Wir setzen Z(§) := Z (&) + (£,0) und verkleinern die Zielmenge von Z wie
folgt:

Z=(XY):R" — Z[R") CR™, &~ Z(§) = (X(€),Y(€)). (3.81)
Dann konvergiert die Teilfolge (Z,(-,0)) auf R gleichméBig gegen Z, Z ist stetig und

Z — (id, 0) ist 2w-periodisch.
Wir betrachten nun die Koordinatenfunktion X genauer. Wegen (3.78) haben wir

1
Xie©) ~ Bl <5 ¥V keNjund ¢ eR" (3.82)
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Wenn wir in Lemma A.3 P = Xy¢(€), S = E, und h = 1/2 einsetzen, folgt die Existenz
von X k—§1 (&) fiir alle £ € R™ und es gilt die Abschétzung

| Xee(©) ' —Ey| <1V keNyund £ e R™. (3.83)

Der Satz A.4 zeigt zusammen mit (3.82), dass alle Funktionen X} injektiv sind. Aus
(3.80) und Satz A.5 folgt, dass die X}, auch surjektiv sind. Folglich sind sie bijektiv.
Weil Xje(€) reguldr ist, gilt iiberdies det Xe(€) # 0 fiir alle £ € R” und k& € Ny. Also
sind die Funktionen X ' R® — R” nach dem Hauptsatz iiber Umkehrfunktionen
stetig differenzierbar. Insbesondere sind die Abbildungen

Xilgn : R" — R"

fiir alle £ € Ny Diffeomorphismen. Wir setzen X & =X & ' _ id. Die Funktionen X & !
sind stetig differenzierbar und ihre Ableitungen sind nach (3.83) beschréankt. Daher ist
die Folge <)A( I 1) gleichgradig stetig. Nach Hilfssatz A.8 sind die Funktionen X I Lo
periodisch. Wir zeigen ihre gleichméflige Beschrénktheit. Dazu seien k € Ny und x € R"
beliebig. Auf Grund der Bijektivitét von Xj|p. gibt es ein & € R” mit z = X (). Somit
gilt mit (3.80)

<)
=
0
I

X @) = ] = [ X () = Xa(©)] = I = X&) = | Ru(©)|

R ’

Das ist die gleichméflige Beschranktheit. Es folgt, dass eine Teilfolge ()A( _,1> von ()A( Iy 1)

gleichméBig gegen eine stetige Funktion 7" : R" — R" konvergiert. Also konvergiert
(X ,;1) gleichméBig gegen die stetige Funktion X := T + id. Daraus folgt

XoX = lim X,;loXk/:id und X o X = lim Xk/oXl;lzid.

k' —o0 k’'—o0

Also ist X bijektiv und besitzt eine stetige Umkehrfunktion X! = X. X ist also ein
Homo6omorphismus.

Es bleibt zu zeigen, dass auch Z ein Homdomorphismus ist. Da wir bereits wissen, dass
X injektiv ist, ist Z injektiv. Z ist nach Konstruktion (3.81) auch surjektiv. Wir hatten
bereits festgestellt, dass Z stetig ist. Um die Stetigkeit von Z~! zu zeigen, definieren
wir eine Projektion P durch

P:ZR") —R", (z,y)+— z.
Da X ein Homo6omorphismus ist, ist P surjektiv. Somit ist
Zl'=X"'oP

wohldefiniert und als Verkettung stetiger Abbildungen stetig. Also ist Z ein
Homo6omorphismus. O
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Beweis des Zusatzes. Fiir die zusitzlichen Aussagen ist noch zu zeigen, dass
die Folge (Yi(-,0)) gleichméBig beschrankt ist und dass die Abschétzungen (3.76) und
(3.77) gelten. Nach (3.79) gilt

Zy = (X, —id,Yi(-,0)) V keN.
Also erhalten wir mit (3.80)

Vil Ol < | 2

< ‘Z)
Rn

vV keNp.

Rn
Somit ist die Folge (Yx(-,0)) gleichméBig beschriankt. Aus (3.78) folgt

1
|Yk§‘R”><{O} S ‘ZkC - E2n|R"><{O} S 5 vV k € N(].

Das ist die Abschéitzung (3.76). Wenn wir

(X 1), () = (Xre( X' (2)))

beachten, zeigt (3.83)

! V zeR"

|[(Xi) e < [ X' = Balg, +1<2,
also die Abschétzung (3.77). Damit ist auch der Zusatz bewiesen. O

Wie man an Satz 3.14 sieht, erhalten wir im Limes keine kanonische Transfor-
mation. Die Grenzfunktion hingt ja gar nicht mehr von der Wirkungsvariablen ab.
Ihre Ableitung kann also keine symplektische Matrix sein. Allerdings kénnen wir
aus der gleichméfiigen Konvergenz auf R™ x {0} die Existenz stetig differenzierbarer
Losungen der kanonischen Gleichungen (1.1)

t=H, y=-H,
folgern.

Satz 3.15. Es sollen die Voraussetzungen (3.17), (3.53), (3.54), (3.55) gelten und
Z = (X,Y) sei die durch Satz 3.14 gegebene Abbildung. Dann ist die auf R definierte
Funktion

t— (X(wt+¢),Y(wt+c)) (3.84)

eine stetig differenzierbare Losung von (1.1). Hierbei ist ¢ € R™ eine beliebige Kon-
stante.

Beweis. Wir betrachten die Folge (Z;/(-,0)), die nach Satz 3.14 gleichmifig gegen
Z konvergiert und setzen Hy := Hjys o Zjs. Dann lauten die kanonischen Gleichungen
beziiglich H;, wegen (3.58) und (3.60)

g=w+0(nl), 7=0(n").
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Mit einer beliebiegen Konstanten ¢ € R” finden wir die Losung
Et)=wt+c, n=0.

Da alle Zy = (X, Yy) kanonische Transformationen sind, folgt daraus die Existenz
analytischer Losungen

r=Xp(wt+c), y=Yu(wt+c0) (3.85)
von
&= Hyy, §=—Hys (3.86)

fiir alle Indizes &’. Mit der Matrix J aus Definition 3.4 und z = (z,y) schreibt sich
(3.86) kompakter

2= Hy, JT.

Da die Funktionen (3.85) dieses Differentialgleichungssystem losen, gilt fiir alle &’
t
Zk/(u)t + C, 0) = Zk/(C, O) + / Hk/Z(Zk/(u)O' + C, 0)) JTdO'. (387)
0

Die linke Seite der Gleichung konvergiert fiir & — oo gegen Z(wt + ¢). Wenden wir uns
dem Integranden auf der rechten Seite zu. Nach den Formeln (3.53) und (3.54) fiir H
und Hy, sowie der Abschétzung (3.44) hat man

}HZZ']T - Hng']T}Rzn S |HZZ - Hng|R2n ‘JT‘ = ‘HZZ - HkZZ‘R2"
< 0115k2n_1K(5k) V ke No, l e {1, .. ,272,}

Also konvergiert (H ko T) gleichméiBig gegen H,J". Da H,J7T stetig und 2m-periodisch
in allen Variablen ist, ist H,JT gleichmafiig stetig. Nach Satz 3.14 konvergiert
(Zw(-,0)) gleichméBig gegen Z. Hilfssatz A.6 zeigt, dass (Hy .(Z(-,0))J7T) auf R”
gleichméiBig gegen H,(Z(-))JT konvergiert. Insbesondere konvergiert der Integrand auf
der rechten Seite von (3.87) auf R gleichméfig gegen die Funktion

o H(Z(wo+c))J".

Daher folgt fiir &' — oo
t
Z(wt+c)=Z(c)+ / H.(Z(wo + ¢))J do.
0

Die rechte Seite dieser Gleichung ist nach dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung stetig differenzierbar. Also gilt das auch fiir die linke Seite und wir erhalten

Z(wt+¢) = H(Z(wt+¢))JT vV teR.

Damit ist die Funktion (3.84) stetig differenzierbar und sie 16st (1.1). O

Auf Grund der (2n — 1)-maligen stetigen Differenzierbarkeit von H,JT ist klar,
dass die Losungen (3.84) von (1.1) sogar 2n-mal stetig differenzierbar sind.
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3.6 Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung
In diesem Abschnitt wollen wir die Hamilton-Jacobi-Gleichung
H(z,U,) = const. (3.88)

16sen. Wir suchen also eine stetig differenzierbare Funktion U : R® — R, deren Gradient
U, 2m-periodisch ist und die (3.88) 1ost. Bei der Konstruktion von U machen wir uns
die spezielle Gestalt einfacher kanonischer Transformationen zu Nutze.

Hilfssatz 3.16. Es seienU, V C R" sternformige Gebiete. Dann ist auchU xV C R*®
sternformig.

Beweis. Es seien u* € Y und v* € V Sternmittelpunkte und (u,v) € U x V beliebig.
Nach Voraussetzung gilt

uHtlu—u) e und v +tv—v*) eV YV tel0,1]
Folglich ist
(W +tlu—u),v" +tlv—v"))eUxV ¥V tel01].
Dies zeigt, dass (u*,v*) ein Sternmittelpunkt von U x V ist. O

Satz 3.17. Es seien U, V C R" sternformige Gebiete und

Z:UXxV—R" (&n)— Z(En) = (X(£),Y(En)

sei eine zweimal stetig differenzierbare kanonische Transformation. Dann gibt es eine
zweimal stetig differenzierbare Funktion v : U — R mit

Y(En) =ve()Xe(O) T+ XV (Em)eUxV.

Beweis. Da die Transformation Z kanonisch ist, ist die Differentialform
g =Y Yi(&n)dX;(&n) —n;d&
j=1

geschlossen. Aus der vorausgesetzten zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit von Z
folgt, dass g stetig differenzierbar ist. Auflerdem ist nach Hilfssatz 3.16 mit &/ und V
auch U x V ein sternférmiges Gebiet. Somit ist g wegen des Lemmas von Poincaré
(siche [10], §18 Satz 4) exakt, das heiit es gibt eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion v : U X ¥V — R mit

dv =g.
Nun gilt, da X = (X, ..., X,,) nicht von 7 abhéngt,
9= <Yj(£m) 3 X6 (6) d@) - edse
Jj=1 k=1 k=1
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Koeffizientenvergleich mit

dv =0 (&,m) d&1 + ...+ Vg, (§,m) d&n + 0y (§,m) di + ... 40y, (€, 1) diy,
zeigt
By = .. =Ty, =0 (3.89)

sowie
Vo= ViXje —m YV ke{l,....n} (3.90)
7j=1

Aus (3.89) und der Tatsache, dass V ein Sterngebiet ist, folgt, dass v gar nicht von 7
abhéngt. Es gibt also eine zweimal stetig differenzierbare Funktion v : Y — R mit

v()=0(&n) V¥V (§n)eUXxV.

Insbesondere gilt (3.90), wenn man v durch v ersetzt. Es folgt
ve+n=Y -Xe = Y =ve- X 41 X,

falls X invertierbar ist. Die Invertierbarkeit von X ergibt sich aus der Tatsache, dass
nach (3.8) det Z, # 0 gilt. Wegen der Blockstruktur

[ Xe O
Zf‘(Yg Yn)

muss demnach auch det X # 0 sein, was den Beweis beendet. O

Satz 3.18. Unter den Voraussetzungen (3.17), (3.53), (3.54) und (3.55) gibt es eine
stetig differenzierbare Funktion U : R™ — R, deren Ableitung 2m-periodisch ist und die
(5.88) lost. Mit den Funktionen X undY aus Satz 3.14 gilt

Y =U,o0X. (3.91)

Beweis. Da alle Transformationen Zj, in (3.56) einfache kanonische Transformationen’

sind, erfiillen ihre Einschrankungen auf
D(ék/2, Sk/2) N R2n

die Voraussetzungen von Satz 3.17 mit & = R” und V = {y € R"| |y| < sx/2}. Es gibt
also fiir alle k € Ny eine zweimal stetig differenzierbare Funktion v : R™ — R mit

Yi(€,0) = nee(§) Xpe(§)™ V. £e€R™ (3.92)
Wir setzen fiir alle £ € Ny und x € R"

Un() = vp(X;; " (2)) — vr(X;(0)). (3.93)

7Zum Begriff der einfachen kanonischen Transformation siehe Definition 3.5.
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Zusammen mit (3.92) folgt

Uko () = vre (X' (@) (X1), () = vre (X (@) (X (X (2)))
= V(X !(2),0) V ke€Nyund z € R"™. (3.94)

-1

Fiir alle & € Ny gilt nach (3.56), dass die Funktion R" 3 & — X (§) — £ 2m-periodisch
ist. Aus dem Zusatz von Satz 3.14 folgt weiter, dass Xj|g. : R” — R™ bijektiv ist. Somit
ist die Funktion R™ 3 x — X ~!(x) — x nach Hilfssatz A.8 ebenfalls 27-periodisch. Da
wegen (3.56) auch Y}, 2m-periodisch ist, erhalten wir mit (3.94) fiir alle k € Ny, x € R™
und ¢ € {1,...,n} mit den Einheitsvektoren e,

Upe(r + 27mey) = V(X N + 27ey), 0) = V(X H(x) + 27ey, 0) = Y3 (X, 1 (2),0)

Also sind die Funktionen Uy, alle 2m-periodisch. Da die Funktionen Yj(-,0) nach dem
Zusatz von Satz 3.14 gleichméBig beschrénkt sind, folgt mit (3.94) die gleichméBige
Beschranktheit von (U, ). Da wir nach (3.94), (3.76) und (3.77)

2:1 V kENO

|~

|Ukim|R" < ‘Yk5|R”><{O} ‘(Xk_l)x‘w S

abschétzen konnen, ist auch die Folge (Uy,,) gleichméBig beschriankt, die Folge (Uy,)
mithin gleichgradig stetig. Es sei nun k&' der Index, der die durch Satz 3.14 gegebene
Teilfolge (Zk/(-,0)) indiziert. Dann haben wir die gleichmé&fige Beschrénktheit und
die gleichgradige Stetigkeit insbesondere fiir die Folge (Uy,) gezeigt. Nach Korollar
3.13 existiert eine auf R" gleichméfBig konvergente Teilfolge (Uk;x) mit stetiger 27-
periodischer Grenzfunktion U, : R" — R". Da nach (3.93) aufierdem Uy, (0) = 0 fiir
alle kj ist, folgt weiter (siehe [9], (8.6.3)), dass auch (ng) gleichméBig konvergiert. Die
Grenzfunktion U : R™ — R ist stetig differenzierbar und erfiillt nach (3.94)
Uy(x) = zhi?o Ukye() = zhi?o Yké(X,;él(x), 0) =Y (X (z)).

Damit ist (3.91) bewiesen. Es bleibt zu zeigen, dass die Funktion z — H(z,U,(x))
konstant ist. Nun gilt fiir alle z € R

H(z,Uy(x)) = H(X (X} (2)), V(X (2))).

Ist also & — H(X(€),Y(§)) = H(Z()) eine konstante Funktion, so sind wir fertig.
Betrachten wir die auf R definierte Losung ¢(t) = Z(wt). Da

%H(gp(t)) — H.(p(t)) pu(t) = H.(p(t)) J Ha(())"

= — (Hy(o(1), He(o(t))) + (Ha(p(1), Hy(p(t))) =0

gilt, ist H ldngs dieser Losung konstant, also H o Z auf der Bildmenge von

Y :R—R" t+— wt.
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Um daraus zu folgern, dass H o Z insgesamt konstant ist, betrachten wir den Torus
T" .= (R/27Z)"

und die Spurabbildung
P :R"— T", (3.95)

die den Koordinaten eines Vektors & € R™ die entsprechende Restklasse in T = R/277Z
zuordnet. Wegen der Periodizitdt von H und Z — (id, 0) gibt es eine auf T" definierte,
stetige Funktion F' mit

FoP,=HoZ. (3.96)

Da H o Z auf dem Bild von ¢ konstant ist, ist ' auf dem Bild von P, o ¢ konstant.
Dieses liegt aber dicht in T™ ([5], 51 B Korollar 1). Da F" auf T" stetig ist, folgt, dass F
konstant ist. Damit ist nach (3.96) auch H o Z konstant, und der Beweis ist beendet.

([

3.7 Existenz des invarianten Torus’ und Eigenschaften der
L6sungen

Korollar 3.19. Es seien die Voraussetzungen (3.17), (3.53), (3.54), (3.55) erfiillt und
Z sei die in (3.75) definierte Funktion. Dann ist die Menge

T .= Z(R"). (3.97)
unter dem durch die Hamiltonfunktion (1.3) gegebenen Hamiltonschen Fluss invariant.

Beweis. Es sei z = (z,y) € T beliebig. Da Z : R" — 7 nach Satz 3.14 bijektiv ist,
gibt es ein ¢ € R” mit Z(c) = z. Die auf R definierte Funktion

ts Z(wt + c) (3.98)

ist nach Satz 3.15 eine Losung der kanonischen Gleichungen (1.1). Die Losung (3.98)
hat fiir ¢ = 0 den Wert z und sie verldsst die Menge 7 nicht. Auf Grund des Eindeu-
tigkeitssatzes fiir gewohnliche Differentialgleichungen liegen demnach alle Trajektorien
von Losungen durch den Punkt z ganz in 7. Da z € 7 beliebig war, folgt die Behaup-
tung. O

Korollar 3.20. Es sollen die Voraussetzungen (3.17), (3.53), (3.54) und (3.55) erfiillt
sein. Mit der Funktion U aus Satz 3.18 und der Menge T aus (3.97) gilt

T ={(z,y) € R™" |y = Us(2)}.

Beweis. Es sei z; = (x1,41) € 7 beliebig. Nach Definition (3.97) gibt es ein & € R
mit

21 = (21,01) = Z(§1) = (X(&), Y (&)
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Wegen (3.91) folgt

y1 =Y (&) = Un(X(&1)) = Us(z1),

also liegt z; = (x1, 1) in der durch die Gleichung y = U,(x) beschriebenen Menge.
Nun geniige andererseits zo = (x,y2) dieser Gleichung. Es gibt nach dem Zusatz
von Satz 3.14 ein & € R™ mit zo = X (&). Die Gleichung (3.91) impliziert

Y (&) = Un(X(&2)).

Aus unserer Voraussetzung an z, folgt
Y2 = Us(22) = Un(X(&2))-

Also gilt y, = Y (&). Dies zeigt, dass
2= (X(&), V(&) eT

ist. Daraus folgt die Behauptung. O

Um die Menge 7 als Uberlagerungsfliche eines Torus’ erkennen zu konnen, miissen
wir sie in die Menge

T" x R", wobei T" = (R/27Z)" ist,
projizieren. Mit der Spurabbildung P; aus (3.95) definieren wir die Spurabbildung
Py:R™ — T" xR", P,:=(P,id). (3.99)

Satz 3.21. Es sollen die Voraussetzungen (3.17), (3.58), (3.54) und (3.55) erfiillt sein
und es sei T durch (3.97) gegeben. Dann ist die Menge Py(T) homdomorph zum Torus
T™. Es gibt einen Homdomorphismus W : T" — Py(T), der

WoP =PoZ (3.100)
erfillt, wobei die Projektionen Py und Py in (3.95) und (3.99) definiert sind.

Beweis. Wir konstruieren die Abbildung W : T" — P»(7), von der wir zeigen, dass
sie ein Homdomorphismus ist. Dazu sei § € T" beliebig. Da Py surjektiv ist, gibt es ein
€ € R" mit & = Py(§). Sind &, & € R™ zwei Uberlagerungspunkte von &, so gibt es ein
k € Z" mit

§o =& + 2km.
Da Z — (id, 0) nach Satz 3.14 2m-periodisch ist, gilt
Py(Z(&)) = Pa(Z(&) + (2km, 0)) = Po(Z(&1))-
Also ist die Abbildung

W() == P(Z(£)), mit é: Pi(8),
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wohldefiniert. Um zu sehen, dass W stetig ist, beachten wir, dass Py als Uberlagerungs-
abbildung ein lokaler Homdomorphismus ist. Zu einem beliebigen § € T" und einem
¢ € R" mit £ = P(§) existiert also eine Umgebung & C R™ von &, so dass P als
Abbildung von U nach P;(U) C T" ein Homoéomorphismus ist. Somit existiert P, * auf
Pi(U), und P,(U) ist eine Umgebung von €. Es folgt, dass

W =PoZoP auf P(U)

als Verkettung stetiger Funktionen stetig ist. Da é € T" beliebig war, ist W stetig.
AuBerdem erfiillt W nach Konstruktion die Gleichung (3.100).

Wir definieren nun eine Abbildung W : Py(7T) — T", von der wir beweisen, dass sie
stetig und die Umkehrabbildung von W ist. Es sei dazu Z € P»(7) C T™ x R™ beliebig
und fiir z;, 20 € R?" soll Py(z;) = Ps(29) gelten. Die Koordinatenfunktion X von
Z = (X,Y) hat die Eigenschaft, dass X —id 2r-periodisch ist. Wegen des Zusatzes von
Satz 3.14 existiert X ~!, und Hilfssatz A.8 besagt, dass X ~! —id ebenfalls 27-periodisch
ist. Da es ein k£ € Z™ mit

29 = 21 + (2km,0)
gibt, folgt
P(Z 7 (2)) = P(Z (21 + (2k7,0))) = PI(Z 7Y (21) + 2knm) = P(Z7 1 (z)).

Demnach ist die Abbildung

W(3) = P(Z7Y(2)), mit 5= Py(2),

wohldefiniert. Da P, als Spurabbildung ein lokaler Homdomorphismus ist, folgt wie
oben die Stetigkeit von W. )
Es sei nun Z € P»(7) beliebig und z ein Uberlagerungspunkt von Z. Dann ist

W (W (2)) = W(PU(Z7Y(2))) = Po(Z(Z74(2))) = Pa(2) = Z.

Geben wir uns ein beliebiges é e T" vor, so folgt, wobei ¢ ein Uberlagerungspunkt von
& sei,

W(W(g)) = W(R(Z(¢))) = P(Z71(2(€))) = PA§) = &

Also ist W bijektiv mit W1 = W, Folglich ist W ein Hom6omorphismus. Daraus folgt
die Behauptung. O

Hilfssatz 3.22. FEs seien T} und T topologische Riume, F' : Ty — T5 eine stetige
und surjektive Abbildung sowie M C Ty eine dichte Teilmenge. Dann liegt F(M) C Ty
dicht.

Beweis. Es sei U C T, eine beliebige nichtleere offene Menge. Zu zeigen ist, dass
UNF(M) nicht die leere Menge ist. Wegen der Stetigkeit von F ist F'~1(U) C T offen.
Da F surjektiv ist, ist F~}(U) nicht leer. Da M in T dicht liegt, gibt es ein m € M
mit m € F~Y(U). Also gilt F'(m) € U. Daraus folgt die Behauptung. O

43



Definition 3.23. Wir nennen eine auf R definierte Funktion ¢ quasiperiodisch, wenn
es eine auf R™ definierte, in jeder Komponente 27-periodische Funktion ® und Zahlen
wi,...,w, gibt, so dass fiir alle t € R gilt:

o(t) = P(wit, ..., wyt).

Satz 3.24. Es sollen die Voraussetzungen (3.17), (3.53), (3.54) und (3.55) erfillt sein.
Dann hat jede durch Satz 3.15 gegebene Losung

¢:R—R™ t)=Z(wt+c), c € R" eine Konstante,
der kanonischen Gleichungen (1.1)
r=H, y=-H,

die Figenschaft, dass t — ¢(t) — (wt,0) eine quasiperiodische Funktion ist. Das Bild
der Funktion Py o ¢ liegt in der Menge Po(T) dicht.

Beweis. Nach Satz 3.14 ist die Funktion ® : R® — R* & — Z(£ +¢) — (£,0) in
jeder Komponente 27-periodisch. Da fiir alle t € R nach Definition von ¢ und ¢ also
o(t) — (wt, 0) = P(wt) gilt, ist t — @(t) — (wt,0) eine quasiperiodische Funktion.

Wir zeigen nun, dass P;op(R) eine dichte Teilmenge von P(7) ist. Dazu beachten wir,
dass wir mit dem Homoomorphismus W : T" — P»(7) aus Satz 3.21 wegen (3.100) fiir
allet € R

Proy(t)=PyoZ(wt+c)=WoP(wt+c)

schreiben kénnen. Nun ist das Bild von t — P;(wt + ¢) eine dichte Teilmenge von T",
weil wegen der Voraussetzungen an den Frequenzvektor w in Satz E dessen Kompo-
nenten tiber dem Korper der rationalen Zahlen linear unabhéngig sind (siehe [5], 51 B
Korollar 1). Also liegt die Menge

{WoP(wt+c)|teR}

nach Hilfssatz 3.22 dicht in P5(7). Diese Menge ist aber gleich der Menge P» o ¢(R),
woraus die Behauptung folgt. O

Insgesamt sind damit alle Behauptungen von Satz E bewiesen.
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4 Beispielfunktionen zur Integralbedingung

4.1 Der Raum K der Stetigkeitsmodule
und seine Teilrdiume £ und ‘H

In den Voraussetzungen des Satzes E taucht die Integralbedingung

/1 K(s) ds < o (4.1)

S

auf. Diese wollen wir im Folgenden diskutieren.

Definition 4.1. Es sei KC die Menge aller Funktionen K : [0,00) — [0, 00), die monoton
wachsen, stetig sind, fiir die K(0) = 0 gilt und die

K(Nz) < N K(x) V NeNz>0 (4.2)
erfiillen.

Bemerkung 4.2. Der Stetigkeitsmodul einer jeden gleichméflig stetigen Funktion f :
R — R ist ein Element von K. Die Ungleichung (4.2) folgt aus

flx+ Ny) — f(x) = (f(x+ (k+1)y) — f(z + ky)) V z,ye€R, NeN.

=

e
Il

Die Menge K ist kein Vektorraum, denn fiir jede Funktion K € I, K # 0 gilt
—K ¢ K. Die Funktionen aus K diirfen ja nur positive Werte haben. Allerdings ist
klar, dass fiir a, b > 0 und Ky, Ky €

aK1 + ng € ]C
gilt.

Definition 4.3. Es sei £ die Menge aller Funktionen K € K, die die Bedingung (4.1)
erfiillen.

Die Aussagen der néchsten beiden Lemmata folgen sofort aus der Linearitéit bezie-
hungsweise Monotonie des Integrals.

Lemma 4.4. Es seien a, b > 0 und Ky, Ky € L. Dann gilt

K = CLK1 +bK2 S £

Lemma 4.5. Es seien Ky € L und Ky € K mit
KQ(S) S K1(8> V s Z 0.

Dann folgt Ky € L.
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Satz 4.6. Es seien m € N und K4, ..., K,, € K. Dann gilt
K:Kl+—|—Km€£
genau dann, wenn K; € L fir alle j € {1,...,m} ist.

Beweis. Weifl man K € L, so folgt nach Lemma 4.5 K; € L fiir alle j € {1,...,m}.
Ist umgekehrt K; € L fir alle j € {1,...,m} bekannt, so folgt K € £ nach Lemma
4.4. Damit ist der Satz gezeigt. O

Wir wollen noch kurz die Stetigkeitsmodule hélderstetiger Funktionen betrach-
ten.

Definition 4.7. Es sei 'H die Menge aller Funktionen K € K, die die Eigenschaft
haben, dass es Konstanten L > 0 und « € (0,1) gibt mit

K(s) < Ls® V s>0.

Liegt der Stetigkeitsmodul Ky einer gleichméfig stetigen Funktion f : R — R in
H, so heifit f holderstetig und man nennt die entsprechenden Konstanten L und «
Hoélderkonstante und Holderexponent von f.

Lemma 4.8. Es seien a, b > 0 und Ky, Ky € ‘H beschrankt. Dann gilt
K :=aK, +bK; € H.
Beweis. Nach Voraussetzung gibt es Konstanten Ly, Ly > 0 und oy, ay € (0,1) mit
Ki(s) < Lys™ und Ks(s) < Lys™ vV s>0.
Es sei M > 0 eine Konstante, die K; und Ky beschrankt. Wir setzen
L :=max{aL; + bLs, (a +b)M} und o := min{ay, as}.
Dann gilt L > 0 und « € (0, 1). Auerdem folgt fiir s € [0, 1]
K(s) = aK(s) + bKs(s) < alys™ 4+ bLys™ < alys® + bLys® < Ls®.
Falls s > 1 ist, erhalten wir
K(s) = aK;(s) + bKs(s) <aM +bM < L < Ls*.

Daraus folgt die Behauptung. O

In dem gerade bewiesenen Lemma wird die Beschréanktheit der betrachteten
Funktionen K; und K, vorausgesetzt. Diese Voraussetzung ist fiir die Stetigkeitsmo-
dule periodischer Funktionen f : R — R stets erfiillt, denn diese Funktionen sind
beschrénkt und nach der Definition 2.9 des Stetigkeitsmoduls K; von f gilt dann

|Kf|[0,oo) <2 |flg < oo.
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Lemma 4.9. Es seien K1 € H und Ky € K mit
Ky(s) < Kiq(s) vV s>0.

Dann gilt Ky € 'H.

Beweis. Es gibt Zahlen L; > 0 und «; € (0,1) mit
Ky(s) < Ky(s) < Lys™ vV o s>0.

Daraus folgt K, € 'H. O

4.2 Einordnung des Raumes L
Im Folgenden beweisen wir H & £ & K.
Lemma 4.10. Es gilt H C L C K.

Beweis. Die Inklusion £ C K folgt aus der Definition 4.3 von L. Es sei nun K € 'H
beliebig. Wir zeigen K € L. Es gibt Konstanten L > 0 und « € (0, 1) mit

K(s) < Ls® vV o s>0.

Folglich gilt

'K ! 1" L
/ (5) ds < / Ls® lds= —Ls*| == < o0,
0 0 Q

S 0 «

Daraus folgt die Behauptung. O

Hilfssatz 4.11. Es sei K : [0,00) — [0,00) eine stetige, stickweise stetig differenzier-
bare Funktion mit K(0) = 0. Ist K' monoton fallend und nichtnegativ®, so gilt

K(Nz) < N K(x) V. NeN, z>0.

Beweis. Wegen der Voraussetzungen an K’ und K haben wir fiir alle N € N und
x>0

N=1 (k+1)z N-1 g
K(Nx):K(Nx)—K(O):Z/ K'(t)dtSZ/ K'(t)dt = N K(x).
k=0 v ke k=00
Das war zu zeigen. O

Im Folgenden werden wir Grenzwerte von unten und von oben mit nach oben
beziehungsweise nach unten weisenden Pfeilen darstellen. Wir schreiben also

lim fir lim und lim fir lim
s/ 'z s—x, s<T s\.x S—T,S>T

8Der Deutlichkeit halber: Die Voraussetzungen des Lemmas besagen, dass es eine endliche oder
abzéhlbare Menge M C [0, 00) ohne Hiufungspunkt in [0, 00) gibt, so dass K auf [0,00) \ M stetig
differenzierbar ist. Die Ableitung K’ : [0,00) \ M — R ist monoton fallend und nichtnegativ.
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Satz 4.12. Die Funktion

0, falls s =0,
1 -2
K :[0,00) — [0,00), s+ < |Ins|’ fails s € (0,75),
1
3 falls s > e72,

liegt in KC, nicht aber in L. Also ist L eine echte Teilmenge von K.
Beweis. Auf (0,e7?) ist K differenzierbar, dort gilt

K'(s) =~ (1];5)2 S 0. (4.3)

Also ist K auf (0, e™?) monoton wachsend. Weiter haben wir

1 1 1
lim K(s)= 1li = =
Jm, K(s) = o = e ~ 2
sowie
. ) 1
lim K (s) = lim = 0.
s\,0 s\.0 | In $|

Also ist die Funktion K auf ihrem ganzen Definitionsbereich stetig und monoton wach-
send. Es gilt K(0) = 0. Wegen (4.3) ist die Ableitung K’, soweit sie existiert, nichtne-
gativ. Wir zeigen, dass K’ monoton fillt. Wegen K’ = 0 auf (e72, c0) und (4.3) kénnen
wir uns auf das Intervall (0, e~2) beschriinken. Dort gilt

1 1 2 1 2
K"(s) = — — = -1 .
(s) s?(In s)? * s?|lns|?  s?(Ins)? ( * |1ns|)

Nun ist K" fiir diese Werte von s negativ, denn man hat ja

2 __ 2 _
Ins| ~|lne2|

1V se(0,e7?).

Also erfiillt K die Voraussetzungen von Hilfssatz 4.11 und somit die Bedingung (4.2).
Es folgt K € K.
Es sei nun ¢ € (0,e72) beliebig. Wir berechnen mit der Substitution ¢t = —In s

e e 2 1 \1n€|1
/ (S>d32/ ds:/ Zdt = Int
0 S . S|ns| 9 t

Da die rechte Seite mit ¢ — 0 iiber alle Grenzen wichst, kann das links stehende
Integral nicht endlich sein. Dies zeigt K ¢ L. Aus Lemma 4.10 folgt, dass £ eine echte
Teilmenge von K ist. Damit ist alles bewiesen. O

[Ine|

=In|lne| —In2.

2
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Satz 4.13. Die Funktion
0, falls s = 0,

L -3
K :[0,00) — [0,00), s+ ¢ (Ins)?’ falls s € (0,e73),
1
97

falls s > e3,

liegt in L, nicht aber in H. Also ist H eine echte Teilmenge von L.

Beweis. Wir zeigen zunéchst K € K, denn dies ist geméafl Definition 4.3 eine notwen-
dige Bedingung fiir K € L. Auf (0,e7?) ist die Funktion K differenzierbar. Dort ist
ihre Ableitung

2

—_— 4.4
s|ln s|? (44)

K'(s) =

Das bedeutet, dass K auf (0,e~) monoton wachsend ist. Aus den Grenzbeziehungen

1

E{% K(s) = £1{‘r(1) (Ins)? =0
und
1 1 1
Jm, K(s) = i o = e~ 9

folgen die Stetigkeit von K und dass K auf seinem ganzen Definitionsbereich monoton
wachsend ist. Es gilt K(0) = 0. Dass die Bedingung (4.2) erfiillt ist, zeigen wir wieder
mit Hilfssatz 4.11. Auf (™3, 00) verschwindet K’. Auf Grund von (4.4) ist die Ablei-
tung K’, wo sie existiert, nichtnegativ und es reicht, ihr monotones Fallen auf (0, e?)
nachzupriifen. Dort hat man

K')=-2_ Lt 406 1 2 1 (i—1). (4.5)

S 82 |InsP T 2 (Ins)t $2|Insf?

Wegen der fiir s € (0,e7?) geltenden Abschiitzung

3 3

=1
Tns] ~ (=),

ist K" auf (0,e™3) negativ, K’ also monoton fallend. Somit sind die Voraussetzungen
von Hilfssatz 4.11 erfiillt und K geniigt (4.2). Es folgt K € K.
Mit der Substitution t = —In s sehen wir, dass K die Integralbedingung (4.1) erfiillt:

LK (s) S| LS| | LS|
/0 s /0 s(In s)? S+/63 9s /3 12 +/63 0s

11° 1 ! 11 1 1 2
= [——} + [—lns] =——_—Inle?)==+-==.
t, 9 3 9 33 3

e—3
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Somit ist K € L. Nehmen wir an, es wéire auch K € H. Dann gébe es nach Definition
4.7 Konstanten L > 0 und « € (0, 1) mit
1

K(s) = TBE < Ls® vV se(0,e7®).

Diese Ungleichung ist mit
1
T < (s*?In 5)2 vV se(0,e7?) (4.6)

gleichbedeutend. Mit der Abkiirzung = = |In s| sieht man

o2 2 22
(s*%1ns) :eE—M) (x = |Ins| — o0).

Daher kann (4.6) nicht richtig sein und es folgt K’ ¢ H. Lemma 4.10 zeigt, dass H eine
echte Teilmenge von L ist, und der Beweis ist fertig. O

4.3 Beispiele 2r-periodischer Funktionen

Der Stetigkeitsmodul Ky einer jeden stetigen, 2m-periodischen Funktion f : R — R
liegt in K. Die Funktion erfiillt genau dann die Integralbedingung, wenn K; € L liegt
und sie ist genau dann holderstetig, wenn Ky € H ist. Somit folgt aus Lemma 4.10: Ist
eine 2m-periodische, stetige Funktion holderstetig, so erfiillt sie auch die Integralbedin-
gung.

In diesem Abschnitt beweisen wir, dass die Sdtze 4.12 und 4.13 richtig bleiben,
wenn wir die Betrachtung auf die Stetigkeitsmodule 27-periodischer Funktionen ein-
schranken. Dazu definieren wir die Projektion

p: R — (0,2n7],
die jedem s € R das eindeutig bestimmte p(s) € (0, 27| zuordnet, welches

s —p(s)

€z
2T

erfiillt. Die Abbildung p ist 27-periodisch. Argumente s € (0, 27] 14sst sie fest.

Satz 4.14. Die Funktion

1
Tp) fals () € (0,62),
FiR-R, s 1 p(s) —e™? —2
3 (1 - m)a falls p(s) € [e72, 2n],

ist gleichmdfig stetig und 2m-periodisch. Ihr Stetigkeitsmodul Ky ist ein Element von
IC, nicht aber von L.
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Beweis. Die Funktion f ist nach Konstruktion 27-periodisch. Um ihre Stetigkeit zu
beweisen, reicht es zu zeigen, dass sie auf [0, 27| stetig ist. Dazu sind die Punkte 0 und
e~2 zu iiberpriifen. Man sieht

1

lim f(5) = lim 7 =0 = f(27) = f(0),

1 1
lim = li = — = f(e™?).
S/HCEQ 8/113}2 |1I18| 2 f(e )
Daher ist f auf [0, 27] und wegen der Periodizitét auf ganz R stetig. Aus der Periodizitét
folgt nun weiter, dass f gleichméflig stetig ist. Somit gilt nach Bemerkung 4.2 Ky € K.
Wir zeigen, dass Ky eine Majorante der in Satz 4.12 genannten Funktion K ist. Es
gilt

und aus der Definition des Stetigkeitsmoduls folgt

1

_ -2
=~ Ths) VvV se(0,e77.

Ky(s) = [f(s) = £(0)]

Da Ky als Element von K monoton wéchst, haben wir

1

Ki(s) 2 Kg(e?) 2 [f(e?) = f(0)| = 5 = K(s) ¥V s=e
Somit ist K in der Tat eine Majorante von K. Da nach Satz 4.12 K € K und K € L
ist, gilt nach Lemma 4.5 K; ¢ L. Daraus folgt die Behauptung. O

Satz 4.15. Die Funktion

m’ falls p(s) € (0,e73),
fiR=R, s— 1 p(s)—€_3 -3
9 (1 - m)a falls p(s) € [e™?, 2],

ist gleichmdfig stetig und 2m-periodisch. Ihr Stetigkeitsmodul Ky ist ein Element von
L, nicht aber von H.

Beweis. Dass die Funktion f 2m-periodisch ist, folgt nach Konstruktion. Wir iiber-
priifen die Stetigkeit auf [0, 27]. Dazu berechnen wir

1

i (5) = iy s =0 = f(27) = f(0),
: . 1 1 1 _
s%rfs J(s) = 5%33 (In s)? - (In(e=3))2 C 1)

Also ist f auf [0, 27] stetig. Aus der 2m-Periodizitét folgen erstens die Stetigkeit und
zweitens die gleichméfBige Stetigkeit von f.
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Nun beweisen wir, dass Ky mit der in Satz 4.13 gegebenen Funktion K {ibereinstimmt,
woraus nach diesem Satz Ky € £\ H folgt. Es sei also K wie in Satz 4.13 definiert.
(1) Wir zeigen K; > K. Es ist

K;(0) = K(0) = 0. (4.7)
Fiir s € (0,e7?) erhalten wir

Kﬂ&zﬁ@%ﬁmN:@%EZK@)

Da Ky monoton wachsend ist, gilt

- - 1 -
Ki(s) 2 K;(e™) 2 |f(e7) = fO)| =5 = K(s) ¥V s=e
Insgesamt folgt Ky > K.
(2) Wir diskutieren die Funktion f. Es gilt
Fo) =21 S0 v s (4.8)
~ s|Insf? ’ ' '

Also ist f auf (0,e3) monoton wachsend. Wegen f(0) = 0 und da f stetig ist, folgt
f >0 auf [0,e3]. Weiter haben wir

f'(s) = —m <0 V sec(e®2m). (4.9)

Daher ist f auf (e73,27) monoton fallend. Aus der Stetigkeit von f und f(27) = 0

folgt f > 0 auf [e73, 27]. AuBlerdem folgt, dass f auf [0, 27] sein Maximum im Punkt

e~ annimmt, es ist f(e™3) = 1/9. Die Periodizitit von f impliziert

f(s) €10,1/9] vV seR. (4.10)
(3) Definieren wir eine Menge A durch
A= {2kn|keZYU{e™® +2kr |k € Z),

so ist nach (4.8) und (4.9) klar, dass f auf R\ A differenzierbar ist und dass |f’| dort
mit der Funktion

2 1
—————— falls p(s) € (0,e73),
3
g R—=R, s~ pls) ‘inp(SH -3
ey fllspls) € 7% 2]

iibereinstimmt. Wir interessieren uns fiir g, da nach dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung und nach der Standardabschéitzung fiir Integrale

Iﬂ@—fWHS/WM$% V zyeR z>y, (4.11)
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gilt. Wir zeigen, dass die Funktion ¢g auf (0, 27] monoton fallend ist. In der Tat: Auf
(0,e73) gilt (vergleiche (4.5))

, 2 1 6 1 2 1 3
9(s) = ~s2|InsP * s2 (Ins)* - $2 | Ins|? (\ Ins| 1) '
Da fiir s € (0,e73) die Abschiitzung
3 3
[Tos] = Thn(e )]
besteht, ist ¢’ dort negativ, g also monoton fallend. Man hat
2 1 2¢? 2.2 16 4

li = lim - = > > — =
8/12339(3) /et s [In s In(e=3))* = 27 ~ 28 7

und

1 1 1 4
< = —<- Vv =3 2.
021 —e3) " 9(6-1) 45 7 s € e, 2]

Am Punkt e~3 springt die Funktion g demnach nach unten, auf [e~3, 27] ist sie konstant.
Damit ist gezeigt, dass g auf (0, 2] monoton fallt. Wegen der Periodizitat gilt dies auch
in jedem Intervall

2mk,2n(k+1)], keZ.

(4) Wir beweisen nun K > K. Fiir s = 0 ist dies mit (4.7) klar. Es sei nun s € (0,e7?%)
beliebig. Nach der Definition des Stetigkeitsmoduls folgt K(s) > K(s), wenn die
Abschétzung

|lf(x+0)— f(x)] < K(s) V x€Rund o € (0, s] (4.12)

gilt. Wegen der Periodizitat von f kénnen wir uns zum Beweis von (4.12) auf x € [0, 27)
beschrénken. Im Fall z + s < 27 folgt mit (4.11) und der Tatsache, dass g nach
Beweisschritt (3) positiv ist und auf (0, 27] monoton fillt

foro)=fwis [ amars [ amars [oe)in

Nun ist g nach Definition fast iiberall gleich | f’| und f” wegen (4.8) auf (0, e™3) positiv.
Also gilt

g(s) =

1

[f(z+0) = flo)] < /0 fi(m)dr = f(s) = f(0) = Mns? K(s).

Falls z 4+ s > 27 ist, benutzen wir auflerdem noch die 27-Periodizitat von g:

@t o) — f(2)] < / Ug(ﬂdrs/z Cg(r)dr

27 xr+s

:/ g(T)dT+/ g(T)dr
xw+s—27r o 27

:/ g(T)dT+/ g(T)dr
0x+s—27r m27r

S/ g(t)dr + (r—(2
0 x

93

g(t — (2m — s))dr. (4.13)



Bei der letzten Abschitzung beachte man, dass wegen x + s > 2 fiir 7 € [x, 27| gilt:
O<zx+s—2r=x—2r—s)<7—(2r—s) <7 <27,

= g(T— (27 —s)) 2 g(7).
Aus (4.13) folgt weiter:

|ﬂm+@—f@ﬂs3£”#%mﬂdf+[f srydr = [ o) dn

+s—2m
1

= f(s) = f(0) = sy K(s).

Damit gilt (4.12) und es bleibt, K(s) > K/(s) fiir s € [e7,00) zu zeigen. Dies folgt
aus (4.10), denn damit gilt

|ﬂ@—f@ﬂ<——0:% ¥ zyeR.

Das bedeutet Ky < 1/9 und es ist K(s) = 1/9 fiir s > e3. Insgesamt ist K > K
bewiesen.

Da nach Beweisschritt (1) auch K; > K ist, haben wir K = K;. Wie gesagt
folgt daraus nach Satz 4.13 Ky € £\ 'H, und der Beweis ist fertig. O

4.4 Folgerungen fiir Funktionen in mehreren Variablen

Wir betrachten nun Funktionen g : R® — R, wobei n > 2 sei. Wenn ¢ stetig und
2m-periodisch ist, liegt der Stetigkeitsmodul K, einer jeden solchen Funktion nach
Bemerkung 2.10 in K. Die Funktion ¢ erfiillt genau dann die Integralbedingung, wenn
K, € L liegt und sie ist genau dann holderstetig, wenn K, € H ist. Somit folgt aus
Lemma 4.10: Ist eine 2m-periodische, stetige Funktion ¢g : R® — R holderstetig, so
erfiillt sie auch die Integralbedingung.

Wir wollen die im vorigen Abschnitt erzielten Ergebnisse auf Funktionen in mehreren
Variablen iibertragen. Das ermdoglicht uns der folgende

Satz 4.16. FEs sein > 2 und f : R — R sei eine gleichmdf$ig stetige Funktion. Es sei
n 1 -
g:R" — R, g(z,...,2,) = ng(x])
j=1

Dann stimmen die Stetigkeitsmodule K, und Ky von g und f dberein: K, = Kjy.
Beweis. Offenbar ist g gleichméBig stetig. Wir zeigen zundchst K, < K. Dazu seien
9 > 0und z, ' € R” mit |x — 2| < J beliebig. Wir schreiben z = (z1,...,z,) und

' = (2,...,2)). Da wir die Maximumnorm verwenden, gilt fiir alle j =1,...,n

2; — )| < |z — 2| <0
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Mit der Definition (2.9) des Stetigkeitsmoduls folgt
NP |
l9(x) = 9@") < =3 1f(w)) = f@h)] < — n(6) = K(9).
j=1

Da z und 2/ € R"™ mit |z — 2| < 0 beliebig waren, folgt K, < Ky. Um K; < K|
zu beweisen, seien nun § > 0 und z1, #; € R mit |z; — 2} < § beliebig. Setzen wir

To = ... =a, = x und xp, = ... = 2/, = 2, so gilt mit x = (z1,...,2,) und
= (2, ..., x))

|z —2'| = |xy — 2| < 0.
Es folgt

n

|f(21) = f(21)] = %Zf(xj) — f(@5)| = lg(z) — g(«")] < Kq(6).

J=1

Da z; und 2} € R mit |z; — 2| < 6 beliebig waren, zeigt dies K; < K. Daraus folgt
die Behauptung. O

Korollar 4.17. Es sei f die in Satz 4.14 definierte Funktion. Dann ist die die Funktion
n 1 -
g:R —>R7 g(%,,xn):EZf(%)
j=1

gleichmdf$ig stetig und 2m-periodisch. Ihr Stetigkeitsmodul K, ist ein Element von IC,
nicht aber von L.

Beweis. Die gleichméflige Stetigkeit und 27-Periodizitdt von g sind klar. Nach Satz
4.16 gilt K, = K. Also folgt mit Satz 4.14 die Behauptung. a

Korollar 4.18. FEs sei f die in Satz 4.15 definierte Funktion. Dann ist die die Funktion
n 1 -
g:R —>R7 g(xlvvxn)zgz.f(x]>
j=1

gleichmdf$ig stetig und 2m-periodisch. Ihr Stetigheitsmodul K, ist ein Element von L,
nicht aber von 'H.

Beweis. Die gleichméflige Stetigkeit und 27-Periodizitdt von g sind klar. Nach Satz
4.16 gilt K, = K. Also folgt mit Satz 4.15 die Behauptung. a

Da es in Satz E um die Stetigkeitsmodule der 2n-ten partiellen Ableitungen

einer Funktion h : R?® — R geht, behandeln wir auch diese Situation. Dazu beweisen
wir zunéchst ein einfaches Lemma.
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Lemma 4.19. Es seim € N und f : R — R eine stetige und 2m-periodische Funktion.
Dann gibt es eine m-mal stetig differenzierbare, 2w-periodische Funktion F': R — R
mat

F™(z) = f(x) + const.

Beweis. Im Fall m = 1 setzen wir

Fa) = / " Ft) dt — lf),

wobei der Mittelwert [f] von f durch
1 2w
= — t)dt
f=5[ 10
gegeben ist. Dann ist F' stetig differenzierbar, es gilt
F(z) = f(z) = [f]

und F' ist 2m-periodisch:

F(g;+27r)—F(x):/Hﬂf(t)dt—(x+27r)[f]+:):[f]:/wa(t)dt—%[f]:0.

Die Behauptung sei nun fiir ein m € N richtig. Wir zeigen sie fiir m+1. Dann diirfen wir
die Existenz einer m-mal stetig differenzierbaren, 2m-periodischen Funktion G : R — R
mit

G (x) = f(x) + const.
voraussetzen. Wir definieren nun F' durch

F(z) = /0 "Gl di — 2[G).

Dann ist F' m + 1-mal stetig differenzierbar, 2w-periodisch und es gilt

Fol () = CZ—m (G(z) — [G]) = G () = f(x) + const.
Daraus folgt die Behauptung. O

Satz 4.20. Es sei n € N und £ die Klasse aller 2m-periodischen, 2n-mal stetig
differenzierbaren Funktionen h : R*™ — R, deren Stetigkeitsmodule (vergleiche (1.4))

2n 2n
K@=  sup 9% h 9% h

Z —_—
2 2
2,2/ €R27 | z—2/|<68 82]' " 8zj "

()| (6=0)

fir alle j € {1,...,2n} die Integralbedingung (vergleiche (1.5))
1 .
/ K;(0) dd < o0
o O

erfillen. Dann gilt J,_ ., C*"** & L
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Beweis. Um die Inklusion (J,_,, C?re C L2 zu zeigen, betrachten wir eine beliebige
Funktion h € J,_,., C****. Dann gibt es einen Holderexponenten a € (0,1), so dass
fir alle m = (myq, ..., ma,) € NZ", my + ...+ mg, = 2n mit Konstanten L(m) > 0

0*h

azlml R aZQan"

Ky (8) < L(m)é* (6 >0), hm™ =

gilt, wobei K} m) gemiB Definition 2.9 den Stetigkeitsmodul von h(™ bezeichnet. Also
folgt mit Definition 4.7 und Lemma 4.10

KlZKh(Zn,O ,,,,, 0),...,K2n:Kh(o ,,,,, o2n) € HC L.

Nach Definition 4.3 von £ zeigt dies h € £

Nun zeigen wir, dass £ eine echte Obermenge von (J,_,.; C*"™ ist. Dazu reicht es,
eine Funktion h zu finden, fiir deren Stetigkeitsmodule K; gilt, dass sie alle Elemente
von L sind, dass aber einer dieser Stetigkeitsmodule kein Element von H ist (vergleiche
die Definitionen 4.3 und 4.7). In der Tat werden wir im folgenden eine Funktion h
konstruieren, fiir deren Stetigkeitsmodule

gilt. Dazu sei f die in Satz 4.15 definierte Funktion. Nach Lemma 4.19 gibt es eine
2m-periodische, 2n-mal stetig differenzierbare Funktion F' mit

F@(t) = f(t) 4 const. (t € R).

Wir setzen nun

2n
h:R™ — R, h(z,...,2n)= ZF(Z]').

j=1
Es sei j € {1,...,2n} beliebig. Dann gilt

a2nh )
W(z) = gj(2z) mit g;(z) = f(z;) + const. (2 = (z1,...,2,) € R?™).
j

Wir zeigen K, = Ky. Dazu seien 6 > 0 und z = (21,...,22,), 2/ = (21,..., 2,) € R*"
mit |z — 2’| < ¢ beliebig. Die Abschétzung

19i(2) = 9;(2)| = 1f(z;) — f(Z))] < K(9)

zeigt K, < K. Betrachten wir nun andererseits beliebige 6 > 0 und ¢, t' € R mit
|t —t'| <9, s0folgt fiir 2 = ... =29, :=tund 2] = ... =2}, =1

[f(t) = F(E)] = 1g;(2) — g;(z)] < K4, (6),
mithin Ky < K, . Somit gilt
K; =K, = Ky.
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Da K nach Satz 4.15 ein Element von L, aber nicht von H ist und j € {1,...,2n}
beliebig war, folgt die Behauptung. O

Bemerkung. Wie im Beweis deutlich wurde, impliziert h € [Jy_,.; C*"™™ Be-
dingungen an alle partiellen Ableitungen 2n-ter Ordnung von h, insbesondere die
gemischten partiellen Ableitungen. Auf diese kommt es in unserem Zusammenhang
aber gar nicht an, da sie fiir Fragen der Approximation differenzierbarer Funktionen
durch analytische Funktionen — zumindest bei dem von uns gewéhlten Zugang — keine
Rolle spielen (siehe Satz 2.23).
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5 Beweis des analytischen Existenzsatzes (Satz 3.6)

5.1 Einleitende Bemerkungen

Der Beweis von Satz 3.6 wird hier vollstéandig durchgefiihrt, weil der Parameter 1 in den
Abschétzungen (3.12) und (3.14) fiir den Beweis von Satz E unabhéngig von s sein soll.
In den in der Literatur vorhandenen Beweisen fiir einen Existenzsatz bei holderstetigen
hochsten partiellen Ableitungen der Storung wird stets eine Abhéngigkeit angenommen
wie zum Beispiel ¥ = s (in [19]) mit dem Hoélderexponenten o € (0,1). Zum Beweis
von Satz E muss ¢ jedoch von s unabhéngig sein.

5.1.1 Formulierung des Newton-Verfahrens

Wir wollen Satz 3.6 mit dem Newton-Verfahren beweisen.® Dazu ist eine geeignete
linearisierte Gleichung aufzustellen, die wir im Folgenden heuristisch herleiten wollen.
Wir schreiben die Hamiltonfunktion (3.9) als Summe

H=N+R
mit der Normalform
N(z,y) =a+(w,y)+O(y),

und dem — kleinen — Rest R(z,y). Nun ist eine Folge (Z), .y kanonischer Transforma-
tionen zu finden, so dass der Rest nach jeder Transformation kleiner wird: Man schreibe
fir k S N(]

H=H,, Hp=Ny+ Ry, Hpy:=HyoZyy,

wobei Ny wieder eine Normalform (mit einem ay, statt a, aber gleichem w) sein soll und
R, der Rest nach dem k-ten Schritt ist. Bilden wir die kanonische Transformation

Wy =Zyo...0Z,, Wy:=id (k‘GN),
so ist H, = H o W}, = N, + Ry, und wenn die Grenzwerte
Ry — 0, W, — W, N,— Ny (]f—>00)7

mit einer kanonischen Transformation W, und einer Normalform N, existieren, dann
ist

HOWoo:Nom

und das Ziel ist erreicht. Mit anderen Worten: Wir suchen eine Nullstelle des Funktio-
nals

R(W,N):=HoW — N,

9Denn die starke Konvergenz dieses Verfahrens kompensiert den stérenden Einfluss der sogenannten
kleinen Nenner, siehe die Bemerkungen 5.4 (Seite 63), 5.7 (Seite 71) und 5.9 (Seite 76).
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und eine solche Nullstelle ist dann durch ein Funktionenpaar (W, N) gegeben. Geméif
der obigen Uberlegung versuchen wir, diese Nullstelle als Grenzwert

k—o0

zu erhalten. Dies fithrt zu der Aufgabe, aus einer Ndherungslosung (Wy,, Ny) eine bessere
Néherungslosung (W1, Ni11) zu konstruieren. Dazu schreiben wir fiir ein k& € Ny

W .= Wk, N = Nk, (5 1)
W+:W+AW = Wk_;’_l, N+:N+AN = Nk_;’_l. ’
Der neue Rest ergibt sich nach dem Taylorschen Satz zu
RW.,Ny)=Ho(W+AW)—- N — AN
= R(W,N)+ H,(W)AW — AN + Terme hoherer Ordnung.
Linearisierung bedeutet nun, die Gleichung
R(W,N)+ H,(W)AW — AN =0 (5.2)

zu 16sen. Da dies im Allgemeinen wegen des Terms H,(W)AW aber nicht moglich ist,
sind weitere Terme hoherer Ordnung abzuspalten.
5.1.2 Vereinfachung der linearisierten Gleichung

Die folgenden Uberlegungen sind eine einfachere Version des in [34] gemachten Ansat-
zes. (Die in [34] diskutierte Situation ist komplizierter, da dort die Voraussetzung (3.10)
vermieden werden soll.) Wir konstruieren die kanonischen Transformationen durch
Fliisse gewisser Hamiltonsysteme. Also arbeiten wir mit einer Funktion AS = AS(z, y)
und betrachten das Hamiltonsche System

t=AS,, y=-AS,. (5.3)
Die Losung des zugehorigen Anfangswertproblems werde mit
z=(x,y) = (X&), Y(E,&n) = 2(,&n), Z(0,&n) =(&§n) =¢

bezeichnet. Dann ist fiir ein festes ¢ die Abbildung ¢ — Z(t, (), sofern sie existiert, eine
kanonische Transformation (vergleiche Definition 3.4).

Definition 5.1. Es seien f,g € P(r,s) oder f,g : R* — R differenzierbar. Dann ist
die Poissonklammer von f und g durch

{fag} ::<fx>gy>_<fy?g:c>

gegeben.
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Wegen (5.3) kann man eine Zeitableitung wie folgt durch eine Poissonklammer
ersetzen (F' sei eine skalarwertige, differenzierbare Funktion):

d
SF(Z(t.0)

(FL(Z(t,Q)), Zu(t.€))

(Fe(Z(t,Q)), Xu(t,Q)) + (Fy(Z4(,€)), Yilt,€))
= (F(Z(t,Q)), ASy(Z(t,C)) ) — (Fy(Z(t,C)), AS(Z(t,C)))
={F,AS}(Z(t,()). (5.4)

Wir nehmen nun die Existenz der Abbildung ¢ — Z(t, () fir alle 0 < ¢ < 1 und eine
Menge zugelassener ¢ an. Die neue Transformation W, = W + AW (siehe (5.1)) soll
durch W, (¢) := W(Z(1,()) gegeben sein (die Zuldssigkeit dieser Definition ist natiirlich
noch zu zeigen). Da vorausgesetzt ist, dass W eine kanonische Transformation ist, wird

auch W, eine kanonische Transformation sein. Fiir die Anderung AW ergibt sich nach
(5.4)

bd

AW(C) = Wi(Q) = W(Q) = W(Z(LO) = W(Q) = | Zw

(Z(£,0)) dt
:1A ({Wi, AS} ... {Wan, AS}) (Z(t,0)) dt. (5.5)

Um nun die Gleichung (5.2) zu vereinfachen, berechnen wir erneut R(W,, N, ) und
benutzen (5.4).
R(W+, N4 )(Q) = HOW+( ) = N(Q) = HoW(Z(1,¢)) = N(¢) = AN(¢)

R(W,N)(Z(1,()) + N(Z(1,¢)) — N(¢) — AN(¢)
( ( N)+{N,AS} —AN)(Q)

+73(W,N)( (1,¢)) = R(W, N)(C)

MﬂLm—Nm—%N(@m

t=0

(Das Zeichen |,_, im letzten Term soll bedeuten, dass die davor stehende Funktion im
Punkt ¢t = 0 auszuwerten ist.) Wie in (5.5) erhalten wir

R(W, N)(Z(1,¢)) = R(W, N)(C) :/0 {R(W,N), AS}(Z(t,¢)) dt, (5.6)

und aus der Taylorschen Formel folgt

0 /0(1—t)5t2 (Z(t,0)) dt. (5.7)

N(Z(1,0) = N(Q) ~ SN (Z(1,)

Setzen wir dies beides ein, so folgt

R(W4,N1)(C) = (RIW,N) +{N, AS} — AN)(¢) +

+ [ (RoV.8), 28} (20,0 + (1= 0 N 200 )
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Die Zeitableitungen lassen sich mit (5.4) auflosen,
d? d

ROV, N(Q) = (ROV,N) + (N, AS) — AN)(Q) +
b [ROVN) 00 (Y, A8} A8} (Z04.0)

Somit lautet die vereinfachte linearisierte Gleichung:

R(W,N) + {N, AS} — AN = 0. (5.8)

Dies ist die Bestimmungsgleichung fiir AN und AS. Dann ist Z als Fluss von (5.3) zu
berechnen, dies legt schlielich W, = W o Z(1, -) fest. Wenn (5.8) gelost ist, gilt fiir
den neuen Rest

R(W,, N;)(C) :/o {RW,N) + (1 =t){N, AS} , AS} (Z(t,C)) dt.

Im Integranden kann man die innere Poissonklammer mit (5.8) umschreiben, denn nun
1st
(1-t){N,AS}=(1—-t)AN — (1 —t)R(W,N),

damit erhalten wir

ROV, N.)(C) = /0 ROV 4 (1— AN . AS) (Z(t.0) dt. (5.9)

5.2 Losung der linearisierten Gleichung

Die Losung der linearisierten Gleichung (5.8) stiitzt sich im Wesentlichen auf den fol-
genden Satz 5.3 aus [32] (dort ist es Satz 9.7).

Definition 5.2. Es sei 7 > 0 und f : S(r) € C* — C™, = — f(x), eine stetige

Funktion mit der Periode 27 in 21, ..., x,. Dann ist der Mittelwert [f] von f gegeben
durch

[f] = (%)n/o%r 0% f(x)dxy ... dx,.

Satz 5.3. Fssei. 7> n—12>1,v > 0,r > 0, M > 0 und die Funktion g :
S(r) € C" — C sei analytisch und 2m-periodisch mit |g|g,, < M und [g] = 0. Es
sei w € Q(v,7) (vergleiche Definition 3.2). Dann gibt es genau eine 2w-periodische
analytische Funktion u: S(r) — C mit [u] = 0 und

(g, w) = g (5.10)
Zudem gibt es eine Konstante cg = cg(n, ) > 0 mit
C6M
|U|3(T_5) < o7 vV o€ (0,r). (5.11)

Wenn g reelle Argumente auf reelle Werte abbildet, so gilt dies auch fiir u.
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Bemerkung 5.4. Kleine Nenner. Die gegebene Funktion g und die Losung u lassen
sich in ihre Fourierreihen entwickeln. Diese lauten mit Koeffizienten g, bzw. u, € C

(k€ 2" \{0})
g(&) = Z ge€’F ) und  w(é) = Z upek 8 vVo€eS(r).

kezn\{0} kezn\{0}

Das Verschwinden der Mittelwerte von g und u ist mit gg = 0 bzw. vy = 0 gleichbe-
deutend (da diese Koeffizienten gleich Null sind, wird der Index 0 in den Fourierreihen
ausgeschlossen). Die Funktion u 1&8t sich gliedweise differenzieren, daher gilt in S(r)

<u§(£)’u)>:< Z ikukei<k’§>,w>: Z i(]{j’w)ukei<k’5>.

kezZn\{0} kezm\ {0}

Koeffizientenvergleich mit g zeigt nun i (k, w ) u, = g fiir alle k£ € Z™ \ {0}, also

w@) =Y i(kf’i’“w)em@ v £eSr). (5.12)
kezn\{0} !

Wenn man die Reihe (5.12) als Ansatz fiir die Losung der Gleichung (ue, w) = g¢
nimmt, stellt sich die Frage, ob sie konvergiert. Allerdings sieht man ihr die Konver-
genz nicht an, da die Nenner i (k, w) je nach k sehr klein werden — wenn die Eintréige
des Vektors w iiber Q nicht linear unabhéngig sind, gibt es sogar ein k € Z" \ {0}, fiir
das (k, w) verschwindet: Daher kann es in diesem Fall keine 27-periodische analyti-
sche Losung der Gleichung (5.10) geben.

Satz 5.3 besagt nun, dass die Reihe (5.12) unter den Voraussetzungen des Satzes
trotz der storenden kleinen Nenner konvergiert. Deren Einfluss kommt in dem Fak-
tor cg/(v07) der Abschéitzung (5.11) zum Ausdruck.

Satz 5.5. Esseien T >n—1>1,v>0,r>0,0<d<r/4dund0<s<d" <1
gegeben. Die Funktion f € P(r,s) erfille mit einem M > 0

|f‘D(r,s) < M. (513)
Fiir die Funktion N € P(r,s) gelte
N(z,0) = N(0) und Ny(z,0) =w € Q(y,7) Vo oxeS(r). (5.14)

Auflerdem gebe es eine invertierbare Matrix C € R™™ mit

1
|Nyy - C‘D(r,s) < 2|C_1|' (5'15)
Dann besitzt die Gleichung
f+{N,AS} —AN=0 (5.16)

eine Losung, das ist ein Funktionenpaar (AS, AN), mit den Eigenschaften:
Esist AS(z,y) = (A, 2)+U(z) +(V(x),y) mit A€ R" und U € P(r), V € P,(r).
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Insbesondere liegt die Funktion (x,y) — AS(x,y) — (A, ) in P(r,s). Es gilt AN €
P(r,s),

AN(z,0) = AN(0) und AN,(z,0)=0 Y z € S(r). (5.17)

Es gibt Konstanten ¢y, cg, Cg, c19 und c;1 > 0, so dass die folgenden Abschitzungen
gelten:

M
|AS§B‘D(T—45,3) < 07?7 (518)
M
|ASy|s(—a5) < 8 5r (5.19)
M
[AN(0)] < &—, (5.20)
|AN - AN(0)|D(T—4(5,S/2) < ClOM’ (521)
M
|ANyy|’D(r_4578/4) < Cllg- (5.22)

Die Konstanten ¢; (j # 9) hingen nur von n, 7, v und C ab. Die Konstante ¢q hingt
zusdtzlich noch von |w| ab.

Beweis. Wir machen fiir AS den Ansatz einer Funktion, die in y affin-linear ist,
AS(z,y) = (A, )+ U(x) + (V(z), y), (5.23)

worin wir U € P(r) und V' € P,(r) mit [U] = 0 und [V] = 0 zu erhalten versuchen
und A € R" geeignet zu wihlen ist. Nun gehen wir wie folgt vor:

1. Aufstellen einer Bestimmungsgleichung fiir U.

2. Losung dieser Gleichung.

3. Aufstellen einer Bestimmungsgleichung fiir V.

4. Definition von A und Losung der Bestimmungsgleichung fiir V.

5. Definition von AN und Beweis der Eigenschaften von AS und AN.

(1) Wir leiten eine Bestimmungsgleichung fiir U her. Dazu setzen wir in der linken
Seite von (5.16) y = 0 ein. Unter der Annahme AN(z,0) = AN(0) fiir z € S(r) (siehe
(5.17)) folgt dann mit (5.14)

f(z,0) +{N, AS} (2,0) — AN(z,0) =
= f(z,0) + (N, ASy ) (x,0) = (Ny, AS;) (z,0) — AN(0)
= f(x,0) — (AS(z,0), w) — AN(0).

Dies soll gleich Null sein. Nach unserem Ansatz (5.23) fiir AS bedeutet das

F(2,0) — (X, w) — (Up(z), w) — AN(0) = 0. (5.24)
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Mit dem Satz 5.3 kénnen wir die folgende Gleichung l6sen:

(Us(), w) = f(x,0) = [f(-,0)]. (5.25)

Dies nehmen wir als Bestimmungsgleichung fiir U.
Bemerkung zum Zusammenhang der Gleichungen (5.24) und (5.25): Offenbar sind die
Gleichungen (5.24) und (5.25) gleichbedeutend, wenn

AN(0) = [f(-,0)] = (A, w) (5.26)

gilt. Wir werden A in Schritt (4) so festlegen, dass die Bestimmungsgleichung fiir V'
l6sbar ist, und dann AN in Schritt (5) so definieren, dass die Bedingung (5.26) erfiillt
ist.

(2) Losung der Gleichung (5.25). Wegen (5.13) ist die rechte Seite von (5.25)
durch 2M beschrénkt, nach Satz 5.3 gibt es also eine Losung U € P(r) mit [U] = 0
und

CG2M
Ulsgr—s) < i v e (0,r)
Mit der Cauchyschen Abschitzung (siehe Hilfssatz A.11 im Anhang) folgt
2cg M
Uslsr_ag) < # vV 6e(0,r/2). (5.27)

(3) Nun ist eine Bestimmungsgleichung fiir V' zu finden. Differenzieren von (5.16) nach
y und Einsetzen von y = 0 ergibt

0= f,(z,0) +{N, AS} (z,0) — AN,(z,0)
= fy(2,0) + ( Nz, ASy), (2,0) = (N, AS;), (2,0) — AN, (z,0)
= fy(z,0) + ASy(x,0) - Npy(z,0) + Ny(x,0) - ASy,(z,0)
— AS,(2,0) - Nyy(x,0) — Ny(z,0) - ASyy(x,0) — AN, (z,0).

Der zweite Summand verschwindet wegen (5.14). Der dritte Summand ist nach dem
Ansatz (5.23) ebenfalls gleich Null. Somit folgt aus (5.16) die Gleichung

£,(2,0) = AS,(,0) - Nyy(@,0) — N, (z,0) - AS,,(x,0) — AN, (z,0) = 0.  (5.28)

Unter der Annahme AN, (z,0) = 0 fiir z € S(r) (vergleiche 5.17) folgt mit (5.14) und
(5.23)

fy(@,0) = (A + Us(2)) - Nyy(2,0) — w- Vi (z)=0

& w- V)= f,(2,0) — (A + Uy(x)) - Nyy(z,0). (5.29)

Dies ist ein System von n Gleichungen, die wir mit dem Satz 5.3 einzeln 16sen konnen,
sofern gilt:

0= [fy('ao)_()‘+Ux)'Nyy('>0)]
= [fy('ao)] - [Um ’ Nyy('vo)] - )‘[Nyy( ) 70>]
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= )‘[Ny (+,0)]= [fy(-,())]— [Ux'Nyy('aO)]' (5.30)
Diese Gleichung ist nach A aufzultsen.
(4) Definition von A und Losung der Gleichung (5.29). Die Gleichung (5.30)

kann nach A\ aufgelost werden, wenn die Matrix [Ny,(-,0)] invertierbar ist. Wir
wenden das Lemma A.3 auf [Ny, (-,0)] an. Wegen (5.15) gilt

1
|[Ny ('70)]_0‘ < W;

daher konnen wir in Lemma A.3 § = C, P = [N,,(-,0)] und h = 1/2 einsetzen und es
folgt, dass [Ny, (-,0)]"" existiert und die Abschétzung

[Ny (-, 071 <2107 (5.31)
gilt. Also kann A wie folgt definiert werden:

A= ([fy (-5 0)] = [Us - Nyy(+, 0)]) - [Ny (-, 0)] .

Mit dieser Wahl verschwindet der Mittelwert der rechten Seite der Gleichung (5.29).
Um den Satz 5.3 auf (5.29) anwenden zu konnen, muss eine Abschétzung fiir die rechte
Seite von (5.29) gefunden werden. Wir beginnen damit, aus (5.13) mit der Cauchyschen
Abschéatzung

|fy( . a0)|3(r) <

zu folgern. Fiir N, beachten wir

1=|cct <c)et <|C
ce < iele™l = el
daher folgt mit (5.15)
1
|Nyy"D(r,s) < ‘Nyy - C|D(r,s) + |C‘ < m + |C‘ < 2|C‘ (532)

Zusammen mit (5.27) und s < 67! ergibt sich:

M 2CGM

|fy( . 70) - Um : Nyy( . 7O)|S(r_25) S ? + 757+12|C‘
4 M M
< (1+ 06'0‘) M_ LM (5.33)
Y s s
wobel wir
4eg|C
Clg = 1+ 66| | (534)
v
setzen. Dies und (5.31) geben eine Abschétzung fur A:
M
Al <2107 fer—. (5.35)
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Hiermit, mit (5.32) und (5.33), gelangen wir zu der gesuchten Abschitzung fur die
rechte Seite von (5.29):

|fy('70) —(A+Us)- Nyy( ) 70)‘5@_25) < |fy('=0) — U Nyy('70)|s(r_25) +

M _ M
AL Ny (-, 0)ls(p) < cra— +4[C|C 1|012?- (5.36)
Nunmehr l&sst sich (5.29) komponentenweise 16sen, denn es ist ja

V(z) = (Vi(@),....Va(@), w Vi (2) =({w, Viz(@)), .., (W, Val(2))) -

Da wir fiir Vektoren die Maximumnorm verwenden, werden Abschédtzungen fiir jedes
Vi (1 < i < n) zu Abschétzungen fiir V. Da die rechte Seite von (5.29) wegen der
Periodizitét in = von f, U und N auf allen Teilstreifen S(r —¢) von S(r) beschrankt ist
(e € (0,r)), existiert die Losung auf S(r), also hat man V' € P, (r) mit der Abschétzung

Ce M M
|V|S(r 30) = 57 ~o (Cl2_ +4|C||C™ 1\012—) = cg

M

5 (5.37)

mit einer positiven Konstanten cg = cg(n, 1,7, C). Weiter folgt aus der Cauchyschen
Abschéatzung

M
Vals(ras) < 8= (5.38)
( ) ST+

(5) Wenn wir nun AS gemé$ (5.23) definieren, sind die Behauptungen iiber die Gestalt
von AS erfiillt. Mit der Definition

AN := f+{N, AS}

16sen wir die Gleichung (5.16) und es gilt auch AN € P(r, s). Die Behauptung (5.17)
betrifft die Gestalt von AN. Mit (5.14), (5.23) und (5.25) erhalten wir

AN(z,0) = f(z,0) + {N, AS} (z,0)
= f(2,0) + (N,, AS,) (2,0) — (N, AS, ) («,0)
= f(2,0) = (w, ASy(z,0))
= f(2,0) = (A, w) = (Us(2),, )
= [f(-,0)] = (A, @), (5.39)

was offenbar nicht von z abhéngt. Daher gilt AN(z,0) = AN(0) fiir alle x € S(r).
Ubrigens zeigt diese Rechnung, dass die Bedingung (5.26) erfiillt ist und wir mit (5.25)
auch die Gleichung (5.24) losen. Im 3. Beweisschritt, Formel (5.28) hatten wir ausge-
rechnet, dass aus der Gleichung (5.16), die ja jetzt gelost ist und daher gilt, folgt:

AN, (z,0) = f,(x,0) — AS,(x,0) - Nyy(x,0) — Ny(z,0) - ASy,(x,0).
Deshalb gilt nach (5.23) und (5.29)

AN, (@,0) = f,(2,0) = (A + U (2)) - Ny (2,0) —w- V' (2) = 0,
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damit ist (5.17) bewiesen. Wir kommen zu den Abschétzungen fiir die Ableitungen von
AS. Da nach Definition (5.23) AS, =V ist, bedeutet (5.37)

M

|A5y|$(r—35) < 085’

das ist die Abschitzung (5.19). Wir haben AS,(z,y) = A+ U,(z)+y- V. (x). Mit (5.35),
(5.27) und (5.38) folgt

|AS$‘D(T—45,S) < Al + |U9U|S(r—25) +ns ‘Vw‘s(r—45)

M 2cgM M M
< 2|C_1‘C12— + % + nsCg— = Cr—,
S S S

wobei ¢; = ¢7(n, 7,7, C) eine positive Konstante ist. Dies zeigt (5.18). Es sind noch
die Abschétzungen fiir AN und AN,, zu beweisen. In (5.39) hatten wir AN(0) =
[f(-,0)] — (A, w) bestimmt. Nach (5.13) und (5.35) folgt daraus

M M
IAN(0)] < M + 2n|w||C_1|012? < Co—

mit einer positiven Konstanten ¢y = ¢éo(n, 7,7, C, |w|), also die Abschitzung (5.20).
Zum Beweis von (5.21) berechnen wir zundchst mit (5.23), (5.25) und (5.39)

(ASp(z,y), w) = (A, w) +(Us(x), w) +(y-Va(x), w)
= (N, w)+ f(@,0) = [f(-,0]+(y, w-V, (z))
= f(z,0)+ (y, w- V" (z) ) = AN(0).

Mit (5.29) und (5.36) folgt

M
[(AS:, w) + AN(0)|p(_954 < M +ns(ciz2 + 4[C] |C'_1|cl2)? =c3M  (5.40)
mit
C13 ‘= 1+ nci2 (1 -+ 4‘C| ‘C_l‘) . (541)

Wir bezeichnen die Funktion y +— (w, y) fiir den Augenblick mit g, und schreiben
AN in der Form

AN = f+{N,AS} = f+(N,, AS,) — (N,, AS,)
= [+ {(N = g9. = N(0), , ASy)
—((N = g0 = N(0))y, AS;) = (w, AS;)
= [+{N —g,—N(0), AS} — (w, AS,). (5.42)

Nun betrachten wir den ersten Eintrag der Poissonklammer genauer. Wegen (5.14)
konnen wir fiir alle (z,y) € D(r, s)

N(z,y) = (w, y) = N(0) = N(z,y) = (Ny(2,0), y) = N(2,0) =: h(z,y) (5.43)
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schreiben. Die so definierte Funktion h € P(r,s) erfiillt fiir alle z € S(r) h(z,0) =0
und hy(x,0) = 0. Mit der Taylorschen Formel erhélt man fiir (z,y) € D(r,s) die
Abschétzung

! (1-0)? 1 2
|h(z,y)| < 2 (Y- hyy(,0y) . y) do) < gnlsf [y (@, )l pecn < -

das bedeutet mit (5.32)
|h|D(r,s) < |C|7’LS2.
Daraus kann man mit der Cauchyschen Abschétzung auf

|Cns?
alpp—ss) < —5 > ylpsp < 2CIns (5.44)

schlieBen. Nun ist nach (5.42) und (5.43)
AN —AN(0) = f+{N —g, — N(0), AS} — (w, AS,) — AN(0)
= f+{h, AS} — ((w, AS,) + AN(0))

Wenn wir die soeben erzielten Abschitzungen (5.44) zusammen mit (5.40), (5.41) und
den Abschitzungen fir f, AS, und AS, einsetzen, erhalten wir

C|ns? M M
|AN—AN(0)|D(T_457S/2) <M+n- | ‘5” -08$+n-2|0|n5-07?+013M
< c1oM,
wobei wir
Cip := 14 n2|C\ (207 + Cg) + ci13 (545)

setzen. Also ist Abschéitzung (5.21) bewiesen. Nun folgt (5.22) mit Hilfssatz A.11,

Mecy
r—46,(3/8)5)§64 s2

8
|ANyy|’D(r—46,s/4) < g |AN?J|’D(

Es bleibt nur noch, ¢17 = ¢11(n, 7,7, C) := 64¢19 > 0 zu setzen, und alle Behauptungen
sind bewiesen. O

5.3 Das Induktionslemma

In diesem Abschnitt wird die gesuchte Folge kanonischer Transformationen induktiv
definiert. Dazu gehen wir in zwei Schritten vor. Zunéchst formulieren wir den folgen-
den Satz 5.6, in dem eine Transformation Z konstruiert wird, die eine vorgegebenen
Hamiltonfunktion H in die Funktion H, = H o Z transformiert. Dann legen wir Zah-
lenfolgen (), (0x), (sk) und (My) so fest, dass sich Satz 5.6 wiederholt anwenden lasst,
dass man also die erhaltene Funktion H, als neue Funktion H in die Voraussetzungen
des Satzes einsetzen kann. Das Ergebnis ist dann das Induktionslemma (Satz 5.14), in
dem der induktive Prozess fiir alle k € Ny beschrieben wird.
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Satz 5.6. EsseienT>n—1>1,7v>0,r>0,0<d<r/6und0<s <5t <1,
ferner 0 < ry <r —60 und 0 < sy < s/8. Wir betrachten die Funktion H € P(r,s),
H=N+Rmit N, R€ P(r,s) und

N(z,y) =a+{w,y)+O(yl*), (5.46)

wobei a € R und w € Q(v, 1) gelte. Es gebe eine regqulire Matriz C' € R™™ mit

1
|Nyy - C|’D(r,s) < 2|C_1|' (5-47)
Der Rest R sei durch eine Konstante M > 0 beschrankt mit
Rl <M<—_1 o (5.48)
— s )
D(rs) = ~ 16 ¢y + cg

wobei die Konstanten c; und cs durch Satz 5.5 (siehe (5.18) und (5.19)) gegeben sind.
Dann gibt es eine einfache kanonische Transformation

Z :D(ry,sy) — D(r—59,s/4), Z —id € Po,(rs,s4), (5.49)
¢=(mn) — Z(&n)

so dass die transformierte Hamiltonfunktion Hy = H o Z in P(ry,sy) liegt und H, =
N_|_ + R+ gllt mit N+, R+ S P(T+, 8+),

Ni(&m) = ay + (w, 1)+ O(Inf), (5.50)

wobei ay € R ist, und die folgenden Abschditzungen gelten:

|Z<|'D(T+,S+) < exp (0145_]{) , (5.51)
| Z; — E2"|D(r+,s+) < 6143_% exp (6145_]{) , (5.52)
lay —al < Eg%, (5.53)
I N7777|D(r+,s+) < Clls_]\fa (5.54)
|R+‘D(r+,s+) < 015]\84—22- (5.55)

Hierbei sind die Konstanten ¢o und cy1 durch Satz 5.5 (siehe (5.20) und (5.22)) ge-
geben, und cy4, c15 sind positive Konstanten, die nur von n, 7, v und C abhdngen.
Ist schlieflich W = W (&,n) : D(r,s) — C*" eine stetig differenzierbare Funktion mit
durch Ky > 0 beschrinkten Ableitungen We und W, so gilt fiir AW := WoZ —W die
Abschdtzung

M
AW pp, 5y S nl(er + CS)E- (5.56)
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Bemerkung 5.7. Die Abschétzung (5.55) bringt zum Ausdruck, dass unser Ansatz
erfolgreich war: Die Grofle des alten Restes M geht in die Berechnung der Grofie des
neuen Restes quadratisch ein. Dies haben wir dem Newton-Verfahren zu verdanken.
Der storende Einfluss der kleinen Nenner (vgl. Bemerkung 5.4) spiegelt sich in dem
Faktor 1/s? wider.

Beweis von Satz 5.6. Wir losen die linearisierte Gleichung
R+{N,AS}—-AN =0 (5.57)

mit Hilfe von Satz 5.5, dessen Voraussetzungen nachzupriifen sind. Dazu setzen wir in
Satz 5.5 die Konstanten 7, v, 9, r, s und M aus der Voraussetzung ein. Dann sind die
Voraussetzungen des Satzes 5.5 iiber diese Konstanten alle erfiillt. Fiir die Funktionen
f und N setzen wir f = R und N = H — R ein. Wir haben R, N € P(r, s), und nach
(5.46) gilt N(z,0) = N(0) = a und Ny(z,0) = w € Q(y,7) fir alle z € S(r). Mit
(5.47) und (5.48) sind die Vorausetzungen von Satz 5.5 erfiillt. Somit erhalten wir eine
Losung (AS, AN) der Gleichung (5.57) mit den in Satz 5.5 genannten Eigenschaften,
insbesondere den Abschitzungen (5.18) bis (5.22).

Mit Satz A.26 (siehe Anhang A.4 {iber das Erzeugen von kanonischen Transformatio-
nen) konnen wir nun aus der Funktion AS die Transformation Z konstruieren. Dazu
setzen wir in Satz A.26

Mo
K = (07 + CS)T > O, (558)

o=r—46,0=s/4und F = AS|D(g,a) € P(e,0)

ein. Wegen § < r/6 ist dann 26 < ¢ und aus 0 < s < 671 < 1 folgt 0 < o < §. Aus
(5.58) folgt zusammen mit der Voraussetzung (5.48)

od  ob s 52

B . = >2>1.
2K 2 (e +ces)Mo 8(cr+cs)M —

Die Funktion F ist wie AS affin-linear in y. Mit (5.18) erhalten wir

M Ms§ 1 K
Felpoo) = |ASelpge) S c1 - < (er )= 5 =+
und aus (5.19) folgt
M Ms 1 K 4K K
Fylp(g.0) < 1ASyls(ross) < Cs ggr = (cr +08)W S S S T

daher geniigt F' den in Satz A.26 vorausgesetzten Ungleichungen (A.25). Somit sind
alle Voraussetzungen dieses Satzes erfiillt und wir erhalten geméafi (A.28) eine Schar
von Abbildungen

Z(t,-): D(r—66,s/8) — D(r — 54, s/4),

(5.59)
Z(t, ) —id € Pou(r — 66,5/8) (0<t<2),
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deren jede eine einfache kanonische Transformation ist. Wegen (5.58) haben wir

2nK  2-4n(c; + )M M
5 = D) = 014—2
2 S S

mit c14 = 8n(cr+ cg). Setzen wir dies in die durch Satz A.26 gegebenen Abschitzungen
(A.29) und (A.30) ein, so erhalten wir fiir die Abbildungen (5.59)

M

1 Ze(ts ) pr_es.sss) < €XP (clll? t) vV te]0,2), (5.60)
M M

|Z<(t, ) — E2N|D(r—65,s/8) S 014§ exXp <Cl4§ t) V te [O, 1] (561)

Wir definieren nun Z als die Funktion Z(1, -), eingeschrénkt auf D(ry,s;). Dann
hat Z nach (5.59) die Eigenschaften (5.49) und erfiillt wegen (5.60) und (5.61) die
Abschitzungen (5.51) und (5.52).
Wir setzen fiir alle ( € D(ry, s,)

Hi(€) = (HoZ)((), Ni(C):=N()+AN(C), R(CQ):=H(C) = N(C),

(es war N = H — R). Aus den in Satz 5.5 formulierten Eigenschaften der Funktion AN
folgern wir Eigenschaften von N,. Da AN € P(r,s) gilt, haben wir N, € P(ry,s).
Es gilt

Ni(£,0)=N(,0)+AN(E0) =a+AN0) =tay YV e S(ry).
Aus (5.20) folgt die Abschétzung (5.53):

- M
|a+ — a| = |AN(O)| S Cg?.

Weiter ergibt sich
Niy(€,0) = Ny(§,0) + AN, (£,0) = w vV e S(ry).
Damit hat N, die Taylorentwicklung

Ny(&n) =ay +(w,n)+O(n?),

das ist die behauptete Gestalt (5.50). Wegen (5.22) folgt die Abschétzung (5.54):

|N+7m - N7777|D(r+,s+) = |ANnn|D(r+,S+) < Cll?-

Es gilt auch R, € P(ry,sy), denn R, ist analytisch, bildet reelle Argumente auf reelle
Werte ab und erfiillt fiir alle 1 < j <n

R (¢ +2mej,n) = H(Z( + 2mej,n)) — N4 (€ + 2me;,n)
= H(Z(&,n) + (2me;,0)) — Ny(€,n)
H(Z(é-vn» - N+(fa77) = R+(£77])7
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was die geforderte Periodizitét ist. Zum Beweis von (5.55) berechnen wir das Analogon
zu Formel (5.9), indem wir die heuristischen Rechnungen des Abschnittes 5.1.2 mit
den inzwischen wohldefinierten Funktionen nachvollziehen und die Gleichungen (5.4),

(5.6), (5.7) und (5.57) verwenden:

Ri(Q) = H(Q) = Ni(¢) = H o Z(¢) = Ny (€) = Ho Z(1,() = N(¢) — AN(()
= R(Z(1,¢)) + N(Z(1,¢)) = N(¢) = AN(C)
= (R+{N, AS} = AN)(¢) + R(Z(1,¢)) = R(C)
d

+N(Z(1,¢)) = N(¢) = = N(Z(%,0))

:/0 {R, AS} (Z(t,g))dt+/0 (1—t)j—;N(Z(t,C))dt
:/1{R+(1—t){N,AS},AS}(Z(t,C))dt
:/l{tR+(1—t)AN,AS}(Z(t,C))dt V (e€D(ry,s4).  (5.62)

Um den Integranden abzuschétzen, setzen wir fiir ¢ € [0, 1]
Fyy :=tR+ (1 -t)(AN — AN(0)) € P(r,s).

Dann gilt nach unserer Voraussetzung (5.48) und mit (5.21)
| F

Wpp—sssm S M+ (1L —t)ewM < (1+c)M ¥V tel01].

Daraus folgt mit der Cauchyschen Abschétzung fiir alle ¢ € [0, 1]

M M
< (1+co) }F(t)y"D(r—46,s/4) <4(1+ Clo)?‘

Ta
Zusammen mit (5.18) und (5.19) erhalten wir

‘{F(t)v AS}‘D(T_55,S/4) =n (‘F(t)x‘D(r—55,s/2) ‘AS?J‘S(T—?)(S) +
+ ‘F(t)y}D(r—46,s/4) |AS§C|D(T’—4&S))

M M 4AM M M?
S n(l + ClO) ——Cy—— + —07? S 0158—2

}F(t)x ‘D(r—56,s/2)

d 807 s
mit
c15 :=n(1 4 c19)(4er + ¢s) (5.63)
fiir alle ¢ € [0,1]. Nun gilt
{tR+ (1 —t)AN, AS} = {Fy, AS} v telo,1],

sowie nach (5.59) Z(t,() € D(r — 50, s/4) fur alle t € [0,1] und ¢ € D(r4, s4). Somit
ergibt sich aus (5.62) die gesuchte Abschitzung (5.55) fiir R,
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Zuletzt ist noch (5.56) zu beweisen. Die vorausgesetzten Abschitzungen fiir We, W,
sind wegen der Zeilensummennorm Abschétzungen fiir Wi, W;, (1 < j < 2n). Die

Voraussetzungen besagen also
|Wj§|D(r,s) S Kl und |M/}W|D(T,S) < Kl v o1 SJ S 2n.

Aus (5.5) folgt fiir alle 1 < j < 2n und ¢ € D(r4, s4)

AWH(O = [ (W, Asp (.0

Mit (5.18) und (5.19) erhalten wir daher, wenn wir ASe := AS, und AS, = AS,
schreiben,

|Awmem>='A (W, ASY (Z(t, ) dt

D(ry,s+)
1
< /0 {W;, ASHp( 55670 4
< Wie, AS, >|D(r—55,s/4) + |<an7 ASg >‘D(r—56,5/4)

M M
< nK1 <Cg— +C7—) .
SOT S

Daraus folgt

M
|AW‘D(T+,3+) = 12}%}2% ‘AWj‘D(r+,s+) S nKl(c7 + C8)$.

Damit ist alles gezeigt. O

5.3.1 Existenz der Folgen

Wir wollen nun Satz 5.6 allgemein fiir den k-ten Schritt formulieren und mit der Ha-
miltonfunktion (3.9) in Verbindung bringen. Dazu sind Folgen (7), (0x), (sx) und (My)
zu finden, so dass sich Satz 5.6 immer wieder anwenden ldsst, wenn wir dort

r=TE, "o =Tky1, 5:5k7 S = Sk, Sy = Sk11, M:Mk

einsetzen. Zunéchst stellen wir sicher, dass die Folgen der ry, d; und s, richtig inein-
andergreifen. Wir machen den Ansatz

3
O = qk‘507 Sp 1= 5kT+17 TR = ZT + 80 V ke N(], (564)

wobei r in den Voraussetzungen von Satz 3.6 gegeben ist, §o € (0,1) spéater noch
genauer festgelegt wird und

1
sein soll. Aus (5.64) folgt sofort:
ki1 = ¢ 10 = qb und sj41 = O = ¢ sy vV ke N
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Lemma 5.8. Die in (5.64) und (5.65) definierten Folgen (%), (0k)peq und (sk)peq
sind streng monoton fallend und gentigen den Bedingungen

3
rk>1r, O<(5k<%k, 0<sp <o, <1,

0<7’k+1§7’k—65k, 0<Sk+1§% i k’ENO.

Beweis. Dass die Folgen streng monoton fallen und ry > 3r/4 fiir alle k € Ny gilt, ist
offensichtlich. Es gilt

8 1/3 T

Die Ungleichungen 0 < s < o<1 folgen sofort aus der Definition von s; und o
(k € Ny). Esist rp11 = 3r/4+ 80541 und rp — 6y, = 3r/4426;. Also gilt rpq < 17— 65
genau dann, wenn

8041 < 205 & 4¢"6 < ¢Fdy & 4g <1

erfiillt ist, dies ist nach (5.65) der Fall. Da 7 + 1 > 2 ist, erhalten wir

T+1 - Sk Sk
ske1 = (¢"7100) T = ¢ s < s = 16 < 3

Damit ist alles bewiesen. O

Die angestrebte Formulierung von Satz 5.6 fithrt uns auf Folgen von Funktionen (Hy),
(Nk) und (Ry), die dann entsprechend fiir H, N und R einzusetzen sind. Wenn wir
die Existenz von Normalformen'® N, auf D(r,, s;) annehmen (0 < ¢ < k+ 1, k € Ny),
die (5.54) erfiillen, und fiir Ny eine Abschétzung der Art (3.10) annehmen, ndmlich

|N0yy - C|D( <

70,50)

4|C-1p

so gilt

k
|Nk+17m - C|D(Tk+173k+1) = Z |Né+17m - NZ""|D(7‘Z+17SH1) + |N07m o C|D(To780)
{=0

e ¢}

M, 1
<D engst e
{=0

Im Hinblick auf (5.47) haben wir also zu fordern:

[e.e]

M, 1
— < = —- .
kZ:O 52 Ci7, €17 den|CT| (5.66)

10Zum Begriff der Normalform siehe Abschnitt 5.1.1 (Seite 59).
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Aus (5.48) und (5.55) ergeben sich die Forderungen

M2 1
015—162 < Mk—l—l und Mk < 0185162 V ke NO’ ‘18 =

- 5.67
Sk 16(c7 + ¢s) ( )

Insbesondere hingen ci7 und c¢;3 nur von n, 7, v und C' ab. Um (5.67) zu erfiillen,
machen wir den Ansatz

2
My=2 4 b=t =1,V keN,, (5.68)
Ci5

mit einem ¢y € (0, 1) und
=3 (5.69)
Aus (5.68) ergibt sich sofort

+1

let1 = to“k = to“'“k = ;" V k€ Np.

Bemerkung 5.9. In den Formeln (5.65) und (5.69) hétte man auch jeden anderen
Wert ¢ € (0,1/4] beziehungsweise 1 € (1,2) setzen konnen.

Die Tatsache, dass fiir die Konstante p, welche als Konvergenzgeschwindigkeit inter-
pretiert werden kann, der Wert 2 nicht zuléssig ist, liegt an dem Einfluss der kleinen
Nenner (vergleiche die Bemerkungen 5.4 (Seite 63) und 5.7 (Seite 71)).

Lemma 5.10. Es gilt ¢y5 - c18 > 1.

Beweis. Der Beweis ergibt sich, indem wir die Definition von ¢;5 zuriickverfolgen. Wir
haben nach (5.34)

4CG|C|
Y
also folgt mit n > 2 und |C||C~| > |C C~!| =1 aus (5.41)

012:1+ 21,

ci3=14ncp (1+4/C[|[C7Y) > 1+5n > 11.
Somit gilt fiir ¢1o (siehe Definition (5.45))
c1o = 1 +n?|C| (2¢7 + cg) + c13 > 12.
Die Konstante ¢15 wurde in (5.63) festgelegt, dies ergibt
c15 = n(1 + c19)(4der + cg) > 26(cr + cg).

Nun berechnen wir

Ci5 26 >1

. - "2 @ >
@15 " €18 16(07 +Cg) — 16 —

und das Lemma ist bewiesen. O
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Lemma 5.11. Es seien m > 1 und 0 <t < 1. Dann g¢ilt

N tmk < #
21" S T
k=0

Beweis. Es ist

1_tm1:tz tm 1
k=0

daher reicht es, zu zeigen
tEm ) >t e km—1)+1<mF=(1+(m—-1)" VvV keN,

was nichts anderes als die Bernoullische Ungleichung ist. Daher folgt die Behauptung.
O

Lemma 5.12. Es gibt eine Konstante c19 = ci9(n,7,7,C) > 0, so dass die durch
(5.68) definierte Folge (My),—, fir alle Werte toy € (0, c19] die Bedingungen (5.66) und
(5.67) erfillt. Auflerdem gilt

M, 2
s 2y (5.70)

Beweis. Nach Definition der t;, gilt ¢, = t3* (k € Np). Wir fordern c;9 < ¢@7+2/(=1)
dann gilt ¢, < ¢®+2/C-#)_ Da die Folge der t; streng monoton fillt, gilt t, <
q@ 2/~ fiir alle k € Ny. Das bedeutet #,27* < ¢>"*2 (k € Ny). Ferner gilt

Sk+1 = 5k+17+1 =(q- 5k)T+1 = qTHSk vV keNg.

Somit erhalten wir

M2 1 1 spiq? 1
2, 2 k+1 2— 2
Cls—y = — Sk t” = — 5770 e Mt < —Spp1” ter1 = Mg V. ke Ny,
Sk C15 C15 4 C15

das ist die erste Ungleichung (5.67). Die zweite Ungleichung (5.67) ist dquivalent zu
b < ¢15 - C13 vV k€ Ny,

was nach Lemma 5.10 erfiillt ist. Es ist ¢j9 < ¢ = 1/4 = (1/2)Y/#~Y wegen (5.65) und
(5.69). Daher gilt to*~! < ¢19"™ < 1/2, also mit (5.68) und Lemma 5.11

to 2
D L

c cl—t“l_c
— 15 45 15 0 15

das ist Formel (5.70). Verkleinern wir ¢;9 durch

. 2r+2 C15C17
Clg := min § ¢ 2+ T ,
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so folgt aus tg < c19 < ¢15¢17/2 und (5.70) noch (5.66) und alles ist gezeigt. O

Wir legen die Konstanten aus den Voraussetzungen des Satzes 3.6 wie folgt
fest:

. C15 1 (5.71)
€1 1= min < cqg, , (g i= . )
! 19 3277,2(07 + Cg) eXp(cl4cl7) 2 322(T+1)Cl5

Zur Erinnerung: In unseren bisherigen Rechnungen tauchten bislang die positiven Kon-
stanten cg bis c19 auf. Die Konstanten ¢; und ¢, aus den Voraussetzungen des Satzes
3.6 haben wir soeben festgelegt, die Konstanten cs3, ¢4 und c5, die in den Behauptungen
dieses Satzes vorkommen, werden wir weiter unten noch festlegen.

Lemma 5.13. Mit den Konstanten r, s, M und 9 aus den Voraussetzungen von Satz
3.6 und mit den Definitionen

I
50 = 587'*1, ty = 0 (572)

gilt fiir die Groflen o, so aus (5.64) und My aus (5.68) fir k=0
ro <71, So<s, My=>M.

Beweis. Wegen s < ™! gilt nach Definition von d

3 3 1
To = ZT+850 S Z’l"‘l—ism S’l".
Auch folgt
_ ST+l __ S
80—50 —32T+1<S.

Wegen M < 3520 reicht es, My > cp520 zu zeigen, damit My > M bewiesen ist. Wir
haben

. . 1N 201 ) )
2 2 sTH! 2(7+1) 2
V< 51 = — )= —0 ¥ = —sp°tyg = My,
G258V = 322(7—1—1)0158 C15 < ) Ci5 0 C15 %0 %o 0

daraus folgt die Behauptung. O

Wir sind nun in der Lage, den Satz 5.6 mit den Voraussetzungen von Satz 3.6
zu verbinden, das heifit das Induktionslemma zu formulieren.

Satz 5.14. (Induktionslemma) Unter den Voraussetzungen von Satz 3.6 und mit
denin (5.64), (5.65), (5.68), (5.69), (5.72) festgelegten Folgen (1g)r—y, (0)peos (Sk)peo
und (My),e gilt fir alle k € Ny:

Es gibt einfache kanonische Transformationen

Zy1 : D(Trgr, Spa1) — D(rp — 56k, 56/4),  Zipy1 — id € Pon(Ths1, Sk41), (5.73)
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so dass die Funktionen

Hk—i—l = Hk @) Zk—i—l = HO e} Zl e} Z2 ©0...0 Zk—i—l mat HQ = H|D( (574)

70,50)

jeweils Elemente aus P(rgi1, Skv1) sind und sich als Summe Hyi 1 = Nii1 + Ryyq mit
Nis1, Rei1 € P(rgy1, Spe1) schreiben lassen, wobei

Nk+1(57 77) = Q41+ <W7 77> + O(‘UP)a ags1 € R (5-75)

qilt. Fir alle k € Ny gelten die Abschdtzungen

My
|Zk+17C|D(rk+1,sk+1) < exp <Cl4s—;€2) ) (5.76)
My, M,
| Zhv1c — Ezn‘p(rkﬂ,skﬂ) < 014$ exp <014S—]€2) ) (5.77)
M,
i1 — ap| < Go—2, (5.78)
Sk
My
|Nk+1m7 o Nkm?‘D(rk+1,sk+1) < Cll? <N0 = (H - R)‘D(rg,s@)? (5.79)
M,?
[ Ris 1| pirg sy s 0) < e 5 (5.80)

Hierbei sind die Konstanten ¢9 und ci; durch Satz 5.5, ¢4 und ci5 durch Satz 5.6
gegeben. SchliefSlich erfillt noch Wy, := Zyo...0 Zyyy die Abschitzung

k
M,
|Wk+1’<|D(Tk+175k+1) S exp <014 Z ;é) vV k € N(], (581)

=0
und fir AWy, = Wiy — Wi (k € N), AW, := Wy —id gilt mit einer Konstanten
a0 = Ca0(n,7,77,C) >0

My

<
Tht1,5k+1) — €20 SkékT

[AWis1|p( V ke N, (5.82)

Beweis. Wir beweisen den Satz durch wiederholtes Anwenden von Satz 5.6. Wegen
Lemma 5.13 gilt D(rg, so) € D(r, s). Daher ist Hy als Einschrénkung auf D(ro, sq) der
in (3.9) gegebenen Funktion

Hw,y) = o+ w.9)+ 50 Q). 9) + Rz,y)

wohldefiniert. Wir setzen ap := a und Ry := R|p mit ¢ und R aus (3.9). Zusam-

. 70,50)
menfassend starten wir die Induktion in Ubereinstimmung mit (5.74) und (5.79) also
mit

HO — H‘D(’I‘O,SO) y RO - R‘D(TO,SO) y CLO =a U.l’ld NO - (H - R>|D(7‘0,So) y

(5.83)
wobei H, R und a durch (3.9) gegeben sind.
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Wir priifen die Voraussetzungen von Satz 5.6 nach. Die in Satz 5.6 gemachten Vor-
aussetzungen iiber die Konstanten r, §, s, 7y und s, sind nach Lemma 5.8 fiir £k = 0
erfiillt, wenn wir dort

r=7mg, 0 =0, S =Sg, L =71, S+ = 51
einsetzen. Ferner setzen wir in Satz 5.6
H:H(), N:N():HO—RQ,R:RQ undM:Mo

mit Hy, No, Ro aus (5.83) und My aus (5.68) fiir k =0
ein. Dann hat N in (5.46) wegen (3.9) die Gestalt

%Mw@(x), y) ¥ (2,y) € D(ro, 50),

so dass die Voraussetzung (5.47) aus (3.10) folgt. Wegen Lemma 5.13 und (3.11) gilt:

N(l’vy):a0+<way>+

|R0|D(ro,so) = ‘R|D(m,so) < |R|D(r,s) =M< MO’
AuBlerdem folgt aus der geméf Lemma 5.12 geltenden Abschétzung (5.67)

1
My < c1850> = ————50%,
0 < C1850 16(cr + cg) 0
daher erfiillen wir auch die Voraussetzung (5.48) von Satz 5.6 und konnen ihn anwen-
den. Wir erhalten eine Transformation Z und eine Funktion H., sowie a,, N, und
R, . Setzen wir nun

Zy:=4, H:=H, € 73(7’1,81), a; :=ay € R,

Ny := Ny € P(ri,s1) und Ry := Ry € P(ry, 51),

so folgen die Behauptungen (5.73) bis (5.80) fiir £ = 0. Wegen W, = Z ist (5.81) im
Fall £ = 0 zu (5.76) dquivalent und damit giiltig. Zum Beweis von (5.82) im Fall £ =0
beachten wir AW; = Z; —id = id o Z; — id. Setzen wir in Satz 5.6 also W = id ein, so
kann fiir die Konstante K7 der Wert 1 gewéhlt werden und es folgt nach (5.56)

My
|AWilp i, oy < nler + 08)W-
Wir setzen'!
Cop = n(c7 + Cg) exp(cl4cl7), (584)

dann ist (5.82) fiir k = 0 erfiillt.
Wir nehmen nun an, dass der zu beweisende Satz fiir alle ¢, 0 < ¢ < k — 1 € Nj richtig
ist. Wenn wir nun in den Voraussetzungen von Satz 5.6

r=7Tg, 5:5k7 § =8k, 'y =Tkt1, S+ = Sk+1

UDer Grund fiir den letzten Faktor exp(ci4c17) wird am Schluss des Beweises ersichtlich.
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einsetzen, sind die dortigen Voraussetzungen iiber diese Konstanten wegen Lemma 5.8
erfiillt. Weiter haben wir

H:Hk, a = ay, N:Hk—RkundR:Rk

einzusetzen. Nach Lemma 5.12 gilt die Formel (5.66), das war

— M, 1
Z ) < dey|C-1)
o Sk 1
Mit (5.79) fiir & — 1 einschliefllich erhalten wir
k—1
|Nk7m o C|D(7‘k,8k) = Z |Né+17777 - Nénn|D(7‘l+17Sl+1) + |N07m o C|D(To780)
=0
< 1 L 1 1
C =
= Waen|C-1 T A T 2e

also ist die Voraussetzung (5.47) erfiillt. Nach Lemma 5.12 gilt auch (5.67), insbesondere
haben wir

My,_1? 1 )
c5—— < Mpund M < ————s
15 Sk_12 o F b= 16(07 + Cg) F
Aus (5.80) fir k — 1 folgt demnach

|Rk|’D(rk,sk) < ¢i5 ,

S
Sk_12 - 16(C7+Cg) k

also die Voraussetzung (5.48). Also liefert Satz 5.6 eine Transformation Z und eine
Funktion H,, sowie ay, N, und R,. Setzen wir nun

Zywr =2, Hypr = Hy € P(rqa, Ske1)s argr = ay €R,
Nig1:= Ny € P(rhs1, Skt1) und Ryyy = Ry € P(Tpq1, Spg1)s

so folgen die Behauptungen (5.73) bis (5.80) fiir den Index k. Zum Beweis von (5.81)
berechnen wir

Wk-‘,—l,( = ZlC(Z2 ©0...0 Zk-i-l) . ch(Zg ©0...0 Zk-i-l) Caa Zk‘f‘lvf'
Mit (5.76) fiir k& einschlieflich gilt daher

(Witi.clogy i) S 1Z1¢lney sy 122k - 121l pgy s
k k
M, M,
< HeXP <014—§) = exp 0142 —5 .
=0 Se =0

Damit folgt (5.81) fiir den Index k. Ferner sieht man mit (5.81) fiir den Index k — 1
und der geméf Lemma 5.12 geltenden Abschétzung (5.66)

k—1

M,
|WkC|D(rk,sk) < exp <Cl4 Z 8_2Z> < eXp(Cl4017).
J4

=0

Also diirfen wir in Satz 5.6, Formel (5.56), K; = exp(ci4ci7) einsetzen, und es folgt
(5.82) fiir den Index k. Insgesamt folgt die Behauptung. 0
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5.4 Konvergenz des Iterationsprozesses
In diesem Abschnitt beenden wir den Beweis des Satzes 3.6. Dies tun wir unter der
Annahme:

Die Voraussetzungen des Satzes 3.6 seien erfillt. Es seien Folgen (1) p—,
(0k)pegs (Sk)peg und (M) gemdf (5.64), (5.65), (5.68), (5.69) und
(5.72) festgelegt.

Insbesondere gelten dann die Lemmata 5.8, 5.12, 5.13 und das Induktionslemma (Satz
5.14).

5.4.1 Konvergenz der kanonischen Transformationen

Satz 5.15. Die durch Satz 5.14 gegebenen Abbildungen
Wk:Zlo...oZk (l{?GN),
sind einfache kanonische Transformationen. Es gilt Wy, — id € Pa, (1, Sk)-

Beweis. Die Abbildungen W, sind wohldefiniert, da das Bild von Z;,; fiir alle
k € N wegen (5.73) im Definitionsbereich von Zj liegt. Nach Lemma A.20 sind
es einfache kanonische Transformationen. Nach Lemma A.9 gilt, fiir alle £ € N,

W, —id € Pgn(rk, Sk). O

Da einfache kanonische Transformationen affin-linear in 7 sind, konnen sie stets
fiir alle n € C™ definiert werden. Genauer: Ist W, = (U, Vi) auf D(r, sx) geméB Satz
A.17 durch

Wi(&n) = (Uk(§), Vi(§,0) +1- Uke(§)™") ¥ (&) € D(ry, sp) (5.85)
gegeben, so existiert eine einfache kanonische Transformation W;, die auf S (ry) x C"
definiert ist und Wk D) = W, erfiillt. Es gilt

TkySk

Wi(&,m) = (Ur(€), Vi(§,0) +1- Upe(§)™") ¥V (&§,m) € S(ry) x C™. (5.86)
Wenn man die Funktionsvorschriften in (5.85) und (5.86) miteinander vergleicht, sieht
man Wk(-,()) = Wi(-,0). Schreibt man Wk = (ﬁk,%), so hat man weiter U, = U,
und an = Vip. Im néchsten Beweis machen wir davon Gebrauch.

Satz 5.16. Eine Teilfolge (Wk(Z)w

einfache kanonische Tmnsformatign W, die Wy, —id € Po,(31/4, s) erfiillt.

Beweis. Wegen (5.64) ist 7, > 3r/4 fiir alle k € N. Daher sind alle Abbildungen W,
fir ¢ € S(3r/4) x C™ definiert. Im Hinblick auf die Voraussetzungen von Satz A.19
berechnen wir mit (5.82), sy < 05" wegen Lemma 5.8 und (5.66)

konvergiert auf S(3r/4) x C™ kompakt gegen eine
1

(@) o
Z (Wit = Wk|3(37“/4)><{0} < Z |AWk+1|D(Tk+1,Sk+1)
k=0 k=0
o o
M, M,
< Zczo S0 < ¢ Z g < ¢17¢90.
k=0 k=0
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Das bedeutet, dass die Funktionen Wj(-,0) = Wj(-,0) auf S(3r/4) gleichmiBig, ins-
besondere kompakt, konvergieren. Weil wir die Zeilensummennorm verwenden, zeigt
die Abschétzung (5.81) zusammen mit (5.66)

|Vk77‘8(3r/4) < |ch|3(3r/4)x{0} < exp(cuacir) vV kel

Nach dem Satz von Montel (siche [29], Satz 1.6) existiert daher eine auf S(3r/4) kom-
pakt konvergente Teilfolge (V4,.,) ., Wenn wir nun in den Voraussetzungen von Satz

A.19 als die Folge einfacher kanonischer Transformationen <Wkl>oo und U = S(3r/4)
=1
einsetzen, sind die Voraussetzungen dieses Satzes erfiillt und er besagt, dass die Folge
(sz)é auf §(3r/4) x C" kompakt gegen eine einfache kanonische Transformation
-1
Woo = (Uso, Vo) : S(3r/4) x C* — C*"

konvergiert. Wegen (5.85), (5.86) und Satz 5.15 bilden die sz reelle Argumente auf

reelle Werte ab und die Funktionen W), — id sind in den ersten n Komponenten 27-
periodisch. Daher gilt Wy, — id € Py, (37/4, s). Daraus folgt die Behauptung. O

Satz 5.17. Fir die Funktion W, aus Satz 5.16 gilt
W (¢) € D(r, s) Y ¢ e€D(r/2,5s/8). (5.87)

Die Finschrdnkung

W= (UYV):= WOO|’D(T/278/2)

st eine einfache kanonische Transformation und es gilt
W :D(r/2,s/2) — D(r,s), W —id € Pa,(r/2,s/2).

Es gibt eine positive Konstante c3, die nur von n, 7, v und C' abhdngt, so dass gilt:
|We — E2"|D(r/2,s/2) < 30,

Beweis. Die Aussagen W —id € Py, (1/2,5/2), und dass W eine einfache kanonische
Transformation ist, folgen aus Satz 5.16 und der Definition von W. Nach der Definition
in Satz 5.14 haben wir

W,=Zi0...07, (/{?EN)

Schreiben wir Wy = (U, Vi), so folgt, weil die Funktionen Z; = (X, Y%) einfache
kanonische Transformationen sind,

U =Ur(§) = X10...0Xi(§).

Insbesondere bilden die Funktionen Uy geméf (5.73) alle nach S(ro — 5dp) ab. Folglich
bildet die auf S(r/2) definierte Funktion U als Grenzwert einer Teilfolge der Uy, nach
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S(ro —4dp) ab. Da wegen Lemma 5.13 ro < r gilt, ist S(ro — 4d9) C S(r), was beweist,
dass

U:8(r/2) — S(r)
gilt. Nach Definition von W ist U = U,| S(r/2)- Daraus folgt
Us(§) eS(r) V¥V £e8(r/)2).
Als néchstes ist (vergleiche (5.87))
Veo(&m) <5 V(&) € D(r/2,5s/8)
zu zeigen. Dazu iiberlegen wir uns fiir (£,7) € D(3r/4,5s/8)
Voo (€:1) = Voo (€,0) + 0 Use(€) ™' = Vie (&, 0) 041 (U (€)™ — En) - (5.88)

Betrachten wir zunéchst V(- 0) und rufen uns dazu in Erinnerung, dass jede Abbildung
Wy (k € N) Argumente (&, 0) aus S(ry) x {0} nach D(ro—>5do, so/4) abbildet, da dies fir
Zy gilt. Folglich ist [Vi(-,0)|g,,) < s0/4 fiir alle & € N. Daraus folgt [V(-,0)|s(, /9 <
So/4, und da nach Lemma 5.13 sy < s ist, haben wir

V(£,0)] < Vo £eS(r/2). (5.89)

IS VA

Eine Abschiitzung fiir den Betrag von Uz ' — E, kann mit Lemma A.3 gefunden werden.
Dazu suchen wir zuerst eine Abschétzung fiir Us—E,,. Es ist fiir k € Nund ¢ € D(ry, si)

Wi(¢) — ¢ = AWL(C) + ... + AWL(Q). (5.90)
Aus (5.82) und der Cauchyschen Abschétzung folgt fiir k£ € Ny

M, M,

Coo——=< < Cop—
8Kk - O, Sk2 ’

|AWk+1’§ |D(7‘k+1

<
—O0k,8k41) —

auflerdem folgt aus (5.64) und (5.65)

3 3 3 3
rk+1—6k:£+85k+1—5k:£+8q5k—5k:ZT+5k>ZT V ke N

Somit erhalten wir zusammen mit (5.70) und (5.90) die Abschéitzung

e ()

Schreiben wir AW}, = (AU, AV%), so folgt (vergleiche 3.2) insbesondere

> 2020
< Z |AWZ+1’£|D(W+1_5(755+1) S c to- (5'91)
SG@r/ax{0} o 15

2020

Uke = Enlsryay < D 1AUes1elsr,, s < o o
/=0
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Ein Vergleich von (5.71) und (5.84) zeigt

Ci5

cp < .
b= 3271620

Da nach (5.72) t, = ¢ ist und in Satz 3.6 ¥ < ¢; vorausgesetzt wird, folgt schlieflich

2 1 1
| ng C20 4

E, < P < —< . .
dsoin S VS a7 ¥ OkReEN (5.92)

Nun wenden wir Lemma A.3 an. Dazu setzen wir dort S = E,, P = Ug(¢)

(€ € 8(3r/4)) und h = 2c00/c15 ein. Dann besagt das Lemma, dass Uge(€)~" die
Abschétzung

_ 2020 162020 1
Ure(6)™ = EBo| < =2 STy < 8 .
|Uke (€) < 191_ T VS, ¥ EESGr/Y) (5.93)

erfiillt. Daraus folgt

Ut

Dies ergibt mit (5.88) und (5.89)

1
Eulsn < 75 Wd U = Balgg ) < 75

s bs bs 1 30+75+5
|VOO(£777)‘ < <+t n =

TS TR e T o 0V (&) €D0/2,55/8).

Daraus folgt
Ww(€,m) € D(r,s) ¥V (&n) € D(r/2,55/8),

und es gilt auch

W :D(r/2,s/2) — D(r, s).

Um eine Abschétzung fiir |W, — Es,| zu finden, beachten wir

w_ g _ Ve En 0
¢ — L2n — va (Ugl)T . En .

Aus (5.92) folgt

2020
|Ue — Ep, |s vy < ——, (5.94)
C15
und mit (5.93) erhalten wir
v - B = | - B T‘
‘( e) S(r/2) (Ve ) 5(r/2)
16 2020 C20

Ci5

§n}U€1
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Wenden wir uns Ve zu. Es ist V = Vie|p(, g 4 /9), und

also mit (5.88)

Vaee(€21) = Vg€, 0) + -2 (Voo(€. 1) — Vaol£,0) — 1)
— Voe€.0) + a% (1 (Une©) ™ — ) ¥ (€.1) € DBr/ds).  (5.96)
Aus (5.91) ergibt sich mit ty = ¢

C20

|Vk§('70>|3(3r/4) §2C_1519 V keN.

Diese Abschétzung gilt auch fiir die Grenzfunktion V., und somit fiir V:

C20
Ve(-,0 <22y,
| 5( )|s(r/2) C1s

Um den zweiten Summanden in (5.96) abzuschétzen, definieren wir:

w:DBr/4,s) — C", (&) = u(&,n) =1 (Use(€) ™" — En) .
Aus (5.93) folgt

32 Cop Cop

U_l_E'n <——’l9<3_/l97
} oo ‘8(37“/4) T 15c15 T cis
dies impliziert
_1 C20
|ulp(ar/a,s) <SP }Uooﬁ - E"‘S(3r/4) - 3n0_15 s7-

Mit der Cauchyschen Abschiitzung und aus s < r™1 < r folgt

Co0 4s Co0
U < 3In——19 < 12n— 1.
| §|D(r/2,s) — Cr5 T — 15

Also schliefen wir mit (5.96) auf
C20 C20 C20
|7 < |Ve(-,0 + |u <2—d+ 12n—19 < 13n— 9.
| 5"D(r/2,s/2) | £( )‘S(T/z) | §‘D(r/2,s) c1s 13 13

Da wir fiir Matrizen die Zeilensummennorm verwenden, zeigt diese Abschétzung zu-
sammen mit (5.94) und (5.95)

W, — E <|( Ve En y
| ¢ 2"|D(r/2,s/2) - V'g (Ugl)T - E,

D(r/2,s/2)

-\ T
= max {‘UE = Eulog oz Velposm + ‘(Uf ) —En D(r/2 s/2)}
< (3n+ 13n)@ ¥ = 30,
C15
wobei
C20
C3 = 16n—
C15
gesetzt ist. Daraus folgt die Behauptung. O
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5.4.2 Beweis der Eigenschaften der transformierten Hamiltonfunktion

Satz 5.18. Die durch Satz 5.14 gegebenen Funktionen Ry (k € N) erfiillen
|R’f|8(r/2)x{0} — 0, |Rkn|3(r/z)x{o} — 0 und |Rk7]77|3(7«/2)><{0} — 0 (k— o0).

Beweis. Die Abschéitzungen (5.67) und (5.80) zeigen

My _y”
| Rl pry 50 < C15 — <M, V kel
-1

Daraus folgt mit den Cauchyschen Abschétzungen (Hilfssatz A.11)

2Mj, 8 M,

|Rkn‘D(Tk75k/2) = s ‘Rk”""D(TmSk/ﬂ:) -

5 V keN.
Sk

Weil die Reihe Y3 My /si? konvergiert, sind die Folgen (My)r,, (2My/sk)pe, und
(8 My /sk?),— Nullfolgen. Daraus folgt die Behauptung. O

Satz 5.19. Es sei H die Funktion aus den Voraussetzungen von Satz 3.6. Dann gibt
es eine Zahl ay € R und eine Funktion Q4+ € Pnxn(r/2), so dass die Funktion H o W :
D(r/2,s/2) — C die folgende Taylorentwicklung hat:

HoW(En) =ay +{w,n) + 3 (0 Q&) n) + OllnP). (5.97)
Beweis. Nach Satz 5.14 gilt

Hy=HoWy,=Ny,+R, V keN. (5.98)
Also ist fur alle £ € §(r/2)

H o W/(&,0) = lim H oW, (€,0) = lim (N, (€,0) + Ry, (§,0).

Die Folge der Ry, (&,0) ist nach Satz 5.18 eine Nullfolge. Die Folge der Ny, (&,0) = ay,
ist wegen (5.78) konvergent, der Grenzwert heifie

at := lim ag,.
{— 00

Als Grenzwert reeller Zahlen ist a reell und es folgt
HoW(,0)=ay vV e S(r/2).
Weiter haben wir mit (5.98) auf S(r/2)

(H o W)ﬂ(gv 0) = HZ(W(£7 0)) ’ Wﬂ(gv O) = ZILI?O HZ(WICZ(&-’ 0))Wk2,77(£7 O)
= le)rgj (H © Wkg)n (67 0) = elin(}o (Nke,n(€> 0) + Rke,n(€> 0)) = Ww.
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Nun gilt wegen (5.79), dass die Ableitungen Ny, ,, auf S(r/2) x {0} konvergieren, der
Grenzwert heifle

Qu(©) = m Niy(€.0) ¥ €€ 8(r/2)

Da diese Konvergenz gleichméBig auf S(r/2) ist und alle Funktionen Ny, ,,(-,0) in
Prsn(r/2) liegen, gilt Q4 € P,xn(r/2). Der Satz 5.16 impliziert nun

Wi, (-,0) — W (-,0) kompakt auf S(r/2).

Setzen wir also in Hilfssatz A.7 als Funktionenfolge die Folge (Wkl( - 0)ls( /2)) sowie
U=S8r/2),V="D(rs), f=W(-,00und g=H

ein, so besagt er
HoW,(-,0) — HoW(-,0) kompakt auf S(r/2).

Dabher folgt mit (5.98) und dem Satz von Weierstra$ fiir alle £ € S(r/2)

(Ho W)m?(gv 0) = }EEO (Ho sz)m (£0) = ZILI?O (Nkzvﬁn@v 0) + Rkemn(& 0))
= Q+(8)-
Das beweist (5.97). O

Satz 5.20. Es gibt eine Konstante c4 = c4(n,7,7v,C) > 0, so dass die Funktion Q)4
die Abschitzung (3.14) erfillt, dass also gilt:

|Q+ = Qlsya) < caVl.

Beweis. Mit (5.79), (5.70), to = ¢, und da nach der Definition von Ny in Satz 5.14
Non(€,0) = Q(&) (£ € S(r/2)) ist, folgt

Setzen wir also

2c1y
Cyp = —,
C15
so gilt die Abschétzung (3.14). O

Satz 5.21. Es gibt eine Zahl c5 > 0, so dass die fir alle (§,n) € D(r/2,s/2) definierte
Funktion

R = (HoW)e.n) = (0w + 5 (0 Q) 1)) (5.99)
die Abschdtzung (3.15) erfiillt.
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Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass H o W (£,n) nach Satz 5.17 fiir alle (¢,7) €
D(r/2,5s/8) definiert werden kann. Dies liefert eine analytische Fortsetzung von H oW
auf die Menge D(r/2,5s/8), die wir H** nennen wollen. Daher kénnen wir auch die
Definition (5.99) auf D(r/2, 5s/8) ausdehnen. Die so erhaltene analytische Fortsetzung
von R* heifle R**. Offenbar ist (3.15) dquivalent zu

3
R < M fi e (¢.m) € DUr/2,5/2)
was wir im Folgenden beweisen werden. Da die Ableitungen beziiglich n von H oW und
H* fiir alle (£,0) € S(r/2) x {0} iibereinstimmen, zeigt Satz 5.19, dass R**(&,n) =
O(|nl?) gilt. AuBerdem ist R** eine analytische Funktion. Wir halten ein beliebiges

¢ € §(r/2) fest und betrachten, mit N := H — R,
H™(&,n) = HoWe(§n) = NoWx(€,n) + RoWx(&,n) (Inl <5s/8).

Nun ist W (&, n) ein Polynom ersten Grades in 7 und N ist nach (3.9) ein Polynom
zweiten Grades in 7). Folglich ist N oW (£, n) ein Polynom zweiten Grades in 1 und die
Terme dritter oder hoherer Ordnung in 7 der Funktionen H**(&, - ) und Ro W (¢, -)
stimmen iiberein. Also gilt dasselbe auch fir R**(¢, - ) und RoW (&, - ). Daher kénnen
wir Hilfssatz A.13 anwenden, wobei die Funktion 7 +— R o W (£, n) wegen (3.11) und
Satz 5.17 fiir || < 5s/8 durch M beschrankt ist. Wenn wir in Hilfssatz A.13

_53

U—g,

f:RoWoo(f,-)undE:%

einsetzen, so folgt

In|? 512 |n|? 45s s
R™ <5M = —M-—"- . «_-Z2=C
Da nun & € S§(r/2) beliebig war, folgt mit
512
“T 5
die Behauptung. O

Insgesamt zeigen die Satze 5.17, 5.19, 5.20 und 5.21, dass alle Behauptungen
des Satzes 3.6 wahr sind.
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A Anhang

A.1 Zur Norm und Invertierbarkeit von Matrizen

Definition A.1. Ist Q : C"™ — C" eine lineare Abbildung, so nennt man die Matrix
Q = (¢;;) € C™ die Matrizdarstellung von Q, wenn der Wert der Abbildung Q im
Vektor z € C™ durch

Qzr=:2QT=2-Q7

gegeben ist ([13], Kapitel 1, §2), wobei rechts die gewohnliche Matrizenmultiplikation
(also hier die Multiplikation eines Vektors mit einer Matrix) steht.

Die Zeilensummennorm einer Matrix @) (siehe (3.2)) ist gerade die Operatornorm
der durch () gegebenen linearen Abbildung, wenn man Vektoren in der Maximumnorm
(siehe (3.1)) misst. Dies ist der Inhalt des folgenden Lemmas.

Lemma A.2. Es sei QQ € C"™ eine Matriz. Dann gilt

QI = max|:Q"|  (z€C™).

|z|<1

Beweis. Bezeichnen wir die Eintrdge von @ mit ¢;;, also Q = (¢;;) € C™*™, dann ist
Q" = (g;i) € C™". Fiir jedes z € C™ mit |z] < 1 gilt

m
E Zjdi;
7=1

Daraus folgt max,j<; |2Q"| < |Q|. Zum Beweis der umgekehrten Ungleichung stellt
man zunédchst fest, dass es ein ig € {1,...,n} mit

max Z 95| = Z |G

gibt. Es bezeichne ¢(z) € (—m, 7] das Argument von z € C\ {0}, weiter sei ¢(0) = 0.
Damit erhdlt man

Qf = max Z a1 = Z Giog| = Z e P0g

‘ZQT‘ = max

1<i<n 1<i<

m m
< 1I£1293<5221|Zj||%j| < ma>;21|%j| = Q.
J= J=

7=1
m
= ZgO(quJ) ip( ‘hoj < T
2 < Ze 3| < s |2Q7)
7=1
Daraus folgt die Behauptung. O

Aus diesem Lemma folgt die Abschitzung (3.6), denn fiir beliebige z € C™ \ {0} und
Q € Cm™ gilt

iQT

2 Q7] = lal |

< [z[1Q-
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Wir hatten das Produkt zweier Vektoren z, y € C" in (3.4) durch

(4= o
=1

definiert. Dieses Produkt ist zwar nicht positiv definit (zum Beispiel gilt
(1+i,1+1i) = 2i € R), aber fiir unsere Zwecke gut geeignet. Man beachte, dass
die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung nach unseren Definitionen nicht gilt. Das liegt
daran, dass die Norm der Vektoren nicht von dem Produkt (3.4) induziert ist. Statt-
dessen gilt (3.5), ndmlich

[(z,y)| <nlzlly], (z,yecC").

Ein Beispiel fiir Gleichheit in dieser Abschitzung ist durch z =y = (1,...,1) € C”
gegeben. Fiir die Transponierte einer Matrix Q € C™™ hat man die Abschiatzung
(3.3), das ist |QT| < n|Q)|. Ein Beispiel, in dem |QT| = n|Q)] ist, liefert die Matrix

1 0 ... 0
10 ... 0

— . . ' . ecnxm.
10 ... 0

Lemma A.3. Es sei S € C™" eine invertierbare Matrix. Dann gilt fir jede Matriz
P e CY™™ mit

|P— S| <h 0<h<l,

1
S

dass P ebenfalls invertierbar ist. Die inverse Matriz von P erfillt die Abschditzungen

S~ ]S~

Pt <157 ) i

| |_1—h und | S |_1—h

Beweis. Wir setzen H := E, — S7'P. Aus der Voraussetzung ergibt sich die
Abschétzung

|H| = |E, —S7'P|<|S7Y|S—P|<h<1.

Also konvergiert die Neumannsche Reihe
> H'=(E,-H)"'=(57'P)7",
k=0

insbesondere ist S~!P invertierbar. Also gilt dies auch fiir P = S - S~'P. Fiir P71 =
(S71P)~1S~! finden wir die Abschitzung

|71
1—h

[P < IST Y IHIF <

k=0
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Fir P! — S~' = (P7'S — E,)S™! folgt mit

P'S—E, = (ZH’“) ~E,=)Y H
k=0 k=1
die Abschétzung

P57 < IS i < M5
>~ £ >~ 1_h7

wie es behauptet war. O

A.2 Hilfssitze iiber Abbildungen
Satz A.4. Die Funktion f : R" — R", ( — f(() sei stetig differenzierbar mit

fe = Bulan < 1. (A1)
Dann ist f injektiv.

Beweis. Es seien (j, (o € R" zwei Argumente mit f((;) = f((2). Dann gilt
0=f(C) = f(&) = (f —id)(G) — (f —1d) (&) + G — G,

= G- G=(f—1d)(¢)— (f —id)(¢),
= |G =G =[(f—id)(¢) — (f —1d)(G)]- (A.2)
Nun schétzen wir ab:

d

(= i)(G) = (=)@ = | [ (=i +s(c2 = ) ds

A(Q—CO%f—MkKy+d@—gnT@

S |fC - En|Rn |<2 - C1|

Setzen wir dies in (A.2) ein, so folgt mit (A.1) |(o—¢1| = 0. Daraus folgt die Behauptung.
O

Satz A.5. Es sei f: R" — R" eine stetige Abbildung mit der Figenschaft, dass f —id
beschrinkt ist. Dann ist f surjektiv.

Beweis. Wir fithren den Beweis mit Hilfe des Brouwerschen Abbildungsgrades (siehe
[7], § 8). Nach Voraussetzung gibt es eine Konstante M > 0 mit

f—id

g < M.

Wir geben uns ein beliebiges y € R™ vor und zeigen, dass y unter f ein Urbild hat.
Dazu setzen wir

U={zeR"||z|<|yl+ M}und U := {x € R"||z] < |y| + M}.

92



Nun definieren wir eine die Identitdt und f — id verbindende Homotopie A durch
A0, xU —R", (t,x)—z+t(f(z)—x).

Die Abbildung A ist stetig, also eine Homotopie. Wir zeigen weiter:
Alt,z) #y ¥V te[0,]]und xz € U :={z e R"||z] = |y| + M }. (A.3)

Im Fall t = 0 gilt A(t,x) = x # y fur alle z € OU. Im Fall £ € (0,1] und = € OU folgt
(A.3) aus der Abschétzung

Al 2) =yl =z =y +t(f(z) —2)| = [e —y| = t|f(z) —2[ > M —tM > 0.

Ist YV C R" offen, g : V — R" stetig und n € R", so bezeichnen wir den Abbildungsgrad
von ¢ auf V beziiglich n mit

d(g,V,n).

Wir verwenden die Aussagen
Stetigkeit von A und wegen (

(1), (2) und (3) von Satz 1 aus [7], §8. Auf Grund der
A.3) folgt aus Aussage (3)

d(A(1, -),U,y) = d(A(0, - ),U,y).
Nach Definition von A bedeutet das

d(f,U,y) = d(id, U, y).
Weil y € U ist, besagt Aussage (1)
d(id, U, y) = 1.

Es folgt d(f,U,y) = 1. Das bedeutet nach Aussage (2), dass y unter f ein Urbild in U
hat. Daraus folgt die Behauptung. O

Hilfssatz A.6. Es seien my, mo und mz € N beliebig und eine Folge von Funktionen
fr : R™ — R™2 gei gleichmdflig gegen eine Funktion f : R™ — R™2 konvergent.
Eine weitere gleichmdflig konvergente Folge von Funktionen g : R™ — R™3 habe eine
gleichmdfig stetige Grenzfunktion g. Dann konvergiert die Funktionenfolge (g o f)

gleichmdayjig gegen go f.

Beweis. Wir geben uns ein £ > 0 beliebig vor. Da ¢ gleichméfig stetig ist, gibt es ein
0 > 0 mit

8 m
l9(y1) — g(y2)| < 2 VoyLy2 € R™ |y —ya] <0

Wegen der gleichméBigen Konvergenz der Funktionenfolgen (f;) und (gx) gibt es Zahlen
Ny und Ny € N mit

|f(x) = fulz)| < ¢ vV ze€R™, k> N; und
€
9W) =gkl <5 ¥V yEeR™ k=N,
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Diese drei Abschitzungen zeigen fiir jedes z € R™ und alle £ > Ny + N

g £

[(go f)(@) = (gro fi)(@)| < lg(f(2)) =g (ful@))|+]g(fu(2)) —gu(fu())] < 5+5 =<

Daraus folgt die Behauptung. O

Fiir die kompakte Konvergenz einer Funktionenfolge (f;) auf einer offenen Men-
ge U gegen die Grenzfunktion f wollen wir im Folgenden

fr LEme p (k= o0)

schreiben. Bekanntlich ist im Fall i/ C C" oder U C R" die kompakte Konvergenz auf
U zur lokal gleichméfiigen Konvergenz auf U dquivalent.

Hilfssatz A.7. Es seien Y C C" offen, V C C*" offen und (fy) eine Folge von Funk-
tionen fr, :U — V. FEs gelte

U, kompakt
>

Jr f

mit einer stetigen Grenzfunktion f:U — V. Die Funktion g : V — C sei stetig. Dann
gilt
U, kompakt
g le) fk _ g e} f

Beweis. Wir betrachten eine beliebige kompakte Teilmenge K C U und geben uns ein
beliebiges € > 0 vor. Da f stetig ist, ist f(K) kompakt (siehe [9], (3.17.9)), und da f
nach V abbildet, gilt f(K) C V. Weil aulerdem noch V offen ist, gibt es ein §; > 0 mit

Ks, ={yeC*”|3ze f(K) mit |y — 2| <&} CV, (A.4)

und auch K, ist eine kompakte Menge. Daher ist g auf s, gleichméBig stetig und es
gibt ein do > 0 mit

l9(z) gl <V zyeks, lv—yl<b. (A.5)
Wegen der kompakten Konvergenz der Folge (fx) gibt es ein N € N mit

|fr — fle <min{dy, 2} vV k>N. (A.6)
Es sei nun z € K beliebig. Aus (A.4) und (A.6) folgt

f(z) € Ks, und fi(z) € Ks, vV k>N.
Nun erhalten wir mit (A.5) und (A.6)

[(go fi)(@) = (go f)lx)l <e ¥V k=N,

Daraus folgt die behauptete kompakte Konvergenz. a
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Hilfssatz A.8. Es sei f: R™ — R"™ bijektiv und f — id 2w-periodisch. Dann hat auch
die Umkehrfunktion f=* von f die Figenschaft, dass f~' —id 2mw-periodisch ist.

Beweis. Die 2m-Periodizitdt von f — id bedeutet
f(x +2me;) —x—2me; = f(x) —z  V zeR"und je{l,...,n}.
Also gilt
f(x)+2me; = f(x+2me;)  V zeR'undje{l,...,n}.
Es seien nun y € R" und j € {1,...,n} beliebig. Wir haben zu zeigen, dass
FHy +2me;) —y —2me; = [T (y) — -
Da f bijektiv ist, gibt es ein z € R™ mit y = f(x). Daher gilt

f_l(y + 2me;) —y — 2me; = f_l(f(x) + 2me;) — y — 2me;
= [ (f(x + 2me;)) — y — 2me;
=+ 2me; —y — 2me;

=) -y
Daraus folgt die Behauptung. O

Lemma A.9. Es seien Zahlen rq, 19, $1, so > 0 und Abbildungen fi, fo mit fi —id €
Pon(r1,51), fo —id € Pap(r2, 52) gegeben. Ferner gelte

fi(§;m) € D(ra,80) ¥V (§,m) € D(r1, 51).
Dann gilt foo fi —id € Po,(r1, s1).

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt, dass f5 o f; eine analytische Funktion ist, die
reelle Argumente auf reelle Werte abbildet. Auflerdem berechnet man fiir 1 < j < n
und ¢ € D(ry, $1)

(f20 f1)(C +2me;) = fo(f1(C + 2mey)) = fo f1(C) + 2me;) = fa(f1(C)) + 2me;,

also

(f2 0 fi)(C +2me;) — (¢ + 2me;) = (fao f1)(¢) — ¢

Dies bedeutet, dass die Abbildung fs; o fi —id in (3, ..., (, die Periode 27 hat, woraus
die Behauptung folgt. O
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A.3 Abschitzungen fiir analytische Abbildungen
Definition A.10. Es seien z € C" und s > 0. Dann setzen wir
B(s;z) ={yeC"||ly—z| < s}.

Der folgende Hilfssatz verallgemeinert die Cauchysche Abschditzung fiir die Ablei-
tung einer holomorphen Funktion auf vektorwertige Funktionen mehrerer Verdnderli-
cher.

Hilfssatz A.11. Es sei M > 0 und f : B(s;0) C C* — C™ sei eine holomorphe

Funktion mit

|f‘B(8;O) < M.
Dann geniigt die Jacobimatriz von f fir alle 0 < € < s der Abschdtzung

M
|.f:c |B(s—s;0) < ? .

Beweis. Wir halten ein beliebiges x¢ € B(s — ¢;0) fest. Dann ist nach Lemma A.2

[fa(@o)] = max |y f, (z0)] = max max|(fua(wo), y) 1,

wobei f;. die k-te Koordinatenfunktion von f bezeichnet. Wir nehmen uns ein beliebiges
k€ {1,...,m} und ein beliebiges y € C™ mit |y| = 1 und betrachten die Hilfsfunktion

g:B(50) CC—C, tr frlxo+ty).
Somit erhalten wir

9:(t) = (fra(zo +ty) y) = 9:0) = (fra(0) , ),
und aus der Cauchyschen Abschétzung in einer Dimension folgt

[ Fra(zo) 1) | = |gu(0)] < %

Das beweist die Behauptung. O

Wir brauchen jetzt noch eine Abschétzung fiir das Taylor-Restglied dritter Ord-
nung einer holomorphen Funktion. Zuerst beweisen wir sie fiir den Fall einer Funktion
in einer komplexen Variablen.

Hilfssatz A.12. Es sei 0 > 0 und g : B(0;0) C C — C, z — g(z) eine holomorphe
Funktion, die durch die Konstante M > 0 beschrdnkt ist. Dann erfillt das Taylor-
Restglied dritter Ordnung

. 1094
(9) — - J k
W) =3 LTI 0 F (2] <o)
k=3
fiir alle € € (0,1) die Abschitzung
M |z
@) < Lad i < eo.
o< L v e <o
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Beweis. Die Cauchysche Formel fiir die Ableitungen ergibt fiir 0 < ¢ < o

kg k! g(2) ME!
7 = |— < —.
0zk (0) 2mi j{d:& Zk+1 dz ok

Der Grenziibergang ¢ — ¢ liefert dann

g ME!
o0 <

ok

Also erhalten wir fiir den Rest, wenn |z| < eo ist,

- 1 MFE!
(9) k< k
W) < 30 |28 \|| g = ( y
k:3
IVGEANSYIEAY M_|2P
_M(O' kzzo o Zg T l-c o
Das war zu zeigen. O

Hilfssatz A.13. Es sei o > 0 und f : B(c;0) C C* — C, y — f(y) holomorph und
durch M > 0 beschrdnkt. Dann erfillt das Taylor-Restglied dritter Ordnung

W) = 106) = (£0) + (H0) v+ 3 {uw(0), ) (A7)
fiir alle € € (0,1) die Abschitzung
WD (y)] < 1]\—45‘3_‘; Vo ly| < eo. (A.8)

Beweis. Wir halten ein ¢ mit 0 < & < 1 und ein y € C" mit |y| < eo fest. Falls y =0
ist, folgt (A.8) direkt aus (A.7). Andernfalls definieren wir

'_ Y
Yo ‘= E0T—.

|y]

Damit ist |yo| = eo. Wir betrachten die Funktion
g:B(e0)CC—C, 2z~ g(2):=f(zt0)
Also ist g(0) = f(0) und mit der Kettenregel erhalten wir
9:(2) = (fy(200) s w0 ) s 92(2) = (wofu(290) , o) ¥ [z <7t
Mit Hilfssatz A.12 folgt

5D )| = [#eam) = £0) = (5,00 230) = 5 (o 0), 2]

_ \g<z> ~g(0) — g.(0)z

M |Z|3 . M | |33
_1—5(5—1)3_1— #e




In dieser Ungleichung darf man z = |y|/(¢0) einsetzen, dies ergibt

My M |y
L) o (W v N o <« MW s M P
} (zyo)‘ ‘ co 8U|y| } (y)} S 1303 1—¢ 03’

wie wir behauptet hatten. O

A.4 Erzeugen von kanonischen Transformationen
A.4.1 Hilfsergebnisse iiber autonome Differentialgleichungen
Satz A.14. Es sei o >0, S(0) CC", V C C™ offen und
f:8(0) xV—C"" 2= (x,y) = f(2)
stetig und der Gestalt, dass fir die Differentialgleichung
2= f(2) (A.9)

Eindeutigkeit der Losung gilt. Die Funktion f habe in 21 = x4, ..., 2z, = x, die Periode
T > 0. Es gebe Zahlen a,b, 5,a<0<b 0<6d<pund eine offene Menge U C 'V,
so dass der Fluss ¢ der Differentialgleichung (A.9) auf [a,b) X S(0 — 0) X U ezistiert.
Dann hat fir alle t € [a,b) die Funktion

p(t, ) —id:S(e =) xU — S(0) xV, (= (§n) = ¢(t,¢) = ¢
m (G =E&,...,C, =&, die Periode T.
Die Voraussetzungen iiber die Existenz des Flusses ¢ bedeuten: Es gilt
i lab) x S(e—b) xU — S(o) x V,

ferner ist ¢(0,¢) = ¢ und (-, () lost die Differentialgleichung (A.9).

Beweis von Satz A.14. Wir beweisen fiir alle (t,¢) € [a,b) x S(o — 0) x U
die Gleichung

et )+ T ej=pt,(+T ¢e) (1<j<n) (A.10)

Sei j € {1,...,n} beliebig. Wir setzen h(t) := ¢(t,()+71-e; und g(t) := p(t,(+T-¢;).
Dann ist h(0) = g(0) =+ T - e;, und es gilt

h(t) = ¢(t,¢) = f(p(t, ) = fle(t, Q) + T - ¢;) = f(h(t)),
g(t) = @(t,C+T - e5) = flo(t.C+T €)= f(g(t)),

also erfiillen beide Funktionen die Differentialgleichung. Folglich stimmen sie iiberein.
Das beweist (A.10). Aus (A.10) folgt nun fir alle 1 < j<n

QO(t,C—}—T63)—(<+T€]):(p(t,C)—C,

daraus folgt die Behauptung. O
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Hilfssatz A.15. Es seia < b und [ : (a,b) — C™, m € N, eine analytische Funktion.
Es gebe Zahlen a < ag < by < b, so dass die Einschrinkung von [ auf (ag, by) nach R™
abbildet. Dann bildet auch f nach R™ ab.

Beweis. Wir konnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit m = 1 annehmen. Ist
namlich f = (fi,..., fm) : (a,b) — C™ analytisch, so gilt das auch fiir jede Koordi-
natenfunktion f;, 1 < i < m, und wir kénnen die Aussage im Fall m = 1 auf jede
Koordinatenfunktion einzeln anwenden. Nehmen wir also m = 1 an.
Es sei A C (a,b) das grofite Intervall, das (ag, by) enthélt und auf dem f nach R™ ab-
bildet. Die Menge A existiert, denn sie kann als Vereinigung aller Intervalle, die (aqg, bo)
enthalten, und auf denen f nach R™ abbildet, konstruiert werden. Die Menge der In-
tervalle, iiber die diese Vereinigung gebildet wird, ist nicht leer, da sie (ag, by) enthélt.
Daher ist A nicht leer.

Das Intervall A ist abgeschlossen in (a,b). Dazu betrachten wir einen Haufungs-
punkt o von A und wihlen eine Folge (z,),~, C A\ {a}, die gegen a konvergiert. Da
f auf (a,b) insbesondere stetig ist, existiert der Grenzwert

fla) = Jim f(z0)

und ist als Grenzwert einer Folge reeller Zahlen reell. Also gilt o € A. Da A folglich
seine Haufungspunkte enthilt, ist A abgeschlossen.

A ist aber auch offen in (a, b). Dazu nehmen wir an, es gebe einen Randpunkt o € A.
Dann ist « insbesondere ein Haufungspunkt von A. Nach Voraussetzung kann man f
in o in eine konvergente Potenzreihe entwickeln, die durch

1) (g
f) =3 T @ -y (A1)

gegeben ist. Darin bezeichnet f*)(a) die k-te Ableitung von f in a. Wir zeigen, dass
f®)(a) fiir alle k € Ny eine reelle Zahl ist. Die Zahl f©(a) = f(a) ist nach Voraus-
setzung a € A reell. Stimmt die Behauptung fiir ein & € Ny, so auch fiir £ + 1: Um
dies zu sehen, nehmen wir eine Folge (z¢),0, C A\ {a}, die gegen a konvergiert und
betrachten den Grenzwert

190 ~ f9(a)

(k+1) — i )
f N a) = lim p—

Dies ist als Grenzwert einer Folge reeller Zahlen wieder eine reelle Zahl, also sind alle
Koeffizienten der Reihe (A.11) reell, und es gibt eine Umgebung von «, auf der f nach
R™ abbildet. Also ist « ein innerer Punkt von A, kann also kein Randpunkt von A
sein. Dieser Widerspruch zeigt, dass A in (a, ) offen ist.

Da A nichtleer, offen und abgeschlossen in (a,b) ist, gilt A = (a,b) und es folgt die
Behauptung. O

Satz A.16. Es seien o > 0, 0 > 0 und f € Pa,(0,0). Es gebe Zahlen 0 < 5 < o,
0<e<ounda<0<b, sodass der Fluss ¢ der Differentialgleichung

i = f(2) (A.12)
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auf [a,b) x D(o — 0,0 —¢) existiert. Hat dann die Funktion f die Eigenschaft, dass sie
reelle Argumente auf reelle Werte abbildet, so gilt dies auch fiir ¢.

Beweis. Zum Beweis betrachten wir die Einschrinkung von f auf reelle Argumente,
also die Funktion

g R"x{y eR"[|y| <o} — R™, 2z g(2):= f(2),
und die Differentialgleichung
zZ=g(z). (A.13)

Man beachte, dass der Definitionsbereich von g mit D(g, o) N R?*" {ibereinstimmt. Es
sel nun

CeR"x{yeR" ||yl <o—c¢}

beliebig. Dann gibt es nach dem Satz von Picard-Lindel6f Zahlen a; < 0 < b; und eine
Losung

h:(a,b) — R"x{y e R"||y| < o}
von (A.13). Klarerweise ist h auch eine Losung von (A.12). Daher gilt
e(t,()="h(t) V te(a,b)N]a,b).

Die Menge der ¢, die in dieser Gleichung eingesetzt werden diirfen, enthélt ein offenes
Intervall. Daher bildet ¢( -, () nach dem vorigen Hilfssatz nach R?*" ab. Daraus folgt
die Behauptung. O

A.4.2 Einfache kanonische Transformationen

Satz A.17. Es seien U, V C C" Gebiete und Z = (X,Y) : U xV — C*>™ eine einfache
kanonische Transformation.'? Dann gilt fir alle (§,7) €U x V

det Xe(€) # 0, (A.14)

Y(&m) =Y(£0) +nXe(&) " (A.15)
Beweis. Da X nicht von 7 abhéngt, gilt

[ X O
Zf‘(Yg Y)

Somit folgt aus (3.8)
0 B\ _ (XTI ¥S 0 B, \(Xe 0
B, 0 )= Lo vr)\-B o Y: Y,
o Ye Xe N (X 00 [ XeYe—YiXe XoY
v oo )\ v v, ~YTX, 0o )

127um Begriff der einfachen kanonischen Transformation siehe Definition 3.5.
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Wir betrachten jeweils das rechte obere Késtchen der Matrizen ganz links und ganz
rechts der Gleichungskette. Dies ergibt die Gleichung

XLV, = E,. (A.16)
Bildet man Determinanten, sieht man
det Xe(§)detY,(Em) =1 vV (&m) €U x V.

Daraus folgt (A.14). Auerdem folgt aus (A.16)

Y, = (x5 = (xYH". (A.17)

Es héngt also Y, nicht mehr von n ab, daher ist V;,,, = 0 und Y affin-linear in 7. Die
Taylor-Entwicklung von Y beziiglich n lautet also

Y(En) =Y(0)+n Y, (6,007 ¥V (&n)eUx V.

Zusammen mit (A.17) folgt (A.15), also die Behauptung. O

Zu den Voraussetzungen des folgenden Satzes bemerken wir:

Bemerkung A.18. Aus Satz A.17 folgt insbesondere, dass einfache kanonische Trans-
formationen affin-linear in 7 sind. Sie lassen sich also stets fiir alle n € C™ definieren.
Auflerdem folgt, dass die in Satz A.19 erwéhnten Funktionen Y}, nicht von n abhéngen.

Satz A.19. Es seild C C" ein Gebiet und
Z = (Xp, V) UxC"—C"xC" (keN) (A.18)

eine Folge einfacher kanonischer Transformationen mit der Figenschaft, dass die Funk-
tionenfolgen (Zy(-,0))r—; und (Yiy) e, auf U kompakt konvergieren. Dann konvergiert
(Zk) ey auf U x C™ kompakt gegen eine einfache kanonische Transformation.

Beweis. Es gilt fiir alle k € N

Die Funktionen Z; sind nach Voraussetzung insbesondere analytisch. Nach Voraus-
setzung und dem Konvergenzsatz von Weierstrafl gibt es auf U definierte analytische
Funktionen X, V und W mit

U, kompakt

Z,(+,0) L2 (X V) und Y, W,  (k— oo). (A.19)

Betrachten wir die beiden Vektorkomponenten der ersten Grenzbeziehung einzeln, so
folgt insbesondere

Z/{, kompakt Z/{, kompakt
_ _

X, X und Yi(-,0) V,  (k— o). (A.20)
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Mit dem Konvergenzsatz von Weierstrafl folgt nun weiter

Z/{7 kompakt

Xre Xe, (k — 00).

Nun ergibt sich aus (A.15) Vi, = ((Xke)™')*, daher erhalten wir mit der zweiten
Grenzbezichung (A.19) fiir alle £ € U

B, = Xie(O)Yin(€)" — Xe(©@QW ()T, (k — o0).
Folglich gilt E,, = X;WT, also existiert (X¢)™* = W7 mit, wiederum nach (A.19),
(Xie) ™ 225 (X, (k= o). (A.21)

Wir setzen

Y(En) =V +nXe9) YV (EmeuUxc,
und zeigen fiir die Funktionen Y;(£,7) = Y5 (&, 0) + nXpge(E) ™!

UXC™ kompakt
_

Dazu seien Ky C U und Ky C C" beliebige kompakte Mengen, sowie £ > 0 beliebig.
Wegen (A.20) gibt es ein Ny € N, so dass

Vil 0) =V, <5 ¥ k=N
Da ICy kompakt ist, gibt es eine Zahl K > 0, so dass Ky in dem Ball B(K;0) enthalten

ist. Aus (A.21) folgt die Existenz eines Ny € N, so dass

— _ 9
|(Xke) ™" = (Xe) 1"C1<W vV k> No.

Also gilt fiir alle &k > Ny + Ns
|Yk - Y|IC1><IC2 < |Yk( ’ 70) - V|IC1 +nk ‘(ka)_l - (XE)_l};CI <Eg,

daraus folgt (A.22). Von (A.20) und (A.22) wissen wir, dass die Folge der Z; auf
U x C" kompakt gegen die analytische Funktion Z := (X,Y’) konvergiert. Es bleibt
zu zeigen, dass Z eine einfache kanonische Transformation ist. Da bereits bekannt ist,
dass Z analytisch ist und seine Komponente X nicht von 7 abhéngt, muss nur noch
gepriift werden, ob Z eine kanonische Transformation ist. Aus dem Konvergenzsatz
von Weierstrafl folgt fiir alle (¢,n) e U x C™

J = Zic(&m" T Zre(&m) — Ze(Em)T - T - Ze(€m), (K — 00),

also ZCT -J - Z¢ = J. Daraus folgt die Behauptung. a
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Lemma A.20. Es seien Uy, Uz, V1, Vo C C" Gebiete und
lez/ﬁXVl%Z/{QXVQ, ZQ:UQXV2%C2/H

einfache kanonische Transformationen (siehe Definition 3.5). Dann ist auch die Abbil-
dung

ZQOZ1 :Z/ll XVl —>C2n
eine einfache kanonische Transformation.

Beweis. Die Voraussetzungen besagen insbesondere, dass Z; und Z, analytische Funk-
tionen sind. Also gilt dies auch fiir Z50 Z;. Da Z; und Z5 kanonische Transformationen
sind, erhalten wir fiir ( € U; x V;

(Zy 0 Z1)(C)" T (Zy 0 Z1)c(C) = (Zac(Z1(C)) - Z1¢(€)) T T Zac(Z1(C)) - Z1c(€)
= Z0(Q) Zae(Z1(C)) T Zae(Z1(C)) - Z1e(C) = Z1e() T T Z1c(€) =,

also ist auch Zs o Z; eine kanonische Transformation. Schreibt man Z; = (X3,Y)),
Zy = (X»,Y3), so folgt fiir alle (&,n) € Uy x Vy

Zy o Z1(&n) = Z2(X1(8), Yi(€, m)) = (X2(X1(€)), Ya(Y1(€, 1)),

also hangen die ersten n Komponenten von Z; o Z; nicht von n ab und Z; o Z; ist eine
einfache kanonische Transformation, wie es behauptet war. O

A.4.3 Erzeugen der kanonischen Transformationen

Die Diskussion in diesem Abschnitt folgt [34]. Allerdings betrachten wir hier eine andere
Klasse von Hamiltonfunktionen.

Satz A.21. Es seien K > 0, 0 > 0,0 < d < 0 und 0 < o < §. Die Funktion
F :D(g,0) — C, F = F(x,y) sei analytisch und erfiille

K

K
Felpgo) < 50 1Fulpee < (A.23)

6 )
Dann besitzt das Hamiltonsche System

t=F, y=-F (A.24)
einen eindeutig definierten, analytischen Fluss

oo

7 —
o057

) xDa-da/n — D@0 (.0~ 2.0
Insbesondere ist fiir alle ( € D(gp — d,0/2) die Funktion Z(-,() die eindeutige

Losung von (A.24) zum Anfangswert Z(0,¢) = ¢. Mit der Matrix J aus Definition 3.4
schreibt sich (A.24) in der Form

;=FJ"
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Beweis von Satz A.21. Mit dem Existenzsatz von Cauchy (siehe [9], (10.4.5)) folgen
die lokale Existenz und die Eindeutigkeit von Losungen t — Z(¢,() zum Anfangs-
wert Z(0,() = ¢ € D(p,0). Der Fluss Z ist analytisch in ¢ und ¢ = ((i,. .., Con)
([9], (10.8.2)). Da eine Losung von (A.24) definitionsgeméf nach D(g, o) abbildet,
bleibt blol zu zeigen, dass die Losungen mit Anfangswerten ( € D(g — §,0/2) fiir
t €10,00/(2K)) existieren.

Dazu sei ( € D(o — 0,0/2) beliebig. Wir nehmen an, die Losung Z(-,() =
(X(-,0),Y(-,()) existiere nur bis zu einem b € (0,00/(2K)). Nach (A.24) gilt fiir
alle t € [0,0)

;wuo—sziffuzvx»w
Y@K%ﬂﬁ=£—%MZﬁ£DM

Mit der Voraussetzung (A.23) und 0 < b < 06/(2K) folgt

¢ K ¢
X < F, T<b— <<
XC, O =8l € s [ 1Bl dr <07 <5
K o
Y < sup/ Filp0) T<b— < —.
Y (-,0) - 77|[0b o0 | |D(g S 9

Es sei nun (#;),-, eine monoton wachsende Folge in [0, b) mit limy_. t; = b. Die Folge
(Z(tg, C))y—, diirfte nach unserer Annahme iiber b einerseits keinen Haufungspunkt in
D(p, o) haben ([13], Kapitel 8, §5). Andererseits liegt sie ganz in der kompakten Menge

K K
{ ecriime < a-5005 1< Z 105 c Do)

Daher hat die Folge einen Haufungspunkt in der kompakten Menge, also in D(p, o).
Dieser Widerspruch zeigt b > ¢6/(2K) und damit die Existenz der Losungen fiir ¢ €
[0,06/(2K)). 0

Korollar A.22. Es seien K >0, 0 > 0,0 < 2) < p und 0 < o0 < ¢§. Die Funktion
F :D(g,0) — C, F = F(x,y) sei analytisch und erfiille

K K
|Fx‘D(Q,0) S 77 ‘Fy"D(gp' S ; (A25>
Dann besitzt das Hamiltonsche System
i=F, §=-F, (A.26)
einen eindeutig definierten, analytischen Fluss
)
Z: [0, ;—K) x D(o —20,0/2) — D(o—8,0), (t.C) — Z(t,0). (A.27)
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Beweis. Mit o0 = p — 0 sind die Voraussetzungen des vorigen Satzes erfiillt. Daraus
folgt schon die Behauptung. O

Wenn wir in dem Fluss (A.27) die Zeit t festhalten und den Anfangswert vari-
ieren, so erhalten wir eine Schar von Abbildungen
4]
Z(t, ) : D(o - 26,0/2) — D(o — 6,0), <o <t< ;’—K) . (A.28)
Wir werden diese Abbildungen genauer untersuchen. Der néchste Satz gibt Abschiatzun-
gen fiir ihre Ableitungen. Im Beweis des Satzes wird ausgenutzt, dass wie in Korollar
A.22 gegeniiber Satz A.21 die Voraussetzung an ¢ verschérft ist.

Satz A.23. Es seien K >0, 0>0,0<20 <o und 0 <o <9 mit

%0

2K '
Die Funktion F : D(p,0) — C, F = F(x,y) sei analytisch, affin-linear in y und erfille
die Abschitzungen (A.25). Dann gilt fir die Funktionen (A.28):

2nK ofd)

20, Norasorm <0 (Zot) v re 0. 52), (4.20)
2nK 2nK

1Zc(t, +) = Eanlp(p_asem) < 5o &P <W t) v tel0,1]. (A.30)

Beweis. Wir verwenden das Lemma von Gronwall ([2], Korollar (6.2)). Dazu ist eine
Abschitzung fiir F,, zu finden. Mit den Cauchyschen Abschétzungen folgt aus (A.25)

K K K

|Fxx|fD(Q_57U) S ﬁ S %a |Fy:c|D(Q_5’o) S %

Aus der zweiten Ungleichung folgt mit dem Satz von Schwarz

_ | T nk
|Fwy|’D(9—6,U) - ‘wa‘p(g_g,g) =n ‘Fyx"D(g—67o') < %7

und weil F' affin-linear in y ist, so gilt F,, = 0. Insgesamt erhalten wir

K
|FZZ|D(Q—5,0) < (n+ 1)%- (A.31)

Da Z(-,() fiir alle ¢ € D(p — 26,0/2) die Gleichungen (A.26) lost, gilt fur 0 < ¢ <
0d/(2K)

(Auf der linken Seite muss der Zeilenvektor Z," stehen; wir hatten auf Seite 17 ja
Z = 7 definiert.) Ableiten nach ( liefert

ZCt(tv g) = (ZE)C(TH C) = ']Fzz(Z(t’ C)) ’ ZC(tv g>7 (A32>
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und nun folgt aus der Integration nach ¢

Ze(t,C) = By, + / JE.(Z(r.C)) - Z(r, ) dr. (A.33)

Mit (A.31) erhalten wir die Abschitzung

¢ n+1)K [*
2001 £ 1+ [ [Pk 12060l < 14 P08 [z, 0)1ar
oo
v D(o—26,0/2),te€ [0,— |.
CeDlo-2.0/2), e 0.5 )
Nach dem Lemma von Gronwall folgt

|Z:(t,Q)] < exp (% t) < exp (% t)

)
V (€D(p—2,0/2),t€ [O’ﬁ) .

Um die zweite Abschitzung zu erhalten, berechnen wir mit (A.33) fiir ¢t € [0,06/(2K))
und ¢ € D(p — 26,0/2)

26.) - B = | JFL(Z(r0) dr+ / JE(2(r O)Ze(r,C) — Enn) dr.

daher folgt mit (A.31)

1K HK [
|Z¢(t, Q) = Ean| < ot DR 2t / |1Z¢(7,¢) = Eanl dr
oo oo 0

2nK
<

nK (!
itz —E
— 60_ + 50 A | C(7-7 C) 2n| dT

V. C€D(o—26,0/2),t€]0,1].

Das Lemma von Gronwall besagt hier

|Z¢(t,C) = Eanl <

nK <2nK
exp

So Wt) V ¢eD(o—20,0/2),te0,1].

Damit ist alles bewiesen. O

Satz A.24. Es seien K > 0, p > 0, 0 < 20 < o und 0 < o < 9. Die Funktion
F :D(p,0) — C, F = F(x,y) sei analytisch und erfille die Abschitzungen (A.25).
Dann sind die Abbildungen (A.28) kanonische Transformationen.

Beweis. Es sind die Voraussetzungen von Korollar A.22 erfiillt. Daher existieren der
Fluss (A.27) und die Abbildungen (A.28). Wir haben zu zeigen:

20T IZ ) =TV <t,<>e{o“—‘5

’2K) x D(o—20,0/2). (A.34)
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Diese Gleichung ist fiir ¢ = 0 sicher richtig, denn Z(0, -) ist die Identitét und folglich
ist Z¢(0,() = E», fiir alle ( € D(p — 20,0/2).

Um die Aussage fiir alle t € [0,00/(2K)) zu erhalten, zeigen wir, dass die linke Seite von
(A.34) konstant in t ist. Dazu berechnen wir fiir (¢,¢) € [0,00/(2K)) x D(0 — 20,0/2)
mit (A.32)

% (ZC(tv C)TJZC(tv C)) = (ZCT t(t7 C)']ZC(t? g) + ZC(tv C)T']Z@(t? g)
= ZC(t> C)TFZZ(Z(t7 C))JT‘]ZC(ta C) + ZC(t> C)TJJFZZ(Z(t’ C))ZC(ta C)
= Ze(t, Q) Fea(Z(, ) Ze(t,€) — Ze(t, O T Foa(Z(t,)) Ze(t. ¢) = 0.
Daraus folgt die Behauptung. O

Satz A.25. Es seien K > 0, p > 0,0 < 20 < o und 0 < o < 9. Die Funktion
F:D(p,0) — C, F = F(z,y) sei analytisch, erfille die Abschitzungen (A.25) und sei
affin-linear in y. Dann sind die Abbildungen (A.28) einfache kanonische Transforma-
tionen.

Beweis. Die Voraussetzungen an die Funktion F' bedeuten, dass sich F' in der Form

schreiben ldsst, wobei F} : S(p) — C und F; : §(p) — C" analytische Funktionen sind.
Also schreibt sich das System (A.26) in diesem Fall

&= Fy(x), y=—Fu(r) -y Fu)

Die erste dieser beiden Gleichungen hat fiir alle Anfangswerte £ € S(o — 2J) eine
eindeutig definierte Losung X (-,&), X (0,£) = £ Wie oben folgt die Existenz dieser
Losung fir 0 <t < 0d/(2K). Betrachten wir nun das System

i=Fy(z), §=0, (A.35)

so ist klar, dass seine Losungen durch Z (-,&,m) = ()? (-,€),n) gegeben sind. Sei nun
Z = (X,Y) eine Losung von (A.26) zum Anfangswert Z(0,() = ¢ = (£,n). Dann
gilt X(0,¢) = § und t — (X(¢,¢),n) 1ost (A.35). Also muss X die Werte der oben

eingefithrten Funktion X annehmen, das heift

X(nem=X(te v <t,§,n>e[o 5)><7><@—25,a/2>.

o
2K
Also héngt X nicht von n ab und die Abbildung (A.28) ist eine einfache kanonische
Transformation. O

Wir fassen die Ergebnisse dieses Anhangs A.4 in dem folgenden Satz zusammen.
Satz A.26. Es seien K >0, 0>0,0<20 <o und 0 <o <9 mit

o

— > 1.
2K
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Die Funktion F € P(p,0) erfille die Abschatzungen (A.25) und sei affin-linear in
y. Dann sind die Abbildungen (A.28) einfache kanonische Transformationen, fir alle
0<t<od/(2K) gilt Z(t,-) —id € Pan(0 — 26,0/2) und die Abschitzungen (A.29)
und (A.30) sind erfiillt.

Beweis. Auf Grund von Korollar A.22 sind die Abbildungen (A.28) wohldefiniert und
analytisch. Satz A.25 besagt, dass sie iiberdies einfache kanonische Transformationen
sind. Es sind die Voraussetzungen von Satz A.14 erfiillt, man setze dort

V=DB(c;0), f=F.J" T=2ra=0,b=0§/(2K),

6 =20, =B(c/2;0) und ¢ = Z

ein. Folglich hat Z(t, -) — id fiir alle 0 < t < 00/(2K) die Periode 27 in z. Die
Voraussetzungen von Satz A.16 erfiillen wir mit

f=FJ% 6=20,e=0/2,a=0,b=00/(2K) und ¢ = Z.

Also bildet Z reelle Argumente auf reelle Werte ab. Dies zeigt Z(t, - ) — id € Pa,(0 —
29, 0/2). SchlieBlich folgt die Giiltigkeit der Abschitzungen (A.29) und (A.30) aus Satz
A.23. Daraus folgt die Behauptung. a
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Symbolverzeichnis

N, natiirliche Zahlen, {1,2,3,...}.

Ny = NuU{0}.

la,b] = {t € R|a <t < b}, (a <b), abgeschlossenes Intervall.

(a,b) ={t e R|a <t < b}, (a <b), offenes Intervall.

la,0) = {t € R|a <t < b}, (a <b), halboffenes Intervall.

id, die identische Abbildung = +— .

f(-,y), die Funktion x — f(z,vy).

O, Landau-Symbol.

E,,, die (m x m)-Einheitsmatrix.

e;, Basisvektor des R™, Seite 4.

zj, Vektor = ohne die j-te Komponente, Seite 4.

fz;, partielle Ableitung nach x;, Seite 4.

C,,.(R™ R), Raum stetiger, 2m-periodischer Funktionen, Definition 2.1, Seite 4.
FY (f), m-tes Fejér-Polynom von f beziiglich x;, Definition 2.2, Seite 4.

S,Lﬂ( f), k-tes Fourier-Polynom von f beziiglich z;, Seite 5.

| f| s Supremumnorm der Funktion f, Definition 2.4, Seite 6.

TY (f), m-tes de la Vallée Poussin-Polynom von f bzgl. z;, Definition 2.6, Seite 6.
En(f), Abweichung der Bestapproximation von f, Definition 2.8, Seite 7.

K, Stetigkeitsmodul der gleichméfig stetigen Funktion f, Definition 2.9, Seite 7.
@) r-te Ableitung der skalaren Funktion f, Seite 7.

T, ,ﬁ{g:::;&’;}c (f), verallgemeinertes de la Vallée Poussin-Polynom, Definition 2.14, Seite 8.
f1osn) partielle Ableitung hoherer Ordnung, Seite 11.

|z|, Maximumnorm eines Vektors z, Seite 16.

|Q|, Zeilensummennorm einer Matrix @), Seite 16.

QT, vT, Transponierte Matrix () bzw. transponierter Vektor v, Seite 16.
(z,y), Produkt zweier Vektoren x und y, Definition 3.4, Seite 16.

D(r, s), Gebiet in C**, Definition 3.1, Seite 17.

S(r), Streifengebiet in C™, Definition 3.1, Seite 17.

S'(r), Streifengebiet in C?", Definition 3.1, Seite 17.

Pu(r,8), Pm(r), P(r,s), P(r), P'(r), Funktionenrdume, Definition 3.1, Seite 17.
[l Einschrankung der Funktion f auf die Menge M, Seite 17.
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fz, Ableitung der Funktion f, Seite 17.

& = dx/dt, Zeitableitung der Funktion z(t), Seite 17.

Q(~,7), Menge der Frequenzvektoren, Definition 3.2, Seite 18.

J, die Matrix, die die symplektische Gruppe definiert, Definition 3.4, Seite 18.
T™, n-dimensionaler Torus, Seite 41.

Py, die Spurabbildung R™ — T, Formel (3.95), Seite 41.

T, Uberlagerungsfliiche des invarianten Torus’, Formel (3.97), Seite 41.
P, die Spurabbildung R?® — T" x R", Seite 42.

KC, Raum der Stetigkeitsmodule, Definition 4.1, Seite 45.

L, Stetigkeitsmodule mit Integralbedingung, Definition 4.3, Seite 45.

H, Stetigkeitsmodule mit Holderbedingung, Definition 4.7, Seite 46.

lim, »,, Grenzwert von unten, Seite 47.

limg\ ,, Grenzwert von oben, Seite 47.

p, Projektion von R nach (0, 27|, Seite 50.

{f, g}, Poissonklammer der Funktionen f und g, Definition 5.1, Seite 60.
f(t)],—g, Auswertung der Funktion f in ¢t = 0, Seite 61.

[f], Mittelwert der periodischen Funktion f, Definition 5.2, Seite 62.
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