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φ(σ,q)
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R(ω,q)

�!�+��������$%4���;/�!����&�4@8��!�@F%�(=C������K�N  UYA %Q+;/��&��D�B;/'���$%G);d���! �;/-!-D8��!�� (-!'�&��(�
�����B ($%G9>�-!�(���+*,�,;/-0�T�";_���B�!�@���(=�;/ V���!$/�xY

� ��� � � ��*��� �� ! � ����� �)+ � �

��	�����[-������(=�;_��'�=��l�C�(F/��=�;_-M��=�;/���T.1$%=�G��?�������	&���b6��=C���@�\q/��=C����-��w�,;<F/�[4p�����n>�=�$%>p$%�C��&x�p-!��q/�/�
.1$%=?�Vi�;/G�>�-��/�������hI ;_>�-j;/ (�+��=�;/���C.1$/=�G ���D���

K(ω, σ) = e−σω

$%=3����� /:���!�(-�� C���3��=�;/���T.1$%=�G ���D���

K(ω, σ) =
1

ω + σ
.

�  (=��D����=C�!$%�c.1$%=v�����\ "��$/�! ��\$/.e�����wq_��=C����-p�!�W$/.x ($%'�=C���\�����w>p$%�C���!4��!-!�D��8`��$[ �;/-! ('�-j;_�����7'�G9��2
=��� <;/-�-�8B�����3��=�;/���C.1$%=CG	YM�,'�=C������=CG9$%=C�/�%$/���? <;/�c&����� ('����v�����? "��$%�! (�?$/.H�����?q_��=C����-,.1=�$/G �����
>6$/�!�@�+$/.XF7�!�V� $/.�;��C�";_4�-!�a=C�� ($%���C��=�'� V����$%�y$/.X�����[=����C>6$/�����E.1=�$/G������a�!�@����K%=�;/-t�(r7'�;_����$%�
N  UYA %Q�YS�,$%=v;lK%�DF%���c�:'�G���=C�! <;_-�;/ ( �'�=�;/ (8a�������!�@F%�(=��C�!$%�c$/.H�����3��=�;_���C.1$%=CG

φ
���SG9$/=��?�C��;/4�-��

��.S�����aq_��=�����-t���w "��$/������;/�\�,;/=C=�$k� ;/�w>p$%���C�!4�-��/Y\5.v�����`q/��=C����-t�!�w4�=�$@;/&	�������	=��(��>p�� (�l��$
�C��=�'� V��'�=C���X�!�a�����?=��(��>p$%�����_�@�����(���C'� "���C��=C'� (��'�=��(�X�,;<FU����KB;/�E�(����=CK/8E=�;_��K%�3�CG);/-�-!�(= ���,;/�
�����w=�;/��K/�w$/.x�����+q_��=�����-x�D�����(-�.x����-!-,4p�+��G��<;_=���&)$%'��<YvL?���!�A �;/��G9;/q/�\�����\=��� ($%���T��=�'� (����$%�
$/.�������=C���C>6$%�����A&�� �� �'�-D� �!�`F7���(��$/.������W>�=��(���(�� ��3$_.,'��,;<F%$/�!&,;/4�-!�X�:'�G9�(=��� <;/-:�!��;/ � ('�=�;/ (�!�(�
$/.
φ
Y
�B�(��>�����K�����G��!��&�����;_�[�����)4p���T�aq/�(=����(-A�,;_�h��$�46�cF%�(=C8��,;/=C=�$k�B�S$%���� �$/'�-!&�*,=��T��-�8

��������q�$/. �����
δ
25.1'��� (���!$%�

K(ω, σ) = δ (ω − σ)

;/�3�����+46�(�C�� "��$/�! ��_Yv����������3 <;/�C�/����$����(F/��=(�
φ
�A$%'�-!&�4p�+�!&��(�@���! �;/-6��$a�����w=����C>6$/�����_�����:'��

-!��;/&��!��Kl4,;/ "qa��$B�����R>�=�$%4�-���G $_.e�����R �;/-! ('�-j;d���!$/�a$/.x ($%�@�����7'�'�G �C��;_���(��YvL?���R�!&��<;l�!�v�������
��$c'��C�[;Eq/�(=����(-

K(ω, σ) = f(ω − σ, ε),
�����! "���!��;_�n;/>�>�=�$<iU�!G9;_����$%��$/. �����

δ
25.1'��� (���!$%� � s~��;<PB� 	]�,��'� "�	����;_�

lim
ε→0

f (ω − σ, ε) = δ (ω − σ) .
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L?���hK@;/'��C���!;/��;/��&#�����B-!$/=����@��J��j;_�� �'�=TF%���w;/=��+����$�>6$%�C����4�-!�l��i�;_G9>�-������!�������!���C�����C�

f (ω − σ, ε) =
1

ε
√
π
e−(ω−σ)2/ε2

,

f (ω − σ, ε) =
ε

π ((ω − σ)2 + ε2)
.

L?���R "��$%�� ���$/.p�����R46�(�C�Wq/�(=����(-H�!�v$%4@F7�!$%'���-�8aK%$kF%��=C����&94@8E������>�=C$%>6�(=C���!���X$/.p�����R�(r:',;_����$%�
.1$%=l������&��(���(=�G��!�,;d���!$/�y$/.������E��=�;/���C.1$/=�G�YE��� �;/����$/.W�����cK@;/'������!;/�U25���,;/>p��&�q/�(=����(-X$%���
��$%'�-!&y��;kF/�a��$�&���;/-M���D���y;_�y$%>6�(=�;_��$%=w-��!q_�

e−H 2 �6������=C�
H
�!�R�����E�,;_G9��-���$/���j;/�#$/.v�����

�C87�T����G��(Y Lw.f �$%'�=����\����������$%'�-!&)G);/q_�\�����w�:'�G���=C�! <;_-6 �;/-! ('�-j;_���!$%���WG['� "��G�$%=��\&�� �� �'�-��<Y
L?�����W>�=�$%4�-���G &�$U�(�X��$/�W;/=C�!���?���c <;/�C�R$/����&��<;/-��S�������c������-!$%=C���@��J(�j;/�Eq_��=C����-]�:�����! "��-!�<;_&��
��$9;E����G9>�-��+��r:',;d���!$/�	;_������-!-646�B����$����	�!�������l.1$%-!-�$�������Ka�C�� (���!$%�eY

����� ��� ��� �"� ��+ !�� � +�!#� ���)�"��� �)��+�%� �"���

�,$%=t�����?I0$%=��(�@��J?��@���(K%=�;/-�LM=�;/���C.1$/=�G N]I0�LRQt$%���3 "��$U$%�C���W;+q/�(=����(-��������E-!$%=C���@��J(�j;/�[���,;/>p�

K(ω, σ) =
1

(ω − σR)2 + σ2
I

,

�����(=��
σ = −σR + iσI

����;� ($%G9>�-!�Vi�>,;/=�;/G9�V���(=�YvL?���hI0�L ���3�����(�	&��V*,���(&n4@8

L(σ,q) =

∫ ∞

0−
dω

R(ω,q)

(ω − σR)2 + σ2
I

,
N	 UYD@@Q

����;_�AG9;<8c46��F7�!�V�A�(&#;/�A;hK%������=�;_-!�!J(��&���'�G =C'�-!�R&���>p����&��!��K`$%��;h �$%�@���!�:'�$%'��W>,;/=�;/G��(���(=
σ
YSL?���RG9;/���c;/&�F_;/�@�";/K/�?$/.6�����RI0�LgG��(����$U&c���S���,;_�v�������(F_;/-�',;_����$%�a$/. L(σ,q)

&�$U�(�X��$/�
=��(r:'��!=C�9�������ViU>�-��! ��D�hq7��$���-���&�K/�)$/.?�����)=C����>p$%���C�).1'��� V����$%�x�S;_��&~������=��V.1$%=��9$/.3�����9*,��;/-
�C��;_���(� |Ψf〉

Y � �l�C$U$%��;_� L(σ,q)
�!�+K%�DF%�(�x�x�����[=����C>6$/�����

R(ω,q)
�!�+$%4U�";/������&�.1=C$%G�;_�

�!�@F/��=��C�!$%��$/. �����l��=�;/���T.1$%=�G�Y
�H$/=A�����B �;/-! ('�-j;_���!$%�)$/.t����� L(σ,q)

$%���h��$/���(��*�=��C�����,;_������ �;/��46�l��i�>�=����C���(&�;/�

L(σ,q) =

∫ ∞

0−
dωR(ω,q)

1

(ω + σ∗)

1

(ω + σ)
.
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L?�����e�p'����!��Kc�����B&��(*��������!$%��$/.M�����B=C����>p$%���C�l.1'��� (���!$%�#���~N	 UY � QA$%���BK%�V���

L(σ,q) =

∫ ∞

0−
dω

∫∑

f

〈Ψ0|O†(q)
1

(ω + σ∗)
|Ψf 〉〈Ψf |

1

(ω + σ)
O(q) |Ψ0〉 δ(Ef −E0 − ω),

�����! "�#87�!�(-!&��

L(σ,q) =

∫∑

f

〈Ψ0|O†(q)
1

(Ef − E0 + σ∗)
|Ψf〉〈Ψf |

1

(Ef − E0 + σ)
O(q) |Ψ0〉 ,

;_. ���(=[���:����K%=�;_������K�$%'��[�����
δ
25.1'��� (����$%�xY+�\�C�!��K������(�m�����).P;_ (�h���,;_�`�����)�C�";d����� |Ψf 〉

;/=C�
����K%�����T�";_������$/. �����B�,;_G9��-���$/���j;/�

H
$/.M�����B�C87�C����G��H�,;/G���-�8

H |Ψf〉 = Ef |Ψf〉 ,

$%���BK%�V���?.1$%=3�����`I0�L������l.1$%-�-!$k���!��K[�ViU>�=��(���C�!$%�

L(σ,q) =

∫∑

f

〈Ψ0|O†(q)
1

(H − E0 + σ∗)
|Ψf〉〈Ψf |

1

(H − E0 + σ)
O(q) |Ψ0〉 .

� ��-j;_�C���C����>�$%���B'��C���������B �-�$%��'�=��B=��(-j;_���!$%�
∫∑

f

|Ψf〉 〈Ψf | = 1,

87�!��-�&��!��Ka.1$%=3�����hI0�L

L(σ,q) = 〈Ψ0|O†(q)
1

(H − E0 + σ∗)

1

(H − E0 + σ)
O(q) |Ψ0〉 .

N	 UY!�/Q

L?���!����i�>�=����C����$%�n$%4@F7�!$/'���-D8��,;/�?�����B���!G�>�-��w.1$%=�G $/.t;c�Cr:',;/=��(&n��$/=�G

L(σ,q) =
〈
Ψ̃
∣∣∣ Ψ̃
〉
,

N	 UYA"%Q

�������
∣∣∣Ψ̃
〉

=
1

(H − E0 + σ)
O(q) |Ψ0〉 .

L?����=C�(.1$%=C�/�e�����a�VF/;_-!',;_���!$%�	$/.v�����aI0$%=��(�@��J[��=�;/���T.1$%=�G�=��(r:'��!=C���w�����a��$/-!'����!$%�	$/.S�����[.1$%-D2
-!$k���!��KE&���b6��=C���@���!;/-x��r:',;d���!$/�

(H − E0 + σ)
∣∣∣Ψ̃
〉

= O(q) |Ψ0〉 .
N	 UY!P/Q
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���(=�G $%�������h=���K%�@�C2���;/��&U25���!&��/Y?�,'�=T�����(=�G�$%=��_�p�C�!�� (�`�����`��$%=�GO$/.t�����h=���K%�@�C2���;/��&U25���!&��h���
*,���D���R46�( <;/'����+$/.6�����\>�=��(���(�� ��+$_.x�����\K%=�$/'���&)�T�";_��� |Ψ0〉

�U;/-!�C$h�����w-��(. �C25�,;/��&72�����&���$/.e�����
��r:',;d���!$/�	�,;_����$E.1'�-�*,-6�����B��;_G9�l4p$%'���&�;/=C8� ($%��&��D����$%�xYSL?������G9��;/���3����;_�������B�C��;_��� ∣∣∣Ψ̃

〉
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�� �����n-!�!K/�:��$/.l�����n-!;/�C�9 �$/������&���=�;_����$%���)�D�)���9 (-!��;/=9���,;_�����g�����yI0$%=��(�@��Jn��@����K%=�;/-
L =�;/���T.1$%=�G G��(����$7&c������&�� �� ('�-���8E$_.6�����\ ($%�@�����7'�'�G��A;kF/�\.1'��� (����$%���X�!�X;<F/$%�!&��(&);_��&������
>�=C$%4�-!�(G ���?=���&�'� ��(&���$c�����l��$/-!'����!$%��$/.M;E4p$%'���&#�C��;_���B-��!q/�w��r:',;_���!$%�x�U���:'���-!��;/&��!��K[��$�;
4���K��C�!G�>�-!�D*, <;d���!$/�)$/. �����l��;/��qHY
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L+�� ��9$%���9�,;/�h�(F_;/-!'�;_���(&m;/���!�@���(K%=�;/-v��=�;/���T.1$%=�G
φ (σ,q)

$_.3�����9=��(��>p$%�����_�S$%�����,;/�h��$
�!�@F/��=C���D���!�u$%=C&���=���$�$/4��";/���������y&�������=��(&�=C����>p$%���C��.1'��� (���!$%�

R (ω,q)
�R�����! "���!�9�����

$%4��C��=TF/;_4�-!�B$%���l��$%'�-�&�-��!q_�+��$c �$%G�>,;/=C�+�������	��i�>p��=C�!G����@�";_-xG9��;/��'�=���G����@����Y
�H=C$%G ;+G);_������G9;_���! <;_-7>p$%���:�t$/.HF7�!�(�������3�!�@���(K%=�;_-U��=�;/���T.1$%=�G �!��N	 UY! /QM <;/�E4p�3��=��D�������

;/�
I{R (ω,q)} = φ (σ) ,

�����(=�� I &�����$/�����+�����a�!�@����K%=�;/- ��=�;/���C.1$%=CG�;/�+;).1'��� (���!$%��;/-M$_.
R (ω,q)

�0;/��& ���!�@F%�(=C���!��K �
�����)��=�;/���C.1$/=�G�G9��;/���h*,��&�����Kn�����)�!�@F/��=��C��q/�(=����(-A$/.?�����)���:F/��=C����.1'��� V����$%�,;/- I−1 ��'� "�
����;_�

I−1{φ (σ)} = R (ω,q) .
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L(σ,q) =

∫ ∞

0−
dωR(ω,q)

1

(ω− σR)2 + σ2
I

,
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R (ω,q) =
N∑

n=1

cnχn (ω,q, α) ,
N	 UY K Q
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Ln (σ,q, α) = I{χn (ω,q, α)}.
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L (σ,q) =
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n=1

cnLn (σ,q, α) ,
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(
σk

R, σI ,q
)
−

N∑

n=1

cnLn

(
σk

R, σI ,q, α
) ∣∣∣∣
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= min,
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χn(ω, α) = ωn+ 1
2 e−

ω
α ,

χn(ω, α) = ωn0e−
ω

nα ,with n0 const.
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Jµ
f0 = 〈Ψf |Jµ |Ψ0〉 ,
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Aµ(x)
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Hint(A) =

∫
d3xjµ(x)Aµ(x)|x0=t + ...

;_�B*,=C�C�h$%=�&���=�Y9�,$%=h;�K%��F/�����,;/G��!-���$%���!;/�
Hint(A)
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A(x)
;_�
A ≡ 0

jµ(x) =
δHint(A)

δAµ(x)

∣∣∣∣
A≡0

.
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∂µjµ(x) = 0,
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∇ · j(x) = −i[H, ρ(x)],
N�@�YDC@Q

��.0�����l "�,;/=CK%�+$%>p��=�;_��$/=
ρ(x)
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H
���l�������:'� �-��<;/=h�,;/G��!-D��$%���!;/�xY �A-��<;/=C-�8%�0�����9K%;/'�K%�c�!�@F_;/=C�j;/�� (�c �$%��&�������$%���!G�>�-!�����w�����

 �$/�����(=CF_;_����$%��$/.M�����B��-��� (��=�$%G9;/K%���(���� + "�,;/=CK%�

d

dt
Q = 0,

�����(=��
Q =

∫
d3xρ(x).
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ρ̃(q) =

∫
d3xeiq·xρ(x),

N�@�YA�%Q

J(q) =

∫
d3xeiq·xj(x),

N�@�YD"@Q
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�����BGa'�-�����>6$/-!�w&��� �$/G9>p$%���D����$%���!�?>p��=T.1$%=�G���&#�C��>,;/=�;_���(-�8�.1$/=3�����(���B���A$�$%>p��=�;d��$%=C��Y

�������
	 ��������������������������

L?���B�C��;/=C���!��KE>p$%�!�@�?$_.S;aGa'�-�����>6$/-!�R&��� ($%G9>p$%�C������$%�����3�����l��i�>�;/������$%�#$/. �����l>�-!;/���+�A;<F%�
�!�#��>�����=C�! <;_-0�,;/=�G�$%���� �� � {v&�G P9C�	

eiq·x = 4π
∑

Jµ

iJjJ(qx)Y J
µ (x̂)Y J

µ

∗
(q̂),

N�@�YAP%Q

������=C�
x̂
&�����$_������������;/��K/'�-j;/=# ($U$%=C&��!��;_���(��$_.[������F/�� (��$%=

x
�ViU>�=C�����C��& �����C>�����=C�! �;/-

 �$7$%=�&��!�,;_�����
(x, θx, ϕx)

�x;/��&
q̂
�!�\�����[��;/G��`.1$%=������hF%�( (��$/=

q
YwL?���[�C87Ga4p$%-��

jJ(qr)
;_=��

������A�(���C��-0.1'��� V���!$/����Y �\�C�!��KE�����!�?��i�>�=����C����$%�n���#�����9N	@�YA�%QA$%���l�,;/�

ρ̃(q) = 4π
∑

Jµ

iJY J
µ

∗
(q̂)

∫
d3xρ(x)jJ(qx)Y J

µ (x̂),
N�@�Y K Q

������=C�`$/���B&��(*,����������� �A$%'�-�$%Ga4�Ga'�-�����>6$/-!�\��$c46�

CJµ(q) =
i−J

4π

∫
dq̂′ρ̃(q′)Y J

µ (q̂′) =

∫
d3xρ(x)jJ(qx)Y J

µ (x̂),
N�@�YD>@Q

� >



 ? ������� ����� ��
 � � ��� ��� � 	 � ���
� ��� � � �
� ��� ��� ��� ���

������ "�a�!� ;\�C>����(=��! �;/-@���(����$%= $/.,=�;/��q
J
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 <;_��46�h <;_-! �'�-j;_����&�'�������K9�����`su��K%����=}2}{v "qd;/=C�R������$%=C��G�Y?L?���[��i�>�=����C����$%��$/.S�����[ ('�=�=C���@�
$%>p��=�;_��$%=?��������=CG9�?$_.t����� �A$%'�-!$/Ga4#Ga'�-����!>p$%-!�(�A���3�����(�

ρ̃(q) = 4π
∑

Jµ

iJY J
µ

∗
(q̂)CJµ(q).

N�@�Y �-? Q

������� � � � � � ��� � ���������������

/U���� ��B�����h �'�=�=��(�@�w$%>p��=�;_��$/=R���R;cF/�� (��$%=��H�����`��i�>�;/������$%�n����&�$%���h�!�����(=�G��\$_.t�����hF/�� (��$%=
��>�����=C�! <;_-0�,;/=�G�$%���� �� � {v&�GIP�C 	

Y
µ
Jl1(q̂) =

∑

mξ

〈l1J |mξµ〉Y l
m(q̂)eξ,

N�@�Y ��� Q

�����(=��
eξ

�:�������
ξ = 0,±1

�:�!��;`�C�(�?$/.eF%�� V��$%=C�A&��V*,���(&��������9=��(��>p�� (�A��$a;h��>�����=��� <;/-p4,;/�C�!�

e1 = − 1√
2
(ex + iey)

e0 = ez

e−1 =
1√
2
(ex − iey).

|\�(=��
(ex, ey, ez)

;/=C�	�����	����=�����F%�( (��$/=���&��V*,���!��K~�����	=��V.1��=��(�� ��n�C87�C����G�Y L?���nF/�� (��$%=
��>�����=C�! <;_-0�,;/=�G�$%���� ��3.1$%=CG ;E �$/G9>�-��(���l���(�R$%�#�����h'��������C>�����=C�h���D���

∫
dq̂′ Yµ′∗

J ′l′1(q̂
′) ·Yµ

Jl1(q̂
′) = δJJ ′δll′δµ,µ′ .

N�@�Y �  %Q

L?���h�ViU>,;/�����!$/�	$/. �����h�(-!�( (��=C$%G9;/K%���V���! w �'�=C=����@�R�!�#G�$%G����@��'�G ��>,;_ ��h=��<;_&�� � �l$%- ?�? 	

J (q) = 4π
∑

lJµ

Jµ
Jl(q)Y

µ∗
Jl1(q̂),

N�@�Y � @@Q

�����(=��B�����B �$7���� (�!���@���\$/. �����h��iU>,;/���C�!$%�	;/=��lK/��F%�(�	4@8

Jµ
Jl(q) =

1

4π

∫
dq̂ ′J (q′) ·Yµ

Jl1(q̂
′).

N�@�Y � C:Q

su�����n�����a��$/��;_����$%�
q
�����`G9$7&�'�-�'�� |q| �!�\G9��;/�@�<�6�����!-!� q̂  (-!��;/=�-D8#&�����$_�����\�����E;_��K%'�-!;/= �$7$%=C&��!�,;d�����

(θq, ϕq)
YSL?���wF/�� V��$%=C�

q
;/��&

q′ &��Dbe�(=A$%��-�8E.1$%=X�����w$%=������@�";_���!$%�9;/��&)��$/�W.1$%=
�����hG�$7&�'�-!'���Y

�  � �$/=�&�����K���$m;/��K/'�-j;/=EG�$%G����@��'�G =�'�-����������!�� �-��<;/=E����;_�
l
 �;/��;/�C��'�G��n$/��-�8m�����
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F_;/-!'��(� |J − 1| � J �U;/��& J +1
�7;/��&c�����(=��V.1$%=��\�!�nN	@�Y � @@QS$%���R <;_�)�ViU>�-��! (����-D8[��=C�����?�����w�C'�G

$%�
l
;/�

J (q) = 4π
∑

Jµ

(
Jµ

JJ−1(q)Y
µ∗
JJ−11(q̂) + Jµ

JJ(q)Yµ∗
JJ1(q̂) + Jµ

JJ+1(q)Y
µ∗
JJ+11(q̂)

)
.
N	@UY � �/Q

"w�(*����!��Kc�������#�����l.1$%-�-!$k���!��K[r7'�;/�@�������!�(�3�������#K%$7$7&�>�;/=��D��8

Jel
Jµ(q) = 4π

(
Jµ

JJ−1(q)Y
µ∗
JJ−11(q̂) + Jµ

JJ+1(q)Y
µ∗
JJ+11(q̂)

)
,

N	@UY � "%Q

J
mag
Jµ (q) = 4πJµ

JJ(q)Yµ∗
JJ1(q̂)

N�@�Y � P%Q
��������������G9��;/���!��Kh$_.x��-��� V��=��� �;/��&�G);_K%���(���! ?Ga'�-�����>6$/-!���(�/=C����>p�� V���DF%��-D8%�:��������$_�";/-� ('�=�=C���@�
$%>p��=�;d��$%=?4p�� ($%G9�(�

J (q) =
∑

Jµ

(
Jel

Jµ(q) + J
mag
Jµ (q)

)
.

N	@UY �-K Q

��[�����!�f�3;<8h$%���� <;/�a ($%-!-��� V� ������F/�� V��$%=M��>����(=��� <;/-7�,;/=CG9$%���! ��0���D���[&���b6��=��(�@�t>,;_=�����8
(−1)J

;/��&
(−1)J+1 �,�!�������h�(-!�( (��=C�! B;/��&	G9;/K%���V���� +>,;/=T��$/.t�����l$%>p��=�;d��$%=(��=��(��>p�� (����F/��-�8/Y
�A$%�� ��(�@��=�;d���!��K�*,=C�C��-�8�$%�������`�(-!�( (��=C�! lGa'�-�����>6$/-!���(�U$/���B <;/�#����$�� NP���(�[;_-!��$�� �3;/ ?T� 	jQ

���,;d�?�����l.1$%-�-!$k���!��K[�ViU>�=��(���C�!$%�	��$%-!&��

Jel
Jµ(q) = q̂Y J

µ

∗
(q̂)

∫
dq̂ ′ (q̂ ′ · J (q′))Y J

µ (q̂ ′)

+ (q̂×Y
µ∗
JJ1(q̂))

∫
dq̂ ′ (q̂ ′ ×Y

µ
JJ1(q̂

′))J (q′) ,

�����! "�9G9��;/����;h�C��>,;_=�;_���!$%���!�@��$h-!$/��K%����'�&����,;/-�;_��&9��=�;/���TF%�(=����w �$%G�>6$/�����@���X�������9=C���C>6�( (�
��$

q
Y+�\$_���[���,;_�

q̂
&�����$_�����\�����a'�������;/=C8�F/�� (��$%= q

|q|
YwL?���(�y$%���a �;/��&��V*,���c;/ ( �$%=C&��!��K/-�8

�����B-�$%��K%�D��'�&����,;/-6;/��&#�����l��=�;/���TF%�(=����h��-��� V��=��� lGa'�-D���!>p$%-����3;_�

Lel
Jµ(q) =

1

4π

∫
dq̂ ′ (q̂ ′ · J (q′))Y J

µ (q̂ ′),
N	@UY � >%Q

T el
Jµ(q) =

i

4π

∫
dq̂ ′ (q̂ ′ ×Y

µ
JJ1(q̂

′)) · J (q′) .
N	@UY! ? Q
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�!��N	@UY � C@Q3;/�

Lel
Jµ(q) =

√
J

Ĵ
Jµ

JJ−1(q)−
√
J + 1

Ĵ
Jµ

JJ+1(q),
N�@�Y! � Q

T el
Jµ(q) = −

√
J + 1

Ĵ
Jµ

JJ−1(q)−
√
J

Ĵ
Jµ

JJ+1(q).
N�@�Y! � %Q
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J
mag
Jµ (q) = Y

µ∗
JJ1(q̂)

∫
dq̂ ′J (q′) ·Yµ

JJ1(q̂
′),

N�@�Y! 9@@Q

.1=�$/G ������=C�B$%���B <;/��K%�V�R�����B&��(*��������!$%��$/. �����hG9;/K%���(���� +Ga'�-D����>6$%-����

Tmag
Jµ (q) =

1

4π

∫
dq̂ ′J (q′) ·Yµ

JJ1(q̂
′) = Jµ

JJ(q),
N�@�YA 9C:Q

;/ ( �$%=C&��!��KE��$c�����9N	@�Y � C:Q��������� "�	���?>�'�=��(-�8���=�;/���CF%�(=��C�/�p���!�� ��

q̂ ·Yµ
JJ1(q̂) = 0.

5.S$/���B��$k�  "��$7$%���(�R�����B&��!=C�� V���!$/��$/.M�����B>���$/��$%��G9$%G����@��'�G ��$�4p�h;/-!$/��Ka�����
z
2�;diU�!�

q = qez = qe0,

�������
Y

µ
Jl1 = 〈l1J |0µµ〉 l̂√

4π
eµ.

L?���hGa'�-D���!>p$%-��\��i�>�;/������$%��$/.M�����B �'�=C=��(�:�\�!�3������=C�(.1$%=C�

J (q) =
∑

Jµ

√
4πĴ

[
Lel

Jµ(q)e0 + µ 〈J1J |0µµ〉T el
Jµ(q)e∗

µ

]

+
∑

Jµ

√
4πĴ 〈J1J |0µµ〉Tmag

Jµ (q)e∗
µ.

N�@�Y! ��%Q
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Jλ (q) = eλ · J (q)

�������
λ = 0,±1

�������#=����C>6�( (�R��$E�����h�C>����(=��! �;/-04,;/�C�!�hN�@�Y �  %QV��������=��

Jλ (q) = (−)λ
√

2π(1 + δλ0)
∑

J

Ĵ
[
Lel

Jλ(q)δλ0 +
(
T el

Jλ(q) + λTmag
Jλ (q)

)
δ|λ|1

]
.
N�@�Y! 9"@Q
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n;/q:�!��K�'����h$/.

q̂×Y
µ
JJ1(q̂) = i

√
J + 1

J
q̂Y J

µ (q̂) + i
Ĵ√
J
Y

µ
JJ+11(q̂),

�����l��=�;/���TF%�(=����`��-��� (��=��� lGa'�-����!>p$%-!�R�!��N�@�Y! ? QA <;/�#4p�l��=����C���(�n;/�

T el
Jµ(q) = − 1

4π

∫
dq̂ ′

[√
J + 1

J
q̂′ · J(q′) Y J

µ (q̂′) +
Ĵ√
J
Y

µ
JJ+11(q̂

′) · J(q′)

]
,

N	@UY! BP/Q

������=C�)�����)>,;/=T�[>�=�$%>p$%=C���!$%��;/-S��$
q′ · J(q′)

 <;/��46����=����C���(�~�!�����(=�G��`$/.?����� �A$%'�-!$/Ga4
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 �$%������=TF_;_����$%�#=��<;_&��

q · J(q) = ωρ̃(q),
N	@�YA K Q

�����! "��G��<;/���?���,;_�?�����B��=�;/���CF%�(=��C�[Ga'�-D����>6$%-��\���?K%��F/����4@8

T el
Jµ(q) = − 1

4π

∫
dq̂ ′

[√
J + 1

J

ω

q
ρ̃(q′)Y J

µ (q̂ ′) +
Ĵ√
J
Y

µ
JJ+11(q̂

′) · J(q′)

]

= Sel
Jµ(q) +Kel

Jµ(q),
N�@�Y! 9>@Q

�!�@��=C$U&�'� �����Ka����� /U����K%�(=C��$%>p��=�;_��$/=

Sel
Jµ(q) = − 1

4π

√
J + 1

J

ω

q

∫
dq̂′ρ̃(q′)Y J

µ (q̂ ′)
N	@UYA@ ? Q

;/��&#�����B ($%=�=C�� (���!$%����$c����� /U�!�(K%��=T��$%>p��=�;d��$%=

Kel
Jµ(q) = − 1

4π

Ĵ√
J

∫
dq̂ ′Yµ

JJ+11(q̂
′) · J(q′).

N	@UYA@ � Q
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Kel
Jµ(q)

���
���A$�>p$k�A�(=��l����K%���(=w�!�

q
N �������w�!�\�<;/�C�!-D8	�C��$k�����!�n ($U$/=�&����,;_���`��>,;_ ��/�e�����c;_-!��$ � �3;_ ?T� 	 Q�Y
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Sel
Jµ(q) = −

√
J + 1

J

ω

q
iJCJµ(q).
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r:'�������=��(-!�!;/4�-!��;_�[-!$k� >���$/��$%�mG�$%G����@��'�G��t�]Y^�_Y

qR � 1
�t�����(=��

R
 "�,;/=�;/ (����=���J��(�[�����

��>�;_���!;/-l�Vi7���(������$%� $_.`�������T87�C���(G	Y |\$k���(F%�(=��B������������ �=C�<;/�C�!��K
q
�+�D�#�!�#���( ����C��;/=T8u��$

 <;_-! �'�-j;_���[;/-���$������a ($%�@��=C�!4�'����!$%��$/.
Kel

Jµ(q)
�6������=��[$%���[��;/�\��$�q:��$k� �����[��iU>�-!�� ����R.1$%=CG

$/. �����B ('�=�=C���@�w$/>6�(=�;_��$%=�Y

� � � � ��� � � %  ��� ! ��� � ���� !'� ��� � ��+ � !#* � � ( � �)� !#�"�)%

L?���c �$/���C��=�'� V���!$/��$_.W�����E��-��� V��=�$/G);/K/���(���! [ ('�=�=C���@�h�!�+�T��=�;/�!K%�@�C.1$%=C�A;/=�&�.1$/=l>6$%���@�+>,;/=T��� 2
 �-����(Yw�,$%=R;)K%�DF%�(�n�,;/G��!-D��$%���j;/��$%���[ <;_�n'��C�[�����`G9�V����$7&n$_.vG9�����!G9;/-6��'�4��T���D��'����!$%�n;/��&
�������m������ �'�=C=��(�:�c���`.1$%'���&m'��C�!��K�N�@�YA %QV�v;_>�>�-�87����K	������&��(=���F_;_����F/�9�������m=��(��>p�� V�a��$n�����
��-��� V��=�$/G);/K/���(���! +>p$/���(�@���j;_- � � =�� K  U� � =C��> ? 	ZY

5.�$/���E �$%�����!&���=��h;).1=C���c>,;/=T���! (-!�h�������yG9;/�C�
m
;/��&� "��;/=�K%�

e
�0&����C �=���46�(&�4@8�;���$%�U2

=��(-j;_����F7�!�T���� w�,;/G��!-D��$%���j;/�
H0 = p2

2m

�,'�������KE�����BG��(����$U&#$/.MG��!����G);/-H�C'�4��C������'�����$%�

H0 → H0 − eA0(r),

p→ p− eA(r),

$%���B$%4U�";/�����

H(A) = H0 −
e

2m
(p ·A(r) + A(r) · p) + eA0(r) +O(A2).

%M�(=C.1$%=CG9����K+�������c�����?&��(=��DF/;d����F/�hN	@�YA %QM$/����=��� ($kF%��=C�W�������ViU>�=C�����C�!$%�c.1$%=t������>6$/�!�@�v "�,;/=CK%�
&��(�����D��8�;/��&#.1$%=3�����l>�'�=��h �$%�@F/�� (���!$%�� �'�=�=��(�@�

ρ(x) = e δ(x− r),

jc(x) =
e

2m
{p, δ(x− r)}.

�\$~��>����  �'�=�=��(�@�)���(=�G �!��K%�(����=�;_���(&��!�����������A;<8%�?�C�!�� (�n�������);�=���-!;_���DF7�!�C���! �>�=C$%>p��=C��8/Y
|\$k���(F/��=��6;/&�&��!��KE.1$%=CG);/-�-�8c��$E�����B�,;/G��!-���$%���!;/��;aF_;/������������Ka���(=�G ����=�G -!�!q_�

H0 = H0 + i
µ

2m
σ · (p× p).

�����(=��
µ
���M�����3G9;/K%���V���! XG�$%G����@�t$_.,������>,;/=C���! (-!�/�d�����(�aG��!����G);/-/��'�4��T���D��'����!$%�aK/�����(=�;_�����

�����h�C>��!�� �'�=�=��(�@�
js(x) = i

eµ

2m
σ × [p, δ(x− r)],

N	@�YD@B@@Q
������ "���!�[>�'�=��(-�8���=�;/���CF/��=C���#;/��&������(=��(.1$/=��

∇ · js = 0
Y��,=�$/G������!�h-j;_�C�a��i�;/G9>�-!�����`�!�

 �C



��
���
 
 ��� � � 	 � ��� ���
� � � � � ��� � 	 � � �
��� � ��� ����� � �
���
	  B�
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�ViU>�=C�����C�!$%�y.1$%=������a$%����2�4p$U&�8� "�,;_=�K%�_�e �$/�:F/�� V���!$/��;_��&���>��!�� ('�=�=C���@�l$%>p��=�;_��$%=C��Y+L?����=���2
.1$%=��_�,�!�#;/� � 2546$7&�8)�7'� �-!��;/=��C87�C����G �����B "�,;/=�K/�h$/>6�(=�;_��$%=?�,;/�?�����B.1$/=�G

ρ(1)(x) = e
∑

k

1 + τ 3
k

2
δ(x− rk),

N	@UYA@�C@Q

������=C�E�����E "�,;_=�K%�
ek

$/.W�����Eq@2Z�����:'� �-���$%�����+&����C �=C�!4p��&����������!�������E�!��$/��>�����.1$%=�G9;/-!����G��
�!�@��=C$U&�'� �����Ka�����l�����!=C&� ($%G�>6$%�����@�

τ 3
k

$/.t�D���?����$%�C>��!�xYtL?���` ($%�@F%�( (����$%�	;/��&���>����� ('�=�=C���@�
$%>p��=�;d��$%=C�3.1$%=�;/� � 2�4p$7&�8��T8U�T���(G ���!-!-e-!$7$%q9-��!q_�

jc(1)(x) =
e

2m

∑

k

1 + τ 3
k

2
{pk, δ(x− rk)},

js(1)(x) = i
e

2m

∑

k

µk
1 + τ 3

k

2
σk × [pk, δ(x− rk)],

N	@UYA@<�/Q

������=C�
µk

;/=��+�����BG);_K%���(���! +G�$%G����@���?$_.t>�=C$/��$/�	;_��&#����'���=�$%�
µp/n

YXL?���B��'�4��C �=C�!>��
(1)�!�[�����3-!;/�C� .1$%=�G['�-j;/� �!��&��! �;_���(�M����;_�t�����(8[;/=��A$%���V2546$7&�8h$%>p��=�;_��$%=C��YML?���3 "�,;/=CK%�3$%>p��=�;_��$/=
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∇ · j(1)(x) = −i[T, ρ(x)],
N	@�YD@B"@Q

�������������9��$_�";/-X �'�=�=��(�@�
j(1) = jc(1) + js(1)

�t�����(=��
T
���`��������$/�";_-Wq:�����(���! ������(=�K/8�$/.3�����

� 2546$7&�8��T87�C���(G
T =

∑

k

p2
k

2m
.

|\$k���(F%�(=��x�D.S$%���` ($%������&���=C�+;/�	�!�@���(=�;/ V������K9�T87�C���(G����D���	;9�,;_G9��-���$/���!�,;_�
H = H0 + V

�
�����y ($%�@�����7'�����8g��r:',;_���!$%� ����-!-R �$%�@��;/�!�u;/-���$~������ ($%G9G['��";_��$%=

[V, ρ(x)]
�R������ "� �!����$/�
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V = V0(rpn)Ppn
�%���D���

rpn
4p������K

�����`&��!�T�";/�� ��[4p�(�������(��;9>�=C$/��$%�n;/��&y;�����'U��=�$/�y;/��&
Ppn
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[V, ρ(x)] 6= 0

;/��&�;/��;/&�&��D����$%�,;/-M �'�=C=����@�`&�����������8��!�l���(��&��(&���$�.1'�-D*,-
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&��(>6�(��&����� ��/�e��'� "�n���,;_�
[V, ρ(x)] 6= 0

�p;/�	��-!�( (��=�$%G9;/K%���V���� l �'�=C=����@�w$%>6�(=�;_��$%=��,;/����$�46�
�!�@��=�$7&�'� ��(&���$c��;_���!�C. 8

∇ · j(2)(x) = −i[V, ρ(x)].
N	@�YD@<P%Q
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2ε sin2 θe/2

}2

.

L?���w��iU>�=��(������$%���!��N	@�Y C ? QS���WF_;/-��!&��!��>�-j;/���R�A;<F%� �A$/=���;/>�>�=�$<iU�!G9;_����$%�E.1$%=X�����R��-��� (��=�$%�e�
�ZY �/Y�������=C���A$%'�-!$/Ga4m&����C��$/=C����$%���[;/=������(K%-!��K%�!4�-!�	N1������ "���!�[������ <;/�C��.1$%=a-��!K%�@�a�:'� (-!�(� QVY
�,'�=C������=CG9$%=C�/�X�������Vi7��=���G��#=��(-j;_����F7�!�T���! )-!�!G����`�,;/��4p�����g'����(&x�A������ "�gG��<;_���E���,;_�c�����
��-��� (��=�$%��G9;/���E��;/�c46�(��������K%-��� V����&���������=��(��>p�� (����$��D���a�(����=CK/8%Y�L?�����E�!�E �-��<;/=C-�8���=C'��
�������

ε� 0.5

�� 	a�������� "�#�!�A�����l <;/�C�l$/.M;/-!-p-j;_46$%=�;_��$/=��!�(�W������=��B�:'� (-!�<;_=3=���;/ (���!$%���3;/=��

�C��'�&��!�(&xY
�\������K�;$�R$/�����:4�-�'������C��>,;/=�;_����$%���D�l�!�+>p$%�C���!4�-!�[��$�&��!�C���@�";/��K%-!�[�����E-!$/��K%����'�&����,;/-f=���2

��>p$%���C�\.1'��� V����$%�
RL(ω,q)

.1=�$/G���������=�;/���TF%��=C���+$/���
RT (ω,q)

YS|R��=��R$%���R <;_�)��$/���R���,;_���
 �$%�@��=�;/=T8E��$B>���$/��$@;/4��C$%=�>U���!$/�x�%�����(=����!�W;l-!$/��K%����'�&����,;/-�=C���C>6$%�����/YvL?���\-�$%��K%�D��'�&����,;/-7>,;/=T�
$/. �����B �'�=�=��(�@�w���?=���-!;_���(&���$E�����B "�,;_=�K%�B$%>p��=�;_��$%=?4@8������l �$%�@���!�:'�����8���r:',;_���!$%��N	@UY! K QVY

/U�!�� (�
ω
;/��&

q
 <;/�nF_;/=T8#�!��&���>p����&��(�@��-�8/�6$/���[ �;/�n�T��'�&�8������`=C����>p$%���C�[.1'��� V����$%���\;/�

.1'��� V���!$/���t$/.������3�(����=CK/8
ω
�/q/�(��>�����Kw�����AG�$%G����@��'�G

q = |q| *�iU��&E$/=MF7�! (��F%�(=���;��@$%���� <;/�F_;/=C8c�����wG�$%G9�(�@��'�G��:q/���(>��!��K
ω
'��� "�,;_��K%��&eYW���;/�@89 �;/���_��&��(>6�(��&�����Ka$%�)�����\F_;/-�'�����$/.

�����(=�K/8�;_��&	G�$%G����@��'�G ��=�;/���C.1�(=��!�#�����B=���;/ (���!$%��;EF_;/=C87�!��K9�:'�Ga4p��=�$/.tGa'�-D���!>p$%-����A��;/�
��$c4p�h ($%���C�!&��(=���&��!�������B�ViU>,;/���C�!$%��$/. �����B "�,;_=�K%�h;/��&� �'�=�=��(�@�w$%>p��=�;_��$/=���Y

L?�����C��;/�C>6�( (���h���!-�-S46�c&����� ('����C��&~.1'�=T�����(=`��� �A�,;/>�����=M"#�����(=��9=����C'�-����B$%�~�(-!�� V��=C$%�
�� �;_������=�����Kc$/b 4 |R�`;_=��l>�=C�����(�@����&eY

 �>



@ ? ������� ����� ��
 � � ��� ��� � 	 � ���
� ��� � � �
� ��� ��� ��� ���

@ ?



� � ���z� � � �

� � � � � � ��� � � � � � � � � ������� � � � � ��� �	�

��g�����!�E "�,;_>����(=������	�VF_;/-!',;d���!$/��$/.l;yG9;_��=C�Di��(-!�(G9�(�:�������������!�@���(=��,;/-A �$7$%=�&����,;_�����c$/.
;/�

A
2546$7&�8g�C87�C����G ����&����� �'������(&xY�L?���y�:87>p��=C��>����(=��� <;/-+.1$%=CG);_-!�!�CG �!��'�����&e�w;/��&u����$

���(>,;/=�;d����&����( (����$%����.1$%=�������G);_��=�� i��(-!��G����@����$_.a$%����2�4p$U&U8 ;/��&u����$_2�4p$U&U8 $%>p��=�;d��$%=C�
;/=���>�=C���C���@���(&xY � �#�������(��& ;�4�=����(.`&��!�C �'��C����$%��$/���������(b6�� (����F/�����:����=�;/ (���!$%�u�!� �����
�@8U>p��=C��>�����=��� <;/-f�,;_=�G�$%���! (�?�ViU>,;/�����!$/�mNP{X}|\|+Q3�!��;_-!��$EK/��F%�(�xY

���
 � �"%'* � � ��+���� ( ! %

�,$%=3�����h <;_-! �'�-j;_���!$%��$_.t�(-!�� V��=C$%G);_K%���(���! l=C�<;/ V���!$/���?$%�
A
2�4p$7&�8��:'� �-����0�D���!������ (���C��;/=T8#��$

�(F_;/-�',;_���RG9;_��=C�DiE�(-!�(G9�(�:���A$/.x;`K%�DF%�(�)$%>p��=�;_��$%=X����;_�3;_ (���W$%�);/�
A
2�4p$U&�8E�A;<F%�w.1'��� (���!$%�eY

L?���!�t�!� =���r:'���=��(&a*,=��T�v$/.p;/-�-:.1$/=M�����A��$/-!'����!$%�`$/.,����� /U "��=��7&�����K%��=M��r:',;_���!$%�e�_�����(=��?G9;_��=C�Di
��-���G����@���\$/.S�����`q:�!���(���� `�(����=CK/8n;/��&n$_.S�����`>6$_�����@���j;/-f�,;<F%�h��$946�` <;/-� �'�-!;_���(&xY��,'�=C������=}2
G9$/=��/�@���D�������c�����RI0�L�G9�V����$7&x�7;/&�&�������$%�,;/-UG);d��=�� iE�(-!��G����@���X.1$/=X�����R��$%'�=C ������(=�G ���������
=���K%�@�C2���;/��&U25���!&��\$/.f�(r:',;_����$%��N	 UY!P/QW;/=C�+���(��&��(&xYXL?�����C�lG);_��=�� ic��-���G����@���?;_=��w$_.0�����+q:����&
$/.x����$%���\����$k��������{vrHY0N	@UY � Q��@������=C�w�����R.1$%=�G $_.0�����\$%>6�(=�;_��$%=X&���>p����&��?$%�9�����w=C�<;/ V����$%�
'���&��(=��C��'�&�8%Y

Ll'�=n;/>�>�=�$@;_ "�� ($%�������C���	���������� �;/-! ('�-j;d���!$/��$/.aG9;_��=��Di���-���G����@������������=C���C>6�( (�n��$
�!�@���(=��,;_-U�A;kF/�3.1'��� V���!$/�����%�����(=��3�����3 ��(�@����=v$_.6G9;/�C�tG�$/����$%�[�,;_�X;/-!=C�<;/&�8h4p���(���C��>,;_=�;_����&
.1=�$%Gz�������!�@���(=��,;_-S&�87�,;/G��! (��Y�L?���!�h�!�+F/��=C8�'��C�(.1'�-X�C�!�� (�9���������1/U "��=��7&�����K%��=B�(r7'�;_����$%�
;/��&c�!�a�����? �'�=�=��(�@��G9;_��=��Di`�(-!��G����@���W$/��-�8h�����?���@����=C�,;/-�&���K%=C�����X$/.H.1=C����&�$%G ;/=C�3=��(-!�(F_;/�@��Y
L?���

A
2�4p$7&�8����:����=C�,;/-x ($U$%=C&��!��;_���(��;/=��

r′i = ri −Rcm,
N�C�Y � Q

@ �



@< ������� ����� ��
 � � � � ��� ��� ��� � � ���
� 
 � ������� � � � 	������
	

�����(=��

Rcm =
1

A

A∑

i=1

ri,

&��(��$/���(�R�����B ��(�:����=R$/.MG);/�C�� �$7$%=�&����,;_���/Yts��l�A$%=Cq��!�������B ����@����=R$/.tG9;/�C�3.1=�;/G��/�����D���
∑

i

r′i = 0.
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〈Ψ|O(r′1, ..., r
′
A) |Ψ′〉 ,

�����(=��
O
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A − 1
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�%;/ ($%4��0 �$7$%=C&��!�,;d�����(� {ηk, k = 1, ..., A− 1} &��V*,����&n;/�

ηk−1 =

√
k − 1

k

(
rk −

1

k − 1

k−1∑

i=1

ri

)
; k = 2, ..., A,
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A ≥ 4
Y
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O(1) =
∑A

i=1Oi
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〈Ψ|O(1) |Ψ′〉 = A 〈Ψ|OA |Ψ′〉 . N�C�YA@%Q
���;/��;/�,;/-�$%K%$%'����3;<8%�,���� <;/�C�B$/.M;E����$_2546$7&�8�$/>6�(=�;_��$%=

O(2) =
∑A

i<j=1Oij
�������B�VF/;_-!',;d2
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〈Ψ|O(2) |Ψ′〉 =
A(A− 1)

2
〈Ψ|OA,A−1 |Ψ′〉 . N�C�YDC@Q
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�H'�=C������=�G�$%=C�/�W��.\$%�����ViU>,;/��&����������A;<F%�#.1'��� V���!$/��� |Ψ〉 ;/��& |Ψ′〉 �!�����(=�G��E$/.w�����
A
2546$7&�8#;/�@���!�C87G�G9�V��=C�!J��(&#�:87>p��=C��>����(=��� <;/-f�,;/=CG9$/���! (���������� "��;/=C�B�!=�=C��&�'� ��!4�-!�+=C��>�=C�����(�U2

�";_���!$%���l$/.������cK%=�$/'�> SA
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���!-�-e4p�h&��!�� ('����C��&	4�=���� ��8�-!;_���(=�Y
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3(A−1)
���@����=C�,;/-7 �$7$%=C&��!�,;d�����M$/.,�����3�C87�C����G��:;/G�$%��K\������G $%���A�!�f�����3�@87>p��=T25=�;/&��j;/-

 �$7$%=C&��!�,;d���
ρA−1 = ρ

;_��&�;/-�-������\$/������=C�A ($%���C������'����\;h�C�(�A$/.
(3A−4)

;/��K%-������@������ "��;/=C�
 �$/-!-!�( (����&#'���&��(=\$/���l������K%-!�l�T87Ga46$/-

Ω
Y

L?�������@����=C�,;/-/�A;<F%�W.1'��� (���!$%�h$/.�;/�
A
2�4p$7&�8l�C87�T����G��_���,;_�f&��(>6�(��&��M$%�h�����

A−1
F%�� V��$%=

�%;/ ($%4��v �$7$%=C&��!�,;d�����+;/��&�$%�y�����
A
�C>��!���`;_��&��!��$/��>������+$/.W�����E ($%���T������'����@�h>,;/=T���� �-������e�!�
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Ψ(η1, ...,ηA−1, s1, ..., sA, t1, ..., tA) =
∑

Kν

RKν(ρ)HKν(Ω, s1, ..., sA, t1, ..., tA),
N�C�YA�%Q

�����(=��
RKν
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Ω
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A
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HKν
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HKν(Ω, s1, ..., sA, t1, ..., tA) =
∑

YA−1

ΛΓA,YA−1√
|ΓA|

×

×
[
YKA−1LA−1ΓAYA−1αK

A−1
(Ω)⊗ χST Γ̃AỸA−1αST

A
(s1, ..., sA, t1, ..., tA)

]J
Jz .

N�C�YD"@Q

L?���X�C87G�G9�V��=C�!J��(&l�@8U>p��=C��>�����=��� <;/-:�,;_=�G�$%���! (� YKA−1LA−1MA−1ΓA−1YA−1αK
A−1

>p$%���C���C� K/=�;/�U2
&,;/��K%'�-j;_=RG�$%G����@��'�G

KA−1

N1����� � >�>6�(��&��Di+�3QV�HK%$7$U&�;/��K/'�-j;/=?G�$%G����@��'�G
L ≡ LA−1

�
�������y>�=�$ C�� (���!$%�

M ≡ MA−1

�x;/��&y4p��-�$%��K)��$)����-!-M&��(*�����&��!=C=��(&�'� ���4�-!�`=��(>�=��(�����@��;_����$%���
Γ1 ∈ Γ2 ∈ ... ∈ ΓA

$/.������c>6�(=�Ga'U�";_���!$%�yK%=C$%'�>U25��'�4�K%=�$%'�>� "��;/�!� S1 ⊂ S2 ⊂ ... ⊂ SA

�
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[ΓA, YA−1] ≡ [ΓA,ΓA−1, ...,Γ1]
Y L?���y&��!G����72
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Γi
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×
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∑
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′
A, σA) = RJ (r′A) ÕJM (r̂′A, σA) .

N�C�Y � C:Q

� �@8)$%���V2546$7&�89$%>p��=�;d��$%=� <;/��4p�w��=��D�������#;_�AG9$%�T�?;/��;`��'�G $/.0���(=�G��3-!��q/�EN�C�Y � C:QVY �\������K
�������������a �$7���� ������@���w$/.v.1=�;/ V����$%�,;/-0>,;_=����@��;/K%�/�6�����`G);_��=�� i���-!�(G9�(�@�+ <;_��46�`=��(&�'� ��(&y��$
;c-!�!���<;/=3 ($%Ga4����,;_���!$%��$_.t$%���V2�4p$7&�8�G9;_��=C�Di)��-���G����@���R;/�

〈[K]|OJM(r′A, σA)OT T z(τA) |[K ′]〉 =
∑

ΓA−1

c(A,A−1)c(A′, A−1)
ΛΓAΓA−1

ΛΓ′

AΓA−1
|ΓA−1|√

|ΓA||Γ′
A|

∑

JA−1,j,j′

L̂′Ŝ ′L̂ŜĴ2
A−1ĵ ĵ

′





LA−2 SA−1 JA−1

`′ s′ j ′

L′ S ′ J ′









LA−2 SA−1 JA−1

` s j

L S J




×

〈KA−2`;KA−1|RJ

(√
A− 1

A
ρ sinϕ

)
∣∣K ′

A−2`
′;KA−1

〉
×

(−)J−M

(
J J J ′

−M M M ′

)
(−)JA−1+j′+J+J Ĵ ′Ĵ

{
j J JA−1

J ′ j ′ J

}
×

〈(` s)j‖ ÕJ (r̂′A, σA) ‖(`′ s′)j ′〉 ×

(−)T−T z

(
T T T ′

−T z T z T ′z

)
(−)TA−1+t′+T+T T̂ T̂ ′

{
t T TA−1

T ′ t′ T

}

〈t‖OT (τA) ‖t′〉 N�C�Y � �%Q

�����(=��
ΛΓAΓA−1

;_��&
ΛΓ′

AΓA−1

;/=C�[>���;/���[.P;_ (��$/=����
ΓA−1

�
Γ′

A

;/��&
ΓA

;/=C�`�����[&���G9�(������$%�
$/.��������!=C=���>����M;/��&�*��,;/-!-D8n�����9 ($U� �� ��!�(�@���

c(A,A − 1)
;/��&

c(A′, A − 1)
;/=C�E������ (.1>��

$/.+N�C�YD>@Q��x���,;_�h;_=��c��$/�l��=C����������;/K@;_�!�y�!��$%=C&���=+��$#���!G�>�-���. 8#�����c��$_�";_���!$%�xY`L?���c��'�G��!�
N�C�Y � �/Qt=�'����W$kF%�(=�;_-!-�������>6$%�C����4�-!�?��=�=��(>��v&��(��$/���(&����D���

ΓA−1 ∈ ΓA

;/��&9;/-!�C$
ΓA−1 ∈ ΓA′

Y
��~N�C�Y � �%QW���B�,;<F%�hG);_&��+'��C�h$_.M�����lsu�!K%���(=T2�{X "qd;/=T�3������$%=C��G 4p$/����.1$%=������B��>�;_���!;/-D25��>����
���(����$/=9>,;_=C�9;/��&�.1$%=E�������!�C$%��>��!��>,;/=T�9$_.w������$/>6�(=�;_��$%=��W��$�����>�;/=�;_����������K%��$/G9�V��=��� <;/-
�!�U.1$%=�G9;_����$%��$/.l�����	����=C���V2 )�C87Ga4p$%-!��.1=�$%G �����n=���&�'� ��(&�G9;_��=��Di��(-!�(G9�(�:����Y L?���(�u���
�,;<F%��'��C��&������E.P;/ (�B���,;_�l������$/>6�(=�;_��$%=B;/ (���`$/��-�8n$%�y�����c-j;_�C�B>,;/=T���� �-!�_Yc�\$/���E���,;_�l�����
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&�87�,;/G��! �;/-x$%����2�4p$U&U8�=��(&�'� (��&nG9;_��=��Di)��-���G����@�������#�����h;/��K%'�-j;/=}2���>��!���C>,;/ ��

〈(` s)j‖ ÕJ (r̂′A, σA) ‖(`′ s′)j ′〉 N�C�Y � "%Q

;/��&��!�������h����$%�C>��!���C>,;/ (�
〈t‖OT (τA) ‖t′〉 N�C�Y � P/Q

 <;/�y4p�[ �;/-! ('�-j;d����&n;/�,;/-D8:���! �;/-!-D8����������C��;/��&,;_=�&y;/��K%'�-j;_=\G�$%G����@��'�G G��(����$U&���YwL?���!�+���
��$/�+�����a �;/���a$_.v�����a=�;/&��!;/-MG9;_��=��Di��(-!�(G9�(�:�\���,;d�B;/>�>p�<;/=C�l;/-���$)���n�����#N�C�Y � �%Q�Yl�w;_G9�(-�8%�
�!�������h�@87>p��=��C>����(=��! �;/-0.1$%=�G9;/-��!��G �D�?�,;/�?�����B.1$/-!-!$k������K[.1$%=CG � �3;/= >BP/; 	

OJ (ρ) = 〈KA−2`;KA−1|RJ

(√
A− 1

A
ρ sinϕ

)
∣∣K ′

A−2`
′;KA−1

〉

= N (KA−1; `KA−2)N ′(K ′
A−2; `

′KA−2)

∫ π
2

0

dϕ(sinϕ)2(cosϕ)3A−7(sinϕ)`(cosϕ)KA−2

P (α,β)
n cos(2ϕ)RJ

(√
A− 1

A
ρ sinϕ

)
(sinϕ)`′(cosϕ)KA−2P

(α′,β)
n′ cos(2ϕ),

N�C�Y ��K Q

������=C�������)��$%=�G9;/-��!J<;d���!$/�� ($%���T�";/�@���c;_=���K%�DF%�(�m�!�uN �wYA ? QV�
P

(α,β)
n

;/��&
P

(α′,β′)
n′

;_=��)�����
�%;/ �$/4��0>6$/-�87��$%G��j;/-������@��=�$7&�'� (��&��!� � >�>6�(��&��Di � ���D���

n
;/��&

n′ ;/�?���	{vrHYMN �wY � >@Q����������
α = ` + 1

2

�
α′ = `′ + 1

2

;_��&m*,�,;/-�-�8
β = KA−2 + 3A−8

2

Y�L?���!�E$%���V2�&��!G������C�!$%�,;_-��@8@2
>6�(=�;/��K%'�-j;_=w�!�@����K%=�;/-t �;/��46�a �;/-! ('�-j;d����&y�:'�G���=C�! �;/-!-D8���������; �B;/'��C�T2 �%;/ �$%4��Sr:',;/&�=�;_��'�=C�
G9�V����$7& � %v=���>B 	Z�7������=C�w�����+K%=���&)>p$%�!�@���3;/=C�w&��V*,����&#$%�9�����wF_;/=C�j;/4�-!�

x = cos(2ϕ)
YSL?���

=��(��'�-D�3�!�� �-��<;/=C-�89;[G9;_��=C�Di���-���G����@�A���,;_�A�C����-!-H&��(>6�(��&��?$%�)�����+�@87>6�(=T25=�;/&���'����U$kF%��=3�����! "�
�A�h�,;<F%�h��$/�?8/�(�R�!�@����K%=�;_���(&xY

L?���`�@87>p��=T25=�;/&��j;/-x>�;/=C��$/. �����B�A;<F%�h.1'��� (���!$%�#���#{XrHYMN�C�YA"@QA���?�ViU>,;/��&���& � �3;_= >B> 	

RKν(ρ) =
∑

nρ

CKν
nρ
φnρ(ρ),

N�C�Y � >@Q

�!�c���(=�G��W$_.e�����R.1'��� (����$%���
φnρ

����;_�W �$%�@�";_�!�c�����RK%������=�;_-!�!J(��&�If;/K%'��(=�=C�\>p$%-�87��$/G9�!;/-!�t;/��&
;/=��B&��V*,���(&n4@8

φnρ(ρ) =

√
nρ!

(nρ + a)!
b

−3(A−1)
2

(ρ
b

)a−(3A−4)
2

La
nρ

(ρ
b

)
e−

ρ
2b ,

N�C�Y! ? Q

������=C�
a
;/��&

nρ

;/=C�3>,;/=�;/G9�V���(=��v$/.p�����?>p$%-D8U��$%G9�!;/-!�(Y0L?�����@8U>p��=}2�=�;/&��j;_-�G9;_��=C�Di[��-!�(G9�(�@�
@B>
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4p�� �$/G9�(���������

〈RKν(ρ)|OJ (ρ) |RK′ν′(ρ)〉 =
∑

nρn′

ρ

CKν
nρ
CK′ν′

n′

ρ

∫ ∞

0

dρρ3A−4φnρ(ρ)O
J (ρ)φn′

ρ
(ρ),

N�C�YA � Q

�����(=��9�����,;<F%��'����(&������9>�=C$%>p��=BG9��;/��'�=��c�!�y�����9���:����K%=�;_����$%�y$%�������c�@87>6�(=�;/��K%-!�nNP�C���
{vrHY0N �\YA"@QCQVYvL?���w$%���V25&��!G��������!$/�,;/-,�@87>6�(=T2�=�;/&��!;/-H�!�@���(K%=�;_���!$%�9�!��N�C�YA � Qv�!��>6�(=C.1$%=CG9�(&��:'U2
G���=��� <;/-�-�8c��������;3�B;/'��C�T2�I ;_K%'���=C=��lr:',;/&�=�;_��'�=��BG��(����$U& � %X=C��>< 	Z�������(=��l�����hK/=��!&�>p$%���:���
;/=C�R&��(*,���(&�$%�c�����?F_;/=C�j;/4�-��

z = ρ
b

�7�C'� "�)���,;_�X������r:',;/�@������8
b
>�-!;<8U�v�����\=C$%-!�?$_.x;B�� �;/-!����K

>,;/=�;/G��(���(=3.1$%=3�����h=�;/��K%�B$/.M�!�@����K%=�;_����$%�xY
|\��=C�/�e���a��$%'�-!&y-��!q_�`��$)�C��=C���C�B;/K@;/���n���,;d�w���������!�	�����a>�=����C���@�`;/>�>�=C$@;/ "�x�6�����a ($%GE2

>�-��! <;d����&� �;/-! ('�-j;d���!$/�~$/.R������G9;/�@8@2�4p$U&U8~G9;_��=C�Di~��-���G����@����N�C�YA@%Q`$/.\;yK%��F/����$%����2�4p$U&�8
$%>p��=�;_��$%=(�6������ "���!��K%�(����=�;/-M��$%'�-�&y46�a;

(3A − 3)
2�&���G9�(������$%�,;/-fG9;_��=C�Di��(-!��G����@���x�!�\=��V2

&�'� (��&���$9;c-��!����;/=3 ($%Ga4����,;_����$%��$/.M$%����2�4p$U&�8�G);_��=�� i��(-!��G����@����������;_�R �$%���C�!�T�����<;/ "�	�!��;
����$_2�&���G9�(������$%�,;/-H�:'�G���=C�! <;_-p���@����K/=�;_���!$%�x�%�����!-!�������w=��(�C�A�!�W �$%G�>�-!�V���(-�8c;/��;/-�8:���� <;/-�-�8[ <;/- 2
 �'�-j;/4�-��/Y ��[�����W.1$%-�-!$k���!��K3�A�A����-!-%>�=�$7 ����(&[�������a;/�[;/�,;/-�$%K%$%'��f��=���;_��G����@� .1$%=t;?����$_2�4p$U&U8
$%>p��=�;_��$%=(Y

� ��� ��� � � � ��� � � ( � � � !#��� %

s��B��$%'�-�&	-��!q_�l��$k� ��$c ($%������&���=R;a����$_2�4p$U&U8���>�����=��� <;/-x�������C$%=�$%>p��=�;d��$%=?���������l.1$%=CG

OJMT T z

(2) =
∑

i<j

OJM(r′i, r
′
j, σi, σj)O

T T z(τi, τj),
N�C�Y! � %Q

����;_�`;/ (���`���������� �$7$%=�&����,;_���V2��C>��!���C>,;/ ��c�������
OJM �  <;_=�=C87����K�;/��K%'�-!;/=lG�$%G9�(�@��'�G J��������>�=�$ C�� (���!$%� M �X;/��&m���~�����)�!��$/��>����m��>,;_ ����������

OT T z
�v <;_=�=C87����K��!�C$%��>��!� T ���D���

>�=C$ C�� V���!$/� Tz
Y\s��E;/=C�[���:����=C���C����&y���n <;_-! �'�-j;_���!��KE�����aG);d��=�� i#��-���G����@�+$_.X��'� "��;/�n$%>6��2

=�;d��$%=E4p�(�������(�g��$_�";/-�-�8~;/�@���!�T87G9G��(��=��!J(��&��T�";_�����c'�������Ky�������@87>p��=��C>����(=��! �;/-?.1$%=�G9;/-��!��G��
;/�l���:��=�$7&�'� (��&y�!�	�����a>�=��(F7��$%'��l���( (���!$%���(YBL?���(8�;_=��a���(��&��(&y.1$%=w�����a <;/-� �'�-!;_����$%��$/.�;/�@8
����$_2�4p$U&U8y �'�=C=��(�:�`G9;_��=C�Diy�(-!�(G9�(�:�h;_��&�$_.3 �$/'�=��C�����������c��$%-�'�����$%�y$/.������3/U "��= �U&��!��K%�(=
��r:',;d���!$/�x�v������=C��G9;_��=��Di��(-!��G����@���E$/.�������>p$/���(�@���j;_-3;/=C��=��(r7'��!=��(&xY~s����A$/'�-!&�-��!q/�9��$
*,=C�C��-D8n=C��&�'� ��E��'� "��G9;_��=��Di	�(-!��G����@���\��$�G9;_��=��Di��(-!�(G9�(�:���+$/.v�����a$%>p��=�;_��$%=w;/ (���!��K)$%��-�8
$%�)�����+-!;/�C�W���A$E>�;/=C���! �-����(�

A
;/��&

A− 1
��;_�3�!�){XrHYxN�C�Y C:QVYtL?�����x�U.1$%-!-�$�������Kh;/��;/>�>�=�$@;_ "�

-!��q/�A.1$/=t�����?$/���V2546$7&�8a$/>6�(=�;_��$%=��%$/���3�A$/'�-!&E-��!q/����$+��=��D���3������G�;/�v-!�����<;/=M �$%G[4��!�,;d���!$/�[$/.
����$_2�4p$U&U8)G9;_��=C�Di��(-!��G����@���AF7�j;`�����+ (.1>���YX5�?�!�� �-��<;/=W���,;_�����C�!�� (�l;/�@8)$_. �������C�w����$_2�4p$U&U8
G9;_��=C�Di��(-!�(G9�(�:����&���>p����&��\$%�#�����`=C��-j;d����F/�l �$7$%=�&��!�,;_�����

r′A
;/��&

r′A−1

�H;_��&	$/�������B��>����U2
�!�C$%��>��!���R$/.t�����h-j;/�T�R����$)>�;/=C���! �-����

σA−1, τA−1

;/��&
σA, τA

�H$%���B�A$%'�-!&������(&n��$� �$%�����!&���=
C ?
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;h.1'�=T�����(=�K/�����(=�;_���!$%��$/.x�����\ V.1>������D����=��(��>p�� (����$h�����[N�C�YD>@Q��U���9$%=C&���=X��$h&��������@��;/��K%-��R�����
&���K/=����(�A$/.6.1=��(��&�$%G $_.x�����R-j;_�C�v����$a>,;/=T���! (-!�(�X;/��&)��$/�A$/��-�8E$_.e�����\-!;/�C�W$%���_YSL?������G9;/q/�(�
�����B �;/-! ('�-j;_���!$%�)$/.S;a����$_2�4p$7&�8�G9;_��=C�Di)��-!�(G9�(�@�\G�$%=C�+&�� �� ('�-���Y

|\$k�A�VF%�(=��f�������+ �$%G�>�-��! <;d���!$/�	���w��$/�+ �$%G�>�-!�V���(-�8����� (���C��;/=T8��!�� �;/���E$/.X�����a>p$/���(�:���j;/-
G);d��=�� i���-���G����@�<� ������ ��9���h&��(>6�(��&��[$/��-�8�$%��������=��(-j;_����F/��&��!�C��;/�� (�)4p�(����������>�;/=C���! �-��

A;/��&#>,;/=T���� �-!�
A− 1

�7�����! "�# <;_��46�l=C��-j;d���(&���$E$%��� �%;_ �$%4��6 �$7$%=�&��!�,;_���w$%��-�8%Yv���.P;/ V�<�7�����
��$%=CG);/- �%;_ �$%4��H ($U$%=C&��!��;_���(��;_=��R&��(*,����&���'� "�)���,;d�������R*�=��C��$%���R�!�X�����\=C��-j;d����F/��&��!�T�";/�� (�
46�V���A�(���m>�;/=C���! �-�� � ;/��&G U� ;/��&y������-!;/�C�B$/���c�!�+������&��!�C��;/�� (��4p�(�������(�~>,;_=C���� �-��

A
;/��&

������ (���@���(=�$/.6G9;/���v$/.6�����?=C���C�!&�',;_-
A−1

�C87�C����G�N1�����\�t��K%'�=�� C�Y � QVYtL?���!�XG9��;/���v����;_�v.1$%=
;/�y$%>p��=�;_��$%=\���,;_�+&���>p����&��h$/��-�8	$%�������E&��!�T�";/�� (�E46�V���A�(����>,;/=T���! (-!�

A
;/��&

A − 1
�x$%���

�����(&��B��$�=�$/��;_���a����� �%;/ �$%4��v �$7$%=�&����,;_���a��'� "�����,;d�h�����c-j;/�T�l �$7$%=C&��!�,;d���E=��(>�=��(���(�:���`�����
�!�@���(=�>,;_=C���� �-��a&��!�T�";/�� ��/Y % ��=C.1$/=�G��!��K������!�lq:�!���(G);d���! �;/-t=C$/�";d���!$/�y$%���c <;/���������� �$%���C�!&��(=
$%��-D8)$%���lK%�����(=�;_���!$%�)$/.f�����l V.1>��?�!�� �;/���l$/.f�����B|w|hY �A-!��;/=�-D8%�U.1$/=A�����w��>����U2�����$%�C>��!���A;<F%�
.1'��� V���!$/�����,$%���B;/-��A;<8U�R�,;/�3��$���;/q/�B���:��$�;/ � ($%'��@�����A$�K%������=�;d���!$/����$/.t V.1>���Y

L?���c �$%G�>�-!�� <;_���!$%�	 <;/��4p�c=���&�'� ��(&�.1'�=T�����(=+���������C$%G��E����=C�(��&����(���(Y)�\;/G9�(-�8/�x �$%�72
�C��=�'� V���!��Kc�����B �$7$%=�&��!�,;_�����?���#�����B=��VF%��=C���`$%=�&��(=�;/���

ηk =

√
A− k

A + 1− k

(
rk −

1

A− k
A∑

i=k+1

ri

)
; k = 1, ..., A− 1.
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A− 1

ηA−1 =

√
1

2
(rA−1 − rA),
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L?���!� G9��;/���f���,;d�<�d�!�h <;/�C�A$/.H;?����$_2�4p$U&U8B$%>6�(=�;_��$%=f���,;_� &��(>6�(��&��S$/��-�8l$/�`������=C��-j;d����F/�
&����C�";_�� ��B4p�(���������n>,;/=C���! (-!���(�,;/�

OJMT T z

(2) =
∑

i<j

OJM((r′i − r′j), σi, σj)O
T T z(τi, τj),

N�C�Y! �C:Q

'��C�!��K9;/�@�����C87G9G��(��=���J���&��T�";_�������!�?��;/�C8���$c�����B����;_�

〈[K]|OJMT T z

(2) |[K ′]〉 =
N�C�YA B�%Q

A(A− 1)

2
〈[K]| ÕJM

(√
2ρ sinϕ, η̂A−1, σA, σA−1

)
OT T z(τA, τA−1) |[K ′]〉

�!�	�����E�@87>6�(=��C>�����=C�! �;/-t.1$%=CG);/-��!�CG	Y�L?���EG9;_��=C�Di��(-!��G����@�l$_.X��'� "��;9����$_2�4p$7&�8n$/>6�(=�;_��$%=
 <;_��4p�a ($%���C��=�'� V���(&����y;)F%�(=C8y�C�!G��!-j;_=��A;<8y;/�w�!��N�C�YA>@Q��6�����(=��c$%��-D8�$%���EK%�(����=�;_����$%��$/.
 (.1>��\���R������&���&n.1$%=?�����h|w| 4�'������A$9K%������=�;d���!$/���R;/=��h�����(&���&�.1$%=?�����h��>��!�U25�!��$/��>����#�A;<F%�
.1'��� V����$%����Y�L?���!�hG9��;/���B���,;_�`�!�� <;_���)$_.A�����9�C>��!�U25�!�C$%��>����� V.1>����t;/�`����$%�C�9����N�C�Y!P/QV� $%���
�,;/�3��$EK%$E4,;/ "q9$%���l�T����>�.1'�=T�����(=?�!�)�����l�!=C=��(>��3��=C���/�� �$%���C�!&��(=�����KE;/-���$a����$%���l��=�=��(>��A���D���
ΓA−2 ∈ ΓA−1 ∈ ΓA

NP�C����.1$%=v&��(��;/�!-�� � �A;/= ?T� ; 	jQVY � >,;/=C�X.1=C$%G�����;_�<�%�����\G9;/���E�C��=C'� (��'�=��R$/.
�����\G9;_��=C�Dia��-!�(G9�(�@���X�!�v�����R��;/G��\;_�����nN�C�YD>@QV�@��������;h&��Dbe�(=��(�� ��R�!�c���������:����=C>�=��V�";_���!$%�c$/.
�����a�C87Ga4p$%-!�R�!�������`��>����U2�����$%�C>��!��>,;/=T�<YR��n.P;/ V�+��$k� $%���` �$%'�>�-!�(�\�����a�C��;_���(�w&��(�� �=C�!4�����K
������-j;/�T�9����$�>,;/=T���� �-!�(�����D��� ������=C������&�',;/-[N

A − 2
Q�2�4p$7&�8��C87�C����G�Y L?���(=��(.1$/=��/�R�!�������

��>��!�U25�!��$/��>����)�3;<F/�+.1'��� (���!$%�)$%���+�C��$%'�-�&���$k���C'�4��T������'����\�����+����&���i
A− 1

���D���
A− 2

���
N�C�YA>@Q��e;_��&n�����[r:',;/�@��'�Gz�:'�Ga4p��=C�

s
;/��&

t
=��V.1��=w��$�� ��$9�����[-!;/�C�R���A$d2�>,;/=T���� �-!�h�C87�T����G��

�!�y�����c���������c���,;_�B�����(8�;_=��c$%4���;/�!���(&y.1=�$%G������c �$/'�>�-!����K�$/.
(sA−1sA)s

;/��&
(tA−1tA)t

�
=��(��>p�� V����F/��-D8%Y �A$%�� (��=����!��K������h�@8U>p��=C��>�����=��� <;/-M �$7$%=�&��!�,;_�����?�����h�A;<F%�[.1'��� (����$%�n=C��G9;/�!���
��������;/G9�W;/�f����N�C�YA>%QV�������� ��X�����X$%>p��=�;_��$/=f;/ (��� *,��;/-!-D8+$%��-D8+$%�B������-!;/�C� �%;/ ($%4��: �$7$%=C&��!�,;d���/Y
�,$%=������(���E=���;/��$/�����p���������!�	�����!�\;/>�>�=�$@;/ "�e�6�����[ <;_-! �'�-j;_���!$%��$/.S�����aG9;_��=C�Di#�(-!��G����@�w$/.X;
����$_2�4p$U&U8[$%>p��=�;_��$/=M����;_�S&��(>6�(��&��v$%��-�8h$%�[�����3=��(-j;_����F/�A&����C�";_�� ��3$_.,>,;/=T���! (-!�(�t�!� �����A��;/G��
;/�R�����h <;/-� �'�-!;_����$%��$/.S�����hG);_��=�� i#��-���G����@�R$/.X;c$%���V2546$7&�8#$%>p��=�;_��$/=�Y3L?���(=��V.1$%=��h�A�h���!-!-
��$/����=C�����+�����l.1$%=�G9;/-6�ViU>�=��(���C�!$%�n;/���!�������h>�=��(F7��$%'������( (����$%�xY

/U'�G�G);/=C�!J(�!��K��p���������!�y�����9|\| .1$/=�G9;/-!����G $%���c <;_����=��<;d�h�����c���A$_2546$7&�8y$/>6�(=�;_��$%=��(�
������ "�	&��(>6�(��&�$%�������B=��(-j;_����F/�+&��!�T�";/�� ��B$%��-D8%���������A$c�3;<87���H�,;_G9�(-�8%�U'�������KE�����l.1$%=T�3;_=�&
$%=C&���=c$/.\����� �%;/ ($%4��� �$7$%=�&��!�,;_���#;/�c�!��N�C�Y! %Qa;_��&g>p��=T.1$%=�G��!��K�;�q:�!����G9;_���� <;/-�=�$/��;_����$%�
$%=(���C��;/=C���!��K`&��!=C�� V��-�8c.1=C$%G �����w=��(F/��=C��� �%;/ ($%4��e ($U$/=�&����,;_���[N�C�Y! �@%QV�:������=C�w�����w=�$/��;_����$%�9���
��;<F/��&xYW5�A��'�=�����$%'������,;_�A�!�946$/����>�=C$U (��&�'�=C���A�����+ �;/-! ('�-j;_���!$%�c$/.0�����wG9;_��=��DiE��-!�(G9�(�@�3$/.
��'� "������$_2�4p$U&U8�$%>p��=�;_��$%=l���l����G9��-j;/=���$������c <;/-� �'�-!;_����$%��$/.A;�$%���V2546$7&�8n$%>6�(=�;_��$%=��e���!�� ��
;_�������h�(��&�$%��-�89�����B���:����K%=�;_����$%��$kF%�(=R$/��� �%;/ �$%4��0 �$7$%=�&����,;_���+�!�?>p��=T.1$%=�G���&xY

� �E;/-�=���;/&�8�G9�(�@���!$/����&x�M�������[>�=C$U (��&�'�=C�� <;/��4p��;_>�>�-!����&m���m <;_����$/.R;_�:8�����$_2�4p$U&U8
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�������������!�E=C���T��=��� (���!$%�xY~L?����F/;_-!�!&�����8�$/.R��'� "� ;/� ;_>�>�=�$<iU�!G9;_���!$%�~����-!-�46��&����� ('����C��& ���
�A�,;/>�����= "��������(=��B�����l=C���C'�-����R$/4��";/������&�.1$%=?�(-!�( (��=C$%���� <;d�����(=�����K�;/=��B>�=C�����(�@����&eY

��������[.1$%-�-!$k���!��K);�4�=C�!�V.X&��!�C �'��C���!$/�y$/.X�����a�Vbe�( (����F%�E���@����=�;/ (���!$%�n�!�n�����E�@8U>p��=C��>����V2
=��� <;/-\�,;/=�G�$%���� ��9�!��K%�DF%�(�x�w�C�!�� (�y��������'��C��&��!�������y��$%-�'�����$%��$/.B����� /U "��=��7&�����K%��=�;/��&
/U "��= �U&�����K%�(=T2�-��!q_�+��r:',;_���!$%�eY

��� � ��� ��� !#*�� � � + !#� �)��� !#*���+ � * ! � ! � � ��� ( � �)%'(&� � � * ���"�
��� � � ��+ * � %

I0�(�R'��� �$%�����!&���=R;/�
A
2546$7&�8��:'� (-!��;/=��C87�C����G��p&����� (=���46�(&	4@8������l.1$%-!-�$�������Ka�,;_G9��-���$/���j;_�

H =
A∑

i=1

p2
i

2m
+

A∑

i<j

Vij

�������u;����A$�4p$7&�8 ���@����=�;/ (���!$%�
Vij

Y L+'�=�K/$@;/-R�!�9��$���$%-DF%�n����� /U "��=��7&��!��K/��=��(r7'�;_����$%�
�!��;/���Vi�;/ V�9�A;<8��A$/=�q:�!��Ky���D�����!�@���(=��,;_-?&���K%=C���(�9$/.R.1=��(��&�$/G F7�j;������#�@87>6�(=��C>�����=C�! �;/-
.1$%=�G9;/-��!��G�Y � . ���(=B�����c��'�4U��=�;_ (����$%��$/.A�����c ��(�:����=h$/.�G);/�C�BG9$/���!$%�������c�,;/G��!-D��$%���!;/�n���
�����B�@87>6�(=��C>�����=C�! �;/-f �$7$%=�&����,;_�����?�!�?K/��F%�(�	4@8

Hint = − 1

2m

(
∆ρ −

K̂2

ρ2

)
+

A∑

i<j

Vij

������=C�w$%���w=��( �$%K/���!J(���X�����\If;/>�-j;_ ��R$%>6�(=�;_��$%=
∆ρ ≡ ∆

A−1

ρA−1

.1$%=
A− 1

�%;/ �$%4��p ($U$/=�&����,;_���(�
NP�C���3{vrHY�N �wYD>@Q0;/��&�N �wY �-? QCQ ;/��&`�������@87>6�(=��C>�����=C�! �;/-UK/=�;/��&�;/��K%'�-!;/=fG9$/G9�(�:��'�G $%>p��=�;_��$/=
K̂ ≡ K̂A−1

Yvs��B��$%'�-�&#-!�!q_�+��$c��$/-�F%�l�����B�!�@���(=��,;/-�/U "��=��7&�����K%��=��(r7'�;_����$%�

HintΨ(η1, ...,ηA−1, s1, ..., sA, t1, ..., tA) = EΨ(η1, ...,ηA−1, s1, ..., sA, t1, ..., tA),

�ViU>,;/��&��!��K������E�3;<F%�c.1'��� V����$%�
Ψ(η1, ...,ηA−1, s1, ..., sA, t1, ..., tA)
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K̂2 �����������!K/���@F_;/-!'��(�

K(K + 3A − 5)
Y L?���V8� <;/�g46��'����(&g��$~&��(�� �=C�!4p�������	;/��K%'�-!;/=E>,;/=T��$/.w�����	���@����=C�,;/-

A
2546$7&�8��3;<F%�#.1'��� V����$%�xYm�R$/�������,;_�a�����#q:�!���V���! )�����(=�K/8

T = − 1
2m

(
∆ρ − K̂2

ρ2

) �!�m�����
�@87>6�(=���>�����=C�! <;_-�.1$%=CG);/-��!�CG��!�hG9;/&���$/.�;n>�'�=���-D8��@8U>p��=}2�=�;/&��j;_-W>�;/=C�

Tρ = − 1
2m

∆ρ

�S&���2
>p����&�����K�$%��-�8�$%�

ρ
�t;_��&�$_.?;/��$_�����(=h>�;/=C�

TK = 1
2m

K̂2

ρ2

�f �;/-!-���&��@8U>p��=C��>�����=��� <;/-Xq:�!���(���� 
������=�K_8%�6�����! "�����\ (-!�<;_=�-�8�&��j;/K/$%�,;/-0���������[�@87>6�(=��C>�����=C�! �;/-t4,;_���!�(Y�L?����=C�(.1$%=C�/�e��iU>,;/��&�����K
�����9�@87>6�(=T25=�;/&��!;/-v>,;/=T�B$/.A�����c�3;<F%��.1'��� V���!$/���B�!�y���(=�G��h$_.A�����9If;/K/'���=C=���>6$%-D87��$%G��j;/-����
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N��3|\|+Q��0�/Y K�Y��^�,���3PB U����$%� >B 	ZYE���������>�=����C���@�h�A$%=Cq��A�c�,;<F/�9'��C��&~;/��$/������=B;/>�>�=�$@;_ "�x�
�����(=��#;/���Vbe�( (���DF%�����:����=�;/ (���!$%���,;/�E4p������4�'��!-D�`���D�������~�����)�:87>p��=C��>����(=��� <;/-A.1$/=�G9;/-!����G
N]{v}|\|+Q � �3;_= ?T� � �3;/= ?[� ; 	]Y

L?���A��&��<;R$/.,�������(b6�� V����F/�A���:����=�;/ (���!$%�`�!�M;RF%�(=C8`$%-!&`$%�����!�[>��:87�C�! ��(Y)/U���� ��W�A�3>p��=T.1$%=�G
;/���ViU>,;/�����!$/�	$%��;E���V�R$/.t4�;/�����R�T�";_�����R;/��&# (-!�<;_=�-�89�����B��i�>�;/������$%�#�,;/�?��$c4p�l��=�'��� <;_����&
;_����$%G��R>6$%���@�<�%���+;/-D�3;<87����;kF/�w��$B��$%=�qc�!�9;BG9$7&���-H�C>,;/ ��_�U �;/-!-���&

P
25��>,;_ ��\;/��&) "��;/=�;/ �2

���(=���J���&c4@8c;+>�=C$ C�� V����$%�E$%>p��=�;d��$%=
P
Yt��c$%'�=v <;/�C�3�������SG9$7&��(-���>�;/ ����!�t �$%���T���D��'�����&c4@8c;/-!-

�������@87>p��=��C>����(=��! �;/-v�,;/=CG9$/���! (�w���,;d�l>6$/�����(���`;�K%=�;_��&,;/��K/'�-j;/=\G9$/G9�(�:��'�G
K ≤ Kmax

Y
5�)��'�=����)$%'��9���,;d�)�D�)���9��$_�����( ����C��;/=T8g��$m4�'���-!&g;/-!�C$m;/�g�(b6�� V����F/���!�@����=�;_ (����$%���!�g�����
�@87>6�(=T2�=�;/&��!;/-0��>,;_ ��/�6������ ��B.1'�-!-0 ($%�@F%�(=�K%�(�� ��a����=��<;_ "����&y;_-!=���;/&�8����D���

30− 50
If;/K%'��(=�=��

>p$%-�87��$%G��j;_-!��YvL?���` ($%G9>�-!��G����@��;/=C8)��>,;/ (�[���R �;/-!-���&
Q
2��C>,;/ ��`;/��&��!�� "�,;_=�;/ V����=C�!J(��&n4@8�;

>�=C$ C�� V���!$/�~$%>p��=�;_��$%=
Q
Y�L?���!�hG��<;/���B����;_�`�����)'����!$%��$/.3�������C�9����$���>�;/ ��(�[ �$kF/��=��`�����

���@���!=��a|\�!-�46�(=C�\��>,;_ ��/�0�]Y^�_Y
P + Q = 11

YFLl���a <;/�y&��(*,���c;_�y�(b6�� (����F/�a�!�@���(=�;/ V����$%�n����;_�<�
;/ V���!��K�$/��-�8y���y�����

P
2���>�;/ ��_�M ($%�@�";/�����l�����c�!� �,'����� ���$/.������

Q
25��>,;_ ���;/��&������! "��-!��;/&��

.1$%=+�����E �$%=C=��(��>p$%��&�����K#�(b6�� (����F/�E�,;/G��!-���$%���!;/����$������E��;/G9�E�(�!K%�(�@F/;_-!'��(�+$/.W�����E$%=C�!K%���,;/-
�,;/G��!-D��$%���j;/�xY L+���+G��(����$U&9��$E4�'���-!&������+�Vbe�( (����F%�l���@����=�;/ (���!$%�)�!����$E'����+�����lI0����2 /U'�J�'�q:�
>�=C$U (��&�'�=C�a�������n�����E�C�!G��!-!;/=��D��8)��=�;/���T.1$%=�G9;_����$%�

X
� /U'�J KB? � /U'�J K  U��/7'�J K @ 	ZYB��������!�+;_>U2

>�=C$@;/ "�#�����B�(b6�� V���DF%�h�,;/G��!-���$%���!;/�)���?K%��F/���#4@8

Heff = PX−1HXP = PX−1

[
T +

A∑

i<j

Vij

]
XP,

N�C�Y! 9"@Q

C�C
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������=C�
Veff = PX−1

[∑A
i<j Vij

]
XP

���?�����h�(b6�� V����F/�`���@����=�;/ (���!$%�eY��R$/���l���,;_�������h�(b6�� �2
���DF%�+�,;_G9��-���$/���j;/�9;/ V���3$%��-�89�!�������

P
25��>,;_ ��l;/��&� ($%�@�";/�����A�����+�!� �,'����� ��l$/.f�����

Q
25��>,;_ ��

����=C$%'�K%�������E;/ V����$%�n$/.v�����a��=�;/���T.1$%=�G9;_����$%��$%>6�(=�;_��$%=
X = eω �p�����! "�y���+=��(��>p$%������4�-!�`$/.

�����`=��(>�=�$ C�( (���!$%�	$/.t�����[����.1$%=�G9;_���!$%�� ($%�@�";/������&	�!�#�����
Q
25��>,;_ ��[���@��$c�����`G9$7&���-0�C>,;/ (�/Y

�w;/G���-D8%�X���a�!�E&��V*,����&���'� "�g����;_�E���,;d�
ω = QωP

Y~L?���#=��(>�=��(���(�:��;_����$%��$/.\������$%=C�!K%� 2
�,;/-M�,;/G��!-���$%���!;/�#;/��&y$/.v�����[��=�;/���T.1$%=�G���&n$%���/�x;_. ���(=\�����E;/>�>�-��! �;_����$%�	$_.v�����a�C�!G��!-!;/=��D��8
��=�;/���C.1$/=�G9;_����$%�x�7�!�?�����l.1$%-�-!$k���!��K

H =

(
HPP HQP

HPQ HQQ

)
→ H̃ = X−1HX =

(
H̃PP 0

H̃PQ H̃QQ

) N�C�Y! BP/Q

;/��&l�����W�Vbe�( (����F%�X�,;_G9��-���$/���j;/�\�!�0 (-!�<;_=�-�8
Heff = H̃PP

Y L?���� ($%��&��D����$%�w����;_�0�����X$%>p��=�;_��$/=
ω
��;/�?��$c��;_���!�T. 8��!��$%=C&���=?��$c87����-!&

H̃QP ≡ 0
�!�

Q(H + [H,ω]− ωHω)P = 0,
N�C�YA K Q

�����! "�n <;/��4p�[$/4��";/������&	'�������K9�����`.P;_ (�w���,;_�R�����h��=�;/���C.1$/=�G9;_����$%�n;_&�G9�D���?�����`.1$%-�-!$k���!��K
�ViU>,;/�����!$/�

X = 1 + ω
�������� ��

ω2 = ω3 = .. = 0
NP�D�� �;/�u46���C���(��.1=C$%G ������.1$%=CG

$/.B�����n$%>6�(=�;_��$%=
ω = QωP

QVY L+���y <;_�  <;/-� �'�-!;_���������y�(�!K%�(�:F/�� V��$%=C��$/.B�������Vbe�( (����F%�
�,;/G��!-D��$%���!;/�

Heff

� �����! "�~;/=��� �$%�@��;/�!���(&~���������
P
2��C>,;/ (�/� �ZY �/Y�$%���9 �;/�~ ($%���C��=�'� V�[�����

��>,;_ ��
ε̃P = {|Ψ̃µ〉 : H̃|Ψ̃µ〉 = εµ|Ψ̃µ〉 with |Ψ̃µ〉 = P |Ψ̃µ〉}

Y�su����� ����������-�>�$/.
�����E��=�;/���T.1$%=�G9;_���!$%�

X
$%���c �;/�~;_-!��$# ($%���C��=�'� V�`�����c �$%=C=��(��>p$%��&�����K	�C>,;/ (��.1$%=+�����E��=C'��

�,;/G��!-D��$%���!;/�x�X�ZY �/Y
εP = {|Ψµ〉 : |Ψµ〉 = X|Ψ̃µ〉 with |Ψ̃µ〉 ∈ ε̃P }

Y�A-!��;/=�-D8�;/�@8
��-���G����@�w$_.t�����!��-j;/�T�w�C>,;/ (�`�,;_�w �$/G9>p$%���(�:���w;_-!��$��!�#�����

Q
2��C>,;/ (�/Y?L?���`�!G�>6$%=T�";/�@�?.P;/ V�

�!�l����;_�h;/�@8yF%�( (��$/=`4p��-�$%��K%����K���$
εP

�!�B����K%���@F%�( (��$%=`$_.���������=�'��c�,;_G9��-���$/���j;/���������������
��;/G��)�(�!K%�(�@F/;_-!'��);/�[.1$%=h�������Vbe�( (����F%�)�,;/G��!-���$%���!;/�xY��w;/G���-D8%�M���a��$%-!&��h���,;d�

H|Ψµ〉 =

HX|Ψ̃µ〉 = XX−1HX|Ψ̃µ〉 = XH̃|Ψ̃µ〉 = εµX|Ψ̃µ〉 = εµ|Ψµ〉
Y

5�S <;_�[4p��>�=C$kF%���`���,;_���/q:��$k���!��Kw$%��-D8l�����W��>�;/ ��
εP
�/$/���� �;/�[ ($%���T��=�'� (�S�������C�!G��!-!;/=��D��8

��=�;/���C.1$/=�G9;_����$%�)F7�j;a�����hG9;_��=��Di)��-���G����@��$/.M�����B$%>p��=�;_��$%=
ω
.1=C$%G

〈α|ω|β〉 =
∑

µ

〈β|Ψµ〉(A−1)µα,
N�C�Y! �>%Q

������=C�
(A)αµ = 〈α|Ψµ〉

;/��& |α〉 ;/��& |β〉 ;/=��R4,;/�C�!�X�C��;_���(�W.1$%=v����� P 2��C>,;/ (�\;_��& Q 25��>,;/ (�/�=��(��>p�� (����F/��-�8/Y	L?������$%-�'�����$%��.1$%=
ω
K%��F/���~��� N�C�Y! 9>@QB��;_�����C*,�(�`�����) ($%��&��D���!$/��=C��r:'��!=C��&m���

{vrpY\N�C�Y! K Q[.1$%=a�������(b6�� V���DF%���!�@���(=�;/ V���!$/�xY�5�)���� (-!��;/=a���,;d�<�����D���������������9;_>�>�=�$%;/ "�x�A���
$%=�&���=?��$� �$%���C��=C'� (�������`�Vbe�( (����F%�B���:����=�;/ (���!$%�#$%���B�,;_����$94p�h;/4�-��+��$�4�'��!-�&���$/�R$%��-D8)�����
P
25��>,;_ ��/�,4�'��\;/-!�C$a�����

Q
2��C>,;/ ��_Y

C1�
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� � ��r:'��DF_;/-!�(�:������=CG9�D���j;_�g�Vbe�( (���DF%���!�@����=�;_ (����$%�  �;/�u46�n �$%���T��=C'� (����& ����=C$%'�K%�������
��=�;/���T.1$%=�G9;_����$%� � /U'�J K  	

Heff =
P + ω√

P (1 + ω†ω)P
H

P + ω√
P (1 + ω†ω)P

,
N�C�YA@ ? Q

�����(=��B�����B$%>p��=�;_��$%=
ω
�!�3�����B��;/G��B;/���!��N�C�Y! 9>@QVY

/U�!�� (�[�����E�(b6�� (����F/�����@����=�;/ (���!$%�n �$%�@�";_�!���+�����a����$%-��
A
2546$7&�8	�!��.1$%=CG);d���!$/�	$/.X�����

Q��>�;/ ��_�W������ <;/-� �'�-!;_����$%�~$_.R�����
A
2546$7&�8��(b6�� V����F/���!�@���(=�;/ V����$%�m�!�a;/�E&�� �� ('�-��c;_�[*,��&��!��K

�����w.1'�-!-,�C>,;/ (�+��$%-�'�����$%���(Yv�,'�=C������=CG9$%=C�/�:�!�9K%������=�;_-Z�:�����\�(b6�� (����F/�+�!�@���(=�;/ V����$%��;/>�>6��;/=�����K
�!��{XrHYXN�C�YA �"@QR���+;/�

A
2�4p$U&U8	�Vbe�( (����F%�E���@����=�;/ (���!$%�e�e;/-���$��D.v$%���[�C�";_=C���+.1=C$%G�;9����$_2�4p$7&�8

�w� >p$/�����@���!;/-ZY�L?���!�[G);/q_���E�������Vi�;/ (�c�C$%-!'U���!$/��$/.������#{vrHYRN�C�YA �"@QBF%��=T8�&�� �9 ('�-��E;/��&
�����l&�� �� �'�-���8��!�� (=���;/���(�3�������)�!�� (=��<;_���!��K

A
YvL?���l��&��<;`�!�A����������$a4�'���-!&�;/�#;_>�>�=C$kiU��G);_���

�(b6�� V���DF%�h�!�@���(=�;/ V���!$/�x�U���D���#�����B=��(r:'��!=C��G����@�?���,;d�

V app
eff → V

�D.
P → 11,

�ZY �/YD�H����-!;/=�K/�!��KE�����`&���G9�(������$%�#$/.t�����hG9$7&���-
P
2��C>,;/ (�h���D�����!�� (=��<;_���!��K

Kmax

;/��&
nmax

ρ

�
�����`;_>�>�=�$<iU�!G9;_����&#�(b6�� V����F/�`���@����=�;/ (���!$%���C��$%'�-�&# �$%�@F%�(=�K%�h��$E�����h��i�;/ (�R$%���_Y

Ll���3G9�V����$7&[��$+*,��&�;/�c;/>�>�=�$<iU�!G9;_�����(b6�� (����F/�?�!�@���(=�;/ V���!$/�`�A;/�X;/-!=C�<;/&U8[>�=C$%>p$%���(&E�!�
�����3 �$%�@���Vi7�X$/.H������-!-UG9$7&��(-7 �;/-! ('�-j;d���!$/������������=C�3�����A�,;/=�G�$%���� �$/�� ���-!-!;_��$%=04�;/�����t.1'��� V���!$/���
;/=C�h&��(*,���(&n���#����=CG9��$/. ����� �%;/ ($%4��0 ($U$%=C&��!��;_���(���������B��$� <;/-�-!��& �}�\$ �A$%=�� /U����-!- 
�$U&��(- �
N]� � / 
�Qv <;/-� �'�-!;_����$%��� � �w;<F[>B"��:�\;kF[> K �:�w;<F[>B>�	ZYt5�� ($%���C�!�C�������c��'�4��T���D��'����!��KB�����

A
2�4p$U&U8

�(b6�� V���DF%�h�!�@���(=�;/ V���!$/����������;c��'�G $/.M����$_2546$7&�8��Vbe�( (���DF%�h�!�@���(=�;/ V����$%���

Veff = PX−1

[
A∑

i<j

Vij

]
XP → V app

eff =

A∑

i<j

V
(2)
eff, ij ,

�����(=��B�����l����$_2�4p$U&U8��(b6�� V����F/�B�!�@���(=�;/ V���!$/�����?&���=C��F/��&#.1=�$%G ;c����$_2�4p$7&�8��,;_G9��-���$/���j;/�

H(2) = H0 + V (2),

�������
[H0, P ] = [H0, Q] = 0

;/��&
PH0Q = QH0P = 0

Y L?��������$_2�4p$7&�8��Vbe�( (���DF%�
�!�@����=�;_ (����$%���!�R$%4��";_�!���(&	 �;/-! ('�-j;_���!��KE��i�;/ (��-�8#�����`I0����2 /U'�J('�q:� ��=�;/���C.1$%=CG);_���!$%��.1$%=R;c���A$
4p$U&�8�>�=C$%4�-���Go���������9>�=C���C���� (��$/.

A − 2
��$/�U2����:����=�;/ (���!��K#�:'� �-���$%����Y�%X=�;/ (���! �;/-!-D8%�0$%���

 �$/���C��=�'� V���������l����$_2�4p$U&U8�����=CG9�D���!;/���(b6�� V���DF%�h�!�@���(=�;/ V���!$/�#;/�

H
(2)
eff =

P2 + ω2√
P2(1 + ω†

2ω2)P2

H(2) P2 + ω2√
P2(1 + ω†

2ω2)P2

.
N�C�YA@ � Q

CB"
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L?���)����&���i
2
���
ω
;/��&~���������)>�=�$ C�( (����$%�~$/>6�(=�;_��$%=��B=��V.1��=C�`��$������c.P;/ V�`���,;_�h$%��-D8y���A$

>,;/=T���! (-!�(�B;/=��c�!�@����=�;_ (������K�YEL?���c����$_2�4p$U&U8y�(b6�� V����F/�9���@����=�;/ (���!$%�y���+�����(�~$%4U�";/������&���'�4U2
��=�;/ (���!��K

H0
;/�

V
(2)
eff = H

(2)
eff − PH0P.

�A-!��;/=�-D8%�X.1$%=�;�����$_2�4p$7&�8�>�=C$%4�-!�(G $%���� <;_�g��;/����-�8� ($%���C��=�'� V��;_�g�Vbe�( (���DF%�	�!�@���(=�;/ V���!$/�
;/ � ($%=�&��!��K���$�������I0���V2�/U'�J('�q:�hG��(����$7&x�w�C�!�� (�y���# <;_��4p����$%-DF%�(&���i�;/ (��-�8%Y L?����=��V.1$%=��_�
&��(*����!��K�;mG�$U&���-+�C>,;/ ��

P2

;_��&�;m �$%G�>�-!�(G9�(�@�";/=T8
Q2

�C>,;/ (��$/���y <;/�u$%4U�";/����.1=�$%G
{vrpYUN�C�Y! 9>@Qe�����W$%>p��=�;d��$%=

ω2

;_��&`���7'�� �����W��=�;/���C.1$%=CG);_���!$%�B$%>p��=�;_��$/=�Yf��[�Vbe�( (� ������� G��<;_���
�A�w=���>�-j;/ (�\�����w$%=C�!K%���,;/-

A
���@����=�;/ (���!��K`�:'� �-���$%����4@8�;/�

A
2546$7&�8c�C87�T����G ������=C�+$%��-D8c���A$

>,;/=T���! (-!�(�)�!�@����=�;_ (�<���]Y^�_Y ;����A$�4p$7&�8 �T87�C���(G ��G[46�(&�&���&u���:��$
A − 2

��$%�72��!�@����=�;_ (������K
�:'� �-���$%���R;/��&��(>��! V���(&	���	�M�!K�YxN�C�YD@@QVY

H H (2)

�t�!K/'�=�� C�YD@ ��� ���-�	��
	��� �&���� ��� ��� ��6-� �	����6�%��� �����/����
A

� ��� ��*'
*�
�	��" � �����	����� �0������� % � ��
/�(� �
�	���&��%��9�����(�� � 
	� � �-��
	%��� ����� � * H

� 
9
6 ��
	��(�6-�	��� � �(�� ���
A

� ��� ��*8
*�
�	��"#�(�'� �-� %	� ��� �(*8�3���
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〈[K]|H(2) |[K ′]〉 = δS2S′
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′
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P → 11 (Kmax →∞)
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�������
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(H − E0 + σ)|Ψ̃〉 = Dz|Ψ0〉.
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∑
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S
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∑
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1
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N	�UY!P/Q

������=C� {|ϕn〉;n ≥ 0} ���S;/�a$/=C����$%��$%=CG);/-:�C�(�X;/��& an

;/��&
bn
;/=��A�����3If;/�� �J�$/�S �$7���� ������@���(�

�C��;/=C���!��Kc��������;9K/��F%�(� |ϕ0〉
;/��&

b0 = 0
Y?Lt;_q7����KyN	�UYA�%QR;_�\�T�";/=T���!��K)If;/�� (J�$%�RF%�( (��$/=��6�����

�!G9;/K%���,;/=C8�>�;/=C�E���m�����#I0�L 46�( �$%G����c;y ($%�@���!�:'��(&�.1=�;/ V���!$/�m�!�m����=�G��E$/.������#I ;_�� �J($%�
 �$7���� ������@���\;/�

FC = Im

{
〈ΨC |

1

H − E0 − σR − iσI
|ΨC〉
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(z − a0)− b21

(z−a1)− b2
2

(z−a2)−b2
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z = E0 + σR + iσI
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6O:a[_�t1}��Ru6O��,�RE���(>Z[7*\6OBJ�t'Q��1}[_�(�`:+; B7*?,.�)� V �O/+>��E/+R_546F/ 6O�(5)W]/+[_:��J6 & � W?6 :a:�[J6O/+�E'\6 B��=6 :+6F/+R
'Q��1}[_�(�

N
:T; 546O/T6O�)5='��)�(>��)>A�E'N6OBJ�8�xwJ,�/+'�5 ��:�'g# "`BJ�(� �h;o:�� �TWr/TRE5 :b�E'ID3/T5 �f:+;�6 B�� |ΨC〉

�u6
�E5K>��)5 �E� /+[�R��}6O:N>��E54D3/+�4> 6 B�:�54� |P| 5U6F/T6 �(5"@CB���DFB ���uc��a:�'�Ru*G'��)��RE�����E[�R���D):�'76O� ��[��J6 �E:�'�5t6 :
6OB�� ) l ""# " :Y6OB���5t�('�> :�'��aD(/+' 546 ��>J*A6 B��a�E1b,.:+�46F/T'�D(�8:+;H6 B�� |=| 5U6F/T6 �(5f/+D)D(:��4>��E'��q6 :
6OB��)�E�C5 ,�/T6O�E/+R 54*?1b12�h6O�4*+#��t'����]'�>�5C6OB]/ 6��Q���u6O�8/Z;o�h@ :+; 6 B��(1 D(/+'-5 /T;o�(Ru*Y[_�8'��)��RE�)D)6 �(>
�o;o:��=12:��4�}>��h6F/+��RE5=54�(� �4+S/+D � %�[ 	 �h# "`B��}cT/+RE��>���69*N:+;L6 B��Z/+,�,��4:3wJ��1\/ 6O�E:+'-D3/T' [_�}DFB��)DF0+�)>
[7*N,.�)�4;o:��412��'��aD3/+R�D(��RE/T6O��:�'�5e@C��6OBN6OBJ�fD):�1b,�RE�h6O�"5 �h6=:T;�5U6F/T6 �(5C;o:��`RE:s@H�(�`cT/+RE���)5`:+;

Kmax/+'�>ID(:�1b,]/+�4�E'��}6 B��K� �)5 ��Ru6O5S@C��6 BI6 B�:�54�f�J5 �E'J�2/}6 � ��'�D(/T6O�)>-54�)63#

� &
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l9' 6OB���58@X/s* :�'��qD(/+'n/+D(D):�1b,�RE��5 B ;o:+�
Kmax = 10

/y5 ���(/+[�R��\� �)>���Dh6O�E:+' ;o� :�1
N =

190 440
6O:
N = 111 900

6O:T6F/+RL[]/+54�E5";o��'�Dh6O��:�'�5(W ;o:��
C = 3

# � 54�E1b�ERE/+�t� �)>���Dh6O��:�' B�/+5
[_�(�('b>�:�'J�P/TRE5 :";o:��

C = 4, 5, 6
W�@CBJ�(� �(/+5 ;o:��

C = 1
/+'�>

2
/TRERJB7*?,_�(� 54,�B��)� �ED(/+R B]/+�412:�'J�ED(5

B]/3c���[.�)�('AD):�'�5 ��>��(�4�(>G��'y6OBJ��D3/TRED(�JR^/T6 �E:�'gWJ5 �E'JD(�8@C�u6OB
LC = 0

6 B���'Q��1�[.�)�=:+; 5U6F/T6 �(5P�E5
546 �ER�R�'�:+6eD(�4��6 �ED3/TR # "`B��P�)546 �E12/T6O�)>b�)� �4:��L�E'76O�4:$>��JD(�(>b[7*a6OB��)5 �v6O� �J'�D3/T6 �E:�'J5e��5 :+;r6 B��v:�� >��)�
:+;

0.5%
#

"`B��X�)� � :+� ��'Q6 � :?>���D)�(>�[7*f6OB��e54*?1b12�h6O�U*f6 � ��'JD3/T6 �E:�'fD3/+'}/+RE54:P[_�XDFB��)DF0+�)>b��'�/v5 �)D(:�'�>
@X/s*+#�$X:�'�5 ��>��(�4�E'��86OB��t54��1 :dc+�(�S6 B��='�:+� 1b5 N 2

C

>�����'��(>N�E' � !$# !�� �L/+'�>Y��54�E'���D(:�1b,�RE�h6O� V
'��)5 5(W :�'J����'�>�5

∑

C

N 2
c =

1

2L0 + 1

∑

C,ML,ML
0

|〈ΨC |Dz|Ψ0〉|2 =
1

2L0 + 1

∑

ML
0

〈Ψ0|D†
zDz|Ψ0〉 ,

�z!$# !�� �

@CB��)� �Y6OB��YRE/+546}�hw$,�� �)5 54�E:�'n�E5}'J:+6OB���'��G�(R�5 �q6 B]/+'p6OB��Y1b�3/T'p�hw$,.�)D)6O/T6O��:�'pc+/TRE���q:T;v6 B��
:�,_�(� /T6O:��

D†
zDz

�E'\6 B��=���4:���'�>\546F/ 6O�+W?6OB]/ 6SD3/T'q[.�P�3/+54�ERu*2D(/+RED)��R^/ 6O�(> � 54�(� �C�); # � +X/+D ��� 	 �x#
� ��6 B\�4�(5 ,_�(Dh6S6O:�� � # � !$# ! � � @H�t:�[J6O/+�E'��)>

1.877 [fm2]
;o:��L6OB��P��� :��J'�>q546O/T6O�P�hw$,_�(D)6O/T6O��:�'

cT/+RE�J�8@C��6 B
K0

max = 9
W.@CB���RE���J5 �E'J�Y/q54*?1b12�h6O�4*I6O�4��'�D(/T6O�)>G�hw$,]/+'�54�E:�'A;o:+� |ΨC〉

�J,A6O:

Kmax = 10
@X�f���h6

1.871 [fm2]
# "`B��f5 12/+RERr>����.�(�4�('�D)�8:+;

0.3%
� ���]�(Dh6O5v6OB��f5 12/+RERr�(� �4:��

�E'76 � :?>���D(�)>y[7*q6 B��K54*?1b12�h6O�4*\6O� �J'�D3/T6 �E:�'r#

� 5v'��hw?6t,_:���'Q6C@H�}/+>J>�� �)5 5=6 B�� �Q�]/TRE��69*q:+; D(:+'Qc+�(�4���('�D)�a:+;�6 B�� ) l " @C�u6OBy� �(54,.�)D)6P6O:
6OBJ� |P| �xwJ,�/+'�5 ��:�'g#,"`BJ�\[_�(5468D3/TRED(�JR^/T6 �E:�'�5t@H�bD(:���R�> ,_�(�U;o:�� 1 ;o:+�K6 B�� ) l " /+� �Z6OB�:+5 �
@C��6 B

K0
max = 9

/+'J>
Kmax = 10

W_@CB��EDFB /T� �}>��)'�:+6 �(> [7* LC(9/10)
�o'�:+6 ��6OB]/ 6"�E'-6 B��E5

D3/T5 �"6OB��"54�(R��(D)6 �E:�'Y�4��RE�=:+; 6OB��">���,.:+RE�P;o:+�X6OB��"�+�O/+'�>�/+'�����RE/+�X1b:�1b�('76O�J1 ��5X;o��R���RERE�)> �h# l{6
�E58RE��0+�(Ru*�W 6OB]/ 6a/y;o���U6OB��)����'�D(�4�3/+54�26O:

K0
max = 11

/+'�>
Kmax = 12

W LC(11/12)
@H:���R�>

RE�(/+> 6 : /+' �E1b,��4:dc+�(1b�('76}:T;v6 B��qD):�'7c��(�4���('JD(�+WH/+'�> /yD(:�1b,]/+�4�E5 :+' [_�)69@H�(�(' LC(9/10)
/+'�> LC(11/12)

D(:+��RE>y����c+�f6 B���:��4>��(�v:+; 12/+��'J��6O�J>��":+; 6 B���'Q��1b�(�4�ED3/TR /+D(D)���O/+Dh*-:T;�6OBJ�
D3/TRED(�JR^/T6 �E:�'�5)# � Ru6OB�:��J��B 6 B��\D(/+RED)��R^/T6 �E:�' :+;S6 B��\�+� :���'J> 546O/T6O�b;o:��

K0
max = 11

D3/+' [.�
,_�(�4;o:+� 1b�(>gWX6 B��-D):�� �4�(54,.:�'J>��E'�� D3/+R�D(��RE/T6O��:�' :+;t6OBJ���]']/TRv5U6F/T6 �y@C�u6OB

Kmax = 12
WX� #k�+#

LC(11/12)
WC�E5q[_�)*+:�'�> :����Y,��4�(5 �)'76I6 �(DFB�'J�ED3/TRtD3/+,�/+[��ER���6 �E�(5)WS@CB��(�4�3/+5N�u6qD3/T' [_�G>�:�'J�

;o:��
Kmax = 10

W �z#&�T# LC(11/10)
D(/+' [_�bD3/+R�D(��RE/T6O�)>'�o�E' 6OB���58D(/+5 �b6OB��b>��E,_:�R��a5 �(R��(Dh6O�E:+'

� �JRE�I�E5b'�:+6b�hw$B]/+�J546O�)> �h# "`BQ��5\6 B����Q���)546 �E:�'m'J:d@ �E5(WXB�:s@ 1}��DFBi��5b6 B��ID(:�'7c��)� ���)'�D(�
�E1b,��4:dc+�(>b�E'b��:���'��t;o� :�1 LC(9/10)

6O: LC(11/10)
# "`B��t/+'J54@H�(�L6O:K6OB���5 �Q���)546 �E:�'bD3/+'b[_�

6F/T0+�('I/+5H�(5U6O�E12/T6 �E:�'2:+; 6OB��P�(�4� :��S��'26 B��tD3/TRED(�JR^/T6 �E:�'g# "`B��(�4�);o:��4�+WJ@H�t>����]'��t6 B��=�4�(R^/ 6O��c+�
,_�(� D)�('76F/T���8�)� �4:��`[7*

RC =
LC(11/10)− LC(9/10)

LC(11/10)
× 100,

� !$# ! &��

� %
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���E�+��� �\!$# � � � � � ����(7.� ����	��� �(� �����	%���� � ��� ���� %$��� %�6 � ���� ��� ��� ���� � � � 
 �
σI = 10

	 �  �9�!���

	��"2� %	�����-��� �
� �!
&���9�	� � � � ��� �-���&��� � 
 � ;

/+'�>2546O�J>J*26 B��=[_�(B�/sc?��:��H:T;
RC

;o:+�e6 B��P>J���.�(� �)'76SDFB]/+'J'��(R�5(# l9'Y������#Q!$# �K6 B��=D):�'7c��)� ���)'�D(�
,]/T646O�(�4'\:+;

RC

��5H54B�:s@C'\;o:�� ;o:����LDFB]/T'�'��(R�5(# �t'��vD3/+'2� �(/+>��ERu*a5 �)�P6 B]/T6L6OB��P� �)R^/T6 ��c��C�)� � :+�
�E5H:+; /+[_:��J6

5%
;o:+�e6 B��t,��4�(5 �)'76O�(>IDFB]/+'J'��(R�5S�E'\6 B��t�)'��(�4�+*\� /+'����=:+; �E'76O�)� �)5463# � 5 54��12��'��

6OB]/ 6t6OB���:+6OB��)�=69@H:IDFB�/+'�'��)RE5"[_�(B]/3c��a54�E1b�ERE/+� Ru*�W]:�'���D3/+'G�)546O��1\/ 6O�}/\6 :+6F/TR���'�D)�(�U6F/+��'Q69*
:+;�/+[.:+�J6

5%
#

�P:s@ � �)5 ��Ru6O5Y;o:��Y,�BJ:+6O:?>��E54�E'76O�)���O/ 6O�E:+' :+; 7 ) �t@C��RER=[_� >��E54D(��545 �)>g# l9' ���E�J#C!$#&~p@H�
5 B�:s@ [_:+6 B 6 B��ZD3/+R�D(��RE/T6O�)>G6O:+6O/+R D(�4:�5 5f5 �)D)6 �E:�' /+'�>G6OBJ�bD):�'76O�4�E[��J6 �E:�'J5":+;X6 B��Z5 �(,�/+�O/T6 �
DFB]/+'�'J�(RE5)# "`B��q�)'��(�4���)6 �ED3/TRER�* R�:s@X�)546a:�,_�(' DFB]/+'�'��)RS�E5f6OB��

T = 1
2

DFB]/+'J'��(R`/T5 5 :?D(�E/T6O�)>
@C��6 Bq6OB��"�4�3/+Dh6O�E:+' 7 ) � +γ → 4 | �

+3 | @C�u6OBN/�6 B�� �)5 B�:�R�>Y:+;
2.47

�y��� �<6OB��t6 B��(:+� �)6 �ED(/+R
6OB��4�(54B�:�RE>G:+[J6F/+��'��(>y@C��6OBy6OB�� � �t%��.,_:+6O�)'76O�^/TR ��5

4.17
�y��� �xW.@CB��)� �3/T5t6OB��}R�:s@X�)546":�,_�('

T = 3
2

DFB]/T'�'��(ReD(:+� � �)5 ,_:�'�>�5f6O: 7 ) � +γ → 6 | �
+

,gW @CB�:�5 �b6OB��4�(54B�:�RE> �E58~J#&~���! �y���
�o6 B��A6OB��):�� �h6O��D3/+Rvc+/TRE���A��5 ! � #k% ! �y�����h#Sl9' ������#X!$#  6 B��A6OBJ�(:��4�)6O��D3/+Rv6OB��4�(54B�:�RE>J5YB]/3c��
[.�)�(' ��5 �)>g# �]:��q6 B��

T = 1/2
DFB�/+'�'��)RE5N�E' ������#C!$#  �z/��q:�'�� �4�3/+>���R�*j5 �)�(5y6 B]/T6N[7*

; /+�}6OBJ�IRE/+� �+�(546}D(:�'76O�4�E[��$6O�E:+'nD):�1b�(5};o� :+1 DFB]/+'J'��(R &G� ��5 �E'J�G546O�)�(,�Ru* /+[_:sc��Y6OB��4�(54B�:�RE>rW
� �(/+DFB��E'J�i/ 1\/dwJ��1}��1 /+� :��J'�> ! � �y��� /+'�> ; /+RER��E'�� :�� :�'�Ru* 5 R�:d@CRu*�# $XB]/+'�'J�(R�! ��5
6OB��G'J�hw?6N�E'm��12,_:��U6F/+'�D)�-�4�E5 ��'�� :�'JR�*n5 R�:d@CRu*m/T[.:sc�� !�� �y��� @C��6 B / 1\/dwJ��1}��1 '��(/+�
&�& �y��� /+'J> [.�)D(:�1b�E'�� 6OB��)' D):�1b,]/+�O/T[�RE�y�E'm54���(�y6O:pDFB]/+'J'��(R &J# �t'�Ru*i��'i6OB��Ac+�(�U*
'��3/T�t6OB��4�(5 BJ:�RE> � �)���E:�'GDFB�/+'�'��)R ! ��5">�:�1b�E']/T'Q6=[��J6K6OBJ�(' [.�)D(:�1b�(5K1}�JDFB 541\/TRERE�)�P6 B]/+'
6OB��b:+6 B��(�K69@X:yDFB]/+'�'J�(RE5)#ql9' � �E��# !?#  .� [ �t6OBJ�

T = 3/2
DFB�/+'�'��)RE5�B�/sc+�269@H:->�:+12��']/+'76

D(:�'76 � �E[J�J6O��:�'�5(WH/+R�12:�5U6Z5 ��12��R^/+�8�E' 5 � �(�+#'$XB]/+'�'J�(Rv% ��5a5 RE����B76ORu* R^/T� ���)�a5 B�:s@C�E'J� /+R�5 : /
546 �(�(,-� �E54��/ 6v6 B�� �)5 B�:+RE>A/T'�>-54RE:s@ ; /+R�R V : �-@C��6 BA/Z1\/dwJ��1}��1 'J�3/+� � & �y��� @CB��)� �(/+5P6 B��
5 �)D(:�'�> ��'j��12,_:��U6F/+'�D)�+WeDFB]/+'�'J�(R � WS5 B�:s@C5\/ 5 R�:s@ � ��5 �y/+'�> / ,.�(/+0n/+� :+��'�>i% � �y����#
$X:�1b,]/+� �)>-6O:26OB��)5 �}69@H:YDFB]/+'�'��)RE5)W.6OBJ�}� �)1\/+��'��E'J�2DFB]/T'�'��(R � /+,�,_�3/+�45��Q���u6O�}12/+� �+�E']/+Rz#

� !
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(a)

��������� �P!$#  � � ���5��� �-6-�� ��� ����7����� ��6�
 %	�����-��� � 
 �	� ���� �	���&��� %��	�+
&
�
	��%��� ����; � ����� � 
 � �#�0����� � � �

��� � ���� 
&�������&���	� %����5��� �-6-�� ����
 ��� ���� ���������	��� � %&�����-��� � 
 �����'������(� 
6-" �!���

T = 1/2
�����

T = 3/2 � �	��
����%���(7.� �(*.; � ����� � �!%(� 
��� � 
 ��) ���(�8����
T = 1/2

�����
T = 3/2
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	��%��� ����;

l9' c?���)@ :+;�6OB�� 69@X:j1\/dwJ��1\/p:+;}/+RE1b:�5U6N� �Q�]/+RKB��)�E��B76I@C��6OB / 5 �(,�/+�O/T6 �E:�' [7* /+[.:+�J6
! �#�y��� 6OB��N6O:+6O/+R

T = 3/2 V D(:�'76O�4�E[��$6O�E:+'p�hw$B��E[J��6O52/ [�� :7/T>��(�Z>���546O�4�E[��$6O�E:+' 6 B]/+' 6OB��

T = 1/2 V D(:�'76O�4�E[��$6O�E:+'q@C��6OBI/Z5 B�:+��RE>��)�C:�'I6 B��fRE:s@ V �)'��(�4�+*Y5 ��>��+# "`B��f1\/dwJ��1\/8:+; [_:+6OB
D(:+'Q6 � ��[��J6O��:�'�5vB]/3c��a/T[.:��$6P6 B���5 /+12�f5 � �(�f[��J6t/+� �f5 �),]/+�O/ 6O�(>G[7*y/+[_:��J6 �1� �I���}# "`B?�J5(W
6OBJ�f�4�(54��R�6 �E'��a6O:T6F/+RgD)� :�545C5 �(Dh6O��:�'y��'I���E��#�!$#  �oD��X54B�:s@C5=/+R�5 :b/a[�� :�/+>y>J�E546 � ��[��J6O��:�'\@C�u6OB
/}546 �(�),I�4�E54�t� ����B76`/+[_:sc��t6OBJ� �(54B�:�R�>gW�/}54RE�E�+BQ6H5 BJ:���RE>J�(�`/+[_:sc��t6 B��t12/ w$�E1}��1 /+'J>N/}5 RE:s@
; /+R�R V : � /T68B��E��BJ�(�f�('��)� �����(5(# "`B��E5fDFB]/+� /+D)6 �(�4�E546 �ED2[.�)B]/3c$��:��f�E5f�E'�>��)�(> �xw$B��E[��u6O�)> [7* 6 B��
�hw$,_�(�4�E1b�('76F/+Rr>]/T6F/8:�' 7 ) �r�E'q���E��#J!$#&~�@CB��(�4�t@X�K54B�:s@ /}D):�12,�/+� ��5 :�'q:T; 6OB��t6 B��(:��4�)6 �ED3/TR
� �)5 ��Ru6}6O:-�hw$,.�)� ��12�)'Q6O/+Re>]/T6F/I;o� :�1 � � B�� ��! 	z# �P:T6O�\6 B]/T6�6 B��26 B��(:+� �)6 �ED(/+RHD)� :�545a5 �)D)6O��:�'
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RT (ω,q) =

∫∑

f

[
|〈Ψf | J+(ω,q) |Ψ0〉|2 + |〈Ψf |J−(ω,q) |Ψ0〉|2

]
δ(ω − Ef − E0)
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∫∑

f

|〈Ψf |J+(ω,q) |Ψ0〉|2 =

∫∑

f

|〈Ψf |J−(ω,q) |Ψ0〉|2 .
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RT (ω,q) =

∫∑

f

2 |〈Ψf | J+(ω,q) |Ψ0〉|2 δ(ω − Ef − E0).
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J(ω,q) = J(1)(ω,q) + J(2)(ω,q) =
∑

i

Ji(ω,q) +
∑

i<j

Jij(ω,q).
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P13 =

(
1− σ1 · σ2

4

)(
3 + τ 1 · τ 2

4

)

P31 =

(
3 + σ1 · σ2

4

)(
1− τ 1 · τ 2

4

)
.

� � # & � �

"`B��PD(:�'�5U6F/+'76 5
A,B,C,D

/T'�>26 B��P12/+545 �(5
m1, m2

D(/+'q[_�v;o:��J'�>q/+R�5 :f�E' � +S/T� � ! 	 # l{;g@H�
D3/TRERr6 B��K�O/+>��E/+R �Q�]/T'Q6 ��69*

Jm1/2
(r) =

e−m1/2r

4πr
,

� � # & ! �

/+'�>b@X�P� �)D(:���'J���(�C�u6e6 :8[_�P/f,��4:�,]/+��/T6O:�� :T; /854D3/+RE/+� 1b�(5 :+'2@C��6 B212/+545
m1/2

W7@H�=���h6e6 B��
;o:�R�RE:s@C�E'����hw$,�� �)5 54�E:�'I;o:��S6OB�� �-/TR �]���)6 V " 4:�'Y,_:+6O�)'Q6 �^/+R

V (r) =
12π

16

(
AJm1(r)− BJm2(r) + CJm1(r)−DJm2(r)

) � � # & � �

+
4π

16

(
− 3AJm1(r) + 3BJm2(r) + CJm1(r)−DJm2(r)

)
σ1 · σ2

+
4π

16

(
AJm1(r)−BJm2(r)− 3CJm1(r) + 3DJm2(r)

)
τ 1 · τ 2

+
4π

16

(
− AJm1(r) +BJm2(r)− CJm1(r) +DJm2(r)

)
(σ1 · σ2) (τ 1 · τ 2).

l9'a6OB��`RE/+546 �hw$,�� �)5 54�E:�'b:�'��`�4�(D(:+��'����)�(5 6 B]/T6 6 B�� �]� 5U6L6O�(�41 D):�'�5 ��546 5 :+; 6OB��`,��J� �(Ru*}D)�('76O� /+R
,]/+�U6a:+;`6 B��\,_:+6O�)'76O�^/TR W 6 B��q54�(D(:+'�> ,]/+�46�D(:�'76O/+�E'�58:�'�Ru* /y5 ,���'p>��(,_�('�>J�('�D)�+WL6OB��b6OB���� >
:�'�Ru*a/+'a��5 :�54,��E'a>J�(,_�('�>��)'�D(�P/+'�> �]'�/+RERu*f6 B��`R^/T546 6 �(� 1 �E5�6 B��`5 ,J�E' V �E5 :+5 ,���'a,]/+�46(# �]:�� :+���
,����4,.:+5 �+W�6 B��K:�'�Ru*q,]/+�U6O5`:+; 6OBJ�",.:+6 �('76O�E/+Rr6 B]/T6C'��)�(>N6O:Z[.�"D):�'�54�E>��)� �(>y/+�4�t6OB�:�54�"@CB��EDFB
>�:q'J:+6=D):�1b1}�J6O�K@C��6 BI6 B���DFB�/+� ���8:�,_�(�O/ 6O:��

ρ(x) = e
1+τ3

1

2
δ(x − r1) + e

1+τ3
2

2
δ(x − r2)

W
6OBJ�(� �h;o:�� �K6OBJ�f,�/+�46v:+; 6OB��K,_:+6O�)'76O�^/TRgD(:�'76O/+�E'���'��b/+'I�E5 :+5 ,���'I>J�(,_�('�>��)'�D(�T# � �"@C�ERER.@C� ��6 �
6OBJ�E5C,]/+�U6v/+5C'�:�' V D(:�1b1}�J6 �E'�� � � $ �S,_:+6O�)'Q6 �^/+R

V NC(r) = 4π τ 1 · τ 2

(
αJm1(r) + βJm2(r) +

(
γJm1(r) + δJm2(r)

)
σ1 · σ2

)
,
� � # &1&��

 1 
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@CB��(�4�f6 B��K'��)@ D(:�'J546F/T'Q6 5=/T� �K>�����'��(>-/+5

α =
1

16
(A− 3C), β = − 1

16
(B − 3D)

γ = − 1

16
(A+ C), δ =

1

16
(B +D).

"`B��eD(:��4� �(54,.:+'�>��E'J�P1b�(54:�'��xwJDFB�/+'����eD(���4� �)'Q6��E5gc+�(�4*f�(/+5 ��R�*"�4�(D(:sc+�(� �)>g# l9'f; /+D)6(W+/+,J,�R�*?�E'J�
6OB��N1b�E'���1\/TReD):���,�R��E'��A6 :G6OB��Y'�:+'jD):�121��J6O��'��A,_:+6O�)'Q6 �^/+RH@X�Y@C�ER�RX���h6Z:�'�Ru* 1b�(5 :+'n��'
�]�E�+BQ6"6 �(�4125)W 5 �E'JD(�a6OB��Z:�'JR�*y12:�1b�('76 ��1 >��),.�)'�>��)'�D(�2�E5"�E'A6 B��Z,�� :+,]/+�7/T6 :�� 5

Jm1/2
(r)

#
"`B��(�4�);o:��4�+W]6OBJ�fD):�'�54�E546 �('76v12�)5 :�'I�hw$DFB]/T'����fD(���4� �('76v@C�ER�RrB]/3c��K6OBJ�K;o:+RERE:s@C��'��8;o:��41

jMTI−III
2 (x, r1, r2) =

� � # &+%��

4π(τ 1 × τ 2)
3

[
αJm1(|r1 − x|)←−∇−→∇xJm1(|x− r2|) + βJm2(|r1 − x|)←−∇−→∇xJm2(|x− r2|)

+

(
γJm1(|r1 − x|)←−∇−→∇xJm1(|x− r2|) + δJm2(|r1 − x|)←−∇−→∇xJm2(|x− r2|)

)
σ1 · σ2

]
,

@CB��(�4�Y6OB��N>��)� ��cT/T6 ��c+�(5 ←−
∇
−→∇x

/+Dh6Z:�'�R�* :�'p6OBJ�Y,�� :�,�/+�7/T6 :�5
Jm1/2

/+'�> '�:T6a:�'p6OB��Y@X/3c��
;o��'�Dh6O�E:+'n��'p6OB��N12/T6O�4�uwp�)RE�)12�)'Q6(# �$�E'JD(�Y6OB��)� �I�E5a'�: 1b:�12�)'76O��1 >��(,_�('�>J�('�D)�-�E'p6 B��
�-/+R �]�E�h6 V " 4:+'y,_:+6O�)'76O�^/TR W '�:qD):�'76F/+Dh6=6O�)� 1 �E5v,��4�(5 �)'76K�E'y6 B���D):�� �4�(54,.:�'J>��E'��212�)5 :�'-�hw V
DFB]/+'��+�8D)��� �4�('76 � 5 �)��/TRE5 : � ,�,_�('�>�� w � �x#

l{6PD(/+'I[.�"c��)� �
�]�(>N6OB]/ 6`6OB��KD(:+'Q6 �E'Q���u69*Y� �Q�]/T6 �E:�'

∇ · jMTI−III
2 (x, r1, r2) = −i

[
V NC(|r1 − r2|), ρ(x)

] � � # &7!1�

B�:�R�>�5(#
�=���K6O:a6OB��",J� �(54�('�D)��:+; 6OBJ�"�E5 :+5 ,���'I:+,.�)�O/T6 :��

(τ 1 × τ 2)
3 ��' � � # � � # &T%��hWJ6 B��"D(:+'Q6 � � V

[��J6 �E:�'Y:+; 6 B�� � � $ �E5S,��J� �(Ru*q��5 :sc��)D)6O:+�(#L�]���46 B��(�412:+� �+W?@X�"D(/+'N5 �)�t6OB]/T6X6OB���5X69@X: V [_:$>J*
:�,_�(�O/ 6O:��e�E5e�E'2���('��)�O/+Rr/f;o��'JD)6O��:�'\:T; [.:+6 B\,]/T�46O��D(R��PD):$:��4>��E'�/T6O�)5

r1

/+'J>
r2

/+'�>\'�:+6S:+'�R�*
:+; 6OB��K>��
�r�)� �('JD(�K:+; 6OB��"69@H:

r = r1 − r2

/+5`;o:��S6OBJ�f,_:+6 �('76O�E/+Rg��6 5 �)R�; #
� 6P6 B��E5v,.:+�E'763W]�u; @H�8@X/+'76P6 :2,J� :?D(�(�)>A�E'N6OBJ�8D(/+RED)��R^/T6 �E:�'Y:T;�6OBJ�8���r�)D)6P:+;�6 B���� ��$

:�'y6 B��"6O� /+'�54c+�(�45 �}�4�(5 ,_:�'�54�8;o��'JD)6O��:�'gW]��'-/+'�/+RE:��T*\6O:Z@CB]/T6P>�:�'J�f;o:��`6 B��854,��E'y/+'�>yD(:�' V
c��)D)6O��:�' D)��� �4�('763W"@H� B]/3c+� 6O:jD(:�'J5 �E>J�(�N6OB�� 69@X: V [_:$>J* D)��� �4�('76A��' 1b:�1b�('76O�J1 5 ,]/TD(�

JMTI−III
(2) (q, r1, r2)

# � ���]�4546ORu*n'�:+6O�I6OB]/ 6\6OBJ�A12�)5 :�'i�E' ���E��B762D(���4� �('76N/T,�,.�(/+� ��'�� ��'
���_# � � # &T%��HD(:+'�5 ��546v�E'I/aRE��'��3/+�XD(:�1}[J�E']/T6 �E:�'\:+; 6 �(�4125CRE��0+�

j(2)(x, r1, r2) = Jm(|r1 − x|)←−∇−→∇xJm(|x− r2|) =

=
1

(4π)2

e−m(|r1−x|)

|r1 − x|
←−
∇
−→∇x

e−m(|x−r2|)

|x− r2|
,

� � # & � �

 �~
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	����	�� � ��� ���1	�� ����������������� �

@CB��)� �"@X�K:�1b��6H6OB��"��5 :�54,��E'Y,�/+�46 5X;o:��`5 ��12,JRE�ED)��69*Z/T'�>Y@C� ��6 �":�'�Ru*\:�'J�"1\/+545
m

#Ll9'N:�� >��)�
6O:Z@H:�� 0q��'N12:�1b�('76 ��1 54,]/+D(�"@H�8B�/sc+�f6 :ZD(:�'�54�E>��)�`6OB��f�]:����4�E�(�H6O�O/T'�54;o:��41 /+5

J(2)(q, r1, r2) =
1

(4π)2

∫
d3x eiq·x e−m(|r1−x|)

|r1 − x|
←−
∇
−→∇x

e−m(|x−r2|)

|x− r2|

=
1

(4π)2

∫
d3x eiq·x e−m(|r1−x|)

|r1 − x|

(
∇x

e−m(|x−r2|)

|x− r2|

)

− 1

(4π)2

∫
d3x eiq·x

(
∇x

e−m(|r1−x|)

|r1 − x|

)
e−m(|x−r2|)

|x− r2|
.

� ;<6 �(�q54:�1b�y5U6O�(,J5#�o@C� �u6O��'�� 6 B��A,��4:�,]/+��/T6O:��45b@C�u6OBi6 B��-��'76O�(�+�O/+Rv� �),�� �)5 �('76O/T6O��:�' /+52�E'
��� # � � # � �q/+'�> ��54�E'��p6 B�� 54*?121b�)6 �4*i,�� :�,_�(�U69* [_�)69@H�(�('

x
/+'�>

r1/2

�xWP6 B��E5q:+,.�)�O/T6 :��
[_�(D(:+12�)5

J(2)(q, r1, r2) =
1

(2π)3
(∇1 −∇2)

∫
d3p

ei(r1−r2)·p ei(r1+r2)· 12q

[(p + 1
2
q)2 +m2][(p− 1

2
q)2 +m2]

.

� �\D3/T' '�:s@ ,_�(�U;o:�� 1 /Y6O� /+'�54;o:+� 12/T6O��:�' �E' 6OB��Z69@X:y'Q��D(R��(:�' 54*?546 �(1IW ��:���'��Y;o� :�1 6 B��
69@H: D):$:��4>��E'�/T6O�)5

r1

/T'�>
r2

6 : /G'��h@ 54�)6b:+;vD(:?:��4>��E']/ 6O�(5)W 6OB��YD)�('76O�)�2:+;v12/+5 5a:T;v6 B��
69@H: V [_:$>$*Y54*?546 �(1 /+'�>Y6 B��K� �(RE/T6O�uc��"D):$:��4>��E'�/T6O�"/T5

R =
r1 + r2

2
, r = r1 − r2.

l9'N6OB��)5 �fD(:?:�� >���']/T6 �(5S@H�8B]/3c+�K6 B]/T6

∇1 −∇2 = 2∇r,

5 �JDFBy6OB�/T6C6OB��"69@H: V [_:$>$*qD(�J� � �)'76=:�,_�(� /T6O:+�`[.�)D(:�1b�(5

J2(q, r,R) =
1

4π3
eiR·q

∇r

∫
d3p

ei(r1−r2)·p

[(p + 1
2
q)2 +m2][(p− 1

2
q)2 +m2]

.

$S/+R�RE�E'J��6OB����Q�]/+'76 ��69*

Im(q, r) =

∫
d3p

eir·p

[(p + 1
2
q)2 +m2][(p− 1

2
q)2 +m2]

,

@CB���DFB�>��),.�)'�>�5 :�'JR�*":�'K6OBJ�H�4�(R^/ 6O��c+�LD(:?:�� >���']/T6 �L/+'�>�D):�'76F/+��'�5 6OB��e12/+5 5
m

:+;$6OB��e12�)5 :�'rW
6OBJ�fD)��� �4�('76P�E5 �]']/TRER�*25 ��12,JR�*

J2(q, r,R) =
1

4π3
eiR·q(

∇rIm(q, r)
)
.

� � # &����
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l9'yD(/+5 �K:+; 6OBJ� �-/+R ���E�)6 V " 4:�'Y,_:+6 �('76O�E/+Rr6OBJ�"D(:�'�54�E5U6O�('76v69@X: V [_:$>J*\D(���4� �)'Q6P�E' ��� # � � # &+%��
�E5Y/ RE�E'J�3/+�bD(:�1�[��E']/ 6O�E:+'i:+;K6O�)� 1b5\R��E0+�I6OB�:+5 �G5 BJ:d@C' ��'i6OB��GRE/+546\� �Q�]/T6 �E:�'j@C��6OBm69@H:
>����.�(�4�('76Y12/+5 54�(5

m1
/+'�>

m2
��'i6OB��A;o�J'�D)6 �E:�'�5

Im1/2
(q, r)

#��v:+6O�y6OB]/T6q�E' / 12/T6O�4�uw
�(R��(1b�('76XD(/+RED)��R^/ 6O�E:+'}6OB��v���O/T>��E�)'Q6H�E'Z6OBJ�PRE/+546e�hw$,��4�(545 �E:+'Y/+D)6 5X:�'JR�*a:�'

Im1/2

/+'�>2'�:+6e:�'
6OB��"@X/3c��8;o�J'�D)6 �E:�'�5)W]/+5C�E'ND(/+5 �K:+; 6OB��KD):�'7c��(Dh6O��:�'-D)��� �4�('763#

� 5S/TRE� �(/+>J*a1b�('76 �E:�'��)>26 B��v69@H: V [.:?>J*ZD(�J� � �)'76S:�,_�(� /T6O:��L>�:?�(5e'�:+6H>��),.�)'�>q:�'Z6OB��P� � V
R^/T6 ��c+� D(:?:�� >���']/T6 �

r
:�'�Ru*�Wd[��J6 �u6 /+RE54:v��'�D(R���>��)5 /`>��),.�)'�>��)'�D(�H:�'f6 B��LD(�)'Q6 �(� :+;J12/+545 :T;$6 B��

69@X: V [_:$>J*t54*?546 �(1IW+� #k�+#
R

# l9'�$XB�/+,J6O�)� %C@H�HB]/3c+�X546 � �)5 5 �)>�6OB�/T6 6OB��LD3/TRED(�JR^/T6 �E:�'":+;$5 �JDFBa/
���('J�(�O/TR�69@X: V [.:?>J*a12/T6 � �uw��(R��(1b�('76L@C��6 BZ6 B��v54*?121b�)6 � � �(�(>ZB7*?,.�)� 54,�B��(�4�ED(/+R B]/+� 1b:�'���D(5 ��5
1}��DFBZ1b:�� �HD(:�1b,�RE��D3/T6 �(>f6OB]/+'}6 B��SD(/+RED)��R^/T6 �E:�'f:+;./=:�'J� V [_:?>J*�:+,.�)�O/T6 :���12/T6O�4�uw8�(R��(1b�('763W
5 ��'�D(�L:�'��LB]/T5 6 :CD(:�'�54�E>��)� /`;o�J�46OBJ�(� ���('J�(�O/ 6O�E:+'f:T;$6 B��LD(:?���bD(���('76�:T;$;o� /+D)6 �E:�']/TR+,]/+�4�('76F/T���
/+'�>p:�'J�qB]/+5�6 :A�E'76 �(��� /T6O�2:�' 6OB��\R^/+5U6�69@H:GD(:?:�� >���']/T6 �(5(# �v�)c+�(�46 B��(R��(545(WL@X�qB�/sc+�N/+RE54:
5O/+��>I6 B]/T6C6OBJ�fD(/+RED)��R^/ 6O�E:+'Y:+; 6 B��f1\/T6 � � wq�)RE�(1b�('76v:+; /a69@H: V [.:?>J*N:�,_�(� /T6O:��S6 B]/T6v5 ��12,JR�*
>��(,_�('J>�5K:�'A6OB���� �(RE/T6O�uc��8D(:?:�� >���']/T6 �

r
�E5t/T']/+RE:+��:���5v6O:q6OBJ�}D3/+R�D(��RE/T6O��:�'I:+;H/q:�'�� V [.:?>J*

1\/ 6O� � wq�)RE�)12�)'Q6(W]/+'�>Y6 B��(�4�);o:��4�f1���DFBy54�E1b,�RE�)�(# �]:��H6OB���5`� �3/T5 :�'gW�@H�"@C�ER�Rr'��)��RE�)D)6C�E'Y6 B��
;o:�RER�:s@C�E'��b6OB��aD)�('76O�)�8:+;e12/+5 5">J�(,_�('�>��)'�D(�b�E'A6 B��}69@H: V [_:$>$*AD(�J� � �)'768:T; � � # &����=/+'J> @H�
@C�ER�RJD(:+'�D(�)'Q6 �O/T6 �P:+'Z6 B��`;o��'�Dh6O�E:+'

Im(q, r)
@CB���DFB2>J�(,_�('�>�5e:�'�Ru*�:+'b6 B��C� �(RE/T6O�uc��S1b:+6 �E:�'gW

� #k�+# @H�f@C��RER.D(:�'�54�E>��)�v/+'I/+,�,��4:sw$��1\/T6 �t69@X: V [_:$>J*\D(���4� �)'Q6=/+5

J(2)(q, r,R) w Ja
(2)(q, r) =

1

4π3
∇rIm(q, r).

� � # &1 ��

"`B��E5�/+,�,��4:3wJ��1\/ 6O�E:+'G�E5fD(�(�U6F/+��'�R�* �+:$:?> ��' D(/+5 �2:+;`R�:d@ 12:�1b�('76 ��1 6O� /+'�54;o�)�
q
W @CB��)� �

6OB����Q�]/+'76 ��69*
eiq·R

w 1
W�[��J6v��6 5`���.�(Dh6v;o:+�`B��E��BN1b:�1b�('76O��1 6O� /+'�54;o�)�CD3/+'�'J:+6C[.� 4��>J���(>

/a,�� ��:�� �z# "`B����Q���(5U6O��:�'Y@CB��)6 B��(�C5 �JDFB-/+'I/+,J,�� :3w$�E12/T6O��:�'\12/+0T�(5C5 �)'�5 �K�E'N/aD(/+RED)��R^/T6 �E:�'
@C��6 BG12:�1b�('76 ��1 6 �O/+'�5U;o�(�

q = 300
:��

500
�y�����TDTW /+5t@H�Z@H:���R�> RE�E0T��6O:Y>J:�W D(:��JRE>G[_�

/+'�5U@X�)� �(>b:�'�Ru*�,_�(�U;o:�� 1b�E'J�"/=;o��RER?D3/TRED(�JR^/T6 �E:�'gW @C��6 B�:��J6 /+'7*a/+,�,J� :3w$�E12/T6O��:�'�5(# �P�hc��)�46OBJ� V
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V
OPE

(r1 − r2) = − f 2

m2
π

τ 1 · τ 2(σ1 ·∇1)(σ2 ·∇2)Jmπ(r1 − r2),
� � # ! �
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r1/2, τ 1/2, and σ1/2
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Jmπ(r1 − r2) =

∫
d3p

(2π)3

ei(r1−r2)·p

p2 +m2
π

=
1

4π

e−mπ |r1−r2|

|r1 − r2|
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[p, f(r)] = −i∇f(r)
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V
OPE

(r1 − r2) =
f 2

m2
π

[
(σ1 · p1),

[
(σ2 · p2),

∑

µ

(τµ
1 )(τµ

2 )†< r1µ|
1

p2 +m2
π

|r2µ >

]]
,
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Jmπ(r1 − r2) =< r1µ|
1

p2 +m2
π

|r2µ >,
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µ(τµ
1 )(τµ
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τ 1 · τ 2
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p1 → p1 − e1A1(r),

p2 → p2 − e2A2(r),

p→ p− eπAπ(r),
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ĵ
OPE

(2) (x, r1, r2) = −δV
OPE

(A)

δA

∣∣∣∣
A=0

.
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V
OPE

(r1 − r2,A) =
f 2

m2
π

[
(σ1 · (p1 − e1A1)),

[
(σ2 · (p2 − e2A2)),

∑

µ

(τµ
1 )(τµ

2 )† < r1µ|
1

(p− eπAπ)2 +m2
π

|r2µ >
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ĵ
OPE

(2) (x, r1, r2) = − f 2

m2
π

{[
− σ1e1δ(x− r1),

[
σ2 · p2, (τ 1 · τ 2)Jm(r1 − r2)

]]
+

+
[
(σ1 · p1),

[
− σ2e2δ(x− r2), (τ 1 · τ 2)Jm(r1 − r2)

]]
+

+
[
(σ1 · p1),

[
(σ2 · p2),

∑

µ

(τµ
1 )(τµ

2 )†

< r1µ|
1

p2 +m2
π

µ
{
p, δ(x− rπ)

} 1

p2 +m2
π

|r2µ >
]]}
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[τ 1 · τ 2, τ
3
1/2] = ±2i(τ 1 × τ 2)

3.
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π
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Contact Term
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ĵ
OPE

cont(x, r1, r2) = − f 2

m2
π

(τ 1 × τ 2)
3σ1(σ2 ·∇2)Jmπ(r1 − r2)δ(x− r1) + (1↔ 2).
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∑

µ

(τµ
1 )(τµ

2 )†µ = i(τ 1 × τ 2)
3
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Pion in Flight Term

21

� �E�����4� � # & � ��� ��)+�&��" ��� ���� �-� ��� �(� ���()+� � �	���" � ��� ���� �����9�-� ���8� � %	�����-).� %�6-��	���5�$;

�E'J5 �(�U6O��'��a69@X:Z6O��12�)5C/ZD):�1b,�RE�h6O�"5 �h6 ∫
d3r|r >< r| = 1

WJ�E5`6OB��)'

< r1µ|
1

p2 +m2
π

pδ(x− rπ)
1

p2 +m2
π

|r2µ >=

=

∫
d3r

∫
d3r′ < r1µ|

1

p2 +m2
π

p|r >< r|δ(x− rπ)|r′ >< r′| 1

p2 +m2
π

|r2µ >

=

∫
d3r < r1µ|

1

p2 +m2
π

p|r > δ(x− r) < r| 1

p2 +m2
π

|r2µ >

=< r1µ|
1

p2 +m2
π

p|x >< x| 1

p2
π +m2

π

|r2µ >= −i
(
∇xJm(r1 − x)

)
Jm(x− r2)

@CB��)� �8@H��B�/sc+����54�(>-6 B��8; /TD)6C6OB]/ 6
< r | r′ >= δ(r− r′)

/+'�>I@X�8B]/3c�����'76O�(�+�O/T6 �(>-:+�J6
6OBJ�

δ
;o�J'�D)6 �E:�'�5)# "`B��f5 �(D):�'�>I,]/+�U6P:T; 6 B��f/+'76O�ED):�1b1}�J6F/ 6O:��e@C�ERER.RE�(/+>Y6O:

Jm(r1 − x)i∇xJm(x− r2),

5 :Z6OB�/T6`6OB��"6 :+6F/+Rr�hw$,�� �)5 54�E:�'y:+; 6 B��K,��E:+'I��' �]�E��B76CD)��� �4�('76v�E5

ĵ
OPE

pif (x, r1, r2) =
f 2

m2
π

(τ 1 × τ 2)
3(σ1 ·∇2)(σ2 ·∇2)Jmπ(r1 − x)

←−
∇
−→∇xJmπ(x− r2),

� � #  ��

@CB�:�54���]�h*$'J1\/+'N>��E/+��� /+1 ��5`5 B�:s@C'-��'N���E�J# � # &J#
"`B��v6 :+6F/TR � � � D)��� �4�('76H�E5L:�[7c?�E:���54R�*86OB��v5 ��1 :T;.6 B��PD):�'76F/+Dh6L6O�(�4125e/+'J>2:+;.6OB��C,���:�'

�E' �]����B76`6O�)� 1 /+5

ĵ
OPE

(2) (x, r1, r2) = − f 2

m2
π

(τ 1 × τ 2)
3

{
σ1(σ2 ·∇2)Jmπ(r1 − r2)δ(x− r1)− (1↔ 2)

−(σ1 ·∇2)(σ2 ·∇2)Jmπ(r1 − x)
←−
∇
−→∇xJmπ(x− r2)

}
.

� � #&~��
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l9'I6 B��";o:�RER�:s@C�E'���6 B��K>�����'���6 �E:�'Y:+; B7*?,.�)� 5 ,JB��(�4�ED3/TR D):$:+� >���']/T6O�)5`�E5C,��4�(5 �)'76O�(>r#�"`B��)'y6 B��
;o:�� 1 :+; 6 B�� ) /+,�RE/+D(�P:�,.�)�O/T6 :��X��'\6OBJ�(5 �"D):$:+� >���']/T6O�)5X��5X>���5 D(�J5 5 �)>-/T'�> �]']/+R�R�*a6 B��t� �)D(��� V
5 �uc��KD(:�'J546O�4��D)6 �E:�'I:+; 6OB��

A V [_:$>J*\B7*$,_�(�45 ,�BJ�(� ��D3/+R B]/T� 1b:�'��ED)5`�E5`54B�:s@C'A/+5`��' �4+S/+� ~��+/ 	 #

� � 
 ��� ( � �)%'(&� � � * ���"� � ����� � *+���!#��%

l9'-:��4>��(�v6O:b>�����'��86 B���B7*?,.�)� 54,�B��(�4�ED(/+R D):$:+� >���']/T6O�)5P�u6v�E5C'��(D)�(545O/+�U*-6O:b546O/+�46v;o� :+1 /25 �h6
:+;.�E'76O�)� ']/+R

A−1
'J:�� 12/+RE� �(�)> ��/+D(:+[���D):$:��4>��E'�/T6O�)5 � 54�(� ���_# �o%�# � � �x# "`B�� �

k−1
� V 6OB ��/+D):�[��

D(:?:�� >J�E']/T6 �P��5X,��4:�,_:��46 �E:�']/TR�6O:�6 B��=,_:�5 �u6O��:�'2:T; 6OB��
k− 6OBY,]/+�U6O��D(RE�v� �)R^/T6 ��c+�v6 :�6OB��PD(�)'Q6 �(�

:+;`12/+5 5f:+;S6 B��
k − 1

,�/+�46 �ED(R��(5 �
i = 1, ..., k − 1

�h# �L/+DFB D(:?:�� >���']/T6 �
ηk

D(:�'�54�E5U6O5�:T;C/
�O/+>J�^/+R ,]/T�46

ηk

/+'�>-/+'A/+'J����R^/T�v,�/+�46v>��)'�:+6O�)>-@C��6 B
η̂k ≡ (θk, φk)

# � 69@X: V [_:$>J*N5U*?546O�)1
�E5SDFB�/+�O/+Dh6O�)� ���)�(>Y[7*q:+'�R�*2:�'�� ��/TD(:�[��.D(:?:�� >J�E']/T6 �

η1

W$@CB���DFBI:T; D(:����45 �"B]/T5`/}�O/+>J�^/+R_,]/+�U6

η1

/+'�>y/+'I/+'����JR^/+�S,�/+�46
η̂1 ≡ (θ1, φ1)

#
� 6OB��4�(� V [_:$>J*I5U*$5U6O�)125"��5=>��)5 D(�4�E[_�(>G[7*I69@X:���/+D):�[�� �O/+>��E/+R D(:?:�� >J�E']/T6 �(5

η1

Wr/+'�>
η2

W
/+'�> [7*A69@H:y,]/T�E� 5=:+;H/+'�����RE/+�tD):$:��4>��E'�/T6O�)5

η̂1 ≡ (θ1, φ1)
/+'�>

η̂2 ≡ (θ2, φ2)
Wg@CB��EDFB /+�4�

6OB��"5U6F/+�U6O��'��},_:��E'76X;o:+�X6OB��"D):�'�5U6O� �JD)6O��:�'Y:+; 6OBJ�tB7*$,_�(�45 ,�BJ�(� ��D3/+R D):$:+� >���']/T6O�)5(# "`BJ�(5 �f/+�4�
>��(54D(�4�E[_�(>n[Q* /GBQ*?,_�(� V �O/T>��^/+RHD(:?:�� >J�E']/T6 �

ρ2

/+'�> [7* /AB7*?,.�)� V /T'�����RE/+�}D(:?:��4>��E']/ 6O�
ϕ2

W
>�����'��(>-/+5

η1 = ρ1 = ρ2 cosϕ2,

η2 = ρ2 sinϕ2.
� +=# ! �

"`B��f5 �uwq>��E1b�('J5 �E:+']/+R.c+:�RE�J12�"�)RE�(1b�('76C��5`����c+�('I[Q*

dV6 = ρ5
2dρ2dS5 ≡ ρ5

2dρ2 sin2 (ϕ2) cos2 (ϕ2) dϕ2dη̂1dη̂2,
� +=# � �

!�!�!
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@CB��)� �
dS5

�E5S6 B��f/+'����JR^/+�Sc+:�RE��1b�"�(R��(1b�('76v/+545 :?D(�^/ 6O�(>N6OBJ�fB7*?,_�(� 54,�B��)� ����' ��c��f>��E1b�(' V
5 ��:�'�5X/+'�>

dη̂1
/+'�>

dη̂2
/+� �v6OB��vc�:�R���1b�P�)RE�(1b�('76 5S/+545 :?D(�^/ 6O�(>b6O:f6OB��=/+'�����RE/+�e,]/+�46H:+;g6 B��

��/+D):�[�� D(:?:�� >J�E']/T6 �(5
η̂1

/+'�>
η̂2

W?� �)5 ,_�(D)6 ��c+�(R�*+# "`B��vBQ*?,_�(� /+'���R��
ϕ2

/+5 54��1b�(5Lc+/TRE���)5H��'Z6 B��
�O/T'���� [

0, π
2

] #
� >�>��E'J�8:�'J�v,�/+�46 �ED(R��+WQ/+'J>26OBJ�(� �h;o:�� �P/+'�:T6OB��)� ��/TD(:�[��]D):$:+� >���']/T6O�TWQ:�'��CD3/+'2>�����'��v6 B��

B7*?,.�)� V � /+>��E/+RgD(:?:��4>��E']/ 6O�+W
ρ3

W]/+'�>N6OB��KB7*?,.�)�O/+'J����R^/T�`:�'��+W
ϕ3

W]�E'Y6OBJ�K;o:+RERE:s@C��'���@X/s*

ρ2 = ρ3 cosϕ3,

η3 = ρ3 sinϕ3.
� +=# &��

"`B��vB7*$,_�(�45 ,�BJ�(� ��D3/+R D):$:��4>��E'�/T6O�)5 :+;g/t;o:��J� V [_:?>J*}5U*$5U6O�)1 @C��6OBa6 B�� �)� ��/+D):�[���D):$:+� >���']/T6O�)5
D(:+'�5 ��546f�E' /Y5 �h6f:+;e�(�E�+BQ6f/T'�����RE/+�tD(:?:��4>��E']/ 6O�(5)Wg6OB��aB7*?,_�(� 54,�B��)� �ED(/+Re/+'���R��(5

ϕ2

/+'J>
ϕ3

W
6OBJ�f54�uwN54,�B��)� �ED(/+R /+'��+RE�(5

η̂1

W
η̂2

W
η̂3

W]/+'J>-/+'IB7*?,.�)� V � /+>��E/+RrD):$:��4>��E'�/T6O�
ρ3

#
"`B��K'��E'��K>���12�)'�5 ��:�']/+R c�:+RE��1b�"�(R��(1b�('76v� �(RE/T6O�)>Y6O:a6OB��";o:��J� V [_:?>J*q5U*$5U6O�)1 �E5

dV9 = ρ8
2dρ3dS8 ≡ ρ8

3dρ3 sin2 (ϕ3) cos5 (ϕ3) dϕ3dη̂3dS5,

@CB��)� �
dS8

��5e6 B��t/T'�����RE/+� c�:�R���12�v�(R��(1b�('76X/+5 54:$D)�^/T6 �(>26 :86 B��P�)�E��B76H>��E1b�('J5 �E:+']/+R]B7*?,.�)� V
5 ,JB��(�4�`/+'�>

dS5

�E5 >����]'��(>��E' � +=# � �h# "`B��H12�(/+5 ���4�
dη̂3

�E5 6 B��ec+:�RE�J12�L�(R��(1b�('76�/+5 54:$D)�^/T6 �(>
@C��6 BI6 B��f/+'����JR^/+�SD):$:+� >���']/T6O�)5

η̂3

/+'�>Y6OBJ�fB7*?,_�(�O/T'���RE�
ϕ3

cT/+� ���(5`��'N6 B��K�O/+'J��� [
0, π

2

] #
l9'G���('��)�O/+RzWrB]/3c?�E'J�Y>����]'J�(> 6OB��}B7*?,_�(� V �O/+>J�^/+R D(:?:�� >���']/T6 �

ρk−1

Wr:�'��}>����]'��)5
ρk

/+'�>

ϕk

W]5 ��DFBI6OB]/T6

ρk−1 = ρk cosϕk,

ηk = ρk sinϕk,
� +=#k%��

@CB��)� �

ρ2
k = ρ2

k−1 + η2
k =

k∑

i=1

η2
i =

1

k

k+1∑

i<j

(ri − rj)
2 .

� +=# !��

| �(�4�=:�'J�tD3/+'\'�:+6O�v6OB]/ 6H6 B��tB7*?,.�)� V � /+>��E/+R D(:?:�� >���']/T6 �P��5H5U*$1b1b�)6O�4�EDC@C��6 Bq� �)5 ,_�(D)6X6O:
6OBJ�a,.�)� 1}�J6O/T6O��:�'A:+; 6 B��a5 ��'���R���,]/+�U6O��D(RE�8D(:?:�� >J�E']/T6 �(5)#fl{6"/+RE54:q>�:?�(5"'�:+6t>��(,_�('�> :�'A6 B��
,��4�(D(��5 �fDFB�:���D(�":+; 6OB�� ��/+D):�[��gD):$:��4>��E'�/T6O�)5(#

"`B��
3 (A− 1)

�E'76 �(� '�/+RLD(:?:�� >J�E']/T6 �(5f:+;X6 B��
A V [_:?>J* 54*?546 �(1 /+� �b>��)5 D(�4�E[_�(> [7* :�'J�

B7*?,.�)� V � /+>��E/+R�D(:?:��4>��E']/ 6O�+W ρA
W7[7*

A−2
B7*?,.�)� V /+'�����RE/+� D):$:��4>��E'�/T6O�)5(W�;o:�� @C�EDFBa@X�C��54�S6OB��

'�:+6O/T6O��:�'
ϕ(A−1) ≡ {ϕ2, ϕ3, ..., ϕA−1} ,

/T'�>��]']/+R�R�*y[Q*
2 (A− 1)

/+'�����RE/+�=D):$:+� >���']/T6O�)5(W
6OB�/T6P/+� �">��)'�:+6 �(>y@C�u6OBI/aD(:�R�RE�)D)6O�uc��"5U*$1�[.:�R

Ω(A−1) ≡ {η̂1, η̂2, ..., η̂A−1}
#

"`B��(54�vD):$:+� >���']/T6O�)5�>��),.�)'�>b:�'}6OB��X5 �)6L:T;.5U6F/+�U6O��'�� ��/+D):�[���D):$:��4>��E'�/T6O�)5(W�54�E'�D)�+W7DFB]/+'J� V
!�!��
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�E'��`6 B��L�E'�>���D(�)5 :T;$6 B��L,]/+�46 �ED)RE�(5 /`>��
�r�)� �)'Q6 54�)6 :+;JB7*?,_�(�O/T'�����RE/+� /+'�>8/+'�����RE/+�gD):$:��4>��E'�/T6O�)5
�E5`:�[$6F/+��'��(>.� :+'�R�*26OB��KB7*?,.�)� V � /+>�����5C� �(12/+��'�5S��'�DFB�/+'����)> �h#

"`B��fc+:�RE�J12�"�)RE�(1b�('76C�4�(R^/ 6O�(>Y6 :Z6 B��
A− 1

��/+D(:+[��gD(:?:��4>��E']/ 6O�(5
η1,η2, ...,ηA−1

�E5

dV3(A−1) = ρ3A−4
A−1 dρA−1dS3A−4

� +=# � �

≡ ρ3A−4
A−1 dρA−1 sin2 (ϕA−1) cos3A−7 (ϕA−1) dϕA−1dη̂A−1dS3A−7,

@CB��(�4�
dS3A−7

/+'�>
dS3A−4

/+� �\6 B��\c+:�RE��1b�\�)RE�)12�)'Q6 5a/+545 :?D(�^/ 6O�(> 6 :A6OB��\BQ*?,_�(�45 ,�B��)� �
�E'

3A − 7
/+'�>

3A − 4
>���12�)'�5 ��:�'�5(W�� �(54,.�)D)6 ��c��)R�*+WL/+'�>

dη̂A−1

�E586OB��\c+:�RE�J12�2�(RE�)12�)'76
/+5 54:$D)�^/T6 �(>Y6O:Z6OBJ�8/T'�����RE/+�S,]/+�U6C:+; 6OB��KR^/T546 ��/+D):�[��gD):$:��4>��E'�/T6O�T# � �7/+��'gW$6 B��KB7*$,_�(� /+'���R��

ϕA−1
c+/T� �E�)5`�E'Y6OBJ�f� /+'���� [

0, π
2

] #

� ��� � � � � ��(�� � ��� � ( � � � !#�"� * + ��� ( � �)%'(&� � � * ���"� � � ��� �
� * +�� !#��%

"`B��Y�E'76 �(� '�/+RH0Q��'��)6 �ED\�)'��(�4�+* :�,.�)�O/T6 :��8;o:+�}/y69@H: V [_:?>J* 5U*?546O�)1 �E58����c+�(' [7* 6OB��\6 B�� �)�
>��E1b�('J5 �E:+']/+R ) /+,JR^/+D)�t:�,_�(�O/ 6O:��`�xwJ,J� �(545 �)>A�E'q6 �(� 1b5`:+; 6OB��"�4�(RE/T6O�uc��"D(:?:��4>��E']/ 6O�+W$� #k�+# 6 B��
��/+D(:+[�� D(:?:�� >J�E']/T6 �

η1 = (η1, η̂1)
W

∆(1) = ∆η1
= ∆η1 −

1

η2
1

ˆ̀2
1,

@CB��(�4�f6 B��K�O/+>J�^/+R.,]/+�46C��5

∆η1 =
∂2

∂η2
1

+
2

η1

∂

∂η1

/+'�> ˆ̀
1

�E5S6 B��K� �)R^/T6 ��c��K/T'�����RE/+�S1b:�12�)'76O��1 :�,.�)�O/T6 :��6�F#
"`B��A�E'76 �(� '�/+RC0?��'��)6 �EDN�('J�(� �T*i:+;t/ 6 B�� �)� V ,�/+�46 �ED(R��y5U*?546O�)1 ��52>J�(5 D)� ��[.�)>m[7*n6 B��I5 �uw

>��E1b�('J5 �E:+']/+R ) /+,�R^/TD(�b:�,.�)�O/T6 :��(W @CB��EDFBp��5f6 B��q54��1 :T;S6OB��26OB��4�(�q>���12�)'�5 ��:�']/+R ) /+,JR^/+D)�
:�,_�(�O/ 6O:��45C/+D)6 �E'��Z5 �),]/+� /T6O�)R�*Y:�'Y6 B��KD(:?:�� >���']/T6 �(5

η1

/+'�>
η2

∆(2) = ∆η1
+ ∆η2

= ∆η1 + ∆η2 −
1

η2
1

ˆ̀2
1 −

1

η2
2

ˆ̀2
2.

�P54�E'�� � � # � +=# ! �":�'��2D3/+' 6O�O/T'�54;o:��41 6OB��b69@X:-D(:?:�� >���']/T6 �(5
η1

/+'J>
η2

�E'76O:N6OB��2B7*$,_�(� V
�O/+>J�^/+RHD(:?:�� >���']/T6 �

ρ2
/+'�>p6OB��YB7*?,_�(�O/T'�����RE/+�}D(:?:��4>��E']/ 6O�

ϕ2
We[7*p1b�3/T'�5a:+;C@CB��EDFBp6 B��

��� "� -�  #
7�4 ; ���7�-�� -
� 
7�� B -" ���'�"� #�� -
� "+%��'�#�� -"+� � �6�'��  #�5,�� �5 ������'���'�#�-�6��0 #" ���.�) -�.�/+��.�-
?�  
(*�#"6,  #
�:�3"+�-�#�'�-% "6�7���.�/ ���./6�'� �4�625��+@
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) /+,�RE/+D(�":�,_�(� /T6O:+�`[.�)D(:�1b�(5

∆(2) = ∆2
ρ2
− 1

ρ2
2

K̂ 2
2 .

� +=# ���

"`B��f�O/+>J�^/+R.,]/+�46v:+; ��� � +P# ���X>J�(,_�('�>�5v:�'�Ru*q:�'N6OBJ�fB7*?,_�(� V �O/+>J�^/+RgD):$:+� >���']/T6O�
ρ2

W

∆2
ρ2

=
∂2

∂ρ2
2

+
5

ρ2

∂

∂ρ2
,

@CB��)� �3/T5N6 B��GB7*?,.�)� 5 ,JB��(�4�ED3/TRK/+'�����RE/+�\1b:�1b�('76O�J1
K̂ 2

2

�E5q�xwJ,J� �(545 �)> �E'm6 �(�4125q:T;f6 B��
B7*?,.�)�O/+'��+��R^/+�CD):$:��4>��E'�/T6O�

ϕ2
/+'J>y:+; 6OBJ�K69@H:2/+'�����RE/+�S1b:�1b�('76F/ ˆ̀2

1

/+'J> ˆ̀2
2

W]/+5

K̂ 2
2 = − ∂2

∂ϕ2
2

− 4 cot (2ϕ2)
∂

∂ϕ2

+
1

cos2 (ϕ2)
ˆ̀2
1 +

1

sin2 (ϕ2)
ˆ̀2
2.

� +=#  ��

"`B��C�E'76 �(� '�/+R�:��4[���6O/+R�/+'J����R^/T��1b:�12�)'76O��1 :+; 6OB��`6OBJ� �(� V ,]/T�46O��D(R��S54*?546 �(1 ��5
L̂ 2 = ˆ̀

1 + ˆ̀
2

#
l{6v�E5S6 :b'J:+6O�"6OB�/T6`6OB��K:�,_�(� /T6O:+� 5

L̂ 2
2

/+'�>
L̂ z D(:�1b1}�J6 �t@C��6 B

∆(2)

W ˆ̀2
1

W ˆ̀2
2

/+'J>
K̂ 2

2

#
"`B�� ) /T,�R^/+D)�S:�,_�(� /T6O:�� ��'

3 (A− 1)
>���12�)'�5 ��:�'�5(W�6 B]/T6L>��)5 D)� �E[_�(5 6 B��`�E'76O�)� ']/TR�0Q�E'��h6O�ED
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η1,η2, ...,ηA−1

∆(A−1) =
A−1∑

i=1

∆ηi
=

A−1∑

i=1

(
∆ηi
− 1

η2
i

ˆ̀2
i

)
.
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∆(A−1) = ∆(A−2) + ∆ηA−1
= ∆

A−2

ρA−2
− 1

ρ2
A−2

K̂ 2
A−2 + ∆ηA−1

− 1

η2
A−1

ˆ̀2
A−1.
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ρA−2
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/+'�>YB7*?,.�)�O/+'��+��R^/+�XD(:?:�� >���']/T6 �
ϕA−1
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∆(A−1) = ∆
A−1

ρA−1
− 1

ρ2
A−1
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A−1.
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∆
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ρA−1
=

∂2

∂ρ2
A−1

+
3(A− 1)− 1

ρA−1

∂

∂ρA−1
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K̂ 2

A−2

W
ˆ̀2

A−1

/+'J>
ϕA−1

/+5S;o:�RER�:s@C5

K̂ 2
A−1 =− ∂2

∂ϕ2
A−1

+
3A−9−(3A−5)cos (2ϕA−1)

sin (2ϕA−1)

∂

∂ϕA−1
+

ˆ̀2
A−1

sin2 ϕA−1

+

+
K̂ 2

A−2

cos2 ϕA−1

� +P# !�! �
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K̂ 2

1 ≡ ˆ̀2
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A
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L̂A−1 = L̂A−2 + ˆ̀
A−1
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A−2
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A−1

W
K̂ 2

A−1

W
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KA−1

W
KA−2
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K2
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LA−1

W
LA−2
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L2
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[7*p6OB��I5 ,�BJ�(� ��D3/+R`B�/+� 1b:�'���D(5
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Y`2m2 (η̂2)
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)
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Ω(2) ≡ {η̂1, η̂2}
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1

W ˆ̀2
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L̂z

2
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:�[J6O/+�E'��)>q[7*qD):���,�R��E'��f6OB��"/T'�����RE/+�H1b:�1b�('76F/f:+; 6OBJ�t546O/T6O�)5

Y`1m1 (η̂1)
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Y`2m2 (η̂2)
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ΦL2M2;`1`2

(
Ω(2)

)
=
∑

m1,m2

〈`1`2L2|m1m2M2〉Y`1m1 (η̂1)Y`2m2 (η̂2) ,
� +P# ! � �
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η̂1

/+'�>
η̂2
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K̂ 2

2
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ϕ2
/T'�>Z>��(,_�('�>b:�'}6 B��`c+/TRE���)5

:+; 6OB����Q�]/+'76O�J1 '?�J1}[.�)� 5
K2

W
`2

/+'�>
K1 ≡ `1
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ψK2;`2`1 (ϕ2) = N2 (K2; `2`1) (sinϕ2)
`2 (cosϕ2)

`1 P
(`2+ 1

2
,`1+

1
2)

n2 (cos 2ϕ2) ,
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P

(`2+ 1
2
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1
2)

n2
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K2 = 2n2 + `1 + `2.
"`B��K'�:��41\/+R����(/T6O��:�'\D):�'�546O/+'76v�E5

N2 (K2; `2`1) =

[
(2K2 + 4)n2!Γ (n2 + `2 + `1 + 2)

Γ
(
n2 + `2 + 3

2

)
Γ
(
n2 + `1 + 3

2

)
] 1

2

.
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K̂ 2

2
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K2 (K2 + 4)
W+@CB��)� �

K2 ≥ `1 +`2 ≥ L2 ≥ 0
# "`B��`,]/+�4��69*8:+; 6OB��S;o��'JD)6O��:�'�5 ��' � � # � +=# ! &��

�E5
(−)`1+`2

#
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2
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�E'.� +=# !�� �hW

Y[K2]

(
Ω(2), ϕ(2)

)
= ψK2;`2`1 (ϕ2)ΦL2M2;`1`2

(
Ω(2)

)
.

� +=# ! %��

� ��6 B 6 B��b'�:+6F/ 6O�E:+'
[K2]
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W
L2

W
M2
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/+'J>
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η̂1 ≡ (θ1, φ1)

W
η̂2 ≡ (θ2, φ2)

� �E'
Ω(2)

�`/+'J>
ϕ2

#
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54*?5U6O�(1I# �?6F/T�46O��'��";o� :�1 6 B��t/T[.:sc��v6OB��4�(� V ,]/+�U6O��D(RE�`@X/3c��=;o��'76 �E:�'�5)WQ:�'��=D(/+'\D):�'�5U6O� �JD)6X6 B��
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6OBJ�854,�B��(�4�ED(/+R B]/+�412:�'J�ED(5

Y`3m3 (η̂3)
# "`B���5v��5C:�[J6F/T�E'��)>I��'Y6OB��4�(�f546O�),�5(#H����� 546C:T; /+R�R W$:�'��

D(:+��,�RE�)5`6OB��f/+'��+��R^/+�X12:�1b�('76O/
L2

/+'�>
`3

6 :
L3

:�[J6O/+�E'���'��

ΦL3M3;[K2]`3

(
Ω(3), ϕ2

)
=
∑

M2,m3

〈L2`3L3|M2m3M3〉 Y[K2]

(
Ω(2), ϕ2

)
Y`3m3 (η̂3) .
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η̂1 = (θ1, φ1)

W
η̂2 = (θ2, φ2)

W
ϕ2

/+'�>

η̂3 = (θ3, φ3)
# "`B��)'gWt��54�E'��p6 B��A6O� /+'�54;o:+� 12/T6O��:�'m�E' ��� # � +P# &��xWP:+'�� D(:�'�5U6O�4��D)6 5N6 B��
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K̂ 2

3

W

ψK3;`3K2 (ϕ3) = N3 (K3; `3K2) (sinϕ3)
`3 (cosϕ3)

K2 P
(`3+ 1

2
,K2+2)

n3 (cos 2ϕ3) ,
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P

(`3+ 1
2
,K2+2)

n3

�E5v/ ��/+D):�[�� ,.:+R�*?'�:�1b�^/+RzW?/+'�>
n3
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�
P α,β

n (x) = (−1)n

2nn!(1−x)α(1−x)β
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dxn

[
(1− x)

α+n
(1− x)

β+n
] ;8�5 -
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�E5`�+��c��)'y[7*

N3 (K3; `3K2) =

[
(2K3 + 7)n3!Γ
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n3 + `3 +K2 + 7

2

)

Γ
(
n3 + `3 + 3

2

)
Γ (n3 +K2 + 3)

] 1
2

.
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ψK3;`3K2

��' ���_# � +=# !�� �P:+'��
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Y[K3]

(
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,
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ẑeiq′·r′A,

J
c,b
(1)(q

′) = − i(A− 1)

m
eiq′·r′A∇

′
A,

� $=#&%+%��

@CB��)� �\@H�\'��)��RE�)D)6f6OB��Z;o:��41 ; /+D)6 :�� 58/+'�> 6 B��b�E5 :+5 ,���' :�,_�(� /T6O:+�f;o:��K54�E1b,�RE��D(��69*+W /+'�> @H�
>���� �(Dh6ORu*A��54�}6OB��b/+'76O��54*?1b12�h6O� � �3/T6 �E:�'I:+;e6OB��}@X/3c��Z;o��'�Dh6O�E:+'g# "`B��aD):�'76O�4�E[��J6 �E:�'G:T;e6 B��
,����4�(Ru*KRE:�'��+��6O�J>��E']/TRTD):�'7c��(Dh6O��:�'�D)��� �4�('76 ��' � $=#&%+%��r6O:C6OB��e�E'76O�)���O/ 6O�E:+'"�E' � $=#k%�&��g�E5 D(R��3/+�4R�*
,��4:�,.:+�46O��:�']/+R?6O:f/ $X:���R�:�1}[Z1}��Ru6O��,.:�R��+W 5 ��'�D(�`:�'JR�*�6 B��C,�R^/T'��X@X/sc+�PB�/+5 6O:K[.�`�xw$,]/+'�>��)>g#
�=/T12�)R�*�W?6OB��"D):�'76O�4�E[��J6 �E:�'26O:a6OB�� �?�E�(�+�(�46S:�,.�)�O/T6 :��H;o:+� 1 6 B��",]/+�U6

(a)
:T; 6 B��"D(�J� � �)'76C�E5

���uc��('I[7*

T ′el(a)
Jµ (q) = − 1

4π

√
J + 1

J

Aq

2m

∫
dq̂′eiq′·r′AY J

µ (q̂′).
� $=#&%7!��

! �  



� 
���
 � ��� � 	������ � ���
	�� � � ����� ��� � � ��� ����	�� !�� ~

��wJ,�/+'�>���'��b6 B��K,�R^/T'��t@S/3c+�8:�'J�f�+�)6O5

T ′el(a)
Jµ (q) = −

√
J + 1

J

Aq

2m

∑

`,m

i`j`(qr
′
A)Y `

m(r̂′A)

∫
dq̂′Y `

m(q̂′)Y J
µ (q̂′),

� $=#&% � �

@CB��EDFBI[_�(D(:+12�)5(W]��54�E'��a6OBJ�f:+�46OBJ:���:�']/TRE��69*2:+; 6OB��K54,�B��(�4�ED(/+R B]/+�412:�'J�ED(5)W

T ′el(a)
Jµ (q) = −

√
J + 1

J

Aq

2m
iJjJ(qr′A)Y J

µ (r̂′A).
� $=#&%��1�

"`B��fR^/+5U6`�hw$,��4�(5 54�E:�'y�E5`,��4:�,_:��46 �E:�']/TR.6O:a6 B�� $X:���RE:+1}[N1}��R�6 �E,_:�RE�
CJµ

/+5

T ′el(a)
Jµ (q) = −

√
J + 1

J

q

2m
iJCJµ(q).

� $=#&%� ��

"`B��N,]/+�4��69* :T;v6 B��NR^/+5U6a:�,_�(� /T6O:����E5aD(R��3/+�4R�*
(−1)J /+'J> 6 B��YD3/TRED(�JR^/T6 �E:�' :T;v6 B��ND(:��4� � V

5 ,_:�'�>���'��Z1\/ 6O� � wq�)RE�)12�)'Q6 5C,�� :?D(�)�(>�5P/+5S;o:��S6 B�� $X:���RE:+1}[N1}��R�6 �E,_:�RE�)5(#

l9' 6 B��A;o:�RER�:s@C�E'�� @X�G@C�ER�RPD(/+RED)��R^/ 6O�-6 B��GD(:�'76 � �E[J�J6O��:�' :+;f6OB��G54�(D(:+'�> ,�/+�46N:+;K6 B��
D(:�'7c+�(D)6 �E:�'yD(���4� �)'Q6(W

(b)
W�6O:Z6OB�� �$���(���)�46v:�,_�(� /T6O:��)# "`B�� �Q�]/+'76O�u69*q6O:Z546 ��>J*N��5S6OB��)'

T ′el(b)
Jµ (q) =

1

4π

√
J + 1

J

i(A− 1)

m

∫
dq̂′ q̂′ ·∇′

A eiq′·r′AY J
µ (q̂′).

� $=#&%7~��

���E�4546 :T;�/+R�R @H�LD3/+'K��54� 6OB�� ; /+Dh6g6OB]/ 6 6OB�� 54D3/+RE/+� ,�� :?>���Dh6 /+,�,_�3/+�4�E'��`��'t6OB�� RE/+546g�hw$,�� �)5 54�E:�'
�E5

q̂′ ·∇′
A = −

√
3[q̂′1 ×∇

′1
A]0,

/+'�>N6OB��)'gW]�hw$,]/T'�>��E'J�b6 B��K,�R^/+'J�t@S/3c��8/+5C�E'.� $=# ! %��hW�:�'J�f�+�)6O5

T ′el(b)
Jµ (q) = −

√
J + 1

J

i
√

3(A− 1)

m

∑

`

(−i)` ˆ̀j`(qr
′
A)

∫
dq̂′ [[q̂′1 ×∇

′1
A]0 × [[Y `(r̂′A)× Y `(q̂′)]0 × Y J(q̂′)]J ]Jµ.

� $=# ! � �

�v�)D(:��J,�RE��'��b6 B��('y6OB��f6O�('J5 :��P,�� :?>���Dh6O5=54��DFBA6OB�/T6P6 B��K69@X:q54,�B��)� �ED(/+R B]/+� 1b:�'���D(5)W @CBJ�EDFB
/+� � ;o��'�D)6 �E:�'J5-:+;

q̂′
W8/+� � D):���,�R��(> 6 : /j6OBJ�E� > :�'��+W8/+'�> �J5 �E'J�i6OB�� ; /+D)6A6 B]/T6

q̂′1 =√
4π
3
Y 1(q̂′)

:�'��K���h6O5

T ′el(b)
Jµ (q) = −

√
J + 1

J

i(A− 1)

m

∑

`

(−i)` ˆ̀j`(qr
′
A)
∑

h
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√
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