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Zusammenfassung

Diinne Ising-Filme konnen als vereinfachtes Modell zur Beschreibung von Fliissig-
keiten in schlitzartigen Kapillaren oder von bindren Mischungen, die als Film auf
ein Substrat aufgebracht sind, dienen. Dabei wird der Einflu der Winde und ei-
nes chemischen Potentials auf das System durch die Einfiihrung von Magnetfeldern
modelliert. Infolge der eingeschrinkten Geometrie zeigen diese Systeme interessante
Eigenschaften. So unterscheidet sich das kritische Verhalten signifikant von dem eines
Bulk-Systems, es kommt zu einem Crossover von zwei- zu dreidimensionalem kriti-
schen Verhalten. Zusétzlich verschiebt sich der Phaseniibergang in den ungeséttigten

Bereich, ein Effekt, der in der Literatur als “capillary condensation” bezeichnet wird.

In der vorliegenden Arbeit wurden die kritischen Eigenschaften von Ising-Filmen
im Rahmen einer Monte Carlo-Simulation untersucht. Dabei variierten die Schicht-
dicken der Filme zwischen D = 4 und D = 32. Zur Verbesserung der Effizienz
wurde ein Cluster-Algorithmus verwendet, der, um einen Ghost-Spin-Term zur Be-
handlung der Felder erweitert, in der Umgebung der kritischen Punkte eine bis zu
einem Faktor 6 gegeniiber konventionellen Algorithmen reduzierte Autokorrelations-
zeit zeigte. Bei der Datenanalyse kamen moderne Multi-Histogramm-Techniken zur

Anwendung, die zu einer weiteren Verbesserung der Genauigkeit beitrugen.

Fiir jede Schichtdicke konnten kritische Temperatur und Magnetfeld mit sehr guter
Genauigkeit bestimmt werden. Die Skalenhypothese von Fisher und Nakanishi, die
die Verschiebung des kritischen Punktes gegeniiber seines Bulk-Wertes beschreibt,
wurde sowohl fiir Systeme mit freien Oberflichen als auch fiir Systeme mit schwa-
chem Oberflichenfeld bestétigt. Der Wert des Gap-Exponenten der Oberfliche wur-
de mit A; = 0.459(13) abgeschitzt, was in Ubereinstimmung mit den in der Lite-
ratur angegebenen Werten ist, welche jedoch durch Reihenentwicklungen ermittelt

wurden.

Die Observablen Magnetisierung und magnetische Suszeptibilitdt sowie deren auf
die Oberfliche bezogenen Entsprechungen zeigen kein reines zweidimensionales kri-
tisches Verhalten. Zu ihrer Beschreibung in der Nédhe des kritischen Punktes wurden
effektive Exponenten fiir die einzelnen Schichtdicken bestimmt, die sich fiir kleine
Schichtdicken den zweidimensionalen kritischen Exponenten annéhern. Abschlieffend

wurden Energie- und Magnetisierungsprofile vorgestellt und diskutiert.
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Kapitel 1
Einleitung

Fliissigkeiten in diinnen schlitzartigen Kapillaren und bindre Mischungen in diinnen
Filmen auf Oberflachen sind von sehr grofler technologischer Bedeutung, was durch
eine Fiille von Anwendungen in den Materialwissenschaften begriindet ist. Stellver-
tretend seien hier nur die Bereiche Adhésion, Schmierung und die Beschichtung von
Substraten genannt. So ist es nicht erstaunlich, dafl sie Gegenstand regen experi-

mentellen Interesses sind [1-15].

Aber auch vom theoretischen Standpunkt aus gesehen zeigen diese Systeme un-
gewohnliche Eigenschaften. So unterscheidet sich ihr kritisches Verhalten signifikant
von dem eines Systems im Volumen (Bulk): Es kommt zu einem “Crossover” von ei-
nem 2- zu einem 3-dimensionalen Verhalten am kritischen Punkt und die Phasenum-
wandlung von der fliissigen Phase zur Gasphase verschiebt sich in den ungeséttigten
Bereich [16], ein Phinomen, welches als “capillary condensation” bezeichnet wird.
Ursache dafiir sind zum einen Effekte durch die eingeschréinkte Geometrie, da sich
in einer diinnen Schicht die Ausdehnung in einer Raumrichtung von der in den
beiden anderen unterscheidet, zum anderen Effekte durch die Wechselwirkung mit
den Winden, die, sofern es sich nicht um “neutrale” Winde handelt, eine Prife-
renz fiir eine der beiden Phasen zeigen. Eine weitere mit dem Einflufl der Wénde
auf das System verkniipfte Erscheinung ist der bei attraktiven Wanden auftretende
Benetzungs-Ubergang (Wetting-Ubergang) [17-19]. Bei diesem kondensiert an der
Wand eine makroskopisch dicke fliissige Lage eines geséttigten Gases, wihrend die
Partikel im Bulk in der Gasphase bleiben. Dem Wetting-Ubergang kann ein soge-
nanntes “Prewetting” vorausgehen, in dessen Verlauf sich bereits in der ungeséttig-

ten Gasphase eine diinne Lage kondensierter Teilchen an der Wand niederschldgt.



Die Beschreibung dieses reichhaltigen Spektrums an Phinomenen mit einer analyti-
schen Theorie ist ein seit langer Zeit bestehendes [20] und aufgrund seiner Komple-
xitdt ungeldstes Problem [21-29]. Einen Beitrag zu dessen Losung kann die An-
wendung von Computersimulations-Techniken leisten. Die Simulation von konti-
nuierlichen Fliissigkeitsmodellen mit realistischen Potentialen hat jedoch mit den
Schwierigkeiten zu kimpfen, dafl nur verhédltnismifig kleine Systeme mit vertretba-
rem Aufwand untersucht werden konnen und schon alleine die ausreichend genaue
Bestimmung der Phasenkoexistenzkurve im Volumen nur mit sehr grolem nume-
rischen Aufwand moglich ist [30-34]. Dies fiihrt dazu, daf die mit dieser Technik
erzielbaren Ergebnisse leider meist nur von qualitativem Charakter sind. Ein Weg,
um dennoch zu quantitativen Aussagen zu gelangen, besteht in einer Vereinfachung
des Modelles:

e Die Orte, die die Partikel einnehmen kénnen werden vom Kontinuum auf die

Kreuzungspunkte eines regelméfliigen 3-dimensionalen Gitters eingeschrinkt.

e Die Krifte zwischen den Teilchen werden nicht durch ein realistisches Poten-
tial, sondern durch eine attraktive Wechselwirkung zwischen auf dem Gitter

benachbarten Fliissigkeitsteilchen bestimmt.

Das durch diese Einschriankungen entstandene Modell trégt den Namen “Gittergas-
Modell”. Dem Nachteil, daf3 dieses auf mikroskopischer Ebene kein realistisches Ab-

bild einer Fliissigkeit darstellt, stehen zwei bedeutende Vorteile gegeniiber:

e Der Wert des chemischen Potentials p, bei dem im Bulk-System eine Phasen-

koexistenz vorliegt, ist aufgrund von Symmetrieiiberlegungen exakt bekannt.

e Die Gitterstruktur und das diskrete Spektrum der Energiezusténde eines Teil-

chens erlauben die Implementierung hocheffizienter Algorithmen [35].

Eine dem Gittergas-Modell vollstindig &dquivalente Formulierung ist das Ising-
Modell, in dem die Teilchen nicht durch eine Besetzungs-, sondern durch eine Ising-
Spin-Variable, welche auch zwei Zustdnde annehmen kann, beschrieben werden. In
dieser Beschreibung wird die Rolle des chemischen Potentials von einem Magnetfeld
iibernommen, wihrend der Einflul der Winde auf das System durch ein Rand-
magnetfeld vermittelt wird, dessen Reichweite auf die beiden Oberflichenschichten

begrenzt ist. Die Wahl der Formulierung ist eine Frage der personlichen Priferenz,



D

Abb. 1.1: Skizze eines Systems der Schichtdicke D und der lateralen Ausdehnung L. Die
Wainde sind dunkelgrau und die Schichten des Gitters, die dem Einflu der Wénde unterlie-

gen, sind hellgrau unterlegt.

ob man lieber von Magnetisierung und Magnetfeldern oder von Dichten und chemi-

schen Potentialen spricht.

Fiir die Untersuchung des kritischen Verhaltens von diinnen Filmen im Rahmen
einer Monte Carlo-Simulation wurde fiir diese Arbeit die Beschreibung durch das
Ising-Modell gew#hlt. Als Simulationsalgorithmus wurde ein Cluster-Algorithmus
verwendet, um das an einem kritischen Punkt fiir lokale Algorithmen, deren promi-
nentester Vertreter der Metropolis-Algorithmus [36] ist, auftretende “critical slowing
down” zu mindern. Um den Magnetfeldern Rechnung zu tragen, wurde dieser Algo-

rithmus um einen “Ghost-Spin”-Term erweitert.

Am Anfang der Untersuchung des kritischen Verhalten eines Systemes steht natur-
gemif} die Bestimmung des kritischen Punktes. Diese muflte fiir jede einzelne der
verschiedenen Schichtdicken D durchgefiihrt werden. Dabei wurden zwei Konstella-
tionen fiir den Einflul der Wande vorgegeben:

Zum einen neutrale Wénde, die keinen Einflufy auf die Oberflichenschichten des Sy-
stems ausiiben. Oberflacheneffekte sind in diesem Fall auf die fehlenden Nachbarn
der in den Oberflichen lokalisierten Teilchen zuriickzufiihren. Dieser Fall wird durch

die Wahl eines verschwindenden Oberflichenmagnetfeldes modelliert. Zum anderen



Wiinde, die gering mit den sich in den oberen Schichten befindenden Teilchen wech-

selwirken. Diese werden durch ein schwaches Oberflichenfeld realisiert.

Ein Ziel dieser Arbeit ist es, die Giiltigkeit der Skalen-Theorie von Fisher und Na-
kanishi [22,23] fiir den Fall nicht neutraler Winde zu priifen. Die Theorie beschreibt
das Skalieren der Verschiebung des kritischen Punktes relativ zu seinem Bulk-Wert
mit der untersuchten Schichtdicke. Ein weiterer Schwerpunkt ist die Untersuchung
des “Crossovers” von einem 2- zu einem 3-dimensionalen kritischen Verhalten und
die Form der Magnetisierungs- und Energieprofile in der Nihe des kritischen Punk-

tes.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt:

Im néchsten Kapitel wird das zu untersuchende Ising-Modell vorgestellt und auf
seine Aquivalenz zum Gittergas-Modell eingegangen. In einem weiteren Unterkapi-
tel wird die Scaling-Theorie von Fisher und Nakanishi dargelegt. Das dritte Kapitel
befafit sich ausfiihrlich mit der Methodik der Simulation. Nach einer allgemeinen
Einfiihrung in die Grundlagen der Monte Carlo-Simulationen wird der verwendete
Algorithmus erldutert und die bei der Analyse der Daten zur Anwendung kommende
Technik des Multi-Histogramm-Reweightings sowie die Extrapolation der kritischen
Temperatur aus den Kumulantenschnittpunkten und den Maxima kritischer Ob-
servablen dargestellt. In den beiden folgenden Kapiteln werden dann die Ergebnisse
dieser Bemiihungen présentiert, im ersten der beiden fiir ein schwaches Oberflichen-
feld, im zweiten fiir den feldfreien Fall. Das letzte Kapitel ist der Zusammenfassung

der Ergebnisse gewidmet.



Kapitel 2

Das Modell und seine
Eigenschaften

Zur vereinfachten Beschreibung von Fliissigkeiten in einer diinnen Kapillare bzw.
bindrer Mischungen in diinnen Filmen im Rahmen einer Gittertheorie bietet sich

“natiirliche” Wahl das Modell des Gittergases an. Dennoch wurde in dieser Ar-

als
beit fiir die Untersuchung der Phinomene der Rahmen eines Ising-Modells gewéhlt.
Diese Vorgehensweise wird durch eine vollstindige Aquivalenz dieser beiden Mo-
delle ermoglicht, welche im folgenden Unterkapitel niher erldutert werden wird. Im
darauffolgenden Abschnitt werden in einer ersten groben Analyse einige asympto-
tische Eigenschaften des Modells untersucht. Der letzte Abschnitt befafit sich mit
der Skalen-Theorie von Fisher und Nakanishi, deren Ziel es ist, die Verschiebung
des kritischen Punktes eines Systems von endlicher Schichtdicke D sowie dessen

Phasenkoexistenzkurve zu beschreiben.

2.1 Ubergang vom Gittergas-Modell zum Ising-
Spin-Modell

Um das Verhalten eines diinnen fliissigen Filmes zu modellieren, wird der folgende

Ausdruck fiir die potentielle Energie zugrunde gelegt:

H({e}) = —<p<z> Gej—e >, G (2.1)

i€O0berfliche



Der Zustand dieses Systems wird durch einen Satz von Zustandsvariablen c;,
1t =1,---, N beschrieben, die die Werte ¢; = 1, falls der Gitterplatz von einem Teil-
chen besetzt ist, oder ¢; = 0, falls der Platz leer bleibt, annehmen kénnen. Mit N
wird die Anzahl der Gitterpléitze bezeichnet, die sich bei einem Film der Schichtdicke
D und der lateralen Ausdehnung L zu N = DL? ergibt.

Der erste Summand des Ausdrucks fiir die potentielle Energie resultiert aus einer
Wechselwirkung der Teilchen untereinander, deren Reichweite auf die direkt angren-
zenden Nachbarn beschréinkt ist. Die Summation erstreckt sich somit iiber alle Paare
benachbarter Teilchen. Durch die Wahl von ¢ > 0 wird eine attraktive Wechselwir-
kung festgelegt. In der zweiten Summe schligt sich die Wechselwirkung der Teilchen
mit der Wand nieder. Auch hier wird durch die Wahl eines positiven €; eine at-
traktive Wechselwirkung zwischen Wand und Teilchen festgelegt. Die Summation
erstreckt sich hier allerdings nur auf die 2L? Teilchen, die sich in der Oberfliche des
Gitters befinden, entsprechend der begrenzten Reichweite des attraktiven Potentials
der Wand.

Mit der Einfiihrung eines chemischen Potentials y, welches ein Maf fiir die Fluktua-
tionen der Teilchenanzahl ist, erweitert sich der Ausdruck fiir die potentielle Energie

um den Term —p ), ¢;.

Ersetzt man die Besetzungsvariable ¢; durch die Spinvariable S;, fiir die

mit S; € {—1,+1} gilt, transformiert sich das urspriingliche Gittergas-Modell in

einen Ising-Ferromagneten:

H({ci}) MZCz Ho + Hising({Si}) - (2.3)

Hier bezeichnet #, einen physikalisch irrelevanten konstanten Anteil

Ho=—L*{2p(D —2)/8+ (2 —1)/4+ €, + Du/2} (2.4)

und Higng die Hamilton-Funktion des Ising-Ferromagneten

%Ismg{S}——JZSS—hZS—h1 > 5. (2.5)

i€O0berflichen



In diesem Modell wird die Wechselwirkung zwischen benachbarten Spins nun durch
die Konstante J = ¢/4 bestimmt. Fiir die hier nicht betrachtete Wahl ¢ < 0,
die einer repulsiven Wechselwirkung entspricht, hitte man einen Antiferromagneten
erhalten. Der Einflul der Wand wird durch ein Oberflichenfeld

hl == —61/2 + J (26)

vermittelt, und an die Stelle des chemischen Potentials tritt ein Bulk-Magnetfeld

h=—-u/2—2J, (2.7)

welches an jeden Spin des Gitters koppelt. Die Konstante z steht fiir die Koordina-
tionszahl des Gitters, d. h. die Anzahl der néchsten Nachbarn eines Gitterplatzes
im Bulk. Im hier behandelten Fall handelt es sich um eine einfach-kubische Gitter-

struktur, deren Koordinationszahl z = 6 ist.

Man beachte, daf die Transformation (2.3) bedeutet, da8 das Gittergas im grofika-
nonischen Ensemble (das chemische Potential p ist die vorgegebene unabhéngige Va-
riable) dem Ising-Modell mit dem Magnetfeld als unabhéngige Variable entspricht.
Méchte man ein Gittergas-Modell bei fester (vorgegebener) Dichte betrachten, ent-

spriche dies einem Ising-Modell bei fester Magnetisierung.

2.2 Einige einfache Eigenschaften des Modells

Um einen ersten groben Eindruck vom Verlauf der Phasenkoexistenzlinie zu gewin-
nen, bietet sich eine Untersuchung des Grundzustandes des Systems an. Dieser wird
bei einer Temperatur 7' = 0 eingenommen. Betrachtet man den Grenzfall unendli-
cher Schichtdicke (D — o0), so kann der Einflufl des Randmagnetfeldes, welcher sich
nur auf die beiden Oberflichen auswirkt, vernachléssigt werden. Das Verhalten wird
durch die Volumeneigenschaften geprigt, die die des 3-dimensionalen Ising-Modells
sind. In diesem Modell tritt eine Koexistenz der beiden Phasen, die durch eine positi-
ve bzw. negative Orientierung aller Spins charakterisiert sind, bei einem Magnetfeld
h = 0 auf. Aufgrund der Symmetrieeigenschaften der Hamiltonfunktion des Ising-
Modells hingt der Wert des Koexistenzfeldes nicht von der Temperatur ab, so dafl
sich im Grenzfall D — oo die Phasenkoexistenzkurve zu heoex (1) = 0 ergibt. Uber-
setzt in die Sprache des Gittergas-Modells 1d8t sich mit (2.7) das korrespondierende



chemische Koexistenzpotential zu

00 ¥
Heoex = _'25 (28)

bestimmen. Die Phasenkoexistenzlinie 148t sich somit im Grenzfall D — oo auf die

des reinen Ising-Modells zuriickfiihren und exakt bestimmen.

Im Falle endlicher Schichtdicken gestaltet sich die Situation ungleich schwieriger.
Zwar ist es noch moglich, einen Ausdruck fiir das Koexistenzfeld bei T = 0 zu
finden, aber das im vorherigen Falle verwendete Symmetrieargument 148t sich auf
diesen Fall nicht anwenden, um die Giiltigkeit des Ausdrucks auf Temperaturen
T > 0 auszuweiten. Zur Bestimmung des Koexistenzfeldes im Grundzustand 7' = 0
setzt man die Energien der beiden Phasen, deren Spins eine gegensitzliche Orientie-
rung aufweisen, gleich. Der Term der Spin-Spin-Wechselwirkung in (2.5) ist invariant
unter einem Vorzeichenwechsel der Spinvariablen im Gegensatz zu den Wechselwir-

kungstermen der Magnetisierung mit den Feldern. Somit ergibt sich

2h
heoex (T = 0) = —?1 : (2.9)

wobei verwendet wurde, dal der Anteil der Spins in den beiden Oberflichen an der
Gesamtzahl der Spins 2/D betrigt. Ubertragen auf das Gittergas-Modell bedeutet

dies eine Verschiebung des Koexistenzpotentials gegeniiber seines Bulk-Wertes von

:U’coex(T - 0) - ,U/Sgex = -2 hcoex(T — 0)
1
= -5 (2¢1+¢) , (2.10)

wobei (2.6), (2.7) und (2.9) Anwendung fanden.

Die Verschiebung der Phasenkoexistenz im Grundzustand in den Bereich eines nega-
tiven Magnetfeldes h < 0 (eine positives Oberflichenmagnetfeld vorausgesetzt) 148t
sich anschaulich dadurch erkldren, dal bei verschwindendem Magnetfeld A = 0 im
Grundzustand die Phase energetisch giinstiger wire, die die gleiche Orientierung wie
das Randmagnetfeld aufweist und somit die Entartung des Grundzustandes aufge-
hoben wire. Erst durch die Wahl eines dem Randmagnetfeld entgegengesetzt orien-
tierten Bulk-Magnetfeldes ist es méglich, dafl im Grundzustand die andere Phase mit

der gleichen Energie koexistieren kann. Auch fiir Temperaturen 7" > 0 bleibt diese



D= 7o) T
0 o} -
'
AH, T
H{(D) '
2 H,
D

Abb. 2.1: Skizzierter Verlauf der Phasenkoexistenzkurve fiir endliche und unendliche
Schichtdicken D bei positivem Randmagnetfeld H; > 0. Die Verschiebung des kritischen
Punktes bei endlicher Dicke ist mit AT, und AH, bezeichnet.

Verschiebung des Phasenkoexistenzfeldes giiltig, so daf die gesamte Koexistenzkur-
ve fiir positive Randfelder in den Bereich eines negativen Magnetfeldes verschoben
ist [22]. In Abb. 2.1 ist der Verlauf der Kurve skizziert.



Kapitel 3

Die Simulation

3.1 Monte Carlo-Simulationen

Eines der Grundprobleme in der statistischen Mechanik ist die Berechnung der Zu-

standssumme eines Systems, die im kanonischen Ensemble als

2() = Y e (3.1
{si}

definiert ist. Ist die Zustandssumme bekannt, konnen mit Hilfe der Gleichungen der
statistischen Mechanik die Erwartungswerte der Observablen berechnet werden. Die
analytische Bestimmung von (3.1) ist nur fiir einige wenige recht einfach konstru-
ierte Modelle méglich [37]. Der Versuch, (3.1) numerisch durch einfache Summation
zu bestimmen, scheitert selbst fiir einfachste Systeme an der mit der Systemgrofie
rapide ansteigenden Zahl der Summanden, da die Summation iiber jeden einzel-
nen Zustand {s;} des Systems zu erfolgen hat. An dieser Stelle setzt die Monte
Carlo-Methode [36,38-43] an, der die Idee zugrunde liegt, nicht die Zustandssum-

me, sondern Erwartungswerte beliebiger Observablen O,

(0)s = %{2}0({&}) ) (3.2

durch Summation iiber eine begrenzte Anzahl zufillig ausgewihlter Zusténde zu ap-
proximieren. Es empfiehlt sich meist nicht, die Zustdnde entsprechend einer konstan-
ten Wahrscheinlichkeitsverteilung auszuwéhlen, weil die einen wesentlichen Beitrag

zum Erwartungswert leistenden Konfigurationen im hochdimensionalen Phasenraum
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in einem relativ schmalen Bereich konzentriert sind, der dann nur selten getroffen
wird. Giinstiger ist es, die Technik des Importance Sampling [38] zu verwenden, bei

der die Zustinde mit einer Wahrscheinlichkeit, die ihrem Boltzmann-Gewicht

P5({s;}) e PHsi}) (3.3)

entspricht, generiert werden. Die Berechnung des Erwartungswertes (3.2) reduziert
sich dann auf eine einfache Mittelwertbildung iiber den der Konfiguration s; ent-
sprechenden Wert der Observablen O(s;), der “Mefwerte”.

Eine Kette von Zusténden, die gemif einem vorgegebenen P({s;}) verteilt sind, kann
mit Hilfe eines Markov-Prozesses [44] realisiert werden. Dieser Prozel wird durch
eine Ubergangsmatrix W ({s;} — {s.}) charakterisiert, die die Wahrscheinlichkeit
angibt, von Konfiguration {s;} aus Zustand {s}} zu erreichen. Erfiillt die Matrix W
die Detailed-Balance-Bedingung

P({si}) W{si} = {si}) = P({s:}) W ({si} = {s:}) , (3-4)

so ndhert sich die Verteilung der Markov-Kettenglieder der vorgegebenen Vertei-
lung im Grenzfall unendlicher Kettenlinge an. Durch die Bedingung (3.4) ist die
Markov-Kette nicht eindeutig bestimmt; es gibt verschiedene Markov-Prozesse, die

der gleichen Gleichgewichtsverteilung entgegenstreben.

Das Generieren der Konfigurationen durch Realisierung einer Markov-Kette hat
zwei Nachteile. Erstens kann man nur Mewerte zur Mittelwertbildung heranzie-
hen, die nach einer gewissen Zeitspanne gewonnen wurden, welche die Markov-Kette
benétigt, um aus der Startkonfiguration ins Gleichgewicht zu relaxieren. Zweitens
sind die Meflwerte der Kette zeitlich korreliert.

Ein Maf} zur Beschreibung dieser Autokorrelationen ist die integrierte Autokorre-
lationszeit 7

., die fiir einen Simulationslauf von N Messungen der Observablen O
durch

r0:1+§j¢ (j)(1+i> (3.5)
int 9 = o N :
definiert ist, unter Verwendung der Autokorrelationsfunktion

11



(0:0i45) = (0){(0i)
(O7) = (0:)(03)

Po(j) = (3.6)

Fiir einen 6konomischen Monte Carlo-Algorithmus ist es wichtig, eine Markov-Kette
zu erzeugen, deren Autokorrelationszeit moglichst klein ist, da durch die Korrelatio-
nen der statistische Fehler des Mittelwertes der Observablen um einen Faktor \/?1%
erhoht wird [45,46].

Ein hiufig verwendeter Vertreter aus der Klasse Importance-Sampling-Algorithmen
ist der Metropolis-Algorithmus [36]. Bei diesem lokalen Algorithmus unterscheiden
sich die aufeinanderfolgenden Konfigurationen nur durch die Zustandsinderung ei-

nes einzelnen Spins bzw. Teilchens. Die Ubergangsmatrix W ist durch

e PHUSH-Hs) - wenn H({s}}) > H({s;}),

(3.7)
1, wenn H({s.}) < H({s;}),

W () = ) = {
gegeben. Ein Spinflip wird also immer akzeptiert, wenn die dadurch erreichte neue
Konfiguration eine niedrigere Energie besitzt. Falls der neue Zustand jedoch energe-
tisch ungiinstiger ist, erfolgt der Spinflip mit einer nur von der Energiedifferenz der
beiden Zustidnde abhéngigen Wahrscheinlichkeit.

Die Stirke des Metropolis-Algorithmus ist die durch seine Schlichtheit ermdglichte
grofle Flexibilitét, die zu einer Anwendung bei einer Vielzahl von v6llig unterschied-
lichen physikalischen Systemen gefiihrt hat. Sein Nachteil ist die mit der rdumlichen

Korrelationsldnge ¢ ansteigende Autokorrelationslinge, deren Zusammenhang als

T ox &F (3.8)

ermittelt wurde, wobei z den durch (3.8) definierten dynamischen kritischen Expo-
nenten bezeichnet, fiir den im Fall lokaler Algorithmen z & 2 [47,48] gilt. Dies fiihrt
dazu, dal in der Niahe eines kritischen Punktes, wo & divergiert bzw. in endlichen
Systemen den Wert der linearen Gitterlinge L annimmt, die Autokorrelationszeit 7

stark ansteigt, es also zu einem critical slowing down kommt.

3.1.1 Cluster-Algorithmen

Die Suche nach Algorithmen, deren Effizienz nicht durch das dem Metropolis-

Verfahren immanente Problem des critical slowing down beschrinkt ist, fithrte zur

12



Entwicklung von Cluster-Algorithmen [49,50]. Dieser Fortschritt mufite jedoch auf
Kosten der vielseitigen Anwendbarkeit des Verfahrens erkauft werden. Im folgenden
soll der Swendsen-Wang-Algorithmus fiir Ising-Modelle beschrieben werden. Dieses
Verfahren 148t sich ohne weiteres auf g-Zustands-Potts-Modelle [51] verallgemeinern,
eine Modellklasse, die auch das Ising-Modell als Spezialfall (¢ = 2) umfafit. Auch ei-
ne Erweiterung auf O(n)-Spin-Modelle mit n > 2 (das Ising-Modell ist ein Vertreter
dieser Modellklasse mit n = 1) ist méoglich [50,52-55].

Ausgangspunkt ist die Zustandssumme des Ising-Modells

J
=) exp BZSSJ , mit f = — . (3.9)
{ kgT
sk} (ig)

Das Produkt s;s; kann im Ising-Modell nur die Werte s;s; = £1 annehmen. Fiihrt

man die Abkiirzung p = 1 — e~ 27 ein, 148t sich (3.9) umformen zu

=S I [(1=p) +pbus,] - (3.10)

{si} (i)

Benutzt man die triviale Identitét

1
A+B:Z(A6b,0+B6b,1) y (311)

b=0
und assoziiert zu jedem Nachbarpaar (ij) eine Bondvariable b;;, die die Werte 0 (“ge-
brochener” Bond) und 1 (“aktiver” Bond) annehmen kann, so miindet die Zustands-
summe nach einer zusétzlichen Summation iiber alle zuldssigen Bondkonfigurationen

{bi;} in die sogenannte Fortuin-Kasteleyn-Darstellung [56-59]:

ZFK Z Z H (& [ (51, ,0 —|—p55 s].ébij,l] . (312)

{sk} {bi;} (i5)

Der Ubergang von einem Glied der Markov-Kette zum darauffolgenden, ein “Upda-
te” der Konfiguration, untergliedert sich nun in zwei Teilschritte. Es wird abwech-
selnd bei gegebener Spinkonfiguration eine neue Bondkonfiguration und danach bei
festgehaltener Bondkonfiguration eine neue Spinkonfiguration ausgewéhlt. Dies 148t

sich als Algorithmus direkt formulieren:

1. Weise jedem Nachbarpaar (ij) auf dem Gitter einen Bond b;; zu mit dem
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Wert b;; = 0 falls s; # s;. Im Falle s; = s; bekommt b;; den Wert 1 mit einer

Wahrscheinlichkeit von p, den Wert 0 mit einer von 1 — p zugewiesen.

2. Identifiziere die Cluster, d.h. die Spins, die mit einem aktiven Bond b;; = 1
miteinander verbunden sind, wobei ein Cluster auch aus einem einzelnen Spin

bestehen kann.

3. Ziehe fiir jedes Cluster separat einen zufilligen Spinwert +1, der jedem ein-

zelnen Spin im entsprechenden Cluster zugewiesen wird.

4. Beginne wieder mit Schritt 1.

Dieses Verfahren wird als Swendsen- Wang-Cluster-Algorithmus bezeichnet. Charak-
teristisch fiir ihn ist, dal das gesamte Gitter in Cluster aufgeteilt wird und somit
bei einem Durchlauf des Algorithmus ein Invertieren bei jedem Spin des Gitters

versucht wird.

Eine Variation des Swendsen-Wang-Cluster-Algorithmus ist der Wolff-Cluster-
Algorithmus [50] oder auch Single-Cluster-Algorithmus. Er basiert auf der Kon-
struktion eines einzelnen Clusters, die von einem zufillig ausgewdhlten Gitterplatz

startet. Das so erzeugte einzelne Cluster dndert immer seine Orientierung.

Algorithmus D = D = Observable
Metropolis 2.125 2.03
Swendsen-Wang | 0.27(2) | 0.50(3) ZE
0.20(2) | 0.50(3) 2y
Wolff 0.26(2) | 0.28(2) 25
0.13(2) | 0.14(2) 2y

Tab. 3.1: Dynamische kritische Exponenten z fiir das 2D- und 3D-Ising-Modell (nach [60]
und [61]).

Die Effizienz der Cluster-Algorithmen in der N&he eines kritischen Punktes ist we-
sentlich grofler als die des Metropolis-Algorithmus. Dies liegt darin begriindet, daf
Cluster-Algorithmen nicht nur einzelne, sondern ganze Doménen von Spins umklap-
pen. Diese Doménen haben die Groflenordnung der mittleren Clustergréfie, was in

etwa der Skala der rdumlichen Korrelationsldnge entspricht.
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Um einen Eindruck von der Effizienzsteigerung zu geben, sind in Tab. 3.1 die dynami-
schen kritischen Exponenten fiir das 2- und 3-dimensionale Ising-Modell aufgefiihrt
(nach [60] und [61]).

3.1.2 Ghostspin-Algorithmus

Die im Kap. 3.1.1 vorgestellten Cluster-Algorithmen sind in ihrem Anwendungsbe-
reich auf Spin-Modelle ohne Wechselwirkung mit einem Magnetfeld beschrinkt. Um
sie auch fiir das in dieser Arbeit untersuchte Modell (vgl. (2.5)) nutzbar zu machen,
ist eine Verallgemeinerung des Konzeptes, die einem dufleren Feld Rechnung trigt,
notwendig [62-64].

Die Zustandssumme fiir ein Ising-Modell im magnetischen Feld ist von folgender
Form (vgl. (3.9)):

=) exp (5 Z $iSj + Bthn) . (3.13)

{sk}
Durch kiinstliche Einfiihrung eines Ghostspins sg, der nur die Werte der Ising-Spins

annehmen kann, s = £1, und immer in Richtung des Magnetfeldes ausgerichtet
bleibt, h = |h|sq, 148t sich (3.13)zu

=) exp (ﬁ > i85+ Blh] ans(}) (3.14)

{sk} (i)

umformen. Der Term, welcher die Wechselwirkung mit dem Magnetfeld beschreibt,

ist nun formal von der gleichen Gestalt wie der der Spin-Spin-Wechselwirkung.

Somit 148t sich mit Hilfe einer zweiten Bondvariablen, dem Ghostbond g, eine der

Fortuin-Kasteleyn-Form (3.12) analoge Darstellung der Zustandssumme finden:

Z(8,h) = Y I [(1- +p555J]Heﬁ'h‘ (1 = p6) + PG s,5c]

{sk} (i)
S ST [ D)o+ 2y ] %
{sk} {bij} (23)
x ST ("™ 1(1 = pa) Gg,0 + Pa Osse Ogatl) (3.15)
{g}

wobei die Variable pg durch
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po=1—e 2PN (3.16)

definiert wird.

Entsprechend dem feldfreien Cluster-Algorithmus zerfillt auch hier der Ubergang
zum néchsten Glied der Markov-Kette in zwei Teilschritte. Es wird bei festgehal-
tener Spinkonfiguration eine neue Konfiguration sowohl der Bonds, als auch der
Ghostbonds gewihlt. Danach wird bei invarianter Konfiguration beider Bond-Arten

ein Update der Spinzusténde durchgefiihrt.
Der zugehorige Algorithmus hat dann folgende Gestalt:

1. Weise jedem Nachbarpaar (ij) auf dem Gitter einen Bond b;; wie im feldfreien

Cluster-Algorithmus zu.

2. Verbinde jeden Spin des Gitters mit einer Wahrscheinlichkeit von pg durch
einen Ghostbond ¢,, mit dem Ghostspin, falls beide Spins die gleiche Orientie-
rung haben.

3. Identifiziere die Cluster, d.h. die Spins, die mit einem aktiven Bond b;; = 1
oder einem aktiven Ghostbond g, = 1 miteinander verbunden sind, wobei ein

Cluster auch aus einem einzelnen Spin bestehen kann.

4. Ziehe fiir jedes Cluster, welches keine Verbindung zum Ghostspin hat, separat
einen zufilligen Spinwert 41, der jedem einzelnen Spin im entsprechenden

Cluster zugewiesen wird.

5. Beginne wieder mit Schritt 1.

Fiir die Implementierung dieses Algorithmus bietet sich noch eine kleine Variation
an, die zu einer Vereinfachung und Beschleunigung fiihrt. Diese Variation besteht
darin, daf} es fiir den Update eines Clusters nicht von belang ist, mit wievielen
Ghostbonds es mit dem Ghostspin verbunden ist. Von Interesse ist nur die Tatsache,
ob ein Cluster verbunden ist. Deshalb sollte bei der Identifizierung der feldfreien
Cluster auch die Grofle C' des Clusters bestimmt werden, weil mit ihrer Hilfe die
Wahrscheinlichkeit, daf§ das gesamte Cluster nicht durch eine Verbindung mit dem
Ghostspin blockiert ist, durch

p'(C) = e 1MC (3.17)

16



berechnet werden kann. Somit kann die Wirkung des Magnetfeldes auf den Cluster

unter Verwendung einer einzigen Zufallszahl bestimmt werden.

Bei Modellen mit inhomogenen Feldern muf} eine entsprechende Anzahl von Ghost-
spins eingefiihrt werden. Bei dem in dieser Arbeit untersuchten Modell geniigten
zwei, da das Feld nur in den beiden Oberflichenschichten einen vom Bulk-Feld ab-
weichenden Wert hatte. In solchen Fillen mufl durch eine geeignete “Buchhaltung”
sichergestellt werden, dafl die einzelnen Spins eines Clusters dem richtigen Ghostspin

zugeordnet werden konnen.

3.1.3 Leistungsvergleich zwischen Ghostspin und Metropo-
lis

Bei der Auswahl des Simulationsalgorithmus war seine Effizienz in der Ndhe des
kritischen Punktes von entscheidender Bedeutung. In diesem Abschnitt sollen nun
die Autokorrelationszeiten 7;,; des verwendeten Clusteralgorithmus mit denen eines
Metropolis-Algorithmus direkt verglichen werden, um seine Eignung fiir die unter-
suchte Problemstellung beurteilen zu kénnen. Zusétzlich ist es fiir die sorgfiltige
Analyse der Daten einer Monte Carlo-Simulation notwendig, sich ein Bild von der
Groflenordnung der Autokorrelationen zu verschaffen. Dieses Ziel kann durch die
Analyse der Zeitreihen einer Observablen mittels der Methode des binning erreicht

werden, die an dieser Stelle kurz erlautert werden soll.

Fiir das Fehlerquadrat korrelierter Daten einer Observablen O gilt

=279 79% (3.18)

Mit 7€

int

des Fehlers, welcher sich bei naiver, d. h., die Autokorrelationen nicht beriicksichti-

ist die integrierte Autokorrelationslinge bezeichnet, op,?/N ist das Quadrat

gender Fehlerrechnung, ergibt und Monte Carlo-Simulationen leicht zugénglich ist.

Das Problem ist nun, € mittels Analyse der Daten einer Zeitreihe zu bestimmen. Es

148t sich durch Anwendung des binnings l6sen, welches auf folgender Idee basiert:

Die N Messungen der Zeitreihe werden zu N/b Blocken zusammengefaft, wobei b
die GroBe dieser Blocke angibt. Man kann nun fiir jeden einzelnen der N/b Blocke
einen Mittelwert @l bilden. Auf diese Mittelwerte wird die Standard-Formel fiir die

Fehlerrechnung
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1 NG, o op M
AO(b) = m;((m—o) , 0= ﬁga , (3.19)

angewendet. Der Mittelwert iiber die einzelnen Blockmittelwerte, O, ist fiir GroBen
wie Energie oder Magnetisierung unabhéingig von der Blockgréfle. Die Mittelwerte
der verschiedenen Blécke, O;, sind fiir verschiedene i nicht miteinander korreliert,
falls b > 2 79 gilt. Der geméiﬁ (3.19) berechnete Fehler wird dann den wahren Fehler
wiedergeben. Im Fall b < 27,

korreliert und der berechnete Fehler wird den wirklichen Fehler unterschatzen.

79 gilt dies nicht, die einzelnen Blockmittelwerte sind

Variiert man nun die Blockgrofie b, so wird der Wert von AO(b) mit groBerwerden-
dem b ausgehend von seinem Minimum bei AO(1), dem naiven Fehler, ansteigen,

um sich dann fiir b > 279 asymptotisch einem Plateau-Wert zu nithern.

Dieser Plateau-Wert ergibt sich entsprechend der Annahme aus unkorrelierten Daten

und kann deswegen mit dem wirklichen Fehler identifiziert werden:

e=A0(b>273) . (3.20)

Die integrierte Autokorrelationszeit ergibt sich dann zu:

o _1[AO(b> )\

Aus Griinden der Selbstkonsistenz mufl die Zeitreihe eine ausreichende Linge
M > 78 aufweisen, welche a priori nicht bekannt ist. Sie ist erreicht, wenn sich

im AQO(b)-b-Diagramm ein deutlich sichtbares Plateau zeigt.

Wendet man die erlduterte Methodik auf die mit den beiden Algorithmen erzeugten
Zeitreihen der Magnetisierung pro Spin m an, wird die Uberlegenheit des Cluster-
Algorithmus deutlich. In den Abb.3.1-3.4 sind die AO(b)-b-Diagramme fiir verschie-

dene Schichtdicken und Oberflichenfelder am kritischen Punkt zusammengestellt.

Im Fall der feldfreien Oberflichen wird sowohl fiir die Dicke D = 16 (Abb. 3.1), als
auch fiir D = 32 (Abb. 3.2) im Falle des Clusters schon bei geringer Blockgriofie b
ein sehr flaches, deutlich ausgepréigtes Plateau erreicht. Damit 148t sich in beiden
Fillen die Groflenordnung der integrierten Autokorrelationszeit 777, mit 1 angeben.
Weitaus ungiinstiger stellt sich die Situation fiir den Metropolis-Algorithmus dar.

Fiir beide Schichtdicken kann das Erreichen eines Plateaus nicht festgestellt werden.
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Abb. 3.1: Binning der Magnetisierung m bei freien Oberflichen fiir ein System der Grofe
D = 16 und L = 128 am kritischen Punkt. Die obere Kurve gilt fiir den Metropolis-, die

untere fiir den Cluster-Algorithmus.
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Abb. 3.2: Binning der Magnetisierung m bei freien Oberflichen fiir ein System der Grofe
D = 32 und L = 128 am kritischen Punkt. Die obere Kurve gilt fiir den Metropolis-, die

untere fiir den Cluster-Algorithmus.
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Abb. 3.3: Binning der Magnetisierung m bei Oberflachenfeld hy = —0.015 eines Systems der
Grofle D = 16 und L = 128 am kritischen Punkt. Die obere Kurve gilt fiir den Metropolis-,

die untere fiir den Cluster-Algorithmus.
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Abb. 3.4: Binning der Magnetisierung m bei Oberflachenfeld hy = —0.015 eines Systems der
Grofle D = 32 und L = 128 am kritischen Punkt. Die obere Kurve gilt fiir den Metropolis-,

die untere fiir den Cluster-Algorithmus.
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Fiir die Autokorrelationszeit kann somit nur eine untere Schranke von 775 > 2000

angegeben werden.

Auch bei Systemen, die einem Randmagnetfeld ausgesetzt sind, zeigt sich ein deut-
licher Vorsprung des nicht-lokalen Algorithmus (Abb. 3.3-3.4). Wihrend auch in
diesem Fall die Kurven des lokalen Algorithmus kein Plateau ausbilden, zeigen die
zum Cluster-Algorithmus korrespondierenden Kurven ein deutlich giinstigeres Ver-
halten. Aus ihren Plateauwerten 148t sich die Autokorrelationszeit zu 7y, = 660 fiir
D =16 und 7}, = 280 fiir D = 32 bestimmen. Mit ansteigender Schichtdicke neh-
men die Korrelationen ab, was auf die gleichfalls mit steigender Schichdicke abneh-
mende Stirke des Koexistenzmagnetfeldes zuriickzufiihren ist. Fiir den Metropolis-
Algorithmus kann nur die untere Schranke von 7% > 1900 (75 > 1700) fiir die
kleinere (grofiere) der beiden Dicken angegeben werden. Ein Vergleich der beiden
Simulationstechniken zeigt, dafl mit dem nicht-lokalen Cluster-Algorithmus fiir ei-
ne Schichtdicke D = 16 ein um einen Faktor 3 kleinere Autokorrelationszeit erzielt
werden kann. Dieser Wert verbessert sich noch mit steigender Dicke. Es wurde fiir
D = 32 sogar eine Reduzierung der Korrelationen um den Faktor 6 erreicht. Somit
bietet die Verwendung eines Cluster-Algorithmus einen deutlichen Vorteil bei der
Untersuchung von Systemen in der Néhe ihres kritischen Punktes, der sich in einer

verbesserten Statistik bei vergleichbarem Einsatz von Rechenzeit niederschligt.
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3.2 Reweighting

Im allgemeinen erhilt man durch eine einzelne Monte Carlo-Simulation nur Er-
gebnisse fiir Observablen bei einer einzigen Parameter-Konstellation; man ist also
gezwungen, fiir jede interessierende Kombination der Parameter einen separaten
Simulationslauf durchzufiihren. Dies kann miihsam werden, wenn man z.B. eine
Untersuchung eines Modells bei der kritischen Temperatur durchfiihren will, den
Wert dieses Parameters aber a priori nicht kennt. Falls der Parameterraum sogar
mehrdimensional ist, ist die Suche nach einem kritischen Punkt ohne eine Metho-
de zur Extrapolation fast aussichtslos. Im folgenden wird auf die Extrapolation
mittels “Reweighting” eingegangen. Grundziige dieser Methode wurden schon friih
in der Literatur erwdhnt [65,66] und in jiingerer Zeit u.a. fiir Spinsysteme [67]
und Polymermischungen [68] formuliert. Voraussetzung fiir die Anwendung dieser
Extrapolationstechnik ist die Aufnahme ganzer Histogramme wihrend des Simula-
tionslaufes. Diese detailliertere Information iiber den Systemzustand kann zu einer
Parameterkonstellation, die zur urspriinglichen eng benachbart im Parameterraum
liegt, extrapoliert werden. Falls als Basis hierfiir nur ein einzelnes Histogramm dient,
spricht man auch von “Single-Histogram-Reweighting”; dienen mehrere als Basis, die
fiir verschiedene Parameterpunkte aufgenommen wurden, spricht man von “Multi-
Histogram-Reweighting”. Diese beiden Techniken werden in den beiden né&chsten

Unterkapiteln beschrieben.

3.2.1 Single-Histogram-Reweighting

Die prinzipielle Vorgehensweise beim Reweighting gliedert sich in zwei Schritte.
Zuerst wird basierend auf der in einem Histogramm gespeicherten detaillierteren
Information iiber das untersuchte System eine Schétzung fiir die mikrokanonische
Zustandssumme durchgefiihrt. Aus dieser Zustandssumme koénnen dann mit Hilfe
der statistischen Mechanik die Werte fiir die interessierenden Observablen berechnet

werden.

Das in dieser Arbeit untersuchte Modell wird durch den Hamilton-Operator (vgl.

(2.5))

{S}_—JZSS—hZS—h1 o5 (3.22)

i€O0berflichen
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beschrieben. Fiihrt man die Wechselwirkungsenergie W = J 3, ;, 5;5j, die Gesamt-
magnetisierung M und die Magnetisierung der beiden Oberflachen M, ein, dann gilt

fiir die Gesamtenergie

E({Si}) = =W({Si}) —hM{Si}) — hi Mi({Si}) . (3.23)

Analog zur mikrokanonischen Zustandssumme Q(F), die die Anzahl der Zusténde
mit Energie E beschreibt, wird ein statistisches Gewicht I'(W, M, M;) definiert:

LW, M, M) = Y 6(W({Si}) = W) 8(M({S;}) — M) 6(Mi({S;}) — My) . (3.24)
{Si}

Dieses statistische Gewicht ist im Gegensatz zur mikrokanonischen Zustandssumme
unabhéngig von den beiden Feldern A und h;. Dieser Vorteil wird jedoch dadurch
erkauft, dafl die Gesamtenergie nicht mehr als Ganzes das Argument des Gewichtes
bildet, sondern ihre drei Teilbeitrédge, repréasentiert durch die Wechselwirkungsener-
gie W, die Magnetisierung M und die Oberflichenmagnetisierung M;. Wie noch
erldutert werden wird, hat dies Auswirkungen auf die Komplexitit der durch die

Simulation zu gewinnenden Histogramme.

Der Ubergang von der mikrokanonischen zur kanonischen Zustandssumme Z erfolgt

durch eine Laplace-Transformation:

Z(B,h, hy) = / AW / dM / M, =P Enm WMD) Dy A ML) | (3.25)

wobei mit 3 die inverse Temperatur bezeichnet wird.
Zu diesem Ausdruck fiir die Zustandssumme korrespondiert die Verteilung

P(W, M, M) mit

e~ BEnny (W,M,My)

Z(Ba h’a h’l)

P (W, M, M) = L(W, M, M) . (3.26)
Der Zusammenhang zwischen dem in der Monte Carlo-Simulation gemessenen Hi-
stogramm H (W, M, M;) und dem der mikrokanonischen Zustandssumme entspre-
chenden statistischen Gewicht T'(W, M, M;) wird durch die Forderung hergestellt,
dafl im Grenzfall einer unendlichen Anzahl von unabhingigen Messungen N das

normierte Histogramm die Verteilung P(W, M, M;) approximieren soll:
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Hﬁzhahl (W-’ M7 Ml)
N .

P pny (W, M, M) = (3.27)

Somit gilt mit (3.26), dafl

Z(B,h, h
(W, M, My) ~ %eﬁEh’hl(W’M’Ml)H&hm (W, M, M) . (3.28)

Fiir die Zustandssumme bei den Parameterwerten (', h' und A, zu de-
nen extrapoliert werden soll, gilt nach (3.25) und der Approximierung (3.28)
(E, = Eh’,h’l (W, M, Ml) und F = Eh,h1 (W, M, Ml))I

Z(3, 1B = /dW/dM/dM1 =B D(W, M, M,) (3.29)

Z(8,h, h -
% / AW / dM / dM, e~ OB “BE) fro (W, M, M,) .

Fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung P'(W, M, M) = Py p pr (W, M, My) bei den
neuen Werten gilt nun nach (3.26) unter Verwendung von (3.28) und (3.29):

—B'E'
P'(W, M, M,) = mr(w, M, M) (3.30)
_Z(Bh )
NZ(Bla hla hll)
e BE=BE) Hg 1, 1 (W, M, M)
[dW [dM [ dMe=F"E'=BE)H g 0 (W, M, M)
(B = BYWH(E W = BIM+(B'hy=BhOMy FT (W, M, M)

[dW [dM [ dM, e =AW+E N =FrM+ B —ph)M [, (W, M, M)’

Q

e PP Hg o, (W, M, M)

Q

wobel im letzten Schritt

BE = BE =—(8"= B)W — (B'W — Bh)M — (F'hy — Bh1) M, (3.31)

verwendet wurde. In die rechte Seite von (3.31) gehen nur noch die Histogramme
und die Parameterwerte ein. Die kanonische Zustandssumme, die nur bis auf einen
konstanten Faktor definiert und einer Simulation nicht direkt zugénglich ist, kiirzt
sich heraus.
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Der Erwartungswert einer Observablen, die eine Funktion von Wechselwirkungs-
energie, Magnetisierung und Oberflichenmagnetisierung ist, 148t sich bei den neuen

Parameterwerten zu

CF O, M, M) e = /dW/dM/dle(W, M, My) Py o (W, M, My) (3.32)

extrapolieren.

entries
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m 0.3
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Abb. 3.5: Histogramm beziiglich der Magnetisierung pro Spin m und der Oberflichenmagne-
tisierung pro Spin m; fiir ein System mit D = 32, L = 96 und Oberflichenfeld h; = —0.015
in der Néhe der Phasenkoexistenzlinie (b = 0.000280) und in der Nihe der kritischen Tem-
peratur T.(D) (T = 4.471).

Da die Giite eines jeden gemessenen Histogramms aufgrund der endlichen Anzahl

von Eintrdgen von statistischen Fehlern beeintréichtigt ist, ist es nicht moglich, durch
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Reweighting verldfiliche Informationen iiber einen beliebig groflen Parameterbereich
zu gewinnen. Der Grund dafiir ist, dal der Exponentialfaktor in (3.31) die Werte
in den Ausldufern des Histogramms besonders stark gewichtet, obwohl dort nur
noch wenige und somit mit besonders groflen relativen Fehlern behaftete Eintriige
vorhanden sind. Dies schrinkt die Reichweite einer verldfilichen Extrapolation sehr
stark ein. Es bietet sich deshalb an, Histogramme in der Nihe des kritischen Punktes
zu erzeugen, da dort die Suszeptibilitit und die spezifische Warme divergieren und

somit das Histogramm stark verbreitert ist, was der Reichweite zugute kommt.

Ein Problem bei der praktischen Durchfiihrung des Reweightings ist der Speicherauf-
wand fiir das Histogramm. Da in dem hier untersuchten Modell nicht nur die Energie-
und die Magnetisierungswerte in dem Histogramm gespeichert werden miissen, son-
dern auch die Oberflichenmagnetisierung von Bedeutung ist, wére ein Datenfeld,
welches einen Eintrag fiir jede mogliche Kombination der drei Werte anlegt, sogar
3-dimensional. Dieses Feld hiitte schon fiir das kleinste in dieser Arbeit untersuchte
System mit Schichtdicke D = 4 und lateraler Ausdehnung L = 16 (z bezeichnet die

Koordinationszahl des Gitters)

(DL? +1) x (2D/2 — 1)L* x (2L* + 1) ~ 2.7 x 10 (3.33)

Eintrdge, die allerdings fast alle den Wert Null hétten. Eine grobere Rasterung der
Mefiwerte in bins auf der anderen Seite kénnte jedoch zu numerischen Ungenauigkei-
ten fithren. Weil die Anzahl der Messungen wihrend eines Simulationslaufes jedoch
um einige Groflenordnungen niedriger liegt als die Anzahl der moéglichen Kombina-
tionen, bietet es sich nun an, fiir jede Messung ein Feldelement anzulegen, welches
das Tripel der Mefiwerte aufnimmt. Mit dieser Vorgehensweise ergibt sich bei 10°
Messungen und einer Integergréfie von 4 Byte ein Speicherbedarf von ca. 12 MByte,

unabhéngig von der Systemgrofle.
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3.2.2 Multi-Histogramm-Reweighting

Die Genauigkeit der im vorigen Kapitel beschriebenen Extrapolationsmethode 1483t
sich steigern, wenn man der Abschéitzung der mikrokanonischen Zustandssumme
gemif (3.28) mehrere Histogramme zugrunde legt, die durch Simulationsldufe bei
variierenden Parameterwerten gewonnen wurden. Unter der Annahme, dal n ver-
schiedene Histogramme bei Parameterwerten (3%, h®, h%) mit k = 1,- -+, n aufgenom-

men wurden, verallgemeinert sich die Schétzung fiir die Zustandssumme (3.28) zu

Z(B*, h*, ht)

F(I/V:MaMl) ~ Zwk(WaMaMl) Nk:

k=1

e B Hyu e (W, M, My, (3.34)

wobei E¥ = —J W — h¥ M — h* M, und Nj die Anzahl der Eintriige im Histogramm
k ist. Mit wy, (W, M, M;) wurde ein allgemeiner Gewichtungsfaktor eingefiihrt, da es
unsinnig wére, alle Histogramme mit gleichem Gewicht in die Schéitzung eingehen zu
lassen. So muf} z.B. ein Histogramm, welches bei den Argumentwerten (W, M, M)
von [ viele Eintriage besitzt, stirker gewichtet werden als eines, bei dem diese Ar-
gumentwerte in den Ausldufern liegen und somit die Anzahl der Eintrige starken
statistischen Fluktuationen unterliegt. Fiir den statistischen Fehler, mit dem die

Histogramm-Eintréige behaftet sind, gilt

AHg o, (W, M, M) = \/Hg,h,hl (W, M, M) . (3.35)

Fiir die Bestimmung der optimalen Gewichte fiihrt man eine Variationsrechnung
durch [69], bei der der aus AH resultierende Fehler AT' der Abschitzung (3.34)
als Funktion der wy minimiert wird. Daraus ergibt sich folgender Ausdruck fiir die
Gewichte [69]:

Nye PHEr [ NI\
wy(W, M, M) = ——~ — 3.36
(VM M) = 7055 T by \ 25 20510, 1) (350
Fiihrt man die Abkiirzungen
X(W,M, M) = ZHﬁj,hjyh{(VV,M,Ml), (3.37)
j=1
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n N] 6_6jEj
Y (W, M, M) := ZW
7=1 Z(Ba ) 1)
n_ N BWABIN M+BIhd My

o Vi
= X ) (3:38)

ein, 148t sich (3.34) unter Verwendung von (3.36) schreiben als

X(W7 M: Ml)

F(W,M,Ml) ~ m .

(3.39)

Mit dieser Schitzung ['(W, M, M;) kann man wie im Falle des Single-Histogram-
Reweighting alle interessierenden Grofilen der statistischen Mechanik ableiten (vgl.
Kap. 3.2.1).

Insbesondere ergibt sich fiir die Zustandssumme

Z(8, 1B, = /dW/dM/dM1 e~ E'D(W, M, M)

g X (W, M, M)
A d /dM/dM FE_ 0/ A4
/ W v L) (3.40)
und fiir die Verteilung
eiﬁ/E/
Pﬂ/,hl,h’l(W, M, Ml) WF(W M, Ml)

e_ﬂ,El X(VI/) M? Ml)
Z(ﬁla hla hll) Y(I/Va M7 Ml)

B W+B'H M+8'h, My X (W, M, M)
Y (W,M,Mh) (3.41)

defdedMl eﬁ’W-l—,B’h’M-i-,B’h’ Ml%

Q

Q

aus der sich wiederum nach (3.32) die Erwartungswerte der einzelnen Observablen

berechnen lassen.

Im Gegensatz zum Single-Histogram-Reweighting treten in dem Ausdruck fiir die
Verteilung (3.41) auch die n Zustandssummen Z(57, h7, hl) auf, deren Werte der
Simulation nicht direkt zugénglich sind. Sie gehen iiber Y (W, M, M;) in die Ver-
teilung ein und kiirzen sich nicht wie im Falle einzelner Histogramme heraus (vgl.

(3.31) ). Es ist deshalb notwendig, zu einer Abschitzung der n Zustandssummen zu
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gelangen. Eine wichtige Forderung an diese Abschétzung ist die Selbstkonsistenz,

indem sie den Ausdruck (3.40), der in ausfiihrlicher Form

Zp = Z/dW/dM/dMlHﬁj i b (W, M, M1) eﬁkw+ﬁkhkM+ﬂkh’fM1 x
=1 '

NN, B WABh M4k My T
x(Z : 7 > y VEk=1,---n (3.42)
i=1 i
lautet, fiir jedes einzelne Z, = Z(B%, h¥, h¥) erfiillt. Diese Selbskonsistenzforderung
148t sich nutzen, um mit Hilfe eines Iterationsverfahrens zu einem Satz selbstkon-
sistenter Zustandssummen zu gelangen: Man beginnt mit einem Vektor von Start-
werten Z0 = (29, .-+, Z0) fiir die n gesuchten Zustandssummen, setzt diese auf der
rechten Seite von (3.42) ein und erhilt in diesem ersten Iterationsschritt n neue Wer-
te 71 = (Z},---,Z}), die wiederum im Zuge der niichsten Iteration auf der rechten
Seite in der Gleichung eingesetzt werden konnen, usw. Konvergiert dieses Verfah-
ren, kann es beim Erreichen der angestrebten relativen Genauigkeit e abgebrochen

werden, wenn nach t Iterationen gilt:

-1

Zt
‘ k <e,Vk=1,---,n. (3.43)

t—1
Zk

Das Konvergenzverhalten der A hingt von der Wahl des Startvektors 79 ab. In
der hier vorliegenden Arbeit wurde mit der Wahl 70 = (Ny,---, N,) eine relative
Priizision von € = 10~ schon nach 10 — 50 Iterationen erreicht. Diese Schwankung
riithrt vor allem von der Dimension des Zustandssummenvektors her: Der kleinere
Wert représentiert den Fall eines nur 3-dimensionalen Vektors, d.h. die Basis der
Extrapolation wird von drei Histogrammen gebildet, wihrend der gréfere einer Ex-

trapolation aus 12 Histogrammen entstammt.

3.3 Bestimmung der kritischen Punkte

Ein wichtiges Ziel dieser Arbeit und Grundlage fiir die weitere Analyse der Daten ist
die Bestimmung der einzelnen kritischen Temperaturen T (D) fiir die verschiedenen
Schichtdicken D. Sind diese Temperaturen T.(D) bekannt, kann das entsprechende
kritische Bulk-Feld h.(D) als letzte noch fehlende Koordinate des kritischen Punktes

an der Phasenkoexistenzlinie abgelesen werden.
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Zur Bestimmung der kritischen Temperatur gibt es eine grofie Anzahl von verschie-
denen Techniken [39-42,70]. In den beiden folgenden Unterkapiteln sollen die beiden
Techniken beschrieben werden, die in dieser Arbeit zur Lésung dieses Problems her-
angezogen wurden:

Die Extrapolation aus den Temperaturwerten der Maxima der spezifischen Wéarme
bzw. der magnetischen Suszeptibilitdt und die Extrapolation aus den Kumulanten-

schnittpunkten.

3.3.1 Spezifische Wirme und magnetische Suszeptibilitéit

An einem kritischen Punkt ist die Zustandssumme eines Systems im thermodynami-
schen Limes nicht mehr analytisch. Dies hat zur Konsequenz, dafl die aus der freien
Energie durch Differentiation gewonnenen Observablen ein singuldres Verhalten zei-
gen. Ein solches Verhalten kann mit Hilfe von sogenannten kritischen Exponenten
beschrieben werden, welche modellabhéingig sind. Mit Hilfe der Universalitéitshypo-
these [71] lassen sich jedoch die Modelle in einzelne Klassen unterteilen, in denen
jeweils die gleichen kritischen Exponenten giiltig sind. Kriterien fiir diese Klassen-
einteilung sind die Dimension des Raumes, die Dimension des Ordnungsparameters

und die Art der Randbedingungen.

Fiir die Magnetisierung pro Spin m, die magnetische Suszeptibilitit x, die spezifische
Wirme Cy und die Korrelationsldnge & 148t sich das singulidre Verhalten durch

folgende, nur in der Ndhe von T, giiltigen Beziehungen beschreiben:

T

m(T) o |1— 7| T<T., (3.44)
Al

X(T) o l—i : (3.45)
T |~@

Cy(T) I_T , (3.46)
T~V

E(T) o I_T (3.47)

In der Nahe des kritischen Punktes T = T;. spiegeln diese Relationen, positive Werte
fiir die kritischen Exponenten vorausgesetzt, das erwartete Verhalten der Observa-
blen wider: Die Suszeptibilitit, die spezifische Wirme und die Korrelationslédnge

divergieren am kritischen Punkt, der Ordnungsparameter m verschwindet. Es gibt
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auch Modelle, fiir die « = 0 gilt, wie z.B. das 2-dimensionale Ising-Modell und
das Mean-Field Ising-Modell. Im Falle des 2d-Ising-Modells spricht man von einer
logarithmischen Divergenz und beim Mean-Field-Modell handelt es sich um eine

Sprung-Singularitét.

Bei endlicher Systemgrofie bleibt die Zustandssumme auch am kritischen Punkt
analytisch. Somit verschwindet auch das singuldre Verhalten der Observablen: Die
im thermodynamischen Limes divergierende spezifische Warme und die Suszepti-
bilitdt nehmen Maxima an, deren Orte jedoch gegeniiber der kritischen Tempera-
tur verschoben sind, der Anstieg der Korrelationsldnge ¢ in der Néhe von T, wird
auf die endliche Systemlinge L begrenzt und es gilt fiir den Ordnungsparameter
m(T., L) # 0.

Die Abhéngigkeit dieser Phinomene von der Linge L wird in der Nahe von T
durch die Finite-Size-Scaling- Theorie [70,72-74] beschrieben. Diese Theorie basiert
auf der Hypothese, dafl es nur eine einzige relevante Lingenskala im System gibt,
welche durch die Korrelationslinge vorgegeben wird. Somit gehen alle Lingen nur
im Verhiltnis zu £ ein, und alle Groen lassen sich in geeigneten Potenzen dieser
Skala messen. So 1a3t sich mit einem Finite-Size-Scaling-Ansatz die Suszeptibilitéit

als

X(T, L) = L* fi(L/&(T)) (3.48)

darstellen, wobei k ein noch niher zu bestimmender Exponent ist. Mit (3.47) und
Einfiihrung von ¢ = |1 — T/T.| sowie der Scaling-Variablen » = ¢ L'/” erhilt man

fiir das Argument der Funktion f;

LIET) = Ljt™ = (tLV") =2, (3.49)

und (3.48) geht iiber in

X(T,L) = L* fi(z¥) = L" fi(z) . (3.50)

Im Limes L — oo muf} die Suszeptibilitit in der Nihe von T, wieder das aus (3.45)

bekannte Verhalten zeigen. Méglich ist dies jedoch nur, wenn fiir die Skalen-Funktion

fi(x)
filz) = 77 fir L — o0 (3.51)

31



gilt. Damit tritt zwangsliufig auch ein Term L™/* auf, welcher, um mit (3.45)
konsistent zu sein, durch die Wahl von x = /v kompensiert werden muf. Somit

ergibt sich fiir die magnetische Suszeptibilitdt bei endlichen Systemgrofien

x(T,L) =L f, (tLl/V) : (3.52)

und analog dazu fiir die spezifische Warme

Cy(T, L) = L f, (L") . (3.53)

Diese beiden Aussagen sind natiirlich nur asymptotisch fiir grofie L giiltig (vgl.
(3.51)).

Aus (3.52) und (3.53) 148t sich nun die Beziehung herleiten, die beschreibt, wie die
Temperaturen Ti,,x, bei denen x bzw. CYy fiir verschiedene L maximal ist, gegeniiber
der kritischen Temperatur T, verschoben sind. Sei nun (7, L) bzw. Cy(T, L) fiir

ein beliebiges x,,x maximal. Dann gilt

Tmax = |1 - Tma.x/Tc| LI/V
= Tmax = Tc - Tc j?max Lil/y )

und nach Definition von a = —T¢ T4

Tax = Te + a L7V (3.54)

In den Abb. (3.6) und (3.7) sind exemplarisch Kurven fiir die Suszeptibilitit und
die spezifische Warme in der Nihe der kritischen Temperatur bei fester Schichtdicke
D fiir verschiedene laterale Langen L dargestellt. In beiden Bildern ist deutlich die
mit steigendem L abnehmende Verschiebung der Orte der Maxima gegeniiber dem
Wert der kritischen Temperatur erkennbar.

Ist der Exponent v fiir das zu untersuchende Modell bekannt, kann mittels einer

/v und Anpassen einer Geraden an die Daten die

Auftragung von T, gegen L~
kritische Temperatur bestimmt werden. [hr Wert kann als Ordinatenabschnitt ab-
gelesen werden. Wie bereits angesprochen, gilt (3.54) nur asymptotisch fiir gentigend
grofle L. Ist dies nicht erfiillt, treten Korrekturterme auf, von denen spéter noch die

Rede sein wird.
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Abb. 3.6: Magnetische Suszeptibilitit x in der Nihe von Tt fiir ein System der Schichtdicke
D = 32 mit feldfreien Oberfléichen. In die Abbildung sind die Werte von L aufgenommen. Die
senkrechte durchbrochene Linie markiert den Wert der kritischen Temperatur T.(D = 32)
(vgl. Tab. 6.1).
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Abb. 3.7: Spezifische Warme Cy in der Nidhe von T fiir ein System der Schichtdicke D = 32
mit feldfreien Oberflichen. In die Abbildung sind die Werte von L aufgenommen. Die senk-
rechte durchbrochene Linie markiert den Wert der kritischen Temperatur Tc(D = 32) (vgl.
Tab. 6.1).
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3.3.2 Kumulantenschnittpunkte

Aus der im Kap. 3.3.1 angesprochenen Finite-Size-Scaling-Hypothese lassen sich
nicht nur Aussagen {iber das Verhalten von Observablen beziiglich einer endlichen

Systemgrofle, sondern auch iiber ganze Ordnungsparameterverteilungen ableiten.

Betrachtet man beispielsweise die Verteilung der Magnetisierung

Prp(m) =P(m,¢, L) (3.55)

fiir einen Bereich nahe T, der die Bedingung erfiillt, daf} fiir die Korrelationsldnge
&(T) ~ L gilt, dann hingt P(m) nicht mehr separat von den drei Variablen m, &
und L ab, sondern entsprechend der Skalenhypothese nur von den beiden skalierten
Kombinationen L/¢ und m/£78/7. Die letzte der beiden Kombinationen ergibt sich
aus der Wahl von £7%/% als “natiirliche” Einheit der Magnetisierung, welche durch
(vgl. (3.44) und (3.47))

m o (1 — %)ﬂ ox £PIv (3.56)

motiviert wird. Um die Normierung

/ dm Py(m) = 1 (3.57)

zu gewihrleisten, muf die Verteilungsfunktion mit einem Vorfaktor £/ versehen

werden, so daf} gilt:

Py(m) =&Y P(L/€,m/¢7P1Y) = LPIY P(LJ€, ) (3.58)

wobei im letzten Schritt eine Variablentransformation auf die Scaling-Variable z
durch

w=m L = (m/¢0) (L]€)" (3.59)

vorgenommen wurde, ebenfalls unter Erhaltung der Normierung (3.57). Mit Hilfe
der Verteilung (3.58) lassen sich nun die Erwartungswerte der einzelnen Momente

der Magnetisierung berechnen,
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(Il = [ dmlml* Py(m)
- /dm|m|kLﬂ/VP(L/g,x)

N /dx|x|kP(L/§,x)

= LT MW(L/¢)
= L7 AW (YY) (3.60)

unter Verwendung von (3.49) im letzten Schritt. Die Struktur von (3.60) macht
deutlich, dafl die nach dem Schema

By = (<|m|k>L)l - (M(k)(tLl/V)l

k /B W : (3.61)
(mfe)  (MOELY))

aus den Verhiltnissen der Momente gebildete Funktion filz-l fiir die Wahl 75 = kI
keine explizite Groflenabhéngigkeit L mehr zeigt, da sich die Vorfaktoren kiirzen. Die
Abhéngigkeit von L ist nur noch implizit iiber die Argumente der Skalenfunktionen
M®*) gegeben. Diese Tatsache verleiht der Funktion die interessante Eigenschaft, daf
sie am kritischen Punkt, wo das Argument der Skalenfunktionen verschwindet, ihre
Systemgroflenabhéngigkeit einbiifit. Dies 148t sich in Simulationen ausnutzen, um

die kritische Temperatur durch den gemeinsamen Schnittpunkt, den die Graphen
ist, dal die Bestimmung der kritischen Temperatur unabhingig von der Kenntnis
mit niedrigen Werten fiir die Indizes k£ und i, da die bei dieser Wahl involvierten

von f(T) fiir verschiedene L haben, zu bestimmen. Der Vorteil dieses Verfahrens

der kritischen Exponenten moglich ist. Besonders geeignet dazu sind Funktionen

Momente von niedriger Ordnung sich im allgemeinen durch eine bessere Statistik

auszeichnen.
In dieser Arbeit wurde die Kumulante 4. Ordnung [75]
Lo (m")r

1—— (3.62)

Up=1-+ 22 — 2
3 3 ((m*)r)

verwendet. Durch die Wahl dieser speziellen Normierung verschwindet Uz, im Limes

T — oo fiir Modelle mit eindimensionalem Ordnungsparameter wie z.B. das Ising-
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Modell, wie im Folgenden gezeigt werden soll:

Im Hochtemperatur-Limes sind die einzelnen Spins voneinander unabhéngige Zu-
fallsvariablen, so daf§ die Magnetisierung nach dem Zentralen Grenzwertsatz [76] fiir
L — oo Gaufiverteilt ist. Fiir die Momente einer Gauflverteilten skalaren Variable x

gilt

(3.63)

Unter Verwendung von

¥ 2 8 k e
de z?me " = | —— ~— keN® 3.64
4 ra?me (m) JZ ke, (3.64)

148t sich fiir das Verhéltnis (z*)/(2?)?

(@) w2 Va %
@ VE (VR

herleiten. Dies entspricht genau der Normierungskonstanten, die in (3.62) auftritt.

=3 (3.65)

Im Grenzfall 7" — 0 verschwinden die Fluktuationen der Magnetisierung, die Vertei-
lungsfunktion zeigt einen scharfen Peak bei mg und fiir die Momente gilt (m*) ~ m.

Die Kumulante nihert sich somit einem Wert von U, = 2/3.

Fiir T' = T, nimmt die Kumulante den schwach universellen Wert

U*=UL(T =T, (3.66)

an, der jedoch von der Art der Randbedingungen des Modells abhéngt [77]. Fiir das
Ising-Modell auf dem Quadratgitter mit periodischen Randbedingungen finden sich
mehrere Angaben zu U* in der Literatur [77-80]. Die genaueste Schitzung findet
sich bei Kamieniarz und Blote mit U* = 0.610690(1) [80]. Diese beiden Autoren
bestimmen auch U* fiir einige Seitenlingenverhéltnisse beim allgemeineren Fall des
Rechteckgitters.

Da die Kumulante fiir endliche L eine analytische Funktion ist, 148t sie sich in der
Nihe von T, in der Scaling-Variablen z = (1 — T/T,) L*/" entwickeln:
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oU
Up(z) = UL(0)+3—; z+
=0
s ! T 1/v
— U+ U(0) (1—T>L T (3.67)

Daraus la8t sich fiir das Verhéltnis der Steigungen der Kumulanten bei der kritischen

Temperatur T, und linearer Ausdehnung L und L' = bL folgende Beziehung ableiten:

= b/ (3.68)

Gemdif dieser Relation 148t sich durch Auftragung des Logarithmus des Léngen-
verhéltnisses, In(b), gegen den Logarithmus des Verhiltnisses der Steigungen der
Kumulanten, In(0U,.,/0UL), der Wert von 1/v aus den Simulationsdaten gewinnen:

Der inverse Wert dieses Exponenten ist die Steigung der Ausgleichsgerade.

Die bisher in diesem Kapitel gemachten Aussagen gelten nur insoweit, dafl die be-
trachteten Systeme so grof3 sind, dafl Korrekturen zum Scaling vernachlissigbar sind.
Dies ist jedoch bei Computersimulationen zugénglichen Systemgréfien nicht immer
der Fall. So zeigen die Kumulanten fiir die hier in dieser Arbeit untersuchten System-
groflen eine systematische Abweichung von einem gemeinsamen Schnittpunkt, die
bei entsprechend feiner Skalierung der Achsen deutlich zutage tritt (siehe Abb.3.8).
Notwendigerweise mufl die Gleichung (3.67) durch die Aufnahme eines Korrektur-

termes erweitert werden. Die Gleichung nimmt dann die Form [75]

Up(x) = U* + U'(0) (1 - %) LY 4 L f () + - - (3.69)

¢

an. Mit w wird der Exponent bezeichnet, welcher die Korrekturen zum Scaling be-
schreiben soll und f,(z) ist die zugehorige Scaling-Funktion. Fiir die weitere Analyse
wird die Scaling-Funktion in der Umgebung von 7, durch eine Konstante genéhert,
fulz) = fu. Durch die Erweiterung schneiden sich die zu verschiedenen SystemgréBen

gehorigen Kumulanten nicht bei 7¢, sondern bei einem

T ﬁ —w—1/v -0
TE(b) =T (1 + 01(0) LY 1) (3.70)

Aus (3.70) wird deutlich, dal es zwei verschiedene Moglichkeiten gibt, den Limes
T* — T, zu erreichen, entweder durch den Ubergang L — oo oder durch b — oco.
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Abb. 3.8: Kumulanten fiir das System mit D = 12 und Oberflichenfeld h; = —0.015. Die

Abweichungen von einem gemeinsamen Schnittpunkt treten in dieser Auflésung besonders

deutlich zutage. Die zur jeweiligen Kumulante korrespondierende Gitterlinge L ist auch in
die Abbildung aufgenommen.

Um aus den paarweisen Schnittpunkten der Kumulanten einen Schétzwert fiir 7T
zu extrapolieren, wird man sich des letztgenannten Grenziibergangs bedienen. Bei
Auftragen von T* fiir festes L gegen (b'/V — 1)~ fiir verschiedene Werte von b 1t
sich erwarten, dafl die Werte ein lineares Verhalten zeigen und auf einer Geraden
liegen. Deren Ordinatenabschnitt ist dann der Wert fiir die kritische Temperatur.
Diese Aussagen gelten allerdings nur fiir den Fall, da} die Korrekturen zum Scaling
gering sind, d.h., daf} der Korrektur-Exponent w deutlich kleiner als 1/v ist und

somit die Approximation

1—bv 1
by —1 7 b —1

(3.71)

giiltig ist.
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3.4 Details der Simulation

Die Generierung der Daten erfolgte mit einem Swendsen-Wang Cluster-Algorithmus,
der um einen Ghost-Spin-Term erweitert wurde zur Beriicksichtigung der Magnet-
felder. Um Problemen mit korrelierten Zufallszahlen aus dem Wege zu gehen, die
bei Verwendung des weit verbreiteten Lagged-Fibonacci-Generators R250 [81, 82]
in Cluster-Algorithmen in Erscheinung traten [83-85], wurde eine verbesserte Ver-
sion des R250 eingesetzt. Diese basiert auf der Verkniipfung der Ausgabe zweier
unabhéngiger Zufallszahlengeneratoren mit der logischen Operation “XOR”. Die
beiden verwendeten Zufallszahlengeneratoren sind ein R250 mit dem “Magischen”
Zahlenpaar [81,82] (250,103) und ein R521 mit dem Paar (521, 168).

Die untersuchten Filme hatten die Schichtdicke D = 4,8,12,16, 24,28 und 32. Fiir
jeden einzelnen Wert von D wurden Simulationen zu mehreren verschiedenen late-
ralen Ausdehnungen L durchgefiihrt, um eine Extrapolation zum Limes L — oo zu
ermoglichen. Die Werte fiir L variierten zwischen L = 16 und L = 128 und es wurde
bei ihrer Auswahl darauf geachtet, dafl das Verhéltnis von lateraler Ausdehnung zu
Schichtdicke mindestens L/D > 2 betrigt, damit die Bezeichnung “diinner Film”

zumindest annidhernd gerechtfertigt ist.

Zur Untersuchung des Einflusses der Wiénde auf das System wurden zwei Ober-
flichenmagnetfelder gewéhlt: Das verschwindende Oberflichenfeld hy = 0 korre-
spondierend zum Fall neutraler Wéande und das schwache Feld h; = —0.015.

Die Lénge eines Simulationslaufes schwankte zwischen 200 000 und 1200 000 Mon-
te Carlo-Steps (MCS), wobei die Konfigurationen des ersten Zehntels des Laufes
verworfen wurden, um sicherzustellen, daf§ nur Gleichgewichtskonfigurationen in die

Analyse eingehen.

Die Werte der Magnetisierung und der Energie pro Spin wurden nach jedem Monte
Carlo-Schritt in Ausgabedateien geschrieben. Diese Informationen sind zwar redun-
dant aufgrund der Korrelation der Daten, aber durch die héhere Zahl von Eintréigen
in den Histogrammen waren diese “glatter” und es liefl sich eine bessere Eignung
fiir die Anwendung der Reweighting-Techniken erhoffen. Die Werte der beiden Ob-
servablen wurden nach Schichten aufgel6st gespeichert, um eine spitere Analyse der

Magnetisierungs- und Energieprofile zu ermdoglichen.

Zum Auffinden der kritischen Punkte im von der Temperatur 7" und dem Bulk-

Magnetfeld h aufgespannten 2-dimensionalen Parameterraum wurden als erster
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Schritt Simulationen mit einigen zuféllig bestimmten Parameterpaaren durch-
gefiihrt. Diese dienten fiir eine Einschéitzung, auf welcher Seite der Phasenkoexistenz-
linie man sich befindet und gaben somit die Richtung vor, in die der Wert h variiert
werden mufite. Sobald man sich der Koexistenzlinie so weit angendhert hatte, dafl
die Histogramme des Ordnungsparameters Konfigurationen beider Phasen zeigten,
konnte durch Reweighting entlang der Isotherme der Wert fiir das Koexistenz-Bulk-
Feld bestimmt werden. Das System wurde als im Zustand der Phasenkoexistenz
befindlich angesehen, wenn das statistische Gewicht der Ordnungsparametervertei-
lung fiir Werte unterhalb des Erwartungswertes gleich dem fiir Werte gréfler des

Erwartungswertes war.

3.6e-04 : " : : x

3.5e-04

| O L=84
<& L=96
A L=128
3.4e-04 .
4.460 4,465 4.470

T

Abb. 3.9: Koexistenzkurve fiir D = 28 in der Nihe des kritischen Punk-
tes. Das Fehlerintervall der kritischen Temperatur wird durch die beiden
senkrechten Linien dargestellt.

Um zu einer Einschétzung zu gelangen, ob die dieser Isothermen entsprechende Tem-
peratur unter- oder oberhalb der kritischen Temperatur liegt, wurde die Kumulante
U bestimmt und mit ihrem Fixpunktwert U* fiir das 2-dimensionale Ising-Modell
verglichen. Wenn durch diese Vorgehensweise der Bereich des kritischen Punktes
grob eingegrenzt war, wurden in diesem zwischen 3 und 12 Simulationslédufe ge-
startet, auf deren Basis mit Multi-Histogramm-Reweighting die Koexistenzkurve im
Bereich des kritischen Punktes (siehe als Beispiel Abb. 3.9), sowie die Werte der
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interessierenden Observablen bestimmt wurden. Zu einer Einschitzung der Fehler-

grofle gelangte man durch die Anwendung von “Jack-knife”-Techniken [86].
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Kapitel 4

Scaling-Theorie von Fisher und
Nakanishi

Das wohl interessanteste Phdnomen, das beim Studium des kritischen Verhaltens
von Schichten endlicher Dicke, auf die ein Oberflichenmagnetfeld h; wirkt, auftritt,
ist die Verschiebung des kritischen Punktes (7.(D),h.(D)) relativ zum kritischen
Punkt (7:°,0) des Volumens. Man beachte dabei, daf§ es sich auch bei einer diinnen
Schicht um einen “echten” kritischen Punkt handelt, da nur die Ausdehnung in einer
Raumdimension beschrinkt ist und sich der thermodynamische Limes durch einen
Grenziibergang L — oo in der Raumrichtung parallel zu den Oberflichen erreichen
148t. Eine Untersuchung dieser Verschiebung sowie der Phasenkoexistenzkurve wur-
de von Fisher und Nakanishi durchgefiihrt, die in eine Scaling-Theorie miindete [22].
Diese Theorie wurde in einer nachfolgenden Veréffentlichung [23] weiter konkreti-
siert und im Rahmen einer klassischen Mean-Field-N#herung erfolgte die numerische
Bestimmung von Skalenfunktionen, Ordnungsparameterprofilen und Koexistenzkur-

ven. Im folgenden soll diese Theorie kurz zusammengefaft und erldutert werden.

Ausgangspunkt ist die Skalenhypothese fiir den singuléren Anteil der freien Energie
eines Filmes der Dicke D, der einem Magnetfeld A und einem Oberflichenfeld hy
ausgesetzt ist [87-91]

Feing(D; Ty hy o) & [t W (DIt bl hoft] 1) . (4.1)

Diese Aussage ist asymptotisch giiltig fiir den Grenziibergang ¢, h, h;y — 0 und
D — oo, wobei die Skalenkombinationen D|t[, h|t|=> und h,|t|=** endlich bleiben.
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Mit ¢ ist die reduzierte Abweichung der Temperatur von der kritischen Temperatur

im Volumen,

(T — Tcoo)

t =
T

, (4.2)

bezeichnet. Die auftretenden Exponenten «, v und A = 5+ ~ sind diejenigen, die
auch das 3-dimensionale kritische Verhalten des Ising-Modells im Volumen bestim-
men (siehe auch Kap. 3.3.1), wihrend A, fiir den Exponenten steht, der das kritische
Verhalten in der Oberflichenschicht eines halbunendlichen Systems beschreibt [92].
Mit W, ist die Skalenfunktion bezeichnet, wobei sich der Index auf das Vorzeichen
von t bezieht. Fiihrt man die Skalierungsvariablen x = D |t|” und w = h; D*1/¥ ein,
folgt aus (4.1)

h D w) (4.3)

fSiIlg ~ |t|27a Wi <D|t|y’ JZA/V ) a;.Al/V

Ein kritischer Punkt korrespondiert mit einer Singularitit der Skalenfunktion
Wi(x; y, y1). Diese zeigt eine Linie von Singularitdten, welche durch die Varia-

A1/v parametrisiert wird. Durch Wahl eines festen @ kann ein einzelner

ble w =y, x
kritischer Punkt ( z. (@), y.(w) ) isoliert werden. Da die Skalenfunktion Wy (z; v, y)
immer bei gleichen Werten ihrer Argumente singulidr wird und das singuldre Verhal-
ten allein durch diese bestimmt wird (die Funktion selbst ist im allgemeinen ana-
lytisch), lassen sich aus (4.3) direkt die folgenden Beziehungen fiir die Verschiebung

der kritschen Temperatur und des kritischen Feldes ableiten:

AT, = -BrD " X (Crhy D) (4.4)
Ahe = =By DY (Cyhy D¥") . (4.5)
Die neu eingefiihrten Skalenfunktionen X.(w) und Y (w) sind bei Normierung ihrer

metrischen Faktoren auf C't = Cy, = Cj universell, im Gegensatz zu den Amplituden
By und B, [22,23].

Zur Untersuchung der Funktion X (w) betrachte man den Spezialfall eines ver-
schwindenden Randfeldes hy = 0. In diesem Fall ergibt sich das einfache Skalen-

Verhalten AT, oc D~/¥ [87] einer diinnen Schicht mit freien Oberfliichen, woraus

Xo(0) =1 (4.6)
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resultiert. Da die Verschiebung der kritischen Temperatur aus Symmetriegriinden
nicht von der Orientierung des Randfeldes abhiingig sein kann, kénnen in einer

Entwicklung von X, nur gerade Potenzen von w auftreten:

X(w)=1+w?+ -, firw—0. (4.7)

Fiir die Skalenfunktion Y (w) ist eine #hnliche Argumentation moglich. Aufgrund
der Symmetrie verschwindet die Skalenfunktion im Grenzfall freier Oberflichen und

es gilt somit

Y.(0) =0 (4.8)

Im Gegensatz zur Verschiebung der kritischen Temperatur ist die des kritischen
Feldes abhéingig vom Vorzeichen des Oberflachenfeldes, weshalb in der Entwicklung

der Funktion in diesem Fall nur ungerade Potenzen von w auftreten:

Ye(w) =w(l £ w?* + -], firw—0. (4.9)

Beriicksichtigt man in der Entwicklung der Skalenfunktionen Terme bis zur ersten

Ordnung, so gilt fiir die Verschiebungen

AT. « DY, (4.10)
Ah, o« D (&-adv, (4.11)

Eine Moglichkeit, die Linearitét der Skalenfunktion Y, (w) geméf (4.9) zu iiber-
priifen, ergibt sich im Rahmen der Analyse der Phasenkoexistenzlinie. Fiir deren
Untersuchung bei 7" > 0 bietet es sich an, mit verschwindenden Magnetfeldern
hi = h = 0 zu beginnen. Unter diesen Bedingungen koexistieren zwei Phasen, die
durch die beiden verschiedenen Magnetisierungsprofile m™(z) und m~(z) beschrie-
ben werden und die gleiche freie Energie besitzen. Es kann angenommen werden, daf§
beide Gleichgewichtsprofile stetig von den Feldern A und h; abhéngen, so daf sie
in filhrender Ordnung als konstant bei kleinen Variationen in h; angesehen werden
kénnen. Fiir die entsprechenden Anderungen der freien Energien gilt somit nihe-

rungsweise

44



~AF" ~ mthDL*+ 2mfh L*, (4.12)
~AF~ ~ —-m*hDL* — 2m} h) L* . (4.13)

Das Symbol m* steht hier fiir den Mittelwert iiber das Magnetisierungsprofil m* (z)

und mit myg ist die Magnetisierung in den Oberflichenschichten bezeichnet. Es gilt

m*t = —m~ und mf = —m . Auf der Koexistenzkurve mufl AF* = AF~ gelten,
womit aus (4.12) und (4.13) fiir das Koexistenzmagnetfeld

2h mi(D;T)
D m*(D;T)

heoex (D; Ty hy) ~ (4.14)

folgt. Bei T' = 0 reproduziert (4.14) die Aussage (2.9), da im Grundzustand alle

Spins die gleiche Orientierung haben und somit m* = m} = 1 ist.

Ist die Bedingung D |t|” > 1 erfiillt, d.h., D ist im Vergleich zur Korrelationslénge
¢ grof, nehmen die Magnetisierungsprofile die Form an, die sie in einem halbunend-
lichen System hétten: Fiir grofie z néhert sich m*(D;T) dem Wert der spontanen
Magnetisierung mg(7’) im 3-dimensionalen Ising-Modell an. Entsprechend approxi-
miert mJ (D;T) die spontane Oberflichenmagnetisierung m4(7') im halbunendlichen
System. Die Gleichung (4.14) vereinfacht sich dann zu

2_]11 mi(D;T)

hcoex(DQTa hl) ~ — D m .

(4.15)

Nimmt man an, dafl die eingefiihrten Ndherungen auch im Bereich des kritischen
Punktes ihre Giiltigkeit behalten, so kann mit Hilfe der beiden folgenden Definitionen
der kritischen Exponenten  und f; [87,89,93]

my ~ DBylt]°, (4.16)
my ~ Bilt|™, (4.17)
die Phasenkoexistenzkurve zu
2hy By

hcoex(D;Ta hl) ~ - |t|ﬁl_’8 (418)

D B

bestimmt werden, wobei die Bedingung eines kleinen Randfeldes und einer relativ

zur Korrelationsldnge groflen Schichtdicke erfiillt sein muSf.
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Die Verschiebung des Magnetfeldes am kritischen Punkt erhélt man einerseits durch
Einsetzen der kritischen Temperatur, die man aus (4.4) im Grenzfall hy DA/Y — 0

gewinnt:

he(D; hy) = heoex (D; Te, hy) & —B hy DA+ =H)/v) (4.19)

Zur Vereinfachung wurde die Abkiirzung

B1—B
- B, ( Br
B=2— 4.20

By (Tcoo> ( )

eingefiihrt. Andererseits 148t sich die Verschiebung des Feldes auch direkt aus (4.5)
unter Einbeziehung der linearen Approximierung der Skalenfunktion Y(w) (4.9)

bestimmen:

he(D;hy) = —B hy D™(A=20/v (4.21)

wobei in diesem Falle B = By, Cy, gelte. Die Konsistenz dieser beiden Ergebnisse
und somit die Rechtfertigung des linearen Ansatzes in (4.9) 148t sich leicht durch

Anwendung der Skalenrelationen [92]

B = 2—a-A, (4.22)
b = 2—a—-A—v (4.23)

verifizieren.

Aus dem Ausdruck fiir die Phasenkoexistenzkurve (4.18) 148t sich auch eine Aussage

iber ihre Steigung am kritischen Punkt ableiten. Fiir den Steigungswinkel © gilt

oh hy
tan(0Q) = —— oc ——[t| L. 4.24
an(0) = o~ (4.21)
Unter Verwendung des approximierten Skalenverhaltens der Temperatur [t| oc D~1/¥
in der Region des kritischen Punktes fiihrt (4.24) zu

oh —(B1—B—1)/v—
o7 X —hy D~ Br=B=D/v=1

—hy DA AD/ (4.25)
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wobei im letzten Schritt die Ausdriicke fiir die Skalenrelationen (4.22) und (4.23)
zur Anwendung kamen. Im Limes D — oo verschwindet somit die Steigung der
Koexistenzkurve am kritischen Punkt, falls die Relation A —A; > 1 gilt. Bei Werten
von A = 1.564 [94] und A; = 0.464 [95] ist dies in unserem Fall erfiillt. Somit sind
nur geringe field-mizing-Effekte zu erwarten [96]
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Kapitel 5

Systeme mit Oberflichenfeld

Den Ergebnisteil mdchte ich mit der Darstellung der Resultate fiir die diinnen
Schichten, die einem schwachen Oberflichenfeld ausgesetzt sind, beginnen. Fiir al-
le untersuchten Schichtdicken D wurde ein fester Wert fiir dieses Magnetfeld von
hi = —0.015 gew#hlt. Die in diesem Kapitel angegebenen Werte der Observablen
beziehen sich immer auf ein durch die Phasenkoexistenzforderung fixiertes Bulk-
Magnetfeld h = hcpex- Somit ist die in den Abbildungen gezeigte Variation der
Observablen in der Temperatur als Variation entlang der Koexistenzlinie hcpex(T)

aufzufassen.

5.1 Kumulanten

Ein erster Ansatzpunkt zur Bestimmung der kritischen Temperatur T¢.(D) ergibt sich
durch die Untersuchung der Kumulanten 4. Ordnung Uy, (vgl. Kap. 3.3.2). In den
folgenden Abbildungen 5.1-5.7 sind die Kumulanten fiir die einzelnen Schichtdicken
gegen die Temperatur aufgetragen. Die fiir das jeweilige D untersuchten System-

groflen sind durch Angabe ihrer lateralen Ausdehnung L charakterisiert.

Um ein Gefiihl fiir die erreichte Genauigkeit zu vermitteln, sind in den Bildern Feh-
lerbalken eingetragen, deren Angabe jedoch aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf
einzelne Datenpunkte beschrinkt bleiben muf}, die repriasentativ fiir ganze Tempe-
raturbereiche der Kumulante sind. Bei Fehlerbalken, deren Ausdehnung die Linien-
breite der Kurven nicht iiberschreitet, wird auf eine Darstellung ganz verzichtet. Dies

ist in der Regel zumindest fiir die jeweils kleinste, manchmal auch fiir die beiden
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Abb. 5.1: Kumulantenschnittpunkte fiir D = 4. Die gepunktete Linie gibt den Wert von U™
an.
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Abb. 5.2: Kumulantenschnittpunkte fiir D = 8. Die gepunktete Linie gibt den Wert von U™
an.
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Abb. 5.3: Kumulantenschnittpunkte fiir D = 12. Die gepunktete Linie gibt den Wert von

U* an.
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Abb. 5.4: Kumulantenschnittpunkte fiir D = 16. Die gepunktete Linie gibt den Wert von

U* an.
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Abb. 5.5: Kumulantenschnittpunkte fiir D = 24. Die gepunktete Linie gibt den Wert von
U* an.
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Abb. 5.6: Kumulantenschnittpunkte fiir D = 28. Die gepunktete Linie gibt den Wert von

U* an.
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Abb. 5.7: Kumulantenschnittpunkte fiir D = 32. Die gepunktete Linie gibt den Wert von

U* an.

kleinsten Systemgrofien der Fall. Eine Ausnahme stellt die Dicke D = 16 dar, bei der
die Fehlerbalken fiir die kleinste Systemgrofle die der néchst gréfleren iibertreffen.
Dies ist auf eine bessere Statistik durch einen grofleren numerischen Aufwand fiir

das zweitkleinste System zuriickzufiihren.

Die Schnittpunkte der Kumulanten miteinander zeigen eine deutliche Abweichung
von einem gemeinsamen Kreuzungspunkt. Dies weist darauf hin, daf§ bei den unter-
suchten Systemen deutliche Korrekturen zum Skalenverhalten zum Tragen kommen.
Die Abweichungen sind im Einklang mit der Systematik, die in den Gleichungen
(3.69) und (3.70) zum Ausdruck kommt:

Eine Kumulante schneidet mit ansteigender Temperatur die der anderen Systeme in
absteigender Reihenfolge ihrer Systemgrofien. Dieses Prinzip wird dem Augenschein
nach fiir die Dicken D = 8 und D = 28 durchbrochen. Beachtet man jedoch die
Groflenordnung der Fehler, wird deutlich, dafl in diesen Féllen aufgrund der stati-
stischen Qualitdt der Daten, insbesondere der gréfleren Systeme, keine verldflliche

Einschétzung der Systematik moglich ist.

Eine erste grobe Abschiitzung der kritischen Temperaturen T.(D) kann mit dem
Temperaturbereich, der durch die Schnittpunkte der Kumulanten untereinander ein-

gegrenzt ist, getroffen werden. Dieses Verfahren ist allerdings zur Untersuchung des
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Fisher-Nakanishi-Scalings (vgl. Kap. 4) ungeeignet, da man aufgrund der fehlen-
den Extrapolation zu Gittern mit unendlicher lateraler Ausdehnung die kritische

Temperatur 7. (D) unterschétzt.

In alle Abbildungen ist zur Orientierung der Wert des Fixpunktes U* im 2-
dimensionalen Ising-Modell als gepunktete Linie eingetragen. Tendenziell 148t sich
erkennen, daf§ die Werte von Uy, der Schnittpunkte sich mit zunehmender Schicht-
dicke immer weiter von diesem Wert entfernen. Die Ursache dafiir ist das, aus der
Perspektive der Asymptotik betrachtet, sich verschlechternde Verhiltnis von Sei-
tenldinge zu Schichtdicke mit steigendem D, weil die grofite untersuchte Lénge auf
L = 128 beschrankt war, um den numerischen Aufwand in vertretbarem Rahmen
zu halten. Wiahrend man somit fiir die kleinste Schichtdicke noch ein Verhéltnis von
L/D = 32 erreicht, sinkt dieses fiir die groBite untersuchte Dicke auf L/D = 4, ein
Umstand, der ein reines 2-dimensionalen Verhalten nicht erwarten 1af3t. Der schwach
universelle Wert des Fixpunktes U* im 2-dimensionalen Ising-Modell wird hier nicht

erreicht.
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5.2 Bestimmung der kritischen Temperaturen
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Abb. 5.8: Bestimmung von 7. fiir D = 4. Im linken Bild mit dem Maximum von spezifischer
Wirme bzw. magnetischer Suszeptibilitit, im rechten Bild mittels der Kumulantenschnitt-

punkte.

Zu Beginn dieses Unterkapitels mochte ich die einzelnen Schritte dargelegen, die zur
Bestimmung der kritischen Punkte (7,(D), he(D) ) ausgefiihrt wurden.

Die Grundlage der Untersuchung der kritischen Punkte bilden die Scaling-
Eigenschaften dreier Observablen (vgl. Kap. 3.3.1 und 3.3.2):

e das Skalieren der Maxima der spezifischen Wirme mit der Seitenldnge L,
Tmer — T, (D) oc L7,

e das Skalieren der Maxima der magnetischen Suszeptibilitit mit der Sei-
tenldnge, 77" — T.(D) L=,

e und das Skalieren der Schnittpunkte der Kumulanten Uy/, mit dem Verhéltnis
ihrer Seitenldngen b, T} (b_l/” — 1)71.

Die skalierten Observablen sind fiir die einzelnen Dicken D in Abb. 5.8-5.14 darge-
stellt.
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Abb. 5.9: Bestimmung von T, fiir D = 8. Im linken Bild mit dem Maximum von spezifischer
Wirme bzw. magnetischer Suszeptibilitit, im rechten Bild mittels der Kumulantenschnitt-

punkte.
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Abb. 5.10: Bestimmung von T¢ fiir D = 12. Im linken Bild mit dem Maximum von spezi-
fischer Wirme bzw. magnetischer Suszeptibilitit, im rechten Bild mittels der Kumulanten-
schnittpunkte.
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Abb. 5.11: Bestimmung von 7. fiir D = 16. Im linken Bild mit dem Maximum von spezi-

fischer Wirme bzw. magnetischer Suszeptibilitit, im rechten Bild mittels der Kumulanten-

schnittpunkte.
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Abb. 5.12: Bestimmung von 7. fiir D = 24. Im linken Bild mit dem Maximum von spezi-
fischer Wirme bzw. magnetischer Suszeptibilitit, im rechten Bild mittels der Kumulanten-

schnittpunkte.
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Abb. 5.13: Bestimmung von T, fiir D = 28. Im linken Bild mit dem Maximum von spezi-
fischer Wirme bzw. magnetischer Suszeptibilitit, im rechten Bild mittels der Kumulanten-

schnittpunkte.
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Abb. 5.14: Bestimmung von 7. fiir D = 32. Im linken Bild mit dem Maximum von spezi-
fischer Wirme bzw. magnetischer Suszeptibilitit, im rechten Bild mittels der Kumulanten-

schnittpunkte.
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In allen drei Skalenrelationen wurden der zweidimensionale kritische Ising-Exponent

v = 1 verwendet.

An die in der rechten Teilabbildung eingezeichneten Werte der Kumulantenschnitt-
punkte lassen sich problemlos Geraden anpassen und durch Extrapolation b — oo
konnen an der Ordinate zwei, bzw. im Fall D = 8 drei Schitzwerte fiir die kriti-
sche Temperatur abgelesen werden. Die Konvergenz dieser Schéitzwerte ist allerdings
deutlich besser als die Grofle der Fehlerbalken erwarten 14f3t. Dies ist ein Hinweis
darauf, daf§ diese Werte fiir 7, (D) nicht als statistisch unkorreliert angesehen wer-
den konnen. Dieser Punkt wird bei der spiteren Diskussion der Ergebnisse nochmals

aufgegriffen.

Die in der linken Teilabbildung dargestellten Werte der Maxima von spezifischer
Wiérme und magnetischer Suszeptibilitit zeigen im Gegensatz zu den Kumulan-
tenschnittpunkten eine deutliche Abweichung von einem linearen Verhalten. Diese
Kriimmung ist besonders bei der spezifischen Wirme ausgepriagt. Wegen der ge-
ringen Anzahl der Datenpunkte ist es nicht ratsam, ein Polynom 2. Grades an die

Punkte anzupassen. Deshalb wurde an dieser Stelle ein anderer Weg beschritten.

Der Ansatz dafiir ist, durch eine geeignete Skalierung der Werte ein Kollabieren der
Maxima fiir verschiedene Systemgréfien auf eine Master-Kurve zu erzwingen. An
diese 148t sich dann aufgrund der héheren Anzahl von Datenpunkten, in unserem
Fall sind es 29, ein Polynom hoherer Ordnung anpassen. Der gewiinschte Datenkol-
laps 1Bt sich durch eine Auftragung von D' (T — T,(D))/T.(D) gegeniiber D/L
erzielen. Dabei ist zu beachten, dafl mit v der Wert des kritischen Exponenten des
3-dimensionalen Ising-Modells bezeichnet ist. Da in dem Ausdruck fiir die Skalie-
rung das gesuchte T,(D) selbst vorkommt, kann man auf diese Art die kritische
Temperatur nur im Zuge eines Iterationsverfahrens bestimmen. Es besteht jedoch
die Hoffnung, durch die Verwendung eines guten Schitzwertes fiir T,.(D) mit nur
wenigen, bestenfalls sogar mit einer Iteration eine befriedigende Genauigkeit zu er-

reichen.

Als Iterationsstartwert bietet sich die aus den Kumulantenschnittpunkten gewonne-
ne Schitzung der kritischen Temperatur an. Die skalierten Datensitze der Maxima
fiir die verschiedenen Dicken wurden in einen Graphen eingetragen und diese Da-
tensétze als ganzes bei Bedarf entlang der y-Achse verschoben, bis optisch ein Da-
tenkollaps zu erkennen war. Diese Verschiebung entlang der y-Achse entspricht einer
Anpassung des Ausgangsschitzwertes fiir 7, (D). An den so justierten Gesamtdaten-

satz wurde ein Polynom zweiten Grades gefittet, da man ein analytisches Verhalten
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Abb. 5.15: Master-Kurve fiir die magnetische Suzeptibilitét y. Die durchgezogene Linie gibt
die fiir die Analyse verwendete Kurve wieder.
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Abb. 5.16: Master-Kurve fiir die spezifische Warme cy . Die durchgezogene Linie gibt die
fiir die Analyse verwendete Kurve wieder.
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der durch die oben angegebene Auftragung definierten Skalenfunktion f(D/L) er-
wartet. Die Parameter fiir die Parabel der Form y = a + bz + ca? ergaben sich
zu a = —0.000(2), b = 0.981(10) und ¢ = —0.534(25) im Falle der Suszeptibilitit,
a = —0.000(2), b = 0.344(16) und ¢ = —1.282(50) im Falle der spezifischen Wirme.
Diese Kurven wurden dann in die Abb. 5.8-5.14 aufgenommen. Zur Optimierung des
Ergebnisses wurde in den einzelnen Graphen ebenfalls eine Justierung der Fitkurven
entlang der Temperaturachse vorgenommen. Nachdem eine ausreichende Uberein-
stimmung erreicht war, wurde an der Ordinate der jeweilige Wert fiir die kritische

‘

Temperatur abgelesen. Zur Uberpriifung der Konsistenz der “von Hand” vorgenom-
menen Justierungen wurden die Rohdaten nochmals unter Verwendung der neu ge-
wonnenen Schitzwerte fiir T, (D) skaliert. Die so enstandenen Graphen zeigen einen
deutlichen Datenkollaps (siche Abb. 5.15 und 5.16). Die eingezeichneten Kurven ent-
sprechen den oben angegebenen Parametern und zeigen eine gute Ubereinstimmung
mit den Datenpunkten. Die schon durch diese einzige Iteration erreichte Konsistenz
ist fiir die weitere Analyse der Daten ausreichend und es wurde somit auf weitere

Iterationen verzichtet.

D | T.D) he(D)

4 | 3.8705(3) | 0.006644(32)
8 || 4.2409(3) | 0.002528(14)
12 | 4.3561(3) | 0.001367(10)
16 | 4.4084(3) | 0.000867(6)
24 | 4.4549(5) | 0.000448(5)
28 | 4.4665(4) | 0.000348(3)
32 | 4.4749(5) | 0.000279(3)

Tab. 5.1: Werte fiir die kritischen Punkte (T.(D), he(D)) fiir verschiedene D bei vorhande-
nem Oberflachenfeld.

Aus den durch diese Methodik gewonnenen vier Werte fiir jedes T.(D) muf} ein
geeigneter Mittelwert gebildet werden. Wie schon erwihnt, sind diese Schétzwerte
als nicht vollstdndig statistisch unabhéngig anzusehen. Diese Korrelationen kom-
men am stirksten bei den aus den Kumulantenschnittpunkten gewonnenen Tempe-
raturen zum Tragen. Aus diesem Grund werden diese vorab zu einem Mittelwert
zusammengezogen, so dafl es nur noch zu einer Mittelwertbildung iiber drei Wer-
te fiir 7.(D) kommt. In der Tabelle 5.1 sind diese fiir die jeweiligen Schichtdicken

zusammengestellt.
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Zur vollstindigen Beschreibung der kritischen Punkte ist auch die Bestimmung der
zugehorigen kritischen Bulk-Magnetfelder h.(D) notwendig. Deren Werte konnen
aus der Koexistenzkurve abgelesen werden. In Abbildung 3.9 ist eine solche Kurve
exemplarisch fiir die Schichtdicke D = 28 dargestellt. Die Werte des kritischen Feldes
sind ebenfalls in Tabelle 5.1 aufgenommen. Die fiir h.(D) angegebenen Fehler erge-
ben sich aus zwei verschiedenen Fehlerquellen. Dies ist zum einen die Ungenauigkeit
bei der Ermittlung von 7¢, zum anderen die bei der Berechnung der Koexistenzkurve
heoex(T).

Durch die Bestimmung der kritischen Punkte fiir die einzelnen Schichtdicken sind
nun die Voraussetzungen zur Untersuchung des Fisher-Nakanishi-Scalings geschaf-

fen.
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5.3 Untersuchung des Fisher-Nakanishi-Scalings

In einem ersten Schritt zum Test der Fisher-Nakanishi-Skalenhypothese soll fiir Sy-
steme mit einem schwachen Oberflichenfeld A; = —0.015 untersucht werden, ob die
Beziehung, die die Abweichung der kritischen Temperatur eines Systems mit end-
licher Schichtdicke D von der kritischen Temperatur des Volumens 7>° beschreibt,
giiltig ist. Diese Beziehung ergibt sich aus (4.4) unter Verwendung der Niherung
(4.6) zu

AT, x DYV (5.1)

In diesem Abschnitt soll das negative Vorzeichen der Temperaturverschiebung in der

Proportionalitéitskonstante absorbiert werden, es gelte also

AT, = |T.(D) — T™| . (5.2)

Die kritische Temperatur des Ising-Modells im Volumen ist mittels Monte Carlo-
Untersuchungen mit einer sehr groflen Prizision bestimmt worden. Die in verschie-
denen Arbeiten [94,97-103] der letzten Jahre ermittelten Werte iibertreffen in ihrer
Genauigkeit deutlich die in dieser Arbeit erreichte Auflésung fiir Tc(D). Fiir die wei-

tere Diskussion der Ergebnisse wird ein Wert von 7>° = 4.5115 aus [94] verwendet.

In Abb. 5.17 ist die Verschiebung AT, gegen die Schichtdicke doppelt-logarithmisch
aufgetragen. Der Verlauf der Linie zeigt eine leichte Kriimmung, die darauf zurtick-
zufiihren ist, dafl womdglich der asymptotische Bereich grofier Schichtdicken fiir die
untersuchten Systeme noch nicht erreicht ist. Aus diesem Grunde wurde an Gruppen
von jeweils drei aufeinanderfolgenden Dicken eine Gerade gefittet. Die sich ergeben-
den Werte fiir die Geradensteigung sind in der Tabelle 5.2 zusammen mit den paar-
weisen Steigungen aufgenommen. Beide Serien zeigen eine deutliche Drift der Werte,
die sich aber mit steigender Dicke dem verwendeten Literaturwert [94] annihern. Die
mit dem gewichteten Fit erzielten Werte fiir die Gruppe mit den drei grofiten Dicken
ist innerhalb der doppelten Standardabweichung mit dem Literaturwert vertréglich.
Fiir die paarweisen Steigungen ist die Aussagekraft der Ergebnisse fiir die grofiten

Systeme aufgrund der immensen Fehlerintervalle sehr stark eingeschrénkt.

Da die Ergebnisse vermuten lassen, dafl fiir die untersuchten Schichtdicken der
asymptotische Bereich noch nicht erreicht ist, wurde eine Extrapolation zu gréfleren

Dicken hin versucht. Dazu wurden die Werte der Steigungen gegen D~! aufgetragen
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(siehe Abb. 5.18) und an die Daten eine Gerade der Form y = a+bx angepafit. Dabei
blieb in diesem Fall der Wert, in den das kleinste System D = 4 eingeht, unberiick-
sichtigt. Als Parameter der Kurve ergaben sich ¢ = —1.596(21) und b = 2.55(27).
Der Wert des Ordinatenabschnitts a entspricht dem Wert des Exponenten —1/v bei
Extrapolation zu D — oo. Er ist innerhalb seines Fehlerintervalles sehr gut mit dem
Literaturwert vertriglich. Die Fisher-Nakanishi-Skalenhypothese kann also im Rah-
men dieser Extrapolation beziiglich der die Temperaturverschiebung behandelnden
Teilhypothese bestétigt werden.

0
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Abb. 5.17: Doppelt-logarithmischer Plot von AT, (D) gegen D (Kreise). Die Steigung der
Fits an jeweils drei benachbarte Schichtdicken, m (Quadrate), nihern sich mit steigendem
D dem Literaturwert fiir —1/v (durchgezogene Linie).
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Fit Paarweise Steigungen

D m D m
4, 8,12 -1.268(1) 4, 8 -1.244(3)
8,12,16 | -1.384(4) 8,12 -1.369(7)

12,16,24 | -1.444(9) | 12,16 | -1.428(16)
16,24,28 | -1.482(13) || 16,24 | -1.480(26)
24,2832 | -1.514(48) || 24,28 | -1.490(100)
28,32 | -1.561(157)
—1/v ~ —1.587 [94]

Tab. 5.2: Test des Fisher-Nakanishi-Scalings fiir AT.

1.7 & : 1 ]
0.00 0.05 0.10 0.15

1/D

Abb. 5.18: Auftragung der Werte fiir —1/v aus den 3er Fits gegen die inverse Schichtdicke
D. Die Gerade ist ein linearer Fit an die durch gefiillte Symbole dargestellten Werte.
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Zu untersuchen bleibt der Teil der Hypothese, der die Verschiebung des kritischen
Magnetfeldes Ah, beschreibt. Diese ist identisch mit dem kritischen Magnetfeld
he(D), da im Volumen der Wert fiir Koexistenzmagnetfeld verschwindet. Aus der
Fisher-Nakanishi-Theorie ergibt sich fiir die Verschiebung (vgl. (4.5))

Ahe x D-(A=ADW (5.3)

wenn in der Entwicklung der Skalenfunktion (4.9) nur Terme bis erster Ordnung
betrachtet werden. Durch Einsetzen von Literaturwerten fiir A = § + v = 1.564(3)
und v = 0.6301 (entnommen aus [94]) und A; = 0.464 (aus [95]) ergibt sich fiir den

Exponenten

—(A = Ay) /v =—1.746 . (5.4)
0
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Abb. 5.19: Doppelt-logarithmischer Plot von Ah.(D) gegen D (Kreise). Die paarweisen
Steigungen m (Quadrate) ndhern sich mit steigendem D dem Wert —(A — Ay)/v.

In Abb. 5.19 ist die Verschiebung Ah. gegen die Schichtdicke doppelt-logarithmisch
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aufgetragen. Wie im Falle der Temperaturverschiebung zeigt der Verlauf der Linie ei-
ne leichte Kriimmung, die darauf zuriickzufiihren ist, daf§ womdglich auch in diesem
Fall der asymptotische Bereich grofler Schichtdicken fiir die untersuchten Systeme
noch nicht erreicht ist. Aus diesem Grunde wurde analog zum vorherigen Vorgehen
an Gruppen von jeweils drei aufeinanderfolgenden Dicken eine Gerade gefittet. Die
sich ergebenden Werte fiir die Geradensteigung sind in der Tabelle 5.3 zusammen
mit den paarweisen Steigungen aufgenommen. Eine deutliche Drift der Werte ist bei
beiden Serien gegeben, die sich aber mit steigender Dicke dem verwendeten Litera-
turwert (5.4) annidhern. Die mit dem gewichteten Fit erzielten Werte fiir die Gruppe
mit den drei gréfften Dicken ist innerhalb der doppelten Standardabweichung mit
dem Wert (5.4) vertréglich. Fiir die paarweisen Steigungen ist auch hier die Aus-
sagekraft der Ergebnisse fiir die groiten Systeme aufgrund grofler Fehlerintervalle

sehr stark eingeschrinkt.

Da auch hier der asymptotische Bereich noch nicht erreicht ist, wurde eine Extra-
polation zu gréferen Dicken hin versucht. Dazu wurden die Werte der Steigungen
wiederum gegen D! aufgetragen (siehe Abb. 5.20) und an die Daten eine Gerade der
Form y = a + bz angepaBt. Als Parameter der Kurve ergaben sich a = —1.754(20)
und b = 2.61(19). Der Wert des Ordinatenabschnitts a entspricht dem Wert des
Exponenten —(A — A;)/v bei Extrapolation zu D — oo. Er ist innerhalb sei-
nes Fehlerintervalles sehr gut mit dem Literaturwert vertraglich. Auch der Teil der
Fisher-Nakanishi-Skalenhypothese, der die Verschiebung des kritischen Magnetfeldes

beschreibt, kann im Rahmen dieser Extrapolation bestétigt werden.

Im allgemeinen ist die Bestimmung der kritischen Exponenten, die das Verhalten
eines Systems im Volumen beschreiben, technisch einfacher durchzufiihren als die der
Oberflachenexponenten. Deswegen ist die Genauigkeit, mit der Exponenten wie z.B.
A1 bekannt sind, geringer. Ein Schitzwert fiir A; aus dem Extrapolationsergebnis

a kann durch

Ay =A+av (5.5)

zu

A; = 0.459(13) (5.6)

ermittelt werden. Dieser stimmt sehr gut mit dem oben angefiihrten Wert aus [95]

iiberein.
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Fit Paarweise Steigungen
D m D m
4,812 | -1.426(8) 4,8 -1.394(15)
8,12,16 | -1.541(12) || 8,12 -1.516(32)
12,16,24 | -1.607(19) || 12,16 -1.583(50)
(19) )
(54)

16,24,28 | -1.631 16,24 | -1.628(44
24,28,32 | -1.646(54) | 24,28 | -1.639(128)
28,32 | -1.655(145)
—(A— Ay /v~ —1.746

Tab. 5.3: Test des Fisher-Nakanishi-Scalings fiir Ah,.

0.00 0.05 0.10 0.15
1/D

Abb. 5.20: Auftragung der Werte fiir —(A — Ay)/v aus den 3er Fits gegen die inverse
Schichtdicke D. Die Gerade ist ein linearer Fit an die durch gefiillte Symbole dargestellten
Werte.
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5.4 Untersuchung des 2d-kritischen Verhaltens

In diesem Abschnitt soll das Skalen-Verhalten in der Ndhe des kritischen Punktes
untersucht werden. Dafiir wurden die Observablen Magnetisierung m, Oberflichen-
magnetisierung m;, magnetische Suszeptibilitdt y und magnetische Suszeptibilitét

der Oberfldchen x;; ausgewéhlt, deren Definitionen hier kurz zusammengestellt sind:

0 1
__of _ 1 .
e aHl 2 L2 iEObgf;échen Sl , (58)
0 f 2 2 2
X=—pzs = BLD[(m?) — (m)?] , (5.9)
52
X11 = _G—Hf% = BLZ [(mf) - (m1>2] ) (5.10)

wobei es sich bei f um die freie Energie handelt. Bei der Untersuchung dieser Ob-
servablen in einer Computersimulation ist darauf zu achten, daf} die in unendlichen
bzw. sehr groflen Systemen auftretende spontane Symmetriebrechung in Simulatio-
nen aufgrund der verhdltnisméfig kleinen Systemgroflen nicht erreicht wird, da die
Wahrscheinlichkeit des Ubergangs in die andere Phase auch unterhalb der kritischen
Temperatur deutlich von null verschieden ist. Somit wiirde das System bei ausrei-
chend langer Simulationsdauer mehrmals zwischen den beiden Phasen wechseln, und
der Erwartungswert des Ordnungsparameters wiirde bei allen Temperaturen ver-
schwinden. Dieses Problem wird in einer Simulation dadurch umgangen, dafl man
die Betrige der Groflen betrachtet, also in unserem Fall (|m|) und (Jm;|) anstelle

von (m) und (myq).

Néhert man sich entlang der Koexistenzlinie dem kritischen Punkt T,(D), so steigt
die Korrelationsldnge £ an und erreicht in etwa die Gréflenordnung der Schichtdicke
D. Damit wird die eingeschrinkte Ausdehnung des Systems entlang der Wandnor-
malen relevant. Das System &ndert sein kritisches Verhalten von dem eines drei-
zu dem eines zweidimensionalen Ising-Modells, es tritt ein sogenanntes Crossover
auf. Somit erwartet man fiir die hier betrachteten Observablen folgendes kritische
Verhalten:

[m — (m)| oc Imy — (ma)] oc [t (5.11)
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und fiir die Suszeptibilitdten

X X x11 o |t (5.12)

Sowohl die beiden Magnetisierungen als auch die beiden Suszeptibilitdten haben
jeweils die gleiche temperaturartige Singularitét, die sich nur in ihren Amplituden

unterscheidet.

Wie der Index anzeigt, soll es sich um die Exponenten des zweidimensionalen Ising-
Modells handeln, und es gilt t = 1 —T/T.(D). Durch die Oberflichenfelder zeigt das
hier untersuchte System eine Asymmetrie (siehe auch Abb. 3.5), die zur Folge hat,
dal der Erwartungswert der Magnetisierung am kritischen Punkt nicht verschwin-
det. Deswegen muf in der Skalenrelation (5.11) die Anderung der Magnetisierungen

relativ zu ihrem Erwartungswert betrachtet werden.

Laft man die Temperatur konstant und erhéht die Anzahl der Schichten, so er-
wartet man ein Crossover zu einem dreidimensionalen Verhalten, welches von den

Exponenten 8 und 3, bzw. v und ~;; bestimmt wird.

Da bei den hier untersuchten Systemgréfien, besonders fiir die dickeren Schichten,
das Verhiltnis L/D nicht ausreichend war, um ein reines zweidimensionales Verhal-
ten beobachten zu kénnen, mufl man sich zur Beschreibung des kritischen Verhaltens
mit sogenannten effektiven Exponenten u, v und w behelfen, deren Werte im Idealfall
zwischen den Exponenten des zwei-und dreidimensionalen Ising-Modells interpolie-
ren. Mit Hilfe dieser effektiven Exponenten kann versucht werden, die Daten an

Skalenformen wie

(Im — (m)|)L* = M (L"t) | (5.13)
XL = ¥ (L' t) (5.14)

so anzupassen, daf} sie fiir verschiedene laterale Ausdehnungen L auf eine einzelne
Master-Kurve M (2) kollabieren. Im Falle eines reinen zweidimensionalen Verhaltens
gilt u = 1/ve, v = [y/vy und w = /vy (vgl. Kap. 3.3.1). Damit lassen sich die

Exponenten zu SBeg = v/u, Yo = w/u und veg = 1/u berechnen.

Zur Bestimmung der effektiven Exponenten wurde als eine erste Abschéitzung von
u fiir jede Schichtdicke die Steigung der Kumulanten am kritischen Punkt T¢(D)
untersucht. Trigt man diese doppelt-logarithmisch gegen L auf, so erwartet man,

daf die Daten auf einer Geraden mit der Steigung 1/v = u liegen.
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In( < |m-<m>| > L")

Abb. 5.21: Doppelt-logarithmischer Plot des Scalings der Magnetisierung m fiir D = 4. Die

eingezeichnete Gerade hat eine Steigung, die einem Exponenten 8 = 1/8 entspricht.
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Abb. 5.22: Doppelt-logarithmischer Plot des Scalings der Magnetisierung m fiir D = 32.

Die eingezeichnete Gerade hat eine Steigung, die einem Exponenten § = 1/8 entspricht.
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In( < |m,—<m>| > L")
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Abb. 5.23: Doppelt-logarithmischer Plot des Scalings der Oberflichenmagnetisierung m;

fiir D = 4. Die eingezeichnete Gerade hat eine Steigung, die einem Exponenten 8 = 1/8
entspricht.
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Abb. 5.24: Doppelt-logarithmischer Plot des Scalings der Oberflichenmagnetisierung m fiir

D = 32. Die eingezeichnete Gerade hat eine Steigung, die einem Exponenten § = 1/8
entspricht.
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In(L"Y)

Abb. 5.25: Doppelt-logarithmischer Plot des Scalings der Suszeptibilitéit y fiir D = 4. Die

eingezeichnete Gerade hat eine Steigung, die einem Exponenten v = 7/4 entspricht.

-1.5

-2.0

Abb. 5.26: Doppelt-logarithmischer Plot des Scalings der Suszeptibilitit x fiir D = 32. Die

eingezeichnete Gerade hat eine Steigung, die einem Exponenten v = 7/4 entspricht.
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Abb. 5.27: Doppelt-logarithmischer Plot des Scalings der Oberflichensuszeptibilitdt iy

fiir D = 4. Die eingezeichnete Gerade hat eine Steigung, die einem Exponenten v = 7/4
entspricht.
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Abb. 5.28: Doppelt-logarithmischer Plot des Scalings der Oberflichensuszeptibilitit i1

fiir D = 16. Die eingezeichnete Gerade hat eine Steigung, die einem Exponenten v = 7/4
entspricht.
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In der Nihe der kritischen Temperatur ist infolge von Finite-Size-Effekten (L < &)
der Wert der Magnetisierung anndhernd konstant. Er nimmt fiir alle Lingen L
Plateau-Werte an. Eine Abschitzung fiir den Wert von v erhilt man dadurch, daf
man diese Plateau-Werte, die die Magnetisierungen in der Néhe des kritischen Punk-
tes annehmen, so skaliert, daf§ die Plateaus fiir alle L den gleichen Wert haben. Mit
diesen Abschéitzungen wird ein sehr guter Datenkollaps fiir die beiden Magnetisie-
rungen erzielt. In den Abb. 5.21-5.24 sind die Master-Kurven fiir die jeweils kleinste
und grofite Schichdicke fiir m und m; dargestellt. Die numerischen Werte der ermit-

telten Exponenten sind in Tab. 5.4 und Tab. 5.5 zusammengetragen.

Fiir die Suszeptibilitdten ist die Qualitdt der Rohdaten geringer. Auch sind die Pla-
teaus, die fiir eine erste Abschidtzung von w herangezogen wurden, nicht so deutlich
ausgepragt. Somit wurde bei der Bestimmung von w eine deutlich geringere Genau-
igkeit erreicht, die auch einen wesentlich schlechteren Datenkollaps zur Folge hat.
Die Master-Kurven fiir die kleinste Dicke und fiir eine grofiere sind sowohl fiir x als
auch yi; in den Abb. 5.25-5.28 wiedergegeben. Die Exponenten sind in Tab. 5.4 und

Tab. 5.5 zusammengestellt.

Die in Tab.5.4 zusammengestellten, auf der Basis der Observablen m und x be-
stimmten effektiven Exponenten veg, feg und ~eg ndhern sich fiir die kleinste un-
tersuchte Schichtdicke D = 4 dem Wert des zweidimensionalen Ising-Modells an.
Mit steigender Dicke nimmt der Wert von [ zu, bleibt jedoch auch fiir die gréfite
untersuchte Schichtdicke D = 32 deutlich kleiner als der Wert im dreidimensio-
nalen Ising-Modell. Im Gegensatz dazu bleibt der effektive Exponent 7. nahezu
konstant in der Néihe des zweidimensionalen Wertes 5, wobei die geringere Genau-
igkeit der Daten beachtet werden muf. Der dritte effektive Exponent, v g, zeigt ein
iiberraschendes nicht-monotones Verhalten, welches auch bei Systemen mit freien
Oberfldchen beobachtet wurde [104].

Die Bestimmung der effektiven Exponenten mittels der Observablen m; und xi;
fiihrte im Falle von [eg zu einem gleichen Verhalten. Jedoch ist der Anstieg der
Werte mit steigender Schichtdicke ausgeprigter. Auch g zeigte eine deutliche Drift

hin zu kleineren Werten bei ansteigender Dicke.
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D (& v w Besr Vet Veft

2d 1 1/8 | 7/4 | 1/8 | 7/4 1

0.956 | 0.126 | 1.67 | 0.132 | 1.75 | 1.064
8 | 1.018 | 0.136 | 1.72 | 0.133 | 1.69 | 0.982
12 |1 0.944 | 0.138 | 1.67 | 0.146 | 1.77 | 1.059
16 || 0.938 | 0.139 | 1.61 | 0.148 | 1.72 | 1.066
24 1 0.898 | 0.145 | 1.53 | 0.161 | 1.70 | 1.114
28 || 0.853 | 0.141 | 1.48 | 0.165 | 1.74 | 1.172
321 0.884 | 0.155 | 1.54 | 0.175 | 1.74 | 1.131
oo || 1.587 | 0.518 | 1.96 | 0.327 | 1.24 | 0.630

Tab. 5.4: Werte der effektiven Exponenten fiir die Gesamtmagnetisierung m und die magne-
tische Suszeptibilitdt des Volumens y fiir die einzelnen Schichtdicken. Zum Vergleich sind die
exakten Exponenten des 2d-Ising-Modells und die Literaturwerte fiir den dreidimensionalen
Fall angegeben.

D U v w Besr Vet Veft

2d 1 1/8 7/4 1/8 7/4 1

4 |1 0.956 | 0.126 | 1.63 | 0.131 | 1.71 | 1.064
8 || 1.018 | 0.138 | 1.74 | 0.136 | 1.61 | 0.982
12 |1 0.944 | 0.137 | 1.45 | 0.145 | 1.54 | 1.059
16 || 0.938 | 0.142 | 1.31 | 0.151 | 1.40 | 1.066
24 || 0.898 | 0.163 | 1.21 | 0.181 | 1.35 | 1.114
28 || 0.853 | 0.165 | 1.23 | 0.158 | 1.44 | 1.172
321 0.884 | 0.183 | 1.27 | 0.208 | 1.44 | 1.131
oo || 1.587 | 1.263 | -0.52 | 0.796 | -0.33 | 0.630

Tab. 5.5: Werte der effektiven Exponenten fiir die Oberflichenmagnetisierung m; und die
magnetische Suszeptibilitit yi; fiir die einzelnen Schichtdicken. Zum Vergleich sind die ex-
akten Exponenten des 2d-Ising-Modells und die Literaturwerte fiir $; bzw. 711 im dreidi-

mensionalen Fall angegeben [95].

75



5.5 Profile

In diesem Abschnitt sollen Profile fiir die Systeme mit Randmagnetfeld hy = —0.015
bei ihrer kritischen Temperatur T¢.(D) diskutiert werden. Der Begriff “Profil” soll
hier als Bezeichnung fiir eine Funktion dienen, die eine Observable in Abhéngig-
keit von ihrem Abstand zur Wand, z, beschreibt. Aus Symmetriegriinden reicht es
zur vollstindigen Beschreibung aus, die Funktion auf dem Intervall von z = 1 bis
zur halben Schichtdicke z = D/2 zu betrachten. Fiir die an die Wand grenzende
Schicht wurde die Abstands-Koordinate z = 1 festgelegt. Gegenstand der Untersu-
chung in diesem Kapitel sind das Profil der Energie v und der Magnetisierung m
pro Teilchen. Dabei wurden fiir die Magnetisierung drei verschiedene Observablen
betrachtet. Die Magnetisierung der positiven Phase m™, in die nur Konfiguratio-
nen eingingen, welche in allen Schichten eine positive Magnetisierung aufwiesen, die
Magnetisierung der negativen Phase m™, in die entsprechend alle negativ magne-
tisierten Konfigurationen eingingen und Magnetisierung m, die als Mittelwert aus

m™ und m~ berechnet wird.

In Abb. 5.29 ist das Magnetisierungsprofil der positiven Phase fiir verschiedene
Dicken D dargestellt. Um den Vergleich zwischen den einzelnen Dicken zu erleich-
tern, wurde hier, und ebenso in den restlichen Abbildungen, der Abstand von der
Wand z mit D normiert. Bei diesem Profil sind die Werte der Magnetisierung im
Bereich der Wand deutlich gegeniiber den Werten im Bulk abgesenkt. Dies ist darauf
zuriickzufiihren, dafl die Teilchen in der Oberfliche nur fiinf anstatt sechs benach-
barte Teilchen haben. Das ist vergleichbar mit einer reduzierten effektiven Wechsel-
wirkungskonstante J bei vollstdndiger Anzahl von Nachbarn. Eine reduzierte Wech-
selwirkungskonstante ist aber dquivalent zu einer héheren Temperatur, was zu einer
niedrigeren Magnetisierung fiithrt. Dieser Mechanismus wird auch als missing neigh-

bor effect bezeichnet.

Der Betrag der Magnetisierung nimmt mit steigender Dicke ab, was auf den damit

verbundenen Anstieg der Teilchenzahl zuriickzufiihren ist.

Analog gilt fiir das Magnetisierungsprofil der negativen Phase (siehe Abb. 5.30),
daf} die Magnetisierung im Wandbereich gegeniiber den Bulk-Werten erhoht ist,
was einer Absenkung des Betrages entspricht. Der Betrag der Magnetisierung zeigt

im wesentlichen die gleiche Systematik wie beim Profil m™.
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Abb. 5.29: Magnetisierungsprofile der positiven Phase bei T, (D) fiir verschiedene D.
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Abb. 5.30: Magnetisierungsprofile der negativen Phase bei T.(D) fiir verschiedene D.
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Abb. 5.31: Magnetisierungsprofile des Mittelwertes aus positiver und negativer Phase.
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Abb. 5.32: Energieprofile bei T.(D) fiir verschiedene D.
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Der quantitative Unterschied zwischen diesen Profilen wird erst durch die Betrach-
tung des Mittelwertes m {iber die Kurven m™ und m~ deutlich (siche Abb. 5.31). An
den Winden bleibt eine negative Magnetisierung iiber, die einer positiven des Bulks
gegeniiber steht. Dieses Verhalten korrespondiert zu den Vorzeichen der anliegenden
Magnetfelder. Die Abbildung offenbart die Asymmetrie der Profile, die besonders
im Bereich der Oberflichen ausgeprigt ist, wo das anliegende Magnetfeld viel grofier

als im Volumen ist.
Bei allen betrachteten Magnetisierungsprofilen tritt ihre Inhomogenitét deutlich zu-
tage.

Diese Inhomogenitit 148t sich auch bei den Energieprofilen beobachten. In Abb. 5.32
ist die Gesamtenergie fiir verschiedene Schichtdicken dargestellt. Bei allen Dicken ist
ein rapider Anstieg der Energie beim Ubergang von der Schicht z = 2 auf die der
Wand benachbarten Schicht z = 1 erkennbar.
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Kapitel 6
Systeme mit freien Oberflichen

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse fiir die Systeme mit freien Oberflichen dar-
gestellt; es gilt Ay = 0. Das Erzeugen von Daten im Bereich der kritischen Punkte
wurde stark erleichtert durch die Tatsache, dafl die Koexistenzkurve aus Symmetrie-
griinden mit der Temperaturachse zusammenfillt und der Parameterraum, in dem
diese Punkte bestimmt werden muflten, somit de facto eindimensional ist. Auch die
Analyse der Daten wurde durch die entfallende Bestimmung der Koexistenzkurve

vereinfacht.

6.1 Kumulanten

Analog zum Kap. 5 beginne ich mit der Diskussion der Kumulanten fiir die unter-
suchten Schichtdicken. In den Abb. 6.1-6.7 sind die Ergebnisse fiir die Kumulanten
der verschiedenen Systemgrofien zusammengestellt. In den Abbildungen kénnen die
einzelnen Systemgrofien anhand der angegebenen lateralen Ausdehnung L leicht

identifiziert werden.

Um einen direkten Vergleich zu den Systemen mit vorhandenem Oberflachenfeld zu
ermoglichen, sind deren Kumulanten ebenfalls in die Abbildungen aufgenommen.

Sie werden mit einer unterbrochenen Linie dargestellt.

In bezug auf die Fehlerbalken wurde die gleiche Vorgehensweise wie im Kap. 5.1
gewahlt. Auf eine Darstellung der Fehler der Vergleichskurven wurde aus Griinden
der Ubersichtlichkeit verzichtet. Ihre GréBenordnung kann den Abb. 5.1-5.7 entnom-

men werden. Aufgrund der geringeren Autokorrelationen im feldfreien Fall sind die
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Abb. 6.1: Kumulanten fiir D = 4 bei freien Oberflichen. Die gepunktete Linie gibt den

Wert von U* an, die unterbrochenen Linien die Kumulanten bei vorhandenem Oberfléichen-

magnetfeld.

Fehlerbalken deutlich kleiner als fiir die Systeme mit Oberflichenfeld, da die Linge

des Simulationslaufes in etwa gleich war.

Beim Betrachten der Abbildungen fillt auf, dafl sich die Kumulanten im unteren
Teil des abgebildeten Temperaturbereiches von den Vergleichskurven der Systeme
mit Oberflichenfeld kaum unterscheiden. Erst bei hoheren Temperaturen wird eine
Differenzierung der Kurven deutlich. Diese wird mit steigender Schichtdicke ausge-
pragter. Die Kurven fiir den feldfreien Fall scheinen dann systematisch zu héheren
Temperaturen hin verschoben. Dieser Effekt iibersteigt allerdings kaum die durch
die Fehler der Kumulanten vorgegebenen Intervalle. Dieses Verhalten belegt, daf
die Bezeichnung schwaches Feld, die im Kap. 5 ad hoc fiir das Oberflichenfeld der
Stiarke h; = —0.015 eingefiihrt wurde, ihre Berechtigung hat.

Die Abfolge der Schnittpunkte der Kumulanten untereinander zeigt die schon in
Kap. 5.1 beschriebene Systematik. Auch die Abstinde der Kumulantenwerte am
Uberkreuzungspunkt vom Fixpunktwert U*, welcher in den Abbildungen als ge-
punktete Linie dargestellt ist, zeigen das gleiche Verhalten wie im Fall der nicht
verschwindenden Oberflichenfelder, was durch dieselbe Argumentation begriindet

werden kann.
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Abb. 6.2: Kumulanten fiir D = 8 bei freien Oberflichen. Die gepunktete Linie gibt den

Wert von U* an, die unterbrochenen Linien die Kumulanten bei vorhandenem Oberfléichen-

magnetfeld.
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Abb. 6.3: Kumulanten fiir D = 12 bei freien Oberflichen. Die gepunktete Linie gibt den
Wert von U* an, die unterbrochenen Linien die Kumulanten bei vorhandenem Oberflichen-
magnetfeld.
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Abb. 6.4: Kumulanten fiir D = 16 bei freien Oberflichen. Die gepunktete Linie gibt den

Wert von U* an, die unterbrochenen Linien die Kumulanten bei vorhandenem Oberflichen-

magnetfeld.
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Abb. 6.5: Kumulanten fiir D = 24 bei freien Oberflichen. Die gepunktete Linie gibt den
Wert von U* an, die unterbrochenen Linien die Kumulanten bei vorhandenem Oberflichen-

magnetfeld.
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Abb. 6.6: Kumulanten fiir D = 28 bei freien Oberflichen. Die gepunktete Linie gibt den
Wert von U* an, die unterbrochenen Linien die Kumulanten bei vorhandenem Oberflichen-
magnetfeld.
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Abb. 6.7: Kumulanten fiir D = 32 bei freien Oberflichen. Die gepunktete Linie gibt den

Wert von U* an, die unterbrochenen Linien die Kumulanten bei vorhandenem Oberfléichen-

magnetfeld.

84



6.2 Bestimmung der kritischen Temperaturen
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Abb. 6.8: Bestimmung von T¢ fiir D = 4 bei freien Oberflichen. Im linken Bild mit dem
Maximum von spezifischer Warme bzw. magnetischer Suszeptibilitéit, im rechten Bild mittels
der Kumulantenschnittpunkte.

Die Bestimmung der kritischen Punkte (7.(D),h.(D)) im Falle verschwindender

Oberflichenfelder wurde analog zur Vorgehensweise in Kap. 5.2 durchgefiihrt.

Die Grundlage der Untersuchung der kritischen Punkte bilden die Skalen-
Eigenschaften dreier Observablen (vgl. Kap. 3.3.1 und 3.3.2):

e das Skalieren der Maxima der spezifischen Wirme mit der Seitenldnge L,
Tmew — T, (D) oc L7,

e das Skalieren der Maxima der magnetischen Suszeptibilitit mit der Sei-
tenldnge, T7"** — T,(D) L=,

e und das Skalieren der Schnittpunkte der Kumulanten Uy/, mit dem Verhéltnis
ihrer Seitenldngen b, T} (b_l/” — 1)71.

Die skalierten Observablen sind fiir die einzelnen Dicken D in Abb. 6.8-6.14 darge-
stellt.
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Abb. 6.9: Bestimmung von T, fiir D = 8 bei freien Oberflichen. Im linken Bild mit dem

Maximum von spezifischer Warme bzw. magnetischer Suszeptibilitéit, im rechten Bild mittels

der Kumulantenschnittpunkte.
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Abb. 6.10: Bestimmung von T¢ fiir D = 12 bei freien Oberflichen. Im linken Bild mit
dem Maximum von spezifischer Wiarme bzw. magnetischer Suszeptibilitit, im rechten Bild
mittels der Kumulantenschnittpunkte.
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Abb. 6.11: Bestimmung von T fiir D = 16 bei freien Oberflichen. Im linken Bild mit
dem Maximum von spezifischer Wiarme bzw. magnetischer Suszeptibilitit, im rechten Bild

mittels der Kumulantenschnittpunkte.
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Abb. 6.12: Bestimmung von T fiir D = 24 bei freien Oberflichen. Im linken Bild mit

dem Maximum von spezifischer Wiarme bzw. magnetischer Suszeptibilitit, im rechten Bild

mittels der Kumulantenschnittpunkte.
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Abb. 6.13: Bestimmung von T fiir D = 28 bei freien Oberflichen. Im linken Bild mit
dem Maximum von spezifischer Wiarme bzw. magnetischer Suszeptibilitit, im rechten Bild

mittels der Kumulantenschnittpunkte.
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L (b""-1)

Abb. 6.14: Bestimmung von T fiir D = 32 bei freien Oberflichen. Im linken Bild mit
dem Maximum von spezifischer Wiarme bzw. magnetischer Suszeptibilitit, im rechten Bild

mittels der Kumulantenschnittpunkte.
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In allen drei Skalenrelationen wurden der zweidimensionale kritische Ising-Exponent

v = 1 verwendet.

An die in der rechten Teilabbildung eingezeichneten Werte der Kumulantenschnitt-
punkte wurden Geraden angepafit und durch Extrapolation b — oo drei Schétzwerte

fiir die kritische Temperatur bestimmt.

Das Verhalten der in der linken Teilabbildung dargestellten Werte der Maxima von
spezifischer Wiarme und magnetischer Suszeptibilitéit ist im Gegensatz dazu nicht
linear. Besonders die spezifische Wérme zeigt eine deutlich ausgeprigte Kriimmung.
Wegen der geringen Anzahl der Datenpunkte muf} jedoch von der Anpassung eines

Polynoms hoherer Ordnung Abstand genommen werden.

Entsprechend der Vorgehensweise in Kap. 5.2 wurde wieder durch eine geeignete
Skalierung der Werte versucht, einen Kollaps der Maxima fiir die verschiedenen Sy-
stemgroflen auf eine Master-Kurve zu erreichen, an die dann ein Polynom hohere
Ordnung angepaflt werden kann. Der gewiinschte Datenkollaps 148t sich durch eine
Auftragung von D" (T — T,(D))/T.(D) gegeniiber D/L erzielen. Da in dem fiir
die Skalierung verwendeten Ausdruck die gesuchte kritische Temperatur selbst auf-
tritt, kann sie nur im Zuge des Iterationsverfahrens, welches im Kap. 5.2 ausfiihrlich

beschrieben wurde, bestimmt werden.

Als Zwischenergebnis des Iterationsverfahrens ergaben sich zwei Polynome zweiten
Grades der Form y = a+bx + ¢ 2? mit den Parametern a = —0.000(2), b = 0.990(7)
und ¢ = —0.557(15) im Falle der Suszeptibilitdt, « = —0.000(1), b = 0.359(16)
und ¢ = —1.307(47) im Falle der spezifischen Wérme. Im Rahmen der Genauig-
keit entsprechen diese Skalenkurven denen der im Kap. 3.3.1 untersuchten Systeme
mit Oberflichenmagnetfeld. Diese Kurven wurden dann in die Abb. 6.8-6.14 aufge-
nommen und der Ordinatenabschnitt der Parabeln noch “von Hand” justiert. Die
mit Hilfe der so entstandenen Graphen gewonnenen Schitzwerte fiir 7, (D) wurden
nochmals zur Skalierung der Rohdaten herangezogen. Die so entstandenen Graphen
(sieche Abb. 6.15 und 6.16) zeigen einen deutlichen Datenkollaps und rechtfertigen
somit die Vorgehensweise. Auch hier wurde schon nach einer einzigen Iteration eine

gute Konsistenz erreicht, so daf auf weitere Iterationen verzichtet werden konnte

Aus den durch diese Methodik gewonnenen vier Werte fiir jedes T (D) wurde in ana-
loger Vorgehensweise zum vorherigen Kapitel der Mittelwert gebildet. In der Tabelle

6.1 sind die kritischen Temperaturen fiir die einzelnen Dicken zusammengestellt.

Anders als fiir den Fall der Schichten mit Randmagnetfeld reicht die Kenntnis der
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Abb. 6.15: Master-Kurve fiir die magnetische Suzeptibilitét y. Die durchgezogene Linie gibt
die fiir die Analyse verwendete Kurve wieder.
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Abb. 6.16: Master-Kurve fiir die spezifische Warme. Die durchgezogene Linie gibt die fiir
die Analyse verwendete Kurve wieder.
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D | T.(D)
1 || 3.8705(3)
4.2408(4)
12 || 4.3561(4)
16 | 4.4084(4)
24 | 4.4551(5)
28 || 4.4667(5)
32 || 4.4750(5)

Tab. 6.1: Werte fiir die kritischen Temperatur T.(D) fiir verschiedene D bei freien Ober-
flachen.

kritischen Temperaturen zur vollstindigen Spezifierung der kritischen Punkte aus,
da aus Symmetriegriinden das Magnetfeld im Falle der Phasenkoexistenz verschwin-

den muf.

Durch die Bestimmung der kritischen Temperaturen fiir die einzelnen Schichtdicken
sind nun auch fiir freie Oberflichen die Voraussetzungen geschaffen, die zur Unter-

suchung des Fisher-Nakanishi-Scalings erfiillt sein miissen.
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6.3 Untersuchung des Fisher-Nakanishi-Scalings

In diesem Abschnitt soll die Giiltigkeit der Fisher-Nakanishi-Skalenhypothese fiir
die Systeme mit freien Oberflichen untersucht werden. Fiir diesen Spezialfall ver-
einfacht sich die Vorgehensweise gegeniiber Kap. 5.3 in der Beziehung, dafl eine
Verschiebung des kritischen Magnetfeldes nicht auftritt. Somit reduziert sich die
Untersuchung alleine auf die der Verschiebung der kritischen Temperatur gegeniiber
ihrem Wert im Volumen 7. Analog zu Kap. 5.3 gilt AT. oc D~'/* und das nega-
tive Vorzeichen der Temperaturverschiebung ist in der Proportionalitdtskonstante
absorbiert, AT, = |T.(D) — T2°|. Fiir T, und —1/v werden die Werte verwandt, die

im gleichen Kapitel erlautert wurden.

In Abb. 6.17 ist die Verschiebung AT; gegen die Schichtdicke doppelt-logarithmisch
aufgetragen. Der Verlauf der Linie zeigt wie fiir die Systeme mit Randmagnetfeld
eine leichte Kriimmung, die darauf zuriickzufiihren ist, da} womdoglich der asympto-
tische Bereich grofler Schichtdicken fiir die untersuchten Systeme noch nicht erreicht
ist. Aus diesem Grunde wurde an Gruppen von jeweils drei aufeinanderfolgenden
Dicken eine Gerade gefittet. Die sich ergebenden Werte fiir die Geradensteigung
sind in der Tabelle 6.2 zusammen mit den paarweisen Steigungen dargestellt. Beide
Serien zeigen eine deutliche Drift der Werte, die sich aber mit steigender Dicke dem
verwendeten Literaturwert —1/v = —1.587 [94] anndhern. Die mit dem gewichteten
Fit erzielten Werte fiir die Gruppe mit den drei grofiten Dicken ist innerhalb der
doppelten Standardabweichung mit dem Literaturwert vertréiglich. Fiir die paarwei-
sen Steigungen ist die Aussagekraft der Ergebnisse fiir die groiten Systeme wegen

der ausgeprigten Fehlerintervalle beeintréchtigt.

Auch hier legen die Ergebnisse die Vermutung nahe, daf§ fiir die untersuchten
Schichtdicken der asymptotische Bereich noch nicht erreicht ist. Dies machte ei-
ne Extrapolation zu gréferen Dicken hin notwendig. Dazu erfolgte eine Auftragung
der Steigungen gegen D~!, wie in Abb. 6.18 dargestellt. An die Daten wurde eine
Gerade der Form y = a + bz angepafit. Der Wert, in den das kleinste System D = 4
eingeht, blieb dabei unberiicksichtigt. Fiir die Parameter der Kurve ergaben sich
a = —1.620(23) und b = 2.82(30). Der Wert des Ordinatenabschnitts a entspricht
dem Wert des Exponenten —1/v bei Extrapolation zu D — oo. Er ist innerhalb
der doppelten Standardabweichung mit dem Literaturwert vereinbar. Die Fisher-
Nakanishi-Skalenhypothese kann also im Rahmen dieser Extrapolation auch fiir den

Spezialfall freier Oberflachen bestétigt werden.
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Abb. 6.17: Doppelt-logarithmischer Plot von AT.(D) gegen D (Kreise). Die paarweisen
Steigungen m (Quadrate) ndhern sich mit steigendem D dem Wert —1/v.

Fit Paarweise Steigungen
D m D m
4,812 | -1.264(2) 4,8 -1.244(3)
8,12,16 | -1.383(5) || 8,12 -1.370(9)

12,16,24 | -1.452(10) || 12,16 | -1.426(21)
16,24,28 | -1.493(15) || 16,24 | -1.491(27)
24,2832 | -1.514(46) | 24,28 | -1.502(110)
28,32 | -1.533(164)
—1/v ~ —1.587 [94]

Tab. 6.2: Drift des Exponenten in Abhingigkeit der Schichtdicke D im Fall freier Ober-

flachen.
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Abb. 6.18: Auftragung der Werte fiir —1/v aus den 3er Fits gegen die inverse Schichtdicke
D. Die Gerade ist ein linearer Fit an die durch gefiillte Symbole dargestellten Werte.
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Kapitel 7

Zusammenfassung der Ergebnisse
und Ausblick

In der hier vorliegenden Arbeit wurde das kritische Verhalten von diinnen Ising-
Filmen mittels Monte Carlo-Simulationen untersucht. Die Ising-Filme sind einem
Magnetfeld und einem Oberflichenfeld ausgesetzt, wobei letzteres den Einflu} der
Winde auf das System modelliert. Besonderes Augenmerk wurde auf die Untersu-
chung der Fisher-Nakanishi-Skalenhypothese gerichtet, welche die Verschiebung der
kritischen Punkte sowohl in der Temperatur als auch in der Magnetfeldstérke, bei der
Phasenkoexistenz besteht, beschreibt. Diese Verschiebung erfolgt relativ zum kriti-
schen Punkt eines Systems im Volumen. Um das in der N&he eines kritischen Punk-
tes auftretende und die Effizienz einer Simulation beeintrichtigende critical slowing
down zu vermeiden, wurde als Simulationsalgorithmus ein Swendsen-Wang-Cluster-
Algorithmus eingesetzt. Dieser wurde durch die Erweiterung um einen Ghostspin-
Term in seiner Anwendbarkeit auf Systeme mit dufleren Feldern verallgemeinert.
Dies erméglichte erstmals einen genauen quantitativen Test der Vorhersage von Fis-
her und Nakanishi. Bei der Analyse der Daten wurden Multi-Histogramm-Methoden
eingesetzt, die die statistischen Fehler reduzierten. Die Methodik wurde auf zwei Sze-
narien mit verschiedenen Werten fiir das Randmagnetfeld angewendet, zum einen fiir
ein System mit feldfreien Oberflichen, d.h., h; = 0, zum anderen fiir ein schwaches

negatives Oberflichenmagnetfeld h; = —0.015.
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Zusammenfassung der Ergebnisse

Die Ergebnisse dieser Arbeit lassen sich in den folgenden Punkten zusammenfassen:

e Die Kumulante 4. Ordnung zeigt bei fester Schichtdicke D fiir verschiedene
Gitterlingen L keinen gemeinsamen Schnittpunkt. Diese Abweichungen sind
systematischer Natur. Es treten deutliche Korrekturen zum Skalenverhalten
auf. Der Wert der Kumulanten im Bereich der einzelnen Schnittpunkte ist
niedriger als der schwach universelle und somit von den Randbedingungen
abhéngige Wert fiir den Fixpunkt U* im zweidimensionalen Ising-Modell. Die
Kumulante zeigt somit kein reines 2d-Ising-Verhalten im Bereich des kritischen
Punktes. Dieses Ergebnis hat fiir beide Werte des Oberflichenmagnetfeldes
Giiltigkeit.

e Zur Bestimmung der kritischen Temperatur 7,(D) wurden mit der Extrapo-
lation aus den Maxima der Suszeptibilitdt und der spezifischen Wirme, sowie
der Extrapolation aus den Kumulantenschnittpunkten drei unabhingige Ver-
fahren angewendet. Da insbesondere bei Extrapolation der Maxima der spezi-
fischen Wirme die angepafite Kurve eine deutliche Kriimmung aufwies, wurde
hier ein neuer Weg der Datenanalyse beschritten. Eine Auftragung von D/L
gegen den Ausdruck (T — T,)/T, D'/¥ fiihrte zu einem Kollaps der Maxima
fiir verschieden D auf eine gemeinsame Master-Kurve, die durch einen aussa-
gekriftigen nichtlinearen Fit mit guter Genauigkeit bestimmt werden konnte.
Somit war eine zuverldssige Extrapolation auch bei den mit Korrekturen be-
hafteten Maxima-Daten gewihrleistet. Die kritischen Temperaturen konnten
infolge dieser Vorgehensweise fiir die untersuchten Schichtdicken mit einer Ge-
nauigkeit unter 1 Promille bestimmt werden. Diese Prézision wurde fiir beide

Werte des Randmagnetfeldes hy erreicht.

e Der Verlauf der Phasenkoexistenzkurve im Bereich der kritischen Tempera-
tur wurde unter Verwendung von Multi-Histogramm-Techniken fiir den nicht-
trivialen Fall des Randmagnetfeldes hy = —0.015 lokalisiert und daraus
mit Hilfe der kritischen Temperaturen die Werte des Koexistenzmagnetfel-
des h.(D) am kritischen Punkt bestimmt. Die dabei erreichte Auflésung liegt

im Prozentbereich.

e Es wurde die Skalenhypothese von Fisher und Nakanishi untersucht, die die

Verschiebung des kritischen Punktes eines diinnen Ising-Films gegeniiber dem
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eines Bulk-Systems in Abhéngigkeit von der Schichtdicke beschreibt. Die exak-
te Giiltigkeit der Hypothese ist eingeschrinkt auf den Bereich der Systemgeo-
metrien, in dem der Limes L/D — oo erreicht wird. In diesen Bereich konnte
im Rahmen dieser Untersuchung nicht vorgedrungen werden. Dies machte eine
Extrapolation hin zu gréfleren Dicken notwendig, da fiir die gréfiten in dieser
Arbeit untersuchten Systeme mit D = 28 und D = 32 ein asymptotisches
Verhalten noch nicht erreicht wurde. Fiir die Verschiebung der kritischen Tem-
peratur konnte das asymptotische Verhalten AT, oc D~'/¥ fiir beide Randma-
gnetfelder bestétigt werden. Auch fiir die Verschiebung des Koexistenzfeldes
konnte fiir h; = —0.015 die Hypothese Ah, oc D~ (A=20/" verifiziert werden.
Unter der Annahme, dafl das Fisher-Nakanishi-Scaling giiltig ist, ergab sich mit
Ay = 0.459(13) ein neuer Schitzwert des Gap-Exponenten der Oberfliche, der

sehr gut mit den Literaturwerten [95] aus Reihenentwicklungen iibereinstimmt.

e In der Umgebung des kritischen Punktes wurde das Verhalten der Observa-
blen Magnetisierung m, Oberflichenmagnetisierung m,, magnetische Suszep-
tibilitdt und Suszeptibilitdt der Oberflichen untersucht. Bei Variation in der
Temperatur entlang der Phasenkoexistenzlinie zeigten die Observablen weder
ein reines 2d- noch ein reines 3d-Ising-Verhalten. Deshalb wurde durch die
Anpassung von effektiven Exponenten versucht, zu einer Beschreibung dieses
Crossover-Verhaltens zu gelangen. Fiir grofie Verhéltnisse L/D nihern sich

diese effektiven Exponenten stark an die Werte der 2d-Ising-Exponenten an.

e Es wurden Magnetisierungs- und Energieprofile in der Nédhe des kritischen
Punktes fiir alle untersuchten Schichtdicken aufgenommen, die als Basis einer

zukiinftigen Analyse zur Verfiigung stehen.

Ausblick

Die in dieser Arbeit entwickelten Techniken und Methoden bieten das Riistzeug, um

die Arbeit in viele Richtungen fortzufiihren:

e Durch Anwendung stirkerer Oberflichenmagnetfelder wére eine Ausdehnung

der Untersuchung auf Wetting-Phdnomene mdoglich.

e Durch Einfiihrung langreichweitiger Oberflichenkrifte konnte deren Einfluf3

auf die Benetzungsphinomene untersucht werden.
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e Durch die Wahl zweier entgegengesetzt orientierten Oberflichenfelder konnten

Grenzflachen-Lokalisierungs-Delokalisierungsiibergénge studiert werden.
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Anhang A
Die Programme

Nachfolgend ist der Quellcode der Programme aufgelistet, mit denen die Monte

Carlo-Daten erzeugt bzw. analysiert wurden.

Diese Programme sind

e surf-sw-v01l.c : Dies ist das Monte Carlo-Programm mit dem die Daten er-
zeugt wurden. Der zugrunde liegende Algorithmus ist ein Swendsen-Wang-
Cluster mit Ghostspin-Term.

e r250_new_myv.c : Dies ist der verwendete Zufallszahlengenerator, der auf
dem R250 und dem R521 basiert.

e multi-rew-v07.c : Dieses Programm fiihrt ein Multi-Histogram-Reweighting

aus.
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