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Einleitung

Untersucht man DGL der Form

i = Gz, p) (1)

mit G(z,p) : R" x U(0) — R" in der Umgebung isolierter stationdrer Punkte z,
der DGL

& = G(z,0) (2)

betrachtet man zunachst die Linearisierung von (2) in z,, gegeben durch die
Jakobimatrix J := D,G(z,,0)
t=Jx (3)

denn hat J nur Eigenwerte mit Realteil # 0, ist das Ergebnis wohlbekannt. Be-
zeichnet man mit p die Anzahl der Eigenwerte von J mit Realteil = 0, so existiert
allgemein in einer Umgebung von z, eine lokale invariante Zentrumsmannigfal-
tigkeit ("local invariant center manifold”) der Dimension p ([60],[18] chapter 1).
Das Verhalten der DGL (1) auf dieser Mannigfaltigkeit wird dann durch eine
p-dimensionale DGL vollstandig beschrieben. Fiir p = 1 gibt es keine offenen
Fragen mehr, doch bereits bei p = 2 gilt dies nicht mehr. Die Beschiftigung
mit nichtlinearen Differentialgleichungssystemen in der Ebene ist somit nicht nur
Selbstzweck (z.B. fiir die sehr hiufig auftretenden DGL 2. Ordnung), sondern
liefert einen wichtigen Beitrag zum Verstdndnis hoher dimensionaler DGL.

Zur Behandlung von p = 2 setzen wir 0.B.d.A. z, = 0 und untersuchen dann die

2-dimensionale DGL
i = F(o,n) (4)

mit F(z,p) : R? x U(0) — R? auf Existenz stationirer Punkte y(u) bzw. peri-
odischer Lésungen p(¢, 1), die vom stationdren Punkt im Ursprung der DGL

& = F(z,0) (5)

abzweigen, also y(0) = 0 bzw. p(¢,0) = 0 erfillen.
Wir kénnen DGL (4) auch in der Form

& = Fy(z) + pFi(z) + R(z, p) (6)
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schreiben, dabei sind Fy(z) bzw. Fi(z) die ersten nichtverschwindenden Glieder
der Taylorapproximation von F'(z,0) bzw. F,(z,0) und

Rz, ) = o (|lz|l + | []z|I™) (7)

wenn man mit ! = ordFj(z) und m = ordFi(z) den Grad der homogenen Poly-
nome Fy(z) bzw. Fy(z) bezeichnet.
Damit lassen sich genau drei Falle unterscheiden:

o ord(Fy(z)) < ord(Fi(z))
e ord(Fj(z)) = ord(Fi(z))
o ord(Fy(z)) > ord(Fi(z))

Im ersten Fall ist die Abzweigung stationadrer Punkte bzw. periodischer Lésungen
vom Ursprung in p = 0 offensichtlich nur als Ausnahme moéglich, daher kénnen
wir uns in dieser Arbeit auf die beiden noch verbleibenden Falle beschranken.
Im zweiten Fall ist die Abzweigung stationdrer Punkte ebenfalls nur als Aus-
nahme moglich, deswegen untersuchen wir hier nur die Abzweigung periodischer
Losungen, betrachten also insgesamt die drei Problemgruppen:

(i) I =m Abzweigung periodischer Losungen (Kapitel 3)
(ii) { > m Abzweigung stationirer Punkte (Kapitel 4)
(iii) ! > m Abzweigung periodischer Lésungen (Kapitel 5)

Im Fall (i) ist fir { = m =1 alles bekannt (Hopf-Verzweigung), es wurden aber
trotz intensiver Recherche keine Arbeiten fiir [ = m > 1 gefunden (vgl. auch
Bemerkung 3.1).

Im Fall (ii) ist fiir m = 1 eine Losung bekannt [46]. Die nicht generischen (m > 1)
Félle scheinen ebenfalls noch nicht betrachtet worden zu sein.

Im verwandten Fall (iii) sind die generischen Fille (m = 1 und p € R?) gut
untersucht ([18] chapter 4), allerdings wird dabei von F(z,u) Invarianz unter

Rotation mit dem Winkel —7T, s > 2, gefordert (wobei fiir s=4 noch nicht alles
s

geklart ist [7],[8]). Wir hingegen beschranken uns auf x4 € R, lassen aber m > 1
zu und verzichten vo6llig auf Symmetriebedingungen.

Die Arbeit ist in fiinf Kapitel aufgeteilt. Das erste enthélt einige technische Hilfs-
mittel, die wichtig fiir die weiteren Abschnitte sind. Im zweiten Kapitel untersu-
chen wir ausfiihrlich das Verhalten der DGL

& = H(z) (®)

mit H(z) := (Hy(z1,22), H2(z1, 22)) homogene Polynome vom gleichen Grad, die
sowohl die DGL der ersten Ndherung von F(z,0)

z = Fy(x) (9)
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als auch die DGL der ersten Naherung von F,(z,0)
& = Fy(z) (10)

reprasentiert und dadurch eine wichtige Rolle bei der Untersuchung des Verzwei-
gungsverhaltens vom stationdren Punkt im Ursprung der DGL (4) spielt.

Mit dem dritten Kapitel beginnt das Herzstiick dieser Arbeit. Die Losung von
Problem (i) ist der Hauptsatz dieses Kapitels. Er enthilt als Spezialfall den klas-
sischen Verzweigungssatz von E. Hopf, ist also eine Verallgemeinerung dieses
wohlbekannten Ergebnisses. Fiir [ = m > 1 gibt es einen wesentlichen Unter-
schied zum klassischen (I = m = 1) Fall: Die Frequenz der Verzweigungslésungen
geht gegen 0 und nicht gegen eine Konstante # 0 (das ist fiir l = m = 1 der
Imaginérteil des Eigenwertes der Jakobimatrix Fj von F(z,0)). Bei der Ampli-
tude gibt es dagegen keine Unterschiede, sie ist (im generischen Fall) in erster
Néaherung ~ \Z/m, also unabhéngig von [ bzw. m.

Im 4. Kapitel beschéftigen wir uns mit Problem (ii), der Abzweigung stationérer
Punkte im Fall [ > m. Notwendig dafiir ist das Verschwinden einer Art Determi-

nante von Fy(z) := (Q1(z1,22), Q2(x1,22)) und Fi(z) := (q1(z1,22), ¢2(z1, x2))
Q1(z1,22)g2(21, T2) — Q2(21,22)q1(21,22) =0 (11)
und hinreichend, daf§ die ”Nullstellen” (Z;,Z3) von (11) (Geraden durch den Ur-

sprung) "einfach” sind:

(_mzi n ;(;1&) (Ql(:cl, T)q2 (1, 22) — Qa(21, T2)q1 (1, fcz))

8$1 8:132 75 0

(12)
Die Verzweigungslosungen laufen dann in erster Naherung langs dieser Geraden
und ihr Abstand vom Ursprung ist in erster Naherung ~ "W. Wegen (12)
war es dann noch moglich, die abgezweigten stationdren Punkte vollstandig zu
klassifizieren.

Das 5. und letzte Kapitel behandelt dann in Erganzung zum vorherigen, Problem
(iii), die Abzweigung periodischer Losungen im Fall [ > m. Hinreichend dafir
ist die asymptotische Stabilitdt (asymptotische Stabilitdt bei Zeitumkehr) des
stationdren Punktes im Ursprung der beiden DGL der ersten Naherungen

(T1,%2)

1 = Qi(z1,T2) 1 = qi(z1,22)
(13)

Ty = Qaz1,22) Ty = ga(z1,22)

wegen [ > m in dieser Arbeit die "duflere” bzw. "innere” DGL genannt.

Gilt R(z,p) = 0, ist das sogar notwendig.

Die Eindeutigkeit der Verzweigungslosungen folgt iberraschenderweise aus dem
Nichterfiilltsein der notwendigen Bedingung fiir die Abzweigung stationarer Punk-
te, also aus der Definitheit von Qi(z1,z2)ga(z1,22) — Q2(z1,22)q1(z1, z2). Die
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Amplitude der abgezweigten periodischen Losungen ist in erster nichtverschwin-
dender Niherung ~ '~%/|u|, wihrend der Grenzwert der Frequenz (wie schon im
3. Kapitel bei { = m > 1 beobachtet) fiir 4 — 0 nicht verschieden, sondern = 0
ist.

Die ersten zwei Kapitel gehen in alle folgenden Kapitel ein, wahrend das dritte
nicht notwendig ist flir die zwei letzten. Das fiinfte Kapitel baut auf dem vierten
auf, wurde aber so formuliert, dafl es vor diesem gelesen werden kann.



Kapitel 1

Einige technische Hilfsmittel

1.1 Bemerkung:

In diesem Kapitel werden einige technische Hilfsmittel zusammengefafit, die wich-
tig fiir die noch folgenden vier Kapitel sind. Diese hitten durchaus in einem
Anhang Platz finden kénnen, doch da einige Beweisideen auch in den folgenden
Kapiteln von Bedeutung sind, wurden diese Hilfsmittel als eigenes Kapitel am
Anfang dieser Arbeit belassen.

In Definition 1.2 definieren wir gerade bzw. ungerade periodische Funktionen,
diskutieren im Satz 1.3 deren Eigenschaften, um dann im Satz 1.4 formale Po-
tenzreihen mit periodischen Funktionen als Koeflizienten ebenfalls nach gerade
und ungerade zu unterscheiden. In den Sétzen 1.5 bis 1.7 geben wir schliellich
einige Eigenschaften dieser Potenzreihen an. Diese Potenzreihen findet man bei
der Untersuchung von durch sukzessive Approximationen gewonnenen Losungen
der im Kapitel 3 betrachteten DGL in verallgemeinerten Polarkoordinaten.

Satz 1.8 behandelt das Verhalten uneigentlicher reeller Integrale an Polstellen,
diese treten bei der Untersuchung stationdrer Punkte in der Ndhe von Sektoren-
grenzen auf.

Satz 1.9 enthalt zwei Abschadtzungen fiir bestimmte Integrale, die niitzlich bei
der Bestimmung des Index des stationdren Punktes im Ursprung der im Kapitel
4 bzw. b betrachteten DGL sind.

Die beiden folgenden Satze 1.10 und 1.11 geben acht Abschatzungen an, mit deren
Hilfe im 5.Kapitel Scheitelsatze bewiesen werden, die wiederum zur Konstruktion
von Poincaré-Bendixson Gebieten dienen.

Der zwar einfache aber wichtige Satz 1.12 erlaubt das "Kiirzen” bzw. ” Erweitern”
in ebenen DGL und wird in allen folgenden Kapiteln standig benutzt.

Satz 1.13 ist dann ein einfacher Scheitelsatz, der nicht direkt hinter Satz 1.11
steht, da im Beweis der Satz 1.12 bendtigt wird, wihrend Satz 1.14 als Korol-
lar zum Satz von Poincaré-Bendixson aufgefafit werden kann. In diesem Korollar
wird die Nichtexistenz einer periodischen Trajektorie der im Satz 1.13 benutzten
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DGL unter speziellen Voraussetzungen gezeigt.

Zum Schluf} dieses Kapitels klassifiziert Satz 1.15 das bekannte Verhalten stati-
ondrer Punkte bei regulér linearisierbaren DGL. Bemerkung 1.16 erweitert dann
die Aussagen von Satz 1.15 auf parameterabhédngige DGL.

1.2 Definition:

Sei
Pri={p(t) € C"®R) | p(t)=p(t+T) T>0 Vt € R}

die Menge aller stetigen, periodischen Funktionen der Periode 7" > 0.

Definiere dann durch

Pr = {p(t) € Pr | p(t)=—p(t+ —)}

Pr = {p(t) € Pr | p(t)= plt+ %)} =Pz

die Mengen aller geraden bzw. ungeraden, stetigen, periodischen Funktionen der

Periode T > 0.

1.3 Satz:
Seien p*,pf € Pl undp,p; € Py, 1=1,2.
Dann gilt:

a) pips €PS

b) pip; € Pq

c)ppt € Pr

d _ _ _ 1
v (1) € Pp falls p(t) € C'(R)

d
e) %pJ“(t) € P falls p*(t) € CYR)



t
o) [r(s)ds € P
0
T
Ist zusdtzlich /p+(t) dt =0, gilt noch:
0

¢
h) /p+(s) ds € Pj
0

t

k) / p () / p*(s) ds) dt =0

Beweis:

a), b), ¢), d), e) folgen sofort aus den Definitionen

T
2

~(t) dt:/p_(t) dt—i—/p_(t) dt =

\NH

T 0

I =
o\
o~ O\qu - N
’.GI
—_
o~
~—
&
|
C\# :’\Nl
hsl
=
QL
~
I
o

k) Folgt direkt aus h), c¢) und f).

i T
p (0 de+ [ () di =
0



1.4 Definition:

Sei

b :Z{Zm(mi pit) € PT}

die Menge aller reellen formalen Potenzreihen mit Koeffizienten in Pr.

Definiere dann:

Pr = {sz(t)ﬂfb | pak(t) € Pr, paryr € Pp, k>0 }
i=0

Pr = {sz(t)ﬂfb | pak(t) € Pp s paryr € Pp, k>0 }
i=0

Insbesondere sind wegen 0 € PN Py natiirlich auch Polynome in Pr , P , B
zugelassen.

1.5 Satz:
Seien pT,pf € ‘B; , Pop; € Pr
Dann gilt:

a) pips € Pr
b) prp; € PBr
c) pTpt € Pr

l
d) [[s € B
i—=1

2k
e) [[p7 € B7
=1

2k+1

f) _Hp; € Pr
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Beweis:

Die hier vorliegenden Produkte sind Cauchy-Produkte, es gilt also die Produkt-
formel:

=0 3=0 i=0

(Im Folgenden wird wegen 0 = 0 mod 2 Null als gerade Zahl behandelt)

c; besteht bei geradem j aus Produkten derart, dafl entweder a und b einen
geraden oder a und b einen ungeraden Index besitzen.

c; besteht bei ungeradem j aus Produkten derart, dafl a und b nicht beide einen
geraden und nicht beide einen ungeraden Index besitzen.

Damit folgen mit 1.3 a),b),c) die Behauptungen a),b),c).

Die Behauptungen d),e) und f) folgen durch wiederholte Anwendung von a),b),c).

1.6 Satz:
Seien p;, = pi(z,t) € P+ ¢ = 1,2 Polynome in z mit grad p; = m € N und sei
pl(O,t) =1 VtER

Weiter seien: .
oi(z,t) € C'(R* R) mit lim oi(, )

o0 Jz|™

=0 ¢=1,2glm in t, also g;(z,t) = o(|z|™).
Dann gilt:

Es existieren p = p(z,t) € P Polynom mit grad p = m und o(z,t) € C'(R* R)
mit o(z,t) = o(|z|™) so daf Vt € R gilt:

p2(x= t) + 92(93: t)
pl(wat) + Ql(wat)

= p(z,t) + o(z, )

Beweis:

Wir betrachten zunéchst die Formel fiir die endliche geometrische Reihe:

1+ (_q)m+l m . 1 m . (_q)m+l

(1.1)

Wegen p;(0,t) = 1 und gy(z,t) = o(|z|™) kann man € > 0 und 0 < ¢ < 1 finden
mit:
| =1+ pi(z,t) + o(z,t)| <c<1VzeU(0) und V& € R

Weiter gilt: p1(0,¢) =1 = (1 — p1(z, )™ = O(|z|™™) = o(|]z|™)
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Setzt man —1 + pq(z,t) + g1(z,t) fiir ¢ in (1.1) ein, ergibt sich:

m (1 —py(z,t) — Q1($at))‘m+l _
IZ:; 1— pl z, t — 91(33 t)) pl(x,t) + Ql(x,t) N

p1(z, t)+@1£l?t

=Y (1=pu(z,t)) + auz,t) mit Fi(e,t) = of|z™) (1.2)
=0

m

Weiter gilt Z(l — pi(z, 1)) € Pj da (1 —py(z, 1)) € P wegen Satz 1.5.d.

=0
Multiplikation von (1.2) mit pa(z,t) + o2(z,t) ergibt:

Eigz:g 1 ngig = pa(z, 1) Z(l —pi(z,1)) 4+ 4(x,t) mit §(z,t) = of|z|™)

Nach Satz 1.5.a ist pa(z, ¢) Z(l — pi(z, 1)) € Pj. Wihle jetzt fiir p(z,t) :
1=0

pa(z,t) S2(1 — pi(z,t))" bis zur m-ten Potenz in z, was offensichtlich ebenfalls in
=0

P liegt.

Dann folgt wegen

(pz(l‘,t)Z(l —p1)(z, 1)) - p(w,t)) + o(z,t) =: of,t) = of|z[™)

=0

die Behauptung.

1.7 Satz:

Seien p; = pi(z,t) € Pt mit p;(0,¢) = 0 V¢ € [0,7] und p;(z,t) konvergent in
Us(0) Vt € [0,T] .

Dann gilt:

Es existiert §g mit 0 < §y < é und:

Pa (ZB, t)

_Fa\T +
T+ pa(e, 1) € Pr VeeU;(0) Vtel0,T]

Beweis:

Wahle &y so, daf8 gilt: |pi(z,t)] < ¢ < 1 Vo € U, Vt € [0,T]. Dann folgt
die Behauptung aus der gleichméafligen Konvergenz der geometrischen Reihe und
Satz 1.6 (m — 00).
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1.8 Satz:

Seien hy(z) € C'([a, b;R) i = 0,1 mit
(i) 3' z mit ~1(z2) =0
(ii) z €la,b]

(iii) ho(z) # 0

Dann gilt:

2) lim / ho(t) 4y / h0() 41 — sign(ho(7)) sign(hi(a)) - 0o

- T (0)
b b
b) wliril+$[ Z‘ig dt = / ZTEE% dt = sign(ho(2)) sign(hr()) - 00
Beweis:
a) Definiere:
a falls hg|fa,z) 7 0
T =

sup{a:z-} mit ho(z;) =0 A z; < Z

Klar: & < z. Weiter gilt fiir z € (2, ) :

ho(t) ho(t) ho(t)
/hl(t) dt:/hl(t) dt+/hl(t) dt (13)

a a, €T

Das erste Integral auf der rechten Seite ist endlich und fiir das zweite gilt mit
dem MWS der Integralrechnung [34]:

3z € (&, ) mit:

T T

ho(t) N
/hl(t) dt:ho(a:)/m it =
— sign(ho(7)) sign(ha(a)) [ho(3)| / IhllT)l dt (1.4)

Was aus & < & < & = sign(ho(Z)) = sign(ho(z)) folgt.
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Mit dem MWS der Differentialrechnung sieht man leicht:

|hi(z)| < K(z—2) fir z € [£,Z] mit K := £m[§x] |h1 (8] =
€|,z

_— ! > ! ﬁ]‘ ! dt>1] ! dt —
M@l ZKe-o ) m@“ " K] F-2

Fo1 Fo
= lim /—dtz/—dtzoo
e me ™= ol
Damit ergibt sich mit (1.3) und (1.4) die Behauptung a).

b) Vollig analog a).

1.9 Satz:

Seien a;(t),b;(t) € C*([0,T],R) ¢ = 0,..,2, a3(t,r,8) = O(r) + O(9),
bs(t,r,8) = O(r) + O(6) und a3(t,r,8),bs(t,7,6) € CU([0,T] x R* x [—d,d],R).

Weiter sei

T
2m I+m 21 2m

1(r.6) = / ag(t)r*™ + ay(¢)r + as(t)r*" + das(t,r, o)r

0

bo(£)r2™ + by (E)r ™ + by (£)r2 + Obs(t, 7, 8)r2™

mitl >m € N

Dann gilt:

a) Falls by(t) # 0, existieren V¢ € [0,T] g > 0,69 > 0, so daBl V 7,6 mit
0<r<ry A |8 <y gilt:

I(r,6) — 0/ ZS((:; di| <1

b) Falls by(t) # 0, existieren V¢ € [0,T] r1 > 0,01 > 0, so daB$ V ¢ mit
|6| < 51 gllt




Beweis:

a) Wegen

lim I(r,d) = /ao(t) dt

(r,6)—(0,0)

3T0>O, 50>Omit

T
t)
I(r,o _/ao( dt
(,9) ()
0
Vr,dmit 0 <r <rg A |8 <dy

b) Definiere zunéachst:

(o] t) = a()(t)bg(t)—ag(t)bo(t)
a t) = al(t)bg(t)—ag(t)bl(t)
as(t) 1= as(t)ba(t)—as(t)ba(t) =0

Bo(t) == bo(t)ba(t)

Ba(t) = bu(t)ba(t)

Ba(t) 1= ba(t)bs(t) = b3(t) > 0
Bs(t,r,0) := ba(t)bs(t,r,9)

Damit ergibt sich als Betrag der Differenz der beiden Integrale:

T
5(8) (ao(6)r*™ + a1 (8)r™™ + as(t)r* + das(t,r, §)r*™)
I(r,0) — / |
0

o(£)r2™ + by(t)rit™ + bo(t)r? 4 6bs(t,r, §)r>™)

dt

T
as(t) (bo(£)r®™ + by (£)r™ + by(t)r® + Sbs(t,r, §)r*™)
B / ba(t) (bo(¢)r2™ + by (t)r!t™ + by(t)r2 + §bs(t, 7, §)r2™)
0

T

_ /Oéo(t)?’zm + al(t)TH’” + Oéz(t) 21 + 5043( 5)7,.2771

/8 (t)T.Zm + ﬁl (t)/rl-l—m + /82(t)7“21 + 5/83( )sz dt

T

/ o()r2m7D oy (8)r™ ! 4 Sas(t, 7, §)r2mD it
+50 t (m=0) 4 By (t)rm=t + 6p5(t,r, §)r2m=0

(1.5)
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Definiere dann:

My = max]{g|a0(t)|,%|ﬂ0(t)|,l} (:> (1) < gMU A BB < TMy A My> 1> o)

M, = max {z|a1(t)|,%|ﬁ1(t)|,1} (:> e (1)) < ng A B <TMy A My> 1> o)

te[0,7] | 6
) 1
e g {70} >0 (=012 i)
. ]6My ,_  [6M; 2(m—1) M, _ M,
— 2(1—m) (I—m) — < A M l<
n max{ M, g } ( o Se, T e

t€[0,T] 6€[—d,d]

1
M3 := max max {g|a3(t,h,5)|,T|53(tarla5)|}

6
(= losttrasd) < 206 A Jgs(er,8) < 701 )

M. 2(1—m)
d1 := min {zgl—Mg’d

Es folgt wegen (1.5) V § mit |§] < &y :

2(m—1)

T T B B
- [ 20 al < [ (™" + lan ()" + [l (t, 0, ) e
) — 2(m— m— 2(m—
/0O 7 7 180~ 180 (80— [811Bae, i, )l

Q

T
IMy+ I Ms+ 2 M 6
§f L dt=T— <1
MyT — IMsT — LMyT — IM,T 7T
0

1.10 Satz:

Seien a;(t), as(t),as(t),as(t) € C°([t1,t2],R), r € RT und k € N beliebig.
Dann gilt:
a) Im Falle a4(t) # 0,
existiert Vo > 0 ein R(a) > 0, so da8 V r > R(«) und Vt € [t1, ts] gilt:
sign(as(t) + as(t)r*) = sign(as(t)) und

(1) az((zi)(zg ° < Z; Eg i Zigg:k < a2((z?(t—i)_ T falls sign(a4(t)) >0
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(ii) az((zi)(:)‘ 2 < Z;Eg i Zigg:k < az((i)(;  talls sign(as(t)) <0
b) Im Falle a3(t) # 0,

existiert VB > 0 ein R(f) > 0, so daf Vr < R(5) und Vt € [t;, t5] gilt:

Lot =B ai(t) +a(t)rt a(t)+ 8 :
i < falls sign(as(t)) > 0
O =@ < a@ tai)r® < ) gn(as(?))
t t t)rk t
(i) a(t) +5 < ai(t) + ax( )rk a(t) =B falls sign(as(t)) < 0
a3 (t) as(t) + as(t)r as(t)
Beweis:
max _|as(t)|
a) Setze: Ry := k %
min |ay(t)]
tE€[ty 12
Dann gilt:
max |as(t)| max |a3(t)|
r> Ry e 1 > k| teltnta] ey ks ] > las ()] > _ag(®) .
min |ay(t)| min |ay(t)| = |aa(t)] aq(t)
tE[t1,t2] tE[t1,tz2]

=  sign(as(t) + a4(t)rk) =sign(aq(t)) #0 V¢ € [t1,t2] und V r > Ry

Weiter existiert wegen:

lim a1(t)as(t) — as(t)as(t) _ 0

r—00 ag(t) + a4(t)7“k glm m ¢
zu a > 0 ein R(a) > Ry mit
ai(Bas(t) = ax(as(t)| v s R Ve e [, b] (1.6)

as(t) + aq(t)r*
oder dquivalent dazu:

al(t)a4(t) — G,Q(t)a,g(t)
—a < a3(8) £ as(t)rE < a  Vr>R(a) VtE [t ts] (1.7)

(i) Sei jetzt aq(t) > 0. Dann folgt aus der zweiten Ungleichung in (1.7)
a1(t)aa(t) — as(t)as(t) < a (as(t) + as(t)r®)

= a1(t)as(t) + as(t)as(t)r® < as(t)as(t) + asx(t)as(t)r® + alas(t) + as(t)r”)
= ay(t)(ar(t) + as(t)r") < (as(t) + @) (as(t) + as(t)r®)
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a1(t) + ax(t)r*  as(t) +«
as(t) + ag(t)rk aq(t)
Aus der ersten Ungleichung in (1.7) folgt analog:

—

as(t) — < ar(t) + az(t)rk
aq(t) as(t) + as(t)r*

(ii) Fiir den zweiten Fall a4(t) < 0 ergibt sich analog (i):
t

(Beachte as(t) < 0A T > R(a) = a3(t) + as(t)rt <0V ¢ € [ty,ts])

as(t) +a  ai(t) +ax(t)rt  as(t) -«
aat) " as(t) +aa )t~ aa(d)

womit a) folgt.
1

b) Mit g := — gilt:
r

1
ar(t) + (12(75)7“]: _ al(t)ﬁ + as(t) _ as(t) + al(t)gl;: (1.8)

as(t) + as(t)r* a3(t)ik + a4(t)

Wenden wir jetzt Teil a) auf den letzten Term in (1.8) an, erhalten wir b).

1.11 Satz:

Seien a(t),b(t) € C"([tl,t2],R), Ai(r,t,e), Bi(r,t,e) € COR X [t1,t2] x U(0),R)
mit A;(r,t,0) =0 = By(r,t,0) i =1,2.

Sei weiter b(t) # 0 sowie k € N beliebig.

Dann gilt:

a) Ya > 0 und VRy, Ry mit 0 < Ry < R; d¢; > 0, so dal Vr mit Ry < r < Ry,
Vt € [t1,ts] und Ve mit |¢| < ¢; gilt:

sign(b(t)) = sign(b(¢)r* + By (r,t,€)) und

(

Loat)—a a(t)r? +A1(T,t,g) a(t) +

D0 w0t Bunte) < b0 = falls b(t) > 0
(r,t,¢)

(t
oa(t)+a  a(t)rt+ Ai(r,t e a(t) —
(ii) 0 < b(E)rF + Bi(r,,2) < b0 2 falls b(t) <0

b) VB > 0und VR > 03 3 > 0sodafl Vr mit 0 < r < Ra, Vt € [t1,t2] und Ve
mit |e| < ey gilt:

sign(b(t)) = sign(b(¢) + Bi(r,t,€)) und
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falls b(t) > 0

<= falls b(t) < 0
Beweis:

a) Bi(r,t,e) € C'([Ry, R1] x [t1,t] x U(0), R) und By(r,t,0) =0= 3 &3 >0

mit:
1
|By(r,t,e)| < 3 1%1in] |b(t)|RE  Vr € [Ry, Ry] Vt € [t1,t5] und |¢]| < &3
tE|t1,t2

Damit gilt
sign(b(t)) = sign(b(t)r* + Bi(r,t,€)) #0

woraus

€ CO([R(],Rl] X [tl,tg] X Ugs(O), R)

folgt.
Da Ay(r,t,0) = 0 = By(r,t,0) existiert zu a > 0 ein £ > 0 mit &; < €3, so daB
Vr € [Ry, R1], Vt € [t1,15] und Ve mit |e| < e gilt:

Ai(r,t,e)b(t) — a(t)By(r,t,¢)
b(t)rk + Bi(r,t,¢)

<«

Der Rest des Beweises von a) lauft jetzt analog zum Beweis von Satz 1.10.a, be-
ginnend mit Gleichung (1.6), wenn man a(t) <> as(t), b(t) <> as(t), Ai(r,t,e) <
a1(t) und Bi(r,t,e) <> as(t) benutzt.

b) Hier existiert &4 > 0 mit

1
|Ba(r,t, )| < 3 minJ 1b(t)] Vr €0, Rs] Vt € [t1,t2] und |g| < &4

€[ty b2

Damit gilt wie in a)

sign(b(t)) = sign(b(t) + Bs(r,t,€)) #0
Weiter existiert analog a) zu 8 > 0 ein €2 > 0 mit g2 < g4, so dafl Vr € [0, Ry],
Vt € [t1,ts] und Ve mit |e| < &y gilt:
As(r,t,e)b(t) — a(t)Ba(r,t,e)
b(t) + Ba(r,t,¢)

<p

Der Rest des Beweises von b) lauft dann genau wie bei a) analog zum Beweis von
Satz 1.10.a.
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1.12 Satz:

Seien gy(z1,z3), 92(1, 2), m(z1,z3) € c’ (D C Rza]R) mit
m(Z1,T2) = 0= ¢1(T1,T2) = 0 = g2(T1, T2)

Dann haben die DGL-Systeme:

;. = gi(z1,2)
(1.9)
Ty = ga(z1,72)
bzw.
1 = m(z1,22)g1(z1, 22)
(1.10)
$'2 = m($1,$2)gz($1,$2)

identische Trajektorien.

Beweis:

Falls m(Z1,Z2) =0 g 91(T1,T2) = 0 = g2(T1,T2) d.h. sowohl Das DGL-System
(1.9) als auch das DGL-System (1.10) besitzen in (Z;, Z2) einen stationdren Punkt,
d.h. die Trajektorien von (1.9) und (1.10) stimmen in diesem Fall iiberein.

Falls m(zy,z2) # 0 betrachten wir die zu (1.9) bzw. (1.10) gehorigen DGL fiir
die Trajektorien:
dzy _ g91(z1,22) (1.11)
dry  go(z1,72)
bzw.
@ _ m(x1,22)g1(21, z2)
dﬂ?Q m($1,$2)92($17 $2)

Da m(z1,z2) # 0 kann in (1.12) gekiirzt werden, d.h. die DGL (1.11) und die
DGL (1.12) und damit die Trajektorien von (1.9) und (1.10) sind auch in diesem
Fall identisch.

(1.12)

1.13 Satz:
Seien H;(r,¢) € CH(RT x R, R), G;(¢) € CH(R,R) i = 1,2. Weiter gelte:

ro= Hi(r,o)r
(1.13)
¢ = Hy(r,p)

Dann gilt:
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a) Falls fiir ein (r, ¢9) € RT\ {0} x R

< Gi(p) (1.14)

und

(i)

signHs(rg, o) > 0 gilt,

schneidet die durch (rg, o) laufende Trajektorie der DGL (1.13), die durch
(70, o) laufende Losung der DGL (fiir wachsende ¢)

dr
@ =Gi(p)r (1.15)

von r = 0 aus gesehen, von oben nach unten.

signHs (7o, o) < 0 gilt,

schneidet die durch (rg, o) laufende Trajektorie der DGL (1.13), die durch
(70, o) laufende Losung der DGL (1.15) (fiir wachsende t)
von r = 0 aus gesehen, von unten nach oben.

b) Falls fiir ein (rg,p9) € RT\ {0} x R

Hl (Tv SO)

GZ(SD) < HQ(T, S0)

(1.16)

und

(i)

(i)

signHs(ro, 9) > 0 gilt,

schneidet die durch (rg, ) laufende Trajektorie der DGL (1.13), die durch
(70, o) laufende Losung der DGL (fiir wachsende ¢)

dr

— =G 1.17

o 2(¢)r ( )
von r = 0 aus gesehen, von unten nach oben.

signHs(ro, ) < 0 gilt,

schneidet die durch (rg, ) laufende Trajektorie der DGL (1.13), die durch
(r0, o) laufende Losung der DGL (1.17) (fiir wachsende t)

von r = 0 aus gesehen, von oben nach unten.

Beweis:
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Wir zeigen nur a)(i), die anderen Félle beweist man vollig analog.
Die Trajektorien der DGL (1.13) sind die Lésungen der DGL:

d_T‘ _ Hl(ﬁ(p)
de — Hx(r,¢)

<

(1.18)

Aus (1.14) folgt:
Hi(ro, ¢)
Hs(ro, )
D.h. die Steigung der Trajektorie von (1.13) im Punkt (r¢, ¢¢) ist kleiner als die
Steigung der durch (7, ) laufenden Lésung der DGL (1.15). Da signHy (79, @) =

sign(rg, ¢o) > 0 gilt, schneidet die Trajektorie (fiir wachsende t) die Lésung von
r = 0 aus gesehen, von oben nach unten.

ro < G1(po)To

1.14 Satz:

Seien Hy(r,¢) € CYRT x R,R), i = 1,2 mit Hi(r,¢) + H2(r, ) # 0 und
Ti = {(p,7(¢)) | %:(0) =%(2m) } i =1,2 wobei 7i(p) : R = R¥\ {0} i =1,2
stiickweise glatt sowie 1 () > v2(¢) > 0.

Weiter werden die zwei Kurven I'; ¢ = 1,2 von den Trajektorien der DGL (1.13),
von 7 = 0 aus gesehen, jeweils beide entweder von oben nach unten oder von
unten nach oben geschnitten.

Zuséatzlich besitze die DGL (1.13) zwischen I'y und I's eine asymptotisch stabile
(bei Zeitumkehr asymptotisch stabile) Trajektorie p(¢) mit Ha(p,p(¢)) # 0 und

p(0) = p(2m).

Dann gilt:

Zwischen I'y und I'y existiert eine weitere Trajektorie ¢(¢) der DGL (1.13) mit ¢(0)
Beweis:

Es sind acht mogliche Félle zu unterscheiden:

I'y, I's werden von oben nach unten bzw. von unten nach oben geschnitten, zwi-
schen T'y und T’y liegt entweder eine asymptotisch stabile oder bei Zeitumkehr
asymptotisch stabile Trajektorie p(¢) und Hs(y,p(p)) ist entweder grofier oder
kleiner 0.

Wir zeigen nur den Fall:

q(2).

Die Trajektorien von (1.13) schneiden I'; und I's von oben nach unten, Hy(¢, p(¢)) > 0

und p(p) ist asymptotisch stabil.
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Um die Existenz von ¢(¢) nachzuweisen, konstruieren wir ein Poincaré-Bendixson
Gebiet mit den Grenzen I', > T',, im (7, ¢)-Raum:

Als untere Grenze I',, wahlen wir: I, ;=15

Da p(¢) asymptotisch stabil ist, existiert wegen [11] S. 66 unterhalb von p(¢p)
eine Kurve I',, die von den Trajektorien der DGL (1.13) von 7 = 0 aus gesehen,
von unten nach oben geschnitten wird.

Wegen Hi(r,¢) + H:(r,¢) > 0 kann es zwischen I', und I, keinen stationiren
Punkt geben. Mit dem Satz von Poincaré-Bendixson (vgl. [21] S. 391) liegt dann
zwischen I', und I', mindestens eine (instabile) Trajektorie ¢(¢) von (1.13) mit

q(0) = q(2m).

Die tibrigen sieben Falle zeigt man vo6llig analog.

1.15 Satz:
Seien A := (a;;)ij=12 € L(R? R?) eine regulire 2 x 2 Matrix und \,v,a,3 € R.
Dann gilt:

A ist zu genau einer der folgenden Matrizen dhnlich, klassifiziert durch die ange-
gebenen Aquivalenzen:

a) A<0<v <= detA<O0

r<i<o

< detA>0 A tr’A—4detA>0 A trA <0 (> 0)
0<v<A)

A<0(A>0) <= tr’A—4detA=0 A trA<0(>0) A a;p=0=ay

A<0(A>0) < tr’A—-4detA=0 A ttA<0(>0) A ay+a3; #0

&

R N N
o >
>~ (@)

N~ N~ — ~—
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e) a#0#£p < tr’A-4detA<0Atrd<0(>0)
o) a
0 -8
f) B #0 — tr’A—4detA<0 A trtA=0
B 0
Sel weiter:
& = Az + h(z) (1.19)

mit h(z) = o(||z]|) € CH(U(0) C R, R?).
Dann gilt:

Der stationdre Punkt im Ursprung der DGL (1.19) ist im Falle:
a) ein Sattel

b) v <A <0 (0<v<A)ein stabiler (instabiler) uneigentlicher Knoten

c) A <0 (X > 0) entweder ein stabiler (instabiler) eigentlicher Knoten oder
ein stabiler (instabiler) uneigentlicher Knoten oder ein stabiler (instabiler)

Wirbel
d) A <0 (A>0) ein stabiler (instabiler) uneigentlicher Knoten
e) a <0 (a>0) ein stabiler (instabiler) Wirbel

f) entweder ein Zentrum oder ein Wirbel.

Beweis:

Einen ausfiihrlichen Beweis findet man in [21] Kapitel 15.

1.16 Bemerkung:

Die Aussage des Satzes 1.15 1a8t sich auch auf beliebige stationire Punkte z,(p)

der DGL
&= G(z,p)

mit G(z,u) € C* (R? x U(0),R?)) iibertragen, wenn man fiir A in Satz 1.15 die
Jacobi-Matrix von G(z, ) an der Stelle (z,(u), )

J(xd(ﬂ)) o DwG(aZ’ M) (s (p)spt)

benutzt und J(z,(p)) regular ist.
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Kapitel 2

Einige Ergebnisse iiber DGL mit
homogenen Polynomen

2.1 Bemerkung:

Wir werden in diesem Kapitel einige Ergebnisse {iber DGL bereitstellen, die in
den folgenden Kapiteln bendtigt werden. Seien dazu Q;(z1,z2) ¢ = 1,2 reelle,
homogene Polynome vom gleichen Grad k£ > 0 und

T = Ql(ﬂﬁl,ﬂiz)
(2.1)

Ty = Qz(ﬂﬁl, $2)

die durch die Q;(z1,22) i = 1,2 definierte DGL. Um eine einfachere Behandlung
von (2.1) zu erméglichen, ist es sinnvoll, die zur DGL (2.1) (fiir » > 0) dquivalente
DGL in klassischen Polarkoordinaten

ro= fe)rt
(2.2)
¢ = gy
wobei
f(@) = Qufcos(p),sin(p)) cos(¢) + @s(cos(y), sin(y)) sin(e) (2.3)
9(p) = Qs(cos(p),sin(p)) cos(p) — Qu(cos(p), sin(y)) sin(y) '

definiert wurde, mit Hilfe von Satz 1.12 auf eine DGL mit zu (2.2) (fur » > 0)
aquivalenten Trajektorien zu iiberfiihren

i = f(o)r
(2.4)

¢ = g(o)



und dann auch (2.4) zu untersuchen. Zunéchst allerdings beginnen wir unsere Be-
trachtungen in Satz 2.2 mit z.T. elementaren Aussagen iiber homogene Polynome,
wobei die Integralformeln in h) und i) von zentraler Bedeutung sind. Im Satz 2.3
beschiftigen wir uns mit dem ggT(Q1,Qs), denn falls die Q;(z1,z2) ¢ = 1,2 vom
Grad 1 sind, die Gleichung (2.1) also eine lineare DGL mit konstanten Koeffizi-
enten,

&= Qu (2.5)

ist die Aussage ggT(Q1,Q2) definit (nicht definit) dquivalent zur Aussage @ €
L(R?* R?) regulir (singulir). D.h. mit Hilfe der Aussage ggT(Q1, Q) definit (nicht
definit) 148t sich der Begriff regular bzw. singuldr von linearen auf homogene Vek-
torfelder beliebiger Ordnung iibertragen.

Der wichtige Satz 2.4 klassifiziert das Verhalten des stationdren Punktes im Ur-
sprung der DGL (2.1). In den Aussagen des Satzes wird keine lineare Algebra
benutzt, er gilt aber auch fiir DGL (2.5), d.h. die Bedingungen an die Eigenwer-
te von ) werden so verallgemeinert, daf} sie auch fiir beliebige ebene homogene
Vektorfelder gelten.

Bei einer allgemeinen ebenen DGL ist das Bestimmen von Sektoren (hyperbo-
lisch, parabolisch, elliptisch) praktisch unméglich (vgl. [5]), gliicklicherweise ist
die DGL (2.1) dank Satz 2.4 eine Ausnahme. Dies legt nahe, bei der Klassifikation
stationdrer Punkte, die allgemeine ebene DGL auf lokale Diffeomorphie zu DGL
(2.1) zu untersuchen und dann Satz 2.4 anzuwenden.

Satz 2.5 ist die Version in Polarkoordinaten von Satz 2.4 und Satz 2.6 ein Korollar,
der eine Aquivalenzaussage zur Existenz periodischer Losungen der DGL (2.1)
macht. Satz 2.7 ist ebenfalls ein Korollar von Satz 2.4 und handelt von Existenz
und Symmetrie von Sektoren, wihrend Korollar 2.8 eine Aquivalenzaussage zur
asymptotischen Stabilitat des stationdren Punktes im Ursprung der DGL (2.1)
macht. Bemerkung 2.9 ist dann die Polarkoordinatenversion von 2.8 bevor in 2.10
dann zahlreiche Beispiele ausfiihrlich diskutiert werden.

Im Satz 2.11 geben wir einen Spezialfall des Satzes von Bendixson an, mit dessen
Hilfe man den Index des stationdren Punktes im Ursprung der DGL (2.1) einfach
berechnen kann.

In den Sétzen 2.12 bzw. 2.13 wird die Existenz eines homogenen Polynoms als
Potential (kurz: homogenes Potential) fiir die DGL (2.1) untersucht. Erfiillen die
Qi(z1,z2) 1 = 1,2 die Integrabilitidtsbedingung, ist das immer der Fall. Erfiillen
sie die Integrabilitdtsbedingung nicht, gibt es eine nachrechenbare Aquivalenz-
bedingung, wann ein homogenes Potential als Euler’scher Multiplikator fiir die
DGL (2.1) existiert. Falls der stationdre Punkt im Ursprung der DGL (2.1) ein
Zentrum und k = 1 ist, existiert immer ein homogenes Potential. Fiir £ > 1 muf}
das nicht der Fall sein, man kann also Zentren in zwei disjukte Klassen einteilen.
Strenggenomen sind damit nur die (nichtlinearen) Zentren aus der Klasse mit
homogenem Potential die korrekte Verallgemeinerung eines linearen Zentrums.
Der Sinn dieser Unterscheidung wird sich im nachsten Kapitel zeigen.
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Im Satz 2.14 l6sen wir die DGL (2.1), unter der Voraussetzng Qsz1 — Q122 definit,
fiir den Anfangswert (r(,0) explizit, da wir spezielle (periodische) Losungen dieser
DGL im nachsten Kapitel als verallgemeinerte Polarkoordinaten verwenden und
bereiten die Definition 2.15 vor, in der die Funktionen T'(ry), a(rg), 5(ro) erklart
werden. Fiir £ = 1 sind sie unabhéngig von 7y und entsprechen der Periode der
Losungen sowie Realteil bzw. Imaginarteil der Eigenwerte von Q. Fiir £ > 1 sind
T(ro),a(ry), B(ro) Hombéomorphismen von RT \ {0}, was in Satz 2.16 nachgewie-
sen wird. Falls weiter die DGL (2.1) nur periodische Lésungen besitzt und £ > 1
gilt, zeigt Bemerkung 2.17, daf§ die in (r(,0) startenden Losungen alle Frequen-
zen sowie alle Perioden besitzen. Es gilt genauer T'(ry) ~ T,ﬂ%l, a(re) ~ 7 baw.

B(rg) ~ r(]f_l, d.h. die Frequenz lauft gegen 0 und damit die Periode gegen oo,
wenn sich 7y der 0 nihert, im Unterschied zum linearen (k = 1) Fall, wo alles
konstant bleibt. Satz 2.18 macht die einfache, aber im nédchsten Kapitel wichtige
Aussage, daf} periodische Losungen der DGL (2.1) ungerade periodisch (vgl. De-
finition 1.2) sind. Um T'(ry), a(r9), B(r¢) auch fir parameterabhingige DGL der

Form '
T, = Pl(x17x27/'1’)

de = PZ(£17£27/”’)

mit P;(z1,22,0) := Qi(z1,22) ©« = 1,2 nutzen zu kénnen, erweitern wir diese
Funktionen in Bemerkung 2.19 auf T'(rg, p), a(ro, ), B(ro, ) und beweisen fiir
a(rg, i), B(re, 1) im Satz 2.20 drei einfache, aber im nachsten Kapitel entschei-
dende Beziehungen.

2.2 Satz:

Sei Q(z1,x2) ein reelles, homogenes Polynom vom Grad k£ > 0 mit

k

Q(z1,22) == Z aia:]f_i:cé

i=0
und (im Falle der Existenz) (Z1,T2) # (0,0) eine nichttriviale Nullstelle von
Q(a:l)a:Q)-
Dann gilt:

a) 3 ¢1,c0 € R mit c% + c% # 0 und 177 + T2 = 0, d.h. das Urbild der 0
von Q(z1,z2) besteht entweder nur aus dem Ursprung oder aus Gerade(n)
durch den Ursprung.

b) Ist k ungerade so besitzt Q(z1,z2) immer nichttriviale Nullstellen.

c) (%Q($1,$2))x1 + (%Q(l’l, $2)>x2 = Q2,71 4 Qa, 72 = kQ(71, 22)
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Sei weiter Q(z1,z2) definit, also Q(z1,z2) # 0 fiir (z1,22) # (0,0).
Dann gilt:

d) k=2m

e) ayaoy, > 0

f) Alle Urbilder # (0,0) von Q(z1,2z2) von Punkten sind einfach geschlossene
Kurven (=Ho6henlinien) mit dem Ursprung im Inneren. Weiter existiert zu
jedem ¢ # 0 aus dem Wertebereich von Q(z1,z2) genau eine Héhenlinie als

Urbild.

g) Ist T == {(ha(t), ha(t)) € R?| Q(ha(2), ha(t)) = c Yt € [0,T)}
die c—Hoéhenlinie von Q(z1, ), so ist auch
BT, = { (bhy(t), bho(t)) € R?| t € [0,T), b> 0}

Hoéhenlinie und es gilt:

Q(bhu(t),bha(t)) = b Q(hy(t), ho(t))  bzw. L. =Tpm,  (2.6)

d.h. alle Hohenlinien lassen sich durch Streckung aus einer beliebigen Héhen-
linie konstruieren.

h) Sind @Q;(z1,2z2) ¢ = 1,2 beliebige homogene Polynome vom Grad 2m — 1,
so gilt folgende Integralformel:

27

¢ [ amQicos(p),sin(p)) + 52Qs(cos(p), sin(p))
piean@yar ~m Qeos(i) sin(¥)) "

Te

Ist speziell Q(z1,22) = Qa2(z1, z2)z1 — Q1(T1, T2) 9, so gilt zusidtzlich:

) ~ . 2”@1(Cos(90), sin(p)) cos(p) + Q2(cos(p), sin(p)) sin(¢p)
i) ?{( Q2,Q1)dl' = Q2(cos(p),sin(p)) cos(p) — Q1 (cos(¢),sin(yp)) sin(p) de

I‘c
2 0 2. 0
J) kz_:le(JJl,Qf?)aku(.'I}l,.’Eg .’131,227? kz:a— 1131,.'132

wobei j) unabhdngig vom grad Q(z1,zs) und der Definitheit von Q(z1, ) ist.
Beweis:
a) bis e) und g) sind klar, wir zeigen daher nur f),h),i) und j).
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f) Wir geben alle H6henlinien explizit an. Die Kurve

D= {(n(®),%@)| t €[0,27]} =

—J /e cos(t) sin(¢) .
o { \/ﬂ ( 2'{/|Q(cos(t),s1n \/|Q (cos(t), sin(t )‘ telo2n e O}

ist geschlossen, da (cos(0) = Cos(27r)) A (sin(0) = sin(2m)).

I ist sogar einfach geschlossen:

Annahme:
3 7€ (0,27) mit (t) = 1,2 (*) fiir mindestens ein ¢ € [0, 27).

Vit +7)
= W=7+ i=12 = MO +nO)=7n{+7)+nl+7) =
= ( %/1Q(cos(t), sin(t))] ( Q(cos(t + 7),sin(t + 7'))|) =

= *%/[Q(cos(D),sm(D)] = *%/1Qcos(t + 7),sm(t 1 7)) =

SN cos(t) = cos(t+7) A sin(t) = sin(t + 7).

Aus der ersten Gleichung folgt aus Symmetriegriinden 7 = 27 — 2t.
Eingesetzt in die zweite Gleichung ergibt das:

sin(t) =sin(t 4 27 — 2t) =sin(2r —t) = t=0V t=7. =
= 7=2r¢(0,2nr) V 7=0¢ (0,27). Widerspruch.

Damit ist I' einfach geschlossen.

+
2
2

Einsetzen von I' in Q(z1,xs) ergibt:

/T cos(t) 2 /12 sin(?) _
AV o VGt )

>2mQ(COS(t),SiH(t)) =sign(Q)|c| =¢ = I'=T. = Beh.

2m
el

- ( 2’(/|Q(cos(t), Sin(t))|

h) Wir wenden auf das Kurvenintegral den Integralsatz von Green an und erhal-
ten:

?{F(—Q%Ql)df‘: // (%Ql(ajl,azz) aang(asl,J:z)) dridzs  (2.7)
‘ @

Wobei G := I' U intl" das von I' berandete Gebiet mit [' bedeutet. Um das
Flachenintegral in (2.7) auszuwerten, benutzen wir die Transformationsformel
fiir Integrale mit folgender Transformation

e(sg) = s WIS )= s A (g
Q) 1/ Q(p)
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wobei:
Q(p) = |Q(cos(p),sin(p))| = sign(Q) Q(cos(¢p),sin(¢)) (2.9)

Wie wir im Beweis von f) gesehen haben, gilt:

Q(z1(1,9),22(1, ¢)) = sign(Q)]e| = ¢ (2.10)

Weiter erhdlt man fiir die Jakobideterminante der Transformation (2.8):

0

Damit ergibt sich mit (2.10) und grad(%@i) =2m—2, i=1,2 fiir das Flachen-
integral in (2.7):

// a—lQl T1,To +—Q2(931,932)d931d932

//(m Ly S
(J_\/— el ———
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S CARIETAY
/ A Q1(cos(),sin())+
( Q(so>> ( Q(so)) (‘%1

—I—%Qz(cos( ), sm(cp))) sdpds =

1 2
_ ! 0 - (29)
= |C|.0/5 .O/Q(go ((‘)a:l Q1(cos(p),sin(p)) + a—szQ(cos(@),ﬂn(go))) dp "=

o) 1 2 Qi(cos(p),sin() + 22 Qa(cos(p),sin(g) o
2 sign(Q)kel- [ T dip 2

(2.10) i?%Ql(cos(go) ,sin(¢ ))+81Q
2m Q(cos(p), sin

Damit ist h) gezeigt.

) §(-@u)dr -

re

2

cos( sin( d ,. . cos(¢p)
/ = o \/ e aw so>>d9" e

vai(° mf‘”’@ L) &g D4, oy
¢/0() /O (p)” P Y Q>e)

Setzen wir die Ableitungen:

Wlaw) /o) ( Cz(so))”“’

d coslp) _ __sin(p) cos(p) d o O(e)

CIraE W/Q COS(SO) Sin(Aso) ) sin(p) +Q1( cos(¢p) | sin(¢p) ) cos(p)

Jote) o) o) o) o) o



. (Qz( cos(p)  sin(yp) ) cos(yp)

Vo' ew’ (aw)

_gu(osle) sinle) ) sine) ) 4o [50 do

Vo' Yaw (ae) &

¢ 7@2(008(90), sin(p)) sin(¢) 4+ Q1(cos(¢),sin(p)) cos(¢)

m—1 dy +

ow) Yo

+|C|7Q2(cos(90),sin(90)) cos(go);C}ll(cos(fo),sin(go))sin(go) 2 1 d ..

(@) /ot ®

= sign(Q)|c| /ZZTQI(COS(‘P)a sin(p)) cos(¢) + Q2(cos(p),sin(p)) sin(p)
g / Q2 (cos(p),sin(y)) cos(p) — Q1(cos(yp),sin(p)) sin(p)

Q(p) dop =

do +

_ 7 2(cos(¢), sin(p)) cos(p) — Q1(cos(),sin(p))sin(p) d 2m [ A _
Frenl@le '0/ Q2(cos(¢),sin(p)) cos(p) — Q1(cos(p),sin(¢p)) sin(p) dp (ln ( @) >> -

. [ Qu(cos(p). sin(p)) cos() + Qu(cos().sin(p)) sinfp) dy
/ Q2(cos(),sin(g)) cos(¢) — Q1(cos(p),sin(p)) sin(¢p)

da das zweite Integral ein Integral iiber die Ableitung einer periodischen Funktion
ist.

j) Aus c) folgt

Q1(z1,22) ((%Qz(fcuwz))ml + (8%2@2(9:1,332))9:2) =

= Q2($1,$2) <(%Q1($1,$2))$1 + (%Ql(%,@))@)

0 0

e Ql(:cl,xz)(a—sz(xl,mz))xl — Q2(.’,‘C1,$2) (8—932Q1(x1,m2))$2 =

0
3:161

= Q>(z1, 1’2)( Q1($1,$2))5€1 — Q1 (z1,22) (aizQz(wl,m))xz (2.12)

32



Damit ergibt sich:
2
0
;Qk(ml, 22) 55 Qo1 22) =
0 0
= Q1(z1, %) <<8 1@2(931,939))931 + Qz(z1,72) — <(‘9 1Q1(931793°))932> +

+Qa(z1, 2) ((aazQz(xl,@))xl — (362Q1(931,$2)> Q1($1,332)> =
Q2($1,$2))€E1—Q2(5¢1,562)(%@1(501,%2))562—

0
Oz

0
= Qu(1,2) (5,-

1

5}

—Q1(€131,562)( 975

Q1 (z1, $2)>5€2+Q2($1, sz)( Qa(z1, 502))971 =

= : Q2($1, 372) (881Q1<$17 332))151—@1(1’1, 332) <882
0

Oz

9
8x1

2 a
931’$2 E o 331,332
Oz,

]1‘:

Qz(ﬂfl,ﬂ?z))l’z—

5}

—Ql(ﬂfl,ﬂﬁz)( 975

1Q1($1,$9)>$2+Q2($1,$2)< Q2($1,$2))3¢1 =

= (Q2(351»332)351—@1(931,:1:2)3:2) ( Q1(z1,22) + iQZ(ajl,Q;z)) —

Oz

2.3 Satz:

Seien Q;(z1,22) 1 = 1,2 und f(y), g(¢) definiert wie in Bemerkung 2.1.

Dann gelten fiir die DGL (2.1) folgende Aussagen:

a) Sei ggT(Ql(xl,azg),Qg(xl,arg)) definit
Dann gilt:
(i) QF(z1,22) + Q3(x1,72) # 0 fiir (z1,22) # 0
(ii) f2(¢) +°(p) #0
d.h. die DGL (2.1) besitzt auer dem Ursprung und die DGL (2.2) fiir » > 0

keine stationaren Punkte.

b) Sei ggT(Q1($1,$2),Q2($1,$2)) _

T1,T2

=0 fur (fl,fg) 75 0

Dann gilt:
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(1) Ql((,‘fl,(,‘fg) =0= Qg(Cfl,Cfg) Ve eER
T

(i) £(@) = f(@+m) =0=9(p) = (7 +) mit §:= arctan —

Also sind alle Punkte auf der Geraden durch den Ursprung und (Z;,Z2) bzw.
alle Punkte auf den Halbgeraden (¢, r) und (¢ + m,7) stationdre Punkte
der DGL (2.1) bzw. (2.2), d.h. alle Punkte der Nullniveaumenge des ggT
sind stationar.

Beweis:

Da grad Q;(z1,z2) = k > 0, gilt @1(0,0) = Q2(0,0) = 0, d.h. der Ursprung
ist stets stationdrer Punkt der DGL (2.1).

a) Sei ggT(Ql(xl,mz),Qz(ml,mz)) definit, also ggT(Ql(ml,xz),QZ(ml,xz)) # 0
fir (z1,z2) # 0.

Dann haben @1 (21, z2) und Q2(x1, ) aufler den Ursprung keine gemeinsame re-
elle Nullstelle.

Damit gilt Q?(z1,zs) + Q3(x1,22) # 0 fiir (z1,72) # 0 und der Ursprung ist
einziger stationdrer Punkt der DGL (2.1).

Dann besitzt auch die DGL (2.2) keine stationidren Punkte fir » > 0 und A @

mit f(P) =0 =g(?) = f*(¢) +g°(¢) # 0.
b) Sei ggT(Ql({El,Qﬁg),Qg({El,xQ)) =0 fir (fl,fg) 7& 0

(T1,22
— JdgeRi=12mitZ+c3#0und 7 + T, =0 =
= 121 + C22 ’ g8T(Q1 (71, 72), Qa2(z1, 32)) =

= 121 + 2o Qi($1,$2) 1= 1,2 —
— Qi(fl,fg) =0:=12 = Qi(Cfl,Cfg) =0:=1,2 Vce ]R,
da die @;(z1,22) i = 1,2 homogene Polynome vom gleichen Grad > 0 sind. D.h.
alle Punkte auf der Geraden durch den Ursprung und (Z;,%») sind stationére
Punkte der DGL (2.1).
Aus der Aquivalenz von (2.1) und (2.2) folgt die Aussage iiber die stationiren
Punkte von (2.2) und daraus f(%) = f(F+7) = 0 = g(p) = g(® + 7) mit
@ = arctan ?

T1

2.4 Satz:

Seien Q;(z1,z2) @ = 1,2 reelle, homogene Polynome vom gleichen Grad k& > 0
mit definitem ggT und im Falle der Existenz:

B B Ql (cos(),sin(y)) + %Qﬂcos(gp),sin(go))
/= / Qs d¢

(cos(¢p),sin(p)) cos(p) — Q1(cos(yp), sin(y)) sin(go)|
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Weiter seien H;, H;1; zwei im mathematisch positivem Sinne aufeinander fol-
gende, vom Ursprung ausgehende Halbgeraden aus der Nullniveaumenge von
Qa(z1,22)x1 — Q1(21, 2)z2 und S; der von H; und H;i, begrenzte Sektor.

Dann gelten fiir die DGL (2.1) folgende Aussagen:

a) Sei Qa(z1,z2)z1 — Q1(z1,22)T2 =0
Genau dann gilt:

Der stationdre Punkt im Ursprung der DGL (2.1) ist ein globaler eigentli-
cher Knoten.
Der Knoten ist stabil (instabil), wenn Qy(z1, z2)z; +Qa(z1, z2)zs < 0 (> 0)
gilt.

b) Sel Qz(l’l,ﬂ?z)l’l - Ql(l’l,l’z)l’z # 0
Genau dann gilt:
Der stationdre Punkt im Ursprung der DGL (2.1) ist im Falle

(i) J =0 ein globales Zentrum.
(ii) J # 0 ein globaler Wirbel.

Der Wirbel ist stabil (instabil), wenn J < 0 (> 0) gilt.
c) Sei Qa(z1,z2)z1 — Q1(x1,22)z2 =0 und # 0

Genau dann gilt:

Der Sektor S; ist im Falle:

= sign(Q1 (1, £2)1+Q2 (21, 22)7>)

i

(i) sign(Qi(z1,z2)214+Qs (1, 2)22) Y

ein parabolischer Sektor.

Hiyq

Sind alle Sektoren parabolisch, so ist der stationidre Punkt im Ursprung
der DGL (2.1) ein globaler uneigentlicher Knoten. Der Knoten ist sta-

bil (instabil), wenn sign(Ql(xl,a:Q)xl + Qg(ml,mg)xg) . <0 (>0
gilt.

(ii) sign(Q1(z1,z2)T14+Qs (21, 22)Ts)

i

H; 1

# sign Qs 22 )+ (e, 22)a)

= sign(Q2($1,$2)$1 — Q1(=1, 3”2)372)‘

ein hyperbolischer Sektor.
(iii) sign(Q(z1,x2)T1+Qs (71, T2)T2) . # sign(Q1 (w1, T2) 14+ Qs (z1, T2)T2)

# sign(Qa(z1, 22)71 — Q1(931,932)332)
ein elliptischer Sektor.

i

+

H;yq

i
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Beweis:

Wir betrachten zunédchst die zu (2.1) dquivalente DGL (2.2) in klassischen Polar-
koordinaten, bzw mit Hilfe von Satz 1.12 eine DGL mit d&quivalenten Trajektorien:

o= f(e)r
(2.13)

¢ = g(y)
Nun sind genau die drei folgenden Falle zu unterscheiden:

a) g(¢) =0, b) g(p) # 0 und ) g(p) # 0 aber 3% mit g(¢) = 0.

a) “=¢

g(p) =0= f(p) #0also ¢ =0 A 7 # 0 d.h. die in (pg, 7y > 0) startenden
Trajektorien von (2.13) laufen senkrecht auf die Gerade » = 0 zu oder weg. Das
bedeutet fiir die Trajektorien von (2.1), daf sie radial auf den Ursprung zulaufen
oder weglaufen, der stationdre Punkt im Ursprung der DGL (2.1) ist also ein
globaler eigentlicher Knoten.

“¢ [13

Sei der stationdre Punkt im Ursprung der DGL (2.1) ein globaler eigentlicher
Knoten. Dann laufen alle Trajektorien der DGL (2.1) radial auf den Ursprung zu
oder weg, d.h. =0 A7 #0 < g(¢)=0 A f(p) #0.

Die Stabilitatsaussage folgt aus f(¢) # 0 < 7 = f(p) < 0 (> 0) <
sign(Ql(xl,:cz)xl + Qz(ycl,x2):cg) <0 (>0).

b) “=«

Sei g(¢) # 0. Hier konnen wir die DGL der Trajektorien von (2.2) bzw. (2.4)
aufstellen oder auch ¢ als neue unabhédngige Variable einfithren, was dasselbe ist:

dr _Jle), (2.14)

de — g(p)

Die Losung dieser DGL mit der Anfangsbedingung r(¢g) = ro > 0 lautet:

J 20
T(@)QOO’TO) =roe”o (215)
Mit
[ ()
@ .
— L dp =signg(e) - J 2.16
0/ e (¥) (2.16)

was aus Satz 2.2.h+i folgt, ist der stationdre Punkt im Ursprung der DGL (2.1)
fir J = 0 ein globales Zentrum und fiir J # 0 ein globaler Wirbel.
“¢ [13
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Sei der stationdre Punkt im Ursprung der DGL (2.1) ein globales Zentrum oder
ein globaler Wirbel, d.h.

tlirglo o(t) =00 A ((1) 7(0, o, m9) = (27, @0, m9) bzw. (ii) 7(0, ¢o,m0) # r(27, @0,70))
Annahme: 3 @ mit g(p) = 0.

Dann existiert (vgl. Beweis von a)) eine Losung von (2.2) bzw. (2.4) mit

lim ¢(t) = p. Widerspruch.

t—o0

Damit gilt g(¢) # 0.

Bei der Berechnug der Stabilitdt mufl man den Drehsinn, also sign g(¢) bertick-
sichtigen.

Der Wirbel ist stabil (instabil), falls signg(¢) > 0 A signg(¢)-J <0 (> 0) bzw.
falls sign g(¢) <0 A signg(e)-J >0 (<0)d.h. J <0 (>0) gilt.

c) Sei g(¢) # 0 aber 3 ¥ mit g(¢) = 0.

Seien weiter ¢;, ;41 zwel aufeinander folgende Nullstellen von g(¢) (entsprechen
H;,H;i1). Da g(p) # 0 Yo € (p;, pit1) kann wieder die DGL (2.14), diesmal fiir
das Intervall (¢;, ;11), aufgestellt werden.

Fiir die Losung (2.15) gilt (beachte ¢ € S;):

@
lim rlpgnr) =0 (00) = lim [T ap——o0 (o0
%o

lim 7(g,pp,r9) =0 (00) <= lim /% dy = —o0 (00)

0/ iyt 0/ pit1

Auflerdem gilt mit Satz 1.8 fiir die rechten Seiten:

(O D Sy () DA U
i [ o 4= dim |- [ 55 @0 ) = ~snste) sienglen) oo
o @

0,/ Pit1

jim [ % d = signf(pis1) signg(po) - o0
®o

und damit insgesamt:

Jl\rg (@, 0,70) =0 (00) < signf(p;) = (#)signg(e)

(2.17)
lim r(p,p0,70) =0 (00) <= signf(pir1) # (=)signg(eo)
/" pit1
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Allgemein gilt fiir einen Sektor S; (vgl. [5]):

S; parabolisch = lim (¢, @o,79) =0 (0c0) A lim r(p,¢g,1) =00 (0)
P\ pi 0/ Pit1

S; hyperbolisch = lim (¢, pg,79) = 00 A lim (e, p0,70) = 00
P\pi 0/ Pit1

S; elliptisch = lim 7(¢, @o,79) =0 A lim r(p,0,m9) =0
e\ 0/ Pit1

Mit (2.17) bedeutet das:
S; parabolisch signf(pi) = (F)signgl(eo) A signf(pir1) = (#)signg(eo)

signf (i) = signf(pi1)

S; hyperbolisch signf (¢;) # sign g(o) A signf(piy1) = sign g(yo)

signf (i) # signf(ir1) A signf(pi1) = signg(epo)

S; elliptisch signf (i) = signg(¢o) A signf(pir1) 7 signg(eo)

signf(g;) # signf(pi+1) A signf(pir1) # signg(eo)

[/

Da wir die Aussagen dieses Satzes spédter auch in Polarkoordinaten formuliert
benétigen, geben wir sie hier zusatzlich an:

2.5 Bemerkung:

Seien f(¢),9(¢) definiert wie in Bemerkung 2.1 und H;, H;y1,S;, S;y1 wie im
Satz 2.4. Weiter seien @;, ;11 die H;, H;1; entsprechenden, aufeinander folgen-

27
den Nullstellen von g(¢), @ € (¢;, ir1) und J := / % de (vgl. (2.16)).
giy
0

Dann gelten fiir die DGL (2.1) folgende Aussagen:

a) Sei g(¢)=0
Genau dann gilt:

Der stationdre Punkt im Ursprung der DGL (2.1) ist ein globaler eigentli-
cher Knoten.
Der Knoten ist stabil (instabil), wenn f(¢) < 0 (> 0) gilt.

b) Sei g(y) # 0

Genau dann gilt:

Der stationdre Punkt im Ursprung der DGL (2.1) ist im Falle
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(i) J =0 ein globales Zentrum.
(ii) J # 0 ein globaler Wirbel.

Der Wirbel ist stabil (instabil), wenn J < 0 (> 0) gilt.
c) Sei g(¢) =0und #0

Genau dann gilt:

Der Sektor S; ist im Falle:

(i) signf(ei) = signf(pit1)

ein parabolischer Sektor.

Sind alle Sektoren parabolisch, so ist der stationdre Punkt im Ur-
sprung der DGL (2.1) ein globaler uneigentlicher Knoten. Der Knoten
ist stabil (instabil), wenn signf(¢;) < 0 (> 0) gilt.

(ii) signf(y:) # signf(pi1) = signg(P)
ein hyperbolischer Sektor.

(iii) signf(p:) 7# signf(pit1) # signg(¥)
ein elliptischer Sektor.
2.6 Korollar:
Seien Q;(x1,z2) i = 1,2 definiert wie im Satz 2.4.
Dann gilt:
Die DGL (2.1) besitzt stets die konstante Losung durch den Ursprung.
Weiter gilt:
a) Ist k gerade, so besitzt (2.1) sonst keine periodischen Losungen.

b) Ist k£ ungerade, so besitzt (2.1) genau dann nur periodische Losungen, wenn
gilt:

(1) Qa2(z1,za)z1 —Q1(z1,22)22 ist definit

/ o Q1 (cos(),sin(p)) + 5, @a(cos(p) sin(e))
(i) N =0

5(cos(¢p),sin(yp)) cos(p) — Q1(cos(p),sin(p)) sin(p)

Beweis:
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a) k gerade = grad (Qsz1 — Q122) ungerade = (a1 — Q122 nicht defi-

nit “22t Behauptung.

b) (2.1) besitzt nur periodische Lésungen <= Ursprung ist globales Zentrum
Py (an?l — Qla?g) definit A I =0.

2.7 Korollar:

Seien Q;(z1,zs) i = 1,2 definiert wie im Satz 2.4.

Dann gilt:

a) Der stationidre Punkt im Ursprung der DGL (2.1) besitzt zu jedem Sek-
tor einen symmetrisch beziiglich des Ursprungs gelegenen Sektor gleichen

Typs.
Falls k£ ungerade ist, werden die Trajektorien in diesen Sektoren symme-
trisch beziiglich des Ursprungs durchlaufen, sonst entgegengesetzt.

Ist speziell k = grad@;(z1,z2) ¢ = 1,2 gerade, gilt zusitzlich:

b) Der stationdre Punkt im Ursprung der DGL (2.1) besitzt mindestens zwei
elliptische oder zwei hyperbolische Sektoren.

c) Der stationdre Punkt im Ursprung der DGL (2.1) ist kein Zentrum, Wirbel,
eigentlicher oder uneigentlicher Knoten.

Beweis:
Allgemein gilt (vgl.(2.3)):

Flo) =) fle+m) A gle)=(-1)"g(p+m) (2.18)

a) Folgt mit (2.18) aus 2.4.c bzw.2.5.c.

b) k gerade 218 5 ® mit g(@) =0 = g(@+m) = 0 aber f(P) (1% —f(@+m) 2N

Der Ursprung ist kein reiner Knoten und besitzt auch nicht nur parabolische

Sektoren é)> Beh.

c) Diese Aussage ist dquivalent zu b).

2.8 Korollar:

Der stationdre Punkt im Ursprung der DGL (2.1) sei asymptotisch stabil (bei
Zeitumkehr asymptotisch stabil).
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Genau dann gilt:

Entweder

(1) Q2(z1,z2)z1 — Q1(21,22)22 definit und

dp <0 (>0)

i / Ql (cos(p),sin(p)) + &EZQQ(COS( ),sin(¢p))
|@:(cos(), sin(p)) cos(p) — Qu(cos(y), sin(yp)) sin(e)|

oder
(i) Qa(z1,2z2)z1 — Q1(z1, T2)z2 nicht definit und

(il) Qi(z1,x2)z1 + Qa(z1,22)zs <0 (> 0)
v (xl’x2) € {R2 \ {(O,O} ‘ Q2(371,332)5171 - Q1($1,$2)$2 = 0}

Beweis:

Satz 2.4.b.(ii), 2.4.a, 2.4.c.(i).

Da wir die Aussagen dieses Korollars spater auch wieder in Polarkoordinaten
formuliert benoétigen, seien sie hier zusdtzlich angegeben:

2.9 Bemerkung:

In der DGL (2.4) sei r = 0 asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch
stabil).

Genau dann gilt:
Entweder

(i) g(y) definit und
[ 1)
)Oflg(so)l <00

oder

(1) g(¢) nicht definit und
(ii) f(e) <0 (>0) Vo € [0,27] mit g(¢) =0
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2.10 Beispiele:

Elliptische Sektoren konnen im linearen (k = 1) Fall nicht auftreten (vgl. [21] S.
351). Ist aber k£ > 1, kann der stationdre Punkt im Ursprung der DGL (2.1) sowohl
fiir k = gerade, als auch fiir £ = ungerade, nur elliptische Sektoren besitzen, was
die beiden folgenden Beispiele fiiler k=2 bzw. k=3 zeigen:

a) (k=2) Betrachte die DGL

9.31 = L1T2
(2.19)
Ty = —x7 + 2
Wir zeigen:
Der stationdre Punkt im Ursprung der DGL (2.19) besitzt nur elliptische Sektoren
(vgl. Satz 2.4.c (iii)).
Wegen

Q2($1,$2)$1—Q1($1,$2)$2 = (_$%+$§)$1—($1CL’2)£B2 = —mi’—i—ajlxg—ml:cg = —Q’;%

hat die DGL (2.19) zwei Sektoren (vgl. Satz 2.4), die linke (=: S;) und die rechte
(=: Sy) Halbebene, getrennt durch die positive (=: H;) und die negative (=: H»)
z9-Achse.

Weiter gilt:

Q1(x1, za)x1 + Q2(1, T2) T2 = (T122) 71 + (—l’% + wg)ﬂfz = 58%1’2 - 33%332 + a:§ = :Eg
und
. 3 — . 3 — 1
sign(ed)[ = sien(e)|
. 3 . 3
= = —]_
sign(z) H2 sign(z) (0._1)
sowie
: 3 : 3
— = — = 1
sign(—z) ) sign(—x7) 10)
. 3 . 3
_ — _ - 1
sign(—z7) s sign(—z7) (1,0)

Setzt man noch Hy := H; folgt:

sign(zy)|

+ sign(a:g)‘H2 # sign(—x7) s

1 1

und

sign(a3)| # sign(ad)|

3

4 sign(—3)|_

2
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Nach Satz 2.4.c (iii) sind damit beide Sektoren elliptisch.
b) (k=3) Betrachte die DGL

£; = 323 — 5z,23

(2.20)

Ty = 3zizy — T3

Wir zeigen wieder:

Der stationdre Punkt im Ursprung der DGL (2.20) besitzt nur elliptische Sekto-
ren.

Wegen

Q2(371,372)9€1—Q1(501,502)332 =
= (3zizy — 23)z — (323 — 5ay22)zy = 3232y — 2123 — 3232y + Bxy2) = 4y

hat die DGL (2.20) vier Sektoren, den ersten (=: S;), zweiten (=: Ss), dritten
(=: S3) und vierten (=: S4) Quadranten der Ebene, getrennt durch die positive
z1-Achse (=: H;), die positive zo-Achse (=: H»), die negative z;-Achse (=: Hj)
und die negative zo-Achse (=: Hy).

Weiter gilt

Q1(z1, z2)14+Q2 (21, T2)T2 =

= (323 —5x173) ) + (3z]Te — 73)T9 = 32] — Bri7s + 32i2) — 75 = 3] — 2z]z) — 75
und
sign(3z] — 2zi23 — 23)| = sign(3z] — 2ziz] — z3) =1
“m, - (1,0)
sign(3z] — 22373 — z3)| = sign(3z] — 22375 — z3) =-1
H, (0,1)
sign(3z} — 22323 — z3)| = sign(3z} — 22223 — z3) o 1
3 4
sign(3z] — 22323 — 5)| = sign(3z} — 2z7x3 — z3) oy = -1
4 0,—1
sowie
sign(4z,23)| = sign(4zz3) =1
1 (171)
sign(4x,z3 = sign(4xz,23 =-1
gn( 12)S2 gn( 12)(7171)
ign(4z173)| = sign(4a 23 =1
sign(4zx3) 5 sign(4zx3) o
sign(4z;z3) . sign(4z,z3) ey -1
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Setzt man noch Hjy := H, folgt:

sign(3z] — 2zix3 — x3)|  # sign(3z] — 2xiz; — xz3)| # sign(4z,73)
Hy H, Sl

sign(3z] — 22373 — z3)|  #sign(3z] — 227 — z3)|  # sign(4z;7d)

2 H3 SZ

sign(3z] — 2zia3 — x3)|  # sign(3z] — 2zixz; — x3)|  # sign(4z xd)

3 4 53

sign(3z] — 22373 — z3)|  #sign(3z] — 227 — z5)|  # sign(4z;73)

4 5 Sy

Nach Satz 2.4.c (iii) sind damit alle vier Sektoren elliptisch.

2.11 Satz:

Seien Q;(z1,zs) i = 1,2 wie im Satz 2.4 definiert. Sei weiter:
H := Anzahl der hyperbolischen Sektoren

E := Anzahl der elliptischen Sektoren

I := Index des stationidren Punktes im Ursprung

der DGL (2.1).

Dann gilt:

Beweis:

Das ist ein Spezialfall des Satzes von Bendixson. Einen Beweis findet man in

[5] S. 510.

2.12 Satz:

Seien Q;(z1,x2) i =1,2 homogene Polynome vom gleichen Grad k.

Dann sind aquivalent:

(a)
0 0
a_lel(371,372) + 8—2Q2($1,ﬂ?2) =0 VY(z1,) € R? (2.21)
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(b) Es existiert ein homogenes Polynom V(z1,22) vom Grad k + 1 mit

0
a—le(Jflamz) = Qz1,12)
(2.22)
0
a—sz(Jfl,mz) = —Qi(z1,72)

Weiter ist V (21, 25) im Falle der Existenz konstant ldngs Lésungen der DGL (2.1)
und es sind dquivalent:

(i) Die DGL (2.1) hat nur periodische Losungen.
(ii) V(z1,22) ist definit.

Beweis:
Wir zeigen von der ersten Aquivalenz nur (a)=(b), denn (b)=-(a) ist trivial.

Definiere:

V(z1,z0) = k—-l—l( — Q1(z1, z2) w2 + Qz(ﬂﬁl,ﬂ?z)ﬂfl) (2.23)

Damit ergibt sich:

GV = 57 (~(FEQuene)Jos + 5 (@uler,e0) o1 + Qalonza) )

k ]-
2.¢c 1 + 9 —_ Q b 2

Véllig analog zeigt man:

(2&) L ((%2 (Q2(1’1,$2))5€2 + %(Qz(fcl,xz))fm + Qz(%,@)) 2'=2'C

0
a—xzv(xlﬂfz) = —Q1(z1,22)

Sei jetzt V(z1, z2) existent und (hy(t), ha(t)) beliebige Losung von (2.1).

Dann gilt:

Ly (s (8), ho(8)) = 22V (i (8), Ba(8))a(6) + oV (B (2), Bn(8))on(t) 2
dt ’ 04 ’ 0xy ’

(2.22)

=" Q2(h1(t), ha(8))Q1(h1(t), ho(t)) = Q1(h1(t), ha(t))Q2(hi (), ho(t)) = 0 (2.24)
Weiter gilt noch:
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(2.24)

(2.23) 2.2.

(i) 22 Qumy — Quea £ 0 22 (i) 22 (i),

Falls (2.21) nicht erfiillt ist, gibt der folgende Satz Auskunft {iber die Existenz
eines homogenen Polynoms als Euler‘schen Multiplikator:

2.13 Satz:

Seien Q;(z1,z2) i=1,2 homogene Polynome vom gleichen Grad k und es sei
k1
0 # Qa(z1,22)T1 — Qi(T1,72) 29 = H q;" (z1,22) (2.25)
j=1

die (mod const) eindeutige Zerlegung von Qsz; — Q122 in iber R irreduzible ho-
mogene Polynome vom Grad 1 bzw. 2.

Dann sind dquivalent:

(a) Es existiert eine Losung des linearen, inhomogenen Gleichungssystems (ent-

steht durch Koeflizientenvergleich) fiir 8; € NU{0} j =1,.., k; (vgl. (2.21)):

2 k k
N T . 0
- E Qi(z1,22) E q;’ 1(9317372) < H ‘me(fcla@)) —833-%(931’332) B =
i=1 j=1 ¢

j#Em=1
= (Q2($1,$2)5€1—Q1($1,962)902) (%Ql(x1’x2) 682Q2($1,932)>

(b) Es existieren homogene Polynome V(z1,z2), M(z1,22) (=Euler’scher Mul-
tiplikator) mit

aixlv(xl,@) = M(z1,15)Qs(1,2)

(2.26)
0
3_a:2v(ml’$2) = —M(z1,2)Q1(71, 72)

Weiter gelten im Falle der Existenz von V(z1,22) und M(z1,z,) die Konstanz
von V(z1,z2) 1dngs Lésungen von (2.1) sowie folgende Formeln, wobei mit ord V'
der Grad von V(z1,z2) gemeint ist:

V(zy,z2) = d v an’+ﬂ (z1,22) M(zy,2) Hq]” (z1,29)  (2.27)

und es sind dquivalent:
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(i) Das DGL-System (2.1) hat nur periodische Lsungen.
(ii) V(z1,22) und M(z1,z2) sind definit.

Beweis:

Folgende Formeln sind dquivalent:

2 k1
i — 0
- E Qi(z1,72) E q;’ l(3317372 ( H g (21, 2) ) —8x_9j($17$2)ﬂj =
i=1 j=1 '

j#Fm=1
0 0
= (Qz(iﬂl,ﬂ?z)m—Ql(f’?l,ﬂ?z)ﬂ?z) (a—lel(iEl,iBz) + (‘9—:1:9622(3:1’3:2))
und

2 k1 o k1 9
Y Qile,zs) Y g (w1, w) ( II Q??T”(Oﬁhfcz)) 5. Gi(@22) - (a5 +5;) =0
i=1 j=1 ¢

JjEm=1

Denn:

(Qz(a:l,:vz):cl —Ql(afl,xg)a:Z) (88 Qs (21, 20) + 0 Q2($1,$2)) 2.2.j

L1 (95(39

2

= ZQi(xla $2)% (Q2($1,372)$1 — Q1(z1, $2)$2) 22

i=1 *

2
:Z $1,£139 qu $1a$2
i—1
2 k1 o
Z (1, @2 Z% ﬂfl,xz)( II q%m($1,$2)> 5 Gi(T122) - 0y

=1 j£m=1

Durch Subtraktion erhilt man die behauptete Aquivalenz.
(a)=(b):
Mit der eben gezeigten Aquivalenz, folgt aus der Existenz der Lésungen Bij=1,.k

des linearen Gleichungssystems, dafl die Vektoren mit Eintrédgen aus den homogenen
Polynomen vom Grad k&

k
1 o 5
_;qjj 1($1,$2 ( H q(ym 321,5139 > a_xqu($1’$2)(O(J—|—/Bj) Ql(ml’mQ)

j#m=1
bzw.
kl kl a
a;—1 (e 777}
Y4 (e e) ( Il (9317932)> —axIQj($1’x2)(aj+ﬂj) Q2 (1, z3)
j=1 jFm=1
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linear abhangig sind. Es existiert also ¢ € R\ {0} mit:

k k
1 e 1 N a
—c) 4’ l(xlaw)( 11 qmm(xl,@)) 5z, 1i(ELm2) (e + 5j)
j=1

jFm=1

2

o 9
¢ i’ (z1,22) < || g (21, 72) ) gz Gi(ELe2)(es + 5j)
=1

j#Em=1

Erweitern der ersten Gleichung mit

$1,$2 = Hq] 1171,5(3‘)

und Differentiation von

ky
V(zy,22) = ch?j+ﬁj(931,a:2)
j=1
ergibt:
—a—mv(ﬂﬁla%) = _Ca_m}j[lqj] Nz, m2) =

= Q1($1,$2)

= Q2($1’332)

(2.28)

(2.29)

k k
e witB— . 0
=—c> ¢ (21, 20) ( 1T q.%'”ﬁ'"(ﬂfl,@)) —33:2%(9317932) o+ ;) =

J=1 j#Em=1
= M(€131,372)Q1(1’1,$2)
Véllig analog zeigt man:

0

a—le(Jflﬂﬁz) M(z1,22)Q2(21, z2)
(b)=(a)
Sei:
ko
V(zy,2s) :=c HPZ”’(iBl,iBz)
n=1

Wir zeigen zunéchst:

{qm(azl,azg)‘ m = 1,..,k1} = {pn(:cl,:cQ)
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1)77 g”
Es gilt:

<Q2($1,$2)$1 - Q1($1,$2)$2) V(zy,z2) (2.30)

was aus:

M(ﬂcb$2)(Qz(fﬁl,932)521—@1(931,332)932) = M(ml,mz)Qz(ﬂ%$2)$1—M(931,932)@1(331,332)931 =

o 0
— (8—$1V(x1,m2)> T + (8—332‘/(331’3:2)) To = ord(V)V(£131,562)

folgt. Damit gilt insbesondere ”C”.

2)77377

Wir zeigen als ersten Schritt:

m

ks ke
ggT (Z’)’n( H p] 331,332)) 88 Pn 3317332 Z’Yn( H P] 331,372 )aﬁ Pn($1,$2)> =1

n=1 n#j=1 n#£j=1

Annahme: 3 Polynom ¢(z1,z2) vom Grade > 1 mit q(xl,mz)‘ggT(*, %)

k2 ke
= q(1,72) <Z')’n< H pi( 931,939)) a@ Pn(331,$2)> z1+

n=1 n#j=1

<27’L< H p/ 5131,332 ) 0 pn($15$2 ) Z'Ynord pn Hp_} xla$9

n#£j=1 n=1
Da die p;(z1,z2) ¢ = 1,..,n irreduzibel iiber R sind, 3 mindestens ein p(z;, z2) €

{pn(z1,22)| n =1,.., ks } mit p(371,332)‘Q(371,332)

k k
2 V2 a
= p(z1,22) |ggT (%, %) = p(z1, z2) Z’Yn( H b; $1,$2))a Pu(z1,22) A
n=1 n#j=1
0
371,332 Z’Yn( H p] mla$9> pn($la$2)
n=1 n#j=1

Da p(z1,z2) jeweils alle Summanden bis auf genau einen teilt, ergibt sich ein

Widerspruch.
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Wegen:

o ka ka 9
or; (561,332 - CZ’)/np 1(5171,332 < H p] 3317179)) o pn(x17$2)
n=1 nFj=1

gilt:

5, 0
ggT (va(wl,wz)»a_xz mlvﬂ) HP”" Hz1,20) - ggT (¥, %) =

= Hp My, 2q) (2.31)

Weiter folgt direkt aus der Voraussetzung:

M(a:l, 5132)

0 o
ggT (a ~ (5131, CCQ), (9—:172‘/(1:17 332)) (232)
Sei jetzt p(x1,x2) € {pn(z1,22)| n =1,.., ko }. Dann gilt:

(2.31) V(zy,z0)

V(z1,22) = p(1,2) ;
ogT( -V (z1,22), mv(%’l»l’z))

p(xlaa:Z) —

M(z1,z5) (Q2($1,$2)$1 — Q1 (z1, $2)$2)

ggT (E)%V(xl,@) 00 V(Q?l,a?z))

= p(z1,x2) =

— p($1’$2)

(Qz(ﬂfl, 952)331 - Ql(iﬂl, 332)9172)

Damit sind die Mengen {g,,(z1,z2)| m = 1,..,k1} bzw. {p.(z1,22)| n = 1,..,ka}
bis auf multiplikative Konstanten gleich und es gilt nach geeigneter Umnumme-
rierung p;(z1,%2) = gj(z1,22) mod const j = 1,..,k = ko. Aus (2.30) folgt
weiter:

o <y =y —a;=:5; >0

Also 38; e NU{0} j = 1,..,k; und c € R\ {0} mit:

k1
V(a:l,a:2) = CHq?j+ﬁj($l,$2) (233)
j=1
Definieren wir
M(zy,z9) == qu’ (z1,z9) (2.34)
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und teilen beide Gleichungen in (b) durch M (zq,x5), ergibt sich:

a'—l a
2(21, T2) Zq 7 (@1, ) Oz 1‘]; T1,22) ( H g (T1,T2) ) (o + 55)

j£m=1
aj—l 0

1(21,22) Zq (1, 22) Oz =—qj(21,22) H g (w1, 22) | (o + ;)

T2 j#£m=1

oder 1nsbes0ndere:
2 k1 P
a;i—1

ZQi($1a$2)Zq]‘] (z1,22) ( H g (T1,T2) ) %Qj(%,ﬂ?z)(aj‘*‘ﬁj) =

i=1 j=1 j#m=1 ¢

Mit der zum Beginn des Beweises gezeigten Aquivalenz folgt die Behauptung (a).

Die Konstanz von V (z1, z2) lings einer beliebigen Losung (h1(¢), ho(t)) des DGL-
Systems (2.1) sieht man so:

d 0 0 (2.26)
5V (m(2), ha(t)) = amlv(h 1(8), ha(t))ha(t) + Q—@V(h 1(8), ha(t))ha(t) =
(2.26)

200 M (ha(8), ha(£))Qa(ha(), ha(1)) @1 (1), ha(t)) -
— M (ha(8), ha(£)Qu(ha(8), Ra(6)) QoA (8), ha(t)) = 0

Die Formeln in (2.27) folgen aus (2.28) und (2.29) mit

(2.26)
260 2.25)
V(z1,z2) = v (M(a:l,ajg)Qz(ail,J?z)?Jl — M(z1,22) Q1 (21, 372)372) =
.25 1 i - L
2.2 73 . (,yj (¥]+ﬂ] =
- ordeI:Ilqy (x1,22) J[[lqy (z1,22) = rdVHq (21,23) = ¢ ord V

Verbleibt noch die Aquivalenz (i)<=(ii) zu zeigen.
Wegen (2.27) gilt:

V(z1,22) definit <= alle Faktoren quadratisch <= Mz, zs) definit (2.35)
Wendet man Satz 2.10 auf die DGL

T = M($1,332)Q2(331,332)
(2.36)
Ty = —M($1,352)Q1(331,332)

an, gilt folgende Aquivalenz:
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(1) Die DGL (2.36) hat nur periodische Losungen.
(2) V(z1,zq) ist definit.
(1)=>(ii):

Die DGL (2.1) hat nur periodische Lésungen LN

Qa(z1, T2)x1 — Q1 (21, T2)T2 = H q;" (z1,5) definit 22

V(CEl,iBz

rd % Hq(’ i*Pi(z,, 25) definit.

(ii)=>(i):
Mit (2.35) und (1)<=(2) erhéilt man:

M (21, z2) definit } 112 (2.1) hat

Vier,z2) definit < { (2.36) hat nur periodische Lésungen

nur periodische Losungen.

2.14 Satz:

Seien Q;(z1,z2) i = 1,2, f(¢),9(p) definiert wie in Bemerkung 2.1, k =2n — 1
und Qa(z1, z2)z1—Q1 (21, T2)z2 definit (<= g(p) # 0). Sei weiter z(¢t) := (z1(¢), z2(t))
die Losung des Anfangswertproblems

1 = Qi(z1,z2)

(2.37)
Ty = Qz(xl,ﬂﬁz)
331(0) =Ty 372(0) =0
und
G )
/ o B(y) =
sowie ¢(t) die Inverse der Funktion:
1y
0= 7= | St
Dann gilt:
z1(t) = roE(p(t)) cos(()) z3(t) = roE(p(t)) sin(p(t))  (2.38)
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Besitzen die Q;(z1,22) i = 1,2 zusitzlich ein homogenes Potential V' (z1, z2), so
lautet die Losung von (2.37)

R 0) _ nVhsin(e(t)
{1V (cos(p(t), sin(p(t)))] {1V (cos(p(t), sin(p(t)))]
wobei V) := %/|V(1,0)| gesetzt wurde und ¢(t) als Inverse der Funktion

@

1 sign V'
= d
W= / V2V s (@)

xl(t) $2(t)

gewahlt werden kann.
Beweis:

Die DGL der Trajektorien von DGL (2.37) in Polarkoordinaten ist (2.14) mit
Losung (2.15). Setze (2.15) in die zweite Gleichung von (2.2) ein (beachte: ¢(t = 0) = 0)

| f%:% ” 2n—2 - -
¢ =g(p) | roe’ =71"g(p)(E(p)" "

woraus q
®»
=dt
9(p)(E(p)) 2
bzw.
©

1 i)
W= / o) EWD)

folgt. Ist o(t) die Umkehrfunktion von ¢(¢) (beachte: g(¢)(F(9))*" 2 # 0 Vo),
ergibt sich:

z1(t) = roE(p(t)) cos((t)) za(t) = roE(p(t)) sin((t))

Die Q;(z1,z2) ¢ = 1,2 sollen jetzt ein homogenes Potential besitzen, d.h.:

) = =5V (cos(i).sin(e) + 5V (cos(e), sinfi) = =7V (cos(), sin)

9(9) = 5V {cosl),sin9) + 5V (cos(ie)sin(ie)) = 20V (cos(ie)sin(i)

Daraus folgt analog dem ersten Teil des Beweises:

n di 1V (cos(p),sin(p))]

= ¢M ——ii n cos sin = Yo
I(¢) = / v = In |V (cos(¢),sin(¢)]  B(¢) = 5
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7
1 sign V' dv)
t(p) = p2n2 / 2nVy" 2 /|V (cos(¢), sin(¢))]

0
Einsetzen in (2.38) ergibt dann die Behauptung.

0

2.15 Definition:

Es gelten die Voraussetzungen und Definitionen aus Satz 2.14.

Definiere dann:

1 dy B -
700 = s | paEpe - o)
ﬁ(To) = el = Py 7’6"7

L m@)) L (A, 1 [ ()
= 7 () oo | el =22 | o

Fir T'(rg), B(ro) und a(ry) gilt folgender Satz:

2.16 Satz:

Es gelten die Voraussetzungen von Satz 2.14, T'(rg), a(rg), (7o) seien definiert wie
in Definition 2.15 und Q € £(R? R?) sei definiert wie in (2.5) von Bemerkung 2.1.

Dann gilt:

Falls

a) n=1,sind T'(ry),a(rg), B(r¢) unabhingig von r; und @ hat ein Paar konju-

giert komplexer Eigenwerte a£if mit o = a(ry),5 = S(rg) und % =T (ro).

b) n > 1, sind T'(rg), o(rg), B(r9) abhéngig von rj, sogar Homéomorphismen
von R* \ {0}.

Beweis:
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a) n = 1. Sei (gij)ij=1.2 := Q. Die Voraussetzung Q»(z1,z2)z1 — Q1(z1,z2)Ts
definit bedeutet:

(Q2,1£l?1 + (J2,2902)371 - (Q1.13?1 + CI1,25E2)$2 = Q2.133% + (Q2.2 — CI1,1)$1$2 - CI1,2$§ #0
Diese quadratische Form ist genau dann definit, wenn ihre Diskriminante
(2.2 — q1.1)" + 4g2,1q12 < O

erfullt.

Fiir die Eigenwerte von @ gilt:

spuer:\/(spurQ)2 —4detQ  qi1+ ot V(g +¢2)? — Hq1100 — ©1012) _
5 =

Ao = _
12 4 P

@it et \/((h,l — q22)% + 4921412
B 2

= a+if € C\R
Wir kénnen daher im folgenden annehmen, daf§ @ Normalform hat, also —q; 9 =

@21 = B A Qi1 = @2 = o gesetzt werden kann (g12 = —q21 = BAq11 = 22 = @
wird véllig analog behandelt). Damit gilt

9() = B cos*(p)+pBsin*(p) = B

und
L Fod 9
_ L p_ 4T
T(ro) r8/ﬂE0<so> g >0
0
2T
IB(TO) = T(To) - /3 VTO > 0

Sei weiter z(t) = (z1(t), z2(t)) die Losung des Anfangswertproblems (2.37). Dann
gilt

z1(t) = roe® cos(Bt) zo(t) = 79 sin(Bt)
und damit
1 roe?T0) cos(BT(rg)) 1 _
a(ry) = T(ro) In < e cos(30) > = T(TO)aT(ro) =a V7ry>0

b) Folgt direkt aus den Definitionen.
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2.17 Bemerkung:

T(rg) ist die Zeit, die eine in (r(,0) startende Losung der DGL (2.1) braucht,
um zur positiven z;—Achse zuriickzukehren. Ist z(t) periodisch, dann ist T'(r)
ihre Periode und f(ry) ihre Frequenz. Da T'(ry), 5(ro) wegen Satz 2.16 fir k > 1
Homéomorphismen von R*\ {0} sind, haben die periodischen Lésungen der DGL
(2.1) alle méglichen Frequenzen bzw. Perioden. Je ndher ry am Ursprung liegt,
um so kleiner wird die Frequenz 5(ry) und um so grofler die Periode T'(ry), im
Unterschied zum linearen (n = 1) Fall, wo beide konstant sind.

Fiir T'(ry) gilt noch ein einfacher Satz:

2.18 Satz:
Sei z(t) = (x1(t), z2(t)) eine periodische Losung des Anfangswertproblems (2.37).

Dann gilt:

o(t) = —2t+ ) € P,

Beweis:

Da die Q;(z1,z2) ¢ = 1,2 ungeraden Grad haben, ist aus Symmetriegriinden auch
—z(t) Losung der DGL (2.1) mit den Anfangswerten z7(0) = —ry 22(0) = 0.

Wahle ¢; so, daf ¢(¢;) = 7. Dann gilt:
z1(t1) = roB(p(t)) cos(e(tr)) = —ro ()

za(t) = 1o E(p(t1)) sin(p(t1)) = —re B(m)0 =0

Wenn wir E(m) = 1 zeigen koénnen, haben z(t) und —z(t) dieselbe Trajektorie im
Phasenraum.
Da f(¢),9(¢) homogene trigonometrische Polynome von geradem Grad 2n sind,

gilt f(o+7m) = f(¢) und g(¢p+m) = g(p). Weil z(t) periodisch ist, gilt I(27) = 0,

also:
[10),,_ [ 1@, [16),
9(e) 4 / 9(p) / 90 (2.59)

Der letzte Term in (2.39) erfiillt:

[ Sy [ eioe= [ Moo

56

Q*ﬁ



Setzt man das wieder in (2.39) ein folgt:

1), _ o
b/mdgo_() — I(r)=0 — E(m)=1

Da z(t) und —z(¢) somit dieselbe Trajektorie im Phasenraum besitzen, gilt weiter:

Nach Definition ist 7'(ry) die kleinste Periode von z(t) und die Behauptung folgt
aus 2t; = T'(ry).

2.19 Bemerkung:

Seien Pj(z1, s, 1) i = 1,2 homogene Polynome in  vom Grad k = 2n—1 mit ste-
tig differenzierbaren Koeffizienten in p und Py(zy, z2,0)z,— Py (1, z2,0)z, definit.
Dann ist fiir g hinreichend klein auch Py(z1, zs, u)xy — Pi(21, 22, tt)xs definit und
wir konnen in vollig analoger Weise zu f(¢), g(v), I(¢), E(¢),t(¢), T (r0), a(r0),

B(ro) und z(t) die Funktionen f(p, 1), 9(¢, 1), I(¢, 1), E(p, 1), t(, ), T(70, 1),
a(rg, ), B(re, 1) und z(t, ) definieren, in dem wir in den Definitionen Q;(z1, z2)

durch P;(z1,za, ) @ = 1,2 ersetzen.
Speziell fir a(ry, p) und B(ry, 1) gilt folgender Satz:

2.20 Satz:

Seien P(zy, s, ) @ = 1,2 und a(rg, p), B(rg, 1) definiert wie in Bemerkung 2.19.

Dann gilt:

a) f3(re,0) # 0

7 Py (1,7, p) + 5= P31, 72, 1)
b) a(rg,0) =0 <<= O T Om T G| =0
Py(z1, 2, p)z1 — Pi(m1, 22, 1) 22 »
Sei jetzt zusatzlich a(rg,0) = 0. Dann gilt noch:
) s, (r0,0) 40 d 78%131(951@2,#)4‘ a,aTPz(ﬂﬁl,ﬂ?z,M)d 40
c) —a(r, = — — =
o " dp / Py(z1, 29, p)x1 — Pi(71, 29, 1) T2 v -
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Beweis:

a) Da nach Satz 2.16: 0 < T'(r(,0) < oo, gilt ebenfalls fiir |x| hinreichend klein:

0 < T(rg, ) < 00, woraus wegen [(rg, 1) = _ T die Behauptung folgt.
T(TUJ /’l’)
27
IB(TO,O) / f(SOa 0) a)
b) 0 = a(ry,0) = d =
$0= el =75 ) Tato 0

/P ) (o) o) ol il ine),

/. Pa(cos(p), sin(¢), u) cos(p) — Pa(cos(¢), sin(e), ) sinfe) ™| _

— o- / —Pl(cos(go), sin(p), ) + %Pg(cos(go), sin(p), p)
Ps(cos(¢p),sin(p), p) cos(@) — Pi(cos(p), sin(p), ) sin(y) 0

dgo Differentiation nach u ergibt:

C) 04(7’0’/,6 - To, 4 27'(' |g

0
%O‘(r(hlu) = (a To, 1 ) 27{' |g d90+ﬁ( To, )2 8,u ( |g dgp)

Setzt man p = 0 in diese Gleichung ein, verschwindet der erste Term der rechten
Seite wegen a(rg,0) = 0 und der zweiten Zeile im Beweis von b), der letzte liefert
mit a) die Behauptung.
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Kapitel 3

Eine Verallgemeinerung des
Verzweigungssatzes von E. Hopft

3.1 Bemerkung:
Wir werden in diesem Kapitel DGL der Art
i = F(a, ) (3.1

mit F(z,p) € CY(R? x U(0),R?) betrachten und auf einparametrische Scharen
periodischer Losungen p(t, 1) untersuchen, die von einem stationdren Punkt z,

der DGL
& = F(z,0) (3.2)

in ;1 = 0 abzweigen, also p(¢,0) = z, erfiillen. Dabei konnen wir 0.B.d.A. z, =0
bzw. F'(0,0) = 0 annehmen und damit (3.1) in der Form (vgl. Einleitung)

& = Fy(z) + pFi(z) + R(z, p) (3-3)

bzw. _
1 = Ql(xla 902) + th(ﬂ?b $2) + 31(931,3?2,,“)
(3.4)
T2 = Q2($1a 902) + MQZ(:CM $2) + 32(931,3?2,,“)
schreiben. Dabei sind:
¢i(z1, xa), Qi(z1,22) 1 = 1,2 homogene Polynome vom gleichen Grad k& und
R(z1, 29, ) = O(||z][**) + O(|pf [|z]|*).

(Vgl. dazu die Bemerkungen 4.1 bzw. 5.1. In den Kapiteln 4 und 5 ist der Grad
von ¢;(z1,zs) i = 1,2 echt kleiner als der von Q;(z1,z2) i =1,2)

Falls £ =1 gilt und F(z, p) in z = 0 eine reguldre Jakobimatrix
D, ()|, = J(8) (35
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besitzt, ist das Problem durch den Verzweigungssatz von E. Hopf [36],[47] gelost.
Wesentliche Voraussetzungen dieses Satzes sind die Existenz eines Paares konju-
giert komplexer Eigenwerte o(p) £18(p), fiir die gilt:

a) (i) BO)#0 (i) a(0)=0
d . £

@0‘(#)
Falls £ = 1 gilt und J(0) Rang 1 hat siehe [18] S.231/232. Die Frage, was ge-
schieht, wenn J(p) = 0, also F'(z,0) rein nichtlinear ist, war bisher vermutlich
ungekladrt. Das scheint tiberraschend, wird aber vielleicht verstandlich, wenn man
folgendes bedenkt: Nach Aufstellung des Satzes von Hopf wurden zahlreiche Ver-
allgemeinerungen bewiesen, zunichst fiir dim=n (vgl. z.B. [55]), statt dim=2,
spater auch fiir dim=o00 [43]. Weiter wurden Fille mit singuldrer Linearisierung
[40], doppelten Paaren konjugiert komplexer Eigenwerte [42], zwei verschiedenen
Paaren konjugiert komplexer Eigenwerte [38] und der Fall o/(0) = 0 [43] betrach-
tet. Bei allen diesen Untersuchungen wird stets die Existenz mindestens eines
Paares konjugiert komplexer Eigenwerte vorausgesetzt, die Generalvoraussetzung
der Hopf-Verzweigung. Dagegen ist die in diesem Kapitel betrachtete Verzweigung

b)

strengenommen nur im Falle ¥ = 1 vom Hopf-Typ, fiir £ > 1 verhélt sie sich zwar
sehr &hnlich, erfiillt aber nicht diese entscheidende Voraussetzung.

Wir werden in diesem Kapitel einen Satz tiber die Abzweigung periodischer
Losungen beweisen, der den Hopf’schen Verzweigungssatz als Spezialfall enthélt,
aber J(0) = 0 zulafit. Was an die Stelle von Realteil bzw. Imaginérteil von J(u)
tritt, haben wir am Ende des letzten Kapitels ab Satz 2.14 geklart und einfach
nachzupriifende Bedingungen angegeben (Satz 2.20), die a) (i) und (ii) bzw. b)
entsprechen. Diesen Ersatz fiir a) fassen wir in Definition 3.2 als ”Bedingung A”
zusammen, um ihn nicht standig wiederholen zu miissen.

Dann erklart die Definition 3.3 mit Hilfe von Satz 2.13, wann die Funktion
F(z,p)in DGL (3.1) die Bedingung fiir homogenes Potential erfiillt. Diese Bedin-
gung ist notwendig, um im Satz 3.4 mit Hilfe verallgemeinerter Polarkoordinaten

(rh1(0),7hs(0)), die DGL (3.1) auf die Form
r = R(r,0,u) + o(r'7Fh)
_ (3.6)
0 = O(r0,pn) + ofr'™)
mit R(0,60,0) = 0,0(0,60,0) = 1 zu transformieren. Fiir (3.6) kénnen wir damit
in Bemerkung 3.5 die DGL der Trajektorien aufstellen:

dr  R(r,#0, ol]C A ,

Explizite Formeln fiir die f;(6, 1) gewinnen wir im Satz 3.6 wegen ©(0,6,0) = 1
und Anwendung der geometrischen Reihe.
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Im Satz 3.7 zeigen wir die Konvergenz der sukzessiven Approximationen des
Anfangswertproblems

T=fr0m O =n
d.h. wir kénnen diese Losung als
I—k+1
00 = 3 a6, + o(r ) (3.5)
i=0

schreiben und dann (3.8) in (3.7) einsetzen. Das liefert im Satz 3.8 Formeln fiir die
a;(0, 1), die im Korollar 3.9 an der Stelle § = T" ausgewertet werden. Die beiden
Satze machen die Bedeutung der verallgemeinerten gegeniiber den klassischen
Polarkoordinaten deutlich. Bei Benutzung von (r cos(8),rsin(6)) ist 6 ein trigo-
nometrisches Polynom # 1, was spatestens beim mindestens notwendigen zweiten
Approximationsschritt zu einer praktisch nicht durchfiihrbaren Quadratur fiihrt.
Dasselbe Problem tritt iibrigens auch auf, wenn kein homogenes Potential vor-
liegt.

Im Satz 3.10 rechnen wir nach, daf die Ableitung in g = 0 von a4(T, ) genau
dann # 0 ist wenn eine zu b) dquivalente Bedingung (vgl. Satz 2.20.c) gilt. Diese
formulieren wir dann in Ergdnzung von Bedingung A aus Definition 3.2 in 3.11
als Bedingung B.

Es schlieflen sich in 3.12 und 3.13 zwei Definitionen iiber Generizitat von F'(z,0)
und der Poincaré-Abbildung an, bevor wir in Bemerkung 3.14 und im Satz 3.15,
unter der Voraussetzung Bedingung A+4B, wichtige Eigenschaften dieser Abbil-
dung angeben konnen.

Satz 3.16 ist dann der Hauptsatz dieses Kapitels, der ” Verallgemeinerte Verzwei-
gungssatz von E. Hopf”. Er enthélt den klassischen Satz als Spezialfall, was man
mit Satz 2.20 und Satz 2.16.a leicht sieht. Beim klassischen Satz laufen die Fre-
quenzen der Verzweigungslosungen fiir © — 0 gegen ((0), wihrend sie fiir £ > 1
gegen 0 gehen. Bei der Amplitude gibt es dafiir keine Unterschiede, sie ist im
generischen Fall in erster Naherung ~ \Z/m, also unabhéngig von k.

Bemerkung 3.17 formuliert dann noch Satz 3.16 in Polarkoordinaten und stellt
einen Bezug zu den letzten zwei Kapiteln dieser Arbeit her. In 3.18 schliellich
werden zahlreiche Beispiele ausfiihrlich diskutiert.

3.2 Definition:

Sei  F(z,u) = (Fi(z1,z9, 1), Fo(z1, 29, 1)) € C'(R? x U(0), R?) und
Jk < I mit DF;(0,0,u) =0 i=1,2 a=(a,a) N |a|=0,.,k—1
und sei:

1
Py, 29, p) == Z JDQT‘FL'(O,O,,M) ]t ry? (3.9)
lo|=k
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Dann sagen wir:
F(z,p) erfillt die Bedingung A vom Grad k < [,

genau dann, wenn gilt (vgl. Satz 2.20.a+b):
(1) Ps(cos(¢p),sin(¢),0) cos(p) — Pi(cos(p),sin(p),0) sin(yp) # 0
(<= Py(z1,22,0)z1 — Pi(21,22,0)zy ist definit)

27

i) / 72 P1 (cos(), sin(p), 0) + 32 Pa(cos(¢), sin(p), 0)
P(cos(),sin(¢p), 0) cos(p) — Pi(cos(¢),sin(p), 0) sin(¢)

dp =10

3.3 Definition:

Seien F'(z, p) und Py(z1, 22, 1) @ = 1,2 definiert wie in Definition 3.2 und F(z, p)
erfiille die Bedingung A. Es existieren also insbesondere p;(zy,z2) 7 = 1,..,k
wie im Satz 2.13 mit:

1
Hp, $1,ZE2 P?(l,0,0) (PZ(a:l’xZaO)xl _Pl($17$230)$2>

Dann sagen wir:
F(z,p) erfillt die Bedingung fiir homogenes Potential
genau dann, wenn gilt:

Das lineare, inhomogene Gleichungssystem

2 k k
1 o 1 . a
ZH($1,$2,O)Z])].J 1(551,332) ( H pmm(xl,a:2)> %pj(xl,@).ﬁj —
=1 J:]_ j#m:l i
1 9 P
= B0\ 0)z1—P 0)z2) ( 7 —P 0) + —P: 0
P2(1,0’0)< 5 (71, 9, 0)z1—Pi (21, 29, )962) ((9:61 1 (1, 29, )+8332 o (21, T2, ))
hat fiir 8; € NU {0} j = 1,.., k; Loésungen.

Nach Satz 2.13 existieren dann definite homogene Polynome V' (z1, z2), M(z1, z3)
mit:

0
8—V($1,1172) = M($1,$2)P2(CL’1,$2)
T
(3.10)
0
8—V($1,1172) = —M($1,$2)P1(CL’1,$2)
T2
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3.4 Satz:

Sei F(z, p) = (Fi(z1, 22, 1), Fo(x1, 29, p)) definiert wie in Definition 3.2 und erfiille
die Bedingung A vom Grad k < [ sowie die Bedingung fiir homogenes Potential.
Weiter sei M F;(xq1,xs, 1) := M(z1,22)Fi(z1, 20, 1) 7 = 1,2 mit M(z1,z2) defi-
niert wie in Definition 3.3 und m := ord M (21, z5) der Grad von M (zy,z2).

Dann gilt:
Es existiert eine reguldre Transformation
(21,22) i= H(r,0) = (rhs(6), ks (6)
mit H : R% x [0,T) = R? bzw. h; : [0,T) > R :=1,2, die die DGL
&1 = MF(z, 29, 1)

(3.11)
Ty = MUFs(zq,29,p)

tuberfiihrt in die DGL

ro= R(’I’, 07 M)rk—&-m + O(TH_m)
. (3.12)
9 = 6(7", 07 /’l’)rk-i_m_l + O(’I“H_m_l)

wobei R(r,0,u),0(r,0,u) € Bt (vgl. Definition 1.4) Polynome in r vom Grad
[ — k Vp sind mit

I+m

1
R(r,0,p) =signV ), —DI (MFi(0,0, 1) (0)— MF5(0,0, )1, (0) ) ™ (0) g (0)rtot =0+
|o|=k+mn
I4+m 1
O(r,0, 1) i=signV Y —D7(MPF;(0,0, p)hi(6)~ MFy(0,0, 1)ha(6) | A (9) 5 (6)r1*~ 4+
a!
|a|=k+m
fur die V8 € [0,T] gilt:
R(0,6,0) =0 ©(0,6,0) =1 (3.13)
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Beweis:

Da F(z,u) die Bedingung A vom Grad k und die Bedingung fiir homogenes
Potential erfiillt (vgl. Definitionen 3.2 und 3.3), existiert ein definites homogenes
Polynom V(z1,5) vom Grad m + k + 1 mit

(9 1 «@ a0
8—$1V($1,$2) = M(xl’$2)|a2_:k JDTFQ(O,O,O) 1" To
(3.14)
0 1
—V = M —D*F,(0.0.0 a0
Oz (z1,22) (z1,2) |a2::k ol e 1(0,0,0) 21* x5
was aus Formel (3.10) mit Formel (3.9) folgt.
Die Losung der Anfangswertaufgabe (vgl. Satz 2.14)
, 0
r, = —8—262V($1,1132)
(3.15)
, 0
Lo = 8—:C1V(ml’m2)

1
k+m+\1/(k +m + 1)|V(1’ O)|

z1(0) = z2(0) =0

sei h := (h1, hy). Sie ist periodisch mit kleinster Periode 7" > 0.

Definiere:

H(r,0) := (rhi(0),rhe(0)) r>0,0€[0,T).

Die Jakobideterminante von H(r,#) lautet:

hi(6) rhy(0)
( ) = rhi(0)hy(6) — rha(0)H,(0) =
ha(0) Thy(0)

(2.24)

= 7 (Vo (R1(0), ho(0))1n (0) + Vi (h1(0), hs(0))Ra(60)) "2 #(kbmA-1)V (a(0), ha(9)) =

= r(k+m+1)V (h1(0), h2(0)) = r(k—i—m—i—l)V( pE—T +;+ O 0) =

1 (k+m+1)
_ > =7 Signv
+m+\)/(k +m+ 1)|V(17 O)|

=r(k+m+1)V(1,0) (
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Wir vermerken noch, dafl aus aus dem eben Gezeigten gefolgert werden kann:

signV’
V(hi(0), he(0)) = ————— 3.16
(l()v 2()) (k—i—m—l—l) ( )
Die Inverse der Jakobimatrix von H(r,0) lautet:
signV’ ( rhy(0)  —rhi(0) ) (3.17)
T\ ha(0) ha(0)

Setzen wir nun die Transformation (z1,z2) = H(r,0) in die Gleichung (3.11) ein,
erhalten wir:

{tl = rh1(0)+rh’1(9)9 = MFl(T‘]'Ll(Q),T‘]'Lg(Q),IM)
(3.18)

2-’32 = Th2(0)+7°hl2(0)9 == MFQ(rhl(G),rhg(G),ﬂ)

Multiplizieren wir die Gleichung (3.18) mit der Inversen der Jakobimatrix (3.17)
ergibt sich:

;o= Sigfv(MFl(rhl(Q),rh2(8),u)h;(@)—MFz(rhl(G),rhz(ﬁ),u)h’l(ﬁ))r
. signV B
b= = (MFg(rhl(G),rhg(Q),u)hl(é) MFl(rhl(G),rhz(G),,u)hz(e))

Taylor-Approximation nach Potenzen von r ergibt

r = R(r,0,p)r*™™ 4+ o(rtt™)

0 = O(r,0, w)r*m=1 4 o(rttm=1)
mit
I+m 1
R(r,0,p) = signV ) _,Dg(MFl(OaO,#)hlz(g)_MFQ(O,0,/L)h'l(ﬁ))hi‘l(H)hg‘z(H)rM_(Hm)
al

|| =k+m

+m
: 1 [e4 [e4) (5] x|—(kRTm
O(r,0,1n) =signV > D (MFy(0,0,1)hs(0)~MF;(0,0, u)ha(0) )" (6) 3 ()rlt=+
|a|=k+m
Damit ergibt sich wegen Satz 2.14 und Satz 1.5.d+e:

R(r,0,p),0(r,0, 1) € Pr
Weiter gilt:

1
R(0,0,0) =signV 3" =D (MFi(0,0,0)(0)~MF5(0,0,0)1(0) ) A5 (9)h5* (0) =
(8%

|a|l=k+m
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O oy ( Y (1a(0), ha(O)(0) = 5V (s (0), h2<0)>h;<9>) -
= signV/ (-%V(hlw),h2(9))aimv(h1(9),h2(9)) +
+ %V(hl(e),hz(e))%V(hl(ﬁ),h2(9))> =0 V0 €[0,T]

Analog sieht man:

©(0,6,0) = signV Y 503(—1\4}71(0,0,0)h2(9)+MF2(0,O,O)hl(e))hg‘l(e)hgzw):

|ee|=k+m

1) oy (a%v<h1<e>, () (6) + 5V (11(0), h2(9))h2(0)) =

signV
E4+m+1

3.16)

2 signV (k+m 1)V (h(6), ha(6)) "= signV (k-+m-+1) =1 veeh]

3.5 Bemerkung:

Wegen ©(0,6,0) = 1 kann man Konstanten 0 < ¢ < 1, R; > 0, m; > 0 finden,
so daf VO € [0,T], Vr < Ry, 0 < |p| < my gilt:

0(r,0, 1)

T.k—‘,—m—l -1

= ‘@(r,@,,u) + o(rl_kH) — 1| <c<lee1-c< |®(r,9,u) + o(rl_k+1)| < l+c

Daher konnen wir mit Satz 1.12

dr 7(r,0,u)  R(r,0,p) +o(r'™1)
g é(r,g,u) —O(r, 0, 1) + o(ri=k+1) r=:f(r,0,p) (3.19)

bilden und damit # als neue unabhangige Variable einfiihren.

Gleichzeitig lafit sich die Formel fiir die geometrische Reihe anwenden, um f(r, 8, u)
explizit zu bestimmen.
Die Taylorapproximation von f(r,8, 1) bzgl. r lautet:

I—k+1

f(r,0,pn) = Z f,i(9,,u)ri + o(rl_kH) (3.20)

1=0

Fiir diese f;(6, i) gilt folgender Satz:
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3.6 Satz:

Seien Fi(z1,x2,p) ¢ = 1,2 definiert wie in Definition 3.2, V(z1,z2), M(z1,22)
wie in Definition 3.3, M F;(z1, za, ), h;(6) @ = 1,2 wie im Satz 3.4 bzw. (3.15)
und f(r,0,u) sowie f;(0,n) ¢ =0,.,0 — k+ 1 definiert wie in Bemerkung 3.5.

Dann gilt:
a) fo(0,u) =0
Z %Df (FI(O,O, M)hlz(e) — FZ(O’ O,,u)h/l(e))h?l (G)hgz (9)
b) f1(0, ) = |ex|=F :
|§_:k JDS (Fz(O,O, p)h1(0) — F1(0, O,M)hQ(G))h?l(g)hgz(e)

3 %ij (Fl(O, 0, u)hy(6) — F»(0,0, u)h&(ﬁ)) hy (0)h3* ()
| =nth

C) erJrl(e,/'[’) = . N
3 %D;} (Fz(o,o,ﬂ)hl(e) — F4(0,0, u)hz(f)))h?lw)hé’z(@)
la|=k

n Z iDg <F2(0,O,,M)h1(9) - Fl(0,0,M)hz(e))h?l(a)hgz(e)
N Z fv(@, /vb) ‘0‘|=n+k+11_7:

=1 Z JD? (F2(0707 p)ha(60) — Fl(O,O,M)h2(0)>h‘f1(9)h§“2(9)
o=k
speziell:

d) f1(6,0)=0
= 202 (Fi(0,0,0044(6) — (0,0, 0084 (6) ) ™ (6)h5* (0

) f2(6,0) = —
> D (FQ(O,O, 0)1(8) — F(0, O,O)hQ(G))hll(G)h22(9)
o=k
S LDz (F(0,0,00k5(0) — Fs(0,0,0)8(0)) 5 ()5 (0)

f) f2(6,0) = — -

Y. =D (FQ(o,o, 0)h1(6) — Fy(0, O,O)hQ(e))hll(e)h2~(9)

o=k
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S 0 (F(0,0,00h1(6) — Fi(0,0,0)h(6) ) 5™ (6)A5* (9

_f2(050) 1

— D2 (F2(0,0,0)k1(6) — F1(0,0,0)hs(0) ) i (6)5°(0)

. 0 1 ' 1 o @
= Slgl’lV@ Z JD: (MFl(O, 0, /,I,)hz(e)—MFg(O, O, ,u)hl(Q))hll (0)]’1,22 (9)
k+m

p=0

0 1, ’ ’ o .
% |;k JD% (Fl(()?O,#)hZ(g) - FZ(Oa O,M)hl(e))hl (Q)hz (9)

> %Dg (F2(o,o,0)h1(9) — F1(0,0, O)hz(é))hi”(@)h?z(@)

|| =k

Im Falle M(z1,22) =1 sind die Nenner =1 in e),f) und g).

p=0

Pr i gerade I—k+1

h) £(6, 1) e{ also > filbu)r € Py
=0

PF ¢ ungerade

wahlt man r und |g| nur hinreichend klein.

Beweis:

Um Schreibarbeit zu sparen, definieren wir:

Ik
O(r,0,u) = Zci(H,p)ri (3.21)
i=0
Nach Voraussetzung gilt (vgl. Bemerkung 3.5):
I—k+1 -
i - R(r,0,p) + o(r™*)
(0. 1) hiny 2 MG, 3.22
; fi@, )" + ofr ) O(r,0, 1) + o(rl k1) T ( )

Setzt man r = 0 in (3.22), verschwindet die rechte Seite der Gleichung identisch,
links bleibt nur fy(6, 1) stehen. Damit gilt a).

Weiter ist zu (3.22) dquivalent:

—k+1

(00,0, ) 0 ™1)) (30 S0, " + o)) = B0, )+ o7
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—
I—k+1 I—k+1

co(0, 1) Zfﬁ,ur +2019M Zfeur + o(r* Yy = R(r, 0, w)r + o(r' )

—
I—k+1

k1 el

co(0, 1) Z £i(0,m)r* +o(r'F1) = R(r,0, p)r Z (Z ci—i(0, 1) 1;(6 u))ri—l—o(rl*k“)
=1 =2 j=1

=

Z fi(0, p)r* 4 o(r=H1) = CO(g, " (R( Z (Z Cimiv1(6, 1) f;(6 /«6)> )+O(rl—k+1)

i=1

Wegen (vgl. Satz 3.4)

I+m
. 1 «a «a al—(k+m
R(no,p)=signV S D2 (ME (0,0, (0)-MFy(0,0,u)ks(6) ) A (6)h ) i 4+

||=k+m

folgt durch Koeffizientenvergleich bei r! die Behauptung b):

Fi0,1) = 28V SN LD (MF(0,0, )8 (6)~ MEs(0,0, ki (6)) ™ (0)05 (6) =

CO (97 Iu’) |(y‘:k+m O{’

Z %D? (Fl(ovovlvb)h’2<9) - FZ(O, O’ M)hll(g))h?l (G)hgtz (0)
=

- 1
= =D (Fa(0,0,m)hs(6) = Fi(0,0, w)hs(0) ) " (9)h5* (6)
|| =k ’
wobei die letzte Gleichung aus (vgl. Satz 3.4 und (3.21))

3 1 (84 (84 (6%
ci(0,u) =signV ) P (MF2(0, U,M)hl(e)—MFl(O,O,#)h2(9))h11(9)h2'(9)
|o|=k4m+i

und kiirzen durch M (hy(8), ho(6))signV entsteht.

c) zeigt man analog b) durch Koeffizientenvergleich bei r™*1.

d),e) und f) folgen durch Anwenden der Rekursionsformel in c) an der Stelle
pu=0.

g) Wir differenzieren fi(6,p) nach g in g = 0 unter Beriicksichtigung der er-
sten Formel fiir f;(6, 1) im Beweis von b), ¢¢(#,0) = 1 und R(0,6,0) = 0:

0
%fl(enu) =

#=0
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0 signV 1 o ' ! o a2 —
- %CO(Q;N) | |§l_ aDw (MFl(O,O,M)hZ(Q) - MFZ(Ovovﬂ)hl(0)>hl (9)h2 (9) -

#=0

0
8_00(9’ M)

(0, 1)

p=0

—signV’ -0+

. a ]- o4 ! ! @1 a2
+ signV -1 = ;H — D2 (MF1(0,0, p)h(6) — MF5(0,0, 1)k} (6) ) i (6) ks (6)

M a 1 ! ! (84 (0%
= signV = 37— D (ME(0,0, k() - ME (0,0, )R (6) ) b5 (0)157(0)

al

#=0

|a|=k+m u=0

% Z %Dg <F1<07 Onu)hlZ(e) - Fz(0,0,,u)h'l (9))h‘13‘1 (g)htzxz(e)
| =k
Z iD? (Fz(0,0, 0)h1(0) — F1(0, 0,0)hz(g))htf:l(e)hgzw)

|| =F

#=0

was aus (vgl. Satz 3.4)
L=signV Y D% (MEY0,0,0)1(6) - MEL(0,0,0)h(6) ) K (0)h52(6) =
= 818 ol 2{Y%, Y, 1 1\Y, Y, 2 1 9
|at|=k+m
1
i
>~ D2 (F(0,0,0)h(8) — F1(0,0,0)hs(0) ) 5 (6)5*(6)

|ee|=F

= M(hi(0), ha(6))signV =

folgt.

Falls M(z1,22) = 1 folgt mit ©(0,0,0) = 1, dafl die Nenner = 1 sind in e),f)
und g).

h) In Satz 3.4 wurde gezeigt:

R R
R(r,0,u), O(r,0, 1) € P mit ©(0,0,0)=1=2 o € %r = o €¥r

Mit (3.22) und Definition 1.4 folgt die Behauptung.

3.7 Satz:

Seien f(r,8,u), f;(0, 1), R1,m; definiert wie in Bemerkung 3.5.
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Dann gilt:

Es existieren Konstanten Rs,ms mit 0 < Ry < Ry und 0 < msy < my, so daf} die
Folge

9
Thil = To +/f (Pny 0y 1) (3.23)
0

1
falls 0 < 7y < §R2 gilt, gleichméBig in 6 € [0,7] und u € [—ma, ms] gegen die
Losung (6, 1) der Integralgleichung

0
=T0+/fT90M (3.24)
0
bzw. gegen die Losung des Anfangswertproblems
dr
20 = f(r,0,pn) r(0, ) =7 (3.25)
konvergiert.
Beweis:

Wegen (3.20) und Satz 3.6.a+d gilt

9
or

Daher existieren Konstanten Ry < Ry, ms < mq mit

£(0,6,0)=0 V0 € [0, 27]

max  max
T€[0,R2] p€[—mz,ms]

0 1
Ef(rvenu’)‘ < ﬁ Vo € [0727T]

Seien weiter:
9
=7y +/f (ry 0, 1) Ji:=10,T] x [-my,+ms] B :=C"(J},[0, Ry])
0

Dann ist B, versehen mit der Maximumsnorm, ein Banachraum.

Wir wollen jetzt den Banach’ schen Fixpunktsatz auf I anwenden. Dazu miissen
wir zeigen:

a) I(B)C B

b) [[I(r) = I(s)l[ < qllr = sll ¢ <1 Vr,s€B
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Wir zeigen zunéachst a).

Sei also 7 € B beliebig vorgegeben. Man beachte, dafi aus (3.20) und Satz 3.6.a
f(0,6, u) =0 folgt.

Damit gilt:
0

[ ]
()] = |ro+ / F(ry 0, 1) diol < [rol+ / (o, )] dip = rot / (s )= (0, 0, )| dp <
0 1]

0

0

1 1 1
< |y = < - — <
_7‘0+/2T|7‘ O| ng < 2R2+ 2T||7‘||T 2R2+ 2R2 Rg
0

Bilden wir das Maximum von |I(r)| folgt
()]l < R

also I(r) € B, woraus a) folgt.

Der Nachweis fiir b), da8 I Kontraktion ist, geht d&hnlich wie in a):
Seien 7, s € B beliebig vorgegeben.
Dann gilt:

0

[4
1 1 1
< [ —|r— < —||r=s||T < =||r—
< [1trom=Fsemlde < [ grir=slde < rllr=s|iT < 5llr=sl
0 0

Bilden wir das Maximum von |I(r) — I(s)| folgt b):

1
1£(r) = L(s)I] < S Ir — ]

Damit konnen wir den Banach’schen Fixpunktsatz anwenden und erhalten die
Behauptung.

3.8 Satz:
Sei
l—k+1
r@) =t 3 aifp)r + o) (3.26)
=0

die Losung aus Satz 3.7. Die f;(6,u) seien wie in Bemerkung 3.5 definiert und
o) = (o, a) € (N\ {0})’

Dann gilt:
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a) ag(6,n) =0

b) a1(6, ) =1+/f1(<p,#)a1(90,u) dy

c) ai(f,p) = /i:fj(so,ﬂ) ( H%gp(%#)) dp i2>2
=1 |ad)

speziell:

d) a:(0,0) = 1

0

&) as(6,0) = / fa(,0) dio

0

f) a3(9»0)=/f3(90,0) de + (/fz(so,ﬂ) d@)
g) a4(6,0) Z/ﬁl(%o) de + (/fz(%o) dso) +3 (/fz(so,o) dso) (/fa(so,o) dw) -

0 0

(/ )(/h /ﬁ¢0d¢da

+/ﬁwm(/m¢mw0dw+< )
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+2 ( /9 f2(p,0) dso) ( /o falp,0) dso) +2 /9 fa(e,0)( / f2(,0) v ) dy

0 0 0

0

[
0
k) @al((’,u) = %/fl(so,u) dy
0

n=0 n=0

Beweis:

a) Da fiir den Anfangswert 1o = 0 r(6,u) = 0 Lésung von (3.25) ist, folgt
ao(8, 1) = 0.

b) Wir setzen r(6, 1) in die Integralgleichung (3.24) ein und erhalten:

—k+1 A 0 I—k+1 I—k+1 . %
Z ai(G, M)T(L) =Ty + / Z fz(907 :u) ( Z aj; (9, /j,)?“é) =
0 =1

=1 j=1

=7’0+/ > (ij(%M) ( > Haa;’p(%ﬂ))) g

Koefhizientenvergleich bei 7 ergibt:
0

ar(f,p) =1 + /fl(so,ﬂ)al(so,u) dy (3.27)

c) Koeflizientenvergleich bei r§ i > 2 ergibt:

0

a;(0, i) :/i:fj(@,ﬂ) ( > H%g»(%#)) de

0 J |(y(1)‘:7 n=1

d) Im Falle 1 = 0 liefert (3.27) wegen 3.6.d: a,(6,0) = 1.

e) Mit b),c) und d) erhélt man:

0 0
a2(0,0) = [ fa(,0)ai(¢,0) dp = [ fo(,0) do
/ /
f) Mit b),c),d) und e) erhalt man:
0 0 9 @
a3(050) = 2f2(9050)a2((1070)+f3((1070) dSO = f3(9070) d90+ 2f2(9070) f2(¢70) d¢ dSO =
! oo o
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0
g) Mit b),c),d),e) und f) erhalt man:

0

aq(6,0) = /fz(soaﬂ) (ai(%O) + 2@3(%0)) + 3f3(0,0)aa(p,0) + fa(,0) dp =

0

/efggoo dg0+</ ,O)algo)2

0 0

~ [ fe0)dp+ /fz(w,ﬂ)(jfz(¢,0) a) dp+ 2jfz(w,0)(jf3(¢,0) a) dp +

0s(6,0) = [ 202(6,0) (as(,0)+as(,0)as(0,0))+3/5(.0) (as(,0)+a3(,0)) +

+4 fa(p,0)az(p,0)+f5(p,0) dp =

=0/9f5(90,0) dw+2jf2(¢,0)(jf4(¢,0>d¢) dso+20/9f( )(ffz(¢,0> a)’ dp +

+6 /6 f2l,0)( / £2(,0) dv) ( / fo(,0) dv) dp — 2 /@ f2l,0)( ffzw,m jf3<x, 0) dx i) dp +
+20/6fz(¢,0)(ffz(¢,0) ) (Offsw,m ) d90+20/9f C 0)(jfz<¢,0> ay) do +
+3jfs(w,0)(ff(¢ 0>dw)dso+30/9 /fmow) dp +
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@

+3/9f3 j fa(v, 0)d¢) d90+4/9f4(90,0)(/f2(¢,0)d¢) dp =

e
(joe) s
oot o +3fnn)
—M(!hm )(/ﬁ% ®>+2/ﬁw,l/h% @)

k) Wir differenzieren 3.8.b nach p in p = 0:

0

9] b 0
@al(&u) D) 0 +%/f1(s0,ﬂ)a1(%u) de| =
1=0 0 p=0

0 5 gg(}
- [ 5ot p.0)+ hilp,0)za(p)|  dp L
0 #=0 #=0

[ a a [

/ a_ = / iy, 1) do

0 p=0 0 =0

3.9 Korollar:

Seien f;(6, 1) i =1,..,l—k+1 wie in Bemerkung 3.5 und a,;(6, ) i =1,..,1—k+1
wie im Satz 3.8 definiert.

Dann gilt:
a) a1(7,0)=1
b) ax(T,0) =0
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T

¢) as(T,0) = / £4(6,0) do

0

Weiter gilt, falls a3(T,0) = 0:

d) as(T,0) =0
) as(T,0) = /f5<9,0) 46+ /f4<e,o>( / o, 0) dp) O + /f3<e,o>( / o, 0) dp) o
0 o] = o [ . a

Beweis:

a) Folgt aus Satz 3.8.d.

b) Aus Satz 3.6.h folgt fo(6,) € Pz und mit Satz 1.3.f sowie Satz 3.8.e die
Behauptung.

c) Folgt aus b) und Satz 3.8.1.

d) Aus Satz 3.6.h folgt f4(6,u) € Pr. Mit Satz 3.8.g, Satz 1.3.f, b), a3(7,0) =0
und Satz 1.3.k folgt die Behauptung.

e) Folgt wie d) aus Satz 3.8.h.
f) Folgt aus Satz 3.8.k.

3.10 Satz:

Seien F(z, p), Py(z1, 22, ) ¢ = 1,2 definiert wie in Definition 3.2. F(z, u) erfiille
die Bedingung A und die Bedingung fiir homogenes Potential. M (z1,z2), V (21, z2)
seien definiert wie in Definition 3.3, M F;(z1,z2, 1), h;(0) i = 1,2 wie im Satz 3.4
bzw. (3.15), f1(0, 1) wie in Bemerkung 3.5 und a4 (0, p) wie im Satz 3.8. Definiere
dann noch M P;(zy,xa, ) := M(z1,22)Pi(z1, 22, ) 1 = 1,2 und

T = {(m(6),h2(9)) | 0 € 0, 7]}

Dann gilt:
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ga (T, 1) _ i? _Pl COS(SO),Sin(SO) M) t 5, Pz(COS(go),sin(go),M)
ou - d / (cos(y),sin(p), ) cos(p) — Py(cos(p),sin(y), ) sin(p)
Beweis:

Wir zeigen zunéchst drei niitzliche Beziehungen:

T
. 1 (07 1 a2 (39
() [ D = Dz(MF(0,0, )hs(6)~MFy(0,0, u)k}(9) ) 5™ (0)h5?(9) d 2
0 lal=k+m )

= /MPl(hl(g),hz(g)a#)hlz(g)—M%(hl(@),hz(G),u)h'l(é)) df = %(—MPQ, MP,)dl 2

r

2T

_ signV {)?TlMPl(cos(go), sin(p), p) + %MPQ(COS((,D), sin(¢), u)

- m+k+1) MPy(cos(p),sin(y),0) cos(p) — M Pi(cos(ip),sin(¢p),0) sin(y)
0

w 2 5o, M Pi(cos(p),sin(¢), u) + 52, M Py(cos(yp),sin(¢), p) _
Op M Ps(cos(), sin(y), 0) cos(¢) — M Py(cos(¢), sin(y), 0) sin(¢p) L N
2 %MPl(cos(go), sin(p), p) + %M%(cos(gp), sin(p), 1)
Op M Py(cos(y), sin(p), ) cos(¢) — M Py(cos(p),sin(y), ) sin(ep) 0

Dies folgt aus der Quotientenregel, angewandt auf den zweiten Bruch unter
Berticksichtigung von %M.Pl(xl,@,O) + %M.Pz(xl,@,O) = 0, was wiederum
durch Differentiation aus (2.26) folgt. )

2m . .
%MPI(COS(QO)a Sln(@)a M) + %M[E(COS(QO), SIH(SO)’ :u) d 2.2._h+i

" /. MPy(cos(p),sin(¢), p) cos(ip) — M Pr(cos(ip), sin(p), ) sin(¢) c

~—

M Py(cos(p), sin(yp), ) cos(p) + MPy(cos(yp), sin(e), p) sin(p

2.h



2w . .
 mA k41 / 5a; P1(cos(p), sin(p), 1) + 5,7 Po(cos(p) sin(p),p)
N Py(cos ?

k+1 (¢),sin(g), ) cos(p) — Pi(cos(¢p),sin(p), 1) sin(p)

Damit erhalt man:

@al(Ta /“L)

= signV - / 3 —Da MF1 0,0, 1)k (6) — MFZ(o,o,u)h;(e))h$l(9)hgz(9) a|

|ee|= k—l—m u=0

1 ooy MPi(cos(p), sin(p), 1) + g5 MPa(cos(p), sin(p), )
m+k+1 au MPZ cos(go), sin(¢), 0) cos(p) — M P (cos(¢),sin(¢), 0) sin(¢p)

27

1 / 8 gy MPi(cos(g),sin(g), i) + 52, M Py(cos(p), sin(p), p)
m+k+1 / Op M Py(cos(yp), sin(¢p), 0) cos(¢) — M Py(cos(y), sin(p), 0) sin(y) ;

) ;73 = M Pi(cos(¢), sin(¢), 1) + 5= M Ps(cos(¢), sin(¢), 1)
- mAk+1) OuMPy(cos(p);sin(p), u) cos(p) — MPi(cos(p),sin(¢), u)sin(p) | _

1 a2 M Py(cos(), sin(p), i) + g2 M Ps(cos(), sin(), )
m+k+1 au M Py(cos(p),sin(p), u) cos(p) — M Pi(cos(p),sin(p), p) sin(¢p)

27

1 g/ %Pl(COS(SO),SiH(SO),M) + %Pg(cos(go),sin(go),ﬂ)
k41 p /. Pa(cos(p), sin(p), ) cos(p) — Pa(cos(¢), sin(p), ) sin(¢)

dep

p=0

3.11 Definition:

Seien F'(z, 1) und P;(zy1,x2, 1) ¢ = 1,2 definiert wie in Definition 3.2 und F(z, p)
erfiille die Bedingung A.

Dann sagen wir:

F(z, p) erfillt die Bedingung B (vgl. Bemerkung 3.1.b)
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genau dann, wenn gilt:

2 , . S .
d 5oz Pi(cos(p), sin(p), 1) + g2 Pa(cos(),sin(p), p)

dp ) Pa(cos(e),sin(p), ) cos(p) — Pr(cos(p), sin(p), u) sin(e)

£ 0

p=0

3.12 Definition:

Sei F(z, p) definiert wie in Definition 3.2 und erfiille die Bedingung A (vgl. De-
finition 3.2). Weiter seien die a,(0, ) definiert wie im Satz 3.8.
Dann nennen wir F(z, p)

a) generisch, wenn a3(7,0) # 0

b) degeneriert vom Gradn > 1, wenn a,(7,0) =0 i < n+2abera, 5(7,0) #0

c) vollig degeneriert, wenn fiir alle existenten a;(0, 1) gilt: a;(T,0) = 0.

3.13 Definition:

Sei F(z,p) definiert wie in Definition 3.2 mit den Eigenschaften von Satz 3.4,
erfiille also die Bedingung A und die Bedingung fiir homogenes Potential. Weiter
seien die a;(6, 1) definiert wie im Satz 3.8.

Dann definiert man durch (beachte (3.26), Satz 3.8.a und (3.24))

0o ) = r(To) — (0 ) = 3 as(To)ry — 70 + o(rh )

=1

fiir |p|, 7o hinreichend klein die Poincaré-Abbildung der DGL (3.1) bzgl. der po-
sitiven z;-Achse.

3.14 Bemerkung:

Hat F(z, p) die Eigenschaften wie im Satz 3.4 und ist nicht v6llig degeneriert, so
kann man die Stabilitdtseigenschaften des stationdren Punktes im Ursprung der
DGL

& = F(z,0) (3.28)

am Vorzeichen von a,,3(7,0) ablesen. Denn es gilt offensichtlich

ant3(T,0) <0 (>0) — [1(r,0) <0 (> 0)
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wahlt man ry nur hinreichend klein.
Also ist der stationdre Punkt im Ursprung der DGL (3.28)
asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch stabil) <= a,,3(7,0) < 0 (> 0).

3.15 Satz:

Sei F(z, p) definiert wie in Definition 3.2, erfiille weiter die Bedingungen A und
B sowie fiir homogenes Potential und sei nicht vo6llig degeneriert.

Dann gilt:

Es existiert gy > 0, so dafl entweder fiir p € (0, ) oder p € (—p,0) genau
eine Nullstelle

.| Zay(T,
ro(p) = "K/ 5i(0) pt o "R/ |ul)

- An+3 (Ta O)
der Poincaré-Abbildung II(ry, 1) existiert.
Diese Nullstelle ist anziehend (abstoend), falls sign (an+3(T, O)) <0 (> 0) gilt.

Beweis:

Wir suchen Nullstellen der Poincaré-Abbildung, es muf also gelten:
I—k+1 , )
[(ro,p) = X alT,p)ry —ro + o(rg ™) =0 (3.29)

i=1

Wir entwickeln (3.29) bis zur ersten Ordnung in g und benutzen Satz 3.9:

0
#@M(T;O)To + an+3(T=O)T(?+3 + o(|p|ro) + 0(7’(1)1+3) =0

Kiirzen durch ry ergibt:

0
pgr(T0) + ass (L0 + oflul) + o) =0 (3.30)

Nach Voraussetzung gilt:

%al(T, 0) #0# a,+3(7,0) <= sign (,u%al(T,O)anJrg(T,O)) #0

5}
Sei jetzt sign </La—lual(T, 0)a,+3(7, O)) =1.

Dann gilt ,u%al(T, 0) + @, 1375 > 0 bzw. < 0 und die Poincaré-Abbildung hat
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wegen (3.30) fiir |u, o hinreichend klein keine Nullstelle.

0
Sei jetzt sign <ua—lua1(T, 0)a,+3(7, 0)) = —1.

Dann fithren wir

0
an+3(T, O) n+2 n+</ 3_Nal(T7 0)
= AT e g e = RS 3.31

/,Lai‘u(Il(T, 0) 0 0 a'nJrS(T)O M( ) ( )

als neue Variable ein. Setzen wir (3.31) in (3.30) ein ergibt sich

i(11 T,O
ug—ﬂal(T,O) + au43(T0) (—% p(l —@)) + o|ul "R/ 1ul) =0

oder ausmultipliziert, zusammengefafit und durch p gekitirzt:

%al(T,O) o+ o "/p]) =0 (3.32)

Auf (3.32) kénnen wir jetzt den Satz iiber die implizite Funktion in (g = 0, o = 0)

anwenden und erhalten das eindeutig bestimmte o(u) ~ o "%/|x|) und damit
auch, wegen (3.31)

9 04(T,0
= B i 839

Qi3 )

die eindeutig bestimmte Nullstelle der Poincaré-Abbildung, wahlt man |u|, 7o
hinreichend klein.

Um festzustellen, ob ry(u) anziehend oder abstoffend ist, differenzieren wir die
Poincaré Abbildung nach ry, setzen (3.33) ein und erhalten

0
a_ (TO,/L) =
Iy 7o (p)
3 (T 0) n+2
a n+2 0_a1 ?
= p—as(T,0 3)ans3(T, 0 T e _
s (1,0) + (0 +3)a,5(7,0) \/ L n ol /Tl

_ _<n+z>M%al<T,o> + oflul) # 0

wahlt man |p| hinreichend klein.

Weiter gilt wegen
. 0
sign (,u%al(T, 0)an3(T, 0)) =—1
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die Gleichung

Sign<a% [T(ro(w), w)

woraus die Behauptung folgt.

) = sign (an+3(T, 0)) (3.34)

o (p)

3.16 Satz:

Sei F(z,p) = (Fi(z1, 32, 1), Fo(z1, T2, 1)) € CH2(R2x U(0),R), ! > 1 nicht véllig
degeneriert und 3k <[ mit D2F;(0,0,p4) =0i=1,2 |a| =0,... k — 1 a € \?

D(X
Fir Pz, 20, 1) = Z ?TFi(0,0,/L)a?(flxgz i = 1,2 gelte: (vgl. Bemerkung 3.1)
=k

a) (i) Pa(cos(),sin(¢), 1) cos(p)—Pi(cos(p), sin(p), ) cos(p) | _# 0

i) 7r a0 Pi(cos(p),sin(p), ) + 52 Pa(cos(p), sin(p), ) . 0
Py(cos(), sin(p), ) cos(i2) — Pi(cos(¢), sin(w), u)sin(p) .
d i %Pl(cos(go),sin(w),y)—i—%PZ(Cos(go).sin(@),/L) B
) o | Pt ) eole) ot st ) i) T

Dann gilt:
Vom stationdren Punkt im Ursprung der DGL (3.1)
&= F(z,pn)

zweigt in p = 0 genau eine einparametrische Schar periodischer Losungen ab und

zwar (vgl. (3.34)) entweder fiir g > 0, falls der Ursprung der DGL (3.28)
& = F(z,0)

asymptotisch stabil [bei Zeitumkehr asymptotisch stabil] ist und X > 0 [N < 0]
gilt oder fiir p < 0, falls der Ursprung der DGL (3.28) asymptotisch stabil [bei
Zeitumkehr asymptotisch stabil] ist und X < 0 [N > 0] gilt.

Diese Schar periodischer Losungen ist asymptotisch orbital stabil [bei Zeitumkehr
asymptotisch stabil] falls sign(u)sign(X) =[#] sign(Pez1 — Pyzs) gilt und dreht
sich in mathematisch positiver Richtung um den Ursprung, falls sign(Pyz; —
Pyz5) > 0 gilt, sonst umgekehrt.
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Fiir die Amplitude A(p) und die Periode T'(p) gilt:

1k
A(p) = /Tl (1+0("R/Jul)) T(w) ~ ("%/1ul)  (1+0("%/1uD)
mit n = Degenerationsgrad von F(z, p1).

Beweis:

Wir miissen nur noch die Aussage fiir 7'(u) beweisen, der Rest folgt aus Satz
3.15 mit Bemerkung 3.14. Da also F(x1,2s, ) die Bedingung A vom Grad k
erfiillt, gilt fiir 6:

6 = (Py(cos(p), sin(w), 0) cos(p)—Pi(cos (), sin(), 0) sin(p) )r*~* + O(|ulr* ) +O(r")
Weiter gilt r(u) ~ "/|u|, damit ergibt sich fiir 6:
do

(L+0(/1iD)

b~ (/) (10 = dt~

(%)

Integration ergibt jetzt wegen

6+o«%f))(sz)O+OV%F))

()

die Behauptung.

3.17 Bemerkung:

Um einen Bezug zu den den zwei folgenden Kapiteln herzustellen, formulieren wir
die Bedingungen von Satz 3.16 auch fiir Gleichung (3.4) und in Polarkoordinaten.

1) Mit Gleichung
Pi(@1, 25, p) = Qi(z1,2) + pgi(z1,22) + O(p?) i=1,2 (3.35)
lauten die Bedingungen im Satz 3.16
a) (i) Qa(cos(p),sin(p)) cos(p) — Q1(cos(p),sin(y)) sin(p) # 0

i) e Q1(cos(p),sin()) + 52=-Qa(cos(), sin(p)) Jo —0
/' @a(cos(ip), sin()) cos() — Qu(cos(p),sin(y))sin(p) **
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27

) [ leesehinle) et sine)) — (o) n(eNOess(p)sne) o,
Qs (cos(),sin(ip)) cos() — Qulcos(sp), sin()) sin())’

0

bzw. falls die Integrabilitdtsbedingung fiir die Q;(z,z2) 7 = 1,2 erfiillt ist:

dp #0

/ ql cos(p),sin(p)) + aiq (cos(¢p), sin(yp))
Q2 cos(p), sin(y)) cos(p) — Q1(cos(p),sin(¢p)) sin(y)

Bedingung b) folgt mit Hilfe der letzten Gleichung in Satz 3.10 (iii), (3.35) und
Differentiation nach p. Fir den Zahler des Integranden gilt damit:

(Qg cos(p)—Q1 sin(go)) (q1 cos(p)+q2 sin(go)) — (Q1 cos(p)+q2 sin(go)) (q2 cos(p)—q sin(go)) =

= ¢1Q5( cos®(p)+sin®(¢)) —g2Q1 (sin’ () +cos?(9)) +(—q1Q1+g2Q2+q1Q1—g2Q>) sin(¢p) cos(p) =
= g1 (cos(p), sin(p))Qa(cos(¢), sin())—ga(cos(y), sin(p))Q1(cos(¢), sin(p))

Bedingung b’) folgt mit (3.35) und ebenfalls Differentiation nach p. Fiir den
Zéhler des Integranden gilt hier

5}

(Q2 cos(p)—Qn sin(yp)) (ailql-i-a 2<]2) - (%Ql-l-ai@Qz) (g2 cos(p)—q1 sin(y)) =

10, 0
= (Q2 cos(p) — Q1 sin(go)) (8—931‘]1 + 8—:1:9(]2)

was aus der Integrabilititsbedingung %Ql(a:l,xz) + %Qz(a:l,@) = 0 folgt.
Kiirzen durch den ersten Faktor ergibt die Behauptung.

2) Definieren wir (wie in den folgenden Kapiteln 4+5):

c(p) = qi(cos(p),sin(p))cos(p) + ga(cos(p),sin(¢p)) sin(y)
d(g) = qo(co (¢),sin(p)) cos(p) — g1(cos(p), sin(y)) sin(y)
f(e) Q1(cos(p),sin(p)) cos(p) + Qa(cos(p),sin(p)) sin(y)
9(¢) Q2 (cos(p),sin(p)) cos(p) — Q1(cos(p),sin(p)) sin(¢p)
D(p) = qi(cos(p),sin(p))Q2(cos(¢),sin(¢)) — ga(cos(p), sin(p))Q1(cos(¢),sin(¢p))

(vgl. zur letzten Gleichung Satz 4.13.a) lauten die Bedingungen von Satz 3.16:

a) (i) g(p) #0
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b) /12(90) do 40

9*(#)

a) Folgt aus 2.5.b (i)
b) Folgt aus 1 b).

3.18 Beispiele:

1) Betrachte das DGL-System:

& = —z3 + MZClel iy — 2t + mad 4+ o(llel]’) + o(lul |l=]|*)
. 3 5 (w), 3—i i 4 4 5 3
T2 = zy + M;)Ci.z Ty, + oz 4+ 2z 4+ o(|lz]]?) 4+ o(|uf |[=]]*)

mltc ) e R 1=0,.,3 ]—12und3001+cgl+c( +30327é0

Fir die Bedingungen im verallgemeinerten Verzweigungssatz von E. Hopf erhalt
man:

a) (i) 23z, —(—23)zs = z7+25 >0 positiv definit

) ) —z3) + 3
A xl_o:/oﬁ D+ (e
a:1+yc2

de =0

(cos(g) sin(i)

() (-
2T o (1) (0 2 () : (1) ()Y 2

b) / (3cgy +cf'y) cos?(@) + 2(cf] + c'y) cos(¢) sin(p) + (5] + 3cgy) sin®(p) d
0

was aus
2w 2() 2w 2() 2w ()()
/ oS go' i d@:/ sin go' i dgo>O:/ cos(¢p sn']f do
cos*(p) + sin*(¢) cos?(p) + sin*(p) cos*(p) + sin*(p)
0 0 0
folgt.
Seien weiter hq(0), ho(6) Losungen des DGL-Systems:
d?l = —CES
d?z = $?1’



mit den Anfangswerten h;(0) = % h2(0) = 0 und kleinster Periode T} > 0.
Wegen (vgl. 3.9.c und 3.6.f)

T

ag(Tl,O) = /fg(@,()) d@ =

0

Ty

-]

0

((h%<e>+h1<9>h§<e>)h;<e>—(—h;*<e>+h%<e>h2(e>)h&(@))-

- (( — h3(0) + B3(0)hs(9) ) s (6) — (R1(6) + ha(0)R3(6) ) hzw)) do =

= / (P1(0)+13(0)h5(9)) (=hI(O)—h1(0)h3(0) ) db = / ni(0) (h(0)+430)) " do < 0

ist dieses Beispiel nicht degeneriert, sondern sogar generisch (vgl. 3.12)
Damit sind alle Voraussetzungen des Satzes 3.16 erfillt.

Das DGL-System besitzt somit fir 4 > 0 (< 0), falls (308/"1) + cg’j') + c;‘fl) + 36:(,)“2)) >0(<0)
genau eine einparametrische Schar asymptotisch orbital stabiler periodischer Lésun-
gen, die in g = 0 vom Ursprung abzweigen.

Fiir ihre Amplitude A;(p) und die Periode T7(p) gilt:

A = V(1 + O) T~ (1 + O(/TD)

2) Betrachte das DGL-System:

3 . )
b= Seley =120 + pelflel s - at-2ted + ollell) + oflul llell)
. 3 (1) 3—i i . .
iy = 6ol +1000 + pYcBaley +atey — of + o(llelP) + oflul [lel)
=0

mit ¢/ €R i=0,.,3 j=1,2 und
) (26\/5—34) e (22 _ 15x/§) +cl) (— 18V2+ 26) +c (— 14+11\/§) £0
Wir rechnen wieder die Bedingungen in 3.16 nach:

a) (i) (6$?+10$1ZE%)$1—(—83}%$2—12$g)ﬂ?2 = 6(:1:%—#3:1:%363—1—2363) = 6(m%+x§)(a¢%+2x§) >0
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0
—(633?—%10951:1:%) = —16z1224+20z 29 = 4z129(F 0)

.. 0
(ii) —(—83:%3:2—12333)—%8%2

8$1
Damit erhalt man:

1 7 4cos(g0) sin(yp) 2 27TCos(go) sin(yp) .
1 / ® / CORNP)SIMP) 45 = 0

do = 2
6/ (cos?(p)+ sin® (cos?(y) + 2sin’*(y)) L 1 + sin®(p)
0

0

1 +sin®(p)

S| =

/ e + cl'y) cos?() + 2(cl + cify) cos(i) sin(p) + (e + 3cff}) sin*(p)
0

T acos(p)sin(e) (clfd cos'() + (3 = cff]) cos® () sin(p) + () — ) cos? () sin?(¢) +

| =

(1 + sinz(go))2

+ (e — ) cos(p) sin® () — ) sin(p))
. 9 2 dQO =
(1 + sin (go))

- <cg;1> (26v2-34) +clf} (22-15v2) +l) ( ~18V2+26) +{ (—14+11x/§)>

was aus

(=]

27

f%ﬁ&o)dw Va(2- f./lj—im

7 cos*(ip) sin®( ) cos? (i) sin*(y )
/ (1 +i1n ;0 <5\/__ W_\/_/ 1+s1n )2 4
und

/cos( sin( / cos® sin(p) 2 dy :/cos3(90) sin®(¢) ) g — / cos(¢p) sin®(¢) g
0 0

1 + sin’ 1 + sin*(¢p)) (1 + sin®( ) (1+ sin2(g0))2

folgt.
Da die Bedingung fiir homogenes Potential nicht wie im Beispiel 1) a priori erfiillt
ist (4z1z9 # 0), miissen wir sie zusatzlich tberpriifen:

Mit

pi(z1,22) = ai+a3, pa(z1,22) = 274225, 0n = L,an =1, pi(z1, z2) = 221,

9
((9.’E1
0 0 0

a—mlpz(xbmz) =2z, 6—932p1($1,$2) = 2z, a—xzp2(l’la$2) = 4z,
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erhdlt man fir die linke Seite des linearen, inhomogenen Gleichungssystems (vgl.
2.11 bzw 3.3):

— (83:%332 + 12:1:3) ( (a:% + x%)o (m% + 2:1:%)1 2$151+(x% + 2:1:%)0 (a:% + a:%)l 23:152) +
+ (6:1:? + 10xla:§) ( (:c? + x%)o (m% + 2503)1 2$2ﬁ1+($% + 2503)0 (CE% + :cg)l 4:1:252) =
= <— (8x%:c2+12:c§) (2mi’+4m1x2> (690 +10x1:c2) (2:13 :co+4:c,))[31+

+ (— (81:%@ + 123:;) (2;1:? + 2:27133;) + (6:1:?1’ + 103:1333) (43:%3:2 + 4:233)),82 =

= —<4x‘?x2+12w3{$g+8$1wg) B+ (8$?$2+24$3$2+8$1$2) B
Fiir die rechte Seite ergibt sich:
1
35 (6:1:‘1l + 18z3z3 + 123:3) (4931932) = — (49:?:1:2 + 122323 + 89:1333)
Insgesamt also:
- (4;1:?:624—123:?1’3:34—83:13:3) B+ (8;1:?3:24-24:6?;1:;4—83:13:3) B2 = — (4;1:?3:24-12:6?;1:;4—83:13:3)

Diese Gleichung besitzt die Losungen 5; =1, B2 = 0.
Die Bedingung fiir homogenes Potential ist damit erfillt.

Seien weiter hy(6), ha(#) Losungen des DGL-Systems:
r; = —8zizy — 20zizd — 12235
o = 62} + 16z}c; + 10z

mit den Anfangswerten h;(0) = 5= h2(0) = 0 und kleinster Periode T5 > 0.

Wegen (vgl. wieder 3.9.c und 3.6. f)

%”

(Ty,0) :72 7 (11(0) + 2h3(0)3(0)) h3(6) — (h4(O)Ra(6) — 15(6) ) i (6) e

(n3(0) + 13(0)) (H3(0) + 203(0)

®|>—‘

0

+

1 7 (RO +2h60)r36)) (6ri6 +10h1(9)h§(9))
o ) )
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(P(0)na(6) — 13(8)) ( - 8h3(0)hs(0) — 1203(6))

(n3(0) + 13(0)) (h3(0) + 203(6)

1 7 Sh3(0) + ThS(6)h3(6) + 4h3(0)A3(0) + 4R2(6)hS(6) + 6h3(0)
3 (n2(0) + n3(0) ) (3(0) + 203(0)

ist dieses Beispiel nicht degeneriert, sondern sogar generisch (vgl. 3.12).

+ o =

df <0

Damit sind alle Voraussetzungen des Satzes 3.16 erfiillt.
Das DGL-System besitzt somit fir x> 0 (< 0) falls

o] (26v3-34) + (22-15V2) +elf) (—18v2+26 ) +ef) (~14+11v2) > 0(< 0)

genau eine einparametrische Schar asymptotisch orbital stabiler periodischer Lésun-
gen, die vom Ursprung in u = 0 abzweigen.
Fiir ihre Amplitude As(u) und die Periode T5(p) gilt:

o) = /Tl (1 + O({/TuD)) Ty(p) = i(1 + O(/Iu))

||

3) Als letztes Beispiel betrachten wir folgendes DGL-System:

5 .
T = —33%932—37% + MZCL1371 372 + Zczlml + 20551)33?_1375 +
i=0
+ oz —may - 2205wl + 0 o(lpl ||z])P) 4+ o(l[x]]T)
; 3 2 5 (1), 3—i i 2 (4) _4—i_i 5 (5) b5—i_4
Ty = T} HT1T; A+ Pl m) Ty, A+ Y Gy Ty + Y Cam Ty —
=0 =0 =0
—  zleytaiey  — 22fwy+aies 4+ o(lpl l|z]*) 4+ o(][x][)

mit ¢, e €R i =0,.,3 j=1,2 k=4,5 [ =0,...k 3cj+ci{+cly+3cyy #0

L/?
und

80 (co 1+ c 0.2 ) + 16( (Q‘r’i + cfi + cg + cg) + c((fi (146(;2 + 6c§ﬂ — 56c82 — 40(22) +
) (6&(‘{ +6cl!) — 4ct) +4c£ﬁ;) “ (6c + 14cf) + 4c!) +56c42> + (3.36)
elf) (- et = 14cfl — 6cbY — 68 + cff) (4efl) — 6efl) — 6efl) — 14c)) =0
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Wir erhalten fiir die Bedingungen in Satz 3.16:
a) (i) (e1+1e)z1—(—2imy—23)zs = 21+22725 425 = (v1+z;)”

.. 0 0
(ii) 37(—$%932—$3)+87($?1’+$193§) = —2z122+2212, =0 =
1 5

27
o (—aizs — 23) + 52 (a} + v123)
— (23 + 23)? dp =0
0 b (cos(p).sin(w))
Mo () o () o2 () (W : (1) (1)
b) / (3cg1 + i) cos?(p) +2(cy; + e5y) cos(p) sin(p) + (cq 1 + 3cy'y) sin” *(p) dp =
- =
g ((cos2(p) +sin’(p))
27
— (3c6“1) + c(lpz) + cé‘fl) + 30?{2) /cosz(go) do #0
0
Die Losung des DGL-Systems
T = —xiT9 — T
Ty = x4+ 373

mit den Anfangswerten (1,0) lautet (cos(6),sin(6)).
Wegen 3.9.c und 3.6.f gilt:

a3(2m,0) =

27
5 5

/f3 (6,0) d / (Z t®) cos® ) sin (9)) si11'(9)—( 0552) cos®™(0) sini(ﬁ)) cos'(0) df

=0 =0

i 4

—/ ((Z cfl) cos*(8) sini(G)) sin'(0) — (i CESZ) cos* () sini(G)) cos’(9)> -

=0 =0

4

. <(i CESZ) cos*(0) sini(ﬁ)) cos(0) — (Z cff’f cos*(6) sin’i(@)) sin(9)> df =

=0 1=0

cgﬂ cos®(0)+ (cquc(f%) cos*(6) sin

o
—~
>
S’
+
TN
¢
C
+
¢
SR

%) cos®(0) sin4(6’)—|—cg sin®(0) do —

el o (0)+ (—ciielentehhel el d+eliicls ~2efilel} +2cf el ) cos®(6) sin(6) +



~

4
5aC5.

26, ¢y ~2¢ i} +2e

84% + 40(4)

i—4c

(4
3,

4,2

Was aus

o

(=4

<

[s=]

und

<

folgt.

Das Beispiel 3) ist also nicht generisch, sondern degeneriert. Weiter mufl a4(2m,0) = 0
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gelten. Um die Ubersichtlichkeit des Beispiels bei der Berechnung von as(2,0)
nicht zu sprengen, setzen wir zusatzlich

k k
001) = Cgc,

i

=0 A ) =—c, i=1,,k k=45 (3.37)

DN ~—

voraus. Damit gilt f»(6,0) = f3(6,0) = 0 und

ot

f4(6,0) = (COS?’(H) sin®(#)—cos(f) sin (9)) sin’(0)— (—Cos4(9) sin®(60)+cos(0) sin4(9)) cos'(0) =

= cos*(8) sin®(6) — cos?(8) sin’ () — cos*(0) sin® () + cos?(6) sin®(6) = 0

sowie
2 21 6 2 [4
2
as\2m '0/5 +O/3 (0/290 90) 0/2 (0/490 90)
2

= / (—2 cos®(6) sin?(0)+cos(0) sin6(9)) sin’(0)— (—2 cos® () sin(6)+cos* () sin5(0)) cos'(6) df =

= / -2 COSG(G) sin2(9) + cos> (0) sin® (6)—2 cos6(9) sin2(9) + COSQ(G) sin6(9) df =

2T 2 2T
= —4/cos6(9) sin?(6) + 2 / cos?(6) sin®(0) df = /6056(9) sin®(0) df < 0
0 0 0

Der Degenerationsgrad ist also 2.
Damit sind alle Voraussetzungen des Satzes 3.16 erfiillt.

Das Beispiel ist degeneriert (3.36) vom Grad 2 und besitzt fiir x > 0 (< 0) falls
306”‘) +c(2/fl) +c(1/fz) +3c:(;/fz) > 0 (< 0) genau eine einparametrische Schar asymptotisch
orbital stabiler periodischer Lisungen, die vom Ursprung in u = 0 abzweigen.

Fiir ihre Amplitude A3(p) und die Periode T5(p) gilt:

A= V(L + OID) T = ﬁ(l + O(/u)
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Kapitel 4

Die Abzweigung stationirer
Punkte

4.1 Bemerkung:
Wir werden in diesem Kapitel DGL der Gestalt (vgl. Kapitel 3)
&= F(z,p) (4.1)

mit F(z,p) : R? x U(0) — R? betrachten und nach einparametrischen Scharen
stationdrer Punkte suchen, die von isolierten stationdren Punkten z, der DGL

& = F(z,0) (4.2)

abzweigen. D.h. wir bestimmen eine stetige Kurve z(p) mit z(0) = x,, wobei
jeder Punkt der Kurve ein stationdrer Punkt der DGL (4.1) ist.

Wir konnen wieder, wie im Kapitel 3, 0.B.d.A. z, = 0 bzw F(0,0) = 0 annehmen
und damit (4.1) in der Form (vgl. Einleitung)

&t = Fy(z) + pFi(z) + R(z, p)

bzw. _
1 = pqi(r1,r2) + Qi(z1, z2) + Rz, 2, 1)
Ty = pga(z1,z2) + Q2(z1, ) + Rz, 22, 1)
schreiben. Dabei sind:

¢i(z1, xa), Qi(z1,22) ¢ = 1,2 homogene Polynome und

Ri(w1, 22, p) = O(|pl ||z[|™*) + O(u?|[2[|™) + O(ll=[|!) € CH(R? x U(0),R), i

Weiter seien:

88T (q1,92), 88T (Q1.Q2) definit und
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ord ¢;(z1,z2) =m <l = ord Q;(z1,22), 1 = 1,2, m > 0.
(Beachte: In Kapitel 3 galt m = [ vgl. Bemerkung 3.1 bzw. Einleitung)

Um eine einfachere Behandlung des Problems zu erméglichen, ist es sinnvoll, die
zu (4.3) fiir r > 0 dquivalente Gleichung in klassischen ((z1, z2) = (r cos(y), sin(¢)))
Polarkoordinaten

io= pc(e)r™  + flo)rt  + Si(r,e,p)rm

(4.4)
¢ = pdle)r™™t + glo)r'™ 4+ Sy(r,p p)rm

wobei

c(p) = qicos(p),sin(p)) cos(p) + gz(cos(p),sin(p)) sin(p)

d(p) = ga(cos(p),sin(p)) cos(¢) — qu(cos(y), sin(p)) sin(p)

flp) = Qi(cos(p),sin(p)) cos(p) + @>(cos(),sin(p)) sin(y)

9(p) = Qa(cos(),sin(p)) cos(p) — Qu(cos(w),sin(p)) sin(p)
P8, (r o) = Ralr cos(s),r sin(), 1) cos(9) + Ralr cos(p),sin(p), 1) sin()
r™Sa(r, o, 1) = Ra(rcos(p),rsin(p), 1) cos(¢) — Ri(r cos(p), rsin(p), 1) sin(yp)

definiert wurde, durch Satz 1.12 auf eine DGL mit zu (4.4) fiir » > 0 dquivalenten
Trajektorien zu iiberfiihren

Po= pc(p)r + o)+ Si(re,
(4.5)

¢ = pdle) + gle)r™™ 4+ Sy(r,e,p)

(Beachte: S;(r, ¢, 1) = O(|u|r) + O(p?) + O(r'="+1) i =1,2)

und diese DGL auf Scharen stationirer Punkte (¢(p), (1)) zu untersuchen, die
r(0) = 0 erfiillen.

Fiir dieses Problem liegen Ergebnisse vor [46], die allerdings zwingend m=1 vor-
aussetzen. In diesem Fall stimmen die Ergebnisse mit unseren Betrachtungen
iberein.

Stationdre Punkte (¢(p),7(p)) der DGL (4.5) sind Loésungen der algebraischen
Gleichung:

0 = pe(e)r + fle)r'™™ + Si(r,o,u)r
(4.6)

0 = pdle) + gle)yr™™ 4+ Sa(r,,p)

Diese Gleichung hat Losungen, wenn die in 4.2 definierte Funktion

(eine Art Determinante fiir den ersten Teil der Gleichung (4.6)) Nullstellen hat,
wie spater im Satz 4.7 gezeigt wird.
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Dazu untersuchen wir vorher im Satz 4.3 die Eigenschaften von ¢(¢), d(¢), f(¢), g(¢)
an Nullstellen @ von D(y) und fithren in Definition 4.4 die wichtige Hilfsgrofie
o(®) ein. Satz 4.5 gibt erste einfache Eigenschaften von (%) an, wihrend Satz 4.6
zunichst eine Aquivalenzaussage macht, wie sich die Steigungen der Trajektorien

der DGL _
ro= pc(e)r

¢ = pd(p)
zu den Steigungen der Trajektorien der DGL

Po= fp)rTmH

¢ = gle)r'™
(zwei DGL, die aus Teilen der DGL (4.5) gebildet wurden) an den Stellen (@, r)

verhalten. Der zweite Teil von Satz 4.6 gibt an, wie die Durchlaufrichtung dieser
Trajektorien mit o(%) zusammenhéingen. Dieser Satz ist somit eine geometrische
Interpretation der Eigenschaft D() = 0 mit Hilfe von o(%).

Satz 4.7 ist der erste Hauptsatz dieses Kapitels, die "notwendige Bedingung” fiir
die Abzweigung stationdrer Punkte der DGL (4.5):

Falls eine Schar stationdrer Punkte (p(p),7(p)) von r = 0 abzweigt, gilt:
lim D(ep(p)) = 0
Falls weiter D(¢) nicht identisch verschwindet, gilt zusitzlich:

d%: mit /1}35 op) =% AN r(p)="%-c@)p + o ( B |N|)

Satz 4.8 ist der zweite Hauptsatz des Kapitels, die "hinreichende Bedingung”:

Hat D(¢) eine einfache Nullstelle @, dann zweigt von (@,0) genau eine Schar
stationdrer Punkte (¢(p),7(p)) der DGL (4.5) ab und zwar entweder fiir 4 > 0
oder p < 0 in Abhéngigkeit vom Vorzeichen von o(%).

Mit Hilfe von Definition 4.9 fiir die Hilfsgrée S(%) konnen wir dann im Satz 4.10,
unter den Voraussetzungen von Satz 4.8 (D(@) = 0 # D'(¥)), die von (g,0) ab-
gezweigten stationdren Punkte (¢(p), 7(p)) vollstandig klassifizieren, da die DGL
(4.5) in (@(p),r(p)) stets regulér linearisierbar ist.

Es folgt mit 4.11 ein Hilfssatz {iber Periodizitatseigenschaften der in 4.7, 4.8 und
4.10 vorkommenden Funktionen, um die Aussagen, die fiir die Abzweigung an
der Stelle (¢, 0) gelten, direkt auf (¢ + 7,0) im Satz 4.12 {ibertragen zu konnen.
Dabei sind die wichtigsten Ergebnisse von Satz 4.12:

Falls [ — m gerade ist, zweigt jeweils genau eine Schar von stationdren Punkten
von (,0) sowie eine von (¢ + m,0) ab und zwar entweder nur fiir g > 0 oder nur
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fiir u < 0 (also "gleichzeitig” bzgl. p).

Falls | — m ungerade ist, zweigt ebenfalls genau eine Schar stationarer Punkte
von (@, 0) und eine von (@+,0) ab und zwar fiir jeweils verschiedene Vorzeichen
von u (also nicht ”gleichzeitig” bzgl. u).

Anschliefflend folgen noch Aussagen iiber die Stabilitdt der abgezweigten stati-
ondren Punkte.

Im Satz 4.13 und in Definition 4.14 bereiten wir die kartesische Formulierung der
Satze 4.7, 4.8, 4.10 und 4.12 vor. Die Séatze 4.15 bis 4.18 sind dann das kartesi-
sche Analogon. Ergédnzend wird im Satz 4.19 mit Hilfe des Poincaré-Index eines
stationdren Punktes ein Verzweigungssatz fiir stationdare Punkte formuliert, der
auch noch giiltig ist, wenn die Voraussetzungen von Satz 4.8 bzw. Satz 4.16 nicht
mehr erfillt sind, bevor wir in 4.20 zahlreiche Beispiele ausfiihrlich diskutieren.

4.2 Definition

Seien c(¢),d(¢), f(¢), g(¢) definiert wie in Bemerkung 4.1.

Definiere dann:

Die Funktion D(¢p) ist von entscheidender Bedeutung fiir dieses und das néchste
Kapitel.

4.3 Satz:

Seien c(¢),d(p), f(¢), 9(¢) definiert wie in Bemerkung 4.1, D(¢) wie in Definiti-
on 4.2 und 3 ¥ mit D(p) = 0.

Dann gilt:

a) ¢(p) +d(p) # 0
) F2(9) +9%(0) # 0
&) (@) =0 — ()=
)
)

o

d) d(®)=0 < g(p)=0
e) c(p)g9(@) = f(®)d(p)

- op) _d®)
f) f(®) #0#9(p) = @) " o



Beweis:

a) Folgt aus ggT(qg1,¢») definit und Satz 2.3.a(ii).
b) Folgt aus ggT(Q1,Q2) definit und Satz 2.3.a(ii).
— D(p)=0 N\ 3/—
c(p)=0 = - d(®) =0 _
o <@ f(@)d(P) } — /@) =o0.

— a) —
c(p) =0 = d(p) #0
Die Riickrichtung lduft analog mit b) statt a).

d) Véllig analog c).
e) Trivial.
f) Folgt aus e).

4.4 Definition:

Seien c(p),d(¢), f(¢), 9(p) definiert wie in Bemerkung 4.1, D(y) wie in Definiti-
on 4.2 und 3 @ mit D(p) = 0.

Definiere dann:

(o)
S
G|
SN’

falls f(@)#0

sl

o(p) =

QL ~
S|
SN—r

falls ¢(@) #0

<
~~
S|
SNa—

Fiir 0(p) gelten folgende Aussagen:

4.5 Satz:

Sei o(p) definiert wie in Definition 4.4.

Dann gilt:

a) o(p) ist wohldefiniert

{sign(C(@)-sign(f(G)) falls f(®) #0
sign(d(®)) - sign(g(p)) falls g(®) #0
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Beweis:

a) Mit Satz 4.3.b folgt f(@) # 0 V g(@) # 0. Ist zusétzlich f(¥) #0 A ¢g(@) #0
folgt mit Satz 4.3.f die Behauptung.

b) Folgt mit Satz 4.3.c+d.

0)$ei 1(5) # 0 = sign ( 523 ) = sign(e(9)) -sign( /(7))
Sei () 0 = sign 42 ) =sign(d() -sign(a().

4.6 Satz:
Seien c(¢),d(¢), f(¢), g(¢) definiert wie in Bemerkung 4.1, D(¢y) wie in Definition
4.2 und 3 ¢ mit D(@) = 0. Seien weiter
ro= pc(p)r
(4.7)
¢ = pd(p)
mit 0 # ¢ € R und
= f(go),r.lf'nH»l
(4.8)
Sb — g(so),r,lf'm
zwei DGL, die aus Teilen der DGL (4.5) gebildet wurden.
Dann sind aquivalent:
(a) D(p) =0
(b) Die Trajektorien von (4.7) bzw. (4.8) haben in (@, > 0) identische Stei-
gungen.

Gilt weiter:

(1) sign(p) = sign(o(9)),
so haben die Trajektorien von (4.7) bzw. (4.8) in (@,r > 0) gleiche Durch-
laufrichtung.

(i) sign(p) # sign(a (%)),
so haben die Trajektorien von (4.7) bzw. (4.8) in (@, > 0) verschiedene
Durchlaufrichtung.
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Beweis:

(a)=(b):
Sei D(%) = 0. Dann ist die folgende Matrix singuléar:

(gc(@) f(w))
(4.9)
d(®) 9(®)

Wegen Satz 4.3.a+b und p # 0 besitzt (4.9) keine 0-Spalte. Also 3 a € R\ {0}

GG,

d.h. die Steigungen der TraJektomen von (4.7) bzw. (4.8) sind in (@, > 0) gleich.
(b)=(a):
Seien die Steigungen der Trajektorien von (4.7) bzw. (4.8) in (@, > 0) gleich
— (4.10) = (4.9) singuldar = D(p) = 0.
(i) sign(s) = sign(c(7))
Seien sign(u) = sign(c(P)) A f(p) #0
= sign(u) = sign(c(?))sign(f (7)) = sign(u)sign(c(P)) = sign(f(P)) =
= sign(uc(p)) = sign(f(9))
Analog sieht man:
sign(p) = sign(a(®)) A g(P) # 0 = sign(ud(?)) = sign(9(?))
( pe(®) ) ( /(@) )
d.h. in beiden Féllen zeigen die Vektoren bzw. in dieselbe
pd() 9(%)
Richtung.

Damit haben die Trajektorien von (4.7) bzw. (4.8) in (@, > 0) gleiche Durch-
laufrichtung.

(ii) Analog ().

4.7 Satz:

Seien c(¢),d(y), f(¢),g(¢) definiert wie in Bemerkung 4.1, D(¢) wie in Defini-
tion 4.2 und es zweige eine Schar stationdrer Punkte (¢(u), (1)) der DGL (4.4)
von 7 =0 in g =0 fiir p >0 (p < 0) ab.

Dann gilt:
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a) lim D(p(n)) =0

Ist zusatzlich D(p) # 0, dann gilt noch:
b) 3% mit D(%) =0 und lim p(p) =3
p—0

) 7(1) = /=aT@n + of /[l

Bewelis:
[—m
a) Wir zeigen zunéchst: T ist in einer Umgebung der Null beschrankt.
L
Da (¢(u),r(p)) die Gleichung (4.4) erfiillt, gilt:
pe(p(p))r™(w)  + fle(u)r'(p)  + Su(r(u), e(u), w)r™(p) = 0

(4.11)
pd(o(p)r™ () + g(e(p)r' (1) + Salr(p), p(p), )r™ ' (p) = 0

Kiirzen durch r™ bzw. 7™~! und umordnen ergibt wegen (vgl.Bemerkung 4.1)
Si(r, 9, 1) = O(lulr) + O(4?) + O( ™) i =1,2 (4.12)

folgende Gleichungen:

Fe)rt () + 00 ™) = —p(e(p(m) +0() +O(n))
(4.13)

glp(u)r' ™ (w) + O ™) = —pu(d(g() +O(r) + O(w))
Definiere dann (U, V C R):

M, = max|e(p)] Ma = max|d(p)| ms(U) == min|f(p)| my(V):=min|g(¢)|

eV
Wir machen folgende Fallunterscheidung

(i) f(p) # 0, (ii) g(@) # 0, (iii) f(p) # 0 # g() AT @i, ¢; mit f(p;) =0 = g(¥;)
und beginnen mit:
(i) fly) #0
Hier gilt
Fe)yr' = + 0 ) = f(e)r' ™ (14 0(r))

und nach einfacher Rechnung:

,ﬂz—m(u)‘ « M.+]0(r(p)) + O(u)
g | T myR)1+ O(r(p))]

(4.14)
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(ii) g(¢) #0

Hier erhélt man analog (i)

glp)r' =" + O = gl)r' (14 0(r))

und

(4.15)

T (u) ‘ <« Ma+]0(r(p) + O]
p my(R)[1 4 O(r(p))|

(iil) f(p) £ 0% g(p) AT @;,%; mit fe;) =0 = g(¢;)

Definiere zunéchst (beachte: f(¢;) =0 = g(¢;) 23 o # ;)

S=gmindle—plh  G=R\UUle) U= RAJ U
Damit gilt:
U UU; =R f|U1 7é 0 (:> ’I’IZf(Ul) > 0) g|U2 75 0 (i mg(Ug) > O)

Fir ¢ € U; gilt

)| Mo+ 10(r() + O(w)
I - my(Un)[1+O(r(w)]

und fiir ¢ € U,
i w)] o Ma+]0(r(p) + O(u)]

I = my(U2)|1 +O(r(p))]
woraus MC + |O(r(,u)) + O(,u)|
- m UL+ 06y P e
M(u)‘ < (4.16)
My + |O(r(p) + O(p)|
— GATTERGTCI)] falls ¢ € U,
folgt.

Wir fassen jetzt (i)-(iil) zusammen:

Wahlt man || hinreichend klein und K > 0 geeignet, so gilt offensichtlich wegen
linr[l) r(p) =0, U; U U; =R und (4.14), (4.15) sowie (4.16):
p—

T (u)
I

‘ < K Vo € R (4.17)

was wir zeigen wollten.
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Wir fihren dann

l—m
s = (T ) ({:) T = s = r= ’*m\/,us) (4.18)
W

als neue Variable ein. In (4.13) einsetzen, durch y kiirzen und umordnen ergibt,
da s fiir kleine |u| beschrankt:

(@) + flp)s = O("%/]ul)
d(p) +g(p)s = O('"%/]ul)

Bildet man fir 4 > 0 (p < 0) den Grenzwert y — 0, so geht die rechte Seite
gegen 0. Also gilt auch fiir die linke Seite:

lim (c(p(k)) + Fp(p))s(n)) = 0

p—0

(4.19)

(4.20)
lim (d(()) + gl(w)s(1)) = 0

p—0

Wir miissen zeigen: V e > 0 3 pg so dafl Y mit gy > p > 0 (—po < p < 0) gilt:
1D(p())| = le(e(r))g(p() — fle(n)d(p(p)] <&

Sei:

M := max{|f(¢)l,9(¢)|} (4.21)
Wegen (4.20) existiert Vy := ﬁ ein fig, so daf Vumit pg > p > 0 (—po < p <0)
gilt:

|lc(e(p) + fle(p)s(p)] < x
(4.22)

|d(e(1)) + 9(p(p))s(p)] < x
Mit Hilfe von (4.21) und (4.22) ergibt sich Vp mit py > 5 > 0 (—po < p < 0):

|D(p(p)] = le(e(r))g(e(p) — fep(r)d(e(p))] =
lc(p(1))g(p(p)+f (w (1)) g () s ()= f (0 (1)
(1) (e(p)

= )9(p(1))s(p) = f(p(m))d(e(p))] =
= [o(e ) (eliom) + Fpu))s(n)) = £lp(w) (dl(n) + gle(w)s(w)| <
<lg(e(p)] lele(r)) + Fle(r)s(w)] + el |d(e(n) + g(e(p))s(n)| <
SMx+My=c+z=¢

b) Sei D(p) # 0.
Dann besitzt D(¢) nur diskrete Nullstellen 3, mit Ordnung n; (= D™+ (3,) £ 0).

104



Definiere:

n = miaxni O :={p#£7p, | D’(SO) =0}
m([)) — lmin |D(90)| m(l) = lmin |D(m’+l)(¢.)|
D 2 € b 2 '

Es gilt:
Vids >0 mit D™ (@)| >mb) >0 Vo€ [B — 6,8 + 61
und
3dy,dy >0 mit [—dy,dy] =D <U [B; — 61,5, + 51])
Wir missen zeigen: L
VI>)n>03v>0 mit |p/<v = [pp) -7 <n

Definiere dazu:
¢ == min{m¥ di,ds,m¥n" 1} > 0

Wegen a) gilt:
Zu £€>0 v >0 mit |pl<v = |D(e(p))| <& (4.23)

D.h. ¢(p) liegt fiir |u| < v vollstindig in der Urbildmenge D*([—¢,£]). Nach
Konstruktion besteht die Urbildmenge aus disjunkten, abgeschlossenen Interval-
len, die jeweils genau eine Nullstelle 3, von D(¢) enthalten. Da () fiir p # 0
stetig ist, mufl ¢(p) fiir |u| < v somit (bis auf endlich viele) in genau einem dieser
Intervalle liegen. Dieses Intervall sei I; besitze die Nullstelle ; mit Vielfachheit
n;.
Wir zeigen: |D(p(p))| < &= [o(n) — 7, <n.
Mit Hilfe des Taylorschen Satzes gilt:

3¢ e mité > [D(p(w)| = D(p()-D(F)| = D™ () o) -7, =

£ mg) n+1 n+1 — ":11
D1 (() < D(anrl)(C)n <" = le(p)=7;l <t <

Mit (4.23) folgt die Behauptung b).

= |e(p)—p,|" " <

c) Mit 4.3.b folgt aus (4.19)
—clp() +OCH/1uD) ¢

flo(w)) flp(p)) #0
e (o()) +0( %/ Tul) (4.24)
—d(p(p)) + O(" %/ |
g9(p(p)) falls g(p(u)) # 0



Weiter gilt Vh € C°(R,R):

B (1) = h(@) + (h(p(w) — k(@) 2 h(7) + o(1)

Es ergibt sich fiir (4.24) mit Hilfe der geometrischen Reihe:
c(?) -
— +4o0(1) falls f(®)#0
7@ W 2 B
s(p) = i) = —o(p) +o(1)
¥ _
———=+4o0o(1) falls ¢(® 0
T oll) s o(p)

Mit (4.18) folgt dann

r(p) = "%/~e@n + o "¥/|u))

und damit die Behauptung.

4.8 Satz:

Seien c(¢), d(¢), f(¢), g(¢) definiert wie in Bemerkung 4.1, D(¢y) wie in Definition
4.2 und 3 @ mit:

(i) D(p) =0
(i) D'(%) # 0
Weiter sei noch o(@) definiert wie in Definition 4.4.

Dann gilt:

Es zweigt von ($,0) in g = 0 genau eine Schar stationdrer Punkte (¢(u), (1))
der DGL (4.4) ab und zwar entweder fiir x> 0 (falls o() < 0) oder fiir p < 0
(falls o(@) > 0).

Fiir (o(p),r(w)) gilt:
p(n) = @ + O("%/lul)

r(p) = /0@ + o "%/ ]ul)

(4.25)

Beweis:

Wir suchen Losungen (¢(p), (1)), die folgende Gleichungen erfiillen (vgl. (4.11)):

pe()r™  + flo)r!  + Si(r,ep)r = 0
(4.26)

pd(e)r™t + gle)r™t 4+ So(r,op) = 0
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Wie in (4.11) wird wieder durch r™ bzw. 7™~ ! gekiirzt und (4.12) benutzt:

pe(e) + f(o)r'™™ + O(|plr) + O(p?) + O(r'=™*1) = 0 .
4.27
pd(p) + g(@)r™™ + O(lplr) + O(4*) + O(r'™*) = 0

Wir unterscheiden die Falle
(i) f(®) #0# g(®), (i) f(®) = 0 und (iii) g(¥) = 0.
und beginnen mit:

(i) f(®) #0# 9(P)
Dann lassen sich wegen Satz 4.3.c4+d und (4.17)

Y o
P Tdem v (4.28)

als neue Variablen einfiihren. Mit

d(p)

plm C(a) (1 + Q) = _Mﬁ(l + Q) und =0+ (429)

= U=
f(®)
schreibt sich Gleichung (4.27):

(%)
(
(@ +) ~ pa(+ )5 211+ 0) + Ol /) =

Kiirzen durch p und Taylorapproximation nach Potenzen von ¢ ergibt:

(@) + <@+ 0 - (1(7) + [ (@) +0(4)) %(1 +0) +0("¥/|ul) =0
i(E) + 2(7)0 + O(v?) ~ (4(7) +5' @0 + 0(0*)) 521+ 0) + O /) =0

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit f(%), die zweite mit ¢(%):

(1+0) +O(pl"%/lul) =0

pe(® + ) — pf (@ +9)

—
sl

L
S

(@)1 @)+ @) @p+0D) ~ (F@)e(@)+f (@)e@)+0(4?)) (1+)+0( “3/Tul) = 0

d(%)9(@)+d (P)g(P)Y+0(v")— (g(ﬁ)d(@+9’(¢)d(¢)¢+0(¢2)) (14+2)+0("%/|ul) = 0

Ausmultiplizieren und vereinfachen ergibt:

(¢@)1@) ~ £ @)e@))¥ + (@) F(@)e+ 0w +O(9lle) + O /Tul) =0
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(¢(@)9(7) — ¢ @)d(B) ¥ + d@)9(@)e+ O(W?) + O ll) + O ~%/Jul) = 0

Die beiden Gleichungen haben eine eindeutig bestimmte Lésung (¢(u), o(¢)) mit
(1(0), 0(0)) = (0,0), wenn die Determinante ihrer Jacobimatix bzgl ¥, ¢ an der
Stelle = 0 nicht verschwindet, falls also gilt:

PP - @)@ @)
£0 (4.30)

( (@97 - 9P dP)®) )

Wir berechnen die Determinante:

(¢@ @) - 7 @)e(@))d@)9(®) - (4@)9(®) - ¢ (@)dF) )<(7)f(7) =

= (@) (@)AF)9(®)- ' (7)e(@)d@)g(@)—d

= (‘@)9@)+4 @)e(@)) 1 @)dE@)- (7' (@)d(

= ({@)9@)+<@)d @)~ @)dF) - @) () /@)dF) = f(#)dF)D (@)

Annahme: £(7)d(7) = 0.

Wegen 4.3.e und f(@) # 0 # g(@) folgt (@) =0 =d(®).
Widerspruch zu 4.3.a.

Damit gilt: f(@)d(@)D'(@) # 0.
(i) f(®) =0

Hier sieht man:

(@) =0 i3 d(g) # 0
T B L (F)() - £ P
PA0 = W=D+
(@)
N C oL o d(p) :
Nach dhnlicher Rechnung wie in (i) ergibt sich (Setze rl=m = _Mﬁ(l + o) in

beide Gleichungen von (4.27) ein und multipliziere spéter die erste Gleichung mit
g(®) statt wie in (i) mit f(@ ))

(@)9(@)+< @)@ v+0 W)~ (F@)UR)+F (@)d@)b+0W*) ) (1+0)+0( 3/ u]) =
A(%)g(7)+d (7)9(@)4+0(4) ~ (9(7)d(@)+9 (@)A@)Y+0(1*) ) (1+0)+0( " %/Iul) =

Ausmultiplizieren und vereinfachen ergibt:

(‘@@ -r@d@)e + 0+ 0 +0(Iglle)+O0(/Jul) =
(¢@)9@) - @d@)v + d@)g@e + 0w +O0(pllel)+O(=%/ul) =
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Damit erhalten wir in Falle (ii) fiir die Jacobideterminante:

(@)9(p) — I'(#)d(®) 0

d(®)9(®) — g (@)d®) d®)9(®)
=d(9)g9(®)D'(p) # 0
(iii) g(%) = 0

Hier erhélt man nach &hnlicher Vorgehensweise wie in (ii):

(@) (@) - ['(@)e(p)  c(P)f(P)

d(9)f(p) - 9'(#)c(P) 0

=c(@)f(®)D'(?) #0
Damit konnen wir den Satz iiber die implizite Funktion anwenden und erhalten

<¢(,u) = O("/|unl), e(p) = O( H\"/|,u|)) wie oben gefordert. Mit (4.28) bzw.
(4.29) folgt dann die Behauptung.

4.9 Definition:

Seien ¢(9),d(®), f(¥), 9(¢) definiert wie in Bemerkung 4.1, D(¢) wie in Definiti-
on 4.2 und 3 ¥ mit D(p) = 0.

Definiere dann:

57) =~ ((m = 0P + 4 7) ~ 9 7)o 7))

Mit Hilfe von S(%) lafit sich folgender Satz formulieren:

4.10 Satz:

Es gelten die Voraussetzungen von Satz 4.8 und o(%), S(@) seien definiert wie in
den Definitionen 4.4 bzw 4.9.

Dann gilt:
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Ein stationdrer Punkt aus der von (,0) in ¢ = 0 entweder fiir 4 > 0 (falls
o(®) < 0) oder fiir u < 0 (falls 0(%) > 0) abzweigenden Schar stationérer Punk-
te (¢(p),r(p)) der DGL (4.4) ist im Falle:

2) o(F)D'(7) < 0
ein Sattel,

b) o(7)D/(7) >0 A SX(7) - 40(@)D'(7) >0 A o()S(7) >0 (< 0)

ein stabiler (instabiler) uneigentlicher Knoten,

— !
— — — N af— — c\y
) S'(7) - 10(F)D'(F) =0 A a(@)S(F) >0 (<0) A dl) =0 = (52)
ein stabiler (instabiler) eigentlicher Knoten oder ein stabiler (instabiler)
uneigentlicher Knoten oder ein stabiler (instabiler) Wirbel,

d) $2(p) — 40(P)D(F) =0 A o()S(7) > 0(<0) A (d(@)#0 V (;(g)) #0)

ein stabiler (instabiler) uneigentlicher Knoten oder ein Wirbel,

¢) 5°(9) — 40(@)D'() <0 A 0(7)S(p) >0 (<0)
ein stabiler (instabiler) Wirbel,

f) S*(@) —40(@)D'(®) <0 A S(®) =0

ein Zentrum oder ein Wirbel,

wahlt man |p| nur hinreichend klein.

Beweis:
Definiere:
oi 0
or dp
T ) = (Fsledr )= |
A g ¥
Or dp (p(p)yr(p)

Wir berechnen die Eintrdge der Jacobimatrix mit Hilfe von (4.25):

Falls f(®) # 0, ergibt sich fir den ersten Eintrag:
or
O o070

=) (mc(g) +15) (- 500 ) +0 (VR ) ) =

= mpc(p(p))r™ () +f (())r' ™ () +O(|plr™ (1) +O(2r™ (1) +O(r! (1)) =
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= " () ((m = De(@) + O3/l
oder auch, falls g(@) # 0:

m—1 — = d(_) I=m
= pr™ () (mc(go) — lf(so)% + O( \/M))

9@ i
= ) (mel@) 175 25 +O( /D)) =

= () (m = De@) + 01

Also insgesamt:

or

> = ur™ ! (p) ((m—l)c(¢)+0( !_W))

() yr (1))

Fir den zweiten Eintrag erhalt man:

g_; = pc'(@())r™ + £ (p())r' (1) + O(|plr™ ) + O(u'r™) + O(r') =

(o) yr(p))

= ™ (1) (<(®) - @)@ + O "X/[u]))
oder alternativ, falls f(%) # 0:

= 0 (¢9) - £1(9) 55+ 0L VTaD) =
— /M‘m(,u) <f(¢) (C'(@f@}(%)fg'(ﬁc(?)) + O( l—n\'z/m)) —
= ur™ — @ , I—m
— (10 (52 +o Vi)
Weiter ergibt sich fiir den dritten Eintrag, falls g(@) # 0:
od — (m=L)pd(p()r™ 2 ()+ (= Dglip ()’ (u)+
(p(p)or(p))

+O(|plr™ M () + O(pr™ (1) + O(r' ™ (w)) =

=2 ((m-1)ud()+(1-Dalp) (- 50 ) +O(C V) ) =
= () ((m—1)d(@)+0( " }/Tul))
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oder auch, falls f(g) # 0:

= =) (G 1)d(7) ~ 1~ 9P AL +0(" /i) =

+O("/lu)) =
— W"H(M)((m —l)d(p)+0(" W))

Also insgesamt:
9p
or

= ") ((m—1)d(@)+O("~%/Tu]))

(o (p)sr ()

Verbleibt noch der letzte Eintrag zu berechnen:

(()())=AMTwUOVm_Wu>+d@%MD”_¥M%+OHMVm())+0(° ") +O0(r (1) =

=) (4 (7) + (@) (o (P)u) + O((/[ul) ")) =
= ™ () (%) - ¢ (@)o (@) + O/ Ju]))
Damit lautet die Jakobimatrix J(p(p),r(u)):

prm = ((m = e(@) + OC=4/TaD) ™ (¢(8) - £(@)o(@) + O 4/Tal))
= ((m = (@) + O =/l) - = () = o' (R)o@) + O(/TiD)

Fiir ihre Determinante erhilt man im Falle f(%) # 0:
)=

det J (¢ (p), (1)

— 122 () (m—1)

(@) (2(@)-9 @)o(7) ) -d(@) (< (@)~ #)o(@)) +O( m)

f(®)

= ) m—t) 7 ((R)e(R) (7)=e(P)o (7)e()-

= 12 () (m—1) <c<¢> (¢7)-0@ 2 ~a(p) (e'(@—f'@@) +0( ’W)) -

~

~F@)dR)C (@) + d@) ] #)e(z) + O(}/Tul)) =
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= 2 2 m=D) 7 (<(2) () (7)—<(P)g (D))~
~e(P)o(P)(F) + e@)F)S(7) + O/ Tul)) =
= w2 () (m — ) 0 Di(p) + 0/l =
= 12" 2 () = m)o(@) (D'(@) + O %/ul))

oder nach analoger Rechnung, falls g(%) # 0:

= 122 ()1 = m)o(@) (D'(@) + O “%/ul))

~
Gl

Also insgesamt:

det J((p), (1)) = (1 = m)u2r*"2(w)o () (D'() + O %/Tul))
Es gilt damit fiir |g| hinreichend klein:
det J(p(p),r(p) >0 (<0) = o(@)D'(®)>0(<0) (4.31)

Weiter ergibt sich fiir die Spur :
trJ((p),r(u) = pr™ = (p) (( —e(@) +d(?) - 9'(P)o(?) + O( '-W)) =
= " (uWVI=m (S@) + O(" ¥/u)

Es gilt damit fiir |g| hinreichend klein:
tr/(p(p),r(p) >0(<0) <= uS(®) >0(<0)

Aus der zweiten Gleichung von (4.25) in Satz 4.8 folgt fiir die abzweigende Schar
stationdrer Punkte sign(p) = —sign(o(%)) und damit fiir die Spur:

(o) (1) >0 (<0) <= o(@)S(@) <0 (>0) (4.32)

Fir die Diskriminante der Jacobimatrix J(¢(p), (1))

AJ(p(p),r(p)) = tr* T (p(p), r(p)) — ddet J(p(p), (1))

erhalt man

A (), (1) = w2 2 (w1~ m) (@) ~ 40 (@)D (@) + O /Tul))

AJ(p(p)r(w) >0 (<0) <  SF)-40(F)D'(®) >0 (<0) (433)
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wahlt man wieder |u| hinreichend klein.

Wir zeigen noch:

T (@), (1)) £ 0V Jas(0(1), (1)) £ 0 d(a)%ov(;((?)) £0 (434)

Dazu reicht es offensichtlich

A7) £0 v (%) £0 = dP)£0V (@) - f@)o(@) #0

zu zeigen.

1.Fall: d(@) # 0.

Hier ist nichts zu zeigen.
2.Fall: d(p) =0

Hier gilt wegen 4.3.d:

9®) =022 f(p) £0 =23 0(p) =

Es gilt dann

und damit die Behauptung in (4.34).
Mit (4.31) bis (4.34) und Satz 1.15 folgt die Behauptung.

4.11 Satz:

Seien c(¢),d(y), f(¢),g(p) definiert wie in Bemerkung 4.1, D(¢) wie in Defini-
tion 4.2 und 3 ¥ mit D(®) = 0. o(®) sei definiert wie in Definition 4.4 und S(9)
wie in Definition 4.9.

Dann gilt:

a) D(p+m =0

—D'(p) falls | —m ungerade
b) D'(¢g+7) = {
D'(p) falls [ —m gerade
—o(p) falls [ — m ungerade
c) o(P+m) = {
o(p) falls [ —m gerade
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d) S(g+m) = {

—S(p) falls m gerade

S(p) falls m ungerade

{ —o(9)S(p) falls [ gerade

o(?)S(¢) falls [ ungerade

f) o(@+m)D'(? +7) =o(@)D'(¥)

g) S*(@+m) = 4o(@+m)D'(@+ m) = S(P) - 40(7) D' ()

Beweis:

Aus der Definition von ¢(¢),d(¢), f(¢), g9(p) folgt:

P, falls m gerade

c(p),d(p) €

und  f(p),9(p) €

Py falls m ungerade

P,,. falls [ —m ungerade

D(yp) €

1.3
=

Py falls | —m gerade

D'(p) €

P;, falls [ gerade

Py falls [ ungerade

P,,. falls | —m ungerade

Py falls | — m gerade

Damit gilt: D(p) =0 = D(@ + 7) = 0 und man erhalt fiir die Ableitung:

womit a) und b) gezeigt sind.

—D'(¢) falls I —m ungerade

D'(p) falls [ —m gerade

c) und d) folgen in analoger Weise durch mehrfache Anwendung von Satz 1.3
unter Beriicksichtigung von

1 1
prePL (pm€Py) AN pt#£0(pT £0) = FEPZ(;GPQT)

e) Aus c) und d) folgt:

([ —0(P)S(p) falls

\

—o(p)S(p) falls
o(@)S(p) falls
o(®)S(p) falls
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oder zusammengefafit:

—o(9)S(p) falls [ gerade
o(p+m)S(ptm) =
o(®)S(p) falls [ ungerade

f)und g) folgen aus b),c) und d).

4.12 Satz:

Es gelten die Voraussetzungen von Satz 4.8 und S(%) sei definiert wie in Defini-
tion 4.9.

Dann gilt:

Es zweigt in u = 0, falls 0(%) < 0 (6(%) > 0) und

a) | —m gerade
ist, von (@,0) fiir u > 0 (1 < 0) sowie von (¢ + m,0) fiir x> 0 (x < 0)

b) [ —m ungerade
ist, von (%,0) fiir p > 0 (1 < 0) sowie von (g + ,0) fiir p <0 (p > 0)

jeweils genau eine Schar stationdrer Punkte der DGL (4.4) ab.

Gilt weiter

(i) o(@)D'(®) <0
dann sind die stationdren Punkte der beiden Scharen instabil (Sattel).
(i) o(@)D'(®) >0 A o(%)S(®) > 0 (< 0) und ist
() 1 gerade
dann sind die stationidren Punkte der in (@, 0) abzweigenden Schar asym-
ptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch stabil) und der in (@ + 7,0)

abzweigenden Schar bei Zeitumkehr asymptotisch stabil (asymptotisch sta-
bil), haben also verschiedenes Stabilitdtsverhalten.

(B) 1 ungerade

dann sind die stationidren Punkte der in (%, 0) abzweigenden Schar asym-
ptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch stabil) und der in (@ + 7,0)
abzweigenden Schar ebenfalls asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asym-
ptotisch stabil), haben also gleiches Stabilitdtsverhalten.
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Beweis:

a) bzw. b) ist die Aussage von Satz 4.8 angewandt an den Stellen ¥, % + 7 unter
Benutzung von 4.11.a bis 4.11.c.

(1) Wegen Satz 4.10.a mit Satz 4.11.f sind die stationidren Punkte der beiden ab-
zweigenden Scharen Sattel, also jeweils instabil.

(i) Es gilt d(¢) =0 < d(¢ +7) =0, da d(p) € Ps. V Ps.. Genauso sieht man

mit zusatzlich Satz oder e: @>,— (M>,—
t tzlich Satz 1.3.d od (f(@) =0 «— et =

Der Rest der Behauptung folgt mit Satz 4.10.b bis e unter Beriicksichtigung von
Satz 4.11.e+g.

4.13 Satz:

Seien ¢;(z1, z2), Q;(z1,z2) ¢ = 1,2 definiert wie in Bemerkung 4.1 und D(¢),o(%), S(%)
definiert wie in den Definition 4.2, 4.4 und 4.9.

Seien weiter:

(z1,72) = (1 cos(y),rsin(p)) € R?\ {(0,0)} beliebig und
(fl,fg) = (’f‘ COS(@),TSiH(E)) l’nlt ql(fl,fg)QQ(fl,fg) - qZ(fl,fg)Ql(fl,fg) = 0

Dann gilt:
a) D(p) = q1(1,22)Q2(1,T2) — QZ(:fJ:;ng:Q)Ql(ml’xz)
( _ :czai " xlai) (91(1131,%2)@2(:(:1, 2) — q2(x1, T2) Q1 (1, wz))
b) D'(¢) = Z1 T

I+m
(vet+ad)

l—m > .
(vt +33) BTLT) e Q) (m0,7) £0

l—m . T
( f%+f§) BTLT) g Qs(F1,T2) # 0




Beweis:

c(p) = qi(cos(¢p), sin(p)) cos(p)+qga(cos(¢), sin(p)) sin(p) =

T1 To, Ty 1 Ty Ty qi(T1,T2)T1 + ga(T1, T2) T
:q1(_,_)_+ (—’—)__

q> = — (4.35)
r' r’r r r’r (m>
Analog sieht man
q2\T1,%2)T1 — q1{T1,T2)T2
d(y) = Llonz)o - iz, o) (436)
(vVet+s3)
(o) = Q1(z1,x9)z1 + Qz(liill, T9)To (4.37)
(et +33)
o(¢) = Qs2(z1, x9)x1 — Q1 (1, 2) 20 (4.38)

I+1
(v755)
Damit ergibt sich fiir
a) D(p) = c(p)g(e)—f(p)d(p) =
1

= (W) I+m+2 <(fh(ﬂ:l,932)331+QZ(331,332)332) (Qz(ml,3:2)331—@1(331,932)332) _

- (Ql(ml, T9)x1 + Q2(€131,£C2)932) (Q2(x1,932):c1 — ql(xl,g:2)x2)) =

1
= [Ew— (‘thiU%—Q1Q1$1$2+Q2Q2$1$2—Q2Q1$§—

(VT a)

— 217} — ¢2Qo7179 + 1 Q17172 + quﬂg) =

= : )l+m+2(x% +33§)(91(9317332)Q2(931:932) - 92(931,332)@(931,932)) =

(Val+a3

q1(z1,72)Q2(T1, T2) — q2(71, 22) Q1 (71, 72)

- 5 5 l+m
(VeETa3)
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d 0

b) D'(0) = —D(p) = 2 D(y).
) D(¢) = 3 P(¢) = 5-D(9)
. 0 0 5, g 1 :
Mit 9% = _3323_:1:1 + $18_a:2 und A ritm = 0 folgt die Behauptung.

c¢) Mit Definition 4.4 und (4.35) bis (4.38) erhalt man zunéchst:

l—m
(vVa+m) 2

falls Q1(%1,72)%T1 + Q2(T1,T2)T2 # 0

falls Q2(Z1,72)T1 — Q1(T1,T2)T2 # 0

)

)
T1,72)T1 — q1(T1,T2)To
T1,T2)T1 — Q1(T1, Ta) Ty
Wir machen Fallunterscheidungen und beginnen mit
Q1(T1,T2)T1 + Q2(Z1,T2)T2 # 0.
1.Fall: Ql(fl,fg) 7é 0.
Nach Voraussetzung (beachte a) und D(@) in Definition 4.4) gilt:

q1(T1,%2)Q2(T1, T2) — ¢2(%1,T2)Q1(T1,%2) =0 =

(q1(Z1,T2)Q2(T1, T2) — ¢2(T1, T2) Q1 (T1,T2)) T2 =0 =
¢1(Z1,T2)Q2(T1,T2) T2 + ¢1(T1, T2) Q1 (T1, T2)T1 =
= q1(Z1,T2)Q1(T1, T2)T14q2(T1, T2)Q1(T1, T2) T2 =
q1(T1,Ta) (Ql(fl,Tz)fﬁ-Qz(Tl,@)Tz) = Ql(flafz)(‘h(fl,52)514-(]2(51,52)52) =

q1(T1,T2)T1 + ¢2(T1, T2) T2 _ q1(T1,T2)
1 (T1,%2)T1 + Qa2(T1,T2)T2 Q1(T1,T2)
2.Fall: Qg(fl,fg) §£ 0

Hier ergibt sich nach &hnlicher Rechnung: (multipliziere ¢1Q2 — ¢2Q1|, 7,) mit
z; und addiere ¢2Q2|z, 7,)%2)

Q1(T1,T2)T1 + q2(T1, T2) T _ q2(T1, )
Q1 (T1,%2)T1 + Q2(T1,T2)T2 Q2(T1,T2)
Sei jetzt QQ(fl,fg)fl —_ Ql(fl,fg)EQ 75 O
1.Fall: Ql(fl,f2) 7é 0

Multipliziere ¢; Q2 — ¢2Q1] (7, 7,) mit Z; und subtrahiere ¢1Q1 |, 7,)T2. Dann erhélt
man das gleiche Ergebnis wie oben beim ersten Fall.

2.Fall: Qz(fl,fg) 7£ 0

Hier multipliziert man ¢1Qs — ¢2Q1|z,,7,) mit T, subtrahiert ¢2Qs|, 7,71 und
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erhdlt ebenfalls das gleiche Ergebnis wie oben beim 2.Fall.

Es ergibt sich also insgesamt:

l—m . T
(vt +33) BTHT) e Q) (70, 5) £ 0

I—m > 7.
( f§+f§) ©THT2) gl Q7 T) £ 0

0 1

d’(w)=%d(sﬂ)=( - 2)m+1

5}

0
e +x1 Ot ) (q2(z1, x2)x1—q1 (1, T2)T2) =

N

1 0 3]
= T | 22 (961—%(5171,3?2) + ga(z1, 22) — 902—(]1(961,372)) +
3 3 Oz, 0z,
(Vet+a3)

9 0
+T, ($16_@q2($17$2) - CCza—xqu(Il,mz) — IJ1($C1, x2)>> =
1 ( 5 0 s O
- w1 \ 1 (12(931,332) + mg—ql(ﬂjl,il?z)—
( 33% + 13%) (9932 8271

0 0
- 931$2<8—x2ql(331, T9) + 8—961(]2@1,372)) — (q1(zq, )21 + Q2($1,ﬂ32)$2)> =
_ 1 N N 0 5 O
= . . pres] ((331 + 332) (a—xl%(l’l,l’z) + 8—332(]2(%,332)) - 3328—@112(%,332)—

T+ 5

0 0 0
—mfa—mql(mbfcz)—xl@ (a—@m(ﬂ?l,fcz) + 8—%92(151,152)) — (q1(z1, 2)z1 + Q2($1,w2)x2)> =

1 ‘ 0 0
= pr | ((93% + 93;) (8—331%(931,932) + a—mth(l“l, $2)) — (q1(z1, z2)21 + @2(21, 22)T2)—

0 0 0 0
—T ($18_$1Q1($1,372) + 9528—362(11(331,372)) — T2 (3318—3:192(331; To) + 9328—332(]2(331,332))> =

1 0 0
= mrl ((33% + 373) (3—91(3317332) + —Q2($1,€E2)) — (q1(z1, )21 + @2(21, T2)22)—
3 2 xy 01
(Val+33)

—m‘11(931,332)931 - mQ2(931,332)932) =
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1 0 0
= ((93% +$§)(a—m91($1,$2) + 8—@%(9«’1,352))—

m—+1
(VaT+43)

_(m+ 1)(Q1($1, 3?2)961 + q2($1, 332)352)) =

0 0
87‘11(931,932) + 87Q2(931,$2)
= — 2 — (m+1)c(p)

(Vor+a)"

Analog ergibt sich fiir ¢'(p):

0 0
—Q1(z1,22) + 8—@Q2(:C1’ )

_ 0z,
( T $%)l—l

Im Falle f() # 0 erhélt man fiir ¢'(p)o(®):

g'(¢) —(+1Df(p)

0 0
— +—Q1(Z1,T2) + 57— Q2(T1,T2)

b C(SO) . 8331 8952 . — _
g (Qo)f(a) - ( — _2>l—1 (l + 1)f(90)

o(#) = (1 +1)c(p)

Im Falle g() # 0 erhilt man analog fiir ¢'(@)o(®): (Beachte ¢(%)g(®) = f(9)d(®)!)

0 _ 0 _ _
. _d®) B a—lel(ﬂfl,ﬂa) + a_szQ(371,$2) B B
g (90)9@) = = o(®) — (I +1)c(P)
(\/ﬁ +f§)
und damit insgesamt
%, o
a—lel(Tl,@) + a$2Q2($1,$2)

Jetzt kénnen wir S(%) berechnen:

1

l—m

S(7) = ((m=-0)e(@)+d (@)~ @)o(@)) =
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V(v

4.14 Definition:

Seien g;(z1,22),Q;i(z1,z2) ¢ = 1,2 wie in Bemerkung 4.1 definiert.

Definiere dann:

a) [)(9317372) = q1(71,22)Qa(21, 72) — q2(21,72) Q1 (21, T2)

5 0 0
b) D'(zy, ) := <_m28—a:1+x18—952) (fh(ﬂ?l,$2)Q2($1,932)—112(931,932)@1(931,932))
Sei zusdtzlich (Z1,7Zs) # (0,0) mit D(fl,fz) = 0. Definiere dann weiter:

_a@T) o
Oz M @i@LT) #0
c) 6(71,7») =
‘12(331,332) o
T @) Ml @@ T) £0
0

A \/9324—:02 .
d) S(z1,%s) := \/ll—m2 (83:1(]1( T1,T )+8—qu($1’$2)_

0 9 -
_ (a—lel(fl,EZ) + a_@QQ(flaEZ))O'(CEl,a?g))

b( 1,Z2),6(T1,Ty) und g(fl,f2) sind das kartesische Analogon zu
¢),0(p) und S(p) (vgl. die Definitionen 4.2, 4.4 und 4.9).
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4.15 Satz:

Seien g;(z1,®s),Q;(x1,22) ¢ = 1,2 definiert wie in Bemerkung 4.1, ﬁ(xl,xz),
D(zy,15), 0(%y,Ts) wie in Definition 4.14 und es zweige eine Schar stationirer
Punkte (z1(u), z2(p)) der DGL (4.3) vom Ursprung in g = 0 fiir u > 0 (¢ < 0)
ab (vgl. Satz 4.7).

Dann gilt:

a) lim D(%(M)J&(M)) 1
(VAW + )

Ist zusitzlich D(z1,z,) # 0, dann gilt noch:

b) 3 (71,%) # (0,0) mit D(71, %) =0 A limarctan Z% )

) Vai(u) +23(p) = VT + T3 R/ =@, T)n + o "/ Ik])

.§I|€~3|

Beweis:

a) lim D), 2(1)) . 4lda
(V) + 3 )
atta . Qa(@i(p), 22(W)a(21(w), 22(w)) = Qu(1(k), 22(1))g2(z1 (1), 22(K)) 413

—0 I+m -
" (VT + 43w
4.13.a

2 lim D(p(p)) *Z* 0

n—0

b) Aus Satz 4.13.a und Definition 4.14.a folgt: D(%) = 0 <= D(F,T,) = 0.
Mit Satz 4.7.b folgt der erste Teil von b).

Den zweiten Teil sieht man so:
7.b T

lim arctan (k) = lim ¢(u) L ? = arctan —
p—0 a:l(,u) p—0 T

c) Mit Satz 4.13.c und Definition 4.14.c erhilt man:

o) = (W))l_m 6 (T, T) (4.39)

2H(m) + 23(w) = (1) "L/ o @)p + o R/ Tul)
= T G+ o V)
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4.16 Satz:

Seien g;(z1, z2), Qi(71,22) i = 1,2 definiert wie in Bemerkung 4.1, D(z1,z,),
D'(z1,5) wie in Definition 4.14 und 3 (z1,72) € R*\ {(0,0)} mit:

(1) f)(fl,fg) - 0

(i) D'(Z1,T2) # 0
Weiter sei noch 6(%;,T,) definiert wie in Definition 4.14.c. (vgl. Satz 4.8)
Dann gilt:

Es zweigt vom Ursprung in Richtung (Z;,T2) in 4 = 0 genau eine Schar sta-
tionarer Punkte (z1(p), z2(p)) der DGL (4.3) ab und zwar entweder fir x4 > 0
(falls 6(Z1,T2) < 0) oder fiir u < 0 (falls 6(z1,72) > 0).

Fiir diese Schar (z1(p), z2(p)) gilt:
2 (p) = TR/ =@, To)p+ o TR/ |ul)
za(p) = To'R/=6(T1, Ta)p+ o TR/ |pl)

d.h. in erster nichtverschwindender Naherung lduft (z (), z2(x)), vom Ursprung
ausgehend, langs einer Halbgeraden, die zur Nullniveaumenge von D(z1, z2) gehort.

(4.40)

Beweis:

Wegen Satz 4.8 miissen wir nur noch die Formeln (4.40) zeigen.

Die erste Formel folgt aus den Beziehungen

cos(p(w) "= cos (@+O("4/Iu])) = cos()+O("Y/[ul)  baw. cos(a)Z#

und

21(1) = (1) cos(p(n)) = \Ja3 (1) + a3 (1) (cos(7) + O("~3/Tul)) 2

4EC ( TZ —2 l—m Af— = l—m fl l—m _
= \ 41 +ﬂ32 _U($1;$2)M+0( \% M'))(\/ﬁ‘f’O( \% |,U,|)> =
T+ Ty
= R Y Ty ol V) =5 Y e ol V)

Die Formel fiir z5(p) sieht man analog der Formel fiir z;(u).
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4.17 Satz:

Es gelten die Voraussetzungen von Satz 4.16 und g(fl,fg) sei definiert wie in

Definition 4.14.d. (vgl. Satz 4.10)
Dann gilt:

Ein stationdrer Punkt aus der vom Ursprung in Richtung (Z;,Z:) in p = 0
entweder fiir 4 > 0 (falls 6(71,Z2) < 0) oder fir u < 0 (falls 6(Z1,Z2) > 0)
abzweigenden Schar stationdrer Punkte (z1(u),z2(p)) der DGL (4.3) ist im Fal-
le:

a) &(fl,fg)bl(fl,fg) < 0
ein Sattel,

b) &(fl,fg)bl(fl,fg) >0A 92(51,Tg)—‘lé’(fl,fg)br(fl,fg) >0A &(fl,fg)g(fl,fg) >0 (< 0)

ein stabiler (instabiler) uneigentlicher Knoten,

) SX(T1,Ts) — 46(%1,T2)D'(T1,T2) =0 A 6(F1,72)5(71,%) >0 (< 0) A
_ 0 _ 0 q1(T1,T2)T1 + 2(T1, T2) T2
—Tyo— + 71 ——— e ——
0z, Ty ) Q1(T1,T2)T1 + Q2(T1,T2)To
ein stabiler (instabiler) eigentlicher Knoten, ein stabiler (instabiler) unei-

gentlicher Knoten oder ein stabiler (instabiler) Wirbel,

¢2(T1,T2)T1—q1(T1,T2)T2 =0 =

d) S%(T1,Ts) — 46(F1, %) D' (71, %) =0 A 6(F1,T2)S(T1,T2) > 0 (<0) A
9 9\ 01(@1,5)T + (T, T
¢2(T1,T2)z1 — 1 (T1,Ta)za OV O # (—fzaf + 01(21,%:)%1 + 42(21, 72)%2 )
1

ein stabiler (instabiler) uneigentlicher Knoten oder ein stabiler (instabiler)

Wirbel,

e) SXTy,Ty) — 46(T1, To)D'(F1,T2) <0 A 6(T1,T2)S(T1,T) > 0 (< 0)
ein stabiler (instabiler) Wirbel,

f) S%(T1,To) — 46(T1,T2) D'(F1,T2) <0 A S(Ty,Ty) =0

ein Zentrum oder ein Wirbel,

wahlt man nur || hinreichend klein.
Bewelis:

Mit Satz 4.13 und Definition 4.14 sieht man leicht:
D'(%1, %) S(Z,T)

I+m
_2 —
(ve+=)
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woraus mit (4.39) folgt:

A~

6(T1,T2) D' (T1,Ta)

5 ~ 2m

S*(p) — 4o (@) D'(p) =

& (%1, %) S (T4, Ts)
\VTT + 73
S(z1,Ts)? — 46(%1, Ta) D' (Z1, T2

5 5 2m

9,
Mit Satz 4.10, den Gleichungen (4.35) bis (4.37) und der Darstellung von % in
¥

o(?)D' (%) =

a(#)S(p) =

2m—I

kartesischen Koordinaten folgt die Behauptung.

4.18 Satz:

Es gelten die Voraussetzungen von Satz 4.16 und S(Z1,T2) sei definiert wie in
Definition 4.14.d. (vgl. Satz 4.12)

Dann gilt:

Es zweigt in u = 0, falls 0(%) < 0 (6(%) > 0) und
a) [ —m gerade
ist, vom Ursprung in Richtung (Z;,Z,) fiir p > 0 (¢ < 0) sowie in Richtung
(%1, —T2) fiir p > 0 (1 < 0)
b) [ —m ungerade
ist, vom Ursprung in Richtung (Z,Z,) fiir 4 > 0 (¢ < 0) sowie in Richtung
(=T1, =) fiir p <0 (1> 0)
jeweils genau eine Schar stationdrer Punkte der DGL (4.3) ab.

Gilt weiter

~

(1) 6(71,T9) D' (71,T2) <0
dann sind die stationdren Punkte der beiden Scharen instabil (Sattel).

(ii) 6(Z1,T2)D'(Z1,T2) >0 A 6(T1,T2)S(T1,T2) > 0 (< 0) und ist
() 1 gerade,
dann sind die stationdren Punkte der vom Ursprung in Richtung (7, 72)
abzweigenden Schar asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch sta-
bil) und der in Richtung (—Z;,—7,) abzweigenden Schar bei Zeitumkehr

asymptotisch stabil (asymptotisch stabil) haben also verschiedenes Stabi-
litdtsverhalten.
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(B) [ ungerade,

dann sind die stationdren Punkte der vom Ursprung in Richtung (71, Z2) ab-
zweigenden Schar asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch stabil)
und der in Richtung (=%, —Z») abzweigenden Schar ebenfalls asymptotisch
stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch stabil) haben also gleiches Stabilitats-
verhalten.

Beweis:

Wie Satz 4.12 mit den Satzen 4.16 und 4.17 statt 4.8 und 4.10.

Wir geben noch mit Hilfe des Index einen Satz iiber die Abzweigung stationarer
Losungen an, der die Voraussetzung 4.16.b nicht bendtigt:

4.19 Satz:

Seien g;(z1,x2),Q;(z1, z2) definiert wie in Bemerkung 4.1. Sei weiter (vgl. Satz
.2T;1:1=):Index des stationdren Punktes im Ursprung der DGL

1 = qi(x1,22)

Ty = go(x1,22)

und
I := Index des stationdren Punktes im Ursprung der DGL

T = Ql(ﬂﬁl,ﬂ?z)

Ty = Qz(ﬂﬁl, $2)

Weiter gelte: I} # Is.
Dann gilt:

Vom stationdren Punkt im Ursprung der DGL (4.3) zweigt in 1 = 0 minde-
stens ein stationdrer Punkt mit Index # 0 ab und zwar sowohl fiir p > 0 wie fiir
pn<0.

Beweis:
Wir wenden die Transformation
e I-m X
T; = | 1]y
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auf die Gleichung (4.3) an, teilen durch '"%/|u| und erhalten:

io= (/) (e nw) + Qiwnw) + Y/ R v, )

-1

Y2 = ("W) (Sign(#)qz(yl,yz)+Qz(y1,yz)+ "Wﬁl(yhyz,u))

mit
Ri(y1,y0, 1) = O(||y||™Y) + O( =%/ p|=1 ||y||™) i =

oder aquivalent zur transformierten DGL fiir ¢ # 0 mit Satz 1.12:

91 = sign(p)a(yi,v2) + Qi(y1,v2) + 7Y || Ry (v, y2, 1)
(4.41)

¥o = sign(p)ga(y1,v2) + Qa(y1,y2) + "%/ || Ra(y1, y2, 1)
Definiere:
Fi(y1, ya, 1) = sign(w)gi(z1, 29) + Qiz1, x2) + %/ |p|Ri(y1, yo, 1) i =1,2

Damit ergibt sich fiir die Drehung von (f1, f2) lings K,.(0):

D(fl:fZ;Kr(O)) =

1 filrcos(p),rsin(p), ) 2 folr cos(i), 7 sin(p), 1)

2m ) fi(r cos(p),rsin(p), u) + f5 (r cos(e), rsin(p), 1)

_ folrcos(e),rsin(p), p)gp fi(r cos(p), rsin(e), u)
J2(rcos(p),rsin(p), u) + f2(r cos(p),rsin(p), u) v

2w
L/ Au@)r™ + Ar()r™" & Ayl + X lpl Ao
37| Bulp) + Buly)

@)r2m 4 By (@)ritm + By(o)r2 + 3/ |u|Bs (i, r, p)r2m
mit
Ao(p) = (91(cos(),sin()) 5% a2(cos(), sin(p)) g2 cos(p), sin()) 221 (cos(), sin()) ) cos i)+

—l—(qz(cos( ), sin(¢ ))ai 1(cos(¢),sin(g))—q1(cos(yp),sin(p ))0i 2(cos(¢ )sm(go))) sin(¢p)
Ai(p) = signu((g1(cos(¢), sin(p)) 55 Qa(cos(¢), sin(¢))— Q2 (cos(), sin()) 57 a1 (cos(p), sin(g) )+
Q1 (cos(), 5in(9)) 52 g5(cos(0),sin9))—as(cos (), sin()) 2> Qs (co5(9),sin(9))) cos(p)+
(
(

(#) ) )— )
+(g2(cos(p), sin(¢)) 5, Q1 (cos(p), sin()) — Q1 (cos(), sin(p)) 52-g2(cos(¢), sin() )+
(), sin()) 321 (cos (), sin()) —q1 (cos(¢p), sin(p)) 52-Q2(cos ), sin())) sin(¢))
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As(p) == (Ql(cos(go),sin(go))%QQ(cos(go),sin(go))—Qg(cos(@),sin(go))%@l(cos(go),sin(go))) cos(p)+
+(@a(cos(p), sin(p)) 22 Q1 (cos(), sin(i)) — Q1 (cos(), sin(¢)) 22 Qa(cos(), sin()) ) sin()

As(p, ) = O(r) + O(=%/[p] 1)
By(p) = qi(cos(p),sin(p)) + g5(cos(),sin(p)) > 0

)
Bi(p) = (q1(cos(p),sin(¢))Q1(cos(¢), sin(p))++ga(cos(p), sin(p))Q2(cos(¢), sin(p) )+
q1(cos(p),sin(p))Qz(cos(p), sin(p)) + g2(cos(p), sin())Q1(cos(¢),sin(p))

Bs(p) := QF(cos(p),sin(p)) + Q3 (cos(p),sin(p)) > 0
Bs(p,r, 1) :==0(r) + O( I—W)

Weiter gilt definitionsgemaf:

27
1 A
=Dl ,0) = - [ 518 de Yo
0
1 As(
D(Q1,Qq; K :%/Bzz dp Vr>0
0

Setzen wir jetzt § := '"%/|p| und wenden Satz 1.9 auf (4.42) an, folgt:

= D(f1, f;K,(0)) und L= D(fi, f>; K., (0))

d.h. im Ringgebiet zwischen K, (0) r < 7y und K,,(0) befindet sich mindestens
ein stationdrer Punkt der DGL (4.41) mit von Null verschiedenem Index und

zwar fiir 4 >0 A p <0, wéhlt man nur |u| hinreichend klein.
Aus der Aquivalenz der DGL (4.41) und (4.3) folgt die Behauptung.

4.20 Beispiele:
a) Betrachte die DGL:
T = UL T + a:?a:z - 49:1933
(4.43)
Ty = p(z?—423) + 10z — 182323 + 17z5

1Ty und a:% — 433% sind offensichtlich sogar teilerfremd.

231y — 4z123 und 10z} — 182323 + 1725 auch, was aus

mi’a:z — 49613:3 = .Tlan(x% — 43:%) = z129(z1 — 222) (21 + 222)
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und

10z — 18z7z; + 17x5  bzw. |, =105z5 £ 0

|1:1:23: o

folgt. ) )
Wir berechnen D(zy,z2) und D'(zy, z):

D(ml, To) = T1To (1095‘11—1895%:1:%4—173:3) — (a:%—lla:%) ($§ﬂ32—4ﬂ31$g) = 920y — 10z} itz 2) =
= 331332(5131 - 332)(331 + 332)(—3331 + 332)(3331 + 332)
0

lal a |4 |4
D'(zy1,29) = | —2o=— + 21— (9x‘{m2—10x?{xg+xla:§) = 925 750 i 4+3522 25— a8
(95131 8$2

D(zy,z5) wird 0 lings der Geraden
r1 =0, 22 =0, za =71, T2 = —x1, T2 = 31, Ty = =311

Wir kénnen also (z1,7») € {(0,1);(1,0); (1,1); (1,-1);(1,3);(1,—3)} wihlen.

Damit erhalt man fiir 6 (%, Z):

1

=2 _ 1=2
z] — 475

falls 7 #0AZ2 #0

&(fl fg) ==
’ 72 — 472

falls 71 =0VT =0
10z — 1828 + i "2

Weiter gilt:

0 0
a—ml$l$2+8—mz($%—4$§) = —7332
0

0
87(56:1"3:2—4:1:1563)—I—aT(lOa:‘lL—l&z:%azg—i—l?:cg) = —332229+64z) = zo(—3323+64z3)
1 2

Es ergibt sich dann fiir S(fl,EQ):

-2 =2
! + L
$(@, ) = @\/%( — 7+ (3332 — 64f§)a(a;1,x2))

Setzt man jetzt fiir (Z1,T2) die o.a. Zahlen ein, erhélt man folgende Tabelle:

(17_3) (17_1) (170) (171) (173) (071)
& — T I T I | _L [ _&
35 3 10 3 35 17
D’ 1440 —-32 9 —32 | 1440 —1
5D’ <0 2 w5 <0 &
S - 0 2 ~ 5,7
oS >0 0 <0 <0
Sz 46D’ <0 <0 | <0 >0

130



D.h. nach Satz 4.10 zweigen fiir ¢ > 0 vom stationaren Punkt im Ursprung der

DGL (4.43) in Richtung

(1,1) ein instabiler Wirbel
,3) ein Sattel

1 ein instabiler Knoten
) ein Sattel
) ein instabiler Wirbel

(—=1,-1) ein stabiler Wirbel
1,-3) ein Sattel
(0,—1) ein stabiler Knoten
(1,—3) ein Sattel
(1,—1) ein stabiler Wirbel

Fir 4 < 0 zweigen vom stationidren Punkt im Ursprung der DGL (4.43) in
Richtung

(1,0) entweder ein Zentrum oder ein Wirbel
(—1,0) entweder ein Zentrum oder ein Wirbel

ab.
b) Betrachte die DGL
T, = pxy — 428+ 5237l + 1175
(4.44)
Ty = pre + 2x§

z; und z, sind wie —4z} + 523z + 125 und 223 teilerfremd.
Wir berechnen wieder D(z1,z5) und D'(z1,z5):
D(z1,5) = 21225 — 2o(—42d + 52322 + x125) = 4adzy — 52dad + 2125 =
= r122(zy — 1) (T2 + 1) (2 — 221)(Z2 + 221)

- o, s, ; .
D'(z1,z9) = <—ajga—$l + z; (9_1132> (4zbzy—bri i+ ) = 428 —352 23 +20xT x5 — 2§

D(z1,5) wird 0 lings der Geraden
1 =0, ©2 =0, T3 = 1, T2 = —T1, Ta = 221, To = —214
Wir kénnen also (Z1,72) € {(0,1);(1,0);(1,1); (1, -1);(1,2); (1,—2)} wihlen.

Damit erhélt man fiir 6(z;, Z»):

1
falls 1 #0
e
OA’(EI’EZ) = 1
% falls f2 ?é 0



Weiter gilt

0 0 0 0
8_331$l+0_962$2 =2A a—m(—4x?+5x?ajg+xlx§)+a—m(2mg) = —20x{+15z3z3i 41123

Es ergibt sich fiir S(F;,7,):

. 524_%2
S(@,7) =\ =

(2 — (- 2077 + 152775 + 115‘21)&(51,@))

Setzt man jetzt die o.a. Zahlenwerte ein, 148t sich wieder eine Tabelle aufstellen:

(071) (170) (171) (17_1) (172) (17_2)
P I _I [ I I T T
0 2 1 2 2 32 32
D’ —1 4 —12 —-12 120 120
6D <0 | <0 ]| <0]| <0 L L
S ~ —5,31 |~ —5,31
&S <0 <0
S2 46D > 0 >0

D.h. nach Satz 4.10 zweigen fiir g > 0 vom stationdren Punkt im Ursprung der
DGL (4.44) in Richtung

(1,0) ein Sattel
(—1,0) ein Sattel
ab.
Fir 4 < 0 zweigen vom stationidren Punkt im Ursprung der DGL (4.44) in
Richtung

(1,1)  ein Sattel

(1,2)  ein instabiler Knoten

(0,1)  ein Sattel

-1,2
1

ein instabiler Knoten

—_ =

ein Sattel

)
)
(—1,—1) ein Sattel

1,—2) ein instabiler Knoten

)

)

)

(0,—1)  ein Sattel
(1,—2) ein instabiler Knoten
(1,—1) ein Sattel

ab.

Da die Behandlung der beiden nichsten Beispiele vollig analog lauft, geben wir
nur die Ergebnisse an.
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;1 = p(zy—z2) + - daim9 + 323
(4.45)
o = p(zy+z9) + 23— z1T9 — 323
geT(z1—zg , z1429) =1 = ggT(m%—4mla¢2+3a¢§ , $%—$1$2—3ﬂ?§)
D(ml, To) = TiTo— 7175 = T1T2(T 1 —T2)

I .3 2 2 3
D'(z1,zy) = x]—2x 20 —221 25+

(51752) € {(Oa 1); (150); (15 1)}

= ! — falls 7, #7
ry — 3332
&(51,52) = 5
—— falls z; =29
T
0

0 0 0
5y (1T g, (Tt e =2 (et g

S(Z1, %) = \/ T2 + T3 (2—(51—1052)&(51,@))

(x%—xlazz—?)a:g) = 1;—10z,

(0,1) [(1,0) [ (1,1)
o -3 | 1 ~2
D 1 1 )
6D’ <0 1 2
S 1 | —4v2
oS >0 >0
S2 46D <0 | >0

D.h. nach Satz 4.10 zweigen fiir 4 > 0 vom stationaren Punkt im Ursprung der

DGL (4.45) in Richtung

(1,1)  ein stabiler Knoten
(0,1)  ein Sattel
(—1,0) ein instabiler Wirbel

ab.

Fir 4 < 0 zweigen vom stationidren Punkt im Ursprung der DGL (4.45) in
Richtung

(—=1,-1) ein instabiler Knoten
(0,—1) ein Sattel
(1,0) ein stabiler Wirbel

ab.
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2 1
i1 = w92 —4zd) + 2z} — 22wy + §$1$§ + gmg
(4.46)
. 4 5 L
Ty = UT1T2 + §$1332 - §m1332
2 2 3 2 2 5154, 1,
geT(9z]—4xz5 , z120) =1 = ggT(?ml—Qa:ia:g—i—ga:lmg—kg% , §$1$2_§$1$2)
D(a:l,:cg) = xizy—airi— 2zt adtx iy = z122(zatay ) (22— ) (22—221 )
D' (21, 25) = 203 —22t 0, — 1423 23+ T2 0l + 4z  2h—
(51752) € {(07 1)) (17 O)a (17 1)) (17 _1)a (17 2)}
9
ﬁ falls 51#0/\52#0
L1 — oT2
&(51,52) - 9_2 4_2
= Qﬁﬁfg?ﬁ — falls T =0VE =0
T] — 2T1T2 + §T1T5 + 5T5
0 0
0 2 1 o 4 1 58 14 2
8—331(293:1; — 2221y + 5931:0% + ga:g) + 8—932(5:13?:132 — gxla:%) = 593? 5 4122 + 9:1:3

; 58_, 14 2
S(Z1,T2) = \/T} + T3 (19%1—(gﬁ—gfl@—i—gfg)&(fb@))

(0’1) (1’0) (1’1) (1’_1) (1’2)
& -12 | 3 9 2 -3
D' -1 2 —4 —14 30
gD’ 12 9 <0 <0 <0
S 8 | —10
¢S <0 | <0
S?—46D"| <0 | >0

D.h. nach Satz 4.10 zweigen fiir ¢ > 0 vom stationaren Punkt im Ursprung der

DGL (4.46) in Richtung

(1,2) ein Sattel
(0,1) ein instabiler Wirbel

(—=1,1)  ein Sattel
(—=1,0) ein instabiler Knoten

(—1,—1) ein Sattel

ab.
Fir 4 < 0 zweigen vom stationidren Punkt im Ursprung der DGL (4.46) in
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Richtung
(_17 _2)
(O’ _1)
(17 _1)
(1,0)
(1,1)
ab.

ein Sattel
ein instabiler Wirbel
ein Sattel
ein instabiler Knoten
ein Sattel
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Kapitel 5

Die Abzweigung periodischer
Losungen

5.1 Bemerkung:
Wir werden auch in diesem Kapitel DGL der Gestalt (vgl. Kapitel 3 bzw. 4)
&= F(z,p) (5.1)

mit F(z,u) : R? x U(0) — R? betrachten und noch einmal (vgl. Kapitel 3 bzw.
Einleitung) auf einparametrische Scharen periodischer Losungen p(¢, 1) untersu-
chen, die von isolierten stationdren Punkten z, der DGL

& = F(z,0) (5.2)

abzweigen, also p(t,0) = z, erfiillen.
Wir diirfen wieder, wie in den beiden letzten Kapiteln 0.B.d.A. z, = 0 bzw.
F(0,0) = 0 voraussetzen und damit (5.1) in der Form

& = Fy(z) + pFi(z) + R(z, p) (5.3)

bzw. _
1 = pqi(r1,r2) + Qi(z1, z2) + Rz, 2, 1)
(5.4)

Ty = pga(z1,z2) + Q2(z1, ) + Ro(z1, 29, 1)

schreiben. Dabei sind

¢i(z1, xa), Qi(z1,22) 1 = 1,2 homogene Polynome und

Ri(w1, 22, p) = O(|pl |l=[|™*) + O(u?[|z[|™) + O(l|=[|) € C™HR* x U(0),R) i

Weiter seien wie im Kapitel 4

88T (q1,92), 88T (Q1.Q2) definit und
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ord ¢;(z1,z3) =m <l =ord Q;(z1,22), 1 =1,2 , m > 0.
(Beachte: In Kapitel 3 galt m = [ vgl. Bemerkung 3.1 bzw. Einleitung)

Aus den bereits aus dem letzten Kapitel bekannten Griinden, betrachten wir die
zu (5.4) fiir r > 0 dquivalente Gleichung in klassischen Polarkoordinaten

ro= pe(e)r™  + flo)r' 4+ Sir e, p)r
(5.5)

o = pd(e)r™ ™t + gle)r™t 4+ Sy(rep)rm

wobei genau wie im Kapitel 4

c(¢) = qi(cos(p),sin(p)) cos(p) + ga(cos(), sin(p)) sin(p)
d(p) = gqa(cos(),sin(p)) cos(p) — gqu(cos(p),sin(p)) sin(p)
() Q1 (cos(p),sin(p)) cos() + Qz(COS( ),sin(p)) sin(¢)
9(¢) Q2(cos(p), sin(p)) cos(¢) — Q1 (cos(¢), sin(p)) sin(yp)
r™Si(r, o, 1) Ry (7 cos(p), rsin(p), p) cos(@) + Ra(r cos(p),rsin(p), i) sin(p)
r™Sy(r, o, ) = Ra(rcos(p),rsin(p), 1) cos(p) — Ri(r cos(p), rsin(p), 1) sin(p)
D(p) = clp)g(p) — f(p)d(p)

(Beachte: ,(r, o, 5) = O(Julr) + O(42) + O(r=+1))
definiert wurde. Mit Hilfe von Satz 1.12 lafit sich dann (5.5) (fiir » > 0) wieder
in eine DGL mit zu (5.5) d4quivalenten Trajektorien

r o= pelp)r + fle)r=mt + Si(r, e, u)r
(5.6)

o = pd(e) + gle)r'™™  + Sa(r,e,p)

tiberfiithren. Die DGL (5.6) untersuchen wir dann auf Existenz von einparametri-
schen Scharen von Trajektorien r(¢p, ), welche die Bedingungen

(i) 7(0,p) =7(2m,p0) >0 (p>0V u<0)
(ii) r(¢,0) =0 Yo € [0, 27]

erfillen.

Dazu schlieflen wir in Bemerkung 5.2 zunéchst den Fall m = 0 (s.0.) aus, um
dann in den Satzen 5.3 bis 5.6 wichtige Scheitelsatze fiir die DGL

Po= pe(e)r + fle)rtrH
(5.7)

¢ = pd(e) + gle)yr'™

zu beweisen. D.h. in 5.3 bzw. 5.5 werden Kurven konstruiert, die von den Trajek-
torien der DGL (5.7) von oben nach unten (unten nach oben) geschnitten werden,
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je nachdem ob r = 0 fiir die sogenannte auflere DGL
ro= fle)r

¢ = g(¢)

asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch stabil) ist. Véllig analog gehen
wir dann in den Satzen 5.4 bzw. 5.6 fir die innere DGL

vor. Satz 5.7 zeigt schliefilich mit Hilfe der in den vorigen vier Sdtzen konstruier-
ten Kurven und dem Satz von Poincaré-Bendixson die Existenz von mindestens
einer periodischen Trajektorie der DGL (5.7).

Die folgenden Sétze 5.8 bis 5.13 dienen dazu, die Aussage von Satz 5.7 auf ei-
ne Aquivalenzaussage fiir Existenz und Eindeutigkeit zu erweitern. Satz 5.8 ist
ein Satz tiber die Nichtexistenz periodischer Trajektorien, in Abhédngigkeit von
Nullstellen der Funktionen d(¢) und g(y), wahrend Satz 5.9 zeigt, daf} eine peri-
odische Trajektorie p(¢) > 0 der DGL (5.7) keinen gemeinsamen Punkt mit der
durch

= d(p) +9()p"(¢) =0
bestimmten Kurve haben kann. D.h. die DGL fiir die Trajektorien der DGL (5.7)

ar _ cle) + f(p)r*
de  d(p) + g(p)r*

kann in einer Umgebung einer periodischen Trajektorie p(¢) aufgestellt werden
und dann mit Hilfe des charakteristischen Exponenten der Variationsgleichung
bzgl. p(¢) der DGL (5.8) Eindeutigkeit im Falle der Existenz gezeigt werden. Im
folgenden Satz 5.11 wird die Nichtexistenz periodischer Trajektorien bewiesen,
falls die Trajektorien der inneren oder dufleren DGL also

(5.8)

o= cle)r ro= fle)r
oder

¢ = dp) o = g(p)

gleiches (asymptotisches) Stabilitdtsverhalten haben, im Satz 5.12, falls minde-
stens eine der DGL einen nichtparabolischen Sektor hat und im Satz 5.13, falls
mindestens eine der DGL nur periodische Lésungen besitzt.

Im Satz 5.14 werden dann die vorherigen Ergebnisse zusammengefafit, d.h. wir
geben zwei Aquivalenzbedingungen fiir die gesuchte Existenz und Eindeutigkeit
einer periodischen Trajektorie p(¢) > 0 der DGL (5.7) an.

Die folgenden Sitze 5.15 bzw. 5.16 dienen der Ubertragung der Ergebnisse von
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DGL (5.7) auf DGL (5.5). Satz 5.15 macht eine Aussage tiber das asymptotische
(bzgl. u) Verhalten im Falle der Existenz einer periodischen Trajektorie p(¢, p)
der DGL (5.6). Satz 5.16 ist dann das Analogon fir DGL (5.5) zu Satz 5.9 fiir
DGL (5.7), d.h. im Falle der Existenz einer periodischen Trajektorie p(¢, 1) > 0
der DGL (5.5) hat p(p, ) keine gemeinsamen Punkte mit der durch

¢ =d(¢) + g(o)p* + Sa(p, o, ) =0

definierten Kurve. In Bemerkung 5.17 geben wir dann zwei Beispiele fiir DGL, die
belegen, daB eine Aquivalenzaussage wie im Satz 5.14 fiir (5.7) fiir die DGL (5.5)
nicht méglich ist. Bei dem zweiten Beispiel féllt auf, daf§ die innere DGL sowohl
hyperbolische als auch elliptische Sektoren besitzt, also » = 0 in der inneren DGL
nicht asymptotisch sein kann und instabil ist, auch nach einer Erweiterung mit u.
r = 0 in der inneren DGL wechselt also nicht bei p = 0 sein Stabilitdtsverhalten
von stabil nach instabil oder umgekehrt und trotzdem besitzt die DGL fiir jedes
i > 0 genau eine periodische Trajektorie > 0.

Der Satz 5.18 ist dann der Hauptsatz tiber die Abzweigung periodischer Losungen
in Polarkoordinaten und 5.19 ein wichtiger Korollar fiir die Gleichung:

o= cleyr™  + fle)rt 4+ Si(re,p)rm
¢ = dle)r™t + gle)r™t + Sa(r, e, p)rm?

SchlieBlich liefern die Satze 5.20 bis 5.22 die kartesischen Versionen von 5.14, 5.18
und 5.19, wahrend 5.23 mehrere Beispiele ausfiihrlich diskutiert.

5.2 Bemerkung:

Gilt in Bemerkung 5.1 m = 0, also F1(0) # 0, ist der Ursprung (fiir |g| hinrei-
chend klein) kein stationdrer Punkt der DGL (5.1) bzw. (5.3). (Beachte: R(0, ) =
0(12).

Gilt D(¢) # 0 zweigt vom Ursprung in g = 0 kein stationdrer Punkt ab (vgl.
Satz 4.7).

Gilt also m = 0 A D(p) # 0, existiert in einer Umgebung des Ursprungs fiir
w # 0 kein stationdrer Punkt und damit auch keine periodische Losung, da die
Trajektorien periodischer Losungen stets (mindestens) einen stationdren Punkt
im inneren Gebiet haben miissen.

Da wir fiir die Hauptsitze Satz 5.14 bzw. Satz 5.18 D(¢) # 0 zwingend als Vor-
aussetzung brauchen, kénnen wir ohne wesentliche Einschrankung im folgenden
m > 1 voraussetzen.
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5.3 Satz:

Seien ¢(¢), d(¢), g(¢), f(¢) definiert wie in Bemerkung 5.1. Sei weiter:

g(e) #0 Ve € [0,20] A /%dww(m)

(vgl. Bemerkung 2.5.b (ii) bzw. Satz 2.4.b (ii) und Bemerkung 2.9).
Dann gilt:

3 C?% 7 > 0 und y(¢) : [0,27] — (0,00) stiickweise glatt mit y(0) = v(27) =1
sowie

(o) = {(#, %v(p)) | ¢ € [0, 27]}
so daf} Vg > C° alle Trajektorien der DGL

o= c(p)r + flp)rttt
(5.9)

o = dlp) + g(p)r*

wenn sie einen Punkt mit I'°(y) gemeinsam haben, I'°(y) von » = 0 aus gesehen,
fiir wachsende ¢ von oben nach unten (unten nach oben) schneiden.
(Beachte: Durch jeden Punkt oberhalb von I'°(C°) lauft genau eine der Kurven

I'(v0), da y(¢) > 0).

Beweis:
Definiere: )
/ f(¥) do
g 80)
/ 1
9(¢)
0
Mit:

t1 > 0,1 < 27, ¢ < @, c(p) <> a1(t),d(p) <> as(t), (@) © ax(t), (@) < au(t)
und « := |a| konnen wir Satz 1.10.a auf

c(p) + f(p)r*

d(¢) + g(@)r* (>:10

anwenden und erhalten:
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Zu |a| 3 R(|al) so daB8 Vr > R(|a|) und V¢ € [0, 27] gilt:
— | c rk o
flo)+lal _ cle)+fle)r*  fle) - al
o(9) < (o) + gl < 3(7) falls g(¢) < 0 (5.12)
Definiere o) 4+ ol
max 7 o
m(al) = 2=
min |9(¢)]
und
C° = R(|a|) m(|al)
sowie
r g(u dlﬁ o o
V(p) =€ Y (p) = 107(p) Yy > C°.
Wegen
o _ o X
-« _ _(p _ o —
0/ g(e O/ () a/ (p) 7 ’
gilt

7(0) =4(27) =1 bzw. ~°(0) =+"(27) =

d.h. 4°(¢) erfiillt die DGL mit Periodizitatsrandbedingung:

d_,r = f(so) —a T T =Tr\im) =
do - 9(80) (O) (2 ) Yo

Weiter gilt

7]
f($) —a . (ﬂ@—a) B f(¥)-a
J g(¥) dzﬁzwwgl[tlﬁo] 9(¥) = ? pelog) g(v) =
f(@) +a
f(¢)—a Jmax [f(e o
. e B i o]

0e[0,27]
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woraus

[ L ay f L2 gy _ _
fyo((p) = 79 eof 9(¥) > C° e 9(¥) > R(|a|)€m(|a|) e @) — R(|a|)
d.h.
(%) > R([ee]) V ¢ € [0,27] (5.13)
folgt.

Damit gelten (5.11) und (5.12) langs (7).
1.Fall g(¢) > 0.

27
Wir betrachten hier zunéchst die Situation [ % dep < 0,d.h. @ <0.
0

Es ergibt sich mit (5.13) und der zweiten Ungleichung in (5.11):

c(p) + fp)r* -7
d(p) + g(@)r* g(p

Setzt man

Hy(r,9) == c(p) + f(o)r"  Hay(r,9) :=d(p) + g(p)r* G(p) =

folgt mit Satz 1.13.a (i) die Behauptung.
27

Falls [ % dy > 0 gilt, also @ > 0 erhdlt man mit (5.13) und der ersten Unglei-
0

chung in (5.11):
flo)—a _clp) + fo)r*
gle) dle) +g(p)r*
Mit Satz 1.13.b (i) folgt auch hier die Behauptung.
2. Fall g(¢) < 0.

Zeigt man vollig analog dem 1. Fall, man benutzt lediglich (5.12) statt (5.11) und
1.13.b (ii) baw 1.13 a (ii).

5.4 Satz:

Seien ¢(¢),d(¢), (), f(¢) definiert wie in Bemerkung 5.1. Sei weiter:

d(p) #0 Ve €[0,2n] A /%d¢>0(<0)

(vgl. Bemerkung 2.5.b (ii) bzw. Satz 2.4.b (ii) und Bemerkung 2.9).
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Dann gilt:

3 C* vy > 0 und () : [0,27] — (0,00) stiickweise glatt mit v(0) = v(27) =1
sowie

(%) := {(¢,77(¢)) | ¢ € [0,27]}

so daf8 Vyy < C* alle Trajektorien von (5.9), wenn sie einen Punkt mit I"(vp)
gemeinsam haben, I'*(y) von » = 0 aus gesehen, fiir wachsende ¢ von unten nach
oben (oben nach unten) schneiden.

(Beachte: Durch jeden Punkt zwischen » = 0 und I'*(C") lauft genau eine der
Kurven I'(vy), da y(¢) > 0).

Beweis:

Wir gehen vor wie im Satz 5.3, definieren zunéchst

wenden Satz 1.10.b statt 1.10.a auf (5.10) an und erhalten:
Zu |B] 3 R(|B]) so daB8 V r < R(|B]) und V ¢ € [0,27] gilt:

clp) 1Bl _ cle) + flo)r" _ cle) + 18]
d(y) d(p) + g(p)r* d(p)

c(¢) + |B] i) + f(p)r” Gl 8]
d(p) d(¢) + g(p)r* d(p)

Wir definieren (vgl. Beweis von Satz 5.3)

falls d(¢) > 0 (5.14)

falls d(p) < 0 (5.15)

max _|e(¢)| + 8]

— €[0,2x]
m(|ﬁ|) = 27r9’ min |d(§0)|
p€[0,27]
und .
Y = R(|E|)e—m(lﬁ\)
sowie

[ =T ay . “
Y(p) = e >0 baw. () ==nv(e) 0<v<C
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d.h. v*(¢) erfiillt die DGL mit Periodizitatsrandbedingung:

dr c(p) — E
% = (d()iw r r0)=r2r) =7
Weiter gilt:
K C(?)/ﬁﬁ dap .5.7 C(U))"—E dip _
() = 7o e'or (%) < O eof ) (|5|)e—m(|ﬂ|)em(|ﬂl) = R(|B])

(5.14) und (5.15) gelten somit langs I'"*(vp).

Der Rest des Beweises lduft analog dem Beweis von Satz 5.3, man benutzt ledig-

lich (5.14) und (5.15) statt (5.11) und (5.12) sowie G(¢p) := M

5.5 Satz:

Seien c(p),d(p), g(¢), f(¢) definiert wie in Bemerkung 5.1 und es gelte V¢ € [0, 27]
mit g(¢) = 0:

f(¢) <0 (>0)
(vgl. Bemerkung 2.5.a+c (i) bzw. Satz 2.4.a+c (i) und Bemerkung 2.9).

Dann gilt:

3 C?% ) > 0 und y(p) : [0,27] — [1,00) stiickweise glatt mit y(0) = v(27) =1
sowie

I(v0) == {(,%7(®)) | ¢ € [0,2n]}
so dafl Vyy > C° alle Trajektorien der DGL (5.9), wenn sie einen Punkt mit I'"(~y,)
gemeinsam haben, I'°(v) von r = 0 aus gesehen, fiir wachsende t von oben nach
unten (unten nach oben) schneiden.
(Auch hier 1duft durch jeden Punkt oberhalb von I'’(C) genau eine der Kurven

FO(VO))-

Beweis:

Wir betrachten zuerst die Situation f(¢) <0

L.Fall: g(¢) = 0.

Hier gilt f(¢) <0 Vo € [0, 27].
Definiere:

max |C
J e o)

Jnax f(e)

c° =
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Y(p) =1 bzw. ¥ (¢):=7%Y(e) =y Yy >C°

Es gilt
) ok o k
() + f()v < cle) + f(9)(C°)" < max |e(p)|+ max f(p)(C°)" =0
p€E[0,27] p€E[0,27]
und damit

Hliey = Frm0) = (ce) + F@) 0 <0 V> C°

d.h. alle Trajektorien von DGL (5.9), die einen Punkt mit I'°(yy) gemeinsam
haben, schneiden I'°(7y) von oben nach unten, falls vy > C°.

2.Fall: g(¢) =0 A g(p) #0.
Seien ¢; < s < ... < @, genau die Nullstellen von g(¢) in [0,27) also

9(pi) =0 @i €[0,2m) i =1,,m und o, 41 =1+ 27 € 27, 47)
Die Menge I = {1,,n;} zerfallt in drei disjunkte Teilmengen I, I5, I5:
Li={i€l]f(p)<0VpE€lp;pinl}
L:={i€I|[3PE€pipm]mit f(T)=0 A g(®) >0}
I:={i€l|3F€|pipin] mit f(7)=0 A g() <0}

Im Falle 2 € I; sieht man wie oben im 1.Fall mit

max |c(p)|

o k| ¢€leipiyal
max ()
PE[pirpit1]

daB f(gO,’yo) <0 gﬂt V’yo > CLO N p€ [(pi,(piJrl].

Falls ¢« € I, U I3 definieren wir
&= 2 0 (=a viel)
& = g max f(pi) < = a> f(p:) Vi€

da n.V. f(¢) an den Nullstellen von g(¢) stets < 0 ist.
Definiere weiter

X
flp)—a
ho(¥, x) := / dep
) / 9(¥)
und falls 2 € I,

Yy = min {4 € (pi,pi11) | F@)—a=0A
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AVe > 03y, miteh < 9 < by € Ue(3h) und (f(3h1)—a)(f (1) @) < 0}
Xy = min {x € ()", 1) | ha(¥{”, %) = 0}
) =min{g € (", pin1) | F@)-T=0A
AVe > 039y, 9ps mit by < a <1y € U($) und (f(1)~a)(f(4») ) < 0}
(4)

Xjt1 = min {Y € ( ](-3-1, Pir1) | hal ]+17 - O}

bzw. falls 2 € I3
i) = max {¥ € (¢i,p:01) | F(@)-T=0A

AVe> 0Ty, by mitohy < ¢ <ty € Ue() und (f (1) —@)(f (¢2)—@) < 0}
2 = max {x € (p5, $7) | hal(x, 917) = 0}
W= max {¢ € (pi, ]| f(@)—a =0A

AVe > 0Ty, by mitohy < ¢ <y € Uo(9) und (£ (1) —a)(f(v02)—7) < 0}
(%)

. — 7 = (i)
i1 = max {X € (Soi,lf’y(‘ll) | ha(X, ¥541) = 0}

v

Wir zeigen: zﬁ;i), Xﬁ“ existieren, falls I # )

f(¢p) ist analytisch = f(¢) hat nur endlich viele Nullstellen in [0, 27] und nach
Definition /5 mindestens eine in (¢;, ;+1). Die kleinste Nullstelle in (¢;, ¢;+1) sei

;. Fir 9; gilt:

f(;) —a =0 —a > 0. Weiter gilt noch (s.o.):

a> f(p;) = fe;)) —a<0.

Mit dem Zwischenwertsatz, angewandt auf die Funktion f(¢) — @ folgt die Exi-
stenz von mindestens einer Nullstelle von f(¢) — @ und da auch f(¢) — @ nur

endlich viele Nullstellen haben kann, die Existenz einer kleinsten Nullstelle mit
Vorzeichenwechsel, also @/)Y’).

Nach Konstruktion von 1/}9 d€> 0 mit
sign(f(¢) — @) = —sign(/(#) > 0 ¥g € (1, 91" +9)
Auflerdem gilt mit Satz 1.8.a:

lim ha(@bgi),x) = sign(f(pir1) — @) sign(g(zbgi))) c00 = (=1)(+1)oo = —c0

X Pit+1

Mit dem Zwischenwertsatz folgt, wie eben bei gb?) gezeigt, die Existenz von X(li)
mit offensichtlich f(X:(ll)) <.

Das gesamte Verfahren bricht nach w; > 1 Schritten ab, da f(¢) — @ nur endlich
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viele Nullstellen haben kann. . .
Falls I3 # 0 zeigt man vollig analog die Existenz von ¢§Z),)~<§z),dji.

Definiere dann:
1 . ) i ; ) ~(i)y 50
6, =  min { min { s — 94" X — i fymin {loi = 281 1917 - soml}}

Wir wenden Satz 1.10.a jeweils iiber den Intervallen [¢; + 61, p; 11 — 1] auf (5.10)
an und erhalten:

Zu |&| 3 RY(|a]) so daB V r > R(a) V ¢ € [¢; + 01, piy1 — 01] ¢ € [ U I gilt:

sign(g(y)) = sign(d(e) + g(¢)r*)

und
—_— % k o
fe)—fal o)1l f@ B pyiep, (s
a(p) d(p) + g(e)r g(p)
_ k _ |7
fo)tfal _ele) + /o0 f@) -l oo g
a(9) d(p) + g(e)r 9(p)
Sei
re([al) = max Bi([@l)
und
C° ;= max HéaXCf; R°(|al) ;
sowle ) @)
Vi) palls e [pl? 1)
.: (i) D G
W)= hal0) s pe (1,90
\ 1 sonst
bzw.

V(e) =2v(0) V>0
Fiir ¢ € I} haben wir 7(¢, ) < 0 bereits gezeigt, woraus fiir ¢ € I; die Behaup-
tung folgt. ' '
Fiiri € I, beginnen wir mit den Intervallen [p;, p;+1], [wir1—01, pit1l, [ng) , zﬁj(zll] 1<j<w
Hier gilt nach Konstruktion: f(¢) —a < 0= f(y) <a < 0.
Damit gilt:

_ ok
cle)+f(pni < max le(p)l+ang < max le(p)l+a(C?)" =0

~ »€[0,27] 27
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woraus 7(¢,7y) < 0 auf den Intervallen folgt.
Weiter gilt fiir die Intervalle [gbj(.l),ng‘)];

Y () o ist Losung der DGL mit Periodizitatsrandbedingung:
w‘il k2

Y]

wobei nach Konstruktion v°(¢) > vy > 0 Vg € [¢;i)7X§i)] gilt.

Mit der zweiten Ungleichung in (5.16) und Satz 1.13.a (i) folgt hier (f(¢;) < 0
und |@| = —a@) die Behauptung fiir ¢ € Is.

Fiir ¢ € I3 geht man v6llig analog vor, man benutzt am Schluf} lediglich die erste
Ungleichung in (5.17) und Satz 1.13.b (ii).

Damit ist die Behauptung fiir den Fall f(¢;) <04 € I =1, U I, U I3 gezeigt.
Den noch ausstehenden Fall f(¢;) > 0 ¢ € I beweist man so:

Zuerst macht man Zeitumkehr, d.h. f(¢) = —f(¢), 9(¢) = —g(¢). Dann kann
der bisherige Beweis vollstandig tibernommen werden. Macht man noch einmal

Zeitumkehr, ist alles gezeigt.

5.6 Satz:

Seien c(¢), d(¢), g(¢), f(p) definiert wie in Bemerkung 5.1 und es gelte V b€ [0, 27]
mit d(¢) = 0:

~

c(¢) >0 (<0)
(vgl. Bemerkung 2.5.a+c (i) bzw. Satz 2.4.a+c (i) und Bemerkung 2.9).

Dann gilt:

3 C*,y9 > 0 und v(p) : [0,27] — (0, 1] stiickweise glatt mit v(0) = v(27) =1

I"(y0) = {(2,%7(¢)) | ¥ € [0,27]}

so dafl Vyy mit 0 < vy < C* die Trajektorien von (5.9), wenn sie einen Punkt
mit I'(-y) gemeinsam haben, I'(~g) von r = 0 aus gesehen, fiir wachsende ¢t von
unten nach oben (oben nach unten) schneiden.

(Auch hier 1duft durch jeden Punkt zwischen r = 0 und I'*(C*) genau eine der
Kurven I'()).

Beweis:

Wir betrachten zuerst die Situation ¢(¢) > 0.
1.Fall d(¢) = 0.
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Hier gilt ¢(p) >0V ¢ € [0,27].
Gilt f(¢) = 0, ist offensichtlich

#(g,r) = (c(p) +0-78)r >0 =c(p)r >0

Vr > 0 und Vo € [0, 27]. Hier kann y(¢) := 1 gewiahlt werden.
Gilt f(¢) # 0, definiere

Es gilt Vg mit 0 < vy < C*

c(e)+f(ehw 2 min clp)- max [f(p)hi > min e(p)= max |f(©)I(C")" =0

und damit

Plpuingy = 7(9:70) = (@) + f9)w) 10 >0 0 <y <C"
D.h. alle Trajektorien von DGL (5.9), die einen Punkt mit I'*(vy) gemeinsam
haben, schneiden I'(yy) von unten nach oben, falls 0 < vy < C*.
2.Fall d(¢) =0 A d(p) #0
Seien ¢ < ¢ < ... < Pp,+1 genau die Nullstellen von d(¢) in [0, 27) also

d(qs%) =0 qs% € [07271') 1= 17 )y T2 und ¢n2+1 = ¢1 + 27 € [27T,47T)
Die Menge J = {1, ,nz} zerféllt in drei disjunkte Teilmengen Jy, J5, J5:
Jp = { 1€ J | C( )#OVQD € [¢i,¢7’+1]}
Jg—{ZEJ|E|QOE[¢L,¢L+1]H111’,C()—O/\d >0}
Jy:={1€J|3PE[dbir1] mit (7)) =0 A d(p) <0}

Im Falle: € J; und f(¢) = 0 sieht man wieder sofort » > 0 Vr >0 A Vo € [0, 27]
da n.V. ¢(¢) > 0.
Falls i € J; und f(¢) # 0 sieht man wie oben beim 1. Fall mit

min ¢
O’Zl, — k| »€ldi,bit] (90)

max
P€[di bit1] |f(80)|

dafl 7“(90,’)/0) >0gilt Vyymit 0 <y < C*Agp € [¢i,¢i+1] 1 € Jy.
Falls : € Jy, U J3 definieren wir

B = %%ijnc(qﬁi) >0 (:> B < c(di) Vie J)
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da n.V. ¢(¢) an den Nullstellen von d(¢) stets > 0 ist.

Definiere weiter .
[c(¢) B
9
und falls z € Js

9 = min {9 € (¢, i11) | c(F)—B =0

AVe > 0391, 9, mitd; < I < Py € U(I) und (e(91)—B)(c(F2)—B) < 0}
&7 :=min {€ € (9", $i11) | hp(9)",€) = 0}
19;21 ;= min {J € [fj(i), $ir1) | c(@)—B=0A

AVe > 039,79, mitd; < I < Jy € U(9) und (e(91)—B)(c(P2)—B) < 0}
& = min{€ € (8, $ir) | ha(9},,€) = 0}
bzw i € Js
5(1i) = max {5 € (¢ Pis1) ‘ 0(5)—5 =0A

AVe > 039,90, mitd; <9I < Fy € U(9) und (e(9;)—B)(c(F2)—B) < 0}
&ﬂzmu42e¢wﬁ>uﬂ‘@%=o}
9, = max {7 € (¢:,€"]| c(F)-B=0A

AVe>03 191,192 mit 9; <9 < 95 € U (9) und (c(d1)—p)(c(P)—B) < 0}
gj(—l)-l = max { € (¢, 9} ]+1 )| s 5:"91+1 =0}
Die Existenz von 9{" £\ falls J, # @ baw. von 9" £" falls J; # § sieht man wie

im Beweis von Satz 5.5 mit Hilfe des Zwisghellyvertsatzes. )

Die Konstruktionen fiir 195;)1,5521 bzw. fiir 19(17') , 5521 brechen nach (; bzw. (; Schrit-
ten ab (vgl. w;,@; in Satz 5.5).

Definiere dann:

1 . . i i . Fi) .90
5%:§mm{%gg@—apméf—@ﬂ§;gg{mffgmw>—@ﬂ&}

Wir wenden Satz 1.10.b jeweils iiber den Intervallen [¢; 4 b2, ;41 — da] ¢ € Jo U J3
auf (5.10) an und erhalten:

Zu |B| HR?(LED so dafl Vr < R;L VQD € [le + 62,¢i+1 — 52] 1€ U Js gllt
sign(d(e)) = sign(d(y) + g(¢)r")
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und

clp) — 18] _ o) + 1@ _cl@) +1Bl i 5.18
de) " dle)+elet = dlp) e h 019
(0)+ 1B _ clo) + [l ) =18l o\ e 5.19
dp) " d(p) + (o)t = d(p) ©h B
Sei
R'(|8]) = min R(|B])
und
C" := min IZI€1‘111110LU, RU(|B|)1 k
(s 07,9) s p e[, e]
Y(p) = ehﬁ(gj('i)»ﬁo) falls 906[5;),15§i)]
L 1 sonst
bzw.

7(9) == 1(p)

Den Rest der Behauptung beweist man analog Satz 5.5, wobei hier nach Kon-
struktion 0 < v*(¢) < 7, gilt.

5.7 Satz:

Seien c¢(y),d(¢), f(¢),g(p) definiert wie in Bemerkung 5.1 und die DGL (5.9)
besitze auflerhalb r = 0 keine stationdren Punkte.
Weiter gelte:

(1) In der DGL

ro= fle)r
(5.20)
¢ = g(v)
sei 7 = 0 asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch stabil).
(ii) In der DGL
ro= c(p)r
(5.21)
p = dy)

sei r = 0 bei Zeitumkehr asymptotisch stabil (asymptotisch stabil).
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Dann gilt:
Die DGL (5.9) besitzt eine Trajektorie p(¢) > 0 mit p(0) = p(27).
Beweis:

Mit Bemerkung 2.9, den Satzen 5.3 - 5.6 und dem Satz von Poincaré-Bendixson

(vgl. [21] S. 391) folgt die Behauptung.

5.8 Satz:

Seien c(¢),d(¢), f(), g(¢) definiert wie in Bemerkung 5.1. Weiter sei:
(i) d(p1) =0 A d(p) #0 Vo € (p1, 9]

(i) g(p2) =0 A g(p) #0 VYo € [p1,¢2)

(iii) sign(d(p)) # sign(g(p)) Ve € (1, ¢2)

oder
(1) g(ps) =0 A g(p) #0 Yo € (g3, 04]

(i) d(pa) =0 A d(p) #0 Vo € [p3,04)

(iii) sign(d(y)) # sign(g(y)) Ve € (v, ¢4)

Dann gilt:

Die DGL (5.9) besitzt keine Trajektorie p(¢) > 0 mit p(0) = p(2n).

Beweis:

Annahme:
3 Trajektorie p(¢) > 0 mit p(0) = p(27).

Wir behandeln zunéchst die Voraussetzungen (i)-(iii):

k

¢(p1,7) = d(p1) + g(p1)r* = g(p1)r* = sign(p(p1,7)) = sign(g(p1)) Vr >0

P(p2,7) = d(p2) + g(p2)r* = d(p2) = sign(¢(p2,7)) = sign(d(y2)) Vr >0
Es gilt also insgesamt:
sign (¢(1,7)) # sign (¢(p2,7)) Vr >0

d.h. alle Trajektorien von DGL (5.9), die einen Punkt mit den beiden senkrechten
Halbgeraden {((pz-,r)| r>0¢=1,2 } gemeinsam haben, laufen entweder in den
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von den Halbgeraden begrenzten Streifen hinein (falls signg(p1,7) > 0) oder
heraus (falls sign(¢(¢1,7)) < 0).

Da dies auch fiir die Trajektorie p(¢) > 0 mit p(0) = p(27) gelten muf, ergibt
sich ein Widerspruch und die Behauptung folgt.

Der zweite Teil des Satzes lauft véllig analog.

5.9 Satz:

Seien c(p),d(¢), f(¢), g(¢), D(p) definiert wie in Bemerkung 5.1 und D(¢) # 0.
Weiter besitze die DGL (5.9) eine Trajektorie p(¢) > 0 mit p(0) = p(27).

Dann gilt:
o(@,p(p)) = d(e) + g(@)p" () #0 Vo € [0,2n]

Beweis:

Annahme:
3y mit d(o) + g(w0)p* (o) = 0.

Es gilt offensichtlich: d(¢y) = 0 gy g(pp) = 0.
Weiter kann es wegen D(¢) # 0 kein ¢ geben mit d(¢g) = 0 = g(¢)-
Es muf} daher V r > 0 gelten:

¢(p0,7) =0 = g(po) # 0 # d()

Die Menge aller Punkte der (¢, > 0) Halbebene, die ¢ = 0 erfiillen, 1&8t sich
daher durch den Graph der Funktion

r(e) = ¥/ ———= (5.22)

beschreiben.

Wir betrachten den Graphen von r(y), denn nach Annahme hat er mindestens
einen Punkt mit p(¢) gemeinsam.

Falls d(¢) und g(¢) iiber einem Intervall gleiches Vorzeichen haben, liegt r(¢) im
Komplexen und es ist nichts zu zeigen (¢ # 0).

Falls auf eine Nullstelle von d(¢) eine Nullstelle von g(¢) folgt (oder umgekehrt)
wurde bereits in Satz 5.8 die Nichtexistenz von p(y) gezeigt. Wir kénnen uns
daher auf folgende drei Félle beschranken:

1) d(p) #0# g(p) Vo € [0,2n] A sign(d(p)) # sign(g(y))
2) d(p1) =d(p2) =0 A d(p) #0 VY € (p1,902) A g(p) # 0V € [p1, 2]

3) g(ws3) =g(pa) =0 A g(p) #0Vp € (w3,04) A d(p) # 0V € [p3, 4]
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wobei, falls 1) nicht gilt, die Féalle 2) bzw. 3) unabhéngig voneinander mehrfach
auftreten konnen.

Im ersten Fall teilt der Graph von r(¢) die (¢, r)-Halbebene in zwei disjunkte
Gebiete, ein oberes und ein unteres Gebiet. Damit schneiden alle Trajektorien
von (5.9), die einen Punkt mit dem Graph gemeinsam haben, ihn entweder von
oben nach unten (falls 7'“|T(¢) < 0), bzw. von unten nach oben (falls 7'“|T(¢) > 0).

Wegen D(¢) # 0 ist 7;|7‘(<p) = 0 nicht méglich (vgl. Satz 4.7).

Im zweiten Fall teilt der Graph von r(¢) den Streifen tiber [¢1, ¢s]:

{(ga,r) | p1 << g, r>0 } in zwei disjunkte Teilmengen, eine davon liegt
zwischen (¢1,0) und (ps,0) unter dem Graphen. Damit laufen alle Trajektorien,
die einen Punkt tiber [p1, 2] mit ihm gemeinsam haben, in das unterhalb liegende
Gebiet hinein (falls 7"|‘r(¢) < 0) oder heraus (falls 7”|r(¢) > 0).

Im dritten Fall teilt der Graph von 7(y) den Streifen tiber [ps3, p4]:

{(go,r) | 3 < < @4, 7>0 } in zwei disjunkte Teilmengen, eine davon liegt
zwischen (g3, 00) und (¢4, 00) iiber dem Graphen. Damit laufen alle Trajektorien,
die einen Punkt iiber [¢3, ¢4] mit ihm gemeinsam haben, in das oberhalb liegende
Gebiet hinein (falls 7;|/r'(<p) > 0) oder heraus (falls I);|"’(90) < 0).

Es gilt also insgesamt:

Hat eine Trajektorie von (5.9) einen Punkt mit der durch die Gleichung

¢(p,7) = d(¢) + g(¢)r* = 0 definierten Kurve(n) gemeinsam, so kann sie nicht
periodisch sein.

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, woraus die Behauptung folgt.

5.10 Satz:

Seien c(¢),d(), f(¢),g(¢), D(p) definiert wie in Bemerkung 5.1 mit D(¢) # 0
und die DGL (5.9) besitze eine Trajektorie p(¢) > 0 mit p(0) = p(27).

Dann gilt:
p(p) ist die einzige Trajektorie > 0 der DGL (5.9) mit p(0) = p(27).
Beweis:

Eine 27-periodische Trajektorie p(¢) > 0 der DGL (5.9) ist mit Satz 5.9 eine
2m-periodische Losung der DGL:

dr _ p)+fe)r* (5.23)

de  d(p)+ g(p)r*



Wir untersuchen die Stabilitat einer beliebigen periodischen Losung p(¢) > 0 der
DGL (5.23). Das Stabilitatsverhalten von p(¢) wird durch die Variationsgleichung
von (5.23) lings p(¢) bestimmt ([21] S. 321):

dy _ 9 (C(@) + g(p)r T)
dp  Or \d(p) + g(p)r*

Um den charakteristischen Exponenten von (5.24) zu bestimmen, berechnen wir
zunichst die partielle Ableitung in (5.24):

bl

Yy (5.24)

plp)

Oor
_dp) i)t (dle) + g(p)rRS (o)t = (elo) + F(o)rkg(o)r™
d(p) + g(p)r* (d(p) + g(p)rk)?
_ @)+ /o)t (elp)gle) = fp)dlp)hr™ "
d(p) + g(p)r* d(p) + g(p)rk)?

Damit lautet die Variationsgleichung lings p(¢):

dy _ (cle) + Fle)r"(p) D(p)kp"~(p)

di (d(w TP (o) Wy) +9@r ) p“">> v ()

und der charakteristische Exponent von Gleichung (5.25):

27

/<C(so)+f(s0)p’“(so) _ __D(@)k(p) ) dp =
d(p) +g(p)p™(e)  (d(p) +g(p)p*(¢))?

27

_ D(p)kp"
_ 0/ 7 __dp £ 0 (5.26)

@) + g(p)p*)?

was aus

= In(p(27)) — In(p(0)) =0

|
—
3
<=
Q.
~G ‘
“G
Il
—
&
A
E
QL
RS

folgt. Da das Vorzeichen ( = —signD(go)) des charakteristischen Exponenten un-
abhingig von p(¢p) ist, sind die periodischen Losungen > 0 von (5.23) entweder
alle asymptotisch stabil oder alle bei Zeitumkehr asymptotisch stabil. Weiter be-
sitzt die DGL (5.9) wegen D(¢) # 0 (vgl. Satz 4.7) aufierhalb von r = 0 keinen
stationdren Punkt. Also miifite zwischen zwei asymptotisch stabilen (bei Zeit-
umkehr asymptotisch stabilen) periodischen Losungen mindestens eine instabile
(stabile) periodische Losung liegen. Widerspruch.
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5.11 Satz:

Seien c(¢),d(¢)f(¢),9(¢), D(p) definiert wie in Bemerkung 5.1 mit D(¢) # 0

und es gelte:

(i) In der DGL (5.20) sei r = 0 asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asympto-
tisch stabil).

(ii) In der DGL (5.21) sei r = 0 ebenfalls asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr
asymptotisch stabil).

Dann gilt:
Die DGL (5.9) besitzt keine Trajektorie p(¢) > 0 mit p(0) = p(27).
Beweis:

Annahme:
Die DGL (5.9) besitze eine Trajektorie p(¢) > 0 mit p(0) = p(27).

Wegen der Satze 5.3 - 5.6 kann p(¢) nur zwischen I'°(C?) und I'*(C™) liegen und
ist mit Satz 5.10 eindeutig. Aus (5.26) folgt, dafl p(¢) entweder asymptotisch
stabil oder bei Zeitumkehr asymptotisch stabil ist.

Weiter werden I'°(C?) und I'*(C*) von den Trajektorien von (5.9) beide entweder
von oben nach unten oder von unten nach oben geschnitten.

Mit Satz 1.14 folgt die Existenz mindestens einer weiteren periodischen Trajek-

torie der DGL (5.9). Widerspruch.

5.12 Satz:

Seien ¢(¢),d(¢), f(¢),g(¢), D(¢) definiert wie in Bemerkung 5.1 mit D(¢) # 0.
Weiter besitze mindestens eine der beiden DGL

ro= flo)r ro= c(p)r
oder (5.27)
¢ = g(p) ¢ = dp)
mindestens einen Sektor, der nicht parabolisch ist.
Dann gilt:
Die DGL (5.9) besitzt keine Trajektorie p(¢) > 0 mit p(0) = p(2m).

Beweis:
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Wir nehmen an, die zweite DGL in (5.27) besitze einen nichtparabolischen Sek-
tor, d.h. (vgl. Bemerkung 2.5.c (ii)+(iii) bzw. Satz 2.4.c (ii)+(iii)) 3 ¢1 < @9
mit
d(pr) =d(p2) =0 A sign(c(p1)) # sign(c(e2))

Es gilt:

(1) =0 = D(p) = c(p1)g(er) = f(p1)d(p1) = c(p1)9(1)
d(p2) =0 = D(p) = c(p2)9(p2) = f(p2)d(2) = c(p2)g(p2)
Wegen D(¢) # 0V ¢ und sign(c(¢1)) # sign(c(p)) folgt:

sign(g(p1)) # sign(g(2))
Damit gilt in Gleichung (5.9)
sign (¢(p1,7)) 7 sign (¢(p2,7))

womit wir, wie im Beweis von Satz 5.8, auf Nichtexistenz einer periodischen
Trajektorie > 0 schlieflen kénnen.

Der noch ausstehende Fall, daf die erste DGL in (5.27) einen nichtparabolischen
Sektor besitzt, wird vollig analog behandelt.

5.13 Satz:

Seien c(p),d(), f(¥),9(¢), D(p) definiert wie in Bemerkung 5.1 mit D(y) # 0
und es gelte

(i) glp) #0 A /%dwzﬂ
oder
(i) d(g) £0 A / ;((2‘3 dp =0

(vgl. Bemerkung 2.5.b (i) bzw. Satz 2.4.b (i)), d.h. mindestens eine der beiden
DGL (5.27) besitzt nur 27-periodische Trajektorien.

Dann gilt:

Die DGL (5.9) besitzt keine Trajektorie p(¢) > 0 mit p(0) = p(2m).
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Beweis:

Wir nehmen zunéchst an, (i) und (ii) seien erfiillt:

(o) , [ 1) 1) o [ele) [ eledole) ~ floilg)
I R T R / (%) /m a ‘0/ doae)

Es existiert also ein @ € [0, 27] mit ¢(@)g(@)—f(¥)d(¥) = D(¥) = 0. Widerspruch
zu D(¢) # 0.

Sei jetzt entweder (i) oder (ii) erfiillt.

27

Wegen Satz 5.12, Bemerkung 2.5 und Bemerkung 2.9 konnen wir uns auf die
beiden noch verbleibenden Félle beschranken:

a) In der DGL (5.20) ist » = 0 asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch
stabil) und die DGL (5.21) besitzt nur 2m-periodische Trajektorien.

b) In der DGL (5.21) ist » = 0 asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch
stabil) und die DGL (5.20) besitzt nur 2m-periodische Trajektorien.

Wir zeigen nur a) denn der Beweis von b) lauft analog.
Sei zunichst d(¢) > 0 vorausgesetzt.
Wir zeigen als erstes:

Ist » = 0 in der DGL (5.20) asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch
stabil), dann gilt D(¢) > 0 (< 0).

L.Fall: g(¢) # 0 Vo € [0, 27]
a) sign(g(¢)) =1
Hier gilt n.V. und Bemerkung 2.9:

2wf(w) 2WC(S@) _
/g(go)d¢<0(>0)/\0/d(¢)dgo_o —
fso T o) D)
g(¥) _/d(¢)d¢<0(>0) - _/md¢<0(>0)

0
Wegen sign(d(¢)) =1 = sign(g(y)) folgt die Behauptung.

p) sign(g(p)) = -1
Hier gilt n.V. und Bemerkung 2.9:

2ﬁf(so) c(y)
Ofmd@>0(<0) /\O/d—dgozo =



27

/fz /—‘D)dso <0(>0 = f Diy) dp <0 (>0)

(¢) d()g(e)

Wegen sign(d(¢)) =1 = —sign(g(¢)) folgt die Behauptung.

2.Fall: (%) = 0 fiir mindestens ein @ € [0, 27].
Hier gilt:

Fel02m mitg®) =0 = [ <0(>0 = [@dF) <0(>0) =
— <(@)9(@)~/([@)d(®) = D(®) > 0(<0) = D(p)>0(<0) Vo = Beh.

Wir zeigen als zweites:

1Ry > 0 so dafl Vr < Ry und Ve gilt:

Dip)>0(<0) C(so)+f(90)7“’; _ y) <> C(so)> (5.28)

Definiere dazu:

( 00 falls g(¢)=0

Ry := min d(p)
k| 2€l02m g g(p) Z0
max |g(p)|
L ¢€e[0,27]

Wie man leicht nachpriift, gilt V » < Ry und V:

d(@) + g(@)r* >0

Damit ergibt sich mit

D(p) = c(p)g(p)—f(p)d(p) >0 <= c(p)d(p)+f(p)d(p)r" < c(p)d(p)+c(@)g(p)r’

= de)(clo)+F(p)r*) <clp) (dp)+alp)r*) =

(D(¢) < 0 analog) die Behauptung (5.28).

Definiert man (vgl. Satz 5.4)

>0 T() = {(¢,707(¢))|¢ € [0,2]}



(beachte v(0) = y(2m) = 1), so gilt Vyp mit 0 < vy < C* :

Ot

<) g, Fetsd gy e
ay \ (v ’ o ax le(2)]
Yo € W gmen T < O T mmiaal < R,

Wegen Satz 1.13.a (i) (1.13.b (ii)) schneiden dann alle Trajektorien von (5.9), die
einen Punkt mit I"(v)) gemeinsam haben, I'*(yy) V v mit 0 < vy < C*, von
r = 0 aus gesehen, von oben nach unten (unten nach oben).

Weiter folgt aus Satz 5.3 bzw. Satz 5.5 die Existenz von C° (> C*) und I'*(yy),
wobei I'°(7g) von allen Trajektorien der DGL (5.9), die einen Punkt mit I'(~y)
gemeinsam haben, Vyy > C° von r = 0 gesehen, ebenfalls von oben nach unten
(unten nach oben) geschnitten wird.

Annahme:
Die DGL (5.9) besitze eine Trajektorie p(¢) > 0 mit p(0) = p(27).

Dann mu8 p(¢) zwischen den Kurven I'°(C?) und I'*(C*) liegen. Weiter muf nach
Satz 1.14 dann dort eine weitere Trajektorie ¢(¢) mit ¢(0) = ¢(27) existieren. Mit
Satz 5.10 ergibt sich ein Widerspruch und damit fiir d(¢) > 0 die Behauptung.
Der Fall d(¢) < 0 wird véllig analog gezeigt.

5.14 Satz:
Seien c(¢),d(¢), f(¢), 9(¢), D(¢), m,l definiert wie in Bemerkung 5.1 und D(¢) # 0.

Dann sind dquivalent:

(i) In der DGL (5.20)
ro= fe)r

¢ = g(p)

ist » = 0 asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch stabil) und in
der DGL (5.21)

r o= c(p)r
p = dy)
ist 7 = 0 bei Zeitumkehr asymptotisch stabil (asymptotisch stabil).
(ii) Die DGL
ro= ()™ + flo)r!

(5.29)
¢ = digrmt + glopr

besitzt mindestens eine Trajektorie p(¢) > 0 mit p(0) = p(2m).
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(iii) Die DGL (5.29) besitzt genau eine Trajektorie p(¢) > 0 mit p(0) = p(2n).
Weiter gilt:

Die Trajektorie p(¢) ist asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch stabil)
und lauft von links nach rechts, falls D(¢) > 0, sonst umgekehrt.

Beweis:

Die DGL (5.29) ist wegen Satz 1.12 fir » > 0 &quivalent zu DGL (5.9) mit
k=1—-m:
Po=de)r + fle)rt

o = dlp) + glp)r*

Wir kénnen uns daher im folgenden Beweis auf die DGL (5.9) beschrénken.

(1)=(ii) Satz 5.7.

(ii)=(iii) Satz 5.10.

(iil)==(ii) trivial

(ii)=(i) Indirekt mit Bemerkung 2.9, Bemerkung 2.5 und den Sé&tzen 5.11 - 5.13.

Die asymptotische Stabilitit (asymptotische Stabilitit bei Zeitumkehr) folgt aus
den Sédtzen 1.14 und 5.10. Damit muf (vgl. (5.26)) gelten:

sign ¢(¢, p(¢)) - (=1) - signD(p) <0 (> 0)

Mit Satz 5.9 folgt dann sogar "< 0 (> 0)” statt ”< 0 (> 0)” und daraus:

signD () = (#) sign (v, p(p))-

5.15 Satz:

Seien c(y),d(¢), f(¢),9(p), D(¢) definiert wie in Bemerkung 5.1 und D(¢) # 0.
Weiter sei p(¢p, p) eine periodische Trajektorie > 0 der DGL (5.5), die in =0
von r = 0 abzweigt.

Dann gilt:

a) Falls die DGL (5.20) weder 2m-periodische Trajektorien > 0 noch einen
nichtparabolischen Sektor besitzt, K7, uy > 0, so dafl Vu mit |u| < p; und
Vo € [0,27] gilt:

ple, 1) < K1 '{/|ul (5.30)
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b) Falls die DGL (5.21) weder 2m-periodische Trajektorien > 0 noch einen
nichtparabolischen Sektor besitzt, Ky, py > 0, so dafl Vu mit |u| < py und
Vo € [0,27] gilt:

Ko "/ |pl < ple, 1) (5.31)

Beweis:

Nach Satz 1.12 haben die DGL (5.5) und die DGL (5.6)

Po= pue(e)r + fle)rm 4+ Si(r e, mr

¢ = pdle) + gle)r'™ 4+ Si(r,e,p)

fir » > 0 die gleichen Trajektorien. Wir kénnen uns daher im weiteren Beweis
auf die DGL (5.6) beschranken.

Sei k:=1—m und u(p) € C°(U(0),RT) mit u(0) = 0 und u(p) # 0 fiir p # 0.
Dann geht die DGL (5.6) durch die Transformation

r=u(p)s (5.32)
tiber in die DGL

s = pe(p)s + ut(p)f(e)s™™ + Si(ul(p)s, e, p)s

(5.33)
¢ = pd(p) + uM(pg(p)s"  + Sa(u(p)s, e, p)
Weiter haben die DGL (5.33) und die DGL
) : 1
s = flo)s**! + () (ne(p) + Si(u(p)s, ¢, 1))s
(5.34)
. : 1
¢ = glp)s"  + = (pd(p) + Sa(u(p)s, ¢, 1))
ut(p)
sowie die DGL
1, . 3
s = clp)s + ;(U’”(#)f(so)sk + S1(u(p)s, ¢, 1)) s
(5.35)
. 1, . )
o = dlp) + ;(U’”(u)g(w)sk + Sa(u(p)s, ¢, 1))
fiir p # 0 dieselben Trajektorien.
a) Annahme: Die Ungleichung (5.30) sei nicht erfillt, d.h.
(Prer[loagc]p(so,u)
lim sup; = 00 5.36
H0 vard (5:36)
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Wir nehmen weiter an, dafl p(y, p) fir 4 > 0 von r = 0 abzweigt.
(Der Fall p < 0 wird vollig analog behandelt)
Wegen (5.36) existiert eine Folge (1,,)nen mit den folgenden Eigenschaften:

Jmax. p(¢: fn)
(1) pn > pny1 VR €N (i) r}ggo pn =0 (iii) ’}Lrgc T =00 (5.37)
Definiere ¢;(x) durch:
p(pr(p), w) = max p(ep,p)
»€[0,27]

Definiere dann weiter:

( 0 falls p=0
wi () = plpr(pn), pn) falls - p= pn

p(sol(un),un; —_p/(Lsoi(lunH),MnH)(M_ )+ plor () m) falls € (s, o)
\ n n

Der Graph von u; () ist damit ein Streckenzug, der die Punkte (g, p(¢1(tn), tn))
miteinander verbindet.
Fiir uy(p) gilt, da p(¢, p) von r = 0 abzweigt und wegen (5.37) (iii):

Wir setzen u(p) fiir u(p) in die DGL (5.34) ein:
. 1
s = flo)s"t + = (uc(e) + Si(wi(u)s, ¢, p))s
ui(p)
(5.39)

¢ = glp)s® + ,;M)(Md(@)+Sz(ul(ﬂ)8,s0,u))

e

Nach Konstruktion mufl (5.39) eine periodische Trajektorie mit (beachte (5.32)):

p(ep, 1)
Ul(#)

s=qi(p,p) = q1(@, pn) <1 =q1(@1(ftn)s i) ¥n € N

besitzen. Wir konstruieren nun in den zwei moglichen Fallen (Knoten bzw. Wir-

bel) in Gleichung (5.20) eine Kurve

Do, = { (017, (9))

stiickweise glatt, so dafl die Trajektorien von DGL (5.39), wenn sie einen ge-
meinsamen Punkt mit I", besitzen, I', entweder alle von oben nach unten oder

Yow (0) = Yoo (27) Ay (1(1)) = 1}
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alle von unten nach oben schneiden, wéhlt man n hinreichend grof. Da I',, in
(¢1(pn), 1) einen gemeinsamen Punkt mit (¢, qi(¢p, tn)) besitat, ergibt sich die
Nichtexistenz von g1(¢, 1) bzw. p(p, p) fir g = p,, d.h. in jeder Umgebung von
p = 0 existiert mindestens ein u, fiir das p(¢p, ) nicht existiert. Das ist ein Wi-
derspruch zur Abzweigung von p(¢, 1) in 4 =0 von r = 0.

1.Fall: » = 0 in Gleichung (5.20) ist ein Wirbel (vgl. Bemerkung 2.5 b (ii) und
Satz 5.3). Dann gilt:

2
g(p) #0Vp e 0,21] A [ L& dp<0(>0).
0

Seien @, m(|a@|) definiert wie im Satz 5.3,

w1 (pn) _ @ —

_ fly)—a 4 fly)—a 4
Vun () =€ ORI T
Hn T

und
Ry = e~2m(l%) R, = et2m(ial)

Offensichtlich liegt I',,, im von s = R; und s = R; begrenzten Streifen und hat
n (Sol(:un)a 1) wegen

S’l(l/n)

TR A T
’y,“'n ((101(1“7’7)) =€ 0 . e 0

9(¢)

=1=qi(e1(pn), itn)

einen gemeinsamen Punkt mit (¢, g1 (¢, ftn)).
Wegen (5.38) und der Definition von S;(r, ¢, 1) ¢ = 1,2 (vgl. Bemerkung 5.1) gilt:

ting (el + Suus(u)s, ) ) =0 (5.40)
iy e () + Saun(u)s, o) ) =0 (5.41)

Mit t1 <3 0, &2, 21, t & @, 7 <> 5, a(t) < f(p), b(t) « g(¢) und
1
Al(’l‘, t, ,u) — k—(,uc(@) + Sl(ul(,u)sa ) /j’))
ul(:“)

Bt ) & s () + Sa(us(1s. )

konnen wir Lemma 1.11.a auf

)" + s (nele) + 51 ()5, 00)

(5.42)

9(p)s* + u,;”) (nd(p) + Sa(ur(p)s, ¢, 1))

anwenden und erhalten im 1.Fall analog Satz 5.3 mit Satz 1.13 die gewiinschten
Eigenschaften von T', .
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2.Fall: » = 0 in Gleichung (5.20) ist ein Knoten (vgl. Bemerkung 2.5 a+c (i) und
Satz 5.5). Dann gilt V¢ € [0, 27] mit g(¢) = 0:

f(p) <0 (>0)
Wir beginnen mit der Situation g(¢) = 0 und definieren
Y (p) =1 Vepe[0,2nr] 0<Ry<1<R; <
Wegen ¢(¢) =0 gilt f(¢) # 0 und mit (5.40) dann

1
uf ()

wahlt man g hinreichend klein und Ry < s < R;. Das bedeutet:

1

<3, min, | (o)l

(pe(p) + Si(ui(p)s, o, 1))

1
> g min |f(e)] >0

(pe(p) + Si(ui(p), ¢, 1))

wuwwnzpww+k

Damit erfiillt auch hier T'),, = (¢,1) die gewiinschten Eigenschaften, wahlt man
n hinreichend grofi.

Nachdem g¢(¢) = 0 abgehandelt wurde, verbleibt noch die Situation
g(¢) =0 A g(p) # 0 zu betrachten.

Seien ¢;, I, Iy, Iy, Iy, @, ho (Y, ), zb] 7X] , L,@bj » X ) ,@;, 01 definiert wie im Satz
5.5. Definiere dann weiter:

. (9
eha(¢] ’(70) falls 90 € [¢] ’XJ ]

— ~(4) i) T
Y(p) == 4 eh(y(Xj , ¢) falls 906[56?)7@[’](})]

L 1 sonst

(¢) = m—— 2()

Vua\P) = gaN%
‘ (@1 (1))

— + &
m(fal) = 2mmax { TOVEB o 5\ | Jurs (1)
9(9)] v
RO = 672m(|5\) Rl — e2m(\&|)
Damit liegt I',, im von s = Ry und s = R; begrenzten Streifen und hat in

(¢1(ptn), 1) einen gemeinsamen Punkt mit (¢, q1(¢, ftn))-
Wir missen noch zeigen:

Die Trajektorien von (5.34) schneiden T',,,,
sam haben, entweder von oben nach unten (falls f(¢;) < 0) oder von unten nach

falls sie einen Punkt mit I',, gemein-
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oben (falls f(¢;) > 0), wahlt man p hinreichend klein.
Wir beginnen mit ¢ € I, d.h. f(p;) # 0 Vo € [pi, pit1]-
Hier gilt Vo € [¢i, pit1] @ € I1, Ry < s < Ry und |u| hinreichend klein:

sign (f(p)) =sign (f(p)s") =sign (f(so)s"' + u,;”) (ne(p) + Si(ur(w)s, %M))) =sign(5(s, ¢, 1))

was man leicht mit (5.40) analog zum Beginn des Beweises im 2.Fall sieht.

Wir behandeln jetzt nur noch den Fall f(¢;) <0 A € I, da die Falle

flpi) <OAi€ I3 bzw. f(<,01) >0 A€ I, U I3 vollig analog behandelt werden.
Sei zunéichst 7 € Ir A ¢ & [¢! Y, ,Xg)] 1 <j<w.

Hier gilt: f(¢) —@ < 0 = f(¢) <@ < 0. Dann sieht man wie eben bei ¢ € I
Vo € (@i, piv1] \ [@/J]( ,X])] 1<j<w i€l Ry<s< R;und |p| hinreichend
klein:

—1 =sign(f(y)) = sign (f(w)sk + kl

) (pe(p) +Sl(ul(u)s,so,ﬂ))> = sign(5(s, o, 1))

Vo € [i, pir1] \ [1/1] :XJ ] 1<j<w;t€lund Ry < s < Ry wahlt man wieder
|| hinreichend klein.
Bleibt noch ¢ € [¢] :X] ] 1 <3 < w; ¢ € I, zu behandeln. Hier liefern Satz
1.11.a mit t; <> ¢j by > X;- 1 <j<w;ié€Iund Satz 1.13 (vgl. Satz 5.5) das
gewlinschte Ergebnis.

Damit ist der erste Teil des Beweises, die Ungleichung in (5.30), gezeigt.

b) Annahme: Die Ungleichung (5.31) sei nicht erfiillt, d.h.

min ,
lim inf (B P

BT

Wir nehmen wieder an, daf p(¢, ) fiir £ > 0 von r = 0 abzweigt.
(Der Fall pp < 0 wird vollig analog behandelt)
Wegen (5.43) existiert eine Folge (f,,),en mit den folgenden Eigenschaften:

=0 (5.43)

. .- I i
(1) pns1 < by VR €N (i) lim p, =0 (iii) lim

n—oo n—o0 ¥

=0 (5.44)

Definiere ¢y (u) durch:

p(po(p), ) = min p(ep, p)
p€(0,27]
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Definiere dann weiter

;

0 falls ©w=20

n)y Mn fall = Mn
wo(p1) = P(#0(fn ), tin) alls — p=p

P(©0(fin)s tin) — P(L0(Hnt1), Hnt1)
— (
\ ,U'n ,unJrl

m = ,u“n) +p(§00(/1'n)7 ,un) falls [IAS (,un+17 ,un)

Der Graph von ug(p) ist damit analog u;(p) ein Streckenzug, der die Punkte
(tn, (00 (fon)s pon)) miteinander verbindet.

Fiir ug(p) gilt, da p(g, p) von r = 0 abzweigt und wegen (5.44) (iii):

k

lim up(p) =0 = lim (k)

p—0 =0 U

(5.45)

Wir setzen ug(u) fir u(p) in die DGL (5.34) ein. Nach Konstruktion muf} jetzt
(5.35) eine periodische Trajektorie

p(e, 1)
ug (1)

qo(p, p) = N qo(, ) > 1 = qo(@o(n), ttn)
besitzen.

Der Rest des Beweises lduft analog a) man benutzt lediglich im 1.Fall (Wirbel)
B,m(|f|) wie in Satz 5.4 und

sﬂ()({tn)cw)_g

_ ~B gy gc“*/’:[g i
Vun () =€ g ) . eg e
Ry = e2mllB)
/1 |
timy (£ (500015 + 51 (a0, .0) ) =0
(1,
lim (; (ui()g(#)s" + Sa(ua(p)s, @, ﬂ))) =0

AmmmHiwmwww+&mwn%m

Balryto) = (f(1ia()s" + Solun()s 2,1)

c() + = (ug () f(#)s* + Sy (uo(p)s, ¢, 1))

() + = (ug()g(@)s® + Sa(uo(p)s, o, 1))

und dann Satz 1.11.b.
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Im 2.Fall (Knoten) beginnt man wieder mit +,, (¢) := 1, benutzt dann aber die
Ungleichung

1

(W) £(0)s* + Su(unl)s, )| < 5 _min ()

fiir || hinreichend klein und 0 < s < 2 =: R,
In der Situation d(¢) = 0 A d(¢) # 0 wihlt man
bi, J, J1, Ja, s, B, ha (9, €), 19‘§.Z),£‘7(.Z), Ci,ész) , g}z),@, ds wie im Satz 5.6 und definiert:

y (4) i '
(97, 0) s ¢ € [195'“»51(‘1)]

10 = o) ey e 0,39
L 1 sonst
— ()
Von = 7(900(#”))’780
SN (120 [Ra | ] |
m((Bl) =2 { Sl | e el ]\gv&(gz»z)}

Ry = e2m(IBD

Mit Satz 1.11.b folgt analog a) die Behauptung.

5.16 Satz:

Seien c(¢),d(¢), f(¢), 9(¢), D(¢), S2(r, ¢, 1) definiert wie in Bemerkung 5.1 und
D(¢) # 0. Die DGL (5.20) und die DGL (5.21) seien weder im Besitz 27-
periodischer Trajektorien > 0 noch eines nichtparabolischen Sektors.

Weiter sei p(¢, 1) eine periodische Trajektorie > 0 der DGL (5.5), die in =0
von r = 0 abzweigt.

Dann gilt:

o(p, ¢, 1) = pd(@)p™ 7+ g(@)p" " + Salp, @, w)p™ T #0 (5.46)

wahlt man || nur hinreichend klein.
Beweis:
Wir gehen zunédchst vor wie beim letzten Satz, d.h. die DGL (5.5) wird mit
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Satz 1.12 iibergefithrt in die DGL (5.6). Mit u(u) :== {/|p| und k =1 — m in
(5.32) ergibt sich:

s = pe(p)s + |plf(e)s*t + Si(luls, o, p)s

p = pdle) + lulg(e)s®  + Saluls, ¢, p)
oder wieder mit Satz 1.12 fiir p # 0

§ = c(p)s + sign(p)f(p)s"*t + Si(s,0,p)s

~

¢ = dlp) + sign(u)g(p)s®  + Si(s,o,u)

mit
(s 00) = 7 Sills. o) = O (/10ls) +0 ()0 (/Tuls*) = 0 (/1]

Wir betrachten zunédchst den Fall sign(p) = 1 (sign(p) = —1 lauft vollig analog),
also die DGL

§ = clo)s + flo)s* + Si(s,e,m)s

A (5.47)
¢ = dlg) + glp)s"  + Sas,p,p)
und zeigen
P oy = 0) +9(0)0" (0 12) + Sa(alp, ) # 0 (5.48)
wobei
o) = P2

eine periodische Trajektorie der DGL (5.47) ist.

Offensichtlich ist die Aussage (5.48) zu (5.46) dquivalent.

Der Beweis von (5.48) folgt im wesentlichen dem Beweis von Satz 5.9 sowie dem
fiir Satz 5.9 notwendigen Satz 5.8, deswegen sei an dieser Stelle dorthin verwiesen.
Mit Satz 5.15 kénnen wir uns im Folgenden in der (s, ¢)-Halbebene auf einen
Streifen Ky < s < K; (Ky, K; > 0 geeignet) beschranken.

Annahme: Die Vorausetzungen von Satz 5.8 (i)-(iii) ((i)-(iii)’ l4uft vé6llig analog)
seien erfiillt.

Dann folgt (vgl. Beweis von Satz 5.8) Vs mit Ky < s < K; und p hinreichend
klein

sign (s, 1, 1) = sign g(p1) A sign @(s,pa, p) = signd(p2)
woraus

Sign Qb(é’, P1, IU’) 7& Sign Qb(é’, ©2, /1’)
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folgt, was ein Widerspruch zur Voraussetzung dieses Satzes ist und wir konnen
uns im weiteren auf die im Beweis von Satz 5.9 angegebenen Félle 1),2) und 3)
beschranken.

Um den weiteren Beweis zu erleichtern, definiere:

@::{go k—Mz()}

4
de | g(p)
~ 1 .,
Ky :=min< Ky, —min kl_a¥)
2 pcd g(gp)

K’l = max { K, 2max k —M
ped ()

SZ(S

M. = max max
S (M) GE[D,Rl] ()96[01277]

Wir betrachten zunachst den Fall 1):

d(p) # 0 # g(p) Ve € [0,27] A sign(d(p)) # sign(g())
Dann ist die Gleichung:

s
=

h(govll’) = _SZ( ¥ _%vanu’) (549)

nach dem Theorem tiber die implizite Funktion eindeutig V¢ in einer Umgebung
von (h =0, = 0) fiir x hinreichend klein auflésbar

(Beachte: Sy(s, ¢, p) = O(¥/|u]), sign(d(p)g(p)) = —1), d.h.

_ kf_d(p) +h(pp)
S(SOHM) T \/ 9(90)

(vgl. (5.22) im Beweis von Satz 5.9) ist ebenfalls V¢ erkliart und die Losung der
Gleichung

¢ =0=d(p) +g(e)s" + S(s, 0, 1) (5.50)

wie man durch Einsetzen leicht verifiziert, d.h. die Losungen von (5.50) werden
durch den Graph der Funktion s(¢p, ) beschrieben. Weiter liegt dieser Graph
nach Konstruktion von Ky bzw. K; vollstindig im von K, bzw. K; begrenzten
Streifen (wie auch ¢(¢, p)) und wir kénnen wie im Beweis von Satz 5.9 schlieflen,
mit dem Streifen zwischen K, und K, statt der (r, )-Halbebene sowie s(gp, 1)

statt r(p) = ¢ —%.

Falls die Falle 2) bzw. 3) vorliegen, sind noch einige technische Betrachtungen
notig, da der Definitionsbereich von s(¢, p) (=: s (p)) fiir g hinreichend klein
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offensichtlich nicht ganz [0, 27] (bzw. R) sein kann.

Wir behandeln zunéchst Fall 2):

d(p1) = d(p2) =0 A d(p) #0 Ve € (p1,902) A g(p) # 0V € [p1, ps]
Es gilt:

<,0 <X1

Zu x1 > 0 3 e1(x1) mit: |go pi|<e 1=1,2 =
i

Sei im folgenden x; := 3 K und &1 := &y (

l
5K 5L

Definiere dann:

my :=min {|g(¢)| | ¢ € [p1 — €1, 02 +&1] }

Weiter gilt:
. 1
Zu xa >0 3 pa(xe) mit: p < gy = m_Mgz(M) < X2
g

(Beachte Mg (0) = 0 wegen Sy(s, 0, 1) = O(/|u))

L\ k N\ k
Wahle hier xs := (%KO) und po = Mz((%Ko) ).
Wir zeigen:

Gibt es eine Losung von ¢ = 0, die fiir 4 < p» in einem der beiden Rechtecke
[0, K] X [@; — €1, +€1] © = 1,2 liegt, so liegt sie bereits in einem der Rechtecke

[0, 22Ky] x [p; — 1,05 +e1] i = 1,2.

Dies folgt wegen

aus der Abschatzung (¢ € [p; — €1, +e1] 1 =1,2)
d(p) 1. 1\ /1-Y}\" 1-\"
sk<‘ ‘+ So(s, ¢, <<—K> +(=Ky) =2(=K
ool T gt el (g50) + (350 31

K,

bzw.

w\ﬁ
[\]

Es gilt auflerdem:
Zu ez > 03 py(es) mit: p < pg = [p1 +e3,02 — e3] C Di(p)

Wihlen wir jetzt 3 := %51 und p3 = ug(%sl) ragt das Intervall o1 + %51, Py — %61]
in die Intervalle [p; — €1, ; +£1] 4 = 1,2 hinein. Damit besitzt s(¢p, ) fiir g hinrei-
chend klein in den zwei Intervallen [p; + %51, 1+ 1] bzw. [ps — €1, 02 — %61] nur
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Werte < %ko und nach Konstruktion von f(o, K, im Intervall [p1 + €1, 02 — €1]
mindestens einen Wert zwischen K, bzw. K. Es existieren also B, (1), B,(1) mit:

D1 (p) = min{go € [p1 + 1,92 — €] ’ s(p, ) = KO}

@(M) = max{go € [p1 + 1,02 — 1] ’ S(%/J) = Ko}

Da s(¢, 1) auflerdem fiir p hinreichend klein nach Konstruktion von K, im Inter-

vall [¢; + %51, o — %51] keine Werte > f(l haben kann und im offenen Intervall

(%1 (1), Bo(1)) nach Konstruktion von ® bzw. K auch keine Werte < K, kénnen
wir wie im Fall 2) im Beweis von Satz 5.9 mit ©;(u), ®5(u), s(¢, #) und dem Strei-
fen zwischen Ky und K; statt @i, @s,7(¢) und der (r, ¢)-Halbebene schliefien.

Der Fall 3) laft sich auf Fall 2) zuriickfilhren, wenn man die Transformation

1
s = — durchfihrt und dann Satz 1.12 anwendet.
s

5.17 Bemerkung:

Eine Aquivalenz wie in Satz 5.14 fiir Gleichung (5.9) ist fiir Gleichung (5.5) bzw.
(5.6) nicht zu erwarten, wie folgende Beispiele zeigen:

a) Betrachte die DGL:
£ = —pze + 2pPzy — 3pxy(zd+23) + z1(2? + 23)?
Ty = px; + 2Pz — 3pxa(xi+z3) + zo(zi + 23)?
Diese DGL lautet in Polarkoordinaten

ro= o — Jurd 4 2u’r
(5.51)
$ = p

d.h.
cp)=0 dlp)=1 flp)=1 glp)=0

Si(ryp,p) = 26" = 3pr®  Sa(r,p,u) =0 D(p)=—-1#0

Gleichung (5.21) besitzt wegen ¢(¢) = 0 # d(p) nur 2m-periodische Trajektorien,
damit ist (1) in Satz 5.14 nicht erfiillt. Dennoch besitzt die DGL (5.51) fur x> 0
sogar zwel 2m-periodische Trajektorien, die sich in g = 0 von r = 0 abzweigen,
namlich

pi(e ) = Vit pa(p, 1) = /2
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was man durch Einsetzen leicht verifiziert.

b) Betrachte nun folgende DGL

i = p(Gal - fadey — Jaad) + (o den)(e4ad)t — i (ades o+ ad)
iy = u(aleatloed— ad) + (o1—deo)(d+ad)? + 2 (2l 4 miad)

Diese DGL lautet in Polarkoordinaten:

i = (2 +cos(2¢) (1 - sin(2¢))) 0+ (sin(2) — 4)r°

(5.52)
¢ = pisin®(2¢)r? + cos(2¢p)r* + p?r?
d.h. . . .
c(p) = i cos(2¢) (1 ~ 1 sin(2<p)) d(p) = 1 sin?(2¢)
f(p) = sin(2p) —4 <0 g(¢) = cos(2¢)
Si(r, e, 1) =0 Sa(r, o, ) = p'r’

D(p) = (% + cos(2¢y) (1 - %sin(ng)) ) cos(2¢) — (sin(?go) - 4) i sin’(2¢p) =

1 1 1
=1 cos(2¢) + cos®(2¢) (1 ~ 1 sin(?go)) + sin?(2¢) (1 ~ 1 sin(QQD)) =
1 1 2
=1+ Zcos(ng) - Zsin(?gp) =1+ %sin(% —2¢) >0

Zur weiteren Betrachtung transformieren wir die DGL (5.52) durch die Trans-
formation r = Y/ s fiir 4 = 0 wie im letzten Satz (vgl. DGL (5.47)) in die
DGL:

s = (3+4cos(2¢)(1— 1sin(2¢)))s + (sin(2p) — 4)s®
(5.53)
o = Zsin*(2p) + cos(2¢p)s? + pu
d.h. ) A
Si(s, 1) =0 Sa(s, i, 1) = p
Wegen

— 1 9 a— _ ™
d(go)_zsm (2) =0 «— wE{ng‘nEZ}

. . ) falls n =0 mod 2
c(p) = i cos(29p) (1 ~ 1 sin(2¢)> =77 cos(2p) =

ST N

falls n =1 mod 2
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7r
d(p) >0 Vo eRY\ {ng‘n € Z}
(vgl. Bemerkung 2.5.c (ii) bzw. (iii)) besitzt s = 0 in der DGL
§ = (% + cos(2¢) (1 — 1sin(2¢)) )s
(5.54)
p = 3 sin’(2¢)
sowohl hyperbolische, als auch elliptische Sektoren.

Um den Satz 5.14 auf die DGL (5.53) anwenden zu kénnen, obwohl (5.53) von p
abhéngt, vertauschen wir die beiden letzten Terme bei ¢ in (5.53). Damit schreibt
sich die DGL (5.53)

§ = (%+cos(2p)(1—1sin(2p)))s + (sin(2p) —4)s®
(5.55)
p = Lsin®(2¢) + p + cos(2¢p)s?

d.h. wir betrachten p als Konstante statt als Storparameter. Dann bleiben

c(p), f(@),9(p), Sl(s, ¢, 1) wie oben bei DGL (5.53), es andern sich lediglich:

d(p) = isinz(%o) +p Sa(s,,) =0
D(p) =1+ g sin(% —2¢) — p(sin(2¢) —4) > 0

Desweiteren ist s = 0 in der DGL
§ = (% + cos(2¢) (1 — 1 sin(2¢)) )s

b = Lein®(2) + g
Vi > 0 ein instabiler Wirbel (vgl. Bemerkung 2.5.b (ii)):

2w
1., T+ cos(2¢) (1 — ¢sin(2¢))
7 5in 2¢)+p>0 A / Loin®(2) + 1 dp =
o [oos20) (L= Lsin() [ 1
= cos(2¢) (1 — zsin(2¢
— __4 d +/ : 4 do = / : de+0>0
/ 1sin*(2¢) + p 4 18in*(2¢) + p 4 sin®(2¢) + 4u 7

Auflerdem ist s = 0 in der DGL
$ = (sin(2¢) —4)s
o = cos(2p)
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(vgl. Bemerkung 2.5.c (i)) ein stabiler uneigentlicher Knoten.
Damit kénnen wir Satz 5.14 (fiir © > 0 beliebig aber fest) auf die DGL (5.55)
anwenden:

Die DGL (5.55) besitzt fiir u > 0 jeweils genau eine periodische Trajektorie > 0.

Da die DGL (5.55) und die DGL (5.53) v6llig identisch sind und die Aussage von
Satz 5.14 Vu > 0 richtig ist, besitzt die DGL (5.53) und damit auch die DGL
(5.52) Vi > 0 jeweils genau eine periodische Trajektorie > 0. Die den periodischen
Trajektorien von (5.53) entsprechenden Trajektorien der DGL (5.52) zweigen in
p =0 von r = 0 (beachte: 7 = ¥ s) und das obwohl die DGL (5.54) sowohl
elliptische, als auch hyperbolische Sektoren besitzt.

5.18 Satz:

Seien ¢(y),d(¢), f(¢),9(¢), D(¢) definiert wie in Bemerkung 5.1 und D(¢) # 0.
Weiter seien die DGL (5.20) und die DGL (5.21)

o= f(e)r o= c(p)r
bzw.

¢ = 9(p) ¢ = dp)

weder im Besitz 2m-periodischer Trajektorien > 0 noch eines nichtparabolischen
Sektors.

Dann gilt:
Von der Trajektorie r = 0 der DGL (5.5)
Po=pc(e)r™ 4 fle)! 4+ Si(r e p)r

¢ = pde)r™t + gle)r™ + Sy(r,e,p)r™!

zweigt in ¢ = 0 genau eine einparametrische Schar 27-periodischer Trajektorien
p(p, ) > 0 ab und zwar entweder fiir u > 0 (falls » = 0 in (5.20) und (5.21)
verschiedenes Stabilitédtsverhalten hat) oder fiir p < 0 (falls » = 0 in (5.20) und
(5.21) gleiches Stabilitidtsverhalten hat), wahlt man |u| nur hinreichend klein.
p(p, 1) ist asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch stabil), falls r = 0
in (5.20) asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch stabil) ist und l4uft
von links nach rechts, falls D(¢) > 0, sonst umgekehrt.

Fiir die Amplitude A(p) und die Periode T'(u) einer zu p(¢y, ) gehorenden Losung
der DGL (5.5) gilt:

Ap) ~ "T/m (1 +O( H{l/m)) T(p) ~ ( ’W)ll (1 +0( H{L/m)) (ﬂ oo)
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Beweis:

Wir gehen wieder vor wie beim letzten Satz, fithren die DGL (5.5) (wir betrachten
zunichst sign(u) = 1) iiber in die DGL (5.47)

§ = clo)s + fle)s* + Si(s,e,m)s

¢ = dle) + gle)s* + Sis,e,p)

und unterscheiden die Falle:

(i) = 0 in der DGL (5.20) und » = 0 in der DGL (5.21) haben gleiches Stabi-
litatsverhalten.

(ii) r = 0 in der DGL (5.20) und r» = 0 in der DGL (5.21) haben verschiedenes
Stabilitatsverhalten.

Wir beginnen mit (i):
Annahme: Die DGL (5.5) habe fir p hinreichend klein eine periodische Trajek-
torie p(p, u), die in g =0 von r = 0 abzweigt.

(e, 1)
YH
besitzen. Wegen Satz 5.15 existieren Ky, Kq,us > 0, so dal Vo € [0,2n] und

< po gilt:

Dann muf} auch die DGL (5.47) eine periodische Trajektorie ¢(¢, 1) :=

Ky < q(p,p) < K,

Die Funktionenfolge (g(¢, ,u))ﬂ , ist also gleichmaBig beschrénkt und wegen (vgl.

<p
Satz 5.16) ¢(q(¢, 1), o, 1) # 0 fir p hinreichend klein auch gleichgradig stetig.
Damit existiert mit dem Satz von Arzela-Ascoli eine Folge (p,,)ner mit der Ei-

genschaft lim p,, =0 und
n—oo
Tim g(e, pn) = q(¥)
Damit gilt auch (beachte: (s, ¢, u) = O (¥p) i=1,2)
lim Si(q(@, pn) 9, a) =0 i = 1,2

und ¢(¢) ist eine periodische Trajektorie > 0 der DGL (5.9). Nach Satz 5.14 ist
dies aber nicht moglich. Widerspruch.

Nun behandeln wir (ii):
Da verschiedenes Stabilitatsverhalten fiir » = 0 bei den beiden DGL (5.20) bzw.
(5.21) vorliegt, besitzt die DGL (5.9) nach Satz 5.14 genau eine periodische Tra-
jektorie ¢(¢), die gleichzeitig eine Losung der Randwertaufgabe mit Periodizitats-
randbedingungen ist:

dr _ c(p) + f(g)r*

do = dg)t gyt T 0=



Da der charakteristische Exponent # 0 ist (vgl. (5.26) im Beweis von Satz 5.10)
und damit die Variationsgleichung bzgl. ¢(¢) keine periodische Lésung besitzt,
zweigt von ¢(¢) genau eine periodische Lésung

q(p, 1) == q(p) + O (/1) (5.56)
der DGL
dr c(e)+ fl@)r* + Si(rom) clp) + fle)rt A
de  d(p) + g(@)rk + So(r, 0, ) d(@) +g(e)r* + oW (557)

ab ([21] S. 348). Damit besitzt auch die DGL (5.5) die periodische Trajektorie
Pl ) = Yi(a(9) + O (VM) ) (5.58)

Annahme: Die DGL (5.5) habe fiir p hinreichend klein mindestens 2 periodische
Trajektorien py (¢, 1) # pa(p, 1), die in g = 0 von r = 0 abzweigen.

Dann hat die DGL (5.47) ebenfalls mindestens 2 periodische Trajektorien

_ pile,p) " pa(ep, 1)

a1 (e, p) = i i

Wendet man wie eben bei (i) den Satz von Arzela-Ascoli an, folgt die Existenz
einer Folge (it,)nen mit

= g2(p, 1)

Tim g1(p,p) = q1(9) A Tim ga(p, ) = 2(¢)

wobei ¢1(¢), g2(¢) periodische Trajektorien > 0 der DGL (5.9) sind. Da aber nach
Satz 5.14 die DGL (5.9) nur genau eine periodische Trajektorie > 0 besitzt, gilt:

}g% q(e 1) = q1(e) = q(p) = @2(¢) = /hg(l) Q2 (e, 1)

d.h. ¢1(¢, 1) und ga2(p, 1) zweigen beide in g = 0 von ¢(¢) ab. Von ¢(¢) kann
aber nur (s.o.) genau eine Trajektorie abzweigen. Widerspruch.

Der noch verbleibende Fall pp < 0 wird analog gezeigt, wegen f(¢) <> —f(¢) und
g(¢) <> —g(p) vertauscht sich nur (i) mit (ii).

Das Stabilitdtsverhalten und die Laufrichtung von p(¢, 1) kénnen fiir |p| hinrei-
chend klein wegen (5.58) und (5.26) von Satz 5.14 iibernommen werden.

Die Periode gewinnt man aus der Gleichung fiir ¢ in (5.5):

2N Vi o 1 O(H{L/ﬂ) = dt ~ — dy
) L) = = ot v

Integration ergibt jetzt wegen

() o)LV (et

die Behauptung.
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5.19 Korollar:

Seien ¢(y),d(¢), f(¢),9(¢), D(¢) definiert wie in Bemerkung 5.1, D(¢) # 0 und
Si(r,go,,u) € C' (Rt x R x U(0),R) mit Si(r,go,O) =0 i=1,2. Weiter sei r =0
in der DGL (5.20) asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch stabil) und
r = 0 in der DGL (5.21) bei Zeitumkehr asymptotisch stabil (asymptotisch sta-
bil) (vgl. hierzu Bemerkung 2.9).

Dann gilt:

Von der eindeutig bestimmten 27-periodischen Trajektorie g(¢) > 0 der DGL
(5.29) zweigt in p = 0 genau eine einparametrische Schar asymptotisch stabiler
(bei Zeitumkehr asymptotisch stabiler) 27-periodischer Trajektorien g(¢p, 1) mit
q(¢,0) = g(¢) der DGL

Po=clp)r™ 4+ [l Si(re,p)r

) (5.59)
o = dle)rmt + gle)r't + Sare,p)rm
ab.
Beweis:
Analog (ii) im Beweis von Satz 5.18, ersetze nur (5.56) durch
q(p, 1) = q(¢) + O(p) (5.60)
und die DGL (5.57) durch
dr ¢ b+ S (r c ok
B ) ) AT O 60

Zum Ende des Kapitels nun die Hauptsitze 5.14, 5.18 und Korrollar 5.19 in
kartesischer Darstellung:

5.20 Satz:

Seien g;(z1,72), Qi(71,2) i = 1,2 definiert wie in Bemerkung 5.1 und es gelte
D(zy,zs) := qi(z1, 22)Q2(x1, T2) — ga(z1,22)Q1(z1,22) #0  (vgl. Def. 4.14.a)

Dann sind aquivalent:
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(i) Der Ursprung der DGL

T = Q1(ﬂ31,$2)
(5.62)
Ty = Q2(ﬂ31,$2)
ist asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch stabil) und der Ur-
sprung der DGL
21 = Qi(z1,2)

(5.63)
Ty = Q2(71,72)
ist bei Zeitumkehr asymptotisch stabil (asymptotisch stabil).
(ii) Die DGL
21 = q(z1,22) + Qi(z1,22)
(5.64)

Ty = ga(z1,22) + Qa(z1,12)

besitzt mindestens eine Schar periodischer Losungen > 0.
(iii) Die DGL (5.64) besitzt genau eine Schar periodischer Lésungen > 0.

Weiter gilt:

Diese Schar ist asymptotisch orbital stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch orbi-
tal stabil) und lduft in mathematisch positiver Richtung um den Ursprung, falls
¢1Q2 — ¢2Q1 > 0 (< 0), sonst umgekehrt.

Beweis:

Satz 5.14.

5.21 Satz:

Seien g;(z1,22), Qi(z1, z2) Ri(z1,z2) i = 1,2 definiert wie in Bemerkung 5.1 und

D(z1,22) = q1(z1, ©2)Q2(x1, 22) — ga(z1, ©2)Q1 (1, 22) # 0.

Weiter sei der stationdre Punkt im Ursprung der DGL (5.62) und der DGL (5.63)

1 = qi(z1,22) 1 = Qi(zy,z2)
bzw.

Ty = qa(x1,T2) Ty = Qaz1,T2)

kein Zentrum und besitze keinen nichtparabolischen Sektor.
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Dann gilt:
Vom stationdren Punkt im Ursprung der DGL (5.4)
21 = pqi(w1,22) + Q21 22) + Ri(21, 22, 1)

Ty = pga(zr, ) + Q2(x1, 2) + Ra(zy, 2, 1)

zweigt in p = 0 genau eine einparametrische Schar periodischer Losungen ab und
zwar entweder fiir 4 > 0 (falls der Ursprung der DGL (5.62) und der Ursprung
der DGL (5.63) verschiedenes Stabilitdtsverhalten haben) oder fiir u < 0 (sonst).
Sie ist asymptotisch orbital stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch orbital stabil),
falls der Ursprung in (5.63) asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch
stabil) ist und lduft in mathematisch positiver Richtung um den Ursprung, falls
@1Q2 — ¢2Q1 > 0 (< 0) gilt, sonst umgekehrt.

Fiir ihre Amplitude A(x) und ihre Periode T'(x) gilt:

A = W (Lo W) T (V) (1 o( /)

Beweis:

Satz 5.18.

5.22 Korollar:

Seien g;(z1,2), Qi(x1,2) i = 1,2 definiert wie in Bemerkung 5.1, D(a:l,q;z) wie
im Satz 5.20, Ry(x1, 22, n) € C* (R? x U(0),R) mit R;(z1,2,0) =0 ¢ =1,2 und
es gelte D(a:l,a:g) # 0. Weiter sei der stationdre Punkt im Ursprung der DGL
(5.62) asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch stabil) und der stati-
ondre Punkt im Ursprung der DGL (5.63) bei Zeitumkehr asymptotisch stabil

(asymptotisch stabil) (vgl. hierzu Satz 2.8).
Dann gilt:
Von der eindeutig (bis auf Phasenverschiebung) bestimmten periodischen Lésung

(p1(t),p2(t)) der DGL (5.64) zweigt in p = 0 genau eine asymptotisch stabile (bei
Zeitumkehr asymptotisch stabile) einparametrische Schar periodischer Losungen

(p1(t, ), p2(t, 1)) mit p;(¢,0) = p;(t) ¢ =1,2 der DGL
1 = qz,z2) + Qi(z1,22) + Rl(xl,@,,u)
By = @(z1,73) + Qa(w1,z2) + Ro(wi, 2, p)
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ab.
Beweis:

Korollar 5.19.

5.23 Beispiele:

a) Betrachte folgende DGL:

T = 2px3 — paic, —pzy  — 28— Atz — 2232) — Tied — xy2d — 323
. 2 2
Ty = pxi+3pxize + prixd +prd  + 42 — zize + 62323 — 22323 + 22,23 — 23

Fiir diese DGL gilt:
Der stationdre Punkt im Ursprung der DGL

T = 2z} — 2zs - z3
: 3 2 2 3
Ty = zy+3xiT2 + 175 + T

1st wegen

c(p) = 2 cos™(p)—cos’(p) sin(p) —cos(y) sin’(p)+cos’ () sin(p)+3 cos* () sin®(p)+

+ cos(yp) sin3(90) + sin4(g0) = (COSZ(QO) + sinz(go)) i + Cos2(go) sin2(go) + cos4(gp) =

=1+ cos’(p) >0 Vo € [0,27]
und

d(p) = cos*(p)+3 cos® () sin(p)+cos?(p) sin®(p)+cos(p) sin® () —2 cos® () sin(p )+

2

+cos2(g0) sin2(go)—|—sin4(go) = (cosz(g0)+sin2(go)) —I-COS?’(QO) sin(p)+cos(p) sin?’(go) =

1
=1+ cos(y)sin(p) =1+ 5 sin(2¢) > 0 Vo € [0, 27]
ein instabiler Wirbel.

Der stationare Punkt im Ursprung der DGL

L 5 4 3.2 2.3 4 5
Ty = —z) —4xiry — 2TiT5 — (2T — T1T5 — 375
L 5 _ 4 3.2 2.3 4 _ .5
Ty =  4x) — riTe + 67775 — 22775 + 23175 — T
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ist wegen

f(p) = — cos®(¢)—4 cos®(¢) sin(p) —2 cos* () sin®(p) —7 cos® () sin®(p) —cos® () sin*(p) —
—3 cos(¢p) sin®(p)+4 cos’(¢) sin(p) —cos* () sin®(p)+6 cos® (¢) sin® () —2 cos(¢) sin* (¢ )+
+2 cos(¢p) sin®(p) —sin®(y ( ?(¢p)+sin® 90))3—Cos3(g0) sin®(¢)—cos(¢) sin®(p) =

= 1 — cos(p) sin® () = —1 — %Sinz(go) sin(2¢) < 0 Ve € [0, 27]
und
9(¢p) = 4 cos’(p) —cos® () sin()+6 cos™ () sin* () —2 cos’ () sin’ () +2 cos?(¢) sin ()~
— cos(¢p) sin’(p)+cos’ () sin(p)+4 cos® () sin*(p)+2 cos’(¢) sin’ () +7 cos*(¢) sin* () +
+ cos(p)sin’ () + 35in’ () = 3 cos’(p) +5in’() ) +cos(i) +cos® () sin’ () =

=34 cos*(p) >0 Vo €[0,27]

ein stabiler Wirbel.
Weiter gilt wegen

c(¢) >0 d(p) >0 f(p) <0 g(p) >0 Vo€ [0,27]

c(p)g(w) — f(p)d(p) >0 Vo € [0,27]

Damit sind die Voraussetzungen des Satzes 5.20 erfiillt, d.h. vom Ursprung zweigt
in g = 0 fiir ¢ > 0 genau eine einparametrische Schar periodischer Losungen ab.
Diese ist asymptotisch orbital stabil und lauft in mathematisch positiver Richtung
um den Ursprung.

Fiir die Amplitude und Periodenlange gilt:

Alp) > /p (1+0(/1)) T(p) = * (1+0(/n))

Fiir p < 0 zweigen in u = 0 keine periodischen Losungen ab.
Alle Aussagen bleiben giiltig, wenn man auf der rechten Seite der DGL noch

Rl 22, 1) = 01| [2]]%) +OGe llalf®) + O(Jel|®) i =1,2
(vgl Bemerkung 5.1) addiert.

b) Betrachte folgende DGL:

T = uIy — 331+29:3:2—29:3:2—|—6:1:a:9 3:1:3:24—5:1:9:9—9:13:24—23:2
Ty = pry — 2z — 2bzy — 62523 — 22723 — Sxirh — 3ziz) — 222§ — 2
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Fiir diese DGL gilt:
Der stationdre Punkt im Ursprung der DGL

51'31 =
3.32 = )

ist offensichtlich ein instabiler reiner Knoten.

Der stationdre Punkt im Ursprung der DGL

;1 = —z] + 2282y — 22322 + 62723 — 3tz + 5xlxl — xy2 + 227

L 7 6 5 7

Ty = —2T] — x]T2 — 6;1;13:9 23:133, 53:1339 33:1339 — 23:133, — T
1st wegen

f(p) = — cos®()+2 cos”(¢) sin(p)—2 cos’ () sin’ (9) +6 cos” (i) sin’ () —3 cos* (i) sin® () +

5

+5 cos’ () sin’ () —cos?(¢) sin’ (¢)+2 cos(¢) sin’ () —2 cos” () sin(p)—cos® (¢) sin®(¢)—

—6cos’ () sin®(¢)—2 cos*(p) sin*(¢) =5 cos® () sin® (p) —3 cos? () sin®(¢) —2 cos(p) sin” (¢)—

(
(
—sin®(p) = —(cosz(go)+sin2(<p))4—|—cos6(<p) sin®(¢)+cos*(¢) sin*(¢) = —1+cos* () sin®(p) =

=—1+ %cosQ(go) sin’(2¢) < 0 Vo € [0,27]
und
g(p) = —2cos (go) C0s7(g0) sin(p)—6 Cosﬁ(go) sin2(g0)—2 COSS(go) sin3(¢)—5 Cos4(go) sin4(g0)—

—3 cos’(p) sin’ () —2 cos™(p) sin’ () —cos(i) sin” () +cos’ () sin(p) —2 cos’ () sin’ () +
(

+2 cos® (i) sin’ () —6 cos*(¢) sin*(¢)+3 cos® () sin® (¢) —5 cos? () sin’(p)+cos(y) sin’ (¢)—

4
— sm COS —i—sm —+cos sin +cos sin = —2+cCos sin =
2sin’(¢) = —2( in?() ) +cos* (i) sin*()+cos? (i) sin' () = —2-+cos* () sin’ ()

1
= -2+ 1 sin?(p) sin?(2¢p) < 0 Vo € [0, 27]
ein stabiler Wirbel.
Weiter gilt wegen
c(p) >0 d(e) =0 fp) <0 g(p) <0 Vo €[0,27]

c(p)g(p) — f(p)d(p) <0 Vo € [0,27]

Damit sind die Voraussetzungen des Satzes 5.20 erfiillt, d.h. vom Ursprung zweigt
in 4 = 0 fiir g > 0 genau eine einparametrische Schar periodischer Lésungen
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ab. Diese ist asymptotisch orbital stabil und lauft in mathematisch negativer
Richtung um den Ursprung.
Fiir die Amplitude und Periodenlange gilt:

Alp) > /i (1+0 (k) T(p) > pt (1+0(Vk))

Fiir 4 < 0 zweigen in p = 0 keine periodischen Lisungen ab.
Alle Aussagen bleiben giiltig, wenn man auf der rechten Seite der DGL noch

Ri(wy, 29, 1) = O(lul [12I”) + O(w* |l2]]) + O([J=][*) i =1,2
(vgl Bemerkung 5.1) addiert.
c¢) Betrachte nun noch folgende DGL:
3

T = duTy — 10z} — 22229 — 10z, 23 — 23

To = ury + 223 —2zire + T3 — 273

Fiir diese DGL gilt:
Der stationdre Punkt im Ursprung der DGL

1 = bxy
Ty = 29
ist offensichtlich ein instabiler Knoten, wobei
c(p) = 5 cos’ (i) +sin’ () = 1+4 cos” ()
und
d(¢) = cos(y) sin(p)—5 cos(¢p) sin(p) = —2sin(2¢)
gilt.
Der stationare Punkt im Ursprung der DGL
r; = —IOLE% - 2$%ﬂ?2 - 10:1:1333 - mg
Ty = 2$:{’ — 233%.%2 + mla:% — ng
ist wegen
f(p) = —10cos*(¢)—2 cos®(¢) sin(p)—10 cos? () sin?(p) —cos(¢) sin®(¢)+2 cos® () sin(p) —
—2 cos?(¢) sin(¢p)~+cos(¢) sin®(¢)—2sin*(p) = —2 (5 cosz(go)+sin2(go)) (cosz(go)—l—sinz(go)) =
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= —2(1+4c0s%()) <0 Vpe[o,2m
und
9(¢) = 2 cos’ () —2 cos® () sin(p)+cos’ () sin’ () —2 cos(p) sin’ () +10 cos® () sin(y)+
+2 cos?(¢) sin®(¢) + 10 cos(p) sin® () + sin*(p) =
= (2c05%(¢)+8 cos(i) sin() +sin*(p) ) ( cos(p)+sin’ () ) = L+4sin(2¢)+cos? ()
also
9(0) =1-40+1=2>0 und g(3m)=1-4+cos’(3m) < -2<0

ein stabiler Knoten.

Weiter gilt:

c(p)g()—f(p)d(p) = (1+4 cos2(g0)) <1+4 sin(2g0)+cos2(g0)) +2 (1—|—4 cosz(go)> (—2 sin(2g0)> =

= (1+4c0s’(p)) (1 +cos*(¢)) >0 ¥ € [0, 2r]

Damit sind die Voraussetzungen des Satzes 5.20 erfiillt, d.h. vom Ursprung zweigt
in g = 0 fiir ¢ > 0 genau eine einparametrische Schar periodischer Losungen ab.
Diese ist asymptotisch orbital stabil und lauft in mathematisch positiver Richtung
um den Ursprung.

Fir die Amplitude und Periodenlange gilt:

AW = E(L+0(FR) T =u (1+0(/m)

Fiir p < 0 zweigen in g = 0 keine periodischen Losungen ab.
Alle Aussagen bleiben giiltig, wenn man auf der rechten Seite der DGL noch

Ri(z1,z2, 1) = O(ul [[2]|*) + O(u® [Jll) + O(ll[|)  i=1,2

(vgl Bemerkung 5.1) addiert.

186



Literaturverzeichnis

[1]
2]

3]

[4]

[5]

[6]

[7]

8]

[9]

[10]

[11]

[12]

R. Abraham J. Marsden. Foundations of Mechanics. Benjamin 1978.

J.C. Alexander J.A.Yorke. Global Bifurcation of Periodic Orbits. Amer. J.
Math 100 (1978), no. 2, 263-292.

A.Algaba E. Freire E. Gamero. Hypernormal Form for the Hopf-Zero Bifur-
cation. Intern. J. Bifur. Chaos Appl. Sci. Engrg. 8 (1998), no. 10, 1857-1887.

Andronow Witt Chaikin. Theorie der Schwingungen, 1.Teil. Akademie Ver-
lag, Berlin 1965.

Andronow et al. Qualitative Theory of Second-Order Dynamic Systems.
John Wiley & Sons, New York 1973.

S. Antman J.B. Keller Bifurcation Theory and Nonlinear Eigenvalue Pro-
blems. Benjamin 1969.

V.1I. Arnold. Geometric Methods in the Theory of Ordinary Differential
Equations. Springer Verlag, New York 1983.

V.I. Arnold. Bifurcations and Singularities in Mathematics and Mechanics.
Lecture on 17th Congress of TCTAM, 1988; ADV in Mech. 19, 2 (1989),
217-231.

N.N. Bautin. On the Number of Limit Cycles which Appear with the Varia-
tion of Coefficients from an Equilibrium of Focus or Center Type. Transl. A.

M. S. 100 (1954).

M. Berger. On von Karman’s Equations and the Buckling of a Thin Elastic
Plate, Comm. Pure and Appl. Math., 28 (1967) 687-719, 21 (1968), 227-241.

Bhatia Szeg6. Stability Theorie of Dynamical Systems. Springer Verlag, New
York 1970.

Q.S. Bi Y.S. Cheu. Local Bifurcation Analysis of Strongly Nonlinear Duffing
System. Appl. Math. Mech. (English Ed.) 17 (1996), no. 9, 837-845.

187



[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

T.D. Burton. On the Amplitude Decay of Strongly Nonlinear Damped Os-
cillators. J. Sound Vibrations 87 (1983), no. 4, 535-541.

T.K. Caughey A. Vakakis J.M. Sivo. Analytical Study of Similar Normal Mo-
des and their Bifurcations in a Class of Strongly Nonlinear Systems. Intern.
J. Non-Linear Mech. 25 (1990), no. 5, 521-533.

Y.S. Cheu J. Xu. Local Bifurcation Theory of Nonlinear Systems with Pa-
rametric Exitation. Nonlinear Dynam. 10 (1996), no. 3. 203-220.

Y.K. Cheung S.H. Cheu S.L. Lau. A Modified Lindstedt-Poincaré Method
for certain Strongly Nonlinear Oscillations. Internat. J. Non-Linear Mech.

26 (1991), no. 3-4, 367-378.

S.N. Chow J.K. Hale. Methods of Bifurcation Theory. Springer Verlag, New
York 1982.

Chow Li Wang. Normal Forms and Bifurcation of Planar Vektor Fields.
Cambridge University Press, Cambridge NY 1994.

S.N. Chow K. Lu. Invariant Manifolds for Flows in Banach Spaces. J. Diff.
Eq. 74 (1988) 285-317.

S.N. Chow K. Lu. C* Center Unstable Manifolds. Proc. R. Soc., Edinburgh,
Sect. A 108 (1988) 303-320.

E.A.Coddington N. Levinson. Theorie of Ordinary Differential Equations.
Mc Graw-Hill, New York 1955.

L.Cveticanin. Adiabatic Invariants for Strongly Nonlinear Dynamical Sy-
stems, described with Complex Funktions. Quart. Appl. Math. 54 (1996),
no. 3, 407-421.

A. Doelmann F. Verhulst. Bifurcations of Strongly Nonlinear Self-Exited
Oscillations. Math. Methoda Appl. Sci. 17 (1994), no. 3, 189-207.

F. Dumortier. Singularities of Vektor Fields. Monografias de Matematica 32,
[LM.P.A.; Rio de Janeiro 1978.

J.P. Eckmann. Roads to Turbulence in Dissipative Dynamical Systems. Rev.
Mod. Phys. 53, 643.

M. Garcia-Huidobro R. Manusevich F. Zanolin. Strongly Nonlinear Second
Order ODE with Rapidly Growing Terms. J. Math. Anal. Appl. 202 (1996),
no. 1, 1-26.

J. Guckenheimer P. Holmes. Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems and

Bifurcation of Vektor Fields. Springer Verlag, New York 1983.

188



[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]
[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

J.K. Hale. Bifurcation with Several Parameters. In VII. Internationale Kon-
ferenz {iber nichtlineare Schwingungen, Vol. I, 1, Adh. Akad. Wiss. DDR,
Akademie-Verlag, Berlin 1977.

J.K. Hale. Bifurcation from Simple Eigenvalues for Several Parameter Va-
lues. Nonlin. Anal. 2 (1978) 491-497.

W.S. Hall. The Bifurcation of Solutions in Banach Spaces. Trans. Am. Math
Soc. 161 (1971), 207-218.

M.N. Hamdan. On the Primary Frequency Response of Strongly Nonlinear
Oscillators: A Linearisation Approach. J. Sound Vibration 140 (1990), no.1,
1-12.

B.D. Hassard N. Kazarinoff Y.H. Wan. Theory and Application of the Hopf
Bifurcation. Cambridge University Press, Cambridge 1980.

X.J. He Z. Jiang. Existence of Hopf Bifurcation Problems with Jumping
Nonlinearities. Ann Differential Equations 11 (1995), no.2, 127-146.

H. Heuser. Lehrbuch der Analysis, Teil 1. Teubner Verlag, Stuttgart 1994.

H.W. Hirsch S. Smale. Differential Equations, Dynamic Systems and Linear
Algebra. Academic Press, New York 1965.

E. Hopf. Abzweigung einer periodischen Lésung von einer stationaren Lésung
eines Differentialsystems. Ber. Math.-Phys. KL.. Sachs. Akad. Wiss. Leipzig,
94 (1942) 1-22.

[.D. Iliev. On Second Order Bifurcation of Limit Cycles. J. London Math.
Soc. (2) 58 (1998), no.2, 353-366.

G.looss. Direct Bifurcation of a Steady Solution of the Navier-Stokes Equati-
on into an Invariant Torus. Turbulence and Navier-Stokes Equations, Lecture
Notes in Mathematics, no. 565, 69-84, Springer Verlag, New York 1975.

G. looss D.D. Joseph. Elementary Stability and Bifurcation Theory. Springer
Verlag, New York 1980.

G. Iooss W.F. Langford. Conjectures on the Routes to Turbulence via Bi-
furcations. New York Academy of Science Proceedings Dec. 1979.

M.J. Jang C.L. Cheu. Analysis of the Response of a Strongly Nonlinear
Damped System using a Differential Transformation Technique. Appl. Math.
Comput. 88 (1997), no.2-3, 137.151.

H. Kielhofer. Hopf Bifurcation at Multiple Eigenvalues. Arch. Rational Mech.
Anal. 69, 53-83 (1979).

189



[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

H. Kielhofer. Generalized Hopf Bifurcation in Hilbert Space. Math Methods
Appl. Sci. 1 (1979), no. 4, 498-513.

V.B. Loginov V.A. Trenogin. Branching Equation of Andronov-Hopf Bifur-
cation under Group Symmetrie Conditions. Chaos 7 (1997), no. 2, 229-238.

D. Luo. Poincaré Bifurcations in Polynomial Differential Systems. Sci. Math.

Sci 12 (1999), no. 2, 166-174.

J.B. McLeod D.H. Sattinger. Loss of Stability and Bifurcation at a Double
Eigenvalue. J. Funct. Anal. 14, 62-84 (1973).

Marsden McCracken. The Hopf-Bifurcation and its Applications. Springer
Verlag, New York 1976.

P.C. Martin. Instabilities, Oscillations and Chaos. J. Phys. (Paris) Coll. 37.
C1-57.

W. de Melo J. Palis. Geometric Theory of Dynamical Systems. Springer
Verlag, New York 1982.

R.D. Nussbaum. A Global Bifurcation Theorem with Applications to Func-
tional Differential Equations. J. Funct. An. 19 (1975), 319-338.

R. Roussarie. Bifurcations of Planar Vector Fields and Hilbert’s Sixteenth
Problem. Birkhduser Verlag, Basel, Boston, Berlin 1998.

D. Ruelle. Bifurcations in the Presence of a Symmetry Group. Arch. Rat.
Mech. An. 51 (1973), 136-152.

D. Ruelle F. Takens. On the Nature of Turbulence. Comm. Math. Phys. 20
(1971), 167-192, 23 (1971), 343-344.

D. Schlomiuk. Bifurcation and Periodic Orbits of Vektor Fields. Nato ASI
Series C: Mathematical and Physical Sciences, Vol 408 (1993)

D.S. Schmidt. Hopf’s Bifurcation Theorem and the Center Theorem of Lia-
punov.In [47] Section 3¢ 95-103.

H.G. Schuster. Deterministic Chaos: An Introduction. Physik-Verlag, Wein-
heim 1984.

H.L. Swinney J.P. Gollub. The Transition to Turbulence. Phys. Today 31
(8), 41.

F. Takens. Unfolding of Certain Singularities of Vector Fields: Generalized
Hopf Bifurcations. J. Diff. Eq 14 (1973), 476-493.

190



[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

M.M. Wainberg W.A. Trenogin. Theorie der Losungsverzweigung bei nicht-
lineaten Gleichungen. Akademie-Verlag, Berlin 1973.

A. Vanderbauwhede. Center Manifold Theory. Univ. Ghent, Ghent 1987.

A. Vanderbauwhede. Center Manifolds, Normal Forms and Elementary Bi-
furcations. In Dynamics Reportet, Vol. 2, eds. U. Kirchgraber and O. Walt-
her, 89-169. Wiley, New York 1989.

J. Xu Q.S. Lu. Hopf Bifurcation of Time-Delay Liénard Equations. Internat.
J. Bifur. Chaos Appl. Sci. Engrg. 9 (1999), no. 5, 939-951.

Ye Yan-Qian et al. Theory of Limit Cycles. Translations of Mathematical
Monographs, Volume 66. American Mathematical Society, Providence Rhode
Island 1986.

X. Zhang. Bifurcation and Distribution of Limit Cycles for Quadratic Diffe-
rential Systems of Type II. J. Math. Anal. Appl. 233 (1999), no.2, 508-534.

Zhang Zhi-Fen et al. Qualitative Theorie of Differential Equations. Trans-
lations of Mathematical Monographs, Volume 101. American Mathematical
Society, Providence Rhode Island 1992.

191



