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Einleitung

Untersucht man DGL der Form

_x = G(x; �) (1)

mit G(x; �) : Rn � U(0)! Rn in der Umgebung isolierter station�arer Punkte xs
der DGL

_x = G(x; 0) (2)

betrachtet man zun�achst die Linearisierung von (2) in xs, gegeben durch die
Jakobimatrix J := DxG(xs; 0)

_x = Jx (3)

denn hat J nur Eigenwerte mit Realteil 6= 0, ist das Ergebnis wohlbekannt. Be-
zeichnet man mit p die Anzahl der Eigenwerte von J mit Realteil = 0, so existiert
allgemein in einer Umgebung von xs eine lokale invariante Zentrumsmannigfal-
tigkeit ("local invariant center manifold") der Dimension p ([60],[18] chapter 1).
Das Verhalten der DGL (1) auf dieser Mannigfaltigkeit wird dann durch eine
p-dimensionale DGL vollst�andig beschrieben. F�ur p = 1 gibt es keine o�enen
Fragen mehr, doch bereits bei p = 2 gilt dies nicht mehr. Die Besch�aftigung
mit nichtlinearen Di�erentialgleichungssystemen in der Ebene ist somit nicht nur
Selbstzweck (z.B. f�ur die sehr h�au�g auftretenden DGL 2. Ordnung), sondern
liefert einen wichtigen Beitrag zum Verst�andnis h�oher dimensionaler DGL.
Zur Behandlung von p = 2 setzen wir o.B.d.A. xs = 0 und untersuchen dann die
2-dimensionale DGL

_x = F (x; �) (4)

mit F (x; �) : R2 � U(0) ! R
2 auf Existenz station�arer Punkte y(�) bzw. peri-

odischer L�osungen p(t; �), die vom station�aren Punkt im Ursprung der DGL

_x = F (x; 0) (5)

abzweigen, also y(0) = 0 bzw. p(t; 0) � 0 erf�ullen.
Wir k�onnen DGL (4) auch in der Form

_x = F0(x) + �F1(x) +R(x; �) (6)
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schreiben, dabei sind F0(x) bzw. F1(x) die ersten nichtverschwindenden Glieder
der Taylorapproximation von F (x; 0) bzw. F�(x; 0) und

R(x; �) = o
�jjxjjl + j�j jjxjjm� (7)

wenn man mit l = ordF0(x) und m = ordF1(x) den Grad der homogenen Poly-
nome F0(x) bzw. F1(x) bezeichnet.
Damit lassen sich genau drei F�alle unterscheiden:

� ord(F0(x)) < ord(F1(x))

� ord(F0(x)) = ord(F1(x))

� ord(F0(x)) > ord(F1(x))

Im ersten Fall ist die Abzweigung station�arer Punkte bzw. periodischer L�osungen
vom Ursprung in � = 0 o�ensichtlich nur als Ausnahme m�oglich, daher k�onnen
wir uns in dieser Arbeit auf die beiden noch verbleibenden F�alle beschr�anken.
Im zweiten Fall ist die Abzweigung station�arer Punkte ebenfalls nur als Aus-
nahme m�oglich, deswegen untersuchen wir hier nur die Abzweigung periodischer
L�osungen, betrachten also insgesamt die drei Problemgruppen:

(i) l = m Abzweigung periodischer L�osungen (Kapitel 3)

(ii) l > m Abzweigung station�arer Punkte (Kapitel 4)

(iii) l > m Abzweigung periodischer L�osungen (Kapitel 5)

Im Fall (i) ist f�ur l = m = 1 alles bekannt (Hopf-Verzweigung), es wurden aber
trotz intensiver Recherche keine Arbeiten f�ur l = m > 1 gefunden (vgl. auch
Bemerkung 3.1).
Im Fall (ii) ist f�urm = 1 eine L�osung bekannt [46]. Die nicht generischen (m > 1)
F�alle scheinen ebenfalls noch nicht betrachtet worden zu sein.
Im verwandten Fall (iii) sind die generischen F�alle (m = 1 und � 2 R

2) gut
untersucht ([18] chapter 4), allerdings wird dabei von F (x; �) Invarianz unter

Rotation mit dem Winkel
2�

s
, s � 2, gefordert (wobei f�ur s=4 noch nicht alles

gekl�art ist [7],[8]). Wir hingegen beschr�anken uns auf � 2 R, lassen aber m > 1
zu und verzichten v�ollig auf Symmetriebedingungen.
Die Arbeit ist in f�unf Kapitel aufgeteilt. Das erste enth�alt einige technische Hilfs-
mittel, die wichtig f�ur die weiteren Abschnitte sind. Im zweiten Kapitel untersu-
chen wir ausf�uhrlich das Verhalten der DGL

_x = H(x) (8)

mit H(x) := (H1(x1; x2); H2(x1; x2)) homogene Polynome vom gleichen Grad, die
sowohl die DGL der ersten N�aherung von F (x; 0)

_x = F0(x) (9)
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als auch die DGL der ersten N�aherung von F�(x; 0)

_x = F1(x) (10)

repr�asentiert und dadurch eine wichtige Rolle bei der Untersuchung des Verzwei-
gungsverhaltens vom station�aren Punkt im Ursprung der DGL (4) spielt.
Mit dem dritten Kapitel beginnt das Herzst�uck dieser Arbeit. Die L�osung von
Problem (i) ist der Hauptsatz dieses Kapitels. Er enth�alt als Spezialfall den klas-
sischen Verzweigungssatz von E. Hopf, ist also eine Verallgemeinerung dieses
wohlbekannten Ergebnisses. F�ur l = m > 1 gibt es einen wesentlichen Unter-
schied zum klassischen (l = m = 1) Fall: Die Frequenz der Verzweigungsl�osungen
geht gegen 0 und nicht gegen eine Konstante 6= 0 (das ist f�ur l = m = 1 der
Imagin�arteil des Eigenwertes der Jakobimatrix F0 von F (x; 0)). Bei der Ampli-
tude gibt es dagegen keine Unterschiede, sie ist (im generischen Fall) in erster
N�aherung � 2

pj�j, also unabh�angig von l bzw. m.
Im 4. Kapitel besch�aftigen wir uns mit Problem (ii), der Abzweigung station�arer
Punkte im Fall l > m. Notwendig daf�ur ist das Verschwinden einer Art Determi-
nante von F0(x) := (Q1(x1; x2); Q2(x1; x2)) und F1(x) := (q1(x1; x2); q2(x1; x2))

Q1(x1; x2)q2(x1; x2)� Q2(x1; x2)q1(x1; x2) = 0 (11)

und hinreichend, da� die "Nullstellen" (x1; x2) von (11) (Geraden durch den Ur-
sprung) "einfach" sind:�

�x2 @

@x1
+ x1

@

@x2

��
Q1(x1; x2)q2(x1; x2)� Q2(x1; x2)q1(x1; x2)

������
(x1;x2)

6= 0

(12)
Die Verzweigungsl�osungen laufen dann in erster N�aherung l�angs dieser Geraden
und ihr Abstand vom Ursprung ist in erster N�aherung � l�m

pj�j. Wegen (12)
war es dann noch m�oglich, die abgezweigten station�aren Punkte vollst�andig zu
klassi�zieren.
Das 5. und letzte Kapitel behandelt dann in Erg�anzung zum vorherigen, Problem
(iii), die Abzweigung periodischer L�osungen im Fall l > m. Hinreichend daf�ur
ist die asymptotische Stabilit�at (asymptotische Stabilit�at bei Zeitumkehr) des
station�aren Punktes im Ursprung der beiden DGL der ersten N�aherungen

_x1 = Q1(x1; x2)

_x2 = Q2(x1; x2)

_x1 = q1(x1; x2)

_x2 = q2(x1; x2)
(13)

wegen l > m in dieser Arbeit die "�au�ere" bzw. "innere" DGL genannt.
Gilt R(x; �) � 0, ist das sogar notwendig.
Die Eindeutigkeit der Verzweigungsl�osungen folgt �uberraschenderweise aus dem
Nichterf�ulltsein der notwendigen Bedingung f�ur die Abzweigung station�arer Punk-
te, also aus der De�nitheit von Q1(x1; x2)q2(x1; x2) � Q2(x1; x2)q1(x1; x2). Die
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Amplitude der abgezweigten periodischen L�osungen ist in erster nichtverschwin-
dender N�aherung � l�m

pj�j, w�ahrend der Grenzwert der Frequenz (wie schon im
3. Kapitel bei l = m > 1 beobachtet) f�ur � ! 0 nicht verschieden, sondern = 0
ist.
Die ersten zwei Kapitel gehen in alle folgenden Kapitel ein, w�ahrend das dritte
nicht notwendig ist f�ur die zwei letzten. Das f�unfte Kapitel baut auf dem vierten
auf, wurde aber so formuliert, da� es vor diesem gelesen werden kann.
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Kapitel 1

Einige technische Hilfsmittel

1.1 Bemerkung:

In diesem Kapitel werden einige technische Hilfsmittel zusammengefa�t, die wich-
tig f�ur die noch folgenden vier Kapitel sind. Diese h�atten durchaus in einem
Anhang Platz �nden k�onnen, doch da einige Beweisideen auch in den folgenden
Kapiteln von Bedeutung sind, wurden diese Hilfsmittel als eigenes Kapitel am
Anfang dieser Arbeit belassen.
In De�nition 1.2 de�nieren wir gerade bzw. ungerade periodische Funktionen,
diskutieren im Satz 1.3 deren Eigenschaften, um dann im Satz 1.4 formale Po-
tenzreihen mit periodischen Funktionen als KoeÆzienten ebenfalls nach gerade
und ungerade zu unterscheiden. In den S�atzen 1.5 bis 1.7 geben wir schlie�lich
einige Eigenschaften dieser Potenzreihen an. Diese Potenzreihen �ndet man bei
der Untersuchung von durch sukzessive Approximationen gewonnenen L�osungen
der im Kapitel 3 betrachteten DGL in verallgemeinerten Polarkoordinaten.
Satz 1.8 behandelt das Verhalten uneigentlicher reeller Integrale an Polstellen,
diese treten bei der Untersuchung station�arer Punkte in der N�ahe von Sektoren-
grenzen auf.
Satz 1.9 enth�alt zwei Absch�atzungen f�ur bestimmte Integrale, die n�utzlich bei
der Bestimmung des Index des station�aren Punktes im Ursprung der im Kapitel
4 bzw. 5 betrachteten DGL sind.
Die beiden folgenden S�atze 1.10 und 1.11 geben acht Absch�atzungen an, mit deren
Hilfe im 5.Kapitel Scheitels�atze bewiesen werden, die wiederum zur Konstruktion
von Poincar�e-Bendixson Gebieten dienen.
Der zwar einfache aber wichtige Satz 1.12 erlaubt das "K�urzen" bzw. "Erweitern"
in ebenen DGL und wird in allen folgenden Kapiteln st�andig benutzt.
Satz 1.13 ist dann ein einfacher Scheitelsatz, der nicht direkt hinter Satz 1.11
steht, da im Beweis der Satz 1.12 ben�otigt wird, w�ahrend Satz 1.14 als Korol-
lar zum Satz von Poincar�e-Bendixson aufgefa�t werden kann. In diesem Korollar
wird die Nichtexistenz einer periodischen Trajektorie der im Satz 1.13 benutzten
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DGL unter speziellen Voraussetzungen gezeigt.
Zum Schlu� dieses Kapitels klassi�ziert Satz 1.15 das bekannte Verhalten stati-
on�arer Punkte bei regul�ar linearisierbaren DGL. Bemerkung 1.16 erweitert dann
die Aussagen von Satz 1.15 auf parameterabh�angige DGL.

1.2 De�nition:

Sei

PT :=
n
p(t) 2 C0(R) j p(t) = p(t + T ) T > 0 8 t 2 R

o
die Menge aller stetigen, periodischen Funktionen der Periode T > 0.

De�niere dann durch

P�T :=

�
p(t) 2 PT

���� p(t) = �p(t + T

2
)

�

P+
T :=

�
p(t) 2 PT

���� p(t) = p(t +
T

2
)

�
= PT

2

die Mengen aller geraden bzw. ungeraden, stetigen, periodischen Funktionen der
Periode T > 0.

1.3 Satz:

Seien p+; p+i 2 P+
T und p�; p�i 2 P�T i = 1; 2.

Dann gilt:

a) p+1 p
+
2 2 P+

T

b) p�1 p
�
2 2 P+

T

c) p�p+ 2 P�T

d)
d

dt
p�(t) 2 P�T falls p�(t) 2 C1(R)

e)
d

dt
p+(t) 2 P+

T falls p+(t) 2 C1(R)
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f)

TZ
0

p�(t) dt = 0

g)

tZ
0

p�(s) ds 2 PT

Ist zus�atzlich

TZ
0

p+(t) dt = 0, gilt noch:

h)

tZ
0

p+(s) ds 2 P+
T

k)

TZ
0

p�(t)
� tZ

0

p+(s) ds
�
dt = 0

Beweis:

a), b), c), d), e) folgen sofort aus den De�nitionen

f)

TZ
0

p�(t) dt =

T
2Z

0

p�(t) dt +

TZ
T
2

p�(t) dt =

T
2Z

0

p�(t) dt +

T
2Z

0

p�(t+
T

2
) dt =

=

T
2Z

0

p�(t) dt �
T
2Z

0

p�(t) dt = 0

g)

tZ
0

p�(s) ds
f)
=

tZ
0

p�(s) ds +

t+TZ
t

p�(s) ds =

t+TZ
0

p�(s) ds

h)

TZ
0

p+(t) dt = 0 =

T
2Z

0

p+(t) dt+

TZ
T
2

p+(t) dt
p+2PT

2= 2

T
2Z

0

p+(t) dt =)
t+T

2Z
t

p+(t) dt = 0 =)

=)
tZ

0

p+(s) ds =

tZ
0

p+(s) ds+

t+T
2Z

t

p+(s) ds =

t+T
2Z

0

p+(s) ds:

k) Folgt direkt aus h), c) und f).
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1.4 De�nition:

Sei

PT :=

( 1X
i=0

pi(t)x
i j pi(t) 2 PT

)

die Menge aller reellen formalen Potenzreihen mit KoeÆzienten in PT .

De�niere dann:

P+
T :=

( 1X
i=0

pi(t)x
i j p2k(t) 2 P+

T ; p2k+1 2 P�T ; k � 0

)

P�
T :=

( 1X
i=0

pi(t)x
i j p2k(t) 2 P�T ; p2k+1 2 P+

T ; k � 0

)

Insbesondere sind wegen 0 2 P+
T \ P�T nat�urlich auch Polynome inPT ; P

�
T ; P

+
T

zugelassen.

1.5 Satz:

Seien p+; p+i 2 P+
T ; p�; p�i 2 P�

T .

Dann gilt:

a) p+1 p
+
2 2 P+

T

b) p�1 p
�
2 2 P+

T

c) p�p+ 2 P�
T

d)
lY
i=1

p+i 2 P+
T

e)
2kY
i=1

p�i 2 P+
T

f)
2k+1Y
i=1

p�i 2 P�
T
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Beweis:

Die hier vorliegenden Produkte sind Cauchy-Produkte, es gilt also die Produkt-
formel:  1X

i=0

aix
i

! 1X
i=0

bix
i

!
=

 1X
j=0

cjx
j

!
mit cj :=

jX
i=0

aj�ibi

(Im Folgenden wird wegen 0 � 0 mod 2 Null als gerade Zahl behandelt)
cj besteht bei geradem j aus Produkten derart, da� entweder a und b einen
geraden oder a und b einen ungeraden Index besitzen.
cj besteht bei ungeradem j aus Produkten derart, da� a und b nicht beide einen
geraden und nicht beide einen ungeraden Index besitzen.
Damit folgen mit 1.3 a),b),c) die Behauptungen a),b),c).
Die Behauptungen d),e) und f) folgen durch wiederholte Anwendung von a),b),c).

1.6 Satz:

Seien pi = pi(x; t) 2 P+
T i = 1; 2 Polynome in x mit grad pi = m 2 N und sei

p1(0; t) � 1 8 t 2 R
Weiter seien:

%i(x; t) 2 C0(R2;R) mit lim
x!0

%i(x; t)

jxjm = 0 i = 1; 2 glm in t, also %i(x; t) = o(jxjm).

Dann gilt:

Es existieren p = p(x; t) 2 P+
T Polynom mit grad p = m und %(x; t) 2 C0(R2;R)

mit %(x; t) = o(jxjm) so da� 8t 2 R gilt:

p2(x; t) + %2(x; t)

p1(x; t) + %1(x; t)
= p(x; t) + %(x; t)

Beweis:

Wir betrachten zun�achst die Formel f�ur die endliche geometrische Reihe:

1 + (�q)m+1

1 + q
=

mX
l=0

(�q)l () 1

1 + q
=

mX
l=0

(�q)l � (�q)m+1

1 + q
(1.1)

Wegen p1(0; t) � 1 und %1(x; t) = o(jxjm) kann man " > 0 und 0 < c < 1 �nden
mit:
j � 1 + p1(x; t) + %(x; t)j � c < 1 8 x 2 U"(0) und 8t 2 R
Weiter gilt: p1(0; t) � 1 =) (1� p1(x; t))

m+1 = O(jxjm+1) = o(jxjm)
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Setzt man �1 + p1(x; t) + %1(x; t) f�ur q in (1.1) ein, ergibt sich:

1

p1(x; t) + %1(x; t)
=

mX
l=0

(1� p1(x; t) � %1(x; t))
l � (1 � p1(x; t)� %1(x; t))

m+1

p1(x; t) + %1(x; t)
=

=
mX
l=0

�
1� p1(x; t)

�l
+ ~%1(x; t) mit ~%1(x; t) = o(jxjm) (1.2)

Weiter gilt
mX
l=0

(1� p1(x; t))
l 2 P+

T da (1 � p1(x; t))l 2 P+
T wegen Satz 1.5.d.

Multiplikation von (1.2) mit p2(x; t) + %2(x; t) ergibt:

p2(x; t) + %2(x; t)

p1(x; t) + %1(x; t)
= p2(x; t)

mX
l=0

(1 � p1(x; t))l + %̂(x; t) mit %̂(x; t) = o(jxjm)

Nach Satz 1.5.a ist p2(x; t)
mX
l=0

(1� p1(x; t))
l 2 P+

T . W�ahle jetzt f�ur p(x; t) :

p2(x; t)
mP
l=0

(1� p1(x; t))l bis zur m-ten Potenz in x, was o�ensichtlich ebenfalls in

P+
T liegt.

Dann folgt wegen 
p2(x; t)

mX
l=0

(1 � p1)(x; t))l � p(x; t)

!
+ %̂(x; t) =: %(x; t) = o(jxjm)

die Behauptung.

1.7 Satz:

Seien pi = pi(x; t) 2 P+
T mit p1(0; t) � 0 8t 2 [0; T ] und p1(x; t) konvergent in

UÆ(0) 8t 2 [0; T ] .

Dann gilt:

Es existiert Æ0 mit 0 < Æ0 � Æ und:

p2(x; t)

1 + p1(x; t)
2 P+

T 8x 2 UÆ0(0) 8t 2 [0; T ]

Beweis:

W�ahle Æ0 so, da� gilt: jp1(x; t)j � c < 1 8x 2 UÆ0 8t 2 [0; T ]. Dann folgt
die Behauptung aus der gleichm�a�igen Konvergenz der geometrischen Reihe und
Satz 1.6 (m!1).
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1.8 Satz:

Seien hi(x) 2 Ci([a; b];R) i = 0; 1 mit

(i) 9! �x mit h1(�x) = 0

(ii) �x 2]a; b[

(iii) h0(�x) 6= 0

Dann gilt:

a) lim
x%�x�

xZ
a

h0(t)

h1(t)
dt =

�xZ
a

h0(t)

h1(t)
dt = sign(h0(�x)) sign(h1(a)) � 1

b) lim
x&�x+

bZ
�x+

h0(t)

h1(t)
dt =

bZ
�x

h0(t)

h1(t)
dt = sign(h0(�x)) sign(h1(b)) � 1

Beweis:

a) De�niere:

x̂ =

8><
>:

a falls h0j[a;�x] 6= 0

sup
i
fxig mit h0(xi) = 0 ^ xi < �x

Klar: x̂ < �x. Weiter gilt f�ur x 2 (x̂; �x) :

xZ
a

h0(t)

h1(t)
dt =

x̂Z
a

h0(t)

h1(t)
dt +

xZ
x̂

h0(t)

h1(t)
dt (1.3)

Das erste Integral auf der rechten Seite ist endlich und f�ur das zweite gilt mit
dem MWS der Integralrechnung [34]:

9 ~x 2 (x̂; x) mit:
xZ
x̂

h0(t)

h1(t)
dt = h0(~x)

xZ
x̂

1

h1(t)
dt =

= sign(h0(�x)) sign(h1(a)) jh0(~x)j
xZ
x̂

1

jh1(t)j dt (1.4)

Was aus x̂ < ~x < �x) sign(h0(~x)) = sign(h0(�x)) folgt.
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Mit dem MWS der Di�erentialrechnung sieht man leicht:

jh1(x)j � K(�x�x) f�ur x 2 [x̂; �x] mitK := max
�2[x̂;�x]

jh01(�)j =)

=) 1

jh1(x)j �
1

K(�x� x)
=)

xZ
x̂

1

jh1(t)j dt �
1

K

xZ
x̂

1

�x� x
dt =)

=) lim
x%�x�

xZ
x̂

1

jh1(t)j dt =
�xZ

x̂

1

jh1(t)j dt =1

Damit ergibt sich mit (1.3) und (1.4) die Behauptung a).

b) V�ollig analog a).

1.9 Satz:

Seien ai(t); bi(t) 2 C0([0; T ];R) i = 0;::; 2, a3(t; r; Æ) = O(r) +O(Æ),
b3(t; r; Æ) = O(r) +O(Æ) und a3(t; r; Æ); b3(t; r; Æ) 2 C0

�
[0; T ] �R+ � [�d; d];R�.

Weiter sei

I(r; Æ) :=

TZ
0

a0(t)r
2m + a1(t)r

l+m + a2(t)r
2l + Æa3(t; r; Æ)r

2m

b0(t)r2m + b1(t)rl+m + b2(t)r2l + Æb3(t; r; Æ)r2m
dt

mit l > m 2 N.

Dann gilt:

a) Falls b0(t) 6= 0, existieren 8t 2 [0; T ] r0 > 0; Æ0 > 0, so da� 8 r; Æ mit
0 < r < r0 ^ jÆj < Æ0 gilt:������I(r; Æ)�

TZ
0

a0(t)

b0(t)
dt

������ < 1

b) Falls b2(t) 6= 0, existieren 8t 2 [0; T ] r1 > 0; Æ1 > 0, so da� 8 Æ mit
jÆj < Æ1 gilt: ������I(r1; Æ)�

TZ
0

a2(t)

b2(t)
dt

������ < 1
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Beweis:

a) Wegen

lim
(r;Æ)!(0;0)

I(r; Æ) =

TZ
0

a0(t)

b0(t)
dt

9 r0 > 0; Æ0 > 0 mit ������I(r; Æ)�
TZ

0

a0(t)

b0(t)
dt

������ < 1

8 r; Æ mit 0 < r < r0 ^ jÆj < Æ0

b) De�niere zun�achst:

�0(t) := a0(t)b2(t)�a2(t)b0(t)

�1(t) := a1(t)b2(t)�a2(t)b1(t)
�2(t) := a2(t)b2(t)�a2(t)b2(t) = 0

�3(t; r; Æ) := b2(t)a3(t; r; Æ)�a2(t)b3(t; r; Æ)
�0(t) := b0(t)b2(t)

�1(t) := b1(t)b2(t)

�2(t) := b2(t)b2(t) = b22(t) > 0

�3(t; r; Æ) := b2(t)b3(t; r; Æ)

Damit ergibt sich als Betrag der Di�erenz der beiden Integrale:������I(r; Æ)�
TZ

0

a2(t)

b2(t)
dt

������ =
������
TZ

0

b2(t)
�
a0(t)r

2m + a1(t)r
l+m + a2(t)r

2l + Æa3(t; r; Æ)r
2m
�

b2(t) (b0(t)r2m + b1(t)rl+m + b2(t)r2l + Æb3(t; r; Æ)r2m)
dt �

�
TZ

0

a2(t)
�
b0(t)r

2m + b1(t)r
l+m + b2(t)r

2l + Æb3(t; r; Æ)r
2m
�

b2(t) (b0(t)r2m + b1(t)rl+m + b2(t)r2l + Æb3(t; r; Æ)r2m)
dt

������ =

=

������
TZ

0

�0(t)r2m + �1(t)rl+m + �2(t)r2l + Æ�3(t; r; Æ)r2m

�0(t)r2m + �1(t)rl+m + �2(t)r2l + Æ�3(t; r; Æ)r2m
dt

������ =

=

������
TZ

0

�0(t)r2(m�l) + �1(t)rm�l + Æ�3(t; r; Æ)r2(m�l)

�2(t) + �0(t)r2(m�l) + �1(t)rm�l + Æ�3(t; r; Æ)r2(m�l)
dt

������ (1.5)
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De�niere dann:

M0 := max
t2[0;T ]

�
7

6
j�0(t)j; 1

T
j�0(t)j; 1

��
=) j�0(t)j � 6

7
M0 ^ j�0(t)j � TM0 ^ M0 � 1 > 0

�

M1 := max
t2[0;T ]

�
7

6
j�1(t)j; 1

T
j�1(t)j; 1

��
=) j�1(t)j � 6

7
M1 ^ j�1(t)j � TM1 ^ M1 � 1 > 0

�

M2 := min
t2[0;T ]

�
1

T
�2(t)

�
> 0

�
=) j�2(t)j � TM2

�

r1 := max

(
2(l�m)

r
6M0

M2
; (l�m)

r
6M1

M2

)�
=) r

2(m�l)
1 � M2

6M0
^ rm�l1 � M2

6M1

�

M3 := max
t2[0;T ]

max
Æ2[�d;d]

�
7

6
j�3(t; r1; Æ)j; 1

T
j�3(t; r1; Æ)j

�
�
=) j�3(t; r1; Æ)j � 6

7
M3 ^ j�3(t; r1; Æ)j � TM3

�

Æ1 := min

(
M2r

2(l�m)
1

6M3

; d

)

Es folgt wegen (1.5) 8 Æ mit jÆj < Æ1 :������I(r1; Æ) �
TZ

0

a2(t)

b2(t)
dt

������ �
TZ

0

j�0(t)jr2(m�l)1 + j�1(t)jrm�l1 + jÆjj�3(t; r1; Æ)jr2(m�l)1

j�2(t)j � j�0(t)jr2(m�l)1 � j�1(t)jrm�l1 � jÆjj�3(t; r1; Æ)jr2(m�l)1

dt �

�
TZ

0

1
7
M2 +

1
7
M2 +

1
7
M2

M2T � 1
6M2T � 1

6M2T � 1
6M2T

dt = T
6

7T
< 1:

1.10 Satz:

Seien a1(t); a2(t); a3(t); a4(t) 2 C0([t1; t2];R), r 2 R+ und k 2 N beliebig.

Dann gilt:

a) Im Falle a4(t) 6= 0,

existiert 8� > 0 ein R(�) > 0, so da� 8 r > R(�) und 8t 2 [t1; t2] gilt:

sign
�
a3(t) + a4(t)r

k
�
= sign

�
a4(t)

�
und

(i)
a2(t)� �

a4(t)
<
a1(t) + a2(t)r

k

a3(t) + a4(t)rk
<

a2(t) + �

a4(t)
falls sign(a4(t)) > 0
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(ii)
a2(t) + �

a4(t)
<
a1(t) + a2(t)r

k

a3(t) + a4(t)rk
<

a2(t)� �

a4(t)
falls sign(a4(t)) < 0

b) Im Falle a3(t) 6= 0,

existiert 8� > 0 ein R(�) > 0, so da� 8r < R(�) und 8t 2 [t1; t2] gilt:

sign
�
a3(t) + a4(t)r

k
�
= sign

�
a3(t)

�
und

(i)
a1(t)� �

a3(t)
<
a1(t) + a2(t)rk

a3(t) + a4(t)rk
<
a1(t) + �

a3(t)
falls sign(a3(t)) > 0

(ii)
a1(t) + �

a3(t)
<
a1(t) + a2(t)r

k

a3(t) + a4(t)rk
<
a1(t)� �

a3(t)
falls sign(a3(t)) < 0

Beweis:

a) Setze: R0 :=
k

vuuut max
t2[t1;t2]

ja3(t)j
min
t2[t1;t2]

ja4(t)j
Dann gilt:

r > R0 () r > k

vuuut max
t2[t1 ;t2]

ja3(t)j
min
t2[t1 ;t2]

ja4(t)j () rk >

max
t2[t1;t2]

ja3(t)j
min
t2[t1;t2]

ja4(t)j �
ja3(t)j
ja4(t)j � �a3(t)

a4(t)
=)

=) sign(a3(t) + a4(t)r
k) = sign(a4(t)) 6= 0 8 t 2 [t1; t2] und 8 r > R0

Weiter existiert wegen:

lim
r!1

a1(t)a4(t)� a2(t)a3(t)

a3(t) + a4(t)rk
= 0 glm in t

zu � > 0 ein R(�) � R0 mit����a1(t)a4(t)� a2(t)a3(t)

a3(t) + a4(t)rk

���� < � 8 r > R(�) 8t 2 [t1; t2] (1.6)

oder �aquivalent dazu:

�� <
a1(t)a4(t)� a2(t)a3(t)

a3(t) + a4(t)rk
< � 8r > R(�) 8t 2 [t1; t2] (1.7)

(i) Sei jetzt a4(t) > 0. Dann folgt aus der zweiten Ungleichung in (1.7)

a1(t)a4(t)� a2(t)a3(t) < �
�
a3(t) + a4(t)r

k
�

() a1(t)a4(t) + a2(t)a4(t)r
k < a2(t)a3(t) + a2(t)a4(t)r

k + �(a3(t) + a4(t)r
k)

() a4(t)(a1(t) + a2(t)r
k) < (a2(t) + �)(a3(t) + a4(t)r

k)
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() a1(t) + a2(t)r
k

a3(t) + a4(t)rk
<
a2(t) + �

a4(t)

Aus der ersten Ungleichung in (1.7) folgt analog:

a2(t)� �

a4(t)
<
a1(t) + a2(t)rk

a3(t) + a4(t)rk

(ii) F�ur den zweiten Fall a4(t) < 0 ergibt sich analog (i):
(Beachte a4(t) < 0 ^ r > R(�)) a3(t) + a4(t)rk < 0 8 t 2 [t1; t2])

a2(t) + �

a4(t)
<
a1(t) + a2(t)r

k

a3(t) + a4(t)rk
<
a2(t)� �

a4(t)

womit a) folgt.

b) Mit % :=
1

r
gilt:

a1(t) + a2(t)rk

a3(t) + a4(t)rk
=
a1(t)

1

rk
+ a2(t)

a3(t)
1

rk
+ a4(t)

=
a2(t) + a1(t)%k

a4(t) + a3(t)%k
(1.8)

Wenden wir jetzt Teil a) auf den letzten Term in (1.8) an, erhalten wir b).

1.11 Satz:

Seien a(t); b(t) 2 C0([t1; t2];R), Ai(r; t; "); Bi(r; t; ") 2 C0(R � [t1; t2] � U(0);R)
mit Ai(r; t; 0) � 0 � Bi(r; t; 0) i = 1; 2:
Sei weiter b(t) 6= 0 sowie k 2 N beliebig.

Dann gilt:

a) 8� > 0 und 8R0; R1 mit 0 < R0 < R1 9 "1 > 0, so da� 8r mit R0 < r < R1,
8t 2 [t1; t2] und 8" mit j"j < "1 gilt:

sign
�
b(t)
�
= sign

�
b(t)rk +B1(r; t; ")

�
und

(i)
a(t)� �

b(t)
<
a(t)rk +A1(r; t; ")

b(t)rk +B1(r; t; ")
<
a(t) + �

b(t)
falls b(t) > 0

(ii)
a(t) + �

b(t)
<
a(t)rk +A1(r; t; ")

b(t)rk +B1(r; t; ")
<
a(t)� �

b(t)
falls b(t) < 0

b) 8� > 0 und 8R2 > 0 9 "2 > 0 so da� 8r mit 0 < r < R2; 8t 2 [t1; t2] und 8"
mit j"j < "2 gilt:

sign
�
b(t)
�
= sign

�
b(t) +B1(r; t; ")

�
und

18



(i)
a(t)� �

b(t)
<
a(t) +A2(r; t; ")

b(t) +B2(r; t; ")
<
a(t) + �

b(t)
falls b(t) > 0

(ii)
a(t) + �

b(t)
<
a(t) +A2(r; t; ")

b(t) +B2(r; t; ")
<
a(t)� �

b(t)
falls b(t) < 0

Beweis:

a) B1(r; t; ") 2 C0
�
[R0; R1] � [t1; t2] � U(0) ; R

�
und B1(r; t; 0) � 0 =) 9 "3 > 0

mit:

jB1(r; t; ")j < 1

2
min
t2[t1 ;t2]

jb(t)jRk
0 8r 2 [R0; R1] 8t 2 [t1; t2] und j"j < "3

Damit gilt
sign

�
b(t)
�
= sign

�
b(t)rk +B1(r; t; ")

� 6= 0

woraus

A1(r; t; ")b(t) � a(t)B1(r; t; ")

b(t)rk +B1(r; t; ")
2 C0

�
[R0; R1] � [t1; t2]� U"3(0) ; R

�
folgt.
Da A1(r; t; 0) � 0 � B1(r; t; 0) existiert zu � > 0 ein "1 > 0 mit "1 � "3, so da�
8r 2 [R0; R1]; 8t 2 [t1; t2] und 8" mit j"j < "1 gilt:����A1(r; t; ")b(t) � a(t)B1(r; t; ")

b(t)rk +B1(r; t; ")

���� < �

Der Rest des Beweises von a) l�auft jetzt analog zum Beweis von Satz 1.10.a, be-
ginnend mit Gleichung (1.6), wenn man a(t)$ a2(t); b(t)$ a4(t); A1(r; t; ")$
a1(t) und B1(r; t; ")$ a3(t) benutzt.

b) Hier existiert "4 > 0 mit

jB2(r; t; ")j < 1

2
min
t2[t1;t2]

jb(t)j 8r 2 [0; R2] 8t 2 [t1; t2] und j"j < "4

Damit gilt wie in a)

sign
�
b(t)
�
= sign

�
b(t) +B2(r; t; ")

� 6= 0

Weiter existiert analog a) zu � > 0 ein "2 > 0 mit "2 � "4, so da� 8r 2 [0; R2],
8t 2 [t1; t2] und 8" mit j"j < "2 gilt:����A2(r; t; ")b(t) � a(t)B2(r; t; ")

b(t) +B2(r; t; ")

���� < �

Der Rest des Beweises von b) l�auft dann genau wie bei a) analog zum Beweis von
Satz 1.10.a.
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1.12 Satz:

Seien g1(x1; x2); g2(x1; x2);m(x1; x2) 2 C0 (D � R
2;R) mit

m(x1; x2) = 0) g1(x1; x2) = 0 = g2(x1; x2)

Dann haben die DGL-Systeme:

_x1 = g1(x1; x2)

_x2 = g2(x1; x2)
(1.9)

bzw.
_x1 = m(x1; x2)g1(x1; x2)

_x2 = m(x1; x2)g2(x1; x2)
(1.10)

identische Trajektorien.

Beweis:

Falls m(x1; x2) = 0
n.V.
=) g1(x1; x2) = 0 = g2(x1; x2) d.h. sowohl Das DGL-System

(1.9) als auch das DGL-System (1.10) besitzen in (x1; x2) einen station�aren Punkt,
d.h. die Trajektorien von (1.9) und (1.10) stimmen in diesem Fall �uberein.

Falls m(x1; x2) 6= 0 betrachten wir die zu (1.9) bzw. (1.10) geh�origen DGL f�ur
die Trajektorien:

dx1

dx2
=
g1(x1; x2)

g2(x1; x2)
(1.11)

bzw.
dx1

dx2
=
m(x1; x2)g1(x1; x2)

m(x1; x2)g2(x1; x2)
(1.12)

Da m(x1; x2) 6= 0 kann in (1.12) gek�urzt werden, d.h. die DGL (1.11) und die
DGL (1.12) und damit die Trajektorien von (1.9) und (1.10) sind auch in diesem
Fall identisch.

1.13 Satz:

Seien Hi(r; ') 2 C1(R+ �R ;R); Gi(') 2 C1(R ;R) i = 1; 2: Weiter gelte:

_r = H1(r; ')r

_' = H2(r; ')
(1.13)

Dann gilt:
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a) Falls f�ur ein (r0; '0) 2 R+ n f0g � R

H1(r; ')

H2(r; ')
< G1(') (1.14)

und

(i) signH2(r0; '0) > 0 gilt,

schneidet die durch (r0; '0) laufende Trajektorie der DGL (1.13), die durch
(r0; '0) laufende L�osung der DGL (f�ur wachsende t)

dr

d'
= G1(')r (1.15)

von r � 0 aus gesehen, von oben nach unten.

(ii) signH2(r0; '0) < 0 gilt,

schneidet die durch (r0; '0) laufende Trajektorie der DGL (1.13), die durch
(r0; '0) laufende L�osung der DGL (1.15) (f�ur wachsende t)
von r � 0 aus gesehen, von unten nach oben.

b) Falls f�ur ein (r0; '0) 2 R+ n f0g �R

G2(') <
H1(r; ')

H2(r; ')
(1.16)

und

(i) signH2(r0; '0) > 0 gilt,

schneidet die durch (r0; '0) laufende Trajektorie der DGL (1.13), die durch
(r0; '0) laufende L�osung der DGL (f�ur wachsende t)

dr

d'
= G2(')r (1.17)

von r � 0 aus gesehen, von unten nach oben.

(ii) signH2(r0; '0) < 0 gilt,

schneidet die durch (r0; '0) laufende Trajektorie der DGL (1.13), die durch
(r0; '0) laufende L�osung der DGL (1.17) (f�ur wachsende t)
von r � 0 aus gesehen, von oben nach unten.

Beweis:
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Wir zeigen nur a)(i), die anderen F�alle beweist man v�ollig analog.
Die Trajektorien der DGL (1.13) sind die L�osungen der DGL:

dr

d'
=
H1(r; ')

H2(r; ')
r (1.18)

Aus (1.14) folgt:
H1(r0; ')

H2(r0; ')
r0 < G1('0)r0

D.h. die Steigung der Trajektorie von (1.13) im Punkt (r0; '0) ist kleiner als die
Steigung der durch (r0; '0) laufendenL�osung der DGL (1.15). Da signH2(r0; '0) =
sign _'(r0; '0) > 0 gilt, schneidet die Trajektorie (f�ur wachsende t) die L�osung von
r � 0 aus gesehen, von oben nach unten.

1.14 Satz:

Seien Hi(r; ') 2 C1(R+ �R ;R); i = 1; 2 mit H2
1 (r; ') +H2

2 (r; ') 6= 0 und

�i :=
�
('; 
i('))

�� 
i(0) = 
i(2�)
	
i = 1; 2 wobei 
i(') : R! R

+ n f0g i = 1; 2

st�uckweise glatt sowie 
1(') > 
2(') > 0.

Weiter werden die zwei Kurven �i i = 1; 2 von den Trajektorien der DGL (1.13),
von r � 0 aus gesehen, jeweils beide entweder von oben nach unten oder von
unten nach oben geschnitten.
Zus�atzlich besitze die DGL (1.13) zwischen �1 und �2 eine asymptotisch stabile
(bei Zeitumkehr asymptotisch stabile) Trajektorie p(') mit H2('; p(')) 6= 0 und
p(0) = p(2�).

Dann gilt:

Zwischen �1 und �2 existiert eine weitere Trajektorie q(') der DGL (1.13) mit q(0) = q(2�).

Beweis:

Es sind acht m�ogliche F�alle zu unterscheiden:

�1, �2 werden von oben nach unten bzw. von unten nach oben geschnitten, zwi-
schen �1 und �2 liegt entweder eine asymptotisch stabile oder bei Zeitumkehr
asymptotisch stabile Trajektorie p(') und H2('; p(')) ist entweder gr�o�er oder
kleiner 0.

Wir zeigen nur den Fall:

Die Trajektorien von (1.13) schneiden�1 und �2 von oben nach unten,H2('; p(')) > 0
und p(') ist asymptotisch stabil.
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Um die Existenz von q(') nachzuweisen, konstruieren wir ein Poincar�e-Bendixson
Gebiet mit den Grenzen �o > �u im (r; ')-Raum:

Als untere Grenze �u w�ahlen wir: �u := �2

Da p(') asymptotisch stabil ist, existiert wegen [11] S. 66 unterhalb von p(')
eine Kurve �o, die von den Trajektorien der DGL (1.13) von r � 0 aus gesehen,
von unten nach oben geschnitten wird.

Wegen H2
1 (r; ') + H2

2 (r; ') > 0 kann es zwischen �u und �o keinen station�aren
Punkt geben. Mit dem Satz von Poincar�e-Bendixson (vgl. [21] S. 391) liegt dann
zwischen �u und �o mindestens eine (instabile) Trajektorie q(') von (1.13) mit
q(0) = q(2�):

Die �ubrigen sieben F�alle zeigt man v�ollig analog.

1.15 Satz:

Seien A := (ai;j)i;j=1;2 2 L(R2;R2) eine regul�are 2 � 2 Matrix und �; �; �; � 2 R.

Dann gilt:

A ist zu genau einer der folgenden Matrizen �ahnlich, klassi�ziert durch die ange-
gebenen �Aquivalenzen:

a)

0
@ � 0

0 �

1
A � < 0 < � () detA < 0

b)

0
@ � 0

0 �

1
A � < � < 0

(0 < � < �)
() detA > 0 ^ tr2A� 4 detA > 0 ^ trA < 0 (> 0)

c)

0
@ � 0

0 �

1
A � < 0 (� > 0) () tr2A � 4 detA = 0 ^ trA < 0 (> 0) ^ a12 = 0 = a21

d)

0
@ � 1

0 �

1
A � < 0 (� > 0) () tr2A � 4 detA = 0 ^ trA < 0 (> 0) ^ a212 + a221 6= 0
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e)

0
@ � ��

� �

1
A � 6= 0 6= � () tr2A�4 detA < 0 ^ trA < 0 (> 0)

f)

0
@ 0 ��

� 0

1
A � 6= 0 () tr2A� 4 detA < 0 ^ trA = 0

Sei weiter:
_x = Ax + h(x) (1.19)

mit h(x) = o(jjxjj) 2 C1(U(0) � R2;R2).

Dann gilt:

Der station�are Punkt im Ursprung der DGL (1.19) ist im Falle:

a) ein Sattel

b) � < � < 0 (0 < � < �) ein stabiler (instabiler) uneigentlicher Knoten

c) � < 0 (� > 0) entweder ein stabiler (instabiler) eigentlicher Knoten oder
ein stabiler (instabiler) uneigentlicher Knoten oder ein stabiler (instabiler)
Wirbel

d) � < 0 (� > 0) ein stabiler (instabiler) uneigentlicher Knoten

e) � < 0 (� > 0) ein stabiler (instabiler) Wirbel

f) entweder ein Zentrum oder ein Wirbel.

Beweis:

Einen ausf�uhrlichen Beweis �ndet man in [21] Kapitel 15.

1.16 Bemerkung:

Die Aussage des Satzes 1.15 l�a�t sich auch auf beliebige station�are Punkte xs(�)
der DGL

_x = G(x; �)

mit G(x; �) 2 C1 (R2 � U(0);R2)) �ubertragen, wenn man f�ur A in Satz 1.15 die
Jacobi-Matrix von G(x; �) an der Stelle (xs(�); �)

J(xs(�)) := DxG(x; �)
���
(xs(�);�)

benutzt und J(xs(�)) regul�ar ist.
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Kapitel 2

Einige Ergebnisse �uber DGL mit

homogenen Polynomen

2.1 Bemerkung:

Wir werden in diesem Kapitel einige Ergebnisse �uber DGL bereitstellen, die in
den folgenden Kapiteln ben�otigt werden. Seien dazu Qi(x1; x2) i = 1; 2 reelle,
homogene Polynome vom gleichen Grad k > 0 und

_x1 = Q1(x1; x2)

_x2 = Q2(x1; x2)
(2.1)

die durch die Qi(x1; x2) i = 1; 2 de�nierte DGL. Um eine einfachere Behandlung
von (2.1) zu erm�oglichen, ist es sinnvoll, die zur DGL (2.1) (f�ur r > 0) �aquivalente
DGL in klassischen Polarkoordinaten

_r = f(')rk

_' = g(')rk�1
(2.2)

wobei

f(') := Q1(cos('); sin(')) cos(') +Q2(cos('); sin(')) sin(')
g(') := Q2(cos('); sin(')) cos(')� Q1(cos('); sin(')) sin(')

(2.3)

de�niert wurde, mit Hilfe von Satz 1.12 auf eine DGL mit zu (2.2) (f�ur r > 0)
�aquivalenten Trajektorien zu �uberf�uhren

_r = f(')r

_' = g(')
(2.4)
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und dann auch (2.4) zu untersuchen. Zun�achst allerdings beginnen wir unsere Be-
trachtungen in Satz 2.2 mit z.T. elementaren Aussagen �uber homogene Polynome,
wobei die Integralformeln in h) und i) von zentraler Bedeutung sind. Im Satz 2.3
besch�aftigen wir uns mit dem ggT(Q1; Q2), denn falls die Qi(x1; x2) i = 1; 2 vom
Grad 1 sind, die Gleichung (2.1) also eine lineare DGL mit konstanten KoeÆzi-
enten,

_x = Qx (2.5)

ist die Aussage ggT(Q1; Q2) de�nit (nicht de�nit) �aquivalent zur Aussage Q 2
L(R2;R2) regul�ar (singul�ar). D.h. mit Hilfe der Aussage ggT(Q1; Q2) de�nit (nicht
de�nit) l�a�t sich der Begri� regul�ar bzw. singul�ar von linearen auf homogene Vek-
torfelder beliebiger Ordnung �ubertragen.
Der wichtige Satz 2.4 klassi�ziert das Verhalten des station�aren Punktes im Ur-
sprung der DGL (2.1). In den Aussagen des Satzes wird keine lineare Algebra
benutzt, er gilt aber auch f�ur DGL (2.5), d.h. die Bedingungen an die Eigenwer-
te von Q werden so verallgemeinert, da� sie auch f�ur beliebige ebene homogene
Vektorfelder gelten.
Bei einer allgemeinen ebenen DGL ist das Bestimmen von Sektoren (hyperbo-
lisch, parabolisch, elliptisch) praktisch unm�oglich (vgl. [5]), gl�ucklicherweise ist
die DGL (2.1) dank Satz 2.4 eine Ausnahme. Dies legt nahe, bei der Klassi�kation
station�arer Punkte, die allgemeine ebene DGL auf lokale Di�eomorphie zu DGL
(2.1) zu untersuchen und dann Satz 2.4 anzuwenden.
Satz 2.5 ist die Version in Polarkoordinaten von Satz 2.4 und Satz 2.6 ein Korollar,
der eine �Aquivalenzaussage zur Existenz periodischer L�osungen der DGL (2.1)
macht. Satz 2.7 ist ebenfalls ein Korollar von Satz 2.4 und handelt von Existenz
und Symmetrie von Sektoren, w�ahrend Korollar 2.8 eine �Aquivalenzaussage zur
asymptotischen Stabilit�at des station�aren Punktes im Ursprung der DGL (2.1)
macht. Bemerkung 2.9 ist dann die Polarkoordinatenversion von 2.8 bevor in 2.10
dann zahlreiche Beispiele ausf�uhrlich diskutiert werden.
Im Satz 2.11 geben wir einen Spezialfall des Satzes von Bendixson an, mit dessen
Hilfe man den Index des station�aren Punktes im Ursprung der DGL (2.1) einfach
berechnen kann.
In den S�atzen 2.12 bzw. 2.13 wird die Existenz eines homogenen Polynoms als
Potential (kurz: homogenes Potential) f�ur die DGL (2.1) untersucht. Erf�ullen die
Qi(x1; x2) i = 1; 2 die Integrabilit�atsbedingung, ist das immer der Fall. Erf�ullen
sie die Integrabilit�atsbedingung nicht, gibt es eine nachrechenbare �Aquivalenz-
bedingung, wann ein homogenes Potential als Euler'scher Multiplikator f�ur die
DGL (2.1) existiert. Falls der station�are Punkt im Ursprung der DGL (2.1) ein
Zentrum und k = 1 ist, existiert immer ein homogenes Potential. F�ur k > 1 mu�
das nicht der Fall sein, man kann also Zentren in zwei disjukte Klassen einteilen.
Strenggenomen sind damit nur die (nichtlinearen) Zentren aus der Klasse mit
homogenem Potential die korrekte Verallgemeinerung eines linearen Zentrums.
Der Sinn dieser Unterscheidung wird sich im n�achsten Kapitel zeigen.
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Im Satz 2.14 l�osen wir die DGL (2.1), unter der Voraussetzng Q2x1�Q1x2 de�nit,
f�ur den Anfangswert (r0; 0) explizit, da wir spezielle (periodische) L�osungen dieser
DGL im n�achsten Kapitel als verallgemeinerte Polarkoordinaten verwenden und
bereiten die De�nition 2.15 vor, in der die Funktionen T (r0); �(r0); �(r0) erkl�art
werden. F�ur k = 1 sind sie unabh�angig von r0 und entsprechen der Periode der
L�osungen sowie Realteil bzw. Imagin�arteil der Eigenwerte von Q. F�ur k > 1 sind
T (r0); �(r0); �(r0) Hom�oomorphismen von R+ n f0g, was in Satz 2.16 nachgewie-
sen wird. Falls weiter die DGL (2.1) nur periodische L�osungen besitzt und k > 1
gilt, zeigt Bemerkung 2.17, da� die in (r0; 0) startenden L�osungen alle Frequen-
zen sowie alle Perioden besitzen. Es gilt genauer T (r0) � 1

rk�1
0

, �(r0) � rk�10 bzw.

�(r0) � rk�10 , d.h. die Frequenz l�auft gegen 0 und damit die Periode gegen 1,
wenn sich r0 der 0 n�ahert, im Unterschied zum linearen (k = 1) Fall, wo alles
konstant bleibt. Satz 2.18 macht die einfache, aber im n�achsten Kapitel wichtige
Aussage, da� periodische L�osungen der DGL (2.1) ungerade periodisch (vgl. De-
�nition 1.2) sind. Um T (r0); �(r0); �(r0) auch f�ur parameterabh�angige DGL der
Form

_x1 = P1(x1; x2; �)

_x2 = P2(x1; x2; �)

mit Pi(x1; x2; 0) := Qi(x1; x2) i = 1; 2 nutzen zu k�onnen, erweitern wir diese
Funktionen in Bemerkung 2.19 auf T (r0; �); �(r0; �); �(r0; �) und beweisen f�ur
�(r0; �); �(r0; �) im Satz 2.20 drei einfache, aber im n�achsten Kapitel entschei-
dende Beziehungen.

2.2 Satz:

Sei Q(x1; x2) ein reelles, homogenes Polynom vom Grad k > 0 mit

Q(x1; x2) :=
kX
i=0

aix
k�i
1 xi2

und (im Falle der Existenz) (x1; x2) 6= (0; 0) eine nichttriviale Nullstelle von
Q(x1; x2).

Dann gilt:

a) 9 c1; c2 2 R mit c21 + c22 6= 0 und c1x1 + c2x2 = 0, d.h. das Urbild der 0
von Q(x1; x2) besteht entweder nur aus dem Ursprung oder aus Gerade(n)
durch den Ursprung.

b) Ist k ungerade so besitzt Q(x1; x2) immer nichttriviale Nullstellen.

c)
� @

@x1
Q(x1; x2)

�
x1 +

� @

@x2
Q(x1; x2)

�
x2 = Qx1x1 +Qx2x2 = kQ(x1; x2)
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Sei weiter Q(x1; x2) de�nit, also Q(x1; x2) 6= 0 f�ur (x1; x2) 6= (0; 0).

Dann gilt:

d) k = 2m

e) a0a2m > 0

f) Alle Urbilder 6= (0; 0) von Q(x1; x2) von Punkten sind einfach geschlossene
Kurven (=H�ohenlinien) mit dem Ursprung im Inneren. Weiter existiert zu
jedem c 6= 0 aus dem Wertebereich von Q(x1; x2) genau eine H�ohenlinie als
Urbild.

g) Ist �c := f(h1(t); h2(t)) 2 R2j Q(h1(t); h2(t)) = c 8t 2 [0; T )g
die c�H�ohenlinie von Q(x1; x2), so ist auch
b�c := f(bh1(t); bh2(t)) 2 R2j t 2 [0; T ); b > 0g
H�ohenlinie und es gilt:

Q(bh1(t); bh2(t)) = b2mQ(h1(t); h2(t)) bzw. b�c = �b2mc (2.6)

d.h. alle H�ohenlinien lassen sich durch Streckung aus einer beliebigenH�ohen-
linie konstruieren.

h) Sind Qi(x1; x2) i = 1; 2 beliebige homogene Polynome vom Grad 2m � 1,
so gilt folgende Integralformel:

I
�c

(�Q2; Q1) d� =
c

2m

2�Z
0

@
@x1
Q1(cos('); sin(')) +

@
@x2
Q2(cos('); sin('))

Q(cos('); sin('))
d'

Ist speziell Q(x1; x2) := Q2(x1; x2)x1 � Q1(x1; x2)x2, so gilt zus�atzlich:

i)

I
�c

(�Q2; Q1) d� = c

2�Z
0

Q1(cos('); sin(')) cos(') +Q2(cos('); sin(')) sin(')

Q2(cos('); sin(')) cos(')� Q1(cos('); sin(')) sin(')
d'

j)
2X
k=1

Qk(x1; x2)
@

@xk
Q(x1; x2) = Q(x1; x2)

2X
k=1

@

@xk
Qk(x1; x2)

wobei j) unabh�angig vom grad Qk(x1; x2) und der De�nitheit von Q(x1; x2) ist.

Beweis:

a) bis e) und g) sind klar, wir zeigen daher nur f),h),i) und j).
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f) Wir geben alle H�ohenlinien explizit an. Die Kurve

� :=
�
(
1(t); 
2(t))

�� t 2 [0; 2�]
	
:=

:=

(
2m
p
jcj
 

cos(t)
2m
pjQ(cos(t); sin(t))j ; sin(t)

2m
pjQ(cos(t); sin(t))j

!����� t 2 [0; 2�] c 6= 0

)

ist geschlossen, da
�
cos(0) = cos(2�)

� ^ � sin(0) = sin(2�)
�
.

� ist sogar einfach geschlossen:

Annahme:
9 � 2 (0; 2�) mit 
i(t) = 
i(t+ � ) i = 1; 2 (�) f�ur mindestens ein t 2 [0; 2�).

=) 
2i (t) = 
2i (t+ � ) i = 1; 2 =) 
21(t) + 
22 (t) = 
21(t+ � ) + 
22 (t+ � ) =)
=)

�
2m
pjQ(cos(t); sin(t))j�2 = � 2m

pjQ(cos(t+ � ); sin(t+ � ))j
�2

=)
=) 2m

pjQ(cos(t); sin(t))j = 2m
pjQ(cos(t+ � ); sin(t+ � ))j =)

(�)
=) cos(t) = cos(t+ � ) ^ sin(t) = sin(t + � ).
Aus der ersten Gleichung folgt aus Symmetriegr�unden � = 2� � 2t.
Eingesetzt in die zweite Gleichung ergibt das:
sin(t) = sin(t+ 2� � 2t) = sin(2� � t) =) t = 0 _ t = �: =)
=) � = 2� 62 (0; 2�) _ � = 0 62 (0; 2�). Widerspruch.
Damit ist � einfach geschlossen.

Einsetzen von � in Q(x1; x2) ergibt:

Q
�

2m
p
jcj cos(t)

2m
pjQ(cos(t); sin(t))j ; 2m

p
jcj sin(t)

2m
pjQ(cos(t); sin(t))j

�
=

=
� 2m

pjcj
2m
p
jQ(cos(t); sin(t))j

�2m
Q(cos(t); sin(t)) = sign(Q)jcj = c ) � = �c ) Beh:

h) Wir wenden auf das Kurvenintegral den Integralsatz von Green an und erhal-
ten:I

�c

(�Q2; Q1) d� =

Z
G

Z �
@

@x1
Q1(x1; x2) +

@

@x2
Q2(x1; x2)

�
dx1dx2 (2.7)

Wobei G := � [ int� das von � berandete Gebiet mit � bedeutet. Um das
Fl�achenintegral in (2.7) auszuwerten, benutzen wir die Transformationsformel
f�ur Integrale mit folgender Transformation

x1(s; ') := s 2m
p
jcj cos(')

2m

q
Q̂(')

x2(s; ') := s 2m
p
jcj sin(')

2m

q
Q̂(')

(2.8)
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wobei:
Q̂(') := jQ(cos('); sin('))j = sign(Q) Q(cos('); sin(')) (2.9)

Wie wir im Beweis von f) gesehen haben, gilt:

Q(x1(1; '); x2(1; ')) = sign(Q)jcj = c (2.10)

Weiter erh�alt man f�ur die Jakobideterminante der Transformation (2.8):

���������

@

@s
x1(s; ')

@

@'
x1(s; ')

@

@s
x2(s; ')

@

@'
x2(s; ')

���������
=

= ( 2m
p
jcj)2

0
@ cos(')

2m

q
Q̂(')

2m

q
Q̂(') cos(')� sin(') @@'

2m

q
Q̂(')�

2m

q
Q̂(')

�2 �

� sin(')

2m

q
Q̂(')

2m

q
Q̂(')(� sin('))� cos(') @

@'

2m

q
Q̂(')�

2m

q
Q̂(')

�2
1
A s =

=

0
@ 2m

p
jcj

2m

q
Q̂(')

1
A

20
@cos2(') + sin2(')�

 
cos(') sin(')

2m

q
Q̂(')

� sin(') cos(')

2m

q
Q̂(')

!
@

@'

2m

q
Q̂(')

1
A s =

=

0
@ 2m

pjcj
2m

q
Q̂(')

1
A

2

s

Damit ergibt sich mit (2.10) und grad( @
@xi
Qi) = 2m�2; i = 1; 2 f�ur das Fl�achen-

integral in (2.7):

Z
G

Z
@

@x1
Q1(x1; x2)+

@

@x2
Q2(x1; x2) dx1dx2 =

=

1Z
0

2�Z
0

0
@ @

@x1
Q1

�
s 2m
p
jcj cos(')

2m

q
Q̂(')

; s 2m
p
jcj sin(')

2m

q
Q̂(')

�
+

+
@

@x2
Q2

�
s 2m
p
jcj cos(')

2m

q
Q̂(')

; s 2m
p
jcj sin(')

2m

q
Q̂(')

�1A
0
@ 2m

pjcj
2m

q
Q̂(')

1
A

2

s d'ds
(2:6)
=
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(2:6)
=

1Z
0

2�Z
0

0
@ s 2m

pjcj
2m

q
Q̂(')

1
A

2m�20
@ 2m

pjcj
2m

q
Q̂(')

1
A

2�
@

@x1
Q1(cos('); sin('))+

+
@

@x2
Q2(cos('); sin('))

�
s d'ds =

= jcj
1Z

0

s2m�1 ds

2�Z
0

1

Q̂(')

�
@

@x1
Q1(cos('); sin(')) +

@

@x2
Q2(cos('); sin('))

�
d'

(2:9)
=

(2:9)
= sign(Q)jcj 1

2m

2�Z
0

@
@x1
Q1(cos('); sin(')) +

@
@x2
Q2(cos('); sin('))

Q(cos('); sin('))
d'

(2:10)
=

(2:10)
=

c

2m

2�Z
0

@
@x1
Q1(cos('); sin(')) +

@
@x2

Q2(cos('); sin('))

Q(cos('); sin(')))
d'

Damit ist h) gezeigt.

i)

I
�c

(�Q2; Q1) d� =

=

2�Z
0

�Q2

�
2m
p
jcj cos(')

2m

q
Q̂(')

; 2m
p
jcj sin(')

2m

q
Q̂(')

� d

d'
2m
p
jcj cos(')

2m

q
Q̂(')

+

+Q1

�
2m
p
jcj cos(')

2m

q
Q̂(')

; 2m
p
jcj sin(')

2m

q
Q̂(')

� d

d'
2m
p
jcj sin(')

2m

q
Q̂(')

d' (2.11)

Setzen wir die Ableitungen:

d

d'

cos(')

2m

q
Q̂(')

= � sin(')

2m

q
Q̂(')

� cos(')�
2m

q
Q̂(')

�2

d

d'

2m

q
Q̂(')

d

d'

sin(')

2m

q
Q̂(')

=
cos(')

2m

q
Q̂(')

� sin(')�
2m

q
Q̂(')

�2

d

d'

2m

q
Q̂(')

in (2.11) ein, so ergibt sich:

( 2m
p
jcj)2m�1 2m

p
jcj

2�Z
0

Q2

� cos(')

2m

q
Q̂(')

;
sin(')

2m

q
Q̂(')

� sin(')

2m

q
Q̂(')

+Q1

� cos(')

2m

q
Q̂(')

;
sin(')

2m

q
Q̂(')

� cos(')

2m

q
Q̂(')

+
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+

 
Q2

� cos(')

2m

q
Q̂(')

;
sin(')

2m

q
Q̂(')

� cos(')�
2m

q
Q̂(')

�2�

�Q1

� cos(')

2m

q
Q̂(')

;
sin(')

2m

q
Q̂(')

� sin(')�
2m

q
Q̂(')

�2

!
d

d'

2m

q
Q̂(') d' =

= jcj
2�Z
0

Q2(cos('); sin(')) sin(') +Q1(cos('); sin(')) cos(')�
2m

q
Q̂(')

�2m�1
2m

q
Q̂(')

d' +

+jcj
2�Z
0

Q2(cos('); sin(')) cos(')� Q1(cos('); sin(')) sin(')�
2m

q
Q̂(')

�2m�1
2m

q
Q̂(')

1

2m

q
Q̂(')

d

d'

2m

q
Q̂(') d' =

= sign(Q)jcj
2�Z
0

Q1(cos('); sin(')) cos(') +Q2(cos('); sin(')) sin(')

Q2(cos('); sin(')) cos(')� Q1(cos('); sin(')) sin(')
d' +

+sign(Q)jcj
2�Z
0

Q2(cos('); sin(')) cos(')� Q1(cos('); sin(')) sin(')

Q2(cos('); sin(')) cos(')� Q1(cos('); sin(')) sin(')

d

d'

 
ln
�

2m

q
Q̂(')

�!
d' =

= c

2�Z
0

Q1(cos('); sin(')) cos(') +Q2(cos('); sin(')) sin(')

Q2(cos('); sin(')) cos(')� Q1(cos('); sin(')) sin(')
d'

da das zweite Integral ein Integral �uber die Ableitung einer periodischen Funktion
ist.

j) Aus c) folgt

Q1(x1; x2)

�� @

@x1
Q2(x1; x2)

�
x1 +

� @

@x2
Q2(x1; x2)

�
x2

�
=

= Q2(x1; x2)

�� @

@x1
Q1(x1; x2)

�
x1 +

� @

@x2
Q1(x1; x2)

�
x2

�

() Q1(x1; x2)
� @

@x1
Q2(x1; x2)

�
x1 � Q2(x1; x2)

� @

@x2
Q1(x1; x2)

�
x2 =

= Q2(x1; x2)
� @

@x1
Q1(x1; x2)

�
x1 � Q1(x1; x2)

� @

@x2
Q2(x1; x2)

�
x2 (2.12)
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Damit ergibt sich:
2X
k=1

Qk(x1; x2)
@

@xk
Q(x1; x2) =

= Q1(x1; x2)

�� @

@x1
Q2(x1; x2)

�
x1 +Q2(x1; x2)�

� @

@x1
Q1(x1; x2)

�
x2

�
+

+Q2(x1; x2)

�� @

@x2
Q2(x1; x2)

�
x1 �

� @

@x2
Q1(x1; x2)

�
x2 �Q1(x1; x2)

�
=

= Q1(x1; x2)
� @

@x1
Q2(x1; x2)

�
x1�Q2(x1; x2)

� @

@x2
Q1(x1; x2)

�
x2�

�Q1(x1; x2)
� @

@x1
Q1(x1; x2)

�
x2+Q2(x1; x2)

� @

@x2
Q2(x1; x2)

�
x1

(2:12)
=

(2:12)
= Q2(x1; x2)

� @

@x1
Q1(x1; x2)

�
x1�Q1(x1; x2)

� @

@x2
Q2(x1; x2)

�
x2�

�Q1(x1; x2)
� @

@x1
Q1(x1; x2)

�
x2+Q2(x1; x2)

� @

@x2
Q2(x1; x2)

�
x1 =

=
�
Q2(x1; x2)x1�Q1(x1; x2)x2

�� @

@x1
Q1(x1; x2) +

@

@x2
Q2(x1; x2)

�
=

= Q(x1; x2)
2X

k=1

@

@xk
Qk(x1; x2)

2.3 Satz:

Seien Qi(x1; x2) i = 1; 2 und f('); g(') de�niert wie in Bemerkung 2.1.

Dann gelten f�ur die DGL (2.1) folgende Aussagen:

a) Sei ggT
�
Q1(x1; x2); Q2(x1; x2)

�
de�nit

Dann gilt:

(i) Q2
1(x1; x2) +Q2

2(x1; x2) 6= 0 f�ur (x1; x2) 6= 0

(ii) f2(') + g2(') 6= 0

d.h. die DGL (2.1) besitzt au�er dem Ursprung und die DGL (2.2) f�ur r > 0
keine station�aren Punkte.

b) Sei ggT
�
Q1(x1; x2); Q2(x1; x2)

����
(x1;x2)

= 0 f�ur (x1; x2) 6= 0

Dann gilt:
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(i) Q1(cx1; cx2) = 0 = Q2(cx1; cx2) 8c 2 R
(ii) f(') = f(' + �) = 0 = g(') = g(' + �) mit ' := arctan

x2

x1

Also sind alle Punkte auf der Geraden durch den Ursprung und (x1; x2) bzw.
alle Punkte auf den Halbgeraden ('; r) und (' + �; r) station�are Punkte
der DGL (2.1) bzw. (2.2), d.h. alle Punkte der Nullniveaumenge des ggT
sind station�ar.

Beweis:

Da grad Qi(x1; x2) = k > 0, gilt Q1(0; 0) = Q2(0; 0) = 0, d.h. der Ursprung
ist stets station�arer Punkt der DGL (2.1).

a) Sei ggT
�
Q1(x1; x2); Q2(x1; x2)

�
de�nit, also ggT

�
Q1(x1; x2); Q2(x1; x2)

� 6= 0
f�ur (x1; x2) 6= 0.
Dann haben Q1(x1; x2) und Q2(x1; x2) au�er den Ursprung keine gemeinsame re-
elle Nullstelle.
Damit gilt Q2

1(x1; x2) + Q2
2(x1; x2) 6= 0 f�ur (x1; x2) 6= 0 und der Ursprung ist

einziger station�arer Punkt der DGL (2.1).
Dann besitzt auch die DGL (2.2) keine station�aren Punkte f�ur r > 0 und 6 9 '
mit f(') = 0 = g(') =) f2(') + g2(') 6= 0.

b) Sei ggT
�
Q1(x1; x2); Q2(x1; x2)

����
(x1;x2)

= 0 f�ur (x1; x2) 6= 0

=) 9 ci 2 R i = 1; 2 mit c21 + c22 6= 0 und c1x1 + c2x2 = 0
2:2:a
=)

=) c1x1 + c2x2

��� ggT�Q1(x1; x2); Q2(x1; x2)
�
=)

=) c1x1 + c2x2

��� Qi(x1; x2) i = 1; 2 =)
=) Qi(x1; x2) = 0 i = 1; 2 =) Qi(cx1; cx2) = 0 i = 1; 2 8 c 2 R,
da die Qi(x1; x2) i = 1; 2 homogene Polynome vom gleichen Grad > 0 sind. D.h.
alle Punkte auf der Geraden durch den Ursprung und (x1; x2) sind station�are
Punkte der DGL (2.1).
Aus der �Aquivalenz von (2.1) und (2.2) folgt die Aussage �uber die station�aren
Punkte von (2.2) und daraus f(') = f(' + �) = 0 = g(') = g(' + �) mit

' := arctan
x2

x1
.

2.4 Satz:

Seien Qi(x1; x2) i = 1; 2 reelle, homogene Polynome vom gleichen Grad k > 0
mit de�nitem ggT und im Falle der Existenz:

J :=

2�Z
0

@
@x1
Q1(cos('); sin(')) +

@
@x2
Q2(cos('); sin('))��Q2(cos('); sin(')) cos(')� Q1(cos('); sin(')) sin(')

�� d'
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Weiter seien Hi; Hi+1 zwei im mathematisch positivem Sinne aufeinander fol-
gende, vom Ursprung ausgehende Halbgeraden aus der Nullniveaumenge von
Q2(x1; x2)x1 � Q1(x1; x2)x2 und Si der von Hi und Hi+1 begrenzte Sektor.

Dann gelten f�ur die DGL (2.1) folgende Aussagen:

a) Sei Q2(x1; x2)x1 � Q1(x1; x2)x2 � 0

Genau dann gilt:

Der station�are Punkt im Ursprung der DGL (2.1) ist ein globaler eigentli-
cher Knoten.
Der Knoten ist stabil (instabil), wenn Q1(x1; x2)x1+Q2(x1; x2)x2 < 0 (> 0)
gilt.

b) Sei Q2(x1; x2)x1 � Q1(x1; x2)x2 6= 0

Genau dann gilt:

Der station�are Punkt im Ursprung der DGL (2.1) ist im Falle

(i) J = 0 ein globales Zentrum.

(ii) J 6= 0 ein globaler Wirbel.

Der Wirbel ist stabil (instabil), wenn J < 0 (> 0) gilt.

c) Sei Q2(x1; x2)x1 � Q1(x1; x2)x2 = 0 und 6� 0

Genau dann gilt:

Der Sektor Si ist im Falle:

(i) sign
�
Q1(x1; x2)x1+Q2(x1; x2)x2

����
Hi

= sign
�
Q1(x1; x2)x1+Q2(x1; x2)x2

����
Hi+1

ein parabolischer Sektor.

Sind alle Sektoren parabolisch, so ist der station�are Punkt im Ursprung
der DGL (2.1) ein globaler uneigentlicher Knoten. Der Knoten ist sta-

bil (instabil), wenn sign
�
Q1(x1; x2)x1 + Q2(x1; x2)x2

����
Hi

< 0 (> 0)

gilt.

(ii) sign
�
Q1(x1; x2)x1+Q2(x1; x2)x2

����
Hi
6= sign

�
Q1(x1; x2)x1+Q2(x1; x2)x2

����
Hi+1

=

= sign
�
Q2(x1; x2)x1 �Q1(x1; x2)x2

����
Si

ein hyperbolischer Sektor.

(iii) sign
�
Q1(x1; x2)x1+Q2(x1; x2)x2

����
Hi
6= sign

�
Q1(x1; x2)x1+Q2(x1; x2)x2

����
Hi+1

6=
6= sign(Q2(x1; x2)x1 � Q1(x1; x2)x2

����
Si

ein elliptischer Sektor.
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Beweis:

Wir betrachten zun�achst die zu (2.1) �aquivalente DGL (2.2) in klassischen Polar-
koordinaten, bzw mit Hilfe von Satz 1.12 eine DGLmit �aquivalenten Trajektorien:

_r = f(')r

_' = g(')
(2.13)

Nun sind genau die drei folgenden F�alle zu unterscheiden:

a) g(') � 0, b) g(') 6= 0 und c) g(') 6� 0 aber 9 ' mit g(') = 0.

a) \)\

g(') � 0 ) f(') 6= 0 also _' � 0 ^ _r 6= 0 d.h. die in ('0; r0 > 0) startenden
Trajektorien von (2.13) laufen senkrecht auf die Gerade r � 0 zu oder weg. Das
bedeutet f�ur die Trajektorien von (2.1), da� sie radial auf den Ursprung zulaufen
oder weglaufen, der station�are Punkt im Ursprung der DGL (2.1) ist also ein
globaler eigentlicher Knoten.
\(\
Sei der station�are Punkt im Ursprung der DGL (2.1) ein globaler eigentlicher
Knoten. Dann laufen alle Trajektorien der DGL (2.1) radial auf den Ursprung zu
oder weg, d.h. _' � 0 ^ _r 6= 0 () g(') � 0 ^ f(') 6= 0.

Die Stabilit�atsaussage folgt aus f(') 6= 0 () _r = f(') < 0 (> 0) ()
sign

�
Q1(x1; x2)x1 +Q2(x1; x2)x2

�
< 0 (> 0).

b) \)\

Sei g(') 6= 0. Hier k�onnen wir die DGL der Trajektorien von (2.2) bzw. (2.4)
aufstellen oder auch ' als neue unabh�angige Variable einf�uhren, was dasselbe ist:

dr

d'
=
f(')

g(')
r (2.14)

Die L�osung dieser DGL mit der Anfangsbedingung r('0) = r0 > 0 lautet:

r('; '0; r0) = r0e

'R

'0

f( )
g( )

d 

(2.15)

Mit
2�Z
0

f(')

g(')
d' = sign g(') � J (2.16)

was aus Satz 2.2.h+i folgt, ist der station�are Punkt im Ursprung der DGL (2.1)
f�ur J = 0 ein globales Zentrum und f�ur J 6= 0 ein globaler Wirbel.
\(\
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Sei der station�are Punkt im Ursprung der DGL (2.1) ein globales Zentrum oder
ein globaler Wirbel, d.h.
lim
t!1

'(t) =1^ �(i) r(0; '0; r0) = r(2�; '0; r0) bzw. (ii) r(0; '0; r0) 6= r(2�; '0; r0)
�

Annahme: 9 ' mit g(') = 0.
Dann existiert (vgl. Beweis von a)) eine L�osung von (2.2) bzw. (2.4) mit
lim
t!1

'(t) = ': Widerspruch.

Damit gilt g(') 6= 0.

Bei der Berechnug der Stabilit�at mu� man den Drehsinn, also sign g(') ber�uck-
sichtigen.
Der Wirbel ist stabil (instabil), falls signg(') > 0 ^ signg(') � J < 0 (> 0) bzw.
falls sign g(') < 0 ^ sign g(') � J > 0 (< 0) d.h. J < 0 (> 0) gilt.

c) Sei g(') 6� 0 aber 9 ' mit g(') = 0.

Seien weiter 'i; 'i+1 zwei aufeinander folgende Nullstellen von g(') (entsprechen
Hi; Hi+1). Da g(') 6= 0 8' 2 ('i; 'i+1) kann wieder die DGL (2.14), diesmal f�ur
das Intervall ('i; 'i+1), aufgestellt werden.
F�ur die L�osung (2.15) gilt (beachte '0 2 Si):

lim
'&'i

r('; '0; r0) = 0 (1) () lim
'&'i

'Z
'0

f( )

g( )
d = �1 (1)

lim
'%'i+1

r('; '0; r0) = 0 (1) () lim
'%'i+1

'Z
'0

f( )

g( )
d = �1 (1)

Au�erdem gilt mit Satz 1.8 f�ur die rechten Seiten:

lim
'&'i

'Z
'0

f( )

g( )
d = lim

'&'i

0
@�

'0Z
'

f( )

g( )
d 

1
A = �signf('i) sign g('0) � 1

lim
'%'i+1

'Z
'0

f( )

g( )
d = signf('i+1) signg('0) � 1

und damit insgesamt:

lim
'&'i

r('; '0; r0) = 0 (1) () signf('i) = ( 6=)signg('0)

lim
'%'i+1

r('; '0; r0) = 0 (1) () signf('i+1) 6= (=)signg('0)
(2.17)
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Allgemein gilt f�ur einen Sektor Si (vgl. [5]):

Si parabolisch () lim
'&'i

r('; '0; r0) = 0 (1) ^ lim
'%'i+1

r('; '0; r0) =1 (0)

Si hyperbolisch () lim
'&'i

r('; '0; r0) =1 ^ lim
'%'i+1

r('; '0; r0) =1

Si elliptisch () lim
'&'i

r('; '0; r0) = 0 ^ lim
'%'i+1

r('; '0; r0) = 0

Mit (2.17) bedeutet das:

Si parabolisch () signf('i) = (6=)signg('0) ^ signf('i+1) = (6=)signg('0)
() signf('i) = signf('i+1)

Si hyperbolisch () signf('i) 6= sign g('0) ^ signf('i+1) = sign g('0)
() signf('i) 6= signf('i+1) ^ signf('i+1) = sign g('0)

Si elliptisch () signf('i) = sign g('0) ^ signf('i+1) 6= sign g('0)
() signf('i) 6= signf('i+1) ^ signf('i+1) 6= sign g('0)

Da wir die Aussagen dieses Satzes sp�ater auch in Polarkoordinaten formuliert
ben�otigen, geben wir sie hier zus�atzlich an:

2.5 Bemerkung:

Seien f('); g(') de�niert wie in Bemerkung 2.1 und Hi; Hi+1; Si; Si+1 wie im
Satz 2.4. Weiter seien 'i; 'i+1 die Hi; Hi+1 entsprechenden, aufeinander folgen-

den Nullstellen von g('), ' 2 ('i; 'i+1) und J :=

2�Z
0

f(')

jg(')j d' (vgl. (2.16)).

Dann gelten f�ur die DGL (2.1) folgende Aussagen:

a) Sei g(') � 0

Genau dann gilt:

Der station�are Punkt im Ursprung der DGL (2.1) ist ein globaler eigentli-
cher Knoten.
Der Knoten ist stabil (instabil), wenn f(') < 0 (> 0) gilt.

b) Sei g(') 6= 0

Genau dann gilt:

Der station�are Punkt im Ursprung der DGL (2.1) ist im Falle
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(i) J = 0 ein globales Zentrum.

(ii) J 6= 0 ein globaler Wirbel.

Der Wirbel ist stabil (instabil), wenn J < 0 (> 0) gilt.

c) Sei g(') = 0 und 6� 0

Genau dann gilt:

Der Sektor Si ist im Falle:

(i) signf('i) = signf('i+1)
ein parabolischer Sektor.

Sind alle Sektoren parabolisch, so ist der station�are Punkt im Ur-
sprung der DGL (2.1) ein globaler uneigentlicher Knoten. Der Knoten
ist stabil (instabil), wenn signf('i) < 0 (> 0) gilt.

(ii) signf('i) 6= signf('i+1) = signg(')
ein hyperbolischer Sektor.

(iii) signf('i) 6= signf('i+1) 6= signg(')
ein elliptischer Sektor.

2.6 Korollar:

Seien Qi(x1; x2) i = 1; 2 de�niert wie im Satz 2.4.

Dann gilt:

Die DGL (2.1) besitzt stets die konstante L�osung durch den Ursprung.

Weiter gilt:

a) Ist k gerade, so besitzt (2.1) sonst keine periodischen L�osungen.

b) Ist k ungerade, so besitzt (2.1) genau dann nur periodische L�osungen, wenn
gilt:

(i) Q2(x1; x2)x1�Q1(x1; x2)x2 ist de�nit

(ii)

2�Z
0

@
@x1
Q1(cos('); sin(')) +

@
@x2
Q2(cos('); sin('))

Q2(cos('); sin(')) cos(')� Q1(cos('); sin(')) sin(')
d' = 0

Beweis:
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a) k gerade =) grad (Q2x1 � Q1x2) ungerade =) Q2x1 � Q1x2 nicht de�-

nit
2:4:a+c
=) Behauptung.

b) (2.1) besitzt nur periodische L�osungen () Ursprung ist globales Zentrum
2:4:b(i)() (Q2x1 � Q1x2) de�nit ^ I = 0.

2.7 Korollar:

Seien Qi(x1; x2) i = 1; 2 de�niert wie im Satz 2.4.

Dann gilt:

a) Der station�are Punkt im Ursprung der DGL (2.1) besitzt zu jedem Sek-
tor einen symmetrisch bez�uglich des Ursprungs gelegenen Sektor gleichen
Typs.
Falls k ungerade ist, werden die Trajektorien in diesen Sektoren symme-
trisch bez�uglich des Ursprungs durchlaufen, sonst entgegengesetzt.

Ist speziell k = gradQi(x1; x2) i = 1; 2 gerade, gilt zus�atzlich:

b) Der station�are Punkt im Ursprung der DGL (2.1) besitzt mindestens zwei
elliptische oder zwei hyperbolische Sektoren.

c) Der station�are Punkt im Ursprung der DGL (2.1) ist kein Zentrum, Wirbel,
eigentlicher oder uneigentlicher Knoten.

Beweis:

Allgemein gilt (vgl.(2.3)):

f(') = (�1)k+1f('+ �) ^ g(') = (�1)k+1g('+ �) (2.18)

a) Folgt mit (2.18) aus 2.4.c bzw.2.5.c.

b) k gerade
(2:18)
=) 9 ' mit g(') = 0 =) g('+�) = 0 aber f(')

(2:18)
= �f('+�) 2:5

=)
Der Ursprung ist kein reiner Knoten und besitzt auch nicht nur parabolische

Sektoren
a)
=) Beh.

c) Diese Aussage ist �aquivalent zu b).

2.8 Korollar:

Der station�are Punkt im Ursprung der DGL (2.1) sei asymptotisch stabil (bei
Zeitumkehr asymptotisch stabil).
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Genau dann gilt:

Entweder

(i) Q2(x1; x2)x1 � Q1(x1; x2)x2 de�nit und

(ii)

2�Z
0

@
@x1
Q1(cos('); sin(')) +

@
@x2
Q2(cos('); sin('))

jQ2(cos('); sin(')) cos(')� Q1(cos('); sin(')) sin(')j d' < 0 (> 0)

oder

(i) Q2(x1; x2)x1 � Q1(x1; x2)x2 nicht de�nit und

(ii) Q1(x1; x2)x1 +Q2(x1; x2)x2 < 0 (> 0)

8 (x1; x2) 2
n
R

2 n f(0; 0g
��� Q2(x1; x2)x1 � Q1(x1; x2)x2 = 0

o
Beweis:

Satz 2.4.b.(ii), 2.4.a, 2.4.c.(i).

Da wir die Aussagen dieses Korollars sp�ater auch wieder in Polarkoordinaten
formuliert ben�otigen, seien sie hier zus�atzlich angegeben:

2.9 Bemerkung:

In der DGL (2.4) sei r � 0 asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch
stabil).

Genau dann gilt:

Entweder

(i) g(') de�nit und

(ii)

2�Z
0

f(')

jg(')j d' < 0 (> 0)

oder

(i) g(') nicht de�nit und

(ii) f(') < 0 (> 0) 8' 2 [0; 2�] mit g(') = 0
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2.10 Beispiele:

Elliptische Sektoren k�onnen im linearen (k = 1) Fall nicht auftreten (vgl. [21] S.
351). Ist aber k > 1, kann der station�are Punkt im Ursprung der DGL (2.1) sowohl
f�ur k = gerade, als auch f�ur k = ungerade, nur elliptische Sektoren besitzen, was
die beiden folgenden Beispiele f�uer k=2 bzw. k=3 zeigen:

a) (k=2) Betrachte die DGL

_x1 = x1x2

_x2 = �x21 + x22

(2.19)

Wir zeigen:

Der station�are Punkt im Ursprung der DGL (2.19) besitzt nur elliptische Sektoren
(vgl. Satz 2.4.c (iii)).

Wegen

Q2(x1; x2)x1�Q1(x1; x2)x2 = (�x21+x22)x1�(x1x2)x2 = �x31+x1x22�x1x22 = �x31
hat die DGL (2.19) zwei Sektoren (vgl. Satz 2.4), die linke (=: S1) und die rechte
(=: S2) Halbebene, getrennt durch die positive (=: H1) und die negative (=: H2)
x2-Achse.

Weiter gilt:

Q1(x1; x2)x1 +Q2(x1; x2)x2 = (x1x2)x1 + (�x21 + x22)x2 = x21x2 � x21x2 + x32 = x32

und
sign(x32)

���
H1

= sign(x32)
���
(0;1)

= 1

sign(x32)
���
H2

= sign(x32)
���
(0;�1)

= �1

sowie
sign(�x31)

���
S1
= sign(�x31)

���
(�1;0)

= 1

sign(�x31)
���
S2
= sign(�x31)

���
(1;0)

= �1

Setzt man noch H3 := H1 folgt:

sign(x32)
���
H1

6= sign(x32)
���
H2

6= sign(�x31)
���
S1

und
sign(x32)

���
H2

6= sign(x32)
���
H3

6= sign(�x31)
���
S2
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Nach Satz 2.4.c (iii) sind damit beide Sektoren elliptisch.

b) (k=3) Betrachte die DGL

_x1 = 3x31 � 5x1x22

_x2 = 3x21x2 � x32

(2.20)

Wir zeigen wieder:

Der station�are Punkt im Ursprung der DGL (2.20) besitzt nur elliptische Sekto-
ren.

Wegen

Q2(x1; x2)x1�Q1(x1; x2)x2 =

= (3x21x2 � x32)x1 � (3x31 � 5x1x
2
2)x2 = 3x31x2 � x1x

3
2 � 3x31x2 + 5x1x

3
2 = 4x1x

3
2

hat die DGL (2.20) vier Sektoren, den ersten (=: S1), zweiten (=: S2), dritten
(=: S3) und vierten (=: S4) Quadranten der Ebene, getrennt durch die positive
x1-Achse (=: H1), die positive x2-Achse (=: H2), die negative x1-Achse (=: H3)
und die negative x2-Achse (=: H4).

Weiter gilt

Q1(x1; x2)x1+Q2(x1; x2)x2 =

= (3x31�5x1x
2
2)x1+(3x21x2�x32)x2 = 3x41�5x21x

2
2+3x21x

2
2�x42 = 3x41�2x21x

2
2�x42

und
sign(3x41 � 2x21x

2
2 � x42)

���
H1

= sign(3x41 � 2x21x
2
2 � x42)

���
(1;0)

= 1

sign(3x41 � 2x21x
2
2 � x42)

���
H2

= sign(3x41 � 2x21x
2
2 � x42)

���
(0;1)

= �1

sign(3x41 � 2x21x
2
2 � x42)

���
H3

= sign(3x41 � 2x21x
2
2 � x42)

���
(�1;0)

= 1

sign(3x41 � 2x21x
2
2 � x42)

���
H4

= sign(3x41 � 2x21x
2
2 � x42)

���
(0;�1)

= �1
sowie

sign(4x1x
3
2)
���
S1

= sign(4x1x
3
2)
���
(1;1)

= 1

sign(4x1x
3
2)
���
S2
= sign(4x1x

3
2)
���
(�1;1)

= �1

sign(4x1x
3
2)
���
S3

= sign(4x1x
3
2)
���
(�1;�1)

= 1

sign(4x1x
3
2)
���
S4
= sign(4x1x

3
2)
���
(1;�1)

= �1
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Setzt man noch H5 := H1 folgt:

sign(3x41 � 2x21x
2
2 � x42)

���
H1

6= sign(3x41 � 2x21x
2
2 � x42)

���
H2

6= sign(4x1x
3
2)
���
S1

sign(3x41 � 2x21x
2
2 � x42)

���
H2

6= sign(3x41 � 2x21x
2
2 � x42)

���
H3

6= sign(4x1x
3
2)
���
S2

sign(3x41 � 2x21x
2
2 � x42)

���
H3

6= sign(3x41 � 2x21x
2
2 � x42)

���
H4

6= sign(4x1x
3
2)
���
S3

sign(3x41 � 2x21x
2
2 � x42)

���
H4

6= sign(3x41 � 2x21x
2
2 � x42)

���
H5

6= sign(4x1x
3
2)
���
S4

Nach Satz 2.4.c (iii) sind damit alle vier Sektoren elliptisch.

2.11 Satz:

Seien Qi(x1; x2) i = 1; 2 wie im Satz 2.4 de�niert. Sei weiter:

H := Anzahl der hyperbolischen Sektoren

E := Anzahl der elliptischen Sektoren

I := Index des station�aren Punktes im Ursprung

der DGL (2.1).

Dann gilt:

I =
E �H

2
+ 1

Beweis:

Das ist ein Spezialfall des Satzes von Bendixson. Einen Beweis �ndet man in
[5] S. 510.

2.12 Satz:

Seien Qi(x1; x2) i = 1; 2 homogene Polynome vom gleichen Grad k.

Dann sind �aquivalent:

(a)
@

@x1
Q1(x1; x2) +

@

@x2
Q2(x1; x2) = 0 8(x1; x2) 2 R2 (2.21)
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(b) Es existiert ein homogenes Polynom V (x1; x2) vom Grad k + 1 mit

@

@x1
V (x1; x2) = Q2(x1; x2)

@

@x2
V (x1; x2) = �Q1(x1; x2)

(2.22)

Weiter ist V (x1; x2) im Falle der Existenz konstant l�angs L�osungen der DGL (2.1)
und es sind �aquivalent:

(i) Die DGL (2.1) hat nur periodische L�osungen.

(ii) V (x1; x2) ist de�nit.

Beweis:

Wir zeigen von der ersten �Aquivalenz nur (a))(b), denn (b))(a) ist trivial.

De�niere:

V (x1; x2) :=
1

k + 1

�
� Q1(x1; x2)x2 +Q2(x1; x2)x1

�
(2.23)

Damit ergibt sich:

@

@x1
V (x1; x2) =

1

k + 1

�
�
� @

@x1
Q1(x1; x2)

�
x2 +

@

@x1

�
Q2(x1; x2)

�
x1 +Q2(x1; x2)

�
(2:21)
=

(2:21)
=

1

k + 1

�
@

@x2

�
Q2(x1; x2)

�
x2 +

@

@x1

�
Q2(x1; x2)

�
x1 +Q2(x1; x2)

�
2:2:c
=

2:2:c
=

1

k + 1

�
kQ2(x1; x2) +Q2(x1; x2)

�
= Q2(x1; x2)

V�ollig analog zeigt man:

@

@x2
V (x1; x2) = �Q1(x1; x2)

Sei jetzt V (x1; x2) existent und (h1(t); h2(t)) beliebige L�osung von (2.1).

Dann gilt:

d

dt
V (h1(t); h2(t)) =

@

@x1
V (h1(t); h2(t)) _h1(t)+

@

@x2
V (h1(t); h2(t)) _h2(t)

(2:22)
=

(2:22)
= Q2(h1(t); h2(t))Q1(h1(t); h2(t))�Q1(h1(t); h2(t))Q2(h1(t); h2(t)) = 0 (2.24)

Weiter gilt noch:
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(i)
2:5
=) Q2x1 � Q1x2 6= 0

(2:23)
=) (ii)

(2.24)
2:2:f
=) (i).

Falls (2.21) nicht erf�ullt ist, gibt der folgende Satz Auskunft �uber die Existenz
eines homogenen Polynoms als Euler`schen Multiplikator:

2.13 Satz:

Seien Qi(x1; x2) i=1,2 homogene Polynome vom gleichen Grad k und es sei

0 6� Q2(x1; x2)x1 � Q1(x1; x2)x2 :=
k1Y
j=1

q
�j
j (x1; x2) (2.25)

die (mod const) eindeutige Zerlegung von Q2x1 �Q1x2 in �uber R irreduzible ho-
mogene Polynome vom Grad 1 bzw. 2.

Dann sind �aquivalent:

(a) Es existiert eine L�osung des linearen, inhomogenen Gleichungssystems (ent-
steht durch KoeÆzientenvergleich) f�ur �j 2 N[f0g j = 1;::; k1 (vgl. (2.21)):

�
2X
i=1

Qi(x1; x2)
k1X
j=1

q
�j�1
j (x1; x2)

 
k1Y

j 6=m=1

q�mm (x1; x2)

!
@

@xi
qj(x1; x2) � �j =

=
�
Q2(x1; x2)x1�Q1(x1; x2)x2

�� @

@x1
Q1(x1; x2) +

@

@x2
Q2(x1; x2)

�

(b) Es existieren homogene Polynome V (x1; x2), M(x1; x2) (=Euler'scher Mul-
tiplikator) mit

@

@x1
V (x1; x2) = M(x1; x2)Q2(x1; x2)

@

@x2
V (x1; x2) = �M(x1; x2)Q1(x1; x2)

(2.26)

Weiter gelten im Falle der Existenz von V (x1; x2) und M(x1; x2) die Konstanz
von V (x1; x2) l�angs L�osungen von (2.1) sowie folgende Formeln, wobei mit ord V
der Grad von V (x1; x2) gemeint ist:

V (x1; x2) =
1

ord V

k1Y
j=1

q
�j+�j
j (x1; x2) M(x1; x2) =

k1Y
j=1

q
�j
j (x1; x2) (2.27)

und es sind �aquivalent:
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(i) Das DGL-System (2.1) hat nur periodische L�osungen.

(ii) V (x1; x2) und M(x1; x2) sind de�nit.

Beweis:

Folgende Formeln sind �aquivalent:

�
2X
i=1

Qi(x1; x2)
k1X
j=1

q
�j�1
j (x1; x2)

 
k1Y

j 6=m=1

q�mm (x1; x2)

!
@

@xi
qj(x1; x2)��j =

=
�
Q2(x1; x2)x1�Q1(x1; x2)x2

�� @

@x1
Q1(x1; x2) +

@

@x2
Q2(x1; x2)

�
und

2X
i=1

Qi(x1; x2)
k1X
j=1

q
�j�1
j (x1; x2)

 
k1Y

j 6=m=1

q�mm (x1; x2)

!
@

@xi
qj(x1; x2) � (�j + �j) = 0

Denn:�
Q2(x1; x2)x1 � Q1(x1; x2)x2

�� @

@x1
Q1(x1; x2) +

@

@x2
Q2(x1; x2)

�
2:2:j
=

=
2X
i=1

Qi(x1; x2)
@

@xi

�
Q2(x1; x2)x1 � Q1(x1; x2)x2

�
(2:25)
=

=
2X
i=1

Qi(x1; x2)
@

@xi

lY
j=1

q
�j
j (x1; x2) =

=
2X
i=1

Qi(x1; x2)
k1X
j=1

q
�j�1
j (x1; x2)

 
k1Y

j 6=m=1

q�mm (x1; x2)

!
@

@xi
qj(x1; x2) � �j

Durch Subtraktion erh�alt man die behauptete �Aquivalenz.

(a))(b):

Mit der eben gezeigten �Aquivalenz, folgt aus der Existenz der L�osungen �j j = 1;::; k1
des linearenGleichungssystems, da� die Vektoren mit Eintr�agen aus den homogenen
Polynomen vom Grad k0
BBBBBBB@

�
k1X
j=1

q
�j�1
j (x1; x2)

 
k1Y

j 6=m=1

q�mm (x1; x2)

!
@

@x2
qj(x1; x2)(�j + �j)

k1X
j=1

q
�j�1
j (x1; x2)

 
k1Y

j 6=m=1

q�mm (x1; x2)

!
@

@x1
qj(x1; x2)(�j + �j)

1
CCCCCCCA

bzw.

0
BBBB@

Q1(x1; x2)

Q2(x1; x2)

1
CCCCA
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linear abh�angig sind. Es existiert also c 2 R n f0g mit:

�c
k1X
j=1

q
�j�1
j (x1; x2)

 
k1Y

j 6=m=1

q�mm (x1; x2)

!
@

@x2
qj(x1; x2)(�j + �j) = Q1(x1; x2)

c

k1X
j=1

q
�j�1
j (x1; x2)

 
k1Y

j 6=m=1

q�mm (x1; x2)

!
@

@x1
qj(x1; x2)(�j + �j) = Q2(x1; x2)

Erweitern der ersten Gleichung mit

M(x1; x2) :=
k1Y
j=1

q
�j
j (x1; x2) (2.28)

und Di�erentiation von

V (x1; x2) := c

k1Y
j=1

q
�j+�j
j (x1; x2) (2.29)

ergibt:

� @

@x2
V (x1; x2) = �c @

@x2

k1Y
j=1

q
�j+�j
j (x1; x2) =

= �c
k1X
j=1

q
�j+�j�1
j (x1; x2)

 
k1Y

j 6=m=1

q�m+�m
m (x1; x2)

!
@

@x2
qj(x1; x2) � (�j + �j) =

=M(x1; x2)Q1(x1; x2)

V�ollig analog zeigt man:

@

@x1
V (x1; x2) =M(x1; x2)Q2(x1; x2)

(b))(a):

Sei:

V (x1; x2) := c

k2Y
n=1

p
nn (x1; x2)

Wir zeigen zun�achst:n
qm(x1; x2)

��� m = 1;::; k1
o
=
n
pn(x1; x2)

��� n = 1;::; k2
o

(mod const)
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1)"�"

Es gilt: �
Q2(x1; x2)x1 � Q1(x1; x2)x2

������V (x1; x2) (2.30)

was aus:

M(x1; x2)
�
Q2(x1; x2)x1�Q1(x1; x2)x2

�
=M(x1; x2)Q2(x1; x2)x1�M(x1; x2)Q1(x1; x2)x1 =

=

�
@

@x1
V (x1; x2)

�
x1 +

�
@

@x2
V (x1; x2)

�
x2 = ord(V )V (x1; x2)

folgt. Damit gilt insbesondere "�".

2)"�"

Wir zeigen als ersten Schritt:

ggT

 
k2X
n=1


n

� k2Y
n6=j=1

pj(x1; x2)
� @

@x1
pn(x1; x2) ;

k2X
n=1


n

� mY
n6=j=1

pj(x1; x2)
� @

@x2
pn(x1; x2)

!
= 1

Annahme: 9 Polynom q(x1; x2) vom Grade � 1 mit q(x1; x2)
���ggT(�; �)

=) q(x1; x2)

������
 

k2X
n=1


n

� k2Y
n 6=j=1

pj(x1; x2)
� @

@x1
pn(x1; x2)

!
x1+

+

 
k2X
n=1


n

� k2Y
n 6=j=1

pj(x1; x2)
� @

@x2
pn(x1; x2)

!
x2 =

k2X
n=1


nord(pn)
k2Y
j=1

pj(x1; x2)

Da die pi(x1; x2) i = 1;::; n irreduzibel �uber R sind, 9 mindestens ein p(x1; x2) 2
fpn(x1; x2)j n = 1;::; k2g mit p(x1; x2)

���q(x1; x2)
=) p(x1; x2)

���ggT(�; �) =) p(x1; x2)

�����
k2X
n=1


n

� k2Y
n6=j=1

pj(x1; x2)
� @

@x1
pn(x1; x2) ^

^ p(x1; x2)

�����
k2X
n=1


n

� k2Y
n6=j=1

pj(x1; x2)
� @

@x2
pn(x1; x2)

Da p(x1; x2) jeweils alle Summanden bis auf genau einen teilt, ergibt sich ein
Widerspruch.
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Wegen:

@

@xi
V (x1; x2) = c

k2X
n=1


np

n�1
n (x1; x2)

� k2Y
n6=j=1

p

j
j (x1; x2)

� @

@xi
pn(x1; x2)

gilt:

ggT

�
@

@x1
V (x1; x2);

@

@x2
V (x1; x2)

�
=

k2Y
n=1

p
n�1n (x1; x2) � ggT(�; �) =

=
k2Y
n=1

p
n�1n (x1; x2) (2.31)

Weiter folgt direkt aus der Voraussetzung:

M(x1; x2)

����ggT
�

@

@x1
V (x1; x2);

@

@x2
V (x1; x2)

�
(2.32)

Sei jetzt p(x1; x2) 2 fpn(x1; x2)j n = 1;::; k2g. Dann gilt:

p(x1; x2)

�����V (x1; x2) (2:31)
=) p(x1; x2)

������
V (x1; x2)

ggT
�

@
@x1
V (x1; x2);

@
@x2

V (x1; x2)
� =)

=) p(x1; x2)

������
M(x1; x2)

�
Q2(x1; x2)x1 � Q1(x1; x2)x2

�
ggT

�
@
@x1
V (x1; x2);

@
@x2
V (x1; x2)

� =)

=) p(x1; x2)

�����
�
Q2(x1; x2)x1 � Q1(x1; x2)x2

�
Damit sind die Mengen fqm(x1; x2)j m = 1;::; k1g bzw. fpn(x1; x2)j n = 1;::; k2g
bis auf multiplikative Konstanten gleich und es gilt nach geeigneter Umnumme-
rierung pj(x1; x2) = qj(x1; x2) mod const j = 1;::; k1 = k2. Aus (2.30) folgt
weiter:

�j � 
j =) 
j � �j =: �j � 0

Also 9�j 2 N [ f0g j = 1;::; k1 und c 2 R n f0g mit:

V (x1; x2) = c

k1Y
j=1

q
�j+�j
j (x1; x2) (2.33)

De�nieren wir

M(x1; x2) :=
k1Y
j=1

q
�j
j (x1; x2) (2.34)
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und teilen beide Gleichungen in (b) durch M(x1; x2), ergibt sich:

Q2(x1; x2) =
k1X
j=1

q
�j�1
j (x1; x2)

@

@x1
qj(x1; x2)

 
k1Y

j 6=m=1

q�mm (x1; x2)

!
(�j + �j)

Q1(x1; x2) = �
k1X
j=1

q
�j�1
j (x1; x2)

@

@x2
qj(x1; x2)

 
k1Y

j 6=m=1

q�mm (x1; x2)

!
(�j + �j)

oder insbesondere:

2X
i=1

Qi(x1; x2)
k1X
j=1

q
�j�1
j (x1; x2)

 
k1Y

j 6=m=1

q�mm (x1; x2)

!
@

@xi
qj(x1; x2)(�j + �j) = 0

Mit der zum Beginn des Beweises gezeigten �Aquivalenz folgt die Behauptung (a).

Die Konstanz von V (x1; x2) l�angs einer beliebigen L�osung
�
h1(t); h2(t)

�
des DGL-

Systems (2.1) sieht man so:

d

dt
V (h1(t); h2(t)) =

@

@x1
V (h1(t); h2(t)) _h1(t) +

@

@x2
V (h1(t); h2(t)) _h2(t)

(2:26)
=

(2:26)
= M(h1(t); h2(t))Q2(h1(t); h2(t))Q1(h1(t); h2(t))�

�M(h1(t); h2(t))Q1(h1(t); h2(t))Q2(h1(t); h2(t)) = 0

Die Formeln in (2.27) folgen aus (2.28) und (2.29) mit

V (x1; x2)
(2.26)
2:2:c
=

1

ord V

�
M(x1; x2)Q2(x1; x2)x1 �M(x1; x2)Q1(x1; x2)x2

�
(2:25)
=

(2:25)
=

1

ord V

k1Y
j=1

q
�j
j (x1; x2) �

k1Y
j=1

q
�j
j (x1; x2) =

1

ord V

k1Y
j=1

q
�j+�j
j (x1; x2) =) c =

1

ord V

Verbleibt noch die �Aquivalenz (i)()(ii) zu zeigen.

Wegen (2.27) gilt:

V (x1; x2) de�nit () alle Faktoren quadratisch () M(x1; x2) de�nit (2.35)

Wendet man Satz 2.10 auf die DGL

_x1 = M(x1; x2)Q2(x1; x2)

_x2 = �M(x1; x2)Q1(x1; x2)
(2.36)

an, gilt folgende �Aquivalenz:
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(1) Die DGL (2.36) hat nur periodische L�osungen.

(2) V (x1; x2) ist de�nit.

(i))(ii):

Die DGL (2.1) hat nur periodische L�osungen
2:5
=)

Q2(x1; x2)x1 � Q1(x1; x2)x2 =
k1Q
j=1

q
�j
j (x1; x2) de�nit

(2:25)
=)

V (x1; x2) =
1

ord V

k1Y
j=1

q
�j+�j
j (x1; x2) de�nit.

(ii))(i):

Mit (2.35) und (1)()(2) erh�alt man:

V (x1; x2) de�nit ()
�

M(x1; x2) de�nit
(2:36) hat nur periodische L�osungen

�
1:12
=) (2.1) hat

nur periodische L�osungen.

2.14 Satz:

Seien Qi(x1; x2) i = 1; 2, f('); g(') de�niert wie in Bemerkung 2.1, k = 2n � 1
undQ2(x1; x2)x1�Q1(x1; x2)x2 de�nit (() g(') 6= 0). Sei weiter x(t) := (x1(t); x2(t))
die L�osung des Anfangswertproblems

_x1 = Q1(x1; x2)

_x2 = Q2(x1; x2)
(2.37)

x1(0) = r0 x2(0) = 0

und

I(') :=

'Z
0

f( )

g( )
d E(') := eI(('))

sowie '(t) die Inverse der Funktion:

t(') :=
1

r2n�20

'Z
0

d 

g( )(E( ))2n�2

Dann gilt:

x1(t) = r0E('(t)) cos('(t)) x2(t) = r0E('(t)) sin('(t)) (2.38)
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Besitzen die Qi(x1; x2) i = 1; 2 zus�atzlich ein homogenes Potential V (x1; x2), so
lautet die L�osung von (2.37)

x1(t) =
r0V0 cos('(t))

2n
pjV (cos('(t); sin('(t)))j x2(t) =

r0V0 sin('(t))
2n
pjV (cos('(t); sin('(t)))j

wobei V0 :=
2n
pjV (1; 0)j gesetzt wurde und '(t) als Inverse der Funktion
t(') :=

1

r2n�20

'Z
0

signV

2nV 2n�2
0

n
pjV (cos( ); sin( ))jd 

gew�ahlt werden kann.

Beweis:

Die DGL der Trajektorien von DGL (2.37) in Polarkoordinaten ist (2.14) mit
L�osung (2.15). Setze (2.15) in die zweite Gleichung von (2.2) ein (beachte: '(t = 0) = 0)

_' = g(')

 
r0e

'R

0

f( )
g( )

d 

!2n�2

= r2n�20 g(')(E('))2n�2

woraus
d'

g(')(E('))2n�2
= dt

bzw.

t(') =
1

r2n�20

'Z
0

d 

g( )(E( ))2n�2

folgt. Ist '(t) die Umkehrfunktion von t(') (beachte: g(')(E('))2n�2 6= 0 8'),
ergibt sich:

x1(t) = r0E('(t)) cos('(t)) x2(t) = r0E('(t)) sin('(t))

Die Qi(x1; x2) i = 1; 2 sollen jetzt ein homogenes Potential besitzen, d.h.:

f(') = � @

@x2
V (cos('); sin(')) +

@

@x1
V (cos('); sin(')) = � d

d'
V (cos('); sin('))

g(') =
@

@x1
V (cos('); sin(')) +

@

@x2
V (cos('); sin(')) = 2nV (cos('); sin('))

Daraus folgt analog dem ersten Teil des Beweises:

I(') =

'Z
0

f( )

g( )
d = � 1

2n

d

d'
ln jV (cos('); sin('))j E(') =

V0
2n
pjV (cos('); sin('))j
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t(') =
1

r2n�20

'Z
0

signV d 

2nV 2n�2
0

n
pjV (cos( ); sin( ))j

Einsetzen in (2.38) ergibt dann die Behauptung.

2.15 De�nition:

Es gelten die Voraussetzungen und De�nitionen aus Satz 2.14.

De�niere dann:

T (r0) :=
1

r2n�20

2�Z
0

d'

jg(')j(E('))2n�2 = jt(2�)j

�(r0) :=
2�

T (r0)
=

r2n�20

1

2�

2�Z
0

d'

jg(')j(E('))2n�2

�(r0) :=
1

T (r0)
ln

�
x1(T (r0))

x1(0)

�
=

1

T (r0)

2�Z
0

f(')

jg(')jd' = �(r0)
1

2�

2�Z
0

f(')

jg(')jd'

F�ur T (r0); �(r0) und �(r0) gilt folgender Satz:

2.16 Satz:

Es gelten die Voraussetzungen von Satz 2.14, T (r0); �(r0); �(r0) seien de�niert wie
in De�nition 2.15 undQ 2 L(R2;R2) sei de�niert wie in (2.5) von Bemerkung 2.1.

Dann gilt:

Falls

a) n = 1, sind T (r0); �(r0); �(r0) unabh�angig von r0 und Q hat ein Paar konju-

giert komplexer Eigenwerte ��i� mit � = �(r0),� = �(r0) und
2�

�
= T (r0).

b) n > 1, sind T (r0); �(r0); �(r0) abh�angig von r0, sogar Hom�oomorphismen
von R+ n f0g.

Beweis:
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a) n = 1. Sei (qi;j)i;j=1;2 := Q. Die Voraussetzung Q2(x1; x2)x1 � Q1(x1; x2)x2
de�nit bedeutet:

(q2;1x1 + q2;2x2)x1 � (q1;1x1 + q1;2x2)x2 = q2;1x
2
1 + (q2;2 � q1;1)x1x2 � q1;2x

2
2 6= 0

Diese quadratische Form ist genau dann de�nit, wenn ihre Diskriminante

(q2;2 � q1;1)
2 + 4q2;1q1;2 < 0

erf�ullt.

F�ur die Eigenwerte von Q gilt:

�1=2 =
spurQ

2
�
r

(spurQ)2 � 4detQ

4
=
q1;1 + q2;2 �

p
(q1;1 + q2;2)2 � 4(q1;1q2;2 � q2;1q1;2)

2
=

=
q1;1 + q2;2 �

p
(q1;1 � q2;2)2 + 4q2;1q1;2

2
=: � � i� 2 C nR

Wir k�onnen daher im folgenden annehmen, da� Q Normalform hat, also �q1;2 =
q2;1 = � ^ q1;1 = q2;2 = � gesetzt werden kann (q1;2 = �q2;1 = � ^ q1;1 = q2;2 = �

wird v�ollig analog behandelt). Damit gilt

g(') = � cos2(')+� sin2(') = �

und

T (r0) =
1

r00

2�Z
0

d'

�E0(')
=

2�

�
8 r0 > 0

�(r0) =
2�

T (r0)
= � 8 r0 > 0

Sei weiter x(t) = (x1(t); x2(t)) die L�osung des Anfangswertproblems (2.37). Dann
gilt

x1(t) = r0e
�t cos(�t) x2(t) = r0e

�t sin(�t)

und damit

�(r0) =
1

T (r0)
ln

�
r0e

�T (r0) cos(�T (r0))

r0e�0 cos(�0)

�
=

1

T (r0)
�T (r0) = � 8 r0 > 0

b) Folgt direkt aus den De�nitionen.
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2.17 Bemerkung:

T (r0) ist die Zeit, die eine in (r0; 0) startende L�osung der DGL (2.1) braucht,
um zur positiven x1�Achse zur�uckzukehren. Ist x(t) periodisch, dann ist T (r0)
ihre Periode und �(r0) ihre Frequenz. Da T (r0); �(r0) wegen Satz 2.16 f�ur k > 1
Hom�oomorphismen von R+nf0g sind, haben die periodischen L�osungen der DGL
(2.1) alle m�oglichen Frequenzen bzw. Perioden. Je n�aher r0 am Ursprung liegt,
um so kleiner wird die Frequenz �(r0) und um so gr�o�er die Periode T (r0), im
Unterschied zum linearen (n = 1) Fall, wo beide konstant sind.

F�ur T (r0) gilt noch ein einfacher Satz:

2.18 Satz:

Sei x(t) = (x1(t); x2(t)) eine periodische L�osung des Anfangswertproblems (2.37).

Dann gilt:

x(t) = �x(t + T (r0)

2
) 2 P�T (r0)

Beweis:

Da die Qi(x1; x2) i = 1; 2 ungeraden Grad haben, ist aus Symmetriegr�unden auch
�x(t) L�osung der DGL (2.1) mit den Anfangswerten x1(0) = �r0 x2(0) = 0.

W�ahle t1 so, da� '(t1) = �. Dann gilt:

x1(t1) = r0E('(t1)) cos('(t1)) = �r0E(�)

x2(t1) = r0E('(t1)) sin('(t1)) = �r0E(�)0 = 0

Wenn wir E(�) = 1 zeigen k�onnen, haben x(t) und �x(t) dieselbe Trajektorie im
Phasenraum.
Da f('),g(') homogene trigonometrische Polynome von geradem Grad 2n sind,
gilt f('+�) = f(') und g('+�) = g('). Weil x(t) periodisch ist, gilt I(2�) = 0,
also:

0 =

2�Z
0

f(')

g(')
d' =

�Z
0

f(')

g(')
d' +

2�Z
�

f(')

g(')
d' (2.39)

Der letzte Term in (2.39) erf�ullt:

2�Z
�

f(')

g(')
d' =

�Z
0

f(' + �)

g('+ �)
d' =

�Z
0

f(')

g(')
d'
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Setzt man das wieder in (2.39) ein folgt:

�Z
0

f(')

g(')
d' = 0 =) I(�) = 0 =) E(�) = 1

Da x(t) und�x(t) somit dieselbe Trajektorie im Phasenraum besitzen, gilt weiter:

x(t+ 2t1) = x((t + t1) + t1) = �x(t + t1) = x(t)

Nach De�nition ist T (r0) die kleinste Periode von x(t) und die Behauptung folgt
aus 2t1 = T (r0).

2.19 Bemerkung:

Seien Pi(x1; x2; �) i = 1; 2 homogene Polynome in x vom Grad k = 2n�1 mit ste-
tig di�erenzierbarenKoeÆzienten in � und P2(x1; x2; 0)x1�P1(x1; x2; 0)x2 de�nit.
Dann ist f�ur � hinreichend klein auch P2(x1; x2; �)x1�P1(x1; x2; �)x2 de�nit und
wir k�onnen in v�ollig analoger Weise zu f('); g('); I('); E('); t('); T (r0); �(r0),
�(r0) und x(t) die Funktionen f('; �); g('; �); I('; �); E('; �); t('; �); T (r0 ; �),
�(r0; �); �(r0; �) und x(t; �) de�nieren, in dem wir in den De�nitionen Qi(x1; x2)
durch Pi(x1; x2; �) i = 1; 2 ersetzen.
Speziell f�ur �(r0; �) und �(r0; �) gilt folgender Satz:

2.20 Satz:

Seien P (x1; x2; �) i = 1; 2 und �(r0; �); �(r0; �) de�niert wie in Bemerkung 2.19.

Dann gilt:

a) �(r0; 0) 6= 0

b) �(r0; 0) = 0 ()
2�Z
0

@
@x1
P1(x1; x2; �) +

@
@x2
P2(x1; x2; �)

P2(x1; x2; �)x1 � P1(x1; x2; �)x2
d'

�����
�=0

= 0

Sei jetzt zus�atzlich �(r0; 0) = 0. Dann gilt noch:

c)
@

@�
�(r0; 0) 6= 0 () d

d�

2�Z
0

@
@x1

P1(x1; x2; �) +
@
@x2
P2(x1; x2; �)

P2(x1; x2; �)x1 � P1(x1; x2; �)x2
d'

�����
�=0

6= 0
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Beweis:

a) Da nach Satz 2.16: 0 < T (r0; 0) <1, gilt ebenfalls f�ur j�j hinreichend klein:

0 < T (r0; �) <1, woraus wegen �(r0; �) =
2�

T (r0; �)
die Behauptung folgt.

b) 0 = �(r0; 0) =
�(r0; 0)

2�

2�Z
0

f('; 0)

jg('; 0)jd'
a)()

() 0 =

2�Z
0

P1(cos('); sin('); �) cos(') + P2(cos('); sin('); �) sin(')

P2(cos('); sin('); �) cos(')� P1(cos('); sin('); �) sin(')
d'

�����
�=0

2:2:h+i()

() 0 =

2�Z
0

@
@x1
P1(cos('); sin('); �) +

@
@x2
P2(cos('); sin('); �)

P2(cos('); sin('); �) cos(')� P1(cos('); sin('); �) sin(')
d'

�����
�=0

c) �(r0; �) = �(r0; �)
1

2�

2�Z
0

f('; �)

jg('; �)jd'. Di�erentiation nach � ergibt:

@

@�
�(r0; �) =

�
@

@�
�(r0; �)

�
1

2�

2�Z
0

f('; �)

jg('; �)jd'+�(r0; �)
1

2�

@

@�

0
@ 2�Z

0

f('; �)

jg('; �)jd'
1
A

Setzt man � = 0 in diese Gleichung ein, verschwindet der erste Term der rechten
Seite wegen �(r0; 0) = 0 und der zweiten Zeile im Beweis von b), der letzte liefert
mit a) die Behauptung.

58



Kapitel 3

Eine Verallgemeinerung des

Verzweigungssatzes von E. Hopf

3.1 Bemerkung:

Wir werden in diesem Kapitel DGL der Art

_x = F (x; �) (3.1)

mit F (x; �) 2 C l(R2 � U(0);R2) betrachten und auf einparametrische Scharen
periodischer L�osungen p(t; �) untersuchen, die von einem station�aren Punkt xs
der DGL

_x = F (x; 0) (3.2)

in � = 0 abzweigen, also p(t; 0) � xs erf�ullen. Dabei k�onnen wir o.B.d.A. xs = 0
bzw. F (0; 0) = 0 annehmen und damit (3.1) in der Form (vgl. Einleitung)

_x = F0(x) + �F1(x) +R(x; �) (3.3)

bzw.
_x1 = Q1(x1; x2) + �q1(x1; x2) +R1(x1; x2; �)

_x2 = Q2(x1; x2) + �q2(x1; x2) +R2(x1; x2; �)
(3.4)

schreiben. Dabei sind:

qi(x1; x2); Qi(x1; x2) i = 1; 2 homogene Polynome vom gleichen Grad k und

R(x1; x2; �) = O(jjxjjk+1) +O(j�j2 jjxjjk).
(Vgl. dazu die Bemerkungen 4.1 bzw. 5.1. In den Kapiteln 4 und 5 ist der Grad
von qi(x1; x2) i = 1; 2 echt kleiner als der von Qi(x1; x2) i = 1; 2)

Falls k = 1 gilt und F (x; �) in x = 0 eine regul�are Jakobimatrix

DxF (x; �)
��
x=0

=: J(�) (3.5)
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besitzt, ist das Problem durch den Verzweigungssatz von E. Hopf [36],[47] gel�ost.
Wesentliche Voraussetzungen dieses Satzes sind die Existenz eines Paares konju-
giert komplexer Eigenwerte �(�)� i�(�), f�ur die gilt:

a) (i) �(0) 6= 0 (ii) �(0) = 0

b)
d

d�
�(�)

��
�=0

6= 0

Falls k = 1 gilt und J(0) Rang 1 hat siehe [18] S.231/232. Die Frage, was ge-
schieht, wenn J(�) � 0, also F (x; 0) rein nichtlinear ist, war bisher vermutlich
ungekl�art. Das scheint �uberraschend, wird aber vielleicht verst�andlich, wenn man
folgendes bedenkt: Nach Aufstellung des Satzes von Hopf wurden zahlreiche Ver-
allgemeinerungen bewiesen, zun�achst f�ur dim=n (vgl. z.B. [55]), statt dim=2,
sp�ater auch f�ur dim=1 [43]. Weiter wurden F�alle mit singul�arer Linearisierung
[40], doppelten Paaren konjugiert komplexer Eigenwerte [42], zwei verschiedenen
Paaren konjugiert komplexer Eigenwerte [38] und der Fall �0(0) = 0 [43] betrach-
tet. Bei allen diesen Untersuchungen wird stets die Existenz mindestens eines
Paares konjugiert komplexer Eigenwerte vorausgesetzt, die Generalvoraussetzung
der Hopf-Verzweigung. Dagegen ist die in diesemKapitel betrachtete Verzweigung
strengenommen nur im Falle k = 1 vom Hopf-Typ, f�ur k > 1 verh�alt sie sich zwar
sehr �ahnlich, erf�ullt aber nicht diese entscheidende Voraussetzung.
Wir werden in diesem Kapitel einen Satz �uber die Abzweigung periodischer
L�osungen beweisen, der den Hopf'schen Verzweigungssatz als Spezialfall enth�alt,
aber J(0) � 0 zul�a�t. Was an die Stelle von Realteil bzw. Imagin�arteil von J(�)
tritt, haben wir am Ende des letzten Kapitels ab Satz 2.14 gekl�art und einfach
nachzupr�ufende Bedingungen angegeben (Satz 2.20), die a) (i) und (ii) bzw. b)
entsprechen. Diesen Ersatz f�ur a) fassen wir in De�nition 3.2 als "Bedingung A"
zusammen, um ihn nicht st�andig wiederholen zu m�ussen.
Dann erkl�art die De�nition 3.3 mit Hilfe von Satz 2.13, wann die Funktion
F (x; �) in DGL (3.1) die Bedingung f�ur homogenes Potential erf�ullt. Diese Bedin-
gung ist notwendig, um im Satz 3.4 mit Hilfe verallgemeinerter Polarkoordinaten
(rh1(�); rh2(�)), die DGL (3.1) auf die Form

_r = R(r; �; �) + o(rl�k+1)

_� = �(r; �; �) + o(rl�k)
(3.6)

mit R(0; �; 0) � 0;�(0; �; 0) � 1 zu transformieren. F�ur (3.6) k�onnen wir damit
in Bemerkung 3.5 die DGL der Trajektorien aufstellen:

dr

d�
=
R(r; �; �) + o(rl�k)
�(r; �; �) + o(rl�k)

r =: f(r; �; �) =:
l�k+1X
i=0

fi(�; �)r
i + o(rl�k+1) (3.7)

Explizite Formeln f�ur die fi(�; �) gewinnen wir im Satz 3.6 wegen �(0; �; 0) � 1
und Anwendung der geometrischen Reihe.
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Im Satz 3.7 zeigen wir die Konvergenz der sukzessiven Approximationen des
Anfangswertproblems

dr

d�
= f(r; �; �) r(0; �) = r0

d.h. wir k�onnen diese L�osung als

r(�; �) =
l�k+1X
i=0

ai(�; �)r
i
0 + o(rl�k+1) (3.8)

schreiben und dann (3.8) in (3.7) einsetzen. Das liefert im Satz 3.8 Formeln f�ur die
ai(�; �), die im Korollar 3.9 an der Stelle � = T ausgewertet werden. Die beiden
S�atze machen die Bedeutung der verallgemeinerten gegen�uber den klassischen
Polarkoordinaten deutlich. Bei Benutzung von (r cos(�); r sin(�)) ist _� ein trigo-
nometrisches Polynom 6� 1, was sp�atestens beim mindestens notwendigen zweiten
Approximationsschritt zu einer praktisch nicht durchf�uhrbaren Quadratur f�uhrt.
Dasselbe Problem tritt �ubrigens auch auf, wenn kein homogenes Potential vor-
liegt.
Im Satz 3.10 rechnen wir nach, da� die Ableitung in � = 0 von a1(T; �) genau
dann 6= 0 ist wenn eine zu b) �aquivalente Bedingung (vgl. Satz 2.20.c) gilt. Diese
formulieren wir dann in Erg�anzung von Bedingung A aus De�nition 3.2 in 3.11
als Bedingung B.
Es schlie�en sich in 3.12 und 3.13 zwei De�nitionen �uber Generizit�at von F (x; 0)
und der Poincar�e-Abbildung an, bevor wir in Bemerkung 3.14 und im Satz 3.15,
unter der Voraussetzung Bedingung A+B, wichtige Eigenschaften dieser Abbil-
dung angeben k�onnen.
Satz 3.16 ist dann der Hauptsatz dieses Kapitels, der "Verallgemeinerte Verzwei-
gungssatz von E. Hopf". Er enth�alt den klassischen Satz als Spezialfall, was man
mit Satz 2.20 und Satz 2.16.a leicht sieht. Beim klassischen Satz laufen die Fre-
quenzen der Verzweigungsl�osungen f�ur �! 0 gegen �(0), w�ahrend sie f�ur k > 1
gegen 0 gehen. Bei der Amplitude gibt es daf�ur keine Unterschiede, sie ist im
generischen Fall in erster N�aherung � 2

p
j�j, also unabh�angig von k.

Bemerkung 3.17 formuliert dann noch Satz 3.16 in Polarkoordinaten und stellt
einen Bezug zu den letzten zwei Kapiteln dieser Arbeit her. In 3.18 schlie�lich
werden zahlreiche Beispiele ausf�uhrlich diskutiert.

3.2 De�nition:

Sei F (x; �) := (F1(x1; x2; �); F2(x1; x2; �)) 2 C l(R2 � U(0);R2) und

9k � l mit D�
xFi(0; 0; �) � 0 i = 1; 2 � = (�1; �2) 2 N2 j�j = 0;::; k � 1

und sei:

Pi(x1; x2; �) :=
X
j�j=k

1

�!
D�
xFi(0; 0; �) x

�1
1 x

�2
2 (3.9)
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Dann sagen wir:

F (x; �) erf�ullt die Bedingung A vom Grad k � l,

genau dann, wenn gilt (vgl. Satz 2.20.a+b):

(i) P2(cos('); sin('); 0) cos(')� P1(cos('); sin('); 0) sin(') 6= 0
(() P2(x1; x2; 0)x1 � P1(x1; x2; 0)x2 ist de�nit)

(ii)

2�Z
0

@
@x1
P1(cos('); sin('); 0) +

@
@x2
P2(cos('); sin('); 0)

P2(cos('); sin('); 0) cos(')� P1(cos('); sin('); 0) sin(')
d' = 0

3.3 De�nition:

Seien F (x; �) und Pi(x1; x2; �) i = 1; 2 de�niert wie in De�nition 3.2 und F (x; �)
erf�ulle die Bedingung A. Es existieren also insbesondere pj(x1; x2) j = 1;::; k1
wie im Satz 2.13 mit:

k1Y
j=1

p
�j
j (x1; x2) =

1

P2(1; 0; 0)

�
P2(x1; x2; 0)x1 � P1(x1; x2; 0)x2

�

Dann sagen wir:

F (x; �) erf�ullt die Bedingung f�ur homogenes Potential

genau dann, wenn gilt:

Das lineare, inhomogene Gleichungssystem

2X
i=1

Pi(x1; x2; 0)
k1X
j=1

p
�j�1
j (x1; x2)

 
k1Y

j 6=m=1

p�mm (x1; x2)

!
@

@xi
pj(x1; x2)��j =

= � 1

P2(1; 0; 0)

�
P2(x1; x2; 0)x1�P1(x1; x2; 0)x2

�� @

@x1
P1(x1; x2; 0) +

@

@x2
P2(x1; x2; 0)

�
hat f�ur �j 2 N [ f0g j = 1;::; k1 L�osungen.

Nach Satz 2.13 existieren dann de�nite homogene Polynome V (x1; x2);M(x1; x2)
mit:

@

@x1
V (x1; x2) = M(x1; x2)P2(x1; x2)

@

@x2
V (x1; x2) = �M(x1; x2)P1(x1; x2)

(3.10)
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3.4 Satz:

Sei F (x; �)=(F1(x1; x2; �); F2(x1; x2; �)) de�niert wie in De�nition 3.2 und erf�ulle
die Bedingung A vom Grad k � l sowie die Bedingung f�ur homogenes Potential.
Weiter sei MFi(x1; x2; �) := M(x1; x2)Fi(x1; x2; �) i = 1; 2 mit M(x1; x2) de�-
niert wie in De�nition 3.3 und m := ordM(x1; x2) der Grad von M(x1; x2).

Dann gilt:

Es existiert eine regul�are Transformation

(x1; x2) := H(r; �) :=
�
rh1(�); rh2(�)

�
mit H : R�+ � [0; T )! R

2 bzw. hi : [0; T )! R i = 1; 2 , die die DGL

_x1 = MF1(x1; x2; �)

_x2 = MF2(x1; x2; �)
(3.11)

�uberf�uhrt in die DGL

_r = R(r; �; �)rk+m + o(rl+m)

_� = �(r; �; �)rk+m�1 + o(rl+m�1)
(3.12)

wobei R(r; �; �);�(r; �; �) 2 P+
T (vgl. De�nition 1.4) Polynome in r vom Grad

l � k 8� sind mit

R(r; �; �) := signV
l+mX

j�j=k+m

1

�!
D�
x

�
MF1(0; 0; �)h

0
2(�)�MF2(0; 0; �)h

0
1(�)

�
h�11 (�)h�22 (�)rj�j�(k+m)

�(r; �; �) := signV
l+mX

j�j=k+m

1

�!
D�
x

�
MF2(0; 0; �)h1(�)�MF1(0; 0; �)h2(�)

�
h�11 (�)h�22 (�)rj�j�(k+m)

f�ur die 8� 2 [0; T ] gilt:

R(0; �; 0) � 0 �(0; �; 0) � 1 (3.13)
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Beweis:

Da F (x; �) die Bedingung A vom Grad k und die Bedingung f�ur homogenes
Potential erf�ullt (vgl. De�nitionen 3.2 und 3.3), existiert ein de�nites homogenes
Polynom V (x1; x2) vom Grad m+ k + 1 mit

@

@x1
V (x1; x2) = M(x1; x2)

X
j�j=k

1

�!
D�
xF2(0; 0; 0) x

�1
1 x

�2
2

@

@x2
V (x1; x2) = �M(x1; x2)

X
j�j=k

1

�!
D�
xF1(0; 0; 0) x

�1
1 x

�2
2

(3.14)

was aus Formel (3.10) mit Formel (3.9) folgt.

Die L�osung der Anfangswertaufgabe (vgl. Satz 2.14)

_x1 = � @

@x2
V (x1; x2)

_x2 =
@

@x1
V (x1; x2)

(3.15)

x1(0) =
1

k+m+1
p
(k +m + 1)jV (1; 0)j x2(0) = 0

sei h := (h1; h2). Sie ist periodisch mit kleinster Periode T > 0.

De�niere:

H(r; �) := (rh1(�); rh2(�)) r > 0 ; � 2 [0; T ):

Die Jakobideterminante von H(r; �) lautet:������
0
@ h1(�) rh01(�)

h2(�) rh02(�)

1
A
������ = rh1(�)h

0
2(�)� rh2(�)h

0
1(�) =

= r (Vx1(h1(�); h2(�))h1(�) + Vx2(h1(�); h2(�))h2(�))
2:2:c
= r(k+m+1)V (h1(�); h2(�))

(2:24)
=

= r(k+m+1)V (h1(0); h2(0)) = r(k+m+1)V
� 1

(k+m+1)
p
(k +m + 1)jV (1; 0)j ; 0

�
=

= r(k +m + 1)V (1; 0)

 
1

(k+m+1)
p
(k +m+ 1)jV (1; 0)j

!(k+m+1)

= r signV
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Wir vermerken noch, da� aus aus dem eben Gezeigten gefolgert werden kann:

V (h1(�); h2(�)) =
signV

(k +m+ 1)
(3.16)

Die Inverse der Jakobimatrix von H(r; �) lautet:

signV

r

0
@ rh02(�) �rh01(�)

�h2(�) h1(�)

1
A (3.17)

Setzen wir nun die Transformation (x1; x2) = H(r; �) in die Gleichung (3.11) ein,
erhalten wir:

_x1 = _rh1(�) + rh01(�) _� = MF1(rh1(�); rh2(�); �)

_x2 = _rh2(�) + rh02(�) _� = MF2(rh1(�); rh2(�); �)

(3.18)

Multiplizieren wir die Gleichung (3.18) mit der Inversen der Jakobimatrix (3.17)
ergibt sich:

_r =
signV

r

�
MF1(rh1(�); rh2(�); �)h

0
2(�)�MF2(rh1(�); rh2(�); �)h

0
1(�)

�
r

_� =
signV

r

�
MF2(rh1(�); rh2(�); �)h1(�)�MF1(rh1(�); rh2(�); �)h2(�)

�
Taylor-Approximation nach Potenzen von r ergibt

_r = R(r; �; �)rk+m + o(rl+m)

_� = �(r; �; �)rk+m�1 + o(rl+m�1)

mit

R(r; �; �) = signV
l+mX

j�j=k+m

1

�!
D�
x

�
MF1(0; 0; �)h

0
2(�)�MF2(0; 0; �)h

0
1(�)

�
h�11 (�)h�22 (�)rj�j�(k+m)

�(r; �; �) = signV
l+mX

j�j=k+m

1

�!
D�
x

�
MF2(0; 0; �)h1(�)�MF1(0; 0; �)h2(�)

�
h�11 (�)h�22 (�)rj�j�(k+m)

Damit ergibt sich wegen Satz 2.14 und Satz 1.5.d+e:

R(r; �; �);�(r; �; �) 2 P+
T

Weiter gilt:

R(0; �; 0) = signV
X

j�j=k+m

1

�!
D�
x

�
MF1(0; 0; 0)h

0
2(�)�MF2(0; 0; 0)h

0
1(�)

�
h�11 (�)h�22 (�) =
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(3:14)
= signV

�
@

@x2
V (h1(�); h2(�))h

0
1(�)�

@

@x1
V (h1(�); h2(�))h

0
2(�)

�
=

= signV

�
� @

@x2
V (h1(�); h2(�))

@

@x1
V (h1(�); h2(�)) +

+
@

@x1
V (h1(�); h2(�))

@

@x2
V (h1(�); h2(�))

�
� 0 8 � 2 [0; T ]

Analog sieht man:

�(0; �; 0) = signV
X

j�j=k+m

1

�!
D�
x

�
�MF1(0; 0; 0)h2(�)+MF2(0; 0; 0)h1(�)

�
h�11 (�)h�22 (�) =

(3:14)
= signV

�
@

@x1
V (h1(�); h2(�))h1(�) +

@

@x2
V (h1(�); h2(�))h2(�)

�
=

2:2:c
= signV (k+m+1)V (h1(�); h2(�))

(3:16)
= signV (k+m+1)

signV

k +m+ 1
� 1 8 � 2 [0; T ]:

3.5 Bemerkung:

Wegen �(0; �; 0) � 1 kann man Konstanten 0 < c < 1; R1 > 0; m1 > 0 �nden,
so da� 8� 2 [0; T ]; 8r < R1; 0 � j�j < m1 gilt:�����
_�(r; �; �)

rk+m�1
� 1

����� = ���(r; �; �) + o(rl�k+1)� 1
�� � c < 1() 1�c � ���(r; �; �) + o(rl�k+1)

�� � 1+c

Daher k�onnen wir mit Satz 1.12

dr

d�
=

_r(r; �; �)
_�(r; �; �)

=
R(r; �; �) + o(rl�k+1)

�(r; �; �) + o(rl�k+1)
r =: f(r; �; �) (3.19)

bilden und damit � als neue unabh�angige Variable einf�uhren.

Gleichzeitig l�a�t sich die Formel f�ur die geometrische Reihe anwenden, um f(r; �; �)
explizit zu bestimmen.
Die Taylorapproximation von f(r; �; �) bzgl. r lautet:

f(r; �; �) =
l�k+1X
i=0

fi(�; �)r
i + o(rl�k+1) (3.20)

F�ur diese fi(�; �) gilt folgender Satz:
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3.6 Satz:

Seien Fi(x1; x2; �) i = 1; 2 de�niert wie in De�nition 3.2, V (x1; x2), M(x1; x2)
wie in De�nition 3.3, MFi(x1; x2; �), hi(�) i = 1; 2 wie im Satz 3.4 bzw. (3.15)
und f(r; �; �) sowie fi(�; �) i = 0;::; l � k + 1 de�niert wie in Bemerkung 3.5.

Dann gilt:

a) f0(�; �) � 0

b) f1(�; �) =

X
j�j=k

1

�!
D�
x

�
F1(0; 0; �)h

0
2(�)� F2(0; 0; �)h

0
1(�)

�
h�11 (�)h�22 (�)

X
j�j=k

1

�!
D�
x

�
F2(0; 0; �)h1(�)� F1(0; 0; �)h2(�)

�
h�11 (�)h�22 (�)

c) fn+1(�; �) =

X
j�j=n+k

1

�!
D�
x

�
F1(0; 0; �)h

0
2(�)� F2(0; 0; �)h

0
1(�)

�
h�11 (�)h�22 (�)

X
j�j=k

1

�!
D�
x

�
F2(0; 0; �)h1(�)� F1(0; 0; �)h2(�)

�
h�11 (�)h�22 (�)

�

�
nX
i=1

fi(�; �)

X
j�j=n+k+1�i

1

�!
D�
x

�
F2(0; 0; �)h1(�)� F1(0; 0; �)h2(�)

�
h�11 (�)h�22 (�)

X
j�j=k

1

�!
D�
x

�
F2(0; 0; �)h1(�)� F1(0; 0; �)h2(�)

�
h�11 (�)h�22 (�)

speziell:

d) f1(�; 0) � 0

e) f2(�; 0) =

X
j�j=k+1

1

�!
D�
x

�
F1(0; 0; 0)h

0
2(�)� F2(0; 0; 0)h

0
1(�)

�
h�11 (�)h�22 (�)

X
j�j=k

1

�!
D�
x

�
F2(0; 0; 0)h1(�)� F1(0; 0; 0)h2(�)

�
h�11 (�)h�22 (�)

f) f3(�; 0) =

X
j�j=k+2

1

�!
D�
x

�
F1(0; 0; 0)h

0
2(�)� F2(0; 0; 0)h

0
1(�)

�
h�11 (�)h�22 (�)

X
j�j=k

1

�!
D�
x

�
F2(0; 0; 0)h1(�)� F1(0; 0; 0)h2(�)

�
h�11 (�)h�22 (�)

�

67



� f2(�; 0)

X
j�j=k+1

1

�!
D�
x

�
F2(0; 0; 0)h1(�)� F1(0; 0; 0)h2(�)

�
h�11 (�)h�22 (�)

X
j�j=k

1

�!
D�
x

�
F2(0; 0; 0)h1(�)� F1(0; 0; 0)h2(�)

�
h�11 (�)h�22 (�)

g)
@

@�
f1(�; �)

����
�=0

=

= signV
@

@�

X
k+m

1

�!
D�
x

�
MF1(0; 0; �)h

0
2(�)�MF2(0; 0; �)h

0
1(�)

�
h�11 (�)h�22 (�)

�����
�=0

=

=

@

@�

X
j�j=k

1

�!
D�
x

�
F1(0; 0; �)h

0
2(�)� F2(0; 0; �)h

0
1(�)

�
h�11 (�)h�22 (�)

����
�=0X

j�j=k

1

�!
D�
x

�
F2(0; 0; 0)h1(�)� F1(0; 0; 0)h2(�)

�
h�11 (�)h�22 (�)

Im Falle M(x1; x2) � 1 sind die Nenner � 1 in e),f) und g).

h) fi(�; �) 2
8<
:
P�T i gerade

P+
T i ungerade

also
l�k+1X
i=0

fi(�; �)r
i 2 P�

T

w�ahlt man r und j�j nur hinreichend klein.

Beweis:

Um Schreibarbeit zu sparen, de�nieren wir:

�(r; �; �) :=
l�kX
i=0

ci(�; �)r
i (3.21)

Nach Voraussetzung gilt (vgl. Bemerkung 3.5):

l�k+1X
i=0

fi(�; �)r
i + o(rl�k+1) =

R(r; �; �) + o(rl�k+1)

�(r; �; �) + o(rl�k+1)
r (3.22)

Setzt man r = 0 in (3.22), verschwindet die rechte Seite der Gleichung identisch,
links bleibt nur f0(�; �) stehen. Damit gilt a).

Weiter ist zu (3.22) �aquivalent:

�
�(r; �; �) + o(rl�k+1)

�� l�k+1X
i=1

fi(�; �)r
i + o(rl�k+1)

�
= R(r; �; �)r + o(rl�k+1)
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()

c0(�; �)
l�k+1X
i=1

fi(�; �)r
i +

l�kX
i=1

ci(�; �)r
i
l�k+1X
i=1

fi(�; �)r
i + o(rl�k+1) = R(r; �; �)r + o(rl�k+1)

()

c0(�; �)
l�k+1X
i=1

fi(�; �)r
i + o(rl�k+1) = R(r; �; �)r�

l�k+1X
i=2

� i�1X
j=1

ci�j(�; �)fj(�; �)
�
ri + o(rl�k+1)

()
l�k+1X
i=1

fi(�; �)r
i + o(rl�k+1) =

r

c0(�; �)

 
R(r; �; �) �

l�kX
i=1

� iX
j=1

ci�j+1(�; �)fj(�; �)
�
ri

!
+ o(rl�k+1)

Wegen (vgl. Satz 3.4)

R(r; �; �) = signV
l+mX

j�j=k+m

1

�!
D�
x

�
MF1(0; 0; �)h

0
2(�)�MF2(0; 0; �)h

0
1(�)

�
h�11 (�)h�22 (�) rj�j�(k+m)

folgt durch KoeÆzientenvergleich bei r1 die Behauptung b):

f1(�; �) =
signV

c0(�; �)

X
j�j=k+m

1

�!
D�
x

�
MF1(0; 0; �)h

0
2(�)�MF2(0; 0; �)h

0
1(�)

�
h�11 (�)h�22 (�) =

=

X
j�j=k

1

�!
D�
x

�
F1(0; 0; �)h

0
2(�)� F2(0; 0; �)h

0
1(�)

�
h�11 (�)h�22 (�)

X
j�j=k

1

�!
D�
x

�
F2(0; 0; �)h1(�)� F1(0; 0; �)h2(�)

�
h�11 (�)h�22 (�)

wobei die letzte Gleichung aus (vgl. Satz 3.4 und (3.21))

ci(�; �) = signV
X

j�j=k+m+i

1

�!
D�
x

�
MF2(0; 0; �)h1(�)�MF1(0; 0; �)h2(�)

�
h�11 (�)h�22 (�)

und k�urzen durch M(h1(�); h2(�))signV entsteht.

c) zeigt man analog b) durch KoeÆzientenvergleich bei rn+1.

d),e) und f) folgen durch Anwenden der Rekursionsformel in c) an der Stelle
� = 0.

g) Wir di�erenzieren f1(�; �) nach � in � = 0 unter Ber�ucksichtigung der er-
sten Formel f�ur f1(�; �) im Beweis von b), c0(�; 0) � 1 und R(0; �; 0) � 0:

@

@�
f1(�; �)

����
�=0

=
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=
@

@�

signV

c0(�; �)

X
j�j=k+m

1

�!
D�
x

�
MF1(0; 0; �)h

0
2(�)�MF2(0; 0; �)h

0
1(�)

�
h�11 (�)h�22 (�)

������
�=0

=

= �signV
@

@�
c0(�; �)

c20(�; �)

��������
�=0

� 0 +

+ signV � 1 � @
@�

X
j�j=k+m

1

�!
D�
x

�
MF1(0; 0; �)h

0
2(�)�MF2(0; 0; �)h

0
1(�)

�
h�11 (�)h�22 (�)

������
�=0

=

= signV
@

@�

X
j�j=k+m

1

�!
D�
x

�
MF1(0; 0; �)h

0
2(�)�MF2(0; 0; �)h

0
1(�)

�
h�11 (�)h�22 (�)

����
�=0

=

=

@

@�

X
j�j=k

1

�!
D�
x

�
F1(0; 0; �)h

0
2(�)� F2(0; 0; �)h

0
1(�)

�
h�11 (�)h�22 (�)

����
�=0X

j�j=k

1

�!
D�
x

�
F2(0; 0; 0)h1(�)� F1(0; 0; 0)h2(�)

�
h�11 (�)h�22 (�)

was aus (vgl. Satz 3.4)

1 � signV
X

j�j=k+m

1

�!
D�
x

�
MF2(0; 0; 0)h1(�)�MF1(0; 0; 0)h2(�)

�
h�11 (�)h�22 (�) ()

() M(h1(�); h2(�))signV =
1X

j�j=k

1

�!
D�
x

�
F2(0; 0; 0)h1(�)� F1(0; 0; 0)h2(�)

�
h�11 (�)h�22 (�)

folgt.

Falls M(x1; x2) � 1 folgt mit �(0; �; 0) � 1, da� die Nenner � 1 sind in e),f)
und g).

h) In Satz 3.4 wurde gezeigt:

R(r; �; �); �(r; �; �) 2 P+
T mit �(0; �; 0) � 1

1:6) R

�
2 P+

T
1:4) R

�
r 2 P�

T :

Mit (3.22) und De�nition 1.4 folgt die Behauptung.

3.7 Satz:

Seien f(r; �; �); fi(�; �); R1;m1 de�niert wie in Bemerkung 3.5.
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Dann gilt:

Es existieren Konstanten R2;m2 mit 0 < R2 � R1 und 0 < m2 � m1, so da� die
Folge

rn+1 = r0 +

�Z
0

f(rn; '; �) d' (3.23)

falls 0 � r0 <
1

2
R2 gilt, gleichm�a�ig in � 2 [0; T ] und � 2 [�m2;m2] gegen die

L�osung r(�; �) der Integralgleichung

r = r0 +

�Z
0

f(r; '; �) d' (3.24)

bzw. gegen die L�osung des Anfangswertproblems

dr

d�
= f(r; �; �) r(0; �) = r0 (3.25)

konvergiert.

Beweis:

Wegen (3.20) und Satz 3.6.a+d gilt

@

@r
f(0; �; 0) � 0 8� 2 [0; 2�]

Daher existieren Konstanten R2 � R1;m2 � m1 mit

max
r2[0;R2]

max
�2[�m2;m2]

���� @@rf(r; �; �)
���� � 1

2T
8� 2 [0; 2�]

Seien weiter:

I(r) := r0 +

�Z
0

f(r; '; �) d' J1 := [0; T ] � [�m2;+m2] B := C0(J1; [0; R2])

Dann ist B, versehen mit der Maximumsnorm, ein Banachraum.

Wir wollen jetzt den Banach' schen Fixpunktsatz auf I anwenden. Dazu m�ussen
wir zeigen:

a) I(B) � B

b) jjI(r)� I(s)jj � qjjr � sjj q < 1 8r; s 2 B
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Wir zeigen zun�achst a).

Sei also r 2 B beliebig vorgegeben. Man beachte, da� aus (3.20) und Satz 3.6.a
f(0; �; �) � 0 folgt.

Damit gilt:

jI(r)j = jr0+
�Z

0

f(r; '; �) d'j � jr0j+
�Z

0

jf(r; '; �)j d' = r0+

�Z
0

jf(r; '; �)�f(0; '; �)j d' �

� r0 +

�Z
0

1

2T
jr � 0j d' � 1

2
R2 +

1

2T
jjrjjT � 1

2
R2 +

1

2
R2 = R2

Bilden wir das Maximum von jI(r)j folgt
jjI(r)jj � R2

also I(r) 2 B, woraus a) folgt.
Der Nachweis f�ur b), da� I Kontraktion ist, geht �ahnlich wie in a):

Seien r; s 2 B beliebig vorgegeben.

Dann gilt:

jI(r)�I(s)j �
�Z

0

jf(r; '; �)�f(s; '; �)j d' �
�Z

0

1

2T
jr�sj d' � 1

2T
jjr�sjjT � 1

2
jjr�sjj

Bilden wir das Maximum von jI(r)� I(s)j folgt b):

jjI(r)� I(s)jj � 1

2
jjr � sjj

Damit k�onnen wir den Banach'schen Fixpunktsatz anwenden und erhalten die
Behauptung.

3.8 Satz:

Sei

r(�; �) =:
l�k+1X
i=0

ai(�; �)r
i
0 + o(rl�k+1

0 ) (3.26)

die L�osung aus Satz 3.7. Die fi(�; �) seien wie in Bemerkung 3.5 de�niert und

�(j) := (�
(j)
1 ;::; �

(j)
j ) 2 (N n f0g)j .

Dann gilt:
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a) a0(�; �) � 0

b) a1(�; �) = 1 +

�Z
0

f1('; �)a1('; �) d'

c) ai(�; �) =

�Z
0

iX
j=1

fj('; �)

0
@ X
j�(j)j=i

jY
n=1

a
�
(j)
n
('; �)

1
A d' i � 2

speziell:

d) a1(�; 0) � 1

e) a2(�; 0) =

�Z
0

f2('; 0) d'

f) a3(�; 0) =

�Z
0

f3('; 0) d' +

0
@ �Z

0

f2('; 0) d'

1
A

2

g) a4(�; 0) =

�Z
0

f4('; 0) d' +

0
@ �Z

0

f2('; 0) d'

1
A

3

+ 3

0
@ �Z

0

f2('; 0) d'

1
A
0
@ �Z

0

f3('; 0) d'

1
A �

�
�Z

0

f2('; 0)
� 'Z

0

f3( ; 0) d 
�
d'

h) a5(�; 0) =

�Z
0

f5('; 0) d' +

0
@ �Z

0

f2('; 0) d'

1
A

4

+ 5

0
@ �Z

0

f2('; 0) d'

1
A

20
@ �Z

0

f3('; 0) d'

1
A �

� 2

0
@ �Z

0

f2('; 0) d'

1
A
0
@ �Z

0

f2('; 0)
� 'Z

0

f3( ; 0) d 
�
d'

1
A+

+

�Z
0

f3('; 0)
� 'Z

0

f2( ; 0) d 
�2

d' +
3

2

0
@ �Z

0

f3('; 0) d'

1
A

2

+
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+ 2

0
@ �Z

0

f2('; 0) d'

1
A
0
@ �Z

0

f4('; 0) d'

1
A+ 2

�Z
0

f4('; 0)
� 'Z

0

f2( ; 0) d 
�
d'

k)
@

@�
a1(�; �)

�����
�=0

=
@

@�

�Z
0

f1('; �) d'

�����
�=0

Beweis:

a) Da f�ur den Anfangswert r0 = 0 r(�; �) � 0 L�osung von (3.25) ist, folgt
a0(�; �) � 0.

b) Wir setzen r(�; �) in die Integralgleichung (3.24) ein und erhalten:

l�k+1X
i=1

ai(�; �)r
i
0 = r0 +

�Z
0

l�k+1X
i=1

fi('; �)

 
l�k+1X
j=1

aj(�; �)r
j
0

!i

=

= r0 +

�Z
0

l�k+1X
i=1

0
@ iX

j=1

fj('; �)

0
@ X
j�(j)j=i

jY
n=1

a
�
(j)
n
('; �)

1
A
1
A ri0

KoeÆzientenvergleich bei r0 ergibt:

a1(�; �) = 1 +

�Z
0

f1('; �)a1('; �) d' (3.27)

c) KoeÆzientenvergleich bei ri0 i � 2 ergibt:

ai(�; �) =

�Z
0

iX
j=1

fj('; �)

0
@ X
j�(j)j=i

jY
n=1

a
�
(j)
n
('; �)

1
A d'

d) Im Falle � = 0 liefert (3.27) wegen 3.6.d: a1(�; 0) � 1:

e) Mit b),c) und d) erh�alt man:

a2(�; 0) =

�Z
0

f2('; 0)a
2
1('; 0) d' =

�Z
0

f2('; 0) d'

f) Mit b),c),d) und e) erh�alt man:

a3(�; 0) =

�Z
0

2f2('; 0)a2('; 0)+f3('; 0) d' =

�Z
0

f3('; 0) d' +

�Z
0

2f2('; 0)
� 'Z

0

f2( ; 0) d 
�
d' =
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=

�Z
0

f3('; 0) d' +

0
@ �Z

0

f2('; 0) d'

1
A

2

g) Mit b),c),d),e) und f) erh�alt man:

a4(�; 0) =

�Z
0

f2('; 0)
�
a22('; 0) + 2a3('; 0)

�
+ 3f3('; 0)a2('; 0) + f4('; 0) d' =

=

�Z
0

f4('; 0) d'+

�Z
0

f2('; 0)
� 'Z

0

f2( ; 0) d 
�2
d'+ 2

�Z
0

f2('; 0)
� 'Z

0

f3( ; 0) d 
�
d' +

+2

�Z
0

f2('; 0)
� 'Z

0

f2( ; 0) d 
�2

d' + 3

�Z
0

f3('; 0)
� 'Z

0

f2( ; 0) d 
�
d' =

=

�Z
0

f4('; 0) d'+

0
@ �Z

0

f2('; 0) d'

1
A

3

+ 3

0
@ �Z

0

f2('; 0) d'

1
A
0
@ �Z

0

f3('; 0) d'

1
A �

�
�Z

0

f2('; 0)
� 'Z

0

f3( ; 0) d 
�
d'

h) Mit b),c),d),e),f) und g) erh�alt man:

a5(�; 0) =

�Z
0

2f2('; 0)
�
a4('; 0)+a2('; 0)a3('; 0)

�
+3f3('; 0)

�
a3('; 0)+a

2
2('; 0)

�
+

+ 4 f4('; 0)a2('; 0)+f5('; 0) d' =

=

�Z
0

f5('; 0) d'+ 2

�Z
0

f2('; 0)
� 'Z

0

f4( ; 0) d 
�
d' + 2

�Z
0

f2('; 0)
� 'Z

0

f2( ; 0) d 
�3
d'+

+ 6

�Z
0

f2('; 0)
� 'Z

0

f2( ; 0) d 
�� 'Z

0

f3( ; 0) d 
�
d' � 2

�Z
0

f2('; 0)
� 'Z

0

f2( ; 0)

 Z
0

f3(�; 0) d� d 
�
d' +

+ 2

�Z
0

f2('; 0)
� 'Z

0

f2( ; 0) d 
�� 'Z

0

f3( ; 0) d 
�
d' + 2

�Z
0

f2('; 0)
� 'Z

0

f2( ; 0) d 
�3
d' +

+ 3

�Z
0

f3('; 0)
� 'Z

0

f3( ; 0) d 
�
d' + 3

�Z
0

f3('; 0)
� 'Z

0

f2( ; 0) d 
�2
d' +
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+ 3

�Z
0

f3('; 0)
� 'Z

0

f2( ; 0) d 
�2
d' + 4

�Z
0

f4('; 0)
� 'Z

0

f2( ; 0) d 
�
d' =

=

�Z
0

f5('; 0) d'+

0
@ �Z

0

f2('; 0) d'

1
A

4

+ 5

0
@ �Z

0

f2('; 0) d'

1
A

20
@ �Z

0

f3('; 0) d'

1
A �

� 2

0
@ �Z

0

f2('; 0) d'

1
A
0
@ �Z

0

f2('; 0)
� 'Z

0

f3( ; 0) d 
�
d'

1
A+

+

�Z
0

f3('; 0)
� 'Z

0

f2( ; 0) d 
�2

d' +
3

2

0
@ �Z

0

f3('; 0) d'

1
A

2

+

+ 2

0
@ �Z

0

f2('; 0) d'

1
A
0
@ �Z

0

f4('; 0) d'

1
A + 2

�Z
0

f4('; 0)
� 'Z

0

f2( ; 0) d 
�
d'

k) Wir di�erenzieren 3.8.b nach � in � = 0:

@

@�
a1(�; �)

�����
�=0

b)
= 0 +

@

@�

�Z
0

f1('; �)a1('; �) d'

�����
�=0

=

=

�Z
0

@

@�
f1('; �)

�����
�=0

a1('; 0) + f1('; 0)
@

@�
a1('; �)

�����
�=0

d'

3.8.d
3.6.d
=

=

�Z
0

@

@�
f1('; �)

�����
�=0

d' =
@

@�

�Z
0

f1('; �) d'

�����
�=0

3.9 Korollar:

Seien fi(�; �) i = 1;::; l�k+1 wie in Bemerkung 3.5 und ai(�; �) i = 1;::; l�k+1
wie im Satz 3.8 de�niert.

Dann gilt:

a) a1(T; 0) = 1

b) a2(T; 0) = 0
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c) a3(T; 0) =

TZ
0

f3(�; 0) d�

Weiter gilt, falls a3(T; 0) = 0:

d) a4(T; 0) = 0

e) a5(T; 0) =

TZ
0

f5(�; 0) d� + 2

TZ
0

f4(�; 0)
� �Z

0

f2('; 0) d'
�
d� +

TZ
0

f3(�; 0)
� �Z

0

f2('; 0) d'
�2
d�

f)
@

@�
a1(T; �)

����
�=0

=
@

@�

TZ
0

f1(�; �) d�

������
�=0

Beweis:

a) Folgt aus Satz 3.8.d.

b) Aus Satz 3.6.h folgt f2(�; �) 2 P�T und mit Satz 1.3.f sowie Satz 3.8.e die
Behauptung.

c) Folgt aus b) und Satz 3.8.f.

d) Aus Satz 3.6.h folgt f4(�; �) 2 P�T . Mit Satz 3.8.g, Satz 1.3.f, b), a3(T; 0) = 0
und Satz 1.3.k folgt die Behauptung.

e) Folgt wie d) aus Satz 3.8.h.

f) Folgt aus Satz 3.8.k.

3.10 Satz:

Seien F (x; �); Pi(x1; x2; �) i = 1; 2 de�niert wie in De�nition 3.2. F (x; �) erf�ulle
die BedingungA und die Bedingung f�ur homogenes Potential.M(x1; x2), V (x1; x2)
seien de�niert wie in De�nition 3.3, MFi(x1; x2; �), hi(�) i = 1; 2 wie im Satz 3.4
bzw. (3.15), f1(�; �) wie in Bemerkung 3.5 und a1(�; �) wie im Satz 3.8. De�niere
dann noch MPi(x1; x2; �) :=M(x1; x2)Pi(x1; x2; �) i = 1; 2 und

� :=
n�
h1(�); h2(�)

� ��� � 2 [0; T ]
o

Dann gilt:
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@

@�
a1(T; �)

����
�=0

=
1

k + 1

d

d�

2�Z
0

@
@x1
P1(cos('); sin('); �) +

@
@x2
P2(cos('); sin('); �)

P2(cos('); sin('); �) cos(') � P1(cos('); sin('); �) sin(')
d'

������
�=0

Beweis:

Wir zeigen zun�achst drei n�utzliche Beziehungen:

(i)

TZ
0

X
j�j=k+m

1

�!
D�
x

�
MF1(0; 0; �)h

0
2(�)�MF2(0; 0; �)h

0
1(�)

�
h�11 (�)h�22 (�) d�

(3:9)
=

=

TZ
0

MP1(h1(�); h2(�); �)h
0
2(�)�MP2(h1(�); h2(�); �)h

0
1(�) d� =

I
�

(�MP2;MP1) d�
2:2:h
=

=
signV

m + k + 1

2�Z
0

@
@x1
MP1(cos('); sin('); �) +

@
@x2
MP2(cos('); sin('); �)

MP2(cos('); sin('); 0) cos(')�MP1(cos('); sin('); 0) sin(')
d'

(ii)
@

@�

@
@x1
MP1(cos('); sin('); �) +

@
@x2
MP2(cos('); sin('); �)

MP2(cos('); sin('); 0) cos(') �MP1(cos('); sin('); 0) sin(')

�����
�=0

=

@

@�

@
@x1
MP1(cos('); sin('); �) +

@
@x2

MP2(cos('); sin('); �)

MP2(cos('); sin('); �) cos(')�MP1(cos('); sin('); �) sin(')

�����
�=0

Dies folgt aus der Quotientenregel, angewandt auf den zweiten Bruch unter
Ber�ucksichtigung von @

@x1
MP1(x1; x2; 0) +

@
@x2
MP2(x1; x2; 0) � 0, was wiederum

durch Di�erentiation aus (2.26) folgt.

(iii)

2�Z
0

@
@x1
MP1(cos('); sin('); �) +

@
@x2
MP2(cos('); sin('); �)

MP2(cos('); sin('); �) cos(') �MP1(cos('); sin('); �) sin(')
d'

2:2:h+i
=

= (m+k+1)

2�Z
0

MP1(cos('); sin('); �) cos(') +MP2(cos('); sin('); �) sin(')

MP2(cos('); sin('); �) cos(')�MP1(cos('); sin('); �) sin(')
d' =

= (m+k+1)

2�Z
0

P1(cos('); sin('); �) cos(') + P2(cos('); sin('); �) sin(')

P2(cos('); sin('); �) cos(')� P1(cos('); sin('); �) sin(')
d'

2:2:h+i
=

78



=
m+ k + 1

k + 1

2�Z
0

@
@x1
P1(cos('); sin('); �) +

@
@x2

P2(cos('); sin('); �)

P2(cos('); sin('); �) cos(')� P1(cos('); sin('); �) sin(')
d'

Damit erh�alt man:

@

@�
a1(T; �)

����
�=0

3:9:f
=

@

@�

TZ
0

f1(�; �) d�

������
�=0

=

= signV
@

@�

TZ
0

X
j�j=k+m

1

�!
D�
x

�
MF1(0; 0; �)h

0
2(�)�MF2(0; 0; �)h

0
1(�)

�
h�11 (�)h�22 (�) d�

������
�=0

(i)
=

=
1

m + k + 1

@

@�

2�Z
0

@
@x1

MP1(cos('); sin('); �) +
@
@x2
MP2(cos('); sin('); �)

MP2(cos('); sin('); 0) cos(')�MP1(cos('); sin('); 0) sin(')
d'

�����
�=0

=

=
1

m + k + 1

2�Z
0

@

@�

@
@x1
MP1(cos('); sin('); �) +

@
@x2
MP2(cos('); sin('); �)

MP2(cos('); sin('); 0) cos(')�MP1(cos('); sin('); 0) sin(')

�����
�=0

d'
(ii)
=

=
1

m + k + 1

2�Z
0

@

@�

@
@x1

MP1(cos('); sin('); �) +
@
@x2
MP2(cos('); sin('); �)

MP2(cos('); sin('); �) cos(')�MP1(cos('); sin('); �) sin(')

�����
�=0

d' =

=
1

m + k + 1

@

@�

2�Z
0

@
@x1

MP1(cos('); sin('); �) +
@
@x2
MP2(cos('); sin('); �)

MP2(cos('); sin('); �) cos(')�MP1(cos('); sin('); �) sin(')
d'

�����
�=0

(iii)
=

=
1

k + 1

@

@�

2�Z
0

@
@x1
P1(cos('); sin('); �) +

@
@x2

P2(cos('); sin('); �)

P2(cos('); sin('); �) cos(')� P1(cos('); sin('); �) sin(')
d'

�����
�=0

3.11 De�nition:

Seien F (x; �) und Pi(x1; x2; �) i = 1; 2 de�niert wie in De�nition 3.2 und F (x; �)
erf�ulle die Bedingung A.

Dann sagen wir:

F (x; �) erf�ullt die Bedingung B (vgl. Bemerkung 3.1.b)
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genau dann, wenn gilt:

d

d�

2�Z
0

@
@x1
P1(cos('); sin('); �) +

@
@x2
P2(cos('); sin('); �)

P2(cos('); sin('); �) cos(')� P1(cos('); sin('); �) sin(')
d'

������
�=0

6= 0

3.12 De�nition:

Sei F (x; �) de�niert wie in De�nition 3.2 und erf�ulle die Bedingung A (vgl. De-
�nition 3.2). Weiter seien die ai(�; �) de�niert wie im Satz 3.8.

Dann nennen wir F (x; �)

a) generisch, wenn a3(T; 0) 6= 0

b) degeneriert vom Grad n � 1, wenn ai(T; 0) = 0 i � n+2 aber an+3(T; 0) 6= 0

c) v�ollig degeneriert, wenn f�ur alle existenten ai(�; �) gilt: ai(T; 0) = 0.

3.13 De�nition:

Sei F (x; �) de�niert wie in De�nition 3.2 mit den Eigenschaften von Satz 3.4,
erf�ulle also die Bedingung A und die Bedingung f�ur homogenes Potential. Weiter
seien die ai(�; �) de�niert wie im Satz 3.8.

Dann de�niert man durch (beachte (3.26), Satz 3.8.a und (3.24))

Q
(r0; �) := r(T; �)� r(0; �) =

l�k+1X
i=1

ai(T; �)r
i
0 � r0 + o(rl�k+1

0 )

f�ur j�j; r0 hinreichend klein die Poincar�e-Abbildung der DGL (3.1) bzgl. der po-
sitiven x1-Achse.

3.14 Bemerkung:

Hat F (x; �) die Eigenschaften wie im Satz 3.4 und ist nicht v�ollig degeneriert, so
kann man die Stabilit�atseigenschaften des station�aren Punktes im Ursprung der
DGL

_x = F (x; 0) (3.28)

am Vorzeichen von an+3(T; 0) ablesen. Denn es gilt o�ensichtlich

an+3(T; 0) < 0 (> 0) () Q
(r0; 0) < 0 (> 0)

80



w�ahlt man r0 nur hinreichend klein.
Also ist der station�are Punkt im Ursprung der DGL (3.28)
asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch stabil)() an+3(T; 0) < 0 (> 0).

3.15 Satz:

Sei F (x; �) de�niert wie in De�nition 3.2, erf�ulle weiter die Bedingungen A und
B sowie f�ur homogenes Potential und sei nicht v�ollig degeneriert.

Dann gilt:

Es existiert �0 > 0, so da� entweder f�ur � 2 (0; �0) oder � 2 (��0; 0) genau
eine Nullstelle

r0(�) =
n+2

s
�

@
@�
a1(T; 0)

an+3(T; 0)
�+ o

�
n+2
p
j�j�

der Poincar�e-Abbildung �(r0; �) existiert.

Diese Nullstelle ist anziehend (absto�end), falls sign
�
an+3(T; 0)

�
< 0 (> 0) gilt.

Beweis:

Wir suchen Nullstellen der Poincar�e-Abbildung, es mu� also gelten:

Q
(r0; �) =

l�k+1P
i=1

ai(T; �)ri0 � r0 + o(rl�k+1
0 ) = 0 (3.29)

Wir entwickeln (3.29) bis zur ersten Ordnung in � und benutzen Satz 3.9:

�
@

@�
a1(T; 0)r0 + an+3(T; 0)r

n+3
0 + o(j�jr0) + o(rn+3

0 ) = 0

K�urzen durch r0 ergibt:

�
@

@�
a1(T; 0) + an+3(T; 0)r

n+2
0 + o(j�j) + o(rn+2

0 ) = 0 (3.30)

Nach Voraussetzung gilt:

@

@�
a1(T; 0) 6= 0 6= an+3(T; 0) () sign

�
�
@

@�
a1(T; 0)an+3(T; 0)

�
6= 0

Sei jetzt sign
�
�
@

@�
a1(T; 0)an+3(T; 0)

�
= 1.

Dann gilt �
@

@�
a1(T; 0) + an+3r

n+2
0 > 0 bzw. < 0 und die Poincar�e-Abbildung hat
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wegen (3.30) f�ur j�j; r0 hinreichend klein keine Nullstelle.

Sei jetzt sign
�
�
@

@�
a1(T; 0)an+3(T; 0)

�
= �1.

Dann f�uhren wir

% :=
an+3(T; 0)

� @
@�a1(T; 0)

rn+2
0 + 1

0
@() r0 =

n+2

s
�

@
@�
a1(T; 0)

an+3(T; 0)
�(1� %)

1
A (3.31)

als neue Variable ein. Setzen wir (3.31) in (3.30) ein ergibt sich

�
@

@�
a1(T; 0) + an+3(T; 0)

 
�

@
@�
a1(T; 0)

an+3(T; 0)
�(1 � %)

!
+ o

�j�j n+2pj�j� = 0

oder ausmultipliziert, zusammengefa�t und durch � gek�urzt:

@

@�
a1(T; 0) % + o

�
n+2
p
j�j� = 0 (3.32)

Auf (3.32) k�onnen wir jetzt den Satz �uber die implizite Funktion in (� = 0; % = 0)

anwenden und erhalten das eindeutig bestimmte %(�) ' o
�
n+2
pj�j� und damit

auch, wegen (3.31)

r0(�) =
n+2

s
�

@
@�
a1(T; 0)

an+3(T; 0)
� + o

�
n+2
p
j�j� (3.33)

die eindeutig bestimmte Nullstelle der Poincar�e-Abbildung, w�ahlt man j�j; r0
hinreichend klein.
Um festzustellen, ob r0(�) anziehend oder absto�end ist, di�erenzieren wir die
Poincar�e Abbildung nach r0, setzen (3.33) ein und erhalten

@

@r0

Q
(r0; �)

����
r0(�)

=

= �
@

@�
a1(T; 0) + (n+ 3)an+3(T; 0)

0
@ n+2

s
�

@
@�
a1(T; 0)

an+3(T; 0)
� + o( n+2

p
j�j)
1
A
n+2

=

= �(n+ 2)�
@

@�
a1(T; 0) + o(j�j) 6= 0

w�ahlt man j�j hinreichend klein.

Weiter gilt wegen

sign
�
�
@

@�
a1(T; 0)an+3(T; 0)

�
= �1
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die Gleichung

sign
� @

@r0

Y
(r0(�); �)

���
r0(�)

�
= sign

�
an+3(T; 0)

�
(3.34)

woraus die Behauptung folgt.

3.16 Satz:

Sei F (x; �) = (F1(x1; x2; �); F2(x1; x2; �)) 2 C l+2(R2�U(0);R); l � 1 nicht v�ollig

degeneriert und 9k � l mit D�
xFi(0; 0; �) � 0 i = 1; 2 j�j = 0;::; k � 1 � 2 N2

F�ur Pi(x1; x2; �) =
X
j�j=k

D�
x

�!
Fi(0; 0; �)x

�1
1 x

�2
2 i = 1; 2 gelte: (vgl. Bemerkung 3.1)

a) (i) P2(cos('); sin('); �) cos(')�P1(cos('); sin('); �) cos(')
��
�=0
6= 0

(ii)

2�Z
0

@
@x1
P1(cos('); sin('); �) +

@
@x2
P2(cos('); sin('); �)

P2(cos('); sin('); �) cos(')� P1(cos('); sin('); �) sin(')
d'

������
�=0

= 0

b)
d

d�

2�Z
0

@
@x1
P1(cos('); sin('); �) +

@
@x2
P2(cos('): sin('); �)

P2(cos('); sin('); �) cos(') � P1(cos('); sin('); �) sin(')
d'

������
�=0

=: @ 6= 0

Dann gilt:

Vom station�aren Punkt im Ursprung der DGL (3.1)

_x = F (x; �)

zweigt in � = 0 genau eine einparametrische Schar periodischer L�osungen ab und
zwar (vgl. (3.34)) entweder f�ur � > 0, falls der Ursprung der DGL (3.28)

_x = F (x; 0)

asymptotisch stabil [bei Zeitumkehr asymptotisch stabil] ist und @ > 0 [@ < 0]
gilt oder f�ur � < 0, falls der Ursprung der DGL (3.28) asymptotisch stabil [bei
Zeitumkehr asymptotisch stabil] ist und @ < 0 [@ > 0] gilt.

Diese Schar periodischer L�osungen ist asymptotisch orbital stabil [bei Zeitumkehr
asymptotisch stabil] falls sign(�)sign(@) = [6=] sign(P2x1 � P1x2) gilt und dreht
sich in mathematisch positiver Richtung um den Ursprung, falls sign(P2x1 �
P1x2) > 0 gilt, sonst umgekehrt.
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F�ur die Amplitude A(�) und die Periode T (�) gilt:

A(�) ' n+2
p
j�j
�
1 +O( n+2

p
j�j)
�

T (�) '
�

n+2
p
j�j
�1�k �

1 +O( n+2
p
j�j)
�

mit n = Degenerationsgrad von F (x; �).

Beweis:

Wir m�ussen nur noch die Aussage f�ur T (�) beweisen, der Rest folgt aus Satz
3.15 mit Bemerkung 3.14. Da also F (x1; x2; �) die Bedingung A vom Grad k

erf�ullt, gilt f�ur _�:

_� = (P2(cos('); sin('); 0) cos(')�P1(cos('); sin('); 0) sin('))r
k�1 +O(j�jrk�1)+O(rk)

Weiter gilt r(�) ' n+2
pj�j, damit ergibt sich f�ur _�:

_� '
�

n+2
p
j�j
�k�1 �

1 +O
�
n+2
p
j�j�� =) dt ' d��

n+2
pj�j�k�1 �1 +O

�
n+2
pj�j��

Integration ergibt jetzt wegen

1�
n+2
pj�j�k�1 �1 +O

�
n+2
pj�j�� =

�
n+2
p
j�j
�1�k �

1 +O
�
n+2
p
j�j��

die Behauptung.

3.17 Bemerkung:

Um einen Bezug zu den den zwei folgenden Kapiteln herzustellen, formulieren wir
die Bedingungen von Satz 3.16 auch f�ur Gleichung (3.4) und in Polarkoordinaten.

1) Mit Gleichung

Pi(x1; x2; �) = Qi(x1; x2) + �qi(x1; x2) +O(�2) i = 1; 2 (3.35)

lauten die Bedingungen im Satz 3.16

a) (i) Q2(cos('); sin(')) cos(')� Q1(cos('); sin(')) sin(') 6= 0

(ii)

2�Z
0

@
@x1
Q1(cos('); sin(')) +

@
@x2

Q2(cos('); sin('))

Q2(cos('); sin(')) cos(')� Q1(cos('); sin(')) sin(')
d' = 0
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b)

2�Z
0

q1(cos('); sin('))Q2(cos('); sin('))� q2(cos('); sin('))Q1(cos('); sin('))�
Q2(cos('); sin(')) cos(')� Q1(cos('); sin(')) sin(')

�2 d'6= 0

bzw. falls die Integrabilit�atsbedingung f�ur die Qi(x1; x2) i = 1; 2 erf�ullt ist:

b')

2�Z
0

@
@x1
q1(cos('); sin(')) +

@
@x2
q2(cos('); sin('))

Q2(cos('); sin(')) cos(')� Q1(cos('); sin(')) sin(')
d' 6= 0

Bedingung b) folgt mit Hilfe der letzten Gleichung in Satz 3.10 (iii), (3.35) und
Di�erentiation nach �. F�ur den Z�ahler des Integranden gilt damit:�
Q2 cos(')�Q1 sin(')

��
q1 cos(')+q2 sin(')

���Q1 cos(')+q2 sin(')
��
q2 cos(')�q1 sin(')

�
=

= q1Q2

�
cos2(')+sin2(')

��q2Q1

�
sin2(')+cos2(')

�
+
��q1Q1+q2Q2+q1Q1�q2Q2

�
sin(') cos(') =

= q1(cos('); sin('))Q2(cos('); sin('))�q2(cos('); sin('))Q1(cos('); sin('))

Bedingung b') folgt mit (3.35) und ebenfalls Di�erentiation nach �. F�ur den
Z�ahler des Integranden gilt hier

�
Q2 cos(')�Q1 sin(')

�� @

@x1
q1+

@

@x2
q2
��� @

@x1
Q1+

@

@x2
Q2

��
q2 cos(')�q1 sin(')

�
=

=
�
Q2 cos(')� Q1 sin(')

�� @

@x1
q1 +

@

@x2
q2
�

was aus der Integrabilit�atsbedingung @
@x1

Q1(x1; x2) +
@
@x2
Q2(x1; x2) � 0 folgt.

K�urzen durch den ersten Faktor ergibt die Behauptung.

2) De�nieren wir (wie in den folgenden Kapiteln 4+5):

c(') := q1(cos('); sin(')) cos(') + q2(cos('); sin(')) sin(')
d(') := q2(cos('); sin(')) cos(')� q1(cos('); sin(')) sin(')
f(') := Q1(cos('); sin(')) cos(') +Q2(cos('); sin(')) sin(')
g(') := Q2(cos('); sin(')) cos(') �Q1(cos('); sin(')) sin(')
D(') := q1(cos('); sin('))Q2(cos('); sin('))� q2(cos('); sin('))Q1(cos('); sin('))

(vgl. zur letzten Gleichung Satz 4.13.a) lauten die Bedingungen von Satz 3.16:

a) (i) g(') 6= 0

(ii)

2�Z
0

f(')

g(')
d' = 0
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b)

2�Z
0

D(')

g2(')
d' 6= 0

a) Folgt aus 2.5.b (i)

b) Folgt aus 1 b).

3.18 Beispiele:

1) Betrachte das DGL-System:

_x1 = �x32 + �
3P
i=0

c
(�)
i;1 x

3�i
1 xi2 � x41 + x1x

3
2 + o(jjxjj5) + o(j�j jjxjj3)

_x2 = x31 + �
3P
i=0

c
(�)
i;2 x

3�i
1 xi2 + x41 + 2x42 + o(jjxjj5) + o(j�j jjxjj3)

mit c
(�)
i;j 2 R i = 0;::; 3 j = 1; 2 und 3c

(�)
0;1 + c

(�)
2;1 + c

(�)
1;2 + 3c

(�)
3;2 6= 0.

F�ur die Bedingungen im verallgemeinerten Verzweigungssatz von E. Hopf erh�alt
man:

a) (i) x31x1�(�x32)x2 = x41+x
4
2 > 0 positiv de�nit

(ii)
@

@x1
(�x32)+

@

@x2
(x31) = 0 =)

2�Z
0

@
@x1

(�x32) + @
@x2

(x31)

x41 + x42

�����
(cos(');sin('))

d' = 0

b)

2�Z
0

(3c(�)0;1 + c
(�)
1;2 ) cos

2(') + 2(c(�)1;1 + c
(�)
2;2 ) cos(') sin(') + (c(�)2;1 + 3c(�)3;2 ) sin

2(')

cos4(') + sin4(')
d' =

=
�
3c

(�)
0;1+c

(�)
1;2+c

(�)
2;1+3c

(�)
3;2

� 2�Z
0

cos2(')

cos4(') + sin4(')
d' 6= 0

was aus

2�Z
0

cos2(')

cos4(') + sin4(')
d' =

2�Z
0

sin2(')

cos4(') + sin4(')
d' > 0 =

2�Z
0

cos(') sin(')

cos4(') + sin4(')
d'

folgt.
Seien weiter h1(�); h2(�) L�osungen des DGL-Systems:

_x1 = �x32

_x2 = x31
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mit den Anfangswerten h1(0) =
1p
2
h2(0) = 0 und kleinster Periode T1 > 0.

Wegen (vgl. 3.9.c und 3.6.f)

a3(T1; 0) =

T1Z
0

f3(�; 0) d� =

=

T1Z
0

 �
h41(�)+h1(�)h

3
2(�)

�
h02(�)�

�
�h41(�)+h31(�)h2(�)

�
h01(�)

!
�

�
 �

�h41(�)+h31(�)h2(�)
�
h1(�)�

�
h41(�)+h1(�)h

3
2(�)

�
h2(�)

!
d� =

=

T1Z
0

�
h71(�)+h

3
1(�)h

4
2(�)

��
�h51(�)�h1(�)h42(�)

�
d� = �

T1Z
0

h41(�)
�
h41(�)+h

4
2(�)

�2
d� < 0

ist dieses Beispiel nicht degeneriert, sondern sogar generisch (vgl. 3.12)

Damit sind alle Voraussetzungen des Satzes 3.16 erf�ullt.

Das DGL-System besitzt somit f�ur � > 0 (< 0), falls (3c
(�)
0;1 + c

(�)
1;2 + c

(�)
2;1 + 3c

(�)
3;2 ) > 0 (< 0)

genau eine einparametrische Schar asymptotisch orbital stabiler periodischer L�osun-
gen, die in � = 0 vom Ursprung abzweigen.
F�ur ihre Amplitude A1(�) und die Periode T1(�) gilt:

A1(�) ' 2
p
j�j
�
1 + O( 2

p
j�j)
�

T1(�) ' 1

j�j
�
1 + O( 2

p
j�j)
�

2) Betrachte das DGL-System:

_x1 = �8x21x2 � 12x32 + �
3P
i=0

c
(�)
i;1 x

3�i
1 xi2 � x51 � 2x31x

2
2 + o(jjxjj5) + o(j�j jjxjj3)

_x2 = 6x31 + 10x1x
2
2 + �

3P
i=0

c
(�)
i;2 x

3�i
1 xi2 + x41x2 � x52 + o(jjxjj5) + o(j�j jjxjj3)

mit c(�)i;j 2 R i = 0;::; 3 j = 1; 2 und

c
(�)
0;1

�
26
p
2�34

�
+c(�)2;1

�
22�15

p
2
�
+c(�)1;2

�
�18

p
2+26

�
+c(�)3;2

�
�14+11

p
2
�
6= 0

Wir rechnen wieder die Bedingungen in 3.16 nach:

a) (i) (6x31+10x1x
2
2)x1�(�8x21x2�12x32)x2 = 6(x41+3x

2
1x

2
2+2x

4
2) = 6(x21+x

2
2)(x

2
1+2x

2
2) > 0
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(ii)
@

@x1
(�8x21x2�12x32)+

@

@x2
(6x31+10x1x

2
2) = �16x1x2+20x1x2 = 4x1x2(6� 0)

Damit erh�alt man:

1

6

2�Z
0

4 cos(') sin(')�
cos2(') + sin2(')

� �
cos2(') + 2 sin2(')

� d' =
2

3

2�Z
0

cos(') sin(')

1 + sin2(')
d' = 0

b)
1

6

2�Z
0

(3c(�)0;1 + c
(�)
1;2 ) cos

2(') + 2(c(�)1;1 + c
(�)
2;2 ) cos(') sin(') + (c(�)2;1 + 3c(�)3;2 ) sin

2(')

1 + sin2(')
d' �

�1

6

2�Z
0

4 cos(') sin(')
�
c
(�)
0;2 cos

4(') + (c(�)1;2 � c
(�)
0;1 ) cos

3(') sin(') + (c(�)2;2 � c
(�)
1;1 ) cos

2(') sin2(') +�
1 + sin2(')

�2
+ (c(�)3;2 � c

(�)
2;1 ) cos(') sin

3(')� c
(�)
3;1 sin

4(')
�

�
1 + sin2(')

�2 d' =

= �

 
c
(�)
0;1

�
26
p
2�34

�
+c

(�)
2;1

�
22�15

p
2
�
+c

(�)
1;2

�
�18

p
2+26

�
+c

(�)
3;2

�
�14+11

p
2
�!

was aus

2�Z
0

cos2(')

1 + sin2(')
d' =

p
2
�
2�

p
2
�
� =

p
2

2�Z
0

sin2(')

1 + sin2(')
d'

2�Z
0

cos4(') sin2(')�
1 + sin2(')

�2 d' =
�
5
p
2� 7

�
� =

p
2

2�Z
0

cos2(') sin4(')�
1 + sin2(')

�2 d'

und

2�Z
0

cos(') sin(')

1 + sin2(')
d' =

2�Z
0

cos5 sin(')�
1 + sin2(')

�2 d' =

2�Z
0

cos3(') sin3(')�
1 + sin2(')

�2 d' =

2�Z
0

cos(') sin5(')�
1 + sin2(')

�2 d' = 0

folgt.
Da die Bedingung f�ur homogenes Potential nicht wie im Beispiel 1) a priori erf�ullt
ist (4x1x2 6� 0), m�ussen wir sie zus�atzlich �uberpr�ufen:
Mit

p1(x1; x2) = x21+x
2
2 ; p2(x1; x2) = x21+2x

2
2 ; �1 = 1; �2 = 1 ;

@

@x1
p1(x1; x2) = 2x1 ;

@

@x1
p2(x1; x2) = 2x1 ;

@

@x2
p1(x1; x2) = 2x2 ;

@

@x2
p2(x1; x2) = 4x2

88



erh�alt man f�ur die linke Seite des linearen, inhomogenen Gleichungssystems (vgl.
2.11 bzw 3.3):

� �8x21x2 + 12x32
� �

x21 + x22
�0 �

x21 + 2x22
�1
2x1�1+

�
x21 + 2x22

�0 �
x21 + x22

�1
2x1�2

!
+

+
�
6x31 + 10x1x

2
2

� �
x21 + x22

�0 �
x21 + 2x22

�1
2x2�1+

�
x21 + 2x22

�0 �
x21 + x22

�1
4x2�2

!
=

=

 
�
�
8x21x2+12x32

��
2x31+4x1x

2
2

�
+
�
6x31+10x1x

2
2

��
2x21x2+4x32

�!
�1+

+

 
�
�
8x21x2+12x32

��
2x31+2x1x

2
2

�
+
�
6x31+10x1x

2
2

��
4x21x2+4x32

�!
�2 =

= �
�
4x51x2+12x

3
1x

3
2+8x1x

5
2

�
�1 +

�
8x51x2+24x

3
1x

3
2+8x1x

5
2

�
�2

F�ur die rechte Seite ergibt sich:

�1

6

�
6x41 + 18x21x

2
2 + 12x42

��
4x1x2

�
= �

�
4x51x2 + 12x31x

3
2 + 8x1x

5
2

�
Insgesamt also:

�
�
4x51x2+12x

3
1x

3
2+8x1x

5
2

�
�1 +

�
8x51x2+24x

3
1x

3
2+8x1x

5
2

�
�2 = �

�
4x51x2+12x

3
1x

3
2+8x1x

5
2

�
Diese Gleichung besitzt die L�osungen �1 = 1 ; �2 = 0.
Die Bedingung f�ur homogenes Potential ist damit erf�ullt.
Seien weiter h1(�); h2(�) L�osungen des DGL-Systems:

_x1 = �8x41x2 � 20x21x
3
2 � 12x52

_x2 = 6x51 + 16x31x
2
2 + 10x1x

4
2

mit den Anfangswerten h1(0) =
1
3p6

h2(0) = 0 und kleinster Periode T2 > 0.

Wegen (vgl. wieder 3.9.c und 3.6.f)

a3(T2; 0) =

T2Z
0

f3(�; 0) d� =
1

6

T2Z
0

�
�
h51(�) + 2h31(�)h

2
2(�)

�
h02(�)�

�
h41(�)h2(�)� h52(�)

�
h01(�)�

h21(�) + h22(�)
��
h21(�) + 2h22(�)

� d� =

= �1

6

T2Z
0

�
h51(�) + 2h31(�)h

2
2(�)

��
6h31(�) + 10h1(�)h

2
2(�)

�
�
h21(�) + h22(�)

��
h21(�) + 2h22(�)

� +
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+

�
h41(�)h2(�)� h52(�)

��
� 8h21(�)h2(�)� 12h32(�)

�
�
h21(�) + h22(�)

��
h21(�) + 2h22(�)

� d� =

= �1

3

T2Z
0

3h81(�) + 7h61(�)h
2
2(�) + 4h41(�)h

4
2(�) + 4h21(�)h

6
2(�) + 6h82(�)�

h21(�) + h22(�)
��
h21(�) + 2h22(�)

� d� < 0

ist dieses Beispiel nicht degeneriert, sondern sogar generisch (vgl. 3.12).

Damit sind alle Voraussetzungen des Satzes 3.16 erf�ullt.

Das DGL-System besitzt somit f�ur � > 0 (< 0) falls

c
(�)
0;1

�
26
p
2�34

�
+c(�)2;1

�
22�15

p
2
�
+c(�)1;2

�
�18

p
2+26

�
+c(�)3;2

�
�14+11

p
2
�
> 0 (< 0)

genau eine einparametrische Schar asymptotisch orbital stabiler periodischer L�osun-
gen, die vom Ursprung in � = 0 abzweigen.
F�ur ihre Amplitude A2(�) und die Periode T2(�) gilt:

A2(�) ' 2
p
j�j
�
1 + O( 2

p
j�j)
�

T2(�) ' 1

j�j
�
1 + O( 2

p
j�j)
�

3) Als letztes Beispiel betrachten wir folgendes DGL-System:

_x1 = �x21x2 � x32 + �
3P
i=0

c
(�)
i;1 x

3�i
1 xi2 +

4P
i=0

c
(4)
i;1 x

4�i
1 xi2 +

5P
i=0

c
(5)
i;1 x

5�i
1 xi2 +

+ x31x
3
2 � x1x

5
2 � 2x51x

2
2 + x1x

6
2 + o(j�j jjxjj3) + o(jjxjj7)

_x2 = x31 + x1x
2
2 + �

3P
i=0

c
(�)
i;2 x

3�i
1 xi2 +

4P
i=0

c
(4)
i;2 x

4�i
1 xi2 +

5P
i=0

c
(5)
i;2 x

5�i
1 xi2 �

� x41x
2
2 + x21x

4
2 � 2x61x2 + x21x

5
2 + o(j�j jjxjj3) + o(jjxjj7)

mit c
(�)
i;j ; c

(k)
l;j 2 R i = 0;::; 3 j = 1; 2 k = 4; 5 l = 0;::; k 3c

(�)
0;1+c

(�)
2;1+c

(�)
1;2+3c

(�)
3;2 6= 0

und

80
�
c
(5)
0;1+ c

(5)
0;2

�
+16

�
c
(5)
2;1+ c

(5)
4;1+ c

(5)
1;2+ c

(5)
3;2

�
+ c

(4)
0;1

�
14c(4)1;1 +6c(4)3;1� 56c(4)0;2 � 4c(4)2;2

�
+

+c
(4)
2;1

�
6c

(4)
1;1 + 6c

(4)
3;1 � 4c

(4)
0;2 + 4c

(4)
4;2

�
+ c

(4)
4;1

�
6c

(4)
1;1 + 14c

(4)
3;1 + 4c

(4)
2;2 + 56c

(4)
4;2

�
+ (3.36)

+c(4)1;2

�
� 4c(4)1;1 � 14c(4)0;2 � 6c(4)2;2 � 6c(4)4;2

�
+ c

(4)
3;2

�
4c(4)3;1 � 6c(4)0;2 � 6c(4)2;2 � 14c(4)4;2

�
= 0
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Wir erhalten f�ur die Bedingungen in Satz 3.16:

a) (i) (x31+x1x
2
2)x1�(�x21x2�x32)x2 = x41+2x

2
1x

2
2+x

4
2 = (x21+x

2
2)

2

(ii)
@

@x1
(�x21x2�x32)+

@

@x2
(x31+x1x

2
2) = �2x1x2+2x1x2 = 0 =)

=)
2�Z
0

@
@x1

(�x21x2 � x32) +
@
@x2

(x31 + x1x
2
2)

(x21 + x22)
2

�����
(cos(');sin('))

d' = 0

b)

2�Z
0

(3c(�)0;1 + c
(�)
1;2 ) cos

2(') + 2(c(�)1;1 + c
(�)
2;2 ) cos(') sin(') + (c(�)2;1 + 3c(�)3;2 ) sin

2(')�
cos2(') + sin2(')

�2 d' =

=
�
3c(�)0;1 + c

(�)
1;2 + c

(�)
2;1 + 3c(�)3;2

� 2�Z
0

cos2(') d' 6= 0

Die L�osung des DGL-Systems

_x1 = �x21x2 � x32

_x2 = x31 + x1x
2
2

mit den Anfangswerten (1; 0) lautet (cos(�); sin(�)).
Wegen 3.9.c und 3.6.f gilt:

a3(2�; 0) =

=

2�Z
0

f3(�; 0) d�=

2�Z
0

� 5X
i=0

c
(5)
i;1 cos

5�i(�) sini(�)
�
sin0(�)�

� 5X
i=0

c
(5)
i;2 cos

5�i(�) sini(�)
�
cos0(�) d�

�
2�Z
0

 � 4X
i=0

c
(5)
i;1 cos

4�i(�) sini(�)
�
sin0(�)�

� 4X
i=0

c
(5)
i;2 cos

4�i(�) sini(�)
�
cos0(�)

!
�

�
 � 4X

i=0

c
(5)
i;2 cos

4�i(�) sini(�)
�
cos(�)�

� 4X
i=0

c
(5)
i;1 cos

4�i(�) sini(�)
�
sin(�)

!
d� =

=

2�Z
0

c
(5)
0;1 cos

6(�)+
�
c
(5)
2;1+c

(5)
1;2

�
cos4(�) sin2(�)+

�
c
(5)
4;1+c

(5)
3;2

�
cos2(�) sin4(�)+c

(5)
5;2 sin

6(�) d� �

�
2�Z
0

c
(4)
0;1c

(4)
0;2 cos

10(�)+
�
�c(4)0;1c

(4)
0;2+c

(4)
0;1c

(4)
2;2+c

(4)
1;1c

(4)
1;2+c

(4)
2;1c

(4)
0;2�2c(4)0;1c

(4)
1;1+2c

(4)
0;2c

(4)
1;2

�
cos8(�) sin2(�) +
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+
�
�c(4)0;1c

(4)
2;2�c(4)1;1c

(4)
1;2�c(4)2;1c

(4)
0;2+c

(4)
0;1c

(4)
4;2+c

(4)
1;1c

(4)
3;2+c

(4)
2;1c

(4)
2;2+c

(4)
3;1c

(4)
1;2+c

(4)
4;1c

(4)
0;2�

�2c(4)0;1c
(4)
3;1�2c(4)1;1c

(4)
2;1+2c

(4)
0;2c

(4)
3;2+2c

(4)
1;2c

(4)
2;2

�
cos6(�) sin4(�) +

+
�
�c(4)0;1c

(4)
4;2�c(4)1;1c

(4)
3;2�c(4)2;1c

(4)
2;2�c(4)3;1c

(4)
1;2�c(4)4;1c

(4)
4;2+c

(4)
2;1c

(4)
4;2+c

(4)
3;1c

(4)
3;2+c

(4)
4;1c

(4)
2;2�

�2c(4)2;1c
(4)
3;1�2c(4)1;1c

(4)
4;1+2c

(4)
2;2c

(4)
3;2+2c

(4)
1;2c

(4)
4;2

�
cos4(�) sin6(�) +

+
�
�c(4)2;1c

(4)
4;2�c(4)3;1c

(4)
3;2�c(4)4;1c

(4)2; 2+c
(4)
4;1c

(4)
4;2�2c(4)3;1c

(4)
4;1+2c

(4)
3;2c

(4)
4;2

�
cos2(�) sin8(�)�c(4)4;1c

(4)
4;2 sin

10(�) d� =

=
1

128
�

 
80
�
c
(5)
0;1+c

(5)
0;2

�
+16

�
c
(5)
2;1+c

(5)
4;1+c

(5)
1;2+c

(5)
3;2

�
+c(4)0;1

�
14c(4)1;1+6c

(4)
3;1�56c(4)0;2�4c(4)2;2

�
+

+c
(4)
2;1

�
6c

(4)
1;1 + 6c

(4)
3;1 � 4c

(4)
0;2 + 4c

(4)
4;2

�
+ c

(4)
4;1

�
6c

(4)
1;1 + 14c

(4)
3;1 + 4c

(4)
2;2 + 56c

(4)
4;2

�

+c(4)1;2

�
�4c(4)1;1�14c(4)0;2�6c(4)2;2�6c(4)4;2

�
+ c

(4)
3;2

�
4c(4)3;1 � 6c(4)0;2 � 6c(4)2;2 � 14c(4)4;2

�!
= 0

Was aus

2�Z
0

cos5(�) sin(�) d� =

2�Z
0

cos3(�) sin3(�) d� =

2�Z
0

cos(�) sin5(�) d� =

2�Z
0

cos9(�) sin(�) d� =

=

2�Z
0

cos7(�) sin3(�) d� =

2�Z
0

cos5(�) sin5(�) d� =

2�Z
0

cos3(�) sin7(�) d� =

2�Z
0

cos(�) sin9(�) d� = 0

und

2�Z
0

cos6(�) d� =

2�Z
0

sin6(�) d� = 5

2�Z
0

cos4(�) sin2(�) d� = 5

2�Z
0

cos2(�) sin4(�) d� =
5

8
�

2�Z
0

cos10(�) d� =

2�Z
0

sin10(�) d� = 9

2�Z
0

cos8(�) sin2(�) d� = 9

2�Z
0

cos2(�) sin8(�) d� =

= 21

2�Z
0

cos6(�) sin4(�) d� = 21

2�Z
0

cos4(�) sin6(�) d� =
63

128
�

folgt.
Das Beispiel 3) ist also nicht generisch, sondern degeneriert.Weiter mu� a4(2�; 0) = 0
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gelten. Um die �Ubersichtlichkeit des Beispiels bei der Berechnung von a5(2�; 0)
nicht zu sprengen, setzen wir zus�atzlich

c
(k)
0;1 = c

(k)
k;2 = 0 ^ c

(k)
i;1 = �c(k)i�1;2 i = 1;::; k k = 4; 5 (3.37)

voraus. Damit gilt f2(�; 0) � f3(�; 0) � 0 und

f4(�; 0) =
�
cos3(�) sin3(�)�cos(�) sin5(�)

�
sin0(�)�

�
�cos4(�) sin2(�)+cos2(�) sin4(�)

�
cos0(�) =

= cos4(�) sin3(�)� cos2(�) sin5(�)� cos4(�) sin3(�) + cos2(�) sin5(�) � 0

sowie

a5(2�; 0) =

2�Z
0

f5(�; 0) d�+

2�Z
0

f3(�; 0)
� �Z

0

f2('; 0) d'
�2
d��2

2�Z
0

f2(�; 0)
� �Z

0

f4('; 0) d'
�
d� =

=

2�Z
0

�
�2 cos5(�) sin2(�)+cos(�) sin6(�)

�
sin0(�)�

�
�2 cos6(�) sin(�)+cos2(�) sin5(�)

�
cos0(�) d� =

=

2�Z
0

�2 cos6(�) sin2(�) + cos2(�) sin6(�)� 2 cos6(�) sin2(�) + cos2(�) sin6(�) d� =

= �4
2�Z
0

cos6(�) sin2(�) + 2

2�Z
0

cos2(�) sin6(�) d� =

2�Z
0

cos6(�) sin2(�) d� < 0

Der Degenerationsgrad ist also 2.

Damit sind alle Voraussetzungen des Satzes 3.16 erf�ullt.

Das Beispiel ist degeneriert (3.36) vom Grad 2 und besitzt f�ur � > 0 (< 0) falls

3c(�)0;1+c
(�)
2;1+c

(�)
1;2+3c(�)3;2 > 0 (< 0) genau eine einparametrische Schar asymptotisch

orbital stabiler periodischer L�osungen, die vom Ursprung in � = 0 abzweigen.
F�ur ihre Amplitude A3(�) und die Periode T3(�) gilt:

A3(�) ' 4
p
j�j
�
1 + O( 4

p
j�j)
�

T3(�) ' 1
2
pj�j

�
1 + O( 4

p
j�j)
�
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Kapitel 4

Die Abzweigung station�arer

Punkte

4.1 Bemerkung:

Wir werden in diesem Kapitel DGL der Gestalt (vgl. Kapitel 3)

_x = F (x; �) (4.1)

mit F (x; �) : R2 � U(0) ! R
2 betrachten und nach einparametrischen Scharen

station�arer Punkte suchen, die von isolierten station�aren Punkten xs der DGL

_x = F (x; 0) (4.2)

abzweigen. D.h. wir bestimmen eine stetige Kurve x(�) mit x(0) = xs, wobei
jeder Punkt der Kurve ein station�arer Punkt der DGL (4.1) ist.
Wir k�onnen wieder, wie im Kapitel 3, o.B.d.A. xs = 0 bzw F (0; 0) = 0 annehmen
und damit (4.1) in der Form (vgl. Einleitung)

_x = F0(x) + �F1(x) +R(x; �)

bzw.
_x1 = �q1(x1; x2) +Q1(x1; x2) +R1(x1; x2; �)

_x2 = �q2(x1; x2) +Q2(x1; x2) +R2(x1; x2; �)
(4.3)

schreiben. Dabei sind:

qi(x1; x2); Qi(x1; x2) i = 1; 2 homogene Polynome und

Ri(x1; x2; �) = O(j�j jjxjjm+1) +O(�2jjxjjm) +O(jjxjjl+1) 2 C l+1(R2 � U(0);R); i = 1; 2.

Weiter seien:

ggT(q1; q2), ggT(Q1:Q2) de�nit und
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ord qi(x1; x2) = m < l = ordQi(x1; x2), i = 1; 2, m � 0.

(Beachte: In Kapitel 3 galt m = l vgl. Bemerkung 3.1 bzw. Einleitung)

Um eine einfachere Behandlung des Problems zu erm�oglichen, ist es sinnvoll, die
zu (4.3) f�ur r > 0 �aquivalente Gleichung in klassischen

�
(x1; x2) = (r cos('); r sin('))

�
Polarkoordinaten

_r = �c(')rm + f(')rl + S1(r; '; �)rm

_' = �d(')rm�1 + g(')rl�1 + S2(r; '; �)r
m�1

(4.4)

wobei

c(') := q1(cos('); sin(')) cos(') + q2(cos('); sin(')) sin(')
d(') := q2(cos('); sin(')) cos(')� q1(cos('); sin(')) sin(')
f(') := Q1(cos('); sin(')) cos(') +Q2(cos('); sin(')) sin(')
g(') := Q2(cos('); sin(')) cos(')� Q1(cos('); sin(')) sin(')

rmS1(r; '; �) := R1(r cos('); r sin('); �) cos(') +R2(r cos('); r sin('); �) sin(')
rmS2(r; '; �) := R2(r cos('); r sin('); �) cos(')� R1(r cos('); r sin('); �) sin(')

de�niert wurde, durch Satz 1.12 auf eine DGL mit zu (4.4) f�ur r > 0 �aquivalenten
Trajektorien zu �uberf�uhren

_r = �c(')r + f(')rl�m+1 + S1(r; '; �)r

_' = �d(') + g(')rl�m + S2(r; '; �)
(4.5)

(Beachte: Si(r; '; �) = O(j�jr) +O(�2) +O(rl�m+1) i = 1; 2)

und diese DGL auf Scharen station�arer Punkte ('(�); r(�)) zu untersuchen, die
r(0) = 0 erf�ullen.

F�ur dieses Problem liegen Ergebnisse vor [46], die allerdings zwingend m=1 vor-
aussetzen. In diesem Fall stimmen die Ergebnisse mit unseren Betrachtungen
�uberein.
Station�are Punkte ('(�); r(�)) der DGL (4.5) sind L�osungen der algebraischen
Gleichung:

0 = �c(')r + f(')rl�m+1 + S1(r; '; �)r

0 = �d(') + g(')rl�m + S2(r; '; �)
(4.6)

Diese Gleichung hat L�osungen, wenn die in 4.2 de�nierte Funktion

D(') = c(')g(')� f(')d(')

(eine Art Determinante f�ur den ersten Teil der Gleichung (4.6)) Nullstellen hat,
wie sp�ater im Satz 4.7 gezeigt wird.
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Dazu untersuchenwir vorher im Satz 4.3 die Eigenschaften von c('); d('); f('); g(')
an Nullstellen ' von D(') und f�uhren in De�nition 4.4 die wichtige Hilfsgr�o�e
�(') ein. Satz 4.5 gibt erste einfache Eigenschaften von �(') an, w�ahrend Satz 4.6
zun�achst eine �Aquivalenzaussage macht, wie sich die Steigungen der Trajektorien
der DGL

_r = �c(')r

_' = �d(')

zu den Steigungen der Trajektorien der DGL

_r = f(')rl�m+1

_' = g(')rl�m

(zwei DGL, die aus Teilen der DGL (4.5) gebildet wurden) an den Stellen ('; r)
verhalten. Der zweite Teil von Satz 4.6 gibt an, wie die Durchlaufrichtung dieser
Trajektorien mit �(') zusammenh�angen. Dieser Satz ist somit eine geometrische
Interpretation der Eigenschaft D(') = 0 mit Hilfe von �(').
Satz 4.7 ist der erste Hauptsatz dieses Kapitels, die "notwendige Bedingung" f�ur
die Abzweigung station�arer Punkte der DGL (4.5):

Falls eine Schar station�arer Punkte ('(�); r(�)) von r � 0 abzweigt, gilt:

lim
�!0

D('(�)) = 0

Falls weiter D(') nicht identisch verschwindet, gilt zus�atzlich:

9 ' : mit lim
�!0

'(�) = ' ^ r(�) = l�m
p
��(')� + o

�
l�m
p
j�j
�

Satz 4.8 ist der zweite Hauptsatz des Kapitels, die "hinreichende Bedingung":

Hat D(') eine einfache Nullstelle ', dann zweigt von ('; 0) genau eine Schar
station�arer Punkte ('(�); r(�)) der DGL (4.5) ab und zwar entweder f�ur � > 0
oder � < 0 in Abh�angigkeit vom Vorzeichen von �(').

Mit Hilfe von De�nition 4.9 f�ur die Hilfsgr�o�e S(') k�onnen wir dann im Satz 4.10,
unter den Voraussetzungen von Satz 4.8 (D(') = 0 6= D0(')), die von ('; 0) ab-
gezweigten station�aren Punkte ('(�); r(�)) vollst�andig klassi�zieren, da die DGL
(4.5) in ('(�); r(�)) stets regul�ar linearisierbar ist.
Es folgt mit 4.11 ein Hilfssatz �uber Periodizit�atseigenschaften der in 4.7, 4.8 und
4.10 vorkommenden Funktionen, um die Aussagen, die f�ur die Abzweigung an
der Stelle ('; 0) gelten, direkt auf ('+ �; 0) im Satz 4.12 �ubertragen zu k�onnen.
Dabei sind die wichtigsten Ergebnisse von Satz 4.12:
Falls l �m gerade ist, zweigt jeweils genau eine Schar von station�aren Punkten
von ('; 0) sowie eine von ('+ �; 0) ab und zwar entweder nur f�ur � > 0 oder nur
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f�ur � < 0 (also "gleichzeitig" bzgl. �).
Falls l � m ungerade ist, zweigt ebenfalls genau eine Schar station�arer Punkte
von ('; 0) und eine von ('+�; 0) ab und zwar f�ur jeweils verschiedene Vorzeichen
von � (also nicht "gleichzeitig" bzgl. �).
Anschlie�end folgen noch Aussagen �uber die Stabilit�at der abgezweigten stati-
on�aren Punkte.
Im Satz 4.13 und in De�nition 4.14 bereiten wir die kartesische Formulierung der
S�atze 4.7, 4.8, 4.10 und 4.12 vor. Die S�atze 4.15 bis 4.18 sind dann das kartesi-
sche Analogon. Erg�anzend wird im Satz 4.19 mit Hilfe des Poincar�e-Index eines
station�aren Punktes ein Verzweigungssatz f�ur station�are Punkte formuliert, der
auch noch g�ultig ist, wenn die Voraussetzungen von Satz 4.8 bzw. Satz 4.16 nicht
mehr erf�ullt sind, bevor wir in 4.20 zahlreiche Beispiele ausf�uhrlich diskutieren.

4.2 De�nition

Seien c('); d('); f('); g(') de�niert wie in Bemerkung 4.1.

De�niere dann:

D(') := c(')g(')� f(')d(')

Die Funktion D(') ist von entscheidender Bedeutung f�ur dieses und das n�achste
Kapitel.

4.3 Satz:

Seien c('); d('); f('); g(') de�niert wie in Bemerkung 4.1, D(') wie in De�niti-
on 4.2 und 9 ' mit D(') = 0.

Dann gilt:

a) c2(') + d2(') 6= 0

b) f2(') + g2(') 6= 0

c) c(') = 0 () f(') = 0

d) d(') = 0 () g(') = 0

e) c(')g(') = f(')d(')

f) f(') 6= 0 6= g(') =) c(')

f(')
=
d(')

g(')
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Beweis:

a) Folgt aus ggT(q1; q2) de�nit und Satz 2.3.a(ii).

b) Folgt aus ggT(Q1; Q2) de�nit und Satz 2.3.a(ii).

c)
c(') = 0

D(')=0
=) �f(')d(') = 0

c(') = 0
a)
=) d(') 6= 0

)
=) f(') = 0.

Die R�uckrichtung l�auft analog mit b) statt a).

d) V�ollig analog c).

e) Trivial.

f) Folgt aus e).

4.4 De�nition:

Seien c('); d('); f('); g(') de�niert wie in Bemerkung 4.1, D(') wie in De�niti-
on 4.2 und 9 ' mit D(') = 0.

De�niere dann:

�(') =

8>>>><
>>>>:

c(')

f(')
falls f(') 6= 0

d(')

g(')
falls g(') 6= 0

F�ur �(') gelten folgende Aussagen:

4.5 Satz:

Sei �(') de�niert wie in De�nition 4.4.

Dann gilt:

a) �(') ist wohlde�niert

b) �(') 6= 0

c) sign(�(')) =

8<
:

sign(c(')) � sign(f(')) falls f(') 6= 0

sign(d(')) � sign(g(')) falls g(') 6= 0
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Beweis:

a) Mit Satz 4.3.b folgt f(') 6= 0 _ g(') 6= 0. Ist zus�atzlich f(') 6= 0 ^ g(') 6= 0
folgt mit Satz 4.3.f die Behauptung.

b) Folgt mit Satz 4.3.c+d.

c) Sei f(') 6= 0 =) sign

�
c(')

f(')

�
= sign(c(')) � sign(f(')).

Sei g(') 6= 0 =) sign

�
d(')

g(')

�
= sign(d(')) � sign(g(')).

4.6 Satz:

Seien c('); d('); f('); g(') de�niert wie in Bemerkung 4.1, D(') wie in De�nition
4.2 und 9 ' mit D(') = 0. Seien weiter

_r = �c(')r

_' = �d(')
(4.7)

mit 0 6= � 2 R und
_r = f(')rl�m+1

_' = g(')rl�m
(4.8)

zwei DGL, die aus Teilen der DGL (4.5) gebildet wurden.

Dann sind �aquivalent:

(a) D(') = 0

(b) Die Trajektorien von (4.7) bzw. (4.8) haben in ('; r > 0) identische Stei-
gungen.

Gilt weiter:

(i) sign(�) = sign(�(')),
so haben die Trajektorien von (4.7) bzw. (4.8) in ('; r > 0) gleiche Durch-
laufrichtung.

(ii) sign(�) 6= sign(�(')),
so haben die Trajektorien von (4.7) bzw. (4.8) in ('; r > 0) verschiedene
Durchlaufrichtung.
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Beweis:

(a))(b):

Sei D(') = 0. Dann ist die folgende Matrix singul�ar:0
@ �c(') f(')

�d(') g(')

1
A (4.9)

Wegen Satz 4.3.a+b und � 6= 0 besitzt (4.9) keine 0-Spalte. Also 9 a 2 R n f0g
mit: 0

@ �c(')

�d(')

1
A = a

0
@ f(')

g(')

1
A (4.10)

d.h. die Steigungen der Trajektorien von (4.7) bzw. (4.8) sind in ('; r > 0) gleich.

(b))(a):

Seien die Steigungen der Trajektorien von (4.7) bzw. (4.8) in ('; r > 0) gleich
=) (4.10) =) (4.9) singul�ar =) D(') = 0.

(i) sign(�) = sign(�('))

Seien sign(�) = sign(�(')) ^ f(') 6= 0
4:5:c
=) sign(�) = sign(c('))sign(f(')) =) sign(�)sign(c(')) = sign(f(')) =)
=) sign(�c(')) = sign(f('))

Analog sieht man:

sign(�) = sign(�(')) ^ g(') 6= 0 =) sign(�d(')) = sign(g('))

d.h. in beiden F�allen zeigen die Vektoren

0
@ �c(')

�d(')

1
A bzw.

0
@ f(')

g(')

1
A in dieselbe

Richtung.
Damit haben die Trajektorien von (4.7) bzw. (4.8) in ('; r > 0) gleiche Durch-
laufrichtung.

(ii) Analog (i).

4.7 Satz:

Seien c('); d('); f('); g(') de�niert wie in Bemerkung 4.1, D(') wie in De�ni-
tion 4.2 und es zweige eine Schar station�arer Punkte ('(�); r(�)) der DGL (4.4)
von r � 0 in � = 0 f�ur � > 0 (� < 0) ab.

Dann gilt:
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a) lim
�!0

D('(�)) = 0

Ist zus�atzlich D(') 6� 0, dann gilt noch:

b) 9 ' mit D(') = 0 und lim
�!0

'(�) = '

c) r(�) = l�m
p��(')� + o( l�m

pj�j)
Beweis:

a) Wir zeigen zun�achst:

����rl�m(�)�

���� ist in einer Umgebung der Null beschr�ankt.

Da ('(�); r(�)) die Gleichung (4.4) erf�ullt, gilt:

�c('(�))rm(�) + f('(�))rl(�) + S1(r(�); '(�); �)r
m(�) = 0

�d('(�))rm�1(�) + g('(�))rl�1(�) + S2(r(�); '(�); �)r
m�1(�) = 0

(4.11)

K�urzen durch rm bzw. rm�1 und umordnen ergibt wegen (vgl.Bemerkung 4.1)

Si(r; '; �) = O(j�jr) +O(�2) +O(rl�m+1) i = 1; 2 (4.12)

folgende Gleichungen:

f('(�))rl�m(�) +O(rl�m+1) = ��
�
c('(�)) +O(r) +O(�)

�

g('(�))rl�m(�) +O(rl�m+1) = ��
�
d('(�)) +O(r) +O(�)

� (4.13)

De�niere dann (U; V � R):

Mc := max jc(')j Md := max jd(')j mf (U) := min
'2U

jf(')j mg(V ) := min
'2V

jg(')j

Wir machen folgende Fallunterscheidung

(i) f(') 6= 0, (ii) g(') 6= 0, (iii) f(') 6� 0 6� g(')^9 'i;  j mit f('i) = 0 = g( j)

und beginnen mit:

(i) f(') 6= 0

Hier gilt

f(')rl�m +O(rl�m+1) = f(')rl�m
�
1 +O(r)

�
und nach einfacher Rechnung:����rl�m(�)�

���� � Mc + jO(r(�)) +O(�)j
mf (R)j1 +O(r(�))j (4.14)
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(ii) g(') 6= 0

Hier erh�alt man analog (i)

g(')rl�m +O(rl�m+1) = g(')rl�m
�
1 +O(r)

�
und ����rl�m(�)�

���� � Md + jO(r(�)) +O(�)j
mg(R)j1 +O(r(�))j (4.15)

(iii) f(') 6� 0 6� g(') ^ 9 'i;  j mit f('i) = 0 = g( j)

De�niere zun�achst (beachte: f('i) = 0 = g( j)
4:3:b
=) 'i 6=  j !):

Æ :=
1

3
min
i;j
fj'i �  jjg U1 := R n

[
i

UÆ('i) U2 := R n
[
j

UÆ( j)

Damit gilt:

U1 [ U2 = R f jU1 6= 0 () mf (U1) > 0) gjU2 6= 0 () mg(U2) > 0)

F�ur ' 2 U1 gilt ����rl�m(�)�

���� � Mc + jO(r(�)) +O(�)j
mf (U1)j1 +O(r(�))j

und f�ur ' 2 U2 ����rl�m(�)�

���� � Md + jO(r(�)) +O(�)j
mg(U2)j1 +O(r(�))j

woraus

����rl�m(�)�

���� �
8>>>><
>>>>:

Mc + jO(r(�)) +O(�)j
mf (U1)j1 +O(r(�))j falls ' 2 U1

Md + jO(r(�)) +O(�)j
mg(U2)j1 +O(r(�))j falls ' 2 U2

(4.16)

folgt.

Wir fassen jetzt (i)-(iii) zusammen:

W�ahlt man j�j hinreichend klein und K > 0 geeignet, so gilt o�ensichtlich wegen
lim
�!0

r(�) = 0, U1 [ U2 = R und (4.14), (4.15) sowie (4.16):

����rl�m(�)�

���� � K 8' 2 R (4.17)

was wir zeigen wollten.
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Wir f�uhren dann

s :=

�
rl�m

�

� �
() rl�m = �s () r = l�m

p
�s
�

(4.18)

als neue Variable ein. In (4.13) einsetzen, durch � k�urzen und umordnen ergibt,
da s f�ur kleine j�j beschr�ankt:

c(') + f(')s = O( l�m
pj�j)

d(') + g(')s = O( l�m
pj�j) (4.19)

Bildet man f�ur � > 0 (� < 0) den Grenzwert � ! 0, so geht die rechte Seite
gegen 0. Also gilt auch f�ur die linke Seite:

lim
�!0

�
c('(�)) + f('(�))s(�)

�
= 0

lim
�!0

�
d('(�)) + g('(�))s(�)

�
= 0

(4.20)

Wir m�ussen zeigen: 8 " > 0 9 �0 so da� 8� mit �0 � � � 0 (��0 � � � 0) gilt:

jD('(�))j = jc('(�))g('(�))� f('(�))d('(�))j < "

Sei:
M := maxfjf(')j; jg(')jg (4.21)

Wegen (4.20) existiert 8� :=
"

2M
ein �0, so da� 8�mit �0 � � � 0 (��0 � � � 0)

gilt:
jc('(�)) + f('(�))s(�)j � �

jd('(�)) + g('(�))s(�)j � �

(4.22)

Mit Hilfe von (4.21) und (4.22) ergibt sich 8� mit �0 � � � 0 (��0 � � � 0):

jD('(�))j = jc('(�))g('(�))� f('(�))d('(�))j =
= jc('(�))g('(�))+f('(�))g('(�))s(�)�f('(�))g('(�))s(�)�f('(�))d('(�))j =

=
���g('(�))�c('(�)) + f('(�))s(�)

�
� f('(�))

�
d('(�)) + g('(�))s(�)

���� �
� jg('(�))j jc('(�)) + f('(�))s(�)j + jf('(�))j jd('(�)) + g('(�))s(�)j �

�M�+M� =
"

2
+
"

2
= "

b) Sei D(') 6� 0.

Dann besitztD(') nur diskrete Nullstellen'i mit Ordnung ni () D(ni+1)('i) 6= 0).
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De�niere:
n := max

i
ni � := f' 6= 'i

�� D0(') = 0g

m
(0)
D :=

1

2
min
'2�

jD(')j m
(1)
D :=

1

2
min
i
jD(ni+1)('i)j

Es gilt:

8 i 9 Æ1 > 0 mit jD(ni+1)('i)j � m
(1)
D > 0 8' 2 ['i � Æ1; 'i + Æ1]

und

9 d1; d2 > 0 mit [�d1; d2] := D

 [
i

['i � Æ1; 'i + Æ1]

!

Wir m�ussen zeigen:

8 (1 �) � > 0 9 � > 0 mit j�j < � ) j'(�)� 'j < �

De�niere dazu:
� := minfm(0)

D ; d1; d2;m
(1)
D �n+1g > 0

Wegen a) gilt:

Zu � > 0 9 � > 0 mit j�j < � =) jD('(�))j < � (4.23)

D.h. '(�) liegt f�ur j�j < � vollst�andig in der Urbildmenge D�1�[��; �]�. Nach
Konstruktion besteht die Urbildmenge aus disjunkten, abgeschlossenen Interval-
len, die jeweils genau eine Nullstelle 'i von D(') enthalten. Da '(�) f�ur � 6= 0
stetig ist, mu� '(�) f�ur j�j < � somit (bis auf endlich viele) in genau einem dieser
Intervalle liegen. Dieses Intervall sei Ij besitze die Nullstelle 'j mit Vielfachheit
nj .

Wir zeigen: jD('(�))j < � =) j'(�)� 'jj < �.

Mit Hilfe des Taylorschen Satzes gilt:

9 � 2 Ij mit � > jD('(�))j = jD('(�))�D('j)j = jD(nj+1)(�)j j'(�)�'jjnj+1 =)

=) j'(�)�'jjnj+1 <
�

D(nj+1)(�)
� m

(1)
D

D(nj+1)(�)
�n+1 � �n+1 =) j'(�)�'jj < �

n+1
nj+1 � �

Mit (4.23) folgt die Behauptung b).

c) Mit 4.3.b folgt aus (4.19)

s(�) =

8>>>><
>>>>:

�c('(�)) +O( l�m
pj�j)

f('(�))
falls f('(�)) 6= 0

�d('(�)) +O( l�m
p
j�j)

g('(�))
falls g('(�)) 6= 0

(4.24)
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Weiter gilt 8h 2 C0(R;R):

h('(�)) = h(') +
�
h('(�))� h(')

� b)
= h(') + o(1)

Es ergibt sich f�ur (4.24) mit Hilfe der geometrischen Reihe:

s(�) =

8>>>><
>>>>:
� c(')
f(')

+ o(1) falls f(') 6= 0

�d(')
g(')

+ o(1) falls g(') 6= 0

9>>>>=
>>>>;

= ��(') + o(1)

Mit (4.18) folgt dann

r(�) = l�m
p
��(')� + o( l�m

p
j�j)

und damit die Behauptung.

4.8 Satz:

Seien c('); d('); f('); g(') de�niert wie in Bemerkung 4.1, D(') wie in De�nition
4.2 und 9 ' mit:

(i) D(') = 0

(ii) D0(') 6= 0

Weiter sei noch �(') de�niert wie in De�nition 4.4.

Dann gilt:

Es zweigt von ('; 0) in � = 0 genau eine Schar station�arer Punkte ('(�); r(�))
der DGL (4.4) ab und zwar entweder f�ur � > 0 (falls �(') < 0) oder f�ur � < 0
(falls �(') > 0).

F�ur ('(�); r(�)) gilt:

'(�) = ' + O( l�m
pj�j)

r(�) = l�m
p��(')� + o( l�m

pj�j) (4.25)

Beweis:

Wir suchen L�osungen ('(�); r(�)), die folgende Gleichungen erf�ullen (vgl. (4.11)):

�c(')rm + f(')rl + S1(r; '; �)r = 0

�d(')rm�1 + g(')rl�1 + S2(r; '; �) = 0
(4.26)
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Wie in (4.11) wird wieder durch rm bzw. rm�1 gek�urzt und (4.12) benutzt:

�c(') + f(')rl�m +O(j�jr) +O(�2) +O(rl�m+1) = 0

�d(') + g(')rl�m +O(j�jr) +O(�2) +O(rl�m+1) = 0
(4.27)

Wir unterscheiden die F�alle

(i) f(') 6= 0 6= g('), (ii) f(') = 0 und (iii) g(') = 0.

und beginnen mit:

(i) f(') 6= 0 6= g(')

Dann lassen sich wegen Satz 4.3.c+d und (4.17)

% := �f(')r
l�m

c(')�
� 1 = �g(')r

l�m

d(')�
� 1 und  := '� ' (4.28)

als neue Variablen einf�uhren. Mit

rl�m = �� c(')
f(')

(1 + %) = ��d(')
g(')

(1 + %) und ' = '+  (4.29)

schreibt sich Gleichung (4.27):

�c(' +  )� �f(' +  )
c(')

f(')
(1 + %) +O(j�j l�m

p
j�j) = 0

�d(' +  )� �g(' +  )
d(')

g(')
(1 + %) +O(j�j l�m

p
j�j) = 0

K�urzen durch � und Taylorapproximation nach Potenzen von  ergibt:

c(') + c0(') +O( 2)�
�
f(') + f 0(') +O( 2)

� c(')
f(')

(1 + %) +O( l�m
p
j�j) = 0

d(') + d0(') +O( 2)�
�
g(') + g0(') +O( 2)

�d(')
g(')

(1 + %) +O( l�m
p
j�j) = 0

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit f('), die zweite mit g('):

c(')f(')+c0(')f(') +O( 2)�
�
f(')c(')+f 0(')c(') +O( 2)

�
(1+%)+O( l�m

p
j�j) = 0

d(')g(')+d0(')g(') +O( 2)�
�
g(')d(')+g0(')d(') +O( 2)

�
(1+%)+O( l�m

p
j�j) = 0

Ausmultiplizieren und vereinfachen ergibt:�
c0(')f(')� f 0(')c(')

�
 + c(')f(')%+O( 2) +O(j jj%j) +O( l�m

p
j�j) = 0
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�
d0(')g(') � g0(')d(')

�
 + d(')g(')%+O( 2) +O(j jj%j) +O( l�m

p
j�j) = 0

Die beiden Gleichungen haben eine eindeutig bestimmte L�osung ( (�); %(�)) mit
( (0); %(0)) = (0;0), wenn die Determinante ihrer Jacobimatix bzgl  ; % an der
Stelle � = 0 nicht verschwindet, falls also gilt:��������

0
BB@

c0(')f(')� f 0(')c(') c(')f(')

d0(')g(')� g0(')d(') d(')g(')

1
CCA
��������
6= 0 (4.30)

Wir berechnen die Determinante:�
c0(')f(')� f 0(')c(')

�
d(')g(')�

�
d0(')g(')� g0(')d(')

�
c(')f(') =

= c0(')f(')d(')g(')�f 0(')c(')d(')g(')�d0(')g(')c(')f(')+g0(')d(')c(')f(') =
=
�
c0(')g(')+g0(')c(')

�
f(')d(')�

�
f 0(')d(')+d0(')f(')

�
c(')g(')

4:3:e
=

=
�
c0(')g(')+c(')g0(')�f 0(')d(')�f(')d0(')

�
f(')d(') = f(')d(')D0(')

Annahme: f(')d(') = 0.
Wegen 4.3.e und f(') 6= 0 6= g(') folgt c(') = 0 = d(').
Widerspruch zu 4.3.a.
Damit gilt: f(')d(')D0(') 6= 0.

(ii) f(') = 0

Hier sieht man:

f(') = 0
4:3:b+c
=)

8>><
>>:

c(') = 0
4:3:b+c
=)

�
d(') 6= 0
D0(') = c0(')g(')� f 0(')d(')

g(') 6= 0 =) rl�m(�) = ��d(')
g(')

(1 + %)

Nach �ahnlicher Rechnung wie in (i) ergibt sich
�
Setze rl�m = ��d(')

g(')
(1 + %) in

beide Gleichungen von (4.27) ein und multipliziere sp�ater die erste Gleichung mit

g(') statt wie in (i) mit f(')
�
:

c(')g(')+c0(')g(') +O( 2)�
�
f(')d(')+f 0(')d(') +O( 2)

�
(1+%)+O( l�m

p
j�j) = 0

d(')g(')+d0(')g(') +O( 2)�
�
g(')d(')+g0(')d(') +O( 2)

�
(1+%)+O( l�m

p
j�j) = 0

Ausmultiplizieren und vereinfachen ergibt:�
c0(')g(')� f 0(')d(')

�
 + 0 + O( 2) +O(j jj%j) +O( l�m

pj�j) = 0�
d0(')g(')� g0(')d(')

�
 + d(')g(')% + O( 2) +O(j jj%j) +O( l�m

pj�j) = 0
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Damit erhalten wir in Falle (ii) f�ur die Jacobideterminante:��������

0
BB@

c0(')g(')� f 0(')d(') 0

d0(')g(')� g0(')d(') d(')g(')

1
CCA
��������
= d(')g(')

�
c0(')g(')�f 0(')d(')

�
=

= d(')g(')D0(') 6= 0

(iii) g(') = 0

Hier erh�alt man nach �ahnlicher Vorgehensweise wie in (ii):��������

0
BB@

c0(')f(')� f 0(')c(') c(')f(')

d0(')f(')� g0(')c(') 0

1
CCA
��������
= c(')f(')

�
c(')g0(')�f(')d0(')

�
=

= c(')f(')D0(') 6= 0

Damit k�onnen wir den Satz �uber die implizite Funktion anwenden und erhalten�
 (�) = O( l�m

pj�j); %(�) = O( l�m
pj�j)� wie oben gefordert. Mit (4.28) bzw.

(4.29) folgt dann die Behauptung.

4.9 De�nition:

Seien c('); d('); f('); g(') de�niert wie in Bemerkung 4.1, D(') wie in De�niti-
on 4.2 und 9 ' mit D(') = 0.

De�niere dann:

S(') :=
1p

(l �m)

�
(m� l)c(') + d0(')� g0(')�(')

�

Mit Hilfe von S(') l�a�t sich folgender Satz formulieren:

4.10 Satz:

Es gelten die Voraussetzungen von Satz 4.8 und �('); S(') seien de�niert wie in
den De�nitionen 4.4 bzw 4.9.

Dann gilt:
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Ein station�arer Punkt aus der von ('; 0) in � = 0 entweder f�ur � > 0 (falls
�(') < 0) oder f�ur � < 0 (falls �(') > 0) abzweigenden Schar station�arer Punk-
te ('(�); r(�)) der DGL (4.4) ist im Falle:

a) �(')D0(') < 0
ein Sattel,

b) �(')D0(') > 0 ^ S2(')� 4�(')D0(') > 0 ^ �(')S(') > 0 (< 0)
ein stabiler (instabiler) uneigentlicher Knoten,

c) S2(')� 4�(')D0(') = 0 ^ �(')S(') > 0 (< 0) ^ d(') = 0 =

�
c(')

f(')

�0
ein stabiler (instabiler) eigentlicher Knoten oder ein stabiler (instabiler)
uneigentlicher Knoten oder ein stabiler (instabiler) Wirbel,

d) S2(')� 4�(')D(') = 0 ^ �(')S(') > 0 (< 0) ^
�
d(') 6= 0 _

�
c(')

f(')

�0
6= 0
�

ein stabiler (instabiler) uneigentlicher Knoten oder ein Wirbel,

e) S2(')� 4�(')D0(') < 0 ^ �(')S(') > 0 (< 0)
ein stabiler (instabiler) Wirbel,

f) S2(')� 4�(')D0(') < 0 ^ S(') = 0
ein Zentrum oder ein Wirbel,

w�ahlt man j�j nur hinreichend klein.

Beweis:

De�niere:

J('(�); r(�)) :=
�
Ji;j('(�); r(�))

�
i;j=1;2

:=

0
BBB@

@ _r

@r

@ _r

@'

@ _'

@r

@ _'

@'

1
CCCA
���������
('(�);r(�))

Wir berechnen die Eintr�age der Jacobimatrix mit Hilfe von (4.25):

Falls f(') 6= 0, ergibt sich f�ur den ersten Eintrag:

@ _r

@r

����
('(�);r(�))

= m�c('(�))rm�1(�)+lf('(�))rl�1(�)+O(j�jrm(�))+O(�2rm�1(�))+O(rl(�)) =

= rm�1(�)
�
m�c(') + lf(')

�
� c(')

f(')
�

�
+O

�
( l�m
p
j�j)l�m+1

��
=
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= �rm�1(�)
�
(m� l)c(') +O( l�m

p
j�j)
�

oder auch, falls g(') 6= 0:

= �rm�1(�)
�
mc(')� lf(')

d(')

g(')
+O( l�m

p
j�j)
�
=

= �rm�1(�)
�
mc(')� l

c(')g(')

g(')
+O( l�m

p
j�j)
�
=

= �rm�1(�)
�
(m� l)c(') +O( l�m

p
j�j)
�

Also insgesamt:

@ _r

@r

����
('(�);r(�))

= �rm�1(�)
�
(m�l)c(')+O( l�m

p
j�j)
�

F�ur den zweiten Eintrag erh�alt man:

@ _r

@'

����
('(�);r(�))

= �c0('(�))rm+ f 0('(�))rl(�)+O(j�jrm+1)+O(�2rm)+O(rl) =

= �rm(�)
�
c0(')� f 0(')�(') +O( l�m

p
j�j)
�

oder alternativ, falls f(') 6= 0:

= �rm(�)
�
c0(')� f 0(')

c(')

f(')
+O( l�m

p
j�j)
�
=

= �rm(�)
�
f(')

�
c0(')f(')� f 0(')c(')

f(')2

�
+O( l�m

p
j�j)
�
=

= �rm
�
f(')

�
c(')

f(')

�0
+O( l�m

p
j�j)
�

Weiter ergibt sich f�ur den dritten Eintrag, falls g(') 6= 0:

@ _'

@r

����
('(�);r(�))

= (m�1)�d('(�))rm�2(�)+(l�1)g('(�))rl�2(�)+

+O(j�jrm�1(�)) +O(�2rm�2(�)) +O(rl�1(�)) =

= rm�2(�)
�
(m�1)�d(')+(l�1)g(')

�
�d(')
g(')

�

�
+O(( l�m

p
j�j)l�m+1)

�
=

= �rm�2(�)
�
(m�l)d(')+O( l�m

p
j�j)
�
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oder auch, falls f(') 6= 0:

= �rm�2(�)
�
(m � 1)d(')� (l � 1)g(')

c(')

f(')
+O( l�m

p
j�j)
�
=

= �rm�2(�)
�
(m � 1)d(')� (l � 1)

f(')d(')

f(')
+O( l�m

p
j�j)
�
=

= �rm�2(�)
�
(m � l)d(') +O( l�m

p
j�j)
�

Also insgesamt:

@ _'

@r

����
('(�);r(�))

= �rm�2(�)
�
(m�l)d(')+O( l�m

p
j�j)
�

Verbleibt noch der letzte Eintrag zu berechnen:

@ _'

@'

����
('(�);r(�))

= �d0('(�))rm�1(�)+g0('(�))rl�1(�)+O(j�jrm(�))+O(�2rm�1(�))+O(rl(�)) =

= rm�1(�)
�
�d0(') + g0(') (��(')�) +O(( l�m

p
j�j)l�m+1)

�
=

= �rm�1(�)
�
d0(')� g0(')�(') +O( l�m

p
j�j)
�

Damit lautet die Jakobimatrix J('(�); r(�)):0
BB@

�rm�1
�
(m� l)c(') +O( l�m

pj�j)� �rm
�
c0(')� f 0(')�(') +O( l�m

pj�j)�

�rm�2
�
(m� l)d(') +O( l�m

pj�j)� �rm�1
�
d0(')� g0(')�(') +O( l�m

pj�j)�
1
CCA

F�ur ihre Determinante erh�alt man im Falle f(') 6= 0:

detJ('(�); r(�)) =

= �2r2m�2(�)(m�l)
 
c(')

�
d0(')�g0(')�(')

�
�d(')

�
c0(')�f 0(')�(')

�
+O( l�m

p
j�j)
!
=

= �2r2m�2(�)(m�l)
 
c(')

�
d0(')�g0(') c(')

f(')

�
�d(')

�
c0(')�f 0(') c(')

f(')

�
+O( l�m

p
j�j)
!
=

= �2r2m�2(�)(m�l) 1

f(')

�
f(')c(')d0(')�c(')g0(')c(')�

�f(')d(')c0(') + d(')f 0(')c(') +O( l�m
p
j�j)
�
=
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= �2r2m�2(�)(m�l) 1

f(')

�
c(')f(')d0(')�c(')g0(')c(')�

�c(')g(')c0(') + c(')d(')f 0(') +O( l�m
p
j�j)
�
=

= �2r2m�2(�)(m� l)
c(')

f(')

�
�D0(') +O( l�m

p
j�j)
�
=

= �2r2m�2(�)(l �m)�(')
�
D0(') +O( l�m

p
j�j)
�

oder nach analoger Rechnung, falls g(') 6= 0:

= �2r2m�2(�)(l �m)�(')
�
D0(') +O( l�m

p
j�j)
�

Also insgesamt:

detJ('(�); r(�)) = (l �m)�2r2m�2(�)�(')
�
D0(') +O( l�m

p
j�j)
�

Es gilt damit f�ur j�j hinreichend klein:

detJ('(�); r(�)) > 0 (< 0) () �(')D0(') > 0 (< 0) (4.31)

Weiter ergibt sich f�ur die Spur :

trJ('(�); r(�)) = �rm�1(�)
�
(m� l)c(') + d0(')� g0(')�(') +O( l�m

p
j�j)
�

4:9
=

= �rm�1(�)
p
l �m

�
S(') + O( l�m

p
j�j)
�

Es gilt damit f�ur j�j hinreichend klein:

trJ('(�); r(�)) > 0 (< 0) () �S(') > 0 (< 0)

Aus der zweiten Gleichung von (4.25) in Satz 4.8 folgt f�ur die abzweigende Schar
station�arer Punkte sign(�) = �sign(�(')) und damit f�ur die Spur:

trJ('(�); r(�)) > 0 (< 0) () �(')S(') < 0 (> 0) (4.32)

F�ur die Diskriminante der Jacobimatrix J('(�); r(�))

�J('(�); r(�)) := tr2J('(�); r(�))� 4 det J('(�); r(�))

erh�alt man

�(J('(�); r(�))) = �2r2m�2(�)(l �m)
�
S2(')� 4�(')D0(') + O( l�m

p
j�j)
�

bzw.

�J('(�); r(�)) > 0 (< 0) () S2(')� 4�(')D0(') > 0 (< 0) (4.33)
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w�ahlt man wieder j�j hinreichend klein.

Wir zeigen noch:

J2;1('(�); r(�)) 6= 0_J2;1('(�); r(�)) 6= 0 () d(') 6= 0_
�
c(')

f(')

�0
6= 0 (4.34)

Dazu reicht es o�ensichtlich

d(') 6= 0 _
�
c(')

f(')

�0
6= 0 () d(') 6= 0 _ (c0(')� f 0(')�(')) 6= 0

zu zeigen.

1.Fall: d(') 6= 0.
Hier ist nichts zu zeigen.

2.Fall: d(') = 0
Hier gilt wegen 4.3.d:

g(') = 0
4:3:b
=) f(') 6= 0

4:4
=) �(') =

c(')

f(')
=) (c0(')� f 0(')�(')) = f(')

�
c(')

f(')

�0
.

Es gilt dann

(c0(')� f 0(')�(')) 6= 0 ()
�
c(')

f(')

�0
6= 0

und damit die Behauptung in (4.34).

Mit (4.31) bis (4.34) und Satz 1.15 folgt die Behauptung.

4.11 Satz:

Seien c('); d('); f('); g(') de�niert wie in Bemerkung 4.1, D(') wie in De�ni-
tion 4.2 und 9 ' mit D(') = 0. �(') sei de�niert wie in De�nition 4.4 und S(')
wie in De�nition 4.9.

Dann gilt:

a) D('+ �) = 0

b) D0('+ �) =

8<
:
�D0(') falls l �m ungerade

D0(') falls l �m gerade

c) �(' + �) =

8<
:
��(') falls l �m ungerade

�(') falls l �m gerade
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d) S(' + �) =

8<
:
�S(') falls m gerade

S(') falls m ungerade

e) �(' + �)S(' + �) =

8<
:
��(')S(') falls l gerade

�(')S(') falls l ungerade

f) �(' + �)D0(' + �) = �(')D0(')

g) S2(' + �)� 4�(' + �)D0('+ �) = S2(')� 4�(')D0(')

Beweis:

Aus der De�nition von c('); d('); f('); g(') folgt:

c('); d(') 2
8<
:
P�2� falls m gerade

P+
2� falls m ungerade

und f('); g(') 2
8<
:
P�2� falls l gerade

P+
2� falls l ungerade

1:3
=)

D(') 2
8<
:
P�2� falls l �m ungerade

P+
2� falls l �m gerade

1:3
=) D0(') 2

8<
:
P�2� falls l �m ungerade

P+
2� falls l �m gerade

Damit gilt: D(') = 0 =) D('+ �) = 0 und man erh�alt f�ur die Ableitung:

D0('+�) =

8<
:
�D0(') falls l �m ungerade

D0(') falls l �m gerade

womit a) und b) gezeigt sind.

c) und d) folgen in analoger Weise durch mehrfache Anwendung von Satz 1.3
unter Ber�ucksichtigung von

p+ 2 P+
2� (p� 2 P�2�) ^ p+ 6= 0 (p� 6= 0) =) 1

p+
2 P+

2� (
1

p�
2 P�2�)

e) Aus c) und d) folgt:

�(' + �)S(' + �) =

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

��(')S(') falls l �m gerade ^ m gerade

��(')S(') falls l �m ungerade ^ m ungerade

�(')S(') falls l �m gerade ^ m ungerade

�(')S(') falls l �m ungerade ^ m gerade
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oder zusammengefa�t:

�('+�)S('+�) =

8<
:
��(')S(') falls l gerade

�(')S(') falls l ungerade

f)und g) folgen aus b),c) und d).

4.12 Satz:

Es gelten die Voraussetzungen von Satz 4.8 und S(') sei de�niert wie in De�ni-
tion 4.9.

Dann gilt:

Es zweigt in � = 0, falls �(') < 0 (�(') > 0) und

a) l �m gerade

ist, von ('; 0) f�ur � > 0 (� < 0) sowie von ('+ �; 0) f�ur � > 0 (� < 0)

b) l �m ungerade

ist, von ('; 0) f�ur � > 0 (� < 0) sowie von ('+ �; 0) f�ur � < 0 (� > 0)

jeweils genau eine Schar station�arer Punkte der DGL (4.4) ab.

Gilt weiter

(i) �(')D0(') < 0

dann sind die station�aren Punkte der beiden Scharen instabil (S�attel).

(ii) �(')D0(') > 0 ^ �(')S(') > 0 (< 0) und ist

(�) l gerade

dann sind die station�aren Punkte der in ('; 0) abzweigenden Schar asym-
ptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch stabil) und der in (' + �; 0)
abzweigenden Schar bei Zeitumkehr asymptotisch stabil (asymptotisch sta-
bil), haben also verschiedenes Stabilit�atsverhalten.

(�) l ungerade

dann sind die station�aren Punkte der in ('; 0) abzweigenden Schar asym-
ptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch stabil) und der in (' + �; 0)
abzweigenden Schar ebenfalls asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asym-
ptotisch stabil), haben also gleiches Stabilit�atsverhalten.
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Beweis:

a) bzw. b) ist die Aussage von Satz 4.8 angewandt an den Stellen '; '+ � unter
Benutzung von 4.11.a bis 4.11.c.

(i) Wegen Satz 4.10.a mit Satz 4.11.f sind die station�aren Punkte der beiden ab-
zweigenden Scharen S�attel, also jeweils instabil.

(ii) Es gilt d(') = 0() d('+�) = 0, da d(') 2 P+
2� _ P�2�. Genauso sieht man

mit zus�atzlich Satz 1.3.d oder e:

�
c(')

f(')

�0
= 0 ()

�
c(' + �)

f(' + �)

�0
= 0.

Der Rest der Behauptung folgt mit Satz 4.10.b bis e unter Ber�ucksichtigung von
Satz 4.11.e+g.

4.13 Satz:

Seien qi(x1; x2); Qi(x1; x2) i = 1; 2 de�niert wie in Bemerkung 4.1 undD('); �('); S(')
de�niert wie in den De�nition 4.2, 4.4 und 4.9.

Seien weiter:

(x1; x2) = (r cos('); r sin(')) 2 R2 n f(0; 0)g beliebig und
(x1; x2) = (r cos('); r sin(')) mit q1(x1; x2)Q2(x1; x2)� q2(x1; x2)Q1(x1; x2) = 0

Dann gilt:

a) D(') =
q1(x1; x2)Q2(x1; x2)� q2(x1; x2)Q1(x1; x2)�p

x21 + x22

�l+m

b) D0(') =

�
� x2

@

@x1
+ x1

@

@x2

��
q1(x1; x2)Q2(x1; x2)� q2(x1; x2)Q1(x1; x2)

�
�p

x21 + x22

�l+m

c) �(') =

8>>>><
>>>>:

�p
x21 + x22

�l�m q1(x1; x2)

Q1(x1; x2)
falls Q1(x1; x2) 6= 0

�p
x21 + x22

�l�m q2(x1; x2)

Q2(x1; x2)
falls Q2(x1; x2) 6= 0

d) S(') =
1p
l �m

0
BB@

@

@x1
q1(x1; x2) +

@

@x2
q2(x1; x2)�p

x21 + x22

�m�1 �
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�

� @

@x1
Q1(x1; x2) +

@

@x2
Q2(x1; x2)

�
�(')�p

x21 + x22

�l�1
1
CCA

Beweis:

c(') = q1(cos('); sin(')) cos(')+q2(cos('); sin(')) sin(') =

= q1(
x1

r
;
x2

r
)
x1

r
+ q2(

x1

r
;
x2

r
)
x2

r
=
q1(x1; x2)x1 + q2(x1; x2)x2�p

x21 + x22

�m+1 (4.35)

Analog sieht man

d(') =
q2(x1; x2)x1 � q1(x1; x2)x2�p

x21 + x22

�m+1 (4.36)

f(') =
Q1(x1; x2)x1 +Q2(x1; x2)x2�p

x21 + x22

�l+1
(4.37)

g(') =
Q2(x1; x2)x1 � Q1(x1; x2)x2�p

x21 + x22

�l+1
(4.38)

Damit ergibt sich f�ur

a) D(') = c(')g(')�f(')d(') =

=
1�p

x21 + x22

�l+m+2

 �
q1(x1; x2)x1+q2(x1; x2)x2

��
Q2(x1; x2)x1�Q1(x1; x2)x2

�
�

�
�
Q1(x1; x2)x1 +Q2(x1; x2)x2

��
q2(x1; x2)x1 � q1(x1; x2)x2

�!
=

=
1�p

x21 + x22

�l+m+2

�
q1Q2x

2
1�q1Q1x1x2+q2Q2x1x2�q2Q1x

2
2�

�q2Q1x
2
1 � q2Q2x1x2 + q1Q1x1x2 + q1Q2x

2
2

�
=

=
1�p

x21 + x22

�l+m+2
(x21 + x22)

�
q1(x1; x2)Q2(x1; x2)� q2(x1; x2)Q1(x1; x2)

�
=

=
q1(x1; x2)Q2(x1; x2)� q2(x1; x2)Q1(x1; x2)�p

x21 + x22

�l+m
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b) D0(') =
d

d'
D(') =

@

@'
D(').

Mit
@

@'
= �x2 @

@x1
+ x1

@

@x2
und

@

@'

1

rl+m
= 0 folgt die Behauptung.

c) Mit De�nition 4.4 und (4.35) bis (4.38) erh�alt man zun�achst:

�(') =

8>>>><
>>>>:

�p
x21 + x22

�l�m q1(x1; x2)x1 + q2(x1; x2)x2
Q1(x1; x2)x1 +Q2(x1; x2)x2

falls Q1(x1; x2)x1 +Q2(x1; x2)x2 6= 0

�p
x21 + x22

�l�m q2(x1; x2)x1 � q1(x1; x2)x2
Q2(x1; x2)x1 � Q1(x1; x2)x2

falls Q2(x1; x2)x1 � Q1(x1; x2)x2 6= 0

Wir machen Fallunterscheidungen und beginnen mit

Q1(x1; x2)x1 +Q2(x1; x2)x2 6= 0.

1.Fall: Q1(x1; x2) 6= 0.

Nach Voraussetzung (beachte a) und D(') in De�nition 4.4) gilt:

q1(x1; x2)Q2(x1; x2)� q2(x1; x2)Q1(x1; x2) = 0 =)�
q1(x1; x2)Q2(x1; x2)� q2(x1; x2)Q1(x1; x2)

�
x2 = 0 =)

q1(x1; x2)Q2(x1; x2)x2 + q1(x1; x2)Q1(x1; x2)x1 =

= q1(x1; x2)Q1(x1; x2)x1+q2(x1; x2)Q1(x1; x2)x2 =)
q1(x1; x2)

�
Q1(x1; x2)x1+Q2(x1; x2)x2

�
= Q1(x1; x2)

�
q1(x1; x2)x1+q2(x1; x2)x2

�
=)

q1(x1; x2)x1 + q2(x1; x2)x2
Q1(x1; x2)x1 +Q2(x1; x2)x2

=
q1(x1; x2)

Q1(x1; x2)

2.Fall: Q2(x1; x2) 6= 0

Hier ergibt sich nach �ahnlicher Rechnung: (multipliziere q1Q2 � q2Q1j(x1;x2) mit
x1 und addiere q2Q2j(x1;x2)x2)

q1(x1; x2)x1 + q2(x1; x2)x2
Q1(x1; x2)x1 +Q2(x1; x2)x2

=
q2(x1; x2)

Q2(x1; x2)

Sei jetzt Q2(x1; x2)x1 � Q1(x1; x2)x2 6= 0

1.Fall: Q1(x1; x2) 6= 0

Multipliziere q1Q2�q2Q1j(x1;x2) mit x1 und subtrahiere q1Q1j(x1;x2)x2. Dann erh�alt
man das gleiche Ergebnis wie oben beim ersten Fall.

2.Fall: Q2(x1; x2) 6= 0

Hier multipliziert man q1Q2 � q2Q1j(x1;x2) mit x2, subtrahiert q2Q2j(x1;x2)x1 und
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erh�alt ebenfalls das gleiche Ergebnis wie oben beim 2.Fall.

Es ergibt sich also insgesamt:

�(') =

8>>>><
>>>>:

�p
x21 + x22

�l�m q1(x1; x2)

Q1(x1; x2)
falls Q1(x1; x2) 6= 0

�p
x21 + x22

�l�m q2(x1; x2)

Q2(x1; x2)
falls Q2(x1; x2) 6= 0

d) Wir berechnen zun�achst d0(') und g0('):

d0(') =
@

@'
d(') =

1�p
x21 + x22

�m+1

�
�x2 @

@x1
+x1

@

@x2

�
(q2(x1; x2)x1�q1(x1; x2)x2) =

=
1�p

x21 + x22

�m+1

�
�x2

�
x1

@

@x1
q2(x1; x2) + q2(x1; x2)� x2

@

@x1
q1(x1; x2)

�
+

+x1
�
x1

@

@x2
q2(x1; x2)� x2

@

@x2
q1(x1; x2)� q1(x1; x2)

��
=

=
1�p

x21 + x22

�m+1

�
x21

@

@x2
q2(x1; x2) + x22

@

@x1
q1(x1; x2)�

� x1x2

� @

@x2
q1(x1; x2) +

@

@x1
q2(x1; x2)

�
� (q1(x1; x2)x1 + q2(x1; x2)x2)

�
=

=
1�p

x21 + x22

�m+1

�
(x21 + x22)

� @

@x1
q1(x1; x2) +

@

@x2
q2(x1; x2)

�
� x22

@

@x2
q2(x1; x2)�

�x21
@

@x1
q1(x1; x2)�x1x2

� @

@x2
q1(x1; x2) +

@

@x1
q2(x1; x2)

�
� (q1(x1; x2)x1 + q2(x1; x2)x2)

�
=

=
1�p

x21 + x22

�m+1

�
(x21 + x22)

� @

@x1
q1(x1; x2) +

@

@x2
q2(x1; x2)

�
� (q1(x1; x2)x1 + q2(x1; x2)x2)�

�x1
�
x1

@

@x1
q1(x1; x2) + x2

@

@x2
q1(x1; x2)

�
� x2

�
x1

@

@x1
q2(x1; x2) + x2

@

@x2
q2(x1; x2)

��
=

=
1�p

x21 + x22

�m+1

�
(x21 + x22)

� @

@x1
q1(x1; x2) +

@

@x2
q2(x1; x2)

�
� (q1(x1; x2)x1 + q2(x1; x2)x2)�

�mq1(x1; x2)x1 �mq2(x1; x2)x2

�
=
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=
1�p

x21 + x22

�m+1

�
(x21 + x22)

� @

@x1
q1(x1; x2) +

@

@x2
q2(x1; x2)

�
�

�(m+1)(q1(x1; x2)x1+ q2(x1; x2)x2)

�
=

=

@

@x1
q1(x1; x2) +

@

@x2
q2(x1; x2)�p

x21 + x22

�m�1 � (m+ 1)c(')

Analog ergibt sich f�ur g0('):

g0(') =

@

@x1
Q1(x1; x2) +

@

@x2
Q2(x1; x2)�p

x21 + x22

�l�1 � (l + 1)f(')

Im Falle f(') 6= 0 erh�alt man f�ur g0(')�('):

g0(')
c(')

f(')
=

0
BB@

@

@x1
Q1(x1; x2) +

@

@x2
Q2(x1; x2)�p

x21 + x22

�l�1 � (l + 1)f(')

1
CCA c(')

f(')
=

=

@

@x1
Q1(x1; x2) +

@

@x2
Q2(x1; x2)�p

x21 + x22

�l�1 �(')� (l + 1)c(')

Im Falle g(') 6= 0 erh�alt man analog f�ur g0(')�('): (Beachte c(')g(') = f(')d(')!)

g0(')
d(')

g(')
=

@

@x1
Q1(x1; x2) +

@

@x2
Q2(x1; x2)�p

x21 + x22

�l�1 �(')� (l + 1)c(')

und damit insgesamt

g0(')�(') =

@

@x1
Q1(x1; x2) +

@

@x2
Q2(x1; x2)�p

x21 + x22

�l�1 �(')� (l + 1)c(')

Jetzt k�onnen wir S(') berechnen:

S(') =
1p
l �m

�
(m�l)c(')+d0(')�g0(')�(')

�
=
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=
1p
l �m

0
BB@(m� l)c(') +

@

@x1
q1(x1; x2) +

@

@x2
q2(x1; x2)�p

x21 + x22

�m�1 � (m + 1)c(')�

�
@

@x1
Q1(x1; x2) +

@

@x2
Q2(x1; x2)�p

x21 + x22

�l�1 �(') + (l + 1)c(')

1
CCA =

=
1p
l �m

0
BB@

@

@x1
q1(x1; x2) +

@

@x2
q2(x1; x2)�p

x21 + x22

�m�1 �

�

� @

@x1
Q1(x1; x2) +

@

@x2
Q2(x1; x2)

�
�(')�p

x21 + x22

�l�1
1
CCA

4.14 De�nition:

Seien qi(x1; x2); Qi(x1; x2) i = 1; 2 wie in Bemerkung 4.1 de�niert.

De�niere dann:

a) D̂(x1; x2) := q1(x1; x2)Q2(x1; x2)� q2(x1; x2)Q1(x1; x2)

b) D̂0(x1; x2) :=
�
�x2 @

@x1
+x1

@

@x2

��
q1(x1; x2)Q2(x1; x2)�q2(x1; x2)Q1(x1; x2)

�
Sei zus�atzlich (x1; x2) 6= (0; 0) mit D̂(x1; x2) = 0. De�niere dann weiter:

c) �̂(x1; x2) :=

8>>>><
>>>>:
� q1(x1; x2)

Q1(x1; x2)
falls Q1(x1; x2) 6= 0

� q2(x1; x2)

Q2(x1; x2)
falls Q2(x1; x2) 6= 0

d) Ŝ(x1; x2) :=

p
x21 + x22p
l �m

�
@

@x1
q1(x1; x2) +

@

@x2
q2(x1; x2)�

�
� @

@x1
Q1(x1; x2) +

@

@x2
Q2(x1; x2)

�
�̂(x1; x2)

�

D̂(x1; x2); D̂
0(x1; x2); �̂(x1; x2) und Ŝ(x1; x2) sind das kartesische Analogon zu

D('); D0('); �(') und S(') (vgl. die De�nitionen 4.2, 4.4 und 4.9).
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4.15 Satz:

Seien qi(x1; x2); Qi(x1; x2) i = 1; 2 de�niert wie in Bemerkung 4.1, D̂(x1; x2),
D̂(x1; x2), �(x1; x2) wie in De�nition 4.14 und es zweige eine Schar station�arer
Punkte (x1(�); x2(�)) der DGL (4.3) vom Ursprung in � = 0 f�ur � > 0 (� < 0)
ab (vgl. Satz 4.7).

Dann gilt:

a) lim
�!0

D̂(x1(�); x2(�))�p
x21(�) + x22(�)

�l+m = 0

Ist zus�atzlich D̂(x1; x2) 6� 0, dann gilt noch:

b) 9 (x1; x2) 6= (0; 0) mit D̂(x1; x2) = 0 ^ lim
�!0

arctan
x2(�)

x1(�)
=
x2

x1

c)
p
x21(�) + x22(�) =

p
x21 + x22

l�m
p��̂(x1; x2)� + o( l�m

pj�j)
Beweis:

a) lim
�!0

D̂(x1(�); x2(�))�p
x21(�) + x22(�)

�l+m 4:14:a
=

4:14:a
= lim

�!0

Q2(x1(�); x2(�))q1(x1(�); x2(�))� Q1(x1(�); x2(�))q2(x1(�); x2(�))�p
x21(�) + x22(�)

�l+m 4:13:a
=

4:13:a
= lim

�!0
D('(�))

4:7:a
= 0

b) Aus Satz 4.13.a und De�nition 4.14.a folgt: D(') = 0() D̂(x1; x2) = 0.

Mit Satz 4.7.b folgt der erste Teil von b).

Den zweiten Teil sieht man so:

lim
�!0

arctan
x2(�)

x1(�)
= lim

�!0
'(�)

4:7:b
= ' = arctan

x2

x1

c) Mit Satz 4.13.c und De�nition 4.14.c erh�alt man:

�(') =

�q
x21 + x22)

�l�m
�̂(x1; x2) (4.39)

Damit gilt:q
x21(�) + x22(�) = r(�)

4:7:c
= l�m

p
��(')� + o( l�m

p
j�j) (4:39)

=

=
q
x21 + x22

l�m
p
��̂(x1; x2)� + o( l�m

p
j�j)
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4.16 Satz:

Seien qi(x1; x2); Qi(x1; x2) i = 1; 2 de�niert wie in Bemerkung 4.1, D̂(x1; x2);
D̂0(x1; x2) wie in De�nition 4.14 und 9 (x1; x2) 2 R2 n f(0; 0)g mit:

(i) D̂(x1; x2) = 0

(ii) D̂0(x1; x2) 6= 0

Weiter sei noch �̂(x1; x2) de�niert wie in De�nition 4.14.c. (vgl. Satz 4.8)

Dann gilt:

Es zweigt vom Ursprung in Richtung (x1; x2) in � = 0 genau eine Schar sta-
tion�arer Punkte (x1(�); x2(�)) der DGL (4.3) ab und zwar entweder f�ur � > 0
(falls �̂(x1; x2) < 0) oder f�ur � < 0 (falls �̂(x1; x2) > 0).

F�ur diese Schar (x1(�); x2(�)) gilt:

x1(�) = x1
l�m
p
��̂(x1; x2)�+ o( l�m

p
j�j)

x2(�) = x2
l�m
p��̂(x1; x2)�+ o( l�m

pj�j) (4.40)

d.h. in erster nichtverschwindender N�aherung l�auft (x1(�); x2(�)), vom Ursprung
ausgehend, l�angs einer Halbgeraden, die zur Nullniveaumenge von D̂(x1; x2) geh�ort.

Beweis:

Wegen Satz 4.8 m�ussen wir nur noch die Formeln (4.40) zeigen.

Die erste Formel folgt aus den Beziehungen

cos('(�))
(4:25)
= cos

�
'+O( l�m

p
j�j)
�
= cos(')+O( l�m

p
j�j) bzw. cos(') =

x1p
x21 + x22

und

x1(�) = r(�) cos('(�)) =
q
x21(�) + x22(�)

�
cos(') +O( l�m

p
j�j)
�

4:15:c
=

4:15:c
=

�q
x21 + x22

l�m
p
��̂(x1; x2)� + o( l�m

p
j�j)
� 

x1p
x21 + x22

+O( l�m
p
j�j)
!
=

=
q
x21 + x22

l�m
p
��̂(x1; x2)� x1p

x21 + x22
+ o( l�m

p
j�j) = x1

l�m
p
��̂(x1; x2)�+ o( l�m

p
j�j)

Die Formel f�ur x2(�) sieht man analog der Formel f�ur x1(�).
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4.17 Satz:

Es gelten die Voraussetzungen von Satz 4.16 und Ŝ(x1; x2) sei de�niert wie in
De�nition 4.14.d. (vgl. Satz 4.10)

Dann gilt:

Ein station�arer Punkt aus der vom Ursprung in Richtung (x1; x2) in � = 0
entweder f�ur � > 0 (falls �̂(x1; x2) < 0) oder f�ur � < 0 (falls �̂(x1; x2) > 0)
abzweigenden Schar station�arer Punkte (x1(�); x2(�)) der DGL (4.3) ist im Fal-
le:

a) �̂(x1; x2)D̂0(x1; x2) < 0
ein Sattel,

b) �̂(x1; x2)D̂
0(x1; x2) > 0 ^ Ŝ2(x1; x2)�4�̂(x1; x2)D̂0(x1; x2) > 0 ^ �̂(x1; x2)Ŝ(x1; x2) > 0 (< 0)

ein stabiler (instabiler) uneigentlicher Knoten,

c) Ŝ2(x1; x2)� 4�̂(x1; x2)D̂
0(x1; x2) = 0 ^ �̂(x1; x2)Ŝ(x1; x2) > 0 (< 0) ^

q2(x1; x2)x1�q1(x1; x2)x2 = 0 =

�
�x2 @

@x1
+ x1

@

@x2

�
q1(x1; x2)x1 + q2(x1; x2)x2
Q1(x1; x2)x1 +Q2(x1; x2)x2

ein stabiler (instabiler) eigentlicher Knoten, ein stabiler (instabiler) unei-
gentlicher Knoten oder ein stabiler (instabiler) Wirbel,

d) Ŝ2(x1; x2)� 4�̂(x1; x2)D̂
0(x1; x2) = 0 ^ �̂(x1; x2)Ŝ(x1; x2) > 0 (< 0) ^�

q2(x1; x2)x1 � q1(x1; x2)x2 6= 0 _ 0 6=
�
�x2 @

@x1
+ x1

@

@x2

�
q1(x1; x2)x1 + q2(x1; x2)x2
Q1(x1; x2)x1 +Q2(x1; x2)x2

�
ein stabiler (instabiler) uneigentlicher Knoten oder ein stabiler (instabiler)
Wirbel,

e) Ŝ2(x1; x2)� 4�̂(x1; x2)D̂
0(x1; x2) < 0 ^ �̂(x1; x2)Ŝ(x1; x2) > 0 (< 0)

ein stabiler (instabiler) Wirbel,

f) Ŝ2(x1; x2)� 4�̂(x1; x2)D̂
0(x1; x2) < 0 ^ Ŝ(x1; x2) = 0

ein Zentrum oder ein Wirbel,

w�ahlt man nur j�j hinreichend klein.

Beweis:

Mit Satz 4.13 und De�nition 4.14 sieht man leicht:

D0(') =
D̂0(x1; x2)�p
x21 + x22

�l+m S(') =
Ŝ(x1; x2)�p
x21 + x22

�m
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woraus mit (4.39) folgt:

�(')D0(') =
�̂(x1; x2)D̂

0(x1; x2)�p
x21 + x22

�2m �(')S(') =
�̂(x1; x2)Ŝ(x1; x2)�p

x21 + x22

�2m�l

S2(')� 4�(')D0(') =
Ŝ(x1; x2)

2 � 4�̂(x1; x2)D̂
0(x1; x2)�p

x21 + x22

�2m
Mit Satz 4.10, den Gleichungen (4.35) bis (4.37) und der Darstellung von

@

@'
in

kartesischen Koordinaten folgt die Behauptung.

4.18 Satz:

Es gelten die Voraussetzungen von Satz 4.16 und Ŝ(x1; x2) sei de�niert wie in
De�nition 4.14.d. (vgl. Satz 4.12)

Dann gilt:

Es zweigt in � = 0, falls �(') < 0 (�(') > 0) und

a) l �m gerade

ist, vom Ursprung in Richtung (x1; x2) f�ur � > 0 (� < 0) sowie in Richtung
(�x1;�x2) f�ur � > 0 (� < 0)

b) l �m ungerade

ist, vom Ursprung in Richtung (x1; x2) f�ur � > 0 (� < 0) sowie in Richtung
(�x1;�x2) f�ur � < 0 (� > 0)

jeweils genau eine Schar station�arer Punkte der DGL (4.3) ab.

Gilt weiter

(i) �̂(x1; x2)D̂
0(x1; x2) < 0

dann sind die station�aren Punkte der beiden Scharen instabil (S�attel).

(ii) �̂(x1; x2)D̂
0(x1; x2) > 0 ^ �̂(x1; x2)Ŝ(x1; x2) > 0 (< 0) und ist

(�) l gerade,

dann sind die station�aren Punkte der vom Ursprung in Richtung (x1; x2)
abzweigenden Schar asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch sta-
bil) und der in Richtung (�x1;�x2) abzweigenden Schar bei Zeitumkehr
asymptotisch stabil (asymptotisch stabil) haben also verschiedenes Stabi-
lit�atsverhalten.
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(�) l ungerade,

dann sind die station�aren Punkte der vom Ursprung in Richtung (x1; x2) ab-
zweigenden Schar asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch stabil)
und der in Richtung (�x1;�x2) abzweigenden Schar ebenfalls asymptotisch
stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch stabil) haben also gleiches Stabilit�ats-
verhalten.

Beweis:

Wie Satz 4.12 mit den S�atzen 4.16 und 4.17 statt 4.8 und 4.10.

Wir geben noch mit Hilfe des Index einen Satz �uber die Abzweigung station�arer
L�osungen an, der die Voraussetzung 4.16.b nicht ben�otigt:

4.19 Satz:

Seien qi(x1; x2); Qi(x1; x2) de�niert wie in Bemerkung 4.1. Sei weiter (vgl. Satz
2.11):
I1 := Index des station�aren Punktes im Ursprung der DGL

_x1 = q1(x1; x2)

_x2 = q2(x1; x2)

und
I2 := Index des station�aren Punktes im Ursprung der DGL

_x1 = Q1(x1; x2)

_x2 = Q2(x1; x2)

Weiter gelte: I1 6= I2.

Dann gilt:

Vom station�aren Punkt im Ursprung der DGL (4.3) zweigt in � = 0 minde-
stens ein station�arer Punkt mit Index 6= 0 ab und zwar sowohl f�ur � > 0 wie f�ur
� < 0.

Beweis:

Wir wenden die Transformation

xi :=
l�m
p
j�jyi
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auf die Gleichung (4.3) an, teilen durch l�m
p
j�j und erhalten:

_y1 =
�

l�m
pj�j�l�1 �sign(�)q1(y1; y2) +Q1(y1; y2) +

l�m
pj�j ~R1(y1; y2; �)

�

_y2 =
�

l�m
pj�j�l�1 �sign(�)q2(y1; y2) +Q2(y1; y2) +

l�m
pj�j ~R1(y1; y2; �)

�
mit

~Ri(y1; y2; �) = O(jjyjjm+1) +O( l�m
p
j�jl�m�1 jjyjjm) i = 1; 2

oder �aquivalent zur transformierten DGL f�ur � 6= 0 mit Satz 1.12:

_y1 = sign(�)q1(y1; y2) +Q1(y1; y2) +
l�m
pj�j ~R1(y1; y2; �)

_y2 = sign(�)q2(y1; y2) +Q2(y1; y2) +
l�m
p
j�j ~R2(y1; y2; �)

(4.41)

De�niere:

fi(y1; y2; �) := sign(�)qi(x1; x2) +Qi(x1; x2) +
l�m
p
j�j ~Ri(y1; y2; �) i = 1; 2

Damit ergibt sich f�ur die Drehung von (f1; f2) l�angs Kr(0):

D(f1; f2;Kr(0)) =

=
1

2�

2�Z
0

f1(r cos('); r sin('); �)
@
@'
f2(r cos('); r sin('); �)

f21 (r cos('); r sin('); �) + f22 (r cos('); r sin('); �)
�

�
f2(r cos('); r sin('); �)

@
@'
f1(r cos('); r sin('); �)

f21 (r cos('); r sin('); �) + f22 (r cos('); r sin('); �)
d' =

=
1

2�

2�Z
0

A0(')r
2m +A1(')r

l+m +A2(')r
2l + l�m

p
j�jA3('; r; �)r

2m

B0(')r2m +B1(')rl+m +B2(')r2l +
l�m
pj�jB3('; r; �)r2m

d' (4.42)

mit

A0(') :=
�
q1(cos('); sin('))

@
@x2
q2(cos('); sin('))�q2(cos('); sin(')) @

@x2
q1(cos('); sin('))

�
cos(')+

+
�
q2(cos('); sin('))

@
@x1
q1(cos('); sin('))�q1(cos('); sin(')) @

@x1
q2(cos('); sin('))

�
sin(')

A1(') := sign�
�
(q1(cos('); sin('))

@
@x2
Q2(cos('); sin('))�Q2(cos('); sin('))

@
@x2
q1(cos('); sin('))+

+Q1(cos('); sin('))
@
@x2
q2(cos('); sin('))�q2(cos('); sin(')) @

@x2
Q1(cos('); sin('))) cos(')+

+(q2(cos('); sin('))
@
@x1
Q1(cos('); sin('))�Q1(cos('); sin('))

@
@x1
q2(cos('); sin('))+

+Q2(cos('); sin('))
@
@x1
q1(cos('); sin('))�q1(cos('); sin(')) @

@x1
Q2(cos('); sin('))) sin(')

�
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A2(') :=
�
Q1(cos('); sin('))

@
@x2
Q2(cos('); sin('))�Q2(cos('); sin('))

@
@x2
Q1(cos('); sin('))

�
cos(')+

+
�
Q2(cos('); sin('))

@
@x1
Q1(cos('); sin('))�Q1(cos('); sin('))

@
@x1
Q2(cos('); sin('))

�
sin(')

A3('; r; �) := O(r) +O
�
l�m
pj�jl�m�1�

B0(') := q21(cos('); sin(')) + q22(cos('); sin(')) > 0

B1(') := (q1(cos('); sin('))Q1(cos('); sin('))++q2(cos('); sin('))Q2(cos('); sin('))+
q1(cos('); sin('))Q2(cos('); sin(')) + q2(cos('); sin('))Q1(cos('); sin('))

B2(') := Q2
1(cos('); sin(')) +Q2

2(cos('); sin(')) > 0

B3('; r; �) := O(r) +O
�
l�m
pj�jl�m�1�

Weiter gilt de�nitionsgem�a�:

I1 = D(q1; q2;Kr(0)) =
1

2�

2�Z
0

A0(')

B0(')
d' 8 r > 0

I2 = D(Q1; Q2;Kr(0)) =
1

2�

2�Z
0

A2(')

B2(')
d' 8 r > 0

Setzen wir jetzt Æ := l�m
pj�j und wenden Satz 1.9 auf (4.42) an, folgt:

I1 = D(f1; f2;Kr0(0)) und I2 = D(f1; f2;Kr1(0))

d.h. im Ringgebiet zwischen Kr(0) r < r0 und Kr1(0) be�ndet sich mindestens
ein station�arer Punkt der DGL (4.41) mit von Null verschiedenem Index und
zwar f�ur � > 0 ^ � < 0, w�ahlt man nur j�j hinreichend klein.
Aus der �Aquivalenz der DGL (4.41) und (4.3) folgt die Behauptung.

4.20 Beispiele:

a) Betrachte die DGL:

_x1 = �x1x2 + x31x2 � 4x1x
3
2

_x2 = �(x21 � 4x22) + 10x41 � 18x21x
2
2 + 17x42

(4.43)

x1x2 und x
2
1 � 4x22 sind o�ensichtlich sogar teilerfremd.

x31x2 � 4x1x
3
2 und 10x41 � 18x21x

2
2 + 17x42 auch, was aus

x31x2 � 4x1x
3
2 = x1x2(x

2
1 � 4x22) = x1x2(x1 � 2x2)(x1 + 2x2)
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und
10x41 � 18x21x

2
2 + 17x42

��
x1=2x2

bzw.
��
x1=�2x2 = 105x42 6= 0

folgt.
Wir berechnen D̂(x1; x2) und D̂

0(x1; x2):

D̂(x1; x2) = x1x2

�
10x41�18x21x22+17x42

�
�
�
x21�4x22

��
x31x2�4x1x32

�
= 9x51x2�10x31x32+x1x52 =

= x1x2(x1 � x2)(x1 + x2)(�3x1 + x2)(3x1 + x2)

D̂0(x1; x2) =
�
�x2 @

@x1
+ x1

@

@x2

��
9x51x2�10x31x32+x1x52

�
= 9x61�75x41x22+35x21x42�x62

D̂(x1; x2) wird 0 l�angs der Geraden

x1 = 0; x2 = 0; x2 = x1; x2 = �x1; x2 = 3x1; x2 = �3x1
Wir k�onnen also (x1; x2) 2

�
(0; 1); (1; 0); (1; 1); (1;�1); (1; 3); (1;�3)	 w�ahlen.

Damit erh�alt man f�ur �̂(x1; x2):

�̂(x1; x2) =

8>>>><
>>>>:

1

x21 � 4x22
falls x1 6= 0 ^ x2 6= 0

x21 � 4x22
10x41 � 18x21x

2
2 + 17 x42

falls x1 = 0 _ x2 = 0

Weiter gilt:

@

@x1
x1x2+

@

@x2
(x21�4x22) = �7x2

@

@x1
(x31x2�4x1x32)+

@

@x2
(10x41�18x21x22+17x42) = �33x21x2+64x32 = x2(�33x21+64x22)

Es ergibt sich dann f�ur Ŝ(x1; x2):

Ŝ(x1; x2) = x2

r
x21 + x22

2

�
� 7 +

�
33x21 � 64x22

�
�̂(x1; x2)

�
Setzt man jetzt f�ur (x1; x2) die o.a. Zahlen ein, erh�alt man folgende Tabelle:

(1;�3) (1;�1) (1; 0) (1; 1) (1; 3) (0; 1)
�̂ � 1

35
�1

3
1
10

�1
3

� 1
35

� 4
17

D̂0 1440 �32 9 �32 1440 �1
�̂D̂0 < 0 32

3
9
10

32
3 < 0 4

17

Ŝ �10
3 0 10

3 � 5; 7

�̂Ŝ > 0 0 < 0 < 0

Ŝ2 � 4�̂D̂0 < 0 < 0 < 0 > 0
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D.h. nach Satz 4.10 zweigen f�ur � > 0 vom station�aren Punkt im Ursprung der
DGL (4.43) in Richtung

(1; 1) ein instabiler Wirbel
(1; 3) ein Sattel
(0; 1) ein instabiler Knoten
(�1; 3) ein Sattel
(�1; 1) ein instabiler Wirbel

(�1;�1) ein stabiler Wirbel
(�1;�3) ein Sattel
(0;�1) ein stabiler Knoten
(1;�3) ein Sattel
(1;�1) ein stabiler Wirbel

ab.

F�ur � < 0 zweigen vom station�aren Punkt im Ursprung der DGL (4.43) in
Richtung

(1; 0) entweder ein Zentrum oder ein Wirbel
(�1; 0) entweder ein Zentrum oder ein Wirbel

ab.

b) Betrachte die DGL

_x1 = �x1 � 4x51 + 5x31x
2
2 + x1x

4
2

_x2 = �x2 + 2x52

(4.44)

x1 und x2 sind wie �4x51 + 5x31x
2
2 + x1x

4
2 und 2x52 teilerfremd.

Wir berechnen wieder D̂(x1; x2) und D̂0(x1; x2):

D̂(x1; x2) = x12x
5
2 � x2(�4x51 + 5x31x

2
2 + x1x

4
2) = 4x51x2 � 5x31x

3
2 + x1x

5
2 =

= x1x2(x2 � x1)(x2 + x1)(x2 � 2x1)(x2 + 2x1)

D̂0(x1; x2) =
�
�x2 @

@x1
+ x1

@

@x2

�
(4x51x2�5x31x32+x1x52) = 4x61�35x41x22+20x21x42�x62

D̂(x1; x2) wird 0 l�angs der Geraden

x1 = 0; x2 = 0; x2 = x1; x2 = �x1; x2 = 2x1; x2 = �2x1
Wir k�onnen also (x1; x2) 2

�
(0; 1); (1; 0); (1; 1); (1;�1); (1; 2); (1;�2)	 w�ahlen.

Damit erh�alt man f�ur �̂(x1; x2):

�̂(x1; x2) =

8>>><
>>>:

1

�4x41 + 5x21x
2
2 + x42

falls x1 6= 0

1

2x42
falls x2 6= 0
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Weiter gilt

@

@x1
x1+

@

@x2
x2 = 2 ^ @

@x1
(�4x51+5x31x22+x1x42)+

@

@x2
(2x52) = �20x41+15x21x22+11x42

Es ergibt sich f�ur Ŝ(x1; x2):

Ŝ(x1; x2) =

r
x21 + x22

4

�
2 � �� 20x41 + 15x21x

2
2 + 11x42

�
�̂(x1; x2)

�
Setzt man jetzt die o.a. Zahlenwerte ein, l�a�t sich wieder eine Tabelle aufstellen:

(0; 1) (1; 0) (1; 1) (1;�1) (1; 2) (1;�2)
�̂ 1

2 �1
4

1
2

1
2

1
32

1
32

D̂0 �1 4 �12 �12 120 120

�̂D̂0 < 0 < 0 < 0 < 0 15
4

15
4

Ŝ � �5; 31 � �5; 31
�̂Ŝ < 0 < 0

Ŝ2 � 4�̂D̂0 > 0 > 0

D.h. nach Satz 4.10 zweigen f�ur � > 0 vom station�aren Punkt im Ursprung der
DGL (4.44) in Richtung

(1; 0) ein Sattel
(�1; 0) ein Sattel

ab.

F�ur � < 0 zweigen vom station�aren Punkt im Ursprung der DGL (4.44) in
Richtung

(1; 1) ein Sattel
(1; 2) ein instabiler Knoten
(0; 1) ein Sattel
(�1; 2) ein instabiler Knoten
(�1; 1) ein Sattel

(�1;�1) ein Sattel
(�1;�2) ein instabiler Knoten
(0;�1) ein Sattel
(1;�2) ein instabiler Knoten
(1;�1) ein Sattel

ab.

Da die Behandlung der beiden n�achsten Beispiele v�ollig analog l�auft, geben wir
nur die Ergebnisse an.
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c)
_x1 = �(x1 � x2) + x21 � 4x1x2 + 3x22

_x2 = �(x1 + x2) + x21 � x1x2 � 3x22

(4.45)

ggT(x1�x2 ; x1+x2) = 1 = ggT(x21�4x1x2+3x22 ; x21�x1x2�3x22)
D̂(x1; x2) = x21x2�x1x22 = x1x2(x1�x2)
D̂0(x1; x2) = x31�2x21x2�2x1x22+x32
(x1; x2) 2

�
(0; 1); (1; 0); (1; 1)

	

�̂(x1; x2) =

8>>><
>>>:

1

x1 � 3x2
falls x1 6= x2

� 2

3x1
falls x1 = x2

@

@x1
(x1�x2)+ @

@x2
(x1+x2) = 2 ^ @

@x1
(x21�4x1x2+3x22)+

@

@x2
(x21�x1x2�3x22) = x1�10x2

Ŝ(x1; x2) =
q
x21 + x22

�
2��x1�10x2��̂(x1; x2)�

(0; 1) (1; 0) (1; 1)
�̂ �1

3
1 �2

3

D̂0 1 1 �2
�̂D̂0 < 0 1 4

3

Ŝ 1 �4p2
�̂Ŝ > 0 > 0

Ŝ2 � 4�̂D̂0 < 0 > 0

D.h. nach Satz 4.10 zweigen f�ur � > 0 vom station�aren Punkt im Ursprung der
DGL (4.45) in Richtung

(1; 1) ein stabiler Knoten
(0; 1) ein Sattel
(�1; 0) ein instabiler Wirbel

ab.

F�ur � < 0 zweigen vom station�aren Punkt im Ursprung der DGL (4.45) in
Richtung

(�1;�1) ein instabiler Knoten
(0;�1) ein Sattel
(1; 0) ein stabiler Wirbel

ab.
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d)

_x1 = �(9x21 � 4x22) + 2x31 � 2x21x2 +
2

9
x1x

2
2 +

1

3
x32

_x2 = �x1x2 +
4

9
x21x2 �

1

3
x1x

2
2

(4.46)

ggT(9x21�4x22 ; x1x2) = 1 = ggT(2x31�2x21x2+
2

9
x1x

2
2+

1

3
x32 ;

4

9
x21x2�

1

3
x1x

2
2)

D̂(x1; x2) = 2x41x2�x31x22�2x21x32+x1x42 = x1x2(x2+x1)(x2�x1)(x2�2x1)
D̂0(x1; x2) = 2x51�2x41x2�14x31x32+7x21x32+4x1x42�x52
(x1; x2) 2

�
(0; 1); (1; 0); (1; 1); (1;�1); (1; 2)	

�̂(x1; x2) =

8>>>><
>>>>:

9

4x1 � 3x2
falls x1 6= 0 ^ x2 6= 0

9x21 � 4x22
2x31 � 2x21x2 +

2
9
x1x

2
2 +

1
3
x32

falls x1 = 0 _ x2 = 0

@

@x1
(9x21�4x22)+

@

@x2
(x1x2) = 19x1

@

@x1
(2x31 � 2x21x2 +

2

9
x1x

2
2+

1

3
x32) +

@

@x2
(
4

9
x21x2 �

1

3
x1x

2
2) =

58

9
x21 �

14

3
x1x2+

2

9
x22

Ŝ(x1; x2) =
q
x21 + x22

�
19x1�

�58
9
x21�

14

3
x1x2+

2

9
x22
�
�̂(x1; x2)

�
(0; 1) (1; 0) (1; 1) (1;�1) (1; 2)

�̂ �12 9
2

9 9
7

�9
2

D̂0 �1 2 �4 �14 30

�̂D̂0 12 9 < 0 < 0 < 0

Ŝ 8
3 �10

�̂Ŝ < 0 < 0

Ŝ2 � 4�̂D̂0 < 0 > 0

D.h. nach Satz 4.10 zweigen f�ur � > 0 vom station�aren Punkt im Ursprung der
DGL (4.46) in Richtung

(1; 2) ein Sattel
(0; 1) ein instabiler Wirbel
(�1; 1) ein Sattel
(�1; 0) ein instabiler Knoten
(�1;�1) ein Sattel

ab.

F�ur � < 0 zweigen vom station�aren Punkt im Ursprung der DGL (4.46) in
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Richtung

(�1;�2) ein Sattel
(0;�1) ein instabiler Wirbel
(1;�1) ein Sattel
(1; 0) ein instabiler Knoten
(1; 1) ein Sattel

ab.
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Kapitel 5

Die Abzweigung periodischer

L�osungen

5.1 Bemerkung:

Wir werden auch in diesem Kapitel DGL der Gestalt (vgl. Kapitel 3 bzw. 4)

_x = F (x; �) (5.1)

mit F (x; �) : R2 � U(0) ! R
2 betrachten und noch einmal (vgl. Kapitel 3 bzw.

Einleitung) auf einparametrische Scharen periodischer L�osungen p(t; �) untersu-
chen, die von isolierten station�aren Punkten xs der DGL

_x = F (x; 0) (5.2)

abzweigen, also p(t; 0) � xs erf�ullen.
Wir d�urfen wieder, wie in den beiden letzten Kapiteln o.B.d.A. xs = 0 bzw.
F (0; 0) = 0 voraussetzen und damit (5.1) in der Form

_x = F0(x) + �F1(x) +R(x; �) (5.3)

bzw.
_x1 = �q1(x1; x2) +Q1(x1; x2) +R1(x1; x2; �)

_x2 = �q2(x1; x2) +Q2(x1; x2) +R2(x1; x2; �)
(5.4)

schreiben. Dabei sind

qi(x1; x2); Qi(x1; x2) i = 1; 2 homogene Polynome und

Ri(x1; x2; �) = O(j�j jjxjjm+1) +O(�2jjxjjm) +O(jjxjjl+1) 2 C l+1(R2 � U(0);R) i = 1; 2.

Weiter seien wie im Kapitel 4

ggT(q1; q2), ggT(Q1:Q2) de�nit und
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ord qi(x1; x2) = m < l = ordQi(x1; x2), i = 1; 2 , m � 0.

(Beachte: In Kapitel 3 galt m = l vgl. Bemerkung 3.1 bzw. Einleitung)

Aus den bereits aus dem letzten Kapitel bekannten Gr�unden, betrachten wir die
zu (5.4) f�ur r > 0 �aquivalente Gleichung in klassischen Polarkoordinaten

_r = �c(')rm + f(')rl + S1(r; '; �)rm

_' = �d(')rm�1 + g(')rl�1 + S2(r; '; �)r
m�1

(5.5)

wobei genau wie im Kapitel 4

c(') := q1(cos('); sin(')) cos(') + q2(cos('); sin(')) sin(')
d(') := q2(cos('); sin(')) cos(')� q1(cos('); sin(')) sin(')
f(') := Q1(cos('); sin(')) cos(') +Q2(cos('); sin(')) sin(')
g(') := Q2(cos('); sin(')) cos(')� Q1(cos('); sin(')) sin(')

rmS1(r; '; �) := R1(r cos('); r sin('); �) cos(') +R2(r cos('); r sin('); �) sin(')
rmS2(r; '; �) := R2(r cos('); r sin('); �) cos(')� R1(r cos('); r sin('); �) sin(')

D(') := c(')g(') � f(')d(')

(Beachte: Si(r; '; �) = O(j�jr) +O(�2) +O(rl�m+1))
de�niert wurde. Mit Hilfe von Satz 1.12 l�a�t sich dann (5.5) (f�ur r > 0) wieder
in eine DGL mit zu (5.5) �aquivalenten Trajektorien

_r = �c(')r + f(')rl�m+1 + S1(r; '; �)r

_' = �d(') + g(')rl�m + S2(r; '; �)
(5.6)

�uberf�uhren. Die DGL (5.6) untersuchen wir dann auf Existenz von einparametri-
schen Scharen von Trajektorien r('; �), welche die Bedingungen

(i) r(0; �) = r(2�; �) > 0 (� > 0 _ � < 0)

(ii) r('; 0) � 0 8' 2 [0; 2�]

erf�ullen.

Dazu schlie�en wir in Bemerkung 5.2 zun�achst den Fall m = 0 (s.o.) aus, um
dann in den S�atzen 5.3 bis 5.6 wichtige Scheitels�atze f�ur die DGL

_r = �c(')r + f(')rl�m+1

_' = �d(') + g(')rl�m
(5.7)

zu beweisen. D.h. in 5.3 bzw. 5.5 werden Kurven konstruiert, die von den Trajek-
torien der DGL (5.7) von oben nach unten (unten nach oben) geschnitten werden,
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je nachdem ob r � 0 f�ur die sogenannte �au�ere DGL

_r = f(')r

_' = g(')

asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch stabil) ist. V�ollig analog gehen
wir dann in den S�atzen 5.4 bzw. 5.6 f�ur die innere DGL

_r = c(')r

_' = d(')

vor. Satz 5.7 zeigt schlie�lich mit Hilfe der in den vorigen vier S�atzen konstruier-
ten Kurven und dem Satz von Poincar�e-Bendixson die Existenz von mindestens
einer periodischen Trajektorie der DGL (5.7).
Die folgenden S�atze 5.8 bis 5.13 dienen dazu, die Aussage von Satz 5.7 auf ei-
ne �Aquivalenzaussage f�ur Existenz und Eindeutigkeit zu erweitern. Satz 5.8 ist
ein Satz �uber die Nichtexistenz periodischer Trajektorien, in Abh�angigkeit von
Nullstellen der Funktionen d(') und g('), w�ahrend Satz 5.9 zeigt, da� eine peri-
odische Trajektorie p(') > 0 der DGL (5.7) keinen gemeinsamen Punkt mit der
durch

_' = d(') + g(')pk(') = 0

bestimmten Kurve haben kann. D.h. die DGL f�ur die Trajektorien der DGL (5.7)

dr

d'
=
c(') + f(')rk

d(') + g(')rk
r (5.8)

kann in einer Umgebung einer periodischen Trajektorie p(') aufgestellt werden
und dann mit Hilfe des charakteristischen Exponenten der Variationsgleichung
bzgl. p(') der DGL (5.8) Eindeutigkeit im Falle der Existenz gezeigt werden. Im
folgenden Satz 5.11 wird die Nichtexistenz periodischer Trajektorien bewiesen,
falls die Trajektorien der inneren oder �au�eren DGL also

_r = c(')r

_' = d(')
oder

_r = f(')r

_' = g(')

gleiches (asymptotisches) Stabilit�atsverhalten haben, im Satz 5.12, falls minde-
stens eine der DGL einen nichtparabolischen Sektor hat und im Satz 5.13, falls
mindestens eine der DGL nur periodische L�osungen besitzt.
Im Satz 5.14 werden dann die vorherigen Ergebnisse zusammengefa�t, d.h. wir
geben zwei �Aquivalenzbedingungen f�ur die gesuchte Existenz und Eindeutigkeit
einer periodischen Trajektorie p(') > 0 der DGL (5.7) an.
Die folgenden S�atze 5.15 bzw. 5.16 dienen der �Ubertragung der Ergebnisse von
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DGL (5.7) auf DGL (5.5). Satz 5.15 macht eine Aussage �uber das asymptotische
(bzgl. �) Verhalten im Falle der Existenz einer periodischen Trajektorie p('; �)
der DGL (5.6). Satz 5.16 ist dann das Analogon f�ur DGL (5.5) zu Satz 5.9 f�ur
DGL (5.7), d.h. im Falle der Existenz einer periodischen Trajektorie p('; �) > 0
der DGL (5.5) hat p('; �) keine gemeinsamen Punkte mit der durch

_' = d(') + g(')pk + S2(p; '; �) = 0

de�nierten Kurve. In Bemerkung 5.17 geben wir dann zwei Beispiele f�ur DGL, die
belegen, da� eine �Aquivalenzaussage wie im Satz 5.14 f�ur (5.7) f�ur die DGL (5.5)
nicht m�oglich ist. Bei dem zweiten Beispiel f�allt auf, da� die innere DGL sowohl
hyperbolische als auch elliptische Sektoren besitzt, also r � 0 in der inneren DGL
nicht asymptotisch sein kann und instabil ist, auch nach einer Erweiterung mit �.
r � 0 in der inneren DGL wechselt also nicht bei � = 0 sein Stabilit�atsverhalten
von stabil nach instabil oder umgekehrt und trotzdem besitzt die DGL f�ur jedes
� > 0 genau eine periodische Trajektorie > 0.
Der Satz 5.18 ist dann der Hauptsatz �uber die Abzweigung periodischer L�osungen
in Polarkoordinaten und 5.19 ein wichtiger Korollar f�ur die Gleichung:

_r = c(')rm + f(')rl + S1(r; '; �)rm

_' = d(')rm�1 + g(')rl�1 + S2(r; '; �)r
m�1

Schlie�lich liefern die S�atze 5.20 bis 5.22 die kartesischen Versionen von 5.14, 5.18
und 5.19, w�ahrend 5.23 mehrere Beispiele ausf�uhrlich diskutiert.

5.2 Bemerkung:

Gilt in Bemerkung 5.1 m = 0, also F1(0) 6= 0, ist der Ursprung (f�ur j�j hinrei-
chend klein) kein station�arer Punkt der DGL (5.1) bzw. (5.3). (Beachte: R(0; �) =
O(�2)).
Gilt D(') 6= 0 zweigt vom Ursprung in � = 0 kein station�arer Punkt ab (vgl.
Satz 4.7).
Gilt also m = 0 ^ D(') 6= 0, existiert in einer Umgebung des Ursprungs f�ur
� 6= 0 kein station�arer Punkt und damit auch keine periodische L�osung, da die
Trajektorien periodischer L�osungen stets (mindestens) einen station�aren Punkt
im inneren Gebiet haben m�ussen.
Da wir f�ur die Haupts�atze Satz 5.14 bzw. Satz 5.18 D(') 6= 0 zwingend als Vor-
aussetzung brauchen, k�onnen wir ohne wesentliche Einschr�ankung im folgenden
m � 1 voraussetzen.
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5.3 Satz:

Seien c('); d('); g('); f(') de�niert wie in Bemerkung 5.1. Sei weiter:

g(') 6= 0 8' 2 [0; 2�] ^
2�Z
0

f(')

jg(')j d' < 0 (> 0)

(vgl. Bemerkung 2.5.b (ii) bzw. Satz 2.4.b (ii) und Bemerkung 2.9).

Dann gilt:

9 Co; 
0 > 0 und 
(') : [0; 2�] ! (0;1) st�uckweise glatt mit 
(0) = 
(2�) = 1
sowie

�o(
0) :=
�
('; 
0
('))

�� ' 2 [0; 2�]
	

so da� 8
0 > Co alle Trajektorien der DGL

_r = c(')r + f(')rk+1

_' = d(') + g(')rk
(5.9)

wenn sie einen Punkt mit �o(
0) gemeinsam haben, �o(
0) von r � 0 aus gesehen,
f�ur wachsende t von oben nach unten (unten nach oben) schneiden.
(Beachte: Durch jeden Punkt oberhalb von �o(Co) l�auft genau eine der Kurven
�o(
0), da 
(') > 0).

Beweis:

De�niere:

� :=

2�Z
0

f(')

g(')
d'

2�Z
0

1

g(')
d'

Mit:

t1 $ 0; t2 $ 2�; t$ '; c(')$ a1(t); d(')$ a3(t); f(')$ a2(t); g(')$ a4(t)
und � := j�j k�onnen wir Satz 1.10.a auf

c(') + f(')rk

d(') + g(')rk
(5.10)

anwenden und erhalten:
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Zu j�j 9 R(j�j) so da� 8r > R(j�j) und 8' 2 [0; 2�] gilt:

f(')� j�j
g(')

<
c(') + f(')rk

d(') + g(')rk
<
f(') + j�j
g(')

falls g(') > 0 (5.11)

f(') + j�j
g(')

<
c(') + f(')rk

d(') + g(')rk
<
f(') � j�j
g(')

falls g(') < 0 (5.12)

De�niere

m(j�j) := 2�

max
'2[0;2�]

jf(')j+ j�j
min

'2[0;2�]
jg(')j

und
Co := R(j�j)em(j�j)

sowie


(') := e

'R

0

f( )��
g( )

d 

> 0 
o(') := 
0
(') 8
0 > Co:

Wegen

2�Z
0

f(')� �

g(')
d' =

2�Z
0

f(')

g(')
d' � �

2�Z
0

1

g(')
d' = 0

gilt


(0) = 
(2�) = 1 bzw. 
o(0) = 
o(2�) = 
0

d.h. 
o(') erf�ullt die DGL mit Periodizit�atsrandbedingung:

dr

d'
=
f(')� �

g(')
r r(0) = r(2�) = 
0

Weiter gilt

'Z
0

f( ) � �

g( )
d � ' min

 2[0;']

�
f( ) � �

g( )

�
� �' max

 2[0;']

����f( )� �

g( )

���� �

� �2� max
'2[0;2�]

����f(')� �

g(')

���� � �2�
max
'2[0;2�]

jf(')j+ j�j
min

'2[0;2�]
jg(')j = �m(j�j)
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woraus


o(') = 
0 e

'R

0

f( )��
g( ) d 

> Co e

'R

0

f( )��
g( ) d � R(j�j)em(j�j) e�m(j�j) = R(j�j)

d.h.

o(') > R(j�j) 8 ' 2 [0; 2�] (5.13)

folgt.
Damit gelten (5.11) und (5.12) l�angs �o(
0).

1.Fall g(') > 0.

Wir betrachten hier zun�achst die Situation
2�R
0

f(')
g(')

d' < 0, d.h. � < 0.

Es ergibt sich mit (5.13) und der zweiten Ungleichung in (5.11):

c(') + f(')rk

d(') + g(')rk
<
f(') � �

g(')

Setzt man

H1(r; ') := c(') + f(')rk H2(r; ') := d(') + g(')rk G(') :=
f(')� �

g(')

folgt mit Satz 1.13.a (i) die Behauptung.

Falls
2�R
0

f(')
g(') d' > 0 gilt, also � > 0 erh�alt man mit (5.13) und der ersten Unglei-

chung in (5.11):
f(')� �

g(')
<
c(') + f(')rk

d(') + g(')rk

Mit Satz 1.13.b (i) folgt auch hier die Behauptung.

2. Fall g(') < 0.

Zeigt man v�ollig analog dem 1. Fall, man benutzt lediglich (5.12) statt (5.11) und
1.13.b (ii) bzw 1.13 a (ii).

5.4 Satz:

Seien c('); d('); g('); f(') de�niert wie in Bemerkung 5.1. Sei weiter:

d(') 6= 0 8' 2 [0; 2�] ^
2�Z
0

c(')

jd(')j d' > 0 (< 0)

(vgl. Bemerkung 2.5.b (ii) bzw. Satz 2.4.b (ii) und Bemerkung 2.9).
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Dann gilt:

9 Cu; 
0 > 0 und 
(') : [0; 2�] ! (0;1) st�uckweise glatt mit 
(0) = 
(2�) = 1
sowie

�u(
0) :=
�
('; 
0
('))

�� ' 2 [0; 2�]
	

so da� 8
0 < Cu alle Trajektorien von (5.9), wenn sie einen Punkt mit �u(
0)
gemeinsam haben, �u(
0) von r � 0 aus gesehen, f�ur wachsende t von unten nach
oben (oben nach unten) schneiden.
(Beachte: Durch jeden Punkt zwischen r � 0 und �u(Cu) l�auft genau eine der
Kurven �u(
0), da 
(') > 0).

Beweis:

Wir gehen vor wie im Satz 5.3, de�nieren zun�achst

� :=

2�Z
0

c(')

d(')
d'

2�Z
0

1

d(')
d'

wenden Satz 1.10.b statt 1.10.a auf (5.10) an und erhalten:

Zu j�j 9 R(j�j) so da� 8 r < R(j�j) und 8 ' 2 [0; 2�] gilt:

c(') � j�j
d(')

<
c(') + f(')rk

d(') + g(')rk
<
c(') + j�j
d(')

falls d(') > 0 (5.14)

c(') + j�j
d(')

<
c(') + f(')rk

d(') + g(')rk
<
c(') � j�j
d(')

falls d(') < 0 (5.15)

Wir de�nieren (vgl. Beweis von Satz 5.3)

m(j�j) := 2�

max
'2[0;2�]

jc(')j+ j�j
min

'2[0;2�]
jd(')j

und

Cu := R(j�j)e�m(j�j)

sowie


(') := e

'R

0

c( )��
d( ) d 

> 0 bzw. 
u(') := 
0
(') 0 < 
0 < Cu
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d.h. 
u(') erf�ullt die DGL mit Periodizit�atsrandbedingung:

dr

d'
=
c(')� �

d(')
r r(0) = r(2�) = 
0

Weiter gilt:


(') = 
0 e

'R

0

c( )��
d( )

d 
< Cu e

'R

0

c( )��
d( )

d � R(j�j)e�m(j�j)em(j�j) = R(j�j)
(5.14) und (5.15) gelten somit l�angs �u(
0).

Der Rest des Beweises l�auft analog dem Beweis von Satz 5.3, man benutzt ledig-

lich (5.14) und (5.15) statt (5.11) und (5.12) sowie G(') :=
c(') � �

d(')
.

5.5 Satz:

Seien c('); d('); g('); f(') de�niert wie in Bemerkung 5.1 und es gelte 8'̂ 2 [0; 2�]
mit g('̂) = 0:

f('̂) < 0 (> 0)

(vgl. Bemerkung 2.5.a+c (i) bzw. Satz 2.4.a+c (i) und Bemerkung 2.9).

Dann gilt:

9 Co; 
0 > 0 und 
(') : [0; 2�] ! [1;1) st�uckweise glatt mit 
(0) = 
(2�) = 1
sowie

�o(
0) :=
�
('; 
0
('))

�� ' 2 [0; 2�]
	

so da� 8
0 > Co alle Trajektorien der DGL (5.9), wenn sie einen Punkt mit �o(
0)
gemeinsam haben, �o(
0) von r � 0 aus gesehen, f�ur wachsende t von oben nach
unten (unten nach oben) schneiden.
(Auch hier l�auft durch jeden Punkt oberhalb von �o(Co) genau eine der Kurven
�o(
0)).

Beweis:

Wir betrachten zuerst die Situation f('̂) < 0

1.Fall: g(') � 0.

Hier gilt f(') < 0 8' 2 [0; 2�].
De�niere:

Co := k

vuuut�
max
'2[0;2�]

jc(')j
max
'2[0;2�]

f(')
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(') := 1 bzw. 
o(') := 
0
(') � 
0 8
0 > Co

Es gilt

c(') + f(')
k0 < c(') + f(')
�
Co
�k � max

'2[0;2�]
jc(')j+ max

'2[0;2�]
f(')

�
Co
�k

= 0

und damit

_r
��
�o(
0)

= _r('; 
0) =
�
c(') + f(')
k0

�

0 < 0 8 
0 > Co

d.h. alle Trajektorien von DGL (5.9), die einen Punkt mit �o(
0) gemeinsam
haben, schneiden �o(
0) von oben nach unten, falls 
0 > Co.

2.Fall: g(') = 0 ^ g(') 6� 0.

Seien '1 < '2 < ::: < 'n1 genau die Nullstellen von g(') in [0; 2�) also

g('i) = 0 'i 2 [0; 2�) i = 1; ; n1 und 'n1+1 := '1 + 2� 2 [2�; 4�)

Die Menge I = f1; ; n1g zerf�allt in drei disjunkte Teilmengen I1; I2; I3:

I1 :=
�
i 2 I j f(') < 0 8' 2 ['i; 'i+1]

	
I2 :=

�
i 2 I j 9 ' 2 ['i; 'i+1] mit f(') = 0 ^ g(') > 0

	
I3 :=

�
i 2 I j 9 ' 2 ['i; 'i+1] mit f(') = 0 ^ g(') < 0

	
Im Falle i 2 I1 sieht man wie oben im 1.Fall mit

Co
i :=

k

vuuut� max
'2['i;'i+1]

jc(')j
max

'2['i;'i+1]
f(')

da� _r('; 
0) < 0 gilt 8
0 > Co
i ^ ' 2 ['i; 'i+1].

Falls i 2 I2 [ I3 de�nieren wir

� :=
1

2
max
i2I

f('i) < 0
�
=) � > f('i) 8i 2 I

�
da n.V. f(') an den Nullstellen von g(') stets < 0 ist.
De�niere weiter

h�( ; �) :=

�Z
 

f(') � �

g(')
d'

und falls i 2 I2
 
(i)
1 := min

�
 2 ('i; 'i+1)

�� f( )�� = 0 ^
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^ 8� > 0 9  1;  2 mit 1 <  <  2 2 U�( ) und (f( 1)��)(f( 2)��) < 0
	

�
(i)
1 := min

�
� 2 ( (i)

1 ; 'i+1)
�� h�( (i)

1 ; �) = 0
	

 
(i)
j+1 := min

�
 2 [�

(i)
j ; 'i+1)

�� f( )�� = 0 ^
^ 8� > 0 9  1;  2 mit 1 <  <  2 2 U�( ) und (f( 1)��)(f( 2)��) < 0

	
�
(i)
j+1 := min

�
� 2 ( (i)

j+1; 'i+1) j h�( (i)
j+1; �) = 0

	

bzw. falls i 2 I3
~ (i)
1 := max

�
 2 ('i; 'i+1)

�� f( )�� = 0 ^

^ 8� > 0 9  1;  2 mit 1 <  <  2 2 U�( ) und (f( 1)��)(f( 2)��) < 0
	

~�
(i)
1 := max

�
� 2 ('i; ~ 

(i)
1 )
�� h�(�; ~ (i)

1 ) = 0
	

~ (i)
j+1 := max

�
 2 ('i; ~�

(i)
j ]
�� f( )�� = 0 ^

^ 8� > 0 9  1;  2 mit 1 <  <  2 2 U�( ) und (f( 1)��)(f( 2)��) < 0
	

~�
(i)
j+1 := max

�
� 2 ('i; ~ 

(i)
j+1)

�� h�(�; ~ (i)
j+1) = 0

	
Wir zeigen:  (i)

1 ; �
(i)
1 existieren, falls I2 6= ;

f(') ist analytisch =) f(') hat nur endlich viele Nullstellen in [0; 2�] und nach
De�nition I2 mindestens eine in ('i; 'i+1). Die kleinste Nullstelle in ('i; 'i+1) sei
 i. F�ur  i gilt:

f( i)� � = 0 � � > 0. Weiter gilt noch (s.o.):
� > f('i) =) f('i)� � < 0.

Mit dem Zwischenwertsatz, angewandt auf die Funktion f(') � � folgt die Exi-
stenz von mindestens einer Nullstelle von f(') � � und da auch f(') � � nur
endlich viele Nullstellen haben kann, die Existenz einer kleinsten Nullstelle mit
Vorzeichenwechsel, also  (i)

1 .

Nach Konstruktion von  
(i)
1 9 � > 0 mit

sign(f(')� �) = �sign�f('i)� > 0 8' 2 ( (i)
1 ;  

(i)
1 + �):

Au�erdem gilt mit Satz 1.8.a:

lim
�!'i+1

h�( 
(i)
1 ; �) = sign

�
f('i+1)� �

�
sign

�
g( (i)

1 )
� � 1 = (�1)(+1)1 = �1

Mit dem Zwischenwertsatz folgt, wie eben bei  
(i)
1 gezeigt, die Existenz von �

(i)
1

mit o�ensichtlich f(�
(i)
1 ) < �.

Das gesamte Verfahren bricht nach !i � 1 Schritten ab, da f(')� � nur endlich
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viele Nullstellen haben kann.
Falls I3 6= ; zeigt man v�ollig analog die Existenz von ~ 

(i)
1 ; ~�

(i)
1 ; ~!i.

De�niere dann:

Æ1 :=
1

2
min

�
min
i2I2

n
j'i �  

(i)
1 j; j�(i)

!i
� 'i+1j

o
; min
i2I3

n
j'i � ~�

(i)
~!i
j; j ~ (i)

1 � 'i+1j
o�

Wir wenden Satz 1.10.a jeweils �uber den Intervallen ['i+ Æ1; 'i+1� Æ1] auf (5.10)
an und erhalten:

Zu j�j 9 Ro
i (j�j) so da� 8 r > Ro

i (�) 8 ' 2 ['i + Æ1; 'i+1 � Æ1] i 2 I2 [ I3 gilt:

sign
�
g(')

�
= sign

�
d(') + g(')rk

�
und

f(')� j�j
g(')

<
c(') + f(')rk

d(') + g(')rk
<
f(') + j�j
g(')

falls i 2 I2 (5.16)

f(') + j�j
g(')

<
c(') + f(')rk

d(') + g(')rk
<
f(')� j�j
g(')

falls i 2 I3 (5.17)

Sei
Ro(j�j) := max

i2I2[I3
Ro
i (j�j)

und

Co := max

8><
>:max

i2I1
Co
i ; R

o(j�j) ; k

vuut max
'2[0;2�]

jc(')j
j�j

9>=
>;

sowie


(') :=

8>>>>>><
>>>>>>:

e
h�( 

(i)
j ; ') falls ' 2 [ (i)

j ; �
(i)
j ]

e
h�(~�

(i)
j ; ') falls ' 2 [ ~�

(i)
j ;

~ 
(i)
j ]

1 sonst

bzw.

o(') := 
0
(') 8 
0 > Co

F�ur i 2 I1 haben wir _r('; 
0) < 0 bereits gezeigt, woraus f�ur i 2 I1 die Behaup-
tung folgt.
F�ur i 2 I2 beginnenwir mit den Intervallen ['i; 'i+Æ1]; ['i+1�Æ1; 'i+1]; [�

(i)
j ;  

(i)
j+1] 1 � j � !i

Hier gilt nach Konstruktion: f(')� � � 0 =) f(') � � < 0.
Damit gilt:

c(')+f(')
k0 � max
'2[0;2�]

jc(')j+�
k0 < max
'2[0;2�]

jc(')j+��Co
�k

= 0
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woraus _r('; 
0) < 0 auf den Intervallen folgt.

Weiter gilt f�ur die Intervalle [ 
(i)
j ; �

(i)
j ]:


o(')
���
[ 

(i)
j ;�

(i)
j ]

ist L�osung der DGL mit Periodizit�atsrandbedingung:

dr

d'
=
f(') � �

g(')
r r( (i)

j ) = r(�(i)
j ) = 
0

wobei nach Konstruktion 
o(') � 
0 > 0 8' 2 [ (i)
j ; �

(i)
j ] gilt.

Mit der zweiten Ungleichung in (5.16) und Satz 1.13.a (i) folgt hier (f('i) < 0
und j�j = ��) die Behauptung f�ur i 2 I2.
F�ur i 2 I3 geht man v�ollig analog vor, man benutzt am Schlu� lediglich die erste
Ungleichung in (5.17) und Satz 1.13.b (ii).
Damit ist die Behauptung f�ur den Fall f('i) < 0 i 2 I = I1 [ I2 [ I3 gezeigt.
Den noch ausstehenden Fall f('i) > 0 i 2 I beweist man so:
Zuerst macht man Zeitumkehr, d.h. f(')! �f(') ; g(')! �g('). Dann kann
der bisherige Beweis vollst�andig �ubernommen werden. Macht man noch einmal
Zeitumkehr, ist alles gezeigt.

5.6 Satz:

Seien c('); d('); g('); f(') de�niert wie in Bemerkung 5.1 und es gelte 8 �̂ 2 [0; 2�]
mit d(�̂) = 0:

c(�̂) > 0 (< 0)

(vgl. Bemerkung 2.5.a+c (i) bzw. Satz 2.4.a+c (i) und Bemerkung 2.9).

Dann gilt:

9 Cu; 
0 > 0 und 
(') : [0; 2�] ! (0; 1] st�uckweise glatt mit 
(0) = 
(2�) = 1
sowie

�u(
0) :=
�
('; 
0
('))

�� ' 2 [0; 2�]
	

so da� 8
0 mit 0 < 
0 < Cu die Trajektorien von (5.9), wenn sie einen Punkt
mit �u(
0) gemeinsam haben, �u(
0) von r � 0 aus gesehen, f�ur wachsende t von
unten nach oben (oben nach unten) schneiden.
(Auch hier l�auft durch jeden Punkt zwischen r � 0 und �u(Cu) genau eine der
Kurven �u(
0)).

Beweis:

Wir betrachten zuerst die Situation c(�̂) > 0.

1.Fall d(') � 0.
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Hier gilt c(') > 0 8 ' 2 [0; 2�].
Gilt f(') � 0, ist o�ensichtlich

_r('; r) = (c(') + 0 � rk)r > 0 = c(')r > 0

8r > 0 und 8' 2 [0; 2�]. Hier kann 
(') := 1 gew�ahlt werden.
Gilt f(') 6� 0, de�niere

Cu := k

vuuut min
'2[0;2�]

c(')

max
'2[0;2�]

jf(')j 
(') := 1

Es gilt 8
0 mit 0 < 
0 < Cu

c(')+f(')
k0 � min
'2[0;2�]

c(')� max
'2[0;2�]

jf(')j
k0 > min
'2[0;2�]

c(')� max
'2[0;2�]

jf(')j(Cu)k = 0

und damit

_r
��
�u(
0)

= _r('; 
0) =
�
c(') + f(')
k0

�

0 > 0 0 < 
0 < Cu

D.h. alle Trajektorien von DGL (5.9), die einen Punkt mit �u(
0) gemeinsam
haben, schneiden �u(
0) von unten nach oben, falls 0 < 
0 < Cu.

2.Fall d(') = 0 ^ d(') 6� 0
Seien �1 < �2 < ::: < �n2+1 genau die Nullstellen von d(') in [0; 2�) also

d(�i) = 0 �i 2 [0; 2�) i = 1; ; n2 und �n2+1 := �1 + 2� 2 [2�; 4�)

Die Menge J =
�
1; ; n2

	
zerf�allt in drei disjunkte Teilmengen J1; J2; J3:

J1 :=
�
i 2 J j c(') 6= 0 8' 2 [�i; �i+1]

	
J2 :=

�
i 2 J j 9 ' 2 [�i; �i+1] mit c(') = 0 ^ d(') > 0

	
J3 :=

�
i 2 J j 9 ' 2 [�i; �i+1] mit c(') = 0 ^ d(') < 0

	
Im Falle i 2 J1 und f(') � 0 sieht man wieder sofort _r > 0 8r > 0 ^ 8' 2 [0; 2�]
da n.V. c(') > 0.
Falls i 2 J1 und f(') 6� 0 sieht man wie oben beim 1. Fall mit

Cu
i :=

k

vuuut min
'2[�i;�i+1]

c(')

max
'2[�i;�i+1]

jf(')j

da� _r('; 
0) > 0 gilt 8
0 mit 0 < 
0 < Cu ^ ' 2 [�i; �i+1] i 2 J1.
Falls i 2 J2 [ J3 de�nieren wir

� :=
1

2
min
i2J

c(�i) > 0
�
=) � < c(�i) 8i 2 J

�
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da n.V. c(') an den Nullstellen von d(') stets > 0 ist.

De�niere weiter

h�(#; �) :=

�Z
#

c(') � �

d(')
d'

und falls i 2 J2
#
(i)
1 := min

�
# 2 (�i; �i+1)

�� c(#)�� = 0 ^

^ 8� > 0 9 #1; #2 mit #1 < # < #2 2 U�(#) und (c(#1)��)(c(#2)��) < 0
	

�
(i)
1 := min

�
� 2 (#

(i)
1 ; �i+1)

�� h�(#(i)1 ; �) = 0
	

#
(i)
j+1 := min

�
# 2 [�

(i)
j ; �i+1)

�� c(#)�� = 0 ^
^ 8� > 0 9 #1; #2 mit #1 < # < #2 2 U�(#) und (c(#1)��)(c(#2)��) < 0

	
�
(i)
j+1 := min

�
� 2 (#

(i)
j+1; �i+1)

�� h�(#(i)j+1; �) = 0
	

bzw i 2 J3
~#
(i)
1 := max

�
# 2 (�i; �i+1)

�� c(#)�� = 0 ^

^ 8� > 0 9 #1; #2 mit #1 < # < #2 2 U�(#) und (c(#1)��)(c(#2)��) < 0
	

~�
(i)
1 := max

�
� 2 (�i; ~�

(i)
1 )
�� h�(�; ~#(i)1 ) = 0

	
~#
(i)
j+1 := max

�
# 2 (�i; ~�

(i)
j ]
�� c(#)�� = 0 ^

^ 8� > 0 9 #1; #2 mit #1 < # < #2 2 U�(#) und (c(#1)��)(c(#2)��) < 0
	

~�(i)j+1 := max
�
� 2 (�i; ~#

(i)
j+1)

�� h�(�; ~#(i)j+1) = 0
	

Die Existenz von #(i)1 ; �
(i)
1 falls J2 6= ; bzw. von ~#(i)1 ;

~�(i)1 falls J3 6= ; sieht man wie
im Beweis von Satz 5.5 mit Hilfe des Zwischenwertsatzes.
Die Konstruktionen f�ur #

(i)
j+1; �

(i)
j+1 bzw. f�ur

~#
(i)
1 ;

~�
(i)
j+1 brechen nach �i bzw.

~�i Schrit-
ten ab (vgl. !i; ~!i in Satz 5.5).
De�niere dann:

Æ2 :=
1

2
min

�
min
i2J2

n
j�i � #

(i)
1 j; j�(i)�i � �i+1j

o
; min
i2J3

n
j�i � ~�

(i)
~�i
j; j~#(i)1 � �i+1j

o�

Wir wenden Satz 1.10.b jeweils �uber den Intervallen [�i + Æ2; �i+1 � Æ2] i 2 J2 [ J3
auf (5.10) an und erhalten:

Zu j�j 9Ru
i (j�j) so da� 8r < Ru

i 8' 2 [�i + Æ2; �i+1 � Æ2] i 2 J2 [ J3 gilt:

sign(d(')) = sign
�
d(') + g(')rk

�
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und
c(')� j�j
d(')

<
c(') + f(')rk

d(') + g(')rk
<
c(') + j�j
d(')

falls i 2 J2 (5.18)

c(') + j�j
d(')

<
c(') + f(')rk

d(') + g(')rk
<
c(')� j�j
d(')

falls i 2 J3 (5.19)

Sei
Ru(j�j) := min

i2J2[J3
Ru
i (j�j)

und

Cu := min

8<
:min

i2J1
Cu
i ; Ru(j�j) ; k

vuut j�j
max
'2[0;2�]

jf(')j

9=
;

sowie


(') :=

8>>>>>><
>>>>>>:

e
h�(#

(i)
j ; ') falls ' 2 [#

(i)
j ; �

(i)
j ]

e
h�(~�

(i)
j ; ') falls ' 2 [~�

(i)
j ;

~#
(i)
j ]

1 sonst

bzw.

u(') := 
0
(')

Den Rest der Behauptung beweist man analog Satz 5.5, wobei hier nach Kon-
struktion 0 < 
u(') � 
0 gilt.

5.7 Satz:

Seien c('); d('); f('); g(') de�niert wie in Bemerkung 5.1 und die DGL (5.9)
besitze au�erhalb r � 0 keine station�aren Punkte.
Weiter gelte:

(i) In der DGL
_r = f(')r

_' = g(')
(5.20)

sei r � 0 asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch stabil).

(ii) In der DGL
_r = c(')r

_' = d(')
(5.21)

sei r � 0 bei Zeitumkehr asymptotisch stabil (asymptotisch stabil).
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Dann gilt:

Die DGL (5.9) besitzt eine Trajektorie p(') > 0 mit p(0) = p(2�).

Beweis:

Mit Bemerkung 2.9, den S�atzen 5.3 - 5.6 und dem Satz von Poincar�e-Bendixson
(vgl. [21] S. 391) folgt die Behauptung.

5.8 Satz:

Seien c('); d('); f('); g(') de�niert wie in Bemerkung 5.1. Weiter sei:

(i) d('1) = 0 ^ d(') 6= 0 8' 2 ('1; '2]

(ii) g('2) = 0 ^ g(') 6= 0 8' 2 ['1; '2)

(iii) sign(d(')) 6= sign(g(')) 8' 2 ('1; '2)

oder

(i)' g('3) = 0 ^ g(') 6= 0 8' 2 ('3; '4]

(ii)' d('4) = 0 ^ d(') 6= 0 8' 2 ['3; '4)

(iii)' sign(d(')) 6= sign(g(')) 8' 2 ('3; '4)

Dann gilt:

Die DGL (5.9) besitzt keine Trajektorie p(') > 0 mit p(0) = p(2�).

Beweis:

Annahme:
9 Trajektorie p(') > 0 mit p(0) = p(2�).

Wir behandeln zun�achst die Voraussetzungen (i)-(iii):

_'('1; r) = d('1) + g('1)r
k = g('1)r

k =) sign ( _'('1; r)) = sign(g('1)) 8r > 0

_'('2; r) = d('2) + g('2)r
k = d('2) =) sign ( _'('2; r)) = sign(d('2)) 8r > 0

Es gilt also insgesamt:

sign ( _'('1; r)) 6= sign ( _'('2; r)) 8r > 0

d.h. alle Trajektorien von DGL (5.9), die einen Punkt mit den beiden senkrechten
Halbgeraden

�
('i; r)

�� r > 0 i = 1; 2
	
gemeinsam haben, laufen entweder in den
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von den Halbgeraden begrenzten Streifen hinein (falls sign _'('1; r) > 0) oder
heraus (falls sign( _'('1; r)) < 0).
Da dies auch f�ur die Trajektorie p(') > 0 mit p(0) = p(2�) gelten mu�, ergibt
sich ein Widerspruch und die Behauptung folgt.
Der zweite Teil des Satzes l�auft v�ollig analog.

5.9 Satz:

Seien c('); d('); f('); g('); D(') de�niert wie in Bemerkung 5.1 und D(') 6= 0.
Weiter besitze die DGL (5.9) eine Trajektorie p(') > 0 mit p(0) = p(2�).

Dann gilt:
_'('; p(')) = d(') + g(')pk(') 6= 0 8' 2 [0; 2�]

Beweis:

Annahme:
9 '0 mit d('0) + g('0)pk('0) = 0:

Es gilt o�ensichtlich: d('0) = 0
p(')>0() g('0) = 0.

Weiter kann es wegen D(') 6= 0 kein '0 geben mit d('0) = 0 = g('0).
Es mu� daher 8 r > 0 gelten:

_'('0; r) = 0 =) g('0) 6= 0 6= d('0)

Die Menge aller Punkte der ('; r > 0) Halbebene, die _' = 0 erf�ullen, l�a�t sich
daher durch den Graph der Funktion

r(') = k

s
�d(')
g(')

(5.22)

beschreiben.
Wir betrachten den Graphen von r('), denn nach Annahme hat er mindestens
einen Punkt mit p(') gemeinsam.
Falls d(') und g(') �uber einem Intervall gleiches Vorzeichen haben, liegt r(') im
Komplexen und es ist nichts zu zeigen ( _' 6= 0).
Falls auf eine Nullstelle von d(') eine Nullstelle von g(') folgt (oder umgekehrt)
wurde bereits in Satz 5.8 die Nichtexistenz von p(') gezeigt. Wir k�onnen uns
daher auf folgende drei F�alle beschr�anken:

1) d(') 6= 0 6= g(') 8' 2 [0; 2�] ^ sign(d(')) 6= sign(g('))

2) d('1) = d('2) = 0 ^ d(') 6= 0 8' 2 ('1; '2) ^ g(') 6= 0 8' 2 ['1; '2]

3) g('3) = g('4) = 0 ^ g(') 6= 0 8' 2 ('3; '4) ^ d(') 6= 0 8' 2 ['3; '4]
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wobei, falls 1) nicht gilt, die F�alle 2) bzw. 3) unabh�angig voneinander mehrfach
auftreten k�onnen.

Im ersten Fall teilt der Graph von r(') die ('; r)-Halbebene in zwei disjunkte
Gebiete, ein oberes und ein unteres Gebiet. Damit schneiden alle Trajektorien
von (5.9), die einen Punkt mit dem Graph gemeinsam haben, ihn entweder von
oben nach unten (falls _r

��
r(')

< 0), bzw. von unten nach oben (falls _r
��
r(')

> 0).

Wegen D(') 6= 0 ist _r
��
r(')

= 0 nicht m�oglich (vgl. Satz 4.7).

Im zweiten Fall teilt der Graph von r(') den Streifen �uber ['1; '2]:�
('; r)

�� '1 � ' � '2; r > 0
	
in zwei disjunkte Teilmengen, eine davon liegt

zwischen ('1; 0) und ('2; 0) unter dem Graphen. Damit laufen alle Trajektorien,
die einen Punkt �uber ['1; '2] mit ihm gemeinsam haben, in das unterhalb liegende
Gebiet hinein (falls _r

��
r(')

< 0) oder heraus (falls _r
��
r(')

> 0).

Im dritten Fall teilt der Graph von r(') den Streifen �uber ['3; '4]:�
('; r)

�� '3 � ' � '4; r > 0
	
in zwei disjunkte Teilmengen, eine davon liegt

zwischen ('3;1) und ('4;1) �uber dem Graphen. Damit laufen alle Trajektorien,
die einen Punkt �uber ['3; '4] mit ihm gemeinsam haben, in das oberhalb liegende
Gebiet hinein (falls _r

��
r(')

> 0) oder heraus (falls _r
��
r(')

< 0).

Es gilt also insgesamt:

Hat eine Trajektorie von (5.9) einen Punkt mit der durch die Gleichung
_'('; r) = d(') + g(')rk = 0 de�nierten Kurve(n) gemeinsam, so kann sie nicht
periodisch sein.
Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, woraus die Behauptung folgt.

5.10 Satz:

Seien c('); d('); f('); g('); D(') de�niert wie in Bemerkung 5.1 mit D(') 6= 0
und die DGL (5.9) besitze eine Trajektorie p(') > 0 mit p(0) = p(2�).

Dann gilt:

p(') ist die einzige Trajektorie > 0 der DGL (5.9) mit p(0) = p(2�).

Beweis:

Eine 2�-periodische Trajektorie p(') > 0 der DGL (5.9) ist mit Satz 5.9 eine
2�-periodische L�osung der DGL:

dr

d'
=
c(') + f(')rk

d(') + g(')rk
r (5.23)
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Wir untersuchen die Stabilit�at einer beliebigen periodischen L�osung p(') > 0 der
DGL (5.23). Das Stabilit�atsverhalten von p(') wird durch die Variationsgleichung
von (5.23) l�angs p(') bestimmt ([21] S. 321):

dy

d'
=

@

@r

�
c(') + g(')rk

d(') + g(')rk
r

�����
p(')

y (5.24)

Um den charakteristischen Exponenten von (5.24) zu bestimmen, berechnen wir
zun�achst die partielle Ableitung in (5.24):

@

@r

�
c(') + f(')rk

d(') + g(')rk
r

�
=

=
c(') + f(')rk

d(') + g(')rk
+

(d(') + g(')rk)kf(')rk�1 � (c(') + f(')rk)kg(')rk�1

(d(') + g(')rk)2
r =

=
c(') + f(')rk

d(') + g(')rk
� (c(')g(')� f(')d('))krk�1

(d(') + g(')rk)2
r

Damit lautet die Variationsgleichung l�angs p('):

dy

d'
=

�
c(') + f(')pk(')

d(') + g(')pk(')
� D(')kpk�1(')

(d(') + g(')pk('))
p(')

�
y (5.25)

und der charakteristische Exponent von Gleichung (5.25):

2�Z
0

�
c(') + f(')pk(')

d(') + g(')pk(')
� D(')kpk(')

(d(') + g(')pk('))2

�
d' =

= �
2�Z
0

D(')kpk

(d(') + g(')pk)2
d' 6= 0 (5.26)

was aus
2�Z
0

c(') + f(')pk(')

d(') + g(')pk(')
d' =

2�Z
0

1

p(')

�
c(') + f(')pk(')

d(') + g(')pk(')
p(')

�
d' =

=

2�Z
0

1

p(')

dp(')

d'
d' =

2�Z
0

d

d'
ln(p(')) d' = ln(p(2�)) � ln(p(0)) = 0

folgt. Da das Vorzeichen
�
= �signD(')

�
des charakteristischen Exponenten un-

abh�angig von p(') ist, sind die periodischen L�osungen > 0 von (5.23) entweder
alle asymptotisch stabil oder alle bei Zeitumkehr asymptotisch stabil. Weiter be-
sitzt die DGL (5.9) wegen D(') 6= 0 (vgl. Satz 4.7) au�erhalb von r � 0 keinen
station�aren Punkt. Also m�u�te zwischen zwei asymptotisch stabilen (bei Zeit-
umkehr asymptotisch stabilen) periodischen L�osungen mindestens eine instabile
(stabile) periodische L�osung liegen. Widerspruch.
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5.11 Satz:

Seien c('); d(')f('); g('); D(') de�niert wie in Bemerkung 5.1 mit D(') 6= 0
und es gelte:

(i) In der DGL (5.20) sei r � 0 asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asympto-
tisch stabil).

(ii) In der DGL (5.21) sei r � 0 ebenfalls asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr
asymptotisch stabil).

Dann gilt:

Die DGL (5.9) besitzt keine Trajektorie p(') > 0 mit p(0) = p(2�).

Beweis:

Annahme:
Die DGL (5.9) besitze eine Trajektorie p(') > 0 mit p(0) = p(2�).

Wegen der S�atze 5.3 - 5.6 kann p(') nur zwischen �o(Co) und �u(Cu) liegen und
ist mit Satz 5.10 eindeutig. Aus (5.26) folgt, da� p(') entweder asymptotisch
stabil oder bei Zeitumkehr asymptotisch stabil ist.
Weiter werden �o(Co) und �u(Cu) von den Trajektorien von (5.9) beide entweder
von oben nach unten oder von unten nach oben geschnitten.
Mit Satz 1.14 folgt die Existenz mindestens einer weiteren periodischen Trajek-
torie der DGL (5.9). Widerspruch.

5.12 Satz:

Seien c('); d('); f('); g('); D(') de�niert wie in Bemerkung 5.1 mit D(') 6= 0.
Weiter besitze mindestens eine der beiden DGL

_r = f(')r

_' = g(')
oder

_r = c(')r

_' = d(')
(5.27)

mindestens einen Sektor, der nicht parabolisch ist.

Dann gilt:

Die DGL (5.9) besitzt keine Trajektorie p(') > 0 mit p(0) = p(2�).

Beweis:
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Wir nehmen an, die zweite DGL in (5.27) besitze einen nichtparabolischen Sek-
tor, d.h. (vgl. Bemerkung 2.5.c (ii)+(iii) bzw. Satz 2.4.c (ii)+(iii)) 9 '1 < '2

mit
d('1) = d('2) = 0 ^ sign(c('1)) 6= sign(c('2))

Es gilt:

d('1) = 0 =) D(') = c('1)g('1)� f('1)d('1) = c('1)g('1)

d('2) = 0 =) D(') = c('2)g('2)� f('2)d('2) = c('2)g('2)

Wegen D(') 6= 0 8 ' und sign(c('1)) 6= sign(c('2)) folgt:

sign(g('1)) 6= sign(g('2))

Damit gilt in Gleichung (5.9)

sign ( _'('1; r)) 6= sign ( _'('2; r))

womit wir, wie im Beweis von Satz 5.8, auf Nichtexistenz einer periodischen
Trajektorie > 0 schlie�en k�onnen.
Der noch ausstehende Fall, da� die erste DGL in (5.27) einen nichtparabolischen
Sektor besitzt, wird v�ollig analog behandelt.

5.13 Satz:

Seien c('); d('); f('); g('); D(') de�niert wie in Bemerkung 5.1 mit D(') 6= 0
und es gelte

(i) g(') 6= 0 ^
2�Z
0

f(')

g(')
d' = 0

oder

(ii) d(') 6= 0 ^
2�Z
0

c(')

d(')
d' = 0

(vgl. Bemerkung 2.5.b (i) bzw. Satz 2.4.b (i)), d.h. mindestens eine der beiden
DGL (5.27) besitzt nur 2�-periodische Trajektorien.

Dann gilt:

Die DGL (5.9) besitzt keine Trajektorie p(') > 0 mit p(0) = p(2�).
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Beweis:

Wir nehmen zun�achst an, (i) und (ii) seien erf�ullt:

2�Z
0

c(')

d(')
d' = 0 =

2�Z
0

f(')

g(')
d' =) 0 =

2�Z
0

f(')

g(')
d' �

2�Z
0

c(')

d(')
d' =

2�Z
0

c(')g(')� f(')d(')

d(')g(')
d'

Es existiert also ein ' 2 [0; 2�] mit c(')g(')�f(')d(') = D(') = 0. Widerspruch
zu D(') 6= 0.

Sei jetzt entweder (i) oder (ii) erf�ullt.

Wegen Satz 5.12, Bemerkung 2.5 und Bemerkung 2.9 k�onnen wir uns auf die
beiden noch verbleibenden F�alle beschr�anken:

a) In der DGL (5.20) ist r � 0 asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch
stabil) und die DGL (5.21) besitzt nur 2�-periodische Trajektorien.

b) In der DGL (5.21) ist r � 0 asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch
stabil) und die DGL (5.20) besitzt nur 2�-periodische Trajektorien.

Wir zeigen nur a) denn der Beweis von b) l�auft analog.

Sei zun�achst d(') > 0 vorausgesetzt.

Wir zeigen als erstes:

Ist r � 0 in der DGL (5.20) asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch
stabil), dann gilt D(') > 0 (< 0).

1.Fall: g(') 6= 0 8' 2 [0; 2�]

�) sign(g(')) = 1

Hier gilt n.V. und Bemerkung 2.9:

2�Z
0

f(')

g(')
d' < 0 (> 0) ^

2�Z
0

c(')

d(')
d' = 0 =)

2�Z
0

f(')

g(')
d' �

2�Z
0

c(')

d(')
d' < 0 (> 0) =) �

2�Z
0

D(')

d(')g(')
d' < 0 (> 0)

Wegen sign(d(')) = 1 = sign(g(')) folgt die Behauptung.

�) sign(g(')) = �1
Hier gilt n.V. und Bemerkung 2.9:

2�Z
0

f(')

g(')
d' > 0 (< 0) ^

2�Z
0

c(')

d(')
d' = 0 =)
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�
2�Z
0

f(')

g(')
d' +

2�Z
0

c(')

d(')
d' < 0 (> 0) =)

2�Z
0

D(')

d(')g(')
d' < 0 (> 0)

Wegen sign(d(')) = 1 = �sign(g(')) folgt die Behauptung.
2.Fall: g(') = 0 f�ur mindestens ein ' 2 [0; 2�].

Hier gilt:

' 2 [0; 2�] mit g(') = 0 =) f(') < 0 (> 0) =) f(')d(') < 0 (> 0) =)

=) c(')g(')�f(')d(') = D(') > 0 (< 0) =) D(') > 0 (< 0) 8' =) Beh.

Wir zeigen als zweites:

9R0 > 0 so da� 8r < R0 und 8' gilt:

D(') > 0 (< 0) () c(') + f(')rk

d(') + g(')rk
<
c(')

d(')

�
>
c(')

d(')

�
(5.28)

De�niere dazu:

R0 :=

8>>>>><
>>>>>:

1 falls g(') � 0

k

vuuut min
'2[0;2�]

d(')

max
'2[0;2�]

jg(')j falls g(') 6� 0

Wie man leicht nachpr�uft, gilt 8 r < R0 und 8':

d(') + g(')rk > 0

Damit ergibt sich mit

D(') = c(')g(')�f(')d(') > 0 () c(')d(')+f(')d(')rk < c(')d(')+c(')g(')rk ()

() d(')
�
c(')+f(')rk

�
< c(')

�
d(')+g(')rk

�
() c(') + f(')rk

d(') + g(')rk
<
c(')

d(')

(D(') < 0 analog) die Behauptung (5.28).

De�niert man (vgl. Satz 5.4)

Cu :=
R0

e
2�

max jc(')j
min jd(')j


(') := e

'R

0

c( )
d( )

d 
> 0 �u(
0) :=

�
('; 
0
('))

��' 2 [0; 2�]
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(beachte 
(0) = 
(2�) = 1), so gilt 8
0 mit 0 < 
0 < Cu :


0 e

'R

0

c( )
d( )

d 

< Cu e

'R

0

c( )
d( )

d � Cu e
2�

max jc(')j
min jd(')j � R0

Wegen Satz 1.13.a (i) (1.13.b (ii)) schneiden dann alle Trajektorien von (5.9), die
einen Punkt mit �u(
0) gemeinsam haben, �u(
0) 8 
0 mit 0 < 
0 < Cu, von
r � 0 aus gesehen, von oben nach unten (unten nach oben).
Weiter folgt aus Satz 5.3 bzw. Satz 5.5 die Existenz von Co (> Cu) und �o(
0),
wobei �o(
0) von allen Trajektorien der DGL (5.9), die einen Punkt mit �o(
0)
gemeinsam haben, 8
0 > Co von r � 0 gesehen, ebenfalls von oben nach unten
(unten nach oben) geschnitten wird.

Annahme:
Die DGL (5.9) besitze eine Trajektorie p(') > 0 mit p(0) = p(2�).

Dann mu� p(') zwischen den Kurven �o(Co) und �u(Cu) liegen. Weiter mu� nach
Satz 1.14 dann dort eine weitere Trajektorie q(') mit q(0) = q(2�) existieren. Mit
Satz 5.10 ergibt sich ein Widerspruch und damit f�ur d(') > 0 die Behauptung.
Der Fall d(') < 0 wird v�ollig analog gezeigt.

5.14 Satz:

Seien c('); d('); f('); g('); D(');m; l de�niert wie in Bemerkung 5.1 undD(') 6= 0.

Dann sind �aquivalent:

(i) In der DGL (5.20)
_r = f(')r

_' = g(')

ist r � 0 asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch stabil) und in
der DGL (5.21)

_r = c(')r

_' = d(')

ist r � 0 bei Zeitumkehr asymptotisch stabil (asymptotisch stabil).

(ii) Die DGL
_r = c(')rm + f(')rl

_' = d(')rm�1 + g(')rl�1
(5.29)

besitzt mindestens eine Trajektorie p(') > 0 mit p(0) = p(2�).
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(iii) Die DGL (5.29) besitzt genau eine Trajektorie p(') > 0 mit p(0) = p(2�).

Weiter gilt:

Die Trajektorie p(') ist asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch stabil)
und l�auft von links nach rechts, falls D(') > 0, sonst umgekehrt.

Beweis:

Die DGL (5.29) ist wegen Satz 1.12 f�ur r > 0 �aquivalent zu DGL (5.9) mit
k = l �m:

_r = c(')r + f(')rk+1

_' = d(') + g(')rk

Wir k�onnen uns daher im folgenden Beweis auf die DGL (5.9) beschr�anken.

(i)=)(ii) Satz 5.7.
(ii)=)(iii) Satz 5.10.
(iii)=)(ii) trivial
(ii)=)(i) Indirekt mit Bemerkung 2.9, Bemerkung 2.5 und den S�atzen 5.11 - 5.13.

Die asymptotische Stabilit�at (asymptotische Stabilit�at bei Zeitumkehr) folgt aus
den S�atzen 1.14 und 5.10. Damit mu� (vgl. (5.26)) gelten:

sign _'('; p(')) � (�1) � signD(') � 0 (� 0)

Mit Satz 5.9 folgt dann sogar "< 0 (> 0)" statt "� 0 (� 0)" und daraus:

signD(') = (6=) sign _'('; p(')):

5.15 Satz:

Seien c('); d('); f('); g('); D(') de�niert wie in Bemerkung 5.1 und D(') 6= 0.
Weiter sei p('; �) eine periodische Trajektorie > 0 der DGL (5.5), die in � = 0
von r � 0 abzweigt.

Dann gilt:

a) Falls die DGL (5.20) weder 2�-periodische Trajektorien > 0 noch einen
nichtparabolischen Sektor besitzt, 9K1; �1 > 0, so da� 8� mit j�j < �1 und
8' 2 [0; 2�] gilt:

p('; �) < K1
l�m
p
j�j (5.30)
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b) Falls die DGL (5.21) weder 2�-periodische Trajektorien > 0 noch einen
nichtparabolischen Sektor besitzt, 9K0; �0 > 0, so da� 8� mit j�j < �0 und
8' 2 [0; 2�] gilt:

K0
l�m
p
j�j < p('; �) (5.31)

Beweis:

Nach Satz 1.12 haben die DGL (5.5) und die DGL (5.6)

_r = �c(')r + f(')rl�m+1 + S1(r; '; �)r

_' = �d(') + g(')rl�m + S2(r; '; �)

f�ur r > 0 die gleichen Trajektorien. Wir k�onnen uns daher im weiteren Beweis
auf die DGL (5.6) beschr�anken.
Sei k := l �m und u(�) 2 C0 (U(0);R+) mit u(0) = 0 und u(�) 6= 0 f�ur � 6= 0.
Dann geht die DGL (5.6) durch die Transformation

r = u(�)s (5.32)

�uber in die DGL

_s = �c(')s + uk(�)f(')sk+1 + S1(u(�)s; '; �)s

_' = �d(') + uk(�)g(')sk + S2(u(�)s; '; �)
(5.33)

Weiter haben die DGL (5.33) und die DGL

_s = f(')sk+1 +
1

uk(�)

�
�c(') + S1(u(�)s; '; �)

�
s

_' = g(')sk +
1

uk(�)

�
�d(') + S2(u(�)s; '; �)

� (5.34)

sowie die DGL

_s = c(')s +
1

�

�
uk(�)f(')sk + S1(u(�)s; '; �)

�
s

_' = d(') +
1

�

�
uk(�)g(')sk + S2(u(�)s; '; �)

� (5.35)

f�ur � 6= 0 dieselben Trajektorien.

a) Annahme: Die Ungleichung (5.30) sei nicht erf�ullt, d.h.

lim sup
�!0

max
'2[0;2�]

p('; �)

k
pj�j =1 (5.36)
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Wir nehmen weiter an, da� p('; �) f�ur � > 0 von r � 0 abzweigt.
(Der Fall � < 0 wird v�ollig analog behandelt)
Wegen (5.36) existiert eine Folge (�n)n2N mit den folgenden Eigenschaften:

(i) �n > �n+1 8n 2 N (ii) lim
n!1

�n = 0 (iii) lim
n!1

max
'2[0;2�]

p('; �n)

k
p
�n

=1 (5.37)

De�niere '1(�) durch:

p('1(�); �) = max
'2[0;2�]

p('; �)

De�niere dann weiter:

u1(�) :=

8>>>>>><
>>>>>>:

0 falls � = 0

p('1(�n); �n) falls � = �n

p('1(�n); �n)� p('1(�n+1); �n+1)

�n � �n+1

(�� �n) + p('1(�n); �n) falls � 2 (�n+1; �n)

Der Graph von u1(�) ist damit ein Streckenzug, der die Punkte (�n; p('1(�n); �n))
miteinander verbindet.
F�ur u1(�) gilt, da p('; �) von r � 0 abzweigt und wegen (5.37) (iii):

lim
�!0

u1(�) = 0 = lim
�!0

�

uk1(�)
(5.38)

Wir setzen u1(�) f�ur u(�) in die DGL (5.34) ein:

_s = f(')sk+1 +
1

uk1(�)

�
�c(') + S1(u1(�)s; '; �)

�
s

_' = g(')sk +
1

uk1(�)

�
�d(') + S2(u1(�)s; '; �)

� (5.39)

Nach Konstruktion mu� (5.39) eine periodische Trajektorie mit (beachte (5.32)):

s = q1('; �) :=
p('; �)

u1(�)
^ q1('; �n) � 1 = q1('1(�n); �n) 8n 2 N

besitzen. Wir konstruieren nun in den zwei m�oglichen F�allen (Knoten bzw. Wir-
bel) in Gleichung (5.20) eine Kurve

��n :=
n
('; 
�n('))

���
�n(0) = 
�n(2�) ^ 
�n('1(�n)) = 1
o

st�uckweise glatt, so da� die Trajektorien von DGL (5.39), wenn sie einen ge-
meinsamen Punkt mit ��n besitzen, ��n entweder alle von oben nach unten oder
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alle von unten nach oben schneiden, w�ahlt man n hinreichend gro�. Da ��n in
('1(�n); 1) einen gemeinsamen Punkt mit

�
'; q1('; �n)

�
besitzt, ergibt sich die

Nichtexistenz von q1('; �) bzw. p('; �) f�ur � = �n, d.h. in jeder Umgebung von
� = 0 existiert mindestens ein �, f�ur das p('; �) nicht existiert. Das ist ein Wi-
derspruch zur Abzweigung von p('; �) in � = 0 von r � 0.

1.Fall: r � 0 in Gleichung (5.20) ist ein Wirbel (vgl. Bemerkung 2.5 b (ii) und
Satz 5.3). Dann gilt:

g(') 6= 0 8' 2 [0; 2�] ^
2�R
0

f(')
jg(')j d' < 0 (> 0).

Seien �;m(j�j) de�niert wie im Satz 5.3,


�n(')) := e
�
'1(�n)R

0

f( )��
g( )

d � e
'R

0

f( )��
g( )

d 

und
R0 := e�2m(j�j) R1 := e+2m(j�j)

O�ensichtlich liegt ��n im von s = R0 und s = R1 begrenzten Streifen und hat
in ('1(�n); 1) wegen


�n('1(�n)) = e
�
'1(�n)R

0

f( )��
g( )

d � e
'1(�n)R

0

f( )��
g( )

d 

= 1 = q1('1(�n); �n)

einen gemeinsamen Punkt mit
�
'; q1('; �n)

�
.

Wegen (5.38) und der De�nition von Si(r; '; �) i = 1; 2 (vgl. Bemerkung 5.1) gilt:

lim
�!0

�
1

uk1(�)

�
�c(') + S1(u1(�)s; '; �)

��
= 0 (5.40)

lim
�!0

�
1

uk1(�)

�
�d(') + S2(u1(�)s; '; �)

��
= 0 (5.41)

Mit t1 $ 0; t2;$ 2�; t$ '; r$ s; a(t)$ f('); b(t)$ g(') und

A1(r; t; �)$ 1

uk1(�)

�
�c(') + S1(u1(�)s; '; �)

�
B1(r; t; �) $ 1

uk1(�)

�
�d(') + S2(u1(�)s; '; �)

�
k�onnen wir Lemma 1.11.a auf

f(')sk +
1

uk1(�)

�
�c(') + S1(u1(�)s; '; �)

�
g(')sk +

1

uk1(�)

�
�d(') + S2(u1(�)s; '; �)

� (5.42)

anwenden und erhalten im 1.Fall analog Satz 5.3 mit Satz 1.13 die gew�unschten
Eigenschaften von ��n .
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2.Fall: r � 0 in Gleichung (5.20) ist ein Knoten (vgl. Bemerkung 2.5 a+c (i) und
Satz 5.5). Dann gilt 8'̂ 2 [0; 2�] mit g('̂) = 0:

f('̂) < 0 (> 0)

Wir beginnen mit der Situation g(') � 0 und de�nieren


�n(') := 1 8' 2 [0; 2�] 0 < R0 < 1 < R1 <1

Wegen g(') � 0 gilt f(') 6= 0 und mit (5.40) dann���� 1

uk1(�)

�
�c(') + S1(u1(�)s; '; �)

����� < 1

2
min

'2[0;2�]
jf(')j

w�ahlt man � hinreichend klein und R0 < s < R1. Das bedeutet:

j _s(1; '; �)j �
����f(') + 1

uk1(�)

�
�c(') + S1(u1(�); '; �)

����� > 1

2
min

'2[0;2�]
jf(')j > 0

Damit erf�ullt auch hier ��n = ('; 1) die gew�unschten Eigenschaften, w�ahlt man
n hinreichend gro�.

Nachdem g(') � 0 abgehandelt wurde, verbleibt noch die Situation
g(') = 0 ^ g(') 6� 0 zu betrachten.

Seien 'i; I; I1; I2; I3; �; h�( ; �);  
(i)
j ; �

(i)
j ; !i;

~ (i)
j ; ~�

(i)
j ; ~!i; Æ1 de�niert wie im Satz

5.5. De�niere dann weiter:


(') :=

8>>>>>><
>>>>>>:

e
h�( 

(i)
j ; ') falls ' 2 [ (i)

j ; �
(i)
j ]

e
h�(~�

(i)
j ; ') falls ' 2 [ ~�(i)

j ;
~ (i)
j ]

1 sonst


�n(') :=
1


('1(�n))

(')

m(j�j) := 2�max

(
jf(')j+ j�j
jg(')j

����� ' 2 [0; 2�] n
[
i2I
UÆ1('i)

)

R0 := e�2m(j�j) R1 = e2m(j�j)

Damit liegt ��n im von s = R0 und s = R1 begrenzten Streifen und hat in
('1(�n); 1) einen gemeinsamen Punkt mit

�
'; q1('; �n)

�
.

Wir m�ussen noch zeigen:
Die Trajektorien von (5.34) schneiden ��n , falls sie einen Punkt mit ��n gemein-
sam haben, entweder von oben nach unten (falls f('i) < 0) oder von unten nach
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oben (falls f('i) > 0), w�ahlt man � hinreichend klein.
Wir beginnen mit i 2 I1, d.h. f('i) 6= 0 8' 2 ['i; 'i+1].
Hier gilt 8' 2 ['i; 'i+1] i 2 I1; R0 < s < R1 und j�j hinreichend klein:

sign (f('))=sign
�
f(')sk

�
=sign

�
f(')sk +

1

uk1(�)

�
�c(') + S1(u1(�)s; '; �)

��
=sign

�
_s(s; '; �)

�

was man leicht mit (5.40) analog zum Beginn des Beweises im 2.Fall sieht.
Wir behandeln jetzt nur noch den Fall f('i) < 0 ^ i 2 I2, da die F�alle
f('i) < 0 ^ i 2 I3 bzw. f('i) > 0 ^ i 2 I2 [ I3 v�ollig analog behandelt werden.
Sei zun�achst i 2 I2 ^ ' 62 [ (i)

j ; �
(i)
j ] 1 � j � !i.

Hier gilt: f(')� � � 0 =) f(') � � < 0. Dann sieht man wie eben bei i 2 I1
8' 2 ['i; 'i+1] n [ (i)

j ; �
(i)
j ]; 1 � j � !i i 2 I2; R0 < s < R1 und j�j hinreichend

klein:

�1 = sign
�
f(')

�
= sign

�
f(')sk +

1

uk1(�)
(�c(') + S1(u1(�)s; '; �))

�
= sign

�
_s(s; '; �)

�

8' 2 ['i; 'i+1] n [ (i)
j ; �

(i)
j ] 1 � j � !i i 2 I2 und R0 < s < R1 w�ahlt man wieder

j�j hinreichend klein.

Bleibt noch ' 2 [ 
(i)
j ; �

(i)
j ] 1 � j � !i i 2 I2 zu behandeln. Hier liefern Satz

1.11.a mit t1 $  
(i)
j ; t2 $ �

(i)
j 1 � j � !i i 2 I2 und Satz 1.13 (vgl. Satz 5.5) das

gew�unschte Ergebnis.

Damit ist der erste Teil des Beweises, die Ungleichung in (5.30), gezeigt.

b) Annahme: Die Ungleichung (5.31) sei nicht erf�ullt, d.h.

lim inf
�!0

min
'2[0;2�]

p('; �)

k
pj�j = 0 (5.43)

Wir nehmen wieder an, da� p('; �) f�ur � > 0 von r � 0 abzweigt.
(Der Fall � < 0 wird v�ollig analog behandelt)
Wegen (5.43) existiert eine Folge (�n)n2N mit den folgenden Eigenschaften:

(i) �n+1 < �n 8n 2 N (ii) lim
n!1

�n = 0 (iii) lim
n!1

min
'2[0;2�]

p('; �n)

k
p
�n

= 0 (5.44)

De�niere '0(�) durch:

p('0(�); �) = min
'2[0;2�]

p('; �)
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De�niere dann weiter

u0(�) :=

8>>>>>><
>>>>>>:

0 falls � = 0

p('0(�n); �n) falls � = �n

p('0(�n); �n)� p('0(�n+1); �n+1)

�n � �n+1
(�� �n) + p('0(�n); �n) falls � 2 (�n+1; �n)

Der Graph von u0(�) ist damit analog u1(�) ein Streckenzug, der die Punkte
(�n; p('0(�n); �n)) miteinander verbindet.
F�ur u0(�) gilt, da p('; �) von r � 0 abzweigt und wegen (5.44) (iii):

lim
�!0

u0(�) = 0 = lim
�!0

uk0(�)

�
(5.45)

Wir setzen u0(�) f�ur u(�) in die DGL (5.34) ein. Nach Konstruktion mu� jetzt
(5.35) eine periodische Trajektorie

q0('; �) :=
p('; �)

u0(�)
^ q0('; �n) � 1 = q0('0(�n); �n)

besitzen.
Der Rest des Beweises l�auft analog a) man benutzt lediglich im 1.Fall (Wirbel)
�;m(j�j) wie in Satz 5.4 und


�n(') := e
�
'0(�n)R

0

c( )��
d( )

d � e
'R

0

c( )��
d( )

d 

R2 := e2m(j�j)

lim
�!0

�
1

�

�
uk0(�)f(')s

k + S1(u0(�)s; '; �)
��

= 0

lim
�!0

�
1

�

�
uk0(�)g(')s

k + S2(u0(�)s; '; �)
��

= 0

A2(r; t; �)$ 1

�

�
uk0(�)f(')s

k + S1(u0(�)s; '; �)
�

B2(r; t; �)$ 1

�

�
uk0(�)g(')s

k + S2(u0(�)s; '; �)
�

c(') +
1

�

�
uk0(�)f(')s

k + S1(u0(�)s; '; �)
�

d(') +
1

�

�
uk0(�)g(')s

k + S2(u0(�)s; '; �)
�

und dann Satz 1.11.b.
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Im 2.Fall (Knoten) beginnt man wieder mit 
�n(') := 1, benutzt dann aber die
Ungleichung ���� 1� �uk0(�)f(')sk + S1(u0(�)s; '; �)

����� < 1

2
min

'2[0;2�]
jc(')j

f�ur j�j hinreichend klein und 0 < s < 2 =: R2

In der Situation d(') = 0 ^ d(') 6� 0 w�ahlt man

�i; J; J1; J2; J3; �; h�(#; �); #
(i)
j ; �

(i)
j ; �i;

~#
(i)
j ;

~�
(i)
j ;

~�i; Æ2 wie im Satz 5.6 und de�niert:


(') :=

8>>>>>><
>>>>>>:

e
h�(#

(i)
j ; ') falls ' 2 [#

(i)
j ; �

(i)
j ]

e
h�(~�

(i)
j ; ') falls ' 2 [~�

(i)
j ;

~#
(i)
j ]

1 sonst


�n :=
1


('0(�n))

(')

m(j�j) := 2�max

(
jc(')j+ j�j
jd(')j

����� ' 2 [0; 2�] n
[
i2J

UÆ2(�i)

)

R2 := e2m(j�j)

Mit Satz 1.11.b folgt analog a) die Behauptung.

5.16 Satz:

Seien c('); d('); f('); g('); D('); S2(r; '; �) de�niert wie in Bemerkung 5.1 und
D(') 6= 0. Die DGL (5.20) und die DGL (5.21) seien weder im Besitz 2�-
periodischer Trajektorien > 0 noch eines nichtparabolischen Sektors.
Weiter sei p('; �) eine periodische Trajektorie > 0 der DGL (5.5), die in � = 0
von r � 0 abzweigt.

Dann gilt:

_'(p; '; �) = �d(')pm�1 + g(')pl�1 + S2(p; '; �)p
m�1 6= 0 (5.46)

w�ahlt man j�j nur hinreichend klein.

Beweis:

Wir gehen zun�achst vor wie beim letzten Satz, d.h. die DGL (5.5) wird mit
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Satz 1.12 �ubergef�uhrt in die DGL (5.6). Mit u(�) := k
p
j�j und k = l � m in

(5.32) ergibt sich:

_s = �c(')s + j�jf(')sk+1 + S1(j�js; '; �)s

_' = �d(') + j�jg(')sk + S2(j�js; '; �)
oder wieder mit Satz 1.12 f�ur � 6= 0

_s = c(')s + sign(�)f(')sk+1 + Ŝ1(s; '; �)s

_' = d(') + sign(�)g(')sk + Ŝ2(s; '; �)

mit

Ŝi(s; '; �) =
1

�
Si(j�js; '; �) = O

�
k
p
j�js

�
+O (j�j)+O

�
k
p
j�jsk+1

�
= O

�
k
p
j�j
�

Wir betrachten zun�achst den Fall sign(�) = 1 (sign(�) = �1 l�auft v�ollig analog),
also die DGL

_s = c(')s + f(')sk+1 + Ŝ1(s; '; �)s

_' = d(') + g(')sk + Ŝ2(s; '; �)

(5.47)

und zeigen

_'
���
q(';�)

= d(') + g(')qk('; �) + Ŝ2(q('; �)) 6= 0 (5.48)

wobei

q('; �) :=
p('; �)

k
p
�

eine periodische Trajektorie der DGL (5.47) ist.
O�ensichtlich ist die Aussage (5.48) zu (5.46) �aquivalent.
Der Beweis von (5.48) folgt im wesentlichen dem Beweis von Satz 5.9 sowie dem
f�ur Satz 5.9 notwendigen Satz 5.8, deswegen sei an dieser Stelle dorthin verwiesen.
Mit Satz 5.15 k�onnen wir uns im Folgenden in der (s; ')-Halbebene auf einen
Streifen K0 < s < K1 (K0; K1 > 0 geeignet) beschr�anken.

Annahme: Die Vorausetzungen von Satz 5.8 (i)-(iii) ((i)'-(iii)' l�auft v�ollig analog)
seien erf�ullt.
Dann folgt (vgl. Beweis von Satz 5.8) 8s mit K0 < s < K1 und � hinreichend
klein

sign _'(s; '1; �) = sign g('1) ^ sign _'(s; '2; �) = signd('2)

woraus
sign _'(s; '1; �) 6= sign _'(s; '2; �)
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folgt, was ein Widerspruch zur Voraussetzung dieses Satzes ist und wir k�onnen
uns im weiteren auf die im Beweis von Satz 5.9 angegebenen F�alle 1),2) und 3)
beschr�anken.

Um den weiteren Beweis zu erleichtern, de�niere:

� :=

(
'

����� dd' k

s
�d(')
g(')

= 0

)

~K0 := min

(
K0;

1

2
min
'2�

k

s
�d(')
g(')

)

~K1 := max

(
K1; 2max

'2�
k

s
�d(')
g(')

)

MŜ2
(�) := max

s2[0; ~K1]
max
'2[0;2�]

���Ŝ2(s; '; �)
���

Wir betrachten zun�achst den Fall 1):

d(') 6= 0 6= g(') 8' 2 [0; 2�] ^ sign(d(')) 6= sign(g('))

Dann ist die Gleichung:

h('; �) := �Ŝ2( k

q
�d(')+h(';�))

g(')
; '; �) (5.49)

nach dem Theorem �uber die implizite Funktion eindeutig 8' in einer Umgebung
von (h = 0; � = 0) f�ur � hinreichend klein au
�osbar
(Beachte: Ŝ2(s; '; �) = O( k

pj�j); sign(d(')g(')) = �1), d.h.

s('; �) := k

s
�d(') + h('; �)

g(')

(vgl. (5.22) im Beweis von Satz 5.9) ist ebenfalls 8' erkl�art und die L�osung der
Gleichung

_' = 0 = d(') + g(')sk + Ŝ2(s; '; �) (5.50)

wie man durch Einsetzen leicht veri�ziert, d.h. die L�osungen von (5.50) werden
durch den Graph der Funktion s('; �) beschrieben. Weiter liegt dieser Graph
nach Konstruktion von ~K0 bzw. ~K1 vollst�andig im von ~K0 bzw. ~K1 begrenzten
Streifen (wie auch q('; �)) und wir k�onnen wie im Beweis von Satz 5.9 schlie�en,
mit dem Streifen zwischen ~K0 und ~K1 statt der (r; ')-Halbebene sowie s('; �)

statt r(') = k

q
�d(')
g(')

.

Falls die F�alle 2) bzw. 3) vorliegen, sind noch einige technische Betrachtungen
n�otig, da der De�nitionsbereich von s('; �) (=: D s(�)) f�ur � hinreichend klein
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o�ensichtlich nicht ganz [0; 2�] (bzw. R) sein kann.

Wir behandeln zun�achst Fall 2):

d('1) = d('2) = 0 ^ d(') 6= 0 8' 2 ('1; '2) ^ g(') 6= 0 8' 2 ['1; '2]

Es gilt:

Zu �1 > 0 9 "1(�1) mit: j' � 'ij � "1 i = 1; 2 =) k

s����d(')g(')

���� < �1

Sei im folgenden �1 :=
1
3
~K0 und "1 := "1(

1
3
~K0)

De�niere dann:

mg := min
�jg(')j �� ' 2 ['1 � "1; '2 + "1]

	
Weiter gilt:

Zu �2 > 0 9 �2(�2) mit: � < �2 =) 1

mg
MŜ2

(�) < �2

(Beachte MŜ2
(0) = 0 wegen Ŝ2(s; '; �) = O( k

pj�j))
W�ahle hier �2 :=

�
1
3
~K0

�k
und �2 := �2(

�
1
3
~K0

�k
).

Wir zeigen:

Gibt es eine L�osung von _' = 0, die f�ur � < �2 in einem der beiden Rechtecke
[0; ~K1]� ['i� "1; 'i+ "1] i = 1; 2 liegt, so liegt sie bereits in einem der Rechtecke

[0;
k
p
2

3
~K0] � ['i � "1; 'i + "1] i = 1; 2.

Dies folgt wegen

_' = 0 () sk = �d(')
g(')

� 1

g(')
Ŝ2(s; '; �)

aus der Absch�atzung (' 2 ['i � "1; 'i + "1] i = 1; 2)

sk �
����d(')g(')

����+ 1

jg(')jjŜ2(s; '; �)j �
�
1

3
~K0

�k
+

�
1

3
~K0

�k
= 2

�
1

3
~K0

�k

bzw.

s �
k
p
2

3
~K0

Es gilt au�erdem:

Zu "3 > 0 9 �3("3) mit: � < �3 =) ['1 + "3; '2 � "3] � D s(�)

W�ahlen wir jetzt "3 :=
1
2"1 und �3 = �3(

1
2"1) ragt das Intervall ['1 +

1
2"1; '2 � 1

2"1]
in die Intervalle ['i�"1; 'i+"1] i = 1; 2 hinein. Damit besitzt s('; �) f�ur � hinrei-
chend klein in den zwei Intervallen ['1+

1
2
"1; '1+ "1] bzw. ['2� "1; '2� 1

2
"1] nur
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Werte � k
p
2

3
~K0 und nach Konstruktion von ~K0; ~K1 im Intervall ['1 + "1; '2 � "1]

mindestens einen Wert zwischen ~K0 bzw. ~K1. Es existieren also '1(�); '2(�) mit:

'1(�) := min
�
' 2 ['1 + "1; '2 � "1]

�� s('; �) = K0

	
'2(�) := max

�
' 2 ['1 + "1; '2 � "1]

�� s('; �) = K0

	
Da s('; �) au�erdem f�ur � hinreichend klein nach Konstruktion von ~K1 im Inter-
vall ['1 +

1
2
"1; '2 � 1

2
"1] keine Werte � ~K1 haben kann und im o�enen Intervall

('1(�); '2(�)) nach Konstruktion von � bzw. ~K0 auch keine Werte � ~K0, k�onnen
wir wie im Fall 2) im Beweis von Satz 5.9 mit '1(�); '2(�); s('; �) und dem Strei-
fen zwischen ~K0 und ~K1 statt '1; '2; r(') und der (r; ')-Halbebene schlie�en.

Der Fall 3) l�a�t sich auf Fall 2) zur�uckf�uhren, wenn man die Transformation

s! 1

s
durchf�uhrt und dann Satz 1.12 anwendet.

5.17 Bemerkung:

Eine �Aquivalenz wie in Satz 5.14 f�ur Gleichung (5.9) ist f�ur Gleichung (5.5) bzw.
(5.6) nicht zu erwarten, wie folgende Beispiele zeigen:

a) Betrachte die DGL:

_x1 = ��x2 + 2�2x1 � 3�x1(x21 + x22) + x1(x21 + x22)
2

_x2 = �x1 + 2�2x2 � 3�x2(x
2
1 + x22) + x2(x

2
1 + x22)

2

Diese DGL lautet in Polarkoordinaten

_r = r5 � 3�r3 + 2�2r

_' = �

(5.51)

d.h.

c(') � 0 d(') � 1 f(') � 1 g(') � 0

S1(r; '; �) = 2�2 � 3�r2 S2(r; '; �) � 0 D(') � �1 6= 0

Gleichung (5.21) besitzt wegen c(') � 0 6= d(') nur 2�-periodische Trajektorien,
damit ist (i) in Satz 5.14 nicht erf�ullt. Dennoch besitzt die DGL (5.51) f�ur � > 0
sogar zwei 2�-periodische Trajektorien, die sich in � = 0 von r � 0 abzweigen,
n�amlich

p1('; �) =
p
� p2('; �) =

p
2�
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was man durch Einsetzen leicht veri�ziert.

b) Betrachte nun folgende DGL

_x1 = �
�
5
4x

3
1 � 1

2x
2
1x2 � 3

4x1x
2
2

�
+ (x2 � 4x1)(x

2
1 + x22)

2 � �2 (x21x2 + x32)

_x2 = �
�
5
4
x21x2 +

1
2
x1x

2
2 � 3

4
x32
�

+ (x1 � 4x2)(x21 + x22)
2 + �2 (x31 + x1x

2
2)

Diese DGL lautet in Polarkoordinaten:

_r = �
�
1
4
+ cos(2')

�
1� 1

4
sin(2')

��
r3 + (sin(2') � 4)r5

_' = �1
4 sin

2(2')r2 + cos(2')r4 + �2r2
(5.52)

d.h.

c(') =
1

4
+ cos(2')

�
1� 1

4
sin(2')

�
d(') =

1

4
sin2(2')

f(') = sin(2')� 4 < 0 g(') = cos(2')

S1(r; '; �) � 0 S2(r; '; �) = �2r2

D(') =
�1
4
+ cos(2')

�
1 � 1

4
sin(2')

��
cos(2') �

�
sin(2') � 4

�1
4
sin2(2') =

=
1

4
cos(2') + cos2(2')

�
1 � 1

4
sin(2')

�
+ sin2(2')

�
1 � 1

4
sin(2')

�
=

= 1 +
1

4
cos(2') � 1

4
sin(2') = 1 +

p
2

4
sin(

�

4
� 2') > 0

Zur weiteren Betrachtung transformieren wir die DGL (5.52) durch die Trans-
formation r = 2

p
� s f�ur � = 0 wie im letzten Satz (vgl. DGL (5.47)) in die

DGL:

_s =
�
1
4
+ cos(2')

�
1� 1

4
sin(2')

��
s + (sin(2')� 4)s3

_' = 1
4
sin2(2') + cos(2')s2 + �

(5.53)

d.h.
Ŝ1(s; '; �) � 0 Ŝ2(s; '; �) = �

Wegen

d(') =
1

4
sin2(2') = 0 () ' 2

n
n
�

2

���n 2 Zo

c(') =
1

4
+ cos(2')

�
1 � 1

4
sin(2')

�
=

1

4
+ cos(2') =

8>>><
>>>:

5

4
falls n � 0 mod 2

�3

4
falls n � 1 mod 2
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d(') > 0 8' 2 R n
n
n
�

2

���n 2 Zo
(vgl. Bemerkung 2.5.c (ii) bzw. (iii)) besitzt s � 0 in der DGL

_s =
�

1
4 + cos(2')

�
1 � 1

4 sin(2')
� �
s

_' = 1
4
sin2(2')

(5.54)

sowohl hyperbolische, als auch elliptische Sektoren.

Um den Satz 5.14 auf die DGL (5.53) anwenden zu k�onnen, obwohl (5.53) von �
abh�angt, vertauschen wir die beiden letzten Terme bei _' in (5.53). Damit schreibt
sich die DGL (5.53)

_s =
�
1
4 + cos(2')

�
1� 1

4 sin(2')
��
s + (sin(2') � 4)s3

_' = 1
4
sin2(2') + � + cos(2')s2

(5.55)

d.h. wir betrachten � als Konstante statt als St�orparameter. Dann bleiben
c('); f('); g('); Ŝ1(s; '; �) wie oben bei DGL (5.53), es �andern sich lediglich:

d(') =
1

4
sin2(2') + � Ŝ2(s; '; �) � 0

D(') = 1 +

p
2

4
sin(

�

4
� 2') � �(sin(2')� 4) > 0

Desweiteren ist s � 0 in der DGL

_s =
�

1
4
+ cos(2')

�
1 � 1

4
sin(2')

� �
s

_' = 1
4
sin2(2') + �

8� > 0 ein instabiler Wirbel (vgl. Bemerkung 2.5.b (ii)):

1

4
sin2(2') + � > 0 ^

2�Z
0

1
4 + cos(2')

�
1� 1

4 sin(2')
�

1
4
sin2(2') + �

d' =

=

2�Z
0

1
4

1
4
sin2(2') + �

d' +

2�Z
0

cos(2')
�
1� 1

4 sin(2')
�

1
4
sin2(2') + �

d' =

2�Z
0

1

sin2(2') + 4�
d' + 0 > 0

Au�erdem ist s � 0 in der DGL

_s = (sin(2') � 4)s

_' = cos(2')
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(vgl. Bemerkung 2.5.c (i)) ein stabiler uneigentlicher Knoten.
Damit k�onnen wir Satz 5.14 (f�ur � > 0 beliebig aber fest) auf die DGL (5.55)
anwenden:

Die DGL (5.55) besitzt f�ur � > 0 jeweils genau eine periodische Trajektorie > 0.

Da die DGL (5.55) und die DGL (5.53) v�ollig identisch sind und die Aussage von
Satz 5.14 8� > 0 richtig ist, besitzt die DGL (5.53) und damit auch die DGL
(5.52) 8� > 0 jeweils genau eine periodische Trajektorie> 0. Die den periodischen
Trajektorien von (5.53) entsprechenden Trajektorien der DGL (5.52) zweigen in
� = 0 von r � 0 (beachte: r = 2

p
� s) und das obwohl die DGL (5.54) sowohl

elliptische, als auch hyperbolische Sektoren besitzt.

5.18 Satz:

Seien c('); d('); f('); g('); D(') de�niert wie in Bemerkung 5.1 und D(') 6= 0.
Weiter seien die DGL (5.20) und die DGL (5.21)

_r = f(')r

_' = g(')
bzw.

_r = c(')r

_' = d(')

weder im Besitz 2�-periodischer Trajektorien > 0 noch eines nichtparabolischen
Sektors.

Dann gilt:

Von der Trajektorie r � 0 der DGL (5.5)

_r = �c(')rm + f(')rl + S1(r; '; �)r
m

_' = �d(')rm�1 + g(')rl�1 + S2(r; '; �)r
m�1

zweigt in � = 0 genau eine einparametrische Schar 2�-periodischer Trajektorien
p('; �) > 0 ab und zwar entweder f�ur � > 0 (falls r � 0 in (5.20) und (5.21)
verschiedenes Stabilit�atsverhalten hat) oder f�ur � < 0 (falls r � 0 in (5.20) und
(5.21) gleiches Stabilit�atsverhalten hat), w�ahlt man j�j nur hinreichend klein.
p('; �) ist asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch stabil), falls r � 0
in (5.20) asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch stabil) ist und l�auft
von links nach rechts, falls D(') > 0, sonst umgekehrt.
F�ur die AmplitudeA(�) und die Periode T (�) einer zu p('; �) geh�orenden L�osung
der DGL (5.5) gilt:

A(�) ' l�m
p
j�j
�
1 +O

�
l�m
p
j�j�� T (�) '

�
l�m
p
j�j
�1�l �

1 +O
�
l�m
p
j�j�� ��!0�!1

�
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Beweis:

Wir gehen wieder vor wie beim letzten Satz, f�uhren die DGL (5.5) (wir betrachten
zun�achst sign(�) = 1) �uber in die DGL (5.47)

_s = c(')s + f(')sk+1 + Ŝ1(s; '; �)s

_' = d(') + g(')sk + Ŝ2(s; '; �)

und unterscheiden die F�alle:
(i) r � 0 in der DGL (5.20) und r � 0 in der DGL (5.21) haben gleiches Stabi-
lit�atsverhalten.
(ii) r � 0 in der DGL (5.20) und r � 0 in der DGL (5.21) haben verschiedenes
Stabilit�atsverhalten.

Wir beginnen mit (i):
Annahme: Die DGL (5.5) habe f�ur � hinreichend klein eine periodische Trajek-
torie p('; �), die in � = 0 von r � 0 abzweigt.

Dann mu� auch die DGL (5.47) eine periodische Trajektorie q('; �) :=
p('; �)

k
p
�

besitzen. Wegen Satz 5.15 existieren K0; K1; �2 > 0, so da� 8' 2 [0; 2�] und
� < �2 gilt:

K0 < q('; �) < K1

Die Funktionenfolge
�
q('; �)

�
�<�2

ist also gleichm�a�ig beschr�ankt und wegen (vgl.

Satz 5.16) _'(q('; �); '; �) 6= 0 f�ur � hinreichend klein auch gleichgradig stetig.
Damit existiert mit dem Satz von Arzela-Ascoli eine Folge (�n)n2N mit der Ei-
genschaft lim

n!1
�n = 0 und

lim
n!1

q('; �n) = q(')

Damit gilt auch (beachte: Ŝi(s; '; �) = O
�
k
p
�
�
i = 1; 2)

lim
n!1

Ŝi(q('; �n); '; �n) = 0 i = 1; 2

und q(') ist eine periodische Trajektorie > 0 der DGL (5.9). Nach Satz 5.14 ist
dies aber nicht m�oglich. Widerspruch.

Nun behandeln wir (ii):
Da verschiedenes Stabilit�atsverhalten f�ur r � 0 bei den beiden DGL (5.20) bzw.
(5.21) vorliegt, besitzt die DGL (5.9) nach Satz 5.14 genau eine periodische Tra-
jektorie q('), die gleichzeitig eine L�osung der Randwertaufgabe mit Periodizit�ats-
randbedingungen ist:

dr

d'
=
c(') + f(')rk

d(') + g(')rk
r r(0) = r(2�)
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Da der charakteristische Exponent 6= 0 ist (vgl. (5.26) im Beweis von Satz 5.10)
und damit die Variationsgleichung bzgl. q(') keine periodische L�osung besitzt,
zweigt von q(') genau eine periodische L�osung

q('; �) := q(') +O ( k
p
�) (5.56)

der DGL

dr

d'
=
c(') + f(')rk + Ŝ1(r; '; �)

d(') + g(')rk + Ŝ2(r; '; �)
r =:

c(') + f(')rk

d(') + g(')rk
r + O ( k

p
�) (5.57)

ab ([21] S. 348). Damit besitzt auch die DGL (5.5) die periodische Trajektorie

p('; �) := k
p
�
�
q(') +O ( k

p
�)
�

(5.58)

Annahme: Die DGL (5.5) habe f�ur � hinreichend klein mindestens 2 periodische
Trajektorien p1('; �) 6= p2('; �), die in � = 0 von r � 0 abzweigen.

Dann hat die DGL (5.47) ebenfalls mindestens 2 periodische Trajektorien

q1('; �) =
p1('; �)

k
p
�

6= p2('; �)
k
p
�

= q2('; �)

Wendet man wie eben bei (i) den Satz von Arzela-Ascoli an, folgt die Existenz
einer Folge (�n)n2N mit

lim
n!1

q1('; �) =: q1(') ^ lim
n!1

q2('; �) =: q2(')

wobei q1('); q2(') periodische Trajektorien > 0 der DGL (5.9) sind. Da aber nach
Satz 5.14 die DGL (5.9) nur genau eine periodische Trajektorie > 0 besitzt, gilt:

lim
�!0

q1('; �) = q1(') = q(') = q2(') = lim
�!0

q2('; �)

d.h. q1('; �) und q2('; �) zweigen beide in � = 0 von q(') ab. Von q(') kann
aber nur (s.o.) genau eine Trajektorie abzweigen. Widerspruch.
Der noch verbleibende Fall � < 0 wird analog gezeigt, wegen f(')$ �f(') und
g(')$ �g(') vertauscht sich nur (i) mit (ii).
Das Stabilit�atsverhalten und die Laufrichtung von p('; �) k�onnen f�ur j�j hinrei-
chend klein wegen (5.58) und (5.26) von Satz 5.14 �ubernommen werden.
Die Periode gewinnt man aus der Gleichung f�ur _' in (5.5):

_' '
�

l�m
p
j�j
�l�1 �

1 +O
�
l�m
p
j�j�� =) dt ' d'�

l�m
p
j�j
�l�1 �

1 +O
�
l�m
p
j�j��

Integration ergibt jetzt wegen

1�
l�m
pj�j�l�1 �1 +O

�
l�m
pj�j�� =

�
l�m
p
j�j
�1�l �

1 +O
�
l�m
p
j�j��

die Behauptung.
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5.19 Korollar:

Seien c('); d('); f('); g('); D(') de�niert wie in Bemerkung 5.1, D(') 6= 0 und
~Si(r; '; �) 2 C1 (R+ �R� U(0);R) mit ~Si(r; '; 0) � 0 i = 1; 2. Weiter sei r � 0
in der DGL (5.20) asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch stabil) und
r � 0 in der DGL (5.21) bei Zeitumkehr asymptotisch stabil (asymptotisch sta-
bil) (vgl. hierzu Bemerkung 2.9).

Dann gilt:

Von der eindeutig bestimmten 2�-periodischen Trajektorie q(') > 0 der DGL
(5.29) zweigt in � = 0 genau eine einparametrische Schar asymptotisch stabiler
(bei Zeitumkehr asymptotisch stabiler) 2�-periodischer Trajektorien q('; �) mit
q('; 0) � q(') der DGL

_r = c(')rm + f(')rl + ~S1(r; '; �)r
m

_' = d(')rm�1 + g(')rl�1 + ~S2(r; '; �)r
m�1

(5.59)

ab.

Beweis:

Analog (ii) im Beweis von Satz 5.18, ersetze nur (5.56) durch

q('; �) := q(') +O(�) (5.60)

und die DGL (5.57) durch

dr

d'
=
c(') + f(')rk + ~S1(r; '; �)

d(') + g(')rk + ~S2(r; '; �)
r =:

c(') + f(')rk

d(') + g(')rk
r + O (�) (5.61)

Zum Ende des Kapitels nun die Haupts�atze 5.14, 5.18 und Korrollar 5.19 in
kartesischer Darstellung:

5.20 Satz:

Seien qi(x1; x2); Qi(x1; x2) i = 1; 2 de�niert wie in Bemerkung 5.1 und es gelte
D̂(x1; x2) := q1(x1; x2)Q2(x1; x2)� q2(x1; x2)Q1(x1; x2) 6= 0 (vgl. Def. 4.14.a)

Dann sind �aquivalent:
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(i) Der Ursprung der DGL

_x1 = q1(x1; x2)

_x2 = q2(x1; x2)
(5.62)

ist asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch stabil) und der Ur-
sprung der DGL

_x1 = Q1(x1; x2)

x2 = Q2(x1; x2)
(5.63)

ist bei Zeitumkehr asymptotisch stabil (asymptotisch stabil).

(ii) Die DGL
_x1 = q1(x1; x2) + Q1(x1; x2)

_x2 = q2(x1; x2) + Q2(x1; x2)
(5.64)

besitzt mindestens eine Schar periodischer L�osungen > 0.

(iii) Die DGL (5.64) besitzt genau eine Schar periodischer L�osungen > 0.

Weiter gilt:

Diese Schar ist asymptotisch orbital stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch orbi-
tal stabil) und l�auft in mathematisch positiver Richtung um den Ursprung, falls
q1Q2 � q2Q1 > 0 (< 0), sonst umgekehrt.

Beweis:

Satz 5.14.

5.21 Satz:

Seien qi(x1; x2); Qi(x1; x2)Ri(x1; x2) i = 1; 2 de�niert wie in Bemerkung 5.1 und

D̂(x1; x2) = q1(x1; x2)Q2(x1; x2)� q2(x1; x2)Q1(x1; x2) 6= 0:

Weiter sei der station�are Punkt im Ursprung der DGL (5.62) und der DGL (5.63)

_x1 = q1(x1; x2)

_x2 = q2(x1; x2)
bzw.

_x1 = Q1(x1; x2)

x2 = Q2(x1; x2)

kein Zentrum und besitze keinen nichtparabolischen Sektor.
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Dann gilt:

Vom station�aren Punkt im Ursprung der DGL (5.4)

_x1 = �q1(x1; x2) +Q1(x1; x2) +R1(x1; x2; �)

_x2 = �q2(x1; x2) +Q2(x1; x2) +R2(x1; x2; �)

zweigt in � = 0 genau eine einparametrische Schar periodischer L�osungen ab und
zwar entweder f�ur � > 0 (falls der Ursprung der DGL (5.62) und der Ursprung
der DGL (5.63) verschiedenes Stabilit�atsverhalten haben) oder f�ur � < 0 (sonst).
Sie ist asymptotisch orbital stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch orbital stabil),
falls der Ursprung in (5.63) asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch
stabil) ist und l�auft in mathematisch positiver Richtung um den Ursprung, falls
q1Q2 � q2Q1 > 0 (< 0) gilt, sonst umgekehrt.
F�ur ihre Amplitude A(�) und ihre Periode T (�) gilt:

A(�) ' l�m
p
j�j
�
1 +O

�
l�m
p
j�j�� T (�) '

�
l�m
p
j�j
�1�l �

1 +O
�
l�m
p
j�j��

Beweis:

Satz 5.18.

5.22 Korollar:

Seien qi(x1; x2); Qi(x1; x2) i = 1; 2 de�niert wie in Bemerkung 5.1, D̂(x1; x2) wie
im Satz 5.20, ~Ri(x1; x2; �) 2 C1 (R2 � U(0);R) mit ~Ri(x1; x2; 0) � 0 i = 1; 2 und
es gelte D̂(x1; x2) 6= 0. Weiter sei der station�are Punkt im Ursprung der DGL
(5.62) asymptotisch stabil (bei Zeitumkehr asymptotisch stabil) und der stati-
on�are Punkt im Ursprung der DGL (5.63) bei Zeitumkehr asymptotisch stabil
(asymptotisch stabil) (vgl. hierzu Satz 2.8).

Dann gilt:

Von der eindeutig (bis auf Phasenverschiebung) bestimmten periodischen L�osung
(p1(t); p2(t)) der DGL (5.64) zweigt in � = 0 genau eine asymptotisch stabile (bei
Zeitumkehr asymptotisch stabile) einparametrische Schar periodischer L�osungen
(p1(t; �); p2(t; �)) mit pi(t; 0) � pi(t) i = 1; 2 der DGL

_x1 = q1(x1; x2) + Q1(x1; x2) + ~R1(x1; x2; �)

_x2 = q2(x1; x2) + Q2(x1; x2) + ~R2(x1; x2; �)
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ab.

Beweis:

Korollar 5.19.

5.23 Beispiele:

a) Betrachte folgende DGL:

_x1 = 2�x31 � �x21x2 � �x32 � x51 � 4x41x2 � 2x31x
2
2 � 7x21x

3
2 � x1x

4
2 � 3x52

_x2 = �x31 + 3�x21x2 + �x1x
2
2 + �x32 + 4x51 � x41x2 + 6x31x

2
2 � 2x21x

3
2 + 2x1x

4
2 � x52

F�ur diese DGL gilt:

Der station�are Punkt im Ursprung der DGL

_x1 = 2x31 � x21x2 � x32

_x2 = x31 + 3x21x2 + x1x
2
2 + x32

ist wegen

c(') = 2 cos4(')�cos3(') sin(')�cos(') sin3(')+cos3(') sin(')+3 cos2(') sin2(')+

+ cos(') sin3(') + sin4(') =
�
cos2(') + sin2(')

�2
+ cos2(') sin2(') + cos4(') =

= 1 + cos2(') > 0 8' 2 [0; 2�]

und

d(') = cos4(')+3 cos3(') sin(')+cos2(') sin2(')+cos(') sin3(')�2 cos3(') sin(')+

+ cos2(') sin2(')+sin4(') =
�
cos2(')+sin2(')

�2
+cos3(') sin(')+cos(') sin3(') =

= 1 + cos(') sin(') = 1 +
1

2
sin(2') > 0 8' 2 [0; 2�]

ein instabiler Wirbel.

Der station�are Punkt im Ursprung der DGL

_x1 = �x51 � 4x41x2 � 2x31x
2
2 � 7x21x

3
2 � x1x

4
2 � 3x52

_x2 = 4x51 � x41x2 + 6x31x
2
2 � 2x21x

3
2 + 2x1x42 � x52
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ist wegen

f(') = � cos6(')�4 cos5(') sin(')�2 cos4(') sin2(')�7 cos3(') sin3(')�cos2(') sin4(')�

�3 cos(') sin5(')+4 cos5(') sin(')�cos4(') sin2(')+6 cos3(') sin3(')�2 cos2(') sin4(')+

+2 cos(') sin5(')�sin6(') = �
�
cos2(')+sin2(')

�3
�cos3(') sin3(')�cos(') sin5(') =

= �1 � cos(') sin3(') = �1 � 1

2
sin2(') sin(2') < 0 8' 2 [0; 2�]

und

g(') = 4 cos6(')�cos5(') sin(')+6 cos4(') sin2(')�2 cos3(') sin3(')+2 cos2(') sin4(')�

� cos(') sin5(')+cos5(') sin(')+4 cos4(') sin2(')+2 cos3(') sin3(')+7 cos2(') sin4(')+

+ cos(') sin5(')+3 sin6(') = 3
�
cos2(')+sin2(')

�3
+cos6(')+cos4(') sin2(') =

= 3 + cos4(') > 0 8' 2 [0; 2�]

ein stabiler Wirbel.
Weiter gilt wegen

c(') > 0 d(') > 0 f(') < 0 g(') > 0 8' 2 [0; 2�]

c(')g(')� f(')d(') > 0 8' 2 [0; 2�]

Damit sind die Voraussetzungen des Satzes 5.20 erf�ullt, d.h. vom Ursprung zweigt
in � = 0 f�ur � > 0 genau eine einparametrische Schar periodischer L�osungen ab.
Diese ist asymptotisch orbital stabil und l�auft in mathematisch positiver Richtung
um den Ursprung.
F�ur die Amplitude und Periodenl�ange gilt:

A(�) ' 2
p
�
�
1 +O

�
2
p
�
��

T (�) ' ��2
�
1 +O

�
2
p
�
��

F�ur � < 0 zweigen in � = 0 keine periodischen L�osungen ab.
Alle Aussagen bleiben g�ultig, wenn man auf der rechten Seite der DGL noch

Ri(x1; x2; �) = O(j�j jjxjj4) +O(�2 jjxjj3) +O(jjxjj6) i = 1; 2

(vgl Bemerkung 5.1) addiert.

b) Betrachte folgende DGL:

_x1 = �x1 � x71 + 2x61x2 � 2x51x
2
2 + 6x41x

3
2 � 3x31x

4
2 + 5x21x

5
2 � x1x

6
2 + 2x72

_x2 = �x2 � 2x71 � x61x2 � 6x51x
2
2 � 2x41x

3
2 � 5x31x

4
2 � 3x21x

5
2 � 2x1x62 � x72
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F�ur diese DGL gilt:

Der station�are Punkt im Ursprung der DGL

_x1 = x1

_x2 = x2

ist o�ensichtlich ein instabiler reiner Knoten.

Der station�are Punkt im Ursprung der DGL

_x1 = �x71 + 2x61x2 � 2x51x
2
2 + 6x41x

3
2 � 3x31x

4
2 + 5x21x

5
2 � x1x

6
2 + 2x72

_x2 = �2x71 � x61x2 � 6x51x
2
2 � 2x41x

3
2 � 5x31x

4
2 � 3x21x

5
2 � 2x1x

6
2 � x72

ist wegen

f(') = � cos8(')+2 cos7(') sin(')�2 cos6(') sin2(')+6 cos5(') sin3(')�3 cos4(') sin4(')+
+5 cos3(') sin5(')�cos2(') sin6(')+2 cos(') sin7(')�2 cos7(') sin(')�cos6(') sin2(')�
�6 cos5(') sin3(')�2 cos4(') sin4(')�5 cos3(') sin5(')�3 cos2(') sin6(')�2 cos(') sin7(')�

� sin8(') = �
�
cos2(')+sin2(')

�4
+cos6(') sin2(')+cos4(') sin4(') = �1+cos4(') sin2(') =

= �1 + 1

4
cos2(') sin2(2') < 0 8' 2 [0; 2�]

und

g(') = �2 cos8(')�cos7(') sin(')�6 cos6(') sin2(')�2 cos5(') sin3(')�5 cos4(') sin4(')�
�3 cos3(') sin5(')�2 cos2(') sin6(')�cos(') sin7(')+cos7(') sin(')�2 cos6(') sin2(')+
+2 cos5(') sin3(')�6 cos4(') sin4(')+3 cos3(') sin5(')�5 cos2(') sin6(')+cos(') sin7(')�

�2 sin8(') = �2
�
cos2(')+sin2(')

�4
+cos4(') sin4(')+cos2(') sin6(') = �2+cos2(') sin4(') =

= �2 + 1

4
sin2(') sin2(2') < 0 8' 2 [0; 2�]

ein stabiler Wirbel.

Weiter gilt wegen

c(') > 0 d(') � 0 f(') < 0 g(') < 0 8' 2 [0; 2�]

c(')g(')� f(')d(') < 0 8' 2 [0; 2�]

Damit sind die Voraussetzungen des Satzes 5.20 erf�ullt, d.h. vom Ursprung zweigt
in � = 0 f�ur � > 0 genau eine einparametrische Schar periodischer L�osungen
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ab. Diese ist asymptotisch orbital stabil und l�auft in mathematisch negativer
Richtung um den Ursprung.
F�ur die Amplitude und Periodenl�ange gilt:

A(�) ' 6
p
�
�
1 +O

�
6
p
�
��

T (�) ' ��1
�
1 +O

�
6
p
�
��

F�ur � < 0 zweigen in � = 0 keine periodischen L�osungen ab.
Alle Aussagen bleiben g�ultig, wenn man auf der rechten Seite der DGL noch

Ri(x1; x2; �) = O(j�j jjxjj2) +O(�2 jjxjj) +O(jjxjj8) i = 1; 2

(vgl Bemerkung 5.1) addiert.

c) Betrachte nun noch folgende DGL:

_x1 = 5�x1 � 10x31 � 2x21x2 � 10x1x
2
2 � x32

_x2 = �x2 + 2x31 � 2x21x2 + x1x
2
2 � 2x32

F�ur diese DGL gilt:

Der station�are Punkt im Ursprung der DGL

_x1 = 5x1

_x2 = x2

ist o�ensichtlich ein instabiler Knoten, wobei

c(') = 5 cos2(')+sin2(') = 1+4 cos2(')

und

d(') = cos(') sin(')�5 cos(') sin(') = �2 sin(2')
gilt.

Der station�are Punkt im Ursprung der DGL

_x1 = �10x31 � 2x21x2 � 10x1x
2
2 � x32

_x2 = 2x31 � 2x21x2 + x1x
2
2 � 2x32

ist wegen

f(') = �10 cos4(')�2 cos3(') sin(')�10 cos2(') sin2(')�cos(') sin3(')+2 cos3(') sin(')�

�2 cos2(') sin2(')+cos(') sin3(')�2 sin4(') = �2
�
5 cos2(')+sin2(')

��
cos2(')+sin2(')

�
=
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= �2
�
1 + 4 cos2(')

�
< 0 8' 2 [0; 2�]

und

g(') = 2 cos4(')�2 cos3(') sin(')+cos2(') sin2(')�2 cos(') sin3(')+10 cos3(') sin(')+

+2 cos2(') sin2(') + 10 cos(') sin3(') + sin4(') =

=
�
2 cos2(')+8 cos(') sin(')+sin2(')

��
cos2(')+sin2(')

�
= 1+4 sin(2')+cos2(')

also

g(0) = 1�4�0+1 = 2 > 0 und g(3
4
�) = 1�4+cos2(3

4
�) < �2 < 0

ein stabiler Knoten.

Weiter gilt:

c(')g(')�f(')d(') =
�
1+4 cos2(')

��
1+4 sin(2')+cos2(')

�
+2
�
1+4 cos2(')

��
�2 sin(2')

�
=

=
�
1 + 4 cos2(')

��
1 + cos2(')

�
> 0 8' 2 [0; 2�]

Damit sind die Voraussetzungen des Satzes 5.20 erf�ullt, d.h. vom Ursprung zweigt
in � = 0 f�ur � > 0 genau eine einparametrische Schar periodischer L�osungen ab.
Diese ist asymptotisch orbital stabil und l�auft in mathematisch positiver Richtung
um den Ursprung.
F�ur die Amplitude und Periodenl�ange gilt:

A(�) ' 2
p
�
�
1 +O

�
2
p
�
��

T (�) ' ��1
�
1 +O

�
2
p
�
��

F�ur � < 0 zweigen in � = 0 keine periodischen L�osungen ab.
Alle Aussagen bleiben g�ultig, wenn man auf der rechten Seite der DGL noch

Ri(x1; x2; �) = O(j�j jjxjj2) +O(�2 jjxjj) +O(jjxjj4) i = 1; 2

(vgl Bemerkung 5.1) addiert.
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