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Zusammenfassung

Diese Arbeit legt eine neue Methode zur Simulation der Dynamik von Polymeren in

verd�unnter und halbverd�unnter L�osung vor. Die EÆzienz der Methode und der Anstieg

der Computerleistung in den letzten Jahren erlauben es, weitaus komplexere Systeme

als bisher zu betrachten. Die neue Methode modelliert die Polymere als
"
Kugel-Feder\-

Ketten, die mittels Molekulardynamik simuliert werden. Der wesentliche Einuss des

L�osungsmittels auf die Dynamik der Polymere besteht in der Vermittlung der hydro-

dynamischen Wechselwirkung. Sie wird in der Methode durch die numerische L�osung

der Kontinuit�atsgleichung und der Navier-Stokes-Gleichung auf einem Gitter simuliert.

Zu diesem Zweck wird die Lattice-Boltzmann-Gleichung verwendet, die einen schnellen,

einfach zu handhabenden und speziell f�ur komplexe Fl�ussigkeiten und brownsche Be-

wegung geeigneten Algorithmus darstellt. Die Lattice-Boltzmann-Gleichung wird �uber

eine Reibungskraft an die Monomere des Kugel-Feder-Modells gekoppelt. Die entwickel-

te Methode hat die folgenden Vorteile: Die Monomere sind f�ur die Fl�ussigkeit Punkt-

teilchen; da die Ober�ache der Monomere daher nicht aufgel�ost werden muss, kann

eine recht gro�e Gitterkonstante im Bereich der Bindungsl�ange gew�ahlt werden. Die

Kopplung ist rein lokal, d.h. der Algorithmus skaliert linear mit der Gesamtzahl der

Monomere. Der Zeitschritt f�ur die Lattice-Boltzmann-Gleichung kann in Grenzen un-

abh�angig von dem der Molekulardynamik gew�ahlt werden; weil die lokale Struktur der

Fl�ussigkeit in der neuen Methode nicht mehr vorhanden ist, kann ersterer recht hoch

sein (0:05 in Lennard-Jones-Einheiten). Die Statistik der Kettenkonformationen wird

durch die Fl�ussigkeit nicht ver�andert, so dass vor�aquilibrierte Ketten au�erhalb des

L�osungsmittels bspw. durch Monte-Carlo-Verfahren erzeugt werden k�onnen. Alle phy-

sikalischen Eingabewerte der neuen Methode k�onnen aus den Ergebnissen von reinen

Molekulardynamik-Simulationen bestimmt werden.

Die Anwendung der Methode auf das Problem einer exiblen Einzelkette im L�osungs-

mittel zeigt, dass die analytische Kirkwood-Zimm-Theorie quantitativ mit den Simula-

tionsdaten �ubereinstimmt, wenn
"
Finite-Size\-Korrekturen ber�ucksichtigt werden. Der

Vergleich der Ergebnisse mit einer existierenden reinen Molekulardynamik-Simulation

ergibt �Ubereinstimmung innerhalb weniger Prozent, w�ahrend die neue Methode um et-

wa einen Faktor 20 weniger CPU-Zeit ben�otigt. Eine semiexible Kette zeigt gegen�uber

dem exiblen Fall v�ollig anderes Verhalten, insbesondere ist die Dynamik anisotrop und

durch zwei experimentell schwer zu trennende dynamische L�angenskalen charakterisiert.

Zum ersten Mal wird f�ur dieses System der Einuss der Hydrodynamik mittels Com-

putersimulationen untersucht. Das wesentliche Ergebnis ist, dass die Hydrodynamik

im Gegensatz zur exiblen Kette eine untergeordnete Rolle spielt, da theoretische Ver-

hersagen unter Vernachl�assigung der hydrodynamischen Wechselwirkung quantitativ

best�atigt werden. Simulationen von halbverd�unnten L�osungen exibler Ketten beste-

hend aus insgesamt 50000 Monomeren zeigen zum ersten Mal direkt die Abschirmung

sowohl der Volumenausschluss-Wechselwirkung als auch der Hydrodynamik. Das theo-

retisch erwartete asymptotische Verhalten f�ur kleine und gro�e Zeit- und L�angenska-

len wird analysiert. Dar�uber hinaus sind die Ergebnisse konsistent mit vorhergesagten

Abh�angigkeiten von der Konzentration im halbverd�unnten Bereich, sowohl bez�uglich

statischer als auch dynamischer Gr�o�en.





Abstract

This thesis presents a new method to simulate the dynamics of dilute and semi-dilute

polymer solutions. The eÆciency of the method and the increase of computer power

during the past few years allow to look at far more complex systems than before. The

new method models polymers as \bead spring" chains simulated by molecular dynamics.

The main inuence of the solvent on the dynamics of polymers is that it mediates

hydrodynamic interaction. In the method, this is simulated by numerical solution of the

continuity equation and the Navier-Stokes equation on a lattice. To this end, the lattice-

Boltzmann method is used, which yields a fast, easy-to-handle algorithm especially

suited for complex uids and Brownian motion. The lattice-Boltzmann equation is

coupled to the monomers of the bead spring model via a friction force. The developed

method has the following advantages: For the uid, the monomers are point particles;

as the surface, hence, does not need to be resolved a rather large lattice constant of the

order of the bond length can be chosen. The coupling is purely local, i.e. the algorithm

scales linearly with the total number of monomers. Within limits, the time step for the

lattice-Boltzmann equation can be chosen independently of the molecular dynamics time

step; as the local structure of the uid is not present in the new method, the former can

be quite large (0:05 in Lennard-Jones units). The statistics of chain conformations is not

altered by the presence of the uid, such that pre-equilibrated chains can be generated

outside of the solvent, e.g. by Monte Carlo methods. All physical input parameters of

the new method can be determined by results of pure molecular dynamics simulations.

The method is applied to the problem of a single chain in solution, showing that the

analytical Kirkwood-Zimm theory quantitatively agrees with simulation data if �nite

size e�ects are taken into account. The comparison of results with an exisiting pure

molecular dynamics simulation yields agreement within a few per cent, while the new

method is about a factor of 20 faster in terms of CPU time. A semi-exible chain shows

totally di�erent behaviour compared to the exible case. In particular, the dynamics is

anisotropic and characterised by two dynamic length scales which are hardly separata-

ble in experiments. For the �rst time, the inuence of hydrodynamics on this system

is studied by computer simulations. The main result is that, in contrast to the exible

chain, hydrodynamics plays a minor role as theoretical predictions neglecting hydro-

dynamic interaction are reproduced quantitatively. Simulations of semi-dilute solutions

of exible chains consisting of 50000 monomers in total directly show for the �rst ti-

me screening of both excluded volume interaction and hydrodynamics in such systems.

The theoretically predicted asymptotic behaviour for small and large length and time

scales is analysed. Moreover, the results are consistent with predicted dependencies on

concentration in the semi-dilute regime, both for static and dynamic quantities.
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1 Einleitung

Polymere sind aufgebaut aus sich wiederholenden chemischen Einheiten, den Mono-

meren, die kovalent gebunden sind. Polymere enthalten typischerweise einige tausend

Monomere, wesentlich mehr ist allerdings m�oglich. Gezielte Synthetisierung erlaubt es,

sehr unterschiedliche Topologien herzustellen: Angefangen von linearen Ketten �uber

Netzwerke bis zu Verbindungen von chemisch sehr unterschiedlichen Polymeren, um

nur einige Beispiele zu nennen. Die Konzentration von Polymeren in einem System

kann dabei von verd�unnten L�osungen bis hin zu Schmelzen reichen. Die Komplexit�at

und Vielfalt des inneren Aufbaus von Polymersystemen f�uhrt zu unterschiedlichsten ma-

kroskopischen Materialeigenschaften [1{5]. Als Beispiele seien hier die Viskoelastizit�at

oder das Quellverm�ogen von Polymeren erw�ahnt. Die Eigenschaften und die prinzipielle

M�oglichkeit, durch gezielte Variation neue Materialien zu entwickeln, machen Polymere

f�ur Anwendungen interessant und haben zu einer weiten Verbreitung im Alltag gef�uhrt,

beispielsweise im Gummi, Superabsorbern oder Plastik. Dar�uber hinaus treten Makro-

molek�ule mit einer L�ange bis zu mehreren �m h�au�g in biologischen Systemen auf,

wenngleich dort i.a. keine Wiederholungseinheit vorliegt; man denke etwa an DNA.

Dennoch sind viele Eigenschaften �ahnlich wie bei Polymeren.

Ein wichtiges Ziel der Polymerforschung ist die Untersuchung, wie Struktur-Eigenschaft-

Beziehungen zustande kommen und beeinusst werden k�onnen. Dabei ist zu beachten,

dass ein Polymer alle L�angen und Zeiten von der atomistischen bis zur makroskopischen

Skala umfasst [6]. Die Modellierung von Polymeren ist dementsprechend kompliziert.

Oft ist es notwendig, sich auf eine Skala zu beschr�anken: Je nach Fragestellung beh�alt

man im Prinzip die wichtigen Freiheitsgrade und versucht die unwichtigen Details zu

vernachl�assigen. In diesem Zusammenhang ist es zum Teil jedoch schwierig, die wichti-

gen Freiheitsgrade zu identi�zieren. Des Weiteren m�ussen Modelle verzahnt werden, die

auf verschiedenen Vergr�oberungsskalen arbeiten [7]. Idealerweise werden alle Parameter

eines bestimmten Modells aus unterliegenden feineren Modellen gewonnen (wenn man

von experimentellen Werten nicht pro�tieren kann bzw. diese als Ergebnis und nicht als

Eingabewert ansieht). Eine solche Vorgehensweise wird auch f�ur das in dieser Arbeit

verwendete Modell durchgef�uhrt.

In der vorliegenden Arbeit werden mesoskopische L�angen- und Zeitskalen betrachtet:

Die Monomere werden nicht mehr bez�uglich der zu Grunde liegenden Chemie aufgel�ost,

sondern als klassische Teilchen betrachtet, die �uber Potentiale wechselwirken. Hinge-

gen wird die Konnektivit�at und Topologie der Polymere ber�ucksichtigt [3, 4, 6]. Dies

f�uhrt beispielsweise zu
"
Kugel-Feder\-Modellen f�ur Polymere. Diese k�onnen Aussagen

�uber Polymereigenschaften machen, die von universeller Natur sind und nur von weni-

gen Gr�o�en abh�angen, z. B. der Kettenl�ange, der Monomerkonzentration und einiger
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Wechselwirkungsparameter. Die typische Zeitskala dieser Betrachtungsweise ist die der

brownschen Bewegung (ab ca. 10�9s), typische L�angen liegen im Bereich ab 10�9m.
Diese Art der Modellierung ist mit gro�em Erfolg durchgef�uhrt worden, allerdings sind

viele Fragen noch ungekl�art [3, 4].

Neben experimentellen und theoretischen Methoden spielt die Computersimulation eine

immer wichtigere Rolle in den Naturwissenschaften; dies gilt auch f�ur die Polymerfor-

schung. Das hat eine Reihe von Gr�unden: Simulationen erlauben prinzipiell die exakte

numerische Berechnung von Observablen eines vorgegebenen Modells. Die Untersuchung

idealisierter Modelle erm�oglicht es, Ph�anomene genauer zu untersuchen als dies sonst

geschehen kann. Zudem lassen sich oftmals Gr�o�en in Simulationen ermitteln, die in Ex-

perimenten nur schwer zug�anglich sind. Im Zusammenspiel mit Theorie und Experiment

lassen sich auf diese Weise wichtige Erkenntnisse gewinnen. Dies gilt insbesondere im Be-

reich der mesoskopischen Modellierung von Polymeren [6, 8{10], wo algorithmisch recht

einfache Simulationsmethoden wie Molekulardynamik oder Monte-Carlo-Verfahren er-

folgreich verwendet werden k�onnen [11, 12]. Beispielsweise ist die direkte Beobachtung

der Reptationsdynamik in Polymerschmelzen damit m�oglich gewesen [8, 13].

Gegenstand dieser Arbeit ist die Untersuchung von Polymeren in verd�unnter und halb-

verd�unnter L�osung durch Computersimulationen. Insbesondere die Dynamik dieser Sy-

steme soll dabei n�aher betrachtet werden { unter Ber�ucksichtigung der hydrodynami-

schen Wechselwirkung im L�osungsmittel. In dem Buch von Bird et al. [14] �nden sich

Beispiele f�ur Ph�anomene, die man in solchen Systemen beobachten kann. Bedeutung

f�ur die Praxis haben unter anderem die Scherverd�unnung [15] oder die Reduzierung von

Druckunterschieden in turbulenten Fl�ussigkeiten durch Zugabe von Polymer-Additiven

(
"
turbulent drag reduction\) [16]. Vom eher fundamentaleren, theoretischen Standpunkt

aus gesehen ist z.B. die Abschirmung der hydrodynamischen Wechselwirkung bei zu-

nehmender Polymerkonzentration noch nicht vollst�andig verstanden; eine Fragestellung,

die unter anderem auch in der vorliegenden Arbeit behandelt wird.

Zuerst ist im Rahmen dieser Arbeit eine e�ektive Methode entwickelt worden, um solche

Systeme zu simulieren. Die Schwierigkeit dabei ist die langreichweitige hydrodynamische

Wechselwirkung, die durch den Impulstransport in der Fl�ussigkeit zustande kommt. Bei

Simulationen [9, 17{22] ist dies der limitierende Faktor f�ur die L�angen- und Zeitskalen,

die erreicht werden k�onnen. In dieser Arbeit wird die Lattice-Boltzmann-Methode [23{

25], die im letzten Jahrzehnt zunehmend an Bedeutung bei der Simulation komplexer

Fl�ussigkeiten gewonnen hat, zur numerischen Berechnung der hydrodynamischen Glei-

chungen auf einem Gitter verwendet. Zum ersten Mal wird diese Methode zur Untersu-

chung von Polymersystemen verwendet. Die Lattice-Boltzmann-Gleichung wird zu die-

sem Zweck �uber einen Reibungsansatz an die Monomere eines Kugel-Feder-Modells ge-

koppelt. Das entwickelte Modell ist vom Rechenaufwand her f�ur verd�unnte L�osungen um

mehr als eine Gr�o�enordnung schneller als herk�ommliche Molekulardynamik-Modelle.

Die Parallelisierung des Programms erm�oglicht dar�uber hinaus eine weitere Redukti-

on der realen Simulationszeit. Zudem ist eine �Aquilibrierung der Polymerketten ohne

Ber�ucksichtigung des L�osungsmittels m�oglich, so dass die Kurzzeitdynamik von kompli-

zierten vor�aquilibrierten Systemen untersucht werden kann. Ein quantitativer Vergleich

von Ergebnissen der neuen Methode mit denen reiner Molekulardynamik-Simulationen
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ist m�oglich, weil alle physikalischen Eingabeparameter f�ur die neue Methode aus der

Molekulardynamik ohne gr�o�eren Aufwand bestimmt werden k�onnen. Der konkrete Ver-

gleich mit der Simulation von D�unweg und Kremer [9] zeigt, dass die Abweichungen bei

dem dort untersuchten System im Bereich weniger Prozent liegen.

Die neue Methode wird auf drei Klassen von Polymeren angewendet: Eine exible Ein-

zelkette, eine semiexible Einzelkette und halbverd�unnte L�osungen exibler Ketten.

Die Simulation der exiblen Einzelkette zeigt, dass unter Ber�ucksichtigung von
"
Finite-

Size\-E�ekten die Dynamik quantitativ durch das Zimm-Modell [26{28] beschrieben

wird, und zwar bis zu L�angen von wenigen Bindungsabst�anden der Monomere. Se-

miexible Filamente weisen zwei unterschiedliche dynamische L�angenskalen auf, die zu

anisotropen Bewegungen in transversaler bzw. longitudinaler Richtung des Filaments

f�uhren [29]. Zum ersten Mal wird in dieser Arbeit die Dynamik eines semiexiblen

Polymers unter Ber�ucksichtigung der Hydrodynamik im L�osungsmittel simuliert. Die

Ergebnisse zeigen, dass die Skalenvorhersagen der Theorie sehr gut erf�ullt sind und

der Einuss der Hydrodynamik in diesem Fall vernachl�assigbar ist. Die Simulation

halbverd�unnter L�osungen erm�oglicht es zum ersten Mal, die Abschirmung sowohl der

Volumenausschluss-Wechselwirkung als auch der Hydrodynamik direkt zu beobachten.

Die Konzentrationsabh�angigkeit verschiedener Gr�o�en in diesem Regime wird unter-

sucht.

Diese Arbeit ist folgenderma�en aufgebaut: In Kapitel 2 wird zun�achst die entwickel-

te Methode erl�autert. Dies umfasst neben einer Diskussion der Lattice-Boltzmann-

Methode insbesondere die Kopplung an die Monomere und numerische Tests des Al-

gorithmus. In Kapitel 3 werden Ergebnisse der Simulation einer exiblen Einzelkette

pr�asentiert und mit einer reinen Molekulardynamik-Simulation verglichen. Danach folgt

in Kapitel 4 die Diskussion der Theorie und Simulation der semiexiblen Einzelkette.

Schlie�lich werden in Kapitel 5 die Ergebnisse von Simulationen halbverd�unnter Syste-

me dargestellt.





2 Methodenentwicklung

In diesem Kapitel wird der f�ur die Simulation des L�osungsmittels verwendete
"
Lattice-

Boltzmann\-Algorithmus beschrieben. Zun�achst wird dazu der physikalische Hinter-

grund der (kontinuierlichen) Boltzmann-Gleichung und ihr Zusammenhang mit den

hydrodynamischen Gleichungen beleuchtet. Danach erfolgt auf dieser Grundlage eine

ausf�uhrliche Herleitung der Lattice-Boltzmann-Methode, die als diskretes Analogon zur

Boltzmann-Gleichung angesehen werden kann. Um brownsche Bewegung zu simulieren,

ist es n�otig Fluktuationen in das System einzubinden. Daher wird die Erweiterung der

Lattice-Boltzmann-Methode auf uktuierende Hydrodynamik in einem weiteren Ab-

schnitt diskutiert. Die eben genannten Teile dieses Kapitels haben weitgehend repro-

duzierenden Charakter, allerdings werden hier einige neue Ergebnisse abgeleitet { ins-

besondere ein Ausdruck f�ur die Volumenviskosit�at in der Lattice-Boltzmann-Gleichung

und die Anwendung der Chapman-Enskog-Entwicklung auf die uktuierende Lattice-

Boltzmann-Gleichung. Zum Abschluss des Kapitels wird die hier zum ersten Mal ver-

wendete Kopplung der Fl�ussigkeit mit einem Teilchen erl�autert, ein zentraler Punkt f�ur

die Simulation von Polymeren in L�osung. Als erstes soll jedoch eine kurze Motivierung

des Problems erfolgen.

2.1 Motivierung

Das Ziel dieser Arbeit ist die Simulation verd�unnter und halbverd�unnter Polymerl�osun-

gen. Diese Systeme k�onnen in zwei Teile gegliedert werden, die Polymere und das

L�osungsmittel. Die Polymere werden als Ketten angenommen, die aus Monomeren auf-

gebaut sind. F�ur letztere sollen die Newton�schen Bewegungsgleichungen gelten, d.h.

d~Pi

dt
= � @V

@ ~Ri

;
d ~Ri

dt
=

~Pi

M
; (2.1)

wobei der Index i die Monomere nummeriert und ~Pi der Impuls, M die Masse und ~Ri

die Position des Monomers i seien. V ist das Wechselwirkungspotential zwischen den

Monomeren, das an dieser Stelle noch nicht n�aher spezi�ziert werden soll. Die Monomere

werden also mit Molekulardynamik auf der Basis so genannter
"
Kugel-Feder\-Modelle

simuliert, wobei die zu Grunde liegende chemische Natur der Polymere lediglich �uber die

Wechselwirkungspotentiale eingeht. Diese Vorgehensweise ist f�ur die Untersuchung von

universellen Skalengesetzen sowohl in der analytischen Polymertheorie [3, 4] als auch in

der Computersimulation [6, 10{12] �ublich und mit gro�em Erfolg angewendet worden. Es

stellt sich nun die Frage, auf welche Weise der Einuss des L�osungsmittels modelliert
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werden kann. Eine e�ektive Methode muss dabei einerseits bestimmte Eigenschaften

erf�ullen, andererseits auf unwichtige Details verzichten:

� Es ist zu erwarten, dass die Dynamik der Polymere im verd�unnten Bereich durch

die hydrodynamische Wechselwirkung zwischen den Monomeren dominiert wird.

Dies folgt auf Grund analytischer Rechnungen [3, 4, 26{28] und deren �Ubereinstim-

mung beispielsweise mit Neutronenstreuexperimenten- [3, 30] oder Viskosit�ats-

messungen [14] sowie durch Computersimulationen [9, 17]. Daher muss man, um

das korrekte dynamische Verhalten zu simulieren, die Impulserhaltung ber�ucksich-

tigen, die der Hydrodynamik zu Grunde liegt. Zudem muss die Wechselwirkung

zwischen Monomer und Fl�ussigkeit auf das korrekte hydrodynamische Verhal-

ten f�uhren, und zwar auf L�angenskalen des durchschnittlichen Abstands zwei-

er Monomere bzw. auf Zeitskalen der Di�usion der Monomere. Dass eine hy-

drodynamische Beschreibung einer Fl�ussigkeit auf solch (�uberraschend) kurzen

Zeit- und L�angenskalen wirklich gegeben ist, wurde mittels Molekulardynamik-

Untersuchungen best�atigt [31], bei der Hydrodynamik schon ab wenigen Teilchen-

durchmessern gilt. Die mikroskopische Struktur der Fl�ussigkeit hingegen ist zur

Untersuchung der universellen Polymereigenschaften nicht relevant.

� Die Skalierung der Methode ist von wesentlicher Bedeutung. Zum Einen muss zur

Untersuchung des Skalenverhaltens der Dynamik die Bewegung der Ketten �uber

mehrere Gr�o�enordnungen in der Zeit beobachtet werden. Zum Anderen muss eine

Kette ein Skalenverhalten bez�uglich ihrer L�ange zeigen, d.h. eine Kette muss aus

zumindest etwa 30 Monomeren bestehen. Daher ist eine m�oglichst gute Skalierung

des Algorithmus mit der Zahl der Monomere Ntot zu fordern. Idealerweise steigt

der Aufwand linear mit der Anzahl der Monomere, wenn die Monomere nur lokal

mit ihrer Umgebung (Fl�ussigkeit und weitere Monomere) wechselwirken.

� Monomere m�ussen zur Modellierung des Volumenaussschluss notwendig mitein-

ander wechselwirken, auch wenn sie nicht chemisch gebunden sind. In verd�unnten

L�osungen ist der Massenbruch der Monomere allerdings sehr klein, so dass der

Volumenausschluss zwischen Fl�ussigkeit und Monomeren keine Bedeutung haben

sollte.

� Analytische Rechnungen gehen im Allgemeinen von einer station�aren Navier-

Stokes-Gleichung aus, d.h. von einer instantanen Ausbreitung der Hydrodyna-

mik. Um Resultate der Simulation mit analytischen Theorien vergleichen zu

k�onnen, muss das gleiche Regime vorliegen. Dies wird oftmals mit der Schmidt-

Zahl Sc = �=D0 abgesch�atzt, die das Verh�altnis von hydrodynamischer Di�usion

(gegeben durch die kinematische Viskosit�at �) zu der eines Monomers D0 wieder-

gibt. Bei gro�er Schmidt-Zahl breitet sich der Impuls in der Fl�ussigkeit wesentlich

schneller aus als ein Monomer di�undiert, so dass die hydrodynamische Wech-

selwirkung schneller ist als die Teilchenbewegung. Eine eingehendere Diskussion

dieses Zusammenhangs �ndet sich in Abschnitt 3.1.3.

Diese Punkte legen es nahe, die folgende Strategie f�ur die Simulation des L�osungsmittels

zu verwenden: Die hydrodynamischen Gleichungen werden numerisch auf einem Gitter
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gel�ost und repr�asentieren so den Einuss des L�osungsmittels auf die Polymerdynamik.

Dadurch wird die hier nicht interessierende Struktur der Fl�ussigkeit vernachl�assigt, so

dass ein recht hoher Zeitschritt f�ur die Simulation des L�osungsmittels m�oglich wird.

Die hydrodynamischen Felder { die Massendichte � und die Stromdichte ~| { werden

dann in geeigneter Weise lokal an die Bewegung der Monomere gekoppelt. Dabei ist

zu gew�ahrleisten, dass der Gesamtimpuls des Monomer-Fl�ussigkeit-Systems erhalten

bleibt. Auf diese Weise erh�alt man einen Algorithmus, der linear mit Ntot skaliert. Die

Schmidt-Zahl kann im Prinzip frei gew�ahlt werden, so lange die numerische Stabilit�at

gew�ahrleistet ist. Zus�atzlich wird das Monomer f�ur die Fl�ussigkeit als ein Punktteilchen

angesehen, was zu weiterer Steigerung der EÆzienz des Algorithmus f�uhrt. Alle diese

Punkte werden im Rahmen dieses Kapitels ausf�uhrlich dargelegt.

Die hydrodynamischen Gleichungen werden in dieser Arbeit mit der Lattice-Boltzmann-

Methode auf einem Gitter gel�ost. Diese Methode bietet einige Eigenschaften, welche sie

f�ur die hier vorliegenden Str�omungen besonders geeignet erscheinen lassen: Einfache

Programmierung und Parallelisierung, insbesondere f�ur kleine Reynoldszahlen; Einbau

von Fluktuationen in der Fl�ussigkeit zur Simulation von brownscher Bewegung m�oglich;

exibel in Bezug auf die Implementierung komplexer, zeitabh�angiger Randbedingun-

gen und komplizierter thermodynamischer Potentiale. Diese Eigenschaften haben dazu

gef�uhrt, dass die Lattice-Boltzmann-Methode im letzten Jahrzehnt eine gro�e Bedeu-

tung in der Simulation komplexer Fl�ussigkeiten erlangt hat [23{25, 32]. Hier wird sie zum

ersten Mal zur Simulation von Polymerdynamik verwendet. Bevor ihre Eigenschaften

abgeleitet werden, soll zun�achst im folgenden Abschnitt der Zusammenhang zwischen

der Boltzmann-Gleichung und den hydrodynamischen Gleichungen beleuchtet werden.

2.2 Die Boltzmann-Gleichung mit maxwellschem Sto�term

Die Boltzmann-Gleichung ist die fundamentale Gleichung der kinetischen Gastheorie.

Sie kann aus der Liouville-Gleichung abgeleitet werden [33]. Mit Hilfe der Chapman-

Enskog-Entwicklung kann aus der Boltzmann-Gleichung die Navier-Stokes-Gleichung

im Limes kleiner Knudsen-Zahlen hergeleitet werden [34, 35]. Dabei erh�alt man analyti-

sche Ausdr�ucke f�ur die TransportkoeÆzienten, die die praktische Bedeutung der kineti-

schen Theorie ausmachen. Die kinetische Theorie kann somit im Prinzip als Bindeglied

zwischen der mikroskopischen und der makroskopischen Beschreibung eines Systems

angesehen werden. F�ur eine Diskussion der Eigenschaften und Grenzen der kinetischen

Theorie sei auf das Buch von Hirschfelder et al. [33] verwiesen.

In diesem Abschnitt wird die Navier-Stokes-Gleichung das Ergebnis einer N�ahe-

rungsl�osung der Boltzmann-Gleichung sein. F�ur die vorliegende Arbeit ist der

Umkehrschluss wichtig: Wenn Fl�ussigkeiten auf der Grundlage der Navier-Stokes-

Gleichungen beschrieben werden sollen, kann die Boltzmann-Gleichung mit maxwell-

schem Sto�term herangezogen und der Limes gro�er L�angen- und Zeitskalen betrachtet

werden.
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2.2.1 Die Boltzmann-Gleichung

Die zentrale physikalische Gr�o�e in der kinetischen Theorie ist die Verteilungsfunktion

f(~r; ~v; t) von Molek�ulen/Teilchen. Anschaulich gibt sie die Zahl der Teilchen wieder, die

sich im in�nitesimalen Intervall [(~r; ~v); (~r+d~r; ~v+d~v)] be�nden. Dabei bezeichnet ~r die

Position der Molek�ule und ~v ihre Geschwindigkeit. Die Verteilungsfunktion ist auf N ,

die Gesamtzahl der Molek�ule im System, normiert, d.h.Z Z
f(~r; ~v; t)d3rd3v = N: (2.2)

Die Boltzmann-Gleichung ist eine Bewegungsgleichung f�ur die Verteilungsfunktion f :

@f(~r; ~v; t)

@t
+ ~v � rf(~r; ~v; t) + 1

m
~F � r~vf(~r; ~v; t) =

�
@f

@t

�
coll

: (2.3)

Dabei bezeichnet ~F eine externe Kraft auf die Molek�ule und m deren Masse. Der Sto�-

term auf der rechten Seite enth�alt die Physik, d.h. er wird durch ein zu Grunde liegendes

Modell spezi�ziert.

2.2.2 Der maxwellsche Sto�term

F�ur die nachfolgenden Betrachtungen ist es ausreichend, den einfachen maxwellschen

Sto�operator zu verwenden [35],�
@f

@t

�
coll

= �1

�
(f(~r; ~v; t)� f eq(�; ~u; T )) : (2.4)

mit der orts- und zeitabh�angigen Massendichte der Molek�ule �, der Str�omungsgeschwin-

digkeit ~u, und der Temperatur T . Die Temperatur wird im Folgenden als ein �au�erer

Parameter betrachtet, da in der vorliegenden Arbeit nur isotherme Str�omungen behan-

delt werden. Die hydrodynamischen Felder � und ~u sind in der kinetischen Theorie

de�niert als das 0. und 1. Moment der Verteilungsfunktion

�(~r) = m

Z
fd3v; �(~r)~u(~r) � ~|(~r) = m

Z
~v fd3v: (2.5)

Die lokale Gleichgewichtsverteilung ist bei gegebenen hydrodynamischen Feldern be-

kannt, so dass sie nur indirekt von der jeweiligen tats�achlich realisierten Verteilungs-

funktion f sowie Ort und Zeit abh�angt. Dieser Ansatz entspricht der Relaxation in das

lokale thermische Gleichgewicht.

Man kann die Verteilungsfunktion f eq prinzipiell durch Maximierung der lokalen

Entropie berechnen, das Ergebnis ist (f�ur ein ideales, einatomiges Gas) die Maxwell-

Boltzmann Verteilung [34, 36]

f eq(�; ~u; T ) =
�

m

�
m

2�kBT

�3=2

exp

�
�m(~v � ~u)2

2kBT

�
; (2.6)

mit der Boltzmann-Konstanten kB .
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2.2.3 Erhaltungsgr�o�en und die Boltzmann-Gleichung

Der Sto�operator ist nur dann sinnvoll de�niert, wenn die mikroskopischen Erhaltungs-

gr�o�en entsprechend ber�ucksichtigt worden sind. F�ur eine Erhaltungsgr�o�e �(~r; ~v) muss

gelten, dass

Z
d3v�(~r; ~v)

�
@f

@t

�
coll

= 0: (2.7)

Der Boltzmann-Gleichung zugeordnete Erhaltungss�atze erh�alt man dann durch Bildung

von Momenten. Es ergibt sich unter Verwendung von (2.7)

Z
d3v�(~r; ~v)

�
@

@t
+ ~v � r+

1

m
~F � r~v

�
f(~r; ~v; t) = 0: (2.8)

Es l�asst sich leicht veri�zieren, dass f�ur den hier gew�ahlten maxwellschen Sto�operator

Masse und Impuls erhalten sind. Dadurch ver�andern sich diese Gr�o�en beim �Ubergang

in das lokale thermische Gleichgewicht nicht, d.h.

� = m

Z
f eqd3v; ~| = m

Z
~v f eqd3v: (2.9)

Im Folgenden soll von externen Kr�aften abgesehen werden. Die beiden Gr�o�en f�uhren

dann zu den Erhaltungsgleichungen

@�

@t
+r � ~| = 0 (Massenerhaltung); (2.10)

@~|

@t
+r� $� = 0 (Impulserhaltung); (2.11)

wobei der Spannungstensor
$
� de�niert ist �uber

$
�=

Z
d3v m~v 
 ~v f: (2.12)

Die Gr�o�en �, ~| und
$
� k�onnen in dieser Formulierung nur bestimmt werden, wenn

die Verteilungsfunktion bekannt ist. Zur Herleitung der hydrodynamischen Gleichun-

gen, die nur noch � und ~| als Variablen kennen, ist es notwendig, die Erhaltungsglei-

chungen zu schlie�en, d.h. eine funktionale Form
$
�=

$
� (�; ~u) unter gewissen N�ahe-

rungen abzuleiten. Die dazugeh�orige komplizierte systematische Entwicklung ist die

Chapman-Enskog-Entwicklung, die neben der Ableitung der Navier-Stokes-Gleichung

analytische Ausdr�ucke f�ur die TransportkoeÆzienten aus der Boltzmann-Gleichung lie-

fert [33, 37]. F�ur den maxwellschen Sto�operator l�asst sich die Entwicklung recht einfach

durchf�uhren, so dass sich der konzeptionelle Hintergrund gut erl�autern l�asst. Dies ist

das Ziel des n�achsten Abschnitts. F�ur die Lattice-Boltzmann-Gleichung wird in Ab-

schnitt 2.3.7 die Chapman-Enskog-Entwicklung bis zur zweiten Ordnung durchgef�uhrt.
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2.2.4 Die N�aherungsl�osung (Chapman-Enskog-Entwicklung)

Die zentrale Annahme der N�aherung ist, dass die lokale Dichte und Str�omungsgeschwin-

digkeit des Systems auf einer L�angenskala L bzw. Zeitskala T variieren (typischerweise

gegeben durch eine makroskopische L�ange bzw. Zeit des Systems), die viel gr�o�er sind

als die mittlere freie Wegl�ange �l bzw. die mittlere Zeit zwischen St�o�en � . Man spricht

in diesem Zusammenhang auch vom Limes kleiner KnudsenzahlK = �l=L. Man spaltet

nun f auf in

f = f eq + g; (2.13)

so dass die Boltzmann-Gleichung mit maxwellschem Sto�term�
@

@t
+ ~v � r

�
(f eq + g) = �g

�
(2.14)

lautet. Die Gleichgewichtsverteilung f eq h�angt nur implizit �uber die hydrodynamischen

Felder von der Zeit ab, so dass der Gr�o�enordnung nach gilt:

@f

@t

eq

� f eq

T
; ~v � rf eq � uf eq

L
=
f eq

T
: (2.15)

Vernachl�assigt man nun g auf der linken Seite der Boltzmann-Gleichung (2.14) [35]

(eine genaue Begr�undung ist nur im Rahmen der vollen Chapman-Enskog-Entwicklung

m�oglich), erh�alt man die Absch�atzung

f eq

T
� g

�
(2.16)

oder

g

f eq
� �

T
=
�l

L
: (2.17)

Die Einstellung des lokalen thermischen Gleichgewichtes geschieht auf der Zeitskala

� , so dass auf Zeitskalen, die viel gr�o�er sind, der Nicht-Gleichgewichtsanteil an der

Verteilungsfunktion nur eine Korrektur ausmacht. Die Chapman-Enskog-Entwicklung

ist eine systematische Entwicklung nach Ordnungen von �l=L [35].

In nullter N�aherung vernachl�assigt man den Nicht-Gleichgewichtsanteil v�ollig. F�ur den

Gleichgewichtsanteil von
$
� erh�alt man dann durch Integration von (2.12)

�
eq
��

= pÆ�� + �u�u� : (2.18)

Die Massen- und Impulserhaltungsgleichungen (2.10) und (2.11) ergeben mit dieser Glei-

chung einen geschlossenen Satz von Di�erentialgleichungen, die Euler-Gleichungen [38].

Der Druck ist in dem hier betrachteten Fall des idealen, einatomigen Gases gegeben

durch die Zustandsgleichung p = �kBT=m. Andere Zustandsgleichungen k�onnen ohne

Probleme in den Formalismus integriert werden, indem die Gleichgewichtsverteilung

entsprechend modi�ziert wird [33].



2.2 Die Boltzmann-Gleichung mit maxwellschem Sto�term 11

In n�achster N�aherung benutzt man die Absch�atzung f�ur f eq, und schreibt die

Boltzmann-Gleichung damit als

g = ��
�
@

@t
+ ~v � r

�
f eq: (2.19)

Da die Gleichgewichtsverteilung bekannt ist, kann die rechte Seite dieser Gleichung

berechnet werden. Die Durchf�uhrung ist etwas m�uhselig und zudem in dem Buch von

Huang [35] sehr ausf�uhrlich durchgef�uhrt, so dass hier nur das Resultat f�ur den Nicht-

Gleichgewichtsanteil des Spannungstensors in dieser N�aherung angegeben werden soll,

~�
neq
��

= ��M
�
@u�

@x�
+
@u�

@x�
� 2

3
(r � ~u) Æ��

�
(2.20)

F�ur die Scherviskosit�at �M im Modell mit maxwellschem Sto�term ergibt sich

�M = ��kBT=m: (2.21)

Man beachte, dass der viskose Spannungstensor in der Navier-Stokes-Gleichung gegeben

ist durch [38]

�
neq
��

= ��
�
@u�

@x�
+
@u�

@x�

�
�
�
� � 2

3
�

�
(r � ~u) Æ�� : (2.22)

� ist dabei die Scherviskosit�at, � die Volumenviskosit�at. Gleichung (2.20) ist daher

gerade der viskose Spannungstensor der Navier-Stokes-Gleichung, wenn die Volumen-

viskosit�at vernachl�assigt wird. Zudem ist ein Ausdruck f�ur die Scherviskosit�at abgelei-

tet worden, der o�ensichtlich von dem verwendeten Sto�operator abh�angt. Hier ist die

Viskosit�at proportional der Sto�zeit und der Dichte. Man beachte, dass zumindest im

verd�unnten Gas die Sto�zeit proportional 1=� ist, so dass � als konstant angenommen

werden kann. Nat�urlich l�asst Gl. (2.21) keine R�uckschl�usse auf die Viskosit�at realer

Systeme zu, da � i.A. unbekannt ist. Mit Hilfe realistischerer Modelle lassen sich aber

brauchbare Ausdr�ucke f�ur die TransportkoeÆzienten herleiten [33].

Zusammengefasst lautet die Impulsgleichung1

@�u�

@t
+
@ (�u�u�)

@x�
= � @p

@x�
+

@

@x�
�M

�
@u�

@x�
+
@u�

@x�
� 2

3
(r � ~u) Æ��

�
:

(2.23)

Das entspricht, wie oben schon erw�ahnt, der Navier-Stokes-Gleichung f�ur verschwinden-

de Volumenviskosit�at. Die Kontinuit�atsgleichung und die Navier-Stokes-Gleichung (so-

wie die W�armeleitgleichung, falls Temperaturgradienten eine Rolle spielen) haben sich

nicht nur als gutes Modell f�ur Str�omungsvorg�ange in Gasen, sondern auch in Fl�ussig-

keiten herausgestellt und bilden den Ausgangspunkt von hydrodynamischen Untersu-

chungen (z.B. [38{40]).

1F�ur kartesische Komponenten (kleine griechische Buchstaben) wird im Folgenden die Einstein'sche

Summenkonvention verwendet.
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2.3 Die Lattice-Boltzmann-Gleichung

Falls die �Ubertragung der Boltzmann-Gleichung auf ein diskretes Gitter m�oglich ist, bie-

tet sich { dem vorigen Abschnitt folgend { die M�oglichkeit, die Navier-Stokes-Gleichung

und die Kontinuit�atsgleichung auf diese Art auf dem Computer zu simulieren. Dies

bewerkstelligt die Lattice-Boltzmann-Gleichung (LBG), die nun motiviert und deren

Eigenschaften abgeleitet werden sollen. Insbesondere soll gezeigt werden, dass diese

diskrete Form der Boltzmann-Gleichung in der Lage ist, bei einer Chapman-Enskog-

Entwicklung zu hydrodynamischem Verhalten zu f�uhren.

2.3.1 De�nition der LBG

F�ur die De�nition der diskreten Verteilungsfunktion werden Orte, Geschwindigkeiten

und die Zeit als diskret angesehen. Man geht von einem endlichen, D-dimensionalen

einfach-kubischen Gitter aus. In Abschnitt 2.3.3.1 wird klar, dass die Wahl des kubi-

schen Gitters zumindest in drei Dimensionen keine Einschr�ankung darstellt. In Git-

tereinheiten seien die Gittervektoren bezeichnet mit f~cqig. Die Indizes qi spezi�zieren
die i = 1; : : : ; bq = 2q

�
D

q

�
Vektoren des D-dimensionalen Subgitters q, das durch die

Permutationen von (�1; : : : ;�1; 0; : : : ; 0) gegeben ist, wobei q die Anzahl der nicht-

verschwindenden Komponenten des jeweiligen Subgitters ist. Es werden im Folgenden

Q Subgitter betrachtet, d.h. Summen �uber q sind grunds�atzlich von q = q1; : : : ; qQ
zu sehen. Zum Beispiel entspricht in drei Dimensionen das Subgitter mit q = 1 den 6

n�achsten Nachbarn des einfach-kubischen Gitters, q = 2 den 12 �ubern�achsten Nachbarn,

usw.

Die diskrete Verteilungsfunktion sei nqi(~r; t). Sie kann interpretiert werden als die mitt-

lere Zahl an Teilchen, die sich zum Zeitpunkt t am Gitterpunkt ~r be�nden und eine

Geschwindigkeit ~cqi
a

h
besitzen. Hier bezeichnet a die Gitterl�ange und h den Zeitschritt.

In einem Zeitschritt gelangt somit ein
"
Teilchen\ { man beachte, dass nqi(~r; t) nicht

ganzzahlig ist { der Geschwindigkeit ~cqi vom Ort ~r zum Ort ~r + ~cqia. Man erh�alt die

Massendichte und die Stromdichte entsprechend zur kontinuierlichen Verteilungsfunk-

tion durch Summation �uber die m�oglichen Geschwindigkeiten an einem Gitterpunkt

� =
m

aD

X
qi

nqi; �~u � ~| =
m

aD

X
qi

nqi~cqi
a

h
: (2.24)

Die Lattice-Boltzmann-Gleichung lautet [23, 24, 41{43]

nqi(~r + ~cqia; t+ h) = nqi(~r; t) +
X
pj

Lqipj

�
npj � n

eq

pj
(�; ~u)

�
: (2.25)

Die �Ahnlichkeit zu der Boltzmann-Gleichung mit maxwellschem Sto�term ist o�ensicht-

lich. Allerdings sind folgende Punkte zu kl�aren:

� Die linke Seite und den ersten Term der rechten Seite von (2.25) erh�alt man durch

Diskretisierung der Boltzmann-Gleichung mit �niten Di�erenzen. Es werden zen-

trale Di�erenzen erster Ordnung f�ur die Zeit und eine
"
upwind\ -Diskretisierung
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erster Ordnung f�ur den Ort verwendet [44]. Es ist jedoch nicht trivial, von wel-

cher Gestalt die diskrete Gleichgewichtsverteilung ist. Dieser Problemkreis wird

in Abschnitt 2.3.2 behandelt.

� Anstatt einer Relaxationszeit � wird im Sto�operator die (
P

q
bq)�(

P
q
bq) Matrix

Lqipj verwendet [24, 42]. Die dadurch vorhandene zus�atzliche Freiheit wird sp�ater

analysiert. Es sei angemerkt, dass durch die Diskretisierung die Matrix von der

Gr�o�enordnung O(h=�) ist. Der Sto�operator ist Gegenstand von Abschnitt 2.3.6.

� Es bleibt zu zeigen, dass es m�oglich ist, mit der Lattice-Boltzmann-Gleichung

die hydrodynamischen Gleichungen zu erhalten, wenn die Chapman-Enskog-

Entwicklung verwendet wird. Dies erfolgt in Abschnitt 2.3.7.

2.3.2 Die Pseudo-Gleichgewichtsverteilung

In der kontinuierlichen kinetischen Theorie wird die Gleichgewichtsverteilung entweder

durch Maximierung der lokalen Entropie oder durch Betrachtung des Gleichgewichts-

zustandes f�ur den boltzmannschen Sto�operator bestimmt [34, 35]. Es stellt sich daher

die Frage, inwieweit eine solche Vorgehensweise auf die diskretisierte und linearisierte

Gleichung (2.25) �ubertragbar ist. Letztere Methode ist f�ur den maxwellschen Ansatz

nicht anwendbar, da die funktionale Form von f eq(�; ~u) als bekannt vorausgesetzt wird.

Erstere ist prinzipiell auf den diskreten Fall �ubertragbar. Dennoch gibt es technische

Schwierigkeiten bei der Umsetzung des Verfahrens der Maximierung der Entropie [45{

48]. Zum einen ist es nicht m�oglich, die Lagrange-Parameter zu eliminieren, die durch

die Zwangsbedingungen der Massen- und Impulserhaltung auftreten. Der Grund ist

einfach, dass die entsprechenden Gittersummen nicht analytisch ausgewertet werden

k�onnen. Einen Ausweg bietet die Verwendung der Tsallis-Entropie [49, 50]. In dieser

Theorie wird die Forderung nach einer extensiven Entropie aufgegeben, so dass prinzi-

piell alle konvexen Funktionen Kandidaten f�ur das Entropie-Funktional sind. Allerdings

zeigen die bisher in der Literatur auf diese Weise berechneten Gleichgewichtsverteilun-

gen f�ur die LBG, bei denen die Eliminierung der Lagrange-Parameter m�oglich ist, bei

einer Chapman-Enskog-Entwicklung kein hydrodynamisches Verhalten oder sie sind nur

auf einer Teilmenge des Raums der hydrodynamischen Felder � und ~| de�niert [45, 47].

Der m. E. interessanteste Ansatz dieser Art ist eine N�aherungs-L�osung [48], die auf ei-

ne Gleichgewichtsverteilung f�uhrt, die einem Entropiefunktional gen�ugt, allerdings den

Gleichgewichtsanteil des Spannungstensors nur bis O(u4) richtig wiedergibt.

In dieser Arbeit wird ein anderer Zugang gew�ahlt, der in der Lattice-Boltzmann-

Literatur standardm�a�ig genutzt wird [23{25, 43, 51]. Die Idee ist, einen polynomialen

Ansatz f�ur eine Pseudo-Gleichgewichtsverteilung zu machen,

m

aD
n
eq
qi
(~r; t) = �

�
Aq +Bq

h

a
~cqi � ~u+ Cq

h2

a2
u2 +Dq

h2

a2
(~cqi � ~u)2

�
:

(2.26)

Die freien Parameter Aq, Bq, Cq und Dq ermittelt man dann �uber Forderungen, die

sich aus dem Ziel ergeben, dass bei einer Chapman-Enskog-Entwicklung die Navier-

Stokes-Gleichung erhalten werden soll. Diese Funktion erh�alt das Pr�a�x \Pseudo", da
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sich zeigen l�asst, dass sie i.A. kein H-Theorem erf�ullt [52], so dass diese Funktion keine

Gleichgewichtsverteilung im Sinne der kinetischen Theorie ist. Aus Bequemlichkeit wird

im Folgenden dennoch eine solche Funktion zum Teil etwas salopp als Gleichgewichts-

verteilung bezeichnet.

Im einzelnen werden folgende Forderungen an die Gleichgewichtsverteilung gestellt.

� Massen- und Impulserhaltung erfordern, dass die ersten beiden Momente gleich

der vorgegebenen Massen- bzw. Stromdichte sind:

m

aD

X
qi

n
eq
qi
(~r; t) = �(~r; t) (2.27)

m

aD

X
qi

n
eq
qi
(~r; t)~cqi

a

h
= ~|(~r; t): (2.28)

W�urde man diese Forderung fallen lassen, bedeutete der �Ubergang in das lokale

thermische Gleichgewicht an einem Gitterpunkt eine �Anderung der Masse bzw.

des Impulses an diesem Ort.

� Zus�atzlich muss das zweite Moment der Gleichgewichtsverteilung die Form (2.18)

der Navier-Stokes-Gleichung besitzen, d.h.

m

aD

X
qi

n
eq
qi
(~r; t)~cqi

a

h

 ~cqi

a

h
= p

$
1 +�~u
 ~u: (2.29)

Man beachte, dass f�ur die kontinuierliche Gleichgewichtsverteilung diese Form des

zweiten Moments immanent war (vgl. Abschnitt 2.2), dies gilt i.A. nicht auf einem

Gitter. Der Grund ist das Fehlen der Galilei-Invarianz, welche den �~u 
 ~u-Term

bedingt [34].

Als Form der Zustandgleichung fordert man

p = �c2s; (2.30)

wobei cs die Schallgeschwindigkeit ist. Sie wird hier als konstant angesehen

(ideales Gas, isothermes System). Kompliziertere Zustandsgleichungen k�onnen in

den Lattice-Boltzmann-Formalismus integriert werden [53]. Ein Ausdruck f�ur die

Schallgeschwindigkeit wird sp�ater im Rahmen der Chapman-Enskog-Entwicklung

bestimmt.

� Schlie�lich muss die Isotropie von bestimmten Tensoren 4. Stufe gefordert werden,

d.h. X
qi

Xqcqi�cqi�cqicqiÆ / (Æ��ÆÆ + Æ�Æ�Æ + Æ�ÆÆ�) : (2.31)

Hierbei bezeichnet Xq einige der Faktoren Aq{Dq. Es ist notwendig, dass

Gl. (2.31) zumindest f�ur Xq = Bq;Dq erf�ullt wird, um bei der Chapman-Enskog-

Entwicklung die Navier-Stokes-Gleichung zu erhalten. In dem in Abschnitt 2.3.4
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zu besprechenden Modell wird nur f�ur Xq = Bq;Dq die Bedingung (2.31) gefor-

dert. In den in Abschnitt 2.3.5 vorgestellten Modellen gilt Xq = Aq; Bq; Cq;Dq.

Die explizite Begr�undung der Forderung (2.31) ist a priori nicht m�oglich. Im

Rahmen der Chapman-Enskog-Entwicklung wird jedoch klar werden, dass ohne

sie kein hydrodynamisches Verhalten entsteht. Anschaulich kann man folgender-

ma�en argumentieren: Auf der rechten Seite von Gl. (2.31) steht ein isotroper

Tensor, d.h. er ist invariant unter Transformationen der kontinuierlichen Dreh-

gruppe O(D). Im Allgemeinen ist eine Gittersumme wie auf der linken Seite von

Gl. (2.31) zwar invariant unter der Punktgruppe, die dem Gitter zu Grunde liegt,

aber nicht isotrop. Isotropie ist jedoch eine wesentliche Eigenschaft einer einfa-

chen Fl�ussigkeit (auf L�angenskalen, bei denen die mikroskopische lokale Struktur

irrelevant ist). Gl. (2.31) gew�ahrleistet im Ende�ekt, dass die makroskopischen

Gleichungen, die man durch die Chapman-Enskog-Entwicklung aus der Lattice-

Boltzmann-Gleichung erh�alt, isotrop sind, in diesem Sinne also keine Gitterarte-

fakte mehr aufweisen.

Es sei an dieser Stelle erw�ahnt, dass es auch m�oglich ist, die LBG inklusive der po-

lynomialen Pseudo-Gleichgewichtsverteilung direkt aus der Boltzmann Gleichung mit

maxwellschem Sto�term abzuleiten [25, 54, 55]. Dazu f�uhrt man eine Entwicklung nach

kleinen Mach-Zahlen M = u=cs durch und verwendet eine spezielle diskrete Approxi-

mation der auftretenden Integrale mittels Gau�-Quadraturen [54, 56].

2.3.3 Symmetriebetrachtungen

In diesem Abschnitt werden zun�achst einige Aussagen �uber die relevanten Sym-

metrieeigenschaften verschiedener Gittertypen zitiert. Danach sollen f�ur die Lattice-

Boltzmann-Gleichung wichtige Gittersummen im Spezialfall des kubischen Gitters be-

rechnet werden. Insbesondere soll gezeigt werden, dass zwei Subgitter ausreichend sind,

um gen�ugende Isotropie zu gew�ahrleisten, wenn eine Gewichtung der einzelnen Subgit-

ter entsprechend (2.31) eingef�uhrt wird.

2.3.3.1 Allgemeine Aussagen

Zur Untersuchung, inwieweit ein Gitter die Forderung (2.31) erf�ullt, betrachtet man die

Tensoren r-ter Stufe (r � 4), die sich { ausgehend von einem beliebigen Gitterpunkt {

aus den n�achsten Nachbarn ~ei eines D-dimensionalen Punktgitters bilden lassen,

C(r)
�1�2:::�r

=
X
i

ei�1 : : : ei�r : (2.32)

Alle Vektoren ~ei besitzen dieselbe Norm. Die Verallgemeinerung auf mehrere Subgitter

(wie im letzten Abschnitt de�niert) bereitet keine Schwierigkeiten. Zum Beispiel w�are

f�ur das einfach-kubische Gitter ~ei = ~c1i mit der Notation aus dem letzten Abschnitt. Of-

fensichtlich haben diese Tensoren zumindest die gleiche Symmetriegruppe G wie das zu

Grunde liegende Gitter. Zudem liegt Invarianz bez�uglich der Vertauschung von Indizes

vor. Ein Tensor r-ter Stufe mit diesen beiden Symmetrieeigenschaften sei im Folgenden
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mit S(r) bezeichnet. Man interessiert sich nun daf�ur, wie viele Komponenten des Ten-

sors S(r) allein auf Grund der zu Grunde liegenden Symmetrie unabh�angig voneinander

gew�ahlt werden k�onnen, und ob der Tensor S(r) isotrop ist, d.h. invariant bez�uglich

der kontinuierlichen Drehgruppe O(D). Damit ist dann im wesentlichen gekl�art, unter

welchen Bedingungen (2.31) erf�ullt werden kann.

Die relevanten Aussagen in dieser Hinsicht, die man �uber gruppentheoretische Methoden

oder explizites Ausrechnen gewinnt, k�onnen wie folgt zusammengefasst werden. F�ur

Details sei auf Ref. [32, 57] verwiesen.

� Isotrope Tensoren r-ter Stufe haben ganz allgemein die Gestalt

T
(r)
�1����r = �1Æ�1�2Æ�3�4 � � � Æ�r�1�r + cyc. (r gerade); (2.33)

= 0 (r ungerade);

wobei cyc. f�ur alle Terme steht, die durch zyklische Permutationen der Indizes

aus dem ersten Summand hervorgehen. Jeder dieser so entstehenden Terme kann

einen unabh�angigen Vorfaktor �i besitzen.

� Besitzt S(r) nur eine unabh�angige Komponente, so ist S(r) isotrop. Bei mehr als

einer unabh�angigen Komponente kann Isotropie vorliegen, im Allgemeinen ist dies

jedoch nicht der Fall.

� Die Zahl der unabh�angigen Komponenten f�ur verschiedene Gitter ist in Tabelle 2.1

aufgef�uhrt. Man erkennt, dass das hexagonale Gitter in zwei Dimensionen die Ei-

genschaft besitzt, dass S(4) nur aus einer unabh�angigen Komponente besteht, d.h.

isotrop ist. Somit sind diese sechs Vektoren ausreichend, um (2.31) zu erf�ullen. In

drei Dimensionen hingegen existiert kein Gitter mit solch hoher Symmetrie, die

S(4) bei kubischen Gittern besitzen zwei unabh�angige Komponenten. In vier Di-

mensionen existiert hingegen wieder ein Gitter mit der gew�unschten Eigenschaft,

das hyperkubisch-�achenzentrierte.

Komponenten

Dim. Gitter Nachbarn S(2) S(4) S(4) isotrop?

2 hexagonal 6 1 1 J

3 einfach-kubisch 6 1 2 N

3 kubisch-raumzentriert 8 1 2 N

3 kubisch-�achenzentriert 12 1 2 N

4 hyperkubisch-�achenzentriert 24 1 1 J

Tabelle 2.1: Anzahl der n�achsten Nachbarn und unabh�angigen Komponenten von
S(2) und S(4) f�ur die Punktgitter mit der h�ochsten Symmetrie in zwei, drei und vier
Dimensionen.

Die Schlussfolgerung ist also, dass in drei Dimensionen eine Vektormenge ~ei, die nur

aus den n�achsten Nachbarn eines Punktgitters besteht, nicht in der Lage ist, die Ei-

genschaft der Isotropie von S(4) zu gew�ahrleisten. Eine solche Menge an Vektoren ist
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nicht ausreichend, um in einer LBG zu hydrodynamischem Verhalten zu gelangen (s.

Abschnitt 2.3.7). Daher erweitert man die Zahl der Geschwindigkeitsvektoren in der

LBG auf zwei Subgitter des einfach-kubischen. Zwei Subgitter sind ausreichend, um

bei geeigneter Wahl der Gleichgewichtsverteilung die Gl. (2.31) zu erf�ullen, da S(4)

lediglich zwei unabh�angige Komponenten besitzt. In drei Dimensionen f�uhrt dies zu

Modellen mit 14 bzw. 18 Geschwindigkeiten (Notation [51]: D3Q14, D3Q18), die sich

aus den Subgittern q = 1; 2 bzw. q = 1; 3 ergeben. Die Geschwindigkeitsvektoren des

D3Q18-Modells sind in Abbildung 2.1 dargestellt.

Abbildung 2.1: Geschwindigkeitsvektoren im D3Q18-Modell

2.3.3.2 Spezialfall des einfach-kubischen Gitters

Man ben�otigt f�ur das Weitere die explizite Form der Tensoren

C(r)
q�1�2:::�r

=
X
i

cqi�1 : : : cqi�r (r � 4) (2.34)

der einzelnen Subgitter q des einfach-kubischen Gitters. Aus Parit�atsgr�unden verschwin-

den alle C
(r)
q f�ur ungerades r, d.h.

X
i

cqi�1cqi�2 : : : cqi�n = 0 (n ungerade): (2.35)

Wie im letzten Abschnitt erl�autert sind die Tensoren C(2) im einfach-kubischen Gitter

isotrop. Somit muss dieser Tensor ein Vielfaches von Æ�� sein. Den Proportionalit�ats-

faktor erh�alt man durch SummationX
i

cqi�cqi� = qbq; (2.36)
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so dass

C
(2)
q��

=
qbq

D
Æ��: (2.37)

Die C
(4)
q bestehen aus zwei Komponenten. Der allgemeinste isotrope Tensor 4. Stufe

lautet nach (2.33)

�q��Æ = �q1Æ��ÆÆ + �q2Æ�Æ�Æ + �q3Æ�ÆÆ� : (2.38)

Aus der De�nition ergibt sich, dass f�ur C
(4)
q au�erdem Symmetrie bzgl. der Permutation

der Indizes vorliegt. Daraus folgt

�q1 = �q2 = �q3 � �q; (2.39)

so dass

�q��Æ = �q (Æ��ÆÆ + Æ�Æ�Æ + Æ�ÆÆ�) : (2.40)

Dies ist eine der zwei Komponenten von C
(4)
q . Die andere Komponente ist der Tensor [32]

�q��Æ = �qÆ��Æ ; (2.41)

wobei Æ��Æ = 1 ist, wenn alle vier Indizes gleich sind, sonst gilt Æ��Æ = 0. Zusammen-

fassend lautet das Ergebnis

C
(4)
q��Æ

= �q (Æ��ÆÆ + Æ�Æ�Æ + Æ�ÆÆ�) + �qÆ��Æ : (2.42)

Es bleibt noch, die Vorfaktoren der beiden Anteile an C
(4)
q zu bestimmen. Dazu sum-

miert man paarweise �uber diesen Tensor

C
(4)
q����

=
X
i

(cqi�cqi�)(cqi�cqi�) = bqq
2: (2.43)

Die gleiche Auswertung f�ur (2.40) ergibt

�q���� = �q (Æ��Æ�� + 2Æ��Æ��) = �qD(D + 2): (2.44)

Entsprechend erh�alt man f�ur (2.41)

�q���� = �qÆ���� = �qD: (2.45)

Die Gleichungen (2.42{2.45) ergeben eine Bedingung f�ur �, �. Eine weitere erh�alt man,

wenn man alle vier Indizes von C(4) gleichsetzt:

C
(4)
q1111 =

bqq

D
; �q1111 = 3�q; �q1111 = �q: (2.46)

Aus den beiden Bedingungen folgt:

�q =
(q � 1)bqq

D(D � 1)
; �q =

(D + 2� 3q)bqq

D(D � 1)
: (2.47)

Explizit erh�alt man f�ur das D3Q18-Modell

�1 = 0; �2 = 4; �1 = 2; �2 = �4: (2.48)
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2.3.4 Konstruktion der Gleichgewichtsverteilung f�ur das D3Q18-Modell

Es soll nun explizit die Pseudo-Gleichgewichtsverteilung f�ur das Modell mit 18 Ge-

schwindigkeiten in drei Dimensionen (D3Q18) berechnet werden, indem die Forderun-

gen an die Gleichgewichtsverteilung aus Abschnitt 2.3.2 explizit in den Ansatz (2.26)

eingesetzt werden [24].

Aus den Bedingungen (2.27), (2.28) folgt

1 =
X
q

�
Aqbq +

�
Cqbq +

bqq

D
Dq

�
h2

a2
u2
�

(2.49)

1 =
X
q

Bq

bqq

D

Dabei wurde (2.35) und (2.37) verwendet. Explizit gilt f�ur das D3Q18-Modell

1 = 6A1 + 12A2 (2.50)

0 = 6C1 + 12C2 + 2D1 + 8D2 (2.51)

1 = 2B1 + 8B2 (2.52)

Die Bq sollen zudem die Isotropiebedingung (2.31) von mit ihnen gebildeten Tensoren

vierter Stufe erf�ullen, so dass unter Anwendung von (2.48)

0 = 2B1 � 4B2 (2.53)

gilt.

Aus (2.29) wird

Æ��c
2
s + u�u� =

X
q

�
a2

h2
Aq

bqq

D
Æ�� + Cq

bqq

D
u2Æ�� + (2.54)

+Dq

�
�qÆ��ÆuuÆ + �q

�
Æ��u

2 + 2u�u�
��i

;

unter Verwendung von (2.35), (2.37) und (2.42). F�ur das D3Q18-Modell ergibt sich

daraus und aus der Forderung (2.31), dass die L�osung die Isotropie f�ur Tensoren 4.

Stufe mit Dq erf�ullen soll (
P

q
Dq�q = 0),

h2

a2
c2s = 2A1 + 8A2 (2.55)

1 = 0D1 + 8D2 (2.56)

0 = 2D1 � 4D2 (2.57)

1 = 6C1 + 24C2 + 4D2 (3 + 2) (2.58)

F�ur den Tensor u�u� sind dabei zweckm�a�igerweise der spurfreie Anteil (2.56) und die

Spur (2.58) getrennt worden. Die hergeleiteten acht Bedingungen sind hinreichend, um
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die KoeÆzienten eindeutig zu bestimmen:

A1 =
1

6

�
2� 3c2s

h2

a2

�
; B1 =

1

6
; C1 = �1

4
; D1 =

1

4
; (2.59)

A2 =
1

12

�
3c2s

h2

a2
� 1

�
; B2 =

1

12
; C2 = 0; D2 =

1

8
: (2.60)

Dieses Modell ist identisch mit dem von Ladd angegebenen [24], wobei dort eine etwas

andere funktionale Form als Ansatz f�ur n
eq
qi
(~r; t) angenommen worden ist, so dass sich

der numerische Wert f�ur die KoeÆzienten Cq unterscheidet. Damit die Verteilungsfunk-

tion positiv ist, muss

1

3

a2

h2
� c2s �

2

3

a2

h2
(2.61)

gelten. Es ist vorteilhaft f�ur die Stabilit�at, wenn f�ur ~u = 0 auf jedem Subgitter der

gleiche Anteil von Teilchen vorhanden ist [24]. Daher w�ahlt man in diesem Modell

c2s =
1
2
a2

h2
.

2.3.5 Das allgemeine Modell auf hyperkubischem Gitter mit Ruheteilchen

In der Literatur hat sich eine Klasse von Modellen etabliert [25, 43, 51, 58], die sich

leicht von dem eben vorgestellten D3Q18-Modell unterscheidet. Der wesentliche Un-

terschied ist, dass Ruheteilchen eingef�uhrt werden (Subgitter q = 0), deren Pseudo-

Gleichgewichtsverteilung von der Form

n
eq
0 = �

�
A0 + C0

h2

a2
u2
�

(2.62)

ist. Des Weiteren sei de�niert: �0 = 0, �0 = 0 und b0 = 1. In der Literatur wird zumeist

nicht die Sto�matrix Lqipj verwendet, sondern wie im kontinuierlichen Fall eine ge-

meinsame Relaxationszeit � . Diese Modelle werden in der Literatur als
"
Lattice-BGK\-

Modelle bezeichnet, weil die Analyse der entsprechenden kontinuierlichen Boltzmann-

Gleichung mit maxwellschem Sto�term von Bhatnagar, Gross und Krook [59] durch-

gef�uhrt worden ist. Es soll hier die Gleichgewichtsverteilung f�ur dieses Modell abgeleitet

werden, die man in der Literatur oft ad-hoc hingeschrieben �ndet [43, 51], sowie die Un-

terschiede zum D3Q18-Modell herausgearbeitet werden.

Der Ansatz f�ur die Gleichgewichtsverteilung ist gegen�uber dem D3Q18-Modell leicht

modi�ziert. Man setzt a priori

Aq = tq ~A; Bq = tq ~B; Cq = tq ~C; Dq = tq ~D; (q > 0); (2.63)

A0 = t0 ~A; Cq = t0 ~C; (q = 0):

In diesem Fall bezeichnet tqbq den Anteil an
"
Teilchen\, der sich auf dem jeweiligen

Subgitter q be�ndet, wenn keine Str�omung vorliegt (~u = 0). Es gilt daher f�ur tq die

Bedingung X
q

tqbq = 1: (2.64)
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Es ist hier zweckm�a�ig, Summen danach zu unterscheiden, ob auch �uber q = 0 summiert

wird. Ist dies der Fall, wird im Folgenden das Symbol
P

benutzt, anderenfalls
P0. Die

Abh�angigkeit der Gleichgewichtsverteilung von dem Subgitter q wird auf nur einen

Vorfaktor tq reduziert. Gem�a� (2.31) fordert man jetzt an die Symmetrie

X0

qi

tqcqi�cqi�cqicqiÆ / (Æ��ÆÆ + Æ�Æ�Æ + Æ�ÆÆ�),
X0

q

tq�q = 0:

(2.65)

Die zus�atzliche Freiheit der Ruheteilchen und die Beschr�ankung auf einen einzigen sub-

gitterabh�angigen Parameter tq hat zwei Vorteile: Zum Einen kann eine L�osung f�ur die

Gleichgewichtsverteilung angegeben werden, die nur noch von den tq abh�angt, ohne

dabei die Subgitter explizit zu spezi�zieren. Die tq und die Schallgeschwindigkeit cs
sind durch die vier Bedingungen (2.69) festgelegt. Benutzt man zwei Subgitter sowie

die Ruheteilchen (z.B. D3Q19), dann lassen sich die Bedingungen nach den tq und

der Schallgeschwindigkeit au�osen. Man erh�alt also ein allgemeines Resultat, bei dem

nur noch die tq von dem jeweiligen Gitter abh�angen. Zum Anderen hat die so erhalte-

ne Pseudo-Gleichgewichtsverteilung den Vorteil, dass die volle Navier-Stokes-Gleichung

erhalten wird (mit Korrekturen O(u3)), nicht nur der inkompressible Limes wie im

D3Q18-Modell (s. Abschnitt 2.3.7).

Unter Beachtung der Bedingung (2.64) f�ur tq kann man (2.49) umschreiben als

1 =
X
q

~Atqbq = ~A;

0 =
X
q

~Cbqtq +
X0

q

~D
bqq

D
tq = ~C +

~D

D

X0

q

tqbqq; (2.66)

1 =
~B

D

X0

q

tqbqq:

Aus (2.54) wird

h2

a2
c2s =

1

D

X
q

tqbqq;

1 = ~C
X
q

tqbqq + ~D
X0

q

tq�q(D + 2); (2.67)

1 = 2 ~D
X0

q

tq�q:

Aus den Gl. (2.66) und (2.67) ergibt sich durch Einsetzen f�ur die KoeÆzienten der
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Gleichgewichtsverteilung

~A = 1;

~B =
a2

h2c2s
; (2.68)

~C = �1

2

a2

h2c2s
;

~D =
1

2

a4

h4c4s
;

sowie f�ur die Besetzungsanteile tq der einzelnen Subgitter und c2s zusammen mit den

Bedingungen (2.64) und (2.65)

X
q

tqbq = 1;

X
q

tq�q = 0; (2.69)

X
q

tq�q =
h4

a4
c4s;

X
q

tqbqq = D
h2

a2
c2s:

F�ur mindestens zwei Subgitter und Ruheteilchen ist eine L�osung des letzten Gleichungs-

systems nach den vier Unbekannten t0, tq1 , tq2 und cs m�oglich. Es wird an dieser Stelle

auch deutlich, dass diese spezielle Art des Au�osens der Bedingungen ohne Ruheteil-

chen und nur zwei Subgittern (wie z.B. D3Q18) zu keinem Ergebnis f�uhren w�urde. Die

Gleichungen (2.69) k�onnen noch weiter vereinfacht werden, wenn man die expliziten

Ausdr�ucke (2.47) f�ur �q und �q einsetzt. Man erh�alt dann nach einigen Umformungen

X
q

tqbq = 1;

X
q

tqbqq =
D

3
; (2.70)

X
q

tqbqq
2 =

D(D + 2)

9
;

c2s =
1

3

a2

h2
:

Interessanterweise hat die Schallgeschwindigkeit c2s damit einen von den verwendeten

Subgittern und der Dimension unabh�angigen Wert, ein Ergebnis, das zum ersten Mal

von Qian et al. [51] abgeleitet worden ist. Die drei weiteren Gleichungen k�onnen f�ur

zwei Subgitter benutzt werden, um die tq zu bestimmen.
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Die resultierende Pseudo-Gleichgewichtsverteilung hat dann folgende Form [25, 51]:

m

aD
n
eq
qi
(~r; t) = tq�

 
1 +

a

h
cqi�u�

c2s
+
u�u�

2c2s

 
a
2

h2
cqi�cqi�

c2s
� Æ��

!!
:

(2.71)

2.3.6 Der Sto�operator

Nachdem in den letzten beiden Abschnitten die Gleichgewichtsverteilung konstruiert

worden ist, muss nun noch der Operator Lqipj in der LBG (2.25) spezi�ziert werden.

Zwei Anforderungen an die Matrix ergeben sich direkt aus lokaler Massen- und Impuls-

erhaltung:

X
qi

Lqipj = 0
X0

qi

Lqipj~cqi = 0: (2.72)

Au�erdem kann man folgenden Tensor betrachten

tpj�� =
X0

qi

Lqipjcqi�cqi� : (2.73)

Er ist o�ensichtlich symmetrisch. Die physikalische Bedeutung dieses Tensors erkennt

man durch Summation �uber pj unter Verwendung der Lattice-Boltzmann-Gleichung,

X
pj

m

aD
a2

h2
tpj�� = ��

neq
��

; (2.74)

d.h. die lokale �Anderung des Spannungstensors auf Grund der Relaxation. tpj�� gibt

daher den Beitrag zur Relaxation an, der durch
"
Streuung\ in Richtung cpj erfolgt.

Auf Grund dieser physikalischen Interpretation darf sich tpj�� nicht �andern, wenn eine

Transformation aus der Symmetriegruppe des Gitters ausgef�uhrt wird, die ~cpj invariant

l�asst (z.B. eine Drehung um die ~cpj-Achse). W�are dem nicht so, dann g�abe es eine aus-

gezeichnete Achse in der Ebene orthogonal zu ~cpj , und die Relaxation von Spannungen

in der Fl�ussigkeit w�are anisotrop [24]. Im Anhang A.1 wird ein Theorem bewiesen, das

Aussagen �uber die Form solcher Tensoren macht; das wesentliche Ergebnis ist Gl. (A.1).

Auf den Sto�operator �ubertragen bedeutet diese Gleichung

X
qi

Lqipjcqi�cqi� = �cpj�cpj� +
�Bc

2
pj

D
Æ�� : (2.75)

Hierbei sollen �uberstrichene Gr�o�en den spurfreien Anteil eines Tensors bezeichnen.

Damit sind 1 + D + D(D + 1)=2 der
P

q
bq Eigenvektoren des Sto�operators fest-

gelegt: (1; : : : ; 1) mit dem Eigenwert 0, (cq11�; : : : ; cqQbQ�) mit dem Eigenwert 0,

(cq11�cq11�; : : : ; cqQbQ�cqQbQ�) mit dem Eigenwert �, und (c2
q11
; : : : ; c2

qQbQ
) mit dem Ei-

genwert �B=D. Man kennt damit die Wirkung des Operators auf 1 +D +D(D + 1)=2

linear unabh�angige Vektoren. Vollst�andig festgelegt ist der Operator jedoch erst, wenn
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seine Wirkung auf
P

q
bq linear unabh�angige Vektoren bekannt ist. Zweckm�a�igerwei-

se [24] w�ahlt man als weitere Vektoren ~kl solche aus dem Orthogonalraum zu neq, d.h.X
qi

n
eq
qi
klqi = 0: (2.76)

Man w�ahlt genau so viele solcher Vektoren aus, dass sich zusammen mit den oben schon

festgelegten eine Basis ergibt. Dann fordert man, dass die klqi Eigenvektoren zu Lqipj
sind, mit dem Eigenwert �l. Daher ist die Wirkung des Operators auf alle Basisvektoren

bekannt und Lqipj eindeutig festgelegt. Aus der Lattice-Boltzmann-Gleichung (2.25)

folgt dann X
qi

nqi(~r + ~cqia; t+ h)klqi = (1 + �l)
X
qi

n
neq
qi
klqi: (2.77)

Dies gibt somit den Anteil der nicht-hydrodynamischen Moden nach einem Zeitschritt

an. O�ensichtlich ist die Wahl �l = �1 besonders sinnvoll, so lange man den ~kl und

�l nicht irgendeine physikalische Bedeutung zuweisen will. Dies ist bei der Simulati-

on hydrodynamischen Verhaltens nicht beabsichtigt. Man beachte, dass der Operator

demnach nicht strikt zeitlich und r�aumlich konstant ist, sondern von der Lage des Or-

thogonalraums und somit von den hydrodynamischen Variablen abh�angt. Die konkrete

Implementierung auf dem Computer wird in Abschnitt 2.6 beschrieben.

2.3.7 Die Chapman-Enskog-Entwicklung f�ur die
Lattice-Boltzmann-Gleichung

2.3.7.1 Multizeitskalen-Analyse

Die Chapman-Enskog-Entwicklung ist eine spezielle Form der Multizeitskalen-Analyse.

Deren Anwendung ist dann sinnvoll, wenn ein System vorliegt, in dem mehrere Zeitska-

len eine Rolle spielen [60]. Man erwartet bei der Untersuchung des makroskopischen Ver-

haltens der LBG, dass zwei relevante Zeitskalen existieren, eine (schnelle) Konvektions-

zeitskala und eine (langsame) Di�usionszeitskala. Die Anwendung der Multizeitskalen-

Analyse f�ur Gittergase ist erstmals von Frisch et al. [61] durchgef�uhrt worden. Man

de�niert zu diesem Zweck drei Zeitvariablen: t0 = t, die (diskrete) mikroskopische Zeit-

skala; t1 = �t, die (kontinuierliche) Konvektionszeitskala; t2 = �2t, die (kontinuierliche)

Di�usionszeitskala. Zudem de�niert man eine kontinuierliche L�angenskala ~r1 = �~r. Der

Parameter � ist der formale Entwicklungsparameter der Methode.

Man sucht nun nach einer L�osung der Form

nqi(~r; t; �) = nqi(~r1; t1; t2; �) (2.78)

d.h. die im Weiteren relevanten Skalen sind die kontinuierlichen, makroskopischen Zei-

ten t1 und t2, sowie die L�ange ~r1. Analog zur Absch�atzung f�ur die kontinuierliche

Boltzmann-Gleichung in Abschnitt 2.2 gilt die Zeitskalentrennung von Gleichgewichts-

und Nicht-Gleichgewichtsanteil der Verteilungsfunktion, d.h.

nqi(~r; t; �) = n
eq
qi
+ �n

neq
qi
: (2.79)
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Formal lautet die Entwicklung also in symbolischer Kurzschreibweise (man beachte,

dass t eigentlich keine kontinuierliche Variable ist) [62]

nqi = n
eq
qi
+ �n

neq
qi
; (2.80)

@

@t
= �

@

@t1
+ �2

@

@t2
;

r = �r1:

2.3.7.2 Anwendung auf die LBG

Als erstes f�uhrt man eine Taylor-Entwicklung der LBG (2.25) bis zur zweiten Ordnung

durch,

�
@nqi

@t
+
a

h
~cqi � rnqi

�
+ h

�
1

2

a2

h2
cqi�cqi�r�r�nqi (2.81)

+
a

h
~cqi � r

@nqi

@t
+

1

2

@2nqi

@t2

�
=

1

h

X
pj

Lqipj

�
npj � n

eq
pj

�
:

Diese Gleichung dient als Ausgangspunkt f�ur die Analyse des makroskopischen Verhal-

tens mittels der Chapman-Enskog-Methode. Man vergleiche dazu die Entwicklung f�ur

den kontinuierlichen Fall [33, 35].

Wenn man die Gl. (2.80) in Gl. (2.81) einsetzt, erh�alt man nach Ordnungen in � sortiert

O(�1) :
@n

eq
qi

@t1
+
a

h
~cqi � r1n

eq
qi
=

1

h

X
pj

Lqipjn
neq
pj
; (2.82)

O(�2) :
@n

eq
qi

@t2
+

�
@

@t1
+
a

h
~cqi � r1

�
n
neq
qi

(2.83)

+h

�
1

2

a2

h2
cqi�cqi�r1�r1� +

a

h
~cqi � r1

@

@t1
+
1

2

@2

@t21

�
n
eq
qi
= 0:

Im n�achsten Schritt wertet man die Momente der Gleichungen beider Ordnung aus.

2.3.7.3 Die Momente auf �1-Skala

Das Ausintegrieren der Geschwindigkeitsfreiheitsgrade im kontinuierlichen Fall wird

hier zu einer Summation �uber die m�oglichen Geschwindigkeitsvektoren. Durch die Be-

dingungen (2.27) und (2.29), die an die Gleichgewichtsverteilung gestellt worden sind,

sowie (2.72) f�ur den Sto�operator, lassen sich die nullte und erste Momentengleichung
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explizit angeben:

@

@t1

X
qi

m

aD
n
eq
qi

| {z }
��

+r1 �
0
@X

qi

m

aD
a

h
~cqin

eq
qi

1
A

| {z }
��~u

= 0; (2.84)

@

@t1

X
qi

m

aD
a

h
~cqin

eq
qi

| {z }
��~u

+r1 �
0
@X

qi

m

aD
a2

h2
~cqi 
 ~cqineqqi

1
A

| {z }
�p+�~u
~u

= 0: (2.85)

In erster Ordnung von � erh�alt man also gerade die Euler-Gleichungen, entsprechend

dem kontinuierlichen Fall aus Abschnitt 2.2.

F�ur dasWeitere ist es wichtig, noch das zweite Moment in dieser Ordnung auszurechnen;

es ergibt sich unter Ausnutzung von (2.75)

@

@t1

X
qi

m

aD
a2

h2
n
eq
qi
cqi�cqi� +r1

X
qi

m

aD
a3

h3
n
eq
qi
cqi�cqi�cqi = (2.86)

=
m

aD
a2

h3

0
@�X

qi

n
neq
qi
cqi�cqi� + �B

X
qi

n
neq
qi

q

D
Æ��

1
A :

Die beiden Terme auf der linken Seite lassen sich unter Verwendung der Euler-

Gleichungen noch weiter auswerten. Der erste Term lautet

@

@t1

X
qi

m

aD
n
eq
qi
cqi�cqi�

a2

h2
=

@

@t1

�
�c2sÆ�� + �u�u�

�
= (2.87)

= �c2sÆ��r1 (�u) + u�
@�u�

@t1
+ u�

@�u�

@t1
� u�u�

@�

@t1

= �c2sÆ��r1 (�u)� c2su�r1��� u�r1 (�u�u)� c2su�r1��� u�r1 (�u�u)

+u�u�r1 (�u) :

Die Terme O(u3) auf der rechten Seite in der letzten Gleichung werden im Folgenden

vernachl�assigt. Die im Weiteren auszurechnenden makroskopischen Gleichungen haben

daher nur bei kleinen Mach-Zahlen M = u=cs G�ultigkeit. Der Term O(u3) f�uhrt zu

Abweichungen von den hydrodynamischen Gleichungen im makroskopischen Limes [23,

44]. Dies ist nach dem Ansatz f�ur die Gleichgewichtsverteilung, der nur quadratisch

in u gewesen ist (im Gegensatz zu einer exp-Funktion im Kontinuierlichen), allerdings

nicht �uberraschend. Die Konsequenzen f�ur die Anwendbarkeit der Methode werden in

Abschnitt 2.5 untersucht.

Der zweite Term auf der linken Seite von (2.86) kann geschrieben werden als

r1

X
qi

m

aD
a3

h3
n
eq
qi
cqi�cqi�cqi = r1

X
qi

Bq�uÆcqi�cqi�cqicqiÆ
a2

h2
= (2.88)

=
1

3

a2

h2
(r1(�u)Æ�� +r1�(�u�) +r1�(�u�)) :
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Bei der letzten Umformung sind die Ergebnisse f�ur Bq aus der Konstruktion der Gleich-

gewichtsverteilung verwendet worden. Genau bei dieser Rechnung geht die Isotropie von

Tensoren vierter Stufe ein, die man explizit in die Gleichgewichtsverteilung gesteckt hat.

Sowohl im Falle des D3Q18-Modells als auch des allgemeinen Modells mit Ruheteilchen

erh�alt man den Vorfaktor 1=3.

Zusammengefasst ergibt sich

AMRT c2s� (r1�u� +r1�u�)

D3Q18 1
3
a2

h2
(r1(�u)Æ�� +r1�(�u�) +r1�(�u�))

�c2s (r1 (�u) Æ�� + u�r1��+ u�r1��)

9=
; = (2.89)

=
m

aD
a2

h3

0
@�X

qi

n
neq
qi
cqi�cqi� + �B

X
qi

n
neq
qi

q

D
Æ��

1
A :

Dabei steht die Abk�urzung AMRT f�ur das allgemeine Modell mit Ruheteilchen. Es

wird hier der Unterschied zwischen den beiden Modellen deutlich. Im allgemeinen Mo-

dell mit Ruheteilchen bewirkt der Wert c2s = a2=3h2 f�ur die Schallgeschwindigkeit, dass

das zweite Moment die funktionale Form (2.22) des ersten Anteils des viskosen Span-

nungstensors der Navier-Stokes-Gleichung besitzt. Im D3Q18-Modell hingegen ist dies

nicht der Fall. Wird jedoch der inkompressible Limes betrachtet, spielen die zus�atzlichen

Terme im D3Q18-Modell keine Rolle, da dann r � (�~u) = 0 und r� = 0 gilt.

2.3.7.4 Die Momente auf �2-Skala

Die nullte Momentengleichung lautet auf der �2-Skala nach (2.83)

1

h

@�

@t2
+
1

2
r1�r1��

eq
��

+
@

@t1
r1�j� +

1

2

@2�

@t21
= 0: (2.90)

Mit Hilfe der Euler-Gleichungen (also der L�osung auf der schnellen t1-Skala) kann man

dies umformen,

1

h

@�

@t2
+
1

2
r1�r1��

eq
��
� 1

2
r1�r1��

eq
��
� 1

2

@2�

@t21
+
1

2

@2�

@t21
= 0: (2.91)

Daher gilt auf der langsamen di�usiven Skala:

@�

@t2
= 0; (2.92)

d.h. die Fl�ussigkeit ist inkompressibel, alle Dichteuktuationen haben sich auf der

schnellen t1-Zeitskala abgebaut.
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Die Gleichung f�ur das erste Moment lautet

0 =
@j�

@t2
+
m

aD
a2

h2
r1�

X
qi

cqi�cqi�n
neq
qi

(2.93)
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qi

+
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a
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@t21

X
qi

cqi�n
eq
qi
:

Den letzten Term in Gl. (2.93) kann man wiederum mit den Euler-Gleichungen umfor-

men, so dass

0 =
@j�

@t2
+
m

aD
a2

h2
r1�

X
qi

cqi�cqi�n
neq
qi

(2.94)
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1
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qi
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1

2

m

aD
a2

h
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r1�

X
qi

cqi�cqi�n
eq
qi
:

Die letzten beiden Terme lassen sich nach Gl. (2.86) umformen und zu dem zweiten

Term addieren, zudem bietet es sich hier an, den spurfreien Anteil und die Spur zu

trennen. Man erh�alt so

@j�

@t2
+ h

�
1

�
+
1

2

�
r1�

0
@a2
h3

m

aD

X
qi

�cqi�cqi�n
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1
A (2.95)
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+
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�
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0
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h3
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X
qi

�Bq

D
n
neq
qi

1
A Æ�� = 0:

Die Auswertung der Spur in Gleichung (2.89) f�ur das zweite Moment auf der �1-Skala

ergibt

m

aD
a2

h3

X
qi

�Bqn
neq
qi

= (2.96)

=

(
2�c2sr1 � ~u AMRT,h

1
3
a
2

h2
(D + 2)�Dc2s

i
r1 � (�~u)� 2c2s(~u � r1)� D3Q18.

Wenn man diese Identit�at und zudem noch Gl. (2.89) benutzt, um den spurfreien Anteil

auszurechnen, wird aus (2.95)
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� f�ur das allgemeine Modell mit Ruheteilchen AMRT:

@j�

@t2
+ hc2s

�
1

�
+
1

2

�
r1�

�
�r1�u� + �r1�u� �
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D
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�
(2.97)
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�
= 0:

Man setzt nun wegen c2s = a2=3h2 im AMRT

� = �a
2

h

1

3

�
1

�
+
1

2

�
�; (2.98)

� = �a
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2

3D

�
1

�B
+
1

2

�
�; (2.99)

dann ergibt sich der exakte viskose Spannungstensor der Navier-Stokes-Gleichung,

d.h. auf der �2-Skala gilt

@j�

@t2
+r� $�

neq

= 0 (2.100)

mit
$
�

neq

aus Gleichung (2.22). Man erh�alt also auf der Zeitskala t2 den di�usiven

Zerfall von Spannungen in der Fl�ussigkeit.

� f�ur das D3Q18-Modell:
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[r1�(�u�) +r1�(�u�)+ (2.101)

r1 � (�~u)Æ�� ]� c2s [u�r1��+ u�r1��+r1 � (�~u)Æ�� ]
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D
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�
= 0:

Daraus folgt, dass man in diesem Modell hydrodynamisches Verhalten nur dann

erh�alt, wenn man den inkompressiblen Limes betrachtet. In diesem Fall reduziert

sich die letzte Gleichung auf

@j�

@t2
�r1�� [r1�u�] = 0 (2.102)

mit der gleichen De�nition f�ur � wie im allgemeinen Modell mit Ruheteilchen,

Gleichung (2.98).
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2.3.7.5 Zusammenfassung

Die R�ucktransformation der Zeiten t1 und t2 auf t sowie von ~r1 auf ~r kann durch die

Wahl � = 1 bewerkstelligt werden. Die Momentengleichungen auf den einzelnen �-Skalen

k�onnen dann addiert werden. F�ur das nullte Geschwindigkeitsmoment erh�alt man so

aus Gl. (2.84) und (2.92) unabh�angig vom Modell die Kontinuit�atsgleichung

@�

@t
+r � ~| = 0: (2.103)

F�ur das erste Moment erh�alt man im AMRT aus Gl. (2.85) und (2.97) die volle Navier-

Stokes-Gleichung

@j�

@t
+r�

�
�c2sÆ�� + �u�u�

�
= r��

�
r�u� +r�u� �

2

D
(r � ~u) Æ��

�
+r�� (r � ~u) :

(2.104)

Im D3Q18-Modell ergibt sich hydrodynamisches Verhalten nur im inkompressiblen Li-

mes. Dann gilt nach Gl. (2.85) und (2.102)

@j�

@t
+r�

�
�c2sÆ�� + �u�u�

�
= ��u�; (2.105)

wobei � den Laplace-Operator bezeichnet. Hier wurde ausgenutzt, dass � im inkom-

pressiblen Limes konstant ist und daher vor die Ableitung gezogen werden kann.

Es sei noch einmal betont, dass der Term O(u3) in Gleichung (2.87) vernachl�assigt

worden ist, so dass nur dann, wenn kleine Str�omungsgeschwindigkeiten im Vergleich

zur Schallgeschwindigkeit in dem zu simulierenden System vorliegen (Limes kleiner

Mach-Zahlen), die richtigen hydrodynamischen Gleichungen im Limes kleiner Knudsen-

Zahlen erhalten werden. Hinzu kommt beim D3Q18-Modell die Vernachl�assigung von

Dichtegradienten in Gl. (2.101). Des Weiteren sind die Viskosit�aten hier proportional der

Dichte. Daraus folgt, dass Dichtegradienten zu orts- und zeitabh�angigen Viskosit�aten

f�uhren. Die Konsequenzen f�ur die Anwendbarkeit der Methode werden in Abschnitt 2.5

untersucht.

Die Parameter � und �B der LBG sind durch die Gleichungen (2.98) und (2.99) mit

den TransportkoeÆzienten Scher- und Volumenviskosit�at verkn�upft. In der Literatur ist

der Ausdruck f�ur die Scherviskosit�at bekannt (z.B. [24, 25, 51]), die Volumenviskosit�at

wurde allerdings meines Wissens nur f�ur Lattice-BGK-Modelle (d.h. mit ��1 anstatt

Lqipj) bestimmt. In diesem Fall gilt � = (D=2)�. Die hier abgeleitete Formel (2.99) f�ur

� unter Verwendung der vollen Matrix Lqipj erlaubt es hingegen, � und � unabh�angig

voneinander zu w�ahlen. Mit der Methode kann daher ein System mit gegebenen Visko-

sit�aten simuliert werden. Man beachte, dass � und �B in dem Intervall ] � 2; 0[ liegen

m�ussen, damit die Viskosit�aten positiv sind.

2.4 Lineare uktuierende Hydrodynamik

Die gew�ohnlichen hydrodynamischen Gleichungen f�ur Massen-, Impuls- und Energie-

dichte beschreiben nur die Mittelwerte dieser Gr�o�en �uber ein mikroskopisch gro�es,
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makroskopisch kleines Volumen. Will man Fl�ussigkeiten hin zu kleineren L�angen- und

Zeitskalen beschreiben, insbesondere die brownsche Bewegung in komplexen Fl�ussigkei-

ten, m�ussen Fluktuationen ber�ucksichtigt werden, da diese das di�usive Verhalten von

Objekten in einer L�osung hervorrufen [63]. Das Ziel ist hier, den Apparat der Hydro-

dynamik beizubehalten, sich gewisserma�en von gro�en Skalen kommend zu kleineren

zu begeben. Die auf dieser Idee basierende Beschreibung einer Fl�ussigkeit wird in der

Literatur als
"
uktuierende Hydrodynamik\ bezeichnet [38]. Zudem soll hier lineare

Hydrodynamik g�ultig sein und von einer im Mittel ruhenden Fl�ussigkeit ausgegangen

werden. Zudem sollen inkompressible Str�omungen vorliegen. Alle diese Annahmen soll-

ten f�ur die Untersuchung des di�usiven Verhaltens von Polymeren in Fl�ussigkeiten un-

problematisch sein. Au�erdem wird im Folgenden ein dreidimensionales System (D = 3)

betrachtet.

Um Schwankungen in den Formalismus der Hydrodynamik zu integrieren, kann man

die Bewegungsgleichungen in einer str�omenden Fl�ussigkeit (=Navier-Stokes-Gleichung

und Kontinuit�atsgleichung, evtl. W�armeleitungsgleichung) benutzen und um Rausch-

Zusatzterme erweitern, die die Fluktuationen beschreiben. Eine sch�one Herleitung der

Gleichungen der uktuierenden Hydrodynamik auf der Basis des Langevin-Formalismus

�ndet sich etwa in dem Artikel von Hinch [64]. Man muss ber�ucksichtigen, dass die

Energie-, Impuls- und Massenerhaltung auch bei Schwankungen gelten muss. Daher

k�onnen nicht einfach Schwankungen zu den Erhaltungsgleichungen addiert werden. Viel-

mehr ist es sinnvoll, diese in die Fl�usse der erhaltenen Gr�o�en aufzunehmen (d.h. in

den Spannungstensor und den W�armestrom), da diese nur als Divergenz in die hydro-

dynamischen Erhaltungsgleichungen eingehen, deren Beitrag bei Integration �uber den

gesamten Raum verschwindet [65]. Hier sollen nur Schwankungen im Spannungsten-

sor betrachtet werden (isotherme Probleme). Der stochastische Zusatzterm s��(~r; t) im

Spannungstensor verschwindet im Mittel. Das zweite Moment ist gegeben durch [38]

hs��(~r1; t1)sÆ(~r2; t2)i = A

�
Æ�Æ�Æ + Æ�ÆÆ� �

2

3
Æ��ÆÆ

�
Æ(~r1 � ~r2)Æ(t1 � t2):

(2.106)

Die Schwankungen an verschiedenen Orten und Zeiten sind also unkorreliert. Die

Schwankungen im Spuranteil des Spannungstensors werden vernachl�assigt, da von einer

inkompressiblen Str�omung ausgegangen wird, dies manifestiert sich in den in Klammern

stehenden Kronecker-Delta. Die St�arke des Rauschens A wird �uber das Fluktuations-

Dissipations-Theorem festgelegt, es gilt [38]

A = 2�kBT: (2.107)

Im n�achsten Abschnitt wird diese Formel hergeleitet, sowie die Green-Kubo-Formel f�ur

die Scherviskosit�at. In den zwei darauf folgenden Abschnitten wird dann die Integrati-

on von Fluktuationen in den diskreten Formalismus der Lattice-Boltzmann-Gleichung

diskutiert.
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2.4.1 Green-Kubo-Formel und Fluktuations-Dissipations-Relation der
uktuierenden Hydrodynamik

Ausgangspunkt im kontinuierlichen Fall ist die Stokes-Gleichung mit Rauschen (lineare,

uktuierende Hydrodynamik):

@~|

@t
= �rp+ ��~|+r� $s : (2.108)

Durch Fourier-Transformation erh�alt man

@~|(~k)

@t
= �i~kp� �k2~|(~k) + i~k

$
s (~k): (2.109)

Dabei ist zu beachten, dass in der Hydrodynamik immer der langwellige (hydrody-

namische) Limes k ! 0 betrachtet wird. Man sollte jedoch ber�ucksichtigen, dass f�ur

Erhaltungsgr�o�en wie Masse und Impuls eine Unstetigkeit bei k = 0 vorliegt, also in

diesen F�allen nicht explizit k = 0 gesetzt werden darf.

Es bietet sich an, die k-Richtung als z-Achse zu w�ahlen, so dass es wegen der Isotropie

der Fl�ussigkeit ausreicht, die x-Komponente der Str�omungsgeschwindigkeit zu betrach-

ten. Longitudinale Schwankungen treten nicht auf, da die Str�omung als inkompressibel

angenommen wird. Dann gilt

@jx(~k)

@t
= ��k2jx(~k) + iksxz(~k): (2.110)

Dies ist eine Langevin-Gleichung mit der stochastischen Kraft iksxz(~k), die auch im

k-Raum Æ-korreliert ist auf Grund des parsevalschen Theorems. Zun�achst soll nun diese

Langevin-Gleichung gel�ost werden. Bei der Berechnung von Korrelationen auf dieser

Basis soll dann lediglich von einer kleinen Korrelationszeit �R der Fluktuationen im

Vergleich zur hydrodynamischen Zeitskala (�k2)�1 ausgegangen werden, die explizite

Form der Fluktuationen gem�a� Gl. (2.106) wird erst ganz zum Schluss benutzt. Durch

diese Vorgehensweise k�onnen sp�ater Analogien mit der diskretisierten Form in der LBG

ausgenutzt werden.

Man l�ost die Di�erentialgleichung durch Variation der Konstanten:

jx(~k; t) = e��k
2
tjx(~k; 0) + e��k

2
t

Z
t

0

e�k
2
sR(~k; s)ds: (2.111)

wobei

R(~k; t) = iksxz(~k; t) (2.112)

gesetzt wurde. Die mittleren Schwankungsquadrate, gemessen ab dem Zeitpunkt t = 0,

ergeben sich dann zu (Argument ~k wird ab jetzt weggelassen)

hjx(t)j�x(t)i = hjx(0)j�x(0)i e�2�k
2
t (2.113)

+

Z
t

0

Z
t

0

exp
���k2 �(t� s) + (t� s0)

�� 

R(s)R�(s0)

�
ds ds0:
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Durch Variablensubstitution s+ = t� (s+ s0)=2 und s� = s� s0 und unter Beachtung

von



R(s)R(s0)

�
= hR(s�)R�(0)i = hR(�s�)R�(0)i (2.114)

erh�alt man nach Auswertung des s+-Integrals

hjx(t)j�x(t)i = hjx(0)j�x(0)i e�2�k
2t (2.115)

+
2

�k2
e��k

2t

Z
t

0

ds hR(s)R�(0)i sinh ��k2(t� s)
�
:

Man betrachtet nun t ! 1, damit die Anfangsbedingungen keine Rolle mehr spielen,

d.h.

lim
t!1

hjx(t)j�x(t)i =
1

�k2

Z 1

0

ds hR(s)R�(0)i e��k2s: (2.116)

Zudem wird der hydrodynamische Grenzfall k ! 0 betrachtet, so dass im Integranden

hR(s)R�(0)i e��k2s � hR(s)R�(0)i (2.117)

gesetzt werden kann. Dabei wird angenommen, dass die Korrelationen in den Fluktua-

tionen im Limes k ! 0 schnell abfallen im Vergleich zu der hydrodynamischen Zeitskala

(�k2)�1. Dann erh�alt man

lim
k!0;t!1

hjx(t)j�x(t)i =
1

�k2

Z 1

0

ds hR(s)R�(0)i : (2.118)

F�ur die linke Seite gilt im thermischen Gleichgewicht auf Grund des Gleichverteilungs-

satzes

hjxj�xi = �V kBT; (2.119)

wobei zu beachten ist, dass die Fourier-Transformation gem�a�

~|(~r) = V �1
X
~k

~|(~k) exp(�i~k � ~r) (2.120)

normiert ist. Damit folgt aus (2.118) mit (2.112) f�ur die Scherviskosit�at:

��V kBT =

Z 1

0

hsxz(k ! 0; t)s�xz(k ! 0; 0)i dt: (2.121)

Dies ist die Green-Kubo-Formel f�ur die Scherviskosit�at in der uktuierenden Hydro-

dynamik. Im Allgemeinen steht in der Green-Kubo-Formel f�ur die Scherviskosit�at im

Integranden ein mikroskopischer Ausdruck f�ur den Spannungstensor [66]. Dies reduziert

sich in dem hier vorliegenden Spezialfall auf die explizit in die hydrodynamischen Glei-

chungen hereingesteckten Fluktuationen, da diese die
"
schnellen\ Variablen im System

sind; es existiert keine zu Grunde liegende mikroskopische Dynamik.
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F�ur den Æ-korrelierten stochastischen Spannungstensor (2.106)) l�asst sich in Gl. (2.121)

das Integral trivial auswerten, so dass

��V kBT =
1

2
AV: (2.122)

Man nutzt dabei aus, dass man f�ur den Spannungstensor, der keine Erhaltungsgr�o�e ist,

den Limes k ! 0 durch k = 0 ersetzen kann. Aus Gl. (2.122) folgt das oben erw�ahnte

Landau-Lifschitz-Resultat

A = 2�kBT; (2.123)

ein Spezialfall des Fluktuations-Dissipations-Theorems. Etwas anders ausgedr�uckt be-

deutet dies: Man w�ahlt A so, dass in der Green-Kubo-Relation die von au�en vorgege-

bene Viskosit�at � steht.

2.4.2 �Ubertragung auf die Lattice-Boltzmann-Gleichung

Die Methode der uktuierenden Hydrodynamik l�asst sich auf die Lattice-Boltzmann-

Simulation �ubertragen [24]. Die LBG erh�alt einen stochastischen Zusatzterm, der die

thermischen Schwankungen repr�asentiert:

nqi(~r + ~cqia; t+ h) = nqi(~r; t) + �qi(~r; t) + n0qi(~r; t) (2.124)

wobei �qi(~r; t) den Sto�operator bezeichnen soll. n0 wird folgenderma�en angesetzt:

n0qi = �Dq

a3

m

h2

a2
�0��cqi�cqi� : (2.125)

Es l�asst sich mit Gl. (2.35) und (2.37) leicht veri�zieren, dass dieser Ansatz Masse und

Impuls an einem Gitterpunkt nicht ver�andert,X
qi

n0qi = 0;
X
qi

n0qi~cqi = 0: (2.126)

Au�erdem erh�alt man f�ur das zweite Moment aus Gl. (2.26) und (2.29)

m

a3

X
qi

n0qicqi�cqi�
a2

h2
= �0�� ; (2.127)

d.h. den spurfreien Anteil von �0
��
. �0

��
ist dabei das diskrete Analogon von s�� aus

Gleichung (2.106),

h�0��(~r1; t1)�0Æ(~r2; t2)i = A0
�
Æ�Æ�Æ + Æ�ÆÆ� �

2

3
Æ��ÆÆ

�
Æ~r1;~r2Æt1;t2 :

(2.128)

Die Spur von �0
��

tr�agt daher nicht zu den Korrelationen bei und wird im Folgenden auf

Null gesetzt, so dass �0�� = �0
��
. Allerdings ist a priori nicht bekannt, wie im diskreten
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Modell A0 zu w�ahlen ist und wie die aus diesem Ansatz resultierenden makroskopischen

Gleichungen aussehen.

Zu diesem Zweck f�uhrt man die Chapman-Enskog-Entwicklung analog zu Abschnitt

2.3.7 f�ur die erweiterte Lattice-Boltzmann-Gleichung durch. Hierbei wird n0qi als Nicht-
Gleichgewichtsbeitrag mit der Ordnung � versehen. Die Gleichung (2.82) f�ur die �1-

Skala erh�alt dadurch den Zusatzterm n0
qi
=h auf der rechten Seite, Gl. (2.83) bleibt

unver�andert. Das nullte und erste Moment auf �1-Skala werden durch den Zusatzterm

wegen Gl. (2.126) nicht beeinusst. Das zweite Moment gem�a� Gl. (2.86) hingegen

lautet nun

@

@t1

X
qi

m

a3
a2

h2
n
eq
qi
cqi�cqi� +r1

X
qi

m

a3
a3

h3
n
eq
qi
cqi�cqi�cqi = (2.129)

=
m

a3
a2

h3

0
@�X

qi

n
neq
qi
cqi�cqi� + �B

X
qi

n
neq
qi

q

3
Æ��

1
A+

1

h
�0��:

Der Zusatzterm erscheint dann auch in der nach den Euler-Gleichungen umgeformten

Gl. (2.89) f�ur das zweite Moment, d.h.

AMRT c2s� (r1�u� +r1�u�)

D3Q18 1
3
a2

h2
(r1(�u)Æ�� +r1�(�u�) +r1�(�u�))

�c2s (r1 (�u) Æ�� + u�r1��+ u�r1��)

9=
; = (2.130)

=
m

a3
a2

h3

0
@�X

qi

n
neq
qi
cqi�cqi� + �B

X
qi

n
neq
qi

q

3
Æ��

1
A+

1

h
�0�� :

Auf der �2-Skala �andert sich das erste Moment, da f�ur dessen Berechnung das zweite

Moment auf �1-Skala, d.h. jetzt die Gl. (2.129) und (2.130) verwendet werden. Konkret

wird aus Gl. (2.95)

@j�

@t2
+ h

�
1

�
+
1

2

�
r1�

0
@a2
h3

m

aD

X
qi

�cqi�cqi�n
neq
qi

1
A (2.131)

+ h

�
1

�B
+
1

2

�
r1�

0
@a2

h3
m

aD

X
qi

�Bq

D
n
neq
qi

1
A Æ�� +

1

2
r1��

0
��

= 0

Dadurch wird aus dem ersten Moment auf �2-Skala schlie�lich (an dieser Stelle wird

lediglich der inkompressible Fall betrachtet, so dass die Unterscheidung von AMRT

und D3Q18 hinf�allig ist, die Spuranteile wegfallen und � konstant ist)

@j�

@t2
= ��1u� +r1�

1

�
�0�� : (2.132)

Dadurch wird sofort klar, dass man die Gleichungen der linearen uktuierenden Hydro-

dynamik im makroskopischen Limes erh�alt, wenn man

A0 =
2�kBT�

2

a3h
(2.133)
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w�ahlt. Der Nenner folgt aus Dimensions�uberlegungen, da �0 die Dimension eines Span-

nungstensors besitzen muss. Die Gleichung (2.133) wurde zum ersten Mal von Ladd [24]

abgeleitet, allerdings auf wesentlich kompliziertere Weise (die weiter unten noch disku-

tiert wird). Hier ist sie zum ersten Mal mittels einer nahe liegenden Erweiterung der

Chapman-Enskog-Entwicklung auf die uktuierende Lattice-Boltzmann-Gleichung be-

stimmt worden.

2.4.3 Green-Kubo-Formel und Spannungs-Autokorrelationsfunktion in der
LBG

Durch Verwendung der Chapman-Enskog-Entwicklung ist zwar ersichtlich, dass die

Gleichungen der uktuierenden Hydrodynamik aus den Momenten folgen. Allerdings

ist Folgendes zu beachten: Die unkorrelierten Fluktuationen stehen in der uktuieren-

den Lattice-Boltzmann-Gleichung, welche eine mikroskopische Dynamik de�niert. Erst

bei gr�o�eren Zeit- und L�angenskalen l�asst sich diese auf die Hydrodynamik abbilden.

Es ist daher nicht o�ensichtlich, inwieweit die Green-Kubo-Formel (2.121) gilt, bzw.

welchen Einuss die mikroskopische Dynamik auf die Korrelation von Fluktuationen

besitzt. Ziel soll es daher im Folgenden sein, ein Analogon zu der Green-Kubo-Formel

der uktuierenden Hydrodynamik zu �nden, insbesondere die mikroskopische dyna-

mische Variable zu bestimmen, die den Integranden bildet. Dar�uber hinaus wird die

mikroskopische Dynamik des Spannungstensors untersucht. Die Vorgehensweise ist da-

bei zun�achst �ahnlich wie bei der uktuierenden Hydrodynamik im kontinuierlichen Fall,

d.h. man versucht, eine Langevin-Gleichung f�ur die transversale Stromdichte aufzustel-

len und zu l�osen.

Man geht dazu von der fouriertransformierten Impulserhaltungsgleichung aus:

m

a3

X
qi

�
ei
~k~cqianqi(~k; t+ h)� nqi(~k; t)

�
~cqi

a

h
= 0; (2.134)

wobei die Fourier-Transformation �uber die diskreten Gitterpunkte der Simulationsbox

mit Boxl�ange L erfolgt:

nqi(~k; t) =
X
~r2L3

e�i
~k~rnqi(~r; t); nqi(~r; t) =

1

L3

X
~k

ei
~k~rnqi(~k; t):

(2.135)

Dabei werden periodische Randbedingungen impliziert. Im Limes kleiner k kann die

Exponentialfunktion entwickelt werden, so dass (in dem Koordinatensystem wie im

kontinuierlichen Fall)

jx(~k; t+ h)� jx(~k; t) + ikh�xz(~k; t+ h) (2.136)

�1

2

X
qi

k�k�cqi�cqi�cqix
m

a3
a3

h
nqi(~k; t+ h) = O(k3):

Aus der Chapman-Enskog-Entwicklung ist bekannt, dass diese Gleichung ohne den

Fluktuationsanteil im hydrodynamischen Limes zu

jx(~k; t+ h)� jx(~k; t) = ��k2hjx(~k; t+ h) (2.137)
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wird { dies ist anschaulich klar, da diese Gleichung gerade eine Diskretisierung der

Stokes-Gleichung darstellt; eine strenge Begr�undung �ndet sich in Ref. [24]. Man de-

�niert daher formal den uktuierenden Spannungstensor �xz, indem diese makro-

skopischen, deterministischen Anteile von der mikroskopischen, uktuationsbehafteten

Gl. (2.136) abgezogen werden. Dadurch erh�alt man

ikh�xz(~k; t+ h) := �
h
ikh�xz(~k; t+ h)� �k2jx(~k; t+ h) (2.138)

�1

2

X
qi

k�k�cqi�cqi�cqix
m

a3
a3

h
nqi(~k; t+ h)

3
5 ;

so dass

jx(~k; t+ h)� jx(~k; t) = ��k2hjx(~k; t+ h) + ikh�xz(~k; t+ h);

(2.139)

was als diskrete Form einer Langevin-Gleichung mit dem Zeitschritt h aufgefasst werden

kann. Eine Interpretation des so de�nierten uktuierenden Spannungstensors ist nicht

ohne weiteres m�oglich. Jedenfalls kann nicht davon ausgegangen werden, dass �xz(k; t)

in der Zeit Æ-korreliert ist. Lediglich im Limes k ! 0 kann davon ausgegangen werden,

dass die hydrodynamischen Anteile klein sind im Vergleich zu den Fluktuationsanteilen

auf der rechten Seite von Gl. (2.138), da erstere O(k2) sind, letztere O(k). Man kann

sich das auch auf andere Weise klar machen: Die Nebendiagonalelemente des viskosen

Spannungstensors sind Gradienten der Stromdichte, und damit auf gro�en L�angen-

skalen klein gegen�uber den Fluktuationen. Speziell f�ur k = 0 gilt in einer endlichen

Simulationsbox des Volumens V = L3a3

~�xz(t) := �xz(k = 0; t) = �
X
~r2V

�xz(~r; t): (2.140)

Wie bereits im Rahmen des kontinuierlichen Falls diskutiert, bereitet der Grenzfall k = 0

f�ur den Spannungstensor keine Probleme. Aus der uktuierenden Lattice-Boltzmann-

Gleichung folgt dann durch Bildung des zweiten Moments und Summation �uber alle ~r

die Gleichung

~�xz(t+ h) = (1 + �)~�xz(t)�
X
~r2V

�0xz(~r; t); (2.141)

d.h. der uktuierende Spannungstensor setzt sich f�ur k = 0 aus den noch nicht relaxier-

ten Anteilen aus fr�uheren Zeitschritten und den neu hinzukommenden Fluktuationen

zusammen. Gleichung (2.141) ist eine diskrete Langevin-Gleichung mit Æ-korreliertem

stochastischen Term gem�a� Gl. (2.128) sowie Reibungsterm mit Reibungskonstante ��.
Aus der Langevin-Gleichung (2.141) erh�alt man

~�xz(t) = (1 + �)t=h ~�xz(0)�
t=hX
s=1

(1 + �)s�1
X
~r2V

�0xz(~r; t� hs);

(2.142)
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so dass die Autokorrelationsfunktion einfach gegeben ist durch

D
~�xz(t)~�

�
xz(0)

E
= (1 + �)t=h

D
~�xz(0)~�

�
xz(0)

E
: (2.143)

F�ur das mittlere Schwankungsquadrat ergibt sichD
~�xz(t)~�

�
xz(t)

E
=

D
~�xz(0)~�

�
xz(0)

E
(1 + �)2t=h (2.144)

+
X
~r2V

X
~r02V

t=hX
s=1

t=hX
s0=1

(1 + �)(s+s
0�2)

D
�0xz(~r; t� hs)�0�xz(~r0; t� hs0)

E
;

was f�ur t!1 und unter Ausnutzung der Æ-Korreliertheit von �0 zu

lim
t!1

D
~�xz(t)~�

�
xz(t)

E
= A0L3

1X
s=0

(1 + �)2s =
A0L3

1� (1 + �)2
=
�V kBT

3a4h2
(2.145)

wird. Im letzten Schritt wurden Gl. (2.98) und (2.133) ausgenutzt. Damit ist die mikro-

skopische Dynamik des uktuierenden Spannungstensors im Grenzfall k = 0 vollst�andig

charakterisiert.

F�ur die L�osung der diskreten Langevin-Gleichung (2.139) f�ur die transversale Strom-

dichte l�ost man diese zun�achst nach der Stromdichte zur Zeit t+ h auf:

jx(~k; t+ h) =
1

1 + �k2h

�
jx(~k; t) + ikh�xz(~k; t+ h)

�
: (2.146)

Die L�osung ist dann analog zu Gl. (2.142) gegeben durch (Argument ~k wird wieder

weggelassen)

jx(t) =
�
1 + �k2h

��t=h
jx(0) (2.147)

+

t=hX
s=1

(1 + �k2h)1�s
ikh

1 + �k2h
�xz(t+ h� hs):

Daraus folgt f�ur das mittlere Schwankungsquadrat im Grenzfall t!1

lim
t!1

hjx(t)j�x(t)i =
k2h

(1 + �k2h)2

1X
s=0

1X
s0=0

(1 + �k2h)�s�s
0

(2.148)



�xz(t� hs)��xz(t� hs0)

�
:

Nutzt man die Translationsinvarianz in der Zeit aus, so wird daraus

lim
t!1

hjx(t)j�x(t)i =
k2h

(1 + �k2h)2

1X
s=0

1X
s0=0

(1 + �k2h)�s�s
0

(2.149)



�xz(hjs� s0j)��xz(0)

�
:
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Die Summen k�onnen vereinfacht werden, wenn man sich vor Augen h�alt, dass � := js�s0j
die Werte � = 0; 1; 2; : : : ;1 annehmen kann, und dass in jedem dieser F�alle noch Sum-

men
P1

�=� (1 + �k2h)�2� auszuwerten bleiben, die geometrischen Reihen entsprechen.

Nach einigen Umformungen erh�alt man

lim
t!1

hjx(t)j�x(t)i =
k2h

(1 + �k2h)2
1

1� (1 + �k2h)�2
(2.150)"D

~�xz(0)~�
�
xz(0)

E
+ 2

1X
�=1

D
~�xz(h�)~�

�
xz(0)

E
(1 + �k2h)��

#
:

Im hydrodynamischen Limes k ! 0 ergibt sich daraus

lim
k!0;t!1

hjx(t)j�x(t)i =
1

2�

"
h�xz(0)�

�
xz(0)i+ 2

1X
�=1

h�xz(h�)�
�
xz(0)i

#
:

(2.151)

Das mittlere Schwankungsquadrat der Stromdichte kann in seiner diskreten Form aus

dem Gleichverteilungssatz abgeleitet werden. F�ur die Hamilton-Funktion der diskreten

Fl�ussigkeit macht man in Analogie zum Kontinuum den Ansatz, dass sich die Gesamt-

energie aus der kinetischen Energie der einzelnen Gitterpunkte zusammensetzt:

H =
1

2

X
~r

a3�~u(~r)2: (2.152)

Durch Fourier-Transformation der Str�omungsgeschwindigkeit gem�a� Gl. (2.135) und

Vernachl�assigung von Dichteschwankungen im inkompressiblen Limes erh�alt man

H =
1

2

�a3

L3

X
~k

j~u(~k)j2: (2.153)

Da keine longitudinalen Moden angeregt werden, hat jeder Summand zwei unabh�angige

Komponenten, so dass nach dem Gleichverteilungssatz

1

2

�a3

L3

D
j~u(~k)j2

E
= kBT (2.154)

gilt. Daraus folgt f�ur das mittlere Schwankungsquadrat der Str�omung im thermischen

Gleichgewicht

D
j~|(~k)j2

E
=

2kBT�V

a6
; (2.155)

wobei V = L3a3 verwendet worden ist. Die diskrete Version der Green-Kubo-Relation

(2.121) lautet daher mit Gl. (2.151) und (2.155)

��V kBT=a
6 =

1

2

D
~�xz(0)~�

�
xz(0)

E
+ h

1X
�=1

D
~�xz(�h)~�xz(k ! 0; 0)

E
:

(2.156)
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Man sollte an dieser Stelle anmerken, dass Einsetzen der Ergebnisse f�ur den uktuie-

renden Spannungstensor im Fall k = 0, d.h. Gl. (2.143) und (2.145), auf der rechten

Seite genau die linke Seite ergibt. Daher ist die diskrete Green-Kubo-Formel konsistent

mit dem aus der Chapman-Enskog-Entwicklung gefundenen Wert f�ur A0.

Die Rechnungen f�ur die transversalen Stromdichten basieren auf der Arbeit von

Ladd [24], darin �nden sich auch numerische Tests der diskreten Green-Kubo-Relation

und der vorhergesagten mikroskopischen Dynamik f�ur den uktuierenden Spannungs-

tensor; die Ergebnisse sind m.E. sehr �uberzeugend. An dieser Stelle soll lediglich ein

Beispiel gen�ugen: Die Green-Kubo Relation (2.156) und die f�ur den Rauschterm ange-

nommene Langevin-Gleichung (2.141) k�onnen durch eine Testsimulation direkt �uber-

pr�uft werden. Dazu tr�agt man die xz-Komponente von h~�xz(t)~�xz(0)i gegen die Zeit

auf. Der Verlauf ist durch Gl. (2.143) gegeben, die Amplitude ist durch Gl. (2.145)

gegeben. Das Ergebnis ist im unteren Teil von Abb. 2.2 f�ur � = �1:7 und � = �0:3
dargestellt. Die �Ubereinstimmung ist sehr gut. Diese Autokorrelationsfunktion kann nun

�uber die Green-Kubo Relation (2.156) mit dem vorgegebenen Wert f�ur die Viskosit�at

verglichen werden.

2.5 G�ultigkeitsbereich der Lattice-Boltzmann-Gleichung

Die LBG f�uhrt zu der Kontinuit�ats- und der Navier-Stokes-Gleichung im Limes kleiner

Knudsen- und Mach-Zahlen. Sieht man die Methode als ein numerisches L�osungsver-

fahren f�ur die hydrodynamischen Gleichungen an, dann k�onnen somit nur Fl�ussigkeiten

unter solchen Bedingungen simuliert werden. Darauf ist bei der Wahl der Anfangsbe-

dingungen bzw. St�arke der Fluktuationen zu achten.

Nach Ordnungen abgesch�atzt sind die folgenden Korrekturen gegeben:

� Die Entwicklung der LBG bis zur zweiten Ordnung in � f�uhrt zu Korrekturen

in den makroskopischen Gleichungen der Chapman-Enskog-Entwicklung. Da die

niedrigste nicht-verschwindende Ordnung �1 ist (�0 verschwindet bei der Taylor-

Entwicklung), sind die Korrekturen O(�2) [44]. Die Reynolds-Zahl

Re =
uL

�
=M

Lcs

�
� M

�
(2.157)

ist gleich dem Verh�altnis von Mach-Zahl zu Knudsen-Zahl. Geht man daher von

einer fest vorgegebenen Reynolds-Zahl aus, dann ist ein Fehler O(�2) �aquivalent

zu einem Fehler O(M2) [67].

� Die Vernachl�assigung des ru3-Terms in der Chapman-Enskog-Entwicklung f�uhrt

zu Korrekturen O(M3).

� Beim D3Q18-Modell werden Dichtegradienten vernachl�assigt, d.h. es existieren

dann Korrekturen der Gr�o�enordnung O(
��

�
). Diese Korrektur kann ganz allge-

mein mit der Mach-Zahl in Verbindung gebracht werden [38]: Es gilt

�� =

�
@�

@p

�
S

�p (2.158)
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Abbildung 2.2: Autokorrelationsfunktion des xz-Anteils des fouriertransformierten
uktuierenden Spannungstensors (f�ur k = 0) als Funktion der Zeit (untere zwei Gra-
phen) f�ur � = �0:3 (links) und � = �1:7 (rechts). Die oberen zwei Graphen sind die
Integrale �uber die Funktion, integriert nach der Simpson-Regel gem�a� Gl. (2.156). Die
gestrichelte Linie ist der Eingabewert f�ur die Viskosit�at. Es wurden hier Gittereinhei-
ten verwendet, d.h. a = 1:0, h = 1:0 und m = 1:0.

bei einer adiabatischen Druck�anderung. Auf der rechten Seite steht gerade das

Inverse der Schallgeschwindigkeit c2s = (@p=@�)S . Bei station�arer Str�omung gilt

au�erdem �p � �u2 (der Gleichgewichtsanteil des Spannungstensors muss ver-

schwinden), so dass

��

�
� u2

c2s
=M2: (2.159)

Somit sind die Korrekturen von der Ordnung O(M2). Daher darf das zu simulieren-

de Str�omungsproblem nur zu kleinen Str�omungsgeschwindigkeiten im Vergleich mit

der Schallgeschwindigkeit cs = a

h

1p
3
bzw. cs = a

h

1p
2
(je nach Modell) f�uhren. Eine

andere Konsequenz ist, dass auch die Dichtegradienten bzw. -uktuationen klein sein

m�ussen. Die Simulationsparameter sowie Anfangs- und Randbedingungen m�ussen daher

zu Str�omungen f�uhren, die im so genannten fast inkompressiblen Limes der Hydrody-

namik liegen, um physikalische Resultate zu erhalten. Eine eingehendere Diskussion
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dieses Limes und seines Zusammenhangs mit den inkompressiblen hydrodynamischen

Gleichungen �ndet sich in Ref. [68, 69].

Im Fall der uktuierenden Hydrodynamik l�asst sich dies m.E. etwas aufweichen. Man

kann lokal zwischen Gitterpunkten sehr starke Schwankungen zulassen. Die Relaxati-

on in das Gleichgewicht sorgt dann f�ur einen Abbau der so entstehenden hohen, aber

sehr lokalen Spannungen, so dass auf gro�en Zeit- und L�angenskalen hydrodynamisches

Verhalten vorliegen sollte, solange die Stabilit�at gew�ahrleistet ist. Da in dieser Arbeit

nur die hydrodynamischen Wechselwirkung zwischen Monomeren auf den Zeit- und

L�angenskalen der Polymerkette interessant ist, sollten eventuelle lokale Abweichungen

von hydrodynamischem Verhalten durch Fluktuationen nicht entscheidend sein. Die-

se Philosophie wird auch f�ur die Kopplung von Teilchen und Fl�ussigkeit verfolgt (s.

Abschnitt 2.7). Letzten Endes best�atigt sich die Vorgehensweise durch die sehr gute
�Ubereinstimmung von Ergebnissen mit denen einer reinen MD-Simulation (s. Kapi-

tel 3).

Der zweite zu beachtende Limes { kleine Knudsen-Zahl { ist oben schon abgesch�atzt

worden. Dazu ist noch Folgendes hinzuzuf�ugen: Es stellt sich die Frage, bis zu welcher

L�ange herunter hydrodynamisches Verhalten vorliegt. Die Analyse l�asst sich am einfach-

sten f�ur Modelle durchf�uhren, die nur ein Subgitter ben�otigen, d.h.in zwei Dimensionen

mit dem hexagonalen Gitter und in vier Dimensionen mit dem hyperkubisch-�achen-

zentrierten. Der Grund ist, dass bei nur einem Subgitter die Sto�matrix konstant und

zyklisch ist [23], so dass ihre explizite Form angegeben werden kann. Durch Spektral-

analyse l�asst sich dann feststellen, in welchem Wertebereich von ~k das Regime der

klassischen und verallgemeinerten Hydrodynamik vorliegt, und wann man nicht mehr

von Hydrodynamik sprechen kann, d.h. wann die Knudsen-Zahl zu gro� geworden ist.

Diese Analyse ist in Ref. [70] f�ur Lattice-Boltzmann- und Lattice-BGK-Modelle in zwei

und vier Dimensionen mit nur einem Subgitter durchgef�uhrt worden. Das Ergebnis ist

im Wesentlichen, dass der G�ultigkeitsbereich der Hydrodynamik von dem Eigenwert �

(und �B , falls er unterschiedlich ist) abh�angt. Man kann zwei Bereiche unterscheiden:

F�ur j�j < 1 gilt klassische Hydrodynamik, wenn k . 1:0 (verallgemeinerte Hydrody-

namik wenn k . 2:0), unabh�angig von dem genauen Wert f�ur �. F�ur j�j > 1 nimmt

der G�ultigkeitsbereich stark mit zunehmendem j�j ab. Beispielsweise ist klassische Hy-
drodynamik g�ultig bei � = �1:3, wenn k . 0:3 (verallgemeinerte Hydrodynamik, wenn

k . 1:3). Diese Aussagen sollten im Wesentlichen auch f�ur das D3Q18-Modell gelten,

weil es { zumindest im Prinzip { aus dem D4Q24-Modell durch Projektion auf drei

Dimensionen hervorgeht.

Diese Bereiche sind praktisch unabh�angig davon, ob das einfache BGK-Modell mit einer

Relaxationszeit � verwendet wird, oder die kompliziertere Sto�matrix Lqipj; von die-

sem Gesichtspunkt aus bietet die volle Matrix keinen Vorteil [70]. Dabei ist allerdings

zu ber�ucksichtigen, dass in dem hier verwendeten Modell Lqipj im Gegensatz zu den

Modellen mit nur einem Subgitter nicht konstant ist, sondern von � und ~| abh�angt,

und in jedem Zeitschritt eine Projektion auf die hydrodynamische Hyperebene erfolgt

(vgl. Abschnitt 2.3.6). Daher liefert dieses Modell vermutlich ein etwas besseres hy-

drodynamisches Verhalten. Zudem ist es denkbar, dass das Festlegen der Eigenwerte

der kinetischen Moden auf �1 bei Verwendung der vollen Matrix eine h�ohere Sta-
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bilit�at liefert; allerdings ist eine systematische Untersuchung meines Wissens bisher

nicht durchgef�uhrt worden. Zudem ist im Rahmen der Chapman-Enskog-Entwicklung

klar geworden, dass die Scher- und Volumenviskosit�at im Modell mit Ruheteilchen un-

abh�angig voneinander �uber die Eigenwerte � und �B festgelegt werden k�onnen, was bei

einem BGK-Sto�operator mit nur einer Relaxationszeit � nicht m�oglich ist. Daher ist es

durchaus sinnvoll, die rechentechnisch etwas aufw�andigere volle Matrix zu verwenden.

Dar�uber hinaus haben Vergleiche der LBG mit anderen numerischen L�osungsverfah-

ren der hydrodynamischen Gleichungen wie �niten Di�erenzen oder Spektralmethode

gezeigt, dass die Genauigkeit und EÆzienz vergleichbar ist (z.B. Ref. [23, 24, 68, 71]).

2.6 Implementierung des

D3Q18-Lattice-Boltzmann-Algorithmus

F�ur die Implementierung ist es zweckm�a�ig, das Einheitensystem zu verwenden, in dem

a = 1, h = 1 und m = 1 ist2. Die Lattice-Boltzmann-Gleichung lautet dann

ni(~r + ~ci; t+ 1) = ni(~r; t) +
X
j

Lij

�
nj � n

eq
j

�
+ n0i; (2.160)

wobei hier der Einfachheit halber nur ein Index i verwendet wird, da f�ur die Implemen-

tierung die explizite Unterscheidung der Subgitter nicht n�otig ist; i nummeriert somit

s�amtliche 18 Geschwindigkeitsvektoren.

2.6.1 Explizite Form der LBG

F�ur die Matrix Lij werden { wie in Abschnitt 2.3.6 dargelegt { die Eigenwerte, die

zu nicht-hydrodynamischen Moden geh�oren, auf �1 gesetzt. Die rechte Seite der LBG
(2.160) enth�alt dann nur noch Beitr�age der hydrodynamischen Moden, d.h. kann als

Linearkombination der 0. bis 2. Geschwindigkeitsmomente von ~ci geschrieben werden.

Da zudem Masse und Impuls sowohl durch den Sto�term erhalten bleiben m�ussen, Gl.

(2.72), als auch durch den stochastischen Term, wird nur der Spannungstensor durch

die rechte Seite ver�andert. Ist dessen Eingangswert durch ��� gegeben, so hat er nach

Anwendung der rechten Seite die Form

� 0
�� = �

eq
��

+ (1 + �)
�
��� ��

eq
��

�
+
1

3
(1 + �B)

�
� ��eq



�
Æ�� + �0�� :

(2.161)

Der Wert f�ur �B sollte keine Rolle spielen, weil in dieser Arbeit nur Str�omungen im in-

kompressiblen Limes simuliert werden sollen. Da das Modell wie gezeigt seine G�ultigkeit

bei st�arkeren Dichtegradienten verliert, d�urfen auch nur solche Str�omungen simuliert

2In dem entwickelten Programm wird f�ur die Eingabe-Parameter der Simulation durchgehend das

Lennard-Jones-Einheitensystem verwendet, da dieses in Polymersimulationen mit Lennard-Jones-

Potentialen �ublich ist. Intern erfolgt dann eine Umrechnung auf das oben de�nierte Einheitensystem

f�ur die Simulationen des Lattice-Boltzmann-Teils. Im Programm muss dann nur in einer Routine {

der Kopplung von Fl�ussigkeit und Polymer { eine st�andige Einheitenumrechnung erfolgen.
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werden. Um auf Grund von Fluktuationen dennoch auftretende Dichteschwankungen

optimal zu d�ampfen, wird �B = �1 gesetzt, zudem verringert sich die Anzahl der

Rechenoperationen bei dieser Wahl.

Zusammengefasst erf�ullen die Besetzungszahlen n
f

i
nach Anwendung des Sto�operators

und Addition der stochastischen Kraft folgende Bedingungen: Sie haben die Form eines

Polynoms zweiten Grades in den Geschwindigkeiten (so wie die Gleichgewichtsvertei-

lung); es m�ussen die Bedingungen
P

i
n
f

i
= �,

P
i
n
f

i
~ci = ~| und

P
i
n
f

i
~ci
~ci =

$
� 0 gelten;

$
� 0 ist gegeben durch Gl. (2.161). Es gilt daher

n
f

i
= Ai�+Bi~| � ~ci + Ci�

0
 +Di�

0
��ci�ci� : (2.162)

Damit ist der Ablauf f�ur das
"
Update\ eines Gitterpunktes bekannt: Zuerst berechnet

man aus den vorhandenen ni die Dichte �, den Strom ~| sowie die Spannungstensoren
$
�

und
$
�

eq

. Danach berechnet man das Update des Spannungstensors gem�a� Gl. (2.161)

und verwendet dann Gl. (2.162) zur Berechnung der neuen n
f

i
. Schlie�lich m�ussen die

neuen Besetzungszahlen auf ihre neuen Gitterpunkte propagiert werden. Nur dieser

letzte Schritt beeinusst andere Gitterpunkte, d.h. s�amtliche oating-point Operationen

beziehen sich lokal auf einen Gitterpunkt. Diese Tatsache ist f�ur die Parallelisierung

n�utzlich.

Simuliert man bei kleinen Reynoldszahlen, ist der Tr�agheitsterm �~u
 ~u vernachl�assig-

bar klein. Der Algorithmus l�asst sich dann weiter vereinfachen [24]: Der Gleichgewichts-

spannungstensor besteht nur noch aus �c2s
$
1 , der spurfreie Anteil ist Null. Dadurch gilt

(unter Verwendung von �B = �1)

� 0
�� = �c2sÆ�� + (1 + �)��� + �0��: (2.163)

Man erspart sich dadurch die Berechnung des �~u 
 ~u-Gleichgewichtsanteils des Span-

nungstensors in jedem Schritt. Die Simulationen in dieser Arbeit sind alle mit dieser

Form der LBG durchgef�uhrt worden.

Eine weitere Optimierung der Zahl der Rechenoperationen erh�alt man, wenn man bei

� = �1 simuliert, weil dann der vorletzte Term in Gl. (2.163) herausf�allt. Dies kann

man prinzipiell auf drei Arten erreichen: Durch Anpassung der Parameter �, a oder h,

die nach Gl. (2.98) den Wert f�ur � festlegen. Die Viskosit�at � ist jedoch durch physi-

kalische Aspekte festgelegt (z.B. Abbilden der Simulation auf vorhandene Ergebnisse),

der Zeitschritt h der Fl�ussigkeit muss ein ganzzahliges Vielfaches des Zeitschrittes f�ur

die Simulation des Polymers sein, so dass dieser auch nicht frei gew�ahlt werden kann.

Es bleibt die Gitterl�ange a, die jedoch ebenfalls bestimmten Beschr�ankungen unterliegt

(s. Abschnitt 3.2.1), wobei sich herausstellt, dass a = 1:0 (in LJ Einheiten) eine nat�urli-

che Wahl ist. Daher ist in dieser Arbeit von einer Optimierung dieser Art abgesehen

worden.

F�ur die uktuierende LBG muss die Matrix �0
��

erzeugt werden, die spurfrei und sym-

metrisch ist, und zudem im Mittel verschwindet. Die Korrelationen zwischen Matrix-

elementen sind durch Gl. (2.128) gegeben. Konkret liest man aus dieser Gleichung ab,

dass alle unabh�angigen Nebendiagonalelemente �0xy, �
0
xz und �0yz keine Korrelationen
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mit den anderen Elementen der Matrix aufweisen. Zudem gilt

h�0xy�0xyi = h�0xz�0xzi = h�0yz�0yzi = A0: (2.164)

Daher k�onnen einfach drei Zufallszahlen mit Varianz A0 gezogen werden, um die Ne-

bendiagonalelemente zu erzeugen. F�ur die Diagonalelemente gilt

h�0xx�0xxi = h�0yy�0yyi = h�0zz�0zzi =
4

3
A0; (2.165)

und es bestehen Korrelationen gem�a�

h�0xx�0yyi = h�0xx�0zzi = h�0yy�0zzi = �2

3
A0: (2.166)

Diese Bedingungen und die Spurfreiheit k�onnen durch folgende Wahl erf�ullt werden:

�0xx =
p
2r1 � s; �0yy =

p
2r2 � s; �0zz =

p
2r3 � s; (2.167)

wobei r1, r2 und r3 drei Zufallszahlen mit Varianz A
0 bezeichnen und s =

p
2
P3

i=1 ri=3.

Zur Generierung der Zufallszahlen wurden die Routinen ran2 und ran3 aus dem Buch

von Press et al. [72] verwendet.

2.6.2 Technische Details und Benchmarks

F�ur den Kollisionsschritt geht man von einem Feld n aus, das die Besetzungszahlen

f�ur einen bestimmten Gitterpunkt enth�alt. Folgende Optimierungen sind nun f�ur den

Kollisionsschritt sinnvoll:

� Es bietet sich an, die Geschwindigkeitsvektoren ~ci nicht in Form eines Arrays zu

verwenden, sondern von ihrer Gestalt explizit Gebrauch zu machen. Dadurch kann

man erreichen, dass z.B. bei der Berechnung der hydrodynamischen Felder �, ~|

und
$
� aus n die Multiplikationen mit Null oder Eins nicht durchgef�uhrt werden

m�ussen.

� In gleicher Weise kann man mit Gl. (2.162) verfahren. Die Berechnung der Terme

~| � ~ci und � 0
��
ci�ci� wird so wesentlich beschleunigt.

Der Propagationsschritt erfordert das Kopieren von Besetzungszahlen auf benachbarte

Gitterpunkte. Dabei sind die in dieser Arbeit verwendeten periodischen Randbedin-

gungen zu ber�ucksichtigen. Die besten Ergebnisse sind mit folgender Strategie erzielt

worden: Man de�niert ein Feld next, das f�ur jede Geschwindigkeitsrichtung eines jeden

Gitterpunktes den Index der Geschwindigkeitsrichtung des Gitterpunktes enth�alt, auf

den die jeweilige Besetzungszahl propagiert wird. Dadurch schreibt sich die Propagation

in C einfach als

for(i=0;i<gridpoints*gridpoints*gridpoints*n_veloc;i++){

n_new[next[i]] = n[i];

}
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Hierbei bezeichnet n veloc die Anzahl der Geschwindigkeitsvektoren im realisierten

Modell (hier: 18). Danach m�ussen nur noch die Zeiger auf n new und n getauscht wer-

den, damit beim n�achsten Zeitschritt wieder mit n anstatt n new gearbeitet werden

kann. Es ist zu beachten, dass diese Strategie speicherintensiv ist, da zwei zus�atzliche

Felder (n new und next) der Gr�o�e 18L3 allokiert werden m�ussen. F�ur gro�e Systeme

(der trade-o� ist von der Speicherkon�guration des benutzten Rechners abh�angig, s.

Tabelle 2.2) ist daher eine andere Strategie von Vorteil: Man de�niert ein so genanntes

\Halo"-Gebiet, das in jeder Rand�ache der Simulationsbox existiert und die Dicke von

einem Gitterpunkt besitzt. Dadurch wird die L�ange der Simulationsbox in jeder Raum-

richtung um zwei erh�oht. In das Halo-Gebiet kopiert man die periodischen Bilder der

Besetzungszahlen, z.B. wird die Ebene x = 0 auf die Halo-Ebene x = gridpoints+ 1

kopiert. Der Kollisionsschritt wird in der Halo-Region nicht durchgef�uhrt, beim Propa-

gationsschritt allerdings kann man die Halo-Region ausnutzen, um keine periodischen

Randbedingungen mehr ber�ucksichtigen zu m�ussen. Zugleich dient sie als ein Pu�er, der

es erm�oglicht, dass Speicherpl�atze erst dann �uberschrieben werden, wenn die alten Wer-

te nicht mehr ben�otigt werden. Zur Veranschaulichung der Implementierung geht man

davon aus, dass im Speicher der Array n so angeordnet ist, dass beim Durchz�ahlen des

Indexes zuerst die Geschwindigkeitsvektoren, dann die x-Koordinaten, y-Koordinaten

und schlie�lich die z-Koordinaten durchlaufen werden. Der Propagationsschritt wird

nun in zwei Operationen unterteilt. Zuerst werden diejenigen Besetzungszahlen kopiert,

die danach zu einem h�oheren Index f�uhren, dann diejenigen, die zu einem niedrigeren

f�uhren.

tmpbegin = (xyzcube+gridsurface-gridbegin)*n_veloc;

for (l = tmpbegin;l>-1;l-=n_veloc){

/* top down for upgoing velocities */

n[l+next_0] = n[l]; /* (1,0,0) */

n[l+next_2] = n[l+2]; /* (0,1,0) */

n[l+next_4] = n[l+4]; /* (0,0,1) */

n[l+next_6] = n[l+6]; /* (1,1,0) */

n[l+next_9] = n[l+9]; /* (-1,1,0) */

n[l+next_10] = n[l+10];/* (1,0,1) */

n[l+next_13] = n[l+13];/* (-1,0,1) */

n[l+next_14] = n[l+14];/* (0,1,1) */

n[l+next_17] = n[l+17];/* (0,-1,1) */

}

tmpbegin = gridbegin*n_veloc;

tmpend = (xyzcube+gridsurface)*n_veloc;

for (l=tmpbegin;l<tmpend;l+=n_veloc){

/* bottom up for downgoing velocities */

n[l+next_1] = n[l+1]; /* (-1,0,0) */

n[l+next_3] = n[l+3]; /* (0,-1,0) */

n[l+next_5] = n[l+5]; /* (0,0,-1) */

n[l+next_7] = n[l+7]; /* (-1,-1,0) */
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n[l+next_8] = n[l+8]; /* (1,-1,0) */

n[l+next_11] = n[l+11];/* (-1,0,-1) */

n[l+next_12] = n[l+12];/* (1,0,-1) */

n[l+next_15] = n[l+15];/* (0,-1,-1) */

n[l+next_16] = n[l+16];/* (0,1,-1) */

}

Dabei bezeichnet xyzcube=xsize*ysize*zsize das Volumen der Simulationsbox oh-

ne Halo-Gebiet, gridbegin=(xsize+2)*(ysize+2) + xsize+2 + 1 den Index, ab dem

das wirkliche Rechengebiet beginnt und gridsurface die Zahl der Gitterpunkte des

gesamten Halo-Gebietes. Vor dieser Prozedur m�ussen nat�urlich die Daten von den
"
rea-

len\ Fl�achen auf das Halo-Gebiet kopiert werden.

Gitterpunkt-Updates (1=s)

L�ange der Box L Version 1 Version 2

8 1:29 � 106 7:70 � 105

16 1:13 � 106 7:49 � 105

32 6:55 � 105 6:79 � 105

64 5:48 � 105 5:71 � 105

Tabelle 2.2: Geschwindigkeit des LB-Algorithmus f�ur zwei verschiedene Versionen in
Abh�angigkeit des Volumens der Simulationsbox L3. Version 1 benutzt f�ur den Propaga-
tionsschritt die im Text beschriebenen Felder n new und next. Version 2 verwendet die
Halo-Region. Die Geschwindigkeiten wurden auf einer COMPAQ Workstation erzielt,
die einen ALPHA EV6 Prozessor, getaktet mit 667 MHz, sowie 512 MB Arbeitsspei-
cher besitzt.

Insgesamt werden so die beiden Felder n new und next nicht ben�otigt, allerdings auf

Kosten der zus�atzlichen Halo-Regionen, die bei kubischer Simulationsbox das Volumen

(gridpoints+ 2)3 � gridpoints3 besitzen. Diese Vorgehensweise hat noch einen wei-

teren Vorteil: Die Parallelisierung mittels Gebietsunterteilung l�asst sich sehr einfach

durchf�uhren, da nur die Halo-Gebiete zwischen benachbarten Prozessoren ausgetauscht

werden m�ussen (s. n�achster Abschnitt). Die Geschwindigkeit des Algorithmus ist in

Tabelle 2.2 f�ur verschiedene Systemgr�o�en aufgelistet.

Man k�onnte prinzipiell auch daran denken, nicht die Werte der Besetzungszahlen zu

kopieren, sondern nur Zeiger auf diese
"
umzubiegen\. Dadurch ergibt sich allerdings

das Problem, dass eine Fragmentierung logisch zusammengeh�origer Besetzungszahlen

im Speicher vorliegt. Die Zahl der
"
Cache Misses\ steigt erheblich, was zu einem be-

tr�achtlichen Geschwindigkeitsverlust f�uhren d�urfte. Zudem ist es schwieriger, die Kom-

munikation bei der Parallelisierung durchzuf�uhren.

2.6.3 Parallelisierung

Die Parallelisierung des Lattice-Boltzmann-Algorithmus ist unproblematisch. Auf jedem

Gitterpunkt f�allt die gleiche Zahl von Rechenoperationen an, so dass eine Gebietszer-
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legung eine ideale Lastverteilung liefert. Zudem ist beim Propagationsschritt nur eine

Wechselwirkung mit den n�achsten Nachbarn des Gitterpunktes n�otig, d.h. es m�ussen

nur Kommunikationen mit diesen bei einer Gebietszerlegung ber�ucksichtigt werden.

Konkret benutzt man die im vorigen Abschnitt erl�auterte Halo-Region. Jedes Rechen-

gebiet eines einzelnen Prozessors wird um diese Halo-Region erweitert. Nach jedem Kol-

lisionsschritt werden die sechs Randebenen des Rechengebietes auf die Halo-Regionen

der benachbarten Prozessoren kommuniziert. Dies ist schematisch in Abb. 2.3 f�ur zwei

Dimensionen dargestellt. Man beginnt etwa in z-Richtung, d.h. man kopiert die Ebene

z = 1 auf die Nachbarprozessoren in negativer z-Richtung, die dann auf diesen Prozesso-

ren die Halo-Ebene z = zsize+2 f�ullt. Danach wird die Ebene z = zsize kopiert, sowie

anschlie�end die beiden Randebenen in x- und y-Richtung nach dem selben Schema.

Dabei ist wichtig, dass auch die Halo-Anteile der x- und y-Ebenen mitkopiert werden,

d.h. dass z.B eine x-Ebene die Fl�ache (ysize+ 2) � (zsize+ 2) besitzt. Dadurch wer-

den auch die Kanten und Ecken der Halo-Regionen mit den richtigen Werten besetzt,

obwohl sie Informationen enthalten m�ussen, die von den �uber- und �uber�ubern�achsten

Nachbarn stammen.

Die Implementierung der Kommunikation ist unter Verwendung des
"
Message Passing

Interface\-Standards [73, 74] durchgef�uhrt worden, um eine Portabilit�at des Programms

zu gew�ahrleisten. Zun�achst wird die Routine MPI Pack verwendet, um eine Ebene lokal

auf einen zusammenh�angenden Speicherbereich zu kopieren. Dieser wird dann mittels

der Routinen MPI Issend bzw. MPI Irecv auf den jeweiligen Prozessor gesendet bzw.

vom jeweiligen Prozessor empfangen. Im Anschluss wird mit Hilfe von MPI Unpack der

empfangene zusammenh�angende Speicherbereich so verteilt, dass die richtigen Beset-

zungszahlen in die gew�unschten Stellen in der \Halo"-Region kopiert werden.

Die Skalierung des Lattice-Boltzmann-Algorithmus ist in Abb. 2.4 abzulesen. Wie er-

wartet ist die Skalierung �uber weite Stecken linear, f�ur gro�e Systeme erh�alt man auf

Grund der verringerten Anzahl von Cache Misses sogar eine leicht superlineare Re-

duzierung der Rechenzeit bei wenigen Prozessoren. Das sehr kleine System mit 103

Gitterpunkten skaliert noch bis zu 4 Prozessoren sehr gut, erst ab 8 Prozessoren ist

der Kommunikationsaufwand erheblich. Daraus l�asst sich das Fazit ziehen, dass eine

Skalierung ab etwa 250 Gitterpunkten pro Prozessor vorliegt.

2.7 Kopplung von Fl�ussigkeit und Polymeren

Das Ziel dieser Arbeit ist die Simulation von Polymeren in L�osung auf Basis eines

Kugel-Feder-Modells unter Ber�ucksichtigung der hydrodynamischen Wechselwirkung.

Benutzt man die LBG f�ur die numerische L�osung der hydrodynamischen Gleichungen,

so ist ein zentraler Punkt die Kopplung dieser Methode an ein Kugel-Feder-Modell.

Eine M�oglichkeit wird im Folgenden vorgestellt; insbesondere die EÆzienz eines solchen

Kopplungsmechanismus ist dabei zu beachten. Zuerst soll aber kurz diskutiert werden,

welche Methoden zur Simulation von Polymerdynamik bereits existieren und welche

Vor- und Nachteile diese besitzen.
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Abbildung 2.3: Veranschaulichung der Gebietszerlegung f�ur die Parallelisierung. Die
Kommunikation mit den Nachbarprozessoren wird nacheinander f�ur jede Raumdimen-
sion (gekennzeichnet durch 1 bzw. 2) durchgef�uhrt. Die dabei zu kopierenden Bereiche
des Rechengebiets sind farbig gekennzeichnet.

2.7.1 Kritische Analyse von Simulationsmethoden aus der Literatur

Im Prinzip sind drei Methoden verwendet worden, um Polymerketten in einer Fl�ussig-

keit zu simulieren: Brownsche Dynamik, Molekulardynamik mit expliziten L�osungsmit-

telteilchen und
"
Dissipative Particle Dynamics\.

2.7.1.1 Brownsche Dynamik

Bei dieser Methode wird folgende Gleichung vom Langevin-Typ gel�ost [19, 20, 75, 76], die

sich aus der Smoluchowski-Gleichung f�ur ein System wechselwirkender Teilchen ergibt:

d

dt
~Ri =

X
j

$
Dij �~Fj
kBT

+rj�
$
Dij (t) + ~fi(t) (2.168)
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Abbildung 2.4: Relativer
Speed-up des Lattice-
Boltzmann-Algorithmus f�ur
zwei verschiedene System-
gr�o�en auf einer CRAY
T3E.

(Das exakte Aussehen dieser Gleichung ist von der Konvention f�ur stochastische Di�e-

renziale abh�angig, hier wurde die Ito-Formulierung gew�ahlt [77].) Der Di�usionstensor
$
Dij ist dabei die wesentliche Modellannahme der Simulation. Die stochastischen Ver-

schiebungen ~fi(t) f�ur verschiedene Teilchen sind im Allgemeinen nicht mehr statistisch

unabh�angig, vielmehr gilt

h~fi(t)
 ~fj(t
0)i = 2

$
Dij Æ(t� t0): (2.169)

Der Di�usionstensor muss die hydrodynamische Wechselwirkung der Teilchen wieder-

geben. Zumeist wird er �uber den Oseen-Tensor bestimmt, der sich aus der L�osung der

station�aren Stokes-Gleichung ergibt (s. Abschnitt 3.1.3), d.h.

$
Dij=

8><
>:

kBT

6��a

$
1 (i = j)

kBT

8��rij

�
$
1 +

~rij
~rij
r2ij

�
(i 6= j)

;

wobei ~rij den Abstandsvektor zwischen Teilchen i und j bezeichnet. Die Hydrodyna-

mik ist damit instantan voll ausgebreitet; das L�osungsmittel muss nicht mehr explizit

simuliert werden.

Die Verwendung dieses Tensors hat jedoch einige Nachteile. Zu nennen sind: Das Auf-

treten von negativen Eigenwerten bei kleinen Teilchenabst�anden [78], die eine Re-

gularisierung des Tensors erforderlich machen; die Beschr�ankung auf Zweiteilchen-

Wechselwirkungen (eine Erweiterung ist rechenzeitaufw�andig, aber m�oglich [79]);

die Beschr�ankung auf die f�uhrende Ordnung einer Entwicklung des Zweiteilchen-

Di�usionstensors nach Potenzen von r�1
ij
. Daher ist eine gewisse prinzipielle Skepsis

gegen�uber dieser Implementierung angebracht. Hinzu kommt, dass die EÆzienz des

Algorithmus bestimmt ist durch das f�ur die numerische Integration erforderliche Wur-

zelziehen des Di�usionstensors, das wie O(N3
tot) skaliert.

3 Daher ist dieser Algorithmus

f�ur gro�e Teilchenzahlen unbrauchbar. Seine Bedeutung liegt vor allem darin, dass die

3Es existiert speziell f�ur brownsche Dynamik eine iterative Prozedur, die das explizite Wurzelziehen

vermeidet. Diese skaliert wie O(N2); jedoch ist die Genauigkeit von der Zahl z der Iterationsschritte

abh�angig, und der Rechenaufwand skaliert wie O(2z) [80].
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numerisch gel�osten Langevin-Gleichungen exakt denjenigen entsprechen, die in analyti-

schen Rechnungen verwendet werden. Daher k�onnen Annahmen gut �uberpr�uft werden,

die bei der analytischen L�osung der Gleichungen gemacht werden m�ussen.

2.7.1.2 Molekulardynamik mit expliziten L�osungsmittelteilchen

Bei dieser Methode wird das L�osungsmittel �uber Teilchen modelliert, die wie die Mo-

nomere den Newton�schen Bewegungsgleichungen gen�ugen. Dazu ist eine gro�e Zahl

solcher Teilchen erforderlich, um den Raum um die Ketten mit diesen zu f�ullen, da eine

hohe Dichte der Fl�ussigkeit f�ur die Simulation einer Fl�ussigkeit mit hoher Schmidt-

Zahl erforderlich ist. Zudem ist ein sehr kleiner Zeitschritt f�ur die Integration der Be-

wegungsgleichungen zu w�ahlen, da ein mikrokanonisches Ensemble simuliert werden

muss. Die Verwendung eines gew�ohnlichen Langevin-Thermostaten ist nicht m�oglich,

weil durch ihn die Impulserhaltung zerst�ort wird [81]. Dennoch sind solche Simula-

tionen mit gro�em Erfolg f�ur eine einzelne Kette im L�osungsmittel durchgef�uhrt wor-

den [9, 17, 78, 82]. Daher soll die in dieser Arbeit entwickelte Methode mit den Ergeb-

nissen einer dieser Simulationen [9] verglichen werden.

2.7.1.3 Dissipative Particle Dynamics

Diese recht neue Methode [21, 22, 83{88] modelliert das L�osungsmittel auch �uber Teil-

chen. Allerdings sind zwei wesentliche Unterschiede zu einer herk�ommlichen MD-

Simulation vorhanden: Zum einen wirken stochastische und Reibungs-Kr�afte zwischen

Teilchenpaaren, und zwar in entgegengesetzter Richtung, so dass der Gesamtimpuls er-

halten bleibt. Zum anderen werden sehr weiche Potentiale verwendet, i.A. wird in der

Literatur eine linear vom Abstand eines Teilchenpaars abh�angige Kraft benutzt. F�ur die

stochastische und dissipative Kraft wird ebenfalls eine Abh�angigkeit vom Teilchenab-

stand eingef�uhrt. Die zu integrierenden Bewegungsgleichungen lauten dann (z.B. [84])

d~Pi

dt
=
X
j

~FC

ij +
~FD

ij +
~F S

ij (2.170)

mit

~FC

ij = aij (rc � rij) r̂ij (2.171)

~FD

ij = � (rc � rij)
2 (~vij � r̂ij) r̂ij

h~F S

ij (t)
 ~F S

kl
(t0)i = 2kBT (rc � rij)

2 r̂ij 
 r̂ij (ÆikÆjl + ÆilÆjk) Æ(t � t0)

f�ur rij < rc; f�ur gr�o�ere Teilchenabst�ande sind alle Kr�afte Null. Dabei bedeutet

r̂ij = ~rij=rij . Die Konstanten aij , und rc bestimmen die St�arke und Reichweite der

Wechselwirkungen. Die Ito- und Stratonovich-Interpretationen sind in diesem Fall iden-

tisch, so dass keine Zweideutigkeiten in der letzten Gleichung auftreten k�onnen [85]. Eine

Simulation einer Einzelkette im L�osungsmittel �ndet sich beispielsweise in Ref. [22, 89].

Die auf den ersten Blick unphysikalischen Kr�afte werden damit begr�undet, dass ein wei-

ches e�ektives Potential bei einer Mittelung �uber die Kurzzeitbewegung mehrerer mikro-

skopischer Fl�ussigkeitsteilchen und deren Zusammenfassung zu einem mesoskopischen
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Teilchen (welches dann simuliert wird) entsteht [90]. Allerdings sind auf systematische

Weise bisher keine expliziten Ausdr�ucke f�ur das entstehende e�ektive Potential ange-

geben worden (vgl. etwa die Diskussion in Ref. [84] sowie den k�urzlich ver�o�entlichten,

vielversprechenden Ansatz von Flekk�y und Coveney [91]), daher m�ussen die oben an-

gegebenen Potentiale als heuristisch angesehen werden. Vom praktischen Standpunkt

aus betrachtet haben solche Potentiale den Vorteil, dass ein recht gro�er Zeitschritt

verwendet werden kann, allerdings mit dem Nachteil, dass die Inkompressibilit�at nicht

mehr gegeben ist und dadurch die Schmidt-Zahl von der Gr�o�enordnung Eins ist. Ein

weiterer Nachteil ist, dass die Kr�afte geschwindigkeitsabh�angig sind, so dass bei Ver-

wendung des herk�ommlichen Verlet-Integrators dessen Eigenschaften zum Teil zerst�ort

werden [88]. Insbesondere die Zeitreversibilit�at und die Ordnung des Fehlers ver�andern

sich gegen�uber der Hamilton-Dynamik. Dadurch treten unerw�unschte Ph�anomene wie

beispielsweise eine vom Zeitschritt abh�angige Temperatur und Viskosit�at auf [84]. Spezi-

ell f�ur die Simulation von Polymeren ist zu beachten, dass eine Verwendung der weichen

Potentiale auch f�ur die Monomere eine Verschlaufung von Ketten verhindert, so dass

etwa Polymerschmelzen nicht realistisch simuliert werden k�onnen [22]. Alle genannten

Nachteile sind jedoch nicht von prinzipieller Natur, sondern technische Probleme.

2.7.2 Beschreibung des neuen Modells

Die beiden Bestandteile der in dieser Arbeit verwendeten Methode sind die Simulati-

on der Fl�ussigkeit auf Ebene der Hydrodynamik �uber die Lattice-Boltzmann-Methode,

sowie die Simulation des Polymers auf Ebene eines Kugel-Feder-Modells �uber Moleku-

lardynamik. Der entscheidende Punkt ist dabei die Kopplung dieser beiden Verfahren.

Ladd [24, 71] verwendet f�ur die Simulation von kolloidalen Systemen eine Kopplung,

die die Kolloide als harte Kugeln betrachtet. Die Kugeln werden dann �uber haftende

Randbedingungen an der Ober�ache der Kugeln an die Fl�ussigkeit gekoppelt. Prinzipi-

ell kann dieses Verfahren auch auf die Monomere der Polymerketten �ubertragen werden.

In dieser Arbeit wird jedoch ein anderer Zugang verwendet, der sich folgenderma�en

begr�undet: Die relevanten Zeit- und L�angenskalen einer Polymerkette sind etwa die

Rouse-Zeit und der Gyrationsradius der Kette bzw. die analogen Skalen f�ur nicht zu

kurze Subketten. Daher gen�ugt es, dass auf diesen Skalen eine hydrodynamische Be-

schreibung der Fl�ussigkeit m�oglich ist. Die mikroskopischen Details der Wechselwirkung

sollten dann keine Rolle mehr spielen. Daraus zieht man zwei Konsequenzen:

� Zum einen ist die Ausdehnung der Monomere f�ur die Wechselwirkung mit der

Fl�ussigkeit unwichtig, d.h. ein Monomer kann f�ur die Fl�ussigkeit als Punktteilchen

betrachtet werden. Diese Vorgehensweise hat den Vorteil, dass die \Ober�ache"

eines Monomers durch das Gitter nicht aufgel�ost werden muss.

� Zum anderen nutzt man aus, dass eine hydrodynamische Beschreibung einer

Fl�ussigkeit auf (�uberraschend) kurzen Zeit- und L�angenskalen gegeben ist [31],

d.h. schon ab wenigen Teilchendurchmessern gilt. Daher sollte die Str�omung um

ein Monomer durch die L�osung der hydrodynamischen Gleichungen gegeben sein,

sobald die Entfernung von diesem einige wenige Teilchendurchmesser betr�agt. So-

mit kann das L�osungsmittel �uber die LBG simuliert werden, wenn sie auf dieser
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L�angenskala ebenfalls hydrodynamisches Verhalten zeigt. Die in Abschnitt 2.5

beschriebene Evaluierung der G�ultigkeit von Hydrodynamik ab etwa 3 � 5 Git-

terabst�anden f�ur die LBG erlaubt es daher, ein recht grobes Gitter mit einem

Gitterabstand von der Ausdehnung eines Monomers zu verwenden. Ganz allge-

mein l�asst sich sagen, dass zwei beliebige lokale Kopplungen �aquivalent sind, wenn

sie das gleiche Verhalten auf der L�angenskala des mittleren Abstandes zweier Mo-

nomere zeigen, d.h. ein identisches hydrodynamisches Str�omungsfeld verursachen.

2.7.2.1 Realisierung der Kopplung

Diese �Uberlegungen legen es nahe, folgenden Ansatz f�ur die Kopplung eines Monomers

mit seiner umgebenden Fl�ussigkeit zu machen [92]. In Analogie zum stokesschen Gesetz

f�ur eine Kugel in einer viskosen Fl�ussigkeit nimmt man an, dass die von der Fl�ussigkeit

auf ein Monomer ausge�ubte Kraft proportional zur Di�erenz von Monomergeschwin-

digkeit ~V und Fl�ussigkeitsgeschwindigkeit ~u(~R) am Ort des Monomers ist, d.h.

~Ffl = ��bare
h
~V � ~u(~R)

i
: (2.172)

Dabei ist �bare die Proportionalit�atskonstante, die im Weiteren als
"
nackter\ Reibungs-

koeÆzient bezeichnet wird. Dieser Ansatz ist auch bei der Simulation von Teilchen-

Sedimentation in einer Fl�ussigkeit verwendet worden [93].
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Abbildung 2.5: Veranschaulichung der
Gr�o�en, die f�ur die Kopplung eines Mo-
nomers mit der LB-Fl�ussigkeit im Text
de�niert werden. Man beachte, dass
die Ausdehnung des Monomers nur der
�Ubersichtlichkeit halber eingezeichnet
ist; f�ur die Kopplung ist das Monomer
ein Punktteilchen.

Da die Str�omungsgeschwindigkeit nur auf den diskreten Gitterpunkten der Simulation

berechnet wird, die Monomere sich jedoch im gesamten Raum be�nden k�onnen, ist

es n�otig, mittels Interpolation die Geschwindigkeit ~u(~R) am Ort des Monomers zu

berechnen. In dieser Arbeit wird eine einfache lineare Interpolation verwendet, die die

Gitterpunkte auf der Elementarzelle ber�ucksichtigt, die das jeweilige Monomer enth�alt.

Bezeichnet man die relative Position des Monomers in dieser Zelle mit (�x;�y;�z),

mit dem Ursprung in der linken, unteren, vorderen Ecke (siehe Abb. 2.5 f�ur eine Skizze

in zwei Dimensionen), so de�niert man

Æ(0;0;0) = (1��x=a)(1 ��y=a)(1��z=a); (2.173)

Æ(1;0;0) = �x=a � (1��y=a)(1 ��z=a);
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etc. Die Formel f�ur die Interpolation lautet dann

~u(~R; t) =
X
~r2ng

Æ~r~u(~r; t); (2.174)

wobei ng die Menge der Gitterpunkte auf der betrachteten Elementarzelle bezeichnen

soll.

Um den Impuls von Fl�ussigkeit und Monomer zu erhalten, muss die entgegengesetzte

Kraft �~Ffl auf die Fl�ussigkeit in dieser Zelle wirken. Man beachte, dass damit die

Wechselwirkung rein lokal ist. Die Kraftdichte �~Ffl=a3, die der Fl�ussigkeit �ubertragen
wird, f�uhrt zu einem Transfer von Impulsdichte pro MD-Zeitschritt �t in H�ohe von

� ~Ffl=a
3 =

�~|

�t
=
X
i;~r2ng

�ni(~r; t)~ci
m

a2h�t
: (2.175)

Die letzte Gleichung muss f�ur die �Anderung in der Besetzungszahl �ni der Gitter-

punkte erf�ullt sein, damit die Impulsdichte �~| �ubertragen wird. Au�erdem muss die

Massenerhaltung in der Fl�ussigkeit w�ahrend der Kopplung gew�ahrleistet sein, d.h.X
i;~r2ng

�ni(~r; t) = 0: (2.176)

Die Art und Weise, wie die jeweiligen �ni berechnet werden k�onnen, ist nicht eindeutig.

Zwei verschiedene Methoden wurden in dieser Arbeit verwendet:

(a) Die erste Methode ver�andert nur genau ein ni pro Raumdimension auf einem

Gitterpunkt. Die konkrete Realisierung l�asst sich am Besten an einem Beispiel

erl�autern. Dazu betrachtet man die x-Komponente �jx und die Besetzungszahlen

der Gitterpunkte (0; 0; 0) und (1; 0; 0). Diese ver�andert man gem�a�

�n(0;0;0)x = ��n(1;0;0)�x =
1

2
�jx

a3

m

h

a

�
1� �y

a

��
1� �z

a

�
;

(2.177)

wobei der Index x in �nx der Geschwindigkeit ~ci = (1; 0; 0) entspricht, analog �x
f�ur ~ci = (�1; 0; 0). Die anderen Gitterpunkte werden in analoger Weise ver�andert,

wobei nur die Terme
�
1� �y

a

�
und

�
1� �z

a

�
entsprechend angepasst werden.

Ebenso verf�ahrt man anschlie�end f�ur die anderen Raumrichtungen.

(b) Eine Prozedur, die etwas einsichtiger ist, ergibt sich aus folgender Argumenta-

tion: F�ur gegebene hydrodynamische Felder �(~r; t) und ~|(~r; t) auf einem Gitter-

punkt kann die Gleichgewichtsverteilung gem�a� Gl. (2.26) (konsistenterweise un-

ter Vernachl�assigung des nichtlinearen Terms f�ur die hier vorliegenden kleinen

Reynolds-Zahlen) bestimmt werden. Die �Anderung der Gleichgewichtsverteilung

in den Punkten ~r 2 ng auf Grund der Anwesenheit des Monomers kann daher be-

rechnet werden: � bleibt erhalten, und ~|! ~|+Æ~r�~|. Dabei ist Æ~r der Anteil (2.173)

der gesamten Impulsdichte�anderung �~|, der auf den betrachteten Gitterpunkt
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entf�allt. Damit f�uhrt die Forderung, dass ni � n
eq
i

unver�andert bleiben soll, auf

die Gleichung

�ni(~r) =
a3

m

h

a
BqÆ~r�~j � ~ci; (2.178)

Eine systematische Ableitung, wie man externe Kr�afte in die LBG einbezieht,

ausgehend von der kontinuierlichen Boltzmann-Gleichung, �ndet sich in Ref. [94].

In dieser Arbeit wird auch der Fehler, der sich bei einer Implementierung ex-

terner Kr�afte in der LBG gem�a� Gl. (2.178) ergibt, auf O(h) berechnet. Zudem

wird ein nur mit einem O(h2)-Fehler behafteter Algorithmus angegeben, der al-

lerdings numerisch aufw�andiger zu berechnen ist. F�ur die hier verfolgten Ziele ist

diese Verbesserung des Algorithmus jedoch nicht relevant: Die eben beschriebene

Kopplung ist lokal und erf�ullt die Impulserhaltung, so dass die hydrodynamische

Wechselwirkung auf korrekte Weise aufgebaut wird.

An dieser Stelle sind einige Bemerkungen zu machen:

� Es gibt a priori keinen Zusammenhang zwischen dem MD-Zeitschritt �t und

dem LB-Zeitschritt h. Da in verd�unnten Polymerl�osungen die Berechnung der

Fl�ussigkeit viel aufw�andiger ist als die der Monomere, muss das Ziel sein, den

LB-Zeitschritt m�oglichst gro� zu w�ahlen. In den Simulationen in dieser Arbeit

wird dieser Sachverhalt ausgenutzt, wodurch sich eine wesentliche Reduzierung

der Rechenzeit ergibt.

� Die hier beschriebene Kopplung ist dissipativ. Daher bleibt die Energie bei der

Kopplung nicht erhalten; eine Simulation des mikrokanonischen Ensembles ist

nicht m�oglich. In dieser Arbeit werden daher Nichtgleichgewichts-Simulationen

oder Simulationen im kanonischen Ensemble durchgef�uhrt. Die f�ur letzteres n�oti-

ge Kopplung unter Einbeziehung von Fluktuationen wird in Abschnitt 2.7.2.3

beschrieben.
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Abbildung 2.6: Relaxation ei-
nes bei t = 0 angesto�enen
Monomers unter Verwendung
von Kopplung(a). Das erwar-
tete asymptotische Verhalten
ist in der Abbildung mit einge-
zeichnet. Die L�ange der kubi-
schen Simulationsbox betr�agt
L = 20 f�ur den gr�o�eren Rei-
bungskoeÆzienten, L = 40 f�ur
den kleineren.
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2.7.2.2 Technische Details und numerische Tests

Zur Integration des MD-Teils wird der
"
Velocity-Verlet\-Integrator verwendet [10{12].

Das Update der Fl�ussigkeit wurde folgenderma�en darin eingebaut: Die Berechnung

der Kraft zwischen Fl�ussigkeit und Monomeren wird in jedem MD-Zeitschritt ein Mal

durchgef�uhrt, und zwar an der Stelle, an der auch die Kraftberechnung auf Grund der

Polymerpotentiale erfolgt. Dabei werden auch die ni ver�andert, und damit auch die

~u-Werte, die in die Kopplung eingehen. Nach einer Zeit h werden der Kollisions- und

Propagationsschritt der LBG durchgef�uhrt. Dieses Verfahren hat einen (kleinen) Nach-

teil: Die Kraft auf ein Monomer, die bspw. zum Zeitpunkt t = 0:5�t berechnet wird,

wird beim Velocity-Verlet Integrator in zwei Halbschritten benutzt, um die Geschwin-

digkeit zu integrieren, und zwar bei t = 0:5�t und bei t = �t. Das bedeutet, dass der

Impuls�ubertrag bei t = 0:5�t zum Zeitpunkt t = �t (bzw. immer bei ganzzahligen

Vielfachen des Zeitschritts) noch nicht vollst�andig auf das Monomer �ubertragen wor-

den ist. Dadurch ist der Gesamtimpuls des Systems bei ganzzahligen Vielfachen des

Zeitschritts nicht zeitlich konstant, sondern nur bei Zeiten h+ 0:5�t; 2h + 0:5�t; : : : .

Zur Beschleunigung der Kraftberechnung f�ur den Polymerteil der Simulation wurden

die Standardverfahren benutzt, die es erlauben, die Abstandsberechnung bei kurzreich-

weitigen Kr�aften nicht immer f�ur alle Teilchenpaare durchf�uhren zu m�ussen. Konkret

wurde eine Kombination des Link Cell-Algorithmus und einer Verlet-Liste implemen-

tiert, wie sie etwa in den Standardwerken zur Molekulardynamik [11, 12] beschrieben ist.

Dadurch ist die Kraftberechnung bei den in dieser Arbeit verwendeten Monomerdichten

nicht der geschwindigkeitsbestimmende Teil der Simulation. Vielmehr dominiert bei den

verwendeten Monomerkonzentrationen die Berechnung der Fl�ussigkeit den Rechenzeit-

bedarf. Bei sehr hohen Dichten �uberwiegt dann der Aufwand f�ur die Berechnung der

Kopplung von Teilchen und Fl�ussigkeit.
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Abbildung 2.7: Relaxation ei-
nes bei t = 0 angesto�e-
nen Monomers. Vergleich von
Kopplung(a) und (b).

Die beiden im letzten Abschnitt beschriebenen Kopplungen sollen nun anhand des ein-

fachsten denkbaren Experiments untersucht werden: Der Relaxation eines Monomers,

das zur Zeit t = 0 eine Anfangsgeschwindigkeit Vx in x-Richtung erh�alt und sich da-

nach frei in der Fl�ussigkeit bewegt. Die Anfangsgeschwindigkeit der Fl�ussigkeit sei dabei
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�uberall gleich Null. Das zu erwartende Verhalten f�ur die Monomergeschwindigkeit ist

Folgendes: Zu Beginn wird ein exponentieller Abfall Vx(t) / exp(��baret=m) erwartet.

Das asymptotische Verhalten f�ur lange Zeiten ergibt sich aus der Hydrodynamik; man

erwartet das so genannte
"
long-time-tail\ Regime, d.h. Vx(t) / t�3=2 [31, 64]. Diese

Erwartungen werden in der Simulation best�atigt, wie sich anhand der Abbildung 2.6

(Kopplung a) f�ur zwei unterschiedliche �bare ablesen l�asst. Beide Rechnungen sind mit

�t = h durchgef�uhrt worden, sowie gleicher Masse von Monomer und Fl�ussigkeitsteil-

chen m = M = 1:0, � = 0:85m=a3, � = �1:75 und a = 1:0. Man erkennt, dass der
�Ubergang um so fr�uher erfolgt, je h�oher der ReibungskoeÆzient ist. Ein Vergleich zwi-

schen Kopplung (a) und (b) f�ur �bare = 0:01m=h, � = �1:97, 2:0m = M = 1:0 sowie

obigen Werten f�ur die anderen Parameter �ndet sich in Abb. 2.7. Es zeigt sich, dass

beide Kopplungen nur vernachl�assigbare Unterschiede aufweisen. Schlie�lich sollte man

anmerken, dass die Funktion Vx(t) nicht auf Null abf�allt, da die Simulation mit peri-

odischen Randbedingungen in einer endlichen Box der Gr�o�e L durchgef�uhrt worden

ist. Dadurch ist wegen der Gesamtimpulserhaltung nach vollst�andiger Relaxation eine

von Null verschiedene Geschwindigkeit gegeben, mit der sich Fl�ussigkeit und Monomer

gemeinsam bewegen.

Zur Veranschaulichung des
"
long-time-tail\-Verhaltens ist f�ur Kopplung (a) eine Vi-

sualisierung des Str�omungsfeldes in Abbildung 2.8 zu sehen. Man erkennt deutlich die

geschlossenen Stromlinien, die dazu f�uhren, dass das Monomer durch das von ihm ver-

ursachte Str�omungsfeld
"
angeschoben\ wird. Dies ist die anschauliche Erkl�arung des

langsamen Abfalls der Geschwindigkeit in diesem Zeitbereich (f�ur eine eingehendere

Diskussion sei auf Ref. [11, 66] verwiesen.)

Die Ergebnisse zweier weiterer solcher Relaxationsexperimente sind in Abbildung 2.9

dargestellt. Die Parameter der Simulationen sind dabei wie folgt gew�ahlt: Da hier Er-

gebnisse unterschiedlicher h miteinander verglichen werden sollen, ist die Angabe der

Zeit in Vielfachen eines Zeitschrittes keine sinnvolle Wahl mehr. Man f�uhrt daher ein ab-

solute Zeiteinheit �0 ein (die an die in Kapitel 3 verwendete typische Zeit eines Lennard-

Jones-Einheitensystems angelehnt ist), und messen Zeiten in Vielfachen von �0. Es gilt

� = 2:8a2=�0, die weiteren Parameter sind wie oben.

In der Abbildung 2.9 ist Folgendes am Algorithmus modi�ziert: Zum Einen ist der

Zeitschritt f�ur die LBG h = 0:005�0 w�ahrend �t = 0:001�0, ein Verh�altnis das auch bei

der Simulation von exiblen Polymerketten in Kapitel 3 verwendet wird. Zum Anderen

ergibt sich die zweite Kurve aus der zus�atzlichen Vereinfachung der Kopplung, wenn die

Str�omungsgeschwindigkeit auf den Gitterpunkten nur einmal nach jedem LB-Zeitschritt

aus den ni berechnet wird, und dann unver�andert bis zum n�achsten LB-Zeitschritt f�ur

die Kopplung verwendet wird, obwohl sich die ni auf den Gitterpunkten auf Grund der

Kopplung w�ahrend des MD-Teils ver�andern. Dies hat den Vorteil, dass man nicht bei

jedem MD-Zeitschritt die aktuellen Str�omungsgeschwindigkeiten berechnen muss, was

insbesondere auf Grund der dazu erforderlichen Kommunikation zwischen Prozessoren

bei der parallelen Version des Programms eine erhebliche Zeitersparnis bedeutet. Die

Abbildung 2.9 zeigt, dass die Abweichungen in den Ergebnissen auf Grund dieser beiden

Ab�anderungen des Algorithmus vernachl�assigbar sind.
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Abbildung 2.8: Visualisierung des Str�omungsfeldes um ein Monomer im Bereich des

"
long time tail\. Das Monomer be�ndet sich etwa in der Mitte der eingezeichneten
Kontur�ache. Die Farbskala gibt den Betrag der Geschwindigkeit wieder, die Einheiten
sind dabei willk�urlich.

2.7.2.3 Kopplung mit Fluktuationen

In der Theorie der uktuierenden Hydrodynamik werden Teilchen i.A. als harte Ku-

geln modelliert [24, 64], die �uber haftende Randbedingungen an die Fl�ussigkeit ge-

koppelt werden. In diesem Fall m�ussen die Fluktuationen lediglich in der Navier-

Stokes-Gleichung ber�ucksichtigt werden. Das Fluktuations-Dissipations-Theorem ist

dann erf�ullt [64] und wurde in Simulationen veri�ziert [71]. In der in dieser Arbeit

benutzten dissipativen Kopplung (2.172) �uber einen Reibungsterm verletzt man mit

dieser Vorgehensweise jedoch das Fluktuations-Dissipations-Theorem. Dies l�asst sich

leicht durch eine entsprechende Simulation belegen: In Abb. 2.10 ist die gemessene Ge-

schwindigkeit des Teilchens kBT =MhV 2i=3 in Abh�angigkeit des ReibungskoeÆzienten
�bare aufgetragen. Es ist deutlich zu erkennen, dass die Temperatur nicht wohlde�niert

ist, sondern vom ReibungskoeÆzienten abh�angt. Daher ist der Ansatz (2.172) zu mo-

di�zieren, wenn Fluktuationen simuliert werden sollen.

Im Anhang A.2 wird gezeigt, dass folgende Gleichungen f�ur ein Teilchen in einer Fl�ussig-
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Abbildung 2.10: Gemesse-
ne

"
Temperatur\ eines Teil-

chens in einer uktuierenden
Fl�ussigkeit, wenn keine Fluk-
tuationen in den Bewegungs-
gleichungen des Teilchens hin-
zu addiert werden.

keit das Fluktuations-Dissipations-Theorem erf�ullen:

d

dt
~R =

~P

M
(2.179)

d

dt
~P = ~F � �

M

�
~P �M~u(~R)

�
+ ~f (2.180)

@t~u(~k; �) = ��k2~u(~k; �) + (~k; �) (2.181)

+
1

�V

�
�

M

�
~P �M~u(~R)

�
� ~f

�
� ~��(~k) ei~k�~R:

Die ersten beiden Gleichungen sind gerade die Langevin-Gleichungen eines brownschen

Teilchens, d.h. mit Reibung � und stochastischer Kraft ~f . Die letzte Gleichung ist

die Fouriertransformation der inkompressiblen linearen uktuierenden Navier-Stokes-

Gleichung. Dabei erf�ullen die stochastischen Terme ~f und  die Relationen f�ur das
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ungekoppelte System;

hf�(t)f�(t0)i = 2kBT�Æ(t� t0)Æ�� (2.182)

h��(~k; t)�(~q; t0)i = 2
kBT

�V
�k2 Æ~k~q Æ��Æ(t� t0): (2.183)

Die erlaubten Werte f�ur ~k sind ~k = ~n2�=L, wobei jede Komponente von ~n alle gan-

zen Zahlen durchlaufen kann. ~�� (� = 1; 2) bezeichnet die zwei zueinander senkrechten

Einheitsvektoren senkrecht zu ~k. Der fundamentale Unterschied zu der Ankopplung ei-

nes Teilchens �uber haftende Randbedingungen ist, dass Fluktuationen direkt auf das

Teilchen gegeben werden, und dieser Beitrag auch in der Gleichung f�ur die Fl�ussig-

keit vorhanden ist. Reibungs- und stochastische Kraft auf das Teilchen werden also so

behandelt wie der deterministische Anteil ~F .

Die �Ubertragung auf die Simulationsmethode ist nun analog, d.h. der stochastische

Term ~f wird zu der Kraft ~F aus Gleichung (2.172) addiert und somit auch auf die

Fl�ussigkeit �ubertragen. Man beachte, dass damit die Impulserhaltung des Systems

Fl�ussigkeit-Monomer gew�ahrleistet ist. Im Fall eines diskreten MD-Zeitschrittes gilt

f�ur das zweite Moment von ~f

hf�(t)f�(t0)i =
2kBT

�t
�Ætt0Æ��: (2.184)

Die uktuierende Hydrodynamik wird wie in Abschnitt 2.4 mit der LBG simuliert.

Damit ist die Simulation eine diskrete Version der Gleichungen (2.179{2.183). Es sei

angemerkt, dass der �uberd�ampfte Limes von (2.179{2.183) in der analytischen Theorie

von Polymerl�osungen verwendet wird [95{97].

Die G�ultigkeit des Fluktuations-Dissipations-Theorems kann mit einer Simulation �uber-

pr�uft werden. Dazu berechnet man die Autokorrelationsfunktion der Geschwindigkeit

eines Monomers in einer Gleichgewichtssimulation mit Fluktuationen. Diese Funktion

muss nach der linearen Antworttheorie mit der Geschwindigkeitrelaxation eines ange-

sto�enen Teilchens (s. Abschnitt 2.7.2.1) �ubereinstimmen. Abbildung 2.11 zeigt diesen

Sachverhalt f�ur die Kopplung (b).

2.7.2.4 Parallelisierung

Die parallele Version des entwickelten Programms arbeitet mit einer Datenreplikati-

on f�ur die Monomere. Darunter versteht man, dass alle Prozessoren alle Koordinaten

der Monomere im Arbeitsspeicher halten. Unter dieser Voraussetzung kann man die

Kopplung von Fl�ussigkeit und Monomer ohne Kommunikationsaufwand immer auf dem

Prozessor berechnen, der die daf�ur ben�otigten Gitterpunkte der Fl�ussigkeitssimulation

verwaltet. Zudem kann die Kraftberechnung f�ur die Polymerpotentiale auf die einzel-

nen Prozessoren aufgeteilt werden. Der Nachteil der Datenreplikation ist, dass die so

auf den einzelnen Prozessoren berechneten (Teil-)Kr�afte aufsummiert werden m�ussen,

um die gesamten Kr�afte auf die Monomere auf allen Prozessoren zu erhalten, so dass

der Integrationsschritt durchgef�uhrt werden kann. Eine Gebietszerlegung auch f�ur die

Monomere w�urde dies vermeiden, da dann lediglich die Koordinaten von Monomeren
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Abbildung 2.11: Relaxation eines bei t = 0 angesto�enenMonomers unter Verwendung
von Kopplung(b) f�ur �bare = 0:01m=h, � = �1:96. Im Vergleich dazu die Autokorrela-
tionsfunktion hV (t)V (0)i=hV 2i bei einer Gleichgewichtssimulation mit Fluktuationen
unter sonst gleichen Bedingungen. Das Zusammenfallen der beiden Kurven best�atigt
das Fluktuations-Dissipations-Theorem.

zwischen benachbarten Prozessoren ausgetauscht werden m�ussen [13]. Allerdings ergibt

sich sowohl bei der Datenreplikation, als auch bei der Gebietszerlegung ein weiteres Pro-

blem: Die Dichteschwankungen der Monomere sind in verd�unnten Systemen sehr hoch,

so dass, wenn die Berechnung der Kopplung zwischen Monomeren und Fl�ussigkeit auf

dem Prozessor durchgef�uhrt wird, der bei Gebietszerlegung das Monomer enth�alt, keine

ideale Lastverteilung vorliegt { die Anzahl der auf jedem Prozessor zu berechnenden

Kopplungen schwankt. Es zeigt sich, dass dies die Skalierbarkeit des Algorithmus (zu-

mindest bei der hier implementierten Datenreplikation-Methode) begrenzt. Dazu ist

in Abb. 2.12 der relative Speed-up f�ur zwei repr�asentative Systeme (L = 72a, 10000

Monomere und L = 72a, 2000 Monomere) aufgetragen. Man erkennt, dass ab etwa 32

Prozessoren bei der Konzentration c = 0:027 (in LJ-Einheiten) die mangelnde Last-

verteilung dominierend f�ur die Geschwindigkeit ist, bei c = 0:0054 ist die Skalierung

schon um einiges besser. F�ur extrem kleine Dichten, f�ur die der Aufwand f�ur die Kopp-

lung vernachl�assigbar ist, wird die Skalierung dann durch die Kommunikation bei der

Aufsummierung der Teilkr�afte beschr�ankt.

Prinzipiell bieten sich zwei Auswege an, um die Skalierung zu verbessern: Zum Einen

k�onnen die Besetzungszahlen der Gitterpunkte, die f�ur die Kopplung ben�otigt werden,

so auf andere Prozessoren verteilt werden, dass im Ende�ekt jeder Prozessor die gleiche

Anzahl von Kopplungen zwischen Monomer und Fl�ussigkeit berechnet (Beispiel: Pro-

zessor 1 berechnet die Kopplung f�ur die Monomere 1-10, Prozessor 2 f�ur 11-20, etc).

Der Kommunikationsaufwand ist dabei allerdings erheblich: Pro Kopplung werden die

18 Besetzungszahlen von den 8 Nachbar-Gitterpunkten des Monomers ben�otigt, d.h.
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Abbildung 2.12: Relativer
Speed-up des D3Q18 Lattice-
Boltzmann-Algorithmus f�ur
zwei verschiedene Monomer-
konzentrationen c bei L = 72
auf einer CRAY T3E.

144 Flie�kommazahlen. Diese m�ussen f�ur jeden MD-Zeitschritt zumeist auf einen ande-

ren Prozessor kommuniziert werden. Daher ist es fraglich, ob diese Strategie erfolgreich

ist. Zum Anderen kann die Gebietszerlegung f�ur die Fl�ussigkeit dynamisch angepasst

werden, d.h. die Volumina, die auf jedem Prozessor berechnet werden, sind nicht al-

le gleich gro� und nicht zeitlich konstant. Eine ideale Lastverteilung w�urde sich dann

ergeben, wenn die Summe aus dem Aufwand f�ur die Berechnung der Fl�ussigkeit und

der Berechnung der Kopplung mit den Monomeren in den einzelnen Volumina f�ur alle

Prozessoren gleich ist. Die letzte Variante ist sicherlich die e�ektivste, allerdings auch

die bei weitem aufw�andigste, was den Programmieraufwand angeht.

2.7.2.5 Zusammenhang zwischen nacktem und e�ektivem ReibungskoeÆzient

Der nackte ReibungskoeÆzient �bare ist bisher ein freier Parameter der Simulation. F�ur

einen Vergleich mit anderen Simulationen oder mit Experimenten ist es n�otig, � bare auf

Grund von deren Ergebnissen festzulegen.

Die Einstein-Relation

D0 =
kBT

�e�
(2.185)

stellt einen Zusammenhang zwischen der Di�usionskonstante D0 eines Teilchens und

dessen ReibungskoeÆzient �e� her, der im Folgenden e�ektiver ReibungskoeÆzient ge-

nannt werden soll. Dieser ist von �bare zu unterscheiden, dem Parameter, der die St�arke

der Kopplung zwischen Teilchen und Fl�ussigkeit nach Gl. (2.172) widerspiegelt. Auf

Grund der hydrodynamischen Selbstwechselwirkung gilt �e� < �bare; das Teilchen wird

durch sein eigenes Str�omungsfeld \angeschoben", wie in Abb. 2.8 ersichtlich.

Dies l�asst sich durch Simulationen an einem einzelnen Monomer quanti�zieren: Man

misst den Di�usionskoeÆzienten D0 �uber die Green-Kubo-Relation [66]

D0 =
1

3

Z 1

0

h~V (t) � ~V (0)idt: (2.186)
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Abbildung 2.13: Zusammen-
hang zwischen e�ektivem und
nacktem ReibungskoeÆzien-
ten eines Monomers. Simu-
lation bei einer Dichte von
� = 0:85m=a3, a = 1:0 und
� = �1:75 f�ur Kopplung (b).
�0 ist die

"
absolute\ Zeitein-

heit, die im Zusammenhang
mit Abb. 2.9 eingef�uhrt wur-
de.

Am E�ektivsten ist es, den Integranden �uber Relaxationssimulationen eines angesto-

�enen Teilchens zu gewinnen, da man dann mit nur einer Simulation den vollen Inte-

granden bestimmen kann, ohne mitteln zu m�ussen. F�uhrt man Simulationen f�ur meh-

rere verschiedene nackte ReibungskoeÆzienten durch, erh�alt man eine Kurve, die die

Abh�angigkeit des e�ektiven vom nackten ReibungskoeÆzienten wiedergibt. Eine sol-

cher Graph ist in Abb. 2.13 dargestellt. Da sich der e�ektive ReibungskoeÆzient eines

Teilchens bspw. in Molekulardynamik-Simulationen leicht messen l�asst, kann somit eine
�Ubereinstimmung der e�ektiven ReibungskoeÆzienten in beiden Simulationen erreicht

werden, indem der freie Parameter �bare entsprechend festgelegt wird. Stimmen auch die

Viskosit�at und die Dichte der Fl�ussigkeit in beiden Simulationen �uberein, dann muss

das Str�omungsfeld auf gro�en L�angenskalen (auf denen Hydrodynamik gilt, d.h. gr�o�er

als einige Gitterabst�ande) das gleiche sein, so dass beide Simulationen dieselbe hydro-

dynamische Wechselwirkung aufweisen. Diese Tatsache wird in Kapitel 3 benutzt, um

Simulationsergebnisse einer Einzelkette miteinander zu vergleichen.

Der Zusammenhang zwischen e�ektivem und nacktem ReibungskoeÆzienten l�asst sich

auch anhand einer einfachen analytischen Betrachtung herstellen: Man betrachte da-

zu ein Teilchen, dass mit einer konstanten Geschwindigkeit ~V durch eine Fl�ussigkeit

gezogen wird. Die dazu ben�otigte externe Kraft ~F erf�ullt in der Simulation gem�a�

Gl. (2.172)

~V =
1

�bare
~F + ~uav; (2.187)

wobei ~uav die �uber die n�achsten Gitter-Nachbarn des Teilchens gemittelte Geschwin-

digkeit bezeichnen soll, wie sie in dem Interpolationsschritt bestimmt wird. In guter

N�aherung wird das Geschwindigkeitsfeld durch den Oseen-Tensor beschrieben, d.h.

~u =
1

8��r

�$
1 + r̂ 
 r̂

�
~F ; (2.188)

wobei r der Abstand vom Teilchen ist. Daher sollte die gemittelte Geschwindigkeit ~uav
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im Fall der hier vorliegenden Mittelung bei einem (ungef�ahren) Abstand a vom Teilchen

~uav =
1

g�a
~F (2.189)

erf�ullen, mit der unbekannten numerischen Konstante g, die von den Details der Geo-

metrie und der Interpolationsprozedur abh�angt. Zum Beispiel gilt f�ur eine sph�arische

Mittelung bei einem Abstand d ~uav = ~F=6��d, woraus man direkt das stokessche Ge-

setz ablesen kann. Setzt man (2.189) in (2.187) ein und benutzt �e�~V = ~F , so ergibt

sich

1

�e�
=

1

�bare
+

1

g�a
; (2.190)

d.h. die Mobilit�at eines Teilchens ist schlicht die Summe aus der nackten Mobilit�at

und eines hydrodynamischen, Stokes-artigen Beitrags, wobei die Gitterdiskretisierung

dazu dient, den e�ektiven Stokes-Radius des Teilchens festzulegen. Dieser Zusammen-

hang l�asst sich dadurch best�atigen, dass man mehrere Simulationen bei verschiedenen

nackten Reibungskonstanten �bare und Gitterkonstanten a durchf�uhrt. Das Resultat ist

in Abb. 2.14 wiedergegeben, in der �a=�e� als Funktion von �a=�bare aufgetragen ist.

Die �Ubereinstimmung ist bemerkenswert gut. Der Parameter g wird damit zu g � 25

bestimmt, ein Wert, der universell f�ur die Methode bei gegebenem Gitter ist.
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Abbildung 2.14: Zusammen-
hang zwischen e�ektivem und
nacktem ReibungskoeÆzien-
ten eines Monomers bei ver-
schiedenen nackten Reibungs-
koeÆzienten �bare und Gitter-
konstanten a in Datenkollaps-
Darstellung. Simulation mit
Kopplung (b) bei einer Dich-
te von � = 0:85m=a3, m =
2M = 1:0, � = 2:8a2=h.

Die Gitterkonstante a tritt daher nicht nur als ein Parameter auf, der bestimmt, wie

fein die Diskretisierung der hydrodynamischen Gleichungen ist, sondern hat die zus�atz-

liche Bedeutung eines e�ektiven Stokes-Radius. Aus diesem Grund kann a nicht be-

liebig variiert werden: Eine zu kleine Gitterkonstante w�urde zu einer unphysikalisch

hohen Teilchenmobilit�at f�uhren, selbst wenn �bare sehr hoch ist. Dieser Sachverhalt

unterscheidet die Methode von gew�ohnlichen numerischen Verfahren zur L�osung der

hydrodynamischen Gleichungen, bei denen die L�osung systematisch mit feinerer Dis-

kretisierung genauer wird. Man kann dies als den Preis ansehen, den man daf�ur zahlt,

dass das einfache und schnell zu berechnende Konzept eines Punktteilchens eingef�uhrt

worden ist, das strikt gesprochen unphysikalisch ist. Au�erdem sollte angemerkt werden,
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dass �bare den Grad der Kopplung an das Str�omungsfeld wiedergibt. F�ur kleine �bare
gilt �bare � �e�, w�ahrend f�ur gro�e �bare der Stokes-Anteil dominiert, d.h. � e� � g�a.

Es sollte klar geworden sein, dass �bare keine physikalische Bedeutung hat, die Physik

steckt im e�ektiven ReibungskoeÆzienten. Dieser muss auch bei einem Vergleich mit

anderen Simulationen/Experimenten �ubereinstimmen, wobei man Gl. (2.190) benutzt.

2.7.2.6 Zusammenfassung der Methode

Die im letzten Abschnitt vorgestellte Methode hat folgende Vorteile:

� Die Kopplung der Fl�ussigkeit an ein Monomer geschieht rein lokal mit den

n�achsten Gitternachbarn. Werden zudem noch kurzreichweitige Wechselwirkungs-

potentiale zwischen den Monomeren verwendet, dann skaliert die Methode linear

mit der Zahl der Monomere.

� Das Konzept, den Volumenausschluss zwischen Monomer und Fl�ussigkeit zu ver-

nachl�assigen, d.h. die Monomere f�ur die Fl�ussigkeit als Punktteilchen zu betrach-

ten, erlaubt es, ein relativ grobes Gitter f�ur die LBG zu verwenden. Eine m.E.

vern�unftige Wahl ist, den Gitterabstand a so zu w�ahlen, dass zwei Monomere

gerade noch aufgel�ost werden k�onnen, d.h. a � b � d wobei b die Bindungsl�ange

und d den
"
Durchmesser\ eines Monomers bezeichnet.

� Alle physikalischen Parameter der Methode (�, kBT , �, �e� (bzw. �bare), sowie die

Potentiale Vpoly der Monomer-Monomer-Wechselwirkung) k�onnen aus den Ergeb-

nissen einer MD-Simulation mit expliziten L�osungsmittelteilchen bestimmt wer-

den. Die Verwendung der Hydrodynamik anstatt expliziter Teilchen kann als eine

Grobmittelung der Fl�ussigkeit angesehen werden, bei der die lokale Struktur der-

selben verloren geht. Es wird sich in Kapitel 3 zeigen, dass diese Tatsache einen

Zeitschritt f�ur die Simulation der Fl�ussigkeit erlaubt, der in CPU-Zeit-Einheiten

um etwa einen Faktor 20 gr�o�er ist als bei MD, w�ahrend der Gitterabstand in etwa

dem Abstand zweier Fl�ussigkeitsteilchen bei MD entspricht. Die Grobmittelung

erfolgt also in der Zeit, nicht im Raum.

� Die Verwendung einer rein dynamischen Kopplung von Fl�ussigkeit und Mono-

mer f�uhrt dazu, dass die Kettenstatistik durch die Anwesenheit der Fl�ussigkeit

nicht ver�andert wird. Bei der Modellierung der Fl�ussigkeit �uber Teilchen ist dies

nicht der Fall; die Wechselwirkungspotentiale stehen in ihrer Gesamtheit in der

Boltzmann-Verteilung des Gleichgewichtszustandes. Dies f�uhrt zu einem e�ek-

tiven Potential f�ur die Polymere, das sich von dem nackten Wechselwirkungs-

potential unterscheidet. Da man bei der Untersuchung des Skalenverhaltens der

Polymere an diesen nicht-universellen E�ekten i.A. nicht interessiert ist, bietet die

neue Methode folgenden Vorteil: Da das L�osungsmittel die Kettenstatistik nicht

beeinusst, kann die �Aquilibrierung der Polymere ohne Kopplung an die Fl�ussig-

keit durchgef�uhrt werden. Dazu k�onnen bspw. Monte-Carlo-Schritte sehr e�ektiv

verwendet werden, so dass sich ein erheblicher Geschwindigkeitszuwachs f�ur die
�Aquilibrierung ergibt. Dies wird in den weiteren Kapiteln ausgenutzt.
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Die wesentlichen Vorteile sind noch einmal in dem Schaubild 2.15 aufgezeigt.

ρ,kT

η,Dmono

Vpoly

V
mono

Monte Carlo Äquilibrierung

Grobmittelung Flüssigkeit

Abbildung 2.15: Schematische Darstellung der Vorteile der Methode.

Das Konzept, die Monomere in Bezug auf die Fl�ussigkeit als Punktteilchen anzusehen,

hat allerdings auch einige Nachteile:

� Es ist fraglich, ob sich die Teilchendichte des Gesamtsystems additiv aus der

Dichte der Monomere und der Fl�ussigkeit zusammensetzt. Solange erstere sehr

klein im Vergleich zu letzterer ist (verd�unnte Systeme), sollte dies jedoch kein

Problem darstellen. F�ur dichtere Systeme ist die Dichte, die in der LBG steht, eher

als die Gesamtdichte des Systems anzusehen. Die anschauliche Begr�undung daf�ur

ist, dass in der Methode das Monomer f�ur die LB-Fl�ussigkeit keine Ausdehnung

besitzt, in der Realit�at die Hydrodynamik aber weiterhin in einem dichten System

abl�auft. Die Dichte der Polymere wird gewisserma�en mit in diejenige Dichte

aufgenommen, die f�ur die Hydrodynamik von Bedeutung ist.

� Lokale Packungse�ekte zwischen Fl�ussigkeit und Polymeren existieren in der vor-

liegenden Form der Methode nicht.

� Der hydrostatische Druck der Fl�ussigkeit ist f�ur die Monomere nicht vorhanden.

Eine Erweiterung des Modells um Wechselwirkungspotentiale zwischen Monomer

und Fl�ussigkeit k�onnte dieses Manko beheben.
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In diesem Kapitel werden Ergebnisse von Computer-Simulationen einer einzelnen Poly-

merkette im L�osungsmittel pr�asentiert. Dabei werden vor allem die folgenden Aspekte

n�aher diskutiert:

� �Uberpr�ufung analytischer Theorien dieses Systems: Es stellt sich dabei heraus,

dass die Zimm-Theorie [4, 28] die Dynamik des Systems quantitativ richtig be-

schreibt, wenn
"
Finite-Size\-E�ekte mit in Betracht gezogen werden. Diese Er-

kenntnis ist bereits mit reiner Molekulardynamik, d.h. unter Verwendung expli-

ziter L�osungsmittelteilchen, gewonnen worden [9, 17, 78]. Einige neue Aspekte {

insbesondere die Durchf�uhrung der Rouse-Moden-Analyse { werden hier jedoch

vorgestellt.

� Vergleich der im vorigen Kapitel beschriebenen Simulationsmethode mit einer

Simulation des gleichen Systems mittels reiner Molekulardynamik (MD) [9]: Es

zeigt sich, dass die neue Methode um mehr als eine Gr�o�enordnung weniger CPU-

Zeit ben�otigt, ohne dass wesentliche Unterschiede in den Ergebnissen vorhanden

sind.

Nach einer kurzen Einleitung wird in Abschnitt 3.1 die zum weiteren Verst�andnis not-

wendige Theorie dargelegt, in Abschnitt 3.2 folgt die Analyse der Simulationsdaten. In

Abschnitt 3.3 werden die Resultate mit denen f�ur die reine MD-Simulation verglichen.

Die Ergebnisse dieses Kapitels sind zu einem gro�en Teil bereits vom Autor publiziert

worden [98].

3.1 Abriss der Theorie einer Einzelkette im L�osungsmittel

Das Verhalten einer exiblen Einzelkette von Monomeren ist von fundamentaler Bedeu-

tung f�ur die Polymerphysik, da ihr Verst�andnis die Basis f�ur die Analyse praktisch aller

komplizierterer Polymersysteme auf mesoskopischer Skala ist [3, 4]. Vernachl�assigt man

die hydrodynamische Wechselwirkung und die Volumenausschluss-Wechselwirkung, so

ist das Problem analytisch exakt l�osbar (Rouse-Modell). Die Ber�ucksichtigung einer

oder beider Wechselwirkungen macht es schon unm�oglich, ohne N�aherungen zu arbeiten.

Daraus ergibt sich die wesentliche Motivation f�ur Computer-Simulationen von Einzel-

ketten: Analytische Theorien dieser Systeme beruhen auf zum Teil unkontrollierbaren

Annahmen, die durch eine Simulation detailliert �uberpr�uft werden k�onnen.
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3.1.1 Statische Gr�o�en

Die statischen Eigenschaften einer Kette aus N Monomeren sind durch den Exponenten

� charakterisiert, der z.B. das Skalenverhalten f�ur den End-zu-End-Abstand

hR2
ei =

��
~RN � ~R1

�2�
/ N2� (3.1)

einer Einzelkette in Abh�angigkeit von N widerspiegelt. � ist von der Volumenausschluss-

Wechselwirkung abh�angig. Ohne sie erh�alt man exakt � = 0:5 (Irrug-Verhalten, im

Folgenden mit RW (engl.
"
Random Walk\) abgek�urzt), mit ihr erh�alt man � � 0:588

f�ur drei Dimensionen (selbstausschlie�ender Irrug, im Folgenden mit SAW (engl.

"
Self Avoiding Walk\) abgek�urzt). Dieser Wert ergibt sich aus Renormierungsgruppen-

Rechnungen und ist durch Monte-Carlo-Simulationen best�atigt worden [99]. Das gleiche

Skalenverhalten gilt f�ur den Gyrationsradius

hR2
gi =

1

2N2

X
ij

hr2iji; (3.2)

mit ~rij = ~Ri � ~Rj.

Eine weitere wichtige statische Gr�o�e ist der Strukturfaktor (auch Streufaktor genannt)

S(k) = N�1X
ij

D
exp

�
i~k � ~rij

�E
= N�1X

ij

�
sin (krij)

krij

�
; (3.3)

der in Streuexperimenten gemessen wird (z.B. [5, 100]). Im Skalenbereich R�1g �
k � a�10 (a0 bezeichne eine mikroskopische L�ange von der Gr�o�enordnung einer Bin-

dungsl�ange) gilt

S(k) / k�1=� : (3.4)

Man sollte allerdings beachten, dass alle diese Relationen exakt nur f�ur asymptotisch

gro�e N und kleine Monomerausdehnungen gelten. Diese Tatsache wird in Abschnitt 3.3

eine wichtige Rolle spielen.

3.1.2 Grundgleichungen zur Beschreibung der Dynamik

Neben der Dynamik, die sich auf Grund der direkten Wechselwirkung der Monome-

re �uber die Potentiale ergibt, ist insbesondere bei verd�unnten Polymerl�osungen der

Einuss des L�osungsmittels zu beachten. Die Dynamik der Wechselwirkung mit dem

L�osungsmittel wird i.a. unter der Annahme modelliert, dass die Relaxationsprozesse im

L�osungsmittel viel schneller sind als die der schnellsten Freiheitsgrade der Polymerkon-

formationen auf der mesoskopischen Skala des Kugel-Feder-Modells. Es bleiben dann

nur die Korrelationen in der Bewegung der Monomere auf Grund der hydrodynamischen

Wechselwirkung, die �uber den Impulstransport durch das L�osungsmittel entsteht. Im
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einfachsten Fall wird diese vernachl�assigt, ebenso wie die Impulsrelaxation der Mono-

mere, so dass sich Gleichungen vom Langevin-Typ ergeben,

d~Ri(t)

dt
= ��1

�
� @V

@ ~Ri

+ ~f

�
; (3.5)

wobei die stochastische Kraft ~f die Fluktuations-Dissipations-Relation (2.183) erf�ullt.

Dies ist die Gleichung eines Systems von brownschen Teilchen, bei der der Einuss des

L�osungsmittels nur noch durch den stochastischen Anteil gegeben ist.

Die hydrodynamischeWechselwirkung kann �uber einen Mobilit�atstensor
$
Lij ber�ucksich-

tigt werden, der die Geschwindigkeit ~Vi der Teilchen unter dem Einuss von Kr�aften
~Fj wiedergibt, d.h.

~Vi =
X
j

$
Lij (~rij)~Fj : (3.6)

Die zugeh�orige Langevin-Gleichung entspricht dem Ausgangspunkt f�ur Simulationen

der brownschen Dynamik, d.h. sie ist durch Gl. (2.168) mit
$
Lij=

$
Dij =kBT gegeben.

Auf Grund der technischen Schwierigkeiten im Umgang mit stochastischen Di�erenti-

algleichungen [77] ist es oft zweckm�a�ig, in das �aquivalente Fokker-Planck-Bild �uber

zu gehen. Dabei wird eine partielle Di�erentialgleichung f�ur die Wahrscheinlichkeit

P (f~Rig; tjf~R0
i
g; 0) betrachtet, den Zustand f~Rig zur Zeit t vorzu�nden, unter der Bedin-

gung, dass er zur Zeit t = 0 f~R0
i
g war. Die Fokker-Planck Gleichung (in der vorliegenden

Formulierung auch Smoluchowski-Gleichung genannt) lautet dann [4, 101]

@

@t
P
�n

~Ri

o
; t
���n~R0

i

o
; 0
�
= (3.7)

X
i;j

@

@ ~Ri

� $Dij

�n
~Ri

o� @

@ ~Rj

�
~Fj

kBT

!
P
�n

~Ri

o
; t
���n~R0

i

o
; 0
�
:

3.1.3 Der Di�usionstensor

S�amtliche hydrodynamische E�ekte einer Polymerl�osung sind im Rahmen einer Fokker-

Planck-Beschreibung im Di�usionstensor enthalten. Im einfachsten Fall, der im Rouse-

Modell vorliegt, gilt einfach

$
Dij= D0Æij

$
1 : (3.8)

Realistischere Ausdr�ucke erh�alt man aus hydrodynamischen �Uberlegungen. Man geht

aus von der station�aren, inkompressiblen, linearisierten Navier-Stokes-Gleichung

��~u(~r)�rP (~r) + ~f(~r) = 0 (3.9)

und der Kontinuit�atsgleichung, die wegen @t� = 0 zu

r � ~u(~r) = 0 (3.10)
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wird. Dabei bezeichnet ~f die Dichte einer �au�eren Kraft, die hier durch die Pr�asenz der

Monomere verursacht wird. In erster N�aherung betrachtet man diese als punktf�ormig,

d.h. f�ur ein Monomer am Ursprung gilt

~f = ~F Æ(~r): (3.11)

Mittels Fouriertransformation erh�alt man die L�osung [4]

~u(~r) =
$
T (~r) � ~F (3.12)

mit dem Oseen-Tensor

$
T (~r) =

1

8��r

�$
1 +r̂ 
 r̂

�
: (3.13)

Auf Grund von Gl. (3.6) kann man den Oseen-Tensor unter der Annahme haftender

Randbedingungen somit als den gesuchten Di�usionstensor interpretieren (bis auf den

Faktor kBT ). Allerdings kann dies nur f�ur i 6= j gelten, da der Oseen-Tensor f�ur r! 0

divergiert. In erster N�aherung benutzt man daher f�ur i = j den Ausdruck (3.8). Die sich

daraus insgesamt ergebende Fokker-Planck-Gleichung wurde erstmals von Kirkwood f�ur

Polymere untersucht [26, 27] und wird daher in der Literatur als kirkwoodsche Di�usi-

onsgleichung bezeichnet.

Die kirkwoodsche Di�usionsgleichung bildete den Ausgangspunkt f�ur Untersuchun-

gen zur Polymerdynamik in verd�unnten Systemen [3, 4, 26{28] sowie f�ur Brownsche-

Dynamik-Simulationen [75, 76, 102]. Sie wurde direkt aus der mikroskopischen Dynamik

hergeleitet (z.B. [103]), wobei der Projektionsoperator-Formalismus verwendet wird.

Auch die Herleitung des Di�usionstensors im Fokker-Planck-Formalismus ist �uber mi-

kroskopische Dynamik m�oglich [78]. Folgende Bemerkungen zur Anwendbarkeit sind

hier allerdings angebracht [78]:

� Bei kleinen Teilchenabst�anden treten die bereits in Abschnitt 2.7.1.1 erw�ahnten

negativen Eigenwerte des Di�usionstensors auf, die ein Artefakt der N�aherung

sind, dass ein Punktteilchen betrachtet wird. Diese Probleme k�onnen prinzipi-

ell auf mehrere Arten behoben werden, z.B. kann die endliche Ausdehnung eines

Monomers �uber eine Multipolentwicklung des hydrodynamischen Str�omungsfel-

des f�ur ein System von Kugeln systematisch in Ordnungen von r=a (a bezeich-

ne den Radius einer Kugel) berechnet werden [40, 104, 105]. Die sich ergeben-

den Di�usions-Tensoren sind jedoch so kompliziert, dass eine analytische L�osung

der Fokker-Planck-Gleichung unm�oglich erscheint; allerdings sind Brownsche-

Dynamik-Simulationen m�oglich [76].

� Bei steigendem Volumenanteil der Monomere in dem zu betrachtenden System ist

es nicht mehr richtig, Mehrk�orper-Wechselwirkungen zu vernachl�assigen. Deren

Berechnung ist in den oben zitierten Arbeiten zur Multipolentwicklung enthal-

ten. In diesem Zusammenhang sei auch Ref. [106] erw�ahnt, in der diese Tensoren

zur Berechnung von Anfangszerfallsraten in halbverd�unnten L�osungen benutzt

werden.
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� Ein prinzipielles Problem einer Theorie, die auf einer L�osung der station�aren

Navier-Stokes-Gleichung basiert, ist die daf�ur n�otige Zeitskalentrennung: Der Im-

pulstransport in der Fl�ussigkeit muss viel schneller vonstatten gehen als die Rela-

xation der Kettenkonformation. Legt man als schnellsten Freiheitsgrad der Kette

die Di�usion eines Monomers zu Grunde, f�uhrt dies direkt auf die Bedingung, dass

die Schmidt-Zahl Sc = �=D0 � 1 sein muss [78]. Umgekehrt bedeutet das f�ur ei-

ne Simulation, die Vorhersagen auf Grund der kirkwoodschen Di�usionsgleichung

�uberpr�ufen m�ochte, dass dieser Limes gegeben sein muss. Es l�asst sich allerdings

argumentieren, dass man nicht an den schnellsten Freiheitsgraden der Kette in-

teressiert ist, sondern am Skalenverhalten auf gr�o�eren L�angen bzw. Zeiten als

der eines Monomers. Die Di�usionskonstante D(l) eines Teils der Kette, der eine

L�ange l besitzt, skaliert im Zimm-Modell mit l�1 (s. Abschnitt 3.1.4). Es bietet
sich daher an eine l�angenskalenabh�angige Schmidt-Zahl Sc(l) = �=D(l) / l ein-

zuf�uhren. Diese ist dann immer gro� gegen Eins, wenn man sich f�ur Ph�anomene

auf gen�ugend gro�en L�angenskalen interessiert [22].

Die kirkwoodsche Di�usionsgleichung kann f�ur eine Einzelkette analytisch gel�ost wer-

den [4, 28, 107] (unter Verwendung entropischer Federn f�ur die Konnektivit�at), allerdings

nur unter vereinfachenden Annahmen. Die wesentliche ist das sog.
"
pre-averaging\, bei

der der ortsabh�angige Oseen-Tensor durch seinen Mittelwert im thermodynamischen

Gleichgewicht ersetzt wird. Die vollst�andige L�osung der kirkwoodschen Di�usionsglei-

chung unter diesen N�aherungen wurde von Zimm [28] durchgef�uhrt; daher bezeichnet

man in der Literatur dieses Modell als Zimm-Modell. Man erh�alt f�ur i 6= j

$
T ij (~rij)!

D$
T ij

E
=

1

6��

�
1

rij

�
$
1 : (3.14)

Die Gr�o�e �
1

RH

�
=

1

N2

*X
i6=j

1

rij

+
(3.15)

wird als hydrodynamischer Radius der Kette bezeichnet. Insbesondere ergibt sich daraus

wegen

DCM =
1

N2

X
ij

1

3
Tr
D$
Dij

E
(3.16)

f�ur die Schwerpunkts-Di�usionskonstante

D
(K)
CM =

D0

N
+
kBT

6��

�
1

RH

�
: (3.17)

Der Index (K) soll deutlich machen, dass dieser Ausdruck aus der kirkwoodschen Di�u-

sionsgleichung abgeleitet ist und damit das Kurzzeitverhalten in ihrem Rahmen angibt.

Der erste Term auf der rechten Seite ist gerade die Schwerpunkts-Di�usionskonstante

des Rouse-Modells, der zweite Term r�uhrt von der hydrodynamischen Wechselwirkung.
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Letzterer dominiert f�ur lange Ketten, da RH / N� . Man beachte die Analogie zum

stokesschen Gesetz, d.h. eine Polymerkette di�undiert im Zimm-Modell wie eine Ku-

gel mit dem hydrodynamischen Radius RH . F�ur eine eingehendere Berechnung von

Observablen im Zimm-Modell sei auf [4, 28, 108{110] verwiesen; Renormiersgruppen-

Rechnungen �nden sich in [111]. Hier soll nur das Skalenverhalten kurz beschrieben

werden.

3.1.4 Dynamisches Skalen im Zimm-Modell

Die dynamischen Eigenschaften sind durch den Exponenten z charakterisiert, der z.B.

die Reorientierungszeit �R der Kette mit deren Gr�o�e verkn�upft, �R / Rz
e . Je nach zu

Grunde liegendem Modell wird sie unterschiedlich bezeichnet: Im Zimm-Modell Zimm-

Zeit, im Rouse-Modell Rouse-Zeit. Ihr Skalenverhalten ergibt sich aus der Relation

DCM =
R2
g

�R
: (3.18)

Einsetzen der kirkwoodschen Di�usionskonstanten D
(K)
CM aus Gleichung (3.17) liefert f�ur

lange Ketten z = 3, unabh�angig vom Exponenten � f�ur die Statik. Man vergleiche dies

mit dem Wert z = 2+1=�, den man durch Einsetzen der Di�usionskonstante D / N�1

im Rouse-Modell erh�alt.

Das Skalenverhalten des mittleren Verschiebungsquadrates h(�~Ri(t))
2i von Monomer

i erh�alt man aus folgender �Uberlegung: h(�~Ri)
2i � Dt wird verallgemeinert auf Zei-

ten t < �R f�ur die Monomerbewegung. Allerdings ist D dann zeitabh�angig und auf

Grund der hydrodynamischen Wechselwirkung gegeben durch die Di�usionskonstante

einer Kugel mit Radius

q
h(�~Ri(t))2i, d.h. D � 1=

q
h(�~Ri(t))2i. Das intuitive physi-

kalische Bild ist dabei, dass ein Monomer diejenigen Monomere mitbewegt, die sich in

der betrachteten Kugel be�nden. Insgesamt gilt daher

g1(t) �
��

�~Ri(t)
�2�

/ t2=3 (t0 � t� �R); (3.19)

mit einer mikroskopischen Zeit t0 von der Gr�o�enordnung, die ein Monomer ben�otigt,

um sich di�usiv um eine L�ange der Gr�o�enordnung seiner eigenen Ausdehnung zu be-

wegen. Das Verhalten (3.19) liegt so lange vor, wie h(�~Ri(t))
2i � R2

g, danach geht D

in die Schwerpunkts-Di�usionskonstante �uber, d.h.��
�~Ri(t)

�2�
/ t (t� �R): (3.20)

Eine analoge Betrachtung im Rouse-Modell f�uhrt zu dem gleichen Langzeitverhalten

(t� �R) und

g1(t) / t2=(2+1=�) (t0 � t� �R): (3.21)

Das Skalenverhalten des dynamischen Strukturfaktors

S(k; t) =
1

N

X
ij

D
exp

�
i~k �

h
~Ri(t)� ~Rj(0)

i�E
(3.22)
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ist ausf�uhrlich beispielsweise in [4, 78] dargestellt, daher soll hier nur das Ergebnis zitiert

werden:

S(k; t) = S(k; 0)f(kzt) (R�1g � k � a�10 ; t0 � t� �R): (3.23)

Schlie�lich sollen noch die sog. Rouse-Moden betrachtet werden. Sie sind als die (un-

abh�angigen) Eigenmoden des Rouse-Modells ohne Volumenausschluss-Wechselwirkung

de�niert. Im Fall einer diskreten Kette gilt [112]

~Xp = N�1
NX
n=1

~Rn cos

�
p�

N
(n� 1

2
)

�
; (p � 1): (3.24)

Ihre Bedeutung kann etwas allgemeiner wie folgt begr�undet werden [113]: Auf Grund

der (bis auf Ende�ekte erf�ullten) Translationsinvarianz bez�uglich des Monomerindexes

muss die Korrelationsfunktion h ~Xp(t+ t0) ~Xq(t0)i (p 6= q) auf jeden Fall klein sein, ganz

gleich bei welcher Kettenstatistik und Dynamik, so dass die Moden als unabh�angige

Moden auch jenseits des RW-Rouse-Modells angesehen werden k�onnen. F�ur ein Ring-

polymer kann dies streng gezeigt werden, weil in diesem Fall eine strikte Invarianz der

Kette unter der Transformation n ! n+ 1 gegeben ist, so dass die Rouse-Moden (die

dann etwa durch cos (2p�n=N + �=4) anstatt des cos in Gl. (3.24) de�niert werden

k�onnen [114]) Eigenfunktionen unter dieser Transformation sind. Daher sollte man {

falls Ende�ekte nicht zu stark sind { auch f�ur das SAW-Zimm-Modell unabh�angige

Rouse-Moden erwarten. Das Skalenverhalten der KorrelationsfunktionD
~Xp(t+ t0) ~Xp(t0)

E
D
~X2
p

E = f(t=�p) (3.25)

f�ur p = q ergibt sich aus der �Uberlegung, dass f�ur p = 1 die Rouse-Mode einer L�ange

der Gr�o�enordnung des End-zu-End-Abstands im Ortsraum entspricht, f�ur die die Kor-

relationszeit �1 = �R / N z� ist. Die p-te Mode kann nun als �aquivalent zu einer Kette

der L�ange N=p angesehen werden, so dass direkt

�p = �Rp
��z (3.26)

folgt. Allerdings zeigt eine genauere Rechnung, die in Anhang A.3 durchgef�uhrt wird,

dass eine schwache Korrektur zu diesem Skalenverhalten vorliegt. Die Abweichungen

sind vermutlich darauf zur�uckzuf�uhren, dass das einfache Bild von Subketten der L�ange

N=p nicht v�ollig richtig ist. Eine quantitative Analyse anhand der Simulationsdaten

erfolgt in Abschnitt 3.2.3.

3.2 Die Einzelkettensimulation

3.2.1 Eingabeparameter

Die physikalischen Eingabeparameter f�ur die Simulation sollen s�amtlichst aus Ergeb-

nissen bzw. Parametern der reinen MD-Simulation mit expliziten L�osungsmittelteilchen
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von D�unweg und Kremer [9] bestimmt werden. Dadurch kann man Ergebnisse der bei-

den Methoden quantitativ vergleichen (s. Abschnitt 3.3). Die simulierten Kettenl�angen

sind daher N = 30, N = 40 und N = 60 bei einer zugeh�origen L�ange der kubischen

Simulationsbox von L = 18, L = 18 und L = 22.

Das Polymer besteht aus repulsiven Lennard-Jones-Monomeren, die durch nichtlinea-

re, endlich dehnbare, elastische Federn (FENE-Potential) miteinander zu einer Kette

verbunden sind [6, 8{10]:

VLJ = 4�

���
r

�12
�
��
r

�6
+
1

4

�
(r < 21=6�) (3.27)

VFENE = �kR
2
0

2
ln

 
1�

�
r

R0

�2!
(r < R0):

Um die Volumenausschluss-Wechselwirkung zu modellieren, wirkt das gleiche Lennard-

Jones-Potential zwischen allen Monomeren. Die Parameter �, � und die Masse M eines

Monomers de�nieren das Einheitensystem dieses Kapitels. Aus Ref. [9] entnimmt man

die Werte k = 7:0 und R0 = 2:0 f�ur die Potentiale, und f�ur die Fl�ussigkeit � = 0:86,

kBT = 1:2 und � = 2:8. Die Masse der Fl�ussigkeitsteilchen m ist unwichtig, ihr Wert

kann durch Umskalierung der ni beliebig variiert werden. F�ur die Integration des MD-

Teils ist ein Zeitschritt von �t = 0:01 optimal.

Es sollte schon an dieser Stelle angemerkt werden, dass durch die Wahl der gleichen

Potentiale die statischen Eigenschaften der Kette nicht identisch sein m�ussen: Im MD-

Fall gibt es einen zus�atzlichen Einuss der L�osungsmittelteilchen, der in der neuen

Methode nicht existiert. Dies wird plausibel, wenn man sich vor Augen h�alt, dass die

Konformationsstatistik des Polymers ohne explizite L�osungsmittelteilchen durch die

Boltzmann-Verteilung gegeben ist, in der das Intraketten-Potential (3.27) im Expo-

nenten auftritt. Im Falle expliziter L�osungsmittelteilchen stehen prinzipiell die Frei-

heitsgrade der L�osungsmittelteilchen mit im Exponenten. Man kann diese Freiheitsgra-

de zwar ausintegrieren, erh�alt dann aber ein e�ektives Intraketten-Potential, das sich

von (3.27) unterscheidet. Eine quantitative Auswertung der Unterschiede �ndet sich in

Abschnitt 3.3.

Die Gitterkonstante wurde auf a = 1:0 gesetzt, was in etwa der Bindungsl�ange und dem

mittleren Abstand zweier Fl�ussigkeitsteilchen in der LJ-Fl�ussigkeit entspricht. Dadurch

k�onnen zwei Monomere gerade noch durch das Interpolationsverfahren zur Berechnung

der Kraft zwischen Monomer und Fl�ussigkeit aufgel�ost werden. Dieser Wert ist intuitiv,

jedoch nicht zwingend festgelegt. Im Prinzip m�ochte man a so gro� wie m�oglich w�ahlen,

da der Rechenzeit-Aufwand f�ur identisches Volumen mit a�3 skaliert. Ein Test zur

Abh�angigkeit der Ergebnisse von a �ndet sich in Abschnitt 3.3.

Bei der obigen Wahl von �, a und � folgt der nackte ReibungskoeÆzient aus Gl. (2.190)

und dem Wert der Monomerdi�usionskonstanten D0 = 0:076 aus der reinen MD. Man

erh�alt �bare = 20:8. Ein eher technisches Detail ist allerdings zu ber�ucksichtigen: In der

reinen MD-Simulation aus Ref. [9] ist die Masse eines KettenmonomersM = 2:0, die der

L�osungsmittelteilchen m = 1:0, wohingegen in der neuen Methode M = 1:0, m = 0:5

ist. Allerdings wurde auch ein Monomer mit M = 1:0 benutzt, um den Wert g = 25

aus Gleichung (2.190) zu bestimmen. Daher stimmen auf der Skala der brownschen
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Bewegung die Di�usionskonstanten unabh�angig von der Wahl der Masse �uberein, so

dass Abweichungen auf Grund der unterschiedlichen Masse nur f�ur sehr kleine Zeiten

im ballistischen Regime relevant sind, f�ur die die Dynamik beider Methoden aber auf

jeden Fall voneinander abweicht.

Der Zeitschritt h f�ur den LB-Teil der Simulation muss a priori nicht gleich dem MD-

Zeitschritt �t = 0:01 gesetzt werden. Nat�urlich m�ochte man h m�oglichst gro� w�ahlen,

da die Fl�ussigkeitssimulation den Hauptanteil der Rechenzeit ausmacht. Testsimulatio-

nen haben gezeigt, dass bei zu gro�em h die Wahrscheinlichkeit stark ansteigt, dass

ni auf Grund der Fluktuationen kleiner als Null wird, vor allem nahe der Monomere.

Dies wird hier als unphysikalisch angesehen (es gibt dazu andere Meinungen, vergleiche

etwa die Diskussion eines H-Theorems f�ur die LBG in [45{47]). Negative Besetzungs-

zahlen k�onnen im stochastischen Fall immer auftreten, jedoch mit starker Abh�angigkeit

vom Zeitschritt. Bei einem Zeitschritt h = 0:01 konnte im Rahmen der durchgef�uhr-

ten Simulationen kein Fall negativer ni beobachtet werden. F�ur h = 0:05 wurde f�ur

etwa jede 104te Zufallszahl ein ni negativ. Dieses Problem wird umgangen, indem in

solch seltenen F�allen eine neue Zufallszahl gezogen wird, was nat�urlich leicht die Wahr-

scheinlichkeitsverteilung des simulierten Rauschens ver�andert (s. gemessener Wert f�ur

die Temperatur in Tabelle 3.1), aber insofern gerechtfertigt ist, als dass dieser Fall sehr

selten auftritt. F�ur h = 0:06 muss schon jede 200te Zufallszahl neu gezogen werden, was

inakzeptabel erschien. Um den Einuss des Zeitschrittes n�aher zu untersuchen, wurde

f�ur das kleinste System N = 30 auch eine Simulation mit h = 0:01 durchgef�uhrt.

Den ersten Test f�ur die Konsistenz des Algorithmus liefert die Messung der Temperatur

der Monomere �uber kBTgemessen = [2=(3N)]Ekin. Die Werte liegen bei h = 0:05 etwa

5% zu hoch. F�ur den kleinen Zeitschritt h = 0:01 ist der Fehler signi�kant kleiner, so

dass die Abweichung als Diskretisierungsfehler angesehen werden kann. Die Ergebnisse

sind in Tabelle 3.1 zusammengefasst.

3.2.2 Statische Eigenschaften

Der Gyrationsradius (3.2) und der End-zu-End Abstand (3.1) erm�oglichen es prinzipi-

ell, den statischen Skalenexponenten � zu bestimmen; allerdings w�urde dies eine gro�e

Zahl von Simulationen in einem gro�en Bereich von N erfordern. Eine geeignetere Gr�o�e

zu diesem Zweck ist der statische Strukturfaktor (3.3), der verschiedene L�angenskalen

einer Kette vermisst. Die Daten sind in Abb. 3.1 aufgetragen. Im Skalenbereich der

Kette R�1g � k � a�10 sollte das Skalenverhalten S(k) / k�1=� gelten. Durch Anpas-

sung eines Potenzgesetzes erh�alt man die Werte aus Tabelle 3.1, die etwa 6% �uber dem

asymptotisch korrekten Wert � � 0:588 liegen. Eine solche Abweichung ist f�ur Ketten

der vorhandenen L�ange nichts Ungew�ohnliches [115] und auf die endliche Kettenl�ange

und Monomergr�o�e zur�uckzuf�uhren. In Abb. 3.1 ist auch der Strukturfaktor einer Simu-

lation ohne LBG aufgetragen. Man erwartet (vgl. Abschnitt 2.7.2.6), dass die statischen

Eigenschaften der Kette durch die LB-Methode mit rein dynamischer Ankopplung an

die Monomere �uber die Geschwindigkeiten nicht beeinusst werden, d.h. dass die sta-

tischen Strukturfaktoren �ubereinstimmen (bis auf eventuelle Diskretisierungsfehler, die

f�ur die Kette mit LB-Fl�ussigkeit etwas anders sein k�onnten). Die Daten best�atigen diese
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Vermutung. Diese Tatsache ist �au�erst wichtig f�ur den Anwendungsbereich der Metho-

de: Die statischen Konformationen der Polymerketten werden durch die LB-Fl�ussigkeit

nicht ver�andert, daher k�onnen �aquilibrierte Ketten ohne Fl�ussigkeit generiert werden

und dann mit Fl�ussigkeit simuliert werden. Nat�urlich muss sich die hydrodynamische

Wechselwirkung aufbauen, bevor Daten aufgenommen werden d�urfen, ein Prozess, der

im Vergleich zur Relaxation der Ketten allerdings sehr schnell vonstatten geht; es gilt

f�ur die Zeit tH , die der Fl�ussigkeitsimpuls ben�otigt, um eine L�ange L zu di�undieren,

tH � L2=�. In Kapitel 4 und 5 wird dies ausgenutzt, um Anfangskonformationen zu

erzeugen.
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)

N=30, h=0.05
N=40, h=0.05
N=60, h=0.05
N=30, ohne HD

Abbildung 3.1: Statischer Strukturfaktor der Ketten. Die Abk�urzung HD steht hier
f�ur Hydrodynamik

Der hydrodynamische Radius, gegeben durch Gl. (3.15), ist eine interessante Gr�o�e, weil

die Kirkwood-Formel (3.17) f�ur die Schwerpunkts-Di�usionskonstante von seinem Wert

abh�angt. F�ur die �Uberpr�ufung der G�ultigkeit von (3.17) ist es von entscheidender Be-

deutung, Finite-Size-E�ekte zu ber�ucksichtigen [9, 78], die durch die hydrodynamische

Wechselwirkung mit den periodischen Bildern entstehen. Zu diesem Zweck de�niert man

einen e�ektiven hydrodynamischen Radius bei einer Boxl�ange L, im folgenden bezeich-

net mit h1=RHiL. h1=RH i1 sei dabei durch (3.15) gegeben. Ganz allgemein erwartet

man einen Finite-Size-E�ekt der Ordnung L�1 f�ur jede dynamische Gr�o�e, weil die hy-
drodynamische Wechselwirkung mit r�1 abklingt. Eine ausf�uhrliche Beschreibung der

Vorgehensweise zur Berechnung der Finite-Size-Korrekturen �ndet sich in [78, 116], so

dass man sich an dieser Stelle auf die wesentlichen Punkte konzentrieren kann. Man

geht aus vom Di�usionstensor, der sich aus der Oseen-N�aherung (3.13) ergibt. Bei einer
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Simulationsbox der L�ange L gilt

$
Dij �

$
D(~rij) =

kBT

�L3

X
~k 6=0

$
1 � k̂ 
 k̂

k2
exp(i~k � ~rij) (i 6= j); (3.28)

wobei ~k = 2�~n=L (jede Komponente von ~n durchl�auft alle ganzen Zahlen) und k̂ ein

Einheitsvektor in Richtung ~k ist. F�ur i = j ist der Di�usionstensor in der kirkwood-

schen Di�usionsgleichung durch D0 gegeben, hinzu kommen bei endlicher Boxgr�o�e die

Beitr�age durch die hydrodynamische Selbstwechselwirkung, d.h.

$
Dii = D0

$
1 + lim

~r!0

�
$
D(~r)� kBT

8��r
(
$
1 + r̂ 
 r̂)

�
: (3.29)

Die beiden letzten Gleichungen k�onnen mit Hilfe von Ewald-Summen auf dem Compu-

ter eÆzient berechnet werden. F�ur die Schwerpunkts-Di�usionskonstante (3.16) ergibt

sich [78]

DCM;L =
D0

N
� 2:837 kBT

6��LN
+

1

3N2

X
i6=j

Tr
D$
Dij

E
; (3.30)

was durch Vergleich mit der Kirkwood-Formel (3.17) den e�ektiven hydrodynamischen

Radius bei endlicher Boxgr�o�e de�niert, d.h.

DCM;L � D0

N
+
kBT

6��

�
1

RH

�
L

: (3.31)

RH wird durch die periodischen Bilder gr�o�er. F�ur die hier vorliegenden Boxgr�o�en ist

der Unterschied zwischen hR�1
H
iL und hR�1

H
i1 etwa ein Faktor zwei (s. Tabelle 3.1).

3.2.3 Dynamische Eigenschaften

Zuerst soll die Schwerpunkts-Di�usionskonstante untersucht werden. Sie wird �uber das

mittlere Verschiebungsquadrat des Schwerpunktes

g3(t) =

��
~RCM(t0 + t)� ~RCM(t0)

�2�
(3.32)

gemessen (Abb. 3.2). Durch Anpassung eines Potenzgesetzes erh�alt man den Exponen-

ten und die Di�usionskonstante aus Tabelle 3.1. Der Exponent best�atigt die Vorhersage

eines einfachen di�usiven Verhaltens (t1). Theoretisch erwartet man zwei unterschied-

liche di�usive Regime mit unterschiedlichen Di�usionskonstanten und einem glatten
�Ubergang bei der Zimm-Zeit. Die Daten erlauben jedoch nicht, dies zu best�atigen.

Das ist nicht weiter �uberraschend, da die Kurzzeit- und Langzeit-Di�usionskonstante

nahe beieinander liegen sollten [20, 80, 117]. Im Prinzip kann das Skalenverhalten

DCM / N�� des Zimm-Modells �uberpr�uft werden, wiederum w�urde dies jedoch die Si-

mulation von Ketten mit sich stark unterscheidenden L�angen erfordern. Zudem gibt es

neben den sehr gro�en Finite-Size-E�ekten gro�e Korrekturen zum Skalenverhalten auf
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Abbildung 3.2: Mittleres Verschiebungsquadrat der Kettenschwerpunkte.

Grund endlicher Kettenl�ange und Monomergr�o�e [9, 118]. Daher soll hier die Kirkwood-

Formel n�aher untersucht werden, und zwar in ihrer korrigierten Form Gl. (3.30), die

den Einuss endlicher Boxgr�o�e und Kettenl�ange enth�alt. Au�osen dieser Gleichung

nach D0 liefert die Werte, die in Tabelle 3.1 angegeben sind. Diese sind zu vergleichen

mit dem Eingabewert D0 = 0:076; die Abweichungen (. 20%) sind gering, wenn man

bedenkt, dass zwei Terme von etwa gleicher Gr�o�e (DCM;L und kBT hR�1H i=(6��)) von-
einander abgezogen werden, der Fehler also recht hoch sein wird. Zudem gilt (3.30) nur

im Rahmen der kirkwoodschen Di�usionsgleichung in Oseen-N�aherung, so dass man die

recht gute �Ubereinstimmung durchaus so au�assen kann, dass die kirkwoodsche Theorie

trotz aller Kritikpunkte quantitativ die richtige Dynamik auch �uber das Skalenverhalten

hinaus wiedergibt. Man beachte, dass die �Ubereinstimmung inakzeptabel ist, wenn die

Finite-Size-Korrekturen nicht ber�ucksichtigt werden. Insbesondere erh�alt man negative

Werte f�ur D0 aus der Kirkwood-Formel (3.17).

Das Skalenverhalten des Zimm-Modells l�asst sich an verschiedenen Gr�o�en �uberpr�ufen.

Beispielsweise folgt das mittlere Verschiebungsquadrat g1(t) eines Monomers dem Ska-

lenverhalten (3.19). Um Ende�ekte zu unterdr�ucken, ist g1 nur f�ur ein Monomer in der

Mitte der Ketten aufgenommen worden (s. Abb. 3.3). Der Skalenbereich wird nun an-

hand der Abbildung grob zu 20 � t � 80 abgesch�atzt (der gleiche Bereich wurde auch in

Ref. [9] verwendet). Die Anpassung eines Potenzgesetzes ergibt Werte f�ur den Exponen-

ten, die nur um bis zu 5% vom asymptotischen Wert 2=3 des Zimm-Modells abweichen.

Im Vergleich dazu sind die Abweichungen vom Rouse-SAW-Wert 0:54 erheblich gr�o�er.

Die Zimm-Zeit �R kann �uber das mittlere Verschiebungsquadrat eines Monomers im



80 Flexible Einzelkette

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

t

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

g 1(
t)

N=30, h=0.05
N=40, h=0.05
N=60, h=0.05
N=30, h=0.01

Abbildung 3.3: Mittleres Verschiebungsquadrat des mittleren Monomers der Ketten.

Schwerpunktssystem,

g2(t) =

��h
~ri(t+ t0)� ~RCM(t+ t0)

i
�
h
~ri(t0)� ~RCM(t0)

i�2�
;

(3.33)

abgesch�atzt werden, das in Abb. 3.4 dargestellt ist. Bei der Zimm-Zeit erwartet man

den �Ubergang von subdi�usivem t2=3-Verhalten in ein Plateau. Wie man aus Abb. 3.4

erkennt, ist dieser �Ubergangsbereich jedoch sehr breit, so dass es schwierig ist, einen

Zeitpunkt daf�ur anzugeben. Eine andere M�oglichkeit die Zimm-Zeit abzusch�atzen ist

die Verwendung von Gl. (3.18), d.h. die Zimm-Zeit einfach aus der Di�usionskonstante

und dem Gyrationsradius zu bestimmen. Dies f�uhrt zu den Werten in Tabelle 3.1

Wie in Abschnitt 3.1 beschrieben, sollten die Rouse-Moden (3.24) in guter N�aherung

auch f�ur das SAW-Zimm-Modell voneinander unabh�angig sein. Diese Aussage wird

durch die Daten untermauert, wie aus Abb. 3.5 ersichtlich ist, in der die Korrelati-

onsfunktionen h ~Xp(t+ t0) ~Xq(t)i der Rouse-Moden f�ur verschiedene p und q aufgetragen

sind. Die normierte Autokorrelationsfunktion der Rouse-Moden sollte das Skalenverhal-

ten (3.25), (3.26) aufweisen. Eine genauere Rechnung f�ur die Anfangszerfallsrate

��1p = �p = � d

dt

0
@
D
~Xp(t) ~Xp(0)

E
D
~X2
p

E
1
A
������
t=0

(3.34)

im Rahmen der Kirkwood-Zimm-Theorie wird in Anhang A.3 durchgef�uhrt. Die li-

neare Antworttheorie erlaubt es dabei, lediglich statische Mittelungen durchf�uhren zu

m�ussen. Dazu ist allerdings erforderlich, den Di�usionstensor explizit zu spezi�zieren;
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Abbildung 3.4: Mittleres Verschiebungsquadrat des mittleren Monomers der Ketten
im Schwerpunktssystem.

wir verwenden dazu im Anhang den Oseen-Tensor bei endlicher Boxgr�o�e, Gl. (3.28)

und (3.29). Die Ergebnisse der Rechnung aus Anhang A.3 zeigen:

� Der Finite-Size-E�ekt in diesem Fall ist nur von der Ordnung L�3 (so dass er

im Folgenden vernachl�assigt wird), und nicht wie sonst O(L�1). Dieses Ergebnis
bleibt �uber die verschiedenen N�aherungen des Anhangs hinaus g�ultig; das physika-

lische Bild ist, dass f�ur die Rouse-Moden der Beitrag der globalen Schwerpunkts-

bewegung der Kette subtrahiert wird, da Moden entlang der Kette betrachtet

werden. Daher f�allt der f�uhrende Term der hydrodynamischen Wechselwirkung

mit den periodischen Bildern weg, es bleibt lediglich eine dipolartige Wechselwir-

kung. Im oberen Teil von Abb. 3.6 ist daher die Autokorrelation als Funktion von

�pt aufgetragen, wobei �p direkt aus den Kettenkonformationen unter Verwen-

dung der linearen Antworttheorie und des Oseen-Tensors bestimmt wurde (vgl.

Anhang). Man erkennt, dass die Oseen-Formel den Abfall recht gut wiedergibt; je-

doch ist der Datenkollaps nicht �uberzeugend. Zudem erkennt man eine Kr�ummung

in der halblogarithmischen Darstellung, was einen nicht-exponentiellen Zerfall na-

he legt.

� Es existiert im Rahmen der N�aherungen des Anhangs eine (recht schwache) Kor-

rekturfunktion r(p) zum Skalenverhalten �p / p��z. Die Autokorrelation als Funk-
tion von p�zt bzw. p�zt r(p) ist in den beiden unteren Graphen von Abb. 3.6 dar-

gestellt. Mit der Korrektur erh�alt man einen erstaunlich guten Datenkollaps, im

Gegensatz zu der nicht-korrigierten Auftragung. Im Prinzip sollte man den besten

Kollaps dort erwarten, wo die wenigsten Annahmen eingingen, also in der ober-



82 Flexible Einzelkette

0 1000 2000
t 

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

<
X

p(
t)

X
q(

0)
>

p=3, q=3
p=1, q=2
p=1, q=3
p=2, q=3

Abbildung 3.5: Korrelationsfunktion verschiedener Rouse-Moden in Abh�angigkeit von
der Zeit f�ur die Kette mit N = 40.

sten der drei Auftragungen. Es scheint, als ob sich im untersten Graphen Fehler

gegenseitig wegheben. Die absoluten Werte der Zerfallsrate stimmen recht gut mit

den Rechnungen des Anhangs �uberein: Dem untersten Plot entnimmt man einen

Wert von 3�10�4p3�r(p), Gl. (A.48) sagt einen Wert von 5:4�10�4p3�r(p) voraus,
wobei f�ur die Bestimmung des Vorfaktors RW-Verhalten und eine Bindungsl�ange

b3 = 2:0 (bestimmt aus den Werten f�ur R2
e �uber R

2
e = b2N2�) angenommen wurde.

Der dynamische Strukturfaktor S(k; t) sollte dem Skalenverhalten (3.23) gen�ugen. Die

expliziten Rechnungen auf der Basis der Kirkwood-Zimm-Theorie (exakt unter Ver-

wendung des RW-Rouse-Modells, und unter der sog.
"
linearization approximation\ im

Zimm-Fall) [4, 108] ergeben au�erdem, dass eine exponentielle Abh�angigkeit bez�uglich

(kzt)2=z vorliegt, wenn �kt� 1, wobei �k die (k-abh�angige) Zerfallsrate ist. Um neben

dem Skalenverhalten auch diese Vorhersage zu �uberpr�ufen, tr�agt man sinnvollerweise

S(k; t)k1=� gegen (kzt)2=z auf. F�ur den richtigen Exponenten z erwartet man bei halb-

logarithmischer Skala einen Datenkollaps auf eine Gerade. F�ur die l�angste Kette sind

derartige Graphen f�ur drei verschiedene Exponenten in Abb. 3.7 dargestellt. Die Da-

ten wurden auf die Skalenbereiche 20 � t � 80 und 0:7 � k � 2 beschr�ankt, die aus

dem mittleren Verschiebungsquadrat eines Monomers und dem statischen Strukturfak-

tor bestimmt wurden. Zudem wurden Daten nicht ber�ucksichtigt, f�ur die S(k; t) < 0:01

war. Die Abbildung macht deutlich, dass der Kollaps f�ur den Zimm-Exponenten z = 3

wesentlich besser ist als f�ur den SAW-Rouse-Exponenten z � 3:7. Den besten Daten-

kollaps erh�alt man f�ur z = 2:8. Solch ein etwas kleinerer e�ektiver Wert wird auch

in Experimenten [3] und anderen Simulationen [17] beobachtet. Die Vermutung liegt

nahe, dass die Ursache Korrekturen zum Skalenverhalten sind. In Ref. [119] wird spe-

kuliert, ob die Abweichungen durch die nicht-verschwindende Persistenzl�ange der Poly-
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Abbildung 3.6: Normierte Autokorrelationsfunktion der Rouse-Moden ~Xp f�ur die Ket-
te mit N = 60. Im oberen Teil wird �pt als Skalenargument verwendet, wobei �p direkt
aus den Kettenkonformationen berechnet wurde. Im mittleren Teil wird das (naive)
Skalenargument pz�t verwendet, w�ahrend der untere Teil die Korrekturfunktion r(p)
ber�ucksichtigt (s. Anhang A.3).
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mere hervorgerufen werden, weil f�ur semiexible Polymere z = 8=3 gilt. Eine Simulation

ohne Volumenausschluss-Wechselwirkung k�onnte dar�uber Aufschluss geben. In diesem

Zusammenhang soll auch auf die Resultate aus Kapitel 5 verwiesen werden, wo halb-

verd�unnte L�osungen sehr langer exibler Ketten untersucht werden und sich zeigt, dass

dann das asymptotische z = 3 exakter erf�ullt ist.

Es stellt sich die Frage, weshalb Finite-Size-E�ekte f�ur den dynamischen Strukturfaktor

im Skalenbereich scheinbar keine wesentliche Rolle spielen. Eigentlich f�uhrt die zus�atz-

liche L�angenskala L zu einer Funktion S = S(k; t; L), und das Skalenverhalten wird

dadurch zerst�ort. Der Einuss kann abgesch�atzt werden, indem man die Anfangszer-

fallsrate des dynamischen Strukturfaktors auf �ahnliche Weise berechnet, wie dies im

Anhang A.3 f�ur die Rouse-Moden durchgef�uhrt wurde. Genauer: Man untersucht die

Akcasu-Formel f�ur den k abh�angigen Di�usionskoeÆzienten [108, 120]

D(k; L) =

P
ij

D
k̂ � $Dij � k̂ exp(i~k~rij)

E
P

ij

D
exp(i~k~rij)

E ; (3.35)

dessen L-Abh�angigkeit aus (3.28) f�ur
$
Dij folgt.D(k; L) kann mit der Anfangszerfallsrate

des dynamischen Strukturfaktors in Beziehung gebracht werden, es gilt

D(k; L) = � lim
t!0

1

k2t
ln

�
S(k; t; L)

S(k; 0; L)

�
: (3.36)

Die Details der Rechnung �nden sich in Ref. [9], das wesentliche Ergebnis ist folgendes:

Der f�uhrende Term der Korrekturen ist von der Ordnung L�1 und unabh�angig von k.

Da der Beitrag f�ur L = 1 im Skalenregime jedoch proportional zu k ist, kann man

folgern, dass das Skalenverhalten zerst�ort wird, aber der relative Beitrag der Finite-

Size-Korrekturen mit zunehmendem kL abnimmt. F�ur den hydrodynamischen Radius

betr�agt ihr Anteil wie vorhin gezeigt etwa 100%, d.h. im Limes k ! 0. Im Skalenbereich

ist man n�aher am Grenzfall kL!1, was vermutlich der Grund f�ur die relativ kleinen

Finite-Size E�ekte in diesem Regime ist.

3.3 Vergleich mit reiner Molekulardynamik

3.3.1 EÆzienz

Da das System sehr verd�unnt ist, kann der Beitrag zur Rechenzeit auf Grund des Po-

lymers vernachl�assigt werden. Auf einem EV5.6 Prozessor eines 433 MHz DEC Alpha

Servers 8400 werden f�ur das LB-Programm 3:1 � 105 Gitterpunkt-Berechnungen pro

Sekunde erreicht. Um diese Zahl mit MD-Systemen zu vergleichen, benutzt man, dass

ein Gitterpunkt 0:86 MD-Teilchen entspricht, wenn eine Dichte von � = 0:86 und eine

Gitterkonstante a = 1:0 zu Grunde gelegt werden. Daher betr�agt die Geschwindigkeit

des Programms in
"
MD-Einheiten\ 3:1� 105 � 0:86 = 2:7� 105 Positionsberechnungen

pro Sekunde. Diese Zahl l�asst sich mit der Zahl in MD-Programmen vergleichen, die f�ur

kurzreichweitige Potentiale optimiert sind. Auf oben genannter Maschine sind f�ur eine
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Abbildung 3.7: Skalenplot des dynamischen Strukturfaktors f�ur N = 60. Gegen�uber-
stellung des Rouse-Exponenten z = 3:7 und des Zimm-Exponenten z = 3. Der beste
Datenkollaps wird bei einem e�ektiven Exponenten z = 2:8 erzielt.
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etwa gleich gro�e Box mit dem MD-Programm aus Ref. [121] 2:1�105 Positionsberech-

nungen pro Sekunde m�oglich (T. Soddemann, pers�onliche Mitteilung). Daher w�are bei

gleichem Zeitschritt die LB-Methode nur um einen Faktor 1:3 schneller. Der Zeitschritt

ist jedoch in der neuen Methode um einen Faktor 0:05=0:003 = 17 h�oher (Man beachte,

dass bei reiner MD ein mikrokanonisches Ensemble { Zeitschritt 0.003 [112] { simuliert

werden muss, da der Langevin-Thermostat die Impulserhaltung zerst�ort [81]). Daraus

ergibt sich insgesamt ein Geschwindigkeitszuwachs von etwa einem Faktor 22.

Die Optimierung der LB-Methode wurde in Abschnitt 2.6 bereits diskutiert. Es sei aber

darauf hingewiesen, dass der Wert a = 1:0 f�ur die Gitterkonstante hier nicht zwingend

ist, sondern aus der Betrachtung folgte, dass zwei Monomere durch das Gitter aufgel�ost

werden sollten. Es bieten sich zwei M�oglichkeiten an, die EÆzienz durch Ver�anderung

von a zu steigern: Zum einen kann a so gew�ahlt werden, dass bei � = �1 simuliert wird;
der Wert w�are a = 0:9165. Die Verwendung von � = �1 bewirkt Rechenzeitersparnis

von 10-20%, allerdings m�ussen 30% mehr Gitterpunkte simuliert werden. Daher ist die-

se Optimierung auszuschlie�en. Eine wesentliche Beschleunigung erh�alt man hingegen,

wenn man das Gitter vergr�obert, da der Algorithmus mit a�3 skaliert { allerdings wer-
den die Ergebnisse dadurch ungenauer. Ein Test mit a = 2:0 wird im n�achsten Abschnitt

ausgewertet.

Es erscheint zudem angebracht, einen Geschwindigkeitsvergleich zwischen der hier ver-

wendeten Methode und DPD durchzuf�uhren. Anhand der Literatur ist dies nicht ohne

Weiteres m�oglich, da vollkommen andere Potentiale gem�a� Gl. (2.171) verwendet wer-

den; zudem ist die Anpassung der Viskosit�at beider Methoden nicht trivial.

3.3.2 Statische und dynamische Eigenschaften

Um festzustellen, inwieweit die neue Methode die gleiche Physik beschreibt wie die

herk�ommliche MD aus Ref. [9], kann man beispielsweise den dynamischen Struktur-

faktor S(k; t) bei Verwendung der beider Methoden miteinander vergleichen. Die zu-

geh�origen Graphen sind in Abb. 3.8 (Zeitabh�angigkeit bei konstantem k), Abb. 3.9 (k-

Abh�angigkeit bei konstanter Zeit), und Abb. 3.10 (Zeitabh�angigkeit f�ur den normierten

Strukturfaktor) zu �nden.

Zuerst soll der statische Fall t = 0 betrachtet werden. Der zugeh�orige Graph in Abb. 3.9

(oben) f�ur N = 30 zeigt systematische Abweichungen. Diese dr�ucken sich auch in den

Werten f�ur den statischen Skalenexponenten � = 0:59 (alte Methode) im Vergleich zu

� = 0:62� 0:64 (neue Methode) aus. Die Kette ist gestreckter, wenn die neue Methode

verwendet wird. Die absoluten Werte f�ur den statischen Strukturfaktor weichen um bis

zu ca. 25% voneinander ab. �Ahnliche Ergebnisse erh�alt man beim Vergleich anderer

statischer Gr�o�en wie Gyrationsradius oder End-zu-End-Abstand. Diese Abweichungen

zeigen keine systematische Abh�angigkeit von der Kettenl�ange im untersuchten Bereich

N = 30� 60 sowie vom LB-Zeitschritt, wie man anhand der im Graphen ebenfalls ein-

gezeichneten Kurve f�ur die Simulation mit h = 0:01 veri�zieren kann. Der nun nahelie-

gende Grund f�ur die Abweichungen ist daher die Tatsache, dass der Kette verschiedene

Potentiale zu Grunde liegen: Intrakettenpotential zuz�uglich L�osungsmittel im MD-Fall,

reines Intrakettenpotential f�ur die LB-Kette. Aus diesem Grund existieren systemati-
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Abbildung 3.8: Dynamischer Strukturfaktor der Kette mit N = 30 f�ur die neue Me-
thode mit h = 0:05 (Kreise) und h = 0:01 (Linie) im Vergleich zu reiner MD (Kreuze)
f�ur drei verschiedene k-Werte.
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Abbildung 3.9: Dynamischer Strukturfaktor der Kette mit N = 30 f�ur die neue Me-
thode mit h = 0:05 (Kreise) und h = 0:01 (Linie) im Vergleich zu reiner MD (Kreuze)
f�ur drei verschiedene Zeiten.
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Abbildung 3.10: S(k; t)=S(k; 0) f�urN = 60 f�ur die neue Methode (durchgezogene Kur-
ve) mit h = 0:05 im Vergleich zu reiner MD (gestrichelte Linie) f�ur drei verschiedene
k-Werte.

sche Unterschiede in den Kettenkonformationen, die dann auch die dynamischen Eigen-

schaften leicht ver�andern. Zum Beispiel hat die Kette mit N = 60 einen Gyrationsradius

hR2
gi1=2 = 5:79 f�ur die neue Methode, w�ahrend MD einen Wert von hR2

gi1=2 = 4:78 er-

gibt. Daher ist es nicht �uberraschend, dass die gr�o�ere Kette auch etwas langsamer ist,

wie der Vergleich der Schwerpunkts-Di�usionskonstanten zeigt (DCM = 3:39� 10�3 f�ur
die gr�o�ere LBG Kette , und DCM = 4:25 � 10�3 f�ur die kleinere MD Kette).

Um eine bessere �Ubereinstimmung zu erzielen, w�are es n�otig die Potentiale der LBG

Kette zu kalibrieren, so dass die Konformationen besser �ubereinstimmen. Dies ist prin-

zipiell m�oglich, allerdings aufw�andig.

Der Verlauf von S(k; t) in Abh�angigkeit von der Zeit (Abb. 3.9) zeigt �ahnliche absolu-

te Abweichungen wie im statischen Fall. Die �Ubereinstimmung der Kurvenverl�aufe ist

jedoch zufriedenstellend. Um den Amplitudene�ekt zu eliminieren, wurde in Abb. 3.10

S(k; t)=S(k; 0) aufgetragen. F�ur k im Skalenbereich ist die �Ubereinstimmung dann viel

besser, die Unterschiede bewegen sich im Bereich weniger Prozent. Dies ist nicht weiter

�uberraschend, da in diesem Bereich die Zerfallsrate im wesentlichen durch k3kBT=�

multipliziert mit einem numerischen Vorfaktor gegeben ist, der nur schwach von der

Kettenstatistik abh�angt [108, 120]. Im langwelligen Regime ist der Zerfall des Struktur-

faktors durch exp(�DCMk
2t) gegeben, was durch die Daten sehr gut best�atigt wird;

daher ist das Verh�altnis der Zerfallsraten gerade das Verh�altnis der Di�usionskonstan-

ten, d.h. die Abweichung betr�agt wiederum etwa 20%. Diesen Sachverhalt kann man in

Abb. 3.10 kaum erkennen, da die alten MD Daten zu verrauscht sind.

Zusammenfassend l�asst sich sagen, dass beide Methoden sehr gut geeignet sind, um die
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Abbildung 3.11: Vergleich von S(k; t)=S(k; 0) f�ur N = 30, bei zwei verschiedenen
Gitterabst�ande, f�ur drei k-Werte.

Dynamik verd�unnter Polymerl�osungen zu untersuchen. Beide zeigen deutlich das Zimm-

Verhalten. Die Abweichungen in den dynamischen Eigenschaften k�onnen direkt darauf

zur�uckgef�uhrt werden, dass die �Ubereinstimmung der statischen Kettenkonformationen

nicht optimal ist. Wenn diese durch Kalibrierung des Potentials aneinander angepasst

w�urden, w�are die �Ubereinstimmung wohl nahezu perfekt.

Schlie�lich soll noch quantitativ untersucht werden, welchen Einuss der Gitterabstand

a hat. In Abb. 3.11 wird der Zerfall von S(k; t) einer Kette mit N = 30 f�ur die Gitter-

abst�ande a = 1:0 und a = 2:0 miteinander verglichen. Alle anderen Simulationsparame-

ter (insbesondere das Volumen der Simulationsbox, allerdings nicht �bare, sondern �e�)

sind identisch zu der bisherigen Simulation der Kette. Die Abbildung zeigt systematisch

langsamere Zerf�alle f�ur das gr�o�ere a, und zwar um ca. 20%. Daher ist es eine Frage der

gew�unschten Genauigkeit, ob man diese Ergebnisse noch als akzeptabel erachtet oder

nicht. Die beobachtete Abweichung hat die zu erwartende Tendenz: Sobald der Git-

terabstand in etwa die L�ange der Kette �uberschreitet, existiert keine hydrodynamische

Wechselwirkung mehr, und man wird Rouse-Verhalten beobachten, welches langsamer

ist. Dies muss nat�urlich ein kontinuierlicher �Ubergang als Funktion des Gitterabstandes

sein. Daher erwartet man einen R�uckgang der hydrodynamischen Korrelationen mit

steigendem a, einhergehend mit einer Verlangsamung der Dynamik.



4 Semiexible Einzelkette

Gegenstand dieses Kapitels sind semiexible Polymere. Diese Klasse von Polymeren ist

gekennzeichnet durch eine intrinsische Biegestei�gkeit der Ketten. Hier wird speziell

der Limes sehr steifer Filamente betrachtet. Die dadurch bedingte hohe Persistenzl�ange

f�uhrt dazu, dass komplexe E�ekte speziell in der Dynamik einer einzelnen Polymerkette

beobachtet werden k�onnen. Insbesondere existieren zwei unterschiedliche dynamische

L�angenskalen, die zu anisotropen Fluktuationen einer semiexiblen Kette f�uhren. Wie

im Folgenden gezeigt wird, spielt die hydrodynamische Wechselwirkung in diesem Fall

hingegen nur eine untergeordnete Rolle { im Gegensatz zu exiblen Polymeren. Neben

diesen interessanten physikalischen Ph�anomenen r�uhrt das Interesse an semiexiblen

Filamenten vor allem von ihrem Auftreten in biologischen Systemen her, speziell Aktin

geh�ort zu dieser Klasse von Polymeren.

Dieses Kapitel ist wie folgt aufgebaut: In Abschnitt 4.1 werden semiexible Polymere

in einer kurzen Einleitung motiviert und in den Kontext eingeordnet. In Abschnitt 4.2

wird die theoretische Beschreibung einer Einzelkette erl�autert, in Abschnitt 4.3 folgt

die Diskussion von Simulationen einer semiexiblen Einzelkette, mit und ohne Ber�uck-

sichtigung der Hydrodynamik im L�osungsmittel.

4.1 Einleitung am Beispiel von Aktin

Die in der Natur auftretenden Polymere weisen oft eine hohe intrinsische Stei�gkeit

auf; Beispiele sind etwa Aktin, DNA oder Proteine. Die chemischen Ursachen hierf�ur

k�onnen recht unterschiedlich sein: Wassersto�br�uckenbindung, Helixstruktur, sterische

Behinderung, etc. Das Interesse an diesen semiexiblen Polymeren ist in den letzten

Jahren betr�achtlich gestiegen, da sich zum Einen Ph�anomene beobachten lassen, die

f�ur gew�ohnlich bei synthetischen Polymeren nicht auftreten, weil die Persistenzl�ange lp
dort im Allgemeinen zu klein ist. Zum Anderen haben semiexible Filamente biologi-

sche Bedeutung: F-Aktin beispielsweise ist eine der Komponenten des Zytoskeletts in

panzlichen und tierischen Zellen, und ist wesentlich f�ur das viskoelastische Verhalten

der Zellen verantwortlich [122, 123]. Die Gr�o�enverh�altnisse der beteiligten L�angenska-

len sind wie folgt:

d� lp � L (4.1)

d.h. die L�ange des Polymers L ist vergleichbar mit der Persistenzl�ange lp des Polymers,

w�ahrend sein Durchmesser d viel kleiner ist. Wenn im Folgenden von semiexiblen Po-

lymeren die Rede ist, werden diese Verh�altnisse zu Grunde gelegt. Im Falle von Aktin
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gilt [124] lp � 15�m, L � 30�m und d � 7nm. Diese Werte f�ur Aktin-Filamente k�onnen

bequem mit Hilfe von optischen Methoden bestimmt werden, z.B. Mikrouoreszenz-

Mikroskopie kombiniert mit dynamischer Bildverarbeitung [125, 126]. Die Rheologie

kann z.B. mit Torsions- oder Magnet-Rheometern analysiert werden [127, 128].

F�ur das theoretische Verst�andnis der Dynamik von semiexiblen Polymeren ist ei-

ne Charakterisierung der Einzelkettendynamik von fundamentaler Bedeutung. Die

vollst�andige Beschreibung der Einzelkettendynamik gelang erstmals Everaers et al. [29].

Diese Theorie ist Gegenstand von Abschnitt 4.2; ihre �Uberpr�ufung mittels Computer-

simulationen erfolgt in Abschnitt 4.3. Insbesondere wird hierbei zum ersten Mal der

Einuss der Hydrodynamik auf die semiexible Einzelkettendynamik untersucht. Die

Computersimulation ist von gro�er Bedeutung, weil zum Einen eine gro�e Verd�unnung

von Aktin-L�osungen nicht realisierbar ist. Der Grund ist, dass ein reversibler Poly-

merisationsprozess vorliegt, so dass bei extremer Verd�unnung Aktin depolymerisieren

w�urde [124]. Zum Anderen ist die Dynamik so komplex, dass ihre vollst�andige experi-

mentelle Charakterisierung bisher nicht m�oglich gewesen ist (s. Abschnitt 4.2).

In realen Systemen treten halbverd�unnte und dichte L�osungen auf. Dichte Schmelzen

sind noch recht wenig verstanden, da sie ein komplexes Phasenverhalten aufweisen [129],

auch der Einuss der Stei�gkeit auf die Dynamik, z.B. im Rahmen des Reptationsmo-

dells, ist noch Gegenstand der aktuellen Forschung [130]. In vielen Systemen liegen

Aktin-Filamente in einem mittleren Abstand (Maschenweite) von � = 0:2 � 1�m vor.

Unter diesen Bedingungen ist die L�osung halbverd�unnt, jedoch mit L�angenverh�altnis-

sen, die im Gegensatz zu denjenigen bei halbverd�unnten Systemen exibler Polymere

stehen. Erstere sind gekennzeichnet durch

d� � � lp; L (4.2)

w�ahrend letztere

d < lp � �; L (4.3)

aufweisen. Dadurch ergibt sich bei semiexiblen Polymeren im Vergleich zu exiblen ei-

ne st�arkere Wechselwirkung mit anderen Polymeren bei gleicher Polymerkonzentration,

oder bei gleicher Maschenweite ein viel niedrigerer Volumenbruch der Polymere.

4.2 Theoretische Beschreibung einer semiexible Einzelkette

Die Basis der Beschreibung bildet das Modell der wurmartigen Kette, welches die Per-

sistenzl�ange als zus�atzliche L�angenskala f�ur eine semiexible Kette ber�ucksichtigt. F�ur

die Untersuchung von Ph�anomenen, die auf L�angenskalen l � lp ablaufen, kann dieses

Modell im Limes eines St�abchens untersucht werden, welches leicht verbogen werden

kann.

4.2.1 Das Modell der wurmartigen Kette

Der Ausgangspunkt f�ur das Modell einer wurmartigen Kette [4, 131] (engl.:
"
wormlike

chain\, z. T. auch Kratky-Porod-Modell genannt) zur Beschreibung semiexibler Poly-
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mere ist die Darstellung der Kette als
"
Random Walk\ mit Hilfe eines kontinuierlichen

Ortsvektors ~r(�; t) als Funktion der Konturl�ange � = 0 : : : L und der Zeit t. Die e�ek-

tive Energie einer Polymerkonformation auf Grund der Stei�gkeit ist in dem Modell

gegeben durch [4]

Eb =
�

2

Z
L

0

d�

�
@2~r

@�2

�2

; (4.4)

was anschaulich der Energie entspricht, die f�ur ein Verbiegen der Kontur n�otig ist. �

bezeichnet man als die Biegestei�gkeit der Kette; sie ist mit der Persistenzl�ange in drei

Dimensionen �uber lp = �=kBT verkn�upft [4]. Zudem wird die Nebenbedingung eines

lokal inkompressiblen Filaments, ���� @~r@�
���� = 1; (4.5)

aufgestellt.

Im Weiteren geht man zu dem Vektor ~r? �uber, der die transversalen Fluktuationen des

Polymers beschreibt. Die longitudinale Richtung des Koordinatensystems wird fest-

gelegt durch die Tangente an einem Ende des Filaments; dort soll auch der Ursprung

liegen. Zudem wird ~r? als Funktion der Variablen s geschrieben, die die Position auf der

Projektion auf die Tangente bezeichnet. Die Integrationsgrenzen sind dann s = 0 : : : Lk,
d.h. in diesem Ensemble ist die projizierte L�ange Lk erhalten, w�ahrend die L�ange des

Filaments L uktuiert. Dieser Wechsel der Darstellung entspricht physikalisch gesehen

dem Wechsel zwischen zwei statistischen Ensemblen. In Anhang A.4 wird gezeigt, dass

die Unterschiede zwischen hLki im urspr�unglichen Ensemble und hLi im neuen Ensem-

ble f�ur lp � L vernachl�assigbar sind, da die Korrekturen O(L=lp) sind. Daher wird im

Folgenden mit s = 0 : : : L als Integrationsgrenzen gearbeitet. Eine Skizze des gew�ahlten

Koordinatensystems �ndet sich in Abb. 4.1.

r (s)

L
s

Abbildung 4.1: Skizze des Fi-
laments und des verwendeten
Koordinatensystems.

Da die longitudinale Komponente in erster N�aherung nicht zur Biegeenergie beitr�agt,

gilt

Eb =
�

2

Z
L

0

ds

�
@2~r?
@s2

�2

; (4.6)

die Fouriertransformation bez�uglich der Konturl�ange

~rq =

Z
L

0

dseiqs~r?; ~r?(s) =
1

L

X
q

~rqe
�iqs (4.7)
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f�uhrt auf

Eb =
�

2L

X
q

q4~rq~r�q: (4.8)

4.2.2 Statische Gr�o�en

Die transversalen Fluktuationen des End-zu-End-Vektors ergeben sich in dem gew�ahlten

Koordinatensystem durch Auswertung von

h�R2
?i = hR2

?i =
D
(~r?(L))

2
E
=

1

L2

X
q

X
q0

h~rq~rq0ie�i(q+q
0)L: (4.9)

Der Gleichverteilungssatz f�ur Gl. (4.8) impliziert

h~rq~rq0i =
2LkBT

�q4
Æq;�q0 : (4.10)

Dabei beachte man, dass ~rq aus den zwei unabh�angigen transversalen Komponenten

besteht. Aus der letzten Gleichung folgt dann

h�R2
?i =

1

L2

X
q

2LkBT

�q4
� 2kBT

�L

Z 1

2�=L

L

2�
q�4dq =

L3

24�4lp
� L3

lp
: (4.11)

Hier wurde die Summe durch ein Integral gen�ahert. Die untere Integrationsgrenze folgt

aus der endlichen L�ange L des Polymers, die bedingt, dass Moden mit gr�o�erer Wel-

lenl�ange nicht beitragen k�onnen.

Die longitudinalen Fluktuationen erh�alt man aus folgendem Ansatz [124, 132]: Ein in-

kompressibles Filament, das transversalen thermischen Fluktuationen ausgesetzt ist,

schwankt in seiner projizierten L�ange wegen dieser transversalen Fluktuationen. In dem

hier gew�ahlten Ensemble, in dem die projizierte L�ange L festgehalten wird, schwankt

die L�ange des Filaments Rk. Diese L�ange erh�alt man durch Auswertung der Bogenl�ange

Rk =
Z

L

0

ds

s
1 +

�
@~r?
@s

�2

� L+
1

2

Z
L

0

ds

�
@~r?
@s

�2

(4.12)

Daraus folgt

hRki2 = L2 + L

*Z
L

0

ds

�
@~r?
@s

�2
+
+
1

4

"*Z
L

0

ds

�
@~r?
@s

�2
+#2

| {z }
=A

;

(4.13)

sowie

hR2
ki = L2 + L

*Z
L

0

ds

�
@~r?
@s

�2
+
+
1

4

*Z
L

0

ds

�
@~r?
@s

�2 Z L

0

ds0
�
@~r?
@s0

�2
+

| {z }
=B

:

(4.14)
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Das mittlere Schwankungsquadrat der L�ange des Filaments ergibt sich daher zu

h�R2
ki = B �A: (4.15)

Die Berechnung von A erfolgt wiederum �uber die Fourier-Transformation und den

Gleichverteilungssatz (4.10):

A =

2
41
2

Z
L

0

ds
1

L2

X
q

X
q0

qq0h~rq~rq0i exp(�i(q + q0)s)

3
5
2

(4.16)

�
"
1

2

Z
L

0

ds

Z 1

2�=L

dq
kBT

��q2

#2
=

L4

16�4l2p
:

F�ur B erh�alt man

B =
1

4

Z
L

0

ds

Z
L

0

ds0
1

L4

X
q1;q2;q3;q4

q1q2q3q4 h~rq1 � ~rq2~rq3 � ~rq4i (4.17)

exp(�i(q1 + q2)s) exp(�i(q3 + q4)s):

Da die Zufallsvariablen ~rq gau�verteilt sind (quadratische Hamilton-Funktion), kann

das wicksche Theorem [4] angewendet werden,

hrq1�rq2�rq3�rq4�i = (4.18)

= hrq1�rq2�i hrq3�rq4�i+ hrq1�rq3�i hrq2�rq4�i+ hrq1�rq4�i hrq2�rq3�i

=

�
2L

lp

�2�
1

q41q
4
3

Æq1;�q2Æq3;�q4

+
1

2

1

q41q
4
2

Æq1;�q3Æq2;�q4 +
1

2

1

q41q
4
2

Æq1;�q4Æq2;�q3

�
;

wobei im letzten Schritt Gl. (4.10) ausgenutzt wurde; dabei ist zu beachten, dass ~rq
nur zwei unabh�angige Komponenten besitzt, so dass die letzten beiden Terme in der

letzten Gleichung den Gewichtungsfaktor 1=2 erhalten. In Gl. (4.17) eingesetzt ergibt

dies nach Auswerten der Kronecker-Deltas und der trivialen Integrale bez�uglich s und

s0

B =
1

2
L�2

�
2L

lp

�2X
q

1

q2

X
q0

1

q02
(4.19)

� 2

l2p

�
L

2�

�2 Z 1

2�=L

dq
1

q2

Z 1

2�=L

dq0
1

q02
=

L4

8�4l2p
:

Das mittlere Verschiebungsquadrat ist daher wegen Gl. (4.15), (4.16) und (4.19) gegeben

durch

h�R2
ki =

L4

16�4l2p
� L4

l2p
: (4.20)
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4.2.3 Hydrodynamische Wechselwirkung

In diesem Abschnitt soll der Einuss der Hydrodynamik auf die Dynamik eines semie-

xiblen Polymers im Limes kleiner Verbiegungen abgesch�atzt werden. Die Dynamik kann

rein formal durch eine Langevin-Gleichung beschrieben werden, wobei das Koordina-

tensystem nicht n�aher spezi�ziert wird:

@~r(s; t)

@t
=

Z
L

0

ds0H(~r(s)� ~r(s0))
�
� Æ

Æ~r
Eb(~r(s

0)) + ~f

�
: (4.21)

F�ur den Mobilit�atstensor H wird der Oseen-Tensor eines starren Stabes [4] verwendet,

H(~r(s)� ~r(s0)) = 1

8��

1

d+ js� s0j (1+ r̂
 r̂) : (4.22)

Dabei wird zur Regularisierung der im Folgenden durchzuf�uhrenden Fouriertransfor-

mation die mikroskopische Abschnittsl�ange d eingef�uhrt [133]. F�ur weitere Rechnungen

wird in der Literatur [119, 133] nur die transversale Bewegung untersucht, d.h. der

Vorfaktor von Gl. (4.22) betrachtet. Die Fouriertransformation bez�uglich s � s0 f�uhrt
auf [134]

H?(p) =
1

4��d

�� � ln(pd) +O(pd)2
�

(4.23)

mit der eulerschen Konstanten  � 0:57. Die Mobilit�at der Moden ist daher in er-

ster N�aherung unabh�angig von p; der f�uhrende p-abh�angige Term ergibt logarithmi-

sche Korrekturen. Die Vernachl�assigung letzterer entspricht im Ortsraum einem lokalen

transversalen ReibungskoeÆzienten f�ur ein Monomer der Gr�o�e d

�? = 2��d�1; (4.24)

d.h. einem Modell, in dem keine Korrelationen zwischen Monomeren auf Grund der

hydrodynamischen Wechselwirkung vorliegen. Interessanterweise f�uhrt eine Rechnung

f�ur ein halbverd�unntes System [119], bei der wegen der hydrodynamischen Abschirmung

ein Yukawa-artiger Mobilit�atstensor

~H?(r) /
exp(�r=�)� exp(�r=d)

8��r
(4.25)

angesetzt wird, zu dem Ergebnis

~H?(p) =
ln
�

d�2

��2+p2

�
8��

; (4.26)

d.h. auch zu einer logarithmischen Abh�angigkeit der Mobilit�at von p. Diese Absch�atzun-

gen legen es nahe, mit einem lokalen ReibungskoeÆzienten zu arbeiten und die hydrody-

namische Wechselwirkung ganz zu vernachl�assigen, da sie nur logarithmische Korrektu-

ren ausmachen sollte. Diese N�aherung wird in der Literatur sowohl f�ur die transversale

Bewegung [29, 124, 135, 136] benutzt als auch f�ur die longitudinale [29, 132, 137], falls
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diese �uberhaupt betrachtet wird (s. n�achster Abschnitt). Farge und Maggs [133] sowie

Kroy und Frey [119] ber�ucksichtigen zwar formal die hydrodynamische Wechselwirkung

bei der Berechnung des dynamischen Strukturfaktors, Korrekturen zum Skalenverhalten

ohne hydrodynamische Wechselwirkung werden aber nicht explizit berechnet. In Ab-

schnitt 4.3 wird mittels Computersimulationen �uberpr�uft, inwieweit die Vernachl�assi-

gung der Hydrodynamik gerechtfertigt ist.

4.2.4 Dynamische Gr�o�en

Unter Vernachl�assigung der hydrodynamischen Wechselwirkung wird die Dynamik der

transversalen Freiheitsgrade eines semiexiblen Filaments durch folgende Langevin-

Gleichung beschrieben,

�
@~r?(s; t)

@t
= �ÆEb(~r?)

Æ~r?
+ ~f?(s; t) (4.27)

= ��@
4~r?
@s4

+ ~f?(s; t);

wobei ~f? die transversale stochastische Kraft pro L�ange ist, die durch ein gau�sches

wei�es Rauschen modelliert wird. � ist die Viskosit�at nach Gl. (4.24).

Die charakteristische Zeitskala � f�ur den Zerfall einer Mode der Wellenl�ange l erh�alt

man aus einer Dimensionsuntersuchung von Gl. (4.27):

� � �

�
l4: (4.28)

Umgekehrt ist die L�ange l1(t), �uber die sich eine St�orung in transversaler Richtung nach

einer Zeit t ausgebreitet hat, gegeben durch

l1(t) �
�
�t

�

�1=4

: (4.29)

Zusammen mit der Relation (4.11) ergibt sich daraus f�ur das mittlere Verschiebungs-

quadrat eines Monomers auf einem Filament [133]

h�r?(t)2i �
l1(t)

3

lp
� kBT t

3=4

�3=4�1=4
: (4.30)

Das Skalengesetz h�r?(t)2i � t3=4 wurde zuerst anhand des dynamischen Struktur-

faktors in Experimenten mittels dynamischer Lichtstreuung gefunden [138], sp�ater in

Mikrorheologie-Experimenten [139] sowie in Computer-Experimenten [29] best�atigt.

Die eben durchgef�uhrte theoretische Ableitung geht im Wesentlichen auf Farge und

Maggs [133] zur�uck. Unabh�angig davon wurde das Verhalten auf andere Weise auch

von Frey et al. erkl�art [140].

Die longitudinalen Fluktuationen des Filaments, die sich aus den transversalen ergeben,

sind je nach physikalischer Situation in zwei F�alle einzuteilen:

� Keine Ber�ucksichtigung der longitudinalen Reibung,
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� Ber�ucksichtigung der longitudinalen Reibung.

Im ersten Fall, der beispielsweise in Scherexperimenten verwirklicht ist [135, 137, 141],

bei denen ein makroskopisches Geschwindigkeitsfeld vorliegt, mit dem sich das Filament

mitbewegt, geht man von Gl. (4.20) aus. Das Filament wird nun bez�uglich seiner L�ange

in voneinander unabh�angige Segmente eingeteilt. Dabei ist die (zeitabh�angige) L�ange

dieser Segmente durch l1(t) nach Gl. (4.29) gegeben. Die longitudinalen Fluktuationen

dieser L=l1(t) Segmente werden dann als statistisch unabh�angig angesehen und auf-

addiert, d.h. f�ur das longitudinale mittlere Verschiebungsquadrat eines Endmonomers

gilt

h�Rk(t)2i � L

l1(t)
h�rl1k (t)2i (4.31)

� Ll1(t)
3

l2p
� L(kBT )

2t3=4

�3=4�5=4
:

Im Fall von brownscher Bewegung ohne makroskopisches Scherfeld wirft die gleiche

Argumentation Probleme auf: Die longitudinalen Fluktuationen divergieren mit der

Filamentl�ange L, ein unphysikalisches Resultat f�ur Gleichgewichtsexperimente. Dies

liegt daran, dass alle Segmente L=l1(t) durch ihre Fluktuationen zur Bewegung des

Endes beitragen. Dies ist nur dann richtig, wenn longitudinale Reibung vernachl�assigbar

ist, d.h. wenn die Segmente
"
sp�uren\, dass sich ein anderes Segment bewegt. Dies ist bei

brownscher Bewegung nicht instantan der Fall. Es muss daher die longitudinale Reibung

mit in die Betrachtung einie�en. Die Argumentation ist dann folgenderma�en [29]: Man

betrachtet die lineare Antwort des Filaments auf eine konstante longitudinale Kraft fk.
Diese setzt das Ende in Bewegung, und mit der Zeit einen immer gr�o�eren Teil l2(t)

des Filaments. Der Zug auf Grund dieser Kraft skaliert dann nach dem stokesschen

Gesetz mit �l2(t)vk, wobei angenommen wird, dass auch die longitudinale Reibung pro

L�ange dem KoeÆzienten � proportional ist. Diese Annahme erscheint vern�unftig, da f�ur

einen starren Stab �k = �?=2 gilt [4]. Die Geschwindigkeit in longitudinaler Richtung

gen�ugt der Skalenrelation vk � Ærk(t)=t. Dabei bezeichnet Ærk die Verschiebung des

Endmonomers durch die �au�eren Kraft fk. Diese Antwort wird als klein angenommen,

so dass sich die lineare Antworttheorie anwenden l�asst. Das Fluktuations-Dissipations-

Theorem besagt dann, dass

Ærk(t) � fkh�rk(t)2i=kBT: (4.32)

F�ur h�rk(t)2i kann man Ausdruck (4.31) verwenden, allerdings konsistenterweise mit

der schon in Bewegung gesetzten L�ange l2(t) anstatt der gesamten L�ange L des Fila-

ments. Dadurch erh�alt man

fk � �l2(t)
fkh�rk(t)2i

kBT t
(4.33)

� fk
�l2(t)

2l1(t)
3

l2pkBT t
:

Die L�ange l2(t) ist somit gegeben durch

l2(t) � (kBT )
�1=2��1=8�5=8t1=8: (4.34)
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F�ur das mittlere Verschiebungsquadrat eines Monomers in longitudinaler Richtung folgt

daraus

h�rk(t)2i � l2(t)l1(t)
3

l2p
(4.35)

� (kBT )
3=2��7=8��5=8t7=8:

κ/ Bl ~ k Tp

1/8
2

l ~t

1
1/4

l ~t

4
c (k T)Bτ ∼ ηκ /3

L

t
1/2

log t

log l

Abbildung 4.2: Skizze des
Skalenverhaltens der dynami-
schen L�angen l1(t) und l2(t)
f�ur den Fall L � lp. Die
gepunktete Linie bei L dient
zur Illustration des umgekehr-
ten Falls L � lp, in dem
ab dieser L�ange freie Di�usion
vorliegt. Dieses Regime wird
zuerst in longitudinaler Rich-
tung erreicht, dann in trans-
versaler.

Damit ist die brownsche Bewegung eines semiexiblen Filaments in transversaler und

longitudinaler Richtung unter Vernachl�assigung hydrodynamischer Wechselwirkung

charakterisiert. Die eben beschriebene Theorie kann somit konzeptionell mit dem Rouse-

Modell f�ur exible Ketten verglichen werden. Interessanterweise treten bei semiexiblen

Ketten zwei verschiedene dynamische L�angenskalen f�ur die transversale und die longitu-

dinale Bewegung auf. So lange l1 < l2 � lp; L gilt, skaliert das mittlere Verschiebungs-

quadrat eines Monomers in longitudinaler Richtung mit t7=8, in transversaler Richtung

wie t3=4. Betrachtet man den Fall lp � L, so erfolgt bei der charakteristischen Zeit

�C =
��3

(kBT )4
; (4.36)

f�ur die l1 = l2 = lp � L gilt, ein �Ubergang zum Skalenverhalten einer exiblen Kette,

d.h. einer gemeinsamen dynamischen L�ange, die z.B. im RW-Rouse-Fall mit t1=2 skaliert.

Das Skalenverhalten ist in Abb. 4.2 skizziert. Im umgekehrten Fall L � lp betrachtet

man zweckm�a�igerweise ein Endmonomer. F�ur l2 = L ist die longitudinale Spannung

durch das gesamte Filament propagiert, d.h. in longitudinaler Richtung liegt freie Dif-

fusion vor. In transversaler Richtung gilt noch das t3=4-Verhalten, bis auch l1 = L. Ein

solcher Wert f�ur L ist ebenfalls in Abb. 4.2 eingezeichnet, um zu verdeutlichen, dass

die longitudinale Bewegung fr�uher in eine freie Di�usion �ubergeht als die transversale.

F�ur das mittlere Verschiebungsquadrat im Limes L� lp lassen sich dann die folgenden
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Skalenrelationen aufstellen [29]:

h�Rk(t)2i =
t7=8(kBT )

3=2

�7=8�5=8
Q
 

t1=8�5=8

(kBT )1=2�1=8L

!
; (4.37)

h�R?(t)2i =
t3=4kBT

�1=4�3=4
W
 
t1=4�1=4

�1=4L

!
: (4.38)

Die Funktionen Q(x) und W(x) sind konstant f�ur kleine x. Dies entspricht kurzen

Zeiten, f�ur die l1; l2 � L. F�ur gro�e x gilt Q(x) � x undW(x) � x, da die Spannungen

dann �uber die L�ange L des Filaments propagiert sind. Die Gleichung (4.37) ist durch

Computersimulationen in zwei Dimensionen �uberpr�uft worden [29].

4.2.5 Wie misst man die longitudinale Bewegung?

Am Anfang einer Simulation (t = 0) ist die lokale longitudinale Richtung der Bewegung

eines Endmonomers durch die lokale Tangente an dieser Stelle gegeben, d.h. bei einem

diskreten Modell durch die Richtung der Bindung zwischen dem vorletzten und dem

betrachteten Endmonomer. Im Verlauf der Simulation �andert sich diese Richtung durch

die Fluktuation und Relaxation der Kette. Der Winkel � zwischen longitudinaler Rich-

tung und lokaler Tangente skaliert wegen Gl. (4.29) und (4.30) f�ur kleine Winkel wie

h�2i � l1(t)=lp � t1=4. Daher gilt f�ur das mittlere Verschiebungsquadrat der Projektion

auf die lokale Tangente

h�R2
t (t)i = hcos2(�)ih�R2

ki+ hsin2(�)ih�R2
?i � h�R2

ki+
t1=4�1=4

�1=4lp
h�R2

?i (�� 1)

(4.39)

Das t7=8-Verhalten wird daher gest�ort durch einen t1-Term kBT t=(�lp). Die beiden Ter-

me sind gleich gro� f�ur l2(t) � lp, so dass f�ur kurze Zeiten t
7=8 dominieren sollte. Dabei

sind allerdings keine Vorfaktoren ber�ucksichtigt worden; daher ist es fraglich, ob ein

gen�ugend gro�es Zeitfenster zur Verf�ugung steht, um Gl. (4.39) vollst�andig nachzu-

pr�ufen. Dies wird in Abschnitt 4.3.3 n�aher betrachtet.

Es ist allerdings falsch, den End-zu-End-Abstand der Kette als die longitudinale Rich-

tung zu w�ahlen, da erst f�ur l1(t) � L eine Relaxation der mittleren Orientierung des

Filaments erfolgt. Der Winkel  zwischen der mittleren Orientierung und der lokalen

Tangente am Ende der Kette ist gegeben durch h 2i � L=lp. Daher ist das Verschie-

bungsquadrat der Projektion auf den End-zu-End-Abstand, h�R2
ki + h 2ih�R2

?i, f�ur
kurze Zeiten wegen Gl. (4.37), (4.38) dominiert vom zweiten Term.

Einen Ausweg bietet die folgende Vorgehensweise, die eine
"
vorurteilsfreie\ und un-

gest�orte Beobachtung der longitudinalen Bewegung m�oglich macht [29]: Man f�uhrt M

Simulationen durch, die von einer identischen �aquilibrierten Konformation ausgehen;

jede Simulation benutzt allerdings eine eigene Serie von Zufallskr�aften. Man nimmt

dann die M Koordinaten beispielsweise eines Endmonomers als Funktion der Zeit auf.

Dadurch erh�alt man (im Grenzfall M ! 1) die volle zeitabh�angige Wahrscheinlich-

keitsverteilung P(�~R; t) der Verschiebung �~R des Endmonomers, wobei die Anfangs-
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Abbildung 4.3: Schnappschuss einer Kettenkonformation mit L = 100 und Stei�gkeit
� = 100. Zudem sind 70 Positionen des Endmonomers 20000 Zeitschritte (�t = 0:004)
sp�ater als blaue Kugeln dargestellt, wenn die abgebildete Konformation mit unter-
schiedlichen Serien von Zufallskr�aften simuliert wird. Die sich ergebende Wolke wird
zur Charakterisierung der longitudinalen und transversalen Fluktuationen des End-
monomers verwendet. Man beachte, dass nur die letzten f�unf Bindungen des Filaments
abgebildet sind.

verteilung durch eine Æ-Funktion gegeben ist. Anschaulich erh�alt man bei M Simula-

tionen zu jeder Zeit eine Wolke von Koordinaten im dreidimensionalen Raum, die aus

M Punkten besteht. Ein Schnappschuss einer Kettenkonformation sowie der Wolke, die

sich zu einem sp�ateren Zeitpunkt aus den M = 70 Koordinaten des Endmonomers bei

70 unterschiedlichen Serien von Zufallskr�aften ergibt, wurde in Abb. 4.3 visualisiert.
�Uber die Wolke l�asst sich das zweite Moment

hM(t)i =
Z �

�~R
�~R
�
P(�~R; t)d3�R (4.40)

numerisch berechnen. Die Eigenwerte bzw. Eigenvektoren von hM(t)i charakterisieren
dann die Amplitude bzw. Richtung von transversaler und longitudinaler Bewegung f�ur

die betrachtete Anfangskonformation. Im n�achsten Abschnitt wird dieses Analysever-

fahren verwendet.
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4.3 Computersimulation einer semiexiblen Einzelkette

4.3.1 Simulationsmodell

Um die theoretischen Vorhersagen aus dem letzten Abschnitt zu �uberpr�ufen, wurden

Computersimulationen an einer Einzelkette in drei Dimensionen durchgef�uhrt, und zwar

mit und ohne Ber�ucksichtigung der Hydrodynamik im L�osungsmittel �uber die LBG.

Gegen�uber der Simulation einer exiblen Einzelkette wurden einige Ver�anderungen ein-

gef�uhrt: Zum Einen wirkt ein harmonisches Potential zwischen gebundenen Monomeren,

d.h. bei einem Abstand r zwischen gebundenen Monomeren gilt

Vharm(r) = K(r � b)2: (4.41)

Der Bindungsl�ange b, die Masse eines Monomers M , sowie die Temperatur kBT legen

in diesem Kapitel das Einheitensystem fest. Die Volumenausschluss-Wechselwirkung

ist bei einer einzelnen semiexiblen Kette wegen der hohen Stei�gkeit vernachl�assigbar.

Die Bindungsstei�gkeit wird �uber ein Kosinus-Potential modelliert:

Vb(�) = � (1� cos �) ; (4.42)

wobei � der Winkel zwischen zwei benachbarten Bindungen ist. Die Persistenzl�ange ist

dann in drei Dimensionen gegeben durch lp = �=kBT . F�ur eine ausf�uhrliche Diskussi-

on dieses Potentials sei auf Ref. [129] verwiesen. Diese Wahl von Potentialen hat fol-

genden Vorteil: �Aquilibrierte Anfangskonformationen k�onnen direkt generiert werden,

wenn man Zufallszahlen aus einer entsprechenden Verteilung P / exp(�(Vharm(r) +
Vb(�))=kBT ) zieht. Dies ist bei den obigen Potentialen einfach zu realisieren [72]. Da

die Relaxation einer semiexiblen Kette mit N Monomeren mittels Molekulardynamik

wie O(N4) skaliert, ist die Zeitersparnis erheblich. Diese Vorgehensweise ist auch mit

Hydrodynamik sinnvoll, da die Statik durch die LBG nicht beeinusst wird; es ist dann

lediglich noch eine Zeit tH � L2=� n�otig, um die Ausbreitung der hydrodynamischen

Wechselwirkung zu gew�ahrleisten, bevor Daten aufgenommen werden k�onnen.

4.3.2 Wahl der Parameter

Neben den L�angen l1(t) und l2(t) existiert nun noch die L�ange

l3(t) =

�
Kbt

�

�1=2

; (4.43)

die die Relaxation der Rouse-Moden beschreibt, die sich durch die Kompressibilit�at

des Filaments auf Grund des harmonischen Potentials ergibt. Zudem hat man bei

zeitabh�angiger Hydrodynamik die L�ange

l4(t) = (�t)1=2 ; (4.44)

die sich aus der Di�usion von Impuls in der Fl�ussigkeit ergibt. Im folgenden sollen

sinnvolle Gr�o�enordnungen f�ur die freien Parameter K, �, �e� sowie � (wenn die Hy-

drodynamik ber�ucksichtigt wird) abgesch�atzt werden.
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Ohne Hydrodynamik ist der einzige E�ekt von � die Monomerreibung, die Relation

zwischen beiden ist

�e� � �b: (4.45)

Im Folgenden wird daher nur �e� verwendet. Geht man von einer Bindungsl�ange (Dis-

kretisierung) b aus, so ist die Zeitskala �1, ab der die Biegemoden beobachtbar sind,

gegeben durch l1(�1) � b. Mit Gl. (4.28) folgt daraus �1 � �e�b
3=�. Die di�usive Bewe-

gung eines Monomers erfolgt ab der Zeitskala �D �M=�e� (wobei angenommen wurde,

dass die Bindungsl�ange b gr�o�enordnungsm�a�ig dem Durchmesser eines Monomers d

entspricht). Die hier interessierende Zeit beginnt daher bei

�0 = max(�1; �D): (4.46)

Um nach m�oglichst wenigen Zeitschritten in diesen Bereich zu gelangen, w�ahlt man �e�
so, dass �0 minimal ist, d.h.

�1 � �D , �e� �
r
M�

b3
: (4.47)

Will man die Theorie aus dem letzten Abschnitt �uberpr�ufen, dann darf die Kompressi-

bilit�at auf Grund des harmonischen Potentials nicht dazu f�uhren, dass der longitudinale

E�ekt der Biegemoden nicht mehr beobachtbar ist. Anders ausgedr�uckt hei�t das, dass

die lokale Inextensibilit�at, Gl. (4.5), n�aherungsweise erf�ullt sein soll. Daher fordert man

ab der Zeit �0 l3(t) > l2(t), so dass die Kompressibilit�atsmoden schnell relaxieren. Da

l2 � t1=8 und l3 � t1=2, ist diese Bedingung erf�ullt, wenn l2(�0) � l3(�0) ist. Daraus folgt

K � �2

kBTb4
: (4.48)

Bei Simulationen mit Hydrodynamik fordert man, dass die Hydrodynamik schnell ist

im Vergleich zu der Relaxation der Biegemoden auf den relevanten Zeitskalen. Dies ist

erf�ullt, wenn l4(t) � l3(t), da l3(t) > l2(t) f�ur t > �0. Daraus ergibt sich

� � Kb2

�e�
: (4.49)

Zusammen mit (4.47) und (4.48) erh�alt man die Abh�angigkeit von �

� � �3=2

b1=2M1=2kBT
: (4.50)

Die Dichte ist dann �uber � � �e�=(�b) festgelegt. Die Bedingung f�ur die kinematische

Viskosit�at l�asst sich allerdings nicht ganz erf�ullen, da die Viskosit�at aus Stabilit�ats-

gr�unden in der LBG nicht beliebig hoch werden kann. Dies wird weiter unten noch

n�aher betrachtet. In diesem Zusammenhang ist wichtig, dass diese Absch�atzungen zur

Parameterwahl Vorfaktoren der Gr�o�enordnung O(1) vernachl�assigen. Im Folgenden

werden Parameter verwendet, die sich an diesen Absch�atzungen orientieren.
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4.3.3 Simulationen ohne hydrodynamische Wechselwirkung

Legt man die Relationen (4.47-4.49) als exakte Gleichungen zu Grunde, sind die noch

freien Parameter der Simulation die L�ange des Filaments und die Stei�gkeit �. Es

hat sich gezeigt, dass eine Kettenl�ange L = 40 ausreichend ist, um ein gen�ugend gro�es

Zeitfenster zur Beobachtung des Skalenregimes vorliegen zu haben. Die Stei�gkeit sollte

mindestens lp = L betragen, um f�ur die subdi�usive Bewegung (d.h. f�ur L�angenskalen

l � L) im semiexiblen Bereich zu sein. Vergleicht man die L�ange L mit dem Aktin-

Wert 30�m, dann gilt bei 40 Monomeren b = 0:75�m. Daher ist die charakteristische

Zeit �b, auf denen Biegemoden der L�ange b relaxieren, wegen Gl. (4.28) mit lp = L und

mit der Viskosit�at und Dichte von Wasser gegeben durch �b � 3� 10�3s. Man beachte,

dass diese Zeit mit (L=b)�4 skaliert.
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Abbildung 4.4: Die drei
Eigenwerte des zweiten
Moments der Wahrschein-
lichkeitsverteilung der
Position des Endmonomers
in Abh�angigkeit von der Zeit.
Die Kettenl�ange ist L = 40,
die Stei�gkeit � = 80.

Ein typischer Graph der Eigenwerte des zweiten Moments f�ur � = 80 �ndet sich in

Abb 4.4. Die weiteren Parameter waren �e� =
p
�, K = �2, der Zeitschritt �t =

0:00625. Die Wolken bestanden hierbei aus M = 500 Punkten, zudem wurden J = 10

unabh�angige Wolken analysiert, um �uber verschiedene Anfangskonformationen mitteln

zu k�onnen. Man erkennt deutlich die vorhergesagten Skalenrelationen h�Rk(t)2i / t7=8

bzw. h�R?(t)2i / t3=4. Diese Beobachtungen stimmen mit den Simulationen in zwei

Dimensionen mittels brownscher Dynamik aus Ref. [29] �uberein. Hier ist au�erdem

ersichtlich, dass die beiden gr�o�eren Eigenwerte im Rahmen der Messgenauigkeit wie

erwartet entartet sind. �Ahnliche Ergebnisse erh�alt man, wenn nicht Endmonomere,

sondern innere Monomere betrachtet werden; es ergibt sich lediglich eine um einen

Faktor 2-3 niedrigere Mobilit�at. Zu bemerken ist weiterhin, dass das vorhergesagte

Skalenverhalten durch die Optimierung der Parameter schon nach etwa 100 Zeitschritten

zu erkennen ist. Testsimulationen haben dar�uber hinaus gezeigt, dass eine Erh�ohung

von K um einen Faktor 5 zu einem noch etwas schnelleren Erreichen des relevanten

Regimes f�uhrt.

Eine weitere Simulation mit den Werten L = 40 und � = 40 f�uhrt zu Abb. 4.5. Der

Zeitschritt war dabei �t = 0:0125, die anderen Parameter wie f�ur � = 80. Man erkennt

das sehr schnelle Auftreten des vorhergesagten Skalenverhaltens f�ur die longitudinale

Bewegung. Es l�asst sich auch �uberpr�ufen, dass die Projektion auf die lokale Tangente zur
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Abbildung 4.5: Der kleinste Eigenwert in Abh�angigkeit von der Zeit, im Vergleich zum
mittleren Verschiebungsquadrat der Projektion auf die lokale Tangente zum Zeitpunkt
t = 0 und dem Winkel � zwischen dem longitudinalen Eigenvektor und der lokalen
Tangente. Die Kettenl�ange ist L = 40, die Stei�gkeit � = 40.

Zeit t = 0 die Dynamik nicht eindeutig wiedergibt. Dazu wurde in Abb 4.5 der Winkel

zwischen dem Eigenvektor, der zum kleinsten Eigenwert geh�ort, und der lokalen Tan-

gente bei t = 0 aufgetragen, sowie das mittlere Verschiebungsquadrat der Projektion

auf die Tangente f�ur das Endmonomer, im Vergleich zum longitudinalen Verschiebungs-

quadrat, das �uber den kleinsten Eigenwert des zweiten Moments gemessen wurde. Nach

Gl. (4.39) sollte ein �Ubergang von einem t7=8-Verhalten zu t1 statt�nden. Die Abbildung

zeigt, dass f�ur gro�e Zeiten wie erwartet das t1-Verhalten dominiert. Das t7=8-Verhalten

kann nicht eindeutig identi�ziert werden; es ist daher von einem sehr breiten �Ubergang

auszugehen. Zudem zeigt die Abbildung das Ansteigen des Quadrates des Winkels mit

t1=4.

ImWeiteren soll nun explizit das Skalenverhalten aus Gl. (4.37) �uberpr�uft werden, insbe-

sondere der �Ubergang vom t7=8-Verhalten zur freien Di�usion t1 und die Abh�angigkeit

von der Biegestei�gkeit. Dazu wurden Simulationen mit unterschiedlicher Stei�gkeit

durchgef�uhrt: � = 100, 200, 400, 700, bei konstanter L�ange L = 100. Die weiteren

Parameter sind � = 25, K = 5�2, der Zeitschritt betr�agt �t = 0:004, 0:002, 0:001,

0:0005 (bei zunehmender Stei�gkeit). Eine Wolke besteht aus 200 Punkten, es wurde

�uber 10 Wolken gemittelt. Zur �Uberpr�ufung von Gl. (4.37) generiert man eine sechs-

dimensionale Verteilung der Verschiebung der beiden Endmonomere f�~R(0);�~R(L)g
und berechnet die Eigenwerte �1; : : : ; �6 des zweiten Momentes dieser Verteilung [29].

So lange l2 < L ist, sind die beiden Endpunkte unkorreliert, die Verteilung faktorisiert

in zwei dreidimensionale, die sich wie oben diskutiert verhalten. Daher sollten die bei-

den kleinsten Eigenwerte �5; �6 mit t
7=8 skalieren. F�ur Zeiten l2(t) > L

"
sehen\ sich die
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beiden Enden, da die longitudinale Spannung das gesamte Filament durchquert hat.

Es gilt dann aber noch l1(t) < L (vgl. Abb. 4.2). Der kleinste Eigenwert skaliert da-

her in diesem Fall wie t3=4. Der zweitkleinste Eigenwert hingegen charakterisiert nun

die freie Di�usion in longitudinaler Richtung, d.h skaliert wie t1. Da verschiedene Stei-

�gkeiten zu verschiedenen charakteristischen Zeiten �c = ��3=(kBT )
4 f�uhren, f�ur die

l1 = l2 = lp > L gilt (vgl. Abb. 4.2 und die Diskussion dazu), kann durch mehrere

recht kurze Simulationen bei verschiedener Stei�gkeit diese Argumentation �uberpr�uft

werden: Je h�oher die Stei�gkeit, desto eher ist l2(t) = L. Abbildung 4.6 zeigt die bei-

den kleinsten Eigenwerte der sechsdimensionalen Verteilung, normiert mit t7=8�5=8, als

Funktion von t1=8�5=8. Diese Darstellung folgt daher dem Skalenverhalten (4.37). Das

erwartete Verhalten wird durch die Daten best�atigt.

0.1 1.0
l2(t)/L

10
−2

10
−1

λ 5,
6t

−
7/

8 κ5/
8

κ=100
κ=200
κ=400
κ=700

x

x
−1

Abbildung 4.6: Die zwei kleinsten Eigenwerte �5;6 der sechsdimensionalen Verteilung
f�ur die beiden Endmonomerpositionen in Skalenform.

Es stellt sich die Frage, welche Relevanz die longitudinale Bewegung besitzt, da sie

f�ur gew�ohnlich durch die viel gr�o�ere transversale �uberdeckt wird, und dann nur mit

erheblichem Aufwand �uber die Wolkenanalyse beobachtet werden kann. Insbesondere

in Experimenten ist eine Pr�aparation identischer Anfangskonformationen meines Wis-

sens nicht m�oglich, so dass das longitudinale Verhalten experimentell auf diese Art

nicht beobachtbar ist. Ein denkbarer Fall, bei dem die longitudinale Bewegung domi-

niert, ist ein vernetztes Polymer bestehend aus 6 Ketten, die an jeweils einem Ende

so miteinander verbunden sind, dass sich ein Kreuz in drei Dimensionen ergibt. Ein

Schnappschuss einer solchen Kettenkonformation ist in Abb. 4.7 zu erkennen. Die End-

monomere, die mit anderen Ketten verbunden sind, wurden dabei farblich gekennzeich-

net. Diese Interketten-Verbindungen wurden �uber ein harmonisches Potential zwischen

Endmonomeren der unterschiedlichen Ketten realisiert, dessen Minimum bei b
p
2 liegt.

Jedes dieser Endmonomere ist auf diese Art mit den vier Ketten verbunden, die (nahe-
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zu) senkrecht zur letzten Bindung auf der Kette des betrachteten Endmonomers liegen,

so dass diese Verbindungen topologisch einen Oktaeder bilden.

Abbildung 4.7: Schnappschuss einer Konformation aus sechs vernetzten Polymeren
mit jeweiliger L�ange L = 40 und Stei�gkeit � = 40. Die Vernetzungspunkte, die
aus den sechs Endmonomeren der Ketten bestehen, sind farblich abgesetzt. F�ur die
Vernetzungspunkte dominiert die longitudinale Bewegung.

Das mittlere Verschiebungsquadrat �R2
x(t) des Vernetzungspunktes ist dann gegeben

�uber die Summe der inversen Antworten der einzelnen Ketten [29]. Daher dominiert die

steife longitudinale Feder. Das Ergebnis von Simulationen solcher Sterne ist in Abb. 4.8

wiedergegeben, in der das �uber die sechs Endmonomere, die vernetzt sind, gemittelte

Verschiebungsquadrat gegen die Zeit aufgetragen ist. Die einzelnen Ketten bestehen

aus 40 Monomeren. Die weiteren Parameter sind durch (4.47-4.49), aufgefasst als ex-

akte Gleichungen, festgelegt. Die L�angen bzw. Zeiten der Simulationen verschiedener

Stei�gkeiten und Reibung (man beachte, dass �e� =
p
� gew�ahlt wurde) wurden dabei

in dem Graphen mit lp bzw. �c skaliert, so dass die Daten auf einer gemeinsamen Linie

liegen sollten (vgl. Gl. (4.37)). Verschiedene Stei�gkeiten und Reibungen f�uhren zu un-

terschiedlichen Bereichen der reskalierten Zeit bzw. L�ange, so dass das t7=8-Verhalten

�uber mehrere Dekaden beobachtet werden kann, obwohl die Kettenl�ange nur L = 40

betr�agt.

4.3.4 Simulationen mit hydrodynamischer Wechselwirkung

Die Ergebnisse des letzten Abschnitts zeigen eine sehr gute �Ubereinstimmung mit der

Theorie { allerdings unter Vernachl�assigung der hydrodynamischen Wechselwirkung.
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Abbildung 4.8: Das mittle-
re Verschiebungsquadrat eines
Vernetzungspunktes aus sechs
Kette in Abh�angigkeit von der
Zeit. Die Kettenl�ange ist L =
40. Simulationen bei verschie-
denen Stei�gkeiten � und Rei-
bungen �e� wurden so skaliert,
dass die Kurven auf eine Linie
fallen (s. Text).

Um diese Annahme zu testen, sind Simulationen mit der Methode aus Kapitel 2 durch-

gef�uhrt worden.

4.3.4.1 Der dynamische Strukturfaktor der transversalen Bewegung

Die Theorie und deren Best�atigung in Simulationen ohne hydrodynamische Wechselwir-

kung haben gezeigt, dass die longitudinalen Fluktuationen wesentlich kleiner sind als die

transversalen. Vernachl�assigt man erstere sowie den Einuss der Hydrodynamik, l�asst

sich durch einfache Argumente die Skalenrelation f�ur den dynamischen Strukturfaktor

angeben: Wegen Gl. (4.30) sind transversale Fluktuationen mit charakteristischen Zei-

ten wie r? � t3=8 verkn�upft. Daher ist der dynamische Exponent f�ur die transversale

Bewegung durch z = 8=3 gegeben. F�ur den dynamischen Strukturfaktor gilt das Ska-

lenverhalten S(k; t) = S(k; 0)f(kzt). Ber�ucksichtigt man, dass f�ur einen starren Stab

S(k; 0) / k�1 ist, gilt S(k; t) / k�1f(k8=3t). Explizite Rechnungen sind f�ur ein ein-

zelnes Filament [133] sowie f�ur eine halbverd�unnte L�osung im Bereich k� � 1 [119]

durchgef�uhrt worden. Beide Rechnungen sagen voraus, dass

S(k; t) / exp
�
�A(k8=3t)3=4

�
; (4.51)

wobei der Vorfaktor A wegen der hydrodynamischen Wechselwirkung logarithmisch von

k abh�angt, zudem gilt A / l
1=4
p . Die beiden Rechnungen unterscheiden sich lediglich um

einen numerischen Vorfaktor, der letztendlich aus dem jeweiligen Ansatz f�ur den Mo-

bilit�atstensor, Gl. (4.22) bzw. Gl. (4.25), folgt. Ein sehr �ahnliches Resultat erh�alt man

im �ubrigen, wenn die Inkompressibilit�at n�aherungsweise �uber einen globalen Lagrange-

Parameter f�ur die Gesamtl�ange des Filaments ber�ucksichtigt wird [142, 143].

Zur �Uberpr�ufung wurden Einzelketten mit L = 100 und � = 100 simuliert, in einer

Box der Gr�o�e 803, unter Verwendung der LBG f�ur die Hydrodynamik. Die sonstigen

Parameter wurden bis auf Vorfaktoren der Gr�o�enordnung Eins nach dem Verfahren

aus Abschnitt 4.3.2 bestimmt. Die genauen Werte sind: K = 50000, �e� � �bare =

25, � = 100, � = 0:5, �t = 0:004 und h = 0:012. Dabei ist Folgendes zu beachten:

Der hohe Wert f�ur � ist nicht ganz ausreichend, um Bedingung (4.49) zu erreichen;



4
.3
C
o
m
p
u
t
e
r
sim

u
la
t
io
n
e
in
e
r
se
m
i
e
x
ib
le
n
E
in
z
e
lk
e
tte

1
0
9

0
10

20
30

40
50

(k
8/3t) 3/4

2 3

1.5

2.5

3.5
kS(k,t)

0
100

200
300

(k
3t) 2/3

1.5 2

2.5 3

3.5

kS(k,t)

A
b
b
ild

u
n
g
4
.9
:
D
er
d
y
n
a
m
isch

e
S
tru

k
tu
rfa

k
to
r
ein

er
sem

i
ex
ib
len

K
ette

u
n
ter

B
er� u

ck
-

sich
tig

u
n
g
d
er
h
y
d
ro
d
y
n
a
m
isch

en
W
ech

selw
irk

u
n
g
in
D
a
ten

k
o
lla
p
s-D

a
rstellu

n
g
f� u
r
d
en

d
y
n
a
m
isch

en
E
x
p
o
n
en
ten

z
=
8
=
3
(lin

k
s)
u
n
d
z
=
3
(rech

ts).

v
ielm

eh
r
ist

K
=
(�
e
�
�
)
�

2
0
,
so

d
a
ss

d
ie

H
y
d
ro
d
y
n
a
m
ik

etw
a
4
-5

m
a
l
la
n
g
sa
m
er

ist

a
ls

d
ie

P
ro
p
a
g
a
tio

n
d
er

K
o
m
p
ressib

ilit� a
tsm

o
d
en
.
E
in
e
w
eitere

S
teig

eru
n
g
v
o
n
�
ist

a
b
er

n
ich

t
m
� o
g
lich

,
d
a
m
a
n
a
n
d
ie
G
ren

zen
d
er

S
ta
b
ilit� a

t
d
es

A
lg
o
rith

m
u
s
st� o

�
t
(b
ei

o
b
ig
er
P
a
ra
m
eterw

a
h
l
ist

�
=
�
0
:2
).
D
a
m
a
n
jed

o
ch

v
o
r
a
llem

a
n
P
h
� a
n
o
m
en
en

a
u
f
d
en

L
� a
n
g
en
sk
a
len

l1
b
zw

.
l2

in
teressiert

ist,
u
n
d
sch

o
n
a
b
t
&

1
:6

sow
o
h
l
l4 (t)

>
l2 (t)

a
ls

a
u
ch

l4 (t)
>
l1 (t)

g
ilt,

k
a
n
n
d
av
o
n
a
u
sg
eg
a
n
g
en

w
erd

en
,
d
a
ss

sich
d
ie
H
y
d
ro
d
y
n
a
m
ik

sch
n
ell

a
u
sg
eb
reitet

im
V
erg

leich
zu

l1
u
n
d
l2 .

In
A
b
b
.
4
.9

ist
d
er

d
y
n
a
m
isch

e
S
tru

k
tu
rfa

k
to
r
in

sk
a
lierter

F
o
rm

a
u
fg
etra

g
en
,
so

d
a
ss

sich
n
a
ch

G
l.
(4
.5
1
)
in

h
a
lb
lo
g
a
rith

m
isch

er
D
a
rstellu

n
g
ein

e
G
era

d
e
erg

eb
en

so
llte.

D
ie

�U
b
erein

stim
m
u
n
g
m
it
d
em

v
o
rh
erg

esa
g
ten

V
erh

a
lten

m
it
z
=
8
=
3
ist

seh
r
g
u
t.
D
ieses

S
k
a
len

v
erh

a
lten

f� u
r
d
en

d
y
n
a
m
isch

en
S
tru

k
tu
rfa

k
to
r
w
u
rd
e
zu
erst

in
E
x
p
erim

en
ten

m
it-

tels
d
y
n
a
m
isch

er
L
ich

tstreu
u
n
g
a
n
A
k
tin

[1
3
3
,1
3
8
,1
4
4
]
g
efu

n
d
en
.
D
ie
lo
g
a
rith

m
isch

en

K
o
rrek

tu
ren

a
u
f
G
ru
n
d
d
er
H
y
d
ro
d
y
n
a
m
ik
k
� o
n
n
en

im
R
a
h
m
en

d
er
sta

tistisch
en

G
en
a
u
-

ig
k
eit

h
ier

n
ich

t
b
eo
b
a
ch
tet

w
erd

en
.
In

ein
em

zw
eiten

G
ra
p
h
en

ist
S
(k
;t)

so
sk
a
liert,

d
a
ss

sich
n
a
ch

d
em

Z
im
m
-M

o
d
ell

ein
er


ex
ib
len

K
ette,

d
.h
.
z
=
3
ein

D
a
ten

k
o
lla
p
s
erg

eb
en

so
llte.

D
ie
D
a
ten

fa
llen

d
a
n
n
n
ich

t
m
eh
r
g
a
n
z
so

g
u
t
a
u
fein

a
n
d
er

w
ie
f� u
r
z
=
8
=
3
.
Z
u
-

sa
m
m
en
g
efa

sst
zeig

t
d
ie
A
n
a
ly
se
d
es
d
y
n
a
m
isch

en
S
tru

k
tu
rfa

k
to
rs,

d
a
ss
d
er
E
in

u
ss
d
er

h
y
d
ro
d
y
n
a
m
isch

en
W
ech

selw
irk

u
n
g
f� u
r
d
ie
tra

n
sv
ersa

le
B
ew

eg
u
n
g
sem

i
ex
ib
ler

K
etten

im
G
eg
en
sa
tz

zu

ex
ib
len

seh
r
g
erin

g
ist,

so
d
a
ss

d
a
s
S
k
a
len

v
erh

a
lten

,
d
a
s
sich

o
h
n
e

B
er� u

ck
sich

tig
u
n
g
d
er

H
y
d
ro
d
y
n
a
m
ik

erg
ib
t,
ein

e
seh

r
g
u
te

�U
b
erein

stim
m
u
n
g
m
it
d
en

D
a
ten

zeig
t.
In

d
iesem

Z
u
sa
m
m
en
h
a
n
g
sei

a
u
ch

erw
� a
h
n
t,
d
a
ss

d
ie
F
in
ite-S

ize-E
�
ek
te

w
eg
en

d
er

en
d
lich

en
G
r� o
�
e
d
er

S
im
u
la
tio

n
sb
ox
,
d
ie

im
F
a
ll
d
er


ex
ib
len

E
in
zelk

ette

v
o
n
B
ed
eu
tu
n
g
sin

d
,
n
u
r
K
o
rrek

tu
ren

zu
d
en

lo
g
a
rith

m
isch

en
K
o
rrek

tu
ren

a
u
sm

a
ch
en

so
llten

u
n
d
v
o
n
d
a
h
er

n
ich

t
b
er� u

ck
sich

tig
t
w
u
rd
en
.



110 Semiexible Einzelkette

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

t

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

E
ig

en
w

er
te

 v
on

 M

longitudinal, mit HD
transversal, mit HD
longitudinal, ohne HD
transversal, ohne HD

t
7/8

t
3/4

Abbildung 4.10: Der kleinste und der gr�o�eren Eigenwert vonM, �uber die zwei mitt-
leren Monomere gemittelt, f�ur eine Kette mit L = 80, � = 80, mit und ohne Ber�uck-
sichtigung der Hydrodynamik (HD).

4.3.4.2 Wolkenanalyse mit hydrodynamischer Wechselwirkung

Der Einuss der Hydrodynamik auf das Skalenverhalten des mittleren Verschiebungs-

quadrates in transversaler Richtung wird auf Grund der Ergebnisse f�ur den dynami-

schen Strukturfaktor als gering eingestuft, da die transversale Bewegung das Verhalten

des dynamischen Strukturfaktors bestimmt; f�ur diesen spielte die Hydrodynamik kei-

ne wesentliche Rolle. F�ur die longitudinale Bewegung ist dies nicht o�ensichtlich: Man

k�onnte sich etwa vorstellen, dass die transversale und longitudinale Bewegung durch die

hydrodynamische Wechselwirkung so stark korreliert sind, dass auch die longitudinale

Bewegung dem t3=4-Verhalten folgt. Daher wurden 3 Wolken zu je 150 Simulationen

f�ur ein System mit L = 80, � = 80 gerechnet. Die weiteren Parameter der Simulation

waren: K = 32000, �e� � �bare = 50, � = 100, � = 0:5, �t = 0:005 und h = 0:015. Die

Gr�o�e der Simulationsbox betrug LBox = 64. Es wurden 3 unabh�angige �aquilibrierte

Anfangskonformationen erzeugt, und mit L�osungsmittel eine Zeit T unabh�angig vonein-

ander simuliert, so dass sich die hydrodynamische Wechselwirkung ausbreiten konnte.

Dabei wurde T so gew�ahlt, dass l4(T ) � 2LBox ist. Jedes dieser 3 Systeme wurde dann

150 Mal mit unterschiedlichen Zufallskr�aften sowohl f�ur Fl�ussigkeit als auch Polymer

simuliert, und zwar 104 Zeitschritte, um das Skalenverhalten etwa �uber zwei Dekaden

verfolgen zu k�onnen.

Die Eigenwerte des zweiten Moments der Wahrscheinlichkeitsverteilung f�ur die Posi-

tion der beiden innersten Monomere, die sich aus diesen Simulationen ergeben, sind

in Abb. 4.10 gegen die Zeit aufgetragen. Im Vergleich dazu sind die Eigenwerte aus

einer Simulation mit den gleichen Parametern ohne Hydrodynamik mit eingezeichnet.

Man erkennt nur marginale Abweichungen, d.h. auch f�ur die longitudinale Bewegung
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ist die Hydrodynamik f�ur das Skalenverhalten vernachl�assigbar. Zudem zeigt sich wie

erwartet, dass die transversale Bewegung wie t3=4 skaliert. Eine Normierung auf t7=8

f�ur den kleinsten Eigenwert (Abb. 4.11) zeigt das Skalenverhalten noch etwas genauer.

Zudem wurden in dieser Abbildung auch die Eigenwerte aufgenommen, die sich aus der

Endmonomer-Verteilung ergeben. Es zeigt sich hier eine 2-3fach h�ohere Mobilit�at auf

Grund von Ende�ekten.





5 Halbverd�unnte L�osungen exibler

Polymere

Gegenstand dieses Kapitels sind halbverd�unnte Polymerl�osungen. W�ahrend Schmelzen

exibler Polymere durch das Rouse-Modell und das Reptations-Modell gut beschrieben

werden, und verd�unnte Systeme durch das Zimm-Modell, ist f�ur halbverd�unnte Systeme

ein �Ubergang zwischen diesen (asymptotischen) Grenzf�allen zu erwarten. Zum ersten

Mal kann in dieser Arbeit der �Ubergang sowohl in statischen als auch in dynamischen

Gr�o�en auf dem Computer direkt beobachtet werden. Dies wird m�oglich durch die

Simulation von Ketten, die aus 1000 Monomeren bestehen, deren Volumenbruch aber

dennoch klein ist. Die Dynamik wird unter Ber�ucksichtigung der hydrodynamischen

Wechselwirkung mit Hilfe der LBG simuliert. Vor�aquilibrierte statische Konformationen

werden �uber einen e�ektiven Monte-Carlo-Algorithmus erzeugt.

Im Folgenden wird zun�achst die analytische Theorie beschrieben (Abschnitt 5.1). In

Abschnitt 5.2 folgt die Diskussion der Simulationen und der Ergebnisse.

5.1 Abriss der Theorie

5.1.1 Statische Eigenschaften

In halbverd�unnten L�osungen ist der Volumenbruch � der Monomere sehr klein, al-

lerdings �uberlappen sich die Polymere. Der �Ubergangbereich von verd�unnten zu halb-

verd�unnten Systemen ist durch diejenige Monomerkonzentration charakterisiert, bei der

sich die Ketten gerade
"
ber�uhren\:

c� � N

R3
g

� N1�3� : (5.1)

Der Exponent � steht in diesem Kapitel immer f�ur den statischen Skalenexponenten des

selbstausschlie�enden Irrugs, d.h. in drei Dimensionen � � 0:588. Bezeichnet man den

kritischen Volumenbruch mit ��, so gilt f�ur ein halbverd�unntes System �� � �� 1.

Das Skalenverhalten der Kettenkonformationen wird �uber das so genannte
"
Blob\-Bild

von de Gennes [3, 4, 145] erkl�art: Ein Schnappschuss einer halbverd�unnten L�osung hat

das Aussehen eines Netzwerkes mit einer bestimmten mittleren Maschenweite �S { der

Index S soll darauf hindeuten, dass es sich um eine statische Gr�o�e handelt {, die in

Abbildung 5.1 skizziert ist. Das Skalenverhalten von �S folgt dann aus der �Uberlegung,

dass f�ur c� � c die Maschenweite nicht von der Kettenl�ange abh�angen kann. Zudem
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ξS

ξ  , n  (SAW)

R, N   (RW)

s

Abbildung 5.1: Skizze einer halbverd�unnten Polymerl�osung (links) sowie des Blob-
Bildes von de Gennes [3] (rechts). Die Maschenweite �S � �H charakterisiert den
�Ubergang von SAW-Verhalten zu RW-Verhalten sowie die Abschirml�ange der hydro-
dynamischen Wechselwirkung.

benutzt man, dass �2
S
� R2

e gilt, wenn c � c�. Diese Bedingungen f�uhren auf [3]

�S � c��=(3��1): (5.2)

Betrachtet man ein bestimmtes Polymer in der L�osung, so kann dieses als eine Kette

von Blobs mit dem Durchmesser �S angesehen werden. Innerhalb eines Blobs ist die

L�osung verd�unnt, daher liegt dort SAW-Verhalten vor, d.h.

�S � n� ; (5.3)

wobei n die Zahl der Monomere pro Blob ist. Aus den beiden letzten Gleichungen folgt

c � n

�3
S

; (5.4)

d.h. auf gro�en L�angenskalen ist die halbverd�unnte L�osung ein dichtes System, auf-

gebaut aus den Blobs. Daher liegt analog zu einer Schmelze in diesem Bereich RW-

Verhalten vor, d.h.

R2
e � �2S

N

n
/ Nc�(2��1)=(3��1) : (5.5)

Explizite Rechnungen stehen damit in Einklang [4, 146{148]. Dar�uber hinaus ergibt sich

eine weitere Interpretation von �S aus diesen Rechnungen. Betrachtet man beispielsweise

den kollektiven Strukturfaktor

C(k) =

NtotX
i;j

D
exp

�
i~k � ~rij

�E
; (5.6)

wobei Ntot die Gesamtzahl der Monomere in der L�osung sei, so erh�alt man mittels einer

"
Mean-Field\-Rechnung (gau�sche N�aherung) die funktionale Form [4]

C(k) / 1

k2 + ��2
S

: (5.7)
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Daraus liest man ab, dass �S die Rolle einer Abschirml�ange spielt, auf der die Korrela-

tionen in den Dichteuktuationen abgebaut werden.

5.1.2 Dynamische Eigenschaften

Die hydrodynamische Wechselwirkung spielt in verd�unnten Systemen eine entscheiden-

de Rolle f�ur die Dynamik, w�ahrend sie in dichten Systemen vernachl�assigbar ist. Die

Dynamik einer halbverd�unnten L�osung ist daher gekennzeichnet durch den �Ubergang

vom einen zum anderen asymptotischen Verhalten. Die Theorie des e�ektiven Medi-

ums [4, 146{151] gibt diesen Aspekt { die hydrodynamische Abschirmung { wieder.

Von ihrem Charakter her ist sie eine Mean-Field-Theorie, in der die Eigenschaften des

e�ektiven Mediums selbstkonsistent aus der Einzelkettendynamik bestimmt werden.

Das wesentliche Ergebnis dieser Theorie ist die Existenz einer hydrodynamischen Ab-

schirml�ange �H . Auf L�angenskalen, die viel kleiner als �H sind, herrscht Zimm-Dynamik

vor, w�ahrend im umgekehrten Fall Rouse-Dynamik vorliegt. Die Theorie des e�ekti-

ven Mediums gibt allerdings die Reptationsdynamik nicht korrekt wieder. Der Mobi-

lit�atstensor ist in dieser Theorie gegeben durch [4]

$
H (~k) =

$
1 �k̂ 
 k̂

�(k2 + �2
H
)
; (5.8)

was im Ortsraum einem Abfall der hydrodynamischen Wechselwirkung gem�a�

exp(�r=�H)=r entspricht. Es ist allerdings zu beachten, dass auf sehr gro�en L�angen-

skalen dieses Resultat keine G�ultigkeit beansprucht, da in diesem Fall makroskopische

Hydrodynamik in der L�osung vorliegen sollte, so dass

$
H (~k) =

$
1 �k̂ 
 k̂

~�k2
(5.9)

ist, mit der Viskosit�at ~� der Polymerl�osung [4, 30]. Ein gro�es Problem f�ur die Theorie

liegt darin, dass die Relaxation einer Kette, die Relaxation der Polymermatrix und die

Relaxation der Spannungen im System alle auf gleichen Zeitskalen ablaufen.

Die hydrodynamische Abschirml�ange �H spielt f�ur die Dynamik eine �ahnliche Rolle wie

die statische Abschirml�ange �S. Die Skalentheorie fordert auch die gleiche Abh�angigkeit

von der Konzentration f�ur beide Gr�o�en, d.h.

�H / c��=(3��1): (5.10)

Die Behauptung de Gennes' ist, dass sogar �S = �H gilt [152]. Eine Untersuchung von

Edwards und Muthukumar [146{148] auf der Basis der Theorie des e�ektiven Medi-

ums besagt hingegen, dass beide L�angen vollkommen verschiedenen physikalischen Ur-

sprungs sind. Man erh�alt zwar im kritischen Regime c! 0 f�ur beide L�angen die gleiche

Abh�angigkeit von der Monomerkonzentration c gem�a� Gl. (5.2) und (5.10), allerdings

eine kompliziertere Relation f�ur ihr Verh�altnis [148],

��2
H

=
�

2
cl1
�
��1
H

+ ��1
S

�
: (5.11)



116 Halbverd�unnte L�osungen exibler Polymere

Dabei bezeichnet l1 die e�ektive Bindungsl�ange des Polymers, d.h. es gilt hR2
ei = Nbl1;

man beachte, dass l1 im Allgemeinen konzentrationsabh�angig ist. Dar�uber hinaus er-

geben sich f�ur eine konzentrierte L�osung v�ollig verschiedene Abh�angigkeiten von der

Konzentration, �H / c�1 und �S / c�1=2 [146]. Diese Vorhersagen werden mit den

Simulationsdaten in Abschnitt 5.2.2 n�aher betrachtet.

5.2 Diskussion der Simulationen

Das Simulationsmodell ist das gleiche wie f�ur die exible Einzelkette aus Kapitel 3. Auch

die Eingabeparameter sind identisch. Alle Gr�o�en dieses Kapitels werden in Lennard-

Jones-Einheiten angegeben. Die Kettenl�ange betr�agt hier N = 1000, da man das Ska-

lenverhalten im halbverd�unnten Bereich untersuchen m�ochte, d.h. die Kette grob aus

30 Blobs zu je 30 Monomeren bestehen soll. Die Monomerkonzentration ist hier der

variable Parameter.

5.2.1 Statische Eigenschaften

Um �aquilibrierte Konformationen zu erzeugen, bietet es sich an, einen Monte-Carlo-

Algorithmus zu verwenden, weil Molekulardynamik f�ur lange Ketten auf Grund der

schlechten Skalierung der Reorientierungszeit (�R � N2 im Rouse-Modell, �R � N3

im Reptations-Modell) ungeeignet ist. Es stellt sich dabei die Frage, welche Strategie

f�ur die Monte-Carlo-Schritte optimal ist. F�ur verd�unnte Systeme wird im Allgemeinen

ein so genannter
"
Pivot\-Algorithmus verwendet. Dabei wird ein Monomer der Kette

zuf�allig ausgew�ahlt, wodurch die Kette in zwei Teile zerlegt wird. Einer dieser Teile wird

dann um eine zuf�allige Achse um einen zuf�alligen Winkel gedreht. Die Entscheidung,

ob der Schritt akzeptiert wird, erfolgt dann �uber das Metropolis-Kriterium. Dadurch

erh�alt man einen ergodischen Algorithmus, der sehr eÆzient ist: F�ur eine Einzelkette

wird eine Relaxation des End-zu-End-Vektors mit N0:2 gefunden [153]. Der Nachteil

dieses Verfahren ist jedoch, dass die Akzeptanzrate drastisch abnimmt, wenn die Kon-

zentration erh�oht wird [154]. Meine Testsimulationen haben zudem gezeigt, dass f�ur

halbverd�unnte Systeme praktisch ausschlie�lich solche Schritte akzeptiert werden, bei

denen ein Monomer nahe dem Kettenende als Drehzentrum gedient hat. Daher ist die-

ses Verfahren ungeeignet, um halbverd�unnte Ketten zu �aquilibrieren. F�ur Schmelzen

hingegen benutzt man einen Reptationsschritt (z.B. [11]): Ein Monomer wird an einem

Ende der Kette
"
abgeschnitten\. Dann wird versucht, dieses an das andere Ende in

einer zuf�alligen Richtung zu setzen. F�ur diesen Algorithmus wurde in Simulationen f�ur

SAWs eine Skalierung mit N2:02 gefunden [154]. Da ein Reptationsschritt nur eine lo-

kale Ver�anderung einer Konformation darstellt, relaxiert eine Kette damit etwa O(N)

schneller als bei Molekulardynamik.

Hier wurde eine Kombination von Reptations- und Pivot-Algorithmus verwendet. Man

nimmt nicht lediglich ein Monomer vom Ende, sondern eine zuf�allig gew�ahlte Zahl von

Monomeren. Um die Akzeptanzrate zu verbessern, wurde dabei eine maximale Zahl

Nmax von Monomeren festgelegt, die an einem Ende ausgew�ahlt werden. Intuitiv sollte,

da innerhalb eines Blobs eine verd�unnte L�osung vorliegt, diese Zahl in etwa der Zahl
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der Monomere pro Blob entsprechen, um hohe Akzeptanzraten zu erhalten. Hier wurde

Nmax = 30 gew�ahlt. Den gew�ohnlichen Reptationsalgorithmus erh�alt man f�urNmax = 1.

Um zu �uberpr�ufen, wie schnell die �Aquilibrierung mittels dieses Algorithmus vonstatten

geht, wurden die Autokorrelationsfunktionen der Rouse-Moden in Abh�angigkeit von

der Zahl der MC-Versuche untersucht. Ein typisches System mit L = 88, N = 1000,

NKetten = 50 zeigte die l�angste Korrelations-
"
Zeit\ f�ur die Mode p = 1. Durch eine

Anpassung einer Exponentialfunktion wurde die Korrelationszeit zu �MC = 25000 MC-

Versuchen pro Kette berechnet. Die Akzeptanzrate betr�agt dabei 16%.

Da ein MC-Schritt nur eine Ver�anderung der beiden Kettenenden bewirkt, l�asst sich die

Energieberechnung lokal durchf�uhren. Dazu kann beispielsweise die Einteilung in Zel-

len im Link-Cell-Algorithmus f�ur die e�ektive Implementierung verwendet werden: Das

Rechengebiet wird mit Zellen �uberdeckt, wie im gew�ohnlichen Link-Cell-Algorithmus.

F�ur jedes Monomer, das durch einen MC-Versuch bewegt werden soll, berechnet man

lokal die Volumenausschluss-Energie mit den Monomeren in den 27 Nachbarzellen mit-

tels der schon bestehenden Liste. Die Versuchsposition eines Monomers legt eine neue

Zelle f�ur dieses Monomer fest. Die neuen Nachbarzellen werden dann verwendet, um

die Volumenausschluss-Energie der neuen Position zu berechnen; die bestehende Liste

kann dazu ebenfalls verwendet werden. Eine Erneuerung der Liste muss nur nach einem

erfolgreichen MC-Versuch durchgef�uhrt werden.

c 0:00837 0:0397 0:0734 0:134 0:231

Ntot 25000 50000 50000 50000 50000

N 1000 1000 1000 1000 1000

L 144 108 88 72 60

R2
g 955� 24 798 � 14 626 � 13 512 � 12 525 � 12

R2
e 5727 � 235 4705 � 190 3641 � 155 3275 � 121 3129 � 117p
hb2i 1:101 � 0:006 1:095 � 0:006 1:106 � 0:006 1:097 � 0:006 1:098 � 0:006

�S
a | 21 14 9:0 7:8

aSch�atzung aus S(k)

Tabelle 5.1: Spezi�kation und statische Eigenschaften der simulierten halbverd�unnten
Systeme.

F�unf unterschiedliche Konzentrationen sind mit diesem Verfahren simuliert worden. Die

Ergebnisse sind in Tabelle 5.1 zusammengefasst. Die Konzentration der Monomere um-

fasst den Bereich von c = 8:37�10�3 bis c = 0:231. Die Kettenl�ange betr�agt N = 1000.

Die Zahl der Ketten ist immer NKetten = 50, lediglich f�ur das verd�unnteste System gilt

NKetten = 25. Der statische Strukturfaktor der Ketten ist in Abb. 5.2 f�ur das System mit

c = 0:0734 aufgetragen. Das zu erwartende Skalenverhalten im Bereich R�1g � k � a�10
ist f�ur k�S � 1 durch S(k) / k�1=� bzw. f�ur k�S � 1 durch S(k) / k�2 gegeben. Diese
beiden Regime werden von den Daten gut reproduziert. Der asymptotische Exponent

� � 0:59 wird bei hohen Werten k & 1:5 allerdings nicht erreicht; vielmehr ist in diesem

Bereich eine abnehmende Steigung von S(k) zu beobachten. Dieses Verhalten ist kon-

sistent mit den zu hohen Werten f�ur �, die in Kapitel 3 f�ur die Einzelkette bestimmt
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wurden.
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Abbildung 5.2: Statischer
Strukturfaktor f�ur das System
mit c = 0:0734. Das asympto-
tische Skalenverhalten eines
RW und eines SAW sind mit
eingezeichnet. Die Abschir-
mung der Volumenausschluss-
Wechselwirkung bei kleinen
k ist direkt beobachtbar.
Der Fehler der Messpunkte
ist in etwa durch die Gr�o�e
der Symbole gegeben; zudem
wurden bei zwei Punkten
Fehlerbalken eingezeichnet.

Der Graph erm�oglicht es aus der Wellenzahl kc, bei der der �Ubergang statt�ndet, die

statische Abschirml�ange �S = 2�=kc � 14 zu bestimmen. Analoges Vorgehen f�ur die

anderen Konzentrationen ergibt die in Tabelle 5.1 aufgelisteten Werte. Man sollte be-

achten, dass im verd�unntesten System kaum noch �Uberlappung zwischen den Ketten

besteht; die (hypothetische) kritische Konzentration c� f�ur Ketten der L�ange N = 1000,

unter der Annahme eines End-zu-End-Abstandes von R2
e = 5727 { wie er im verd�unn-

testen System vorliegt {, w�are c = 4:4 � 10�3. Dieser Wert kommt der vorliegenden

Konzentration bis auf einen Faktor zwei nahe. Dies wird auch am Strukturfaktor des

verd�unntesten Systems deutlich, f�ur den ein k�2-Verhalten nicht mehr erkennbar ist (s.

Abb. 5.3).

Die Strukturfaktoren f�ur alle f�unf Systeme sind in einem Graphen in Abb. 5.3 dar-

gestellt. Es ist deutlich zu erkennen, dass bei zunehmendem Volumenbruch der �Uber-

gang vom SAW- zum RW-Verhalten bei gr�o�eren k-Werten erfolgt. Die auf Grund der

Skalenargumente zu erwartende Abh�angigkeit der Maschenweite �S von der Monomer-

konzentration gem�a� Gl. (5.2) kann am besten durch eine geeignete Skalierung des

Strukturfaktors �uberpr�uft werden. Dazu geht man von der Relation

S(k) = Nf (kRg; k�S) (5.12)

aus. Im Skalenbereich R�1g � k � a�10 muss S unabh�angig von N sein, daher gilt

S(k) / k�2R�2g N ~f (k�S) : (5.13)

Wegen Gl. (5.2) und (5.5) folgt daraus die Konzentrationsabh�angigkeit

S(k) / k�2c(2��1)=(3��1) f̂
�
kc��=(3��1)

�
�=0:59
= k�2c0:23f̂

�
kc�0:77

�
:

(5.14)

F�ur die Funktion f̂ gilt auf Grund des zu erwartenden RW- bzw. SAW-Verhaltens f�ur

kleine bzw. gro�e k

f̂(x) =

(
const.; x� 1;

x2�1=� �=0:59
= x0:3; x� 1:

(5.15)
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Abbildung 5.3: Statischer Strukturfaktor f�ur f�unf Systeme mit unterschiedlicher
Konzentration. Die Abschirmung der Volumenausschluss-Wechselwirkung auf gro�en
L�angenskalen ist direkt beobachtbar, die Abh�angigkeit des �Ubergangs von der Kon-
zentration ist ersichtlich.

S(k)k2c�0:23 als Funktion von kc�0:77 ist in Abb. 5.4 aufgetragen. Die Daten wurden

dabei auf den Skalenbereich 0:15 < k < 1:5 beschr�ankt. Der Datenkollaps erscheint

vern�unftig, dennoch sind leichte Abweichungen zu erkennen, vor allem f�ur gro�e k-

Werte. Dies deutet darauf hin, dass das asymptotische Verhalten f�ur die hier vorliegen-

den Konzentrationen und Kettenl�angen noch nicht in vollem Umfang verwirklicht ist.

Auch eine Optimierung der Potentiale, so dass f�ur gro�e k-Werte im Skalenbereich der

asymptotische Exponent eines SAW eher gegeben ist, erscheint hier sinnvoll.

Das Skalenverhalten (5.2) ist auch mit Licht- und R�ontgenstreuexperimenten [155, 156],

sowie mit Computersimulationen mittels des Bindungs-Fluktuations-Modells [157] va-

lidiert worden. In diesem Zusammenhang sei erw�ahnt, dass die mittlere quadratische

Bindungsl�ange im Bindungs-Fluktuations-Modell konzentrationsabh�angig ist, so dass

deren Ber�ucksichtigung in der Arbeit von Paul et al. [157] relevant war. In dem hier

verwendeten Modell war die mittlere quadratische Bindungsl�ange im Rahmen der Mess-

genauigkeit unabh�angig von der Konzentration (s. Tabelle 5.1), daher spielt dieser E�ekt

keine Rolle.

Anhand des End-zu-End-Abstandes soll der Vollst�andigkeit halber noch Gl. (5.5) �uber-

pr�uft werden. Dieser wurde in Abb. 5.5 gegen die Konzentration der Monomere aufge-

tragen. Die f�unf Datenpunkte lassen es jedoch kaum zu, eine endg�ultige Aussage �uber

das Skalenverhalten zu machen; tendenziell ist das theoretisch zu erwartende Verhalten

zu erkennen. Man beachte, dass im verd�unnten Limes c� c� der End-zu-End-Abstand
unabh�angig von der Konzentration ist, so dass bei abnehmender Konzentration ein
�Ubergang in ein Plateau zu erwarten ist. Da der End-zu-End-Abstand des verd�unnte-

sten Systems tendenziell kleiner ist als nach dem Potenzgesetz f�ur den halbverd�unnten
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Abbildung 5.4: Statischer Strukturfaktor in skalierter Form f�ur f�unf verschiedene Kon-
zentrationen c. F�ur �S / c��=(3��1) und R2

g / c(2��1)=(3��1) sollten im halbverd�unnten
Bereich alle Daten im Skalenbereich in dieser Darstellung auf einer gemeinsamen Kur-
ve liegen. Die Fehler sind in etwa durch die Gr�o�e der Symbole gegeben, an einigen
Messpunkten wurden zudem Fehlerbalken eingezeichnet. Zudem wird eine konstante
Funktion f�ur kleine k und eine Abh�angigkeit k2�1=� f�ur gro�e k erwartet. Hier wird
� = 0:59 verwendet.

Bereich erwartet, wird die obige Vermutung unterst�utzt, dass das verd�unnteste System

nicht mehr im halbverd�unnten Regime liegt.

5.2.2 Dynamische Eigenschaften

Die �aquilibrierten Ketten wurden f�ur drei Systeme { mit c = 0:0734, c = 0:134 und

c = 0:231 { mit der Methode aus Kapitel 2 simuliert, so dass die hydrodynamische

Wechselwirkung ber�ucksichtigt wird. Alle Parameter f�ur die LBG sowie die Potentiale

der Ketten wurden aus Kapitel 3 �ubernommen, d.h. sie sind angepasst an die Ergebnisse

einer MD-Simulation mit expliziten L�osungsmittelteilchen. Man sollte beachten, dass

die Dichte der Fl�ussigkeit auch hier { wie im verd�unnten Fall { � = 0:86 betr�agt, obwohl

die Polymerkonzentration nicht vernachl�assigbar klein ist. F�ur die Begr�undung sei auf

Abschnitt 2.7.2.6 verwiesen. Die Systeme wurden etwa eine Zeit 2L2=� (� bezeichnet

hier die kinematische Viskosit�at) simuliert, so dass sich die hydrodynamischen Korre-

lationen aufbauen k�onnen. Danach wurden Daten aufgenommen. Insgesamt wurde jede

der drei Dichten zwei Mal mit voneinander unabh�angigen Anfangskonformationen simu-

liert, und zwar etwa jeweils eine Zeit von T = 20000�LJ , d.h. wesentlich k�urzer als die

Rouse-Zeit f�ur eine 1000er Kette. Daher ist lediglich das Kurzzeitverhalten Gegenstand

der Untersuchung.
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Abbildung 5.6: Mittleres Verschiebungsquadrat eines inneren Monomers f�ur drei ver-
schiedene Konzentrationen. Auf Grund der hydrodynamischen Abschirmung erwartet
man f�ur t � tc Zimm-Verhalten (t2=3), f�ur t � tc Rouse-Verhalten (t1=2 bei zus�atzli-
cher Abschirmung der Volumenausschluss-Wechselwirkung).

Dynamik ist deutlich zu erkennen, vor allem f�ur die beiden dichteren Systeme. Alle

drei Systeme zeigen f�ur gro�e Zeiten ein Skalenverhalten, das dem asymptotisch zu

erwartenden t1=2 nahe kommt. Eine Anpassung an ein Potenzgesetz zeigt Werte f�ur

die Potenz, die etwa bei 0:5 (relative Abweichung . 5%, vgl. Tabelle 5.2) liegen. Man

sollte hier jedoch die Gr�o�e der statistischen Fehler der Einzelmessungen beachten; zur

Verdeutlichung ist ein Fehlerbalken bei einigen Messpunkten in Abb. 5.6 eingezeichnet.

F�ur kurze Zeiten erh�alt man f�ur die beiden verd�unnteren Systeme Exponenten, die sehr

nahe bei dem asymptotischen Zimm-Wert 2=3 liegen (relative Abweichung . 1%, vgl.

Tabelle 5.2). Aus dem Verschiebungsquadrat, bei dem ungef�ahr der �Ubergang erfolgt,

kann �H abgesch�atzt werden, was zu den Werten aus Tabelle 5.2 f�uhrt.

Das Skalenverhalten in Bezug auf die Konzentration l�asst sich untersuchen, in dem g1
als Funktion von t=tc geschrieben und �H / c2y ausgenutzt wird. Dann folgt

g1(t)

�2
H

= f(t=tc) (5.19)

mit tc / �3
H
. Die Funktion f(x) muss

f(x) =

(
x2=3 f�ur x� 1;

x1=2 f�ur x� 1:
(5.20)

erf�ullen. Daher sollten die Werte f�ur alle drei Konzentrationen in dieser Darstellung auf

einer Kurve liegen. Wie Abb. 5.7 (links) zeigt, wird dies durch die Daten gut best�atigt,



5.2 Diskussion der Simulationen 123

c 0:0734 0:134 0:231

Ntot 50000 50000 50000

N 1000 1000 1000

L 88 72 60

g1-Exp. (t� tc) 0:662 ([30; 300]) 0:658 ([30; 100]) |a

g1-Exp. (t� tc) 0:508 ([3000; 10000]) 0:475 ([1000; 3000]) 0:505 ([1000; 3000])

Anpassung an At2=3 0:48 ([30; 300]) 0:44 ([30; 100]) 0:40 ([20; 50])

�H
b 6:3 4:7 2:7

�H
c 2:0 1:3 0:87

dT
d 47 37 20

ak.A., da Bereich dieses Regimes zu klein ist
bSch�atzung aus g1
cBerechnet �uber Gl. (5.21)
dSch�atzung aus Schmelzensimulation

Tabelle 5.2: Spezi�kation und dynamische Eigenschaften der simulierten halbverd�unn-
ten Systeme. Die in eckigen Klammern angegebenen Werte bezeichnen den Bereich,
in dem das Potenzgesetz an die Daten angepasst wurden.

wenn man die Tatsache ber�ucksichtigt, dass recht hohe Fehler vorliegen und schon in den

statischen Eigenschaften leichte Abweichungen vom idealen asymptotischen Skalenver-

halten erkennbar gewesen sind. Die Abweichungen sind deutlicher in Abb. 5.7 (rechts)

zu erkennen, in der das asymptotische Zimm-Verhalten herausdividiert wurde. Es zeigt

sich zudem, dass schon f�ur sehr kurze Zeiten Abweichungen im di�usiven Verhalten der

Monomere vorliegen; f�ur dichtere Systeme ist das mittlere Verschiebungsquadrat selbst

f�ur sehr kurze Zeiten kleiner. Dies deutet auf eine leichte Dichteabh�angigkeit der e�ek-

tiven mikroskopischen Mobilit�at der Monomere hin. Dieser E�ekt kann herausdividiert

werden (Abb. 5.8, links), indem man die Daten mit At2=3 normiert. Die Werte f�ur A

wurden durch Anpassung an dieses Gesetz f�ur kleine Zeiten bestimmt (s. Tabelle 5.2).

Der Datenkollaps ist nun wesentlich besser. Im Vergleich dazu ist in Abb. 5.8 (rechts)

ein Datenkollaps mit dem
"
Mean-Field\-Exponenten �H / c�1 [149] dargestellt, der in

konzentrierter L�osung vorliegen sollte [146]. Die Kurven liegen dann doch um einiges

schlechter �ubereinander. Zusammenfassend l�asst sich sagen, dass die Analyse des mittle-

ren Verschiebungsquadrates den �Ubergang vom Zimm- zum Rouse-Regime zeigt und die

Abh�angigkeit dieses �Ubergangs von der Konzentration konsistent mit der theoretisch

zu erwartenden Relation (5.10) ist. Experimentell ist die Situation etwas komplizier-

ter: Neutronenstreuexperimente [30], die den Einzelkettenstrukturfaktor messen, sehen

eine mit der Konzentration abnehmende hydrodynamische Abschirml�ange; der Skalen-

exponent konnte dort jedoch nur recht ungenau bestimmt werden, liegt aber eher �uber

0:766. Lichtstreuexperimente [160{162] messen die Anfangszerfallsrate �0
k
des kollek-

tiven Strukturfaktors. Daraus kann ein so genannter kooperativer Di�usionkoeÆzient

Dcoop = limk!0 �
0
k
=k2 bestimmt werden, der wiederum �uber das stokessche Gesetz mit

einer dynamischen L�angenskala verkn�upft ist. Eine direkte Messung von Dcoop ist des

Weiteren �uber optische Strahlablenkung m�oglich [163]. Dcoop sollte nach einer Arbeit

von de Gennes [152] der inversen Abschirml�ange �H proportional sein. Das Skalenverhal-
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Abbildung 5.7: Mittleres Verschiebungsquadrat g1(t) eines inneren Monomers in
Datenkollaps-Darstellung nach Gl. 5.19 (links). Das asymptotische Zimm- bzw. RW-
Rouse-Verhalten (t2=3 bzw. t1=2) sind mit eingezeichnet. Im rechten Graph wurde das
asymptotische Zimm-Verhalten herausdividiert.

ten von Dcoop / cx ist experimentell mit diesen Methoden zu Werten zwischen x = 0:5

und x = 0:75, d.h. systematisch zu klein bestimmt worden [4, 163]. Zudem wurde fest-

gestellt, dass D�1
coop und �S nicht zueinander proportional sind [160]. Die Vermutung

ist [160], dass die Korrekturen zum asymptotischen Skalenverhalten bei der experi-

mentell vorliegenden Kettenl�ange noch sehr hoch sind. Dies wird unterst�utzt durch

die Tatsache [161], dass die Anfangszerfallsrate im Experiment bei einer Extrapolation

c! 0 noch nicht den asymptotischen Wert von Akcasu und Benmouna [164] annimmt.

Es existiert auch eine ph�anomenologische Interpolationsformel [96] f�ur Dcoop bei endli-

chem c, die sehr gut mit den experimentellen Messungen in Einklang steht [163]. Eine

Untersuchung des kollektiven Strukturfaktors f�ur die simulierten Systeme ist hier auf

Grund der begrenzten Statistik nicht aussagekr�aftig.

�Uber das Skalenverhalten hinaus kann der explizite Zusammenhang zwischen stati-

scher und dynamischer Abschirml�ange nach der Theorie des e�ektiven Mediums gem�a�

Gl. (5.11) untersucht werden. Als Gleichung f�ur ��1
H

umgeschrieben ergibt sich daraus

��2
H
� �

2
cl1�

�1
H
� �

2
cl1�

�1
S

= 0: (5.21)

Somit kann die dynamische Abschirml�ange aus statischen Werten im Rahmen dieser

Theorie berechnet werden. Die sich daraus ergebenden Werte sind in Tabelle 5.2 auf-

gelistet. Sie liegen um etwa einen Faktor drei unter den aus dem Verschiebungsquadrat

ermittelten. Diese Abweichung sollte jedoch nicht �uberbewertet werden, da sowohl die

Werte f�ur �S als auch �H nur gesch�atzt sind. Insbesondere die Bestimmung von �H
�uber das Verschiebungsquadrat kann angezweifelt werden. F�ur eine genauere Messung

entsprechend der De�nition von �H gem�a� der Arbeit von Edwards und Muthuku-

mar [148] muss diese Gr�o�e aus der Autokorrelationsfunktion der Geschwindigkeiten

der Polymerl�osung oder aus Messung der Viskosit�at �uber die Green-Kubo-Relation der

L�osung bestimmt werden. Dies ist mit der verwendeten Methode prinzipiell m�oglich;
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Abbildung 5.8: Mittleres Verschiebungsquadrat g1(t) eines inneren Monomers in
Datenkollaps-Darstellung nach Gl. (5.19). Die Daten wurden normiert auf At2=3

(links), wobei A separat f�ur jede der drei Kurven durch Anpassung an dieses Ge-
setz f�ur kurze Zeiten bestimmt wurde. Im rechten Graphen wurde bei sonst gleicher
Vorgehensweise der

"
Mean-Field\-Exponent �H / c�1 verwendet.

allerdings muss zu diesem Zweck eine nicht-selbstmittelnde Funktion �uber die Zeit in-

tegriert werden, und zwar �uber Zeitskalen, auf denen die Polymere relaxieren. Dazu ist

eine erhebliche Verbesserung der Statistik erforderlich, so dass in dieser Arbeit davon

abgesehen wird. Es ist zudem auf Grund der relativ kleinen Werte f�ur �H (im Bereich

von 1{2 Gitterabst�anden), die �uber die statischen Gr�o�en bestimmt wurden, eine ge-

naue Bestimmung { wenn die Theorie des e�ektiven Mediums quantitativ korrekt ist {

nur �uber die Verwendung eine Gitterkonstante a < 1:0 m�oglich.

Der �Ubergang von Zimm- zu Rouse-Verhalten kann auch am dynamischen Strukturfak-

tor untersucht werden. Allerdings ist die Funktion von zwei Variablen k und t abh�angig,

so dass eine Datenkollaps-Darstellung bez�uglich der Konzentrationsabh�angigkeit analog

zum mittleren Verschiebungsquadrat nur in einem dreidimensionalen Graphen m�oglich

w�are. Daher werden hier nur die asymptotischen Regime untersucht. Man erwartet im

Skalenbereich allgemein S(k; t) = S(k; 0)f(kzt), wobei S(k; 0) gem�a� Gl. (5.14) skaliert.

Die expliziten Rechnungen zeigen zudem, dass

S(k; t)

S(k; 0)
/ exp(�const.(kzt)2=z) (5.22)

gilt, wenn �kt� 1, wobei �k die Zerfallsrate des Strukturfaktors ist. Die obigen Unter-

suchungen des statischen Strukturfaktors haben gezeigt, dass f�ur R�1g � k � ��1
S

RW-

Verhalten vorliegt (Regime I), im umgekehrten Fall ��1
S

� k � a�10 SAW-Verhalten

(Regime II). Auf Grund der Ergebnisse f�ur S(k) wird der k-Bereich des Regimes I f�ur

das im Weiteren betrachtete System mit c = 0:0734 zu 0:2 < k < 0:45 abgesch�atzt, f�ur

Regime II zu 0:5 < k < 1:5.

Zun�achst soll nun Regime I n�aher untersucht werden. Die Funktion f(x) sollte f�ur t� tc
(Regime Ia) auf Grund der hydrodynamischen Abschirmung Rouse-Verhalten zeigen,
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Abbildung 5.9: Dynamischer Strukturfaktor in Datenkollaps-Darstellung f�ur Regime
Ia (lange Zeiten, gro�e Wellenl�angen). Gegen�uberstellung von Rouse-Verhalten (links)
und Zimm-Verhalten (rechts), f�ur die Skalierung der Statik wurde in beiden F�allen der
Exponent 1=2 eines Irrugs benutzt.

d.h. z = 4, da in Regime I die Volumenausschluss-Wechselwirkung abgeschirmt ist. F�ur

Regime Ia sind Graphen mit S(k; t)k2 in Abh�angigkeit von k2t2=z f�ur z = 4 und z = 3

aus Abb. 5.9 f�ur das System mit c = 0:0734 zu entnehmen. Es wurde hier auf Grund der

Ergebnisse f�ur g1 der Zeitbereich des Regimes Ia auf 1000 < t < 3000 festgelegt. Es ist

anhand der Abbildung zu erkennen, dass in Regime Ia das RW-Rouse-Verhalten wie er-

wartet einen besseren Datenkollaps ergibt als das RW-Zimm-Verhalten. F�ur t0 � t� tc
(Regime Ib, t0 bezeichnet den Beginn des universellen Regimes) hingegen ist nicht of-

fensichtlich, welches Verhalten vorliegen sollte. Der potenzielle Datenkollaps f�ur z = 4

und z = 3 ist in Abb. 5.10 dargestellt. Dabei wurde der Zeitbereich f�ur Regime Ib auf

30 < t < 300 festgesetzt. Zudem muss man in diesem Fall ber�ucksichtigen, dass sich die

Hydrodynamik �uber eine L�ange l nicht instantan ausbreitet, sondern gem�a� �H � l2=�

(� ist hier die kinematische Viskosit�at). Es wurden daher nur solche Daten ber�ucksich-

tigt, f�ur die t > �H gilt, wobei die L�ange l durch l = 2�=k gegeben ist. Die Abb. 5.10

zeigt, dass der Datenkollaps f�ur z = 3, d.h. Zimm-Verhalten, um einiges besser ist als

f�ur den Rouse-Fall z = 4. Diese Tatsache macht deutlich, dass die hydrodynamische

Abschirmung in diesem Zeitbereich nicht vorliegt, obwohl sehr gro�e L�angen betrachtet

werden. Dies kann folgenderma�en interpretiert werden: F�ur kurze Zeiten bewegen sich

die Monomere mit der Fl�ussigkeit mit, d.h. verhalten sich wie Teilchen, die nicht mitein-

ander verbunden sind. Die Spannungen relaxieren auf allen L�angenskalen wie bei einer

einfachen Fl�ussigkeit, so dass f�ur eine Testkette Zimm-Dynamik vorliegen sollte { wie

im dynamischen Strukturfaktor gesehen. Erst f�ur lange Zeiten
"
sp�uren\die Monomere

den Einuss der anderen Ketten. Dann werden Spannungen �uber die Polymermatrix

abgebaut, so dass im Ende�ekt die Hydrodynamik abgeschirmt ist.

Regime II sollte im Fall t0 � t� tc (Regime IIb) SAW-Zimm-Verhalten aufweisen. Die

Graphen (Abb. 5.11) f�ur das System mit c = 0:0734 unter Verwendung von 30 < t < 300

best�atigen dies, da der Datenkollaps f�ur z = 3 wesentlich besser ist als f�ur den SAW-

Rouse-Fall z = 3:7. Der Datenkollaps ist hier f�ur z = 3 auch besser als f�ur den e�ektiven
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Abbildung 5.10: Dynamischer Strukturfaktor in Datenkollaps-Darstellung f�ur Regime
Ib (kurze Zeiten, gro�e Wellenl�angen). Gegen�uberstellung von Rouse-Verhalten (links)
und Zimm-Verhalten (rechts), f�ur die Skalierung der Statik wurde in beiden F�allen der
Exponent 1=2 eines Irrugs benutzt.

Exponenten z = 2:8, der in Kapitel 3 f�ur die recht kurzen Einzelketten gefunden wurde.

Dies unterst�utzt die Vermutung, dass z = 3 der asymptotisch korrekte Wert ist und der

e�ektive Wert durch die endliche Kettenl�ange und Monomergr�o�e bedingt ist. Es zeigt

sich auch, dass die Skalenfunktion in diesem Kurzzeitregime bereits auf etwa 3% ihres

Anfangswertes abgefallen ist. Daher ist ein signi�kanter Abfall von S(k; t) f�ur den Fall

t� tc (Regime IIa) bei der vorhandenen Genauigkeit der Daten nicht beobachtbar.

Das experimentell beobachtete
"
Incomplete Screening\ [30], d.h. die Beobachtung von

Zimm-Verhalten mit der Viskosit�at ~� der Polymerl�osung f�ur sehr gro�e L�angenskalen

k�H � �=~�, wird hier nicht gesehen. Eine Beobachtung der Ketten bis zu sehr langen

Zeitskalen im Bereich der Rouse-Zeit war allerdings nicht m�oglich, so dass es sein kann,

dass die Zeitskalen dieses Regimes nicht erreicht wurden. Es ist zudem zu vermuten,

dass noch wesentlich l�angere Ketten n�otig w�aren, um den Bereich zu erreichen, in dem

man die Polymerl�osung als Kontinuum ansehen kann.

Schlie�lich sollen noch die Rouse-Moden ~Xp(t) untersucht werden. F�ur deren Auto-

korrelationsfunktion (3.25) sollte man ein Skalenverhalten nach Gl. (3.26) erwarten.

Wiederum sind vier F�alle zu unterscheiden: F�ur kleine Moden p � pc sollte ein RW

vorliegen, d.h. �p / p�z=2 . Werte f�ur pc werden weiter unten noch bestimmt. Betrach-

tet man zudem lange Zeiten t � tc (Regime Ia), erwartet man Rouse-Dynamik, d.h.

�p / p�2. F�ur kurze Zeiten t < tc (Regime Ib) sollte nach den Ergebnissen f�ur den dy-

namischen Strukturfaktor Zimm-Dynamik vorliegen, d.h. �p / p�1:5. Bei hohen Moden

p� pc sollte SAW-Verhalten vorherrschen, �p / p�z�. Gilt t� tc (Regime IIb) erwar-

tet man zudem Zimm-Dynamik, d.h. �p / p�1:77. Das Skalenverhalten in Regime IIa

ist fraglich; da die Korrelationsfunktion in diesem Bereich jedoch schon stark abgefal-

len ist, kann bei der vorhandenen Genauigkeit der Daten keine Aussage mehr getro�en

werden.

Der Wert f�ur pc kann (am Beispiel des imWeiteren untersuchten Systems mit c = 0:134)
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Abbildung 5.11: Dynamischer Strukturfaktor in Datenkollaps-Darstellung f�ur Re-
gime IIb (kurze Zeiten, kleine Wellenl�angen). Gegen�uberstellung von Rouse-Verhalten
(links) und Zimm-Verhalten (rechts), f�ur die Statik wurde in beiden F�allen der Expo-
nent eines selbstausschlie�enden Irrugs zur Skalierung benutzt.

folgenderma�en abgesch�atzt werden: Man betrachtet den Gyrationsradius R
(0)
p einer

Kette mit N=p Monomeren im verd�unnten Limes. F�ur R
(0)
pc gilt gerade R

(0)
pc � �S .

F�ur das System mit c = 0:134 gilt �S � 9. Vergleicht man �S mit den Ergebnissen

f�ur die Gyrationsradien der Einzelkette aus Kapitel 3, so haben 100 Monomere im

verd�unnten Limes eine Ausdehnung von etwa Rg � �H . Das kurzwellige Regime liegt

daher bei p � 10, das langwellige bei p � 10. Rouse-Moden in den beiden Regimes

Ia und IIb sind in den Abbildungen 5.12 und 5.13 dargestellt. Die Graphen f�ur die

Regime Ib und IIa sind auf Grund der statistischen Fehler nicht aussagekr�aftig, so dass

sie hier nicht abgebildet sind. Die ber�ucksichtigten Zeiten betragen 500 < t < 3000

f�ur Regime Ia sowie 20 < t < 100 f�ur Regime IIb, abgesch�atzt aus den Ergebnissen

f�ur g1. Die x-Achse ist so skaliert, dass sich eine gemeinsame Kurve ergeben sollte. Zur

besseren �Ubersicht ist in beiden Abbildungen sowohl die Skalierung gem�a� des Zimm- als

auch des Rouse-Modells (linker bzw. rechter Graph) aufgetragen. Die Korrekturen zum

(naiven) Skalenverhalten, die im Anhang A.3 f�ur eine Einzelkette mit hydrodynamischer

Wechselwirkung ausgerechnet werden, sind bei hohen Rouse-Moden vernachl�assigbar

klein. Im langwelligen Bereich sollte die Hydrodynamik zumindest f�ur gro�e Zeiten

abgeschirmt sein, so dass die Korrekturterme nicht auftreten.

Abbildung 5.12 l�asst erkennen, dass wie erwartet in Regime Ia ein Rouse-

Skalenverhalten eher zu einem Datenkollaps f�uhrt als ein Zimm-Skalenverhalten. Im

umgekehrten Regime IIb (Abb. 5.13) ist der Datenkollaps f�ur Zimm-Dynamik leicht

besser als f�ur Rouse-Dynamik, allerdings nicht ausgesprochen gut { ein Ergebnis, das

so schon aus Kapitel 3 bekannt ist. Einen sehr guten Datenkollaps erh�alt man, wenn

man einen e�ektiven Exponenten �e� = 0:64 verwendet. Dieser Wert entspricht in etwa

dem Exponenten, der im statischen Strukturfaktor f�ur gro�e k gilt.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit legt eine neue Methode vor, um Polymere in verd�unnter und

halbverd�unnter L�osung durch Computersimulationen zu untersuchen. Die EÆzienz der

Methode und der Anstieg der Rechenleistung in den letzten Jahren erlauben es, mit

dieser Methode weitaus komplexere Systeme zu untersuchen als bisher. Zwei solche Klas-

sen von Systemen { eine semiexible Einzelkette und halbverd�unnte L�osungen exibler

Ketten { sind in dieser Arbeit mit der neuen Methode simuliert worden.

Die hinter der neuen Methode steckende Idee ist, das L�osungsmittel nicht wie sonst

�ublich durch explizite Teilchen zu modellieren, sondern die Tatsache auszunutzen, dass

eine hydrodynamische Beschreibung der Dynamik im L�osungsmittel bis zu sehr kleinen

L�angen- und Zeitskalen von wenigen Teilchendurchmessern g�ultig ist. Daher ersetzt

man die Teilchen durch ein Gitter, auf dem die hydrodynamischen Gleichungen gel�ost

werden. In dieser Arbeit wird die Lattice-Boltzmann-Methode zu diesem Zweck ver-

wendet. Sie wird hier zur Untersuchung von Polymersystemen erweitert. Die Lattice-

Boltzmann-Gleichung wird dabei �uber einen Reibungsansatz an die Monomere eines

Kugel-Feder-Modells gekoppelt. Das entwickelte Modell hat folgende Eigenschaften:

� Der Zeitschritt f�ur die rechenzeitintensive Hydrodynamik kann von dem MD-

Zeitschritt in bestimmten Grenzen unabh�angig gew�ahlt werden kann. Dies erlaubt

einen Lattice-Boltzmann-Zeitschritt von h = 0:05 in Lennard-Jones-Einheiten.

Der Zeitschritt kann deshalb so hoch gew�ahlt werden, weil die lokale Struktur der

Fl�ussigkeit in der neuen Methode nicht mehr vorhanden ist, welche den Zeitschritt

im MD-Fall bestimmt.

� Die Monomere sind f�ur die Fl�ussigkeit Punktteilchen. Die Kopplung eines Mono-

mers an die Fl�ussigkeit geschieht �uber eine Reibungskraft, die dem Unterschied

zwischen der Geschwindigkeit des Monomers und der Str�omungsgeschwindigkeit

der Fl�ussigkeit am Ort des Monomers proportional ist. Die Kopplung ist somit

rein lokal, d.h. der Algorithmus skaliert linear mit der Zahl der Monomere. Da

die Ober�ache der Monomere zudem nicht durch das Gitter aufgel�ost werden

muss, kann eine recht gro�e Gitterkonstante a gew�ahlt werden. Die kanonische

Wahl f�ur a ist der
"
Durchmesser\ eines Monomers, so dass zwei Monomere durch

ein Interpolationsverfahren gerade noch aufgel�ost werden k�onnen. F�ur gr�o�ere

Gitterkonstanten sind systematische Abweichungen in der Polymerdynamik ei-

ner Einzelkette beobachtet worden. Der Nachteil des Punktteilchenkonzepts ist,

dass etwa Packungse�ekte zwischen Monomer und Fl�ussigkeit nicht ber�ucksichtigt

werden.
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� Der Rechenaufwand im verd�unnten Limes ist auf Grund des hohen Zeitschritts

und der hohen Gitterkonstanten um circa einen Faktor 20 geringer als bei Mole-

kulardynamik mit expliziten L�osungsmittelteilchen.

� Die Verwendung einer Kopplung �uber die Geschwindigkeiten von Fl�ussigkeit und

Monomer f�uhrt dazu, dass die Statistik der Kettenkonformationen durch die An-

wesenheit der Fl�ussigkeit nicht ver�andert wird. Daher k�onnen �aquilibrierte Kon-

formationen au�erhalb des L�osungsmittels erzeugt werden und danach mit hy-

drodynamischer Wechselwirkung �uber die Lattice-Boltzmann-Gleichung simuliert

werden. Diese Vorgehensweise erm�oglicht es beispielsweise, die Kurzzeitdynamik

sehr langer Ketten zu beobachten. Es hat sich zudem gezeigt, dass eine Kombina-

tion von Pivot- und Reptationsschritten in einem Monte-Carlo-Verfahren eÆzient

zur Generierung von Gleichgewichtskonformationen im halbverd�unnten Regime

eingesetzt werden kann.

� Alle physikalischen Eingabewerte der neuen Methode k�onnen beispielsweise aus

den Ergebnissen von Molekulardynamik-Simulationen bestimmt werden. Ins-

besondere die nackte Reibung eines Monomers �bare kann �uber eine einfa-

che analytische Rechnung im Rahmen der Hydrodynamik mit der Monomer-

Di�usionskonstanten, der Viskosit�at der Fl�ussigkeit und der Gitterkonstanten in

Beziehung gesetzt werden.

Die neue Methode ist zuerst auf eine exible Einzelkette angewendet worden. Die Ergeb-

nisse zeigen, dass die analytische Kirkwood-Zimm-Theorie bei den untersuchten Ket-

tenl�angen 30, 40 und 60 quantitativ mit den Simulationsdaten �ubereinstimmt, insbeson-

dere die �Uberpr�ufung des Skalenverhaltens des dynamischen Sturkturfaktors und der

Kirkwood-Formel f�ur die Schwerpunkts-Di�usionskonstante f�uhren zu diesem Ergebnis.

Die Ber�ucksichtigung von Finite-Size-E�ekten ist dabei von wesentlicher Bedeutung.

Die Analyse der Rouse-Moden zeigt, dass diese auch im SAW-Zimm-Modell im Rah-

men der Messgenauigkeit voneinander unabh�angig sind, des Weiteren sind sie nur mit

einem Finite-Size-E�ekt der Ordnung O(L�3) behaftet { im Gegensatz zu den sonst

durch die hydrodynamische Wechselwirkung verursachten E�ekten O(L�1). Der Ver-
gleich der Ergebnisse mit denen der reinen Molekulardynamik-Simulation von D�unweg

und Kremer [9] zeigt, dass die Abweichungen vor allem durch die nicht-�ubereinstimmen-

de Verteilung der Kettenkonformationen zustande kommen, d.h. statische Eigenschaf-

ten. Wird die Statik
"
herausdividiert\, so liegen die Abweichungen innerhalb weniger

Prozent. Die neue Methode ist somit an einem nicht-trivialen Beispiel validiert worden.

Die Untersuchung einer semiexiblen Kette zeigt gegen�uber der exiblen Kette v�ollig

andere Eigenschaften, da mit der Persistenzl�ange lp eine neue L�angenskala auftritt. Die

Dynamik ist anisotrop, was sich z.B. in dem unterschiedlichen subdi�usiven Verhalten

des mittleren Verschiebungsquadrates in transversaler Richtung h�r2?i / t3=4 und lon-

gitudinaler Richtung h�r2?i / t7=8 �au�ert { diese Ergebnisse vernachl�assigen allerdings

die hydrodynamische Wechselwirkung. Die beiden Richtungen sind zeitabh�angig und

k�onnen �uber das zweite Moment der Wahrscheinlichkeitsverteilung von Monomerpo-

sitionen mittels Hauptachsentransformation bestimmt werden. Daher sind sie experi-

mentell schwer zug�anglich, au�er man beobachtet die Di�usion des Vernetzungspunktes
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eines Sternpolymers. Mit der neuen Methode kann der Einuss der hydrodynamischen

Wechselwirkung auf das Skalenverhalten untersucht werden. Das wesentliche Ergebnis

ist, dass die Hydrodynamik im Gegensatz zur exiblen Einzelkette eine vernachl�assig-

bare Rolle spielt.

Halbverd�unnte Systeme sind ebenfalls dadurch gekennzeichnet, dass eine neue L�angen-

skala auftritt{ die Maschenweite �, die die Rolle einer Abschirml�ange f�ur Korrelatio-

nen spielt. Konzeptionell sind zwei Abschirml�angen zu unterscheiden, die statische Ab-

schirml�ange �S und die dynamische �H . Deren Skalenverhalten sollte identisch sein,

d.h. �S / �H / � / c��=(3��1). In der vorliegenden Arbeit sind Systeme verschiedener

Monomerkonzentration bei einer festen Kettenl�ange von 1000 Monomeren untersucht

worden. Die Ergebnisse zeigen zum ersten Mal in einer Computer-Simulation an ei-

nem System die Abschirmung sowohl der Volumenausschluss-Wechselwirkung als auch

der Hydrodynamik in halbverd�unnten L�osungen. Die Daten sind konsistent mit obigem

Skalenverhalten, sowohl bez�uglich �S als auch �H . �Uber das Skalenverhalten hinaus las-

sen sich explizite Sch�atzwerte f�ur die beiden Abschirml�angen angeben. Allerdings sind

deutliche Abweichungen zu der Relation zwischen den beiden L�angen nach der Theorie

von Edwards und Muthukumar [148] vorhanden. Ein weiteres wichtiges Ergebnis ist,

dass der dynamische Strukturfaktor f�ur kurze Zeiten bei kleinen Wellenzahlen keine

hydrodynamische Abschirmung aufweist.

Ankn�upfend an die vorliegende Arbeit lassen sich eine Reihe von interessanten Frage-

stellungen untersuchen. Einige werden im folgenden genannt, wobei in manchen Punk-

ten kein Anspruch an die Machbarkeit oder den genauen physikalischen Gehalt gestellt

werden soll:

� Die Methode kann weiter bez�uglich des Rechenzeitbedarfs optimiert werden. Das

reicht von recht einfach zu bewerkstelligenden Dingen wie der Wahl einer Visko-

sit�at, die zu � = �1 f�uhrt (was dann nat�urlich keinen Vergleich mit alten Daten

erm�oglicht), �uber die Untersuchung, inwieweit eine negative Besetzungszahl zu

unphysikalischen Ergebnissen f�uhrt, bis hin zur Verwendung eines unregelm�a�i-

gen adaptiven Gitters zur L�osung der hydrodynamischen Gleichungen, wobei eine

entsprechende dynamische Lastverteilung f�ur die Parallelisierung n�otig w�are.

� Ein detaillierter Vergleich von Ergebnissen und EÆzienz der hier vorgestellten

Methode mit Dissipative Particle Dynamics ist sicherlich sinnvoll. Dazu ist vor

allem eine Anpassung der doch sehr unterschiedlichen Potentiale n�otig, gerade

auch weil diese einen gro�en Einuss auf den Zeitschritt haben.

� Hydrostatische E�ekte zwischen Monomeren und Fl�ussigkeit k�onnen prinzipiell

in die Methode integriert werden, gleiches gilt f�ur die Ber�ucksichtigung von Dich-

tegradienten z.B. auf Grund unterschiedlicher Massendichte von Polymeren und

Fl�ussigkeit. Ein Ansatz w�are beispielsweise, Wechselwirkungspotentiale zwischen

den Monomeren und den Fl�ussigkeits-
"
Teilchen\ einzuf�uhren. Die Art und Weise,

wie dieses Konzept in der Lattice-Boltzmann-Literatur f�ur bin�are Fl�ussigkeiten

bereits verwendet wird, ist dabei ein vielversprechender Ausgangspunkt [25, 94,

165]. Zu ber�ucksichtigen ist allerdings, dass Dichtegradienten nur bedingt mit der



134 Zusammenfassung und Ausblick

Lattice-Boltzmann-Gleichung sinnvoll simuliert werden k�onnen, und dies auch

nur, wenn Ruheteilchen eingef�uhrt werden.

� Im Rahmen der Vergr�oberungsmittelung ist es w�unschenswert, eine noch bessere
�Ubereinstimmung der neuen Methode mit reiner Molekulardynamik zu erreichen.

Dazu ist eine Anpassung der statischen Eigenschaften, d.h. eine Ver�anderung der

Kettenpotentiale in der neuen Methode n�otig. In Simulationen kann dies beispiels-

weise durch eine nichtlineare Optimierung �uber das Simplexverfahren erfolgen. Ei-

ne interessante Optimierung der Potentiale w�urde abzielen auf die Minimierung

der Korrekturen zum Skalen des asymptotischen SAW-Verhaltens, z.B. �uber die

explizite Untersuchung des Skalenverhaltens und dessen Vorfaktor bei Renormie-

rung einer endlichen Kette [166].

� F�ur die hier bereits untersuchten halbverd�unnten L�osungen ist die Datenmenge

als auch die Zeit, �uber die die Di�usion beobachtet werden kann, bisher noch

begrenzt. Die n�achste Computergeneration macht es hier sicherlich m�oglich, wei-

tergehende Ergebnisse zu erzielen. Beispielsweise kann die Autokorrelationsfunk-

tion der Geschwindigkeiten benutzt werden, um die in Mean-Field-Rechnungen

vorhergesagte funktionale Form der hydrodynamischen Abschirmung gem�a� eines

Yukawa-Potentials explizit zu testen. Auch der kooperative Di�usionskoeÆzient

ist hier eine interessante Gr�o�e, da die Experimente bisher keine eindeutige Aus-

sage �uber dessen Konzentrationsabh�angigkeit machen k�onnen. Dar�uber hinaus

sollte eine Untersuchung des
"
Incomplete Screening\ [30] m�oglich sein.

� Die neue Methode eignet sich sehr gut, um die Dynamik von Polymeren in �au�eren

Str�omungsfeldern zu untersuchen, da ein Druckgradient oder W�ande einfach ein-

gef�uhrt werden k�onnen. Man k�onnte dabei an Ph�anomene wie Scherverd�unnung

oder sogar Turbulenzuntersuchungen denken.

� Durch Einf�uhrung eines zus�atzlichen attraktiven Potentials zwischen den Mono-

meren kann die Dynamik des Theta-Kollapses unter Ber�ucksichtigung hydrody-

namischer E�ekte simuliert werden.

� Die Dynamik semiexibler Polymere in halbverd�unnter L�osung bietet sich f�ur wei-

tergehende Studien an. Experimentell werden h�au�g rheologische Untersuchungen

mit so genannten
"
Microbeads\ durchgef�uhrt [123]: Dort wird die Bewegung eines

Kolloids in der L�osung beobachtet, wobei sowohl Fluktuations- als auch Nicht-

gleichgewichtsexperimente durchgef�uhrt werden k�onnen. Es ist relativ unklar, von

welchem E�ekt genau diese Bewegung dominiert wird, und wie die Abh�angigkeit

von der Gr�o�e des Kolloids ist [167]. Eine Simulation semiexibler Ketten und

harter Kugeln, die die Kolloide repr�asentieren, k�onnte dar�uber Aufschluss geben.

Es k�onnen dann auch Transportvorg�ange in Polymerl�osungen untersucht werden,

beispielsweise Sedimentationen von kolloidalen Teilchen [168].

� Die Einf�uhrung von Ladungen im System, d.h. die Untersuchung der Dynamik

von Polyelektrolyten, ist mit Sicherheit ein Gebiet, in dem komplexe Ph�anomene

zu erwarten sind. Eine interessante Fragestellung ist z. B. die Drift eines Poly-

elektrolyts auf Grund eines �au�eren elektrischen Feldes und anderer Kr�afte [169]
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oder der Einuss der Hydrodynamik auf die Wechselwirkung geladener Kolloide

in der N�ahe einer Wand [170].





A Analytische Rechnungen

A.1 Tensoren mit Invarianz bez�uglich einer Untergruppe

Der in der LBG eingef�uhrte Sto�operator muss gewisse Symmetriebedingungen erf�ullen,

aus denen sich Aussagen �uber seine Form ableiten lassen. Hier soll ein Theorem bewiesen

werden, dass daf�ur Verwendung �ndet. Wir betrachten dazu einen Tensor tqi��, der

einem bestimmten Gittervektor ~cqi "
zugeordnet\ ist. Damit ist folgendes gemeint: Sei G

die Symmetriegruppe des Polytops, das von der Menge f~cpjg aufgespannt wird. tqi�� sei
dann invariant unter der Untergruppe Gqi � G, die den betrachteten Vektor ~cqi invariant
l�asst. Zudem nimmt man an, der Tensor sei symmetrisch. Unter diesen Annahmen

gilt [62]:

tqi�� = ~�cqi�cqi� + ~�Æ�� (A.1)

F�ur den Beweis sei zuerst bemerkt, dass die Symmetriegruppe G eines D-dimensionalen

regul�aren Polytops keinen Unterraum des RD invariant l�asst [32]. Somit existiert eine

D-dimensionale irreduzible Darstellung der Gruppe G. Dem Tensor tqi�� sei in einer

Basis die Matrix Tqi zugeordnet; der erste Basisvektor sei o.B.d.A. durch ~cqi gegeben.

Zuerst soll gezeigt werden, dass

Tqi =

�
� 0

0 B

�
; (A.2)

wobei � ein Skalar und B eine Matrix ist, die auf der zu ~cqi orthogonalen Hyperebene

�qi wirkt.

Zuerst beweist man dazu, dass Tqi ~cqi invariant l�asst. Der Beweis erfolgt durch Wider-

spruch [32]. Wenn (A.2) falsch ist, so gilt

Tqi~cqi = �~cqi + ~v (A.3)

mit einem Vektor ~v, der in �qi liegt. Sei nun R die Darstellungsmatrix einer Opera-

tion aus Gqi in der gew�ahlten irreduziblen Darstellung von G. Da tqi�� per De�nition

invariant unter Gqi ist, muss der Tensor mit R kommutieren, so dass

R�1TqiR~cqi = �~ci + ~v (A.4)

Wegen R~cqi = ~cqi muss daher R~v = ~v f�ur alle R gelten. Somit erzeugt ~v einen inva-

rianten Unterraum innerhalb von �qi bez�uglich aller Transformationen aus Gqi. Gqi ist
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jedoch die Symmetriegruppe desjenigen regul�aren Polytops, das durch Schnitt vom ur-

spr�unglichen Polytop mit �qi hervorgeht. Daher gibt es keinen invarianten Unterraum

in �qi. Somit l�asst Tqi ~cqi invariant und hat damit die Blockstruktur

Tqi =

�
� ~a

0 B

�
: (A.5)

Da zudem Tqi nach Voraussetzung symmetrisch sein soll, gilt ~a = 0. Damit ist der

Beweis von Gl. (A.2) abgeschlossen.

Man f�ahrt nun wie folgt fort: Da Tqi per De�nition mit allen Transformationen aus Gqi
kommutiert, muss dies auch f�ur B gelten. Somit kommutiert B mit allen Matrizen aus

der D � 1 dimensionalen irreduziblen Darstellung des D � 1 dimensionalen regul�aren

Polytops, die sich aus dem urspr�unglichen D dimensionalen Polytop durch Schnitt mit

�qi ergibt. Das schursche Lemma besagt jedoch [171], dass eine Matrix, die mit al-

len Darstellungsmatrizen einer irreduziblen Darstellung kommutiert, proportional der

Einheitsmatrix ist. Daher muss gelten:

B = �1: (A.6)

Es gilt also in der gew�ahlten Basis

Tqi =

�
� 0

0 �1

�
: (A.7)

F�ur den Tensor tqi�� gilt somit

tqi��cqi� = �cqi�; (A.8)

und f�ur einen Vektor ~v im Orthogonalraum zu ~cqi

tqi��v� = �v�: (A.9)

Die beiden letzten Gleichungen gelten auch f�ur den Tensor aus Gl. (A.1), wenn man
~� = � � � und ~� = � setzt. Da damit die Wirkung des Tensors auf ~cqi sowie auf alle

Vektoren orthogonal dazu �ubereinstimmen, muss der Tensor die Gl. (A.1) erf�ullen.

A.2 Fluktuations-Dissipations-Theorem f�ur das

Simulationsmodell

In diesem Abschnitt soll das Fluktuations-Dissipations-Theorem f�ur die Gleichungen

abgeleitet werden, die im Kontinuumslimes des Simulationsmodells gelten.

Ausgangspunkt f�ur die Fl�ussigkeit ist die inkompressible, uktuierende Stokes-

Gleichung, die auf f�ur die Rechnung bequemere Fouriermoden transformiert wird, d.h.

~u(~r) =
X
~k

X
�

e�i
~k�~r ~��(~k)~u(~k; �); (A.10)

~u(~k; �) =
1

V

Z
V

d3r~��(~k)e
i~k�~r ~u(~r);
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wobei V = L3 das Volumen der Simulationsbox ist. ~�� (� = 1; 2) bezeichnet die zwei

zueinander orthogonalen Einheitsvektoren senkrecht zu ~k. Dadurch wird die Inkom-

pressibilit�at der Fl�ussigkeit ber�ucksichtigt. F�ur k = 0 gilt � = 1; 2; 3, allerdings ist

~u(k = 0; �) aufgrund der Impulserhaltung zeitunabh�angig. Die erlaubten Werte f�ur ~k

sind ~k = ~n2�=L (~n 2 Z3).

Die zu untersuchenden Gleichungen f�ur ein Monomer in der Fl�ussigkeit, das durch Masse

M , Ort ~R und Impuls ~P charakterisiert ist, und auf das die �au�ere Kraft ~F = �@U=@ ~R
wirkt, lauten

d

dt
~R =

~P

M
(A.11)

d

dt
~P = ~F � �

M

�
~P �M~u(~R)

�
+ ~f (A.12)

@t~u(~k; �) = ��k2~u(~k; �) + (~k; �) (A.13)

+
1

M

�
�

M

�
~P �M~u(~R)

�
� ~f

�
� ~��(~k) ei~k�~R;

wobei die stochastischen Kr�afte ~f und  die Fluktuations-Dissipations-Ausdr�ucke des

ungekoppelten Systems erf�ullen sollen, d.h. [38]

h�(~k; �; t)(~q; �; t0)i = 2
kBT

M

�k2Æ~k~qÆ��Æ(t � t0) (A.14)

mit der Gesamtmasse der Fl�ussigkeit M = �V und [66]

hf�(t)f�(t0)i = 2Æ���kBTÆ(t� t0): (A.15)

Die Kopplung von Fl�ussigkeit und Monomer erfolgt also durch einen Reibungsterm mit

Reibungskonstante �. Diese Gleichungen stellen gerade den Kontinuumslimes des in

dieser Arbeit verwendeten Simulationsalgorithmus dar. Man beachte, dass die Impuls-

erhaltung des Systems Monomer-Fl�ussigkeit gew�ahrleistet ist, weil der Reibungsterm

und die stochastische Kraft auf das Monomer mit entgegengesetztem Vorzeichen in der

Fl�ussigkeitsgleichung enthalten sind.

Die beiden Teile Monomer und Fl�ussigkeit separat betrachtet erf�ullen das FDT, es stellt

sich also die Frage, ob die zus�atzlichen Terme, die durch die Kopplung entstehen { der

zweite Term auf der rechten Seite von Gl. (A.12) und der letzte Term auf der rechten Sei-

te von Gl. (A.13) {, zu einer Verletzung des FDT f�uhren. Dazu muss �uberpr�uft werden,

ob die Fokker-Planck-Gleichung des gekoppelten Systems die Boltzmann-Verteilung als

station�are L�osung besitzt [101]. In dem hier betrachteten Fall muss dazu lediglich der

zus�atzliche Beitrag Ladd zum dynamischen Operator aufgrund der Kopplung betrachtet

werden. Der dynamische Operator setzt sich allgemein in einer Fokker-Planck-Gleichung

f�ur die Variablen fxg = fx1; : : : ; xng additiv aus einem Drift- und einem Di�usionsan-

teil zusammen [101]

�iL = � @

@xi
Di(fxg; t) +

@2

@xi@xj
Dij(fxg; t): (A.16)
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Di(fxg; t) ist der Driftvektor und Dij(fxg; t) die Di�usionsmatrix. Diese sind de�niert

�uber

Di(fxg; t) = lim
�!0

1

�
h�i(t+ �)� �i(t)ij�k(t)=xk (A.17)

sowie

Dij(fxg; t) = 1

2
lim
�!0

1

�
h[�i(t+ �)� �i(t)] [�j(t+ �)� �j(t)]ij�k(t)=xk ;

(A.18)

wobei j�k(t)=xk bedeutet, dass die stochastischen Variablen �k zur Zeit t die festen Werte

xk besitzen. In dem hier betrachteten Fall gilt fxg = f~R; ~P ; ~u(~k; �)g. Im Folgenden wird

die abk�urzende Schreibweise �xi = [�i(t+ �)� �i(t)] verwendet und j�k(t)=xk durch j�
ersetzt.

Der zus�atzliche Beitrag zur Drift entsteht durch den Kopplungsterm (�=M)(~P�M~u(~R))

und lautet demnach

�iL(Drift)add = ��~u(~R) � @

@ ~P
�
X
~k;�

@

@~u(~k; �)

�

MM

�
~P �M~u(~R)

�
� ~��(~k) ei~k�~R:

(A.19)

Die zus�atzlichen Terme zweiter Ordnung entstehen aus dem zus�atzlichen Auftreten der

stochastischen Kraft in der Fl�ussigkeitsgleichung. Es existieren zwei Beitr�age, deren

Di�usionsmatrix wie folgt berechnet werden kann: Erstens

lim
�!0

1

�

D
�~u(~k; �)�P�

E���
�

= (A.20)

= � lim
�!0

1

�M

�
�

�
(~k)ei

~k�~R
Z

�

0

dt

Z
�

0

dt0 hf�(t)f�(t0)i = �2�kBT
M

���(
~k)ei

~k�~R:

Dieser Term tritt zwei Mal auf und ist daher doppelt gewichtet. Zweitens ergibt eine

analoge Rechnung

lim
�!0

1

2�

D
�~u�(~k; �)�~u(~q; �)

E���
�

=
�kBT

M2


e�i(
~k�~q)~R ~��(~k) � ~��(~q):

(A.21)

Damit lautet der zus�atzliche Di�usionsbeitrag zum dynamischen Operator

�iL(Di�)add =
�kBT

M2


X
~k;�;~q;�

e�i(
~k�~q)~R ~��(~k) � ~��(~q)

@2

@~u(~k; �)@~u � (~q; �) (A.22)

� 2
�kBT

M

X
~k;�

���(
~k)ei

~k�~R @2

@P� @~u(~k; �)

Die Gleichgewichtsverteilung ist in diesem Fall

P / exp

0
@� U

kBT
�

~P 2

2MkBT
� M

2kBT

X
~q;�

j~u(~q; �)j2
1
A : (A.23)
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Die Wirkung des zus�atzlichen Anteils des dynamischen Operators auf diese Verteilung

ist

�iLaddP =� �~u(~R)

 
�

~P

MkBT

!
P (A.24)

� �

MM

�
~P �M~u(~R)

�X
~k;�

~��(~k) e
i~k�~R

�
� M

kBT

�
~u�(~k; �)P

+
�

M

0
@X

~k;�

1

1
AP

� �kBT

M2


M

kBT

X
~k;�;~q;�

e�i(
~k�~q)�~R ~��(~k)~��(~q)

�
Æ~k~qÆ�� �

M

kBT
~u(~k; �)~u�(~q; �)

�
P

� 2
�kBT

M

X
~k;�

ei
~k�~R ~��(~k)

 
�

~P

MkBT

!�
� M

kBT

�
~u�(~k; �)P

Unter Verwendung der Fouriertransformation (A.10) ergibt sich aus der letzten Glei-

chung

�iLaddP =
�

MkBT
~P � ~u(~RP +

�

MkBT

h
~P �M~u(~R)

i
� ~u(~R)P (A.25)

+
�

M

0
@X

~k;�

1

1
A P � �

M

0
@X

~k;�

1

1
A P +

�

kBT
~u(~R)2 P

� 2
�

MkBT
~P � ~u(~R)P:

Daraus folgt iLaddP = 0. Damit ist das Fluktuations-Dissipations-Theorem f�ur den

Kontinuumslimes des Simulationsmodells erf�ullt.

A.3 Anfangszerfallsrate der Rouse-Moden

In diesem Abschnitt soll die Anfangszerfallsrate �p (p � 1) der Autokorrelationsfunktion

der Rouse-Moden berechnet werden. Die dabei im wesentlichen verwendeten Annahmen

sind:

� Es gilt die lineare Antworttheorie.

� Die Kettenstatistik wird durch den Exponenten � beschrieben, insbesondere wird��
~Ri � ~Rj

�2�
= b2 ji� jj2� (A.26)

verwendet, ein Resultat, dass nur f�ur asymptotisch gro�e ji� jj richtig ist [4]. b

bezeichnet dabei die Bindungsl�ange.
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� Der Di�usionstensor ist durch den Ausdruck (3.28) gegeben, der die endliche

Gr�o�e der Simulationsbox ber�ucksichtigt.

Die Anfangszerfallsrate ist de�niert durch

�p = � d

dt

0
@
D
~Xp(t) ~Xp(0)

E
D
~X2
p

E
1
A
������
t=0

: (A.27)

Im Rahmen der linearen Antworttheorie gilt [4]

�p =
1D
~X2
p

E X
i;j;�;�;

�
@Xp

@Ri�

Dij��

@Xp

@Rj�

�
(A.28)

wobei griechische Indizes kartesische Koordinaten bezeichnen. Auswertung der Ablei-

tung der Rouse-Moden (3.24) ergibt

�p =
1D

~X2
p

E
N2

X
i;j

cos
�p�
N
(i� 1=2)

�
cos
�p�
N
(j � 1=2)

�
Tr
D$
Dij

E
:

(A.29)

Das mittlere Amplitudenquadrat
D
~X2
p

E
ist nach Gl. (3.24) gegeben durch

D
~X2
p

E
=

1

N2

X
ij

D
~Ri � ~Rj

E
cos
�p�
N
(i� 1=2)

�
cos
�p�
N
(j � 1=2)

�
;

(A.30)

was man unter Verwendung von

~Ri � ~Rj =
1

2

�
~R2
i +

~R2
j �

�
~Ri � ~Rj

�2�
(A.31)

0 =

NX
i=1

cos
�p�
N
(i� 1=2)

�
(A.32)

und Gl. (A.26) auswerten kann. N�ahert man zudem noch die Summe durch ein Integral

und vernachl�assigt den Term �1=2 im Argument des Kosinus, so erh�alt man

D
~X2
p

E
= � b2

2N2

Z
N

0

dx

Z
N

0

dy jx� yj2� cos
�p�
N
x
�
cos
�p�
N
y
�
:

(A.33)

Dieses Integral l�ost man mit Hilfe des Additionstheorems

cos� cos� =
1

2
[cos (�� �) + cos (�+ �)] (A.34)

und Variablensubstitution

u =
p�

N
(x� y); v =

p�

N
(x+ y): (A.35)
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Man erh�alt also

D
~X2
p

E
=

b2

8p2�2

Z
p�

�p�
du

Z 2��juj

juj
dv

�
N juj
p�

�2�

(cos u+ cos v) : (A.36)

Die Integration �uber v ist dann trivial. Die Integration �uber u kann noch leicht ver-

einfacht werden, indem man die Symmetrie des Integranden bzgl. u ! �u ausnutzt.

Insgesamt ergibt sich so

D
~X2
p

E
=

b2N2�

2(p�)1+2�
f(p) (A.37)

mit

f(p) =
1

p�

Z
p�

0

duu2� [sinu� (p� � u) cos u] : (A.38)

F�ur den Fall eines RW (� = 0:5) ist f(p) � 1, w�ahrend f�ur einen SAW (hier wurde mit

� � 0:6 gerechnet) eine leichte p-Abh�angigkeit bleibt. Aber auch in diesem Fall ist f(p)

sehr nahe bei Eins. Die numerischen Werte f�ur die ersten 20 Rouse-Moden �nden sich

in Tabelle A.1; sie wurden mit der Computeralgebra-Software MAPLE berechnet.

Die Berechnung des Z�ahlers in Gl. (A.29) erfolgt analog. Der einzige Unterschied

ist, dass

��
~Ri � ~Rj

�2�
durch Tr

D$
Dij

E
ersetzt wird. F�ur letzteres gilt aufgrund von

Gl. (3.28)

Tr
D$
Dij

E
=
kBT

��2

Z 1

k0

dk
D
exp(i~k � ~rij)

E
; (A.39)

wobei die Summe durch ein Integral angen�ahert wurde, d.h.

1

L3

X
~k 6=0

! 1

(2�)3

Z 1

k0

4�k2dk; (A.40)

wobei k0 = 2�=L die langwelligste Mode ist, die bei einer endlichen L�ange der Simula-

tionsbox auftreten kann.

Der Faktor
D
exp(i~k � ~rij)

E
ist aufgrund von Skalenargumenten im Limes gro�er ji � jj

gegeben durch D
exp(i~k � ~rij)

E
= g

�
k2b2 ji� jj2�

�
: (A.41)

Man sollte anmerken, dass aufgrund der Inversionssymmetrie bez�uglich k in jedem Fall

nur gerade Potenzen von k auftreten k�onnen, und dass g(0) = 1. Es ist hier sinnvoll,

folgende Konstanten zu de�nieren:

A =

Z 1

0

dwg(w2) (A.42)

B =
dg(w)

dw

����
w=0

: (A.43)
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RW SAW

p h(p) = r(p) f(p) h(p) r(p)

1 1.040901 1.229939 1.531335 1.245049

2 1.155368 1.096321 1.671897 1.525007

3 1.186325 1.099453 1.711021 1.556248

4 1.203640 1.075431 1.732468 1.610952

5 1.213328 1.077224 1.744639 1.619569

6 1.220118 1.067140 1.753074 1.642778

7 1.224789 1.068286 1.758929 1.646496

8 1.228399 1.062691 1.763420 1.659391

9 1.231138 1.063494 1.766850 1.661363

10 1.233376 1.059915 1.769636 1.669601

11 1.235174 1.060514 1.771886 1.670781

12 1.236696 1.058018 1.773782 1.676515

13 1.237967 1.058484 1.775371 1.677278

14 1.239069 1.056638 1.776745 1.681508

15 1.240014 1.057013 1.777926 1.682029

16 1.240849 1.055589 1.778967 1.685283

17 1.241579 1.055899 1.779880 1.685654

18 1.242234 1.054765 1.780696 1.688239

19 1.242815 1.055026 1.781422 1.688510

20 1.243341 1.054101 1.782079 1.690615

Tabelle A.1: Die Funktionen f(p), h(p), und r(p), wie im Text de�niert, f�ur den Fall
eines RW und eines SAW.

F�ur den RW-Fall gilt exakt g = exp
��(b2=6)k2 ji� jj�, d.h. A =

p
3�=2, B = �1=6.

Zur weiteren Berechnung von Tr
D$
Dij

E
f�uhrt man nun eine Taylorentwicklung nach

k0 = O(L�1) durch; das Ergebnis lautet

Tr
D$
Dij

E
=
kBT

��2

�
A

b ji� jj� � k0 � B

3
b2 ji� jj2� k30

�
+O(k50):

(A.44)

Interessanterweise h�angt der lineare Term nicht vom Monomerindex ab. Dadurch ver-

schwindet dieser Anteil bei der Summation �uber die Monomerindizes in Gl. (A.29).

Daraus folgt, dass der Beitrag aufgrund der endlichen Gr�o�e der Simulationsbox, der

von der Ordnung L�1 ist, exakt verschwindet, so dass der f�uhrende Term O(L�3) ist,
d.h. wesentlich kleiner. Aufgrund dieser Tatsache wird im folgenden nur der Term der

Entwicklung betrachtet, der nicht von k0 abh�angt, d.h. einer unendlichen Gr�o�e der

Simulationsbox entspricht. Eine zu der Berechnung von
D
~X2
p

E
analoge Vorgehensweise

f�uhrt auf Z
N

0

dx

Z
N

0

dy
1

jx� yj� cos
�p�
N
x
�
cos
�p�
N
y
�
=

N2��

(p�)1��
h(p) (A.45)
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mit

h(p) =
1

p�

Z
p�

0

du
1

u�
[(p� � u) cos u� sinu] : (A.46)

diese Funktion zeigt ebenso wie f(p) eine schwache p-Abh�angigkeit, allerdings auch f�ur

den Fall eines RW. Die numerischen Werte �nden sich wiederum in Tabelle A.1.

Schlussendlich ergibt sich mit der De�nition der Funktion

r(p) = h(p)=f(p); (A.47)

die auch in Tabelle A.1 aufgelistet ist, das Endergebnis

�p = A
2

�2
kBT

�b3

�p�
N

�3�
r(p): (A.48)

Das f�uhrende Verhalten bzgl. p und N entspricht der Vorhersage aufgrund dynamischer

Skalenargumente aus Abschnitt 3.1. Die Funktion r(p) ist eine Korrektur zum Skalen.

Was die numerischen Vorfaktoren angeht, erh�alt man f�ur einen RW eine Relaxation,

die in etwa der entspricht, die in dem Buch von Doi und Edwards [4] berechnet wird.

A.4 Ensemble der semiexiblen Kette

Die Berechnung von Observablen f�ur die semiexible Kette in Kapitel 4 erfolgt in dem

Ensemble, in dem die L�ange Lk des starren St�abchens, das der Projektion des Fila-

ments auf seine mittlere Position entspricht, erhalten ist, w�ahrend die Gesamtl�ange des

Filaments L uktuiert. Das Modell der wurmartigen Kette hingegen fordert ein inkom-

pressibles Filament, d.h. L ist eine Erhaltungsgr�o�e, Lk schwankt. Es stellt sich daher

die Frage, inwieweit Fluktuationen in beiden Ensemblen �ubereinstimmen. Dies soll f�ur

die Fluktuationen h�L2kiL (Schwankung der projizierten L�ange bei konstantem L) und

�L2

�
Lk

(Schwankung der L�ange bei konstantem Lk) untersucht werden.

Dazu betrachtet man die thermodynamischen Potentiale, die zu den jeweiligen Ensem-

blen geh�oren, und nutzt Analogien zur Thermodynamik von Gasen aus. Man identi�-

ziert dazu L mit der Teilchenzahl N und Lk mit dem Volumen V eines Gases, da beide

extensiv sind. Die relevanten Potentiale sind dann die freie Enthalpie G = G(N; p; T )

und das gro�kanonische Potential 
 = 
(�; V; T ). Schwankungen von im Mittel erhal-

tenen Gr�o�en sind allgemein mit zweiten Ableitungen der Potentiale verkn�upft. F�ur das

hier vorliegende Problem gilt [66]:



�V 2

�
= �kBT

�
@V

@p

�
T;N

(A.49)



�N2

�
= kBT

�
@N

@�

�
V;T

Die rechte Seite der letzten Gleichung kann durch Verwendung von V dp = Nd� bei

konstantem V und T umgeformt werden:�
@N

@�

��1
V;T

=
V

hNi

�
@p

@N

�
V;T

= hNi�1
�
@p

@�

�
V;T

= (N��T )
�1 (A.50)
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mit der isothermen Kompressibilit�at �T . Es gilt daher

�N2

�
= �kBT�T hNi: (A.51)

Analog erh�alt man 

�V 2

�
= kBT�T hV i; (A.52)

so dass letztendlich 

�N2

�
h�V 2i = �2 =

hNi2
hV i2 (A.53)

folgt. Zur�ucktransformiert auf das urspr�ungliche Kettenproblem gilt daher

�L2

�
LkD

�L2k
E
L

=
hLi2

Lk

Lk
�2
L

: (A.54)

Auf Grund der Gl. (4.13) und (4.16) gilt f�ur den Z�ahler der rechten Seite (hLi2
Lk

ist

gerade hRki2 aus diesen Gleichungen)

hLi2
Lk

= L2k + L3k=(2�
2lp) + L4k=(16�

4l2p); (A.55)

so dass 

�L2

�
LkD

�L2k
E
L

= 1 +O

�
Lk
lp

�
(A.56)

ist. Daher ist der Unterschied beider L�angen f�ur semiexible Ketten mit L � lp ver-

nachl�assigbar.
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