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Kapitel 1

Einleitung und Motivation

1.1 Einleitung

Die Quantenelektrodynamik (QED) gilt zur Zeit als eine der erfolgreichsten physi-
kalischen Theorien [Kin90]. Sie beschreibt die elektromagnetische Wechselwirkung.
Diese ist von den vier bekannten Wechselwirkungen die einzige, die in allen Natur-
wissenschaften von fundamentaler Bedeutung ist. Die Vorhersagen der QED wurden
in einigen Experimenten mit einer auÿerordentlich hohen Präzision überprüft. Eines
der herausragenden Experimente zum Test der QED wurde von Dehmelt et al. Ende
der 70er bis Mitte der 80er Jahre durchgeführt [Dyc77, Dyc86b]. Ihre Messung des
magnetischen Moments (oder der des g-Faktors) des Elektrons wurde 1989 mit dem
Nobelpreis für Physik gewürdigt. Sie erreichte eine relative Präzision von 4�10�12 für
den g-Faktor des �freien� Elektrons und veri�ziert damit die Voraussage der QED
mit einer relativen Genauigkeit von einigen 10�11 [Dyc86b, Hug99].

Für groÿe Feldstärken des elektromagnetischen Feldes liegen bis heute jedoch
nur wenige Tests der QED vor. Besonders interessant ist die Frage, ob die QED
in dem Bereich, bei dem die elektromagnetische Feldenergie mit der Ruhemasse
des Elektrons vergleichbar wird, in ihrer bisherigen Form experimentelle Ergebnisse
richtig voraussagt. Da die Eigenschaften hochgeladener Ionen durch diese extremen
Feldstärken maÿgeblich beein�usst werden, wurden in den letzten Jahren verstärkt
Bemühungen unternommen, die QED an hochgeladenen Ionen zu überprüfen.

Die vorliegende Arbeit stellt eine Messung des g-Faktors des Elektrons in wasser-
sto�ähnlichem hochgeladenem Kohlensto� (12C5+) vor. Die Messmethode lehnt sich
an die Dehmelts an, die den kontinuierlichen Stern-Gerlach-E�ekt [Deh86] nutzt,
um die beiden Spin-Eigenzustände des Elektrons in einer Penning-Falle1 zu unter-
scheiden. Die Messgenauigkeit dieser Messmethode wird durch das notwendig inho-
mogene Magnetfeld (magnetische Flasche) beschränkt [Dyc86b]. Daher versuchten
Van Dyck et al. die Messung des g-Faktors des freien Elektrons zu verbessern, indem
sie eine magnetische Flasche verwendeten, die nach Belieben ein- und ausgeschaltet
werden kann [Dyc86a]. Die damit verbundenen technischen Schwierigkeiten konnten
aber nicht befriedigend gelöst werden.

Wegen der wesentlich höheren Masse des 12C5+-Ions gegenüber der des freien
Elektrons ist für die Detektion eines spin-�ips des Elektrons in einem 12C5+-Ion ei-

1In einer Penning-Falle können elektrisch geladene Teilchen gespeichert werden (siehe dazu
Abschnitt 3.2).
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8 KAPITEL 1. EINLEITUNG UND MOTIVATION

ne noch viel stärkere magnetische Flasche als für das freie Elektron nötig [Die99].
In einer von Stefan Stahl und Wolfgang Quint konzipierten und aufgebauten Ap-
paratur wurde mit solch einer starken magnetischen Flasche im Frühjahr 1998 eine
Messgenauigkeit von 10�6 erreicht. Nikolaus Hermanspahn schlug vor, die Beschrän-
kungen der Messgenauigkeit durch die magnetische Flasche zu umgehen, indem nicht
die magnetische Flasche selbst ein- und ausgeschaltet werden sollte, sondern statt-
dessen ein gespeichertes Ion zwischen einem homogenen und einem inhomogenen
Magnetfeld hin und her transportiert werden sollte. Dabei tritt allerdings das Pro-
blem auf, dass zum Nachweis der Einstellung des Spins extreme Forderungen an die
Konstanz der Speicherspannungen und der Bewegungsamplituden des Ions über den
Transport hinweg gestellt werden müssen. Diese Arbeit zeigt, wie dieses Problem
durch eine absolute Messung der Ausrichtung des Spins umgangen werden kann.
Die so realisierte �Transport-Methode� erlaubt es, eine um drei Gröÿenordnungen
höhere Präzision von 10�9 im g-Faktor des im 12C5+-Ion gebundenen Elektrons zu
erreichen, als dies mit der in [Her00] verwendeten Methode möglich ist.

1.2 Motivation: Quantenelektrodynamik für hoch-

geladene Ionen

Motivation für die Messung des g-Faktors des gebundenen Elektrons ist die Un-
tersuchung, ob die gegenwärtige Formulierung der QED im Bereich hoher Feld-
stärken versagt oder ob sogar die QED als physikalische Theorie erweitert werden
muss [Ion88]. Durch die Möglichkeit, hochgeladene Ionen zu erzeugen, wurden so-
wohl viele experimentelle als auch theoretische Arbeiten stimuliert, in denen die
Eigenschaften hochgeladener Ionen und damit die QED für extreme Feldstärken
untersucht werden. Für die Rechenmethoden der QED in hochgeladenen Ionen wur-
de der Begri� Bound-State-QED (BS-QED) gebildet. Für einen Test der BS-QED
sind vor allem die Hyperfeinstrukturaufspaltung [Kla94, See98, Tom98, Sha98],
die Lambshift [Stö93, Bey95, Bei93, Per96, Che95, Sha99] und der g-Faktor
[Her00, Qui95, Win99, Joh80, Tie77] der Elektronen-Hülle hochgeladener Ionen in-
teressant. Die Messungen dieser drei Gröÿen sind komplementär, da verschiedene
Matrixelemente in ihre Berechnungen eingehen:

� für die Hyperfeinstrukturaufspaltung: � h�j 1
r2
j�i

� für die Bindungsenergie: � h�j1
r
j�i

� für den g-Faktor der Elektronen-Hülle: � h�jrj�i .
Durch die 1=r2-Abhängigkeit der Hyperfeinstrukturaufspaltung (siehe Abbildung
1.1) tragen die hohen Feldstärken hier mehr als bei den anderen Messgröÿen bei.
Allerdings bedingt dies auch, dass die Berechnung der Hyperfeinstrukturaufspaltung
in hochgeladenen Ionen sehr stark von den Eigenschaften des Kerns abhängt. Diese
Komplikation ist beim g-Faktor des Elektrons am geringsten [Per97]. Daher eignet
sich die Messung des g-Faktors hervorragend, die BS-QED zu überprüfen, wohinge-
gen die anderen beiden Messgröÿen eher auf über die QED hinausgehende Physik
emp�ndlich sind. Ein weiterer Vorteil von Messungen des g-Faktors des gebundenen
Elektrons zum Test der BS-QED ist, dass er im Gegensatz zu Hyperfeinstrukur und
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Lambshift in wassersto�ähnlichen Ionen aller Kernladungszahlen experimentell mit
hoher Präzision zugänglich ist.

Abbildung 1.1: Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte des 1s-Elektrons in
12C5+ als Funktion des Abstands vom Kern
Als natürliche Skala wurde der Bohrsche Radius in wassersto�ähnlichem Kohlensto�
a0=6 gewählt. Eingezeichnet sind die charakteristischen Längen der Hyperfeinstrukur

h�j1=r2j�i
�1=2, der Bindungsenergie h�j1=rj�i�1 und des g-Faktors h�jrj�i. Es ist zu erken-

nen, dass zur Hyperfeinstrukturaufspaltung die Wechselwirkungseigenschaften des Elek-
trons nahe am Kern, wo das elektrische Feld am gröÿten ist (E(hHfsi) = 2; 3 � 1014 V/m),
mehr beitragen, als dies z.B. für den g-Faktor der Fall ist (E(hgi) = 0; 5 � 1014 V/m).

1.2.1 Rechnungen in der Quantenelektrodynamik

Zur Zeit ist keine Möglichkeit bekannt, Vorhersagen der QED in mathematisch ge-
schlossener Form anzugeben. Daher stützen sich alle Berechnungen in der QED auf
störungstheoretische Methoden. In den meisten Fällen können die einzelnen Terme
der Störungsreihe in der Feinstrukturkonstanten � durch Feynman-Graphen eindeu-
tig charakterisiert werden. Ein Feynman-Graph besteht aus durchgezogenen Linien,
die geladene Teilchen darstellen, und Wellenzügen, die das Austauschteilchen der
elektromagnetischen Wechselwirkung, das Photon, darstellen (siehe Abbildung 1.2).
Die Anzahl der inneren Photonen-Linien gibt die Ordnung in der Entwicklung nach
� an. Trotz der mit der Potenz von � stark anwachsenden Anzahl der möglichen
Kopplungen und daher der beitragenden Terme, wird, da � � 1=137 � 1 ist, der
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Raum

Z
e
it

Abbildung 1.2: Feynman-Graph 0. Ordnung
Dieser Feynman-Graph stellt die direkte Ankopplung eines gebundenen Systems (Doppel-
linie) über ein virtuelles Photon (Wellenzug) an ein äuÿeres Magnetfeld (Dreieck) dar.

Beitrag jeder höheren Ordnung kleiner. Diese notwendige Bedingung für die Kon-
vergenz der Reihen wurde bisher aber noch nicht mathematisch bewiesen.

1.2.2 Rechenmethoden der Bound-State-QED

Um den Rechenaufwand im Rahmen zu halten, werden in den meisten Fällen zur
Auswertung der Matrixelemente die Wellenfunktionen der freien Dirac-Gleichung,
also ebene Wellen, benutzt. Falls die beteiligten Teilchen aber noch an andere Teil-
chen gebunden sind, wie es für ein Elektron in einem hochgeladenen Ion der Fall
ist, müssen die dadurch entstehenden Korrekturen mit Hilfe einer zusätzlichen Stö-
rungsreihe berücksichtigt werden. Für hochgeladene Ionen ist dies eine Reihe in
Z�, wobei Z die Kernladungszahl des Atomkerns bezeichnet. Für schwere Ionen ist
Z� allerdings nicht mehr klein gegen 1 und die Reihe in Z� konvergiert nur noch
langsam. Daher werden in neueren Berechnungen für Hoch-Z-Systeme die Eigen-
funktionen der Dirac-Gleichung für das gebundene System als Grundlage für die
Berechnung der Matrixelemente benutzt. Die auftretenden Integrale sind aber meist
nur numerisch und schwerer zu berechnen als die Integrale einer freien Theorie.

Abbildung 1.3: 1-Photon-Strahlungskorrekturen zum g-Faktor des gebun-
denen Elektrons
Die zeitgespiegelten Graphen wurden weggelassen.
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1.2.3 Der g-Faktor des gebundenen Elektrons

Eine der fundamentalen Eigenschaften des Elektrons ist sein mit seiner Ladung
und seinem inneren Drehimpuls (Spin) verbundenes magnetisches Moment. Wird es
in natürlichen Einheiten, dem Bohrschen Magneton �B, ausgedrückt, spricht man
vom g-Faktor des Elektrons. Die Übereinstimmung des von Van Dyck, Schwinberg,
Dehmelt et al. gemessenen g-Faktors des freien Elektrons

gex = 2; 002 319 304 376 6 (87) (1.1)

[Dyc87a] mit der theoretischen Vorhersage von

gth = 2; 002 319 304 432 0 (12) (678) (1.2)

[Hug99] auf 10 Stellen gilt als einer der gröÿten Erfolge der QED. Dabei rührt
der erste Fehler der Berechnungen von Hughes und Kinoshita von den numerischen
Ungenauigkeiten der Berechnungen der (�=�)4-Terme und unberücksichtigten nicht-
elektronischen QED und nicht-QED E�ekten her. Ihre zweite Unsicherheit ist durch
die Genauigkeit gegeben, mit der die Feinstrukturkonstante � bekannt ist.

In Anwesenheit eines starken elektrischen Feldes, z.B. eines Atomkerns, wird
der g-Faktor des Elektrons modi�ziert. Ziel unseres Experimentes ist es, genau die-
se Modi�kationen zu untersuchen. Folgende E�ekte beein�ussen den g-Faktor des
gebundenen Elektrons:

� relativistische Korrekturen, verursacht durch die Spin-Bahn-Kopplung des
gebundenen Elektrons [Bre28]. Eine L-S-Kopplung tritt in der Dirac-Gleichung
zwischen den grossen und kleinen Komponenten auch für s-Zustände auf.

� Änderung der Strahlungskorrekturen durch die Möglichkeit des Elektrons,
während der Wechselwirkung mit dem äuÿerem Magnetfeld auch mit dem Kern
Photonen austauschen zu können [Gro71, Per97, Blu97].

Da diese Ein�üsse von der Stärke und Form des elektrischen Feldes abhängen, das
seinerseits von der Kernstruktur abhängt, müssen bei den Rechnungen zusätzlich
noch die Mitbewegung und die Ausdehnung des Kerns berücksichtigt werden. In
Abbildung 1.4 sind die einzelnen Beiträge zur Änderung des g-Faktors des gebun-
denen Elektrons für wassersto�ähnliche Ionen als Funktion der Kernladungszahl Z
aufgetragen. Man erkennt, dass mit der geplanten Messgenauigkeit von etwa 10�7 für
den g-Faktor des gebundenen Elektrons in wassersto�ähnlichem Uran (238U91+) die
BS-QED-Strahlungskorrekturen schon im Promille-Bereich veri�ziert werden könn-
ten. Da es aber aufwendig ist, das für die hier vorgestellte Messmethode nötige
einzelne, wassersto�ähnliche Uran-Ion zu präparieren und in einer Penning-Falle ein-
zufangen, wurden zunächst Messungen an wassersto�ähnlichem Kohlensto� (12C5+)
durchgeführt. In Tabelle 1.1 sind die einzelnen Beiträge der verschiedenen Korrektu-
ren zum g-Faktor des Elektrons in wassersto�ähnlichem Kohlensto� aufgelistet. Mit
der von uns bereits erreichten Messgenauigkeit von 10�6 konnte bei Z = 6 (12C5+)
der relativistische Spin-Bahn-Kopplungsterm mit einer relativen Genauigkeit von
10�3 veri�ziert werden [Her00, Her99]. Mit der hier präsentierten Messgenauigkeit
des g-Faktors des gebundenen Elektrons von 5 � 10�9 können schon die BS-QED-
Strahlungskorrekturen in wassersto�ähnlichem Kohlensto� mit einer relativen Ge-
nauigkeit von 0,6% und der relativistische Spin-Bahn-Kopplungsterm mit 4 � 10�6
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Abbildung 1.4: Korrekturen zum g-Faktor des gebundenen Elektrons
Aufgetragen sind die wichtigsten Korrekturen des g-Faktors des im 1-s-Zustand gebun-
denen Elektrons in wassersto�ähnlichen Ionen zu dem des freien Elektrons (aus [Bei00b],
siehe dazu auch [Bre28, Gro71, Per97, Bei00a]). Es wurde nur der Betrag der Korrekturen
aufgetragen.

g = 2 freie Dirac-Theorie
- 0; 001 278 645 8 Dirac-Gleichung für gebundenen Zustand
+ 0; 002 319 304 4 QED freies Elektron
+ 0; 000 000 844 4 (12) BS-QED 1. Ordnung
+ 0; 000 000 087 5 (09) Mitbewegung des Kerns
+ 0; 000 000 000 4 Ausdehnung des Kerns
+ 0; 000 000 000 0 Polarisation des Kerns

� (50) Abschätzung BS-QED 2. Ordnung
g = 2; 001 041 590 9 (21) (50) Theoriewert für 12C5+

Tabelle 1.1: Korrekturen zum g-Faktor des in 12C5+ gebundenen Elektrons
Au�istung der in den Rechnungen berücksichtigten Korrekturen zum g-Faktor in 12C5+

[Bei99, Bei00b]. Um einer möglichen Abhängigkeit der numerischen Berechnung der Mitbe-
wegung des Kerns von der der BS-QED 1. Ordnung Rechnung zu tragen, wurden die Fehler
dieser beiden Rechnungen linear aufaddiert. Der zweite Fehler im Theoriewert für den g-
Faktor ist eine obere Abschätzung für die noch nicht berechneten BS-QED-Korrekturen
2. Ordnung in � [Bei99].
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aufgelöst werden. Gleichzeitig werden schon die Mitbewegung des Kohlensto�kerns
und die BS-QED-Strahlungskorrekturen 2. Ordnung in � wichtig. Allerdings sind
die Feldstärken, die das 1-s-Elektron im Kohlensto� erfährt, für hochgeladene Ionen
noch relativ gering, sodass sich eventuelle Nichtlinearitäten der QED im Feldstärke-
tensor F �� noch nicht so stark bemerkbar machen [Ion88]. Somit veri�ziert die hier
vorgestellte Messung vor allem die Rechenmethoden der BS-QED (siehe Abschnitt
1.2).
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Kapitel 2

Experimenteller Aufbau

Das Experiment wurde von Wolfgang Quint und Stefan Stahl geplant. Der Auf-
bau erfolgte durch Stefan Stahl, Nikolaus Hermanspahn und Manfred Tönges. Eine
detaillierte Beschreibung des Aufbaus be�ndet sich in der Dissertation von Ste-
fan Stahl [Sta98] und den Diplomarbeiten von Nikolaus Hermanspahn [Her96] und
Manfred Tönges [Tön96]. Daher wird an dieser Stelle nur kurz auf den Aufbau des
Experiments eingegangen. Erste Tests und Messungen wurden von Nikolaus Her-
manspahn [Her96, Her99], Michael Diederich [Die97], Hartmut Hä�ner [Häf98] und
Marcel Immel [Imm98] durchgeführt. Die erste direkte Bestimmung des g-Faktors
des Elektrons in einem hochgeladenen Ion (12C5+) gelang Nikolaus Hermanspahn
[Her00, Her99] und Hartmut Hä�ner Anfang 1998.

Im Experiment wird ein einzelnes wassersto�ähnliches Ion mit Hilfe eines ma-
gnetischen und eines elektrischen Feldes � einer so genannten Penning-Falle � ge-
speichert (siehe zur Erklärung der Penning-Falle Abschnitt 3.2) und elektronisch
nachgewiesen (siehe Kapitel 4). Im Folgenden wird versucht, einen kurzen Über-
blick über die dazu verwendete Apparatur zu geben:

Überblick über den experimentellen Aufbau

Die Apparatur besteht aus folgenden Komponenten:

� der Fallenkammer mit der zylindrischen Dreifach-Falle

� den Schwingkreisen und Verstärkern an der Fallenkammer, um die Ionensignale
zu verstärken

� einem supraleitenden Magneten, um das Magnetfeld für die Penning-Falle be-
reitzustellen

� den Behältern für �üssiges Helium und für Sticksto�, um die Fallenkammer
auf 4 Kelvin abzukühlen

� der Auswerteelektronik zur Fourier-Analyse der Ionenbewegungen

� einer Präzisionsspannungsquelle, um eine konstante Fallenspannung gewähr-
leisten zu können

15



16 KAPITEL 2. EXPERIMENTELLER AUFBAU

� ca. 10 Frequenzgeneratoren zur Analyse und zur Manipulation der Ionenbe-
wegungen

� der Elektronik, um die Fallenspannungen zu steuern

� einer Mikrowellenanlage zum Induzieren von spin-�ips

� einem Personal Computer, um den komplexen Messablauf zu kontrollieren und
zu steuern.
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Abbildung 2.1: Übersicht über den mechanischen Teil der Apparatur

Das Kernstück der Apparatur bilden drei Ionenfallen. Diese dienen dazu, eine Ionen-
wolke zu speichern, daraus ein einzelnes Ion zu präparieren, und schlieÿlich dieses für
eine lange Zeit für die Messungen bereitzustellen. Die Fallen bestehen aus insgesamt
13 aufeinander gestapelten ringförmigen Elektroden (siehe Abbildung 2.2). Werden
an die Ringe geeignete Gleichspannungen angelegt, so können geladene Teilchen
im Innern der Fallen in Richtung der Symmetrieachse (z-Achse) nicht entweichen.
Um die Teilchen auch in radialer Richtung zu speichern, werden sie durch ein star-
kes magnetisches Feld auf Zyklotronbahnen gezwungen (siehe Abschnitt 3.2). Das
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Abbildung 2.2: Aufbau der Elektroden
Die Distanz zwischen dem Mittelpunkt der Analyse- und dem der Präzisions-Falle beträgt
28,7 mm.
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Abbildung 2.3:Geometrie sowohl der Präzisions- als auch der Analyse-Falle
In Tabelle 2.1 sind die Maÿe der Fallen angegeben.

Gröÿe Abmessung [mm]
Radius r0 3; 50� 0; 02
Spaltbreite b 0; 140� 0; 002
Länge der Ringelektrode zr 0; 92� 0; 02
Länge der Korrekturelektroden zc 2; 75� 0; 02
Länge der Endkappen ze > 6; 80
charakteristische Fallendimension d = 1

2

q
z20 +

1
2
r20 2; 99� 0; 03

Tabelle 2.1: Abmessungen der Präzisions- und Analyse-Falle
Vergleiche dazu Abbildung 2.3.
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Magnetfeld von 3,8 T wird von einem kommerziellen NMR-Magneten bereitgestellt,
dessen Spulen aus supraleitendem Material (NbTi) gefertigt sind. Supraleitende Ma-
gneten zeichnen sich dadurch aus, dass mit ihnen starke (bis zu 12 T), extrem stabile
(�B=B � 10�9 pro Monat) und auch sehr homogene Magnetfelder erzeugt werden
können. Eine hohe Stabilität und Homogenität des Magnetfeldes sind für das Expe-
riment von entscheidender Bedeutung, da nur so eine geringe Breite der Resonanzen
und damit eine hohe Präzision erreicht werden kann. Eine der Fallen, die Analyse-
Falle, wurde mit einem Nickel-Ring ausgestattet, der eine Inhomogenität imMagnet-

Nickelring

Magnetfeldlinien

B0

Abbildung 2.4: Verformung der Magnetfeldlinien durch den Nickel-Ring
Die Ringelektrode aus Nickel verändert die magnetische Flussdichte, indem anschaulich
gesprochen die Magnetfeldlinien in das ferro-magnetischen Material hineingezogen werden.
Die Dichte der Feldlinien gibt die Stärke des Magnetfeldes an.

feld (magnetische Flasche) erzeugt. Dies ist zum Nachweis der Einstellung des Spins
des Elektrons notwendig (siehe die Gleichungen 3.16 und 3.27). Um die störenden
Ein�üsse der restlichen unvermeidbaren Magnetfeld-Inhomogenitäten und die der
elektrischen Feldfehler klein zu halten, werden die Bewegungsamplituden der Ionen
durch Widerstandskühlen [Win75] auf wenige Mikrometer begrenzt. Das Kühlen der
Fallenkammer auf 4 K mittels �üssigem Helium ermöglicht durch das Kryopumpen
ein extrem gutes Vakuum mit einem Druck von weniger als 10�16 mbar. Dies macht
es überhaupt erst möglich, hochgeladene Ionen wie C5+ über Monate hinweg zu
speichern. Wäre das Vakuum schlechter, rekombinierten die hochgeladenen Ionen
schnell mit den Elektronen des Hintergrundgases.

Der Nachweis der Ionen erfolgt über die von ihrer Bewegung zwischen den Fal-
lenelektroden induzierten Spiegelströme (siehe Kapitel 4). Damit diese Ströme ge-
messen werden können, sind die Elektroden mit Spulen, die zum Teil aus bei 4 K
supraleitendem NbTi bestehen, verbunden, die zusammen mit den Kapazitäten der
Falle und den Zuleitungen Resonanzkreise bilden. Die Resonanzkreise haben bei ih-
ren Resonanzfrequenzen einen hohen Ohmschen Widerstand (bis zu 20 M
), über
den durch den induzierten Strom in der Gröÿenordnung von Femtoampère eine
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Spannung im Bereich von einigen Nanovolt abfällt. Da Kapazitäten gute Wech-
selstromleiter sind und somit einen Teil der Signalspannung kurzschlieÿen, wird die
Impedanz des Signals nahe an der Falle noch im kalten Bereich mit einem Feld-
E�ekt-Transistor gewandelt. So wird erreicht, dass die Kapazität der immerhin 1 m
langen Signalleitungen aus der Apparatur (vergleiche Abbildung 2.1) keine Rolle
spielt. Zwei rauscharme Verstärkerstufen (Urausch � 1 nV=

p
Hz) im Raumtempera-

turbereich sorgen für eine weitere Verstärkung des Signals. Anschlieÿend wird eine
Fourier-Transformation durchgeführt und die erhaltenen Spektren werden in den
Personal-Computer eingelesen. Das von uns selbst geschriebene Programm erlaubt
eine automatische Auswertung der Spektren z.B. durch Fits. Die daraus gewonnenen
Informationen über die Bewegung des Ions werden dann vom Computer genutzt, um
z.B. �exibel auf die Energie des Ions oder die Einstellung des Spins des Elektrons
zu reagieren. Diese Flexibilität ist eine Grundvoraussetzung für das Gelingen des
in dieser Dissertation beschriebenen komplizierten Messablaufs. Zusätzliche Elek-
tronik, wie Synthesizer, Spannungsversorgungen und ein Oszilloskop werden vom
Computer über ein IEEE-Interface gesteuert. Auch die gesamte von Stefan Stahl
[Sta98] entwickelte Auswerteelektronik kann vom Computer ferngesteuert werden.
Auÿerhalb der Apparatur ist auch die Mikrowellenanlage aufgebaut, die aus einem
kommerziellen Mikrowellengenerator, der ein Mikrowellensignal bei 17 GHz bereit-
stellt, einem Verstärker und einem Versechsfacher besteht. Die Mikrowellenanlage
erzeugt bei 105 GHz 10 �W an Strahlungsleistung. Sie ist in [Sta98, Tön96, Imm98]
beschrieben.

Für detaillierte Beschreibungen des Aufbaus möchte ich hier nochmals auf die
am Anfang des Kapitels genannten Arbeiten verweisen (insbesondere [Sta98] und
[Her96]).



Kapitel 3

Theoretisches

Ziel des Experiments ist die Bestimmung des g-Faktors des Elektrons in extrem
starken elektrischen Feldern. Als Quelle eines starken elektrischen Feldes eignen sich
hervorragend Atomkerne. Mit mehr als 1017 V/m (am Erwartungswert des Ortes
des 1-s-Elektrons in U91+) sind die erreichbaren Feldstärken um zehn Gröÿenor-
dungen höher als die, die sich makroskopisch erreichen lassen. Um Messergebnisse
sicher interpretieren zu können, bevorzugt man physikalisch einfache Systeme. Da-
her sind Messungen des g-Faktors eines Elektrons anvisiert worden, das in einem
wassersto�ähnlichem Ion gebunden ist, dessen Kern keinen Eigendrehimpuls hat.
In diesem speziellen Fall wird das gesamte magnetische Moment des Ions nur vom
Elektron verursacht. Daher ist dann eine Messung des magnetischen Moments des
Ions eine Messung des magnetischen Moments des gebundenen Elektrons. Als erstes
Testobjekt wurde 12C5+ ausgewählt.

3.1 Bestimmung des g-Faktors des gebundenen

Elektrons

Der g-Faktor des Elektrons verknüpft sein magnetisches Moment ~� mit seinem in-
neren Drehimpuls (Spin) ~S wie folgt:

~�s = �g e

2me

~S : (3.1)

Die vom inneren Drehimpuls herrührende magnetische Energie des Elektrons in
einem äuÿeren magnetischen Feld ~B = Bzez ist durch

Emag = �~� � ~B = �g e

2me
SzBz = �gmS�BBz (3.2)

gegeben. In Gleichung 3.2 bezeichnet mS die Eigenwerte des Spin-Operators ~S. Da
das Elektron ein Spin-1/2-System ist, nimmt die magnetische Spin-Quantenzahl die
Werte�1/2 an. Um den g-Faktor zu bestimmen, ist es gemäÿ Gleichung 3.2 nötig, die
Energieaufspaltung Emag und das Magnetfeld B zu messen. Die Energieaufspaltung
Emag wird über das Induzieren von spin-�ips durch Einstrahlen von Mikrowellen der
Energie

Emag = ~!L (3.3)

21
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unter Beobachtung der spin-�ip-Rate als Funktion der Mikrowellenfrequenz gemes-
sen. !L bezeichnet die Larmor-Präzessionsfrequenz des Elektrons. Das Magnetfeld
kann über die Messung der Zyklotronfrequenz !e

c eines freien Elektrons

!e
c =

e

me
Bz (3.4)

kalibriert werden. Aus diesen Messgröÿen ergibt sich der g-Faktor des Elektrons mit
den Gleichungen 3.2 und 3.3 zu:

g = 2
!L
!e
c

: (3.5)

Da das Elektron im Ion gebunden ist, ist es einfacher, die Zyklotronfrequenz des
gespeicherten Ions zu messen. Dieses Vorgehen hat den zusätzlichen Vorteil, dass
das Magnetfeld auch dort gemessen wird, wo sich das gebundene Elektron während
des spin-�ips aufhält. Mit dem Verhältnis der Zyklotronfrequenzen des Ions und
des Elektrons !i

c=!
e
c , dessen Wert für das 12C5+-Ion den Verö�entlichungen von Van

Dyck et al. [Far95, Dyc95, Nis99] entnommen werden kann1, lässt sich der g-Faktor
wie folgt umschreiben:

g = 2
!L
!i
c

�
!i
c

!e
c

�
: (3.6)

Dies bedeutet, dass sich der g-Faktor des Elektrons aus der Messung der Larmor-
Präzessionsfrequenz des Elektrons und der der Zyklotronfrequenz des Ions ergibt.

3.2 Die Penning-Falle

Die zur Messung des g-Faktors nötige Energieaufspaltung zwischen den beiden Spin-
Einstellungen wird durch ein Magnetfeld hervorgerufen. Überlagert man diesem
Magnetfeld zusätzlich ein geeignetes elektrisches Feld, kann eine Speicherung und
damit eine praktisch beliebig lange Beobachtungszeit geladener Teilchen erreicht
werden: Das Magnetfeld zwingt die Teilchen auf eine Zyklotronbahn, sodass sie senk-
recht zu diesem (radiale Richtung) nicht entweichen können. Für die Speicherung in
Richtung des Magnetfeldes sorgt ein elektrisches Feld, das so gewählt ist, dass für
das Teilchen entlang der z-Achse ein Potentialminimum vorliegt. Diese Kombinati-
on aus magnetischen und elektrischen Feldern wird als Penning-Falle bezeichnet. In
einer idealen Penning-Falle (homogenes Magnetfeld und harmonisches elektrisches
Potential) führt ein geladenes Teilchen drei voneinander unabhängige Oszillationen
aus (siehe auch Abbildung 3.1):

� Die axiale Schwingung in Richtung des Magnetfeldes, verursacht durch das
elektrische Feld:

!z =

r
1

m

@2Epot

@z2
(0) =

r
q

m

C2V0
d2

� 2� � 1 MHz : (3.7)

1Für schwere hochgeladene Ionen sind diese Verhältnisse noch nicht bekannt. Mit unserer Appa-
ratur lässt sich jedoch das Verhältnis der Zyklotronfrequenzen des zu vermessenden hochgeladenen
Ions und eines Referenzions (z.B. 12C6+) mit hinreichender Genauigkeit bestimmen, sodass dann
auch das Verhältnis der Zyklotronfrequenzen des zu vermessenden Ions und des Elektrons bekannt
ist [Häf00].
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Abbildung 3.1: Trajektorie eines geladenen Teilchens in einer idealen
Penning-Falle
Es sind die schnelle kreisförmige Zyklotronbewegung, die axiale Oszillation entlang der
Magnetfeldlinien und die langsame Magnetrondrift um das Zentrum der Falle zu sehen.

Hier wurde die z-Achse in Richtung des Magnetfeldes gelegt und ihr Null-
punkt fällt mit dem Minimum der potentiellen Energie Epot zusammen. q/m
bezeichnet das Verhältnis der Ladung zur Masse des Teilchens und V0 die
Spannungsdi�erenz URing zwischen der Ringelektrode und den Endkappen (sie-
he Abbildung 2.3). C2 (siehe Gleichung 3.19) und d (siehe Tabelle 2.1) sind
geometrische Gröÿen der Falle. Angegeben ist weiterhin die in unserem Expe-
riment für 12C5+-Ionen typische axiale Frequenz.

� Die kreisförmige reduzierte Zyklotronbewegung senkrecht zum Magnet-
feld:

!+ =
!c
2
+

r
!2
c

4
� !2

z

2
� !c � !2

z

2!c
� 2� � 24 MHz : (3.8)

� Die ebenfalls kreisförmigeMagnetronbewegung senkrecht zum Magnetfeld:

!� =
!c
2
�
r
!2
c

4
� !2

z

2
� !2

z

2!c
� 2� � 0; 02 MHz : (3.9)

Die Näherungen gelten nur für die auch in unserem Experiment erfüllte Relation:

!+ � !z � !� : (3.10)

Für eine ideale Penning-Falle, d.h. homogenes Magnetfeld und quadrupolförmiges
elektrisches Feld mit der gleichen Symmetrieachse, lässt sich die freie Zyklotronfre-
quenz !c eines gespeicherten Teilchens aus den Eigenfrequenzen des Teilchens wie
folgt bestimmen:

!c = !+ +
!2
z

2!+
: (3.11)

Ferner kann man zeigen [Bro82, Bro86a], dass auch für nicht ganz ideale Verhält-
nisse (einer Verkippung der Fallenachse gegenüber der Magnetfeldachse und einer
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Elliptizität des elektrischen Feldes) die im Folgenden �Invarianztheorem� genannte
Gleichung erfüllt ist:

!2
c = !2

+ + !2
z + !2

�
: (3.12)

Diese Beziehung ist hilfreich, da sie es erlaubt, die gesuchte freie Zyklotronfrequenz,
die in einer Penning-Falle keine Eigenfrequenz ist, in einem homogenen Magnetfeld
mit hoher Präzision zu bestimmen. Dazu müssen allerdings alle drei Eigenfrequenzen
!+, !z und !� des Teilchens gemessen werden. Der Ein�uss der Messunsicherheiten
der einzelnen Frequenzen auf die so berechnete freie Zyklotronfrequenz beträgt:

�!c =
!+
!c

�!+ +
!z
!c

�!z +
!�
!c

�!� : (3.13)

Es muss für eine präzise Bestimmung der freien Zyklotronfrequenz also vor allem
die reduzierte Zyklotronfrequenz genau gemessen werden.

Um die Einstellung des Elektronen-Spins detektieren zu können, kann das Mag-
netfeld bewusst inhomogen gemacht werden[Deh86]. Die potentielle Energie Epot aus
Gleichung 3.7 setzt sich in diesem Fall aus der elektrischen und der magnetischen
potentiellen Energie (Eel und Emag) zusammen:

Epot = Eel + Emag =
1

2
m!2

zz
2 � �zBz : (3.14)

Hierbei bezeichnet �z die z-Komponente des magnetischen Moments des Teilchens.
Nimmt man das Magnetfeld als symmetrisch zur Ebene z = 0 an und berücksichtigt
nur die niedrigsten zwei Ordnungen in einer Entwicklung nach der z-Koordinate, so
wird das Magnetfeld in z-Richtung durch

B(z) � Bz
0 +Bz

2z
2 + � � � (3.15)

charakterisiert. Nach Einsetzen der Gleichungen 3.15 und 3.14 in 3.7 folgt:

!z;mag =

r
1

m

@2Epot

@z2
(0) =

r
!2
z �

2

m
�zBz

2 � !z � 1

m!z
�zB

z
2 : (3.16)

Das bedeutet, dass ein spin-�ip, der das Vorzeichen des magnetischen Moments
�z ändert, sich durch die Änderung der axialen Rückstellkraft bemerkbar macht.
Genauso ändert auch eine von Null verschiedene Zyklotronenergie über ihr magne-
tisches Bahnmoment die axiale Frequenz (siehe auch Gleichung 3.28). Damit ist
sowohl eine Änderung der Ausrichtung des Spins als auch eine Änderung der Zyk-
lotronenergie mittels einer Messung der axialen Frequenz des Teilchens messbar.

3.3 Das elektrische Speicherfeld

Für die Optimierung des elektrischen Speicherfeldes und die Abschätzung eventu-
eller systematischer Fehler ist es wichtig, eine möglichst präzise Beschreibung des
elektrischen Speicherfeldes zu besitzen. Eine Berechnung des Potentials �, das durch
zylindrische Elektroden, wie wir sie benutzen (siehe Abbildungen die 2.3,2.2 und Ta-
belle 2.1), erzeugt wird, ist in [Gab89] skizziert. Für die Berechnungen werden die
Randbedingungen nach den Eigenfunktionen der Laplace-Gleichung entwickelt. In
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zylindrischen Koordinaten (r; �; z) lauten die zylindersymmetrischen Eigenfunktio-
nen der Laplace-Gleichung �� = 0:

�� = J0(i�r) sin(�z) : (3.17)

Hier bezeichnet J0 die Bessel-Funktion 0. Ordnung. Um das Potential in einer zy-
lindrischen Falle zu erhalten, wird zuerst das Potential im Innern eines unendlich
langen Zylinders berechnet, der in der Mitte einen Potentialsprung von V aufweist.
In [Häf98] wird zusätzlich angenommen, dass dieser Potentialsprung nicht auf un-
endlich kleinem Raum erfolgen kann. Das Potential innerhalb eines solchen Zylinders
ist dann gegeben durch [Häf98]:

�(r; z) =
1X
n=1

lV

n2b�2
sin(n b

2l
�) + sin(n(1� b

2l
)�) + sin(n�)

J0(i
n�
l
r0)

J0(i
n�

l
r) sin(

n�

l
z) :

(3.18)
b bezeichnet die Breite des Spalts zwischen den beiden Halbzylindern und r0 ih-
ren Radius. Die Periodenlänge l taucht notwendig auf, da die Randbedingungen
in eine Fourier-Reihe entwickelt wurden. Sie sollte für Berechnungen mindestens
viermal so groÿ wie die Abmessung der zu berechnenden Elektrodenkon�guration
gewählt werden. Die Randbedingungen für das Potential in einer zylindrischen Falle
können durch Überlagern vieler solcher Zylindersegment-Lösungen mit unterschied-
lichen Mittenpositionen entlang der z-Achse erfüllt werden. In Abbildung 3.2 ist das
Potential für die von uns verwendete 5-polige Zylinderfalle (siehe Abbildung 2.3) auf
der z-Achse dargestellt. Dabei sind die Endkappen auf Potential 0, die Ringelektrode
auf Potential V0 und die Korrekturelektroden auf Potential 0; 876 V0 gelegt worden.
Dieses Verhältnis aus Spannung an den Korrekturelektroden und der Ringelektro-
de wird im Folgenden tuning-ratio genannt. Die besondere Wahl der Spannungen
hat die bestmögliche Harmonizität des Potentials zur Folge. Dies bedeutet, dass die
Bewegungsfrequenz der Ionen nahezu unabhängig von ihrer Bewegungsamplitude
ist.

3.3.1 Abschätzung der elektrischen Feldfehler

Als Feldfehler, die dann zu einem systematischen Fehler bei der Bestimmung des
g-Faktors führen (siehe Abschnitt 6.2.3), werden im Folgenden Abweichungen des
elektrischen Feldes von dem eines harmonischen Potentials bezeichnet. Axialsymme-
trische Feldfehler können klassi�ziert werden, indem das elektrische Feld durch die
polfreien axialsymmetrischen Eigenfunktionen des Laplace-Operators charakterisiert
wird. In Zylinderkoordinaten z,r,� sind dies die Legendre-Polynome Pl, multipliziert
mit (r=d)k:

�(z; r) =
1X
l=0

Cl

�r
d

�k
Pl

�
zp

r2 + z2

�
: (3.19)

Für ein harmonisches Potential gilt C2 = 1 und Cl = 0 für alle anderen l. Falls
C4 beziehungsweise C6 nicht verschwinden, gilt für die axiale Frequenz !z eines
gespeicherten Teilchens (siehe auch Gleichung 3.25) [Gab89, Bro86a]:

!z = !z;Ez=0

"
1 +

3

2

C4

C2

Ez

Emax
+

15

4

C6

C2

�
Ez

Emax

�2
#
: (3.20)
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Abbildung 3.2: Potential in einer zylindrischen Falle
Der Vergleich mit einem Parabelpotential zeigt, dass für kleine Abstände vom Fallenzen-
trum ein gespeichertes Teilchen eine lineare Rückstellkraft erfährt. Dies gilt aber nur bei
geeigneter Wahl des tuning-ratios (siehe Abschnitt 3.3 und 3.3.1)
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Hier bezeichnet Ez die maximale kinetische Energie des Teilchens in z-Richtung
und Emax die maximale Energie, bei der das Teilchen gespeichert bleibt. Diese Be-
schreibung reicht bei unserer Fallengeometrie für Energien kleiner als 1 eV bei einer
Fallenspannung von 10 V aus. Bei höheren Energien muss wegen des schnell zu-
nehmenden Ein�usses der höheren Ordnungen der Entwicklung des Potentials die
Berechnung der Bewegungsfrequenz numerisch durchgeführt werden [Häf98].

Aus dem Potentialverlauf in einer zylindrischen Falle nach Gleichung 3.18 ergibt
sich mit Gleichung 3.19 für unsere Falle folgende Abhängigkeit des C4-Terms vom
tuning-ratio:

�C4 = 0; 54 (1) ��tr : (3.21)

Hier bezeichnet �tr die Abweichung des tuning-ratios vom optimalen Wert von
0,876. Die Unsicherheit von 2% rührt von den Fertigungstoleranzen der Elektroden
her. Für die typischen im Experiment vorkommenden Energien kleiner 100 meV
spielt der C6-Term noch keine Rolle. Er wird daher hier vernachlässigt. Gleichung
3.21 eingesetzt in Gleichung 3.20 (C2 = 0; 54 (1)) ergibt dann:

�!z
!z;Ez=0

= 1; 49 (1) � Ez

Emax

�tr : (3.22)

Da diese Gleichung angibt, wie genau das tuning-ratio eingestellt sein muss, um
eine bestimmte Genauigkeit der Messung der axialen Frequenz erreichen zu können,
ist diese Gleichung im Hinblick auf einen eventuellen systematischen Fehler bei der
Bestimmung der axialen Frequenz und damit bei der Bestimmung des g-Faktors
relevant (siehe Abschnitt 6.2.3).

3.3.2 Die Eigenfrequenzen in einer realen Penning-Falle

In diesem Abschnitt werden die Bewegungsfrequenzen eines Teilchens in einer rea-
len Penning-Falle noch etwas allgemeiner als im letzten Abschnitt angegeben. Die
Störungen der Bewegung werden vor allem durch ein nicht homogenes Magnetfeld
und einen nicht ganz quadrupolförmigen Verlauf des elektrischen Speicherpotentials
hervorgerufen. Da die (klassischen) nichtlinearen Bewegungsgleichungen eines Teil-
chens in den nicht-idealen Feldern schwer zu lösen sind, verwendeten Brown und
Gabrielse Störungstheorie 1. Ordnung zur Berechnung der Frequenzverschiebungen
[Bro86a]. Zur kompakteren Darstellung werden dort die Abhängigkeiten der Eigen-
frequenzen !i (inklusive der Larmor-Präzessionsfrequenz) von den Energien Ej der
Eigenbewegungen durch Matrizen Mk dargestellt:0

BB@
�!+=!+
�!z=!z
�!�=!�
�!L=!L

1
CCA = Mk

0
@ E+

Ez

E�

1
A : (3.23)

Anharmonizitäten des elektrischen Feldes: Besitzt das Speicherpotential ne-
ben einem Quadrupolanteil einen Anteil der Form (vergleiche Gleichung 3.19)

�V = V0C4

z4 � 2z2r2 + 3
8
r4

2d4
; (3.24)
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so werden die Frequenzverschiebungen durch

ME =
6C4

qV0

0
BBBBBBBB@
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(!z=!+)

4 �1
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(!z=!+)

2 �(!z=!+)2

�1
2
(!z=!+)

2 1
4
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�(!z=!+)2 1 1
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CCCCCCCCA

(3.25)

beschrieben.

Magnetfeld-Inhomogenitäten: Ist dem homogenen Magnetfeld B = B0ez eines
der Form

� ~B = B2

�
z2 � r2

2
êz � z~r

�
(3.26)

überlagert (eine so genannte magnetische Flasche), so lassen sich die Frequenz-
verschiebungen eines Ions mit Masse m durch

MB =
1

m!2
z

B2

B0

1

~!+

0
BBBBBBBB@

�(!z=!+)2 1 2

1 0 �1

2 �1 �2

�(!z=!+)2 1 2

1
CCCCCCCCA

(3.27)

charakterisieren2 (vergleiche auch Gleichung 3.16). Für Vergleiche mit expe-
rimentellen Ergebnissen ist es jedoch einfacher, die Zyklotronenergie in Ein-
heiten der axialen Frequenzverschiebung �!z zu messen. Der Vorfaktor in
Gleichung 3.27 ist dann einfach durch 1=!z zu ersetzen. Umgekehrt kann aus
Gleichung 3.27 die Verschiebung der axialen Frequenz �!z als ein experimen-
tell einfach zugängliches Maÿ für die Energie der Zyklotronbewegung gefunden
werden:

E+ =
m!z�!z

B2
B0 = 4�2m�z

B0

B2
��z : (3.28)

Relativistische Korrekturen: Die Matrix, die die relativistischen Korrekturen
angibt, lautet:

MR = � 1

mc2
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1 1
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�(!z=!+)2

1
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4
(!z=!+)

2 1
4
(!z=!+)

4

1
CCCCA : (3.29)

Die hier nicht dargestellte Abhängigkeit der Larmor-Präzessionsfrequenz von den
Energien wird z.B. in [Men55, Bar58, Com79] beschrieben (siehe auch Abschnitt
6.2.8).

2Um diese einfache Form zu gewinnen, wurde die Näherung !c � !+ gemacht. Eine genauere
Darstellung der Frequenzverschiebungen �ndet sich in [Her96, Her99].
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3.3.3 Die Abhängigkeit des gemessenen g-Faktors von der

Zyklotronenergie

In diesem Abschnitt soll der Ein�uss der Inhomogenitäten des Magnetfeldes auf
die Messung g-Faktors untersucht werden. Im Experiment werden zur Bestimmung
der freien Zyklotronfrequenz sowohl die reduzierte Zyklotronfrequenz �+ als auch
die axiale Frequenz �z bei einer Energie der Zyklotronbewegung von 2 � 10 eV
gemessen. Die beiden Frequenzen verschieben sich durch die Zyklotronenergie nach
den Gleichungen 3.27 und 3.28 wie folgt (als Maÿ für die Zyklotronenergie wird die
axiale Frequenzverschiebung ��z benutzt):

�+ ! �+ � �z
�+

��z ; (3.30)

�z ! �z +��z : (3.31)

Da die Magnetronfrequenz im Experiment bei sehr viel kleineren Zyklotronenergien
bestimmt wird, muss ihre Verschiebung nicht berücksichtigt werden. Mit diesen Glei-
chungen folgt für die Verschiebung freien Zyklotronfrequenz, die mittels Gleichung
3.12 berechnet wird:

��c =
q
(�+ +��+)2 + (�z +��z)2 + �2� � �c

�
q
�2+ � 2�z ��z + �2z + 2�z ��z + �2� � �c

= 0 : (3.32)

Dies bedeutet, dass mittels des Invarianztheorems das Magnetfeld im Zentrum der
Zyklotronbewegung berechnet wird3. Die Larmor-Präzessionsfrequenz des Ions än-
dert sich hingegen durch die endliche Energie der Zyklotronbewegung nach Glei-
chung 3.27 wie folgt:

��L = � �z
�2+

�L ��z : (3.33)

Dies ist Ausdruck dessen, dass sich das vom Ion erfahrene mittlere Magnetfeld mit
dem Radius der Zyklotronbewegung ändert. Wird der g-Faktor nach Gleichung 3.6
berechnet, so folgt für die Änderung des gemessenen g-Faktors gv durch die Energie
der Zyklotronbewegung:

�gv � @gv
@�L

��L +
@gv
@�c

��c =
gv
�L

��L � gv
�c
��c

= �gv �z
�2+

��z : (3.34)

Dieses Ergebnis schlieÿt noch nicht die relativistischen Korrekturen gemäÿ Gleichung
3.29 ein. Diese sind in unserem Fall jedoch um eine Gröÿenordnung kleiner als die
eben diskutierten Korrekturen durch die Magnetfeld-Inhomogenitäten.

3Dies gilt nur für den nicht-relativistischen Grenzfall.
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3.4 Linienformen

3.4.1 Grundlegende Linienform

In [Bro84a, Bro84b] wird von Brown die Linienform sowohl für die Zyklotron- als
auch für die Larmor-Resonanz in einem homogenen Magnetfeld, dem eine magneti-
schen Flasche überlagert ist (siehe Gleichungen 3.15 und 3.26), dargestellt. Grundle-
gend wird die Linienform der beiden magnetfeldabhängigen Gröÿen durch folgenden
E�ekt bestimmt: Bei z.B. positivem B2 ist das über eine Periode der axialen Schwin-
gung T gemittelte Magnetfeld um so gröÿer je gröÿer die axiale Amplitude z0 ist:

B =
1

T

TZ
0

B0 +B1z(t) +B2z
2(t) dt

= B0 +
1

T

TZ
0

B1z0 sin(!zt) +B2z0 sin
2(!zt) dt

= B0 +
1

2
B2z

2
0

= B0 +B2
Ez

m!2
z

: (3.35)

Daher sollte sich in den Linienformen der Zyklotron- und Larmor-Resonanz direkt
die zeitliche Verteilung der axialen Energie (des Quadrats der Bewegungsamplitude),
in unserem Fall eine Boltzmann-Verteilung (siehe Abschnitt 5.10), wieder �nden.
Dies ist aber nur richtig, falls die Änderung der betrachteten Bewegungsfrequenz
hinreichend langsam ist.

Folgende Gleichung gibt die Linienform �(!) unter Annahme einer Boltzmann-
Verteilung der axialen Energie in allgemeiner Form wieder [Bro84a, Bro84b]:

�(!) =
4

�
Re

0

(0 + )2

1X
n=0

(0 � )2n(0 � )�2n

(n+ 1
2
)0 � 1

2
 � i(! � !0)

: (3.36)

Hierbei ist !0 die Resonanzfrequenz für eine verschwindende axiale Energie,  die
Kopplungskonstante der axialen Bewegung an ein thermisches Bad (siehe Gleichung
4.6) und 0 ist wie folgt de�niert:

0 =
p
2 + 4i�! : (3.37)

�! beschreibt die Linienverschiebung, die nach Gleichung 3.35 statt�ndet, falls das
Teilchen konstant die axiale Energie des Erwartungswerts seiner axialen Energie hat.

Kleine Kopplung

Für den Fall �! � , also einer im Vergleich zur inversen Linienbreite langsamen
Änderung der Energie, erhält man aus Gleichung 3.36 den Grenzwert

�(!) =
�(! � !0)

�!
exp

�
�! � !0

�!

�
: (3.38)
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Diese Näherung ist in unserem Experiment für die Larmor-Resonanz mit�!L � 80
gerechtfertigt. Somit spiegelt die Larmor-Resonanz im Einklang mit Gleichung 3.35
die axiale Energie-Verteilung (bzw. die Verteilung des Magnetfeldes) direkt wider
(siehe Abbildung 3.3).

Starke Kopplung

Im anderen Grenzfall �! � , also im Vergleich einer zur inversen Linienbreite
schnellen Energieänderung, erhält man aus Gleichung 3.36 dagegen:

�(!) =
�!2=�

(! � !0 ��!)2 + (�!2=)2
: (3.39)

Dies ist eine Lorentz-Funktion, die um �! verschoben ist. Sie ist schmaler, als man
aufgrund der vom Ion erfahrenen Magnetfeld�uktuationen erwartet (siehe Abbil-
dung 3.3). Dies drückt aus, dass das Teilchen die Extrema des Magnetfeldes durch
die im Verhältnis zur Periodendauer 2�=!0 schnellen Änderungen der Energie kürzer
�spürt�, als es nötig ist, die Frequenz ! zu de�nieren. Diese Unterdrückung der Flan-
ken der Resonanzkurve �ndet bei uns für die Zyklotronfrequenz statt (�!c � 1=5 ).
Solch eine �Verschmalerung� einer magnetfeldabhängigen Resonanz wird in der Li-
teratur als motional narrowing bezeichnet [Blo48, Wat76, Bre69].

Intermediäre Kopplung

Um systematische E�ekte zu untersuchen wird im Experiment die axiale Temperatur
gezielt erhöht. Schon bei 360 K axialer Temperatur ist für die Zyklotronresonanz
�!c � . Daher ist weder die für Gleichung 3.38, noch die für Gleichung 3.39
durchgeführte Näherung anwendbar, und die Linienform muss mit Gleichung 3.36
bestimmt werden. Die Kurve für T = 360 K in Abbildung 3.4 ist eine Mischung aus
einer reinen Lorentz-Funktion und einer Boltzmann-Kurve. Wegen des Boltzmann-
Schwanzes auf der höherfrequenten Seite liegt der Erwartungswert weit neben dem
Maximum der Kurve (ähnlich der Larmor-Resonanz-Kurve in Abbildung 3.3). Eine
dennoch angepasste Lorentz-Funktion liefert eine Mittenfrequenz von 2� � 530 mHz
+ !c0, gegenüber dem Erwartungswert von 2� � 750 mHz + !c0. Hierbei wurden die
für das Experiment typischen Werte von !c0 = 2� �24 MHz und 1= = 233 ms ange-
nommen. Bei einer axialen Temperatur von 60 K ist die Übereinstimmung mit einer
Lorentz-Funktion besser (�!c � 1=5 ). Hier liefert ein Lorentz-Fit eine Mittenfre-
quenz von 2� � 119 mHz + !c0, gegenüber dem Erwartungswert von 2� � 125 mHz
+ !c0. Durch so genanntes motional narrowing sind beide Linien schmaler als man
aufgrund der Fluktuationen des Magnetfeldes, die das Ion erfährt, erwartet.

3.4.2 Die Linienform der g-Faktor-Resonanz

Der g-Faktor lässt sich durch das Verhältnis der eingestrahlten Mikrowellen- und
der gemessenen freien Zyklotronfrequenz ausdrücken (siehe Gleichung 3.6). Damit
zeitliche Drifts des Magnetfeldes die Larmor-Resonanz nicht verbreitern, wird im
Experiment bei jedem Einstrahlen der Mikrowellen das Magnetfeld über die Messung
der Zyklotronfrequenz neu bestimmt. Durch Auftragen der spin-�ip-Rate gegen das
Verhältnis der Mikrowellenfrequenz und der Zyklotronfrequenz erhält man direkt
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Abbildung 3.3: Erwartete Linienformen der Larmor- und Zyklotron-
Resonanz
Die Linienformen sind nach Gleichung 3.36 berechnet worden. Als Parameter wurden die
für das Experiment typischen Werte angenommen (1/ = 233 ms, ��=� = 5; 2 � 10�9). Die
Larmor-Resonanz bei �L0=105 GHz spiegelt direkt die Energie-Verteilung des Ions wider.
Die Zyklotronresonanz bei �c0=24 MHz ist durch so genanntes motional narrowing um
einen Faktor 2 schmaler und vor allem auch symmetrischer als die Larmor-Resonanz.



3.4. LINIENFORMEN 33

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Erwartungswerte der Zyklotron-

frequenz (mittleres Magnetfeld)

470 mHz
35 mHz

axiale Temperatur: T
0
= 60 K

∆ν/ν = 1,5 · 10
-9

axiale Temperatur: 6 · T
0
= 360 K

∆ν/ν = 2 · 10
-8

In
te

ns
it
ät

[r
el

.E
in

h.
]

Zyklotronfrequenz [Hz] - ν
c0

Abbildung 3.4:Erwartete Linienform der Zyklotronresonanzen bei zwei ver-
schiedenen axialen Energien
Die Linienformen wurden mit Gleichung 3.36 berechnet. Als Zyklotronfrequenz wurde
!c0 = 2� � 24MHz und als Dämpfungskonstante 1= = 233 ms angenommen. Diese Werte
entsprechen weitgehend den experimentellen Bedingungen.
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g-Faktor-Resonanzen, aus denen der g-Faktor extrahiert wird (siehe Gleichung 3.6).
In diesem Abschnitt wird die theoretische Linienform dieser Resonanz bestimmt.
Die Unsicherheiten der Larmor-Präzessionsfrequenz �!L und der Zyklotronfrequenz
�!c machen sich im g-Faktor nach Gleichung 3.6 wie folgt bemerkbar:

�g

g
=

1

g
�

�
!L
!c

�
=

�!L
!L

� �!c
!c

: (3.40)

Zuerst seien die Änderungen der Larmor-Präzessionsfrequenz �!L=!L betrachtet:
Die Wahrscheinlichkeit PL (�!L=!L), dass ein spin-�ip induziert wird, ist nach
[Bro86a] gegeben durch:

PL

�
�!L
!L

�
=

�

2

2
L(t2 � t1)�L(!L + �!L) : (3.41)

Hierbei bezeichnet 
L die Rabi-Frequenz und ist gegeben durch [Bro86a]:


L = !L
jbj
jBj : (3.42)

B bezeichnet die Stärke des konstanten Magnetfeldes der Penning-Falle und b die
Amplitude des magnetischen Feldes der Mikrowellen. Gleichung 3.41 in Verbindung
mit Gleichung 3.42 bedeutet, dass die Übergangsrate des Spins quadratisch von der
Amplitude der Mikrowellen abhängen sollte. Die Wahrscheinlichkeit eines spin-�ips
lässt sich nach Gleichung 3.38 wie folgt ausdrücken:

PL

�
�!L
!L

�
=

�(�!L)

�!L
exp

�
� �!L
�!L

�
: (3.43)

Im Gegensatz zur Larmor-Resonanz erhalten wir bereits bei einer Messung der Zyk-
lotronfrequenz eine vollständige Resonanz nach Gleichung 3.36 und können so di-
rekt die mittlere Zyklotronfrequenz bestimmen. Durch eine ungenügende Mittelung
und statistische Magnetfeld�uktuationen sind die extrahierten Zyklotronfrequenzen
jedoch nicht exakt. Diese Unsicherheit der Zyklotronfrequenz wird hier als Gauÿ-
Prozess modelliert:

Pc

�
�!c
!c

�
=

1p
��!c

exp

�
� �!2

c

�!2
c

�
: (3.44)

Die Varianz der Fluktuationen der Zyklotronfrequenzmessung wird durch �!c cha-
rakterisiert. An dieser Stelle muss mit einbezogen werden, dass die gemessene Zyk-
lotronfrequenz ein Maÿ für das mittlere Magnetfeld ist, wohingegen die Larmor-
Resonanz auf z = 0 bezogen ist (siehe Abbildung 3.3). Die mittlere Verschiebung
�B des Magnetfeldes ist direkt mit dem Erwartungswert der Larmor-Resonanz ver-
knüpft (siehe Abbildung 3.3):

�B

B0

=
�!L
!L

: (3.45)

Wird diese Verschiebung der Zyklotronfrequenz in Gleichung 3.44 berücksichtigt,
erhält man:
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Nach Gleichung 3.40 ist die Wahrscheinlichkeit, einen spin-�ip bei einer Abweichung
�g vom �wahren� g-Faktor g zu erhalten, gegeben durch:

P

�
�g

g

�
= P

�
�!L
!L

� �!c
!c

�

=

1Z
�1

1Z
�1

PL

�
�!L
!L

�
� Pc

�
�!c
!c

�
d
�!L
!L

d
�!c
!c

����
�!L
!L

�
�!c
!c

= �g
g

=

1Z
�1

PL

�
�!L
!L

�
� Pc

�
�!L
!L

� �g

g

�
d
�!L
!L

=
�(�!L)p
��!L�!c

1Z
�1

exp

�
� �!L
�!L

�
�

exp

 
� !2

c

�!2
c

�
�!L
!L

� �g

g
� �!L

!L

�2
!

d
�!L
!L

: (3.47)

Ausgeführt ergibt sich das Integral aus Gleichung 3.47 zu:
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Hier bezeichnet erf(x) die so genannte error-Funktion. Sie ist wie folgt de�niert:

erf(x) :=
2p
�

xZ
0

e�t
2

dt : (3.49)

Diese Wahrscheinlichkeit P (�g=g) ist direkt proportional zur Übergangsrate R des
Spins. Die Kurvenform von Gleichung 3.48 wird maÿgeblich durch die Verbreite-
rungen durch die Inhomogenität des Magnetfeldes �!L=!L und durch die Unsi-
cherheiten in der Messung der Zyklotronfrequenz �!c=!c beschrieben. Im Grenzfall
�!c=!c � �!L=!L erhält man Gleichung 3.43. Gilt dagegen �!L=!L < �!c=!c, so
kann ihr Verlauf durch eine Gauÿ-Kurve gut beschrieben werden. In jedem Fall aber
ist in Gleichung 3.48 der Erwartungswert von �g=g gleich 0. Dies ist für das Expe-
riment wichtig, da deshalb der aus den Resonanzen extrahierte g-Faktor nur wenig
von dem Verhältnis der Verbreiterungen durch die Magnetfeld-Inhomogenität und
der Unsicherheit in der Messung der Zyklotronfrequenz abhängt.

3.4.3 Sättigung der Larmor-Resonanz

Im Experiment wird nur festgestellt, ob sich die Einstellung des Elektronen-Spins
von der vor dem Einstrahlen der Mikrowellen unterscheidet. Daher wird eine gerade
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Anzahl von spin-�ips als kein spin-�ip interpretiert. Um dies zu berücksichtigen, wird
hier die �echte� spin-�ip-Rate R in eine �beobachtete Rate� Rb durch die Lösung der
entsprechenden Ratengleichungen umgerechnet (vergleiche hierzu auch [Bro86a]).

Seien n+ und n� die Besetzungszahlendichten für spin-up bzw. spin-down und
R die spin-�ip-Rate, dann schreiben sich die Ratengleichungen:

_n+ = �Rn+ + Rn�
_n� = Rn+ � Rn�

: (3.50)

Führt man den Vektor

~n =

�
n+
n�

�
(3.51)

und die Matrix

A =

� �R R
R �R

�
(3.52)

ein, so schreibt sich Gleichung 3.50:

_~n = A~n : (3.53)

Macht man den Ansatz
~n(t) = ~n0e

� t ; (3.54)

so folgt aus Gleichung 3.53:

�~n0 = A~n0 =) (A� �11)~n0 = 0 : (3.55)

Diese Eigenwertgleichung hat genau dann eine Lösung, wenn die Determinante ver-
schwindet. Es muss also

det

� �R� � R
R �R � �

�
= 0 (3.56)

gelten. Dies ist äquivalent zu:

(�R � �)2 � R2 = �(�+ 2R) = 0 : (3.57)

Daraus folgt, dass � die Werte 0 und �2R annehmen kann:

�1 = 0; �2 = �2R : (3.58)

Die zu �i gehörenden Eigenvektoren ~ni sind

~n1 = c1

�
1
1

�
(3.59)

und

~n2 = c2

�
1

�1
�

: (3.60)

Hierbei sind ci beliebige Konstanten. Somit ist die allgemeine Lösung von Gleichung
3.53 durch

~n(t) = c1

�
1
1

�
+ c2

�
1

�1
�
e�2R t (3.61)
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gegeben. Geht man o.B.d.A. davon aus, dass zum Zeitpunkt t = 0 die Besetzungs-
dichte durch

~n(t = 0) =

�
1
0

�
(3.62)

gegeben ist, d.h. das System be�ndet sich im spin-up-Zustand, so erhält man die
spezielle Lösung

~n(t) =
1

2

�
1
1

�
+

1

2

�
1

�1
�
e�2R t : (3.63)

Die beobachtbare Übergangsrate Rb ist dann durch die Besetzungswahrscheinlich-
keit des spin-down-Zustandes n� gegeben:

Rb(t) =
1

2
� 1

2
e�2R t =

1

2
(1� e�2R t) : (3.64)

Für eine gute Beschreibung der Larmor-Resonanz sollten die aus den Gleichungen
3.38 und 3.48 erhaltenen Raten R in Gleichung 3.64 eingesetzt werden. Diese Be-
rücksichtigung der Sättigungse�ekte der beobachten Spin-Übergange gewährleistet
insbesondere, dass in der theoretischen Beschreibung keine spin-�ip-Rate von mehr
als 50% erhalten werden kann. Die beobachtete spin-�ip-Rate Rb muss in unserem
Experiment kleiner als 50% sein, da die spin-�ips durch die im Verhältnis zur Brei-
te der Larmor-Resonanz schmalbandige Mikrowellenquelle nicht kohärent getrieben
werden.
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Kapitel 4

Elektronischer Nachweis

Da die Ionen nur elektronisch nachgewiesen werden, ist der zerstörungsfreie elektro-
nische Nachweis von zentraler Bedeutung und wird daher hier ausführlich dargestellt.
Zur Vereinfachung wird zunächst die Wechselwirkung eines einzelnen, geladenen
Teilchens (z.B. eines Ions) mit der �Elektronik�, die durch ihre Impedanz Z charak-
terisiert sei, dargestellt. Dies geschieht hier mit folgendem Modell [Deh68, Win75]
(siehe auch [Sta98, Häf98]): Das Ion be�ndet sich zwischen zwei unendlich ausge-
dehnten leitenden Platten, die miteinander über die Impedanz Z der Elektronik
verbunden sind. Ruht das Ion, ordnen sich die freien Ladungsträger so an, dass das
vom Ion verursachte Potentialgefälle auf den Platten ausgeglichen wird. Bewegt sich
das Ion jedoch, so ändert sich die vom Ion in�uenzierte Spiegelladungsdichte, und es
�ieÿt ein Strom (siehe Abbildung 4.1). Die Gröÿe des Stroms hängt im Wesentlichen
von der Ladung q, der Geschwindigkeit _z des Ions und dem Abstand D der Platten
ab[Sho38]. Für die Berechnung des induzierten Stroms kann man annehmen, dass
sich das Ion gleichförmig von der einen zu der anderen Platte bewegt. Dabei ändert
sich die Ladung auf einer Platte um dQ = q. Bei der Geschwindigkeit _z benötigt
das Ion die Zeit dt = D= _z. Zusammengefasst �ieÿt also der Strom:

IInd =
dQ

dt
=

q

D
_z : (4.1)

Da in einer realen Falle die Platten aber nicht durch ebene Elektroden unendlicher
Ausdehnung realisiert sind, führt man D als den e�ektiven Elektrodenabstand ein,
der dadurch bestimmt ist, dass die reale Elektrodenkon�guration am Ort des Ions
das gleiche elektrische Feld wie die beiden virtuellen Platten mit dem Abstand D
erzeugt. In [Häf98] wird die Berechnung des e�ektiven Elektrodenabstands D für
die im Experiment verwendeten Fallen durchgeführt.

4.1 Wechselwirkung eines Ions mit der Elektronik

Die Bewegung eines einzelnen von einem harmonischen Potential gespeicherten Ions
wird durch die Bewegungsgleichung eines harmonischen Oszillators beschrieben. Um
die Wechselwirkung des Ions mit der Elektronik zu beschreiben, muss zusätzlich die
an den Elektroden anliegende Spannung Ug (siehe Abbildung 4.2) berücksichtigt wer-
den. Diese setzt sich aus einer externen Spannung Ua und der vom Ion durch seinen
induzierten Strom (siehe Gleichung 4.1) selbst induzierten Spannung Uind = Z(!)Iind

39
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D

q

I

z

Abbildung 4.1:Wechselwirkung eines Ions mit den Elektronen in den Elek-
troden einer Falle
Durch die Bewegung des Ions wird zwischen den Elektroden ein Strom induziert.

zusammen. Hier beschreibt Z(!) die Impedanz der angeschlossenen Elektronik. Man
erhält damit folgende Bewegungsgleichung:

m�z(t) + q
C2V0
d2

z(t) = � q

D
[Uind( _z) + Ua(t)] : (4.2)

Die z-Koordinate beschreibt hier den Abstand des Ions vom Zentrum der Falle senk-
recht zu den beiden als Platten idealisierten Elektroden. m und q sind die Masse und
die Ladung des Ions. Die Rückstellkraft durch das elektrische Speicherpotential der
Falle wird durch den Term C2V0=d

2 charakterisiert (siehe Gleichung 3.7). Die Kraft,
die auch auf ein ruhendes Ion durch die in�uenzierten Spiegelladungen wirkt, ist für
ein einzelnes Ion und kleine Auslenkungen gegenüber der charakteristischen Dimen-
sion der Falle (siehe Tabelle 2.1) klein und wird daher im Gegensatz zu Abschnitt
6.2.9 hier vernachlässigt.

Mit Hilfe von Gleichung 4.1 kann die durch die Bewegung des Ions induzierte
Spannung Uind wie folgt umgeschrieben werden:

Uind( _z) = Z(!)Iind( _z) = Z
q

D
_z(t) : (4.3)

Wird zusätzlich noch die Resonanzfrequenz des ungedämpften harmonischen Oszil-
lators

!2
r =

q

m
C2V0 (4.4)

eingeführt, so erhält man die folgende Bewegungsgleichung:

�z(t) + Z(!)
q2

mD2
_z(t) + !2

r z(t) = �
q

mD
Ua(t) : (4.5)

Der Vergleich mit der Di�erentialgleichung für einen gedämpften harmonischen Os-
zillator zeigt, dass der Koe�zient vor _z als Dämpfung aufgefasst werden kann:

 =
q2

mD2
Z(!) : (4.6)
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Abbildung 4.2: Wechselwirkung des Ions mit der Elektronik
Z stellt die Impedanz der Elektronik dar. Die Spannung Ua(t) beschreibt die externe
Spannung. Diese setzt sich aus der Rauschspannung, die vom Temperaturrauschen der
Elektronen in der Impedanz Z verursacht wird, und aus einer Spannung, die mittels eines
Synthesizers an die Elektroden zusätzlich angelegt werden kann, zusammen.

Mit dieser zusätzlichen De�nition schreibt sich die Bewegungsgleichung 4.5 nun end-
gültig:

�z(t) +  _z(t) + !2
r z(t) = �

q

mD
Ua(t) : (4.7)

Anhand dieser Di�erentialgleichung sollen nun im Folgenden die Bewegung eines
Ions und die dadurch induzierten Signale analysiert werden.

4.1.1 Kühlen der Ionenbewegung

Der Lösungsraum der Di�erentialgleichung 4.7 ist in Abwesenheit einer treibenden
Spannung (Ua(t) = 0) gegeben durch:

z(t) = e�t(c1 sin(!rt) + c2 cos(!rt)) : (4.8)

Dies bedeutet, dass die Schwingung eines Ions mit der Zeitkonstanten  exponentiell
gedämpft wird. Diese durch den induzierten Strom verursachte Energieabgabe an
die Impedanz kann als Spannungsabfall über die Impedanz Uind beobachtet werden.
Eine Fourier-Transformation dieser Spannung liefert dann die Bewegungsfrequenz
des Ions.

In der Realität liegt aber an den Elektroden der Falle, bedingt durch die endliche
Temperatur der Elektronen der Impedanz, die die Elektroden der Falle verbindet,
immer eine Rauschspannung an. Dies führt dazu, dass die Ionenbewegung nur so-
lange gekühlt wird, bis die mittlere Energie der Ionenbewegung des betrachteten
Freiheitsgrades vergleichbar mit der der Elektronen in der Impedanz ist.

4.1.2 Die Bewegung eines kalten Ions

Solange die Energie des Ions gröÿer als die mittlere Energie der Elektronen in der
Impedanz ist, lässt sich der vom Ion erzeugte Spiegelstrom durch einen erhöhten
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Spannungsabfall Ug über die Impedanz Z(!) messen. In diesem Abschnitt wird nun
gezeigt werden, dass auch ein Ion, das sich im Gleichgewicht mit der Impedanz be-
�ndet, noch elektronisch nachgewiesen werden kann (siehe auch [Win75]). Um das
Spannungsrauschen der Impedanz auf einfache Art in die Di�erentialgleichung 4.7
einzubringen, kann eine Fourier-Transformation aller zeitabhängigen Gröÿen durch-
geführt werden:�

d2

dt2
+ 

d

dt
+ !2

r

�Z
d! e�i!tz(!) = � q

mD

Z
d! e�i!tUa(!) : (4.9)

Dabei ist z(!) die zu z(t) gehörige Fourier-Transformierte. Entsprechendes gilt für
die Spannung Ua(!), die im Folgenden �anregende Spannungsdichte� genannt wird.
Werden die Di�erentiationen in Gleichung 4.9 ausgeführt und wird ausgenutzt, dass
die Funktionen e�i!t linear unabhängig sind, so erhält man im Frequenzraum die
folgende einfache Gleichung:

(�!2 � i! + !2
r ) z(!) = �

q

mD
Ua(!) : (4.10)

Diese kann nach z(!) aufgelöst werden, und man erhält:

z(!) =
� q

mD
Ua(!)

(!2
r � i! � !2)

: (4.11)

z(!) beschreibt die Bewegungsamplitude des Ions bei der Frequenz !. Mit dieser
Lösung für z(!) kann nun über Gleichung 4.1 die vom Ion induzierte Stromdichte
zu

Iind(!) =
q

D

d

dt
z(!) = (�i!) q

D

� q
mD

Ua(!)

(!2
r � i! � !2)

(4.12)

berechnet werden. Die zu messende Spannungsdichte Ug(!) (siehe Abbildung 4.2),
die über die Impedanz Z(!) abfällt, setzt sich aus der anregenden Spannungsdichte
Ua und der vom Ion induzierten Spannungsdichte Uind(!) = Z(!)I(!) zusammen.
Durch Einsetzen und nach kurzer Rechnung folgt:

Ug(!) = Ua(!) + Uind(!) = Ua
!2
r � !2

(!2
r � i! � !2)

: (4.13)

Berücksichtigt man, dass im Experiment nur der Betrag der Spannungsdichte ge-
messen wird, erhält man:

jUg(!)j = jUa(!)j
���� !2

r � !2

!2
r � i! � !2

���� : (4.14)

Diese Gleichung zeigt, dass das Ion bei seiner Resonanzfrequenz ! = !r eine Span-
nung induziert, die die Spannung Ua kompensiert. Daher kann die Resonanzfrequenz
eines Ions, das sich im thermischen Gleichgewicht mit der Impedanz be�ndet, durch
die Frequenz, bei der ein Minimum (�Ionen-Dip�) in der spektralen Analyse der
Spannungsdichte Ug auftritt, bestimmt werden.

In [Win75, Fen96, Sta98] kann man einen anderen Zugang zu diesem Phäno-
men �nden. Dort wird das Ion mittels der Di�erentialgleichung 4.7 als ein serieller
Schwingkreis modelliert und so ein Ersatzschaltbild für das Ion hergeleitet. Aus einer
Analyse des Schaltbildes kann dann auch Gleichung 4.14 abgeleitet werden.
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ZE Ug

Abbildung 4.3: Veranschaulichung des Widerstandskühlens
Durch die Bewegung des Ions wird eine Spannung Uind = Ug induziert, die immer eine
rücktreibende Kraft auf das Ion ausübt.

4.1.3 Grenzen des Modells

Das obige Modell zur Wechselwirkung des Ions mit einer angeschlossenen Impedanz
liefert nur unter bestimmten Voraussetzungen eine gute Beschreibung:

� Die Resonanzfrequenz des Ions hängt nicht von der Amplitude des Ions ab. Die
Bewegung des Ions kann daher durch einen harmonischen Oszillator erfolgen.
Weiterhin stellt dies auch sicher, dass der Wert der auf das Ion wirkenden
Impedanz nicht von der Energie des Ions abhängt. Daher ändert sich dann
während des Kühlens des Ions die charakteristische Kühlzeitkonstante  nicht
(siehe Gleichung 4.6).

� Die Auslenkung des Ions ist gegenüber der Gröÿe der Falle klein. Dadurch ist
gewährleistet, dass der vom Ion induzierte Strom linear von der Amplitude
abhängt und durch Gleichung 4.1 gegeben ist.

� Es �ndet kein Austausch von Energie mit anderen Freiheitsgraden, z.B. für
eine Ionenwolke mit ihren inneren Moden, statt.

4.2 Anschauliche Interpretation der Wechselwir-

kung des Ions mit der Elektronik

In diesem Teil des Kapitels werden einige intuitive Betrachtungen, die das Verständ-
nis der Ionenbewegung und der dadurch induzierten Signale fördern, dargestellt.
Ferner werden auch die Anforderungen an die Falle und die Elektronik diskutiert.

4.2.1 Kühlen der Ionenbewegung

Die Kühlung eines Ions kann leicht verstanden werden: Das Ion induziert bei sei-
ner Bewegung in den Elektroden einen Strom, der sich durch die angeschlossene
Impedanz auch als Spannung bemerkbar macht.

Da an der Fallenelektrode, von sich das positive Ion fortbewegt, durch den Wi-
derstand der Impedanz ein Elektronenüberschuss herrscht (siehe Abbildung 4.3), übt
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das durch diese Spannung entstehende elektrische Feld eine der Bewegung entgegen-
gesetzte Kraft aus. Dies bedeutet, dass das Ion immer langsamer wird, also Energie
verliert. Je höher der Wechselstromwiderstand ist, um so höher ist die induzierte
Spannung, und um so stärker ist die Kühlkraft. Einen abstrakteren aber schnelleren
Zugang zu diesem Phänomen �ndet man, wenn man sich vergegenwärtigt, dass der
vom Ion induzierte Strom teilweise in der angeschlossenen Impedanz Z(!) dissipiert
wird. Dieser Energieverlust muss durch die Reduktion der Bewegungsenergie des
Ions kompensiert werden.

4.2.2 Das Ion im Gleichgewicht

Be�ndet sich das Ion im Gleichgewicht, d.h., es hat eine mit den Elektronen in
der Impedanz vergleichbare Energie, macht sich dies nach Gleichung 4.14 durch
ein Minimum in der spektralen Analyse der über der Impedanz Z(!) gemessenen
Spannung Ua bemerkbar (siehe Abbildung 4.4). Dies kann man auch anschaulich

Abbildung 4.4: Das Ion schlieÿt bei seiner Bewegungsfrequenz die äuÿere
externe Anregungsspannung kurz
Diese Kurve erhält man, wenn man die Frequenz der Anregungsspannung kontinuierlich
durchstimmt und in Gleichung 4.14 einsetzt. Der Kurzschluss der Anregungsspannung bei
der Resonanzfrequenz des Ions wird im Folgenden auch als Dip bezeichnet.

verstehen, wenn man sich die Phasenbeziehung zwischen der vom Ion induzierten
Spannungsdichte Uind(!) und der externen anregenden Spannungsdichte Ua(!) als
Funktion der Frequenz ! vergegenwärtigt. Zur Vereinfachung sei die Impedanz als
rein reell angenommen. Da das Ion in der Falle durch einen harmonischen Oszilla-
tor beschrieben werden kann, beträgt die Phasenverschiebung des eingeschwungenen
Ions bei Anregung mit seiner Resonanzfrequenz !r gegenüber dieser �=2. In diesem
Beispiel sei das Ion positiv geladen. Dann bedeutet die Phasenverschiebung von �=2,
dass sich das Ion mit maximaler Geschwindigkeit durch das Zentrum der Falle nach
unten bewegt, wenn die untere Platte durch die anregende Spannung maximal ne-
gativ geladen ist (siehe Abbildung 4.5). Durch seine Bewegung induziert das Ion
in diesem Augenblick in den Elektroden einen maximalen Strom von Elektronen
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Abbildung 4.5:Momentaufnahme der Ladungsverteilung in den Fallenelek-
troden
Die Ladungsträger, die die Anregung symbolisieren, sind weiÿ unterlegt. Das von der Be-
wegung des Ions induzierte Ladungsungleichgewicht, ist grau unterlegt. Für den Fall, dass
die Anregungsfrequenz nahe bei der Bewegungsfrequenz ist, kompensieren sich die La-
dungsträger teilweise und die gemessene Spannungsdichte Ug ist kleiner als die anregende
Spannungsdichte Ua.

von der oberen zur unteren Platte. Da dieser über den Widerstand R �ieÿt, fällt
eine Spannung ab, die, wie aus Abbildung 4.5 ersichtlich ist, das umgekehrte Vor-
zeichen wie die Anregung hat und somit einen Teil der Anregung kompensiert. Ist
die vom Ion induzierte Spannung kleiner als die anregende Spannung, so wirkt auf
das Ion immer eine beschleunigende Kraft und die vom Ion induzierte Spannung
nimmt solange zu, bis die induzierte und anregende Spannung sich ausgleichen. Im
Grenzfall t!1 wird daher die Spannung Ug = 0 gemessen. Verstimmt man die
Anregung leicht, tritt keine vollständige Kompensation der Spannungen mehr auf,
weil die Phasenverschiebung von �=2 verschieden ist. Dadurch ist zum einen die
Bewegungsamplitude des Ions und damit der induzierte Strom reduziert, zum an-
deren ist dann die induzierte Spannung nicht mehr genau dann maximal, wenn die
anregende Spannung ein Maximum hat. Betrachtet man eine von der Frequenz ! un-
abhängige anregende Spannung Ua, erhält man Abbildung 4.4. Im Falle eines nicht
reellen Widerstands ist das Spektrum wegen der zusätzlichen durch die komplexe
Impedanz verursachten Phasenverschiebung komplizierter. Näheres dazu lässt sich
in [Win75, Häf98] �nden.

Ein anderer Zugang ist es, sich zu vergegenwärtigen, dass das Ion bei seiner Re-
sonanzfrequenz ein fast unendlich guter Leiter ist. Wird nämlich Wechselspannung
mit der Resonanzfrequenz des Ions angelegt, fängt das Ion an, mit groÿer Amplitude
zu schwingen. Da praktisch keine Dämpfung der Bewegung des Ions vorliegt, wird
der Wechselstrom vom Ion verlustfrei zwischen den Elektroden übertragen. Dies
ist genau das Verhalten eines Kurzschlusses. Dies macht sich dann in den Fourier-
Spektren durch eine Reduktion der Spannungsdichte bei der Resonanzfrequenz des
Ions bemerkbar.
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Abbildung 4.6: Berechnete Spektren für einen Schwingkreis als Impedanz
Die anregende Spannungsdichte ist proportional zum Realteil der Impedanz des Schwing-
kreises. Links stimmen die Resonanzfrequenzen des Ions und des Schwingkreises fast über-
ein (d.h. die Bewegung des Ions wird vom reellen Teil des Widerstandes des Schwingkreises
bestimmt). Rechts sind die beiden Resonanzfrequenzen stärker gegeneinander verstimmt,
und die Bewegung des Ions wird von dem komplexen Anteil der Impedanz des Schwing-
kreises dominiert. In beiden Fällen fällt das Minimum der Spannungsdichte Ug(!) mit
der Resonanzfrequenz des Ions zusammen. Die Erhöhung der Spannungsdichte im linken
Bild in der Nähe der Resonanzfrequenz des Ions kommt durch das Zusammenspiel der
verschiedenen Phasenverschiebungen zustande.

4.2.3 Abweichungen vom Idealfall

Die oben gemachten Betrachtungen gelten nur für ideale Verhältnisse, insbesondere
nur für einzelne Ionen mit konstanter Bewegungsfrequenz !r. Im Experiment sind
diese Verhältnisse aber nicht gegeben. Da in diesem Abschnitt nur Ionen oder Ionen-
wolken, die im thermischen Gleichgewicht mit der Impedanz sind, betrachtet werden
sollen, ist ihre Energie und damit ihr mittlerer Abstand vergleichsweise gering, so-
dass sie kinematisch aneinander koppeln. Haben alle Ionen zusätzlich das gleiche
q=m-Verhältnis, erfolgt ihre Bewegung kohärent und die Ionenwolke lässt sich durch
einen Massenpunkt mit der Masse n � m und der Ladung n � q beschreiben. Nach
Gleichung 4.6 ist daher  durch n �  zu ersetzen:

 ! n : (4.15)

Schwankungen der Resonanzfrequenz durch z.B. die Anharmonizität der Bewe-
gung der Ionen oder Schwankungen im elektrischen Speicherpotential machen sich
durch eine Verbreiterung der Resonanz bemerkbar. Den gleichen E�ekt hätte ei-
ne zusätzliche Dämpfung der Bewegung der Ionen durch dissipative Elemente, also
eine endliche Güte Q der Bewegung der Ionen. Daher wird die Verbreiterung der
Resonanz durch eine endliche Güte der Bewegung der Ionen modelliert. In der ma-
thematischen Beschreibung erreicht man dies, indem man der Resonanzfrequenz !r
einen Imaginärteil hinzufügt:

!r ! !r

�
1 +

in

Q

�
: (4.16)

Der Imaginärteil in=Q sorgt für die Beschreibung einer zusätzlichen Dämpfung in der
Bewegung e(i!�n=Q t)t. Damit die Güte auf die Schwingung eines einzelnen Ions bezo-
gen ist, ist hier auch die Anzahl n der Ionen eingeführt worden. Diese Modellierung
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mit einer endlichen Güte der Schwingung der Ionen ist nicht ganz befriedigend, da
eine Schwankung des Speicherpotentials kein dissipativer E�ekt ist. Trotzdem lassen
sich die beobachteten Spektren mit diesem Modell sehr gut beschreiben [Fen96].

Werden in Gleichung 4.14 die Anzahl der Ionen und die von Anharmonizitäten
und Speicherfeld�uktuationen herrührenden zusätzlichen Verbreiterungen der Reso-
nanz berücksichtigt, so erhält man die folgende und für das Experiment wichtige
Beschreibung für die von den Ionen zu erwartenden Spektren der Spannungsdichte:

jUg(!)j = jUa(!)j
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������� : (4.17)

Zu beachten ist, dass das Minimum der Spannungsdichte jetzt nur noch für reelle
Impedanzen mit der Resonanzfrequenz !r des Ions zusammenfällt. Gleichung 4.17
zeigt, dass man aus dem Spektrum der Spannungsdichte einige Informationen ge-
winnen kann: So ist z.B. zu erkennen, dass aus der Breite der Ionenresonanz, die
maÿgeblich durch den Term n charakterisiert wird, die Anzahl der gespeicherten
Ionen bestimmt werden kann. Die Tiefe der Resonanz dagegen ergibt Informationen
über die Konstanz der Resonanzfrequenz der Ionen und damit über die Harmonizität
und Stabilität des Speicherfeldes.

4.3 Anforderungen an den elektronischen Aufbau

Um eine hohe Nachweise�zienz zu gewährleisten, ist vor allem ein hohes Signal-zu-
Rausch-Verhältnis erforderlich:

� Analysiert man Gleichung 4.6 in Verbindung mit Gleichung 4.17, so erkennt
man, dass desto stärkere Signale gemessen werden können, je kleiner die Falle
und je gröÿer der Widerstand der angeschlossenen Impedanzen ist. Wegen der
invers quadratischen Abhängigkeit von  vom e�ektiven Elektrodenabstand
ist besonderes Augenmerk auf eine möglichst kleine Falle zu legen. Ein groÿer
Widerstand hat neben einer schnellen Kühlung und einem gröÿeren Signal den
Vorteil, dass er es ermöglicht, das thermische Rauschen seiner Elektronen

URausch =
p
4kTRe(Z(!))d� (4.18)

direkt zu messen und so die Bewegungsfrequenz des Ions bei den sehr kleinen
thermischen Energien des Ions (� meV) zu bestimmen.

Aus diesen Gründen ist es von entscheidender Bedeutung, groÿe Wechselstrom-
widerstände zu erreichen. Da Kapazitäten gute Wechselstromleiter sind, wurde
die Kapazität der Beschaltung der Elektroden durch möglichst kurz gehaltene
Zuleitungen mit 10-15 pF gering gehalten. Diese kurz zu haltenden Zuleitun-
gen machen es notwendig, dass eine erste Verstärkereinheit möglichst nahe an
den Fallenelektroden plaziert ist. Zusätzlich wird eine Spule parallel geschal-
tet, die durch ihre Induktivität den Blindwiderstand der Kapazität bei der
Resonanzfrequenz des so entstandenen Resonanzkreises kompensiert. Da die
Güte des Schwingkreises in den Resonanzwiderstand linear eingeht, wurden
die Drähte der Spulen für den axialen Nachweis aus bei 4 K supraleitendem
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NbTi gefertigt. Mit diesen Methoden werden in unserem Experiment bei einer
Resonanzfrequenz des Schwingkreises von !LC = 2� � 350 kHz Wechselstrom-
widerstände von mehr als 20 M
 erreicht.

� Zusätzlich ist es wichtig, eine rauscharme Verstärkereinheit einzusetzen. We-
gen der kurzen Zuleitungen ist die erste Stufe, die im Wesentlichen aus einem
Felde�ekttransistor besteht, in der 4-K-Umgebung der Fallenkammer plaziert.
Da in Silizium bei diesen Temperaturen die Ladungsträger ausfrieren, werden
in diesem Experiment GaAs-Transistoren verwandt. Diese erste Verstärkerstu-
fe hat eine Spannungsverstärkung von weniger als 5 und fungiert hauptsäch-
lich als Impedanzwandler. Daher spielen die Kapazitäten der Leitungen zur
Raumtemperatur-Elektronik keine Rolle mehr. Ein rauscharme, bei Raum-
temperatur betriebene, Elektronik ermöglicht dann die Detektion des Signals.

� Ein anderer, leicht zu übersehender Punkt ist, dass es von groÿem Vorteil ist,
wenn die Elektronik zuverlässig und leicht zu bedienen ist1. Dies wurde durch
einen übersichtlichen Aufbau und eine vollständige Dokumentation erreicht.

Näheres zur elektronischen Beschaltung und Wahl der elektronischen Bauteile lässt
sich in [Sta98] �nden.

1An dieser Stelle möchte ich meinen Dank explizit Dr. Stefan Stahl und Dr. Nikolaus Her-
manspahn aussprechen.



Kapitel 5

Experimentelles

In diesem Kapitel werden die für das Experiment wichtigsten experimentellen Me-
thoden vorgestellt.

5.1 Erzeugen einer Ionenwolke

Erzeugt werden die Ionen durch Elektronenstoÿionisation. Dazu wird an eine aus
Wolfram gefertigte Feldemissionsspitze (FEP-Spitze) gegenüber Erde eine Span-
nung von -600 V angelegt (siehe Abbildung 5.1). Durch die an die so genannte

P
o

te
n

ti
al

Ionenwolke

Elektronenstrahl

Reflektor-
elektrode

FEP -
Spitze
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Abbildung 5.1: Verlauf des Potentials beim Erzeugen einer Ionenwolke

Ziehelektrode gegenüber der FEP-Spitze angelegte Spannung von ca. 1000 V wer-
den Elektronen herausgelöst. Dieser Elektronenstrom von ca. 10 nA wird am oberen
Ende der Fallenkammer mit Hilfe der Re�ektorelektrode re�ektiert und oszilliert so
lange zwischen der Feldemissionsspitze und der Re�ektorelektrode hin und her, bis
er sich durch die Stöÿe der Elektronen untereinander so weit aufgeweitet hat, dass
die äuÿersten Elektronen auf die ringförmige Anode, die als Blende fungiert, auftref-
fen (siehe Abbildung 2.2). Dort ist Kohlensto� durch Besprühen mit Graphitspray
aufgebracht worden. Durch die auftre�enden Elektronen werden nun unter anderem
Kohlensto�atome und -ionen abgelöst und durch die negative Ladung des Elektro-
nenstrahls in diesen hineingezogen, wo sie dann weiter ionisiert werden. Nach ca. 1 s
haben sich genügend positive Ionen im negativen Potentialminimum der Präzisions-
Falle angesammelt und der Elektronenstrom kann abgeschaltet werden.

49
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Da in unserer Apparatur der elektronische Nachweis die einzige Möglichkeit
darstellt, etwas über die gespeicherten Ionen in Erfahrung zu bringen, nutzen alle
Messmethoden die Signale des elektronischen Nachweises. Daher werden im Folgen-
den zuerst die wichtigsten Messprinzipien zum elektronischen Nachweis diskutiert,
mit denen Informationen über die Bewegungsfrequenzen der Ionenwolke und über
die Anzahl und Sorte der Ionen gewonnen werden können. Später werden dann wei-
tere Verfahren diskutiert, die zur Untersuchung systematischer Fehlerquellen und
für die Bestimmung des g-Faktors notwendig sind.

5.2 Messung der axialen Frequenz

Die axiale Frequenz wird mittels des in Abschnitt 4.2.2 beschriebenen E�ektes be-
stimmt, bei dem sich die Frequenz des Ions durch ein Minimum in der spektralen
Analyse des Schwingkreissignals bemerkbar macht. Der groÿe Vorteil dieser Metho-
de ist, dass die Energie der Ionenbewegung während des Nachweises sehr klein sein
kann. Das untere Limit der Temperatur beim Nachweis ist die thermische Energie
der Elektronen im Schwingkreis. Die erwartete Linienform wird durch Gleichung 4.17
beschrieben. Abbildung 5.2 zeigt eine Messung, bei der ca. 50 C5+-Ionen bei einer
axialen Temperatur, die der der thermischen Elektronen im Schwingkreis entsprach,
nachgewiesen wurden. Mit dieser Messmethode kann neben der sehr präzisen Be-
stimmung der axialen Frequenz auch aus der Breite des Dips (charakterisiert durch
�! =  = 1=� / siehe Gleichung 4.17) die Anzahl der Ionen auf wenige Prozent genau
bestimmt werden. In Abbildung 5.3 ist das Signal eines einzelnen Ions gezeigt. Aus
dieser Messung ergibt sich die Kühlzeitkonstante mittels eines Fits nach Gleichung
4.17 zu:

� =
1


=

1

2���z
= 234; 8 (86) ms : (5.1)

5.2.1 Beschleunigung des axialen Nachweises

Will man das Ion bei der Temperatur nachweisen, die dem Kühllimit entspricht,
muss in Kauf genommen werden, dass die anregende Spannungsdichte Ua durch die in
diesem Fall thermische Bewegung der Elektronen statistischer Natur ist. Daher muss
für eine verlässliche Detektion der axialen Frequenz einzelner Ionen ca. 1 Minute
lang gemittelt werden. Regt man den Schwingkreis aber zusätzlich mit einer festen
Signalform an, reduziert sich der statistische Anteil am Gesamtsignal [Sta98]. Als
zweckmäÿige Signalform erweist sich ein Rechteck im Frequenzraum. Ein solches von
uns generiertes Signal besteht aus 800 Frequenzen konstanter Amplitude mit einem
festen Frequenzabstand zueinander. Abbildung 5.4 veranschaulicht den Gewinn an
Signal-Rausch-Verhältnis. Nachteil dieser Methode ist allerdings, dass das Ion beim
Nachweis eine höhere Energie als am Kühllimit hat.

5.2.2 Massenspektren

Nach dem Erzeugen einer Ionenwolke sind zunächst viele verschiedene Ionensorten
in der Falle gespeichert. Um den Inhalt der Falle zu analysieren und so das Reini-
gen der Wolke von unerwünschten Ionensorten (siehe Abschnitt 5.6) zu kontrollie-
ren, machen wir uns das (in den meisten Fällen) unterschiedliche q=m-Verhältnis
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Abbildung 5.2: Axiales Signal von 50 Ionen
Zur Bestimmung der Anzahl der Ionen wurde eine Kurve nach Gleichung 4.17 angepasst.
Die Abweichungen der Fit-Kurve bei hohen beziehungsweise niedrigen Frequenzen kom-
men dadurch zustande, dass das Signal zur Verbesserung des Signal-Rausch-Verhältnisses
mehrere Filter durchläuft.
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Abbildung 5.3: Axiales Signal eines einzelnen Ions
Die Messzeit betrug 1/2 Stunde. Der Fit erfolgte nach Gleichung 4.17. Aus der Breite des
Signals lässt sich die Kühlzeitkonstante � = 1= zu 234; 8 (86) ms abschätzen.
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Abbildung 5.4: Beschleunigung des axialen Nachweises
Die Messzeit für beide Spektren betrug 5 Minuten. Diese Abbildung verdeutlicht das we-
sentlich bessere Signal-Rausch-Verhältnis der Messung mit Anregung gegenüber der ohne
zusätzliche Anregung.
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der einzelnen Ionenspezies zunutze. Dazu wird die Fallenspannung linear von ei-
ner betragsmäÿig hohen zu einer niedrigen Spannung durchgestimmt. Kommt eine
Ionensorte mit bestimmten q=m-Verhältnis in Resonanz mit dem axialen Nachweis-
schwingkreis (siehe Gleichung 3.7), so kann, da die Ionen nach dem Erzeugen eine
hohe kinetische Energie haben, nach Gleichung 4.3 ein Spannungsabfall über dem
Schwingkreis beobachtet werden. Beim Durchfahren der Spannungsrampe geschieht
dies für jede Ionensorte bei einer ganz bestimmten Speicherspannung. Ein so erhal-
tenes Massenspektrum ist in Abbildung 5.5 zu sehen.

Abbildung 5.5: Massenspektrum einer Ionenwolke
Die Ionen wurden mit einem Elektronenstrom von 5 nA bei einer Energie der Elektronen
von 1,4 keV erzeugt.

5.3 Messung der Zyklotronfrequenz

Für die Bestimmung des g-Faktors ist in unserem Experiment die genaue Kenntnis
der freien Zyklotronfrequenz des Ions von entscheidender Bedeutung. Aus Gleichung
3.13 ist ersichtlich, dass die reduzierte Zyklotronfrequenz von den drei Eigenfre-
quenzen am genauesten bestimmt werden muss. Eine Bestimmung der reduzierten
Zyklotronfrequenz kann bei unserem Experiment vom Prinzip her auf zwei Arten
geschehen:

� direkter Nachweis des induzierten Spiegelstroms
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� indirekter Nachweis über die axiale Bewegung.

5.3.1 Direkter Nachweis der Zyklotronbewegung

Damit ein genügend groÿer Strom induziert wird, ist zum direkten Nachweis der re-
duzierten Zyklotronbewegung bei den gegebenen experimentellen Parametern min-
destens eine Energie der Zyklotronbewegung des 12C5+-Ions von ca. 1 eV nötig. Die-
ser Strom verursacht über den an die geteilte Elektrode der Präzisions-Falle ange-
schlossenen Schwingkreis (Q� 400, �r � 24 MHz) einen Spannungsabfall, von dem
nach einer entsprechenden Verstärkung eine Fourier-Transformation durchgeführt
wird. Die reduzierte Zyklotronfrequenz eines Ions macht sich so in einem Peak im
Frequenzspektrum bemerkbar. Der groÿe Vorteil dieser Methode ist die äuÿerst kur-

Abbildung 5.6: Frequenzanalyse des von der Zyklotronbewegung eines
12C5+-Ions induzierten Stromes
Die Energie des Ions beträgt ca. 100 eV. Sie ist direkt proportional zu der vom Ion an den
Schwingkreis abgegebenen Leistung.

ze Messzeit, die nur durch das Fourier-Limit beschränkt ist. Mit einer Messzeit von
1 Minute erreichen wir so eine Au�ösung von 20 mHz, entsprechend einer relativen
Au�ösung von 10�9. Von Nachteil ist, dass die Energie der Zyklotronbewegung des
Ions zum Nachweis etwa 1 eV betragen muss. Im Prinzip genügt die Emp�ndlich-
keit der Elektronik zwar auch für eine Messung der reduzierten Zyklotronfrequenz
mittels der �Dip-Methode� mit der die axiale Frequenz nachgewiesen werden kann.
Allerdings wird im idealen Fall nach den Gleichungen 4.14 und 4.6 eine Breite des
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Dips von ca. 5 mHz erwartet1. Da durch Fluktuationen des Magnetfeldes und der
axialen Energie des Ions die Zyklotronresonanz innerhalb der durch Mittelungen
nötigen Messzeit von ca. 10 min auf ca. 200 mHz (vergleiche Abbildung 6.9) ver-
breitert wird, die Gesamt�äche des Signals jedoch gleich bleibt, ist der �Dip� nicht
tief genug, um nachgewiesen zu werden.

5.3.2 Indirekte Methoden

Bei indirekten Nachweismethoden ist es nötig, die Zyklotronbewegung des Ions oder
der Ionenwolke an die axiale Bewegung zu koppeln. Da die indirekten Methoden
nur einen axialen Nachweis benötigen, sind sie in vielerlei Hinsicht einfacher und
�exibler als der direkte Nachweis einzusetzen. Wir verwenden folgende Kopplungs-
mechanismen:

Kopplung durch ein inhomogenes Magnetfeld: Bei dieser Methode nutzen
wir aus, dass durch eine Erhöhung der Energie der Zyklotronbewegung sich
das magnetische Moment des Ions erhöht (siehe Gleichung 3.28). Nach Glei-
chung 3.16 erhöht sich dadurch auch die axiale Frequenz des Ions (siehe auch
Gleichung 3.27). Wird nun ein elektromagnetische Wechselfelder mit einer be-
stimmten Frequenz eingestrahlt, erhält man eine maximale Verschiebung der
axialen Frequenz genau dann, wenn die Frequenz des Anregungsfeldes mit der
reduzierten Zyklotronfrequenz übereinstimmt. In der Analyse-Falle sind wegen
der extrem starken Magnetfeld-Inhomogenität von B2 = 10 mT=mm2 bereits
Energieaufnahmen von weniger als 1 meV beobachtbar. Daher genügen relativ
kleine Anregungen, und die Änderung der Zyklotronfrequenz des Ions durch
die Anregung ist klein. Diese Methode wurde für die g-Faktor-Messungen in
der Analyse-Falle [Her99, Her00] eingesetzt.

Kopplung durch Stöÿe zwischen den Ionen: Diese Methode nutzt aus, dass in
Ionenwolken durch Stöÿe der Ionen untereinander Energie ausgetauscht und
ein Energiegleichgewicht angestrebt wird. Wird daher die Zyklotronbewegung
angeregt, kann dies als Energieabgabe auf dem axialen Schwingkreis (siehe
Abschnitt 4.2.1) beobachtet werden. Diese Methode eignet sich vor allem für
eine grobe Bestimmung des Magnetfeldes.

Kopplung durch Seitenbandkopplung: Diese Methode wird in Abschnitt 5.5
besprochen. Sie könnte bei zukünftigen g-Faktor-Messungen zum Einsatz kom-
men.

Die indirekten Methoden haben zwar gegenüber dem direkten Nachweis die Nach-
teile, zeitaufwendiger zu sein und eine kompliziertere Linienform zu liefern, aber sie
benötigen keine Abstimmung eines Zyklotronschwingkreises und sind daher �exibler
einzusetzen.

1Diese geringe erwartete Breite des Dips kommt hauptsächlich dadurch zustande, dass im Fre-
quenzbereich von 24 MHz die unvermeidlichen parasitären Kapazitäten den Strom besser als bei
1 MHz leiten, und damit nur relativ kleine Resonanzwiderstände zu erreichen sind. Zusätzlich sind
durch den Skin-E�ekt die erreichbaren Güten der Resonanzkreise kleiner. Dies resultiert im Ver-
gleich zur axialen Bewegung in einer wesentlich schwächeren Kopplung der Zyklotronbewegung an
das thermische Bad.
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5.4 Messung der Magnetronfrequenz

Eine schnelle Methode, die Magnetronfrequenz zu bestimmen, ist es, das untere Sei-
tenband �z � �� einzustrahlen. Im Resonanzfall absorbiert das Ion im Mittel Photo-
nen der Energie h�z � h��, und es wird sowohl die Amplitude der Magnetron-2 als
auch die der Axial-Bewegung aufgeweitet. Die hohe Axialenergie verursacht dann
auf dem axialen Nachweis einen Peak bei der axialen Frequenz (siehe Abbildung
5.7). Die Magnetronfrequenz ergibt sich aus der Di�erenzfrequenz des eingestrahl-
ten Feldes und des Peaks. Der Peak bei der axialen Frequenz des Ions verschiebt
sich beim Verstimmen der Frequenz des Kopplungsfeldes mit (siehe Abbildung 5.8).
Daher ist die Di�erenz der beiden Frequenzen konstant und die Magnetronfrequenz
kann aus nur einer Messung mit einer Genauigkeit von 0,2 Hz extrahiert werden.

Abbildung 5.7: Messung der Magnetronfrequenz durch Seitenbandanre-
gung
Wird das untere Magnetronseitenband der axialen Bewegung �z � �� eingestrahlt, heizt
sich die axiale Bewegung auf. Dies wird dann als Peak bei der axialen Frequenz �z auf dem
axialen Nachweisschwingkreis sichtbar.

2Vergröÿert sich der Radius der Magnetronbewegung, wird, da sich die elektrostatische Energie
erniedrigt, Energie abgegeben.
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Abbildung 5.8: Position des axialen Peaks als Funktion der Frequenz des
Magnetronseitenbandes
Die Di�erenzfrequenz (��) ist unabhängig von der Frequenz des Seitenbands �z � ��. Wer-
den alle Frequenzpunkte zur Auswertung herangezogen, ergibt sich die Magnetronfrequenz
zu 17 954; 265 (9) (10) Hz. Der erste Fehler ergibt sich aus dem Fit, der zweite Fehler
aus der Treppenstruktur in der linken Gra�k. Diese ist durch die endliche Au�ösung der
Fourier-Analyse und damit der Bestimmung der axialen Frequenz verursacht. In der rech-
ten Gra�k macht sich dies durch den sägezahnartigen Verlauf der Magnetronfrequenz be-
merkbar. Der Nullpunkt der x-Achse wurde so gewählt, dass der Peak bei der ungestörten
axialen Frequenz zu liegen kommt (siehe linke Gra�k).

5.5 Kopplung der Bewegungsmoden

Resonante Kopplung

Werden in einer Penning-Falle zwei der Eigenbewegungen durch ein elektromagneti-
sches Wechselfeld geeignet gekoppelt, kommt es zu einem interessanten Phänomen,
das in einer Penning-Falle zuerst von Pritchard et al. [Cor90] (ein sehr theoreti-
scher Zugang �ndet sich in [Kre99]) genauer untersucht wurde3: Beide zuvor har-
monischen Eigenbewegungen erfolgen nicht mehr mit einer Frequenz, sondern die
Bewegung wird nun durch die von der Kopplung verursachte Amplitudenänderung
moduliert. Die klassischen Bewegungsgleichungen eines Ions mit der zusätzlichen
Kopplung an eine andere Mode ist formal die eines getriebenen, quantenmecha-
nischen Zwei-Niveau-Systems. Die Frequenzen der beiden Moden entsprechen da-
bei den Phasenentwicklungsfrequenzen e�i!nt der Lösungen der zeitunabhängigen
Schrödinger-Gleichung [Cor90, Coh77]. Stimmt die die Frequenz des Störfeldes mit
einem geeigneten Seitenband4 überein, variiert die Amplitude beider Moden mit
cos(
t+�). Dabei beträgt die Phasenverschiebung zwischen den beiden Moden �=2
und 
 ist die �Rabi�-Frequenz, die im Wesentlichen durch die Stärke des koppelnden
Wechselfeldes gegeben ist. Die Entwicklung einer der beiden Moden (hier der axialen

3Die Kopplung zweier Bewegungs-Moden in einer Penning-Falle wurde schon vorher häu�g
eingesetzt. So spielt sie z.B. bei den g-Faktor-Messungen des Elektrons und auch bei fast allen
Massenmessungen eine bedeutende Rolle.

4Im Normalfall die Di�erenzfrequenz.
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Schwingung) lässt sich also durch

z(t) = cos(
t + �) sin(!zt) =
1

2
(sin((!z + 
)t) + sin((!z � 
)t)) (5.2)

beschreiben. Bei einer Frequenzanlyse der Moden kann also eine Aufspaltung der
Bewegung in zwei Frequenzen beobachtet werden (siehe Abbildung 5.9), wobei der
Frequenzunterschied 2
 zwischen den beiden Frequenzkomponenten linear von der
Kopplungsstärke und damit von der Amplitude V des koppelnden Wechselfeldes
abhängt (siehe Abbildung 5.10).

Abbildung 5.9: Aufspaltung der axialen Frequenz durch Seitenbandkopp-
lung an die Magnetronbewegung
Werden die Axial- und Magnetronbewegung mit einem elektromagnetischem Wechselfeld
bei ihrer Summenfrequenz gekoppelt, spaltet das axiale Signal in zwei Dips auf. Da die
eingestrahlte Kopplungsfrequenz leicht gegenüber dem Seitenband verstimmt ist, ist die
Aufspaltung leicht asymmetrisch (siehe Abbildung 5.11).

Bei jeder Absorption eines Photons aus dem Kopplungs-Feld wird die Quanten-
zahl n der einen Bewegung um 1 erhöht und die der anderen Bewegung k um 1
erniedrigt. Erfolgt die Absorption der Photonen kohärent, so erhöht sich die Quan-
tenzahl der einen Mode kontinuierlich, während sich die der anderen bis auf 0 er-
niedrigt. Dann setzt der umgekehrte Prozess ein. Daher sind nicht die maximalen
Energien beider Bewegungen gleich, sondern deren Quantenzahlen, und man erhält
für beide Quantenzahlen den gleichen Erwartungswert. Mit dieser Argumentation
kann wie folgt eine Beziehung zwischen den Erwartungswerten der Energien En und
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Abbildung 5.10: Aufspaltung der axialen Frequenz eines einzelnen Ions als
Funktion der Amplitude V des Seitenbandes
Aus der Aufspaltung der Frequenz lässt sich der am Ort des Ions anliegende entsprechende
Quadrupol-Anteil (hier Y 2

+1 + Y 2
�1) des elektrischen Wechselfeldes bestimmen. Diese Grö-

ÿe lässt sich sonst nur durch eine wegen der gebrochenen axialen Symmetrie aufwendige
Analyse der Elektrodenkon�guration bestimmen.
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Ek der beiden Bewegungen für den Gleichgewichts-Fall hergeleitet werden:
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Gleichung 5.3 zeigt, dass diese Methode zum gezielten Kühlen oder Heizen einer Be-
wegungsmode eingesetzt werden kann, indem die Energie der anderen Mode während
der Seitenbandkopplung durch elektronisches Anregen des entsprechenden Schwing-
kreises eingestellt wird. Damit dies erreicht werden kann, muss die Energie eines Pho-
tons genau der Di�erenz der Energie der beiden Zustände E(n; k)� E(n+ 1; k � 1)
entsprechen. Im Normalfall muss also die Di�erenzfrequenz der beiden Bewegungen
eingestrahlt werden. Da die Magnetronbewegung aber bei höheren Bewegungsampli-
tuden eine kleinere Energie hat als bei kleinen, muss die Summenfrequenz benutzt
werden, sobald eine der beiden Moden die Magnetronbewegung ist.

Diese Methode der Seitenbandkopplung kann auf vielfältigeWeise eingesetzt wer-
den:

� indirekte Messung von Bewegungsfrequenzen (siehe Abschnitte 5.5.2 und 5.5.3)

� Kühlen einer Bewegungsmode (Abschnitt 5.9.2)

� Messung der axialen Temperatur (Abschnitt 5.10.2)

� gezielte Einstellung der Energie einer Bewegungsmode (Abschnitt 5.10).

5.5.1 Nichtresonante Kopplung

Wird die Frequenz des Kopplungsfeldes um die Frequenz � gegenüber dem Seiten-
band verstimmt, werden die Frequenzkomponenten !+�1;2 einer der beiden Eigenbe-
wegungen nach [Cor90] durch folgende Gleichung beschrieben (siehe auch Abbildung
5.11):

�1;2 = ��
2
�
p
�2 + jV j2 : (5.4)

Dies ist ganz analog zum �Avoided Crossing� eines beinahe resonant getriebenen
Zwei-Niveau-Systems.

5.5.2 Messung der Magnetronfrequenz mittels Seitenband-

kopplung

Mittels der oben beschriebenen Methode der Seitenbandkopplung kann die Magne-
tronfrequenz auch wie folgt bestimmt werden: Es wird im Gegensatz zur der in
Abschnitt 5.4 beschriebenen Methode das obere Magnetron-Seitenband der axialen
Bewegung (�z + ��) eingestrahlt und die Frequenz der beiden axialen Dips (siehe
Abbildung 5.9) als Funktion des eingestrahlten Seitenbandes (siehe Abbildung 5.11)
bestimmt. Da beim Einstrahlen des oberen Seitenbandes die Quantenzahlen der Ma-
gnetronbewegung und der axialen Bewegung angeglichen werden (siehe Gleichung
5.3 und Abschnitt 5.9.2) und die axiale Bewegung über den Schwingkreis gekühlt
wird, ist die Amplitude der Magnetronbewegung im Gegensatz zu der in Abschnitt



62 KAPITEL 5. EXPERIMENTELLES

Abbildung 5.11: �Avoided Crossing� der beiden Frequenzkomponenten der
axialen Bewegung
Bei dieser Messung wurde die Magnetronbewegung an die axiale Bewegung mittels des
Seitenbandes �z + �� gekoppelt. An die Messdaten ist Gleichung 5.4 angepasst worden.
Die Magnetronfrequenz ergibt sich aus dem Schnittpunkt der Geraden, die an den Mittel-
wert der beiden axialen Frequenzen (gestrichelte Linie) ange�ttet ist, mit der x-Achse zu
17 953; 1 (1) Hz.
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5.4 beschriebenen Methode bei der Messung sehr klein. Zur Bestimmung der Magne-
tronfrequenz mit einem Fehler von kleiner als 1 Hz sind mindestens 3-5 Messpunkte
nötig. Da innerhalb des Messfehlers beide Methoden das gleiche Ergebnis liefern,
benutzen wir in der Praxis die schnellere, in Abschnitt 5.4 beschriebene Methode.

5.5.3 Messung der reduzierten Zyklotronfrequenz mittels

Seitenband

Hierbei wird die Zyklotronbewegung des Ions mit der axialen Bewegung durch Ein-
strahlen der Frequenz !+ � !z gekoppelt. Analog zur Kopplung an die Magne-
tronbewegung werden dann auch zwei Frequenzkomponenten der axialen Bewegung
beobachtet (siehe Abbildung 5.12). Wird das Seitenband durchgestimmt, kann ein

Abbildung 5.12: Kopplung der Axial- und Zyklotronbewegung
Beim Einstrahlen des unteren axialen Seitenbandes der reduzierten Zyklotronbewegung
spaltet die axiale Bewegungsfrequenz auf. Grund für die asymmetrische Verschiebung der
Dips ist, dass die Frequenz des angelegten Wechselfeldes leicht gegenüber dem Seitenband
verstimmt ist (vergleiche dazu die Abbildungen 5.9 und 5.11).

ähnliches Bild wie Abbildung 5.11 erhalten werden. Ein groÿer Vorteil dieser Metho-
de, die Zyklotronfrequenz zu bestimmen, ist, dass der Erwartungswert der Energie
der Zyklotronbewegung während des Nachweises in unserer Präzisions-Falle nach
Gleichung 5.3 konstant bei

hE+i = �+
�z
hEzi = 129 (14) meV (5.5)
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bleibt (hEzi = 5 meV=̂60 K). Daher sind systematischen Verschiebungen durch die
Zyklotronenergie der mit dieser Methode gemessenen Zyklotronfrequenz kleiner. Zu
diesen Verschiebungen gehören insbesondere der Ein�uss von Inhomogenitäten des
Magnetfeldes und relativistische E�ekte (siehe Abschnitte 6.2.1 und 6.2.8).

5.6 Präparation einer reinen Ionenwolke

Um eine Wolke einer einzigen Ionensorte zu erhalten, müssen alle unerwünschten Io-
nensorten aus der Wolke entfernt werden. Dazu benutzen wir ein äuÿerst e�zientes
und einfach zu handhabendes Schema: Mit einem handelsüblichen Synthesizer wird
Rauschen, d.h. ein breites Frequenzband von ca. 100 kHz bis 10 MHz, bereitgestellt.
Dieses Rauschen wird über einen Kerb�lter, der die axiale Frequenz der erwünsch-
ten Ionensorte heraus�ltert, an eine der Endkappen der Präzisions-Falle angelegt.
Dadurch wird die axiale Energie aller Ionensorten auÿer der erwünschten Ionensor-
te stark angeregt und alle unerwünschten Ionensorten verlassen die Falle. Mit der
in Abschnitt 5.2.2 beschriebenen Methode kann der Erfolg des �Putzens� der Falle
kontrolliert werden.

5.7 Präparation eines einzelnen Ions

Um eine hohe Präzision erreichen zu können, beziehungsweise überhaupt spin-�ips
beobachten zu können, ist es wichtig, mit einem einzelnen Ion zu arbeiten. Daher
muss die Anzahl der Ionen auf eins reduziert werden. Dazu werden die Energien der
reduzierten Zyklotron-Bewegung der in der Falle verbliebenen Ionen stark angeregt
und anschlieÿend das Speicherpotential auf etwa die Hälfte abgesenkt. Da die Io-
nen untereinander nichtlinear wechselwirken, wird Energie zwischen dem Axial- und
dem Zyklotronfreiheitsgrad ausgetauscht und die Ionen verlassen in axialer Rich-
tung die Falle [Gab95]. Diese Kopplung nimmt mit der Anzahl der Ionen ab und
fehlt bei einem einzelnen Ion theoretisch sogar ganz. Daher kann die Anzahl der
gewünschten Ionen grob durch die Stärke der Absenkung bestimmt werden. Der
Prozess der Ionenzahl-Reduktion wird durch regelrechtes �Abzählen� der Ionen im
Zyklotronspektrum kontrolliert (siehe Abbildung 5.13). Das Abzählen der Ionen ist
möglich, da die Ionen bei der Anregung verschiedene Zyklotronenergien erhalten und
sie auf verschiedenen Orbits um das Zentrum der Falle kreisen. In dem auch in der
Präzisions-Falle inhomogenen Magnetfeld unterscheiden sich daher die reduzierten
Zyklotronfrequenzen der Ionen um bis zu 10�4.

Eine andere Möglichkeit festzustellen, ob man ein einzelnes Ion präpariert hat,
ist es, die Stärke des axialen Signals (also die Dip-Breite) zu analysieren (siehe auch
[Häf98]). Für ein einzelnes Ion erwarten wir in der Analyse-Falle nach Gleichung 4.17
eine Breite des Dips von 2 Hz. Die Breite der beobachteten Dips einzelner Ionen liegt
bei den aktuellen experimentellen Parametern je nach Harmonizität und Konstanz
der Speicherspannung im Bereich von 2,2-3 Hz. Da die Breite des Dips für zwei Ionen
schon mindestens 4 Hz beträgt, ist das Signal mehrerer Ionen leicht von dem eines
einzelnen Ions zu unterscheiden.



5.7. PRÄPARATION EINES EINZELNEN IONS 65

Abbildung 5.13: Zyklotronspektren für verschiedene Ionenzahlen
Je höher die Energie eines Ions ist, desto geringer ist seine reduzierte Zyklotronfrequenz in
dem auch in der Präzisions-Falle nicht ganz homogenen Magnetfeld (vergleiche Abbildung
5.14).
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5.8 Transport des Ions

Um die drei Fallen (siehe Abbildung 2.2) sinnvoll einsetzen zu können, müssen die
Ionen zuverlässig zwischen den einzelnen Fallen transferiert werden. Dies wird da-
durch erreicht, dass durch geeignete Wahl der Spannungen an den Elektroden ein
Potentialminimum gescha�en wird, das adiabatisch, d.h langsam im Vergleich zur
aktuellen axialen Frequenz des Ions, von der einen zur anderen Falle verschoben
wird. Mit dieser Methode wurden sowohl Ionenwolken als auch einzelne Ionen viele
Male (ca. 10 000 mal) zwischen den Fallen hin- und hertransportiert, ohne jemals
einen Ionenverlust zu beobachten.

5.9 Kühlen der Ionen

5.9.1 Widerstandskühlen

Sowohl die Axial- als auch die Zyklotronbewegung der Ionen können durch Wider-
standskühlen auf die Temperatur der Elektronen im jeweiligen Schwingkreis gekühlt
werden. Dazu verwenden wir insgesamt drei Schwingkreise:

1. Der Schwingkreis für zum Kühlen der axialen Bewegung in der Analyse-Falle
ist an eine der Korrekturelektroden und die zugehörige Endkappe der Analyse-
Falle (siehe Abbildung 2.2) angeschlossen. Der Schwingkreis hat eine Güte von
ca. 2500 bei einer Resonanzfrequenz von !LC = 2� � 369 kHz. Damit können
bei dem e�ektiven Elektrodenabstand (siehe Kapitel 4) von D = 5; 5 mm und
dem erreichten Resonanzwiderstand von mehr als 20 M
 C5+-Ionen mit einer
Kühlzeitkonstante von weniger als 100 ms gekühlt werden. Da man nur dann
eine schnelle Kühlung erreicht, wenn die Frequenz des Ions gut mit der des
Schwingkreises übereinstimmt, ist es wichtig, die beiden Frequenzen aufeinan-
der abzustimmen. Für die axiale Bewegung erreichen wir dies durch die Wahl
des Speicherpotentials.

2. Der Schwingkreis zum Kühlen der axialen Bewegung in der Präzisions-Falle
ist analog zu dem in der Analyse-Falle an eine Korrekturelektrode und die
zugehörige Endkappe angeschlossen. Er besitzt eine Güte von ca. 1000, eine
Resonanzfrequenz von !LC = 2� � 930 kHz und einen Resonanzwiderstand von
10 M
. Experimentell ergibt sich in guter Übereinstimmung mit dem theore-
tischen Wert eine Kühlzeitkonstante von � = 235 ms (siehe Abbildung 5.3).

3. Der Schwingkreis zum Kühlen der Zyklotronbewegung ist an die geteilte Kor-
rekturelektrode der Präzisions-Falle angeschlossen und hat eine Güte von
ca. 400 bei einer Resonanzfrequenz von 24 MHz. Mittels GaAs-Schaltern kann
die Kapazität des Schwingkreises um knapp 1 pF verändert werden. Damit ist
es uns möglich, die Resonanzfrequenz des Schwingkreises um 1 MHz und damit
auch den Kühl-Widerstand gezielt zu verändern. Bei gutem Abgleich der Re-
sonanzfrequenz des Schwingkreises auf die reduzierte Zyklotronfrequenz, was
durch das Abkühlen der Apparatur auf 4 K und der damit verbundenen Ände-
rung der Kapazitäten erschwert wird, kann so die Kühlzeitkonstante mit zwei
GaAs-Schaltern im Bereich von 1 h bis 10 s variiert werden.
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Das Kühlen der Zyklotronbewegung eines einzelnen Ions lässt sich gut durch die in
Kapitel 4 dargelegte Theorie beschreiben. Abbildung 5.14 zeigt, dass der zeitliche
Verlauf der Energie des Ions sehr gut durch eine Exponentialfunktion beschrieben
werden kann. Als Maÿ für die Energie des Ions dient die vom Ion im Schwingkreis
dissipierte Leistung (siehe Abbildung 5.6). Für die Verschiebung der reduzierten
Zyklotronfrequenz erwartet man nach Gleichung 3.27 eine lineare Abhängigkeit von
der Zyklotronenergie. Der Verlauf der reduzierten Zyklotronfrequenz lässt sich al-
lerdings nur für kleine Energien durch eine Exponentialfunktion beschreiben. Dies
liegt daran, dass das Magnetfeld auch Inhomogenitäten in 4. und höherer Ordnung
im Radius r aufweist. Daher ist die Frequenzverschiebung ��+ nur für kleine Ener-
gien ein lineares Maÿ für die Energie. Die Widerstandskühlung einer Ionenwolke
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Abbildung 5.14: Kühlen der Zyklotronbewegung eines Ions
Als Maÿ für die Energieabgabe, beziehungsweise Energie des Ions, wird gemäÿ Gleichung
4.3 das Quadrat der induzierten Spannungsdichte benutzt.

� insbesondere ihrer axialen Bewegung � ist weitaus komplizierter. Dies illustriert
Abbildung 5.15, in der das Kühlen der axialen Bewegung einer Wolke aus 30 Io-
nen mit jeweils einer mittleren axialen Energie von 13 eV (dies entspricht 1/3 der
Speichertopftiefe) dargestellt ist. Dies hat vor allem zwei Gründe:

� Die Frequenz der Ionenwolke ist nicht konstant, da die Ionen wegen ihrer hohen
Energie anharmonisch gebunden sind. Da zu Beginn des Kühlens die mittlere
axiale Energie der Ionen etwa 1/3 der Speichertopftiefe beträgt (13 eV bezie-
hungsweise 150 000 K), ist zu Anfang nur der Teil der Ionen, die eine axiale
Energie von weniger als 4 eV besitzen, mit dem Schwingkreis in Resonanz. Da-
her hängt die Ankopplung der Ionenwolke an den Schwingkreis von der Energie
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Abbildung 5.15: Kühlen der axialen Bewegung einer Ionenwolke
Die dissipierte Leistung ist in diesem Fall kein lineares Maÿ für die Energie der Ionenwolke
(siehe Text). Es ist deutlich zu erkennen, dass am Anfang ein Teil der (ohnehin schon
relativ kalten) Ionen schnell gekühlt wird. Der langsame Abfall des induzierten Stroms für
groÿe Zeiten kann mit der Überkopplung von Energie aus den Nicht-Schwerpunktsmoden
der Ionenwolke in Zusammenhang gebracht werden.



5.10. THERMISCHE VERTEILUNG DER ENERGIE DES IONS 69

ab und somit ist auch die im Schwingkreis dissipierte Leistung kein lineares
Maÿ mehr für die Energie der Ionenwolke.

� Da von allen Bewegungsmoden einer Ionenwolke nur die Schwerpunktsbewe-
gung einen Strom induziert, kann durch Widerstandskühlen nur diese direkt
gekühlt werden. Die Energie der anderen Schwingungsmoden wird nur über
einen Energieaustausch mit der Schwerpunktsbewegung gekühlt [Win75]. Aus
diesem Grund erhält man eine Überlagerung von vielen verschiedenen Kühl-
kurven mit verschiedenen �Zeitkonstanten�.

Die genauere Untersuchung der Widerstandskühlung extrem heiÿer Ionenwolken ist
vor allem in Hinblick auf das geplante HITRAP-Projekt [Qui98] interessant. Bei
dieser Einrichtung sollen am Ionenbeschleuniger der GSI Darmstadt erzeugte hoch-
geladenen Ionen in einer Penning-Falle eingefangen und auf 4 K abgekühlt werden.
Der Vorteil gegenüber einer EBIT liegt darin, dass eine viel gröÿere Anzahl von
hochgeladenen schweren Ionen untersucht werden kann.

5.9.2 Seitenbandkühlen

In Abschnitt 5.5 wurde gezeigt, wie zwei Moden der Bewegung eines einzelnen Teil-
chens in einer Penning-Falle gekoppelt werden können und sich die Erwartungswerte
der Energien nach Gleichung 5.3 einstellen. Wird ein Freiheitsgrad gekühlt, kann
diese Beziehung ausgenutzt werden, um einen der anderen Freiheitsgrade zu küh-
len. Da wir die axiale Bewegung am schnellsten kühlen können, nutzen wir diese
Technik, um mittels Kopplung an den axialen Freiheitsgrad sowohl die Amplitude
der Zyklotron- als auch die der Magnetronbewegung zu reduzieren. Beim Kühlen
der Zyklotronbewegung ist allerdings zu beachten, dass, da die axiale Frequenz mit
der Zyklotronenergie ansteigt, die Kopplungsfrequenz von niedrigen zu höheren Fre-
quenzen durchgestimmt werden muss. Zudem muss darauf geachtet werden, dass die
Zyklotronenergie viel kleiner als E+ < !+=!z E

max
z � 1 keV ist, da ansonsten das Ion

eine zu hohe axiale Energie erhalten kann und dann nicht mehr in Resonanz mit
dem Schwingkreis ist oder sogar ganz verloren geht. Dieses Problem war in der Tat
der Grund, weshalb wir diese Methode lange Zeit nicht eingesetzt haben. Das Kühl-
limit der Seitenbandkühlung der Zyklotronbewegung in der Präzisions-Falle liegt bei
129 (14) meV. Bei dieser Energie hat die Bahn des Ions einen Zyklotronradius von
etwa 10 �m.

Die Amplitude der Magnetronbewegung kann im Gegensatz zur Axial- und
auch der Zyklotronbewegung nur mittels der Seitenbandkopplung reduziert wer-
den. Das Kühllimit für die Magnetronbewegung liegt in der Präzisions-Falle bei
�0; 102 (13) meV. Der Magnetronradius beträgt dann auch etwa 10 �m.

5.10 Thermische Verteilung der Energie des Ions

Ein gespeichertes Ion, das sich mit einem Schwingkreis in Resonanz be�ndet, tauscht
nur über elektromagnetische Kräfte Energie mit den Elektronen des Schwingkreises
aus. Diese Situation ist qualitativ mit der eines Ions oder Elektrons, das in einem
Kristall gebunden ist, vergleichbar. Daher erwartet man im Gleichgewicht für die
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Energieverteilung P (E) eines Freiheitsgrades des Ions eine Boltzmann-Verteilung:

P (E) =
1

kT
exp

�
� E

kT

�
dE : (5.6)

Hier ist k die Boltzmann-Konstante und T die Temperatur der Elektronen im
Schwingkreis. In [Her99] wird eine unserer Messungen diskutiert, bei wir zeigen konn-
ten, dass die Verteilung der Zyklotronenergie tatsächlich der Boltzmann-Verteilung
gehorcht, die man von einem Ion erwartet, das auf 4 K gekühlt ist. Die thermi-
sche Energie des Ions �uktuiert mit der Kühlzeitkonstanten , die in Gleichung 4.6
de�niert wurde. Der Erwartungswert hEi der Energie des Ions ist durch

hEi = kT (5.7)

gegeben und entspricht dem der freien Ladungsträger im relevanten Schwingkreis.
Mittels eines Synthesizers kann die Energie der Elektronen im Leiter des Schwing-

kreises leicht beein�usst werden. Um eine quasi-thermische Energieverteilung der
Elektronen zu erhalten, verwenden wir das von einem DS-345-Gerät der Firma St-
anford Research Systems bereitgestellte �weiÿe� Rauschen oder ein von uns speziell
generiertes Signal, das aus 800 Frequenzen mit gleicher Amplitude und fester Fre-
quenzdi�erenz von ca. 0,1 Hz zueinander besteht (vergleiche auch 5.2.1). Mit diesen
Methoden ist es möglich, dem Schwingkreis eine höhere, virtuelle Temperatur zu
geben.

Diese Kontrolle der mittleren axialen Energie des Ions kann dazu verwendet wer-
den, Anharmonizitäten der Speicherfelder zu untersuchen (siehe [Häf98]). Da die
Anharmonizitäten des elektrischen Feldes unsere Messung des g-Faktors verfälschen
können, wird hier speziell auf die Energieverteilung der axialen Bewegung eingegan-
gen:

Um die axiale Energieverteilung zu untersuchen, ist es notwendig, die axiale
Energie zu messen. Da alle Messzeiten sehr viel länger sind als die axialen Kühl-
zeitkonstanten und damit als die Geschwindigkeit der zu beobachtenden Energie-
änderungen, erscheint dieses Unterfangen aussichtslos. Man kann aber mittels Sei-
tenbandkopplung durch das Seitenband �+ � �z (siehe Abschnitt 5.5) schnell die
Energie der axialen Bewegung in den Zyklotronfreiheitsgrad transferieren. Schaltet
man die Kopplung ab, bleibt die Zyklotronenergie nahezu konstant. Die Zyklot-
ronenergie kann dann, wie aus Gleichung 3.28 ersichtlich ist, durch eine Messung
der axialen Frequenz bestimmt werden. Die ursprüngliche axiale Energie kann nun
aus Gleichung 5.3 berechnet werden. Abbildung 5.16 zeigt eine Messung, bei der
die axiale Energie des Ions sowohl mit �weiÿen� Rauschen als auch mit der gene-
rierten spektralen Rechteckverteilung erhöht wurde, während sie gleichzeitig an die
Zyklotronbewegung gekoppelt wurde. Danach wurde zuerst die Kopplung und an-
schlieÿend die Axial-Anregung abgeschaltet und anschlieÿend die axiale Frequenz
bestimmt. Die Messungen zeigen, dass in beiden Fällen die Energieverteilung durch
eine Boltzmann-Verteilung gut beschrieben werden kann.

5.10.1 Temperatureichung

Eine Aussage über die erreichte mittlere Energie des Ions lässt sich auch direkt aus
der gemessenen Amplitude der Spannungsdichte über den Schwingkreis gewinnen.
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Abbildung 5.16: Energieverteilung des axialen Freiheitsgrades gemessen
über die Zyklotronenergie
Links wurde die axiale Bewegung des Ions mit �weiÿem� Rauschen und rechts mit dem im
Text beschriebenem spektralen Rechteck angeregt. In beiden Fällen lässt sich die Verteilung
der axialen Energie gut durch eine Boltzmann-Verteilung beschreiben. Die so bestimmte
axiale Temperatur beträgt 6 beziehungsweise 10 eV.

Dazu wird zunächst der Beitrag des Rauschens des Schwingkreises, ohne dass ir-
gendeine äuÿere Anregung statt�ndet, gemessen. Das gemessene Signal entspricht
dem Rauschen, das durch die Elektronen im Schwingkreis induziert wird. Anschlie-
ÿend wird �weiÿes� Rauschen verschiedener Amplitude zusätzlich eingekoppelt und
die Rauschamplitude gemessen. Abbildung 5.17 zeigt eine solche Messung. Da das
thermische Rauschen der Elektronen und die externe Anregung unabhängig von-
einander sind, addieren sich die Amplituden quadratisch. Daher sind in Abbildung
5.17 die Quadrate aufgetragen. Die erreichte Temperatur lässt sich dann wie folgt
berechnen:

T (Uan) =
P0 + b(Uan)

2

P0

T0 : (5.8)

Hier bezeichnet P0 die gemessene Leistung ohne externe Anregung und b ist die Stei-
gung der Geraden in Abbildung 5.17. Uan steht für das anregende externe Rauschen
und T0 für die Temperatur der Elektronen ohne externe Anregung. In unserem Fall
wird der Schwingkreis mit �üssigem Helium auf 4 K gekühlt. Daher würde man man
für T0 4 K einsetzen. Es gibt aber einige Messungen und Hinweise, dass die Elek-
tronen der axialen Schwingkreise bei 370 kHz bzw. 930 kHz durch eine noch nicht
identi�zierte elektronische Rauschquelle eine höhere Temperatur haben (siehe dazu
das Ende von Abschnitt 5.10.2). Insbesondere die in Abschnitt 5.10.2 beschriebene
Messung ergibt für ein in der Präzisions-Falle gespeichertes Ion eine axiale Tempe-
ratur von 60� 10 K. Auch die in der Analyse-Falle gemessenen Larmor-Resonanzen
lassen auf eine axiale Temperatur von ca. 60 K in der Analyse-Falle schlieÿen [Her99].
Weiterhin ergibt sich für die im Folgenden genannten Messungen nur für eine axiale
Temperatur von ca. 60 K ein konsistentes Bild:

1. Vergleich der gemessenen mittleren axialen Energie mit der in Abschnitt 5.10
beschriebenen Methode mit der Eichung in Abbildung 5.17

2. Abhängigkeit des vom Ion erfahrenen mittleren Magnetfeldes von der axialen
Amplitude (siehe Abschnitt 5.12.3).
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Abbildung 5.17: Temperatureichung der anregende Spannungsdichte
Wird das Quadrat der über dem Schwingkreis gemessenen Spannungsdichte (also der Lei-
stungsdichte) gegen das Quadrat der anregenden Spannungsdichte aufgetragen, erhält man
eine Gerade. Bei bekannter elektronischer Temperatur des Schwingkreises ohne externe
Anregung kann daraus die elektronische Temperatur des Schwingkreises bei jeder Anre-
gungsspannung bestimmt werden.
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Daher wird im Folgenden von einer axialen Temperatur von 60 K ausgegangen.
Diese erhöhte Temperatur ist umso verwunderlicher, da die Spulen aus NbTi

bestehen und daher nur für Temperaturen kleiner als 8 K überhaupt ein Signal
zu detektieren ist. Dies bedeutet, dass die Atome des Schwingkreises selbst sehr
kalt sind, die freien Ladungsträger (Cooper-Paare) dagegen eine höhere Tempera-
tur haben � also eine Rauschanregung vorliegt. Im Fall der Zyklotronenergie konnte
dagegen gezeigt werden, dass die Energie des Ions tatsächlich auf Energien vergleich-
bar mit 4 K gekühlt wurde und damit die freien Ladungsträger wirklich kalt sind
[Her99]. Allerdings hat der Zyklotronschwingkreis eine um einen Faktor 25 höhere
Resonanzfrequenz und die Spule ist nicht aus supraleitendem Material sondern aus
einem Kupferdraht mit Goldbeschichtung gefertigt. Auch ist der Zyklotronschwing-
kreis anders beschaltet.

Auch in anderen Arbeitsgruppen wurde für die axiale Bewegung eine stark er-
höhte minimale Temperatur beobachtet [DiF95, Gab98]. Dort glaubt man, dass die
erhöhte Temperatur der Elektronen im Leiter durch die zur Messung notwendige
Verbindung an eine aktive Verstärkerschaltung zustande kommt. Messungen von
uns, bei denen die Verstärker abgeschaltet wurden, konnten dies an unserer Appa-
ratur aber nicht bestätigen.

5.10.2 Messung der axialen Temperatur in der Präzisions-

Falle

Um die minimal erreichbare axiale Temperatur zu bestimmen, wird durch Einstrah-
len des Seitenbands �+ � �z der Erwartungswert der Quantenzahl der Zyklotronbe-
wegung dem der axialen Bewegung angeglichen (vergleiche die Abschnitte 5.5 und
5.10). Nach dem Transport in die Analyse-Falle kann wegen des groÿen B2-Terms
durch die Messung der axialen Frequenz eine extrem hohe Energieau�ösung der Zyk-
lotronbewegung von 0,1 meV erreicht werden. Mit der so erlangten absoluten Kennt-
nis der Zyklotronenergie kann dann mit Gleichung 5.3 die ursprüngliche axiale Ener-
gie in der Präzisions-Falle errechnet werden. In Abbildung 5.18 ist die Frequenz- und
Energie-Verteilung von über 2000 Einzelmessungen zu sehen. Aus diesen Messungen
ergibt sich die axiale Temperatur in der Präzisions-Falle zu T0 = 61; 3 (2; 3)(6; 1) K.
Der erste Fehler bezeichnet die statistische Unsicherheit. Der zweite Fehler kommt
durch die Unsicherheit der Berechnungen und der Messungen des B2-Terms [Her99]
der Analyse-Falle zustande.

5.11 Optimieren des elektrischen Feldes

Für die Messungen des g-Faktors ist ein harmonisches Potential aus folgenden Grün-
den von entscheidender Bedeutung:

1. Der axiale Nachweis der Ionen durch einen Dip ist nur möglich, wenn die axiale
Bewegung eine gewisse Mindestharmonizität aufweist.

2. Die Einstellung des Spins kann nur bestimmt werden, wenn die axiale Frequenz
mit einer Präzision genauer als 10�6 bestimmt wird. Damit dies überhaupt
gelingen kann, muss die axiale Frequenz hinreichend gut de�niert sein. Dies
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Abbildung 5.18: Bestimmung der axialen Temperatur in der Präzisions-
Falle mit Hilfe der Seitenbandkopplung und Transport des Ions
Die Messmethode ist in Abschnitt 5.10.2 beschrieben. Durch die groÿe magnetische Fla-
sche in der Analyse-Falle wurden sehr groÿe Verschiebungen der axialen Frequenz gemessen.
Wegen der durch den Schwingkreis begrenzten Frequenzbreite von ca. 400 Hz der Messung
der axialen Frequenz ist nur ein Ausschnitt der Boltzmann-Verteilung zu sehen. Aus der
Anpassung einer Exponentialfunktion kann die axiale Temperatur bestimmt werden. Der
erste Fehler rührt dabei von der statistischen Unsicherheit her, der zweite von der unge-
nauen Energieeichung der Zyklotronenergie. Die Energieeichung ist durch die Unsicherheit
von 10% der Gröÿe des B2-Terms der Analyse-Falle limitiert.
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ist aber wegen der unvermeidbaren Fluktuationen der axialen Energie nur für
äuÿerst harmonische Potentialverläufe der Fall.

3. In der Präzisions-Falle wird zur Beschleunigung des axialen Nachweises die
axiale Frequenz gemessen, während die axiale Bewegung durch ein spektrales
Rechteck angeregt wird (siehe Abschnitt 5.2.1). Um eine schmale Linie zu er-
halten, sollten die reduzierte Zyklotron- und Larmor-Präzessions-Frequenz bei
möglichst niedrigen axialen Energien gemessen werden (siehe Abschnitt 5.12.3
und insbesondere Gleichung 3.35). Dehalb ist es sinnvoll, für diese Messungen
die axiale Anregung auszuschalten. Daher es es wichtig, dass sich die axiale
Frequenz bei der Anregung durch das spektrale Rechteck nicht verschiebt. An-
harmonische Potentialbeiträge bewirken aber genau solch eine Verschiebung
der axialen Frequenz durch eine Anregung der axialen Bewegung.

Um überhaupt einen Dip zu erhalten, kann die Signalform, die man bei Massenspek-
tren (siehe Abbildung 5.2.2) erhält, auf die minimale Linienbreite optimiert werden.
Dazu wird systematisch das tuning-ratio (siehe Abschnitt 3.3) variiert. Danach kann
das Optimieren mit Hilfe der Analyse des Ionen-Dips erfolgen. Der Dip liefert vor
allem zwei Informationen:

� Frequenz der Schwingung der Ionen

� Güte der Schwingung der Ionen (siehe Abschnitt 4.2.3).

Beide Informationen können zum Optimieren des tuning-ratios und damit des elek-
trischen Feldes herangezogen werden und liefern ähnlich gute Resultate. Beide Op-
timierungsmethoden werden im Folgenden beschrieben:

5.11.1 Optimieren mit Hilfe der Ionenfrequenz

Bei dieser Methode wird die axiale Frequenz der Ionenwolke oder die des Ions in
Abhängigkeit der axialen Temperatur bestimmt. Für ein perfekt harmonisches Po-
tential erwartet man keine Abhängigkeit der axialen Frequenz von der axialen Tem-
peratur. Steigt die axiale Frequenz mit der mittleren Energie an, weiÿ man, dass das
Potential nach auÿen zu stark ansteigt. In diesem Fall ist das tuning-ratio zu groÿ
gewählt. Das optimale tuning-ratio ist dann eingestellt, wenn die axiale Frequenz
keine Abhängigkeit von dem tuning-ratio aufweist. Das gegenüber Abbildung 5.19
deutlich gröÿere optimale tuning-ratio in Abbildung 5.20 kommt durch Au�adun-
gen der Elektroden oder der Isolatoren zwischen den Elektroden durch den zum
Erzeugen nötigen Elektronenstrahl zustande. Da das tuning-ratio für die g-Faktor-
Messungen sehr genau eingestellt werden muss, ist es nötig, nach jedem Erzeugen
das tuning-ratio neu einzustellen. Nur so kann gewährleistet werden, dass bei den
g-Faktor-Messungen die systematische relative Verschiebung der axialen Frequenz
kleiner als 10�7 ist.

5.11.2 Optimieren mit Hilfe der Güte der Ionenschwingung

Bei dieser Methode das elektrische Feld zu optimieren, wird einfach die Güte der
Ionenschwingung (siehe Abschnitt 4.2.3) als Funktion des tuning-ratios bestimmt.
Wurde eine gute Einstellung gefunden (es kann eine Güte der Ionenschwingung
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Abbildung 5.19:Abhängigkeiten der axialen Frequenz von der axialen Ener-
gie
Für ein tuning-ratio von 0; 8770 ist die axiale Frequenz fast unabhängig von der axialen
Energie. Dieses tuning-ratio entspricht dem Berechnetem (siehe Abbildung 3.3). Ist das
tuning-ratio zu groÿ gewählt, erhöht sich die axiale Frequenz mit der axialen Energie.
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Abbildung 5.20: Optimieren des tuning-ratios
Aufgetragen ist die Di�erenz der axialen Frequenzen eines einzelnen C5+-Ions zwischen
einer niedrigen (2,7 T0) und einer höheren axialen Temperatur (27,5 T0) als Funktion des
tuning-ratios. Beim optimalen tuning-ratio beträgt die relative Verschiebung der axialen
Frequenz weniger als 10�7.
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von mehr als 106 erreicht werden), wird die axiale Temperatur mit einer Anregung
durch ein spektrales Rechteck erhöht und erneut die Güte der Ionenschwingung als
Funktion des tuning-ratios untersucht. Anharmonizitäten machen sich bei der dann
gröÿeren Bewegungsamplitude stärker bemerkbar.

Die Optimierung mittels der Ionenfrequenz und die mittels der Güte der Ionen-
schwingung liefern die gleichen Resultate. Mit diesen beiden Methoden kann das
tuning-ratio so eingestellt werden, dass die 4. Ordnung der Entwicklung des Poten-
tials (C4-Term) kleiner als 10�5 � C2 ist.

Alle drei Methoden, das elektrische Potential zu optimieren (Optimieren durch
Massenspektren, durch die Ionenfrequenz und durch die Güte der Ionenschwingung),
sind ausführlich in [Häf98] diskutiert.

5.12 Bestimmung des Verlaufs des Magnetfeldes

Um die erwarteten systematischen Verschiebungen bei der Messung des g-Faktors
zu verstehen und abzuschätzen, ist es wichtig, den räumlichen Verlauf und damit
die Inhomogenitäten des Magnetfeldes zu bestimmen. Im Wesentlichen verwenden
wir drei Methoden:

� Bestimmung der freien Zyklotronfrequenz eines Ions an verschiedenen Orten

� Messung des B2-Terms über die Verschiebung der axialen Frequenz bei be-
kannter Zyklotronenergie

� Verschiebung des mittleren Magnetfeldes durch Erhöhung der axialen Energie.

5.12.1 Verschieben des Ions

Bei dieser Methode, die Inhomogenitäten des Magnetfeldes auszumessen, wird das
Ion durch einen dem harmonischen Potential überlagerten zusätzlichen elektrischen
Feldgradienten in Richtung der z-Achse verschoben und dann die freie Zyklotron-
frequenz als Maÿ für die Stärke des Magnetfeldes bestimmt (siehe Abbildung 5.21).
Der Ort des Ions wird ermittelt, indem zuerst mit Hilfe von Gleichung 3.18 der
Verlauf des Potentials berechnet und anschlieÿend das Minimum dieses Verlaufs nu-
merisch bestimmt wird. Diese Berechnungen wurden mit der Software Mathematica
Version 2.2.1 durchgeführt.

Um die freie Zyklotronfrequenz des Ions zu bestimmen, ist die Kenntnis der
reduzierten Zyklotronfrequenz und die der axialen Frequenz nötig. Die axiale Fre-
quenz wurde zwecks eines besseren Signal-Rausch-Verhältnisses an einer Ionenwolke
bestimmt.

Die Koe�zienten der Entwicklung des Magnetfeldes können dem Fit eines Po-
lynoms 2. Ordnung an den Magnetfeldverlauf entnommen werden (siehe Abbildung
5.21). Da schon ein kleiner systematischer Fehler bei der Messung der axialen Fre-
quenz eine Krümmung des Magnetfeldverlaufs vortäuscht, ist die Bestimmung des
B2-Koe�zienten mit so starker Unsicherheit belastet, dass sogar das Vorzeichen des
Koe�zienten mit dieser Messung nicht bestimmt werden konnte. Um mit dieser
Messmethode eine Aussage über den B2-Term zu erhalten, wäre eine Messung der
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Abbildung 5.21: Verlauf des Magnetfeldes in der Präzisions-Falle
Der erste Fehler des B2-Koe�zienten resultiert aus dem Fit an das berechnete Magnet-
feld. Der zweite Fehler rührt von der Unsicherheit von 10% der Verschiebung der axialen
Frequenz durch das Verschieben des Ions her. Da dieser Ein�uss symmetrisch in der Ver-
schiebung ist, spielt er für die Bestimmung des B1

z -Koe�zienten keine Rolle.
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axialen Frequenz als Funktion der Verschiebung mit einem einzelnen Ion, das zu-
sätzlich die gleiche Zyklotronenergie hat wie beim Nachweis der reduzierten Zyklot-
ronfrequenz, wünschenswert. Allerdings ist nicht zu erwarten, dass diese Messungen
die Genauigkeit, mit der der B2-Term bestimmt werden kann, wesentlich erhöhen.
Da die im nächsten Abschnitt erläuterte Methode einfacher zu handhaben ist und
schneller ausgeführt werden kann, wurde auf diese Messung der axialen Frequenz
eines einzelnen Ions als Funktion der Verschiebung verzichtet.

Da Unsicherheit der axialen Frequenz symmetrisch in der Verschiebung
ist, fällt sie bei asymmetrischen Magnetfeld-Inhomogenitäten heraus. Daher
kann der B1-Term aus den Messungen mit hoher Genauigkeit extrahiert wer-
den: B1 = 60; 4� 0; 2 �T=mm2. Berechnungen zum Ein�uss des Nickel-Rings der
Analyse-Falle auf das Magnetfeld in der Präzisions-Falle, die von Nikolaus Her-
manspahn durchgeführt wurden [Her96], ergaben B1 = 67 �T=mm. Dies legt nahe,
dass der Gradient des Magnetfeldes in der Präzisions-Falle durch den Nickel-Ring
der Analyse-Falle hervorgerufen wird.

5.12.2 Messung des B2-Terms

In diesem Abschnitt wird ein genaueres Verfahren vorgestellt, um den B2-Term zu
bestimmen, als es die in Abschnitt 5.12.1 beschriebene Methode ist. Dazu werden
die Verschiebungen der axialen Frequenz für eine bestimmte Zyklotronenergie (siehe
Gleichung 3.28) in der Präzisions- und in der Analyse-Falle miteinander verglichen.
Da der B2-Term in der Analyse-Falle sowohl aus Berechnungen [Her96] als auch
aus Messungen [Her99] bekannt ist, kann der B2-Term in der Präzisions-Falle be-
rechnet werden. Ein Problem hierbei ist allerdings, dass sich die B2-Terme in den
beiden Fallen und damit die Frequenzverschiebungen um drei Gröÿenordnungen un-
terscheiden. Zum einen macht die Gröÿe des B2-Terms in der Analyse-Falle zwar
seine Berechnung und auch seine direkte Messungen möglich, zum anderen führt
er aber dazu, dass die axiale Frequenz des Ions in der Analyse-Falle nur gemessen
werden kann, wenn die Zyklotronenergie kleiner als ca. 1 eV ist. Bei gröÿeren Ener-
gien der Zyklotronbewegung ist das Ion durch den groÿen magnetischen Anteil an
der potentiellen Energie zu anharmonisch gebunden und der Dip verschwindet. Bei
der in der Analyse-Falle maximal detektierbaren Zyklotronenergie von 1 eV wird in
der Präzision-Falle allerdings nur eine Verschiebung ��Pz der axialen Frequenz von
weniger als 1 Hz erreicht. Da die axiale Frequenz nur auf 50 mHz genau gemessen
werden kann, hat die Bestimmung des B2-Terms daher einen Fehler von ca. 10%.

��Pz [Hz] ��Az [Hz] ��Az
��Pz

B2 [
�T
mm2 ]

0,48 1561 3253 7,74
0,61 1761 2886 8,73
0,81 2670 3104 8,11

Tabelle 5.1: Gemessene Verschiebungen der axialen Frequenzen in der
Präzisions-Falle (��P

z
) und in der Analyse-Falle (��A

z
)

Legt man den in [Her96] berechneten und in [Her99] gemessenen Wert des
B2-Terms der Analyse-Falle von 10 (1) mT=mm2 zugrunde, so ergibt sich aus der
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Mittelung der Messungen der B2-Term in der Präzisions-Falle zu:

B2 = 8; 20 (50) (82) �T=mm2 : (5.9)

Der erste Fehler bezeichnet die Standardabweichung des Verhälnisses der Fre-
quenzverschiebungen. Der zweite Fehler beschreibt die Unsicherheit durch die
Kenntnis des B2-Terms der Analyse-Falle [Her99]. Berechnungen des vom Nickel-
Ring der Analyse-Falle in der Präzisions-Falle induzierten B2-Terms ergaben
B2 = 4; 3 �T=mm2 [Her96]. Dies belegt, dass ein erheblicher Teil der in der
Präzisions-Falle gemessenen Magnetfeldinhomogenität auf den Nickel-Ring zurück-
zuführen ist.

Mit dem gemessenen B2-Term ergibt sich aus Gleichung 3.28 für die Präzisions-
Falle:

E+ = 2; 18 (24)
eV

Hz
��z : (5.10)

5.12.3 Abhängigkeit des Magnetfeldes von der mittleren

axialen Energie

Eine andere Möglichkeit den B2-Term auszumessen, ist es die Abhängigkeit des
gemessenen Magnetfeldes von der axialen Energie zu bestimmen. Dazu wurde bei
5 verschiedenen Axialtemperaturen die freie Zyklotronfrequenz des Ions bestimmt.
Dies wurde erreicht, indem die drei Eigenfrequenzen des Ions bei jeweils 20 zufäl-
ligen Zyklotronenergien bestimmt wurde und dann durch eine Extrapolation auf
verschwindende Zyklotronenergie das Magnetfeld für ein in der Zyklotronbewegung
kaltes Ion berechnet wurde. Um den E�ekt einer Drift des Magnetfeldes auszuschal-
ten, wurden die Messungen wechselweise durchgeführt. Abbildung 5.22 zeigt, dass
selbst beim gekühlten Ion (T = T0 = 60 K) das mittlere Magnetfeld um ca. 70 mHz
nach oben verschoben ist. Dieser E�ekt kann qualitativ verstanden werden, wenn
man das über eine Periode der axialen Schwingung (mit der Energie Ez =

1
2
m!2

zz
2
0)

gemittelte Magnetfeld berechnet (siehe Gleichung 3.35). Da sich die axiale Ener-
gie durch einen Nachweis der axialen Frequenz ständig um etwa die thermische
Energie von 60 K ändert, verursacht eine in der z-Achse symmetrische Magnetfeld-
Inhomogenität entsprechende Verbreiterungen und Verschiebungen der Zyklotron-
und Larmor-Resonanz (siehe Abschnitt 3.4.1). Mit den dort dargestellten Annah-
men erhält man aus der Messung B2 = 7; 0 (8)(20) �T=mm2. Wobei der erste Fehler
von der statistischen Ungenauigkeit der Messung her rührt und der zweite Fehler
durch die Unsicherheiten in der elektronischen Temperatureichung (siehe Abschnitt
5.10.1) zustande kommt. Dieser Wert be�ndet sich in Übereinstimmung mit der
in Abschnitt 5.12.2 beschriebenen Messung. Da die Aussagekraft dieser Messung
in quantitativer Hinsicht durch die hierfür notwendige Eichung der elektronischen
Temperatur des Schwingkreises (siehe Abschnitt 5.10.1) nicht so direkt ist, wie die
in Abschnitt 5.12.2 beschriebene Messung mittels der Bestimmung des Verhältnisses
der axialen Frequenzverschiebungen in der Analyse- und der Präzisions-Falle, wird
für weitere Rechnungen das Ergebnis letzterer Methode verwandt (siehe Gleichung
5.9). Arbeitet man mit hohen axialen Anregungen, kann man jedoch mit dieser Me-
thode schnell eine Aussage über die Gröÿenordnung des B2-Terms machen. Daher
ist sie für das Optimieren des Magnetfeldes besonders geeignet.
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Abbildung 5.22:Das mittlere Magnetfeld als Funktion der Axialtemperatur
Eine Erhöhung der axialen Energie von 60 K führt durch den positiven B2-Term zu einer
Erhöhung des mittleren Magnetfeldes um �B=B = 4; 5 � 10�9. Da sich auch ohne externe
Anregung die mittlere axiale Energie durch die Wechselwirkung mit dem Schwingkreis
ständig ändert, verbreitert dieser E�ekt die Zylotronresonanz.
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5.13 Detektion von spin-�ips in der Analyse-Falle

Da zur Messung des g-Faktors die Larmor-Präzessionsfrequenz bestimmt wird, ist
die Detektion von spin-�ips von entscheidender Wichtigkeit. Für fast alle hochge-
ladenen Ionen kommt wegen der fehlenden optischen Übergänge kein Nachweis der
Einstellung des Spins mittels optischer Doppelresonanzspektroskopie in Frage. Daher
weisen wir die Einstellung des Spins mittels einer starken Inhomogenität des Magnet-
feldes nach. Die Wechselwirkung des magnetischen Moments des Eigendrehimpulses
des Elektrons mit dem B2-Term der Magnetfeld-Inhomogenität ändert die Steilheit
des in axialer Richtung bindenden Potentials (siehe Gleichung 3.14). Dies kann über
eine Änderung der axialen Frequenz nachgewiesen werden (siehe Gleichung 3.16).
Diese Methode, spin-�ips zu detektieren, wurde zuerst von Dehmelt et al. für die
Bestimmung des g-Faktors des freien Elektrons genutzt [Dyc77]. In Anlehnung an
die Trennung der Spin-Eigenzustände von Stern und Gerlach 1922 [Ger22a, Ger22b]
bezeichnete Dehmelt diesen E�ekt als kontinuierlichen Stern-Gerlach-E�ekt [Deh90].
Die Änderung der Rückstellkraft durch die Wechselwirkung des magnetischen Mo-
ments des Spins mit dem inhomogenen Magnetfeld ist sehr klein. Im Fall des Elek-
trons, gebunden in einem Ion, ist, da die Masse des Ions sehr viel gröÿer ist als
die des Elektrons, die relative Änderung der axialen Frequenz zusätzlich um das
Massenverhältnis kleiner (siehe Gleichung 3.16). Daher wurde für die Messungen an
12C5+ zusätzlich zu einem präzisen Nachweis der axialen Frequenz (siehe Abschnitt
5.2)) auf 10�6 mit einer sehr starken Magnetfeld-Inhomogenität (B2 = 10 mT=mm2)
gearbeitet. Abbildung 5.23 zeigt Messungen der axialen Frequenz eines 12C5+-Ions
in der Analyse-Falle, bei denen jeweils zwischen den Messungen der axialen Frequenz
durch ein Mikrowellenfeld bei 104 GHz versucht wurde, spin-�ips zu induzieren. Eine
Änderung der axialen Frequenz von 0,7 Hz zeigt an, dass dies tatsächlich gelang. Da
durch die Messung der Spin-Eigenzustand nicht geändert wird, spricht man hier von
einem quantum-non-demolition measurement. Es handelt sich um die Realisierung
des (fast) �optimalen� Messprozesses [Deh86, Ste96] in der Quantenmechanik.

5.13.1 Bestimmung des g-Faktors in der Analyse-Falle

Die Messung des g-Faktors in der Analyse-Falle ist der Inhalt der Dissertation von
Nikolaus Hermanspahn [Her99]. Für diese Messungen sind nach Gleichung 3.6 die Be-
stimmung der Larmor-Präzessions- und der Zyklotron-Frequenz nötig. Die Larmor-
Präzessionsfrequenz wurde bestimmt, indem die spin-�ip-Rate aus Messungen ähn-
lich derer, die in Abbildung 5.23 gezeigt ist, extrahiert wird. Die spin-�ip-Rate als
Funktion der eingestrahlten Mikrowellenfrequenz ergibt dann die Larmor-Resonanz.
Die Zyklotronfrequenz wird durch die indirekte Methode �durch ein inhomogenes
Magnetfeld� (siehe Abschnitt 5.3.2) bestimmt.

Die Messgenauigkeit ist durch die notwendig starke Inhomogenität des Magnet-
feldes im Zusammenhang mit der Boltzmann-Verteilung der axialen Energie (siehe
Abschnitt 3.4) limitiert. Die relativen Verbreiterungen durch diesen E�ekt betragen
sowohl für die Larmor- als auch für die Zyklotron-Resonanz in der Analyse-Falle
10�5 [Her99]. Weiterhin macht sich eine eventuelle Änderung des Radius der Magne-
tronbewegung während der Messung durch das sehr inhomogene Magnetfeld stark
bemerkbar. In [Her00, Her99] wird für den g-Faktor des in 12C5+ gebunden Elektrons

g = 2; 001 041 8 (14) (12) (5.11)



84 KAPITEL 5. EXPERIMENTELLES

Abbildung 5.23: Spin-�ips eines Elektrons gebunden in einem 12C5+-Ion
Jeder Punkt stellt die Messung der axialen Frequenz in der Analyse-Falle mittels der in
Abschnitt 5.2 beschriebenen Methode dar. Zwischen jeder Messung der axialen Frequenz
wurden resonant Mikrowellen eingestrahlt. Die Einstellung des Spins des Elektrons kann
durch die Änderung der axialen Frequenz beobachtet werden.
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angegeben. Der erste Fehler bezeichnet die statistische, der Zweite die systematische
Unsicherheit. Die relative Messgenauigkeit beträgt damit 10�6. Dieses Ergebnis ve-
ri�ziert die relativistische L-S-Kopplung auf 0,1% und stellt den präzisesten Test
der relativistischen L-S-Kopplung dar.
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Kapitel 6

Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die durchgeführten Messungen des g-Faktors des in
12C5+ gebunden Elektrons diskutiert. Die dabei verwandte Methode, die �Transport-
Methode�, zeichnet sich dadurch aus, dass die Linienverbreiterungen der notwendi-
gen magnetischen Flasche vermieden werden, indem die eigentliche Messung im ho-
mogenen Teil des Magnetfeldes statt�nden. Da die so erreichte Messgenauigkeit sehr
hoch ist, muss besonderes Augenmerk auf die systematischen Fehlerquellen gelegt
werden.

6.1 Messablauf

Für die Messung des g-Faktors des Elektrons in 12C5+ wird zunächst ein einzelnes
12C5+-Ion präpariert:

1. Erzeugen einer Ionenwolke mit UFEP = �600 V, UZieh = 800 V und
IFEP � 2 nA (siehe Abschnitt 5.1)

2. Präparieren einer reinen 12C5+-Wolke (�Putzen�, siehe Abschnitt 5.6)

3. Reduzieren der Anzahl der 12C5+-Ionen auf ein einzelnes 12C5+-Ion (siehe Ab-
schnitt 5.7)

4. Kühlen der axialen Bewegung, der Zyklotronbewegung und Reduktion des
Magnetronradius (siehe Abschnitte 5.9.1 und 5.9.2).

Diese Schritte können leicht innerhalb von 5 Minuten durchgeführt werden. Da sich
beim Erzeugen der Ionenwolke Au�adungen auf den Fallenelektroden bilden, muss
anschlieÿend das elektrische Potential neu optimiert werden (siehe Abschnitt 5.11).
Danach steht ein einzelnes 12C5+-Ion praktisch für unbegrenzte Zeit zur Messung
des g-Faktors zur Verfügung (Speicherzeit � > 1=2 Jahr [Her99]). Die Messung des
g-Faktors umfasst im Wesentlichen folgende Schritte:

1. Bestimmung der Ausrichtung des Spins in der Analyse-Falle

2. Versuch, in der Präzisions-Falle bei einem vorgegeben Frequenzverhältnis
�L=�c spin-�ips zu induzieren

3. Erneute Bestimmung der Ausrichtung des Spins in der Analyse-Falle.

87
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Zu betonen ist hier, dass die Larmor-Präzessions- und die freie Zyklotron-Frequenz
in der Präzisions-Falle gemessen werden, d.h. fast alle wichtigen Messgröÿen wer-
den im gegenüber dem der Analyse-Falle sehr viel homogeneren Magnetfeld der
Präzisions-Falle bestimmt. Da beide Frequenzen sogar gleichzeitig gemessen werden
können, verbreitern zeitliche Änderungen des Magnetfeldes die Resonanz wenig und
die Messgenauigkeit wird weiter erhöht. Dies ist ein klarer Vorteil gegenüber den
Messungen des g-Faktors des freien Elektrons [Dyc86b] und dem bisher von uns an-
gewandten Verfahrens [Her00, Her99], bei dem die Larmor-Präzessionsfrequenz in
der Falle mit der zur spin-�ip-Detektion notwendigen magnetischen Flasche (d.h.
mit einer sehr starken Inhomogenität) bestimmt wird. Das in der Präzisions-Falle
im Vergleich zur Analyse-Falle um drei Gröÿenordnungen homogenere Magnetfeld
schlägt sich direkt in der um drei Gröÿenordnungen schmaleren Linienbreite nie-
der. Die Funktion der Analyse-Falle ist es lediglich, die Ausrichtung des Spins vor
und nach dem Einstrahlen der Mikrowellen festzustellen (siehe Abbildung 6.1). Um
eine ausreichende Statistik zu erhalten, musste daher das Ion einige 1000-mal zwi-
schen den beiden Fallen hin und her transportiert werden. Da sich beim Transport
die Speicherspannungen in der Analyse-Falle und auch die Bewegungsamplituden
des Ions (insbesondere die der reduzierten Zyklotronbewegung) ändern, kann nicht
einfach aus der Di�erenz der axialen Frequenzen des Ions in der Analyse-Falle vor
und nach dem Transport auf einen spin-�ip geschlossen werden: Die vor und nach
dem Hin- und Rück-Transport gemessenen Änderungen der axialen Frequenz ohne
Spinumkehr betragen ca. 0,5 Hz und lassen es daher nicht zu, eine Änderung der
Ausrichtung des Spins von 0,7 Hz sicher zu detektieren (siehe Abbildung 6.1). Da-
her muss für eine Detektion eines spin-�ips in der Präzisions-Falle die Einstellung
des Elektronen-Spins in der Analyse-Falle bestimmt werden. Im Folgenden werden
die einzelnen Schritte zur Messung des g-Faktors näher erläutert (siehe auch Tabelle
6.1):

6.1.1 Bestimmung der Ausrichtung des Spins in der Analy-

se-Falle

Wegen der starken Inhomogenität des Magnetfeldes in der Analyse-Falle hängt dort
die axiale Frequenz nach Gleichung 3.16 von der Einstellung des magnetischen Mo-
ments des Ions ab. Dies erlaubt es uns, die beiden Einstellungen des Spins des Elek-
trons über einen Unterschied in der axialen Frequenz zu unterscheiden. Zu Beginn
werden zur Spin-Analyse in der Analyse-Falle Mikrowellen bei 105 GHz eingestrahlt
und anschlieÿend die axiale Frequenz bestimmt. Dies wird solange durchgeführt
bis ein spin-�ip durch eine Änderung der axialen Frequenz von 0; 7 Hz (siehe auch
Abschnitt 5.13) detektiert wurde. Aus der Richtung der Änderung kann gefolgert
werden, welche Einstellung der Spin des Elektrons jetzt hat, beziehungsweise zu
Beginn hatte (vergleiche Abbildungen 5.23 und 6.1). Damit eventuelle Schwankun-
gen der Speicherspannung und Fehler bei der automatischen Frequenzbestimmung
besser erkannt werden können, wird nach dem Erkennen eines spin-�ips die axiale
Frequenz nochmals bestimmt. Anschlieÿend wird noch ein zweiter spin-�ip indu-
ziert, sodass die Einstellung des Elektronen-Spins die gleiche Ausrichtung wie zu
Beginn der Spin-Analyse hat. Dies dient dazu, Fehlinterpretationen der Ausrich-
tung des Spins zu vermeiden zu können. Danach wird das Ion in die Präzisions-Falle
transferiert.
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Abbildung 6.1: Detektion eines spin-�ips in der Präzisions-Falle
Diese Abbildung zeigt, wie die spin-�ips in der Präzisions-Falle detektiert wurden. Dazu
wird zuerst die Ausrichtung des Spins des Elektrons in der Analyse-Falle bestimmt, in-
dem dort wiederholt die axiale Frequenz des Ions gemessen wird und jeweils zwischen den
Messungen Mikrowellen eingestrahlt werden. (siehe Abschnitt 5.13). Anschlieÿend wird
das Ion in die Präzisions-Falle transportiert und dort ein bestimmtes Frequenzverhältnis
�L=�c getestet (gestrichelte Linie). Nach dem Rücktransport in die Analyse-Falle kann hier
festgestellt werden, ob in der Präzisions-Falle ein spin-�ip stattfand. Zu erkennen ist auch,
daÿ sich die axiale Frequenz nach dem Rücktransport zu viel geändert hat, um durch eine
Frequenzmessung zu entscheiden, ob ein spin-�ip in der Präzisions-Falle stattfand. Daher
muss die Ausrichtung des Spins immer absolut bestimmt werden.
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6.1.2 Induzieren von spin-�ips in der Präzisions-Falle

In der Präzisions-Falle wird als erstes die reduzierte Zyklotronbewegung mit einem
spektralen Rechtecksignal mit Mittenfrequenz bei der reduzierten Zyklotronfrequenz
�+ angeregt. Die Anregung wird über die geteilte Korrekturelektrode eingekoppelt,
die so ein Wechselfeld erzeugt, das am Ort des Ions den zur Anregung der Zyklotron-
bewegung nötigen radialen Dipol-Anteil besitzt. Danach wird die Zyklotronenergie
des Ions über die Stärke des vom Ion induzierten Spiegelstroms ständig bestimmt
(vergleiche Abbildung 5.6). Wenn die Energie unter einen bestimmen Schwellenwert
gefallen ist, beginnt die eigentliche Messphase:

Zunächst wird die axiale Frequenz bestimmt: Da die axiale Frequenz nach Glei-
chung 3.28 auch von der Zyklotronenergie abhängt, wird, damit diese möglichst
konstant bleibt, der Zyklotron-Schwingkreis verstimmt, sodass er sich nicht mehr in
Resonanz mit dem Ion be�ndet. Dies ist unbedingt nötig, da ansonsten durch die
Änderung der axialen Frequenz während ihrer Messung kein oder nur ein schwa-
ches axiales Signal (Dip) gemessen werden kann. Um ein besseres Signal-Rausch-
Verhältnis zu erhalten, wird der axiale Schwingkreis mit einem spektralen Rechteck
angeregt (siehe Abschnitt 5.2.1). Die axiale Frequenz macht sich nach Gleichung 4.17
durch ein Minimum in der Spannungsdichte bemerkbar (siehe Abbildung 6.2). Um
wieder ein messbares Zyklotronsignal zu erhalten, wird anschlieÿend der Zyklotron-
Schwingkreis wieder in Resonanz gebracht. Danach werden gleichzeitig Mikrowellen
zum Induzieren eines spin-�ips eingestrahlt und die reduzierte Zyklotronfrequenz ge-
messen (siehe Abbildung 6.3). Die Frequenz-Au�ösung der Fourier-Transformation
betrug bei der Messung �� =12 mHz, sodass die beiden für die Bestimmung des
g-Faktors wichtigsten Prozesse (Messung der reduzierten Zyklotronfrequenz und
Einstrahlen der Mikrowellen) gleichzeitig innerhalb von t = 1=�� = 83 s (Fourier-
Limit) durchgeführt wurden. Die Gleichzeitigkeit der beiden Messungen hat den
Vorteil, dass eine Verbreiterung der g-Faktor-Resonanz und systematische Fehler
durch die zeitliche Änderung des magnetischen Feldes oder durch eine Änderung des
Ortes, an dem sich das Ion be�ndet, vermieden werden. Zum Abschluss der enge-
ren Messphase wird nochmals, wie oben beschrieben, die axiale Frequenz gemessen.
Für die Bestimmung der freien Zyklotronfrequenz ist die Magnetronfrequenz von
untergeordneter Bedeutung, sodass das Verhältnis aus eingestrahlter Mikrowellen-
frequenz und freier Zyklotronfrequenz innerhalb kürzester Zeit (� 3 min) bestimmt
ist. Abbildung 6.4 veranschaulicht die Bewegung des Ions während der Messphase.

Danach wird die Zyklotronbewegung des Ions, um es in der Analyse-Falle nach-
weisen zu können, durch Seitenbandkühlung (siehe Abschnitt 5.9.2) innerhalb von
weniger als 1 Minute auf ca. 130 meV abgekühlt. Um ein Maÿ für die Zyklotronen-
ergie des Ions, bei der die eigentliche Messung stattfand, zu erhalten, wird die axiale
Frequenz bei dieser relativ geringen Energie der Zyklotronbewegung nochmals be-
stimmt. Aus der Änderung der axialen Frequenz, die durch andere Zyklotronenergie
des Ions verursacht wird, kann so mittels Gleichung 3.28 die ursprüngliche Zyklot-
ronenergie bestimmt werden.
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Abbildung 6.2: Typisches Nachweissignal der axialen Frequenz für die g-
Faktor-Messungen
Die Au�ösung der Fourier-Transformation beträgt 124 mHz. Für die Messung wurde 50 s
lang gemittelt. Zur Verbesserung des Signal-Rausch-Verhältnisses wurde das Ion mit einem
spektralem Rechteck angeregt (siehe Abschnitt 5.2.1). Die axiale Temperatur des Ions
betrug daher während des axialen Nachweises etwa 8�T0 � 8�60 K� 500 K (siehe Abschnitt
5.10).
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Abbildung 6.3: Typische Zyklotronresonanz
Die Fourier-Transformation wurde mit einer Au�ösung von 12 mHz durchgeführt. Die
Messzeit betrug dementsprechend � = 1=�� =83 s. Die Linienbreite von 36mHz entspricht
den Erwartungen von 35 mHz aus Abschnitt 3.4.1 (siehe die Abbildungen 3.3, 3.4 und 6.12).



6.1. MESSABLAUF 93

-100

0

100
-100

0

100

-100

0

100

y [µm]

z [µm]

x [µm]

Abbildung 6.4: Trajektorie eines C5+-Ions in der Präzisions-Falle mit
während der Messphase typischen Parametern
Vergleiche dazu Abbildung 3.1.
Bewegungsamplituden: r+ = 46 �m z0 = 50 �m r� = 93 �m
Bewegungsfrequenzen: �+ = 24 075 kHz �z = 929 kHz �� = 18 kHz
Energien: E+ = 3 eV Ez = 5 meV E� = �10 meV
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Zeit[min]

Bestimmung der Ausrichtung des Spins in der Analyse-Falle 13
Transport des Ions in die Präzisions-Falle 0
Anregen der Zyklotronbewegung auf ca. 10-30 eV 1
Widerstandskühlen der Zyklotronbewegung auf 1 - 20 eV 4
Messen der axialen Frequenz 1
Messen der reduzierten Zyklotronfrequenz 1
und gleichzeitiges Einstrahlen der Mikrowellen
Messen der axialen Frequenz 1
Seitenbandkühlen auf E+ = 0; 13 eV 1
Messen der axialen Frequenz 1
Transport in die Analyse-Falle 0
Erneute Bestimmung der Ausrichtung des Spins nächster Zyklus

Summe: 23

Tabelle 6.1: Ablauf der g-Faktor-Messungen
Diese Tabelle gibt einen Überblick über die einzelnen Schritte zur Messung des g-Faktors.
Die Messungen der Gröÿen, die unmittelbar in das Verhältnis der Frequenzen zur Bestim-
mung des g-Faktors eingehen, sind fett gedruckt. Sie zeigt, dass ca. 1/2 Stunde Messzeit
benötigt wurde, um ein bestimmtes Verhältnis von Larmor-Präzessions- und Zyklotron-
Frequenz zu testen.

6.1.3 Erneute Bestimmung der Ausrichtung des Spins in der

Analyse-Falle

Nach dem Transport des Ions von der Präzisions-Falle in die Analyse-Falle wird,
wie in Abschnitt 6.1.1 beschrieben, die Einstellung des Spins erneut analysiert. Die
Kenntnis der Einstellung des Spins vor und nach dem Aufenthalt des Ions in der
Präzisions-Falle erlaubt es dann, eine Aussage über einen eventuellen spin-�ip beim
Einstrahlen der Mikrowellen in der Präzisions-Falle zu machen (siehe Abbildung 6.1).
Damit diese Aussage überhaupt zuverlässig getro�en werden kann, ist es wichtig,
zu zeigen, dass während des Transports des Ions zwischen den Fallen kein spin-
�ip auftritt. Dies konnte erstmals Ende Januar 1999 gezeigt werden, indem, ohne
Mikrowellen einzustrahlen, die Ausrichtung des Elektronen-Spins in der Analyse
direkt vor und nach dem Transport in die Präzisions-Falle bestimmt wurde.
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6.2 Systematische Fehlerquellen

In diesem Abschnitt werden E�ekte diskutiert, die den gemessenen Wert des g-
Faktors verfälschen können:

1. Inhomogenitäten des Magnetfeldes (Abschnitt 6.2.1)

2. Zeitliche Drift des Magnetfeldes (Abschnitt 6.2.2)

3. Abweichungen des elektrischen Feldes vom Quadrupolverlauf (Abschnitt 6.2.3)

4. Zeitliche Drift des elektrischen Feldes (Abschnitt 6.2.4)

5. Fehler bei der Bestimmung der Zyklotronenergie (Abschnitt 6.2.5)

6. Verschiebung der Zyklotronresonanz (Abschnitt 6.2.6)

7. Asymmetrie der g-Faktor-Resonanz (Abschnitt 6.2.7)

8. Relativistische Korrekturen (Abschnitt 6.2.8)

9. Cavity-QED-E�ekte (Abschnitt 6.2.9)

10. Räumliche Inhomogenität der Mikrowellen (Abschnitt 6.2.10)

11. Intensität und Form des Mikrowellensignals (Abschnitt 6.2.11)

12. Dämpfung der Bewegung des Ions (Abschnitt 6.2.12)

13. Ungenauigkeiten der Uhren-Quarze (Abschnitt 6.2.13)

14. Massenverhältnis des Elektrons und des Ions (Abschnitt 6.2.14).

6.2.1 Inhomogenitäten des Magnetfeldes

Neben Verbreiterungen der Resonanzen führen Inhomogenitäten des Magnetfeldes
durch Änderungen der Bahnparameter des Ions auch zu Verschiebungen der Larmor-
und Zyklotron-Frequenz. Daher wird in der Penning-Fallen-Massenspektrometrie
sehr viel Wert darauf gelegt, Ferromagnetika in der Nähe der Apparatur zu ver-
meiden und mit zusätzlichen Spulen ein möglichst homogenes Magnetfeld bereitzu-
stellen. In unserem Fall spielt dieser E�ekt der Magnetfeld-Inhomogenitäten keine
so entscheidende Rolle, da die Larmor-Präzessions- und Zyklotron-Frequenz gleich-
zeitig bestimmt werden können und daher die Messgröÿen durch das selbe mittlere
Magnetfeld bestimmt werden. Bei genauerer Betrachtung können aber zwei Prozesse
ausgemacht werden, die den gemessenen g-Faktor trotzdem verfälschen:

� Da die freie Zyklotronfrequenz keine Eigenfrequenz in einer Penning-Falle ist,
muss sie aus den drei Eigenfrequenzen des Ions in der Falle berechnet werden.
Dabei ergibt sich das Problem, dass diese Formeln nicht ohne weiteres für in-
homogene Magnetfelder anwendbar sind. Dies kann man leicht einsehen, da
das magnetische Moment des Ions, das z.B. durch die kreisförmige reduzierte
Zyklotronbewegung zustande kommt, in einem inhomogenen Magnetfeld eine
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zusätzliche Kraft erzeugt. Um diese Verfälschung des aus der Zyklotronfre-
quenz gewonnenen Magnetfeldes zu untersuchen, wurde die Zyklotronenergie
und damit das magnetische Bahnmoment des Ions gezielt variiert (siehe Ab-
schnitt 6.3.1).

� Die Mittelungsprozesse über das Magnetfeld sind für die Larmor- und
Zyklotron-Bewegung durch ihre stark unterschiedlichen Frequenzen verschie-
den (siehe Abschnitt 3.4.1). Zusätzlich kann die Larmor- im Gegensatz zur
Zyklotron-Resonanz gesättigt werden. Daher kann die Inhomogenität, die die
Hauptursache für die endliche Linienbreite ist, die jeweilige Linienmitte unter-
schiedlich beein�ussen (siehe Abschnitte 6.3.3 und 6.3.4).

Aus diesen Gründen ist der Ein�uss der Magnetfeld-Inhomogenitäten auf die g-
Faktor-Messungen eine der gröÿten Unsicherheiten bei der Bestimmung des g-
Faktors. Um diese Ein�üsse zu untersuchen, wurden folgende Messungen durch-
geführt:

1. Messung der g-Faktor-Resonanz bei verschiedenen Zyklotronenergien (siehe
Abschnitt 6.3.1)

2. Messung der g-Faktor-Resonanz bei verschiedenen mittleren axialen Energien
(siehe Abschnitt 6.3.4)

3. Messung der reduzierten Zyklotronfrequenz als Funktion der Zyklotronenergie
(siehe Abbildung 6.5)

4. Untersuchung der freien Zyklotronfrequenz als Funktion der Zyklotronenergie
(siehe Abbildung 6.6)

5. Messung der Magnetronfrequenz als Funktion der Zyklotronenergie (siehe Ab-
bildung 6.7)

6. Bestimmung der freien Zyklotronfrequenz als Funktion der axialen Energie
(siehe Abschnitt 5.12.3).

Die theoretischen Verschiebungen der Eigenfrequenzen wurden in Abschnitt 3.3.2
diskutiert.

Messung der reduzierten Zyklotronfrequenz als Funktion der Zyklotron-
energie

Bei dieser Messung wurde die Zyklotronenergie gezielt angeregt und anschlieÿend
sowohl die reduzierte Zyklotronfrequenz als auch die axiale Frequenz, deren Ver-
schiebung als Maÿ für die Zyklotronenergie dient, gemessen. Die Zyklotronenergien
wurden zufällig gewählt, damit sich eine Magnetfelddrift nur durch eine breitere
Streuung in den Messwerten niederschlagen kann. Nach Gleichung 3.27 erwartet
man folgenden Zusammenhang:

��+=�+ = �1; 604 � 10�9 ��z=Hz : (6.1)

Die Messungen sind in Abbildung 6.5 dargestellt. Die gemessene Abhängigkeit ist
mit �2; 363 (98) � 10�9 ��z=Hz um fast 50% gröÿer. Dies lässt sich durch Anteile des
Magnetfeldes erklären, die nicht axialsymmetrisch sind.
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Abbildung 6.5: Die gemessene reduzierte Zyklotronfrequenz als Funktion
der Energie der Zyklotronbewegung
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Bestimmung der freien Zyklotronfrequenz als Funktion der Zyklotronen-
ergie

In Abbildung 6.6 ist zu erkennen, dass die Abhängigkeit der nach Glei-
chung 3.12 berechneten freien Zyklotronfrequenz von der Zyklotronenergie (in
Einheiten der Verschiebung der axialen Frequenz) wesentlich geringer ist, als
es für die reduzierte Zyklotronfrequenz (siehe Abbildung 6.5) der Fall ist
(��c=�c = �5; 40 (99) � 10�10 ��c=Hz). Nach Gleichung 3.32 wird jedoch keinerlei
Abhängigkeit von der Zyklotronenergie erwartet. Eine Abhängigkeit lässt sich durch
relativistische Verschiebungen erklären. Setzt man für die Energie bei 1 Hz axialer
Frequenzverschiebung 2; 18(24) eV (siehe Gleichung 5.10) ein, so erhält man als
theoretische Abhängigkeit ��c=�c = �1; 84 (19) � 10�10 ��z=Hz (siehe auch Glei-
chung 3.29). Die Gröÿenordnung der Verschiebung wird korrekt wiedergegeben. Die
verbleibende Diskrepanz kann wiederum durch das nicht perfekt axialsymmetrische
Feld erklärt werden.

Abbildung 6.6: Die freie Zyklotronfrequenz als Funktion der Energie der
Zyklotronbewegung
Aus dem Vergleich zu Abbildung 6.5 kann entnommen werden, dass die Abhängigkeit
der nach Gleichung 3.12 berechneten freien Zyklotronfrequenz von der Zyklotronenergie
kleiner ist als die der reduzierten Zyklotronfrequenz. Dies liegt daran, dass die berechnete
freie Zyklotronfrequenz theoretisch das Magnetfeld im Zentrum der Zyklotronbewegung
widerspiegeln sollte, während die reduzierte Zyklotronfrequenz direkt von der Bahn des
Ions bestimmt wird.
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Abbildung 6.7:Die gemessene Magnetronfrequenz als Funktion der Energie
der Zyklotronbewegung
Die gemessene Magnetronfrequenz hängt linear von der Zyklotronenergie ab.

Messung der Magnetronfrequenz als Funktion der Zyklotronenergie

In Abbildung 6.7 ist eine Messung gezeigt, bei der die Magnetronfrequenz durch
Anregen mit dem unteren Seitenband �z��� (siehe Abschnitt 5.4) als Funktion der
axialen Energie bestimmt wurde. Nach Gleichung 3.27 erwartet man als Abhän-
gigkeit der Magnetronfrequenz von der Zyklotronenergie ���=�� = 0; 038 ��z=Hz.
Wiederum wurde im Experiment mit ���=�� = 0; 048 (7) ��z=Hz eine etwas grö-
ÿere Abhängigkeit beobachtet.

Ein�uss des endlichen Magnetronradius

Der Ein�uss des endlichen Magnetronradius und des damit verbundenen magneti-
schen Moments auf die Bestimmung der freien Zyklotronfrequenz kann aus folgen-
dem Grund vernachlässigt werden: Als Maÿ für die Kraft des magnetischen Mo-
ments kann � wie im Fall einer endlichen Energie der Zyklotronbewegung � die
Verschiebung der axialen Frequenz herangezogen werden. In der Analyse-Falle wur-
den bei Magnetronradien (� 100 �m), die gröÿer sind als diejenigen, bei denen die
g-Faktor-Resonanzen aufgenommen wurden, Verschiebungen der axialen Frequenz
von ca. 2 Hz beobachtet. Da die magnetische Flasche in der Präzisions-Falle um
3 Gröÿenordnungen kleiner als die in der Analyse-Falle ist, entspricht dieser Ma-
gnetronradius einer Verschiebung der axialen Frequenz von weniger als 2 mHz in
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der Präzisions-Falle. Daher hat der Radius der Magnetronbewegung nach Gleichung
3.27 einen Ein�uss von weniger als 0,1 mHz auf die berechnete freie Zyklotronfre-
quenz. Somit ist der Ein�uss der endlichen Energie der Magnetronbewegung auf den
Messwert des g-Faktors mit 10�11 vernachlässigbar klein.

Die durch die räumliche Imperfektion des Magnetfeldes verursachten Frequenz-
verschiebungen konnten verstanden werden. Der nicht axialsymmetrische Anteil des
Magnetfeldes macht aber Extrapolationen der g-Faktor-Resonanz-Messungen auf
eine verschwindende Zyklotronenergie notwendig. Diese wird in Abschnitt 6.3.1 be-
sprochen.

6.2.2 Zeitliche Drift des Magnetfeldes

Da die magnetfeldabhängigen Gröÿen gleichzeitig bestimmt werden, wird die g-
Faktor-Resonanz durch eine Drift des Magnetfeldes nicht verschoben. Trotzdem ist
sie, wie in allen Penning-Fallen-Experimenten, in denen Zyklotronfrequenzen mit ex-
trem hohen Genauigkeiten bestimmt werden, eine der Hauptlimitierungen der Mess-
genauigkeit1 [Gab88, Bro86a, DiF94, Dyc95, Nat93, Dyc86b, Car95]. Die Drift des
Magnetfeldes wirkt sich bei diesen Experimenten zur Bestimmung von Massenver-
hälnissen vor allem dadurch aus, dass sich das Magnetfeld zwischen der Bestimmung
der freien Zyklotronfrequenzen zweier verschiedener Ionen geändert hat.

In Abbildung 6.8 ist die Entwicklung unseres Magnetfeldes über einen Zeitraum
von 12 Tagen gezeigt. Diese Drift wird durch das vom Nachweis der Zyklotronbeweg-
ung verursachte Kühlen bewirkt (siehe Gleichung 3.27). In anderen Arbeitsgruppen
werden mit ähnlichen sich selbst abschirmenden Magnetsystemen um eine Gröÿen-
ordnung kleinere Schwankungen des Magnetfeldes von weniger als 10�9 pro Stunde
beobachtet [Gab88, Car95]. Allerdings wird bei diesen Experimenten darauf geach-
tet, kein ferromagnetisches Material im Innern und in der Nähe des Magneten zu
plazieren. Meiner Ansicht nach ist der verwendete Nickel-Ring, beziehungsweise die
von ihm verursachte Inhomogenität des Magnetfeldes, die Ursache für die relative
Änderung des Magnetfeldes von bis zu 10�7 auf einer Zeitskala von Tagen: Bei dem
gemessenen linearen Gradienten des Magnetfeldes von 60 �T=mm (siehe Abschnitt
5.12.1) reicht bereits eine Verschiebung der Falle von 1 �m aus, dass sich das Mag-
netfeld im Zentrum der Falle um 10�8 ändert. Da sich die Falle aber nur als Ganzes,
d.h. zusammen mit dem Nickel-Ring, im Magneten verschieben kann, ist der Haupt-
e�ekt wohl eher darin zu suchen, dass der Nickel-Ring in den Spulen des Magneten
durch eine Bewegung einen Gegenstrom induziert. Dieser E�ekt liegt in der gleichen
Gröÿenordnung wie der, bei dem sich die Position des Ions im Magnetfeld verschiebt.
Positionsänderungen der Falle im �m-Bereich können leicht durch Erschütterungen
oder Änderungen der Temperatur der Aufhängung der Falle verursacht werden. Die-
se Temperaturänderungen der Aufhängung der Falle kommen hauptsächlich durch
Änderungen des Druckes über dem Helium- und Sticksto�-Dewar-Gefäÿ der Appara-
tur und damit des Siedepunktes des Heliums bzw. des Sticksto�s zustande [Gab88].
Daher ist, um die Magnetfelddrift zu senken, eine Stabilisierung des Druckes über
dem Helium-Dewar-Gefäÿ geplant. Ähnlich bewirkt eine Änderung der Temperatur

1Aus diesem Grund benutzen Van Dyck et al. für ihre Massenmessungen eine aktive Driftsta-
bilisierung [Dyc99a, Dyc99b], mit der sie relative Drifts des Magnetfeldes von nur wenigen 10�11

pro Stunde erreichen.
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Abbildung 6.8: Zeitliche Drift des Magnetfeldes am Ort des Ions
Die Sprünge im Magnetfeld kommen zum überwiegenden Teil durch Befüllen der Dewar-
Gefäÿe der Apparatur mit �üssigem Helium beziehungsweise Sticksto� zustande. (He,N2)
zeigt das Befüllen des Helium-Dewars der Apparatur und des Sticksto�-Dewars des Ma-
gneten an. (N2) zeigt das Befüllen des Sticksto�-Dewars der Apparatur an.
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der Spulen des Magneten eine Änderung ihrer Querschnitte und ändert damit, da
der Gesamt�uss konstant bleibt, die magnetische Flussdichte. Daher ist auch eine
Stabilisierung des Druckes über dem Helium-Dewar-Gefäÿ des Magneten geplant.

Die relative Änderung der Sättigungsmagnetisierung des Nickel-Rings mit der
Temperatur beträgt nach dem Bloch-Modell 2; 4�10�5/K. Da der Beitrag des Nickel-
Rings in der Präzisions-Falle im Bereich von 10�5 liegt, spielt dieser Ein�uss auf das
Magnetfeld von weniger als 10�10 in diesem Zusammenhang keine Rolle.

In Abbildung 6.9 ist auch zu sehen, dass das Magnetfeld auf einer Zeitskala von
2 Minuten um ca. 10�8 schwankt. Daher wurde ein Messschema entwickelt, das es
erlaubt, die beiden magnetfeldabhängigen Gröÿen Larmor- und Zyklotronfrequenz
gleichzeitig zu bestimmen. So führt lediglich die Änderung des Magnetfeldes auf
einer Zeitskala von 1 Minute zu einer Verbreiterung der Resonanz. Die g-Faktor-
Resonanz wird durch die Drift des Magnetfeldes nicht verschoben. Weitaus kritischer
für die Messungen sind daher die oben beschriebenen Ein�üsse der Magnetfeld-
Inhomogenitäten.

Abbildung 6.9: Fluktuationen des Magnetfeldes am Ort des Ions im Zeit-
raum von 2 Minuten
Bei dieser Messung wurde die reduzierte Zyklotronfrequenz im Abstand von 2 Minuten
gemessen und jeweils die Di�erenz aufgetragen. Die mittlere Drift der reduzierten Zyklot-
ronfrequenz innerhalb dieser Zeit beträgt 48 mHz. Sie wird durch das Widerstandskühlen
verursacht. Gröÿer sind aber die statistisch überlagerten Fluktuationen der reduzierten
Zyklotronfrequenz von ca. 125 mHz.
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6.2.3 Elektrische Feldfehler

Die elektrischen Feldfehler können in drei Kategorien unterteilt werden:

� Anharmonizitäten des Feldes

� Abweichungen von der Zylindersymmetrie

� Verkippung der Symmetrieachse des elektrischen Feldes gegenüber dem Mag-
netfeld.

Anharmonizitäten des elektrischen Feldes

Anharmonizitäten des Speicherfeldes führen zu einer Abhängigkeit der Eigenfre-
quenzen des Ions von seinen Bewegungsamplituden (siehe Gleichungen 3.20 und
3.25). Diese Abhängigkeit ist bei uns deshalb von Interesse, da zur Verbesserung des
Signal-Rausch-Verhältnisses die axiale Temperatur des Ions beim Nachweis der axia-
len Frequenz gegenüber der bei der Messung der reduzierten Zyklotronfrequenz um
fast eine Gröÿenordnung erhöht wurde. Eine Anharmonizität führt daher zu einem
systematischen Fehler bei der Bestimmung der axialen Frequenz (siehe Abbildung
6.10). Da das tuning-ratio mit den in Abschnitt 5.11 beschriebenen Methoden mit
einer Genauigkeit von 10�5 eingestellt wurde (siehe Abbildung 6.10), ist das elektri-
sche Potential sehr harmonisch: Das Verhältnis C4=C2 ist kleiner als 2 � 10�5. Wegen
der kleinen Bewegungsamplitude von weniger als 200 �m sind die höheren Ordnun-
gen zu vernachlässigen. Diese Abschätzung liefert als obere Grenze für die Verschie-
bung der axialen Frequenz durch die Anharmonizität des elektrischen Speicherfeldes
50 mHz (siehe Gleichungen 3.20 und 3.24, vergleiche auch Abbildung 6.10). Damit
beträgt der Beitrag der Anharmonizitäten des Speicherfeldes zum systematischen
Fehler des g-Faktors 2 � 10�10.

Der Ein�uss der Anharmonizitäten des Speicherfeldes auf die reduzierte Zyk-
lotronfrequenz ist kleiner. Zusätzlich hängt er in 1. Ordnung nur von der Zyklot-
ronenergie ab. Er wird daher schon bei der Extrapolation auf eine verschwindende
Zyklotronenergie berücksichtigt.

Verkippung der Fallenachse und Abweichungen von der Zylindersymme-
trie

Um eine mögliche Verkippung der Achse des Elektrodenturms gegenüber dem Mag-
netfeld zu bestimmen, wurde folgende Messung durchgeführt: Zuerst wurde der Ra-
dius der Magnetronbewegung in der Präzisions-Falle weitestgehend reduziert (siehe
Abschnitt 5.9.2). Anschlieÿend wurde das Ion in die Analyse-Falle transferiert. Dort
wurde die axiale Frequenz gemessen und anschlieÿend erneut der Magnetronradius
reduziert. Aus der gemessenen Verschiebung der axialen Frequenz von 1; 95 (20) Hz
zu niedrigeren Frequenzen folgt mit Gleichung 3.27, dass das Ion in der Magne-
tronbewegung eine Energie von 10 meV und damit einen Magnetronradius von
ca. 93 (9) �m hatte (im Kühllimit beträgt der Magnetronradius in der Analyse-Falle
16 �m). Da das Ion beim adiabatischen Transport den Magnetfeldlinien folgt, das
Zentrum der Bewegung des Ions aber durch die Symmetrieachse der Fallenelektro-
den gegeben ist, folgt eine radiale Verschiebung des Zentrums der Ionenbewegung
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Abbildung 6.10: Die axiale Frequenz eines C5+-Ions als Funktion der axia-
len Temperatur
Bei der g-Faktor-Messung fand der Nachweis der axialen Frequenz bei einer axialen Tem-
peratur von 11 T0 statt. Die Messung der reduzierten Zyklotronfrequenz wurde jedoch bei
T = T0 = 60 K durchgeführt. Dies bedeutet, dass die axiale Frequenz für ein axial kaltes
Ion in diesem Fall um 54�3 mHz überschätzt worden wäre. Bei dieser Messung wurde das
tuning-ratio jedoch bewusst um 2 � 10�5 zu hoch gewählt.
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von 77 �m. Damit ist der Tangens der Verkippung durch

tan � =
�r�
�l

=
77 �m

28; 7 mm
(6.2)

gegeben und der Winkel der Verkippung errechnet sich daraus zu

� = 0; 15 (2)� : (6.3)

Diese Verkippung beinhaltet jedoch nur die Verkippung der Verbindungslinie zwi-
schen den beiden Fallen gegenüber der Symmetrieachse des Magnetfeldes. Damit
gibt diese Methode nur einen Anhaltspunkt für die Verkippung der Fallenachsen zur
Symmetrieachse des Magnetfeldes.

Eine Möglichkeit, die Verkippung der Fallen-Achse selbst zu bestimmen, ist es,
auszunutzen, dass Gleichungen 3.7, 3.8 und 3.9 nur im idealen Fall gelten. Das so
genannte Invarianztheorem (Gleichung 3.12) gilt dagegen auch für kleine Verkip-
pungen der Fallenachse und Abweichungen von der Zylindersymmetrie. Brown und
Gabrielse [Bro86a] leiten für eine kleine Verkippung (� � 1) und Elliptizität (�� 1)
des Speicherfeldes folgende Beziehung aus diesem Umstand ab:

�2 � 2

9
�2 =

16

9

�
�+
�z

�4
"
�c
�+
� 1

2

�
�z
�+

�2

� 1

#
: (6.4)

Werden die gemessenen Frequenzen (�c muss mittels Gleichung 3.12 bestimmt wer-
den) eingesetzt, erhält man für den Term �2 � 2

9
�2:

�2 � 2

9
�2 = 0; 000 032 (3) : (6.5)

Da der Wert dieses Terms positiv ist, ist der Ein�uss der Verkippung gröÿer als der
der Elliptizität. Wird die Elliptizität vernachlässigt, erhält man einen Anhaltspunkt
für den Winkel der Verkippung � der Fallenachse gegenüber der Symmetrieachse des
Magnetfelds:

� = 0; 32 (1)� : (6.6)

Die Di�erenz zu dem vorher berechneten Wert von 0; 15 (2)� zeigt, dass zusätzlich
zur Verkippung der Achse des Elektrodenturms die Elektroden der Präzisions-Falle
zueinander nicht ideal angeordnet sind.

Die beschriebenen Abweichungen der Symmetrieachse des elektrischen Feldes
von der des Magnetfeldes sind klein. Daher ist das Invarianztheorem (Gleichung
3.12) gültig und die freie Zyklotronfrequenz kann aus ihm mit hoher Genauigkeit
berechnet werden. Somit ist der Beitrag zum systematischem Fehler durch eine Ver-
kippung der Fallenachse und einer Elliptizität des Speicherfeldes bei Verwendung
des Invarianztheorems verschwindend klein. Die Bestimmung der Zyklotronfrequenz
mit Gleichung 3.11 ist dagegen weniger verlässlich, da sie nur für ideale elektrische
(und magnetische) Felder gilt.

6.2.4 Drift des elektrischen Feldes

Zur Bestimmung der freien Zyklotronfrequenz des Ions ist es wegen Gleichung 3.12
nötig, auch die axiale Frequenz, die durch das elektrische Feld bestimmt wird, zu
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messen. Daher tragen systematische Änderungen des elektrischen Feldes zwischen
der Messung der axialen Frequenz und der der reduzierten Zyklotronfrequenz zum
systematischen Fehler bei. Um diesen Beitrag zu minimieren, wurde die axiale Fre-
quenz direkt vor und nach der Messung der reduzierten Zyklotronfrequenz gemessen
und der Mittelwert beider Messungen zur Bestimmung der freien Zyklotronfrequenz
herangezogen. Eine lineare zeitliche Veränderung des elektrischen Feldes mittelt sich
daher heraus. Änderungen des elektrischen Feldes aber, die mit dem Messprozess
korreliert sind, verursachen eine systematische Verschiebung der axialen Frequenz.
So wurde bei den Messungen beobachtet, dass sich die axiale Frequenz durch das
Ansprechen verschiedener Geräte über den IEEE-Bus systematisch veränderte. Dies
gilt insbesondere für das Ansprechen des Synthesizers für die Mikrowellenerzeugung
und das Auslesen von Daten vom Spektrumanalysator. Es wurden Änderungen der
axialen Frequenz von bis zu 2 Hz beobachtet. Dies entspricht einem Beitrag von 10�8

zum g-Faktor. Grund für die Änderung der axialen Frequenz sind Masseschleifen.
Durch Ansprechen der verschiedenen Geräte änderte sich die Erdung und dadurch
das Bezugspotential der Ringelektrode um bis zu 300 �V. Durch Minimierung der
Masseschleifen konnte diese systematische Verschiebung der axialen Frequenz von
2 Hz auf ca. 50 mHz begrenzt werden. Da die Rest-Verschiebung des Potentials zu
1; 6 (8) �V bestimmt werden konnte, kann eine Korrektur des g-Faktor-Messwertes
vorgenommen werden. Diese beträgt �1; 5 �10�10 mit einem Restfehler von 8 �10�11.

6.2.5 Fehler bei der Bestimmung der Zyklotronenergie

Verursacht durch die Inhomogenität des Magnetfeldes, hängt der g-Faktor des ge-
bundenen Elektrons von der Energie der Zyklotronbewegung ab. Daher muss der
g-Faktor durch eine Extrapolation auf verschwindende Zyklotronenergie bestimmt
werden. Skaliert die Messgröÿe, aus der die Zyklotronenergie abgeleitet wird, nicht
linear mit dieser oder liegt ein O�set vor, kommt es zu einem Fehler bei der Be-
stimmung des extrapolierten Wertes für den g-Faktor. Bei unseren Messungen kann
der g-Faktor entweder aus der Stärke des von der Zyklotronbewegung verursach-
ten Signals oder aus der durch das magnetische Moment der Zyklotronbewegung
verursachten Verschiebung der axialen Frequenz bestimmt werden. Da die induzier-
ten Signale sehr klein und durch das Rauschen des Zyklotronschwingkreises nicht
konstant sind, benutzen wir als Maÿ für die Energie der Zyklotronbewegung die Ver-
schiebung der axialen Frequenz (siehe Gleichung 3.28). Weil dieser E�ekt bei den
Messungen die axiale Frequenz nur im Bereich von 10�5 ändert, ist eine sehr gute
Linearität gewährleistet.

Um eine g-Faktor-Resonanz zu erhalten, müssen mindestens 100 Einzelmessun-
gen zu einer Gruppe zusammengefasst werden (siehe Abschnitt 6.3). Mit einem
Nachweis der reduzierten Zyklotronbewegung ist ein Kühlen des Ions und damit eine
Änderung des Magnetfeldes verbunden. Da für hohe Energien der Zyklotronbeweg-
ung die Änderung des Magnetfeldes durch die dann starke Kühlkraft groÿ ist, ist die
spektrale Dichte des vom Ion gesehenen Mikrowellenfeldes dann kleiner. Es �nden
also bevorzugt spin-�ips bei niedrigen Zyklotronenergien statt. Bei der Durchsicht
der Daten wurde z.B. festgestellt, dass bei Zyklotronenergien, die axialen Frequenz-
verschiebungen von mehr als 8 Hz (=̂20 eV) entsprechen, keine spin-�ips induziert
wurden. Wird eine Gleichverteilung der getesteten g-Faktoren angenommen, tragen
nur diejenigen Messungen zur Resonanzkurve bei, bei denen ein spin-�ip induziert
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wurde. Daher wird ein besseres Maÿ für die Zyklotronenergie der Gruppe gewonnen,
wenn nur die Messungen, bei denen ein spin-�ip induziert wurde, zur Bildung des
Mittelwerts der Energie der Zyklotronbewegung herangezogen werden. Der verblei-
bende Fehler kann mit einem Iterationsverfahren (siehe Abschnitt 6.3.2) reduziert
werden. Dieses Iterationsverfahren liefert auch für den Fall, dass die Energie der
Zyklotronbewegung einer Gruppe aus allen Messungen bestimmt wird, den gleichen
g-Faktor.

Neben der Nichtlinearität des Zyklotronmaÿes verfälscht ein O�set die Bestim-
mung der Zyklotronenergie. Dieser O�set kommt bei uns dadurch zustande, dass
die Verschiebung der axialen Frequenz nicht absolut bestimmt werden kann. Mit-
tels Seitenbandkühlen wurde die Zyklotronenergie des Ion nur auf eine Energie von
129 (14) meV reduziert (siehe Abschnitt 5.9.2). Daher liefert die gemessene relative
Frequenzverschiebung im Durchschnitt eine um 60 mHz zu kleine absolute Frequenz-
verschiebung, entsprechend einer um 129 (14) meV zu klein gemessenen Zyklotron-
energie. Um diesen E�ekt zu korrigieren, muss bei der gemessenen Abhängigkeit des
gemessenen g-Faktors von der Zyklotronenergie von �2; 39 (33) � 10�9 ��z/Hz daher
1; 5 (4) � 10�10 zum gemessen g-Faktor hinzuaddiert werden.

6.2.6 Verschiebung der Zyklotronresonanz

Abbildung 6.11 zeigt, dass die in [Bro84b, Bro84a] entwickelte Theorie (siehe auch
Abschnitt 3.4.1) die Linienform der Zyklotronresonanz befriedigend wiedergibt. Um
die Linienform besser sichtbar zu machen, wurde die axiale Temperatur elektronisch
auf 350 K angehoben. Die Theorie-Kurve liegt lediglich in den Flanken der Resonanz
zu hoch. Dies ist ein Hinweis, dass zum motional narrowing ein zusätzlicher nicht in
der Theorie berücksichtigter Mittelungsprozess statt�ndet.

Die Übereinstimmung des Mittelwertes der Breiten der gemessenen Zyklotron-
resonanzen bei einer axialen Temperatur von 60 K (siehe Abbildung 6.12) mit den
erwarteten 35 mHz aus Abbildung 3.3 bestätigt die theoretischen Betrachtungen
aus Abschnitt 3.4.1 zusätzlich. Nach dieser Theorie (siehe Abschnitt 3.4.1) wird für
eine axiale Energie von 60 K die freie Zyklotronfrequenz um 6 mHz gegenüber der
freien Zyklotronfrequenz des Erwartungswertes des Magnetfeldes (der in Gleichung
3.48 eingesetzt ist) zu niedrig gemessen (siehe Abbildung 3.4). Wird Gleichung 3.48
zur Auswertung herangezogen, muss daher vom gemessenen g-Faktor 5 � 10�10 sub-
trahiert werden. Für höhere axiale Energien wären die anzubringenden Korrekturen
noch gröÿer (siehe Abbildung 3.4).

6.2.7 Die Asymmetrie der g-Faktor-Resonanz

Die Diskussion des Fehlerbeitrags der asymmetrischen g-Faktor-Resonanz wird in
Abschnitt 6.3.3 nach der Besprechung der g-Faktor-Resonanzen nachgeholt. Es zeigt
sich, dass ein systematischer Fehler von 4 � 10�10 anzugeben ist.

6.2.8 Relativistische E�ekte

Da das Verhältnis der Larmor-Präzessionsfrequenz und der Zyklotron-Frequenz sehr
genau bestimmt wird (genauer als 10�9), muss trotz der niedrigen Bewegungsener-
gien von weniger als 10 eV (v2=c2 � 10�9) die Bewegung relativistisch beschrieben
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Abbildung 6.11: Zyklotronsignal bei 350 K
Diese Messung bestätigt die leicht asymmetrische Linienform der Zyklotronresonanz (ver-
gleiche Abbildung 3.4). Für diese Messung gilt �!c �  (siehe Abschnitt 3.4.1). Grundlage
für eine Anpassung ist Gleichung 3.36. Angepasst wurden die Resonanzfrequenz, die Tem-
peratur, die Amplitude und der Untergrund. Aus dieser Anpassung ergibt sich die axiale
Temperatur zu 330 (33) K. Der Fehler rührt von dem Fehler des B2-Terms her. Die elek-
tronische Bestimmung der Temperatur ergibt 350 K (siehe Abschnitt 5.10.1).
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Abbildung 6.12: Verteilung der Breiten der Zyklotronresonanzen
Der Mittelwert der Breite der an die Zyklotronresonanzen angepassten Lorentz-Funktionen
von 34; 8 mHz entspricht den aus Abschnitt 3.4.1 erwarteten 35 mHz. Der exponentielle
Abfall der Verteilung zu groÿen Breiten spiegelt wider, dass groÿe Veränderungen des vom
Ion erfahrenen Magnetfeldes unwahrscheinlicher sind als kleine. Genauso sind auch sehr
kleine Veränderungen des Magnetfeldes weniger wahrscheinlich als mittlere Veränderungen.
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werden. Die folgende Diskussion zeigt jedoch, dass beide Messgröÿen (Zyklotron-
und Larmor-Präzessions-Frequenz) in ähnlichem Maÿe verschoben werden. Relati-
vistisch schreibt sich die Zyklotronfrequenz:

!c() =
q

m
Bz =

1


!c( = 1) : (6.7)

Hierbei beschreibt
 = 1=

p
1� v2=c2 (6.8)

die Änderung des Magnetfeldes durch die Koordinatentransformation in das Ruhe-
system des kreisenden Ions und beschreibt einen rein elektrodynamischen E�ekt. Die
Transformation der Larmor-Präzessionsfrequenz !L ist dagegen komplizierter. Folgt
man [Men55] (vergleiche auch [Com79, Bar58]), muss man zwei Fälle unterscheiden
und erhält so:

1. Für eine Bewegung parallel zum Magnetfeld:

!L() = (1 + a)!e
c() =

1


!L( = 1) : (6.9)

Hier bezeichnet a = g=2 � 1 die Anomalie des magnetischen Moments des
Elektrons. Der Vergleich mit Gleichung 6.7 zeigt, dass die axiale Bewegung des
Ions die Larmor-Präzessions- und die Zyklotron-Frequenz des Ions in gleicher
Weise verschiebt. Daher ist ihr Verhältnis unabhängig von der axialen Energie.

2. Für eine Bewegung senkrecht zum Magnetfeld:

!L() = (1 + a)!e
c() =

1


!L( = 1) +
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1� 1
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2c2
a : (6.10)

Dies bedeutet, dass das Transformationsverhalten für die Larmor-Präzessions-
und Zyklotron-Frequenz sowohl für die reduzierte Zyklotron- als auch die Ma-
gnetronbewegung unterschiedlich ist. Da die Anomalie a mit ca. 10�3 klein ist,
ist der Unterschied des Transformationsverhaltens aber gering.

Während der Messung hat das Ion mit 10 eV die bei weitem gröÿte kinetische Energie
in der Zyklotronbewegung. Diese Energie bedeutet für das C5+-Ion v2=c2 � 10�9 und
damit eine vernachlässigbare Korrektur des g-Faktors in der Gröÿenordnung von
10�12. Durch die Extrapolation auf verschwindende Zyklotronenergie wird dieser
E�ekt aber ohnehin schon berücksichtigt.

6.2.9 Cavity-QED-E�ekte

Da sich das Ion während der Messung innerhalb einer Falle be�ndet, werden sei-
ne Bewegungsfrequenzen durch die Wechselwirkung mit den leitenden Elektroden
verändert:

� Es kommt zu einer Wechselwirkung des Ions mit den von ihm selbst in�u-
enzierten Spiegelladungen
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� Es ändern sich die QED-Strahlungskorrekturen und damit die Masse des Ions
[New54].

Die Änderung der Masse spielt sich in einem Bereich von �(E=mc2)2 < 10�20 ab
und kann daher bedenkenlos vernachlässigt werden.

Die Wechselwirkung des Ions mit seinen Spiegelladungen, die von Purcell [Pur46]
zuerst in Betracht gezogen wurde, muss dagegen wegen des hohen Ladungszustandes
des 12C5+-Ions etwas sorgfältiger analysiert werden. Zur Analyse wird das von der
Spiegelladung des Ions induzierte elektrische Feld in eine transversale und in eine
longitudinale Komponente zerlegt. Dabei ist die Vorzugsrichtung (die Richtung des
longitudinalen Anteils) durch die Normale vom Ion auf die Elektrodenober�äche
gegeben.

Die transversale Komponente des elektrischen Feldes kommt durch die
Zeitverzögerung, mit der die Spiegelladung dem Ion folgt, zustande. Dieser Ein�uss
der Retardierungse�ekte auf die Bewegung des Ions durch die endliche Lichtge-
schwindigkeit wurde von theoretischer Seite her in [Bou85, Fis84, Bro85, Bro86b]
untersucht. Experimentell wurden sie durch eine Verkürzung der Lebensdauer von
Energieeigenzuständen der Zyklotronbewegung eines Elektrons in einer Penning-
Falle beobachtet [Dyc87b]. Diese Untersuchungen fanden im Hinblick auf eventuelle
systematische E�ekte bei der äuÿerst präzisen Messung des g-Faktors des freien
Elektrons statt. Der für uns interessante Ein�uss auf die Bewegungsfrequenzen wird
in [Bou85] mit folgendem Modell abgeschätzt: Das Ion bewege sich im Abstand r0
von einer unendlich langen Platte. Durch seine Ladung induziert es eine Spiegella-
dung im Abstand �R, die ihrerseits ein Strahlungsfeld erzeugt, das auch eine Kraft
auf das Ion ausübt. Mit diesem Modell erhalten sie sowohl auf quantenelektrodyna-
mische als auch auf klassische Weise folgende Gleichung für die relative Änderung
der reduzierten Zyklotronfrequenz eines freien Elektrons:�

�!c
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�
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=
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4r0

�
1 +

�
êrB̂

�2�
cos(2!cr0=c) � 10�13 : (6.11)

Hierbei ist re = e2=2�mec
2 � 2; 8 � 10�15 m der klassische Elektronenradius, êr und

B̂ sind Einheitsvektoren der Normalen der gedachten Platte beziehungsweise des
Magnetfeldes. Dieser E�ekt der cavity-QED von 10�13 auf die Zyklotronfrequenz
des Elektrons gilt zur Zeit als einer der Hauptgründe dafür, dass die Genauigkeit
der Messungen des g-Faktors des freien Elektrons innerhalb der letzten 10 Jahre nicht
weiter gesteigert werden konnte. Für ein Ion lässt sich eine zu Gleichung 6.11 analoge
Beziehung aufstellen und man erhält folgende Beziehung für die Verschiebung der
freien Zyklotronfrequenz �!c des Ions:�
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Diese Gleichung bedeutet, dass die Ein�üsse der Wechselwirkung mit dem induzier-
ten transversalen elektrischen Feld für 12C5+ 50 mal kleiner als die für ein freies
Elektron sind. Daher muss bei einer Messgenauigkeit von 10�10 dieser Ein�uss der
cavity-QED auf die Bewegung des Ions nicht berücksichtigt werden. Dieses Modell
berücksichtigt jedoch nur die transversale Komponente des elektrischen Feldes (Re-
tardierungse�ekte) auf die Bewegung des Ions.
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Abbildung 6.13: Anordnung der Spiegelladung
Es sind die Schnitte durch die z = 0-Ebene (links) und die � = 0-Ebene (rechts) zu sehen.
Der Ort und die Stärke der Spiegelladung kann so gewählt werden, dass das von beiden La-
dungen induzierte Potential auf der Sphäre r = r0 verschwindet. Diese Anordnung erfüllt
die Randbedingungen zwar nicht vollständig, gibt aber dennoch die resultierende Kraft
zwischen dem Ion und der von ihm in�uenzierten Spiegelladung korrekt wieder (siehe An-
hang A.1). Da die Anordnung in z-Richtung translationsinvariant ist, wirkt im Gegensatz
zu einer hyperbolischen Falle in z-Richtung keine resultierende Kraft.

Im Folgenden sei nun der Ein�uss der longitudinalen Komponente des elek-
trischen Feldes auf die Bewegung des Ions analysiert. Dieser E�ekt ist für Elek-
tronen zu vernachlässigen [Bro86b], kann aber für Ionen wegen ihrer gröÿeren Masse
und des damit verbundenen gröÿeren Ein�usses des elektrischen Feldes auf die Zyk-
lotronbewegung eine bedeutende Rolle spielen. Messungen und ein einfaches Modell
dazu werden in [Dyc89] dargestellt: Dort werden die Elektroden einer hyperbolischen
Falle als leitende Kugel, in der das Ion die Spiegelladungen in�uenziert, modelliert.

Da für eine o�ene zylindrische Falle in z-Richtung die nächste leitende Ober�äche
im Verhältnis zum Radius der Falle sehr weit weg ist (z0=r0 � 5), ist dieses Modell
hier ungeeignet. Wegen der einfacheren Geometrie der zylindrischen Fall ist es jedoch
einfacher als für hyperbolische Elektroden möglich, die Randwertaufgabe exakt zu
lösen. Dies wird in Anhang A.1 skizziert. Dort wird das gleiche Ergebnis wie mit
folgender wesentlich übersichtlicheren Näherungslösung erhalten. Be�ndet sich das
Ion am Ort (r; � = 0; z = 0), so können die Randbedingungen auf dem leitenden
Zylinder für z = 0 durch die Einführung einer Spiegelladung der Gröÿe �q r0=r
am Ort (r20=r; 0; 0) gewährleistet werden (siehe Abbildung 6.13). Hier beschreibt r0
den Radius der zylindrischen Elektroden. Da die Retardierungse�ekte oben schon
analysiert wurden, werden sie hier vernachlässigt. Durch Einsetzen des von dem Ion
und des von der Spiegelladung induzierten Potentials

�(~x) =
q

4��0j~x� (r; 0; 0)j �
q r0=r

4��0j~x� (r20=r; 0; 0)j
(6.13)

kann man sich überzeugen, dass das Potential tatsächlich für r = r0, z = 0 und alle
� konstant ist und somit die Randbedingungen für r = r0 und z = 0 erfüllt sind2.

2Für z 6= 0 sind die Randbedingungen nicht erfüllt. Daher ist diese Lösung vorläu�g nur als
Näherung zu betrachten.
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Nach dem Coulombschen Gesetz wirkt zwischen diesen beiden Ladungen folgende
Kraft:

~F (r) =
q2 r0=r

4��0jr � r20=rj2
êr � q2

4��0r30
~r : (6.14)

Hier bezeichnet êr den Einheitsvektor in r-Richtung und für die Näherung wurde
r � r0 ausgenutzt. In Richtung der z-Achse wirkt keine Kraft und somit wird die
axiale Frequenz in einer zylindrischen Penning-Falle (im Gegensatz zu der in einer
Hyperbolischen) durch die Spiegelladung nicht beein�usst. Für die radialen Bewe-
gungen kann die Anziehung des Ions durch die Spiegelladung durch die Modi�kation
der radialen elektrostatischen Energie Vr(r)

Vr(r) =
1

2
Vz(z = r) =

1

4
m!2

zr
2 (6.15)

berücksichtigt werden:

Vv(r) = Vr(r) +
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8��0r30
r2 : (6.16)

Da der von der Spiegelladung herrührende Term auch eine in r quadratische Ab-
hängigkeit aufweist, kann dieser Term in die radialen Bewegungsgleichungen3

�~� � ~!c � _~� � 1

2
!2
z~� = 0 (6.17)

integriert werden, indem dort !2
z durch den folgenden Term ersetzt wird:

!2
z;v ! !2
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q2

2��0mr30
: (6.18)

Wird Gleichung 6.18 in die Gleichungen 3.8 und 3.9 eingesetzt, so erhält man für
die Änderungen der radialen Bewegungsfrequenzen:
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Die axiale Bewegungsfrequenz bleibt im Gegensatz dazu konstant:

�!z = 0 : (6.21)

Eingesetzt in Gleichung 3.13 ergeben die Gleichungen 6.19, 6.20 und 6.21 eine rela-
tive Verschiebung der nach Gleichung 3.12 berechneten freien Zyklotronfrequenz !c
von:

�!c
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�
q2

4��0m r30 !
2
c

: (6.22)

3Die Bewegungsgleichungen für ein geladenes Teilchen in einer Penning-Falle sind z.B. in
[Bro86a] beschrieben.



114 KAPITEL 6. ERGEBNISSE

Somit gibt die berechnete freie Zyklotronfrequenz des 12C5+-Ions in unserem Fall
relativ gesehen das Magnetfeld um 0; 292 � 10�9 zu niedrig wieder. Der gemessene g-
Faktor ist also um 0; 583 (47) �10�9 nach unten zu korrigieren. Um eine Abschätzung
für die Genauigkeit der Berechnungen zu gewinnen, wurde als Fehler von r0 die Aus-
dehnung der Bewegung des Ions von ca. 100 �m (siehe Abbildung 6.4) angenommen.
Die Fertigungstoleranzen von 20 �m können dagegen vernachlässigt werden.

Die im Anhang A.1 skizzierte exakte Lösung des Problems liefert innerhalb der
Fehlergrenzen der dort durchgeführten Näherungen von 1% das gleiche Ergebnis.
Daher kann das hier berechnete Ergebnis als hinreichend genau angenommen wer-
den. Trotz der daher im Prinzip genauen Berechnung ist es im Hinblick auf höher
geladene Ionen wünschenswert, diesen E�ekt der Wechselwirkung eines Ions mit
seinen eigenen Spiegelladungen experimentell zu untersuchen. Um die entstehende
Unsicherheit zu umgehen, kann alternativ der Radius der Präzisions-Falle vergrö-
ÿert werden. Wegen der 1=r30-Abhängigkeit der Verschiebung der berechneten freien
Zyklotronfrequenz senkt eine Verdoppelung des Radius die Korrekturen schon um
eine Gröÿenordnung ab. Der Verlust an elektronischer Signalstärke (siehe Gleichung
4.6) wird durch die höhere Ladung der Ionen mehr als ausgeglichen.

6.2.10 Räumliche Inhomogenität der Mikrowellen

Das elektromagnetische Feld der Mikrowellenquelle bildet in der Falle eine stehende
Welle aus. Daher ist die Intensität des Feldes nicht homogen. Zusammen mit Inho-
mogenitäten des Magnetfeldes, also unterschiedlichen Larmor-Präzessionsfrequenzen
des Ions an verschiedenen Orten, kann es dazu kommen, dass bevorzugt dort spin-
�ips geschehen, wo die Intensität des Mikrowellenfeldes groÿ ist. Während des
Einstrahlens der Mikrowellen hat das C5+-Ion bei seiner axialen Temperatur von
ca. 60 K eine axiale Bewegungsamplitude von 50 �m. Bei einer Wellenlänge von
3 mm der Mikrowellen bei 105 GHz variiert die Intensität über die vom Ion über-
strichene Bewegung im Mittel um 3%. Ereigneten sich spin-�ips auf einer Zeitskala
vergleichbar mit der Periodendauer der axialen Bewegung, würden sie bevorzugt ent-
weder am oberen oder unteren Umkehrpunkt der axialen Bewegung durch das dort
stärkere Mikrowellenfeld induziert werden. Da sich das Magnetfeld nach Abbildung
5.21 zwischen dem oberen und unteren Umkehrpunkt um 10�6 unterscheidet, wäre
dann die erwartete Verschiebung etwa 0; 03 � 10�6. Bei den Messungen wurde aber
mit so niedrigen Mikrowellenleistungen gearbeitet, dass sich ein spin-�ip auf einer
Zeitskala einiger Sekunden ereignet. Daher wird sowohl bei der Messung des Magnet-
feldes als auch bei der der Larmor-Präzession über 106 axiale Schwingungsperioden
gemittelt. Die so erwartete Verschiebung ist daher kleiner als 10�13.

6.2.11 Ein�uss des Mikrowellensignals

Sowohl die Form als auch die Amplitude des Mikrowellensignals kann die Form und
Lage der g-Faktor-Resonanz beein�ussen (siehe dazu auch die Abschnitte 6.3.3 und
6.2.10). Die endliche Breite des Mikrowellensignals von 5 � 10�11 (siehe Abbildung
6.14) verbreitert die g-Faktor-Resonanz kaum und wird daher hier nicht näher be-
trachtet.

Die endliche Stärke des Mikrowellensignals jedoch kann die Lage der g-Faktor-
Resonanz verschieben. Dies wird in Abschnitt 6.3.3 im Zusammenhang mit der Li-
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Abbildung 6.14: Frequenzspektrum des Mikrowellensignals bei 105 GHz.
Zur Messung wurde das Mikrowellensignal mit einem Oberwellenmischer auf 60 kHz her-
unter gemischt. Da die beiden zur Messung verwendeten Synthesizer den gleichen Zeitstan-
dard benutzten, weicht die durch den Lorentz-Fit bestimmte Mittenfrequenz des Signals
innerhalb ihres Fehler von 27 mHz nicht von den erwarteten 105,456 GHz ab. Dies ent-
spricht einer relativen Genauigkeit von 3 �10�13. Es ist deutlich zu erkennen, die angepasste
Lorentz-Funktion das Leistungsspektrum der Mikrowellenanlage nicht gut beschreibt. Es
sind auch Andeutungen von Seitenbändern zu sehen.
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nienform diskutiert. Ein starkes Mikrowellenfeld wirkt auÿerdem auf ein geladenes
Teilchen wie eine Paul-Falle [Mit99]. Dadurch werden die Bewegungsfrequenz des
Ions modi�ziert und es kann zu einer systematischen Fehlbestimmung des g-Faktors
kommen. Bei den Leistungen der Mikrowellestrahlung in der Falle von � 1 nW spielt
dieser E�ekt für uns allerdings keine Rolle.

6.2.12 Dämpfung der Ionenbewegung

Um ein Ionensignal zu erhalten, wird zur Messung der reduzierten Zyklotronfre-
quenz die Zyklotronbewegung des Ions mittels eines Schwingkreises gedämpft. Dieses
Kühlen der Zyklotronbewegung verringert den Zyklotronradius des Ions. Dadurch
verschiebt sich das vom Ion erfahrene mittlere Magnetfeld. Da sich aber sowohl
die Larmor-Präzessions- als auch reduzierte Zyklotron-Frequenz gleichermaÿen ver-
schieben (siehe Gleichung 3.27), wird das Verhältnis der beiden Frequenzen nicht
beein�usst.

Zusätzlich zu diesem E�ekt vermindert die Dämpfung der Zyklotronbewegung
des Ions direkt die gemessene Zyklotronfrequenz !c gegenüber der des ungedämpften
Falls !0 wie folgt:

!c =
q
!2
0 � 2 : (6.23)

Mit einer Dämpfungskonstanten von  = 1=� � 1=100 1=s (siehe Abbildung 5.14)
folgt eine relative Verschiebung der gemessenen reduzierten Zyklotronfrequenz von
ca. 10�20.

Da sich die axiale Bewegung im Gegensatz zur Zyklotronbewegung im Gleichge-
wicht mit dem Schwingkreis be�ndet, erfolgt durch den axialen Schwingkreis keine
Verschiebung der axialen Frequenz. Dies kommt auch in Gleichung 4.14 zum Aus-
druck. Die axiale Frequenz wird jedoch nach Gleichung 3.27 durch das Widerstands-
kühlen der Zyklotronbewegung verschoben. Um diesen Ein�uss auf die berechnete
freie Zyklotronfrequenz zu minimieren, wurde die axiale Frequenz vor und nach der
Messung der reduzierten Zyklotronfrequenz bestimmt. Der Mittelwert der beiden
gemessenen axialen Frequenzen gibt dann die mittlere axiale Frequenz gut wieder.
Die eventuelle systematische Restverschiebung skaliert linear mit der Zyklotronen-
ergie und wird daher bei der in Abschnitt 6.3.1 durchgeführten Extrapolation auf
verschwindende Zyklotronenergie mit berücksichtigt. Daher können die E�ekte der
Dämpfungen der Ionenbewegungen durch die Schwingkreise vernachlässigt werden.

6.2.13 Ungenauigkeiten der Uhren-Quarze

Da im Wesentlichen das Verhältnis zweier Frequenzen gemessen wird, genügt es
im Prinzip, einen beliebigen Frequenzstandard zu benutzen. Trotzdem wurde ein
Rubidium-Frequenznormal, das zusätzlich das DCF77-Zeitsignal auswertet, ver-
wandt. Alle benutzten Synthesizer besitzen einen 10 MHz-Referenz-Ein- und Aus-
gang. Einzig der verwendete Spektrumanalysator lässt sich nicht an ein 10 MHz-
Frequenznormal anschlieÿen. Daher wird das Signal bei der Messung der reduzierten
Zyklotronfrequenz von 24 MHz auf 1 kHz mit einem Synthesizer herunter gemischt
und zusätzlich eine Eichung des Quarzes des Frequenzanalysators durchgeführt. So-
mit wird der Ein�uss der Ungenauigkeit des Quarzes von gemessenen 3�10�6 hinsicht-
lich der reduzierten Zyklotronfrequenz relativ auf einen Beitrag von 10�10 begrenzt.
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Für die Messung der axialen Frequenz wird ein Sinussignal mit einem Synthesizer
an eine Fallenelektrode angelegt, sodass das gemessene Ionensignal direkt mit einer
bekannten Frequenz verglichen werden kann und hier keine Unsicherheit auftritt.
Daher lassen sich die E�ekte der Ungenauigkeiten der Uhren-Quarze auf den gemes-
senen g-Faktor zu insgesamt 2 � 10�10 abschätzen.

6.2.14 Das Massenverhältnis des Elektrons und Ions

Da im Experiment die Zyklotronfrequenz des Elektrons über die des C5+-Ions be-
stimmt wird (siehe Gleichung 3.6), ist es nötig, das Verhältnis beider Zyklotron-
frequenzen zu kennen. Von der Gruppe um Van Dyck wurde das Verhältnis der
Zyklotronfrequenzen des C6+-Ions und des Elektrons in einer Penning-Falle gemes-
sen und in [Far95, Dyc95] 1995 verö�entlicht:

�c(C
6+)

�c(e�)
= 0; 000 274 365 185 89 (60) : (6.24)

Der 1-�-Fehler beträgt 2,2 ppb. Von denselben Autoren wurden kurz zuvor in
[Dyc95] zwei miteinander innerhalb einer Standardabweichung verträgliche Werte
für das Verhältnis der Zyklotronfrequenzen des C5+- und des C6+-Ions angegeben.
Gemittelt beträgt dieser Wert:

�c(C
5+)

�c(C6+)
= 0; 833 295 265 17 (22) : (6.25)

Hier beträgt der 1-�-Fehler 0,26 ppb. Aus diesen zwei Werten errechnet sich das
Verhältnis der Zyklotronfrequenzen des C5+-Ions und des Elektrons zu

�c(C
5+)

�c(e�)
= 0; 000 228 627 210 33 (50) : (6.26)

So lange nicht direkt die Zyklotronfrequenz des Elektrons gemessen wird, stellt dieser
relative Fehler von 2,2 ppb eine Art natürliche Grenze für die Bestimmung des g-
Faktors dar. Da sowohl die Gruppe um Van Dyck als auch die um Gabrielse eine um
eine Gröÿenordnung genauere Messung der e�-Masse planen, wird der g-Faktor des
Elektrons in 12C5+ in Zukunft genauer angegeben werden können. Weiterhin wird
es durch die Messung des g-Faktors des Elektrons in anderen hochgeladenen Ionen
möglich sein, Verhältnisse von g-Faktoren zu bilden, bei denen die Elektronenmasse
herausfällt, aber nicht die Ein�üsse der Bound-State-QED. Dadurch wird eine von
der Elektronenmasse unabhängige Überprüfung der Bound-State-QED möglich.

6.3 Bestimmung des g-Faktors

In den folgenden Abschnitten wird die Auswertung der Daten beschrieben.
Grundlegend für die Bestimmung des g-Faktors des gebundenen Elektrons ist

Gleichung 3.6:

g = 2
�L
�ic

�
�ic
�ec

�
: (6.27)

Da das Magnetfeld zeitlich nicht konstant ist, wurde die Zyklotronfrequenz wäh-
rend des Einstrahlens der Mikrowellen gemessen. Daher erhält man Verhältnisse der
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beiden Frequenzen bei denen sich dann eventuell ein spin-�ip ereignet hat. Werden
die beiden gemessenen Frequenzen jeweils in Gleichung 6.27 eingesetzt und die nach
Gleichung 6.27 berechneten �g-Faktoren� in Intervalle unterteilt, kann in jedem g-
Faktor-Intervall eine spin-�ip-Rate bestimmt werden (siehe Abbildung 6.15). Der
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Abbildung 6.15: g-Faktor-Resonanz
Aufgetragen ist die Wahrscheinlichkeit eines spin-�ips gegen das Verhältnis aus Larmor-
Präzessions- und Zyklotron-Frequenz. Die mittlere Zyklotronenergie des Ions betrug 4,4 eV.
Angepasst wurde wegen der geringen Statistik eine Kurve nach Gleichung 6.29. Die Berech-
nung der Fehler der einzelnen Messpunkte erfolgt unter der Annahme, dass den spin-�ips
eine Binominal-Verteilung zugrunde liegt (siehe Abschnitt 6.3).

Fehler jedes Messpunktes wird durch die Annahme einer Binominal-Verteilung ab-
geschätzt. Um eine untere Grenze für die �wahre� spin-�ip-Rate p zu erhalten, wird
bei festen angenommenen Wahrscheinlichkeiten p0u für spin-�ips berechnet, wie hoch
die Wahrscheinlichkeit � ist, dass bei der vorgegebenen Anzahl an Versuchen im g-
Faktor-Intervall sich mehr spin-�ips ereignen als beobachtet. p0u wird dann solange
abgesenkt, bis diese Wahrscheinlichkeit � unter (1 � 0; 66)=2 fällt. Damit wurde
eine Wahrscheinlichkeit pu für spin-�ips gefunden, die so klein ist, dass nur in 17%
der Fälle eine höhere als die beobachtete spin-�ip-Rate gemessenen würde. In ana-
loger Weise wird für die obere Grenze po verfahren. Somit erhält man ein Intervall
pu < p < po auÿerhalb dessen die �wahre� spin-�ip-Rate p mit einer Wahrscheinlich-
keit von kleiner 0,33 liegt. Dies bedeutet, dass die angegebenen Fehler nur in erster
Näherung 1-�-Fehler sind. Um 1-�-Fehler zu erhalten, müssten die Grenzen pu und
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pu gleichzeitig variiert werden. Die Lösung der damit entstehenden Schwierigkeiten
lohnt meiner Meinung nach in diesem Zusammenhang nicht. Daher habe ich darauf
verzichtet, einen entsprechenden Algorithmus zu implementieren.

In Abschnitt 3.4.2 wurde Gleichung 3.48 als erwartete Lininenform für die g-
Faktor-Resonanzen hergeleitet. Da die Resonanz-Kurven für kleine axiale Energien
dem Auge nach praktisch keine Asymmetrie erkennen lassen, kann vorerst in Glei-
chung 3.48 �!L=!L = 0 gesetzt werden. Dies ist sinnvoll, da für die einzeln auszuwer-
tenden Spektren, wegen ihrer geringen Statistik, nur wenige Punkte zur eigentlichen
Resonanz beitragen. Daher ist es wichtig, die Anzahl der freien Parameter so gering
wie möglich zu halten. Somit werden in den Abschnitten 6.3.1 und 6.3.4 zur Aus-
wertung der einzelnen Spektren nur die symmetrischen linienverbreiternden E�ekte
durch statistische Prozesse in Betracht gezogen. Dieses Modell geht also davon aus,
dass sowohl die Zyklotron- als auch die Larmor-Resonanz durch den gleichen Mit-
telungsprozess entstehen. Man erhält so als Grundlage für eine Resonanzkurve im
Grenzfall �!L=!L ! 0 von Gleichung 3.48 eine Gauÿ-Funktion:

P̂ (g) =
Â

�g
p
�

exp

�
�(g � gv;i)

2

�g2

�
: (6.28)

Hier ist g das nach Gleichung 6.27 berechnete Verhältnis, gv;i beschreibt die Lage
und �g die Breite der g-Faktor-Resonanz. Â ist ein Amplitudenfaktor. Um Sät-
tigungse�ekte zu berücksichtigen wird die Gauÿ-Funktion als Übergangsrate R in
Gleichung 3.64 eingesetzt, und man erhält als theoretische Beschreibung für die
Wahrscheinlichkeit eines spin-�ips:

P (g) =
1

2

�
1� exp

�
�A exp

�
�(g � gv;i)

2

�g2

���
: (6.29)

Hierbei wurden die Zeit t, während der die Mikrowellen eingestrahlt werden, und
die Vorfaktoren der Gauÿ-Funktion im Amplitudenfaktor A zusammengefasst. Ein
Fit an die gemessene Resonanzkurve ergibt dann einen vorläu�gen g-Faktor gv;i. Um
einen verlässlicheren g-Faktor und Fehler zu erhalten wurde die Mitte der Intervalle,
in denen die spin-�ip-Rate berechnet wurde, variiert und jeweils eine Resonanz-
Kurve angepasst (siehe Abbildung 6.15). Der vorläu�ge g-Faktor gv wurde dann
aus dem Mittelwert der so erhaltenen g-Faktoren gv;i und der Fehler aus deren
Standardabweichung gewonnen.

Da bei dieser Auswertung noch nicht die endliche Energie des Ions berücksichtigt
wurde, müssen mehrere Spektren bei verschiedenen Zyklotron- und Axialenergien
aufgenommen und ausgewertet werden:

6.3.1 Variation der Zyklotronenergie

Da bei der Messung der reduzierten Zyklotronfrequenz das Ion angeregt sein muss
und das Invarianztheorem (Gleichung 3.12) das Magnetfeld nicht am Ort des Ions
sondern im Zentrum der Zyklotronbewegung wiedergibt (siehe Abschnitt 3.3.3), wird
bei der Bestimmung der freien Zyklotronfrequenz ein Fehler von einigen 10�9 ge-
macht. Werden die Frequenzen unserer Falle in Gleichung 3.34 eingesetzt, so erhält
man für diese Verschiebung:

�gv = �3; 212 � 10�9 1

Hz
��z : (6.30)
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Nach der dort entwickelten Theorie ist die freie Zyklotronfrequenz allerdings un-
abhängig von der Zyklotronenergie. In Abbildung 6.6 wurde hingegen eine Ab-
hängigkeit von der Zyklotronenergie von ��c=�c = �0; 540 (99) � 10�9 ��z=Hz ge-
messen. Wird der relativistische E�ekt der Änderung der freien Zyklotronfrequenz,
um den auch die Larmor-Präzessionsfrequenz verschoben wird, von relativ gese-
hen �0; 184 (19) � 10�9 ��z=Hz von dieser Abhängigkeit abgezogen (siehe Abschnitt
6.2.1), so erhält man eine theoretische Abhängigkeit des g-Faktors von:

�gv = �2; 52 (22) � 10�9 1

Hz
��z : (6.31)

Um diese Verschiebungen weitgehend unabhängig von Gleichung 6.31 zu berück-
sichtigen, werden die einzelnen Messpunkte (die Verhältnisse der Mikrowellen- und
der freien Zyklotronfrequenz und die Information, ob bei diesem Frequenzverhältnis
ein spin-�ip stattgefunden hat) nach Zyklotronenergien sortiert und in 4-6 Grup-
pen zusammengefasst. Als Maÿ für die Zyklotronenergie wird die Di�erenz der
axialen Frequenz ��z beim Einstrahlen der Mikrowellen und der des kalten Ions
(E+ � 150 meV) benutzt4 (siehe Gleichung 3.28). Gemäÿ Gleichung 6.31 wird ein
linearer Zusammenhang zwischen den vorläu�gen Resonanz-g-Faktoren gv und der
Zyklotronenergie erwartet. Daher kann der g-Faktor des gebundenen Elektrons g0
dem y-Achsenabschnitt der Regressionsgeraden entnommen werden (siehe Abbildun-
gen 6.16 und 6.17). Da die Zyklotronenergie in jeder Gruppe nicht konstant und die
spin-�ip-Rate nicht unabhängig von dieser ist (siehe Abschnitt 6.2.5), ist bei der Be-
stimmung der Zyklotronenergie der Gruppe Vorsicht angebracht. Ich habe den Weg
gewählt, als Maÿ für die Zyklotronenergie einer Gruppe den Mittelwert der Zyklo-
tronenergien, bei denen ein spin-�ip stattgefunden hat, zu benutzen. Diese Wahl lie-
fert einen Wert für den g-Faktor, der sehr nahe an dem mit dem in Abschnitt 6.3.2 er-
klärten Iterationsverfahren gewonnen Wert für den g-Faktor liegt. Die Abhängigkeit
des gemessenen g-Faktors von der Zyklotronenergie von �2; 39 (33) � 10�9 ��z=Hz
(siehe Tabelle 6.2) stimmt innerhalb ihrer Fehlergrenzen mit der in Gleichung 6.31
bestimmten Abhängigkeit von �2; 52 (22) � 10�9 ��z=Hz überein.

6.3.2 Iteration der Auswertung

Mit dem aus der Steigung der Regressionsgeraden gewonnenen Korrekturfaktor m0

(siehe Abschnitt 6.3.1, z.B. Abbildung 6.16 und Tabelle 6.2), können alle Einzel-
messungen getrennt korrigiert werden. In Abbildung 6.18 sind alle �g-Faktoren� mit
einem Korrekturfaktor m0 = �2; 39 � 10�9 korrigiert und dann aufgetragen worden.
Wiederum in Zyklotronenergieintervalle unterteilt, kann einer ange�tteten Geraden
der g-Faktor g1 und die Steigung m1 entnommen werden (siehe Abbildung 6.19).
Die so ermittelten g-Faktoren sind innerhalb der Fehler mit denen, die ohne Ite-
ration gewonnen wurden, verträglich. Damit ist dieses Verfahren bereits nach dem
ersten Schritt konvergiert. Wird die Energie der Zyklotronbewegung einer Gruppe
allerdings aus dem Mittelwert aller Messungen in der Gruppe gebildet (vergleiche
Abschnitt 6.2.5), liegt der aus der Extrapolation der unkorrigierten g-Faktoren gv

4Da die im Zyklotronnachweis induzierten Ströme sich kaum vom Rauschen abheben, ist die
Verschiebung der axialen Frequenz ein sehr viel zuverlässigeres Maÿ für die Energie der Zyklotron-
bewegung als der von ihr induzierte Strom.
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Abbildung 6.16: Extrapolation der g-Faktor-Resonanz auf verschwindende
Zyklotronenergie
Aufgetragen sind die vorläu�gen Resonanz-g-Faktoren gv, wie sie aus Messungen ähnlich
der in Abbildung 6.15 bestimmt werden, gegen die Zyklotronenergie. Um dieses Bild zu
erhalten, wurde die Gesamtheit aller Meÿwerte (ca. 1000) nach Zyklotronenergien sortiert
und dann in 4 Gruppen aufgeteilt. Die Zyklotronenergie einer Gruppe wurde aus dem
Mittelwert der Zyklotronenergien ihrer Messpunkte bestimmt, bei denen auch tatsächlich
ein spin-�ip induziert wurde (vergleiche Abschnitt 6.3.1). Als Fehler der Zyklotronenergie
einer Gruppe wurde die Standardabweichung der Zyklotronenergien der Messpunkte, die
zur Gruppe beitragen, angegeben.
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Abbildung 6.17: Extrapolation der g-Faktor-Resonanz auf verschwindende
Zyklotronenergie
Im Gegensatz zu Abbildung 6.16 wurde hier die Gesamtheit aller Messwerte in 6 Gruppen
aufgeteilt.
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Abbildung 6.18: g-Faktor-Resonanz mit nach der Zyklotronenergie korri-
gierten Messwerten
Solch ein Spektrum benötigt zur Zeit mindestens 1 Monat ununterbrochene Messzeit. Um
von der Energie der Zyklotronbewegung unabhängig zu werden, wurde zu jedem einzelnen
Frequenzverhältnis gv der Korrekturfaktor m0 = �2; 39 � 10�9 ��z addiert. Ein symmetri-
scher Fit (durchgezogene Kurve) nach Gleichung 6.29 ergibt g0 = 2; 001 041 596 782 (137).
Wendet man als Grundlage für die Anpassung an die Resonanz Gleichung 3.48 an (ge-
strichelte Kurve), so erhält man g0 = 2; 001 041 597 058 (132). Für die Parameter, die die
Linienbreiten durch die Inhomogenität des Magnetfeldes �!L=!L und die Ungenauigkeiten
der Zyklotronfrequenzmessung (!c=!c) beschreiben, ergibt sich �!L=!L = 1; 64 (18) � 10�9

und �!c=!c = 3; 18 (13) � 10�9.
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gewonnene g-Faktor für verschwindende Zyklotronenergien g0 um 1; 5 �10�9 zu nied-
rig. Das Verfahren konvergiert in diesem Fall erst nach dem zweiten Schritt gegen
die gleichen Werte wie in Tabelle 6.2.

Abbildung 6.19: Der korrigierte g0-Faktor als Funktion der Zyklotronener-
gie
Die Steigung der Geraden ist mit 0 verträglich.

6.3.3 Gemessene Form der g-Faktor-Resonanz

Die Asymmetrie der g-Faktor-Resonanz

Durch die Boltzmann-Verteilung der axialen Energie ist sowohl die Larmor-Resonanz
als auch die Zyklotron-Resonanz asymmetrisch (siehe Gleichung 3.48 in Abschnitt
3.4.1). Zusätzlich hängt das Maximum des Zyklotronsprektrums nicht linear von
dem mittleren Magnetfeld ab (siehe Abbildung 3.4). Mit den in den Abschnit-
ten 6.3.1 und 6.3.2 gewonnen Informationen über Abhängigkeit des �g-Faktors�
von der Zyklotronenergie können nun alle Messungen für eine axiale Energie von
60 K zusammengefasst werden (siehe Abbildung 6.18). Mit der so erhaltenen Sta-
tistik kann nun ein Fit nach Gleichung 3.48 durchgeführt werden. Es ergibt sich
für den Anteil der Verbreiterungen durch die Inhomogenität des Magnetfeldes
�!L=!L = 1; 64 (18) � 10�9 und für die der Fluktuationen der Zyklotronfrequenzmes-
sungen �!c=!c = 3; 18 (13) � 10�9. Aus den Messungen aus den Abschnitten 5.12.2
und 5.10.2 folgt, dass �!L=!L = 5; 2 (5) � 10�9 sein sollte. Diese Diskrepanz um einen
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Gröÿe 4 Gruppen 5 Gruppen 6 Gruppen Mittelwert
g0 [10�9] 596; 61� 0; 65 596; 78� 0; 88 597; 30� 1; 05 596; 84� 0; 81
m0 [10�9=Hz] �2; 33� 0; 25 �2; 40� 0; 32 �2; 47� 0; 42 �2; 39� 0; 33
g1 [10�9] 596; 83� 0; 54 597; 41� 0; 98 596; 92� 0; 99 597; 01� 0; 83
m1 [10�9=Hz] �0; 01� 0; 17 �0; 19� 0; 32 �0; 01� 0; 35 �0; 06� 0; 28

Tabelle 6.2: Ergebnisse der Extrapolation auf verschwindende Zyklotron-
energie
g0 ist der aus den vorläu�gen g-Faktoren gv direkt auf verschwindende Zyklotronenergie
extrapolierte g-Faktor (siehe Abbildungen 6.16 und 6.17). m0 bezeichnet die Abhängigkeit
des g-Faktors von der Zyklotronenergie (in Einheiten der Verschiebung der axialen Fre-
quenz). g1 ist der Wert, den man erhält, wenn die Abhängigkeit der gemessenen Frequenz-
verhältnisse von der Zyklotronenergie mittels m0 vor der Extrapolation korrigiert wurde
(siehe Abschnitt 6.3.2 und Abbildung 6.19). Die Anzahl der Gruppen gibt an, in wieviele
Gruppen die Daten zur Extrapolation unterteilt wurden. Die Unterschiede zwischen den
Mittelwerten der verschiedenen Einteilungen geben einen unabhängigen Anhaltspunkt für
die Genauigkeit der Extrapolationen.

Faktor 3 lässt sich nur durch einen zusätzlichen Mittelungsprozess erklären, der in
der Theorie nicht berücksichtigt wurde (vergleiche auch Abbildung 6.11). Der mit
Hilfe der asymmetrischen Linienform gewonnene g-Faktor weicht allerdings nur um
+3 � 10�10 von dem mit einer symmetrischen Fit-Funktion gewonnen g-Faktor ab
(siehe Abbildung 6.18). Da für die Herleitung von Gleichung 3.48 nicht von einer
gleichartigen Mittelung der Zyklotron- und Larmor-Resonanz ausgegangen wurde,
sondern von der theoretischen Linienform, muss der beim Lorentz-Fit an die Zy-
klotronspektren in 6.2.6 beschriebene systematische Fehler zusätzlich berücksichtigt
werden. Dieser beträgt für die axiale Temperatur von 60 K, bei der die Messung
stattfand, +5 � 10�10 (im g-Faktor), sodass sich der aus diesem theoretischen Mo-
dell gewonnene g-Faktor zu g0 = 2; 001 041 596 558 (137) ergibt. Damit kommt er
um 2 � 10�10 unter dem mit der symmetrischen Fit-Funktionen gewonnen zu liegen.
Der durch die unbekannte Asymmetrie der g-Faktor-Resonanz zustande kommende
Fehler wird mit 5 � 10�10 abgeschätzt.

Die Sättigung der g-Faktor-Resonanz

Eine zusätzliche mögliche Fehlerquelle ist die Sättigung der Larmor-Resonanz. Ei-
ne Sättigung der Larmor-Resonanz bewirkt, dass der Spin des Elektrons auch bei
den nur kurz vorliegenden hohen axialen Energien und damit auch hohen Magnet-
feldern umgeklappt werden kann. Dadurch verschiebt sich die Larmor-Resonanz zu
höheren Frequenzen, während die Zyklotronresonanz von der erhöhten Mikrowellen-
leistung weitgehend unbein�usst bleibt. Eine Messung dieses E�ekts ist in Abbil-
dung 6.20 dargestellt. Nimmt man an, das die Verschiebung der g-Faktor-Resonanz
linear von der Intensität der Mikrowellen abhängt, kann man folgern, dass die Rest-
Verschiebung für ungesättigte Kurven, die bei 1/3 der axialen Temperatur dieser
Messung aufgenommen werden, 1=3 � 20 � 10�9=1000 < 1 � 10�11 beträgt.

Wegen dieser Unwägbarkeiten einer asymmetrischen g-Faktor-Resonanz und ei-
ner möglichen Sättigungsverschiebung wurde, um eventuelle Verschiebungen der g-
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Abbildung 6.20: Sättigung der g-Faktor-Resonanz durch eine hohe Intensi-
tät der Mikrowellen
Angepasst ist eine Kurve nach Gleichung 6.29. Die Lage der Resonanz hat sich durch die
Erhöhung der Intensität der Mikrowellen um einen Faktor 1000 um 20 � 10�9 (gestrichel-
te Linie) gegenüber der Lage der Resonanz bei niedriger Intensität (gepunktete Linie) zu
gröÿeren Werten verschoben (siehe Abschnitt 6.3.3). Um die Verschiebung zu vergröÿern,
wurde die axiale Temperatur während des Einstrahlens der Mikrowellen auf 3 � T0 erhöht.
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Faktor-Resonanz mit der Linienbreite festzustellen, die g-Faktor-Resonanz bei ver-
schiedenen axialen Temperaturen des Ions gemessen (siehe Abschnitt 6.3.4):

6.3.4 Variation der axialen Energie

In diesem Abschnitt werden die in Abschnitt 6.3.3 diskutierten eventuellen
systematischen Verschiebungen der g-Faktor-Resonanz durch die Magnetfeld-
Inhomogenitäten mit Hilfe einer Variation der Breite der g-Faktor-Resonanzen un-
tersucht. E�ekte, die den gemessenen g-Faktor durch das inhomogene Magnetfeld
im Zusammenhang mit einer endlichen axialen Energie verschieben, sollten sich
dann auch stärker bemerkbar machen. So ist in Abbildung 6.21 zu sehen, dass
sich der Parameter �!L=!L, der die durch die Magnetfeldinhomogenitäten entste-
henden Verbreiterung der Resonanz beschreibt, von 1; 64 (18) � 10�9 bei 60 K auf
11; 7 (14) � 10�9 bei 343 K erhöht hat. Dies entspricht fast genau dem Verhältnis
der axialen Temperaturen. Das Verhältnis von �!L=!L zu �!c=!c, das die Asym-
metrie der Kurve beschreibt, ist um etwa einen Faktor 3 gröÿer geworden. Der

Abbildung 6.21: g-Faktor-Resonanz für eine axiale Energie von 343 K
Ein symmetrischer Fit (durchgezogene Kurve) nach Gleichung 6.29 ergibt
g0 = 2; 001 041 596 96 (209). Die Resonanz hat sich für einen symmetrischen Fit in-
nerhalb der Fehlergrenzen gegenüber Abbildung 6.18 (T = 60 K) nicht verschoben.
Wendet man als Grundlage für die Anpassung an die Resonanz Gleichung 3.48 an (gestri-
chelte Kurve), so erhält man g0 = 2; 001 041 600 64 (172) mit �!L=!L = 11; 7 (14) � 10�9

und �!c=!c = 8; 4 (14) � 10�9.

aus der Messung mit der höheren Temperatur extrahierte g-Faktor hat sich auch
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um entsprechend 4 � 10�9 erhöht. Wird allerdings der in Abschnitt 6.2.6 beschrie-
bene systematische Fehler bei der Bestimmung der Zyklotronenergie berücksichtigt,
liegt der so bestimmte g-Faktor um 5 � 10�9 niedriger als beim symmetrischen Fit:
g0 = 2; 001 041 592 30 (480). Da die in Abschnitt 6.2.6 beschriebene Verschiebung
der Zyklotronfrequenz für T = 343 K nur schlecht vohergesagt werden kann, ist der
Fehler gröÿer geworden. Dies liegt daran, dass für T = 5; 6 � T0 �! �  ist (siehe
Abschnitt 3.4.1).
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Abbildung 6.22: Extrapolation der g-Faktor-Resonanz auf verschwindende
Axialenergie
Wegen der geringen Statistik und der Schwierigkeit die systematische Verschiebung der
Zyklotronresonanz bei hohen axialen Energien abzuschätzen, wurden nur die Ergebnis-
se der symmetrischen Fits (Gleichung 6.29) zur Auswertung herangezogen. Ferner wurde
voher der g-Faktor um die Abhängigkeit des gemessenen g-Faktors von der Energie der
Zyklotronbewegung korrigiert. Die Steigung der Geraden ist mit 0 verträglich.

Wird dagegen der g-Faktor, wie für Abbildung 6.22 geschehen, durch Anpas-
sen einer symmetrischen Funktion (Gleichung 6.29) bestimmt, so ist fast keine
Abhängigkeit des g-Faktors von der axialen Temperatur festzustellen. Dies zeigt,
dass die zur Herleitung von Gleichung 6.29 verwandte Annahme, dass die Mit-
telungsprozesse der Larmor- und Zyklotron-Resonanz ähnlich sind, gerechtfertigt
ist. Der auf verschwindende axiale Energie extrapolierte Wert des g-Faktors ist
g = 2; 001 041 596 952 (165).



6.4. ENDERGEBNIS DER MESSUNGEN 129

6.4 Endergebnis der Messungen

Der g-Faktor wird aus den Extrapolationen auf verschwindende Zyklotron- und
Axialenergie gewonnen (dritte Zeile in Tabelle 6.2 und Abbildung 6.22). Dieser Wert
lautet:

g = 2; 001 041 597 0 (8) : (6.32)

In den letzten Abschnitten wurden umfangreiche Untersuchungen zu systematischen
Fehlerquellen dargestellt. Tabelle 6.3 zeigt eine Übersicht über die Ergebnisse der
Fehlerbetrachtungen. Den gröÿten Beitrag zum Fehler im g-Faktor liefert die Un-
sicherheit in der Masse des Elektrons. Für die Masse des Elektrons sind aber in
naher Zukunft neue, genauere Werte zu erwarten. Wegen der in Abschnitt 6.2.9
beschriebenen Verschiebung der berechneten freien Zyklotronfrequenz �c durch die
Wechselwirkung des Ions mit seiner eigenen Spiegelladung muss vom g-Faktor noch
5 � 10�10 subtrahiert werden. Die in Abschnitt 6.2.4 beschriebene systematische Ver-
schiebung durch die Speicherspannungsdrift beträgt 1; 5 (8) � 10�10 und muss auch
noch vom gemessenen g-Faktor abgezogen werden. Analog muss, wie in Abschnitt
6.2.5 erklärt, durch einen O�set bei der Messung der Zyklotronenergie 1; 5(4) �10�10
zum g-Faktor hinzu addiert werden. Werden die in Tabelle 6.3 zusammengefassten
systematischen Fehler zusammen mit den Korrekturen berücksichtigt, so erhält man
für den Wert des g-Faktors des Elektrons in wassersto�ähnlichem Kohlensto�:

g = 2; 001 041 596 4 (8) (6) (44) : (6.33)

Dabei bezeichnet der erste Fehler die statistischen Unsicherheiten. Der zweite Fehler
kommt durch die quadratisch aufsummierten Beiträge der systematischen Unsicher-
heiten zustande. Der letzte Fehler beschreibt die Unsicherheit durch das Verhältnis
der Masse des 12C5+-Ions und der des Elektrons.

6.5 Einordnung des Messergebnisses

6.5.1 Test der Bound-State-QED

In den Abschnitten 6.1 bis 6.4 wurde gezeigt, wie das Verhältnis der Larmor- und der
Zyklotron-Frequenz mit einer relativen Genauigkeit von 5 � 10�10 gemessen werden
konnte. Daraus ergibt sich für den g-Faktor des in 12C5+ gebundenen Elektrons:

g = 2; 001 041 596 4 (8) (6) (44) : (6.34)

Der erste Fehler bezeichnet die statistische Unsicherheit. Der zweite Fehler kommt
durch die quadratisch aufsummierten Beiträge der systematischen Unsicherheiten
zustande. Der letzte Fehler schlieÿlich resultiert aus der Unsicherheit des Verhält-
nisses der Masse des 12C5+-Ions und der des Elektrons. Die hier vorgestellte Messung
stellt die bisher genaueste Bestimmung eines atomaren g-Faktors dar5 und bestä-
tigt den theoretischen Wert der Göteborger Theorie-Gruppe [Per97, Bei00b] (siehe
Tabelle 1.1):

g = 2; 001 041 590 9 (21) (50) : (6.35)

5Zu den bisher genausten Messungen gehören die Messungen des gj-Faktors in
138Ba+ [Mar98]

mit �gj = 3 � 10�8 und die des gj-Faktors in 1H [Tie77] mit ebenfalls einer Genauigkeit von
�gj = 3 � 10�8.
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Grundsätzliche Limitationen

Masse des Elektrons 6.2.14 4 � 10�9 (Messung auf einige 10�10 geplant)
Retardierungse�ekte 6.2.9 < 10�13

Fehler durch die endliche Energie (E+=5 eV, Ez=0,07 eV)

ohne Extra- mit Extra-
polationen polationen

Asymmetrie der g-Faktor-Resonanz 6.3.3 7 � 10�9 5 � 10�10
Endliche Zyklotronenergie 6.2.1 5 � 10�9 �
Bestimmung der Zyklotronenergie 6.2.5 � 4 � 10�11
elektrische Feldfehler 6.2.3 2 � 10�10 2 � 10�10
relativistische Korrekturen 6.2.8 1 � 10�11 2 � 10�12
Stehende Welle des Mikrowellenfeldes 6.2.10 1 � 10�14 < 10�14

Summe (quadratisch) 9 � 10�9 5 � 10�10

Andere apparative Fehlerquellen

Ungenauigkeit des FFT-Quarzes 6.2.13 2 � 10�10
Speicherspannungsdrift 6.2.4 8 � 10�11
Wechselwirkung mit den Spiegelladungen 6.2.9 5 � 10�11
Sättigung des Larmor-Übergangs 6.3.3 1 � 10�11
spektrale Reinheit der Mikrowellen 6.2.11 1 � 10�12
Dämpfung der Ionenbewegung 6.2.12 � 10�20

Drift des Magnetfeldes 6.2.2 0
Summe (quadratisch) 3 � 10�10

Am g-Faktor angebrachte Korrekturen

g = 2; 001 041 596 952
�0; 000 000 000 583 Wechselwirkung mit den Spiegelladungen 6.2.9
�0; 000 000 000 150 Speicherspannungsdrift 6.2.4
+0; 000 000 000 150 Bestimmung der Zyklotronenergie 6.2.5
2; 001 041 596 369 Summe

Tabelle 6.3: Übersicht über die Beiträge der systematischen Fehler
Die Fehler sind absolut angegeben.
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Der erste Fehler kommt hier durch Ungenauigkeiten bei den Berechnungen der
Bound-State-QED-Korrekturen 1. Ordnung in � und der Mitbewegung des Kerns
zustande. Der zweite Fehler spiegelt vor allem die Unsicherheit durch die noch nicht
berechneten Bound-State-Korrekturen 2. Ordnung in � wider. Diese Rechnung be-
rücksichtigt alle Ordnungen in Z� (siehe Abschnitt 1.2.2). Berechnungen von Grotch
und Hegstrom [Gro71] dagegen, die auf einer Entwicklung nach Z� basieren, weichen
um 10�7 vom experimentellen Wert ab. Damit zeigt die hier vorgestellte Messung,
dass in die Rechnungen bereits für kleine Z alle Ordnungen in Z� einbezogen werden
sollten.

Abbildung 6.23 gibt einen Überblick über die jeweils genauesten bisher an was-
sersto�ähnlichen Systemen durchgeführten g-Faktor-Messungen. Man erkennt, dass
die hier vorgestellte Messung als erste auf die Beiträge der Bound-State-QED zum g-
Faktor emp�ndlich ist. Zusammen mit den Berechnungen der Göteborger Theorie-
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Abbildung 6.23: Überblick über die bisher an wassersto�ähnlichen Syste-
men durchgeführten g-Faktor-Messungen
Aufgetragen sind die theoretischen Korrekturen zum g-Faktor des gebundenen und des
freien Elektrons und die Genauigkeit der jeweils genauesten verfügbaren experimentellen
Werte (aus [Bei00b]). Jede Linie eines experimentellen Wertes, die eine Kurve eines theo-
retischen Beitrags schneidet, zeigt an, dass dieser Beitrag durch das Experiment getestet
wird.

Quellen: (1): freies e� [Dyc86b], (2): 1H [Tie77], (3): 4He+ [Joh80],

(4): 12C5+ [Her00], (5): 12C5+ [diese Arbeit], (6): 207Pb81+ [See98],

(7): 209Bi82+ [Win99]
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Gruppe veri�ziert sie die Bound-State-QED-Korrekturen zum g-Faktor schon bei
Z = 6 mit einer relativen Genauigkeit von 9 � 10�3.

Die bisher genauesten Überprüfungen der BS-QED-Korrekturen in schweren
hochgeladenen Ionen wurden an der Lambshift in wasstersto�- und lithiumähnli-
chen Systemen durchgeführt. In wassersto�ähnlichem Uran (238U91+) konnten die
BS-QED-Korrekturen mit einer Genauigkeit von ca. 3% veri�ziert werden [Bey95].
In Mehrelektronensystemen konnten die QED-Beiträge mit etwas höherer Präzi-
sion getestet werden. Allerdings sind wegen der Wechselwirkung der Elektronen
untereinander die hier auftretenden Korrekturen schwerer zu interpretieren. Die
an lithiumähnlichem Wismut (209Bi80+) durchgeführten Messungen der Lambs-
hift sind zwar auf 2 � 10�3 genau [Bei98], allerdings di�erieren die Berechnun-
gen der Lambshift wegen ihrer unterschiedlichen Behandlung der relativistischen
Mehrteilchen-Wechselwirkungen untereinander um bis zu 2%. Zusätzlich sind die
BS-QED-Korrekturen 2. Ordnung in � noch nicht vollständig berechnet worden
[Sha99, Sap99]. Daher wurde die BS-QED auch hier nur mit einer Genauigkeit von
etwa 2% veri�ziert6.

Messungen zur Hyperfeinstruktur in hochgeladenen Ionen lassen zur Zeit keine
Schlüsse auf die Richtigkeit der BS-QED zu. Dies liegt daran, dass die Ein�üsse
der unbekannten Kernstruktur � insbesondere des magetischen Moments � auf die
Hyperfeinstruktur nicht genau genug bekannt sind [See98, Tom98] (siehe auch Ab-
schnitt 1.2). Damit ist die hier vorgestellte Messung neben denen der Lambshift
hochgeladener Ionen der genaueste Test der Bound-State-QED-Korrekturen. Für
einen Test der QED besitzt der g-Faktor des gebundenen Elektrons gegenüber der
Lambshift den Vorteil, weit weniger emp�ndlich auf Kerne�ekte zu sein [Per97] (sie-
he Abschnitt 1.2). Weiterhin treten im Gegensatz zu lithiumähnlichen Systemen
keine zusätzlichen Wechselwirkungen mit anderen Elektronen auf. Damit lassen sich
aus Experiment und Theorie des g-Faktors des gebundenen Elektrons im Hinblick auf
einen Test der BS-QED zuverlässigere Aussagen tre�en, als dies bei den Lambshift-
Messungen möglich ist.

Durch Verbesserungen der Theorie des g-Faktors des gebundenen Elektrons7 und
durch eine genauere Messung der Masse des Elektrons ist in naher Zukunft mit einer
noch genaueren Überprüfung der Bound-State-QED durch den g-Faktor des in 12C5+

gebundenen Elektrons zu rechnen.
Allerdings ist anzumerken, dass die elektrischen Feldstärken, die das Elektron in

wassersto�ähnlichem Kohlensto� erfährt, gegenüber denen, die es in wassersto�ähn-
lichem Uran erfährt, noch vergleichsweise gering sind und sich so mögliche Nichtli-
nearitäten der QED im Feldstärketensor F �� hier nicht so stark wie bei den schweren
hochgeladenen Ionen bemerkbar machen (siehe Abschnitt 1.2 und Abbildung 1.1).
Deshalb werden durch die hier vorgestellte Messung vor allem die Rechenmethoden
der Bound-State-QED veri�ziert. Sie ist daher komplementär zu denen der Lambs-
hift und der Hyperfeinstrukturaufspaltung zu sehen (siehe Abschnitt 1.2). Daher

6Wegen den hohen experimentell erreichbaren Genauigkeiten für die Lambshift in lithiumähn-
lichen Systeme eignen sie sich hervorragend dazu, Zwei-Photon-Austausch-Prozesse zwischen den
verschiedenen Elektronen zu testen [Sha99, Sap99]. Diese sind aber von den BS-Korrekturen 2.
Ordnung in � zu unterscheiden

7Dazu gehört insbesondere ein Abschätzung der Gröÿe der BS-QED-Korrekturen 2. Ordnung
in �. Für eine grobe Abschätzung kann diese für kleine Kernladungszahlen Z noch auf einer Ent-
wicklung nach Z� basieren.
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ist es wünschenswert, ähnliche Messungen des g-Faktors des gebundenen Elektrons
z.B. in wassersto�ähnlichem Blei oder Uran an der GSI in Darmstadt im Rahmen
des geplanten HITRAP-Projekts durchzuführen und so das volle Potential der hier
vorgestellten Messmethode auszunutzen. Nach den Aussagen von Persson et al. in
[Per97] können die E�ekte des Kerns auf den g-Faktor des gebundenen Elektrons
für schwere wassersto�ähnliche Ionen genauer als 10�7 berechnet werden. Da die
BS-QED-Korrekturen dort ca. 10�3 betragen (siehe Abbildung 6.23), können sie so
mit einer Genauigkeit von 10�4 studiert werden. Daher erlauben Messungen des
g-Faktors in schweren wassersto�ähnlichen Ionen einen präzisen Test der BS-QED-
Korrekturen 2. Ordnung in �.

6.5.2 Atomare Masse des Elektrons

Wird auf die Richtigkeit der Berechnung des g-Faktors des gebundenen Elektrons
und der dabei verwandten Methoden vertraut, so kann aus der vorgestellten Mess-
ung auf das Verhältnis der Masse des Elektrons und der des 12C5+-Ion geschlossen
werden. Nach Berücksichtigung der Ionisationsenergie kann die Masse des Elektrons
direkt in den atomaren Einheiten des 12C-Atoms angegeben werden:

me = 0; 000 548 579 912 8 (3) (15) u : (6.36)

Der erste Fehler resultiert aus der Genauigkeit von 5 � 10�10, mit der das Verhältnis
der Larmor- und der Zyklotron-Frequenz bestimmt wurde. Der zweite Fehler be-
schreibt die theoretischen Unsicherheiten des g-Faktors von relativ gesehen 2; 7�10�9.
Dieser Wert stimmt innerhalb seiner Fehlergrenzen mit dem genauesten bisher ver-
ö�entlichten Wert von Van Dyck et al. überein [Far95, Dyc95] (vergleiche Abschnitt
6.2.14):

me = 0; 000 548 579 911 1 (12) u : (6.37)

Verbesserungsmöglichkeiten in der Theorie des g-Faktors des gebundenen Elektrons
lassen eine noch genauere Bestimmung der Elektronen-Masse erwarten. Auch wird
die Messung des g-Faktors des Elektrons in anderen hochgeladenen Ionen helfen,
die theoretischen Unsicherheiten zu verstehen, und es so ermöglichen, eine noch
genauere Bestimmung der Masse des Elektrons vorzunehmen.
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wird eine Messung des magnetischen Moments des Elektrons in
wassersto�ähnlichem Kohlensto� vorgestellt. Nach umfangreichen systematischen
Untersuchungen ergibt sich der an einem einzelnen gespeicherten 12C5+-Ion gemes-
sene g-Faktor des gebundenen Elektrons zu:

g = 2; 001 041 596 4 (8) (6) (44) : (7.1)

Der erste Fehler bezeichnet die statistische Unsicherheit. Der zweite Fehler kommt
durch die quadratisch aufsummierten Beiträge der systematischen Unsicherheiten
zustande. Der letzte Fehler schlieÿlich resultiert aus der Unsicherheit des Verhält-
nisses der Masse des 12C5+-Ions und der des Elektrons. Die hohe Genauigkeit der
Messung wurde durch die Anwendung einer neuen Methode ermöglicht, bei der der
Nachweis der Ausrichtung des Spins vom Induzieren der spin-�ips räumlich getrennt
durchgeführt wird. Dies erlaubt es, die Beschränkungen der zum Nachweis der Aus-
richtung des Spins notwendigen magnetischen Inhomogenität zu umgehen.

Die hier vorgestellte Messung stellt die bisher genaueste Bestimmung eines ato-
maren g-Faktors dar und bestätigt den theoretischen Wert der Göteborger Theorie-
Gruppe [Per97, Bei00b] mit einer Genauigkeit von 7 � 10�9. Zusammen mit diesen
Rechnungen veri�ziert sie die Bound-State-QED-Korrekturen genauer als 1%. Damit
ist der g-Faktor des in 12C5+ gebunden Elektrons neben Messungen der Lambshift
in schweren hochgeladenen Ionen der genaueste Test der Bound-State-QED.

Wird auf die Richtigkeit der Berechnung des g-Faktors des gebundenen Elektrons
vertraut kann folgender Wert für die atomare Masse des Elektrons gewonnen werden
(siehe Abschnitt 6.5.2):

me = 0; 000 548 579 912 8 (15) u : (7.2)

Dieser Wert stimmt mit dem zur Zeit genauesten von Van Dyck et al. [Far95] ver-
ö�entlichten Wert überein. Der Fehler der hier vorgestellten Messung der atomaren
Masse des Elektrons ist dabei nur geringfügig gröÿer als der der Messung von Van
Dyck et al..

135
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7.1 Verbesserungsmöglichkeiten der Messung des g-

Faktors

Alle folgenden Verbesserungsvorschläge zielen auf ein vom Ion erfahrenes konstan-
teres Magnetfeld ab:

7.1.1 Optimieren der Homogenität des Magnetfeldes

Eine naheliegende Möglichkeit, das Messergebnis zu verbessern, liegt darin, das Mag-
netfeld homogener zu gestalten. Insbesondere der symmetrische Teil der Magnetfeld-
Inhomogenität (vor allem der B2-Term) trägt zur Breite und Verschiebung der g-
Faktor-Resonanz bei (siehe Abschnitt 3.4.1). Da die Inhomogenität des Magnetfeldes
auch in der Präzisions-Falle im Wesentlichen durch den Nickel-Ring in der Analyse-
Falle hervorgerufen wird (siehe Abschnitt 5.12.1), wird durch eine Vergröÿerung des
Abstandes der Präzisions- von der Analyse-Falle das Magnetfeld homogener. Des-
weiteren kann der Durchmesser der Analyse-Falle verringert werden, wodurch mit
wesentlich weniger magnetischem Material die gleiche Inhomogenität in der Analyse-
Falle erreicht wird. Dies führt zu einer kleineren Inhomogenität des Magnetfeldes in
der Präzisions-Falle. Das Potential dieser beiden Maÿnahmen ist aber wegen tech-
nischer Rahmenbedingungen beschränkt.

Daher ist es sinnvoller, die Inhomogenitäten des Magnetfeldes mittels der im
Magnet eingebauten Korrekturspulen zu kompensieren. Als Maÿ für die erreichten
Güte des Magnetfeldes können Messungen, analog zu denen, die in den Abschnitten
5.12 (insbesondere Abschnitt 5.12.3) beschrieben werden, herangezogen werden.

7.1.2 Stabilisieren des Magnetfeldes

Die in Abschnitt 6.2.2 diskutierten Messungen zeigen, dass das Magnetfeld verhält-
nismäÿig instabil ist. Diese Magnetfeld�uktuationen können sich in einer Verbreite-
rung der g-Faktor-Resonanz bemerkbar machen. Da diese Fluktuationen vermutlich
durch Änderungen der Temperatur der Apparatur zustande kommen, können sie
durch Stabilisieren des Druckes über den Helium-Gefäÿen reduziert werden [Gab88].
Um die Mitte der dann schmaleren Resonanz mit vergleichbarer Genauigkeit zu be-
stimmen, wird weniger Statistik benötigt.

7.1.3 Entkoppeln der axialen Bewegung vom Wärmereser-

voir

Eine einfache Möglichkeit, die Verbreiterung der g-Faktor-Resonanz durch die ther-
mische Energieverteilung des axialen Freiheitsgrades zu umgehen, ist es, die axiale
Bewegung während der eigentlichen Messung vom Wärmereservoir zu entkoppeln.
Dies wurde von Vasant Natarajan1 vorgeschlagen. Die axiale Bewegungsamplitu-
de ist dann zwar nicht bekannt, aber konstant. Somit ändert sich das über eine
axiale Schwingungsperiode gemittelte Magnetfeld nicht mehr. Die Zeitkonstante des
Energieaustausches des axialen Freiheitsgrades mit dem Wärmereservoir erhöht sich
durch Verfahren der Speicherspannung um 5% von 0,2 s auf über 300 s. Damit ist

1Indian Institute of Science, Bangalore, India
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die axiale Energie und auch das mittlere Magnetfeld für die eigentliche Messung
quasi konstant. Da für eine Messung der axialen Frequenz das Ion in Resonanz mit
dem axialen Schwingkreis sein muss, müsste die axiale Frequenz durch Inter- oder
Extrapolation gewonnen werden. Dazu würde die axiale Frequenz von verschiedenen
Ionensorten bei verschiedenen Spannungen gemessen werden und damit eine Eich-
gerade erstellt. Eine rein rechnerische Bestimmung der axialen Frequenz ist auf dem
zu fordernden Präzisionsniveau wegen der immer auftretenden Zusatzspannungen
nicht möglich.

7.1.4 Seitenbandkühlen der axialen Bewegung

Die Entkopplung des axialen Freiheitsgrades vom Wärmereservoir erö�net zusätz-
lich die Möglichkeit, die axiale Energie durch Seitenbandkühlen auf ca. 200 mK zu
kühlen (siehe Abschnitt 5.9.2). Durch diese Reduktion der axialen Energie um mehr
als zwei Gröÿenordnungen werden mögliche systematische Fehler unterdrückt. Zu
den davon betro�enen systematischen Fehlern zählt vor allem die asymmetrische
Linienform (siehe Abschnitt 6.3.3).

Mit den oben dargestellten Methoden sollte es möglich sein, g-Faktor-Resonanzen
zu erhalten, die um etwa eine Gröÿenordnung schmaler sind. In dem dann angestreb-
ten Genauigkeitsbereich von 10�10 im g-Faktor müssen dann viele der in Tabelle 6.3
aufgelisteten systematischen Fehler vermieden werden. Der damit verbundene nicht
unerhebliche Aufwand ist nur gerechtfertigt, wenn eine neue physikalische Informa-
tion aus den Messungen gewonnen werden kann. Für einen genaueren Vergleich des
g-Faktors mit den theoretischen Vorhersagen ist es zum einen notwendig, dass die
Theorie des g-Faktors des gebundenen Elektrons weiter verbessert wird, und zum
anderen, dass die Masse des Elektrons um eine Gröÿenordnung genauer vermessen
wird. Letzteres ist sowohl von der Gruppe um Van Dyck als auch von der um Gabriel-
se geplant. Die Theorie des g-Faktors des gebundenen Elektrons kann nur verbessert
werden, indem die 50 Feynman-Diagramme der 2. Ordnung im g-Faktor des gebun-
denen Elektrons besser berechnet oder abgeschätzt werden (siehe Abbildung 7.1).
Die aufwendigen Berechnungen wurden jedoch noch nicht begonnen (Stand: Ende
1999) [Bei99].

7.2 Test der Bound-State-QED

Aus Abbildung 1.4 ist ersichtlich, dass alle Korrekturen des g-Faktors des gebun-
denen Elektrons zum freien g-Faktor mit der Ordnungszahl Z des Kerns stark an-
wachsen. So skalieren die BS-QED-E�ekte z.B. mit Z2. Daher ist es für einen Test
der BS-QED sinnvoll, Messungen an Kernen mit hoher Kernladungszahl durchzu-
führen. Da die Korrekturen durch die Struktur des Kerns schneller anwachsen als
die BS-QED-Korrekturen, sind für einen Test der BS-QED solche Ordnungszahlen
zu bevorzugen, bei denen die Unsicherheiten, die durch die Struktur des Kerns ge-
geben sind, ähnlich groÿ sind wie die Messgenauigkeit (zur Zeit etwa Z = 20� 40).
Daher ist die Messung des g-Faktors des Elektrons in wassersto�ähnlichem Kalzium
(40Ca19+) geplant. Dieses wassersto�ähnliche Ion wurde auch ausgewählt, da es sich
mit Hilfe einer FEP-Spitzen-Spannung von 8 kV noch relativ einfach innerhalb einer
geschlossenen Apparatur erzeugen lässt. Kalzium bietet zusätzlich den Vorteil einen
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Abbildung 7.1: 2-Photonen-Korrekturen zum g-Faktor des gebundenen
Elektrons
Alle 50 Feynman-Graphen, die für die Berechnung der 2. Ordnung in � des g-Faktors des
gebundenen Elektrons ausgewertet werden müssten. Für die Berechnung der Lambshift
2. Ordnung in � in hochgeladenen Ionen mussten dagegen nur 10 Diagramme ausgewertet
werden [Per96].
Abbildung mit freundlicher Genehmigung von Thomas Beier.
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so genannten doppelt magischen Kern zu besitzen, sodass die Ein�üsse des Kerns
besser als für die meisten anderen Kerne berechnet werden können.

Für höhere Kernladungszahlen müssen, um spin-�ips nachweisen zu können, stär-
kere Inhomogenitäten des Magnetfeldes genutzt werden. Diese können zum einen
durch andere ferromagnetische Materialien, zum anderen durch eine Verkleinerung
der Analyse-Falle erreicht werden. Diese stärkeren Inhomogenitäten führen aller-
dings zu einer Verschlechterung der Homogenität in der Präzisions-Falle und damit
der Voraussetzungen für die Bestimmung des g-Faktors. Dieser E�ekt wird aber da-
durch kompensiert, dass die Bewegungsamplituden der höher geladenen Ionen durch
ihre stärkere Bindung an die Falle kleiner sind. Durch diesen E�ekt und die Tat-
sache, dass sich höher geladene Ionen wesentlich einfacher elektronisch nachweisen
lassen, ist eher zu erwarten, dass die erreichbare Messgenauigkeit mit der Ordnungs-
zahl des wassersto�ähnlichen Ions steigt. Allerdings ist wegen der Wechselwirkung
des Ions mit seiner von ihm induzierten Spiegelladung zu empfehlen, den Radius der
Präzisions-Falle etwas zu vergröÿern (siehe Abschnitt 6.2.9).

Die Messungen an schweren hochgeladenen Ionen (z.B. 238U91+) sollen im Rah-
men des HITRAP-Projekts an der GSI in Darmstadt durchgeführt werden. Da sich
bei diesen hohen elektrischen Feldstärken mögliche Nichtlinearitäten der QED am
ehesten bemerkbar machen, kann dort der physikalische Inhalt der BS-QED am
besten überprüft werden.

7.3 Bestimmung von magnetischen Kernmomenten

Die hier vorgestellte Messmethode ermöglicht auch die Bestimmung von magneti-
schen Momenten von Kernen (siehe dazu die folgenden Abschnitte 7.3.1 und 7.3.2).
Da die Methode auf alle stabilen Kerne mit Eigendrehimpuls angewandt werden
kann, ist sie eine gute Alternative zu NMR-Messungen. Im Zusammenhang mit ih-
rer hohen Präzision ermöglicht sie sogar die Beobachtung von E�ekten, die bisher
sowohl in theoretischer als auch in experimenteller Hinsicht noch wenig untersucht
wurden und die Interpretierbarkeit der NMR-Messungen teilweise stark beeinträch-
tigen [Gus98]: Gemessene magnetische Momente von Kernen werden nämlich durch
die Anwesenheit von Elektronen vor allem auf zwei verschiedenen Weisen beein�usst:

Diamagnetische Abschirmung: Bei diesem E�ekt handelt es sich nicht wirk-
lich um eine Änderung des magnetischen Moments des Kerns, sondern nur
um eine Abschirmung des externen, zur Messung des magnetischen Moments
angelegten, magnetischen Feldes durch Selbstinduktion in der Elektronenhül-
le des Atoms und seiner Nachbar-Atome. Dieser E�ekt bewegt sich in der
Gröÿenordnung von 10�2 � 10�5. Mit hinreichender Kenntnis der beteiligten
Wellenfunktionen lässt sich dieser E�ekt berechnen. Für chemische Verbin-
dungen, wie sie in NMR-Messungen verwendet werden, sind diese Rechnungen
jedoch schwer durchzuführen. Für 207Pb beträgt der relative Unterschied zwi-
schen dem am freien Atom gemessenen magnetischen Kernmoment zu dem in
chemischen Lösungen gemessenen -1,78% [Lut71].

Kernpolarisation durch die Elektronenhülle: Hierbei wird die Struktur des
Kerns und damit verbunden sein magnetisches Moment durch die Coulomb-
Kraft der Elektronen geändert. Für 129Xe haben die 1s-Elektronen eine mitt-
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lere Energie von ca. 10 keV und können so höhere Anregungszustände des
Kerns beimischen2. Das niedrigste angeregte Kernniveau liegt für 129Xe (ein
3=2+-Zustand) nur 40 keV über dem Grundzustand (1=2+). Der E�ekt der
Kernpolarisation durch ein 1s-Elektron auf die Energie der Elektronenhülle
wird mit Hilfe von Störungsrechnung 2. Ordnung in [Hof84] für Xenon zu
1,6 meV abgeschätzt. Dies entspricht einer Beimischung des ersten angeregten
Kernniveaus zum Grundzustand des Kerns von 2 � 10�4. Diese Beimischung
des 3=2+-Zustandes, dessen magnetischen Moment das entgegengesetzte Vor-
zeichen des Grundzustandes hat, verändert das magnetische Kernmoment des
Grundzustandes um mindestens 2 � 10�4. Da dieser E�ekt imWesentlichen von
der Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons in Kernnähe abhängt, fällt
die Korrektur des magnetischen Moments für schwerere Kerne um bis zu einer
Gröÿenordnung höher aus.

Mit unserem Aufbau kann analog zu den Messungen des gj-Faktors der gF -Faktor
von hochgeladenen Ionen mit einer Genauigkeit von ca. 10�9 bestimmt werden. Da
das Moment des Kerns um drei Gröÿenordnungen kleiner ist als das der Elektronen-
hülle, kann das Moment des Kerns bei bekanntem gj-Faktor3 mit einer Genauigkeit
von etwa 10�6 aus dem gF -Faktor extrahiert werden. Da dies für Ionen mit gleichem
Kern, aber unterschiedlicher Elektronenanzahl, bei denen ein Elektron ungepaart
ist, geschehen kann, sind die oben genannten E�ekte der Elektronenhülle auf das
gemessene magnetische Moment eines Kerns direkt beobachtbar. Insbesondere ist es
bei einer Meÿgenauigkeit der Kernmomente von 10�6 möglich, die Polarisierbarkeit
der Kerne mit einer Genauigkeit von besser als 10�2 zu bestimmen und so diese
wenig untersuchte Kerneigenschaft experimentell zu untersuchen.

7.3.1 Realisierung der Messmethode für kleine Ordnungszah-

len

Grundprinzip einer Messung der magnetischen Kernmomente kleiner Ordungszahl
ist ein Doppelresonanzexperiment. Dabei werden in der Präzisions-Falle Übergänge
zwischen den nahe beieinander liegenden Niveaus dermF = +1 und mF = 0 Zustän-
de induziert (siehe Abbildung 7.2). Ein Übergang kann in der Analyse-Falle dadurch
festgestellt werden, ob mit einer Mikrowellenfrequenz bei 75 GHz (für 13C5+) Über-
gänge zwischen mF = 0 undmF = �1 getrieben werden können. Konnten z.B. in der
Analyse-Falle vor dem Transport in die Präzisions-Falle Übergänge getrieben werden
und nach dem Transport nicht mehr, so wurde inzwischen in der Präzisions-Falle
der Übergang mF = 0 nach mF = +1 induziert. Aus den so gemessenen Über-
gangsenergien lassen sich sowohl der g-Faktor der Elektronenhülle als auch der des
Kerns mittels der Breit-Rabi-Formel extrahieren. Voraussetzung für eine Messung
ist aber, dass die Lebensdauer der beteiligten Hyperfeinstrukturniveaus lang genug
ist (� >10 min) und für die Übergänge Mikrowellenquellen zur Verfügung stehen.
Da für Kerne höherer Ordnungszahl (Z > 10 / � > 300 GHz) zur Zeit praktisch kei-
ne bezahlbaren Mikrowellenquellen verfügbar sind, ist in diesen Fällen die zweite
Bedingung nicht erfüllt. Für Z>30 wird dann zusätzlich auch die Lebensdauer des
oberen Hyperfein-Niveaus zu kurz.

2In unmittelbarer Kernnähe ist die kinetische Energie der Elektronen noch viel gröÿer.
3Dieser kann z.B. an einem Isotop ohne Kernspin gemessen werden.
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Abbildung 7.2: Hyperfeinstrukturaufspaltung im Magnetfeld für wasser-
sto�ähnlichen Kohlensto�-13 (13C5+)
Der Drehimpuls des Kerns und der Elektronenhülle beträgt jeweils 1/2. Die Hyperfein-
strukturaufspaltung zwischen F=0 und F=1 beträgt 77,1 GHz.

7.3.2 Realisierung der Messmethode für gröÿere Ordnungs-

zahlen

Bei hohen Kernladungszahlen sind die oberen Hyperfeinzustände für die in dieser
Arbeit vorgestellte Messmethode zu kurzlebig. Damit Zeeman-Übergänge im un-
teren Hyperfeinniveau induziert werden können, muss vorausgesetzt werden, dass
das untere Hyperfeinniveau einen Drehimpuls hat und so im Magnetfeld aufspaltet.
Dies ist gewährleistet, wenn der zu vermessende Kern einen Spin von mindestens
1 ~ oder sein magnetisches Moment das zum Proton entgegengesetzte Vorzeichen
hat und zusätzlich die Elektronenhülle einen Drehimpuls von 1/2 ~ besitzt4 (siehe
Abbildung 7.3). Wird diese Aufspaltung gemessen, so kann bei bekanntem g-Faktor
der Elektronenhülle, der z.B. aus einer Messung an einem Isotop mit Kernspin 0
oder der Theorie gewonnen werden kann, der g-Faktor des Kerns bestimmt werden.

Besonders interessant erscheinen die möglichen Messungen auch im Hinblick auf
die Hyperfeinstrukturmessungen an wassersto�ähnlichem Blei und Wismut [See98,
Kla94]. Die unbefriedigende Kenntnis der magnetischen Momente der Kerne der
hochgeladenen Ionen schränkt nämlich die Interpretierbarkeit der Ergebnisse der
Hyperfeinstrukturmessungen ein [See98].

4Es wäre auch denkbar mit einem Ion, dessen Hülle einen Drehimpuls von mindestens 1 ~ hat,
zu arbeiten. Dann muss der Kern nur einen Drehimpuls von 1/2 ~ besitzen.
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Abbildung 7.3: Hyperfeinstrukturaufspaltung im Magnetfeld für wasser-
sto�ähnliches Xenon (129Xe53+)
Der Drehimpuls des Kerns und der Elektronenhülle beträgt jeweils 1=2. Da das magne-
tische Moment des Kerns mit -0,78�k, verglichen zu dem des Protons, negativ ist, liegt
das F=1-Niveau niedriger als das F=0-Niveau. Daher kommt es im unteren der beiden
Hyperfeinstrukturniveaus zu einer Aufspaltung im Magnetfeld. Für F=1 ist der gF -Faktor
mit 1 relativ groÿ. Die Hyperfeinstrukturaufspaltung zwischen F=1 und F=0 liegt im THz-
Bereich.
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7.4 Messung von Bindungsenergien in hochgelade-

nen Ionen

Penning-Fallen sind zur Zeit die mit am Abstand genauesten Massenspektrometer.
Dabei werden freie Zyklotronfrequenzen (!c = q=m B) von Ionen im Verhältnis
zu Referenz-Ionen (z.B. 12C6+) mit Genauigkeiten von bis zu 5 � 10�11 bestimmt
[DiF94, Dyc95].

Wegen der Möglichkeit einzelne Ionen zu kühlen und ihre Bewegungsfrequenzen
extrem präzise zu detektieren, eignet sich unsere Penning-Falle hervorragend dazu,
Massen von Ionen zu bestimmen. Weiterhin kann durch den Einsatz der drei Fallen
das in der Präzisions-Falle be�ndliche Ion schnell gegen ein anderes Ion ausgetauscht
werden. Dies reduziert zum einen die verbreiternden E�ekte einer zeitlichen Magnet-
felddrift, und ermöglicht es zum anderen, eine hohe Statistik zu erreichen. Da zu-
sätzlich die Messung einer Zyklotronresonanz bei uns innerhalb des Fourier-Limits
(80 s für eine Frequenzau�ösung von 12 mHz / ��c=�c = 5 � 10�10) durchgeführt
werden kann, ist innerhalb kürzester Zeit eine sehr hohe Statistik erreichbar.

Bereits in unserem relativ inhomogenen Magnetfeld haben wir eine Au�ösung
in der Zyklotronfrequenz von 10�9 erreicht (siehe Abbildung 6.3). Ohne die von
dem Nickel-Ring verursachten Magnetfeld-Inhomogenitäten dürfte ohne weiteres ei-
ne Au�ösung von 10�10 möglich sein [Häf00]. Mit dieser Genauigkeit ist es bei schwe-
ren hochgeladenen Ionen möglich, Bindungsenergien auf 10 eV genau zu �wiegen�.
Somit könnten Messungen der SMILETRAP-Kollaboration in Stockholm [Car95]
ergänzt und verbessert werden. Dort werden Vielkörper-Rechnungen der Elektro-
nenhülle mit Hilfe von Massenmessungen an hochgeladenen Ionen überprüft.

7.5 Seitenbandkühlen

Die vielfältigen Manipulationsmöglichkeiten von einzelnen Ionen und Ionenwolken
ermöglichen eine Vielzahl von grundlegenden Untersuchungen in Penning-Fallen. So-
wohl die Möglichkeit, Ionen in drei verschiedenen Fallen speichern zu können (sehr
interessant für Massenmessungen), als auch einzelne Ionen im thermischen Gleich-
gewicht nachweisen zu können (wichtig für Präzisionsmessungen), sind einzigartig
auf der Welt. Im Folgenden möchte ich nur stellvertretend auf Untersuchungen zum
Seitenbandkühlen eingehen: Hier kann festgestellt werden, ob sich die thermische
Energieverteilung der Zyklotronbewegung beim Seitenbandkühlen durch eine Ver-
stimmung des Kopplungsfeldes gegenüber dem Seitenband verändert. Da sich die
axiale Frequenz für einen positiven B2-Term mit einer Erhöhung der Zyklotronen-
ergie auch erhöht, erniedrigt sich das Seitenband �+ � �z. Wird nun die Frequenz
des koppelnden Wechselfeldes leicht erniedrigt gegenüber der Lage des Seitenban-
des für verschwindende Zyklotronenergie gewählt, wird erreicht, dass, sobald die
Zyklotronenergie zufällig verschwindet, keine Kopplung mehr statt�ndet und das
Ion kalt bleibt. Für gröÿere Zyklotronenergien, also auch solche, die dem Erwar-
tungswert nach Gleichung 5.3 entsprechen, ist die Kopplung stärker. Daher ist zu
erwarten, dass das Ion bei niedrigeren Zyklotronenergien länger verweilt und so der
Erwartungswert der Zyklotronenergie abgesenkt wird. Diese Methode ist ganz analog
zum coherent population trapping mit der in Paris für Cäsium-Atome Temperaturen
weit unterhalb des Photonen-Rückstoÿ-Limits von weniger als 3 nK erreicht werden



144 KAPITEL 7. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

[Rei95]. Da die Seitenbandkühlung für die zur Zeit genauesten Massenmessungen
eingesetzt wird [DiF94] und dort die Hauptlimitation die endliche Energie der Zyk-
lotronbewegung ist, könnten diese Untersuchungen helfen, den systematischen Fehler
bei diesen Messungen zu reduzieren.



Anhang A

A.1 Selbstwechselwirkung eines Ions in einem lei-

tenden Zylinder

Hier wird gezeigt, dass die in Abschnitt 6.2.9 beschriebene Näherungslösung für die
�Spiegelladungs-Korrekturen� der radialen Bewegungsfrequenzen des Ions in ihrem
Ergebnis schon exakt sind. Dazu wird das Potential der auf der Ober�äche des
Zylinders induzierten Spiegelladungsdichte bestimmt.

Da das Potential auf dem Rand eines unendlich langen Zylinders aus leiten-
dem Material konstant ist, induziert ein sich im Inneren be�ndliches Ion auf dem
Rand des Zylinders eine Spiegelladungsdichte, die das Potential des Ions auf dem
Rand ausgleicht. Für spezielle Anordnungen können die Randbedingungen wie in
Abschnitt 6.2.9 durch Einführen einer Spiegelladung gewährleistet werden. Mit der
dort vorgeschlagenen Kon�guration der Spiegelladung werden die Randbedingungen
nur für (r = r0; z = 0) (Zylinderkoordinaten) erfüllt. Um sie jedoch auch für belie-
bige z einzuhalten, müssen unendlich viele, nicht trivial verteilte, Spiegelladungen
eingeführt werden.

Daher ist es hier nötig, die Randbedingungen nach den Eigenfunktionen des
Laplace-Operators zu entwickeln, um so die Reihendarstellung des Potentials der
Spiegelladungen zu erhalten. Aus diesem induzierten Potential kann dann die Kraft
berechnet werden, die vom Ion induziert auf es selbst wirkt. Die in der Standard-
literatur angegebenen Reihendarstellungen des induzierten Potentials für unendlich
lange Zylinder konvergieren nur sehr schlecht und sind damit unbrauchbar. Daher
wird im Folgenden eine andere Reihendarstellung hergeleitet:

Be�ndet sich das Ion mit Ladung q = 1 ohne Beschränkung der Allgemeinheit
am Ort (a; 0; 0), erfüllt das Potential �(r; �; z) im Innern des Zylinders die folgende
Poisson-Gleichung:

��(r; �; z) = �3(~r � (a; 0; 0)) : (A.1)

Dabei wurden wegen der Zylindersymmetrie Zylinderkoordinaten eingeführt und der
Einfachheit halber q4��0 = 1 gewählt. Mit der speziellen Randbedingung � = 0 für
jrj ! 1 ist die Lösung von Gleichung A.1 durch die einfache Greensche Funktion

G(~r 0; ~r) = � 1

j~r 0� ~rj = �
1p

r2 + a2 � 2ar cos�+ z2
(A.2)

gegeben. Zu dieser Lösung von A.1 können nun beliebige Lösungen der Laplace-
Gleichung �� = 0 hinzuaddiert werden. Die so erhaltenen Funktionen erfüllen dann
weiterhin Gleichung A.1. Zu �nden ist also die Funktion, die �� = 0 genügt und die
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das durch Gleichung A.2 auf dem Rand des Zylinders induzierte Potential ausgleicht.
In Zylinderkoordinaten lautet die Produktdarstellung der für r = 0 beschränkten
Eigenfunktionen des Laplace-Operators:

uK;m(r; �; z) = e�KzJm(Kr)(aK;m cos(m�) + bK;m sin(m�)) : (A.3)

Hierbei sind Jm(r) die Besselfunktionen m-ten Grades. Da dieses Funktionensystem
uK;m(r; �; z) im Raum der 2-dimensionalen quadratintegrablen Funktionen (L2(2))
vollständig ist, können nach diesen Funktionen alle L2(2)-Funktionen entwickelt wer-
den. Wegen der Spiegelsymmetrie der Randbedingungen in � können für die Ent-
wicklung die in � asymmetrischen Terme bK;m sin(m�) weggelassen werden. Genauso
ist es wegen der Spiegelsymmetrie in z sinnvoll K ! i� zu setzen1, um den so ent-
standenen in z antisymmetrischen Anteil weglassen zu können. Dann vereinfacht
sich Gleichung A.3 zu:

u�;m(r; �; z) = c�dm cos(�z)Jm(i�r) cos(m�) : (A.4)

Die Indizes � und m sind dabei ganzzahlig. Die Koe�zienten c� und dm müssen nun
so gewählt werden, dass durch das von den Spiegelladungen induzierte Potential �s

die Randbedingungen �(r0; �; z) = �s(r0; �; z) +G(r0; �; z) = 0 erfüllt:

�s(r0; �; z) =
X
�;m

c�dm cos(�z) cos(m�) = �G(r0; �; z) : (A.5)

Hierbei wurde ausgenutzt, dass Jm(i�r0), da es konstant ist, in die Konstanten ab-
sorbiert werden kann. Um wenigstens einen Teil der dazu notwendigen Integrationen
analytisch durchführen zu können, können die sich durch Gleichung A.2 ergebenden
Randbedingungen für a� r0 etwas vereinfacht werden2:

G(r0; �; z; a; 0; 0) = � 1p
r2 + a2 � 2ar cos�+ z2

� �1 + a=r0 cos�p
r20 + z2

: (A.6)

Man erkennt, das die �-Abhängigkeit von der z-Abhängigkeit absepariert und schon
die für Gleichung A.4 geeignete Form hat. Somit können die nach Gleichung A.5 zu
fordernden Bedingungen an die dm-Koe�zienten direkt abgelesen werden:

dm =

8<
:

1 f�ur m = 0
a=r0 m = 1
0 m � 2

: (A.7)

Die Bedingungen an die z-Abhängigkeit und damit die Randbedingungen insgesamt
können nun durch eine Entwicklung der z-Abhängigkeit in eine Fourier-Reihe erfüllt
werden:

c� =
1

2�

�Z
��

cos(�z)p
r20 + z2

dz : (A.8)

1Durch diese Komplexi�zierung erhält man ein für die Entwicklung der Randwerte sehr viel
günstigeres Basissystem.

2Für typische Bewegungsamplituden von 100 �m gilt bei unserer Falle a=r0 � 0; 03. Damit ist
die Näherung gerechtfertigt.
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Dieses Integral ist nicht geschlossen lösbar und die Koe�zienten müssen mit Hilfe
einer numerischen Integration bestimmt werden. Da die Entwicklung in eine Fourier-
Reihe eine Periodizität erfordert, wird Gleichung A.5 nur für �� < z < � erfüllt. Um
die Randbedingungen in einem Intervall der Länge l zu erfüllen, muss in Gleichung
A.5 einfach � durch �=l ersetzt werden. Innerhalb des Zylinders lautet somit das
durch die Spiegelladungsdichte induzierte Potential:

�s(r; �; z) =
X
�;m

c�dm cos(�=l z) cos(m�)
Jm(i�=l r)

Jm(i�=l r0)
: (A.9)

Für genaue Berechnungen sollte l & 5r0 gewählt werden. Aus der Spiegelsymmetrie
des Potentials in � und z erkennt man, dass in diese Richtungen keine Kraft wirkt.
In r-Richtung erfährt das Ion dagegen die Kraft:

~F (a) = �~r~rV (a) = �@�s(r; �; z)

@r
êr

����
r = a

: (A.10)

Diese radiale Kraft wurde mit Mathematica Version 2.2.1 numerisch zu

~F (a) = 0; 998 (10)
q2

4��0r30
a êr (A.11)

bestimmt. Hierbei wurden die Ladung und die korrekten SI-Einheiten wieder ein-
geführt. Der Fehler rührt von der in Gleichung A.6 gemachten Näherung her. Dies
ist innerhalb der Fehlergrenzen das gleiche Ergebnis, wie es in Abschnitt 6.2.9 er-
halten wurde (siehe Gleichung 6.14) und rechtfertigt daher die dort durchgeführte
Abschätzung.
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