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Kapitel 1

Einleitung

In Gl�asern ist die kondensierte Materie ungeordnet, genauso wie in Fl�ussig-
keiten. Der Glaszustand kann bei fast allen Substanzen erreicht werden, indem
durch schnelles Abk�uhlen die Kristallisation verhindert wird. Man spricht dann
von einer

"
unterk�uhlten Fl�ussigkeit\, oder beim �Uberschreiten einer kritischen

Z�ahigkeit von einem Glas. Gl�aser sind Festk�orper, deren Struktur von derje-
nigen der Fl�ussigkeiten nicht unterscheidbar ist. Das hat physikalische Folgen.
So verh�alt sich die spezi�sche W�arme cV von Glas bei tiefen Temperaturen T

linear. In der skalierten spezi�schen W�arme cV =T 3 tritt bei etwas h�oheren Tem-
peraturen eine kleine Erh�ohung auf [154, 134]. Die erste genannte Anomalie
wurde von Anderson et al. [5] und unabh�angig davon von Phillips [110] be-
reits 1972 mit einem Modell von zwei-Zustandsystemen erkl�art. Ursache f�ur die
zweite Anomalie dagegen ist die Erh�ohung der Zustandsdichte bei niedrigen
Frequenzen im Vergleich zur Debye-Zustandsdichte, wie man sie bei Kristallen
hat. Diese Erh�ohung ist auch als Bosonenpeak (BP) bekannt und ihre Ursache
ist bis heute nicht vollkommen verstanden. Die Intensit�at dieses BP's skaliert
mit der Bose-Verteilung. Dem Bosonenpeak kommt in der vorliegenden Arbeit
eine zentrale Bedeutung zu. Weitere Faszination geht vom Glas�ubergang selbst,
d.h. dem �Ubergang von der Fl�ussigkeit zum Glas, aus. Nach der Modenkopp-
lungstheorie, die das Grundger�ust f�ur die vorliegende Arbeit bildet, tritt hier die
Divergenz einer Zeitskala ohne Divergenz einer L�angenskala auf. Daher ist der
Glas�ubergang nicht als Phasen�ubergang im Sinne der Renormierungsgruppen-
theorie einzuordnen. Wohl haupts�achlich diese beiden physikalischen Tatsachen
verleiteten P. W. Anderson noch 1995 zu der Aussage:

The deepest and most interesting unresolved problem in solid state
theory is probably the theory of the nature of glass and the glass
transition. This could be the next breakthrough in the coming de-
cade. The solution of the problem of spin glass in the late 1970s

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

had broad implications in unexpected �elds like neuronal networks,
computer algorithms, evolution and computational complexity. The
solution of the more important and puzzling glass problem may also
have a substantial intellectual spin o�. Whether it will help make
better glass is questionable.

P: W: Anderson; Science 267; 1615 (1995)

Glasbildende Materialien weisen eine Vielzahl dynamischer Prozesse auf.
Am Glas�ubergang nimmt die Dauer der sogenannten strukturellen Relaxation
(�-Relaxation) dramatisch zu. Abbildung 1.1 zeigt schematisch zwei typische
Resultate dielektrischer Verlustmessungen bei unterschiedlicher Temperatur an
einer unterk�uhlten Fl�ussigkeit.

Bosonenpeak (BP)

�-Minima:
?

hf

Abbildung 1.1: Schema der verschiedenen Beitr¨age, die sich in extrem breitbandigen Ver-
lustspektren�00(!) glasbildender Materialien beobachten lassen. Es sind Kurven f¨ur zwei
unterschiedliche Temperaturen gezeigt. Die Graustufen kennzeichnen die verschiedenen in
der Abbildung bezeichneten Verlustprozesse (aus [95]). Messergebnisse sind in den Abbil-
dungen 5.1 bis 5.3 dargestellt

Von niedrigen Frequenzen kommend be�nden sich in den dargestellten Sus-
zeptibilit�atsspektren zuerst der �-Peak und dann das �-Minimum. Der �-Peak
ist ungew�ohnlich breit. Die linke sowie die rechte Flanke des �-Minimums
k�onnen durch Potenzgesetze mit unterschiedlichen Exponenten beschrieben
werden. Diese beiden Ph�anomene treten bei allen unterk�uhlten Fl�ussigkeiten
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auf, sie sind universell. Die Positionen von �-Peak und �-Minimum h�angen
sehr stark von der Temperatur ab, bei der gemessen wird. Anders verh�alt es
sich mit den �ubrigen Anregungen. Sofern sie nicht vom �-Peak verdeckt wer-
den, sieht man, dass die Position der Peaks rechts vom �-Minimum nur schwach
von der Temperatur abh�angt. Der schon erw�ahnte Bosonenpeak tritt h�au�g,
wie in Abbildung 1.1 dargestellt, auch in Suszeptibilit�atsspektren bei !BP � 1

THz auf. Die Intensit�at und die Position der Peaks bei hohen Frequenzen (hf)
h�angt von vielen Umst�anden ab, nicht nur von der betrachteten Substanz, son-
dern auch z.B. von der verwendeten Messmethode und dem Wellenvektor, bei
welchem gemessen wird. Die Ursache f�ur die hf-Peaks sind mikroskopische An-
regungen, wie Molek�ulvibrationen oder bei noch h�oheren Frequenzen interne
Molek�ulschwingungen. Insgesamt sind f�ur die unterschiedlichen dynamischen
Prozesse, die zum Verlauf der Suszeptibilit�atsspektren f�uhren, die Ursachen
bekannt. Eine Ausnahme bildet der Bosonenpeak, dessen Position in einem
mesoskopischen Frequenzbereich liegt. Die Ursache f�ur den BP wird kontrovers
diskutiert. Ausz�uge dieser Diskussion werden wir im Kapitel 5 der vorliegenden
Arbeit darstellen. Um Details �uber den Forschungsstand bzgl. des BP zu erhal-
ten, empfehlen wir, die Lekt�ure von Kapitel 5 vorzuziehen. Die Abschnitte 5.1
und 5.2 liefern einen �Uberblick �uber den BP. �Ubersichtsartikel �uber die gesamte
Ph�anomenologie von Gl�asern sind [69, 31, 95, 96]. Von dieser Auswahl ist der
Artikel von P. Lunkenheimer aus den

"
Physikalischen Bl�attern\ als Erg�anzung

zur vorliegenden Einleitung geeignet.

Insbesondere f�ur die beiden universellen Ph�anomene im extrem nieder-
frequenten Bereich macht die bereits erw�ahnte Modenkopplungstheorie de-
taillierte Vorhersagen. Die Vorhersagen sind durch zahlreiche Experimente
[127, 96, 124, 26, 104] und Computersimulationen [80, 35, 12] �uberpr�uft
und meistens best�atigt worden [56]. Die Modenkopplungstheorie f�ur einfache
Fl�ussigkeiten (MCT), d.h. Fl�ussigkeiten bestehend aus sph�arischen Teilchen,
wurde 1984 von Bengtzelius et al. [11] formuliert und in den folgenden Jah-
ren von G�otze, Sj�ogren und deren Mitarbeitern ausgearbeitet [54, 55]. Neben
den eben zitierten �Ubersichtsartikeln der Urheber der Theorie existieren auch
�Ubersichtsartikel von Schilling [118] und Cummins [27]. In der April-Ausgabe
der

"
Physikalischen Bl�atter\ (2001) [59] be�ndet sich ein Artikel �uber die

Grundz�uge der MCT, der ohne Vorkenntnisse verst�andlich ist und den phy-
sikalischen Zusammenhang der Theorie betont.

Wir werden Grundz�uge der MCT in Kapitel 2 darstellen. In Kapitel 2 wer-
den weiterhin Rechnungen an einem schematischen Modell reproduziert, auf
deren Resultate wir im Kapitel 4 zur�uckkommen werden. Da die meisten glas-
bildenden Substanzen nicht aus Kugeln aufgebaut sind, ist 1997 die MCT von
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Schilling et al. [119] und Franosch et al. [46] auf molekulare Fl�ussigkeiten er-
weitert worden. Die molekulare MCT (MMCT) ist im Abschnitt 3.1, ihre bis-
her erzielten Erfolge im Abschnitt 3.2 dargestellt. Bisher konnten jedoch die
Bewegungsgleichungen, die das Kernst�uck der Theorie bilden, aufgrund derer
Komplexit�at nur f�ur wenige Substanzen und vor allem nur in wenigen Grenzfällen,
wie Zeit t ! 1, gel�ost werden. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit sind be-
sagte Bewegungsgleichungen f�ur zwei Fl�ussigkeiten, bestehend aus

"
linearen

Molek�ulen\, numerisch gel�ost worden. Die Resultate f�ur ein System bestehend
aus dipolaren harten Kugeln (DHS) sind Gegenstand von Abschnitt 3.3.1, die
f�ur ein System, bestehend aus harten Rotationsellipsoiden (HE), sind Gegen-
stand von Abschnitt 3.3.2. Die Ergebnisse werden in diesen beiden Abschnitten
ausf�uhrlicher dargestellt, als dies in den Artikeln, welche in wissenschaftlichen
Fachzeitschriften erscheinen sollen [143, 120, 86], m�oglich w�are.

Die Erweiterung der MCT auf molekulare Systeme ist mit einer Erweite-
rung des Frequenzbereiches verbunden, f�ur den Vorhersagen im Rahmen der
Theorie gemacht werden k�onnen. Es werden Aussagen �uber Ursprung und Ver-
halten eines Peaks getro�en, der alle kontrollierten Eigenschaften mit dem BP
teilt. Kurven in Abbildungen von Suszeptibilit�atsspektren mit logarithmischen
Achsen sind im niederfrequenten Bereich aufgrund numerischer Ungenauigkei-
ten nicht ganz glatt. Der niederfrequente Bereich ist aber nicht im Zentrum
unseres Interesses sondern wir erhalten, in gewissem Sinne nebenbei, durch
die verwendete L�osungsmethode auch Informationen �uber die Langzeitdyna-
mik molekularer Fl�ussigkeiten.

Im Kapitel 4 werden wir durch die Untersuchung eines Modells f�ur moleku-
lare Systeme versuchen, den Mechanismus, der den erw�ahnten Peak hervorruft,
besser zu verstehen. Anschlie�end, im Kapitel 5, wird eine Literaturrecher-
che zum Bosonenpeak statt�nden. In der Diskussion im Kapitel 6 werden die
Erkenntnisse, die in den Kapiteln 3 - 5 gewonnen wurden, zusammengef�uhrt
und verglichen. Dort werden weiterhin Vorschl�age f�ur weitere Untersuchungen
formuliert. Die Resultate der vorliegenden Arbeit werden im Kapitel 7 zusam-
mengefasst.

Um Spektren der Art von Abbildung 1.1 aus einer Theorie zu erhalten,
m�ussen Bewegungsgleichungen �uber viele Dekaden gel�ost werden. Das ist mit
numerischen Standardverfahren nicht m�oglich. Die numerische Prozedur zum
L�osen der Bewegungsgleichungen der MMCT ist m�oglichst klar und ausf�uhrlich
im Anhang A.1 dargestellt.



Kapitel 2

Die Modenkopplungstheorie (MCT)

Die Modenkopplungstheorie (MCT) wurde von G�otze, Sj�ogren und deren Mit-
arbeitern Mitte der 80-er Jahre zur Beschreibung des Fl�ussigkeit-Glas-�Uber-
gangs (kurz Glas�ubergang) entwickelt. Im vorliegenden Kapitel wollen wir die
ideale MCT einfacher Fl�ussigkeiten behandeln. Unter einfachen Fl�ussigkeiten
werden solche Fl�ussigkeiten verstanden, die aus isotropen Teilchen aufgebaut
sind. Es wird vereinfacht angenommen, dass die Atome, Molek�ule, Polymere
oder Kolloide, die die Fl�ussigkeit bilden, bzw. die Potenziale der Wechselwir-
kung der Teilchen untereinander, sph�arische Symmetrie bez�uglich der Teilchen-
schwerpunkte besitzen. Eine Theorie f�ur einfache Fl�ussigkeiten vernachl�assigt
die Orientierungfreiheitsgrade der Teilchen.

Einfache Fl�ussigkeiten werden durch den statischen Strukturfaktor S(q) cha-
rakterisiert.

Sq := S(q) = hÆ�(~q; t = 0)�Æ�(~q; t = 0)i ; mit q = j~qj (2.1)

mit

Æ�(~q; t) = �(~q; t)� h�(~q; t)i : (2.2)

�(~q; t) :=
NX
i=1

ei~q~xi(t) (2.3)

ist die zeitabh�angige Dichte der aus N Teilchen bestehenden Fl�ussigkeit im
q-Raum. h�i bezeichnet das kanonische Mittel �uber die Anfangsbedingungen
und ~xi(t) die Ortskoordinate des i-ten Teilchens. S(q) kann aus Simulationen,
Experimenten und, bei bekanntem Potenzial, approximativ erhalten werden. Ist
diese statische Gr�o�e einer unterk�uhlten Fl�ussigkeit gegeben, k�onnen mit Hilfe
der MCT detaillierte Vorhersagen �uber die Dynamik des Systems getro�en

5



6 KAPITEL 2. DIE MODENKOPPLUNGSTHEORIE (MCT)

werden [11, 54, 55, 118]. Im vorliegenden Kapitel werden die zum Verst�andnis
dieser Arbeit notwendigen Resultate der MCT auf m�oglichst einfache Art und
Weise dargestellt bzw. hergeleitet.

Gegenstand der MCT sind die normierten, zeitabh�angigen Dichte-Dichte-
Korrelationsfunktionen

�q(t) := hÆ�(~q; t)�Æ�(~q; t = 0)i =Sq: (2.4)

F�ur diese wird mit Hilfe des
"
Mori Zwanzig Projektorformalismus\ eine ex-

akte Bewegungsgleichung hergeleitet. Wir verzichten an dieser Stelle auf diese
Herleitung, da wir im Kapitel 3 die Herleitung der molekularen Modenkopp-
lungsgleichungen darstellen werden. Um das Gleichungssystem, welches man
durch die Projektionen erh�alt, zu schlie�en, muss eine auftretende Kraft-Kraft-
Korrelationsfunktion gen�ahert werden. Die Elemente dieser Approximation sind
Gegenstand des Abschnittes 2.1. Nach der idealen MCT ist es in einem im Glas
be�ndlichen System, im Unterschied zu einer Fl�ussigkeit, nicht m�oglich, durch
di�usive Prozesse in endlicher Zeit der eingefrorenen Unordnung zu entkom-
men. Jedoch sind neben di�usiver Bewegung auch H�upfprozesse denkbar. In
der idealen MCT sowie in der vorliegenden Arbeit werden diese nicht ber�uck-
sichtigt.

Zum mathematischen Verst�andnis des Bifurkationsscenarios, welches der
Glas�ubergang nach der MCT darstellt, muss die q-Abh�angigkeit von �q(t) nicht
ber�ucksichtigt werden. Durch die Unterdr�uckung der q-Abh�angigkeit gelangt
man zu sogenannten schematischen Modellen. Eine Diskussion der Bewegungs-
gleichung eines schematischen Modells wird im Abschnitt 2.2 durchgef�uhrt. Wir
erhalten dadurch zahlreiche Aussagen f�ur die Dynamik von Korrelationsfunk-
tionen in der N�ahe des Glas�ubergangs. Die Aussagen lassen sich auf einfache
Fl�ussigkeiten verallgemeinern. Im Abschnitt 2.3 werden die wichtigsten Aussa-
gen der MCT zusammengefasst.

2.1 Die Modenkopplungsapproximation

Der klassischen Mechanik folgend determinieren die Hamiltonfunktion H oder
der Liouvilleoperator L �uber die Gleichung

@t�(~q; t) = fH; �(~q; t)g � iL�(~q; t) (2.5)

die Dynamik einer Observablen (hier z.B. der Dichte �(~q; t), Poissonklammer
f�; �g). Gleichung (2.5) l�asst sich formal l�osen und wir erhalten z.B. f�ur die
Korrelationsfunktion (2.4)

�q(t) =


Æ�(~q; t = 0)e�iLtÆ�(~q; t = 0)

�
=Sq (2.6)
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Die Kunst besteht nun darin, aus (2.6) eine Bewegungsgleichung f�ur �q(t) abzu-
leiten. Eine M�oglichkeit dazu bietet die Anwendung des Projektorformalismus'
von Mori und Zwanzig [155, 105] und [43, Kap. 5]. Mit Hilfe dieses Projek-
torformalismus wird in der MCT durch die Projektion auf den Unterraum der
langsam variierenden Observablen Dichte �q = �(~q) und longitudinale Strom-
dichte jq = j(~q) = j(~q; t = 0) = ~q

q
�~j(~q; t = 0) folgende exakte Bewegungsgleichung

f�ur �q(t) hergeleitet:

��q(t) + 
2
q�q(t) +

Z 1

0

dt0
D
QLj(~q)�je�iQLQ(t�t0)jQLj(~q)

E
_�q(t

0) = 0: (2.7)

F�ur �(~q; t) und j(~q; t) gilt die Kontinuit�atsgleichung

_�(~q; t) = iqj(~q; t): (2.8)

Durch die Anwendung des Projektorformalismus' wird das Problem der Be-
rechnung der �q(t) zu dem der Berechnung von

Mq(t) :=


QLj(~q)�je�iQLQtjQLj(~q)� ; (2.9)

der zeitabh�angigen Korrelationsfunktion einer uktuierenden Kraft. Es ist Q =

1� P mit dem Projektor

P = j�qiS�1q h��qj+ jjqiJ�1hj�q j; (2.10)

mit J = kBT
M
. Weiterhin sind


q := q

r
kBT

M
S(q)�1 (2.11)

die durch die statische Struktur normierten mikroskopischen Frequenzen, Boltz-
mannkonstante kB, Temperatur T , Masse M . Um die Integrodi�erenzialglei-
chung (2.7) l�osen zu k�onnen, kann diese z.B. geschlossen werden. Zu diesem
Zwecke muss Mq(t) geeignet approximiert werden. Das geschieht in vier Schrit-
ten.

� Schnelle Prozesse werden als wei�es Rauschen angenommen und von den
langsamen Prozessen abgespalten.

Mq(t) � �qÆ(t) + 
2
qmq(t): (2.12)

Bei mq(t) = 0, entspricht Gleichung (2.7) der Bewegungsgleichung
ged�ampfter harmonischer Oszillatoren der Frequenz 
q mit der D�amp-
fung �q. F�ur kurze Zeiten ist auch bei endlichem mq(t) die Dynamik von
�q(t) durch diese Oszillatorgleichung bestimmt.
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� Da wir den Mori Zwanzig Formalismus in der Annahme anwendeten, dass
j(~q) und �(~q) die langsamen Observablen sind, ist es sinnvoll QLj(~q) auf
Produkte von �(~q) und j(~q) zu projizieren. Die Vereinfachung besteht nun
darin, sich auf den Unterraum der Paarprodukte �(~k)�(~p) zu beschr�anken.
Dabei muss die Impulserhaltung ~q = ~k + ~p eingehalten werden.

� Die n�achste Approximation besteht darin, Mittelwerte von Produk-
ten, die mit QLQ propagieren durch Produkte von Mittelwerten, die
sich im gesamten Liouvilleraum in der Zeit entwickeln, zu ersetzen:D
�(~k)��(~p)�e�iQLQt�(~k0)�(~p0)

E
� h�(~p; t)��(~p0)ih�(~k; t)��(~k0)i.

� Nach Durchf�uhrung der obigen N�aherungen m�ussen Ausdr�ucke der ArtD
(Lj(~q))Q�(~k; t)��(~p)

E
=
D
(Lj(~q)) �(~k; t)��(~p)

E
�
D
(Lj(~q))P�(~k; t)��(~p)

E
aus-

gewertet werden. Im zweiten Term auf der rechten Seite dieser Gleichung
treten Dreierkorrelationen auf. Diese werden durch eine Konvolutionsap-

proximation d.h.
D
Æ��(~q)Æ�(~k)Æ�(~p)

E
/ Æq;k+pSqSkSp derart gen�ahert, dass

durch den zweiten Term der rechten Seite Anteile des ersten Terms der
rechten Seite eliminiert werden.

Die im zweiten Punkt angesprochene Projektion auf Paarprodukte hat zur Fol-
ge, dass gewisserma�en Kraftmoden an die Dichtemoden koppeln. Der Moden-
kopplungskern mq(t) erh�alt nach den Approximationen die Form

mq(t) = �
X

~k+~p=~q

SqSkSp[~q(~kck + ~pcp)]
2�k(t)�p(t)=(2q

4); (2.13)

mit cp der direkten Korrelationsfunktion, die de�niert ist �uber die Ornstein-
Zernicke-Gleichung

Sq = (1� �cq)
�1 (2.14)

und der mittleren Teilchenzahldichte � = N=V . Die Approximationen sind teils
physikalisch motiviert, teils m�ussen sie aus technischen Gr�unden durchgef�uhrt
werden. Insgesamt ist die Approximation mathematisch nicht kontrollierbar.
Sie kann z.B. nicht durch eine St�orungstheorie erhalten werden, da unklar ist,
um welchen Parameter entwickelt werden kann1. Die G�ute der Approximatio-
nen kann nur durch einen Vergleich der Vorhersagen der Theorie mit Experi-
menten gezeigt werden. Darauf wird im Abschnitt 2.3 n�aher eingegangen. Die

1Z.B. wäre ein st¨orungstheoretischer Ansatz f¨ur Ordnungsparameterdynamik in einem Potenzial denk-
bar, welches ¨uber zwei Minima, ein metastabiles und ein absolutes, verf¨ugt [117]. Die störungstheoretische
Entwicklung um den Parameterb einer Bewegungsgleichung, ausgehend von der Langevindynamik in ei-
nem Potenzial der FormV (�) = a=2�2 � b=3�3 der Korrelationsfunktionh�(t)�(0)i unter Verwendung des
Fluktuations-Dissipations-Theorems, f¨uhrt ebenfalls auf die MCT-Gleichungen. Jedoch stellt sich die Frage:

”
Wie klein istb?“
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geschilderten Approximationen f�uhren dazu, dass die Tendenz eines Systems
zur Glasbildung generell �ubersch�atzt wird. Wir folgern, dass Kan�ale, durch
die das System relaxieren k�onnte, durch die Modenkopplungsapproximation
verschlossen werden. Von der MCT k�onnen keine quantitativ exakten Vorher-
sagen erwartet werden. Es sind dagegen universelle Vorhersagen m�oglich, die
eine Untersuchung der Integrodi�erenzialgleichung (2.7) mit (2.12) und (2.13)
liefert.

2.2 Lösung eines schematischen Modells

Die MCT basiert auf der Annahme, dass der Glas�ubergang vom sogenannten
Käfigeffektverursacht wird. Mit K�a�ge�ekt bezeichnet man, dass die mikrosko-
pischen Teilchen durch ihre jeweiligen Nachbarn, wie in einem K�a�g, gefangen
gehalten werden. Die Nachbarn sind wiederum in K�a�gen gefangen etc. Bei
einer hohen Packungsdichte wird es den Teilchen unm�oglich, dem K�a�g zu
entweichen. Von entscheidender Bedeutung f�ur das Eintreten des K�a�ge�ektes
ist die Gr�o�e des Nachbarabstandes der Teilchen. Ein Ma� f�ur die Dichte des
K�a�gs sind die Sch�arfe und die H�ohe des Hauptmaximums des statischen Struk-
turfaktors S(q) (vergleiche S00(q) in Abbildung 3.1). Je h�oher dieser Peak ist,
desto dichter ist der K�a�g. Um den Mechanismus, der zum Glas�ubergang f�uhrt,
vereinfacht darzustellen, liegt es nahe, sich auf den q-Wert am Maximum von
S(q) zu beschr�anken. Die q-Abh�angigkeit wird dadurch unterdr�uckt. Die Form
von Gl. (2.7) bzgl. der Zeitabh�angigkeit bleibt erhalten, wenn die q-Abh�angig-
keit vernachl�assigt wird. Auf diesem Weg erhalten wir sogenannte schematische
Modelle. F�ur diese gilt folgende Gleichung:

��(t) + 
2�(t) + � _�(t) + 
2

Z t

0

m(t� t0) _�(t0)dt0 = 0: (2.15)


 ist eine R�uckstellkraft und � eine Reibungskraft. Als Anfangsbedingungen
w�ahlt man �ublicherweise �(t = 0) = 1 und _�(t)jt=0 = 0. Es stellt sich die Frage,
wie der Ged�achtniskern aus Gl. (2.13) von m(t) aus Gl. (2.15) karikiert werden
kann. Allgemein kann m(t) als Potenzreihe m(t) =

P
i vi�

i(t) dargestellt werden.
Um der Bilinearit�at von m(t) nach Gl. (2.13) Rechnung zu tragen, ist die weitere
Vereinfachung

m(�; t) = v2�
2(t) (2.16)

naheliegend. Mit dem durch Gl. (2.16) bestimmten, zuerst von Leutheuser [90]
diskutierten, schematischen Modell wollen wir uns im weiteren Verlauf dieses
Abschnittes besch�aftigen. Vorher sei erw�ahnt, dass ein wesentlicher Aspekt der
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�-Relaxation, n�amlich deren gestreckt-exponentieller Verlauf, von diesem Mo-
dell nicht reproduziert werden kann. In der Abbildung 2.1 ist das numerische
Resultat f�ur �(t) dieses Modells dargestellt, in Abbildung 2.2 die Suszeptibi-
lit�atsspektren �00(!) / !�00(!) / R1

0
cos(!t)�(t)dt. Ein Vergleich von Abbildung

2.2 mit Abbildung 1.1 zeigt, dass die Spektren wesentliche Merkmale der Spek-
tren unterk�uhlter Fl�ussigkeiten aufweisen. Analytische Berechnungen, die zu
den wesentlichen Vorhersagen der MCT f�uhren, sind am Beispiel dieses Mo-
dells besonders einfach durchzuf�uhren. Eine umfangreiche Diskussion anderer
schematischer Modelle ist in [54] zu �nden.

2.2.1 Die mikroskopische Dynamik

10
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10
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10
2

10
3

10
4

10
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10
6

t
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

φ(
t)

ε<0

ε>0
n=1

2
3

0

n=1 2 3 4 5 6

ε=

Abbildung 2.1:�(t) des Leutheuser Modells f¨ur v2 = (1 + ")vc2, v
c
2 = 4, " = �e�n,


 = � = 1. Die kritische Kurve ist gestrichelt eingezeichnet und endet f¨ur t ! 1 bei
f c = 1=2

Bei sehr kurzen Zeiten ist der Ged�achtnisterm
R t
0
dt0m(t � t0) _�(t0) ver-

nachl�assigbar. Gl. (2.15) wird zu der Bewegungsgleichung eines ged�ampften,
harmonischen Oszillators. Die Kurzzeitentwicklung von �(t) lautet folglich
�(t) = �(0)� 1

2

2t2. 
 legt die Zeitskala fest.

2.2.2 Das Bifurkationsscenario im Limest!1

Unter Verwendung der Laplacetransformation

LT (�(t))(z) = ~�(z) := i

Z 1

0

dteizt�(t) (2.17)



2.2. LÖSUNG EINES SCHEMATISCHEN MODELLS 11

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

ω

10
−2

10
−1

χ’
’(

ω
)

n=6 5 4 3 2
1

ε<0

ε>0

ε=0

3 2 1

α−Peaks hf−Peaks

β−Minima

n=

Abbildung 2.2: Wie Abb. 2.1 nur�00(!). Das v. Schweidler Gesetz (
�

!
!0

��b
, b = 1) so

wie das kritische Gesetz (
�

!
!0

�a
, a = 0:395) sind deutlich, links und rechts der�-Minima

zu erkennen, weiterhin f¨allt auf, dass der�-Peak im Vergleich zu experimentell erhaltenen
Kurven zu schmal ist

wird Gl. (2.15) zu

z ~�(z)

1 + z ~�(z)
=

z2 + i�z


2
+ z ~m(z) (2.18)

mit ~m(z) := i
R1
0
dteiztm(t)

Im Limes t!1 gilt f�ur �

lim
t!1

�(t) = lim
z!0
�z ~�(z) := f (2.19)

und f�ur den Ged�achtniskern unter Verwendung von (2.16)

lim
t!1

m(�; t) = lim
z!0
�z ~m(�; z) = v2f

2: (2.20)

Wird dieser Grenz�ubergang bei Gl. (2.18) durchgef�uhrt, so erh�alt man f
1�f =

v2f
2. Diese Gleichung beschreibt ein Bifurkationsscenario. Ist v2 < 4, so ist

f0 = 0 die einzige reelle L�osung von Gl. (2.18) in diesem Limes. Ist v2 � 4, so
sind

f1=2 =
1

2
�
r

1

4
� 1

v2
(2.21)
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weitere L�osungen. �(t) f�allt von �(t = 0) = 1 mit Zunahme von t auf den
gr�o�t m�oglichen Wert von �(t ! 1) = f ab [54]. Bei vc2 = 4 �ndet ein Bi-
furkationsscenario ergodisch$ nicht ergodischstatt. f nimmt bei diesem Wert
des Kontrollparameters den kritischen Wert f c = 1=2 an (vgl. Abb. 2.1). Ist
v2 < 4, zerf�allt die Korrelationsfunktion �(t) vollst�andig, wie im Fall von Dichte-
Dichte-Korrelationsfunktionen von Fl�ussigkeiten. F�ur v2 � 4 dagegen bleiben
Korrelationen selbst nach unendlich langer Relaxationszeit bestehen. f wird
daher Nichtergodiziẗatsparametergenannt. Die Werte der Parameter � und 
, die
die mikroskopische Dynamik bestimmen, spielen bei diesem Grenzwert keine
Rolle.

2.2.3 Die�-Skalengleichung

Die Modenkopplungstheorie erlaubt Aussagen, die �uber die Beschreibung eines
Bifurkationsscenarios hinausgehen. Mit Hilfe der �-Skalengleichung werden uni-
verselle Potenzgesetze f�ur die Dynamik glasbildender Substanzen im �-Regime
hergeleitet. Die im vorliegenden Abschnitt durchgef�uhrten Rechnungen wer-
den wir im Abschnitt 4.1 wieder aufgreifen. Die physikalischen Folgen dieser
Rechnungen sind im Abschnitt 2.3.2 dargestellt.

Wir formulieren aus (2.18) eine Gleichung f�ur G(t) = �(t)� f bzw. z ~G(z) =

z ~�(z) + f :

�f + z ~G(z)

1� f + z ~G(z)
=

z2 + i�z


2
+ zv2LT ((f +G(t))2)(z) (2.22)

( ~m(z) = v2LT (�
2(t)). Dann entwickeln wir die l.S. von (2.22) als geometrische

Reihe

�f + z ~G(z)

1� f + z ~G(z)
=
�f
1� f

�
1X
n=1

(�z ~G(z))n

(1� f)n+1
(2.23)

und den zweiten Term der r.S. von (2.22) d.h. m(�; t), nach Gl. (2.16) als Tay-
lorreihe um f

m(�; t) = m(f; t) +
1X
n=1

1

n!

@nm(f; t)

@fn
G(t) = v2(f

2 + 2fG(t) +G2(t)): (2.24)

Wir brechen beide Entwicklungen nach der zweiten Ordnung in G(t) ab2. Am
Bifurkationspunkt v2 = 4 heben sich die linearen Terme in ~G(z) gegeneinander

2Beim Leutheusermodell findet der Abbruch der Taylorreihe nach dem zweiten Glied automatisch statt.
Die Entwicklung lässt sich nat¨urlich auch im allgemeinen Fall durchf¨uhren.
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weg. Wir erhalten die sogenannte �-Skalengleichung

�� + �zLTfG2(t)g(z) + z2G2(z) +
z(z + i�)


2
= 0 (2.25)

mit dem Separationsparameter� und dem Exponentenparameter�. F�ur dieses Modell
l�asst sich am Glas�ubergang, d.h. � = 0, der Wert vom Exponentenparameter
� = 0:5 leicht angeben, da f c = 0:5 und vc2 = 4 bekannt sind. Gleichung (2.25)
wird im Grenzwert z ! 0, mit dem Ansatz

G(t) = Ga(t=t0)
�a undG(t) = Gb(t=t0)

b (2.26)

gel�ost, da LT (ta) = �i�(1 + a)(�iz)�1�a f�ur a > �1 ist. (z tritt mit diesem
Ansatz in (2.25) nur in der Form z�2b bzw. z2a auf). Ga=b sind Vorfaktoren. Die
Exponenten a und b sind nicht unabh�angig voneinander. Ihr Wert ist durch den
Wert von � bestimmt. Die angegebenen Ergebnisse sind nur in den angegebenen
Limiten � ! 0 und t!1 richtig. Abweichungen hiervon sind von der Ordnung
� und ebenfalls durch Potenzgesetze (vgl. [54, 44]) mit fraktalen Exponenten
gegeben. Da LT (ta) = �i�(1 + a)(�iz)�1�a f�ur a > �1 ist, gilt:

�2(1� a)

�(1� 2a)
= � =

�2(1 + b)

�(1 + 2b)
; (2.27)

mit � der Eulerschen Gammafunktion, 0 < a < 1=2 und 0 < b � 1 (Im Leutheu-
sermodell ist a = 0:395 und b = 1, siehe Abbildung 2.2). Die Diskussion von Gl.
(2.15) bzw. Gl. (2.18) ist hiermit abgeschlossen.

2.3 Allgemeine Aussagen der MCT

Die im letzten Abschnitt durchgef�uhrten Berechnungen lassen sich auch mit
den MCT-Gleichungen einfacher Fl�ussigkeiten durchf�uhren. Die Aussagen, die
aus obigen Rechnungen folgen, haben universellenCharakter. Wir werden im
folgenden Abschnitt die Vorhersagen der idealen MCT in auf der Zeitachse
geordneter Reihenfolge au��uhren.

2.3.1 Kurzzeitdynamik

Nach der MCT ist f�ur die mikroskopische Dynamik kein universelles Verhal-
ten zu erwarten. Die von der jeweiligen Mode abh�angige Frequenz 
q spielt
f�ur die Kurzzeitdynamik eine wichtige Rolle. Die Details der mikroskopischen
Dynamik wirken sich dabei qualitativ nicht auf die strukturelle Relaxation aus
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[47]. Mq(t) wirkt wie eine e�ektive D�ampfung auf die Oszillation der Korrela-
tionsfunktionen. Je tiefer wir uns in der Glasphase be�nden, desto steifer wird
das Glas. Die Frequenzen, an denen die Maxima der Hochfrequenzpeaks liegen,
werden bei steigender Dichte gr�o�er [54, 57] (siehe auch den hf-Peak in Abb.
2.2).

2.3.2 �-Relaxation

Wahrscheinlich die bedeutensten Vorhersagen macht die MCT f�ur die Dynamik
im sogenannten �-Regime. Der Verlauf von �q(t) in der N�ahe des Glas�ubergangs
ist gegeben durch

�q(t) = f cq + hqG(t): (2.28)

hq wird als die kritische Amplitudebezeichnet. Die Funktion G(t) ist f�ur alle q uni-
versell. Die Eigenschaft (2.28) hei�t auch Faktorisierungseigenschaft, man �ndet
sie auch unter dem Namen Reduktionstheorem. Die Funktion G(t) ist nach Gl.
(2.26) durch ein Potenzgesetz mit fraktalen Exponenten a oder b gegeben. Der
Zerfall auf das Plateau (vgl. Abb. 2.1) �ndet nach dem sogenannten kritischen
Zerfallsgesetz

G(t) = c�(t=t�)
�a (2.29)

statt. c� =
pj�j und t� = t0

j�j1=2a . Die Zerfallsgesetze im �-Regime lassen sich

gut an doppelt-logarithmischen Abbildungen vom Imagin�arteil der Suszeptibi-
lit�atsspektren �00(!) = !Im

�
lim�!0+

R1
0
dt�(t)ei(!+i�)t

�
erkennen (siehe Abb. 2.2).

Darin hat nach der MCT die rechte Flanke des �-Minimums die Steigung a

(d.h. �00(!) / !a) und die linke Flanke die Steigung �b (d.h. �00(!) / !�b). Nach
dem Abfall auf das Plateau relaxiert die Korrelationsfunktion �q(t) einer un-
terk�uhlten Fl�ussigkeit, sofern sich diese noch in der ergodischen Phase be�ndet,
nach dem von Schweidler-Gesetz

�q(t) = f cq �Gbj�j 12hq(t=t�)b; � < 0 (2.30)

der zweiten L�osung der �-Skalengleichung nach Gl. (2.26) (zu der Bedeutung
von f cq siehe Gl. (2.33) im n�achsten Unterabschnitt). Beide Relaxationsgleichun-
gen sind nur in f�uhrender Ordnung im Separationsparameter � angegeben. Die
Werte der Exponenten a und b sind �uber den Exponentenparameter � nach Gl.
(2.27) miteinander verkn�upft.

Mit der MCT k�onnen im �-Regime weitere Vorhersagen getro�en werden, die
jedoch in der vorliegenden Arbeit nur am Rande diskutiert werden. Der inter-
essierte Leser sei auf die Reviewartikel [54, 55, 118, 56, 27] verwiesen. Insbeson-
dere werden von G�otze [56] experimentelle Tests aufgef�uhrt, die haupts�achlich
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zum �Uberpr�ufen der hier genannten Vorhersagen durchgef�uhrt worden sind.
Die detaillierteste Darstellung ist in der ersten Referenz [54] gegeben, w�ahrend
Cummins in [27] die MCT aus der Sicht eines Experimentators anschaulich
darstellt. Der zweite Reviewartikel, von G�otze und Sj�ogren [55], stellt u.a. die
experimentellen Ergebnisse zum Thema Glas�ubergang bis 1992 dar.

2.3.3 �-Relaxation

Die Modenkopplungsgleichungen (2.15) und (2.18) sind au�erhalb des mikro-
skopischen Bereichs skaleninvariant (die Ableitungen in Gl. (2.15) bzw. der erste
Term der rechten Seite von Gl. (2.15) verschwinden). Folglich ist im limz!0 nur
eine begrenzte Auswahl an L�osungen f�ur ~�(z)m�oglich. Die Masterfunktion kann
durch eine Kohlrauschfunktionge�ttet werden

�q(t; T ) = Ae(�
t

��(T )
)
�

; � < 1: (2.31)

Die Kohlrauschfunktion spielt in der Wahrscheinlichkeitstheorie und damit
auch in der Theorie ungeordneter Systeme eine zentrale Rolle, da es sich
bei ihr um die charakteristische (oder auch momentenerzeugende) Funkti-
on einer L�evy-stabilen Verteilung handelt. Dass w�ahrend der �-Relaxation,

�q(t; T ) = F
�

t
��(T )

�
gilt, wird als Zeit-Temperatur Superpositionsprinzip be-

zeichnet. Die Alpharelaxationszeit ��(T ) folgt an T = Tc, der Modenkopplungs-
Glas�ubergangstemperatur einem Potenzgesetz

��(T ) / jT � Tcj�; T > Tc mit  =
1

2a
+

1

2b
: (2.32)

2.3.4 Nichtergodiziẗat

Das in 2.2.2 geschilderte Bifurkationsscenario �ndet auch mit Ber�ucksichti-
gung der q-Abh�angigkeit statt. Sind die KopplungskoeÆzienten SqSkSp[~q(~kck +

~pcp)]
2=(2q4) aus Gleichung (2.13) ausreichend gro�, so haben die Korrelatoren

�q(t) einen nichttrivialen Langzeitlimes. Analog zu Gl. (2.21) ist der Wert des
Nichtergodizit�atsparameters gegeben durch

fq =

(
0 ; in der Flüssigkeit

f cq + hq

q
j�j
1�� ; im Glas:

(2.33)

Dass eine Dichteschwankung im Laufe der Zeit nicht verschwindet, ist eine ty-
pische Eigenschaft von fester Materie. F�ur einen Kristall ist die �aquivalente
Aussage, dass das Fluktuationsspektrum eine ideale elastische Linie besitzt:
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f�ur ��q = h��q(t)�q(0)i gilt ��00q(! ! 0) = �fqÆ(!). Der Debye-Waller-Faktor fq cha-
rakterisiert die arretierte Struktur statistisch. Im kristallinen Zustand ist fq nur
auf den Punkten des reziproken Gitters ungleich Null. Die MCT liefert dagegen
eine stetige Funktion von q. Sie beschreibt also einen festen amorphen Zustand,
d.h. ein Glas. Im Glas w�achst der Wert des Nichtergodizit�atsparameters mit der
Wurzel des Abstands zum �Ubergang an. f cq ist der kritische Wert am �Ubergang
selbst.

Viele Vorhersagen der MCT wurden im Experiment, im Rahmen der Messge-
nauigkeit, best�atigt. Sehr eindrucksvoll konnte die �Ubereinstimmung der Vor-
hersagen der MCT bei Lichtstreumessungen an kolloidalen Suspensionen ge-
zeigt werden [104]. Auch Ergebnisse aus Computersimulationen zeigen eine
starke �Ubereinstimmung mit der Theorie [49, 72, 77, 78, 79].

Die MCT einfacher Fl�ussigkeiten hat jedoch folgende Schwachstellen:

Der scharfe Übergang: In realen glasbildenden Fl�ussigkeiten �ndet das oben
geschilderte Bifurkationsscenario meist gar nicht statt (mit Ausnahme von kol-
loidalen Suspensionen). Stattdessen relaxiert �q(t) nach langer Wartezeit auch
in der Glasphase vom Plateau gegen Null. Nur auf, im Vergleich mit der Warte-
zeit, kurzen Zeitskalen liegt Nichtergodizit�at vor. Im Rahmen des Projektions-
formalismus' l�asst sich dieser Fehler durch Ber�ucksichtigung der Stromdichte-
moden, beseitigen. Dadurch tritt in den Bewegungsgleichungen ein sogenannter
Hoppingterm auf, der auch f�ur Systeme in der Glasphase die Relaxation von
�q(t!1) auf 0 erm�oglicht [28, 52, 53].

Gleichgewichtstheorie: Auch mit Ber�ucksichtigung der Hoppingterme kann der
physikalische Vorgang nicht richtig beschrieben werden. Die MCT Glas�uber-
gangstemperatur Tc ist, im Widerspruch zum Experiment, unabh�angig von der
Rate, mit der die Fl�ussigkeit unterk�uhlt wird. Wenn die Projektoren (2.10)
zeitabh�angig gew�ahlt werden, kann die K�uhlrate ber�ucksichtigt werden [84]. Da-
durch wird auch die Beschreibung sogenannter Agingph�anomene [135] m�oglich,
die ebenfalls typisch f�ur Glasbildner sind.

Beschr̈ankung auf einfache Flüssigkeiten: In den ersten Jahren der Entwicklung
der MCT wurden die Bewegungsgleichungen lediglich f�ur einfache Fl�ussigkei-
ten hergeleitet. Die Universalit�at der Aussagen der MCT l�asst darauf schlie�en,
dass Abweichungen der Grundbausteine von der sph�arischen Symmetrie kaum
Auswirkungen auf die Langzeitdynamik haben. Da aber die wenigsten glas-
bildenden Substanzen aus sph�arischen Bausteinen bestehen, wurden die MCT-
Gleichungen inzwischen auf zwei Arten verallgemeinert. In [21] wird eine site-site
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Beschreibung gew�ahlt, w�ahrend man in [119, 46, 35] nach einer Projektion der
Dichten auf Kugelfunktionen matrixwertige MCT-Gleichungen erhielt. Beide
Beschreibungen bieten die M�oglichkeit, Orientierungsfreiheitsgradezu ber�ucksich-
tigen.

Die unkontrollierbare N äherung: Im Abschnitt 2.1 wurden die Approximatio-
nen, die zur Herleitung der MCT-Gleichungen notwendig sind, dargestellt. Die
Approximationen sind mathematisch nicht kontrollierbar. Auch zur Herleitung
der eben erw�ahnten verallgemeinerten Gleichungen sind �aquivalente N�aherun-
gen notwendig.

W�ahrend die ersten drei Probleme durch die Weiterentwicklung der MCT
vermutlich behoben werden k�onnen bzw. konnten, wird die letzte Schwachstelle
m�oglicherweise immer ein fundamentales Problem der MCT bleiben.



Kapitel 3

Die molekulare Modenkopplungstheorie
(MMCT)

In der MCT einfacher Fl�ussigkeiten wird die Rolle der Orientierungsfreiheits-
grade (ODOF) f�ur das Verhalten glasbildender Substanzen vernachl�assigt. Es
sind mindestens zwei Wege denkbar, mit denen die ODOF ber�ucksichtigt wer-
den k�onnen (vgl. das Textbuch von J. P. Hansen und I. R. McDonald [63]).
Einerseits ist eine site-siteBeschreibung m�oglich. 1998 wurden von Chong und
Hirata [21] Modenkopplungsgleichungen f�ur verallgemeinerte Dichte-Dichte-
Korrelationsfunktionen in der site-site Beschreibung ausgearbeitet. Der Vor-
teil dieser Betrachtung ist, dass die Anzahl der zu berechnenden Korrelations-
funktionen vergleichsweise gering ist. Die Komplexit�at der MCT-Gleichungen
nimmt im Vergleich zur herk�ommlichen MCT nur geringf�ugig zu. Der Nachteil
dieser Beschreibung ist, dass Informationen verloren gehen. Die in der site-site
Beschreibung erhaltenen Korrelationsfunktionen, bzw. deren Spektren, sind in
den typischen, an glasbildenden Substanzen durchgef�uhrten Experimenten (be-
sonders bei Lichtstreuung und dielektrischen Verlustmessungen) nicht direkt
zug�anglich.

Bei der im Rahmen dieser Arbeit gew�ahlten Beschreibung ist die Sachla-
ge umgekehrt. Durch das eher konservative Vorgehen, der Entwicklung der
positions-, orientierungs-und zeit- abh�angigen Dichten nach ebenen Wellen und
den Kugelfunktionen Ylm(
n(t))

�lm(~q; t) :=
p
4�il

NX
n=1

ei~q~xn(t)Ylm(
n(t)) (3.1)

werden �au�erst komplexe, matrixwertige Modenkopplungsgleichungen abgelei-
tet. Die Position ist gegeben durch die Ortskoordinate ~xn(t) des n-ten Teilchens,
die Orientierung durch die Winkel 
n(t). Durch die gew�ahlte Entwicklung geht

18
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aber keine Information verloren. Die �uber das geschilderte Vorgehen erhaltene
Theorie wird im Folgenden molekulare Modenkopplungstheorie (MMCT) ge-
nannt. In der vorliegenden Arbeit beschr�anken wir uns auf die Betrachtung
linearer Molek�ule. Da lineare Molek�ule eine Symmetrieachse besitzen, ist einer
der Eulerwinkel redundant. Die Orientierung 
n(t) des n-ten Teilchens kann
durch nur zwei Winkel �n(t) und �n(t) beschrieben werden 
n(t) � (�n(t); �n(t)).

Diese Erweiterung der MCT hat zur Folge, dass verallgemeinerte, tensorielle
Dichte-Dichte-Korrelationsfunktionen

���lm;l0m0(~q; t) :=

4�

N
il
0�l

NX
n;n0=1

he�i~q_(~xn(t)�~xn0 )Y �
lm(
n(t))Yl0m0(
n0)i =

hÆ��lm(~q; t)Æ�l0m0(~q)i (3.2)

betrachtet werden.
W�ahlt man ~q im Labor-festen Bezugssystem f�ur alle Molek�ule in z-Richtung,

~q = (0; 0; q), so sind die Korrelationsfunktionen diagonal im sogenannten Heli-
zit�atsindex m:

���lm;l0m0(~q; t) = ���ll0m(q; t)Æmm0 : (3.3)

Wir werden im Folgenden diese h�au�g verwendete sogenannte q-Frame Darstel-
lung w�ahlen [60]. Die Herleitung der Bewegungsgleichungen f�ur die ���ll0m(q; t)

geschieht wieder mit Hilfe des
"
Mori Zwanzig Projektorformalismus\ [105, 155]

und ist Gegenstand von Kapitel 3.1. Im selben Abschnitt wird au�erdem die
Kurzzeitasymptotik der MMCT-Gleichungen diskutiert. Im Abschnitt 3.2 wer-
den bisherige Ergebnisse der MMCT, wie z.B. eine Theorie zur Lichtstreuung
oder Vergleiche der

"
statischen\ Vorhersagen der MMCT, mit den Ergebnissen

von Computersimulationen zusammengefasst.
Das Wechselspiel der ODOF mit den translatorischen Freiheitsgraden

(TDOF) wird das zentrale Thema der anschlie�enden Betrachtungen sein. Wir
werden sehen, dass sich in der molekularen Theorie bereits die Beschreibung
der mikroskopischen Dynamik gegen�uber einer Beschreibung ohne ODOF we-
sentlich ver�andert. Z.B. wird das Spektrum bei hohen Frequenzen vielseitiger.
Bez�uglich der strukturellen Relaxation ist die Hinzunahme der ODOF von un-
tergeordneter Bedeutung. Qualitativ erwarten wir, dass die �- und auch die �-
Relaxation nach denselben asymptotischen Gesetzen erfolgen, wie sie im letzten
Kapitel beschrieben wurden.

Der m�oglicherweise interessanteste Mechanismus, der mit dem molekula-
ren Charakter von unterk�uhlten Fl�ussigkeiten und von Gl�asern verkn�upft ist,
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�ndet auf einer
"
semimikroskopischen\ Zeitskala statt. Er wird im Rahmen

der vorliegenden Arbeit entwickelt. Der Wert einer mikroskopischen Frequenz
h�angt davon ab, welche Mode betrachtet wird. Handelt es sich um eine Mode
der Orientierungs- oder der Translationsbewegung? Zu welchem q-Wert geh�ort
sie? W�ahrend f�ur die meisten TDOF die mikroskopische Relaxation schon be-
endet ist, tri�t das f�ur einige Orientierungsmoden noch nicht zu. Es besteht
die M�oglichkeit, dass Modenkopplungse�ekte eine langsame Orientierungsbe-
wegung an die Translationsbewegung koppeln. Wir beschr�anken uns im Ab-
schnitt 3.3 auf eine quasi-ph�anomenologische Beschreibung anhand numerischer
Resultate. In diesem Abschnitt werden MMCT-Gleichungen f�ur die beiden Bei-
spielsysteme, dipolare harte Kugeln (DHS) (Unterabschnitt 3.3.1) und harte
Ellipsoide (HE) (Unterabschnitt 3.3.2), gel�ost.

3.1 Die Bewegungsgleichungen der MMCT

3.1.1 Herleitung der MMCT-Bewegungsgleichungen im Zeitraum

In Schilling et al. [119] wurden die Bewegungsgleichungen f�ur die verallgemei-
nerten Korrelationsfunktionen im Laplaceraum pr�asentiert. Die daraus resul-
tierende Darstellung der Gleichungen ist jedoch f�ur die Anwendung des nu-
merischen L�osungsverfahrens ungeeignet. Die Gleichungen (43)-(45) aus [119]
m�ussen in eine einzige Gleichung umgeformt werden. Diese Umformung ist nicht
trivial. Wir werden im vorliegenden Abschnitt die MMCT-Gleichungen auf eine
Art und Weise herleiten, die zu einer Form f�uhrt, die zur Verwendung des nu-
merischen Verfahrens geeignet ist. Eine Umformung der Gleichungen (43)-(45)
aus [119] ist daher nicht notwendig.

Die Bewegungsgleichungen werden mit dem von Zwanzig [155] und Mori
[105] entwickelten Projektorformalismus hergeleitet. Aus diesem Formalismus
ergibt sich mathematisch keine Einschr�ankung, auf welchen Unterraum des Hil-
bertraums der Phasenraumfunktionen projiziert wird. Die Prozedur der Pro-
jektion ist eine mathematisch exakte Ableitung einer Bewegungsgleichung.

Im Folgenden werden wir gleichzeitigauf die verallgemeinerten Dichteuk-
tuationen Æ�ll0m(q) = Æ�ll0m(q; t = 0) und auf die verallgemeinerten Stromdichten
~j�ll0m(q) = ~j�ll0m(q; t = 0),

~j�lm(q; t) :=
p
4� il

NX
n=1

~v�n(t)e
i ~q�~xn(t) Ylm(
n(t)) (3.4)
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mit

~v�n(t) =

�
_~xn(t) ; � = T
!n(t) ; � = R;

(3.5)

(!n(t) ist die Winkelgeschwindigkeit) projizieren. Au�erdem werden wir alle
Schritte im Zeitraum durchf�uhren. Dies ist ungew�ohnlich, jedoch wohl nicht we-
niger transparent, als das im Normalfall verwendete Vorgehen im Laplaceraum
[119]. Um zu verhindern, dass die MCT-Gleichungen Tr�agheitse�ekte aufweisen,
ist es sinnvoll, auf die kartesischen Komponenten der translatorischen (� = T )
Str�ome und, f�ur l 6= 0, auch auf die rotatorischen (� = R) Str�ome zu projizieren.
Die MCT-Gleichungen, die durch diese Vorgehensweise erhalten werden, sind in
[85] dargestellt. Eine etwas einfachere Form der MCT-Gleichungen f�ur lineare
Molek�ule entsteht, wenn lediglich in Richtung von ~q projiziert wird, also auf
die skalaren Stromdichten

jTlm(q; t) =
~q

q
�~jTlm(~q; t); q = j~qj (3.6a)

jRlm(q; t) =
1p

l(l + 1)
~L �~jRlm(~q; t); (3.6b)

mit dem Drehimpulsoperator ~L. Auch diese Wahl verhindert das Auftreten von
Tr�agheitse�ekten in der Langzeitdynamik. Wir werden, so wie Schilling et al.
[119], auf die skalaren Stromdichten projizieren.

Zun�achst starten wir mit der Kontinuit�atsgleichung

_�lm(q; t) = i
X
�=R;T

q�l (q)j
�
lm(q; t) (3.7)

mit

q�l (q) :=

�
q ; � = T ; 8lp
l(l + 1) ; � = R ; 8q: (3.8)

Wir erhalten durch Ableiten von (3.2) nach der Zeit die erste Gleichung f�ur die
Korrelationfunktionen

_���ll0m(q; t) = �i
X

�=R;T

q�l (q)�
j��
ll0m(q; t): (3.9)

Das Di�erenzieren der verallgemeinerten Stromdichte-Dichte-
Korrelationsfunktionen

�j
��
ll0m(q; t) := hj�lm(q; t)�Æ�l0m(q)i (3.10)
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nach der Zeit f�uhrt auf

_�j
��
ll0m(q; t) = @t hj�lm(q; t)�jÆ�l0m(q)i = �i



j�lm(q)jLe�iLtjÆ�l0m(q)

�
(3.11)

mit dem Zeitentwicklungs- oder Liouvilleoperator L. Im n�achsten Schritt wer-
den die schnell variierenden Gr�o�en, die Dichtenund die eben eingef�uhrten longi-
tudinalen translatorischen(T ) und rotatorischen(R) Stromdichtenherausprojiziert. Der
Projektor P = 1�Q lautet, wie bei Schilling [119],

P :=
X
l1l2m1

jÆ�l1m1(q)
�
(S(q)�1)l1l2m1



Æ��l2m1

(q)j+ (3.12a)

+
X
l1m1

�2(R;T )

jj�l1m1
(q)

�
(J(q)�1)�l1m1



j��l1m1

(q)j; (3.12b)

da J(q) diagonal in l1 und l2 ist. Die Normierungen sind gegeben durch die
verallgemeinerten statischen Strukturfaktoren

S(q)ll0m := ���ll0m(q; t = 0) (3.13)

und J�lm(q) := hj�lm(q; 0)j�lm(q; 0)i = kBT
I�

= J�lm (siehe Anhang A in Schilling et al.
[119]).

I� :=

�
M ; � = T
I ; � = R

(3.14)

bezeichnet das TrägheitsmomentI und die MasseM .
Bei den nun folgenden Umformungen wird, abgesehen von Regeln der

Di�erenzial- und Integralrechnung, lediglich von Projektoreigenschaften: P 2 =

P , Q2 = Q und PQ = QP = 0 Gebrauch gemacht. Zus�atzlich wird ausgenutzt,
dass hj�lm(q)�Æ�lm(q)i = hÆ�lm(q)�j�lm(q)i = 0 gilt

_�j
��
ll0m(q; t) = �i



j�lm(q)

�jLPe�iLtjÆ�lm(q)
�� i



j�lm(q)

�jLQe�iLtjÆ�l0m(q)
�

(3.15)

Im ersten Term der rechten Seite von (3.15) setzen wir P ein, in den zweiten
Term der rechten Seite von (3.15) schieben wir Null ein.

= �i
X
l1l2m2

hj�lm(q)�jLjÆ�l1m(q)i (S�1(q))l1l2m2



Æ�l2m2(q)

�je�iLtjÆ�l0m(q)
�

(3.16a)

�i 
j�lm(q)�j(LQe�iLt � Le�iQLQtQ+ Le�iQLQtQ)jÆ�l0m(q)
�

(3.16b)

In der Zeile a wird nun die Kontinuit�atsgleichung angewandt und die De�nition
von ���ll0m(q; t) eingesetzt. In der Zeile b wird gleichzeitig eine Integration und
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eine Ableitung eingeschoben und verwendet, dass gilt h�QjÆ�lm(q)i = 0.

= �i
X
l1l2m2

X
�0

D
j�lm(q)

�jq�0l1 (q)j�
0

l1m
(q)
E
(S�1(q))l1l2m2�

��
l2l0m2

(q; t) (3.17a)

�i
Z t

0

dt0
d

dt0

D
j�lm(q)

�jLe�iQLQ(t�t0)Qe�iLt
0 jÆ�l0m(q)

E
(3.17b)

In der Zeile a m�ussen wir lediglich die De�nition von J�lm einsetzen. Die Ablei-
tung in der Zeile b wird ausgef�uhrt.

= �i
X
l1l2m2

X
�0

q�
0

l1 (q)J
�
lmÆll1Æ��0(S

�1(q))l1l2m2�
��
l2l0m

(q; t) (3.18a)

+

Z t

0

dt0
D
j�lm(q)

�jLe�iQLQ(t�t0)(QLQ�QL)e�iLt
0 jÆ�l0m(q)

E
(3.18b)

In der Zeile a wird die Diagonalit�at von J�lm bzgl. l und � verwendet, in der
Zeile b wird P = 1�Q eingesetzt.

= �i
X
l2m2

q�l (q)J
�
lm(S(q)

�1)ll2m2�
��
l2l0m

(q; t) (3.19a)

�
Z t

0

dt0
D
j�lm(q)

�jLQe�iQLQ(t�t0)QLPe�iLt
0 jÆ�l0m(q)

E
(3.19b)

Die Umformungen der Zeile a sind abgeschlossen, in der Zeile b wird P einge-
setzt, wobei die Æ� Anteile von P verschwinden, da ein Q auf ein LÆ� tri�t.

= �i
X
l2m2

q�l (q)J
�
lm(S

�1(q))ll2m2�
��
l2l0m

(q; t) (3.20a)

�
X
l2m2

X
�0

Z t

0

dt0
D
j�lm(q)

�jLQe�iQLQ(t�t0)QLjj�0l2m2
(q)
E
� (3.20b)

�(J�1)�0l2m2

D
j�

0

l2m2
(q)�je�iLt0 jÆ�l0m(q)

E
:

Das Einsetzen der De�nition des Ged�achtniskerns:

M��0

ll0m(q; t) :=
D
j�lm(q)

�jLQe�iQLQ(t)QLjj�0l0m(q)
E
; (3.21)

liefert die zweite Bewegungsgleichung

_�j
��
ll0m(q; t) = �i

X
l2m2

q�l (q)
kBT

I�
(S�1(q))ll2m2�

��
l2l0m

(q; t) (3.22)

�
X
l2m2

X
�02(R;T )

kBT

I�

Z t

0

dt0M��0

ll2m2
(q; t� t0)�j

�0�
l2l0m

(q; t0):
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Die Gleichungen 3.9 und 3.22sind bisher exakt und liefern die Basis für alle weiteren
Ausführungen der Kapitel 3 und 4 der vorliegenden Arbeit.

Wir sind bisher noch nicht darauf eingegangen, wie die Summen �uber li und
mi, i = 1; 2 zu verstehen sind. Um ein numerisch l�osbares Problem zu erhalten,
muss ein oberer Cut-o� lco f�ur l eingef�uhrt werden, durch welchen die Ent-
wicklung (3.1) begrenzt wird. Im praktischen Umgang laufen die Summen von
l = m bis lco. Dieses folgt aus Symmetrieeigenschaften der �ll0m(q; t) (Invarianz
bez�uglich der Operation �m! m) und der Einschr�ankung f�ur m: �l � m � l.

Nach dem Vorbild der MCT f�ur einfache Fl�ussigkeiten (vgl. Abschnitt 2.1)
f�uhrten Schilling et al. [119] die Approximationen f�ur M��0

ll0m(q; t) aus Gl. (3.21)
durch. Es gilt

M��0

ll0m(q; t) � ���
0

ll0m(q)Æ(t) +m��0

ll0m(q; t); (3.23)

der markowsche Limes f�ur schnelle und

m��0

ll0m(q; t) �
� �

4�

�2 1

2N

X
q1q2

~q1+~q2=~q

X
l1l
0
1
m1

l2l
0
2m2

� (3.24)

V ��0

ll0l1l01l2l
0
2
(q; q1; q2;m;m1; m2)�

��
l1l01m1

(q1; t)�
��
l2l02m2

(q2; t);

eine Modenkopplungsapproximation f�ur langsame Prozesse, mit:

V ��0

ll0l1l01l2l
0
2
(q; q1; q2;m;m1; m2) :=

v�ll1l2(q; q1; q2;m;m1; m2) � v�0l0l01l02(q; q1; q2;m;m1; m2)
�; (3.25)

v�ll1l2(q; q1; q2;m;m1; m2) :=X
l3

u�ll3l2(q; q1; q2;m;m1; m2) c
m1

l3l1
(q1) + (�1)m(1 ! 2) (3.26)

und

u�ll1l2(q; q1; q2;m;m1; m2) := il1+l2�l
�
(2l1 + 1)(2l2 + 1)

(2l + 1)

� 1
2 1

2

�
1 + (�1)l1+l2+l��

�
X
m0
1m

0
2

(�1)m0
2dl1m0

1m1
(�q1) d

l2
m0
2m2

(�q2)C(l1l2l;m
0
1m

0
2m)

�
�

q1 cos�q1 C(l1l2l; 000) ; � = Tp
l1(l1 + 1)C(l1l2l; 101) ; � = R;

(3.27)

gem�a� der Notation, die ebenfalls von Winkler [150] verwendet wurde.
C(l1l2l;mm1m2) sind Clebsch-Gordan KoeÆzienten und dlm0m(�q) Wignersche
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Drehmatritzen (vgl. [60]). cos�q1 =
q2+q21�q22

2 q q1
und cos �q2 =

q2+q22�q21
2 q q2

(Da der Im-
puls erhalten bleibt, d.h. ~q = ~q1 + ~q2). Setzt man alle Gr�o�en mit l; l0 > 0 gleich
Null, erh�alt man wieder die MCT-Gleichung f�ur einfache Fl�ussigkeiten (2.7).
Wir werden im Folgenden oft die normierten Gr�o�en der Diagonalelemente bzgl.
l und l0 von �ll0m(q; t) = ���ll0m(q; t)=Sll0m(q) betrachten.

In den Abschnitten 3.3.1 und 3.3.2 werden wir die hier dargestellten MMCT-
Gleichungen f�ur zwei Beispielsysteme numerisch l�osen. Input werden lediglich
die statischen Strukturfaktoren Gl. (3.13) des jeweiligen Systems sein. F�ur die
D�ampfungsterme ���

0

ll0m, Gl. (3.23), existiert unseres Wissens keine weitergehende
Theorie1. Daher werden sie bei unseren Rechnungen im Regelfall gleich Null
gesetzt.

3.1.2 Die Kurzzeitasymptotik der Bewegungsgleichungen

Setzen wir in (3.22) M��0

ll0m(q; t) � 0, so erhalten wir zusammen mit (3.9) die
Gleichung

����ll0m(q; t) =
lcoX

l2=m


2
ll2m(q)�

��
l2l0m

(q; t) (3.28)

mit


2
ll0m(q) :=

X
l00m

(S�1=2(q))ll00m

�
kBT

M
q2 +

kBT

I
(l00(l00 + 1))

�
(S�1=2(q))l00l0m; (3.29)

den f�ur die Kurzzeitasymptotik typischen, durch die statische Struktur normier-
ten, mikroskopischen Frequenzen. Die Amplitude der Oszillatoren ist durch den
statischen Strukturfaktor Sll0m(q) gegeben. In der molekularen Theorie wird die
Kurzzeitdynamik durch eine matrixwertige (n�amlich lco�m� lco�m Matritzen)
Oszillatorgleichung beschrieben. Wir erkennen sofort, dass Korrelatoren glei-
cher q-Moden untereinander koppeln werden, wenn die Sll0m(q) nicht diagonal
sind.

3.2 Bisherige Ergebnisse der MMCT

Stellen wir uns die Frage, inwieweit eine Theorie, die auf derart komplexe Glei-
chungen f�uhrt, noch n�utzlich sein kann. Die Gleichungen (3.9) und (3.22) sind
weder analytisch, noch numerisch l�osbar, sofern kein Cut-o� lco eingef�uhrt wird.

1Im hydrodynamischen Grenzfall (u.a.q ! 0) ist bekannt, dass die D¨ampfung�TT000(q) quadratisch mitq
zunimmt.
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Die Antwort auf die Frage ist, dass die Grundbausteine der uns umgebenden
Materie im allgemeinen keine harten Kugeln sind. Die Natur ist wesentlich
komplexer.

Zwei Vorteile, die das Studium der MMCT-Gleichungen mit sich bringt,
wollen wir hervorheben:

� Die Resultate von z.B. Neutronen- [145] und Licht-Streuexperimenten [85]
an unterk�uhlten Fl�ussigkeiten k�onnen interpretiert werden.

� Durch das Einf�uhren des besagten Cut-o�s lassen sich die MMCT-
Gleichungen numerisch l�osen. Da f�ur die experimentellen Ergebnisse nur
solche Gr�o�en von Bedeutung sind, f�ur die der Index l � 2 ist, kann lco
relativ klein gew�ahlt werden. Es sollte f�ur alle praktischen Zwecke ausrei-
chend sein, lco � 4 zu w�ahlen [35]. Selbst bei der Wahl von lco = 2 sind
nach unserer Erfahrung die Ergebnisse sinnvoll [151]. Die Fehler, die durch
die Modenkopplungsapproximation (3.25) entstehen, sind aller Erfahrung
nach gr�o�er als diejenigen, die durch den Cut-o� entstehen. Auf andere
Approximationen, wie die Vernachl�assigung der nichtdiagonalen Terme in
�, d.h. (�; �0) = (T;R) bzw. (R; T ) in m��0

ll0m, Gl. (3.25) [144, 150] konnte in
der vorliegenden Arbeit verzichtet werden.

Bevor wir uns den Erkenntnissen widmen, die im Rahmen dieser Arbeit entstan-
den sind, wollen wir den derzeitigen Wissensstand der Erforschung der MMCT
zusammenfassen. Dies ist notwendig, da unsere Untersuchungen unmittelbar
an die vorherigen Arbeiten ankn�upfen.

3.2.1 Zur Interpretation von Experimenten an molekularen un-
terkühlten Flüssigkeiten

Die gew�ohnliche MCT (siehe Kapitel 2) beschreibt das Verhalten von Dichte-
Dichte-Korrelationsfunktionen. Im Gegensatz dazu werden in der Mehrzahl der
Experimente keineDichte-Dichte-Korrelationsfunktionen oder deren Suszepti-
bilit�aten gemessen. Selbst Neutronenstreuexperimente mit Systemen bestehend
aus Molek�ulen, deren Komponenten unterschiedliche Streuquerschnitte f�ur
Neutronen besitzen, messen nicht alleine Dichte-Dichte-Korrelationsfunktionen
[152]. Es wird eine Mischung komplizierter Korrelationsfunktionen gemes-
sen, welche Orientierungsfreiheitsgrade (ODOF) beinhalten [145]. Im Unter-
schied dazu misst die dielektrische Spektroskopie [96, 95, 122] direkt die
Korrelationsfunktion eines Tensors erster Stufe. Depolarisierte Lichtstreuung
[25, 23, 26, 92, 139, 24], Kerre�ekt Experimente [148, 64], NMR [124, 114, 131]
und ESR [6] messen Korrelationsfunktionen eines Tensors zweiter Stufe. Diese
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genannten Messtechniken messen folglich nicht ausschlie�lich die Korrelation
der Translationsfreiheitsgrade (TDOF), sondern �uberwiegend die der ODOF.
Dennoch ist ein Vergleich der experimentellen Resultate mit den Vorhersagen
der MCT sinnvoll, da davon ausgegangen werden kann, dass die Orientierungs-
dynamik im Regelfall an die Dynamik der Schwerpunkte gekoppelt ist. Durch
die Universalit�at der Vorhersagen der MCT ist es sogar sinnvoll, die Vorher-
sagen dieser Theorie mit Ergebnissen von Experimenten oder Simulationen zu
vergleichen, die an komplizierteren Systemen, wie etwa Polymerschmelzen [12],
durchgef�uhrt wurden. Eine bessere Interpretation von z.B. Lichtstreudaten ist
aber unter Verwendung einer molekularen MCT m�oglich, da diese die ODOF
ber�ucksichtigt. Konkret setzen sich die Ergebnisse von depolarisierter Licht-
streuung, abh�angig von dem Aufbau des Experimentes, wie folgt zusammen
[85]:

IV V (q; !) / a2�00000(q; !) + g2
2�

15
(�00222(q; !) +

1

3
�00220(q; !)) (3.30a)

�ag4
3

r
�

5
�00200(q; !)

IV H(q; !) / g2
2�

15
sin(�=2)(�00222(q; !) + cos(�=2)�00221(q; !)): (3.30b)

IV V ist die Intensit�at des Lichts nach der Streuung, wenn der Strahl vor der
Streuung vertikal polarisiert wurde und nach der Streuung einen vertikalen
Polarisations�lter passierte. IV H ist die Intensit�at, wenn der Polarisations�lter
horizontal angeordnet ist. � ist der Streuwinkel, a und g sind vom Streumedium
abh�angige Proportionalit�atsfaktoren die angeben, wie hoch der isotrope (a) und
der anisotrope (g) Anteil der Polarisierbarkeit ist. Bei dem h�au�g verwendeten
Versuchsaufbau mit R�uckstreuung bei VH-Geometrie (siehe z.B. [23, 92] wird
�uberwiegend die (ll0m) = (222)-Komponente gemessen. Latz und Letz [85] zei-
gen, dass unter Verwendung der MMCT ein besseres Verst�andnis der Resultate
aus Lichtstreuexperimenten m�oglich ist. So kann z.B. der Ursprung der soge-
nannten Rytov-Dip im Suszeptibilit�atsspektrum von Fl�ussigkeiten oder vom
Peak, verursacht vom transversalen Schall, in gewissen Lichtstreuspektren un-
terk�uhlter Fl�ussigkeiten und Gl�asern gekl�art werden. Ebenfalls in [85] wird
gezeigt, dass Lichtstreuspektren unterk�uhlter Fl�ussigkeiten unter Verwendung
schematisierter MMCT-Gleichungen mit Variation nur eines einzigen Parame-
ters, der mit der �-Relaxationszeit verkn�upft ist, qualitativ reproduziert werden
k�onnen.

Zum L�osen der vollen MMCT-Gleichungen ist selbst bei einem kleinen Wert
von lco erheblicher numerischer Aufwand n�otig. Dieses ist Hauptbestandteil der
vorliegenden Arbeit. Im Abschnitt 3.3.2 werden die Anteile von Lichtstreuspek-
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tren dargestellt werden (siehe die Abbildungen 3.35 - 3.48), wie sie die MMCT
f�ur Streuung an einem System harter Ellipsoide prognostiziert2. Vorher wenden
wir uns den sogenannten

"
statischen\ Ergebnissen der MMCT zu.

3.2.2 Resultate f ¨ur die Statik molekularer unterk ühlter Fl üssigkeiten

W�ahrend in den vergangenen Abschnitten im Wesentlichen analytische Rech-
nungen und deren Resultate pr�asentiert wurden, k�onnen ab diesem Abschnitt
h�au�g lediglich numerische Ergebnisse erzielt werden. Dazu werden die Glei-
chungen (3.9) und (3.22) f�ur Beispielsysteme numerisch gel�ost. Unter

"
stati-

schen Resultaten\ verstehen wir die L�osungen dieser Gleichungen im Grenz-
fall t ! 1 und Folgen daraus. Die volle Dynamik, die durch Gl. (3.9) und
(3.22) bestimmt wird, ist Gegenstand der Abschnitte 3.3.1 und 3.3.2. Obwohl
sich die Gleichungen im Grenzfall t ! 1 erheblich vereinfachen, ist hier keine
analytische L�osung m�oglich. Stattdessen muss unter zumindest einer weiteren
Approximation das nichtlineare, matrixwertige Gleichungssystem numerisch,
iterativ gel�ost werden. Die weitere Approximation besteht darin, dass die Ent-
wicklung nach den Ylm, wie bereits erw�ahnt, bei lco abgebrochen wird. Die Resul-
tate, die wir in diesem Grenzfall erhalten, sind die Nichtergodizit�atsparameter
fll0m(q) = limt!1 �ll0m(q; t) (siehe auch Abschnitt 2.2) Demnach erwarten wir ein
Bifurkationsscenario, durch welches ein Phasendiagramm de�niert wird. In die-
sem Limes fallen die D�ampfungsterme um _�ll0m(q; t) heraus, so dass ausschlie�-
lich die molekularen, statischen Strukturfaktoren Sll0m(q) der Beispielsysteme
als Eingaben notwendig sind. Daher wird im Rahmen der Diskussion der sta-
tischen Eigenschaften molekularer Fl�ussigkeiten als erstes eine Diskussion der
Sll0m(q) erfolgen.

Die MCT stellt an die statischen Strukturfaktoren folgende Anspr�uche:

� Die Sll0m(q) m�ussen �uber einen sehr weiten q-Bereich erh�altlich sein. Die
Integrale in Gl. (3.21) k�onnen gut durch Summen bis zu einem endlichen
q-Wert, qco gen�ahert werden. Wir wollen in der vorliegenden Arbeit q in
reduzierten Einheiten f�ur ein System mit Durchmesser d = 1 angeben.
Die Position des Hauptmaximums des statischen Strukturfaktors S(q) des
Systems harter Kugeln (vgl. die gepunktete Linie in Abb. 3.1, (0,0)) ist
in diesen Einheiten, in der N�ahe des Glas�ubergangs qmax � 7. qco sollte
wesentlich gr�o�er als qmax sein.

2Würde man auf die kartesischen Komponentenj�;klm (q) der Stromdichten projizieren, erg¨aben sich al-
lerdings bedeutendëAnderungen, insbesondere f¨ur die (ll0m) = (221)-Korrelationsfunktionen bei kleinen
Werten vonq (vergleiche [120])
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� Die molekularen Strukturfaktoren m�ussen unterteilt in die l; l0; m Anteile
vorliegen.

� Die molekularen Strukturfaktoren sollten glatt sein.

� Um das Bifurkationsscenario zu erhalten, m�ussen die MMCT-Gleichungen
f�ur viele Parameterwerte (z.B. f�ur verschiedene Temperaturen) gel�ost wer-
den, d.h. die Sll0m(q) m�ussen erh�altlich sein.

Die statischen Strukturfaktoren k�onnen auf unterschiedlichem Wege erhal-
ten werden:

� Im Prinzip k�onnen statische Strukturfaktoren durch Experimente erhal-
ten werden. Allerdings erf�ullen die experimentellen Resultate nicht die
oben beschriebenen Anspr�uche. Z.B. ist weder unter Verwendung von Syn-
chrotronstrahlung, noch mit Neutronen als Streumedium ein ausreichend
gro�er q-Bereich zug�anglich. Bei allen anderen experimentellen Methoden
ist der q-Bereich, f�ur den Information erh�altlich ist, weitaus mehr einge-
schr�ankt.

� Als Quelle von Sll0m(q) sind Computersimulationen wesentlich besser geeig-
net als Experimente. Der Rechenaufwand ist allerdings sehr hoch, wenn
viele ll0m Komponenten berechnet werden sollen. Au�erdem ist es not-
wendig, gro�e Systeme zu simulieren, um Zugang zu kleinen q-Werten zu
haben. Da weiterhin die Sll0m(q) relativ glatt sein sollen und an vielen
Parameterwerten vorliegen sollen, sind hier Computerresourcen und die
verf�ugbare Arbeitszeit von Simulationsspezialisten der limitierende Fak-
tor.

� F�ur unsere Zwecke, und besonders zu Beginn der Untersuchungen, ist es
optimal solche Systeme zu untersuchen, von denen glatte Sll0m(q) approxi-
mativ im Rahmen von Integraltheorien auf Basis der Ornstein-Zernicke-
Gleichung (2.14) erh�altlich sind. Beispiele hierf�ur sind die Percus-Yevick
(PY)-Theorie [63] und (Reference)-Hypernetted-Chain [76], wobei die Un-
terschiede, die sich durch die verschiedenen Theorien ergeben, f�ur unseren
Zweck eher unwesentlich sind. Im Folgenden werden haupts�achlich Resul-
tate der PY-Theorie als Input verwendet.

Im weiteren Verlauf dieses Abschnittes werden wir die statischen Resultate f�ur
ein System dipolarer harter Kugeln (DHS) und ein System harter Ellipsoide
(HE) darstellen. Dabei werden wir nicht auf die statischen Resultate f�ur kom-
pliziertere Systeme, wie Wasser [35, 34, 146], eingehen, die Untersuchungen im
Rahmen der MMCT lieferten.
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In unserer Arbeitsgruppe wurde f�ur ein Beispielsystem untersucht, wie sich
Approximationen, die �uber den l-Cut-o� hinaus gehen, auf die Ergebnisse aus-
wirken [150, 151]. Z.B. wurden die Terme von m��0

ll0m(q; t) mit ��0 = RT bzw. TR
vernachl�assigt [119] oder es wurde ein nicht-lineares Molek�ul (Wasser) linear
approximiert [146]. Im Rahmen dieser Arbeit wurden allerdings keine weiteren
Approximationen verwendet. Die nun folgende Betrachtung der Beispielsyste-
me ist als Einf�uhrung in das jeweilige System sinnvoll und f�ur die weitere Arbeit
zwingend notwendig, da eine f�ur sp�atere Rechnungen notwendige Reduzierung
der St�utzstellen im q-Raum (siehe Anhang A) quantitative Auswirkungen, z.B.
auf das Phasendiagramm der Systeme, hat.

Das System dipolarer harter Kugeln: Statik

Ein gro�er Vorteil des Systems dipolarer harter Kugeln (DHS) ist, dass appro-
ximative, analytische Ausdr�ucke f�ur die statischen Strukturfaktoren bekannt
sind [149]. Systeme mit dipolarer Wechselwirkung lassen sich nur unzureichend
am Computer simulieren. Jedoch gibt es reale Systeme, wie etwa kolloidale
Ferrouide, mit denen die Vorhersagen verglichen werden k�onnten, die MMCT-
Rechnungen an diesem System liefern.

Wir betrachten ein System, welches aus N harten Kugeln mit Durchmesser
d, Masse M , Tr�agheitsmoment I = 1

10
Md2 und Dipolmoment � besteht. Die

physikalischen Kontrollparameter sind die Packungsdichte � = �
6
�d3 mit der

Dichte � = N
V
. Im Folgenden wird die L�ange so gew�ahlt, dass d = 1 ist. Weiterhin

setzen wir M = 1 und � = 1. Die Zeit wird in Einheiten von M1=2d5=2=� und
die Temperatur in Einheiten von k�1B �2=d3 gemessen. Im Folgenden werden wir
die verallgemeinerte Temperatur T � = T=(�2=kBd

3) verwenden. In Wertheims
L�osung [149] gilt f�ur die Korrelatoren Folgendes (siehe auch [119]):

Sll0m(~q) �
�

Slm(q)Æll0 ; l = 0; 1
Æll0 ; l � 2

(3.31)

In Abbildung 3.1 sind die drei nichttrivialen statischen Korrelatoren (l; m) =

(0; 0), (1; 0) und (1; 1) f�ur zwei Parameterpaare T � und � abgebildet. Nach Wert-
heims L�osung ist der lm = 00 Korrelator unabh�angig vom Dipolmoment � bzw.
der Temperatur T � und identisch mit dem statischen Strukturfaktor harter
Kugeln, in Percus-Yevick-Approximation. Der Hauptpeak in S00(q) w�achst bei
Erh�ohung der Packungsdichte deutlich an. Ebenso deutlich sehen wir, dass die
Strukturfaktoren der Dipole S1m(q) bei sinkendem T � an Bedeutung gewinnen.
Besonders au��allig ist der Anstieg des Peaks bei q = 0 in S11(q). Die physika-
lische Interpretation dieser Beobachtung ist, dass sich eine mittelweitreichende
ferroelektrische Orientierungsordnung einstellt. Die inverse Halbwertsbreite des
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Abbildung 3.1: Statische StrukturfaktorenSlm(q) für das System dipolarer harter Kugeln f¨ur
eine tiefe TemperaturT � = 0:04 und geringe Packungsdichte� = 0:3786 (durchgezogene
Linien) und für eine hohe TemperaturT � = 0:3 und große Packungsdichte� = 0:5265
(gepunktete Linien). Beide Parameterpaare sind so gew¨ahlt, dass das System sich in der
Nähe zur Glas¨ubergangslinie (vgl. Abb. 3.3) befindet.2�=�q0:04 > 2�=�q0:3 sind Maße f¨ur
die Größe orientierungsgeordneter Dom¨anen.

Peaks in S11(q) bei q = 0 ist ein Ma� f�ur die Gr�o�e der orientierungsgeordne-
ten Dom�anen (siehe Abbildung 3.1). Im weiteren Verlauf der Arbeit werden
wir oft die durch den statischen Strukturfaktor normierte dynamische Funk-
tionen �lm(q; t) = ���lm(q; t)=Slm(q) betrachten. An dieser Stelle weisen wir darauf
hin, dass dadurch in den Abbildungen die Information �uber die Amplitude der
jeweiligen Moden verloren geht. Wie wir schon in Abschnitt 2.2 beschrieben
haben, spielt aufgrund des K�a�ge�ektes das Hauptmaximum von S00(q) f�ur
den Glas�ubergang eine entscheidende Rolle. Die Vermutung liegt nahe, dass
beim Glas�ubergang molekularer Fl�ussigkeiten Peaks in Korrelatoren mit l > 0

(Orientierungskorrelatoren also) auch von Bedeutung sein werden.

Das in der vorliegenden Arbeit nicht dargestellte Gleichungssystem, dass
man aus Gl. (3.9) und (3.22) im Limes t!1 erh�alt, wurde in [119] f�ur die DHS
unter Verwendung der zus�atzlichen Approximation mRT

ll0m(q; t) = mTR
ll0m(q; t) = 0

gel�ost. Wie gesagt, wollen wir auf derartige N�aherungen verzichten. Im Falle
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des DHS-Systems fanden wir heraus, dass sich bei Ber�ucksichtigung der RT und
der TR Terme weder an der Form der Nichtergodizit�atsparameter (siehe Abb.
3.2) noch am Phasendiagramm (siehe Abb. 3.3) qualitativ etwas �andert. Bevor
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Abbildung 3.2: Nichtergodizit¨atsparameter (NEP)flm(q) für das System dipolarer harter
Kugeln für eine tiefe TemperaturT � = 0:04 und geringe Packungsdichte� ' 0:37 (durch-
gezogene Linien und Kreise) und f¨ur eine hohe TemperaturT � = 0:3 und große Packungs-
dichte� ' 0:527 (gepunktete Linie und Quadrate). Beide Parameterpaare sind so gew¨ahlt,
dass das System sich in der N¨ahe zur Glas¨ubergangslinie (vgl. Abb. 3.3), jedoch f¨ur den
(0; 0)-Korrelator im Glas befindet. F¨ur die Symbole wurden die NEP an nur 30 nicht¨aquidi-
stanten St¨utzstellen imq-Raum bestimmt, f¨ur die Linien an 70 ¨aquidistanten St¨utzstellen

wir Abbildung 3.2 diskutieren, soll das Phasendiagramm (Abb. 3.3) erl�autert
werden.

Da � den Wert von �rpc ' 0:64, der dichtesten Packung eines Systems harter
Kugeln, nicht �ubersteigen kann, haben wir lediglich Werte von � � �rcp darge-
stellt. Das Phasendiagramm wird von zwei Temperaturen T �

1 und T �
2 gepr�agt.

Bei T �
1 erreicht die kritische Linie des Typ A-�Ubergangs �cTyp A(T

�) (gestrichelte
Linie in Abbildung 3.3) � = �rcp. Bei T �

2 verschmilzt die Linie mit der Typ B-
Glas�ubergangslinie �cTyp B(T

�) (durchgezogene Linie in Abbildung 3.3). Die bei-
den Temperaturen haben folgende Bedeutung. Bei T � > T �

1 f�uhrt das Erh�ohen
von � an der Linie �cTyp B(T

�) zu einem Glas�ubergang der Schwerpunktsbewe-
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Abbildung 3.3: Phasendiagramm des DHS-Systems, gewonnen durch Bestimmung der NEP
an 30 nichtäquidistanten St¨utzstellen imq-Raum. Die durchgezogene Linie,�cTyp B(T

�) und
die gestrichelte Linie,�cTyp A(T

�) sind kritische Linien, an denen ein nicht kontinuierlicher
(Typ B) und ein kontinuierlicher (Typ A) Glas¨ubergang stattfindet. A, B, C und D markieren
die Pfade, entlang derer wir die Kontrollparameterabh¨angigkeit der Dynamik untersucht
haben. F¨ur die Bedeutung vonT �

1 undT �
2 siehe Text

gung, nicht jedoch f�ur die Dipole. Die Wahl von T � zwischen T �
1 und T �

2 tritt
ebenfalls an der Linie �cTyp B(T

�) der Glas�ubergang f�ur die Schwerpunkte auf,
jedoch frieren die Dipole bei weiterer Erh�ohung von � an der Linie �cTyp A(T

�) in
einem Spinglas�ubergang ein3. Unterhalb von T �

2 frieren die Dynamik der Dipole
und der Schwerpunkte gleichzeitig bei �cTyp B(T

�) ein. F�ur T � > T �
2 ist der kri-

tische Wert �cTyp B(T
�) identisch mit dem des Systems harter Kugeln, �cHS. Bei

der gew�ahlten St�utzstellen-Anzahl und -Verteilung ist �cHS ' 0:526. Dieser Wert
unterscheidet sich nicht wesentlich von dem etwas pr�aziseren Wert �cHS ' 0:516

f�ur den MCT Glas�ubergang des Systems harter Kugeln, den man erh�alt, wenn
man den q-Raum auf 100, �aquidistant verteilten St�utzstellen diskretisiert [44].
In Abb. 3.2 wird deutlich, dass sich an der Form des NEP ebenfalls wenig

3Bei Spingläsern sowie beim Typ A-̈Ubergang wird der Nichtergodizit¨atsparameter kontinuierlich von
Null verschieden. Bei der Betrachtung von Spingl¨asern wird der Nichtergodizit¨atsparameter ¨ublicherweise
Edwards-Anderson-Parametergenannt [14].
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Abbildung 3.4: System harter Ellipsoide, Konfiguration einer Simulation von M. Allen mit
x0 = 1:8, � = 0:66 (siehe auch [86])

�andert, wenn man statt �aquidistant verteilter St�utzstellen(Linien in Abb. 3.2)
die von uns favorisierte Verteilung (Symbole in Abb. 3.2) w�ahlt (wir w�ahlten
aus technischen Gr�unden nur 70 �aquidistante St�utzstellen auf dem Intervall
von q 2 [0:1; 39:3]). Bei T � = 0:3 sind die NEP f1m(q) = 0. In der durch S00(q)

normierten Gr�o�e f00(q) treten bei kleinen q Werten numerisch bedingt starke
Schwankungen auf. Sowohl der Z�ahler als auch der Nenner eines Terms zur
Berechnung von f m�ussen O(q6) sein und das Integrationsgebiet, welches die
Terme bestimmt, wird bei kleinen Werten von q sehr klein (siehe Abbildung
A.1). Mit den daraus resultierenden Problemen befasste sich die Diplomarbeit
von M. Nauroth [106]. Abbildungen der NEP sind aufgrund dieser numerischen
Schwierigkeiten oft bei kleinen q abgeschnitten.

Auch die kritischen Amplituden hlm(q) des DHS-Systems sind bereits be-
rechnet worden [83]. Die Aussagen der MMCT �uber das Phasendiagramm und
�uber die Form der flm(q) und hlm(q) k�onnten durch Vergleiche mit dynami-
schen Resultaten aus Computersimulationen �uberpr�uft werden. Aus genannten
Gr�unden sind diese jedoch bis heute f�ur dieses System nicht verf�ugbar. Anders
sieht das bei dem n�achsten, im Rahmen dieser Arbeit untersuchten, System
aus.
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Das System harter Ellipsoide: Statik

Auch f�ur das System harter Ellipsoide (HE) sind die statischen Strukturfaktoren
in Percus-Yevick-N�aherung erh�altlich. Allerdings m�ussen sie f�ur jedes Paar der
Kontrollparameter numerisch bestimmt werden [89]. F�ur das HE-System stehen
zus�atzlich statische Strukturfaktoren aus Simulationen zur Verf�ugung [120].
Hier sind die Kontrollparameter einerseits wieder die Packungsdichte � = �x0

6
�,

mit � = N
V
der Teilchendichte wie bei dem System dipolarer harter Kugeln und

andererseits x0 = a
b
das Aspektverh�altnis von der Hauptachse a zur Achse b.

Wir beschr�anken uns in der vorliegenden Arbeit auf die Betrachtung prolater
Rotationsellipsoide. F�ur Rotationsellipsoide gilt, dass eine Achse, b, zweimal
vorkommt. Die Achse a nennt man Hauptachse. Ist b � a, d.h. x0 = 1, so liegen
harte Kugeln vor. Ist x0 > 1 erh�alt man zigarrenf�ormige oder prolate Ellipsoide,
bei x0 < 1 nennt man die Ellipsoide oblat. Die L�ange wird in Einheiten der
Hauptachse a gemessen. Wir setzten b = 1.

Die Kopf-Schwanz Symmetrie der HE impliziert, dass die Sll0m(q) verschwin-
den, falls l + l0 ungerade ist. Weiterhin gilt Sll0m(q) = 1, falls l = l0 und l unge-
rade und gr�o�er 0 ist. Von herausragender Bedeutung f�ur dieses System sind
bei lco = 2 daher lediglich die f�unf, in Abbildung 3.5 dargestellten, statischen
Strukturfaktoren. Es gilt S020(q) = S200(q). Die mit durchgezogener Linie dar-
gestellten Sll0m(q) aus Abb. 3.5 sind Ergebnisse der PY-Theorie, bei x0 = 1:4.
Die mit gepunkteten Linien dargestellten stammen aus einer Molekulardyna-
miksimulation von HE's mit x0 = 1:84 (vgl. Abb. 3.4). Wie auch im vorherigen
System nimmt bei zunehmender Abweichung der Ellipsoide von Kugeln die Be-
deutung der Orientierungsfreiheitsgrade zu. Bei Zunahme von x0 liegt diesmal
in den 22m-Korrelatoren ein Peak bei q = 0 vor. Letz zeigte, dass sich auch in
PY-Approximation anhand der 22m-Korrelatoren ein nematischer Phasen�uber-
gang des HE-Systems erkennen lassen kann [89]. Divergieren die S22m(q ! 0),
dann ist das System langreichweitig geordnet. Ein Vergleich mit den Simula-
tionen zeigt, dass die Tendenz zur nematischen Ordnung bei Anwendung der
PY-Approximation untersch�atzt wird. Eine weitere Folge ist, dass die Gr�o�e
der mittelweitreichenden Regionen nematischer Ordnung, die wiederum durch
die Breite �q der Peaks in S22m(q) bei q = 0 quanti�ziert werden k�onnen, bei
gleichem Aspektverh�altnis x0, in der Simulation gr�o�er als in der PY-Theorie
ist (siehe Abbildung 3.5). Letz [88] zeigte, dass die statischen Strukturfaktoren
eines Systems diatomarer Lennard-Jones-Teilchen (aus einer Simulation von
K�ammerer et al. [72, 73, 74]), nahezu identisch mit denen von harten Ellipsoi-
den eines Aspektverh�altnisses von x0 = 1:5 sind. Das gilt jedoch nicht f�ur die

4Genauer gesagt stammen die entsprechenden ortsabh¨angigen Gr¨oßen aus der Simulation. Um glatteq-
abhängige Kurven zu erhalten, wurde ein von M. Letz entwickeltes Verfahren angewandt
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Abbildung 3.5: Statische StrukturfaktorenSll0m(q) für das System harter Ellipsoide f¨ur
ein kleines Aspektverh¨altnis x0 = 1:4 und Packungsdichte� = 0:58 (durchgezogene
Linien und Kreise) und f¨ur ein großes Aspektverh¨altnis x0 = 1:8 und Packungsdichte
� = 0:575 (gepunktete Linie und Quadrate). Beide Parameterpaare sind so gew¨ahlt, dass
das System sich in der N¨ahe zur Glas¨ubergangslinie (vgl. Abb. 3.7) befindet. DieSll0m(q)
zu x0 = 1:4 entstammen einer Rechnung nach der Percus-Yevick (PY)-Theorie, w¨ahrend
dieSll0m(q) zu x0 = 1:8 aus Simulationsdaten berechnet wurden. DieSll0m(q) sind nur an
den Stützstellen gezeigt, die zur Berechnung der dynamischen Resultate verwendet wurden.
2�=�q1:8 > 2�=�q1:4 (siehe die Abbildungen (2,2,0) und (2,2,1)) sind Maße f¨ur die Größe
orientierungsgeordneter Dom¨anen
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Sll0m(q) mit l ungerade, da diese wegen der Kopf-Schwanz Symmetrie der HE
in diesem System sozusagen trivial sind (siehe oben). Aus der Sicht der MCT
sind die beiden Systeme dennoch sehr �ahnlich. Wir werden daher im vorliegen-
den Abschnitt auch solche Ergebnisse referieren, die f�ur das diatomare System
gewonnen wurden. Wegen dieser Analogie ist es sinnvoll, das HE-System zu be-
trachten, obwohl es sich bei Ellipsoiden nat�urlich nicht um Molek�ule handelt.
F�ur den Vergleich der Theorie mit der Simulation von K�ammerer [72, 73, 74]
wurden als erster Schritt die Nichtergodizit�atsparameter (NEP), fll0m(q) mit
Hilfe der MMCT-Gleichungen im Limes t!1 aus den Sll0m(q) numerisch be-
stimmt. Gesucht sind vor allem die kritischen NEP's, um nach dem v. Schweid-
ler Gesetz, Gl. (2.30), mit den dynamischen Auswertungen von Simulationen
vergleichen zu k�onnen 5.

Bei Fokusierung auf die l; l0 � 2 Korrelatoren sollte die Wahl des Cut-o�s
lco = 4 zu vertrauensw�urdigen Resultaten f�uhren (Referenz 27 in [35]). Es stellte
sich weiterhin heraus, dass die Wahl von lco = 2 nur quantitative Folgen hat
[151]. Wir vertrauen daher darauf, dass die Ein�usse der Orientierungsfreiheits-
grade auch bei den kleineren Werten des Cut-o�s angemessen ber�ucksichtigt
werden und w�ahlen im Rahmen der vorliegenden Arbeit f�ur das HE-System
lco = 2.

In Abbildung 3.6 sind die fll0m(q) dargestellt, die sich mit den Sll0m(q) aus
Abb. 3.5 als Input in die MMCT-Gleichungen ergeben. f200(q) � f020(q) wurde
nicht normiert. Die Vergleiche derartiger NEP's mit Simulationsergebnissen
zeigten eine zufriedenstellende �Ubereinstimmung [151, 150, 145, 35, 146].

Auch um das MCT-Phasendiagramm eines Systems zu erhalten ist die Be-
stimmung der NEP's notwendig. Das Phasendiagramm f�ur HE's wurde in [87]
vorgestellt. Da sich wieder durch die Reduzierung der St�utzstellen lediglich
quantitative Ver�anderungen ergaben, haben wir in Abbildung 3.7 das Pha-
sendiagramm nur schematisch dargestellt. Das Phasendiagramm ist ungef�ahr
symmetrisch bez�uglich der x0 = 1-Achse. In Abbildung 3.7 ist nur die H�alfte mit
x0 � 1 des Phasendiagramms dargestellt. Am au��alligsten ist wieder die Typ
B-Glas�ubergangslinie �cTyp B(x0). Im Unterschied zum DHS-System k�onnen im
System der HE's die l = 2 (bzw. die l gerade) Orientierungskorrelationsfunk-
tionen nur gleichzeitig mit den Translationskorrelationsfunktionen l = l0 = 0

einfrieren6. Durch die M�oglichkeit zur Ausbildung einer nematischen Phase in

5Es wurden auch die kritischen Amplitudenhll0m(q) verglichen [150]. Im Fall einfacher Fl¨ussigkeiten kann
der NEP mit dem Debye-Waller-Faktor aus Experimenten verglichen werden. Da sich aber im Experiment die
unterschiedlichenll0m-Beiträge schlecht voneinander trennen lassen, ist dieser Vergleich im Fall molekularer
Flüssigkeiten schwieriger.

6Die l-ungerade Korrelationsfunktionen sind von denl-gerade Korrelationsfunktionen versklavt und tragen
nicht zu dem Glas¨ubergang bei. Ihr Verhalten wird im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht dokumentiert.
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Abbildung 3.6: Nichtergodizit¨atsparameter (NEP)fll0m(q) für das System harter Ellipsoide
für ein kleines Aspektverh¨altnissx0 = 1:4 und Packungsdichte� = 0:58 (durchgezogene
Linien und Kreise) und f¨ur ein großes Aspektverh¨altnisx0 = 1:8 und Packungsdichte� =
0:575 (gepunktete Linie und Quadrate).f200(q) ist nicht normiert

diesem System ist das Phasendiagramm noch reichhaltiger als das der DHS.
Die gestrichelte Linie stellt einen neuen Glas�ubergang dar. Bei gro�em Aspekt-
verh�altniss k�onnte mit steigendem � ein �Ubergang von einem Glas, in dem die
translatorischen Freiheitsgrade nur lokal in Dom�anen der Gr�o�e � � (�q)�1 be-
weglich sind, in ein Glas, in dem Orientierungs- sowie Translationsfreiheitsgrade
eingefroren sind, statt�nden. In einer unterk�uhlten Fl�ussigkeit w�urde man in
der N�ahe des Kreuzungspunktes der beiden Linien (x0 � 2:4; � � 0:54) zwei �-
Relaxationen der Korrelationsfunktionen erwarten. Dass sich die beiden Linien
Kreuzen, ist nur eine Vermutung. Gewiss ist nur, dass sie sich ber�uhren.
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Abbildung 3.7: Schematisches Phasendiagramm des Systems harter Ellipsoide. Die durch-
gezogene Linie,�cTyp B(x0) und die gestrichelte Linie,�cTyp B2(x0) sind kritische Linien an
denen nicht-kontinuierliche (Typ B) Glas¨ubergänge stattfinden (die gestrichelte Linie hat
nur symbolischen Charakter). F¨ur Details siehe Text und [87]. Die unterschiedlichen Sym-
bole markieren die Pfade, entlang derer wir die Kontrollparameterabh¨angigkeit der Dynamik
untersucht haben. Beix0 = 1:8 stammen die als Input dienenden statischen Strukturfaktoren
aus einer Simulation, sonst aus Ergebnissen der PY-Theorie.

3.2.3 Ein in einer unterkühlten einfachen Flüssigkeit suspendiertes
molekulares Teilchen

Bei den bisherigen Betrachtungen dieses Kapitels bezogen wir uns auf die in
der Arbeitsgruppe von Schilling (Universit�at Mainz) erhaltenen Ergebnisse, die
auf den MMCT-Gleichungen f�ur vollst�andig molekulare Fl�ussigkeiten basieren.
Zeitgleich wurden in der Arbeitsgruppe von Prof. W. G�otze (Technische Uni-
versit�at M�unchen) MMCT-Gleichungen f�ur ein einzelnes molekulares Teilchen,
welches in einer einfachen harte-Kugel-Fl�ussigkeit mit Packungsdichte � sus-
pendiert ist, aufgestellt und untersucht [46, 47, 58, 22]. Das numerische L�osen
dieser molekularen Gleichungen f�ur einzelne Teilchen ist im Vergleich zu den
MMCT-Gleichungen der molekularen Fl�ussigkeit einfacher, da die Dynamik
des suspendierten Molek�ules keinen Einuss auf die Dynamik der unterk�uhlten
Fl�ussigkeit, und folglich auch auf den Glas�ubergang hat. Als Molek�ul w�ahlten
Franosch et al. [46] bzw. G�otze et al. [58, 22] eine Hantel, bestehend aus zwei
identischen Kugeln. Die Autoren untersuchten dessen statischen sowie auch
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dynamischen Eigenschaften7. Die Dynamik der Hantel h�angt im Wesentlichen
vom Abstand � der beiden Kugelzentren zueinander ab. Es wurde ein MCT-
Phasendiagramm f�ur die Hantel mit � und � als Kontrollparameter berechnet.
Ein bedeutendes Ergebnis dieser Untersuchungen ist, dass bei gro�em � der Ab-
stand zwischen �-Peak und mikroskopischem Peak mit steigendem Wert von l

zunimmt. Ein Vergleich mit den Ergebnissen von dielektrischer Verlustmessung
(l = 1) und von Lichtstreuspektren (l = 2) der gleichen Substanz (Propylencar-
bonat) zeigt, dass dieses Ph�anomen auch im Experiment auftritt [58].

3.2.4 Zusammenfassung bisheriger Resultate der MMCT

Zusammenfassend wollen wir vom Kapitel 3.2 Folgendes festhalten:

� Die MMCT macht qualitativ richtige Vorhersagen. Dies zeigt der Ver-
gleich der kritischen NEP's aus der Berechnung mittels der MMCT mit
den NEP's, die man aus einem von-Schweidler Fit an die verallgemeinerten
dynamischen Strukturfaktoren �ll0m(q; t), im Zeitraum, aus Molekulardy-
namiksimulationen erh�alt.

� Sinnvolle Variation des l Cut-O�s der Entwicklung nach den Ylm(
n(t))

f�uhrt nur zu geringen quantitativen Ver�anderungen f�ur die Ergebnisse nach
numerischer L�osung der MMCT-Gleichungen.

� Das HE-System ist ein typisches Beispiel f�ur eine Fl�ussigkeit aus
"
linearen

Molek�ulen\.

� Aus den Strukturfaktoren der Orientierungsfreiheitsgrade molekularer
Fl�ussigkeiten kann abgelesen werden, ob das System eine Tendenz zur Ori-
entierungsordnung besitzt. Wegen des Bestrebens nach ferroelektrischer
Ordnung bildet sich im DHS-System bei Zunahme der Dipolst�arke ein
Peak in einem l = 1 Strukturfaktor. Wegen des Bestrebens nach nemati-
scher Ordnung bildet sich im HE-System bei Zunahme des Aspektverh�alt-
nisses ein Peak in den l = 2 Strukturfaktoren. Die genannten Peaks sind
immer bei q = 0.

� Durch die Ber�ucksichtigung der Orientierungsfreiheitsgrade in den Be-
wegungsgleichung werden im Rahmen der MCT neue Arten von
Glas�uberg�angen vorhergesagt.

7In den zitierten Arbeiten wurde der Modenkopplungskernm��0

ll0m(q; t) i.a. diagonal in��0 gewählt. Dies
hat aber sowohl nach unseren als auch nach den in M¨unchen gemachten Erfahrungen wenig Einfluss auf die
Resultate. Es gibt jedoch keinen Hinweis darauf, dass der Fehler, der aus dieser zus¨atzlichen Approximation
resultiert, geringer ist, als derjenige, der durch ein fr¨uhes Abschneiden der Entwicklung nach den Kugelfunk-
tionen entsteht.
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� Im Rahmen der MMCT ist verst�andlich, dass die Gr�o�e des Abstands
zwischen mikroskopischem Peak und �-Peak teilweise davon abh�angt, mit
welcher experimentellen Methode das Suszeptibilit�atsspektrum einer un-
terk�uhlten Fl�ussigkeit gemessen wird.

3.3 Die Dynamik zweier”molekularer Fl üssigkeiten“

In den folgenden beiden Unterabschnitten werden zeitabh�angige Korrelations-
funktionen zweier

"
molekularer\ Systeme, den dipolaren harten Kugeln (DHS)

und den harten Ellipsoiden (HE) und deren Spektren, dargestellt und disku-
tiert. In der Glasphysik spielt die Dynamikder unterk�uhlten bzw. der eingefro-
renen Fl�ussigkeiten die tragende Rolle. Mit der vorliegenden Arbeit erfolgt in
diesem Sinn ein zentraler Schritt f�ur die Untersuchung der molekularen Moden-
kopplungsgleichungen (Gl. (3.9) und Gl. (3.22)). In der Tat werden wir sehen,
dass sich durch die Ber�ucksichtigung der Orientierungsfreiheitsgrade zus�atzliche
Eigenschaften f�ur das Relaxationsverhalten der Fl�ussigkeiten bzw. der Gl�aser
ergeben. Wir werden einen Mechanismus darstellen, der zu einer besonders in-
teressanten zus�atzlichen Eigenschaft f�uhrt. Die daraus abgeleiteten Prognosen
konnten wir teilweise testen. Wir wollen sp�ater weitere Tests, die vor allem
von experimenteller Seite durchzuf�uhren w�aren, anregen. Die folgenden Un-
terkapitel beinhalten dagegen im Wesentlichen die Ergebnisse f�ur die Dyna-
mik des jeweiligen Systems. Eine Diskussion und Interpretation der Ergebnisse
wird erst in Kapitel 6 statt�nden. Die Ergebnisse der von uns durchgef�uhrten
Tests der Hypothesen der vorliegenden Arbeit be�nden sich ebenfalls in den
folgenden Unterabschnitten. Hervorzuheben ist der im Abschnitt 3.3.2 darge-
stellte Vergleich der numerischen Ergebnisse der Dynamik in Modenkopplungs-
approximation mit denen einer Molekulardynamik (MD)-Simulation. Mit den
im Folgenden dargestellten Untersuchungen erweitern wir das Verst�andnis der
reichhaltigen Spektren, die in Experimenten an Glasbildnern gefunden wurden
(siehe [95, 25, 122] und Referenzen darin, insbesondere in dem Reviewartikel
von W. G�otze [56] und vergleiche die Abbildung 1.1).

Die wesentliche Aufgabe bestand darin, den in [48] dargestellten Algorith-
mus f�ur das L�osen der MCT-Gleichungen zum L�osen der MMCT-Gleichungen
(3.9) und (3.22) zu verallgemeinern. Wir konnten zudem davon pro�tieren, dass
bereits Algorithmen zur Bestimmung der Nichtergodizit�atsparameter von mo-
lekularen Fl�ussigkeiten (vgl. Abschnitt 3.2 und [150]) in unserer Arbeitsgruppe
entwickelt worden sind. Die mit den numerischen Aufgaben verbundenen tech-
nischen Details sind in Anhang A dargestellt. Im Anhang A wurde versucht,
das Verfahren vollst�andig darzustellen. Ver�anderungen am herk�ommlichen Ver-
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fahren wurden in dieser Darstellung betont. Die Ver�anderungen, die Inhalt von
Anhang A sind, stellen teilweise Vereinfachungen dar. Daher eignet sich der
Anhang A zus�atzlich als Anleitung zur Umsetzung des Algorithmus', z.B. f�ur
schematische Modelle. Es ist ein sehr ehrgeiziges Ziel, die MMCT-Gleichungen
mit derselben Genauigkeit zu l�osen, wie das f�ur schematische Modelle gesche-
hen ist. Dieses Ziel wurde im Rahmen der vorliegenden Arbeit nur teilweise
erreicht, denn durch die Komplexit�at der Gleichungen waren Kompromisse bei
der Numerik notwendig. Diese Kompromisse f�uhrten dazu, dass auf logarith-
mischer y-Achse Unebenheiten in den Spektren entstanden. Weiterhin mus-
ste entschieden werden, ob die Langzeitdynamik fokusiert werden soll oder ob
die Pr�asentation der mikroskopischen und mesoskopischen Dynamik im Mittel-
punkt stehen sollte. F�ur ersteres sind doppelt logarithmische Auftragungen der
Ergebnisse notwendig, f�ur letzteres sind Abbildungen auf linearen Skalen sinn-
voller. Die Ursache f�ur diesen Zwiespalt ist, dass einerseits das Thema der vor-
liegenden Arbeit die Dynamik molekularer Fl�ussigkeiten am Glas�ubergang ist.
Am Glas�ubergang ist besonders die Langzeitdynamik interessant. Andererseits
treten die bedeutendsten Unterschiede zur Dynamik einfacher Fl�ussigkeiten auf
mikroskopischer und mesoskopischer Frequenzskala auf. In der Ver�o�entlichung
[143] sind daher �uberwiegend Abbildungen des DHS-Systems auf linearen Ska-
len dargestellt. In der vorliegenden Arbeit werden wir dagegen �uberwiegend
Abbildungen des DHS-Systems mit doppelt logarithmischen Achsen pr�asen-
tieren. Noch komplexer als die MMCT-Gleichungen f�ur das DHS-System sind
diejenigen f�ur das HE-System. Aus diesem Grund sind die Unebenheiten in
den Spektren des HE-Systems (auf logarithmischer Skala) ausgepr�agter als die
der Spektren des DHS-Systems. Daher werden in der vorliegenden Arbeit bei
der Besprechung des HE-Systems haupts�achlich Gra�ken auf linearen Skalen
gezeigt.

Der Markowsche Limes: Bevor wir uns den speziellen Systemen zuwenden, soll
hier die Bedeutung des D�ampfungstermes ���

0

ll0m(q) (Gl. (3.23)) behandelt wer-
den. Nauroth hat sich 1999 in seiner Dissertation [107] dieser Fragestellung
gewidmet. Der Autor fand keine Methode, mit der der optimale Wert f�ur die
D�ampfung ermittelt werden kann. Die Fragestellung in [107] war noch einfa-
cher, als das eben dargestellte Problem, da lediglich eine bin�are Fl�ussigkeit,
bestehend aus Teilchen A und B untersucht wurde. An die Stelle der ll0m-
Abh�angigkeit tritt in [107] eine Abh�angigkeit von der Teilchensorte. Neben
der q-Abh�angigkeit m�ussen daher die drei Korrelatoren, �AA(q; t), �BB(q; t) und
�AB(q; t) = �BA(q; t) betrachtet werden. Nauroth verwendete zur Modellierung
der Kurzzeitdynamik, bzw. zur Modellierung des Verhaltens von Korrelati-
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onsfunktionen der nicht unterk�uhlten Fl�ussigkeit einen sogenannten regul�aren
Ged�achtniskernMREG(q; t). Unter einem regul�aren Term versteht Nauroth einen
Term der Form MREG(q; t) = �(q)F (�(q); t), also einen nahezu beliebigen Term,
der jedoch die Moden nicht untereinander koppelt.

Es stellte sich in [107] heraus, dass bei der in der vorliegenden Arbeit ver-
wendeten Kombination aus Marko�scher- und Modenkopplungsapproximation
die Kurvenverl�aufe von z.B. �AB(q; t) aus Computersimulationen gut reprodu-
ziert werden. Leider wurden in [107] bez�uglich der q-Abh�angigkeit von �AB(q)

keine f�ur uns hilfreichen Resultate erzielt. Auch sind in Nauroths Dissertation
ausschlie�lich Kurven im Zeitraum dargestellt. Da, wie wir sehen werden, eine
Betrachtung der Ergebnisse im Frequenzraum f�ur viele Untersuchungen einer
Darstellung im Zeitraum vorzuziehen ist, soll hier kurz die Rolle von ���

0

ll0m(q) f�ur
die Kurvenverl�aufe diskutiert werden.

Aus Mangel an einer befriedigenden Theorie bez�uglich der ll0m- und q-
Abh�angigkeit von ���

0

ll0m(q), haben wir diesen Term meistens Null gesetzt. Folglich
oszillieren die �ll0m(q; t) im Regelfall bei kurzen Zeiten, w�ahrend bei gro�en Wer-
ten von ���

0

ll0m(q) reine Relaxation vorliegen w�urde. Zwar wirkt M��0

ll0m(q; t) wie eine
e�ektive D�ampfung, jedoch ist der Beitrag des Faltungsintegrals in Gl. (3.22) f�ur
kurze Zeiten klein. Auch der von uns, zu einem anderen Zweck, durchgef�uhrte
Vergleich mit einer MD-Simulation zeigt, dass reale dynamische Korrelations-
funktionen �uberwiegend relaxieren und wenig oszillieren. �Ubersetzt auf z.B. den
Imagin�arteil des Spektrums der Korrelationsfunktionen �00ll0m(q; !) hei�t das im
Wesentlichen, dass die von uns mit ���

0

ll0m(q) = 0 gerechneten Daten sch�arfere mi-
kroskopische Peaks aufweisen werden, als wir es f�ur reale Systeme erwarten. Die
Position der Peaks w�urde sich durch Hinzunahme der D�ampfung zu niedrigeren
Frequenzen verschieben. Abschlie�end wollen wir zu diesem Punkt anmerken,
dass alle von uns im Folgenden dargestellten Ph�anomene unter �Anderungen
von ���

0

ll0m(q) �uber weite Bereiche robust waren. Wenn jedoch deutliche Ver�ande-
rungen der dynamischen Korrelationsfunktionen durch den Einuss von ���

0

ll0m(q)

festgestellt wurden, wird gesondert darauf eingegangen.

3.3.1 Das System dipolarer harter Kugeln: Dynamik

Auch f�ur die Berechnung der dynamischen Korrelationsfunktionen verwendeten
wir Wertheims Approximation. Dadurch erhielten wir die statischen Struktur-
faktoren f�ur den Input der MCT-Gleichungen (vgl. Abschnitt 3.2). Als weitere
N�aherung lassen wir eingehen, dass die Modenkopplungskerne m��0

ll0m(q; t) f�ur
l > 1 oder l0 > 1 f�ur alle Zeiten identisch Null sind. Es ist folglich m�oglich,
sich auf die Berechnung der drei Korrelationsfunktionen �00(q; t) und �1m(q; t),
m = 0; 1 zu beschr�anken. Anhang A.1 k�onnen wir entnehmen, dass wir den
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Wellenzahlenraum auf 30 St�utzstellen diskretisiert haben. Bez�uglich der q-
Abh�angigkeit von �lm(q; t), �00lm(q; !) und �00lm(q; !) wollen wir uns auf nur drei
Werte von q konzentrieren.

qmax Bei qmax hat der statische Strukturfaktor des Schwerpunktes S00(q) das
Maximum (vgl. Abbildung 3.1). Bei einfachen Fl�ussigkeiten treibt diese
Mode den Glas�ubergang und erh�alt dadurch eine ausgezeichnete Rolle.
Der Glas�ubergang im DHS-System �ndet hingegen bei tiefen Temperatu-
ren T � schon bei niedrigerer Dichte als im HS System statt. Der Wert von
qmax nimmt mit sinkender Dichte ab. Im Folgenden ist daher qmax ' 6:5

gesetzt. Es handelt sich damit meistens um die St�utzstelle links vom Ma-
ximum von S00(q) (vgl. Abb 3.1).

qD In Gl�asern gibt es keine Brillouinzone. Jedoch wird durch qmax ein vager
Zonenrand gekennzeichnet. In Analogie zur Theorie kristalliner Festk�orper
wollen wir qD � qmax=2 Debye-Wellenzahl nennen8. Eine weitere Eigen-
schaft der 00-Mode mit dieser Wellenzahl ist, dass die Frequenz, an der
sich der Hochfrequenzpeak im Spektrum be�ndet, besonders gro� ist. Eine
vage Begr�undung f�ur diese Tatsache liefert die Betrachtung der nackten
mikroskopischen Frequenzen 
00(q) (vgl. Abbildung 3.26). Diese haben bei
qD ein lokales Maximum. Wir w�ahlten qD ' 4:2. Die Trennung der mikro-
skopischen Zeitskala von den �ubrigen Zeitskalen (etwa der �-Relaxation)
ist bei �00(qD; t) besonders gro� . Dieser gro�e Abstand ist zur Veranschau-
lichung einiger von uns betrachteter E�ekte von Vorteil.

qmin Bei den Orientierungskorrelationsfunktionen �1m(q; t) m = 0; 1, im Fall
der DHS nur f�ur m = 1, spielen kleine q-Werte eine wichtige Rolle (vgl.
S11(q) in Abbildung 3.1). Auch f�ur die Dynamik wird �11(q; t) eine wich-
tige Rolle spielen. Wir werden daher besonders die lm = 11 Gr�o�en bei
besonders kleinen Werten von q darstellen. Durch die Diskretisierung des
Wellenzahlenraumes kommt dem kleinsten betrachteten q-Wert q ' 0:5

eine Sonderrolle zu, die zu Artefakten f�uhren kann. Wir w�ahlten daher
f�ur die Abbildungen qmin ' 1:0, die zweite St�utzstelle im diskretisierten
q-Raum.

Korrelationsfunktionen �lm(q; t)

Mit dem numerischen Verfahren zur L�osung der Gleichungen (3.9) und (3.22) er-
halten wir Korrelationsfunktionen im Zeitraum. In den folgenden Abbildungen

8Im Debyemodell wird wegen der linearen Dispersion das Integral ¨uber die erste Brillouinzone durch ein

Integral über eine Einheitskugel mit RadiusqD ersetzt. F¨ur qD gilt � =
q3D
6�2 [8], bei � = �

6 � = 0:53 ist
qD � 4:0.
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Abbildung 3.8: Dynamische Strukturfaktoren�lm(qD; t) für das System dipolarer harter Ku-
geln für eine tiefe TemperaturT � = 0:04 und Packungsdichte� in der Nähe des Glas¨uber-
gangs sowie tief im Glas (Pfad A in Abbildung 3.3, nicht alle Punkte)
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Abbildung 3.9: Dynamische Strukturfaktoren�lm(qmax; t) für das System dipolarer harter
Kugeln für eine niedrige Packungsdichte� = 0:3786 und TemperaturenT � in der Nähe des
Glasübergangs (Pfad C in Abbildung 3.3). Die Kurven an den kritischen Kontrollparametern
enden am Wert vonflm(qmax)
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sind Kurven, bei denen das System �ussig ist, grau und gestrichelt dargestellt.
Kurven von glasartigen Systemen sind schwarz und durchgezogen abgebildet.
Die kritische Linie, bzw. die Linie f�ur die Kontrollparameter, die den kritischen
am n�achsten liegen9, ist schwarz und gestrichelt dargestellt.

In diesem Abschnitt zeigen wir zun�achst �lm(qD; t) f�ur Kontrollparameter-
werte entlang des Pfades A in Abbildung 3.3. D.h. T � = 0:04 und � in der N�ahe
des Glas�ubergangs, sowie tief im Glas und �lm(qmax; t) f�ur Kontrollparameter-
werte entlang des Pfades C in Abbildung 3.3. D.h. � = 0:3786 und T � in der
N�ahe des Glas�ubergangs. Bei T � ' 0:04 und � ' 0:3786 f�uhren alle Korrelatoren
bei Variation von � bzw. T � einen Typ B-�Ubergang durch.

Bei der Betrachtung der Abbildungen 3.8 und 3.9 zeigt sich auf den ersten
Blick das von MCT-Rechnungen und von der Glasdynamik gewohnte Bild. Aus
der Fl�ussigkeit kommend, sich dem Glas�ubergang n�ahernd, nimmt die Zeitskala
f�ur die strukturelle Relaxation zu. Bei gleicher Temperatur und Packungsdich-
te beginnt die strukturelle Relaxation dabei f�ur alle drei Korrelatoren etwa zur
gleichen Zeit. Bei � = �c ' 0:3782 (Abbildungen 3.8) bzw. T � = T �

c ' 0:04

(Abbildungen 3.9) divergiert diese Zeit und die Kurven fallen nach dem kriti-
schen Gesetz auf den Wert des kritischen Nichtergodizit�atsparameters f clm(q) ab.
Ungl�ucklicherweise liegt der Kreuzungspunkt der Pfade A und C nicht genau
auf der Typ B-�Ubergangslinie, sondern bereits in der Glasphase. Bei weite-
rer Erh�ohung der Packungsdichte nimmt die Gr�o�e von flm(q) zu. Die weitere
Erh�ohung wirkt sich auf die Langzeitdynamik dahingehend aus, dass die Kor-
rekturen zum kritischen Gesetz gro� werden.

Auf den zweiten Blick f�allt eine ungewohnte Form der Kurzzeitdynamik
von �00(q; t) auf. Wir meinen zu erkennen, dass die Schwingung mit der ho-
hen Frequenz von einer Schwingung niederer Frequenz �uberlagert ist. Genauere
Informationen dar�uber k�onnen durch die Betrachtung der Spektren der Korre-
lationsfunktionen, bzw. derer Suszeptibilit�aten, erhalten werden. Bei sehr ge-
nauer Betrachtung der Abbildungen 3.8 und 3.9 f�allt auf, dass die Kurven
nicht wirklich glatt sind, sondern auf logarithmischer Skala in �aquidistanten
Abst�anden winzige Spr�unge aufweisen. Damit verbundene Probleme sind Ge-
genstand des Abschnittes A.2.3 des Anhangs A. Die winzigen Spr�unge haben
aufgrund derer Periodizit�at leider einen starken Einuss auf die Fouriertrans-
formierten der Korrelationsfunktionen, insbesondere auf den Imagin�arteil der

9Die Phasengrenzen in Abb. 3.3 wurden mit einer Genauigkeit von ca. einem Promille berechnet. Der
Grund für diese, vergleichsweise ungenaue Bestimmung der Phasengrenzen ist die hohe Komplexit¨at des
betrachteten Systems. Eine Ursache f¨ur die hohe Komplexit¨at ist, dass zwei statt einem Kontrollparameter
vorhanden sind. Es muss daher nicht, wie im Falle von harten Kugeln, nur ein Punkt, sondern ein Kontinu-
um kritischer Punkte bestimmt werden. Zus¨atzlich ist das L¨osen der molekularen MCT-Gleichungen ¨außerst
(CPU-) zeitaufwändig.
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Spektren der Suszeptibilit�aten �00lm(q; !) im Bereich des �-Minimums. Sowohl
die zeitabh�angigen Daten vor der Fouriertransformation als auch anschlie�end
die �00lm(q; !) wurden gegl�attet. Obwohl dies m�oglichst vorsichtig durchgef�uhrt
wurde, lie� sich nicht verhindern, dass die mikroskopischen Peaks etwas an
Sch�arfe verloren und/oder trotz Gl�attung kleine Schwingungen der Kurven im
�-Minimum auftraten. Zur Betrachtung des Hochfrequenzbereiches alleine war
jedoch keinerlei Gl�attung notwendig. Für die meisten Aussagen, die im Rahmen dieser
Arbeit getroffen werden, sind Bereiche wichtig, für die keine Gl̈attung notwendig ist.

Suszeptibilitätsspektren�00

lm
(q; !)

In den Abbildungen 3.10 bis 3.17 sind die dissipativen Anteile der Suszeptibi-
lit�atsspektren �00lm(q; !), lm = 00, 10 und 11 an q = qD und q = qmax f�ur Kon-
trollparameter entlang der Pfade A (3.10 und 3.11), B (3.12 und 3.13), C (3.14
und 3.15) und D (3.16 und 3.17) aus Abbildung 3.3 auf doppelt logarithmischer
Skala dargestellt. Durch die Abbildungen 3.11 und 3.15 wird die Auswirkung
der Gl�attungsprozedur demonstriert. Wir erkennen, dass Kurven von Systemen
im Glas von der Gl�attungsprozedur nahezu unbeeinusst sind. Das �-Minimum
hingegen wird glatter.

�- und �- Relaxation: In den Abbildungen 3.10 bis 3.17 sehen wir auf den er-
sten Blick das bekannte niederfrequente Verhalten von Suszeptibilit�atsspektren
am Typ B-�Ubergang beteiligter Korrelationsfunktionen. Die �-Peaks sind breit
und die � Minima sind vermutlich von Potenzgesetzen ankiert. Dies schliessen
wir aus der Tatsache, dass die Flanken auf doppelt logarithmischer Skala etwa
gerade sind. Am Pfad B der Abbildung 3.3, d.h. T � = 0:3 spielen die Orientie-
rungsfreiheitsgrade f�ur den Glas�ubergang eine unbedeutende Rolle. Die Form
der Spektren des Schwerpunktkorrelators (0; 0) der Abbildungen 3.12 und 3.13
�ahneln denen des Systems harter Kugeln, in welches die DHS bei Dipolmoment
� = 0 �ubergehen. Die Spektren der Orientierungskorrelatoren (1; 0 und 1; 1)
beinhalten keinen � Peak, da die ODOF bei T � > 0:15 keinen Typ B-Glas�uber-
gang durchf�uhren. Nur bei � = 0:63 werden die ODOF nicht-ergodisch. Dies
geschieht jedoch verm�oge eines Typ A-�Uberganges. Die Folge f�ur die Spektren
�001m(q; !) ist, dass die Fl�ache unterhalb der mikroskopischen Peaks kleiner wird.

Die Kurve zu � = 0:526, (l; m) = (0; 0) in der Abbildung 3.13 stellt ein ty-
pisches Suszeptibilit�atsspektrum einer unterk�uhlten Fl�ussigkeit dar (vergleiche
Abbildung 1.1). Es gibt �uber einen Frequenzbereich von �uber zehn Dekaden
Anregungen. Bei niedrigen Frequenzen ist der �-Peak, dessen Breite sich �uber
mehrere Dekaden erstreckt, lokalisiert. Bei etwas h�oheren Frequenzen be�ndet
sich das �-Minimum. Wegen der doppelt logarithmischen Auftragung k�onnen
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Abbildung 3.10: Spektren der Suszeptibilit¨at�00lm(qD; !) für das System dipolarer harter Ku-
geln für eine tiefe TemperaturT � = 0:04 und Packungsdichte� in der Nähe des Glas¨uber-
gangs und tief im Glas (Pfad A in Abbildung 3.3). F¨ur die genauen Werte von� siehe die
Angaben in der obersten Abbildung, (0,0)
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Abbildung 3.11: Spektren der Suszeptibilit¨at �00lm(qmax; !) für das System dipolarer har-
ter Kugeln für eine tiefe TemperaturT � = 0:04 und Packungsdichte� in der Nähe des
Glasübergangs und tief im Glas (Pfad A in Abbildung 3.3 und dazu� = 0:60). Zur Demon-
stration der Auswirkungen der Gl¨attungsprozedur wurde in dieser Abbildung auf Gl¨attung
verzichtet, vergleiche mit Abbildung 3.15
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Abbildung 3.12: Spektren der Suszeptibilit¨at�00lm(qD; !) für das System dipolarer harter Ku-
geln für eine hohe TemperaturT � = 0:3 und Packungsdichte� in der Nähe des Glas¨uber-
gangs (Pfad B in Abbildung 3.3, ohne� = 0:526). Die Orientierungskorrelatoren frieren
nicht, bzw. für � = 0:63 lediglich in einem Typ A-̈Ubergang ein
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Abbildung 3.13: Spektren der Suszeptibilit¨at �00lm(qmax; !) für das System dipolarer har-
ter Kugeln, für eine hohe TemperaturT � = 0:3 und Packungsdichte� in der Nähe des
Glasübergangs (Pfad B in Abbildung 3.3, mit� = 0:526 ). Die Orientierungskorrelatoren
frieren nicht, bzw. f¨ur � = 0:63 lediglich in einem Typ A-̈Ubergang ein
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Abbildung 3.14: Spektren der Suszeptibilit¨at �00lm(qD; !) für das System dipolarer harter
Kugeln für eine niedrige Packungsdichte� = 0:3786 und der TemperaturT � in der Nähe
des Glas¨ubergangs (Pfad C in Abbildung 3.3). Die kritischen Linien in diesen Abbildungen
entsprechen den Kurven direkt unterhalb der kritischen Linien in Abb. 3.10, da�c(T

� =
0:04) � 0:3782
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Abbildung 3.15: Spektren der Suszeptibilit¨at�00lm(qmax; !) für das System dipolarer harter
Kugeln für eine niedrige Packungsdichte� = 0:3786 und der TemperaturT � in der Nähe des
Glasübergangs (Pfad C in Abbildung 3.3, aus den Daten der Abbildung 3.9). Die kritischen
Linien dieser Abbildung entsprechen den Kurven direkt unterhalb der kritischen Linien in
Abb. 3.11, hier jedoch gegl¨attet
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MOLEKULARER FLÜSSIGKEITEN“ 55

−9 −7 −5 −3 −1 1
log(ω)

10
−2

10
−1

10
0

10
−2

10
−1

10
0

χ lm
’’(

q
D
,ω

)

10
−2

10
−1

10
0

T
*
=0.15 0.16 0.32

0.32

0.14
0.13

0.12
0.08

0.06
0.04

0.15 0.16

Abbildung 3.16: Spektren der Suszeptibilit¨at �00lm(qD; !) für das System dipolarer harter
Kugeln für eine hohe Packungsdichte� = 0:525 und unterschiedlicher TemperaturT � (Pfad
D in Abbildung 3.3). Die�-Peaks in�0010(qD; !) haben so geringe Intensit¨at, dass sie nur
unvollständig zu sehen sind
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Abbildung 3.17: Spektren der Suszeptibilit¨at�00lm(qmax; !) für das System dipolarer harter
Kugeln für eine niedrige Packungsdichte� = 0:525 und unterschiedlicher TemperaturT �

(Pfad D in Abbildung 3.3)
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an den Steigungen der linken und rechten Flanke des � Minimums die Wer-
te der Exponenten a und b abgelesen werden. Bei noch h�oheren Frequenzen
be�ndet sich in den Spektren des HS-Systems und auch in denen des DHS-
Systems bei gro�em T � nur noch ein weiterer Peak, der hf-Peak. Seine Form
und seine Position h�angen vom q-Wert ab. (siehe Abb. 3.12 und 3.13). Wir
k�onnen keinen direkten Vergleich mit bereits ver�o�entlichten Ergebnissen des
HS-Systems durchf�uhren, da �uber einen so gro�en Frequenzbereich bisher auch
vom HS-System keine Suszeptibilit�atsspektren ver�o�entlicht sind. Wegen der
Unstetigkeiten im �-Minimum war gerade die Darstellung der Suszeptibilit�ats-
spektren m�uhselig. Bisher sind uns vom HS-System nur doppelt logarithmische
Abbildungen von �00(!) [57] und von �00(!) des HS-Systems mit rein relaxieren-
der Mikroskopik [44], d.h. @2t �q(t) = 0, �q � 0 bekannt.

Im Folgenden wird die Langzeitdynamik des DHS-Systems weiter aus-
gef�uhrt. Die Qualit�at der Abbildungen erlaubt keine genaue Angabe der Expo-
nenten a und b, bzw des Exponentenparameters �. Allerdings kann der Wert
von � bei Kenntnis des linken und rechten Eigenwerts der Stabilit�atsmatrix
genauer bestimmt werden [150]. Dies wurde bisher jedoch f�ur kein molekulares
System durchgef�uhrt. Da das DHS-System sich �uber zwei Parameter kontrol-
lieren l�asst, konnten wir uns davon �uberzeugen, dass die Form der Spektren im
Niederfrequenzbereich unabh�angig davon ist, ob man sich dem Glas�ubergang
auf Pfad A oder Pfad C ann�ahert.

Die Auswirkungen des Wechsels vom Typ A- zum Typ B-�Ubergang der
ODOF auf die Spektren sind in den Abbildungen 3.16 und 3.17 dargestellt. In
den Spektren �001m(q; !) be�nden sich zwischen den durchgezogenen, glasartigen
Linien je eine gestrichelte Linie. Diese ist die L�osung f�ur den Wert von T � = 0:32

und � = 0:525. Bei T � = 0:32 und � = 0:525 sind die ODOF praktisch ergodisch.
Folglich weisen in den Abbildungen 3.16 und 3.17 die Spektren �001m(q; !) le-
diglich zwei �-Peaks auf, w�ahrend in drei der Schwerpunktkorrelationsspektren
�-Peaks zu sehen sind. Wir erkennen auch, dass die Positionen der Maxima der
�-Peaks in �001m(q; !) von denen in �0000(q; !) abweichen, sie liegen bei h�oheren
Frequenzen. Dieses deuten wir als ein Precursor-Ph�anomen des Typ A-�Uber-
gangs. Die Steigung der kritischen Linie selbst, der Exponent a also, ist jedoch,
ganz im Sinne der MCT, f�ur alle Korrelatoren gleich. Wir k�onnen daher zusam-
menfassend sagen, dass sich das DHS-System bez�uglich der Langzeitdynamik
erwartungsgem�a� verhielt.

Hochfrequenzbereich: Die Kurzzeitdynamik bzw. das Hochfrequenzverhalten
des DHS-Systems sieht folgenderma�en aus. Bei Kontrollparametern in der
Fl�ussigkeit, weit entfernt vom Glas�ubergang, haben die 00-Spektren einen rela-
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tiv breiten mikroskopischen Peak, den wir hf-Peak nennen wollen. Die Position
des hf-Peaks ist l; m; q-, T �- und �-abh�angig. Dieser be�ndet sich am oberen
Ende der Frequenzachse. Bei Ann�aherung an den Glas�ubergangspunkt wird
das System z�aher. Die hf-Peaks werden sch�arfer und ihre Positionen verschie-
ben sich zu h�oheren Frequenzen. Dieser Trend setzt sich im Glas fort. Hier
sollten wir jedoch eher sagen, dass das Glas steifer wird, nicht z�aher. Beson-
ders an q = qD spaltet sich der hf-Peak des Schwerpunktkorrelators auf. Auch
die Spektren der Orientierungskorrelatoren weisen h�au�g zwei mikroskopische
Peaks auf, die, wie auch in �0000(qD; !), umso deutlicher voneinander getrennt
sind, je tiefer sich das System im Glas be�ndet.

Vor allem bei kleinen Werten von T � (Abb. 3.10 3.11, 3.14 und 3.15) f�allt
in beinahe allen Spektren des Schwerpunktes ein Buckel bzw. ein Peak auf, der
sich bei q = qmax etwas weniger als eine Dekade, bei q = qD etwa eine Dekade
unterhalb der hf-Peaks be�ndet. Sofern die Position des �-Peaks bei deutlich
niedrigeren Frequenzen ist, stellt sich uns diese Anregung, in Kurven zu Kon-
trollparametern in der Fl�ussigkeit, als lokales Maximum mit achen Flanken,
also als Buckel, dar. Wir wollen dieses Ph�anomen

"
Buckel-Peak\ (bp) nennen.

Verfolgen wir den Buckel ins Glas, dann wird aus dem Buckel ein deutlicher
Peak. Besonders tief im Glas wird, auf logarithmischer Skala, die linke Flanke
des bp steiler als eins, eine Situation, die wir an Pfad A untersucht haben. Au-
�erdem ist tief im Glas bei tiefen und auch bei hohen Temperaturen (Pfad A
und B, Abb. 3.10, 3.11 und 3.12 3.13) ein zus�atzlicher Peak zu erkennen. Bei
mittleren Temperaturen (Abb. 3.16 und 3.17, T � = 0:12; 0:13; 0:14; 0:15 und0:16)
ist der Buckel nur sehr schwach zu sehen.

Zur Besprechung des Hochfrequenzbereiches ist die doppelt logarithmische
Auftragung nicht optimal. Wir k�onnen zusammenfassend dennoch Folgendes
festhalten:

� Die Position und die H�ohe des hf-Peaks ist nicht universell, weder
bez�uglich der q- noch bez�uglich der lm-Abh�angigkeit.

� Das Suszeptibilit�atsspektrum des DHS-Systems wird im Vergleich zu dem
des HS Systems reichhaltiger (hier ist selbstverst�andlich nur der Vergleich
der lm = 00 Korrelatoren mit denen des HS Systems sinnvoll). Besonders
au��allig ist dieses Ph�anomen bei Spektren von DHS tief im Glas an q = qD
bei niedriger Temperatur (siehe die Abbildung 3.10 T � = 0:53).

� Bei tiefen Temperaturen tritt in �0000(q; !) ein zus�atzlicher Buckel bzw.
Peak, der bp, rechts vom �-Minimum auf. Seine Position ist unabh�angig
vom q-Wert. In �0000(qD; !) be�ndet sich der bp etwa eine Dekade, in
�0000(qmax; !) etwas weniger als eine Dekade, unterhalb des hf-Peaks.
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Abbildung 3.18: Spektren der Suszeptibilit¨at �00lm(qD; !) für das System dipolarer harter
Kugeln auf lineare Achsen und an Kontrollparametern auf Pfad A
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Der letzte Punkt ist wesentlicher Bestandteil der nun folgenden Betrach-
tungen. Um den Hochfrequenzbereich noch genauer zu untersuchen, sind an-
dere Auftragungen sinnvoll. Erstens kann dieser Bereich auch auf linearer Fre-
quenzskala untersucht werden und zweitens werden bei Untersuchungen des
Hochfrequenzverhaltens unterk�uhlter Fl�ussigkeiten vorzugsweise die Spektren
der Korrelationsfunktion �00(!) und nicht der Suszeptibilit�at betrachtet. In der
Darstellung des Hochfrequenzverhaltens des DHS-Systems werden wir uns auf
den Pfad A, also auf niedrige Temperaturen, konzentrieren.

Auf linearen Skalen sehen wir in �0000(qD; !) bei T
� = 0:04 und � � 0:44 (siehe

Abbildung 3.18) beide mikroskopischen Peaks. Der bp ist an ! = !bp � 1 und
der hf-Peak an ! = !hf � 10 zu �nden. Die Intensit�at des hf-Peaks nimmt
mit steigendem � zu. Der bp ist am besten bei � ' �c zu erkennen. Im Glas,
bei � = 0:44 und � = 0:48, ist er weniger deutlich zu sehen. Bei noch h�oherer
Packungsdichte allerdings ist er wieder besser zu erkennen. Auf der linearen
Skala werden in �0000(qD; !) Peaks erkennbar, die zwischen !bp und !hf liegen. In
�0010(qD; !) k�onnen wir auf linearer Skala ebenfalls mehrere mikroskopische Peaks
sehen. In �0011(qD; !) sehen wir nur einen mikroskopischen Peak bei ! � !bp. An
q = qmax haben alle �00lm(q; !) im Glas zwei mikroskopische Peaks, den bp an
! = !bp � 1 und einen Peak bei 4 � ! � 9 (vergleiche Abbildung 3.19). In der
�ussigen Phase verschmelzen die beiden mikroskopischen Peaks in �001m(qD; !)
zu einem Peak und auch in �0000(qD; !) sind die beiden Peaks bei kleinen Werten
von � kaum voneinander getrennt.

Korrelationsspektren �00

lm
(q; !)

In �00lm(q; !) treten Peaks an den Stellen oszillatorischer Pole auf. Bei �uber-
wiegend relaxatorischem Verhalten der Korrelationsfunktion wird �00(q; !) f�ur
! ! 0 singul�ar. Aus diesem Grund ist die Betrachtung der Spektren �00(q; !)
daf�ur geeignet, die Art einer mikroskopischen Anregung zu erkennen. Durch
die Divergenz des kritischen Gesetzes bei ! ! 0 k�onnen jedoch mit Hilfe von
�00lm(q; !) nicht Langzeitdynamik und Kurzzeitdynamik gleichzeitig studiert wer-
den.

In einer doppelt logarithmischen Auftragung (Abb. 3.20) ist �00(q; !) domi-
niert von der �-Relaxation, bzw. dem kritischen Gesetz, welches sich besonders
bei der kritischen Linie (schwarze gestrichelte Linie in Abb. 3.20) �uber viele
Dekaden ausgebildet hat. Das extrem niederfrequente Verhalten von �00lm(q; !)
ist f�ur lm = 00; 10 und 11 qualitativ gleich und nicht anders als im HS-System.
Um das Verhalten bei hohen Frequenzen zu studieren, wollen wir nun erstens
in diesen Bereich zoomen (siehe der Kasten in Abbildung 3.20 lm = 10) und
zweitens uns auf die Kurven zu � > �cA = 0:3782 beschr�anken. Zus�atzlich zu
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Abbildung 3.20: Spektren�00lm(qD; !) für das System dipolarer harter Kugeln f¨ur eine tiefe
TemperaturT � = 0:04 und unterschiedlicher Packungsdichte� (Pfad A in Abbildung 3.3).
Der in der(10)-Figur gekennzeichnete Bereich ist in Abbildung 3.21 dargestellt
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al. [57]
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den Werten von � des Pfades A im Glas haben wir in Abbildung 3.21 noch
�00lm(qD; !) f�ur � = 0:6, T � = 0:04, also extrem tief im Glas, dargestellt. Wir
haben damit die Packungsdichte so gew�ahlt, wie sie von G�otze et al. [57] f�ur
das System harter Kugeln verwendet wurde. Das System harter Kugeln wurde
in der angegebenen Referenz im sogenannten

"
sti� glass Limes\ untersucht.

Die Autoren von [57] diskutierten einen Peak in �00lm(q; !), der sich bei q = qD
etwa eine Dekade unterhalb des Hochfrequenzpeaks be�ndet. Sie nannten ihn

"
Anormalen Oszillation Peak\ (AOP). In unseren Spektren trat ebenfalls, an
der entsprechenden Frequenz, an der bei G�otze und Mayr der AOP zu sehen
war, ein Peak auf (bei uns ist die Temperatur durch T � = 0:04 gegeben. Im HS-
System kann die Temperatur beliebig gew�ahlt werden. G�otze und Mayr nahmen
T = 6:25. Zum direkten Vergleich der jeweiligen Ergebnisse ist es notwendig,
die !-Achsen anzupassen.). Zus�atzlich k�onnen wir im System der DHS nach
Abbildung 3.21 einen weiteren Peak in �0000(q; !) ausmachen, der im Vergleich
zum AOP-�ahnlichen Peak erstens eine gr�o�ere Amplitude aufweist, zweitens
bei niedrigeren Frequenzen als der AOP liegt und drittens bis zu niedrigeren
Werten von � existiert als der AOP, wenn man sich dem Glas�ubergang n�ahert.
Dieser niederfrequente Peak ist etwa an ! = !bp lokalisiert und wir gehen davon
aus, dass es sich um die Anregung handelt, die wir in �0000(q; !) mit bp bezeich-
neten. Wir wollen diesen Peak in �0000(q; !) ebenfalls bp nennen. Bei der bald
folgenden Diskussion der q-Abh�angigkeit unserer Spektren werden sich weitere
Hinweise f�ur das eben gezeichnete Bild ergeben. Dar�uber hinaus zeigt sich bei
der Betrachtung von �00lm(qD; !) dieselbe Tendenz, wie sie schon f�ur �00lm(q; !) an-
gesprochen wurde. Generell spalten die mikroskopischen Peaks 8lm deutlicher
auf, je tiefer wir ins Glas gehen. Auf linearer Skala (Abbildung 3.22, (0; 0)) ist
noch besser als in Abbildung 3.21 zu sehen, wie sowohl der AOP-�ahnliche Peak
als auch der bp verschwinden, wenn die Packungsdichte erniedrigt wird. Die
Position des bp verschiebt sich dabei, ebenso wie die Position des hf Peaks,
zu niedrigeren Frequenzen. Die Anregung, die zum bp f�uhrt, hat daher tief im
Glas �uberwiegend oszillatorischen Charakter. Das ged�ampft oszillatorische Ver-
halten weicht bei weiterem Senken der Packungsdichte einem relaxatorischen
(siehe die Abbildungen von �0000(q; !) im Vergleich zu denen von �0000(q; !)).

q-Abhängigkeit

In den Abbildungen 3.23 und 3.24 sind �00lm(q; !) bzw. �
00
lm(q; !) f�ur T � = 0:04

und � = 0:381 bzw. � = 0:53 f�ur einige Wellenzahlen dargestellt. Es ist in bei-
den Abbildungen zu erkennen, dass die Position des bp, !bp, q-unabh�angig ist.
Die hf-Peaks hingegen zeigen Dispersion. Wir waren aus technischen Gr�unden
gezwungen, den Wellenzahlenraum auf nur 30 St�utzstellen zu diskretisieren. Da-
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her wird die Diskussion der q-Abh�angigkeit, die hier dargestellt wird, weniger
detailliert geschehen, als das bei einfacheren Systemen m�oglich ist (siehe z.B.
die Diskussion des HS-Systems von G�otze und Mayr [57]). Dennoch wollen wir
im Rahmen unserer M�oglichkeiten die q-Abh�angigkeit der mikroskopischen An-
regungen (inklusive bp) diskutieren. Wir k�onnen den Abbildungen von �(q; t),
3.8 und 3.9, entnehmen, dass der Glas�ubergang selber keine starken Auswir-
kungen auf die Kurvenverl�aufe bei kurzen Zeiten hat. Die Spektren spiegeln
diese Beobachtung wieder. Der �Ubersichtlichkeit halber haben wir uns bei den
folgenden Abbildungen auf die gra�sche Darstellung von Spektren beschr�ankt,
die von Systemen mit Kontrollparametern im Glas stammen. Zus�atzlich zum
hf-Peak und dem bp tritt in Spektren tief im Glas ein weiterer zus�atzlicher
Peak auf. In Abbildung 3.24 � = 0:53 ist dieser Peak in 00-Spektren aller q-
Werte vorhanden. In der N�ahe von q = qmax verschmilzt der zus�atzliche Peak
mit dem hf-Peak. Diese Tatsache unterst�utzt unsere Vermutung, dass wir es mit
dem Ph�anomen des AOP aus [57] zu tun haben. In Analogie zu Abbildung 7 in
[57] wollen wir die Wellenzahlabh�angigkeit der Peakpositionen gra�sch darstel-
len (siehe Abb. 3.25a). Der AOP-�ahnliche Peak wird nicht in diese Darstellung
einbezogen.

In der Abbildung 3.25a pr�asentieren wir die Lage der hf-Peaks !hf und vom
bp in �0000(q; !) bei T

� = 0:04 und � = 0:53. Wir erkennen, dass die Position
des bp im Rahmen der Ableseungenauigkeiten ab einem Wert von q � 2 q-
unabh�angig ist. Kleinere q-Werte k�onnen wir zwar nicht ber�ucksichtigen, wir
gehen aber davon aus, dass der bp erst auftaucht, wenn die Frequenz der aku-
stischen Mode !hf gr�o�er ist als !bp. Da uns nur eine sehr geringe Anzahl von
Ergebnissen an kleinen q-Werten zur Verf�ugung stehen, k�onnen wir keine linea-
re Dispersion der hf-Peaks bei kleinen q-Werten ablesen. Dennoch ist es sehr
wahrscheinlich, dass die relativ scharfen Peaks (z.B. in Abb. 3.24) durch die in
[57] mit Hochfrequenzschall bezeichneten Ph�anomene verursacht werden.

In der Theorie von Fl�ussigkeiten liefern die sogenannten mikroskopischen
Frequenzen einen Anhaltspunkt daf�ur, mit welcher Frequenz die unterschiedli-
chen Moden schwingen (vgl. Abschnitt 3.1.2). Wegen der Diagonalit�at bez�uglich
ll0 der statischen Strukturfaktoren des DHS-Systems vereinfacht sich Gleichung
3.29 zu


lm(q) =

s�
kBT

M
q2 +

kBT

I
l(l + 1)

�
Slm(q)�1: (3.32)

Wir haben in Abbildung 3.26 
lm(q) f�ur T � = 0:04, � = 0:381 und f�ur T � = 0:3,
� = 0:53 abgebildet. G�otze zeigt, dass sich der Verlauf der Dispersionskurve
im Glas aufgrund der eingefrorenen Struktur �andert [54]. Im Fall von harten
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Abbildung 3.25:q-Abhängigkeit der renormierten Frequenzen
̂lm(q) für � = 0:53, T � =
0:04: (a) 
̂00(q) (durchgezogene Linie), (b)̂
�

10(q) (gepunktete Linien) und̂
�
11(q) (gestri-

chelte Linien), entsprechend der Formel (3.33). In (a) sind zus¨atzlich die Positionen der
hf-Peaks und des bp der Suszeptibilit¨atsspektren markiert. Ein Vergleich mit den Abbildun-
gen 3.23 und 3.24 zeigt, dass diese Angaben relativ ungenau sind

Kugeln werden die mikroskopischen Frequenzen durch den Faktor 1p
1�fq

re-

normiert. Man erh�alt also 
̂q = 
q=
p

1� fq (siehe auch [57]). In [143] leiteten
wir Ausdr�ucke f�ur die renormierten mikroskopischen Frequenzen molekularer

Fl�ussigkeiten
�

̂2
lm(q)

���0
her. F�ur das System der DHS erhalten wir:

�

̂2
lm (q)

���0
=

kBT

(I�I�0)
1=2

1

Slm (q)

h
q�l (q)q

�0

l (q) + C��0

lm (q)Slm (q)
i

; (3.33)

mit C��0

lm (q) = limt!1m��0

lm (q; t) und q�l (q) nach Gl. (3.8). F�ur die lm = 00 Kom-
ponente vereinfacht sich dieser Ausdruck wieder zu


̂00 (q) = 
00 (q) =
p

1� f00 (q) : (3.34)
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Abbildung 3.26: Mikroskopische Frequenzen
lm(q) des Systems dipolarer harter Kugeln,
nach Gl. (3.32), bei einer tiefen,T � = 0:04, � = 0:381 und bei einer hohen Temperatur,
T � = 0:3, � = 0:53. lm = 00 (durchgezogen, 10 (gepunktet) und 11 (gestrichelt)

Wir haben den Verlauf von 
̂00(q) in Abbildung 3.25a integriert. Die Position
der hf-Peaks liegt, im gezeigten q-Bereich, oberhalb von 
̂00(q). Die Variation
von !hf mit q ist in Phase mit der von 
̂00(q). F�ur die l = 1 Korrelatoren erhal-
ten wir je zwei renormierte mikroskopische Frequenzen 
̂�

1m(q). Die Verl�aufe von

̂�
1m(q) sind in Abbildung 3.25b dargestellt. Zur Berechnung der C��0

lm (q) muss
der Nichtergodizit�atsparameter bekannt sein. Da sich die Nichtergodizit�atspa-
rameter f�ur kleine Werte von q relativ ungenau berechnen lassen, haben wir die
Ergebnisse von 
̂�

1m(q) und 
̂00(q) nur f�ur q > 1 abgebildet. Die Position des bp
liegt zwischen den Werten von 
̂�

11(q).

Translations-Rotations-Modenkopplung

In [119] sind
"
Auswahlregeln\ aufgezeigt worden, die die Anteile von Moden

von unterschiedlichen Indizes l zu den Modenkopplungskernen auf folgende Art
und Weise einschr�anken:

m��0

00 (q; t)$ �00(q1; t)�00(q2; t) und�1m1(q1; t)�1m2(q2; t) (3.35a)

m��0

1m (q; t)$ �00(q1; t)�1m2(q2; t) und�1m1(q1; t)�00(q2; t) (3.35b)
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Abbildung 3.27:�0000(qD; !) und�0011(qmin; !) für das System dipolarer harter KugelnT � =
0:04 und� = 0:3782 zur Veranschaulichung des Mechanismus, der zum Auftreten des bp
in �0000(q; !) führt. Die langsame11-qmin-Mode hat eine große Amplitude und koppelt ¨uber
Modenkopplungseffekte in die Bewegungsgleichungen aller ¨ubrigen Moden (vgl. Gl. (3.35))

Dies hei�t, dass die Orientierungfreiheitsgrade (ODOF) �uber Modenkopplungs-
e�ekte quadratisch in die Bewegungsgleichung der translatorischen Freiheitsgra-
de (TDOF) einkoppeln. Die translatorischen Freiheitsgrade hingegen koppeln
nur linear in die Bewegungsgleichungen der Freiheitsgrade der Orientierung.
Diese Eigenschaft bewirkt weiterhin, dass die Orientierungsfreiheitsgrade nie-
mals alleine einfrieren k�onnen und, falls sie einen Glas�ubergang durchf�uhren,
entweder gleichzeitig mit den TDOF via eines Typ B-�Ubergangs einfrieren oder,
zu gegebener Temperatur T �, bei h�oherer Packungsdichte als die TDOF via ei-
nes Typ A (oder Spinglas) �Ubergangs einfrieren. Aus diesen �Uberlegungen l�asst
sich die Begr�undung f�ur das Phasendiagramm (Abb. 3.1) herleiten. Allerdings
sind quantitative Untersuchungen notwendig, um zu erkennen, ob der Beitrag
der ODOF bei gegebener Temperatur den Wert der kritischen Packungsdich-
te � senkt. Schon allein die statischen Resultate (vgl. Abschnitt 3.2.2) zeigen,
dass die Bedeutung der ODOF mit sinkender Temperatur zunimmt. F�ur den
statischen Strukturfaktor S11(q) bewirkt eine Senkung der Temperatur, dass der
Peak bei qmin h�oher und sch�arfer wird (siehe Abbildung 3.1). Die reziproke Brei-
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te dieses Peaks, 2�=�q, liefert einen Wert f�ur die mittlere Gr�o�e ferroelektrisch-
orientierungsgeordneter Dom�anen. Das Ausbilden geordneter Dom�anen f�uhrt
immer zu einer Verlangsamung der Dynamik auf gro�en L�angenskalen.

Der Gleichung (3.32) und der Abbildung 3.26 k�onnen wir ebenfalls entneh-
men, dass die 11-Orientierungsmode f�ur kleine Werte von q eine vergleichsweise
niedrige mikroskopische Frequenz besitzt. Da Slm(q) invers in den Ausdruck f�ur
das Quadrat der mikroskopischen Frequenzen eingeht, wird diese Mode mit sin-
kender Temperatur besonders

"
soft\. Tats�achlich beobachteten wir (vgl. Abb.

3.27), dass die Position des bp in �0000(q; !) oder �0000(q; !) mit derjenigen der
mikroskopische Peaks in �0011(qmin; !) oder �0011(qmin; !) beinahe �ubereinstimmt.

Ein Isotopeneffekt

Bisher w�ahlten wir f�ur die dipolaren harten Kugeln das Tr�agheitsmoment einer
Kugel mit homogener Massenverteilung I = 1=10Md2 � M=10 � 1=10, mit d � 1

und M � 1. Wir erhielten damit die mikroskopischen Frequenzen gem�a� Ab-
bildung 3.26. Nach Gl. (3.32) wirkt sich eine Ver�anderung von I haupts�achlich
auf 
1m(q ! 0) aus. Es gilt 
1m(q ! 0) / 1=

p
I.

Die Natur setzt uns Grenzen, wie weit das Tr�agheitsmoment ver�andert wer-
den kann. Bei Molek�ulen kann das Tr�agheitsmoment z.B. durch Verwendung
unterschiedlicher Isotope manipuliert werden. Daher wollen wir den prognosti-
zierten E�ekt, der mit der Ver�anderung von I verkn�upft ist,

"
Isotopene�ekt\

nennen. Im Experiment kann der Wert von I maximal um etwa den Faktor 2
variiert werden. Im Gegensatz dazu schr�anken weder die Gleichungen (3.9) und
(3.22) noch das numerische Verfahren den Wert von I ein. Um die Trennung
der Frequenzen 
11(q ! 0) und 
00(q) weiter zu erh�ohen, w�ahlten wir I = 1

und I = 10. Wir l�osten die MCT-Gleichungen mit diesen Werten der Tr�agheits-
momente beispielhaft f�ur die Kontrollparameterwerte T � = 0:04, � = 0:381 und
T � = 0:04, � = 0:53 und verglichen die Resultate mit den analogen Ergeb-
nissen bei der physikalisch sinnvollen Wahl von I = 1=10. Wir hatten bereits
festgestellt, dass in der N�ahe des Glas�ubergangs (d.h. bei � = 0:381) �00(q; !)
betrachtet werden sollte und tief im Glas (d.h. bei � = 0:53) �00(q; !). In den
Abbildungen 3.28 und 3.30 wurden die entsprechenden Gr�o�en an q = qD dar-
gestellt.

Unsere Vorhersage,

!bp / I�1=2 (3.36)

f�ur die Position des Buckel-Peaks !bp wird bei der Betrachtung beider Gr�o�en,
�00(q; !) und �00(q; !), best�atigt. Die Position der hf-Peaks !hf dagegen ist von
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I = Ireal = 1=10M , I = M undI = 10M
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der Variation von I nahezu unbeeinusst:

!hf = konst: (3.37)

Auch die Betrachtung der gleichen Gr�o�en f�ur q = qmax ist interessant (siehe
Abbildung 3.29 und 3.31). Der bp ist auf jeden Fall eine zus�atzliche Anregung
zu den akustischen Anregungen. Die Position der Anregung, der wir �Ahnlichkei-
ten mit dem AOP von G�otze und Mayr [57] zugesprochen haben, ist ebenfalls
nahezu unabh�angig vom Wert von I (siehe Abbildung 3.30 und 3.31). Die Form
des AOP-�ahnlichen Peaks ist, besonders bei gro�em I, der Form des AOP's in
Abbildung 5 in [57] sehr �ahnlich. Bei der Wahl von I = 10 sind 
11(q ! 0)

und 
00(qmax) maximal getrennt. Als Folge entsteht im Bereich zwischen !bp
und !hf Raum f�ur neue Ph�anomene. Da deren Intensit�at sehr gering ist, haben
wir untersucht, ob diese durch eine Ver�anderung der St�utzstellungverteilung
(Variation von � in Gl. (A.26)) beeinusst werden. Wir fanden heraus, dass die
Variation von � auch auf dieses Ph�anomen nur geringe quantitative Auswirkun-
gen hat. Wir wollen nicht n�aher auf diese zus�atzlichen Ph�anomene eingehen.
Es sei lediglich noch bemerkt, dass bei der bisherigen Argumentation die Rol-
le der lm = 10 Korrelatoren �ubergangen wurde. Wir vermuten den Ursprung
der zus�atzlichen Peaks entweder bei dieser Komponente oder es liegt ein E�ekt
vor, der besonders tief im Glas auftritt. Wir haben herausgefunden, dass selbst
in einem schematischen Modell tief im Glas ein zus�atzlicher Peak in diesem
Frequenzbereich in �0000(q; !) und in �0000(q; !) erscheint (siehe dazu Kapitel 4.1).

Reduzierte dipolare harte Kugeln

Wir haben die Hypothese aufgestellt, dass der bp durch das Einkoppeln einer
soften Orientierungsmode in die Bewegungsgleichung eines Korrelators hervor-
gerufen wird. F�ur diesen Mechanismus ist es nicht erforderlich, dass die softe
Mode selbst am Glas�ubergang beteiligt ist. Im betrachteten System liegt f�ur
T � > 0:14 keine Beteiligung der l = 1 Korrelatoren am Glas�ubergang vor. Den
Abbildungen 3.12, 3.13, 3.16 und 3.17 k�onnen wir entnehmen, dass der bp bei
derart hohen Temperaturen schlecht oder gar nicht zu erkennen ist. Die Ursache
hierf�ur ist sehr wahrscheinlich, dass die Kopplung in m00(q; t) (vgl. Gl. (3.35a))
sehr schwach ist.

Um auch eine starke Kopplung unter Ausschluss der Orientierungskorre-
latoren vom Glas�ubergang untersuchen zu k�onnen, setzten wir m1m(q; t) � 0

8m; q; t. F�ur die Orientierungskorrelatoren �1m(q; t) gilt folglich Gl. (3.28). Um
Singularit�aten bei den Frequenzen ! = 
1m(q) zu vermeiden, setzten wir bei der
Betrachtung des reduzierten Modells ���

0

1m (q) = konst 6= 0, 8q;m.
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Abbildung 3.32 k�onnen wir entnehmen, dass der bp in Spektren des redu-
zierten Modells nicht nur vorhanden, sondern sogar besonders stark ausgepr�agt
ist. Diese Tatsache st�utzt wieder den von uns vorgeschlagenen Mechanismus.
Die Oszillation von �11(qmin; t) mit der niedrigen Frequenz 
11(qmin) ist im redu-
zierten Modell besonders ausgepr�agt, da �11(qmin; t) nicht, wie im vollst�andigen
System, gezwungen ist, auf ein Plateau der gro�en H�ohe f11(qmin) zu relaxie-
ren, sondern frei schwingen kann. Folglich ist der mikroskopische Beitrag der
soften Mode verglichen mit dem Fall der in den Abbildungen 3.10, 3.11 und
3.14, 3.15 vorliegt, wesentlich gr�o�er. Dies wirkt sich direkt auf die Intensit�at
des bp aus. Die Position des bp verschiebt sich wie die Position des einzigen
Peaks in �0011(q; !) bei senken der Temperatur zu niedrigeren Frequenzen. Letz-
tere Verschiebung kann nur am Anstieg von S11(q ! 0) bei Erniedrigung von
T � liegen.

Zusammenfassung der Dynamik des DHS-Systems

Im vorliegenden Abschnitt wollen wir die dargestellten, numerisch erhaltenen
Resultate zusammenfassen. Die Resultate bez�uglich des bp wollen wir erst im
Kapitel 6 in den gesamtphysikalischen Zusammenhang stellen.

Die Modenkopplungsgleichungen (3.9) und (3.22) sind f�ur das System di-
polarer harter Kugeln bei vielen Werten der Kontrollparameter gel�ost worden.
Weiterhin wurden Parameter, wie das Tr�agheitsmoment und die St�arke der
Ged�achtniskerne m1m(q; t), manipuliert. Die Ergebnisse wurden in Form von
Abbildungen unterschiedlicher Observablen (�lm(q; t), �00lm(q; !) und �00lm(q; !)mit
unterschiedlicher Skalierung (linear oder logarithmisch) pr�asentiert. Durch das
Dipolmoment � erh�alt das System einen molekularen Charakter. An dem An-
steigen von S11(qmin) bei Erh�ohung des Dipolmoments erkennen wir, dass sich
in der komprimierten Fl�ussigkeit als Folge der Dipolwechselwirkung ferroelek-
trisch geordnete Regionen bilden10. Die Gr�o�e dieser Regionen und die Frequenz
der Molek�ullibrationen h�angt von der St�arke des Dipolmoments ab. Bisherige
MMCT-Berechnungen hatten ergeben, dass die kritische Packungsdichte durch
den Einuss der Orientierungsfreiheitsgrade gesenkt wird, wenn das Dipolmo-
ment gr�o�er wird (vgl. Abschnitt 3.2). Das Ansteigen von S11(q ! 0) hat folgen-
de zwei Auswirkungen: Erstens werden die Schwingungen der ODOF langsa-
mer. Zweitens w�achst die Bedeutung der ODOF in den Modenkopplungskernen.
Als Folge werden die langsamen Librationen in die Bewegungsgleichungen aller
Korrelationsfunktionen mit zunehmender Kopplungsst�arke eingekoppelt, wenn

10Bei Systemen mit kurzreichweitiger Wechselwirkung gilt, dassSlm(q ! 0) für ein bestimmtesl für
alle m gleich ist. Im DHS-System liegt Dipol-, also eine langreichweitige Wechselwirkung vor. Daher ist
S10(q ! 0) 6= S11(q ! 0). Die dielektrische Funktion�00(q; !) ist durch�0011(q; !) gegeben.
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die Temperatur sinkt.
Aus den Abbildungen der vorherigen Unterabschnitte werden folgende Er-

kenntnisse �uber die Dynamik des Systems dipolarer harter Kugeln gewonnen:

Generelle Erkenntnisse:

� F�ur molekulare Fl�ussigkeiten liefern die MCT-Gleichungen �ahnliches
Verhalten unterschiedlicher, am Glas�ubergang beteiligter Korrelatoren
bez�uglich der �- und der �-Relaxation. Ob das Verhalten universell ist
wurde nicht untersucht.

� Bei Temperaturen, bei denen die ODOF gerade nicht mehr gleichzeitig
mit den TDOF einfrieren, haben die ODOF einen gr�o�eren Abstand zum
Glas�ubergang als die TDOF. Als Folge liegt der �-Peak in den Spektren
der ODOF bei h�oheren Frequenzen als in den Spektren der TDOF.

� Der Typ A-�Ubergang der ODOF bei vergleichsweise hohen Temperaturen
hat kaum Auswirkungen auf das Verhalten des Schwerpunktkorrelators.
Die Niederfrequente Flanke der l = 1-Suszeptibilit�atsspektren hat bei Kon-
trollparametern in der N�ahe des Typ A-�Ubergangs etwa eine Steigung von
�00(q; !) / !

1
2 (siehe Abb. 3.15 und 3.16).

� Der mikroskopische Bereich der Spektren ist bei molekularen Fl�ussigkeiten
i.a. reichhaltiger als bei einfachen Fl�ussigkeiten.

Die Erkenntnisse bez¨uglich des bp:

� In den Spektren der Dichte-Dichte Korrelationsfunktion �0000(q; !) und de-
ren Suszeptibilit�at �0000(q; !) ist bei tiefen Temperaturen T � tief im Glas ein
Peak zu erkennen. Dieser liegt etwa eine Dekade unterhalb der hf-Peaks.
In den Spektren der Suszeptibilit�at setzt sich dieser Peak als Buckel bis
weit in die Fl�ussigkeit fort. Er erhielt daher den Namen Buckel-Peak (bp).

� Die Position des bp ist q-unabh�angig.

� Die Abh�angigkeit der Position !bp und der Intensit�at hbp des bp von den
Kontrollparametern T � und � ist in Abbildung 3.33 dargestellt. !bp hat bei
0:1 < T � < 0:15 ein Minimum. Bei Zunahme der Packungsdichte verschiebt
sich !bp bei � > 0:38 zu h�oheren Frequenzen. Die Position des bp ist sowie
das qualitative Verhalten von hbp bei Variation von T ist q-unabh�angig.
Es zeigt f�ur alle q qualitativ das in Abbildung 3.33a dargestellte Bild. Bei
niedriger Temperatur steigt die Intensit�at des bp ann�ahernd linear mit T �
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Temperatur (gewonnen aus Pfad D) und b: Packungsdichte (gewonnen aus Pfad A, jeweils
anq = qD)

an. Der Wert von !bp steigt bei Zunahme der Packungsdichte, wobei der
Anstieg deutlicher ist, wenn das System sich in der Glasphase be�ndet
(siehe Abb. 3.33b). Wie sich hbp in Abh�angigkeit von der Packungsdichte
verh�alt, h�angt in diesem System vom betrachteten q-Wert ab. F�ur q � qmax

steigt die Intensit�at (wie in Abb. 3.33b dargestellt) mit steigendem �,
w�ahrend sie sich f�ur q > qmax umgekehrt verh�alt.

� Die Beobachtung, dass der bp in �0000(q; !) nur tief im Glas zu sehen ist, bei
Ann�aherung an den Glas�ubergang jedoch verschwindet, l�asst uns schlie-
�en, dass tief im Glas eine oszillatorische Anregung vorliegt, w�ahrend die
gleiche Anregung am Glas�ubergang relaxatorischen Charakter hat.

� Die Position des bp verschiebt sich bei Variation des Tr�agheitsmoments I
gem�a� !bp / 1=

p
I. Dieser E�ekt wurde Isotopene�ekt genannt.

� Das Auftreten des bp in den Spektren ist auf folgenden Mechanismus
zur�uckzuf�uhren:

Wegen der Tendenz der DHS zu ferroelektrischer Ordnung exi-
stiert in einem statischen Strukturfaktor der Dipole (S11(q)) ein
Peak bei q ! 0. Diese Tatsache bedeutet, dass auf mesosko-
pischer L�angenskala ferroelektrische Ordnung vorliegt. Als Fol-
ge erhalten die lm = 11- q ! 0-Moden eine gro�e Amplitu-
de. Zus�atzlich wird die mikroskopische Frequenz, 
11(q ! 0) /
1=
p
S11(q ! 0), dieser Moden soft. In der unterk�uhlten Fl�ussig-

keit koppeln durch Modenkopplungse�ekte diese Moden an alle
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�ubrigen Moden. Die Ursache f�ur den bp in DHS ist folglich die
Streuung nichtlokalisierter longitudinaler akustischer Moden an
lokalisierten (nicht propagierenden) Dipolmoden.

3.3.2 Das System harter Rotationsellipsoide: Dynamik

Auch im vorliegenden Abschnitt werden, wie im Abschnitt 3.3.1 �uber die Dy-
namik des DHS-Systems, die MMCT-Gleichungen f�ur ein System gel�ost. Wir
betrachten im vorliegenden Abschnitt das System harter Rotationsellipsoi-
de (HE). Als Ergebnisse der numerischen Rechnungen werden Abbildungen
pr�asentiert. Das Einbetten der Resultate in den gesamtphysikalischen Zusam-
menhang folgt im Kapitel 6.

HE bilden eine Fl�ussigkeit mit wesentlich anderen Eigenschaften, als das
DHS-System. Die Wechselwirkung der betrachteten Ellipsoide ist ausschlie�-
lich hart und daher kurzreichweitig. Die statische Struktur der HE ist typischer
f�ur molekulare Fl�ussigkeiten, als die der DHS in sph�arischer Molekularfeldap-
proximation, obwohl auch Ellipsoide eigentlich keine Molek�ule sind. Dies ist
der Fall, da das System der HE zahlreiche Eigenschaften mit vielen molekula-
ren Fl�ussigkeiten gemeinsam hat. Bereits bei der Besprechung der Statik dieses
Systems wurde erw�ahnt, dass z.B. ein Lennard-Jones-System, bestehend aus
Hantelmolek�ulen, eine nahezu identische statische Struktur wie die HE aufwei-
sen kann. Bei diesem Vergleich ist selbstverst�andlich darauf zu achten, dass die
Ma�e der Hanteln mit denen der Ellipsoide vergleichbar sind [88]. Die statischen
Strukturfaktoren Sll0m(q) des HE-Systems k�onnen aus Simulationen oder wie-
der aus Integraltheorien gewonnen werden. Von Vorteil ist, dass HE aufgrund
der kurzreichweitigen Wechselwirkung leichter zu simulieren sind als DHS. Es
ist dagegen ein Nachteil, dass f�ur die Sll0m(q) dieses Systems kein analytischer
Ausdruck existiert. Folglich m�ussen z.B. die Perkus-Yevick-Gleichungen f�ur je-
den Wert der Kontrollparameter erneut iterativ gel�ost werden um Sll0m(q) zu
berechnen.

Insgesamt ist im System der HE wesentlich mehr Aufwand notwendig, um
Sll0m(q) zu erhalten, als dies bei den DHS der Fall war. Auch diese Tatsache
schr�ankte unsere M�oglichkeiten, das System zu untersuchen, stark ein.

� Es war schwierig, die Glas�ubergangslinie mit der n�otigen Pr�azision zu be-
stimmen, die es erm�oglicht, die Separation vom �Ubergang m�oglichst klein
w�ahlen zu k�onnen. Als Folge ist in keiner der nun folgenden Abbildungen
das kritische Gesetz �uber mehr als zwei Dekaden ausgebildet. Der Quotient
aus der maximalen �-Relaxationszeit �max

� und der mikroskopischen Zeit
�hf � 1=
000(q ' 4:2) ist kleiner als das bei anderen MCT-Berechnungen,
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wie zum Beispiel bei dem HS-System und bei schematischen Modellen.
Im Folgenden steht jedoch die Kurzzeitdynamik im Vordergrund, da wir
besonders aufgrund unserer Erfahrung mit den DHS die interessantesten
Ph�anomene in diesem Bereich vermuten. Auf die genaue Bestimmung der
Glas�ubergangslinien wurde wenig Wert gelegt.

� Wie wir schon bemerkten, wird die Entwicklung nach den Kugelfunktionen
Ylm(
n) bei lco = 2 als weitere Approximation abgebrochen. Ein Vergleich
mit Resultaten, die bei einem Wert von lco = 4 entstehen w�urden, konn-
te nicht durchgef�uhrt werden. Die Vertizes v�ll1l2(q; q1; q2;m;m1; m2) (siehe
Gleichung 3.26) ben�otigten bei lco = 4 fast ein Gigabyte Arbeitsspeicher.
Daher m�usste zur Bew�altigung dieser Aufgabe auf gr�o�ere Computerre-
sourcen zugegri�en, bzw. noch einige Computergenerationen abgewartet
werden.

� Da der Kontrollparameter Nt der Dezimierungstechnik Nt = 100 gew�ahlt
wurde (siehe Anhang A.1), sind Kurven der Suszeptibilit�atsspektren in
doppelt logarithmischer Darstellungen noch

"
wackeliger\ als beim DHS-

System. Als Folge mussten wieder die Spektren gegl�attet werden. Obwohl
Nt sehr klein gew�ahlt wurde, waren zur Berechnung der sechs Kurven
des HE-Systems (x0 = 1:1; 1:2; :::; 1:5; 1:8) aus Abbildung 3.34 mehrere Mo-
nate Rechenzeit notwendig. Bei der Wahl gleicher technischer Parameter
(Nt = 100 und Nq = 30, PII-Prozessor mit 400 MHZ) kann im Vergleich da-
zu in bedeutend k�urzerer Zeit (14 Stunde) die siebte Kurve aus Abbildung
3.34, 000 berechnet werden. Dazu m�ussen lediglich die MCT-Gleichungen
f�ur einfache Fl�ussigkeiten gel�ost werden (siehe Abbildung 3.34). Der Be-
darf an Rechenzeit f�ur HE-Systeme tief im Glas, wo der Fokus auf der
Kurzzeitdynamik liegt, ist �ubrigens wesentlich geringer. Er liegt bei etwa
zwei Tagen pro (x0; �)-Paar, bei gleichen Randbedingungen wie oben.

� Es wurde nur die H�alfte des Kontrollparameterraumes mit x0 > 1 unter-
sucht.

� Die am Glas�ubergang nicht beteiligten l = 1 Gr�o�en wurden nicht berech-
net.

� Bez�uglich der strukturellen Relaxation bietet das HE-System die M�oglich-
keit, im Vergleich zu einfachen Fl�ussigkeiten neue Ph�anomene zu unter-
suchen. Im Phasendiagramm (Abbildung 3.7) treten zwei sich ber�uhrende
Typ B-�Ubergangslinien auf11. Besonders interessant ist die Dynamik des

11Möglicherweise kreuzen sich die Linien, jedoch sind aufgrund des Auftretens einer nematischen Phase
bei großem Aspektverh¨altnis, keine statischen Strukturfaktoren jenseits der gestrichelten Linie erh¨altlich.
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Systems an Kontrollparametern in unmittelbarer N�ahe zum Ber�uhrungs-
punkt. Konkret erwarten wir zwei �-Relaxationen, wenn wir uns im Pha-
sendiagramm knapp unterhalb des Ber�uhrungpunktes be�nden. Um der-
artige Ph�anomene untersuchen zu k�onnen, m�usste erstens die Lage des
Ber�uhrungspunktes sehr genau bekannt sein und zweitens m�ussten die
MMCT-Gleichungen �uber extrem viele Dekaden gel�ost werden. Beides war
im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht m�oglich. Wir werden jedoch im
Abschnitt 4.2 ein schematisches Modell f�ur das HE-System formulieren
und exemplarisch eine Untersuchung an diesem Modell durchf�uhren.

Alle diese Einschr�ankungen ordentlich zu beheben, w�are sicherlich lohnenswert,
w�urde jedoch erheblichen Zeitaufwand erfordern. Im Rahmen der vorliegenden
Arbeit m�ussen wir diese Einschr�ankungen daher akzeptieren. Das System der
HE konnte also haupts�achlich wegen technischer Probleme nicht vollst�andig
untersucht werden.

Im System der HE sind die Strukturfaktoren nicht diagonal in l; l0, wie das
bei den DHS der Fall war (d.h. bei einem Cut-o� Wert von lco = 2 nur f�ur m = 0,
l; l0 2 [0; 2g, vergleiche Abbildung 3.5). Dies wirkt sich auf die Kurzzeitdynamik
des Systems aus. Der Schwerpunkt unserer Untersuchungen wird jedoch wieder
der bp sein, welcher auch in den Spektren dieses Systems auftritt. Eine zentrale
Frage ist, wie sich der bp bez�uglich der Variation des Aspektverh�altnisses x0 und
der Dichte � verh�alt. Wir haben die MMCT-Gleichungen an den in Abbildung
3.7 gekennzeichneten Stellen des Kontrollparameterraumes numerisch gel�ost.
Das HE-System ist ein athermisches System die Temperatur legt daher lediglich
die Zeitskala fest. Bei allen Rechnungen wurde T = 1 gesetzt, auch in der
Simulation.

Bez�uglich der q-Abh�angigkeit der Resultate wurde bei den HE die gleiche
Strategie wie bei den DHS gew�ahlt. Der Fokus ist wieder auf die Werte q =

qD ' 4:2; qmax ' 6:5 und qmin ' 1:0 gerichtet.

Korrelationsfunktionen �ll0m(q; t)

Die numerische L�osung der Gleichungen (3.9) und (3.22) f�uhrt im HE-
System auf die Korrelationsfunktionen �ll0m(q; t) im Zeitraum, mit ll0m =

000; 200; 220; 221; 222.
F�ur die Modenkopplungskerne im HE-System gilt nicht, wie im DHS-

System, Gl. (3.35) sondern Gl. (3.38)

m��0

ll0m(q; t) $ �000(q1; t)�000(q2; t)Æll0 (3.38)

und �22m1(q1; t)�22m2(q2; t) und�22m1(q1; t)�200(q2; t)

und �000(q1; t)�200(q2; t) und�000(q1; t)�22m2(q2; t);
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Abbildung 3.34: Verallgemeinerte Dichte-Dichte Korrelationsfunktionen�ll0m(q; t) anq =
qD und(ll0m)wie in den Abbildungen angegeben, des Systems harter Ellipsoide, mitx0; � 2
[1:0; 0:5184, (graue gestrichelte Linie (HS, nur 000));1:1; 0:54, (durchgezogene Linie);
1:2; 0:55, (gepunktete Linie);1:3; 0:56, (kurz gestrichelte Linie);1:4; 0:57, (lang gestrichelte
Linie); 1:5; 0:5725, (Kettenlinie);1:8; 0:574, (graue Linie (nur 000))g Die statischen Struk-
turfaktoren des HE-Systems mitx0 = 1:8 stammenimmeraus einer MD-Simulation, die
aller anderen Systeme aus der PY-Theorie
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l; l0 2 f0; 2g, m;m1; m2 � l. Aus diesem Schema folgt, dass im System der HE alle
betrachteten Korrelatoren gleichzeitigin einem Typ B-�Ubergang einfrieren. Bei
kleinen Werten von jx0 � 1j sind allerdings die Modenkopplungskerne f�ur l 6= 0

derart klein, dass die Ellipsoide auf kurzen Zeitskalen beinahe frei oszillieren
k�onnen (siehe Abbildung 3.34). Das Plateau liegt f�ur die Orientierungskorrela-
toren �22m(q; t) bei kleinemWert von jx0�1j sehr niedrig. Erst bei x0 � 1:4 liegen
die Nichtergodizit�atsparameter (NEP) der Orientierung (f22m(q)) auf dem Ni-
veau des NEP der Translation (f000(q)), vergleiche Abbildungen 3.6 und 3.34. In
Abbildung 3.34 sind die Kontrollparameter derart gew�ahlt, dass sich das System
in allen F�allen in der �ussigen Phase be�ndet und die N�ahe zum Glas�ubergang
m�oglichst gering ist. Die �-Relaxationszeit schwankt leider erheblich, was den
direkten Vergleich der Resultate erschwert. Das Aspektverh�altnis x0 wurde mit
x0 2 f1:1; 1:2; 1:3; 1:4; 1:5g, in (ll0m) = (000) auch x0 2 f1:0; 1:8g, stark variiert.
Bei x0 = 1:0 sind die harten Ellipsoide harte Kugeln. F�ur harte Kugeln haben
wir keine Orientierungskorrelationsfunktionen de�niert. F�ur x0 = 1:8 stammen
die statischen Strukturfaktoren immer aus einer MD-Simulation und nicht aus
der PY-Theorie, wie bei allen anderen Systemen.

Abbildung 3.34 macht deutlich, dass bei q = qD der Wert der kritischen NEP
f c22m(qD) mit zunehmenden Aspektverh�altniss zunimmt.

Mit Ausnahme der Plateauh�ohe, bzw. dem Wert des kritischen NEP, las-
sen sich die Eigenschaften unterk�uhlter Fl�ussigkeiten besser an den Spektren
der Korrelationsfunktionen, bzw. derer Suszeptibilit�aten, erkennen als an den
zeitabh�angigen Funktionen. Daher werden wir im Folgenden frequenzabh�angige
Gr�o�en betrachten. F�ur die Kurven in den folgenden Abbildungen wird, wenn es
sinnvoll ist, wieder die Notation gew�ahlt, dass die Linien, bei denen das System
�ussig ist, grau und gestrichelt dargestellt sind, w�ahrend die Linien f�ur glasar-
tige Systeme schwarz und durchgezogen dargestellt sind. Die kritischen Linien,
bzw. die Linien f�ur die Kontrollparameter, die den kritischen am n�achsten sind,
sind schwarz und gestrichelt.

Suszeptibilitätsspektren�00

ll0m
(q; !)

In den Abbildungen 3.35 bis 3.42 sind Spektren der Suszeptibilit�at �00ll0m(q; !)
des Systems harter Ellipsoide dargestellt.

Wir werden zuerst die Abh�angigkeit der Spektren vom Aspektverh�altnis
x0 untersuchen. Wir w�ahlen als Packungsdichte, wie schon in Abbildung 3.34,
diejenige, die der kritischen Packungsdichte am n�achsten ist, wobei sich alle
Systeme in der �ussigen Phase be�nden sollen. Wir k�onnen Abbildung 3.35
entnehmen, dass generell in allen Spektren �00ll0m(qD; !) drei Peaks auftreten. Bei
extrem niedrigen Frequenzen be�ndet sich der �-Peak. Aufgrund der unter-
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Abbildung 3.35: Suszeptibilit¨atsspektren�00ll0m(q; !) an q = qD und (ll0m) wie in den Ab-
bildungen angegeben (ll0m = 200 lineare y-Skala, sonst doppelt logarithmisch), des Sy-
stems harter Ellipsoide, mitx0; � 2 f1:1; 0:54, (durchgezogene Linie);1:2; 0:55, (gepunkte-
te Linie);1:3; 0:56, (kurz gestrichelte Linie);1:4; 0:57, (lang gestrichelte Linie);1:5; 0:5725,
(Kettenlinie)g bei 000 auchf1:0; 0:5184, (graue gestrichelte Linie (HS));1:8; 0:56 (graue
Linie)g. Der in (000) eingezeichnete Ausschnitt ist in Abbildung 3.36 vergr¨oßert dargestellt
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schiedlichen Separation der Kontrollparameter von der Phasengrenze variiert
die Position der �-Peaks bei unterschiedlichem x0 erheblich. F�ur die Intensit�at
der �-Peaks gilt: je gr�o�er x0, desto h�oher ist die Intensit�at. Vor allem in den
ll0 = 22-Spektren ist bei kleinen Werten von x0 die Intensit�at der �-Peaks sehr
gering. Dies f�uhrt dazu, dass der �-Peak der ll0 = 22-Spektren zu x0 = 1:1 nicht
im dargestellten Bereich ist (vgl. die ll0m = 220- und 222-Teile der Abbildung
3.35). Au�erdem erhielten wir bei derart geringen Intensit�aten numerische Ge-
nerell tritt in �00ll0m(q; !) der �-Peak mit ll0m-unabh�angiger Position auf, sofern
wir ihn sehen k�onnen. Auch das �-Minimum hat bei allen x0 f�ur alle ll0m die
gewohnte Form. An der linken und an der rechten Flanke werden die Potenz-
gesetze, v-Schweidler-Gesetz (2.30) und kritisches Gesetz (2.29), angedeutet.
Wegen der relativ geringen Zeitskalentrennung von maximal f�unf Dekaden zwi-
schen dem �-Peak und den mikroskopischen Peaks sind die Gesetze nicht voll
ausgepr�agt. Es f�allt daher schwer, die Exponenten abzulesen. Um eine Tendenz
feststellen zu k�onnen, dass z.B. b umso gr�o�er wird, desto gr�o�er x0 ist, reicht
die Qualit�at unserer Daten nicht aus. Wiederum w�are es ohnehin sinnvoller
den Exponentenparameter des Systems �uber die Stabilit�atsmatrix zu bestim-
men (siehe [150]).

Im mikroskopischen Frequenzbereich sehen wir in allen �00ll0m(qD; !) zwei
Peaks. Auch in diesem Frequenzbereich bereiten die 22m-Korrelatoren bei
x0 � 1:2 Probleme, da sie sehr stark oszillieren (siehe Abbildung 3.34). Es
ergeben sich dadurch in �0022m(qD; !) bei ! � 8 sehr scharfe Peaks. Deren Flan-
ken weisen, numerisch bedingt, Unstetigkeiten auf. Mit Zunahme von x0 ver-
lieren die Peaks in �002lm(qD; !) bei ! � 8 an Intensit�at und werden breiter.
Rechts neben dem Peak bei ! � 8 be�ndet sich in den l 6= 0-Spektren ein
Peak von geringer Intensit�at. In �00000(qD; !) haben wir neben den Spektren zu
x0 = 1:1; 1:2; 1:3; 1:4; 1:5 auch ein Spektrum des HS-Systems (x0 = 1:0) und ei-
nes zu x0 = 1:8 dargestellt. Die bedeutensten Beobachtungen konnten wir im
mikroskopischen Bereich von �00000(qD; !) machen. Wir stellen diesen Bereich da-
her in Abbildung 3.36 vergr�o�ert dar. Vom Spektrum zu x0 = 1 (gestrichelte
graue Linie in den Abbildungen 3.35- 3.38) wissen wir, dass bei der verwen-
deten Packungsdichte im mikroskopischen Bereich nur ein Peak, der hf-Peak,
existiert. Sobald zumindest x0 � 1:1 ist, tritt links neben dem hf-Peak an der
Stelle ! = !bp � 6 ein weiterer Peak auf. Dieser Peak teilt wesentliche Eigen-
schaften mit dem bp im DHS-System. Wir wollen diesen Peak auch in diesem
System bp nennen. Wir stellten bereits fest, dass auch in den l 6= 0-Spektren
des HE-Systems ein Peak an ! ' !bp auftritt. Auch diesen Peak wollen wir
im Folgenden als bp bezeichnen. Mit zunehmenden Aspektverh�altnis sind im
mikroskopischen Bereich von �00000(qD; !) drei Entwicklungen au��allig: Erstens
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nimmt die absolute Intensit�at von hf-Peak und bp ab (eine Ausnahme bildet
das System zu x0 = 1:1 im Vergleich zu x0 = 1:2 am bp). Die Intensit�at des bp's
relativ zu der Intensit�at des hf-Peaks nimmt jedoch zu. Drittens wird der bp
breiter. Die letzte Beobachtung werden wir am Ende des vorliegenden Kapitels
quantitativ darstellen.

Auf linearen Skalen (Abbildungen 3.37 und 3.38) sind einige unserer Beob-
achtungen besser nachvollziehbar. Z.B. sehen wir deutlich, wie die Intensit�at
aller bp's bei steigendem x0 abnimmt, wobei der bp breiter wird. F�ur alle x0
gilt, dass der hochfrequente Peak bei q = qD (Abbildung 3.37) an ! � 40 und
bei q = qmax (Abbildung 3.38) an ! � 20 liegt. Die Position der hochfrequenten
Peaks verschiebt sich bei Variation von x0 nicht markant.

Am erstaunlichsten ist, dass der bp in allen sechs HE-Spektren �00000(q; !) der
Abbildungen 3.35 bis 3.38 in derartiger Intensit�at auftritt, dass er sich problem-
los vom hf-Peak unterscheiden l�asst. Im Gegensatz dazu verschwand im DHS-
System bei Erh�ohung der Temperatur der bp relativ schnell. Im Abschnitt 3.3.1
wurde ein Mechanismus, der zum bp f�uhrt, formuliert. Im HE-System werden
die l = 2 Moden bei kleinem Wert von q soft, besonders bei gro�en Werten
von x0. Diese koppeln �uber Modenkopplungse�ekte in die Bewegungsgleichung
aller �ubrigen Moden. Nach diesem Mechanismus k�onnen nach Gleichung (3.38)
im HE-System drei Korrelatoren �22m(qmin; t) zum Entstehen des bp beitragen.
Diese Tatsache unterst�utzt vermutlich, dass der bp im HE-System sozusagen
immer auftritt. Eine weitere m�ogliche Ursache f�ur das Auftreten des bp's bei al-
len Aspektverh�altnissen ist aus den Abbildungen 3.35, 3.37 und 3.38 ersichtlich.
Die Intensit�at des Peaks bei hohen Frequenzen in �0022m(q; !) ist bei x0 = 1:1 etwa
eine Dekade gr�o�er als bei x0 = 1:5. Dem Schema aus Gleichung (3.38) k�onnen
wir entnehmen, dass in mTT

000(q; t) diese Intensit�at quasi quadratisch auftritt.
Da die �22m(qmin; t) �uber eine Faltung in die Bewegungsgleichungen einkoppeln,
geht nirgends tats�achlich �0022m(qmin; !)

2 ein. Dennoch liegt die Vermutung na-
he, dass bei x0 = 1:1 die Vertizes um ein vielfaches kleiner sein k�onnen als
bei x0 = 1:5, um einen bp mit etwa gleicher Intensit�at hervorzurufen. Mit ei-
ner �ahnlichen Argumentation wurde �ubrigens die gro�e Intensit�at des bp im
reduzierten DHS-System erkl�art.

Wenden wir uns nun den Untersuchungen zur Variation von � zu. In Abbil-
dung 3.39 ist das System mit x0 = 1:1 und � in der �ussigen Phase dargestellt.
In den l 6= 0-Suszeptibilit�atsspektren sehen wir im Wesentlichen nur den bp an
!bp � 7. Dieser ist auch in �00000(qD; !) mit nahezu �-unabh�angiger Position zu se-
hen. Er wird allerdings sch�arfer, wenn � erh�oht wird. Die Position des hf-Peaks
verschiebt sich dagegen linear mit � zu h�oheren Frequenzen.

Das System mit x0 = 1:5 haben wir wieder sowohl auf doppelt logarith-
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Abbildung 3.37: Suszeptibilit¨atsspektren�00ll0m(q; !) anq = qD des Systems harter Ellipsoi-
de, mitx0; � 2 f1:1; 0:54, (durchgezogene Linie);1:2; 0:55, (gepunktete Linie);1:3; 0:56,
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Abbildung 3.35, jedoch lineare Skalen
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Abbildung 3.40: Suszeptibilit¨atsspektren�00ll0m(q; !) anq = qD und (ll0m) wie in den Ab-
bildungen angegeben (ll0m = 200 lineare y-Skala, sonst doppelt logarithmisch),x0 = 1:5,
�, wie in der Abbildung zu(000) bzw. wie in Abbildung 3.7 angegeben. Kurven zu
� < �c(1:5) � 0:573 grau gestrichelt, zu� = �c schwarz gestrichelt und zu� > �c
schwarz und durchgezogen. Das Ergebnis f¨ur � = 0:64 ist nur in den Abbildungen zu
m = 0 eingezeichnet
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und durchgezogen. Wie Abbildung 3.40 nur lineare Achsen
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MOLEKULARER FLÜSSIGKEITEN“ 97

mischen Achsen (Abbildung 3.40) als auch auf linearen Achsen (Abbildung
3.41) dargestellt. Wir zeigen diese Spektren, da es sich um ein typisches Spek-
trum einer molekularen Fl�ussigkeit handelt. Die Diskussion bzgl. �-Peak und
�-Minimum und bp wollen wir an dieser Stelle nicht wiederholen. Im hf-Bereich
k�onnen wir aber bei relativ gro�en Werten von x0 und � neue Beobachtungen
machen. Im System mit x0 = 1:5 an q = qD spaltet sich der hf-Peak beim gr�o�ten
Wert der Packungsdichte � = 0:64 in zwei Peaks an den Positionen !hf�(q) auf.
Ursache f�ur die Aufspaltung der hf-Peaks ist die Nichtdiagonalit�at von Sll0m(q)

bez�uglich l und l0. Auf linearer Skala (Abbildung 3.41) ist diese Aufspaltung
besser zu erkennen.

In Abbildung 3.42 schlie�lich ist �00ll0m(qD; !) des Systems der HE f�ur x0 = 1:8

dargestellt. Dieses ist nicht nur das System mit dem gr�o�ten Aspektverh�alt-
nis aller in dieser Arbeit vorgestellten Systeme, sondern die Sll0m(q) als Input
entstammen einer MD-Simulation. Die Aufspaltung des hf-Peaks bei Kontroll-
parametern im Glas ist am System mit x0 = 1:8 besonders deutlich zu sehen.
Auch die Kopplung zwischen 220- und 000-Korrelatoren �uber den 200 Korrela-
tor ist in den Suszeptibilit�atsspektren dieses Systems sehr deutlich zu sehen.
Wir wollen daher in den folgenden Unterabschnitten dieses System verst�arkt
untersuchen. An q = qD sehen wir erstens, dass der hf-Peak ab � ' �c = 0:572 in
zwei Peaks an ! = !hf�(q) aufspaltet. Zweitens erkennen wir, wie sich im Glas
alle Peakpositionen bei steigender Packungsdichte zu h�oheren Frequenzen ver-
schieben und drittens gilt, dass die Peaks umso deutlicher voneinander getrennt
sind, je h�oher der Wert von � ist.

Korrelationsspektren �00

ll0m
(q; !)

Bei der Betrachtung der Spektren �00ll0m(q; !) wollen wir von vornherein das Nie-
derfrequenzverhalten ausblenden. Wir greifen exemplarisch die Systeme mit den
extremen Werten von x0 = 1:8 (siehe Abbildungen 3.43 und 3.44) und x0 = 1:1

(siehe Abbildung 3.45) an q = qD heraus. In allen �00ll0m(qD; !) zu x0 = 1:8 tritt
bei einer Packungsdichte � > 0:575 ein bp auf, der in �0022m(qD; !) f�ur m = 1 und
m = 2 den hf-Peak weit �uberragt. In �00ll00(qD; !) ist der bp vom hf-Peak deutlich
unterscheidbar. Wieder nennen wir auch den Peak in �00ll0m(qD; !) an ! � !bp bp.

Von � = 0:631 beginnend, wandert die Position !bp des bp in �00ll00(qD; !), bei
Ann�aherung an den Glas�ubergang zu niedrigeren Frequenzen. Die Intensit�at
des bp nimmt dabei zu. Bei � � 0:574 (siehe Abbildung 3.43) ist in �00ll00(qD; !)
kein bp mehr erkennbar. � = 0:574 ist kaum gr�o�er als �c(x0 = 1:8) ' 0:573,
der Glas�ubergangspunkt. Dies bedeutet, dass der bp im HE-System auch in
�00ll0m(q; !) wesentlich h�au�ger auftritt, als im DHS-System. Die Position des
hf-Peaks verschiebt sich bei steigender Packungsdichte wieder zu h�oheren Fre-
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quenzen. Die Aufspaltung des hf-Peaks ist in �00000(qD; !) nur bei � = 0:631 zu
erkennen (siehe Abbildung 3.44).

In Systemen mit x0 = 1:1 erhalten wir ein anderes Bild. Die �00ll0m(qD; !) mit
l 6= 0 oder l0 6= 0 ver�andern sich bei der Variation von der Packungsdichte kaum.
Sie sind, wie schon die entsprechenden �00ll0m(qD; !), dominiert von einem Peak an
! � 8. F�ur das HE-System mit x0 = 1:1 haben wir keine Korrelationsfunktionen
oder Spektren im Glas berechnet. Alle Kurven in Abbildung 3.45 stammen
von Systemen in der �ussigen Phase. Dennoch k�onnen wir an ! = !bp � 7 in
�00000(qD; !) den bp erkennen, zumindest im Spektrum des Systems mit � = 0:54.
Der bp unterbricht hier den starken Anstieg von �00000(qD; !) f�ur ! ! 0. Auch
der hf-Peak ist im System mit x0 = 1:1 kaum ausgepr�agt, da sich alle Systeme
in der �ussigen Phase be�nden.

q-Abhängigkeit

Wir wenden uns nun einem Aspekt zu, der f�ur das HE-System, wegen der Nicht-
diagonalit�at von Sll0m(q) bez�uglich ll0, besonders wichtig ist. Auch in diesem Sy-
stem ist der qualitative Verlauf der Langzeitdynamik nahezu q-unabh�angig. Die
Langzeitdynamik soll hier auch nicht diskutiert werden. Vielmehr interessiert
uns die q-Abh�angigkeit der Form und der Position des bp und der hf-Peaks. Es
ist daher sinnvoll, die Ergebnisse auf linearen Skalen zu pr�asentieren. In Abbil-
dung 3.46 sind die �00ll0m(q; !) f�ur das System bei einer Packungsdichte � = 0:59

mit x0 = 1:5 dargestellt. Das System be�ndet sich folglich im Glas. Gezeigt
werden in Abb. 3.46, wie auch in den Abbildungen 3.47 und 3.48, die Spektren
an verschiedenen q-Werten zwischen q � 1 und q � 10. Bei der Darstellung
von �00ll0m(q; !) in den Abbildungen 3.47 und 3.48 gingen wir mit der Wahl von
x0 = 1:5, � = 0:64 (Abb. 3.47) und x0 = 1:8, � = 0:631 (Abb. 3.48) noch wesent-
lich tiefer ins Glas. Unser Fokus ist dabei auf die 000-Gr�o�en gerichtet. In den
Abbildungen 3.47 und 3.48 verzichteten wir auf die Darstellung der Spektren
f�ur ll0m = 200, 221 und 222.

In den drei Abbildungen 3.46, 3.47 und 3.48 erkennen wir , von ! = 0 aus
kommend, in allen Spektren bei ! = !bp den bp als ersten Peak. Seine Position
ist im Rahmen der Ablesegenauigkeit q-unabh�angig. Die Form des bp ist in
Abbildung 3.47 besonders gut zu erkennen. Die linke Flanke des bp in �00000(q; !)
ist wesentlich steiler als die rechte. Dies gilt f�ur alle q. In �00220(q; !) ist die Form
des bp allerdings q-abh�angig, nicht jedoch seine Position.

Bei x0 = 1:8 erscheint der bp wie ein Doppel- oder Dreierpeak. Die Untersu-
chungen zum Isotopene�ekt zeigen jedoch, dass die hochfrequente Flanke des
bp mit dem niederfrequenten hf-Peak (hf�) interferiert (siehe Abbildung 3.53).
Auch bei x0 = 1:8 ist in �00000(q; !) die linke Flanke des bp steiler als seine rechte
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Flanke. Dies ist bei �00220(q; !) nicht der Fall. In allen Abbildungen von �00ll0m(q; !)
sehen wir, dass die Intensit�at des bp in �00ll0(q; !) unterhalb einer bestimmten
Frequenz abrupt abnimmt.

In den drei Abbildungen 3.46 - 3.48 treten in den 000-Spektren, bei Frequen-
zen oberhalb von !bp, hf-Peaks auf. Die Position dieser hf-Peaks, ! = !hf�(q),
ist q-abh�angig. An einigen q-Werten treten zwei deutlich getrennte Peaks auf,
an anderen ist die Trennung weniger deutlich. Besonders an q = qmax ist nur ein
hf-Peak zu erkennen. Au��allig ist, dass an der Position des niederfrequenteren
hf-Peaks !hf�(q) von �00000(q; !) auch in �00220(q; !) ein hf-Peak zu erkennen ist. Bei
q = 9:8 und x0 = 1:8 ist zus�atzlich sogar die Position des Peaks an !hf+(q) in
beiden Spektren etwa gleich. Die Ursache hierf�ur ist vermutlich, dass die Dyna-
mik von �000(q; t) und �220(q; t) �uber die Frequenzmatrix aneinander gekoppelt
ist, da �200(q; t) 6= 0 ist. Die

"
Vermittlerrolle\ von �200(q; t) geht aus Abbildung

3.46 hervor. An der Frequenz !hf�(q) weist �00200(q; !) einen Peak mit positiver,
an !hf+(q) oft einen Peak mit negativer Intensit�at auf.
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6:5 (lang gestrichelte Linie) undq ' 9:8 (Kettenlinie)

Eine quantitative Untersuchung der q-Abh�angigkeit der Peakpositionen
f�uhrt uns zu Abbildung 3.49. In dieser Abbildung sind die aus den Spektren
�00000(q; !) des HE-Systems mit x0 = 1:5 und � = 0:64 abgelesenen Peakpositionen
!bp (Rauten) und !hf�(q) (Kreise) abgebildet. Wenn zwei hf-Peaks auftreten,
ist die Position des Peaks, der bei der niedrigeren Frequenz !hf�(q) liegt durch
einen leeren Kreis und die Position des Peaks, der bei h�oherer Frequenz !hf+(q)
liegt, durch einen gef�ullten Kreis markiert. Ein Vergleich mit der Abbildung
3.47 zeigt, dass in einigen F�allen die Position nicht genau angegeben werden
kann, w�ahrend in anderen F�allen die Radien der Kreise gr�o�er sind als der
Ablesefehler. Die gew�ahlte Darstellung stellt einen Kompromiss dar. An dieser
Stelle sei nochmals darauf hingewiesen, dass die Diskussion der q-Abh�angigkeit
mangels dichter St�utzstellen im q-Raum nur unvollst�andig geschehen kann.

Wie aber ist die Lage der hf-Peaks zu erkl�aren? Im HE-System sind die
nackten mikroskopischen Frequenzen durch eine Matrix nach Gleichung (3.29)
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2
0i(q), i = 1; 2; 3 der renormierten Frequenzma-

trix, (3.39) (Linien) und tats¨achliche Positionen der hf-Peaks:!hf�(q): leere und gef¨ullte
Kreise,!bp(q): Rauten. Abgelesen aus�00000(q; !) x0 = 1:5. Alles für � = 0:64, vgl. Abb.
3.47

gegeben. Im Glas k�onnen die Positionen der hf-Peaks nicht durch die nackten
Frequenzen abgesch�atzt werden. Die Frequenzen m�ussen wegen der Stei�gkeit
des Glases renormiert werden. Um die Stei�gkeit des Glases zu ber�ucksichti-
gen, gehen wir wieder analog zu G�otze et al. (vgl. Abb. 6 in [57]) vor. Neben
den tats�achlichen Peakpositionen, !hf�(q) und !bp(q), sind in Abbildung 3.49
jeweils die drei Eigenwerte 
̂0i(q), i = 1; 2; 3 der renormierten Frequenzmatrix�

̂2
m=0 (q)

���0
abgebildet. Um diese Gr�o�en zu erhalten, m�ussen die Quadrat-

wurzeln der Eigenwerte der (3� 3) Matritzen0
@ (
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berechnet werden. Die Matrixelemente sind nach [143]:

(
̂��0

ll0m=0)
2 (q) =

kBT

(I�I�0)
1=2

h�
S
0
(q)�1

�
ll0
q�l (q)q

�0

l0 (q) + C��0

ll00 (q)
i

; (3.40)

mit C��0

ll0m (q) = limt!1m��0

ll0m(q; t) und q�l (q) nach Gl. (3.8). Wir erhalten durch die
Bestimmung der Eigenwerte dieser Matritzen sozusagen ein akustisches Band
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und zwei optische B�ander (siehe Abbildung 3.49). Die hf-Peakpositionen !hf�(q)

liegen jeweils oberhalb der beiden bei h�oheren Frequenzen liegenden B�ander

̂02(q) und 
̂03(q). Sie folgen aber in etwa dem Verlauf der

"
Dispersionskurven\

!bp(q) und !hf�(q). Die Position des bp liegt zwischen den beiden
"
optischen\

B�andern 
̂01(q) und 
̂02(q) (siehe Abbildung 3.49). Im Unterschied zum DHS-
System konnten wir die renormierten Frequenzen nur auf den nicht�aquidistan-
ten St�utzstellen im q-Raum berechnen. Bei kleinen Werten von q erhalten wir
dadurch auch bei q > 1 Unstetigkeiten. Die Verl�aufe der Eigenwerte der Ma-

tritzen
�

̂2
m (q)

���0
zu m = 1 und m = 2 haben wir nicht abgebildet. Ihr Verlauf

�ahnelt stark dem von 
̂01(q) und 
̂02(q) in Abbildung 3.49.

Isotopeneffekt und Vergleich mit einer MD-Simulation

Im vorliegenden Abschnitt werden zwei Fragen beantwortet:

� Erscheint der bp auch in denjenigen Spektren, die aus einer Simulation
eines geeigneten Systems gewonnen werden?

� Ist der Isotopene�ekt anhand der Simulationsergebnisse zu erkennen?

Details zur Simulation k�onnen an dieser Stelle nicht aufgef�uhrt werden, weil
die Simulationen nicht von uns, sondern von M. Allen (Universit�at Bristol)
durchgef�uhrt wurden. M. Allen ist bekannt f�ur die Durchf�uhrung von Simu-
lationen an Systemen bestehend aus Ellipsoiden [20, 3]. Bekannt ist auch das
Buch von M. Allen und D. J. Tildesley [2], welches gerne als einf�uhrende Lite-
ratur in die Molekulardynamiksimulation von Fl�ussigkeiten gelesen wird.

Horbach et al. [66] entdeckten, dass der Bosonenpeak in den Spektren aus Si-
mulationen von Siliziumdioxid nur dann in gleichbleibender Intensit�at auftritt,
wenn ausreichend gro�e Systeme untersucht werden. Sie schlossen daraus, dass
es n�otig ist, kleine q-Werte zur Verf�ugung zu haben, um den Bosonenpeak richtig
zu erhalten. Der bp verh�alt sich nach unseren Beobachtungen genauso wie der
Bosonenpeak und auch nach unserem Mechanismus sind kleine q-Werte f�ur das
Zustandekommen des bp notwendig. M. Allen simulierte daher meistens ein Sy-
stem von 4096 Ellipsoiden. Der kleinste mit dieser Simulation erh�altliche q-Wert
war folglich (in den bisher verwendeten reduzierten Einheiten) qsimmin(4096) ' 0:4.
Durch die Wahl einer derart gro�en Simulationsbox war sichergestellt, dass der
bp, falls er �uberhaupt auftritt, zu erkennen ist. Allerdings sind auch kleinere
Systeme simuliert worden. Als Aspektverh�altnis der Rotationsellipsoide wur-
de x0 = 1:8 gew�ahlt. Vorausgehende Simulationen haben gezeigt, dass sich bei
gr�o�eren Aspektverh�altnissen nematische Ordnung einstellt [20]. Das Ziel war,
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unsere Ergebnisse mit denen einer Simulation eines Systems zu vergleichen, wel-
ches den von uns erwarteten bp im Suszeptibilit�atsspektrum m�oglichst deutlich
aufweisen sollte. Dies sollte mit dem beschriebenen System sehr gut erreicht
werden. S22m(q) des simulierten Systems ist f�ur kleine q derart gro�, dass eine
sehr deutliche Frequenztrennung zwischen den mikroskopischen Dichtemoden
und den kurzwelligen Orientierungsmoden vorliegt (siehe Abbildung 3.5). Aus
technischen Gr�unden ist es nicht m�oglich, bei derartig gro�en Systemen beson-
ders lange Laufzeiten der Simulation zu erzielen. Daher waren am Ende der
Simulation die Korrelationsfunktionen im Zeitraum nicht vollst�andig zerfallen
(siehe Abbildung 3.50).
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Abbildung 3.50:�000(qmax; t) für das System harter Ellipsoide beix0 = 1:8. Variiert wurde

jeweils nur das Tr¨agheitsmomentI = Ireal =
1+x20
20

(durchgezogene Linien),I = 2:5� Ireal
(gepunktete Linien),I = 10�Ireal (gestrichelte Linien) undI = 25�Ireal (lang gestrichelte
Linien). Die Ergebnisse einer MD-Simulation bei� = 0:66 in einer Simulationsbox mit
4096 Ellipsoiden sind grau. Die Ergebnisse der MMCT bei� = 0:56 sind schwarz und um
0:1 in y-Richtung verschoben. Weitere Information im Text

Korrelationsfunktionen von Systemen geringerer Dichte zerfallen zwar
schnell, dann verdeckt jedoch die strukturelle Relaxation Teile der mikroskopi-
schen Dynamik. Die Schrittweite �t1 = 0:05, mit der die Daten f�ur kleine Zeiten
erzeugt wurden, legt eine obere Schranke f�ur die fouriertransformierten Daten
fest. Eine untere Schranke f�ur die Frequenzachse der Spektren wird durch die
maximale Simulationszeit festgelegt. Die l�angste Simulation wurde an einem
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Abbildung 3.51: Simulationsergebnis f¨ur �00000(q; !) für das System harter Ellipsoide bei
x0 = 1:8, � = 0:66, q ' 0:82 (durchgezogene Linie),q ' 2:32 (gepunktete Linie)q '
2:71 (kurz gestrichelte Linie)q ' 7:21 (lang gestrichelte-breite Linie). Simuliert wurde ein
System aus 512 Ellipsoiden

System aus 512 Ellipsoiden (x0 = 1:8, � = 0:631) durchgef�uhrt. Der durch die
Systemgr�o�e gegebene untere q-Cut-o� ist qsimmin(512) ' 0:8. In Abbildung 3:51

sind Suszeptibilit�atsspektren �00000(q; !) abgebildet, die aus Ergebnissen dieser
Simulation berechnet wurden. Wir erkennen in �00000(q > qmin; !) deutlich den
bp. Es h�atte folglich f�ur unsere Zwecke ausgereicht, lediglich 512 Teilchen zu
simulieren. Es stellt sich die Frage, ob der bp bei kleineren Systemen verschwin-
den w�urde. Dies wurde bisher nicht untersucht. Tats�achlich ist die Position des
bp bei q ' 2:32 (gepunktete Linie) und q ' 2:71 (gestrichelte Linien) gleich der
bei q = qmax (breite gestrichelte Linie, jeweils in Abb. 3.52). Die Position der
hf-Peaks ist dagegen q-abh�angig.

Nachdem wir den bp in den �00ll0m(q; !) der Simulation erkennen konnten, war
ein wichtiges weiteres Ziel, den Isotopene�ekt im Rahmen der MD-Simulation
zu untersuchen. Das Tr�agheitsmoment I kann auch in dem simulierten System
weitgehend beliebig variiert werden. M. Allen setzte I = Ireal =

1+x20
20

, wie auch
in Abbildung 3.51, I = 2:5 � Ireal, I = 10 � Ireal und I = 25 � Ireal (x0 = 1:8).
Die Ergebnisse f�ur die Dichte-Dichte-Korrelationsfunktionen �sim000 (qmax; t) sind
in Abbildung 3.50 dargestellt. Weiterhin wurde in dieser Abbildungen das Er-
gebnis der Modenkopplungstheorie �mct

000 (qmax; t) f�ur nahezu das gleiche System
gegen�ubergestellt. Da die Tendenz zur Glasbildung durch die MCT �ubersch�atzt
wird, wurde ein System mit dem gleichen Aspektverh�altnis, jedoch mit deut-
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Abbildung 3.52: Suszeptibilit¨atsspektren�00ll0m(qD; !) der MMCT-Daten aus Abbildung

3.50, jedoch f¨ur alle ll0m Werte undq = qD. I = Ireal =
1+x20
20

(durchgezogene Linien),
I = 2:5� Ireal (gepunktete Linien),I = 10� Ireal (gestrichelte Linien) undI = 25� Ireal
(lang gestrichelte Linien). Bei (200) ist die y-Achse linear, sonst logarithmisch,x0 = 1:8,
� = 0:56. Die Position des bp verschiebt sich linear mitI�1=2. Dies ist im Bild oben
rechts dargestellt. Darin:!bp (Die Zentren der Kreise sind die Mittelwerte der!bp von al-
len fünf Spektren, die Radien der Kreise entsprechen etwa der Standardabweichung) und
!bp(I) = 7:1� I�1=2 (gestrichelte Linie)
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lich niedrigerer Packungsdichte � = 0:56 verwendet. Bei dieser Wahl war die
�-Relaxationszeit des simulierten Systems vergleichbar mit der des numerisch
gel�osten Systems. Die statischen Strukturfaktoren, als Eingabe in die MMCT-
Gleichungen, entstammen ebenfalls einer Simulation von M. Allen (siehe Abbil-
dung 3.5). Bei der L�osung der MMCT-Gleichungen wurden die gleichen Werte
f�ur I eingesetzt, wie in der Simulation.

Abbildung 3.50 zeigt, dass die Variation von I in der Simulation die von
den MMCT-Resultaten vorhergesagten Folgen hat. F�ur �000(q; t) gilt sowohl f�ur
die Simulation als auch f�ur die Numerik, dass sich nach der mikroskopischen
Relaxation, die in allen Systemen nahezu gleich verl�auft, ein Plateau ausbil-
det. Die L�ange des Plateaus wird vom Wert von I bestimmt, je gr�o�er dieser
Wert ist, desto l�anger bleibt �000(q; t) auf dem Plateau. Nach dem Verlassen des
Plateaus relaxieren die Korrelatoren im Parallelschwung auf Null. Die einzigen
wesentlichen Unterschiede zwischen �sim000 (q; t) und �mct

000 (q; t) treten bei der Kurz-
zeitdynamik auf. Erwartungsgem�a� oszillieren die aus der MMCT erhaltenen
Korrelatoren ausgepr�agter, als die Korrelatoren der Simulation (vergleiche die
Einleitung zu Kapitel 3.3).
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Abbildung 3.53: Der Isotopeneffekt illustriert an�00000(qD; !) bei x0 = 1:8, � = 0:631,
I = Ireal (durchgezogene Linie) undI = 10 � Ireal (gestrichelte Linie). Da der bp bei
I = 10�Ireal bei niedrigeren Frequenzen liegt, ist die Aufspaltung des hf-Peaks zu erkennen

F�ur die quantitative Untersuchung bzgl. des Isotopene�ekts wollen wir wie-
der die Spektren betrachten. Wir verlassen dazu die Simulation, da die aus der
Simulation erh�altlichen Spektren f�ur kleine ! nicht berechnet werden k�onnen.
Die folgenden numerischen Untersuchungen liefern qualitativ die gleichen Re-
sultate wie Untersuchungen im Rahmen der MD-Simulation. In diesem Zusam-
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menhang sei nochmals darauf hingewiesen, dass in Abbildungen von �00(q; !)
und �00(q; !), vor allem die hf-Peaks der numerischen Ergebnisse sch�arfer sind,
als sie in den Spektren der Simulation w�aren. In Abbildung 3.52 sind die Sus-
zeptibilit�atsspektren �00ll0m(qD; !) des Systems dargestellt, dessen �mct

000 (qmax; t) in
Abbildung 3.50 zu sehen ist. Wir erkennen, dass der bp in allen f�unf Spek-
tren auftritt. In den ll0m = 22m Spektren sind bei kleinem Wert von I der
bp und der hf-Peak miteinander verschmolzen, erst bei gro�em Wert von I ist
erkennbar, dass es sich hier um zwei unterschiedliche Anregungen handelt. In
Abbildung 3.52 oben rechts ist eine aus allen f�unf Spektren abgelesene mittle-
re Peakposition des bp !bp �uber I�1=2 aufgetragen. Die Punkte k�onnen durch
eine Ursprungsgerade verbunden werden. Auch an Abbildung 3.50 ist gut zu
erkennen, dass die �ll00(q; t) ll

0 = 00; 20; 22 miteinander gekoppelt sind. An der
Position !hf+(q) ist in �00000(q; !) ein Peak, in �00200(q; !) ein Peak negativer Inten-
sit�at und in �00220(q; !) ein Peak mit sehr geringer Intensit�at. An der Position
!hf�(q) ist in allen drei Spektren �00ll00(q; !) ein Peak mit positiver Intensit�at.
Dieser Peak ist jedoch nur bei gro�em Wert von I gut zu erkennen.

Im HE-System ist der bp, sowohl in Suszeptibilit�atsspektren, die aus Simu-
lationen gewonnen wurden, als auch in Suszeptibilit�atsspektren, die numerisch
erhalten wurden, vorhanden und zeigt den Isotopene�ekt. Dass der Isotopenef-
fekt auch in �00000(q; !) auftritt, zeigt Abbildung 3.53 am Beispiel der Parameter
x0 = 1:8 und � = 0:631. In dieser Abbildung scheint der bp bei I = Ireal ein
Doppel- oder gar ein Dreier-Peak zu sein. Durch Erh�ohung von I auf I = 10�Ireal
wandern jedoch lediglich die Positionen der bei den niedrigeren Frequenzen lie-
genden Anteile des Peaks in einen noch niedrigeren Frequenzbereich, w�ahrend
der an ! = !hf�(q) gelegene Anteil seine Position kaum ver�andert. Es han-
delt sich hier vermutlich um den mikroskopischen Peak, dessen Position durch

einen niedrigen Eigenwert der Matrix
�

̂0(qD)

���0
abgesch�atzt werden kann

(vgl. (3.39) und Abbildung 3.49). Nur der niederfrequente Anteil des Peaks ist
folglich der bp.

Zusammenfassung der Dynamik des HE-Systems

In der Zusammenfassung unserer Ergebnisse bez�uglich der Dynamik des HE-
Systems wollen wir vor allem die Unterschiede zwischen dem HE-System und
dem DHS-System darstellen. Hinsichtlich der Langzeitdynamik sind wir auch
im HE-System auf keine �Uberraschungen getro�en. Da immer alle betrachteten
Korrelatoren gleichzeitig via eines Typ B-�Ubergangs einfrieren, treten in allen
Suszeptibilit�atsspektren �-Peaks auf, sofern das System in der �ussigen Phase
be�ndet. Bei kleinem Aspektverh�altnis ist allerdings die Intensit�at der �-Peaks
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in den Spektren der Orientierungskorrelatoren sehr gering.
Der bp tritt auch in den Spektren des HE-Systems auf und ist sogar bei

allen untersuchten Aspektverh�altnissen vorhanden. Das Auftreten des bp war
universell. Dies liegt vermutlich u.a. daran, dass in diesem System die langsame
mikroskopische Orientierungsdynamik bei kleinen q-Werten von drei Korrela-
toren vollzogen wird (vergleiche Abbildung 3.54)12. Ein weiterer Grund ist,
dass bei kleinem jx0 � 1j die Kurzzeitdynamik der Orientierungskorrelations-
funktionen an Gewicht gegen�uber der strukturellen Relaxation gewinnt. In der
Zusammenfassung der Ergebnisse des DHS-Systems (Abschnitt 3.3.1) wurde
ein Mechanismus als Erkl�arung f�ur den bp formuliert, der auf das System der
HE �ubertragbar ist. An die Stelle der Dipolmoden treten hier jedoch quadru-
polare (l = 2) Moden. Die l = 2 Moden erhalten wegen der Tendenz der HE zur
nematischen Ordnung eine gro�e Amplitude und werden soft.

0 2 4 6 8 10 12
q

0

4

8

12

16

20

24

28

32

E
W

(Ω
ll’

m
(q

))

Abbildung 3.54: Nackte mikroskopische Frequenzen
(q) des HE-Systems beix0 = 1:5,
� = 0:64 (siehe Gleichung (3.29)). Großer und kleiner Eigenwert der
ll00(q), ll0 2 f0; 2g
-Matrix (4 und5), 
221(q) ( ) und
222(q) (Æ)

Auch am System der HE haben wir die Abh�angigkeit der bp-Position !bp
und der Intensit�at des bp hbp von der Variation der Kontrollparameter, des
Aspektverh�altnisses x0 und der Packungsdichte � untersucht. Die jeweiligen
Werte daf�ur wurden den Suszeptibilit�atsspektren entnommen, da in diesen der
bp �uber einen weiteren Kontrollparameterbereich erkennbar ist als in �00ll0m(q; !).

12Bei kurzreichweitiger Wechselwirkung, also auch bei den HE, sind alleS22m(q ! 0) identisch. Diese
Größe heißt

”
optische Kerrkonstante“.
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Die Werte zur Variation von x0 sind in Tabelle 5.1 zusammengestellt. Als Ma�
f�ur die Abweichung der HE von harten Kugeln, also als Ma� f�ur die Bedeutung

der ODOF, schien uns die Gr�o�e X =
�
x20�1
x20+1

�2
geeignet (siehe z.B. [88]). Wei-

terhin haben wir versucht, unsere Beobachtung, dass bei Zunahme des Aspekt-
verh�altnisses der bp breiter wird, in Zahlen zu fassen. In Tabelle 5.1 be�ndet
sich daher eine weitere Spalte, die die logarithmierte Halbwertsbreite �bp des
bp enth�alt.

x0 � X =
�
x20�1
x20+1

�2
log(�bp) (Dekaden) !bp hbp

1.1 0.5400 0.009 0.18 7.0 0.19
1.2 0.5500 0.032 0.30 6.5 0.24
1.3 0.5600 0.068 0.56 6.2 0.20
1.4 0.5700 0.102 0.60 6.1 0.18
1.5 0.5725 0.144 0.61 6.1 0.16
1.8 0.5600 0.281 0.89 6.0 0.11

Tabelle 3.1: Logarithmierte Halbwertsbreitelog(�bp) des bp’s in Abh¨angigkeit vom Aspekt-

verhältnisx0 bzw. vonX =
�
x20�1
x20+1

�2
abgelesen aus Abbildung 3.36, also von�00000(qD; !).

Peakposition!bp und Peakh¨ohehbp, abgelesen aus einer Abbildung mit linearen Skalen

In Abbildung 3.55a sind die Werte aus Tabelle 3.1 gra�sch dargestellt. Bei
Erh�ohung von x0 verschiebt sich die Position des bp zu etwas niedrigeren Fre-
quenzen, w�ahrend seine absolute Intensit�at am betrachteten q-Wert, q = qD,
abnimmt. Die relative Intensit�at des bp im Vergleich zu derjenigen der hf-
Peaks nimmt dagegen mit steigendem x0 zu (vgl. die Abbildung 3.37). Wir
erkennen auch eine deutliche Zunahme der Halbwertsbreite des bp �bp mit
steigendem Aspektverh�altnis. Bemerkenswert ist, dass f�ur die Position des bp
im HE-System eine vage obere Schranke angegeben werden kann. Bei x0 = 1

ist S220(q) = S221(q) = S222(q) = 1 8q (insbesondere f�ur q = 0), folglich ist

22m(q ! 0; x0 = 1) =

p
6=I =

p
60 bei Kugeln homogener Masseverteilung.

Im HE-System sollte folglich !bp < 8 gelten. Die Werte aus Tabelle 3.1 sind
typische Werte f�ur den bp im System der HE's, bei x0 > 1.

Bei Erh�ohung der Packungsdichte verschiebt sich !bp, wie schon bei den
DHS, zu h�oheren Frequenzen, dieses Verhalten ist ab � ' �c in allen unter-
suchten Systemen mehr ausgepr�agt. Im Fall der HE mit x0 = 1:5 nimmt, hbp
mit steigendem � stetig ab. Dies war bei den DHS, bei T � = 0:04, lediglich f�ur
q > qmax der Fall.

Bei diesem System wurde ein Vergleich mit einer Computersimulation durch-
gef�uhrt. Dabei fanden wir den bp in den Suszeptibilit�atsspektren vor. Weiterhin
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Abbildung 3.55: Abh¨angigkeit der Position!bp (schwarze Linie und Kreise) und der Inten-
sität hbp � 20 (graue Linie und Diamanten) des bp von (a): dem symmetrisierten Aspekt-

verhältnisX =
�
x20�1
x20+1

�2
(� knapp unterhalb der Glas¨ubergangslinie), vgl. Tabelle 3.1 und

(b): der Packungsdichte� (x0 = 1:5). In (a) ist zus¨atzlich die Abhängigkeit der logarithmier-
ten Halbwertsbreite�bp(x0)�5 angegeben (gestrichelte Linie und Quadrate), abgelesen aus
�00000(qD; !) (Abbildung 3.36)

konnten wir die Simulation dazu nutzen, den Isotopene�ekt zu testen. Es stellte
sich heraus, dass es tats�achlich einen Prozess gibt, der sich proportional zu I�1=2

verlangsamt. Lediglich im Kurzzeitverhalten sind au��allige Unterschiede zwi-
schen den Ergebnissen der numerischen L�osung der MMCT-Gleichungen und
der Simulation vorhanden. Allerdings sind diese Abweichungen erkl�arbar und
schon bekannt [107]. F�ur die Wahl des D�ampfungstermes ���

0

ll0m(q), der das Kurz-
zeitverhalten der Korrelatoren mitbestimmt, ist uns keine Theorie bekannt. Wir
setzten ���

0

ll0m(q) = 0. Als Folge entstanden unnat�urlich starke Oszillationen bei
kurzen Zeiten.

Durch die Wahl von ���
0

ll0m(q) = 0 haben wir, vermutlich wegen der Nichtdiago-
nalit�at von Sll0m(q) und 
ll0m(q), die M�oglichkeit, das Auftreten zweier hf-Peaks
zu beobachten. Wenn der D�ampfungsterm zu gro� gew�ahlt wird, verschmel-
zen die beiden mikroskopischen Peaks, die bei manchen q-Werten auftreten, zu
einem Peak. F�ur die meisten Ergebnisse in der �ussigen Phase, sowie in der
Simulation, ist das ohnehin der Fall.

Bez�uglich weiterer Eigenschaften, vor allem des bp, werden die im DHS-
System gefundenen Resultate durch die eben dargestellten Resultate best�atigt.



Kapitel 4

Schematische Modelle f ¨ur molekulare
Systeme

Im Folgenden werden wir zwei schematische Modelle f�ur die im Abschnitt 3.3
behandelten molekularen Systeme darstellen und diskutieren. Das Modell f�ur
das DHS-System werden wir dazu verwenden, einige analytische Untersuchun-
gen durchzuf�uhren. Schematische Modelle sind solche, in denen die Moden-
kopplungsgleichungen karikiert werden, z.B. durch die Unterdr�uckung der q-
Abh�angigkeit der Korrelatoren. Im Abschnitt 2.2 wurde bereits das Leutheu-
sermodell dazu verwendet, die Potenzgesetze im �-Regime relativ einfach her-
zuleiten.

Auch die Modenkopplungsgleichungen der molekularen Theorie lassen sich
karikieren. Bereits in den Gleichungen (3.35) und (3.38) formulierten wir Sche-
mata, nach denen sich die Modenkopplungskerne der jeweiligen molekularen
Fl�ussigkeit zusammensetzen.

Im Folgenden werden systematisch Abh�angigkeiten reduziert, um zu
m�oglichst einfachen Gleichungen m�oglichst weniger Korrelatoren zu gelan-
gen. Ausgehend von den molekularen MCT-Gleichungen (3.9) und (3.22), ver-
nachl�assigen wir als erstes die �; �0-Abh�angigkeit. Weiterhin unterdr�ucken wir
die q- und die m- Abh�angigkeit der Gleichungen. Zudem sollen die Korrelato-
ren diagonal in l; l0 sein, wie es bei den DHS ohnehin der Fall ist. Es entstehen
folgende Gleichungen

��l(t) + 
2
l �l(t) + �l _�l(t) + 
2

l

Z t

0

dt0ml(t� t0) _�l(t0) = 0; l 2 f0; 1; 2; 3; :::; lcog (4.1)

und

ml(t) =

( Plco
kk0=0

k+k0gerade

v
(l)
k;k0�k�k0 ; l geradePlco=2

kk0=0 v
(l)
2k+1;2k0�2k+1�2k0 ; l ungerade:

(4.2)

115
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Als Anfangsbedingungen w�ahlen wir �l(t) = 1 und _�l(t) = 0.

Um das DHS-System zu karikieren, setzen wir lco = 1 und erhalten f�ur die
ml(t):

m0(t) = v
(0)
00 �

2
0(t) + v

(0)
11 �

2
1(t) (4.3a)

m1(t) = v(1)10 �0(t)�1(t): (4.3b)

Das auf diese Art erhaltene Zweikomponentenmodell wird in Abschnitt 4.1
diskutiert.

Um das HE-System zu karikieren, setzen wir lco = 2 und ber�ucksichtigen,
dass wegen der Kopf-Schwanz-Symmetrie der Ellipsoide die l = 1 Korrelatoren
bei der Betrachtung des Glas�ubergangs dieses Systems �uber�ussig sind. Wir
erhalten:

ml = v
(l)
00�

2
0 + v

(l)
20�0�2 + v

(l)
22�

2
2; l 2 f0; 2g: (4.4)

Das auf diese Art erhaltene Zweikomponentenmodell wird in Abschnitt 4.2
diskutiert.

In beiden F�allen wollen wir uns die Schwerpunktsbewegung, karikiert durch
�(qmax; t) ! �0(t), vorstellen, w�ahrend �1(t) bzw. �2(t) die langsamen Orientie-
rungsmoden �11(qmin; t) bzw. �22m(qmin; t) repr�asentieren. Diese beiden Moden
spielen unserer Vorstellung nach eine herausragende Rolle, sowohl f�ur die sta-
tischen als auch f�ur die dynamischen Eigenschaften molekularer Fl�ussigkeiten.

4.1 Das Bosse-Krieger-Modell

1986 f�uhrten Bosse und Krieger [82] das durch die Gleichungen (4.1) und
(4.3) de�nierte schematische Modell ein. Wir wollen dieses im Folgenden

"
BK-

Modell\ nennen. Die Form des BK-Modells war in [82] auf folgende Art und
Weise motiviert: Der Korrelator �0(t) soll die Dichteuktuationen, �1(t) die
Ladungsuktuationen eines symmetrisch geschmolzenen Salzes repr�asentieren.
Die Symmetrie impliziert, dass in m0(t) nur 0-0- und 1-1-Kopplungen, in m1(t)

nur 1-0 Kopplungen auftreten.

Von G�otze und Hausmann wurde das Phasendiagramm dieses Modells im
gesamten, durch die Kontrollparameter v(0)00 , v

(0)
11 und v

(1)
10 aufgespannten, Pha-

senraum dargestellt [53]. Um den Vergleich mit dem System der DHS durch-
zuf�uhren, werden wir die Kontrollparameter umbenennen und diese derart ein-
schr�anken, dass wir uns auf nur einer Fl�ache im Phasenraum bewegen. Wir
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setzen

v
(0)
00 := �; (4.5a)

v
(0)
11 :=

x

T
und (4.5b)

v
(1)
10 :=

1

T
(4.5c)

und legen uns auf x = 0:15 fest. Im Laplaceraum wird das BK-Modell beschrie-
ben durch die Gleichung

z�l(z)

1 + z�l(z)
=

z2 + iz�l

2
l

+ zml(z); l 2 f0; 1g (4.6)

mit �l(z) := LT (�l(t))(z) = i
R1
0
dteizt�l(t). Im Grenzwert T ! 1 verschwinden

die Kontrollparameter v(0)11 und v
(1)
10 und dieses BK-Modell geht in das Leutheu-

sermodell �uber.

4.1.1 Resultate f ¨ur die Statik
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Abbildung 4.1: Phasendiagramm des BK-Modells. Die durchgezogene Linie�cTyp B(T ) und
die gestrichelte Linie�cTyp A(T ) sind kritische Linien, an denen ein nicht kontinuierlicher
(Typ B) und ein kontinuierlicher (Typ A) Glas¨ubergang stattfindet. A’ und B’ markieren die
Pfade, entlang derer wir die Kontrollparameterabh¨angigkeit der Dynamik untersucht haben

Das Phasendiagramm des beschriebenen BK-Modells erhalten wir, indem
wir Gl. (4.6) im Limes z ! 0 l�osen (limz!0 z�l(z) = �fl). Wir erhalten:



118 KAPITEL 4. SCHEMATISCHE MODELLE F̈UR MOLEKULARE SYSTEME

� F�ur den Nichtergodizit�atsparameter f1 gilt:

f1 =

�
0 ; T

f0
> 1

1� T
f0

; sonst;
(4.7)

� Es gibt einen Typ A-�Ubergang f�ur �1(t) bei �cTyp A(T ) =
1

T�T 2 , f�ur T � 0:5.

� Es gibt einen Typ B-�Ubergang f�ur �0(t) bei �cB = 4 f�ur T > 0:5. Wie beim
Leutheusermodell ist der kritische Nichtergodizit�atsparameter f c0 = 0:5.

� Es gibt f�ur T < 0:5 einen Typ B-�Ubergang f�ur beide Korrelatoren gleich-
zeitig. Der Verlauf der �Ubergangslinie �cTyp B(T ) und die Werte von fl(T )

sind algebraisch bestimmbar.

Aus diesen Ergebnissen folgt das Phasendiagramm in Abbildung 4.1.
Dieses Phasendiagramm hat gro�e �Ahnlichkeit mit dem Phasendiagramm

des DHS-Systems, Abbildung 3.3. Mit dem so de�nierten BK-Modell soll im
Folgenden die Dynamik molekularer Fl�ussigkeiten analysiert werden.

4.1.2 Resultate f ¨ur die Dynamik: numerisch
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Abbildung 4.2:�00l (!) des BK-Modells für 
0 = 1, 
1 = 1=10, �0 = 2, �1 = 0:5, x = 0:15
undT = 0:2 entlang Pfad A’ für � = (1 + ")�c, �c ' 2:8931318, " = �e�n
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Abbildung 4.3:�00l (!) des BK-Modells für 
0 = 1, 
1 = 1=10, �0 = �1 = 0, x = 0:15 und
T = 0:7 entlang Pfad B’ für � = (1 + ")�c, �c = 4, " = �e�n

Im Verlauf der vorliegenden Studie wurde hypothetisiert, dass der Buckel
oder Peak (bp) in �0000(q; !) (DHS) oder �

00
ll0m(q; !) (HE), der sich etwa eine De-

kade unterhalb des hf-Peaks be�ndet, von einer langsamen Orientierungsmode
verursacht wird. Um den Mechanismus, der f�ur das Einkoppeln der Orientie-
rungsmode in die Schwerpunktmode verantwortlich ist, im BK-Modell karikie-
ren zu k�onnen, sollte z.B. 
1 � 1

10

0 gesetzt werden. L�osen wir das BK-Modell

mit dem etablierten numerischen Verfahren (siehe [48] und Anhang A.2), erhal-
ten wir f�ur den 0-Korrelator erwartungsgem�a� Kurvenverl�aufe, die denen des
00-Korrelators des DHS-Systems �ahneln.

Die Abbildungen 4.2 und 4.3 zeigen �00l (!) f�ur 
0 = 1 und 
1 = 0:1 entlang der
Pfade A' und B' aus Abbildung 4.1. Aus der ergodischen Phase kommend, nicht
zu nahe der �Ubergangslinie, sehen wir in �000(!) lediglich den �-Peak und den mi-
kroskopischen Peak. N�ahern wir uns jedoch der �Ubergangslinie, sehen wir, dass
sich der mikroskopische Peak zu h�oheren Frequenzen verschiebt, da die

"
Fl�ussig-

keit\ steifer wird. Gleichzeitig wandert der �-Peak zu niedrigeren Frequenzen
und bei ! � 
1 erscheint ein dritter Peak. Letzteren wollen wir

"
Bossepeak\

(Bp) nennen. Das schematische Modell demonstriert, dass ein zus�atzlicher nie-
derfrequenter Peak nur dann auftritt, wenn die mikroskopische Dynamik von
�1(t) ausreichend "

soft\ im Vergleich zu der von �0(t) ist.

Das BK-Modell l�asst sich numerisch schnell l�osen. Daher konnten wir die



120 KAPITEL 4. SCHEMATISCHE MODELLE F̈UR MOLEKULARE SYSTEME

Ver�anderung der Resultate bei Variation der Parameter 
l, �l, x, T und � gr�und-
lich untersuchen. W�ahlen wir z.B. die D�ampfungen �l sehr gro� und setzen uns
auf einen festen Punkt im T -�-Raum, T = 0:7, � = 3:9995, und variieren den
Wert von 
1, bildet sich in �0(t) bis t � 2�=
1 ein weiteres Plateau, zus�atzlich
zum Plateau der strukturellen Relaxation, aus (vgl. Abbildung 4.4). Au�erdem
erkennen wir, dass die Kurven nach dem Verlassen des zus�atzlichen Plateaus
wieder im Parallelschwung auf Null relaxieren. Dieses Verhalten ist analog zu
dem Verhalten des Schwerpunktkorrelators bei Variation des Tr�agheitsmoments
im DHS- und im HE-System. Die Position des �-Peaks verschiebt sich, wie die
Position des Bp's, proportional zu 
1. Im Anhang B be�ndet sich eine Anlei-
tung f�ur die Verwendung des Programms zum L�osen der Gleichungen (4.1) und
(4.3).
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Abbildung 4.4:�0(t) Des Bosse-Krieger-Modells f¨ur T = 0:7, � = 3:9995, x = 0:15,

0 = 1, �0 = 10, �1 = 1, bei variierendem
2

1 = 10�n, n = 0; 1; 2; 3; 4, von links nach
rechts

Wir wollen im Folgenden m�oglichst weitgehende analytische Untersuchungen
�uber den Einuss der soften Mode �1(t) auf die Dynamik von �0(t) durchf�uhren.

4.1.3 Resultate f ¨ur die Dynamik: analytisch

Im Rahmen analytischer Untersuchungen des BK-Modells haben wir besonders
zwei F�alle betrachtet:

� Ein reduziertes BK-Modell direkt am Glas�ubergang und
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� das BK-Modell tief im Glas.

F�ur beide Untersuchungen ist es wichtig, dass durch die Wahl von 
1 � 
0 im
BK-Modell eine zus�atzliche Zeitskalentrennung im Vergleich zu Einkomponen-
tenmodellen m�oglich ist.

Eine �-Skalengleichung mit” frequenzabḧangigem“ Separationsparameter

Die Abbildungen 4.2 und 4.3 zeigen, dass das Auftreten des Bp auf das Ein-
koppeln einer soften Mode in die Bewegungsgleichung f�ur �0(t) zur�uckzuf�uhren
ist. Wir wollen im vorliegenden Abschnitt das BK-Modell dahingehend ver-
einfachen, dass diese softe Mode harmonisch wird. Dies kann dadurch erreicht
werden, dass wir m1(t) = 0 setzen. Um die folgenden Gleichungen zu vereinfa-
chen, nehmen wir an, dass �1(t) durch �1 aperiodisch ged�ampft wird, d.h., dass
�1 = 2
1 ist. Eine Verallgemeinerung auf beliebige D�ampfung ist einfach. m0(z)

vereinfacht sich durch diese Ver�anderungen zu

m0(z) = �LTf�20(t)g+
x

T (z + i�1)
� x�1
T (z + i�1)2

: (4.8)

Im Abschnitt 2.2 haben wir gesehen, dass am Glas�ubergangspunkt die Dy-
namik eines Korrelators �(t) f�ur t!1 bzw. z ! 0 durch ein einfaches Potenz-
gesetz beschrieben werden kann, �(t) = f + G(t=t0) = f + (t=t0)

�a. Wir wollen
nun den Einuss des zus�atzlichen Terms x

T
�21(t) f�ur diesen analytisch besonders

einfachen Fall untersuchen.
Die �-Skalengleichung (vergleiche Abschnitt 2.2.3 Gleichung (2.22) - (2.27))

f�ur �0(t) = f0 +G0(t) lautet (�0 = 0)

�f0 + zĜ0(z)

1� f0 + zĜ0)(z)
=

z2


2
0

+ zLT (�(f0 +G0(t))
2)(z)� zx

T (z + i�1)
+

zx�1
T (z + i�1)2

: (4.9)

Quadratisch in G0(t) erhalten wir exakt am �Ubergang, d.h. bei dem Wert des
Separationsparameter �0 = 0:

�zLTfG2
0(t)g(z) + z2G2

0(z) +
z2


2
0

+
zx

T (z + i�1)
� zx�1
T (z + i�1)2| {z }

:=�1(z)

= 0 (4.10)

Der zus�atzliche Term �1(z) ist ein frequenzabḧangiger Separationsparameter, der f�ur
z ! 0 langsamer verschwindet, als der mikroskopische Term z2


2
0
.

Wir wollen nun �1(z) als kleine St�orung betrachten, was z.B. durch die Wahl
eines kleinen Wertes von x erreicht werden kann. In diesem Fall gilt in nullter
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Abbildung 4.5:�000(!) des reduzierten Bosse-Krieger-Modells, f¨ur verschiedene kleine Wer-
te vonx (siehe Abbildung).�1 bzw. 
1 sind entsprechend der Vorschrift (4.11) skaliert.
T = 0:7, � = 4

N�aherung G
(0)
0 (t) = (t=t0)

�a. Nach 4.10 erwarten wir in f�uhrender Ordnung die
G�ultigkeit des Skalengesetzes

zĜ0(x̂=T; �̂1; ẑ) = !�azG0(!
�2ax=T; !�1�1; !�1=z): (4.11)

L�osen wir das BK-Modell numerisch f�ur unterschiedliche Werte von x=T und
entsprechend skalierte Werte von �1 bzw. 
1 an � = �c = 4, erhalten wir die in
Abbildung 4.5 dargestellten Ergebnisse.

Zus�atzliche Skalierung der x- und der y-Achse liefert in der N�ahe der St�orung
erwartungsgem�a� einen Datenkollaps (siehe Abbildung 4.6).

Erweiterungen am Ausdruck f�ur G0(t) konnten nicht erhalten werden. Wir
versuchten z.B., die �-Skalengleichung �uber die nullte N�aherung hinausgehend
zu untersuchen. Dazu muss das kritische Gesetz um Korrekturen proportional
zu t(2n+1)a, n 2 0; 1; 2; : : : erweitert werden [51]. Diese Berechnungen gaben leider
keinen Aufschluss, z.B. �uber die Form des Bp.

Das Bosse-Krieger-Modell tief im Glas

Im vorliegenden Unterabschnitt wird das BK-Modell tief im Glas untersucht.
Dazu betrachten wir analog zu der Arbeit von G�otze und Mayr [57] den Grenz-
wert fl ! 1. L�osen wir die Bewegungsgleichungen des Modells bei � = �c(T =
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Abbildung 4.6:�000(!) des reduzierten BK-Modells, f¨ur verschiedene kleine Werte vonx,
d.h. wie Abbildung 4.5, jedoch neben�1 und
1 sind auch diex- und diey-Achse entspre-
chend der Vorschrift (4.11) skaliert.T = 0:7, � = 4

0:2) = 2:8931318, T = 0:2, T = 0:2 � (1 � e�0:5n) und x = 0:15, d.h. in der Glas-
phase, erhalten wir f�ur �000(!) und �000(!) die in den Abbildungen 4.7 und 4.8
dargestellten Resultate. Wir werden den Peak an ! � 
1 sowohl in �000(!) als
auch in �000(!) Bp nennen.

Nach [54] k�onnen die MCT-Gleichungen im Glas durch die Transformation

�l(t) = fl + (1� fl)�̂l(t) (4.12)

auf die gewohnte Form

�̂
�l(t) + 
̂2

l �̂l(t) + 
̂2
l

Z t

0

dt0m̂l(t� t0) _̂�l(t
0) = 0; l 2 f0; 1g (4.13)

in Variablen mit Hut gebracht werden, mit 
̂l =

lp
1�fl und m̂l(t) = (1�fl)ml(t)�fl

(� = �̂ = 0). Es ergibt sich die Kurzzeitentwicklung �̂l(t) = 1� 
̂2
l

2
t2.

Zur Untersuchung des Verhaltens von �0(t) bei l�angeren Zeiten verwenden
wir die Gleichungen (4.6) und setzen (4.12) ein. Mit Æl := 1 � fl und �l = 0
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Abbildung 4.7:�000(!) des Bosse-Krieger-Modells, f¨ur � = �c(T = 0:2) = 2:8931318 und
T = 0:2 � (1 � e�0:5n), n = 1; 2; 3; : : : 8 (�0 = �1 = 0, 
0 = 1, 
1 = 0:1), die kritische
Linie ist gestrichelt

erhalten wir, mit Ged�achtniskernen ml(z) ohne Hut:

�fl + zÆl�̂l(z)

1� fl + zÆl�̂l(z)
=

z2


2
l

+ zml(z); (4.14a)

m0(z) = ��f 2
0

1

z
+ 2�Æ0f0�̂0(z) + �Æ20LTf�̂20(t)g(z) + (4.14b)

� x

T
f 2
1

1

z
+ 2

x

T
Æ1f1�̂1(z) +

x

T
Æ21LTf�̂21(t)g(z);

m1(z) =
1

T

�
�f1f0

z
+ f1Æ0�̂0(z) + f0Æ1�̂1(z) + Æ0Æ1LTf�̂0(t)�̂1(t)g(z)

�
: (4.14c)

Da sich das System im Glas be�ndet, treten sowohl auf der linken als auch auf
der rechten Seite von Gl. (4.14a) z-unabh�angige Terme auf. Diese addieren sich
zu Null und werden nicht weiter ber�ucksichtigt.

Wir wenden uns zun�achst der Gleichung f�ur l = 1 zu. Diese beschreibt in
nullter Ordnung in Æ0 ein F1-Modell [54] f�ur �̂1 mit der durch den Wert von 
1

determinierten Kurzzeitdynamik. Falls 
̂1 � 
̂0 ist, beeinusst die Kurzzeitdy-
namik von �̂0(t) die Dynamik von �̂1(t) nur unbedeutend.

Die Diskussion der Gleichung f�ur l = 0 gestaltet sich wesentlich komplizier-
ter, da hier eine weitere Zeitskala vorhanden ist. Die Gleichungen (4.13) und
(4.14a,b) k�onnen Hinweise darauf geben, wie die Form der Spektren zustande
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Abbildung 4.8:�000(!) des Bosse-Krieger-Modells, f¨ur � = �c(T = 0:2) = 2:8931318 und
T = 0:2 � (1 � e�0:5n), n = 1; 2; 3; : : :8 (�0 = �1 = 0, 
0 = 1, 
1 = 0:1) (Inset:
logarithmische Skalen), die kritische Linie ist jeweils gestrichelt

kommen kann. Um zu erkennen ob sich das Verhalten der ml(z) tats�achlich auf
�l(z) �ubertr�agt, bedarf es allerdings weiterer Rechnungen. Wir erkennen an den
Abbildungen 4.7 und 4.8 und den Gleichungen (4.13) und (4.14a,b) folgendes:

1. Die Kurzzeitdynamik f�uhrt zum Hochfrequenzpeak (hf-Peak) in �000(!), tief
im Glas bei ! � 
̂0.

2. Da 
1 � 
0 ist, sind die Terme um �̂1(t) f�ur t � 1=
̂1 nahezu konstant
und auch die Dynamik von �̂0(t) wird in f�uhrender Ordnung in Æ0 durch
ein F1-Modell beschrieben (siehe (4.14b)).

3. Wie Gleichung (4.14b) weiter zeigt, koppelt �̂1(z) zweimal in die Bewe-
gungsgleichung von �̂0(z). Das erste Mal in erster Ordnung von Æ1 linear
und das zweite Mal in zweiter Ordnung von Æ1 quadratisch. M�oglicherwei-
se besitzen �000(!) (Abbildung 4.7) und �000(!) (Abbildung 4.8) daher einen
Peak geringer Intensit�at (winziger Peak WP) bei ! � 2
̂1 und einen Peak
h�oherer Intensit�at, den Bp, bei ! � 
̂1. Dass die Position des WP mit
dem Wert von 
1 verkn�upft ist, zeigen auch numerische Untersuchungen
vom BK-Modell tief im Glas mit unterschiedlichen Werten von 
1. In den
Spektren des reduzierten BK-Modells tritt kein WP auf.
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4. F�ur die Niederfrequenzanke des Bp gilt an kritischen Kontrollparame-
tern �000(!) / !c mit c � 0:5 (vgl. die gestrichelte Linie in der Abbildung
4.7). Diese Beobachtung und Gl. (4.14b) lassen vermuten, dass die nieder-
frequente Flanke des Bp durch die Dynamik eines F1-Modells beschrieben
werden kann.

Die Intensit�at des Bp und des Peaks bei ! � 2
̂1, in Abh�angigkeit von der
Temperatur, wollen wir weiter behandeln. Dazu ber�ucksichtigen wir, dass sich
die Nichtergodizit�atsparameter realer Systeme f�ur T ! 0 wie fq(T ) / 1 � T

verhalten1. Folglich ist f�ur kleine T Æl / T .

Den Abbildungen 4.7 und 4.8 k�onnen wir entnehmen, dass die Intensit�at von
Bp und WP bei niedriger Temperatur etwa linear in T ansteigt. W�urde sich
die Abh�angigkeit von ml(z) von Æl (also T ) direkt auf �l(z) �ubertragen, erg�abe
sich aus Gl. (4.14) f�ur die Intensit�aten hXY der Peaks f�ur T ! 0 folgende
Temperaturabh�angigkeit:

hhf(T ) / T (4.15a)

hWP (T ) / T 2 (4.15b)

hBp(T ) / T (4.15c)

4.1.4 Zusammenfassung des BK-Modells

Das BK-Modell wird hergeleitet durch die Reduktion des Systems der dipolaren
harten Kugeln auf wesentliche Beitr�age. Am BK-Modell sind sowohl numerische
als auch analytische Untersuchungen durchgef�uhrt worden, die im DHS-System
selbst, im Rahmen der vorliegenden Arbeit, nicht m�oglich waren, da die MMCT-
Gleichungen zu komplex sind. Unsere Untersuchungen f�uhrten zu folgenden
Ergebnissen:

� Durch den Vergleich des DHS-Systems mit dem BK-Modell kann das Pha-
sendiagramm des DHS-Systems gut verstanden werden.

� In den Spektren �000(!) und �000(!) tritt im Bereich der mikroskopischen Fre-
quenz einer soften Mode ein zus�atzlicher Peak auf, welchen wir Bossepeak
(Bp) genannt haben.

� Die Position des Bp skaliert mit 
1 (siehe Abb. 4.5 und Gl. (4.11); dies
wurde nur f�ur das reduzierte BK-Modell gezeigt.).

1Dies wird deutlich, wenn manS(q; t) =
P

nmhe
iq(Rn(t)�Rm(0))i in harmonischer N¨aherung f¨ur die

TeilchenorteRn(t) = Rn(0) + un(t) betrachtet.
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� Die �-Relaxationszeit skaliert mit 1=
1 (siehe Abb. 4.4 und 4.6 und Gl.
(4.11)).

� Die Position des hf-Peaks in �000(!) ist unabh�angig vom Wert von 
1 (siehe
Abb. 4.5).

� Das kritische Gesetz wird durch das Einkoppeln einer harmonischen soften
Mode (d.h. im reduzierte BK-Modell), zumindest in f�uhrender Ordnung
von x, nicht beeinusst. Es kann eine Skalengleichung f�ur G0(t) inklusive
des Skalenverhaltens des

"
Bp's\ formuliert werden (Gl. (4.11)).

� Tief im Glas werden die mikroskopischen Frequenzen durch die Steifheit
des Glases renormiert, d.h. die hf-Peaks liegen etwa bei den Frequenzen

̂i =


ip
1�fi .

� Tief im Glas tritt in den Spektren des Korrelators �0, zwischen dem hf-
und dem Bp an der Position ! � 2
̂1, ein dritter Peak, der WP auf, der
eine sehr geringe Intensit�at hat.

� Die Form des Bp ist in �000(!) auf linearer Skala unsymmetrisch. Die linke
Flanke ist steiler als die rechte. Seine Position !Bp verschiebt sich bei
steigender Temperatur zu niedrigeren Frequenzen, bis er knapp unterhalb
der

"
Glas�ubergangstemperatur\ verschwindet (siehe Abbildung 4.8).

� Im Glas kann die Bewegungsgleichung des �1(t) Korrelators in f�uhrender
Ordnung in Æ1 auf die eines F1-Modells transformiert werden.

� F�ur T ! 0 skaliert die Intensit�at des Bp vermutlich linear mit T .

4.2 Ein schematisches Modell f ¨ur harte Ellipsoide

Ziel dieses Abschnittes ist es, solche Eigenschaften zu pr�asentieren, die im HE-
System auftreten sollten. Aufgrund der Komplexit�at des HE-Systems konnten
diese jedoch nicht am vollen System untersucht werden. Die Aufgabe besteht
darin, die Vertizes v

(l)
kk0, l; k; k

0 2 f0; 2g aus Gleichung (4.4) derart festzulegen,
dass wir ein Modell erhalten, welches wesentliche Eigenschaften des HE-Systems
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besitzt. Wir setzten:

v
(0)
00 :=

�

1 + 2X
(4.16a)

v
(0)
20 := 2�0:2X5 (4.16b)

v
(0)
22 := 0:001X(3:5 + �0:2) (4.16c)

v(2)00 :=
0:1�

1 + 2X
(4.16d)

v
(2)
20 := 0:1�0:2X5 (4.16e)

v
(2)
22 := X(3:5 + �0:2) (4.16f)

Der Kontrollparameter � kann wieder mit der Packungsdichte, X mit X :=�
x20�1
x20+1

�2
identi�ziert werden. Die Wahl der v(l)kk0 ist ziemlich willk�urlich, es sollte

aber zumindest ein Ber�uhrungspunkt zweier Typ B-�Ubergangslinien im Pha-
sendiagramm auftreten.

4.2.1 Resultate f ¨ur die Statik
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Abbildung 4.9: Phasendiagramm des durch die Gleichungen (4.1) (4.4) und (4.16) beschrie-
benen schematischen Modells. Darin sind zwei Typ B-Übergangslinien. Der Pfeil markiert
den Punkt, an dem die Dynamik des Systems berechnet wurde (siehe Abbildung 4.10)

Mit der in (4.16) angegebenen Wahl der Vertizes erhalten wir ein schemati-
sches Modell, welches dem HE-System bzgl. des Verlaufs der Typ B-Linien im
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Phasendiagramm �ahnelt (siehe Abbildung 4.9 im Vergleich mit Abbildung 3.7
oder das Phasendiagramm der HE in [89]).

4.2.2 Resultate f ¨ur die Dynamik

In der N�ahe des Ber�uhrungspunktes der beiden Typ B-Linien im Phasendia-
gramm des HE-Systems ist eine interessante Langzeitdynamik des Systems zu
erwarten (vergleiche Abschnitt 3.3.2). Z.B. sollten in den Spektren aller Korrela-
toren, in der �ussigen Phase, in der N�ahe des Ber�uhrungspunktes zwei �-Peaks
auftreten.

In Abbildung 4.10 ist das Ergebnis f�ur das eben beschriebene schematische
Modell dargestellt. Durch die Wahl von 
0 = 10 und 
2 = 1 tritt in �000(!) wieder
der Bp auf. Bei Festlegen der Kontrollparameter auf � = 7 und X = 0:8032 treten
sowohl in �000(!) als auch in �002(!) zwei �-Peaks auf.
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Abbildung 4.10:�000(!) (durchgezogene Linie) und�002(!) (gestrichelte Linie) des durch die
Gleichungen (4.1) (4.4) und (4.16) beschriebenen schematischen Modells beiX = 0:8032,
� = 7, 
0 = 10, 
2 = 1, �0 = 5 und�2 = 0:2

Au��allig ist, dass die relative Intensit�at der �-Peaks stark davon abh�angt,
welcher Korrelator betrachtet wird. Weiterhin wollen wir anmerken, dass dieses
Ph�anomen nur dann deutlich auftritt, wenn der Punkt im Kontrollparameter-
raum sehr genau gew�ahlt wurde. Es ist daher wahrscheinlich, dass bei experi-
mentellen Messungen nur selten zwei �-Peaks auftreten. Auch das Verhalten in
der Orientierungsglasphase [89] kann im vorliegenden Modell beobachtet wer-
den. In dieser Phase fallen die Korrelatoren nach einer �-Relaxation auf einen
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endlichen Wert, fl, ab.



Kapitel 5

Literaturrecherche zum Bosonenpeak

Bei der Betrachtung der Spektren �00(!) und �00(!), �el uns ein Peak auf, (der bp
im Kapitel 3.3 bzw. der Bp im Kapitel 4) der alle kontrollierten Eigenschaften
mit dem sogenannten Bosonenpeak (BP) gemeinsam hat. In den abschlie�enden
Bemerkungen eines Reviewartikels nannte S. A. Angell drei Punkte, die (aus
seiner Sicht) bei der Forschung an Gl�asern von zentralem Interesse sind:

The �eld of viscous liquids and the glass transition has certainly
been enriched by recent developements and o�ers more challanges
than ever before. Key problems include:
1) Determining the conditions under which polyamorphism is not
manifested, and contrasting the physical properties of the two viscous
liquid states.
2) Determining the general behavior of liquids near their Tg at high
pressure, where attractive forces will be less important.
3) Understanding the structural origin of the boson peak, the nature
of its damping, and the signi�cance of anharmonicity in general.

S: A: Angell Science 267; 1924; (1995)

Wir ho�en, mit der vorliegenden Arbeit einen wertvollen Beitrag zum dritten
Punkt von Angells Ausf�uhrungen leisten zu k�onnen.

Da es bis heute keinen Reviewartikel zu dem vielseitig untersuchten Ph�ano-
men des BP gibt [136], werden die wesentlichen Ergebnisse der Forschungsarbei-
ten hier aufgef�uhrt. Dabei werden wir besonders solche Ergebnisse darstellen,
die im Zusammenhang mit der vorliegenden Arbeit stehen.

Die Zustandsdichte von Gl�asern zeigt im Vergleich zu der Debyezustands-
dichte, wie man sie bei Kristallen hat, Eigenheiten auf. Eine Folge dieser

131
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Eigenheiten sind Anomalien bei den thermischen Eigenschaften von Gl�asern
[154, 134]. Z.B. zeigt die skalierte spezi�sche W�arme cV (T )=T

3 eine Erh�ohung
bei T = 10-80 K. F�ur die vorliegende Arbeit ist von Bedeutung, dass Vibrati-
onsspektren von Gl�asern, wie z.B. Ramanspektren, I(!) im Vergleich zu Phono-
nenspektren ID(!) / !2 einen Exzess bei relativ niedrigen Frequenzen von ca. 1
THz aufweisen. Dieser Exzess wird Bosonenpeak genannt. Dass ein Zusammen-
hang zwischen den Anomalien der thermischen Eigenschaften von Gl�asern und
dem BP bestehen kann, wurde erstmals von Buchenau et al. [17, 18] gezeigt.

In den vergangenen 30 Jahren sind sowohl von experimenteller Seite, als
auch durch Simulationen zahlreiche Erkenntnisse �uber den BP gewonnen wor-
den. Die Ergebnisse lassen teilweise unterschiedliche Interpretationen zu, die
aktuell kontrovers diskutiert werden. Ausz�uge aus diesen Ergebnissen und der
Diskussion �uber sie wollen wir im Abschnitt 5.3 darstellen. Es wurden auch
Modelle entwickelt, die Teile der Eigenschaften des BP erkl�aren k�onnen. In-
halt des Abschnittes 5.4 ist die Beschreibung einiger dieser Modelle, sowie die
Beschreibung des Grenzfalles, in dem ein BP auch durch die MCT einfacher
Fl�ussigkeiten beschrieben werden kann. Zuvor, im Abschnitt 5.1, wollen wir,
ohne konkrete Literaturhinweise, sieben eher unumstrittene Eigenschaften des
BP pr�asentieren. Im Abschnitt 5.2 werden wir einen Vergleich vom BP in �00(!)
zu dem BP in �00(!) anhand von Messergebnissen durchf�uhren. Das vorliegende
Kapitel wird im Abschnitt 5.5 zusammengefasst.

5.1 Sieben Charakteristika des Bosonenpeaks

Von G�otze und Mayr [57] wurden sechs eher unumstrittene Eigenschaften des
BP aufgef�uhrt. Diese werden an dieser Stelle wiedergegeben, wir �andern dabei
jedoch deren Reihenfolge. Zus�atzlich f�ugen wir an erster Stelle eine weitere
Eigenschaft hinzu.

1. Die Intensit�at des BP skaliert nach der Bose-Einstein Statistik. Dieses
l�asst vermuten, dass der Peak phononischen Ursprungs ist. Daher tr�agt er
den Namen Bosonenpeak.

2. Der BP ist bei Frequenzen, !BP , lokalisiert, die um ein Vielfaches unter-
halb der Debyefrequenz !D liegen. Im Spektrum typischer Glasbildner,
wie Propylencarbonat (PC), Glyzerol, Orthoterphenyl (OTP) B2O3, Salol
etc. liegt er daher bei !BP � 1 THz. Der Ursprung des Peaks sind folglich
softe Anregungen.

3. Die Oszillationen, die den BP erzeugen, sind quasiharmonisch.
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4. Die Position des BP ist, falls �uberhaupt, nur schwach q-abh�angig.

5. Die Form des BP ist auf linearen Skalen unsymmetrisch, seine linke Flanke
ist scharf abgegrenzt und steiler als seine rechte Flanke.

6. Mit steigender Temperatur wandert die Position des BP zu niedrigeren
Frequenzen, bis er bei der Temperatur T = TBP verschwindet.

7. Bei Erh�ohen der Temperatur erscheint ein quasi elastischer Relaxati-
onspeak, der m�oglicherweise den BP verdeckt.

Die beiden letzten Eigenschaften anschaulich darzustellen, ist Inhalt des fol-
genden Abschnitts.

5.2 Der Bosonenpeak in�00(!) und in �00(!)

In den meisten F�allen versteht man unter dem BP den Peak im dynamischen
Strukturfaktor �00(q; !) bzw. in Ramanspektren. Bei Verlustmessungen werden
allerdings Suszeptibilit�atsspektren �00(q; !) erhalten. Die beiden Funktionen sind
imGleichgewicht �uber das Fluktuations-Dissipations-Theorem miteinander ver-
kn�upft, es gilt

�00(q; !) / !�1�00(q; !): (5.1)

Folglich ist in einem doppelt logarithmisch aufgetragenen Suszeptibilit�atsspek-
trum �00(q; !) im Prinzip nur dann ein BP zu sehen, wenn die Steigung der
linken Flanke des Buckels oder Peaks an der Stelle ! � !BP gr�o�er als eins ist.
Im Lichtstreuspektrum von OTP (!BP (OTP) � 400 GHZ siehe Abbildung 5.1
aus [26]) erkennen wir, dass dies nur bei tiefen Temperaturen zutri�t1.

In Abbildung 5.2 sind Ergebnisse von Ramanstreuexperimenten an unter-
schiedlichen Glasbildnern dargestellt (aus [127]). Der BP tritt in den Spektren
aller vier Substanzen auf und verschwindet bei hoher Temperatur.

In der Abbildung 5.3 sind Ergebnisse dielektrischer Verlustmessungen an
Glyzerol und Propylencarbonat abgebildet (aus [96]). Ein Vergleich von Ab-
bildung 5.3a mit 5.2b demonstriert, dass der BP auch im Suszeptibilit�atsspek-
trum gut erkennbar ist. Der Vergleich zeigt auch, dass der BP, oder was von
ihm �ubrig bleibt, in �00(q; !) �uber einen gr�o�eren Temperaturbereich erkennbar
ist als in �00(!), vermutlich da die den BP hervorrufende Anregung lediglich

1Diese Abbildung zeigt das erste experimentelle Resultat, in dem wir einen Peak sahen, der dem von uns
gefundenem bp ¨ahnlich sieht. Wir wurden von H. Cummins darauf aufmerksam gemacht, dass ein Zusammen-
hang zwischen dem Peak bei! � 0:4 THz im Suszeptibilitätsspektrum von OTP und unserem bp bestehen
könnte. Er bezeichnete diesen Peak ¨ubrigens nicht als Bosonenpeak.
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Bosonenpeak (BP)�-Minima

6

hf

Abbildung 5.1: Suszeptibilit¨atsspektren aus Lichtstreuexperimenten an OTP. Der BP, hier
bei ! � 0:4 THz gelegen, ist streng genommen nur bei den tiefen Temperaturen zu se-
hen (siehe Text). Er findet aber bei h¨oheren Temperaturen klar als Buckel oder als lokales
Maximum seine Fortsetzung (aus [26])
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Abbildung 5.2: Normierte Ramanspektren von den unterk¨uhlten Flüssigkeiten (a):B2O3

(Tg = 526K) (b): Glyzerol (Tg = 186K) (c): m-TCP (m-Tricresylphosphat) (Tg = 206K)
(d): CKN (Tg = 333K), bei verschiedenen, in den Abbildungen angegebenen Temperaturen.
Die Pfeile markieren die Position des BP,!BP , beiT = Tg (aus [127])

Abbildung 5.3: Ergebnisse dielektrischer Verlustmessungen an Glyzerol und Propylencar-
bonat, bei verschiedenen angegebenen Temperaturen (aus [96])
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ihren Charakter �andert. Im Spektrum der Suszeptibilit�at treten auch Anre-
gungen mit �uberwiegend relaxatorischem Charakter als Peak auf. Obwohl der
BP im Ramanspektrum (Abbildung 5.2b) bei T > 300K nicht mehr zu sehen
ist, kann im Suszeptibilit�atsspektrum (Abbildung 5.3a) das lokale Maximum
noch deutlich identi�ziert werden. O�enbar �andern die Anregungen, die zum
BP f�uhren, in der N�ahe von Tg ihren Charakter. Aus der Fl�ussigkeit kommend,
wird aus rein relaxatorischem Charakter bei sinkender Temperatur ged�ampft
oszillatorischer Charakter. Bei einigen Glasbildnern geschieht dies weit vor dem
Glas�ubergang (z.B. B2O3), bei anderen erst am Glas�ubergang (z.B. CKN). Im
�Ubrigen sprechen viele Physiker generell vom BP, egal in welchem Spektrum
dieser auftaucht. Auch wir wollen den Begri� BP in dieser allgemeineren Form
verwenden. Es muss jedoch beachtet werden, dass sich viele Aussagen, auch die
von uns im Abschnitt 5.1 formulierten, auf den BP in �00(q; !) beziehen.

Die drei Abbildungen dieses Abschnittes zeigen deutlich, dass Messungen un-
terschiedlicher Gr�o�en universelle Resultate liefern. Zu �-Peak und �-Minimum
im extrem niederfrequenten Bereich, welche bereits im Rahmen der MCT ver-
standen wurden, kommt der BP als

"
relativ\ universelles Ph�anomen hinzu.

5.3 Forschungsergebnisse

Glasformer k�onnen bez�uglich des Verhaltens ihrer Z�ahigkeit bei Ann�aherung an
den Glas�ubergang bei T = Tg in fragile und starke Glasbildner unterteilt werden.
Die Z�ahigkeit, auf logarithmischer Skala gegen die skalierte inverse Temperatur
Tg
T
aufgetragen, ist bei starken Glasbildnern linear, w�ahrend fragile Glasbildner

einen Verlauf mit stark zunehmender Steigung zeigen (siehe Abbildung 5.4, aus
[7]). Die Abbildung 5.4 wird Angellplotgenannt.

Netzwerkglasformer sind meist starke Glasbildner, molekulare Gl�aser da-
gegen fragile. Substanzen wie Glyzerol bilden lockere Netzwerke und k�onnen
keiner der beiden Klassen zugeordnet werden. Sie liegen bei dieser Einteilung
zwischen den starken und den fragilen Gl�asern.

Um die Vielfalt der Untersuchungen am BP zu ordnen, haben wir uns f�ur
folgendes Vorgehen entschieden: Aufgef�uhrt werden, von starken Glasbildnern
startend, experimentelle und aus Simulationen erhaltene Resultate, geordnet
nach der Fragilit�at F der untersuchten Substanzen. Die Fragilit�at kann, z.B.
�uber die Aktivierungsenergie des viscosen Flusses E�(T ) an der Glas�ubergang-
stemperatur Tg wie folgt de�niert werden:

F :=
E�(Tg)

Tg
(5.2)
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Abbildung 5.4: Arrhenius Auftragung von Viscosit¨atsdaten ¨uber die mitTg skalierte inverse
Temperatur. Im Inset wird gezeigt, dass der Sprung in der spezifischen W¨arme anTg bei
fragilen Glasbildnern generell groß ist, w¨ahrend er bei starken Glasbildnern (

”
STRONG“)

klein ist. Es gibt aber Ausnahmen (aus [7])

In Tabelle 5.1 sind die Werte der Fragilit�at einiger glasformender Substanzen
aufgef�uhrt. In der dritten Spalte be�nden sich die Angaben der Ver�o�entli-
chungen, in denen Untersuchungen bzgl. des Bosonenpeaks an der jeweiligen
Substanz zu �nden sind.

Je universeller Ph�anomene auftreten, desto gr�o�er ist i.a. das Interesse
der Wissenschaftler an diesen Ph�anomenen. Dass es sich bei dem BP um
ein ziemlich allgemeines Ph�anomen handelt, k�onnen wir z.B. [97], [98], [127]
und [129] entnehmen. Dort werden Ramanspektren, Spektren depolarisierter
Lichtstreuung und Neutronenstreuspektren von den glasbildenden Substan-
zen As2S3, Bi4Si3O12, SiO2, Li2O, GeS2, Mg70Zn30, B2O3, Glyzerol, m-TCP ,
Ca40K60(NO3)140 (CKN) und Orthoterphenyl (OTP) gezeigt. In allen tritt der
Bosonenpeak auf. Weiterhin wird demonstriert, dass Kurvenverl�aufe sehr nah
beisammen liegen, wenn die Spektren derart skaliert werden, dass Position und
H�ohe der Maxima der BP's �ubereinander liegen. Die Autoren von [97] folgern,
dass die spektrale Form des BP (qualitativ) unabh�angig von der chemischen
Zusammensetzung des Glasbildners ist. Die Autoren von [98] schlie�en ihre
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Substanz Fragilität Literaturangaben
SiO2 0.44 [97, 98, 4, 30, 128, 138, 40, 9, 10, 39]

[68, 109, 123, 140, 80, 100, 141, 70]
GeO2 0.64 [138]

As2Se3 0.8 [98]
B2O3 0.76 [97, 15, 129, 32, 33, 102, 103, 37]
ZnCl2 0.95 [113]

LiCl:H2O � 1 [139, 99]
Glyzerol 1.11 [127, 122, 101]
Toluol 1.18 [152]
Salol 1.2 [93]

Polybutadien (PB) 1.23 [128]
m-Tricresylphosphat (m-TCP ) 1.45 [127]

Orthoterphenyl (OTP) 1.55 [133, 26, 147]
Ca40K60(NO3)140 (CKN) 1.8 [23, 130, 103]

Wasser [13]
Mg70Zn30 [137, 98]

Polypropylen (PP) [128]
Propylencarbonat(PC) [122, 96]

Ethanol [36, 112, 38, 153]

Tabelle 5.1: Angaben zu Fragilit¨at und Literaturangaben zu Untersuchungen bzgl. des Bo-
sonenpeaks einiger glasbildender Substanzen

Ver�o�entlichung mit der Aussage, dass das Modell, welches den BP erkl�aren
soll, auf ziemlich generellen Prinzipien beruhen muss.

Beim Ph�anomen des BP gibt es allerdings quantitative Unterschiede. Erstens
tritt der BP in �00(!) von starken Glasbildnern bei h�oheren Temperaturen im
Vergleich zu Tg auf, als in fragilen Glasbildnern (siehe Abbildung 5.2). Zweitens
sind Details seiner Form, z.B. die Steigung seiner Flanken, nicht universell.
Es wird beobachtet, dass die BP's in den Spektren starker Glasbildner eine
gr�o�ere Intensit�at haben, als diejenigen in Spektren fragiler Substanzen [127,
31]. Den Autoren von [127, 129] �el auch auf, dass die Anregungen, die den BP
hervorrufen, bei starken Gl�asern vibratorischen Charakter haben, w�ahrend sie
in fragilen Gl�asern �uberwiegend relaxatorischer Natur sind.

Die meisten Experimente und Computersimulationen werden, wegen der
hohen technischen Bedeutung dieses Materials, an Silikatgl�asern (SiO2) durch-
gef�uhrt. Da jedoch SiO2 ein Netzwerkglasformer ist, sind aus unserer Sicht
Resultate f�ur diese Substanz nicht direkt von Bedeutung. Es ist jedoch unklar,
ob ein prinzipieller Unterschied zwischen dem Ph�anomen des BP in molekula-
ren Glasformern und dem des BP in Netzwerkglasformern besteht. Wir werden
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daher auch einige Kenntnisse darstellen, die durch Untersuchungen an Netz-
werkglasformern gewonnen wurden.

Zur Untersuchung von SiO2 wurde fast die gesamte Palette der zur
Verf�ugung stehenden Methoden, inelastische R�ontgenstreuung (IXS), Raman-
streuung, dielektrische Verlustmessung, depolarisierte Lichtstreuung (DLS), in-
elastische Neutronenstreuung (INS), Kerre�ektexperimente und Molekulardy-
namik (MD) Simulation, verwendet. Als erstes Resultat stellen wir fest, dass das
Auftreten des BP unabh�angig von der verwendeten Messmethode ist [39, 100].
In den letzten zehn Jahren wurden von theoretischer und von experimenteller
Seite Bem�uhungen unternommen, die Anregungen in ungeordneten Systemen
zu charakterisieren. Dabei konnte selbst die zentrale Frage, ob die kollekti-
ven Anregungen propagierend oder lokalisiert sind, nicht beantwortet werden.
Die experimentellen Ergebnisse lassen zwei Sichtweisen �uber die Natur der An-
regungen im mesoskopischen Frequenzbereich (dem des BP) zu. Die eine ist,
dass die Unordnung im Glas eine starke elastische Streuung der Schallwellen
bewirkt. Als Folge werden die Schwingungsmoden oberhalb einer Crossover
Energie ECo lokalisiert. Konkret wird spekuliert, dass die Energie des Bosonen-
peaks EBP = �h!BP mit diesem Crossoverbereich zusammenh�angt [140, 141, 40]
(MD und IXS). Andererseits gibt es experimentelle Hinweise daf�ur, dass auch
oberhalb der Bosonenpeakenergie kollektive propagierende Schwingungen exi-
stieren [109, 100, 9] (IXS und RS). Auf der Konferenz

"
Eighth international

workshop on disordered systems\ in Andalo 03/2001 wurde dar�uber diskutiert,
ob der BP optischen oder akustischen Ursprungs ist. An der Diskussion wa-
ren haupts�achlich Experimentalphysiker, u.a. M. Foret, R. Vacher (beide Uni-
versit�at Montpellier II) und O. Pilla (Universit�at Trient) beteiligt. �Uber die
Antwort auf diese Frage konnte keine Einigung erzielt werden. Eine Normalm-
odenanalyse von Tarashkin und Elliott [140] liefert Hinweise darauf, dass eine
Hybridisierung der rein akustischen Wellen mit dem niedrigsten optischen Band
statt�ndet. Es zeichnet sich die Synthese ab, dass die Anregungen, die den BP
erzeugen, aus (gekoppelten) Moden unterschiedlicher Art bestehen.

Schon 1986 wurde von Buchenau et al. [18] die Idee beschrieben, dass
Schwingungen von SiO2+

4 Tetraedern f�ur das Auftreten des BP's verantwortlich
sind. Auch Molekulardynamiksimulationen [61, 140] liefern Indizien f�ur einen
derartigen Ursprung des BP's. Dieses Bild wird auch von den Beobachtungen
von Dixon et al. und Allen et al. [30, 4] gest�utzt. Beide Autorengruppen erhiel-
ten Ramanspektren der

"
Silikatgl�aser\ (Na2O)0:15 (NO)0:15 (Eu2O3)0:05 (SiO2)0:65

bzw. (M2O)0:15 (ZnO)0:05(BaO)0:05 (Eu2O3)0:05 (SiO2)0:70, bei denen M 2 (Li, Na,
K, Rb, Cs) ein Alkalimetall und N 2 (Mg, Ca, Sr, Ba, Zn) ein Erdalkalimetall
ist. Sowohl bei der Ver�anderung von M [30] als auch bei der Ver�anderung von
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N [4] �anderten sich die Ramanspektren im Bereich des BP. Wir beobachteten
folgenden quantitativen Zusammenhang: Je gr�o�er das Gewicht des jeweiligen
Atoms (N oder M) ist, bei desto niedrigeren Frequenzen ! liegt die Position
!BP des BP und desto sch�arfer ist der BP und desto gr�o�er ist seine Intensit�at
hBP . Im Rahmen einer Computersimulationen ist diesbez�uglich eine anders ge-
richtete Untersuchung durchgef�uhrt worden. Horbach et al. [65] variierten bei
der MD Simulation von SiO2 die Massen von Si und O derart, dass die Ge-
samtmasse von SiO2 erhalten blieb. Sie fanden heraus, dass sich im Spektrum
des dynamischen Strukturfaktors haupts�achlich im Bereich der hochfrequen-
ten Anregungen Ver�anderungen ergeben. Der Bereich des BP blieb nahezu un-
beeinusst. Weiterhin fanden die Autoren heraus, dass der BP besonders an
seiner niederfrequenten Flanke an Intensit�at verliert, wenn die Simulationsbox
verkleinert wird, d.h. wenn weniger Atome simuliert werden. Zahlreiche Un-
tersuchungen zeigen, dass in SiO2 der Wert von !BP bei Erh�ohung des Drucks
zunimmt [138, 68, 70].

Mit INS an B2O3 wurde von Engberg et al. [32, 33] gezeigt, dass Schallwel-
len alleine nicht den BP erzeugen k�onnen. Au�erdem konnte an Boratgl�asern
studiert werden, wie sich nur geringf�ugige Ver�anderungen in der chemischen Zu-
sammensetzung auf die Position und die Form des BP's auswirken. Es wurden
von B�orjesson et al. [15] Ramanspektren von lithiumhaltigem Borat (LiCl)x
(Li2O B2O3)1�x und silberhaltigem Borat (AgI)x (Ag2O B2O3)1�x gemessen.
Vor allem beim lithiumhaltigen Borat verschob sich die Position des BP zu
h�oheren Frequenzen und der BP wurde, im Vergleich zu Spektren von reinem
B2O3, acher. Die Autoren von [15] schlossen aus den Messergebnissen, dass
�Anderungen auf mittlerer L�angenskala zu dramatischen Ver�anderungen bei der
niederfrequenten Dynamik (BP-Bereich) f�uhren. Die Untersuchungen wurden
in [102] fortgef�uhrt. Es wurde mit IXS die q-Abh�angigkeit der Schallmoden be-
trachtet. Im Bereich der Bosonenpeakenergie �ndet ein Crossover vom propa-
gierenden zu q-unabh�angigem Charakter der Moden statt. Fernandez-Perea et
al. [37] f�uhrten eine Normalmodenanalyse im Rahmen einer MD-Simulation des
Boratglases durch. Die Autoren fanden Hinweise auf einen Zusammenhang zwi-
schen der Pr�asenz des BP's und mittelweitreichender Ordnung in Boratgl�asern.
Fernandez-Perea et al. [37] kamen zu dem Schluss, dass Anregungen, die zum
BP f�uhren, von kollektiver Natur sind.

Wir kommen nun zu Untersuchungen an Substanzen mittlerer Fragilit�at.
Spektren von Glyzerol sind schon im Abschnitt 5.2 beschrieben worden (siehe
Abbildung 5.2b und 5.3a).

Bei Glyzerol und LiCl2:6H2O wird der BP nach [99] von longitudinalen pro-
pagierenden Moden verursacht. Andere Beitr�age k�onnen jedoch, so die gleiche
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Arbeit, nicht ausgeschlossen werden. Bei der Variation der Konzentration der
LiCl L�osung zwischen 15 und 30 mol % �andert sich zwar der Wert von Tg, kaum
aber die Form und die Position des BP [139]. Die Form der Ramanspektren im
niederfrequenten Bereich ist �ahnlich der von Ramanspektren von reinem Was-
ser. In MD-Simulationen von ZnCl2 widmeten sich Ribeiro et al. [113] der Frage,
ob der BP durch lokale Vibrationen von ZnCl2+4 Tetraedereinheiten oder ausge-
dehnte photonische Vibrationen hervorgerufen wird. Wieder zeigte sich, dass die
Anregungen sehr wahrscheinlich ein Gemisch von Moden sind. Vermutlich kop-
peln akustische Wellen an lokalisierte Torsionsschwingungen. Jede idealisierte
Normalmode sei eine Superposition vieler idealisierter Moden von unterschied-
lichem Charakter. Auch die Simulation von Schober und Oligschleger eines Sy-
stems aus weichen Kugeln [123] lieferte Indizien f�ur eine starke Wechselwirkung
unterschiedlicher Moden (quasilokalisierte Vibrationsmoden mit ausgedehnten
Phononenmoden) im Frequenzbereich des BP.

Molekulare oder metallische Gl�aser k�onnen mit den gleichen Methoden wie
Netzwerkglasformer untersucht werden. Auch in den Spektren dieser Gl�aser
tritt ein BP-artiges Ph�anomen auf [137, 13, 92, 26] (Mg30Zn70, CD3OD: 6%
D2O, Salol und OTP). Die Anregungen, die diesen Peak hervorrufen, sind o�en-
sichtlich nicht rein akustischer Natur sondern vermutlich auf eine Kopplung der
Schallmoden an lokalisierte Anregungen zur�uckzuf�uhren. Die Kopplung f�uhrt
zum Aufweichen der Schallmoden [13].

Wie schon erw�ahnt, verschiebt sich die Position des BP's im Spektrum �00(!)
bei steigender Temperatur zu niedrigeren Frequenzen, bis der BP bei einer Tem-
peratur TBP vollst�andig verschwindet. Im Vergleich zur Glas�ubergangstempera-
tur ist TBP bei molekularen Glasformern niedriger als bei Netzwerkglasformern.
Bei Temperaturen tief im Glas ist jedoch am Spektrum nicht zu erkennen, ob
dieses von einem Netzwerkglasformer oder von einer molekularen unterk�uhl-
ten Fl�ussigkeit stammt. Beispiele sind Salol (Abbildung 1 in [92]) oder OTP
(Abbildung 3 in [133] und Abbildung 1 in [132]). In jeweils den folgenden Ab-
bildungen, d.h. Abbildung 2 in [92] und Abbildung 4 in [133] sind die Suszepti-
bilit�atsspektren �00(!) der jeweiligen Substanz so dargestellt, wie sie auch in der
vorliegenden Arbeit in der Abbildung 5.1 aus [26] abgebildet sind. Das Bild ist
in allen F�allen das folgende: In �00(!) ist ein BP-artiger Peak zu sehen. Dieser
taucht auch in �00(!) auf und setzt sich dort bis in die Fl�ussigkeit als Buckel
fort.

Auch bez�uglich des BP's in Suszeptibilit�atsspektren gibt es Aussagen. Beim
Vergleich von �00(!), der dielektrischen Funktionen, der Systeme PC und Glyze-
rol f�allt auf, dass die linke Flanke des BP in �00(!) von Glyzerol wesentlich steiler
ist (�00Glyzerol(!) / !3; ! � !BP ) als von PC (�00PC(!) / !1; ! � !BP ) [96]. Interes-



142 KAPITEL 5. LITERATURRECHERCHE ZUM BOSONENPEAK

sant ist in diesem Zusammenhang die Abbildung 9 von [122] bzw. die Abbildung
5.3b der vorliegenden Arbeit. Da die linke Flanke des BP's in der dielektrischen
Funktion von PC nicht steiler als eins ist, sollte im Spektrum �00(!) kein BP
zu sehen sein. In �00(!) ist dennoch ein Peak zu sehen. Hier tritt die Frage auf,
ob PC wirklich keinen BP hat. Selbst im Spektrum von CKN, dem fragilsten
der untersuchten Gl�aser, tritt der BP auf (vergleiche Abbildung 5.2d). Dieser
ist allerdings sehr ach und breit. Im Suszeptibilit�atsspektrum kann man kaum
einen Buckel �nden (siehe [23]). Von CKN wurde auch der akustische Zweig
der Dispersion bestimmt und mit dem von B2O3 verglichen [103]. W�ahrend in
B2O3 die propagierende Natur der Phononen etwas oberhalb der Bosonenpea-
kenergie endete, sind bei CKN �uber einen wesentlich gr�o�eren Energie- und
q-Bereich Schallmoden messbar. Von T�olle et al. [147] wurde f�ur ein moleku-
lares Glas (OTP) die Dispersionsrelation des BP gemessen. Die Position !BP
ist o�enbar auch bei molekularen Gl�asern q-unabh�angig. Beim Vergleich der
INS-Ergebnisse an einem OTP-Kristall mit denen an einem OTP-Glas, �el den
Autoren von [147] auf, dass der BP aus dem niedrigsten Peak, des Kristall-
spektrums, bei ! � 0:6 THz hervorgehen k�onnte. Allerdings ist !BP von OTP
deutlich niedriger als 0.6 THz. Man kann die �Uberlegung analog zu Taraskin
und Elliott [142] fortf�uhren, dass der niederfrequenteste Peak im Spektrum des
Kristalls durch die Unordnung verbreitert und zu niedrigeren Frequenzen ge-
schoben wird (siehe Abschnitt 5.4.2). Auch f�ur das metallische Glas Mg70Zn30
wurde die Dispersionskurve der akustischen Anregung gemessen [91]. In der
Dispersionskurve von Mg70Zn30 ist das rotonenartige Minimum an q ' qmax

deutlich zu erkennen (so wie es auch bei unseren Systemen, siehe Abbildung
3.25 und 3.49 vorliegt, und wie es sich aus dem Konzept der renormierten Fre-
quenzen 
̂(q), Gleichung (3.33), ergibt). Weiterhin wird in [91] bemerkt, dass
die hf-Peaks f�ur q ' qmax sehr breit sind. Folglich sind die Schallwellen mit die-
sem Wellenvektor nur sehr kurzlebig. Daher stellten die Autoren von [91] das
Konzept der kollektiven Moden f�ur Gl�aser in Frage.

Ausf�uhrliche INS Untersuchungen an Alkoholen [153] zeigen systematische
Relationen zwischen der BP Intensit�at bzw. von !BP und der Dichte der Was-
sersto�bindungen (Anzahl der Hydroxylgruppen / Anzahl der C-Atome). Bei
Zunahme der Dichte der Wassersto�bindungen nimmt der Wert von !BP zu
und die Intensit�at des BP's ab. Teilweise Deuterierung der Alkohole f�uhrte da-
gegen zu keinen signi�kanten �Anderungen. Obwohl Alkohole im gewissen Sin-
ne Netzwerkglasformer sind, haben wir die Untersuchungen an Alkoholen ans
Ende dieses Abschnittes gestellt. Der Grund daf�ur ist, dass Ethanol in unter-
schiedlichen Phasen vorliegen kann. Durch spezielles Vorgehen bei der Proben-
pr�aparation kann Ethanol als Kristall, als strukturelles Glas, als Kristall mit
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ungeordneter Orientierung der Molek�ule und auch in einer Rotatorphase exi-
stieren [36, 112, 38]. INS Experimente [112] an Ethanol in diesen vier Phasen
bei thermodynamisch gleichen Bedingungen zeigten, dass sich die Form des BP
des strukturellen Glases nur unwesentlich von derjenigen des BP im Spektrum
des Orientierungsglases unterscheidet. Selbst das Spektrum der Rotatorphase
zeigt einen BP, allerdings von geringerer Intensit�at als in den Glasphasen. Diese
Erkenntnisse verdeutlichen, dass die Orientierungsfreiheitsgrade von zentraler
Bedeutung f�ur den BP sind. Nach [38] sind molekulare Librationen die plausi-
belste Erkl�arung f�ur Relaxationen, die zum BP f�uhren. Dies gilt sowohl f�ur das
Glas als auch f�ur das Orientierungsglas.

5.4 Erklärungsans̈atze

5.4.1 Pḧanomenologische Modelle

Mittels ph�anomenologischer Modelle kann das Verhalten der Zustandsdichte bei
tiefen Temperaturen reproduziert werden. Im

"
soft potential model\ [19, 123]

wird die Wechselwirkung von Schallwellen mit lokalisierten soften Moden f�ur
das Erscheinen des BP verantwortlich gemacht. Die soften Moden existieren
aufgrund von unharmonischen lokalisierten Potenzialmulden oder Doppelpo-
tenzialmulden. Experimente zeigen, dass zur Beschreibung des BP in fragilen
Gl�asern das

"
soft potential model\ geeignet ist. F�ur die Beschreibung des BP's

in starken oder mittelfragilen Glasformern sind jedoch Vibrationsmodelle besser
geeignet [127, 130].

5.4.2 Modell zuf̈allig verteilter Federkonstanten

Schirmacher et al. [121] betrachteten ein einfach kubisches Gitter aus gekop-
pelten harmonischen Oszillatoren, bei denen die Werte der Federkonstanten
zwischen den N�achst-Nachbar-Massenpunkten zuf�allig verteilt sind. In der zi-
tierten Arbeit sind die Werte der Federkonstanten K gem�a� einer abgeschnit-
tenen Gau�verteilung

PGau�(K) = P0e
�(K�K0)

2

2� �(K �Kmin) (5.3)

verteilt. Dieses Modell ist das einzige mikroskopische Modell, welches Aussagen
zum BP macht und wird daher im Folgenden n�aher erl�autert. Das physikalische
Bild, welches durch das Modell vermittelt wird, ist nicht �uberzeugend und es
k�onnen nicht alle Eigenschaften des BP erkl�art werden. In diesem Modell tritt
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der BP als Precursor der Instabilit�at des Gitters auf. Die Werte der Federkon-
stanten sind dabei �uberwiegend negativ. Ein Peak mit den Eigenschaften 2., 3.,
5. und 6. unserer Aufz�ahlung in 5.1 tritt in der Zustandsdichte des

"
Kristalls

mit kubischem Gitter\ auf. Allerdings ist die Position des BP !BP bei der Wahl
von (5.3) als Verteilung f�ur die Federkonstanten nur um den Faktor drei kleiner
als die Debyefrequenz !D. Der Abstand zwischen !BP und !D l�asst sich jedoch
z.B. durch die Wahl der Verteilung

Ppotenz(K) =
1

K
(5.4)

f�ur die Ferderkonstanten vergr�o�ern [71].
Aus den Untersuchungen von Taraskin et al. [142] geht hervor, dass zumin-

dest in diesem Modell, der BP bei Zunahme der Unordnung von K aus der
niedrigsten van Hove Singularit�at des Spektrums des jeweiligen Kristalls (hier
einfach kubisch) entstehen k�onnte. Die Unordnung in den Werten der Federkon-
stanten f�uhrt m�oglicherweise dazu, dass die van Hove Singularit�at verbreitert
wird und ihre Position zu niedrigeren Frequenzen wandert. In [142] wird an-
gef�uhrt, dass dieses Verhalten generell vorliegt. Z.B. ist es qualitativ unabh�angig
von der Verteilung P (K).

5.4.3 Schematische MCT-Modelle

In [23, 81, 45, 1, 115, 58] und vielen weiteren Arbeiten wurden mit Hilfe sche-
matischer Modelle Suszeptibilit�atsspektren von unterk�uhlten Fl�ussigkeiten ge-
�ttet. In [81, 45, 1, 115, 58] sollte die Rolle des BP nicht vernachl�assigt werden.
Daher w�ahlten die Autoren zur Analyse der Daten Zweikomponentenmodelle,
wie z.B. das Sj�ogrenmodell. Das Sj�ogrenmodell wurde urspr�unglich als Karika-
tur der Bewegung eines markierten Teilchens in einer unterk�uhlten Fl�ussigkeit
eingef�uhrt [126]. Die Bewegungsgleichungen f�ur die beiden Korrelatoren des
Sj�ogrenmodells sind identisch mit Gleichung (4.1), der Bewegungsgleichung der
von uns betrachteten schematischen Modelle, mit lco = 1. Die Modenkopplungs-
kerne des Sj�ogrenmodells lauten:

m0(t) = v1�0(t) + v2�
2
0(t); m1(t) = vs�0(t)�1(t) (5.5)

Um gute Fits zu erhalten, wurden die mikroskopischen Frequenzen 3 THz< 
0 <

100 THz und 
1 � 1 THz gesetzt. Der Wert von 
1 entspricht also !BP , der
Frequenz, an welcher der BP liegt und ist daher in allen F�allen etwa gleich gro�.
Der Wert von 
0 variiert dagegen stark, da auch die Position der hf-Peaks in den
zu �ttenden Spektren stark variiert. Bemerkenswert ist, dass im Sj�ogrenmodell,
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im Unterschied zu den von uns in Kapitel 4 betrachteten Modellen, keine R�uck-
kopplung der soften Mode �1(t) in die Bewegungsgleichung von �0(t) statt�ndet.
Es wundert uns daher nicht, dass in den Referenzen [23, 81, 45, 1, 115, 58] nicht
der gesamte mikroskopische Bereich der Spektren gleichzeitig ge�ttet werden
konnte. Es war nicht das Ziel der Arbeiten [23, 81, 45, 1, 115, 58], den Ursprung
des BP zu erkl�aren. Wir lernen dennoch aus diesen Arbeiten, dass der BP im
Rahmen einer MCT-Beschreibung zwar ge�ttet werden kann, dazu jedoch eine
quasi mikroskopische Mode mit der Frequenz !BP in das Modell eingeschlossen
werden muss. Unsere Betrachtungen am BK-Modell (siehe Kapitel 4) best�atigen
dies.

Von S. Das [29] wurde im Prinzip ein einkomponentiges Modell f�ur die
Beschreibung der Dichte-Dichte-Korrelationsfunktionen verwendet. Um jedoch
die Kopplung der Schallmoden an langsam abfallenden Dichteuktuationen zu
ber�ucksichtigen, f�ugte der Autor in die Bewegungsgleichung des schematischen
Modells einen langsam relaxierenden Term ein. Zus�atzlich gab der Autor einen
mikroskopischen Ursprung f�ur eine softe Mode an, um nicht

"
ad hoc \ die zweite

Frequenz ins Spiel zu bringen. Mit einem derartig ver�anderten Modell k�onnen
Spektren, inklusive BP, ge�ttet werden.

5.4.4 Der Anomalous Oszillation Peak (AOP) [57]

Im Rahmen einer MCT-Betrachtung des Hart-Kugel-Systems wurde von G�otze
und Mayr [57] gezeigt, dass tief im Glas ein sogenannter

"
Anomalous Oszilla-

tion Peak\ (AOP) im Korrelationsspektrum vorliegt. Dieser entsteht durch die
starke Wechselwirkung zwischen Dichteuktuationen mit mikroskopischer Wel-
lenl�ange und der eingefrorenen Glasstruktur. Der AOP hat die letzten sechs im
Abschnitt 5.1 genannten Eigenschaften mit dem BP gemeinsam. In [57] werden
die Gleichungen (2.7) und (2.13) im Grenzfall tief im Glas betrachtet (verglei-
che Abschnitt 4.1.3 und Gl. (3.33)). Das hei�t, es wurde die Transformation
�q(t) = fq+(1�fq)�̂q(t) durchgef�uhrt und dadurch die renormierten Frequenzen


̂q =
q

q2kBT
M

(Sq(1� fq))�1 erhalten. Diese Frequenzen sind f�ur die hochfrequen-

ten Anregungen tief im Glas von Bedeutung (zur Notation vergleiche Kapitel
2).

Weiterhin, wird vom Grenzfall tief im Glas ausgehend, ein schematisches
zwei Komponentenmodell formuliert. Es wurden Spektren dieses Modells be-
rechnet, die den AOP aufwiesen. Im Unterschied zu den von uns erhaltenen
Modellen (Kapitel 4) beinhaltet auch dieses Modell keine R�uckkopplung der
soften Mode in die

"
harte\ Mode.

Neben dem analytischen Vorgehen werden in [57] viele numerische Ergeb-
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nisse f�ur �q(t) und �00q(!) des Hart-Kugel-Systems gezeigt. Hier wird deutlich,
dass tief im Glas im Spektrum �00q 6=qmax

(!) neben dem Hochfrequenzpeak ein
weiterer Peak, der AOP, existiert. Die Position !AOP dieses Peaks entspricht
derjenigen des einzigen Peaks im Spektrum �00q=qmax

(!). Stark vereinfacht dar-
gestellt, liegt im HS-System tief im Glas eine �ahnliche Situation vor, wie sie in
den von uns betrachteten Systemen HE und DHS allgemeiner vorliegt. Aller-
dings spielt im HS-System tief im Glas �qmax(t) die Rolle der soften Mode und
nicht �ll0m(qmin; t), l > 0, wie bei den molekularen Fl�ussigkeiten. In [57] wird
das physikalische Bild vermittelt, dass sich durch das R�utteln der Kugeln in
ihren K�a�gen eine Verteilung von Frequenzen ! � 
̂qmax auf die anderen Mo-
den �ubertr�agt. Dieses physikalische Bild und das Modell von Schirmacher et al.
[121] (Abschnitt 5.4.2) haben gro�e �Ahnlichkeit. Sie unterscheiden sich jedoch
darin, dass der Ursprung f�ur den BP bei Schirmacher et al. bei Moden mit
q < qD liegt, bei G�otze und Mayr dagegen bei Moden mit q > qD.

5.5 Zusammenfassung der Literaturrecherche

Wir haben zun�achst sieben Charakteristika des BP angegeben. Trotz dieser
pr�azisen De�nition ist unklar, ob der BP in Netzwerkglasformern den gleichen
Ursprung hat, wie in molekularen Gl�asern (dort wird er von einigen Autoren
auch Librationspeak genannt). Zum gegenw�artigen Zeitpunkt ist es umstritten,
welcher Art die Moden sind, die zum BP (in beiden Arten von Gl�asern) beitra-
gen. Am wahrscheinlichsten ist, dass es sich um unterschiedliche Moden, opti-
sche sowie akustische, lokalisierte und delokalisierte, propagierende und nicht
propagierende, handelt. Die Vermutung liegt nahe, dass die Moden aneinander
gekoppelt sind. F�ur den BP sind wahrscheinlich Orientierungsfreiheitsgrade in
Form von Tetraederschwingungen bei den Netzwerkgl�asern und in Form von Li-
brationen bei den molekularen Gl�asern von gro�er Bedeutung. In molekularen
Gl�asern sind die Anregungen, die zum BP f�uhren, eher relaxatorischer- und nur
tief im Glas vibratorischer Natur. In Netzwerkgl�asern haben die Anregungen
�uberwiegend vibratorischen Charakter.

Bei den Erkl�arungsversuchen f�ur den BP fallen zwei Erkenntnisse besonders
auf. Erstens wurde hypothetisiert, dass der BP aus der niedersten van-Hove
Singularit�at hervorgeht, wenn man, vom Kristall startend, Unordnung in die
Wechselwirkung der Atome bringt. Zweitens �el uns auf, dass bei Betrachtungen
im Rahmen der MCT eine zus�atzliche niederfrequente mikroskopische Anregung
vorhanden sein muss, damit ein BP im Spektrum auftritt. Das gilt sowohl f�ur
schematische Modelle als auch f�ur einfache Fl�ussigkeiten.



Kapitel 6

Diskussion

Wie wir versprochen haben, werden im folgenden Kapitel die Erkenntnisse aus
den Kapiteln 3-5 zusammengef�uhrt. In den drei Kapiteln wurden haupts�achlich
Ergebnisse f�ur die Spektren �00(!) und �00(!) unterk�uhlter Fl�ussigkeiten und
Gl�aser pr�asentiert und besprochen. Die Spektren aus Abschnitt 3.3 wurden
durch das L�osen der molekularen MCT-Gleichungen erhalten. Es wurden die
MMCT-Gleichungen f�ur die Systeme dipolarer harter Kugeln und harter Ellip-
soide gel�ost. Dazu war erheblicher numerischer Aufwand notwendig. Die Spek-
tren, die wir in Kapitel 4 erhalten haben, sind ebenfalls Ergebnisse im Rahmen
der MCT, jedoch f�ur ein schematisches Modell molekularer Systeme. Der nu-
merische Aufwand zur Berechnung der Spektren dieses Modells ist gering. Im
Unterschied zu den MMCT-Gleichungen, sind analytische Diskussionen der Be-
wegungsgleichungen des Modells m�oglich. Im Kapitel 5 schlie�lich haben wir
eine Literaturrecherche des bestehenden Wissens bez�uglich derartiger Spektren
durchgef�uhrt.

In den Suszeptibilit�atsspektren �00(q; !) unterk�uhlter Fl�ussigkeiten treten bei
niedrigen Frequenzen der �-Peak und das �-Minimum auf. F�ur das universelle
Verhalten dieser beiden Ph�anomene macht die ideale MCT einfacher Fl�ussig-
keiten Vorhersagen. Diese Vorhersagen werden durch die meisten Experimente
und Computersimulationen best�atigt [56].

Die Vorhersagen der MCT bez�uglich des extrem niederfrequenten Verhaltens
bleiben nach der Erweiterung der Theorie auf molekulare Systeme unver�andert.

F�ur den Bereich h�oherer Frequenzen macht die MCT einfacher Fl�ussigkei-
ten dagegen keine umfangreichen Aussagen. In molekularen Systemen, wie OTP
oder Salol, und auch in Netzwerkglasformern, wie SiO2, unterscheiden sich die
Spektren oberhalb der Frequenz von ! � 0:1 THZ erheblich voneinander. In den
von uns gew�ahlten reduzierten Einheiten ist diese Frequenz im DHS-System
! � 0:1, im HE-System ! � 1 (sowohl bei den Simulationsergebnissen als auch
bei denen der MMCT) und im BK-Modell ! � 0:01. Wir haben in den Kapi-
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teln 3-5 besonders diejenigen Ph�anomene betrachtet, die knapp oberhalb dieser
Frequenzen lokalisiert sind. Dieser Frequenzbereich ist in gewissem Sinne me-
soskopisch, da diese Frequenzen f�ur mikroskopische Anregungen extrem niedrig
sind.

Unterhalb der mikroskopischen Anregungen tritt in den Spektren der
Buckel-Peak (bp in Kapitel 3), der Bossepeak (Bp in Kapitel 4) und der Bo-
sonenpeak (BP in Kapitel 5) auf. Die gemeinsamen Eigenschaften dieser drei
Peaks werden wir im Abschnitt 6.1 diskutieren. Im Abschnitt 6.2 werden weite-
re Resultate der vorliegenden Arbeit hinzugef�ugt. Anschlie�end, im Abschnitt
6.3, werden Anregungen zu weiteren Untersuchungen formuliert.

6.1 Buckel-Peak und Bossepeak versus Bosonenpeak

Das Auftreten des bp in den Spektren molekularer Fl�ussigkeiten, berechnet
nach der MMCT, ist auf folgenden Mechanismuszur�uckzuf�uhren: Wegen der
Tendenz molekularer Fl�ussigkeiten zur Orientierungsordnung existiert in min-
destens einem statischen Strukturfaktor der Orientierung (Sll0m(q)) ein Peak bei
q ! 0. Diese Tatsache besagt, dass auf mesoskopischer L�angenskala Orientie-
rungsordnung vorliegt. Als Folge erhalten diese q ! 0-Orientierungsmoden eine
gro�e Amplitude. Zus�atzlich wird die entsprechende mikroskopische Frequenz,

ll0m(q ! 0), dieser Moden soft. In der unterk�uhlten Fl�ussigkeit koppeln durch
Modenkopplungse�ekte diese Moden an alle �ubrigen Moden. Die Ursache f�ur
den bp in molekularen Fl�ussigkeiten ist folglich die Streuung nichtlokalisier-
ter longitudinaler akustischer Moden an lokalisierten (nicht propagierenden)
Orientierungsmoden. Modenkopplungse�ekte spielen schon bei vergleichswei-
se kurzen Zeiten eine bedeutende Rolle f�ur die Dynamik einer unterk�uhlten,
molekularen Fl�ussigkeit. F�ur das Auftreten des bp sind nach diesem Mechanis-
mus quasiharmonischen Schwingungenverantwortlich1. Das gilt auch f�ur den BP
[18, 141].

Die Anregungen, die den bp hervorrufen, haben in der unterk�uhlten Fl�ussig-
keit �uberwiegend relaxatorischen Charakter. Am Glas̈ubergangverschwindet der
bp in �00000(q; !) des HE-Systems, im DHS-System ist er nur relativ tief im Glas
in �0000(q; !) pr�asent. In �00000(q; !) bzw. �

00
00(q; !) dagegen, bleibt der bp in bei-

den Systemen weit �uber den Glas�ubergang hinaus bestehen. Das Verhalten von
Intensit�at und Position der Peaks in �00(!) der unterschiedlichen Systeme bei

1In der ersten Theorievorlesung, die der Autor der vorliegenden Arbeit h¨orte, behauptete H. Wagner, dass
man die Hälfte der Theoretischen Physik verstanden hat, wenn man den harmonischen Oszillator verstanden
hat (vorausgesetzt der Autor erinnert sich richtig). Der Mechanismus f¨ur den bp geh¨ort also quasi zu dieser
Hälfte der Theoretischen Physik.
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Variation der Kontrollparameter �ahnelt sich stark. (vgl. die Abbildungen 3.44,
4.8 und 5.2). Tief im Glas sind BP, Bp und bp in �00(!) gut zu erkennen. Bei
Ann�aherung an den Glas�ubergang nimmt ihre Intensit�at zu und ihre Position
verschiebt sich so lange zu niedrigeren Frequenzen, bis sie oberhalb einer kri-
tischen Temperatur oder unterhalb einer kritischen Packungsdichte nicht mehr
auftauchen. Die Recherche bzgl. des BP ergab, dass die Anregungen, die zum
BP in molekularen Systemen f�uhren, eher relaxatorischer Natur sind. In Netz-
werkgl�asern �uberwiegt dagegen der oszillatorische Charakter.

Die Position der drei Peaks (bp, Bp und BP) be�ndet sich etwa eine Deka-
de unterhalb der hf-Peaks. In Kompressibilit�atsspektren realer Systeme oder den
entsprechenden Korrelationsspektren k�onnen mikroskopische Peaks an vielen
Frequenzen auftreten. Im Regelfall ist der BP deutlich von den hf-Peaks ge-
trennt, seltener ist der �Ubergang ie�end. In den Spektren des HE-Systems
kann es ebenfalls mehr als nur einen hf-Peak geben. Im Fall x0 = 1:8 und q = qD
kommt es bei gro�er Packungsdichte vermutlich zu einer �Uberlagerung einer
relativ niederfrequenten mikroskopischen Mode mit dem bp (siehe Abbildung
3.53).

Die Form aller dreier Peaks in �00(!) ist auf linearen Skalen unsymmetrisch.
Im Normalfall ist die linke Flanke deutlich steiler, als die rechte (vgl. Abb. 3.24,
bp in �0000(q; !) des DHS-Systems; Abb. 3.47, bp in �00000(q; !) des HE-Systems;
Abb. 4.8, Bp in �000(!) des BK-Modells und Abb. 5.2, der BP). �Uber die Form
des Bp haben wir die meisten Erkenntnisse erlangt. Es gibt Hinweise darauf,
dass der Bp die niederfrequente Flanke eines F1-Modells besitzt. Zum Beispiel
bei den kritischen Kontrollparametern ist im F1-Modell lim!!0 �

00(!) / pj!j
(Gl. (2.22b) und (2.45a) in [54]). Diesem Gesetz folgt auch der Niederfrequenz-
bereich der gestrichelten, d.h. kritischen Linie in Abb. 4.7 bis ! � 10�2. Der
Verlauf von �000(!) geht daraufhin in das kritische Gesetz mit etwas kleinerem
Exponenten a � 0:38 �uber. Vom BP ist bekannt, dass Details seiner Form stark
von der untersuchten Substanz abh�angen. Z.B. ist er, auf doppelt logarithmi-
scher Skala, bei einigen Substanzen scharf, bei anderen breit (vgl. Abb. 5.3
und z.B. [96]). Von unseren Untersuchungen am HE-System wissen wir, dass
auch der bp vergleichbare Eigenschaften hat. Je kleiner das Aspektverh�altnis
ist, desto steiler sind die Flanken des bp (vgl. Abb. 3.36). Es l�asst sich eine

vage Beziehung zwischen dem
"
Aspektverh�altnis\ X =

�
x20�1
x20+1

�2
und der loga-

rithmierten Halbwertsbreite des bp �bp aufstellen (vergleiche die Tabelle 3.1 und
die Abbildungen 3.36 und 3.55a):

log(�bp(x0)) / X : (6.1)

Je gr�o�er das Aspektverh�altnis ist, desto breiter ist der bp in �00000(q; !).
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Weder im DHS-System (Abbildung 3.25) noch im HE-System (Abbildung
3.49) ist eine q-Abḧangigkeitder Position !bp des bp vorhanden

!bp(q) / konst.: (6.2)

Das Gleiche gilt f�ur den BP.
Sowohl �uber den bp als auch �uber den BP sind Aussagen bez�uglich derer

ll0m-Abḧangigkeitm�oglich. Im DHS-System ist der bp von den hf-Peaks besser
in den l = 0 Spektren unterscheidbar. In den meisten l = 1 Spektren kann nicht
entschieden werden, ob der hf-Peak den bp verdeckt, ob der bp den hf-Peak
verdeckt oder ob beide Peaks miteinander verschmelzen. Anders verh�alt es sich
im HE-System. Hier tritt der bp in allen Spektren auf. Besonders bei den m 6= 0

Spektren sind die hf-Peaks jedoch nur bei doppelt logarithmischer Darstellung
zu erkennen. Auch hier ist die Position !bp des bp unabh�angig vom Korrelator

!bp(ll
0m) / konst.: (6.3)

Das Auftreten des Bosonenpeaks ist unabh�angig von der verwendeten Messme-
thode. Obwohl man die einzelnen ll0m Anteile experimentell kaum trennen kann
ist daher ein Auftreten des BP in allen ll0m Spektren wahrscheinlich.

Als ein thermisches System standen uns die DHS zur Verf�ugung und wir
konnten bei tiefen Temperaturen einen linearen Anstieg der Intensit�at des bp
mit der Temperatur feststellen (Abbildung 3.33a). Dieser Anstieg entspricht in
f�uhrender Ordnung in T der Besetzung eines Zustands nach der Bose-Statistik.
Die Frage der Temperaturabḧangigkeitkonnte besonders durch die Untersuchungen
beim Grenzwert tief im Glas des BK-Modells beantwortet werden (Abschnitt
4.1.3). Nach diesen Untersuchungen nimmt die Intensit�at des Bp's vermutlich
ebenfalls linear mit der Temperatur zu:

hBp(T ) / T : (6.4)

Dieses Resultat basierte unter anderem auf der Annahme, dass sich der Ver-
tex, der die softe Mode in die Bewegungsgleichung von �0(t) einkoppelt (hier
x=T ), indirekt proportional zur Temperatur verh�alt. Ob das generell der Fall
ist, entzieht sich unserer Kenntnis. Die Temperaturabh�angigkeit der Intensit�at
des BP wird ebenfalls mit der Bose-Statistik erkl�art.

Die Druckabḧangigkeiteiner Gr�o�e ist in den von uns untersuchten Systemen
durch die Abh�angigkeit von der Packungsdichte gegeben. Die Position des bp
verschiebt sich sowohl im DHS-System (vgl. Abb. 3.33b) als auch im HE-System
(vgl. Abb. 3.55b) linear mit steigender Packungsdichte

!bp(�) / � !hf(�) / � : (6.5)
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In der Glasphase ist dieses Verhalten ausgepr�agter. Diese Verschiebungen wer-
den im Experiment und in Computersimulationen auch f�ur den BP beobachtet
[138, 68, 70].

Kommen wir zur�uck zum dargestellten Mechanismus. Nach diesem Mecha-
nismus sollte der bp verschwinden, wenn keine kleinen q-Werte (etwa q < 1:5)
erh�altlich sind. Nach Horbach et al. [66] spielen f�ur den BP ebenfalls kleine
q-Werte eine wichtige Rolle. Die Autoren stellten fest, dass bei der Simulation
zu kleiner Systeme dem BP bei niedrigen Frequenzen Gewicht fehlt.

Im Verlauf der mikroskopischen Frequenzen der ODOF 
11(q) (DHS) bzw.

22m(q) (HE) ist bei q ! 0 eine Energiel�ucke vorhanden (vgl. Abb. 3.26). Das

gilt auch f�ur die Eigenwerte der renormierten Frequenzmatrix
�

̂2
m (q)

���0
(ver-

gleiche z.B. (3.39) und die Abbildungen 3.25 und 3.49). Folglich handelt es
sich bei der Orientierungsmode sozusagen um eine optische Mode. Optische Mo-
den haben nach [17, 140, 61, 112, 38, 42, 102] eine gro�e Bedeutung f�ur das
Auftreten des BP's.

Bei unseren Mechanismus f�ur das Entstehen des bp ist wichtig, dass ein
statischer Strukturfaktor der Orientierung Sllm(q); l 6= 0 einen Peak bei q � 0

aufweist. Die inverse Halbwertsbreite 1=�q dieser Peaks ist ein Ma� f�ur die
mittlere Gr�o�e orientierungsgeordneter Dom̈anen. Langsam schwingende, orientie-
rungsgeordnete Dom�anen liefern ein anschauliches Bild davon, wie der bp er-
zeugt werden kann. F�ur das tats�achliche Auftreten des bp ist die Existenz
dieser Dom�anen nur marginal notwendig, wie wir am HE-System sehen konn-
ten. Selbst im Spektrum des Systems mit x0 = 1:1 tritt der bp auf. Die Form
des bp ver�andert sich allerdings stark bei Ver�anderung des Aspektverh�altnisses
und damit auch bei Ver�anderung der Gr�o�e dieser mesoskopischen Dom�anen.
Besonders stark war die Ver�anderung bei der Betrachtung des Systems mit
x0 = 1:8 gegen�uber den �ubrigen Systemen. F�ur dieses System verwendeten wir
als Input statische Strukturfaktoren, die wir aus Resultaten der MD-Simulation
berechnet haben. Diese unterscheiden sich von denen der Perkus-Yevick-Theorie
haupts�achlich im Bereich kleiner q, da die PY-Theorie die Tendenz eines Sy-
stems zur Orientierungsordnung untersch�atzt. Auch diese Beobachtung l�asst
vermuten, dass zwischen der Gr�o�e der orientierungsgeordneten Dom�anen und
der Form des bp ein Zusammenhang besteht. Auch als Ursache f�ur den BP wird
Ordnung auf mesoskopischer Skala angegeben [15, 30, 4].

In Netzwerkglasformern werden Tetraederschwingungenf�ur das Auftreten des
BP verantwortlich gemacht [18, 113, 140]. Komplexe Gebilde, wie Tetraeder,
k�onnen zum heutigen Zeitpunkt nicht in die MMCT eingebettet werden. Den-
noch erscheint es plausibel, dass solche Anregungen mit gro�er Wellenl�ange
durch die hohe Dichte der unterk�uhlten Fl�ussigkeit �uber Modenkopplungse�ek-
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te auf alle �ubrigen Moden �ubertragen werden. Dies geschieht m�oglicherweise
analog zu unserem Mechanismus. Das Eintreten eines Falls, bei dem unser Me-
chanismus eine Rolle spielt, beschr�ankt sich nicht nur auf DHS und HE, sondern
er greift bei allen molekularen Fl�ussigkeiten mit Tendenz zur Orientierungsordnung,
wie z.B. bei einer Fl�ussigkeit aus diatomaren Molek�ulen.

F�ur das System der HE mit x0 = 1:8 ist eine MD-Simulation durch-
gef�uhrt worden. Es wurden dabei die verallgemeinerten Dichte-Dichte-
Korrelationsfunktionen �ll0m(q; t) f�ur viele Werte von q und f�ur ll0 2 f0; 2g und
m 2 f0; 1; 2g berechnet. (siehe Abbildung 3.50). Im Spektrum �00000(q; !), das
aus diesen Ergebnissen berechnet wurde, war der bp deutlich zu sehen (siehe
Abbildung 3.51).

F�ur den bp ist von uns ein Isotopeneffektprognostiziert worden. Nach unseren
Prognosen verh�alt sich die Position des bp !bp bei Variation des Tr�agheitsmo-
ments I der Molek�ule wie

!bp(I) / I�
1
2 : (6.6)

Die G�ultigkeit dieser Relation wurde von uns im Rahmen der MMCT f�ur die
beiden Systeme, DHS (Abbildungen 3.28 bis 3.31) und HE (Abbildungen 3.52
und 3.53), gefunden. Auch in der MD-Simulation des HE-Systems �nden wir
f�ur !bp den Isotopene�ekt. Im BK-Modell gilt konsequenter Weise

!Bp(
1) / 
1 ; (6.7)

mit der Frequenz 
1 der karikierten Orientierungsmode.
In den Spektren sind uns weitere Peaksaufgefallen. Wenn sich die Position

des bp durch Erh�ohen vomWert des Tr�agheitsmoments zu niedrigeren Frequen-
zen verschob, tauchten zwischen dem bp und den hf-Peaks manchmal mehrere
Peaks von geringer Intensit�at auf (siehe Abbildung 3.28 bis 3.31). Die Ursache
f�ur diese Peaks war nicht zweifelsfrei zu kl�aren. Sie k�onnen entweder durch An-
kopplung an Korrelatoren, wie �10(q; t), im DHS-System entstehen oder durch
den Mechanismus, der selbst im BK-Modell zum Erscheinen von drei

"
mikro-

skopischen\ Peaks in den Spektren f�uhrt (siehe Abschnitt 4.1.3). Bei der Be-
rechnung der Spektren des BK-Modells wurde neben dem Bp bei !Bp � 
1

dieser weitere, winzige Peak (WP) bei

!WP (
1) / 2� 
1 (6.8)

entdeckt. An dieser Stelle wollen wir die Diskussion der schematischen Model-
le abschlie�en. Wir haben festgestellt, dass Spektren unterk�uhlter Fl�ussigkei-
ten, einschlie�lich BP, mit einem schematischen Modell ge�ttet werden k�onnen,
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das eine R�uckkopplung der
"
soften\ Mode �1(t) in die Bewegungsgleichung der

"
harten\ Mode �0(t) beinhaltet. Die einfachste Form f�ur ein solches Modell ist
das BK-Modell. Wir wissen auch, dass die mikroskopische Frequenz der soften
Mode bei etwa 1 THZ liegen muss.

Der AOP [57] ist ein vom bp unabh�angiges Ph�anomen. Der Mechanismus,
welcher dem Auftreten des AOP zugrunde liegt, ist jedoch dem von uns skizzier-
ten Mechanismus �ahnlich. In beiden F�allen spielt eine Mode mit vergleichswei-
se niedrig liegender Frequenz, bzw. Verteilung von Frequenzen ! � 
000(qmax),
bzw. ! � 
ll0m(qmin); ll0 6= 0, mit gro�er Amplitude, gegeben durch den sta-
tischen Strukturfaktor Sll0m(q), die zentrale Rolle. Allerdings ist die Frequenz,
an welcher der AOP zu liegen kommt, i.a. h�oher als !bp. Dies k�onnte durch
den direkten Vergleich in Abb. 3.22 verdeutlicht werden. Aufgrund der von uns
gew�ahlten Diskretisierung des q-Raumes auf nur 30 St�utzstellen liegen aller-
dings nicht gen�ugend Daten von dem zus�atzlichen Peak im DHS-System vor,
um ihn eindeutig mit dem AOP identi�zieren zu k�onnen. Daher wollen wir den
direkten Vergleich nicht zu sehr hervorheben. Im HS-System ist o�enbar die
Kopplung an die

"
AOP-Frequenzen\ derart schwach, dass der AOP erst tief

im Glas auftritt. Der bp dagegen ist robuster, er ist im HE-System in �00000(!)
bis zum Glas�ubergang vorhanden. Ein wesentlicher Unterschied zwischen AOP
und bp ist, dass der AOP durch akustische Anregungen entsteht, w�ahrend der
Ursprung des bp optische Anregungen sind. Dass beide Peaks, bp und AOP,
im DHS-System bei T = 0:04, � = 0:6 auftreten ist m�oglicherweise ein Arte-
fakt der sph�arischen Molekularfeldn�aherung, welcher wir die analytischen Aus-
dr�ucke f�ur Slm(q) dieses Systems verdanken. Wir vermuten dies, da der statische
Strukturfaktor S00(q) in dieser N�aherung unabh�angig von Temperatur und Di-
polmoment ist, was schon aus anschaulichen Gr�unden nicht richtig sein kann2.
Im HE-System k�onnen wir beobachten, dass bei Zunahme der Bedeutung der
ODOF, durch Erh�ohen von x0 bei gleicher Dichte, das Maximum von S000(q) an
Intensit�at verliert. Bei den DHS dagegen ist S00(q) immer der statische Struktur-
faktor des Hart-Kugel-Systems, bei der entsprechenden Packungsdichte. Dieses
ist insbesondere auch bei tiefen Temperaturen T = 0:04 der Fall, obwohl hier
der Beitrag der ODOF zu den statischen und den dynamischen Eigenschaften
des Systems erheblich ist. Wir wollen mit diesen �Uberlegungen zum Ausdruck
bringen, dass das Auftreten eines AOP sogar von den ODOF verhindert werden
kann. Es wird daher wahrscheinlich sehr schwierig sein, den AOP experimentell
nachzuweisen. An dieser Stelle sei auch angemerkt, dass nach den Ausf�uhrungen
von G�otze und Mayr [57] das Verhalten der Intensit�at des AOP in Abh�angigkeit

2S00(q ! 0) gibt die Kompressibilit¨at des Systems an. Bei einem thermischen System sollte diese selbst-
verständlich von der Temperatur abh¨angen.
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von der Temperatur vermutlich nicht mit der des BP vergleichbar w�are. Der
Fehler lie�e sich m�oglicherweise korrigieren, wenn man ebenfalls ein BK-Modell
als schematisches Modell f�ur dieses System formulieren w�urde. In der von uns
verwendeten Notation entspr�ache �qD(t) ! �0(t) und �qmax(t) ! �1(t). Als wei-
tere Schw�achen des AOP f�uhrten G�otze und Mayr auf, dass die Position des
AOP leicht q-abh�angig ist und dass der AOP nur dann auftaucht, wenn der
Betrag des D�ampfungsterms �q klein oder gleich Null ist. Der bp dagegen tritt
auch bei vergleichsweise gro�en Werten vom �ll0m(q) auf. Er wird dabei breiter.

Die �Ubereinstimmung der Charakteristika von bp, bzw. Bp mit den Eigen-
schaften vom BP l�asst den Schlu� zu, dass der am Anfang des vorliegenden Ab-
schnitts dargestellte Mechanismus in molekularen Systemen zu dem Peak f�uhrt,
der meistens Bosonenpeak genannt wird. Die These wird dadurch unterst�utzt,
dass bei den Untersuchungen am bp kein Widerspruch zu einer Eigenschaft des
BP gefunden wurde.

6.2 Weitere Erkenntnisse

Zum L�osen der MMCT-Gleichungen wurde als numerisches Verfahren die De-
zimierungstechnikverwendet. Um jedoch die Anwendung des Verfahrens auf die
MMCT-Gleichungen zu erm�oglichen, waren erhebliche Ver�anderungen an der
Iterationsprozedur n�otig. An die Stelle einer einfachen Iteration tritt eine Null-
stellensuche mit justierbarer Sensibiliẗat (siehe Anhang A). Weiterhin mussten
die MMCT-Gleichungen anders formuliert werden, als sie in der Originalarbeit
[119] formuliert waren. Wir wollen weiterhin hervorheben, dass zum L�osen der
MMCT-Gleichungen nicht das in der M�unchner Gruppe um W. G�otze verwen-
dete Verfahren benutzt wurde3.

Bei kurzer Betrachtung der Resultate f�ur das DHS- und das HE-System
wurden im Bereich des �-Minimumskeine Abweichungen zu den universellen
Gesetzen der MCT gefunden und auch die �-Peakszeigten kein ungew�ohnli-
ches Verhalten. Eine sorgf�altige Analyse der Langzeitdynamik fand jedoch nicht
statt.

Die akustische Schallgeschwindigkeiterh�oht sich unseren Beobachtungen nach,
wenn die Bedeutung der ODOF zunimmt. In beiden untersuchten Systemen
f�allt auf, dass durch die Zunahme der Bedeutung der q-Werte q < qmax mit
steigendem Aspektverh�altniss oder sinkender Temperatur, alle fll0m(q < qmax)

einen gr�o�eren Wert annehmen. Die gr�o�te Bedeutung kommt dabei dem An-
wachsen von f000(q) zu. Die Zunahme der Tendenz zur Orientierungsordnung

3Um Gleichungen wie in der MCT einfacher Fl¨ussigkeiten zu erhalten, wurde ein effektiver Ged¨achtni-
sterm eingef¨uhrt (siehe Anhang E in [125]).
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f�uhrt also dazu, dass das System bez�uglich aller Observablen im Bereich klei-
ner q steifer erscheint als eine einfache Fl�ussigkeit. Wir folgern daraus, dass die
lineare Dispersion f�ur die Ausbreitung des Schalls f�ur kleine q in molekularen
Systemen nur f�ur einen kleineren q-Bereich gilt und/oder die Schallgeschwindig-
keit in unterk�uhlten molekularen Fl�ussigkeiten mit zunehmender Tendenz zur
Orientierungsordnung zunimmt (siehe die Abbildungen 3.25 und 3.49). Wegen
der stark eingeschr�ankten Verf�ugbarkeit der q-Abh�angigkeit der Korrelations-
funktionen, konnten wir diesen Aspekt im Rahmen der vorliegenden Arbeit nur
relativ ungenau untersuchen.

Im DHS-System tritt f�ur die Orientierungskorrelationsfunktionen bei 0:15 <
T < 0:32 ein Typ A-Übergangauf. Der Typ A-�Ubergang hat nur geringe Auswir-
kungen auf die Dynamik des Schwerpunktkorrelators. Erwartungsgem�a� kann
die linke Flanke der l = 1 Suszeptibilit�atsspektren an der kritischen Linie durch
das Potenzgesetz �001m(q; ! ! 0) / p! beschrieben werden (vgl. Abb. 3.12, 3.13
und 4.3 f�ur das BK-Modell). Der Precursor vom Typ A-�Ubergang wird dadurch
angezeigt, dass der �-Peak in den Spektren der Orientierungskorrelatoren bei
h�oheren Frequenzen liegt als der �-Peak in den Spektren der translatorischen
Korrelationsfunktionen (siehe Abbildungen 3.16 und 3.17).

Im System der HE sollten zwei�-Relaxationenin unmittelbarer N�ahe zu ei-
nem bestimmten Punkt im Kontrollparameterraum auftreten. Dieses Ph�ano-
men konnte aufgrund der Komplexit�at der statischen Struktur des HE-Systems
und der Komplexit�at der MMCT-Gleichungen nur an einem schematischen Mo-
dell dargestellt werden (Abb. 4.10). Da das Ph�anomen nur dann erkennbar wird,
wenn der besagte Punkt sehr genau getro�en wird, gehen wir davon aus, dass
in realen Systemen �au�erst selten zwei �-Relaxationen auftreten.

6.3 Ausblick

Viele der aufgef�uhrten Punkte liefern Anregungen zu weiteren Untersuchungen:
Einige dieser Untersuchungen werden derzeit in der Arbeitsgruppe von Schilling
(Universit�at Mainz) durchgef�uhrt. Die Anregungen, die den BP erzeugen, sollen
auch transversale Anteile besitzen. Dies geht aus MD-Simulationen von Hor-
bach et al. [66, 67] von SiO2 hervor. Ob die Anregungen, die zum bp f�uhren,
transversale Anteilehaben, konnte in der vorliegenden Arbeit nicht untersucht
werden, da nur skalare Projektoren zum Herleiten der Bewegungsgleichungen
verwendet wurden (vgl. Kapitel 3.1). Wir vermuten, dass sich die Intensit�at des
bp bei Ber�ucksichtigung transversaler Str�ome im Rahmen der MMCT verst�arkt.
Es sollen von Jingbo Li allgemeinere MMCT-Gleichungen f�ur das DHS-System
gel�ost werden. Diese allgemeineren MMCT-Gleichungen wurden von A. Latz
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und M. Letz [85] hergeleitet und ber�ucksichtigen transversale Str�ome. Diese
Untersuchung soll besonders �uber die Bedeutung transversaler Str�ome f�ur den
bp Aufschluss geben. Vom Autor der vorliegenden Arbeit soll das HE-System
noch detaillierter untersucht werden, um einige L�ucken zu schlie�en, die zu Be-
ginn des Abschnittes 3.3.2 angef�uhrt wurden. Auch die sorgf�altige Diskussion
des BK-Modells tief im Glas sollte nachgeholt werden. Eine weitere kleine Auf-
gabe best�unde darin, herauszu�nden, wie sich die Variation von ���

0

ll0m(q) auf den
bp in �00ll0m(q; !) auswirkt.

Wir wollen im Folgenden weitere Untersuchungen anregen. Es w�are sinn-
voll, die MMCT-Gleichungen auf mehr als 30 St�utzstellen im q-Raum zu l�osen.
Dadurch k�onnte u.a. die Dispersionsrelation der hf-Peaks und des bp genau-
er angegeben werden und es k�onnte gekl�art werden, ob im System der DHS
tats�achlich bei sehr hoher Packungsdichte der AOP auftritt.

Antworten auf viele o�ene Fragen lie�en sich mittels Computersimulatio-
nen �nden. Es w�are z.B. interessant zu erfahren, ob der bp im HE-System ver-
schwindet, wenn die Simulationsbox klein ist. Ebenfalls am HE-System w�are zu
untersuchen, ob ein Zusammenhang zwischen Aspektverh�altnis und Fragilit�at
oder zwischen Orientierungsdom�anengr�o�e und Position des bp etc. besteht.
Es w�are gut herauszu�nden, ab welchem Aspektverh�altnis der bp auftritt. Wei-
terhin ist es interessant herauszu�nden, ob der Isotopene�ekt auch in anderen
Substanzen, wie z.B. OTP, auftritt. Dem Autor ist keine Computersimulation
einer molekularen Fl�ussigkeit in Hinblick auf den BP bekannt. Es w�are sicherlich
auch aufschlussreich, die nach Kugelfunktionen entwickelten Strukturfaktoren
Sll0m(q) dieser Substanz als Eingabe f�ur das MMCT-Programm zu verwenden.
Zu diesem Punkt war bereits ein EU-Forschungsprojekt in Planung.

Auch experimentelle Arbeiten hinsichtlich der in diesem Kapitel aufgestell-
ten Thesen sind sinnvoll. Die Arbeitsgruppe von Schilling regte bereits an, zu
untersuchen, ob bei st�abchenf�ormigen Polymeren in L�osung ein bp im Spektrum
auftaucht [116] und ob in Spektren von stark magnetisierten Ferrouiden ein
bp erscheint [62]. Uns w�urde weiter interessieren, ob es bei tiefen Temperaturen
bei ! � 2!BP m�oglicherweise einen Peak gibt, der eine geringe Intensit�at auf-
weist. Dies w�are der WP. Zus�atzlich zu der Suche nach einem Zusammenhang
zwischen Fragilit�at und Form des BP regen wir an, auch experimentell einen
Zusammenhang zwischen der Molek�ulform und der Form des BP zu suchen,
bzw. die Suche fortzusetzen [94].

Im Idealfall st�unden wir am Ende dieser Untersuchungen vor der Situation,
dass z.B. bei bekannten S22m(q) oder gar nur bekannter Form des Molek�uls die
Position und die Form des BP angegeben werden k�onnen.

In Abschnitt 2.2 wurde als Problem der MCT hervorgehoben, dass durch die
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Modenkopplungsapproximation eine unkontrollierbare N�aherung durchgef�uhrt
wird. Als eine Folge dieser N�aherung sind einige Ergebnisse der MCT quan-
titativ falsch. Bemerkenswert ist, dass die qualitativen Vorhersagen der MCT
sehr gut best�atigt werden. Weiterhin ist bemerkenswert, dass die Erweiterung
der MCT auf molekulare Systeme qualitativ richtige Vorhersagen erlaubt. Jede
sinnvolle Erweiterung der MCT scheint also zu weiteren Erkenntnissen bzgl.
der Ph�anomene in Gl�asern zu f�uhren. Da es sich bei der MCT um eine klar
formulierte Theorie handelt, k�onnen die Ursachen f�ur die Ph�anomene angege-
ben werden. Was die vorliegende Arbeit betri�t, ist geradezu erstaunlich, dass
auch im mesoskopischen Frequenz- bzw. Zeitbereich Modenkopplung eine Rol-
le spielt und Vorhersagen durch die MCT m�oglich sind. Im mesoskopischen
Frequenzbereich be�ndet sich in Spektren unterk�uhlter Fl�ussigkeiten im Nor-
malfall der Bosonenpeak. Durch das L�osen der MMCT-Gleichungen f�ur zwei
Beispielsysteme wurde in der vorliegenden Arbeit wahrscheinlich der Ursprung
des Bosonenpeaks f�ur molekulare Gl�aser gefunden.



Kapitel 7

Zusammenfassung

Die von Schilling et al. [119] aufgestellten molekularen Modenkopplungsglei-
chungen sind f�ur zwei Systeme, dipolare harte Kugeln und harte Rotationsellip-
soide, numerisch gel�ost worden. In den Kompressibilit�atsspektren, �00(q; !), und
den entsprechenden Korrelationsspektren, �00(q; !), der beiden Systeme �el im
Vergleich mit den Spektren einfacher Fl�ussigkeiten ein zus�atzlicher Peak (bp)
auf. Die Position des zus�atzlichen Peaks !bp ist etwa eine Dekade unterhalb
der Position der Hochfrequenzpeaks, also im mesoskopischen Frequenzbereich.
In molekularen Fl�ussigkeiten sind Phasen�uberg�ange der Orientierung der

"
Mo-

lek�ule\ m�oglich. Bei dipolaren harten Kugeln kann ferroelektrische Ordnung,
bei harten Ellipsoiden nematische Ordnung auftreten. Als Vorl�auferph�anomen
der Orientierungsordnung bilden sich in den molekularen Fl�ussigkeiten orientie-
rungsgeordnete Dom�anen. Die

"
Kurzzeitdynamik\ dieser Dom�anen �ndet auf

mesoskopischer Zeitskala statt. In der unterk�uhlten Fl�ussigkeit ist die Dyna-
mik aller Moden an die Dynamik dieser Orientierungsmoden gekoppelt. Unsere
Untersuchungen zeigen starke Hinweise darauf, dass diese Kopplung den bp
erzeugt. Demnach ist die Streuung nichtlokalisierter longitudinaler akustischer
Moden an lokalisierten Orientierungsmoden die Ursache f�ur den bp. !bp hat
nahezu keine q-Abh�angigkeit und zeigt einen Isotopene�ekt !bp / I�

1
2 , mit

dem Tr�agheitsmoment I. Weiterhin verglichen wir die Eigenschaften des bp
mit den Eigenschaften des Bosonenpeaks (BP). Der BP be�ndet sich in Spek-
tren realer Systeme ebenfalls eine Dekade unterhalb der Hochfrequenzpeaks.
Dieser Vergleich und der Vergleich mit den Ergebnissen einer MD-Simulation
des HE-Systems lie� uns vermuten, dass es sich bei dem bp und bei dem BP
in Spektren molekularer Systeme um dasselbe Ph�anomen handelt. In einem
schematischen Modenkopplungsmodell konnte das Verhalten des bp zus�atzlich
untersucht werden.
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Anhang A

Die numerische Methode

A.1 Einleitung

Das Ziel dieses Anhangs ist, die zentrale numerische Methode, die im Rahmen
dieser Arbeit h�au�g verwendet wurde, n�aher zu erl�autern.

Das numerische Verfahren zum L�osen der MCT-Gleichungen kann auf et-
wa 10 Jahre Geschichte zur�uckschauen. Im wesentlichen wird es auch heute
noch in der bereits 1991 in [48] dargestellten Form zum L�osen von den MCT
einfacher Fl�ussigkeiten, z.B. [44] und [57], bzw. schematischer Modelle, z.B.
[23, 1, 81, 45, 115, 58], verwendet. Bei vorgegebenen Kontrollparametern, wie
etwa der Packungsdichte, und gegebenen Anfangsbedingungen, wie etwa dem
statischen Strukturfaktor, liefert der Algorithmus als L�osung die zeitabh�angi-
gen Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion �q(t) f�ur alle Zeiten t > 0. Dieses Ver-
fahren l�asst sich unserer Meinung nach relativ einfach darstellen (siehe A.2).
Besondere Aufmerksamkeit erh�alt dabei das Konvergenzverhalten des Algo-
rithmus'. Ein Leser, der wenigstens eine Programmiersprache beherrscht, sollte
nach der Lekt�ure dieses Abschnitts in der Lage sein, innerhalb weniger Stunden
die MCT-Gleichungen, etwa des schematischen Modells, welches in Kapitel 2
besprochen wurde, zu l�osen und die in Abschnitt 2.1 dargestellten analytischen
Resultate numerisch zu reproduzieren. Bem�uhungen, die bisher unternommen
wurden, die MCT-Gleichungen auf andere Art und Weise zu l�osen, sind ge-
scheitert. Weder im Frequenzraum, noch auf St�utzstellen, die im Zeitraum z.B.
exponentiell verteilt sind, lassen sich die MCT-Gleichungen numerisch l�osen.

Die vorliegende Arbeit besch�aftigt sich mit der L�osung der MMCT-
Gleichungen (3.9) und (3.22). Das L�osen dieser Aufgabe stellt folgende An-
spr�uche an die Rechner und das Programm:

� Zur eÆzienten Berechnung der Ged�achtniskerne m�ussen sich die Werte der
Vertizes im Arbeitsspeicher be�nden. Abh�angig vom konkreten System ist
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hierf�ur ein Bedarf von 30 MB bis zu mehreren GB Arbeitsspeicher (RAM)
notwendig.

� In der N�ahe des Glas�ubergangs m�ussen die Korrelationsfunktionen �uber
viele Dekaden berechnet werden. Daf�ur sind selbst im einfachsten System
mehrere Tage Rechenzeit n�otig

� Die Zahlen m�ussen sehr genau behandelt werden. Es ist notwendig, mit

"
doppelter\ Pr�azision zu rechnen.

Eine weitere Schwierigkeit bei der Erstellung des Programms ist, dass viele
Fehler erst nach etlichen Stunden Rechnung zum Vorschein kommen. Auch
sind keine mathematisch exakten Aussagen bez�uglich des Konvergenzverhal-
tens einer auftretenden Iteration bekannt. Zur Bew�altigung des im Folgenden
dargestellten numerischen Problems war es also notwendig, die beim derzeitigen
technischen Stand zur Verf�ugung stehenden M�oglichkeiten voll auszusch�opfen.

Um die MMCT-Gleichungen l�osen zu k�onnen, mussten Ver�anderungen am
bew�ahrten Algorithmus durchgef�uhrt werden. Diese Ver�anderungen sind im
Abschnitt A.3 dargestellt. Ein Auszug aus dem kommentierten Quelltext wird
schlie�lich in Abschnitt A.4 den analogen

"
analytischen\ Gleichungen ge-

gen�ubergestellt.

A.2 Das Verfahren zum Lösen der MCT-Gleichungen

In diesem Abschnitt wird der f�ur das L�osen der MCT-Gleichungen einfa-
cher Fl�ussigkeiten verwendete Algorithmus beschrieben. Die Diskretisierung
der MCT-Gleichungen, wie sie im Teilabschnitt A.2.1 besprochen wird, l�asst
sich, bis auf Feinheiten, auf MMCT-Gleichungen �ubertragen. Auch der im Un-
terabschnitt A.2.2 besprochene Rahmen des Algorithmus' wird zur L�osung der
MMCT-Gleichungen �ubernommen, lediglich die Iteration wird ver�andert. Im
Abschnitt A.2.3 werden wir die uns bekannten Erfahrungen mit Fokus auf dem
Konvergenzverhalten des Algorithmus zusammenfassen. Nebenbei wird auf die
unterschiedlichen Anwendungen und deren Besonderheiten bzgl. der numeri-
schen Anforderungen eingegangen.
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A.2.1 Diskretisierung der MCT-Gleichungen

F�ur eine einfache Fl�ussigkeit lautet die Bewegungsgleichung f�ur die normierten
Dichte-Dichte-Korrelationsfunktionen �q(t) in Modenkopplungsapproximation

��q(t) + 
2
q�q(t) + �q _�q(t) + 
2

q

Z t

0

dt0mq(t� t0) _�q(t0) = 0 (A.1)

Die Anfangsbedingungen sind

�q(t = 0) = 1; und _�q(t = 0) = 0: (A.2)

Der Modenkopplungskern mq(t) eines Systems harter Kugeln der Packungsdich-
te �, dem Kugeldurchmesser d = 1 ist gegeben durch Gleichung (2.13).

Die Gleichungen A.1 und 2.13 bilden ein geschlossenes Gleichungssystem
mit kontinuierlichen Lau�ndex q (siehe Abschnitt 2.1).

Diskretisierung desq-Raums

Durch Diskretisierung des q-Raums in Nq Abschnitte und Einf�uhrung eines Cut-
o�s qco � 40 entstehen diskretisierte Modelle. Der Cut-o� ist dadurch motiviert,
dass in allen relevanten F�allen die direkte Korrelationsfunktion cq>qco � 0 gilt.
Je gr�o�er Nq ist, desto besser kann das Verhalten der einfachen Fl�ussigkeit
wiedergegeben werden. Da jedoch der Aufwand zur Berechnung von mq(t) nach
Gl. (2.13) an jedem diskretisierten q-Wert quadratisch mit Nq, insgesamt also
kubisch mit Nq anw�achst, ist eine Reduzierung von Nq anzustreben. Wir wollen
einige F�alle n�aher beleuchten:

� Bei der Reduzierung auf nur einen oder zwei Korrelatoren (Nq = 1 oder2)
entstehen die sogenannten schematischen Modelle. Wir haben schon gese-
hen (Abschnitt 2.1), dass einige wesentlichen Vorhersagen schon im Rah-
men solcher Modelle gefunden werden k�onnen. Noch weitere Vorhersagen
k�onnen mit Hilfe dieser Modelle numerisch getro�en werden (siehe Ab-
schnitt 4.1). Weiterhin kann anhand dieser Modelle die G�ute des Algo-
rithmus' getestet werden, da sowohl f�ur die statischen (Limes t!1) als
auch f�ur die dynamischen Eigenschaften analytische Aussagen existieren.
Die im einfachsten Fall durchgef�uhrte Reduktion auf nur einen q-Wert
ist dadurch gerechtfertigt, dass nach der MCT der Glas�ubergang durch
den K�a�ge�ekt getrieben wird. Die St�arke dieses E�ektes kann durch die
H�ohe des Hauptpeaks des statischen Strukturfaktors quanti�ziert werden.
Da die Berechnung der Korrelationsfunktion 8t nur wenig Zeit ben�otigt,
eignen sich schematische Modelle zum Anpassen (�tten) experimentell ge-
wonnener Kurven ([23, 1, 81, 45, 115, 58]).
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� Als Modell f�ur das HS-System hat sich die Gruppe um Prof. W. G�otze f�ur
den Wert von Nq = 100 mit qco = 40 entschieden [44]. Bei dieser Wahl wird
insbesondere die Langzeitdynamik des Systems in MCT-Approximation so
berechnet, dass �Anderungen von Nq und qco keinen qualitativen Einuss
auf den Verlauf der Funktionen haben. Die Summe in (2.13) wird wie folgt
diskretisiert: �q = 0:4, qi = i�q, i = 1=2; 3=2; :::; Nq � 1=2, kj und pl analog.
Gleichung (2.13) geht �uber in:

mi(t) �
6'�q3

32�3d6

Nq�1=2X
j=1=2

i+j�1=2X
l=ji�jj+1=2

jl

i5
[(j2 + i2 � l2)ckj) + (l2 + i2 � j2)cpl]�

� SqiSplSkj�kj(t)�pl(t): (A.3)

Die St�utzstellenverteilung der Summen von (A.3) k�onnen bei gegebenem
qi durch die Abbildung A.1 veranschaulicht werden. Bei der numerischen
Umsetzung wird von der Symmetrie des Integrationsgebietes bez�uglich
der Winkelhalbierenden Gebrauch gemacht. Es m�ussen folglich lediglich
die in Abbildung A.1 dargestellten Punkte ausgewertet werden. Summiert

0 10 20 30 40
p

0

10

20

30

40

k

q

q

Abbildung A.1: Stützstellen zur Berechnung vonmq=12:6(t) nach Gleichung (A.3)

wird also �uber alle Produkte von �kj(t) und �pl(t), die mit dem jeweiligen
Vertex gewichtet werden. Bemerkenswert ist, dass keiner der Punkte am
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Rand liegt1. Der Grund daf�ur ist die Einschr�ankung der zweiten Summe.
Als Folge wird die Impulserhaltung, ~k + ~p = ~q nicht verletzt.

� Um sicher zu gehen, dass auch die Kurzzeitdynamik, die durch die MCT
beschrieben wird, richtig berechnet wird, w�ahlten G�otze und Mayr [57]
sogar Nq = 300. Dies war n�otig, weil besonders zur Berechnung der Funk-
tionen bei kleinem q eine gro�e Anzahl von St�utzstellen verwendet werden
muss. Der Grund daf�ur ist, dass das Integrationsgebiet klein wird und da-
mit Diskretisierungse�ekte an Bedeutung gewinnen (vergleiche Abbildung
A.1).

� Bei der Betrachtung eines einzelnen Hantelmolek�uls, gel�ost in einer
Fl�ussigkeit aus harten Kugeln, w�ahlten Singh et al. [58] Nq = 50. Eine
Reduktion auf einen derart niedrigen Wert war notwendig, da die Auto-
ren die Dynamik eines Molek�uls, gel�ost in einer unterk�uhlten Fl�ussigkeit
harter Kugeln, untersuchten. Zur Beschreibung eines derartigen Systems
sind molekulare MCT-Gleichungen verwendet worden. Die Autoren w�ahl-
ten mit lco = 7 einen sehr hohen Wert f�ur den Cut-o� zur Entwicklung
in den Kugelfunktionen (Gleichung 2.1). Daher standen sie bez�uglich des
in der Einleitung erw�ahnten Bedarfs an Arbeitsspeicherplatz (RAM) zum
Speichern der Vertizes vor �ahnlichen Problemen wie wir (Um einen Bedarf
von 2GB nicht zu �ubersteigen, mussten sie sich auf Nq = 50 beschr�anken).

� F�ur unsere Berechnung soll Nq = 30 gew�ahlt werden. Der Abstand der
St�utzstellen im q-Raum wird jedoch nicht, wie in den oberen F�allen, �aqui-
distant sein. Dadurch wird sich z.B. die Form des Integrationsgebietes aus
Abbildung A.1 �andern (vgl. Abbildung A.5).

Als Folge der Diskretisierung im q-Raum erh�alt man Modelle, die das Verhalten
des wirklichen Systems unterschiedlich pr�azise wiedergeben. Die Vorhersagen
der MCT sind sehr allgemein. Zur Untersuchung unterk�uhlter Fl�ussigkeiten
in Modenkopplungsapproximation sollte es ausreichend sein, diese Modelle zu
studieren.

Diskretisierung des Zeitraums

Das Verfahren im Zeitraum ist f�ur alle q gleich. Der Index q kann daher in vielen
der folgenden Formeln unterdr�uckt werden. Es sei

�i := �(t = i� hj); i = 0; 1; 2:::Nt � 1; (A.4)

1Veränderungen bei der Behandlung des Randes haben gravierende Auswirkungen auf den Verlauf des
Nichtergodizitätsparametersfq bei kleinen Werten vonq [106].
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mit der Schrittweite hj (hj wird im Unterabschnitt A.2.2 n�aher spezi�ziert).
Die Ableitungen werden wie �ublich (vgl. z.B. [16, S.768]) diskretisiert. Bei der
ersten Ableitung wurde ein Dreipunkt- und bei der zweiten Ableitung ein Vier-
punktschema gew�ahlt:

_�(t) � 1

hj
(
3

2
�i � 2�i�1 +

1

2
�i�2) (A.5)

und

��(t) � 1

h2j
(2�i � 5�i�1 + 4�i�2 � �i�3) (A.6)

Es ist wichtig, ein Schema zu w�ahlen, bei dem die sp�ateste vorkommende Zeit
durch i gekennzeichnet ist. Die Faltung wird im Wesentlichen in zwei Antei-
le aufgespalten. Die einzelnen Teile werden durch partielle Integration derart
umgeschrieben, dass ein Ausdruck entsteht, der numerisch besser kontrolliert
werden kann [48]:Z t

0

dt0m(t� t0) _�(t0) =

�
Z t=2

0

dt0 _m(t� t0)�(t0)�
Z t=2

0

dt0m(t) _�(t� t0) +

�m(t=2)�(t=2) +m(t)�(0): (A.7)

Die Umformung gew�ahrleistet, dass sowohl _m(t) als auch _�(t) bei l�angeren Zeiten
weniger variieren als bei k�urzeren Zeiten. Diskretisiert werden die Integrale
durch einfache Riemannsummen, d.h.

Z t

0

dt0m(t� t0) _�(t0) � �hj
i=2X
l=0

_mi�l�l � hj

i�i=2X
l=0

mi
_�i�l �mi=2�i�i=2 +mi�0: (A.8)

Wichtig ist hierbei, dass durch Einsetzen der diskretisierten Form der Ableitung die
Schrittweite hj herausfällt2. Im Programm wird an dieser Stelle die einfache Form
der diskretisierten Ableitung _�i � 1

hj
(�i � �i�1) verwendet3. Die Diskretisierung

der Zeitachse ist damit abgeschlossen.
Ein Vorgehen zum L�osen der MCT-Gleichungen nach Standardverfahren

w�urde folgenderma�en aussehen: Man startet mit den Anfangsbedingungen
nach Gleichung (A.2) und arbeitet sich mit ausreichend kleiner Schrittwei-
te h zum n�achsten Zeitpunkt i vor.

"
Ausreichend klein\ hei�t in diesem Fall

2Numerisch isti� i=2 6= i=2.
3An dieser Stelle f¨uhrten sowohl Fuchs et al. [48] als auch Singh [58] und Nauroth [107] sogenannte

”
Momente“ ein. Die hier gew¨ahlte Darstellung verzichtet auf diesen m¨oglicherweise verwirrenden Schritt.
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h � 1

q

8q. Ein derartiges Verfahren ist jedoch nicht anwendbar, da wir zum
einen unter Umst�anden sehr lange Zeiten erreichen wollen. Zum anderen ben�oti-
gen wir, zur Berechnung des Faltungsintegrals, alle Daten der Zeiten j < i.
Wir sto�en also gleich an zwei Grenzen der Technik. Um � �uber z.B. 20 De-
kaden zu berechnen, m�ussten am Ende O(> 1020) Daten gespeichert werden.
Zudem w�urde die Dauer der Berechnung des Faltungsintegrals ins Unermessli-
che ansteigen. Einen Ausweg bietet die Dezimierungstechnik, die im n�achsten
Abschnitt beschrieben wird.

A.2.2 Initialisierung, Iteration und Dezimierung

Die Dichte-Dichte-Korrelationsfunktionen �andern sich in der N�ahe eines
Glas�ubergangs nach der mikroskopischen Relaxation nur noch sehr langsam.
Diese Eigenschaft wird durch das Dezimierungsverfahren ausgenutzt. Dieses
Verfahren wurde an anderer Stelle bereits ausf�uhrlich beschrieben [48, 58, 107]
und soll daher hier nur skizziert werden. Es besteht aus drei Schritten.

1. Im ersten Schritt wird mit einer Schrittweite h0, die kleiner ist als nach
einem Standartverfahren n�otig, �i = 1 f�ur i = 0; 1; 2:::(Nt� 1)=2 initialisiert .
Um die mikroskopische Relaxation richtig zu erhalten, muss demnach gel-
ten

Nt � 1

2
h0 � 1


q
8q:

2. Im zweiten Schritt werden aus den Gleichungen (A.1) und (A.3) �i und
mi iterativ f�ur i = Nt=2; Nt=2 + 1:::Nt � 1 der Reihe nach bestimmt.

3. Im dritten Schritt wird die Schrittweite hj = 2j � h0 verdoppelt, d.h. j !
j+1 (Hierin liegt die Bedeutung des Index' j 2 f1; 2; : : : ; Nendg). Die Daten
werden dezimiert, d.h.

�2i ! �i; m2i ! mi für i = 0; 1; 2; :::; Nt=2� 1: (A.9)

Die Schritte 2 und 3 werden so oft wiederholt, bis �i konstant ist. Konkret:
Im Glas nimmt �(t) den Wert des Nichtergodizit�atsparameters f an, w�ahrend
�(t) in der Fl�ussigkeit auf Null abf�allt. Der Wert von Nend h�angt davon ab,
an welcher Stelle des Phasendiagramms die Kontrollparameter liegen. Tief im
Glas sowie tief in der Fl�ussigkeit gen�ugt Nend = 20. An kritischen Punkten sollte
Nend > 40 gew�ahlt werden.

Zum Schluss folgt die Beschreibung der Iteration von Schritt 2. In dem
hierf�ur gew�ahlten Verfahren unterscheiden sich die bew�ahrte Methode und die
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f�ur die MMCT-Gleichungen verwendete Methode besonders stark voneinander.
Folgendes Verfahren hat sich bew�ahrt (q wird unterdr�uckt):

� Der Anfangswert �(0)i f�ur �i wird mit �i�1 initialisiert (f�ur alle q)4,

� Nach Gleichung (A.3) werden aus allen �
(n�1)
i die Modenkopplungskerne

m
(n)
i berechnet.

� Die in t diskretisierte Gleichung (A.1) wird für alle q gleichzeitignach �
(n)
i

aufgel�ost:

�
(n)
i =

�
� + � � �+

�
�0 � �0 + �1

2

�
m

(n)
i

�
=a; (A.10)

mit

a :=
2

h2j

2
+

3�

2hj
2
+
m0 +m1

2
; (A.11a)

� :=
1

h2j

2
(�5�i�1 + 4�i�2 � �i�3); (A.11b)

� :=
�

hj
2
(�2�i�1 + 1

2
�i�2) und (A.11c)

� := mi=2�i�i=2 � 1

2
(�1 + �0)mi�1 � 1

2
(m1 +m0)�i�1 (A.11d)

+
1

2

i=2X
l=2

(ml +ml�1)(�i�l+1 � �i�l) +
1

2

i�i=2X
l=2

(�l + �l�1)(mi�l+1 �mi�l):

� Die letzten beiden Schritte werden so oft wiederholt (n ! n + 1), bis
sich �

(n)
i nicht mehr �andert, d.h. numerisch bis j�(n)i � �

(n�1)
i j = j�(nmax)

i �
�
(nmax�1)
i j < � gilt. 5

Dabei bezeichnet (n) den Lau�ndex dieser Iteration. nmax ist die Anzahl der
Iterationen, die n�otig ist, um �i zu berechnen. Diese Iteration wird, wie in
Schritt 2. oben erkl�art wurde, bei jeder Verdopplung des Zeitschrittes hj f�ur i =
Nt=2; Nt=2+1; Nt=2+2; :::; Nt�1, genau Nt=2mal ausgef�uhrt, d.h. Insgesamt Nend�
Nt=2 mal. Die Bedeutung des Parameters Nend ist einfach und wurde bereits
erkl�art. Aber bei der Beschreibung der Dezimierungstechnik traten zus�atzlich

4Es ist verwirrend, dass der Begriff Initialisierung an zwei unterschiedlichen Stellen verwendet wird. Diese
Initialisierung hat jedoch nichts mit der Dezimierungstechnik zu tun.

5Um beiNq > 1 den Fehler der Iteration zu bestimmen, w¨ahlt man z.B. die Summe aller auftretenden

Fehler:
hPNq�1=2

i=1=2

�
j�

(n)
i (qi)� �

(n�1)
i (qi)j

�i
< �.
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die Kontrollparameter Nt, h0 und � auf. Im n�achsten Abschnitt wird diskutiert,
was bei Variation dieser Variablen geschieht, bzw. welches die optimalen Werte
f�ur diese Parameter sind.

A.2.3 Wahl der Kontrollparameter

Die im zweiten Schritt der Dezimierungstechnik durchgef�uhrte Iteration muss,
wie schon hervorgehoben wurde, f�ur alle q gleichzeitig durchgef�uhrt werden.
Bei Nq = 1 liegt ein eindimensionales Iterationsproblem vor. Der Banach'sche
Fixpunktsatz sichert die globale Konvergenz einer derartigen Iteration. D.h.
egal, wie wir �i initialisieren, wird immer eine richtige L�osung gefunden werden
und die Iteration wird nicht divergieren (�i = 0 ist auch eine L�osung jedoch
im Normalfall nicht die gesuchte. Bei richtiger Initialisierung wird durch die
Iteration immer der dem Betrag nach gr�o�te L�osungswert gefunden.).

Ist Nq > 1, liegt ein mehrdimensionales Problem vor. F�ur derartige Proble-
me ist lediglich lokaleKonvergenz der Iteration gew�ahrleistet6. Gl�ucklicherweise
sind wir jedoch beim gegebenen Problem durch die Kenntnis von �i ' �i�1 im-
mer in der Lage �i, in der N�ahe des gesuchten Fixpunktes zu initialisieren.
Erfahrungsgem�a� wird der Attraktionsbereich mit der bew�ahrten Initialisie-
rung, z.B. im Falle des Systems harter Kugeln, nicht verlassen. Das, dies z.B.
auch bei den Gleichungen der MMCT der Fall sein wird, konnte bisher nicht
sicher angenommen werden. Im Fall der MCT einfacher Fl�ussigkeiten konver-
giert die beschriebene Iteration, jedoch werden, insbesondere im Bereich der
kritischen Relaxation, bei diesem Verfahren sehr viele Iterationen ben�otigt, um
�i mit hoher Genauigkeit � zu bestimmen. Der Lau�ndex (n) kann dabei bis
zu einer f�unfstelligen Zahl anwachsen. Als Folge ist ein erheblicher Compu-
terzeitaufwand zur Fixpunktsuche notwendig. Schon in Taschenb�uchern der
Mathematik (z.B. [16]) werden f�ur die Iteration schneller konvergierende Ver-
fahren empfohlen. Das Verfahren wird dadurch un�ubersichtlicher und schwie-
riger zu programmieren. Zum L�osen eines schematischen Modells ist, aufgrund
des geringen Rechenzeitaufwandes, auch keine Abhilfe notwendig. F�ur die rea-
lit�atsnahen Modelle ist dagegen eine Verbesserung des Konvergenzverhaltens
anzustreben.

Da wir am Glas�ubergang nach der MCT ein Bifurkationsszenario unter-
suchen, muss �i mit sehr gro�er Genauigkeit � � 10�10 berechnet werden. Dies
gew�ahrleistet, dass z.B. der kritische Zerfall (�(t) / t�a) korrekt berechnet wird.
Weiterhin bestimmt der Wert von � im Vergleich zu h0 die Genauigkeit, mit der

6Diese Probleme sind oft Gegenstand von Numerik I Vorlesungen, siehe [111]. Lokale Konvergenz bedeu-
tet, dass Konvergenz der Iteration nur bei Initialisierung innerhalb einer n-dimensionalen Kugel um den zu
bestimmenden Fixpunkt m¨oglich ist.
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die mikroskopische Relaxation berechnet werden kann. Da hj in der diskretisier-
ten zweiten Ableitung (vgl. Gleichung A.5) quadratisch auftritt, sollte gelten
� � h20. Wir erkennen hier, dass die Parameter h0, � und Nt (vgl. Gleichung
A.9) nicht nur �au�eren Zw�angen unterworfen sind, sondern auch untereinan-
der wechselwirken. Die �au�eren Zw�ange f�ur Nt sind im wesentlichen dadurch
gegeben, dass einerseits die Faltung nach Gl. A.3 um so besser approximiert
wird, je gr�o�er Nt ist. Das hat zur Folge, dass die Unterschiede des Integral-
wertes nach einer Verdopplung von h gering sind. Andererseits erh�oht sich der
Computerzeitaufwand stark mit Zunahme des Parameters Nt. Dieser Zusam-
menhang ist zun�achst ann�ahernd linear, da �i im 2. Schritt bis i = Nt bestimmt
werden muss. Zus�atzlich wirkt sich der Wert von Nt jedoch quadratisch auf die
Berechnung der Riemannsumme nach Gleichung A.8 aus.

An dieser Stelle wollen wir hervorheben, dass bei relativ kleinen Werten
von Nt, 40 < Nt < 400 die Kurven im Zeitraum zwar relativ glatt verlau-
fen, allerdings weisen deren Fouriertransformierte, vor allem im Bereich des
�-Minimums, Unstetigkeiten auf. Diese Unstetigkeiten treten auf logarithmi-
scher Skala in konstanten Abst�anden auf. In Abbildung A.2 sind Spektren der
Suszeptibilit�at des Bosse-Krieger-Modells �000(!) bei gleichen Parametern darge-
stellt. Ver�andert wurde lediglich die Schrittanzahl Nt bei der Berechnung von
�0(t)

7.

Wie sind �, Nt und h0 nun zu w�ahlen? Wir betrachten zwei Extremf�alle:

� Beim schematischen Modell spielt heutzutage der Bedarf an CPU Zeit
keine Rolle. Bei Nt = 2000 sollte, wenn 
 = 1 ist, 1000� h0 � 1 sein. Eine
gute Wahl ist in diesem Fall z.B. h0 = 10�5 und � = 10�12. Selbst �00(!)
wird unter diesen Bedingungen glatt (siehe Abbildung A.2).

� Wenn, wie im Fall molekularer Fl�ussigkeiten oder eines sehr genau be-
schriebenen Systems harter Kugeln (Nq = 300), die Berechnung der Kerne
sehr viel Zeit beansprucht, kann mit Nt = 200 gerechnet werden, um we-
niger Rechenzeit zu ben�otigen. Die Rechenzeit wird zus�atzlich dadurch
verk�urzt, dass z.B. h0 = 10�4 1


q
8q gr�o�er gew�ahlt werden kann, als bei

gr�o�eren Werten von Nt. � = 10�10 ist damit, wenn 
q = O(1) ist, eine gute
Wahl, um die mikroskopische Relaxation richtig zu erhalten. Um �00(q; !)
auch z.B. bei Nt = 200 glatt zu erhalten, k�onnen die Kurven im Zeitraum
gegl�attet werden. Bei doppelt logarithmischen Darstellungen, zogen wir
es vor, die Spektren selbst zu gl�atten.

7Die Spektren wurden aus der numerischen Ableitung von�(t) bestimmt. �00(!) =

�
PNt=2�#Iterationen

i=0
_�(ti) sin(!ti). _�(ti) bestimmten wir ¨uber das Dreipunktschema (A.5).
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Abbildung A.2: Auswirkungen der Variation vonNt = 50; 200; 500 und2000 auf�000(!) am
Beispiel des Bosse-Krieger-Modells, vgl. Kapitel 4.1 (T = 0:5, x = 0:15 und� = 3:9995).
Je größerNt, desto glatter das Spektrum (Die Spektren zuNt = 200, 500 und2000 wurden
mit den Faktoren 2, 4 und 8 multipliziert)

In beiden F�allen muss die Pr�azision der Berechnung hoch sein. Auch die Daten
sollten in derartig hoher Genauigkeit verwaltet werden (double bei

"
C\ bzw.

real*8 bei
"
FORTRAN\).

Diese Anleitung sollte einen Leser mit Programmiererfahrung in die Lage
versetzen, die Gleichungen (A.1) und (A.3) zu l�osen. Zur L�osung der MCT-
Gleichungen eines schematischen Modells sind dazu nur etwa 100 Zeilen Sour-
cecode notwendig. Wesentlich umfangreicher ist ein Programm zur L�osung der
tensoriellen Gleichungen (3.9) und (3.22) der MMCT. Der Grund daf�ur ist, dass
die Gleichungen wesentlich komplexer sind und grundlegende �Anderungen, z.B.
am Iterationsverfahren, notwendig sind. Das Resultat dieser Bem�uhungen ist
aber ein Programm, mit dem die Dynamik vieler physikalisch interessanter Sy-
steme in der Modenkopplungsapproximation untersucht werden kann.

A.3 Das Verfahren zum Lösen der MMCT-Gleichungen

Der folgende Abschnitt beschreibt die Ver�anderungen, die am etablierten Ver-
fahren vorgenommen wurden, um die MMCT-Gleichungen mit Hilfe der De-
zimierungstechnik numerisch zu l�osen. Bei der ersten Betrachtung der Pro-
blemstellung erscheint dieses nicht schwierig, denn die Dezimierungstechnik ist
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vorhanden und es existieren bereits Verfahren, mit denen die Fixpunktsuche
an einigen molekularen Systemen durchgef�uhrt werden kann. Mit dieser Fix-
punktsuche wurden, aus den gegebenen verallgemeinerten statischen Struktur-
faktoren Sll0m(q), die Nichtergodizit�atsparameter fll0m(q), z.B. f�ur dipolare, harte
Kugeln [119] f�ur eine Lennard-Jones-Fl�ussigkeit [150] und f�ur harte Ellipsoide
[87] berechnet. Im Prinzip ist zur Berechnung der dynamischen verallgemei-
nerten Strukturfaktoren �ll0m(q; t) zu jedem diskreten Zeitschritt die �aquivalen-
te Fixpunktsuche durchzuf�uhren, wie bei der Berechnung von fll0m(q). Jedoch
dauert eine derartige Fixpunktsuche zu lang. Daher musste die Iteration als ei-
ne Nullstellensuche umformuliert (Abschnitt A.3.2) und die Diskretisierung im
q-Raum ver�andert werden (Abschnitt A.3.3). Damit der Sourcecode transpa-
renter wird, haben wir im letzten Abschnitt einem Ausschnitt vom Sourcecode
dieselben Zeilen in der schriftlich �ublichen Form gegen�ubergestellt (Abschnitt
A.4). Zuerst werden wir aber darstellen, wie die MMCT-Gleichungen umge-
schrieben werden m�ussen, um das Verfahren �uberhaupt anwenden zu k�onnen.

A.3.1 Zur numerischen Behandlung geeignete Formulierung der
MMCT-Gleichungen

Zu L�osen sind die Gleichungen (3.9) und (3.22) unter den Anfangsbedingungen

���ll0m(q; t = 0) = Sll0m(q) (A.12)

und

_���ll0m(q; t)jt=0 = 0: (A.13)

Um das oben beschriebene Verfahren anwenden zu k�onnen, werden folgende
Transformationen der MMCT-Gleichungen durchgef�uhrt:

_��
ll0m(q; t) := �iq�l (q)�j��ll0m(q; t); � = R; T: (A.14)

Die molekularen MCT-Gleichungen lauten in diesen Variablen

_���ll0m(q; t) =
X
�=R;T

_��
ll0m(q; t): (A.15)

und

���
ll0m(q; t) = �

lcoX
l2=m

�

�
ll2m

(q)
�2
���l2l0m(q; t) (A.16)

�
lcoX

l2=m

X
�0=R;T

kBT

I�
q�l (q)

q�
0

l2
(q)

Z t

0

dt0M��0

ll2m(q; t� t0) _��0

l2l0m(q; t
0)
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mit

(
�
ll0m(q))

2 =

�
q2 kBT

m
(S(q)�

1
)ll0m ; � = T

l(l + 1)kBT
I
(S(q)�

1
)ll0m ; � = R; l > 0

�
: (A.17)

den bereits gegebenen De�nitionen von Sll0m(q) (Gleichung (A.12)) und

q�l (q) :=

�
q ; � = Tp
l(l + 1) ; � = R

(A.18)

Statt einer Integrodi�erenzialgleichung der MCT einfacher Fl�ussigkeiten, lie-
gen uns im Fall der MMCT zwei (R und T ) mal lco + 1, matrixwertige (konkret
(lco � m) � (lco � m) Matritzen) Integrodi�erenzialgleichungen der gleichen Art
mit je zwei Faltungen vor. Die Integrodi�erenzialgleichungen sind �uber die Glei-
chung (A.15) verkn�upft. �Uberpr�uft werden sollte nun, ob sich die erhebliche Zu-
nahme an Komplexit�at negativ auf die Anwendungsm�oglichkeit der bew�ahrten
Prozedur oder zumindest deren Konvergenzverhalten auswirkt. Da eine Be-
rechnung der Modenkopplungskerne wesentlich l�anger dauert, als im Fall der
einfachen Fl�ussigkeiten, sollte eine Verschlechterung des Konvergenzverhaltens
vermieden werden. Bevor wir uns den �Anderungen widmen, die zum �Uber-
winden dieser Probleme vorgenommen wurden, wollen wir diejenigen Schritte
au��uhren, die weitgehend unver�andert blieben.

Wir stellen uns vor, dass die tensoriellen Gleichungen A.16 (� = R; T ; m =

0:::lco) nach dem bew�ahrten Verfahren gel�ost werden sollen. Die Diskretisierung
der Ableitungen wird gem�a� den Gleichungen (A.5) und (A.6) �ubernommen.
Bei der Initialisierung des Dezimierungsverfahrens stehen wir vor dem ersten
Problem. Mit den Randbedingungen (Gleichungen (A.12) und (A.13)) sind nach
Gleichung (A.15) lediglich Informationen �uber die Summe von �T

ll0m(q; t = 0) +

�R
ll0m(q; t = 0), bzw. deren Ableitung, vorhanden. Anders ausgedr�uckt, fast jede

Initialisierung der Art

�T
ll0m(q; t = 0) = �ll0m(q)� Sll0m(q) + konstTll0m(q) (A.19)

�R
ll0m(q; t = 0) = (1� �ll0m(q))� Sll0m(q)� konstRll0m(q) (A.20)

ist m�oglich. ( Die �ll0m(q) sind frei w�ahlbar. Eine Ausnahme bildet der Fall
l = l0 = 0. Hier muss �000(q) = 1 sein, da �R

00m(q; t) = 0 ist. Auch die Wer-
te von konst�ll0m(q) sind stark variierbar.) Man kann sich aber sowohl nume-
risch, als auch analytisch davon �uberzeugen, dass bei sinnvoller Wahl der Kon-
stanten diese keinen Einuss auf das Ergebnis von ���ll0m(q; t) hat. Wir w�ahlten
�000(q) = 1; �ll0m(q) = 0:5 sonst und konst�ll0m(q) = 0 8ll0m; q; �. Davon abgesehen
l�asst sich die Initialisierungsprozedur aus Abschnitt A.2.2 �ubernehmen. Initia-
lisiert werden
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� ���ll0m(q; t) nach Gleichung (A.13),

� �T
ll0m(q; t) und �T

ll0m(q; t) nach (A.19) und A.20

� MTT
ll0m(q; t), M

RR
ll0m(q; t) und MRT

ll0m(q; t) = MTR
ll0m(q; t) nach den Gleichungen

(3.24), jedoch in diskretisierter Form etwa entsprechend Gl. (A.3).

Auch die Dezimierung wird unver�andert an den Funktionen �ll0m(q; t), ��
ll0m(q; t)

und M��0

ll0m(q; t) durchgef�uhrt. Die Iteration musste jedoch wesentlich ver�andert
werden, um Konvergenz zu erhalten 8. Im folgenden Unterabschnitt wird eine
Nullstellensuche beschrieben, die an Stelle der Iteration tritt. Im �ubern�achsten
Abschnitt werden weitere Schritte beschrieben, mit denen der Aufwand an
CPU-Zeit verringert wurde.

A.3.2 Die Nullstellensuche

Im Folgenden soll die Nullstellensuche am Beispiel der MCT-Gleichungen ein-
facher Fl�ussigkeiten (A.1) dargestellt werden. Die Verallgemeinerung auf die
MMCT-Gleichungen stellt kein Problem dar und kann direkt aus dem Pro-
grammcode (siehe auch Abschnitt A.4) entnommen werden.

Das Problem, das im Iterationsschritt des bew�ahrten Algorithmus' vorliegt,
l�asst sich auch wie folgt formulieren:

"
Gesucht sind solche Funktionen �q(t), die die Gleichungen (A.1)
erf�ullen. Um diese zu �nden, de�niere die Funktionale

Fq(�
(n)
q (t)) := ��(n)q (t) + 
2

q�
(n)
q (t) + �q _�

(n)
q (t) + 
2

q

Z t

0

dt0m(n)
q (t� t0) _�(n)q (t0)

(A.21)

und variiere �(n)q (t) so lange, bis alle Fq(�
(n)
q (t)) < � sind. Setze �q(t) =

�
(n)
q (t)\

(Da die Dezimierungstechnik verwendet wird, sind �q(t
0 < t) und mq(t

0 < t) be-
kannt.). Der Index (n) gibt an, wie oft �(n)q (t) variiert wurde. Eine Antwort auf
die Frage, wie man �

(n)
q (t) variieren soll, �ndet man in vielen B�uchern �uber Nu-

merik. Hier wurde das in [108, Kapitel 9]) dargestellte Sekantenverfahren �uber-
nommen und auf den vorliegenden

"
mehrdimensionalen\ Fall verallgemeinert.

Im eindimensionalen, skalaren Fall, der z.B. bei einem schematischen Modell
vorliegt, funktioniert das Verfahren wie folgt:

8Genau genommen hatten wir, nachdem uns die Notwendigkeit der Umformulierung des Iterationsverfah-
rens klar wurde und wir merkten, dass diese Ver¨anderung die Anzahl der Iterationen um bis zu drei Gr¨oßen-
ordnungen verringerte, den Versuch beendet, einen Algorithmus mit herk¨ommlicher Iterationsprozedur zum
Laufen zu bringen.
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1. Im Unterschied zur einfachen Iteration wird beim Sekantenverfahren die
zu variierende Funktion mit zwei Werten initialisiert9. Z.B.

�A(0) = (1 + "A)�i�1 (A.22)

�B(0) = (1� "B)�i�1

2. Der nun folgende Schritt verleiht dem Verfahren den Namen
"
Sekanten-

verfahren\. Die �A(n)=B(n) nehmen neue Werte an.

�A(n) ! �B(n�1) (A.23)

�B(n) ! �B(n�1) ���(n�1)

mit

��(n�1) =
�A(n�1) � �B(n�1)

F (�A(n�1))� F (�B(n�1))
F (�A(n�1))=�; (A.24)

vergleiche Abbildung A.3. Auf die Bedeutung von der Sensibiliẗat � � 1

wird noch eingegangen werden.

1

2

3

4

f(x)

x

Abbildung A.3: Sekantenverfahren zur Nullstellensuche nach den Gleichungen (A.23) und
(A.24), mit� = 1. Die Zahlen bezeichnen den Iterationsindex n (siehe Text). Es entspricht
x! �B(n) bzw.x! �A(n�1) undf(x)! F (�(n)), n 2 f2; 3; 4g

3. Der zweite Schritt wird so oft wiederholt (n! n+ 1) bis

j��(n�1)j = j��(nmax�1)j < � (A.25)

gilt.

9Wieder soll diese Initialisierung nicht mit derjenigen der Dezimierungstechnik verwechselt werden.
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�i = �B(nmax) wird als Wert (Nullstelle von F ) angenommen. Die Nullstellensu-
che wird im Rahmen der Dezimierungstechnik anstelle der einfachen Iteration
durchgef�uhrt, d.h. bei jedem Dezimierungsschritt f�ur i = Nt=2; Nt=2+1; :::Nt�1.
Solange die �A=B innerhalb eines Attraktionsbereiches der tats�achlichen L�osung
initialisiert werden k�onnen, funktioniert dieses Verfahren auch dann, wenn vie-
le Funktionen gleichzeitig variiert werden m�ussen. Dies tri�t sowohl auf die
MMCT-Gleichungen als auch auf die MCT-Gleichungen zu. Eine gleichzeitige
Variation ist zwingend notwendig, da die Moden untereinander, wie der Name
der Theorie schon sagt, gekoppelt sind.

Die Iteration kann aber auch divergieren. Angenommen, wir haben zwei
Variablen �1 und �2 derart initialisiert, dass sie nahe an der wirklichen L�osung
liegen. Es ist nun m�oglich, dass bei einer ungl�ucklichen Ver�anderung von �1
und der daraus resultierenden Ver�anderung von F (�1; �2) f�ur �2 ein neuer Wert
au�erhalb des Attrationsgebietes gefunden wird, so dass als Folge die Iteration
mit gro�er Wahrscheinlichkeit nicht mehr konvergiert.

Ein Problem ist in unserem Fall, dass der Konvergenzbereich nicht bekannt
ist. Es ist jedoch anzunehmen, dass der Konvergenzbereich bei zunehmender
Komplexit�at des Problems kleiner wird. Da jedoch bei der dargestellten Se-
kantenmethode die drei Kontrollparameter "A; "B und � zur Verf�ugung stehen,
k�onnen wir die Nullstellensuche der Komplexit�at des Problems anpassen. Zur
Berechnung der mikroskopischen Relaxation z.B. kann die Nullstelle mit einem
Wert von � = 3 schnell gefunden werden. Im DHS-System sind im Bereich der
mikroskopischen Dynamik nur etwa nmax = 20 Iterationen notwendig, um die
�ll0m(q; t) mit der Genauigkeit � = 10�10 zu bestimmen. Im Bereich des kritischen
Zerfalls oder der � Relaxation ist eine vorsichtigere Suche nach der Nullstelle
notwendig. Der Wert von der Sensibilit�at muss z.B. durch die Wahl von � = 30

erh�oht werden. Dadurch steigert sich die Anzahl der Iterationen auf nmax � 300.
Zum Vergleich sei hier wiederholt, dass im Unterschied dazu bei Verwendung
der einfachen Iteration im Bereich des kritischen Zerfalls mehrere tausend Ite-
rationen notwendig waren. Bei der Initialisierung der Nullstellensuche wurden
mit der Wahl von "A = "B = 0:001 �A und �B in unmittelbarer N�ahe des letzten
Wertes gew�ahlt.

Ein weiterer Vorteil der Formulierung des Problems als Nullstellensuche ist,
dass Terme gleicher Ordnung in hj immer gemeinsam auftreten. Im Gegensatz
dazu standen bisher durch das Au�osen der Gleichung (A.1) nach �i auf beiden
Seiten des Gleichheitszeichens Terme der Ordnungen h�2j ; h�1j und h0j . Das Po-
tenzial f�ur Probleme bei besonders gro�en und besonders kleinen Werten von
hj wird durch die neue Formulierung verringert.

Eine Verallgemeinerung der Gleichungen (A.22) bis (A.25) auf den mehr-
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dimensionalen Fall ist einfach. Die implementierte, mehrdimensionale Nullstel-
lensuche zum L�osen der MMCT-Gleichungen wird in Abschnitt A.4 pr�asentiert.

A.3.3 Cut-Offs und nicht äquidistante Stützstellenverteilung im q-
Raum

An dieser Stelle werden weitere Tricks dargestellt, mit denen die Computer-
zeit verringert wurde. Dieses Ziel verfolgten wir nicht, um die armen Computer
zu schonen, sondern weil die MMCT-Gleichungen innerhalb der Zeitdauer einer
Promotion gel�ost werden sollten. Als erstes wenden wir uns dem zeitaufw�andig-
sten Schritt, der Berechnung der Kerne nach Gleichung (3.24), zu. W�ahrend der
Nullstellensuche muss diese Berechnung nmax-mal durchgef�uhrt werden.
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Abbildung A.4: Die statischen Strukturfaktoren des DHS-Systems beiT � = 0:04,� = 0:381
auf nicht äquidistanten St¨utzstellen. Transformation nach Gleichung A.26 mit� = 0:06
(Quadrate),0:065 (Diamanten) und0:068 (Kreise). Von links nach rechts istlm = 00, 10
und11.

Aufgrund seiner gro�en Bedeutung soll folgender Gedankengang nochmals
wiederholt werden. Wegen der zur numerischen Umsetzung zwingend notwen-
digen Diskretisierung im q-Raum k�onnen sowohl im Fall der MCT als auch im
Fall der MMCT lediglich Modelle der zu beschreibenden physikalischen Systeme
gel�ost werden. Die Modelle sollten derart formuliert werden, dass die physika-
lisch wichtigen Komponenten des Systems vom Modell �ubernommen werden.
Daher ist es sinnvoll, die Diskretisierung im q-Raum derart zu w�ahlen, dass
die Form der statischen Strukturfaktoren m�oglichst genau wiedergegeben wird.
Zus�atzlich ist darauf zu achten, dass das Doppelintegral zur Kernberechnung,
Gleichung (A.3), an allen St�utzstellen vern�unftig durchgef�uhrt werden kann.
Weiter unten wird ein Fall vorgestellt, bei dem ein derartiger Fehler zu einer
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Pathologie gef�uhrt hat. Bei der Diskretisierung des statischen Strukturfaktors
des Schwerpunktes muss der Bereich des Hauptpeaks mit relativ hoher St�utz-
stellendichte wiedergegeben werden, denn nur dann wird der K�a�ge�ekt korrekt
ber�ucksichtigt. Mit der Transformation

x = tanh(�q) y = tanh(�k) z = tanh(�p) (A.26)

mit � ' 0:065 l�asst sich dieses erreichen. Bis etwa q � 1=� sind dadurch die
St�utzstellen ann�ahernd �aquidistant. F�ur gr�o�ere q werden sie jedoch erheblich
ausged�unnt. F�ur die Darstellung der Orientierungskorrelationsfunktionen ist
die gew�ahlte Transformation sogar noch besser geeignet, da hier den kleinen
q Werten erh�ohte Bedeutung zukommt. In Abbildung A.4 sind die statischen
Strukturfaktoren des DHS-Systems dargestellt. Die unterschiedlichen Symbole
markieren die St�utzstellen bei unterschiedlichen Werten von � ' 0:065. Die
Transformation wurde so gew�ahlt, dass die St�utzstelle mit dem gr�o�ten q-Wert
immer auf q = 50 zu liegen kommt.

Diese Transformation hat den weiteren Vorteil, dass sich bei der Berechnung
der Kerne die Integrale im q-Raum (Gleichung A.3) sich zu einfachen Integralen
im x-Raum Z 1

0

dk

Z q+k

jq�kj
dp =

Z 1

0

dy

Z tanh(�(q+k))

tanh(�jq�kj)
dz

1

�2

1

1� x2
1

1� y2
(A.27)

transformieren. Das Integrationsgebiet auf den neuen St�utzstellen ist in Abb.
A.5 abgebildet. Bei der Auswertung des Integrales werden wieder die am Rand
liegenden St�utzstellen nicht ber�ucksichtigt.

Obwohl die dargestellte Transformation f�ur unsere Zwecke hervorragend ge-
eignet scheint, trat ein, unserer Meinung nach, unvorhersehbares Problem auf,
welches wir nun als eine Art Anekdote berichten wollen.

Die artifizielle, softe Mode

Als Lösung der MMCT-Gleichungen f¨ur das DHS-System erhielten wir bei hoher effektiver Tempe-
ratur T � = 0:3 das in Abbildung A.6 gezeigte Spektrum. Dieses zeigt einen deutlich erkennbaren
breiten Peak 1-3 Dekaden unterhalb des mikroskopischen Peaks. Ein derartiger Peak sollte im DHS-
System nur bei tiefen effektiven Temperaturen zu sehen sein.
Was ist das f¨ur ein Peak?
Bei der ausf¨uhrlichen Suche nach einer Antwort auf diese Frage kamen wir unter anderem auf die
tatsächliche Erklärung für den bp, mit dem sich die vorliegenden Arbeit stark auseinandersetzt. Da
T � groß ist, kann der Peak um! � 0:1 in �00(qmax; !) aus Abbildung A.6 jedoch nicht der bp
sein. Z.B. zeigt er auch nicht den Isotopeneffekt (3.36). Nach langer Recherche fanden wir folgende
Eigenschaften heraus:

� Die Position des Peaks ist bei Variation vonT und� ungewöhnlich stabil.
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Abbildung A.5: Nichtäquidistante St¨utzstellen zur Berechnung vonm��0

ll0m(q = 12:3; t) im
Doppelintegral imq-Raum nach Gleichung (3.24) mit der Transformation (A.26) mit� =
0:065

� Die Position ist nahezu unabh¨angig vonq.

� Der Peak tritt sogar beim HS-System auf, wenn wir die Transformation (A.26) verwenden.

� Die Peakposition sowie die Peakh¨ohe werden stark vom Wert von� beeinflusst.

� Wenn der gr¨oßteq-Wert (q = 50) bei der Berechnung der Kerne weggelassen wird, verschwin-
det der Peak (bei hoher Temperatur bzw. beim HS-System).

Hier wird klar, dass die Mode vonq = 50 für das Auftreten des Peaks verantwortlich ist. Unsere
Erklärung daf¨ur ist folgende:

Bei der Berechnung der Kerne zu jedemq-Wert erhält derq = 50 Korrelator durch die Trans-

formation zu viel Gewicht, da f¨ur q = 50 y ' 1 bzw. z ' 1 gilt (siehe Gleichung (A.27)). Ein

”
effektiver“ q-Cut-off ist damit jenseits vonq = 1. Als Folge wird, wie wir in Abbildungen von

�lm(q = 50; t) gesehen haben, die Dynamik desq = 50 Korrelators extrem ¨uberdämpft und fällt

etwa nach einem Potenzgesetz langsam auf�lm(q = 50; t ! 1) = 0 ab. Dadurch entsteht eine

künstliche softe Mode. Diese softe Mode wird, wiederum durch die Transformation bedingt, mit

sehr großem Gewicht in alle anderen Moden eingekoppelt. Wie auch bei dem Prozess, der zum bp

führt, entsteht dadurch ein zus¨atzlicher Peak im Suszeptibilit¨atsspektrum. Eine Betrachtung des In-

tegrationsgebietes gem¨aß Abbildung A.5 veranschaulicht diese Argumentation.

Der Ausweg aus diesem Problem ist sehr einfach. Wenn die St�utzstelle bei
q = 50 herausgenommen wird, kann das Integral an allen q-Werten auf vielen
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Abbildung A.6: Ein falsches Spektrum der Suszeptibilit¨at des DHS-Systems (T �:3; � = 0:5 >

�c = 0:4965), welches aufgrund der Einkopplung einer artifiziellen, soften Mode beiq = 50 in alle
Korrelatoren durch die im Text beschriebene Transformation entsteht.

St�utzstellen berechnet werden. Die Resultate, die das Programm liefert, sind
dadurch qualitativ unabh�angig von der Wahl des Wertes von �. Eine quan-
titative �Ubereinstimmung ist schon aufgrund der Tatsache, dass der e�ektive
Cut-o� im q-Raum von � abh�angt, nicht zu erwarten.

Um die qualitative �Ubereinstimmung an einem Beispiel zu demonstrieren,
sind in Abbildung A.7 Suszeptibilit�atsspektren �0000(qmax; !) des DHS-Systems
bei T � = 0:04, � knapp im Glas dargestellt. Die Kontrollparameter wurden
wie bei den statischen Strukturfaktoren von Abbildung A.4 gew�ahlt. Auch die
Werte der Kontrollparameter identisch zu w�ahlen, ist nicht sinnvoll, da sich die
Lage der Glas�ubergangslinie bei Variation der St�utzstellen verschiebt. Die Pa-
rameter wurden derart gew�ahlt, dass sich alle Systeme knapp in der Glasphase
be�nden.

Zur Berechnung aller �ubrigen in der Arbeit dargestellten Korrelationsfunk-
tionen des DHS-Systems sowie des HE-Systems und derer Spektren wurde
� = 0:065 gew�ahlt. Die St�utzstelle bei q = 50 wurde weggelassen.

Der Schritt innerhalb des Programms, der sich theoretisch parallelisieren
lie�e, ist die Berechnung der Integrale im q-Raum. Durch das Parallelisieren ist,
selbst bei lediglich 30 St�utzstellen, eine deutliche Verk�urzung der Rechenzeit
zu erwarten. Da wir aber am Verlauf der Korrelationsfunktionen bei vielen
unterschiedlichen Kontrollparametern (� und T � im Falle der DHS bzw. � und
x0 im Falle der HE) interessiert sind, m�ussen ohnehin mehrere Computer mit



A.3. DAS VERFAHREN ZUM LÖSEN DER MMCT-GLEICHUNGEN 179

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

ω

10
−2

10
−1

χ 00
"(

q,
ω

)

Abbildung A.7: Suszeptibilit¨atsspektren�0000(qmax; !) des DHS-Systems knapp im Glas, bei
unterschiedlichen Werten von� = 0:06 (gepunktete Linie),0:065 (durchgezogene Linie)
und0:068 (gestrichelte Linie), wie in Abbildung A.4.

der Berechnung von ���ll0m(q; t) beauftragt werden. Diese triviale Parallelisierung
macht unserer Meinung nach eine programmierte Parallelisierung �uber�ussig.

Zus�atzlich zum q-Raum spielt im Fall der MMCT die Orientierung der Mo-
lek�ule eine wichtige Rolle. Durch die Projektion auf die Kugelfunktionen Ylm(
)

wurde der Winkelraum bereits diskretisiert. Der Genauigkeit der Beschreibung
sind jedoch auch in diesem Fall Grenzen gesetzt, da nur bis zu einer endlichen
Ordnung in l = lco nach den Ylm(
) entwickelt wird. F�ur die Berechnung der
statischen Strukturfaktoren benutzen wir im Fall der DHS ein analytisch er-
haltenes approximatives Verfahren (Percus-Yevick Theorie in sph�arischer Mo-
lekularfeldapproximation [149]). In dieser Approximation ist f�ur l > 1 keine
Struktur mehr vorhanden. Als Folge ist f�ur die Statik der Cut-o� bei lco = 1 bei
der Entwicklung nach Ylm((
) exakt. Wir setzten f�ur die dynamischen Rechnun-
gen M��0

ll0m(q; t) = 0, 8l > 1. Im HE-System brechen wir die Summen bei lco = 2

ab. Wir wissen, dass damit die Systeme nicht vollst�andig beschrieben werden
k�onnen (siehe hierzu Abschnitt 3.2).

Der n�achste Abschnitt ist an denjenigen Leser adressiert, der sich praktisch
mit dem Programm auseinandersetzen will. Er dient auch der Vollst�andigkeit
der Darstellung.
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A.4 Ausschnitte des Sourcecodes

Es wurden im Rahmen der vorliegenden Arbeit zwei Beispielsysteme behan-
delt. Die Computerprogramme zum L�osen der Dynamik des jeweiligen Systems
unterscheiden sich nur unwesentlich. Das Programm kann problemlos auch zum
L�osen der Dynamik anderer linearer Molek�ule, z.B. mit lco = 3 und Nq = 20,
umgeschrieben werden. Der im Folgenden dargestellte Ausschnitt aus dem Pro-
grammcode kann unver�andert verwendet werden. Der Programmcode ist in der
Programmiersprache

"
C\ geschrieben und besteht aus den Dateien dynamic.c,

insifaop.c, hilfsroutinen.c, getopt.c und getopt1.c. Zus�atzlich �ndet man die sogenann-
ten header dynamic.h, options.h und getopt.h, die f�ur

"
C\ typisch sind. Mit Hilfe

des
"
make\ Befehls, welcher das Makefileaufruft, wird der Sourcecode in Ma-

schienensprache �ubersetzt (compiliert). Die Dateien, deren Name mit
"
getopt\

beginnt, stammen nicht von uns und steuern die standardisierte Options�uber-
gabe. Weitere Deklarierungen, die ebenfalls die Options�ubergabe steuern, sind
im header options.hzu �nden. Die Variablen und Funktionen, die die eigentli-
chen Berechnung betre�en, sind in dynamic.hdeklariert. Variablen, die sich in
Gruppen zusammenfassen lie�en, sind als Strukturen de�niert, z.B. die Struk-
tur

"
stati\, in welcher die De�nition f�ur statische Gr�o�en, wie z.B. der di-

rekten Korrelationsfunktion und des statischen Strukturfaktors, untergebracht
sind. Relativ unbedeutende Programmteile, wie die Speicherfreigaberoutinen
f�ur die Tensoren v�, die Wiegnermatritzen, die statischen und dynamischen
Strukturfaktoren sowie der Kerne etc. oder die Funktionen zur Berechnung
bzw. zum Einlesen dieser Gr�o�en aus Dateien sind in der Datei hilfsroutinen.czu
�nden. Die Initialisierung der Dezimierungstechnik, die Sicherung der Daten,
die Faltungen im Zeitraum und das Einlesen der Optionen be�nden sich in
der Datei insifaop.c. Weiterhin �ndet sich dort der Dezimierungsschritt. Der In-
halt der bedeutendsten Datei, dynamic.c, ist neben dem Hauptprogramm auch
die Nullstellensuche. Da die Gr�o�e allein dieser Datei mehrere hundert Zeilen
umfasst, wird nur ein Ausschnitt des Programms dargestellt. Der Sourceco-
de ist �uber viele Wege erh�altlich. Er be�ndet sich z.B. auf den in Anhang B
besprochenen CD's.

Im Folgenden wird ein besonders wichtiger Schritt der Sekantenmethode
in den in diesem Text bisher verwendeten Variablen wiedergeben. Diesem
wird anschlie�end der Sourcecode der gleichen Stelle aus der Datei dynamic.c
gegen�ubergestellt (vorher ist das kurze Hauptprogramm abgebildet). Wir
schauen an der Stelle in das Programm, an der analog zu Gleichung A.24
�Bll0m(q) initialisiert wird, d.h. �

A
ll0m(q) ist bereits initialisiert worden.

...
/*** 4. Initialisierung der zweiten dynamischen Variablen ****************/
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8QMAX
qi=1 8lcom=08lcol=m8lcol0=m�ll0m(q; t) = (1� "B)�ll0m(q; t� hj) (A.28a)

mTT
ll0m(q; t) = (1� 2"B)m

TT
ll0m(q; t� hj); (A.28b)

mTR
ll0m(q; t) = (1� 2"B)m

TR
ll0m(q; t� hj); (A.28c)

mRR
ll0m(q; t) = (1� 2"B)m

RR
ll0m(q; t� hj); (A.28d)

�RB
ll0m(q) = (1� "B)�

R
ll0m(q; t� hj) und (A.28e)

�TB
ll0m(q) = (1� "B)�

T
ll0m(q; t� hj) (A.28f)

8QMAX
qi=1 8lcom=08lcol=m8lcol0=md�TB

ll0m(q) = F T
ll0m(�ll0m(q; t)) und (A.28g)

d�RB
ll0m(q) = FR

ll0m(�ll0m(q; t))analog Gl. A.21 (A.28h)

/*** 5. Iteration **********************************************/
Æ = 100; n = 0 so lange jÆj > � berechne Folgendes:
Æ = 0

8QMAX
qi=1 8lcom=08lcol=m8lcol0=m��Tll0m(q) =

d�TA
ll0m(q)� d�TB

ll0m(q)

�TA
ll0m(q)� �TB

ll0m(q)
d�TA

ll0m(q)=� (A.29a)

��Rll0m(q) =
d�RA

ll0m(q)� d�RB
ll0m(q)

�RA
ll0m(q)� �RB

ll0m(q)
d�RA

ll0m(q)=� (A.29b)

�RA
ll0m(q) = �RB

ll0m(q); (A.29c)

�TA
ll0m(q) = �TB

ll0m(q); (A.29d)

d�RA
ll0m(q) = d�RB

ll0m(q); (A.29e)

d�TA
ll0m(q) = d�TB

ll0m(q) (A.29f)

�RB
ll0m(q) = �RB

ll0m(q)���Rll0m(q); (A.29g)

�TB
ll0m(q) = �TB

ll0m(q)���Tll0m(q); (A.29h)

Æ =

QMAXX
qi=1

lcoX
m=0

lcoX
l=m

lcoX
l0=m

(��Rll0m(q) + ��Tll0m(q)) (A.29i)

d�RB
ll0m(q) = :::; d�TB

ll0m(q) = ::: (A.29j)

...
Im Programmtext entspricht die Sensibilit�at der Nullstellensuche � !

opt.reg, der l Cut-o� lco ! LM, die Genauigkeit der Iteration Æ ! rel, die
Anzahl der St�utzstellen im q-Raum Nq ! QMAX, das Funktional ���ll0m(q) !
dphi�[qi][m][LM-l][LM-ls] etc. Alle zeitabh�angigen Variablen beginnen mit
dyn!. Die Variablen u3�, � 2 R; T beinhalten die Faltungsintegrale.

HAUPTPROGRAMM:
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/** dynamics of molecular liquids by t.theenhaus, star-
ted 12.10.98 **/
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include "dynamic.h"
int main(int argc, char **argv)
{

int i; /* no com-
mand */

struct dyn dyn; /* Struktur fuer dynami-
sche Variablen */

Leseoptionen(argc,argv);

dyn.phi=def5plustensor(QMAX,opt.size,LM+1,LM+1,LM+1);
dyn.phT=def5plustensor(QMAX,opt.size,LM+1,LM+1,LM+1);
dyn.phR=def5plustensor(QMAX,opt.size,LM+1,LM+1,LM+1);
dyn.mTT=def5plustensor(QMAX,opt.size,LM+1,LM+1,LM+1);
dyn.mTR=def5plustensor(QMAX,opt.size,LM+1,LM+1,LM+1);
dyn.mRR=def5plustensor(QMAX,opt.size,LM+1,LM+1,LM+1);

Einlesen();
Wiegnerinit();
vTvRinit();
Initialisiere(&dyn);
for(i=0;i<opt.end;i++)
{

Berechne(&dyn);
Sichere(&dyn);
Dezimiere(&dyn);
opt.ii=opt.size/2-1;

}
return 0;

}

ENDE DES HAUPTPROGRAMMS
AUSSCHNITT AUS DEM UNTERPROGRAMM

"
Berechne(& dyn)\:

/*** 4. Initialisierung der zweiten dynamischen Varia-
blen *****************/
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for(qi=1;qi<QMAX;qi++){
for(m=0;m<LM+1;m++){

for(l=m;l<LM+1;l++){
for(ls=m;ls<LM+1;ls++)
{

dyn->phi[qi][i][m][LM-l][LM-ls]=
0.999*dyn->phi[qi][init][m][LM-l][LM-ls];

dyn->mTT[qi][i][m][LM-l][LM-ls]=
0.998*dyn->mTT[qi][init][m][LM-l][LM-ls];

dyn->mRR[qi][i][m][LM-l][LM-ls]=
0.998*dyn->mRR[qi][init][m][LM-l][LM-ls];

dyn->mTR[qi][i][m][LM-l][LM-ls]=
0.998*dyn->mTR[qi][init][m][LM-l][LM-ls];

phiRB[qi][m][LM-l][LM-ls] =
0.999*dyn->phR[qi][init][m][LM-l][LM-ls];

phiTB[qi][m][LM-l][LM-ls] =
0.999*dyn->phT[qi][init][m][LM-l][LM-ls];

}}}}/**** qi,m,l,ls 5. ENDE ****/

for(qi=1;qi<QMAX;qi++){
for(m=0;m<LM+1;m++){

for(l=m;l<LM+1;l++){
for(ls=m;ls<LM+1;ls++)
{

dphTB[qi][m][LM-l][LM-ls] = -u3T[qi][m][l][ls];
dphRB[qi][m][LM-l][LM-ls] = -u3R[qi][m][l][ls];
dphTB[qi][m][LM-l][LM-ls] += 1/h/h*(-2*phiTB[qi][m][LM-
l][LM-ls]+

5*dyn->phT[qi][i-1][m][LM-l][LM-ls]-
4*dyn->phT[qi][i-2][m][LM-l][LM-ls]+

dyn->phT[qi][i-3][m][LM-l][LM-ls]);
dphRB[qi][m][LM-l][LM-ls] += 1/h/h*(-2*phiRB[qi][m][LM-
l][LM-ls]+

5*dyn->phR[qi][i-1][m][LM-l][LM-ls]-
4*dyn->phR[qi][i-2][m][LM-l][LM-ls]+

dyn->phR[qi][i-3][m][LM-l][LM-ls]);
if(l==ls)
{
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dphTB[qi][m][LM-l][LM-ls]+=
-.5*opt.nu/h*(3*dyn->phi[qi][i][m][LM-l][LM-ls]

-4*dyn->phi[qi][i-1][m][LM-l][LM-ls]+
dyn->phi[qi][i-2][m][LM-l][LM-ls]);
dphRB[qi][m][LM-l][LM-ls]+=

-.5*opt.nu/h*(3*dyn->phi[qi][i][m][LM-l][LM-ls]
-4*dyn->phi[qi][i-1][m][LM-l][LM-ls]+
dyn->phi[qi][i-2][m][LM-l][LM-ls]);

}
for(k=m;k<LM+1;k++)
{

dphTB[qi][m][LM-l][LM-ls]+=
-oT[qi][m][l][k]*dyn->phi[qi][i][m][LM-k][LM-ls];

dphRB[qi][m][LM-l][LM-ls]+=
-oR[qi][m][l][k]*dyn->phi[qi][i][m][LM-k][LM-ls];

dphTB[qi][m][LM-l][LM-ls]+= tT*dyn->mTT[qi][i][m][LM-
l][LM-k]*
0.5*(dyn->phT[qi][0][m][LM-k][LM-ls]-

dyn->phT[qi][1][m][LM-k][LM-ls]);
dphTB[qi][m][LM-l][LM-ls]+=-tT*.5*phiTB[qi][m][LM-k][LM-

ls]
*(dyn->mTT[qi][1][m][LM-l][LM-k]+

dyn->mTT[qi][0][m][LM-l][LM-k]);
if(k!=0)
{
dphTB[qi][m][LM-l][LM-ls]+=

tT*stati.q[qi]/stati.qR[k]*dyn->mTR[qi][i][m][LM-
l][LM-k]*
0.5*(dyn->phR[qi][0][m][LM-k][LM-ls]-

dyn->phR[qi][1][m][LM-k][LM-ls]);
dphTB[qi][m][LM-l][LM-ls]+=

-.5*tT*stati.q[qi]/stati.qR[k]*phiRB[qi][m][LM-k][LM-
ls]
*(dyn->mTR[qi][1][m][LM-l][LM-k]

+dyn->mTR[qi][0][m][LM-l][LM-k]);
}
if(l!=0&&ls!=0)

{
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if(k!=0)
{

dphRB[qi][m][LM-l][LM-ls]+=
tR*dyn->mRR[qi][i][m][LM-l][LM-k]*

0.5*(dyn->phR[qi][0][m][LM-k][LM-ls]
-dyn->phR[qi][1][m][LM-k][LM-ls]);

dphRB[qi][m][LM-l][LM-ls]+=-.5*tR*phiRB[qi][m][LM-k][LM-
ls]

*(dyn->mRR[qi][1][m][LM-l][LM-k]
+dyn->mRR[qi][0][m][LM-l][LM-k]);

}
dphRB[qi][m][LM-l][LM-ls]+=

tR*stati.qR[l]/stati.q[qi]*dyn->mTR[qi][i][m][LM-l][LM-k]*
0.5*(dyn->phT[qi][0][m][LM-k][LM-ls]

-dyn->phT[qi][1][m][LM-k][LM-ls]);
dphRB[qi][m][LM-l][LM-ls]+=

-.5*tR*stati.qR[l]/stati.q[qi]*phiTB[qi][m][LM-k][LM-ls]
*(dyn->mTR[qi][1][m][LM-l][LM-k]+

dyn->mTR[qi][0][m][LM-l][LM-k]);
}

else
{

dphRB[qi][m][LM-l][LM-ls]=0;
}

}
}}}}/**** qi,m,l,ls 6. ENDE ****/

/*** 5. Iteration ********************************************

rel=100,j=0,max=20;
while((rel>eps && rel>0) || (-rel>eps && rel<0))

{
rel=0;
/* Regula falsi bzw. Sekantenverfahren zur Nullstellensu-

che **/
for(qi=1;qi<QMAX;qi++){

for(m=0;m<LM+1;m++){
for(l=m;l<LM+1;l++){

for(ls=m;ls<LM+1;ls++)
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{
if(fabs(dyn->phi[qi][i-1][m][LM-l][LM-ls])<1e-7)

{
phiTA[qi][m][LM-l][LM-ls]=phiTB[qi][m][LM-l][LM-ls];
phiRA[qi][m][LM-l][LM-ls]=phiRB[qi][m][LM-l][LM-ls];
dphTA[qi][m][LM-l][LM-ls]=dphTB[qi][m][LM-l][LM-ls];
dphRA[qi][m][LM-l][LM-ls]=dphRB[qi][m][LM-l][LM-ls];
phiTB[qi][m][LM-l][LM-ls]=0,phiRB[qi][m][LM-l][LM-

ls]=0;
}

else
{

dphiR[qi][m][LM-l][LM-ls]=
phiRA[qi][m][LM-l][LM-ls]-phiRB[qi][m][LM-l][LM-ls];

dphiT[qi][m][LM-l][LM-ls]=
phiTA[qi][m][LM-l][LM-ls]-phiTB[qi][m][LM-l][LM-ls];

tempTA=dphTA[qi][m][LM-l][LM-ls];
tempRA=dphRA[qi][m][LM-l][LM-ls];
tempTB=dphTB[qi][m][LM-l][LM-ls];
tempRB=dphRB[qi][m][LM-l][LM-ls];
dphiT[qi][m][LM-l][LM-ls]*=tempTA;
dphiR[qi][m][LM-l][LM-ls]*=tempRA;
if((fabs(tempTA-tempTB))<eps||fabs(tempTA)<eps)

dphiT[qi][m][LM-l][LM-ls]=0,dphiR[qi][m][LM-l][LM-ls]=0;
else

{
dphiT[qi][m][LM-l][LM-ls]/=opt.reg*(tempTA-tempTB);
if(l!=0&&ls!=0)

dphiR[qi][m][LM-l][LM-ls]/=opt.reg*(tempRA-tempRB);
else dphiR[qi][m][LM-l][LM-ls]=0;

}

phiRA[qi][m][LM-l][LM-ls] = phiRB[qi][m][LM-l][LM-
ls];

phiTA[qi][m][LM-l][LM-ls] = phiTB[qi][m][LM-l][LM-
ls];

dphTA[qi][m][LM-l][LM-ls] = dphTB[qi][m][LM-l][LM-
ls];

dphRA[qi][m][LM-l][LM-ls] = dphRB[qi][m][LM-l][LM-
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ls];
phiTB[qi][m][LM-l][LM-ls]-= dphiT[qi][m][LM-l][LM-

ls];
phiRB[qi][m][LM-l][LM-ls]-= dphiR[qi][m][LM-l][LM-

ls];
}

dyn->phi[qi][i][m][LM-l][LM-ls] =
phiTB[qi][m][LM-l][LM-ls]+phiRB[qi][m][LM-l][LM-ls];

}}}}/**** qi,m,l,ls 7. EN-
DE ****/
...

Weiteren Kommentare be�nden sich im Programmtext.



Anhang B

Die Programme und die Resultate auf
CD-ROM

Wie bei den meisten teilweise nur numerisch l�osbaren Problemen �el auch beim
L�osen der Bewegungsgleichungen der MMCT-Gleichungen eine Flut von Daten
an. Um diese Daten zu konservieren, wurden sowohl die Resultate, als auch
die Programme, die im Rahmen der vorliegenden Arbeit entstanden, auf zwei
CD-ROMs gebrannt. Der gr�o�te Vorteil der beiden CD's ist vermutlich, dass
man auf Ihnen alle Korrelationsfunktionen �ll0m(q; t) und deren Suszeptibilit�ats-
spektren �00ll0m(q; !) der beiden untersuchten Systeme �ndet (insgesamt je ca.
1200 Kurven) und diese sehr einfach betrachten kann. Weiterhin �ndet der Le-
ser/die Leserin in diesem Anhang auch eine Anleitung f�ur den Umgang mit
dem Programm zum L�osen des BK-Modells. Zur Verwendung des Programms
zum L�osen der MMCT-Gleichungen wird empfohlen, sachkundliches Fachper-
sonal zu kontaktieren1. Inhalt dieses Anhangs sind folglich keine bedeutenden
Erkenntnisse, sondern lediglich einige ho�entlich hilfreiche Bemerkungen.

B.1 Die DHS-CD

Auf dieser CD be�nden sich die Verzeichnisse T0.04, T0.3, ETA3786 und
ETA525 in denen sich die Ergebnisse f�ur Kontrollparameter be�nden, deren
Werte durch die Pfade A,B,C und D (vgl. Abb. 3.3) angegeben sind. F�ur
die Dynamik im DHS-System sind weiterhin in den Verzeichnissen ISOTOP
Resultate bzgl. des Isotopene�ekts, in ALPHAVARResultate bei Variation von
� aus Gl. (A.26), in DIFFEPS Resultate bei Variation von � aus Kapitel A.2.3,
in REDUZIERTResultate zum reduzierten DHS-System und in NUCHECKResul-
tate bei Variation des D�ampfungsterms �. In den meisten dieser Verzeichnisse

1der Autor der vorliegenden Arbeit bekundet hiermit seine Bereitschaft zur Hilfe f¨ur die kommenden Jahre.
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be�nden sich Unterverzeichnisse, deren Inhalt anhand ihres Namens erkl�art
wird. Wichtig ist, dass, sofern man an einem Rechner mit dem Betriebssystem
Linux und der Software

"
gnuplot\ arbeitet, nach dem Wechsel ins gew�unschte

Unterverzeichnis die Eingabe von
gnuplot gnupl

eine Auswahl von Abbildungen der Korrelationsfunktionen �lm(q; t) des DHS-
Systems auf den Bildschirm bringt. Durch dr�ucken der Eingabetaste gelangt
man zum n�achsten Bild. Analog bewirkt man die Ausgabe von Abbildungen
von �00lm(q; !) dieses Systems durch die Eingabe von

gnuplot gnuchi .

Wir kommen nun zum zweiten wichtigen Punkt. Im Verzeichnis BOSSE-
KRIEGERbe�ndet sich das Programm bosseund in den auf .c und auf .h enden-
den Dateien der Sourcecode von diesem. Durch die Eingabe von

bosse -h 1e-5 -n 1 -e 40 -s 2000 -v 4 -w 0.7
werden �0(t) und �1(t) des Bosse-Krieger-Modells aus Kapitel 4 mit:

Variable Wert
”
Flag“

h0 10�5 -h
� 1 -n

Anzahl der Iterationen 40 -e
Nt 2000 -s
� 4 -v
T 0:7 -w

und mit 
0 = 1 und 
1 = 0:1 berechnet und in die Datei out.4ausgegeben. D.h.
hinter out. steht der nach -v eingegebene Wert von �.

Es ist also einfach, die meisten Kontrollparameter zu �andern. �Anderungen
weiterer Parameterwerte, wie der Wert von 
1, m�ussen im Sourcecode, d.h. vor
allem in der Datei dhsmody.c, vorgenommen werden. Bei der Precompileranwei-
sung #define Oml 0.01, l 2 0; 1 entspricht die Angabe der Zahl 
2

1 bzw. 

2
0.

Im Verzeichnis STATIK be�ndet sich ein Programm zur Berechnung der
NEP des DHS-Systems. Darin in AEQUIDISTANT ein Programm zur Berech-
nung der NEP auf �aquidistanten St�utzstellen im q-Raum. In CODEbe�ndet
sich das eigentliche Programm zum L�osen der MMCT-Gleichungen dieses Sy-
stems. Wie es gestartet wird, steht in einer README-Datei. Im Verzeichnis HSist
das Programm zum L�osen des HS-Systems auf nicht�aquidistanten St�utzstellen
im q-Raum zu �nden. In DATAbe�nden sich die numerischen Werkzeuge zum
Gl�atten der Kurven (Splines unter Zug). Schlie�lich �nden wir in TeX eine Ver-
sion der ersten Ver�o�entlichung [143] und eine fr�uhe Version der vorliegenden
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Arbeit. In POSTER�nden sich Daten f�ur Folien eines Vortrags und Daten f�ur
ein Poster mit diesen Folien als Inhalt.

B.2 Die HE-CD

Auf dieser CD be�nden sich wieder Unterverzeichnisse mit �ahnlich memnoti-
schen Namen wie bei der DHS-CD, in welchen �uber gnuplotdie Ergebnisse visua-
lisiert werden k�onnen. Ungew�ohnlich ist der Name Allen . In diesem Verzeichnis
be�nden sich im Unterverzeichnis SIMUL und dortigen Unterverzeichnissen die
Ergebnisse der Simulation von M. Allen und im Verzeichnis Neu die Resultate
der MMCT auf Basis der statischen Strukturfaktoren der Simulation des HE
Systems mit x0 = 1:8. Die weitere Struktur ist ebenfalls analog zur DHS-CD.
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